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БИРИНЧИ НАШРИГА СУЗ БОШИ

>̂ озирги замон фанн ва техникасининг тез суръатлар билан уси- 
ши, ишлаб чн^ариш процессларининг механизациялаштирилиши в а ав- 
томатлаштирилншн \амда турли хил иншоотларнн лойи^алаш иш лари 
умумтехиика фанларинннг асоси булган назарий механяканл пухта 
урганишии талаб кнлади.

Узбек тилида назарий механнкадан ёзилган дарсликлар камлиги 
а̂мда ишлаб ч\.̂ аришдан ажр&гмаган з̂ олда у^иётган студентлар бу 

фанни пухта узлаштнрншларннн таъминлаш масаласи мавжуд дарс- 
ликларга нисбатан ихчам ва программага мос ^улланма яратиш э.\тиё- 
жини турдирди. Шуларни эътиборга олиб авторлар бир неча йиллар 
давомида турли Олий техника уцув юртларида у^иган лекцияларини 
умумлаштириб, назарий механнкадан ушбу цулланмани тавсия этдн* 
лар.

Бу цулланма Тошкент ша̂ ар олий у^ув юртлари у^итувчнларннинг 
назарий механнкадан умумша^ар илмнй методик семннари <\амда 
УзССР Олин ва махсус урта таълим министрлигн у̂зуридаги илмий 
методик Советнинг механнка секцнясн томонидан алий техника уцув 
юртларининг сиртци ва кечкн булимлари студентлари учун $^ув 1̂ ул- 
ланмаси сифатнда нашр ^нлишга тавсия этилди.

^улланма у̂лёзмаснни у^нб чикиб, унинг сифатини ошнрнш бора- 
снда берган масла.̂ атлари учун профессор Т. Р. Рашидов, доцент
А. И. Зельтин, доцент С.1̂ . Азиз- 1\ориевга авторлар ташаккур бил- 
днрадилар.

Кулёзманн тахрир цилиб босмага тайёрлаш жараённда махсус ре* 
дакторлар 1̂ . Б. Муминов ва Э. В. Зргашев катта жонкуярлик кур- 
сатднлар. Уларга а̂м авторлар самимий миннатдорчилик билдиради- 
лар.

Иккинчи нашрига суз боши

Китобнннг иккинчи нашри бирннчи нашрга оид фикр-муло,\аза- 
ларни эътиборга олиб цантадан ишланди ва олий техника у^ув юрт- 
ларининг кундузги булими учун .\ам мослаштирилди. Баъзи параграф*
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лар цайтадан ёзилди ва янги масалалар бнлан тулдирилди. 12, 22, 
47, 84, 97, 98, 128, 148, 149, 155, 157, 160, 164, 168, 174-пара- 
графлар шулар жумласидандир.

Китобнннг иккинчи нашрига оид фикр ва муло^азаларни цуйидаги 
адресга юборишингизни илтимос циламиз: Тошкент — 129, Навоий 
кучаси, 30. «Уцитувчи» иашрнётининг илмий-техника адабиёти ре
дакция».

Муаллифлар



I б о б

КИРИШ

1-§. Уму* и л муло^азалар

Назарий механика фани олий техника укув гсртларида утилади- 
ган асосий фанлардан бири булиб, унинг ^онунларн материаллар 
царшилиги, цурилиш механикаси, машина ва механизмлар назарнясн 
каби цатор фанлар учун хилма- хил ва мураккаб техника масалалари- 
ни ечишда назарий асос сифатида цулланилади.

Назарий механика фанн моддий жисмларнинг бир-бнрига курса- 
тадиган таъсири ва механик ^аракатнинг умумий к,онунлари .\ацидаги 
фандир.

Моддий дунёда учрайднган а̂мма з̂ одисалар материянинг .\ар хил 
куринишларидан ва унинг хусуснятларидан иборатдир.

В. И. Ленин бундай деган эди: «.Оламда ^аракат цилувчи мате- 
риядак бошца .̂ еч бир нарса йу^дир, ^аракат цилувчн материя эса 
фацат макон ва ва^тда ^аракат цилади»*.

Бу таърифга кура, ^аракат материянинг ажралмас ва асосий хос- 
саси булиб, оламда руй бераднган барча ^одисаларнн уз ичига олади. 
Шунинг учун ^аракат сузидан оддий кучишдан тортиб, молекулалар, 
атомлар, электронлар, электромагнит ^одисаларн, физик- кимёвий, 
биологик узгаришда буладнган мураккаб жараёнлар тушунилади.

Табиий фанлар материя ^аракатини ва унинг хусусиятларинн ур- 
гатади.

Табиий фанлардан булган назарий механика фани материя .-\apa- 
катларидан энг соддаси з̂ исобланган механик а̂ракатни текширади.

Ва^т утиши билан моддий жисмларнинг бир-бирларнга нисбатан 
фазода кучиши механик %аракат дейилади. Бу з̂ аракат жисмлар
нинг узаро таъсирлашувн натижасида содир булади.

Моддий жисмларнинг мувозанатн механик ^аракатнинг хусусий 
*оли булганлиги сабабли, назарий механикада моддий жисмларнинг 
бу полати а̂м текшнрилади.

Назарий механика фанн, механик масаланинг цандай нуцтан на- 
зардан цуйнлишига а̂раб, уч ^исмга: статика, кинематика ва дина- 
микага булинади.

jg  * Л И .  Материализм ва эмпириокритицизм. Т$'ла асарлар туплаюц
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Моддий жисмларнинг мувозанати, уларга куйилгаи кучларни цу- 
шиш, айнриш ва кучларни таъсир жнхатдан тенг булган эквивалент 
кучлар системаси билан алмаштириш масапалари назарий механика - 
нинг статика булимида текшириладн.

Жисмларнинг ^аракатини уларнинг массаси ва уларга таъсир этув- 
чи кучларга богламай, фацат геометрик нуцтаи назардан текшириш 
масаласн кинематика цисмига киради.

Динамикада эса моддий жисмларнинг ^аракати шу а̂ракатнн 
вужудга келтирувчи куч билан биргаликда текшири.лади.

С Т А Т И К А

II б о б

КАТТИК ЖИСМ СТАТИКАСИ ВА СТАТИКАНИНГ АСОСИЙ 
АКСИОМАЛАРИ

2-§. Асосий тушунчалар ва таърифлар

Статикада жисмнинг мувозанати деганда, унинг маълум жисмга 
лузгал мае равишда ма.\камланган координаталар системасига нисбатан 
тннч вазиятн тушунилади.

Статнканинг асосий тушунчаларн, таърифларини келтирамиз.
1. Моддий нуцта деганда, а̂ракати ёки мувозанатини текши- 

рншда улчамлари ва шаклининг а^амияти булмаган, массасн бир нук* 
тада жойлашган деб тасаввур и̂лннадиган жисм тушунилади.

2. Куч таъсиридаги жисмнинг ихтиёрий иккита ну^таси орасидагн 
масофа доимо узгармасдан цолса, бундай жисм абсолют цаттиц 
жисм дейнлади.

Табиатда абсолют ^атти  ̂ жисм йуц, э̂ ар цандай жисм э̂ ам оз 
булса- да деформацияланади — шакли узгаради. Агар бу узгариш 
жисмнинг улчамларига нисбатан жуда кичик булса, механик а̂ракат- 
ни текширишда мазкур узгаришни эътнборга олмаймиз. К,аттн  ̂жисм- 
ни бунда!! абстрактлаштирнб ь̂ араш жисмнинг ^аракатнни урганишни 
соддалаштирадн.

3. Жисмларнинг бир-бирларига курсатган узаро таъсирларининг 
ми̂ дор улчови куч дейнлади. Бу таъсир натижасида жисмнинг ки- 
нематик ^олати ёки шакли узгаради (деформацияланади).

Кучнинг жисмга таъсири: 1) куч цуйилган нуцта, 2) кучнинг йу- 
налиши, 3) кучнинг мнедори билан аш.цланади.

Жисмнинг бевоента куч таъсир этадиган нуцтасн куч цуйилган 
нуцта дейнлади. Тннч ^олатда турган эркин моддий жисмнинг берил- 
ган куч таъсирида олган харакат йуналнши кучнинг йуналиши дейн
лади. Кучнинг м!.̂ дорини улчаш учун уни куч бирлиги деб цабул ци- 
линган бирор катталик билан солиштирилади. МГСС системада куч бир
лиги учун килограмм-куч (1 кгк), халкаро (СИ) системада ньютон 
(1 Н) цабул цилинган; бунда 1 кгк = 9,81 Н; 1 Н =0,102 кгк.
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Куч М1щдор ва йуналишга эга 
брганн учун вектор катталик бн- 
лан ифодаланадн. Вектор кесмаеи- 
нинг маълум масштабдаги узунли- 
ги кучнинг мнкдорини, стрелканннг 
й̂ налииш кучнинг йуналишнни ифо- 
далайди (1-расм). *

Куч вектори ётган (KL) чизи  ̂
кучнинг таъсир чизиги дейнлади.
Куч цуйилган нуцтани О билан бел- 
гилаймш. Одатда куч вектори F  
орцми, мищори эса F  билан белгн- 
ланади. _  _

4. Кучлар системаси. Жнсмга цуйилган Fv F2, . . . ,  F n кучлар 
туплами кучлар системаси_дейнлади̂

Жисмга щуйнлган (7 ,. _Ft.........jF n) кучлар системаси курсатади-
ган таъсирнн бош^а ( Q„ Q2, . . . ,  Q„) кучлар системаси бгра̂  олса, 
бунда!! иккн куч системаси эквивалент кучлар системаси дейнлади.

Уларнинг эквивалентлигн у̂йидагича ёзилади:
(F , F t........ Fn) со ( Qi, Q2, . . . »  Qn)-

5. Тенг таъсир этувчи куч. Кучлар системасинннг жисмга таъ- 
сиринн ёлтз бир куч бера олса, бундай куч мазкур кучлар_ систе- 
масининг тенг таъсир этувчиси дейнлади. J_F iy F.l t . . . ,  Fn) куч
лар системасининг тенг таъсир этувчисини R ' билан белгнласак, у 
*олда _

(F j ,  F2, . . . ,  F п)  со R .

6. Мувозанатлашган кучлар системаси. Тинч турган жнсм унга 
куйилган ( Fj, F2, . . .  , Fn) кучлар системаси таъсирида .̂ ам тинч 
э̂ олатда цолса, бундай кучлар системаси мувозанатлашган кучлар 
системаси ёки нолга эквивалент система дгниладч. Мувэзанатлаш- 
ган кучлар системаси нолга эквнвалентдир:

( F „  F l ..............Г п) с© 0 .

7. Санок, системаси. Механикадэ берилган жисмнннг ^аракати 
ёки ^олати бирор жисм билан богланган координаталар системасига 
нисбатан текширнлади. Бу координаталар системаси саноf  система
ми дейнлади. Статика булимнда Ер билан бевэснта бо.-ланган сано  ̂
системасидан фойдаланилади.

8. Эркин жисм. Жисм фазода ихтиёри! томонга ^аракатлана 
олса, бунда.i жнсм эркин жисм дейнлади.

3- §. Статиканинг асосий аксиомалари
Назарий механиканинг статика цисми тажриба ва кузатншлар 

ёрдамида аникланган у̂йидаги аксиомаларга асосланади:
7



2- раем. 3- раем.

1- аксиома. Эркин жиемнинг исталган икки нуцтасига миц- 
дорлари тенг, йуналиши эса шу нуцталардан утувчи mijrpu ни- 
зиц буйича царама-КАрши томонга йуналган иккита кун таъсир 
втса, бундай кучлар уэаро мувозанатлашади (2- раем).

Кучларнинг ми̂ дори IF,! = \Ft\. Агар кучларнинг йуналишини 
эътиборга олсак, F r = — Гг булиб, бунда манфий ишора кучлар
нинг царама-царши томонга йуналганлигини билдиради. Бундай икки 
кучдан ташкил топган система ноллик системадан иборат булади:

(F i, 7») со 0.
2- аксиома. Нолга эквивалент системани жиемга таъсир этув- 

чи кучлар системасига цушиш ёки ундан айириш билан кучлар 
системасининг жиемга таъсири узгармайди.

Бу аксиомалардан ^уйидаги натижа келиб чнкадн: куч $з таъ~ 
сир 4U3UFU буйлаб бир нуцтадан иккинчи нуцтага мицдор ва 
йуналиши дзгартирилмай кучирилса, унинг жиемга таъсири уз- 
гармайди.

Исбот. Жиемнинг О нуцтасига цуйилган F  кучнинг таъсир чи* 
зигида Ot ну^тани олиб, шу нуцтага мицдорлари F  = F t = F2 бул- 
ган \амда мазкур чизшуда ётувчи (F,, Ft) х  0 снстемани ^ушамиз 
(3-раем). 1-аксиомага кура (F, Ft) сс 0 булганидан уни ташлаб 
юборсак, у ^олда О, нуцтада F l куч цолади. Шундай цилиб, О, 
ну^тага цуйилган F  куч урнига О, ну^тага «у йилган худди шундай 
F  = F t кучни оламиз. Натижа исботландн.

3- аксиома, (параллелограмм аксиомаси). Жиемнинг бирор нуц- 
mac ига цуйилган турли йуналишдаги икки кучнинг тенг таъсир 
этувчиси микдор жи^атдан шу кучларга цурилган параллело- 
граммнинг улар цуйилган ну^тадан утувчи диагона,!ига тенг 
бдлиб, шу диагонал буйлаб йуналади.
в



Жисмнинг бирор Л^нуцтасига цуйилгаи, бир-бири билан а бур- 
чак ташкнл этувчи F x ва F 2 кучларнинг тенг таъсир _этувчисини 
R ' билан белгилаймиз (4-раем). Аксиомага кура R ' = F X +  F t

4- аксиома. Жисмларнинг бир-бирига таъсири уэаро тенг ва 
бир тугри чизиц буйлаб царама-царши томонга йуналади.

Масалан, А жисмнинг В  жисмга курсатадиган FА таъсир кучи 
В  жисмнинг О нуцтасига цуйилади (5- раем). В  жисмнинг_Л жисм
га F в таъсир кучи А жисмнинг 0Х ну^тасига цуйилади. F А ва F в 
кучлар миедор жи^атдан бир-бирига тенг ва таъсир чизшугари уму- 
мий булиб, а̂рама-̂ арши томонга йуналган:

Бу аксиома Ньютоннинг учинчи цонунини ифодалайди.
5- аксиома. Берилган кучлар таъсирида деформацияланадиган 

9/сисм мувозанат \олатида абсолют цатти^ жисмга айланса, 
унинг мувозанати узгармайди.

Бу аксиома кртиш принципи дейилади.

4- §. Богланиш ва богланиш реакциялари

Жисмнинг ^аракати ёки ^олати бирор сабаб билан чекланган 
булса, у богланишдаги жисм дейилади. Жисмнинг >#ракати ёки 
^олатини чекловчи сабаб эса богланиш дейнлади. Масалан, рельс - 
ларда турган вагоннинг вертикал йуналишдаги ^аракати чекланган. 
Бунда рельелар вагон учун богланиш вазифасини утайди; вагон эса 
богланишдаги жиемдир.

Богланишнинг жисмга курсатадиган таъенрини белгнловчи куч бог
ланиш реакция кучи дейилади.

Назарий механикада борланишдаги жисмнинг ^аракатнни ёки му- 
возанатини эркин жисмнинг ^аракати ёки мувозанатига келтириб 
текширилади. Бу ^ол у̂йндаги аксиома билан ифодаланади.
6- аксиома. Богланишдаги жиемни эркин жисм шаклига келти• 
риш учун жисм таъсир этувчи кучлар цаторига богланиш реак
ция кучини \ам цушиш керак.

9



Бу аксиома жнсмни богланишдан 6tJ-
у -----^ tuamuui аксиомаси дейнлади.

/ Борланишдаги жнсмларнинг ^аракати
цайсн томондан чекланган булса, реак
ция кучи шу йуналишга тескари йунал- 
ган булади.

Жис.млар, асосан, таянчлар (̂ ирралар, 
шарнирлар), ип, занжир ва 1\айншлар во- 
снтасида богланган булади.

Борланишдаги жисмларнннг борланпш 
реакция кучларини аницлаш статиканинг 
асосий маеалаларидан ^исобланади. Уму- 
мий э̂ олда масаланн ечмасдан туриб, 6o f- 
ланиш реакция кучининг миь̂ дори ва йу- 
налишини аншугаб булмайди. Лекин ай- 
рнм ^олларда берилган масалани ечмас
дан турнб, реакция кучларининг йунали- 
шини алнклаш мумкин. Бундай борланиш- 
ларни куйидаги уч группага ажратиш 
мумкин:

1. Жнсм цузгалмас силлиц сиртга А 
ну^тала таянади. Бу ^олда сиртнинг 
реакция кучи N жисмнинг А нуцтасига

6- раем. к̂ йилган булиб, шу ну^тада сиртга утка-
зилган нормаль буйлаб йуналган булади 

(6-расм, а). Бу куч нормал реакция кучи дейнлади. Агар жисм ва 
сирт силлнц булмаса, А_ ну т̂ада нормал реакция кучндан ташцари, 
уринма реакция кучи F  а̂м пайдо булади (6- раем, б). Бу F  куч 
иища.ганиш кучи деб аталадн.

7, 8, 9- расмларда таянч ну^таларнда каиси сиртга (жнсм ёки 
таянч сиртга) нормаль утказиш мумкин булса, нормал реакция кучи 
шу нормаль буйича йуналтирилади.

2. Жисмлар чузнлмаГаиган ип, занжир, кайнш ёки стерженлар 
воснтасида осилган булса, уларда >рсил буладиган реакция кучларн

Ч

8- раем.
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9- раем. 10- раем.

мос равншда налар, занжнрлар, кайиш- 
лар, стерженлар буйлаб йуналгаи бу- 
ладн (10-раем). Ипларда .\осил була- 
днган реакция кучлари одатда Т , Г „
Тг билан белгиланади ва гпаранглик „п ° 
кучи дейилади.

3. Жнем цузгалмае текисликка гал- 
таклар воснтасида таяниб турса (11- 
расм), А ну|\тадагн реакция кучи ~Ы шу 
текиелнкка перпендикуляр йуналади.

Реакция кучларининг йуналиши олдиндан номаълум булган 6of- 
ланишларнинг асосий турлари билан танишамиз:

1. Жнем цилиидрсимон шарнир воситаеида иккинчи жиемга 6of- 
ланган булса, богланнш реакция кучининг таъсир чизиш цилиндр- 
нинг марказий увидан утади ва цилиндр у^ига перпендикуляр текис- 
лнкда ётади. Масалан, жисм А нуцтада цилиидрсимон шарнир вое и- 
таенда лузгал мае текиелнк билан 6o f ланган (12-расм,а). Бунда 6of- 
ланнш реакция кучининг таъсир чизнги А нук,талан утади, лекин йу- 
налиши номаълум. Бундай з̂ олда реакция кучинн цилиндр у^ига 
перпендикуляр йуналган х ва у у^ларнинг мусбат йуналишлари буйи
ча ташкил этувчнларга ажратнб, уларни жиемнинг мувозанат шарт- 
ларндан аницланадн.

11



1

2. Бир жисм нккинчи жисмга 
тнралнб турган булса (12-раем, б), 
бундай ^олда а̂м реакция кучининг 
йуналишн иомаълум булиб, у 1-̂ ол- 
дагидек ташкил этувчиларга ажра- 
тилади ва уларни жисмнинг муво- 
занат шартларидан ани^ланади.

У

3. Жисм еферик шарнир восита- 
сида богланган булса (13-раем), бу
шарнир уз маркази О дан утадиган
э̂ ар цандай уц атрофида жисмнинг 13* Р3̂ -
айланишига тусцинлик цилмайди.
Сферик шарнирнинг реакция кучи О ну^тадан утади, лекин цайси 
томонга йуналганлиги олдиндан маълум эмас. Масалани ечишда бун
дай реакция кучнни танлаб олинган координата уцларнга параллел 
йуналган ташкил этувчиларга ажратиб, уларни жисмнинг мувозанат 
шартларидан топилади.

III боб

БИР НУКТАДА КЕСИШУВЧИ КУЧЛАР СИСТЕМАСИ

Таъсир чизиклари бир нуцтада кесишадиган кучлар системаси 
бир ну упада кесишувчи кучлар системаси дейилади. Яъни жисм
нинг Л „ Аг, ......... 4П нуцталарнга, таъсир чизшуири О ну^тада ке-
сишаднган тегишлича F „  F it . . .  , F n кучлар таъсир этса, бу кучлар 
бир нуцтада кесишувчи кучлар систе.маснни ташкил ь̂ илади (14-раем).

Кучларни уларнинг таъсир чизицлари буйлаб кучирнш мумкин 
булганлнги туфайли, бир нуцтада кесишувчи кучлар снстемасинн 
доимо бир ну^тага к,уйилган кучлар системаси билан алмаштнриш 
мумкин (15- раем). Бир нуцтада" кесишувчи кучларни цис̂ ача кеси
шувчи кучлар ^ам дейилади.

Бир нуцтада кесишувчи кучларни геометрик ёки аналитик усул- 
да цушиш мумкин.

14- раем. 15- раем.
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5- §. Вир нуктада кесишувчи кучларни геометрик усулда ^ушиш
Дисмнинг бнрор_Л нуцтасига ^унилган ва узаро а бурчак таш- 

кил этувчн 7\ ва F2 кучларнинг тенг таъсир этувчнси, параллело
грамм аксиомасига кура, шу кучларга цурилган параллелограммнннг 
А нуцтасндан утувчи диагонали билан ифодаланади (16-раем, а). 
Яъни бнр ну^тага ^уйилган иккита кучнинг тенг таъсир этувчиси 
R ' шу кучларнинг геометрнк йитндисига тенг:

(3.1)
Бнр нуцтага куйнлган иккита кучнинг тенг таъсир этувчисини 

кучлар учбурчагн усулида хам аниклаш мумкин (16-раем, б). Бунинг 
учун нхтиёрий At нуцтага кучни куйиб, бу кучнннг учи Dv ну̂ - 
тага Т9 кучни узига параллел равишда келтирамиз. Биринчи кучнинг 
бошн Ах ни иккинчи кучнинг учи Сх билан туташтирувчи R ' вектор 
тенг таъсир этувчн кучни нфодалайди. Кучларни бу усулда цушиш 
кучлар учбурчаги усули дейнлади.

Тенг таъсир этувчннинг модулини A AlCl Dl дан косинуслар тео- 
ремасига асосан ани^лаймнз:

R ' = Y F \  + F l — 2 F xF2 cos (180° -  а)
ёки ______________ ______  (3.2)

R ' = F l +  2 F1Ft cosa.
Тенг таъсир этувчи /?' кучнинг F i ва Ft кучлар билан ташкил 

цилган ва ф2 бурчаклари синуслар теоремасига кура ани^ланади:
= -/*- = — — . (3.3)

sin<p, sin ф! sin (180°—a)
Бир нуктада кесишувчн (F lt F t, . . .  , Fn) кучлар системасинннг 

(17-раем, а) тенг таъсир этувчисинн аницлаймиз. Кучлар учбурчаги 
цоидасига асосан бу кучларни кетма-кет ^ушамиз.

Аввало F i ва F , кучларнинг тенг таъсир этувчнси /?| ни аниц- 
лаймиз, сунгра R[ ва F3 кучларнинг тенг таъсир этувчнси R'2 ни

5)
16- раем.
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аииклаймиз ва з̂ оказо (17-_расм, б). Аницлик учун рагмда п = 4 
булган о̂л курсатилган. F lt F2, F3, Fx кучларни цушиш натижасида 
0\ABCD кучлар купбурчаги з̂ осил к;нлинади. Бу купбурчакда 
F u кучнинг боши билан F t кучнинг учини бирлаштирувчи R ' век
тор F „  Fj, F3, F< кучларнинг тенг таъсир этуБЧисини ифодзлайди. 
Шундай цилиб,

J [  = Fr +  F t. _
/ ? ;= / ? ;+ ^  = Л + f , + f s,

ёки
4

*=1
Худди шунннгдек, п та кучнинг тенг таъсир этувчиснни аниц- 

лаймиз:

^  = V ? " .  (3.4)
*=i

Демак, бир ну т̂ада кесишувчи кучларнинг тенг таъсир этувчиси 
R ' шу кучларнинг геометрик йипшдисига тенг. Яънн F v  F t, .. . , 
Fn кучлар_учун юцоридагидек кучлар купбурчаги тузилса, бу куп
бурчакда F i кучнинг боши билан F n кучнинг учини бирлаштирувчи 
R ' вектор мазкур кучлар системасининг тенг таъсир этувчиси була- 
ди.



6- §. Кучнинг у^даги проекцияси

Куч билан уц бир текисликда ётган булса, F  кучнинг Ох уцдаги 
проекциясини аницлаш учун кучнинг боши А ва учи В  дан Ох уэда 
перпендикуляр (Аа), (ВЬ) пунктир чизи^парни утказамиз (18-раем), 
у  о̂лда мое ишора билан олинган ab кесма F  кучнинг Ох уцдаги 
проекциясини ифодалайди, бунда а нуктадан b ну^тага кучиш Ох ук,- 
нинг мусбат йуналишн билан устма-уст тушеа — мусбат ишора, унга 
тескари йуналса— манфий ишора олинади. Бу таърифга кура, 
18- раемда

X  = Fcosa,
■Х\ = — F, cos ф

(баъзан кучнинг укдаги проекцияси Fx куринишда а̂м белгиланади) 
ёки cosax = cos (180°— <р) = — coscp булгани учун

X  = Fcosa,
X 1 = F l cosc*!. (3.5)

Демак, кучнинг бирор уцдаги проекцияси скаляр мицдор булиб, 
куч модули х1амда кучнинг шу уц мусбат йуналиши билан таш 
кил цилган бурчаги косинусининг купайтмасига тенг. Бу таъриф- 
дан куринадики, кучнинг параллел ва бир хил йуналган уцлардагн 
проекциялари узаро тенг булади. Агар a = 90° булса, cos 90° = 0 
булгани учун X  — 0 булади. F  кучнинг Oxyz Декарт координата 
уь;ларидаги проекцияларини аницлаш _учун коордииаталар бошини 
F  кучнинг бошида оламиз (19-раем). F  кучнинг х, у, z уцлар билан 
ташкил цилган бурчакларини мос равишда a, 0, у билан белгилай- 
миз. Бу ^олда, диагонали F  га тенг булган параллелепипед (мос 
ишора билан олинган) томонларининг узунлиги (3.5) га асосан 
F  кучнинг координата у^ларидаги проекцияларини ифодалайди:

X  = fcosa, У = Fcosp, Z = Fcosy- (3.6)
Координата уцларидаги проекциялари орцали кучнинг узини топиш 
усули уни аналитик усулда ани^лаш дейилади. Бу ^олда кучнинг

V Т у 1 5  V Б)1
-J1

И11
1\

1
11

1
1
!-■1 1 1 ТА,

0 L 1 1
А- 4  i

° X ь
18- раем.

ь, х< CLi
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19- раем. 20- раем.

модули (параллелепнпеднинг диагоналига тенг булгани учун) цуйи- 
дагича ани^ланади:

F  = V X ' + Y ' +  Z*. (3.7)
F  кучнинг йуналишнни топиш учун йуналтирувчи косинусларни

(3.6) тенглнкларга асосан ани^лаймиз:
X Y Zcos а = — , cos р = — , cos у = — . (3.8)

Куч билан у^ бнр текисликда ётмай, улар ораендагн бур- 
чак берилмаган булса, кучнинг укдаги проекциясини ^уйидагича 
аницлаш мумкин. .Масалан, 20- раемда курсатилган F  куч Оху 
текислигида ётмайди, куч билан _уцлар орасидаги бурчак а̂м 
номаълум. Координаталар бошинн F  куч цуйилган нуцтада олиб, 
кучнинг учи А дан_Оху текнеликка перпендикуляр (Аа) чнзицни ут- 
казамиз. У  *олда Fxy = Оа_ вектор F  кучнинг Оху текисликдаги 
проекциясини ифодалайдч. FХу векторнинг Ох ва Оу уцлардаги про- 
екцияларнни аш:^1аш учун а нуцтадан Ох ва Оу yiyiapra мос ра« 
вишда перпендикуляр (аа,), (ааг) чизик,ларни утказамиз. Оа, ва Оаа 
мос равишда F  кучнинг Ох ва Оу у^тардаги проекцияларини ифо- 
далайди:

X  = Оах = Fxy cos а = F  cos <р cos а,
Y = Оа, = Fxy cos (90° — о) = F  cos ф sin a.

7- §. Тенг таъсир этувчини аналитик усулда ани^лаш

Юцорида курганимиздек, бир нуцтада кесишувчи F [, F [ . . . , 
F n кучларнинг тенг таъсир этувчнси (3.4) га кура шу кучларнинг

Л __

геометрик нигиндисига тенг: R ' = v  F * .
*-i
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Бу векторли тенгликни координата у^ларига проекциялаб, тенг 
таъсир этувчининг координата у^ларидаги проекциялари R'x, R'y, R't 
ларнн аницлаймиз:

/ ? >  V X * .  
* - i

*=1

(3.9)

Тенг таъсир этувчининг модули (3.7) га асосан ани^ланади:

R' = V (R f- r (R u)2 + (R y  =

/ ( l x * ) ’ + ( l , n ) ’ + ( . l z * ) ‘ - (ЗЛ0) 
йуналиши эса (3.8) га кура аницланади:

cos (R', х) =  ** , 

cos (R', у) =  , 

cos (R \z ) =  ^ .К

(3.11)

8- §. Бир ну^тада кесишувчи кучларнинг мувозанати

Агар бир нуцтада кесишувчи (Fu F t, . . .  , F n) кучлар снстема- 
сининг тенг таъсир этувчиси R ' нолга тенг булса, у ^олда бундай 
кучлар системаси мувозанатда булади, аксинча, кучлар системаси му- 
возанатда булса, тенг таъсир этувчн на!га тенг булади:

(3.12)
еки

R ' = 0

V  F* = 0. 
*=i

(3.13)

(3.12) ёки (3.13) тенгламалар кесишувчи кучлар системаси мувоза
нати зарурнй ва етарли шартинннг векторли ифодасидир. Демак, ке
сишувчи кучлар системаси таъсиридаги эркин жисч мувозанатда 
булиши учун мазкур системани ташкил этувчи кучларнинг геомет
рик йигиндиси нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

(3.12), (3.13) тенгламаларнинг геометрик маъноси у̂йидагнчадир: 
фараз цилаплнк, жиемнинг Л,, At, . . ̂ ,Ап ну^таларига таъсир чизи^лари
О ну^тада кесишувчи F u F t, . . .  ,F „  мувозанатлашувчи кучлар <
2-2344 I Вух ТИ П  т* Л П
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21- раем,

маси таъсир этаётган булсин (21 - 
раем). Бу кучлар учун кучлар 
купбурчаги ясалеа (анм^лик учун 
п = 5 булган холни куриб чика- 
миз), у ёгщ булади, яъни маз- 
кур купбурчакда биринчи куч
нинг боши билан охирги кучнинг 
учи устма-уст тушади. Аксинча, 
кучлар купбурчаги ёпиц булса, 
R ' = О булади. Шунга кура, ке
сишувчи кучлар системаси му- 
возанатда булиши учун бу куч- 
ларга цурилган кучлар купбур
чаги ёпиц булиши зарур ва 
етарлидир.

Тенг таъсир этувчи куч /?' = 0 булса, (3.10) га кура 
К  = О, Ru = О, R, = О 

б̂ -лади. (3.9) ни эътиборга олсак,

fe-1

~ Г * = 0, (3-14)

2 2 *  =  ° -*=i
Демак, кесишувчи кучлар системаси му возанатда булиши учун 

кучларнинг %ар бир ксордината уцларидаги проекциялари йигин- 
диси нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

Умуман, (3.14) ифодада номаълум кучлар а̂м булиши мумкин. 
Шунинг учун уни кесишувчи кучлар системаси таъсиридаги эркин 
жисм мувозанати тенгламаларининг аналитик ифодаси з̂ ам дейн
лади.

Кесишувчи кучлар бир текисликда жойлашган булса, Ох ва Оу 
5цларни шу текисликда олиб, (3.14) тенгламаларнинг учинчнеи эътн- 
борга олинмайди:

2 * . - о .Ьв|
± Y k =  0. 
*=1

(3.15)

Бу тенгламалар текисликдаги кесишувчи кучлар системасининг 
мувозанат тенгламалари дейилади.

Ёзувни ^исцартириш ма с̂адида келгусида (3.14) даги тенглама- 
ларни цуйидагича ёзамнз:
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Мувозанатдагн жнем эркин булмаса, борланншлардан бушатиш 
хацидаги аксиомага кура, борланишларнинг жисмга курсатадиган таъ- 
сирини уларнинг реакция кучи билан алмаштирамиз. Натнжада бун
дам жиемни берилган кучлар таъенрндаги ва богланиш реакция куч- 
лари таъсиридаги эркин жисм деб цараш мумкин. Шу сабабли маз- 
кур жисм учун тузилган (3.14) ёкн (3.15) тенгламаларда берилган 
кучлар цаторн богланиш реакция кучларининг ташкил этувчнларн 

а̂тнашадн.
Умуман, жисмнинг мувозанатпга дойр масалалар цуйидаги тартиб- 

да ечилади.
1. Берилган масаладл мувозанати текширнлаётган жисмга таъсир 

этаётган кучлар раемда тасвирланади.
2. Жиемни богланишлардан бушатиб, уларнинг таъсирн богланиш 

реакция кучлари билан алмаштириладн.
3. Координата у^ларини мос равишда танлаб олнб, мувозанат 

тенгламаларини тузамиз. Координата уцларини шундай танлаш ло- 
зимки, иложи борича кучларни проекциялаш осон булсин. Масалан, 
уцлардан бирини бирор номаълум реакция кучи га тик равишда 
йуналтирилса, мос мувозанат тенгламаенда номаълумлар камроц а̂т- 
нашади.

4. Тузилган мувозанат тенгламаларн биргаликда ечилади.
1-масала. Q — 300 Н юк АВ, АС стерженлар ва AD занжир

л  ✓ч
воситаснда тутиб турилади. Агар а = СВ А = ВС А = 60°, 0 =
= OAD = 30° булса, АВ, АС стерженлардаги зурициш ва AD зан- 
жирнинг таранглик кучи ани^лансин. А, В, С ва D нуцталар шар
нир оркали бириктирилган (22-раем).

Изо^. Стержень буйлаб йуналган чузувчи ёкн си^увчи куч стер- 
жендаги зурикиш деб аталади.
Сицувчн кучни чузувчи кучдан 
фарц кнлиш учун у ни манфнй 
сон билан ифодалаймиз. Стер- 
жендаги 5 зурикиш мицдор жи- 
э̂ атдан шу стерженнинг реакция 
кучи N га тенг булади: | S  | = |W|.

Ечиш. Масалани юцоридаги 
тартибда ечамиз. А нуцтадагн 
юкни Q куч билан алмаштира
миз. Богланишдан бушатиш .̂ а- 
цидагн аксиомага кура АВ ва AC 
стерженларни jV, ва Nt реакция 
кучлари з̂ амда AD занжирни Т 
таранглик кучи билан алмашти- 22- раем.



рамиз. Бу кучлар А нуцтада кесишадиган мувозанатлашувчи кучлар 
снстемасини ташкил этади. Координата у^ларини расмда курсатил- 
ганидек утказиб, (3.16) га мувофиц мувозанат тенгламаларини ту- 
замиз:

V  Х к =  0: —  A^cos 60° +  N3 cos 60° =  0,

2£К* = 0; iV, cos 30° + N, cos 30° — Г  cos 30° = 0,
2 Z *  = 0; — Q + Г  cos 60° = 0.

Бу тенгламаларни биргаликда ечнб занжирнинг таранглик кучи
Т  = — ^----- 600 Н

cos 60°
ва Nv N2 реакция кучлари

А\ = = — = 300 Н
2

булишини аницлаймиз. АВ ва АС стерженлар си^илади. Шу сабаб- 
ли улардаги зурицишлар манфин цийматга эга булади:

= S, = — 300 Н.

9- §. Уч куч мувозананга сид теорема

Бир текисликда ётувчи ва уэаро параллел булмаган уч куч 
мувозанатлашса, уларнинг таъсир чизицлари бир нуцтада кеси- 
шади.

Исбот. Жнсмнинг Аг, Аг ва А3 нуцталарига бир текисликда 
ётувчи, параллел булмаган, мувозанатлашувчи F v F t, F 3 кучлар 
Кунилган булсин (23- раем). У  э̂ олда (F „  F t, /%,) со 0.

Кучлар параллел булмагани учун улардан ихтиёрий иккитасининг 
таъсир чизиги бирор нуцтада кесишадн. Масалан, T lt F t кучларнинг 
таъсир чизиь̂ лари О ну^тада кесишсин. Бу кучларни таъсир чизи^ла- 
рн буйлаб О ну^тага кучирамиз ва параллелограмм цоидасига асо
сан кушамиз:

R i = F  j +  F  г.
Rx кучнинг таъсир чизиги ва Ft кучларнинг таъсир чизицлари

кесишган ну^тадан утади. Шундай 
цилиб,

(?1 , Г , ,  Т 3) СО (/ ? !, F J  СО 0.

Бу муносабатдан курамнзкн, 1- 
аксномага асосан, /?, ва F 3 кучлар 
мувозанатлашиши учун уларнинг 
мицдорлари тенг, йуналиши эса бир 
тутри чкзиц буйлаб карама- а̂рши 

23. раем. томонга йуналган булиши керак.
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24- расы.

Яъни F3 кучнинг таъсир чизнш а̂м О нуцтадан утар экан. Шун- 
дан ^илиб, теорема нсботланди. Бу теорема уч куч теоремаси де- 
йилади.

2-масала. АВ стержень А нуктада шарнир воситаснда маркам- 
ланган ва В  нуктада вертикал деворга эркин таяниб туради (24- раем, 
а). Стерженнинг уртасига 0 = 60° бурчак остида F  = 400 Н куч 
Куйилгаи. а = 30° булганда А ва В  ну^талардаги ишцаланишларни 
зрюобга олмай, NА, N в реакция кучлар» ашнугансин.

Ечиш. Аввал масалани геометрнк_усулда ечамиз. Бунинг учун А 
ва В нук,талардаги богланишларни NA, NB реакция .кучлари билан 
алмаштира%тз. В  нуцтада стержень деворга эркин таяниб турганли- 
ги сабабли X в деворга тик равишда йуналади. ~F ва ~fifB кучларнинг 
таъсир чизикларини давом эттнриб, улар кесишган D нуцтани аннц- 
лаймиз. А шарнирдаги реакция кучи NA нинг4йуналишини аницлаш 
учун уч куч мувозанатига онд теоремаданjfJ^a.iaHaM ia. АВ стер
жень вертикал текиелнкда жойлашган F, Nв ва N~A кучлар таъси- 
рида мувозанатда булганидан NА нинг таъсир чизиги j а̂м D ну т̂а- 
дан утади ва а  +  р = 90°, АС = СВ булгани учун AD °у  у^ига 
параллел булади. NA кучнинг йуналишини аницлаш учун ~F, Nв, Nл 
кучлардан ёпиц кучлар учбурчагини тузамиз. Бунинг учун маълум F  
кучни бирор масштабда ихтиёрий А1 ну^тага узнга параллел равиш
да цуямиз (24- раем, б) а̂мда бу кучнинг боши Ах ва учи В у нуцта- 
лардан Х А ва Л в ларнинг таъсир чнзицларига мос равншда парал- 
лел булган тутрн чизшутар утказамиз. Уларнннг кесишган ну^тасини
С, билан белгилаймиз. Ау В ХСХ учбурчак изланаётган кучлар учбур- 
чагидир. Nв ва NA кучларнинг йуналишини аницлаш учун бу куч
лар учбурчагннн периметри буйича шундай айланнб утиш кераккн, 
кучлар учбурчаги Ах нуктада ёпилсин; вз С,Л, векторлар N~B
ва Na кучларни ифодалайдн. Кучлар ,'учбурчагининг В£х  ва CXAV 
томонларнни берилган масштабда улчаб, Nв кучларнинг ми̂ -
дорлари аницланади.
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** NB ларнинг мицдорини кучлар учбурчаги А\В\С\ га си- 
нуслар теоремасннн цуллаб а̂м аннцлаш мумкин:

К а _  Ад = F 
sin 30° sin 60= sin 90° ’

бундан

Na = F sin 30° = 400- 200 H,

NB = F  cos 30° = 400- - O . = 346,4 H.

Берилган масалани Л,£,С, кучлар учбурчаги ва DCE геометрнк 
учбурчакнинг ухшашлигидан фондаланиб .\ам ечнш мумкин. Бу уч- 
бурчакларнинг ухшашлигидан

DE CD С Е '
Расмда CD = 2DE, СЕ = Г  (CD)2 — (DE)- = V  3 DE 

булгани учун

бундан
DE 2 DE y~3DE  

д’л = т  =200 Н,2
V J

2
Л/’а = ~ r-  F  = 346,4 Н.

Худди шу масалани аналитик усулда ечамиз. Ох вз Оу у уларни 
расмдагндек утказиб, (3.15) га асосан нккита мувозанат тенгламаси- 
ни тузамиз:

бундан

1 Х ,  = 0; — F  cos 30° = 0, 

V K *  =  0; Na — f  cos 60° =  0,

^ в ~  F cos 30° = 400• = 346,4 Н,

N . = F cos60° = :400- -  = 200 Н.
2

22



IV б о б

К У Ч  М О М Е Н Т И

10-§. Кучнинг ну^тага нисбатан моменти

Тажрибаларнинг курсатишича, куч таъсирида жисм илгариланма 
а̂ракатда, шунннгдек, бнрор нуцта ёки у к; атрофида айланма а̂ракат- 

да булнши мумкин. Жнсмнннг айланма ^аракати жисмга ^уйилган 
куч моментига боглиц булади.

Кайси ну^тага нисбатан момент олинадиган булса, шу нуцта мо
мент маркази дейиладн. Момент марказидан кучнинг таъсир чнзи- 
гига туширилган перпендикуляр кесма куч елкаси дейиладн (25- раем, 
а,б). Одатда куч елкаси h билан белгиланади.

Аввал жисмга бир текисликда ётувчи кучлар системаси таъсир эта- 
ётган *олни курамиз. Бунда кучнинг нугупага нисбатан моменти 
деб, мос ншора билан олннган куч мицдорининг куч елкасига купайт- 
масига тенг катталикка аГпиладн.

F  кучнинг О марказга нисбатан моментн одатда, М0 (F) билан 
белгиланади:

Агар куч жиемни момент маркази атрофида соат мили айланади- 
ган томонга тескари йуналишда айлантиришга интилса, одатда, куч мо
менти мусбат, акс э̂ олда — манфин деб ^исобланадн.

Куч моментн МКГСС системасида кгк-м билан, СИ снстемасида 
Н-м билан улчанади.

Кучнинг нуцтага нисбатан моменти ^уйидаги хоссаларга эга:
1. Кучнинг мицдори ва йуналиишни узгартирмай таъсир чизи

ги бдй.шб исталган нуцтага кучирилса, куч моменти узгармайди 
(чункн кучнинг елкаси узгармай цолади).

2. Агар кучнинг таъсир чизиги момент марказидан ijmca, унинг 
шу нуцтага нисбатан моменти нолга тенг булади (чункн куч
нинг елкаси нолга тенг булади; 25-раем, в).

M0(F )= ± F h . (4.1)
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3. F  кучнинг боши ва учини мо
мент маркази О билан туташтириб 
д/ЮВ ни хрснл Циламиз (26-раем). 
Бу учбурчакнинг юзи
$ьлов = -j Fh булади. Буни (4.1) 
билан солиштирсак,

|M „ m | - 2 S ^ oa (4.2)

эканлигини курамиз.
Демак, кучнинг нуцтага нисба

тан моменти модули кучнинг боиш- 
26- раем. ни ва учини момент маркази билан

туташтиришдан %осил б у л га н уч- 
■бурчак юзннинг иккиланганига тенг. Бу натижа кучнинг нуцта- 
га нисбатан моментининг геометрик маъносини ифодалайди.

11-§. Кучнинг нуцтага нисбатан моменти вектори

Агар жисмга фазовий кучлар таъенр этса, у о̂лда жиемнинг маз- 
кур кучлар таъсирида айланиш йуналишнни аницлаш учун одатда 
кучнинг нуцтага нисбатан моменти вектор тарзнда царалади.

Кучнинг нуцтага нисбатан моменти вектори момент маркази
та цуйилган булиб, бу марказ ва кучнинг таъенр чизиги ор^али ут- 
ган текисликка перпендикуляр йуналади .\амда унннг учидан царага- 
нимизда куч жнемни соат милининг айланишига тескари йуналишда 
айлантирншга интилади.

F  кучнинг О ну^тага нисбатан момгнти вгкторини ашиупаш учун 
куч куйилган А нуцтанинг О марказга нисбатан радиус-вактори г 
нннг шу куч векторига векторлн купайтмасини аншутаймиз (27-раем, 

<*)• _ _ _ _ _ _

Векторлар алгебраендан маълумки, г X F  вектор г ва F  ётган 
текисликка перпендикуляр йуналган булиб, унинг учидан цараганда 
г нн F  вектор устнга тушириш учун соат милининг айланишига тес-

а) б)
27- расы.
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кари йуналишда энг киска бурчакка буриш 
керак (27-раем, б). Бу векторнинг модули

Гг х 7 |  = r F  sin (г, F ). Ону^тадаи F  куч
нинг таъсир 4H3HFiira тик h кесмаии ут-
казамиз, у *олда раемдан h = r sin (г, F) 
булгани учун_

\rxF\ = F-h = \Mt {F)\. (4.3)
7 хТ  векторнинг йуналиши кучнинг ну^тага 
нисбатан моментн_векгори M0(F) билан уст- 
ма-уст тушади; г X F  ва М0 (F) векторлар- 
нинг мицдорлари тенг, йуналиши устма-уст 28* Р301-
тушгани учун улар узаро тенг булади:

Mt (F) = 7 xF. (4.4)
Шундай цилнб, кучнинг нуктага нисбатан моменти вектор 

катталик булиб, момент марказига нисбатан куч куйилган нук- 
та  радиус- векторининг куч векторига векторли купайтмасига 
тенг.

3-масала. Томонлари 0А = a, AD — Ь, АВ  = с булган параллеле- 
пипеднннг А учига F t ва Ft кучлар, В  учига эса F3 куч куйилган 
(28-раем). Бу кучларнинг О нуктага нисбатан момеитлари аншушн- 
син.

Ечиш. О ну^та Fj кучнинг таъсир чнзишда ётади, шу сабабли 
Л =_0 ва М0 (F,) = 0 булади.

Fj кучнинг елкаси Иг = О А — а булгани учун
1  _  |M 0(F j/= F 2.ft2 = F 2.a.
М0 (Fj) вектор О ABC текиелнкка перпендикуляр равишда параллеле- 
пипеднинг LO томони буйлаб йуналган булади.

F3 кучнинг елкаси Ь3 = У  a2 -f сг булгани учун
lA f .^ lF a - V e ’ + c* .

Л10 (F3) вектор штрихланган OBEL текиелнкка перпендикуляр ра
вишда шундай йуналганки, унинг учидан цараганда F3 куч паралле- 
лепипедни соат милининг айланишига тескари йуналишда аилантириш- 
га интилиши керак.

12-§. Кучнинг >эда нисбатан моменти

F  кучнинг г нисбатан моментинн аницлаймиз. Бунинг учун
2 уцка перпендикуляр П  текисликнн утказиб, бу текиелнкка F  куч- 
«и проекцняланмиз (29-раем). Бу проекцияни Fn  билан белгилай- 
чнз. Fn дан z уцнинг П  текислик билан кесишган О ну^тасига нис-
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батан олннган моменти F  кучнинг г уада нисбатан моментини ифо- 
далайди. F  кучнинг г укца нисбатан моменти MZ(F) билан белгила- 
нади. Кучнинг бирор уща нисбатан моменти деб, унинг шу у̂ - 
ца перпендикуляр текислнкдаги проекциясининг ук билан текислик 
кесишган ну^тасига нисбатан олинган моментига айтилади. Таъриф- 
га кура

Mt (F) = M 0 {Fn),
ёки

/Иг(7) = ± F „h . (4.5)
Кучнинг укца нисбатан моменти скаляр микдор булиб, у^нинг 

мусбат йуналншндан Караганда кучнинг уада перпендикуляр текис- 
ликдаги проекцияси жиемни соат милининг анланншига тескари ну- 
налишда айлантиришга интилса, одатда момент мусбат ишэра билан 
(29-раем, а), акс ^олда манфий ишора билан (29- раем, б) олннади.

Агар кучнинг таъсир чизири ук,ни кесиб утса ёки уада параллел 
булса, Л = 0 ёки Fп = 0 булади (30-раем). Бинобарин, (4.5) га асо- 
сан, а̂р нккала >;олда ^ам кучнинг уада нисбатан моменти нолга 
тенг булади.

4-масала. Томонларн ОА = a, AD = 6, АВ = с булган паралле- 
лепипеднинг учларнга F u Ft, F3, F t, Fs кучлар куйилган (31-раем). 
Бу кучларнинг Ог уада нисбатан моментлари аницлансин.

Ечнш. /Г1 ва F b кучларнинг таъсир чизн^лари Ог ук^а параллел, 
F t кучнинг таъсир чизнри зса Ог уцнн кесиб утади. Шунниг учун 
F 1, F2,_F3 кучларнинг Oz уада нисбатан моментлари на!га тенг бу- 
ладн. F\ кучнинг Oz j ада нисбатан моментини ^нсоблаш учун бу 
кучни шу у^ка перпендикуляр булган С ВЕК  текисликка проекцияси
F ' нннг ми̂ доринн аниклаймиз: IF . I = F4 cosa= F t ---Ь

Уь* + с*
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30- раем.

f ' кучнинг Oz ущ С B E  К  текислик билан кесишган С ну^тасига нис
батан моментннн аницлаймиз. F\ куч Oz у^нинг мусбат йуналишидан
1̂ араганда параллелепипеднн соат милининг айланиш йуналншида ай- 
лантиришга интилгани туфайли F x кучнинг Oz укца нисбатан мо
менти манфнй цинматга эга булади:

Fj-abM ,(F J= M C(F Z - - F 't. a - -
\ b1 + с1'

F3 куч Ог укка перпендикуляр СВ ПК текисликда ётадн а̂мда 
бу куч уцнннг мусбат йуналишидан цараганда параллелепипеднн соат 
милининг айланишига тескарн йуналишда айлантнришга интилади. 
Шу сабабли F t кучнинг моменти мусбат булади:

Mz(F J = b-F.

13-§. Кучнинг у^ а  нисбатан моменти билан шу у^даги 
нук,тага нисбатан моменти орасидаги муносабат

Берилган F кучнинг бирор Oz у^ца ва шу уцда ётувчи О ну̂ та- 
га нисбатан моментини ани^лаймиз (32- раем). (4.2) га асосан

1 Ч (0 | - М йЛИ
| М , (F) | = 2S^0AB.

Oab ва ОЛВ учбурчакларнинг текисликларн орасидаги бурчак бу те- 
киелнкларга утказилган перпендикуляр чизшутар Ог ва ОК орасида- 
ги у бурчакка тенг булади. &ОАВ нннг П текисликдаги проекцнясн 
A  Oab дир. Шу сабабли

М г (F) = 2 S &0AB cos y = М0 (F) cos у (4.6)
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и еки
А M A F) = W b (F ))z. (4.7) 

Демак, кучнинг бирор ijtf-
к,а нисбатан моменти унинг 
шу уцда олинган ихтиёрий 
нуцтага нисбатан моменти 
векторининг мазкур уцдаги 
проекциясига тенг булади.

О ну нагадан х, у, г Декарт 
координата уцларини утказиб,
(4.6) га кура бу уларга ннс- 
батан F  кучнинг моментини 
эугсоблаймиз:

32- раем.

Мх (F ) = M 0(F) cos а; 
М у (F) = М 0 (F) cos Р; 
Мг (F) = М0 (F) cos у.

(4.8)

Бу формулаларда а, р, у лар M0(F) векторнннг координата уцлари 
билан ташкил цилган бурчакларинн ифодалайди.

(4.8) тенгликларини квадратга ошнриб, ^ушеак:

F  кучнинг координата уцларнга нисбатан моментлари маълум 
булса, бу формула ёрдамида координата уцларн боши О га нисбатан 
куч моментинннг сон цийматини аниклаш мумкин. (4.8) дан кучнинг 
нуцтага нисбатан моментинннг йуналтнрувчи косинуслари учун ь̂ уйи- 
дагн нфодаларнн оламиз:

Булардан фойдаланиб а, р, у бурчакларни топиш мумкин.

14-§. Кучнинг координата у^ларига нисбатан моиентларинн 
аналитик усулда аниклаш

Координата уцларининг бирлик йуналтнрувчи векторларини 7, J, 
F  билан бел ги ласа к, F  (X , У, Z) кучни ва бу куч цуйилган А (х, у, 
г) нуцтанинг радиус-векторннн куйидагнча ёзиш мумкин (33-раем):

М ь (F) = V [Мх (F)]s +  Му (F)]2 + [Мг (F )]*. (4.9 >

(4.10)
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F  = X - l +  Y - j +  Z k, ) 
г  =  X ' i  +  y - j  +  z - k .  j

(4.4) формулага кура M t (F ) ни цунндагнча ёзиш мумкин:

(4.11)

M0(F) = rx F  =
i j k 
х у г  
X Y Z

(4.12)

M 0(F) векторнинг координата уцларидаги ташкил этувчилари орцали 
ифодаси М0 (F) = Мх (F) i + Му (F) J  + Мг (F ) k ни назарда тутиб.
(4.12) детерминантни биринчи йулига нисбатан ёйиб ёзамиз:
M jF ) ~i +  Му (F )l +  Мг (F)_ h =  (у ■ Z -  г • \ V +  (z • X  -  

—  x-Z)j + (x-Y — y-X)k.
Бу ифодадаги i, j, k лар олдидаги мос коэффициентларни тенг- 

лаштириб цуйндаги муносабатларни оламиз:
Mx(F )= y Z - z Y , |
My (F) = ?X - x Z ,-  (4.13)
Mt (F) = x Y - y X . )

Агар кучнинг координата уцларндаги проекциялари ва куч цуйил- 
ган ну^танинг координаталари маълум булса, кучнинг коордииата уц- 
ларига нисбатан моментларини аншутшда (4.13) дан фойдаланиш у̂- 
лай булади.

5- масала. Оирлиги Р, томонлари О А = а, ОС — b булган горн- 
зонтал текисликда ётувчи бир жинсли О ABC аштанинг В  нуцтасига 
хг текиелнкка параллел ва ху текислик билан а  бурчак ташкил к,н- 
лувчи F  куч таъсир этади (34-раем). Р  ва F  кучларнинг координата 
JiyiapHra нисбатан моментлари анюуинсин. _

Ечиш. Р  куч D (xlt уи г,) нуцтага, F  куч В  (х„ yt, г*) нуц- 
тага цуйилган. Расмдан куриниб турибдики,
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xi — у , У i — - J, 2i — О,
х 2 = b, у г = а, г2 = 0.

Кучларнинг координата у^ларидагн проекцняларинн ангцлаймиз:
X , = />, = <), Г 1 = Яу =о, Zx= P t = - P ,
X 2= Fx= — F  cos a, Y2 — Fy = 0, 1г = F /  = Fsina.

(4.13) формулалар ёрдамида Я вз F  кучларнинг координата у̂ - 
ларнга нисбатан моментларини ^исоблаймиз:

М л < П - уА - * 1У1- - ± Р ,

My(P )= z lX l - x lZ l^ ^ P ,

М Л Р) = ^ 1 - у Л  = о.
Худдн шунингдек,

(F) = y.Z i — г2У2 = o f sin a,
Afy (F) = ztX t — x,Z2 = — bF sin a,
M , (F) = XjK, — угХ 2 = aF cos a .

V  б о б

Ж УФТ КУЧЛАР НАЗАРИЯСИ

15-§. Жуфт куч ва жуфт кучнинг моменти

Мицдорлари тенг, таъсир чизшулари бир Tjrpn чизикда ётмайди- 
ган, параллел ва карама-карши йуналган икки куч жуф т куч дейи
ладн.

35-расмда курсатнлган |F ,| = |F 2|, F i^ F t булган_иккнта: F, ва 
F j кучлар жуфт кучни ташкил этади. Жуфт куч (F lt F J  куриниши- 
да белгиланади.

Жуфт кучни ташкил этувчи кучларнинг таъенр чнзи^лари ораен-
дагн эн г ^иска масофа жуф т куч
нинг елкаси дейнлади ва d билан 
белгиланади. Жуфт куч ётган те- 
кислик жуф т куч текислиги дейи
ладн.

Жуфт кучни бнтта куч билан 
алмаштнриш мумкин эмас, яъни 
жуф т куч тенг таъсир этувчи- 
га эга булмайди. ,\аКиИатан Лам> 
агар (F „ Fj) жуфт куч бирор Q тенг

35- раем. таъсир этувчи га эга булганда эди,
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36- раем.

(Flt F2) ва Q' = — Q кучлар системаси мувозанатда булиши керак 
эди, лекин_бу мумкин эмас, чунки i7, + f 2 = О, Q ф 0 булгани 
учун F x +  F t + Q Ф  0. Шундай цилиб, жуфт кучни битта куч билан 
алмаштириш ёки мувозанатлаш мумкин эмас. Шу еабабли фа цат 
жуфт куч таъсирида булган жисм илгариланма з̂ аракат цила олмай- 
ди. Жуфт куч жиемни жуфт куч текислигида айланма ^аракатга 
келтириши мумкин. Айлантириш _эффекти: 1) жуфт кучни ташкил 
этувчи кучларнинг модули |Fj| = |F,| ва жуфт куч елкасининг узун- 
лиги d га; 2) жуфт куч текислигининг эгаллаган ^олатига; 3) жуфт 
куч таъсиридаги жисмнинг айланиш йуналишига боглиц булади. 
Мазкур эффектни аниклаш учун жуфт куч моменти тушунчаси кири- 
тилади.

Дастлаб бир текисликда ётувчи кучларнинг хусусиятлари билан 
танишамиз. Ж уф т кучнинг моменти деб, мос ишора билан олин
ган жуфт куч ташкил этувчи кучлардан бирининг миадорини жуфт 
куч елкасининг узунлигига купайтмасига тенг катталикка айтилади. 
Жуфт куч моменти М  билан белгиланади:

М]= ± % (1 '= [±  F &  (5.1)
Жуфг куч жиемни соат милининг айланишнга тескарн томон анлан- 

тиришга интилса, унинг моменти мусбат (36-раем, а); соат милининг 
айланиши буйича айлантнрншга интилса, манфий ишора билан олнна- 
ди (36- раем, б).

МКГСС системаснда жуфг кучнннг моменти килограмм-куч • метр 
(кгк-м), СИ системасида Ньютон • метр (Н • м) билан улчанади.

16-§. Эквивалент жуфт кучлар ^а^идаги теоремалар

Бир жуфт кучнинг жисмга курсатадиган таъсирини бошца жуфт 
куч бера олса, бундай жуфт кучлар эквивалент жуф т кучлар де
йилади.
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37- раем.

1-теорема. Агар жуф т кучни шу жуф т куч текислигида ётув- 
чи ва моменти берилган жуф т кучнинг моментига тенг б$лган 
жуф т куч билан алмаштирилса, жуф т кучнинг жиемга таъсири 
узгармайди.

Исбот. Жиемга елкаси d, ва моменти М у га тенг( F „  Ft ) жуфт 
куч таъсир этаётган (37-раем) ва унинг ташкил этувчилари А ва В  
нуцталарга цуйилгаи булсин. А ва В  нук,талардан узаро параллел 
(AD) ва (ВС) чизи^лар утказиб, _бу чизицлар орасидагн энг цис̂ а 
масофани_*/2 билан белгилаймиз. F t кучни В  А ва AD буйлаб йунал
ган F ^ F *  ташкил этувчиларга, F2 кучни СВ ва АВ буйлаб йуналган 
F b ва F , ташкил этувчиларга ажратамиз:

F x = F3 + F t, F 2 = F j -f F e.

Натижада (F j, F J  cc_(F3j_ F t, _F5, F J  ^осил булади. Ясалишига кура 
F 3 = —F „  F4 = — F6. F 3 Ba F,^np тутри_чизиц буйлаб царама-цар- 
ши томонга йуналгани учун (F3, F e) со 0. F 4 ва F 5 кучлар елкаси d, 
га тенг булган жуфт кучни ташкил этади. F« ва F 5 кучларни таъ
сир чизи^ларн буйлаб D ва С_ нуцталарга келтирамиз. Натижада 
j(F „ Fj) жуфт куч урнига (F«. F J  жуфт кучга эга буламиз, яънн 
(^i. Ft) 75 (F*> F J .  Бу жуфт кучлар жиемни бир томонга айланти- 
ришга ннтилади. (F „  F 2) жуфт кучнинг моменти ни билан, 
(F*, F J  жуфт кучнинг моментини М2 билан белгиласак,

Af, =  Fjd, =  25д<4вм, |
М , - F ,d ,~ 2 S ^ „ . l  ^

ва ЛВЛГ учбурчаклар узаро конгруэнтдир. Чункн (АВ) томон 
умумий, (NM ) || (АВ) булгани учун бу учбурчаклар бир хил баланд- 
ликка эга. Бинобарин, M x = Mt. Шундай ^илиб, 1-теорема исбот- 
ланди.
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2-теорема. Ж уф т кучни узининг таъсир текислигига параллел 
б\)лган текисликка кучирилса, унинг жисмга тагьсири_ узгармайди.

Исбот. Елкаси АВ га тенг, П  текисликда ётувчн (Fх, F J  жуфт 
куч берилган (38- раем). П  текисликка параллел Пх __текисликда 
АХВХ#  АВ кесмани оламиз. Ах ва В, нуцталарга (F3, Ft) со 0 ва 
(F Ть)спО  еистемаларни цуямиз ва F x = Fs = F« = F b = F t деб 
оламиз. Ноллик системани ташкил цилувчи кучларнинг таъсир чизнц. 
лари F[ ваТ а кучларнинг таъсир чизтугарига параллел булсин. У  
*олда

(F lt F^  со (Flt F^, F3, F t, F6, F J  (5.3)

булади. АВ  ва AlB l ларга параллелограмм цуриб, АВХ ва BAX диа- 
гоналларни утказамиз. F x ва F b параллел кучларни ь$шиб О нуцта- 
га цуйилган Rx кучга эга буламиз:

RX = F X+ F b =  2 F j.

Худди шунингдек, F2 ва F 4 параллел кучларни цушиб
tf2 = F 2 +  F 4 = 2F1

кучни оламиз. /?, ва R2 кучларнинг_микдорлари тенг, йуналишн ца- 
рама-царши булгани учун (F lt F2, F b, F t) со (R x, R J со 0. Биноба- 
рин,

(F lt F „  F *  F 4, F i( F J  oo (F *  F j .  (5.4)

(5.3) ва (5.4) муносабатларни солиштирсак, (F „  F 2) со (Fa, F„) 
доил булади. Шундай цилиб 2- тео
рема исботланди.

Юцорида исботланган теорема- 
лардан цуйидаги натнжалар келиб 
чицади:

1) жуф т куч моментини узгар- 
тирмай, жуф т кучни уз таъсир 
текислигида ихтиёрий \олатга 
келтириш мумкин;

2) жуф т куч моментини уз- 
гартирмай, унинг ташкил этув- 
чилари ва елкаси узгартирилса, 
жуф т кучнинг жисмга таъсир и 
^згармайди;

3) бир текисликда ёки парал
лел текисликларда ётувчи, мо
ментлари тенг ва айланиш йуна- 
лишлари бир хил булган икки 
якуфт куч узаро эквивалент бу
лади . 38- раем.
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17-§. Жуфт куч моментига оид 
теорема

Теорема. Ж уф т куч моменти 
уни ташкил этувчи кучларнинг шу 
жуф т куч ётган текисликдаги их 
тиёрий нуцтага нисбатан момент 
ларининг алгебраик йигиндисига 
тенг.

Исбот. ( F „  F2) жуфт куч бе 
рилган (39-раем). Мазкур жуфт куч

39- раем. текислигидаги бирор О нуцтани
олиб, ундан жуфт куч тузувчи куч 

ларнинг таъсир чизи^арига тик \0Ь\ чизицни утказамиз. ab — d ва 
F\ — F 2 эканлигини эътиборга олиб, Fx ва F2 кучларнинг О нуцта 
га нисбатан моментлари йигиндисини ани^лаймиз:

Mj(F)i-\-M0(F2)= — 0a-F1 + 0b-F2 = — 0a-Fl + (d + Oa)F2 =
= — Oa-Fx + d-F2 OaF2 = F2-d = M. 

шундай цилиб,
M = M 0(F ])+ M 0(F2). (5.5)

(5.5) тенгликдан курамизки, агар О ну^та урнида А ёки В  ну^танп 
олсак,

M = M a(F2)= M b (Fx) 5.6)

булади, яъни жуфт кучнинг моменти уни ташкил этувчи кучлардан 
бирининг иккинчиси цуйилган нуцтага нисбатан моментига тенг 
булади:

18-§. Жуфт куч моментининг векторлиги

Жуфт кучнинг жисмга таъсири: 1) жуфт куч моментининг мо
дули; 2) жуфт кучнинг таъсир текислиги; 3) шу текисликдаги айла 
ниш йуналиши билан ифодаланади.

Фазода ихтиёрий вазиятда жойлашган жуфт кучларнинг жисмга 
таъсирини ани^лаш учун мазкур учта омилнинг ,\ар бирини билиш 
зарур. Бунинг учун жуфт куч моменти вектор тарзида ифодаланадг 
Ж уф т куч моментининг вектори М  билан белгиланади. Жуфт куч 
моменти шундай векторки, унинг модули жуфт кучни ташкил этув 
чи кучлардан бирининг жуфт куч елкаси узунлигига купайтмаенп 
тенг а̂мда жуфт кучнинг таъсир текислигига перпендикуляр йунал
ган булиб, унинг учидан царалганда, жуфт куч жиемни соат мили 
нинг айланишига тескари йуналишда айлантиришга интилади (40-раем)

Жуфт кучни узининг таъенр текислигида ёки унга параллел те- 
кисликда ихтиёрий ^олатга кучириш мумкин булганидан, жуфг куч 
моменти векторини жиемнинг ихтиёрий ну^тасига цуйиш мумкин.
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Демак, жуф т куч моменти векто- 
ри эркин вектор бдлади.

Жуфт куч моменти вектори маъ- 
лум булса, жуфт кучнинг жиемга 
таъсирини аницлаш мумкин. а̂ци- 
а̂таи з̂ ам М  берилган булса, унга 

перпендикуляр текнеликни утказиб, 
жуфт кучнинг таъсир текислиги аниц- 
ланади ва М  нинг йуналишига ца- 
раб жуфт кучнинг айланиш йуна
лиши белгиланади.

40- ва 27- расмларни солиштириб М, Мв (F,) векторларнинг бир 
хил йуналишга эга эканлигини курамиз. Демак,

М = М В (F,) = МА (F J. (5.7)

19-§. Вир текисликда ва параллел текисликларда 
ётувчи жуфт кучларии к,ушиш

Теорема. Бир текисликда ётувчи жуф т кучлар системаси 
биргина жуф т кучга эквивалент булиб, унинг моменти бершган 
жуфт кучлар моментларининг алгебраик йигиндисига тенг.

Исбот. Бирор П текисликда моментлари Мх, М г, М3 га тенг бул- 
ган (Ft, F J, (F3, F t), (Fs, F J  жуфт кучлар системасини оламиз (41- 
расм, а). Эквивалент жуфт кучлар з^идаги 1-теоремага асосан 
жуфт кучларни бирор \AB\=d елкага келтириб, мазкур жуфт куч
лар системасига эквивалент булган, ташкил этувчилари Л ва В  
нуцталарга цуйилган (F lt F  J ,  (F3, Ft), (Fs, F J  жуфг кучлар система- 
сини оламиз. Бу жуфт кучларнинг моментлари орасида у̂йидаги 
муносабат бажарилиши керак:

F 1 d=F\-dlt F3-d=F’3-d2, Fs-d=F'-dit

41- раем.
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бундан

Г ,- Г ,Ь . Р ,- Г ,± . Ъ - Г , * .  (5.8)

А ва В  нуцталардаги кучларни ало^ида-ало^ида цушиб А нуцтада 
R  кучнн, В  нуцтада R ' кучни оламиз (41-раем, б), бу кучлар уз- 
аро параллел, лекин царама- царши томонга йуналган булиб, мицдор- 
лари тенг:

R = R '^ F t +  f s- F 5. (5.9)
Демак, берилган жуфт кучлар системаси биргина (R, R ’) жуфт 

кучга келтирилди, шунинг учун бу жуфт кучни тенг таъсир этув
чи жуфт куч деб аташ мумкин.

(5.8) даги F lt F3, F b ларнинг цийматларини (5.9) га цуйсак,
R-d = F\dx+F-3d2~F-bdz.

тенглик хреил булади. Бу тенгликнинг чап томони тенг таъсир 
этувчи жуфт кучнинг моментларини ифодалайди. Унг томони эса 
берилган жуфт кучлар моментларининг алгебраик йигиндисидан ибо- 
рат, яъни

M = M t +  M 2 + M3. (5.10)
Учта жуфт куч учун теорема исбот цилицди. Худди шунингдек, бир 
текисликда ётувчи, моментлари M v М2, . ..  , Мп га тенг п та жуфт 
кучлар системасини цушиш натижасида битта тенг таъсир этувчи 
жуфт кучни олиш мумкин; бу жуфт кучнинг моменти цуйидагича 
ани^ланади:

M = M l +  M t +  . . .  + М  = V  м к. (5.11)
*=1

Агар жуфт кучлар системаси параллел текисликларда ётса, экви
валент жуфг кучлар а̂цидаги 2-теоремага асосан, уларни бир текис
ликда ётувчи жуфт кучлар системаси билан алмаштириш мумкин. Шу 
сабабли исботланган теорема параллел текисликларда ётувчи жуфт 
кучлар системаси учун а̂м уринли булади.

20- §. Фазода ихтиёрий вазиятда жоиашган жуфт 
кучларни ^ушиш

Дастлаб, фазодаги иккита кесишувчи текисликларда жойлашган 
жуфт кучларни цушишни куриб чицамиз.

Теорема. Иккита кесишувчи текисликларда жуф т кучлар ёлгиз 
жуф т кучга эквившент булиб, унинг моменти берилган жуф т 
кучлар моментларининг геометрик йигиндисига тенг.

Исбот. Кесишувчи П j j*a Я 2 текисликларда жойлашган, момент
лари мос равишда ва М 2 булган (F], F'2) ва (F ’y F'A) жуфт куч
лар берилган булсин (42-раем).
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42- раем.

Пх ва Пг текисликларнинг кесишиш чизигида бирор \AB\ = d кес- 
манц олиб, берилган жуфт кучларни уз текислигида у мумий елка d 
га келтирамиз. Эквивалент _жуфт кучлар э^идаги теоремалардан 
олинган натнжаларга кура (Fj, f 2) жуфт кучни (fj, F”) билан, (F'v  
F'a) жуфт кучни эса (F3, F4) эквивалент жуфт кучлар билан алмаш- 
тирамиз.
Бунда

Ml = Fl d, M 2= F2d (5.12)
булади. В  ва А ну^таларга цуйилган F l9 F t ва F2t F3 кучларни цу- 
шамиз:

| ? 1==? 1 +  ? 4’ 1 (5.13)
_  *,_= F , +  F „  |

Натнжада (F „  F\), (F3, Ft) жуфт кучлар ёлгиз (# „ R2) жуфт куч- 
га эквивалент булади. (5.7) ва (4.4) га кура бу жуфт кучларнинг 
моменти цуйндагнча аникланади:

М =  Мл (Ri)= A B x R l ^ A B x (F l + Ft)=
= A B x F l + JB  X F 4 = М л (F J  + М А (F4) = ЛГ,+ М2.

Шундай килиб,
М  = Af,+ М2. (5.14)

М х ва М 2 векторларга ясалган параллелограмм F „  F« ва F 2, F3 куч- 
ларга ясалган параллелограммларга ухшашдир, чунки мос равншда 
томонлари перпендикуляр, бурчакларининг катталиги тенг ва (5.12) 
га^асосан мос томонлари мутаносибдир. Шунинг учун М  вектор 
(/?i, 7?г), жуфт куч текислигига перпендикуляр йуналади ва модули 
М = R1-d булади. Теорема исботланди.



Фазода ихтиёрий вазиятда жойлашган (F J, F J), (F r  F'2)y . . .  ,
(Fn, F'n) жуфт кучлар берилган булсин. Бу жуфт кучларнинг мо-
ментларнни М и М2. . .  , Мп (аницлик учун расмда п = 3 булган 
^олни курсатамиз) билан белгилаймиз (43-раем, а). Ю^оридагидек, 
жуфт кучларни кетма-кет ^ушиб, битта натижаловчи жуфт кучни 
оламиз. Бу жуфт кучнинг моменти берилган жуфт кучлар момент- 
ларининг геометрик йириндисига тенг (43-раем, б):

М  = M i -f* Afj -f- . . • -f- M n
еки

М = V A L . (5.15)
*=1

Шундай цилиб, фазода ихтиёрий вазиятда жойлашган п та  
жуфт кучларни ццшиш натижасида хреил булган тенг таъсир 
этувчи жуфт кучнинг моменти берилган ж уф т кучлар момент- 
ларининг геометрик йигиндисига тенг.

21-§. Жуфт кучлар системасининг мувозанати

Црттиц жиемга таъсир этувчи, фазода ихтиёрий вазиятда жойлаш
ган жуфт кучлар системаси момент вектори берилган жуфт кучлар 
моментларининг геометрик йигиндисига тенг булган битта жуфт 
кучга эквивалент булади. Шу сабабли жиемга таъсир этувчи 
жуф т куч̂ гар системаси мувозанатда булиши учун уларга экви
валент булган жуф т куч моменти вектори нолга тенг булиши 
зарур ва етарлидир.
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Шундай цилиб, жуфт_кучлар системаси мувозанати шарти- 
нинг векторли ифодаси М = 0, (5.15) га асосан цуйидагича ёзилади:

*=1 * О, (5.16)

яъни жуфт кучлар моменти векторларига цурилган купбурчак ёпиц 
булиши керак. Бу з̂ олда жуф т кучлар системаси мувозанатининг 
аналитик ифодаси цуйидагича булади:

* = 1

(5.17)

Бинобарин, жисмга таъсир этувчи жуфт кучлар системаси 
мувозанатда булиши учун жуф т кучлар моментлари векторлари- 
нинг %ар бир координата укларидаги проекцияларининг йигиндиси 
нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

Бир текисликда (ёки параллел текисликларда) жойлашган жуфт 
кучлар системасининг мувозанат шарти (5.11) га асосан цуйндагича 
булади:

У М . - О .  (5.18)
А=1

Демак, цаттиц жисмга тспсир этувчи бир текисликда (ёки 
параллел текисликларда) жойлашган жуф т кучлар системаси 
мувозанатда булиши учун ж уф т куч моментларининг алгебраик 
йигиндиси нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

6- масала. Узунлиги АВ — 8 м булган балканинг А нуцтаси 
шарнир воситасида бнриктирилган, В  ну»̂ таси эса эркин таянчда 
ётади. Балкага моменти М 1 =  24 Н-м. булган жуфт куч таъсир эта- 
ди (44-раем, а). Балканинг огирлигини эътиборга олмасдан, таянч 
реакция кучлари аницлансин.

Ечиш. Богланишдаги АВ балканн эркин жисм шаклига келтирнш 
учун А ва В  нуцталардаги таянчларнинг балкага курсатадиган таъси- 
рини богланишлар а̂цидаги аксиомага асосан реакция кучлари билан 
алмаштирамиз. Берилган балкага куйнлган жуфг куч балканн соат 
мили айланадиган томонга тескари йуналишда айлантиришга интила- 
ди. Балка мувозанатда цолиши учун таянч кучлари соат мили айла
надиган йуналишдаги (RA, RB) жуфт кучни ^осил цилиши керак 
(44-раем, б). (5.18) га кура жуфт кучларнинг мувозанат тенгламаси- 
ни тузамиз:
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м , +  M t = 0.
Бунда М2 = — AB-Rb — — A B-RV (RA R B) жуфт кучнинг момен- 
тини ифодалайди. Afx ва Мх нинг цийматини (1) га ^уйиб, номаълум- 
ларни аницлаш мумкин:

r a = r b = ЗН .

VI б о б

Фазода ихтиёрий жойлашган кучлар системаси

Таъсир чизицлари фазода ихтиёрий равишда жойлашган кучлар- 
дан ташкил топган система фазодаги кучлар системаси дейилади. 
Фазодаги кучлар системаси таъсиридаги жиемнинг цандай ^олатда 
(мувозанатда ёки ^аракатда) булишини аницлаш учун жиемга цуйил- 
ган кучлар содда ^олга келтирилади.

22- §. Кучни узига параллел равишда кучиришга оид лемма

Жиемнинг бирор нуцтасига цуйилган кучни унинг таъсир чизиги 
буйлаб исталган нуцтага кучирганда кучнинг жиемга таъсири узгар- 
маслиги бизга маълум. Аммо тажрибадан маълумки, куч узига парал
лел равишда таъсир чизигида ётмайдиган бирор нуцтага кучирилса, 
кучнинг жиемга таъсири узгаради. Кучни узига параллел равишда 
жиемнинг цайси нуцтасига келтирилса, шу нуцта келтириш маркази 
дейилади.

Кучнинг жиемга таъсирини узгартирмай уни узига параллел ра
вишда бир нуктадан иккинчи ну^тага келтириш масаласи 1804 йил- 
да француз олими Луи Пуансо (1777— 1859) исботлаган «\уйидаги 
лемма билан ифодаланади.

Лемма. Жиемнинг бирор нуцтасига цуйилган куч жиемда 
олинган ихтиёрий келтириш марказига цуйилган худди шундай 
кучга ва моменти бери.гган кучнинг келтириш марказига нисба
тан моментига тенг жуф т кучга эквивалент булади.

Исбот. Жиемнинг А ну^тасига ^уйилган F  кучни узига параллел 
равишда жиемнинг ихтиёрий О ну^тасига келтириш керак (45- раем, а).



m =m0( f )

45- раем.

Бунинг учун О нуцтага таъсир чи зи ри  F  га параллел (F ', F") со О 
системасини куямиз (45-раем, б). Бу ноллик системанинг ташкил 
этувчилари |F'J_ ==J F''| == | F | булсин. Натижада F  со (F, F ', F "). 
Уз навбатида (F, F ' F") кучлар системаси О нуцтага ^уйилган 
F ' = F  кучга ва (F, F ”) жуфт кучга эквивалент булади. Бу жуфт 
куч цушилган жуф т куч дейиладн. (F, F ") жуфт кучнинг моменти 
М, F  кучнинг О нуцтага нисбатан моменти М 0 (F) га тенглиги 
жуфт кучлар назариясидан маълум: М = М0 (F). Шу билан лемма 
исботланди.

23- §. Фазода ихтиёрий жойлашган кучларни бир 
ну^тага келтириш

Энди жиемнинг Аи_Аг, . . . ,  Ап ну ̂ талари га фазода ихтиёрий 
йуналган F lf F t, . . , .  F n кучлар системаси цуйилган ?;олда бу 
кучларни О марказга келтирамиз (46-раем, а). >̂ар бир куч ва О 
ну^та орцали П х, Пг . . . ,  П „ текисликлар утказамиз. Пуансо лем- 
маенга кура, а̂р бир куч уз текнелнгида узига тенг куч ва кушил- 
ган жуфт куч билан келтириладн  ̂ Натижада келтириш маркази О 
нуцтага цуйилган F, = Fj, F2 = F ' , . . . , Fn = Fn кучлар сиете- 
маси ва моментларн

Mi — Mo (^i). (6.1)
Мг = М0(Ы  
• • • • • • • •  f

булган ^ушилган жуфт кучлар системаси (F,, Fj'), (F2, F ") , . . , 
(Fn, F ” ) (аницлнк учун раемда n = 3 булган э̂ олни куриб чицамиз) 

^осил булади (46-раем, б). М,, М2, . . . , Мп векторлар мос равишда 
Л, П2, . . . , Пп текисликларга перпендикуляр равишда йуналади
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а)

В) *)
46- раем.

а̂мда мусбат йуналишда караганимнзда, цушнлган жуфт кучлар 
жиемни соат милининг айланишига тескарн йуналишда айлантиришга 
интилади.

О марказга цуйилган F\, F q, . . . , F'n кучларни геометрик цу- 
шиб битта R  кучни оламиз (46-раем, в):

А= I
еки

R = 2 F *. 
*=1 * (6.2)

R  куч фазодаги кучлар системасининг бош вектори дейнлади. 
Бинобарин, кучлар системасининг бош вектори мазкур кучларнинг 
геометрик йигиндисига тенг булади.
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(F,, Fj), (F2, F " ) ,. . . ,  (Fn, F ') фазовий жуфт кучларни цушиб 
моменти Мо га тенг битта жуфт кучни оламиз. Бу жуфт кучнинг 
моменти (5Л5) га асосан мазкур жуфт кучлар моментлари — М и 
М 2.........Мп ларнинг геометрии йигиндисига тенг (46- раем, г):

м0= i  мк
и  *=1  *

ёки (6.1) га кура

М0 ни (F,, F2, . . ., Fn) кучлар системасининг бош моменти 
дейилади. Демак, фазодаги кучлар системасининг бирор марказга 
нисбатан бош моменти ташкил этувчи кучларнинг шу марказга 
нисбатан моментларининг геометрик йигиндисига тенг.

Шундай цилиб, ^уйидаги теорема нсботланди: фазода ихтиёрий 
жойлашган кучлар системасини бирор О марказга келтириш нати- 
жасида бу кучлар системаси келтириш марказига цуйилган бош 
вектор R га тенг битта куч ва моменти Мо га тенг булган 
битта жуфт куч билан алмаштирилади (46-раем, д).

Бундай усул билан кучлар системасини бир марказга келтириш 
кучлар системасини содда хрлга келтириш дейилади.

R ва Мо векторларни аналитик усулда, яъни уларнинг координата 
уцларидаги проекцияларига кура ани^лаш мумкин. Худди 7-§ даги 
кабн Rx, Ry, Rz лар учун ушбу муносабатлар уринли булади:

П

* х= 2 ,* . .  / г ,- ,2,П .
t

Шунингдек, бош векторнинг модули ва йуналиши цуйидагича 
аницланади:

* - / & х *), + ( £ у *), + ( £ * ) ’ • <6-5>
—^  Rx 

cos (R, х) = —
— ^  Ry 

cos {R ,y ) = — ’ 

cos (R, z) = ~

(6 .6)

Бош момент M0 нинг координата у^ларидаги проекцияларини Мх, 
Му, Мг билан белгиласак, векторлар йигиндисининг уцдаги проек-
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цияси а̂цидаги теоремага асосан Мх = V  |Af0(F*)l* ёки (4.7) га
к= 1

п _
кура Мх =  V  Мх (F  л) булади. Шунга ухшаш формулалар М у ва 

*=1
Af* катталиклар учун фм уринли булади. Демак,

M x = 2 M x (F k),
*= 1

M y = V M y (Fk),
Ь-1

К  = mIF J-  
1

(6.7)

миз:
Бу моментнинг модули ва йуналиши учун цуйидагига эга була-

М°  -  | / [  +  | £  м у (Fk) ' + £  Af, (/=*) J  (6.8)

cos(.Mo?^) = ^ ,

cos(Af0?«/)=

cos (M o , 2) = .

(6.9)

Юцорида исботланган теоремадан цуйидаги хулоса келиб чикади: 
бош векторлари ва бош моментлари устма-уст тушадиган икки
та  кучлар системаси статик эквивалент булади. Бинобарин, цат- 
тик; жисмга таъсир этувчи ихтиёрий кучлар системаси унинг бош 
вектори ва бош моменти билан апицланади.

24- §. Фазодэги кучлар системасининг инвариантлари

Берилган кучлар системасини унга эквивалент булган система 
билан алмаштирганда узгармай к,оладиган вектор ёки скаляр катта- 
лик кучлар системасининг инварианти дейилади.

(6.2) тенгликдан курамизкн, бош вектор R  нинг мицдори ва йуна- 
лнши келтирнш марказига боглин; булмайдн, чункн келтирнш марка- 
зи узгарганида F lt F t, . . ., Fn кучлар узгармай цолади, натнжада 
бош вектор узгармайди. Шу туфайли R  бош вектор фазодагн кучлар 
системасининг биринчи инварианти дейилади.

О келтнриш маркази узгаришн натнжасида мазкур марказга ннс- 
батан куч цуйнлган нуцтанннг rk радиус-вектори узгаради. Бино
барин, (4.4) га кура Fk кучнинг О нуцтага нисбатан моменти а̂м



з̂гарадн. Шунинг учун бош 
момент келтириш марказита 
боглик; булади. Фазодагн (F „
F l, . . .  . Fn) кучлар сиетема- 
сини О дан бошца О ' нуцтага 
келтирнб, бу марказга нисба
тан ^исобланган бош момент- 
ни М0. билан, бош векторни 

билан белгиласак (47-расм), 
у  *олда (6.3) га кура

=  x f * .
*=i *=»1

Бу формулада г\ вектор F к куч куйилган Ак ну^танинг О' нуцтага 
нисбатан радиус-векторини кфодалайди. 47- расмда г\ = гк О'О 
булгани учун

м<у = 2 0\ + V O ) X F k = 2  тк X Т „ х  т к =
*=1 А—1 *=1

= v  ^  х  F* + (70 х  £  Г*.
*=1 * = |

__  л __
Агар R = У  F k эканлигини эътиборга олсак, олдинги ифодадан 

*^1

M~o-= M 0 + (7 0 x R  (6.1,0)
келиб чнцади.

(4.12) га асосан
O V X R = W 0,(R )

бош векторнинг О' нуцтага нисбатан моментини ифодалайди. Шу са- 
баблн (6.10) ни куйидагнча ёзиш мумкин:

W 0. - M 0 = M 0,(R ),

яънн келтириш марказини узгартирши натижасида бош момент- 
нинг ()згариши аввалги О келтириш марказига цуйилган кучлар 
системаси бош векторининг янги О' келтириш марказига нисба
тан моментига тенг.

(6.10) ни R ' = R биринчи инвариантга скаляр купайтирсак,

R ' •Af0. = ^ . M 0 + ^ . ( 0 70 X Я),

бу тенглнкда R  • (О'О X R) = 0, чунки аралаш купайтмада иккита 
бир хил купайтувчига эгамиз.



Шундай цилиб,
R  • Mq, = R  • М 0 = const (6.11)

еки
М 0. cos a ' =  M0 cos a  =  const, (6 .12)

_ ^ __ __^4__
бунда a ' — R ', M0, a = R , M0. (6.11) ва (6.12) тенгликлардан к̂ - 
рамизкн, бош векторнинг бош моментга скаляр купайтмаси ёкн бош 
моментнинг бош вектордаги проекцияси узгармасдан цолади. Бу 
катталик фазодаги кучлар системасининг иккинчи инварианти 
дейилади.

25- §. Фазодаги кучлар системасини жуфт кучга ёки тенг 
таъсир этувчига келтириш

Жиемга таъсир этувчи фазодаги F lt F2.........Fn кучлар система-
сининг бош вектори R  = 0, бош моменти М Ф  0 булса, бундай куч
лар системаси моменти бош моментга тенг булган битта тенг таъсир 
этувчи_жуфт кучга келтирилади. Бу цолда (6.10) га кура бош мо
мент М 0 келтириш марказига боми^ булмайди.

Фазодаги кучлар системаси тенг таъсир этувчига келтирилиши 
мумкин булган цуйидаги икки з̂ олни куриб чнцайлик.

1. Агар фазодаги кучлар_снстемасининг бирор келтириш маркази
га нисбатан бош моменти М0 = 0, бош вектори R ф  0 булса, фа- 
зодаги кучлар системасининг жиемга таъсиринн битта R бош вектор 
билан алмаштирнш мумкин. lily сабабли бош вектор R  берилган

кучлар системасининг О ну т̂адаги 
тенг таъсир этувчисини ифодалай- 
ди.

2. Фазодаги кучлар системаси- 
нн бирор О марказга келтириш на- 
тижасида R бош вектор Мо бош 
моментга перпендикуляр йуналган 
булсин. Бош вектор ор а̂ли бош

а) моментга перпендикуляр 77 текис-
I М»



лик утказамнз (48-раем, а). Бу текисликда моменти М0 бош 
моментга тенг булган (/?', R ") жуфт кучни оламиз, унинг ташкил 
этувчиларн |/?'| = |/?"| = |/?| булиб, R  га параллел йуналган (48- 
расм, б). Жуфт кучнинг айланиш йуналишини Мо векторга мослаб 
оламиз. Бу о̂лда (/?', R ") жуфт кучнинг елкасинн d билан белги- 
ласак, бош момент Мо мицдор жихатдан цуйидагича аницланади:

Mo = R 'd  = Rd. (6.13)

R ' кучни бош вектор цуйилган О нуцтага жойлаштирамиз. У з̂ олда 
бош вектор R  билан R "  мицдор жихатдан тенг, йуналиши карама- 
царши булгани учун 1-аксиомага кура узаро мувозанатлашади, яъни 
(/?,/?")00 0 булади. Натижада А нуцтада биргина R ' куч цолади 
(48- раем, в). Бу куч берилган кучлар системасига эквивалент була
ди. R ' куч берилган кучлар системасининг тенг таъсир этувчиси бу
лади.

Демак, бирор О нуцтада бош вектор R бош момент Мо га пер
пендикуляр йуналган булса, кучлар системаси келтириш маркази 

мО дан d = __2. масофадаги А нуцтага цуйилган ва бош вектор
R

R га парал.*ел йуналган тенг таъсир этувчи R ' кучга келтири- 
лади.

26- §. Тенг таъсир этувчининг моменти >одидаги 
Вариньон теоремаси

Француз олими Пьер Вариньон (1654— 1722) фаэодаги кучлар 
системасининг тенг таъсир этувчисига оид цуйидаги теоремани нс- 
ботлаган.

Агар фаэодаги кучлар системаси тенг таъсир этувчига келти- 
рилса, бу тенг таъсир этувчининг ихтиёрий нуцтага нисбатан 
моменти барча кучларнинг мазкур нуцтага нисбатан моментла
рининг геометрик йигиндисига тенг.

Исбот. Фазодаги Fv F f, . . . , Fn кучлар системаси таъсир чизи-
гн А нуктадан утадиган R ' тенг таъсир этувчига келтирилади, деб 
фараз цилайлик. Тенг таъсир этувчининг ихтиёрий О нуцтага нисба
тан моментини аншугаймиз. Бунинг_учун R ’ куч ва О нуцта орцали 
Л  текислик утказиб (48- раем, в), R ' кучни Пуансо леммасига асо
сан О нуцтага келтирамиз. Натижада О нуцтада R ' = R  _кучга ва 
моменти R ' кучнинг О нуцтага нисбатан моменти Мо = M o(R') га 
тенг булган (/?', R ") жуфт кучга эга буламиз (48- раем, б). (R ', 
R ") жуфт кучнинг моменти бош моментга тенг булиши керак: М  = 
= Мо .
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Бунда М = M o(R) эканлигн ва (6.3) эътиборга олинса,

M0(R ') = V  M o tf,). (6.14)
“ i

келиб чицади. Шундай цилиб, теорема исботланди.
(6.14) тенгликни О нуцтадан утувчи бирор 02 уцца проекция л ай- 

миз:
{ м о ( Т п ) = £ { м о ( ? * ) } .

(4.7) тенгликка асосан охирги ифода цуйидагича ёзилади:

Мг(Ю  = V  Mz(Fk).
*=i

Демак, тенг таъсир этувчининг бирор уща нисбатан момен
ти  барча кучларнинг мазкур уща нисбатан моментларининг ал- 
гебраик йигиндисига тенг.

Изо .̂ Агар F lt F t, . . .  , Fn кучлар бир текисликда ётса, у з̂ ол- 
да (6.14) да мазкур кучлар моментларининг геометрик йигандиси ур- 
нига алгебраик йиганднси олинади:

M o(R ') = v  M0(Fk). 
k= i

Бинобарин, текисликдаги куч-iap системаси тенг таъсир этувчиси- 
нинг шу текисликдаги бирор нукршга нисбатан моменти барча 
кучларнинг мазкур нуцтага нисбатан моментларининг алгебраик 
йигиндисига тенг.

27- §. Фазодаги кучлар системасини динамик винтга келтириш

Берилган кучлар системасини их
тиёрий О нуцтага келтириш натижаси- 
да R бош вектор билан М0 бош мо
мент бир чизиц буйлаб йуналган (яъни 
а = 0) булса, бундай ^ол динамик 
винт дейилади (49- раем). Бош момент- 
нинг бош векторга нисбати винт па- 
раметри дейилади. Винт параметри р 
билан белгиланса,

М0
Р = ~ Г ’

R  билан Мо йуналган чизи  ̂ винт 
у^и дейилади.

Берилган кучлар системасини О мар
казга келтириш натижасида R бош век-
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><Л— R и
/ Ч,

*)

Мп

азий_
У*

50- раем.

тор билан М0 бош момент орасидаги бурчак а Ф  90° буладиган 
з̂ олни текширамиз. Ани^лик учун а бурчакни уткир бурчак деб ола- 
миз (50- раем, а). Бу ^олда М 0 бош момент векторинн R  бош век
тор буйлаб йуналган ва унга перпендикуляр йуналган М г таш
кил этувчиларга ажратамиз (50- раем, б). У  *олда

М х = Л1о cos а 
М 2 = Mo sin а

R М0 cos а  ц . Мо
(6.15)

Моменти Мг га тенг жуфт куч ва R бош векторни (М 2 _L R  бул- 
ганн туфайли) О ну^тадан Мг га перпендикуляр утказилган П  те
кисликдаги (50- раем, в)

ОО' = Мг = Мо sin а  
R R

— d

масофада О' ну^тага к,уйилган R  = R ' куч билан алмаштириш 
мумкин (50-раем, г).

Af, момент вектори эркин булгани учун уни узига параллел ра
вишда О' нуцтага келтирамиз (50- раем, <5̂  Натижада берилган куч
лар системаси О нуцтага ^уйилган R = R ' кучга ва шу куч буй
лаб йуналган Мх моментли (F, F') жуфт кучга келтирилади. {F, 
F') жуфт куч Му векторга перпендикуляр текисликда ётади. 

Шундай килиб, кучлар системаси О келтириш марказидан ОО' = 
, ‘ Л*, Af0cosa= d масофадаги О нуцтада параметри р — — - 2——  булган

динамик винтга келтирилади.
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28- §. МарказиЗ винт у^и

Фазода шундай О* нуцтани 
танлаб олайликки, берилган 
кучлар системаси шу ну т̂ада 
динамик̂  винтии ташкил этсин, 
яъни R бош вектор билан 
М0. бош момент бир тугри 
чизиц _буйлаб й\налсин. У 
о̂лда R билан М 0, йуналган 

чизиц динамик винт уци ёки 
51- раем. марказий уц дейилади. Мар-

казий уц тенгламасини аннц- 
лаш учун М0. I! R шартдан фойдаланамиз, яъни

ГЛг
Р =

• м0, R • Mq
(6.17)R Rl R* Н

бунда р узгармас микдор булиб, винт параметридир. (6.10) га асосан 
М 0, = Мо — 00* X R  булганидан (6.17) цуйидагича ёзилади:

Mq -O O ^ x R
-----------  (6-18)

Бу тенглама вектор куринишдаги марказий уц тенгламасидир.
Марказий уцнинг аналитик тенгламасини ёзиш учун ихтиёрий О 

нуцтада х ,у ,г  координата уцларини утказамиз (51-раем). Бу нуцта- 
га кучларни келтириш натижасида бош вектор R ва бош момент 
М 0 га эга булайлик. Марказий уцда ихтиёрий О* (х*. у* г*) нуцтани 
оламиз. Бу нуцтада М 0. = Мх булиб, R (Rx, Ry, Rt) векторнинг таъ
сир чизиги буйлаб йуналади.

(6.18) тенгликни координата уцларига проекциялаб марказий уц- 
нинг аналитик тенгламасини х,осил циламиз:

М х - (У *,- *** ,) _  M y- (fR x->f/tt) _
Rx Ry

_ Мг — (x*Ry — y*Rx)
Rz

Pi (6.19)

бунда Mx, My, Мг лар Mo бош моментнинг координата уцларидаги 
проекцияларидир.

29- §. Кучлар системасини содда ^олга келтириш га оид
масалалар

7- масала. Кубнинг томони а га тенг булиб (52- раем, а), учла-
рига

F x = F , = b V 2  Н; F 3 = 10^2 Н; F A =20Н
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кучлар  цуйилган. Бу кучлар системаси содда ^олга келтирилсин.
Ечиш. Ох, Оу ва Ог уцларнн расмда курсатилгандек, кубнинг и̂р- 

ралари буйлаб йуналтириб, бош векторнинг цийматини (6.4) ва (6.5) 
дан ^исоблаймиз:

Я* = 2  X k - — F a+ F t cos45° = 0,
*—I

R y -  V  Yk= — F t cos 45° = — lOVTH,
*-1

Rl = % Z k = F l + F i = 10V 2  H, 
fe-1

R = V R 2X + R l + R2 — 20 H.

Rx — 0 булгани учун бош вектор yz текисликда ётади. Бош вектор- 
нинг йуналишини (6.6) дан аницлаймиз:

cos (R, х) = = 0, R, х = 90°,
— ̂  R v лПГ — ̂

COS (Я, у) = ^ -  = ~ Y- L ,  R , y = 135е,
— ^  Rz ъг2~ — ^

COS (R, z) = ~  = у-=- , R, Z -  45°.

Худди шунингдек, бош моментни (6.7) — (6.8) дан ани^лаймиз:

Мх = V  Mx (Fk) = F 2a + F4a cos 45° = 15 у Т а Н-м.
*-1

Му — V  My (F k) = — F,a — F*a -f- F«a cos 45° = 0,

M , = 2  AM?"*) = F*a — F«a COS 45° = 0,
*=!

Af0'=  У  + M l + М2 = 15 V Ta H-m.

My = 0, М г = 0 булгани учун бош момент х у^ буйлаб йуналади. 
Шундай цилиб, берилган кучлар системасини О нуцтага келтириш

____
натижасида ми̂ дори R = 20 Н ва йуналиши R, х = 90°, R, у — 135°,
■--^  _ __
R, z = 45° булган бош вектор R  га ̂ амда моменти М0= 15V 2а Н м  
булган ва Од: уц буйича йуналган жуфт кучга эга буламиз (52- раем, б). 

Бу з̂ олда R Л. М0 булгани учун 25- § га кура кучлар системаси R '
Мо 3 1̂* 2тенг таъсир этувчига келтирилади а̂мда d = О А = = ~ —  а 

ва R ' — R, R ' R  булади.
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52- раем.

Z '

Л
f

г

>У*
,

/ O ' V

53- раем.

8- масала. Улчамлари а = 2м, 
6 = 4 м, с = 3м булган паралле- 
лепипеднинг учларига 53- раемда 
курсатилганидек Р х = 2 Н, Р% = 
= 5 Н, Р3= 14 Н кучлар таъенр 
этади. Бу кучлар системаси сод- 
да ^олга келтирилсин. Агар куч
лар системаси динамик винтга кел- 
тирилса, марказий уц тенгламаси 
а̂мда бу у^нинг гОх ва хОу 

текиелнклар билан кесишган нуц- 
таларининг координаталари ани̂ - 
лансин.

Ечиш. Бош векторнинг координата у̂ ларидаги проекциялари, мо
дули ва йуналишнни аницлаймиз:

Rx = Pt = 5 Н, 
Ry = Р , = 
R2 = P i -  2 Н,

Rx_
R 3
Ry 14

R + R2 = 15 H.

cos (R, x)
_

cos(R , y )= - ~  = - -
Rz 2 

COS (R, 2) — „  — 15

Бош моментнинг координата уцларндаги проекцняларини ани̂ лай-
миз:

Мя = О,
Му — PfC = 15 Н-м,

Мг = — pjf — p^  = — 48 Н м.

Демак, R Ф  0, Af0 Ф  0.
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Берилган кучлар системаси тенг таъсир этувчига ёкн динамик 
винтга келтирилишини аниклаш учун бош векторнинг бош моментга 
скаляр купайтмасинн ^исоблаймиз:

R  • М 0 = RxМх + R yMy + RzMt = — 306 Н2-м.

Бу купайтма нолдан фарцли, шу сабаблн R ва М0 векторлар бир- 
бирига перпендикуляр булмайди, натижада берилган кучлар система
си динамик винтга келтирилади.

(6.17) ни эътиборга олиб, марказий уцнинг фазодаги ^ататини
(6.19) дан аницлаймиз:

Mx-(y*Rz-e*Ry) -r .M o . —  2 у * —  14 2* 306
Rx R* ’ 5 —  225 ’

My — (г*/?х — x*Rz ) r .~m0 1 5 - 5 z * +  2x* 306
Ry “  R* '  — 14 225 '

Шундай цилиб, марказий уц тенгламаси цуйидагнча ёзилади:

2у* +  14з* = 6,8,1 
2х* — 5г* = 4,04. J

Марказий уцнинг zOx текислик билан кесншган (х„ уи a J нуц- 
тасининг координаталарини юцоридаги тенгламалардан аницлаймиз: 
бунда Ух = 0 эканлигинн эътнборга оламиз:

хх = 3,23 м; г1 = 0,486 м.

Марказий уцнинг хОу текислик билан кесишган Аг (х2, у2, г2) нуц- 
тасининг координаталарини аницлаймиз; бунда г, = 0 эканлигинн 
эътиборга оламиз:

х, = 2,02 м; уг = 3,4 м.

R- Afx = /?- Af0<  0 булгани учун марказий уц буйича R  ва Tf, 
лар царама-царши йуналган булади (54-раем).
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30-§. Фазодаги кучлар системаси мувозанати шартларининг 
векторли ифодалари

Кучлар системасини бош векторга тенг битта кучга ва моменти 
бош моментга тенг битта жуфт кучга келтириш а̂̂ идаги теоремадан 
фойдаланиб кучлар системасининг мувозанати шартларини келтириб 
чи а̂риш мумкин. Агар берилган кучлар системаси мувозанатда бул
са, у о̂лда унга эквивалент булган бош векторга тенг битта Я куч ва 
моменти бош момент М0 га тенг жуфт кучлардан ташкил топган 
система нолга эквивалент булиши керак. Агар R  ва М0 нолдан фар̂ - 
ли булса, бундай кучлар системаси мувозанатда була олмайди, чун-

жуфт_кучни битта куч билан мувозанатлаш мумкин эмас. Агар 
R  = О, М0 Ф  0 булса, кучлар системаси битта жуфт кучга келтири
лади ёки Л10 = О, R Ф  0 булган о̂лда кучлар системаси келтириш 
марказига ^уйилган битта тенг таъсир этувчига эквивалент булади. 
>̂ ар иккала э̂ олда )̂ ам кучлар системаси мувозанатда була олмайди. 
Шу сабабли кучлар системаси мувозанатда булиши учун R  = 0 ва 
Л10 = 0 булиши зарурий шарт ^исобланади. Бу шартлар кучлар сис- 
темасн мувозанатининг етарли шартини а̂м ифодалайди. ^а^и^атан 
а̂м, бу шартлар бажарилса, келтириш маркази О га кучирилган бар- 

ча кучлар .\ам, ^ушилган жуфт кучлар системаси .\ам мувозанатла- 
шади.

Шундай к,илиб, фазодаги кучлар системаси мувозанатда бу
лиши учун кучлар системасининг бош вектори ва ихтиёрий кел
тириш марказига нисбатан бош моменти нолга тенг булиши за- 
рур ва етарлидир. Яъни фазодаги кучлар системаси мувозанати 
шартининг векторли ифодаси куйидагича ёзиладн:

R = 0; Мо = 0. (6.20)

31-§. Фазодаги кучлар системаси мувозанатининг аналитик
шартлари

23-§ да курганимиздек, берилган кучлар системасининг бош век
тори ва бош моменти (6. 5) ва (6. 6) дан ани^ланади. Шу сабабли
(6.20) тенгликлар фазодаги кучлар системаси мувозанатининг ана
литик шартларини ифодаловчи цуйидаги олтита алгебраик тенг
ликлар систсмасига эквивалент булади:

v  X* =0; 2  = 0; V  Z* = 0;
*„=■ _  » (6 2 1 )
v  Mx(f* )= 0; У  M y{Fk )—0; V  MZ(F „ )= 0.
*=i *=i *=i
Демак, жисмга таъсир этувчи фазодаги кучлар системаси му

возанатда булиши учун барча кучларнинг учта Декарт коорди
ната уцларининг .\ар биридаги проекцияларининг йигиндилари нол •
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га тенг булиши ва кучларнинг унта координата уцлариниНг \ар 
бирига нисбатан моментларининг йигиндилари \ам нолга тенг 
булиши зарур ва етарлидир.

32-§. Хусусий ^олларда кучлар системасининг мувозанати
тенгламалари

1. Бир ну^тада кесишувчи кучлар системаси. Fv F t9. . .  %Fn 
кучларнинг таъсир чизи^ларн О ну^тада кесишсин (55-раем). Бу О 
ну̂ тани координаталар боши ^илиб оламиз. Барча кучлар учала коор
дината у^ларини кесиб утади. Бинобарин, кучларнинг мазкур у̂ лар- 
га нисбатан моментлари нолга тенг булади. Натижада (6. 21) даги 
охирги учта тенглама айниятга айланади.

Шунга кура (6. 21) тенгламаларни кесишувчи кучлар системаси учун 
татбиц этсак, аввал келтириб чицарилган (3. 14) ифода ^осил булади:

2. Текисликдаги кучлар системаси. F le F%........  Fn кучлар Оху
текисликда ётувчи кучлар системасини ташкил этсин (56-раем). Бу 
э̂ олда кучлар z уеда перпендикуляр текисликда ётганлиги туфайли 
уларнинг шу у^даги проекциялари нолга тенг булади. Кучларнинг 
таъсир чизи^лари х ва у у^ларга ё параллел. ёкн уларни кесиб ут- 
гани учун кучларнинг Ох аа Оу уцларга нисбатан моментлари нолга 
тенг булади. Натижада (6. 21) нинг учинчи, туртинчи ва бешинчи 
тенгламалари айниятга айланади. Барча кучлар Оху текисликда ётган
лиги сабабли уларнинг г уэда нисбатан моментлари координаталар 
боши О га нисбатан моментларининг алгебраик цийматига тенг булиб 
услади. Шу сабабли текисликдаги кучлар системасининг мувоза
нати тенгламаларини цуйидагича ёзиш мумкин:

х

55- раем. 56- раем.
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X
57- раем. 58- раем.

2 **  =  о. 

V M 0(Fk)= О

V X
(6.22)

Бинобарин, текисликдаги кучлар системаси таъсиридаги эркин 
жисм мувозанатда булиши учун кучларнинг координата уцларида- 
ги проещияларининг йигиндилари ва кучларнинг улар ётган те 
кисликдаги ихтиёрий нуцтага нисбатан моментларининг йигинди
си нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

3. Параллел кучлар системаси. a) F lt F t, . . .  , F n кучлар фа- 
зодаги параллел кучлар системасини ташкил этсин (57-расм). Бу о̂л- 
да Ог уцни кучларга параллел йуналтирамиз. Кучларнинг таъсир чи- 
зицлари Оху текисликка перпендикуляр булгани учун уларнинг Ох 
ва Оу уцлардаги проекциялари нолга тенг булади. Кучлар Ог уада 
параллел булгани учун кучларнинг мазкур уада нисбатан моментлари 
нолга тенг булади. Натижада (6. 21) даги биринчи, иккинчи, олтинчи 
тенгламалар айниятга айланади ва фазодаги параллел кучлар таъси
ридаги эркин жисмнинг мувозанати тенгжча.гари цуйидагича ёзи- 
лади:

Шундай цилиб, фаэодаги параллел кучлар системаси таъсири
даги эркин жисм мувозанатда б\}лиши учун кучларнинг шу куч
ларга параллел булган уцдаги проещияларининг йигиндиси %ам- 
да мазкур кучларга перпендикуляр икки уща нисбатан момент
ларининг йигиндилари алоцида- алоцида нолга тенг булиши зарур 
ва етарлидир.

2  Z* = 0,
= 0,
=о.

(6.23)
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I б) ( Fi,  F2, , Fn) кучлар системаси текисликдаги параллел куч
лар системасини ташкил этсин (58-раем). Бу з^олда кучлар ётгаи 
текислик учун Оху текисликни олиб, уцлардан бирини (масалан, Оу 
ни) кучларнинг таъсир чизигига параллел йуналтирамиз. Кучларнинг 
таъсир чизи^лари Ох уада перпендикуляр йуналгани учун уларнинг 
бу ук,даги проекциялари нолга тенг булади. Бинобарин, (6. 22) даги 
бирннчн тенглама айниятга айланади ва текисликдаги параллел куч• 
лар системаси таъсиридаги эркин жисмнинг мувозанати тенгла- 
малари цуйидагича ёзилади:

Y Y k  =  0, )

| л и М = о !  (6 -24)

Демак, бир текисликда жойлашган параллел кучлар системаси 
таъсиридаги эркин жисм мувозанатда булиши учун кучларнинг 
дзларига параллел булган уцдаги проещияларининг йигиндиси ва 
мазкур кучлар ётган текисликдаги ихтиёрий нуцтага нисбатан 
моментларининг йигиндиси нолга тенг булиши зарур ва етарли
дир.

Мувозанати текширилаётган жисмга богланишлар цуйилган булса,
(6.21) — (6.24) тенгламаларни тузишда богланиш реакция кучларини 
з̂ ам эътиборга олиш керак.

33-§. Текисликдаги кучлар системаси мувозанати тенгламаларининг
бошкача куринишлари

Текисликдаги кучлар системасининг мувозанатига оид масалалар 
ечганда (6. 22) га тенг кучли цуйидаги мувозанат тенгламаларидан 
з̂ ам фойдаланилади.

1. Текисликда ётувчи ихтиёрий кучларнинг шу текисликдаги бир 
тутри чизицда ётмайдиган учта нуцтага нисбатан моментларининг ал- 
гебранк йигиндилари алоцида-алоцида нолга тенг булса, кучлар сис
темаси мувозанатда булади (59-раем):

У  М А (Fk ) =  О, 

2 М в(Г * ) =  О, 
2 .M c (F„ ) =  0.

(6.25)

Булардан бирннчн тенглнкнинг бажарнлишн А нуцтага нисбатан 
бош моментнинг нолга тенглигини ифодалайди. Бу з^олда текислик
даги кучлар системаси А нуцтадан утувчи тенг таъсир этувчига кел- 
тирнлишн мумкин. Худди шундай з̂ ол В нуцта учун з^м уринли бу
либ, тенг таъсир этувчи В нуцтадан утади, яънн у (АВ) чизицда 
ётади деб цараш мумкин. С нуцта (АВ) чизикда ётмаганлиги сабаб- 
ли, учинчи тенгликдан (Вариньон теоремасига кура)

2  Af с ( F *  ) =  Л1С ( Л ) =  о,
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яъни тенг таъсир этувчннинг С нуц- 
тага нисбатан моменти нолга тенг 
булишини курамнз. Охирги тенглик
/? =  0 булгандагина уринлидир. Шун
дай цилиб, кучлар системаси мувоза
натда булади.

2. Текисликда ётувчи ихтиёрий 
кучларнинг шу текисликда ётувчи 
ихтиёрий иккита ну^тага нисбатан 
моментларининг йириндилари ва маз- 
кур ну^талардан утувчи чизиеда пер
пендикуляр булмаган уцдаги проек- 

цияларининг й и р и н д и с и  ало^ида-ало^ида нолга тенг булса, бундай 
кучлар системаси мувозанатда булади:

59- раем.

V M a ( F J =  о, 

± M B(Fk) =  О, 
V X * = 0 .

(6.26)

Олдинги ^олдагидек, биринчи икки шзртнинг бажарилиши тенг таъ
сир этувчинннг (АВ) чизи^ буйлаб йуналганлигини (59-расм) ифода- 
ласа, учинчи тенглама унинг (АВ) га перпендикуляр булмаган уцда- 
ги проекциясининг нолга тенглигини ифодалайди. Шунинг учун 
/? =  0 булиб, кучлар системаси мувозанатда булади.

9-масала. 60-расмда тасвирланган конструкция А ну|\тадэ девор- 
га ^исиб ма\камланган. Агар С? =  100 Н, Р —600 Н, М =  1000 Н-м, 
7̂ =  100 Н/м, а =  45° булса, А таянчдаги реакция кучлари аницлан- 

син.
Ечиш. А ну^тад^ги богланиш шу ну^танинг кучишини чеклашн 

билан бирга конструкциянннг вертикал текисликда мазкур ну^та ат
рофида айланишига ^ам тусцинлик ^илади. Шу сабабли циенлган ер- 
дагн борланишни X A9Y A реакция кучлари ва моменти М А га тенг 
реакция жуфт моменти билан алмаштирамиз (61-раем). DC оралиц- 
дагн текис та^симланган кучларни В нуцтага (DB =  - j  DC) цуйил- 

ган Q — DC-q =  100 Н горизонтал куч билан алмаштирамиз.

С
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Текисликдаги конструкциям таъсир этувчи кучлар системаси учун 
мувозанат тенгламаларини тузамиз:

V X A =  0; Q — Я s in a  +  X x =  0;
V  К* =  0; — P c o s a  — G + Y А = 0 ;

2 м л <fk) =  0 \ - M A +  M +  G - A K + P c o s a A D  — P s i n a - D E  —
— Q-DB -  О.

Охнрги тенгламада Р  кучнинг А нуцтага нисбатан моментини 
^исоблашда унинг ташкил этувчиларн Я'(Я' — Р cos а) ва Р"  (Я" =  
=  P s i n a ) моментларининг йигиндиси олинган. Бу тенгламатардан 
Х А, Y А, М А номаълумларни аниклаймиз:

Х А =  324.26Н, Y А =  1424,26 Н, М А =  3798, 52 Н-м.
10-масала. Огирлиги Я =  8 Н булган АС балканинг D  ну^та- 

сига Q =  6 Н, ВС цисмига интенсиатиги q =  ЗН-м булган текис 
тацсимланган куч цуйилган. Балка В ну^тада эркин таянчда ётади, 
А нуцтада таянч билан шарнир воситасида бириктирилган. Л ва Б  
нуцталардаги реакция кучлари ани^лансин. Улчамлар 62-расмда кур- 
сатилган.

Ечиш. Балканинг СВ цисмига цуйилган текис тацсимланган кучни 
Е нуцтага ^уйилган Я, =  АС-? =  6 Н куч билан алмаштирамиз. 
Огирлик кучи Я ни ва Л, В ну^таларнинг реакция кучларини 62-расм- 
дагидек йуналтнрнб, АС балка учун мувозанат тенгламаларини 
(6. 26) курннишида тузамиз:

V  A f ^ )  =  °; — 2Q cos45° — З Я + 4 Я В — 5 Я Х =  0, 
\ ; а д  =  ° ; — 1 - Я +  1-Я + 2 Q -c o s4 5 °  — AY А = 0 ,  
V X 4 =  0; Х А — Qcos45° =  0.

Бу тенгламалар системасини ечсак, Яв =  15,6 Н, Y л =  2,61 Н, 
Х л =  4,2 Н келиб чицади.
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Ыс

6  ^ с т 1  .

63- раем.

34-§. Статик ани^ ва статик аникам ас масалалар

Берилган масалада номаълумлар сони мувозанат тенгламалари со- 
нига тенг булса, бундай масала статик аниц масала дейилади. 
Агар масалада номаълумлар сони мувозанат тенгламалари сонидан 
ортиц булса, бундай масала статик аницмас масала дейилади.

Масалан, АС балканинг D ну^тасига Р  куч таъсир этади (63-ра
ем). Балка А ну^тада шарнир воситасида богланган, В , С ну^талар 
да эса эркин таяниб туради. Л, В , С ну^таларнинг таянч реакция- 
лари ани^лансин.

Балкага цуйилган Р  куч ^аторига Х А, Y АУ N в , Nc реакция куч- 
ларини цушиб, уни эркин ^олга келтирамиз. Балкага текисликдаги 
кучлар системаси таъсир этаётганлиги туфайли учта мувозанат тенг
ламасини тузиш мумкин. Номаълумлар сони эса туртта. Шусабабли 
курилаётган масала статик ани^мас масаладир.

35-§. Бир неча жисм дан ташкил топган системанинг мувозанати

Бир-бирлари билан богланган бир неча жисмлардан ташкил топ
ган системанинг мувозанатини аницлашга утамиз. Бунинг учун сис- 
темага таъсир этувчи кучларни икки гуру^га: ички ва ташци кучлар
га ажратамиз. Системани ташкил этувчи жисмларнинг бир-бирларига 
курсатадиган таъсир кучлари ички кучлар дейилади. Системага кир- 
маган жисмларнинг унга курсатадиган таъсир кучлари ташки куч
лар дейилади.

Масалан, учиб кетаётган самолётни барча цисмлари билан бирга- 
ликда система деб олсак, унинг поршенига газнинг босим кучи, пор- 
шеннинг шатунга таъсир кучи ва шунга ухшаш кучлар ички кучлар 
гуру\ига киради. Самолётнинг огирлиги, кутариш кучи, ^авонинг 
царшилик кучи ташци кучлар гуру^га  киради.

Агар системани бир бутун яхлит цатти^ жисм деб ^арасак, таъ
сир ва акс таъсир эодидаги аксиомага асосан, ички кучлар жуфт- 
жуфт ^олда мицдорлари тенг, йуналишлари бир т^рри чизи^ буйлаб 
^арама- ^аршн томонга йуналган кучлар системасини ташкил этади. 
Шунинг учун ички кучларнинг бош вектори ва бирор марказга нис
батан бош моменти нолга тенг булади. Агар система мувозанатда
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ш

булса, унинг таркибидаги ^ар бир жисм мувозанатда булади. Система- 
нинг мувозанатини текшириш учун системани ташкил этувчи ^ар бир 
жиемнинг мувозанати ало^ида текширилади. Мувозанати текширила- 
ётган система да ажратиб олинган бирор жиемнинг мувозанати текши- 
рилаётганда бу жиемга системани ташкил этувчи бошца жисмларнинг 
таъсири кучлар билан алмаштирилади. Бу кучлар система учун ички 
кучлар булади, аммо ажратиб олинган жисм учун таищи кучлар на
тори га киради.

Текисликдаги кучлар таъсирида N  та жиемдан ташкил топган сис
тема мувозанатда булса, з̂ ар бир жисм учун учтадан мувозанат тенг- 
ламаси тузиш мумкин. Натижада система мувозанат тенгламалари
ни н г сони 3N  та булади.

Баъзан системани яхлит битта жисм деб цараб, учта мувозанат 
тенгламаси тузилади. Бу тенгламаларда ички кучлар катнашмайди. Сунг- 
ра N — 1 та жисмлар учун учтадан мувозанат тенгламаси тузилади. 
Натижада 3 + 3  (.V— 1) =  3 N  та мувозанат тенгламаларини оламиз.

11-масала. Куприк А шарнир билан бир-бирига .^амда В ва С 
шарнирлар билан икки ^ирго^даги таянчларга бириктирилган икки 
Кнсмдан иборат. Куприкнинг К  ну^тасига Р х юк цуйилган. Куприк 
^ р  бир цисмининг огирлиги Р  булиб, D ва Е ну^таларга ^уйилган. 
Улчамлар 64-расмда курсатилган. В ва С ну^талардаги реакция куч- 
лари з^амда куприк цисмларининг А нуктадаги узаро таъсир кучлари 
ани^ланенн.

Ечиш. Бу масалада Р, Я, кучлар >*амда В ва С шарнирларнинг 
реакция кучлари ташци кучларни ташкил этади. В ва С шарнирлар
нинг реакция кучлари номаълум булгани учун уларни Вх ва By уц- 
ларнннг мусбат йуналишлари буйлаб йуналган ташкил этувчиларига 
ажратамиз.
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65- раем.

Система иккита жиемдан ташкил топганн учун системанинг муво- 
занат тенгламалари 6 та булади.

Бутун куприк учун мувозанат тенгламалари ^уйидагича булади: 
2X ^  =  0; Х в +  Х с =  0;

2 K t  =  0; YB - P - P 1- P  +  Y C =  0;
2  М ~  (Fk) =  0; —  аР — (а +  b —  с) Р г — О)

(2)

— (а +  26) Р  +  2 (а +  Ь) Ус =  0.
Энди куприкнинг чап цисмини олиб, унг кисмининг бераднган 

таъенринн А нуцтанинг реакция кучи билан алмаштирамиз. А ну^та- 
нинг реакция кучини Вх ва By  у уларнинг мусбат йуналиши буйича 
йуналган Х л ва УА ташкил этувчиларга ажратамиз (65- раем). Куп- 
рикнннг чап ^исми учун мувозанат тенгламаларнни тузамиз:

2 Х к — 0\ X в + Я д  = 0 ;
2 Y k =  0; Y b - P - P 1 + Y a = 0 ;

(Fk) =  °> P l -c +  P - b - Y B (a +  b) +  X B .d =  0 .J
(1) ва (2) тенгламалар системасидан 6 та номаълум реакция куч- 

ларини аниклаймиз. Мазкур тенгламалар снстемасини ечганда номаъ- 
лумлардан бирортаси манфий ^ийматга эга булса, унинг йуналиши 
аслида тескари булади.

36- §. Фазодаги кучлар системасининг мувозанатига 
оид масала ечиш

12-масала. 66-расмда тасвирланган конструкциянинг таянч реак
ция кучлари аницлансин. Куйидагилар берилган: Q =  3000 Н; G =  
=  2000 Н; а =  0,6 м; Ь =  0,2 м; с =  0,4; г  =  0,05 м; а  =  30°; 6 =  
= 6 0 ° .
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Ечиш. Валга таъсир этувчи кучларни расмда тасвирланмнз. Р 
кучни арцон буйлаб йуналтнрамиз._Л ва В нуцтадаги цилиидрсимон 
подшипникларнинг таъсирини Х л , Z A, Х в , ZB реакция кучлари би
лан алмаштирамиз. Кучларнииг координата уцларндаги проекцияла- 
рини ва мазкур у^ларга нисбатан моментларини з^исоблаб, (6.21) га 
мувос)>иц мувозанат тенгламаларини тузамиз:

2  =  0; Х А — Q cos 60° +  Хв +  Р  cos 30° =  0; (1) 

2  Y„ =  0; 0 =  0;
2  =  0; ZA -\- Q cos 30° + Z B — Я cos 60° — G =  0; (2)

2  Mx (F„) =  0; (a +  6)-Q cos 30° +  (a +  36) ZB — (3)

— (a +  3 6 +  c )P c o s 6 0 °  — (a +  3 6 + c )  G =  0;

I* My (F) =  0; — л Q cos 30° +  R -P  =  0; (4)

2 Mz (F) =  0; (a  +  6)-Q cos60° — (a +  3b) X B +

+  ( a +  36 +  c)-Pcos30° =  0. (5)

Тенгламаларни биргаликда ечиб ^уйидаги ^ийматларни топамнз. (4) 

дан: Р  =  - r- Qc°s3QJ =  649,5 Н; (5) дан: Х в =  ((а +  Ь) X

X Q co s60° +  (а +  36 +  с) X Я cos 30°] =  1749,96Н; (1) дан: Х л =  

= Q cos60° — Хв — P cos30° =  — 812,42 Н; (3) дан: ZB=  —  - - - - X

Х | — (a +  6)-Q-cos30° + ( a  +  36 +  с) Я cos 60° +  (a +  36 +  c)GJ =  
=  1367,67 H; (2) дан: ZA =  — Qcos 30° — ZB +  Pcos 60° +  G =  

=  355,08 H .
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VII б о б
И Ш К А Л А Н И Ш

Богланишдаги жисмларнинг бири иккинчисига нисбатан силжиган- 
да уларнинг бир-бирига тегиб турган сиртларида ^осил буладиган 
царшилик кучи иищаланиш кучи дейилади.

Ишцаланишнинг цуйидаги асосий 2 туринн куриб чика.маз.
1. Бир жисмнинг иккинчи жисм устида сирпаниши натижасида 

^осил буладиган ншцаланнш сирпанишдаги ишкдланиш дейилади. 
Масалан, поршень цилиндр ичида ^аракатланганда ёки чана цор ус
тида ^аракатланганда сирпанишдаги ишцаланиш э^осил булади.

2. Бир жисмнинг иккинчи жисм устида сирпанмасдан думалаши 
натижасида ^осил буладиган ишцаланиш думалашдаги ишкаланиш 
дейнлади. Рельс устидаги гилдиракнннг думалаши бунга мисол була 
атади.

37-§. Сирпанишдаги илцаланиш цонунлари

СирпаНишдаги ншцаланнш кучниинг мавжудлигини Морен тажри- 
баси деб аталувчи цуйидаги тажриба ёрдамида кузатиш мумкин.

Аслида бундай тажрибани А.М.Морендан (1775 — 1880) анча ав- 
вал ишкаланиш назарияси устида му.^им тадцицотлар олиб борган 
француз олимн Г. Амонтон (1663 — 1705) утказган. Горизонтал стол 
устидаги огирлиги Р  га тенг булган жиемни блок орцали утказилган 
ипга боглаймиз (67-расм). Ипнинг иккинчи учига палла осиб цуямиз. 
Жисм огирлик кучи Р  ва столнинг реакция кучи N  таъсирида му
возанатда булади. Жисмга таъсир этаётган кучлар вертикал кучлар- 
дан иборат булгани учун палла га жуда кичик огирликка эга булган 
тош цуйсак, ипнинг тортилиш кучи таъсирида жисм ^аракатга кели- 
ши керак. Лекин жисм паллага маълум мицдорда тош цуйгунча ?̂ а- 
ракатланмайди, чункн стол юзаси ва жисмнинг столга тегиб турган 
юзаси абсолют силлик, булмагани учун ипнинг тортилиш кучи Q га 
миадор жи^атдан тенг, йуналиши царама-царшн булган F ншцала- 
ниш кучи ^осил булади.Q кучнинг циймати (яъни паллага цуйила- 
диган тош) орта борнб, маълум мицдорга етганда жисм силжиш ол-
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дида туради, бу *олда иищаланнш кучи F =  Fтп энг катта (мак- 
симал) цийматга эришади. Мазкур куч энг катта статик ишкала- 
ниш кучи дейиладн. Шундан сунг паллага оз милорда тош цуйсак, 
жнсм снрпана бошлайди. Жнсм ^аракатланаётганда ^осил буладиган

t Hiu^a.iaHnm кучи динамик иищаланиш кучи ёки ^аракатдаги ишка- 
ланиш_кучи дейиладн. Бу тажрнбадан курамизки, статик ишцаланиш 
кучи F нолдан то энг катта иш^аланиш кучигача узгаради:

f  (7-1)
Кузатилган тажрибадан маълум буладнки, богланиш реакция кучи 

фацат нормал реакция кучидан иборат булмай, жисмларнннг бир-бн- 
рига тегиб турган юзаси орцали утган уринма текислигнда ётувчи 
уринма реакция кучидан ^ам иборат булар экан. Шунннг учун бог- 
ланишнинг тула реакция кучи уринма ва нормал реакция кучларн- 
нинг геометрик йириндисига тенг булади:

R = ~ F  +  N . (7.2)
Француз олими Ш.Г. Кулон (1736— 1806) утказган тажрнбалари- 

га асосланиб, сирпанишдагн ншцаланиш крнунларини ^уйндагича таъ- 
рифлаган.

1. Энг катта иищаланиш кучи нормал босимга мутаносибдир:

«  =  / * .  (7-3)
бунда: Fmix — энг катта статик ишцаланиш кучи; /  — сирпанишдаги 
шщаланиш коэффициенту N  — нормал босим.

2. Ишцаланиш кучи жисмларнинг ишцаланувчи сиртлари ул- 
чамларига бог лиц булмайди.

3. Сирпанишдаги ишцаланиш кучи жисмларнинг материалига 
ва ишцаланувчи сиртларнинг ишланиш даражасига бог лиц була
ди. Сиртлар силлиц булса, ишцаланиш кучи кам булади.

4. Жисм \аракатда бЦлганда шщаланиш кучи тинч турганда- 
гига нисбатан камроц булади.

(7.3) дан

яъни сирпанишдаги юш^аланиш коэффициента улчовенз сон булиб, 
унинг ^ийматини юцорида келтирилган Морен тажрибаси асосида аниц- 
лаш мумкин. Турли материаллар учун иш^аланиш коэффицнентннннг 
Цийматлари справочникларда берилади.

38- §. Иш^аланиш бурчат . Иш^аланиш конуси

Агар бирор сиртга таяннб турган жисм сирпаниш олдида (муво
занат чегарасида) булса, иш^аланиш кучи энг катта цийматга эга бу
лади (68-раем), яъни

^ом. = ЛГ +  / т.х- (7 5)
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68- раем. 69- раем.

Ишцаланиш кучи энг катта цийматга эришганда т^ла реакция ку- 
чи /?т1х нинг нормал реакция кучи N  билан ташкил цилган фтах 
бурчаги ишцаланиш бурнаги дейилади. 68-расмдан куриниб туриб- 
дики,

^ н- — Г - / -  <W )

Шундай цилиб, ишцаланиш бурчагининг тангенси ишцаланиш ко- 
эффнциентига тенг булар экан. Силжитувчи Q куч жисмга турлн 
йуналишда таъсир этиши мумкин булганидан энг катта ишь^аланиш 
кучи .\ам уринма текислигида уз йуналишини узгартиради. А нук;- 
тадаги нормал реакция кучига нисбатан ^ар бир йуналишга тегишлн 
тулиц реакция кучинн ицщаланиш бурчаги фт1> остида уткаэсак, унинг 
геометрнк урни конус сиртидан иборат булади. Бу конус ишцаланиш 
кону си дейилади.

Тажрибаларнинг курсатишича, ёгоч учун ишцаланиш конусининг 
асоси эллипедан иборат булади.

Мнсол тарик,асида бир нуцтаси билан цузгалмас сиртга таянади- 
ган жисмнинг мувозанатини текширамиз (69-раем). Таяниш нуцтасини 
А билан белгилаймиз. Жисм мувозанатда булиши учун жисмга таъсир 
этаётган кучларнинг тенг таъсир этувчиси R' А нуцтада пайдо бу
ладиган тулиц реакция кучи R a га мицдор жи^атдан тенг, йунали
ши эса царама-царши булиши керак.

А нуцтада ишцаланиш конусини ясаймиз. Жисм мувозанатда бул- 
ганда Ra кучнинг таъсир чизига ишцаланиш конуси ичида ётади, му
возанат чегараенда (сирпаниш олдида) эса конус сиртида ётишн мум
кин. Шу еабаблн R A куч R' кучни ишцаланиш конуси ичидагина му-
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возанатлаи атади. Тенг таъсир этувчи кучнинг нормал реакция кучи 
дг билан ташкил цилган бурчагини а  билан белгиласак, а  =  q m;x 
булганда жисм мувозанат чегарасида булади; а  >  <pmax булса, жисм 
сирпана бошлайди. Шундай ^илиб, бир нуцтаси билан цузгалмас 
сиртга таянган жисм мувозанатда булиши учун бу жиемга таъ
сир этаётган кучларнинг тенг таъсир этувчиси шшщланши ко- 
нусидан таищарида булмаслиги керак.

39-§. Иш^аланиш бурчагини тажриба йули билан 
ани^лаш

Оирлиги Р  га тенг булган жиемни горизонт билан а  бурчак таш
кил цилувчи ция текисликка цуямиз (70- раем, а). О ну^та ь^узгал- 
мас булиб, а  бурчакни шкала буйича улчаб узгартириш мумкин. а  
бурчакни орттира бориб жиемнинг сирпаниш олдидаги (мувозанат чега- 
расидаги) а тах бурчакни топиш мумкин. Жисм бир нуцтада кесишувчи
Р, N, F кучлар таъсирида мувозанатда булиши учун мазкур кучларга 
цурилган кучлар учбурчаги ёпиц булиши керак (70- раем, б). Кучлар уч-
бурчагидан tg a  = - ^  , мувозанат чегарасида tg a max =  = ^Г  =

=  /. Буни (7.6) билан солииггириб а тах =  фт1х эканлигига ишонч ^о- 
сил циламнз. Шундай цилиб, ш ка ладан аницланган а тах бурчакнинг 
циймати иш^аланиш бурчагига тенг булар экан.

Бинобарин, цня текисликдаги жисм мувозанатда булиши учун а  <  
<  Фт1х шарт бажарнлиши, яъни текисликнинг ^иялик бурчаги иш- 
^аланиш бурчагидаи катта булмаслиги зарур.

13-масала. Оирлиги G га тенг бир жинелн ингичка А В стер
жень А учи билан вертикал деворга ва D нуцтасида киррага тая-
нади. В учига огирлиги Gx =  ~  га тенг юк осилган. Масофалар:

*
АЕ =  2а, DE =  а; стержень 
билан девор орасидагн ва 
Кирра билан стержень ора- 
сидаги ишцаланиш коэффн- 
ииентлари )А =  0,3; fD= 0,3 
берилган. \ N

А учи пастга сирпанмас- 
•1иги учун стерженнинг энг
WKa узунлиги, шунннгдек, , Т 1
А ва D нуцталарнинг нор-

реакциялари N A, ND о) Ь)
^ .т а н с и н  (71-раем, а). 70.
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Ечиш. Стержень ^аракатланишн олдидаги мувозанат доитида ун- 
га таъсир этувчи кучларни курсатамиз. Стерженга берилган G_ea G, 
кучлар, А ва D  нуцталарда нормал реакция кучлари G, N А, ND\a \- 
да сирпаниш_йуналишига тескари йуналган энг катта ишцаланиш куч
лари /\Зах, Foax таъсир этади (71-раем, б). Т Т *  ва кучларнинг 
циймати (7.3) га асосан аницланади:

n r - U N #  (!)
Стерженнинг узунлигини / билан белгилаймиз. 71-расмдан:

AD =  V{AEУ +  (ED)- =  а / 5  ,
АЕ 2 ED 1cos а  =  - — =  г-т=-; sin о =  —  =  ^т=- •
AD У  5 AD У  5

Стерженга таъсир этувчи кучлар бир текисликда ётувчи кучлар 
системаси булгани учун мувозанат тенгламаларини (6.22) куринипца 
тузамиз:

V  Х к =  0; N a — N d sin а  - f  F gax cos]a =  0, (2)

2 ^ * = - 0 ;  — G +  ^ Dcosa  +  F” “ s in a  — G, = 0 ,  (3)

% M A (Fk) =  0; - G - -  cosa  - f  N Da y /l> — G1/ c o s a = 0 .  (4)

(1) ни (2) ва (3) га цуямиз:
N a —  WDs i n a - f  / DWDcosa  =  0, (5)

!a N a —  G +  N D(X&a +  fDN Ds i n a  —  - | = 0 .  (6)

(5) ва (6) тенгламаларни биргаликда ечиб NA ва ND ларни аницлай- 
миз:

^  3G (sin a  — fD cos a )

л 2К/л +  / d) sin a  +  0  +  /л  /d) a l

71- раем.
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D 2 | (fA+ fD) sin a +  (1—fA fp) cos a]

/  , f u' s ,n a  M cos а  ларнинг ^ийматларнни куйсак, Nд = 0 ,3 8 G, 
дг = 0 ,6 3 > / FG  з̂ осил булади.

Nd ва cos а  ларнинг цийматларини (4) га |$йиб, стерженнинг 
узунлигини аник;лаймиз:

— G -  - 4 г  +  0,63 \ 5G а \ Ъ - - 1  - 4 г  =  0,
2 V  5 2 5

бундан / =  1,575 > Т  а, яъни
АВ  =  1,575/Ш .

Стержень DB ^исмининг узунлиги DB =  АВ  — AD =  0,575 AD.

40- §. Думалашдаги шщаланиш

Оирлиги Р  ва радиусн R  га тенг цилиндр горизонта.! текислик- 
да турган булсин, у з^олда цилиндрнннг _огирлик кучи Р  текислик- 
нинг А нуцтадаги нормал реакция кучи N  билан мувозанатлашади 
(72-раем, а):

N + Р  = 0.

Цилиндрнннг марказига унча катта булмаган горизонтал Q куч 
таъенр этеа, цилиндр мувозанат ^олатида цолаверади. Бундай з^олда 
цилиндр билан текисликнинг деформацияланнши натижасида шщала- 
ниш А нуцтада з^осил булмай, нкки жиемнинг бир- бирига тегиб тур
ган (эзилган) юзасида з^осил булади. Эзнлиш юзаси уриниш нуцтаси 
А дан жиемнинг думалаш томонида жойлашади. Эзилган юзанинг з̂ ар 
бир нуцтасида з^осил буладиган N нормал реакция кучларининг тенг 
таъсир этувчнси А нуцтага эмас, балки эзилган юзадагн бирор В 
ну^тага цуйилган булади (72-расм, б). В ну^тада, N  кучдан таш-
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цари, Q кучга тескари йуналишда горизонта.! сирпанишдаги ишца , 
ниш кучи F з̂ ам з^осил булади (72-раем, в). Думаловчи жисм жуда 
кичик деформацияланганидан F кучни А нуцтага цуйилган деб цара : 
мумкин. F билан Q елкаси R га тенг булган жуфт кучни ташк; 
этиб, цилиндрни думалатишга интилади. В нуцтадаги N  j<y4_ би.-u:, 
Р  огирлик кучи жуфт кучни ташкил этади. Бу жуфт куч (Q, F) жуфт 
кучнинг таъсирига тескари йуналишда цилиндрнинг думалашига 
царшилик курсатади. Шундай цилиб, цилиндрга моментлари бир-б1;. 
рига царама^царши йуналган (Q, F) ва (Я, N) жуфт кучлар таъсир 
этади. (Q, F) жуфт кучнинг моменти (Я, N) нинг моментига теп? 
булгандагина цилиндр сирт устида думалаш олдида туради. Цилш 
дрнинг думалашига царшилик курсатувчи (Я, N) жуфт куч думалаи. 
даги иищаланиш. жуфт кучи, бу жуфт кучнинг М моменти дума 
лашдаги иищаланиш моменти дейилади. Думалашдаги ишцаланш 
моменти М ~  kN  бирор М т11 дан катта була олмайди, яъни

(7.7)

Тажрибаларнинг курсатишича, думалашдаги ишцаланиш моменти - 
нинг энг катта циймати^нормал босимга мутаносиб булади:

Afmis =  6-АГ. (7.8)

Бунда 6 >  k булиб, думалашдаги ишцаланиш коэффициента дейи
лади ва у узунлик бирлигида улчанади. Тажрибаларнинг курсати
шича, думалащдагн иищаланиш коэффициента жисмларнинг материа- 
лига, ишцаланувчи сиртларнинг ишланиш даражасига, гилдиракнинг 
радиусига ва нормал босимга бог лиц булади. Рилдирак думалаши ол
дида

ёки
Q ‘R  =  6-N,

бундан

Q =  (7-9)

Бу формуладаги — катталик купчилик материаллар учун сирпаниш- 
R

даги ишцаланиш коэффициента f дан анча кичик булади. Шу сабаб
ли техникада купинча сирпанма з^аракат гилдираклар, галтаклар, ша- 
рикли подшипниклар, роликли подшипниклар ёрдамида буладиган ду
малаш з^аракати билан алмаштарилади. Бу з^олда жиемни сирпанти- 
рншдан кура думалатиш учун кам куч талаб этилади.

14- масала. Орирлиги Р  ва радиуси R га тенг рилдирак горизонт 
билан а  бурчак ташкил этувчи ^ия текислик буйлаб думаламаслиги 
учун а  бурчакнинг циймати цандай булиши керак (73-раем)? Рилди-
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ракнинг думалашдагн ишцаланиш к о  
эффиииентп 6 ва сирпанишдаги иш- 
^аланиш коэффициента /  берилган.

Вчиш. Рилдиракка орнрлик ку
чи Р, сирпанишдаги иш^аланиш ку
чи F, текисликнинг нормал реакция 
кучи N  ва моменти М га тенг бул
ган думалашдагн иш^аланиш жуфт 
кучи таъсир этади. Булар текислик- 
дагн кучлар системасини ташкил 
этади. Ах  уцни ция текислик буй
лаб, Оу уцни унга перпендикуляр ^олда йуналтириб, рилдиракнинг 
мувозанат тенгламаларини (6.22) га мувофик; тузамиз:

2 ^ *  = 0; Psina — F  = О, 

2 ^ * = 0 ; — Р cos a +  jV = О,

2 М А (Fk) =  0; M — P ' R s in a  =  0.

(1)
(2)
(3)

(1) дан F =  P s in a ,  (2) дан N =  P  cos a . (7.1) ва (7.3) га асосан

P s in a  <  f P cosa  

келиб чи^ади. Охирги ифодадан
tg a  <  /.

(3) дан рилдиракнинг кия текислик буйлаб думаламаслик шартинн 
аницлаймиз:

P -R  s in a  =  М.
(7.7) ва (7.8) га асосан

Шунинг учун 

бундан

М  ^  6 -N =  6*P cosa . 

Р  P s in a  <  б-P c o sa ,

t g a  < 4 - *

— катталик /  дан кичик булгани учун

0 <  a  <  arc tg — (4)

(4) муносабат рилдиракнинг ция текислик буйлаб думаламаслик шар- 
тини ифодалайди.



VIII б о б
ПАРАЛЛЕЛ КУЧЛАР МАРКАЗИ ВА ОЕИРЛИК МАРКАЗИ

41-§. Бир томонга йуналган иккита параллел кучни ^ушиш

А ва В нуцталарга бир томонга йуналган Fx ва Ft кучлар цуйил- 
ган булсин (74-раем). Л ва В нуцталарга таъсир чизицлари А В да 
ётувчи ихтиёрий ( f j ,  Ft) со 0_системани цуямиз. Л ва В нуцталар- 
га цуйилган Fl ва ^ 3_?^мда F2 ва Ft кучларни параллелограмм цои- 
дасига_асосан цушиб R i =  F1 + F 3 ва Rt =  F2 +  7 *  кучларни ола
миз. /?! ва Rt кучларнинг таъсир чизицларини давом эттириб, улар- 
нинг кесишган нуцтасини О билан белгилаймиз. 0_ нуцтага R  ̂ ва Rt 
кучларни кучириб, Rt  ни Flt /\,_кучларга, /?, ни Ft , F* кучларга аж- 
ратамиз. О нуцтага _цуйилган (Fs, Ft) со 0 булгани учун А ва В нуц- 
таларга цуйилган Fx ва F , кучлар урнига О нуцтага цуйилган, ОС 
буйлаб йуналган Ft ва Ft кучларга эга булдик. Бу кучларнинг 
тенг таъсир этувчиси уларнинг алгебраик йипшднеига тенг:

R' ни таъсир чизиги буйлаб С нуцтага кучирамиз. Расмдаги АО АС го 
со ^ ОЛ1Л „ дОСВ со ДОВхВ2 учбурчаклар ухшашлигидан цуйидаги 
пропорцияларни тузамиз:

АС =  0С_. СВ_ _  ОС
г ,  Л *  ^  Ft '

F3 =  Ft эканлигинн эътиборга олсак,

R ' ^ F .  +  F,. (8.1)

с в (8.2)

5  О Z
з^осил булади. Пропорцнянинг хос- 
сасига кура

(8.1) ва (8.3) дан цуйидаги нати- 
жа келиб чицади: бир томонга 
йуналган икки параллел кучнинг 
тенг таъсир этувчиси шу куч
ларнинг сигебраик йириндисига 
тенг булиб, йдналиши мазкур 
куч,\ар йуналшиида, тенг таъ
сир этувчининг таъсир чизиги 
эса бу кучлар цуйилган нуцта- 
лар орасидаги масофани шу куч
ларга тескари мутаносиб б$лак- 
ларга булади.74- раем.
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42- §. Параллел кучлар 
маркази

Фазода бир томонга йу
налган параллел F F . .  • > 
f n кучлар жиемнинг Аи
Аг...........  К  иуцталарига
цуйилган булсин. Шу куч 
ларнинг тенг таъсир этув 
чиси R' ни ва унинг цуйил 
ган нуцтаси С нинг коор 
диияталаринн аницлаймиз 
Бунинг учун бирор Охуг 
координаталар системасига 
нисбатан Аи Аг........... А

75- раем.

„ нуцталарнинг радиус-векторларини
г„ билан белгилаймиз (75-раем). Даставвал Ft  ва

Ft кучларни цушамиз:
R x ~ F l +  Ft . (8.4)

/?! цуйилган Ci нуцтанинг радиус-вектори г С[ ни (8.2) дан фойда- 
ланиб анюутймиз:

С И , A iC i Ft  F t

Расмдан

(8.5)

AXCi — rlt CXA2 — r ,  — rCt, (8 .6)

(8.6) ни (8.5) га цуйиб, Rx куч цуйилган Cj нуцтанинг радиус-век
тори гС1 ни аницлаймиз:

rCl =  F' ri +  Ftrt (8.7)Fi +  Ft

Энди /?! куч билан F3 кучни цушамиз: j

R* =  R i + F i ~ F 1 +  Ft +  F , = 2  Fk.
* - 1

Бу куч F3 кучга пзраллел йуналадн. R2 куч цуйилган нуцтанинг ра
диус-вектори (8.7) га асосан цуйидагича аницланади:

(8.8)

F, г* ^  F& f/t 
П -  I г  7  (f i +  f «) — ----- ----- + F * r t  »=1

r =  Rt rct +  Fs ra ____________ _______________ __ “ 1 -------  (8-9)
C* Rx+F* Fi +  F t + F ,  \ Fk

I
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Худди шунингдек, п та параллел кучларни ^ушиш натижасида с  
ну^тага цуйилган битта тенг таъсир этувчи R' кучни оламиз. (8.4),
(8.8), (8.7), (8.9) муносабатларга асосан

^  =  2  f *. (8.10)
*-1

(8.И)

2 ' .*=1
R' куч берилган Fv  Ft, . . . .  Fn кучларга параллел йуналади. (8.11) 
формула ёрдамида аницланадиган С нуцта параллел куч.гар марками 
дейилади._

гс ва г* векторларнинг координата утуюридаги проекцияларини мое 
равишда хс, ус, гс, хк, у к, гк орцали белгиласак, (8.11) дан параллел 
кучлар маркази С нуцтанинг координаталарини ани^лайдиган цуйидап 
муносабатларни оламиз:

2 ' * * .  2  л » .
------- ■ У с ~ — п----------. “ ---------- (8.12)

2 п  2  г .  2  г .*-1 *=1 *-1

(8.11), (8.12) формулалардан курамизки, тенг таъсир этувчи цуйилган 
С нуцта ^олати кучларнинг йуналишига боглиц булмай, фацат улар
нинг мицдорига ва куйилган ну^таларининг координаталарига богли^ 
булади. Шунга асосан, агар кучлар ^уйилган ну^галарни узгартирмай, 
барча кучларни бирор а  бурчакка бурсак, бу кучларнинг тенг таъсир 
этувчнси ^ам шу бурчакка бурилиб, ^уйилган нуцтаеининг флати 
узгармайди.

43- §. К,аттик; жиемнинг огирлик маркази координаталарининг 
умумий формулалари

Бирор цатти^ жиемнинг ^ар бир булагига ернинг марказига йу
налган тортиш кучи (огирлик кучи) таъсир этади. Бу кучларни Р „  
Рг, . . .  , Рп билан белгилаймиз. Ернинг раднусига нисбатан жием
нинг улчамлари жуда кичик булгани учун бу кучларни параллел куч
лар деб ^араш мумкин. Бу параллел кучларнинг маркази — С нуцта 
жиемнинг огирлик маркази булади (76-раем). (8.12) да Fk кучларнинг 
урнига Рк кучларни олсак, жиемнинг огирлик маркази координата
ларини топамиз:



Ус

*'•=
*=i

76- раем.
■

Бу формулада Р  =  V  жиемнинг огирлигини ифодалайди.
* = |

Агар жисм бир жинелн булса, орирлнк маркази унинг цандай ма- 
териалдан ташкил топганига боглиц булмай, фацат геометрик шаклига 
борли^ булади.

Огирлиги Р  га тенг булган жисм V з^ажмга эга булсин. У цолда 
жиемни п та булакдан иборат деб цараймиз. Огирлиги Рк га тенг 
булган булакча ^ажмини Д Vk билан белгиласак, Рк =  у^ДУ* булади. 
Бу ерда у з^ажм бирлигига турри келган орирликни ифодалайди. Агар 
жисм бир жинсли булса, y *  = v =  const булади. Келгусида бир жинсли 
жисмларнинг орирлик марказини аницлаймиз. Шу сабабли

T-AV*. (8.14)

Буни эътиборга олиб, (8.13) га асосан, \аЖмга эга булган бир 
жинсли жиемнинг огирлик маркази координаталари учун цуйидаги 
ифодаларни оламиз:

п п п

2  A Vkxk 2 АУл2*

<8 1 5 >

П
Бу формулада V =  V  Д Vk бутун жисм фжмини ифодалайди.

(8.15) да п чексизликка интилса, ДУ*-*■(). У з^олда йнриндиларнинг 
лимит» ^ажм буйича олинган аниц интегрални ифодалайди:

Г xdV f ydV f zdV
I *c =  \ - >  Ус =  М у ~ .  ze -  A _ ,  (8.16)

бунда V =  f dV — бутун жисм \ажми.
(?)

Сирт of u p  лик марказининг координаталари цам худди юцори- 
Дагидек аницланади:
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77- раем.

п

*= 1
Ус = , г, = -i= L -------- (8.17)

ёки

.( xdS \' ydS С zdS
JS) _ „ _  <M .  _  <S)

S , У с ~  S  ’ c ---------~ (8.18)

Бунда 5  бутун сирт юзасинн, хк, y k, гк енрт булаклари огирлик 
марказннинг координаталарини ифодалайди (77-раем).

Чизщнинг o f  up лик маркази цуйидаги формулалардан антушнади:

д /ft *ft 2  A /ft У*

Ус =

Д /* г*
* - | (8.19)

бунда: L =  V A / a бутун чизнцнинг узунлигини, Д /А чизиц бирор 
k™ 1

булагининг узунлигини, х„, у к, гк лар эса шу булак ошрлик маркази- 
нинг координаталарини ифодалайди (78-раем). (8.19) (}юрмулаларнинг 
интегралли ифодаси цуйидагича булади:

L  • У е -  ~ L  • ZC (8 .20)
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44-§. Жисмларнинг огирлик марказини аницлаш усуллари

Симметрия усули. Агар жисм симметрия текислигига эга булса, 
жиемнинг огирлик маркази симметрия текислигида ётади (79-раем). 
Буни исбот цилиш учун симметрия текислиги орцали Оху текисликни 
утказамиз. У ^олда з^ажми A Vk га тенг жиемнинг з̂ ар бир Ак (хк, 
Ук, zi) заррачасига А'к (*А, у к — гк) заррачаси мос келади. Шу сабабли

= =  0

булади.
Жнсм симметрия уцига эга булса, шу yj  ̂ буйлаб Ог уцни йунал- 

тирампз (80- раем). У зрлда жиемнинг з̂ ар бир Ак (хк, у к, гк) зарра
часига А'к (— хк, — у к, z j  заррача мос келади. Шу сабабли

л _  2 ^ *  **
\7 Ус и =  0.

Шундай цилиб, жисм симметрия уцига эга булса, унинг огирлик мар
кази шу симметрия ук,ида булар экан. Худди шунингдек, жисм сим
метрия марказига эга булса, унинг огирлик маркази шу симметрия 
марказида ётиши исботланади.

Жисмни булакларга ажратиш усу
ли. Агар жисмни огирлик марказ- 
лари маълум булган бир неча ^исм- 
ларга ажратиш мумкин булса, у з̂ ол- 
да бундай жиемнинг огирлик марка
зи (8.14), (8.17), (8.19) формулалар 
ёрдамида аницланади.

15- масала. 81 -раемдаги жисм юза- 
синииг огирлик маркази аницлансин.
Барча улчамлар сантнметрда берил- 
ган.

79* раем.
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81- раем. 82- раем.

Ечиш. Координата уцларини утказиб, жисм юзасини учта турт- 
бурчакка буламиз (булиш чизицлари штрих билан курсатилган). Хар 
бир булаги огирлик марказининг координаталарини ва юзларини аниц- 
лаймиз: Сг (— 1; 1), С, (1; 4), С3 (5; 7), 5x j=  4 см*, !S2 =  16 см-, 
5 3 =  12 см2. Берилган шаклнинг огирлик марказини (8.17) формулага 
асосан аниклаймиз:

С нуцтани раемда курсатамиз. Бу мисолдан курамизки, жисмнинг 
огирлик маркази геометрик нуцта булиб, жисмнинг узида ётнши шарт 
эмас экан.

Манфий юза (*ажм) усули. Агар жисмнинг бирор цисми цирциб 
ташланган булса, бундай тешик жисмнинг огирлик маркази манфий 
юзани (ёки ^ажм) цушиш усули билан аницланади. Бу усулнинг мо- 
^ияти шундан иборатки, жиемни цир^илмаган бутун жисм ва цнр- 
цллган жиемдан иборат деб ца рал ад и; цирцилган булак юзаси шартли 
равишда манфий ишора билан олинади.

16-масала. 82-расмдаги жисмнинг огирлик маркази аницлансин. 
Улчамлар раемда берилган.

Ечиш. Ох уцни жисмнинг симметрия уци буйлаб йуналтирамиз. 
У *олда жисмнинг огирлик маркази бу уцда ётадн. Шу сабаблн 
у с—0 булади. хс ни аниклаш учун жиемни цирцилмаган туртбурчак 
юзасидан ва юзаси манфий цийматга эга булган г  радиусли доирадан 
иборат деб цараймиз. У ^олда

_ $1Х1 ~Ь S t x. 4- ^  • 
с ~  S .+ S .4 - S ,

Sx+ s t +  s9

4*(— 1) +  16*1 +  12-5 
4 +  16 +  12 

4.1 +  1 6 .4 +  12» 7 = 
4 ,+ 1 6 + 1 2

-  =  2 —  см; 
4

л 3=  4 —  см.
4

x i — х% “  df 

Si  — аЬ9 =  “  л
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Топилган цийматларни (8.8) га цуямиз:
а

ab----------7ir*’d
_  S,x, 4- S t X t  2___________ « Ц - 2 Я Г Ц .

с S j  +  S ,  a t  — я г »  2 (a * -  я г») ’  У с

Тажриба усули. Юзага эга булган жисмни аввал А нуцтасидан, 
сунгра В нуцтасидан ипга осамиз (83- раем, а, б). У ^олда жисм 
огарлнк кучи Р  ва ипнинг таранглик кучи Т  таъсирида мувозанатда 
булади. Ипнинг таранглик кучи Т  вертикал юцорига йуналганлигн 
сабабли, огирлик кучи Р  унга тескари йуналади ва таранглик кучи 
ётган чизицда ётади. Жисмда иккала цолат учун мос равишда А ва 
В нуцталар орцали огирлик кучининг таъсир чизигини утказсак, бу 
чизицларнинг кесишган нуцтаси жиемнинг огирлик марказини нфода- 
лайди.

45- §. Оддий шаклли баъзи жисмларнинг огирлик марказларини
аницлаш

Учбурчак юзасининг огирлик маркази. Ихтиёрий ABD учбурчак 
юзасининг огирлик марказини аницлаш учун учбурчак юзаеини АВ 
томонга параллел булган кичик булакларга ажратамиз (84-раем). Бу 
б^лакларнинг огирлик маркази DE медианада ётади. Худди шунинг- 
Дек, учбурчак юзаеини AD томонга параллел булган булакларга аж- 
ратсак, бу булакчаларнинг огирлик маркази В К  медианада ётади. 
Шундай цилиб, учбурчак юзасининг огирлик маркази унинг медиа- 
налари кесишган нуцтасида ётишини курамиз. Геометриядан маъ-
лумки, медианаларнннг кесишган нуцтаси асосдан медиананинг —3
Кисмида ётади.

Учбурчак юзасининг огирлик марказини билган э^олда ихтиёрий 
кУпбурчак юзасининг огирлик марказини аншушшнмиз мумкин. Бу-
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нинг учун купбурчак юз :- 
снни бнр неча учбурча; 
ларга ажратиб (8.18), фо 
мула ёрдамида купбурч; 
юзаси огирлик марка , 
нинг координатала: 
аницланади.

Айлана ёйининг огир 
лик маркази. Радну i 
R  га, марказий бурча: i 
2а га тенг булган айла
на ёйи АВ) Яинг 
огирлик марказини аник- 

лаймнз. Бунинг учун Ох ун;ни айлана ёйининг симметрия уки 
буйлаб йуналтирамиз (85-раем). У з^олда айлана ёйининг огирлик 
маркази шу Ох у еда ётади (ус= 0). 85-раем дан dl=Rdq>, x —Rcos<;, 
L AB =  2 R a  эканлигини эътиборга олиб, (8.20) формулаларнинг 
биринчисини ^уйидагича ёзиш мумкин:

+«
J xdl J  Я1 cos ф d ф

84- раем.

( L ) R s in a
L 2 R а  а

Демак, берилган айлана ёйи огирлик марказининг координатас и

(8 .21)
R s in a

формула ёрдамида аншуганади.
Дойра секторининг огирлик маркази. Радиуси R га, маркази;'!

бурчаги 2а га тенг дойра секторининг огирлик маркази аницлансин 
(86-раем).

85- раем. 86- раем.
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Ох укни сектор юзининг сим
метрия уци буйлаб йуналтирсак, 
огирлик маркази шу увда ётадн. 
Расмдан

dS =  -j— R2d<p, х =  R coscp
2 «5

эканлиги куриниб турибди, чункн 
элементар OMN секторнн бапанд- 
лиги R га тенг учбурчак дебца- 
расак, w M N —Rd(f  огирлик мар
кази О нуцтадан —  R  масофада

3
ётади. Шу сабабли (8.18) га асо- 
сан

+* _

I 2__ (S) _  —а
л с

I dS
(S)

+а

Н

— JL.  sin ф
За

+<*

R4<p

Демак,
—а

Яримшарнинг огирлик маркази. Радиуси R га тенг булган ярим- 
шарнинг огирлик марказинн аницлаймиз (87-раем). Ог уцни симмет
рия уци буйлаб йуналтирсак,

х с =  0 .  Ус =  0, гс =  —'•г- (8 .22)

Радиуси г га, ^алинлиги dz га тенг элементар дискни ажратиб 
оламиз. У з^олда

г =  V R ^ ? ,  dV =  п r2dz =  я (R2 — г2) dz. 
Яримшарнинг з^ажми

V = T * R‘
булгани учун (8.22) цуйиддгичг булади:

R
1

г г =  —--------

~ n R i  °

J  г л (R2 — г2) dz

nR1 nR*
2 4

2

T nR3

=  ± R  
8 ‘

Демак, яримшарнинг огирлик маркази

г‘ =  Т «
формуладан ани^ланади. 
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КИНЕМАТИКА

46- §. Асосий тушунчалар

Назарий механиканинг кинематика булимида жисмларнинг ^аракати 
мазкур жисмларнинг массаси ва уларга таъсир этувчи кучларга 6of- 
ламай, фа кат геометрик нуцтаи назардан текширилади.

Кинематика сузи юнонча «кинема» сузидан олинган булиб, ^ара- 
кат деган маънони англатади.

Кинематиканинг теорема ва формулалари техникада турли машина 
ва механизмлар цисмларининг каракатини урганишда назарий асос си- 
фатида цулланилади.

XIX асрнинг бошларида техниканинг тез суръатлар билан тараккий 
этиши, жумладан, машинасозликнинг ривожланиши жисм ^аракатининг 
геометрик хусусиятларини текшириш масаласини илгари сурди. Шу 
даврдан бошлаб кинематика назарий механиканинг мустацил цисми 
булиб ажралди.

Кинематикада жисмнинг ^аракати бош^а жисм билан богланган 
санок системасига нисбатан текширилади. Айнан бир вацтда жисм 
турли санок системасига нисбатан турлича каракатда булиши мумкин. 
Масалан, кема палубасидаги жисм кема билан богланган санок, систе
масига нисбатан каракатсиз булса, киргок билан богланган санок сис
темасига нисбатан кема билан биргаликда ^аракатланади; агар бирор 
жисм Ерга нисбатан тинч турган булса, Куёш билан богланган санск 
системасига нисбатан Ер билан биргаликда ^аракатда булади ва по
казе. Табиатда мутлзко каракатсиз жисм булмагани туфайли, мут- 
лако к>’зралмас санок системаси ^ам мавжуд булмайди. !JJy сабабли 
«Каракат» ва «мувозанат» тушунчалари нисбий тушунчалардир.

Техника масалаларини ечишда, одатда, Ер билан кУзралмас 6of- 
ланган санок системаси апинади. Ерга нисбатан кузгалмас булган са
нок системаси асосий ёки *цузгалмас» санок; системаси дейилади. 
Кузгалмас санок системасинн танлаб олиш масаланинг куйилншига 
боглик булади. Танлаб олинган санок системасига нисбатан жисм вазия- 
ти вакт утиши билан узгармаса, жисм олинган системага нисбатан тинч 
%илатда дейилади. Агар вакт утиши билан мазкур санок системасига 
нисбатан жисмнинг вазияти узгарса, жисм шу системага нисбатан j\а- 
ракатда булади. Жисмнинг танланган санок системасига нисбатан кар 
ондаги вазнятини аниклаш мумкин булса, унинг ^аракати кинематик 
берилган деб ^исобланади.
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Кинематикада жисмларнинг массасини эътиборга олмай, унинг гео
м етр и к  образи царалади. Классик механикада моддий жисмларнинг 
^аракати уч улчовли Евклид фазосига нисбатан текшириладн .^амда 
фазони мутлацо цузгалмас деб царалади. ^аракат улчовига оид кат- 
таликлар Евклид геометрияси асосида олинади.

Кинематикада учрайдиган барча чизицли улчовлар (^аракатдаги 
нуцтанинг координаталари, утган йулннинг узунлиги ва ^оказо) тех- 
н'нк ва СИ системасида метрда олинади.

Механикада вацт абсолют деб ^исобланади, яъни уни барча са- 
ноц системалари учун (уларнинг нисбий харакатидан цатъи назар) 
бир хил да утади деб царалади. Вацт одатда t билан белгиланади ва 
у эдэакатнинг аргумента эугсобланади. Вацт улчови учун МКГСС 
системасида соат ёкн минут, Q i  системасида секунд (с) цабул ци- 
линган.

Каттиц жисм царакатини кузатар эканмиз, купинча унинг нуцта- 
ларн турлича царакат цилишини курамиз. Шу сабабли жисм харака- 
тини урганиш учун унинг нуцталари ^аракатини урганишга тутри ке- 
лади. Дастлаб нуцта кинематикасини урганиб, ундан цаттиц жисм 
кинематикаснни урганишга утилади.

Кучиш ва х,аракат тушунчалари механиканинг асосий тушунча- 
ларидир. Бирор саноц системасига нисбатан нуцтанинг маълум A t 
вацт ичида фак>да бир ^олатдан бошца ^олатга ихтиёрий равишда 
утиши кучиш дейилади. Нуцтанинг кучиши унинг бошлангач ва охир
ги ^олатлари цамда утган A t вацт оралига билан аникланади.

Нуцтанинг бошлангич цолатдан охирги ^олатга вацтга боглиц 
^олда аниц бир усулда утишини %аракат деб атаймиз. Бинобарин, 
нуцтанинг бошлангич ва охирги ^олатлари орасидаги ^ар бир цола- 
тига вацтнинг аниц бир пайти мос келади.

Фазода ^аракатланаётган нуцтанинг бирор саноц системасига нис- 
батан ^олати билан вацт орасидаги богланишни ифодаловчи тенглама 
нуцпанинг царакат цонунини аницлайди.

Кинематиканинг асосий вазифаси нуцтанинг (ёки жиемнинг) ^ара- 
кат цонунларини урганишдан иборат. Вацтнннг ихтиёрий пайтида фа
зода нуцтанинг ^олатини бирор саноц системасига нисбатан аницлаш 
мумкин булса, у *олда мазкур нуцтанинг %аракат цонуни маълум 
булади. Агар нуцтанинг бирор саноц системасига нисбатан ^аракат цо- 
нуни берилган б^лса, нук,та %аракатининг кинематик хусусиятлари\ 
траекторияси, тезлиги ва тезланишларини аницлаш мумкин булади.

Всщт дтиши билан нуцтанинг фазода цолдирадиган изи унинг 
траекторияси дейилади.

IX б о б

НУКТА КИНЕМАТИКАСИ
47-§. Нуцта ^аракатининг берилиш усуллаги

Кинематикада нуцтанинг ^аракати, асосан, вектор, координаталар 
ва табиий усулда берилади.
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88- раем. 89- раем.

1. Вектор усули. Бу усулда М  нуцтанинг з^олати бирор цузгал 
мае О марказдан утказилган г радиус-вектор билан аницлана.и 
(88-раем). М нуцта ^аракатланганда унинг г радиус-вектори вацт 
утиши билан маълум цонун асосида узгаради, яъни скаляр аргумент 
t нинг векторли функциясидан иборат булади:

Агар г (t) функция маълум булса, t вацтнинг ^ар бир пайти учун 
М_'нуцтанинг ^алати маълум булади. Шусабабли (9.1) тенглама нук- 
танинг вектор шаклидаги %аракат тенгламаси ёки царакат цо- 
нуни дейилади. Нуцта ^аракатининг (9.1) векторли тенгламаси t вакт- 
нинг бир цийматли, узлуксиз ва дифференциалланадиган функцияси 
булади. г =  const булса, нуцта тинч %олатда булади.

2. Координаталар усули. Охуг саноц системасига нисбатан ^ара- 
катланаётган М нуцтанннг ^олатнни унинг учта х, у, г  Декарт коор- 
динаталари орцалн аниклаш мумкин (88-раем). Нуцта ^аракатланганда 
унинг координататари ва^т утиши билан узгаради. Бинобарин, Af нуц 
танинг координаталари t вацтнинг функциясидан (бир цийматли, узлук
сиз ва дифференциалланадиган) иборат булади :

Нуцта координаталари билан вацт~ орасидаги (9.2) муносабатлар бе
рилган булса, Af нуцтанинг фазода исталган пайтдаги ^олати маълум 
булади. Агар вак,т утиши билан х  =  const, у  =  const, г  =  const бул
са, яъни х, у, г  лар узгармаса, нуцта мазкур саноц системасига 
нисбатан тинч ^олатда булади. Шу сабабли нуцтанинг Декарт ко- 
ординаталаридаги %аракат тенгламаси деб аталувчи (9.2) тенгла- 
малар нуцтанинг холатини бутунлай аницлай олади.

Нуцта .\аракати вектор ва координата усулларида бернлганда, 
улар орасида цунидаги муносабат мавжуд булади:

г =  г(0 . (9-1)

(9.2)
2 =  fi (0«
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r = x l +  y j  +  zk,

бунда i, /, k лар координата уцларннинг бирлик векторларидир.
(9.2) тенгламалардан t вацтни йуцотиб, ну^танинг траекторияси 

тенгламаси ани^ланадн. Масалан, (9.2) нинг биринчисинн t га нис- 
батан ечиб / =  <р (х) ни оламиз. Топнлган t ни (9.2)тенгламаларнинг 
иккинчисига ва учинчиснга ^уйиб ^уйидаги тенгламаларни оламиз:

У =  h  I f  Ml =  Pii W; z =  / ,  { ф (x)} =  Ft (x). (9.3)
(9.3) тенгламалар нуцта траекториясининг тенг.шмасини ифода- 
лайди.

Агар нуцта траекторияси бир текисликда ётса, у з^олда ху текис* 
лик учун мазкур траектория ётган текнсликни оламиз (89-раем). 
Бунда нуцтанинг з^аракат тенгламаси

*  =  fi (0.1
y  =  fi (t ) j (9.4)

шаклида ёзиладн. (9.4) тенгламалар нуцтанинг текисликдаги %ара- 
кат тенгламалари дейнлади.

Нук,та тутри чизиеди ^аракатда булса, з^аракат траекторияси буйлаб 
х ук,ни йуналтирамиз, бу з^олда

x =  f(t)
нуцтанинг mijrpu чизщли %аракат
тенгламасини ифодалайди (90- раем). О М х

Нуцтанинг з^аракати, Декарт —  ^
коордннаталаридаи ташцари, к,утб ^  
координаталарида, цилиндрик коор- 90‘ Расм-
динаталарда, сферик координаталар-
да ёки эгри чизвдли координаталарда з̂ ам берилиши мумкин. Маса
лан, з^аракатн

х  =  5 cos t, 
у  =  3 — 5 sin t

тенгламалар билан берилган (бунда t секундда, х, у  — сантнметрда 
Улчанади) ну^танинг_траекториясн тенгламасини аницлаш учун бу тенг
ламаларни

х  =  5 cos /, 
у  — 3 =  — 5 sin t

куринишида ёзамиз ва уларни квадратга оширнб ^ушамиз. Бунда t 
вацт берилган тенгламалардан йуцотилиб, нуцтанинг траекторияси 
тенгламаси з^оенл булади:

х* +  ( у -  3)г =  25.

Демак, нуцтанинг траекторияси маркази С (0; 3) ну^тада булган, ра- 
диуси R =  5см га тенг айланадан иборат (91-расм).

Айтайлик, нуцта бнр ва^тнинг узида
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х  =  Ae~Ucos (kt -f  о), 
у  — A e ^ s in  (kt +  a)

цонун асосида узаро перпендикуляр йуналишда сунувчан тебраима 
царакатда иштирок этсин. Бунда Л > 0 ,  Л >  0, k > 0  ва а  лар узгар- 
мас ми^орлардир. Мазкур нуцтанинг цутб координаталаридагн ^ара- 
кат тенгламаси ва траекторияси тенгламасини аницлаймиз.

Маълумки, цутб координаталари г, ф билан Декарт координата- 
лари орасида цуйидаги^муносабатлар мавжуд булади:

X  =  Г С08ф, У  =  Г s i n ф ,

Г* =  V  x* +  у*, tg(f Х ф О .

Шундан келиб чициб,

г =  Ае“ " .  (1)
tg ф =  tg (kt +  а) ёки ф =  kt - f  а  (2)

булишнни аницлаймиз. (2) дан t ни топиб, уни (1) га цуйсак,

— — (ф — о)

г =  Ае * (3)

куринишдаги траектория тенгламаси цосил булади.
Шундай цилиб, нуцтанинг траекторияси (3) тенглама билан ифо- 

даланадиган логарифмик спиралдан иборатдир.
3. Табиий усул. Нуцтанинг траекторияси маълум булса, нуцта 

^аракатини табиий усулда аницлаш цулай булади.
Нуцтанинг траекторияси бирор Оххуг координата системасига нис

батан маълум булсин (92- раем). Траекториянинг бирор О нуцтасини 
саноц боши учун танлаб олиб, уни цузгалмас нуцта деб цараймиз. 
^аракатланаётган нуцтанинг цолати траектория буйлаб цисобланади-
ган | ОМ | =  s ёй координатаси билан аницланади. Нуцтанинг траек- 
ториядаги цолатини бир цийматли аницлаш учун ёй координатаси- 
нинг мусбат ва манфий йуналишлари курсатилади.

Вацт утиши билан нуцта чизиц буйлаб ^аракатланиши натижасида 
унинг ёй координатаси s узгариб боради ^амда t  вацтнинг бир ций- 
матли, узлуксиз ва дифференциалланадиган функциясидан иборат бу
лади:

s =  / ( / ) .  (9.5)

Бу муносабат нуцтанинг \араш п  тенгламаси ёки чизщ буйлаб 
%аракат кону ни дейилади.

Агар /  (/) функция маълум булса, t  вацтнинг цар бир пайти учун 
s ни аниклаб, уни ишорасига цараб О нуцтадан траектория буйича 
цуямиз. Натижада М  нуцтанинг берилган пайтдаги ^олати аницла- 
нади.

Шундай цилиб, М нуцтанинг %аракатини табиий усулда анщ- 
лаш учун унинг траекторияси, траекторияда олинган О цузгалмас
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нуцта, ёй координатасининг з^исоблаш йуналиши ва s =  /  (I) ^аракат 
тенгламаси берилган булиши керак.

Нуцтанинг s ёй координатаси билан траектория буйлаб утган 
о йули доимо бир хил булавермайди. Агар М нуцта О цузгалмас 
нуцтадан бошлаб (0, /] вакт оралигида доимо бир йуналишда ^ара- 
кат килса, ну^танинг шу вацт ичида ёй координатаси билан утган 
йули узаро тенг булади.

Агар /0 бошлангич вацтда нуцта М0 з^олатда булиб, унинг зрлати
s0 ёй координатаси воситасида, t вацтдан кейинги М  ^олати ОМ =  s 
ёй координатаси билан аницланса (92- раем), t ,— /„ вацт оралигида 
нуцтанинг бир томонга ^аракатланишн натижасида утилган йул

о =  | М^М | =  \ ОМ — OAfJ =  | s — s01 (9.6)

формула билан аницланадн; бу з^олда утилган йул билан ёй коорди- 
натасн тенг булмайди.

Демак, ну^та саноц бошидан бир томонга ^аракатланса, унинг ёй 
координатаси модули нуцтанинг утган йулини ифодалайди. Агар доимо 
s =  const булса, нуцта берилган саноц системасига нисбатан тинч 
^олатда булади.

48- §. \аракати  вектор усулида берилган ну^танинг тезлиги

Ну^та з^аракати вектор усулида берилганда унинг радиус-вектори 
г =  г (/) з а̂р он учун вак,т функцияси сифатида аиицланади. Фараз 
цилайлик, t вацтда бирор О марказга нисбатан г радиус- вектор билан 
аницланувчи нуцта М з^олатни эгалласин з^амда_ tx ==/ +  Д/ вацтдан 
кейин М х з^олатни _эгаллаб, радиус- вектори гх =  г (/ +  А/) булсин 
(93- раем). У з^олда г (/ +  Д/) — г (/) +  нуцтанинг Д/ вацтдаги ку- 
чишннн ифодалайди. Дг ни нуцтанинг вектор кучиши дейнлади.

87



Нуцтанинг вектор кучнши А г нинг 
шу кучиш учун кетган А/ вацтга 
нисбати мазкур нуцтанинг уртача 
тезлиги дейиладн. Уртача тезлик 
векторини v* билан белгиласак:

О
93- расм.

Бунда A t  скаляр миедор булга- 
нндан, и* векторнннг йуналиши А г 
нинг йуналиши билан бир хил бу
лади. Нуцта уртача тезлик вектори- 

нинг А/ нолга интилгандаги лимита нуцтанинг берилган пайтдаги 
тезлик вектори дейиладн ва v билан белгиланади:

Шундай к;илиб, нуцтанинг берилган пайтдаги тезлик вектори нук,- 
танинг радиус- векторидан вацт буйича олинган биринчи тартибли
хрсилага тенг булади. ____

v* вектор эрракат йуналишида Л М , кесувчи буйлаб йуналади. 
At нолга интилганда, ну^та траектория буйлаб М  га ннтилади, 
шу сабабли M M t вектор лимит ^олатида эгри чизицца М  ну^тада 
утказилган уринма билан устма-уст тушадн. Бинобарин, М нуцта- 
нинг тезлик вектори v траекториям М  ну^тада утказилган уринма 
буйлаб ^аракат йуналиши томон йуналади. (9.8) га кура, тезлик век
тори t ва^тнинг взкторли функцияси булади. Ва^т утиши билан тез
лик вектори узгарадн.

СИ бирликлар системасида тезлик м/с да улчанади.

49-§. \аракати  вектор усулида берилган ну^танинг тезланиши

Вацт утиши билан ну^та тезлнгининг миедор ва йуналиш жи^а- 
тндан узгаришини ифодаловчи катталик тезланиш дейнлади.

Фараз цилайлик, ^аракатланувчи нуцта t вацтда М ^олатда бу- 
либ, тезлиги v га тенг булсин, /+ А /  вацт утгандан сунг нуцта Aft 
э^олатга келиб, тезлиги булсин (94-расм). Тезлик векторининг А / 
вацт нчидаги узгаришини аницлаймиз.

Бунннг учун ух векторни узига параллел равишда М ну^тага ку- 
чириб, бу ну^тада томонларидан бнри и тезликка, диагонали эса vj 
тезликка тенг МАВС параллелограмм ясаймиз. У ^олда параллело- 
граммнинг иккинчи томонн At вацт ичида тезликнинг узгариши AtT ни 
ифодалайди.

еки

(9.8)
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Нукта_тезлик векторининг уз- 
гариши Ау нинг шу узгариш учун 
кетган Дt вацтга нисбати мазкур 
нуцтанинг Д/ вацт оралигадаги ур
тача тезланиши дейилади. Урта- 
ча тезланиш векторинн w* билан 
белгиласак,

и>* векторнинг йуналишн Ди нннг 94- раем.
йуналиши билан бир хил булиб, нуцта
траекториясининг^ ботик; томонига йуналади. Нуцтанинг уртача тез
ланиш вектори w* нинг Д/ нолга интилгандаги лктт\1_ну^танинг бе
рилган пайтдаги тезланиш вектори дейилади ва ш билан белги- 
ланадм:

Демак, нуцтанинг берилган пайтдаги тезланиш вектори нуцта 
щезлик векторининг вацт буйича олинган бирити тартибли Jfo- 
силасига ёки радиус-векторининг всиуп буйича олинган иккинчи 
тартибли %осиласига тенг.

Агар нуцта бир текисликда ётувчи траектория буйича з^аракэт- 
ланса, у з^олда ш тезланиш вектори, уртача тезланиш вектори w* 
кабн, траектория текислигида ётади з^амда траекториянинг ботиц то
монига йуналади.

Агар нуцтанинг траекторияси бир текисликда ётмайдиган эгри чи- 
зицдан иборат булса, ш* вектор М  нуцтадан ^тувчи МАВС  парал
лелограмм текислиги П да ётади ^амда траекториянинг ботиц_томо- 
нига До га параллел равишда йуналади (94- раем). Бунда П II vt бу
лади. М х нуцта М га интилгандаги лимитда, бу текисликнинг эгал- 
лаган з^олати эгрилик текислиги ёки ёпишма текислик дейилади. 
Демак, умумий з^олда тезланиш вектори М  нуцтада траекторияга ут- 
казнлган эгрилик текислигида ётади ва траекториянинг ботиц томо
нига йуналади.

СИ бнрликлар системасида тезланиш м/с* да улчанади.

50-§. Х,аракати координаталар усулида берилган нуцтанинг
тезлнги

— До
W =  пш ----- ,

д/-»о A t

ёки (9.8) га кура

(9.10)

Нуцтанинг з^аракати бирор цузгалмас Декарт координата уцларига 
нисбатан (9.2) куринишдаги



* =  /i (0. у  =  ft (0. z =  f3 (0

тенгламалар билан берилган булсин (95-раем, а). У э^олда нуцта- 
нинг радиус-вектори г ва тезлиги v ни координата уцларидаги про- 
екциялари орцали цуйидагича ёзиш мумкин:

г =  xi +  у) +  zk, 

v =  v j  +  v j + v t k,

(9.11)

(9.12)

бунда: х, у,  г  лар М нуцтанинг координаталарини, i, /, k лар коор
дината у^тарининг бирлик векторларинн vx, vy, v2 лар эса тезлик 
векторининг координата уцларидаги проекцияларини ифодалайди. 
», / , k бирлик векторларининг мицдори ва йуналиши узгармаслигина 
ва (9.8) ифодани эътиборга олиб, (9.11) дан вацт буйича ^осила ола
миз:

— d r  dx т- , dy т  , dz -г 
л  ~  dt 1 /Н I и»dt dt

(9.13)

(9.12)_ва (9.13) формулалардагн
I, / ,  k векторлар олдидаги коэф- 
фициентларни солиштириб, тез- 
ликнинг координата у^ларидаги 
проекцияларини аницлаймиз:

Ф
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Демак, тезлик векторининг бирор цузгалмас Декарт координата
лар уцидаги проекцияси ну^танинг мос координаталаридан вацт бу
йича олинган биринчи ^осилага тенг булади. Ма, Mb, Мс ^ирралари 
координата уцларига параллел ва vx, vy, vz ларнинг мицдорига тенг 
булган параллелепипеднинг диагонали М нуцтанинг тезлигини ифо- 
далайди:

(9.15)

cos (и, i ) = — . cos (v, j)
V

(9.16)

Нук,та Oxyz координаталар системасига нисбатан бирор траекто
рия буйлаб ^аракатлансин (95-расм, б). Ну^танинг траекторияда 
эгаллаган бир неча M lt М2, М3, . . . , кетма- кет ^олатларига мос 
тезликларининг барчасини миедор ва йуналишларини узгартирмай, 
бирор 0 Х цутбга келтирайлик (95-расм, в). Бу э^олда тезлик вектор- 
ларининг учлари бирор узлуксиз эгри чизицни чизади. Мазкур эгри 
чизиц нуцта тезлигининг годограф и дейиладн.

Ну^танинг Oxyz координаталар системасига нисбатан зрракати 
маълум булганда тезлик годографн тенгламасини чи^ариш учун тез- 
ликлар келтирилган Ох ^утбда Oxyz координаталар системасига па
раллел булган O ^ f a  координаталар системасини утказамиз. Тезлик 
годографида бирор N  ну^тани олиб, унинг координаталарнни xv  у и 
zx билан белгилаймиз. N  ну^танинг радиус- вектори OxN =  v  булиб, 
бунда о — траектория буйлаб ^аракатланаётган ну^танинг тезлиги. 
Агар нуцтанинг ^аракат цонуни (9.2) куринишида берилса, у ^олда 
N  ну^танинг координаталари ^уйидагича аницланади:

=  х, 

У1=У.

г , - * .

<ffi (D >

еки Ух

dt
-  <*ft (О 

dt

(9.17)

Бу тенгламалар N нущпанинг тезлик годографа буйича \аракат  
тенгламасини ифодалайди. (9.17) тенгламалардан t вацтни чицариб 
ташласак, 0 ^ ^  координаталар системасига нисбатан тезлик годог- 
рафининг тенгламасини ^осил ^иламиз.

Агар нуцта миедор жи^атдан узгармас тезлик билан ^аракатлан- 
са, бундай ^аракат текис %аракат дейнлади. Эгри чизи^ли текис 
зрракатдаги ну^танинг тезлик годографи, радиуси миедор жи.\атдан 
тезликка тенг булган сфера сиртидаги эгри чизиедан иборат булади. 
Тутри чизицли текис з^ракатдаги нуцтанинг тезлик годографи битта 
Ну^тадан иборат булади.



51-§. Х,аракати координаталар усулида берилган нуцтанинг
тезланиши

^аракати координаталар усулида (9.2) тенгламалар билан берил
ган нуцтанинг тезланишини аниклаш учун w тезланншнн координа
та уцларидаги wx, шу, wz проекциялари ор^али ифодалаймиз:

w = w x i +  wy J + w z k. (9.18)

(9.12) ва (9.18) ларни (9.10) га цуямиз:

w J + w yl + w z k =  -±- (v~i  +  v ~j +  vz k) =  Г +
at at

dv у — dvz —
+  ~1Г i+ ~ d T  *■

Бу тенглнкнинг икки томонидаги i, /, k бирлик векторлар олдидаги 
коэффициентларни солиштнриб, (9.14) ни эътиборга олсак, цуйидаги 
ифодага эга б^ламиз:

л
л  dt dt*

dry
w =  — -  = ___=  у,

у л  dt* *

wz = * i . =  * y . =  z .  
dt dt*

(9.19)

Демак, тезланиш векторининг бирор цузгалмас Декарт коор
динаталар уцидаги проекцияси ну/упанинг мос координаталаридан 
вацт буйича олинган иккинчи ,\оси.гага ёки тезлик векторининг 
мос координата уцларидаги проекциясидан вацт буйича олинган 
биринчи %осилага тенг булади.

Нуцта тезланишининг модули ва йуналиши цуйидаги форму- 
лалардан топилади:

w =  ]  ш; +  и>2 +  =  | /  х* +  У2 +  22; (9.20)

✓ч •• л  •• л  *•

cos (w, |)  =  — , cos (а/, /) =  cos (u>, k) =  —  • (9.21)Ф Ш »
Агар нуцта тугри чизицли ^аракатда булса, унинг ^аракатн битта

д: = / ( / )
тенглама билан аницланади. Бу ^олда нуцта тезлиги ва тезланиши
нинг ми^дори

dx I



булади. Агар и* >  0 булса, нуц- 
танинг тезлиги х уцнинг мусбат 
^налиши буйича, У * < 0  булса, 
х уцнинг мусбат йуналишига тес
кари' йуналади. Тезланишнинг йу
налиши ^ам шундай аницланади.

Агар вацт утиши билан тут- 
ри чизицли ^аракатдаги нуцта 
тезланишининг мицдори орта бор- 
са, яъни нуцтанинг тезлиги би
лан тезланиши бир йуналишда
булса, бундай царакат тезланув- 
чан харакат дейилади.

Вацт утиши билан нуцта тез
ланишининг мицдори камая борса, 
яъни тезланишнинг йуналиши тезликка царама-царши йуналса, бун- 
дан ^аракат секинланувчан харакат дейилади.

52-§. Нуцтанинг тезлик ва тезланишларини аниупш га оид
масалалар

Нуцта кинематикасида купинча нуцтанинг царакат тенгламалари 
берилган булиб, унинг траекторияси, тезлиги ва тезланиши каби ки- 
нематик элементларини аницлаш талаб этилади. Айрим цолларда 
з^аракат тенгламаси берилмайдн. Бундай ^олда масалада берилган 
шартлардан фойдаланиб, даставвал нуцтанинг царакат тенгламалари 
тузилади, сунгра нуцта царакатининг кинематик элементлари топи- 
лади. Куйида шундай икки цол учун масалалар ечамиз.

17- масала. Харакати
х =  At — 2/*, y  =  3 ( t  —  0,5/*)

тенгламалар билан берилган нуцтанинг траекторияси, тезлиги ва тез- 
ланиши топилсин (х, у  — метрда, t — секундда улчанади).

Ечиш. а) Берилган ^аракат тенгламасидан t ни йуцотсак, нуцта-з
нинг траектория тенгламаси у  = —  х  куринишда булади. Демак,

нуцтанинг траекторияси координата бошидан утувчи Ох уц билан
3а  =  arc tg —  бурчак ташкил этувчи тутрн чизицдан иборат (96-расм);
4

б) ну^та тезлигининг координата уцларидаги проекцияларини
(9.14) га, тезлигининг моду лини (9.15) га мувофиц аншушмиз:

vx =  х  =  4 (1 — t) м/с, vy =  у  =  3 (1 — /) м/с,

v =  V x * + y *  = 5  ( 1 — 0  м/с;
в) (9.19) дан тезланишнинг координата уцларидаги проекциялари

wx — х — — 4 м/с*, Wy =  у  =  — 3 м/с*
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ш =  V х2 +  у г = 5  м/с*

топилади. ^аракат тутри чизицли булганидан v  билан w, траекторияни 
ифодаловчи турри чизи^ буйлаб йуналади.

Бошлангич пайтда, яъни / = 0  булганда, х =  х0= 0 , у = у 0 =  Ова 
о =  о0 =  5 м/с булганлиги учун ну^та /  =  0 да координата бошидан 
траектория буйлаб О дан А га v0 бошлангич тезлик билан ^аракат- 
ланади. /= 1  с булса, х = 2  м, у =  1,5 м булиб, нуцта А (2; 1,5) хо- 
латда, тезлиги эса о =  0 булади. Демак, нуцта 1 секунд давомнда
О дан А га секинланувчан ^аракат билан кучади.

/ >  1 секунддан бошлаб нуцта тезлигининг модули орта боради 
^амда ох< 0 ,  иу< 0 ,  ш ^< 0 , w y< ,0  булганлигидан нуцта А дан В га 
к;араб тезланувчан ^аракат билан кучади (бу ^ол нуцтанинг Мг хр- 
латида тасвирланган).

18-масала. 97-расм, а да кривошип-шатунли механизм тасвир
ланган. О А кривошип О нуцта атрофида ср =  со/ (бунда со =  const) 
тенгламага мувофиц айланади. Агар ОА — АВ =  а булса, АВ шатун- 
нинг уртасидаги М  ну^танинг траекторияси, тезлиги, тезлик годо- 
графн ва тезланиши аницлансин.

Ечиш. М ну^танинг ^аракат тенгламалари ни тузамиз. Бунинг учун 
масалада берилган шартлардан фойдаланиб нуцтанинг координата лари 
х ва у  билан / ва^т орасидаги муносабатни аницлаймиз. Расмдан:

х = О Е —ОВ— Е В = 2  О A coscp — cos ф =  —  cos со/,
2 2

АВ . a . .у  =  ME  = ----  sin ф =  —  sin со/.
2 2

Шундай цилиб, ну^танннг ^аракат тенгламалари цуйидагича бу
лади:

За , х =  —  cos со/,

1 . , 0)  у  = ----Sin СО/.
* 2

(1) дан / ва^тни йу^отиш учун уни цуйидзгича ёзамнз:

—  =  cos со/, —  =  sin со/.
За a
2 2 

Буларнинг Xflp бирини квадратга ошириб, ^ушамнз:

___«ишШ мидуЛИ
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Демак, нуцтанинг траекторияси маркази координата бошида, ярим 
уцлари - у  ва булган эллипсдан иборат (97- раем, б).

Тезликнинг координата уцларидаги проекциялари (9.14) га кура 
аяицланади:

ох  =  х = ----- —a  sin со/ =  — 3 шу,

а . IVv =  у  = --------(о cos at  =  —  содг.
у 2 3

(9.15) га асосан тезлик модули вацт функциясн сифатида аницланади: 

v =  V  хг - f  у 2 =* —  1 /  9 sin* о / +  cos* о / =  —  1^1 +  8 sin2 со/,
2 F 2

ёки нуцта координаталари орцали цуйидагича ифодаланадн:

о — j v t f + w t :

Аналитик геометриядан маълумки, ярим уцлари flj ва га тенг 
эллипснинг Af нуцтасига утказилган урннмадан унинг марказигача 
булган h масофа

f  > _  « и  . . .

формуладан аницланади. Бу масалада

Л -------- * * ------
4 У * » +  81 у»

булганидан тезликнинг мицдори учун цуйидагини оламиз:

и =
Здасо

4 h
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Бу формуладан куриниб турибдики, нуцта тезлигининг модули ш\ 
нуцтада эллипсга утказилган уринмадан унинг марказигача булган 
масофага тескари мутаносиб равишда узгаради. Бинобарин, эллипснин 
катта ва кичик яримуцларининг учларида тезлик модули мос ра
вишда энг кичик ва энг катта цийматларга эга булади.

Тезлик годографининг параметрик тенгламаси (9.17) га асосан 
аницланади:

За . .х, = --------о) sm ю/,
1 2

у  1 =  — со cos со/.
2

Бу тенгламалардан t  ни чицариб ташласак, тезлик годографининг 
тенгламаси цуйидагича ёзилади:

=  1.

Зд Q
Шундай цилиб, тезлик годографи яримуцлари —  со ва — © га

2 2

тенг эллипс дан иборат булади.
(9.19) дан фойдаланиб тезланишнинг координата у|уиридаги проек

циялари аницланади:
За со* .. ,

W ,  =  Х = ------------COS О) t  =  — (ИХ,
2
0(0* . , , wy =  у  ------------ sm (at =  — со у .

2

(9.20) га асосан тезланиш модули цуйидагича ифодаланади:

w = \ ^  х* + у 2 =  о* V хг +  у* =  ©V,
бунда г  з^аракатланувчи нуцта радиус-векторининг модулидир. Тез
ланиш йуналиши (9.21) дан аницланади:

cos (w, х) =  — =  — — ,
W

ш

(3)

Нуцта радиус-векторининг косинуслари учун

cos (г, у) =  —
Г

(4)

формулалар уринлидир. 
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(3) ва'(4) ни солиштнриб, w векторнинг йуналтирувчи косниусла- 
ри 7  радиус-векторнинг йуналтирувчи косинусларндан фа цат ишорасн 
билан фарц цилишини курамнз. Бу эса нуцта тезланишн унинг ра
д и у с -векторига теекари йуналганлигини курсатади. Бу ^олни я на 
цуйидагича изошлаш мумкин: нуцтанинг тезланишн w унинг радиус- 
векторн г га мутаносиб равишда узгаради:

w =  wx i +  wy /.’=  o r (x i +  yj) =  — (о2 г.

Бундаги минус ишора w тезланиш г  радиус-векторга теекари йунал
ганлигини ифодалайди.

53-§. Дифференциал гсометриядан баъзи маълумотлар

1. Табиий координаталар системаси. Лузгал мае Oxyz координата
лар системасига нисбатан М  нуцта бир текисликда ётмайдиган эгри 
чизиц АВ буйлаб ^аракатлансин (98-расм). АВ эгри чизицда мазкур 
нуцтанинг бир-бирига яцин иккита М  ва М х ^олатларини олиб, -\ар 
бири орцали уИт ва М{Сг уриималарни утказамиз. Бу урннмаларнинг 
йуналиши нуцта харакатининг мусбат йуналишидаги т° ва "tJ бир- 
лик векторлар билан аницланади. АВ эгри чизиц бир текисликда ёт- 
магани учун Мх ва /VfjT, урннмалар орцали битта текислик утказиб 
бфпмайди. М  нуцтада А11т1 га параллел, Мтх чизи^ни утказамиз. 
t M t j  ётган текисликни /70 билан белгилаймиз. М х нуцта М га ин- 
тилганда П0 нинг Мт атрофндагн ^олати узгара боради. П0 текне- 
ликиинг эгаллаган лимит ^олатини П  билан белгилаймиз. П текис
лик эгри чизицнинг М нуцтасидаги ёпиигма текислик дейнлади.

Агар эгри чизиц бир текисликда ётса, бу текислик эгри чизик- 
нинг ёпишма текислиги булади.

М нуцтадаги уринмага перпендикуляр цилиб утказилган текис
лик нормал текислик дейнлади. Нормал текисликда ётувчи ва М  
нуцтадан утувчн ^ар цандай т>три чиаиц нормални ифодалайди. Нор
мал текислик билан ёпишма текисликнинг кесишиш чизиги Мп ни



м  нуцтадагн бош нормаль дейилади (99-раем). Бош нормалнинг 
йуналиши М нуцтадан эгри чизицнинг ботиц томонига йуналган п5 
бирлик вектор билан аницланади.

Танланган М  т ва Мп ларга перпендикуляр булган ва улар би
лан унг системани ташкил этадиган Mb нормални утказамиз. Бу 
нормаль бинормаль дейилади. Бинормаль ва урннма орцали утувчи 
текнелик уринма текисликдир. Эгри чизицнинг М нуцтасидан ут
казилган уринма вз бинормалнинг бирлик векторларини мое равишда 
т°, Ь° билан белгилаймиз.

М  нуцталан утказилган уринма, бош нормаль ва бинормаллар 
буйлаб йуналган уцлар табиий координата у^лари дейилади. Бу 
уцлар нуцта билан бнргаликда ^аракатланади. Табиий уцлардан таи: 
кил топган координаталар системаси табиий координаталар систе
маси дейилади.

2. Эгри чизик,нинг эгрилиги. М  нуцтанинг траекториясини ифо 
даловчи эгри чизицнинг бир-бирига жуда яцин М ва Мх нуцталари 
дан Мт ва Мх урннмаларни утказамиз. Уринмалар орасидаги бур 
чакнн ДО билан, ММХ ёйни As билан белгилаймиз (100-раем).

нисбатнинг As нолга интилгандаги лимита
Д s

Л . Н т
AS-» 0 A S ds (9.22)

эгри чиэицнинг И ну^тадаги эгрилиги дейилади.
»Эгриликнинг тескари циймати эгри чизицнинг М  нуцтасидаги 

эгрилик радиуси дейилади. Эгрилик радиуси р билан белгиланади:
ds 

d 0 (9.23)
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100- раем. 101- раем.

Мисол тарик,асида R радиусли айлананинг эгрилигини топамиз
(101-раем). М ва M t нуцталарда айланага утказилган уринмалар
орасидагн бурчакни Д 0  билан белгилаймиз. Айланада M M i =  R -Д 0
булгани учун, М нуцтадагн эгрилик

. Д0 Д0 1k — lim —  =  lim — —  =  — 
as-*o As as—*o ДQ R R

формуладан ани^ланади. Шундай цилиб, айлананннг ихтиёрий нуцта-
сидаги эгрилик узгармас булиб, айлананинг рчдиусига тескари мута-
ноенб булади.

54-§. ^аракати табиий усулда берилган ну^танинг тезлиги

Нуцта ^аракати табиий усулда бернлганда, яъни унинг АВ траек- 
ториясн, траекторняда олинган лузгал мае О нуцта (сано^ боши) ва s 
ёй координатасининг ^иеоблаш йуналиши ^амда траектория буйлаб 
^аракат тенгламаси s =  /  (/) бернлганда ну^танннг тезлигини аник;- 
лаймнз (102-раем). Нуцта t вацтда М ^олатни, t +  A t  ва^тдан кейин 
Мх ^олатни эгаллаенн. Мазкур нук,таларнинг ёй координаталарини 
апщлаймнз:

s =  ОМ, s, =  OMt — ОМ +  MMi =  s +  A s.
Ихтиёрий О' нуцтани олиб, 

бу ну^тадан М ва_/И, нуцталар- 
нинг мос равишда г ва /^радиус- 
векторларини утказамиз з^амда
(9.8) га аеосан М нук,танинг тез- 
лигинн аницлаймиз:

—  d r  V =  — . 
dt

Ну^танннг г радиус-вектори 
s ей координатасига боглиц, яъни

99



г — r (s). Шу сабабли нуцтанинг тезлиги учун цуйндаги ифодани ёзиш 
мумкин:

бунда

—  =  lim — . (9.25)
ds да-*0 As

—  векторнинг йуналиши A г векторники билан бир хил булади.
As
A s ->-0 да унннг йуналиши ёй координатаси ортиб борадиган томон
га М нуцтада траекторняга утказилган урииманинг йуналишига инти- 
лади. Бу з^олда

lim I —  =  lim !^H iJ =  j.
as-o^A s MM i

Шундай цилиб, — вектор мицдор жи^атдан бирга тенг э^амдл 
ds

ёй координатаси ортиб борадиган томонга М нуцтада траекториям

утказилган уринма буйича йуналадн, яъни —  вектор уринманинг
[ds

бирлик вектори т° ни ифодалайди (103-раем):

?  =  (9.26)

(9.26) ни (9.24) га цуйнб, нуцтаиинг тезлигини аницлаймиз:

v

бунда
Н г*- (9-27)

- | = о  (9.28)

тезликнинг алгебраик цийматнни ифодалайди.
Агар вацтнинг бирор пайтида —  >  0 булса, s функция шу пайт-

dt
да усувчаи булади ва v тезликнинг йуналиши уринманинг бирлик 
вектори т, билан бир хил булади (103-раем, а). Агар вацтнинг бирор

пзйтида —  <  0 булса, s функция шу пайтда камаювчан булади ва dt
v тезликнинг йуналиши т° га тескари булади (103-раем, б).

Агар — цосила узлукеиз равишда узгарнб — =  0 орцали утганда dt dt
уз ишорасини узгартирса, s ёй координатаси бу пайтда максимум ёки 

100



1)
103- расм.

v

минимум цийматга эришади, яъни нуцтанинг зрракат йуналиши узга-
радн-'

Шундай цилиб, v =  —  нуцта тезлипшннг алгебраик циймати бн- 
dt

лан бирга траекториядаги йуналишнни >̂ ам ифодалайди.
19-масала. О иш  бурчагн кичик булганда маятник s =  a sin kt 

цонун асосида айлана ёйи буйлаб ^аракатланади (104-расм, а). Бунда 
ёй координатаси бошн учун О нуцта олинган, а ва k узгармас мик,- 
дорлардир. Маятннкни ифодаловчн нуцтанинг тезлиги ва тезликнинг 
энг катта циймати аницлансин.

Ечиш. (9.28) га асосан

— =akcoskt. 
dt ( 1)

ds— > 0  булса, ну^танннг тезлиги ёй коордннатасининг мусбат йуна-ш
лиши буйича (104-расм, б), — < 0  булса, ёй коордннатасининг маи-

dt
фий йуналиши буйича (104-расм, в) йуналади.

Х,аракат цонунидан курамизки, нуцта ёй амплнтудаси а га тенг 
булган гармоник тебранма ^аракатда булади. Энг четки Л га В нуц- 
таларда sin kt =  ±  1 ва cos kt =  0 булганн учун бу нуцталарда тез
лик нолга тенг. (1) дан

Рт »х =

О) В)
104- расм.
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булишнни ани^лаймиз. Яъни | cos kt | 
=  1, sin kt =  О булг. нда (ёки ну^та 
О дан утганда) унинг тезлиги макси
мум цнйматга эришади.

55-§. ^аракати табиий усулда 
берилган ну^танинг тезланиши

Нуцта тезланишининг табиий коор
дината уцларидагн проекцияларини аник,- 

лаймиз. Бунннг учун (9.27) формулани цуйндаги куринишда ёзамиз:

v  =  vx°.
бунда: т° — уринманинг бирлик вектори; у =  — — тезликнинг алгеб-

d'
раик циймати. У холда нуцта тезланншн учун берилган (9. 10) фор
мула цуйидагича булади:

— d vw =
dt dt +  v i r ==T ? T0 +  v T : ^ T ’ (9-29)dt d t  d s dt

dT°Бу формуладаги —-  векторнинг миадори ва йуналншини анн^лаймиз: 
ds

ds &S-+0  Д 5

бунда А т° вектор ̂ траекториянинг М ва Aft нуцталарида мос равиш
да олинган т° ва т, уринмалар бирлик векторларининг айирмасига
тенг (105-раем). \М В \  =  1, |МС| =  1 булгани учун, тенг ёнли МВС 
учбурчакдан

| ЛТ° | =  | fiC | =  2 sin

бунда ДО орцали i°  ва т, бирлик векторлар орасидаги бурчак бел- 
гиланган. Натижада

Д 0
dP

еки

1°и

=  lim (
05 Aj-*0 1

sin

ds

до

де
2

=  lim 
As-»0 Д 5

• А ?  I =  lim

= lim
Дз->0

2 sin

sin Д 0

Д 5 де-*о де
2

Д s

до деlim —  =  lim —  ,
Дз->0 Д s As-*0 Д S

бу тенгликда (9.22) ва (9.23) га кура
1 •_ до



k — траекториянинг M  ну^тадаги эгрилиги; р — эгрилик ра-

Зинобарин, I  =  — булиб, векторнинг модули траек- 
ds I р ds

М ну^тадаги эгрилнгини ифодалайди. Мазкур векторнинг 

йуналиши DMB  нинг А 0 -► 0 даги лимит холати билан аникланади:

DMB — DMC  +  СМВ =  ( -  — — ) +  Д 0 =  -  + — ,
I 2 2 ] 2 2

Бу тенгликдан курамизки, Л0-*-О да DM В-*-—, яъни — вектор-
2 ds

нинг йуналиши М  нуцтада траекторияга утказилган п° бош нормаль 
бирлик векторннинг йуналиши би-тан бир хил булади.

d т° 1Шундай килиб, —  вектор миедор жн^атдаи — га тенг, йунали- 
ds р

ши бош нормаль буйлаб траекториянинг эгрилик маркази томон 
йуналади, яъни

—  =  -~п°- (9.30)
ds р

(9.28) ва (9.30) га асосан, (9.29) цуйидагича ёзилади:

Й Г = — Т ° + — л°. (9.31)
dt р

Бу формула ёрдамида тезланишнинг табиий координата уцларидаги
ташкил этувчилари аникланади. —  т° вектор траекторияга М  нуц-

di
тада Утказилган уринма буйича йуналади ва уринма тезланиш 
дейилади .\амда wx билан белгиланади:

=  (9.32)

п° вектор эса траекторияга М нуцтада утказилган бош нормаль

буйлаб йуналади ва нормал тезланиш дейиладн ^амда wn билан 
белгиланади:

w„ =  -  7Г°. (9.33)
р

Уринманинг бирлик вектори т° ва бош нормалнинг бирлик векто
ри п° траекториянинг М нуцтасида утказилган эгрилик текислигида 
ётганлиги туфайли М  нуцтанннг тезланиши ^ам мазкур эгрилик те- 
кнслигида ётади. Шу сабабли тезланишнинг бннормалдагн ташкил 
этувчнси нолга тенг булади.

(9.32) ва (9.33) га асосан тезланишнинг табиий координата уцла- 
Ридаги ироекциялари цуйидагича аникланади:
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v j t > 0 XD x^U

dv
w' = i ;

d*s
dt*

tP_
P *

(9.34)

(9.35)

Бу тенгликлардан курамнзки, Ht/цтз гпггичиииничг уринмада- 
ги прэещияси тгзликнинз агггэрлик ^ийттидлн. в луп  буйича 
олинган биринчи таршибли цосилага ёки нуцтанинг ёй координа- 
тасидан вацт буйича олинган иккинчи тартибли \осилага тенг; 
нуцта тез.ганшиининг бэш нэрмалдаги прэещияси шу нуцта тез
лиги квадрата нинг траекториянинг берилган нущ адаги эгрилик 
радлусига нисбатига тенг.

Траекториянинг М  нуцтасида уринма ва б эл  нормали,1нг бирлик 
вгктэрларя т3, я 3 буйича йуналган wx ва wn вектоэларни таевир-
лаймиз (105-раем). Бунда wn нэрмал тезланиш донмэ М нуцтада 
траекториянинг богиц томэанга йу нал ада ва мусоат цийматга эга бу
лади. wx уринма тезланиш э ^  wx >  0 дз т° билан бир йуналишда 
булади (1 Э3-]расм, а) шх< 0  да т° га царама-царши йуналадн 
(106-раем, б).

Нуцтанинг тезланиш вектори ш уринма тез.ланиш w x ва нормал 
тезланиш J0n ларнинг геометрнк йигиндисига тенг»

w =  wx - f  wn. (9.36)
Бу икки тезланиш узаро перпендикуляр йуналганидан тула тезланиш
модули

W

форму.ладан, йуналиши эса

формуладан топнлади.
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56-§. \аракатнинг хусусии доллари
1. ТуфИ чизицли уфакат. Агар ну^танинг траекторияси туфи 

чизиман иборат булса, р — оо булади. Бу *олда w„ =  —  =  0 бу

либ, нуктанинг тезланиши фацат уринма тезланишга тенг булади:
/ dow =  wr =  — 

т dt •
Бу ,\олда ну^танинг тезлиги фацат ми^дор жи^атдан ^згарганлиги 
туфайли нуцтанинг уринма тезланиши тезликнинг сон ^иймати жи- 
^атдан узгаришини ифодалайди.

2. Эгри чизицли текис ^аракат. Агар нук;та эгри чизицли текис
^аракат ь^илса, яъни v =  const булса, wx =  — =  0 булиб, нуцтанинг

тезланиши фа^ат нормал тезланиш w =  w„ =  — га тенг булади. Бу
Р

з^олда нуктанинг тезланиш вектори w  донмо эгри чизи^нинг боти^ 
томонига йуналган бош нормаль буйлаб йуналади. v =  const булга- 
ни учун бу тезланиш вацт утиши билан фа^ат нуцта тезлиги йуна- 
лишинииг узгаришидан зрсил булади. Бинобарин, нормал тезланиш 
ну^та тезлигининг йуналиш жи.^атдан узгаришини ифодалайди.

Текис з^аракат тенгламасини тузиш учун (9. 28) тенгликдан фой-
даланамиз, бунда v =  v0 ~  const булганидан v0 =  — ёки

dt

ds =  v0dt (9.39)
Дастлабки пайтда, яъни t =  Ода нуцтанинг ёй координатаси s0 га 

тенг, t вацтдан кейин эса s га тенг булсин. У з^олда (9. 39) ни ин-

тегралласак, | ds =  |  v0dt ёки

S =  S0 +  vt t (9. 40)

келиб чицади. (9. 40) ифода ну^танинг эгри чизицли текис %ара- 
кати тенгламаси дейилади.

3. Туфи чизи^ли текис ^аракат. Бу з^олда ш =  wx =  wn =  0 бу
лади. Фацат турри чизи^ли текис з^аракатда ну^танинг тезланиши 
доимо нолга тенг булишини таъкидлаб утамиз.

4. Эгри чизи^ли текис узгарувчан ^аракат. Агар ну^танинг з̂ а- 
ракати давомида доимо wx =  const булса, бундай з^аракат текис уз
гарувчан харакат дейилади. Текис узгарувчан з^аракат тенгламасини 
топиш учун з^аракатнннг бошлангич шартлари берилган булиши керак. 
Дастлабки пайтда, яъни / =  0 да s =  s0 ва v — о0 булсин. (9. 34) 
форму ладан

d v = w xdt (9.41)

тенгликнн оламиз. (9. 41) ни wx =  const эканлигинн эътиборга олиб 
интегра ллаймиз:



\ dv =  j  wx dt

еки
и =  с»0 +  шг / (9.42)

(9.42) дан эгри чизнцли текис узгарувчан ^аракатдаги иуцтанинг
тезлиги аник,ланади. Бу ердаги v нинг урнига — ни цуямиз:

dt

ds
—  = v 0 + w x t ёки ds =  v0dt - f  w xtdt.

Бу тенгламанинг икки томонинн яна интеграллаб текис узгарувчш 
^аракат тенгламасини оламиз:

s  =  s0 +  v0 t +  w x - , (9.43)

TyFpn чизицли текис узгарувчан ^аракат тезлиги ва ^аракат тенг
ламаси з̂ ам (9.42) (9.43) формулалар каби топилади, фа цат ёй коор
динатаси s урнида нуцтанинг турри чизнцли координатаси х  цатнашад

X =  v9 -г wt,

X =  Х0 - f  v j  +  - у (9.44)

57* §. Нуктанинг уринма ва нормал тезланишларига оид
масалалар

20-масала. Нуцта R  радиуслн айлана буйлаб s масофани утгап 
ондаги тезлиги о =  V 2gli га тенг; бунда h — айлананинг горизонта.: 
ОВ диаметридан нуцтанинг иастга ту шиш баландлиги. Агар шу пайт-

л
да ООгМ =  ф булса, нуцтанинг унга мос келувчи тезланишн топи.;- 
син (107-расм).

Ечиш. Нуктанинг з^олатинн ёй 
координатаси ОМ =  s =  R(f билан 
аницлаймиз. Нуцтанннг нормал тез 
ланншини (9. 35) дан топамиз. р=А \ 
и =  У 2gh, h =  R sincp цийматларп-
ии w„ =  —  формулага цуйсак,

Р

wn =  2gsin«p ( 1)

107- расм.

ф а т  булади, Уринма тезланиш эса
(9.34) воситасида аницланади:
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dt dt V  J V  2gh dt

h =  R sin ф булганидан

"S' “  4 ^ sin(P) = Я с 0 5 ф - ^at at at

Нуцта тезлигининг алгебраик цийматини (9.28) дан топамиз:

о = —  = 4  (Я ‘Ф) dt dt
г> <*Ф 

dt '
бундан

(5) ни (3) га цуйсак,

d ф _  V  2gh 
dt R

^  =  \  2gh cos ф

зрсил булади. (6) га асосан (2) дан цуйидаги келиб чицади:

Wx =  g  С05ф.

(3)

( 4 )

( 5 )

(6) 

( 7 )

(1) ва (7) ни (9.37) га цуямиз ва нуцтанинг тулиц тезланишини аниц- 
лаймиз:

w =■• У  w\ +  и?п =  g  У  (2 sin ф)2 +  (cosф)* =  g  У  1 + 3  sin*ф. 

21*масала. Снаряднинг ^аракати

х ■= v j  cos о 0, у  =  o j  sin а 0 — j g t *  (1)

тенгламалар билан берилган, бу ерда о0 ва а 0 — доимий мицдорлар; 
а 0<  у .  Снаряднинг энг узоцца тушиш масофаси xm„  ва Ерга ту-

шиш оддидаги траекториясининг эгрилик радиуси р топилсин.
Ечиш. ^аракат тенгламаларндан t  ни йуцотиб, траекториянинг 

тенгламасини топамиз:

У = х  tg a 0 е
2 On

(2)
cos a n

Демак, траектория параболадан 
нборат экан (108-раем). Нуцта 
Ерга (Оде уцца) тушган вацтда 
унинг координаталари (*m,x, 0) 
булади. (1) да у  — 0 деб цараб, 
снаряднинг Ерга тушиш вацти 
ни аницлаймиз-



(5)

О =  v j  sin о 0 — gt2, 

бунда t =  0 боипанрич вацтни,

эса снаряднинг энг узоцца тушиш вацтини билдиради. У ^олда
sin 2  а 0

* =  =  V0 cos а 0 • /х -----------------  (4)
S

(9.14), (9.15), (9.19) ва (9.20) формулалар воситасида v тезлик 
ва w тезланишни топамиз:

х  =  u0c o sa 0, х = 0 ,  

у  =  u0sin a 0 — gt, у  =  — g, 

v2 =  х2 +  у2 =  tPQ — 2 v0gt sin a 0 +  g 2/2,

uu2 =  x5 -Ь г/* =  g*.
(9.34) га кура уринма тезланиш

и, =  —  =  — g (р0 sin а 0 — gl)
t  JA t- —  ■ ■ -  ■ ------  ' '

J  ( r „  COS a 0) J +  (u0 Sin  a „  —  g l)J
булади. Бу ердаги t  нинг урнига Ерга тушиш взцти ни цуинб шу 
пайтдаги wx ни топамиз:

— р (v0 sin a« — 2t>„ sin <x0)
«4 =  • ■ =  g  Sin a 0.

V Oq COS* a 0 +  ?Q sin1 oe„

(9.37) га асосан нуцтанинг нормал тезланишн цуйидагича булади: 

w „ = ] f w 2 — w2x =  У  g2 — g 2sin2a 0 =  g  co sa0.

(3) ни (5) га цуйсак, t =  пайтдаги тезликнинг циймати v =  v0 
эканлиги келиб чицади.

(9.35) даги о нинг урнига vQ ни цуйсак, эгрилик радиуси

__ р* _  *1

(3)

wn g  cos «о

X б о б
КАТТИК ЖИСМНИНГ ИЛГАРИЛАНЧА ВА К^ЗРАЛМАС УК 

АТРОФИДАГИ АЙЛАНМА \АРАКАТИ

1\аттиц жисм кинематикасида учрайдиган масалалар икки циемга 
булинади: 1) бутун жиемнинг ^аракати ва бу ^аракатнинг кииематик 
хусусиятларини аницлаш; 2) жисм ^ар бир нуцтасининг ^аракатини 
урганиш.
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Дастлаб ^аттщ  жисмнинг энг содда харакатлари: илгарнланма 
-з  цузгалмас атрофидаги айланма ^аракатларини куриб чицамиз.

58-§. КаттиЧ жисмнинг илгариланма ^аракати

Жисмдл олинган ^ар цандай кесма жисм ^аракати давомнда 
хамма ва^т уз-узига параллел цолса, жисмнинг бундай харакати ил- 
гариланма %аракат дейилади.

Илгариланма ^аракатдаги жисм ну^таларининг траекториялари 
исталган куринишда булиши мумкин. Масалан, турри чизиги  рельс- 
да ^аракатланастган вагон кузовининг харакати илгариланма .^аракат 
булиб, кузов нуцталарининг траекториялари турри чизицдан иборат.

Иккинчи мисол тарицасида 109- раемда курсатилган АВ спарник- 
нинг зрракатини кузатамнз. ОхА ва ОгВ кривошиплар 0 „  0 2 уцлар 
атрофнда айланганда, АВ спарник ^амма ва^т уз-узига параллел цо- 
лади, яъни илгарнланма ^аракат ^илади. Спарникнинг А ва В нуц- 
талари марказлари 0 „  Ог ну^таларда ётган айланалар чизадн. Демак, 
бу ^олда илгариланма ^аракатдаги АВ спарник ну^таларининг траек
ториялари айланалардан иборат булади.

Кагпщ жисмнинг илгариланма ^аракатига оид цуйидаги теорема- 
ни исботлаймиз.

Теорема. Илгариланма %аракатдаги жисмнинг %амма нуцтала- 
ри бир хил чизик, (траектория) чизади ва х1ар онда мщдор \амда 
йуналишлари ж/цатдан бир хил тезликка ва бир хил тезланишга 
ьга булади.

Теоремани исботлаш учун жисмнинг берилган Охуъ лузгал мае 
координаталар системасига нисбатан илгариланма ^аракатини текши- 
рамиз (110-расм). Жисмда ихтиёрий А ва В нуцталарни олиб, улар
нинг раднус-векторларини т А ва г в  билан белгилаймиз. Расмдан

~ ^в = ~ г а  +  а в - ( Ю .1 )

Жисм ^аракатланганда гД , тв  узгаради. Аммо АВ кесманинг
узунлиги на йуналиши узгармайди. Чунки цатти^ жисм таърифига 
кУГа. АВ кесманинг узунлиги узгармас булиб, илгарнланма з^аракат таъ
рифига кСра, у доимо узнга параллел цолади. Шунинг учун (10.1) тенг-

ликдаги гА ва г в  ве кторлар узгарганда, уларнинг А ъ а В  ну^таларининг
траекториялари бир хил булади, яъни ААХ =  ВВХ ва параллел булади.

В ну^танинг тезлигини аницлаш учун (10.1) дан t  ва^т буйича 
косила оламиз:
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ёки

Л ва В нуцталар ихтиёрий нуцталар булгани учун илгариланма 
^аракатдаги жиемнинг цолган барча нуцталарининг тезликлари хам 
бир хил булади. (10.2) дан t вацт буйича цосила оламиз:

<Гув =  d~vA 
dt ~  dt ’

ёки

wB =  wA (10.3)

(10.3) тенглнкдан илгариланма царакатдаги жисм ^амма нуцтала- 
рининг тезланишларн бир хилда булишини курамиз. Шундай цилиб, 
теорема исботланди.

Бу теоремадан, жиемнинг илгариланма %аракати унинг бирор 
нуцтасининг царакати билан аницланади, деган хулосага келампз. 
Одатда, бундай нуцта учун жиемнинг огирлик маркази С нуцта оли
нади. Мазкур нуцтанинг царакат тенгламаларини координата усулида 
цуйидагича ёзиш мумкин:

* c - / i ( 0 ;  Vc- Ш  * с = М ' ) .  (ю.4)

Шу сабабли илгариланма э^аракатдаги жиемнинг кинематикасп 
ну^та кинематикасидан фар^ цилмайди.

Илгариланма ^аракатдагн жисм ну^тасининг v тезлиги ва до тез
ланиши жиемнинг барча нуцталари учун бир хилда булганидан улар- 
ни мос равишда жиемнинг тезлиги ва тезланиши дейилади. v ва и 
векторлар жиемнинг ихтиёрий ну^тасига ^уйиб таевирланади.
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59-§. КаттиК жиемнинг цузгалмас 
ук атрофидаги айланма з^аракати 

тенгламаси

Харакатланувчи каттнц жиемнинг ик- 
кита иуктаеи доимо цузралмаедан цолса, 
унинг бундай з^аракати кузгалмас уц ат
рофидаги айланма %аракат дейиладн.
Щу кузгалмас нуцталардан утган т>три 
чизиц айланиш уци дейиладн. Жиемнинг 
айланиш уцида жойлашган нуцталарн дои
мо зрракатенз булади.

К^ттиц жиемнинг айланма з^аракати- 
ни текшириш учун айланиш уци орцали 
иккита текислик утказамиз. Улардан би- 
ри кузгалмас П0 текислик, иккинчиси эса 
жнсм билан маркам бириктирилган ва у би
лан бирга з^аракатланадиган П  текислик булсин (111-расм). Айланиш 
У^ини жиемнинг А ва В нуцталари орцали юцорига йуналтирамиз ва 
уни Аг билан белгилаймиз. Жнсм Аг уц атрофида ^аракатланганда 
П текислик П0 текисликка нисбатан ср бурчакка бурилади. Бу бур
чак айланиш бурчаги дейиладн (у радианда улчанади). Айланиш 
уцининг мусбат йуналишидан цараганимизда жисм соат милининг 
айланишига теекари йуналишда айланса, айланиш бурчаги мусбат, 
акс з^олда манфий деб зугсобланади. К,узгалувчан текисликиииг цуз- 
ралмас текисликка нисбатан фазодаги з^олати исталган t вацт учун 
Ф бурчак билан аницланади. П  текислик жисм билан маркам бирик- 
тирилганидан жиемнинг з^олати з̂ ам ф бурчак билан аницланади. 
Жисм Аг у к; атрофида айланганда мазкур бурчак вацтнинг узлук- 
сиз, бир цийматли функцияси сифатида узгаради:

Ф =  /  (0* (10.5)
Бу ифода жиемнинг цузгалмас фц атрофидаги айланма царакати 
тенгламаси дейилади. Агар (10.5) тенглик берилган булса, жием
нинг У70 текисликка нисбатан вацтнинг з̂ ар бир пайтидаги з^олати 
маълум булади.

60-§. Айланма з^аракатнинг бурчак тезлиги.
Текис айланма з^аракат

Айланиш бурчаги ф дан вацт буйича олинган биринчи косила 
Жиемнинг бурчак тезлиги дейилади ва w билан белгиланади:

(10.6)

ёки
(0 =  ф = / ' ( 0 .
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Бунда ^осиланинг ншораси жисмнинг айланиш йуналишнни ифод ь  | 
лайди. ф =  / ' ( / ) >  0 булса, шу онда /(/) функция усувчан булади, 
яъни у^нннг мусбат йуналишидан цараганда, соат милининг айлап ’ 
шнга тескари йуналишда айланадн; <р =  / '  ( / ) <  0 булса, шу он 4 
/(/) функция камаювчан булади, яъни жисм соат милининг айлани j 
йуналншида айланади.

Агар .\аракат давомнда со =  со0 узгармаса, жисм текис аила . j  
*АРакатда дейилади. Бу ^олда

Бу тенгламани интеграллаймиз:
Ф =  со0/ +  Сц.

Бунда Сх интеграллаш доимийси булиб, ^аракатнинг бошлангнч шарт
ларидан аницланади. Масалан, бошлангич ( / = 0 )  пайтда айланиш 
бурчаги ф =  ф0 булсин. У ^олда юцорндаги тенгликдан С, =  ф0 бу
лади. Шундай цилиб, жисмнинг текис айланма Jfаракати тенгла
маси

куринишда ёзнлади.
Агар t =  0 пайтда ф„ =  0 булса, (10.7) га кура текис айланма 

^аракат тенгламаси ф =  со/ куринишда ёзнлади. Бундан

СИ системасида бурчак тезлиги рад/с (ёки 1/с) да улчанадн. 
Жисм бир марта тула айланганда ф =  2л булади. Жисм бир ми

ну гда п марта айланса, текис айланма .^аракатнинг бурчак тезлиги 
куйидагига тенг булади:

Бу формулада бир минутдаги айланишлар сони п жисм теки:- 
айланма .рракатининг бурчак тезлигини характерлайдн.

22-масала. Бур турбинаси днскнн >{аракатга келтирнш даврндаги 
айланиш тенгламаси ёзнлсин; айланиш бурчаги ва^тнинг кубига му- 
таносиб ва / =  3 с булганда бурчак тезлиги п =  810 айл/мин га 
тенг булади.

Ечиш. Масала шартнга кура, дискнинг ^аракат ^онунини ^уйи- 
даги формула билан ифодалаш мумкин:

бу ерда k — узгармас цийматга эга булган ва изланаётган номаълум 
коэффициент.

(10.6) га асосан дискнинг бурчак тезлиги со ни аннцлаймиз:

—L  =  со0 — const, d<p =  со0 dt,
dt

(Ю.7)

( 10.8)

со 2 пп пп ,-----  = -----рад/с,
60 30 Р

(10.9)

Ф =  kt3 рад,

0) =  ^ -  =  ЗА/2 (1)dt
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/ =  3 с булганда п =  810 айл/мин булиши маълум; (10.9) га асосан

to =  —  -  =  27л рад/с. (2)
30 зо

k ни топиш учун (1) га / =  3 с кнйматни цуйиб, (2) билан солиш- 
тнрсак, к =  л  келиб чицади.

Шундай цилиб, дискнинг харакат цснуни ср =  л /3 куринишида
ёзиладн.

61-§. Айланма ^аракатнинг бурчак тезланиши.
Текис узгарувчан айланма ^аракат

Вацт бирлнги ичида жиемнинг бурчак тезлиги узгариши билан 
характерланадиган катталик жиемнинг бурчак тезланиши дейилади. 
Жиемнинг айланма царакатдаги бурчак тезланиши бурчак тезлигидан 
вацт буйича олинган биринчи тартибли цосилага ёки айланиш бурча- 
гидан вацт буйича олинган иккинчи тартибли ^осилага тенг булади. 
Бурчак тезланиш одатда е билан белгиланади:

e =  A 2  =  J L ( * 1 ) = * 5 L .  (10.10)
dt dt \  dt )  dP v 7

Бурчак тезланиш рад/с* ёки 1/с* билан ^лчанади.

(10.10) да цосиланинг ишораси жисм айланма ^аракати бурчак

тезлигининг орта бориши ёки камайишини ифодалайди. —— >• 0 бул-
dt

са, (о орта боради ва бундай ^аракат тезланувчан айланма %аракат
дейилади; 0 булса, ш камая борадн ва бундай ^аракат секин- 

dt
ланувчан айланма харакат дейилади.

Агар царакат давомида е =  е0 =  const булса, жиемнинг бундай 
^аракати текис узгарувчан айланма %аракат дейилади.

Текис узгарувчан айланма ^чракат тенгламасини аницлаш учун
(10.10) тенгликни цуйидаги куринишда ёзамиз:

da  =  F0dt.

Бу тенгликни интеграллаб to =  e0t -f- Ct ни ^о:ил циламиз. Бунда 
Ci интеграллаш доимийси булиб, ^аракатнинг боштангич шартлари- 
дан топилади. Масалан, / =  0 да и  =  м0 булса, Сх =  со0 булади. У 
^олда текис Узгарувчан айланма ца ракатнинг бурчак тезлиги

(0 =  0>0 +  е/ (10.11)

формуладан аницланади.
Текис узгарувчан айланма ^аракат тенгламасини келтириб чица- 

риш учун (10.6) га кура (10.11) ни цуйидагича ёзамиз:

diр =  (ю0 +  е/) dt.
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Бу тенгликнн интегралласак,

ф — 4- С,.

t =  0 да ф =  ф0 булса, охирги тенгликдан С, =  ф0 булишини ку- 
рамиз. У ^олда

Ф = Ф о  +  «)0/ +  - ^ - .  (10.12)

Бу тенглама жисмнинг лузгал мае уц атрофидаги текис узгарувчан 
айланма харакати тенгламасини ифодалайди.

Жисмнинг айланма ^аракати тенгламаси ф =  /  (/), бурчак тезлиги 
о  ва бурчак тезланиши е цузгалмас у^ атрофида айланаётган бутун 
жисмнинг ^аракатини кинематик характерлайди. Аммо жисм ай- 
рим ну^таларининг ^аракатини аницлаш учун бу каттааиклар етарли 
эмас.

62- §. Кузгалмас уц атрофида айланма х,аракатдаги жисм 
ну^таларининг тезлиги ва тезланиши

Кузгалмас ук атрофида айланма ^аракатдаги жисм ну^талари- 
нинг ^аракатини характерловчи кинематик элементларни, яъни тра
ектория, тезлик ва тезланишларни ани^лаймиз.

Жисмнинг айланиш уцидз иккита кузгалмас А ва В нуцталарни 
оламиз. Жисмнинг айланиш увидан R масофада жойлашган М нуц- 
тани олиб, уни А ва В нуцталар билан туташтирамиз (112-раем, а).



Жисм айланиш уци атрофида айланганда МА  ва M B  кесмаларнинг 
узунлиги узгармас булганидаи М  нуцта радиуси R  га тенг, маркази 
айланиш уцининг С нуцтасида жойлашган айлана чизади. Бу айлана 
М иуцтанннг траекториясини ифодалайди. М иуцта жиемнинг ихтиё
рий нуцтаси булганидаи, айланма з^ракатдаги жисм нуцталарининг 
траекториялари, маркази айланиш уцида булган ва айланиш уцига 
Тнк текисликларда жойлашган айланалардан иборат эканини кура- 
миз. Энди М нуцтанинг траектория буйлаб з^аракатинн кузатайлик 
(112-расм, б). Бирор t вацтда мазкур нуцта М  ^олатда булиб, dt 
вацт утгандан кейин у траектория буйлаб М  з^олатга кучеин. Шу 
dt вацт ичида жисм уц атрофида dq> бурчакка айланади. Нуцта эса 
траектория буйлаб ds =  Rdiр ёйни босиб утади. М нуцтанинг траек
тория буйлаб з^аракат тезлиги (9.28) формулага мувофиц ашиутнадк:

Бу формула ёрдамида аницланадиган v тезлик жисм нуцтасининг 
чизикли тезлиги дейилади.

Шундай цилиб, цузгсимас уц атрофида айланма %аракатдаги 
жисм ихтиёрий нуцтаси чизицли тезлигининг микдори жисм бур- 
чак тезлигининг мазкур нуцтадан айланиш уцигача булган масо- 
фага купайтмасига тенг. Чизицли тезлик М нуцта чизган айланага 
харакат йуналиши буйича утказилган уринма буйлаб йуналади.

Жиемнинг барча нуцталари учун берилган онда w бир хил ций- 
матга эга булгани учун (10.13) дан цуйидаги натижани оламиз: цуз- 
галмас уц атрофида айланма з^аракатдаги жисм нуцтасииинг чизицли 
тезлиги мазкур нуцтадан айланиш уцнгача булган масофага мутано- 
сиб тарзда узгаради (112-расм, в).

кузгалмас уц атрофида айланма ^аракатдаги жисм иуцталари- 
нинг траекториялари айланалардан иборат булгани учун М нук,та- 
нинг тезланишн уринма ва нормал тезланишлардан ташкил тоиади,
(9.34) ва (9.35) га асосан

Курилаётган з^олда р =  R  ва v =  Ru> булгани учун

Уринма тезланиш wx траекторияга утказилган уринма буйлаб 
(агар ^аракат тезланувчан булса, ^аракат йуналишида; секинланув- 
чан харакатда эса, унга теекари) йуналади. Нормал тезланиш wn эса 
R буйлаб айланиш уци томон йуналган булади (112-расм, г). Баъзаи 
и \ ни айланма тезланиш деб, wn ни эса марказга интилма тез
ланиш деб з̂ ам юритилади. (9.37) формуладан тезланишнинг микдори

(10.13)

(10.15)

(10.14)
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v  =  Y w \ + w l  = /? К е *  +  ш‘ (10.16)

ва (9.38) дан мазкур тезланишнинг йуналиши

te n  = » -£ !- (10.17)
топилади.

Жиемнинг барча нуцталари учун берилган онда м ва е бир хил 
цийматга эга булганидан ц бурчак ^ам шу онда мазкур нуцталар 
учун битта цийматга эга булади. (10.16) дан айланма царакатдаги 
жисм нуцтасининг тезланиши мазкур нуцтадан айланиш уцигача бул
ган масофага мутаносиб равишда узгаришини курамиз (112-раем, д).

62- §. Бурчак тезлик ва бурчак тезланишнинг векторлиги

Юкорида курганимиздек, цузгалмас у к; атрофида айланма ^ара- 
катдаги жиемнинг бурчак тезлиги (10 6) формула ёрдамида аницла- 
надиган скаляр катталик билан ифодаланади. У з^олда нуцта чизик- 
ли тезлигининг мкцдори (10.13) формуладан топилади. Нуцта чизик- 
ли тезлигининг вектор шаклидаги формуласини аницлаш учун бурчак 
тезликни вектор катталик деб цараймиз. Бунинг учун бурчак тез
лик векторини айланиш уци буйлаб йуналган ва унинг мусбат йуна- 
лишидан царалганда, айланиш соат милининг айланишига тескари 
йуналишда куринадиган, айланиш уцининг ихтиёрий нуцтасига цуйил- 
ган вектор билан тасвирлаймиз. Бурчак тезлик векторининг модули

I - ,  I <l<f I
|<0Н  л I

формуладан аницланади.
Бурчак тезлик вектори со берилган булса: 1) со вектор ётувчи 

айланиш уцининг цолати; 2) со векторнинг йуналиши ёрдамида аниц- 
ланадиган айланиш йуналиши ва 3) со векторнинг модулнга тенг бул
ган жисм бурчак тезлигининг абсолют циймати маълум булади. Шу 
сабабли бурчак тезликни вектор тарзида тасвирлаш купчилик кинема
тика масалаларини ечишни осонлаштиради.

Айланиш 5^и учун г уцни олиб, мазкур уцнинг бирлик векто
рини k билан белгиласак, цуйидагича ёза оламиз:

[(10.18)

Айланиш 5чи кузгалмас булгани учун k — сош/; жиемнинг бурчак 
тезланишини аниклаш учун (10.18) дан вацт буйича косила оламиз:

<10 '89

(10.18) ва (10.19) формулалардан курами зки, со ва е векторлар 

ва бир хил ишорали булса, айланиш уци буйлаб бир то-
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a)  S)
113- раем.

монга (113-расм, а), турли ишоралн булса, царама-^арши томонга 
йуналади (113-расм, б), 

е векторнннг модули

64- §. Айланма ^аракатдаги жисм ну^талари тезлиги ва 
тезланишининг векторли ифодалари

Жисм ихтиёрий М ну^тасининг айланиш у^идаги О ну^тага нис
батан радиус-векторини г билан белгилаймиз. У ^олда М  нуцта тез- 
лигининг модули

| и| =  Rut =  rco sin (со*г) =  | о» х  г I
формуладан ани^чанади. _

w тезлик вектори со бурчак тезлик билан г радиус-вектор 
ётган текисликка перпендикуляр равишда, айланиш йуналишида 
М нуцтага айланага утказилган уринма буйлаб йуналади (113- 
расм). й х г  вектор о  ва г ётган текисликка (яъни М нуцта ва 
айланиш у^и ор^али утувчи текисликка) перпендикуляр равишда, ай
ланиш йуналиши_буйича йуналади.

Бинобарин, v ва со X г векторлар модуль жи^атдан тенг, йуна
лишн бир хил, яъни улар узаро тенг булади:
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У =  О) X Г . (10.2С)

Шундай цилиб, кузгалмас дц атрофида айланма царакатдаги 
жисм ихтиёрий нуцтасининг чизицли тезлиги жиемнинг бурчак 
тезлик вектори билан мазкур нуцтанинг айланиш дцидаги ихти
ёрий нуцтага нисбатан радиус-векторининг векторли кдпайтма- 
сига тенг.

(10.20) ифода цаттиц жисм кинематикасидаги асосий формула - 
лардан бири булиб, Эйлер формуласи дейилади.

Уринма ва марказга интилма тезланишларнинг векторли ифодасн- 
ни аницлаш учун (10.20) дан вацт буйича косила оламиз:

Бу тенгликдаги е х  г уринма тезланиши, ш X о марказга интил
ма тезланишни ифодалашини курсатамиз.

113-раем, а да тезланувчан айланма ^аракат, шу раемнинг б 
сида секинланувчан айланма ^аракат учун уринма ва марказга 
интилма ̂ тезланишларнинг йуналиши курсатилган. 

к х  г векторнинг модули:

булади; бунда а  орцали г радиус- вектор билан е бурчак тезланиш 
орасидаги бурчак белгиланган.

е X г в?ктор е ва г ётган текисликка (яъни М  нуцта ва айла
ниш уци орцали утувчи текисликка) перпендикуляр равишда тезла
нувчан айланма царакатдэ v тезлик йуналиши буйича (113-раем, а), 
секинланувчан айланма ^аракатда эса унга тескари йуналади (113- 
раем, б).

Бинобарин, е х  г ва wx векторларнинг модуллари тенг, йуна
лиши бир хил, яъни улар узаро тенг булади:

Шундай цилиб, цуэгалмас дц атрофида айланма \аракатдаги 
жисм ихтиёрий нуупасининг уринма тезланиши жиемнинг бур
чак тезланиш вектори билан мазкур ну/упанинг айланиш укидали 
ихтиёрий нуцтага нисбатан радиус- векторининг векторли купайт- 
масига тенг.

Бунда

булгани учун

ш = е Х г  +  й ) Х 0. ( 10.21)

| е X г | =  | е | г sin а  =  | е | R  =  | wx I

■X—  Е Х Г ( 10.22)
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КУрнлаётган цалда v -La) булгани учун, sin (a) v)=l булади. Шу
сабабли

| со X v I =  I О) 11 о I sin ( О) , v) =  |(I) 11 ti I =  R  со2 =  wn

Агар бурчак тезлик вектори о) ни фикран М нуцтага кучирсак, со х  
X v вектор тезланувчан айланма ^аракатда ^ам, секинланувчан айлан
ма ^аракатда ^ам МС радиус буйича С марказга йуналади.

Бинобарин, со х  v ва wn векторларнинг модуллари тенг, йуна
лиши бир хил, яъни улар узаро тенг булади:

I ’ Шундай цилиб, цузгалмас ift атрофида айланма %аракатдаги 
жисм ихтиёрий нуцтасининг марказга интилма тезланиши жисм- 
нинг бурчак тезлик вектори билан мазкур нуцта чизицли тез.ги- 
гининг векторли купайтмасига тенг.

(10.22) ва (10.23) га асосан цузралмас у к; атрофида айланма ^ара- 
катдаги жисм ихтиёрий ну^тасининг тезланишини ифодаловчи тенг- 
ликни ^уйидагича ёзиш мумкин:

(10.22), (10.23) ва (10.24) формулалар мос равишда кузгалмас 
уЪ атрофида айланаётган каттиц жисм ну ̂ талари нинг уринма, 
марказга интилма ва тули^ тезланишларининг векторли ифода- 
сидир.

23-масала. 114-раемда тасвирланган механизмда А юк * = (0 ,18+  
+  0,7/2) М  ( /  ва^т секунд ^исобнда) ^онун буйича турри чизи^ли 
илгариланма ^аракат цилади. К,уйидагилар берилган: /?2 =  1 м; гг =  
=  0,6 м; /?3=0,75 м. Юк S = 0 ,2  м йулни утган пайтда механизм 
М ну^тасининг тезланиши аницлансин.

Ечиш. А юк S = 0 ,2  м йулни утишига кетган т ва^тни ^исоб- 
лаймиз:

И> =  СО X  У. (10.23)

(10.24)

vA =  х  =  1,4/м/с.
г2 радиусли гилднрак гардиши- 

Да ётган ну^танинг тезлиги 1>л =* 114- рзем.
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=  гг о)2. Бундан механизм 2- бупшиинг бурчак тезлиги учун цуйидаги 
и [юдаии оламиз:

х 1,4/ 7 . ,• =  — =  - — =  — / с-1 . 
г, 0,6 3

Таищн илашмали R 2 ва R3 радиусли гилдираклар царама- царши 
йуналишда айланади ва уларнинг бурчак тезликлари рилдиракла;
радиусларига теекари мутаносибдир: —  =  — .

ш, Rt
Бундан

Я* 1 7 . 28 . .<о3 =  —  (о, = ----  • — t =  —  / с 1.
3 R, 1 0,75 3 9

(10.10) га асосан бурчак тезланиш

rfco, 28 - ,е3 =  —— =  —  с~2= const, 
dt 9

(10.3) га кура М  нуцта тезлигининг мицдори

w x =  Я**. ™ 0,75 о)3

булиб, 3-гилдирак радиусига перпендикуляр равишда, у айланадиган 
томонга йуналган.

(10.14) га биноан М  ну^танинг уриима тезланиши мицдор жи- 
^атдан

«г, =  R3 е3 =  2,33 м/с*

булиб, йуналиши о тезлик буйича йуналади, чунки гилдираклар 
тезланувчан ^аракат цилади (е >• 0).

М  нуцта марказга интилма тезланишининг мицдори (10.15) ёр
дамида аницланади:

®» “  * • ®з "  О*75 “ з-
wn вектор радиус буйича гилдирак марказига йуналади.

(10.16) воситасида М нуцтанинг тулиц тезланиши топилади:

ц) =  /?31/е2+(о43

Аницланган ифодаларнинг / =  т ва^тдаги цийматлари цуйцдаги 
жадвалда келтирилган:

w* l V Тезланиш , м/с*
С - 1 с м/с ®Т ®П W

1 .6 5 3 .1 1 1 ,2 4 2 ,3 3 2 ,0 2 3 ,0 9
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X I  б о б
КАТТИК ЖИСМНИНГ ТЕКИС ПАРАЛЛЕЛ ^АРАКАТИ

Жиемнинг tap  бир нуцтаси доимо бирор цузгалмас П0 текис
л и к к а  параллел текисликда ^аракатланса, унинг бундай царакати 
текис параллел царакат дейилади.

Каттиц жиемнинг текис параллел '^аракатига цуйидаги мисоллар- 
ни келтириш мумкин: 1) асоси доимо бирор цузгалмас текисликда 
сирпанувчи конуснинг царакати; 2) тугри чизицли рельеда гилдирак- 
нинг думалаши; 3) бир текисликда ^аракатланувчн машина ва меха
низм цисмларининг ^аракати ва ^оказо.

65- §. Текис параллел ^аракатнннг хусусиятлари.
Текис шаклнинг ^аракат текислигида кучиши

Каттиц жиемнинг текис параллел ^аракатини урганнш учун жисм 
орцали Я 0 текиоликка параллел булган ихтиёрий Я  текисликни ут- 
казамиз. Я  текислик жиемда S цирцимни ^осил цилади (115- раем). 
Келгусида S юзани текис шакл деб атаймиз. Текис шакл цамма 
вацт Я  текисликда ^аракатланади. Текис параллел ^аракатдаги жнем- 
да Я текисликка перпендикуляр цилиб олинган AiAs кесма узига 
параллел равишда кучади, яъни АХА2 кесма илгариланма царакатда 
булади. Шу сабабли жиемнинг бу кесмада ётган эрмма нуцталари- 
нинг ^аракатини урганиш урнига, улардан бирининг, масалан, S те
кис шакл А нуцтасининг ^аракатини урганиш кифоя. Шунннгдек, 
Я текисликка перпендикуляр В1В1 кесманннг ^аракатини урганнш 
урнига унинг S юзадаги В нуцтасининг ^аракатини урганиш етарли- 
дир. Шундай цилиб, цатттиц жиемнинг текис параллел царакатини 
урганиш учун жиемда Я 0 цузгалмас текисликка параллел булган 
S юзанинг Я  текисликдаги ^аракатини билсак кифоя.

Текис шакл царакатланадиган 
Я текислик текис шаклнинг ха
ракат текислиги дейилади. ^ара- 
кат текислигида жойлашган цуз- 
галмас Оху координаталар систе
масига нисбатан текис шаклнинг 
з^аракатнни урганамиз. Келгусида 
эрракат текислиги учун шакл те- 
кислигнни оламиз.

Текис шаклнинг уз текисли- 
гидагн ^аракати унинг ихтиёрий 
икки нуцтасининг ^олати билан 
ёки бу нуцталарни туташтирувчи 
кесманинг цолати билан аницла- 
нади. Шу сабабли текис шакл
нинг фракатини урганиш урнига 
унда олинган ихтиёрий кесманинг 
\аракатини урганиш кифоя. 1 15- раем.
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Текис шакл з^аракатини унд 
ги кинематик з^олати аниц булган 
нуцта >;аракатига 6oF.ia6 ургамш; 
цулай булади: бу нуцта цупю 
деб юритилади.

Текис шаклнинг кучишига оид 
цуйидаги теоремани исботлайми 

Теорема. Текис шаклнинг ха 
ракат текислигидаги %ар цандаи 
кучишини щтб билан биргалик- 
даги илгариланма царакати цам- 
да цутбдан %аракат текислиги- 

га перпендикуляр равишда утувчи рц атрофидаги айланма \apa- 
катидан ташкил тотан деб цараш мумкин.

Исбот. Текис шаклнинг з^аракат текислигидаги ихтиёрий икки хо- 
латиии оламиз: унинг I з^олати АВ  билан, II  з^олати эса АХВХ би
лан аницлансин (116-расм). А нуцтани цутб деб олиб, текис шаклга 
шундай илгариланма кучиш берамизки, натижада А нуцта А х нуцта 
билан устма-уст тушсин. У з^олда текис шакл пунктир билан чизил- 
ган 111 з^олатни эга л лай ди, бунда А хВ' || АВ. Текис шаклнинг илга
риланма кучиши ААХ вектор билан аницланади. Ах нуцтадан зрра- 
кат текислигига перпендикуляр равишда утувчи уц атрофида текис
шаклни В ’ А ХВ Х =  ф! бурчакка айлантирсак, текис шакл 11 з^олаши 
эгаллайди. Шундай цилиб, теорема исботланди.

К,утб учун В  нуцтани олсак, илгариланма кучиш ВВХ вектор би-
лай ифодаланади. Текис шаклни B v цутб атрофида А 'В ХА Х — ф2 
бурчакка айлантирсак, текис шакл П  з^олатни эгаллайди. Расмдан 
курамнзки, ВВ Х Ф ААх; яъни илгариланма кучиш цутбни танлашга 
борлиц булади; В'А  11 В ХА' ва Ах Ву умумнй булгани учун фг =  фа 
з^амда айланиш йуналиши бир хил булади. Шундай цилиб, цути 
атрофида айланиш бурчаги цутбни танлашга Oof лиц булмайди.

66-§. Текис шаклнинг з^аракат тенгламаси
Юцорида исботланган теоремага асосан, текис шаклнинг уз текис- 

лигидаги з̂ ар ондаги зодакатини илгариланма ва айланма з^аракат- 
лардан иборат деб цараш мумкин; илгариланма з^ракат цутбни тан
лашга борлиц булади ва цутб учун олинган нуцтанннг з^раклти 
билан аницланади.

Текис шаклнинг бирор А нуцтасини цутб учун цабул цилиб, 
унинг цузралмас Оху координаталар системасига нисбатан координа- 
таларини хА, уА билан белгилаймиз (117-расм). А нуцтанинг з̂ ара- 
катини аницлайдиган

хА -  h  (0. У А =  /* (О
тенгламалар текис шаклнинг илгариланма ^аракатини ифодалайди. 
Текис шаклда олинган ихтиёрий АВ  кесманинг х  уц билан ташкил
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килган бурчагини ф билан белги- 
ласак, жисм зрракатланганда ф 
бурчак вацт функцияси сифатида 
узгаради:

Ф = /з (0 -

Шундай килиб, текис шаклнинг 
зрракати

XA ~ f \  (О»

У А  = / 2(0. (11.1) 
ф = м о .

тенгламалар билан аницланади. (11.1) тенгламалар цаттиц жисм
нинг текис параллел %аракати тенгламалари дейилади.

Хусусий з^олда ф =  const булса, текис шаклда олинган АВ кесма 
доимо узига параллел равишда ^аракатланади ва текис шакл (ёки 
жисм) илгариланма ^аракатдэ булади. Агар з^аракат давомида хА ва 
уА лар узгармас цийматга эга булса-ю, ф бурчак узгарса, у з^олда 
А ну^та ^узгалмзсдчн цолади ва текис шакл А нуцта атрофида 
айланма з^аракатда булади, яъни жисм А нущтадан утувчи ва шакл 
текислнгига тик у^ атрофида айланма з^аракатда булади.

Мзълумки, кутб атрофида айланиш бурчаги ^утбга богли^ бул- 
майди. Шу сабабли текис шакл цутб атрофида айланганда унинг 
барча нуцталари з̂ ар ондз бир хил бурчак тезлик ва бир хил бурчак 
тезланишга эга булади ва цуйидаги формула воситасида аницланади:

rfq>
~dT*
did С̂ ф
~dt ~dF'

(i) =

e = ( 11.2)

Бурчак тезлик w ва бурчак тезланиш е векторлари текис шакл 
текислигига А кутб ор^али утган перпендикуляр чизи^да ётади. 
Агар текис шакл цутб атрофида тезланувчан айланма з^аракатда 
булса, to ва е лар бир томонга (118-раем, а), секинланувчан айланма 
зрракат ь^илса, ^арама-^арши томонга йуналади (118-раем, б)

67-§. Текис шакл нуцтасининг тезлигини цутб усулида
аниклаш

Текис шакл нуцталарининг тезликларн орасидаги богланиш ^уйи- 
даги теорема ёрдамида аннцланади.

Теорема. Текис шакл ихтиёрий нщтасининг тезлиги цутб 
тезлиги билан мазкур нуцтанинг цутб атрофидаги айлана буйлаб 
Царакатидаги чизицли тезлигининг геометрик йигиндисига тенг. 

Исбот. S текис шаклнинг з^аракатини кузгалмас Оху координата-
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шиоамиз. А нуцтани цутб деб олслк, 
лар системасига нисбатан тек нисбатан радиус- вектори' гв А
ихтиёрий В нуцтанинг^рдгу си ^ дидаГича богланади (119-раем, а): 
цутб радиус-вектори гл  билан

;  ь Д В -  (П.З)г в =  г л - г
«rrutia ©лив, В нуцтанинг тезлнгини 

(11. 3) дан вацт буйича Л
аницлаймиз: _ —

-  (111) 
■» л

г к  -  *  .у т е  °-’ " нгаН “у*танш“' 1* " ” ш йф” " ЛаГ"
л

ДН- тд вектор модули узгармайди, йуна-
Текис шакл адикатланганда иЦШ билан узгаради. Шу са-

лиши эса, жисм iw t6 атрофида *
,-гь „ „ 4  нУКта атрофида аблангандаги

бабли “ *£. косила В нуктснинг
Я „ . vhii VnA билан белгилаймиз, яъни

чизи^и  тезлнгини ифоДЗлайди; У

dAB



В)

Эйлер формуласига кура vAa нн текис шаклнинг бурчак тезлиги
а  ва радиус- вектор АВ ларнинг векторли купайтмаси орцали и |юда- 
лаймнз:

JBA =  to X Л В,

бунда vBi айланиш радиусн АВ га перпендикуляр равишда, текис 
шаклнинг айланиш йуналиши буйича йуналади ва унинг модули

(11.5)IvBA| =  I © АВ
б^лади.

У з^олда (11.4) ни куйндагича ёзиш мумкин (119-раем, б):

V .  + V

еки
£<4

vB =  vA =  (o X АВ.

(11.6)

(11.7)
Теорема исботланди.

Текис шакл бирор ну^тасининг тезлиги ва айланма ^аракатининг 
бурчак тезлиги бернлганда текис шакл бош^а бир нукрюсининг 
тезлигини (11.7) форму лага мувофиц аницлаш уни цутб усулида 
анщлаш дейилади.

68- §. Текис шакл икки ну^тасн тезликларннинг проекциялари га 
°ид теорема

Теорема. Текис шаклнинг иккита нуцтаси тезликларининг шу 
нуфпалардан утувчи уцдаги проекциялари узаро тенг бЦлади.

Исбот. Текис шакл А ва В нуцталарининг тезликлари берилган 
булсин (120-расм). Маълумки, В нуцтанинг тезлигини (11.6) кури-
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X
120- расм.

нишида ёзиш мумкин. А ва В нуцталар орцали х  уцни угкази 
(11.6) ни шу уцца проекциялаймнз:

vBA -L х  булгани учун бу тенглнкда (ипА )х =  0 булади. Шундай цилиг,

Теорема исботланди.
Текис шаклнинг бирор В нуцтаси тезлиги йуналиши ва бошка А 

нуцтасининг тезлиги маълум булганда В нуцта тезлигининг микдо- 
рн (11.8) дан фойдаланиб топил ади.

Берилган онда тезлиги нолга тенг булган текис шакл нуцтаси 
тезликларнинг оний маркази ёки цисцача оний марказ дейилади 
Текис шаклнинг тезлиги нолга тенг булган биргина нуцтаси ĵ ap 
онда мавжуд эканлигнни исботлаймиз. Текис шакл бирор О нуцтаси 
нинг тезлиги и, ва шу О нуцта атрофидаги айланма ^аракатиниш 
бурчак тезлиги <о берилган булсин (121-расм). О нуцтани цутб деб

(vb )x= ( va ) * + ( yiM К-

К )« =  Ы - ( 11. 8)

69-§. Тезликларнинг оний маркази

Щ  Р Р нуцтани олиб, (11.6) формулага кура 
унинг тезлигини аницлаймиз:

up = v0 +  Vpo• (П-9)

(11.5) га асосан i?ро =  (о-ОР ёки ОР= ~
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у  *,олда (11.9) тенгликдан vp =  О булиши келиб чи^адн. Бинобарин, 
р  луцта текис шаклнинг тезликларн оний маркази булади.

70- §. Текис шакл ну^тадарининг тезликларини онил марказдан
фолдаланиб аниклаш

Берилган онда текис шаклнинг оний маркази Р  ни цутб деб 
олиб, (11.6) формулага мувофиЦ текис шакл А, В, С нуцталарининг 
тезликларини топамиз (122-раем):

VA  —  V p  +  VAp ,  V g  =  V p  +  V Bp ,  v c  =  Vp  +  V Cp .

Бу ерда vp =  0 булгани учун цуйидагнча ёза оламиз: 

vA =  vAP, v B =  vBP, vc =  vcp
\амда

vA =  (o-PA, vB =  4>PB, vc =  шРС,
(11.10)

vA _L PA, vD -L PB, vc _L PC.

Демак, бирор онда оний маркази маълум булган текис шакл нуц- 
таларининг шу ондаги тезликларини оний марказ атрофида худ- 
ди оддий айланма %аракатдаги жисм нуцталарининг тезликлари 
каби топиш мумкин. Текис шакл ихтиёрий ну^тасинннг тезлиги 
унинг оний марказ атрофида айланишидаги бурчак тезлиги билан 
мазкур ну^тадан оний марказгача булган кесма узунлигига купайтма- 
сига тенг булади ва айланиш йуналишн буйича шу кесмага перпен
дикуляр равишда йуналади. (11.10) дан текис шакл ну^таларннинг 
айни пайтдаги тезликлари орасидагн муносабатни ани^лаймиз:

° А  VB  °С
РА ~  РА ~  PC ’ (11-11)

яъни текнс шакл ну^таларининг ^ар ондаги 
оний марказдан мазкур ну^таларгача бул
ган масофаларга мутаносиб булади.

71-§. Баьзи ^олларда тезликларнинг 
оний марказини аниклаш

1. Агар текис шакл бирор А ну^таси- 
нинг тезлиги vA ва В ну^тасининг тезли
ги йуналган чизиц маълум булса, тезлик
ларнинг оний маркази А ва В  ну^талар- 
Дзги тезликларга утказилган перпендику- 
лярларнинг кесишган ну^тасида булади 
(123-расм, о). А нуцта тезлигининг моду
ли маълум булгани учун А нуцтадан оний

тезликлари модули

122- раем.
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124- раем.

а) 5) _ в)
123- раем.

марказгача булган АР масск|)анн аннцлаб, (11.10) дан текис шакл
нинг бурчак •тезлнгини топамиз:

VA(О =  ---- .
АР

2. Агар текис шакл А ва В нуцталарннинг тезликлари паралл« л 
ва АВ га перпендикуляр йуналган булса, у цолда оний марказни 
аницлаш учун тезликлар модули . а̂м маълум булиши керак (123- 
расм, б, в).

vB РВ
(11.11) га кура —  =  — . Бннобарин, А ва В  нуцталар тезлик

векторларинннг учи оний марказ орцали утувчи тугрн чизикда ётади. 
Шу тутрн чизицнннг (АВ) билан кесишган нуцтасн тезликлар оний 
маркази булади.

1 2 8



125- расм.

Агар текис шакл А ва В нуцталари- 
щлг тезликлари тенг ва параллел йу
налган булса, у *олда тезликлар оний 
маркази чексизликда булади (АР =  оо); 
текис шаклнинг бурчак тезлиги

va _  *л q 
“  АР

яъни текис шакл берилган онда илгари
ланма ^аракат цилади (124-расм, а, б).

3. Техникада купинча текис шакл би
рор 1$згалмас чизиц устида снрпанмасдан 
харакатланадиган доллар учрайди. Тутри 
чизнкли рельс устида сирпанмасдан думалаётган гилдирак бунга ми- 
сол була олади. Бу з^олда текис шаклнинг цузгалмас чизик’ца тегнб 
турган нуцтасининг тезлиги нолга тенг булгани учун оний марказ 
шу уриниш нуцтасида ётади (125-расм).

72-§. Текис шакл нуцтасининг тезланиши

Текис шакл нуцталарининг тезланишлари орасидаги богланиш 
цуйидаги теорема ёрдамида аннкланади.

Теорема. Текис шакл ихтиёрий нуцтасининг тезланиши цутб 
тезланиши билан мазкур нуцтанинг цутб атрофида айланишида- 
ги тезланишининг геометрик йигиндисига тенг.

Исбот. Текис шакл бирор А нуцтасининг з^амда мазкур нуцта 
атрофида текис шаклнинг со айланиш бурчак тезлиги ва е бурчак 
тезланишининг алгебраик ций.матн берилган булсин.

А нуцтани цутб деб олиб, текис шакл ихтиёрий В нуцтасининг 
тезлигини (11.7) формуладан аницлаймиз:

vB =  vA +  ш X АВ
В нуцтанинг тезланишини аницлаш учун (11.7) дан вацт буйича 

^осила оламиз:

Бунда

ТО) —
dvB dvA

WB di di

dVA
= W

da)

+
diо

~~dT
—  — dAB 

X /Ifi-f-w  X ■
dt

di
-  dAB -  ~  Т Ъ  = c ,  — —  = vb a =<o X A B

dt dt 
булгани учун

™в=™А +"ё ХЛЯ+w  Х иВА,

бунда wa—A нуцтанинг тезланиши; Tx~AB=H lA— B нуцтанинг А 
чУтб атрЦида айлгнишидаги тезланиши; со X~vba — wba— В нуцта-
9—2344



а’в=ам+и>вл. (11.13)
(10.14), (10.15) ларга асосан w \A= A B -t, ц»£д =/1ва>г. Шу сабабли 
w Ba  нинг модули цуйндагича аницланади:

w b a  — A B Y  е*+ш4.

w b a  нинг йуналиши (10.17) га кура аншушнади:

t * l » - J i L .  (11.IS)

Шундай цилиб, В нуцтадаги Wba ва Wba тезланншларни геомет
рик цушибшвл тезланишни аницлаймиз ва уни В ну^тага куч и р и л -  
ган А ^утбнинг тезланиши wa билан бнрга геометрнк ^ушиб В нун- 
танннг тезланишини ани^лаймиз.

Теорема исботланди.
Текис шакл бирор нуцтасининг тезланиши ^амда айланма ^ара- 

кат бурчак тезлиги ва бурчак тезланиши маълум булса, бу теорем -

нинг А ^утб атрофида ай- 
ланишидаги марказга ин
тилма тезланиши.

Шундай цилиб,

w b = w a + w b a  + ^ 2 ^

(П .12)
(11.12) да W b a  +  W b a  =  

W b a  Деб ёзиш мумкин, 
бунда wAB—B  нуцтанннг 
А атрофида айланиш; i да. 
ги тезланиши.

В ну^танинг А атро- 
фида айланиши тезланув- 
чан булганда wba Ацутб- 
га нисбатан айланиш йу
налиши буйича (126-расм,
а), секинланувчан булган
да эса—унга ^арама-цар- 
ши йуналадн (126-расм, б), 
яъни w]jA нинг А цутбга 
нисбатан йуналиши бур
чак тезланиши е нинг йу- 
налишига боглиц равишда 
олинади.

Натижада В ну^танинг 
тезланиши цуйидагн фор
муладан аншумнади:

126- раем.



дан фойдаланиб текнс шакл ихтиёрий ну^тасининг тезланиши ани^-
ланади. _

Текис шакл ихтиерии нуцтаси тезланишининг микдори ва йуна- 
лишини (11_13) дан фойдаланиб аницлаш мураккаб [булиши мумкин. 
Бу Х°лДа wb нинг бир-бирига перпендикуляр йуналган уклардаги 
проекциялари топилади. Бунинг учун уцлардан бирини, масалан, х  
\^ни айланиш радиуси {АВ) буйлаб, иккинчисини эса унга перпенди
куляр равишда Утказиб, (11.12) ни мазкур уцларга проекциялаймиз.

(11.16)
= ^ 0 0 5 9 — =  tt^coscf—Л£(02,]

1w b a = ^ sin f —Iв -А В ,)

бунда ш'л вектор билан х уцнинг мусбат йуналиши ташкил цилган 
бурчакнинг катгалиги ф га тенг деб олинган. w b  нинг координата 
улари да г и проекциялари маълум булса, унинг модули [ва йуналиши 
цуйидаги тенгликлардан ани^ланади:

а>в= V ^ в х + а в и ’

cos (w, х) = Вх cos (ш, у) =
WB

(11.17)

(11.18)

73-§. Тезланишларнинг оний маркази

Текнс шаклнинг берилган ондаги тезланиши нолга тенг булган 
нуцтаси (ёки текис шаклга богланган ва у билан биргаликда .\apa- 
катланувчн текисликнинг нуцтаси) тезланишларнинг оний маркази 
дейилади.

Агар текис шакл бирор А нукдгсининг тезланиши wA ва текис 
шаклнинг бурчак тезлиги to хамда бурчак тезланиши е берилган бул
са, тезланишларнинг оний маркази цуйидагича ани^ланади. Дастлаб 

| е |
g(i= Формуладан ц ^  ,к

бурчак топилади. Сунгра Ща 
тезланувчан айланма .рра- 
катда wA векторга харакат 
йуналиши буйича, секинла- 
нувчан айланма ,\аракатда 
эса айланиш йуналишига 
тескари йуналишда |л бур
чак остида АК  тугри чизиц- 
Н1‘ Утказамиз (127-расм, а,
б). Бу турри чнзнкда шун- 
Дай Q нунутапи анн^лаймиз-
КИ- бУВДа 127- раем.
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129- раем.

AQ =
wA

У  e2-(-a)4
(11.19)

булсин. У ^олда Q ну^та тезланишларнинг оний марказини и^ода- 
лайди. ^а^и^атан ^ам (11.13), (11.14) формулаларга кура

WQ= WA + WQA' WQA=AQ • У  е2+ шХ =WA’

Бундан таш^ари, wQA вектор АК  т\три чизиц билан ц бурчакни таш
кил цилади, яъни wQA мицдор жи^тдан wА га тенг, йуналиши эса 
w A га цэрама-цфшвдир. Шу сабабли wQ =  wА +  wQA—0 .

Агар тезланишларнинг оний маркази Q ни цутб деб олсак, 14^=0 
булгани учун (11.13) ва (11.14) формулаларга кура

WB = W QB

ва
wB=BQ У  е г+ ы 4 ( 11.20)

Шундай ь^илиб, текис шакл ну^таларининг берилган ондаги тезла- 
нишлари мазкур ну^талардан тезланишларнинг оний марказигача бул
ган масофаларга мутаносиб булади:

J2L „  =  .5 L  _  . . .  _ K 7 T j ^ r
BQ AQ CQ

( 11.21)

Бундан таш^ари, такие шакл ну^таларннинг тезланиш векторлари ва 
мазкур ну^таларни тезланишларнинг оний маркази билан туташти- 
рувчи кесмалар орасидаги ц бурчаклар ^ам бир хил булади (128- раем). 
е = 0  булган ^ол учун Wa —Щл , Wb = w>qb ^амда тезланишларнинг 
оний маркази wA ва wB йуналган чизи^ларнинг кесишган нуцтасида 
булади (129-раем).
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74-§. Текис параллел ^аракатдаги цаттиц жисм иуцталарииинг 
тезлик ва тезлаиишлариии аниклашга дойр масалалар

24- масала. Узунлиги 0,2 м булган О А кривошип со0 = 1 0  ~~—
бурчак тезлик билан бир маромда айланади ва узунлиги 1 м булган 
АВ  шатунни ^аракатга келтиради. В  сирпангич вертикал буйлаб ба
раках цилади. Кривошип ва шатун узаро перпендикуляр ва горизон- 
тал уц билан а = р = 4 5 °  бурчак ташкил цилган пайт учун шатуннинг 
бурчак тезлиги ва бурчак тезланиши ^амда В сирпангичнинг тезлиги 
ва тезланиши топилсин (130-расм).

Ечиш. Бу масалада механизм О А кривошип, А В шатун ва В сир- 
пангичдг.н ташкил топган. ОА кривошип А цузгалмас атрофида 
айланади. В сирпангич вертикал чизикда илгариланма ^аракат цила- 
ди, АВ  шатун ху текисликда текис параллел ^аракатда булади.

Масалани ечишни цутб учун олинадиган А нуцтанинг тезлиги ва 
тезланишини аницлашдан бошлаймиз:

у д = ( о 0О Л ,  г л = 2 - ^ - ,  v a - L O A .

В нуцтанинг тезлигини цуйидаги уч усулда аниклаймиз.
1. Текис шскл икки нуцтаси тезликларининг прсекцияларига сид

( ^ ) ав

теорема асосида аниклаймиз (130-расм, а):

vA= vB cos 45°, vB =  =2,82 —  .
cos 45э с

2. Тезликлар оний марказидан фойдаланиб vB ни топамиз. А нуц- 
тадан vA га, В нуцтадан ьв га утказилган перпендикулярларнинг 
кесишган Р нуцтаси А В шатун учун тезликларнинг оний маркази 
булади. Расмдан АР  ва ВР  оний айланиш радиусларинн аницлаш 
мумкин:

А Р = А В , В Р = А В У Т .
А£АВ ни эътиборга олиб, шатуннинг оний бурчак тезлиги и>АВ 

ни топамиз:

^ л ~ ы а в ' ^ Р >  ЫА В =

Шундай цилиб,

vb = ua b -B P = 2 A B V ~ 2 =  2 ,8 2 ^ - .

3. АВ  шатуннинг А нуцтасини цутб учун олиб, В нуцтанинг 
тезлигини (11.6) формула ёрдамида аниклаймиз:
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м —
Бунда vba—mab -A B = 2  —  ; vBA _L BA, vA эса А В буйлаб йуналга- 
видан vb a J L va . Бу ^олда

К  ° B - V  “ 2 .8 2 -i- .

В нуктанннг тезланишини аниклаш учун А ну^тани цутб деб 
олиб, (11.12) форму лани ^уллаймиз:

wB= w A+ w lA-\-w%A.

О А кривошип со0 бурчак тезлик билан текис айланма рракатда 
булгани учун А нуцтанинг тезланиши О марказга йуналадн ва унинг 
модули цуйидагича аницланади:

шл = ш ^ = О Л -0)^=0,2-10 -'= 20 -~

АВ  шатун А к,утб атрофида айланганда В нуцтанинг марказга 
интилма тезланиши В нуцтадан А нуцта томонга йуналадн ^амда
(10.15) га асосан

I  ^ = ^ - ^ в = 4 -5-

булади.
Масала шартига кура В  нуктанннг тезланиши wB вертикал чизи^ 

буйлаб йуналади. wB ни дастлаб график усулда аницлаймиз. Бунинг 
учун В ну^тада танланган масштаб бирлигида А нуцтанинг тезлани- 
ши wA ни куямиз (130-раем, б). wA векторнинг учидан (ВА) [га па
раллел равишда wnBA векторни утказамиз. w^A векторнинг учидан 
(ВА) га перпендикуляр булган (яъни w”A га параллел булган) т$три 
чизи^ утказамиз. Бу тутри чизицнинг В  ползуннинг тезланиши йунал
ган чизиц билан кесишган нуктаси wB ва w^A векторларнинг учини 
ифодалайди. Расмда улчаш йули билан wB ва wBA ларни аншушй- 
миз:

и.'в =5,65 м/с*, ш^л =  16 м/с*.

К'ВА= А В ’елв  булгани учун А В шатуннинг бурчак тезланиши

ед я ~ ~ ^ ~  — = 1 6  С—2
Ав АВ  1

130-раем, а ва б ларни солиштирнб, t B ва wB лар узаро ^ара- 
ма-царши томонга йуналганлигини курамиз. Бинобарин, В  сирпангич 
курсатилган ^олатда вертикал буйлаб секинланувчан ^аракатда була
ди. Шу пайтда со ва е лар бир томонга йуналгани учун В нуцта
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131- раем.

А кутб атрофида тезланувчан айланма ^аракатда булади, деган ху- 
лосага келамиз (130- раем, в).

wB ва wBA ларнинг йуналишини бнлган ^олда уларнинг модули- 
ни аналнтик усулда аницлаш йули билан текшириш мумкин. Бунинг 
учун В нуцтада х  ва у  у^ларни олиб, (11.12) ни бу уцларга проек- 
циялаймиз:

25- масала. Радиуси г= 0 ,5  м булган рилдирак турри чизицли 
рельеда сирпаимай рилдирайди; берилган пайтда рилдирак С маркази-

м м
нинг тезлиги t»c = 0 , 5 ~  ва секинланиши wc =0,5 ~ . Рилдирак тез-
ланишининг оний маркази, тезликлар оний марказининг тезланиши, 
шунингдек, рилдирак М  ну^гасининг тезланиши топилсин (131-раем). 

Ечиш. Бу масалани икки усулда ечамиз.
1. Рилдирак С марказининг ис тезлиги ва wc тезланиши маълум 

булганидан, С ну^тани цут5 де5, (11.12) формулага муво£и^ М нуц- 
таш тг т^зланл'лши цуйидаги фэрмуладаи ани^лаймиз:

wB cos 45° =wnBA, 

—wB cos A 5 ° = w a  + u> lA 

(1) дан wg ни топамиз:

( 1)
(2)

wB нинг ^ийматини (2) га цуйиб, wxBA ни ^исоблаймнз. 

ЫдЛ= —wB cos’45e+ w M =  16 м/с1.

Ы'м — O'C+tt’AlC+aJAJC* ( 1)
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бу ер да
К с= * р М С .

^ Амс = К МС
б^либ, шр ва ер лар оннй бурчак тезлик ва оний бурчак тезланишни 
ифодалайди.

Рилдирак снрпанмасдан думалаганидан fhлдирак билан рельснинг 
уриниш нуцтаси Р тезликларнинг оний маркази булади. У ^олда

Ус =СЯ-юр= го )р, (2)

бундан
vc , 1 /оч(ор= ---- , <о = 1 — . (3)

r г г с

Рилдирак бурчак тезлигининг йуналиши vc нинг йуналишига муво- 
фик аникланади, яъни кузатувчидан шакл текислигига перпендикуляр 
равишда йуналади. С нуцта турри чизицли ^аракатда булгани учун 
унинг тезланиши цуйндагича аницланади:

Ж  wc = ±  (СР.(0Р) =  СР -  С Р.гр,

бундан
и>с 
СРЕр — г р  » вр—1с~2. (4)

гр нинг йуналиши Wc нинг йуналишига мувофиц аницланади, яъни 
шакл текислигига перпендикуляр равишда кузатувчи томонга йуна- 
лади.

| Энди с ва иРмс ларни топамиз:

® ic =  " S ' * МС =  Шс ; СР ~  МС, (5)

tc* =  ш'МС  =  ( -% У -М С  =  —  =  0,5 м/с*. 
м с  \ С Р  )  СР (6)

tohc ва Wmc векторларни М  нуцтада 131-расмдагидек тасвирлаймиз. 
С нуцтанинг царакати секинланувчан булганидаи ыж  М  нуцтада 
РИлднракка уринма равишда пастга йуналади; ымс эса М нуцтадан 
•йланиш маркази С нуцтага цараб йуналади. (11.12) га мувофиц М 
нуцтага ы'с вектор цам цуйилади. Энди М нуцтанинг тезланишини 
Лпамиз (131-расм, а):

WM -  /  ( ^ с ) 1 +  (®с — “ftc)8 =  }/ w% +  (tt'c — § ■ )*  =  °>5 w70*- 

Бу тезланиш М  дан вертикал пастга 1\араб йуналади.
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Р ну^танинг тезланишинн (11.12) га мувофиц аницлаймиз:

® р “  ™ с+ * хр с +  * рс • (7)
МС =  PC ва пидиракнинг .\амма нуцталари бир хил оний бурч, к 
тезланиш г р  ^амда бир хил оний бурчак тезлик <оя га эга булгани- 
дан Р ну^таниг уринма ва нормал тезланишларининг мицдорлари ,\f 
нуцтанинг мос тезланишларига тенг булади; йуналишлари Р ну^та.;а 

ларнинг йуналишларига асосан олинади:

К с  =  К с  =

vc
К с  =  “ й с  =  •

(7) тенгликка мувофик, а-с , a  ларни Я нуцтага 131-'расм, а да тас- 
вирлангандек ^уямиз. У ^олда

Ы'р =  V  (wc — о>СР)2 +  (w%c)2 =  0,5 м/с*.

Бу тезланиш Р нуцтадан С га цараб йуналади. Бу тенгликдан тез- 
ликлар оний марказининг тезланиши нолдан фарцли булишини кур.1- 
миз.

Шундай к,илиб, Af ва Р  нукталар тезланишларининг мицдорлари 
тенг, йуналиши эса параллел булиб, царама-царши томонларга йуна
лади.

2. Энди бу масалани тезланишлар ’оний марказидан фойдаланиб 
ечамиз. Рилдиракнинг vc тезлиги ва wc тезланиши маълум булгани- 
дан, (1)р ва ер ларни юцоридагидек аницлаш мумкин.

Q нуцтани тезланишлар оний маркази деб, унинг С нуцтага ни - 
батан ^олатини (11.19) формула асосида топамиз:

™  wc V *CQ =  —  - - = ------м.
V  ер+  шАр  4

Энди CQ кесманинг wc билан ташкил этган бурчагини аницлайми :

t g H = - ^ f '  =  l. ц =  45° =  - ^  рад.
« я  4

wc тезланиш йуналган чизик^а ер йуналишида ц бурчак остида CQ 
чизнпши утказсак, тезланишлар оний маркази Q нинг ^олати маълум 
булади (131-расм, б). &CQP тенг ёнли булганидан

V T

Р нуцта тезланишининг модули

wp =  P Q y^ t2p - f  (dJ, =  > r%~ =  0,5 м/с*.
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Бу тезланиш Р ну^тада [Р Q1 га 45° бурчак остида утиб, Р дан С 
гомон йуналади.

Шунннгдек, ________
wM =  МР - } г], +  (о̂ , =  0,5 м/с*.

5у тезланиш МР  билан 45° бурчак ташкил ^нлиб, М  нуцтада гр 
йуналиши га биноан вертикал пастга йуналади.

XII б о б

КАТТИК ЖИСМНИНГ КУЗГАЛМАС НУКТА АТРОФИДА 
АЙЛАНМА ^АРАКАТИ

Жисм ^аракатланганда унинг бирор нуцтаси доимо цузгалмасдан 
цолса, цаттиц жиемнинг бундай ^аракати цузгалмас нуцта атро- 
фидагч айланма харакат ёки сферик харакат дейилади.
: Масалан, жисм бирор нуцтаси билан бошца бир лузгал мае жием

га сферик шарнир воситасида бириктирилган булса, вацт утиши би
лан жисм нуцталарн шарнир атрофида сферик ^аракатда булади; ёки 
уткир учли пирилдоц горизонтал текисликдаги бирор нуцтада туриб 
долган ^олда, унинг бу нуцта атрофидаги ^аракати жиемнинг ь̂ уз- 
ралмас ну^та атрофидаги айланма ^аракатига мисол була олади (132- 
раем).

75-§. Эйлер бурчаклари. Сферик ^аракат тенгламалари

- Жиемнинг цузгалмас О ну^та атрофидаги ^аракатини урганиш 
учун О |  т! £ цузгалмас координаталар системасини ва жисм билан 
маркам бириктирилган э̂ амда у билан бирга ^аракатлана оладиган Охуя 
координаталар системасини утказамиз (133-раем). Жисм ^аракатини 
Урганиш учун О |  г] С цузгалмас системани асосий координаталар сис
темаси деб ^абул ^илиб, Охуг цузгалувчи координаталар системаси- 
нинг ^аракатини асосий системага нисбатан урганиш кифоя. 
к Кузгалувчи Охуг снстеманннг кузгалмас системага нисбатан вази- 

ятини Эйлер бурчаклари деб аталувчи учта бурчак орцали аницлаш 
мумкин. Эйлер бурчаклари цуйидагича киритилади: лузгал мае О £ т] 
текислик билан ^узгалувчн Оху текиеликнинг кесишган ON чизири 
Щгунлар чизиги дейилади. К,узгалмас 0 5 л текисликда ётувчи 0 6  
f t  билан ON орасидаги бурчак т|> билан белгиланади. Ушбу бурчак 
прецессия бурчаги дейилади. ^узгалувчи О ху  текисликда ётувчи 
ON билан Ох орасидаги бурчак ср билан белгиланади ва соф айла- 
ниш бурчаги дейилади. О £ ва Ог орасидаги бурчак 0 билан белги
ланади ва нутация бурчаги дейилади, О С, Oz, ON уцларнинг учла- 
Ридан цараганимизда шу у^ларга мос перпендикуляр текисликларда 
Жойлашган я|з, <р, 0 бурчаклар соат милининг айланишига тескари 
И иалишда орта борадиган йуиалишнн бурчакларнинг мусбат йуна
лиши деб цабул циламиз.
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Агар г}\ 0, ф бурчаклар маълум булса, цузгалувчи Oxyz коорди
наталар системасининг ва у билан бнрга жиемнинг О Е rj £ цузралмас 
системага нисбатан вазияти маълум булади. ^ацицатан ^ам, бошлан- 
рич пайтда О Н т) £ билан устма- уст тушадиган ва жисмга бириктн- 
рилган О ?! л, Ci снстемани куйидаги кетма- кет учта айлантнриш би
лан Oxyz устига тушнриш мумкин. Дастлаб О h  т), £, ни О £ ат
рофида курсатилган йуналишда ^  бурчакка айлантирсак, О?, у’ц ОМ 
билан устма-уст тушади. Шундан кейин 0V  уцатрофида ОС, ни кур- 
сатнлган йуналишда 0 бурчакка айлантирамиз, бу ^олда 01, , ук Ог 
билан устма-уст тушади; ни.\оят Oz уц атрофида ON ни курсатил
ган йуналишда ф бурчакка айлантирсак, ON уц Ох билан устма- уст 
тушади. Натижада О r|, Ci система Oxyz система билан у с т м а -уст 
тушади. К,узгалувчи Oxyz системанинг цузгалмас О Е rj  ̂ системага 
нисбатан вззиятини аннцлайдиган, бир- бирнга борлиц булмаган эркин 
узгарувчи ф, 0, ф бурчаклар Эйлер бурчаклари дейиладн.

Жиемнинг цузгалмас нуцта атрофидаги харакати учта Эйлер бур- 
чакларн билан аницланганн учун бундай жиемнинг эркинлнк дара- 
жасн учта булади.

Агар ф, ф ва 0 бурчаклар t вацтнинг узлуксиз функцняси кур”* 
нишида

t  =  fi (О,
Ч> = / г  (0 . 

0 =  /3 (0
( 12. 1)

берилган булса, цаттнц жиемнинг цузгалмас ну|\та атрофидаги 
кати ани^ланган булади. (12.1) тенгликлар qammu/f жиемнинг 
галмас нуцта атрофидаги jpаракат тенгламалари дейилади.
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76-§. Цузгалмас ну^та атрофида айланувчи жисмнинг 
кучишига оид Эйлер — Даламбер теоремаси

Фазода жисмнинг вазияти унинг бир т>три чизин; устида ётмай- 
днган уч ну^таси билан аницланиши геометриядан маълум. О нун- 
та ^узгалмас булгани учун жисмнинг з^олати унинг О нуцтадан утув- 
чи бир турри чизикда ётмайдиган иккита ихтиёрий нуцтасининг по
лати билан аницланади. Бу икки нук,тани цуйидагича оламиз. К,уз- 
ралмас О ну^тани марказ ^илиб, ихтиёрий радиус билан сфера чи- 
замиз (134-раем, а). Сферани жисм билан бириктирилган деб царай- 
шиз. Сфера устида жисмнинг ихтиёрий А ва В нуцталарини олиб, 
уларни сфера катта айланасининг ёйи билан туташтирсак, олинган 
АВ ёйнинг з^олатига асосан берилган жисмнинг з^олатини аниклаш 
мумкин. Сферик харакатдаги жисмнинг бир зфлатдан бошца з^олатга 
кучиши цуйидаги Эйлер—Даламбер теоремаси билан аницланади.

Теорема, ^узгалмас нуцта атрофида айланувчи цатти^ жисм
нинг бир %олатдан иккинчи уолатга утишини цузгалмас нуцта 
орцали утувчи бирор уц атрофида бир айлантириш билан олиш 
мумкин.

Исбот. Сфера сиртида олинган ^  АВ  жисмнинг биринчи вазияти- 
н и , Л , А ,  эса иккинчи вазиятини ифодаласин (134-раем, б). Тео- 
ремани исботлаш учун А ва А Х ни з^амда В ва 5 , ни сфера катта 
айланасининг ёйлари билан туташтирамиз. >^оеил булган ЛЛ1 ва В В Х 
ларнинг уртаеидаги К  ва L нуцталардйн мазкур ёйларга сферик пер
пендикуляр ёйлар утказиб, уларнинг сфера сиртида кесишган нуцта- 
синн С билан белгилаймиз. С ва О нуцталар орцали ОС у^ни утка- 
замиз. С ну^тани сфера катта айланасининг ёйлари орцали А, Л, ва 
В, В Х лар билан туташтириб, сферик Л  ABC  ва Д ларни

134- раем.

О
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^осил циламиз. С нуцта А ва А, и ук :... 
лардан ^амда В ва В, нуцгаларл н 
тенг узоцликда булганидан АС — А ,г  
ва ВС =  ВуС\ жисм цаттиц жисм б\ . 
ганидан

АВ  =  Л^В,.

Шу сабабли ABC ва А ХВХСХ сфе| ik 
учбурчаклар конгруэнт булади, н.т: и- 
жада сферик д ABC ни (ОС) атрофида

ЛСЛ, =  BCBi =  ф бурчакка айлантнр- 
сак, сферик А Л ,/? ,^  нинг устнда ту.

135- раем. шади, яъни <j A B  jB j ^олати.чи
эгаллайди. Теорема исботланди.

К,аттиц жиемнинг цузгалмае нуцта атрофидаги царакатини кетма- 
кет узлуксиз элементар кучишлардан иборат деб цараш мумкин. Не- 
ботланган теоремага асосан, ^ар бир элементар кучишни цузга.т ю 
нуцтадан утувчи бирор уц атрофида чексиз кичик бурчакка буриш 
натижасида олнш мумкин. Бундай у^ айланиш оний уци ёки оний 
уц дейилади. Шундай цилнб, жиемнннг лузгал мае нуцта атрофидаги 
^аракатини шу нуцтадан утувчи оний уцлар атрофида кетма-кет уз
луксиз оний айланма ^аракатлардан ташкил топган деб цараш мум
кин. Бу э̂ ол оний уцнинг фазода узлуксиз равишда узгариб туриши- 
нн курсатади. Оний уц взцт утиши билан фазода ва жиемда из н,ол- 
диради. Оний уцлар цолдирган изларининг геометрик урни боши 1\\з- 
галмас нуцтада булган конуссимон сиртдан иборат булади. Оний 
уцнинг ^аракатсиз фазода чизган конуссимон сирт узгалмас аксоид, 
жиемда чизган конуссимон сирт цузгалувчи аксоид дейилади. Конус- 
ларнинг бир-бири билан тегиб турган умумий чизири оний уц булади 
(135- раем).

Каттнц жиемнинг сферик ^аракатини итальян олими Пуансо гео- 
метрик тарзда цуйндагича тасвирлайдн.

{\узга.гмас нуцтаси булган цаптиц жиемнинг бир %олатдан ик- 
кинчи %олатга утишини цузгалувчи аксоидни ыузгалмас аксоид ус- 
тида сирпантирмасдан думалатиш натижасида ама-гга оширим 
мумкин.

77- §. Сферик ^ а р а к а т д а г и  жиемнинг оний бурчак тезлиги 
ва оний бурчак тезланиши

K,\3Fa.iMac нуцтага эга булган цаттиц жиемнинг айланиш оний 
уци атрофида элементар бурчакка айланншидаги со бурчак тезлик 
оний бурчак тезлик дейилади.

Жисм кузгалмас нуцта атрофида ^аракатланганда оний уцнинг 
йуналиши узгара борадн, шу сабабли оний бурчак тезлик вектори 
мицдор ва йуналиш жи^атидан узгаради. Одатда со оний бурчак тез-
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лик вектори цузгалмас О нуцтага цу- 
йилган ва оний уц буйлаб йуналган 
вектор билан тасвирланади.

Оний бурчак тезлик векторидан 
вацт буйича олинган биринчи косила 
оний бурчак тезланиши дейилади:

— а сое = -----
at

( 1 2 .2) N

е оний бурчак тезланиш вектори, со 
векторнинг годографи ALN  га утка
зилган уринма буйича йуналади (136- 
расм). е векторни з̂ ам О нуцтага цу- 
йилган вектор билан тасвирлаймнз.

Демак, жисм цузгалмас нуцта ат
рофида %аракатланганда, цузгалмас
уц атрофидаги царакатдан фарцли равишда оний бурчак тезлик 
вектори о  билан оний бурчак тезланиш вектори г бир чизицда 
ётмайди.

78-§. Кузгалмас нуцта атрофида айланувчи жисм 
нуцтасининг тезлиги

Жисм цузралмас нуцта атрофида ^аракатланаётганда ,\ар онда ай
ланиш оний уци мавжуд булиб, жисм шу пайтда со оний бурчак тез
лик билан айланма ^аракатда булади. Жиемнинг оний уцда ётмайди- 
ган исталган М  нуцтасининг чнзицлн тезлигини аннцлаймиз. Уни 
Эйлер формуласига мувофиц аницлаймиз:

v =  со X г, (12.3)

бунда г =  ОМ — М  нуцтанинг радиус- вектори, О ва М  — жисм нуц- 
тасн булганидаи \ОМ\ =  const булади. Тезлик вектори ОР оний уц 
ва М  нуцта ётган текисликка перпендикуляр йуналган булади (137-
раем). Унинг модулини иккита _ __________  ____
вектор векторли купайтмасининг 
модул ! каби аницлаймиз:

|о | =  co-rsin(cor ) =  со Л, (12.4)
бунда h — М нуцтадан ОР айла
ниш оний уцига тушнрилган пер
пендикуляр булиб, у h =  г -sin
(со, r )  =  r-s in y  га тенг.

Агар оний бурчак тезлигининг 
КУзгалувчи у^лардаги проекция- 
р р и ни сох, сОу ,со. билан ва буу^-
■■Рнинг бирлик векторларини 137- расм.
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i, j, k билан белгиласак, (12.3) ни детерминант шаклида цуйидагнча 
ёзиш мумкин:

' i J к
• о ) Х г  = (|)у со*

х у  г
бунда х, у, г  — М  нуцтанинг координаталари. Бу детермннантни би- 
ринчи йул элементлари буйича ёйиб, тезлик учун ^уйидаги ифодани 
оламиз:

v =  ((0у2 —  и>гу) Т+(ш гх — (1)дг) Т +  К У  —  ®уДг) к. (12 5)
v векторни координата у^ларидаги унинг проекциялари оркали 

ифодалаймиз:
« =  v~i +  v~j +  v~k.

Бу ифодани (12.5) билан солиштириб тезликнннг х, у, г ^згалувчи 
у^лардаги проекцияларини оламиз:

Vx =  (x)у2 — (0^,
vy = (oix  —  (oxz, (12.6)
vz =  <йхУ— ®уУ-

Шу тарзда v нинг Е, г|, £ ^узгалмас координата у^ларидаги про
екцияларини ф и  аниклаш мумкин:

о* =  о>„С — 0)сл.
с\, =  со,Д — со.£, (12.7)
иС =  “Ч1! — ®л5»

бунда: I, т|, С— М  ну^танинг лузгал мае координаталар системасгта 
нисбатан координаталари; со̂ , ш1), со.— оний бурчак тезликнннг ц\з- 
галмас координата у^ларидагн проекциялари.

Оний у^ устида жойлашган нуцталар учун h =  О булганидан
(12.4) формуладан оний у^ барча ну^таларининг тезликлари нолга 
тенг; бинобарин, мазкур ну^талар учун vx =  vy =  vz =  О ва и.
— v^ — v* — 0 булади. Натижада (12.6) ва (12.7) лардан мос равиш

да ^уйидаги тенгликларни оламиз:
Л _ у _  г

со.
_ j_

Шу

_  Л
со»

( 12.8 )

(12.9)

(12.8) ва (12.9) тенгламалар оний у^нинг мос равишда цузралувчи 
Оху г ва цузгалмас О 5 т) g координаталар системаларига нисбатан тенг- 
ламаларинн ифодалайди. (12.8) дан t вактни йуцотиб згалувчи ак- 
соиднинг тенгламасини, (12.9) тенгламадан эса цузгалмас аксоид- 
нинг тенгламасини з^осил циламиз.
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79-§. Цузгалмас нуцта атрофида айланувчи жисм 
ну^тасининг тезланиши

^узралмас ну^та атрофида э^аракатланаётган жисм нуцтасининг 
Етезланиши унинг тезлик векторинн ифодаловчи (12.3) дан ва^тбуйн- 

ча олинган эрсилага тенг:
d (о— d vw =  - —  

di =  т (<ах7) di

— — dr
X Г (о X ----- |

di

бунда: =  е — жиемнинг оний бурчак тезланиши;

= о) х  г — М  нуцтанинг тезлиги. Бу ифодаларга кура

© =  e X f  +  o)X t). (12.10)
(12.10) даги

Ъ* - 1 x 7  (12.11)
айланма тезланиш,

w* = iо х  v (12.12)
Ццца интилма тезланиш дейилади.

w‘ вектор е ва М  нуцта ётган текисликка перпендикуляр равиш
да йуналади (138-расм) ва сон циймати куйидагича булади:

_-*"ч__
гиг — e*r>sin (е, г ) .

М  нуцтадан е вектор йуналган ОЕ уцца туширилган перпендикуляр

МСХ кесмани ht билан белгиласак, г • sin (е, г)= ht булади. Шунинг учун
“ * =  е-Лх. (12.13)

w° вектор to билан v ётган текисликка перпендикуляр равишда 
(МС) чизиц буйлаб йуналади ва сон циймати

—

wa =  |со X и| =o)-«*sin (ел, у ) =  со*Л (12.14)
формуладан аницланади. (12.14) да 
h — М  нуцтадан оний айланиш ук,и- 
гача булган масофа.

Шундай цилиб, (12.11) ва( 11.12) 
ларга кура (12.10) нфода

ш =  ше +  ю“ (12.15) ®
кУринишда ёзилади. (12.15) формула 
Куйидаги Ривальс теоремасини ифо
далайди.

Теорема, "/згалмас нуцта ат
рофида айланаётган жисм нуцта- 
сининг тезланиши айланма тезла
ниш билан уцца интилма тезла- 
нишларнинг геометрик йигиндиси-

. л

Л  §

\
?/<о

га тенг.
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Тезланиш модули параллелограмм кридасига мувофиц топилади:

w — V (®e)2 +  О О * +  2о»Е-ш“ *cos (wr, ц>“ ). (12.16)

Изо^. ше ва w a ларга дойр (12.11) ва (12.12) ифодалар таш^н 
куринишидан wx уринма ва w„ нормал тезланишларга ухшаса ^ам, 
аслида улардан фарц цилади. Чунки курилаётган ^олда ы билан Т 
бир чизик, буйлаб йуналмайди. Шунинг учун hj ф h. Натижада й? 
тезланиш билан v тезлик бир чизиц буйлаб йуналмайди.

26-масала. О учи цузгалмас булган конус лузгал мае горизонтал 
текисликда снрпанмасдан думалайди. Конуснинг учндаги бурчаги
2 а  =  60* ва асосининг радиусн г =  0,2 м. Агар конус асоси марка- 
зининг тезлиги vc =  0,6 м/с =  const булса, конуснинг бурчак тезли
ги, бурчак тезланиши, асосининг пастки А нуцтаси ва энг юцори В 
нуктасининг тезлиги ва тезланиши аницлансин (139-раем, а).

Ечиш. 1. Конуснинг бурчак тезлигини ани^лаймиз. Конуснинг 
битта О нуцтаси доимо цузкалмас булгани учун конуснинг 
харакати сферик харакатдан иборат булади. Бундай харакатни 
э̂ ар онда оний уц атрофидаги айланма ^аракатдан иборат деб ца- 
раш мумкин. Масала шартига кура, конус текисликда снрпанмасдан 
думалагани учун ОР айланиш оний уци унинг горизонта! текиелнк
ка тегиб турган О А ясовчиси билан цар онда уетма-уст тушади. Шу 
сабабли ОА ясовчидаги хамма нуцталарнннг тезликлари нолга тенг 
булади (139-раем, б). С нуцтанинг тезлигидан фойдаланиб оний 
бурчак тезликнинг модулинн аницлаймиз. (12.14) га асоеан С нуцта- 
нинг тезлиги:

vc =  о  • CD.
140-расмдан CD =  СА cos30D =  л-cos 30°=  0,17 м. У ^олда

Ы =  3-46_'с_1- 
Оний бурчак тезлик вектори <о оний ОР уц буйлаб йуналади.
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2. Конуснинг бурчак тезланишини аннцлаймиз. Оний бурчак тез
лик со ми^дор жи.\атдан узгармас булгани учун конус Ог у к, атро
фида бир марта анланганда со векторнннг учи горнзонтал текисликда
о  радиусли айлана чизади, яъни оний бурчак тезликнннг годографи
о  радиусли айланадан иборат (139-раем, б). со векторнинг Ог 
атрофидагн айланиш бурчак тезлиги Wj ОС уцнннг Ог у к; атрофида- 
ги айланиш бурчак тезлиги билан бир хил булади. Шунннг учун

140- раемдан
СК =  ОС cos 30= =  О A coi 30° • cos Ж  — 2 г cos2 ЗО5 =  0,3 м 

булгани учун
ш1 =  2 с-1 .

Шундай цилиб, to вектор z  ук атрофида |со,| =  2 с-1 бурчак тез
лик билан айланар экан. У з^олда оний бурчак тезланиш вектори 
е оний бурчак тезлик вгкторн to учининг тезлигига тенг булади:

е =  и =  со, со =  6,93 с-2 .

~й вектор со векторнннг годографига уринма буйлаб йуналади. Шу 
сабабли оний бурчак тезланиш горнзонтал текисликда и га параллел 
равишда ОЕ буйлаб йуналади ва е _L со булади.

3. Л ва А ну^таларнинг тезлигини аницлаймиз. Л нуцта оний 
уцда ётганлиги туфайли унинг тезлиги нолга тенг булади:

= ° -
В нуцтанинг тезлигини (12.4) га асосан ани^лаймнз:

=  со BDt .

(BD, =  2 CD =  0,2К 3 м булгани учун

vB =  1,2 м/с.

В ну^танинг тезлиги vB худдн С нук,танинг тезлиги г# каби 
POz текисликка перпендикуляр равншда йуналади ^амда

°с CD
булади.

4. Л ва В ну^таларнннг тезланишини ани^лаймиз. В нуь^танннг 
тезланишини (12. 15) га асосан ани^лаймиз:

=~WB +  u £ ,

бунда ьу д — бурчак тезланиш вектори йуналган ОЕ  укла нисбатан В



нуцтанннг айланма ^аракат 
тезланиши; w'B шу нуцтанинг 
ОР оний уц атрофида айлани- 
шидаги уэда интилма тезлани
ши. ВО =  2л булгани учун 
(12.13) га кура

WB =  е -ВО =  2,771 м/с*

булади. и*в векторни POz те
кисликда (ОВ) га перпендику
ляр равишда шундай йуналти- 
рамизки, е векторнинг мусбат 
йуналишидан Караганда, wB 

векторнинг йуналиши соат милининг айланишига тескари йуналишда 
булсин (140-раем).

(12.14) формула ёрдамида w" ни аницлаймиз:

w%=(ai -BDl =  4,157 м/с*.

вектор В ну^тадан ОР оний уцца туширилган перпендикуляр буй
лаб оннй уц томонга йуналади.

(12. 16) га асосан В  нуцтанинг w в тезланиши модулини аншупаймиз:

wB =  V М *  +  Ю *  + 2  u?B w« cos 120s =  3,66 м/с*.

А нуцтанинг уцца интилма тезланиши нолга тенг: tajj =  0. Шу- 
нинг учун

wA =  == е -АО — 2,771 м/с*

w \  вектор POz текисликда ОА га перпендикуляр равишда юцорига 
йуналади.

Охирги тенгликдан курамизки, оний уц нуцталарининг тезланиши 
у мумий цолда нолдан фарцли булар экан.

XIII б о б
КАТТИК ЖИСМ ^АРАКАТИНИНГ УМУМИЙ *ОЛИ

80- §. Эркин цаттиц жиемнинг ^аракатини илгариланма ва айланма
^аракатларга ажратиш

Эркин жиемнинг фазода умумий ^олда кучишини урганиш цуйи- 
даги Шаль теоремасига асосланади.

Теорема. Эркин жиемнинг фазодаги \ар цандай кучишини бир 
илгариланма харакат ва цутб деб танлаб олинган нуцтадан 
Утувчи бирор yt{ атрофида бир айлантириш билан амалга оши- 
риш мумкин.
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Исбот. Эркин жисмнинг бирор ^Узгалмас Octi£ координаталар 
системасига нисбатан вазияти унинг бир т>три чизицда ётмайдиган 
Л, В, С нуцталарининг з^олати, яъни д  ABC з^олати билан аницланадн. 
Эркин жисмнинг ихтиёрий иккита з^олатнни, яъни t x ва^тдаги I хр- 
латини, /2 вацтдаги II ,\олатини оламиз (141-раем). Бунда бир т>т- 
ри чизик^а ётмайдиган А, В, С ну^талар мос равишда Alt В и СХ ва 
Л2, В2, С2, ^олатларни эгалласин. У з^олда жисмнинг д  t =  t2 — /1 
вацтдаги кучишнни ^уйидагича блжариш мумкин. Жисмга шундай 
илгариланма кучиш берамнзки, натижада Л, ну^та Л2 нуь;та билан 
устма-уст тушеин. Бунда В и С, нуцталар В', С’ нуцталарга утадн. 
У зрлда д Л В С  вазияти д  Л2В 'С ' га алмашшвди ва жисм Г  
з^олатини эгаллайди. Эйлер— Даламбер теоремасига кура, жиемни Г  
зрлатдан II  з^олатга Л ^утбдан утувчи бирор оний у^ атрофида бир 
айлантириш билан утказиш мумкин. Теорема исботланди.

^аракатни бу хилда илгарнланма ва айланма цисмларга ажратиш 
жисмнинг з^ациций з^аракатини акс эттирз олмчйди. Жисмнинг з̂ а^и- 
кий з^аракатини тасвирлаш учун ихтиёрий д  t вацт оралигнни кичик 
булакларга булиб, мазкур булакларга мос булган эркин жисмнинг 
з^аракатинн ^утбнинг илгариланма з^аракати ва цутбдан утувчи оний 
УП атрофидаги айланма з^аракатларндан ташкил топган деб царалади.

Эркин жиемда олинган цутб координаталарини г|4 С., билан 
белгиласак:

1д = / t  (0. 
Лд =  /» (0 . 
1А =  /3 (0-

(13.1)

тенгламалар ^утбнинг ^аракат тенгламаларини ифодалайди.
Жисмнинг ^утб атрофидаги ^аракатини аниклаш учун цутб нуц- 

тасида Ох I т] £ цузгалмас координата системасига параллел булган 
А Х\У1&1 ^м да жисмга бириктирилган Аху ъ координата системалари-
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142 -расм.

ни утказамиз (142-расм). У ^олда жиемнинг цутб атрофидаги сферик 
з^аракатини гр, ф, 0 Эйлер бурчаклари билан аницлаш мумкин. Шу 
сабабли

— U (0. 
ф =  ft (0.
е =  /.(/)•

(13.2)

тенгламалар жиемнинг цутб атрофидаги айланма з^аракатини ифода
лайди.

Шундай цилиб, (13.1), (13.2) тенгламалар биргаликда эркин цат- 
тиц жиемнинг умумий хрлдаги уаракат тенгламаларини ифода
лайди.

8 1 -§ . Эркин цаттиц жисм нуцталарининг тезлиги ва тезланиши

Эркин цаттиц жисм ихтиёрий В нуцтасининг тезлиги, текис па
раллел ^аракатдаги каби, vA цутбнинг тезлиги ва vBA цутбдан утув. 
чн оний уц атрофидаги айланма ^аракат тезликларининг геометрик 
йигандисига тенг:

~ ° в = ^ л  +  ̂ м  + « х Л А , (13.3)

бунда со оний бурчак тезликднр.
Шунга ухшаш, В нуцтанннг тезланишн учун (11.13) каби цуйида- 

ги формула уринлидир:

(13.4)

(13.3) ва (13.4) формулаларнинг нсботи текис параллел з^аракатдаги 
кабн булади. (13.4) даги wBA Ривальс теоремаендан аникланади:

w,ВА =  и'вл +  ®3В А ' (13.5)
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XIV б о б

НУКТАНИНГ МУРАККАВ Х>АРАКАТИ

Шу пайтгача нуцта ёки жиемнинг ^аракатини цузгалмас деб цабул 
цилннган бирор координаталар системасига нисбатан текишрдик. Ку- 
пинча техникада учрайдиган масалаларни ечишда нуцта ёки жиемнннг 
^аракатини икки ва ундан ортиц координата системаларнга нисбатан 
текширншга тугри келади. Бундай ^олда координата системаларидан 
бири цузгалмас деб олиниб, цолганлари эса унга нисбатан маълум 
цонунга мувофнц ^аракат циладн, деб царалади. Бу ^олда нуцта (ёки 
жисм) лузгал мае координаталар системасига нисбатан мураккаб ^ара- 
катда булади. Масалан, Ернинг сунъий йулдоши ичида ^аракатлана- 
ётган бирор нуцта Ерга нисбатан мураккаб ^аракатда булади. Вагон 
ичида юраётган йуловчи поезд ^аракатланаётганда Ерга нисбатан му
раккаб ^аракатда булади. Бу мисолларда Ер билан богланган коор
динаталар системаси цузгалмас булиб, сунъий йулдош ва поезд билан 
богланган координаталар системаси кузгалувчи координаталар систе- 
масидан иборат булади.

82-§. Нуцтанинг нисбий, кучирма ва мураккаб харакатлари

М нуцтанннг цузгалмас О, £ т} £ координаталар системасига нис
батан мураккаб царакатини текширамнз. Бунинг учун О, £ т] £ га нис
батан ихтиёрий равишда ^арзкатланадиган Охуг  координаталар сис
темасини оламиз (143-раем).

М  нуцтанинг кузгалувчи Охуг  координаталар системасига нисба
тан ^аракати нисбий харакат дейилади. Нуцтанинг нисбий ^аракати 
текширнлаётганда цузгалувчн координаталар системасининг ^аракати 
фикран эътиборга олинмайди. Нуцтанинг нисбий ^аракатда чизган 
траекторияси нисбий траектория дейилади.

Нуцтанинг нисбий траектория буйлаб ^аракат тезлиги нисбий 
тезлик, нисбий тезликнинг нисбий ^аракат траекторияси буйича уз- 
гаришини ифодаловчи тезланиш 
нисбий тезланиш дейилади.
Нисбий тезлик Ту билан, нис- 
бин тезланиш шг билан белги
ланади.

Ернинг сунъий йулдоши 
ичндагн нуцтанннг сунъий йул
дош билан бириктирилган коор
динаталар системасига нисбатан 
^аракатн нисбий харакат була- 
дн. Нуцтанинг сунъий йулдош- 
га нисбатан тезлиги нисбий тез
лик, тезланиши нисбий тезла- 
ннш булади.
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М  нуцтани O x y z  цузгалувчи координаталар системасига нисба
тан берилган онда фикран цузкалмас деб цараб, унинг цузгалувчи 
координаталар системаси билан биргаликда цузгалмас 0 L |  г] £ коорди
наталар системасига нисбатан цилган ^аракати кучирма %аракат де
йнлади. Нуцтанинг кучирма ^аракати цузгалувчи координаталар сис
темасининг цузгалмас координаталар системасига нисбатан ^аракати 
билан аницланади.

Харакати кузатилаётган М  нуцтани берилган онда цузгалувчи 
O x y z  координаталар системасининг бирор нуцтаси билан устма- уст 
тушган ва унга нисбатан лузгал мае деб цараб, шу нуцтанинг цузга- 
лувчи координаталар системаси билан биргаликда цузкалмас коорди
наталар системасига нисбатан ^ракат тезлиги берилган онда кучир
ма тезлик ва тезланиши кучирма тезланиш дейилади. Кучирма 
тезлик ve билан, кучирма тезланиш до, билан белгиланади.

Келтирилган мисолда М  нуцтани сунъий йулдошнинг бирор нуц- 
тасида жойлашган деб цараб, мазкур нуцтанинг сунъий йулдош бн- 
лан биргаликда Ерга нисбатан ^арзкати кучирма ^аракат булади 
Сунъий йулдош М нуцтасининг Ерга нисбатан тезлиги кучирма тез- 
ликни, тезланиши кучирма тезланншнн ифодалайди.

М  нуцтанинг бевоента цузгалмас координаталар системасига нис
батан ^аракати мураккаб уаракат ёки абсолют \аракат  дейилади. 
Нуцтанинг бундай ^аракат тезлиги абсолют техшк, тезланишн аб
солют тезланиш дейилади. Абсолют тезлик va билан, абсолют тез- 
ланиш wa билан белгиланади.

Келтирилган мисолда сунъий йулдош ичидаги М  нуцтанинг Ер 
билан богланган координаталар системасига нисбатан ^аракати абсо
лют ^аракат булади.

143- раемда тасвирланган М  нуцтанинг 0 1 I  т] g координаталар 
системасига нисбатан ^аракати мураккаб ^аракат булиб, бу ^аракатни 
нисбий ва кучирма з^аракатдан ташкил тонган деб цараймиз.

Нуцтанннг мураккаб ^аракатини текширганда нисбий, кучирма ва 
ва абсолют тезликлари ^амда тезланишлари орасидаги муносабатнн 
топиш асосий масала ^исобланади.

М  нуцтаничг цузгалмас О, £т]£ координаталар системасига нис
батан ^олати координаталар боши Ot ва М  нуцта орцали утувчи р 
радиус-вектор билан аницланади. Яъни р радиус-векторининг узгаришн 
абсолют ^аракатни белгилайди.

М  нуцтанннг кузгалувчи O x y z  координаталар системасига нис
батан цолати координаталар боши О ва М  нуцта орцали утувчи 
г радиус-вектор воситасида аницланади.

Кузгалувчи координаталар системасининг бирлик векторларини
i, /', k билан белгиласак, г цуйидагича ифодаланадн:

Г - Л + W  + л .
Бунда дг, у, z  лар М  нуцтанинг нисбий .^аракатини белгиловчи коор- 
динаталариднр. Шундай цилиб, нуцтанинг нисбий ^аракат тенглама
лари ушбу куринишда ёзилэди:
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х — /i(0«
У =  /а СО* (14.1)
в =  /  s (О-,

1^узралмас системанинг координаталар боши Ot ва цузгалувчи сис
теманинг координаталар боши О ну^та орк^ли утувчи р0 радиус- 
векторнинг узгариши О ну^танинг абсолют ^аракатини белгилайди.

I
83-§. Тезликларни ^ушиш теоремаси

М нуцтанинг ОД т] J цузгалмас координаталар системасига ннс- 
батан абсолют тезлигини аниклаш учун ^аракатни цузгалувчн O x y z  
координаталар системасига нисбатан нисбий ^аракат ва бу координа
талар системаси билан биргаликда содир буладиган кучирма ^аракат- 
дан ташкил топган деб цараймнз (143-раем). К,узгалувчи O x y z  коор
динаталар системаси ь;узгалмас ОД i] ь координаталар системасига 
нисбатан худди эркин жисм каби ^аракатлансин. У э^олда ю^орида 

« У рганимизлек . O x y z  координаталар системасининг ^аракатини коор
динаталар боши О нуцта—цутбнинг илгарнланма ^аракати ва бу цутб 

Врофидаги сферик ^аракатдан ташкил топган деб цараш мумкин. 
Мазку [' сферик ^аракатни О ну^тадан утувчи ОР оний уц атрофида
ги (о, бурчак тезлик билан содир булувчи айланма ^аракатдан ибо
рат деб цараймиз (144-раем).

Расмдан цуйидаги муносабатни оламиз:

Т  =  Ро +  ̂ =  Рё +  (* Т + у * / +  Я*. (14.2)
М ну^танинг абсолют тезлигини аниклаш учун (14.2) дан вацт 

буйича доила оламиз:
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4 г£ = 1 ?  +  ( л < +  ш i +  dtk) + ( x i r  +  y w  +  * 4 r )  ( l4 3)
Бунда

dp  —
1 Г = и * ( l4 4 )

нуцтанинг абсолют тезлнгини ифодалайди,

4 г = ^  ( ,4 -^
dx dy dz

бунда О цутбнинг тезлигидир; (14.1) га кура ^  =  и,,, ^  — vry, -у  = 
=  u,z булиб, нисбий тезликнинг кузгалувчи x , y , z  координата. щ;> 
у^ларидаги проекцияларини ифодалайди. Шу сабабли нуцтанинг нис
бий тезлиги ^уйидагича топилади:

dx — . d y  — . d z — — — _ _
~dt 1 + l t  I + d tk =  v ”  * + ° n  1 +  k =  (14.6)

Кузгалувчи O x y z  координаталар системаси О нуцтадан утувчи 
ОР оний уц атрофида w,  бурчак тезлик билан айланма ^аракатда 
булгани учун i, /, k бирлик векторлардан вщт буйича олинган ко
сила, радиус-векторлари /, /, к га тенг булган ну^таларнинг чизик- 
ли тезлиги каби олинади. У ^олда Эйлер формуласига кура цуйид;1- 
ги тенгликлар уринли булади:

т  = “ ‘ X T ; i -  = “ <Х Т \  ~ = ^ t X k .  (14.7)

(14.4) — (14.7) ларга асосан (14.3) ни куйндагича ёзамиз: 

v~a =^  + iv+«,X ( х 7  + Л  +  *к),
ёки

va =  v, - f  v0 +  (О, X г . (14.8)

М  нуцтанинг кучнрма тезлиги O x y z  кузгалувчи координаталп; 
системасининг шу ну^та билан устма-уст тушган ну^тасинннг ОхЕть 
га нисбатан тезлигига тенг булади. Курилаётган ^олда O x y z  
координаталар системаси кузгалмас га нисбатан худзи эркин
жисм каби х^ракатланаётгаии учун М ну^танннг кучирма тезлиги 
(13.3) га асосан ^уйидагича ёзилади:

v0 +  tO'X г = v e. (14.9)
Шундай ^илиб, (14.8) ушбу куринишни олади.

tTa =xTr +  vt . (14.10)

Бу тенглик тезликларни цушиш теоремасини ифодалайди.
Нуцтанинг абсолют %аракат тезлиги унинг нисбий ва кучир- 

ма харакат тезликларининг геометрик йигиндисига тенг.
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Бу теорема тезликларнинг параллелограмм цоидаси дейилади. 
(14.9) дан курамизкн, кузатилаётган_^олда М  ну^танинг кучирма 

зрракат тезлиги цутб О нинг тезлиги v0 ва ОР оний ук атрофидаги
айланма ^аракат тезлиги <ае X г га цурилган параллелограммнинг 
диагонали билан ифодаланади.

Агар кучирма ^аракат илгариланма ^аракатдан иборат, яъни 
у г= 0 булса, у ^олда 1\>згалувчи координаталар системаси билан 
борланган барча нуцталарнинг тезликлари геометрик тенг булиб, 
фгтбнинг тезлиги у0 билан аницланади:

£ = й 0.
Бу х;олда з̂ ам (14.10) формула уринли булади.

Абсолют тезликнннг модули нисбнй ва кучирма тезликларга к,у- 
рнлган параллелограммнинг диагонали билан ифодаланади:

va =  Vv* + v 2t  +  2 с, cos а , (14.11)

бунда

а  =  (у,, vr).

Агар а  =  0, яъни vr билан ve бнр тутрн чизиц буйлаб бир то
монга йуналган булса, абсолют тезлик цуйидагича топилади:

va =  + 2 v evr =  ve - f  vr.

Агар a  =  90э, яъни ve _L vr булса, абсолют тезлик

Va =  V ^ r + V 1'

формуладан, a  =  180°, яъни vr билан ve бир тутри чизиц буйлаб 
одама- ̂ арши йуналган ^олда эса

va =  V&r +  v2, — 2 vevr =  \or — г,|
формуладан аницланади.

Агарда нисбин, кучирма ва абсолют тезликлардан ихтиёрий икки- 
таси маълум булса, учинчи номаълум тезликни тезликларни т^ушиш 
Иврдаги (14.10) теоремадан фойдаланиб аниклаш мумкин.

84- §. Тезланишларни к,ушиш теоремаси 
(Кориолис теоремаси)

М  ну^танинг кучирма ^аракатн илгарнланма булмаган ^олда аб
солют тезликнннг цуйидагн

— dp„ , ( dx — dy — dz _ \  /  a J  dj d~k\
v“ = ~ d T + ( l T  1 + ~dF I + ~di k ) + [x ~dT + y~di + z ~dT)

ифодасидан вацт буйича косила оламиз:



а *Po
di dfl

I d*x -  dry -  d*z - \
+  ------ i  +  —  i  + ------- k  +

\  di* dt1 * d i' )  ^

(  dx di dy di dz dk \ d*i cPj d*k
+  2  ^ Л  dt di di +  di di I  + X  dt* + У  dt* + Z ~ d ^

( 14 .12 )
(14.12) да

dva
—  = * ' ■  (14 13)

M ну^танинг абсолют тезланишини,

d[l =  (14.14)

О ^утбнинг тезланишини,
drx -  dry -  drz -  —
di- 1 dia I dt* k = w r ( 14 .1 5 )

M  ну^танннг нисбий тезланишини ифодалайди. (14.7) ва (14.6) лар- 
га асосан цуйидагиларни ^осил циламиз:

+  +  X ( J L T + J L - j + J L k )
dt di dt dt dt di 1 \ dt di dt I

=  ®. X~vr , (14. 16)

dri d ( di \ d dvt, -  — di
—— =  —  “Г" = -----(со X I ) = ------- X 1 - f w ,  X -----  =

dt* dt \  dt )  dt e '  dt * dt
=  e, X I + w, X (со, X Г) ,

— d(o
бунда e, =  — -булиб, OE уц атрофидаги оний бурчак тезланишдмр 

(145-расм). Худди шунингдек,

Л  
dt‘
dlk
dt1

Шу сабабли
|____<р Т  , „ <Pk

=  е, X k +  со, х  (со, X /?).

х ‘ + “ - * ( “ • х Г ) ] ' [ +

+ [ё. * 7 + “, х (“. х7)]У + [*. X k + ш, X (й, X £)]з =
=  е , X ( х7 +  yi +  zk ) +  со, X [со, X [xl +  y] +  3*)] =

=  е, X г +  со, X (со, X г ) .  (14.17)
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(14.13) — (14.17) ларга асосан (14.12) ни цуйидагича ёзамиз:

wa = w 0 + w r + 2 ( ш е X и, ) +  ег Х г  +  м( X (со, X г). (14.18)
IBSf 9

: М  нуцтанинг кучирма тезланиши Oxyz цузгалувчи коорднната- 
лар системасининг шу нук,та билан устма-уст тушган нуцтасининг 
0?тЬ га нисбатан тезланишига тенг булади. Курилаётган .^олда Oxyz 
координаталар системаси худди эркин жисм каби ^аракатлангани 
учун we кучирма ^аракат тезланиши О ^утбнинг тезланиши w0 х;ам- 
да цутб атрофидаги айланма >;аракат тезланиши а>' =  ?е X г ва ОР 
оний уцца интилма тезланиш =  си, X х  дан ташкил топа- 
Ди:

» в + е, Х г  +  ш, X r ) - wt . (14.19)

(14. 18) даги

2 (“ , X vr ) =  (14.20)

Кор иол ис тезланиши дейилади.
Шундай килиб, нуцтанинг абсолют тезланиши куйидаги тенглик- 

дан аницланади:

wa =  wr +  we +  wk . (14.21)

(14.21) тенглик кучирма ^аракати илгариланма булмаган нуцтанинг 
■езланишларини цушиш ^а^идаги Кориолис (1792— 1843) теорема- 

сини ифодалайди.
В  Кучирма харакат и илгариланма булмаган мураккаб харакат- 
даги нуцтанинг абсолют тезланиши унинг нисбий, кучирма ва 
Кориолис тезланишларининг геометрик йигиндисига тенг.
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нуцтанинг ^аракати табиий усулда берилса, у з^олда нисг .,, 
тезлаиишни уринма ва нормал ташкил этувчилардан иборат деб ка. 
раш мумкин.

wr — w) +  w" >
бунда

t  dvr •• n vi
• ' — r — "  w' ~ i

булиб, sr — з^исоблаш бошндан нуктанинг нисбий з^аракат чизт и 
буйлаб унинг берилган ондагн зрлатигача булган ёй координата i; 
рг — нисбий зрракат чизигининг эгрилик радиуси.

Кучирма з^аракат цузгалмас у к; атрофидаги айланма зрракатдан 
иборат булган хусусий з^олда кучирма з^аракат тезланиши учун

w ,  =  К']

формула уринлндир. Агар айланиш увидан нуцтагача булган энг кис- 
ца масофани R  билан, кучирма з^аракат бурчак тезлиги ва бурчак 
тезланишини мос равишда ше ва ее билан белгиласак, (10.14) ва
(10.15) ларга кура, кучирма уринма тезланиш

w] =  Re,

кучирма нормал тезланиш эса

w" =  R<o]

формулалар ёрдамида аникланади. Бу з^олда нуктанннг абсолют тез
ланиши учун цуйндагн тенглнкнн ёза оламиз:

Wa =  “ V +  ®г +  « +  “С +  Wk * (14.21)

Агар кучирма з^аракат илгарнланма з^аракатдан иборат булса, у 
*олда (ое =  0 , е# = 0 .  Шу сабабли к^згалувчи координаталар сис
темаси билан богланган барча ну^таларнинг тезланишлари узаро гео- 
метрнк тенг булиб, цутбнннг тезланиши w0 билан аншушнади:

w =  w .в  О

Бу з<;олда wk =  2 (u>t X vr ) =  0. Шу сабабли (14.21) ни курилаётган 
з^олда куйидаги куринишда ёзамиз:

wa = w r +  wt . (14.22)

(14.22) формула кучирма царакати илгариланма %аракатдан 
иборат бйлган нуцта учун тезланишларни цушиш %ацидаги цуйи- 
дагн теоремани ифодалайди.
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Кучирма харакат и илгариланма харакатдан иборат булган 
пуцтанинг абсолют тезланиши унинг нисбий ва кучирма тезла- 
нишларининг геометрик йигиндисига тенг.

Шундай ^илиб, кучирма ^аракат илгариланма ^аракат булганда, 
дотанинг абсолют тезланиши нисбий тезланиш wr ва кучирма тезла- 

ниш we ларга курил гаи параллелограммнинг диагонали билан ифода- 
ианади. Бу х,олда абсолют тезланишнинг модули ^уйидагича ^исоб- 
юнади:

wa — | ' xi?r +  и>] +  2wr we cos(a>r wt ) . (14.23)

85-§. Кориолис тезланиши

Юцорида курганимиздек, Кориолис тезланиши мураккаб харакат- 
даги нуктанинг кучирма ларакат бурчак тезлиги билан нисбий э^ра- 
кат тезлигининг векторли купайтмасининг иккиланганига тенг.

wk = 2  ( ше x U r ). (14.24)

Агар <ое билан vr орасидаги бурчак катталигини а  билан белги- 
ласак, Кориолис тезланишининг модули

wk =2(де Dr sin а  (14.25)

формуладан ашнуганади.
Кориолис тезланишининг йуналишини ^уйидаги Жуковский цои- 

даси асосида аницлаш ^улайдир.
Кориолис тезланишининг йуналишини аниклаш учун нуцта- 

нинг нисбий тезлигини кучирма \аракат айланиш уцига перпен
дикуляр текисликка проекциялаб, бу проекцияни мазкур текислик- 
да, кучирма \аракат айланиши йуналишида 9 (f бурчакка буриш 
керак (146-расм).

Агар (ое _L vr булса (147-расм), sin а =  1. У ^олда

wk =  2(ог vr . (14.26)

146- раем. 147- раем.
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(14.25) формулага кура Кориолис тезланнши нолга тенг булади 
ган ^олларни куриб чицамиз:

1) юцорида курилганидек, <ое =  0, яънн кучирма ^аракат илгари- 
ланма ?{аракатдан иборат булса, wk =  0 булади;

2) нисбий з^ракат тезлиги бирор онда на!га тенг булса, шу онда 
w k =  0 булади;

3) а  =  0 ёки а  =  180° булса, яъни нисбий з^ракат кучирма \а- 
ракат айланиш уцига параллел равишда содир булса ёки берилган 
онда нисбий з^аракат тезлиги мазкур уэда параллел булса, хок =  0 
булади.

86-§. Мураккаб з^аракатдаги нуцтанинг тезлик ва тезланишларини 
аниклашга дойр масалалар

Мураккаб з^ракатдаги нуцтанинг тезлик ва тезланишларини аник
лашга дойр масалаларни цуйидаги тартибда ечиш тавсия этилади.

1. К,узгалмас ва ^узгалувчи координата снстемаларн танлаб оли- 
нади.

2. Х,аракатни нисбий, кучирма ва абсолют з{эракатларга ажрати- 
лади.

3. Кучирма з^аракатни фикран тухтатиб, нуцтанинг нисбий з̂ ара- 
кат тезлиги ва тезланишлари ани^ланади.

4. Нисбий з^аракатни фикран эътиборга олмай, нуцтанинг кучир
ма з^аракат тезлиги ва тезланишлари анн^ланади.

5. Тезликларни цушиш тео- 
ремасидан (}юйдаланиб, нуцта- 
нинг изланаётган абсолют тез
лиги топилади.

6. Нуцта илгариланма ку- 
чирма з^аракатда булмаса, унинг 
Кориолис тезланнши аниклл- 
нади.

7. (14.21) ёки (14.22) ни 
координата уцларига проекция 
лаб ну^та абсолют тезланиши- 
нннг проекцияларн топилади

8. Мазкур проекциялар во- 
снтасида ну^та абсолют тезла 
нишининг микдори ва йунали
ши ани^ланади.

27-масала. АравачанингЛВ 
томонн горизонт билан а  =  45э 
бурчак ташкил этадн. Аравача
OjH \ц  буйлаб а* =  1 —  уз-

С*
гармас тезланиш билан тутрн 
чизицли ^аракат цилади. Шу
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текис. Мликда Р жисм wf =  у  2  —  узгармас нисбий тезланиш билан

пушиб келади. Текислик билан жиемнинг бошлангич тезлиги нолга 
^енг, жиемнинг бошлангич ^олати 1 =  0, г| =  Л координаталар билан 
■рцланади. Жиемнинг абсолют з^аракати тенгламаси, абсолют тез- 
лиги ва тезланиши топилсин (148-расм).

Ечиш. Шаклда курсатнлган OjEtj текислик — кузгалмас текислик. 
АВ  ^ия текислик оркалн кузгалувчи Аху  координаталар системаси- 
ни утказамиз. Р жиемнинг Ах  га нисбатан ^аракатн нисбий, жием
нинг фацат Аху билан биргаликда OjEt) га нисбатан ^аракати кучир
ма (илгариланма), жиемнинг OjEti га нисбатан ^аракатн абсолют (му
раккаб) ^аракат булади. Нисбий харакат 5'згармас wr тезланиш билан 
содир булганда унинг нисбий тезлиги

=  0Г# +  wr t

формулага мувофиц топилади. Шунингдек, кучирма харакат тезлиги 
\ам аниклаиади:

V =  V +  w  t .  v e е% * « *

■каланинг шартига кура, бошлангич i =  0 пайтда кия текислик ва 
жиемнинг бошлангич тезликлари нолга тенг: vtt =  0, vr =  0. Шу 
сабабли

vr = w r t ва vt = w t t.

vr Ax ук буйлаб, vt эса OjS уцца параллел равишда йуналган. Улар 
орасидаги бурчак 45° га тенг. Абсолют тезликнинг мицдорини (Г4.11) 
формулага мувефгц аницлаймиз (148-расм, а):

va =  У  и* +  +  2 v e vr cos 45° =

=  у  [wr t)2 +  [wt t y  +  2wr W't2 cos 45° ;

Г  Mбунда wr =  у  2 м/с*, ш4 =  ш0 =  1 —  булгани учун

■  . . - У Т  t f

келиб чицади. Энди Р жиемнинг Ах у к; буйлаб утган йулини топа
миз. Х,аракат текис тезланувчан булганидан

К x  =  x0+ v , ' t  + ■ * £ -.

Шунга ухшаш, кучирма ^аракат цонунини ёзамиз:



/ =  0 да £0 =  0, лг0 =  О, V,' =  О, V,' = 0  булганидан

V  _  Wf  t  _  «V*
2 ’ ' Г

^осил булади.
Энди Р жисмнинг ОДт] цузгалмас системага нисбатан абсолют х,а- 

ракати тенгламасини аницлаймиз:

I =  xco sa  +  wt — , 

т) =  h — x  sin а .

Ю^орндагиларни эътиборга олсак, абсолют ^аракат тенгламалари

|  =  /г, т) = h - - j

куринишда ёзилади. Бу ^аракат тенгламаларидан t вацтни чи^ариб 
ташласак, абсолют ^аракат траекториясининг тенгламасини оламиз:

т] =  h -----— ,
' 2

яъни абсолют х,аракат траекторияси тугри чизицдан иборат булади. 
Масалада кучирма зрракат илгариланма булганидан, (14.22) га бино- 
ан, абсолют тезланиш

Wa = w t +  wr

формула ёрдамида аникланади (148-расм, б). Абсолют тезланиш мо
дули

wа V w] + w 2r + 2 w„ wr cos 45° =  i 5 —  .• * g ' q2
Абсолют ^аракат тугри чизгауш булгани учун бу натижанинг тугри- 
лигинн абсолют тезликдан вацт буйича ^осила олиб текшнрнш мум
кин:

w =  — ^ =  у 5  —  .
а dt с*

28-масала. ОА кулиса узининг О учи атрофида узгармас о) =  
=  2с-1 бурчак тезлик билан айланади. М  ползун ОА кулиса буйлаб
О дан А га ь̂ араб 5  =  ОМ =  (2 +  З/2) м цонун асосида эрракат ци- 
лади. Ползуннинг t — 1 с даги абсолют тезлиги ва тезланиши то- 
пилсин (149-расм).

Ечиш. О нуцта ор^али цузгалмас координаталар системасини 
^амда ОА кулиса ор^али Ох цузгалувчи уцни утказамиз. М  нуцта- 
нинг тезлигини тезликларнн к,ушиш теоремаси (14.10) га мувофиц 
аницлаймиз:

V =  V +  V . а е * г
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М ну^танинг нисбий тезлигини топнш учун унинг Ох ^  буйлаб 
нисбий ^аракат тенгламаси s *= 2 +  3/* дан t буйича хосила оламиз;

149- расм.

аг тезлик М дан А га ^араб йуналади. М  ползунни ОА кулисага 
нисбатан ^аракатсиз деб царасак, М  нинг кулиса билан биргаликда 
фгалмас О нуцта атрофидаги зрракати кучирма ^аракат булади ва 
унинг тезлиги

V, =  ш-ОМ =  2(2 +  3 0 —  •С

v, айланиш йуналишида (ОМ) га перпендикуляр равишда йуналади, 
яъни v +  о, . Шу сабабли va нинг модули

Ua =  V  v ] + v 3r =  К ( 4  +  60* +  (60а 
тенгликдан топилади. / =  1 с булганда va « 1 1 ,6 4 м/с, а  бурчак тангенси

х)е 5 —
эса tg a  =  —  = —  га тенг булади. а  бурчак цийматига кура va 

vr 3
нинг йуналиши топилади.

М  ползуннинг берилган ондаги кучирма ^аракати айлана буйлаб 
Фраках булганидаи унинг абсолют тезланиши Кориолис теоремасидан 
а*й!91анади:

wa =  w , + w t + w k .

Демак, wr нисбий, wt кучирма ва wk Кориолис тезланишларини аниц- 
•таошмиз керак.
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Нисбий ^аракат тугри чизицли булганидан унинг тезланиши 
бий тезликнннг t буйича ^осиласига тенг:

Бунда wr > 0  булганидан нисбий тезланиш нисбий тезлик буйича 
йуналади.

Кучирма ^аракат кулисанинг айланма ^аракатидан иборат б\'лга- 
нидан М  нуцтанинг w, кучирма ^аракат тезланиши

w =  w 4-Wе еп ‘ ех

формула асоснда топилади. Берилган масалада кучирма ^аракат бур.
(кол

чак тезлиги о)4 узгармас булганидан е4 =  — = 0  булади. Бу х;олда:

• ОМ =  0; wt =  wen=  . ОМ =  4 (2 +  3/)* .

Бу тезланиш ОА буйлаб М  дан О айланиш марказига ^араб йуналади.
Кучирма ^аракат бурчак тезлик вектори О ну^тадан шакл текис. 

лигига_перпендикуляр утган у^ буйлаб кузатувчи томонга йуналади, 
яъни to( _1_рг . Бу з^олда wk нинг мицдори (14.26) га кура цуйида- 
гича булади:

w. =  2dу • vr = 2 4  t —  .л е г  ci

vr _L булганидан vr ни М  нуцта атрофида айланма ^аракат йуна- 
лишида 90° га айлантирсак, wk нинг йуналиши топилади.

Абсолют тезланиш модулини wa =  ] w2̂  +  формула га кура 
ани^лаймиз. Расмдан:

W  =  W — W . W  =  . ах г еп * ау к *

Шунга кура, t — 1 с да абсолют тезланиш модули

= 2 7 ,8 ^ -

булади.
29-масала. R  радиусли Ер шари узгармас <ое бурчак тезлик би

лан гарбдан ш ар^а к;араб уз уци атрофида айланади. Ер шаринннг 
АВ  меридианн буйлаб М  жисм жанубдан шимолга ^араб vr узгар  ' '̂ 
миадорли нисбий тезлик билан ^аракат цилади. Жисм Ер шаринннг 
шимолнй ярим шарида <р кенгликда ётган ва^тида цандай абсо.ют 
тезлик ва абсолют тезланишга эга булади (150-расм)?



Ечиш. Харакатланувчи жисмни 
д-па деб цараймиз. Нр шари ай- 
5j^ia з^ракатннннг бурчак тезлик 

ктсри айланиш уци буйлаб йуна
лади. М  ну^та Ернинг Ог, айланиш 
•„ига нисбатан мураккаб ^аракат 
килади Унинг Ер снртида А В мери- 
дЦан буйлаб ^аракати нисбий, фа^ат 
Ер билан бирга Ог, ук атрофида 
айланишн кучирма ^аракат булади.

М нуцтанинг нисбий тезлиги шу 
тжтада АВ  га утказилган уринма 
буйлаб йуналган.

М нуцтанинг айланиш укига пер
пендикуляр булган OjAf радиусли 
айлана буйлаб кучирма харакати 
тезлигини топамиз. Расмдан 0,/Vf =
=  ^  соз ф. Кучирма тезлик модули 
v =  о)е -0,М =  cof • R  cos ф формула ёрдамида ашщланадн.

Бу техник 0,А1 радиусли айланага утказилган уринма буйлаб 
йуналади. Абсолют тезликни (14.10) формулага мувофнц топамиз:

~va =•», + v t .

Бу масалада vt _L vr булганидаи

У  va =  Y  v] +  v\ =  Y  v] +  со; • R2 • cos2 ф .

M нуцтанинг абсолют тезланишини Кориолис теоремасига мувофиц 
аниклаймиз:

W a = W r +  W '  +  W k .

М  нуцта узгармас нисбий тезлик билан А В меридиан буйлаб ^а- 
ракатлаиганидан, у меридиан айлаиаси буйлаб текис узгарувчан ай
ланма ^аракат цилади.
—   _ хр dv
wr =  wrn-\- wrX тенгликдаги wrn = — , wn = —j r =  0(i>,= const) бул-

гаиидан wr =  wrn эканлиги келнб чицадн. Бу тезланиш М  дан [Ер 
маркази О га цараб йуналади. Кучирма ^аракат Ер уци Ог, атрофи
да со, =  const бурчак тезлиги билан айланма ^аракатдан иборат бул
гани учун wix  =  t ' - R  =  0, чунки е# => =  0. Шу сабабли

w. =  =  а?-0,М  =  со2 • R  cos ф.С СП I * с *
Бу тезланиш М  дли М 0Х буйлаб йуналади. Энди Кориолис тезлани
шини топамиз:

ш* =  2 (со, X V,).
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Бу тезланиш ш, билан ог ётган текисликк а перпендикуляр равцщ» 
М  нуктада кучирма ^аракат траекториясига уринма равишда йунатГ 
ди, микдори эса wk =  2 to,vr s in ф га тенг булади. 1

(14.21) тенгликнинг ^ар икки томонинн х, у, г координата уК1а 
рига проекциялаймиз: 1

!
wax =  2 w, ve sin ф;

® а у  =  — ( я  0)2 - f  — 'j С05ф;

о? .War =  —  —  ЭШф.

У *олда

“»а= V  К ,  +  +  «*&

Wh — 2 и>в • vr sin ф =  0.
О2.

У ( 4^ - 0); +  s in >  +  СОБ̂ ф.

Агар нукта экваторда булса ф =  0; бу з^олда <о, || vr булиб, .И 
нуктанинг Кориолис тезланиши булмайди, яъни:

Бу *олда W' =  way =  — R ш]------ г-  .
А

Агар М  нукта шимолнй кутбда булса, ф =  , ю#_1_ил булади ва 

М  нуктанинг Кориолис тезланиши энг катта ^ийматга эришади:

w k =  2 a>t ‘ Vr.

Бу з^олда М  нуктанинг абсолют тезланиши куйидагича булади:

XV б о б
К АТТИК ЖИСМНИНГ МУРАККАБ *АРАКАТИ

Жиемнинг мураккаб ^аракати тушунчаси нуктанинг мураккаб каракл- 
тига ухшлш. Баъзи колларда жиемнинг кузгалмас санок системасига 
нисбатан .^аракатини икки каракатдан ташкил топган деб н;араш ку- 
лай булади; бу каракатлардан бири жиемнинг маълум конун асосидл 
Охуг кузгалувчи координаталар системасига нисбатан нисбий ^аракати 
булиб, иккинчиси — жиемнинг ОД т] £ кУзралмас санок системасига 
нисбатан кузралувчн санок системаси билан биргаликдаги кучирма
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яракати  булади. Ю^орида курганимиздек, эркин жисмнинг умумий 
«олдаги .^аракатини илгариланма эрракат ва оний у и; атрофида айлан- 
ца ^аракатдан ташкил топган деб цараш мумкин. Шунинг учун одат- 
К  жисмнинг мураккаб (абсолют) ^аракятини аниклаш масаласи унинг 
■чирма ва нисбий ^аракат турларига цараб, ё илгариланма ^аракат- 
дарни, ё айланма ^аракатларни ёки айланма ва илгариланма харакат- 
ла рни  цушиш масаласига келтирилади. Жисм ^аракатларини цушиш- 
Нинг амалда учрайдиган баъзи ^олларини куриб утамиз.

87- §. Иккита параллел ук атрофида айланувчи жисмнинг 
^аракатларини цушиш

Катти^ жисмнинг нисбий ва кучирма харакатлари параллел уцлар 
лрофидаги айланма ^аракатлардан иборат булсин. Бундай ^олга 151- 
расмда курсатнлган жисмнинг ^аракати мисол була оладн. Фараз 
^рлайлик, жисм Oxyz цузгалувчн системанинг Oz уци атрофида со2 
бурчак тезлик билан нисбий айланма ^аракатда булиб, Oz уцнинг узи 
унга параллел цузгалмас 0 ,£  у к; атрофида со, бурчак тезлик билан 
Втрма-айланма эрракатда булсин. Бунда жисм бир вацтда икки па
раллел ук атрофидаги айланма ^аракатда иштирок этади. Унинг .^ам- 
ма нуцталари Oz ва 0 ,£  параллел у^ларга перпендикуляр булган те
кисликларда ^аракатланади.

Жисмнинг иккн параллел уц атрофидаги айланма ^аракатини цу- 
шиш масаласи айланиш у^ига перпендикуляр булган текнеликлардаги 
5  |доимнинг ^аракатини, яъни текис параллел ^аракатни урганиш- 
га келтирилади (152-раем). 5  текис шаклнинг уз текислигидаги .ка
ракатиц и оний марказ атрофида оний айланма ^аракатдан иборат деб 
Караш мумкин. Текис шаклнинг уз текислигидаги ^аракатини тезлик- 
лар оний маркази атрофида оний айланма ^аракатдан иборат деб ца- 
раш мумкин. Текис шаклнинг тезликлар оний марказининг вазиятнни
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ва оний бурчак тезлигини аниклашда уч ^ол булиши мумкин. Бу ^ол 
ларнинг кар бирини куриб утамиз.

1. Бир томэнга йуналган икки параллел ук атрэфидаги жисм 
айланма каракатларини к у л ;,ш. Ж !*2М бир вактда икюгга параллел 
г ва £ у^лар атрофида бир томонга караб йуналган со2 ва « j бурчак 
тезликлар билан айланма ^аракатда деб цараб, унинг шу икки ^ара- 
катини кушамиз (152-раем).

Бунинг учун укларга перпендикуляр текислик утказамиз, текис- 
ликнннг ук билан кесишган нукталарини А ва В оркалн белгилай
миз. АВ  кеемада бирор D нуктани олиб, унинг иа абсолют тезлигини 
топамиз. Нукта мураккаб кэракатда булгани учун унинг тезлиги тез 
ликларни кушиш теоремасига мувэфик аник-ланади:

бунда ve =  AD • ва vr =  бу кучирма ва нисбий тезликлар
D нуктада кесмага перпендикуляр равишда, бир чнзик буйлаб карама 
Карши томонларга йуналади. Бу кол да

АВ  да шундай С нуктани топиш мумкинки, унинг шу ондаги аб
солют тезлиги нолга тенг. У ко лда С нукта жиемнинг айланиш оний 
маркази булади ва (15.1) га кура

Vc =  АС Ш| — ВС а>2 =  0.

С нуктадан айланяш укнга параллел утган СР чизик устидаги 
жисм нукталарининг тезлиги шу онда нолга тенг булади ва шу сабаб
ли СР айланиш оний уки булади.

Оний айланиш бурчак тезлиги со нинг микдэринн аниклаш учун 
В  нуктанинг абсолют тезлиги vg ни (15.1) га кура топамиз:

Иккинчи томондан, В нукта айланиш оний уки атрэ^лда со бур
чак тезлик билан айланма кэракатда булгани учун

(15.3) ва (15.4) тенгликларни солиштириб куйидагинн оламиз:

va = v t + v „

va =  (/4D[cox — BD coj;). (15.1)

Бундан
AC _
ВС o)|

(15.2)

vB =  AB* (Oj — 0*(o2 =  АВ-Щ. (15.3)

vB =  о-ВС. (15.4)

ёки (15.2) ни эътиборга олсак,
О) =  (Oj -|- С02 (15.5)
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(15.2) ва (15.5) тенглик- 
лардан курамнзки, бир-би- 
рига параллел икки ук, ат
рофида бир томонга айла- 
нувчи жиемнинг %аракат- 
ларини кушиш натижасида 
олинган абсолют \apa- 
кат оний айланма хара- 
катдан иборат булиб, ай
ланиш оний уци айланма 
%аракатлар содир булаёт- 
ган укларга параллел ра
вишда йуналади \амда уц- 
лар орасидаги масофани 
ичкаридан кучирма ва нис
бий %аракат бурчак тез- 
ликларига теекари мута- 
носиб булган булакларга
б$лади. Оний айланма %аракат бурчак тезлигининг модули нис
бий ва кучирма %аракат бурчак тезликларининг алгебраик йи- 
гиндисига тенг ва унинг йуналиши берилган бурчак тезликлари
нинг йуналиши билан бир хил.

2. Икки параллел уц атрофида царама- к;арши томомга~аиланув- 
чн жиемнинг ^аракатларини к>ушиш. Жисм куз1=алувчн z ук атро
фида (о2 бурчак тезлик билан нисбий ^аракатда, цузралмас ва г га 
параллел уц атрофида кучирма ^аракатда булиб, бурчак тез- 
лик билан айлансин (153- расм.) Кучирма ва нисбий ^аракатлар йу- 
валишлари бир-бирига теекари булсин. й)1>со2 булган шундай икки
та .\аракатни цушамиз.

Бу ^олда з̂ ам ^аттиц жиемнинг ^аракатларини цушиш айланиш 
Уцларига перпендикуляр текисликдаги текис шаклнинг оний айланма 
^аракатига келтирилишини исботлаймиз. Бунинг учун г ва £ укларга 
перпендикуляр текислик утказиб, унинг yiyiap билан кесишган нуц- 
таларинн А ва В билан белгилаймиз. АВ  кесманинг давомида бурчак 
тезлиги катта булган ук томонида жойлашган С нуцтанинг тезлиги- 
ни топамиз:

vc =  АС'Щ  — (Oi'BC. (15.6)
Бундаги АС-щ  ва (ot -BC лар АВ  га перпендикуляр ва карама-цар- 
шн томонларга йуналади. С нуцтани шундай танлаймизки, унинг аб
солют тезлиги vc нолга тенг булсин. У ^олда (15.6) дан ушбу тенг- 
ликни оламиз:

\ <157>
С нуцтанинг тезлиги нолга тенг булгани учун у айланиш оний 

Маркази ва айланиш уцига параллел булган СР ук айланиш оний уци 
б^лади.
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Оний айланиш бурчак тезлиги о> нинг мицдоринн ани^лаш учун 
В  ну^танннг тезлнгини (15.6) га кура топамиз:

i>B =  А В ‘0)2 — 0-(о1=  АВ-шг. (15.8)

Иккинчн томондан, В ну^та айланиш оний у^н атрофида ы бур. 
чак тезлик билан айланма ^аракатда булгани учун

vB =  b)-ВС. (15.9)

(15.8) ва (15.9) ларни солиштирнб ш-ВС =  А В - щ  тенгликни ола

миз. Бундан о) =  “  1АС- ^  ёки 
ни эътиборга олсак, цуйидаги .%осил булади:

(0=0)! — (о2. . (15.10)

(15.6) ва (15.10) тенглнклардан курамизкн, бир-бирига парсилел 
иккита уц атрофида царама- цариш томонга бир-бирига тенг бул
маган бурчак тезликлар би.ган айланувчи жиемнинг харакатлари- 
ни цушиш натижасида олинган абсолют %аракат оний айланма 
Харакатдан иборат булиб, айланиш оний уци айланма хоракапиар 
содир булаётган уцларга параллел равишда йуналади хомда уцлар 
орасидаги масофани ташци пюмондан (катта бурчак тезлик то
мондан) кучирма ва нисбий харакат бурчак тезликларига тескари 
мутанссиб булакларга бЦлади. Оний айланма харакат бурчак тез
лиги катта бурчак тезлиги билан бир хил йуналади ва унинг мо
дули берилган бурчак тезликларининг айирмасига тенг.

Айланиш оний уцининг берилган у^лардан бирортасига нисбатан 
з^олатини аницлаш учун (15.7) дан ^осилавий пропорция тузамиз:

АС — В С_ со, — ш,
ВС СО]

ёки
АВ _  —<оа
~ВС ^  *

бундан
f l C o " 3 = ^ i 5 i .  (15.11)

0)j—(0, 0)

3. Жуфт айланиш. ^атти^ жисм нкки параллел уц атрофида ца- 
рама- ̂ арши томонга айланиб, бурчак тезликларн сон жи^атдан бир- 
бирига тенг булса, бундай айланиш жуфт айланиш  дейилади. Жуфт
айланишда о)! =  — щ  булади. _  _

Фараз цилайлик, жисм бурчак тезликларн он ва <о, га тенг бул
ган (бунда coj = — о,) иккита оний айланма з^аракатда ^атнашеин. 
Бундай жуфт айланиш хусуснятнни тасаввур цилиш учун жисм их- 
тиёрнй М  ну^тасининг з^аракатини текширамиз. М  нуктанинг ва
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^  те^слигидаги Q ва Р  нуцталарга нисбатан з^олати QM =  г 1 ва 
=  г, векторлар билан аницланенн (154-раем). Тезликларни к?- 

щиш теоремасидан фойдаланиб М  нуктанинг абсолют тезлнгини цуйи- 
дагича ёзиш мумкин:

vM =  и, X г ,+  <о2 X г2

бунда ш2=  — (о1, — г , =  ОР булганидан
vM=n> =~ш1Х (r l— ^ ) « © ix Q P  (15.12)

келиб чицади. (15.12) тенгликдан курамизкн, М  нуктанинг тезлиги 
унинг з^олатига бсимиц булмайди. QP вао»! жиемнинг з^амма ну^та- 
лари учун умумий булганидан v тезлик з̂ ам жиемнинг з^амма ну^- 
таляри учун бир хил булади, яъни жуфт айланишдаги жисм з̂ ар онда 
илгариланма з^аракатда булади. Илгариланма з^аракат тезлиги U жуфт 
айланиш векторларн (щ, Wj) ётган текисликка перпендикуляр йунала
ди; унинг мусбат йуналишидан цараганимизда, жуфт айланиш бурчак 
тезликларн векторларининг йуналиши соат милининг айланишнга тес- 
кари йуналишда булишини куришимиз мумкин. Тезликнинг сон ^ий- 
мати v =ci)1*/i, бунда h — айланиш уцлари орасидаги энг цис^а ма- 
софа булиб, у жуфт айланиш елкаси дейилади. v  вектор жуфт ай
ланиш моменти дейилади.

Шундай цилиб, куйидаги натнжага келамиз. Жуфт айланиш  
жуфт айланиш текислигига перпендикуляр йуналишда бдлган оний 
илгариланма харакатга эквивалент булиб, илгариланма харакат тез- 
лигининг катталиги жуфт айланиш моментига тенг. Аксинча, цат- 
тиц жиемнинг илгариланма з^аракат тезлнгини, шу тезлик векторига 
перпендикуляр текисликда жойлашган, моменти и =  ш-Л га тенг (a>lt 
o)j) оний жуфт айланиш билан алмаштириш мумкин (154-раем).

Жуфт айланишга велосипед DE педалининг рамага нисбатан з̂ а- 
ракати мисол була олади. Велоснпеднинг АВ  кривошипн В  ну^тадан 
Утган Уц атрофида тУла бир марта айланганда, унинг DE педали з̂ ам 
А нуцта атрофида тескари томонга тула бир марта айланади (155-



раем). Демак, \ар онда педалнннг АВ  крнвошнпга нисбатан айла
ниш бурчаги АВ  нинг_рамага нисбатан ф2 айланиш бурчагига тенг, 
шунинг учун (■>!= —со2. Натижада бу икки айланиш А ва В нуцта- 
лардан утган уцлар атрофидаги жуфт айланишдан иборат булиб, пе
даль эса мицдори v =  AB-(o1 булган тезлик билан илгарнланма эр- 
ракат ^илади.

88- §. Жисмнинг параллел уцлар атрофидаги ^аракатларини 
кушишга дойр масалалар

Катти^ жисмнинг параллел ук;лар атрофидаги айланма ^аракатла- 
рини ^ушншга мисол тарицаенда ^аракатни узатувчи механизмларни 
курсатиш мумкин. .\аракатни тасмалар ёрдамида ёкн тишлн гилди- 
раклар (шестернялар) воситасида узатиш мумкин. Тишли узатмалар 
^аракатининг турига цараб, оддий, планетар ва дифференциал узатма- 
ларга булинади.

Валларининг ^аммаси цузгалмайдиган подшнпникларда айланади- 
ган тишли гилднраклар бир-бирн билан илашган булса, уларнинг шу 
тарифа илашиши оддий узатма дейилади (156— 158-оасмлар). Одат- 
да бундай узатмада валлардан бири етакчи, цолганлари етакланувчи 
деб ^нсобланади.

Оддий узатмада гилдираклар бир-бирига нисбатан силжнмайди. 
Шу сабабли гилднраклар тегиб турган нуцтада цуйидаги муносабат 
уринли булади:

i?L =  ± - ^  =  ± J L ,  (15.13)
0), Гх Zi

бунда: ш1 ва ш2 — тишли гилдиракларнииг бурчак тезлиги; г, ва г2— 
тлднраклар тишларининг сони; гу ва г2 — гилднраклар радиуслари. 
Рилдираклар ташцаридан илашган булса, бу формулада манфий ишо
ра, ичкаридан илашган булса, мусбат ишора олинади.

Узатмадагн 1-тишли шлдирак к^згалмас булиб, кетма-кет илаш
ган, ^олганлари мазкур цузгалмас Рилдирак у^и атрофида айланадн- 
ган АВ  кривошнпга урнатилган булса, бундай узатма планетар узат 
ма дейилади (159-раем).

1 6- раем.
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159- расм- 160- раем.

Агар планетар узатмада 1-тишли рилдирак ^ам АВ кривошип ай- 
лаиадигаи у^ атрофида айланадиган булса, бундай узатма дифферен
циал узатма дейилади (160-раем).

Планетар ёкн дифференциал узатма б^тинларининг кинематик ху- 
сусиятлари цуйидагн усуллар ёрдамида ^исобланади.

1 . Бурчак тезлик векторларини 1 9 шиш усули. Айланиш у^лари 
параллел у^лардан иборат булганда абсолют ^аракат бурчак тезлиги
(15.5) ёки (15.10) формула ёрдамида аницланади.

2. Тезликлари нинг оний марказидан фойдалаииш усули. Маса
лада тезликларнинг оний марказини аниклаш мумкин булса, бурин-
нинг абсолют бурчак тезлиги соа =  —  формуладан топилади.

Нисбий бурчак тезликнннг катталигини (15.5) ёкн (15.10) га асо
сан бундай ёзиш мумкин:

« * =  wa — <о„

бу ерда: и 2 — нисбий ^аракат бурчак тезлиги; соа — абсолют ^аракат 
бурчак тезлиги; со̂  — кучирма ^аракат бурчак тезлиги.

3. Виллис усули ёки «тухтатиш усули». Бу усулда дифференци
ал ёкн планетар узатма оддий узатма га келтирилади ва унга мос кн- 
нематик ннсбатлардан фойдаланилади. «Тухтатиш усули» ни маса- 
лаларга ^уллаб баён циламиз.

30-масала. Тишлари сони гх булган I лузгал мае шестернянинг О 
Уци атрофида (о0 узгармас бурчак тезлик билан айланадиган ОА кри- 
вошипдаги у уларга тишларининг сони z2, zs булган II ва III жуфт 
шестернялар ^амда тишларининг сони г« булган IV шестерня ут^а- 
зилган. IV шестернянинг абсолют бурчак тезлиги топилсин (161-расм).

Ечиш. I. Масалани «Тухтатиш усули» билан ечиш учун бутун 
системага фикран бурчак тезлиги кривошипнинг бурчак тезлигига
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тенг, лекин тескарн томон- 
га йуналган, яъни бурчак 
тезлиги — <о0 булган кучир
ма ^аракат берамнз. У >;ол- 
да О А кривошип тухтайд, 
ваоддий узатмага эга,була- 
миз. О А тухтагандан "кейин
(15.5)формулага асосан куз- 
Fa.mac галдиракнинг бурчак 
тезлиги — со0 га, II ва I I I  
жуфт гилдиракларнинг бур
чак тезлиги ш2>3 — со0га тенг 
булади (бунда со,>3—мазкур
галдира кларнинг тухтагунча 

булган бурчак тезлиги), IV  рилдиракнинг бурчак тезлиги со4 — со0 
(бунда со4 — IV  рилдиракнинг тухтагунча булган бурчак тезлиги) 
булади. Рилдиракнинг бурчак тезлнкларини цуйидаги жадвалга ёза- 
миз:

161- расм.

Кривошип
Тишли гялдараклар

/ 2 J  4

Тухтагунча булган бурчак тезлиги О>0 0 “ 2.S “ 4

Тухтагандан кейинги бурчак тезлиги 0 -со0 “ 2.3 “ “ О С04 — Ш0

Ила шиш тури — ташци таш^и

I ва I I  рилдирэклар з̂ амда I I I  ва IV  гилдираклар таш^и илашга- 
нинн эътиборга олиб, (15.13) формулага асосан куйидаги тенгликлар- 
ни оламиз:

—  “ о ____ *2_ ыг.з ~  “ о
“ 2.3 — “ о г1 ш «- о )в г,

бундан
_  и» _  г» г«

СО*—(Оо z v z z

ёки

>7?)'
Охирги формула ёрдамида IV  рилдирак бурчак тезлигининг мик

дори ва йуналиши аникланади.
2. Масалани бурчак тезлнкларни кушиш усулида ечиш учун I, II, 

III,  IV  рилдираклар абсолют бурчак тезликлэрининг алгебраик кийма- 
тини мос равишда со„ сог, со3, со4 билан белгилаймиз. Мазкур рилди- 
ракларнинг ОА кривошипга нисбатан айланма ^аракати нисбий а̂ра-
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кат булади. Нисбий ^аракат бурчак тезликларини <о1г, <огг, о)3п wtr 
билан белгнласак, (15.10) га асосан

(0|г =»«#! — “ о- Ш2 г = — ш0,
“ з г = “ з — ы0, (04). = о>4 — ш0,

бунда и0 — кривошипнннг бурчак тезлиги булиб, кучирма ^аракат 
бурчак тезлигини ифодалайди.

I ва II шестернялар а̂мда I I I  ва IV  шестернялар ташки нлашгани- 
яи эътиборга олсак (15.13) га асосан

ш,г ««г г,
тенгликлар уринли булади. Бу иккита тенгликни узаро купайтириб, 
а,,, шгг, (о3г, (о4г ларнинг юкрридагн цийматларини ^уйсак .\амда 
а, = 0, (о2 =» (о3 (чунки II ва III рилдираклар битта уэда ут^азилган 
Крктирилган жуфт шестернялар) эканлигинн эътиборга олсак,
- ~ м°— = бундан ш4= ю0 ( 1 ---келиб чицади.

V l l  /
3. Масалани тезликларнинг оний марказини аниклаш усули билан 

ечамиз. II шестерня к,узгалмас булган / шестерня билан В  нуцтада 
илашади. Шу сабабли //шестерня В  нуцтасининг тезлиги нолга тенг 
булади. Бундан курамизки, I I  ва I I I  жуфг шестерняларнинг айланиш 
оний уци В  нуцтадан утади. Натижада цуйидаги тенгликни оламиз:

ву = Jt_
“ о ** ’

(о2г = о)зг булгани учун

= -7 -» бундан (o3r = (о0 о)0 гл гг
ОА кривошип соат милининг айланншига тескарн йуналишда ай- 

данганлиги туфайли I I I  гилдиракиинг С нуцтаси оний марказ В  нуцта 
«трофидз соат милининг айланишига тескари йуналишда айланади, 
унинг тезлиги vc ОС га перпендикуляр йуналади*; модули эса цуйида- 
гига тенг булади: vc = г3 • со̂ ; бунда г3 билан I I I  галдиракнинг ра- 
Диуси белгиланган. Иккинчи томондан, С ну^та IV  шестерняга та- 
аллуцли булиб, унинг тезлиги | со4, | • г4 га тенг; бунда г4 билан IV  
Иидиракнинг радиуси белгиланган; | ш4). | эса IV  рилдирак нисбий бур
чак тезлнгининг абсолют цииматини ифодалайди. Шундай цилиб,
I ®4г | • г4 = г3 <о3г тенгликни оламиз, бундан | ш4, 1  = —  ш3г =

Г*
= —* Zl- ti>0'Vc векторнинг йуналишидан курамизки, IV  шестерня А 

Z i ' Z \
•трофнда соат милининг айланиш йуналишида айланади. Шу сабабли

• Соат милининг айланишига тескари йуналищдаги айланма ^аракатнинг бур
лак тезлигини мусбат деб цараймиз.
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• У '/Л

.1
4- V //A

' VVX V77X

г\ :5

*4г = ---—  <*>о булади. IV  шее-гг гА
тернянинг абсолют бурчак тезли
ги (15.5) га асосан

н "
(04 = С00 + (|>4г = ( 1 — j

V / соЛ

162- расм.

формуладан аницланади.
«Тухтатиш усули» билан яна 

Куйидагн масалани ечамиз.
31-масала. Дифференциал ме- 

ханизмлн редуктор етакланувчп 
валинннг бурчак тезлиги ып то. 
пилсин; узатманинг бир-бир: га 
бириктирнлган шестернялар утка
зилган етакчи (кривошипли) вали

о);=120с-1, рилдирак 1 сох= 180с” 1 бурчак тезлик билан айланади. 
Еилдиракларнинг тишлари сони мос равишда г2 = 20, г3 = 40, г4 = 
= 60; Рилдирак 1 билан етакчи валнинг айланиш йуналиши бир хил 
(162-расм).

Ечиш. Редукторнинг з̂ амма буринларига (шестернялар 1,2,3, 4 га 
ва кривошипга) сон циймати кривошипнинг бурчак тезлиги а»! га 
тенг, аммо унга царама-царши йуналган бурчак тезлик берамнз. Шу 
тарзда дифференциал узатмани одднй узатмага айлантирамиз ва мос 
бурчак тезликларни цуйидаги жадвалга ёзамиз:

Етакчи Тишли гилдираклар
вал 1

1 2. 3 4. 11

Тухтагунча бурчак тезлиги СО, <*2 .3 *11

Тухтагандаи кейииги бурчак 
тезлиги 0 с■)1“ й)/ 0)2# з — CD; ( D / / - 0);

Илашиш тури — таици ташци

Кривошипнинг бурчак тезлиги со/ билан шестерня [/ нинг бурчак 
тезлиги бир хил йуналгани учун улар бир хил ишора билан олинган.

Кривошип фикран тухтатилгандан кейин шестернялар бурчак тез- 
ликларининг нисбатнни (15.13) формулага асосан тишлар сони орцали 
ифодалаймиз:

ш2. з ~ Ш1 _____г2_ шп ~  ыг _____
гг ’ Шг з-И / г4 '

буларда илашиш тури таш^и булгани учун тишлар сони ннсбати ол- 
дида минус ишора олинган. Олинган тенгликларни узаро купайтир- 
сак,
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m// — (0/ _  V *3

" l - ® I v*4
булади. Бу тенгликдан номаълум бурчак тезлик о>// ни ани^лаймиз:

.  ш/; = tof + (<■>, — (i)y)- - ^ - ;ZfZ4
берилганларга кура ш;/ = 280 — ; етакланувчи I I  валнинг бурчак
тезлиги мусбат ишорали чик;ди. Шу сабабли етакланувчи I I  вал етакчи 
/ вал билан бир томонга айланади.

89- §. Жисмнинг кесишувчи уцлар атрофидаги айланма 
^аракатларини kju ihu j

Жисм бир-бирн билан О нук,тада кесишувчи икки: Ог ва'0£'ук- 
лар атрофида айланма ^аракатда булсин. Бундай ^аракатга мисол'та- 
рицасида 163-раемда курсатилган дискнинг мураккаб ^аракатини 
к^рсатиш мумкин.

Жисм цузгалувчи Ог уц атрофида оэ, бурчак тезлик билан’нисбий 
айланишда булиб, Ог у^ жисм билан бирга 0£ цузралмас уц атро
фида о>2 бурчак тезлик билан кучирма айланишда булсин*(164-рас.м). 
Ш у икки ^аракатни цушиб дискнинг мураккаб ^аракатини аницлай- 
миз. Бунинг учун о)2 ни ОА ва ш, ни ОВ векторлар билан белгйлаб,' 
мазкур векторларни параллелограмм ^оидасига асосан цушамнз. Па
раллелограмм диагоналннинг учидаги С ну^танинг тезлигини аницлай- 
миз. С ну^танинг кучирма ^аракат тезлиги мицдор жи^атдан со2-DC 
га тенг ва кузатувчндан раем текислигига перпендикуляр равишда 
йуналади, нисбий ^аракат тезлиги эса (ot. СЕ га тенг булиб, раем 
текислигига перпендикуляр равишда кузатувчи томон йуналади. ю2* DC 
ва ых-СЕ купайтмаларнинг а̂р бири О АС В  параллелограммнинг юзиии 
ифодалайди, шу сабабли бу купайтмалар тенг булади.
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ШунЯ цилиб, С нуктанинг нисбий ва кучирма ^аракат тезлик- 
лари микд) жи^атдан тенг, йуналиши бир турри чизиц буйлаб ца- 
рама-цари томонга йуналади. Тезликларни ^ушиш хацидаги теоре- 
мага acocs С нуктанинг тезлиги нолга тенг. Жиемнинг О нуцтасн 
Кузгал мае булгани учун бу нуктанинг тезлиги з̂ ам нолга тенг. Шун
дай кили' берилган онда жиемнинг мураккаб ^аракатида унинг ик
кита нуц-зянинг абсолют тезлиги нолга тенг булиб, бу нуцталардан 
утувчи ОСуц айланиш оний уцини ифодалайди.

Жнсмэаг ОС чизигида ётмайдиган ну^талари ОС атрофида оний 
айланма закатда булади.

Оний с.ц1иш бурчак тезлиги со ни ва оний уцнинг вазиятини аниц- 
лаш учун шемнинг ихтиёрий М  нуцтасининг абсолют тезлнгини 
топамиз. 'зликларни цушиш теоремасига мувофиц

vM = vt + vr = со2 х ОМ -f со, X ОМ,
бундан

vM = (со, -+- со2) X ОМ. (15.14)

Иккинчн тдандан, М  нуктанинг тезлиги vM оний уц ОС атрофида 
со бурчак :злик билан содир булади, яъни

~ом = ш хОМ . (15.15)

(15.14) а (15.15) тенгликларни солиштириб, ушбу тенгликни ола
миз:

со = cot + со2.
Оний (-чак тезликнинг модули косинуслар теоремаси асосида 

топилади:
со = |f  + со£ -+- 2 со, со2 cos а ,

бунда а — fe ва 0£ уцлар орасидаги бурчак. ОС оний уцнинг сох ва 
со2 лар била ташкил цилган бурчакларинн ва ср2 билан белгила- 
сак, L  О АС дан (104-раем) цуйидаги тенгликни оламиз:

Ш| _ и2 _ 0>
s i n9a sinq>i sin ( я — о ) *

Бу тенглик.2рдан ф! ёки ф2 ни топиб, оний уцнинг берилган Ог ва 
0\ укларга асбатан вазияти аницланади.

Демак, хиемнинг бир нуктада кесишувчи у^лар атрофидаги 
айланма х°штларини цушиш натижасида олинган абсолют ха
ракат и мазур нуцтадан утувчи ук, атрофидаги оний айланма ха
ракатдан U/jрат булиб, абсолют харакат бурчак тезлиги нисбий 
ва кучирма щракатлар бурчак тезликларининг геометрик йигин
дисига теш.

Худди ктшнгдек, жисм бнр нуцтада кесишувчи п та уцлар ат
рофида айлааи ^аракатда булса, бундай айланма царакатни цушиш
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165- расм.

ватижасида з̂ осил буладиган оний айланма з̂ аракатлар бурчак тезлиги 
Врилган (i>i, со2, . . .  , со, бурчак тезликларнинг геометрик йиганди- 
сига тенг булади:

П
to = (Oj + ш2 +  (о„ = V  о)А.

*=i
32-масала. Горизонтал 00, уц цузгалмас вертикал 0£ у*\ атро

фида со2 бурчак тезлик билан айланганда 00, уеда унинг Oj нукта- 
сида подшипник ёрдамида урнатилган диск горизонтал текисликда 
сирпанмасдан думалайди. Дискнинг радиусиии г ва 00,=  / деб н̂соб- 
лаб, дискнинг 00, атрофидаги нисбий айланиш бурчак тезлиги со, ва 
абсолют з^ракат бурчак тезлиги со топилсин (165-расм).

Ечиш. Диск цузгалмас горизонтал текисликда сирпанмасдан ду- 
малагани учун дискнинг цузгалмас текислик билан уринган С нуцта- 
сининг абсолют тезлиги нолга тенг. С ни О нуцта билан туташтир- 
сак, оний у^ ОС ни оламиз. Оний бурчак тезлик со оний уц буйлаб, 
дискнинг нисбий з̂ аракат бурчак тезлиги со, 00, буйлаб йуналади.
и, ва со, ларга цурнлган параллелограмм тугри туртбурчакдан иборат
булади. Шаклдаги учбурчакларнннг ухшашлигидан —  = — ,

со, 0,С г
бундан o)i = —  (о2.г

Абсолют ^аракатнинг бурчак тезлиги <о = + со2 булади; унинг 
сон циймати о) = | и>\ + <о* ёки (ох нинг цийматини \исобга олсак,

® ^ J  + (*>2 = V P  +  г% булади.
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90-§. Цаттик* жисмнинг 
илгариланма ^аракатларини 

^ушиш

Нисбий ’^раклти \ам, кучирма 
^аракатн а̂м илгариланма а̂рак ц- 
дан иборат булган цаттиц жисмн ц г  
^аракатларини цушамиз.

Жисм Oxyz цузгалувчи система, 
га нисбатан у, нисбий тезлик билан 
илгариланма ^аракатда булиб, Ох у г 
система эса лузгал мае ОДг|£ систе
мага нисбатан v2 кучирма тезлик Ми
лан илгариланма ^аракатда булсин 
(166-раем). Бу о̂лда ^аттиц жисм 
ихтиёрий М  ну^тасининг абсолют 
тезлиги нисбий ва кучирма тезлик- 

ларнинг геометрик йигиндисига тенг булади: va = и, + ve.
Жисмнинг нисбий ва кучирма _̂ аракатлари илгариланма булгани- 

дан унинг а̂мма нуцталари учун vt — vr ъа v2 = ve. Бу з̂ олда жисм 
>̂ амма нуцталарининг абсолют тезлиги бир хил булади: va = и, -f i'2.

Шундай цилиб, жисмнинг кучирма ва нисбий ^аракатлари ил- 
гариланма \аракат булганда уларни цушиш натижасида уосил 
булган абсолют %аракат илгариланма %аракат булиб, унинг тез
лиги кучирма ва нисбий харакатлар тезликларининг геометрик йи
гиндисига тенг.

91-§. Винт ^аракати

Жисм ^узгалмас Ог уц атрофида со бурчак тезлик билан айлаипб 
кучирма а̂ракатда з̂ амда г  уц буйлаб v тезлик билан нисбий илга
риланма ^аракатда булсин. Жисмнинг бундай ^аракати винт хара

кати дейилади (167-раем).
Агар айланма (кучирма) ^аракатнинг бурчак тезлиги 

to билан илгариланма ^аракат тезлиги v у^ буйлаб бир 
томонга йуналса, бундай ^аракат унг винт харакати де
йилади. Агар (о билан v а̂рама-царши йуналса, чап винт 
Харакати дейилади.

Нисбий тезлик v нинг кучирма ^аракат бурчак тезли
ги о га нисбатига тенг катталик винт параметри де
йилади ва у р билан белгиланади:

(15.16)

Агар жисмнинг уц атрофида айланиш бурчагини ф бн- 
167- раем, лан, айланиш у^и буйлаб кучишини s билан белгиласак,
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(1)
_  d<p _  ds 

dt ’ dq>

булади. Бу ^олда

I  (,5-,7)
Агар винт параметри p узгармас булса, (15.17) ни dtp га купай- 

тириб, 0 дан s гача ва О дан ср гача булган чегараларда ннтеграл- 
ласак,

■  / * • - / pdv 
ёки

s = РФ
*осил булади. Бу тенгликдан курамизки, айланиш у^н буйлаб кучиш 
s винт у^и атрофида айланиш бурчаги <р га мутаносибдир.

Жисм бир марта тулии; айланганда ф = 2л булади, бунда жисм* 
нинг ук буйлаб кучишини s = h десак,

л;= 2л р
ёки

А
■  Р = - £

тенгликни оламиз. Жиемнинг впит у^и атрофида бнр марта тулнц 
жйланишида унинг винт у^и буйлаб кучиши h винт цадами дейи
ладн.

Винт ^аракатндагн жиемнинг ихтиёрий ну|\тасидан айланиш уци 
г гача булган масофа доимо узгармасдан крлади. Шу сабабли жием
нинг z yiyiaH г масофада турган ихтиёрий нуцтасининг траекторияси 

■■ радиуси г га тенг булган цилиндр сиртида ётади (168-расм).
Цилиндр енртидаги М  ну^танннг va абсолют тезлиги тезликларни 

I  КУшиш теоремасига мувофиц аникланади:
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Va =  Vr +  У,.
v, _L ve булгани учун va нинг модули цуйидагн тенгликдан топиладщ

Va "  V  +  ® У ГР Г + Г *-

Абсолют тезликнинг айланиш уци ёки цилиндрнинг ясовчиси б и- 
лай ташкил этган бурчагини у билан белгилаб, (15.16) ни эътиборга 
ап сак, tg у цуйидагига тенг булади:

Агар р ~  const булса, у о̂лда
tg у = const.

Демак, г радиусли цилиндр сиртида ^аракатланувчи М  нуцтанип? 
траекторияси винт чизит деб аталувчи чизикдан [иборат булиб, ци
линдр ясовчиларини бир хил бурчак остида кесиб утади. Агар ци- 
линдрнн ясовчиси буйлаб кесиб, текисликка ёйсак, бу текисликда
ВИНТ 4II3HFH ЯСОВЧИ билан Y бурчак ТаШКИЛ ЭТуВЧИ Ту Fpii ЧИЗИЦД;|
иборат булади (169-раем) ва

h — 2 лг ctg у
формула ^осил булади.



Д И Н А М И К А

XVI боб 
ДИНАМИКАГА КИРИШ

92-§. Динамиканинг асосий тушунчалари

Жисмларнинг механик харакатини уларнинг массасига ва харакат- 
ни вужудга келтирувчи кучларга бог лиц равишда текширадиган наза- 
рий механиканинг булими динамика дейилади.

Статикада таъсир этувчи кучларни узгармас деб цараган эдик, 
бироь; жисм царакатланганда унга узгармас кучлардан ташкарн, мнц- 
дор ва йуналиш жи.̂ атдан узгарадиган кучлар а̂м таъсир этади. Жисм- 
ларнинг узаро таъсир кучлари вацтга, жисм цолатнга ва унинг тез- 
лигига маълум муносабатда борлиц эканлигн тажрибалардан маълум. 
Масалан, электровоз реостатини кетма-кет улашда ёкн узишда цосил 
буладнгаи тортнш кучи вацтга борлнц, пружинанинг эластиклик кучи 
жисмларнинг цолатига борлиц, суюцлик ёки цавонинг царшилнк кучи 
эса жиемнинг тезлигнга боглиц булади.

Демак, умумий цолда жиемга таъсир этувчи кучлар вацтга, жием
нинг цолатига ва тезлигига борлиц булади:

F  = F  [ t , г , v ), 
бунда: t — царакат вацти, г — нуцтанннг цолатини аницловчи ради
ус-вектор ва v— нуцта тезлиги. Узгарувчан кучларни содда цолга, 
яъни бош вектор ва бош моментга келтириш масаласи худдн узгар- 
мае кучлар сингари бажарнлади. Жиемнинг ^аракати унга куйилган 
кучгагина борлиц булиб цолмай, балки жиемнинг инертлик хусусия- 
тига цам борлицдир.

Бир кучни икки жиемга айрим-айрим таъсир эттирилса, айнан бир 
хил вацт ичида жисмлар турли масофаларнн босиб утиши ва олган 
тезликларн турлича булиши тажрибада аницланган. Жиемнинг цуйил- 
ган кучлар таъсирида уз тезлнгини тез ёки секнн узгартириш хусу- 
сияти жиемнинг инертлиги дейилади. Агар бир хил кучлар таъси
рида икки жиемдан бирининг тезлиги иккинчненга нисбатан секнн 
Узгарса, биринчи жисм купроц инертликка эга дейилади.

Жиемнинг инертлигини мицдор жи.̂ атдан нфодаловчи физик кат
талик жиемнинг массаси дейилади.

Классик механикада жиемнинг массаси узгармас, скаляр ва мус
бат катталик деб царалади.
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Умумий ^олда жисмнинг ^аракати унинг массаси ва цуйилган 
кучларгагина бснмиц булмай, балки жисм шаклига, ани^роги, жисм 
ни ташкил этган зарраларнинг жойлашувнга (массаларининг тацсимлц- 
нишига) а̂м боглик; булади.

Динамикада дастлаб жисмларнинг улчамлари ва массаларинин; 
тацсимланишини эътиборга олмаган ^олда уларнинг 3\аракатини урга- 
ниш учун моддий нуцта тушунчаси киритилади.

^аракатини урганишда улчамлари а^амиятга эга булмаган, лекин 
массага эга булган жисм моддий нуцта дейилади.

Масалан, Ернинг уз орбитаси буйлаб К,уёш атрофидаги а̂рак;;- 
ти урганилаётганда, мазкур орбнтанинг улчамларига нисбатан Ернинг 
улчамлари жуда кичик булгани учун Ерни моддий нуцта деб î apai: 
мумкин. Лекин Ернинг уз уци атрофидаги харакатини а̂м эътибор 
га олиш зарур булса, Ерни моддий нук,та деб булмайди, чунки Ер
нинг увидан >;ар хил узоцликдаги нуцталари бу ^аракат вацтида а̂р 
хил масофани утади.

Динамикада жисмнинг ^аракатнни урганишни, одатда, унинг ай- 
рим нуцтаси ^аракатини урганишдан бошланади. Динамика икки цнсм- 
га булинади:

1. Моддий нуцта динамикаси.
2. Механик система ва цатти  ̂ жисм динамикаси.

93-§. ДИНАМИКАНИНГ АСОСИЙ КОНУНЛАРИ

Урганнлаётган механика курси 1687 йилда Ньютон таърифла- 
ган цонунларга асосланган булиб, классик механика деб аталади. 
Классик механика цонунлари жисмларнинг тезликлари ёруглик тезли- 
гидан анча кичик булган ^олда уринли булади.

1-конун (инерция цонуни). Ташци таъсирлардан щ ш  булган 
моддий нуцта бирор куч таъсир этмагунча узининг тинч хрла- 
тини ёки тенг улчовли тугри чизицли харакатини сацлашга ин- 
тилади.

Шундай цилиб, инерция цонунига кура F  = О булса, w = 0 булиб, 
v = const булади; бу ерда: v — моддий нуцтанинг тезлик вектори; 
и — тезланиш вектори; F  — моддий нуцтага таъсир этаётган куч векто
ри.

1-цонун уринли буладиган нуцтаиинг ^аракати инерцион ^аракат, 
бу цонуннинг узи эса инерция цонуни дейилади.

2-цонун (динамиканинг асосий цонуни). Моддий нуцтанинг куч 
таъсирида олган тезланиши билан массасининг купайтмаси мщ- 
дор жихатдан шу кучга тенг булиб, тезланиши куч билан бир 
хил йуналишда булади (170-расм):

mw = F , (16.1)
бу ерда т  узгармас мшуюр булиб, берилган моддий нуцтанинг мас- 
сасини ифодалайди.

(16.1) тенглама динамиканинг асосий тенгламаси дейилади ва 
у динамиканинг асосий цонунини ифодалайди.
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— (ft)Кннематикадан маълумки, w =-#-•
руни эътиборга олиб, (16.1) тенгламани 
ушбу куринишда ёзамиз:

m dJ L  = T. (16.2)dt

170- оаем.

Агар v = const булса, F  — 0 булади.
Яъни нуцтага (ёки жисмга) куч таъсир 

: этмаеа, ну^та (ёки жисм) инерцион о̂- 
латда булади.

Куч билан нуцта тезланиши бир 
чизиц буйлаб йуналгани учун (16.1) га
кури уларнинг модуллари орасида цуйидаги тенглик уринли булади:

mw = F. (16.3)
Бундан

(16.4)F
Ш==т>771

| яъни, моддий нуцтанинг берилган куч таъсирида олган тезланиши 
В кучга т>три мутаносиб, ну^та массасига эса теекари мутаносиб була

ди.
Хар а̂ндай жисм бушликда огирлик кучи таъсирида ерга бир хил 

узгармас g тезланиш билан тушиши тажриба ёрдамида аницланган. 
Огирлик кучининг жисмга бераднган бу g = 9,81 м/с2 тезланиши 
эркин тушиш тезланиши деб юритилади. (16.3) тенгламага кура, эр- 
кин тушаётган ну^та (ёки жисм) нинг огирлик кучи

Р  = mg
|  формуладан, массаси эса

Рт  = — 
g

(16.5)

формуладан ани^анади.
Моддий жисмга таъсир этувчи куч манбаи бирор бошца жиемда 

[ булади. Аммо бу таъсир бир томонлама булмайди. Иккинчи жисмга
*  биринчи жисм ^ам маълум таъсир курсатади. Моддий жисмларнинг 

бундай узаро таъсирлари классик механикадч цуйидаги цонун билан 
берилади.

З-цонун (таъсир ва акс 
таъсирнинг тенглиги цону- 
ни). Иккита моддий нуцта 
мицдорлари тенг ва шу нук- 
таларни туташтирувчи туг- 
ри чизиц буйлаб царама-цар- 
ши томонга йуналган кучлар 
билан бир-бирига таъсир 
этади.
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Масалан, А моддий нуцта В  нуцтага F a куч билан таъсир этс,:, 
В  нуцта цам /Гнуцтага F B куч билан таъсир цилади. Бунда ? /( 
нинг мицдорн F a кучга тенг булиб, Л ва В  нуцталардан утувч i 
турри чизнц буйлаб унга тескари йуналади (171-расм). (16.1) га кур , 
А ва В  нуцталар учун динамиканннг иккинчи цонуни цуйидагича 
ёзилади:

Р_в = mA WA, (16.6)
F a = тв  й'а, (16.7)

3-цонунга кура
Fa = — Fa (!6.8j

булади, бунда | FA\ = I FB\.
(16.8) га мувофиц (16.6) ва (16.7) тенгликлардан ушбу муносабат 

ларни оламиз:
mAWA = — т в w b ‘, (16.9)
т л йв
т  в (16.10)

Бундагн минус ишора нуцталарнинг тезланнши царама-царшн йу- 
налганлнгини ифодалайди.

Динамнканинг 3-цонуни статнканннг 1-аксиомасндан тубдан фарк 
цилади. ^ацицатан цам, статнканинг биринчи аксяомаси битта жиемга 
таъсир этувчи икки кучнинг мувозанати шартинн ифодаласа, динами- 
канинг 3-цонуни иккита жиемнинг узаро таъсиринн ифодалайди.

4-цонун (кучлар таъсирининг узаро мустакиллиги цонуни). 
Моддий нуктанинг унга куйилган бир неча кучлар таъсирида ол
ган тезланиши %ар бир кучнинг а,70.\ида таъсирида нуцта о.гади- 
ган тезланишларнинг геометрик йигиндисига тенг.

Моддий нуцтага F v F 2, . . .  Тп кучлар таъсир этаётган булсин 
(172-расм). Х,ар бир куч таъсирида нуцтанинг олган тезланишларини



щ. ............w„ билан белгилаймиз. У з̂ олда 2-цонунга мувофиц
F, = miz\

F„ = ты'п ,
4-конунга асосан F lt F2, •••Fn кучлар таъсирида ну^танинг олган 

тезланишн
W  =  Wx +  Wt + • • • +  U'n (16.12)

булади. Буни эътиборга олиб, (16.11) ни ед’шиб 
т  w = F t -f F t Н---+ Fn

ёки П _
ты>=УРк (16.13)

1 *=lмуносабатни оламиз. (16.13) тенглама бир неча кучлар таъсир этаёт- 
ган нуцта учун динамнканннг асосий цонунинн ифодалайди.

Классик механика цонунлари уринли -булган саноц системаси 
инерциал система дейнлади. Бундай системага нисбатан текши- 
рилаётган з̂ аракат абсолют з̂ аракат деб а̂ралади. Аксарият техника 
ыасалаларнни ечншда инерциал система сифатида Ер билан бевоси- 
та богланган система олинади. Агар Ернинг суткалик айланишн з̂ и- 
собга олинса, инерциал система учун координаталар боши Ернинг 
марказида ва координата уцлари учта «лузгалмае» юлдузларга йунал- 
тирнлган система кабул цилинади. Астрономияда инерциал система 
учун маркази Куёшда олинган гелиоцентрик система цабул цилинади.

94-§. Механик улчов бирликлари системаси

Хамма механик катталикларни улчаш учун учта асосий улчов бир- 
ликларни киритиш етарлидир. Булардан нккнтаси учун вацт ва узун- 
лик бирликлари олиниши кинематика булнмидан маълум. Одатда, 
учннчн улчов бирлиги сифатида масса ёки кучнинг улчов бирликла
ри олинади. Аммо масса ва куч орасида динамиканинг асосий цону- 
нига кура (16.3) тенглик мавжудлигидан уларни ихтиёрий равишда 
олиб булмайдн. Шу сабабли механикада бир-биридан фарц цилувчи 
икки турдаги бирликлар системаси кирнтнлади.

Биринчи тур бирликлар системаси. Х03ИРГИ пайтда халцаро СИ 
бирликлар системасининг таркибий цисми булган МКС системаси 
кенг ^улланилади. Бу системада асосий улчов бирликлари учун г̂ уйи- 
даги бирликлар олинади: 1) узунлнк бирлиги — 1 метр(м); масса бир- 
лигн — 1 килограмм (кг); 3) вацт бирлиги — 1 секунд (с).

Калган барча механик катталикларнинг бирлиги асосий бирликлар- 
дан з̂ оенлавий бирлик сифатида олинади. Масалан, куч бирлиги учун 
1 ньютон (Н) ^абул и̂лннади; (16.3) га кура 1 Н = 1 кг д/с!, яъни 
1 кг массага 1 м/с2 тезланиш берадиган куч бирлиги 1 ньютонга тенг.



Иккинчи тур бирликлар системаси. Механикада СИ системасидан 
ташцари, техник бирликлар системаси деб аталувчи МКГСС систе
маси цулланилади. Бу системада асосий улчов бирликлари учун 
Куйидагн бирликлар к;абул цилинган: 1) узуилик бирлиги— 1 метр (м);
2) куч бирлиги — 1 килограмм-куч (кгк); 3) вак,т бирлиги — 1 секунд
(с).

Бу бирликлар системасида масса бирлиги учун 1 техник масса бир
лиги (т. м. б.) цабул цилинган; (16 3) га кура

1 * 1 кгк1 т. м. б. = ------ .
1 м/с*

1 кг массага 1 кгк куч g — 9,81 м/с* тезланиш беради; худди 
шу массага 1 Н катталикдаги куч 1 м/с* тезланиш беради. Шу са
бабли

1 кгк = 9,81 Н
ёки

1 Н = 0,102 кгк.
Бундан ташкари, цуйидаги муносабатлар уринлидир:

1 кгк = 1 т. м. б. • 1 м/с2,
1 кгк = 1 кг-9,81 м/с2.

>̂ар кандай масаланн ечишда фа цат битта бирликлар системаси
дан фойдаланиш керак.

XII боб
МОДДИЙ НУКТА ХАРАКАТИНИНГ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 

ТЕНГЛАМАЛАРИ ВА УЛАРНИ ЕЧИШ

95-§. Моддий ну^та ^аракатининг ци])ференцидл тенгламалари

Эркин моддий нуцта F  куч таъсирида цузгалмзс Оху г саноц сис- 
темасига нисбатан ^аракатланаётган булсин (170-расм). Бу нуцта учун 
Ньютоннинг иккинчи цонуни цуйидагича ёзнлади:

mw = F ' (17.1)
Агар моддий нуцта бир цанча кучлар таъсирида булса, F  ни шу куч-П _

ларнинг тенг таъсир этувчиси, яъни Jr = деб а̂раймиз.
k*=j

— dv _ <Pr
w ~  ~dl ~dt*~

булгани учун (17.1) цуйидагича ёзилади:



(17.2) ёки (17.3) тенглама эркин 
моддий нук,та харакат и диффе
ренциал тенгламасининг век
торли ифодаси дейилади.

Динамикаиииг асосий цонунини 
ифодаловчи (17.3) векторли тенг- 
ламани Декарт координата уцла- 
рига проекциялайлик (170-расм:)

По ,

О
У

бунда: X , Y, Z — кучнинг коор
дината уцларидаги проекциялари; 
х,у, г —тезланиш проекциялари.

173- раем.

(17.4) тенгламалар нуцта координаталарига нисбатан иккинчн тар
тибли дифференциал тенгламалар системасини ташкил этади. Бу тенг
ламалар эркин моддий нуктанинг Декарт координаталаридаги 
Харакат дифференциал тенгламалари дейилади.

Моддий нуцта царакати дифференциал тенгламаларини табиий коор
дината уцларида цам ифодалаш мумкин.

Нуктанинг траекториясида у билан биргаликда царакатланувчи, 
уринма, бош нормаль ва бннормаллардан ташкил топтан табиий коор
дината уцларини утказамиз (173-расм). Бу уцларнинг бирлик вектор- 
ларини мос равишда п°, ва Ь°, билан белгиласак, тезланиш век- 
торннниг табинй координата уцларидаги ифодаси

шаклда ёзилншн кинематикадан маълум.
Кучнинг табиий координата уцларидаги ифодаси цуйидагича була

ди:

бу ерда F T,F n tFb — моддий нуцтага таъсир этувчи кучнинг мос 
равишда уринма, бош нормаль ва бинормалдаги проекциялари.

Шуларга кура динамиканинг асосий тенгламаси (17.1) цуйидагича 
ёзилади:

Охирги тенгликнинг икки томонндаги мос бирлик векторлар олдида- 
ги коэффициентларни тенглаб,

F  = Fxx °+ F n n° + Fb b°.

т  *  т° + т  ^ п°  = Fx т° + Fnn° + Fb b°.
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тенгламаларнн з̂ осил циламиз. Эркин моддий нуцтанинг табиий 
координата уцларидаги %аракати дифференциал тенгламаларини 
нфодаловчи (17.6) тенгламалар нуцта дифференциал тенгламалари- 
нинг Эйлер формасида бернлиши дейилади.

(17.5) да F b= 0 эканлиги моддий нуцтага таъсир этувчи куч эг
рилик текислигида ётишини курсатади.

96- §. Богланишдаги моддий ну^та ^аракатининг дифференциал
тенгламалари

Агар зрракатланувчи моддий ну^тага бирор богланиш цуйилган 
булса, дифференциал тенгламаларнн тузишда, богланишдан бушатиш 
з^идаги аксиомага кура, реакция кучини з̂ ам таъсир этувчи кучлар 
цаторига цушиб олинади.

Масалан, М  моддий нуцта П  силлиц снрт устида F  куч таъси
рида з̂ аракатланаётган булса, у зрэлда /7 сирт моддий ну^та учун 
богланиш вазифасини утайди (174- расм). Сирт силлиц булганидаи бог
ланиш реакция кучи N ни з̂ аракатн кузатилаётган М ну^тада сирт
га утказилган нормаль буйлаб йуналтнрамиз. Натижада богланишда
ги ну^та F  ва N  кучлар таъсиридагн эркин нуцта деб царалади. 
Бундай нуцта учун Ньютоннинг иккинчи о̂нуннни цуллаймиз:

m w = ? +  N. (17.6)
(17.6) тенглама богланишдаги нуцта %аракати дифференциал тенг- 
ламасининг векторли ифодаси дейилади.

(17.6) ни Декарт координата уцларига проекцнялаб, шу уцларга
нисбатан з̂ аракат дифференциал 
тенгламаларини з̂ осил цнламиз:

т х = Х  + NX, 
my = Y  + Ny, (17.7) 
mz = Z + N ,,

бунда Nx, JV1, Nt — реакция ку- 
чннинг координата уцларидаги 
проекциялари.

Агар моддий ну^та силлиц бул
маган сирт устида з̂ аракатланса, 
нормал реакция кучидан ташцари, 
сиртга уринма буйича йуналган ва

0 = F b
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Кулон крнунига кура аницланувчи ишцаланиш кучини >;ам цушиш 
«ерак.

Агар моддий нуцта F куч таъсирида цуэгалмас силлиц эгри чизи  ̂
буйича ^аракатланса (масалан, шарча найча ичида ^аракатланса), бу 

ипнинг нормал реакция кучини N билан белгилаб, иуцтанинг Ta
ft координата ук,ларидаги ^аракати дифференциал теигламаларини 
идагича ёзиш мумкин (175-раем, а):

ip берилган эгри чизиц бир текисликда ётса (175-раем, б), бу те
лик учун эгрилик текислиги олинади, у о̂лда (17.8)

(17.8)

О -  Fb + Nb.

dv

(17.8')

екн

m - = Fn + Nv л
(17.9)

ринишда езилади.



(17.9) тенгламаларнинг биринчисида бор 
ланиш реакция кучи цатнашмаганлигид. ч 
бу теиглама нуцтанинг берилган эгри чизин; 
буйлаб зрракати цонунини аницлашга имкон 
беради; (17.9) нинг нккинчисидан фойдала
ниб богланиш реакция кучи N топилади.

97-§. Математик тебрангич
Чузилмайдиган ва огирлиги и̂собга олин- 

майдиган ипга осилган а̂мда огарлик кучи 
таъсирида бирор вертикал текисликда э̂ ара- 
катланадиган моддий нуцта математи 

тебрангич дейилади. Бунда моддий нуцта сифатида улчамлари ипнинг
I узунлигига нисбатан анча кичик булган жисм олинади.

М  нуцтага орирлик кучи Р  ва ипнинг таранглик кучи Т таъсир 
этади (176-расм). Табрангичнинг вертикалдан o fh u i бурчагинн <р би
лан белгилаймиз. Тебрангичнинг вертикал текисликдаги зрракатин;! 
текшириш учун (17.8') нинг биринчн тенгламасини тузамиз. Бунда

•
v = / ф , Fr — — mg sin ф 

булишини эътиборга олсак,
ml ф = — mg sinф

ёкн

Ф+  у-вшф = 0 (1)
(1) тенглама чизицсиз дифференциал тенгламадан иборат булиб, унинг 
ечимини элементар функциялар орцали ифодалаб булмайди.

Математик тебрангичнинг кичик тебранма ^аракатини текширамиз 
ва (1) да ф бурчак кичик булганидан sin ф »  ф деб к,араймиз. У з̂ ол- 
да математик ггсебрангичнинг кичик тебранма харакати тенгла
маси цуйидагича ёзилади:

Ф + 7Ф = 0. (2)

Бунда
ft2 = -i /

белгилаш кнритиб, тенгламанн
Ф +  £2ф = 0  (3)

куринишда ёзиш мумкин.
Чизицли, узгармас коэффициентли ва бир жинсли (3) тенгламанн 

интеграллаш учун унга мос тенгламанн тузамиз:
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X* + k- = 0.
Бу тенгламанинг илдизларн

Я,х = -j- i k, 
к2 = — i k.

Ц1унга кура (3) дифференциал тенгламанинг умумий ечими
Ф = Q  cos kt + С2 sin kt (4)

НЬшишда булади. Бундаги интеграллаш доимийларн Cj ва С2 ни

t = 0 да Ф = ф0, ф = ф 0. (5)
бошлангич шартларга кура аннклаймнз.

(4) дан вацт буйича цосила олнб, тебрангнчнинг О нуцта атрофи
да айланишдагн бурчак тезлнгини топамиз:

Ф  = — Л С, sin kt + kCt cosht. (6 )

(5) ни (4) ва (6) га цуйиб, Сх ва С, ни аниклаймиз:

С , =  Ф0, С 2 =5?- Л
С, ва С2 ларнинг цийматларинн (4) га цуйиб, математик тебран- 

гичниш кичик тебранншларн цонунини аниклаймиз:

Ф  = ф0 cos k t + — sin k t.к (7)

(4) да С, ва Са лар урнига
С, = a sin о, Сг — a cosa,

янгн узгармас а ва а ларни кирнтиб, математик тебрангнчнинг кичик 
анишлар царакат цонунини

Ф — a sin (kt -f a ;  (8 )

ринишда ёзиш мумкин (177-раем). Бунда: а — кичик тебранишлар 
иштудаси (радианда улчанади); a — бошлангич фаза; k — тебраниш

лар частотаси. а ва а лар бошлангич шартлар орцали цуйидагича 
аннцланади:

I  а — ~ \ f фд 4-
a = arc tg

«Ре

(9)

, (8) тенглама нуктанинг гармо
ник тебранма %аракати тенгла
масини ифодалайди.

Математик тебрангнчнинг кичик 
тебранишлар даври
13—2344

177- раем.
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к
ёки

Т = 2 * У ±  (10 )1
формуладан аницланади.

(10) дан курамнзки, математик тебрангичнинг кичик тебраниш. р 
даври ^аракатнинг бошлангич шартларига 6of.u iî  булмай, асосан, т.> 
рангнчнннг / узунлигнга боглиц булади,

98- §. Моддий ну^та динамикасининг икки асосий масаласи

Моддий ну^та динамикасининг асосий цонунини ифодаловчн (17. lj | 
тенглик ёрдамида ну^тага таъсир этувчи куч билан ну^танинг тезла
ниши орасидаги муносабат аницланадн. Бу ь;онундан фойдалан io | 
ну^та динамикасининг цуйидаги икки асосий масаласи ечилади.

Моддий нуцта динамикасининг биринчи асосий масаласида нуц- I 
танинг массасн ва ^аракат ^онунига кура а̂р онда бу ^аракатни в\- I 
жудга келтирувчн кучни топиш урганилади.

Нуцтага таъсир этувчи кучни топишда, ну^танинг ^аракат цонуни I 
цандай усулда берилишига цараб, ю о̂рида чнцарнлган дифференциал 
тенгламаларнинг векторли (17.1), Декарт координата ук,ларид;пи
(17.4) ёки табиий координата уцларидаги (17.8) ифодаларинннг бири- I 
дан фойдаланилади. ^ар цайси усулда а̂м масаланн ечнш а̂раклт 
цонунидан нуцтанинг тезланишини топишга келтирилади.

Масалан, массасн т  га тенг моддий ну ̂ танинг ^аракат тенглама.1а- 1 
рн Декарт координаталарида берилган булсин:

*  =■ А (0 ; у  =  f» (0 ; e - М О *  (17.Ю )
У *олда а̂ракатнн вужудга келтнрувчи кучнинг координата ук- 

ларидаги проекцияларинн ани^лаш учун (17.10) .\аракат тенгламала- I 
рндан ва^т буйича икки марта ^осила олиб, (17.4) га цуямиз:

X= m f\' (0;
Y = m f' (/);
Z  =  m /”  (/).

Проекцияларига кура кучнинг модули
F  = У Х г + У* + Р , (17.11) I

формуладан, йуналиши эса

cos(F , x)=~F \ cos (F . у) = j  ; ?os ( F, z) = y .  (17.12)

формулалардан ани^ланади.
Мисол учун, массаси т  га тенг булган М  моддий нуцтанинг 

ракат тенгламалари цуйидагича берилган:
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х = a cos k t\ 
y = bb\n kt.

д( нуцтага таъсир этувчи F 
кучни аншутймиз (178-раем).

Берилган .уракат тенгла- 
каларидан t ни йукртнб, нук,- 
чанинг траекторияси тенглама
сини топамнз:

£ + £ - 1 . а2 Ь1
Демак, нуктанннг траектория
си ярим уцларн а, b га тенг 
б̂ лгаи эллипедан иборат.

Нуцта ^аракат тенгламаларннинг ур  биридан t вацт буйича икки 
марта косила олнб, тезланишнинг проекцияларини топамиз:

х = — кга cos kt = — k*x\
У ~  — k?b sin kt = —  k?y.

(17.4) дифференциал тенгламалардан фойдаланиб номаълум куч
нинг \ар ондаги координата уцларидаги проекциялари аницланади:

X  =  —  mk?X]
Y = — mk?y.

(17.11) га мувофиц кучнинг модулини аииклаймиз:
F  = У  X- + Y- = k-mVx2 + у2 = k-mr. (1)

бунда г = У  х2 + уг .
(17.12) дан фойдаланиб кучнинг йуналтнрувчи косинусларини то

памиз:

cos (F, х) = — = — —, cos (F, у) У
У

У_
Г (2)

Нуцта радиус-вектори г нинг йуналтнрувчи косинусларини аницлай- 
миз:

cos (~F• х) = -у-, cos (г~, у) = —£■ • (3)
(2) ва (3) тенгликларни солиштириб

F  = — k2m г (4)
косабатни оламиз.
Шундай цилиб, (1) ва (4) тенгликлардэн курамизки, М  ну^та 

уни О марказга тортувчи ва нуцтадан О марказгача булган масофага 
С мутаносиб булган куч таъсирида ^аракатланади.
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1

Моддий нуупа динамикасининг иккинчи асосий масаласида мас
саси ва нуцтага таъсир этувчи куч бернлганда нуктанинг царакаг 
цонуни аникланади.

Бу масалани ечиш (17.3) ва (17.4) ёкн (17.5) царакат дифферс 
циал тенгламаларини ннтеграллашга келтириладн. Шу сабаб. и 
динамиканинг иккинчи асосий масаласини ечиш биринчнсига нисбатан 
анча мураккабднр.

Юцорида курганимнздек, умумий цолда нуцтага таъсир этувчи 
куч бир цанча омилларга 6of.ihk; булади. Масалан,

F  = F (t ,r  , v ).

Бу \олда нуцта царакат цонунининг Декарт координата уцлари- 
дагн ифодасини топиш учун кучнинг координата уцларидаги проек- 
цияларини

. • * •
X  = X (t,x , у, г, х , у , я);
Y = Y (/, х, у, z, х, у, г );

•  •  •

Z = Z (t, X, у, 2, X, у, 2)\

куринишида ёзиб, (17.4) нуцта царакатининг дифференциал тенгла
маларини цуйидагича ёзамиз:

т х  = X (t, х, у, 2, х, у, 2)\ 
my = Y (t ,x ,y ,2,x ,y , 2)\

• • • • • 
т  2 = Z (t, х, у, 2 , х, у, 2);

(17.13)

(17.13) тенгламалар х, у, 2 ларга нисбатан иккинчи тартибли диффе
ренциал тенгламалар системасини ташкил этади.

Шундай цнлиб, Декарт координата уцларнга нисбатан нуктанинг 
царакат цонунини аницлаш масаласи учта иккинчи тартибли днффе- 
ренциал тенгламалар системаси (17.13) ни биргалнкда ннтеграллашга 
келтириладн. Мазкур тенгламаларни ечиб, царакатланаётган нуцтанинг 
л:, у, 2 координаталари t вацтнинг ва 6 та ихтиёрий узгармасларниш 
функцияси сифатида аницланади:

х = x(t, С|, Сг, , С*); 
y = y(t, С, С „ . . .  , Q ; (17.14)
2 — 2(t, С|, Cj, . . .  v Сg).

(17.14) дан курамизкн, нуцта берилган куч таъсирида бирор аник 
траектория буйича царакатланмайди; балки интеграллаш натижасида 
цосил булган. С1( С2, . . . , С„ сонларнннг цар бнр цийматига мос 
келувчн царакатлар тупламидан иборат булади. Х,аракатнинг цандай 
соднр булиши бошлангич шартларга боглиц. Масалан, огирлик кучи 
таъсирида харакатланаётган нуктанинг траекторияси бошлангич тез
ликнинг йуналишига цараб тутри ёки эгри чнзицли булади.
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* Моддий нуцтанинг бошлангач пайтдаги ^олати ва тезлигини ифо- 
даловчи шартлар бошлангич шартлар дейилади. Масалан, бошлантч 
щартлар цуйидагича булсин:

X -*0’ У У О'  ̂ 0̂*
X  =  Хд, У  — Уд. Z — Z0.

(17.15)

(17.15) га мос келувчи С „ Сг, С, ларни аницлаш учун (17.14) 
дан вацт буйича косила олиб, нуцта тезлигининг проекцияларини 
анЦлаймиз:

х = х (/, С „ Сг, . . .  , Q ; 
У — У (ft Ci, Сг, . . .  , Cg); 
z = з (/, С „ С,......... Се).

(17.16)

Бошлангич (17.15) шартларни (17.14) ва (17.16) тенгламаларга
• • •

цуйиб дг0, у0, 20, х0, у0 z0 лар цатнашадиган олтита алгебраик тенг- 
аамалар системасига эга буламиз. Бу олтита тенгламалар системаси- 
дан узгармас сонлар Са (а = 1,6) ни аницлаймиз:

Са ~  f О. ̂ 0> "̂О’ У О' 2о. О̂’ Уо' о̂)' (Я = 1*®)*
Буларни (17.14) га цуйсак, (17.13) нинг цуйидаги ечимини оламиз:

X  ^  X  ( f ,  X q ,  У д ,  Z q ,  X q ,  У д ,  Zg),

У = У (̂ > о̂’ Уо’ 3о- о̂' У о * Зо).
2  =  2  ( / ,  JCq ,  / / q ,  2 ( j ,  X q ,  f/ ф ,  S q ) .

(17.17)

(17.17) тенгламалар маълум кучлар таъсиридаги нуцтанинг бе
гай бошлангич шартларни цаноатлантирувчи уракат цонунининг 

рт координата уцларидаги ифодаоидан иборат.
Дифференциал тенгламалар курсидан маълумки, иккинчи тартиб- 

Ии учта дифференциал тенгламалар системасининг (17.14) курнниши- 
ги умумий ечимини аниклаш урнига бу тенгламаларнинг цуйидаги

fk(t,x ,y, z, х,у, z ) = Ск, (к = 1,6) (17.18)

6 та биринчи интегралларини аниклаш етарлидир.
Техникада баъзан аралаш турдагн масалаларнн ечишга TyFpn ке
да. Бундай масалаларни фл цилишда нуцтаиинг уракат цонунини 

ицлаш билан бирга, таъсир этувчи айрим кучларни ум  аншуишга 
три келади. Богланишлардан бушатиш уцидаги аксиомага кура 
ндай нуцтани берилган кучлар ва номаълум богланиш реакция куч- 
ри таъсиридаги эркин нуцта деб царалади.
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99-§. Динауиканинг иккинчи 
z v масаласини ечишга оид мисоллар

Моддий нуцта дииамикасининг 
иккинчи асосий масаласи цуйида- 
ги тартибда ечилади.

1. Инерциал санок системаси- 
У ни киритиб, координата уцлари 

танлаб олинади. Агар нукта би
рор цолатда мувозанатда була ол- 

179- раем. са, у цолда саноц боши учун
нуктанинг статик мувозанат цо.;,1- 
ти олинади.

2. Нуцтага таъсир этувчи ва богланиш реакция кучлари курсатн 
лади.

3. Нуцта царакатининг бошлангич шартлари аницланади, яъни
t = 0 булган бошлангич пайтда x0,y0,z0x0, у0, z0 аницлаб олинади.

4. Нуцта царакатининг дифференциал тенгламалари тузилади.
5. Тузилган дифференциал тенгламаларнинг бошлангич шартларни 

цаноатлантирувчи ечими ани̂ ланади ва изланаётган номаълумлар то
пилади.

Нукта царакатининг дифференциал тенгламаларини нуцтага таъ
сир этувчи куч:

1) мицдор ва йуналиш жицатдан узгармаган;
2) фацат вацтга бог лиц булган;
3) фацат нуцтанинг фазодаги цолатига боглиц булган;
4) фацат нуцтанинг тезлигига боглиц булган цолларда осонгина 

интеграллаш мумкин.
33- масала. Горизонтга а бурчак остида у0 бошлангич тезлик би

лан отилган жиемни моддий нуцта деб цараб цамда цавонинг цар- 
шилигини цисобга олмай, мазкур нуцтанинг фацат огирлик кучи таъ- 
сиридаги а̂ракати аницлансин.

Ечиш. О координаталар бошини нуцтанинг бошлангич цолатидз 
олиб, Оъ уцни вертикал юцорига йуналтирамиз: Oyz текисликнн эса 
v0 бошлангич тезлик ётган текисликда оламиз (179- раем).

У цолда царакатнинг бошлангич шартларини цуйидагича ёзиш 
мумкин:

t = О да х0 = 0, д0 = 0, z0 = 0; | ^
Xq — 0, у0 =u0cosa; z0 = i>0sin a .J

Нуцтага таъсир этувчи кучнинг коэрдината уцларидаги проекция- 
лари

X  = 0, Y  = 0, Z = — mg
булгани учун нуцтанинг Декарт коэрдината уцларндаги царакати диф
ференциал тенгламалари цуйндагича ёзилади:
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mx — O', 
т у  = 0; 
mz — — mg 

Бу тенгламаларнн интеграллаймиз:

х = С{,
У — Сг

z =  — g t  +  С,.
Олинган тенгламаларнн яна бир марта интеграллаймиз:

х = С ̂  + С«; 
у = <у + Сь:
2 = — + С,.

(2)

(3)

Са(а=  1,6) узгармас сонларни аницлаш учун а̂ракатнинг бошлан- 
№  шартлари (1) ни (2) ва (3) га цуямиз. Натижада

Сг = 0, Сг = w0 cos а, С3 — у0 sin а ,] 
С* = 0, Сь = 0, Св = 0. J (4)

(4) га кура ну^танинг .̂ аракат тенгламалари (3) цуйидагича ёзи- 
лади:

х = 0;
у = vjt cos а;
я = — — Ь V sina<

(5)

Бу тенгламалар системасидан курамизки, огирлик кучи таъсирида 
ну^та yOz текисликда бирор траектория буйлаб а̂ракатланади.

Бу траектория тенгламасини топиш учун (5) дан t ва^тни йуцо- 
тамиз. (5) нинг иккинчисидан t ни топиб, учинчисига цуямиз:

2 = ytg  се ву1
2 Dq cos2 a (6)

Шундай килиб, нуктанинг траекторияси уци Oz га параллел бул
ган параболадан иборат. (1) бошлангач шартлар урнига у̂йидаги 
шартларни олайлик:

t = 0 да
*0 = 0; у9= 0; Zq = 0; (7)
*о = 0; у о = 0; z0 = v0,

яъни бошлангич пайтда нуцта координаталар бошида булиб, верти
кал ю о̂рига у0 тезлик билан отнлган (180-расм). Бу >;олда
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с , — О, С, — О, Cj — v0;

с4 = о, с6 = о, с, = о.
Бинобарин, нук,танинг а̂ракат тенг
ламалари цуйидагича булади:

х = О;
У =  О,

• — f  + V-
(8)

яъни (7) бошлангич шартларда н\>;- 
та Oz yî  буйича тугри чизицли >̂ . 
ракат и̂лади.

(6) ва (8) тенгламалардан кура- 
мизки, бошлангич шартларнинг Г>е- 

рилишига цараб, ну^танинг траекторияси турлича булиши мумкин 
экан.

34- масала. Массасн т  га тенг булган моддий ну^та F  = F0 cos <ot 
(бу ерда F0 ва со — узгармас ми^дорлар) цонунга мувофиц узгарувчи 
куч таъсирида тугри чизи^ли ракат щилади. Бошлангич пайтда 
ну^та координаталар бошида булиб, тезлиги х0 = у0. Нуцтанинг 
а̂ракат тенгламаси топнлсин.

Ечиш. О координаталар бошини нуцтанинг бошлангич долатида 
олиб, F кучни Ох у к; буйича йуналтирамиз.

У :*;олда ну^та ^аракатининг дифференциал тенгламасини цуйид i- 
гича ёзиш мумкин:

тх  = F 0 cos со/,
dxбунда х = —  булгани учун dt

еки

dx _ рт  — =* г о cos со/ dt

mdx= F acos и tdt.
Бу тенгламанн бошлан гич шартларга мос келувчи чегаралард.) 

интеграллаймиз:

т
л * и/» • Л • • F
J dx = F 0 J cos со tdt; тх  — mx0 = —  sin со/,

• ^  
бунда x0 = v0 булганн учун охирги тенгламанн —  га нисбатан ечибdt
цуйидагича ёзамиз:
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.•ни dt га купайтирамиз ва бошлангич t = 0 пайтда х = О эканли- 
рИни эътиборга олиб, бу тенгламанн интеграллаймиз:

Fn 'j  dx= i»0  ̂ dt -f j  sinuitdt.
О О О

Бундан
JC =  y0/-f — ---- —  COS (i)/

fnto* m (i>J

куринишдаги â pa кат цонунини оламиз. Бу теигламадан курамизки, 
нуцтанинг ^аракатини

* 1 = v0t F0
mca2

f
цонунга буйсунадиган тенг улчовли ^аракат а̂мда х2= --- —cosat/7lCl)•
цонунга буйсунадиган гармоник тебранма ^аракатларнинг йигинди- 
сидан иборат деб цараш мумкин.

XVIII боб
МОДДИЙ НУКТАНИНГ НИСБИЙ ХАРАКАТИ ДИНАМИКАСИ

100- §. Моддий ну^та нисбий ^аракатининг дифференциал
тенгламалари

Динамика цонунлари ва улар асосида олинган а̂мма тенглама- 
ларни шу пайтгача моддий нуцтанинг абсолют ^аракати учун, яъни 
моддий нуцтанинг инерциал санок; системасига нисбатан ^аракати 
учун уринли деб царадик. Энди моддий нуцтанинг инерциал булма- 
ган санок, системасига нисбатан ^аракатини текширамиз.
. Фараз цилайлик, массаси т  бул

ган богланишдаги М моддий нуц- 
та бирор Oxyz саноц системасига 
ввсбатан ^аракатлансин, бирок бу 
системанинг узи а̂м бошца бир инер- 
ВДал ОДг]̂  саноц системасига нис
батан маълум цонун асосида а̂ра- 
катланаётган булсин (181-расм).
> Моддий нуцтага ^уйилган актив 

Виарнинг тенг таъсир этувчисини 
F , богланиш реакцнясининг тенг 
Твъсир этувчисини N десак, Нью- 
тоннинг иккинчи цонунига кура цу- 
Вдагига эга буламиз: 181- раем.
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mwa =  F  +  iV, (1 8 .1 )

бу ерда wa — нуктанинг абсолют тезланиши. Тезланишларни цушищ 
цацидаги

бу ерда (— mwt) ва (— mwk) векторлар мос равишда кучирма ва 
Кориолис инерция кучлари дейилади. Уларни цуйидагича белги
лаймиз:

(18.4) тенглама моддий нуцта нисбий .\аракати дифференциал 
тенгламасининг векторли куриниши дейилади. Бу тенгламашшг 
иккала томонинн цузгалувчи саноц системасининг координата уцла- 
рнга проекцнялаб нуцта нисбий %аракати дифференциал тенг. и- 
маларининг координата уцларидаги ифодасини оламиз:

Демак, нисбий царакатдаги моддий нуцта царакатининг дифферен
циал тенгламасини тузишда моддий нуцтага таъсир этувчи берилган 
куч ва реакция кучлари цаторига_ кучирма ва Кориолис инерция 
кучлари цам цушиладн. Бу Фе ва Ф л кучларни цушиш натижасида 
цузгалувчн система кучишининг нуцтанинг нисбий царакатига курсл- 
тадиган таъсири эътнборга олинади.

Куйидаги хусуснй цолларни куриб чицамиз.
1. КУзралУвчн саноц системаси илгариланма а̂ракатда булсин. 

У цолда ш( = о ва Ф 4 = 0 булади. Бннобарин, моддий нуцта нис
бий царакатининг дифференциал тенгламаси

mwf = F  + N +  (— mwe) + ( — mwj, (18.2)

— mwe = Ф е, — mwk =ФА.
(18.3) га кура (18.2) ни цуйидэги куринишда ёзамиз: 

mwr= F +  N +  Фе + Ф*.

(18.3)

(18.4)

mx = Fx +  Nx + Ф ,х+ Ф ^ ; 
ту = F U +  NU +ф^ +ф^; 
тг  = F# + Nt + Ф „ + Ф^ •

(18.5)

m wr = F  + N -f Фе (18.6)
куринишда ёзилади. 
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2. КУЗРалУвчи саноц системаси илгариланма ва _т>три чизикли 
тенг улчовли ^аракатда булсин. Бу о̂лда we=0, a^=0, Фе=0,
Фм=0 булиб, (18.4) тенглама цуйидагн куринишга келтирилади:

mx'r = F  + N. (18.7)
Демак, бу *олда нук,та нисбий х;аракатининг дифференциал тенг

ламаси худди ^узгалмас сано  ̂ системасидаги тенгламалар каби бу
лади; бошкача айтганда, царалаётган ^узгалувчи сано  ̂ системаси 
хам инерциал система булади. Шунинг учун а̂р цандай механик 
тажриба билан цузгалувчи сано  ̂ системасининг бундай а̂ракатини 
сезиш мумкин эмас.
Т  Масалан, илгариланма ва тугри чизикли тенг улчовли а̂ракат- 

ланаётган кемадаги .\амма томони берк каютада жойлашган кузатув- 
чи, кема а̂ракатдами ёки тинч о̂лда турибдими, сеза олмайди. 
Чункн кузатувчи кучирма ва Кориолис инерция кучларининг таъси- 
рини сезмаганлигидан бошца сано  ̂ системасига нисбатан уз о̂латини 
шик лай олмайди. Бу му.\им натижа Галилей томонидан ани̂ - 
ланган булиб, классик механиканинг нисбийлик принципи деб ата- 
лади.
Г 3. Нуцта кузралувчи санок_ системасига нисбатан _тугри чизикли 

ва тенг улчовли э̂ аракатланснн (vr = const). Бу о̂лда wr = 0 булиб,
(18.4) тенглама у̂йидаги куринишни олади:

F  + N +  Ф , + Ф* = 0, (18.8) ^
яъни берилган кучлар ва реакция кучлари э̂ ар онда кучирма ва Ко- '• 
риолнс инерция кучлари билан мувозанатлашади.

". 4. Ну^та ^узгалувчи саноц системасига нисбатан тинч ^олатда \  
булат. Бу о̂лда t»r =0, wr = 0, Ф , = 0 булади. Шу сабабли (18.4) 

Вевглама ушбу куринишни олади:
F  + N +  Ф е = 0, (18.9)

яъни берилган кучлар, реакция кучлари ва кучирма инерция кучла
ри а̂р онда узаро мувозанатлашади. (18.9) тенглама моддий нуцта 
нисбий мувозанат тенгламасининг векторли куриниши дейиладн.

101-§. Жисмларнинг мувозанати ва ^аракатига Ер айланиши-
нинг таъсири

\ Динамиканинг техникада учрайдиган купгина масалаларинн ечиш- 
Да Ер сирти билан богли  ̂ сано  ̂ системасини, одатда, инерциал сис
тема деб и̂собланади. Бу билан Ернинг суткалик айланиши, Куёш атро
фида орбита буйлаб ^аракати ^исобга олинмайди. Аммо Ер орбита 
буйлаб Кусш атрофида а̂ракатланганда (18.4) тенгламага киради- 
ган кучирма инерция кучи амалда КУ^шнинг тортиш кучи билан му- 

..Возанатлашади. Шундай цилиб, Ер сирти билан боглиц булган саноц 
системасини инерциал система деб ^исоблаш билан унинг сутка ичи-
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182- раем.

да Ер билан бирга юлдузларга ннсг 
тан айланишинигина эътиборга ол\ 
дик. Бу айланиш

а) =— —  «  0,0000729 -  
86164 с

бурчак тезлик билан содир булади.
Бундай секин айланнш жисмнинг 

а̂ракатига ва мувозанати га цандай т< 
сир этишини текширамиз.

I. Ер сиртидаги нисбий мувозанат. 
Огирлик кучи. Ерга нисбатан ^узп 
мае булган силлнц горнзонтал текис- 
ликда ётувчи нуцтани оламиз (18.'- 
расм). Унинг ерга нисбатан мувозанати 
шарти (18.9) тенгликка мувофиц F t + 
jV + Ф е = 0 куринишда ёзилади. Бунда 

F T — ернинг тортиш кУчи; 7V — текисликнинг реакцияси; Ф* — кучир
ма инерция кучи.

to = const булганидан Ф # куч фацат Ернинг айланиш уцигл 
перпендикуляр булган нормал ташкил этувчидан иборат булади. 
F T ва Ф е кучларни цушиб, уларнинг тенг таъсир этувчисини Р  би
лан белгилаймиз:

+ (18.10)
У о̂лда М  моддий нуцтага узаоо мувозанатлашувчи иккита Р  ва 
N_ куч таъсир этади. Р  куч М нуцтанинг огирлик кучи дейилади. 
Р  куч ернинг берилган нуцтасида вертикал йуналган булиб, унга 
перпендикуляр булган текислик горнзонтал текисликдир.

Шундай цилиб, кучирма ^эрзкатнинг инерция кучи
Фе = тгш г, (18.11)

бунда: т  — ну^ганинг массаси; г — нуцтадан Ернинг айланнш уки- 
гача булган масофа; ы — Ернинг уз уци атрофида айланиш бурчи ч- 
тезлиги.

о2 жуда кичик, шунинг учун Ф е <С F T булиб, Р  нинг йуналиши 
F Т нинг йуналишидан жуда оз фарк; цилади.

Жиемни тарозида тортганда Р  куч аншушнади, яъни жисм Р 
куч билан тарози палласини босади. Шундай цилиб, мувозанат теиг- 
ламасига огирлик кучини кирнтнш билан Фе кучни а̂м киритган бу- 
ламиз, яъни Ернинг айланиш таъенрини а̂м эътиборга олган була- 
миз.

2. Эркин тушаётган жисмнинг вертикалтаи огиши. Ер сиртига
уича катта булмаган (Ернинг радиусига нисбатан жуда кичик масо-
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га тенг) баландликдан огирлик кучи таъсирида эркин тушаётган 
моддий нуцтанинг царакатини кузатамиз. Нуцтага таъсир этувчи 
P\— mg огирлик кучи (18.10) га мувофиц аницланади. Уни узгар- 

с деб цисоблаймиз цамда цавонинг царшилик кучини эътиборга 
аймиз. Ер билан ботланган ва Ер билан биргаликда царакатла- 

вчн координата уцларини к.уйидагича танлаб оламиз: z уцни верти- 
л юцорнга, х уцни меридианга уринма буйича жанубга ва у уцнн 

параллелга уринма равишда шарцца караб йуналтирамиз (183-раем). 
Танланган Oxyz координаталар системасига нисбатан М нукта- 

нг царакати царалаётганда (18.4) тенгламага асосан, нукта га таъ- 
bip этувчи Ернинг тортиш кучи цаторига Ф4 кучирма ва Ф А Корио-

:Jинерция кучларини цушиш керак. Лекин Ф , куч Р  огирлик ку- 
таркибига кирадн. Шундай цилиб, Ернинг айланишини эътиборга 

;иш учун Р  кучга Кориолис инерция кучини цушиш кнфоя.
Фл куч Р  га нисбатан анча кичик булгани учун биринчн яцин-
ишда нуцтанинг v, нисбий тезлнгини Р  кучнинг йуналиши 

Вуйича, яъни вертикал пастга йуналган деб царалади.
Ернинг уз уци атрофидаги ш айланиш бурчак тезлнгини айланиш 

|Уцн буйлаб шундай йуналтирамнзкн, унинг мусбат йуналишндан цара- 
Нмнимизда Ернинг айланиши соат милининг айланишига тескари _йуна- 
■иишда куринсин. У  цолда 181-расмда курсатилганидек, wk=2u> X 

X vr Кориолис тезланиши NOS меридиан текислигига перпендикуляр 
вишда параллелга утказилган уринма буйлаб Fap6ra йуналади; 
ориолис инерция кучи эса (шимолий ярим шарда цам, жанубий 
им шарда цам) шарика йуналади.



Шундай к,илиб, бирпнм, 
яцинлашишда эркин туи- . 
ётган моддий нуцта Ернинг 
айланнши таъсирида вер; 
калдан шарэда томонога.,;:

3. Ер сирти буйлаб хи- 
ракатланувчи жисмга |;р 
айланишининг таъсири. I •, 
сиртида меридиан чиз;п 
буйлаб шимолий ярим шар.: 
шнмолдан жанубга .̂ арака;- 
ланаётганМ нуцтанннг К 
риолнс тезланиши, 184-р<к м- 
да курсатилганидек, пара 
лелга М нуцтада утказ;> 
ган уринма буйлаб шарккt 
йуналади; Кориолис инер
ция кучи эса унга тескари 
йуналишда, яъни гарбга й; - 
налади. Шу сабабли, мери

диан буйлаб шимолдан жанубга оцаётган дарё шимолий ярим шарл i 
унг цнргоцни, жанубий ярим шарда эса чап циргоцни Кориоли• 
инерция кучи таъсирида ювиб кетади.

35- масала. АВ найча вертикал CD уц билан узгармас а = 45 
бурчак доил цилади ва унинг атрофида доимий w бурчак тезлик 
билан айланади. Найча ичида массаси т  га тенг шарча а̂ракатла- 
иади. Агар шарчанинг бошлангич тезлиги нолга тенг булиб, О нуь,- 
тагача булган бошлангич оралиц а га тенг булса, шу шарчанинг а̂- 
ракати .̂ амда шарчанинг найча деворига босим кучи аницлансин.

Ечиш. Ох уцнн АВ буйлаб йуналтирнб, Oxyz цузгалувчи коор
динаталар системаси найча билан биргаликда ^аракатланади деб ка- 
рзймиз (185-раем). Бу координаталар системасининг цузгалмас 01 
уцига нисбатан ^аракати М нуцта учун кучирма а̂ракатнн ифода- 
лайди. Нуцтанинг найча буйлаб а̂ракати нисбий з̂ аракатдан иборат.

М нуцтага унинг огирлик кучи Р, найча деворининг нормал ре
акция кучи N цуйилган. N кучни узаро _перпендикуляр а̂мда 2 b i 
у уцларга мос равишда параллел булган Л\ ва N2 ташкил этувчи
ларга ажратамиз.

Бундан ташцари, М  нуцтага _  марказдан цочирма инерция кучи 
Ф? ва Кориолис инерция кучи Ф 4 ни цуямиз. Нисбий тезликнннг 
Ох уцдаги проекциясини мусбат деб царасак, у ухлда Кориолис 
тезланиши Оу уццз параллел йуналади; Кориолис инерция кучи эса 
унга тескари йуналади. Найча узгармас бурчак тезлик билан айлан- 
гани учун инерция кучларининг модули (18.3) га асосан цуйидагича 
аницланади:
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Ф4 = mwk = 2 т<ае vt sin a,
бунда

о , = со, vr = х.
Нуцтанииг нисбий з^ракат тенгламаси (18.4) га асосан

т ^ = Р  + Л Г,+ ^2+ Ф ? + Ф* (1)
куринишда ёзиладн.

(1) ни Ох уцца проекциялаб нуцтанинг нисбнй царакати дифс}*- 
ренциал тенгламасини оламиз:

тх  = Ф ) sin а  — Р  cos a, 
тх  = тоЛс sin* a — mg cos a

ёки
• •
х — ю* х sin* a = — g cos a. (2)

Бу дифференциал тенгламанинг умумий ечими
X =  x t +  xt

куринншга эга булади. Бунда х1 — (2) га тааллуцли бир жинсли 
еренцнал тенгламанинг умумий ечими; х, — (2) тенгламанинг 

усий ечими.
арактеристик тенгламани тузиб, унинг илдизларини топамиз:

А.* — со* sin* a = О,
= со sin а, Я, = — to sin a.

Шу сабабли бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий ечимнни
js>t sin а | —о>/ sin ax 2 =  L te -+- L te 

куринишда ёзиш мумкин. Бунда a = 45° деб олсак,
+С,Г°-**'УГ.

(2) тенгламанинг хусусий ечиминн х2 = D куринишда оламиз. У 
цолда (2) га кура

лг2 = D = = j V I .
со* sin* a со2

Бинобарнн, М  нуцтанинг нисбий царакат тенгламаси цуйндагича бу
лади:

х -  С,в °-5“ ' +  с,в (3)(о*
Бундай царакат тезлиги

х = 0,5 (oV2 (C f0,s — C2e~°'s *  *'*" ) (4)
формуладан аницланади.



^аракатнинг бошлангич шартлари

/ =0, х = а, х = 0 (Г,,
нн (3) ва (4) га цуйсак:

а = С 1 + С1 + -£^-;ы1
0 = 0,5 со/ 2  (Cj — С2), 

бундан С, ва С2 ннтеграллаш доимийлари ани^ланадн:

С, =

Натижада (5) бошлангич шартларда ну^танинг нисбий з̂ аракатм 
ва нисбий з̂ аракат тезлиги цуйидагича булади:

, _ в М _ 1 ( . _ ^ ) ( . М . , Т + .- М - ,Г )+ < Ж  (6) 

;  - * £ « ( « -  L & )  « ■ _  , - * «  - г ,  (7)

(6) ва (7) дан курамизки, бу масалада ну^танинг нисбий з̂ аракатп 
ва нисбий тезлиги унинг массасига богли  ̂ эмас экан.

Найча деворининг реакция кучи
N= VN \ + Щ .

формуладан ани^аанади. N x ва N̂ _ ларни топиш учун (2) ни у ва г 
уцларга проекциялаймиз (бунда wr бу уцларга перпендикуляр экан- 
лигини эътиборга оламиз):

Бундан

0 = ЛГ2 — Ф ,,
0 = .Vj — Р  cos 45° —Ф£ cos 45°

^ 2  = Ф* — т  со vr V  2, 
Ni = m V '2 (g + со»дс). (8)

М шарчанинг найча деворига курсатадиган босими мицдор жи- 
з̂ тдан реакция кучи N га тенг, йуналиши эса унга царама-царши 
булади.

102- §. Вазнсизлик
Агар Ер снртнга я^нн бирор горизонтал текислик устидагн ну^та 

тинч з̂ олатда булса, унга таъсир этувчи Ернинг тортиш кучи текис- 
ликнинг нормал реакция кучи билан мувозанатлашади. Бунда нуцта-
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нинг горнзонтал текисликка курсатадиган босимини ифодаловчи куч 
ми̂ Дорн нуцтанинг огирлиги ёки возни дейилади.

Масалан, юкнинг тарози палласига курсатадиган бос ими кжнинг 
огарлигини ифодалайди.

Агар нуцта берилган санок, системасида, бу системага нисбатан 
мувозанатда турган жисмга босим курсатмаса, нуцтанинг бундай по
лати вазнсизлик %олати дейилади.

Ернинг тортиш кучи таъсирида зрракатланаётган нуцтанинг эркин 
цаттиц жисмга маркам бириктирилган, инерциал булмаган цузгалув- 
чи санок; системасига нисбатан вазнсизлик з̂ олатини текширамиз. Ер 
атмосферасидан ташцарида зрракатланаётган Ернинг сунъий йулдоши 
бундай жисмга мисол булади. Сунъий йулдошга нисбатан нисбий му- 
возанатдаги нуцтанинг вазнсизлик з̂ олатини текширамиз. Бундай иуц- 
танинг нисбий тезлиги ва нисбий тезланиши нолга тенг булади. Шу 
сабабли нуцтанинг нисбий мувозанат тенгламаси (18.9) орцали ифода
ланади:

7+м + Фе = о.

Бу ерда: F  = mg — нуцтага таъсир этувчи Ернинг тортиш кучи;
N — сунъий йулдош ичидаги нуцтага цуйнлган реакция кучи; Ф , =
= — mwe — кучирма инерция кучи.

Вазнсизлик з̂ олатида N = 0 булиб, нисбий мувозанат тенгламаси 
Куйидаги куринишда ёзилади:

7  +  ф ,  = о.
Шундай цилиб, вазнсизлик з̂ олати

F  = — Ф , = mwt ёки we = g

булганда, яъни кучирма зрракат тезланиши эркин тушиш тезланиши- 
га тенг булганда вужудга келади. Нуцта сунъий йулдошнинг масса- 
си марказида жойлашган зфлда бу шарт уринлидир, чунки масса мар
кази фацат ернинг тортиш кучидан иборат ташци куч таъсирида а̂- 
ракатланади ва унинг тезланиши g га тенг булади. Бу тезланиш 
айни вацтда нуцтанинг кучирма тезланишини з̂ ам ифодалайди. Агар 
моддий нуцта сунъий йулдошнинг массаси марказида жойлашмаса, 
йулдош айланма а̂ракатда булгани учун нуцтанинг кучирма зрракат 
тезланиши масса марказининг тезланишидан фарк, циладн. Шу сабаб- 
лн нуцта вазнсизлик з̂ олатида булмайди. Агар йулдош илгарнланма 
зрракатда булса, йулдош ичидаги ихтиёрий нуцта вазнсизлик з̂ олати- 
да булади.

Худди шунингдек, g тезланиш билан пастга тушаётган лифт каби- 
насида з̂ ам вазнсизлик з̂ одисаси кузатилади.

Космонавтика ривожланганн сари вазнсизлик з̂ одисасинн урганиш 
му.̂ им аз̂ амнятга эга булмоцда.
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XIX боб
МЕХАНИК СИСТЕМА ДИНАМИКАСИГА КИРИШ

103-§. Механик система. Механик системага таъсир этувчи 
кучларнинг тафси))и

Бир-бири билан маълум муносабатда богланган цамда цар бир 
нуцтасннинг царакати бошца нуцталарининг ^олати ва царакатига 
борлиц булган моддий нуцталар туплами механик система дейилади 
Исталган машина ёки механизм механик системага мисол була ола- 
ди, чунки машина ва механизмларнинг цнсмлари бир-бирлари билап 
шарнирлар, стерженлар, тасмалар ёки тишли рилднраклар воситаснда 
борланган булади. Бу о̂лда система ну^таларига борланишлар орца- 
ли бериладиган таранглик кучлари ёки узаро босим кучлари таъсир 
этади.

Агар механик системани ташкил этувчи нуцталар орасидаги ма
софалар доимо узгармасдан цолса, бундай механик система узгармас 
механик система дейилади. Масалан, абсолют а̂ттиц жисмни узгар
мас механик система нуцталарининг тупламидан иборат деб цараш 
мумкин.

Агар механик системанннг барча нуцталари эркин булса, у о̂лда 
системани ташкил этувчи нук,талар орасидаги борланишлар мазкур 
ну^таларнинг узаро таъсир кучидан иборат булади. Бунда биз эркин 
ну̂ талардан ташкил топган механик системага эга буламиз. Масалан. 
Куёш системасинн бундай системага мисол цилиб курсатиш мумкин. 
чунки Куёш ва планеталар узаро бутун дунё тортнлиш кучи таъснри- 
да булади.
V. Агар механик система ну^таларига борланишлар ^унилган булса, 
система богланишдаги система дейилади. Бундай системага мисол 
тарицаснда узунлиги узгармас булган стержень билан бириктирилган 
икки моддий нуцтани олиш мумкин.

Берилган механик система нуцталарнга таъснр этувчи кучлар ич
ки ва тайней кучларга ажратилади.

Механик системани ташкил этувчи нуцталарнинг узаро таъсир куч
лари ички кучлар дейилади. Ички кучлар, одатда, F 1 билан белги
ланади.

Механик система нуцталарига бу системага кирмайдиган нуцта ёки 
жисмларнинг таъсир кучлари таищи кучлар дейилади. Таш^и кучлар 
F* билан белгиланади.

Масалан, автомобилни механик система деб царасак, двигатель ци- 
линдрларида доил буладиган газларнинг поршенга босим кучлари, 
поршеннинг шатунга, шатуннинг тирсакли валга таъсир кучлари ва 
^оказо кучлар ички кучлардир; автомобиль орирлигн, автомобиль fh.t- 
дираклари билан Ер сирти орасидаги ишцаланиш кучи, а̂вонинг цар- 
шилик кучи ва бошцалар ташци кучлардир.

Богланишдаги механик система нуцталарига таъсир этувчи кучлар 
борланиш реакция кучларнга ва актив кучларга ажратилади. Бу 
кучлар уз навбатида ички ёки ташци кучлар булиши мумкин.
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Ички кучларнинг асосий хоссалари би
лан танншамнз.

1. Динамиканинг учинчи цонунига ку
ра механик системанинг >̂ р кандай икки 
ну̂ таси (масалан, Мх ва :Vf, нуцталари) 
микдор жи^атдан тенг ва бир чизнц буй
лаб карама-царшн томонларга йуналган 
Т\ ва F ‘2 кучлар билан бнр-бнрига таъсир 
этади (186-расм). Бу кучларнинг геомет
рик йигиндиси нолга тенг:

F j + Щ = 0.
Шу сабабли А' та нуцтадан ташкил топган механик система учун 
■гуйндаги муносабат уринлн булади:

7^= 0. (19.1)
*=i

Демак, система нуцталарига таъенр этувчн ички кучларнинг геомет
рик йдаиндиси (бош вектори) нолга тенг булади. Бундан буён йинш- 
ди чегараеннн тушириб ёзамиз ва k ни 1 дан N гача цийматларнн 
олади, деб ^исоблаймиз.

(19.1) ни бирор Ох уода проекцияласак
= (19.2)

яъни ички кучларнинг ихтиёрий у̂ даги проекцняларн йигиндиси нол
га тенг булади.

2. F\ ва F l2 кучларнинг бирор О ну^тага нисбатан моментларини 
топамиз. 186-расмдан_

M o(F {) -f- М0 ( F'i) = 0,
булишини курамиз, чунки иккала кучнинг елкаси бир хил булиб, 
момент векторлари царама-̂ арши йуналган. У о̂лда бутун система 
учун у̂йидагини ёза оламиз:

Afo = SA ?o (F*), (19.3)
бунда Мо ички кучларнинг О марказга нисбатан бош моментини ифо
далайди. (19.3) ни ихтиёрий Ox yi^a проекцнялаймиз:

^ M 0x(F lk) = 0. (19.4)
(19.3) ва (19.4) лардан курамизки, ички кучларнинг ихтиёрий ну (̂ та
га нисбатан и̂собланган моментларининг геометрик йигиндиси ёкн 
ихтиёрий уцца нисбатан моментларининг йигиндиси нолга тенг булади.

(19.2) ва (19.4) нфодалар фазода ихтиёрий вазнятда жойлашган 
кучлар системасининг мувозанат тенгламаларига ухшаса-да, ички куч
лар мувозанатлашмайди. Чункн улар системанинг турли нуцтала- 
рига к,уйилганлнги туфайли мазкур кучлар таъсирида системанинг 
Нуцталари бир-бнрига нисбатан ^аракатланади. Узгармас механик сис
тема ёкн цатти  ̂ жнсм царалаётганда ички кучлар мувозанатла
шувчи кучлар системасини ташкил этади.
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104- §. Механик система 
^аракатининг дифференциал 

тенгламалари

Механик система N та моддий 
нуцталардан ташкил топган булсин 
Бу системанинг ихтиёрий Мк нуц- 
тасини олиб, массасини т к билан, 
унга таъсир этувчи тацщи кучлар 
.\амда ички кучларнинг тенг таъсир 
этувчиларини мос равишда 7*, F\ 
билан белгилаймиз (187-раем). У 

о̂лда система нуцталари а̂ракати- 
нинг дифференциал тенгламалари

Ньютоннинг иккинчи цонунига биноан цуйидагича ёзнлади: 
тк Wk = F I +l/r*(* = 1, N). (19.5)

(19.5) ни Декарт координата уцларига проекциялаб щуйидаги ЗА’ 
та тенгламалар системасига эга буламиз:

т к Хк ~
'м »= * ,;+ п . 
т кгк = zk + zik-

(к = 1, N). (19.6)

Бу тенгламалар системаси механик система \аракатининг Де
карт координата дцларидаги дифференциал тенгламалари дейила
ди. Бу тенгламаларнинг унг томони умумий о̂лда t вацтга а̂мда 
системани ташкил к,илувчи барча нуцталарнииг координаталари ва 
координаталарнинг вацт буйича ^осиласига боглиц булади. Бу тенг
ламалар системасининг, умумий о̂лда, механик система ^атто битта 
нуцтадан ташкил топганда а̂м аниц ечими топилмаган. Лекин \о- 
зирги замон электрон ^исоблаш машиналарини цуллаб бу тенглама
ларнинг тацрибий ечимини жуда катта аницлик билан топиш мумкин.

Купннча (19.6) тенгламаларда цатнашувчи ички кучлар з̂ ам 
номаълум булади, шу сабабли масалани ечиш янада мураккабла- 
шади.

105-§. Богланишдаги механик система з̂ аракатининг 
дифференциал тенгламалари

Агар система нуцталарига богланишлар цуйилган булса, у з̂ олда 
богланишлардан бушатиш зрцидаги аксиомага кура, таъсир этаётган 
F k актив кучлар цаторига Nk богланиш реакция кучларнни зрм цу- 
шиш керак. Натижада механик системани Fk актив кучлар ва Nk 
реакция кучлари таъсиридаги эркин механик система деб царалади. 
Бундай система з̂ аракатннннг дифференциал тенгламалари Ньютон
нинг иккинчи цонунига асосан цуйидагича ёзилади:
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mkwk = F k + Nk, (* = 1, N). (19.7)
у  з̂ олда богланишдаги система %аракатининг Декарт координата 
дцларидаги дифференциал тенгламалари у̂йидаги курннишни олади

mkxk = X h + Nkx,
m„yk = Yk + Nky, (k = 1, N) (19.8)
т кгк — Z* + N кг,

Бунда Хк, Yк, Zk лар актив кучларнинг, N„x, Nky, Ыкг лар эса реак
ция кучларининг координата уцларидаги проекцияларидир. (19. 8) 
тенгламаларда эркин снстемадан фар̂ ли равишда 3N та NkJC, Nky, Nkz 
номаълум реакция кучлари з̂ ам ^атнашади.

Шундай цилиб, богланишдаги механик система з̂ аракатининг 3N 
та дифференциал тенгламаларнда 6N та хк, ук, zk, Nkx, Nky, NkI номаъ- 
лумлар цатнашади, яъни номаълумлар сони тенгламалар сонидан ор- 
тиц булади. Шу сабабли богланишдаги механик системанинг з̂ арака- 
тини аницлаш учун борланишлар турини ифодаловчи цушимча маълу- 
мотлар (масалан, ишцаланиш цонуни) берилган булиши керак.

XX боб
Массалар геометрияси

106-§. Системанинг массалар маркази ва унинг координаталари

Механик система динамикасида система ну^талари массаларининг 
тацсимланишини ифодаловчи катталиклар му̂ им а^амиятга эга. Бу 
катталиклар з̂ ацидаги таълимот массалар геометрияси дейилади.

Механик система М/, М ], . . . , Mn нуцталардан ташкил топ
тан булсин. Бу нуцталарнинг массаларини нос равишда mt, т 2, . . , 
Шдг билан белгилаймиз. Охуг коор
динаталар системасига нисбатан сис
тема нуцталарининг Зфэлати г „  гг,
. . .  , г „ радиус-векторлар билан 
аницлансин (188- раем).

Система нуцталари массаларининг 
йипшдиси

М = ^  т к
.системанинг массаси дейилади.

Система динамикасида радиуе- 
вектори

- = 2т»2*_ (20.1)
М  188- раем.
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формула ёрдамида аницланадиган геометрик ну^та С системанинг 
массалар маркази дейилади.

(20.1) нинг иккала томонини х, у, z координата уцларкгл проек- 
циялаб массалар марказининг координаталари ани^ланади:

Бу формулалардан курамизки, система массалар марказининг эрла- 
ти таъсир этувчи кучларга боглиц булмай, фацат берилган система 
нуцталарининг ^олатига ва уларнинг массаларига боглиц булади. Агар 
система бир жинсли огирлик кучи майдонида жойлашса, бу система
нинг массалар маркази унинг огирлик маркази билан устма-уст туша
ди. Система огирлик кучи майдонида ^аракатланса, огирлик маркази 
мавжуд; (20.2) формулалар эса ихтиёрий система учун уринли була
ди. Шунинг учун системанинг массалар маркази тушунчасн огирлик 
марказига нисбатан кенг маънога эга.

Система динамикасини урганишда му.̂ им а^амиятга эга булган сис
тема нуцталари массаларининг уцца, ну^тага ёки текисликкача бул
ган масофалар квадратнга купайтмаларининг йнгиндисига тенг булган 
динамик катталиклар ани^ланади. Бу катталиклар система массалари
нинг уь̂ , ну^та ёки текисликка нисбатан та с̂имланишини ифодалайди 
ва мос равишда системанинг ук^а, нуцтага ёки текисликка нисба
тан инерция моментлари дейилади.

Системанинг х, у, г, координата у^ларига нисбатан инерция мо
ментлари Iх, /у, 1г билан белгиланади. У э̂ олда таърифга кура

(20.2)

Vrn*z*

107-§. Системанинг инерция моментлари. 
Инерция моментларининг умумий формулалари

г
бунда hk — берилган уьу;ан т к мас- 
сали ну^тагача булган масофа (189- 
расм).

Системанинг О нуцтага (цутбга) 
нисбатан инерция моменти эса ку- 
йидагнча ёзилади:

х Ун
189- ра;м.

^ бу ерда тк — О нуцтадан система
нинг Мк ну^тасигача булган масофа.

Системанинг ^олатини Oxyz ко
ординаталар системасига нисбатан
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аникланмиз (189-раем). Система Мк нуцтасининг [координаталарини 
хк, Ук> гк билан белгилаймиз. У о̂лда системанинг О координаталар 
боши га нисбатан инерция моменти цуйидагича ёзилади:

/0= 2 m*r* = 2 m* (JC* +  ^  + ^)* (20-5>

Системанинг координата уцларига нисбатан инерция моментлари
/ ,= 2 о .,& 2  +  *5>.

I ' » (20.6)

формулалардан аницланади.
Уцца нисбатан инерция моментларини цушиб координаталар боши- 

да жойлашган нуцтага нисбатан инерция моменти олинади:
/,+ |/у +  / ,-2 /0. (20.7)

Моддий жисм текис шаклдан иборат булса, х ва у уцларни шакл 
текислигида олсак, 1г =» /о булади. У *олда (20.7) цуйидагича ёзи
лади:

1х +  1,=  10 . (20.8)
Системанинг уг, хг ва дсу текисликларга нисбатан инерция мо

ментлари цуйидаги формулалар асосида и̂собланади:

/«г> = 2 'п* ^
IW  = '2i mkzl-

(20.9)

МКГСС бирликлар системасида инерция моменти 1 кгк-м-с4 да 
халцаро СИ бирликлар системасида эса, 1 кгм2 да улчанади.

Каттиц жисмнинг бирор г уцца нисбатан инерция моментини аниц- 
лаш учун уни жуда кичик булакчалардан ташкил топган деб цараб, 
^ар бир булакча массасининг берилган уццача булган масофа квад- 
ратига купайтмаларининг йигиндисини тузамиз ва булакчалар сони 
A/-v оо >;амда булакчалар массаси Дт к -*■ 0 булгандаги лимитини и̂- 
соблаимиз:

N
1г = lim

Л'-* оо *= |Дтцл 0
ёки

1 г = (“ гЧ т .
(М)

Бу интеграл бутун жисм массаси буйича аннцланади.
>̂ ажмга эга булган жисм учун dm = р dv, бунда: р — .\ажм бир- 

лигнга тугри келадиган жисм массаси; dv— жисм булакчасининг 
ржми.



Бир жинсли жисм учун р = const булиб,
/, = J  r2dm = f гг р dv = р \ гЧо. 

(М) CV> (V)
Бир жинсли моддий сиртнинг инерция моменти

/,=  Pi [ r2ds

( 2 0 . 1 0 )

(20.11)

формуладан аницланадн, бунда: рх— сирт бирлигига турри келадигап 
масса; ds — сирт булакчасининг юзи булиб, интеграл бутун сиртнинг 
5 юзи буйича олинади.

Бир жинсли моддий чизиц учун

бунда: р2 — узунлик бирлигига турри келувчи масса; dl — чизи  ̂ бу
лакчасининг узунлиги. Интеграл бутун чизи^нинг L  узунлиги буйи
ча олинади.

Купинча жиемнинг уеда нисбатан инерция моменти

булиб, жиемнинг уцца. нисбатан инерция радиуси дейилади. Инер
ция радиуси узунлик бирлигида улчанади. Жиемнинг массаси ва 
инерция радиуси берилган булса, уэда нисбатан инерция моментини
(20.13) дан ани^лаш ^улай. Оддий шакл даги жисмларнинг инерция 
радиуслари жадвалларда берилади.

^ажмга эга булган бир жинсли жиемнннг бирор ^утбга нисбатан 
инерция моменти учун (20.10) — (20.12) га ухшаш формулалар Грин
ли булади ва г ни жиемнинг бирор заррасидан ^утбгача булган ма- 
софа деб царалади.

108-§. Жиемнинг параллел у^ларга нисбатан инерция момент* 
ларини ^исоблаш. Гюйгенс-Штейнер теоремаси

Жиемнинг ук;к;а нисбатан инерция моменти жисм нуцтатарининг 
массаларига ва мазкур ну̂ талардан у ^ ч а  булган масофалар квадра- 
тига борли л̂иги (20.6) формулалардан куриниб турибди. Шу сабаб
ли жиемнинг турли уцларга нисбатан инерция моментлари турлича 
булади.

Жиемнинг бирор ук;̂ а нисбатан инерция моменти маълум булса, 
шу у̂ ца параллел булган исталган бош а̂ у^ а  нисбатан инерция 
моментини к̂ ндай и̂соблашни куриб утамиз.

Бунинг учун жиемнинг массалар маркази С орцали ихтиёрий 
Сх'у'г' координата ук,ларини утказамиз ва Сх' yjyia ихтиёрий О 
нуктани олиб, бу нуктада Оу || Су’, Ог ц Сг' булган Ox, Оу, Oz 
координата уцларини утказамиз (190-раем). У о̂лда (20.6) га кура

(20.12)

(20.13)
формуладан аннцланади,

(20.14)
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190-расмдан жиемнинг ихтиёрий Мк нуцтаси учун хк = х'к — d. 
ук = ук булганидаи

/, = S Щ -  <02 + 1/*21 = 2  т к(хк2 + Ук) +
+ dx'2i mk — 2d'2l mkxk. (20.15)

(20.15) да V  т к (х? + ук2) = 1Сг. — жиемнинг массалар марказидан 
утувчи уэда нисбатан инерция моменти; V  = Л1 — бутун жисм 
массаси; d — параллел у^лар орасидаги масофа. Массалар маркази
нинг координаталаринн аницловчи (20.2) формулага асосан V  т кх’к — 
= Мх'с. ^аралаётган о̂лда массалар маркази С координата бошида 
слинганидан х'с = 0. Шу сабабли |V  т к\х'к = 0 булади. Натижада
(20.15) цуйидаги куринишни олади:

7« = 7сг. + М<Р. (20.16)
Бу формула ушбу — Гюйгенс- Штейнер теоремасини ифодалай

ди: жиемнинг бирор дцца нисбатан инерция моменти, жиемнинг 
массалар марказидан $тувчи ва мазкур gwa параллел булган уща 
нисбатан инерция моменти билан жисм массасининг Ццлар ора- 
лиги квадратига купайтмасининг йигиндисига тенг.

Жиемнинг массалар марказидан d, масофада утувчи г1 уэда нис
батан инерция моменти 1Л берилган булса, шу у^а параллел ва 
массалар марказидан d2 масофада утувчи г2 yt^a нисбатан инерция 
моменти 1г, ни ани^лаш мумкин. ^а^ицатан зрм Гюйгенс-Штейнер 
теоремаеига кура

булардан
(4 - «Ч )

ёки

109-§. Баъзи оддий шаклли 
жисмларнинг инерция моментларини 

^исоблаш

1. Бир жинсли стерженнинг инерция
моменти. Кундаланг кесимининг улчам-
лари узунлнгига нисбатан анча кичик ци
линдр ёки призма шаклидаги жисмлар
ингичка стержень деб цараладн. А В  стер
жень перпендикуляр булган Ау у^а
нисбатан инерция моментини з̂ исоблай- 
миз (191-расм). Узунлиги / га тенг стер-
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х ,ЙГ
а

191- раем.

женнинг Ау учуцш х масофада жом- 
лашган булаги узунлигини dx билап, 
массасини dm билан белгилаймиз. 
Агар стерженнинг узунлик бирли
гига турри келадиган массасини р, 
билан белгиласак, dm = fcdx була
ди. Жисм инерция моментини хи- 
соблаш формуласининг ннтеграл ку- 
риниши (20.12) дан фойдаланиб 
ушбу ифодани ёза оламиз:

l c , t  =  ш 2  =  -  м ( т ) *  = ( 2 0 - 1 8 )

/, -р» f A te -  -£у^.

Агар бутун стерженнинг массасини М билан белгиласак, у .\олда 
М  = р21 булганидан

I ,  = — . (20.17)3
Стерженнинг массалар марказидан унга перпендикуляр утган Су' 

уэда нисбатан инерция моменти 1Су. ни Гюйгенс-Штейнер теоремаси 
ва (20.17) формулага кура ^исоблаш мумкин:

v« ли*
12 '

2. Ингичка доиравий х,ал а̂нинг инерция моменти. Массаси М 
ва радиуси R га тенг булган ингичка доиравий ^л^анинг марказдан 
утувчи ва \алца текнелигига перпендикуляр булган Сг укда нисба
тан инерция моментини топамиз. Х,алцанинг а̂мма нуцталари Сг ук- 
дан hh = R  масофада жойлашганлигидан ва жиемнинг массаси х,алка 
гардишн буйлаб текис таценмланганидан, (20.3) формулага кура

1С, = Ц  т ы 1  mk = MRt (20-19)
келиб чицади.

3. Бир жинсли доиравий пластинканинг инерция моменти. Мас-
саси М вл радиуси R  га тенг булган бир жинсли доиравий пластнн-

канинг пластинка текислиги га перпен
дикуляр булган ва массалар марка
зидан утувчи Сг уэда нисбатан инер
ция моментини и̂соблаймиз (192-расм). 
Бунинг учун ундан радиуслари г ва 
r+  dr булган айланалар орасидаги дои
равий элементар а̂л̂ ани ажратамиз. 
Унинг юзи 2nrdr, массаси эса dm = 

2лг pt dr га тенг, бу ерда р, — 
пластинканинг юза бирлигидаги масса- 
си. У э̂ олда (20. 19) формулага биноап, 
ажратилган элементар а̂л̂ а патлами- 

192- раем. нинг инерция моменти
2 1 8



dlCz = r2dm = 2 л p, r*dr.
Бутун пластинка учун эса

1  /С1 = 2лр, ^r*dr = 1  лР1 R*

формула уринли булади. Бунда р Я2 = М эканини назарда тутиб, 
цуйидаг ини оламиз:

1c, = \ m R>. (20.20)

Пластинка текислигида Сх ва Су уцларни утказсак (192-раем), (20.8) 
га асосан 1Сх + 1Су = 1Сг ва диск учун 1Сх => 1С . Бинобарин, 1С =»

/ — LSL —- 1су~  2 “  4

Масалалар ечишда купроц учрайдиган айрим бир жинсли жисм
ларнинг инерция моментлари цуйидаги жадвалда берилган:
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193- раем.

П0-§. Жисмнинг берилган 
ну*тадан утувчи ихтиёрий уцца 

нисбатан инерция моменти

Берилган О нуцтадан утувчи би
рор / уцца нисбатан жисмнинг инер
ция моменти 1, ни топамиз. х, у ва 
г уцларнинг бирлик векторларнии 
Г, f, k орцали, I уцнинг бирлик век- 
торннп 1° орцали, унинг координа- . 
та уцлари билан ташкил этган бур-  ̂
чакларини мос равишда а, (5, у би
лан белгилаймиз (193-раем). У о̂л- 
да, таърнфга кура, жисмнинг уцца 
нисбатан инерция моменти цуйида- 
гича булади:

/,=

бунда hk— M k нуцтадан / уццача булган масофа.
Мк нуцтанинг радиус- вектори ОМк = 7к ва F  учун цуйидаги- 

ларни ёза оламиз:

~rk=  V  + y J + г**,

Г  = cosai -f- cos p j + cos yk,
У *олда

r k • P  = хк cos a + yh cos p + zk cos y.

Ammo г к - 1 °  учун яна ушбу тенглик уринли булади: 

г„-р — гк | Г  I cos = rk cosykt

(20.21)

(20.22)

(20.23)

бу ерда <рА билан гк ва Г  орасидаги бурчак куреатилган. (20.22) ва 
(20.23) дан

x^cosa -f укcosP + zAcosy = rkcos 
Расмдан hk = гk sir^A булгани учун (20.21) цуйидагича ёзнлади:

= 2  т к r* S1'n* = К  — (г* cos Ф*)21 •
cos2 a -f cos* p -f cos* у = 1 эканлигинн эътиборга олиб, I, учун цу- 
иидаги ифодага эга буламиз:

/, = 2 т * К** + Ук + (cos2a + cos*Р + cos* у) —
— (хк cos a -f yk cos p + zk cos y)*J
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еки
I t = m* [{у\ + г-к) cos2 а +  (г\ + x2k) cos2 р -f (х\ + у2к) cos2 у —

— 2ук гл cosp*cos у — 2 гк хк cos у -cos а —
— 2 - i^ e o s a -c o s P ].  (20.24)

К,уйидаги белгнлашларнн киритамиз:

5  = 'у  = (г; +  дф, (20.25)

Е  =  , , x = Z mk2„ xk (20.26)
F  =  , * y = ' l m k х „ У k-

D, E , F  катталиклар марказдан цочувчи инерция моменти де- 
йилади. У о̂лда / уи;ка нисбатан инерция моменти цуйндагича бу
лади:

/, = Ix cos2 а + l y cos2 р -f 1г cos2 у — 21 уг cos р • cos у —
— 2/„cosy*cosa — 21 ху cosa-cosp. (20.27)

Бу формулалар ёрдамида жиемнинг берилган х,у, г координата у̂ ларига 
нисбатан инерция моментлари 1Х, 1у, 1г а̂мда марказдан цочувчи 
инерция моментлари 1уг, 1гк, 1ху, шунннгдек / уцнинг координата 
yiyiapn билан ташкил этган бурчаклари: а, р, у лар маълум бул- 
ганда, координаталар бошидан утувчи ихтиёрий I уэда нисбатан инер
ция моменти ани^ланади.

111-§. Инерция эллипсоиди
(20.27) да а, р, у ларга турлича цийматлар бериб, жиемнинг ко

ординаталар бошидан утувчи у̂ лар дастасига нисбатан инерция мо
ментлари фгсобланади.

Жиемнинг О нуктадан утувчи ук- 
лар дастасига нисбатан инерция мо
ментларининг тацеимланишини геомет
рик тасвирлаш учун / yiyia ихтиёрий 
ОМ = R  масофада М нуктани оламиз 
У о̂лда М нуктанинг координаталари

•£- х = R  cosa, у = R cosp, г = R  cos у.

194- раем.

тенгликлардан топилади (194-раем).
Бу тенгликлардан cosa, cosp, cosy 

ларни ани^лаб, у ларни (20.27) га цуя- 
миз:
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l tR2 = Л** + /уУг + — 11у2уг — 2l2Xzx — 2 /,у* 1/. (20.28) 
Я катталикни шундай танлзймнзки,

/ ,Rl = k1
ёки

булсин. R  нинг цийматини (20.28) га цуямиз:
IjX* -f I ytf- + !гг2 — 21угуг — 2IZJCzx — 21хуху = к2. (20.30)

Бу тенглама иккинчи тартибли сирт тенгламасини ифодалайди. (20.29) 
да /, доимо нолга тенг булмаган мусбат катталнк булгани учун 
(20.30) тенглама билан ифодаланадиган сиртнинг чексиз узо^лашган 
нуцтаси булмайди, шу сабабли у маркази О нут̂ тада ётувчи эллип- 
соидии ифодалайди. Эллипсоид тенгламасидаги х, у, г узгарувчилар 
олдидаги коэффициентлар жиемнинг инерция моменти булганидаи, бу 
эллипсоид инерция эллипсоиди дейнлади.

(20. 25) ва (20.26) лардаги белгилашларга асосан инерция эллнп- 
соидининг (20.30) тенгламасини

Ах2 +\Ву2 + Сг"-— 2 Dtyz — 2 Ezx — 2 Fxy — к2 (20.31)
куринишида ёзиш мумкин. Бу тенгламада k узгармас катталнк бу
либ, инерция эллипсоидининг масштабини ифодалайди. Демак, жисм- 
нинг О ну^тасига берилган масштабда аниц бирор инерция эллипсои
ди мос келади. k га турлича цийматлар бериб О нук,та атрофида 
з̂ ар хил концентрик инерция эллнпсоидларини оламиз.

Аналитик геометрнядан маълумки, агар координата уцларини 
инерция эллипсоидининг бош у^лари буйлаб йуналтирсак, инерция 
Эллипсоидининг тенгламаенда координаталарнинг купайтмасини уз ичига 
олган .\адлар цатнашмайди. Инерция эллипсоидининг бош у̂ лари 
инерция бош уцлари дейнлади. Инерция эллипсоидининг бош у^ларга 
нисбатан тенгламаси куйидагнча ёзилади:

Ах2 + By2 -f Сг2 — 1. (20.32)
Бинобарнн, бош уцларга нисбатан марказдан крчувчи инерция мо
ментлари нолга тенг булади. (20.32) да А, В, С лар жиемнинг инер
ция бош уцларига нисбатан инерция моментлари булиб, улар инер
ция бош моментлари дейнлади.

Агар Oxyz координата системасининг уцларидан бирини, масалан 
Ог ни, маркази О нук,тада булган инерция эллипсоидининг бош уци 
буйлаб йуналтирсак, у з̂ олда (20.31) да yz ва xz купайтмаларни уз 
ичига олган зрдлар цатнашмайди, бннобарин, марказдан цочувчи D, 
Е  инерция моментлари нолга тенг булади.

Агар О нуцта жиемнинг массалар марказида олинса, у з̂ олда бу 
нуцта учун ясалган инерция эллипсоиди марказий эллипсоид дейи
лади.

Марказий эллнпсоиднинг бош уклари инерция марказий бош (ft- 
лари дейилади.



z Агар x, у, г уцларни маркази О 
нуцтада булган инерция эллипсом 
дининг бош уцлари буйлаб йунал- 
тирсак, у о̂лда жисмнинг О нуц- 
тадан утувчи ихтиёрий / уцца нис
батан инерция моменти (20.27) га 
кура

У
/, = Ix cos2 a -f /у cos2 р + I z cos2 у

(20.33)
формула ёрдамида и̂собланади.

195- раем.

36- масала. Массаси М, радиус и 
R булган бир жинсли доиравин 
дискнинг О марказидан утувчи ва 
Диск текислиги билан 60° бурчак

ташкил этувчи / уцца нисбатан инерция моменти топилсин (195-расм)
Ечиш. Координаталар бошини О нуцтада олиб, диск Охг текис

ликда ётади деб царайлик. У о̂лда а = 90°, Р = 30°, у = 60° экан-

Дискнинг х, у, z координата уцларига нисбатан инерция момент-

зрмда х, у, z уцлар инерция бош уцларн булгани учун (20.33) дан 
фойдаланиб I, ни ^исоблаймиз:

Инерция бош уцларининг цуйидаги хусусиятларини куриб чица- 
миз.

/. Инерция марказий бош уци шу уц устида ётувчи барча 
ну/упала р учун бош уцдан иборат булади.

Хацицатан а̂м, агар Сг у к; учун инерция марказий бош уци 
олинса,

булади (196-раем).
Сг уцда ихтиёрий О, нуцтани олиб, бу нуцтада jO^, ва 0^у1 уцлар 

мос равишда Сх ва Су уцларга параллел булган 01х1у1г1 координа
талар систечасини утказамиз. У о̂лда

т/З j
лигини назарда тутсак, cos а = 0, cos р = , cosv= -j- булади.

-£лд а.

112-§. Инерция бош уцларининг хусусиятлари

/вл = У т к х„ (г* -  h) = 2  т к хк гк -  hMxc = 0, 

Гшл = <г*- Л ) = 2 т * Ук г* ~  Ш Ус = 0.
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Vt

I Ьшобарин, OjZ, Ук *ам бош ук 
булади.

2. Агар бир жинсли жисм 
\фоддий симметрия уцига эга 
булса, бу уц устида ётувчи бар- 
ча нуцталар учун мазкур уц 
'марказий бош укдан иборат бу
лади.

Жиемнинг массасн бирор укка 
нисбатан симметрии равишда жой- 
дашган булса, бу ук моддий сим
метрия уци дейилади. Агар мод
дий симметрия уки учун z ук 
олинса.у ^олдажиемнинг х̂ р бир 
mk массали Мк {хк , ук, гк) зарра- 
сига худди шундай т 'к массали
М'к {— хк, — ук, — гк) зарраси мос келади (197-расм). Натижада 
1„, марказдан кочувчн инерция моментлари ва жиемнинг огирлик 
маркази С нуктанинг координаталари хс, ус лар учун цуйидаги муно- 
сабатлар уринли булади:

196- расм.

-  Z mkxkzk~  2 Х * * 2*= °‘-
V  т ь хь— т 'ь х ь хг= ^  * * = 0;

г _ V -  « V  «.' » ,  _IV ,, __ ^  т к у к 2 т кУк п
’ ‘ иг ~  2^т к У к 2 к кУк к Ус Г77 77----- 0-

Шундай кнлнб, г ук бош ук; булиб, жиемнинг масса марказидан ута- 
ди, яъни инерция марказий бош укндан иборат булади.

3. Агар бир Жинсли жисм моддий симметрия текислигига эга 
бдлса, бу текисликка перпендикуляр булган %ар цандай уц мазкур
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i jKh u m  текислик билан кесишган нущасига нисбатан бош учдан 
иборат булади.

Жиемнинг симметрия текислигига перпендикуляр равишда утувчи 
ихтиёрий Ог у̂ ни утказамиз (198-раем). У *олда жиемнинг >рр бир 
т к ыассалн М к (хк, ук, гк) заррасига т 'к массали (т к = т к) М'к (дь 
У к' гь) зарраси мОС келади. Бинобарнн,

= 2 т к xk гк -  2  т 'к xk 2к = О'
К г  =  2 т *  У  к  V ~  Ъ < У к г к  =  0

булади. Бу формулалардан курамизкн, Ог у^ О нуцта учун бош ук- 
дир.

XXI боб
Динамиканинг умумий теоремалари

Юцорида биз динамика масалаларини ечншда моддий нуцта ёки 
механик система ^аракати дифференциал тенгламаларннинг векторли 
ёки координата у̂ ларидаги ифодаендан фойдаланиш мумкин эканли- 
гини курдик. Бу тенгламаларни ннтеграллаб ну^та ёки система 
а̂ракатинннг тулик тасвири о̂сил цилинади. Аммо бундай тенглама

ларни интеграллаш масаласи, айни с̂а, тенгламаларида цушимча но- 
маълумлар к,атнашадиган моддий нуцталар системаси учун ни.\оятда 
мураккабдир. Шунинг учун бу усулни цуллаш а̂р доим )\ам мацеадга 
мувофнц булавермайдн. Купинча система а̂р бир нуктасининг а̂ра- 
катини аницлаш урнига мазкур система ну^таларининг а̂ракатини 
ифодаловчи бир неча механик катталиклар орасидаги муносабатларни 
топншнннг узи етарли булади. Динамиканинг умумий теоремалари 
ёрдамида худди шундай муносабатлар ани̂ ланади. Бу теоремаларнинг 
татбиц этнлиши масалалар ечиш жараёнини бирмунча соддалаштирадг, 
шунингдек, тенгламалар тартибини пасайтиришга ёки уларнинг сонини 
камайтиришга, тенгламалардан айрим номаълум кучларни чи̂ арип 
ташлашга имкон беради. Баъзи о̂лларда динамиканинг умумий тео
ремалари воситасида ^аракат дифференциал тенгламаларннинг (17.18) 
курннншидаги биринчи интегралларннн олиш мумкин.

113-§. Система массалар марказининг ^аракати 
а̂^идагн теорема

Айрим о̂лларда система ^аракатннинг хусусиятнни ани^лаш учун 
мазкур система массалар марказининг а̂ракат цонунннн билиш етарли 
булади. Система массалар марказининг а̂ракатини аницлаш учун сис
тема а̂ракатининг дифференциал тенгламаларидан фойдаланамнз.

N та ну̂ тадан ташкил топган механик системанинг ихтиёрий М к 
нуцтасига таъсир этувчи таш^и кучлар а̂мда ички кучлар тенг таъсир 
этувчилари мос равишда F\, F ‘k га ва Мк нуктанинг бу кучлар таъ
сирида олган тезланиши wk га тенг булсин. У  о̂лда (19.5) га кур> 
система ну̂ талари ^аракатининг дифференциал тенгламалари
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m \ w \ 

m\ W2 = 2̂ + 2» (21. 1)

I

■ринишда езилади.
(21.1) тенгламаларнинг чап ва унг томонларнни а̂длаб цушамиз:

'L mkwk У ? 1 + 2 П (21.2)

(20.1) га кура
^ т кгк = М ?с

тенглик уринли булади. Бу тенгликнинг иккала томонидан вацт б?- 
йича икки марта ^осила оламиз:

екн

(Рг» — * dt*

^ mkwk'

М <Ргс
dt*

М w„

бу ерда wc — система массалар марказининг тезланиши. 
Ички кучларнинг хоссасига кура

Бундан ташкари,
2 4 - « •  

2 ? ;

ташци кучларнинг бош векторинн ифодалайди.
(21.2) цуйидагн куринишда ёзилади:

Mwc = /?'. (21.3)

Бу ифода система массалар марказининг харакати хацидаги тео- 
ремани ифодалайди: системанинг массалар маркази, массаси бутун 
система массасига тенг булган ва система нуцталарига таъсир 
этувчи барча ташци кучларнинг бош вектори таъсиридаги моддий 
нУЧта каби харакатда булади.

(21.3) дан курамизки, бу теорема исталган механик система мас
са-тар марказининг ^аракатини аницлашда аввалдан номаълум булган 
фмма ички кучларни эътиборга олмасликка имкон беради.

(21.3) тенгламанн х, у, г координата уцларига проекцнялаб сис
тема массалар маркази ^аракати дифференциал тенгламаларининг 
Декарт координата уцларидаги ифодасини оламиз:
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(21.4)

Массалар марказининг з̂ ара кати з^идаги теоремадан музуш ху- 
лоса келиб чицади.

Илгариланма з̂ аракатдаги ^аттиц жиемнинг з̂ аракати битта нук,- 
таеининг ^аракати билан тулиц анн^ланиши кннематикадан маълум. 
Бинобарин, системанинг массалар марказини, массасн бутун система 
массаснга тенг булган ва тлш^и кучларнинг бош вектори таъсиридагн 
моддий нуцта део к;аралса, унинг з̂ аракати жиемнинг илгарилан ма 
^аракатини ифодалайди.
► Умумий о̂лда эркин жиемнинг з̂ аракатинн массалар маркази би
лан бнргаликдаги илгариланма з̂ аракат ва массалар маркази атро|>и- 
дагн айланма з̂ аракатдан иборат деб а̂раш мумкин.

Система массалар марказининг а̂ракати ]ОДидаги теоремадан <[юй- 
даланиб жиемнинг фацат илгариланма ^аракати ани^ланади. Жием
нинг масса маркази атрофидаги айланма з̂ аракати динамиканинг 6omi\a 
теоремаларндан фойдаланнб аницланади. Шундай ^илиб, бирор жисмни 
моддий ну^та деб цараш масаласи жиемнинг цандай з̂ аракат цили- 
шига боглиц булади.

Масалан, планеталарнинг К,уёш атрофидаги илгариланма з̂ аракати 
текширнлаётганда уларни массасн мазкур планеталарнинг массасига 
тенг моддий ну^талар деб цараш мумкин, лекин планеталарнинг уз 
^Ки атрофидаги айланма з̂ аракати ^аралаётганда уларни моддий ну̂ та 
деб зртсоблай олмаймнз.

Система массалар марказининг а̂ракати з̂ ацидаги теоремадан КУ' 
йидаги натижаларни оламиз.

1. Фараз цилайлик, системага таъсир этувчи ташци кучларнинг 
бош вектори нолга тенг булсин:

булишини курамиз. Яъни система нуцталарига таъсир этувчи кучлар
нинг бош вектори нолга тенг булса, системанинг массалар марказ; 
тугри чизицли, тенг улчовли з̂ аракат цилади.

Агар массалар маркази бошлангич пайтда тинч з̂ олатда булса, у 
з̂ олда vc = О булиб, натижада

114- §. Система массалар маркази з^аракатининг 
са^ланиш к̂ онунн

R l = V  F\ = 0.

У  з̂ олда (21.3) тенгламадан до, = 0 булиб,

vc = const
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гс = const,
яЪнн система а̂ракатланганда системанинг массалар маркази тинч 
о̂латда о̂лади.

|  2. Фараз килайлик, системага таъсир этувчи ташки кучларнинг 
бош вектори нолдан фаркли булиб, унинг бирор укдаги проекцияси 
нолга тенг булсин:

R*x = X е =  0. 
у  дода (21.4) тенгламаларнинг биринчисидан

хе = 0
х*— const

келиб чикади.
[ Демак, системага таъсир этувчи ташци кучларнинг ’бирор укдагн 

вроекцияларининг алгебраик йигандиси нолга тенг булса, система 
массалар маркази тезлигининг шу укдагн проекцияси узгармас бу
лади. Хусусан, агар бошлангич пайтда хс = vCXt = 0 булса, система* 
нинг харакати давомида vcx = 0 булади, яъни бу з̂ олца система мас
салар марказининг координатаси хс узгармай цолади:

X, = хг = const.
С Сф

к Олинган натижалар система массалар маркази ^аракатннинг сац- 
ланиш конунини ифодалайди.
I Система массалар маркази ^аракатининг сацланиш к,онунини цул- 

лашга оид бир неча мнсоллар келтирамиз.
1. ^авонинг ^аршилигинн ^исобга олмай, горизонтга нисбатан 

Киялатиб 1*0 бошланшч тезлик билан отилган туп у̂ ининг опфлик 
кучи таъсиридаги харакатини текширамиз. Sfy учиб кетаётганда за
вода ёрнлса, унинг булакларн турлн томонга учиб кетадн, лекин 
булакларининг бирортаси ерга бориб тушгунча уларнинг массалар 
маркази илгариги харакатини давом эттиради. Булакчалардан бнрор- 
таси ерга тушгандан сунг, системага таъсир этувчи таш^и кучларга 
Ернинг реакция кучи  ̂ хам цушилиб, у^ массалар марказининг .̂ ара- 
катнни узгартиради. ёрилганда о̂сил буладиган кучлар мо.\ияти 
буйича ички кучлардан иборат булгани учун улар ук массалар мар
казининг харакатини узгартира олмайди.

2. Абсолют сил лик горизонта.! текислик устида турган одамузнча 
горизонта.! йуналишда ^аракат кила олмайди. Чунки одамнинг огир- 
лиги ва горизонтал силлиц текисликнинг нормал реакцияси ташки 
кучлар булиб, бу иккала куч вертикал йуналгани сабабли уларнинг 
горизонтал у^даги проекциялари йигиндиси нолга тенг. Агар одам 
бошлангич пайтда тинч ^олатда булса, массалар маркази а̂ракати- 
нинг сакланиш цонуннга кура, у уз гавдасининг масса марказига го
ризонтал кучиш бера олмайди. Масалан, одам унг оёгини олдинга 
кУтарганда унинг чап o§fh орцага сурилади ва массалар маркази уз 
жойида ь̂ олади. Одамнинг оё  ̂ кийимн билан горизонтал текислик
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ораснда сирпанишдаги ншцаланнш мавжуд булганда, одам чап оёплшнг 
орцага кетишига царшилик курсатадиган ва олдннга йуналган ишка- 
ланиш кучи таъсир этади. Бунда ншцаланиш кучи ташци куч булиб, 
одамнннг олдинга \аракат цилншига имкон беради.

3. Паровоз, автомобиль ва шунга ухшаш снстемаларнинг горизоц- 
тал йуналишдагн а̂ракатини а̂м шундай тушунтириш мумкин. Дви- 
гателдаги газнинг поршенга бэсими автомобилга нисбатан ички куч 
булгани туфайли автомобилнинг массалар марказнни а̂ракатлантмра 
олмайди. Двигателдан етакчн гилдиракларга айлантирувчн момент 
узатилиши и̂собига етакчи рилдирак айланади. Автомобиль унгга 
^аракатланганда етакчи рилдиракнинг текисликка тегиб турган нук- 
таси чапга силжишга интилади. У о̂лда рилдиракка унг томонга 
йуналган ишцаланиш кучи таъсир этади. Бу куч ташци куч булиб, 
автомобиль массалар марказининг унг томонга силжишига имкон 
беради. Агар ишцаланнш кучи булмаса, ёки бу куч етакланувчи рил
диракнинг царшилигини енга олмаса, автомобиль .̂ аракатлана олмай- 
ди. Бунда етакчи рилдирак айланса-да, автомобиль жойидан цузрал- 
майди.

Изо .̂ Етакланувчи рилдиракка айлантирувчн момент таъсир цил- 
масдан, балки унинг уцига цуйилган куч таъсир цилади. Бу куч 
таъсирида а̂мма рилдираклар ва улар билан бирга рилдиракнинг те- 
кисликка тегиб турган нуцтаси а̂м автомобиль билан биргаликда 
Унг томонга силжийди. Бунда гилднракка орцага йуналган ишцала- 
ниш кучи таъсир этади. Бу куч ташци куч булиб, рилдирак а̂рака- 
тини тухтатишга интилади.

115-§. Моддий иуцта ва механик системанинг ^аракат мицдори

Механикада моддий нуцта (механик система) нинг ^аракат улчов- 
ларндан бири снфатида унинг а̂ракат мицдори олинади. Нуцта мае 
саси билан тезлик вектори купайтмасига тенг вектор катталик нук- 
танинг %аракат микдори дейилади. Нуцтанинг ^аракат мицдори 
mv тезлик вектори буйича йуналади.

Халцаро СИ бирликлар системасида нуцтанннг ^аракат микдори 
кг• м/с билан улчанади.

Система нуцталари .\аракат микдорларининг геометрик йиринди- 
сига тенг булган К  вектор системанинг ХАракат мшфори дейилади

K  = 2 mkvk- (21.5)

(21.5) да v = ва т А=const булгани учун

К

(20.1) га кура

V m . *Jjl- =  A V m  
*d  * dt dt - А Гк-

Y m krk = M ?e
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К — 1 - {м 7 с )- М - % - - М Ъ с .

Шундай цилиб,
K = M v t . (21.6)

Демак, системанинг харакат микдори система массаси билан 
унинг массалар маркази тезлигининг купайтмасига тенг.

(21 6) дан курамизки, агар массалар маркази системанинг харака- 
ти давомида кузгалмасдан колса, системанинг харакат микдори нол- 
ra тенг булади. Масалан, массалар марказидан утувчи уц атрофида 

нма ^аракатдаги жиемнинг э̂ аргкат микдори нолга тенг булади. 
г̂ар жисм мураккаб а̂ракатда булса, К  фа̂ ат системанинг мае- 

р маркази билан биргаликдаги илгариланма >;аракатини ифода-
и. Масалан, горизонтал рельеда з^ракатланаётган рилдиракнинг 
кат микдори, рилдиракнинг массалар маркази С нущта атрофида 

нвндай айланишидан цатъий назар, К  = Mvt булади.

116-§. Моддий ну^та харакат ми^доринннг узгариши ^акидагн
теорема

Бирор кузгалмас Oxyz координаталар системасига нисбатан М 
танинг ~F куч таъсиридаги з̂ аракатини кузатамиз (199-расм). Бу 
танинг ^аракат о̂нунини цуйидагича ёзамиз:

Бунда mv нуцтанинг а̂ракат микдори векторннн ифодалайди. (21.7) 
нинг иккала томоннни dt га купайтирсак,

mw = F

d (mv) (21.7)dt

ёки
d(mv) = dS

«елиб чицади. Бу ер да d S = F d t  
— кучнинг dt вакт ичидаги эле
ментар импульси дейнлади. У

199- расм.

231



Харакат мщдорининг дифференциали нуктага таъсир этувчи куч. 
нинг элементар импульсига тенг.

Нуцта ^аракат мицдорининг чекли ва^т ичида узгаришини аник, 
лаш учун (21.8) ни интеграллаймиз:

I
m v — m v 0= \ = F d t ,  (21.9)

о
бунда v0 билан t = О бошлангич пайтдаги тезлик, v билан исталган 
t пайтдаги тезлик курсатилган. Кучнинг чекли [0, /] ва^т оралит- 
даги импульеи учун

t
S  =  $ F d t  (21.10)

о
белгилаш киритнб, (21.9) ни цуйндагича ёзиш мумкин:

m v  —  m v 0 =  S . (21.11)
(21.11) нфода чекли вацт оралигида нуцта харакат мицдори- 

нинг узгариши хацидаги теоремани ифодалайди; нукта харакат 
ми)\дорининг бирор чекли вацт оралигида узгариши унга таъсир 
этувчи кучнинг шу вацт ичидаги импульсига тенг. (21.11) ни ко
ордината укларига проекциялаб

m v x — m vox =  S x 
m vy — mvoy =  S y 
m v t — mvot — S z

(21.12)

• i
системани ^осил киламнз. (21.12) даги S x =  \ X d t ,  S v =  [ Y  d t ,

о оi
S z =   ̂Z d t  нуктага куйнлган куч импульсининг координата уклари-

о
даги проекцияларндир.

Демак, чекли вацт ичида нуцта харакат ми^дорининг бирор 
координата уци буйича узгариши нуцтага таъсир этувчи кучнинг шу 
вакт оралигидаги импульсининг мазкур уцдаги проекциясига тенг 

Нукта ^аракат микдоринннг Узгариши ^акнДаги теоремадан куйи- 
даги муэуш натижаларни оламиз.

1. Агар нуктага таъсир этувчи куч F =  0 булса, (21.8) га кура

d  (ш v ) =  0
ёки

т v =  const, (21.13)
яънн нуктага таъсир этувчи куч нолга тенг булса, нуктанинг з^ара- 
кат микдори, микдор ва йуналиш жихатдан узгармас булади. (21.13) 
тенглик нуцта харакат мицдорининг сослан иш цонунини ифода
лайди.
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2. Агар кучнинг би
рор укдаги проекцияси 
ролга тенг булса:

Х = 0 ,
У *олда

т vx =  const.
F Агар нуцтага 6oF.ia- 

дашлар ^уйилган булса,
(21.11) теоремадан фой- 
даланишда берилган куч
ларнинг нмпульси к,ато- 
рига богланиш реакция 
кучларининг импульсларнни з̂ ам цушиш керак.

37- масала. Массасн т  га тенг булган локомотив йулнинг гори- 
аонтал ^исмида з^аракатланади (200-расм). Локомотнвга тортиш кучи 
F =  const ва узгармас R  царшилик кучи таъсир этади. Локомотив- 
нинг тезлиги ^андай t вацт оралигида и0 дан о га узгаради?

Ечиш. Локомотивнн моддий нукта деб цараймиз ва Ох уцни з̂ а- 
ракат йуналиши буйича йуналтирамиз. Локомотнвга таъсир этувчи 
кучларни расмда курсатамиз. Локомотивнинг огарлик кучини Р  би
лан белгилаймиз. Локомотив рельс ор^али богланишда булгани учун 
рельснинг нормал'реакцияси N  ни з̂ ам киритиш лозим. Моддий нуц- 
та з^аракат ми^дорининг узгарнши з^идаги  (21.12) теореманинг Ох 
llftai проекциясидан фойдаланамиз:

т v — т и0 =  (JF — R) t,
бундан

_  т ( р  — р0)

1 ~  F - R  ’

117-§. Система з^аракат микдорининг узгариши х,ацидаги теорема

Механик система N  та ну^тадан ташкил топган булсин. Систе
манинг ихтиёрий М к нуцтасига таъсир этувчи ташци кучлар з^амда 
ички кучларнинг тенг таъсир этувчилари мос равишда F*, F* бул
син. У з^олда система нуцталари з^аракатинннг дифференциал тенгла
малари цуйидагича ёзилади:

- j r { m k v k)*=~Fl +  F lk, [ к = Г й ) .  (21.14)

(21.14) тенгламалар системасини цушамиз:

f t  2 ^ *  О* =  2 F *' +  2  (21*15)

бунда: —~К —  системанинг зрракат мицдори; =
таш^и кучларнинг бош вектори. Ички кучларнинг хоссасига кура
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Натижада (21.15) ни цуйидагича ёзиш мумкин:
dK _ п .  
dt *  ’ (21.16)

(21.16) тенглама система xflpasam микдорининг узгариши ущид, - 
ги теоремами ифодалайди: система уаракат микдорининг вакп 
буйича биринчи хосиласи системага таъсир этувчи ташци куч
ларнинг бош векторига тенг.

(21.16) ни Декарт координата уцларига проекциялаб, система *,а- 
ракат мицдорннинг узгариши ^ацидагн теореманн скаляр куринихи. ; 
ёзамиз:

яъни, система %аракат микдорининг бирор укдаги проекциясидсн 
вацт буйича олинган уосила, системага таъсир этувчи ташци куч
лар бош векторининг мазкур укдаги проекциясига тенг.

Система ^аракат мицдорининг чекли вацт ичида узгаришини ани.у 
лаш учун (21.16) ни dt га купайтнрнб, интеграллаймиз:

вацт ичида системага таъсир этувчи ташци кучлар бош векторинн яг 
импульси.

(21.18) ифода чекли вацт ичида система .\аракат микдорининг 
узгариши %ацидаги теоремани ифодалайди: система %аракат мик
дорининг чекли вацт ичида узгариши системага таъсир этувчи 
таищи кучлар бош векторининг шу вацт ичидаги импульсига 
тенг.

(21.18) ни Декарт координата уцларига проекциялаб цуйидагинн 
ёзамиз:

(21.17)

еки
/ C - /C 0= S *  . (21.18)

Бунда К0 билан t =  0 бошлангич пайтдаги, К  билан ихтиёрий t

вацтдаги системанинг ^аракат мицдори белгиланган; S e =  | R 'd  t — /
o'



Система ^аракат миедорининг узгариши эрцидаги теорема билан 
Ь с г е м а  массалар марказининг ^аракати ^а^идаги теоремалар ораси- 
даги муносабатни аницлаймиз. Бунинг учун (21.6) ни (21.16) га цуя- 
киз:

Ш  ~ 7 Г  М
ёки

M wc =  R*.
Бу муносабат система массалар маркази харакатн ^акидагн теоремани 
ифодалашн бизга маълум.

Г Шундай килиб, умуман олганда, система массалар марказининг 
Ь ракатп  ха^идаги теорема ва система харакат мицдорининг узгариши 
К ^идагн теорема битта теореманинг икки хил курннишини ифодалай
ди. К,аттиц жиемнинг харакатини урганишда бу теоремаларнинг ис- 
Ьлган бирортасидан фойдаланиш мумкин. Бунда купинча, массалар 
Ирказининг .\аракати ^акидагн теоремадан фойдаланилади. Биро^, туташ 
рухит (сую^лик ёки газлар) учун бутун системанинг массалар марка
зи тушунчаси амалда уз маъносини йу^отади. Шу сабабли, бу Х0-1" 
да масалалар ечганда система ^аракат мнкдорннинг узгариши ^а^ида- 
ги теоремадан фойдаланиш максадга мувофиц булади. Система хаРа_ 
кат мшудорининг узгариши ха^ндаги теоремадан зарба назариясида, 
ракета лар даракатини урганишда ва бош^а бир цатор амалнй масала- 
ларни ечишда хам самарали фойдаланиш мумкин.

118-§. Система харакат мнкдорннинг са^ланиш к^нуни

Система ^аракат микдорининг узгариши ХЭДНДЗГИ теоремадан куйн- 
даги му.уш натижаларни оламиз.

1. Система нуцталарига таъсир этувчи ташци кучларнинг бош 
вектори нолга тенг булсин:

R ‘ =  0.
У холда (21.16) га кура системанинг харакат мивдори узгармас бу
лади:

К =  V  т ~к =  Mf e =  с.  (21.20)

(21.20) тенглик система харакат мицдорининг са^ланиш цену- 
чининг векторли ифодаси дейилади.

Шундай ^илаб, агар системага таъсир этувчи ташци кучлар
нинг бош вектори нолга тенг булса, у  холда система харакат 
мЩдорининг вектори модуль ва йуналиш жщатдан уэгармасдан 
ЦОлади.

(21.20) даги С узгармас ми^дор система таркибига кирган нук* 
^ а р н и н г  бошлангич холатига 6of.ih^. (21.20) дан курамизкн, бош- 
■^ирич пайтда системанинг харакат микдори нолга тенг булса, таш^и 
^Учларнинг бош вектори нолга тенг булади ва ички кучлар система-

Харакат мицдорини узгартира олмайди.
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2. Система нуцталарига таъенр этувчи ташк,и кучлар бош векто- 
рннннг бирор (масалан, Ох) утушги проекцняси нолга тенг булсин:

^* =  0,

у з^олда (21.17) га кура

Кх =  М х е =  const (21.21)

булади. (21.21) тенглик бирор координата iji\u буйича система ха- 
ракат мицдорининг ссщланиш цонунини  ифодалайди: системага 
таъсир этувчи кучлар бош векторининг бирор щдаги проекциясц 
нолга тенг булса, у  %олда система \аракат  мицдорининг мазкур 
уцдаги проещияси узгармас булади.

119-§. Механик система з^аракат мик,дорининг узгариши ва 
система массалар марказининг з^аракати ^ак,идаги теоремаларни 

Куллашга оид масалалар

Механик система з^аракат мицдоринннг узгариши ва система мас
салар марказининг з^аракати з^ацидагн теоремаларни кУ-1лашга 011Д 
масалалар цуйидаги тартибда ечилади.

1. К,узгалмас координаталар системаси танлаб олинади.
2. Система ну нетала рига таъсир этувчи барча ташци кучлар \ам- 

да богланиш реакция кучлари раемда тасвирланадн.
3. Масаланинг шартига кура, теоремаларни ифодаловчи (21.4),

(21.17), (21.19) тенгламалардан бирортаси тузиладн.
4. Бошлангич шартлар ашщланади.
5. Берилган бошлангич шартлардан фойдаланнб тузилган днф(]х- 

ренциал тенгламаларнн интеграллаб, изланаётган номаълумлар то
пилади.

38-масала. Горизонт билан а  =  30° бурчак ташкил цилувчи туп 
стволннннг огирлнгн Рх =  11000 Н, туп у^ининг огирлиги Р2 =  540
Н. Sfy стволнинг огзидан чнцишида к2 =  900 м/с тезлик билан з̂ а- 
ракат цилади. Уцнинг отилнб чициш пайтнда туп стволининг эркин 
суратда ор^ага тепнш тезлигининг горизонтал тузувчиси ани^лансин 
(201-раем).
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Ечиш. Координаталар бошнни О нуцтада олиб, х  уцнн горнзон- 
|тал буйлаб унгга йуналтирамиз.

Туп стволи ва уци механик системани _ташкил этади. Системага 
[ствол ва ущинг огирлик кучлари Я, ва Рг ^амда богланиш реак
ц и я  кучи Р таъсир цилади. Бу кучлар х  уэда перпендикуляр бул- 
Ьани учун R*x =  0. Шу сабабли (21.17) ни туэсак, система \аракат 
Ыицдорннинг х  уц буйича сацланиш цонуни (21.21) га эга буламиз:

Кх =  const.

Бошланрнч t — 0 пайтда, яъни уц отилиши олдида, ствол ва уц* 
|нинг тезликлари нолга тенг:

«ю =  О: «го =  0.
туп стволидан чициш пайтидаги ствол тезлигининг горнзонтал 

Иашкил этувчиси v\x ни аннцлаш керак.
Берилган бошланрнч шартларга кура

Кх = 0,
ни

Щ\ V \x — m 2 V2X =  0

ёки
Р Р

~J~v\x +  - ^ - v 2cos3 (f = 0 ,

дан

р &  „ло 540-900 У  3Г». =  __ ___ 2—  л л с  Q H ° ----------------------------  —-------  ---  О QO 

Бунда манфий ишора туп стволининг тепиш тезлиги уц э^арака- 
тига ^арама-^арши томонга цараб йуналганлигини ифодалайди.

39- масала. v тезлик билан горнзонтал йуналишда учиб келаётган 
mY массали уц аравачага урнатнлган ва цум тулдирилган яшикка 
бориб тегади (202- раем). Агар аравачанинг мазкур яшик билан бир-

202- раем.
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203- расм.

галикдагн массасн т2 га тенг булса, уц яшикка урилгандан кейин 
аравача цандай тезлик билан ^аракатланади?

Ечиш. Ньютоннинг учинчи цонунига кура, уц яшикка урнлганда, 
у^ билан аравачанинг узаро таъсир кучлари миадор жи^атдан бир- 
бирига тенг булади. Агар уц билан аравачани битта механик систе- 
ма деб ^арасак, бу кучлар ич<и кучларни ташкил этади. Шу сабаб
ли бу система учун ^аракат миадорининг узгариши эодидаги 
теоремани ^уллаганда мазкур кучлар цатнашмайди.

Агар Ох у^ни аравачанинг ^аракат йуналншида горизонтал унг 
томонга йуналтирсак, у ^олда систра ну^таларига таъенр этув
чи Р и Рг огирлик кучлари ва рельс N it N 2 реакция кучларннинг 
бу уцдаги проекциялари нолга тенг булади. Бу ^олда ^аракат мицдо- 
рининг сацланнш к,онуни уринли булади:

бунда Кох, Кг — мос равишда ук аравачага урилишидан олдинги ва 
урилгандан кейингн системанинг ^аракат ми^дорлари.

У К аравачага урнлиши олдида аравача тинч ^олатда [булгани 
учун /Со* =  щ и  булади. Sfy аравачага урилгандан кейин аравача би
лан биргаликда и тезлик билан ^аракатланади. У ^олда

Кх =  const
еки

К0х =  К х , 0 )

Кх =  (я*!
булиб, (1) тенгликка кура

т ^ и  =  (ш 2 +  V.

Бунда
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40-масала. Умумий массаси т  булган электр мотори горнзонтал 
^  деворга болтлар билан ма.^камланган. Роторнинг массаси т ,  ва 
унинг массалар маркази айланиш уцидан ОСх — 1 масофада жойлаш-

Ган ^амда ротор ф =  — ~  цонунга мувофиц айланади. t =  1 с ут-
ганда двигателнинг пойдеворга курсатган вертикал босими ва болт- 
лардаги горнзонтал зурициш топилсин (203-расм).

Ечиш. Электр мотори статорннинг огирлик марказнни ва масса- 
сини мос равишда С2 ва тг деб белгилаймиз. Ох ва Оу координата 
уцларини утказамиз. Статор ва ротордан ташкил топган системага 
уларнинг огирлик кучлари m^g, m tg , пойдеворнинг нормал реакция 
кучи R y =  R\v +  Roy ва болтларнинг горнзонтал реакциясн Rx — 
=  Rlx +  R<ix таъсир этади. Система массалар марказининг ^арака- 
ти хацндаги теореманинг координата уцларндаги (21.4) ифодасидан

Агар Сх ва С2 нуцталарнинг координаталарини мос равишда (хх, у х), 
(Хг, У*) билан белгиласак, системанинг массалар маркази координата
лари

формулалардан аницланади. х2, у г координаталар узгармас булганидан

ипанамиз:

(2)

Натижада (2) цуйидагича ёзилади:

=  R* .

m ly l =  — mg  +  Ry .

Расмдан xv  y Y координаталарни топамиз!
я / 1

(3 )



Шунга кура (3) дан
/ п(* . . nl* \

Rx =  mi n l  (cos — п  г  sin I,

Ry =  mg  — тх л  / (si
я  /* я я /*  \

2 +  2
COS 2 )

нн х°сил циламиз. 
< =  1 с булганда

Rx =  — m, л* /, 
Ry =  m g  — л I.

n
Бу тенгликлардан курамизкн, t =  1 с булганда <р =  ~  ва R x

горизонтал равишда чапга йуналади; m g > m l n l  булганда R y вер
тикал юцорига йуналади.

120 - §. Система ^аракат ми^дорининг узгариши оди даги  
теоремани сую^ликнинг стационар о^имига татби^ этиш. Эйлер

теоремаси

Система харакат михдоринннг узгариши ха^идаги теоремадан ту- 
таш мухитлар механикасида кенг фойдаланилади.

Фараз цилайлик, модднй нухталар системаси берилган пайтда о, 
ва ста кесимлар билан чегараланган т хажмга эга булган к,увур ичи
да о^увчи суюхликдан иборат бу^тсин (204-расм). Суюцликнинг кувур- 
даги оцимнни стационар « д о д ан  иборат, яъни хар бир ва о, 
кеснмдагн сукнушк зарраларининг тезликларн бир хилда б^лмо', 
вацтга 6of.ih^ эмас деб  ̂ цараймиз. Бу кесимлардаги сукну]ик зарра- 
ларннинг тезликларн ва и2 га тенг^булсин. У холда

dK  =  p,t>2о2 (df) щ — р ^ а ,  (df) щ, (21.22)

бунда Pi ва р, билан о, ва сг2 кесимлардаги зичлик белгиланган; 
р! « 1  сг,, р2v2a2 эса мазкур кесимлар орцали ва^т бирлиги ичида о^иб 
утувчи суюцлнк массаларннн ифодалайди. К,увурнинг иктиёрий кеси- 
мн орцали ва^т бирлиги ичида бир хил мицдордаги сую^лик массаси 
оциб утади деб царасак,

PiDiOj =  р 2v2a2 =  т 

булади ва (21.22) хунидагнча ёзилади:

=  (21.23)

Туташ мухитлар механикасида бирор хажмнн банд цилган суюк- 
ликка таъсир этувчи кучлар суклушкнинг хар бир заррасига таъсир 
этувчи хажм кучларига (масалан, опфлик кучн) ва берилган хажм- 
нинг снртидаги сую^лик зарраларнга таъсир этувчи сирт кучларига
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204- расм.

(масалан, сукяушк ^аракатланганда цувур деворнда ^оснл буладиган 
ипщаланиш кучи) булинади. У э^олда таш^н кучларнинг бош векго- 
ри куйидагича ани^ланади:

R ’ - R ' + R ;  ,

бунда Rx ва Rc лар мэг равишда ^ажм кучларннинг ва с ирг кучла- 
рннннг бош векгорларинн ифодалайди.

Натижада система ^аракат мицдорининг узгариши ^ацидагн

I  ^ -  =  R , +  Rc (21-24)

теорема ^уйидагича ёзнлади:

т[иг —  ti )̂ =  Rx +~R~
ёки

m o! — m v t - f  Rx + R c  =  0. (21.25)
Яънн цувурнинг иккита ихтиёрий кесими орщ ли оциб утувчи

* суюцликнинг uiy кесимлар орасидаги хржмнинг ички томонига 
йуналган вацт бир.гигидаги %аракат микдорлари %амда %ажм ва 
сирт кучлари бош векторларининг геометрик йигиндиси нолга 
тенг булади. Бу Эйлер теоремаси деб аталади. (21.25) нн 204-расм,б 
билан тасвирлаш мумкин.

41- масала. Диаметри d =  0,3 м булган к,увурда и =  2 м/с тез
лик билан сув оцади. К,увур тирсагидаги таянчга тушадиган цушимча 

t  боснмнинг горизонтал ташкил этувчнси N  аницлансин (205-расм).
Ечиш. К,увур тирсагнни тулдириб о^увчи сувнннг зарраларига ^ар 

онда огирлик кучн ва кувур деворнда ^оснл буладиган реакция ку- 
чн таъсир этади. Огирлик кучлари ^ажм кучларидан иборат булиб, 

Г уларнинг бош вектори ^увурнннг берилган ^ажмнни банд этган сув-
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нинг огпрли • кучига тенг ва 
вертикал буйлаб Луналгани 
учун унинг горнзонтал у к д аги  
проекцияси нолга тенг булади.

Кувур тнрсагидаги таянчга 
сувнинг оциши натижасида ту- 
шаднган цушимча босимнинг 
излапаётган горнзонтал таш
кил этувчиси N  цувур тирса- 
гнда з^оснл буладиган сирт куч- 
ларидан иборат реакция кучи 
бош векторининг горизонта л 
ташкил этувчиси N ' га мик- 
дор ж и^тдан тенг, йуналиши 
царама-царшн булади. К,увур- 
га к фувчи сувнинг t»t тезлиги 
вертикал_ва цувурдан чицувчи 
сувнинг v2 тезлиги горнзонтал 
йуналгани учун (21.25) ни ку- 
нндагнча ёзиш мумкин:

N ' — m v 2 =  О, 

ёкн N ' =  N  ва v2 — t> булганидан

nd2
N  =  m v  =  р и о - v =  ~  pi»2 =  28,9 Н.

121-§. Узгарувчан массали жисм ^ацида тушунча.
И. В. Мешчерскил тенгламаси

Одатда, назарий механикада ^аракатланаётган жисмнинг массаси 
узгармас деб царалади. Лекин техинкада жисмларнинг массаси вацт- 
га бомиц равишда узгарадиган масалалар куп учрайдн. Бунда жисм
ларнинг массаси ундан зарраларнннг ажралиши ёки унга ташцаридан 
зарраларнинг цушилиши натижасида узгаради. Масалан, ракета ёки 
самолёт ^аракатланганда ёнилгининг ённши ^исобига уларнинг мас
саси камая борадн, галтакка ипнинг уралиши натижасида унинг мас
саси орта боради ва ^оказо.

Вацт утиши билан зарралар цушилиши ёкн ажралиши натижасида 
массаси узлуксиз равишда узгарадиган жисм узгарувчан массали 
жисм деб аталади.

Узгарувчан массали жисм ^аракатланганда унинг утган масофасига 
нисбатан жисмнинг улчамларини эътиборга олмаслик мумкин булса 
ёки жисм илгариланма ^аракатда булса, у э^олда бундай жисмга 
(зарралар цушилиши ёки ажралиши натижасида массалар маркази \о- 
латининг жисмга нисбатан узгаришини эътиборга олмай) узгарувчан 
массали нуцпш деб цараймиз.
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Массасн узлуксиз равишда ка- 
маниб борувчн ракетанн узгарув- 
чн массали нуцта деб караб, 
унинг з^аракати дифференциал 
тенгламасини чицарамнз.

£ннл fh ёнганда ракетадан аж- 206- расм.
ралувчи зарраларнинг ракета кор-
пусига нисбатан нисбий тезлигини и, билан белгилаймиз (206-расм). 
Ракетадан ажралувчи зарраларни ва ракетанн битта система деб ца- 
раймиз. У з^олда ракетанинг массасн М ёнилп! ёниши натнжасида 
ажралувчи зарралар зугсобига камая боради з^амда М ни вактнинг 
узлуксиз функциясндан иборат деб ^араймиз:

Е  м  = / ( / ) .

Шу сабабли dt вацт ичида ажралувчи зарраларнинг массасннн d М 
билан белгиласак, d M < 0  булади, бннобарин, сон модули таърифи- 
га кура | d  М | =  — d М.

(21.16) тенгламанн берилган система учун

d K  = T ‘ d t  (21.26)

к^ринишда ёзиш мумкин. Бунда F*— ракетага таъсир этувчи таш- 
ци кучларнинг геометрик йигиндисига тенг куч.

Агар ракетанинг у тезлиги d t  вакт ичида d v  га узгарса, у з^ол- 
да системанинг з^аракат микдори М d v  га узгаради. Ажралувчи зар
ралар эса ракетага нисбатан иг нисбий тезликка эга булади ва з̂ а- 
ракат микдори — ur d М га узгаради. Шундай килиб,

d~R =  ! A d v —~й, d M . (21.27)

(21.27) ни (21.26) га ^уйиб, d t  га булсак,

(2128>
тенглама келиб чи^ади.

(21.28) тенглама узгарувчан массали нуцта %аракатининг диф
ференциал тенгламасини ифодалайди. Бу тенгламанн 1897 йилда 
рус олими И. В. Мешчерекий тавсия этган ва шунинг учун унинг 
номи билан аталади.

(21.28) даги
—  rf.M —
иг —  =  Ф (21.29)

Катталнк куч улчамлнгнга эга булади ва реактив куч дейиладн.
т, dM
Ьунда ажралувчи массанинг секундлнк сарфини ифодалайди.



122-§. Циолковский формуласи

И. В. Мешчерский тенгламасини цуллашга мисол тарнк,аснда фацат 
реактив кучдан бош^а куч таъсир этмайдиган майдондаги ракетанинг 
Харакатини текширамиз. Бу холда (21.28) да F* =  0 булади ва у

м - £ — <21-зо>
куринишда ёзилади.

х  уцни ракетанинг харакат тезлиги v буйича йуналтирамиз ва ра- 
кетадан ажралувчи зарраларнинг тезлиги иг ни (ёнилги ёниши нати
жасида хосил буладиган газларнинг ракета двигателидан ажралиш 
тезлнгини) узгармас ва и га хаРама'КаРши йуналган деб ^араймиз. 
У холда (21.30) ни х  уцца проекциялаб, ушбу куринишда ёзамиз:

М dtv =  — ur d М
ёки

d М
d v  — — ur м  .

Бу тенгламани интегралласак,

t> =  u0 + u , . l n - ^ - ,  (21.31)

бунда и0 ва М0 лар мос равишда ракетанинг бошлангич пайтдаги 
тезлнгини ва массасини ифодалайди.

(21.31) формула ёрдамида ракета массасининг камайиши натижа
сида ракета тезлигининг ортиш ^онуни аншуинади. Ракета корпуси- 
нинг массасини Мк , ёнилгининг бошлангич массасини Me билан бел- 
гиласак, ракетанинг бошлангич пайтдаги массаси Мо =  Мг +  Мк , 
ёнилги ённб булгандан кейинги массаси М =  Мк булади. ёнилги 
ёниб булганда ракета энг катта тезликка эришади ва бу тезлик
(21.31) га асосан

(  М* \  у».* =  и0 +  ur ln I 1 +  I

формуладан аницланади. Бу формула Циолковский формуласи дейи
лади.

Агар у0 =  0 булса,

Vumx =  и,1п ^ 1 +  ) .

Циолковский формуласи дан курамизкн, ракетанинг энг катта тез- 
лиги ажралувчи зарраларнинг нисбий тезлнгига тугри мутаносиб ра-

Мё
вишда узгаради хзидэ д -  нисбат ортгани сари t>m„  хам °Рта бора

ми
дн. гг— =  я сони Циолковский сони дейилади.

244



■ 123- §. Моддий ну^та ^аракат ми^дорш инг моменти ва 
системанинг кинетик моменти

Моддий нуцтанинг (механик системанинг) бирор марказ атрофидз- 
ги айланишини ифодалашда ^аракатнинг улчови сифатида нуцта >̂ а- 
ракат микдорининг моменти (системанинг кинетик моменти) тушунча- 
сидан фойдаланилади.

Статнкада курганимнздек, F  кучнинг О марказга нисбатан мо
менти

м0(П х  7
тенглик билан ифодаланади. Бунда г ^аракатланувчи нуцтанинг О 
марказга нисбатан радиус-векторнни ифодалайди. Худди шунннгдек, 
нуцта харакат микдори т v нинг шу марказга нисбатан моменти

‘о =  г X m v (21.32)

фсрмуладан аницланади (207- раем). Бу вектор О нуцтага цунилган деб 
караладн ва момент маркази хамда т v вектор орцали утувчи текислик

ка перпендикуляр равишда шундай йуналтириладики, унинг мусбат 
учидан каралганда О нуцта атрофида т v вектор йуналишидаги "aib 
ланиш соат милининг айланишига тескари куриниши керак.

Координаталар бешини О марказда олиб, цузгалмас х, у, z  уцлар- 
ни утказсак. (21.32) ни цуйидагича ёзиш мумкин:

10 = т
i  j  k
X у  z
• • •
X у  z

бунда i , j, k —  координата уцларннинг бирлик векторлари. Охирги 
тенгликни х, у, z  уцларга проекциялаб, кучнинг (уцца нисбатан мо
менти каби, нук,та ^аракат мнкдорннинг мос уцларга нисбатан мо
ментини аницлаймиз:

lx=  m ( y z - z y ) ,

lv =  m (zx  —  xz ) ,  (21.33)

lt ~ m ( x y  — ух).
Нуцта ^аракат мнкдорннинг 

моменти СИ бирликлар систе
масида кг-м2/с билан улча- 
нади.

Механик система барча нуц- 
талари ^аракат миедорларининг 
бирор марказга нисбатан мо
ментларининг геометрик hhfhh- 
дисига тенг булган L0 катта- 
лик механик системанинг 207- раем.
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208- раси.

марказга нисбатан кинетик моменти 
(ёки ^аракат мнцдорининг бош моменти) 
дейилади:

L 0 =  х  m kvk . (21.34)

(21.34) ни Декарт координата у чугари- 
га проекцнялаб снстеманннг координата 
уцларига нисбатан кинетик моменти аник,- 
ланади:

•  •

L X =  2 m * ( Ук S k — Z k lJk ),

Lv =  l mk(2> * k - xkZl)>\ (21.35)

^узралмас уц атрофида айланма ^ара- 
катдаги ^аттиц жиемнинг кинетик момен- 
тини ^исоблаймиз. я уцни айланиш уци 

буйлаб йуналтирамиз (208- расм). Берилган жисмни элементар моддий 
зарраларга ажратамнз. Бундай зарралардан ихтиёрий биттаси — Мл 
нинг массасини mk 1б илан, ундан додача булган масофани hk билан 
белгнлаб, 2 уеда нисбатан жиемнинг кинетик моментини ^исоблай- 
миз:

1 г =

бу ерда v  тк h2k =  1г —  жиемнинг s  у еда нисбатан инерция моменти 
Бинобарнн,

Lz =  Lz <a. (21.36)

Демак, цузгалмас уц атрофида айланувчи жиемнинг айланиш  
уцига нисбатан кинетик моменти жиемнинг мазкур укка нисба
тан инерция моменти билан бурчак тезлигининг купайтмасига 
тенг.

Битта уц атрофида айланувчн бир неча жиемдан ташкил топган 
системанинг кинетик моменти

=  Л *  “ l  +  ^ 2 г  +  * •  •  +  I ,

формула ёрдамида ^исобланади.

(!) п г  п (21.37)

124-§. Моддий ну^та харакат микдори моментининг узгариши 
>одидаги теорема

Массасн т га тенг булган моддий нуцта F  куч таъсирида ^ара- 
катлансин. Бу ну^та ^аракат микдори ва F кучнинг бирор О марказ- 
га нисбатан моментлари орасидаги богланишнн аниклаймиз (207- раемга 
царанг).
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г =  г (/) эканлигини эътиборга олиб, (21.32) нинг иккала томо- 
нидан ва^т буйича ^осила оламиз:

dr  — . —_  = — x m v  + r  x m  — i i x m u  +  r x / m .  (21.38)

v ва m v параллел векторлар_булгани учун v X m v  — 0 з^амда 
Ньютоннинг иккинчи цонуни m w  =  F эканлигини эътиборга олсак,
(21.38) ^уйидагнча ёзнлади:

d I q  —  —

г X  F = M 0(F)  булгани учун

(21.39)

(21.39) ифода пункта харакат мицдорининг 0  марказга нисба
тан моменти узгариши уацидаги теоремани ифодалайди: моддий 
нук,та харакат мщдорининг бирор цузгалмас марказга нисбатан 
моментидан вак,т буйича олинган хжи.га нук<тага таъсир этувчи 
кучнинг шу марказга нисбатан моментига тенг.

(21.39) ни x , y , z  у^ларга проекциялаб куйидагиларни оламиз:
dig —

~аГ =  М * ( П ,
dl у —

d!z — 
- w - W ) . ,

(21.40)

Бу муносабатлар нуцта харакат мщдорининг координата уклари- 
га нисбатан моментлари узгариши хацидаги теоремани ифодалай
ди: моддий нуцта харакат мицдорининг бирор цузгалмас ущ а  
нисбатан моментидан вак,т буйича олинган хосила, нуктага таъ
сир этувчи кучнинг ш у у ^ а  нисбатан моментига тенг.

Агар моддий нуктага бир цанча кучлар таъсир этса, F шу куч
ларнинг тенг таъсир этувчиси деб царалади.

125-§. Нуктанинг марказий куч таъсиридаги ^аракати. 
Юзалар конуни

F  кучнннг бнрор лузгал мае О шрказига нисбатан моменти нолга 
тенг булсин. Бу холда F — 0 булиши ёки F  кучнннг таъсир чнзи- 
fh доимо момент марказндан утншн керак. F =  0 булган холни эъти
борга олмай, иккинчи холни текшнрамиз.

Доимо таъсир чнзири момент марказидан утувчи куч марказий 
куч дейилади. Кучнинг таъсир чизиги утаднган О нуцта куч мар
кази дейилади.
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ГXV  - с

а)

Марказий куч таъси
ридаги нуцта учун (21.39) 
цуйидагича ёзнлади:

d in
—  =  О dt и*

бундан

l0 =  const,
еки

г  X  т о =  const.
Бу тенглама нуцта 

харакат мицдори момен- 
тининг са^ланиш цону- 
нини  ифодалайди: мар
казий куч таъсиридаги 
нуцта харакат мицдори- 
нинг куч марказига нис
батан моменти узгар- 
масдан цолади.

Охнрги тенгламздч 
т =  const булганидан уни
I г х  v — с (21.41)
куринишда езиш мум
кин.

«м » *  •  •  •  -
(21.41) да r ( x , y , z ) ,  v ( x \  у,  z ) ,  c ( c i , c t , c j  эканлигинн на

зарда тутиб, координата уцларига проекциялаймиз:

у  z  — zy  =  cit 
• • 

z x  — x z  =  c2,
• • 

x y  — y x = c 3.

(21.42)

Шундай цилнб, марказий куч таъсиридаги моддий ну^та учун 
^аракат миадори моментинннг узгариши ха^идаги теоремани цуллаб 
нуцта ^аракати дифференциал тенгламасининг (21.41) ёки (21.42) 
тенгламалар билан нфодаланадиган биринчн интегралларннн топиш 
мумкин экан.

Бу бирннчн интегралларга яццол геометрнк изо^ бериш мумкин. 
г х  v вектор доимо г ва у ётган текисликка перпендикуляр ра

вишда йуналади ва_узгармас йуналишга эга буладн (209- раем, а). 
Шу сабабли г ва t векторлар доимо О марказдан утувчи бир те
кисликда ётади. Демак. марказий куч таъсиридаги нуцтанннг траек- 
тсриясн текис згри чнзицдан иборат булади.
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(21.41) нинг физик мо^иятинн талцин цилиш учун нуцтанинг ра
д и у с - вектори чизган юзанинг узгариш тезлигини нфодаловчи вектор 
катталнк— секторли тезлик тушунчасини киритамиз.

фараз цилайлик, моддий нуцта t вактда уз траекторияснда М \о- 
латни, / + Д /  вацтда цолатни эгалласин_(209-расм, б). ОММу 
учбурчакнинг юзи г радиус- вектор билан А г =  г (t +  Л /) — г (/) 
кучиш векторининг векторли купантмаси модулининг ярмига тенг:

•^дОМА!, =  ~2 \ г  х  Д  г  |.

|f—. ( г  X Д г ) вгктор г ва А г ётган текисликка перпендикуляр ра

вишда йуналади; бу векторни Д а  билан белгилаймиз:

Д о = 1 ( 7 х Д7) .  (21.43)

Д а  юза векторн орттирмасининг унга мос At вакт оралишга 
f  нисбатининг A t - * - 0 даги лимити нуцтанинг О марказга нисбатан 

секторли тезлиги дейилади. Бинобарин, секторлн тезлик
-  .. Д о  у„ =  lim —  

д/-»о A t

ёки

■  (21.44)

формуладан аницланадн.
Секторли тезликнинг у тезлик орцали ифодасинн топиш учун 

(21.43) тенгликнинг писала томонини Д t га буламиз:
А а _  1 г X  Аг  ̂ А г  \
At  ~  2 At ~  2 \ Г Х  At } '

A t-* -0 даги лимитни з^исоблаймиз:

I  • • “ . ' * 2 й ( 7 х т г ) - , т < ~ х г >
ёкн

2у0 = г х  v — M 0 ( v ) .  (21.45)

Яъни нуцтанинг бирор марказга нисбатан иккиланган сектор
ли тезлиги шу марказга нисбатан \исобланган нуцта тезлигининг 
моментига тенг.

(21.41) га асосан
ёки 2у0 = 7



Шундай цнлиб, марказий куч таъ- 
сиридагн нуцтанинг секторли тезлиги 
узгармас булади. (21.44) га кура 
(21.46) дан

d„ _  с
И  ~  2

муносабатни оламиз. Бу тенгламани ин- 
тегралласак,

o - f f  +  c.

булади. Демак, марказий куч таъсиридагн нуктанинг радиус-вектори 
чизган юза ва^тга мутаносиб равишда орта борадн ва траекторияси 
бир текисликда ётувчи эгри чизикдан иборат булади. Бу натижа юза- 
лар цонуни ёки юзалар интеграли дейилади.

42- масала. Планета фокусларндан бирида К,уёш жойлашган эл
липс буйлаб К,уёшга тортувчи куч таъсирида харакатлаиади. Плане- 
танинг К,уёшга энг яцин холатдаги (перигендаги) vp тезлиги П р и л 
ган булса, унинг К,уёшдан энг узоц х°латидагн (апогейдаги) оа тез- 
лиги топилсин. Эллипснинг катта ярнмуцн а ва эллипс маркази дай 
Куёшгача булган масофа с берилган.

Ечиш. Планетага куч маркази К,уёшда булган тортнш кучи таъ 
сир этади. Планетанн М билан, К,уёшни эса S  билан белгилаймиз 
(210- раем). У холда

Ms (F) =  0

булиб, нуцта харакат мн^дорининг 5  марказга нисбатан моменти са^- 
ланиш ^онуни

Ms ( m v a) =  M s (mvp). 

куринишда ёзиладн. £ки
mv„ (а +  с) =  тор (а — с).

Бундан изланаётган va тезликни ани^лаймиз:
а —с 1 — е

с
бу ерда е =  — <  1 эллипснинг эксцентриситетини ифодалайди.

126-§. Механик система кинетик моментининг узгариши 
Халида ги теорема

Механик система N  та ну^тадан ташкил топган булсин. Система- 
нинг бирор ихтиёрий М к нуцтасини олиб, унга таъсир этувчи ташх» 
кучлар хамда ички кучлар тенг таъсир этувчиларини мос равишда 
F*k , Flk билан белгилаймиз (211-раем). Моддий ну^та учун чнк,арил-
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ган з^аракат микдорн моментинннг узгариши ^акидаги теоремани ме
ханик системанинг ^ар бир ну^таси учун ^уллаб цуйидагига эга бу- 
ламиз:

d iOk М0 (Р‘к ) + М ^ ‘к), (к =  1,2, . . .  АО,dt

бу ерда 10к =  гк х  mk Vk — нуцта ^аракат мнцдоринннг О марказга 
Енисбатан моменти. Бу нфодаларни цушамнз-

К  ^ 2 T 0k = 2M0a ek) + ZM0(F‘k)- (21-47)

Ички кучларнинг хоссасига кура

I  Z M 0 ( F lk ) =  0.

У з^олда (21.34) га мувофиц (21.47) ни ушбу куринишда ёзамиз:

dL
dt

° = l M 0 ( F fk ) (21.48)

еки
dL,О _

dt = к .

бу ерда М ‘0 =  V  М 0 (F ‘k ) =  v  х  F* — система нуцталарига таъ
сир этувчи ташци кучларнинг О марказга нисбатан бош моменти.

(21.48) ифода система кинетик моментининг узгариши хщи~ 
даги теоремани ифодалайди: механик системанинг бирор лузгал- 
мае марказга нисбатан кинетик моментининг вауп буйича Jfоси- 
ласи система нуцталарига таъсир этувчи таищи кучларнинг шу 
марказга нисбатан бош моментига тенг.

(21.48) ифоданннг ^ар нккала томонинн х, у , г у уларга проекция- 
лаймиз:

dL.
и г = 2 м * ( р ; ) .

(21.49)

Демак, механик системанинг 
бирор цузтлмас укка нисбатан 
кинетик моментидан вакт бу- 
йича олинган цосила система 
нуцталарига таъсир этувчи
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ташки кучларнинг шу уч^а нисбатан моментларининг йигинди- 
сига тенг.

Система кинетик моментининг узгариши хакндаги теоремадан цат 
тиц жиемнинг айланма з^аракатинп урганишда, гироскоилар назария 
сида кенг фойдаланилади.

Бу теореманинг афзаллиги шундан нборатки, система харакат 
мнцдорининг узгарншига оид теоремадагндек, олдиндан номаълу.м 
булган ички кучлар катнашмайди.

127-§. Система кинетик моментининг сацланиш цонуни

Система кинетик моментининг узгариши з^ацндаги теоремадан ма
салалар ечишда мухнм а^амнятга эга булган цуйидаги [натижаларни 
оламиз.

Ташцн кучла нннг цузгалмас О марказга нисбатан бош моменти 
нолга тенг булсин:

V A f 0 (F\) =  О,

у з^олда (21.48) га кура

(21.50)
булади. (21.50) тенглик система кинетик моментининг сацланиш 
конунини  ифодалайди: агар система ну^таларига таъсир этувчи 
таш^и куч/.арнинг бирор марказга нисбатан беш моменти нолга 
тенг булса, системанинг шу нуктага нисбатан кинетик моменти 
мицдор ва йуналиш жи^атдан узгармас булади.

2. Система нуцталарига таъсир этувчи ташци кучларнинг бирор 
кузгалмас ъ уеда нисбатан моментларининг йижндиси нолга тенг 
булсин:

2 m 2 (F*) =  o,
у з^олда (21.4S) га кура

Lx =  const (21.51)
булади. Шундай цилиб, система нукталарига таъсир этувчи таш
ки кучларнинг бирор ъузгалмас ущ а нисбатан моментларининг 
HuFUHducu нолга тенг булса, системанинг ш у уцка нисбатан ки
нетик моменти узгармас булади.

Система кинетик моментининг сакланиш конунидан курамизки, 
ичкн кучлар системанинг кинетик моментинн узгартща олмайди.

Агар система цаттиц жиемдан ёкн жисмлар тупламидан иборат 
булиб, бирор s  уц атрофида айлана олса на

± М г (FD =  о
шарт бажарилса,

L2 =  / ,  со =  const
ёки

/ ,со  =  / гэо), (21.52)
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I

рцелиб чнадди. (21.52) да 1 г ва to — жиемнинг нсталган t вацтдагн 
f  и н ерц и я  моменти ва бурчак тезлиги; 1го ва со0 — бошлангич пайтдаги 

и н ерц и я  моменти ва бурчак тезлиги.
Бу конунни Жуковский скамейкаси мисолида яадол кузатиш мум

кин. Вертикал уц атрофида деярли ишадланишеиз айланадиган Жуко
вский скамейкаеининг горизонтал платформаеига цулларига тош уш-

бз?лади. Чунки одамнинг, тошларнинг ва платформанинг огирлик куч- 
ларидаи ташкил топган ташад кучлар г  у ада параллел йуналган ёки 
таянч подшипникда дои л  буладиган реакция кучи 2 уади кесиб ута
ди ва уларнинг шу у ада нисбатан моменти нолга тенг.

Бннобарин, агар одам цулларини ёзиб, инерция моментини ошир- 
са, у д о  да айланиш бурчак тезлиги пасаяди ёки, аксинча, цулларини 
пастга туширса, айланиш бурчак тезлиги ортади. ^аададтда .\авонинг 
адршилик кучи ва полшипникларда доил  буладиган ишцаланиш куч
лари таъсирида айланиш бурчаги аста-секин кичиклаша борадн.

43- масала. Иккита адтти^ жисм битта лузгал мае уц атрофида 
узгармас сох ва ш2 бурчак тезликлар билан бир-бирига бомиц булма
ган д о д а  айланади. Каттиц жисмларнинг шу уада нисбатан инерция 
моментлари мос равишда / 1 ва / 2 га тенг. Агар улар айланиш вац- 
тнда бир-бирига бириктириладиган булса, адндай о> бурчак тезлик 
билап айланади?

Ечиш. Айланиш уад учун Ог уади оламиз. Иккита жиемдан 
ташкил топган система нуцталарига уларнинг огирлик кучлари таъ
сир этади. Бу кучлар Ог уада параллел. Бундан ташадри, таянч 
реакция кучлари Ог уади кесиб утади. Шу сабабли система нуцта- 
ларига таъсир этувчи ташки кучларнинг Ог уада нисбатан бош мо
менти

булади ва система кинетик моментининг сааданиш аднунига кура

жисмлар бирлаштирилгунга аддар системанинг кинетик моментини,

лаган одам турганидан кейин унга о)0 бурчак тезлик берилса, у 
м о л  да

М ‘г =  0.

L  =  Lг го

Бунда
Ljq — /  !(*>! +  /  2(02

Жисмлар
Шундай

бундан

Lz =  1г(о +  /* w =  w (/j +  /  2)
бириктирилгандан кейинги кинетик моментни ифодалайди. 
цилиб,

co(/i -f /2) =  Л©! +  /2 со2,

_ _ Л <*>1 +  It(О =  ---------------
Л +  Ш|
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128- §. Механик система кинетик моментининг массалар 
марказига нисбатан узгариши эадидаги теорема

Ю^орида бирор лузгал мае марказга нисбатан механик система ки
нетик моментининг узгариши ^ и д а г и  теоремани исботлаган эдик.

К,аттиц жиемнннг мураккаб ^аракатини (жумладан, текнс параллел 
^аракатини) урганишда лузгал мае марказга нисбатан механик система 
нинг кинетик моменти билан системанинг массалар марказига нисба 
тан нисбий ^аракати кинетик моменти орасидагн богланишдан фойда 
ланишга тугри келади.

Бу богланишни топиш учун лузгал мае О ну^тада О s г) ^ лузгал 
мае координата уцларини ва система массалар маркази С билан бир 
га илгариланма ^аракатланувчн C x y z  координаталар снстемасинн 
оламиз. У ^олда жисмнинг абсолют ^аракатинн массалар маркази би
лан биргаликдаги илгариланма ^аракат ва массалар марказидаги C x y z  
координаталар системасига нисбатан айланма ^аракатлардан ташкил 
топган деб цараш мумкин.

Кучирма ^аракат илгариланма .^аракатдан иборат булгани учун 
система барча ну^таларинннг кучирма тезликлари бир хил ва система 
масса марказининг тезлигига тенг булади, яъни vke =  vc (k =  1 , 2 , . .  
. . , iV). Система ихтиёрий М к ну^тасининг масса марказига нисба
тан нисбий тезлигини vkr =  v'k билан белгиласак, у з^олда М к нуцта- 
нинг абсолют тезлиги тезликларни цушиш теоремасига кура

Радиус-векторлар ораеида цуйидаги муносабат мавжуд булади 
(212-раем):

=  ус +  vk (21.53)

булади.

гк — гс "Ь г*> (21.54)

Z

У

212- расы.
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Кузралмас О |  г) £ координаталар системасига нисбатан абсолю т 
^аракатдагн системанинг кузгалмас О марказга нисбатан кинетик мо
менти (21.34) дан топилади:

Ц  =  X mk vk.

Бу формулага гк ва vk ларнннг ифодэларннн (21.53) вз (21.54) 
дан келтириб цуямиз:

-̂о =  г с Х  vc '2 itn k+ 'L r 'k x  mk v'k +

+  rc X +  (— m» r 'k) x  Vc . (21.55)

Бунда v  mk =  M  — бутун система массасн ^амда

— d rk — d —f
rc X У  m . ------ =  rc  X —  У  m. r. .
c  — k dt c dt ^

Лекин массалар марказининг таърифига к>гра ва координаталар боши 
С ву^тада булгани учун

к  2 т к?к =  М г'с  =  0.

55) да охиргн иккита 
и куринишни олади:

L0 =~rc x M 7 c +  L'c , (21.56)

Шундай цилиб, (21.55) да охирги иккита цад нолга тенг булади 
ва бу формула цуйидаги куринишни олади:

бунда

Гс =  X mS>'k
f  системанинг массалар марказига нисбатан нисбий .^аракат кинетик мо- 

ментини ифодалайди.
(21.56) формула цузгалмас марказга нисбатан механик система

нинг кинетик моменти билан системанинг массалар марказига нисба
тан нисбий царакат кинетик моментлари орасидаги богланишни ифо
далайди: механик системанинг цузгалмас О марказга нисбатан аб
солют хАракатининг кинетик моменти, массаси бутун система 
массасига тенг булган массалар марказининг шу нуцтага нисба
тан кинетик моменти билан системанинг илгариланма щракат- 
даги массалар марказига нисбатан нисбий царакат кинетик момен
тининг геометрик йигиндисига тенг.

(21.54) ва (21.56) ларни назарда тутиб, система кинетик момен
тининг узгариши ^ацидаги теоремани куйидагича ёзамиз:

- ~ { 7 c X M vc + Т ')  =  2 {7С +7*) хТ „

еки
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Бу тенглнкда
d /  —  —  \  (I Г  S '  —  —  м .

—  [гс  X /VI Vc ) =  X М ис +  гс  х  .14 wc 

d rr —
булишинн хамда —:— =  vc; массалар марказининг харакати ^акидащ 

dt
теоремага кура M w c =  /?' =  2  эканлигинн эътиборга олсак, ушбу 
муносабат, уринли булади:

—  (гс X М  ос ) =  гс X R  .

Буни назарда тутиб, (а) ни цуйидагича ёза оламиз:

- ^ - = 2 7 * x 7 i .  (21.57)

(21.57) тенглик (21.48) га ухшаш булиб, механик система кине
тик моментининг массалар марказига нисбатан узгариши %ацида- 
ги теоремани ифодалайди.

(21.48) ва (21.57) тенгликларни солиштнрамиз. (21.48) да [снсте- 
манинг кинетик моменти Lo ни ^исоблашда система нуцталарининг 
^узгалмас нуцтага нисбатан абсолют тезлиги эътиборга олинади; (21. 
57) да эса система ну^таларининг тезлиги жисмнинг массалар мар
кази билан биргаликда илга иланма харакат цилувчи Cxyz координа
талар системасига нисбатан ^исобланади ^амда момент маркази учум 
системанинг массалар маркази олинади.

129-§. Кучнинг ишн. Кувват

Жисмнинг бирор куч таъсирида кучишини ифодалаш учун иш ту- 
шунчаси киритилади. Иш ^арэкатланувчи нуцтага ^уйилган кучнинг 
ну^та тезлиги модулини узгартирадиган таъсирини ифодалайди.

Дастлаб ми^дори ва йуналиши жи^атдан узгармас булган F куч 
таъсиридаги нуцтанинг тугри чизицли ^аракатдаги ишини эукгоблай- 
миз. Тугри чизи^ли ^аракатдаги нуцтанинг кучиши унинг тезлиги 
йуналишида булади.

Фараз цилайлик, куч цуйилган ну^та тугри чизик, буйича s йул
ни утсин з^амда кучнинг йуналиши тугри чизи^ билан устма- уст туш- 
син. У э^олда мусбат ёкн манфий ишора билан олинган F  кучнинг s 
йулга купайтмаси иш  дейилади. Шундай ^илиб, иш

А  = ' ±  F-s.

формуладан ани^ланади. F кучнинг йуналиши нуцта тезлигининг йу
налиши билан бир хил булса, бу тенгликда мусбат ишора, акс ^олда 
манфий ишора олинади.

Агар F кучнинг йуналиши нуцта ^аракатланаётган тугри чизик, 
билан бирор а  бурчак ташкил этса, иш учун
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A =  F *scosa. (21.58)
формула уринли булади (213-раем).

(21.58) да а  нинг уткир ёки утмас бур
чак булишига на раб, иш мос равишда мус- м 
бат ёки манфнй ^ийматга эга булади. a  =

кучнинг иши нолга тенг бу-

Ю
М,

у  да эса F
213- раем.

лади.
Агар кучнинг миодори ва йуналиши узгарувчан булса ёки куч 
квлган нуцта эгри чизи^ буйича ^аракат цилса (21.58) формула ёр

дамида ишни ^исоблаш мумкин эмас. Бу ^олда нуктанинг бутун ут
ган иулини фикран шундай кичик булакларга буламизки, натижада 
бу булакларнинг ^ар бирини турри чизюуш ва мазкур булакларга 
таъсир этувчи кучларни ми^дор ва йуналиш жи^атдан узгармас деб 
ЧРРаш мумкин булсин (214-раем). У ^олда \ар  бир булакка мос 
булган элементар иш (21.58) га асосан куйидаги формула ёрдамида
||КОбланс1Ди:

Щ  dA =  F cos (F, v) ds. (21.59)
Бу тенгликдаги ds ну^та ёй коордннатасининг дифференциалн булиб 
элементар кучишни ифодалайди: ds =  vdt. Бинобарнн, (21.59) ни ушбу 
Куринишда ёзиш мумкин:

_____ __
dA =  F - v d t c os (F, и) =  F>vdt.

Бунда v =  булганидан элементар иш учун

муносаб
Ага]

dA =  F - d r  (21.60)
..^абатни оламиз.
Агар нуцта з^ракати Декарт координаталарида берилган булса,

7 = x T + Y T + z ~ k ,

d r  =  d x i - f  dyj  +  dzk  
эканлигини эътиборга олиб, (21.60) 
dA =  Xdx  +  Y d y +  Zdz  (21.61)

Куринишда ёзилади ва элементар 
ишнинг аналитик ифодаси дейн- 
лади.

Шундай к,илиб, нук;та ^аР3*
Кати табиий усулда, вектор усу- 
лида ёки координата усулида бе- 
Рилганда кучнинг элементар иши 
м°с равишда (21.59), (21.60) ёки
(21.61) формулаларнинг бирортаси 
еРДамида аникланади.
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Умумий Эуолда (21.61) формуланинг унг томонидаги уч^аднук,та 
координат&тарига богли^ бирор функциянинг тулиц дифференциалига 
тенг булмаслиги мумкин.

Ну^та М 0 ^олатдан M t ^олатга чекли кучишида F  кучнинг иши- 
ни хисоблаш учун бу кучншни лимит ^олатида элемеьтар кучншдан 
иборат буладиган п та кучишдан ташкил топган деб царанмнз. У 
^олда F кучнинг чекли кучншдаги иши

А — lim v  dA„
n—*ock— I

формуладан аницланади. Бунда dAk билан k  — элементар кучишда: ; 
элементар иш белгиланган.

(21.59) — (21.61) ларга асосан нуцта траектория буйлаб М0Л1, га 
чекли кучншидаги кучнинг иши табиий усулда

А  =  \ 'Fds  cos (F, v), (21.62J
Af,

вектор усулида

A = T  F»dr~ (21.63)
м.

координаталар усулида

A  =  £* (Xdx +  Ydy  +  Zdz) [(21.64)

формулалардан фойдаланиб ^исобланади.
Халцаро СИ бирликлар системасида иш жоулда улчанади: 1Ж =

=  1Н-м.
Механикада иш тушунчаси билан биргаликда кувват тушунча и . 

^ам ^улланилади. Кучнинг вацт бирлиги ичида бажарган иши цувват 
дейилади. Кувватни N  билан белгиласак, таърифга кура

N  =  ёки N  =  F tir — F-v.  (21.65)
dt dt

Кувват хал^аро СИ бирликлар системасида ватт билан Улчанади; | 
1Вт =  1Ж/с =  0,102 кгк-м/с. Бундан таш^ари, ^увват техникада от 
кучида .рм улчанади. 1 от кучи (о.к.) =  75 кгк-м/с = 7 3 5 ,5  Вт.

130-§. Тенг таъсир этувчининг иши ^акдадаги теорема

\аракати кузатилаётган М  нуцтага F x, F2, . . ., F n кучлар cue* 
темаси таъсир этаётган булсин (215-раем). Бу кучларнинг тенг таъ
сир этувчиси R ’ уларнинг геометрик йигиндисига тенг:



R'  тенг таъсир этувчи кучнинг d r  элемен
тар кучншдаги элементар иши (21.60) га 
кура

dA =  R ' -dr

формуладан аникланади. R'  ни унинг таш
кил этувчиларн билан алмаштирсак, ь^уйи- 
даги тенгламанн оламиз:

R ' - d r  =  F ^ d r  +  F2-dr  +  . . . +  F„-dr.
(21.66)

(21.66) тенглама цуйндаги теоремани ифодалайди: бир нуцтага кдйил- 
ган кучлар системаси тенг таъсир этувчисининг шу нуктанинг 
элементар кучишида бажарган элементар иши ташкил этувчи куч
ларнинг худди шу элементар кучишдаги элементар ишларининг 
алгебраик йигиндисига тенг. _

: Л1_нуктага куйилган F x, F2, . . .  ,F n кучлар тенг таъснр этув- 
чиси R ' нинг нуцта М 0 холатдан Afx холатга кучишида чекли йул- 
даги ишнни аницлаш учун (21.66) ни интеграллаш зарур.

131-§. Кучнинг ишини хисоблашга онд мисоллар

Умумий холДа нуктага таъсир этувчи кучнинг иши нуцтанннг ха- 
ракатига боглиц булади. Бннобарин, ншни хисоблаш учун нуктанинг 
Харакатини бнлиш зарур. Баъзи х°лларда табнатда шундай кучлар уч- 
райдики, уларнинг ишини х11С°б-1 аш учун нуктанинг бошлангич ва 
охирги холатларини билиш етарли булади. Бундай кучларга мисол 
тарицасида огирлик кучи ва марказий кучларни курсатиш мумкин.

Огирлик кучининг иши. М (х , у, г) моддий нухтанинг М 0 (х0, у0, 
г0) бошлангич холатдан М, (xu у х, zt) холатга утишида нуктага таъ
сир этувчн mg  огарлик кучининг ишини хис°блаймиз (216-раем), г 
Ухни вертикал тарзда юкорига йуналтирнб, огирлик кучининг коорди
ната унларидаги проекцияларини топамиз:

X =  0, Y  =  0, Z  =  — mg.
(21.61) га кура, бажарилган элементар ишнн хисоблаймиз:

dA =  X d x  +  Y dy +  Zdz =  — m gdz , (21.67)
бундан

A  =  — m g $ dz =  — m g (zt — zc).
U

l2i — г01 =  h белгилашнн киритсак, цуйидаги тенгликни оламиз:
A =  ± m g h ,  (21.68)

бунда г , < г 0 булса, мусбат ншора, г1> г 0 булса, манфий и шора оли- 
надц.

О
215- раем.
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М

х I X

217- расы.

В

216- расм.

Шундай цилиб, моддий нуцта огирлик кучининг нши огирлик 
кучннинг модули бнлан нуцтанинг бошлангич ва охирги вазиятлари 
га тегишли баландликлари фарцининг купайтмаснга тенг. (21.68) дан 
курамизки, агар /1 =  0 булса ёки нуцта ёпнц эгри чнзиц буйлаб ца- 
ракатланса, нуцтага таъсир этувчи огирлик кучининг нши нолга 
тенг булади. Демак, моддий нуцтага таъсир этувчи огирлик кучининг 
нши фацат унинг огирлигига ва нуцта баландлигининг узгаришиг. 
боглнц булиб, траекториянинг шаклига ва нуцта утган йулнинг 
узунлигига боглиц булмайди (жумладан, 1, 2, 3 чнзнцлар буйича ци 
собланган ишлар бир хил булади).

Зластиклик кучининг иши. Бирор пружинанинг эркин учига би 
риктирилган М  нуцтанинг вертикал Ох у к; буйлаб царакатини текши 
рамнз (217- расм). Координаталар боши учун пружина деформация - 
ланмаган ^олатдаги М  нуцтанинг вазиятига мос келувчи О нуцтан 
цабул цнламиз. Бунда 10 =  АО — пружинанинг табиий узунлиги. Пру - 
жннани / узунликка чузнб, нуцтани О мувозанат цолатдан четлатсак, 
у цолда нуцтага О марказга цараб йуналган пружинанинг зластиклик 
кучи Т  таъенр этади. Гук цонунига кура бу куч пружинанинг Д /=  
=  I — /0 узаиишига мутаносиб булади. Пружинанинг узайишини х  би
лан белгилаб, М  нуцтага таъсир этувчи F  кучни аниклаймиз:

бунда с—пружинанинг бикрлнк коэффнциенти, с катталнк пружинанн 
узунлик бирлигига чузувчн (ёки енцувчи) кучга тенг булиб, одатда 
техникада кгк/м да улчанади.

М  нуцтанинг О вазиятдан В  вазиятга кучишида зластиклик кучи
нинг ишини х,исоблаймиз. F кучнинг координата уцларндаги проек- 
цияларини аницлаймиз:

| f |  = с \ ЛЦ  =  сх,
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X =  — сх, К =  Z =  0.
(21.64) га кура пружина О В  =  А 

га чузилгандаги эластиклнк кучининг 
иши

А =  — J  cxdx =  (21.69)

формула асосида топилади.
(21.69) дан курамизки, нуцтага 

таъсир этувчи эластиклнк кучининг 
иши >;ам нуцтанинг тугри чизиц буй
лаб ^аракат цонунига боглиц булмай, 
фацат нуцтанинг бошлангич О ва охир- 
гн В  ^олатларининг координаталарига 
бог.ищ булади.

Марказий кучнинг иши. Фараз килайлик, М  {х, у, г) нуцтага цуз- 
■ямас О марказга тортувчи F марказий куч таъсир этсин. Марказий 
кучни М  ну^тадан О марказгача булган г масофага мутаносиб ва ну^- 
та радиус-векторига ^арама-^арши йуналган деб ^араймиз (218-раем):

F = ~ F ( r )  =  - F r ( r ) Z .

мнз:
(21.60) га асосан марказий кучнинг элементар ншини ^исоблай-

d k  =  - F , { r )
г -dr

бунда г* =  г* булгани учун уни дифференцналласак, г -dr 
лади. Шу сабабли

dA  =  — F,(r)-dr .

г -dr бу-

Чеклн масофани утишдагн марказий кучнинг иши А = — \  F,  (г) dr 
формуладан топилади.

132- §. КаттиК жисмга таъсир 
этувчи кучларнинг элементар иши

Дастла') катти к жисм ^аракатининг 
Умумий ^оли учун элементар иш фор- 
муласини чицарамнз. Эркин ^аттиц 
Жисмнинг A v  At , . ,А п нуцталарнга 
мос равишда Flt Ft , . . . ,_Fr кучлар 
таъсир этсин (219-раем). Fk (k =  1, /V) 
кучларнинг элементар ишларини ^исоб- 
лаймиз. 219* раем.
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Жиемнинг ихтиёрий О нуцтаеини кутб учун танлаб атсак, у з̂ ол- 
да эркин цаттик, жисм А к нуцтасининг тезлиги (13.3) га асосан ^уни- 
дагича аницланади:

vk = 0о + (О х  7к, (21.70)

бунда t)k — з^аракати кузатнлаё тган Ак нуктанинг тезлиги; у0 — О 
цутбнннг тезлиги; <о — жиемнинг оний бурчак тезлиги; r'k —  k k нук
танинг О цутбга нисбатан радиус-вектори.

(21.70) ни цуйидагн куринишда ёзнш мумкин:

±к = А  4-ш X 7к. 
dt dt *

Бу тенгликни dt га купайтнреак,

drk =  dr0 - f  о>dt X т'к

з^осил булади. Бунда m dt  =  d <р — жиемнннг цутбдан утувчи (оний 
уц атрофида элементар анланншдагн бурчак векторн. d ф вектор ш 
буйича йуналади

Шундай цилиб, А/, нуктанинг элементар кучиши учун цуйидаги 
ифодзни оламиз:

d r k =  d r 0 +d<p  х  г ' .  (21.71)

У з^олда жиемга таъсир этувчи кучларнинг элементар иши

dA =  2 ? *  •dTk = 2 ^ *  +  2 К  • № < '* )  (21-72) 
*=1 k=\

П

формуладан аницланадн. Бунда ^  Fk =  R  — таъсир этувчи кучлар-
*=i

нинг бош вектори.
Аралаш купай тманинг хоссасига кура

П П
2  Fk • (d<p х7») =  dff  • 2  r\  х  Fk 
k = \  k = \

n

в а М 0 =  rk x F k жиемга цуйилган кучларнинг О цутбга нисбатан 
*=|

бош мэменти эканлигини эътиборга олсак, (21.72) ^уйндагича ёзиладн:

dA=~R-d~r0+ M 0- d ^ .  (21.73)

(21.73) фэрмула эркин цатти^ жисм нуцталарига таъсир этувчи 
кучларнинг элементар uuiu %ацидаги теоремани ифодалайди: эркин 
к^ттик, жиемга таъсир этувчи кучларнинг элементар иши цаттиц 
жиемнинг цутб билан илгариланма царакатдаги элементар кучи
шида куч-iap бош векторининг иши билан жиемнинг %ут5 атрофида
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r m
v  элементар айланма ку ■ 
г  цишида кучларнинг ку- 

тбга нисбатан бош мо- 
I  мент и ишининг алгеб- 

раик йигиндисига тенг.
Бу теоремадан фонда- 

J ланпб цаттик жиемнинг 
I  асосий харакатлэридаги 
■кучларнинг элементар 
Жишинн хисоблаймиз.

1. Илгариланма ^а- 
ракат. Бу ^олда элемен
тар айланма кучнш нолга 
тенг булади (220-раем): 
d  <р = 0 .  Шу сабабли
(21.73) цуйидагича ёзи- 

; лади:

220- расм.

dA  =  R ’drt ,
яъни илгариланма %аракатдаги цаттик жисм нуцталарига таъсир 
этувчи кучларнинг элементар иши цутбнинг (массалар маркази
нинг) элементар кдчишидаги кучлар бош векторининг ишига тенг.

2. Кузгалмас уц атрофидаги айланма харакат. Бу з^олда кутбни 
г  айланиш уцида оламиз (221-расм), натижада

dr0 =  0, Af0«d<p =  M t  d <р.
шу сабабли

dA =  М г dq>, (21.74)

яъни цГ/згалмас уц атрофида айланма харакатдаги цаттиц жисм 
Т Щ/цталарига таъсир этувчи кучнинг элементар иши жиемнинг 

атрофида элементар айланма кучишидаги кучларнинг айланиш уци- 
еа нисбатан бош моменти ишига тенг.

Курнлаётган }\олда жисмга таъсир этувчи кучларнинг цуввати 
у'йидагича булади:

N  =  —  =  М ^ -  
dt dt

ёки
N  =  М г(л,

бунда ю — жиемнинг бурчак тезлиги.
3. Текис параллел ^аракат. Жнсмнинг текис параллел харакати- 

ни цутб билан биргаликда нлгарнланма харакат ва цутб атрофидаги айлан
ма царакатдан иборат деб царалганидан, цутб учун жиемнинг массалар 
марказини олсак, (21.73) га кура элементар иш

dA  =  R - d r c -f- M c.d(f (21.75)
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формуладан ани^ланади. (21.75) да drc — массалар марказининг эле
ментар кучишн; Меж — таъсир этувчи кучларнинг массалар марказига 
нисбатан (ёки массалар марказидан текис шакл текислигига перпенди
куляр равишда утувчи у еда нисбатан) бош моменти; d<р — массала; 
маркази атрофидаги элементар айланма кучиш.

Бииобарин, текис параллел %аракатдаги жисм нуцталарига таг 
сир этувчи кучларнинг элементар иши жисм массалар маркази 
нинг элементар кучишидаги кучлар бош вектори иши билан жисм
нинг масса маркази атрофида элементар айланма кучишидаги куч
ларнинг массалар марказига нисбатан бош моменти ишининг 
йигиндисига тенг.

4. Сферик ^аракат. Бу з^олда ^утб учун жисмнинг к^згалмас 
ну^тасини оламиз. Натижада dr0 =  0 булади. Шу сабабли (21.73)

дан _
dA =  Af0d ф =  M op'd<p,

бунда dy  — оний уц атрофидаги элементар айланма кучиш; Мор —
— кучларнинг оний у еда нисбатан бош моменти.

Шундай едлиб, сферик %аракатдаги цаттиц жисм нуцталарига 
таъсир этувчи кучларнинг элементар иши кучларнинг оний ущи. 
нисбатан бош моментининг жисм шу уц атрофида элемента/ 
айланма кучишидаги ишига тенг.

133-§. Потенциалли куч майдони

Ну^тага таъсир этувчи кучнинг бирор кучишдаги иши умумий 
^олда ну^танингшу кучишдагн ^аракат ^онунига боглицбулади. Амм ) 
ю^орида курганимиздек, нуцтага цуйилган огирлик кучининг, элас- 
тиклик кучининг ёки марказий кучларнинг ну^танинг бирор кучиши
даги ишлари шу нук;танинг ^аракат цонуиига боглик; булмайди. Бун
дай кучлар потенциалли кучлар деб аталувчи кучлар туркумига ки
ради.

Потенциалли куч майдони ва куч функцияси. Фазонинг бирор 
со.^асига киритилган моддий ну^тага ну^та координаталарининг функ
цияси булган куч таъсир этса, бундай сох;а куч майдони дейилади.

Куч майдонига мнсол тарицасида планеталар ёки К,уёшнинг тор
тиш кучи майдонини олнш мумкин. Бонда мисол си|)атида электр 
ёки электромагнит майдонини курсатиш мумкин.

Майдон кучини F (X, У, Z) билан балгиласак, бу кучнинг элемен 
тар иши (21.61) га мувофиц

dA =  Х(х, у, z ) d x + Y ( х, у, z)dy +  Z(x, у, z)dz (21.76)
куринишда ёзнлади. Бу нфоданинг унг томони умумий х;олда нуцта 
координаталарнга богли^ бирор функцнянинг тулик; дифференциал!' 
булмайди. Куч майдонлари ичида блзни (21.76) нинг унг томонида- 
ги уч 5̂ ад бирор U(x, у, г) функциянн.чг тулин; дифференциали була- 
диган куч майдони едзи^тиради:
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Бундай куч майдони потенциалли куч майдони дейилади.
Шундай цнлиб, потенциаллн куч майдонида бажарилган элемен

тар иш
dA  =  X d x  +  Ydy  +  Zdz  (21.78)

t формуладан аницланади. U функциянинг тулиц дифференциали учун 
яна цуйидаги ифодани ёзиш мумкнн:

dU =  %L dx  +  — dy  +  ^ - d z .  (21.79)
ox ду дг

(21.77) уринли булиши учун (21.78) ва (21.79) тенгликлардаги 
dx, dy, dz лар олдидаги мос коэффициентлар узаро тенг булиши за- 

*РУР:
Х =  ™ - ,Y  =  ™ -,Z  =  — . (21.80)

дх ду дг
Бннобарин, (21.80) шартларни цаноатлантирувчн х, у, z  коорди- 
иарнинг бир цийматли, чекли ва дифференциал да надиган U функ- 

цияси мавжуд булса, яъни майдон кучининг координата уцларндаги 
гкциялари U функциядан мос координаталар буйича олинган ху- 

:ий цосилаларга тенг булса, бундай куч майдони потенциалли куч 
йдонидан иборат булади.
U функция куч функцияси деб, бундай майдон кучи потенциал

ли куч ёки консерватив куч деб аталади.
Демак, потенциалли майдон кучи F цуйидагича аницланади:

—  dU — . d U -  . dU -
e = - b ‘ + s ; t + - b k

ёки
F =  gradU.

Шундай цилиб, F куч U скаляр функциянинг градиентига тенг була* 
ди.

Майдон кучининг координата уцларидагн проекцияларн Х(х, у, г), 
Y(x,  у,  z), Z(x, у,  г) нинг куринишига цараб, майдоннинг потенциал
ли эканлигини аницлай атмаймиз. Бу масалани ечиш учун (21.80) дан 
хусусий цосилалар оламиз:

dA =  dU.  (21.77)

дХ _ ач/ дУ ЯН/ .
ду дхду дх дудх 9
дУ _ Ж/ dZ _ д*и
дг дудг * ду дгду

дХ _ d*U dZ &U
дг дхдг 9 дх дгдх 9

ф  тенглигидан

1 J!L dZ дХ ■
~9 дг ду 9 *  " дх

дХ _  ог_ _ог_ __ _££ ал _  p i (21.81)
ду дх ’
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(21.81) тенгликлар куч майдони потенциалли булишининг зарурмй 
шартинн ифодалайди (бу тенгликлар етарли шарт эканлигини ^а.м ис- 
ботлаш мумкин).

Тенг потенцналли сирт. Потенциалли куч майдонидаги куч функ- 
цияси х, у , г  координаталарнинг функциясидан иборат:

U =  U(x, у, г).
Агар бу функция узгармас мицдорга тенг, яъни

U =  (х, у, г) — С (21.82)
булса, бундай тенглама воситасида аницланадиган сирт тенг потен
циалли сирт дейилади. (21.82) да С га турлнча ^ийматлар бериб, 
>;ар кайснсида куч функцияси узгармасдан цоладиган снртлар тупла- 
ми эрсил килинади (222-расм).

(21.82) ни дифференциалласак,
d ll =■■ О

булади. Шу сабабли (21.77) га асосан цуйидаги натижани оламиз: 
нуктанинг тенг потенциалли сирт буйича ^ар кандай элементар ку- 
чишидаги кучнинг иши нолга тенг, яъни

dA =  F - d T = 0
ёки

| F / • j d 7 l  • cos ( F , " d 7 )  =  0. (21.83)

(21.83) да I / -1 Ф 0, Id г | ф  0 булгани учун cos(f, d r  ) =  0

ёки

F, d r - - £

булади. Яъни F куч тенг потенциалли сирт нормали буйлаб йунала
ди (223-расм).
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134-§. Потенииалли куч майдонидаги иш. 
Потенциал энергия

(21.63) ва (21.77) га мувофик потенциалли куч майдонида нукта 
Мо з^олатдан М  ^олатга кучишида бажарнлган иш

формуладан аницланади, бунда U0 =  U0(х , , у, ,z, ), U =  U(x, у, г).
Шундай килиб потенциалли кучнинг иши ну^танинг охирги ва 

бошланшч ^олатларига мос келувчи куч функцияларининг айирмасига 
тенг (224-расм).

(21.84) га асосан, потенциалли куч майдонида нуцтанинг ёпи^ 
эгри чизиц буйича кучишидаги майдон кучининг иши нолга тенг бу
лади:

(21.77) дан курамизки, потенциал функция узгармас сонгача аниц- 
лик билан топилади:

Агар координата бошини нуцтанинг бошлангич М , ^олатида олсак, 
бу ну^тада U, =  О деб ^исоблаш мумкин. У ^олда (21.85) ушбу ку
ринишда ёзнлади:

(21.86) тенглик куч функциясининг физик хусусиятини ифодалайди: 
куч функцияси нуцта координаталар бошидан майдоннинг берил
ган нуцтасигача кучгандаги майдон кучининг иши билан улчанади- 
ган катта,!икни ифодалайди.

Майдон кучи потенциалли булган ^олда куч функцияси U билан 
бир цаторда майдоннинг берилган нуцтасидагн энергия миадоринн ифо- 
далайдиган ва потенциал энергия деб аталадиган бош^а П функция 
J0 M киритилади.

Куч майдонининг М  нуцтасндаги потенциал энергияси П деб, маи- 
дон кучининг ну^та М  ^олатдан бошлангич М 0 ^олатга кучишидаги 
иши билан улчанадиган катталикка айтилади. Потенциал энергия ^уйи- 
ДЗгига тенг булади:

м и (21.84)

U =  U0 + A . (21.85)

А  =  U(x, у, г). (21.86)

4JH нуцтанинг бошлангич .^олатида олин- 
са, 0 0 =  0  булиб, потенциал энергия 
Учун к

бунда U0 майдоннинг барча иу^таларн 
учун бир хил булиб, нуцтанинг бошлангич 
Н п т и га  6 of.ih^. Агар координаталар бо-

' и0=о
224- раем.
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формула уринли булади.
Демак, потенциалли куч майдонининг берилган нуцтасидаги по- 

тенциал энергия ана шу нуцтадаги куч функциясининг тескари 
ишорали цийматига тенг.

135-§. Куч функциясини ^исоблашга дойр мисоллар

Потенциалли куч майдонига мисол тари^асида бир жинсли OFnp- 
лик кучи майдонини ва чизицли эластиклик кучи майдонини олиб, бу 
майдонлар учун куч функциясини ^исоблаймиз.

1. Бир жинсли огирлик кучи майдонининг куч функцияси. Бир 
жинсли огирлик кучи майдонидаги элементар иш (21.67) га кура

dA  =  — mgdz  =  — d  (mgz) =  dJU

формуладан ани^ланади. Бундан куч функциясини аниьушймиз:

U =  — m g z + c o n s t .  (21.89)

Демак, бир жинсли огирлик кучи майдонн потенциаллидир.
2. Чизикли эластиклик кучи майдонининг куч функцияси. Чизик-

ли эластиклик кучи ^уйидагича аншуганади:

F =  — с г ,
ёки

X  — — сх, Y  =  — су, Z =  —  сг.

Бинобарин, чизикли эластиклик кучининг элементар иши 

dA = X d x  + Y d y  + Z d z  =  — c(xdx + y d y  + z d z )  =  — c r  • d r  —

П =  — U  (21.88)

га тенг, чунки

x d x +  ydy  +  zdz  =  t - d r , r* = r2.

Шундай цилиб, чизикли эластиклик кучнинг куч функцияси учун цуйи- 
даги нфодани оламиз:

U =  — +  const,

ёки г2 =  х* +  у2 -f- г- булгани учун

и  =  — у  (х2 +  у°- +  Z2) +  const.

Бу ифодадан курамизкн, эластиклик кучи таъсиридаги нуцта учун 
тенг потенциалли сиртлар маркази координата бошида бдлган 
сферик сиртлардан иборат.
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I
136- §. Нуцта ва системанинг 

кинетик энергияси.
Кёниг теоремаси

Механикада моддий нуцта ^ара- 
Натиннмг динамик хусусиятларндан 
бири сифатида унинг кинетик энер
гияси олинади. Нуцта массасининг 
унии г тезлиги квадратига купайтма-
сининг ярмига тенг булган -^-ска

ляр катталик нуцгпанинг кинетик 
энергияси дейнлади.
Г Халцаро СИ бирликлар систе- 

масида нуцтанинг кинетик энергияси
КГ • М "——  ёки Н-м да улчанади. 

с1
f Механик системанинг кинетик энергияси 

Юшетнк энергияларининг йигнндисига тенг

Т  =. V mЛ

225- расм.

унинг барча нуцталари

(21.SO)L.
Нуцта ёки системанинг кинетик энергияси нуцталар теэликлари- 

нинг йуналишига боглиц булмайди. Механик системанинг барча нуц- 
талари тинч цолатда булгандагина системанинг кинетик энергияси 
нолга тенг булади.
„ Механик система цузгалмас 0£т)£ координаталар системасига нис

батан царакатланснн. Системанинг массалар маркази С нуцтада олин- 
ган ва у билан бирга илгариланма ^аракатланувчи Схуг координата
лар системасини кнритамиз (225-расм). У цолда системанинг 0£т]й 

ЯЮординаталар системасига нисбатан абсолют царакатнни массалар мар
кази билан биргаликдаги илгариланма ^аракат ва ундан утувчи Схуг 
координаталар системасига нисбатан айланма ^ара кат дан ташкил топ- 
ган деб цараш мумкин.

Расм дан

rk =  re + r'k-
нуцта тезлиги учун

Vk =  VC = (21.91)

_  drk
формула уринли булади. Бунда нуцтанинг нисбий тезли-
гидир.

эканини назарда тутиб, (21.91) ва (21.90) ларга кура систе
манинг абсолют царакатдаги кинетик энергиясини цисоблаймиз:
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2 — 2

mu у
бунда ?Lmk =  M — система массаси; ^  - ”■* *- = T 'C —  систем - 

нинг массалар марказига нисбатан нисбий ^аракат кинетик энергиям.

— W  = "  -%Г ( т *7*) = °.
чунки аракатдаги координаталар системасининг боши массалар мар
казида олингани туфайли

V  ткг'к — t\r'c  =  О

булади.
Шундай цилиб, (21.92) ни куйидагича ёзиш мумкин:

Т  =  - ^ р -  + Т 'С. (21-93)

(21.93) тенг лик система кинетик энергияси ^ацидаги Кёниг те 
ремасини ифодалайди: мураккаб %аракатдаги системанинг кинетик 
энергияси массаси система массасига тенг деб олинадиган масса- 
лар марказининг кинетик энергияси %амда массалар маркази билан 
биргаликда илгариланма уаракатланувчи координаталар систем 
сига нисбатан системанинг нисбий %аракат кинетик энергия.ш- 
рининг йигиндисига тенг.

137-§. Цатти^ жисмнинг кинетик энергияси

К^ттиц жисмнинг ^уйидаги з^аракатларида унинг кинетик энергия- 
сини ^исоблашни куриб чицамиз.

I. Илгариланма х,аракат. Каттиц жисм илгариланма .рракатд i 
булса, барча ну^таларининг тезлиги х;ар онда узаро тенг булади:
vi  — vc, бунда vc — жисм масса марказининг тезлиги. Шу сабабли

Т  =  V  5*-5* =  й  V m -  (21.94)
2 2 Л  2

Шундай цилиб, илгариланма %аракатдаги жисмнинг кинетик 
энергияси массаси бутун жисм массасига тенг булган массалар 
марказининг кинетик энергиясига тенг.

2. Кузгалмас уц атрофидаги айланма ^аракат. К,узгалмас ук 
атрофида айланаётган жисм исталган М к нуцтаси тезлигинннг мо
дули vk =(ohk формуладан аницланади. Бунда: со — жисмнинг бурчак 
тезлиги; hk —  жисмнинг М к нуцтасидзн айланиш уцигача булган ма- 
софа.



Т  =  V m* Р* =  V  =: — У т /,2
^ * 2  2 2 “  к к

ёки
(21.95)

булади, бунда 1г =  Y  тк Л- — жиемнинг айланиш уцига нисбатан 
инерция моменти.

I Бинобарин, цузгалмас уц атрофида айланаётган жиемнинг 
Шинетик энергияси жиемнинг айланиш уцига нисбатан инерция 
тюменти билан унинг бурчак тезлиги квадрати купайтмасининг 

ярмига тенг.
3. Текис параллел харакат. К,атти^ жиемнинг текис параллел 

харакатини массалар маркази билан биргаликдаги илгариланма г р а 
нат ва унинг атрофидаги айланма ^аракатдан иборат деб цараймнз. 
У холда (21.93) да нисбий харакат кинетик энергияси

'с*®* 
с ~  2

формуладан аншутнадн; бунда 1Сг — жиемнинг массалар маркази ор- 
Квли харакат текислигига перпендикуляр равишда утувчи уэда нисба
тан инерция моменти. Шундай цилиб;

Alt/Д , , о>*
7  « _ £ .  +  / * _ _  (21.96)

Яъни, текис параллел царакатдаги жиемнинг кинетик энергияси 
\массалар маркази билан биргаликдаги жиемнинг илгариланма 
щаракат кинетик энергияси ва жиемнинг массалар маркази орцали 
;3[аракат текислигига перпендикуляр равишда утувчи уц атрофида 
айланма щаракат кинетик энергияларининг йигиндисига тенг.

4. Сферик харакат. К,узгалмас О нуцта атрофида сферик харакат- 
даги цаттиц жиемнинг ^ар ондагн харакатини шу ну^тадан утувчи 
бирор оний уц атрофидаги айланма харакатдан иборат деб ^араш

Нумкинлиги кинематикадан маълум. Бинобарин, бу х°лда кинетик 
энергиями ^исоблаш учун (21.95) формуладан фойдаланиш мумкин:

В  г - / . - у *  <21-97)
бунда I ,  — оний уеда нисбатан инерция моменти булиб, (20.27) 
формуладан ани^ланади.

(21.97) дан курамизкн, кдзгалмас нуцта атрофида щаракат- 
ланувчи жиемнинг кинетик энергияси жиемнинг оний айланиш  
Уцига нисбатан инерция моменти 1е нинг оний бурчак тезлиги 
® квадратига купайтмасининг ярмига тенг.

5. Каттж< жисм харакатининг умумий холи. Эркин ^атти^ 
Жиемнинг харакатини массалар маркази билан биргаликдаги нлгари-

I Демак, мазкур жиемнинг кинетик энергияси
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ланма ^аракат ва унинг атрофидаги айланма ^аракатдан ташкил 
топган деб ^арасак, эркин ^атти^ жиемнинг кинетик энергияси (21.93) 
ва (21.97) ларга кура

Mv2 1е со*
т =  ~ ~  +  —  (21.98)

формула ёрдамида з^исобланади.
Шундай цилиб, эркин цаттиц жиемнинг кинетик энергияси 

массалар маркази билан биргаликдаги жиемнинг илгариланмл 
%аракат кинетик энергияси ва массалар маркази орцали утувчи 
оний ук атрофида айланма %аракат кинетик энергияларинин > 
йигиндисига тенг.

Агар механик система бир неча цаттиц жиемдан ташкил топган 
булса, у цолда з̂ ар бир жиемнинг кинетик энергияси айрим-айрим 
цисобланади ва уларнинг нигиндиси олинади. Жисмлар системаси- 
нинг кинетик энергияси шу йусинда з^иеобланади.

138-§. Моддий нуцта кинетик энергиясининг узгариши 
з^ацидаги теорема

Массасн т  га тенг булган М  эркин моддий нуцта F куч таъси 
рида харакатланенн (226-расм). Нуцтага таъсир этувчи кучнинг 
;И0М, кучишдаги иши билан нуцта кинетик энергиясининг узгариши 
орасидаги муносабатнн_ аницлаймиз. Бунинг учун динамиканинг асо
сий цонунини m w =  F куринишда олиб, бу тенгламанинг з̂ ар ик- 
кала томонини М  нуцтанинг траекториясига з^ракат йуналиши 
буйича утказилган М х  уринмага проекциялаймиз:

mwx =  Fx. (21.99)

Уринма тезланиш wx ни цуйидагича ифодалаш мумкин:
_  dv _  dv ds dv 

x ~ d t ~ d s ~ d T ~ l b  
Бундан ташцари, Fx =  F cos а  булгани учун

dv r*m v  —  =  r  cos a
ds

муносабатнн оламиз. Унинг з̂ ар иккала томонини ds га купайтирсак,
mvdv =  F cos a -ds.

булади. ^осил цилинган тенгламанинг чап цисми нуцта кинетик 
энергиясининг дифференциалини, унг цисми эса (21.59) га кура эле
ментар ишни ифодалайди. Шундай цилиб,

d A  (21.100)

(21.100) формула нуцта кинетик энергиясининг узгариши jfа- 
цидаги теореманинг дифференциал*и ифодасидир: ну^та кинетик
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iHергилсининг дифференциали нукта- 
га таъсир этувчи кучнинг элементар 
ишига тенг.

цувват эканлигинн назарда тутсак, уш- 
бу тенгламанн оламиз:

(21.100) ни dt га булиб, - ~ = N —

226- раем.

=  N. (21 . 101)

Яъни, моддий нуцта кинетик энергиясидан вак,т буйича олин
ган хосша унга таъсир этувчи кучнинг цувватига тенг. 

г (21.100) ни нуцтанинг бошлангач Af0 ва охнрги М х >;олатларига 
мос чегараларда интеграллаймиз:

m v\ m vi
~2--------- ^~  =  А , ■ (21.102)

м,
t А =  f F cos a-ds  билан F  кучнинг М 0М Х кучишдаги иши 

м.
тилган. (21.102) тенглама чекли кучишда нуцта кинетик энер-

-------:нинг узгариши %ацидаги теоремани ифодалайди: ну^танинг
бирор чекли кучишида кинетик энергиясининг узгариши унга таъ
сир этувчи кучнинг худди шундай кучишдаги ишига тенг.
* Агар моддий нуцтага бнр неча куч таъсир этса, (21.100), (21.102) 

ягламаларда мазкур кучлар тенг таъсир этувчисининг иши ёки 
вватн олинади.

Богланишлар цуйилган нуцтага кинетик энергнянинг узгариши 
еддаги теоремани цуллаш учун борланишларнн богланиш реакция 
члари билан алмаштирамиз. Агар М  ну^та цузгалмас, идеал сил- 
К сирт буйича ^аракатланса, бундай сиртнинг реакция кучи М  ну^- 
да сиртга утказилган нормаль буйича йуналади, шу сабабли ну^- 
нинг элементар кучишидаги бундай реакция кучининг иши нолга 
енг булади.

Бинобарин, идеал сил лик; сирт устида ^аракатланаётган ну^та 
ун кинетик энергнянинг узгариши ^ак,ндаги теорема эркин нуцта 

кинетик энергиясининг узгариши ^ацидаги теоремалар билан бнр хил 
булади.

Агар нук;та лузгал мае, силлиц булмаган сирт буйича ^аракат- 
ланса, у э^олда ну^тага ^уйилган кучларнинг ишидан ташцари, ишка- 
ланиш кучининг иши з̂ ам ^исобга олинади.

139-§. Ну^та механик энергиясининг са^ланиш цонуни

Агар М  нуцта потенциалли куч майдонида ^аракатланса, элемен
тар иш (21.77) га кура ани^ланади .\амда нуцта кинетик энергия- 
-:шинг узгариши ^акидаги теоремани нфодаловчн (2 ’ . 100) формула 
ушбу куринишда ёзнлади:



d(JSf)-du. (21.103)

Бу ифодани интеграллаб

муносабатни оламиз.^ Бунда U ва U0 лар куч функциясининг бош- 
.iaHFH4 ва охирги ^олатларга мос келувчи цийматларидир. Бинобарин, 
потенциалли куч майдонида кинетик энергиянинг узгариши нуцта- 
нинг охирги ва бошлангич %олатларига мос келувчи куч функция
си кийматларининг айирмасига тенг.

Куч функцияси урнига потенциал энергияни киритсак, (21.88) 
га биноан (21.104) ни цуйидагича ёзиш мумкин:

бунда h — узгармас катталик.
H ynja кинетик ва потенциал энергияларинннг йигиндиси тулик 

механик энергияни ифодалайди ва у £  билан белгиланади, яъни

(21.106) тенглик нуцта хаРакат дифференциал тенгламасининг 
бнринчи интегралидан иборат булиб, энергия интеграли дейилади. 
Бу тенглик нуцта механик энергиясининг с айланиш црнунини 
ифодалайди: потенциалли куч майдонида %аракатланаётган нуцта 
кинетик ва потенциал энергияларининг йигиндиси узгармасдан 
цолади.

Механик система N  та моддий ну^талардан ташкил топган бул- 
син. Системанинг хаР бир нуцтасига актив кучлардан таш^ари, 
богланиш реакция кучларини хам цуямиз ва система ну^таларига 
цуйилган кучларни ички ва ташки кучлардан иборат икки гуру^га 
ажратамиз. Системанинг М к ну^тасига таъсир этаётган таш^и куч
лар хамда ички кучларнинг тенг таъсир этувчилари мос равишда 
F ‘k, F‘k булсин. У холда системанинг хар бир ну^тасини f*  ва F‘k 
кучлар таъсирндаги эркин нуцта деб цараш мумкин. Бинобарин,
(21.100) га асосан системанинг хзр бир ну^таси кинетик энергияси
нинг узгариши хаКидагн теореманинг дифференциалли ифодаси цуйи- 
дагича ёзилади:

еки

(21.105;

(21.106)

140- §. Механик система кинетик энергиясининг 
узгариши хздидаги теорема
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^  d [ n̂ L)  z=dAk +  dA k’ (* =  1>2 ...........AO. (2 I 1 0 7 )

бунда dA\ ва dAlk — мос равишда, система нуцталарига таъенр этув
чи ташци ва ички кучларнинг элементар ишлари. (21.107) ифсданн 

' хадлаб кушамиз:

еки

dT  =  ^  dAek +  2</Л*, (21.108)

, бунда Т  =  ^ —-------- системанинг кинетик энергияси. (21.108) тенг-

■ лама система кинетик энергиясининг узгариши %ацидаги теорема- 
't нинг дифференциа.ии ифодасидир: система кинетик энергиясининг 
I  дифференциа.ги системага таъсир этувчи ташци ва ички кучлар 

элементар ишларининг йигиндисига тенг.
(21.108) ни интеграллаб система нуцталарининг чекли кучишла- 

рида кинетик энергиясининг узгаришига оид теоремага эга буламиз:
[ Т - Т о ^ Я А '  +  ^ А Ь  (21.109)

бунда: Т 0 ва Т  — мех: равишда системанинг бошлангич ва исталган 
пайтдаги кинетик энергнялари; Л* — система нукталарига таъсир 
этувчи ташци кучларнинг иши; Л ' — ички кучларнинг чекли кучиш- 
дагн ишлари.

(21.109) муносабат система кинетик энергиясининг узгариши 
К цакидаги теоремани ифодалайди: системанинг бир %олатдан ик

кинчи холатга кучишида кинетик энергиясининг узгариши систе-
. ма нукталарига таъсир этувчи барча таищи ва ички кучларнинг 

мос кучишлардаги ишларининг йигиндисига тенг.
(21.108) ва (21.109) дан курамизки, система динамикасининг 

В бошца умумий теоремаларидан фарцли равишда, система кинетик 
I энергиясининг узгариши цацидаги теоремада ички кучлар цам цатна- 
I шади.

Узгармас механик система учун (ёки абсолют цаттиц жисм учун) 
I ички кучлар бажарган ишларнинг йигиндиси нолга тенг булади. Бу 

з^олда (21. 109) цуйидагича ёзилади:
T - T 0 = V A ‘k. (21.110)

Яъни, узгармас механик система (ёки абсолют ца/птик жисм) 
бир хрлатдан иккинчи .уолатга кучишида кинетик энергиясининг 

I узгариши мазкур система (ёки щттиц жисм) нукталарига таъ
сир этувчи барча ташци кучларнинг мос кучишлардаги ишлари
нинг йигиндисига тенг.

Агар механик системани ташкил цилувчи нуцталар цузгалмас 
I  силлик енртлар устида харакатланса, богланиш реакция кучлари мазкур
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сиртларга утказилган нормаль буйича йуналгани учун системз ну^та- 
ларннинг хаР кандай кучишида богланиш реакция кучларишшг иши 
нолга тенг буладн ва (21. 109) да богланиш реакция кучлари цатиаш - 
майдн.

141 §. Система механик энергиясининг са^ланиш 
к^онуни

Система кинетик энергиясининг узгариши хацидаги теоремани

+  (21.111)
куринишда ёзиш мумкин.

Агар система нуцталарига таъсир этувчи ички ва тайней кучлар 
консерватив кучлардан иборат булса, цуйидаги муносабат уринли 
булади:

V H 4 =  n o - n ,

бунда П0, П лар билан система нуцталарига таъсир этувчи ички ва 
ташци кучларнинг бошлангич ва исталган пайтга мос булган потен
циал энергиялари белгиланган. Бу холда (21.111) ни цуйидагича 
ёзиш мумкин:

Т - Т 0 = П 0 - П
ёки

Т  +  П =  Т 0 +  П0 -  ft, (21.112)
бунда f t— узгармас катталик.

Тулиц механик энергияни Е  билан белгиласак,

E = T + U = h  (21.113)

булади. (21.113) формула энергия интеграла дейилади ва механик 
система энергиясининг сацланиш цонунини ифодалайди: консерва
тив кучлар таъсиридаги механик система кинетик ва потенциал 
энергияларининг йигиндиси узгармасдан цолади.

Механик системанинг сацланиш крнуни уринли буладиган меха
ник системалар консерватив системалар дейилади.

Абсолют цаттиц жисм учун барча ички кучлар ишларининг йигин
диси нолга тенг булади, бинобарин, ички кучларнинг потенциал энер
гияси узгармас катталикка тенг булади; бу узгармасни нолга тенг 
деб олиш мумкин. Бу холда (21.113) да потенциал энергия фацат 
ташци кучларнинг потенциал энергнясидан иборат булади Ба унинг 
система кинетик энергияси билан йигиндиси узгармас буладн.

Нуцта ёки механик система потенциалли булмаган куч майдонида 
Харакатланса, механик энергия узгаради. Масалан, турли царшнлик- 
ларни енгишда система механик энергиясининг бир цисми нссшушк, 
электр ёки бошка хил энергияларга айланиб сарф булиши мумкин. 
Лекин хар цандай куч майдонида хаРакатланаётган нуцта ёки меха
ник системанинг барча турдаги тулик; энергияси узгармасдан цолади.
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142-§. Моддий ну^та ва система кинетик энергиясининг узгариши 
хаки да 1 и теоремаларни куллашга оид масалалар

Г 44-масала. Бошлангич тезлиги у0 га тенг булган жисм горизонт 
билан а  бурчак ташкил этувчи едя текислик буйлаб ^аракатланадн 
(227-расм). Жнем билан текислик орасидаги ишкаланиш коэффициен- 

тн f  га тенг. Ну^та s йулни утгандан сунг едндай тезликка эга бу
лиши аниедансин.

Ечиш. Жисмга Р — mg  огирлик кучи, N  кия текисликнинг нор
мал реакция кучи ва FUU1 =  fN  сирпанишдаги ишедланиш кучлари
таъсир этади. Р кучни едя текислик буйича ва унга перпендикуляр 
йуналишда Р х ва Pt ташкил этувчиларга ажратамиз. У ^олда 

Pi =  mg  sin а , Р,  =  mg  cos а  

булади. Бинобарин, нормал реакция кучи
N  =  Рг =  mg  cos а

1 ва ишкаланиш кучи

нергнясининг узгари-

ёки

—  =  mgs (sin а  — /cos а).

Бундан

v =  \ ' Г v \  +  2 mgs (sin а  — /  cos а)

45-масала. Иккита зар-
рача мусбат электр билан 

' зарядланган булиб, бирннчн 
ааррача цузгалмас булиб, 
заряди <7о га тенг; иккинчи 
ааррачанинг массаси т га, 
заряди <7 ! га тенг. Иккинчи 
заррача биринчи заррачанинг
F  =  -M i-  га тенг итарнш

Кучи таъсирида ^аракатла- 
Нади (бунда х  — заррачалар 

‘’Орасидаги масофа). Агар ик-
1нчи заррачанинг бошлан- 227- раем.
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гич тезлиги u0 =  0 булса, бу заррача М 0(х0) холатдан М 1(х1) цолат- 
га кучишида цандай тезликка эга булиши аншуинсин. дг0 =  а, л-! =  b 
масофалар берилган (228-расм).

Ечиш. Иккинчи заррача учун кинетик энгргнянннг узгариши ца- 
цидаги теоремани цуллаймнз:

46-масала. т массали нуцта F =  k\/~v Н царшилик кучи таъенр 
этадиган му^итда v0 м/с тезлик билан царакат цила бошлайди. Бу ерда: 
v  — нуцтанинг тезлиги; k — узгармас мусбат коэффициент. Нуцта- 
нинг огирлик кучини цисобга олмай, унинг цанча вацтдан кейин ва 
цандай масофанн утиб тухташи аницлансин.

Ечиш. Бу масалани ^аракат мицдори ва кинетик энергиянинг уз- 
гарнши цацидаги теоремалардан фойдаланиб ечамиз.

Нуцтанинг бошлангич ^олатини координаталар боши учун цабул 
цилиб, х  уцни царакат йуналиши буйича йуналтирамиз (228-расм). 
Кучнинг х  уцдаги проекцияси

тенгликдан аницланади.
Берилган нуцта учун харакат микдорининг узгариши ва кинетик 

энергиянинг узгариши ^ацидаги теоремаларни дифференциал куриниш-
да ёзамиз:

Бу тенгламаларнн узгарувчиларни ажратиш усули билан интеграл
лаймиз:

( Ь - а )
а а

о0 =  О булгани учун

О  М0 Сь F  м  г г  м ,  о-г. А___—_ л  -_'

Ь

228- расм.

X  =  —F =  —k 1/1Г

d (mv) ~  X d t ; d j  =  X d x

еки
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4. А

t J t = —

л*
Охирги тенгликда ~ ^ г  = / a dv эканлигинн назарда тутиб, интег- 

У 2о
1лларни ^иеоблаймиз:

2 т ' / v '  |°, =  —  k t \о ,

- у / п о /  и

Бу тенгликларда о =  0 десак (чункн нукта тухтаганда тезлиги нол
га тенг булади), ^уйидаги тенгламалар з^оеил булади:

2т 1 v0 =  kt,

4  ти0 V  V0 =  ks.

Булардан ну^танинг тухташ ва^тн ва утган йулини ани^лаймиз:
т

/  =  2 - ^ у Ч  с,
К

2 т / —  
S e B “J  - j - V o V V o  М.
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47-масала. Огирлик кучи Q га тенг булган Af юк пастга тушиб, 
чузилмайднган ип воснтасида горизонтал текисликда снрпанмасдан 
рнлдирайдиган В  гнлдиракнн .\аракатлантиради; ип цузгалмас А 
блокдан утказилган. А блок билан В  рилдирак \ар  бирининг ontp- 
лнги Р  ва радиуси /? га тенг булган бир жинсли дисклар деб цара- 
ладн. Думалашдаги иш^аланиш коэффнциенти 6 га тенг. Блок ва 
гилдиракнинг уцларида ^осил буладиган иш^аланишнн ва ипнинг ofhp- 
лнгини эътиборга олмай, М  юкнинг тезлиги унинг тушиш баланд- 
лнгн h га борлиц равишда ани^лансин (229-раем). Бошлангич пайтда 
система тинч э^олатда булган.

Ечиш. Бу масалада юкнинг кучиши h ва узгармас Р, Q кучлар 
маълум булиб, юкнинг v  тезлнгини топиш керак. Бунинг учун юк, 
ип, блок ва гилдиракдан ташкил топган система учун (21.109) фор
мула бнлан ифодаланадиган кинетик энергиянинг узгариши ^а^идаги 
теоремани цуллаймиз. Бошланшч пайтда система тинч ^олатда бул- 
ганн учун Т0 =  0.

Юк, блок ва гилдиракнинг кинетик энергияларини 7 \, Т г, Т 3 би
лан белгиласак, юк турри чизикли илгариланма ^аракат циладн, блок
О нуцтадан утувчи уц атрофида айланма ^аракатда булади, рилди
рак эса текис параллел ^аракат к,илади. Шу сабабли 7 \ ,  Т 2, Т 3 лар 
мос равишда (21.94), (21.95) ва (21.96) формулалардан ани^ланади:

т _  Q *  . т - Т  • Г -  Р ^  4-Т *в  

Р R*бунда: Т0г =  ТСг = --------------блок ва рнлднракларнинг марказидан

раем текислигига перпендикуляр равишда утувчи ук;ца нисбатан инер
ция моментлари; и>А =  —  — блокнинг бурчак тезлиги; vc =  о —юк

тезлигига тенг булган рилдирак марказининг тезлиги ва wD =  —  .
А

Шундай цилиб, царалаётган системанинг кинетик энергияси:

Т  =  Т 1 +  Т% +  Т 3 =  (2Q +  ЗР +  Р) =  £ -(Q  +  2Р).

Ип таранглик кучининг иши нолга тенг булганидан, ип билан 
бириктирилган жисмлар системаси учун ички кучлар бажарган иш- 
ларнинг йнриндисн ^ам нолга тенг булади.

Блокнинг огирлик кучи ва О нуктанинг таянч реакция кучи цуз- 
ралмас О нуктага ^уйилганн туфайлн бу кучларнинг иши нолга тенг.

Гилдиракнинг орирлик кучи С нуктанинг кучишига тик равишда 
нуналгани учун бу кучнинг иши ^ам нолга тенг. Нормал реакция 
кучи N  ва иш^аланиш кучи Fm  тезликларнинг оний маркази Ct  нук
тага куйилганн туфайлн бу кучларнинг иши ^ам нолга тенг. Натн- 
жада фак,ат юкнинг орирлик кучн ва гилдиракнинг думалашига ^ар- 
шилик курсатувчи иищаланиш моменти М й иш бажаради. Бинобарин,
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r , A l - Q h - M 0 .

бунда ф — кж h баландликдан пастга тушганда рилдиракнинг айла
ниш бурчаги. М 6 ва ф лар

Механикада икки хил улчовлар мавжуд булиб, улардан бнри мод
дий объектларнинг (моддий нуцта ёки механик системанинг) механик 

йфгракат улчовини, иккинчиси эса мазкур объектларнинг дзаро меха
ник таъсирини ифодалайди.

Харакат мицдори, царакат мицдорининг моменти (кинетик момент) 
ва кинетик энергия каби катталиклар моддий объектларнинг механик 

Vзрракат улчовини ифодалайди. Куч, куч моменти, кучнинг импульси, 
К учнинг цуввати, кучнинг нши каби катталиклар эса моддий объект- 

ларнннг узаро механик таъсирини ифодалайди.
Динамиканинг умумий теоремалари воситасида моддий объектлар

нинг механик царакат улчовлари билан уларнннг бар-бирига узаро 
X механик таъсирн орасидаги муногабатлар урнатилади.

Кинематика булимида нуцта царакатннинг асосий курсаткичларн- 
дан бири сифатида нуцтанннг тезлиги олинади. Динамика булимида 
эса тезлик асосий кургаткич була олмайди. Динамикада моддий объ- 

' ектнинг массасннн билнш му.уш а^амнятга эга (масалан, темир йул 
■вгони ва кнчкнна вагонча, Ер шари ва глобус, туп уци, милтиц уци 
ва цоказэ). Бинобарин, механнк царакатнннг улчовлари т  ва у нинг 
бирор функциясндан иборат булади.

Моддий нуцта (ёкн механнк система) з^аракатланганда, умумий 
В л д а  механик царакатнннг Улчовлари (.\аракат мицдори, кинетик мо
мент, кинетик энергия) узгаради. Бу узгаришлар уларнинг характери 
ва моддий объектларнинг бир-бнрага узаро цандай таъсир этишига 
боглиц булади.

M 6 =  b -N  =  6-Р  =  const; ~
И

формулалардан аницланади. Шунинг учун

S A e. = Q - h  —  6 P  —  .
* R

'ндан

Т  ва 2  Л* ларнинг цийматини кинетик энергиянинг узгариши 
(Идагн теоремага цуйиб цуйидаги тенгламанн оламиз:

- £ . W +  2 P ) _ * ( Q — i - p ) .

143*§. Механик з^аракатиииг улчовлари зодида



Моддий жисмларнинг бир-бирига механик таъсирннинг интенсив 
лигини ифодаловчи физик катталиклар узаро механик таъсирнин 
улчовлари дейилади.

Механик царакатнинг биринчи векторли улчови учун %арака: 
микдори олинади.

Берилган моддий объектга бонда моддий объектларнннг хар оп- 
дагн таъснринн ифодаловчи узаро механик таъсирнинг асосий улчови 
учун куч олинади. Лекин куч таъсирннинг эффекти фацат унинг щ  
ондаги микдори ва йуналишига 6of.ihk булмай, балки таъсир вактига 
^ам боглнц булади. Шундай цилиб, узаро механик таъсирнинг би
ринчи векторли улчови булган куч импульси тушунчасини киритиш 
га тугри келади.

Харакат мицдори билан куч импульси орасидаги муносабат ну ■- 
та (ёки система) ^аракат мицдорининг узгариши ^а^ндагн теорема 
воситасида ашдланади.

Механик уаракатнинг иккинчи векторли улчови учун харакат 
мицдорининг моменти (кинетик момент) олинади. Механик ^ара- 
катнинг иккинчи векторли улчовига узаро механик таъсирнинг ик
кинчи векторли улчови мос келади; у эса кучнинг марказга нисби 
тан моменти векторидир.

Нуцта х,аракат мнкдорннинг моменти (ёкн системанинг кинетик 
моменти) билан нуцтага таъсир этувчи кучнинг марказга нисбатан 
моменти (системага таъсир этувчи танди кучларнинг бош моменти) 
орасидаги богланиш ^аракат микдори моментининг (кинетик момент- 
нинг) узгариши хацидаги теорема воситасида ашдланади.

Механик \аракатнинг скаляр улчови сифатида кинетик энер
гия олинади. >!,аракатнинг скаляр улчови боннца улчовларга нисбатан 
универсал улчов хисобланадн. Чунки механик ^аракат бонда хил 
^аракатга айланганда (масалан, нссикликка ёки электрга айланганда; 
механнкада тушуннладиган харакат йуналиши уз маъноснни й\дотадн

Механик >vaPaKaTHI,Hr скаляр улчовига кучнинг куввати, кучнинг 
элементар иши ёки чекли кучишдаги иши каби узаро механик таъ
сирнинг скаляр улчовлари мос келади. Улар орасидаги муносабат 
кинетик энергнянинг узгариши хакндаги тесрема ёрдамида атдлана- 
ди.

Механик харакатнинг битта улчови ёрдамида нукта ^аракатинн 
тулик ани^лаб булмайди. Хацикатан хам, 46-масалада ^аракат мик
дори ва нуцтага таъсир этувчи каршилпк кучини билган ^олда нук- 
танинг неча секунддан кейин тухташини топиш мумкин, лекин бу 
холда ну^танинг ^анча йулни утнб тухташини ашдлай олмаймиз. 
Еки нуктанинг бошлангич кинетик энергияси ва каршилик кучи маъ
лум булганда нуцтанинг канча масофани утиб тухташини аннцлаш 
мумкин, лекин канча Еа^тдан кейин тухташини топа олмаймиз. Яъни 
бу масалани тулик ечиш учун механик ^аракатнинг икки улчовида:: 
фойдаланишга тугри келади.
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XXII боб

КАТТИК ЖИСМНИНГ БАЪЗИ \APAKAT *ОЛЛАРИ

► Системанинг харакат мицдори ва кинетик моменти ^ак,идаги тео- 
ремалар цатти^ жисм динамикасида мухим роль уйнайди. ^а^и^атан 
зрм, биз харакат мицдори цаттик; жиемнинг илгариланма ^аракати 
шчовини н({юдалашини курдик. Айланма харакатдаги жиемнинг ба
рака г улчови учун унинг кинетик моменти олинади. Жнем ^аракати- 
ни. умумий холда унинг массалар маркази билан биргаликдаги илга
риланма ва массалар маркази атрофидаги айланма харакатлардан таш
кил топган деб к;араш мумкин. У холда жиемнннг массалар маркази 
билан биргаликдаги илгариланма харакатини урганиш учун харакат 
мицдори ^ак,идаги теореманинг бош^а куринишдаги ифодаси булган 

К ссалар  марказининг ^аракати хадидаги теоремани, жиемнинг мас
салар маркази атрофидаги айланма харакатини урганнш учун кинетик 
момент хацидзги теоремани цуллаш мумкин. Бироц, динамикада жисм 
харакатини илгариланма ва айланма харакатларга ажратншда кинема- 
тркадан фар^ли равишда, цутб сифатида жиемнинг ихтиёрий ну^таси 
олннмай, балки фа^ат система массалар маркази олинади.

Юцорида цайд цилинган теоремаларни ^аттик, жиемнинг оддий 
Харакатларига татбиц этамиз.

К,аттнц жнемнинг илгариланма харакатн унинг С массалар марка- 
зннинг харакатн билан тули^ аникланади. Шунинг учун жиемнинг 
Харакати битта векторли тенглама билан ифодаланади:

тори. (22.1) векторли тенгламани координата уцларига проекция' 
i хуйидаги учта скаляр тенгламани оламиз:

Шундай цилиб, Ьуаттиц жиемнинг илгариланма хаРакати (22.2) 
тенгламалар билан аницланадиган, массаси бутун система массаеига 
тенг булган битта нуктанинг — массалар марказининг харакатини ур
ганишга келтириладн.

144-§. Цаттик жиемнннг илгариланма харакати

М ю с =  ^
ёки

М гс = / ? \  (22.1)

бу ерда /?* =  V  F*k — жиемга таъеир этувчи ташци кучларнинг бош

(22.1)

М *с = Х * .  

М yc =  Y \  

М *гс =  Z* .

(22.2)
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(22.2) тенгламаларнн маълум бошлангич шартларда интеграл.!, 
жисм массалар марказининг координаталари ( хс , ус , гс) вацт фу и 
цияси сифатида аннкланади. ,______

145- §. Ц атп ц  жиемнинг цузгалмас у к, атрофидаги айланма
^аракати

Фараз килайлнк, цаттнц жисм цузгалмас г  уц атрофида F* (к 
=  1, N) ташед кучлар тнъсирида царакатлансин. У ^олда у еда ни - 
батан кинетик момент одидаги теоремага асосан цуйидагига эга С .- 
ламиз: ______

Бу тенглама цузгалмас tfr атрофида айланувчи цаттиц жисм ха- 
ракатининг дифференциал тенгламаси дейилади.

(22.5) дифференциал тенгламанн маълум бошлангич шартларда ин- 
теграллаб цаттиц жиемнинг цузгалмас уц атрофида айланиш бурчаги 
Ф вацт функцияси сифатида аницланади.

(22.5) дан курамизки, берилган М* таъсиридаги жиемнинг инер
ция моменти цанча катта булса, бурчак тезланиши шунча кичик бу
лади ва аксинча. Бинобарин, цузгалмас уц атрофида айланаётган жисм 
учун инерция моменти, худди илгариланма з^ракатдаги жнсм масса- 
си кабн функцияни утайдн. Яъни инерция моменти айланма \apa- 
катдаги жиемнинг инертлик улчовини ифодалайди.

Узининг огирлик кучи таъсирида цуэгалмас горизонтал уц атро
фида айлана оладиган ихтиёрий шаклдаги жнсм физик тебрангич 
дейилади. Физик тебрангичнинг айланиш уци жиемнинг огирлик мар-

(22.3)

(2 2 .-1)

бунда —  =  е жиемнинг бурчак тезланишидир.
dt

ёки
(22.5)

146-§. Фи.и* тебрангич
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Ёдаш
3KHCN
текис

Щазндзн утмайдиган цилибтан- 
Ь н а д и  ва бу уц тебрангичнинг 

о си л и т ук,и дейилади.
Физик тебрангичнинг оси- 

лиш уци учун г у^ни олиб, 
мнинг огирлик маркази Оху 

ислнкда ётади деб цараймнз 
1(230- раем).

f Вертикал ^олатдан огди- 
рилган тебрангичга опфлик 
кучи Я ва О ну^тадаги цилин- 
дрик шарнир реакция кучлари 
Х0.1'о таъсир этади. Шарнирда 
Ьоеил буладиган ишкаланиш 

■учини ^иеобга олмаймиз.
Г Физик тебрангич цузгалмас 

УК атрофида айланма ,\аракат-
да булгани учун (22.5) тенгламадан фойдаланамиз. Шу тенгламанн 
тузиш учун кучлар моментларини аииклаймиз.

I Хц ей У',, реакция кучларннингосилиш уцига нисбатан моментла
ри нолга тенг. Огирлик кучи Р  нинг г  уцца нисбатан моменти

М г =  — Р а  sin ф

булади.
Шундай ^илиб (22.5) тенглама физик тебрангич учун цуйндагнча

■эилади:
1г ф =  —  Р а  sin ф,

B y нда 1г — тебрангичнинг осилиш уцига нисбатан инерция моменти. 
Бу тенгламанн

■  Ф +  -у ^ - sin ф =  0 (22.6)

I куринишда ёзиш мумкин.
(22.6) тенглама физик тебрангичнинг \аракат дифференциал 

тенгламаси дейилади. Бу тенглама математик тебрангичнинг 97-§ 
даги (1) тенгламасидан фацат sin ф олдидаги узгармас коэффициент 
;билан фар^ цилади.

Тебраннш даври берилган физик тебрангичнинг тебраниш даврн- 
га тенг булган математик тебрангичнинг узунлигини ани^лаймиз. Бу 

зунлик физик тебрангичнинг келтирилган узунлиги дейилади. 
97- § даги (1) ва (22.6) тенгламаларда sinq> олдидаги узгармас 

[ждиентларни солиштириб
РаЯ

/

285



булиши учун
/ ,  g  I ,

/ = - Г ^ = —  (22.7,Ра та

шарт бажарилиши зарурлигини курамиз. Бунда т — физик тебрат 
массаси. (22.7) формула ёрдамида физик тебрангнчнинг келтирилга, 
узунлиги аншушнади.

Огирлик маркази С нуцтадан осилит уки Ог га параллел С. 
уцни утказиб, Гюйгенс — Штейнер теоремасига кура цуйидаги теп - 
линии ёзамиз:

1г =  1Сг> + т а 2  =  т Рсг" +  т ° 2> (22 . >1
бунда рСг. — тебрангнчнинг Сг' уэда нисбатан инерция радиуси.

1г нннг ^ийматннн (22.8) дан (22.7) га цуямиз:
2 . 2 

1 _  тРсг" +  п>а
т а

Натижада физик тебрангнчнинг келтирилган узунлиги учун
о

1 =  —  +  а  (22.9)
а

формуланн оламиз.
(22.9) дан курамизкн, доимо 1 > а 1 яъни физик тебрангнчнинг 

келтирилган узунлиги осилиш увидан тебрангич огирлик марказигач 
булган масофадан катта булади.

ОС тутри чнзнцда 0.4 =  / кесмани ^уйиб, А нуктани оламиз 
(230- раем). А ну^та силкиниш маркази дейилади. А  нуктада О: 
у д а  параллел лг, у^ни утказамиз. Бу уК силкиниш уци дейилади.

Агар физик тебрангнчнинг осилит уци учун силкиниш у^инн ол- 
сак, у ^олда физик тебрангнчнинг келтирилган узунлиги (22.9) фор
мулам кура

/  -  р ^ '  4 - л  *1---------------Г о

2  2

булади. Бунда 0 ^ = 1  — а = -------)- сЦ— а =  —  булгани учун
а а

2 2 2 
. РСг' , Р Сг0 Р Сг* . л ,
<1 ---------- h — = -------М  =  /»

а Р с^  а 
а

яъни Л ва О нуцталардан утувчи у^лар учун келтирилган узунлик- 
лар 1Х ва / узаро тенг булади. Бинобарин, О ну^тадан утувчи ва А 
ну^тадан унга параллел равишда утувчи yiyiapHu узаро алмаштнреак, 
физик тебрангнчнинг тебраниш даврн узгармайдн.

Инглиз олими Картер 1817 йилда физик тебрангнчнинг бу хусу- 
сиятидан фойдаланиб, ер сиртннинг турли ну^таларида огирлик кучи
нинг тезланишини ани^лайдиган тескари тебрангнчни нхтиро ^илган.
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т
[ Физик тебрангнчнинг кичик тебранишлари к^аралаётганда sintp «  ф 

деб олнш мумкин. Бу ^олда (22.6) дис[)ференциал тенглама гармоник 
гтебранча ^аракат тенгламаси каби булади:

Ф + Л ; Ф  =  0, (22.10)

бунда k v =  ^ — тебрангнчнинг тебраннш частотасн. 
г (22.10) тенгламанинг ечими 97-§  даги (8) формула куринншида 

булади:
Ф =  ос sin (^ / +  Р), (22.11)

бунда: а — радианда улчанаднган тебраниш амплитудаси; р — тебра- 
нишнинг бошлангич фазаси.

I» Физик тебрангнчнинг кичик тебранишлар даврн

Г = 2̂ = 2 л ] / ^ -  (22.12)

[формуладан аниданади.

147-§. Жисуларнинг инерция моментини тажриба усули билан
ани^лаш

11хтнёрий шаклдаги, бир жинсли булмаган ёки бир жинсли жисм- 
к  ларнинг уц^а нисбатан инерция моментини .^исоблаш анча мураккаб. 

Шу сабабли бундай жисмларнинг инерция моменти, одатда, тажриба 
усули билан ашиутанади. Жиемнинг у д а  нисбатан инерция моменти 
унинг ун атрофида айланишидаги ннертлнгнни нфодалаганлиги туфай- 
ли, цаттин жиемнинг цузгалмас ун атрофидаги харакатини турли 
усулларда тажрибада кузатнш йули билан инерция моментини ^исоб-

I лаш мумкин.
Техникада тажриба йули билан инерция моменти аницланадиган 

Втебратиш усулини куриб чи^амиз.
Фараз цилайлнк, бирор жиемнннг огнрлик марказидан утувчи го- 

i ризонтал Сг' у д а  нисбатан инерция моментини ани^лаш лозим бул-
■ син. Бу жиемга, физик тебрангич каби, Сг'I У д а  параллел булган бирор у д а  нисбатан 
■кичик тебранма ^аракат берамиз.

Масалан, огирлик маркази С нуктада бул
ган шатуннн О нуцтадаги втулка орцали 
Утувчи горизонтал Ог уц атрофида мувоза
нат ^олатидан бир оз огдирнб, кнчик теб
ранма .\аракат берамиз (231-раем). Бу .^ара- 
катни кузатиб т  ва^т ичндагн тебранишлар 
сони п ни анидаймиз. У ^олда кичик теб- 
ранншлар даври

Т  =  — (22.13)

формуладан топилади.
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Бундай физик тебрангнчнннг тебраниш даври (22.12) га кур;, 
аницланади:

Т  =  2 п У % .

Бундан z  у ода нисбатан инерция моменти топилади:
, Т*Ра
' . “ I ? - -  (22.И)

Шундай едлнб, тебраннш даври Т , огирлик кучи Р ва осилит 
уеддан огирлик марказнгача булган масофа а маълум булганд
(22.14) формула ёрдамида жиемнинг г  у еда нисбатан инерция мо
менти топилади.

Осилиш уед Ог га параллел булган марказий Сг' у еда нисбатан 
жиемнинг инерция моментннн аницлаш учун Гюйгенс — Штейнер 
теоремасидан фойдаланамиз:

1г =  1Сг. +  та2,

бундан 1Сг, — 1 — та2 = -------— а2.
4ла g

Бу ^олда Сг' у еда нисбатан жиемнинг инерция радиуси

Рсг' -  у  т  *  у  “ 4л* °  

формуладан аншушнади.

148- §. Цаттиц жиемнинг текис параллел ^аракати

Айтайлик, жиемнинг массаси Оху текисликка ннсбатан симметрии 
равишда тацеимланган булиб, F r  Fv  . . .  , Fn кучлар жисмга маз
кур текисликда таъсир этсин ва жиемнинг бошлангич тезлиги унга 
параллел булсин. Бу шартлар бажарилса, жисм текис параллел ца- 
ракатда булади ^амда бундай жиемнинг царакатнни урганиш урнн-

га жисмни Оху текислик би
лан кеенш натнжасида едрким- 
да цосил булган текис шакл
нинг ^аракатнни урганиш етарли

* булади (232- расм). Жием
нинг Оху текисликдаги циред- 
мн ^аракатини текширнш учун 

—^ Т' ^жиемнинг массалар маркази 
С нуцтада Оху цузгалмас еис- 

F] ' темага параллел С х'у ' систе-
х  манн ва жисмга бириктирил- 

ган Сх 'у" системани утказамиз. 
У ^олда жиемнинг цолати мас- 

232- расм. салар марказининг радиус-
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вектори г ^ х с, ус) з^амда Сх' ва Сх" уцлар орасидаги ф бурчак би
лан аникланадн. С нуцтанинг харакат тенгламаси массалар маркази
нинг .харакати з^акидаги (22.1) тенгламадан, массалар маркази 
ррофидаги айланма харакати эса (22.5) тенгламадан аникланади. 
01ундай цилиб, текнс параллел ^аракатдаги жисмнинг з^аракат диф
ференциал тенгламалари куйидагича ёзилади:

*• M w c =  # \

/ СФ =  М'с, (22.15)

_ (Р Гг
бунда: М — жисмнинг массаси; wc — ------ жисм массалар марка

зининг тезланиши; R* — жисмга таъсир этувчи таш^и кучларнинг 
бош вектори; / с — раем текислигига перпендикуляр ва масса марка
зида н утувчи уьда нисбатан жисмнинг инерция моменти; М *с — ана

шу ук,ка нисбатан ташки кучларнинг бош моменти; ф =  е — бурчак 
|резланиш.

; (22.15) нинг биринчнеини координата укларндаги проекциялари 
орцали ифодаласак, бу система к.уйидаги тенгламалар системаси би
лан алмашинади:

M x c = z K >
М у с ~ Ж  (22.16)

^с ф “  м с-
(22.16) тенгламалар каттик, жисм текис параллел харакати диф
ференциал тенгламаларининг скаляр ифсдасидир. Бу тенгламалар- 
нинг биринчи иккитаси жисм масса марказининг илгарнланма харака- 
тини ифодалайди. Учннчиси эса каттик жисмнинг масса маркази С 

"Нуктадан утувчи Еа раем текислигига перпендикуляр булган уцка 
гНисбатан айланма харакатини ифодалайди.

Агар хамма ташки кучлар маълум булса, (22.16) дифференциал 
. тенгламалар системасннн маълум бешлангнч шартларда интеграллаб, 
Жисмнинг текис параллел харакатини аниклевчн хс, ус ва <р катга- 

клар вакт функцияси сифатида аникланади.
Агар массалар марказининг траектсрияси маълум булса, С ну^та 

аракати диффере нциал тенгламасининг табиий координата укларидаги 
екцияларидан фойдаланиш кулай булади. У з^олда текис параллел 

зрракат дифференциал тенгламалари ушбу куринишда ёзилади:
dvr

■  M - 3 r  =  Z f « .

=  (22.17)
Р

/ СФ =  М *.

19 -2 3 4 4

А
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бунда: vc  — массалар марказининг тезлиги; р — массалар маркази 
траекторнясининг эгрилик радиуси; F^ — ташци кучларнинг уринм 
даги проекциясн; Fkn— ташцн кучларнинг бош нормалдаги проек- 
цняси.

Узинннг моддий симметрия уци атрофида катта бурчак тезлик 
билан айланадиган ва бунда ушбу уцининг битта нуцтаси доимо 
цузгалмасдан цоладиган жисм гироскоп дейилади. Гироскопик асбо'- 
ларда гнроскоплар, одатда, цалцали осмага ёки рамаларга урнатнл - 
ди ва гироскоп з̂ ар цандай з^аракатланганда з̂ ам унинг битта нукт ,1- 
си цузгалмасдан цоладн (233-расм).

Техникада цулланнладиган гнроскоплар симметрия уци атрофид 
жуда катта бурчак тезлик билан айланади. Шу сабабли биринчи 
яцинлашишда гироскопнинг бошца уцлар атрофидаги айланишини 
эътиборга олмай, гироскопик цодисаларнинг элементар назариясн би- 
лан танишамнз.

О г уц атрофида айланаётган жиемнинг кинетик моменти L0 айла
ниш уци буйлаб йуналади. Гироскопнинг элементар назариясида, ги
роскоп уци секин зсаракатланганда исталган пайтда гироскопнинг кн- 
нетнк моменти L0 гироскоп уцн буйлаб вектор билан бнр хил 
йуналган деб царалади ва (21.36) га кура

деб олинади. Бунда: 1г — гироскопнинг симметрия уцига нисбатан 
инерция моменти; (ох — симметрия уци атрофида айланиш бурчак 
тезлиги.

Бундай гироскопнинг айрнм хусусиятларини куриб утамиз.
1. Г и р о с к о п  у ц и г а  к у ч н и н г  т а ъ с ] и р н .  Тез айланаётган 

гироскоп уцига моменти М 0 =  Fh га тенг булган F куч таъсир 
этсин (234-расм). У з^олда кинетик моментнинг узгариши (з^ацидагн 
теоремага кура

149-§. Гироскопнинг элементар назарияси

(22.18)

h

233- расм.
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L0 дан вацт буйича олинган хосила L0 вектор учннннг и тезли- 
гкнн ифодалайди:

~й — Af0. (22.19)
(22.19) тенглама Резаль теоремасини ифодалайди: кузгалмас 

|нуцт ага нисбатан гироскоп кинетик моменти вектори учининг
ппезлигч таъсир этувчи ташци кучларнинг мазкур нуцтага нис
батан моментига тенг.

(22.19) дан курамизки, В  нуцта ва у билан биргаликда гироскоп 
уци М0 момент й у нал иши да з^аракатланади. Шундай цнлиб, тез ай-

Нвнаётган гироскопнинг уцига куч таъсир этса, у зрхпда гироскоп уцн 
куч таъсир этаётган йуналишда огмай, балки таъсир этувчи кучнинг 

^гироскоп цузгалмас нуцтасига нисбатан момент вектори йуналишида 
К а д и , яънн кучнинг йуналишига перпендикуляр_текисликда огадн.

Агар бирор_пайтдан бошлаб гироскоп ущига F  куч таъсир этмай 
«Куйса, яъни М 0 =  0 булса, у з^олда (22.19) га кура худди шу пайт- 

дан бошлаб

ы =  О
булади, яънн В  нуцта ва у билан биргаликда гироскоп уци шу он- 
даёц огишдан тухтайди. Шундай килиб. гироскоп ук,и куч таъсиридагн 
зфракатини давом эттнрмайди. Агар гироскоп уцига куч жуда кичнк 
вацт ичида таъенр этса (зарба берилса), у цолда гироскоп уки амал- 
да деярли уз йуналишнни узгартирмайди. Бу з^одиса тез айланувчи 

|  гироскопнинг асосий хусуснятларидан бири булиб, гироскоп учининг 
устуворлик хусусиятини ифодалайди.

2. Г и р о с к о п  у ц и н и н г  п р е ц е с с и я с и . Гироскопнинг огир- 
лнк маркази С цузгалмас О нуцта билан устма-уст тушмаган зрлни 

? куриб_чнцамиз (235- расм). Бу цолда гироскоп уцига доимо огирлик 
кучи Р  таъсир этади ва юцорида исбот цилинганидек, гироскопнинг 
Ог уцини а  бурчак ортиб борадиган томонга эмас, балки Огг1 те- 

« Кисликка перпендикуляр йуналишда з^аракатлантиради. Натижада ги
роскоп уци вертикал Огх уц атрофида ш2 бурчак тезлик билан учи

I  рфзгалмас О нуцтада ётувчи конус сирти буйлаб з^аракатланади. Ги
роскоп уцинннг бундай з^аракати прецессия дейилади.

Прецессия бурчак тезлиги ни аншушймиз. (22.19) га кура и =  
=  М с булади. К^узгалмас О нуцтадан гироскопнинг огирлик маркази 
С нуцтагача булган масофани ОС =  а билан белгнласак,

М 0 =  Р а  s in a .
В  нуцта гх у к; атрофида оз2 бурчак тезлик билан |айлангани учун 

и =  оз f B D  — со,-0 5  s in a  =  o)jL0sina 
булади. (22.18) ни эътиборга олсак,

и =  / го),(о2 sin a .



235- раем. 236- рэсм.

Бинобарнн (22.19) ифода
/гco^j sin а  =  Ра sin а  

куринишни олади ва бундан

прецессия бурчак тезлиги аникланади. Бу тенгликдан курамизки, со, 
бурчак тезлик жуда катта булгани учун прецессия бурчак тезлиги 
жуда кичик булади. Агар бурчак тезлик пасайса, у з^олда прецес
сия бурчак тезлиги щ  ортади. Бунга болалар уйинчоп! — пирилдсиу 
нинг з^аракати мисол булади.

3. Г н р о с к о п и к  м о м е н т . Агар гироскоп мажбурий прецес
сия харакатида булса, яъни А  ва Л'_подшипникларда гироскоп уци 
урнатилган з^алца DD' уц атрофида ш2 бурчак тезлик билан айлан- 
тирилиши натижасида прецессия з^аракатида булса^ у з^олда М 0 мо
мент А ва А ’ нуцталарнинг реакция кучлари (Q, Q') таъсирида зреил 
булади (236- раем). Уз навбатида, таъсир акс таъсирга тенглиги з̂ а- 
цидаги цонунга кура, гироскоп у^и подшипникларга ми^дор жи^ат- 
дан мазкур реакция кучларига тенг, йуналиши царама-царши булган 
кучлар (N, N ') билан таъсир этади. Бу кучлар, моменти гироскопик 
момент деб аталувчи жуфт кучни ташкил этади з а̂мда

< Р =  ~ М о- (22.21)
О В  =  L0 =  lz (oi эканлигинн эътиборга олиб, В  ну^та тезлигн 

учун
и =  (оа X ОВ =  со4 X L0 =  /*<!), х  Ox 

формулани оламиз. У ^олда (22.19) цуйидагича ёзилади:

1Ж со, X  о)х =  М 0.
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'

Шунга асосан (22.21) дан ги
роскопик момент учун нуйида- 
ги ифодани оламиз:

г

/ИцМР =  — /,СО, X О)!

ёки

Л1о"р — к о, X о)2. (22.22)

Бундан гнроскопик момент мо- 
дулинн анинлаймиз:

МоИр =  /,(0,(0jSinfojj (о2).
237- раем.

(22.23)

: (22.22) тенглик Н. Е . Жуковский цоидасини ифодалайди; агар 
тез айланувчи гироскопга мажбурий прецессия ,\аракати берилса, 
у %олда гироскоп урнатилган педшипникларга моменти гироскопик 
моментга тенг жуфт куч таъсир этади ва у гироскоп симмет
рия уцини прецессия уци устига энг цисца йул билан устма-уст 

{туишришга интилади.
Гнроскопик момент ва подшипникларга тушадиган гироскопик бо- 

v симларни ашщлашга мисол тарннасида, кемага урнатилган тез аила- 
нувчи турбинанн оламиз. Турбина ротори о)х бурчак тезлик билан 

мйлансин. Кема со2 бурчак тезлик билан бурилганда Л ва В подшип- 
|никларга 237-расмда курсатилгандек гнроскопик босим кучлари таъ

сир этади. Жуковский коидасига кура Af™p вектор 237-раемдагидек 
f  йуналади. Агар А В  =  I ва турбина роторининг инерция моменти 1Х 

маълум булса, у ^олда (22.23) га кура

Иккинчи томондан,

Л1” р =  2.

М г0яр =  N-1

булгани учун гироскопик босим ушбу

ДГ _

формуладан топилади.
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XXII боб
ДАЛАМБЕР ПРИНЦИПИ. К^ЗГАЛМАС ? К АТРОФИДА 

АЙЛАНАЕТГАН ЖИСМНИНГ АЙЛАНИШ УК«ГА 
КУРСАТАДИГАН БОСИМИ

Эркин моддий ну^та ва эркин механик системанинг одакатини 
^рганишда Ньютон ^онунларндан фойдаланилади. Техникада учрай- 
диган цатор масалаларни ечишда богланишлар цуйилган системанин 
харакатини урганишга тугри келади. Бундай системаларнинг ^арак. 
тини урганишда Петербург Академиясининг аъзолари Я. Герман 
(1716 йилда), Л. Эйлер (1737 йилда) ва Ж . Даламберлар (1743 
йилда) томонидан кашф цилинган ва «Даламбер принципи» деб юри- 
тиладиган принциддан фойдаланилади.

Даламбер принципини Ньютоннинг иккинчи цонуни ва богланни;- 
дан бушатиш з^ацидаги аксиома асосида чнцариш мумкин.

150-§. Моддил ну^та учун Даламбер принципи

Эркин булмаган ну^та учун динамиканинг асосий црнунини 

F  +  N  -f- (— mw) =  О
куринишда ёзиб,5

Ф =  — m w  (23.1)
белгнлаш киритсак,

T + N  +  Ф =  0 (23.2)
тенгламанн оламиз.

Миадор жи^атдан ну^танннг массаси билан унинг тезланиши ку- 
пайтмасига тенг, йуналиши эса тезланиш векторига тескари булган 
вектор инерция кучи дейилади. (23. 2) тенглик эркин бдлмаган нук- 
та учун Даламбер принципини  ифодалайди (238-раем): актив куч 
ва богланиш реакция кучи таъсиридаги нукрюга %ар онда инерция 
кучини цуйсак, бу кучлар узаро мувозанатлаишди.

Даламбер принципини таърнфлашда киритилган мувозанат тушун- 
часи шартли тушунчадир. Аслида F  ва N  кучлар таъсир этаётган 
нуцтага инерция кучи цуйилган булмайди. Даламбер принципида \ар 
онда инерция кучини ну^тага ^уйилган деб ь̂ араб, мувозанатнн тек- 
ширнщдан максад динамика масалаларини ечишда статиканинг муво

занат тенгламаларнга ухшаш тенг- 
ламалардан фойдаланишдир. Далам- 

N бер принципининг мо^ияти ана шун-
дан иборат. Даламбер принципи ёр- 

^  дамнда динамика масалаларини ечиш
S  формал равишда статика масалала- 

ринн ечишга келтирилади. Шу са
бабли бу усул кинетостатика усу- 

238- раем. ли дейилади.
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ITДинамика масалаларини ечишда Да- 
ламбе|: принципидан асосан номаълум 
реакция кучларни топишда самарали фой- 

^рланиладн.
Агар нук,та эгри чизицлн траектория 

ДОлаб_нотекис царакатда булса, инерция 
кучи ф траекторияга утказилган уринма 
ва бош нормаллар буйича ташкил этувчи- 
ларга ажратнладн (239-расм):

Ф = Ф Т +  Ф„.
239- расм.

бунда ги ф т ва Фп мос равишда уринма ва нормал инерция кучлари 
дейилади. Бу кучлар уринма ва нормал тезланишларга теекари йуна
лади ^амда

Фт = mw

Фп =  — mwn

^муносабатлар уринли булади. Уринма ва нормал тезланишлар
dv о*
JA * Wn dt р

(23.3)

® ,=

формулалардан аницланишнни эътиборга олсак, уринма ва нормал
V инерция кучларинннг модули учун ушбу муносабатларнн оламиз:

Я  Ф* Ч £ | -  Ф„ =  ^ .  (23.4)
I ® I р

Агар нуцта эгри чизиц буйича текис царакатда булса, wn =  О, 
Фт =  0 ва инерция кучи Ф факат нормал ташкил этувчндан иборат 

^булади.
Нуцта тугри чизнц буйича нотекис .-^аракатланганда ш „=0 ва инер

ция кучи факат уринма ташкил этувчндан иборат булади.
Нуцта туфи чнзнцли текис .\аракатланганда w =  0, бинобарнн, 

инерция кучи Ф =  О булади.
кузгалмас уц атрофида айланма царакатдагн каттнц жисм нукта- 

сининг тезланнши айланма ва марказга интилма тезланишлардан нбо- 
рат булгани учун мазкур нуцтанинг уринма ва нормал инерция куч
лари мос равишда айланма ва марказдан цочувчи инерция кучлари 
Дейиладн цамда улар

(23.5)Фх =  m R  [ е /, Ф„ =  mR  ©2

формулалардан анпцланади. (23.5) да: R  — нуцтадан айланиш уцнгача 
булган масофа; «  ва е — жиемнинг бурчак тезлиги ва бурчак тезла
ниши.

295



151-§. Механик система учун Даламбер принципи

Системанинг ^ар бир М к нуцтаси учун Даламбер принципини ёза
миз:

F к -f- N к +  ФА =  0, (k — 1 ,2 ,. . ., Л/)> (23.6)

бунда Т к— М к нуктага таъсир этувчи актив кучларнинг тенг таъсир 
этувчиси; N k—богланиш реакция кучларининг тенг таъсир [этувчи и; 
ф„ = — mkwk— шу нуцтанинг инерция кучи.

(23. 6) тенгламалар механик система учун Даламбер прнципини 
ифодалайди: актив куч ва 6ofaohuui реакция куч^гари таъсирида: и 
системанинг %ар бир ну^тасига %ар онда инерция кучини цуйсак, 
бу куч-iap системаси мувоэанатлашади.

(23. 6) тенгламаларни цушиб ^уйидзгини ^осил ^иламиз:
V F ,  + + =  0 (23.7)

ёки
R P +  R N +  £ Ф =  О, (23.8)

бунда: ~RP =  У  — актив кучларнинг бош вектори; R  N =  У М k— 
реакция куы арининг бош вектори',

£ Ф =  2 Ф *  (23-9)
система ну^таларн инерция кучларининг бош векторидир.

(23.8) тенглдмддан кура«,ики, бэгланишдаги механик система 
учун актив кучлар, реакция кучлари ва система ну^талари инерция 
кучлари бош векторларининг геометрик йигиндиси ^ар онда нолга 
тенг булади.

(23.6) тенгламаларнинг ^ар бирини М к ну^ганинг радчус-вгктори 
7к га векторли купайтириб цушсак,

I 7 k  x"F4 +  y J k x N k +  ^ \ r k x  ф* < 0 .

ёки
2  (Fk) +  2  М 0 W k) +  2  Мо (ф *) -  0. (23.10)

ёхуд
Мо +  А?о +  л1$ =  0 (23.11)

*осил булади. Бунда Мо =  2  Мо (F*) — актив кучларнинг О мар
казга нисбатан бош моменти: Мо =  VAlo(W*) — реакция кучлари
нинг О марказга нисбатан бош моменти;

Мо =  ^ М о  (Ф*) (23.12)

система ну^талари инерция кум арининг О марказга нисбатан бош 
моментини ифодалайди.

296



: (23. 11) дан курамизки, богланишдаги механик система учун ак
тив кучлар, реакция кучлари ва система ну  ̂ талари инерция куч
ларининг ихпиёрий цузгалмас марказга нисбатан бош моментла
рининг геометрик йигиндиси %ар онда нолга тенг булади.

(23.7) ва (23.10) теигламаларни координата ук^тарига проекция
лаб кучлар системасининг олтита мувозанат тенгламасини оламиз:

t Агар системанинг хар бир нук,тасига цуйилган кучларни ички ва 
ташки кучларга ажратсак, ички кучларнинг бош вектори ва бирор 
марказга нисбатан бош моменти нолга тенг булгани учун (23. 7) ва 
(23. 10) тегламалар цуйидаги куринишни олади:

(23.15) тенгламаларнннг афзаллиги шундан иборатки, бу тенгла- 
ыаларда ички кучлар цатнашмайди, шу сабабли система динамикаси- 
нинг купгнна масалаларини ечишда бу мувозанат шартларидан фой-

Инерцня кучларининг бош вектори ва бош моментини ^исоблаш 
учун система массалар марказининг ^аракати одидаги ва кинетик 
моментининг узгариши ^ацидаги теоремалардан фойдаланамиз:

бунда: *Af — системанинг массаси; wc — массалар марказининг тезла- 
виши; L0 — системанинг О марказга нисбатан кинетик моменти.

(23.16) теигламаларни (23.15) билан солиштириб

2 * *  +  £ " * *  +  1 ф *х =  о.
V  V 4 -V A J  Д- V  ГГ) — П(

2  М х + 2  Мя (Лу +  V A I, (Ф*) =  0. 

2  М у (£*) +  £ М у W  +  (Ф*) =  о,
2  М г (F k) +  2  М г <N k) + Z M .  (Ф*> = 0 '

(23.13)

(23.14)

(23.9) ва (23.12) ларга кура (23.14) ни цуйидагича ёзамиз:

(23.15)
V A fo (F‘) + M * = 0 .

[аниш ь^улай булади.

152-§. Инерция кучларининг бош вектори ва 
бош моменти

M -w c =  v  F ‘,
(23.16)



dt
муносабатларни оламиз.

Шундай цилиб, ихтиёрий механик система (ёкн каттиц жисм) 
инерция кучларининг бош вектори мицдор жн^атдан система мае- 
сасннинг мазкур система (цаттиц жисм) массалар марказининг тез. - 
и ишига купайтмасига тенг булади ва бу тезланишга теекари йунала
ди; инерция кучларининг О марказга нисбатан беш моменти э а 
микдор жи^атдан шу марказга нисбатан система (цаттнц жнсм) ки
нетик моментидан вацт буйича олинган ^осилага тенг, йуналиши унга 
теекари булади.

Каттиц жисм илгариланма, цузгалмас уц атрофида айланма ёки 
текис параллел ^аракатда булганда инерция кучларининг бош вектори 
ва бош моментини цисоблашни куриб чицамиз.

1. Илгариланма ^аракат. Жисм илгариланма царакатда булганда 
массалар маркази атрофида айланмайдн. Шу сабабли У  М с (Fek) =  О 
ва (23.15) га кура

M f  =  О
булади.

Шундай цилиб, илгариланма ^аракатдаги цаттиц жиемнинг инер
ция кучлари массалар марказидан утувчи ва

R * = - M - w c (23.18)
булган битта тенг таъсир этувчига келтирилади.

2. Кузгалмас уц атрофида айланма харакат. Агар жнсм цузгал- 
мас уц атрофида айланма ^аракатда булса, у цолда инерция кучлари 
умумий_з^олда бирор ихтиёрий О нуцтага куйилгаи R*  кучга ва мо
менти Мо га тенг булган битта жуфт кучга келтирилади. Дастлаб 
жиемнинг айланиш уци Ог га нисбатан инерция кучларининг бош 
моменти M f  нн ^исоблаймиз. Бунинг учун (23.17) нинг иккинчи 
тенгламасини Ог уеда проекциялаймиз:

М? =  — .
1 dt

Аммо курила ётган ^олда Lt  =  1г со булганн учун

M f  =  — 1г г (23.19)
тенгликни оламиз, бунда 1г—айланиш уцига нисбатан жиемнинг инер
ция моменти. (23.19) даги манфий ишора инерция кучларининг айла
ниш уцига нисбатан бош моменти M f  жиемнинг бурчак тезланиши 
е га теекари йуналганлнгини ифодалайди.

Хусусий ^олда, агар айланиш уци жиемнинг моддий 'симметрия 
уци билан устма-уст тушеа, жиемнинг массалар маркази симметрия
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КИДД ётади ва лузгал мае булади.
Бунда wc =  0 булгани учун инер
ция кучларининг бош вектори /?ф =
=  0 булади. Бинобарин, бу ^олда 
^згалмас уц атрофида айланаётган 
i^ttiik жисмнинг инерция кучлари, 
цоменти (23. 19) формуладан аник,- 
данадиган битта жуфт кучга кел- 
дариладн. Жисм симметрия уцнга 
эга булгани учун бу жуфт куч аи- 
ланиш укига перпендикуляр текнс- 
ликда ётади.

3. Текис параллел ^аракат. Фараз цнлайлик, симметрия текисли- 
гига эга булсин ва унга параллел равищда ^аракатлансин. Бу ^олда 
инерция кучлари жисмнинг массалар марказига ^уйилган, (23.18) 
формула ёрдамида аницланадиган НФ кучга ва жисмнинг симметрия 
декислигида ётувчи битта жуфт кучга келтирилади ^амда унинг мо
менти ^ам (23. 19) формула ёрдамида аницланадн, бунда 1г ни жисм
нинг маосалар марказидан >^ракат текислигига перпендикуляр равиш
да утувчи у ^ а  нисбатан инерция моменти деб ^аралади.

48- масала. Массаси т га тенг булган М  моддий нуцта горизонт 
билан а  бурчак ташкил этувчи гадир- буднр ция текислик буйлаб ^а- 
ракатланадн. Ишкаланиш коэффициентн /  га тенг. Бу ну^танинг 
'тезланиши топилсин (240-раем).

Ечиш. Ну^тага таъсир утувчи ошрлик кучи Р, ишкаланиш кучи 
Fиш* нормал реакция кучи N  лар цаторига ^ар онда тезланишга тес
кари йуналган Ф инерция кучини цуйсак, у ^олда Даламбер принци- 
пига кура бу кучлар системаси мувозанатлашади.

Координата уцларини раемда курсатилгандек танлаб олиб, иккита 
Мувозанат тенгламасини тузамиз. Барча кучларнинг х  ва у  у^ларга 
проекцияларишшг йнгиндисини нолга тенглаб оламиз:

Р  sin а  — Яиш — Ф =  0, (1)
N — Я cos а  =  0. (2)

Бу тенгламаларда Р =  mg, Fum =  fN , Ф =  mw эканлигинн эътибор
га олсак,

mg  sin a  — fN  — mw =  0,
N  — m g  cos a  =  0 

булади. (2) тенгламадан нормал реакция кучини аняцлаймиз:
N  =  mg cos а . ’

N нинг бу цинматини (1) тенгламага ^уйнб, ну^танинг тезланишини 
топамнз:

ы’ =  g  (sina — / cosa).



241- раем. 242- ррсм.

49-масала. Оирлиги Q =  10000 Н булган автомобиль дунг куп- 
рикда v =  10 м/с узгармас тезлик билан ^аракат цилади; куприк ур- 
тасининг эгрилик радиуси р = 5 0 м . Автомобиль куприк уртасидан у т 
ган пайтда куприкка цанча босим курсатнши аницлансин (241-раем).

Ечиш. Автомобилни моддий ну^та деб цараб, автомобиль куприк 
уртасидан утган пайтда унга_таъснр этувчи огирлик кучи Q, куприк- 
нинг нормал реакция кучи N  цаторига нормал тезланишга тескари 
йуналган Ф„ марказдан цочирма инерция кучини цуйсак, Даламбо 
принципига кура бу кучлар системаси мувозанатлашади (у =  const б$л- 
гани учун уринма инерция кучн нолга тенг булади).

у  у^ни вертикал тарзда юцорига йуналтнриб, кучларни бу i 
проекцнялаймиз. Натижада мувозанат тенгламаси ^уйидагича ёзиладн:

- Q + N  +  Ф„ =  0,
бунда

/тч Q v %Фп =  m w n =  -  —
е  р

булгани учун

АГ =  Q -  Ф„ -  Q -  ^  -  Ю000 - -  7961 Н .

Куприкка курсатиладиган босим кучн мицдоржи\атдан N  га тенг, 
йуналиши эса унга царама-^арши булади.

50-масала. Огарлиги Р, радиуси г га тенг ва О ну^тадан утувчи 
К^згалмас Qz уц атрофида айланаднган барабанга ип уралган (242- 
расм). Ипнинг учига огирлиги Q га тенг А  юк осилган. Юк верти- 
калига ^аракатлан ганда, ипнинг огирлиги ва айланиш уцидаги ишка- 
ланишни эргсобга олмай, барабаннннг бурчак тезланиши ^амда ипда 
\осил буладиган цушимча таранглик кучи топилсин. Барабаннннг ай
ланиш у^ига нисбатан инерция радиуси ри га тенг.
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Ечиш. 1. Барабан ва юкни битта механнк система деб цараймиз. 
К юк вертикаль буйича илгариланма царакатда булганн учун (23.18) 
г* кура унннг инерция кучи битта R*  тенг таъсир этувчига келтири- 
дади:

w a = г г .

; Барабаннинг инерция кучн айланиш йуналишига теекари йуналган 
)куфт кучга келтирилади ва жуфт куч моментининг мицдори (29.19) 
га кура цуйидагича аницланади:

ш ?  I р > -

Барча кучлар учун У  М0 (Fk) =  0 куринишдаги мувозанат тенг
ламаларини тузамиз:

|Л 1 ? |+ /? Ф*г — Q-r =  О

ёки

—  Pi г  +  — г* г  —  Q - r =  0.
8 В

Бундан барабаннинг бурчак тезланиши е ни аниклаймиз:

е =  Qrg 
P pl+ Q r» ’

2. Ипнинр таранглик кучи ни аницлаш учун А  юкнинг мувозана- 
тини ало.\нда цараймиз. Унга огирлик кучи Q ва таранглик кучи Т  
зрмда инерция кучи ни цуйсак, Даламбер принцнпига кура бу 
кучлар системаси мувозанатлашади.

у  уцни вертикал тарзда юцорига йуналтириб, мувозанат тенгла- 
масинн тузамиз (242-раем, б):

— Q +  Т  +  R* =  0 , 

бундан Т  ни аницлаймиз: Т  =

Ра К

8 '  p f i l + Q -  г*

51-масала. Огирлиги Р га тенг 
булган D юк 4HFnp ёрдамида w 
тезланиш билан кутариладн. Чигор 
горизонтал АВ  тусинга урнатил- 
ган; туенн эса А ва В  таянчларга 
эркин цуйилган (243-расм). Чотир 
®>рабанинннг орирлиги Q, радиуси 
г га, айланиш уцига нисбатан ннер-
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цня радиуси эса ры га тенг. D кжнинг ва айланувчи барабан моддий 
зарраларинннг инерция кучлари з^исобига з̂ осил буладиган А ва q 
таянчлардаги к,ушимча босимлар з̂ амда ипнинг таранглик кучи топилснн. 
Улчамлар раемда курсатнлган. Тусиннинг огарлиги з^нсобга олинуа- 
син.

Ечиш. I. Тусин, чнрир ва юкдан иборат механик система нуцта 
рига инерция кучларини цуямиз. У з^олда динамик реакция кучла
ри кутарилаётган юкнинг ва айланма ^аракатдаги барабаннннг инер
ция кучлари з^исобига з^осил_булади.

D юкнинг инерция кучи /?ф юкнинг тезланиши ш га тескари й
ф  Р

налади ва (23.18) га кура модуль жизртдан R  =  — w  булади.
в

Чотир барабани шакл текислигида ётувчи симметрия текислигига 
эга ва унинг массалар маркази С айланиш укнда ётади деб царайлик. 
У з^олда барабан моддий зарраларининг инерция кучлари моменти М* 
га тенг битта жуфт кучга келтирилади ва (23. 19) га кура унинг мо
дули М£ =  / Се булади. Бунда / с = — Р* —барабаннннг айланиш
уцига нисбатан инерция моменти; е — барабаннннг бурчак тезланиш 

Барабан гардишидаги нуктанинг уринма тезланиши юкнинг тез- 
ланишига тенг: w \l =  w з^амда w \{ = z - r  булгани учун

е’=  =  -
' Г Г

1 с  w Q
Шундай [цилиб, М *  =  — — =  - — р2u w булади.

Фа^ат инерция кучлари з^исобига Л ва В нуцталарда *осил була
диган цушимча (динамик) реакция кучларини RdA билан белгилаймиз 
Бундан ташцари, система нуцталарнга (кдорида з^исобланган) юкннн: 
инерция кучи R *  ва моменти М с  га тенг булган барабан нуцталари- 
нинг инерция кучини ифодаловчи жуфт кучни к,уямиз. Натижада бнр 
текисликда ётувчи параллел кучлар системасига эга буламиз. Улар
нинг мувозанат тенгламалари цуйидагнча булади (тенглама тузпшд 
Р  ва Q эътиборга олинмайдн):

V  М л (Fk) =  °; RdB b +  l c - t  —  R*-a  =  О,

(?*) =  °: —  R dA -b +  1с -г +  R*»(b —  а) =  0.

Бу тенгламалардан динамик реакция кучлари R dA ва RdB ларни аниц- 
лаймиз:

/ с .» +  ̂ ( » - а) -----w [Q' p l +  rp  (b _ a ) l
о rgb

R * -а — I r -t w

rgb
i\ 9 U — if* О O'

R dB = -------- =  —  ( P - r a - Q p * ) .
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ir Динамик (цушимча) босим мицдор 
жи.^атдан аннцланган динамик реак
ция кучига тенг, йуналиши эса унга 
■рама- царши булади.

153-§. Цузгалмас уц атрофида 
В инувчи цаттиц жиемнинг айланиш 

уцига курсатадиган динамик 
босимини аницлаш

К,узгалмас уц атрофида айланувчи 
Чвттик жиемнинг таянч нуцталарида 
подшипникларга курсатадиган босими
ни Даламбер принципи ёрдамида аниц- 
лаймнз.

Жиемнинг А  ва В нуцталарида 
подшипниклар урнатилган булиб, унда 
Всил буладиган ишцаланнш кучини 
■Кобга олманмиз.

Жиемнинг опфлик маркази С нуц- 
ТаДа айланиш уцига перпендикуляр 
текислик утказиб, унинг айланиш уци 
сини О билан белгилаймиз (244-расм, а). 
тини аницлаш учун О нуцта орцали 2 та 
Утказамиз: 1) 0 £  уц айланиш уци билан 
*алмас О 5 г] g координаталар системаси; 2) Ог уц айланиш уци буй
лаб йуналган ва Ох уц жиемнинг огирлик маркази орцали утадиган 
\амда жнсм билан биргаликда царакатланувчи Oxyz координаталар 
рстемаси.

билан кесишган нуцта- 
Бундай жиемнинг царака- 
координаталар системасини 
устма-уст тушадиган цуз-
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Бундан жиемнинг ^аракатп <р бурчак билан ани^ланади.
Даламбер принципига асосан ^аракатдагн жиемга таъсир этувчи 

берилган кучлар ва борланиш реакция кучлари цаторига инерция куч. 
лариии цушеак, у холда кучлар системаси ^ар онда мувозанатлашадц 

А  ва В  нуцталардаги реакция кучлари N a , N b нинг харакат ia. 
нувчи координата у^ларидаги проекцияларини Х л , Y л , Z A, Х в , Y. 
Z B билан белгилаймиз. Инерция кучларини цуйидагича киритамц3 
Жиемнинг ихтиёрий М к нуктасини олиб, унинг массасини тк билан, 
ундан айланиш уцигача булган масофани гк билан белгилаймиз. У 
^олда инерция кучинииг бош векторини

£ * =  V  =  v  {фкх +  ф кп)

куринишда оламиз. У холда (23.5) га асосан айланма ва марказдан 
цочувчи инерция кучларининг модуллари ^уйидагича аницланади:

Фкх =  mkwkx =  ткГке>
фы  =  т^ п  =  тнгУ .

Бу ифодаларда ш ва е билан жиемнинг бирор пайтдаги бурчак тез
лиги ва бурчак тезланиши белгиланган. е >  0 булганда <Ркх, Фкя куч- 
ларнинг йуналиши 244-раем, б да тасвирланган. Инерция кучи бош 
векторининг х  вау  уцларидаги проекцияларини цуйидагича ифодала!:; 
мумкин: /?ф =  R ? i +  R* I . Бунда

Rx — 2  (Фкх) х +  2  (фкп) XI ) /03 20)
4 2  ( * * ) , + 2  < * * ) , , )

Расмдан ушбуларни аницлаймиз:

(Фт) х  =  т к гк е sin ос* =  тк у к е,

(Фн) у =  —  тк г* е cos ос* =  — ш* х к е,

(Фкп) х =  тк гк ©г cos а* =  тк хк соа,

(Фкп) у  =  т к гк со* sin ос* =  тк ук со*.
Бу ифодаларки ва жиемнинг огирлик маркази Ох укда ётганини 
( 2 тк х к =  Мхс, ^ т кук =  М ус =  0) эътиборга олиб, (23.20) ни 
Куйидагича ёзиш мумкин:

Rt  = * ' 2 ткУк +  “>'1>тк хк =  М хс<*\ \

5  =  “ E2 ' n* Jt* +  wS2 m* y *------ 4 e- i
<Pk% ва Фкп кучларнинг координата у^ларига нисбатан моментлари- 

ни аналитик усулда топамиз:

М Х {Фкх) =  У к (Фкх)» —  Zk (Фн) у =  m k Xk z k 
М у Фкх) =  zk (Фкt) ,  — х к(Фкх) ж =  т к у k zk е,
М ж(Фкх) =  Фк\ %гk =  — шк гк е,
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М х (Фал) =  у  к (ф Ал) х — гк (ф*л) у — — Ш к У к 2 к  <й2,
Му  (Ф*„) =  г* (Ф*„) д — .V* (Ф*„) * =  т к Хкг  * to2,
/И,(Фал) =  0.

Жисм барча нуцталарн инерция кучларининг Ох у еда нисбатан 
бош моментини едсоблаймиз:

Худди шунингдек, жисм барча нуцталарн инерцня кучларининг Оу 
ва Oz уцларга нисбатан бош моментлари аницланади:

бунда 1г =  ^ / п кг \  — жиемнинг z  уеда ннсбатан инерция моменти.
(23.21) — (23.23) ларни эътиборга олиб, Даламбер принципи асоси- 

да чицарилган (23.13) тенгламаларнн тузамиз:

^  +  ^  +  2 Xa +  ^ cw2 =  0-

бунда Ха, Ка, Zk билан F* кучнинг цузгалувчи координата уцлари- 
даги проекциялари (Р кучни ^ам шу кучлар едторида деб цараймиз) 
белгиланган.

(23.24) тенгламалар системасидан Л ва В подшипникларнинг реак
ция кучларинн аницлаш керак. Бу тенгламалар системасининг олтин- 
чнеида реакция кучлари цатнашмайди ва мазкур тенглама едттик; 
жиемнинг цузгалмас уц атрофидаги айланма царакатн дифференциал 
тенгламасини ифодалайди. ZA ва ZB номаълумлар (23.24) нинг фа- 
цат учинчи тенгламаенда едтнашадн, шу сабабли Х А, Y  л , Х в , Y в 
номаълумларни (23.24) нинг цолган тенгламаларидан аницлаш мум
кин. Бу номаълумлар подшнпникларга тушадиган кундаланг реак
ция кучи дейилади.

Шундай едлиб, (23.24) тенгламаларнн ечиб Х л , Y А, Х в , Y в  но- 
маълумларнн ва Z A +  Z B ни топиш мумкин. Техникада бу аницмас- 
ликни ^ал едлишда, масалан, В нуцтада таянч подшипник, А  нуц- 
тада цилиндрсимон подшипник олинади (244-расм, в). У ^олда А  
нуцтада реакция кучинннг г уц буйлаб йуналган ташкил этувчнси 
булмайди ва (23.24) нинг учинчисидан Z B ни аницлаш мумкин. А 
ва В  подшипниклардаги кундаланг реакция кучларини шартли равиш
да статик ва динамик реакция кучларига ажратамиз.
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М * = ^ М х  (Фат) +  2  м х (Ф*„) =
"  е 2  тк хк г* — to1 V  тк ук г* =  1а  е — 1„г <о2. (23.22)

(23.23)

Y A +  Y B +  I > Y k - M x e t = 0 ,

Z A + ZB +  2 j ZA =  °»
-  bYА +  aY в  +  2  M s (Fk) +  / «  e -  Iyt <o2 =  0. 
ЬХА - a X B +  1  My (F*) +  Iуг г +  IXz to2 =  0,

(Fa) — /* e =  0,

(23.24)



(о =  0, е =  0 булганда фацат берилган кучлар таъсирида подшип- 
никларда з̂ осил буладиган ргакция кучларини статик раекция куч
лари деб атаймиз. Бэрилган кучлар таъсирида жиемнинг ^аракатла- 
ниши натижасида цосил буладиган инерция кучлари билан аницлана- 
диган реакция кучлари динамик реакция кучлари дгйилади. Статик 
реакция кучларини Хс̂ , Y CJ , X е*, Y CTB билан, динамик ргакция кучла
рини Х дА, Y dA, Х дв , Y% билан белгиласак,

тенгламалардан аншуганади.
(25.25) ва (23.26) ни эътиборга олиб, (28.24) гдан динамик реак

ция кучлари ани^ланадиган цуйидаги тенгламаларнн оламиз:
Х*А + Х °В +  M xc(o' =  0, I

К,уйидагн хусусий цолларни куриб чикамиз.
1. Жиемнинг айланиш уци ннгрция б эт  уцидэн нбэрат булмасин 

ва жиемнинг огирлик маркази айланиш Укида ётсин. Бу цолда
(23.27) да х ' =  0, 1хг Ф  0, 1уг Ф  0 экантигини эътиборга олсак,

деб ёзиш мумкин.
Статик реакция кучлари

v  +  X™ +  X "  =  О,

2 У* + У' л + Уа = 0’ 
— ЬК" +  aY“  =  0, j

ЬХ” - а Х ” =  О J

(23.26)

Y a  +  Y b —  М х £ г  =  О,

- b Y ° A +aY°B +  l a z - l u tс>2 =  0. I 
ЬХдА аХдв + _ /^  е - f  со2 =  0. \

(23.27)

Х*А +  Х % = 0 ,
Y d 4- Y d =  О
-M'a.iaVJ+ /„-/„«>•-О

бундан



(23.28) дан курамизки, бу ^олда таянчларнинг динамик реакцияларн 
ыи!\Дор жи\атдан тенг, йуналиши эса царама-^арши булади ^амда

У (1 ] г + о ^ + ^ )
а + Ь

бунда а +  Ь — таянч подшипниклари орасидаги масофа.
2. Жисм и  =о)0 =  const бурчак тезлик билан текис айланма з̂ ара- 

катда булсин. У ^олда е =  0 ва динамик реакциялар учун цуйидагн 
теигламаларни оламиз:

х л  +  Х |+Л 1лсе®* =  0,
у а + к а -  о,
-b Y * A +  aY%- 1 ^  =  О,

ЬХдА - а Х %  +  1хги- =  0,

бундан
~f~ Iхг) 0)3 у д  _  __  1уг ^

^ а  + 6  ^  а +  Ь
у з  {МЬхг - г  /  у г) у д  _  ^
'  3 а +  Ь ' в  ~а +  Ь ‘

Бу зрэлда Х дА , Х дв , Y dA, Y dB лар'узгармас цийматларга эга булади.
Агар хс — 0 булса, яъни 1- ва 2- шартлар бир вацтда уринли 

булса,

[ \N a  | -  l # s l  ■= у  (23'29)

Демак, бу з^олда таянч реакцнялари микдор жи^атдан тенг, йуна
лиши царамадарши булган иккита кучга келтирилади з^амда улар
нинг миедори подшипниклар орасидаги масофага тескари мутаносиб, 
бурчак тезлик квадратига тугри мутаносиб равишда узгаради.

3. Агар жисмнинг огирлик маркази айланиш у^ида ётмаса .^амда 
бу ук бош инерция увидан иборат булиб, А  ну^та Q билан устма- 
уст тушса, яъни

хс ф  О, 1уг =  О, 1хг =  О, Ь =  О

булса, (23.27) дан Х дв  =  0, Y dB =  0 булади. Бу з^олда В  таянчда 
з̂ еч к;андай динамик реакция кучи з^осил булмайди ва А  ну^тадан 
Утувчи инерция бош ук,и эркин аНганиш уци дейилади.

4. Агар хс =  0, 1уг =  1хг =  0 булса, айланиш цонуни з̂ ар цан- 
дан булганда .\ам (23.29) га кура N dA ва N 9B нолга тенг булади. 
Демак, айланиш ijqu инерция бош марказий увидан иборат бул
са, А ва В нуцта гарда динамик реакция кукгари %осил булмайди.

Энди подшипникларда з̂ осил буладиган цушимча динамик реакция 
кучи налга тенг буладиган зарурнй шартларни аницлаймиз. Бунинг 
учун (23.24) да инерция кучларига борлик; булган з^адлар йиринди-



сини нолга тенглаймиз. Бош^ача айтганда, (23. 21 )— (23.23) форму- 
лалар ёрдамида аницланадиган инерцня кучларииииг бош вектори ва 
бош моментини нолга тенглаймиз:

М хс и 2 =  О, I
— М хс г =  О, J

— /у*®* =  О,
1у* Б- f  1хг Ш2 =  0. (23.31)

(23.30)

(23.30) дан хс =  0 келиб чн^ади. Бундан таш^ари, орирлик мар
кази х  уада ётгани учун ус — 0 булади. Бу х°л жиемнинг массалар 
маркази айланиш у^ида ётишини курсатади.

(23.31) тенгламаларни 1хг ва 1уг га нисбатан ечсак,

булади. Бу тенгликлар г у^ О ну^тадаги инерцня бош у^и булиши 
кераклигини ифодалайди.

Шундай цилиб, цузсалмас уц атрофида айланма \аракатдаги 
жисм таянч нуцталарига динамик босим курсатмаслиги учун 
айланиш уци инерция бош марказий увидан иборат булиши зарур 
ва етарлидир.

К,аттик; жиемнинг айланиш уцига курсатадиган динамик босимини 
аннцлашга оид масалалар ечишда (23.24) формула жиемга таъсир 
этаётган кучларга ва танланган координата уцларига мослаб тузи
лади. Бунда цузгалувчи координата уадарини канД™ танлаб олиш 
алоэуда а^амиятга эга. Масалан, агар Ог у^ни айланиш уци буй
лаб, Ох ни эса массалар марказидан утмайдиган уц деб олинса, 
у х°лдз (23.21) да У) т ку к =  М усФ 0  булиб, (23.24) да уе ни $з 
ичига олган ^адлар ^ам цатнашади:

ЬХа — аХ в  +  My (Fk) +  1уг 6 — /« ( о2 =  0.
Бунда b ва а лар таянч нуцталарн А  ва В  дан координата боши О 
нуцтагача булган масофалардир.

154- §. Кузгалмас у^ атрофида айланувчи жисм массаларинн 
динамик мувозанатлаш

Кузгалмас уц атрофида айланаётган жисм массаларини динамик 
мувозанатлаш масаласи (боищача айтганда, инерция кучларини муво
занатлаш масаласи) техникада му^им а^амиятга эга булиб, бу ма- 
салаии ечиш жиемнинг бош марказий инерцня уцнни ани^лашга кел- 
тирилншини курсатамиз. Бунинг учун жиемда утказилган ихтиёрий 
уцни иккита цушимча масса киритиш йули билан инерция бош 
марказий уци цилиб танлаб олиш мумкинлигини  исЗотлаймиз.

Ixz =  0, 1уг =  0

Х А +  Х в  +  V  X k +  М ус е +  М хе со2 — о,

Y A + Y B +  ? ! Y k — M xcE +  м уУ '  =  о.
-  ЬУА +  a Y B +  £  м х (Fk) +  !хг г -  1„г со2 =  0,
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Массаси М  га тенг булган жисм уч\н хс, у (, 1хг, 1уг катталик
лар маълум ва улар нолдан фарцли булсин. Жиемнинг (xlt у и z j  
ва (дг,, г/,, г2) нуцталарига массалари /пх ва т ,  га тенг иккита цу- 
шимча масса киритамиз. У цолда массалар кушнлган жиемнинг огир
лик маркази айланиш укида ётиши учун бу жнсм огирлик маркази
нинг координаталари x't — y'c — 0 булиши ва айланиш уци инерция 
бош увидан иборат булиши учун жиемнинг айланиш уцига нисбатан 
марказдан кочувчи инерция моментлари 1'хг =  Г г= 0  булиши зарурва 
етарлидир. Бу шартларни бошцача цилнб цуйидагича ёзши мумкин:

М хс +  mlx l - f  m^ct  =  О,
М у  с +  ЩУ х  +  т*Ух =  О,

1хх +  я*1*А +  тг\ ^ г =  0, (23- 33)
Iyz +  +  m $ %zt =  0.

ВДйилган масала т 1 ва т ,  массаларнн ва улар ^уйилган нуцталар- 
нинг координаталарини (23. 33) тенгламалар системасини каноатлан- 
тирадиган цилнб танлаб олиш йулн билан ечилади. Бунда баъзи кат
таликлар олдиндан маълум булиши керак. Масалан, т „  тг ва гг, гг 
ларнинг (бунда г, ¥= г,) кийматлари олдиндан берилган деб едраб, 
(23.33) тенгламалар снстемасидан дг„ у и дг,, г/, ларни топиш мумкин. Бу 
усулдан техникада тирсаклн валлар, кривошиплар, автомобиль гилдирак- 
лари ва шу каби деталларни динамик мувозанатлашда фойдаланилади.

52-масала. Доимий ш бурчак тезлик билан айланувчи горизонтал 
АВ  валга бнр-бирига перпендикуляр булган текиелнкларда ётган I 
узунликдаги иккита стержень тугри бурчак остнда бириктирилган. 
Стерженларнинг учларида .\ар цайсисннинг \иссасн т булган D ва 
Е  шарлар бор. Валнинг А ва В  таянчларга курсатадиган динамик 
босимлари аншуюненн. Стерженларнинг эгаллаган ^олати раемда кур- 
сатилган. Шарлар моддий нукта деб ^необланенн, стерженларнинг 
массаларн .^исобга олинмасин (245-расм).

Ечиш. Координата у^ларнни раемдагндек йуналтирамиз. А ва В  
нуцталарда ^осил буладиган цушимча динамик реакция кучларини х
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ва у  уадарнинг мусбат йуналиши буйича йуналган Х д. Y a , Х в ' 7% 
ташкнл^этувчнларга ажратамиз. D ва Е  ну^таларга Фс ва Ф£ мар- 
каздан^очувчи инерцня кучларинн цуямиз:

Фс =  Ф£ =  тыг1.

Инерция кучлари ва динамик реакция кучларининг мувозанат 
тенгламаларини тузамиз:

2 Х  =  0; Х \  +  Х * + Ф г  =  0,
£ Г  =  0; К* + у а + фо =  0,
V  М  х (FJ  =  0; 3а ( -  Y dA +  У%) -  аФй =  0, 

V ^ ( F e) =  0; За ( Х « - Х | ) - а Ф £ =  0

Бу тенгламаларни биргаликда ечиб нзланаётган номаълумларни топа
миз:

Х дА =  — ~  т  ш2/, Х*в  =  - 1  mto2/,

К * - | - т о ) Ч  У |  = - 1 т ш 2/.

Ушбу ифодалардагн манфий ишора А  ва В  ну^талардагн цушимча 
динамик реакция кучларининг ташкил этувчилари ^аци^атда х  ва у 
укларнинг мусбат йуналишига тескари йуналганлнгнни курсатади. 
Шундай цилиб,

К  = У(Х*А)*+(У*АГ  = т/со2,

NdB = —  m/co2.3 3
53- масала. Эксцентриситета ОС =  е га тенг булган бир жинсли 

юпка диск горизонтал вал уртасига унинг уки билан 90э — а  бурчак 
ташкил циладиган х°латда цузгалмас ^илиб урнатилган; дискнинг 
огирлиги R, радиуси г га тенг. Вал ва диск со бурчак тез-тик билан 
бир текис айланганда ^осил буладиган статнк ва динамик реакция 
кучлари аниклансин (246-расм^).

Ечиш. Статнк реакцняларни топиш учун валга таъсир этувчи 
кучларни схема куринншида тасвирлаймиз (246-раем, Ь). Валга диск- 
нннг огирлик кучи Р  ва подшипннкнннг таянч сиртларига перпенди
куляр равишда йуналган R ca ва R CB статик реакция кучларидан ибо
рат ташци кучлар таъсир этади.

Расмдан AD  ва DB ни аншушймиз:
AD  =  а — е s ina,
DB  =  a -f esirux.

Р, R a , R cb кучлар системаси текисликдаги параллел кучлар сис
темасини ташкил этади. Бу кучларнинг мувозанат тенгламаларини 
тузамиз:
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ш

246- раем.

£  М а (Fk) =  0; +  R cb • 2а — Р (а —  е sin а) = 0, |  
£ A M F * )  =  0; — Р?л-2а +  Z5 (а е sin а) = о. j

Бунда Л ва Б  таянчларда *осил буладиган статик реакция кучлари
ни ашдлаймиз:

£cT =  p . fl +  e s i n a
2а

а — е sin a  
2а

Вал билан биргаликда ^аракатланувчи координаталар системаси- 
нинг бошини дискнинг маркази О да олиб, Ог !уцни айланиш уцн 
буйлаб, Ох у^ни эса дискнинг огирлик маркази С нукта ва г  ук'ор- 
Кали утувчи текисликда оламиз.

Вал А В  ук атрофида узгармас бурчак тезлик билан айланганн 
учун динамик реакция кучлари аншуганадиган (23.32) теигламаларни 
цуйидзгича ёзамиз:

Х'А +Х*в +  Мхе* ' =  0.
Удл +  Удв +  МУс0)2 =  °>
-У>А.а +  У'в . а - 1 вг<* =  0,
X*A. a - X%- a + lxt <d*-0.

(1)

О у  Ук бош инерция уцн булгани учун 1гу =  0.
Марказдан кочувчи 1гх инерция моментини ^нсоблаш учун кузга- 

лувчи Сх1у^г1 бош марказий координата уцлар системасннн кирита- 
миз. У ^олда Оху г координаталар системасидан координата
лар системасига



х  =  (e - f  *1) cos a  — z t sin a, 
у  =  (e -f- x j  sin a  +  zx cos a

формулалар ёрдамида утиладн. Буни эътиборга олиб, 1гх ни ^исоб- 
лаймиз:

1гх =  \xzdm  = s- ^ p  К  (е +  *i)’-dm — [  z]dm |  +
(М) (М) 1М)

+  cos 2 a  j* (е +  хх) zxdm .
(М)

Cxly lzl координаталар системаси боши дискнинг массалар марка
зига жойлашгани учун

f f f t i  \dm =  О
(М) *

булади. Бинобарнн,

/ «

f z^dm =  0, f xAd 
if) (At)

=  \ f M +  f W  +  y\)dm — fc*5 +  У|)^т ] -
(Af) <Af)

Массаси текис таксимланган диск учун

шу сабабли

, ! . .  , , Л1г*
I Xi =  7  7'i  =  T ’

' « - ■ Ч Ц 5- ( * + £ ) .2«
Расмдан у / — 0, xf =  ecosa  булгани учун (1) тенгламалар систе- 

масидан куйидагиларни аниклаймиз:

Y A ==YB == О*
/Ие cos а* со1 =  — (Х^ +  Х^),

Шундай цилиб, динамик реакциялар огирлик маркази ва дискнинг 
айланиш у^и билан бнр текисликда ётади ва Ох у ода теекари йуна
лади ){1мда

х ‘ - +  ’- 1 г ( т  +  ' !) ] и!
булади.
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Аналитик механикадан бошлангич маълумотллр

Аналитик механика булимида барча механик системаларнинг хара
кати за мувозанатига оид умумий принциплар баёи этилади. Бу прин- 
циплардаи механик система .\аракатининг асосий дифференциал тенг- 

Вщаларини чикариш, бу тенгламаларни талцин цилиш ва иитеграллаш 
иасалалари аналитик маханиканинг асосий мавзуини ташкил этади. 

Нквлитик механика булимида хулланиладигаи усулларни, механик 
сястемалардаи таш^ари, электр ва электромеханик х°Днса-1аРга хам 
^уллаш мумкин.

Статика булимида абсолют ь^атти^ жисм мувозанатннинг зару- 
рий ва етарли шартларн чи^арилган эди. К,отиш принцииига асосан 
истал ган механик система учун бу шартлар фацат зарурий шартларни 
ифодалайди. Мувозанатнннг етарли шартини аницлаш учун хар бир 
жиемнинг мувозанатини айрим текшириш керак. Бунда номаълум 
болтан бир цанча ички богланиш реакция кучларини хисоблашга TyF- 
ри келади. Системани ташкил цнлувчи жисмлар сони ортгани сари 
тенгламалар сони хам купая борадн.

Аналитик механикада барча механик системалар учун умумий 
булган принциплар асосида системанинг харакат дифференциал тенг- 

[ламалари ёки мувозанат тенгламалари аналитик усулда чи^арилади.

155- §. Богланишлар ва уларнинг классификациям

Ихтиёрий актив кучлар таъсиридаги N  та нучтадан ташкил топ
ган механик система нукталарининг координаталари ва тезликларн 
системанинг харакатн давомида маълум шартларни цаноатлантирсин. 
Бунда!! шартлар системага ^уйилган богланишлар дейилади. Борла
нишлар бирор координаталар системасига нисбатан система нуцталари- 
нинг координаталари (хк, ук, гк) (ft =  1, 2, . . .  , N), улардан вак;т

• • •

буйича олинган биринчи тартибли хосилалари (хк, ук, гк) орасидаги 
маълум муносабатлар билан ифодаланади. Бу муносабатларда t  ва^т 
ошкор равишда цатнашиши мумкин.

Система нуцталарига цуйилган борланишларни ифодаловчи муно
сабатлар тенгламалар ёки тенгсизликлардан иборат булиши мумкин.

Борланишлар ^уйилмаган система эркин система дейилади. Сис
тема нуцталарига ^уйилган богланишлар актив кучлар таъсиридаги 
система ну^таларининг харакатини худди шу кучлар таъсиридаги эр- 
кин система ну^галарининг харакатига нисбатан маълум маънода 
Чеклайди.

Бундай чеклашдан техниканинг турли со.\аларида, амалиёт учун 
эарур булган, ма^садга мувофиц бирор йуналиш буйича харакатни 
таъмннлашда фойдаланилади. Двигатель цилиндри ичида харакатла- 
наётган поршень буига мисол була олади. Бунда цилиндр богланиш 
вазифасини утайди.

XXIV б об

313



Шундай килиб, богланишдаги система ну^тала рпнинг \аракатц 
фа^ат система нуцталарига таъсир этувчи кучлар ва бошлангич uiaj . 
ларгагина боглик; булмай, балки куйилган борланишларга ^ам богл 
булади. Бу ^олда бошлангич шартлар богланиш тенгламаларинн ка- 
ноатлантнриши керак.

Система нутдаларига куйнлган богланишлар турига крраб систе
ма ну^талари турлича ^аракатда булади. Богланишларнинг турли 
хилларини куриб утамиз.

Богланишлар фа^ат система нукталарининг координаталарини чекла- 
са, бундай богланишлар геометрик богланишлар дейилади. Геометрик 
богланишнинг тенгламаси

/(•*!> У\> • • • > УмI Яуу» О =  о
ёки цисцача

f ( xk' Уk> 2к' 0  =  0 (24.1)
куринишда ёзилади. Бу ерда ва бундан кейин f ( x k, у к, z k) И({юдад,1
х к’ У к> 2 к Урнида барча дг,, дг2 ..........х п; у и y t . я,, z2..........2п

лар цатнашадн ^амда /  функция ва унинг ^осилалари узлуксиз 
функция деб каралади.

Агар богланиш система нукталарининг координаталаридан таш- 
Кари тезлигини хам чекласа, бундай богланиш кинематик ёки диф- 
ференциалли богланиш дейнлади. Кинематик богланиш тенгламаси 
Куйндагича ёзилади:

/(**• У к- Зк> хк У к я*. 0  =  0. (24.2)
Геометрнк богланишлар ва ннтегралланаднган (24.2) куринишда- 

ги дифференциал богланишлар голоном богланишлар дейилади.
Интегралланмайдиган дифференциал богланишлар ноголоном богла

нишлар дейилади. Ноголоном богланиш тенгламаларинн система 
нукталари координаталарининг функциясидан иборат булган бирор 
функциянинг тулик дифференциали тарзнда нфодалаб булмайди.

Биз фацат голоном богланишлар куйилган механик системаларни 
куриб чицамиз.

Агар богланиш тенгламаси вацтга ошкор равишда боглиц булса, 
бундай богланиш стационар булмаган богланиш дейнлади. Бундай 
богланиш тенгламаси умумий .у>лда (24.2) куринишда ёзилади. Ма
салан, уЗ |Л у!

— ----- h — +  — =  1 (24.5)
а2 Ьг с2 '

тенглама билан ифодаланган богланиш стационар булмаган богла- 
нишдир. (24.5) нинг геометрик маъноси цуйидагичадир: нуцта Эуаракат 
давомида битта яримуци узгариб турадиган эллипсоид сиртида, яъни 
деформацияланадиган эллипсоид сиртида цолади.

Агар богланиш тенгламаси ва^тга ошкор равишда боелщ  булма- 
са, бундай богланиш стационар богланиш дейилади. Сташюнар 
богланиш тенгламаси
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f  (X k' У  к Z k' X k' У  к' 2*) ~  0 (24.6)

Н д ап и д а  ёзилади. 
f  Масалан,

тенглама билан ифодаланган борланиш стационар борланишдир, 
чунки (24.7) да t ва^т ошкор равишда цатнашмайди.
L Борланишни ифодалайдиган муносабат тенглама билан ифодаланса, 

бундай борланиш бушатмайдиган богланиш дейилади. (24.1) — (24.7) 
борланишлар бунга мисол булади.

Борланишни ифодалайдиган муносабат тенгсизлик билан ифо- 
анса, бундай борланиш буиштадиган богланиш дейилади. 
Шундай цилиб, бушатадиган борланиш

гсизликлар билан ифодаланади. Масалан, борланиш
х* +  у* +  £2 <  R2

клида берилса, нуь т̂а сферанннг ичида ёки сфера сиртида ^аракат- 
тиши мумкин.
Борланиш тенгламаларини тузишга оид бир неча мисол келтира-

1. Бир текисликда харакатланувчи ва шарнирлар воситасида бн- 
ирилган хамда битта сгержени доимо ^узралмасдан цоладиган 

рт буринли механизмга цуйилган борланиш тенгламасини чинара-
43 (247-раем).

Борланиш тенгламалари О А =  а, АВ — Ь, ВС =  с масофалар 
гармаслигини ифодалайди:

ёки

ф (х , у, z, х, у„ z) <  О

(х»— *i)* +  (У2 —  У\)г =  ъ \  
(x2 - d f  +  y22 =  c2.

У

О..........................................................СШ.О) 
•77т „М ..........................................w / w w X

247- раем.
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Бу тенгламаларда t вацт ошкор равишда цатнашмаиди ва бу тенг
ламалар система нуцталаринннг координаталарннн чеклайди. Шу 
сабабли бу тенгламалар геометрик стационар богланишни ифода
лайди.

2. Горизонтал текисликда узгармас v тезлик билан зсаракатла- 
нувчн уч бурчакли призма ABC  устида Р  жисм снрпанади (248-расм). 
Жнсм з̂ ар онда призма сиртида турганлиги сабабли у жисм учун 
богланиш вазифасннн утайди. Богланиш тенгламасини чицарамиз.

Оху координаталар системасини шундай танлаймизки, / =  О бул
ган пайтда АВ  чизиц у  у^ билан устма-уст тушсин. У *олда ВС 
тугри чизиединг ихтиёрий t  пайтдаги тенгламасини

куринишда ёзиш мумкин. 248-расмдан
ОС =  ОА +  АС =  vt +  Ь

OD =  А В - —  = а ^ .АС ь
Буларни олдинги тенгламага цуйсак,

- ^ + — У- -------- 1
*  +  * J W +Ь)

ёки
ах +  by =  a (vt +  Ь). 

булади. Бу стационар булмаган голоном богланиш тенгламасидир.

156-§. Умумлашган координаталар ва системанинг 
эркинлик даражаси

Механик системанинг нсталган пайтдаги здоати система з̂ ар бнр 
ну^тасинанг координаталарн билан ани^ланадн.

Механик система N  та ну^тадан ташкил топган булсин. У з̂ ол- 
да бундай системанинг з^олатнни антугаш учун 3 jV та Декарт коор-
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^ | »  ^ 2 ' zN ни би-динатллари д ., лг2, . . . ,  У \» «/2* ■ • 1/jv 
лит етарли. Агар механик система чексиз куп ну^талар тупламидан 
1ЯШКМЛ топган булса, у холда бундай системанинг ^олатини унинг 
координаталари воситасида чекли равишда анихлаб булмайди.
Г .Пекин куп ^олларда механик системанинг ^олатини бир-бирига 

боглиц булмаган маълум сондаги параметрлар билан аницлаш мум
кин Масалан, бирор мураккаб машина ёки механизмнинг холатини 

риик,лаш учун битта ёки иккита етакчи бугиннинг х°латини билиш 
ьгарли, чунки бошь̂ а бушнларнинг холатини етакчи бугин холати 
орцали аницлаш мумкин.

Г  Аналитик механикада механик системанинг хаРакатини урганиш 
учун «умумлашган координаталар» тушунчаси киритилади.

■  Системанинг фазодаги холэтини бир цийматли тарзда аншугайди- 
ган ва мацсадга мувофиц равишда танлаб олинган, бир-бирига бомих 
булмаган катталиклар системанинг умумлашган координаталари 

Ьйнладп. Бундан координаталар учун цутб координаталари, цилинд
рик координаталар, сферик координаталар ва бошка координаталар- 
нн олиш мумкин. Умумлашган координаталар, одатда q билан белги- 

ранади.
[’ Умумлашган координаталарнн киритишга онд бир неча мисоллар 

Нррайлик.
I. Цаттих жиемнинг хузгалмас у^ атрофидаги айланма хара

кати. Айланиш уци енфатида z  ухни олиб, хузгалмас координаталар 
системасини 249-раемдагидек киритамиз.

[ К,аттих жиемнинг фазодаги холати унинг бир тутрн чизицда 
■гмайднган учта ну^таеннинг х°лати билан ани^ланишн геометрия- 

дан маълум. Агар иккита нухтани айланиш ухида олсак, бу нухта- 
лар хузгалмас булади. Шу сабабли хузгалмас у^ атрофида айла- 
наётган хаттиц жиемнинг холати айланиш ухида ётмайдигаи жисм 

рхтнёрий нухтаеннинг холати билан анихланадн. Бундай нухта учун 
■ошлангич пайтда xz  текисликда 
;8тган ихтиёрий М 0 нухтани ола
миз. Жисм хУзгалмас уц атро
фида айланганда бу нухта айла- 

™Ниш уцига перпендикуляр текис- 
'да ётувчи а радиусли айлана 
дн. Ихтиёрий пайтда бу пуд

инг эгаллаган холатини М  
билан белгиласак унинг координа- 

лари хуйьдагича анкланади:
х  =  a cos q>, 
у  =  a cos ф, 
z  =  const. (24.8)

бунда ф — айланиш бурчаги.
(24.8) да нуктанинг координа

талари фахат ф бурчакнннг узга-
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ришига боглик эканлигинн курамиз. Бинобарнн, <р бурчак маъл ,м 
булса, жисмнинг нсталган холатинн аниклаш мумкин. Шу сабабли 
q =  ф бурчакни умумлашган координата учун кабул кнлиш мацсадга 
мувофик булади.

2. Цаттик жисмнинг текис параллел харакати. Кинематика бул . 
мида курганимиздек, каттнк жисмнинг текнс параллел ^арак,; 
унда олинган кутбнинг илгариланма ^аракати ва шу кутб атро; ]. 
даги айланма ^аракатдан ташкил топган деб каралади. Жисмнинг 
илгариланма харакатини аниклаш учун кутбнинг координатала;ч 
х, у  ни аниклаш кифоя. Кутб атрофидаги айланма харакат эса айл 
ниш бурчаги ф батан аннкланади- Шундай килнб, текнс параллел 
харакатдагн жисм учун умумлашган координаталар сифатнда учт, 

=  х, q2 =  у , q3 =  ф параметрларнн олиш мумкин.
Умумлашган координаталар бундай танланганда qt ва q2 пар 

метрлар чизикли катталнк булиб, q3 эса бурчакни ифодалайди.
Текис параллел ^аракатдаги жисмнинг .\аракатини аниклашда 

учала умумлашган координаталарнн \ам чизикли килнб танлаб олиш 
мумкин.

Хак*«катан хам, текис шаклнинг ихтиёрий холати унинг иккита 
нуктасининг координаталари М х (xv  у х) ва М 2 (хг, у £  билан аниклл- 
нади. Лекин турттала координата *'ИЖ ва М г нукталар орасидаги 
масофанинг узгармаслигини ифодаловчи ушбу

С*»— j g p + t a — f t p - #  (24.9)
битта алгебранк тенглама билан богланган. Шу сабабли бир-бирига 
боглик булмаган координаталар факат учта булади. Бинобарнн, 
жисмнинг текис параллел харакатини аниклаш учун умумлашган 
координаталар сифатнда унинг бирор нуктасининг координаталарнн; 
ва бошка нуктасининг битта коордннатасинн олиш мумкин.

Масаланинг куйнлишнга караб, умумлашган координаталар мак- 
садга мувофик равишда бирннчи ёкн иккинчи усулда танлаб олинадн 
Аналитик механикада жисмнинг текнс параллел харакатини урга- 
нишда купинча х, у, ф параметрлар умумлашган координатала] 
учун олинади.

N  та моддий нукталардан ташкил топган механик системага I 
та бушатмайдиган гатоном богланишлар куйилган булсин:

/«(**. Ук' z k’ 0  =  0, (а =  1,2............/). (24.10)
У к°лда системанинг 3 N  та координаталари х„ хг, . . . , x N, y v 
Ун • • •» У s '  г г> ■ • ■ У33!*0 I та тенгламалар билан боглан
ган булади. Бинобарнн, 3N  та координаталардан факат 3N  — I =  п 
таен эркин булиб, к°лган I таен богланишда булади. 3N  — / =  п 
та эркин координаталарнн максадга мувофик равишда танлаб олин
ган qlt q2............qn умумлашган координаталар оркали ифодалаш
мумкин. (24.10) нн / та богланишдаги коордннаталарга нисбатан 
ечиб, уларни п  та эркин Декарт координаталарининг функцияси си- 
фатида ифодалаш мумкин. Натижада система нукталарининг барча
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Рекарт координаталарини умумлашган координаталар оредли ифода- 
даш мумкин:

Бинобарин, з̂ ар бир нуктанннг радиус- вектори >;ам умумлашган 
координаталарнинг векторли функцияси тарзида аншуганади:

Бушатмайдиган голоном богланншлар цуйилган механик система 
доакатини аникловчи бир-бирига богли^ булмаган умумлашган 
координаталар сони системанинг эркинлик даражаси дейилади.

Юкорида курганимиздек, цузгалмас уц атрофида айланувчи жием
нинг з^аракати битта q =  <р умумлашган координата билан аницла- 
нади. Шу сабабли бундай жиемнинг эркинлик даражаси битта була
ди. Каттн^ жиемнинг текис параллел з^аракати эса мос равишда 
аанлаб олинган qv  q2, q3 умумлашган координаталар билан ани^ла- 
нади. Бинобарин, текис параллел з^аракатдаги жиемнинг эркинлик 
даражаси 3 та булади.
f Агар система ну^таларнга богланншлар цуйилган булмаса, у з̂ ол- 

да барча 3N  та координаталар эркин булиб, уларнинг ^иймати фа- 
Кат таъсир этувчи F‘k таш^и кучларгагина боглиц булади. Бундан 
•'•'"'чнадики, система нуцталарига богланншлар цуйилганда, система 

галарини богланишнн цаноатлантирган з^олда з^аракатлантиришга 
бур этадиган цушимча кучлар зреил булади. Бу кучлар богла- 
реакция кучларини ифодалайди.

Техник жараёнларни бош^аришда богланиш тенгламаларини тугри 
[аш му.\им аз(амиятга эга. Масалан, милтиедан отилган уеда 
мма з^аракат бериш учун ствол махсус равишда уйилган булади.

Аналитик механикада мумкин булган кучиш ] тушунчасн асосий 
унчалардан бирн з^нсобланадн. Бу тушунчани голоном богланиш 
илган ну^та учун киритамиз. Моддий ну^тага

5но.м стационар богланиш ^уйилган булсин. Бирор пайтда сирт 
адаги нуцтанинг эгаллаган з^олатидан богланишни цаноатлантир- 
з^олда фикран з̂ ар цандай элементар (жуда кичик) кучишлар 

«„■Ши мумкинлигини тасаввур цилайлик. Бу кучншларни нуцта ра
диус- векторининг сирт устида жойлашган елпнгичеимон орттирмалари 
тарзида таевнрлаш мумкин. Мазкур кучишларни биринчи тартибли 

нчик мицдоргача аницлик билан олсак, у холда бу кучишлар М 
тада сиртга утказилган уринма текисликда ётади (250-расм).

Хк ~  Хк 02» • • • • Чп' 0» __
У к =  у  к Ч2............<?„• 0. (к =  1 , N) (24.11)

=  -®* Яг' • • • * ЧП' ,

r h  — 0 ?  1» Ч 2  • • • » 9 п *  1 > Л ^ ) > (24.12)

157-§. Мумкин булган кучиш

/(*. У, Z) = 0 (24.13)



К,уйилган борланишни берилган он 
да цаноатлантирувчи нуктанинг э̂ ар 
Каидаи тасаввур ^илинадиган чекан 
кичик кучиши мумкин булган крчищ 
ёки виртуал кучиш дейилади. Нукта 
нинг мумкин булган кучиши br (6.v, 
by, 6z), 6s, 6ф лар билан белгиланад 

Агар нуктага стационар булмага
/ ( * .  У, 2,  0  =  о  (24.14)

/  богланиш ^уйнлган булса, у 3(0лда
нуктанинг мумкин булган кучиши вак - 

250- раем. нинг берилган пайтидаги аниц цайд
цилинган киймати учун ^исобланад 

яъни бунда 6/ =  0 деб ^аралади. Масалан, ^аракатдаги ёки дефор 
мацияланувчи сирт устидаги нуктанинг мумкин булган кучиши, бе
рилган пайтда сирт эгаллаган ^олатда нуктанинг сирт буйлаб эле
ментар кучишларидаи иборат булади.

Богланишни ^аноатлантнрган ^олда нуцтанинг фазода dt вак,: 
ичида элементар кучиши %ациций кучиш дейилади. Агар нуцтага 
(24. 13) богланиш цуйилган булса, у ^олда М  нуктанинг dt вац; 
ичидаги хацикий кучиши dr шу пайтда траекторияга уринма буйича 
йуналади (251-раем). Нуцтанинг ^ак.ик.ий кучиши нуктага таъсир 
этувчи кучларга, унга цуйилган богланишга ва бошлангич шартларга 
боглиц булади. Нуктанинг мумкин булган кучиши билан ^а^ик,ий 
кучиши орасидаги муносабатни ани^лаймиз. Агар нуцтага стационар 
борланиш ^уйилгаи булса, у ^олда нуцтанииг ^ар бир одиций ку
чиши бирорта мумкин булган кучиши билан устма-уст тушади. Ну^та- 
нинг з̂ ар бир мумкин булган кучишини голоном богланиш билан 
ифодаланган сиртга нисбатан нуктанинг нисбий кучиши деб цараш 
мумкин. Агар богланиш стационар булса, яъни сирт геометрик шак- 
лини узгартирмаса ва фазода кучмаса, сирт устидаги ну^та кучирма 
^аракатда ^атнашмайди ва нуктанинг барча мумкин булган кучиш-
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дари абсолют кучишлардан иборат булади. Бинобарин, кучлар таъси- 
ридаги нуцтанинг исталган_^ациций кучиши dr шу нуцтанинг бирор 
мумкин булган кучиши 6л билан устма-уст тушади.

Стационар булмаган богланншлар цуйилган нуцтанинг одиедй 
кучиши бирорта ^ам мумкин булган кучиш билан устма- уст тушмас- 
лиги мумкин._Бу ^олда ну^танинг зодиций кучиши dr унинг нис
бий кучиши Ьг (бирорта мумкин булган кучиш) билан сиртнинг 
кучиши ёки деформацияланиши натижасида ^осил буладиган цу- 
щимча drt кучишнинг геометрик йигиндисига тенг булади (252-расм):

dr =  Ьг +  dr,.

Механик система нуцталарининг мумкин булган кучишлари (Ьги 
Ьгг, . . . ,  Ьгк) туплами системанинг мумкин булган кучиши дейн
лади.

Нуцтанинг мумкин булган кучиши билан эодиций кучиши ораси- 
да урнатилган муносабатлар система ну^таларининг кучишига ^ам 

•тааллу^ли булади.
Агар система ну^тасининг радиус- векторини rk ва коорди- 

|наталарини x k, у к z k билан белгиласак, М к нуцтанинг мумкин бул
ган кучиши

K  =  * x J  +  6 y j + 6*к *
_  _  _

вектор билан ифодаланади. Бунда /', к. лар Oxyz инерциал систе
ма координата ук,ларининг бирлик векторларинн, Ьхк, Ьук, bzk лар 
эса мумкин булган кучишнинг мазкур уцлардаги проекцияларини 

; Ифодалайди ва координаталарнинг вариациялари дейилади.
М к нуцтанинг .\ацнций кучиши

d r k  =  d x J  +  d y J  +  d z k  *

вектор билан ифодаланади. Бунда dxk, dyk, d zk лар координаталар
нинг дифференциалини ифодалайди.

Системанинг ^олати умумлашган координаталар орцали ифодалан- 
ганда (24.11) ёки (24.12) га кура системанинг мумкин булган кучиш- 
ларини ^ам умумлашган координаталарнинг вариациялари орцалн 
ифодалаш мумкин.

Ю(\орида курганимиздек, системанинг мумкин булган кучншини 
аницлашда богланиш тенгламаснда t ни узгармас деб цараш керак. 
Шунинг учун (24.11) ва (24.12) да мумкин булган кучншнн анн^- 
лашда 6 /= 0  деб олинади. У ^олда Декарт координаталарннинг вариа- 

В ялари 6хк, 6у к, 6z k ва мумкин булган кучиш 6гк учун худдн куп 
Узгарувчилн функциянинг тулнц днфференциалнга ухшаш цуйидаги 
формулалар уринли булади:



Бунда бqlt bq2, . . . , bqn лар умумлашган координаталарнинг варна- 
цияларнни ифодалайди.

Системанинг ха^и^ий кучиши каралаётганда (24.12) да t  узгарувчи 
мнцдор деб олинади; у куйидагига тенг:

Бу тенгликни dt га булиб, система ихтиёрий нуктасининг тезлигини 
умумлашган координаталар ор^али ифодалаш мумкин:

Аналитик механикада системанинг харакати ёки мувозанатини тек- 
ширишда мухим ахамиятга эга булган яна битта тушунча— кучнинг 
мумкин булган кучишдаги иши тушунчаси кнритилади. Кучнинг 
мумкин булган б г кучишдаги элементар иши 6Л цуйндагича аниц- 
ланади:

Л

(24.16)

Л

(24.17)

бунда qt = - ^ L — умумлашган тезлик ва
dt

дг„ _  дх„ j  ■ ду„ j  дг„ -т 
dqi dqt d4i 1 dqt

(24.18)

158-§. Кучнинг мумкин булган кучишдаги иши. 
Идеал богланишлар

6Л =  F-br (24.19)



ЕКИ

6 А =  ХЬх +  Y6y +  Zbz (24.20)

бунда X , Y , Z  лар ~F кучнинг, бдг, 
бу, б2 лар эса мумкин булган ку
чиш 6г нинг Декарт координата ук;- 
ларидаги проекцияларини ифода- 

i лайди.
Кучнинг мумкин булган кучиш- 

дагн иши учун (24.19) га кура яна 
Еуйидагн ифодани ёзиш мумкин:

6Л =  | F |-| 6л |-cosa, (24.21)

бунда а  билан F куч ва мумкин булган кучиш 6 7  векторлари ора- 
Ксидаги бурчак белгиланган.

Агар системанинг хар кандай мумкин булган кучишида система
•  нукталарига цуйилган богланиш реакция кучларининг ишлари йигнн- 

диси нолга тенг булса, бундай богланишлар идеал богланишлар де
йилади; идеал богланишлар учун [куйидаги тенглик уринли булади.

(24.22)

бунда: N k — богланиш реакция кучи; бгк — мумкин булган кучиш. 
Идеал богланишга дойр бир неча миеол келтирамиз.

1. Силлик сирт. М  нуцта снллиц сирт устида харакатланганда 
снллик сиртнинг реакция кучи факат шу нуктада сиртга Утказилган 
нормаль буйича йуналган ташкил этувчидан иборат булади (253-раем). 
Мумкин булган кучиш эса М нуктада сиртга утказилган уринма те-

■ кнсликда ётади. Бинобарин, силлиц сиртнинг богланиш реакция кучи 
\ар кандай мумкин булган кучишга перпендикуляр равишда йунала
дн. Шу сабабли N  реакция кучининг ^ар цандай мумкин булган ку-

* чишдаги иши нолга тенг булади:

6 А =  N6 г =  0.
2. Цузгалмас нуктага эга булган жисм. Жисм^аракатн давомида 

J унинг битта нуцтаси цузгалмасдан цолсин. Бундай жиемга мисол та-
рицасида пилдиро^ни олиш мумкин. Бу э^олда иищаланиш эътиборга 

I олинмаса, жиемнннг ^ар цандай мумкин булган кучишида цузгалмао 
нуктага цуйнлган реакция кучининг иши нолга тенг булади.

3. Кривошип-шатунли механизм. О ва Л уцлардагн иищаланиш, 
шунннгдек В  сурилгич (ползун) йуналтирувчи буйлаб ^аракатлан- 
ганда ^осил буладиган иищаланиш кучи ^исобга олинмаса, кривошип*

> Шатунли механизмга цуйилган богланншларни идеал богланишлардан 
иборат деб караш мумкин (254-раем).

^аци^атан ^ам, механнзмнинг ^ар кандай мумкин булган кучи- 
Шнда О ну^та хузгалмас булгани £абабли N 0 реакция кучининг иши 
нолга тенг. N B-LSrB булганидан N B реакция кучининг мумкин бул-
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ган кучишдаги иши ^ам нолга тенг. А  ну^тада О А кровошип 
нинг АВ  шатунга таъсир кучини N А билан ^амда шатуннинг криво- 
шипга таъсир кучини N'A билан белгнласак, бу кучлар -\ар бирининг 
мумкин булган кучишдаги ,иши нолдан фар^лидир. Лекин Ньютон- 
нинг учинчи цонуннга кура N  А =  — ТГА булади ва бу кучлар цуйил- 
ган А нукта бир хил б гА кучиш олади. Бинобарнн, N А ва N'A куч 
ларнингбг^ мумкин булган кучишдаги ишларининг йигиндиси нолга 
тенг булади:

f f  А б7Д +  ■ Ч ,  -  (Р л ~  Ял) 67л  =  °-
Шундай цилиб, (24.22) шарт бажарилди.

159-§. Умумлашган кучлар

Система ну^таларига таъсир этувчи |кучларнинг мумкин булган 
кучишдаги ишларининг йигиндиси

V 6 ^ = V f * - 6 r “  (24.23)

4>ормуладан аник^панади. (24.15) ни эътиборга 'олиб (24.23) ни куйи- 
дагича ёзиш мумкин:

2 « л - 2 ' . - 2 ^ .
*= | i= 1 41

77777777-,

254- раем.

ёки йигандиларнинг тарти5нни узгартирсак,

h _  
dqi2  * * . - 2 2М  k=\
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булади. Бу тенгликда ушбу белгилашни киритамиз:

« . - 2  (24-24) *=1 41
у *олда

y t b A k =  \ Q t 6ql ^ Q t 6ql + . . .  +  Qnbqn (24.25) 
*=и

булади.
Q, катталнк умумлашган координата qt га мос келувчи умумлаш

ган куч дейилади. Бошк^ача айтганда, берилган механик система нуц- 
таларига таъсир этувчи актив кучларнинг мумкин булган кучишдаги 

I  элементар ишлари йигиндисидаги бирор умумлашган координатанинг 
орттирмаси олдидаги коэффициент системанинг ушбу умумлашган ко- 
ординатасига мос келувчи умумлашган кучни ифодалайди. Бу, умум
лашган кучни аницлашнинг биринчи усулидир.

Умумлашган кучни ^исоблашда ^уйидаги иккинчи усулдан ^ам 
даланилади. Бунда Qt умумлашган кучни ^исоблаш учун мумкин 

булган кучишлар шундай танланадики, фацат Q, га мос келган умум- 
I лашган координата qt узгарсин, яъни 6qt ф  О булиб, калган барча 

6qr  . . .  , 8ql+l, . . .  6qn лар нолга тенг деб царалади.
Барча кучларнинг бундай хусусий кучишдаги ишларининг йигин-

I  дисннн ( V f i^ j , .  билан белгиласак, унинг микдори (24.25) га кура 
' битта цушилувчи билан ифодаланади:

(24.26)
I Бундан

Ql ЬЯ1
Ни^оят, учинчи усулда, берилган индексли умумлашган куч

(24.24) га асосан

« . -  i  ( * .  f f +  У , %  +  Z . )■ О - 1. 2,............п) (24.27)

формула ёрдамида аналитик усулда ^исобланади.
Умумлашган куч Qi нинг умумлашган координата орттирмаси га 

купайтмаси ишнн нфодалаганлиги туфайли

1?1
булади. Бинобарин, умумлашган кучнинг улчови умумлашган коор
динатанинг улчовига богли^ булади. Агар умумлашган координата 
узунлик улчовига эга булса, у ^олда умумлашган кучнн куч бирли-
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гида (ньютонда) улчанади, агар умумлашган координата учун бурчак 
олинса, умумлашган кучнинг бирлиги куч моментининг улчов бирли- 
гида (Н-м) булади.

Механик система нуцталарига таъсир этувчи кучлар потенциалл i 
булганда умумлашган кучни хнсоблашни куриб чицамиз. Системанинг 
М к (хк, ук, гк) ( k ~  I, N) ну^таларига цуйилган кучлар U (хк, у к, 
потенциалга эга булсин. У холда (21.80) га кура кучнинг коорди
ната у^ларидаги проекциялари цуйидагича ифодаланади: 

dU 6D 7 ди
~  дук ’  ~  дгк

х . = ~ ,  
* дхк

(24.28)

(24.28) ни (24.27) га ^уйнб, умумлашган кучларни ашдланмиз:

=  1, N).Q, _ V ( ' ^ si l  +  f  * L + *  f i )
jm U  \ д х к dq( дук dqt дгк dq( J  fe=l

Бу тенгликларнинг унг томони, U функциянинг qt узгарувчилар 
буйича хусусий хосилаларнни ифодалайди. Бинобарнн, таъсир этувш 
кучлар потенциалли булганда умумлашган кучлар

6U
= l ’ N )  dqL

(24.29)

формула ёрдамида аншушнади.
Системанинг потенциал энергияси

П (Qv Яг> • • • * 7л) =  U (Qi* Qf • • • > Яп) 
булгани учун умумлашган кучни яна ^уйидагн куринишда ёзиш мум
кин:

Q i 
an
dqt

, ( t = l ,  ft). (24.30)

Агар ишцаланиш кучи мавжуд булса, у ^олда бу кучларни хам 
актив кучлар ^аторига цушиб, уларга мос умумлашган кучлар х»- 
собланадн.

, Умумлашган кучларни х11С°б-
лашга оид бир неча мнсол куриб 
чицамиз.

1. Огарлиги Р х ва узунлиги
I га тенг стерженга огирлнги Р., 
га тенг А  юк махкамланган. 
Стержень цилиндрсимон шарнир 
воситасида О ну^тага махкамлан
ган ва 2 уц атрофида эркин ай- 
ланиши мумкин. Цилиндрсимон 
шарнирни абсолют силлиц деб 
к^раб, стержень ва юкдан ташкил 
топган система учун умумлашган 
куч ашиушнсин (255-расм).
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j Стержень ва кждан ташкил топган механик системанинг ^олатини 
битта умумлашган координата билан аницлаш мумкин. Бу умумлаш
ган координата учун стержень огирлик маркази С нуктанинг коор
динатаси х  ёки стерженнинг вертикал дан ofhui бурчаги ф ни олиб, 
уларга мос келувчи умумлашган кучни эугсоблаймиз:

■  a) q =  х  булсин. Рх ва Р2 кучларнинг 6* кучишдаги ишини *и- 
СОблай.миз:

V6/1* =  Р ^ х  +  Рг-2Ьх =  (?! +  2Р2) Ьх.
Бинобарин, умумлашган куч

0 Х ~ Р 1 +  2РШ
булади;

б) q =  ф булсин. Р х ва Р2 кучларнинг 6ф мумкин булган кучиш
даги ишини

6/4 =  М г бф
формуладан аницлаймиз. Бунда

А1г =  — Р. —  sin ф
1 2 Y

Р21 sin ф

булиб, айланиш укига нисбатан берилган кучларнинг бош моментини

J ифодалайди. Шундай цилиб, бу ^алда умумлашган куч Q9=  М е бу- 
Ьадп.

п  (24.27) формулада =  дс =  —  со5ф, х 2 =  2х =  I cos ф эканли

гини назарда тутиб, Qx ва (?ф учун яна куйидаги ифодаларни оламиз:

Q =  X* —  =  Р, 
*  й  *  *  1

д ф
+  Ра

3 (/ cos (р)

=  — —  I sin ф — Р 2 / sin ф =  Afe.

2. Эпициклик механизмда Р  радиусли

(цузгалмас гилдирак 1 буйлаб ^аракатла- 
J  нувчи г радиусли сателлит 2 ни ОС 
кривошип .^аракатга келтиради (256- раем). 
Кривошипга айлантирувчи момент М 1ЙЯ 
КУйилган. Ишкаланиш кучлари сателлит 
Уки С да ишкаланиш моменти /Ииш ни 

t вужудга келтиради. .Механизм горизонтал 
\ текисликда жойлашган. Умумлашган 

координата учун кривошипнинг айланиш 
бурчаги ф ни олиб, унга мос умумлаш
ган куч ^исоблансин. 256- раем.



Механизм >(аракатланувчи цнсмларинннг ^олати кривошипнинг о 
нуцта атрофидаги айланиш бурчаги ср билан аницланади. Механизм г , 
Куйидагн актив кучлар таъсир этади: механизм едсмларининг огир
лик кучлари ва М,йл айлантирувчи ^моментни вужудга келтирувчи 
кучлар; бу кучлар ь*аторига ишцаланиш моменти Миш ни 1$шамиз. 
Умумлашган кучни ани^лаш учун кривошипга бф мумкин булган 
кучиш бериб, едйд цилинган барча кучларнинг бу кучишдаги иш- 
ларини ^исоблаймиз. Огирлик кучларининг иши нолга тенг булади. 
Чункн масаланинг шартига кура, механизм горизонтал текисликда 
жойлашганидан механизм нуцталаринннг кучиши огирлик кучига пер
пендикуляр йуналади. У ^олда

2 б Л ,  =  6Л (Майд) +  6Л (/Инш)
*-i

булади. Кривошип бурчакка бурилганда .М1ЙД моментнинг ишн

6Л (/И,йл) =  Л*1йд-6ф

га, шщаланиш моментининг иши эса 6Л (Миш) =  Л̂ иш-бф, га тенг 
Бунда бфг сателлитнинг нисбий кучиш бурчагидир:

бф, =  - - -  - бф. 
г

Шундай цилиб,

V  6ЛЛ =  ( м 1Лл —  -£-^-Л1иш) бф.
*=1 v т '

Бу формулада бф олдидагн ф коэффициент умумлашган координатага 
мос булган умумлашган Qv кучни ифодалайди, яъни

160- §. Мумкин булган кучиш принципи

Мумкин булган кучиш принципи берилган кучлар таъсиридагн 
маълум богланншлар ^уйилган механик системанинг мувозанат шар- 
тини ифодалайди.

Актив кучлар таъсиридаги идеал, бушат майдиган ва стацио
нар богланиш,юр цуйилган механик система мувозанатда булиши 
учун система нуцтыарининг хар кандай мумкин булган кучишида 
барча актив кучлар элементар ишларининг йигиндиси \амда сис
тема барча нуцпаларининг бошлангич тезликлари нолга тенг бу
лиши эарур ва етарлидир, яънн

\] 6 Л 4 =  V f 4.6 7 4 = 0 . (24.31)

3 а р у р л и г и. N  та моддий ну^талардан ташкил топган механик 
система мувозанатда булсин. Системанинг бу мувозанат ^олатндан
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257- раем. 258- раем.

>£р цандай мумкин булган кучишида барча актив куч-тар элементар 
ишларннинг йигиндиси нолга тенг булишини исботлаймиз.
■  Системанинг бирор А к нуцтасини олиб, унга таъсир этувчи актив 
кучлар \амда богланиш реакция кучларининг тенг таъсир этувчи- 
ларини Fк ва N k билан белгилаймиз (257-раем). А к нуцтага цуйил- 
ган богланишлар таъсирн богланиш реакция кучи билан алмаштирил- 
ганлиги туфайли бу нукта эркин нукта деб царалади. Механик сис
тема мувозанатда булгани учун унинг ^ар бир Ак нуцтаси \ам му-

тенгламалар уринли булади.
I Системанинг э^р бир А к нуцтасига бгк мумкин булган кучиш бе- 

риб, (24.32) нинг иккала томонини Ьгк га скаляр купайтирамиз:

I Система нуцталарига дуйилган богланишлар идеал богланишлар- 
Дан иборат булгани учун

Шу сабабли (24.33) дан исбот цилиниши талаб этилган (24.31) тенг
ликни оламиз.

Е т а р л и л и г и .  (24.31) шарт бажарилса, система мувозанатда 
булишини исботлаш учун муло^азани тескаридан бошлаймиз. Даст- 
лаС> мувозанатда булган система ну^таларига Fk актив кучлар таъ
сир этиши натижасида (24.31) шарт бажарилишига ^арамай, система
нинг бирор А к ну^таси ^аракатга келади деб ^райлнк. Бош^ача айт-
ганда, А к нуцтага таъсир этувчи Fк ва N к кучларнинг тенг таъсир 
РГувчиси R'k нолга тенгбулмасин (258-раем). Дастлаб А к нуцта тинч

возанатда булади. Шу сабабли
Fk +  N k =  0, ( h = l ,  2 ............N) (24.32)

(24.33)

V W , . 6 r , _ 0 .
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^олатда булгани учун R'k куч таъсирида А к ну^та бу кучнинг'таг, 
сир чизиги буйича йуналган бирор drk .\ак,и^ий кучиш олади. Сиск-. I 
мага цуйилган богланишлар стационар булгани учун йгк дающий к • 
чиш бирор б г к мумкин булган кучиш билан устма-уст тушади ва r , j 
кучиш учун

R k'b  гк =  (Fk +  Ь гк > 0

буладн. Системанинг барча нуцталарн учун бундай тенгсизликларнн 
ёзиб, уларни цушсак,

муносабатни оламиз.
Система ну^таларига 1$йилган богланишлар идеал богланишлар-, 

дан иборат булгани учун

Шу сабабли цуйидаги тенгснзлик уринли булади: V  Fk-b rk > 0 .  Jk-
кин бу натижа цабул килинган (24.31) шартга знддир. Бинобарин, 
бу шарт бажарнлганда систеш мувозанатда булиши керак. Шунд; ,: 
цилиб, (24.31) шарт .\аци^атан а̂.м механик система мувозанатининг 
зарур ва етарли шартини ифодалашини исботладик.

(24.31) тенглама статиканинг умумий тенгламаси дейилади. Б\ 
принцип Лагранжнинг мумкин булган кучиш. принципи деб ^а\: 
юритилади.

Мумкин булган кучиш принципннннг Декарт координата Уцлари- 
даги ифодаси цуйидагича ёзилади:

V ( ^ * 4  +  y * 4  +  z * 4 )  =  °- (24-34)
Агар механик система нуцталарига стационар булмаган боглании - 

лар цуйилган булса, у ^олда система ну^талари ^аракатланувчи ёки 
де(}юрмацияланувчн сиртлар устнда цолиши керак. Мумкин булган 
кучиш эса вактнинг ^ар бир пайтида сирт буйлаб кучишдан ибора 
Бинобарин, стационар булмаган богланишлар ^уйилган системага мум
кин кбулган кучиш принципини цуллаш натижасида система нуцта- 
ларининг сиртлар устидаги нисбий мувозанати аннцланади.

161-§. Механик системанинг умумлашган координаталардаги 
мувозанат шартлари

Голоном богланишлар цуйилган N  та ну^тадан ташкил топган ме
ханик системанинг эркннлик даражаси п га тенг булсин. У ^олда 
бундай системанинг холатини <?,, q2, . . . .  qn умумлашган коорднна- 
талар билан аницлаш мумкин.

(24.23) ва (24.25) га асосан системанинг мувозанат шартн (24.31) 
ни цуйидагича ёзамиз:
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Qjfi?, +<?26?2 + ..  .+ Q n8<7„ = 0. (23.35)
бунда барча qv qv  . . .  , qn умумлашган координаталар эркин 
булгани учун уларнинг б  qt ( /= 1 , 2, . . .  , п) орттирмалари хам эр
кин булади. Шу сабабли мувозанат шартларини цуйидагича ёзиш
цумкин: Q, =  О, Q2 =  0............ Qn =  0. (24.36)
К Бушатмайдиган голоном ва идеал богланишлар цуйилган, эр- 

кинлик даражаси п га тенг булган щ нда  ихтиёрий хрлати qu 
( / , , • • •  . qn умумлашган координаталар билан аникланадигаи ме
ханик система мувозанатда булиши учун танланган умумлашган 
координаталарга мос умумлашган кучлар нолга тенг бдлиши зарур 
ва етарлидир.

Кучлар потенциалли булган .уэлда (24.30) га кура мувозанат 
шартларини

—  = 0, —  = 0.........—  = 0 (24.37)
дЯх dq,  дЯп

куринишда ёзиш мумкин. Бу тенгламалар умумлашган координата
лар ор^али ифодаланган потенциал энергнянинг экстремумга эга бу
лиши учун зарурий шартни ифодалайди. Шундай цилиб, голоном 
системанинг мувозанат цолатида потенциал энергия экстремумга 
зришшии мумкин.

54- масала. Q юк О А =  0,6 м ли даста билан харакатга келтнри- 
идиган домкрат ёрдамида кутарилади. Дастанннг учига унга перпен
дикуляр булган />= 1 6 0 Н  куч цуйилган. Домкрат винтннинг радами 
h — 12 мм. Q юкнинг мицдори аниклансин (259- раем).

Ечиш. Q юк ва ОА дастани механик система деб цараб, система 
|ухталарнга мумкин булган кучиш берамнз. Бунинг учун О А дастани 
Р куч йуналишнда бф бурчакка бурамиз. У у ^ д а  Q юк вертикал 
тарзда юцорига 6 гв  га тенг микдорга кучади. Системанинг мувоза» 
нат шартини ифодаловчи (24.31) тенглама цуйидагнча ёзнлади:

Р  • ОЛ’бф — Q-6rB =  0,
бундан

0  _ _ Р-ОА Ыр 
4  6 гв  •

8ф ва б г в  мумкин булган кучишлар 
врасидлги муносабатни аншуиймиз. Q 
Юкнннг илгарнланма харакати ОА даста- 
Нинг айланиш бурчагнга мутаносиб бу
лади ва даста 2л га тенг бурчакка 
■йланганда Q юк вертикал буйича винт 
Чадами h =  12 мм =  0,0012 м га тенг 
Иасофагл кутарилади. Шу сабабли
Р  =  ^  , бундан бф =  ^  -бгв . Натн- 
■Вда 259- раем.
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ч Q =  2л*Р — =  
h

=  2 -3 ,1 4 -1 6 0 --5 ^ -= 5 0 2 0 0  Н  
0,0012

55- масала. Вертикал текисликда 
жойлашган R  радиусли э̂ алца (айла
на) буйлаб ^аракатланувчи, отрлищ

— Р  га тенг булган А  шарчанинг mv.
2 возанат ^олати аншушнсин (26 0 - 

расы).
Ечиш. Айлананинг марка .ими 

координата боши учун олиб, Ох, Оу 
у уларни расмдагидек йуналтирачиз. 
Нуцтага цуйилган богланиш тенгла
масини

х* + у 2 —  /?2 =  0
куринишда ёзиш мумкин. Шарчанинг х, у  координаталари орасида 
битта богланиш мавжуд булгани учун унинг эркинлик даражаси 
битта булади. Шу сабабли шарчанинг айланадагн ^олати битта умум- 
лашган координата q билан аншушнади. Умумлашган координата 
учун Z. у 0 А = у  бурчакни оламиз. Нуцта айлана буйлаб ^аракатланга- 
ни учун Р  кучнинг бф мумкин булган кучишдаги элементар ишн

6Л =  PR  sin ф • бф 

формуладан ^исобланади. Шу сабабли Qv к,уйидагича булади:

Q(f =  —  =  PR  sin ф.
«Ф

Шарча мувозанатда булиши учун (?ф =  0 ёки PR  sin ф =  0 шарт ба- 
жарилиши керак. Бунда ф =  0, ф =  180° булганда шарча мувозанат
да булишини курамиз. Демак, шарча вертикал у^ устига тушган *0- 
латидагина мувозанатда булиши мумкин.

56- масала. Учта таянчда ётган AD  тусин С ну^тада шарнир 
билан бириктирилган иккита едсмдан иборат. Тусиннинг АС цисмига 
Рх =  8000 Н, Рг =  6000 Н га тенг вертикал кучлар цуйилган; CD 
цисмига эса моментн М  =  4000а Н • м га тенг ва соат милининг ай
ланишига теекари йуналишда жуфт кучлар куйилган (261- расм, а)- 
Улчамлар шакл да курсатилган. А, В, D лардаги таянч резкциялари 
аник,лансин.

Ечиш. AD  тусинни мувозанатдагн АС ва CD тусинлардан иборлт 
иккита цатти^ жиемдан ташкил топган система деб едраймиз.

Бу масаланн статика усулида ечиш учун тусиннинг АС цисмини 
фикран ажратиб атиб, CD цисмининг унга курсатадиган таъсирини 
куч билан алмаштирнб, АС учун мувозанат тенгламасини тузиш ке
рак. Худди шунингдек, тусиннинг CD цисми учун .\ам мувозана 
тенгламаларини тузнб, олинган тенгламалар системасини биргаликда

260- расм.
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а)

JST 2а

Pi

2а
Ь

/4

М

;а  j < а

дчиил керак. Бу усул ан- 
■ ' машаэдатли булиб, 
тзянч реакциялари фа^ат 
фрча мувозанат тенгла- 
К*ринм тузгандан ке- 
йин топилади.

Мумкин булган ку- 
чИц] принципини цуллаш 
Кдасасида эса мос ра- 
^цида тузилган битта 
^нгламадан керакли та
янч реакция кучини 
зниклаш мумкин. Бу 
усул масаланн ечишни 
анча соддалаштиради.

Мумкин булган кучиш 
принципини цуллаб А , В 
ва D таянчлардаги реак
ция кучларини аниклан- 
миз.
I  Таянч реакция кучи 

Ra ни аницлаш учун А 
таянчни фнкран олиб таш- 
лаб, унинг таъсиринн шу 
куч билан алмаштирамиз.
К А нуктага вертикал 

юкорнга йуналган 6 г а 
мумкин булган кучиш
бВвмиз (261-раем, 6). Pt ва Р2 кучлар цуйилган К  ва Е  нуц- 
таларнннг мумкин булган кучишини б г к  ва ЬгЕ билан белгилаймиз;

— CD тусиннинг бурчак кучиши. Учбурчаклар нинг ухшашлигидан 
(мдаллниб, мумкин булган кучишлар орасидаги муносабатларни то
памиз:

|р,
л *

2 Л Vм
А,

—----- o/j
ч -  ^

с
В

Ж
261- раем.

<5rh

2 Ь г к — АЬг Е =  2 б rc =  4 а бср./Г— ~'J'к ~ е — с —  1 “ «Т* (1)

|  Мумкин булган кучиш принципини цуллаб берилган кучлар ва 
А кция кучининг мумкин булган кучишдаги ишларининг йигиндиси* 
ни нолга тенглаймиз:

R a 6 r A —  Pi 6 гк  +  Рг б гЕ +  Мб<р =  0. (2)

[ (1) ни эътиборга олиб, (2) даги 6 гд олдидаги коэффнцнентни 
Нолга тенглаштирсак, цуйидаги ифэда .ухгил булади:

1 р г + 1  м  =  0.
4 2 1а

%ндаи R a =  1500 Н булишини анюушймиз.
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R B таянч реакция к учини аншуиш учун В  таянчни фикра„
олиб ташлаб, унинг таъсирини шу куч билан алмаштирамиз.

С шарнирга вертикал тарзда юцорига йуналган Ьге мумкин бул. 
ган кучиш берамиз (261-расм, в).

Ри Рг ва R B кучлар ^уйилган К , Е  ва В  нуцталарнинг мум ;н 
булган кучишини Ь гк , Ь гЕ ва Ьгв  билан белгилаймиз; бф — СО 
тусиннинг бурчак кучиши. Бу мумкин булган кучишлар орасид . | 
муносабатни аниклаймиз:

6 rc =  -g6r£ = - | б г в =Эбгл =  2абф. (3)

Мумкин булган кучиш принципини цуллаймиз:
— Р\Ьгк  + R a Ьгв  — Р ,б г £ — М бф — 0. (4)

(4) даги барча орттирмаларни (3) дан фэйдзланиб бгс ор^али ифода- 
лаймиз ва унинг олдидагн коэффициент! нал га тенглаштирамиз:

----- — 1 р 2 —  ^  =  0.
3 1 3 8 6 2 2а

Бундан R B =  14500 Н эканлигинн аниклаймиз.
^  ни^аншугаш учун D  таянч таъсирини шу куч билан алмашт;:- 
рамиз.
мп D  ну^тага вертикал тарзда юкорига йуналган б rD мумкин булган 
кучиш берамиз. У ^олда CD тусин соат милининг айланишига тес- 
кари йуналишда бф бурчакка бурилади ва

6 Ф -  (5)

булади. АС тусиннинг ^олати узгармасдан цолади (161-расм, г).
Мумкин булган кучиш принципини ^уллаб цуйидаги тенгламанн 

оламиз:
R D'&rD + М б ф  =  0, (6)

бундан /?D =  — 2000 Н. Бунда манфий ишора R D таянч реакция 
кучининг вертикал тарзда пастга йуналганлигини ифодалайди.

162- §. Динамиканинг умумий тенгламаси (Даламбер — Лагранд
принципи)

Теорема. Агар ^аракатдаги механик система нукта-чарига идеа * 
ва бущатмайдиган богланишлар к,()йилган б^лса, у  %олда сист ем  
нуцталарига таъсир этувчи актив кучларнинг %амда инерция куч
ларининг .\ар кандай мумкин булган кучишдаги элементар ши.и> 
рининг йигиндиси .\ар онда нолга тенг булади, яъни:

2  (Fk + Ф * )  67* = 0 .  (24.38)
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|  Исбот.. Агар Fk актив кучлар ва N k идеал богланиш реакция 
■■лари таъсирида хаРакатланаётган механик система нуцталарига 
цос равишда Фд инерция кучларини цуйсак, у д о д а  Даламбер прнн- 
■пига кура бу кучларнинг геометрик йигиндиси ^зр онда нолга тенг 
булади:

Fk + N k + Ф к = 0  ( k =  1,2.......... N). (24.39)

I Система ну^таларига ихтиёрий мумкин булган кучиш берамиз ва 
(24.39) тенгламаларнинг ^ар бирини мос нуцтанинг мумкин булган 
Нчиши Ьгк га скаляр купайтирамиз; олинган ифодаларни ^адлаб 
■ушиб цуйидаги тенгламанн оламиз:

£  (^* + Мк +  Ф*) • 67* =  0. (24.40)

Висте мага куйилган богланишлар идеал булгани учун £  N k -б гк = 0 . 
ЦК сабабли (24.40) дан исбот цилиниши зарур булган (24.38) тенг- 
F  ани эрсил ^иламиз:

2 (7 ,+ ф * )-б г *  =  о.
Бу тенглама динамиканинг умумий тенгламаси дейнлади. Ушбу 
Тенглама Даламбер принципи билан Лагранжнннг мумкин булган ку
чиш пршшипларининг мажмуасидан иборат.

Шунинг учун бу принцип Даламбер— Лагранж принципи дейи-

h
Ьфи

(24.38) ни Декарт координата уцларидаги проекциялари ор^али 
даласак,

£ [ ( * *  — mx xk) Ьхк +  (Ук —  тк у к) б у „ + ( г к —

— m k z k)f>sk] =  0 (24.41)
ярсил булади.

(24.41) тенгламадан фойдаланиб 
еренциал тенгламаларинн чнь̂ а- 

риш мумкин.
57- масала. Марказдан цочувчн 
глагич вертикал уц атрофида 

гармас о) бурчак тезлик билан 
панади. Шарларнннг ^ар к;айсиси Р х 
рликка, С муфта эса Рг огарлик- 

ка эга эканлигинн ^исобга олиб, 
ОА ва ОВ стерженларнинг вертн- 

лдан ошш бурчаги аницлансин; 
мма стерженларнинг узунлиги бир 
л ва / га тенг (262- раем).

Ечиш. Координата ук;ларини ут- 
миз. Системанинг эркинлик да-

механик системанинг хаРакати
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ражаси бирга тенг. Системага Рх — шарларнинг огирлик кучлари 
Р2 — муфтанинг огирлик кучи таъсир этади. Бу кучлар цаторцГа
шарларнинг

Ф. =  ф п =  - 1 г (Оа =  - 1/ sina-or
8 8

марказдан цочувчи инерция кучларини цушиб динамиканинг умум^й 
тенгламасини тузамиз:

Р ^ У л  + P i b y  в  +  Рг Ьус + Ф в Ь хв  —  Фл (>х л = 0 .

Расм дан:
У л =  У в  = / c o s a ,  ус =  2 /cosa ,

(1)

х . =  — /s ina , /s ina .
Демак, /4, В  ва С нуцталар координаталарининг вариация.: рц 

^уйидагича аникланади:
ЬУл ~  Ь у в  — ~ / s i n a -ба,  Ьус =  — 2 / s i n a -б а,

бхм =  — / ? o s a - 6 a ,  6 х в = /cosa-6a .
Шу сабабли (1) цуйидагича ёзилади:

2 / ( — Pi sin a  — sin a  +  Фв cos a) 6 a  =  0.

Бундан
Фв cos a  =  (Pt +  P J  sin a- 

Бу тенгликка Фв нннг цийматини к,уйиб, s ina  га циседртиреак,

Рг— / (о* cos2a  =  Pt +  Рг 
е

булади. Бундан

cosa = (Pi +  P Jg
P iW

эканлигини топамиз.
58- масала. Кузгалувчи С 

блокни ушлаб турадиган ип у К* 
лари ^узгалмас булган А ва В 
блоклар орцалн утган; ипнинг 
блоклар устида булмаган цисмла* 
ри вертикал тарзда огилиб ту ра
ди. С блокка огирлиги Р  = 40  Н 
булган тош осилган, ип учларигл 
огирлиги Pi =  20 Н, Р2 =  30 Н 
булган юклар богланган. Блоклар 
билан ип массасини ва у^лардаги 
ишцаланишни .\исобга олмай, хам- 
ма юкларнинг тезланиши аниклан- 
син (263- расм).
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Ечиш. М и М 2 ва М  юклардан ташкил топган моддий нуцталар 
системасининг харакатини текширамиз. Системага цуйилган богланиш 
(блоклар ор^али утказилган чузилмайдиган ип) идеал богланишдан 
иборат.

х  у^ни вертикал тарзда пастга йуналтирамиз. Ип чузилмайдиган 
булгани учун юкларнинг координаталари орасида цуйидаги богланиш 
мавжуд булади:

2 х  +  Х\ +  хг =  const,
бунда х  — С блок марказининг, х х ва xt — Afx ва М 2 юклар огирлик 
марказларининг координаталари. Богланиш тенгламасига кура, система 
нуцталарининг мумкин булган кучишлари орасида цуйидаги муноса
бат уринли булади:

2бх  +  б*1 +  блг* =  0. (1)
Бундан ташщари,

2 х + х 1 +  хг =  0. (2)

Бу тенгликларда: Ьх, 6 x v Ьх2 — мумкин булган кучишлар, x  =  w, 
Хг =  х2 ==w2 — мос равишда С, Му ва Мг нукталарнинг тезла
ниши. о»! ва w2 ни вертикал тарзда пастга йуналган деб фараз ^и- 
ламиз, у холДа w юцорига йуналади. Ф„ Ф2, Ф инерция кучлари 
мос тезланишларга тескари йуналади.

Динамиканинг умумий тенгламасини тузамиз:

(Л  ~  -  *i) б х, +  (Р2 -  -*  • x j  б +  (Р -  -  х) 6 х =  0, (3) 
g g g 

ёки (1) дан бдс ни бдсг ва Ьх2 ор^али ифодалаб, (3) га ^уйсак,

(2 Рх (g —  x j  —  P ( g  —  x)] 6 x x -f- 

+  [2 P2 (g —  x2) — P (g — дс)] b x2 =  0
Хосил булади. Бу тенгламада 6 Xj ва б х2 лар ихтиёрий хам да бир- 
бирига богли^сиз булгани учун улар олдидаги коэффициентлар нол
га тенг булиши керак;

2 Рх (g —  Ху) —  Р (g —  х) =  0.

2 Рг ( g - x 2) - P ( g - x )  =  0.

(2) дан х  ни х х ва х2 ор^али ифодалаб, бу тенгламалар снстема- 
сини цуйидагича ёзиш мумкин.

(4 P 1 +  P)'xl + P x t =  2 ( 2 P l - P ) g ,

Рхх +  (4 Р2 +  Р)х2 =  2 (2 Р2 — Р) g.

Бу тенгламалар системасини ечиб, изланаётган номаълумларни 
аницлаймиз:



;  - r  * p i p t + ( p i - 3 p r ) p
1 4 Я ,Р ,+  (Р1+ Р , ) Р  *

X  - г  4(/>«Я» + ( Р , - З Я , ) Р
2 4 P lP1+ ( P l + P t) P  ’

_ _ 4 р , р , - (р, +  p j p  

2 * ^ Л + С Л + ^ Р  ’
Сон ^ийматларини куйсак, цуйидагн иатижага эришамиз:

I •• з 1
X, = -------g, X2 =  —  g, X — --------g.i 11s * 2 И * 11s

Бунда манфнй ишора юклар тезланиши юцорига йуналганлнгини 
ифодалайди. Шундай цилиб, курилаётган ^олда М г юк пастга, М х 
ва М  юклар ю^орнга йуналган тезланишлар билан ^аракатланади.

163- §. Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалари
Голоном идеал ва бушатмайдиган богланишлар цуйилган N  та 

ну^тадан ташкил топган механик системанинг эркинлик даражаси п 
га тенг булиб, холати </,, qv  . . .  , qH умумлашган координаталар 
билан аншутансин:

Маълумки,

Г =  гк (Чи Яг........... Чт< 0. (* =  1 .2..............\ ) .  (24.42)

Динамиканинг (24.38) умумий тенгламасида ФА = — m kwk =

=  — тк гк эканлигини эътиборга олиб, уни цуйидагича ёзиш мумкин:

2  —  mk~ J  Ь~к =  °- <24 -43>*=i
(24.15) га кура система ну^таларинннг мумкин булган кучиши умум
лашган координаталар орцали куйидагича ифодаланади:

П __

б7‘ =  X  ^ ЬЧ({к =  *’ 2...........N)' (24'44)
i =  1

(24.44) ни (24.43) га цуйиб, йигинди тартибиии узгартирсак.



умумлашган кучларни) ифодалайди. Бундан таш^ари, цуйидаги ай- 
ннятдан фойдаланамнз:

•г  дТк А / - г  9Tk \  J .  d дТл
* dt { * dqt J * dt dqt )

_  drk d drk
Бу айниятдаги ва — -щ-  ^адларнинг фацат голоном системага

хос булган бошедча ифодасини топамиз. Бунинг учун (24.42) дан ва^т 
буйича ^осила оламиз:

— дгь • дгь • дгк • дгк ___
гк =  — -  4i +  - г — Яг +  • • • Н----- Q-q-----Я„ +  * (24.48)

ря 1 0</п " <я

(24.48) тенгликнинг з̂ ар иккала томонидан <7/ — умумлашган тезлик 
буйича хусусий ^осила оламиз:

( 2 4 4 9 )
d q t  dqi 

дгь d drh
(24.49) ёрдамида — ~  аникланади. — - 5—- нн аншуюш [учун

ч^1 dt °4i
(24.48) нинг иккала томонидан qt буйича хусусий ^осила оламиз:

•

д~* _  д'~* ' . а‘7* ;  . о. ;  . я*7* (24.50)
dqt dql dql *" dqtdq( ‘ ' ' * 1 d?n dft "n

Бундан ташцари, умумлашган координаталарга ва ва^тга ошкор 
дг*

равншда боглиц булган функциянинг ва^т буйича тулиц ^оси-

ласини оламиз:

i l - ■■ +Й-Л + Щг »">
(24.50) ва (24.51) ларнинг >?нг томонлари иккита узгарувчи буйи

ча иккинчи тартибли хусусий эрсилалар днфференциаллаш тартибига 
богли^ булмаганидан узаро тенгдир.

Шундай цилиб,

d д~7к д7~к_________ (24.52)
dt dqt dqt

(24.49) ва (24.52) ларга асосан (24.47) айниятни цуйидагича ёзиш 
мумкин:

• • 

т . .  =  — (тк • - 5 - " |  (24.53)
* *7* dt \  к d q i )  к *!t
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^  -  д Г(24.53) ни эътиборга олиб, (24.45) даги у / п .  г. • —  учун ушбу
* * Wi

*=1.
ифодани оламиз:

<24-54>

(24.54) нинг унг томонинн бошцача куринишда ёзиш учун система
нинг кинетик энергиясини киритамиз:

N

*=i
ёки vk =  гк эканлигинн .\исобга олсак,

7' =  т £ т *7*’ <24-55>
г  *= t

(24.48) ва (24.42) лардан курамизки, гк функция умумий ^олда

барча qr qt га (жумладан, q( га чизицли равишда) ва вацтга борлиц 
булади. Бинобарин, системанинг кинетик энергияси ^ам мазкур узга- 
рувчиларга бомиц булади:

Т  = Т  (qlt qt ............qn, qv qt ...............qn, /). (24.56)

Системанинг T  кинетик энергиясидан q( ва qt узгарувчнлар буйи
ча мураккаб функцияни днфференциаллаш цоидасига кура хусусий

^осилалар оламиз. Бунинг учун дастлаб г2к =  гк-гк скаляр купайтма-

дан qi ва q( лар буйича хусусий х°сила оламиз:

дТ* _ 9г-  д~ “ д~г*> _ o t  H l

дд( ~  *' *  *
у холда

дт N _L дГк дГГ "  -  д7к
— — =  N ть V  Т 7' ' ~г~  =  — ™.r. • -з—1 • 
d qi <*7i дЯ\ *=1 * * дЯ\

Бу муносабатларни эътиборга олиб, (24.54) ни цуйидагича ёзиш мум*



(24.46) ва (24.57) га асосан (24.45) ушбу куринишнн олади:

(24 58>

(24.58) тенглама динамика умумий тенгламасининг умумлаш
ган координаталардаги ифодасидир. Бу тенгламада

э̂ ад система ну^таларинннг f>qu bq2, . . .  , 6qn мумкин булган ку- 
чишдаги барча инерция кучлари ишларининг йигиндисини ифодалайди,

(24.58) да барча умумлашган координаталарнинг орттирмаларн bqu
6 q2, . . . .  , б qn эркин булгани учун улар олдидаги нфодаларни ай
рим-айрим нолга тенглаш мумкин.

Шундай цилиб, цуйидаги п та тенгламалар системасини оламиз:

(24.59) тенгламалар Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалари ёки 
механик системанинг умумлашган координаталардаги %аракат диф
ференциал тенгламалари дейилади. Бу тенгламалар сони системанинг 
эркинлик даражасига тенг булиб, системанинг умумлашган коорди- 
наталарига нисбатан иккинчи тартибли дифференциал тенгламалардан 
иборат. Уларни интеграллаб ва интеграллаш доимийларини ^аракат- 
нинг бошлангич шартлари асосида аницлаб, системанинг умумлашган 
координаталар орцали ифодаланган п та ^аракат тенгламаларини ола- 
миз:

Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалари аналитик механикада му- 
^им а^амиятга эга ва купгина техника масалаларини ечишда улардан 
самарали фойдаланилади. Лекин бу тенгламалар таркибида богланиш 
реакция кучлари цатнашмайди. Шунга кура реакция кучларини аниц- 
лаш лозим булганда Даламбер принципи цулланилиши мумкин.

(24.60) ни (24.42) га цуйиб система нуцталарининг радиус- век- 
торлари аникланади:

Натижада система нуцталарининг ^аракат цонуни вектор усулнда 
аникланади. У ^олда инерция кучларини

П

ёки
_ £  дТ дТ 

dt d'qt d4i
=  <?,, (i -  1,2...........я). (24.59)

Й1 ■» (»' =  1.2, n). (24.60)

r* =  r*(/). (* =  1.Л0
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формуладан аниклаш мумкин.
Даламбер прннцнпнга асосан номаълум богланиш реакция кучла

рини топамиз:

=  -  - F t , (k =  Г й ) ,

бунда Fk — система ну^таларнг J цуйилган, берилган кучлар.
Шундай цилиб, механикада голоном богланишлар цуйилган сис

теманинг берилган кучлар таъсиридаги харакатини ани^лашга дойр ма- 
салани икки цисмга булиб ечиш мумкин.

1. Лагранжнинг тенгламалари (24.59) ни интеграллаб харакат 
тенгламалари топилади.

2. Даламбер принципи воситасида номаълум богланиш реакция 
кучлари аншушнади.

1б4-§. Потенциалли кучлар таъсиридаги механик система 
учун Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалари. Циклик 

интеграллар

Агар механик система ну^таларига фа^ат потенциалли кучлар таъ
сир этса, у холда умумлашган кучлар (24.30) дан аницланади. Бу 
Холда Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалари (24.59) цуйидагнча 
ёзилади:

d дТ дТ дП  /• I о \ /гм c i \—  — ----------- т -  = ------- —  , ( * = 1 , 2 .............л). (24.61)
а‘  дЧ i dq( d q t

(24.61) да ни тенгламанннг чап томонига утказамиз. Бун

дан ташцарн, потенциал энергия П  богланишлар стационар булмаган 
Холда умумлашган тезлнкларга богли^ булмаганлигндан =  0.

dqt
Шу сабабли

дТ _д (Т  — Я)

dqt dq(

деб ёзиш мумкин. Натижада (24.61) ушбу курннишга эга булади:

—  dJL= zU L —  а(Г— «= о, (I =  I, 2........... л). (24.62)
*  dqt dqt

(24.62) да L =  T  — П  белгнлаш киритамиз. Умумлашган коор
динаталар ва умумлашган тезликлар функцияси булган L Лагранж  
функцияси ёки кинетик потенциал дейилади. Бу белгилашга кура
(24.62) цуйидагича ёзилади:

±  J k .  _  =  о  (| =  1, 2........... л). (24.63)
dt dqt oql
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(24.63) тенгламалар потенциалли кучлар таъсиридаги система 
учун Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалари дейилади.

Циклик координаталар ва циклик интеграллар. Кинетик потен
циал L  нинг ифодасида ошкор равишда цатнашмайдиган умумлашган 
координаталар циклик координаталар дейилади. '

Агар п  та умумлашган координаталар орасида^ s та циклик коор
динаталар qlt q2t . . .  , qs (s <  n) мавжуд булса, у ^олда таърифга 
кура

- | ^  =  0 ( / = 1 ,  1, . . . .  s). (24.64)

Бу ^олда циклик коордннаталарга мос булган Лагранжнинг ик- 
кннчи хил тенгламалари (24.63) ушбу куринишга эга буладн:

■ Ь - Щ — 0 ( / =  1 .2------ s) (24.65)

Бу тенгламаларни интеграл лаб, бир йула s та биринчи интеграл- 
ларни оламиз:

J L .  = C , ( j =  1 ,2 ........... s). (24.66)
dg,

(24.66) тенгликлар билан аницланадиган биринчи интеграллар циклик 
интеграллар дейилади.

165-§. Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларини цуллашга
дсир масалалар

Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларини цуллашга дойр маса
лалар цуйидаги тартибда ечилади.

1. Системага цуйилган богланиш тенгламаларини ани^лаб, умум
лашган координаталар киритилади.

2. Умумлашган кучлар топилади. Бунинг учун система нуцталари- 
га таъсир этувчи актив кучлар расмда тасвирланади; идеал богланиш- 
ларнннг реакция кучларини курсатиш шарт эмас; агар ншь^аланиш 
кучи мавжуд булса, улар актив кучлар ^аторига ^ушилади. Сунгра 
умумлашган кучлар 159- § да курсатилган уч усулдан бирортаси 
буйича ^исобланади.

3. Система кинетик энергияси умумлашган координаталар ор^али 
ифодаланадн. Агар система ну^таларига фаь̂ ат консерватив кучлар 
таъсир этса, кинетик потенциал ^нсобланади.

4. Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалари тузилади ва бу тенг
ламаларни ечиб, нзланаётган номаълумлар топилади.

5 9 -масала. Горизонтал текисликда жойлашган механизмда 0 i 0 2 
даста билан ^аракатга келтирилувчи ва унга эркин урнатилган I I  
рилдирак хузгалмас 111 гилдиракнинг ички сирти буйлаб сирпанмай 
рилднрайди ва I гилдиракни О хузгалмас у^ атрофида айлант1фади 
(264-раем). Дастага М =  const айлантирувчн момент, 1 гилдиракка 
эса =  const царшнлик моменти таъсир этади. Дастанинг / узун
лиги /  ва I I  рилднракларнннг огирлиги Рг ва Р2 га тенг. 1 гилди-
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ракнинг Оi нуцтадан расм те
кислигига перпендикуляр ра- 
ришда утувчи уеда нисбатан 
инерция радиуси kr l ва шу уц- 
ед параллел равишда Ог нуц- 
тадан утувчи у еда нисбатан II 
рилдиракнинг инерция радиуси

х  кгг булиб, —  =  1,5. Даста-
'г

нинг массасини ^исобга олмай, 
унинг бурчак тезланиши топил- 
снн.

Ечиш. I. Умумлашган 
координаталарни аннклаш.
Системанинг ^олати ОхОг дас
танинг айланиш бурчаги ср бн- 
лан бир цийматли ани^лана- 
ди. ^аедцатан ^ам, агар ОхОг 
дастани ^узгалмас деб едрасак, 

у э^олда система лузгал мае булади. Бинобарин, системанинг эркинлик 
даражаси битта булади. 0 ,0 2 дастанинг айланиш бурчаги <р нн умум
лашган координата учун едбул едламиз, яъни q =  ф. У з^олда • •
q  =  ф =  о) булади. Бунда <о —  дастанинг бурчак тезлиги.

Бу геометрик муло^азаларни аналитик жи^атдан асослаймиз. 
1\аралаётган механик система /  ва II  гилдираклардан иборат булиб, 
уларга ^уйидаги голоном богланншлар цуйилган:

*\ +  У\ =  /*. (1)

ул =  0 ёки гг ф2 =  /ф, (2)
г1ф =  2r , ( f , t (3)

бунда: хг, у г —  Ог нуцтанинг координаталари фх, ф, — мос равишда / 
ва I I  гилдиракларнинг бурчак тезлиги. (1) тенглама ^аракат давоми- 
да О, Оа масофа узгармаслигини, (2) — I I I  рилдиракнинг цузралмас- 
лнгини ёки II  рилдирак учун А  ну^та тезликларнинг оний маркази 
эканлигини, (3) гса В  нуцтада ,\аракат сирпанмасдан содир булишинн 
ифодалайди.

1 рилдирак О, нуцтадан утувчи уц атрофида айланма харакат да 
булганидаи унинг ^олати ф! бурчак билан аницланади. II  рилдирак 
текис параллел ^аракатда булганидаи унинг ^олати xt , y t , ^ t билан 
аникланади. Шундай едлиб, системанинг ^олати 4 та: Фх.дс,, уг, ф, 
параметрлар билан аншутнади ва улар орасида 3 та голоном богла- 
нишлар мавжуд. Бинобарин, системанинг эркинлик даражаси 1 га 
тенг булади.

2. Умумлашган кучни аних,лаш. Расмда айлантирувчи момент М  
ва едршилик моменти М х ни тасвирлаймиз. Механизм горизонтал 
текисликда жойлашгани учун Р х ва Р2 огирлик кучлари иш бажар- 
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м ди* Шу сабабли бу кучларни раемда курсатиш шарт эмас. 0 {0 г 
дастагс! соат милининг айланишига тескари йуналишда бф мумкин 
булган кучиш берамиз. Бу мумкин булган кучишда ^аракатланти- 
рувчи момент М  ва царшилик моменти М г ишларининг йигиндисини 
Вооблаймиз:

бЛ ф =  М б ф — М16ф1. (4)

/  рилдиракнинг ва дастанинг кучиш бурчаги уларнинг бурчак тез-

ликларнга мутаносибдир: . (2) ва (3) ларга кура
бф ф

2 / •Ф1 =  — Ф, (5)
гг

ёки

Ф1 __ 2 (гх +  гг) 
ф г\

булгани учун

—— =  2 (г> +  г«> =  2 ( I +  — ) =  5,
бф /■, \  r j

бундан б̂ (р! ни бф ор^али ифодалаб, (4) га цуямиз:

6Лф =  (М — 5М,)6ф.

У холда ф умумлашган коордннатага мех келувчи умумлашган куч 
к;уйидагича аншупанади:

I  Qf  =* =  Af — 5Aft . (6)

3. Системанинг кинетик энергиясини аниклаш. Системанинг ки- 
яетнк энергияси I гилдиракнинг кинетик энергияси 7 \ билан I I  гил- 

нракнннг кинетик энергияси Т г нинг йириндисига тенг:

Т  =  Тх + Т г. (7)

/  п(лдирак Oi нуцтадан утувчи ук атрсфида ф, бурчак тезлик би
лан айланма харакатда булганидан

Г . -  - j l . i f .
Р

бунда / х =  —  k-r\ — I  рилдиракнинг 0 t ну^тадан утувчи айланиш 
уцнга нисбатан инерция моменти. (5) ни назарда тутсак,

=  « Ч * .  (8)

I I  пшдирак текис параллел ^аракатда булгани учун унинг кине
тик энергияси
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т  _ ^ 2 -.2 I /
Т *~~ 2 g  Uо, +  '*  2

Рбунда ф0> =  /<р; / ,  =  —  feV* — 0 2 ну^тадан утувчи уцца нисбатан / /
• i •

гилдиракнинг инерция моменти; (2) га асосан ф2 =  — ф2 булгани учун
Г 1

Р о л ,, из. Бинобарин, системанинг эркинлик даражасн ’иккита бу-

Т г =  - ^ Р ( 1 + к > )  Ф2.

(8) ва (9) ларни (7) га куямнз:

Т  =  ^ ~ 1 к Ц 4 Р 1 +  Рг) +  Рг] ^ .  
2g

(9)

(Ю)

4. Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларини тузиш. Система
нинг эркинлик даражаси битта булгани учун Лагранжнинг иккинчм 
хил тенгламалари ^ам битта буладн:

d_ дТ 

dt dip
(П)

( 12)

(10) дан ушбу ^оснлаларнн ^исоблаимиз:

—г  =  —  [ft2 (4 / \  +  Pt) +  ^ 2] Ф, 
дф 8

A * L = J L [kt {4 p l +  p j  +  p t] V'
™ д ф g

я  =  0 . дф
(6) ва (12) ларга биноан (11) тенглама

4 [ f t , ( 4 P 1 +  P t) +  P,l«P = M - 5 M t5

куринншнн оладн. Бундан дастанннг изланаётган бурчак тезланиши* 
ни ани^лаймиз:

" < « -**»> «--------- const.
[*’ (4/>г+/>*) +  Я,1 /*

Агар М  =  5 М х булса, е =  0, яъни даста текис айланма .^аракатдл 
булади.

60- масала. 58- масала Лагранжнинг нккинчн хил тенгламалари 
ёрдамида ечилсин (263- расмга царанг).

Ечиш. 1. Умумлашган координаталарни аниклаш. Маълумки, 
курилаётган механик системага

2 х  +  *1 - f  хг =  const
богланиш ^уйилган. Шу сабабли эркин координаталар сони иккита 
булади. Умумлашган координаталар учун дх =  х1 ва qt =  х2 ларнн
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е =  ф

лади.р.. 2. Умумлашган кучларни аниклаш. Системанинг эркинлик дара- 
зкаск иккита булгани учун Af, ва М ,  кжларга вертикал тарзда паст- 
га йуналган Ьх1 ва 6дг2 мумкин булган кучиш берамиз. У ^олда М  
юк вертикал йуналишда бирор бх  мумкин булган кучиш олади. Бу

Г шлардаги Plt Рг, Р  кучлар ишларининг йигиндисини топамиз:
V6A* =  Pl f>xl +  P2b x t  + Р 6 х .

I  Ьогланишлар тенгламасига кура, мумкин булган кучишлар ораси- 
да куйндаги муносабат мавжуд:2 б х  +  6 х 1 +  6х* =  0,

бундан Ьх  ни топамиз:
6*1+ 6*2

■ундагн манфий ншора бл: нинг юцорига йуналганлигини билдира- 
ди. Шу сабабли

Г  V .S .1 , +

булади. Бундан х х ва х2 координаталарга мех: умумлашган кучларни

лаймиз:
С ь  Р
<?! =  ----- ^ ----------------- Т ’

Qr-= 6х, — Р±---- о"

3. Системанинг кинетик энергиясини аниклаш. Системанинг ки- 
ик энергияси уч циемдан иборат булади:

Т  - ~ Т Х +  Т г +  Т 3.

Бунда Т х, Т г, Т 3 лар мос равишда М „/И 2, ва М  юкларнинг кинетик 
Внергияларини ифодалайди. Юклар тугри чизикли ^аракатда булгани
В гч у н

Т  =  — —  х- Т  — — —  х2 Т  =  — — хг
1 2 g '* 2 g v  / s  2 g '

Шундай цилиб,
Т  =  —  {Рхх\ +  Pjc\ +  Рхг).

2 g
Богланиш тенгламасига кура:

x t  =  (х \ +  *j)* А  +  2х»*» +  *2
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Бинобарин, системанинг кинетик энергияси умумлашган тезликлар 
ор^али ^уйидагича ифодаланади:

т =  2^  [р **1 +  РА  +  у  Й  +  2 * А  +  4 ) ]  •

4. Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларини тузиш. Систем;!
нинг эркинлик даражаси иккита булгани учун Лагранжнинг иккинчи 
хил тенгламалари ^ам иккита булади:

d _ JT _  _  _аг =  q  d дТ дТ
dt дху дхх 11 dt dict dxt 2‘

Бунга система кинетик энергиясидан олинган цуйидаги 

^ L  =  ± [ ( 4 p i +  p ) i l +  p i t ),
д хх 4 8

=  7' - М Ъ  +  Ъ Ъ  +  Рх,!.
dt d x t * e

Г ' 0 ' dxi

- ^ = — [(4 Р г + Р й г  +  Рх,),  
d x t  4 g

A  A T  I
—~r — T— 1(4 P i + P)x2 + P  JCj],

dt dxt  “»8

^  =  0 
dxi

^осилаларни ва Q„ Q2 ларнинг цийматларини ^уйсак,

± [ ( 4 Р 1 +  Р )х 1 +  Рхг] =  Р 1- ^ ,
4 g  2

- 1-1(4Я2 +  Я)д:а +  Я х1] =  Я1- 44 g  2

тенгламалар ^осил булади. Уларни

(4 Рг +  Р)х1 + Р х 2 =  2(2 Рх - Р )  g ,

Я *  +  (4 Я, +  Р)х2 =  2 ( 2 Р 2 —  Р) g

куринишда ёзиб, богланиш тенгламалари билан биргаликда ечсак, 
юкларнинг тезланиши цуйидагича булади:

1 -  з 1х* = -------g, дг2 = — g, х  ----------- g.i ц в ’ а п п s

Шундай цилиб, бу масалани иккита усулда, динамиканинг уму- 
мий тенгламалари ва Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалари ёрда
мида ечдик. Бу иккала усулни бнр- бирига солиштириб, Лагранжнинг 
иккинчи хил тенгламалари воситасида бу масалани ечиш бирмунча
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■
[ марали эканлигинн курамиз, чун- 
ки бунда инерция кучини киритиш 
усулидан фойдаланилмайди.

61-масала. ОА кулиса горизон- 
тал текистикда узининг О учидан 
^тувчи з у к, атрофида айлана ола- 
ди |(265-раем; раемда юцоридан 
курннпши тасвирланган). Массаси 
tn га тенг М  сирпангич кулиса 
ичида ^аракатлана олади. М  сир- 
пангични моддий нуцта деб царал-
син- Кулисанинг z  уэда нисбатан инерция моменти 1г га тенг. К_ар- 
нилик кучи ^исобга олинмасин. Умумлашган координаталар учун г 
ва ф кутб координаталарини цабул цилиб, Лагранжнинг иккинчи хил 
тенгламалари тузилсин ва уларнинг иккита биринчи интеграллари 
аницлансин. ф бурчак циклик координатадан иборат булиши курса- 

син.
Ечиш. Кулиса ва сирпангичдан ташкил топган системанинг эр- 

нлик даражаси 2 га тенг. Масаланинг шартига кура, умумлашган 
координаталар учун г ва ф кутб координаталарини оламиз (265- расм- 
га царанг).

Агар кулиса ва сирпангичнинг кинетик энергняларнни Т к ва Тс 
билан белгиласак, системанинг кинетик энергияси учун

ани:
ТИЛ'

кин

Т  =  Т  4 - Тк 1 ‘ с

муносабат уринли булади.
Кулиса z  уц атрофида айланма ^аракатда булгани учун

Расмдан 

булгани учун
X  =  r c o s (p ,  у  =  r s in c p

(1)

(2)

Шу саб аб л и

X =  Г COS ф — Г ф  sin ф ,
• • • 
у  =  г sin Ф “Ь г ф cos ф.

V и =  Хг - f  у *  =  Г2 ф* +  г 2.

(3)

(2) ва (3) ларнн (1) га цуйсак,

Т  =  у  ( /, + т г 2) ч 2 +  ± т г * .
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Система ну^таларнга таъсир этувчи актив кучлар кулиса ва сир- 
пангичнинг огирлик кучларидан иборат булиб, ^аракат горнзонтал те
кисликда содир булгани туфайли потенциал энергия нолга тенг бу
лади:

П =  0. (4)
(3) ва (4) ларни назарда тутиб, Лагранж функциясини эргсоблай- 

миз:

L =  T — П =  - -̂ {1г + т г 2) у 2 +  1  тг2. (5)

Система учун
2 / т  2 

dL dL =  U.

(6)
0.

dt dr dr 
d dL dL =  0
dt dip д ф

куринишдаги Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларинн тузиш учун 
зарур булган Лагранж функциясининг эрсилаларини ^исоблаймиз:

dL • d dL -  dL — -  =  mr, —  — г  =  тг, —  =  mr ф2,
dr dt dr dr

—r  =* ( /,  +  mr2) ф, -----=  2mr ф +  i 7\
d ф dt д ф

+  ( /  + m r* ) ф, ^  =  0.
0ф

(7) ни (6) га цуйиб, берилган система учун Лагранжнинг иккинчи 
хил тенгламаларинн цуйидагича ёзамиз:

• • • 
т г— тг2 ф* =  0,

• • ••
2тгг Ф +  ( / ,  +  тг2) ф =  0,

ёки

г  —  г  ф* =  0 ,  |

Ъпгг Ф +  ( /,  +  тг2) ф =  0. J ^

Лагранж функцияси Ь да ф бурчак ошкор равишда цатнашмагани 
туфайли у циклик координатадан иборат булади. Шу сабабли (24.66) 
га кура, цуйидаги муносабат уринли булади:

d ф

ёки

( / ,  +  тг2) ф =  Cv  (9)

(9) тенглик (8) тенгламанннг циклик интегралини ифодалайди.
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М  И  1 Щ |  I  —
Т  ва П ларнинг едйматларини (3) ва (4) дан энергия интеграли

Г + П - А

■'га КУйсак»

®  1 т  (г*ф* +  /•*) =  /I-

ёкн (9) ни эътиборга олсак,

т'гг +  —  =  Ct , (10)1г +  тг*

бунда С2=

Шундай цилиб, (8) куринишдаги Лагранж иккинчи хил тенглама- 
ларининг иккита биринчн интеграллари (9) ва (10) тенгликлар билан 
ифодаланади.

XXV б о б

МЕХАНИК СИСТЕМАНИНГ КИЧИК ТЕБРАНИШИ

166- §. Механик системанинг кичик тебранма ^аракати ва 
устувор мувозанати

Техникада учрайдиган бир ^анча масалаларда системанинг мувоза- 
I  нат ^олати яцинида кичик амплитуда билан тебранишларини ^нсобга
■ олишга тугри келади. Бундай тебранишларга машина ва механнзмлар 
К пойдеворининг тнтраши, самолётларнинг титраши, ер силкинишлари-
■ ни улчайдиган сейсмометр асбобшшнг тебранишн мисол була олади.

Идеал ва голоном богланншлар цуйилган механик системанинг 
I- э^олати <7„  q2, . . . , q„ умумлашган координаталар билан аншутнади.

Агар кичик тебранма ^аракатдаги механик системанинг бошлангич 
г  мувозанат ^олатини умумлашган координаталар системасининг боши
I  учун цабул цилсак, у ^олда система пу^таларининг мувозанат хола-
I тидан кичик опили qlt q2, . . . , qn ларнинг кичик цнйматлари билан 

аницланади.
Фараз ^илайлик, механик система ^уйилган кучлар таъсирида му-

■ возанатда булсин. Агар система нуцталарига кичик бошлангич кучиш 
ва кичик бошланшч тезлик бериш натижасида система нуцталари дои
мо мувозанат эрлати я ̂ и ни да цолса, системанинг бундай мувозанати 
устувор мувозанат, мувозанат з{олатндан узоцлаша борса, ноусту- 
вор мувозанат дейилади.

Системанинг устувор мувозанатнга аншфО^ таъриф бериш учун 
! системанинг умумлашган координаталари ва умумлашган тезликла- 

рини номсиз катталикда оламиз. Бунинг учун уларнинг ^ар бнрини 
мазкур координата (ёки тезлик) учун хос Сулган катталикка келти- 
рамиз. Системанинг мувозанат ^олатида qt =  0, (i =  1 ,п) деб оламиз.
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266- раем.

Бирор t0 пайтда системани мувозанат ^олатидан огдириб, система
нинг шу пайтдаги умумлашган координата ва тезликларинн qi0 ва qio 
билан белгилайлик. Агар исталганча кичик р >  0 сони учун шундай 
т) ( р ) > 0  сонни топиш мумкин булсаки,

1<7/о1 ^  П 19/0 I <  П. (* =  Гп) (25.1)
булганда t >  /в УЧУН

Ui I <  Р. ( * = U )  (25.2)
тенгсизликни цаноатлантирадиган системанинг мувозанат ^олати Л я
пунов таърифига кура устувор мувозанат дейилади. Акс ^олда 
системанинг мувозанати ноустувор мувозанат дейилади.

| 9/ |  =  р, (i =  1,л) тенгликлар п улчамли фазода системанинг му
возанат ^олати яцинидаги бирор D со^ани ифодалайди. Мувозанат 
^олати устувор булган система мазкур холатдан кичик огдирилган- 
дан кейин *ам D со^ада ^аракатланади.

Сферик идиш ичидаги шарчанинг мувозанати устувор мувозанатга 
мисол була олади (266-раем, а): мувозанат ^олатида шарчага о тр - 
лик кучи Р ва сферик сиртнинг нормал реакция кучн N  дан иборат 
(Р, N) мувозанатлашувчи кучлар таъсир этади. Сферик сирт шцоят- 
да силли^ булганда шарчанн мувозанат ^олатидан огдирсак, унинг 
огирлик кучи ва сирт нормал реакция кучларининг тенг таъсир этув
чиси R шарчани мувозанат ^олатнга цайтаришга интилади.

Сферик гумбаз устида ^ам шарча мувозанатда булади (266- раем, 6), 
лекин бу мувозанат ноустувордир. Чунки шарча мувозанат э^олати- 
дан огдирилганда унинг огирлик кучи ва сирт реакция кучларининг 
тенг таъсир этувчиси R шарчани мувозанат .^олатидан узо^лаштн- 
ришга интилади.

Худди шунннгдек, 55-масалада хам шарчанинг ф =  180° х;олат- 
даги мувозанати устувор мувозанатдир; ф =  0е даги мувозанати эса 
ноустувор мувозанатдан иборат булади.

352



167-§. Системанинг мувозанати хацидаги Лагранж- 
Дирихле теоремаси

Идеал богланишлар цуйилган механик система мувозанатда були
ши учун, системанинг умумлашган кучлари нолга тенг булиши 
зарур ва етарли эканлиги мумкин булган кучиш принцнпида баён 
этилган эди. Лекин бу теорема воситасида система мувозанатшшнг 
устуворлигини ани^лаб булмайди.

Механик система ну^таларнга фацат потенциалли кучлар таъсир 
этсин. У холД3 умумлашган кучлар потенциал энергия оркалн

Q*— - т * 1. 0 = й )dq,

формулалар билан ифодаланади. Шу сабабли системанинг мувозанат 
Ьлатида

i n . = 0 , ( j = “u )
дя,

булади. Яъни голоном богланишлар ^уйилгаи потенциалли кучлар 
таъсиридаги механик системанинг мувозанат холатида потенциал энер- 
гиянннг экстремумга эга булиши учун зарурий шартлар бажарилади.

II Лагранж - Дирихле теоремаси воситасида система устувор муво- 
аанатннннг етарли шарти анн^ланади; агар голоном идеал ва стацио
нар богланишлар цуйилган, потенциалли кучлар таъсиридаги сис
теманинг бирор уолатида унинг потенциал энергияси энг кичик 
(минимал) цийматга эришса, система бу хрлатда устувор муво- 
эанатда булади.

Исбот. Координата бошннн системанинг мувозанат х°латида олин- 
са, системанинг мувозанат холатида qt =  0, ( t =  1л) булади. Потен
циал энергнянинг циймати ихтиёрий узгармасгача аншушк билан хи- 
собланади. Шу сабабли мувозанат холатида уни нолга тенг деб ка
бул цилиш мумкин:

П (0,0, . . . ,  0) =  0.

Агар мувозанат холатида системанинг потенциал энергияси нолга 
тенг булса ва минимумга эришса, у ^олда доимо шундай ихтиёрий 
кичик р >  0 сонни топиш мумкинки, | qt | <  р тенгсизлик билан нфо- 
даланаднган D сохада П потенции энергия мусбат булади.

Координаталардан бири D соханинг чегарасига тегишлн | qt | =  р 
цийматни к^бул циладнган, к,олганлари эса р дан катта булмаган ^уйи- 
Даги

Р 1 =  П (р, qt , . .  ., q„),
Р» =  И (qi, р, . . ., q„)
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функциялардан энг кичнгини Р  билан белгилайлик. У ^олда коор- 
дннаталардан бнрн микдор жи^атдан р га тенг, цолганлари р дан 
катта булмаганда, албатта П (qlt qt , . . q „ ) > P  булади. Система 
координаталарига микдор жи^атдан р дан кичик ql0, qi0, . . ., qn0 
кнйматларнн бериб, уни мувозанат .\олатидан огдирамиз ва система
ну^таларига qw  q20, . . qn0 бошлангич темик берамиз. Натижада 
система .\аракатга келади ^амда таъсир этувчи кучлар потенциалли, 
цуйилган богланишлар стационар богланишлардан иборат булгани 
учун энергиянинг са^ланиш цонуни — энергия интегралн уринли бу
лади:

Г  +  П =  Г0 +  П0.

Бундан Т = Т 0 +  П0 — П. Х^аракат давомида Г  > 0  булганидан

П < Г 0 +  П0. (25.3)

тенгснзлик уринли булади. Мувозанат ^олатида Т0 =  0, П0 =  0 бул
гани учун система нуцталарига шундай бошлангич тезлик бериб му
возанат .^олатидан огдирамизки, Т0< Р  ва П0<  — Я булсин. У

2 2
Холда (25. 3) тенгсизликни цуйидагича ёзиш мумкин:

П < Р
ёки

Р —  П > 0 .  (25.4)
(25. 4) дан курамизкн, умумлашган координаталарнинг бошлангич ций- 
матларн IqJ  -<Р  тенгснзлик билан ифодаланувчи D  со^а ичида ёт- 
ганлиги туфайлн ^аракат давомида умумлашган координаталарнинг 
бирортаси ^ам р цийматга эриша олмайди (яъни система нук,талари 
D  создан  чицнб кетмайди), чунки акс холда Р  — П манфий цийматга 
эга булиши керак; бу натижа (25. 4) га зиддир. Шундай ^илиб, сис- 
теманинг текширилаётган ропати устувор мувозанатдан иборат.

168- §. Эркинлик даражаси битта булган системанинг 
устувор мувозанат я^инидаги эркин тебраниши

Стационар богланишлар цуйилгак ва эркинлик даражаси битта 
булган механик системанинг консерватив кучлар таъсиридаги ^арака- 
тини текширамиз. Бундай системанинг харакатини битта умумлашган 
q координата билан аницлаш мумкин: Системанинг мувозанат холати 
учун

q =  0

деб ^араб, q нн шу ^олатга нисбатан ^исоблаймиз.
Система нуцталарнга кичик кучиш ва бошлангич тезлик бериб му

возанат холатидан огдирамиз. Системанинг бундай харакатн дифферен
циал тенгламасини Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаси
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J ± j r . - « L - Q n (25.5)
dt dq dq

воситасида аниклаймиз. Бунда: T  — системанинг кинетик энергияси; 
Qn — потенциалли умумлашган куч.

(25.5) ни тузиш учун Т  ни q ва q орцалн ифодалаш керак. Систе
мага ^уйилган богланншлар стационар богланишдан иборат булгани 
учун система нуцталарининг хк, ук, z k координаталарини ёки унинг
ихтиёрий ну^тасининг гк =  xki - f  y kj  +  z kk радиус- векторини умум- 

I лашгаи координата q оркали ифодалаш мумкин:
гкж* гк (<?)■ (25-6)

У *олда система ну^таларинннг тезлиги

vh =  -*JL = - * > - q  (25.7)
* dt dq V '

J формуладан аншуганади. (25.7) ни назарда тутнб системанинг кнне- 
тик энергияси учун цуйидаги муносабатни оламиз:

Г
ёкн (25.6) нн эътиборга олсак,

T =  ± A { q ) q '  (25.8)

/  д?к V
деб ёзнш мумкин, бунда А (q) =  V m , у ——  1 .

(25.8) дан ——, —  —г- ^осилаларни ^исоблаб, (25.5) га асо- 
dq dq di dq

сан системанинг ^аракат дифференциал тенгламасини тузиш мумкин. 
A (q) ва Q лар q нинг ихтиёрий функцияси булганда бундай тенгла
ма чизшуш булмаган дифференциал тенгламадан иборат булади ва уни 

I умумий э^олда ечиш, бинобарин, системанинг ^аракатини аниклаш анча 
1  мураккабдир.

Шу сабабли системанинг мувозанат х;олати яцинидаги кичик jyapa- 
; катини текшнриш билан чекланамиз. Системанинг мувозанат ^олати-

да q =  0 булганидаи системанинг мувозанат ^олатн я^инида q ва q
ларни кичик миодорлар деб цараш мумкин. (25. 5) да q ва q кичик 
микдорларнинг фацат биринчи даражалн ^адларнни сацлаб, бу тенг- 
ламани соддалаштирамнз. У ^олда тенглама чизшуш тенгламадан ибо
рат булади ва уни осонгина ннтеграллаш мумкин. Бу ^олдаги снсте- 
маларнинг тебраниши чизицли тебраниш дейилади.

(25. 5) нн чнзицли тенгламага келтириш учун системанинг кинетик 
энергияснни тацрибий хисоблаймнз. Бунинг учун системанинг кинетик 
эиергиясинн ^нсоблашда иккинчи тартибли кичик ми^орлар билан
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a*r TS'p
чекланамиз. У ^олда (25.5) га кирувчи —  ва —— ^осилалар 1-тар-

dq dq
тибли кичик мшдоргача аншушк билан ^исобланади.

A (q) ни q =  0 со^ада Тейлор цаторига ёямиз:

A (q) =  А (0) +  q +  . . . (25.9)
dq

Т  ни 2 -тартибли кнчнк мшудергача аншушк билан х|1с°блаига|(-
лиги туфайли (25.9) да фа^ат А (0) ^адни олиш кнфоя, чунки q-q- 
купайтма 3-даражали кичик ми^дорни ифодалайди.
Агар

А(0) =  а (25.10)
белгилаш киритсак, (25.8) га кура системанннг кинетик энергияси 
Талибан цуйидагнча хнсобланади:

T =  - j c i q ' .  (25.11)

Бунда а узгармас мусбат катталикдир, чунки кинетик энергия доимо 
мусбат цнйматга эга булади. Системанинг кичик харакати ца рала ёт
ган да а коэффициент физик мо^ияти буйича жиемнннг ннертлнк ху- 
сусиятини ифэдалайдн ва инерцион доимий дейилади.

(25.11) дан курамизкн, агар умумлашган координата узунлик ул- 
човига эга булса, у холда q чизикли тезликни ифодалайди, биноба
рин, а коэффициент масса билан бир хил улчовга эга буладн; агар
q бурчак улчовида олинса, у холда q бурчак тезликни ифодалайди 
ва а инерция моменти улчовига эга булади ва х°казо.

Система ну^таларига потенциалли кучлар таъсир этганлигн ту
файлн умумлашган куч

=  (25.12)

формуладан хисобланадн. Бунда П — системанинг потенциал энерги
яси.

Потенциал энергияни q =  0 атрофида каторга ёямиз:

<25ЛЗ)

бунда 0 индекси билан П функция ва унинг хосилаларининг система 
мувозанат холатидаги цинматлари курсатилган. Системанннг мувоза
нат холатида =  0 буладн. Системанинг потенциал энергияси

ихтиёрий узгармасгача аншушк билан хисоблангани учун мувозанат 
Халатида Ц, =  0 деб алиш мумкин. У холда (25.13) да q кичик бул- 
ганда учинчи тартибли хаДлаРНИ эътиборга олмасак,

П  =  ( 25 - 14)
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б^лади. Бунда с =* 4 — — узгармас коэффициент булиб, квазиэлас- 
dq2

\гпик доимий дейнлади.
(25.12) ва (25.14) га асосан умумлашган куч учун цуйиддги ифо- 

дани оламиз:
Qn =  — cq. (25.15)

Бундай куч цайтарувчи куч дейилади. Эластиклнк кучи цайтарувчи 
кучга миеол була оладн. (25.11) ва (25.15) ни назарда тутиб, Лагранж, 
нинг иккинчи хил тенгламаси (25.5) ни тузамиз. Биз текшираётган 
з{ол учун

В d дТ " дТ  п---------— =  aq, —  =  0
dt dq dq

булади. Шунга кура ^аракат тенгламаси цуйндагича ёзилади:

aq-\-cq  =  0 . .(25-16)

с =  > 0  булсин. У *олда потенциал энергия системанинг муво- 
dq1

занат ^олатида минимумга эришади ва системанинг ^аракати устувор 
мувозанат *олат я^инида содир булади.

(25.16) да —  =  k2 белгилаш киритсак, ^аракат тенгламаси
а

<7+**? =  0 (25.17)
куринишда ёзилади. Бу тарздаги тенгламалар (худди математик маят
ник ёки физик маятник тенгламалари каби) гармоник тебранма ^ара- 

| катни ифодалайди. Бундай ^аракат эркин тебранма %аракат дейи- 
?• лад и.

Шундай ^илиб, эркинлик даражаси битта булган системанинг 
I устувор мувозанат яцинидаги кичик тебраниши нуцтанинг эркин 

I тебранма царакатига келтирилар экан.
(25.17) тенгламанинг умумий ечими

q =  A sin (kt +  а) (25.18)

[ куринишида ёзилади. Бунда: А — тебраниш амплитудаси; а — бош- 
I лангич фаза булиб, ^аракатнинг бошланрнч шартларидан аницланади;

k =  ”у /  ~  — тебраниш частотаси.
• •

t  =  0 булганда q =  q0, q =  q0 булсин. У ^олда

А =  ^  =  (25.19)

келиб чш^ади. Тебраниш даврн

Т  — =  2 л  ( 25 . 20)

357



У

формуладан аникланадн.
Гармоник тебранма ^аракат графиги 267-расмдагидек булади.
Агар потенциал энгргияни цаторга ёйганда <  0 булса, у з̂ ол-

да = — Ь белгилаш киритсак, (25.17) тенглама урнига ^уйнда- 
гини оламиз:

q wrq =  0, (25.21)
бунда

(25.21) тенглама учун характеристик тенглама тузсак,
У- — ы- =  О

булади. Бу тенгламанинг =  ±  о) илдизлари ад зд и й  булгани 
учун (25.21) нинг умумий ечими

q =  +  С, еш (25.22)
куринишда ёзиладн. Бунда Сх ва С2 лар интеграллаш доимийлари 
булиб, ^аракатнинг бошлангич шартларндан аншуинади.

(25.22) дан курамизки, бошланшч шартлар исталганча кичик бу- 
лишига царамай, вацт утиши билан q координата орта боради.

Бинобарин, бу ^олда система бошлангич з^олатдан исталганча ки
чик огдирилганда берилган кучлар таъсирида система мувозанат ^о- 
латидан узо^лаша боради, яънн системанинг бундай мувозанат пола
ти ноустувор булади.

62-масала. Чузнлмайдиган АВ ип цузгалмас О ну^тадан утувчи 
горизонтал у^ атрофида айлана атадиган блок ор^али утказилган. 
Блокнинг огирлиги G га тенг булиб, унинг массасн гилдирак туги- 
ни буйлаб бир текис тацсимланган. Ипнннг В учи ^аттшушк коэф- 
фицненти С га тенг вертикал пружинага богланган; ипнннг А учига 
эса огирлиги Р  га тенг юк осилган (268-расм).

Бошлангич пайтда А юк пружинанинг зластиклик кучи билан му
возанатлашади деб караб, юкка вертикал тарзда пастга йуналган ки-
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~г~д:
1 _

чик v0 бошлангич тезлик берилгандаги юкнинг 
нма ^ракати аницлансин. Блок ухида ва 

дшипникда хосил буладиган пищала ниш ку
чи, ипнинг огирлиги хисобга олинмасин.

Ечиш. Юкнинг харакатини аниклаш учун 
Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларини ту
замиз. Координаталар бошини юкнинг мувоза
нат х°латнда олиб, х уцни вертикал тарзда 
пастга йуналтирамнз. У холда юкнинг ихтиё- 
рий холатини х координата оркали тулиц аниц- 
лан оламиз, бинобарин, умумлашган координата 
учун х ни олиш мумкнн.

Агар блок ва юкнинг кинетик энергиялари- 
нн мос равишда Т , ва Г 2 билан белгиласак, у 
Холда блок ва юкдан ташкил топган система
нинг кинетик энергияси учун

7’ =  Г 1 + Г ,
тенглик уринли булади.

Блок хузгалмас ух атрофида айланма харакатда булгани учун

268- раем.

(1)

Г . - И  - - L » *
1 2 2 2g (2)

бунда: 1г =  --------блокнинг г  ухха нисбатан инерцня моменти;

Ф — блокнинг ъ ух атрофидаги айланма харакати бурчак тезлиги. 
Юк т>три чизикли харакатда булгани учун

т х% Р х2тй =  —  =
2 & (3)

Ип чузилмагани хам да ип блок сирти буйлаб сирпанмагани ту- 
[ файли юкнинг тезлиги гилдирак тугинидаги нуктанинг тезлигига
I тенг:

х  =  Гф. (4)

(2) — (4) ларни назарда тутиб, (1) ни хуйндагича ёза оламиз:

Умумлашган кучни хисоблаш учун юкка б jc мумкин булган ку
чиш берамиз ва берилган кучларнинг мазкур кучншдагн ишларини 
псоблаймиз:

ЬА — Р Ь х  — с (х +  Я,ст) б х. 
бунда Хст — пружинанннг статнк чузилишн. Мувозанат холатида 
Р =  сХст булгани учун

6Л  =  —  сх  б  х.
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Умумлашган куч учун

) =
6х

п  МQ , - - = - c x  (6)

тенглик Гринли булади.
Бу масалада умумлашган кучни бошцача усулда ^ам ^исоблаш 

мумкин. Бунинг учун юкнинг мувозанат ^олатида потенциал энер- 
гиянн нолга тенг деб ^исобласак, у ^олда

(25.12) га кура

П =  —  с**.
2

л ап с , - - - ---------

булиб, бу натижа (6) билан мос келади.
0*11Бу масалада —— =  с >  0 булганн учун потенциал энергия муво- 
одс*

занат з^олатида мннимумга эришади ва системанинг з^аракатн устувор 
мувозанат ф лаги  яцинида соднр булади.

Система учун
d дТ дт п
—   =  Чг (7)
dt д х  дх '  '

куринишдаги Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларини тузиш учун 
зарур булган кинетик энергиянинг доилаларини ^исоблаймиз:

дТ d дТ 1 /  n  | С \  ”  \
7 7 - ^ ( Р + т ) ^  - т г - т ^ + т ) ' - }  ®

дх
(6) ва (8) ларни (7) га ^уйиб, Лагранжнинг иккинчи хил тенглама
сини

еки

х +  к2х =  0 (9)

куринишда ёза оламиз. Бунда

к2 сц
Р +  0 .5G

(25.18) га кура, (9) нинг умумий ечимини цуйидагича нфода- 
лаймиз;

х  =  Л sin (Л/ +<*). (10)
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(10) даги А ва а  лар интеграллаш доимийлари булиб, харакатнинг 
бошлангич шартларидан аникланади. Масаланинг шартига кура бош- 
л ан тч

t =  0 пайтда х =  0, х =  0. (11)

(10) дан ва^т буйича косила оламиз:

х  =  A kcos(kt - f a ) .  (12)

(11) ни (10) ва (12) ларга куйсак,
0 =  i4 s in a , 1 
v0 =  Akcosa,  J

бундан а  ва k ларни аншугаймиз:
a  =  0;

ь =  А  
А ’

а  ва Л нинг бу цийматларини (10) га цфйиб, юкнинг тебранма 
зрракат ^онунини аниклаймиз:

х  =  —  sin kt. 
k

(25.20) га кура, юкнинг тебранма ^аракат даврн учун

Т  =  —  =  2 п ] /  р  +  0-50 
k г eg

формула уринлидир.
Изох- Моддий ну^танинг турри чизицли тебранма ^аракатнга оид 

масалаларни ечишда Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларинн ту- 
зиш урнига ну^та динамикасининг асосий 
цонунидан фойдаланиш з̂ ам мумкин.

63- масала. Оирлиги Р  га тенг юк А 
учи ^узгалмас цилиб бириктирилган АВ 
пружинага осилган (269- раем, а). Юк тннч 
уэлатда турганда пружинанннг чузилиши /ст 
га тенг. Юк бошлангич пайтда вертикал бу
йича пастга у0 масофага силжитилиб, у0 
тезлик билан цуйиб юборилган. Пружина- 
нинг массасини ^исобга олмай юкнинг ^ара- 
кати аницлансин.

Ечиш. Юкни моддий нуцта деб к;абул 
цилиб, у  у^ни юкнинг турри чизикли ^ара- 
кат траекториясн буйлаб вертикал тарзда 
пастга йуналтирамиз. Координата боши учун 
юкнинг тннч ^олатини оламиз (269-расм, б).

Масаланинг шартига кура бошлангич шарт
лар цуйидагича булади: t =  0 да у  =  у0, 269- раем.

6)

Б

1 F:§ -L М
Р
" о
Уо

У
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• •
у  =  у0, яъни бошланрнч пайтда юк у0 коордннатага мос булган Af0 
э^олатнн эгаллайдн ва у 0 бошлангич тезлик билан ^аракатланади. 
Юкка унинг ошрлик кучи Р  ва мнцдор жи^атдан пружинанинг де- 
формацнясига мутаносиб булган эластиклнк кучи F таъсир этади.

Юк у  координата билан аницланадиган М  ^олатни эгаллагаида 
пружинанинг деформацняси

f c r + У
га тенг ва эластиклнк кучининг миадори

F = , c (fcr +  y)
формуладан аникланади; бунда с пружинанинг бикрлик коэффициен- 
тидир. F кучни у  у еда проекцияласак

Fy — — с (fcy +  У)-

Юк тннч з^олатда булганда унинг орирлиги, мивдори Fcr =  с/ст 
б^лгаи эластиклнк кучи билан мувозанатлашади:

Р  — Fe t ~  С/ст. (1)
бундан

Юкнинг ^аракат тенгламасини цуйидагича ёзиш мумкин:

m y  =  P — c ( f eT +  y).  (3)

Р =  mg  эканлигинн назарда тутиб, (2) га кура пружннага оснлган 
юкнинг ^аракат дифференциал тенгламаси (3) ни ^уйидагича ёзиш 
мумкин:

У + ~ У = - 0  (4)
/ СТ

ёки

у  +  k2y  =  О,

бунда

k =  1 / Т  
* и

юкнинг эркин тебраншп частотасини ифодалайди.
Юкнинг тебраниш даврн

7 ' - х _ 2 л / т -  ( 5 )

формуладан аникланади.
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271- раем.

(25.18) ra асосан юкнинг .\аракат цонунини 

y  =  A s i n ( Y ^ t  +  a)

куринишда ёзиш мумкин. (25.19) ва берилган бошланшч шартларга 
кура

кУо
А =

64-м асала. Огирлиги Р  га тенг булган юк бикрлик коэффициент- 
лари Cj ва с2 булган пружиналарга осилган. Пружиналар кетма-кет 
ва параллел уланганда юкнинг эркин тебраниш даврн аницлансин 
(270-раем, 271 -раем,а). Юк шундай урнатилганки, параллел бирик
тирилган иккала пружина ^ам бир хил узунликка чузилади.

Ечиш. Юк осилган пружиналар кетма-кет уланганда уларнинг 
умумий статнк чу зил иши иккала пружина чузилншининг йигиндиси
га тенг. Шу сабабли

( — f _l г — !L л. JL — p
/ст — Чет • h er ~  .  +  - -  ■С1 ь» cl 'ci

Шундай цилиб, пружиналар кетма-кет уланганда уларга эквива
лент булган пружинанннг бикрлик коэффициентн

„  _  «Vе»
Cl +  C,

булади.
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т.- 2n / E _ 2n j/ S ± S . (6)
Пружиналар параллел равишда бириктирилганда пружинани чу- 

зувчи Рг ва Рг кучлар Р  кучнинг параллел ташкил этувчилари сифа
тида аницланади (271-расм, б).

Юкнннг эркнн тебраннш даврини (5) га асосан аншушш мумкин:

Р г + Р ,  =  Р.

Масаланннг шартига кура иккала пруж!шанинг чузилишн бир хил 
булиши керак:

f  1ст =  f 2ст*
ёки (2) га кура

(7) ва (8) пропорцнялардан пружиналарнинг бир хил чузилиш 
шартини оламиз:

А  =, JEl .
*1 с* ’

(8) га кура ^ар бир пружинанинг статик чузилишини топамиз:

/  -  Р' -  р* -  р* +  рш -  р  
ст ci с» ci +  с» ci + с»

Юкнинг тебраниш даври учун

Г , =  2 „ ] / Е - 2 л / ^ =  (9)

формула уринли булади.

169-§. Эркинлик даражаси битта булган системанинг му^ит ^арши- 
лиги таъсиридаги сунувчи тебранма ^аракати

Техникада учрайдиган муайян масалаларни ечишда, система ну^- 
таларига таъенр этувчи цайтарувчи кучдан ташцари, му^итнинг цар- 
шилик кучинн эътиборга олишга тугри келади. Бундай системанинг 
мувозанат *олати яцинидаги кичик тебранишларини урганишда систе
манинг х,ар бир нуцтасига таъенр этувчи Rk царшилик кучинн маз
кур нуцталарнинг тезликларига мутаносиб деб цараймиз:

/?* =  (25.23)
бунда узгармас кррши.шк коэффициенты. (25.23) даги манфий 
ишора царшилик кучи тезликка теекари йуналганлигнни ифодалайди. 
К,аршилик кучига мос булган умумлашган куч
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формуладан аницланадн. Юцорида курганнмиздек, —  =  \ам-
dq dq

да ул=з rk булгани учун

Q * = —
-  дгк д ЙФ1) •---- — ------------Т ,-----------  = ----------

dq  d q  — 2 д ?

бундаги Ф =  v\ ни Рэлейнинг диссипатив функцияси дейилади. 
Система ну^таларнга стационар богланиш цуйилгани учун

~к =  ^  (Я)
ва

— dr k  ’

булади. Шу сабабли бундай система учун

ф  -  4 - ^ 5 > ,  ( - ^ - )  н  4 - i *  (25-24)
бунда 

щ
Диссипатив функциянинг физик маъносини аницлаш максадида 

царалаётган система учун Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларини 
ёзамиз:

_аг _  аг _  ап да> 
dt d q  dq dq d'q (2 5 .2 5 )

Бу тенгламани q га купайтирсак,
• /  d dr  d T \  an • fao •

\  dt d'q d q )  d q 4 d q  4  (2 5 .2 6 )

булади. Бунда

 ̂t ±  * L _  * L \  =  ± Г Й iZL\ _  Г ч H L  +  } « 1 \
\  dt d q  dq J dt \  d q  J у d q  dq J

Эйлернинг бир жинсли функциялар гадидаги теоремасига кура



Бундан ташцарн,
•• дТ , • дТ dT
q —  +  <?— =  —

dq dq dt

тенглнк уринли булади,
Худди шунингдек,

О q д q dt

булгани учун (25.26) ни ^уйидагича ёза оламиз:

Ш + В .  = _ 2 Ф  
dt

ёки

—  =  — 2Ф , 
dt

бунда £  =  Т +  П тули^ механик энергиянн ифодалайди.
Шундай цнлиб, ту лиц механик энергиянинг вацт бирлиги ичи

даги сарфи Рэлей диссипатив функциясининг икки %исса цийма- 
тига тенг б у лар экан.

Эркинлик даражаси битта булган система учун (25.11), (25.14) 
ва (25.24) ларни эътиборга олиб, унинг кичик теЗранма з^аракати 
дифференциал тенгламаси (25.25) га кура цуйидагича ёзилади:

a q +  ц q +[cq  =  О
ёки

q +  26 q +  k*q =  0 (25.27)

Бунда —  =  №, —  =  2Ь белгилаш киритилган. (25.27) учун
а а

Г  +  2 Ь\\ +  кг =  О 
характеристик тенглама тузиб, унинг илдизларини аницлаймиз:

Ч г  =  — b ± y b ‘l — k2. (25.28)
Агар k > b ,  яъни ^аршилик ^айтарувчи кучга нисбатан кичик 

булса, k2 — b2 =  k] белгилаш кнритиб, характеристик тенгламанинг 
илдизларини

Я, 2 =  — Ь ±  ik{

куринишда топамиз.
У уэлда (25.27) тенгламанинг умумий ечими системанинг эркин 

тебранма ^аракати ечими (25.18) дан фак,ат ё~ы з^ади билан фарк; 
цилади. ^ а ь ^ ат а н  з^ам, курилаётган з^олда

q '=  е- ь\ С х sin V  +  С2 cos kx t) (25.29)
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булади. Бунда С, ва Сг лар 
К п тегваллаш доимийларидир.

■ (25.29) да

[ С, =  A cos а, Сг =  A sin а

млмаштмриш киритсак (бунда 
А ва С узгармас микдорлар),

q - A e ~ * s i n  f a t  - f a )  (25.30)

Ьуносабатни оламиз. Бунда А 
ва а  лар ^аракатнннг бошлан- -а 

• рич шартларидан аннкланади.
(25.30) цонун асосида со- 

днр буладиган тебранма ^ара- 
кат сунувчи тебранма ^аракат-
нн ифодалайди, чунки ва^т утиши билан ё~ы .\ад туфайли q коор- 

■дината камая боради ва нолга интилади. Бинобарин, бу ^олда сис- 
жтема узининг мувозанат ^олатига яцинлаша боради.

Сунувчн тебранма ^аракат графнгн 272-расмда тасвирланган. Бу 
frpacj 
|зи к /
[к а п

272- расм.

афик пунктир чизиц билан чизилган q =  Аё~ ва q =  — Аё~ чи- 
мцлар орасида ётади, чунки sin f a t  - f  а ) мнкдор жи^атдан бирдан 

катта була олмайди.
(25.30) дан курамизки, sin (k j  +  а) купайтувчи ^исобига систе

ма тебранма ^аракатда булади ва ва^т утиши билан бу ^аракат
Ьмплптудасн камая боради. Сунувчи тебранма харакат даври s i n ^ - f -  

- f  а) нинг даврига тенг булади ва 2л формуладан аницла-
нади. Шундай цилиб,

~  2л 2л
I  1 =  * 7 “  V S r r j . '  <2 5 3 |>

7 \ взцт ичида система бир марта тебранишини 272-расмдаи яедол 
к^риш мумкин.

(25.31) нн эркин тебранма зрракат даври (25.20) билан солншти- 
риб ТХ> Т  булишини курамиз. b <^k булганда Г, « Г  деб олиш 
мумкин. Бинобарин, ^аршилнк кичик булганда системанинг эркин

■Тебранма ^аракат даври билан сунувчи тебранма ^аракат даври деяр- 
ли бнр-бнридан фар^ цилмайдн.

ВаьуТ утиши билан сунувчи тебранма ^аракат амплнтудаси цандай 
Узгаришини аншугаш учун системанинг мувозанат ^олатидан бирин- 
чи энг катта оришини q f a  >  0) билан, шу ондаги вак,тни /, билан, 
иккинчи энг катта оришини qt(qt >  0) билан ва унга мос ва^тни / , 
билан белгиласак, t2 =  t1 +  T1 булади. Шу сабабли (25.30) да кхТх=  
=  2л эканини назарда [тутиб

qi =  Аё~Ыг sin f a ^  -fja), 

qt =  He_ * '1+r,)sin ( V i  + « )  -  qxe~bTl
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муносабатларни оламиз. Шунга ух 
шаш ихтиёрий qn+x учун

<?п+\ =  ч п е~ ьт'

тенглик уринли булади.
Шундай ь;илиб, сунувчи теС- 

ранма %аракат амплитудаси еео- 
метрик прогрессия цснуни асосида 
камайиб боради. Тебранишнинг су 
нишини ифодалайдиган е~ЬТ‘ катта- 
лик тебраниш декременти дейи
лади. Бу декремент модулининг ло- 
гарифмига тенг булган ЬТ̂  катталик 
логарифмик декремент дейилади 

Агар b > k ,  яъни цайтарувчи 
кучга нисбатан каршилик кучи кат
та булса, у ^олда

b‘l — ki =  п-
белгилаш киритамиз. Натижада характеристик тенгламанинг илдиз- 
лари куйидагича булади:

\ а = - Ь ± п ,

яъни иккала илдизи \ам  ^ациций ва манфий булади.
Бинобарин, (25.27) тенгламанинг умумий ечимини ушбу кури- 

нишда ёзиш мумкин:
q =  C1e~{b+n)t +  С2 е~(Ь~л)'.  (25.32)

Бу тенглама билан ифодаланадиган эрракат тебранма ^аракатдан 
иборат булмайди. q координата вацт утиши билан нолга интилади.

•

Бундай ^аракат графиги q ва q ларнинг бошлангич ^ийматларига 
цараб 272-расмда тасвирланган графикларнинг бирортаси каби буладн 

Агар b =  k булса, =  — 6 булади ва (25.27) тенглама
нинг умумий ечими

9 =  в‘ м (С1 + С 2/).
куринишда ёзилади. Бунда ё~*1 катталик t  га нисбатан тезроц нол- 
га интилгани учун ^аракат графиги 273-расмдагига ухшаш булади

170- §. Эркинлик даражаси битта булган системанинг мажбурий
тебранма ^аракати

Эркинлик даражаси битта булган система ну^тал^рига потенциал 
ли ^айтарувчи куч, тезликнинг биринчи даражасига мутаноснб ра- 
вншда узгарувчн му^итнинг царшилик кучи ва вацт функциясидаг 
иборат уйготувчи куч таъсир этсин. Уйготувчи кучга мос булган 
умумлашган кучни

Q аз Q0 sin pt (25.33;
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энун асосида узгаради деб ^арайлик. У з^олда бундай кучлар таъ- 
ридаги системанинг з^аракати мажбурий тебранма %аракат 

Ьейилади. Мажбурий тебранма з^аракат дифференциал тенгламасини 
ариш учун (25.11), (25.14), (25.24) ва (25.33) j  ларни эътиборга 

J<yin6, Лагранж тенгламасини тузамиз:

aq + \ i 0q +  cq =  Q sin pt.
Бу тенгламанинг иккала томонини а га булиб,

L  =  J i t  =  2b, ^  =  Р0
а а а

пгилашлар киритсак,

q +  2bq - f  k*q =  Р0 sin pt (25.34)
тенгламанн оламиз. (25.34) тенглама эркинлик даражаси битта 

шбдлган системанинг кичик мажбурий тебранма царакати диффе- 
ренциал тенгламасини ифодалайди.

Дифференциал тенгламалар назариясидан маълумки, бундай уз- 
’гармас коэффициент.™, чизикли ва бир жинслимас дифференциал 
тенгламаларнинг умумий ечими цуйидагича ёзилади:

Я =  Ях +[Яг.
бунда (25.34) га мос булган бир жинсли дифференциал тенглама
(25.27) нинг умумий ечимини, q2 эса (25.34) тенгламанинг бирор ху- 

: сусин ечимини ифодалайди.
k > b  булганда (25.27) тенгламанинг умумий ечими

qt =  Ae~bt sin^kyt - f a )

^куринишда ифодаланиши бизга маълум.
(25.34) тенгламанинг унг томонида sin pt функция ^атнашгани 

учун бу тенгламанинг хусусий ечимини

qt =  В sin {pt — Р) (25.35)

куринишда оламиз. Бунда В ва 0 лар узгармас микдорлар булиб* 
уларни шундай танлаш керакки, (25.34) да q нинг урнига qt ни 
цУйгапда у айниятга айлансин. Бунинг учун дастлаб ^уйидаги з^оси- 
лаларни зугсоблаймиз:

=  Bp cos (pt -  Р), ^  =  - В р г sin (pt — Р) (25 36)

pt — р =  0 белгилаш киритамиз. sin pt =  sin (0 +  р) эканини назарда 
тутиб, (25.35) ва (25.36) ларни (25.34) га ^уямиз:

В (к1 — рг) sin 0 +  2bp cos 0 =  Р0 (sin р -cos 0 +  cos р -sin 0).

Бу тенглик t ва^тнинг ёкн 0 бурчакнинг з̂ ар цандай цнйматида урнн- 
ли булиши учун унинг чап ва унг томонидаги sin0  ва cos0 олди- 
Дагн коэффициентлар мос равишда тенг булиши керак:

В (к* — р г) =  Р0 cos р; 2ЬВ =  Р0 sin р. (25.37)
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Бу тенгликларнннг иккала томонини ^адлаб булиш ва квадратга оши 
рнб ^ушиш натижасида

куринишда ёзиш мумкин. Бундаги Л ва а  лар иитеграллаш доимий- 
лари булиб, ^аракатнннг бошланшч шартларидан аницланади; р ва В 
лар эса (25.38) ва (25.39) фсрмулалар ёрдамида аницланади.

(25.40) дан курамизкн, системанинг тебраниши мураккаб тебран
ма ^аракатдан иборат булиб, уни системанинг сунувчи тебранма ха
ракати ва мажбурий тебранма ^аракатларидан ташкил топган деб ка- 
раш мумкин.

Вакт утиши билан (25.40) даги биринчи ^ад нолга интилади, 
яъни сунувчи тебранма ^аракат йу^олиб, ^аракат асосан

мажбурии тебранма .^аракатдан иборат буладн. Бу тенгликдан кура- 
мизки, системанннг мажбурии тебранма харакати бошлангич шартлар- 
га боглиц булмай, факат (25.39) ёрдамида аницланаднган В ампли
туда ва уйготувчи кучнинг частотасига тенг булган частота билан 
содир булади. Шундай цилиб, уйготувчи куч системани уз частота- 
сига мос равишда тебранишга мажбур этадн.

Му^итнинг царшилигнни ^исобга олган .^олда уйготувчи куч таъ- 
снридаги системанинг мажбурий табранма харакатини текшириш учун 
(23. 39) ва (25. 38) тенгликларнннг сурат ва махражинн к2 га булиб. 
куйидагича ёзамиз:

(25.38)

В = (25.39)
У (Л1 — Р*)г +  4 Ь*р*

ифодаларни .\осил циламиз.
Шундай килиб, (25 34) тенгламанинг умумий ечнмнни

q =  Ae~bl sin ( k j  - f  а) +  В sin (pt — Р) (25.40)

q =  q2 =  В sin {pt — P)

В =
£ f

г (25.41)

(25.42)

Куйидаги белгилашни киритамиз:

(25.43)
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274- раем. 275* раем.

г  катталик уйготувчи куч частотасннннг эркин тебраниш частотасн

F m ra тенг булиб, носозлик коэффициента дейилади, h эса ном- 
атталик булиб, царшилик коэффициентини ифодалайди

Р0 -  — . ** =  £а а

булгани учун

(25.44)

к3 с

Вв катталик статик силжиш дейилади

- 5  =  - Г  =  В*- (25-45)

*

В
11 =  —  

В0
лгилаш кнритсак, бу номсиз катталик динамик коэффициент 

дейилади. Бу коэффициент мажбурий тебранма ^аракат амплитудаси 
В статик енлжишдаи канча катта (ёки кичик) эканлигинн ифодалайди. 
[ У ^олда (25.41) ва (25.42) лар куйидагича ёзилади:

Л =  ' — ; (25.46)
F ( l — г*)* +  4А*а*L.

А =  0; /1 =  0,1 Л =  0,2 булганда т) ва р ларнинг г гз 'боглиц 
равишда узгариши 274 ва 275- расмларда тасвирланган.

Мажбурий тебранма харакат амплитудаси энг катта кийматга эри- 
Шадигаи *ол ало.\ида урин тутади. Бу ^олда резонанс ^однсаси руй 
веради.

г  нинг едндай цийматларида ц экстремум цийматга эга булишини 
•Виклаш учун (25.46) да махраждагн ифодани /(г) билан белгилай- 
Миз:

/ ( г )  =  ( 1 - г * ) *  +  4Л*г*.
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4г  (2/i* — 1 +  г1) =  О
тенгламанн оламиз: Бу тенгламадан бизни ^изи^тирадиган цийматлар- 
ни аниклаймиз:

г х =  0, г3 =  V  1 — 2/1*.
f  функциянинг иккинчи лосиласини олиб, г =  гх да f  (г) макси

мум, г  =  г2 да минимум цийматга эга булишига ишонч ^осил цилии 
мумкин. Бинобарин, т] катталнк ва у билан бирга В амплитуда г  =  О 
да минимум цийматга, г =  У  1 — 2 Л* да эса максимум циймат: 
эришади.

Одатда h <  <  1 булгани у чун амалда резонанс ^одисаси г  — 1 
булганда, яъни мажбурий тебраниш чгхтотаси ва эркин тебрании:- 
частотасн устма-уст тушганда кузатилади.

Агар му^итнинг царшилиги системанинг ^аракатига таъсир этмай 
днган даражада кичик булса, системанинг .^аракат дифференциал 
тенгламасини

q +  k*q =  P0sin pt (25.48)

куринишда ёзиш мумкин. У холда р ф  k (р =  к ^олни ало^ида кура
миз) булганда (25. 48) тенгламанинг умумий ечимн

q =  A  sin (*/ +  а) +  В sin (pt — р) (25.49)

формуладан аницланади.
Бинобарин, бу ^олда системанинг ^аракатини к ва р  частота.™ 

иккита гармоник ^аракатдан ташкил топган деб цараш мумкин.
(25.49) да А ва а  лар юцоридагидек, ^аракатнинг бошланпи 

шартларидан, В эса

В =  — ^ —  (25.50)
I** — Р*|

тенглик билан анн^ланади.
Ь =  0 булганда р нинг цийматини (25.37) дан аниклаш цулап. 

(25.49) ни назарда тутсак, s in р =  0 ва p < k  булганда cosP =  1; 
р >  к булганда cos р =  — 1 булади. Бинобарин, му^итнинг ^ар- 
шилиги эътиборга олинмаса, р < к  булганда р =  0; р > к  да эса 
Р =  л булади, яъни р <  к булганда мажбурий тебранма ^аракат фа- 
заси билан уйготувчи куч фазалари устма-уст тушади, р  >  k зрлда 
эса, мажбурий тебранма ^аракат билан уйготувчи куч фазалари урт.;- 
сндаги силжиш л  га тенг булади.

Агар мажбурий тебранма ^аракат частотаси р  билан эркин теб
ранма .\аракат частотасн к узаро тенг булса, бундай ^одиса реэонаи: 
дейилади.

Резонанс ^олида (25.48) тенгламанинг

q-2 =  — —— sin (pt — р)4 |* » _  pij ^

f  (г) ^осилани нолга тенглаб
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куринишдаги хусусий ечими мавжуд булмайди. Бу холда (25.48) 
нинг хусусий ечимини

I  ?» =  [s in (pt) — s in ( « ) ]  (25.51)

куринишда оламиз. Бу хусусий ечимни (25. 49) да узгармас микдор- 
лгр I

А = а  =  О
J А* — р* |

шартларни к;аноатлантирадиган ^илиб танлаб олиш мумкин. р =  k 
булганда (25.51) хусусий ечим ^  шаклидаги ани^ламасликдан ибо

рат булади, шу сабабли Лопиталь цоидасини цуллаб хуйидагнни ола
миз:

Яг =  Р 0

—  [sin (р/) — s in (*01 
ар ___

—  I** —Р*1
---- —  COS kt.

2k (25.52)

*

p  =  k

Бинобарин, p =  k булганда (25.48) тенгламанинг умумий ечими

(25.53)q =  — —  cos kt +  a sin (kt + a )  
2k

шуладан аншушнади.
(25.53) дан курамизкн, резонанс холида мажбурий тебранма ха

ракат частотаси вахт утиши билан чексиз ортиб боради. Резонанс х°- 
лида мажбурий тебранма харакат графиги 276-расмда тасвирланган. 
Акустика, радиотехннкада ва биноларнинг лойихасини динамик хисоб- 
лашда резонанс х°Дисаси алохида ахамиятга эга.

65- масала. Пружинанинг статик 
Ч^зилишта мос равишда юкнинг тинч Я 
Холатдан бошлангич оьиши у0 бошлан
гич тезлиги v0 нинг у  ухдаги проекция
си у0 берилганда 277-расмда тасвнр- 
Лаиган ва эркинлик даражаси битта 
булган механик системанинг частотаси, 
кичик тебранишлар даври ва /-юкнинг 
У =  у  (t) харакат тенгламаси ани^лан- 
син.

' Расмда хуйидаги белгилашлар ки- 
Цитилган: /-массаси га тенг юк; 2- 
массаси mt ва радиуси г, га тенг блок 
(бир жинсли диск); 3 -массаси т3 ва 
радиуси г, га тенг бир жинсли диск; 
с- пружинанинг бикрлик коэффициенти. 276- раем.
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У
277- раем.

ган:
Юцоридаги катталик ларнинг сон ^нймати ушбу жадвалда бери л-

m, т» т9 е /«-0 б$лгандаги бошлангич 
шартлар

КГ И/и Уо
м

Уо
м/с

1 2 3 3200 0,0003 0,06

4 *

Текнс параллел .\аракат цилувчн 3-днскнинг кннетик энергияси
m o* IГ З с ,  сх 3 

3 “  “Г  Z I

____  #УНДа
,  'У ?
'С* -  2

ДИ.

Ечиш. Лагранжнинг иккинчи хил тенгламасидан фойдаланамиз. 
Системанинг умумлашган координатаси учун 1-юкнинг статик муво
занат ^олатидан огиши у  ни оламиз. У *олда система адикатининг 
дифференциал тенгламаси

3-диск массалар марказининг тезлиги vc  цуйидагича аншугана- 

Системанинг кичик тебранишларн царалаётгани учун

У
деб олиш мумкин. Диск сирпанмасдан думалагани учун

V *

d дТ дТ дП .  
" . \  ^ 
dt ду дУ аУ

ва
(1)

СО, =  ----  =
куринишда ёзилади.

Системанинг кинетик энергияси 1, 2 ва 3-жнсмлар кннетик энергия- 
ларининг йигиндисидан иборат:

т = т1 + тг + т3.
Ти Тг ва Т3 ларни умумлашган тезлик у  орцали ифодалаймиз.
о =  у  тезлик билан илгариланма харакатланчвчн 1-юкнинг кинетик 
энергияси

Т  =  т,у‘
1 2

формуладан ^исоблаиади.
О нуцтадан раем текислигига перпендикуляр равишда утувчи у К 

атрофида айланувчи 2-блокнинг кинетик энергияси

374

2г.
Шундай килиб,

г  _  т»У2 , тчУг
3 8 16

3 •,
! —  тж: 

16 * *

Бинобарнн, курилаётган механик системанинг кинетик энергияси

Г  = т\У «*У*
2 '  2

L Системанинг мувозанат ^олатида. у  =  0 деб цараб, системанинг 
■отенциал энергиясини ^исоблаймнз. Системанинг потенциал энергия
си 1-юкнинг у  масофага кучишидаги потенциал энергияси П! билан 
Н Ь еш нинг кучишида деформацияланадиган пружинанинг потенциал 
энергияси П2 нинг йигиндисидан иборат:..

П =  +  Пг; =  — m ygy,
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с (/ст +  *с)* Cf\T 
1*2 =  ---------„----------------Г—’

бунда / ст — пружннанинг статик чузилнши, -^р  — мувозанат ^олат .

даги пружинанинг потенциал энергияси; хс — пружина [маркамлt . 
гаи С нуцтанинг юк у  масофага огдирилгандаги кучиши. 

Системанинг кичик тебранишлари царалаётганлиги туфайли

деб олиш мумкин. Натижада

П — ~ У*‘ ' 2 /  Cfc r  _  . у_ C J*_

2 2 С/ст 2 +  8
булади.

Шундай цилиб, системанинг потенциал энергияси учун

П =  — т д у  + c h t j  +  I y

муносабат уринлидир.
Системанинг мувозанат ^олатида

^ап
(— ) - о
\  ду / » - о

булгани учун 

бундан

- т , г  +  ^  =  о.

си2
Бинобарин, системанинг потенциал энергияси П =  —Ц-. (1) тенг-

О

ламанинг з^адларини ^исоблаймиз!

d дТ  /  . ш, , 3 V*

аг _ 0 ап сУ
ду =  ’ ду “  4 *

(1) тенглама куйидагича ёзиладм

(я»! +  у  +  я»3) У +  - у  =  0]
ёкн

у  +  k2y  =  0.
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Бунда k эркин тебраниш частотаси булиб,

k =  _  Г ----------- ----------- =  16,03 с~».

I У  4(m‘+ ? + l ffl*)
га тенг. Эркин тебраниш даври цуйидагича ^исобланади:

Г =  —  =  =  0,39 с. 
k 16,03

(2) тенгламани ннтеграллаб 1-юкнинг ^аракат тенгламасини ола
миз:
К У =  С1 cosk t+ C 2 sin kt. (3)

Cj ва C2 интеграллаш доимийларини [аницлаш учун юкнинг тез- 
Iлипши аниклаймиз:

у  =» — kCx sin kt +  kC2 соskt (4)

ва бошлангич шартлардан фойдаланамиз. (3) ва (4) тенгламаларда 
t =  0 да

Уо — Си
У =  kC,.

■емак,Г

Р 
л

II 
II

•

(5) ни (3) га ^уйсак,

(5)

у  =  y0 cos kt sin kt, 
k

у  =  0,0003 cos 16,03 / +  0,0037 sin 16,03/.

иштнриб, унинг еч* 
инишда ^ам ёзиш I

у  =  a s in (&  +  Р),

(2) ни (25. 17) билан солиштириб, унинг ечимини (25. 18) ва (25.19) 
ларга кура цуйидаги куринишда ^ам ёзиш мумкин:

бунда

|  а = \ ^  У1 +  [ ^ ) '  =  О-00001 м,

Р =  arc tg =  arc tg 0,08.
Уо

sin р >  0 (с, >  0) булгани учун
р =  4°36' =  0,08 рад.
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Шундай килиб, 1-юкнинг ^аракати

а- =  0,00001 sin (16,031 +  0,08) м (6)

■
Вунда /ст — системанннг мувозанат ^олатидаги статик чу зил иши;
Г  ‘Пт
Р - у ----- мувозанат холатидаги пружинанинг потенциал энергияси.

Системанннг мувозанат .^олатндаI  ( - f L —  ( 0 | - Ь -  +  о  ) + * / « , - о .

булгани учун
cf ст — Gi ~7— С

п  =  -у  су'- (8)
Умумлашган координата учун <р бурчакни олсак, (7) ва (8) ларни 

/йидагича ёзиш мумкин:

Т =

тенглама билан ифодаланади.
6 6 -масала. Огирлиги G, га тенг стерженнинг бир учи О нуцта- 

да деворга шарнир воситасида бириктирилган; иккинчи учига огирли- 
гн G га тенг В юк бириктирилган. Стержень ва юк бикрлигн с га 
тенг пружина ва О нук,тадан /, масофада урнатилган сую^лик демп- 
фери воситасида горизонтал холатда саклаб турилади. / ва 1Х улчам- 
лар 278-рас.мда курсатилган. Суюцлик демпферида поршенга курса- 
тиладиган царшнлик кучи тезликнинг биринчи даражасига мутаносиб, 
яъни R =  р v деб караб, системанинг тебраниш частотаси ва тебра
ниш даврн аницлансин. Шунннгдек, система апериодик харакатда бу- 
лиши учун р нинг цабул цнладиган цинматлари топилсин.

Ечиш. В нуктанинг у  коордннатасини умумлашган координата учун 
цабул цилсак, снстеманинг кинетик энергияси цуйидагича .^исобла 
нади:

П =  — сР<р*.
2

Демпфер царшилигига мос булган умумлашган куч 

Qr  =  — р «  — р / гФ

(9)

( 10)

т =  тУ* +  у 1г **’*• (7)

G| G ва пружинанинг эластиклик кучига мос булган системанинг по- 
тенциал энергияси учун ушбу муносабат уринли булади:

(И)формуладан аницланадн.
(9) ва (11) ларга асосан Лагранжнинг иккинчи хил тенгламасини тузамиз:

j  ф 4- Р / | Ф +  сР ф =  0

Ф 4- Pitg
Ф 4- • cl'g

Ф =  0.

П =  — Gty —------Gy C( f c t + y ) 2 ,

a i* + i zg ■ • G P + i t g  

(12) ни (25.27) билан солнштирнб

2b = ---------------  ёки Ь --------- ----------
• 2(Gi*+lt g)

k* -------- — ----- ёки k
Gi* +  Iz g

осабатларни оламиз.

(12)

C l2g

W + J t g

Эркин тебраниш частотаси k ва суниш коэффициента Ь ни бнл- 
ган ^олда сунувчи тебранма ^аракат частотасини
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Сунувчи тебранма ^аракат даври

Т — 2я =  2л
k\ Ук* — 6*

тенгликдан топилади.
Система апернодик ^аракатда булиши учун b >  k булиши, яъни

2 (G /*+/2 £) ^  
тенгсизлик бажарилиши керак. Бундан

шарт бажарилганда система апериодик зэдюкатда булншини к у рамиз.

XXVI б о б  

ЗАРБА НАЗАРИЯСИ

171-§. Зарбали куч. Зарбали кучнинг моддий ну^тага таъсири

Шу пайтгача моддий нуцта, механик система ёки жисмга огирлик 
кучи, му^итнииг каршилик кучи, тортилиш кучи каби кучлар таъенр 
этган з^олларни куриб чицдик. Бундай кучларнинг таъсири натижаси- 
да механик система ёки жисм ну^таларининг тезлиги узлуксиз ра
вишда узгаради. Лекин жуда кичик ва^т ичида жисм нукталарининг 
тезлиги, бинобарин, бундай жиемнинг з^ракат микдори чекли мнц- 
дорга узгарадиган доллар ^ам учрайди.

Жуда кичик вак;т ичида жисм ну^таларининг тезлиги чекли кат- 
таликка узгарса, бундай з{одиса зарба дейилади. Турли тезликларга 
эга булган жисмлар бирданига туцнашганда зарба руй беради.

Зарба содир буладиган вацт зарба ва/упи дейиладн. Зарба вацтп 
амалда секунднинг мингдан бир ёки ун мингдан бнр улушига тенг 
булади.

Моддий нуцтага жуда кичик вацт ичида таъсир этиб, жуда кат 
та кийматга эришадиган ва нмпульси чекли булган куч зарбали куч 
дейилади.

Массаси m га тенг моддий нуцтага жуда_кичнк т вацт ичид 
зарбали куч F ва одатдаги (зарбали булмаган) Q (t) куч таъсир эт 
снн. Нуктанинг зарбадан олдинги ва зарбадан кейинги тезлнкларнни 
мос равишда у ва и билан белгиласак, зарба вацтида бундай нуцта 
учун ^аракат мшуюрининг узгариши з^идаги  теоремани цуйидагнч 
ёзнш мумкин.
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бунда

(26.2)

зарбали куч импульсини ифодалайди. Иккинчи интеграл Q кучнинг 
зарба вактидаги импульси булиб, Лагранжнинг уртача едймат *ак,и- 

[даги теоремасига кура
X

SQ =  \ Q ( f ) d t  =  Q *t,
о

бунда Q* билан Q кучнинг (0, т) да едбул ^иладиган уртача кий- 
I матн белгиланган. Q* чекли катталик, т эса кичик миедор булгани 

чун SQ« 0  деб олиш мумкин. У ^олда (26.1) ни

m u  —  mu = S  (26.3)
куринишда ёзиш мумкин. Ушбу тенглама зарба назариясининг асо
сий тенгламаси дейнлади. Шундай цилиб, зарбали куч импульси 
киадор ва йуналиш жи^атдан зарба вацтида ну^та ^аракат миедори* 
нинг узгариши билан ифодаланади. Агар зарбали куч импульси маъ
лум булса, у ^олда (26.3) га асосан ну^танинг зарбадан кейинги 
тезлиги

■  г - ' + т
формуладан аницланади. Бунда v, S  ва т чекли булгани учун нуц- 

Е а н и н г  зарбадан кейинги тезлиги и ^ам чекли катталик булади.
Зарба вацтнда ну^танииг кучишини аннцлаш учун ну^танинг бн-

■ рор цузгалмас координата системасига ннсбатан радиус-векторини

г билан белгнлаймиз. и =  -^-эканлигинн назарда тутиб (26.3) ни 

: dt га купайтирамиз ва 0 дан т гача ва^т оралишда интеграл лайм из:

1 Г о=  г0 -г  у т - 1 ----- f Sdt,
/71 J

бундан нуцтанинг зарба вактидаги кучиши учун к,уйидагини оламиз:
1 к .Дг =  г —  г» =  V T  Н------S *-т.

т

Бунда S* билан зарбали куч импульсининг т вацтдаги уртача цийма- 
ти белгиланган. v  ва S* чекли мицдорлар, т эса жуда кичик булга
ни учун нуцтанинг зарба вацтидаги кучиши А г хам жуда кичик бу- 

ади ва уни одатда эътиборга олинмайди.
Шундай цилиб, цуйцдаги хулосага келамиз:
1) зарба вацтида зарбали булмаган кучларнинг таъсирини эъти- 

эрга олмаслик мумкин;
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2) зарба ва^тида ну^танинг кучиши эътиборга олинмайди;
3) зарбали кучнинг нуцтага таъсири натижасида зарба вацтида 

нукта тезлигининг узгариши зарба назариясинннг асосий тенгламаси 
(26.3) билан ани^ланади.

172-§. Зарба назариясининг умумий теоремалари

Механик система ёки жисмга зарбали кучларнинг таъсири ь^уйи- 
дагн теоремалар ёрдамида ани^ланади.

1. Зарбада система ^аракат микдори нинг узгариши. .V та мод
дий нуцталардан ташкил топган механик система нук,таларига таш^и 
ва ички зарбали кучлар таъсир этснн. Зарбали булмаган кучларнинг1 
система нуцталарига таъсирини эътиборга олмаймиз. Система ихтиё
рий Мл нуцтасининг зарбадан олдинги ва кейинги тезликларшш
vk , ик билан белгилаймиз. Шу ну^тага таъсир этувчи ташци ва 
ички зарбали куч-импульсларнинг тенг таъсир этувчиларини мос ра
вишда S \  ва S k билан белгилаймиз. У Эфлда (26.3) га бинозн

=  +5<* (264) 
тенглама уринлн булади. Системанинг барча ну^талари учун бун
дай тенгламаларнн тузиб, уларни ^адлаб ^ушсак,

2 т * “ * + 2 5 *- 

Бунда ^  тк ик =  /С, , ^  тк v k =  К0 лар мос равишда система

нинг зарбадан олдинги ва зарбадан кейинги ^аракат миьуюрларини 
ифодалайди. Ички кучларнинг хусусиятига кура ички зарбали куч
лар импульсларининг йигиндиси нолга тенг. Шу сабабли

* 1 - * о  =  2 ^ * -  (26-5)

Демак, зарба вацтида система харакат мицдорининг узгариши 
система нуцталарига таъсир этувчи ташци зарбали куч импульс
ларининг геометрик йигиндисига тенг.

(26.5) ни бирор координата уцига проекцияласак,

К - - К -  2  s **. <а д
булади. у  ва г  уцлар учун шунга ухшаш муносабатлар уринлидир.

Системанинг ^аракат микдорини массалар марказининг тезлиги 
ор^али ифодалаб, (26.5) ни ^уйидагича ёзнш мумкин:

м (“ с Ч )  =  2 ? ** (26-7)
ёки координата у^ига проекцияласак,

<26-8>
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(26.7) тенглик зарба вацтида система массалар маркази \apa- 
^кат мицдорининг узгариши \а^идаги теоремани ифодалайди.

Хусусий эдода V  S* =  0 булса, (26.5) ва (26.7) ларга асосан

■уйидагини оламиз:

ис — У С ‘

Шундай едлиб, система нуцталарига таъсир этувчи ташци зарба
ли куч импульсларининг геометрнк йигандиси нолга тенг булса, у 
з^олда зарба вацтида системанинг ^аракат мивдори ва система масса
лар марказининг тезлиги узгармасдан ^оладн.

2. Зарбада система кинетик моментининг узгариши ?одидаги 
теорема. Системанинг ихтиёрий \1 к ну^таси учун (26.4) ни

тк~“ь - ть \  = 5 ;  +  5 ‘

[куринишда ёзиб, бу тенгликни мазкур нуцтанинг бирор цузгалмас
* марказга нисбатан радиус-вектори гк га векторли купайтирамиз:

rk X тк ик — rk X тк vk =  rk X 5* +  rk х  S* .

Системанинг барча нуцталари учун шунга ухшаш тенгликларни 
тузиб, уларни ^адлаб кушамиз:

2 ' *  Х т * “* х  т * Х +  2 Г* Х • 

Бунда V  гк х  тк ик =  Llt V  rk X тк vk =  L0 лар мос равишда

[системанинг О марказга нисбатан зарбадан олдинги ва зарбадан ке- 
(йинги кинетик моментларини ифодалайди. Ички кучларнинг хусусия- 
тига кура ички зарбали кучлар импульслари моментларининг геомет
рнк йигиндиси нолга тенг, V  rk X =  О, Шу сабабли

I ,  — i 0 = 2 ^ x ^* (2 6 9 )
ёки

1 , - 1 , =  2 ^ 0  ( s * )  (2610)
булади, яъни зарба вацтида система \аракат мицдорининг бирор 
Цузгалмас марказга нисбатан моментининг узгариши система нуц- 
таларига таъсир этувчи ташци зарбали куч импульсларининг маз
кур марказга нисбатан моментларининг геометрик йигиндисига 

штенг.
(26.10) ни цузгалмас О нуктадан утувчи бирор г у еда проекция- 

■расак,

булади.
( 2 6 1 , )
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(26.10) ва (26.11) лардан курамизкн, агар система ну ̂ талари га 
таъсир этувчи ташцн зарбали куч нмпульсларииинр бирор цузгалмае 
марказга (уеда) нисбатан моментларининг йигиндиси нолга тенг бул
са, у эфлда системанинг мазкур марказга (ук,к,а) нисбатан кинетик 
моменти зарба вацтида узгармасдан цолади. Бинобарин, зарба вакти- 
да ички зарбали кучлар системанинг кинетик моментини узгартира 
олмайди.

173-§. Шарнинг хузгалмас сиртга урилишидаги тугри зарба.
Тиклаш коэффициентини тажриба усули билан ани^лаш

М  шар берилган цузгалмас сиртга утказилган нормаль буйича 
пастга v  тезлик билан илгариланма ^аракатда булсин (279-раем) 
У ^олда шар А нуктада сиртга урнлгандаги зарба myFpu зарба дени- 
лада. Зарбадан кейин шар Ап нормаль буйича и тезлик билан юко- 
рига ^аракатланадн. Тажрибанинг курсатишича и тезлик v га нис
батан кичик ва

муносабат уринли булади. Бунда 0 <  k ^  1 булиб, k ни зарбадаги 
тиклаш коэффициенти дейилади. Бу коэффициент уриладиган жисм
ларнинг эластиклик хусусиятига боглиц булади.

Зарба вацтини т билан белгиласак, бу ва^т мобайнида шарга 
цузгалмас сиртнинг зарбали реакция кучи N таъсир этади. Бу куч 
Ап буйлаб йуналади ва унинг сон циймати жуда катта микдорга 
эришади. Зарба вацтини икки ^иемдан иборат деб цараш мумкин: 
биринчи даврни билан бзлгиласак, бу вэк;т мобайнида шарнинг 
тезлиги нолга тенг булгунча у дефэрмацияланади; ^  дан т гача 
булган ва^т мобайнида шар эластик булганлиги сабабли уз шаклини 
цисман (бутунлай эмас) тиклайди ва тезлиги 0 дан и гача ортадн.

}^ар иккала ва^т оралига учун зарба назариясининг асосий тенг
ламаси (26.3) ни тузиб, Ап га прогкциялаймиз:

и =  kv (26.12)

п
0 — (— mo) =  S v  
ти — 0 =  S 2, (26.13)

лар билан

мос вацт орали^ларидаги зарбали реакция 
кучи импульеларининг модули белгилангаи

(26.12) ва (26.13) га асосан ва S 23ap- 
бали импульелар орасидаги муносабатни 
ани^лаймиз:

Sa =  kSx ёки k =  (26.14)

279- раем. Бинобарин, зарбанинг иккинчи даврда-
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ги импульсининг биринчи даврдаги 
импульсига нисбати тиклаш коэф- 
фициентига тенг.

Тиклаш коэффициентини цуйида- 
ги содда тажриба ёрдамида аиицлаш 
мумкин. Синалаётган жисм материа- 
лидан ясалган шарча худди шу ма- 
териалдан ясалган горизонтал пли
та га бошлангич тезликсиз hx баланд- 
ликдан ташланади. Зарбадан кейин 
шарча баландликка кутарилади 
(280- расм). Галилей формуласига 
кура

v =  v 2g/ii , и =  - / 2 gh2
булади. У дол да тиклаш коэффи
циенти

280- расм.

В V  л»
(26.15)

формуладан аницланади. Турли материалларнииг тиклаш коэффици- 
ентлари справочникларда берилади.

Зарбали куч хусусиятини к;уйидаги мисол воситасида тасаввур 
^илиш мумкин. Огирлиги Р  =  1 Н булган пулат шарча h =  6 м ба- 
ландликдан тушиб, пулат плитага о тезлик билан урилади ва зарба
дан кейин и тезликка эга булади. Зарба даври т =  0,001 с ва тик-

и 3лаш коэффициента k =  —  =  —  булса, зарбали кучнинг уртача миц-
v 9

дори ани^лансин.
Дастлаб зарбали куч импульсини ^исоблаймиз. Бунинг учун зар

ба назариясининг асосий тенгламаси (26.3) ни у  уц^а проекциялаймиз
mu +  mv =  S

ёки
S =  т (о +  и) =  —  (у +  и).

8
о ва и тезликларни аниклаймиз:

v  =  y^2gh =  Y 2-9,81 -6 «  11 м/с,

и =  —  V «  6 м/с.
9

Бинобарин, зарбали куч импульси цуйидагича булади: 

5  =  - ^ - ( П + 6 ) « 1 , 7  Н-с. 

Зарбали кучнинг уртача ^иймати 

F =  —SP
1.7

0,001
1700 Н.
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Шундай ^илиб, огирлиги 1 Н га тенг булган шарча плитага ур- 
тача циймати 1700 Н га тенг зарбали куч билан таъсир этадн. Зар- 
бзли кучнинг энг катта циймати 1700 Н дан ^ам орти^ буладн.

174- §. Икки жиемнинг тугри марказий зарбаси (шарлар зарбаси)

Илгариланма ^аракатдаги икки жисм бир-бирн билан ту^нашиб 
урилишн олдида массалар марказларинннг тезликлари шу марказлар- 
ни туташтирувчн турри чизик; буйлаб йуналган булса, бундай зарба 
тугри марказий зарба дейилади.

Зарбагача массалар маркази бир тугри чизиц буйлаб ^аракатла- 
нувчи иккита бир жинсли шарнинг урилишидаги зарба бунга мисол 
була олади.

Туцнашадиган жисмларнинг массалар» тх ва тг, массалар марказ- 
ларининг зарбадан олдингн тезликлари vY ва v2, зарбадан кейинги 
тезликларн их, иг булсин. Массалар маркази Cj ва Сг ор^алн доимо 
Ci дан Сг га йуналган. С^х уцни утказамиз (281-раем). У ^олда 
зарба содир булиши учун и1х >  v2x шарт бажарилиши зарур (чунки 
акс ^олда биринчи жисм иккинчи жиемни к,увиб ета олмайди); бун
дан ташцари, и1х <  и2х шарт .%ам бажарилиши зарур, чунки урилув- 
чи жисм уриладиган жиемдан узиб кетмайди. Бу шарт жисмлар 
бир-бирига карама-царшн харакатланаётганда ^ам уринли булншини 
таъкидлаб утамиз.

m, , т2 v lx, v2x лар берилган булса, и,х ва и2х ларни аншушй- 
миз. Бунинг учун уриладиган жисмларни битта система деб цараб, 
бу система учун ^аракат мнцдорининг узгариши ^ацидаги теоремани 
к^ллаймиз. У .\олда жисмлар урнлгандагн зарбали кучлар ички куч
лардан иборат булади. Шу сабабли V  S‘kx =  0 ва (26.6) га кура 
/С1х =  К2х булади ёки

т 1 U\x +  т 2 “ г* =  ,П\ Vlx +  ,П2 V2x ■ (26.16)
Иккинчи тенгламани эса тиклаш коэффициент ифодасидан топа

миз. Иккита жнем урилганда содир буладиган зарбанннг интенсив- 
лиги ^ар бир жисм абсолют тезликларига боглиц булмай, балки 
урилувчи жисм тезлигининг уриладиган жисм тезлигидан цанча ор- 
тшушгига, яъни и,х — v2x айнрмага богли^. Шу сабабли иккита жисм 
урилишидаги зарбада доимо у1х >  v2x , и1х ^  и^  шартлар бажарили- 
шинн эътиборга олсак,
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L | “ I * -  “ 2 x | Ul x ~  «2*

* “ 1 ^ 4 ---------------------------------------------------------------------
Vx̂ —V,\ x  v2x

еки

Ul x - U2x =  - k [ Vl x - V2x)

(26.17)

(26.18)

(26.16) ва (26.18) теигламаларни биргаликда ечиб жисмларнинг 
зарбадан кейинги тезликлари и1х ва и2х ни аницлаймиз:

(26.19)

Урилаётган жисмларнинг зарбали импульсини аниклаш учун 
? (26.3) ни жисмларнинг бирортаси, масалан, биринчиси учун айрим 

тузиб аницлаймиз:

s i x = m i { и 1 х ~ ° и ) -

Ньютоннинг учинчи цонунига кура

$2х ~  S |Х .
Куйидаги икки ^олни'айрим-айрим куриб чицамиз.
1. Абсолют эластик булмаган зарба (к =  0). Бу >рлда (26.16) 

ва (26.18) лардан курамизки,

m l °1х “I" т 2 v 2x
“ l< =  U7Z = т1 +  т2

(26.20)

яъни зарбадан кейин иккала жисм бир хил тезлик билан ^аракатла- 
нади; зарбали импульс

S2x- 5 , . m,mt
mi+m,

(26.21)

4 формуладан ани^ланади.

1 2. Абсолют эластик зарба (k =  1). Бу ?{олда (26.16) ва (26.18) 
лардан

и \х  =  V\x '
2т.
г г - К - » - ) .т 1 тг 

2т,AHII / \

булади. Зарбали куч импульси куйидагига тенг: '

(26.22)

2mlmt 
mi +  mi ( ° и ~ ° 2 х ) (26.23)
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(26.21) ва (26.23) ларни солиштириб абсолют эластик зарбадаги зар
бали куч импульси абсолют эластик булмаган зарбадагндан икки 
марта катта булишини курамиз. Хусусий зфлда агар т1 = т 2 =  т 
булса, (26.22) дан иХх =  v2x, и2х =  У1х муносабатларнн ^осил к;и- 
ламиз. Шундай ^илиб, бир хил массали иккита жиемнинг урилишп 
натижасида содир буладиган абсолют эластик зарбада урилувчп 
жисмларнинг тезликлари алмашади.

6 7 -масала. Опфлигн Рг =  5 кН булган шар у, =  15 м/с тезлик 
билан з^аракатланадн, унинг олдида худдн шу йуналишда огирлиги 
Я2 =  8 кН булган шар vt — 2 м/с тезлик билан ^аракатланади. Агар
тиклаш коэффициента к =  - ~  булса, шарларнинг зарбадан кейинги

тезликлари аницлансин.
Ечиш. Курилаётган з^олда шарларнинг^зарбаси эластик зарбадан 

иборат булгани учун (26.19) га асосан шарларнинг зарбадан кейин
ги тезликларини аниклаймиз:

a l =  P l- ( l + f e ) -  (у, - у,) =  15 — (1 +

+  0 , 5 ) Т Т Т ( 1 5 “ 2 )  = : з  м / с ;

«2= о» +  (1 +  *) — (»1 — Of) =  2 +  (1 +

+  0,5) (15 - 2 )  =  9,5 м/с.
о-\-о

Шундай цилиб, зарбадан кейнн биринчи шарнинг’тезлиги камая- 
ди, иккинчисиники эса ортадн (з^амда шарлар илгариги йуналишда 
з^аракатланади.

175-§. Зарба ва^ти^а кинетик энергиянинг йу^олиши.
Карно теоремаси

Бу теоремани иккита шарнинг туф и марказий зарбаси учун чица- 
рамнз. Бу з^олда з̂ ар кайси шарга таъсир этувчи зарбали куч им
пульси ва тиклаш коэффициента (26.3) ва (26.17) ларга кура цуйи- 
дагича ани^ланади:

« i ( “ i — »i) =  — 5, 
m , (и2 — У*) =  5 ,
к _  Ut-Uj 

V l— V 2  *

Биринчи тенгламанинг иккала томонини u1- |- to 1 ra, иккинчнешш 
и2 +  kv2 га купайтирсак

Щ («! — o j  (ut +  hvt) =  — S ( u l +  kv t),
Щ (“г — f 2) (u2 +  kv2) =  5  (u2 +  kv2).

(26.24)
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Бу тенгламаларни к^шиб '(26.24) нинг учинчисини эътиборга олсак, 

Щ (“i\— Ui) («1 +  Ь>д +  т» («* — t>i) (и, +  kVf) =  О
тенгламани оламиз.

Олинган тенгламани бош^ача куринишда ёзиш учун цуйидаги ай- 
ниятлардан фойдаланамиз:

и, («, — »i) =  -у  (и? -  +  4" (“i ~

ftp, (ы, -  о ,)=  - j -  k (и\ - р » ) -----1- ft (и, -  о,)*,

и2 (u2— v2) =  (и* — о*) +  _ 1  (и2 -  о2)г

У ^олда

ва

ko2 (и2 — р2) =  - L  ft Ц  - v ] ) -----l-  (и2 — v2y .

(ы, — и,) (и, - f  fto,) =  - l -  (1 +  ft)(uj — of) +  

+  - J - 0  — *) (“ i - W

(«2 — V i )  ( U 2 + to8> = -J- 0 + k )  (“3 —°P  +
t

+  - y  (1— *) (“* — *>*)*•

(1 +  ft) [(m, и* +  щ  up  — (m, o* +  m 2p*)] +

+  - j -  (1 — *) К  (U! — 0 ,)* +  m, (и, — o2)2] =  0. (26.25)

Бу ифоданинг биринчи урта ^авсдагиси кинетик энергиянинг зарба 
вацтида узгаришини ифодалайди.

Агар

т — mi ° i , т2 $
11 — 2. 1 2 '

= ml H] , 
2

т2и*
2

белгилаш киритсак, 7 \  системанинг зарбадан олдинги, Г , эса система
нинг зарбадан кейинги кинетик энергиясини ифодалайди. (26.25) да 
Иккинчи урта ^авс ичидаги эса зарба натижасида й^отилган тезликка 
мос булган кинетик энергия булиб, уни Т  билан белгилаймиз:
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Натижада (26.25) ни ^уйидагнча ёзнш мумкин:

Т2 — 7 \  =  — -  Т.  (26.26)
1 -}• к

Бу муносабат иккита шарнинг турри марказий зарбаси учун кине
тик энергия балансига оид Карно шеоремасини ифодалайди: э.гастик 
зарба вацтида йуцотилган кинетик энергия йу^отилган тез.гикка

1 —kмос кинетик энергиянинг —■—  цисмига тенг.
1 +  Л

Абсолют эластик жисм учун k =  1 ва 7 \ =  Тг булади, яъни зар
бадан сунг абсолют эластик жисмларнинг кинетик энергияси йу^ол- 
майди. Абсолют пластик жисм учун /г — 0 ва Т2 — ТХ =  Т  булади. 
Бу ^олда кинетик энергия энг куп микдорда йу^олади.

Пластик зарба натижасида жнсмлар зарбадан кейин бир хил тез- 
ликка эга булади:

их -- иг.
Бу ^олда и, =  и2 -- и белгилаи] киритиб, (26.4) ни цуйидагича ёзиш 
мумкин:

m , ( u - o J  =  4 S . j

m , ( u - v , ) = S .  I
Бу тенгламалардан и ва 5  ни аницлаймиз:

___ m,o,и -----------;------- |
"<1 +  «1

S =  щ щ  (Vl~h> (26.28)
тх+тг *

Зарба натижасида пластик жисмларнинг кинетик [энергияси ка- 
маяди. Х,а^иедтан .\ам, пластик жисмларнинг зарбадан олдинги ки
нетик энергиясини 7 \ билан, зарбадан кейинги кннетик энергиясини 
Тг билан белгиласак, Т2 <  Тх эканлигинн исботлаш мумкин:

Т\ — + Т  т* =  Т u2 +  m2“2)-

T  =  - j -  [т1 («! — у,)* +  Щ  (иг — 1»2)2].

Бундан

Тх -  Т2 =  - j  /п, (р» -  и2) +  - j -  т2 (v?2-  и2)

ёки (26.27) га асосан

T l - T 2 =  ± S  ( и + о . ) ----- j  S ( « + o * )  =  - i -  S f a - r , ) .

Бу формулага 5  нинг цийматини (26.28) дан келтириб^уйсак,

Т, — Т.  =  w 1,7,2 — (26.29)
2 ( т ,  +  /л,)
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муносабатни оламиз. Шундай цилиб, 7 , > Т ,  булиши исботланди.
(26.28) нн эътиборга олиб, йу^отилган кинетик энергия 7 \  — Т2 

учун бошцача куринишдаги ифодани ёзиш мумкин:

Т — Т =  (т 1 +  ст1)у  у  | Д*
1 2 2tfit т ,  2mt ~Г 2 т ,

|ёки (26.27) га асосан

7 \  — Г 2 =  [ - j -  mi (ух — ы)*+ - i -  m2 (Vi— m)=J. (26.30)

Бундаги i»j—и, v2— и ларни жисмларнинг «йукотилган» тезлиги деб 
аташ мумкин. (26.30) тенглик пластик жисмлар учун Карно тео- 

| ремасини ифодалайди: абсолют эластик булмаган зарбада систе
манинг [йуцотилган кинетик энергияси йуцотилган тезлик билан 
царакатланувчи системанинг кинетик энергиясига тенг.

(26.29) формулани жисмлардан бири ^узгалмас булган ^ол учун
1 цуллаймиз. Масалан, v2 =  0 булса,

7 IT, _ ffl| ttlry Уд"
1 * 1 — ----------- ,

2(mi+mJ

ёки курилаётган ^олда 7 \  — —  m, булгани учун

Т г - Т 2 = т.
mi +  m,

(26.31)

,булади.
Шундай н;илиб, кинетик энергиянинг сарф булиши урилаётган 

■жисмлар кинетик энергияларининг маълум ^исмига тенг булади; бу 
|кисми уз навбатида т х ва тг массаларга боглиц булади. Агар m2i^m x
булса, т. коэффициент бирга я^ин цийматни цабул к;илади; ак-

т \  *г  т г
синча тг<^тх булса, нолга якнн цийматга эга булади. Масалан, утда 
^издириб чуг цилинган металлни тоблашда болганинг кинетик энер- 
гиясн иложи борнча купроц сарф булиши мацсадга мувофивдир. Бу- 
мнг учун массаси болганинг массасидан бир неча бор катта булган 

onip сандондан фойдаланилади. Аксинча цозиц цокилаётганда козиц- 
[нинг деформацияси имкони борича кичик булгани ёки кинетик энер
гия иложи борича кам сарф булгани маъцул. Шунинг учун бу ^олда 
гуцмо^нинг массаси цозицнинг массасига нисбатан иложи борича 

га цилиб олиниши мацсадга мувофикдир.
Карно теоремасини цуллашга оид цуйидаги масалани ечамиз.
68 -масала. Огирлиги Р  =  19620 Н булган болга ft =  0,8 м ба- 

андликдан сандон устида тобланаётган циздирилган металл устига 
)гирлик кучи таъсирида тушади. Сандон ва металлнинг огирлиги 
294300 Н га тенг. Мазкур болганинг фойдали иш коэффициента 
яиклансин.
|  Ечиш. (Болганинг сандонга урилиш олдидаги кинетик энергияси 

кучнинг hx кучишидаги иши билан ани^ланади:

391



Тг =  Р А -
К>изднрнлган металлни пластик жисм деб цараш мумкин. (26.31) 

га асосан эластик булмаган зарба ва^тида йу^отилган кинетик энер
гияни ^исоблаймиз:

Т г - Т г =  - т'  -  7 >  — Р А ,

бунда: /л, — болганинг массаси; ш2*— сандон ва тобланаётган металл 
массаси. Йу^отилган кинетик энергия асосан тобланаётган металл- 
нинг деформацияланишига сарф буладиган иш билан ифодаланади. 
Бу фойдали ишнинг болгани hx баландликка кутаришдагн иш мик- 
дори Р А  га нисбатини болганинг фойдали иш коэффициент деб 
аташ мумкин. Бу коэффициентни т] билан белгиласак,

„  _  Тх — Тг _  m, __ Pt
Тх mx — m, P i + P i '

Px ва P2 нинг берилган цийматларида
294300

11 ~  313920 =  0 ,9 4
булади.

176-§. Хузгалмас уц атрофида айланма ^аракатдаги жиемга 
зарбали кучнинг таъсири. Зарба маркази

Хузгалмас г  уц атрофида о)0 бурчак тезлик билан айланаётган 
жиемга^ зарбали куч таъсир этсин (282-расм). Зарбали куч импуль* 
сини 5  билан белгилайлик. У ^олда А ва В таянч ну^таларида 
зарбали реакция кучлари ^осил булади. Уларнинг зарба ва^ти мобай- 
нидаги импульеларини S a ва S b билан белгнлаб, жисм зарбадан 
кейин цандай ш бурчак тезлик билан айланишини топамиз. У ^олда 
г  уеда нисбатан 5/i ва S b зарбали куч импульеларининг моменти 
нолга тенглигини назарда тутиб, мазкур у еда нисбатан кинетик мо-

ментнинг узгариши ^а^идаги (26.11) теоре
мадан фойдаланамиз: L\z — Lq2 -~Мг (S ). 
Бунда L0i —1г о)0; L\,  =  /* ю булгани учун 
цуйидаги муносабат уринлндир:

l z ( ^  — ^  =  Mz (S),  (26.32)
ёки

, Mz (s^) /rtc ооч
(О =  G)0 -J-------• • (40.оо)

*г
Бинобарин, зарба вацти мобайнида жиемнинг 
бурчак тезлиги зарбали куч импульсининг 
айланиш уедга нисбатан моментининг жием
нинг шу уеда нисбатан инерцня моментига 
нисбатига тенг катталикка ортади.

392



Раем текислигига перпендикуляр 
уц атрофида айлана оладиган 

киемга зарбали куч импульси 5  
тЬъсир этсин. z  уцнинг раем те- 
■ слиги билан кееншган нуцтасини 
О билан белгнланмиз (283-расм). 
дСисм симметрия текислигига эга

Г цараймиз ва раем текислиги 
jh симметрия текислигини олиб, 
х| уцни жисм огирлик маркази С 

ли утказамиз. Таянч подшип- 
лари раем текислигига симметрик 

йлашган деб царасак, у ^олда 
янчларда ^осил буладиган зар- 
ли реакция кучлари (ёки улар- 

■инг импульелари) О нуцтага цуйил-
Гс1

| а

283- раем.

Ьан битта кучга (ёки 5 0 импульега) келтирилади. 
5  таъсирида

1\андай шартлар 
жисмнинг таянчжарилганда зарбали куч импульси 

йу^таларида зарбали реакция кучи .^осил булмаслигини аницлаймиз.
Жисм зарбагача тннч ^олатда булсин, у ^олда со0 =  0. Зарбадан 

к[ейин жисм со бурчак тезлик билан айлансин ва огирлик маркази- 
нпнг тезлиги ис га тенг булсин. Бу тезлик миадор жш^атдан а со 
га тенг, йуналиши эса (ОС) га перпендикуляр булади (283-расм).

Массалар марказининг узгариши ^аь^идаги теоремани х  ва у  у^- 
Ларга нисбатан цуллаймиз:I <26-34»
Ппдшипникларда зарбали реакция кучи ^осил булмас: иги учун

Sox ~  Soy — 0
глнши керак. Шу сабабли (26.34) дан Sy — М и с , Sx =  0 муноса-

£ тларни оламиз. S , =  0 шартнинг бажарилиши зарбали куч импуль
си х  у еда. яъни огирлик марказини айланиш уед билан туташтирув- 
чи чизиеда перпендикуляр булишини курсатади.

Шундай едлиб, S  =  Su =  М ис  булади. ис =  аса булгани учун 
зарбали куч импульси

S  =  Мат
*орм\ладан ани^ланади. Жисмнинг зарбадан кейинги бурчак тезлиги 
(26.33) га биноан аницланади. У ^олда

о _  м  J L *
1, * (26.35)

Деб ёзиш мумкин, бунда: 1г — жисмнинг айланнш уедга нисбатан 
«ерция моменти: h—мазкур ук^дан зарбали импульс S  йуналган чн- 

■гедача булган масофа. (26.35) дан 

,

Ма
(26.36)
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бинобарин, зарбали куч импульси таъсир этадиган, myFpu чизик ац.

ланиш увидан —  •• масофада ётиши керак.
Ма

Бу тугри чизицнинг х  уцни кесиб утган К  нуцтаси зарба мар. 
кази дей.тади.

Масалан, горизонтал уц  атрофида айлана оладиган ва узунлщ а
I га тенг булган бнр жинсли стержень учун зарба марказини ант 
лаймиз. Бу ^олда

(26.36) га кура

° *  =  T Z’

яънн зарба маркази айланиш уцидан у /  масофада ётади (284-расм).
Зарба марказини ани^лаш муэуш булган яна бир мисол тарика- 

сида материалларнинг зарбага царшилигини аницлашда кулланиладиган 
асбоб — Шарпи тебрангичини олиш мумкин. Бу асбобнинг асосий 
к;исми пулат t h f  урнатилган ва массаси т га тенг булган .\амда О 
нуцтадан утувчи горизонтал уц атрофида вертикал текисликда айла- 
нувчн салмоедор тебрангичдан иборат (285-расм). Тажриба утказишда 
тебрангични бирор баландликка кутариб вертикал ^олатдан а  бурчак
ка огдирилади ва уни цуйиб юборилади. Тебрангич уз огирлиги таъ
сирида мазкур ^олатдан бошлангич тезликсиз туша бошлайди ва вер
тикал ^олатга келганда, текширилаётган материалдан ясалган нус ха 
тусиэда урилади з^амда уни кесиб утади. Натижада тебрангич нинг 
бурчак тезлиги маълум даражада пасаяди. Зарбадан кейин тебрангич 
уз ^аракатини давом эттиради ва бирор Р бурчакка бурилади.

Агар тебрангичнинг айланиш уцига нисбатан инерция моменти ни
I билан, зарбали куч импульси S  цуйилган ну^тадан айланиш уки- 
гача булган масофанн с , тебрангичнинг текширилаётган материал нус- 
хасига урилиш олдидаги бурчак тезлигини о>0 билан, зарбадан кейин-

% - Г

“с
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н (нусхани кесиб утгандан кейинги) бурчак тезлнгини ю билан бел- 
Ьласак, (26.32) га кура

1 (ы — ш0) =  S c ,
ундан

_  /(м —<0о)
5  -  с

Зарба даврида тебрангичга таъсир этувчи 5  импульс тебрангич- 
инг айланиш уки урнатилган подшипникларда зарбали реакция ку- 
ини ^осил цилади. Агар подшипниклар О нуцтадан бир хил масо- 
вда урнатилган булса, зарбали реакция кучларини О нуктага цуйил- 
ан битта куч билан алмаштириш мумкин.

Юцорида курганимиздек, подшипникларда зарбали 'реакция кучи 
досил булмаслиги учун тебрангичда thf урнатиладиган с масофани 
26.36) га кура

С та

а тенг цилиб олиш керак. Бу ифодани (22.28) формула билан солиш- 
•нриб зарба марказидан айланиш уцигача булган с масофа физик 
вятникнинг келтирилган узунлигига тенг булишинн курамиз. Бош- 
^ача айтганда, зарба маркази тебрангнчнинг силкиниш маркази билан 

|гстма-уст тушади.

177-§. Теки: параллел ^аракатдаги жиемга зарбали кучнинг
таъсири

Зарбали куч таъсиридаги жиемнинг текис параллел харакатини 
Векшириш учун уни уз огирлик маркази орцалн утувчи ва харакат 
Вскисли гига параллел булган П  текислик билан фикран кесамиз. Бу 
Векисликда хузгалмас Оху ва жиемнинг массалар маркази орцали 
Втувчи .\амда у билан биргаликда илгариланма ^аракатланувчи Схху х 
Воордината системаларини утказамиз. Жиемга шундай зарбали куч-тар 
•аъсир этадики, зарбадан кейин ^ам жисм мазкур ^аракат текислигига 
парраплел текисликда ^аракатланади. Бундай куч таъсиридаги жисм 
■ассатар маркази атрофидаги айланма ^аракат бурчак тезлнгини 
Вниклаймнз.

Зарбали куч таъсир этаётган курилаётган жисм учун массалар 
Варказининг харакати ^ацидаги теоремани х  на у  уцларга нисбатан 
1(26.8) кура] цуйидагича ёзиш мумкин:

M (u c t - v c * )  =  1 S ' kx,

М {ЦСу QCy) =  ^  Shy.

Зарбали куч импульси 5 , массалар марказининг зарбадан олдингн

Калиги vc берилганда, бу тенгламалар воситасида система массалар
рказининг зарбадан кейинги тезлнгини аницлаш мумкин. Жиемнинг 

Ь ссалар  маркази орцали П текисликка перпендикуляр равишда утув- 
В 1 у^ атрофида зарбадан олдинги айланиш бурчак тезлиги берилган-
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да системанинг бу уэда нисбатан кинетик моментининг узгариш 
адкдеги

1с г((й — и>0) =  2 M c z ( S j )
теоремадан фойдаланиб зарбадан кейинги бурчак тезлиги со нн аник- 
лаш мумкин.
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