
С. К. А З И З - К О Р И Е В ,  Ш . X. Я Н Г У Р А З О В

НАЗАРИЙ 
МЕХАНИКАДАН 
МАСАЛАЛАР ЕЧНШГА 
КУЛЛАНМА
КАЙТА ИШ.ПАНГАН ИККИНЧИ НАШРИ

УЗБЕКИ С ТО Н  ССР ОЛИП ВА М А ХСУС  У РТА ТА Ъ Л И М  
Л\ИНИСТРЛИГИ ОЛИЙ ТЕХН И КА  У ^ У В  Ю РГЛАРИМ ИНГ 
СИРТК'П ВА КЕЧ К И  БУЛИ М ЛАРИ  СТУДЕНТЛАРИ УЧ УН  
У К У В  КУЛЛАНМ АСИ  СИФАТИДА РУХ С А Т  ЭТГАН

(ДИНАМИКА)

.УКИ ТУВЧИ * ИАШ РИ ЕТИ  
Т о ш к е н т  — 1975



.Укитувчи" иашриёти, 1975 (иккинчи нашри)

Мазкур китоб Олнй техника Укув юртлари учун тасдиклаиган .Наза
рий механика' программасига мунофик ёзилди. Китоб икки- кисмдан: мате
риал нукта дштшкйси на материал нукталар системасн линамнкасидан 
иборат булиб, унда назарпяга оид цискача маълумотлар бернлди на уларга 
оид масалаларни ечиш методикаси курсатилди.

^ ____20°0? №
‘ М -353(0(3) — 75



ДИНАМИКА

В И Р И Н Ч И  К И С М  

М А Т Е Р И А Л  Н У К Т А  Д И Н А М И К А С И

АСОСИЙ ТУШ УН Ч А Л А Р

! Материал жисмларнинг ^аракатини шу ^аракатнп ву-
кудга келтирувчи сабабга, яъни таъсир этаётган кучга 6of- 
таб текшнрадиган механиканинг к'исмига динамика дейилади.

Материал нукта механика (динамика нинг оддий объекти- 
и р.

Масала ечишда улчамларини зисобга ол.маслик мумкин 
5улгап материал жисм материал нукта деб аталадн.

Материал нуктанинг .^аракагига ^еч кандай чегара (чек) 
куйилмаса, у эркин материал нукта дейилади. Материал иук- 
танинг ^аракатн бирор сабаб билан чеклаиган булса, уидай 
материал нукта эркспз материал нукта дейилади.

Динамика икки киемга, материал пукта дпиампкасига ва 
абсолют каттик жисм динамикасига тегишлп материал нукта
лар системасннинг динамикасига булинади.

Динамика II. Ныотон таърифлаб берган туртга аксиомага 
| конунга) асосланадч.

Б и р и н ч и  а к с и о м а  (инерция цонуии). Х аР кандай м а
териал ну^та унга бирор таш ки  куя таъсир этмагунча узи
нинг тинчлик золатини ёки тугри чизикли тенг улчовли 
За ра ка т  и ни сак лайд и.

Уз тезлигининг узгаришига материал нукта курсатадиган 
Каршилик унинг инерцняси дейилади.

Инерция конунини татбик килиш мумкин булган координа
та системасн инерцпал система деб аталадн.

И к к и н ч и  а к с и о м а  (дииамиканпнг асосий конуии).
М атериал нуктанинг заракатлаитирувчи куч таъсири

да зосил булган тезланииш бу куч билан бир йуналишда 
булиб, микдори ж и затд ан  шу кучга пропорционалдир:

F  = тк \  (1)
бу ерда — куч таъсирида материал нукта олгаи тезланиш 

вектори;
т  — материал нуктанинг массаси—узгармас микдор;
/• — материал нуктага таъсир эттирилган кучный* век

тори.



Иккинчи аксиома эркин тушишга (ерга тортилишга) татбик 
этил ганда куйидаги куринишда булади:

P = m g ,  (2)
бу ердп g — жиемнинг эркин тушиш тезланиши;

Я — жисм огирлигининг кучи.
У ч и н ч и а к с и о м а (таъсир ва акс таъсир конуни).
Икки материал нуктанинг бир-бирига таъсир кучи хам

ма вацт ми/фор жи^атдан бир-бирига тенг ва /\арама- 
царит томонга йуналган булади.

'Г у р т и и ч и а к с и о м а  (кучлар таъсирининг эркинлнк прнн- 
ципи).

М атериал нуктага бир вацтнинг узиба бир цанча к^ 
таъсир этаётган  булса, унинг тезланиши шу м а тер т  
нуктага ,\ар цайси куч ало.\ида таъсир этганда .\осил бу. 
ган тезланишларнинг геометрик йигиндисига тенг , яъни

© = © , + © 2  +  ^ +  . . .  (
бу ерда

F x -  Ft — F* -  Fnw, = — , w2= w8=  -*• , . . .  , w =  -n.1 m ' 1 m ' 8 m ’ "  m

F\> ^2» Г 8» ••• — материал нуктага таъсир эттирилган
кучлар.

т  — материал нуктанинг массаси.
Материал нукта динамикаси куйидаги асосий икки типдаги 

масалани текширади:
1) материал нуктанинг массаси билан бирга кинематик эле- 

меитлари берилган булиб, материал нуктани заракатга келтк- 
рувчи кучни топиш керак булган масалалар биринчи тип ма- 
салаларга киради (динамиканинг биринчи масаласи). By типдаги 
масалаларнн тутри масалалар деб зам юритилади;

2) массаси маълум булган материал нуктага таъсир этувчи 
куч берилган булиб, шу куч таъсиридан косил булган ки> е- 
матик элементларини топиш керак булган масалалар иккинчи 
тип масалаларга киради (динамиканинг иккинчи масаласи). Бу 
типдаги масалаларнн тескари масалалар деб зам юритилади.



I B O B

МАТЕРИАЛ НУЦТА Х;АРЛКАТИНИНГ 
ДИ ФФЕРЕНЦИ АЛ ТЕНГЛАЛ^АЛАРИ

1-§. Материал нуцта \аракаги дифференциал 
тенгламаларининг асосий формулалари

Динамиканниг иккинчи ва туртипчи конунига асосан
куч билан нуктанинг тсзланиши орасидаги богланиш куйида
гича ифодаланган:

(1, 1) материал нукта заракати дифференциал тенгламала
рининг вектор ифодаспдир.

( 1, 1) вектор тенгликни бирор координата у клари система- 
снга проекцияласак, материал нукта ^аракатинииг уша уклар 
системасидаги дифференциал тенгламаларини косил киламиз.

Декарт координата уклари системасини олсак, куйидагини 
^осил киламиз:

бу ерда х, у , г—нуктанинг координаталари; X , К, Z—нуктага 
таъсир эттирилган кучлар тенг таъсир этувчисининг координа
та укларидаги проекциялари. Нукта эрксиз булса, шу тенгла- 
маларга богланиш реакция кучлари кам киради.

Материал нукта заракати дифференциал теигламасннинг 
табиий координата уклари системасидаги проекцияси куйида
гича булади:

ёки

(1,1)

( 1, 2 )

(1,3)
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ёки
„  do р

m 7 = ^  
О = Л ,

d ,3 ')

бу ерда v  — материал нуктанинг тезлиги;
о — нукта траекториясинниг эгрилик радиуси;

Г , , /%, Z7*— нуктага таъсир килаётган кучларнинг тегшнлича 
уринма, нормал ва бинормал уклардаги проекинялари. (1,3') 
тенгламага материал нукта каракагинипг Эйлер ёки табиий 
тенгламаси дейилади.

Текисликда каракат килувчи материал нуктанинг кутб коор
дината уклари оркали ^аракат дифференциал тенгламаси куйи
дагича булади:

т ( г - п р2) = F п> (1,4)

dt * •

бу ерда г—нуктанинг радиус-вектори;
<р—кутб бурчаги;

F n F f —нуктага таъсир эттирилган кучнинг г ва <? даги 
ироекцнялари.

Материал нукта каракатннинг дифференциал теигламалари 
ёрдамида динамиканинг икки асосий масаласини, яъни тутри 
вл тескари масалаларини ечиш мумкин.

2-§. Берилган ^аракат цонунидан 
кучни топиш
(Нукта динамикасининг биринчи—тугри масаласи)

Массаси т  булган материал нукта каракати декарт коор- 
динатасида x=* f x(t), у = f2(t), г *=/3(0  тенгламалар билап бе
рилган булса, шу каракатни вужудга келтнрувчи F  кучнинг А', 
Y, Z Уклардаги проекциялари куйидаги формулатардан топилади:

X  *  т  , Y  =х т  Z  = т  — , (1,2)dl* dO dt*'
бундан!

F ~ V  х '+  у * +  ^ 2;

COS ( F , X ) r r  CO S {F ,  y )  -  j r ,  c o s ( T \  ? )  =  7f :

Бу динамиканинг тугри масаласи булгани учун берилган >;а- 
ракат тенгламаенни икки марта дифферепциаллаш билан маса
ла осонгина ечилади. Массаси т  булган материал нуктанинг
3



заракати траскторияда, яъни s = f[t) тенглама билан берилгап 
булса, шу заракатни вужудга кслтирувчи F  кучнинг F t,F n% 
F b проекцнялари куйидаги формулалардап топилади:

бундан:

F „ = m Vj , F ^ 0, (1,3')

р  = V FU ^ P .\ .

cos(F, t) = cos(F, П) = у-, cos(̂ /i5) =0.
Массаси т  булган материал нукта заракати кутб коорди- 

патаси теигламалари r =  о = /2(0  билан берилган булса, 
шу заракатни вужудга келтнрувчи F  кучнинг F r ва F 4 про
екция чари куйидаги формулалардап топилади:

Р, = P, = j  (1,4)
бундаш

p ^ V n  +  f I

COS ( JO *  = Ct, cos(^> )=  5-Li. F •
Материал нуктага таъсир килаётган кучнинг таъсир чизигн 

доим бирор кузгалмас нуктадан утса, бундай куч марказий 
куч деб, нукта эса марказ деб аталади. Кузгалмас нуктага 
караб йуналган кучга тортувчи (марказга интилувчи) куч, 
Кузгалмас нуктадан йуналган кучга итарувчи (марказдан ко- 
чувчи) куч дейилади.

Марказий куч таъсиридаги материал нукта радиус-вектор 
билан нуктанинг бошлангич тезлик вектори ётгаи текнеликда 
заракат килади. Бундай заракатдаги материал нуктанн табиий 
координата уклари системасида текшнришда Вине формуласи- . 
дан фойдаланиш кулай:

dy \r )  r 4 me 
бу ерда с—нуктанинг секториал тезлиги, куч марказий бул
ганда, бу тезлик узгармас: с *я £ »  -I г7?  (радиус-вектор чиз-л»
ган сектор юзи 5 дан вактга нисбатан олинган биринчи тар
тибли зосила S  га секториал тезлик дейилади). Бине форму
ласи марказий орбита буйича заракат тенгламасн берилганда 
марказий кучнинг узгариш конунини топиш имконнни беради. 
Агар F r мусбат булса, марказий куч марказдан кочувчи куч 
булади, агар F г манфий булса, куч марказга интилувчи куч 
булади.



3- §. Масалалар ечишга оид методик
курсатмалар
Эрксиз материал нукта динамикасининг бириичи тип

(тугри) масалалариии куйидаги тартибда ечиш тавсия этилади:
1. Агар масялл шартида чисоблаш системасн берплмаган 

булса, кнсоблаш системасини танлаб олинади.
2. Берилган кучларни шаклда курсатнб ва тасвирлаб олиш 

керак.
3. Боглпнишдаи кутулиш прииципидаи фойдаланиб, богла

ниш реакция кучларинп курсатиб, ифодалаб олинади.
4. Материал нуктанингтезланншиии берилган каракаг кону- 

нидан аниклаб, упинг олинган координата укларидаги проек- 
циялари топилади.

5. Танлаб олинган .уюоблаш системасида материал пукта 
каракатннииг дифференциал тенгламаларини тузиб олиш керак.

6. Тузилган дифференциал тенгламалардан изланаётгап ио- 
маълум микдорлар топилади.

Динамиканинг биринчи масаласига II. В. Мешчерскнйнинг 
„Назарий механикадан масалалар туплами" китобидаги 648 — 
653, 672, 673, 748, 749, 751-масалалар камда Н. II. Бухгольц, 
II. М. Воронков ва А. II. Мииаковларнииг „Назарий механи
кадан масалалар т\плами“ китобидаги 439, 460, 461, 471, 4/2, 
478, 489, 490, 496, 497-масалалар киради.

1-масала. F.pra торгплпш кучининг таъсирида вер
тикал тушаётгап, огирлиги 10 и булган Л/ шар уз огирлиги 
таъсирида вертикал равишда пастга тушмокда, унга каво кар-

4-§. Масалалар

0 шилик курсатади. Шарнинг заракат кону- 
ни s - 3271 — 109(1—£ -3') (s — см кисоби- 
да). Хавоиинг каршилик кучи тезликнинг 
функцияси си(|)атида топнлсин.

. ч

Е ч и ш . .\аракат килаётган М  нуктага 
ернинг тортиш кучи Р  ва кавонинг карши- 
лпк кучи R  таъсир килади; уларнинг 
йуналиши 1-шаклда курсатилган. Бу маса
ла динамиканинг тугри масаласннииг ( 1,2) 
тенгламасига асосан ечилади.

Шар заракати днфференииал тепгла- 
маспнинг вертикал а укдаги проскниясинп 
тузамиз:

W— (1)

бундан;

1 шакл.
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Харакат тенгламасидан биринчи ва иккинчи тартибли коси-
лалар оламиз:

v = tdJ = (,l  = 327-327*-»' = 327(1 —е -3'), 
dt dt

(3)

(4)—  = —  = 981г-8/, 
dt2 dta

Бирликларнннг абсолют системасидаи фойдалансак: 

р =  mg, Р  -  10 • 981 = 9810 дина, и  = Ь  г,

(4) па (2) дан
£=9810-9810 е~*< = 9810(1

(3) тенгламани иазарга олиб ни тезлик оркали ифода- 
лаймиз:

R  — 30 v дина.

2-масала. Массаси т  булган нукга — |—  = 1 эллипс буft-а? b-
лпб каракат килади. 11уктанинг тезланиши у укка параллел. 
t = 0 булганда нуктанинг коордн- 
наталарн х = 0, у = />, бошлангич 
тезлик г>0. Траекториянииг кар бир 
нуктасида Л/ нуктага таъсир ки- 
лувчи куч аниклансин (2-шакл).

Р. ч и ш. Харакат килаётган М  
нукта тезланиш векторининг Ох 
координата -укидаги проекииясини 
топамиз. Тезланиш Оу укка па
раллел булгани учун

—  = 0.
dtз

2- шакл.w , = —  = U. ( 1)

Бу (1) дифференциал тенгламанннг интеграли: 

х = Cxt -f С2, (2)
бу ерда С, ва С2—интеграллаш донмийлари. Нукта каракати- 
нинг оошланшч шартлари t =  0 булганда

— ) = '̂о. *0 = 0, dt 1 о
булишидан фойдаланиб, С, ва С2 ни топамиз:

С\ = v t, С2 = О,

X  = v 0t.
демак,

(3)

(4)

(5)



М  нукта тезланипшни топиш учун нукта трагкториясннинг 
тенгламасн (6; дан вактга нисбатан икки марта косила олиш 
керак:

♦ а „1
О, (б)ь*

бундан вактга нисбатан олинган биринчи тартибли косила:

— —  j_ l l  . c! l  — о 
а? ' dt b2 ’ dt ”  *

иккинчи тартибли косила:

2х ' (Рх , _2 fdx\* , 2у £ у  2 
аг dt2 ' а*\Л / ^  1 £2 * ) в = оat

ёки

dt) d t 3 </г2

(5) дан д: циАматини (6) га олиб куйиб, у ни топамиз:

у = *  / 1  -  ( ? )> .

(8) тенгликдан вактга нисбатан косила оламиз:

(2)

(7)

(В)

dt
- a - t

^КИ
—' = — — 5$ t.
dt cfl у (9)

(7), (8) ва (1) тенгламалардан фойдаланиб, изланаётган номаъ- 
лум микдорнн топамиз:

d^y  __ __ b l t’f

dt* я3 у3
( 10)

Тсзланиш вектори топилгандан кейин кучнинг уша укдаги 
проекцияси У  ни (1,2) тенгламадан фойдаланиб топамиз:

F  -г  у = — т  ——у а*у3 (1

3-масала. Эгри чизикли йулда 72 км/соат узгармас тез
лик билан бораётган поезд вагонида юк пружнналн тарозида 
тортилади; юкнинг опгрлиги 5 н, тарози эса 5,1 н ни курсата- 
ди. Тарозннинг массасини хисобга олмай, йулнииг эгрилпк ра
диуси аниклансии (3- шакл).
10



Л '

/

t

M jf

А

Л  0

р  Т
р

г *

V s /z /y /s //

R

Й чи ш . Шаклда юкка таъсир
Килаётган кучларни Р  (огирлик) 
ва F  (пружинанинг тортиш кучи) 
бнлан, шунннгдект огирлик мар
казининг траскториясининг пор- 
мал йуналишини п, бинормал 
йуналишиин /> билан белгилай 
миз. Юкнинг огирлик маркази 
чизаётган траскторпянннг - урин- 
ма уки шакл текислигнга тик 
пуиалгап. Масалапи ечиш учун
(1,3) тенгламадан фойдаланамиз.

v  = 72 км 'соат  — 20 м сск —
= const булгани учун (1,3')
тенгламаларнннг бириичиси айииятга айлаиади, яъни п1- =
= ~  = 0] юкка таъсир килаётган кар кайси кучнинг уринма
укдаги проекпияси зам нолга тенг. Нормал ва бинормал ук 
лардаги проекция теигламаларигина колади:

~~  = F n = F j sin я, ( 1)
р

О = F b — F x cosa — P. (2)
ва p нинг бурнлиш радиуси R  гатенглигини кисоб*

3- шакл.

В
га олсак:

Р  v* с  .in а,

Р  = F xcos а,

буларни квадратга ошириб, кУшсак:

F\ sln2a -f F I cos2* = F ]

(3)

(4)

(5)
еки

бундан:
gK

= V f \ ~ p \

5 • 20*
r =  5 J L =  = _____________g\ F i—P3 9,81 У 5,1J — 5*

-  202 M.

4 масала. Массаси m булган M  нукта кузгалмас О марказ 
атрофида Г куч таъсирида заракат килади; F  куч О марказ
дан чикади ва М О = г масофагагина боглик. Нуктанинг тез-
лишни v  = — деб зисоблаб, F  кучнинг микдори ва нуктанингг
траекторияси топилсин; а-узгармас сон (4-шакл).
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/
м

Е ч и ш . Тезликнинг кутб коор
дината уклари оркали ифодасини 
ёзамиз. Формулага асосан

v 2 =  г* +/*V* ( 1)

Координата бошини куч чикиш 
марказига урнаштирсак

1-шгк,. ^ = г '-  + г у  (2)
булади.

Таъсир килаётган куч марказий куч булгани учун у чиз- 
ган юзиинг интеграли куйидагича булади;

г2?=с, (3)
бундан:

Бунга биноан 

(5) ни (2) га куйсак

* = гт- <4>

r =  ds  - d±  ;  = L  . dJL  /кч
dy dt df r  r 3 rf-f * K J

z-4 U 'f  / Г* r a w

Тенгламага янги -J- = и узгарувчини кирнтамиз:

(7)

(7) тенгламадан <р буйича косила олиб, уни 2 — га кискар-d<f
тирсак:

. а3 /лч<»>
Бине формуласи (1,5) га биноан (8) нинг унг томони--- —

т с 1 и 2
га тенг, демак:

* a  =  - J L ,
Cs т с2а 2

бундан
г— о 9 ЛЮ*F  — — т а 2 и3 = ---- . (9)

г3

Таъсир килаётган F  куч марказга юртувчи (чунки у ман- 
фий ишорали) ва масофаиинг кубига тескари пропорционал.



%  = ±П Y J ^ Т = ± ku. ( 10)

*= / 3 - 1.
бундан узгарувчиларни ажратсак

-  = + м <р, ( п )и
энди буни ннтегралласак,

In// = ± 4- сх. (12)
Бошлангич шартлардан / = 0 булганда <р0 = 0; и = и0 шарт- 

лардан фойдаланиб с, ни топамиз:
с, = 1п«о (13)

Шундай килиб,, умумий интеграл
1пи — 1п«0 = ±

(8) тенгламадан

еки

бундан!

In — = ± Лер,
«о

и = -  = //0£±wг
еки

ruuetk* = 1 ёхуд рг*** = const.
Демак, нуктанинг траекторияси логарифмик спираль экан.

5-масала. Массаси т  булган нукта марказий куч таъсири-
р

да кутб координаталаридаги тенгламасн г = ------- - куриниши-1 ecos'o
да булган траектория буйлаб заракат килади (оу ерда Р  ва 

узгармас коэффициентлар). Тортиш маркази эса кутб коор- 
дииаталари кутбида. Нуктани заракатга келтирувчи куч аник- 
лансин.

Е ч и ш . г ни топамиз:
P e s in  <р ( 1)

(1 -fecos <р)8
ёки —-----  ни г билан алмаштирсак1 + ecosy

; = (2)
булади.

Таъсир килаётган куч марказий куч булгани учун у юза 
ингеграли булади, яъни

r2<? = h — const. (3)
13



г ни топамиз:
«  АЗл /,в ( р  \

r “ 7 v c« T - ^ ( 7 - > ) -  (5)
(1,4) формуладан фойдаланиб F r ни топамиз:

бу ерда f = — (3) га асосан ёки квадратга оширсак
а Л* tfr  = -  

т Г 3

зосил булади. <р = 0 булгани учун
/% = 0.

5-§. Масса ва куч берилганда нуктанинг 
Заракат конунини топиш

(Материал нукта динамикасннинг иккинчи-тескари 
масаласи)
Берилган куч таъсирида массаси т  булган материал 

нуктанинг заракат конунини топиш динамиканинг асосий за
ракат дифференциал тенгламаларини бошлангич шартларида 
ингеграллаш демакдир.

d*x vт. —: = X ,

(2) тенгламага (3) ни куйсак, куйидагини ^осил киламиЭ!

(6)

dt*
„  d'ly _  Y m —- — / , 

dt*

//I ■ — z .
dt*

(1,2;

Бу тенгламаларни икки марта интеграллаб, нуктанинг де- 
карт координата уклари системасидаги заракат конунини то* 
памиз, яъни

-v = /i(0 , У = /2(0> 2 = /3(0-
Харакати эркин булган материал нукта учун, купинча (1,2), 

яъни декарг координатзсидаги заракат дифференциал тенгла- 
маларидаи фойдаланилади

Матернач нукта эгри чизикли эрксиз заракат килганда, 
одагда, Эйлернинг заракат тенгламаси 0,3 ') дан фойдаланн- 
лади, бунда богланиш реакция кучиии зисобга олиш керак.

by параграфга оид масалаларни асосан икки гипга ажра
тпш мумкин:
И



1) тУгри чизикли заракат кнладиган материал нуктага те- 
гишли масалалар па

2) эгри чизикли заракат кнладиган материал нуктага тсгиш- 
ли масалалар.

(i* §. Масалалар ечишга оид методик курсатмалар

Материал нукта динамикасиипнг тескари — иккинчи 
масаласини куйидаги тартнбда ечиш тапсня этилади.

1. Инерциал зисоблаш системаснни ки[ итиб, координата 
уклари системаси танлаб олинади.

2. Материал нуктага богланиш реакцияси кучлари ва бошка 
кучлар таъсир кплаётганинп аииклаб олиш керак.

3. Нукта заракатининг бошлангич шартларини аннклаш, 
яъни л'о, y0l z0, v 0x, v 0y, v02 ларнинг t = 0 булгандаги ифода- 
ларини топиб олиш керак.

4. (1,2) ёки (1,3 ) формулаларга мувофик материал нукта 
Заракатининг дифференциал тенгламалари тузилади.

5. Харакат диф реренцнал тенгламалари интегралланади.
G. Харакатнинг бошлангич шартлари асосида интегра плаш- 

дан чиккан номаълум узгармасларни топиш керак.
7. Топилган натижаии кииематик текшириб курилади.

7-§. Материал нуктанинг турри чизикли заракати

Материал нукта тугри чизик буйлаб заракат килса, 
у чизикни Ох уки деб кабул килиб, укни заракатнинг усиш 
томонига каратиб йуналтирамиз. Нуктанинг заракат диффе
ренциал тенгламасн

d2x v
" 1т ? = х - ( Ь \ )

Умумий золда X  куч нуктанинг координатаси х , тезлиги v  = 
~  ^  ва вакт I нинг функцияси булади, яъни:

X  = / (х, v , t).
Бундай типдаги масалалар т\'ртта группага булинади:
1. Материал нуктага куйилган замма кучларнинг тенг таъ

сир этувчиси узгармас булган масалалар, яъни
X  = const.

(Масалан, ер юзи якинпда заракат килаётган материал нуктага 
таъсир килаётган ернпнг тортиш кучи.)

Бу группага И. В. Мешчерскнйнинг „Назарий механнкадан 
масалалар тупламп* кнтобидаги 674, 675, 678, 679, 682, 686- 
масалалар; Н. Н. Бухгольц, II. М Воронков ва А. П. Мина- 
ковларнинг „Назарий механнкадан масалалар туплами1* кито- 
бидагн 442, 444, 4о0, 453, 454, 45G масалалар киради.



2. Материал нуктага таъсир килаётган кучларнинг тенг таъ
сир этувчиси вактга боглик буладигап масалалар, яъни:

*  = / (0
(масалан, нуктани тебранма заракатга келтирувчи даврий узга- 
рувчи куч).

Бу 30л учун (7,1) тенглама куйидаги куринишда булади:

m r = n t ) .  (7,2)lit
Бу группага И. В. Мешчерскийнинг „Назарий механикадан 

масалалар туплами*1 китобидаги 694,698, 701, 702-масалалар 
киради.

3. Материал нуктага таъсир килаётган кучларнинг тенг таъ
сир этувчиси нукта координатасига (масофага боглик буладн- 
ган масалалар, яъни;

X  = f (x )  (7,3)
(эластик пружиналар, иплар ва зоказоларнинг кучи).

Бу зол учун (7,1) тенглама куйидаги куринишда булади:

mv — = f  (х).
dx

Бу группага И. В. Мешчерскийнинг „Назарий механикадан 
масалалар туплами" китобидаги 699,700, 724 масалалар; Н. Н. 
Бухгольц, И. М. Воронков ва А. П. Мииаковларнинг „Наза
рий механикадан масалалар туплами*1 китобидаги 462, 463, 464, 
466, 467, 468-масалалар киради.

4. Материал нуктага таъсир килаётган кучларнинг тенг таъ
сир этувчиси нукта тезлигига боглик буладигап масалалар, 
яъни:

X  = f ( v )
(масалан, заракат килаётган нуктага музитиинг каршилиги). 

Бу зол учун (7,1) тенглама куйидаги куринишда булади:

m £  = / (« ) (7,4)
at

ёки
m v ~  — f  (*)■ (7,4')dx

Бу группага И. В. Мешчерскийнинг „Назарий механикадан 
масалалар туплами1* китобидаги 680, 683, 684, 685, 693, 695, 
696, 697, 706, 707, 708-масалалар; Н. Н. Бухгольц, И. М. Во
ронков ва А. П. Мииаковларнинг „Назарий механикадан ма
салалар туплами** китобидаги 4/2, 473, 474, 475, 476, 477-ма- 
салалар киради.



8-5. МАСАЛАЛАР
6-масала. Горизонтал йулда 36 км 'соат  тезлик би

лан кетаётган трамвайга тормоз берилса, у канча вактда ва 
Каидай масофада тухтайди? Тормозлаш вактида вагон зара- 
катига курсатиладиган каршилик нагон огирлигининг зар тон- 
насига 300 к Г  дан тугри келади
(5- шакл). м

Е ч и ш . Трамвайнинг замма 
массасини отрлик маркази М  
нуктада жойлашгаи материал 
нукта деб фараз киламиз (5- 
шакл).

М  нукта заракат кнлаётган 
тугри чизикни Ох уки деб олиб, 5-шакл.
уни тормоз бсриш вактида М
нукта турган вазиятни зисоблаш боши учун кабул киламиз.

Трамвайнинг заракатини тормоз берилган £ = 0 вактдан 
бошлаб текширамиз. Масала шартига биноан t = 0 булганда

dx \х, = 0,

Харакатнинг охирида трамвай тезлигинииг v  = 0 булиши 
маълум. Тормозлаш вактида трамвайга кандай кучлар таъсир 
Килишини аниклаймиз. Тормозлаш вактида трамвайга учта куч 
таъсир килади:

1) трамвайнинг огирлик кучи Р; 2) рельснинг реакция кучи 
N ва 3) тормозлаш каршилик кучи 7. Бу кучларни М  нукта
га куйилган деб знсоблаймиз.

М  нуктанинг заракат дифференциал тенгламасйнн тузамиз. 
Нукта Ох уки буйлаб туFpn чизикли заракат килгани учун, 
унинг заракат тенгламасн куйидагича булади:

d*x тm —  =  — Г.
dt*

бу ерда m — вагоннинг массаси.
Масала шартига кура:

T = — P = 0 ,3 P = 0 ,3  mg,1000 » «»
шунинг учун

т —  = — 0,3 mg ёки —  = — 0,3 g. dt* dt' 6
(1) тенгламанн интеграллаймиз:

J [ - v =  “ О,3 gt + ct.

бу ерда с, — иитеграллаш донмийси. 
2-4590

(1)

(2)
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*  = - 0 .3 я ~  + с,< + с2, (3)

бу ерда с2 — иккинчи интеграллаш доимнйси.
(3) ифодада иккита узгармас номаълум бор. Уларни (2) ва

(3) тенгламалардан топиш учуй улардаги t Урнига t = т ни 
(- — тормозлаш вацти) ва чап томонларига тегишли кийматла
рини куямиз. У вактда

О = v0 -  0,3 gx, (4)

(5)

(4) тенгламадан тормозлаш вакти -с ни топамиз:
Vn Ю

Иккинчи марта интегралласак:

X гг
0.3£ О.з. 9.» 1 3,4 сек. (6)

Тормозлаш вактида трамвай утган йулни топиш учун тор
мозлаш вактини (5; га куямиз.

1П о а 0.3-9,81 -3,42 ^ = 1U • 3,4--------- —  =  16,9 Му

бу изланаётгаи тормозлаш вактида трамвай босган йул.
7-масала. Массаси т  булган материал нукта F  = F 0cosut 

(бу ерда F0 ва узгармас микдорлар) конунига мувофик
узгарувчи куч таъсирида тугри 
чизикли заракат килади. Бош
лангич пайтда нуктанинг тезлиги 
x0= v 0 булган. Нукта заракати- 
нинг тенгламаси топилсин (6- 
шакл).

Е ч и ш . Нуктанинг бошлан
гич (олдинги) пайтдаги вазняти-

б - шакл. ни зисоблаш боши учун кабул
Килиб, Ох укини нукга зара

кат килаётган тугри чизик буйича йуналтирамнз. Бошлангич 
пайтда нукта заракатда эканлигини зисобга олиб, бошлангич 
шартларни ёзамиз:

t =  Q булганда а  = О, с =  (— ) = г>0.
\dt /о

Нуктага Р  огирлик кучи, заракатга келтирувчи/7 куч ва 
горизонтал текисликнинг N  нормал реакция кучи куйилган. 
Нуктанинг д- уки буйича заракат дифференциал тенгламаси:

(1'Л . .

1 о С

N

1 - Р
j -с ►



куринишда булади. ^  — булгани учун уни (2) га куйиб 
dt2 dt

узгарувчиларни ажратамиз:
dv
dt т
dv F 0 . — COS со t

еки
dv = — cos оit  • dt. (3m

Буни интеграллаймиз:

v  — — = — sin со / -f- cx. (4)dt mv>
Бошлангич £ = 0 булганда v  — vQ шартларни (4) га куйсак 

ct топилади:
с, = v 0

Cj нинг кийматини (4) га куямиз:

v  = — = —  sin о) / v0. (5)
dt ты

(5) даги узгарувчиларни ажратамиз:

dx — —  sin со/. dt -f v0dt. ( 6)
/Л со

Буни интеграллаймиз:

*  = -  cos со/ -f V0t +  с2. (7)7ИС0 '  '

Бошлангич шартларни (/ =  0 булганда .* = х0 = 0) (7) га 
куйиб; с2 ни топамиз:

'2 А .  (8)
arm

с2 нинг кийматини (7) га куйсак:

X  =  —  (1 — COS СО t) +  v0tmufl
булади.

Бу излаётган нукта ^аракагининг тенгламаси.
8-масала. Массаси т  булган материал нукта кузгалмас О 

нуктадан массаси т  ва масофаси л: га пропорционал куч би
лан итарилади. Пропорционаллик коэффициента k2 га, бош
лангич М  нуктадан О нуктагача булган масофа а га, нукта-



нинг бошлангич тезлиги нолга 
^  тенг. Нуктанинг заракат ко-

______л- Т  ну ни генгламаси топилсин (7-
шакл).

Е ч и ш . Масаланинг шарти- 
7‘ шакл- га биноан F  = k2mx, шунинг

учун нуктанинг заракат диф
ференциал тенгламасн (7,1) тенгламага асосан куйидагича бу
лади:

т  —  = k'~mx (1)
dt3 '

ёки
Ц  -  к'х  -  0. (2)rf*2 V

(2) тенглама унг томони нолга тенг, коэффициентлари уз
гармас булган иккинчи тартибли чизикли дифференциал тенг
лама. Буни ечиш учун тегишли характеристик тенглама ту
замиз:

л = еи олиб, — = )еи , —  = (3)dt dt1 4 '
буларни (2) га куйиб, еи га кискартирсак:

X2 -  k2 = 0 (4)
келиб чикади, бундан

*•1.2 = ±
характеристик тенгламанинг илдизлари маълум сонлар экан- 
лигини зисобга олиб, (2) дифференциал тенгламанинг ечили- 
шини

л- -  cxekt -f c2~kt (5)
куринишда оламиз.

Иитеграллаш доимийлари с, ва сг ни топиш учун иккита 
тенглама булиши керак. х дан вакт t га нисбатан зосила ола
миз:

— — v = cxkekt— c2ke~kt. (6)dt
Бошлангич шартлар (t = 0 булганда х0=>а, и =  0) ни (5) 

ва (6) ифодаларга куямиз:
Cl =  С, -]- С 2

О = kct — kc2
булади. Бу тенгламалардан сх =» с2 = — эканлиги топилди.

с, ва с2 ларнинг топилган кийматларини (5) га куйсак, из
ланаётган нуктанннг заракат коиуни тенгламасн чикади:

х = ± (е "  +  е-**) (7)
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ёки
х = achkt. (В)

9-масала. Массаси т  булган шар ернинг 
торгиш кучи таъсирида бошлангич тсзликсиз 
вертикал буйича пастга тушади; завошшг к«чр- 
шилиги R  = \j-opv2 га тенг; бу ерда ц— узгармас 
пропорционаллик коэффипненти, з—тушаётган 
шар катта доирасининг юзи, о — ^авонинг зич- 
лпги, v  — шарнинг тушиш тезлиги. IJJapmmr 
тезлиги v  ва утган нули 5 вакт t оркали то- 
пилсин. Вакт t чексиз катта булганда тезлик 
v нинг чегара кийматп топилсин (8- шакл).

Е ч и ш . Шарнинг олдинги вазиятини коор
дината бопш деб кабул килиб, Ох укини вер
тикал пастга йуналтирамнз У вактда (7,4) га 
асосан шарнинг заракат дифференциал тенгла
маси куйидаги куринишда булади:

ёки

dv г) г)т  — = Р — R  dt

dv nт —  =  m g -  •

( 1)

(2)

X

8- шакл.

(2) тенгламани т  га булиб ва —  = к7 деб белгилаб, куйида-mg
гини косил киламиз:

£  =  * ( 1 - A V ) .  (3 )
d t

Узгарувчиларни ажратсак:
dv

1-ЛЧ»*г  =  gdt. (4)

Шарнинг бошлангич тезлигини нолга тент деб зисоблаб, 
тегишли чегарада (4) ни интеграллаймиз:

V

\ dv = gdt. (5)

еки

еки

- i l n b * ?  
2k 1 + kv

v  t

- g t

1 , 1 — kv ,— In ----  =  — PT,
2 k  l  +  k v  6

(6)

(7)
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бундан:

г т г Г (8)
Бу тенгламадан v ни топамиз:

v  e  J_ 1 -  I f ) -  в-™*1 \ е**1
k 1 + e~2kgl k \ 1 + в~™gt I ekgl * 

демак:
1 ebgi-e-*gi V З=ж------------  /Q)
k ek g t + e - k g f  V »

(9) дан куриниб турибдики, / -» со да

I i m « = i .  ( Ю )
t-o к v '

булади.
Вакт t орта бориши билан е-*** функция зам тез кичикла- 

ша боради, шу сабабли бирор маълум вактдан кейин шарнинг
тезлиги тенг улчовли булиб колади ва тезлик -  га тенг бу-

k
л ад и.

Шар утган йулни топиш учун 0 дан t гача ва 0 дан s га- 
dx 1 ekgl — е-к*1ча ораликда v = ~  = — — ---- —  (9) тенгламанн инте1рал-dt k е * -f е—

лаймиз.
Узгарувчиларни ажратиб интегралласак:

1 Г ekgi —e~kg‘
(И )

еки
t

= —  In — + I, k*g 2

бундан:
(12)

Бу теиглик шар утган йулнинг вакт оркали ифодасидир.

9-§. Материал нуктанинг эгри чизикли заракати

Бу бобдаги масалаларнн ечишда (1,2) заракат диф
ференциал тенгламаларидан фойдаланилади.

Материал нуктанинг эгри чизикли заракати, купинча, таби- 
ий уклар системасида текширилади. Бундай золларда (1,3') 
тенгламалардан фойдаланилади.



Масалани ечиш тартиби хулди П -§ дя кФрсатилгаидек бу
лади. Бунга И. В. Мешчерскийнинг „Назарий механикадан ма
салалар туплами** китобид ini 709 — 732 масалалар; Н. Н. Бух
гольц, И. М. Воронков ва А. П. Мииаковларнинг „Назарий 
механикадан масалалар туплами1* китобидаги 491, -192-масала
лар киради.

га л г»,

10-§. Масалалар

10-масала. А самолёт ердан h балаидликда горизон- 
тезлик билан учадн. Самолёт В  туп битам бир верти-

самолёгга снаряд отилган.калда булган вактда шу тупдаи 
Снаряд самолётга тегиши учун:
1) снаряднннг бошлангич тезли
ги у0 кандай шартни каноатлан- 
гириши керак ва 2) снаряд го- 
ризонтга кандай я бурчак остида 
отплиши лозим? Хавонинг КаР- 
шилиги зисобга олинмасин (9- 
шакл).

Е  ч и ш. Координатанинг Оу 
Укини туп турган нуктадан вер
тикал юкорига, Ох укини эса 
горизонтал равишда самолётнинг
учиш томонига каратпб йуналгнрамиз. Снаряднннг зара- 
катпга хаво курсатадигаи каршиликни зисобга олмасдан, сна- 
рядга факат узининг mg огирлик кучи таъсир килади деб ка
раймиз.

( 1,2) га мувофик снаряднннг заракат дифференциал тенг- 
тамасини тузамиз:

/тг—  = 0, 
dt2
d*y __ _

т dt3 =  -  m g.
0 )

бу ерда т — снаряднннг массаси.
Харакат текисликда юз бераётганлиги учун ( 1,2) нинг учин- 

чи тенгламаси бУлмайди. t = 0 булганда
= 0, у о = 0, v ox = v 0 cos я, voy = v0 sin я, (2)

бошлангич шартларни цаноатлантирадигаи ( 1) системанинг ечи
мини топамиз. (1) тенгламани бир марта интегралласак:

-  - с  , — с\
dy

7  = ~ g t  +  c%dx

ёки
Ci

Vу ~~ ~ g t  +  C2,

(3)
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иккинчи марта иитегралласак:
X — C\t -f- cs, 

y = - g ^  +  c,t-{- cA.

Бошлангич (2) шартлардан фойдаланиб, с,, с2, с3. ва ни то
памиз. t = U да г'0д. = Ci, v 0y = с2, х0 = с3, у0 = булганлиги- 
дан

= t 'ucosa, Са =  "'о sin а, сг — Ci = 0.
Демак,

et2X -- v 0xt; у = v 0yt -  Y  .
ёки

X  — г о t cos а; у =  vQt sin a — .

Снаряд самолётга текканда хх = х, у = Л шартларни капо- 
атлантириши керак, бу ерда .v, = v ]ty — снаряд отилгандан то 
у бориб самолётга теккунча кетган /, вакт ичида самолётнинг 
утган нули. (4) нинг биринчи теиглиги туп укининг кия бур
чаги а ни топиш нмкониятини беради:

x'qCos а^х/,, яъни cos а = —. (5)
Vo

(4) нинг иккинчи тенглигидаи снаряднинг учиш вакти tt ни 
топамиз:

t\ -  j  ( г 'о sin i ± V v\  sin2а—2gh) . (g)
бундан:

T>Jsin2a — 2g/i>0 (7)

булгандагина снаряд самолётга тегиши мумкин.
(7) тенгсизликни (5) тенгликка куйсак, яъни

vf
Sin2 a =  1 — COS2 а =  1-----Г-. (8 )

4

(8) ни (7) га куйсак, куйидагиии зосил киламиз: 

бундан:
v\ > v\ + 2/ig. (9)

11-масала. Катод  нурларининг магнат майдонида оги- 
ши. Манфийг электр зарядли, т  массали зарра кучланиши Н  
булган бир жинсли магнит майдонига майдон кучланишига



m£)

A
fib

i U шакл.

перпендикуляр йуналган v0 тезлик 
бнлан кнриб боради. Заррага

F  = — e (v  X  Н)

куч таъсир килади деб зисоблаб, 
зарра кейинги заракатининг траекто- 
рняси аниклансин ( 10-шакл).

Е ч и ш . Координата укларини 10 
шаклда курсатнлгандек оламиз. Нук
танинг заракат дифференциал тенг- 
ламасини (1,3') куринишида (уринма. 
нормал ва бинормал уклардаги нроекцияшда) гузамиз:

(iv г- ГУ
т — =  г-,. =  0 , 

dt

т  j  =  F n = -  е (v  X  Н )

0 = F b = 0.

Буларнинг бирннчнсидан
с, = с, = const,

бошлантч шартлардан / = 0 булганда, v  = v0 бунга мувофик 
с, =  v 0l v = v 0 булгани учун доимо

О)

(2)

еки
—  = eHv о (3)

(4)^  =  еН  
р

буладн бунда микдорларнинг заммаси узгармас, ундан р ни 
топамиз:

mv0
Р = e li

Демак. яарранинг заракат траекторияси радиуси р булган 
айлана экан.
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МАТЕРИАЛ НУКТАНИНГ ТУРЛИ ТЕБРАНМ А 
ХАРАКАТЛАРИ*

11- Материал нуктанинг тебранма заракати

Бу бобга кирадиган масалалар асосан куйидаги учта 
типга булинади:

1. Масофага пропорциоиал булган куч таъсирида тебранув- 
чи материал нуктанинг гармоник тебранма заракати.

2. Каршилик курсагувчи му^итда материал нуктанинг су
нувчи тебранма заракати.

3. Каршилик булганда ва каршилик булмаганда материал 
нуктанинг мажбурий тебранма заракати.

12-§. Материал нуктанинг гармоник тебранма 
,\аракати

Материал нукта О мувозанат вазиягндан х масофа- 
гача чицариб куйиб юборилгаида, у замма вакт мувозанат ва- 
зпяти О га караб йуналган ва нуктадан мувозанат пазиитигача 
булган х масофага пропорциоиал F  куч таъсирида булсин. 
Материал нукта ана шундай куч таъсирпда замма вакт узининг

мувозанат вазиятига иитилиб, шу
0 ,  м О нукта атрофида тебранма за-

------------ ^  ч (Г)— ракат килади. Бундай куч таь-
сиридагн материал нуктанинг

-------£________ *4 тебраниши гармоник ёки эркин
тебранма заракат дейилиб, бу

11- шакл. КуЧ эса ц-айтарувчи
куч деб аталади. Бу ерда с — 

нуктани бирлик узунликка кучириш учун зарур булган куч
булиб, — билан улчанадиган жиемнинг бикрлик коэффициеити. 

см
Кайтарувчи F  куч таъсирида горизонтал х уки буйича за 

ракат килувчи ( 11- шакл) т  массали М  нуктанинг заракат диф
ференциал тенгламасйнн тузамиз:

m <~ i =  ~  сх, ( 12,1)

бу ерда х — нуктанинг абсциссаси, О — М  нуктанинг мувоза
нат золатидаги вазияти.

( 12,1) тенгламанн куйидаги куринишга келтирамиз:

^  +  А!*  =  0, (12,2)

И Б О В
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бу ерда

т

Бошлангич t = 0 пайтда х = х0, v  = v 0 булган шартларда
( 12,2) нинг умумий интеграли куйидаги куринишда булади:

х = a sin (kt -j- <*). (12,3)

Бу тенглама гармоник тебранма харакат тецгламасидир.
Бу ерда

а  “  ^ х * 0 +  — тебраниш амплнтудаси, (12,4)

а =  arctg— — бошлангич фаза, (12,5)
Vo

(kt -fa) — тебраниш фазаси, 

k = У — доиравий такрорлик сони, ( 12,6)

7 = ^- = 2 г . у — тебраниш даври. (12,7)

13-§. Масалалар ечиш юзасидан методик 
курсатмалар

Материал нуктанннг гармоник .\аракатига тааллукли маса- 
лаларни куйидаги тартибда ечиш тавсия этилади.

1. Материал нуктанинг статик мувозанат холатини хисоб* 
лаш боши учун кабул килиб, .чисоблаш системасиии танлаб 
олинади.

2. Материал нуктанинг бошлангич шартларнни аниклаб 
олинади.

3. Материал нуктага куйилган кучни ва реакция кучини 
тасвирлаш керак.

4. Материал нукта харакат дифференциал тенгламасииинг 
гегишли укдаги проекцияси тузилади.

5. Интегралнинг узгармас микдорларини топиш учун бош
лангич шарглардан фойдаланиш керак.

6. Материал нуктанинг харакат дифференциал тенгламасйнн 
тузмасдан (12,4), (12,6), (12,7) формулалардан фойдаланиб, 
амплитуда, доиравий такрорлик ва тебраниш даври топилса 
кифоя.

7. Материал нуктанинг гармоник тебранишига И. В. Меш- 
черский „Назарий меха1гикадан масалалар туплами* китобида- 
ги 825 —812-масалалар киради.
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12 масала. Огирлиги Q=2 кн булган юк тенг улчов-
ли v = 5 м/сек тезлик бнлан пастга туширилаётганда пулат 
аркон блок обоим а си г а сикилнб колнб, юк туширилаётган пу
лат арконнииг юкориги учи тусатдан тухтаб колди. Пулат ар- 

Коннииг огирлигини зисобга олмай, юкнинг 
кейинги тебранишида пулат арконнииг энг 
катта тортилиши к^пчага етиши аниклансин, 
пулат арконнииг бикрлик коэффициенти
с = 4 —  (12- шакл).

см
Е ч и ш . Координата укининг боши учун 

юкнинг статик мувозанат, яъни Q = cxCT (1) 
полатидаги нуктани олиб, координата укини 
вертикал равишда пастга йуналтирамнз. У 
вактда бошлангич шарт 1 — 6 булганда

а"0 — О, v0 = 5 м 'сек (2)
булади.

Юкнинг заракат дифференциал тенглама
си ( 12,1) га мувофик куйидагича ёзилади:

14-§. Масалалар.

12- шакл.

(1'̂  X
m ^  = Q ~ c (* cm + *)•dP

( 1) тенгламани назарга олсак, 
eg

(3)

(4)
d-x , ск л--- — — X — 0
dt2 Q

булади.
Бу дифференциал тенгламани ечсак, (12,3) формулани зо

сил киламиз, яъни:
х = a sin (kt + а). (5)

Бошлангич (2) шартни каиоатлангиришда a, k, г ни топамиз. 
t — 0 булганда

, 0 = 0, *  = ] / f ,  !  = £  = 

а =  arctg —  = arc tg 0 = 0.
t'o

Буларни (5) га куйиб, куйидагини зосил киламиз:

X =  V'‘ \ r f s i { n V C- Q t  (6)

.in у щ  t энг катта кийматга эга булганда «'■шах булади, 

яъни sin га тенг булганда
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eg 
булади.

Пулат аркондаги энг катта тортилиш кучи:

F max —  ^А'шах 4" Q -  (®)

(8) тенгламадаги ^арфларнинг сон кийматларнни куй-ак:

Fm , = г-о У Ц  + Q = 500 +
+2 = 45,1 + 2  = 47,1 кн.

Бу *олда пулат аркондаги энг катта тортилиш кучи 47,1 кн 
экан.

13-масала. Бикрлик коэффициентлари с, ва с2 *ар хил бул
ган ва кетма-кет уланган икки
та пружинага эквивалент с пру
жинанинг бикрлик коэффициеити 
аниклансии ва шу иккита пру
жинага осилган Q опфликдаги 
юкнинг тебраниш даври топилсин 
(13- шакл).

Е ч и ш . Юкориги ва пастки 
пружиналарнинг бикрлик коэф
фициентлари с, ва с-х га тенг. Q 
кучнинг таъсирида биринчи пру
жина /, га, иккинчи пружина /2 
га чузилади, деб фараз цилай- 
лик. Чузувчи куч Q булгани 
учун *ар кайси пружинанинг 
чузилиши куйидагига тенг бу
лади:

(1) 13- шакл./> =  -  ва /2 -= р  
ci ct

Иккала пружинанинг умумий чузилиши / эса

/ = / 1 +  /2 =  2- +  i  =  C-l±i2Q.
с2 с,с2

(2)
Келтирилган бикрлик коэффициент эквивалент пружина

нинг бикрлик коэффициеити с га тенг:

e - a  = Q . i .f  Q ci + сз
(3)

Юкнинг тебраниш даври (12,7) формулага асосан куйида
гича булади: _  __

(4)7 =* 2г л / -  = 2к l/ .^ <Cl +
г « т е  с,са



15-§. Сунувчи тебранма харакат

О ■ R ^к "  V
^  Voж )

Материал нукта заракатга каршилик курсатувчи му- 
зитда (заво, суюклик) заракат килганда заракатга таъсир ки- 
лувчи каршилик кучи пайдо булади. Бу каршилик кучи нук
танинг тезлиги катта булмаганда тезликнинг биринчи даражасига 
тугри пропорционал, яъни R  = — zv деб зисобланади, бунда 
а — узгармас пропорционаллик коэффициент»; материал нукта
нинг тезлиги катта булганда каршилик кучи нукта тезлиги
нинг квадратига тугри пропорционал, яъни R =  — а,г»3деб зи
собланади, бунда а,— узгармас пропорционаллик коэффициенти.

Массаси т  булган М  ма
териал нукта Ох уки буйлаб 
К'аршилик курсатувчи музитда 
эркин тебранма заракат кила
ётган булсин. Тебранма зара* 

Н-шакл кат учун музит каршилиги
тезликнинг биринчи даражаси

га пропорционал деб олиш мумкин. У золда, материал нук
та кузгалмас О марказга тортувчи F х — —сх кайтарувчи куч 
билан тезликнинг биринчи даражасига пропорционал булган
кх = — avx = ~~а ~  музит каршилиги кучи гаъсирида зара
кат килади (14-шакл).

Материал нуктанинг дифференциал тенгламаси куйидагича 
ёзилади:

(Рх dxт  —  = — сх — а —dtn- dt
ёки

-  =  k \  -  = 2п
т  т

десак, заракат дифференциал тенгламаси куйидаги куриниш
да ёзилади:

* ± + 2п  —  +k*x = 0. (15,1)dt2 dt v » /
Дифференциал тенгламанинг интегралини топиш учун харак
теристик тенглама тузамиз:

Л*+2пХ + Л*еО.
Бу тенгламанинг илдизлари:

я= —п + У п * — кг%
Х2 = — п — Y  пг — к2.

Илдизларга караб заракат уч турда булади:
1) п < к  булганда, кичик каршиликли зол, 2) п >  к б^лган- 

да, катта каршиликли 30л, 3) п = к булганда, чегарадаги зол
булади.



п <  k булган кичик каршиликли ^олда материал нукта су
ну вчи тебранма заракаг килади ва харакат дифференциал 
тенгламасининг умумий интеграли куйидагича булади:

л = e~nt (A cos ' xt +  В  sin kxt) = ae~nt sin (kxt -f 6), (15,2)
бунда кх = У  k- — n2.

А ва В  (ёки а ва о) — ихтиёрий узгармас микдорлар, улар 
бошлангич г»п гезлик ва бошланшч х0 нукта координатасининг 
шартларидан топилади.

t’o +в  =
еки

К
* 1 * 0

V0 + пх0

(15,3)

Сунувчи тебранма ^аракатнинг тебраниш даври куйидаги 
формуладан топилади:

2л__
А, У kz— п2'

7 = -  = (15,4

Сунувчи тебранпшнииг 
амплитудаси А = ае~п1 була
ди. (t -* со да Л -> О ^ар ярим 
даврда геометрик прогрессия 
конуни буйича камайиб боради 
(15* шакл). Бу геомегрик прог- 
рессиянинг махражн суниш 
декрамеити деб аталади па L) 
*арфи билан белгиланади. 
Бунда

£> = Ai + i = е к' — е
пТ
2 (15,5)

(15,5')

бу микдорларга логарифмик декрамент дейилади.
k < п булган катта каршиликли ва k = 0 булган чегаравий 

лолларда материал нуктанинг ^аракати тебранма ^аракат бул- 
майди. Бу лолларда материал нукта апериодик ^аракат кила
ди. Бу ^аракатнииг характерп шундайки, t вакт утиши билан 
х асимптотик равишла нолга якинлашади.

Сунувчи тебранма харакат масалаларини ечиш методи 13- 
параграфда курсатилгаи методга ухшаш.
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16-§. Масалалар

И. В. Мешчерский „Назарий механикадан масалалар 
туплами", китобидаги 843—852-масалалар, 16-§ га оид.

14-масала. Огирлиги 100 г булган D  пластинка АВ  пру
жина билан кузгалмас А нуктага осилган ва магнит кутблари 
орасида заракат килади. Уюрма токлар таъсирида пластинка 

Заракат тезлигига пропорционал куч билан 
тормозланади. Заракатга каршилик килади гаи 
куч к2у Ф 2 динага тенг, бу ерда Л, = 0,0001, 
V —см/сек зисобидаги тезлик, Ф  эса .V ва S  
кутблар орасидаги магнит окими. Бошлангич 
пайтда пластинканинг тезлиги нолга тенг ва 
пружина чузилмаган; у статик таъсири 20 Г  
булган куч В  нуктага куйилганда 1 см чу- 
зилади. Ф  = 100 У 5 CGS  бирлик булганда 
пластинканинг кандай заракат килиши аник
лансин (16-шакл).

Е ч и ш . Координата укининг бошини А 
нуК'гада олиб .г укини вертикал пастга йунал- 
тирамиз (16-шакл). Пластинка тебранган 
вактда пластинкага унинг уз огирлик Q ку
чи, пружинанинг эластиклик кучи F  = сх-\- 
+ Q ва заракатга каршилик курсатаётган 
К = &2т;Ф2 куч таъсир килади.

Пластинканинг заракат дифференциал 
тенгламаенни ёзамиз:

fL
F
R

0
X

1G- шакл. m —  = — k 2 иФ2 — сх
dO

еки

бунда

—  +  2л —  +  k 'x = 0 ,  dt» dt

(1)

(2)

m
-  = k\ 
m

(2) дифференциал тенгламанинг умумий интеграли куйидагича: 

х = e~nt {Acos kxt В  sin kxt), (3)
бунда

k x =  V k * - n \

Пластинканинг заракат тезлиги v  ни топамиз:

v  — = — пе~п' (Л cos kxt + В  sin kxt) -f* 

-f kxe~nl (B  cos kxt — A sin kxt). (4)
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бундан

бунда

Бошлангич пакт t = 0 булганда х0 = — = — 100г ■ = 5 си.
с 20 г'см

шартлардан фойлаланиб, интеграл доимийлари А ва В  ни то
пам из. Демак (3) дан

о = 1 (А • 1 +  В  • 0) ёки Л =  5 см. (5)

i = 0  булганда у0 = ~  = 0 буни, (4) га куйсак:

0 = — пА  + к {В,

d пА пЛ 2,5 • 5 п . . к
~  А, ~  У 196 — 2,5а ~~ ’ ' ‘ СМ' ^

п = ^  - = °-(К)01 • 5 ■ № '98‘ = 2,5 Мсек,
2т 2 • 100 • 981

ft* = i- = = 1 9 6 - L .
rn 100 сек-

/г, =  \rp ~ 7 i i  = V" 196 -  6,25 = 13,78 {[сек. (7)
(5), (6), (7) дан топилган сон кийматларини (3) га куйсак, 

Куйидагини чосил киламнз:
-яс = е-2.5/ (5 cos 13,78̂  +  0,907 sin 13,78/) c.w,

бу ерда а* — пластинканипг отрлик марказидан унинг муво- 
занаг вазинтпгача булган вертикал буйича пастдаги масофани 
белгилайди.

15-масала. Огирлиги 5 н булган жисм бикрлик коэффнциеп- 
ти 2 н ем га тенг булган пружинага осилган. Му^итнинг кар- 
шилиги тезликка проиорционал. Турт марта тебранишдан ке
йин амплитуда 12 мартагача кичраяди.

Тебранишлар даври ва сунишиииг логарифмик декраменти 
аниклансии.

Е ч и ш . (15,5) формулага мувофик сунувчи тебранма чара- 
катнинг амилитудаси куйидагича булади:

-As — А^е
А — ——8Масала шартидан —  = 12 булганп учун 12 = е * , (1)
Л

бундан:

Ц-- 8 =  In 12 ёки ^  = -^ -  = 0,3106. (2)

п2- _  а ,3) деб белгилаймиз ва сунувчи тебранма ^аракат дав
ри 7 нинг формуласн:

7 = — (4)Vk*-ri' v ;
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= <6> 

* ' -  f (6 ) 

булгани учун (5) формулами куйидагича ёзамиз:
д. = (7) 

(к*-\-а2)Р
(7) га сон кийматларини куйсак:

. 2-ee0.a65.10-* = ™  =  0,383 (8,

га (3j дан Т нинг кийматини крсак, куйидаги зосил буладш

Б (986 + 965-10“ °)  987 
келиб чикади.

(3) формулага асосан:

Т  =  6,28 =  - ^ -  « 0 ,3 1 9  (9)
/391,62 19,78

17- §. Материал нуктанинг мажбурий 
тебранма заракати

Материал нуктага таъсир килаётган кучлар система- 
синниг таркибига кайтарувчи Г  куч ва уйготувчи 6’ куч кир- 
гаи булса, материал нукта мажбурий тебранма зарпкат кила
ди, купннча уйготувчи S  куч вактпимг узлуксиз функциясн 
булади. Уйготувчи S  куч энг оддий гармоник конун билан 
узгаради, яъни:

5 = //sin (pt -f о),
бунда Н  — уйготувчи кучнннг энг катта киймати (куч ампли
тудаси), р — уйготувчи кучнннг доправий такрорлик сони, о —
бошлангич фаза. //— килограм.мда, р ---— да улчанади. 8 эса

сек
_  улчамсиз микдордир. Материал
F $ /  нуктанинг статик мувозанат 30-

^  латнни координата укининг боши
^  учун кабул килиб,х  укини F  ва

17-шакл. s  кучларнинг таъсир чизиги
буйича йуналтирамнз (17- шакл). 

Каршилик кучи булмаганда материал нуктанинг заракат 
дифференциал тенгламаси куйидагича булади:

~  +  k2x =х h sin (pt + о), (17,1)
dt2

бунда
t ?  =  _c, h =  " ,  

in m
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k=hp булган чол учун материал нуктанинг харакат конуни 
Куйидагича булади:

х = хх 4- х2 = сх cos kt + Со sin kt -1-----—  sin (pt т  <*), (17,2)lr -  /Я
бунда

л:, — с, cos kt-\- c2 sin kt. (17,3)
Бу тенглама бир жинсли (унг томоии ноль) бутган чолатнинг 
умумий интеграли:

* 2  =  - ~ т  sin (pt +  о). (17,4)
к- -  р*

Бу тенгламаиинг хусусий интеграли t — О булганда х  = л*0, 
г» = 1'о лигидан фойдаланиб, иитеграллаш допмийлари си сг ни 
топамиз:

С\ = х0 — sill О,
А- — р-

t'o p/lС ас Л ----------  COS о.
А А (А3 —

(17,5)

Материал нуктанинг харякат тенгламасн куйидагича езплади:

х = д:0 cos kt -j- — sin k t------—  (sin о cos kt r
A A- — /r

+  -  cos b sin kt) -1- — -—  sin (pt -r S). (17,6)
A k'1 — /Я

Мажбурий тебраниш амплигудаси А, яъни материал нукта
нинг энг катта динамик силжиши куйидагига тенг;

Л = irr~"— V ('7,7)|А- -  р-1

Материал нуктанинг узгармас // куч таъснридан статик спл- 
жиши:

Д » = 7 - (17,8)

Мажбурий тебраниш амплитудаси Л нинг статик силжиши 
га иисбати яъни

Х = -  (17,9)

динамик коэффициент деб аталади.
Мажбурий тебраниш доиравий такрорлиги /мшнг эркин теб

раниш доиравий такрорлиги k га булган иисбати, яыш
_  р п71 m



бузиш (растройка) коэффициент деб аталади. Динамик коэф
фициент X билан бузиш коэффициент z орасидаги муносабат 
Куйидагича ифодаланади:

X 1
|1 -*Ч

1«- шакл.

(17.11) нинг графиги 18- шаклдаги куринишда булади.
1) 0 < г <  I булган золда, 

яъни р < k булганда кичик 
такрорланишли мажбурий теб
раниш булади. Бунда динамик 
коэффициент X бирдан то чек- 
сизгача усади.

2) z-* 1 да, яъни p-+k, Х-+оо 
ёки p — k, яъни эркин тебра
ниш ва мажбурий тебраниш 
доправий такрорликлари бир- 
бирига тенг булган золга ре
зонанс зодисаси дейилади.

Резонанс булган золда 
мажбурий тебраниш амплиту- 
ласи чсксиз катталнкка эта 
булади (закикий масалаларда 
Каршилик кучи таъсир килади 
ва амплитуда чекли сон була
ди).

3) z>  1 булган золда, яъни р > k булганда катта такрор
ланишли мажбурий тебранма заракат булади. г->сога интил- 
гапда динамик коэффициент X иолгача камаяди.

Резонанс зодисаси, яъни p — k булг ан золда (17,6) заракат 
тенгламаси куйидаги куринишда булади:

д- — л'цcos kt \- — sin kt -\- —  СО) о sin kt — £-t cos (kt -f о), (17,12)
к Lk- 2k

бунда: -  t cos (kt -+ о) — мажбурий тебранишни аниклайди,'lh
x0cos kt -|- — sin kt — уйготувчи куч булган золдагидай матери- 

А*
ал нуктанинг эркин тебранишини ифодалайдн.
;— cos о sin kt — эркин тебранишнинг доправий такрорлигн бул
ганда уйготувчи куч таъсирида вужудга келган тебранишни 
билдиради. Резонанс зодисаси булганда мажбурий тебраниш 
амплитудаси

А = — t2k (17,13)

вактга пропорционал равишда орта боради (19-шакл).
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нишдаги даврий, яъни

5 = 2 й° + S  Hi Sln ̂ Pt + ̂  ̂t~= 1
(17,14)

куч таъсир цилса (17,1) тенглама- 
нинг ечнлиши куйидагича ёзилади:

х — -Х'п cos kt 4- - sin kt —

hi
к- — rp-

—  (sill Ь COS kt

-Г 7  COS 0. Sin kt) -f V  7 sin ( ipt + ?Ĵ ' ( 17*15)k к1 - (*pl 
i-\

бунда

m
(17,15’)

Агар k = np ва n = i тенглик мавжуд булса, я-тартибли ре
зонанс чодисаси булади.

я-тартибли резонанс чолисаси булганда (17,1) тенглама- 
нинг ечнлиши куйидаги куринишда булади:

*  = Xq cos kt -j- — sin kt -|- ,777 cos 8 sin kt — k 2kl

-  5* / cos (kt + B„) -  ^  (sin Ъ, cos kt -f
/ - 1

4- j  cos 5, sin £/) +  ^ ,  sin (//? + &,). (17,16) 
(• =i

Материал нуктага таъсир килаётган уйготувчи куч катта- 
лиги чар кандай булганда ^ам (17,1) тенгламанинг ечнлиши 
куйидагича:



Материал нукта 5 = //sin(pt +• 5) уйготувчи куч таъсирида 
каршилик курсатувчи мукигда тебраиса, унинг харакат диф
ференциал тенгламаси куйидаги куринишда булади:

бунда
^  + 2/i ^  +k*x = h sin (pt + Ь), (17,18)

2/1 — k2 — —; h = ” . 
m m rn

Каршилик кичик булган золда (17,18) тенгламанинг умумий 
ечилишн

л- = ae ' nlsin (kxt + а) Ь sin (pt &  Ь -j- р) (17,19)
булади.

Бунда

ь = -Т===4====; tg$ = (17,20)| (Ic —/>-)- — 4/г-/?2 k% — р*

(17,19) тенгламанинг унг томонидаги биринчи с^нувчи теб- 
ранишнииг иккинчи кади эса мажбурий тебранишни тасвирлайди. 
Бошлангич шартлардан фойдаланиб, узгармас я, а топилади.

Агар к2 > 2/*2 булса р = ]/ k2 — 2/z2. (17.21)
У золда мажбурий тсбрапишнинг амплитудаси энг катта К” й- 
матга эга булади ва куйидаги зосил булади:

Динамик коэффициент эса куйидаги формуладан топилади:

18-§. Мажбурий тебранишга оид масалаларни 
ечишга дойр методик курсатмалар

Материал нуктанинг мажбурий тебранишга тааллук- 
ли масалаларини куйидаги тартибда ечиш тавсия этилади:

1. Чисоблаш боши учун материал нуктанинг статик муво
занат золатини олиб, чисоблаш системасини танлаб олиш ке
рак.

2. Материал нуктанинг бошлангич шартларини аниклаб 
ёзиб олинади.

3. Материал нуктага таъсир эттирилган кучларни тасвирлаб 
олинади.

4. Материал нукта заракат дифференциал тенгламасининг ук' 
даги проекциясини тузиб олиш керак.
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J5. Дифференциал тенгламанн интеграллаб, ингегралнннг 
номаълум доимийларини бошлангич шартлардан фойдаланиб 
топилади.

6. Масалада материал нукта резонанс ^олатида булиши та
лаб килннган булса, дифференциал тегламани иитеграллаш 
керак эм ас.

Бунииг учун тузилган дифференциал тенгламалардан маж
бурий ва эркин тебранишларнннг доиравий такрорликлярнии 
топиб, уларни бир-бирига теиглаштириш кифоя.

7. Материал нукта мажбурий тебраниши учун: а) карши- 
лик кучи булган ^олларига И. В. Мешчерский „Назарий ме- 
ханикадаи масалалар туп тами" кнтобидаги 853, 855, 858,859, 860- 
масалалар, б) каршилик кучи булмаган ^олларига 831, 857, 
861-масалалар киради.

19-§. Масалалар

16-масала. Бикрлиги с = 20Г/см булган магнитстер- 
жени ва мис пластинка осилган, улариинг опфлпги 50 Г  дан. 
Магнит стержени солиноиддан, мис пластинка эса магнит куш* 
лари орасидан утган. Солиноиддан i = 20 sin 8- t ампер 
ток утадн ва магнит стержени билан F  = 16 ~i 
дина мпкдорда узаро таъсир кучи чосил ки
лади.

Мне пластин каннцг тормозловчи кучи 
уюрма токлар чосил булганлигидан kv<t>* га 
тенг, бу ерда к — 10~4, Ф  = 1000 ) 5 COS 
бирлнк ва v — пластинка тезлиги. Пластии- 
канинг мажбурий тебраниши аниклаисин (20- 
шакл, а).

Е ч и ш . Магнит стержени огирлигини Р, 
билан, мис пластинка огирлигини Р 2 билан 
белгилаймиз. Пружинанинг статик чузилиши 
К т  ни топамиэ:

,» 1 + « о = 5 Сл. ( 1)

Ток билан магнит орасидаги таъсир кучи 
физик бирликда ифодалангаи: уни Техник 
бирликка утказишда

1 Г  |981 с м/сек* = 1 дина
эканлнгини эслатиб утамаэ.

Пластинка ва магнит стержени илгарилаима ^аракатда бу- 
льди.

20- шакл, а.

(2)



f'l
щ  Системанинг инерция маркази тугри чизикли 

Заракат килади деб зисоблаб ва унинг статик 
: мувозанат золатини координата укининг боши 

учун кабул килиб Од- укини утказамиз замда 
кучларни схематик тасвирлаймиз(20- шакл. б).

Схематик тасвирлаиган кучларни куйидагича 
бслгилаймиз:

н  =  k v 0 ‘ -- 5 .  di  =  5 i ° . 11,
g dt g dt

F  — 320 — sin 8 ~ t, 
g

F , = cx = 20 .v.

(3)

By золда пластинканинг заракат дифференциал 
тенгламаси куйидагича булади:

20- шакл, 6. 196 х = 10,048 sin 8- t. (4)

Мажбурий тебраниш бошлангич шартларга боглик эмас ва
(4) тенгламанннг хусусий ечими мажбурий тебраниш заракати 
булади, яъни

д =  A cos 8- / - f В  sin 8“  t. (5)
(5) ни (4) га куйиб, унинг унг ва чаи томонларидаги sin 8^ , 

cos 8-1 ларнинг коэф(|)пцнентларини тенглаштирамнз. У вактда 
А ва В  ларпн топиш учун алгебраик тенгламалар системасн
Зосил булади:

л* =  A cos 8- t + В  sin 8-1,
dx— = — 8 Ат. sin 8т. t ~  8 Вт: cos 8- 1,dt

d~ <—  = -  64 Az2 cos 8- 1 -  64 В  7> Sin 8r L
dt1

буларни (4) га куямпз:
-  64 Ат.'1 cos 8- t-<5\B г2 sin 8т. t-5- 8Ат. sin 8т. t -+ 5 • 8Вт. cos 8r.t + 

-г 196 A cos 8T.t -b 196 В  sin 8- 1 = 10,048 sin 8тt.
By тенгликдан куйидаги айният келиб чикади:

-  40т: Л +  (196 -  64-2) В  =  10,048, 
(196 — 64-2) .4 -+ 40- В  = 0.

(6) тенгламалардан А ва В  ларни топсак,

булади.
Л = О.ОООЗоб, В  = 0,022.

(6)

(7)
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(12,4) ва (12,5)тенгламаларга асосан а , rga ларни топамиз 

<7 = 0,022, tg а = ^ ~  0. 288. (8)

Демак, (5) куйидагича булади:
д- -  - 0,022 sin (8- t г 0,09 -) ёки х  -  0,022 sin (8-/ -  0/-9 г).

17-масала. Юк ортилган товар вагони рессорининг статик 
эгилишн Д/Ч|„= Ъсм. Рельслар уланган жойда вагонга у ни 
мажбурий тебранншга кслтирувчи зарблар таъсир эгса, вагон 
чаракатпнннг критик тезлиги канчага етганда взгон „лукиллнй" 
бошлайди? Рельсларнинг узунлиги /.= 12 м.

Е ч и ш . Юк ортилган вагонки материал нукта деб фараз 
Киламиз. У вактда рессорнинг статик эгилишн куйидагича бу
лади:

Д>™ =  - , (1)
С

бунда Р  — юк ортилган вагоинипг огирлиги.
Айтилган нуктага рессорнинг эластиклик кучи

F  — с (Д/.ст +  л) (2)
ва даврий узгарувчи куч

S = H s m p t  (3)
таъсир килади.

Бу ерда р = Ц. (4)
7 — тебраниш даври:

г = 7 -  <»>
Нуктанинг .\аракати куйидаги дифференциал тенглама би

лан аникланади:

<6>
Мажбурий тебраниш такрорлиги билан эркин тебраниш так

рорлиги бир-бирига тенг булганда „лукиллаш" бошланади, 
яъни:

(7)

(4), (о) ва (7) тенгламалардан:
-  к  -  l P _  L

Сон кийматини куйсак:
(8)

*  =  1 2  ■ 1 4  ■ 3 8 0 0  =  9 б

6,28 • 10U0 соащ
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ш в о в

Материал нуцта димамикасининг 
умумий теоремалари

20-§. ^аракат микдорининг теоремаси

Материал иукга харакат микдорининг теоремаси век
тор ёки скаляр шаклда ифодаланатп.

ара кат микдори теоремасинипг вектор формуласини икки 
усулда таевнрлаш мумкин:

1) дифференциал шаклда куйидагича ифодаланади:

ва мама бундай таърифланадн: материал н\щта харакат миц- 
дорч векторининг Оифференциали материал нуктага таъсир 
эттирилган кучнннг элементар импульсига тенг:

2) интеграл шаклда куйидагича ифодаланади:

ва мана бундай таърифланади: маълум чек ли ( t—t 0) вант ичи- 
да материал нукта .\аракат мицдори векторининг узгари
ши материал нуктага таъсир /щлувчи кучнннг ш v вацт 
ичидаги /пула импульсига тенг.

Материал нукта заракат микдори теоремасининг скаляр 
формуласи (20,1) ёки (20,2) вектор тенгламани Декарт коор
дината укларига ироекииялаш пули бнлан топилади, яъни

d(mv) — Fdt = ds (20,1)

(20 ,2 )

ёки
t

mvx- m vox \ Xd t = S,,

(20,4)
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Материал нукта тугри чизикли харакат кнлган чолда чара* 
кат чизпги буйича х укиии йуналтирамиз (21-шакл). У вактда 
чаракат микдори теоремаси куйидагича булади:

d(mv) = Xdt, (20,5)

mv -  tnvо *= j Xdt, (20,6)

21- шакл.

бу ерда X  = ± F — нуктага таъсир эттирилган чамма кучлар- 
нинг тенг таъсир этувчиси.

21-§. Материал нукта \аракат микдорининг 
узгариши теоремасига оид масалаларнн 
ечишга дойр методик курсатмалар

Материал нукта чаракат микдорининг узгариши ча* 
кидаги теоремага оид масалаларнн куйидаги тартибда ечиш 
керак:

1) координата уклари системасини танлаб олиш керак;
2) материал нуктага таъсир эттирилган чамма кучларни, 

яъни берилгап кучларни па реакция кучларини (богланишдан 
озод килиш принцишши куллаб) таевнрлаб олиш керак;

3) материал нукта чаракат микдорининг узгарнш теорема- 
сини олинган координата Укларидаги проекцняларини (20,4) 
куринишида ёзиб олиш керак;

4) а) масалада нуктага таъсир килаётган кучнинг узгариш 
конуни ва куч таъсир килиш вакти берилган булиб, нуктанинг 
бошлангич тезлиги ёки охирги тезлигини топиш керак булса, 
куч импульсинннг проекцняларини

I t t
5 ,=  j  Xdt, S v =  j  Ydt, Sz = j  Zdt

*0 *0 to
формулалар буйича топиб чамда олинган натижаларнн (20,4) 
га куйиб, тезликнннг уклардаги проекцнялари топилади;

б) масалада материал нуктага таъсир эттирилган узгармас 
кучлардан бнрини топиш керак булса, уни (20,4) формуладан 
фойдаланиб топиш мумкин; бу чолда:

= X (t3 — / j , s  = hi**-/»), s t = z {t2- t , )
булади;
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5) бу параграфга оид масалалар асосий уч типгабулинади:
1. Материал нуктанинг тугри чизикли харакатидаги тезли- 

гнни ёки партии ёхуд материал нуктага таъсир килаётган к уч 
ни топишга оид масалалар.

Бу типдаги масалаларни уз навбатида уч группага ажратиш 
мумкин:

а) материал нуктага куйилган куч (хамма куйилган кучлар
нинг тенг таъсир этувчиси) узгармас булган масалалар, бунга
II. В. Мешчерский „Назарий механикадан масалалар туплами" 
китобидаги 733, 734, 737, 743-масалалар кирадн;

6) материал нуктага куйилган куч (ёки хамма куйилган 
кучларнинг тенг таъсир этувчиси) вакт функциясн бул'ган ма
салалар, бунга II. В. Мешчерский „Назарий механикадан ма
салалар туплами" китобидаги 694, 698- масалалар кирадн;

в) материал нуктага куйилган куч (ёки хамма куйилган 
кучларнинг тенг таъсир этувчиси) тезлик функциясн булган 
масалалар, бунга П. В. Мешчерский „Назарий механикадан 
масалалар туплами" китобидаги 687, 691, 696-масалалар киради.

2. Материал нуктанинг эгри чизикли -чаракатидаги тезли- 
гини ёки вактни топишга оид масалалар.

Бу типдаги масалаларни хам учта группага ажратиш мум
кин. Бу учала группанинг ^аммасида хам харакат микдори 
теоремаси интеграл шаклида ифодаланади.

Биринчи па иккинчи группада, яъии куч узгармас ёки вакт 
функциясн булганда интеграл тенглама (20,4) билан ифодалан- 
ган теорема татбик килииади. Учинчи группада дифференциал 
тенглама (20,1) билан ифодаланган теоремадаи фойдаланилади.

3. Материал нукта харакат микдорининг узгариши теоре- 
маепдан, материал нуктага таъсир килаётган куч импульенни 
топишга оид масалалар, бунга И. В. Мешчерский „Назарий 
механикадан масалалар туплами" китобидаги 741, 744- масала
лар киради.

22-§ Масалалар

18-масала. Юк ортилган темир йул составининг 
огирлигини аниклаш учун тепловоз билан вагонлар ораенга 
динамометр урнатилган. 2 минут ичида динамометр урта хи- 
собда 100,8 кн ни курсатади.

Ш у вакт ичида составнииг тезлиги v = 57,6 ----- га етди
со am

R (бошида состав тинч турган эди).

у//////.
р

22- шакл.

(бошида состав 
Ишкаланиш коэффициентп / = 0,02.

-F Составнииг отрлигп топилсин (22- 
шакл).

Е ч и ш . Темир йул состави туг
ри чизикли >;аракат килади деб 
хисоблаймиз.
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Вагпнга динамометрнинг тортиш кучи F, ишкаланиш кучи Т 
ва огирлик кучи Р  куйилган, Н — нормал реакция.

Кулон конунига асосан:
Т = /  Р. (1)

Материал нукта чаракат мнкдорининг узгариши чакидаги 
теорема (20,6) га мувофик

еки

-  Л' — v„) = ( F  — Т) t 
g 
Р

(2)

- ( v  — v 0) = { F — T )t. (3)
g

Бошлангич v0тезлик нолга тенг эканипи чисобга олсак, (3) дан

— v = F t — f P t  ёки /Рс + — v = F t
8 P  gёхуд -  (v  + /gt) = F t  булади; 

g
бундан:

P  -  L l I j J L  — 100,8 ' 120 ' 9,81
— V  \ fgt ~  1G + 0 .U2  • 9,81 • 120

— 300 кн.

19-масала. Нукга v = 20 м ’сек тезлик билан айлана буй
лаб тенг улчовли чаракат килади. У Т = 4 сек да айланани бир 
марта тула айланиб чикади.

Битта ярим давр ичида нуктага 
таъсир этувчи куч импульси топил- 
син; нуктанинг массаси гп = 5 г. F  
кучнннг уртача киймати аниклан
син.

Е ч и ш . Бошлангич пайтда ча
ракат килаётган нукга М х вазиятда 
булсин деб фараз килайлик (23- 
шакл), у вактда ярим давр утга 
нидан кейин нукта диаметр буйича 
карама-карши томондаги М ■, нук
тага келади (20,2) тенгламага му
вофик куч импульсини топамиз: 23- шакл.

5 = mvx — mv2, Vi =  — v t
булгани учун 

( 1) тенгламага \tnvx
s = 2 mz'i 

нинг кийматини куйсак,
|6'| = 2 • 5 • 20 = 200 дина-сек (2) булади.

Таъсир киладнган кучиинг уртача микдори (20,2) га асосан 
Куйидагича булади:

(3)
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бундан:
3 = ?

Т - Ъ  г 
Т

ёки
/?У р в | ? , р| = Ё 2 = ЮО дина.

Кучнинг йуналиши импульс йуналишида, яъни кейинги 
тезлик билан бпр хил йуналгаи.

23-§. Материал нуцта ^аракат микдори 
моментининг узгариши ^ацидаги теорема

Бирор О нуктага (марказга) нисбатан материал нук
танинг харакат микдори мо
менти куйидагича ифодала
нади:

/0 = W0 [mv) = \r, mv], 
(23,1)

бу ерда г — О  марказга нис
батан чаракат килаётган ма
териал нуктанинг* радиус- 

у вектори (24- шакл).
Вектор тенглама (23.1) 

ни декарт координата ук* 
ларига проекцпяласак, мате
риал нуктанинг координата 
укларига нисбатан чаракат 

24-шакл. микдори моментининг фор-
муласн чосил булади, яъни

lx = m, (mv) = m(y'z -  zy), 
l y = my(mv) = m (zx-xz), (23,2)
lz = m2{mv) = m (x y - y x ).

Матсрпаа нукта чаракат микдори моментининг вектор тео
ремаси куйидагича таърифланади: бирор нуктага нисбатан 
олинган %аракат моментининг вацт буйича %осиласи м а те 
риал нуцтага таъсир этувчи к\Ч,нинг uiy нуктага нисбатан 
олинган моментига тенг , яъни

§  = m0(F ). (23,3)

(23,31 пектор тенгламанн Декарт координата укларига про- 
екцияласак, куйадагилар чосил булади:
46

i



Булар теореманинг скаляр ифодасидир, яъни бирор укка нис
батан олинган чаракат микдори моментининг (/д., /у, 1г ) вакт 
буйича чосиласи материал нуктага таъсир этувчи кучнннг шу 
укка нисбатан олинган моментига тенг.

Х у с у с и й  ч о л л а р.
1. Материал нуктага таъсир килаётган кучларнинг бирор 

укка нисбатан моменти нолга тенг б^лса, материал нуктанинг 
шу укка нисбатан чаракат микдорининг моменти узгармас 
булади.

2. Материал нукта марказий куч таъсирида б^лса, шу мар
казга нисбатан материал нуктанинг чаракат микдорининг мо
менти узгармас булади.

24-§. Материал нукта ^аракат микдори 
моментининг ^згариши .\акидаги теоремага оид 
масалаларни ечишга дойр методик курсатмалар

1. Координата уклари системасини танлаб олиш ке
рак.

2. Материал нуктага таъсир эттирилган хамма кучларни, 
яъни берилган кучларни ва реакция кучлариии (богланишдан 
озод килиш принципини куллаб) ифодалаб олинади.

3. Материал нуктага таъсир эттирилган кучларнинг чар 
кайси координата укига нисбатан моментларининг йигиндиси- 
ни чисоблаб олинади.

4. Материал нуктанинг чаракат микдори векторинн ифода
лаб ва ундан координата укларига нисбатан моментини топиб, 
улардак вактга нисбатан чосила олиш керак.

5. Топилган кийматларни (23,4) тенгламага цуйиб ечиш ке
рак.

6. Материал нукта марказий куч таъсирида булса, иккинчи 
хусусий чолда фойдаланиш керак ва материал нуктанинг бош
лангич вазиятдаги ва кейинги вазиятдаги чаракат микдорининг 
моментларини бир-бирига тенглаштириб олиш керак, яъни 
2̂0 — Ло тенгликдаи изланаёгган номаълум топилади. Баъзи 

бир масалаларда биринчи хусусий чолдан фойдаланишга туг
ри келади.

7. Бу параграфга И. В. Мешчерский „Назарий механика* 
дан масалалар туплами" китобидаги 736, 740* масалалар киради.



19-масала. М  нукта кузгалмас марказ атрофида шу 
марказга тортувчи куч таъсирида чаракаг килади. Траектория- 
нинг марказдан энг узокдаги нуктасинпнг тезлиги v* топнл-

якин вазиятидаги тезлиги г», =  
=  30' сv сек на гг эса г, дан беш 
марта катта (25- шакл).

Е ч и ш . IS у масала чаракат 
микдори моменти к'опунининг ик
кинчи хусусий чолга асосан 
ечилади, яъни чаракаг микдори 
моменти чамма вакт узгармас 
булган масала

/0 = const. ( 1)
Демак,

mvxr x = mv3r2, (2)

V,r, V,r, 30 г. , v 2 = -L-i- = -1-1 =  — = 6 см сек.
r2 5r, 5

21 масала. M  тош чузилмайдигаи МОА  ипнинг учига бог
ланган. Бу ипнинг ОА кисми вергикал трубка оркали утка- 
зилган. Гош трубка уки атрофида радиус А\С = R  булган ай-

лана буйлаб, 120 аил мин тезлик билан 
айланади. Ипнинг ОА кисмини трубка 
ичига секин-аста киритиб, ташки кисми- 
нинг узунлнги О/И, гача кискартирила-
ди, бунда тош радиуси ^ R  булган ай-
лана чизади (26-шакл). Шу айланада 
тош минутига неча марта айланади?

Е ч и ш . Тошга таъсир килаётган 
огирлик кучини Р  билан. ипнинг тортиш 
кучини Т билан белгилаб, уларин шакл
да курсатамиз (26-шакл) (23.4), яъни
—  = m AF) тенгламага мувофик тенг- 

26- шакл. dt
лама тузамиз.

Р  кучнинг таъсир чизиш z укига параллел булгани учун 
т г{Р ) = 0; 7 кучнинг таъсир чизиги г укини кесиб утгани 
учун т г( 7) = 0. Демак, mz(F ) = 0 ва = 0, буин интегралла- 
сак, 1г -- const. Бундан куйидаги хулосага келамиз;

mg{/nvt) = т г[пп>2).

25-§. Масалалар

сип; нуктанинг марказга энг

бундан
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Вулардан:

бундан:

13у ерда
m Jm Vi) -  mz\R =  т  R2,. V I /  :i(;

,  —  ,  И Т.П.. / V-mAmv.,) — mv•> — = т —= - л  ■’ - 2 30 4

-пу rV, -/г '' -//г —  /<- — /гг —: • — ,
30 30 4

//., = 4/г, ёки п2 — 4 • 120 = 480^-.
мин

26-§. Иш ва цувват

Куч векторининг кучиш масофаси вектори бнлан 
скаляр куиайтмасп узгармас Г  кучнннг тугри чизикли кисми- 
дагн ишн деб аталадн, яъни куч модулннинг кучиш масофаси 
ва уларнинг орасидаги бурчак косинуси билан куиайтмасн иш 
деб аталадн:

А
А — (F , /-) — F r  cos(7\ /•)• (26,1)

F  кучининг элементар dr кучишидагн элементар ниш куйи
даги формула билан ^исобланадн:

VА = (F , dr) = F  dr cos(/-’, dr). (26,2)
Техника системасида иш к Гм  билан улчанадн. Демак, фи

зик системада иш 1 эрг = 1 дин - см -  1 г см-• сек~2 ёки
1 ж оул  — 107 эрг ёки СИ системасида 1 ж  ~ 1 нм = 0.102 к Гм  
билан улчанади.

Элементар иш факат хусусий ^олдагина тула дифференци
ал булгани учун уни Ь’А билан белгилаймиз.

Узгарувчи кучнннг элементар ишн Декарт координата ук
ларидаги ироекцнялари оркали куйидагича ифодаланади:

VA = .Xdx-\ Ydy + Zdz, (26,3)
бунда А’, У, Z  кучнннг гепиилн координата укларидаги про- 
екциялари, dx, dy, dz жуда кичик dr кучшпнинг координата 
укларидаги ироекцнялари.

Материал нукта фазо со^синниг (чегараланган ёки чега- 
раланмаган) кандай ернда булса .\ам, унга таъсир этувчи куч 
шу нукта коордннаталарпнинг узлуксиз функциясн булса, 
бундай со>;а куч маидонн дейилади.

Материал нуктага таъсир килаётган F  куч куч майдоннда 
куйидаги икки хусусиятга эга булса, яъни 1) кучнннг микдо
ри ва йуналиши факат Л1 нуктанинг вазняшга боглик булса

4 4690 49



Da 2) кучнинг бирор М ХМ 2 й?лда бажарган иши унинг тра- 
екториясига боглик булмаса, бундай куч майдони потенциал 
куч майдони деб аталади. Куч эса потенциал куч деб ата
лади.

Потенциал кучнинг элементар иши куйидагича булади:
Ь'А = Xdx  -f Ydy -1- Zdz 

^ ^ d x  + ̂ d y  + ^-dz = dU. (26,4)
ox dy dz

Демак, потенциал кучнинг элементар иши шу потенциал ф у н к 
циянинг т^ла дифференциалига тенг.

Кучнинг эгри чизикли М ХМ 2 кисмидаги тула иши эгри чи- 
знк буйича Л/, нуктадан М г нуктагача олинган эгри чизикли 
интеграл билан топилади, яъни:

(Л1„> (ЛГ.) ^

Л =  | (F, J r )  «= j  F-dscos(F , dr). (26,5)
(At,> (.и,)

Рзгарувчи кучнинг эгри чизикли траектория буйича чекли 
масофага кучиришдаги иши кучнинг координата укларидаги 
проекцнялари оркали куйидагича ифодаланади:

(-М.)

А -  \ (Xdx  + Ydy +  Zdz). (26,6)
(Л!,)

Потенциал кучнинг тула иши куйидагича:

Л -  ) d U r = ( J - U 0. (26,6')
(.Й0)

Демак, потенциал кучнинг куч майдонида бажарган иши, 
нуктанинг утган йулига боглик булмай, унинг бошланшч ва 
охирги вазиятидаги потенциалларининг айирмасига тенг булар 
экан.

Кучлар тенг таъсир этувчисининг иши хакидаги теорема: 
М атериал нуктага таъсир эттирилган кучлар тенг т а ъ 
сир этувчисининг бирор кучишида бажарган ишй нуктага  
таъсир эттирилган кучларнинг т у  кучишда бажарган uui- 
ларининг алгебраик йигиндисига тенг, яъни:

п
A(R) = V  A{F„), (26,7)

fc-1
П

бу ерда R = Th нуктага куйилган кучларнинг тенг таъсир
Л-1

втувчиси.



Крзралмас г Уки атрофида айланаётган каттик жиемга к^й- 
илган F.. кучнинг элементар ишн ёки чекли иши

Ь'А =  M zd<? (26,8)
4кн

(  М хdy (26,9)

формула буйича топилади.
Бу ерда </? — z уки атрофида жисмнинг элементар айланиш 

бурчаги, М г — z укига нисбатан F  кучнинг моменти.
Хусусий золда, яъни таъсир килаётган куч потенциал куч 

булса, унинг ишн йулнинг траекторнясига боглик булмайди. 
Масалан:
а) Материал нукта огирлик кучининг тула иши:

л ,.2 = — Ла), (26,10)
бу ерда Р — материал нуктанинг огирлиги;

(Л, — Ла) — нуктанинг бошлангич ва кейинги вазиятларининг 
баландликлари айирмаси.

Л, > h2 булганда Л i.2 > 0 ва Л, <  h2 булганда Л1.2 < 0 бу
лади.

б) Пружина учи олдинги вазнятидан X увунликка чузилган- 
да, унинг эластиклик кучининг иши куАидаги формула билан 
топилади:

a * = - Y '  (26Л1)
бу ерда с — пружинанинг бикрлик коэффициент

в) Буровчи моментлилик т г == — сер эластик кучнинг "иши

(26,12)

бу ерда «2. — кейинги ва олдинги бурилиш бурчаклари.
Кувват N  вакт ичида ишиннг бажарилиш тезлигини бил- 

дирадн ва куйидаги формула буйича топилади:

Л '=  —  = (F, V) *  F v  соз (F, V). (26,18)dt
Кувват куч векторининг тезлик вектори билан скаляр ку-

пайтмасига тенг.
Кузгалмас г уки атрофида айланаётган каттик жнсмга таъ

сир эттирилган кучнинг кувватн куйидаги формуладан топи
лади:

Д/ «  =. М , 'J? (26,14)30
бу ерда Л1г — айланиш z укига нисбатан жиемга к^илган 
кучдан олинган момент, w ■» ^  айланиш бурчак тезлиги.
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М ‘б>т) = 71620 -  к Г -см, (26,15)

бу ерда п — бир минутдаги айланиш сони.
Кувват от кучи, — , эрг'сек, жоул сек, в а т т  ва иичоят

сек
киловатт билан улчанадн.

Бир хил бирликдаги кувиатни иккинчи хил бирликка уг- 
казиш учун куйидаги ж а два л да и фойдалаиплпдн:

1 в а т т  = 107 эрг'сек = 1 = 0,102— ;
сек сек

1 киловатт — 103 в а тт  = Ю10 эрг сек — 102 ,
сек

1^-^=9,81 в а т т ; 
сек

к I \ы1 от кучи = 75---= 0,736 киловатт.
сек

Фойдали ишпинг ишга ёки фойдали кувватнинг кувватга 
нисбптн фойдали иш коэффициеити (ф. и. к.) деб аитплади, 
яъни

Буровчи момент куйидаги формула билан чисобланади:

(26.Ш)

Лф < /Ц ёки /V(j, < Д',х булгани учун г, < 1 булади.

27-§. Иш ва кувватга оид масалаларнн 
ечишга дойр методик курсатмалар

Ишни топпшда куиидаги чолларни тафовут килиш
керак:

1. Узгармас куч таъсирида нукта тугри чизикли чаракат 
киладиган чолда А — ±F-s формула (бу ерда s — нукта босиб 
Утган йул) ёки A^-F-s  cos* формула кулланилади (бу ерда 
а — куч билан нукта чаракат килаётган тугри чизнк орасида
ги бурчак).

2. Д\асофа функцияси булган куч таъсирида нукта тугри 
чизикли чаракатда булган чолда (26,6) формула куллашпали, 
агар х укини нукта траекторияси буйича йуналтирсак, у фор
мула куйидагича булади:

X
А = \ X dx.
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3. Микдори па йуналиши узгармас куч таъсирида нукта 
эгри чизицли .чаракат килса, у золда (26,6) формулами куллаш 
мумкин.

Иккинчи ва учинчи золларда замма вакт куч функциясн
(AI)

U  булади, демак, ишни зисоблашда А =  \ d U  = U  — U0фор
си >

муладан фойдаланнш мумкин (/7 = U — U0). Бунда албатта ол
дин куч функциясн U  ни топиш керак.

4. Куч таъсир эттирилган нукта коордииаталарининг фуик- 
цияси булган куч таъсиридаги эгри чизикли заракат. Бу зол
да (26,6) формуладан фойдаланилади.

5. 'Узгармас момент ёки айланиш бурчагпнинг функциясн 
булган момент таъсирида каттик жисмиииг айлаима заракати; 
бу золда ишни зисоблаш учун (26,9) формула кулланилади.

Кувватни зисоблашда масала характерига караб, яъни куч 
куйилган нукта тугри чизикли ёки эгри чизикли заракат кнл- 
са, (26.13) формуладан (И. В. Мешчерский „Назарий механи
кадан масалалар туплами" китобидаги 760, 764-масалалар), 
каттик жисмнинг айлаима заракати булганда (26,14) формула
дан (11. В. Мешчерский „Назарий механикадан масалалар туп
лами'1 китобидаги 771, 772, 765- масалалар) фойдаланилади.

6. Бу параграфга оид масалаларни асосий уч типга булиш 
мумкин:

а) нукта заракати тугри чизикли булган масалаларга, бун
га куч узгармас булганда И. В. Мешчерский „Назарий меха
никадан масалалар туплами1* китобидаги 756 — 76 1, 766- масала
лар: таъсир килаётган куч нуктанинг вазиятига боклик булган
да 768, 769- масалалар иа потенциал энергиянп топиш учун 
И. В. Мешчерский „Назарий механикадан масалалар туплами** 
китобидаги 784-790-масалалар киради;

б) нукта заракати эгри чизикли булган масалаларга, бунга 
П. В. Мешчерский „Назарий механикадан масалалар туплами" 
китобидаги 770; 788- масалалар киради;

в) каттик жисмнинг заракати кузгалмас ук атрофида айлан- 
ма булган масалаларга, бунга П. В. Мешчерский „Назарий ме- 
ханпкадан масалалар туплами" китобидаги 755, 765, 767, 771, 
772- масалалар киради (буларда айлантирувчи момент узгармас).

28- §. Масалалар

22- масала. 5000 .и3 сувнн 3 м баландлнкка кутариш 
учун, двигателииинг кувват и 2 о т  кучи га эга булган насос 
урнатилган. Агар насоснинг фойдали иш коэффицпентп 0,8 
булса, шу пиши бажариш учун канча вакт керак буладн?

Н ч и ш . А — Р  h формулага асосан сувнн кутариш учун 
сарф булган ишни топамиз:

А -  5000 • 108 • 3 =  15 • 10* кГм.
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Двигателнинг фойдали кувватини топамиз: 

N* :2-75-0,8 = 120 — ,
сек

демак, насос ^ар секундига 120 кГм  иш бажарар э пн. 
Канча вактда Лф ишни бажаришини топамиз:

120 t =  A i[t ёки t - A*
120 120

сек

ёки t = 35 соат  43 мин 20 сек. ■
23-масала. Огирлиги 200 к Г  булган болгани 0,75 м ба- 

ландликка бир минутда 84 марта кутарадиган машинанинг 
Куввати от кучи ва киловатт билан .\псоблансо, Канча булади?

А\ашннанинг фойдали иш коэффициеити 0,7.
Е ч и ш . Болгани бир марта кутариш учун машина сарф ки- 

ладиган фойдали ишни (26,10) формуладан топамиз:
Аф = Р  .h  = 200 ■ 0,75 = 150 кГм. (1)

Демак, бир минутда, яъни 60 секундда сарф килган фой- 
дали иш

Иф-  Лф • п = 150 • 84 *  12600 кГм. (Г )
Машинанинг фойдали кувватини (26,13) формулага биноан 

топамиз:
! ф = в  210 — .
t 60 сек

N л ( 2 )

(26,16) формулага асосан машинанинг .^акикий кувватини 
топамиз:

^  = 300 ^
■»1 0,7 сек

ёки от кучи ){исобида.
300
75
оии .—  = 4 от кучи,

г»

киловатт ^исобида;
А\ = 0,736 • 4 = 2,94 к т .
24-масала. Огирлиги 20 к Г  

болтан юкни к” я текислик 
буйлаб 6 м масофага чикариш 
учун сарф булади г ан иш >;и- 
собланснн. Горизонт билан 
текислик уртасидаги бурчак 
30° га ва ишкаланиш коэффи- 
циенти 0,1 га тенг (27-шакл).

Е ч и ш . Кия текисликда >; а - 
ракат килаётган жисмга огир-
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лик кучи Р  ишкаланиш кучи Т  ва нормал реакция кучи /V 
таъсир килади. N  реакция кучи харакат йуналншига тик 
булгани учун иш бажармайди.

Огирлик кучи Р  нинг бажарган ишини (26,10) формуладан 
топамиз:

Л, = Р  • h = Р  ■ s • cos 120° = -  20 ■ б • I  = -  60 кГм. (1)

Ишкаланиш кучи Т нинг иши:

Аг = - Ш .  (2)

Оу укидаги проекциялар мувозанат тенгламасидан таянчга 
булган нормал босим N  ни топамиз:

V  Yt ts N  — Я  cos 30° = 0, 
f f i

бундан
N — Р  - cos 30° -  20 • О -  гг Ю У Т  я-Г, 

шунинг учун

Л, -  -0,01 . 10 . у Т -  б = -0,173 • б = -  1,04 и Гм. (4)

Тула бажарилган иш бу кучлар бажарган ишларнинг йипш- 
дисига тенг.

А »  Л, + Л2 = -6 0  -  1,04 «  -61,04 кГм  (5)
ёки жоул хисобида

А — — 61,04 j 0,102 *= -598 ж .
25-масала. Декарт координата укларидаги проекцнялари 

А' = 2х + Y =* х -f г?; Z  =■ 2уг -+ 1 га тенг. Куч материал 
нуктага таъсир этсин. Нукта ЛТ (1; 2; 3) вазиятдан Л/,(2, 3, 4) 
ваэнятга кучишида шу кучнинг бажарган иши топилсин (куч 
я, координаталар зисобида).

Е ч и ш , Олдин кучнинг потенциал эканлигини текширамиз’» 
бунннг учун хусусий хосилаларни топамиз:

д.Х . дУ , дУ _  0 c>Z 0 c)Z п <}.¥ п— = 1; — == 1; — = 2z: — = h\ — = 0; — =» 0. 
ду dv dz ду dx dz

д Х  дУ дУ dZ  dZ  д%
Бундан = т  ™ 53 7“ 9кан-Оу дх д% ду d t  dz

Куч потвнциалли б^лиш масала шартини каноатлантиради, 
демак купотенциал экан. Кучнинг эЛеменгар иши потенциал 
функциянинг тула дифференциалига тенг, яъни dU -  dA

о Ь



элементар ишни dA — X  dx, 4- Y dy-\-Z dz формулага X , V , Z  
кийматларипн куннб топамиз:

dA = (2x -f y) dK -r (a- -f z2)rfy 4- (2z -\- i )</* = 2xdx + ydx -r  
-|- xdy 4- zV/v -j- 2yz</z + dz.

Бу ифода тула дифференциал булади:
=  tf(A2) +  * /(* у )  +  tf (y z2) - f  dz  =  < /(a 2 - f  * y  - f  ) 'z ? ! г).

Демак,
r/6/ =  tf(.v2 4 Ay -f yz2 -r г).

Буни интегралласак, 6' = a 2 + ду + yz2 4 z 4- с келиб чика- 
дп. Л10 ва М { нукталарда U  функциянинг кийматлари:

U о =* 1 4- 1 • 2 + 1 • З3 4- 3 4- с = 24 4  с,
U { = 2г 4- 2 • 3 4- 3 • 42 -j- 4 4- с = 62 4- с га тенг.

Демак, изланаётган иш .4 = U x — U0 — 62 — 24 = 38 н ем  
га тенг.

29-§. Материал нуцта кинетик 
энергиясининг теоремаси

Нукта массасининг униит тезлиги квадратига купайт- 
масининг ярмига тенг катталпк материал нуктанинг кинетик 
энергияси дейилади:

Кинетик энергия замма вакт мусбат булади ва кГм  да 
улчаиади.

Кинетик энергия материал нукта ^аракатини улчайдиган 
улчамларидан бнридир.

Материал нукта кинетик энергиясининг теоремасини уч 
турда ифодалаш мумкин:

1) d ^ ~ j  = Г -ds cos (Г, dr) =  V A , (29,2)

яъни материали нукта кинетик энергиясининг дифференциали 
материал нуктага таъсир этувчи кучнинг элементар ишига 
тенг.

2 > ^ ( / т ) =  T t =■N ’ <2 9 3 >
яъни материал нуцта кинетик энергиясининг вацтга нис
батан  хосиласи материал нуктага таъсир этувчи кучнинг 
цу в ват ига тенг.



яъни материал н укта  кинетик энергиясининг босиб $ 'тил - 
ган маълум иулдаги узгариши унга таъсир эттирилга н  
кучнинг шу йулда бажарган ту л а  ишига те нг.

Материал нуктага бир псча куч таъсир килса (-9 ,2 ), ('29,3),
(29,4) тенгламаларнииг ун г томони кучлар тенг таъсир этув- 
чисинннг иши ёки купватинп ифодалайди.

Материал нукта харакати тугри чизикли булган золда Ох 
укини шу заракат тугри чизиги буйлаб йуналтирамнз, у вактда

n f )  =  -V dx  (20,5)d

ёки

J * * * -  (29.6)
( . 4  )

булади.
Б у  ерда X  =  ±  Г ,  бу зол учун  Г  замма кучларнинг тенг 

таъсир этувчиси.
F  =  const булган золда интегрални шпеграллаймиз, у вакиа

mv*
(29,D

2

бу ерда 5 — нуктанинг босиб утган йули.
Материал нукта заракати эркин булмаганда куйидагиларни 

назарга олиш керак:
1) нуктага стационар богланиш куйилган булсин (нукта 

абсолют силлнк сирт ёки чизик устида заракат килснн). Бу 
,\олда богланиш реакция кучи  тенгламага кирмайди, чунки 
реакция кучи  нукта траекторпясииинг нормали буйлаб йунал
ган, демак, унинг ишн нолга тенг;

2) ишкаланиш кучинн зисобга олиш тугри келса, у вакт
да кинетик энергия тенгламаларига ишкаланиш кучининг ё 
иши, ё кувватн кирадн.

30 -§ . Кинетик энергия теоремаснга оид 
масалаларни ечншга дойр методик курсатмалар

Материал нукта кинетик энергиясининг узгариш 
теоремаси Ордами бнлан ечнладиган масалаларни куйидаги 
таргибда ечиш тавсия этилади:

1. Координата уклари системасини танлаб олиш керак.
2. Материал нуктага таъсир эттирилган кучларни, яъни бе- 

рнлган кучларни ва реакция кучларини белгилаб олиш керак.
3. Материал нуктага таъсир эттирилган кучларнинг нукта 

кучншида бажарган ишларипннг ишиндисини топиб олиш ке
рак.
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4. .Материал нуктанинг бошлангич вазиятига ва кейинги 
вазнятидаги кинетик энергияларини тониб олиш керак.

5. Юкорида топилган кийматларни кинетик энергиянинг 
узгариш теоремасинннг формуласига куйиб изланаётган номаъ- 
лумни топиш керак.

Бу параграфга оид масалаларнн куйидаги асосий икки тип- 
га ажратпш мумкин:

1. Кинетик энергия теоремасига асосан ечиладнган, тугри 
чизикли .\аракатдаги материал нуктага оид масалалар.

2. Кинетик энергия теоремасига асосан ечиладнган, эгри 
чизикли *аракатдаги материал нуктага оид масалалар.

Бундан ташкари, биринчи типга кйрган масалаларнн учта 
группага ажратиш мумкин:

а) материал нуктага таъсир эттирилган куч (ёки кучлар
нинг тенг таъсир этувчиси) узгармас, яъни  л  =  const булган 
масалалар. Бу  ерда X  — кучнинг (ёки кучлар тенг таъсир этув- 
чисинииг) нукта траекторияси буйича йунал(прилган Ох Уки
даги проекцнясн. Бу >;олда (29,7) формула кУлланилади;

б) материал нуктага таъсир эттирилган куч (ёки кучлар
нинг тенг таъсир этувчиси) масофа (нукта абсциссаси)'функ
цияси, яъни х  =  f  (л) булган масалалар.

*
Бу  холда (29,6) тенглама / (л :)dx ?{х) бу-

X,
лади. Бу  тенглама тезлик билан масофа .v нинг орасидаги му- 
носабатии беради ва v тезлик маълум булганда л: масофацн 
топиш ёки л- масофа маълум булганда v тезликни топиш им- 
кониятинп беради;

в) материал нуктага таъсир килаётган куч (ёки кучларнинг 
тенг таъсир этувчиси) тезликиинг функцияси, яъни X  =  / (v) 
булган масалалар.

Бу .\олда кинетик энергия теоремасининг (29,2 дифферен
циал формуласи кулланиЛаДи.

Ш уни эслагиб утиш керакки, баъэи Оир масалаларнн ечишда 
кинетик энергия теоремаси билан харакат микдори теоремаснни 
комбинация килиб ечиш керак булади. Бу  материал нуктага 
таъсир эгувчи к у ч  узгармас булган .^олларга (И . В. Мешчер- 
ский „Назарий механнкадан масалалар туплами* кнтобидаги 
678, 775, 776, 7 7 9 -масалалар) ёки к у ч  тезлик функцияси бул
ган доллар га ( I I .  В. Мешчерский „Назарий механнкадан ма- 
сала.Тар туплами“ кнтобидаги 678, 689, 693, 6 9 6 -масалалар) ва 
ундан ташкари пак гни  хам To n n u i керак булган масалаларга оид.

Харакат вактиии топиш учун  ^аракат микдори, теоремаси 
Утган йулни топиш учун  кинетик анергия теоремаси кУ-чланил- 
са, к У-чай булади.

Иккинчи типга кнрган масалаларнн икки группага нжрагиш 
мумкин:
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а) Материал нуктага таъсир килаетган кучнинг микдори ва 
йуналиши ^згармас булган группага.

Бу золда кинетик энергия теоремасининг (29,4) формуласн 
кулланилади.

б) Материал нуктага таъсир килаётган куч нукта вазпяти- 
пинг (нукта коордииаталарининг) функцияси булган группа.

Бу золда кинетик энергия теоремаси функцияси к у ч  бул
ган золдагина ечиладн.

Бу вактда кинетик эиергиянинг теоремасини чекли, яъни

формуласн куринишида куллаш мумкин.
(>. Материал нукта кинетик эиергиянинг узгариш теорема

снга тааллукли масалаларни куйидаги типларга ажратиш мум
кин:

а) заракат тугри чизикли булган масалаларга; к у ч  узгар
мас булганда Н . В. Мешчерский „Назарий механикадан маса
лалар туплами" китобидаги 773, 774, 777, 781, 805- масалалар; 
куч  нукта золатига боглик булганда 11. В. Мешчерский „На- 
зарий механикадан масалалар туплами" китобидаги 699, 785 — 
787, 7 9 3 -7 9 6 - масалалар ва к у ч  нукта тезлигига боглик бул
ганда И. В. Мешчерский «Назарий механикадан масалалар туп - 
ламп" китобидаги 687, 689, 693, 695, 696, 782- масалалар киради;

б) заракат эгри чизикли булган масалаларга; бунга куч у з 
гармас булганда И. В. Мешчерский „Назарий механикадан 
масалалар туплами" китобидаги 7 8 3 -масала, к у ч  нукта вазия- 
тига боглик булганда И. В. Мешчерский „Назарий механика
дан масалалар туплами* китобидаги 7 8 8 -масала кирадн.

81 -§ . Масалалар

26- масала. Темир йул платформасинииг огирлиги 6 ни булиб, 
Укларнинг ишкаланиши натижасида пайдо буладиган карши
лик кучи  15 Я га тенг. Иш чи 25 н босим билан тинч турган 
платформага тиралиб, уни т а  ради ва тутри чизикли горизон
тал йулда юргизади. 20 м йул утгандан кейин ишчи платфор- 
мани куйиб юборади. .\аво каршилигини ва гилдиракларнинг 
темир йулга ишкаланиш каршилигини зисобга олмай, плат
форма заракати вактпдаги энг катта ®1|||Х тезлик ва платфор
ма босиб утган замма s йул зисоблансин (28- шакл)/

Е ч и ш .  Платформами бутун массаси С огирлик марказига 
жойлашган материал нукта деб караймиз (28- шакл). х  укини 
рельс буйлаб заракат томонига йуналтирамнз ва заракат бош- 
ланиш олдида С нукта турган С, нуктани х  ни зисоблаш бо* 
ши учун  оламиз.

Платформа бошлангич i *0 — 0 тезликсиз заракат кила бош- 
лагандан кейин яна тезлнгини йукотиб, охирида тухтайди.
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28- шакл.

яъни охиргн тезлиги г, =  0  зам нолга тенг, шу сабабли куч

нинг бажарган иши нолга тенг,
mv} mv‘ .
1  2 “  ’

ЯЪНИ

г\  =  v 0 =  О
булгани у чу н

А =  0.

Платформага куйилган актив куч  s, =  20 м йул давомила иш 
бажаради, каршилик кучи  булса, бутун 5 йул давомида таъсир 
Килади, шунинг учун

А =  25 • s, — 15 • s =  О,
бундан

„ 25 • s j 25 • 20 100 00 1
S =  = ------=  ---  =  33 —  М.

1о 15 3 3

Платформанннг энг катта тезлигини (29,4) формуладан то 
памиз. Иш чи платформани куйиб юборнш вацтида энг кагта 
тезлик булади. Ш у йулда кучларнинг бажарган иши Ах\

А .г
2 о -  15) • 5, =  1

у0 =  0 булгани учун

2 2

Д, =  ( 2 5 -  15) • 5, =  10 • 20 =  200 н-м

m v :  6000 f *
=  Л, ё к и ------- =  200,

2 2 • 9,81
бундан

=  ~\f200 6ойо"а8‘ ~  0,808 м/сек.

27- масала. Уртасига Q юк куйилган балканинг статик эги- 
ли.пп 2 мм га тенг. Балканинг массаси зисобга олиимаганда, 
унинг маиа шу икки золда макснмал эгилиши канча булади:
1) Q юк эгнл.маган балкага куйилганда ва бошлангич тезлик-- 
сиз куй 11 б юборилганда; 2) Q юк эгилмаган балканинг урта- 
спга 10 см Оаландликдан бошлангич тезликсиз тушганда.



[----- Ч

1
f м '

Я

V4 y f \  1
Я N

^  ( ) V
м ,

'о

29- шакл.

Масалани ечишда балканинг юкка курсатадиган таъсир ку- 
чнпи унинг эгилишша пропорционал деб зисоблаш керак 
(29- шакл).

И ч и in. М  юкка 1) М„ вазиятдан Л/, (балканинг энг катта 
эгилишига мое булган) вазиятгача кучишнда, яъни //-[-// га 
кучишида замма вакт юкнинг огирлик кучи  Q; 2 ) балканинг 
эластик деформациясига мос булган факат // — масофага кучн- 
шидагица юкка балканинг эластик реакция R  кучи  таъсир 
цилади.

Масалани ечиш учун кинетик энергия узгариш теоремаси* 
нинг (29,4) формуласидан фойдаланамиз. By  масалада бошлан
гич Л1 золатида булганда юк тезлиги г,, на кейинги Л/, зола- 
тида (балканинг максимал эгилган золатида) булганда юк тез
лиги лар нолга тенг, яъни г1,, =  г», =  0. Бундан, юк Н -\ -h 
масофага кучганда унинг кинетик энергиясининг узгариши 
нолга тенг булади. Демак, шу Н -\ -h масофага кучишда юкка 
Куйилган замма кучларнинг бажарган ишларпнннг ннпшдиси 
нолга тенг; Q юк огирлик кучи  = /У -)-// кучишда ва
балканинг эластнклик реакция R  кучи  M xNi' — h кучишда иш 
бажаради, демак,

A =  Q { H + f i ) - R - h  =  0. (1)

Балканинг эластнклик кучинииг иши (26,11) формула! а 
асосан;

Rh  -  -  — . (2)
2

Балканинг бикрлик коэффициеити с масаланинг шартидан 
топилади.
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Эластик балка устига куйилган юкнинг тебраииши тухта - 
ганндан кейин мувозанатда тургапида балканинг эластиклик 
кучи  юкнинг огирлик кучига тенг.

Q ~ c x  (3)

формуладан с ни топамиз:

0 = 3 - .
.V

Бу золда
х  =  / =  2мм,

бундан
с =  (4)

Демак, балканинг энг катта эгилишида балканинг эластик 
кучи  бажарган иш

w
га тенг буладн.

(о) ни ( 1) га к № а к :

A =  Q (H  +  h ) - ^ -  (6 )

ёки
Ла — 2/Л — 2/А/ =  0 (7)

булади.
Бу  квадрат тенгламани балканинг номаълум энг катта Л 

эгилишига нисбатан ечиб, h ни топамиз:

А «* / +  ) / 7 4 2 7 7 7  =  2 +  / 4  +  2 * 2 .  100 =  22,1 мм.

Тенгламани ечишда мусбат ишорасигина олинади, агар ман
фий ишора олинса, балканинг эгилиши h манфий булади, бун
дай зол булишн мумкин эмас;

юк эгилмаган балка устига бош ла нтч тезликснз куйиб 
юборилганда, юкнинг тушиш баландлиги Н  нолга тенг. Бу 
кийматни квадрат тенгламага куйсак:

h =  /  +  У  / *  +  2 /  • 0«= J  +  /  =  2 +  2 =  4 мм
булади.

2 8 -масала. Огирлик кучининг таъсирида булмаган т  мас
сали нукта каршилик кучи  Р  =  к \ vh булган музитда v0 
м’сек тезлик билан заракат кила бошлайди.

B y *ерда V — нуктанинг тезлиги, /г — узгармас мусбат коэф- 
фи цнент.

Нукта  каерда ва цачон тухташ и топилсин.
Е ч и ш .  Бу масалани заракат микдори теоремасини ва ки

нетик энергия теоремасини биргаликда-куллаб ечамиз.
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Нуктанинг бошлангич золатини координата боши учун  ка
бул килиб х  укини заракаг томонига йуналтирамнз. Кучнинг 
а  укдаги проекциясини топамиз:

X  =  -  F  =  -  к 1 V .

Харакат микдори теоремасинннг ва кинетик энергия тео- 
ремасининг дифференциал шаклндан фойлолаисак;

d(mv) =  Xd t «= — k Y v d t  (1)
ва

d j  =  X d x  =  -  к \r v dx  (2)

булади ёки ^'згарувчиларии ажратсак:

Ш ' (3) 
mvdv — — к У v dx

ёки
m V v d v = — kdx. (4)

(3.1 ва (4) тенгламаларни интеграллаймиз:

V I

т  1 ~ ~  =  — к \ dt, (5)
J Kt* J
Г'„ ll

i*  5

m j  Y v d v  =  — A j dx (6)
i-, ii

ёки
t> (

2m Y v  | =  -  k t  I , (5')
о

* i  /— mv I v
u

— . (6')

(5 ') па (б') ларда v =  0 десак (чунки нукта т£’хтагаида тез- 
лиги нолга тенг):

_ 2
— 2 т  y 'v 0 -  — kt ва —• mvb ] Т »0 =  — ks,

булардан
, _ 0 т  .—

к I '  Vo сен* . " (7 )

f iB =  I  А ^  Н>
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2 9 -масала. Материални зарба билан 
спнаш учун ншлатиладиган асбобнинг асо
сий кисми .1/ пулат куймадан иборат бу
либ, у кузгалмас О ук атрофида деярли 
ишкаланмасдан айланадцган стержень учи- 
га бириктирилган. Стерженнннг огирлигини 
назарга олмай, М  куиманн материал нукта 
деб >;псоблаймиз; масофа .V/О =  0,981 м. 
Ш у нукта эиг юкориги А колатдан нн- 
.\оятда кичик бошлангич тезлик билан ту - 
шиб, энг пастки В  ^олатга келганда унинг 
тезлиги v  нинг канча булиши аниклансии 
(30- шакл).

Е ч и ш .  Нулаг куйманннг огирлигини 
Р  билан, массасиии т  билан белгилаймиз. 
У  вактда кинетик энергия теоремасининг
(29,4) формуласидан фойдаланиб, куиида- 
гиии ёзпш мумкин: 

mv9 _  mv Г. =  р  .

2 2

B y  ерда АВ — пулат куйма огирлик марказининг вертикал 
кучиш и балаидлиги на у икки радиусга теш , яьнн  А В =  

2-0,981 м. Куйма бириктирилган стерженнннг реакция кучи  
>;ар ка н да П x олатда куйманинг элементар кучпшига ти к б\л- 
гаии учун  у стержень реакция кучинииг иши нолга тенг. Бош
лангич тезлик г *0 нолга тенглнгнпи ахамнятга олсак:

'—  =  /->• А В
2

булади
ёки

—  =  Р  ■ А В  ёки v‘ =  2е ■ А В  =  2 • 9,81 • 2 • 0,981, 
ч

бундам

v  =  V &  • 0,9812-10 =  1,902 I "ТО =  0,2 м'сек, 
v  =  0,2 м сек.

К\’йма В  нуктага келганда, яъни энг пастки холатга гуш- 
ганда унинг тезлиги 6,2 м сек га тенг булар экан.

\

\
\

\
ч

30- шакл.
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Э Р К С И З  М А Т Е Р И А Л  Н У Ц Т А Н И Н Г  ^ А Р А К А Т И .  
Д А Л А М Б Е Р  П Р И Н Ц И П И  В А  М А Т Е Р И А Л  
Н У Ц Т А Н И Н Г  Н И С Б И Й  ^ А Р А К А Т И

32-§ . Эрксиз материал нукта нинг заракати. 
Эрксиз материал нуктанинг заракат  
дифференциал тенгламаси

IV B O B

Кузгалмас силлик снрт устида заракатланувчц эрк
сиз материал нуктанинг заракат дифференциал тенгламалари 
Лагранж формуласн асосида куйидагича булади:

/(.v, у, z) =  0 — нукта заракат килаётган сиртнинг тенгламаси 
ёки богланиш тенгламаси;

N  — нормал реакция кучи .
Кузгалмас, силлик булмаган сирт устида заракат килувчи  

эрксиз материал нуктанинг заракат дифференциал тенглама
лари куйидагича булади:

бу ерда R =  к.\ — ишкаланиш кучи ;
к — динамик ишкаланиш коэффициент!!,

Бу золда кинетик энергия узгариш теоремасинииг тенгламаси 
Куйидагича булади:

‘ i)z '
бу ерда — Лагранж купайтувчиси.

(32,1)

(32,2)

.9 .V

(32,3)

fc— 1590 65



бу ерда /? =  А Л '— ишкаланиш кучи ; ср =  (F ,c ir) . Бу параграф- 
ra I I .  В. Мешчерский „Назарий механнкадан масалалар туи - 
лами“ кнтобидаги 64-г>, 820, 824- масалалар кирадн.

33-§ . Эрксиз материал нукта \аракатига оид 
масалаларнн ечишга дойр методик 
курсатмалар

Бу кием га тааллукли масалаларнн куйидаги тартиб-
да ечиш керак:

1. Координата уклари системаси танлаб олинади.
2. Нуктани богланишдан озод килиб, реакция кучини ки- 

рптиб, иуктлга таъсир килаётган замма кучларнинг ехемасини 
тузиб олиш керак.

3. Нукта  учун (32,1) ёки (32,2) га мувофик тенгламаларни 
ва богланиш тенгламасйнн тузиб, улардан изланаётган номаъ- 
лумни топилади.

ри чизикка курсатадиган боенми 
А' ва унинг заракати аниклансии 

q\______ __________ Л  (огирлик кучи  йук)- Занжир чи-

3 4-§ .  Масалалар

3 0 - масала. Массаси т  булган нукта
.V -V

занжир чизнкда О у укка парал
лел булган итарувчи куч таъси
рида харакат килади, бу куч 
Ох укдан йуналгаи булиб, к т у  
га тенг. t =» 0 булган пайтда

х  =  1 м, х  — м!сек, k =  1 сек~- на 
а =  1 м булганда нуктанинг эг-

V»
зикнниг эгрилик радиуси — га

а31- шакл.
тенг (31- шакл). 

ламасини тузамиз:Г: ч и ш. Богланиш тенг.

(1)

( 1) муносабатдан куиидагиларни топамиз:

Пи



=  1 (вГ + е_ Т ) =  1 у. (2)

a =  1 булганда Д/ =  у буладн. (3)

Бу Л'олат учун  (32,1) тенгламани тузамиз.
Масала шартига кура

=  1 т у ,  X  =  О, К  =  т у
булгани учун

<i2x N 1

m W > ~  7  U  (е'х “  * л ’̂

mS = my_f (4)
(4) тенгламадан:

iV
— =  му ~

бундан:

МА =  (///V —/«>’) ^  (б'г— б~ г)

ёки

j:  =  -  (у — у) (ел — е~л), (5)
о

у, у ларни топамиз:
у «  1  -  е~~х), (б)

5 =  1  ( * ' + * - * ) ,

булардан:

яъни

л  =  0. (7)

(7) ни интеграллаб, куйидагиларни зосил киламиз:

а =  С,, а =  C\t ~  С2. (8j

Масала шартидаги бошлангич шартлардан фойдаланиб С, ва 
С2 ларни гопамиз.

t as 0 булганда л* =  1 м, х  =  1 м/сек, буларни 8̂ ) га куйсак

Сх =  1, С2 =  1.
Демак,

*  =  (* +  1 ) л ,  (9)
N  =  т у  (у — у) =  т у  (у -  у) =  0, N =  0. (10)



3 1 -масала. Кузгалмас н у к 
тага богланган, узунлиги  3 0 r . ii 
булган ипга оснб куйилган
1 н ли Л/ юк конус шакл и- 
даги маятникни тасвирлайди, 
яъни горизонтал текисликда 
айлана чизади; шу билан ба- 
равар ип вертикал билан 60" 
ли бурчак ташкил килади. 
Ю к тезлиги v  ва ипдаги тор
тилиш Т  аниклансии (32- 
шакл).

Е ч и ш .  Ю кни радиуси R  
булган сфера буйича айланиш- 

га им кон берадиган, М  юк богланган ОМ ип юкнинг боглаиишн 
булади. Ю книнг координаталаринн у, г  лар билан белги 
лаб, унинг богланиш тенгламасйнн тузамиз:

32- шакл.

еки
/ (х , у, г )  =  х--1- у2 н- z 2 -  12 =  0.

М  юк кузгалмас силлик сирт устида харакат килади ва У 
Х  — 0, Z  — nig булгани учун (32,1) тенглама куйидагича 
лади;

т х  —

т у

Бунда

mz —mg

() L
ду

L l
/

L l
i

'Ll .
i

- 0 ,
бу-

(2)

'* L  =  2x,
Ox

— 2>’f —  =  2z
dz

N_
А/

V 4л2 T  ly 2 -I- 4 г *
(3)

T  нинr  олдидаги (4 0  ишора шунинг учун  олинганки, биз 
ипнинг реакция кучи  ташки нормал бунича йуналгаи деб фа
раз киламиз. Энди (2) дифференциал тенгламаларнинг охнр-

гисига г  =  0 , z  =  l  cos а кийматларни куйиб, ипнинг реакция 
(тортиш) кучи  Т  ни топамиз:

7 — —
т е  т е  ,

ь - = ---------- ~  — — 1 т g.
LOa а СОЬ 60'

(4)



Т  реакция кучи  манфий (— ) ишорали булиб чицди, бу Т  реак
ция ички нормал буйича (яъни ип ма^камланган О нуктага) 
йуналганлигини курсатаХи.

Ю книнг тезлигпии топиш учун  унинг богланиши геиглама 
сидан t вактга нисбатан икки марта косила оламиз:

л-2 -Ь х х  4- у2 -1- у у =  0, (5)

вактга нисбатан г  узгармас, шунинг учун  унинг .хосиласи нол

га тенг, бу ерда: jc* +  y 2= ® 2. -v па у ларнинг кийматини (2 
дифференциал тенгламалардан топамиз.

Уларга топилгаи Т  — — —  ни куйсак, куйидагилар хосил
CO S Я

булади:
mgx ” mgvт х  -  -  —s — , т у  =  -  ■—*— ;
I  cos я  I  cos Я

буларни т  га кискартирсак:

ёх
I  cos* 

8У
I  cos Я

Энди буларни (5) га куямиз:

в** , 'л. 8у'1 _X* -  +  У2- -  =  О
I c o s  Я /  C O S  Я

еки

бунда

булгани учун  

бундан

** +  у2 =  (л* +  у2),
I c o s  я

у2 =  - £ -
I со

X* - f  У 2 =  г 2, л-2 Jr  у2 =  /2 s in 2 а

2 _  g l 2 s i n 2 я  _  g l  s i |Г' я

I CO S я  C O S  я  ’

^ ,  980 • 30 . ( О .  I
v  =  i / i i i L nl £  =  " j /  ------------A j —  =  2 io — .

Г  C O S  a  I  /  11 2

Ю кпинг тезлиги г» =  210 —  экаи.
с е к

3 2 -масала. Чана а бурчак остида кия булган текисликнинг 
И нуктасидан бошлангич тезликсиз чикиб, шу текисликда АВ  
йулни утади, сунгра горизонтал текисликдаги С нуктага келиб

6У



тухтайди (3 3 -шакл). Ишкаланиш 
коэффициент / топилсин; АВ=* 
=  s | ва ВС =  s2.

Е ч и ш . Чаианинг тезлиги на 
С нукталарда нолга тенг бул
гани учун чаианинг шу нукта
ларда г и кинетик энергияси хам 
нолга тенг булади, демак, (32,3) 
формулага асосан, чинага та ъ
сир килаётган хамма кучларнинг 

шу ABC  йулда бажарган ишларининг йигиндиси нолга тенг.
А В  йулда бажарилгаи иш: 1) ошрлпк кучи бажарган Р -к  — 

=  P sx sin а ва 2) ишкаланиш кучи  бажарган — 7s, ишлар- 
нинг йигиндисидан иборат. Ишкаланиш кучи  нормал /V, — 
=  Pcosа реакция билан ишкаланиш коэффициент / нинг ку- 
иайтмасига тенг. Демак, А В  йулдаги ишкаланиш кучининг иши 
P / s { cos а га тенг.

Ишкаланиш кучининг горизонтал ВС  йулда бажарган иши 
P /s2 га тенг, чунки горизонтал текисликда нормал А':. реакция 
о тр л и к  кучи Р  га тенг. Шундай килиб, куйидаги тенглама 
хосил булади:

P s ] (sin % — / cos у.) — P /s2 = 0 .  ( 1)
Бу тенгламадан / ни топамиз:

/ =  - i ' i l H * ___ . (2)
S , COS 1 -1- S j

Шакл дан
О А =  ŝ  sin у , ОВ — s, cos у. ва ВС =  s2.

Буларнинг кийматларини олдинги (2) тенгламага куямиз:

/=■ — — - -  ^  =  igiACO). (3)
ОВ  -J- В С ОС .

Бундан АСО бурчакнинг ишкаланиш бурчагига тенг эканлиги 
куриниб турибди.

35-§ . Материал нукта учун  Даламбер приниипи

Харакатдаги эрксиз материал нуктанинг харакат диф
ференциал тенгламаси вектор куринишда куйидаглча ёзилади:

mw =  /• - f  7V, (35,1)

бунда F  — материал нуктага таъсир килаётган (актив) куч ;
/V — богланиш реакцияси.

Бу тенгламани куйидагича ёзиш мумкин;

F  .'г й  +  ( - т й ) ~ 0 . (35,2)

А

10



(3.5,2) тенгликш ш г охирги хади микдори жи.\атдан нукта 
массаси билан тезлаиишининг купайтмасига тенг булган ва тез- 
ланиш йуналишига к аРама*ЦаРши томонга йуналгаи к^пдэи* 
днр к у ч ни тасвирлайди. Бу  куч инерция кучи деб ататади на
1 ,\арфи билан белгнлапади, яъни

/ = mw. (35,3)

/

Бу ифодадаги белгнлашлардаи фойдалансак, (35,2) тенгла
ма куйидаги куринишии олади (34- шакл):

F - f , V - f 7  =  0. (35,4)
Демак, материал нуктага 

таъсир эттирилган куч, реак
ция кучи ва инерция кучлари 
айни онда мувозанатда була
ди (бунга Даламбер иринциии 
дейилади).

Шундай килиб, инерция 31-шакл.
кучини бошкача йул билан,
яъни  материал нуктага таъсир эттирилган кучлар на реакция 
кучларининг мувозанатлаштируичнси сифатида юниш мумкин 
(34- шакл).

Инерция кучининг Декарт координата укларитаги нроек- 
циялари (35,3) тенгламага мувофик куйидагича ифодаланади:

/ </"л' I!
/у — — т  —
1 </гг
1 lI'Z/ =  — т  — .

<№
Материал нукта эгри чизикли *а- 

ракат килганида инерция кучи ик
кита, яъни бири заракат траектория- 
сига уринма булиб йуналган, иккинчи- 
си эса бош нормал буйлаб йуналгаи 
ташкил этувчи кучлар йигнндисидаи 
иборат булади (35- шакл).

Биринчи ташкил этувчи уринма 
ёки таигенциал инерция кучи  дейи
лади ва /- зарфи билан белгиланади.
И ккинчи ташкил этувчи нормал инер
ция к у ч  дейилади ва 1п .\арфи билан 
белгиланади:

Д =

(35,5)

L m w n. (35,6) 35- шакл.
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Тангенциал ва нормал инерция кучларининг модули куйи
дагича ифодаланади:

|/J =  ~I п\ р

dt
2

(35,7)

Б у  инерция кучларининг табиий уклардаги ироекцнялари 
куйидагича булади:

dVI-  --  — т
dt (35,8)

(35 9)

Материал нукта радиуси R  булган айлана буйлаб «> бурчак 
тезлик са £ бурчак тезланиш билан айлаима харакат килса, 
тангенциал па нормал инерция кучларининг модули куйидаги
ча ифодаланади:

(7-1 = mR | г |,
17п | =  mR('>2.

Уринма ва нормал уклардаги проекцияси эса куйидаги ку 
ринишда булади:

l t =  - mR з, j  (35>l0)

l n =  — т  Rm*. I

Тангенциал ва нормал инерция кучлари тегишлича танген
циал ва нормал тезланишлар йуналишига карама-карши то 
монга йуналган булади.

36-§ . Даламбер принципига асосан масалаларни 
ечишга оид методик курсатмалар

Б у  параграфга тегишли масалаларни куйидаги учта 
типга ажратиш мумкин:

1. Эрксиз материал нукта тугри чизикли харакат килади- 
ган холга оид масалалар.

Бу холда, харакат килаётган нукта траекториясииииг эгри-
лик радиуси р = о о  ва демак, /„ =  —  =  0 булади. Ш унинг учун

инерция кучи  факат битта тангенциал ташкил этувчидаи ибо
рат, яъни

1 = 1 .  — пне- =  т  w.

2. Эрксиз материал нукта эгри чизикли тенг улчовли ^ара- 
кат киладиган холга оид масалалар.



Б у  золда v  =  const булгани учун  нуктанинг тангенциал

тезланиши к ' , = — =  0 , демак, инерция кучи  факат битта нор- 
dt

мял ташкил этувчидан иборат булади, яъни / =  .
р

3. Эрксиз материал нукта эгри чизикли тенг улчовли бул
маган харакат циладиган зол га оид масалалар.

Бу золда, Даламбер приниииига асосан масала ечпшда за- 
ракат килаётган материал нуктага иккита: тангенциал /- ва 
нормал I п инерция кучларини кушиш керак.

Мувозанат тенгламалари кулай бушши учун  уларни ш ун
дай тузиш  керакки, бунда зар кайси тенгламага бу инерция 
кучларидан факаг биттаси кирадиган булиши лозим. Бунинг 
учун  координата укларидан бирннн нукта заракатининг траек- 
ториясига уринма килиб, иккинчнеини эса бош нормал буйлаб 
йуналтириш керак.

Бундай масалада тезлик номаълу.м булса, купинча у тез- 
ликнн топиш учун  материал нукта кинетик энергиясининг 
теоремаси кулланилса осонрок булади.

Биринчи типга И. В . Мешчерский „Назарий механнкадан 
масалалар туплами" кнтобидаги 637— 640-масалалар; иккинчи 
типга I I .  В. Мешчерский „Назарий механнкадан масалалар 
туплами" кнтобидаги 646—670-масалалар; учинчн типга Н . В. 
.Мешчерский „Назарий механнкадан масалалар туплами* кнто 
бидаги 802, 803, 816—820, 822 -масалалар киради.

37- §. Масалалар

33-масала. Огирлиги Р  булган огир жисм горизон
тал, гадир-будур текисликда узига богланган горизонтал ар- 
кон ёрдамида а тезланнш билан тортилади. Ишкаланиш коэф- 
фициенти f  га тенг. Арконда зосил булган тортиш кучи  то- 
пилсин (36-шакл).

V

Гг С us г

F X
у/.. W/Z
Q 

1Р

У/////*'

36- шакл.

73



Е ч и ш . Жиемга таъсир килаётган кучлар 36-шаклда кур- 
сатилган, унда Р —огирлик кучи, Г —арконнииг тортиш кучи, 
N  — текисликнинг нормал реакцияси на Т  — ишкаланиш к у 
чи. Жнсмга унинг тезлаииши w  га карама-карши томонга 
йуналган А инерция кучини таъсир эттнрамиз. Хамма кучлар
ни Ох ва Оу укларга ироекциялаб, куйидаги иккита мувоза
нат тенгламаенни лосил киламиз:

V .V . =  _ / ,  - F  +  / ’=  О, (1)

V  у  =  Д' -  Р  =  О,

бунда
/-1

I -  =  т а  — — 
g

Р  булгани учун 

F  =  /Р.

р

(2)

(3)

(4)
(3) ва (4) ни назарга олиб (1) тенгламани ечсак, куйидаги .\о- 
сил булади:

Тгж  /, + р  (5 )
ёки

т  =  р- а - f  f P = P [ ~  +  /). ( f i )

3 4 -масала. Ёй шаклидаги куирикнннг чуккиси унинг урта- 
сида булиб, паст томонга йуналган; шу ернинг эгрилик радиу

си о га тенг. Куприн уртасига 
заракат килмайдиган килиб 
куйилган ва куприк кутариб 
тура оладиган энг катта юк

Р
огирлиги Р  га тенг. — (/; >  1)

п
о тр ликда ги  юк куприк сини- 
ши учун  унинг устидан кан
дай энг кичик V тезлик билан 
утиш кераклиги топиленн.

Куприк бунда у з  пьяклини 
мутлако узгартиролмайди деб 
фараз килннсин (37-шакл).

Е ч и ш .  Ю книнг куирикка 
курсатадиган энг катта босими 

юк куприкнинг энг пастки нуктасида булганида .\осил булади, 
чунки шу нуктада юкка куйилган .чамма кучлар бир вертикал
тугри чизик буйлаб йуналган, куприкни синдирадиган ( ------ Р

37- шакл.
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к у ч  булади. Ю книнг куприкка курсатадиган босимиии топиш 
учун  Даламбер принциппдан фойдаланамиз.

У  вактда куприкка куйилган ['— — Р j  к у ч  ва N нормал ре

акция кv чига япа нормал тезланнш wn га карама-карши то- 
Р  I-'2монга й\ налган /,, = ------- га тенг б\лган нормал инерция ку-

"g  Р
чп к>; шилади.

Хамма кучларни вертикал У кка проекциялаймиз:
•I

V ) -  =  д ч - =  0.
1Я -

Куприн еннган момеитда X  =  0 деб фараз килиб, купрнк- 
нпнг синиш тезлиги v  ни топамиз:

Д — — Р  — -j- /„ =  0
п

ёки

-  Р  + -  +  =  о,
п ng Р

бундай:

^ = / £ !> ( "  — Г).

3 5 -масала. Огирлиги узунлиги / булган математик
маятник вертикал вазиятидан 90 булган Л70 вазиятига чнка- 
рилиб, унга бошлангич т 0 
тезлик берилгап (38-шакл).
Уни <f бурчак остита ип билан 
боглаб, и и да .\осил булган 
тортиш кучи  /•' топилсин.

Е ч и ш .  Даламбер иринци- 
пи га мувофик маятпикка к;у- 
йилган туртта куч яъни Р  — 
маятникнинг огирлиги, F  — 
ипнинг тортиш (реакция) к у 
чи, / - — тангенциал инерция 
к у ч  ва 7„ — марказдан кочирма 
(нормал) инерция кучи  муво- 
занатда булади. Ш унинг учун 
бу кучларни п укка, яъни траекториянинг нормалига проек 
цияласак, куйидаги .\осил булади:

t  — Pcos(90' — i )  — 1 п — 0. (1
, mv* пч,г 

/« -  —  =* — .

75



буни (1) га куйиб, F  ни гопамиз:

F  =  P s in s  +  " f . (31

М аятникнинг тезлиги v  ни топиш учун  Л70ЛI
киемда кинетик энергиянинг узгариши теоремасидан фойдала
намиз:

mv2 rnvr, г , i---------------=  Ph.
2 2

оундан:

демак,

булгани учун 

ски

mv* =  n iv l 4- 2Ph,

F  =  P sin?  H - y ( - +  2//j. 

h =  /cos(90° — f)  =  /sin?

F  — P s i i i  i  - |- — — -I- 2 P s in  -f
1 g i

(4)

(5)

(6)

F=-.P{b  sin  <P +  ^ )

булади.
36- масала. M v а л л а к с и p т м о к. Вертикал текисликка Урна- 

ти Iгаи па юмалок -\алк 1 куринишидаги сиртмок -чосил цилгаи 
рельгларда арапача гилдираб боради (39-шакл).

39- шакл.

Харакат сиртмокнинг пастки нуктасидан // баланпликда бул
ган А нуктадан б ош лантч тезликсиз бошланади. Иулнинг А В  
кнеми ихтиёрий шаклда, ВС  кисми эса горизонтал. Аравача- 
пинг тушиш баландлиги h бир маълум кимматга эга булганда* 
гина аравача сиртмокни айланиб чикади: акс .^олда аравача 
халка орасида ёки иикнлиб ту  шали, ёки булмаса Е  нуктагача 
кутарилмай, оркасига цайтиб кетади.
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Аравача бутун сиртмокни айланиб утиши учуй  у кандай h 
баландликдан тушпши кераклиги топилсин. Сиртмок радиуси 
г  га тенг.

Е ч и ш .  Арапача сиртмок айланасинипг энг юкорнги Е  нук- 
тасида булганида, Даламбер принципига асосан, вертикал буй
лаб юкорига йуналган Тп нормал инерция кучи , аравачанинг 
огирлик кучи  Р  ва рельснинг вертикал буйлаб пастга йунал
ган N нормал реакцияси мувозанатда булишн керак, яъни

Аравачанинг Е  нуктадаги тезлиги v  ни топиш учун  ишка
ланиш кучинн зисобга олмай, огирлик кучи  Р  нинг АСЕ  ора- 
ликдагн ншиии (26,10) формулага мувофик топиб, аравачанинг 
бошлангич тезлиги г '0 — 0 ни назарга олиб (29,7) формулага 
асосан кинетик энергия тенгламаенни тузамиз, яъни;

Аравача сиртмок;ни тула айланиб утиши учун  Л/ >  0 шарти 
каноатлантирилш ни керак, демак, 2/г>  5г ёки //>2,5 г  булишн 
керак. Агар г  <  h <  2,5 г  булса, аравача сиртмок орасида йи- 
К'илиб тушадн, агар Л < г  булса, аравача сиртмокда оркасига 
кайтиб кетади.

риал нуктанинг заракат дифференциал тенгламаси ёзилганда 
нукгага таъсир килаётган кучларга яна кучирма ва бурилиш 
(Кориолис) инерция кучлари кушиладн, яъни куйидагича бу
лади:

бундан

бирок

А, — Р  — А — 0 , 

АГ =  1 „ - Р ,

(1)

(2)

(3)

(4)

Демак,

N =  -  -- -  Р  =  -  2Р(/г—2 r)  — Р  = Р ( ~  -  5). (5)
I! Г Г I /

38-§ . Материал нуцтанинг нисбий \аракати

Кузга лувчи  координата системасига нисбатан мате-

mw -  Е  +  /е +  I k+ N
ёки



бу ерда / ■=■. — mwe — нуктанинг кучирма инерция кучи ; 1к =  
=  — 2 m\we, v r \ — нуктанинг бурилнш (Кориолис) инерция 
кучи.

Материал нукта нисбий мувозанагда булган золда, нисбий 
мувозанат тенгламасн куйидаги куринишда булади:

А А д. - г  4л -  0 .)
У  4 -  N y +  1еу =  0 ,

Z  +  N, +  К г  =  0 . J (38,2)
Нисбий заракатдаги материал нукта кинетик энергиясининг 

диффереициалн нуктага таъсир этувчи куч билан кучирма 
инерция кучлари бажарган элементар ишларнинг йипшдисига 
тенг, яъни:

< /? )-)-& , d?) (38,j )

бунда

;•= i
Динамиканинг кузгалмас координата уклари учун  чикарил- 

ган замма асосий теоремалари нисбий заракат учун  зам худ - 
ди ушанда_й таърифланади: факат нуктага таъсир эттирилган 
кучларга 1в, 1к кушимча инерция кучлари кушилади.

39-§ . Нисбий \аракатга оид масалаларнн ечиш 
юзасидан методик курсатмалар

Б у  турдаги масалаларнн куйидаги тартибда ечиш 
тавсия этилади:

1) кузга лувчи  координата Уклар системасини танлаб оли
нади;

2) wc кучирма, и\ Кориолис тезлаицшлари топилади;
3) _кучирма заракат инерция кучи  /е ва Кориолис инерция 

кучи  /д. топилади;
4) эркспз нуктанинг богланишини реакция кучи  билан ал- 

маштириб, кучларнинг схемаси тузилади ва нуктани эркин деб 
караб унннг заракати текширилади;

Л) бошлангич шартлари аниклаб, ёзиб о тп а д и ;
6 ) нисбий заракагнинг заракат дифференциал тенгламасн 

ни гузиб у интеграллаиади;
7) инсбий мувозанатни текширишда (38,2) тенгламалар сис

темасидан фойдаланиш керак;
8) масала нисбий заракат кинетик энергиясининг узгариши 

теоремасига асосан ечиладнган булса, (38,3} формуладан фой
даланиш керак.

Бу иараграфга I I .  13. Мешчерский „Назарий механнкадан 
масалалар туплами" кнтобидаги 862— 877-масалалар киради.
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4 0 -§ . Масалалар

3 7 -масала. Л\еридиан буйлаб курилган рельсда поезд 
жаиубдан шимолга караб 15 м сек тезлик билан бормокда. 
Поезднинг огирлиги 2000 кн.

Поезд айни пайтда 60° шимолий кеигликни кеснб утаётган 
булса, поезднинг рельс ёнига бериладнган босими аниклансин. 
Агар поезд худди шу ерда шимолдан жанубга караб кетпёт- 
ган булса, унинг рельс ёнига бсрадиган босими аниклансин 
(40-шакл).

Е ч и ш .  Бунинг учун  координаталар системасида Ернинг 
айланиш бурчак тезлиги «> ни Ернинг айланиш уки буйича 
пастга йуналтирамнз. Поезд мураккаб заракатда булади. Поезд
нинг кучма заракати шундайки, унинг инерция кучи бу зара
катда рельснинг ёнига .\еч кандай босим бермайди, факаг 
инсбий vr тезлик таъсирида зосил булган /й бурилиш инерция 
кучи_рельснинг ёнига босим беради. Бу  золда поезднинг тез- 
лиги г\ Ернинг шимолий кутбига караб йуналган.

Рельсга таъсир килаетган /V босим рельснинг R  реакциясн 
билан мувозанатлашади, яъни

/ ? - / ,  =  О,
бу ерда

/* =* 2[vr • w j,

булардан
]М \ »  \R\ =  ~  \[vr , <oJ |.

Рельсга таъсир килаёт
ган босимнинг йуналишнни 
векторларнинг вектор ку- 
пайтмасининг вектори йуна- 
лишини топиш коидаенга 
асосан аннклаймиз. \vr • 
дан шундай хулосага кела- 
мизки. бу вактда босим унг 
шарк томондаги рельсга бе- 
рнладн, яъни шаклда кур- 
сатнлгаидек булади.

Поезд шимолдан жа
нубга караб кстаётган зо л 
да босим

N, -  К  (3)

булади, демак ун г гарб то
мондаги рельсга таъсир
втади. 4 0 - шакл.

к

У
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Босимнннг модулнни топамиз:
♦

о  р  _  - 'х  _

М =  /V, =  — с)<? sin(o)e, f j .  (4)

Бунга сон кийматларни, яъни Р  =  2000 • 1000 н, г\ =  15 м'сек,

, - V  • спо / T J  2-/1 2 - 0 ,1 4Sln(«.„ 0 ,1 -  sln60 =  — , ^  =  - j j j

ни куйсак, куйидаги .\осил булади:

2 • 2000 • 1000- 6,28 1Г  К  3 0 0 ,
N  =  л '' =  я » .  г а  ■ со ■ т -  15 V  =  384 «•

38-масала. Горизонтал тугри 
т  чизикли йулда заракатланувчн 

— /  вагондаги маятник кичик гармо-
/  . ник тебранма заракат килади, 

бунда унинг уртача вазияти вер- 
тикалдан 0° бурчакка огганича 
кол ад и.

1) вагоннинг тезланиши w 
аниклансии.

2) маятникнинг вагон заракат 
К'нлмай турган найтдаги Г  на 
юриб кстаётгандаги 7’, тебраниш 
давринннг айирмаси топнленн 
(41-шакл, а).

1* ч и ш. М аятник уртача, вер- 
тикалдан огган вазиятида унинг 
инерция кучи  /, огирлик кучи  
Р  ва ипнинг тортиш кучи  Т  
орасида нисбий мувозанат була
ди. Бу  кучлардан ясалган у ч - 
бурчак ёпнк учбурчак булади 
(41 -шакл, б).

ШИ'
mg

41- шакл. 

аЬс учбурчакдан:

Бундан вагоннинг тезланишиии топамиз:

w =  g • tg* =  981 • tg 65 =  981 • 0,1051 =  103,1

Осилган ну к гаси тинч турган математик маятникнинг даври 
Куйидагига тенг.

7 = 2V f  (3)
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Осилган нуктаси кУзгалувчи булган математик маятникнинг 
даврини топиш учун  унинг заракат дифференциал тенгламаси- 
цинг уринма уцдаги проекцпясиин тузамиз, яъни

— /ф =  — Р  s in (з -j- ?) +  — wcos(a ?), (4)
g ' s

бу ерда в — маятник мувозанат вазиягидаи тебраниш вактнда
Oi гаи бурчаги.

Тахмииан
sln(a +  (р) z z  s in  6° +  f  cos 6°,
COS (a +  <?) ^COS 6° — tp sin 6°

деб кабул килиб ва (2) нисбатни назарга олсак, (4) куйидаги
ча куринншни олади:

и -  7х ?: f  =  °-/соз Ь°

Демак, тебраниш даври куйидагига тенг булади:

7, =  2* (7)

Булардан

Т  — У, =  2 -  j / Т  -  2 я| /г £005 =  2т. у Т _ {  1 - / c o s T 0)

ёки

Т - Т х =  7(1 -  / c o s ^ 5) =  Г(1 -  0,9972) =  0,0028 Г.

3 9 -масала. Б у г машинаси норшенииинг тезлигини улчаш 
учун  заракатлаиувчи А аравача ва крейцкопф билан маркам 
бирнктирилган бир текис айлаиадиган D барабандан иборат 
асбоб ишлатиладн: аравачанинг огирлиги Qh булиб, у махсус 
айлантирувчилар борлигидаи илгарилама харакат килади, бун
да аравачага ма^камланган каламнинг Е  учи шток укига па
раллел чизик чизади. А аравача крейцкопфга пружина билан 
богланган, пружинанинг бикрлиги с. Соат механизми барабаини 
'.о бурчак тезлик билан айлаитирадн, барабан радиуси г  см. \\а- 
ламнинг барабан лептасига чизадиган эгри 'шэипшниг тенгла
маси топилсии: крейцкопфнинг харакати крейцкопф йуналтп- 
рувчисига нисбатан х  =  а -Ь / cos и /  тенглама билан ифода
ланади, бу ерда а —кузгалмас координата системасн боши деб 
танлангап нуктага боглик булган бирор узгармас мнкдор; I  — 
поршень нули, L’ — бу г  машинаси маховик гнлдирагинннг бурчак 
тезлиги (42-шакл, а).

Е ч и ш . Крейцкопфнинг нейтрал вазнягига боши урнатил
ган кузгалувчи 0 ;*|? координата уклар системасини кирнтамиз. 
Крейцкопфнинг кучирма-илгарплама харакати л- координата 
оркали аникланади. Аравачага пружинанинг эластик Е —с\ (1)
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п

or
'I

кучи  (42-шакл, б) ва шакл
да курсатилмаган, яъни 
50vj текисликда жонлашгаи 
таянч реакция кучлари та ъ
сир килади. Инерция кучн -

нинг микдори \!в \ =  — v [2) 
g

формула буйича топнла- 
дн. С штифтга мос бул
ган D  барабан нуктасинииг 
заракати куйидаги нисбий 
Заракат дифференциал те н г
ламаларига асосан топи
лади:

Q •; Q -

7 1 "  7  с " С!' (3)

^ =  о.
g

Б у  системанинг биринчи 
тенгламасйнн ёИилган к у 

ринишда ёзамиз, яъни .v ни урнига .v =  — /'Jcos2i-7 кийматини 
куямиз:

-I- с£  i  =  lQ2cos$t. (4)

Бу тенгламанинг хусусий интеграли куйидагича булади:
=  .4,соз S21. (5)

(5) ни (3) га куйиб, Л, ни топамиз:
Q/Qa

и

6
42- шакл.

л ,  =  - (6 )

i +  Cj  5 =  0.

eg -  QQ>

(4) тенгламанинг бир жинсли к'^ми куйидаги куринишда.

(7)

Б у  тенгламанинг ечилишици куйидагича олсак булади:

52 =  A cos t +  В  sin (8)

Бу ерда А ва В — берилгап бошлангич шартлардан топиладиган 
у з га р мае ми к дорл а р.

(4) тенгламанинг умумий интеграли куйидагича:

ёки
* -  $i +

5 -  A c o s \ / U t  +  B s in \ / Cl t  +  -n cos~£. 
r Q Г  ̂ eg

(9 )
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(3) системанинг иккинчи  тенгламаенни интеграллаймиз:

’п' =  const. ( 10)

D  барабан устида .чаракат килаётган штифтнинг нисбий хара- 
кат тезлиги ru> га тенглигини иазарга олсак

>j =  гсо. (10')
Б у  тенгламани яна бир марта интеграллаймиз:

7] ав гЫ  +  cons/, (11)

г — О булганда узи ёзар штифт О; укида. булади деб хисоб-
ласа к:

const =  0 булади,
бундан

7J =  гсо/, (12)

(9) ва (12) тенгламалардан узгарувчн t параметрни чикар- 
сак, D барабан сиртида штифт чизаётган траекторнянииг тенг
ламаси топилади.

4 0 -масала. Артиллерия снаряди тахминан горизонтал ту т -  
рн чпзик деб х'нсобланган траектория буйлаб заракат килади. 
-Харакат вактнда снаряднннг 
горизонтал тезлиги v0 =  900 
м сек. Снаряд отилган жойдан 
/ =  18 км наридаги му л жал га 
тегнши керак.

Хавонинг каршилигини х'н- 
собга олмай, Ернинг айлани- 
шн натижасида снаряднннг 
мулжалдан канчага огаши 
аниклансин. Снаряд \ =  60° 
шимолий кеигликда отилган 
(43-шакл).

Е ч и ш .  Снарядга таъсир 
Килаётган бурнлнш (К'орио* 
лис) тезланишинпнг микдори 43-шакл.
te». = 2 u)t'r sin/. ( 1) га тенг ва
снаряд харакат килаётган меридиан текисликко гик й^пал- 
га н .

Координата уклари бошини снаряднннг бошлангич вазияти- 
да турган нуктага жойлаштнриб, Укларн 43-шаклда курсатил- 
гандай йуналтирилган к£_згалувчи координата уклар система
сини киритамиз. Снаряд Р  огирлик кучининг таъсирид;! хара
кат килади. .\амма кучларни От, укка проекциялагандап кейин, 
ниобий харакат дифференциал тенгламаси (38,1) га мувофик 
Куйидагича булади;

///>; =  2 m uvr sin К  (2)
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I 7j[ =  СО X'o^Sin >..

Снаряд кайен томонга (меридиан буйлаб жанубгами ёки 
шимолгами) караб отилмасин унг томопига (a iлр унга юкори- 
дан каралеа), тезликка гик золда i rt | микдорда огади. Снаряд 
нинг О; ук буйича утгаи йули

/ =  v0t ,
шуниш учун

. , аР , . 2я • 183 • W V 3  по 7
s  -  I 7)- “  va S in  >• “  24-36 .9  • 2 • 10* ~  ’ н '

Б ун и  интегралласак, куйидаги келиб чнкади:



иккинчи кием
МАТЕРИАЛ НУКТАЛАР 
СИСТЕМАСН ДИНАМИКЛСИ

V Б О Б

К И Н Е ТО С ТА ТИ К А  АСОСЛАРИ

41-§. Материал нукталар системасн учун
Даламбер принципи

п материал нукталардан иборат механик системанинг
I нуктасига куйнлгаи кучни F-. билан, шу нуктага куйилган 
богланиш реакция кучиии А', ва шу нуктанинг инерция кучи - 
ни Т, билан белгилаймиз, у золда:

Л  +  .4  +  7, =  о, (41,1)
бу ерда

l [ z=.— /nwh (41,2)

i  =  1,2, . . . , п.
Берилган материал нукталар системасннинг нуктасига хар 

кандай вактда инерция кучиии таъсир эттирсак, шу инерция 
кучи  нуктага куйилган куч ва нуктанинг богланиш реакция 
кучи  билан мувозанатда булади.

Система учун  Даламбер принципининг ахамияти шундаки, 
системага куйилган кучлар, богланиш реакциялари ва инер
ция кучлари статиканинг мувозанат тенгламаларини каноат- 
лантнради, яъни шу айтилган хамма кучларнинг х аР кандай 
укдаги ироекцияларининг йигиндиси нолга тенг, кар кандай 
укка ёки нуктага нисбатан олинган моменгларнинг йигиндиси 
Хам нолга тенг булади.

Ш уни назарда тутиш  керакки, инерция кучи  хакикатда 
харакат килаётган "материал нуктага куйилмаган булади. 
Даламбер прннципини кулланишда системанинг хар кайси ма
териал нуктасига кушимча системани мувозанат холатга кел- 
тирадигаи инерция кучларини куямиз, кейин статиканинг му
возанат тенгламаларндан фойдаланамиз. Даламбер принципн 
система динамикасииинг масалаларини ечиш учун  керак булган 
тенгламаларни тузиш нинг умумий йулини беради, тузнлган 
тенгламалари шаклан статика тенгламаларига ухшаш булади. 
Б у усул айникса масалада динамик богланиш реакцпясини, 
яъни системанинг харакагидан вужудга келгаи реакция ларни 
тспишда кулайдир.
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Б у  параграфга кирадиган масалаларнн учта группага бу- 
лиш мумкин:

1) берилган снстемага кирган каттик жисмлар (ёки битта 
жисм) илгарилама заракат кнладиган зол га оид масалалар. 
Бундай группадаги масалаларнн Даламбер принципигя биноан 
счишда заракат килаётган жиемнинг зар кандай кичик була- 
гига шу булакиинг инерция кучи куйилади. Илгарилама за
ракат килаётган каттик жиемнинг замма нукталарининг те з
ланиши w бир хил, демак, бу золда жисм материал булакла- 
рпнинг инерция кучлари тегишлн булакларнинг массаларига 
нропорционал, узаро параллел ва бир томонга (а* тезланншга 
карама-карши томонга) йуналгаи: шунинг учун  бу инерция 
кучлари жисм огирлик марказига куйилган битта тенг таъсир 
этувчи инерция кучига келтирилади, яъни

п п

7 =  — я  — т ,  =  — .И ю , (41,3)
i - 1 /—1

п
бу ерда М  = \ ^ т ,  — жиемнинг массаси.

1=1
Шундай килиб, илгарилама заракатдаги каттик жиемнинг

инерция кучи  микдор жизатдан шу жисм массасининг тезла
ниши билан купайтмасига тенг булиб, жисм огирлик маркази
га куйилган ва тезланишининг йуналишига кярпш томонга 
йуналгаи булади.

Илгарилама заракат килаётган зар кайси жиемнинг onip- 
лик марказига инерция кучи куйилгайдан кейин Даламбер 
принципига асосан система мувозанатда булади. Ш у сабабли 
бу система учун мувозанат тенгламаларини тузиш  керак ва у 
тенгламалардан масалада топиш талаб килингап номаълумлар- 
ни топиш керак. Одатда, бундай масалаларда жисм тезланиши 
в а богланиш реакниялари изланаётган номаълумлар була
ди. Купинча, мувозанат тенгламаларини тузишда система 
булакларга булиниб, яъни худди статикада килинганга 
ухшаш зар кайси булакиинг мувозанати алозида текширн- 
лади;

2) берилган снстемага кирган каттик жисмлар (ёки битта 
жисм) кузгалмас уклар атрофида айланма заракат кнладиган 
золга оид масалалар.
■ Бундай жиемнинг зар кайси нуктасининг тезланиши урин
ма ва норма'л (марказга интилувчи^ тезланишларнинг геомет
рик йигиндненга тенг. Шунга биноан, масалани Даламбер 
принципига асосан счишда айланаётган жиемнинг зар кп^сн 
б^лагига иккитадан инерция кучи  кУямиэ, яъни: 1) микдори 
булак массасининг уринма тезланиш билан купайтмасига тенг 
ва уринма тезланншга карама-карши йуналган )рицма инер-
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ция кучи ва 2) микдори булак массасининг нормал тезланиш 
билан куиайтмасига тенг на бу нормал тезланишга ка'рама- 
карши йуналган нормал (марказдан кочирма) инерция кучла- 
рнни куямиз. Масалаии ечншнииг колган й^ллари биринчи 
группадаги ма'салалардагидек булади. Жисм ук атрофида бир 
текис айланса, уринма тезланиш нолга тенг, бинобарин, жисм
нинг хамма булакларининг уринма инерция кучлари зам нол
га тенг охлади;

3) берилган системага кирган каттик жисмлардан бир к*ан- 
часи (ёки битта жисмн) илгарилама заракат, колган жисмлари 
(ёки битта жисми) кУзгалмас уклар атрофида айлаима зара
кат килади га н золга оид масалалар.

Бу  группадаги масалаларни Даламбер принципига асосан 
ечпшда ечиш методи биринчи ва иккинчи группа масалалари- 
нп ечиш методидан зеч кандай фарк килмайдн. Бу ерда фа
кат масалага илгарилама заракат ва кузгалмас ук атрофида 
айланадигап каттик жисмлар кирган булади.

И. В. Мешчерский „Назарий механикадан масалалар туп 
лами" китобидаги 878—890, 925, 926, 928-масалалар. биринчи 
группага, 891—901, 1099, 1101, 1102-масалалар иккинчи, груп
пага 927, 929, 930-масалалар учинчи группага тегишлидир.

42-§ . Кинетостатика усули билан масалалар
ечишга оид методик курсатмалар

Б у  параграфга оид масалаларни куйидаги тартибда 
ечиш тавсия этилади:

1) айни системанн ажратиб, шаклда курсатилади:
2) системанинг зар кайси материал нуктасига куйилган к у ч 

лар курсатилади;
3) системанинг богланишларини богланиш реакциялар билан 

алмаштирнб, системани богланишлардан озод килииади;
4) берилган кучларга ва богланиш реакцияларига инерция 

кучлари кУшилади;
5) координата у клари системасн танлаб олинади;
6) зосил булган кучлар системасннинг мувозайат тенглама- 

лари тузилади;
7) тузнлган мувозанат твнгламаларини ечиб, изланаётган 

номаълумлар топилади.

43 §. Масалалар

4 1 - масала. Блокдан утказилган, огирлигини зисобга 
олмаса буладиган ип билан бнр-бирнга богланган Р  ва Q ли 
юклар тугри бурчакли кузгалмас призманииг томонлари буй
лаб сирпана олади (44-шакл). Ю книнг ишкаланиш коэффи* 
циенти / та тенг ва призманииг бурчаклари i  ва f  маълум.
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Ю книнг кандай тсзланиш билан силжиши ва юклар приз- 
манниг ён томонига курсатаётган босим Л'2 ва /V, лар топил- 
син.

Е ч и ш . А ва В  юкларнииг чар кайсисн гугри чизикли ил
гарилама заракат килади. А юк да, тсзланиш билам пастга 
туш яптн, деб фараз кнлайлнк. А ва В  юклар чузилмайдиган 
ип билан бир-бирига боглаиганлпги учун  В  юк модули zc, га 
тенг булган w, тсзланиш билан юкорпга кутарилади, яъни 
Тс', =  =  та.

44- шакл.
^  р

Даламбер приннппнни к^ллаб, А юкка модули /, *= —  w 
-  ' к

га тенг булган ва тс, тезланншга карама-карши томонга йунал
ган узининг инерция кучини куямиз. В  юкка эса модули 12 —
= —ю га тенг булган ва zc2 тезланншга карама-карши йуналган 

№
;узининг инерция кучнни куямиз. У вактда Даламбер принци
пига биноан система мувозанатда булади.

Бу системани булиб, яъни ипнп кеенб зар кайси юк учун 
иккитадап мувозанат тенгламасн тузамиз. Бунинг учун  А юкка 
Куйилган замма Р, А’,, 7,, Т : кучларни Од*, ва Оу, ук - 
ларга проекциялаймиз, В  юкка куйилган хамма Q, N 2, F " '" ,  12>
72 кучларни Ох2 ва Оу2 укларга проекциялаймиз. Х.ар кайси 
укдаги куч проекцияларининг алгебранк йигинднеи нол1а 
тенг. Бу  ерда тегишлича А ва В  юкларга куйилган: А', ва X ,  
лар призма ёнларннинг нормал реакцняларн, /•'["“ ва /*'£ш лар 
тегишлича юкларнииг ишкаланиш кучлари, 7, ва Т 2 лар ип
нинг реакцияси (иини тортиш кучи ), бунда 7, =  7а =  7.
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У  вактда Л юк учун

5

=  Р  sin о -  F « '"~  Г, -  Т  =  О, (1)
/-=1

5

2  =  /V, — Я  cos а =  0  (2)
i«= 1

тенгламалар, В  юк учун

2 а’й ~  Q sin ?  +  f ™  +  /a- r =  0, (3)
/-=1

5

2  K ,2 =  A/3- Q s ln ?  =  °  (4)
/—1

тенгламалар хосил булади.
(2; ва (4) тенгламалардан:

Nt =  Р  cos а, (5)

Л72 =  Q cos р. (6)

Ишкаланиш конунига асосан цуйидагиларни *осил киламиз;

Е'ш  =  =  J P qos а, (7)

F 1™ =  /Д' 2 =  /Q COS р (8)

Ишкаланиш кучининг ва инерция кучининг кийматларини
(1) ва (3) га куямиз:

— W +  Т  <= Р  Sin Я — f P  cos а =  Р  (sin  я — /COS а),
£

7 — -  w =  Q sin 3 — /Q cos p =  Q (sin  p — /cos p). 
g

Бу тенгламаларни биргаликда ечамиз; бунннг учун  улар- 
пинг бирини иккннчнсидаи айирамиз:

-  w +  — w  =  P ( s in  а — / cos а) — Q (sin  р—/COS р),
s g

бундан тс ни гопямиз:

(sin  з — / cos a) — Q (s in  3 — /  cos j3) ,

W ~ g ~  P + Q ~

42-масала. Те з алмашнниб турадиган чузувчи  га сик\'вчи 
кучларнинг металл Оруста курсатадиган таъсирнни текшнриш 
учун , текшириладиган Л бруснинг юкориги учи ВСО криво- 
шиплн механизмнинг В  аолзуцига бирнктирилган, унинг паст-
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ки учига эса Q огирликдаги юк осилган 
(45- шакл, а), ОС кривошип О ук атрофида 
доимнй о) бурчак тезлиги билан айланган 
пайтда брусни чу зу вчи  кучнинг микдори 
топилсин.

Е ч и ш . Q юкнинг богланипшни Т  ре
акция кучи  билан алмаштириб, Q юкни 
богланишдаи озод киламиз ва унга яна 
инерция кучи / ни куйсак, Р, Т, / кучлар 
хаёлаи мувозапатда булади.

Ю к сусаювчи илгарилама чаракат билан 
юкоридан пастга тушади, шунинг учун 
харакат тезланиши юкорига Йуналган (45- 
шакл, б), у вактда / инерция кучинииг 
йуналиши Р  кучинииг йуналиши билан 
бир хил булади. Даламберпринципига би
ноан кучларнинг мувозанат тенгламасйнн 
тузамиз:

^ / =  P + i - / = 0  (1 )
/-1

7 =  P + - w .  (2)
я

Q юкнинг чар кандай нуктасининг тезланиши, чаракат ко* 
нунини куйидаги куринишда булган В  нуктанинг тезланишига 
тенг:

х ь — г  cos u)t -f- е j /  1 — ( у  j 2s ln 2w t. (3)

Jf  1 — |у J% in3 «о t — ифодани у  даражаснда каторга ёйиб ва ка-

тор нингу иккинчи даражадан юкори булган замма задларини 

ташлаб юборсак, куйидагича булади:

W =  Хи =  — Г О)3 (cos tat 4- у  cos 2о)t). (4)

Демак, брусни чу зу вчи  кучни нг Узгариш конуни куйида
гича булади:

7 =  Р  -j- — г  со2 (cos (о t -j- — cos 2а> t). 
я  I

43 масала. Иккита бир хил жинслн стержендарнинг учи О 
шарнир ёрламида вергикал ОС укка бириктирилган, иккинчи А 
ва В  учлари зса С нуктага чузилмайдиган горизонтал ип би
лан шундай богланганки, система учи  пастда булган ва в.р -



тикал текислнкда урнашган уч* 
бурчак .\осил килади (45-шакл).
Бу учбурчак ОС вертикал у к 
атрофида w бурчак тезлиги би
лам айлана бошлайди. Ппппмг 
тортмлиши топилсин. Куйидаги* 
лар берилган О А -О В = а , АС =»
=  ВС — I  стерженнинг .\ар кайси- 
сининг огирлиги Р  га тенг.

Е ч и ш . Вертикал ОС уки ат- 
рофида бир текис айланаётган 
ОВ стерженга берилган Р  куч,
О шарнириинг .\0. У0__ реакция 
кучлари ва нпиинг Т  тортпш 
реакция кучи  куйилган. Далам
бер принцииини куллаб, ОВ 
стерженни чексиз кичик элемен- 
тар кисмларга ажратамиз ва jjap кайси шу элементар кисм- 
лар^а тезланиши га царама-царши томонга йуналган ва мо
дули

/„ =  m, w* ( 1)

га тенг булган инерция кучини цуямиз.
Бу ерда т .  —элементар кисмнинг массаси. О нуктадан 

масофада булган элементар кисмнн олсак

W-, =  Г , to2 =  S ,  S in  ср • 0)2t

демак,

I, =  пи ш2«, sin ср, (2)

Даламбер принципига мувофик ОВ стерженга к'5'йилган Р  
куч л 0, К 0, Т  реакциялар ва стержень элементар цисмларига 
Куйилган /. инерция кучларининг йигиндиси мувозанатлаша- 
дн. Ш унинг учун  учта куйидаги мувозанат тенгламаенни ола
миз;

6 а
2 > , = , г 0 - г +  2 , 1, = 0 . (8 )
J— 1 % - 1

5

О, (4;
/=•1

5 п

^ .И э = -  Р 1  sin f  -j- Та cos ? — ^  s> eos? *= (•')
i - l  *  v - l

n

h



Телгламага кирган суммани ^исоблаймиз:
п п п

2  А =  2  Wy (035, S in  9 — to2 s in  ® 2  т> s' I
v = l v«-l v«=l

П П П

2  A Sv cos 9 =  2  /Wv ш 3 svsln  ? cos 9 =  to* sin 9 cos 9 2  s?«
Y=1 V—1 '  — I

Огирлик марказининг координатасини топишда стержень 
учун  бизга куйидаги маълум:

п

\ j  пи s v = М  s v == — у , (6)
V -  1

П
" V  /и, s ;  =  /п =  ^ л/а2 =  £- а3, (7)

*
бу ерда /0— O/i стерженнинг О нуктага нисбатан инерпия мо
менти.

Ш у сабабли (3), (4), (5) мувозанат тенгламалари куйида
гича булади:

* „ - 7  +  ^ s ! n ?  =  0 . (8)
2 g

У о - Р =  0, (9)

— Р -  s in  9 +  7q cos 9 — - а- ш sin 9 cos 9 =  0. (10;
2 Og

Бу тенгламаларни ечсак, куйидагилар >;осил булади:

Y0 =  Р>
7  Р  /. , 2дсо3 , \
^ = 2 ( t g ?  +  — S i " ? ) ,

v т- Раш8 . Р  /, Я“>2 \
0 =  Sin <р =  —  (tg Т  — —  S i n в )  ,

СВ I 
sin  9  =  =  — ,

с я  / 
tg ? =  —  =

ОС у  а- -

эканлиги шаклдан куриниб турибди, буларии тенгламага куЛсак:

И / 1  '2 №( 1 I



44- масала. Марказдан кочма регулятор маятниги, май ина
заракати баркарор булганда, минутига 180 марта айланади. 
Машинанинг иагрузкаси узгарганлигидан регулятор >;аракатга 
келади ва шарлар / / = 0,2 м/сек ннсбий тезлик билан бир-би- 
ридан узоцлашадн. .\ар кайси шарнинг огирлигини 10 н деб 
зисоблаб ва дасталарнинг огирлигини дообга олмай, С, ва С2 
(4 7 -шакл, б га каралсин) подшипцикларда Кориолис тезланиш* 
дан *осил булган кушимча босим аниклансин. Бунда даста- 
нинг регулятор уки билан зосил килган бурчаги 45" ва айла
ниш сони узгармайдн деб ^исоблансин, османинг улчамлари 
шаклдан олинсин, шаклда регуляторнинг юкориги томонидан 
ва ён томонидан куриниши курсатилган (47* шакл, а).

Е ч и ш . Кориолис инерция кучининг микдори

/* ■* —  ши sin 45° (1)
g

га тенг ва о, и тезлик векторлари ётган текисликка тик йунал
ган. ОА стерженга ВС стерженнинг ва С,, С2 подшипниклар- 
нинг таъсирларини уларнинг реакцияларн билан алмаштириб, 
ОА стерженни богланишдан озод киламиз. ОА ва ВС  стер-

\*с,



женлар етгаи текнслнкда урнашган Ох ва Oz координата Ук- 
ларпни киригамнз.

Даламбер принципига асосан мувозанат тенгламалар туза 
миз ва у тенгламалардан С, ва С2 подшипникларда 1к кучи  
таъсирида .уэсил булаётган кушимча босимларни топамиз;

5

2 ^ = -V < ;i-b.V,:.. =  0 , ( 2)
1

5

=  Zcx +  Zc. =  0, (3)

5

V  м „  =  -  A'c, d-  +  Хс, |  - Г  /*/ sin 45= -  0, (4)
i  *=* 1

6

V  м ,г --- Z c, | -  Z ,., | +  /,/ sin 453 =  0 , (8)
I  =  1

бу ерда A'c\, A'c,, Zc,» Zcs, лар — С, ва C2 подшнпникларнинг 
реакциялари.

(2) ва (3) тенгламалардан кушимча реакциянинг жуфт к у ч  
$осил килиши куриниб турибди.

(4) ва (5) тенгламалардан:

I Хс, | =  | Z c, | =  | А с, | =  | ZcJ =  /» j  sin  45а (6)

Демак, кушимча босим:

H ~ y n r + z i ~ / k l .  (7)

(6) ва (7) формулалардан кушимча босим стержень буйлаб 
йуналганлигини курамиз. Ш унинг учун  масалани ОА стержень 
ва 1к инерция кучи  жойлашган текисликдаги кучлар система
си мувозанатда деб караб ечиш мумкин.

(1) нисбатнн назарга олсак, (7; куйидагича булади:
<7 DI

N =  и о) s in  45°, (8)

бунга сон кийматларни ^уямиз:

г о - 6 * ^ 2  = 5 4 . 2 » .  (9)

Хар кайси подшипникка карама-каршн юмонга йуналгаи 
54,2 я  дан кушимча босим тушади.

4 5 -масала. Кузгалмас снллик блок оркали улказилган ип- 
пинг учларига огирлиги Q ва Р н  булган юклар осилган, бун
да P > Q .  Ип узининг ^аракатида блокни О нукга атрофида

9J



4

айлантиради. Ипнинг блок усти- 
да сирпаниши сезилмайди деб 
>;исоблиб, юкларнинг тезланиш и 
топилсин. Блок о тр л п ги  О н  га, 
радиуси г  га тенг ва О нук'гага 
нисбатан инерция радиуси к г  га 
тенг (48- шакл).

Е ч и ш .  Пзланаётган юк тез- 
ланишннннг модулини гс билан 
белгилаймнз. У н г томондаги юк-

Р
нинг инерция кучи  /, =  ~  w га

ft
тенг ва вертикал равншда юцо- 
рига йуналган, чап томондаги

1 Qюкнинг инерция кучи /2 =# — • w
£

га тенг ва вертикал равишда 
пастга йуналган. Блок тугими- 
нинг огирлигини зисобга олмай, 
блокнинг массаси унинг гарди- 
ши буйича текис та рал гам деб 
Зисоблаймиз, яъии масалани сод- 
далаштириш учун  уни материал 
айлана деб караймиз.

Гардншда т  массали материал булагини оламиз: бу булак 
айлана буйича заракат килгани учун  унинг тезланиш модули

9 I </0) 1' га тенг нормал ва модули гг1/ =  r  — i га тенг уринма

4 8 -  шакл.

сit
тезланишларнинг геометрик йишндиснга тенг.. Бу  ерда ш — 

блокнинг айланиш бурчак тезлиги, ~  — блокнингайланнш бур

чак тезланиши. Ш унга бнноан, булакнинг инерция кучи  зам 
модули /’ =  mkrw- га тенг ва радиус буйлаб О марказдан йу

налган нормал инерция кучи, \амда модули /’=  т г

гя  тенг ва булакнинг уринма тезланишига карама-карши то- 
монга йуналган уринма (тангенниал) инерция кучларининг Гш-
гиндисидан иборат. г  ‘̂ \  =  n  =  xv булгани учун

—  т г  з

/: =  т  :v.

Иккала юкка ва блокнинг замма материал булакларига 
инерция кучларини купно, Даламбер прпнцнпига асосаи, зам- 
ма система мувозанатда турибди, деб караймиз. Система му
возанатда булса, системага куйилган кучлардан зар кандай 
укка нисбатан олинган моменглариннг йигиндиси полга тенг 
эканлиги маълум. О у к к а нисбатан замма кучлардан (б>ига

УО



албатта инерция кучлари зам киради) момент олио, уларнинг 
йигандисини нолга тенглаштирамиз:

п

L w r_ P r  +  cL li, r  +  X ' l ' r - Q r = Q ,  ( 1)
s  s  w» — i

Бу тенгламага блок материал б\лакларининг нормал инер
ция кучлари, блокнинг огирлиги ва подшипникшшг реакция - 
лари кирмайди, чунки у кучларнинг О >'ККа нисбатан моменг- 
лари нолга тенг.

Бу золда
п п п

Г /  =  22 т г 1 1 =  г 2 ] пи г\ =  /0 е,
V - 1  V - 1

бунда /0 =  — k l r -  — блокнинг О укка нисбатан инерция мо- 
g

мент п.
У вактда (I) куйидагича булади:

— wr — Р г  +  — wr  +  — г 2кг я - f  Q r =  О, 
g g g 

бу тенгламани г  га кискартирсак:

i ( P - j - Q ) ( o - P Tj- ~ ^ / -e  +  Q =  0 . 
g g 

n  ни w билан алмаштирсак,

± ( P + Q + G k ‘) i « = P - Q ,
g

бундан
P - Qw =

P  +  Q

Ипнинг тортиш кучи  Т  НИ ТОПИШ учун  $’Н Г томондаги юк* 
ни алозида текшпрсак кифоя, чунки у юк учта: вертикал юко- 
рига ип буйича йуналган 7,, тортиш кучи  /, инериия кучи  ва 
Р  огирлик кучларининг таъснрида мувозанатда булади. Бундан

Т х -\- 1 \ = Р  (3)
ёки

Т . =  Р  -  7, =  Р  -  -  w.
g

Бунга топнлган w нинг кийматини куямиз:

.  n р P - Q  _



ёки
r  _  P(2Q + k*a) m
I x - p + Q ^ k 'a '

Худди шунга Ухшаш чап томоидаги юкии ало.\ида текши- 
риб, унинг мувозанат тенгламасйнн тузамиз ва чап томоидаги 
ипнинг Т 2 тор1ИШ кучини топамиз, яъни у куйидагича булади:

OVP + W )
/>+  Q +

V I В О В

М У М К И Н  Б У Л Г А Н  К У Ч И Ш  П Р И Н Ц И П И

44-§ . М умкин булган кучиш. Идеал богланншлар.
Материал нуцталар системаси мувозанатда булган
>^ол учун мумкин булган кучиш  принципн

Функциянинг аргумента узгармай, узининг ихтиёрип 
узгариши оу га вариация дейилади. Масалан, у, =  /, (д) функ- 
циядан у 2 =  /2(д ) функцияга утишда, функциянинг вариацпясп:

Ьу =  у 2 -  у, =  / 2 ( х )  -  /,(д) (44,1)

булади.
Функциянинг Ьу вариациясидан функциянинг dy дифферен- 

циалннинг фарци шуидаки, dy — дифференциал функциянинг 
аргументинп dx  га узгаришида бу функциянинг бош ортгир- 
масидир.

1!)-шаклда курсатилган М М Ь кесма аргумента ддеб олин
ган функциянинг 1у вариациясининг микдорига тенг. L ily  шакл*

4У-шакл.
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да аргумент» х  +  dx  га уэгарганла у функциянинг dy диф- 
ференциалининг микдорига тенг булган кчсма зам курсагил- 
ган. Функциянн вариациялаш ташки курииишидан фуькцняии 
днффереициаллашга ухшайди, чунончи, о (су) =  соу; бу ерда 
с -  узгармас сон, 8(у, +  уа) =  8у, +  Ьу2j 8(у, . у 2) =  у ,8у2 +  уа8у, 
ва шунга Ухшаш.

Мураккаб 2 =<р(у) функция вариациясининг [бунда у -  f(x)\  
формуласи куйидагича булади:

Иукталарнинг боглацишлар томонидан куйиладиган барча 
чекларни каноатлантирадигаи ёки мазкур боглацишлар билан 
бирликда бажариладиган чексиз кичик кучишларга м у м к и н  
б у л г а н  к у ч и ш  ёки в и р т у  ал кучиш  дейилади.

Масалан, материал нукта кузгалмас горизонтал текисликда 
тургац булса, нуктанинг шу текисликда тасаввур килинадиган 
кучиши мумкин булган кучиш  дейилади.

Материал нукта сирт устида ёки эгри чизик устида булса, 
унинг мумкин булган кучиш и тегишлича сиртнинг уринма 
текислиги устида ёки эгри чнзикнинг урннмаси устида булади 
(50, 51-шакллар).

Материал иукталарнинг мумкин булган кучишида берилган 
системанинг аргументи вакт узгармаганда содир булади деб 
фараз килииади. Нуктанинг закикий кучиши эса системага 
Куйилган кучлар системасннинг таъсирида ва аргум ент вакт- 
нинг узлуксиз узгаришида содир булади ва маълум йуналпш- 
га эга. Ш у сабабли нуктанинг мумкин булган кучиш и вариа
ция, зак'икий кучиш и эса дифференциал буладн. Агар г  нук
танинг радиус векторн булса, у вактда 8 г  нуктанинг мумкин 
булган кучиши ва d r нуктанинг зак'икнй кучиши булади.

Мумкин булган кучишни декарт координата Уклари буйи
ча юшкил этувчиларга ажратсак, у куйидагича булади:

Ьг =  р- • 8у.
ду

.0- шакл. 61- шакл.

or =  ьх • / -|- Ьу • у Ьг • к, (44.2)



B y  ерда Ъх, Ьу, Ьг — нуктанннг мумкин булган кучшнипшп 
тегишлича декарт координата укларидаги проекция лари.

Хакиций к^чиш формуласн куйидаги куринишда булади:

d r= d x - i +  dy • i  \ d z ' Ъ,  (44.3)

бу ерда dx, dy, dz — нуктанннг >;аь;икий кучиши dr нинг те
гишлича декорт координата укларидаги проекцнялари, бунда

d x — xdt, dy =  ydt, dz — zdt.

Нуктанннг хакикий кучиши (стационар богланиш учун) шу 
нуктанннг мумкин булган кучишларпдан бирп булади.

Богланиш ностационар булганда (богланиш вак'тга богли., 
булганда) нуктанннг мумкин булган кучиш и богланишни бн- 
рор онда тухтатнлгаи (яъни белгилаб олинган пайтда) деб ка
ра л а ди.

Энди бу холда ^акикий кучиш мумкин булган кучиш нинг 
хусусий хили булмайди.

Материал нукталар системасининг боглэнпш реакция кучла- 
р.тнинг мумкин булган кучишда бажарган ншларииинг йипж - 
диси иолга тенг булса, бундай богланпшга идеал богланиш 
дейилади, яъни

п

2  № ,8 7 * )  =  0, (44,3'.
* = 1

бунда — реакция кучи , l r k -  материал нукталар системами 
k  нуктасининг мумкин булган кучиш и.

Идеал богланиш учун  масалан, абсолют силлик текислик 
па сирт, абсолют каттик стержень, абсолют каттик жисм па 
бошкалар мисол була олади.

Системанинг нукталарп богланишнни ташлаб, ундан чпкиб 
кетолмаса, уидай богланпшга ушлаб турадигап —стационар бог- 
лаииш дейилади ва унинг тенгламасн куйидагича ифодаланади:

tk (Х ч  Уч 2ч * 2. У2, г 2, . . . , х п, уп, г п) =  0 (44,4) 
(6 =  1, 2, . . , ,  s).

Системанинг нуктаси богланишдаи чик'пб кета оладиган 
булса, уидай боктанишга ушлаб турилмайдиган богланиш де
йилади ва унинг тенгламасн куйидагича ифодаланади:

1к (х ч  Уч 2ч  •̂'2, Уг> ^2, . . • , уп, zn)~$.О, (44,5) 

(/г = 1, 2 , . . . s ) .

Идеал богланишли материал нукталар системаси шу онда 
мувозанагда булиши учун  системанинг маълум .^олатидан хар 
К'андай мумкин булган кучишпда уига куйилган кучлар бажар
ган ишининг йигиндиси нолга тенг булиши керак.
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Б у  таъриф система мувозанатинннг зарур ва етарли шарти- 
дир, яъни

2  СF b. 0. ( « . 6)
*•=]

Бунга мумкин булган кучиш  принципн дейилади. Декарт 
координата укларидаги проекцнялари оркали зам шунга ух* 
шаш, яъни

п
2  ( Vs5 Xk +  Ykbyb +  Z tbzt) = 0 .  (44,7)
А=1

деб ёзиш мумкин.
Мумкин булган кучиш принципининг афзаллиги шундаки, 

унинг формуласнга идеал богланишнинг реакция кучлари кир- 
майди. Мумкин булган кучиш  принципининг ёрдамида текис 
кучлар системасннинг таъсирида шунингдек, фазовий кучлар 
системасннинг таъсирида мувозанатда булган каттик жисм ёки 
каттик жисмлар аюемасн масалалари оссн ечилади.

Агар системага куйилган богланишнинг заммаси идеал бул- 
маса, масалан, силлик булмаган текислик ва сиртлар бу лса, у 
вактда берилган кучларга яна бунда зосил булган ишкаланиш 
кучлари кушилади. Демак, системага куйилган кучларнинг ва 
ишкаланиш кучларинниг зар кандай мумкин булган кучиш - 
дагн бажарган ишларининг йигиндиси нолга тенглаштирилади.

Тузилга н  тенгламалардан берилган кучлар билан ишкала
ниш кучлари орасидаги богланишлар топиладш

Масалада бирор идеал боглаиишни, яъни (Д;, o r) -  0 реак- 
циясини топиш талаб килпнган булса, богланишдаи кутказиш 
принцппинн куллаб, у боглпнишни ташлаб уни изланаётган 
реакция кучи  билан алмаштирамиз. Мувозанат тенгламаларнни 
тузишла берил!ан кучларга бу богланиш реакция кучларини 
кушнш керак. Мувозанат тецгдамаларндан бу реакция кучлари 
топилади.

45-§ . М умкин булган k j/чиш  принципига асосан 
масалалар ечишга оид методик курсатмалар

Динамика масалаларини мумкин булган кучиш  прин
ципига асосан ечишда куйидаги тартибга риоя килиш тавсия 
этилади.

1. Системага таъсир килаётган берилган кучларни тасвир- 
лаб олиш керак.

2. Богланиш идеал булмаганда тегишлн реакция кучини 
(ишкаланиш кучини; кушиш керак.

3 . Системанинг эркинлик даражаси битта булса, у золда 
системанинг бир нуктасига кучиш  имкониятини бериб, колгак
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кучлар куйилган иукталарнинг к^чишини шу нуктанинг к у чи 
ши оркали пфодалаб олиш керак.

4. Хамма кучларнинг улар куйилган иукталарнинг кучиш н- 
да бажарган ишларини зисоблаб олиб, шу ишларнпнг йигин- 
дисини нолга тенглаштириш керак.

5. Тузилгап мувозанат тенгламаларини ечиб, излаиаётган 
номаълум сонларни топиш керак.

6 . Системанинг эркинлик даражаси бир нечта булганда олин
ган ихтпёрнй куча оладиган нукталар сонини эркинлик дара- 
жасига тенг килиб олиш керак.

7. Системанинг эркинлик даражаларидан бирига теги шли 
булган нукталардаи бирига кучиш  пмкониятини бериб t-а кол- 
ган эркинлик даражасини нолга тенг деб зисоблаб, кучлар 
куйилган нукталар кучишини шу берилган кучиш  оркали пфо- 
далаб олиш керак.

8 . Ихтпёрий кучиш и мумкин булган нукталар сони, яъни 
системанинг эркинлик даражаси нечта булса, шунча мувоза
нат тенгламалари тузиш керак.

9. Тузилган тенгламалар ечилиб, изланаётган номаълум 
сонлар топилади.

Бу параграфга оид масалаларни икки типга ажратпш мум
кин:

а) эркинлик даражаси битта булган системанинг мувозана- 
тини текчниришга оид масалалар:

б) эркинлик даражаси бир нечта булган системанинг муво- 
занатнни текширишга оид масалалар;

10. Мумкин булган кучиш  принципнга оид булган масала
ларни яна куйидаги грунпаларга ажратпш мумкин: а) матери
ал нукталар системасннинг мувозанат берилганда системага 
таъсир килаётган кучларни ёки шу кучлар орасидаги мупоса- 
батнн топиш керак булган масалаларга, бунга И. В. Меш- 
черскип „Назарий механикадан масалалар туплами11 китобидаги 
903 — 908, 911 — 921 масалалар, 6,1 системага куйилган к у ч 
лар берилганда системанинг мувозанат золатини тоиин1га оид 
масалаларга, бунга I I .  В. Мешчерский „Назарий механикадан 
масалалар туплами" китобидаги 909, 910-масалалар, в) мум
кин булган кучиш  прпнцпппни куллаб, реакция кучинн топишга 
оид масалаларга, бунга I I .  В. Мешчерский „Назарий меха
никадан масалалар туплами" китобидаги 930, 943—948-маса- 
лалар кирадн.

46- §. Масалалар.

4 6 -масала. Тирсакли ABC  пресснинг уртадаги В  шар- 
пирига шу шарнир текислигида горизонтал Р  куч таъсир кила
ди (52- шакл). I l l y  Р  кучинн мувозанатлаштприш учун  СА т у г 
ри чизик буйича кандай Q куч куйилганлиги топплсин (бунда 
А В  — ВС, ^  АБС  =  2«).



Е ч и ш .  Координата уцларини 52- 
шаклда курсатилгандек килиб утка* 
замиз. Бу текширилаётгаи система
нинг эркинлик даражаси битта.

Снстемага мумкин булган кучиш  
берамиз. В  нуктанннг Ьхь мумкин 
булган кучиши х  укига параллел. 
С нуктанннг '>х(: мумкин булган к у 
чиши у уки буйлаб юк'орнга йуналгаи.

Элементар ишиинг (44,7) аиали- 
гик ифодасидан фойдаланиб тенгла
ма гу замиз;

2  {Х Ь х  +  КВу) =  
i= i

=  — РЬхв — Q3yc=  0. (1) 
Эркин координата учун  стержеи- 

лар орасидаги бурчакнинг ярми « ни 
оламиз.

хн =  / cos а, ус =  2/ sin а. (2)

Буидан Хв ва ус цинг варианнялари Ъхв, Sy(. ларии топамиз:

Блгй =  — / sin  cxSa,
Sy c =  2 /cos a5a.

Буларни (1) мувозанат тенгламасига куйсак, куйидаги >;о- 
сил булади:

— P I  ( — sin  aSa) — Q2/ cos aoa =  0,

бундан:
Q _  Р/ sin a5a

2/ COS a5a

ёки

О -= f  '8 «•

47-масала. Шаклда курсатилган блоклар системаси восита* 
сида оснлган А, В  юклар огирлиги орасидаги муносабат то- 
пилсин. Система мувозанатда туради.

Е ч и ш .  А ва В  юкларнинг кучишини топамиз. С блок мар
казининг тезлигинн и билан белгилаймиз. С блокнинг оний 
маркази Р  нуктада булади (53- шакл, а). Демак, vt  =  2/г булади. 
D  блок марказининг тезлиги ^ам v e  га тенг, бирок карама- 
карши томонга йуналгаи.

У  вактда шакл дан:
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В  юк илгарилама заракат 
килади, шунинг учун D  блок 
нукталарининг тезликлари схе- 
маси 53-шакл, б да курсатил- 
ган куринишда булади.

£ P , =  i r ;  A P t =  t r

эканлигини зисобга олсак, 

vA =  5и

булади.
Шундай килиб, юкларнинг 

кучиш и куйидагича булади:

Ьув =  и Ьt\ 5уд =* — 5 Ъ Ы .

Мумкин булган к^чиф принципн (44.7) га асосан

еки
Р в  | fjy в | — Р а  j Ъ ’а | =  О 

Р в и Ы  — Р л б и Ы  =  О,
бундан:

Р в ш 5Ра .
4 8 -масала. Дифференциал чигнрнк узунлиги / булган С 

даста билан айлантириладиган, маркам килиб бир-бирига би- 
риктирилган .иккита А ва В  валлардан иборат. Кутариладиган 
Q огирликдаги D  юк аркон уралган кузгалувчан Е  блокка 
махкамланган. С даста айланганида арконнииг чап учи г, ра- 
диусли А валдан чувалади, унг учи эса г2 радиусли В  валга 
Уралади ( г3 >  г,).

Агар Q =  720 н, г 2 — 12 см, г ,  =  10 см ва R  — 60 см булса, 
D  юкнн мувозанатлаштириш учун  дастанинг учига, дастага 
тик килиб кандай P  к у ч  кУйиш керак (5 4 -шакл)?

tS j
с

64- шакл.
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L  ч и ш. А ва В  валларнинг мумкин булган кучишини 
билан белгилаймиз. Арконнинг чап кисми £s, =  r f c  цадар паст- 
га тушади, унг томони эса Is ,  — г 2Ъу кадар юкорига кутари- 
ладн (54-шаклга царанг). С нуктанннг кучиши Ss3 =  Н'уо га 
тенг.

Мумкин булган кушиш принципига асосан;

ёки мумкин булган кучишларнинг о? оркали ифодасини цуft- 
сак, куйидаги .4 оси л булади:

бундан:

Сон кийматларнии кУйнб, куйидагинн ^осил киламиз:

49- масала. П лугнинг кетпнги рилдираги механизми кузга л
мас О, ва О., шарнирлар атрофида айланадиган А В  тугри ва
О, синик ричаглардан иборат. Бу  стерженларнипг В  ва С у ч - 
лари ВС  шатун билан шарнир ёрдамида бириктирилган. Ша
тун  шаклда курсатилгаи вазиятида бу стсрженлар билан ср, ва 
ср2 бурчаклар .\осил килади (5 5 -шакл). Механизмиинг шу ва
зиятида А нуктанннг О, укдан кутарилиши h га ва D нукта 
билан О■, уки орасидаги горизонтал булмаган масофа // га

/J8 s , - | - 8s 1 +  5 . 8 s >- 0

+  | / - Л  =  0,

Я  =  720 ■ — 1-  =  12 н.
2 • 60

тенг. А нуктага горизонтал Р  
ку ч , D  нуктага вертикал К  куч  
куйилган;

Механизм мувозанатда ко- 
лиши учун Р  ва R  кучлар ора- 
сндаги муиосабатнинг каидай 
булиши кераклиги топилсин (55- 
шакл).

Е ч и ш .  Снстемага мумкин 
булган кучиш  берамиз, у 55- 
шаклда пунктир чизик билан 
курсатилгаи. Мумкин булган ку -

Ч ’Чуб  
н I лананинг ёни буйича кучаётган 

А, Н, С ва D нукталариииг к у 
чишини у ёйларнипг уринмаси55- шакл.
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билан алмаштирамиз. Б у  иукталарнинг мумкин булган кучн - 
шининг микдорларнни гегншлича &/*,, Ъг'1% Ьг2, Ьг\ лар билан 
белгнлаймиз. У вактда мумкин булган кучиш  принципининг 
(4-1,6) формуладаги иш тенгламаенни к у лласак>

2

2  (7 * , ! ? * ) =  о ( 1)
fe=1

ёки куйидаги ^осил булади:

2 / \  _

2 5 г*  cos (P * , 8 r ft) = 0. (2)
f t= l

К у чн н н г элементар ишини топишни эсласак:

/\_ _/\_
Р о г , ,  cos (Р , 8 г ,)  +  R b r ,  cos (/?, o r2) =  0 (3)

ёки
Р  • О, Л cos а,8я, — Р  • 0 20  cos а28а2 =  0, (4)

бундан:
Ph 8х, -  Р / / 8а, =  0. (о)

а, билан 52 нинг орасидаги муносабатини топамиз.
Шаклдаи:

SrJ =  г, о?, ва 8г '  =  г 2 оз2. (G)

/i ва С шатунларнииг учларпнннг мумкин булган Ьг\ ва or' 
кучишларинииг унниг иупалишидаги проекцняларн бир-бирига 
тенг, шунинг учун

г , оа, cos (90° -  ?)) = г  f i r  2 cos (90° — <р2) (7)
ёки

г, 8а, sin <?! =  г 2 оr 2 sin  ср2 (8 )

(8 ) дан фойдаланиб (5) дан ох, ва ох2 ни йукотсак, куйида
ги зосил булади:

P = R t l r i l ! ! * .  (9)
/|Га Sin «Рз

5 0 -масала. Узунликлари ва отрликлари бир хил бул- 
гаи гургта сгерженлар узаро С, Е , D шарнирлар ёрдамида 
бирнктирилган (56- шакл). И кки  чеккадаги стерженлар бир 
горизонталда ётган кузгалмас А ва В  нуктада турган. шарнир
лар атрофида айланади. Хамма система вертикал текисликда 
мувозанатда туради. tga =  3tgp эканлнги курсатилсин.

1 - ч иш.  АС у CD, D E , Е В  стерженлардан иборат булган 
системанинг мувозанатини текширамнз (56- шакл). Системага 
Куйилган стерженларнинг огирлиги булган Р , = Р ;  Р 2 =  Р ; 
Р 3 — Р\ Рк — Р  актив кучларни чизамиз.
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56- шакл.

Координата уклариии шаклда курсатилгандек килиб ола
миз. Му мкин булган кучиш  принципинннг (44,7) тенгламасига 
асосан тенглама тузамиз:

А

I  ( Л '* К  +  У*8уй +  l hl z k) =  0 . (U
I

оундан:

Х х =  Р и  =  Р ; Х 2 =  Р 2х =  Р\ X з =  P 3r =  Р ; А'4 =  P 4r =  Р ; 
К, =  Р 1у =  0; К  о =  P 2v =  0; К 3 =  Р ,у =  0; =  P lv -- 0;
Z ,  =  Р 1г =  0; Z ,  =  Р 2г =  0; £г =  Р 3г -  0; Z 4 =  Р 4,  =  0; 

Куйидаги кучлар ва коордииаталар колади:

Х\ =  Р , 

^2 =  Р .

^ з = Р ,

^ 4 = Р ,

х , =  — sin а,

х 2 =  a s itu  - f  ^  sin  3,

л:3 — a sin  а - f  у  sin

a i- s i n  a.

(2)

■*i> *а» *з . *4 ларнииг варнацияларини топамиз: 

8* !  =  ~  cos a8a,

l x 2 =  a cos 5.8a -f- cos 38|3,

S.r3 =  a cos y.̂ 7. +- ^  cos 38-},

8 *4 =  cos а8я.
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Мумкин булган кучиш  прин
ципининг ( I)  тенгламаси, Л ',о v, +
— -j- X/j-Krf -f- X f ix  i =  0
куйидаги куринишда булади

3 cos aoa 4- cos \Ь3 =  0. (4)

13v (4) тенгламани ечамиз.
Бунпнг учун олдип 07 бнлан 5? 57-шакл.
орасидаги муиосабагнн топамиз.

57- шпклдан:

A B =  AC +  C’D -\ -D E  +  E B .  (5)

Буни у Укига проекцнялаймиз:

( Щ ,  =  (ЛС)у +  [CD), +  СЩ у +  {Е В ) ,,  (6
бунда

(А В)у =  Ь =  const; (АС)у =  a cos а;
(CD)y =  a cos р; (Ш ')у =  а cos ( £ £ ) у =  л cos а.

Булардан:
b =  2 а cos я +  2 a cos р. (8)

(8) ни вариацияласак:

— sin  aSa — sin  Р8,3 =  0, (9)
бундан: j

53 =  _  !* !?  ая# ( 10)
 ̂ s in  3

Топилган 53 вариациянн мумкин булган кучиш  принципи
нинг (4) тенгламасига кУямиз, у вактда куйидаги тенгламани 
оламиз:

( з  cos з — cos р *) 8 a =  0 . ( 11)
\ sin р/

5а ^  0 булгани учун :

3cos a — cos Э — ; =  0 , (12)
Si n  Л

3 — ctg j} tg a =  0 ёки 3 — =  0,

sin a __

tga
О — t ig  p lg “ =  v Chll o —

бундан?
tg a =  3  tg p.

5 1 -масала. D  шарнир билан бир-бирига бирнктирилган ик
кита узгармас I ва I I  ферма С шарнир ёрдамида I I I  ва IV  стер- 
женлар оркали ерга мазкамланган. А ва В  нукталарда улар- 
нинг катокли таянчлари бор. I фермага А таянчдан а масофа
да вертикал Р  к у ч  куйилган. В  катокнинг реакцияси топилсин 
(58- шакл).
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58- шакл.

Е ч и ш .  I ферма тезликларининг оний йарказини топамиз: 
бу нинг учун  IV  стсржепин фнкран киркпб А ва Е  нукталарга 
мумкин булган кучиш  берамнз.

vB тезлик вектори ЕС  га тик, v А тезлик вектори горизон

тал таянч текислигига параллел, гезликлар оний марказпй v A 
ва vB векторларнннг бошларидан чикарилгаи тиклариинг ке- 
сишган нуктаснда булади. О нуктанннг тезлиги C ,D  га, Е  
нуктанннг тезлиги эса С{Е  га тик йуналган I ферманииг тез- 
лиги куйидаги нисбатдан топилади:

Vp v n
—  =  — . (1)
CXF  DC , V '

I I ферма тезликларининг оний марказини топамиз, бунинг 
учун  I I I  стерженни фнкран киркамиз. С2 нуктанннг тезлиги 
СС2 га тик йуналгаи, vD, vc тезлик векторлариницг бошлари
дан тиклар чиказсак, улар кесишган С2 нукта оний марказ 
булади.

В  нуктанннг тезлиги С2В  тугри чизикка тик ва куйидаги 
муносабатда булади:

(2)1'р
DC3 ВС,
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F  ва В  иукталарнинг кучиши куйидаги формуладан топи- 
лади: _  _  _

b { F ) = v fM ; b(B) =  v bbt. (3)

II ферманинг В  нуктасидагн боглаиишни Нв реакция билан 
алмашгириб, уни богланишдан озод циламнз.

Мумкин булган кучиш  принципига асосан:

Рг»,: s in  а — R b v u cos {J =  U. (4)

( 1) ва (2) тенгламаларни ва

sin® — р гт»
С \ Г

о ь COS S =  ——
вс2

ларни назарга олсак, (4) куйидагича буладн: 

бундан:

p £ lL  . J - у  - $ в ё£± . —  vD =  О, (G)
D C X C\F D D C a В С , D

« - ' i t '  p>
бу ерда b — R b реакция кучининг C2 оний марказга нисбатан 
олинган елкаси.

R b реакция кучи  В  каток сирпанадиган текисликка тик бу
либ йуналган.

V I I  Б О В

Д И Н А М И К А Н Н И Г  У М У М И Й  Т Е Н Г Л А М А С И  
(Даламбер— Лагранж тенгламаси)

4 7-§ .  Материал нуцталар системасн 
динамикасининг умумий тенгламаси

Харакат килаётган идеал богланишда булган мате
риал нукталар системасига куйилган кучлар ва инерция ку ч - 
ларининг мумкин булган кучишда бажарган ишларнинг йигин
диси нолга тенг:

л

2  -  mkwk} Ь?к) =  О, (47,1)
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Агар
F t - X j +  Y J +  7 ,k ,

w * =  + ^ 7 +  — %
_ dt* _ dt*_ ill-

lrk =  bxhi +  lyj  J- lihk.
десак у вацгда динамиканинг умумий тенгламасн ь'уйидагн 
куринишда булади:

£ К *.-щ d̂)  S j : ‘ + ( к * ~  т <  ^ ‘ )  8 у *

Л=‘ 2
+  ( ^ - ' " » 5 ) Ц  =  °- (47,2)

(47,1) ёки (47,2) тенглама динамиканинг умумий генглама- 
си ёки Даламбер—Лагранж тенгламасн дейилади.

48-§ . Масалалар ечишга оид методик курсатмалар

Динамиканинг умумий тенгламасига оид масалалар- 
ни куйидаги тартнбда ечиш тавсия этнлади.

1. Системанинг эркинлнк даражаси аникланадн.
2. Система нукталарнга куйилган ^амма ташки кучларнн 

•гасвирлаб олиш керак.
3. Система нукталарнга инерция кучлари кУйилади.
4. Координата уклари системасини танлаб олинади.
5. Таъсир килаётган кучлар ва инерция кучлари куйилган 

нукталарнинг мумкин булган кучишлари топилади.
6 . Динамиканинг (47,2) умумий тенгламасйнн тузиш  керак.
7. (47,2) кирган иш коэффициентларипи ихтиёрий мумкин 

булган кучншда нолга тенглаштирилади.
8. Тузилгац система тенгламалардан изланаётган цомаълум 

сонларии топиш керак.
Б у  хил масалаларнн икки типга ажратнш мумкин:
а) Даламбер-Лагранж тенгламаларига асосан ечиладнган, 

эркинлнк даражаси битта булган масалалар;
б) Даламбер—Лагранж тенгламаларига асосан ечиладнган, 

эркинлнк даражаси бир нечта булган масалалар.
9. Бу  параграфга оид масалаларнн яна куйидаги типларга 

ажратиш мумкин:
а) системанинг нисбий мувозанатини аниклаш талаб кила- 

диган масалаларга. Бунга И. В. Мешчерский „Назарий меха* 
никадан масалалар туплами“ кнтобидаги 925 -9 2 9 ,  935 — 939- 
масалалар;

б) система нукталарининг тезланишларини топиш талаб ки- 
ладиган масалалар1а, бунга И. В. Мешчерский „Назарий ме 
ханикадан масалалар туплами* кнтобидаги 930, 943 -  943- ма
салалар.

110



4 9 - § .  М асалалар

52 масала. Подъемиикнинг пастки С шкивига айлаи- 
тирувчп М  момент куйилган. Юкорига кугариладиган, oinp- 
лиги Р , булган А юкнинг тезланииш аниклансин. В  посангн 
нинг огирлиги Р га тенг, С ва D  шкивлар радиуси эса г  ва 
Зар каПсисинннг огирлиги Q булган бир жинсли цнлиндрдан 
иборат. Тасманинг массаси зисобга 
олинмасин (59- шакл).

Е ч и ш .  Чексиз тасманинг тугри чи 
зикли кисмндаги нуктасининг тезлани- 
шини 1C' зарфи билан белгилаймиз.
Система иукташга актив Р и Р 2 кучлар 
ва айлантирувчи М  момент таъсир к'и* 
ладн. Системанинг замма нуктала- 
рига

! Л I =  — и ;
Я

Г I Р  2 /2 1 «= - 2 W
я

(1)

моменти 
куч зо

(2)

инериня кучларини кушамиз.
111 к и в 11 и н г инерция кучи  

куйидагига тенг булган жуфт 
сил келади:

(/7) =  - r w .
Я

Бу 1екширплг)ётган системанинг эр
кинлик даражаси битта ва нукталар- 
нинг золати пастки дискнинг айланиш 
бурчаги билан аникланади.

А ва В  нукталарга икки гомонлама 
идеал боглаиишлар куйилган.

Системанинг нукталарига айланиш 
бурчаги S'f бурилиш билан аникланади- 
ган кичик кучиш  берамиз. А ва В  иукталарнинг 
йидагича:

bsA= ro '{ ,  bsD= rb y . 

Инерция кучи  бажарган элементар иш;

кучиш и ку -

(3)

8Л =  -  (Р , +  Р ,  +  Q) ® гоо, 
g

(4)

Айлантирувчи М  момент ва Р и Р 2 кучлар бажарган иш:

о Л, =  А % ,  ЬА2 =  (Р 2 — Р ,)  госр. (5)

Динамиканниг умумий тенгламаенни тузамиз:

-  Ъ  +  Q) -  г Ц  +  Л Щ  -j- (Р 2 -  p j  =  0 (6)

i l l



еки

[ -  (Р, +  Р. +  Q) J  Г +  м  +  (Л  -  Л ) г ]  5f =  0.

09 Ф  0 нолга тенг булмагаии учун

-  ( Л  +  я 2 +  Q) -  Г +  л/ +  (Р , -  Л ) /• =  0. 
я

(7)

Бунда w ни топамиз:

(^, +  / а+  (?) Г °*  ^
5 3 -масала. Марказдан кочма регулятор узгармас «> бурчак 

тезлик билан айланади. Регулятор бурчак тезлиги билан унинг
стерженининг вертикалдан 
ofhhj бурчаги а орасидаги му* 
носабат топиленн: огирлиги 
Р 2 булган муфта, бикрлиги с 
булган пружина билан пастга 
сикилади. а =  0 булганда пру
жина деформация лапмайди, 
унинг юкорнги учи регулятор 
укига ма^камланган; шарлар
нинг огирлиги Р 2, стерженлар- 
нинг узунлиги / стерженнинг 
осилит уки регуляторнииг 
Укидан а масофада туради; 
стерженларнинг ва пружина- 
лариинг огирликлари ^исобга 
олинмасин (60- шакл).

Е ч и ш .  Координата ук* 
ларини 60- шаклда курсатнлгаидек килиб оламиз1

Эркинлик даражаси битта булган сисгемага /^ — шарлар
нинг огирлик кучлари, Р , — муфтанинг о тр л и к  кучи  ва F  — 
пружинанинг эластиклик кучи таъсир килади:

F  =  с(21 — 2/ cos <р) =  2lc{\ — cos ?). ( 1)

Бу  кучларнинг ^аммаси вертикал пастга йуналгаи. Р е гу л я
тор юклари укка ннтиладиган тезланишга эга, унинг мнкдори 
куйидагига тенг:

W(S. no =  (a - f  / sin а) о)2. (2)

Р 2 огирлик кучлари ва пружинанинг Рэлас- 
шарларнииг

60- шакл.

Юкларнинг Р и 
тиклик кучларига

/ =  -  (a -J-1  sin  а) со2
8

(3)

инерция кучларинп кушеак, система хаёлан мувозанатда була
ди, а бурчакни 6а га узгартиб, юкларга мумкин булган кучиш
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берампз, у вактда кучиш  s  =  /8з ва ричагга тик булади. Муф- 
тялар огирлик марказларииинг координаталари у, =  2/ cos * <'>и- 
лан аникланади, демак, унинг мумкин булган кучиш вариа- 
ЦИЯСИ, 8у, =  / s i l l  аоа булади.

Шарлар о тр л и к  марказининг координаталари y2 =  /cos* 
билан аникланади ва унинг мумкин булган кучиш  вариацияси 
оу2 =  I  sin  aria билан аникланади.

Инерция кучлари куйилган нуктанинг координагаларн 
x s — а +  I  sin  а билан аникланади ва унинг мумкин булган к у 
чиш вариацияси 8л*3 =  / cos 28a булади.

Эластиклик кучи куйилган нуктанинг координатаси у4 — 
=  2/ -cos а билан аникланади ва унинг мумкин булган кучиш 
вариацияси 8у 4 =  — 21 sin  а8х булади.

Динамиканинг умумий тенгламаси (47,2) ни тузамиз:

— 2/-*,/ s i l l  аоа — 2P 2l  S ill а8а -j- 2 — (а +  / Sin a) о»2/ cos аоа —
g

— 4/2c (l — cos a) s in  аоа =  0.

8a нолга тенг булмагани учун :

— Р х sin a — P 8sina  +  sin a) u>2 cos a—2lc(\ -  cos a)sin * =  0,
g '

бундан ш2 ни топамиз:

to2 — cr + &  + Ж 1--$2*У  a.
P v(a I  sin n)

5 4 -масала. X aP кайсисининг огирлиги P  булган иккита D  
ва E  юк чузилмайднган ва огирлигини ^исобга олмаса була- 
диган ип учига богланган. Бу  ип F. юкдан чикнб, кузгалмас 
А блок оркали утади, кейнн кузгалувчан В  блокпи ураб утиб, 
юкорига кузгалмас С блокка кайтиб келади ва силлик oFMa те- 
кисликка параллел булиб угади, шу ерда унинг учига D юк 
богланган. С блок билан А блок бир укда туради; огма го 
ризонтал текислик билан а бурчак ,\осил килади. 1\узгалувчи 
В  блокка огирлиги Q булган К  юк осилган. Е  юкнинг сирга- 
ниб горизонтал текисликка ишкаланиш коэффициент!! /  га тенг. 
Блокларнинг массаси зисобга олинмасин (6 1 -шакл).

К  юкнинг пастга тушиши учун  кандай шарт булишн ке- 
раклиги аниклансин. Ш у юкнинг тезланишп топилсин. Бош 
лангич пайтда ^амма юкларнинг тезлиги нолга тенг.

Е ч и ш .  Система нукталарининг орасидаги богланпшлар ч у 
зилмайднган эгилувчан ип оркали булиб, куйидаги тенглама 
билан ифодаланади:

/  *  /, +  /8 +  2/3 =  const. ( 1)

( 1) тенгламани каноатлантирадиган мумкин булгац кучиш :

8/, -j 8/8 -j~ 28/3 ж  0. (2)
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61- шакл.

( 1 ) богланиш тенгламасидан куйидаги келиб чшсади:

бу ерда w3 — /(юкнинг тезланиши; гг»,, w2 — Е  ва D  юкларнинг 
тезлапишлари.

Куйнлган Р, О, актив кучларга ва A',, /V2, 7 богланиш 
реакция кучларига куйидаги инерция кучларини кушамиз:

Бу ерда Т  =  fp  (4) ишкаланиш кучи . Бу вакгда система фик* 
ран мувозанат ^олатда булади. Куйидаги мумкин булган к у - . 
чишлар зам (2) тенгламанн каиоатлантириши мумкин;

Мумкин булган к^чиш принципига асосан:

-  (7  +  /,)»/, +  (Q — 1г)Ыь -  W »  -  ^ S in  aS/2 =  0 . (6)
(3), (4) ва (6 ) ларни назарга олсак, (7) куйидагича булади:

(4)

8/, =  Ы2 =  8s, 8s 3 =  — 8s. (5)

— ( fp  -j- -  а/, j  os — os — — w2ts — Pos sin  a =  0 ,

бундан

(7)



Бундан шундай хулосага келамиз: К  юкнинг пастга туши- 
ши да

Q >  P (J  +  Sin а)
булади.

г>5- масала. Кузга лувчи  С блокни ушлаб турадиган шнур 
А ва В  блок оркали утган; А 
ва В  блокшшг уклари кузга л
мас; шнурнинг блоклар устида 
булмаган кисмлари вертикал.
С блокка огирлиги Р  — 4 н бул- 
гаи тош осилган: шнур учларн- 
га огирлиги Р  =  2 н ва Р  =  3 и 
булган юклар богланган. Блок
лар билан шнур массасиии ва 
уклардаги ишкаланишни ^исобга 
олмап, ,\амма юкларнпнг тезла- 
ниши аниклансии (62- шакл).

Е ч и ш .  Координата укларини 
6 2 -шаклда курсатилгандек ки
либ оламиз. Динамика умумий 
тенгламасидан фойдалансак, бу 
Л'о л учун  тенглама куйидаги ку 
ринишда булади:

(p  — L w y x  +  ^  — Z w ^ b x i + ( р 2- ^ щ )  =  0, (1)

бу ерда w, W\, w2 — изланаётган юкларнинг тезлаиишлари. 
Ш нурнинг узунлиги узгармаслигини назарга олсак

+  2х  +  х 2 =  const (2)

булади. Шундай килиб, системанинг вазиятини аниклайдиган 
учта х и х 2 ва л  коордииаталар битта шарт билан богланган 
(хамма юклар тугри чизикли кучадн деб фараз киламиз). Ш у 
нинг учун  бу системанинг эркинлнк даражаси иккита. Олдин- 
ги тенгламанн варианиялаб, учта юк координатзлари вариапия- 
ларининг орасидаги богланишни топамиз, яъни

bxt +  28л +  8л 2 =  0, (3)
бундан:

Ьх =  -  {  (5* i  +  Ьх*)- (4)

Даламбер— Лагранж генгламасига Ьх нинг кийматини кУ- 
йиб 'j x , ва ьх2 ларни кавсдан ташцарига чикарсак, куйидаги 
Косил булади:

(Л  ~  g Щ ~  ^  +  i  “ ) +  (Л  ~  g Wl ~  1  +  |  ® ) S Ь  =  0. (5 )

62- шакл.



By темгламадагп o r, ва Ьх2 лар бир-бирига богликсиз узга - 
ради. Тенглама нолга тенг булишн учун  эркин узгарувчи o.v, 
ва Ьх2 ларнинг олдндаги коэффициентлар нолга тенг булнши 
керак, яъни

п h  Р  , р П (6)/э, +  ш =  о. и

£  +  =  о
‘ е ‘ 2 2 g

ёки сон кнйматларни куПсак,

— 1C'] — О,
2да -  Зш, =  g, (7)

бундан:
ТО =  к-„

(8)

У чи н чн  номаълумнн топиш учуй тенгламани (2) тенгликдан 
t вактга нисбатан икки марта косила олиб, топамиз.

££> +  2 — + — ■==() (9)
dt1 dt2 л *  4

ёки
ц-, +  2« ’ +  =  0. ( 10)

Б у  тенгламага гс, ва « ' 2 нинг кийматларини (8 ) дан олиб 
куямиз:

w 4 -2 w  +  | « '4 - ~  = 0 ,  (11)

бундан:

w =  - ± g .  ( 12)

Энди то, ва "и'г ни (8) дан топамиз:

ю’ =  - з 1 г  + 1 ^ = - П ^

то ва o-'t тезланишлар цийматларининг манфийлигн бу тезла- 
нишларнИнг йуналиши координат укининг манфий йуналиши 
билан бир хил эканлигини курсатади, яъни  бу тезланишлар 
юкорига йуналган.
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М А ТЕ Р И А Л  Н У К Т А Л А Р  С ИС ТЕМ АС Н 
Д И Н А М И КА С И Н И Н Г УМ УМ И Й  ТЕ О Р ЕМ А Л Л Р И

50-§. Инерции марказининг \аракати 
^ацидаги теорема

Координаталари куйидагича гоииладиган геометрик 
нукта материал нукталар системасииинг инерция маркази деб 
аталади:

у — _____  v — iz i_____  Z — V=1
л с , ,  у Ус ~  , ,  > I  с

(50,1)
М  ’ М  ’ с М

ёки вектор куринишида:

г  -  1 = 1 ____________

г  ~  М  0
п

бунда Ж  =  2 те- — материал нукталар системасннинг массаси.

Инерция марказининг тезлиги билан материал нукталар 
системасн нукталари тезлиги орасидаги богланишлар куйида- 
гича булади:

п

,п ч г ч / с л  о\
(б0*3)

=
М •

п п п

2  т > 2  т  ‘ у ' 2  т - **
г  -  ?=1_______ V -  — 1-______ г  -  V“ 1'VC —  ш. * Ус —  —

(50,4)

М  '  '• М  °  Л* ’ 
бу ерда

=  x j  +  y j  +  г А
Инерция марказининг тезланиши билан материал нукталар 

системасн нукталарниинг тезланишлари орасидаги богланиш 
Куйидагича булади:

У т . ,  w



= "xcl  +  yJ-V ?Л
Теорема. Материал нукталар системасининг инерция 

маркази, инерция марказига система массаси жойлашган 
деб фараз /»-илинганда, снстемага куйилган ,\амма ташци 
кучларнинг бош вектори таъсир ид а материал нуцтанинг 
$ аракатига yxuiaui харакат цилаОи:

Mwc =  R Ke\ (50,7)
п

бунда М  =  2  т ,  — бутун системанинг массаси;

wc — инерция марказининг тезланиши;
R [e) — снстемага куйилган ташки кучларнинг 6oiu 

вектори.
Теоремани декарт координата укларидаги проекциялар ор- 

ка л и ёзсак, куйидагича булади:

М х с =  ,Y (f), М у =  К (г), М гс =  Z [e\ (50,8)

бунда Х {в\ Уи>), Z {e) — ташки кучлар, R {£ — бош векторнинг 
тегишли уклардаги проекцнялари.

51-§ . Масала ечишга оид методик курсатмалар

Материал нукталар системаси инерция марказининг 
:;арпкагн ^акндаги теоремадан фойдаланиб, ечиладнган масала- 
ларни куйидаги тартибда ечиш тавсия этнлади:

1. Координата уклари системаси танлаб олинади.
2. Снстемага куйилган .\амма ташки кучларни шаклда тас- 

вирлаш керак.
3. Ш у материал нукталар системаси инерция марказининг 

.\аракати ^акпдаги теореманинг тенгламасн (50,8) ни Декарт 
координата укларидаги проекциялар оркали ёзилади.

4. Таш ки кучлар системасининг .\ар кайси декарт коорди
ната укларидаги проекнияларининг йигиндисини ёзиб олиш 
керак.

5. Системанинг ^амма п массасини, марказларннинг коор- 
днпаталарп , уv , z, (v =  1, 2, . . //) ларни ёзиб олиб ил 
уларнн вактга нисбатан икки марта диффереициаллаб, кейин 
(50,9) формулага асосан М х с, М ус, Ahc ларни топилади.

6. (50,8) формуладан фойдаланиб, система инерция марказий 
^аракатинииг харакат дифференциал тенгламалари тузнлади.

7. B y 'система тенгламаларини ечиб, ё ташки кучлар топи
лади (биринчи масала), ёки инерция марказининг харакат к0- 
нуни топилади (иккинчи масала).

бу ерда __
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Масалада материал нукталар системасн инерция марказининг 
траекториясипн тоиишни талаб килишан булса (50,1) форму
ладан изланаётган инерция марказининг координаталари вакт 
оркали топилади, кейин бу тенгламалардан вактнп чикариб 
ташлаб излапаётган материал нукталар системасн инерция мар
казининг траекторияси топилади.

Бу параграфдаги масалаларни икки групиага ажратпш мум
кин.

Биринчи групиага материал нукталар системасн инерция 
марказининг харакат конунн маьлум булиб, системага таъсир 
килаётган ташки кучларни топиш керак булган (биринчи ма
сала) масалалар кирадн.

Иккинчи группага материал нукталар системасига куйилган 
ташки кучлар маьлум б>либ, система инерция марказининг 
^аракат конуиинн тониш керак булган (иккинчи масала) маса
лалар кирадн.

8. И. В. Мешчерский „Назарий механикадан масалалар ту п - 
лами“ китобидаги 951 — 9 5 7 -масалалар биринчи группага те- 
гишлидир. Бу масалаларни х 0 =  const =  х с0 теигликни татбик 
Килиб ечиш мумкин, чунки текшириладиган масалаларда сис
тема инерция марказининг аосциссаси узгармас.

И. В. Мешчерский „Назарий механикадан масалалар туп - 
лами- китобидаги 9 5 8 -9 6 3 - масалалар иккинчи групиага оид. 
Бу  масалалар инерция марказининг харакати закидаги теоре- 
манинг (50,8) формуласига биноан ечилади.

52-§ . Масалалар

56- масала. О тр л и ги  Р х = *2кн  булган юкии к^та- 
раётган сузувчи краннинг стреласи вертикал вазиятигача 30° 
бурчакка айланганда краннинг канча силжиши аниклансин. 
Краннинг ошрлиги Р 2 =  20кн, стреланинг узун ли ги  ОА -  Нм. 
Сувнинг каршилиги билан стреланинг ошрлиги зисобга олин- 
масин (63- шакл).

Е ч и ш . Боши О иуктага уриашгаи Ох уки сув сат^ига 
параллел, Оу уки вертикал юкорига йуналган нисбий кузга л
мас координата уклари системасини киритамнз.

Хамма Я ,, Р2 ташки кучлар ва сувнинг R  реакция кучлари 
Оу уК’Пга параллел ва бошланшч пайгда системанинг ^амма 
нукталаринннг Ос укига параллел тезлиги булмагаи. Б у  ^ол- 
да система инерция марказининг абсцисса коордииатаси узгар
мас, яъни

=  const. ( 1)

Координата Укининг бошидан Р2 кучиши таъсир чизигн- 
гача булган масофани а билан белгнлаймиз.

119



huiii.ia iiFiiM  паПглаги система инерция марказининг абсцисса 
координатаси (50,1) формулага асосан куйидагига тенг булади:

-
— I  / ), b i l l  30' -г />., . а 

Р\ -V Р,
С2)

Л, юк унг томонга харакат кил ганда, .vc узгармай ко лтп и  
учу?! сузувчи кран чан томонга силжиши керак. Краннинг Оу 
ук'ндап чан томонга силжишини х  билан белгнлаймиз, v вакг- 
да:

_ - Р }.х-'~ Р , ( - Х 4-п)
Л с, — —

рх ±  р,

( -)  па (3) ларнинг унг томонларинн тенглаштирамиз:

— Р/).\  s i ll 30° • Р_о _  — Л,.у f Р-.( - х +  о)
/V I- Р-: ' ~  Рх -f Рг ’

б) ндан:

X

(3)

Р\ О Л s i l l 30°

Рх +  А  *

Берилган сон кийматларини куйсак, куйидаги ,\осил булади:

2 - 8 • i
л- = ---------- =  -  =  0,36 м.

2 + 2 0  22

Кран чап томонга 0,36 и  силжийди.
57- масала. Огирлиги Я , -  20 н , Р7 =  15 н ва Р 3 =  10 н бул* 

гаин учта юк кузгалмас М  ва /V блоклардан утган ва огирли
гини чисобга олмаса буладиган чузилмас ип билан туташ ти- 
рилган (6 4 -шакл). Я , юк пастга тушгаиида Я 2 юк огирлиги

Г Т Т Т Т П 7
р г

120

63- шакл. 64- шакл,



Р  =  100 н булган тур г бурчаклн ABC D  кесик пирамиданннг 
юк )рпгп асоси булиб силжипдн, Р 3 юк эса он томоидаги ЛИ 
К'прра буйлаб юкормга кугариладп Агар Р , юк 1 я  паст туш - 
гаи булса Л BC D  кесик пирамида билан пол уртасидаги ишка- 
лапншни ^исобга олмпй, ABCD  кесик пнрамнданинг полга нис
батан капча снлжнганлпгп ацикланспн ( 6 4 -шакл.)

Е ч и ш . Кесик пирамиданннг боглапшнипн R  реакция билан 
алмаштнриб уни боглппишдаи кутказампз. Унинг R  реакция 
кучи  ва .\амма /3, Р ,, Р 2, Р 3 ташки кучлар горизонтал текис- 
лпкка тик булиб йуналганлиги >;амда бошлангич пайтда спс- 
теманннг .\амма нукталари тпнч .^олатда турганлнгини гаъкид- 
лаб утамиз.

By .\олда бутун материал нукталар системаси инерция мар
казининг абсциссаси уз урнида узгармай колади, яъни

Инерция марказини координата укининг боши деб оламиз. 
Юклар унт томонга .^аракаг килганида инерция марказининг 
абсциссаси узгармай колиши учун  бутун пирамида карама-кар- 
ши томонга, яъни чап томонга илгарилама харакат килиши ке
рак.

Пирамиданннг силжишини х  билан белгилаймиз, у вактда 
Р , Р , , Р 2, Р 3 юкларнинг абсциссаси куйидаги микдорларга уз- 
гаради:

Пирамида чапга 14 см силжнйди.
5 8 -масала. Сув чнкарадиган насоснинг салт ишлаган вакти

да ерга туширадиган босими аниклансии; D  корпусидаги к у з 
галмас кисмларинннг ва Е  фундаменгнинг огирлиги Р, га те нг, 
АО =  а кривошипнинг огирлиги Р 2 га тенг, В  кулиса ва С 
поршеннииг огирлиги Р 8 га тенг, ш бурчак тезлиги билан бир

х с =  const. ( 1)

р, ( * - { )  + / у * - 1 ) + Р .*  +  Р * =  0, (2)
бу тенгламадаш

р + р , +  А  +  р . ‘

Сон кийматларини кУямиэ:

(3)

л  = ------------ ----------- -г =  14 см,
100 +  20 -|- 14 +
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текис айланабтган ОА кривошип 
бир жинсли стержень деб зи- 
соблансип (65- шакл).

Н ч и ш . Кулисл поршень би
лан бирликда илгарилама зара
катда булади. Уларнинг замма 
нукталарн

Уз — a cos о it ( 1)
Конv нм билан заракат килади.

Кривошип а ила им а заракатда 
булиб, инерция марказининг ко
ординатаси эса

УОА =  f  ™S0,t (2)

конуни бнлан узгаради.
Насоснинг богланишини R  

реакция билан алмаштириб, на- 
сосни богланишдан кутказамиз. 
Инерция маркази заракаги за
кидаги теореманинг (oU,7) фор- 
муласига асосан:

М'ус =  Р , f  Р 2 +  Р 3 — R ,  (3)
бу ерда /И — насоснинг заракатлаитирувчи кнсмининг массаси, 
яъни

I  { р ,+ р,).
8

м (■*)

(5 0 ,П  формулани зисобга олиб, заракатлаитирувчи масса инер
ция маркази ус координатасини вактга нисбатан икки марта 
дифференциалласак, куйидаги зосил булади:

M 'yc =  f y 0A +  f y ^

у3 ва р0А ларнинг кийматларини (о) га куйсак: 

М у0 =  -  22? (Р , +  2Р 8) cos wt.

(о)

(6 )

Богланишга булган босимнинг микдорц динамик R  реак
ция кучига тенг, шунинг учун  (3) ва (6) тенгламалардан ку- 
йидагини зосил киламиэ:

N  =  | | =  Р , +  Р ,  +  Р 3 +  2SL (Р 2 +  2 Р 3) cos uf. (7)

5 9 -масала. Огирлиги Р  булган электр мотори силлик го 
ризонтал фундамент!а мазкамланмасдан урнатилган. Узунлиги
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21 ва огирлиги Р  булган стержень бир учи билан мотор вал l i 
ra ту гр ч  бурчак осгндо махкамланган, стерженнннг иккинчи 
учнга Q жисм урнатилгап; валнинг бурчак тезлиги «  га тенг 
(06-ш акл):

!) моторнинг горизонтал харакати;
2.1 агар элсктр моторппннг гилофн фундаменгга болтЛар 

билан махкамланган булса, шу Оолтларга таъсир килувчи  энг 
клтга горизонтал зурикнш R  аниклансии (6 7 -шакл);

3) электр моторининг шундап бурчак тезлиги ш аниклан- 
синки, бунда болтлар билан фундамснтга махкамланганэлектр 
мотори фундамснтдл сакраб снлжийдиган булснн.

Е ч и ш .  Механик система сифатида мотор, стержень ва юк- 
лардан иборат булган снстемани текншрамиз. Моторнинг огир
лиги Р, стерженнннг огирлиги />, юкнинг огирлиги Q, фунда
мент реакниялари А7, , Д7_. лар механик снстемага таъсир кила
ётган ташки кучлар хисобланади. Масала шарти буйича фун
дамент силлик булгани учун таянч реакниялари таянчларга тик 
йуналгаи. Координата уклари системасини Оу уки стерженнннг 
бошлангич вертикал вазиятидан утадиган килиб танлаб оламиз. 
Система симметрик булгани учун  бошлангич пайтда система- 
нннг инерция маркази Оу укннинг устида булади, яъни  л:с =  0 
ва ташки кучларнинг Ох укига проекцнялари, нолга тенг бул
гани учун  хар кандай вактда хам л*е =  0 булади. Бундан агар 
юк унг томонга снлжиса (юк абсциссаси >  0 ), мотор чап то- 
монга силжийди (марказининг абсциссаси <  0J.

Q юк айланганда мотор го^ чап, гох унг томонга силжиб 
бориб кайтар харакат килади. Ш у сабабли моторнинг харака-
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типи текпшриш ?рнига унинг бирор цуктасинипг заракатини 
текширсак кнфоя. Содда бу.ппии учун  О, могорнинг зарака- 
тини текширлмиз. О, марказнпнг абсцнссасипи л-, бнлан бел- 
гилаймиз, у вактда инерция марказининг абсцнссасн куйидаги 
фо р м у л а л a 11 то п 11 л а д 11:

r  _  - г  P .v , +  Qx3 P x x +  /,(/5 lli (o/ - r  * , )  +  Q W  sin  to/ f  ,ct) . .  

c p + p'+Q -  77T 7 ~ 7 v
-*£ =  () булгани учун  ( 1) формуладан:

Р х Х + P ( l  s il1  +  * i )  -h  Q (2 /  s in  ш/ -p a * i) =  0 ,  (2)*
бандан:

=  / ( , + 1 Ц)»1п .Г
P  +  p  + Q ’

Б у  формуладан куриннб турибдики. моторнинг маркази,
Ц р - т  20) 2 -  ^  'амплитудаси--------------  ва даври -  булган гармоник гсбранма
Р  - f  р +  Q ш

Заракат килар экан.
Энди иккинчи саволни ечиш максаднда мотории фундамент* 

га болглар билан бпрлаштирамнз на координата уклари систе
масини 67- шаклда курсатилгандек килиб оламиз. Бу  вазиятда 
механик системага олдин айтилган таъсир килаётган кучлар
дан ташкарн яна микдори болтларга тушгаи горизонтал зу- 
рикишга тенг булган болтларнинг реакция кучлари.зам  таъ- 
спр килади. Болтлар реакциясининг йигиндисини R  — R, +  R> 
би Iан белгнлаймиз. Инерция марказининг нисбий Ох укига 
нисбатан заракат дифференциал тенгламаенни ёзамиз:

.  , ( i2X c
М ------с =  Р(е)

dt2 ^  *

Инерция марказининг абсциссасини куйидаги формуладан 
топамиз:

_  Р х х +  Рха +  Qx,  Р18*п +  Q21 s *n 
* с ~  “  P  + p + Q  ~  Я  + p + Q  =

__ 1(р +  2Q) s in  <о/

“  P + P + Q

Бундан икки марта вацтга нисбатан зосила олиб, (4) фор
мулага куйсак, куйидаги зосил булади:

Р  +  Р  +  Q I  (Р  +  2У)о>г  s in  <о/

q * P + p + Q  х К )
ёки

Rle)=  l*2(P " I ? )  s in  ut. (7 )
g

sin w f = 1 булганда R {f  энг катта кийматга эга буладн, яьнн 
гл,*) , <р\ / 0)2 (Р  т  20)

(5)



Энди учипчи саволни ечиш максадида инерция марказининг 
харакати хакидаги теоремами Оу у к к а нисбатан ёзамиз:

M '!^ i =  - P - p - Q  +  Nt + N 2. (9)
СIt-

Та ян ч реакцияларининг йигиндисини N =  +  Д'2 билан ва 

М  — р ~'гР  +  ^ деб белгилаймиз.
§■

у с ни куйидаги формуладан топамиз:
_  Р>’| + РУ-j -г 0 Уз _  ~т~ р(а -f I cos ц t) -f Q (a + 21 cos w()

У с ~  P + p  +  Q ~~ P  +  P + Q
бундан икки марта хосила оламиз:

^  =  _ / ( £ ± 20W -c o s <  (10,
dt* P  + p +  Q

Б у  хамма топилган кийматларни (9) га куямиз:

_ P - r P + Q , I  (Р +  292° !̂ CQS =  — Р  — р — Q +  А/ 
g P + p + Q

ёки
_ n p ± V Q W C0Su t =  - Р - р - Q + N. (И )

ё
Бундан таянч реакциясининг цийматинн топамиз:

N — р  +  р -у  Q .  |- cos о)t. (12)
s

Булардан таянч реакция узгарувчи ыицдор булиб, унинг 
энг кичик микдорн куйидаги формуладан топилади:

Nm* =  P  +  P + Q - ' (P +  2Q)“J'‘- (13)
8

Агар N m in> 0 булса, бунинг физик мохияти шундай ибо
рат буладпкн, таянч моторга босади ва Нью тоннинг учинчи  
конунига асосан, мотор шу кучга  карам а карши йуналгаи куч 
билан таянчга босади, яъни  таянчга сикилади.

Агар А/ши, =  0 булса, бу шуии билдирадики, мотор таянчга 
епкнлмайди, бу вактда мотор фундаментдан ажраши мумкин.

ш бурчак тезлик А',,,],, =  0 булгапдагн о>0 бурчак гезлигидан 
кат га булганпда мотор фундаментда сакрай бошлайди. (13) * 
формуладан « 0 ни топамиз:

A inin =  0 булганда «  =  ю0
2 —-  (P + P + Q )g  (14ч
0 l(p  + 2Q)

О)

Шундай килиб, мотор

« > i / J £ ± £ J l 2 H  (15)
У к р  +

булганда фундаментда сакрай бошлайди.



6 0 -масала. Бир жинсли o f h p  
А В  стержень аввал тинч золатда 
булиб, а бурчак остида силлик го- 
рнзоитал текисликка А учи билан 
таяииб туради. Кейин огирлик к у 
чининг таъсирида йикила бошлаи- 
ди (68- шакл). Стержень йикила- 
ётган иайтда В  нуктанинг траек- 
торияси топилсин.

Е ч и ш . А В  стерженнинг /1 
учидаги богланишни МА реакция 
билан алмаштириб богланишдан 
кутказамиз. Стержень йикнлишида 
у н т  иккита _вертикал куч таъсир 
Килади, яъни t\fA — нормал реакция
кучи  ва Q — стерженнинг огирлик 
кучи .

Ох уки горизонтал ва бошлан
гич найтда Оу уки стержень уки 

билан бир чизикда булсин. Энди (50,8) га асосан стержень 
инерция марказининг заракат дифференциал тенгламалари к у 
йидагича булади:

М  =  Nt

68- шакл.

(11% Q.

Биринчисини икки марта интегралласак:
d%x ,,
— ^ =  О- dt-

t  =  0 булганда х м =  0;

бундан

демак,

dt 1

< lx M
dt

Ci '

<?,; xM=*Cit+C2, 

* 0,

(1)

(2)

0 ,
* Vf =  0. (3)

Бундан курамнзки, стерженнинг ииерния маркази хамма 
вакт бир вертикал буйича заракат килар экаи.

АС =  а В  =  а булгани учун  стержень В  учшшш координа
талари

X =* a COS а, 
у =  2а sin  а

булади.
Бу теигламалардан а ни чикарсак:

cos а =

sin  а -  - f - ,  
2а
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буларни квадратгя ошириб кУшамйй|

£  +  - Ц  =  COS2a s ln 8a =  1 
ЛЧ 4да

ёки

- ! + £  =  !• ( 5 )  ( г  4 а~
Стержень В  учининг траекторияси эллипс булар экан.

53-§ . Материал система харакат микдорининг 
узгариш и хакидаги теорема

Материал система хамма нукталарининг харакат миц- 
дорларининг геометрик пигипдисн материал системанинг ха- 
ракат микдори деб аталади, яъни

к  =  у « .

бу ерда /С— система харакат микдорининг вектори.
Система харакат микдорининг декарт координата укларида

ги проекцнялари куйидагича булади:

т  и =  т  —  — э x . tу * .  = V m ^  =  y m v‘ уд- v d t  -  7 j
V = 1  v = l  " f - 1

Ky =  V ^  =  V m ,y„ (53,1)
v -i V= i i E T

K z =  V  fn у  — m —  — V  m 2 v
v  Z j  v  in v  v *

•• =  1 V =  1 v = l

Система харакат микдорининг бош вектори инерция марка- 
зинннг тезлиги билан бутун система массасининг купайтмасига 
тенг.

К  =  M vc, (53,2)
бунда

Jmd *
v = l

(53,2) нинг уклардаги проекцияси:

Л х =  М « „  =  Л 1 ^ = Л 1 д ? м

Л-, - Л 1 о „  =  М &  =  Л1ус, (53.3)

K z =  M v  =  М  — • =  Ж г„м ^  С
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Система заракат микдор теорсмасн куйидагича таърифла- 
нади:

система заракат мнкдорининг бош вскгоридан вацтга нис
батан олинган зосила системага куйилган ташки кучларнинг 
бош векюрнга тенг, яъни

бу ерда

4 К  =  р(е) 
~dt *  »

(53,4)

системага та сир килаётган ташки кучларнинг бош вектори.
Система заракат мнкдорининг бирор кузгалмас укдаги иро- 

екциясидан вактга нисбатан олинган зосила системага таъсир 
Килаётган ташки кучлар бош векторииинг шу укдаги проек- 
цнясига тенг, яъни

(53,5)

бунда

( IK X
dt ^ e\

ciK'y
=  Y {e)

~d T

<lRz
dt =  z (e)-

tl
Х {е) =  V  X  <е)\ у {е) — У  Y le); Z (e) -  У  z (e).

V = 1  V = 1  V = 1

Хулоса. Системага таъсир килаётган ташки кучларнинг бс-  
вектори ёки унинг бирор кузгалмас укидаги проекцияси за й 
ма вакт нолга тенг булса, системанинг заракат микдори С ч 
система заракат мнкдорининг уша кузгалмас укдаги ироекция- 
си узгармас булади, яъни

1)

булса

булади.

2)

А'(е) =  2 /Г(" ) = °

К  =  У  rn ,v ,=  M vc=  const.
V-l

Й ’ =  л 1, , - у л ?  =  0

(53,6)
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булса

К : =  V  т .v.x — М сх ~  const (53.7)
v = l

булади.
Система харакат микдорининг бирлиги к Г  • сек ёки я  • к Г •

• сек-1.

54-§. Масала ечишга оид методик курсатмалар

Материал нукталар система харакат микдорининг 
узгариш хакидаги теоремага ёки система харакат микдорининг 
сакланиш цонуиига асосан ечиладнган масалаларнн куйидаги 
тартибда ечиш керак.

1. Снстемага таъсир килаётган хамма ташки кучларни, я ъ 
ни куйилган кучлар ва реакция кучларнни шаклда курсатиб 
ифодалаб олиш керак.

2. Кузгалмас координата уклари систсмасини танлаб олиш 
керак.

3. Система учун  харакат микдорининг узгариши хакидаги 
теоремасининг танлаб олинган координата укларидаги проек
ция тенгламаларн (53,5) ни ёзиб олиш керак ёки система 
Харакат микдорининг сакланиш конунн (53,6) ни ёзиб олиш 
керак.

4. Ёзалган дифференциал тенгламаларни иитеграллаш керак.
5. Бошланшч шартларни ёзиб олиш керак.
6 Бошлангич шарглардан фойдаланиб, иитеграллаш номаъ- 

лум узгармасларини топиб олиш керак.
7. Топилган узгармас номаълумларнинг кийматларинп диф- 

ф ренциал тенгламанн интеграллаганда чнккан теигламаларга 
к\ йиш керак.
: 8 . Тузилган тенгламалардан номаълум сонлар топилади.

Бу  параграфга опд масалаларнн уч асосий группага ажра- 
Т';Ш мумкин:

а) системанинг харакат микдори хисобланадиган масалалар; 
бунга И. В. Мешчерский „Назарий механнкадан масалалар 
туплами" кнтобидаги 966—9 6 9 -масалалар тегишлнднр. В у ти п - 
даги масалаларнн (53,1) формулага биноан ёки (53,2) за (53,3) 
формулага биноан ечиш мумкин;

5) системанинг харакат микдори ёки система харакат мик- 
доринииг кузгалмас укдагп нроекциясн узгармас булган, яъни
(53,6) ёки (53,7) тенгламалар билан ечиладнган масалалар; бун
га И. В. Мешчерский „Назарий механнкадан масалалар туп- 
лами" кнтобидаги 970—9 7 4 -масалалар тегишлнднр;

в) (.исгеманинг харакат микдори хакидаги теорема татбик 
этиладнган масалалар; бунга 11. В. Мешчерский „Назарий. ме
ханнкадан масалалар туплами14 кнтобидаги 975—980- масалалар 
киради.
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6 1 -масала. 69- шаклда курсатилган механизмдаги 
заракатланувчи гилдиракнинг радиуси, г  огирлиги Р  булиб 
огирлик маркази О, нуктада; тугри чизикли А В  стержень 
заракат килувчн гилдиракдан к марта огир булиб, о тр л и к

маркази унинг 5Фтас|,да
0 0 ,  кривошип О ук атро
фида узгармас <» бурчак 
тезлик билан айланади.

Кривошип массасини 
зисобга олмай систем а- 
нинг заракат микдори 
зисоблансин (69- шакл.)

F: ч и п/. Бу  система 
иккита жисмдаи: зара- 
катланаётган 1 гнлдирак 
ва А В  стержендан ибо
рат. Ш унинг учун

Т ( = К ,  +  /?2, ( 1)

б у ерда К  и — зара- 
катланаётган I гнлдирак 
ва А В  стерженнинг за
ракат микдори, ёки бу- 
ларнинг зар кайсисига
(53,2) формулани алози- 
да кУлласак, куйидаги 
зосил булади:

К  =  «0.1 +  -  0̂.1 (2)
8 8

бу ерда vClt v0l — тегишлича С, О, иукталарнинг (стержень 
огирлик маркази ва I гнлдирак огирлик марказининг) тезлик
лари.

О, нукта О нукта атрофида айланаётган крнвошипда бул
гани учун  унинг v0t тезлик вектори 0 0 , га тик _ва модули

v0t =  /*«> (3)
га тенг.

АВ  стержень илгарилама заракат килади, демак,

vCl — va, (4)

ва vA, тезлик А В  буйича йуналган.
1 гнлднракдаги А нуктанинг тезлигини топиш учун  у гнл* 

диракнинг оний айланиш маркази I ва I I  гилдираклар тегиш- 
гаи С иуктада булади.

55-§. Масалалар

69- шакл.

130



Демак,
va | _

vo, 0 , C

A C  1 r  s in  'f
=  2 sin  <p,

6v ерда =  ш/ — кривошипнинг айланиш бурчаги.
(5J дан:

-ил, =• 2 sin f  =  2 г  to sin  o)£.

Энди (2) тенгламадан изланаётган система ^арпкат 
рининг укдаги проекцняларини топамиз:

(5)

(6)
МИКДО

ГУ - р/< =  —  COS? — — 
S

P r  Ш COS -f
------- /40 COS со/,

£ £
P £ P  P  /tP

A; =  — 1'0 sin <p -|—  va =  -  rw sin со/ -f- 2 — /’u) sin со/ 
*  g g s

>;осил булади- 
1100 н. Сна-

ШГо

— -  по (1 2k) sin  соt.
g

62- масала. Горизонтам билан г  =  30° бурчак 
гаи килиб урнатилгап туп  стволининг опфлиги 
ряднинг огирлиги 54 н. Снаряд 
стволнинг огзидан чнкишида 
Vo — 900 м'сек тезлик билан >;а- 
ракат килади.

Снаряднииг отилиб чикиш 
пайтида туп  стволииинг эркин 
* 01да оркага кайгиш тезлиги 
аниклансии (70-ш акл).

Е ч ^ 1Ш. Ту п н и н г огирлик ку - 
чнни Р  билан, сиарядиииг о т р -  
лик кучини Я , билан белгилай
миз ва системанинг богланишинн 
унинг R  реакция кучи  билан
алмаштириб системани боглапишидан кутцазамиз. Я , P i ва R  
кучлар Ох укига тик, демак, система ^аракат микдорининг 
сакланиш конуии К ,  =  const (53,7) га мувофик унинг шу Ох 
у К дагн проекнияси цам узгармайдн.

Биринчи ук отилган пайггача система нукталарининг гез- 
лпклари нолга тенг. Т у п  стволининг снаряд чикиш пайтидаги 
тезлигинн о билан, снаряд тезлигинн 7'0 билан белгилаймиз.

(54,7) тенгликка асосан j;ap кандай вактда К х =  0, шу са- 
бабли:

70- шакл.

бундан:

— -  v +  -  с0 cos 30' =  О, 
н g

v =  cos 30"

( 1)

(2)
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(2 ) тенгликка
булади:

сон цийматларни куйсак, куйидаги зосил 

54 • 900V —
1100

1,73

2
=  3,82 м'сек.

Т у п  стволи v =  3,82 м'сек тезлик билан снаряд заракатнга 
карама-каршн томонга оркага кайтади.

63- масала. Узгарувчам кесимли каиалга горизонт билан 
а=в90° бурчак зосил килиб, v0 — 2 м'сек тезлик билан сув кир- 
мокда; канал вертикал текисликка нисбатан симметрик булиб,

сув кираднган жойндаги кун- 
даланг кеспми0,02 м2; суниннг 
каналдан чикиш вактпдагп 
те з л т  и г ,  =  4 .1/ сек булиб, 
горизонтга 3 , - 3 0 °  бурчак ос- 
тида йуналган. Сув канал де- 
ворида зосил киладиган реак- 
ниянинг горизоитал1 ташкил 
этувчиси а н и кла н с и н  (71- 
шакл).

Е  ч и ш. Координата Уклари 
системасини 71-шаклда кур- 
сатилгаидек килиб оламиз. 

Каналнинг кундаланг кесн- 
босимнинг горизонтал ташкил этувчи-

71- шак.г

мига сув курсатадиган 
сини R x бил ап белгилаймиз.

Сув каналдан vх =  и, cos 3 0 ' тезлик билан чикади деб 311- 
соблапмиз, у золда каналдан dt вактда куйидаги зажмда сув 
чикади:

dm =  -  v0 cos a dt. 
g

(1)
заракат микдориБу айтилган зажмдаги сув массасининг 

куйидагича булади:

d K  =  — 'cos 0. dt • v x.
g

бу ерда F  — сув кираётган канал кундаланг 
Харакат мнкдорининг л* укидаги ироекцияси 

масидан фойдалансак, куйидагича буладн:

dKx =  R xdt.
Каналга кирадиган ва каналдан чикадиган сув бир вактда 

бир хил булгани учун

7/4'udt

(2)
кесимининг юзи. 

(53,5) теоре-

бундан:

d K ,

COS а

г\ cos а =  R xdt,
н

0,001 • Щ ) • 200 • 400 V T  =  14 J

981 ' 8

(4)

к Г .
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56-§. Импульслар теоремаси

(Материал нукталар системасининг интеграл форму- 
лада харакат микдори бош векторининг узгариш теоремаси.)

Материал нукталар системаси харакат микдори бош векто- 
рининг маълум вакт нчидаги узгариши снстемага куйилган таш
ки кучлар бош векторининг ана шу вакт нчидаги тула им- 
пул ьсига тенг;

= 5 ,,). (56,1)
бу ерда

S ie) =  \ R {e)dt. (56,2)

Снстемага таъсир килаётган кучнинг вакт нчидаги эффек- 
тини ифодалайднган физик микдор ташки кучлар бош векто- 
пининг нмпульси ёки тула нмпульсн деб аталади.

By теоремани нфодаловчн формуланинг декарт координата 
укларидаги проекцняларини ёзамиз:

&2х ~~ * 1,  =
-  к и  =  S ly‘\ (56,4)

K-iz /<и =  ■-**
бу ерда

s ? =  'f  A-“ 'dt, 5 1‘,' =  ]  Y ^ d t ,  =  f Z ^ d t ] ,  (56,4 ') 
/, I,

Система .\аракат микдори бош векторининг узгариши .\а- 
кидагн Л . Эйлер теоремасининг куринишнни узгартирган тур- 
лари купинча узлуксиз му,\ит (суюклик ва газларнингтезлиги 
товуш  уезлнгидан катга фарк кчлган музит) .\аракатларини 
т е к ш и р и ш д а к У л л а н и л а д и.

Хажм ва сат\г кучларишгиг R t, R c вектОрлари ва'ажратиб 
олинган дажм ичига к'араб йуналгаи труба кчркимн оркали 
кнрувчи а̂м чикувчи  суюклик массаси .^аракаг микдорининг век- 
торлари ёник куп бурчак зосил килади. (Ну векторларнинг 
геометрик йнгиндиси нолга тенг, 72- шакл, а, б.)

M v x -  M v 2 -f R x -1- R c =  0, (56,5)

бу ерда M  — р,о,v x— р,о2и 2; о,, а, —  кундаланг кесимнинг юзи; 
pj, ра — суюкличнинг зичлиги; г ’,, v2 — суюкликнинг кундаланг 
кеснмдаги тезлиги.

(56,5) нинг уклардаги проекцняларини ёзамиз:

М  (v\x ~~ v2x) +  А .ч +  Х с — О,
M (v iy -  v2y) +  У г -Ь Уc =  О,

М (v iz  — v2z) - f  Z jf  -f- Z c =  0.

(56,5)
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Тула импульс векторининг бирор Укдаги проекпияси нолга 
тенг булса, система заракат микдори векторининг шу укдаги 
проекпияси узгармас булади.

Масалан, 5 ?  =  0 булса

К гх =  Кх. (56,7)
булади.

57-§ . Масала ечишга оид методик курсатмалар

Б у  параграфга оид масалаларни куйидаги тартнбда 
ечиш керак.

1. Кузгалмас координата у клари системасини танлаб олиш 
керак.

2. Таъсир килаётган ташки кучларнинг схемасини тузиш 
керак.

Система эркин булмаса, уни куйилган богланишлардан кут- 
К'азиш керак.

3. (56,4) формулага асосаи бош импульс векторининг коор
дината укларидаги проекциялариии топиш керак.

4. (56,3) ёки (56,7) сис
тема тенгламаларини тузиш  
керак па баъзи микдорларни 
топиш керак.

5. Узлуксиз м узит за 
ракати текширилганда Эй- 
лернниг декарт координата 
укларидаги проекция фор- 
муласи (56,6) ни куллаш 
керак.

(56,5) тенгламани тузиш - 
да, вакт бирлнгпда пастки 
(окиш буйича) кундаланг 
кесимдан утган массанинг 
заракат микдори вектори 

замма вакт трубада ажратилган суюклнк зажмининг ичига 
йуналтирилади.

Бу параграфга И. В. Мешчерский „Назарий механикадан 
масалалар туплами" китобидаги 975— 980-масалалар кирадн.

58- §. Масалалар

64-масала. Кундаланг кесими 16 см2 булган У ту чи - 
рувчи шлангнинг учидан сув 8 м,'сек тезлик бнлан горизонтга 
а =  ЗСГ бурчак остида отнлпб чикади.

Сув окимининг шаклига огирлик кучининг курсатадиган 
таьсирини зисобга олмай, сув окимининг вертикал деворга 
курсатадиган боепмн аниклансин. Сув зарралари деворга дуч

72- шакл



келганида девор буйлаб яуналган тезлик оладн деб зисоблан- 
син (73-шакл).

Е ч и ш . Координата Уцларини 7 8 -шаклда курсатилгандек 
танлаб оламиз.

Сув заррасн деворга босим курсатганда, у деворда шу бо- 
симга тенг, аммо карама-карши томонга Луналган Яр а кц н яи и  
зосил цилади. Сув зарраси 
девор билан учрашгандан 
кейин девор буйлаб эркин 
окиб тушади деб фараз_килин- 
гани учуй  деворнинг R  реак- 
цияси унинг нормали буйича 
Йуналгаи деб зисоблаш мум
кин.

Сув окимининг тезлиги 
катта булганда, сув заррасига 
девор реакциясндан бош ка 
таъсир килаётган ташки к у ч 
лар кичик булгани учун  улар- 
ни зисобга олмаса зам бу
лади.

Сув окимига импульс теоремасинииг координаталардаги 
гроекцияси формуласини куллаПмиз: горизонтал О, укидаги 
гроекцияси

K ix — К<г — S^x- (1)

Сув окимининг чекснз кичик dt вакт ичидаги заракатини 
текширампз. Система учун девор ёнидагн окими A B = *v 0dt 
кесмага мос булган сув зажмини оламиз. Бу системанинг мас
саси куйидагига тенг булади:

М  =  v0dt ■ F ; ,
бунда F =3 16 см? — сув окими кундаланг кесиминннг юзи, f — 
ззжмий знчлнк, яъни" бирлик зажмдаги сувнинг массаси. * =  0 
булганда сув окимининг замма заррачалари горизонтал л  у к и 
га бир хил г  =  30° бурчак остида кия булган v0 тезликка эга 
булади.

Демак.
д хх =  M v0x «* M vо cos я =, v0dt F )  v0 cos t =  v l F-\ cos?, dt, (2)

dt вакт утгандан кейин сув окимининг ажратиб олинган заж- 
мидаги замма заррачалари деворга тегиб горизонтал л уки 
билан 90э бурчак зосил килган v  тезликка эга;

демак,
К 2х =r М vx — A lv  cos У0° =i 0. (3)

Бу  снстемага факат битта ташки R  куч таьснр килади ва 
унинг х  укидаги ироекцияси R  га тенг булади. Бу зол учун dt
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вакт ичида ташки кучлар импульсининг х  уцидаги проекция- 
ларининг йипшдисн куйидагига тенг:

S 4] = - R d t .  (4)

ШундаП килиб, текширилабтган зол учун  кУлланиши мум
кин булган (56,3) тенглама куйидагича:

— vlF-; соs у dt — — R dt. (5)
Бундан девор реакциясини (модули нзланаётган боеимга 

тенг реакцняни) топамиз:

R  =  iv iFc o sa . (6 )

Бу  текширилаётган зол да сув окимининг тезлиги г'0= 8 . и :сек, 
сув окимининг кундаланг кеснм юзи /7 = 1 6  см2 =  0 ,0016м2.

.Масалада зажм м3 билан ифодалангани учун  сув массаси- 
нинг зичлигини 1 м3 оркали ифодалаймиз, яъни зичлик

КЮО 1Лг, к f  • сек2
7 «= —-  =  102------------ ;
* 9.81 м<

cos« «= cos 30° =  YJL =  0,866.

(6) га сон кийматларини куйсак, куйидаги зосил булади:

R  =  102 • 88 • 0,0016 • 0,866 =  9,05 к Г .

6 5 -масала. Огирлиги 600 7 булган шатак пароход 1,5 м 'сек 
гезлик олгаиидан кейин унга шатак аркони таранг тортилган 
на огирлиги 400 7 булган баржа пароход унинг кетидан юра 
бошлаган.

Ю ргизувчи куч бнлан сувнинг каршилик кучинп мувозанат- 
ланган деб зисоблаб, пароход билан баржанинг умумий тез- 
лиги топилсин.

Еч_иш . Бунда ташки кучлар таркибига пароходиинг о т р -  
лиги Р , баржанинг о тр л и ги  Q, заракатга келтирувчи F  кучи  
ва сувнинг каршилиги л киради.

А\асаланинг шартидан F. ва R  кучлар мувозанатланувчи к у ч 
лар эканлиги замда Р  ва Q огирлик кучларининг заракат йу- 
иалишидагн проекцпялари нолга тенглиги маълум, демак (56,7) 
заракат мнкдорининг сакланиши теоремасини куллаш мумкин.

Агар Ох укининг йуналиши билан заракат йуналиши бир 
томонга булганда

К гх =  К\ж =  const ( 1)
буларди.

Система иккита материал нуктадан иборат булгани учун:
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Бошлангич пайтда система заракатда бглмагаии учун  бу 
узгармас нолга тенг, яъни const =  0 , демак,

бу ерда
хт  1», +  m2v 3 =  О,

Р  Р  4  О ,т л — т г = -------- ;
к к

(3)

бунда г»! =  1,5 м'сек, v2 — пароход билан баржанинг биргалик- 
даги, яъни биз нзлаётган тезлиги.

(3) дай г>2 ни топамиз:

V ; —
Pv GOO • 1,5 900

600 -1 400 1000
=  0,9 м сек.

Р +  Q

66- масала. Днаметри 20 см булган труба тирсагидан А 
гаяичга тушадигаи кушимча босим аниклансии. Трубанинг уки 
горизонтал текпсликда жойлаш- 
гаи (шаклда унинг юкори то- 
мондан куриниши тасвнрланган).
Труба да 4 м'сек тезлик билан 
сув окади, сувиинг трубага ки- 
риш вактидаги тезлиги трубадан 
чикиш вактидаги тезлиги билан 
(Ю° бурчак зосил килади (74- 
шакл).

Е ч и ш .  Бу масалани ечишда 
Эйлернииг узлуксиз музит учун  
тонган теоремасидан фоидалаиа- 
мнз. Трубадаи B C D K  зажмнн 
ажратиб оламиз (74- шакл).

А таянчнинг реакцпяси /?л сатз кучларннинг векторлари 
Л/х>,, M v2 ларни шаклда тасвнрлаймнз. (Труба тпрсагинпнг 
огирлиги ва шу колонна билан чегараланган сувнинг опфлиги 
Кушимча босимга таъсир килмайди.)

Координата уклари системаснни 74- шаклда курсатилгандек 
килиб оламиз.

Эйлер теоремасини л- ва у уклардаги проекциялар оркали 
ёзамиз:

Л и  +  A b , cos г — Л/г’2 cos 3 =  0,

ИАу — Л/г1, sin a - f  A lv2 sin ? =  О, (1)

74- шакл.

бу ерда а =  60°, р =  0°,

. м лг. дм v t =  v2 =  v =  4 —  =  40 — ;
с к сек

(1 =  2 дм, А1 =  7 ёки Л1 =

1 к Г . 
7 =  1
• 40

9,81
1=  1,28

к! сек3 
м

137



Б у  тенгламалардан R Ax ва R Ay ларни топамиз:

Тенгликка сон кийматларни куйсак, куйидагилар зосил бу
лади:

R ax — M v  (cos3 — cos*) =s 1,28 • * «* 25,6 к Г ,

Rax =* M v  (slna — sin?) =  1 ,2 8 -4 0  «= 44,29 к Г .

Энди R a кушимча босимнинг реакцияспни топамиз, кУ'шим* 
ча босим .\ам микдор жизатидаи шунга тенг булади:

59-§ . М А ТЕ Р И А Л  Н У К Т А Л А Р  С И С ТЕМ А С Н 
^ А Р А К А Т  М И КД О РИ  БО Ш  М О М Е Н ТИ Н И Н Г
У з г а р и ш и  з а к и д а г и  т е о р е м а , 
и н е р ц и я  м о м е н т и

Кузгалмас уц атрофида айланаётган ка тти к  
жисмнинг \аракат микдори моменти ва 
айланма заракат дифференциал тенгламаси. 
Гироскопларнинг элементар назарияси

Бирор нуктага нисбатан система материал нуктала-
ри заракат микдори моментларининг геометрпк йигиндиси 
уша нуктага нисбатан система заракат мнкдорининг моменти 
ёки система заракат микдорининг бош моменти деб аталади:

#"ККа нисбатан система заракат микдорининг моменти сис
тема материал нукталарининг шу укка нисбатан заракат мик* 
дорлари моментларининг алгебраик йигнндисига тенг, яъни

R ax =» M v 2 cos? — Л/ f ,  cos*, 

R av =* /V/ г ,  slna — M v  j  sin ?.
(2 )

R a =- V r L  -I- R l , . =  K (2 5 .6 )* + (4 4 ,2 9 )2 *  V 2616,9641 « 5 1 ,2  к Г .

n

(69,1)



Илгарилама заракатдаги каттик жисмнинг хар кандай Ук- 
Ка нисбатан заракат микдорининг моменти, системанинг замма 
массаси жойлашган инерция марказининг уша укка нисбатан 
Заракат микдорининг моментига тенг, яъни

L t =  т г (.M vc). (59,3)
Кузгалмас Oz ук  атрофида айланаётган жисмнинг айланиш 

укига нисбатан заракат микдорининг моменти куйидаги фор
муладан топилади:

1г =  /,(», (59,4)

бу ерда 1г =  \ (.V5 -j- у%)dm жисмиииг Oz — айланиш Укига
(Л1)

нисбагаи инерция моменти; о — айланиш б\рчак тезлиги.
Жисм зарраси массаси билан ундан Oz айланиш укигача 

булган масофа квадрат» купайтмасининг жисмни коплаган бар- 
ча заррачалар буйича олинган йигиндиси жисмнинг ана шу 
айланиш укига нисбатан /г инерция моменти дейилади, яъни

1г *  V  щ. гЪ. (59,5)
V - 1

Каттик материал жисмнинг зажмини унинг массаси узлуксиз 
равишда коиласа, унинг ийвриия моменти куйидагича топилади;

1г »  | rh lm . (59,6)
(Ъ)

Жисм бир жинсли булса, инерция моменти куйидагича бу
лади:

/г =  - | | г * а  V', (59,7)

бу ерда /И—-каттик жисмнинг массаси; V — каттик жисм зажми;
а V— элементар зажм. Экваториал, яъни укка нисбатан 

инерция моментини зисоблаш формуласи куйидагича булади:

L  =  | (yiJ r Z 2)dm,
(М)

1у =  | (a-8 - f  Z 2)d m t (59,8)
(•и)

/, =  \ (х2 у2) dm.
(Ь

Марказдан ко чувчи  ииериия моменти куйидагига тенг:

Л  у =  \ *ydm t
(.И)

/ «  =  J У2dm, (59,9)
(.И)

I „  =  \ xzdnu
(Л1)
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Координата Уклари билан я, 3, 7 бурчакляр зосил килувчи 
жиемнинг инерция моменти куйидаги формула билан ^исоб- 
ланади.

Жисм инерция марказидан утаднгац укка нисбатан жием
нинг инерция моментини /с билан белгилаймиз, у вактда инер
ция марказидан утадиган укка нараллел булган >;ар кандай 
укка нисбатан инерция моменти куйидаги формула буйича 
топилади:

бу ерда d — 5’клар орасидаги энг киска масофа.
$'кдан бирор масофада булган нуктага системанинг масса- 

сн жойлашган булиб, унинг укка нисбатан инерция моменти 
жиемнинг у hi а укка нисбатан инерция момеигига тенг булса, 
укдан шу нуктагача булган масофа инерция радиуси деб ата
лади, яъни

Бир жинсли ва кундаланг кеепми Узгармас булган стер- 
жеининг учидан утган ва унинг геометрик укига тик булган 
у к к а нисбатан инерция моменти куйидагича:

Радиуси г, массаси симметрия укига нисбатан текис тарал- 
ган доиравий кесимли цилнндрнинг геометрик укига нисбатан 
инерция моменти куйидагига тенг:

Радиуси г ,, массаси М  булган сферанинг координата ук- 
ларша нисбатан инерция моменти куйидагича булади:

Бптга кузгалмас иуктаси булган жиемнинг, жисм билан би
риктирилган кузга лувчи  координата укларидаги жисм харакат 
микдори бош м ом ентнинг проекцнялари куйидаги формула- 
лар билан ,\исобланади:

бу ерда юд., (ву| — оний айланиш бурчак тезлиги векторининг 
координата укларидаги проекцнялари.

/, =  1Х cos2* - f  /v cos23 - f  I z cos2-; — 21,y cos7. cos3 —
— 2/yz cosp cos-f — 2/„cos*cos-y. (59,10)

l t =  /, 4- Md\ (59,11)

(59,12)

(59,13)

/г =  ±  M r2. (59,14)

b
M r2, (59,15)

(59,16)
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Система заракат микдори моментининг теоремаси куйида- 
гича таърифланади:

бирор нуктага нисбатан олинган заракат микдори моменти 
бош векторининг вактга нисбатан зосиласи системага куйил
ган ташки кучларнинг ана шу нуктага нисбатан олинган бош 
моментига тенг, яъни

=  (59,17)

Бунинг координата укларидаги ироекциялар оркали ифодаси 
куйидагича булади:

(59,18)

м Т =  y  * , : (
dt

dL> =  
dt

M y '
- j - , , ( W )

dLx _
dt

m T m .

Харакат микдори бош моментининг Резаль теоремаси дейил- 
гаи иккинчи таърифи куйидагича:

бирор марказга нисбатан система заракат микдори бош мо
менти вектори учининг тезлиги системага куйилган ташки к у ч 
ларнинг марказга нисбатан бош моментига тенг, яъни

7 0=/И[,'|>
Хулоса.

1. Агар МЦ] =* 0 булса, системанинг О нуктага нисбатан 
чарлкат микдори бош моментининг вектори узгармас булади, 
яъни

10 =  colfst. (59,19)

2. Агар М\)] ташки кучлар бош моменти векторининг ко
ордината укларидан биридаги проекпияси нолга тенг булса, 
система заракат микдори бош момент векторининг ана шу 
укдаги проекцияси узгармас булади, яъни

м Т  =  о
б^лса,

i t =  const. (59,20)

Жисм кузгалмаа Oz ^кИ атрофида аГцанса, унинг айланиш 
Заракати Дифференциал тенгламаси куйидагича бултди:

/ , £ *  =  ЛЙ'\ (59,21)

бу ерда f  -  жисмнинг Ог уци атрофида айланиш бурчаги.
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Физик маятникнинг тебраниш даври куйидаги формула
дан топилади:

T = ^ V w f o c '  <5!)' 22)
бу ерда ОС — осилит укидан огирлик марказигача булган ма
софа, М  — маятникнинг массаси.

Симметрия уки булган ва шу укда ётган нукта атрофида 
айланма ара кат кнладигаи огир каттик жисм гироскоп деб 
аталади.

Гироскопнинг мунтазам равишдаги прецессия бурчак тезли
ги учта эркинлнк даражаси булган формуладан топилади, яъни

" .  =  (59,23,
/ ,С 0

бу ерда М  — гироскопнинг массаси;
/2 — симметрия Укига нисбатан гироскопнинг инерция 

моменти;
to— уз уки атрофида айлаиишиипнг бурчак тезлиги;

ОС — гироскопнинг таяцчидан инерция марказигача 
булган масофа.

Гироскоп моменгинннг вектори куйидаги формуладан то- 
пилди:

Р 1 (59,24)
унинг микдори булса,’куйидаги формуладан топилади:

\1г \ =  / (ixogsin  (о), о)̂ ), (59,25)

Б у  системанинг инерция марказига нисбатан килган инсбнй 
*аракати учун  харакат микдори бош момеитпнииг узгариш 
теоремаси.

Системанинг ^аракатини ту зу вчи  ^аракатларга ажратсак, 
системанинг царакат микдори бош момеитини куйидаги фор
мула билан ^исоблаш мумкин:

1„ = L , +  \FC, M vf ]. (59,26)
Демак, система харакат микдорининг бош моменти систе

ма харакат микдорининг инерция марказига нисбатан олинган 
бош моменти вектори билан бутун система массаси инерция 
марказига жойлашган деб фараз килиб, ана шу нуктадаги мае* 
садан олинган харакат микдори моменти векторининг геомет
рик йипшдисига тенг.

Бунинг биринчи .\ади &с система инерция маркази билан 
бирликда илгарилама ^аракат килаётган координата укларига 
нисбатан булган нисбий .чаракатга нисбатан .\’исобланиши ке
рак.

Харакат микдори моменти теоремаси кузгалмас снстемага 
нисбатан кандай таърифланса, инерция марказидан у ту вчи  ил-
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гарилама заракатдаги кузга лувчи  системага нисбатан зам худдп 
шундай таърифланади, яъни •

Oh. =  м'с\ (59,27)

Бу параграфга оид масалаларни куйидаги олти асосий тип- 
га ажратиш мумкин.

1. Инерция моментини зисоблашга оид масалалар.
2. Системанинг заракат микдори моментини зисоблашга 

оид масалалар (П . В. Мешчерский „Назарий механикадан ма
салалар туплами" китобидаги 9 8 1 -масала).

3. Кузгалмас нуктага ёки кузгалмас £кка« нисбатан систе
манинг заракат микдори моменти узгармас булган золга оид, 
яъни (59,19) ёки (59,20) тенглама билан ечнладиган масалалар 
( I I .  В . Мешчерский „Назарий механикадан масалалар туила- 
ми“ китобидаги 9 8 2 -9 8 9 - масалалар).

4. Кузгалмас ук атрофида каттик жисм айланаётган золга 
оид масалалар.

Б у  типдагп масалаларни учта группага ажратиш мумкин:
а) жиемга куйилган кучларнинг айланиш укига нисбатан 

бош моменти узгармас булган масалалар.
Бундай масалаларни ечиш учун  (59,21) дифференциал те нг

ламани тузиб, сунгра уни ннтеграллаш керак (И . В . Мешче
рский „Назарий механикадан масалалар туплами** китобидаги 
990— 992- масалалар);

б) жнсмга куйилган кучларнинг айланиш укига нисбатан 
бош моменти жисмнинг айланиш бурчак тезлигига боглнк бул
ган масалалар.

Бундай зол, жисм каршилик к^рсатадиган музитда айла- 
нишида содир булади.

Бу золда (59,21) тенгламаларни интеграллашда узгарувчп- 
ларни ажратиш копдасини кУ'ллаш керак (И . В. Мешчерский 
„Назарий механикадан масалалар туплами" китобидаги 993 — 
999- масалалар);

в) жиемга куйилган кучларнинг айланиш укига нисбатан 
бош моменти жисмнинг айланиш бурчаги ? нинг функциясн 
булган масалалар.

Бундай зол физик маятникда буладн.

Бу золда (59,21) тенглама / ^  =  f(^) куринишда булади

( I I .  В. Мешчерский „Назарий механикадан масалалар туплами" 
китобидаги 1003— 1013-масалалар).

5. Буралма тебранпшга оид масалалар. Буни учта группа
га ажратиш мумкин:

а) эркин буралма тебранишга оид масала.

Бу масалаларда (59,27) тенглама / - - f ^ e O  куриниши-
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да булади. Бу  гармоник тебранма ,\аракатнпнг дифференциал 
тенгламасн булиб, унинг ечилншн куйидаги куринишда булади:

? =  ?0 cos [ У J  t) +  ?0 sin ( j /  У  *)•

Тебраниш даври 7 =  2 - j / y  га тенг (И . В. Мешчерский „На

зарий механнкадан масалалар тупламп“ кнтобидаги 1014— 1017, 
1012, 1023- масалалар);

б) суиувчи буралма тебранншга оид масала.
Бундай масалалар учун  (59,21) тенглама 

+  +  =  0 
•«* dt3 I  dt / 

шаклда булиб, унинг ечилишн куйидагича

-  ~  I / j  _  ____ \
9 =  ае - • s i n a J #

Тебраниш даври

формула билан а эса бошлангич шартдан топилади. И. В.М еш - 
черскин „Назарий механнкадан масалалар тупламп" китобпда- 
ги 1019, 1020, 1025-масалалар);

в) мажбурий буралма тебранншга оид масала.
Бундан масалалар учун  (59,21) тенглама

1 —  +  ц —  с у  =  / / s in  (/;/) 
dt2 dt

курниншнн олади. by тенгламанинг умумий ечнлиши куйнда- 
гича

_ —/ / 1 ________ \
<р = а е  2'  sin  у  4/с -  f t  +  а) +  fcsln (pt +  р).

М у^итнииг каршилик кучи  булмаса, (59,21) тенглама

+ С 1  =  //S in  ( p t )
at‘

куринишни олади ва ечнлиши куйидагича

(i =  a s in  ^|/ у  t -j- a) -j- Ь sin  (pt),

бу ерда
Ь =

с — //>»

Резонанс .\однсаси содир булганда ечилиш куйидаги кури
нишда булади: _



а, а лар бошлангич шартлардан топилади (И. В. Мешчерский 
„Назарий механикадан масалалар туплами" китобидаги 1021 — 
1024- масалалар).

6 . Такрибий гироскоп назариясига оид масалалар (11.В. Меш
черский „Назарий механикадан масалалар туплами" китобида
ги 1029— 1035, 1039-масалалар).

60- §. Масала ечишга оид методик курсатмалар

Бу параграфга оид масалаларни куйидаги тартибда 
ечиш тавсия этилади.

1. Кузгалмас координата уь;лари системасини танлаб олиш 
керак.

2. Системага куйилган замма ташки кучларни белгилаб 
олиш керак.

Система эркин .булмаса, уии боглинишдан кутказнш керак.
3. Координата укларига нисбатан ташки кучларнинг {М х\  

М {у\ М (Р )  бош моментларини зисоблаб олиш керак.
4. Системанинг заракат микдори моментини чисоблаш ке

рак ва агар лозим булса, олдин (5 9 ,6 -5 9 ,1 4 ) формулаларга 
асосан теги шли инерция моментларини топиш керак.

5. Харакат бошлангич .шартларинп аниклаш керак.
6 . (59,1) ёки (59,21) тенгламаларни тузиш  керак.
7. Тузилга н тенгламаларни ннтеграллаш керак ёки унинг 

биринчи интеграллари (59,19) ёки (59,20) дан фойдаланиш ке
рак.

8. Физик маятникларнинг кичик тебраниш даврини (59,22) 
формулага асосланиб зисоблаш мумкин.

9. Такрибий гироскоп назариясига оид масалаларни ечиш- 
дан олдин гироскопнинг учта эркинлик даражаси борлигини 
билиб олиб, кейин уни (59,23), ^59,24), (59,26) формулаларга 
асосан ечиш керак.

61-§ . Масалалар

67- масала. Асосинцнг ра
диуси г  ва баландлиги п булган 
конуснинг айланиш укига нисбатан 
(/,) ва асосининг чар кандай диа
метр»! га нисбатан инерция момент- 
лари (/2) топилсин (/5- шакл).

Е ч и ш .  Координата Укларини 
шаклда курсатилгандек килиб ола
миз. Конусни хОу  текислигига 
параллел ва ундпп z  ва z  +  dz 
масофада булган иккита текислик 
бнлан кесамнз.

Vt
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l l l v  текислпклар ва конуснинг ён сирти билан чегаралан- 
ган элементар зажмиинг инерция моментини топамиз. Жисм
нинг дифференциал зажми доправий цилиндриииг зажмнга у х - 
шаш асосинпнг радиуси у ва баландлиги dz оркали топилади, 
яъни

d V  =  Tzy2d z. ( 1)
Ажратилган элементар зажмнннг массаси

d т  =  y d V  =  7“ y2dz (2)
га тенг.

Б у  ерда 7 — конус массасининг знчлиги.
Ажратилган элементар зажмиинг z  укига нисбатан инер

ция моментини цилиндриииг инерция момептицн топиш фор- 
муласпдан аннклаймиз, яъни

dlz =  -2 y-dm =  ±-{T.y'dz. (3)

Конус учи  бурчагининг ярмнни я билан белгиласак, куйи- 
дагини оламиз:

у =  (Д - 2:)  tg я. (4)
Демак,

d!z ~  \  7s  tg4a (Л -  * ) ‘ dz. (5)

Бундан z  укига нисбатан конуснинг инерция моменти ку- 
йидагича булади:

I  =
и

j d lz =  j ^ 7~ tg1 я(А -  z y  dz =- i  7-  tg4 a h\ (6) 
(V) 0 

Конуснинг зажми

l / =  i * r 2/t =  i * r 8ctga (7)

эканлигини иазарга олсак, конуснинг массаси куйидагича бу
лади:

М  -  7 V  =  •! «7  г 3 ctg я (8)

1х =  1г =  ^ М г\  (9)

Симметрия* булганлпгидан /,. =  /у • /v ни топиш учун  аж
ратилган элементар зажмнинг у Укига нисбатан инерция мо
ментини юпамиз. Бунннг учун унинг огирлик марка-шдан у 
укка параллел килиб у, укипи учказамиз. Экваториал у, уки 
га нисбатан диск инерция моментининг формуласидан фой- 
далаисак, куйидагича булади:

dy , =  -  y-dm. ( 10)
4

Демак,

н о



Инерция мом ентнинг иараллел Уклар орасидаги муносаба- 
тн теоремасннн татбик этсак:

dly =  dlyx +  z*dm. • (11)

Топилган (2) тенгламадан фойдалансак,

dly =  7 "  У2 ( j  - f z 2) dz =  tg2 a tg2a +  z 2| • (A -  z )2dz.

[яъни у =  (A — Z)  tg a].
у укига нисбатан конуснпнг инерция моментини топамиз:

(V')

5
(12)

Конуснинг массаси М  =  — 7-  л2/г ва — =  tg а ни назарга ол-
3 /i

сак, куйидаги ^осил булади:

68- масала. Шаклда курса- 
тилган огирлиги р булган бир 
жпнслп О/Ш пластинканипг 
/А.у, ва 1уг марказдан кочма 
инерция моментлари топиленн 
(76- шакл). Ту гр н  бурчаклн 
ва тенг ёнлн ОАВ учбурчак- 
нпнг катетлгфи а га тенг.
Координата уклари шаклда 
курсатилгаи.

Е ч и ш . Пластинка сим
метрия текислигига тик, х  уки
О нуктадаги инерцияиииг бош 
уки булади. Ох уки  бош 
инерция уки булганидан /ду,
1хг — марказдан кочма инер
ция моментлари нолга тенг булиши керак:

1ху =  1 х г=  О-

Марказдан кочма /уг инерция моментини ^исоблаймиз:

у г yz dm,

бунда dm — 7 dy dz.
(.11)

Ф
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Y — пластинка мпссасининг зичлиги . 
Ш унинг учун:

а а — у

1>г = Т j j  ̂dydZ = 7 f УиУ l  ZdZ =
у ^ У 1 (1у =  1  

2  > 2
[а1 у — 2ay

Д/ =  £  - жисмнинг массаси, ш унинг учун  

га тенг булади.

No

Бунда - у  =

Ра-

09- масала. Доиравий горизонтал платформа, унинг О мар- 
казпдан у тувчи  вертикал Uz уки атрофида ишкаланмасдан ай

лана олади. Платформа устида Oz 
укдан узгармас г  масофа огирли
ги р булган киши узгармас иисбий 
и тезлик билан юрадп. Бунда плат
форма уз уки  атро(|шда -кандай м 
бурчак тезлиги билан айланади? 
Платформанннг Р  огирлигини R  ра- 
диусли дойра юзаси буйлаб текис 
таралган, деб зисоблаш мумкин. 
Бошлангич пайтда платформа би
лан кишнницг тезлиги нолга тенг 
(77- шакл).

Е ч и ш . Координата укларини 
77- шаклда курсатилгандек килиб 
оламиз. Платформа ва кишидан 
иборат булган механик системани 
текшнрамиз. Платформанннг огир- 

лиги Р, кишининг огирлиги р , тозантагининг реакцияси 7V, ва 
иодшипиикиинг рсакиияси ЛА лар ташки кучлар булади. Бу 
кучлар ё Oz укига параллел булади, ёки шу Oz укининг таъсир 
ЧПЗП1 пни кесиб утади, шунинг учун  у кучларнинг O z  укига 
нисбатан моментлари нолга тенг, яъни  М {/ ] =  0 .

Система заракат микдори бош моментининг узгариши тео- 
ремасинн О 2 укига нисбатан ёзамиз:

[

*

- ^ 1 р

77- шакл.

(IL,
dt

£- =  м [е) =  0.

Буни интегралласак:

L z — с — const. 

Харакатнинг бошлангич шартларини тузамиз.

(1)

(2)
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Бошлангич пайтда система тинч *олатда тургани учун , 
яъни t  — 0 булганда ю0 =  0, vr =  и0 =  О булади. Демак, бош
лангич пайгда:

4 I

=  У^тО пи (пи у,) =  0 . (3)
1=0 -.-1 /*о

булардан с =  0 булади. Вупи (2) га куйсак:

1г =  0. (4)

Системанинг каракат микдори момент L z платформанинг 
Oz укига нисбатан харакат микдори моменти L u билан киши- 
нинг (нуктанннг) Oz укига нисбатан харакат микдори момент 
Ц г нинг йигиндисидан иборат. Ш унинг учун:

— 1'\г +  ^2г =  (^)
Текшириш аник булиши учун  платформа соат стрелкасининг 
айланиш томонига айлаиаетибди, деб фараз кпламиз. 11латфор- 
ма харакат микдорининг момент !.и манфий, киши каракал 
микдорининг моменти (о) га мувофнк. мусбат булади.

(5У,4) ва (59,14) формулаларга асосан:

L\z  =  ! z^z =  -  0). ( б)

1-2 г ~  ~  V  =  ~ ( «  -  Vr У  =  ~  ( U -  шг) Г . (7)
8  8 8

Бу (6) ва (7) ларни (5) га куям из, у колда

—  ад -\- — (и  —  сог ) г  =  0 . (8 )
2*  g

Бундан бурчак тезликни топамиз:

ш =  — — ------ и. (9)
P R  -  2pr:

7 0 -масала. Ж уковский скамейкасида турган киши кулла- 
рини ёнга узатган вактда у ига 15 аил'мин га ту  три келадиган 
бошлангич тезлик бериладп: бунда киши билан скамейканинг 
айланиш укига нисбаган олинган инерция моменти 0,8 кГм  сек1 
га тенг. Агар киши кулларнни танасига якинлашгириб, систе
ма инерция моментини (0,12 кГмсек9 гача) камайтирса, ска
мейка билан киши К‘1ндай бурчак тезлик билан айлана бош
лайди (78- шакл)?

Е ч и ш . Киши ва скамейканинг айланиш уки вертикал на 
уларга факат огирлик кучи  таъсир килади деб .\исоблаймиз, 
у вактда

М (Г  =  0 ва Lz =  const =  0. (1)

Киши танасининг узининг айланиш укига нисбаган инерция 
момент ! и =  0,8 к Г ц  сек'2 га тенг булсин, куллаРи1Ш ёниг*
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7b- шакл.

узагган золда инерция моменти (уша укка нисбатан) /2г = 0,12 
кГм  сек? га тенг булсин.

Б о ш л а и тч  пайтдп, текширилаётган системанинг заракат 
микдори моменти нолга тенг булган. Демак, кейин зам у пол
га тенглигича колали. Бирок; кучларнинг горизонтал текислик
да (о0 бурчак тезлиги билан аиланишп заракат микдор момен
тини зосил килади (59,4) га мувофик:

L -г ~  Т>гш2' (2 )
Б у  система заракат микдори моментларининг йигиндиси нол
га тенг булиб колишлигп керак булгани учун  куйидаги тенг- 
лик кацоатлантирилпши керак:

L Z =  L U +  L 2z =  0, (3)
яъни

+  Ь гю2 =  0, (4)
бу ерда (о, — киши кучлари ни заракатлаптираётган вактда ки- 
шининг айланиш бурчак тезлиги.

Демак,
№| ~  —  о)2 (б)

Мг
ёки

п , =  _  Ь - п 2.
_ пг
Сон кийматларини куйсак:

ti\ =  — • 15 = — 100 айл'мин. (6 )
1 0 ,1 2  ' V ’

ёки
1 0 0 -  о 1 i  / , 7 4(о, = -----------=  — 3 — -  1 сек 7)
зо з ’

зосил булади.
Демак, « ,  бурчак тезлиги щ бурчак тезлигига карама-кар- 

ши томонга йуналган ва о>3 нолга тенг булганда «о, зам нолга 
тенг булади, яъни  кишининг к$ллари ва танаси т^хтайди.
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7 1 -масала. Катта маховикларни тез тСхтатиш учун  электр 
тормоз ишлатилади, бу тормоз диаметра i  равишда жойлашган 
иккита электромагнит кутбдан иборат, уларда узгармас ю к 
оладиган чулгам бор. Маховик электромагнит кутблар ёниаа 
айлаиганида унинг массасида ипдукцпялаипдиган токлар ма
ховик гардшиининг тезлиги v  га пропорниоиал булган тор
мозловчи Ж , моментни хосил килади: Лf , =  l:v, бу ерда k — 
магнит окимига ва маховпкнинг улчамига боглик булган коэф- 
фицнент. Модшипникдаги ишкаланиш момент М> и и узгармас 
деб ^исоблаш мумкин; маховикиннг диаметрп D булса, унинг 
айланиш укига нисбатан олинган инерция моменти I  булса, 
«>0 бурчак тезлиги билап айланаётган маховикиннг канча вакт
да н кейин тухташ и топиЛсип.

I:  ч и ш. Маховикка куйилган ташки кучларнинг айланиш 
укига нисбатан бош моменти куйидагича:

М Т  =  -  (М х +  AU) =  -  (kv 4- М ,) (1)
Ш у сабабли, маховик учун (59,21) тенгламанн тузсак:

ёки v ни —  билан алманпирсак, куйидагича булади:

_  kDt
dt ~

-I- Л1.

Бундан узгарувчиларни ажратамиз: 

ш -—  =  - d t .

Буни иитегралласак:

2/

kD
— тIn

"о
и

Г = ^ { | п ( ж ! +  > а , 0) - 1 п М , }  =  ^ 1 п ( . + ^

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(6')~  2/ . Л  . kD  \Т  =  —  In . 1 -}--------о»,,) сек
kD  \ 2 М 2 7  

булади.
72- масала. Радиуси г  булган вал арконга осилган тош ер- 

дам ида горизонтал у к  атрофида айланма харакатга келтири- 
лади. Харакат бошлангандан бир оз вакт утгач, валнинг бур
чак тезлиги узгармас микдорга якин булиши учун  валга бир 
хилда булган п та пластинка бириктирилган; пластинкага 
таъсир килувчи хавонинг каршилиги бурчак тезлигинииг ква- 
дратига пропорционал ва айланиш укидан R  масофада пластин
кага нормал куйилган кучга келтирилади, бунда пропорцно-
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наллик коэффициент k га тенг. Тош нинг массаси т\  замма
айланувчи кнемларнинг айланиш укига нисбатан олинган инер
ция моменти /; аркой массаси зисобга олинмасин. Бошлангич 
пантда валпинг бурчак тезлигини нолга тенг деб зисоблаб, 
валнпнг бурчак тезлиги аниклансин. Таянчлардаги ишкаланиш 
зисобга олинмасин.

Е ч и ш . Масаланпнг шартига биноан, айлантирувчи момент

М\ , =  ( 1)
тормозловчи момент эса

M 2 =  - k n R i  о2. (2)
Харакатнинг бошлангич шарти куйидагича:

t — 0 булганда о>0 =. О (3)
булади.

Вал учун  айланма заракат ди } ференциал тенгламаенни т у 
замиз:

m%r  — (4)

бу ерда /, — айланаётган массаиинг инерция моменти булиб, 
микдор куйидагига тенг:

1г =  /  -{- т г \ (5)

(4) тенгламадаги узгарувчиларни ажратсак, куйидаги нис- 
бат зосил булади:

_  1 k n R  </с-> , V k n R  (Uо / п .adt------- +  - — г ------------------------------(6)
J m gr — | knRv> у  m g r -f у  кШ\ш

бу ерда

m g n k r R .
1 4  т г -

(5) тенгламанинг чап томонини пакт 0 дан t гача булган 
ораликда, унг томоннда со булса, 0 дан «> гача ораликда интег- 
ралласак:

, t  =  la Y M ± V M j i .  (7)
У mgr — У  knRta

булади.
(7; тенгламани ш га нисбатан счамнз:

" - У ш  S -
Демак, t катта цийматга эга булганда

pat _ I
11m —------- =  1 (9

i —  ea,-t 1
б^лар экан.
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В у н гя  ясосан (Я) формуладан валнинг айланиш бурчак тез- 
лигп тахминан

=  Л / Ш  1 /сек 
У knR

га гснг.
7 3 -масала. Сейсмографлпрда, яъни еркимирлашни кайд ки- 

лунчи асбобл фда физик маяшик булади; маятникнинг осилиш 
у К и вертикал билли г бурчак ташкил килади. Осилиш укидан 
маятникнинг огирлик марказигача булган масофа а га тенг, 
осилиш укига параллел булиб, огирлик марказидан утган ук- 
К'а нисбатан маятник инерция моменти /с га теиг. Маятникнинг 
опфлиги Р. Маятникнинг тебраниш даври аниклансии (78- 
шакл).

Е ч и ш .  Физик маятникга вертикал била i тебрангич инер
ция марказини курсатувчн ОС ту  три чизпк орасидаги чизик
ли » бурчак оркали харакат бирамиз.

М аятникнинг Oz уки атрофидаги кичик тебранишнинг. 
дифференциал тенгламасйнн тузамиз

Параллел укларга нисбатан инерция моменти (59,11) тео
ремага асосан куйидагича булади:

/„ = / е +  -< А  (1)
1 К

Маятникга куйилган ташки кучларнинг О г, укига нисба
тан ташкил килган моменти:

Af/f *= — Ра sin  а. (2 )

Демак, бу масала учун (59,21) тенглама куйидагича булади: 
л ,  _ 0_ (3)
dt2 g lc +  Ра2

B y  дифференциал тенгламанн интеграллаймиз:

9 =  Л sin  l /  t +  В  cos t. (4)
У gL + Pa? У gL + fia*glc + Pa? f g/c

Демак, 9 бурилнш бурчаги тебраниш даври

7 =  2 - 1 /  i k  х  Ра
г / ’ас sin

Ра2
>ае

булган гармоник тебраниш коиуни билан узгарар экан.
7 4 -масала. А жиемнинг Oz Укига нисбатан олинган /г инер

ция моментини аниклаш учун , уни эластик вертикал 0 0 , стер- 
женга бириктнриб, А жиемни Ог ук  атрофида кичкнна ?0 бур- 
чакка айлантириш йули билан шу стержень буралади ва 
тебрантирнб куйилади. 100 та енлкиниш 100 7\ =  2 мин давом 
эгган, бу ерда Г, — ярим давр; аержень эластик кучинииг 
моменти бурилнш бурчагига пропорционал ва с? га тенг бул
гани учун стержень гармоник тебранма харакат килади, с
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80- шакл.

коэффициентпни аниклаш учун  
иккинчи тажриба утказилган; 
стерженнинг О пук'тасига радиу
си г  — 15 см, огирлиги Р = ] , в к Г  
булган бир жинсли доправий 
кесимли диск оснлган, бунда бир 
силкиниш 7, =  1,5 сек давом эт- 
ган. Жисмнинг инерция моменти 
l z аниклансин (80- шакл).

Е ч и ш . Координата укларини 
80- шаклда курсатилгандек йу- 
налгирамиз.

Бнриичи тажриба шартидан 
стерженнинг бурилишидаги ки 
чик тебранишииинг заракат диф
ференциал тенгламаси куйида- 
гича булади:

i ^ + cf = ° -  (■)

И ккинчи тажрибада Oz Уки
га нисбатан дискнинг инерция

моменти /г, =  —  га тенглигини

зисобга олсак, бу золда бури- 
лиш кичик тебранншининг зара
кат дифференциал тенгламаси 
куйидагича:

[ 4 r ly £ i  
) dt2

(1) тенглама даври

I т ~  ) +  с<? =  0.
\Jg I  dt-

Т ,  =  2*  / £

булган гармоник тебранишга, (2) тенглама эса даври

Т а =  2т. V  ££.

булган гармоник тебранишга мосдир.
(3 па (4) теигликлардаи с ни чицарамнз, бунинг 

уларни квадратга оширнб, бирини иккинчисига буламиз:
Р г -

(2)

(3)

(4)

учун

(5}

lo t



Б у  тенгламадан I z ни топамиз:

j  Р г ' Ш (6 )
*g W

Сон кийматларини куйсак, куйидаги ,\-осил булади:

, 1,6 • 0,15- 1,2а л и  7 г  ?/ =  -------1—  • —  =  0,11/ к Гм сек2.
z 2 . 9 , 8 1  1,5-

75-масала. Машииалар пойдеворларишщг горизонтал теб- 
ранишларини ёзувчп виброгрофда учида юки булган ричагдан 
иборат 0 4  маятник, узининг О горизонтал 
уки атрофида тебрана олади; ОА маятник- 
ни унинг уз огирлигп ва спираль пружина 
вертикал вазиятда, тур гун  мувозанат .40- 
латида ушлаб туради.

Опии бурчаклари кичик булганда маят- 
никппнг хусусий тебраипшларп даврипинг 
Канча булишлиги аниклансин: маятник 
огирлигининг осилит укига нисбатан олин
ган максимал статик моменти Q • h =
=  4,5 к Г  - см, шу у к К а нисбатан олинган 
инерция моменти / =  0,003 к Г  • см • сек2 
К'арш нлиги бурилнш бурчагига пропор- 
циопал булган пружинанинг бикрлик 
коэффнцненти с =  0,1 к Г  • см маятник му
возанатда турганпда пружина тортилмаган 
булади. Каршнлнклар хисобга олипмасин 
(81 -шакл).

В ч и  h i. Маятннкни мувозанат ^олати- 
дан ? бурчакка огдирамиз. Ташки кучлар- 
дан О нуктага нисбатан олинган момент:

М М  =  - c * - Q h  ср. (1 )

Бурилишнп ни^оятда кичик деб ĵ hCv блаймиз. М аятник теб- 
ранишининг дифференциал тенгламаси куйидаги куринишда 
булади:

Q/г)? =  0. (2)

81- шакл.

1 ®  +  {с dt* К

(3)

Бу тенгламадан куриниб турибдпки, маятник гармоник теб- 
ранма чаракат килар экан ва унинг тебраниш даври куйида
гича булади; ______

Т =  2 - 1/ . !  . .
Р с -)• Qh

Б у  тенгликка кийматларнинг сон микдорларини куям из:

Т  -  2 ■ 3,14 I / - M L .  =  2 • 3,14 • 0,08 =  0,5 сек,
\ 0,1 -f- 4,5
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76- масала. Радиуси 30 см ли диск шаклидаги пирилдок 
узииинг симметрия уки атрофида 80 сск~х бурчак тезлик 
билан айлапади. Диск симметрия уки буйлаб йуналгаи ва узун - 
лиги 20 см булган у к ка урнатилгап.

Харлкаг мпкдориинпг бош моменти симметрия уки буйлаб 
йуналгаи ва А» га тенг деб флраз килиб, пирилдок мунтазам 
прецессиясинииг бурчак тезлиги анпклансии (82-шакл).

\1 ч и т .  Пирилдок мунтазам 
прецессиясинииг бурчак тезлиги 
(59, 23) формуладяи топилади.

Пирилдокиннг симметрия укига 
нисбатан инерция моменти ^уйида- 
гига тенг:

Ш унинг учун (59, 23) д а т

( 1)

(2)

Бу (2) тепгликка мицдорларнииг сон 
нзланган натпжа келиб чш;пдп:

2 • 9,81 • 20

80 • 153
-  = 2 ,1 8  сек—1

кийматини куйсак,

(3)

7 7 -масала. Кемага 
урнатилгап тез юрар тур 
бина подшипиикларига 
тушадиган максимал ги- 
роскопик босим аниклан- 
син Кема ротор укига тик 
булган у к  атрофида чай- 
Калади, чайкалишипнг 
амплитудаси 9Э ва даври 
15 секунд. О и р  mm 200 к Г ,  инерция радиуси 0,8 м булган 
рогор минугига 18О00 марта айлапади. Подшнпнпклар ораси- 
даги масофа I м (S3 шакл).

Е  ч и ш. Оу уки атрофида

83 ш акл

я  . 2 г . ,
9 =  — Sin — t
т  20 15 (О

конунп билан чайкалишп нагижасида, кемада бурчак тезлиги



га тенг булган айланма к^чирма ^аракат ^осил булади. Т у р 
бина *аракат микдори бош моменти куйидагига тенг:

/ .* = / _ . ш — — г 2ш. (3)
g

Харакат микдори бош моментининг векгори Оу уки буйича йу- 
налган.
ш вектор ва ше векторлар бир-бирига ти к. (59, 25) формулага 
асосан максимал гироскопик моментни топамиз:

. Р  о 2я8 200 /л 0Ч2 18000 г. 2г.2

LWsaL**‘ ““ *  ? ’ эоо =  *5Г (0,8) “1 5 “  • 300 =
=  —  . 0,64 • 600 • 3,14 • —  =  1615 кГм .

9,81 300

Гироскопик моментнинг вектори со ва векторлар оркали 
утказилган текнсликка тик йуналгаи ва y L {2) нинг учидан Ка
раганда, «) векторнинг we вектор билан якин йул утиб к°пла- 
ниши соат стрелкасининг ^аракатида куриииши керак.

Гироскопик момент векгориии куйидаги ЖУФТ КУЧ билан 
алмаштирамиз:

F ^ - O xA =  LV\ (5)

бу ерда Г (г) — турбина подшипникларига тушадиган максимал 
гироскопик босим. 0|Л =  1 м булгани учун  (5) теигликдан 
куйидаги келиб чикади:

Я * ) = Й  =  Ц ! 2 = 1 6 1 о « ЛO iA  1

7 8 -масала. Артиллерия 
снаряди огирлик маркази тра- 
екториясииииг уриимаси атро- 
фида снаряд симметрия уки- 
нииг тула айланиш вакти Т  
аниклансии Б у  ^аракат сна- 
ряднинг укига огирлик марка- 
зидан А =  0,2 м масофада 
Куйилган /^=2140 к Г  микдор- 
даги ^аво каршилик кучи 
таъсиридан юза га келади, бу 
к у ч  траектория уриимаси- 
га параллел. Снаряднинг сим
метрия у'к и га нисбатан jjapa- 
кат микдорииииг моменти 
590 к Гм  сек (84-шакл).

Е ч и ш . .\аво ка р ш ти к  кучи  снаряд огирлик марказига 
нисбатан айлантирувчи момент ,\осил килади, яъни

84 шакл.

Щ е) =  — f h  s in  'f. (О
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Снаряд юцорпга огдирилмаслиги учун , ташки F  куч  мо
ментининг мпклори (59, 25) формуладан тониладиган ги- 
роскопик момент билан мувозанатлашади:

/.<*) =  I o)0)fi s in  ср, (2)
демак,

ёки

бундаш

/,(*) =  M W {F)  (8)

/cowtfS in 'f  =  F  ■ //S lll'f,

" *  ■  Ч г -  (4)

Снаряднинг симметрия уки гироскопик моментга тиклиги 
туфайли траектория -  уриима атрофида Т  даврли мунтазам 
прецессиланувчи айланма ^аракат килади:

7 ' = -  =  ^ .  (б)
°V f" ' h

Бунга сон кийматларини кУямиз:

т  2 . 3 , 1 4 - 5 9 0  Q сс I  = ----------------- =  8,66 сек.
2 140- 0, 2

7 9 -масала. Авиация тахометрниииг АВ  .^алкасн А ук  ат- 
рофида айлаиа олади: А ук  .чалка диаметрларннииг бирнга 
тугри келади ва тахометр айлаиадиган укка тик килиб урна
тилган; халка ВС  тортки билан асбоб стрелкаси туташтирил- 
ган огир муфтага бириктирилган булиб. спиральпружииа билан 
сикилади ва бошлангич назнятта келади; бошлангич вазият 
Залкаиииг узуиасига кетган уцп пружина тортилмай турганда 
*осил килгаи 'fс бурчакка тугри келади.

Тур гун ли к карор тоиганида тахометр бурчак тезлиги со 
билан зал ка укинннг тахометр укидаи опии бурчагн ср ораси- 
да кандай боглаииш б ултп лп гн  аниклансин; халканинг эква
ториал ва кутб инерция моментлари А ва С, муфганинг огир- 
лиги V. масофа А В =  а, ватариинг узунлиги ВС =  1> ва пру
жинанинг бикрлик коэффнциенти СкГсн\ пружинанинг каршилигс 
моменти бурилиш бурчагига проиорционал ВС  торткининг

ошрлиги ва ишкаланиш кучи  хисобга слинмасни. — ни купи

бнлан иккинчи даражали ^адларигача булган аниклик билан 
хисобланилсин (85-шакл).

Е ч и ш . Тур гун ли к карор топгаиида ср бурчак узгармас 
булиб колади.

С муфга ва А ^алканинг богланишини С в  ватар буйлаб йу- 
налган Т  реакция билан алмаштирпб йукогамиз. Тур гун ли к 
баркарор ^олагда С муфта мувозанатда булади. Тахометр уки -

158



га нисбатан Т  кучи  таъсир чизпгининг огган бурчагини 
билан белгилаймиз. 85 шакл, б дан

7 cos 6 -  Q (1 )

экаилпгн куриниб турибди.
САВ учбурчакдаи

sin  •!» =  у  соscp. (2)

(2) ни назарга олиб cos  ̂ни топамиз:

c o s t =  ( l  — ^  cos2cp); ^  1. (3)

85- шакл.

Пружина реакциясининг моменти:

М , =  ф 0 — 9). (4)
Рамага куйилган 7 кучиинг моменти:

M AB(T )  =  Th. (5)

Бу  икки момент тахометр рамаларинн мувозанатда ушлаб 
туради, бундан:

h =  a sin(90° — 9 — й) =  a 'cos ф cos 9 — sin  'Ь sin 9). (6 )

(1), (2), \3) ва t6) ларни назарга олиб, (5) дай М Ао — {Т )  ни 
топамиз;



d l =  tf//foA,siiif. (8)

By инерция кучи  жуфт момент ^осил килпши 85-шакл, а 
дан куриниб турибди, яъни

М  (Г) =  — ю2 s in  у cos r\ (Silm, (9)
i*

бунда

Jp'dm =  / , , (10)
V-

бу ердаги p 85-шакл, 6 да курсатилган I f  ̂ С — А.
Энди (9) формуладан:

М  (/) =  — (С — Л )oasin'fcos'-p. (И )

Рамаларнинг шартли мувозанат тенгламасйнн тузамиз:

М (Т) +  М 1 +  М Ав(Т) =  0. (12)
(12) тенгламага (4), (7), (11) ларлан цийматларини олиб 

куйиб, изланаётган муносабатни топамиз:

Рамага марказдан ц о чувчи  инерция кучи н н  к?шамиз;

СZ
с(?и — <f) +  Q ' <*( 1 — ~  bin Ч ) cos 9 

со2 = ------- (13)
(С — / Ijsh i 'f cos -f

To  мувозанат долатига келгуннча <р бурчак маълум кийма- 
тигача узгаришида

£  ( М )(it
нисбий бурчак тезлиги ва гироскопик момент .^осил булади 
(85-шакл, г).

Гироскопик момеАт А В  ук  ма^камлангаи иодшипникларда 
кушимча босим >;осил килади, ? бурчаккаэса >;еч цандай таъ- 
снр курсатмпйди.

62-§ . Материал нуцталар системаси
кинетик энергиясининг узгариши >;ацидаги теорема

Системанинг материал нукталари кинетик эиергияла- 
рининг йигиндисн системанинг кинетик энергияси деб атала
ди, яъни

(62,1)
" Я

Б у  ерда пи — сттем анинг v нуцтасининг массаси; 
г/, — уша нуцтанинг тезлиги;



Г — системанинг кинетик энергияси. Система гео
метрии- узгармас на ^аракати илгарилама булса, уипиг кинетик 
энергияси куйидагича булади:

(62,2)

бу ерда М  =  т ,  — система массаси;

i ' c — система инерция м рказииниг тезлиги.
1\У31 алмас у к атрофида айлаиувчи кагтик жисмиииг кине

тик энергияси куйидаги формуладаи топилади:

=  (62,3)
п

б у ерда 1г т .  г 2 — к аттик жисмиииг айланиш Уки г  га

нисбатан инерция моменти; «> — айланаётган жисмиииг айланиш 
бурчак тезлиги.

Текис нараллел .^аракатдагп жисмиииг кинетик энергияси 
куйидаги формуладан топилади:

7' =  -I.W :',- +  - i / y  (62,4)

бу ерда /VI — жисмиииг массаси;
г\. — инерция марказининг тезлиги;
1С — .\аракат текислнгига тик ва жисмиииг инерция 

марказидан утган укца нисбатан жисмиииг инер
ция моменти;

— жисмиииг шу ук атрофида айланишининг опий 
айланиш бурчак тезлиги.

Кузгалмас нукта атрофида айланаётган жисмиииг кинетик 
энергияси куйидагича топилади:

Т  =  i  (62,5)

бу ерда /„ — опий айланиш укпга нисбатан жисмиииг инерция 
моменти.

о) — оний айланиш бурчак тезлиги.
Кузга лувчи  л*, у , г  координата укининг бошини жисмиииг 

кузгалмас О нуктасида олсак, куйидаги досил булади:

7 ' Я  / у (0У “f  I А -  2 / уг(0уШг  ~

— 2 ^ v'V .v -  2 A -yV y)* (62,6)
Бунда wr , wv, о), -  оний айланиш бурчак тезлигининг тегиш- 

ли уклардаги проекцияси.



Агар -v, v, г  уклар О кузгалмас нуктадаги жиемнинг бош 
инерция $'клари булса, /уг =  1гх — /ху =  О булади, бундан

•/„,4 + / ,"■ ;) . (62,7)

Каттик жисм умумий ^аракат килганнда унинг эуаракати 
жисм инерция маркази билан биргаликда циладиган илгарила- 
ма ^аракатга ва инерция маркази атрофидагн айланма .̂ ара- 
катга ажрагилади ва кинетик энергиясинииг формуласи куйи
дагича булади:

1 - \  . U r f f i / X ,  ■ (62,8)

бу ерда М — каттик жиемнинг массаси;
г '(. — жисм инерция марказининг тезлиги;
1С — жисм инерция марказидан утган оний укка нис

батан жиемнинг инерция моменти;
о) — онин айланиш бурчак тезлигинпнг микдори.

Агар кузга лувчи  .v, у, z  координата укининг боши учун 
жисм инерция марказини олсак, куйидагича булади:

I  Mvi- - f  ^  (/,<"} -]- /у<"у 4 /*<•’*—

-  2 /ух»у » г -  2 /гл‘°г(,,л -  2 / гу<".и\). (62.9)
Агар .V, у, z уклар ^ош марказпй инерция ук-тр и  булса,

оуладн, у ^олда

г= I  M v \  + i  (/,»,v;-/vs-,-/X). (62,10)
Мураккаб ^аракатда булган материал иукталар спстемаси- 

иинг кинетик энергияси куйидаги формуладан топилади:
П

7 =  1  Mv'c +  j  u i , (62 ,11)

бу ерда « ,  — системанинг v материал нуктасининг писбнй тез
лиги.

Система кинетик энергиясинииг узгариши хакидаги теоре
ма бундай таърифланади:

d T  =  d 'A {e) -\-d'A^\ (62,12)

яы ш  система кинетик энергиясинииг дифференциала сие- 
темага цуйилган ташци ва инки кучлар бажарган элемен
та р  ишларнинг йипшдисига те нг:

^  =  Л/“ ) +  Л Л  (62,13)
at



яъни систе ма кинетик энер гиясидан вацтга нисбатан олин
ган .\ocu.\a системага цуйилган т а  ищи ва ички кучлар Кув
е йт лари нинг йигиндисига тенг:

Г  — 70 =  А(е) Н- А{1\ (62,14)

яъни система кинетик энергиясининг, система нуцталари 
у тга н  маълум йулдаги узгарииш, системага цуйилган таш - 
/,•// ва ички кучларнинг шу йулда бажарган ишларининг йи
гиндисига те н г.

.Материал нукталар системасн узгармас булганда, у абсо
лю т катти к жисм булганда ички кучлар бажарган нипарнпнг 
йигиндиси нолга тенг буладн ва (62,12), (62,13), (62,14) фор- 
мулалар куйидаги куринишни олади:

( IT  =  d 'A[,'\ (62,15)

d-~  =* i\,{e\ (62,16) 
at

7 -  Т 0 =  А<‘\ (62,17)

Материал нукталар системпсининг потенциал энергияси, 
системанинг ^амма нуктасннинг координаталари функциясн* 
дир, яъни

// =  //(A-t ,у„  г и х ъ  у ,, г ъ ............. х„, у„, г„). (62,18)

Материал нукталар системасн потенциал майдоида кучиши- 
да потенциал кучн н нг бажарган ишп бошланшч ва охиргн 
лолаглардагп потенциал энергпяларнниг айпрмаспга тенг, яъни

Л =  //, — П 2. (62,19)

Потенциал кучн н нг элемснтар иши потенциал эиергиянинг 
тескари и шора билан олинган диффереициалига тенг, яъни

d'A  =  -  d ll.  (62,20) •

Системага куйилган .\амма кучлар потенциал куч булса, 
системанинг кинетик ва потенциал энергияларннинг йигиндиси 
узгармас булади, яъни

Т  -|-//«= const. (62,21)

Бу параграфга оид масалаларни куйилаги икки типга аж- 
рптиш мумкин:

!) системанинг кинетик энергияси ^исобланаднган холга 
оид масалалар;

2) система кинетик энергиясининг узгарнши ^акидаги тео- 
ремагп асосаи ечиладшап масалалар: система битта жисмдаи 
ибораг булган ёки система бир канча жисмдаи иборат булган 
*олга оид масалалар.
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Система кинетик эпергнясннннг узгариши ^акпдаги 
теоремага асосланиб ечиладиган масалаларнн куйидаги тартиб- 
да ечиш тансия этилади.

1. Координата укларини танлаб олиш керак.
2. Снстемага куйилган .\амма ташки ва ичкн кучларни нфо- 

далаб, шаклда курсатиш керак. (Узгармас система булса, фа- 
кат ташки кучлар олинади.)

3. Система нукталарининг кучишида снстемага куйилган 
ташки ва ичкн кучлар бажарган ишларнинг йигипдисини то 
пиш керак. (Система узгармас булса, фа кат ташки кучлар ба
жарган ишнннг йигиндпси топилади.)

4. Система нукталарининг бошлангич ва кейинги пайтда- 
гн тезликларпнн топиш керак. Агар система нукталарининг 
^аракат тенгламалари берилгап булса, пукталарипиг >;ар кан- 
дай вакт учун тезликларини топиш керак.

0. Материал иукталар системасипинг бошлангич ва кейинги 
пайтдаги кинетик энергияларнни хисоблаб топиш керак:

а) система плгарнлама харакат килаётгап булса, унинг ки- 
петпк энергияси (62,2) формуладан топилади;

б) система берилгап у к атрофида айланма харакат килаётгап 
булса, унинг кинетик энергияси (62,3.» формуладан топилади;

в) снстемага кпргаи жисм текис параллел харакат килса, 
оу холатда системанинг кинетик энергияси (62,-1) формула билан 
хисоблаб топилади.

6. Кинетик энергиянинг узгариши .хакидаги георемадан 
фойдаланиб тенгламалар тузиш  на тузилган ифодалардан из
ланаётган номаълумларии гоннш керак.

(62,14) тенглама факат берилгап снстемага таъсир килаётгап 
кучлар узгармас ёки у кучлар вакт функцияси булганда jjaxi- 
да масалага берилгап ва изланаётган механик микдорлардан 
та in карп тезлик ва система таркибидаги жпсмларппнг кучииш 
кпргандагпиа куллапплади.

(62.12) тенглама масалага кирган берилгап ва и?ланаётган 
механик мпкдорлар олдинги масаладагпдек булпб, сисгемага 
таъсир килаётгап узгарувчп кучлар тезликка боглик булганда 
Куллапплади.

(62.13) тенглама масалада жиемнинг чизикли тезланишиии 
(жисм плгарнлама харакатда булганпда) ёки жиемнинг айла
ниш бурчак тезланишиии (жисм анлаима харакатда булганда) 
топиш керак булганпда ёки аксиича, улар берилганнда кул- 
лапилади. Бу  параграфга оид масалаларнн куйидаги асосий 
икки типга булиш мумкип.

1. Системанинг кинетик энергияси хисоблаиадпган масала- 
ларга (И В. Мешчерский „Назарий механпкадан масалалар 
туплами" китобндаги 1040— 1048-масалалар). Бундай типдаги 
масалаларнн ечишда куйидагпларни иазарда тутиш  керак:

63- §. Масала ечиш га оид м етодик курсатмалар
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а) системага кирган жисм илгарилама .\арзкат килаётган 
булса, унинг кинетик энергияси (62,2) формулага асосаи то 
пи л адн;

б) жисм кузгалмас у к агрофида айлаиаётган булса, кинетик 
энергияси (62,3) формулага мувофик топилади;

в) системага кирган жисм текнс параллел чаракат килса, 
кинетик энергияси (62,4) формулага мувофик топилади (И . В. 
Мешчерский „Назарий механикадан масалалартуплами* кито
бидаги 1045, 1046-масалалар).

2. Витта ёки «'nip нсчта жисмдаи иборат системанп, система 
кинетик энергиясининг узгариш теоремаспии куллаб ечилади- 
ган масалаларга.

Вундай типааги масалани куйидаги учта групиага ажратиш 
мум кии:

а) кпнегик эиергиянинг узгариши теоремаснга, яъни (62,14) 
формулага мувофик ечнладиган масалаларга (И. В. Мешче- 
рский „Назарий механикадан масалалар туилами4* китобидаги 
1053— 1074-масалалар). Системага таъсир килаётган кучлар у з 
гармас (модули ва йуналпши) ёки улар куч функциясн бул
ганда (62,14) тенглама татбик килииади;

б) система кинетик энергиясининг узгариши дифференциал 
теоремаснга, яъни  (62,12) формулага мувофик ечнладиган 
масалаларга;

в) системага таъсир килаётган кучнннг куввати билан ки
нетик энергияси орасидаги богланиш теоремаснга, яъни (62,13) 
формулага мувофик ечнладиган масалаларга (11. В . Мешче
рский „Назарий механикадан масалалар туплами“ китобидаги 
932—931, 940—942, 1091-масалалар).

Масалада жисм илгарилама ^аракатда тезлиги ёки (айлан- 
ма харакатда) бурчак тезлиги берилганда ёки уларни топиш 
керак булганда (62,13) формула татбик килииади.

64-§. Масалалар

80- масала. vQ тезлик билан харакат килувчи  трак
тор гусеницасннинг кинетик энергияси хпсобланспн. Рилди- 
раклар орасидаги масофа / гнлдиракларнинг радиуслари г, гу 
сеница занжири хар метрииинг 
огирлиги 7 (86-шакл). ^

Е ч и ш .  Кооришата укла- 
рнни шаклда курсатилгандек 
йуналтирамнз. Гусеннцанинг 
т  массаси ни топамиз:

т~А  (1)
8

бу ерда
L  =  2(/ +  - г )  (2)

— гусениианинг узунлиги. 66- шакл.
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Гусеница тскис параллел чаракат килади, шунинг учун  
унинг кинетик энергияси (62,4) формуладан топилади.

Гусеницапнйг ерга тегиб турган элемептар кнсмларининг 
абсолют тезлиги нолга тенг, luv сабабли:

П  =  vn
бу ерда v r — гусеницанинг нисбий .\аракати тезлиги.

(3) ни иазарга олсак, куйидаги хулосага келамиз:
Ш,

7ку ч —  ̂нис —
2 g

демак,

(3)

(4)

(5)

15у тенгликка (2) ва (3) ларни ку  сак, куйидаги .\осил бу
лади:

T = 2 ± { l  +  T . r ) v l 
к

( 6 )

///

81-масала. Горизонтал текнсликда жойлашган планетар 
механизмни бир хилдагн учта 1, I I  ва II I  гилдираклпр укларн- 
пи туташ тирувчи ОА кривошип харакатга келтиради.

I гплдпрак кузгалмас; кри
вошип <•> бурчак тезлиги би
лан айланади. .\ар кайси ги л 
диракнинг огирлиги Р  га, 
кривошнпнинг огирлиги Q га 
тенг.

Гилдиракларни бир жинсли 
диск ва кривошпплпрнн бир 
жинсли стержень деб фараз 

килиб, механизмнинг кинетик энергияси хнсоблансип. I I I  гил- 
днракка куйнлган жуфт кучн н нг иши канчага тенг. (87-шакл)> 

Е ч и ш .  Бу системанинг кинетик энергияси куйидагича бу
лади:

/ =  T t +  T 9+  Г ,.

бунда 7,, 72, 73 — тегмшлича кривошип ва II,  II I гилдираклар- 
нинг кинетик энергнялари. (62,3) форм) лага асосаи кривошип- 
иннг кинетик энергияснни топамиз:

[_Q QA2 t.j8== Q 
2 g '

T t L IGr- i 2 _  SQ* ^?(l 2
2 2 g 3 bg 3g

Гнлдиракларнинг кинетик энергияснни (62,4) формуладан
топамиз:

T2 =  \ ~  Vh + ^  /„<»). 
2 g 2 

7  1 P  4 1 * / 9*8 7  t/4 “Г  T  ‘A w j, 
* g 2

(2)

(3)
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бу ерда /я f /д — шакл текислигига тик ва В , А нуктадан ут* 
гам укларга нисбатан тегишлича II ва II I  гилдиракларнинг 
инерция моменти;

(о2 ва «>,—■тегишлича шу гилдиракларнинг абсолют бурчак 
тезликлари.

А ва В  иукталар кривошиидя булгани учун :

Va — О \ • =  t /'w,
Vb =  ОВ •<о =  2 А'), (4)

бундан ташцари,

(5)

/ гилдирак кузгалмас булгани учун  у билан II гнлдирак 
а^цегишган С нукта— II гилдиракнинг тезлик оний марказининг 

тезлиги нолга тенг. Буига биноан

vb =  СВ «>2 =  /чча, (6 )

; «бунда
с'л _  2r<« Q

ч__  (,)2 =  — =  —  2w. (7)

 ̂ Параллел уклар л i рофнда лйланаётган жиемнинг бурчак 
тезлигини кушишга асосан (кривошнига нисбаган) I I  гилди- 

Ч  ракнинг нисбий бурчак тезлиги куйидагича булади:

О)̂  =  <»., — 10 = 2 О) — Ш =3 Ш. (8)

—\ I I  ва I I I  гилдиракларнинг радиусларн тенг ва улар бир бири 
, билан ташки сирти тегишганн учун  уларнинг нисбий бур

чак тезликлари микдори жи.\атдан тенг ва карама-карши то- 
монга йуналгаи, шунга асосан:

(9)

Sviua теоремага асосан II I  гилдиракнинг абсолют бурчак 
тезлиги куйидагича булади:

(j>3 =  J - f  й) я  — (l) -j- ш =* 0. (Ю)

Демак,
7, =  -  — 4 r V - h  1 - | ^ 4  г ? ш2 =  3 -  r 2<"2, (11)



(о3 =  0 булгани учун , I I I  гилднракка куйилган жуфт к у ч - 
нинг иши нолга тенг.

8 2 -масала. Кулисали мехапизмдаги ОС кривошип» шакл 
текислигига тик булган О ук  атрофида снлкннгаиида А пол
зун ОС кривошип буйлаб силжиб, АН стержении -\аракатга 
келтирадп; АН стержень вертикал К  йуиалтирувчиларда .\apa-

Л ползун ва АН  стержень, плгарнлама харакат кил мок да, 
демак, улариингкинетик энергияси куйидагича булади:

ОС кривошип эса айланма ^аракат килмокда, демак, унинг 
кинетик энергияси куйидагича булади:

Механизмиинг кинетик энергияси стержень билан ползун- 
ипиг кинетик энергияси хам да кривошип кинетик энергияси- 
нинг йигиндиспга тенг, яъни

t

кат киладп. У зуплпгн  R  булган 
ОС кривошип массаси т , . ,  бул
ган бир жиислп стержень деб 
хпсобланспп; ползун массаси шл, 
АН стержень массаси ///с га тенг. 
ОД =  /. Механизмиинг кинегпк 
энергияси на ОС кривошишппп 
бурчак тезлиги айланиш бурча
ги ф\ нкпияси оркали нфодалаи- 
сип. Ползун материал нукта деб 
хисобланснн (88-шаклк

Я 8 -  ш а к л .

К ч и ш. Координата укларини 
88-шаклда курсатилгандек килиб 
оламиз.

( 2 )

( 1)

т  , т и 
Г j  =  ---------  /2 О)2 s e e 4 ср. (3)

(4)

Бунда

(5)

7 =  7 , +  7 2.
еки

7 =  - -  —  [//icft2cos‘v т  3 17( т А )].
bCOS*f

1бЬ



83 масала. Танк унинг туртта гнлдирагини (>;ар томонида 
нккнтадан) айлантирувчи двигатель ёрдамида >;аракатга кел- 
тнрнлади. Гилдираклар узларинннг чикик жойлари билан rv - 
сеннцанн нлиб киргиза ли. Танк .чаракатлана бошлаганидан 8 
секунд утгаидан кенин у 36 к ч ’соат тезлик бнлан юради. 
Агар танкнпнг гнлдирак ва гусеницаларсиз огирлиги /J, — 5 т  
,\ар ь;айси гилдиракнинг огир- 
лнги Р 2 — -00  к/\ -\ар кайси гу - 
сеиицанинг огирлиги Рл =  5 0 0к! 
булса, танк двигагелининг урта- 
ча куввати аниклансин. Гилдн- 
раклар бир жинсли диск деб 
чисоблансин (89- шакл).

К ч и h i . Текширилаётган сис
тема:

1) илгарилама чаракат кила- 
ёгган танк кориуси, 2) >;ар кай-
сиси танк билан бирга илгарилама ва шу вактда танкка нис
батан ушандай тезлик бнлан ннебнй .чаракат килаётган икки
та гусеница ва 3) уз укининг атрофида айланма .чамда у 
билан бирга илгарилама чаракат килаётган, яъни текис па- 
раллел .чаракат килаётган туртта гилднраклардан ибораг.

/

89- шакл

Танк корпусининг Г , кинетик энергияси:

т  _ 1 Л
1 2 R

Гусеницаларнинг Т 2 кинетик энергияси:

Т., =  2 • 2 1  (/ - f  r.r)v* =  2 l— — v'2 -+ 
8 V2 Я

Гилдиракларнинг Г 3 кинетик энергияси:

Л, ,2\ =  2 - 3

7s =  4 ( ± /j „ » - L  1  
- g

( 1)

(2 )

( 3)

Гилдирак уки нуктасининг тезлиги танкнинг илгарилама 
чаракат тезлиги v га тенг.

Демак, гилдиракнинг айланиш бурчак тезлиги о — — була

ди, бу ерда г — гил.тирак радиуси.
Гилдиракнинг инерция моменти куйидагига тенг булади 

(узлуксиз цилиндр):

Буларга биноан гилдиракларпинг кинетик энергияси:

7 3 =  4 ( 'У-с* 1 Л, Л , ,
-  -  V 1 . =  3  - -  v * .
4 S I 8

(4)
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7 — Г,

б утун  системанинг кинетик энергияси эса куйидагича:

Т0 -4- 7; =  1  — V' 4- 2 I '3 -г 3 -* с-2 =
2 £ А'

=  ~ ( P i  + 4 Р , - ! - 6 Р а). (5)

Танк \\лракат килиш олдида унинг кинетик энергияси Т0 =  О 
булгани учун  (62,14) формула куйидаги куринишга келадн:

7 =  -4, (6)

бу ерда Л — ̂ амма ташки ва ичкн кучларницг бажарган иши. 
Танкни \аракагга келтирадиган двигателнинг фойдалн иши:

4 Р* + 6 Р2). (7)

Двигателнинг ^ртача фолдали куввати .V.j, (от кучи \-исо- 
бида) куйидлгнга тенг булади:

/1 _ v-(f \ г  4Ра +  6Я а)
t • 75 150

(8) га сон кийматларни куйсак, куйидаги келиб чицадн:

(8)

100(5000 - г  V200 Д- 2000) (.g 4 o j

150 • 9,81 ■ 8
кучи.

8 4 -масала Диаметри 60 см ва огирлиги 392 н булган ци
линдрик катокни бир одам .^иракатга келтиради; бунда у ка-

токнинг АО дастасига АО йу- 
налишда узгармас Р  куч  би
лли босади; АО нинг узунлиги 
1,5 .if га тенг. А нуктанннг 
горизонтдаи баландлиги 1,2.м. 
Ш у одам 2 и йул босиб, ка
ток укига 80 см'сек тезлик бе- 
риши учун керак булган Р  к у ч  
аншутаисин (g =  980 см.'се^у, 
подтип ник лардаги и ш калан и ш 
.укобга олпнмасин (90-шакл).

Е ч и ш .  Масаланн ечиш 
учун  абсолют каттик жисм 

кинетик энергиясннинг узгариши хакидаги теореманинг натн- 
жаси булган (62,17) формуладан фойдаланамнз, у холда;

Т -  т ( 1)
бу ерда Д |П — цилиндрик катокка таъсир килаётган >;амма 
ташки кучларнинг каток массаси маркази 2 м га к$-чганида 
бажарган иши. Масала шаргига биноан Т0 =* 0.
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Кагокнинг кинетик энергияси, текис параллел чаракатдаги 
жисмиииг кинетик энергиясига ухшаш (62,3) формуладан то- 
пилади, яъни

Каток билан ер тегиш гян чизиь; катокнинг оний уки булгани

Кагок огирлик кучининг, ер нормал реакция кучининг ва 
и:икаланиш кучининг ишн нолга тенг; чунки катокнинг огир- 
лик кучи  ва ернинг нормал реакция кучи  узлари куйилган 
нукталарнинг кучиш ига тик, демак, бу кучишда улар бажар
ган мшлар нолга тецг; ншкаланшн кучи  эса онни айланиш 5'КИ- 
дан утади, демак, бупннг .\ам иши нолга тенг; Р  кучининг 
ишн эса куйидагига т енг булади:

8 5 -масала. Самолёт аэродромга кУниш иайтида 10 м 'сек 
тезлик билан учади. Агар .чавонинг каршилнк кучи  60 н, чар 
Кайси гилдиракнинг огирлиги 100 н, гилдиракларнинг радиус- 
лари 0,5 м дан самолётнинг гилдпраксиз огирлиги 1100 « . ги л 
диракларнинг ерда силкинишидан .уэсил буладиган юмалаб иш- 
каланиш коэффициенти 1 см га тенг булса, самолёт тухта гу - 
нига кадар каича йул босиб утиши топилсин. Гилдираклар бир 
жинсли дойравий кеснмли диск деб .чисоблансин.

Е ч и ш .  Самолетнинг охирги тезлиги нолга тенг. Самолёт 
ерга кУнишида у учта нуктлси билан ерга тегади деб \нсоб- 
лаймиз, шунинг учун  самолёт корпуси гилдиракларга куйнда* 
ги куч билан босади:

(2)

учун  0)

Демак,

(3)

А«) =  р . s  • cos а. (4)
90- шаклдан:

cos j  =  —

(3), (4) ва (5) лардаи:

/(1 ,* )а-(0,9)» _
1,5 ~  1,5 (5)

V2 =  Р  • S -
5

бундал:
3-5- Q-V* 15 • 392 • 80а 

- T 4 J T  “  16 9W  200 =  12 н -

А' =  -  • 1100 =  733 н. 
а (1)
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Л', =  Лг — Р  =  7.33 | 100 =  833 н (2)
га тенг.

Гилдиракларда юмалаб ишкаланиш у>си л булганлигидан, 
гилднракларга тормозланадиган жуфт куч таъсир килади, унинг 
моменти куйидагига тенг:

M ~ k .  V,. (3)

Бу  жуфт куч самолёт тухтагунича

Л , =  — Л Ь  -  -  kNx 5у  (4)

иш бажаради.
Бу ерда s  — самолёт тормозланганндан кейин тухтагунича 

утган йули; г — гилдирак радиуси; k — 0,01 м = 1 см юмалаб 
ишкаланиш коэффициент.

Хавонпнг каршилик кучи  самолёт тухтагунича

Л 2 = - / • '•  s (5)
нш бажаради.

Самолётнинг кинетик энергияси куйидагига тенг:

7 =  7, 72( (6)

бу ерда 7', —  —  • —  г 2 (7) илгарилама уфакат килаётган само*
2  к

лёг кисмининг кинетик энергияси.
Т 2—текис параллел уаракат килаётган самолёт гилдираги- 

нинг кинетик энергияси, у (62,4) формуладан топилади, яъни

т - 1 р ,  . 1 ,  2 1 р 2 1 1 Р  2 3 Р  27* =  -  —  гг  J - -  /ш- =  -  -  г-2 -1- -  • -  -  г  <•>* =  -  -  и , (8)
2 £ 2 2 ^ 2 2 £ 4 £■
, I Р  ,

оу ерда / = ------г — гилдиракни оир жинсли диск део карал-
2 к

гандаги укига нисбатан инерция моментп.
Система кинетик энергиясинннг узгариши хакидаги теоре

мага асосан;
- ( 7 | - 7 , )  =  Л 1 +  Л 2, (9)

ёки
1 Q  7 , 3 Р  ■> , s  ,
— —  V2 4---------- V- =  kA\ ■ -  - г  F  • 5,
2  g  4 g г

бундан s ни топамиз:
_  г У ( 3 / Ч  2Q)

A g { F  r - r N i k )  *

Сон кийматларни куйсак, куйидаги келиб чикади:
10- • 0,5(3 • 100 4- 2-1100)s —------—----------------- - -  83 м .
4-9,81(60-0,5 +  833 - 0,01)

Гилдиракларнинг ерга босими:
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86- масала. Р х огирликдаги А юк, узунлиги L на огирлиги 
Q булган бир жинсли чузилмас лрцонга осилган. Аркой шакл 
текистигнга тик булган О ук  атрофида айланувчи В  блокдаи 
утказилган. Арконнииг иккинчи учи кузгалмас горизонтал те- 
кислик буй.таб снрганмай, гилдировчп С катокнинг у к и га улан- 
ган. В  блок ва С катокларнипг .sap кайсисининг радиуси г ва 
о тр л и ги  Р2 булган бир жинсли доиравий дискдан иборат. 
Катокнинг горизонтал текисликда силкипншндан .\оснл була- 
ди1аи ишкаланнш коэффиииентн /г га тенг. Система тинч 
холатда турган бошлангич пайтда, В  блокдаи арконнинг/ узун- 
ликдаги к'исми осилиб тушгаи. А юкнинг тезлиги, унинг вер
тикал силжшпп // функцнясида аниклансин ( 9 1 -шакл;.

§ -> --------
Faw

61- шлкл.

HO Imini 74

Е ч и ш .  Б у  масалада юкнинг силжнши h ва Р и Р2% Q уз 
гармас кучлар маълум булиб, юкнинг v тезлигинн топиш та
лаб килииади. Ш упииг учун  кинетик 'эиергиянинг узгариши 
>;акидаги теореманииг (62,14) формуласидан фойдаланамиз:

7 -  Г(1 =  A'v> Н-А (/'. (1)
Системанинг кинетик энергияси: А юкнинг Г ,, В  блокнинг 

Г>, С катокнинг Т л ва арконнинг / , кинетик энергиялар йи- 
гиндисидан иборат, яъни

Т =  7 ,-Ь  Т .,+  Г3+  7\. (2)
Арконнинг jjap кандай нуктасниинг тезлиги илгарилама .ча- 

ракат килаётган юкнинг v тезлигнга тенг булгани учун  (62,2) 
формулага биноаи куйидаги и и ёзампэ:

Л  «= j  9  (3)
2 X2 g
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Блок айланма харакат килади, унинг кинетик энергнясини
(62,3) формуладан топамиз:

Т  1 1 К  Г 1 / о  о  t»' 2 =  77 о 1,)» б> нда /„ =  -  — r 2\ U) =  - .
2 2 £ г

о) — блокнинг айланиш бурчак тезлиги.
Демак,

T 2 =  ± & v \  (4) 
4 к

Катокнинг харакати текне параллел харакат булгани учун 
унинг кинетик энергнясини (02,4) формуладан топамиз:

Т  ___  1 I I U’L / П\

3 ~  2 g С " I"  'С 2 ’ ( * )

1 Р
бу ерда ]с — — — г 2, ю, — катокнинг айланиш бурчак тезлиги.

Каток текисликда сирганмасдап юмалаётганн учун  унинг 
текислик билан тегпшган нуктасининг тезлиги нолга тенг, 
чунки у нукта катокнинг айланиш опий маркази.

Ш у сабабли:
vc =  rco, па vc — v,

демак,
т  1 Р,  о , .1 А  о 3 /JI о З А
т « =  т г ^  +  т - ? ^  =  Т ? г,г =  Т 7 л  (6)

Топилган 7 ,, Г2, 7*3, 74 ларнииг кииматларнни (2) га куйсак, 
Куйидаги келиб чикади:

T =  \ j { P t +  2P, +  Q). (7)

Бошлангич пайтда система тиич холатда турганн учун

Т0 =  0. (8)
Энди А юк h масофага кучгаиида, снстемага куйилган хам- 

ма кучларнипг бажарган ишларининг йигнндисини топишга 
утамиз. Р х куч бажарган пш куйидагига тенг:

А} =  P xh. 9)

О ва С нуктага куйилган y ip  кайсн Р2 кучни нг иши нолга 
тенг, чунки О нукта кузгалмас, С нукта эса горизонтал буйи- 
ча силжнйдн.

Юмалаб ишкаланиш жуфтиппиг моменти \хР2 га тенг, бу 
жуфтнинг иши минфни ишора билан олинган унинг моментп- 
нинг каток айланиш бурчагига купайтмасига тенг, чунки юма
лаб ишкаланиш жуфтннинг йуналнши катокнинг айланшинга 
Карам а-карши, демак,

A i =  — ?■ Р*г- (Ю)

,2
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Катокнинг
V, V

айланиш бурчак тезлиги В блокиинг айланиш бурчак тезли
ги га генг булгани учун , катокнинг <р айланиш бурчаги блок-

нинг айланиш бурчагига тенг, яъни ср =  — , шунинг учун :

Ао =  — :«• Р2 ~г . (12)

Каток гекисликда сирганмай юмалагани учун  унинг сир га- 
ниб ншкаланшии кучнннг ниш нолга тенг, чунки бу
сирг.ишб ишкаллниш кучи  куйилган нуктанинг тезлиги нолга 
генг. Аркой огирлигининг тортиш кучини топамиз. Олдип шу- 
ни айтиш керакки, аркой бирлик узунлигииннг огирлиги

(13)

га тенг ва блокдан осилиб турган кнсмининг огирлик маркаш 
чаракат бошланганнга кадар

У™ =  {  (14)

золатда булган.
.\аракатнинг охирида арконнииг О у уки буйича огирлик 

маркази
l  +  h

Ус — —  do)

>;олатда булади. Аркой огирлик кучининг ишиии куйидаги 
формуладан топамиз:

А , =  f - [ ( /  +  * ) y c - / y J  =  ^ ( 2 /  +  A). (1C)

)\ак;икатаи .\’ам, бирор вактда арконнииг бирлик узунлиги 
вертикал холатига утса, упинг ишн куйидагича булади:

dA3 -  "tydy, (17)

Тула  иш купндагига тенг булади:
l + ll I i l!

Л 3 = ) i y r f y  =  j y ' '  = 1 \ (1  +  П У -1 Ц .  ( IS )

Харакат бошлапишида системанинг \лмма иукталари тинч 
холатда экаиинп назарга олсак, система.кинетик а:.ергиясниинг 
узгариш теоремасн куйидагича булади:

1 = А1.+ А,-[  .43. (19)
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Буига (7), (9), (12), (16) лардан кииматларнни олиб куямиз; 

i 1-  (Р , +  2Р, Q) =  Р<Н -  ’>Рг (2/ -■ Л),
2 g г 21.

бундан v ни топамиз:

V =  \/I
2 gh I / '

О *л \
4 57 (2 /-‘•Л) - Л ” )

/ ' ,  -  2 Л а - i -  Q

8 7 -масала. Энн /> га, баландлиги // га тенг булган туртбур-
чак пластика, у з  текнслигида 
ётган ва уртасидан h томонига 
параллел булиб утган вертикал 
АВ ук  атрофида ншкаланмай 
айлана олади (92- шакл). У к - 
нинг В  учига чузилмайдиган, 
эгилувчи ва огирлигини хи- 
собга олмаса буладиган ии 
уралгап, г  радиуелп С шкин 
урнатилган; инпинг иккинчи 
учи шкин билан бир хил го- 
ризонтда булган D блокдан 
утказилган булиб, унга плас
тинками айланма харакатга 
келтирувчи Р  юк богланган. 
Пластинканипг огирлиги Q 
нинг бошлангич найтдаги те з
лиги нолга тенг ва харакатда 
хеч кандай каршилик й у к , Деб 
Хисоблаб, юкнинг .уаракат ко- 
иуни топиленн.

I ;  ч и ш. Ю книнг тезлани- 
шнни топиш талаб килингани учун  масалани ечишда (62,1-1) 
тенгламадан фойдаланамиз:

1

0

ь

D
P

92- шакл

‘11
dt

=  №*) 4- NU). (1)

Бу системанинг кинетик энергияси кузгалмас г  укнинг ат
рофида айланаётган пластинканипг ва илгарилама харакат ки
лаётган юкнинг кинетик энергняларидан иборат, яъни

12 )

бу ерда 1г — айланиш уки * га нисбатан пластинканипг инер
ция моменти; 

о) — унинг айланиш бурчак тезлиги; 
v — юкнинг тезлиги.
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Ип чузилмас булгани учун  юкнинг тезлиги шкив айлана* 
сининг чизикли тезлигига тенг, яъни

v — tor. i3)
Демак,

7 ' = ! / ^ +  (4)
2 г2 2 #

формула буйича туртбурчак пластпнканинг // томонига иарал- 
лел булиб, уртасидан утган уцца нисбатан инерция моменги

га тенг, ш унинг учун

T = l (± -v -b 2 +  l £ v > = - ( ^  р )  (6)
24 gr2 5 £ 2^4 12л2 /

* Г =  * / £ * L  +  p \ * \  (7)
rf/ \12r* I  dt w

Ю книнг кучишида факат Л куч (юкнинг огирлиги) иш бажа- 
ради, чуики каршиликларни ^исобга олмаймиз.

Р  куч  ва юкнинг v тезлиги бир т\три чизик буйлаб бир 
томонга йуцалгани учун  унинг кувватини куйидаги формула
дан топамиз:

N  =  ^ ^ P - v .  (8)

Трпилган кувватни (8) дан ва кинетик эиергиянинг ^осиласи

— ни (7) дан олиб (1) га куямиз; 
dt

бундан:

ёки

бу ерда

Л  Ш  , p V J L^ P v ,  (9)
g 4 2 г 2 ' r )dt К J

dv \'2г*Р ,
w ~ 7 t =  Qb‘ +'  i2r ‘p g =  00 d ° )

P r2W =  ------------
Pr'+Qh* &

k2^ - .
12

пластинкаиинг A 5  айланиш уки нисбатан инерция радиуси. 
Демак, юк доимий тезланиш билан узгарувчан чаракат килар 
экан.



IX  Б О В

АБС О ЛЮ Т К А Т Т И ^  Ж И С М НИ НГ ТЕ К И С  
П А РА Л Л ЕЛ  ^ А Р А К А ТИ

65-§ . Назариидан асосий тушунчалар

Ка ттик жисм текис харакатининг тенгламаси вектор 
куринишда куйидагича булади:

Mwc =  R [e),
— Л/f <̂>L  г =  М (65,1)

бу ерда М  — жиемнинг массаси;
/с — асосий харакат текислигига тик булган ва инер

ция марказидан у тувчи  укка нисбатан жиемнинг 
инерция моменти — марказий инерция моменти; 

№е)— таш^и кучларнинг бош векторн;
ташки кучларнинг инерция марказита нисбатан 
хпеобланган бош моменти; 

s — айланиш бурчак т«гзланишининг вектори.
(65,1) тенглама скаляр куринишда куйидагича буладш

Ш с -  2  А>>,
V=-1
П

М у с =  2  

п

(65,2)

Бу (65,2) тенгламанинг биринчи иккитаси боши каттик 
жиемнинг инерция маркази С да булган координата у к и  би

лан бирликда содир буладиган 
илгарилама харакат билан К у ч 
ма харакатни ифодалайди. 
Учинчиси эса кь тги к  жием
нинг инерция маркази С дан 
утувчи  ва асосий текислигига 
тик булган у к К а нисбатан нис- 
бий харакатни ифодалайди 
(93- шакл .

Агар хамма ташки кучлар 
маълум булса (65,2) система 
дифференциал тенгламаларини

17S



интеграллаб х с, ус, $ ларни в акт ф у н к ц и я  си да и топамиз, 
яъни

х е =  A  (t\
Ус =  / г  (О . 

¥ =  /з(^ -
(65.3)

Текис параллел заракатда ташки кучлар (65,2) тенглама би
лан топилади.

Агар лс, ус лар берилган булса, кучнннг иккита проекция- 
си ва айланиш ср бурчаги топилади.

Шундай килиб, (65.2) тенглама билан текис чаракат дина* 
мнкасинипг тугри (биринчи) ва тескари (иккинчи) масалалари- 
ни а̂м ечиш мумкин.

Динамиканниг тескари масаласини ечишда (65,2) тенгла- 
маларни пнтеграллашга тугри келади. I Ытеграллашда олгпга 
интеграл узгармасларнни топиш учун  £ =  0 булганда

Х с ^  х со» Уе ~  У СО' Х С =  х ео> Ус ~  У сО> ? =  ?о» fc  =  ?0

куринишидаги олтита бошлангич шартлар берилиши керак.

66-§ . Масала ечишга оид методик курсатмалар

Катти к жисм текис — параллел заракат дпнамикасн- 
нинг масалаларини куйидаги таргнбда ечиш тавсия этилади:

1. Координата уцлари системасини танлаб олиш керак ва 
айланиш бурчаги ср йуналишинннг мусбаг томонини аницлаб 
олиш керак.

2. Ка ттик жнсмга куйилган замма ташки кучларни ва бог- 
ланиш кучларини шаклда курсатиб, уларни ифодалаб олиш 
керак.

п п п

3. 22 ларни зисоблаб олиш керак.
v « = l * , - 1  ’  v l

4. Харакатнинг бошлангич шартларини топиб олиш керак.
5. (65,2) система дифференциал тенгламаларини тузиш  

керак.
6. Тузилган тенгламаларни интеграллаб, изланаётган номаъ- 

лумларни топиш керак.

67-§ . Масалалар

8 8 -масала. Автомобилнинг етакланувчи шлднрак- 
ларининг уки горизонтал ва тугри чизикли чаракат килади. 
Гшдирак укига горизонтал йуналган заракатлантнрувчи Г  куч  
таъсир килади. Гилдиракнинг опфлик марказидан унинг те- 
кнслигига тик утган укка нисбатан олинган инерция радиуси 
Р га тенг. Гилдиракнинг ерда сирганишндан досил буладиган
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94- шакл.

Гилдирак сирганмай 
каланиш кучи максимал 
булмаслиги керак, яъни

ишкаланиш коэффициент / га тенг. 
Гилдиракнинг радиуси г  ва огир- 
лиги Р. Гилдирак сирганмай гил- 
дираши учуй  F  куч  кандай шартни 
каноатлантириши керак? Юмалаш 
каршилиги хисобга олинмасин (94- 
шакл).

Е ч и ш .  Координата укларини 
94- шаклда курсатилганидек йунал- 
тирамиз.

юмалаши учун , унинг ер билан иш- 
сирганиб ишкаланиш кучидан катта

T < f N , (1)

бу ерда 7 — сирганиб ишкаланиш кучи ;
N — нормал босим кучи .

Гилдирак ка куйилган ташки кучлар: Г  ку ч , Р  о т р л н  к кучи , 
N  нормал реакция кучи  ва гилдирак ер билан тегишган нук- 
таснга куйилган, ер буйлаб гилдирак айланиш томонига йу- 
налган Т  ишкаланиш кучларидан иборат.

Гилдиракнинг инерция маркази тугр и  чизикли харакат ки- 
лади, шунинг учун

Ус — г - (2)

Гилдирак сирганмасдан юмаланишида унинг кинематик шар- 
ти шундан иборатки, гилдиракнинг ер билан тегишган К  нук- 
тасн унинг оний тезлик маркази булади.

Гилдиракнинг о тр л и к  марказидап у тувчи  ва шакл текис- 
лнгига тик ук'и атрофида айланиш бурчигици <р билан белги
лаймиз, у вактда

=  Гер, (3)

П
2  *<;> =  /■ '-  г ,
V — 1

П
2  У\'> =  N -  Р,

Мс(/™ )*=  Г -г ,

-.=-1

V
* -V~1

(4)

эканлнгини таъкидлаб Утамиз.
Текис нараллел харакатнннг (65,2) тенгламаларн гилдирак 

учун  куйидагича булади!

iso



(2), (3) лардагн муносабатларни назарга олсак, (5) куйида
гича булади:

т г  • —f =  F  -  Т, 
(И*
N =  Р

то2 — 1 =  Т  • г. 
dt3

(6> теигламалардаи
Г  —

(6)

(7)

(6) нинг иккинчисини ва (1) муноеабатни назарга олсак, 
Куйидаги келиб чикади:

г» л. г,а
F < f P - ~ Г -  

?2
8 9 -масала. Огирлиги Рц булган цилиндр горизонтга я 

бурчак остида кия текисликда у з  огирлиги таъсирида сирган 
май юмаламокда (95- шакл). Ц и 
линдр С марказининг тезланиши, 
цилиндрнинг тскисликка босими N 
ва цилиндрни сирганишга йул 
куймаётган ишкаланиш кучи  то 
пи л си и.

Е  ч и ш. Ох Укини кия текпслик 
буйича, Оу укини уига ти к  килиб 
йуналтирамиз. Р  огирлик ку ч , кия 
текисликнииг N нормал реакцияси 
ва F  ишкаланиш кучи  цилиндрга 
куйилган ташки кучлар булади.

Цилиндр массасининг маркаэи
Оу уки буйича кучмагаии учун  ^  =  О булади, шунинг учун

замма кучларнинг шу укларга проекцияларипииг йигиндиси 
зам нолга тенг булади, шундай килиб,

з
2 П в) =  ^ - ^ С О 5 а = 0 ,  (1)
V =  1

95- шакл.

бундан:
А/ =  Р  COS г . (2)



(65.2) тенгламанинг долган иккита тенгламасйнн тузишда
d-xc

*= wc ни хисобга оламиз.

Юмалаш каршилигини у'собга олмай ва цилиндрнииг ай- 
ланнши йуналишида булган куч моменгииинг йуналишини мус
бат деб хисоблаб тепгламаларни тузамиз:

=  /N деб хисоблаш мумкнн эмас, чунки бундан тенглпк ни 
лнпдрнинг текиелнк билан тегишган муцтаси текисликда сил- 
жигаиидагнна булади, силжиш булмаганда /Г</А 'булиш и мум- 
кин). Номаълумлар ораенда булган куишмча богланишни фа- 
кат юмалашда

булншини назарга олиб тузамиз, (4) ни вактга нисбатан диф- 
ференциаллаймиз:

Агар цилиндр узлукенз масса билан к°плангаиини назарга 

олсак (яъни 4  =  — M R*  ни), у ваь;тда (3) нинг иккиичиси ку- 

йндагича булади:

F  нинг бу кийматини (3) нинг биринчисига цуямиз, у холда

Сирганмай юмалаёгган цилиндрга шундай ишкаланиш кучи 
та'1.снр кили [ни керак.

90-масала. Огирлнги Р  булган А юк пастга тушиб, огир- 
лигини хисобга олмаса буладигаи ва чузилмайдиган ип билан R 
радиусли С гилдиракни горизонта.! рельеда сирганмай юма- 
лашга мажбур килади; ип кузгалмас D  блокдан утказнлгаи ва 
г  радиусли В  барабанга уралган, В  барабан С гнлдиракка мар
кам бириктирилган; уларнинг умумий о тр л и ги  Q га тенг, го 
ризонтал Ох у к к а нисбатан олинган инерция радиуси эса р га 
тенг. А юкнинг тезланиши топилсин (9 6 -шакл).

(3)

оу тенгламаларда учта wc, г ва /"лар номаълум бу ерда F =

vc =  о)R (4)

а'с =  zR- (б)

• 2
-  Mw, =  F,о <• (б)

2
=  з g sin  a

булади. Энди (7) дан F  ни топамиз:

(7)

F  ■= -  Р  sin а.
3 ( 8 )
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96- шакл

Е ч и ш .  Координата уцларини 96-шаклда курсатилганидек 
йуналтирамнз. Барабан гилдирак билан бирга текис-параллел 
заракат_ь;илади. _Унга узининг Q огирлиги, _сиргаииб ишка 
ланиш Т  кучи , А/ нормал босим па ипнинг тортиш кучи 
куйилган. Барабаннинг инерция марказн тугри чнзиц буйлас 
заракат килишнни таъкидлаб утамиз, яъни

У о — 0- (1)

Хамма кучларнинг >;ар кайси координата укидаги проск 
цияларининг йигнндисини ва кучларнинг О нуктага нисбата! 
моментларининг йигиндисини зисоблаймнз:

2  = Т , -  т ,
v-1

2  =  W — Q,
v = l  

4

2  ли (Fl‘)) = T .  R + T , r .
V=1

(65,2) тенгламага лсосан ку йилагича булади:

т х с — Т\ — 7,
О =  TV — Q,

(2

(3
т[?  9 =  ТЫ  + Г, г.

(3 дан сирганнб ишкаланиш кучи 7" ни чикарамиз, буниш 
учун (3) нинг биринчисини R  га купайтириб, учинчисига КУ* 
шамиз:

m Rxc - f  /яр2<? =  R 7 г - f  I\r.
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Б>ндан х с =  R? ни назарга олиб Т х ни топамиз:
Р -  +

?•
S' л + Г

Агар барабан Е  ну^гасининг айлапишидаги 
ю кчицг гезланшпига тснглигнин хпсоЗга олсак, 
носабат х о с т  булади:

(R  +  г) <? =  К'л,
бунга асосан (4 куйидаги куринишга келади:

7 ',=
Q R1 IS) А.

(4)
тезланиши А 
Куйидаги му*

(5)

(6)g (К-\ г)-
А юкнинг харакат дифференциал тенгламасидан:

- w A =  P -  Г,
g

Бунга (G) дан 7, нинг кийматинн олиб куйиб, w a  ни топа-

(7)

миз:

= g P(R +  ry-
С/(р4 R 3) 4- l \ R  I- о»

9 1 -масала. Огирлигн Я  булган Пир жинсли стержень, узун- 
лиги 41 \ стержень узунлигига тенг булган иккита ип билан О

нуктага осилган. Бир ип узилганда 
иккинчи нпда хосил буладнган торти- 
лиш топилсин (9 7 -шакл).

Е ч и ш . Координата укларпни ша* 
клда курсатплгапдек оламиз. ОВ ип 
узилгандан кейин АВ  стерженнннг А 
нукта атрофидаги айланиш бурча- 
гиии ср билан белгилаймиз па унн 
нпхоятда кичик деб хисоблаймиз.

Стерженга уз огирлиги 7> ва ип- 
нпнг реакцияси R  дан иборат ташки 
кучлар таъсир цилади.

Кучларцпнг хар кайси координата 
уклардаги проекцияларппппг йигин- 

дпсипи ва кучларнинг С нуктага нисбатан моментларипипг 
йигиндисппп топамиз:

2

V

97- шакл.

A v =  R  cos GO
v-l

v«=l

2
( 1 )

M c (F[e)) - R ^ r  ^in 60 .
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- х ст  R cos 60°,
8
-  Ус — Р  — R  s in  30°, 
g

I

(65,2) тенгламаларга асосан, куйидагилар топилади!

/с<р =  s in  60°, 
2

( 2 )

РПбу ерда 1С -------------АВ стерженнинг С нуктага нисбатан инер-
\2g

ция моменти. -
Айланиш бурчаги жуда кичик булганида

/
(3)

деб зисоблаш 

системасннинг

мумкин. Бундан фойдаланиб '2) тенгламалар 

иккинчи ва учинчи.паридан ® ни чицарамиз;

~  (Р — R  sin 60: ) R — s in  60е 
2

Р - =  — —  == 0 29 Р2 У 3 ‘ •

бунда R  ни топамиз:

^  ~  4 s in  60

92- масала. Огирлиги Р , b ;i Р 2 булган иккита цилиндрик 
вал горизонт билан тегишлича а ва  ̂ бурчак зоспл килувчн  ик
кита ция текисликда юма- 
лайди. Валларга чузилмай- 
диган иплар уралган ва улар 
тугаштирилган. Ипнинг тор- 
тилиши ва унинг огма те- 
кисликларда киладигаи за- 
ракатинингтезланиши аник
лансин. Валлар бир жинсли, 
доправий, кесимли цилиндр 
деб зисоблансин. Иплар- 
нинг огирлиги зисобга олин- 
маенн (98- шакл).

Е ч и ш . Иннин г  заракат 
килаётган пук гаси нинг тез- 
ланишини icj билан белгилаймиз ва 98- шаклда курсатилгандек 
йуналтирамнз. Ох укини w векторнинг мусбат йуналиши 
томонпга йуналтирамнз.

Иккала цнлиндрнинг зам боглчнншларини R u Р 2, Т  реак- 
цнялар билан алмащтириб, б<тланншдан кутказамиз замда ци- 
лиидрларнинг мураккаб заракатнни ип билан бирга будадиган

98- шакл.
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илгарилама кучирма ва инерция марказлари атрофида айла
нувчи нисбий айланма уаракатларга ажратамиз.

Б у долда:

Wc, = W  +  Г , " , , (I)
W, =  W — /•./.

бу ерда у, ва у2 — биринчи ва иккинчи цилиндрларнннг инер
ция маркази атрофида айланиш бурчаклари.

Цилиндрларнннг (63,2) текис — нараллел .\аракат диффе
ренциал тенгламаларини тузамиз:

Биринчи цилиндр учун :

-  (го -j- г ,  9 ,) =  Р, sin  а — Т, 
8

~  Ус, “  #1 -  Р\ COS а,
8
P xr % v
~ ~ Ь  =  T r Xt 
2 g

(2)

Иккинчи цилиндр учун:

(а' -  г 2 ъ )  =  — A  sin  ? - f  7,
8

7  Ус, =  R 2 — Р 2 cos ? =c 0,

±8

(3

(3) тенглама лар системасини тузиш  да О.х: уки нпнинг .хара- 
кати гомоига йуналгаи деб ^исоблаймиз. (-2 ) ва (3) тенглама- 
лар системасидан:

— w =  Р\ sin  а — З Г;
8

—1 да =s — Р  s in  р +  3 Т. 
8

Бу (4) тенгламалар системасини кУ’шамиз:
Р,  s in  т. — Р 2 sin  3

w =  Я

(4

(5)
Р г+ Р ,

(4) тенгламалар системасидан w ни чикарсак, куйидаги келиб
чи кади:

у _  /-*1̂ 3 ( ->1ч а -Г s in  3)

3 (Pi +  Р>)
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ЦУЗРАЛМ АС У К  А ТРО Ф И Д А  А Й Л А Н У ВЧИ
А БС О Л Ю Т Ц А Т Т И К  Ж И С М Н И Н Г АЙЛАНИШ
У Ц И ГА  К У Р С А ТА Д И ГА Н  БОСИМИ

68-§. Асосий формулалар

Каттиц жисм кузгалмас ук атрофида айланганида 
инерция кучи  зосил булади ва бу куч жисмиииг таянчларидп 
кушимча босим зоспл килади.

1. Статик реакция кучлари куйидаги мувозанат тенглама- 
лари системасидаи топилади:

X  B O B

X О,ъ

2  z ?  -  о.

V— 1

т = о, (6 8 , 1)

бу ерда жисмнинг айланиш уки Cz ук  булган.
2. Динамик реакция кучлари куйидаги мувозанат тенгла- 

малари системасидаи гопилади:

2  ( « :? + / ..< )  =  о,
V sa  1

п

2  { ^ '  +  1-у) =  о,
4=1
П

2 w ? + /J  =  o,

[А1,г( Я , ) + ' И г, ( Л ) ] - 0 ,

V 1Д1У,(/?, ) +  A iy>. ( / . ) ] = 0 . (68 ,2)

Олтинчи мувозанат тенгламаси эса Oz укининг атрофида 
айлаиаёгган каттик жисмнинг статик ва динамик реакция к у ч 
лари нолга тенг булган дифференциал тенгламасига мос.

3. Кузгалмас Oz укининг атрофида айланаётган абсолют 
каттик жисмнинг динамик реакциялари куйидаги тенгламалар 
системасидаи топилади:

Щ  ~  *У .с ~ ® Ч )  =  Х Т  +

М  (**с -  « 'У с) = У Т  +  у(в\
~ / Х2г [ * Ч уг =  аУМ  -  b Y f t 

+ :-1>г= ~ a X f+ b X ^ ^

Z T =  о,

(68 ,3)
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бу ерда а, Ъ — динамик реакция кр и л га н  нуктанннг ксорди- 
наталари,

W — каттик жиемнинг айланиш бурчак тезлиги, 
s — каттик жиемнинг айланиш бурчак тезланиши, 

М  — каттик жиемнинг массаси, 
г с) — каттик жисм огирлик марказииинг координата-

У<?К Z 'ip — каттик жисм инерция кучи
вужудга келгаи куншмча динамик рсакцияиинг

(•*>. \ 
лари.

V*d).1 * ' л
таъсиридап 
ташкнл этувчилари.

Лг- /у* — каттик жисмцннг марказдан ко чувчи  инерция мо- 
ментларй. B y  ^олда кузгалмас координата системасининг бо- 
ши айланиш укиницг усгнда урцашган булади.

4. Агар жиемнинг айланиш уки марказпй у к булса (айла
ниш уки жиемнинг о тр л и к  марказидан утган булса) ва кат- 
тик жисм бир текис айланса (68,3) тенгл *ма куйидаги кури- 
нишга келади:

Х д ' =  0|

У ^ + г Т -  0)
=  - Ь У « \  

— */.я  —

(68,4)

Б у  холда динамик реакция жуфт кучга  келтирилади.
5. Айланиш уки марказпй ук булмасдан бош у к  булса, ма

териал иукталар системасининг текиелнгида урнашган нукта 
учун  динамик реакцняси куйидаги тенгламалар системасидан 
топилади:

a YK*]- b Y f =  0;

- a X 'f '+ b X f ^ O ;
Щ  -  гу _  „>* ,  ) =  х {:1] 

Щ *хе- ° > 'У с ) ~ У У + У в \
Бу холда динамик реакция тенг таъсир этувчига 

лади.

(68,5)

келтирц-

69-§ . Масалалар ечиш га оид методик курсатмалар

У  К атрофида айланувчи жиемнинг айланиш укига 
курсатадиган динамик босимини топишга оид масалаларнн к у 
йидаги тартибда ечиш тавсия этилади.

1. Иккита координата уклари системасини танлаб олиш 
керак. Улардан бирини кузгалмас килиб, иккинчисини эса ук 
атрофида айланаётган жисм билан бириктирилган ва бу к у з 
галувчи системанинг укларини инерция бош ва марказпй у*к« 
ларига жойлашадиган килиб олинади. (Агар жисм о тр л и к
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маркази айланиш уки С да ётган б^лса, уни координата уки 
нинг боши килиб олинса, кулай булади. Агар у айланиш уки- 
да ётмаса, координата укининг боши килиб огирлик маркази- 
дан айланиш уки z  га туширилган тик билан айланиш уки 
кесишган нуктани ёки каттик жисм таяичларидан бирини олиш 
керак.)

2. Берилган кучларни ифодалаб курсатиш керак.
3. Айланиш укининг боглаиишларини динамик реакииялар 

билан алмаштириб айланиш укицн боглантилардан кутказиш 
керак.

4. Каттик жисм о тр л и к  маркази С нинг координаталари 
х с, ус ларни топиб олиш керак.

5. Катш к жисмнинг марказдан ко чувчн  1ХгУ 1уг инерция 
моментларинн зисоблаб олиш керак.

6. Статик реакциялар керак булса, уларни топиш керак. 
улар (68,1) тенгламалар системасидаи топилади.

7. (68,2) тенгламалар системасидаи динамик реакцияларни 
топиш керак.

8. У  к атрофида айланаётган жисм абсолют каттик жисм 
булса, динамик реакциялар (68,3) тенгламалар системасидаи 
топилади.

7 0-§ . Масалалар

93-масала. Доимий ш бурчак тезлик билаи айланув- 

чи вертикал АВ валга координата бошидан -^cos? масофада

иккита стержень маркам бирнктирилган. К Е  стержень вал би
лан (р бурчак ташкил килади, K D  стержень АВ  вал билан К Е  
стержень турган текисликка тик.
!< Е = H D —l\ А В=2а. Стержен* 
ларнинг учларига зар кайсиси- 
нинг массаси гп булган иккита 
Е  ва D  шар бирнктирилган. А 
ва В  таянчларда валга тушадиган 
динамик босимлар аниклансин.
D  ва Е  шарлар материал нукта
лар деб зисоблансин, стержен- 
ларнинг массалари зисобга олин- 
масин (9 9 -шакл).

Н ч и ш. Координата укларинн 
9 9 - шаклда курсатилганидек ки 
либ оламиз. Айланаётган массага 
Куйидаги инерция кучларини 
кушамнз:

| То I =  т  о)г/ s in  |



А ва В  нукталардаги богланишларини динамик реакциялар 
билан алмаштирнб, валии боглаиншдаи цутказампз.

Инерция кучлари ва динамик реакциялар учун  (68.2; га 
тааллукли мувозанат генгламаларини тузамиз:

X f  +  X ^  +  l D ^  0; 

у т +  y f + i E =  0;

( X f - X f ) . a - I D . i - c o s T  =  0i 

( - > Т  +  K f ) - a  +  /£ . | / c  o s?  = 0 .

Бу тенгламаларни бирликда ечиб, изланаётган номаълум- 
ларни топамиз:

лд) тч>1 1 (2а -  I  соэ ?)

Аа
у/(д) _  д,(С>) __ »поа / (2fl f  / cos <f)t 

в  ~  1 Bx -  4д 

v(d) _  v«5) _  гпы21 s i l l  Ч (31 COS f  — 2a)
A ~ Л *У ~  Та '

v (d> _  А/(в) _  W0J^ sln  '■? C0S 9
3 Та *

9 4 -масала. Вертикал стержень В  товонтагп ва А подшип- 
никда айланади (100- шакл). Унинг О нуцгасига иккинчиси CD

стержень маркам бириктирил- 
\г ган, бунда ОА=а  ва О В=Ь.

Стерженнинг айланиш бурчак 
тезлиги узгармас ва w га тенг, 
С ва D учларига >;ар кайсиси- 
нинг огирлиги Рн  булган шар- 
лар бирнктирилган. Стержен* 
ларнинг уз о тр лигин и  ^и* 
собга олмай, товонтаги ва 
подшипникларга тушадиган 
босимлар тонилсин Бурчак 
AOD=y. ва СО =  OD =  I.

Е ч и ш . Координата укла- 
рини 100-шаклда курсатил- 
гандек йуналтирамнз.

Бу текширилаётган масала
да инерция маркази айланиш 

укининг устида жойлашган, аммо айланиш уки бош инерция уки 
эмас. Олдин (68,4) формуладан фойдалаииб, кушимча динамик 
босимни топамиз. А1асалада курсатилгандек инерция кучлари
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уОг текислигида булади, бунда к$’шимча динамик босим хо- 
сил киладигаи жуфт хам шу текнсликда ётади, демак,

N (1)
Бундан ташкари, бу масалада О инерция маркази ва CD 

стержень бир текис айланади, шунинг учун

Купшмча динамик реакциянинг Оу у^идаги проекцияла* 
ри куйидагича булади:

уу = __1__ 2Р{ sin ч1 €QS 01 . w" =  PI* шг si!) * ,о\
1у а +  Ь g g(a +  b)

и  _  P l ‘ 0)3 s in  2а

D товонтагндаги ва А подшипникдаги динамик реакция- 
ларни топиш учун  топилган кушимча динамик реакцинларга 
товонтаги ошрлиги 2Р  га тенг ва вертикал юкорига йуналгаи 
статик реакцияни кушсак кифоя.

Динамик реакциялариинг ироекциялари куйидагича булади:

9 5 -масала. О тр л и ги  Р  булган бир жинслн туртбурчак 
пластинка узининг АВ  диагонали атрофида ш бурчак тезлик 
билан бир текис айланади. Агар томонларинииг узунлиги а ва 
b булса, пластиикадан тушаднган динамик босимнниг цанча 
булишлиги аниклансин (1 0 1 -шакл).

(2)

191-щаы.
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Е ч и ш .  Координата ^кларини 101-шаклда к^рсатилгандек 
йуналтирамнз. Айланиш укининг богланишини динамик реак
ция билан алмаштириб, укни богланишдан кутказамиз. Танлаб 
олинган координата уклари марказий уклигини ва А В ук ат
рофида узгармас бурчак тезлик билан айланишини зисобга 
олиб (68,4) тенгламалар системасидаи:

Y f + Y f  =  0; 0 )

+  x t  =  °*

Cx ук  пластинка текислигига тик йуналган ва шунда бош 
*амда марказий у к  булган холни текширамиз, яъни  бу зол 
учун

/ , ,  0. (2)

Марказдан кочма 1уг инерция моментини топиш учун  С 
Уки пластинканинг узунлиги а булган томоиига параллел ва 
Сх Уки билан бир хил булган, Сц уки унга тик булган бош 
хамда марказий С ;г,', координата у клари системасини утказамиз.

Сг ва С? уклар орасида а бурчак зосил буладн, у куйида
гича топилади»

tg/. =  (3)

lyz =  J *ydm (4)
(Л4)

формуланинг интеграли остидаги ифоданн узгартирамнз, коор
дината укларининг айланишидаги (5) формулалардан фойда- 
ланиб, интеграл остидаги г , у лар урнига S,  ̂ ларни кирита- 
миз:

* в  С sin a -f- г, COS я;
у — Ceos а —  ̂Sin я. (б)

Б у  кийматларни (4) га куйсак, куйидаги келиб чикади:

Нп 2а | j  С8 dm — j  tfdm - f  cos 2* j* r(;  dm. (6)
(.M) (M) (VI >

бош координата системасн булгани учун  марказдан 
ко чу вчи  момент нолга тенг, яъни

I rf ,d m  =  0 , (7)
)
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Колган инерция моментларнни ^нсоблаймиз:

а о
+ “  + 7

lVdm=i i l  I  <3>
(Af) а Ь

(,И) _  а_ _  Ь_
2 2

Бу топилганларни ва sin  a, cos а ларни (3) дан топиб, (6) 
га куйсак, куйидаги келиб чнкади:

j  ______Р(а2 — b2)ob______  _  РаЬ (а2 -  Ь-) , ̂
уж “  \7g у Щ П р  у й ^ Т 2 ~  1‘4 '( й 2 -г Ь2)

(2), (10) тенгламаларга асосан (1) тенгламалар системаси 
куйидаги куринишга келади:

- Р  _  у (д) У{д)- П П
4 Ьп ' 1 * - Г А У В >

Pub w2 а1 — b2 
6g  (a2 4  b; )

y(d) I y(d) _  /-v,
1 A > В  —

X ^  -  A f  =  0;

X f  +  X f  =  0.

Б у  тенгламалар системасини ечамиз:

Мл х == 0; /Vb, =  0;
А/ *  Ра  ̂о8 (а8 -  6а) .

**  “  12g{a' + b')4%'
g>2 (aa -  fr2)

в>' ~  12g(a2 +  b y i*  '

9 6 -масала. Бир жинсли юнка диск горизонтал вал уртаси- 
га ОС =  е эксцентриситет билан вал укига 90 —а бурчак остн- 
да урнатилгап; дискпинг огирлиги Р , радиуси г. Вал ва диск
о) бурчак тезлик билан бир текис айланганда хосил буладиган 
статик ва динамик таянч реакциялари аницлансин: таянчлар 
орасидаги масофа АВ =  2а (1 0 2 -шакл, а).

Е ч и ш . Статик реакцияларни топиш учун  валга таъсир ки- 
лаёгган кучларни схемада (102- шакл, б) к^рсатамиз. Валга 
ташки кучлардаи диск огирлик кучи Р  ва подшипниклар таянч 
сиргларша тик булиб йуналгаи R B ' реакция кучлари
таъсир цилади.
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Шаклдан
AD =  а — е s in  а,
DB =  а +  в sin  а

эканлиги куриниб турибди.
Валга цуйилган кучларнинг мувозанат тенгламаларини 

зам из:
л

У  МА (F.)  =  0:

V4 м в (£ ,)  =  о.

У вактда: 

Булардан:

— R^" • 2а - f  Р  (а — е sin  а) =  0; 

кд1) ■ 2а -  Р(а  - f  е sin  я) =  0.

г»(ст) Р(а  — е sina)
« д  =  :
„(ст, f(g  + gslnaj

* *

(1)

T y .

(2)

(3)

(4 ;
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Вал АВ ук  атрофида доимий бурчак тезлик билан пйлан- 
гани учун  динамик реакцияларни топишда куйидаги тенгла
малар системасидан фойдаланамиз:

V s - в  ( У '* 1- О ;

1 , У  =  а {Х ™ -Х % > у ,

- M , y = Y f  +  r ? ;
.2 __ v(d) I \r(0)

(5)

М х е * 2 =  ~  X  A +  X B  ‘

Ox уки бош ук булгани учун :

/ „  =  0. (6)

Угу ни хисоблаш учун  кузгалувчи  марказий ва бош с, cbf, 
координата уклари сисгемасини киритамиз.

Зеки координата уклари системаси янги координата укла
ри системасига куйидаги формулалар оркали утказилади:

у =  (е +  I)  COS а — С sin  а; 

z — (е  +  S) sin  а -f- С COS а.

Буни назарга олсак, куйидагини хосил киламиз:

Sin 2а

(7)

=  yz т  =
(М)

(e +  l) 2d m -  Vdm
(М) (М)

+

+  cos 2а Г(е +  £) (.dm.
(М)

(8)

clrf, координата уклари системасининг боши диск инерция 
марказига жойлашгани учун

булади. Демак,

, _  S in  2а 
~  о

f dm =  ( Idni =  0
|.И) (’.И)

е2М  +  Г(5 +  чУ  dm -  Г (С2 +  f )  dm 
(!м) (Л1)

(9

s in  2з
(е2М -Ь U -  h )•

Массаси текис таксимланган диск учун : 

шу сабабли

и =  -  M R1-, h — — M R 1,
2 4

i » -
Рч lq2g

Ч
(«> +  ! / ? ’).

( 10)

( 11)

( 12 )
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* с =  °. Ус ~  £ cos й эканини зисобга олсак, (5) дан куйида- 
гилар келиб чикади:

X f  =  X f  =  0;

Me cos a • iu2 =  — ( Y f  +  Y f ) i
P  sin  2a ;  „ , 1

42ff 1
Демак, динамик реакция диск огирлик маркази билан айланиш 
уки ётган текисликда ётадигаи Оу ук буйлаб йуналтан бу
либ, микдор жизатдан куйидагига тенг:

V (<>) Р_ 
Л 2g 

yW _  Р_
В

2 g

е cos о. - f s in  2a
(2е2 +

2 а I 4 /

е cos я —
sin  '2а

[2е* + “ I2a * 1.

X I  Б О В

А РА Л А Ш  ТИ П Д А ГИ  МАСАЛАЛАР

71-§. Масалалар ечншга оид методик курсатмалар

Бу бобда бундан олдинги бобларда баён килннгаи 
Заракат микдори система чаракат мнкдоринингмоменти, кине
тик эиергиянинг узгариши ва инерция марказининг заракати 
закилаги теоремалардан фойдаланнб ечнладиган масалалар тек- 
ширилади. Система инерция марказининг заракати закндаги 
теореманинг формуласи илгарилама заракат киладиган кисми- 
га кулланилади. Кучнннг вакт ичидаги таъсирнни топиш ке
рак бул1анда, чаракат мнкдорининг узгариши закндаги тео
рема (56,1) кулланилади. Жисмнинг ёки системанинг айланма 
заракатини текширишда чаракат моменти мнкдорининг узга
риши закидаги теорема (59,17) дан фойдаланилади. К у ч  таъ- 
сирининг нукталар кучиш  масофасидаги эффектиии текшириш
да кинетик эиергиянинг узгариши закидаги теорема (62,52) 
дан фойдаланилади. Бу  теорема системага таъсир килаётган 
ички кучларни топишда зам кулланилади.

72- §. Масалани ечиш тартиби

Бу бобга оид масалаларни куйидаги тартибда ечиш
керак:

1. Координата уклари системасини танлаб олиш керак.
2. Биринчи навбатда, текшириладиган материал нукта ёки 

материал нукталар системасн аникланиб, ажрагиб олиниши 
керак.
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3. Кучларпи па богланнш рсакцияларипинг схемасини ту - 
зиб олиш керак.

4. Жисм ^аракатининг типини текширпб, механиканинг то- 
гишли тсоремасини танлаб олиш керак.

5. Механиканинг теоремаснга асосан система харакат диф- 
ференциали тенгла.маларини ёки уларнинг бирш.чи интеграли 
булган кононик теоремаларни тузиш керак. Бу  тсигламалар- 
даи изланаётган номаълумлар топилади.

94- масала. Огирлиги тегишлича Р , са Р2, асослари- 
нинг радиуси эса г, ва г 2 булган иккита бир жинсли юмалок 
А па В  цилиндрга иккита эластик ни уралган: нпиинг урам- 
лари цилиндр асосларпга параллел 
булган у рта текисликларга симмет- 
рик жойлашган; цилиндриииг ук-

лик маркази босиб Утган s  йул ва
3) ипларнинг тортилиши Т  аник- юз-шакл.
лансин (103- шакл).

Е ч и ш . Жнсмга Р , ва Р , кучлар_ таъсир килади. Вертика 
йуналган ипларнинг тортилишиии 27 билан алмаштириб систе 
мани богланпшдан кутказамиз.

Оу укини вергикал пасгга йуналтирамнз. Х аР кайси ци 
линдр учун  О, ва 0 2 укларга нисбатан ^аракат микдори к °  
нунини куллаймиз:

73- §. Масалалар

лиги таъсирнда пастга туша боради. 
Иплар хали иккала цилиндрга урал
ган деб хисоблаб, заракат бошлаи- 
ганндан кейинги t иайтда: 1) ци- 
линдрларнииг бурчак тезликлари 
со, ва о)а; 2) В  цилиндриииг огнр-

лари горизонтал булиб, уларнинг 
ташкил этувчилари энг куп OFran 
чизикларга ти к.

В  цилиндр тн н ч вазиятдан уз о т р -

Л?. =  M.S
/2с2 =  М 2\

( 1)

бунда

(2)
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Булардан:

бундан

ёки

(1) га /,, /2 ва М и М 2 моментларнинг кийматларини куй 
сак, куйидагилар келиб чикади:

■ ^ r j ? , =  2 7 rt i 
1 g
i ^ r J b - 2 7 r , .  (3)
2 g 

£ = 4  - i - ;  (4)
Psr 3

* V l? l  =  А Г2®2 (6)

rfw. r, </(0.—  Р ,Г , =  —  P2r 2. (6) 
dt 1 1 dt 2 2 1 '

(6) ни интеграллаймиз ва o>01 =  ш02 =  0 эканлигини назарга 
олиб, куйидагини хосил циламиз:

*\Р\Г\ =  <*>а Р%гг. (7)
(7) ни яна бир марта интеграллаймиз:

Ч\Р\Г\ =  2г2- (8)
•Иккинчи цилиндр учун  инерция марказининг харакати ха

кидаги теоремани куллаймиз:

—  j  =  Р 3 — 2 7  (9) 

ёки шаклдан s =  <р,г, - f  <р2г а булгани учун :

“ ( ',i<Pi +  'V Pa) =  />2 - 2 7 ' t (10)

«Р, ва ср2 нинг кийматларини (4) дан олиб, (10 га куйсак:

— Р  2 — 2 Г . (11)

ёки

Я ,  1 4 7 *  г  4 7 *  

£ I ' Р\ГХ 2 Р»г̂

4тр ’ ( ^ г ) ' р' ~ 2 г - (12>
Бундан Т  ни топамиз:

Т  — — р'-р> , П З )
2 ( З Р ,+  2 Р 2) ’ v '

(4) ни интеграллаб, цилиндрларнннг ю, па <ва бурчак тезлик* 
ларини топамиз:

Wg /© , = 11), =  — - 1:



Буларга Т  нинг кийматини куйсак, куйидагилар келиб чи- 
р д и :

ш =  — 2З К —  (. о, =  — ¥ i l —  t. (15)
1 г ,(3  Р, +  2Р3) г j  (ЗР,-f2P a)

В  цилиндр огирлик марказининг ?тган s йулини топиш учун 
кинетик эиергиянинг узгариши закндаги теоремадан фойда- 
лаиамиз:

Т\ — TQ — А\ (16)

бунда Г 0= 0 ;  А =  М 2ъ  =  27 г,э , — таъсир килаётган 27 куч- 
нинг иши;

=  { / , “ ! =  7 7  (>7)

(17) ни (16) га куйсак, куйидаги досил булади:

Су и дан:
г,ср, =  -

(1В)

(19)

Бунга (13) дан 7 нинг кийматини олиб куйсак, куйидаги 
келиб чикади:

=  (ЗР, + . 2 Я , К ^  (20)
4P,g

(8) дан уиг2 ни топиб, кейин ? ,г, ни куйсак:
Р\ РЛЩ  +  2Рш)г1«1 /оп

Г2?3 =  “  4 ^  '  '
Топил гаи г,? , ва г 2?2 ларни (11) га к^йиб, s ни топамиз:

(Р, +  Р3) (ЗР, +  2Р3) . 2
S =  r l T l  4- r , ?2 =  -------- --

* о
ёки (15) дай ш, нинг кийматини олиб куйсак, куйидаги *осил 
булади:

в — (Л  + /2
З Р .+ 2 Р , * *

98- масала. Силлик горизон
тал текисликка куйилган Р  о т р -  
ликдаги уч бурчакли ABC приз
ма шу текисликда каршиликсиз 
сиргана олади; призманинг АВ 
киррасида огирлиги Q булган бир 
жинсли доправий кесимли ци
линдр сирганмай юмалайдн. Приз
манинг заракати аниклансин 
(104- шакл).

Е ч и ш .  Жисмга ташки Р  ва 
Q кучлар таъсир килади. 104-шакл.

О

П !  1
Ь  Q\



Система богланишини вертикал текис тацсимланган реак- 
циялар билан алмаштирпб богланишдан кутцазамиз. О'х у^и- 
ни горизонтал нуналтнрамиз.

Система инерция марказининг харакати хакидаги теорема
га асосан:

^ Ч ,  =  0. (1)
g

Бундан шундай хулосага келамиз: инерция маркази тезлик 
векторининг горизонтал ташкил эгувчисн узгармас экан.

Бошлангич пайтда призма ва цилиндр тинч вазиятда булган 
деб хисоблаймиз, у холда t l )  дан:

vex =  0. (2)
Илгарилама хара_кат килаётган призма инерция марказининг 

тезлик векторный и билан белгилаймиз.
Призма билан цилиндр хам бирга кучгани учун, яъни приз

ма цилиндрга кучирма харакат бергани учун  цилиндр инер
ция маркази абсолют тезлигининг Ох укдаги проекцияси ку 
йидагича булади:

v0x =  v0 cos 3 — и. (3)

Энди система харакат микдори векторининг О'х Укдаги про- 
екциянинг нфодасини тузамиз:

Ко’х =  — — и — {v0 cos а — и). (4)
g g

(2) тенгликни хисобга олсак, куйидаги хосил булади:

(5)
Q С О  а

Призма харакатининг кипематик элементини топиш учун  ки
нетик э н е р тян и н г узгариши хакидаги теоремадан фойдалапа- 
миз. Олдин призманииг 7', кинетик энергияси ва нилиндрнинг 
72 кинетик энергнясидан иборат булган системанинг кинетик 
энергиясини топамиз.

Призма илгарилама харакат килгани учун

r ' =  i  7
булади.

Цилиндр текис параллел харакат килади, шунинг учун  унинг 
кинетик энергияси (62,4) тенгламадан топилади, бу генглама- 
ни тузишда шуни хисобга олиш керакки, цилиндр инерция 
марказининг горизонтал ташкил этувчисидан ташкари яна унинг 
Куйидаги вертикал ташкил этувчиси хам булади:

v0'y =  v0 sina. (7)
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Цилиидрнинг кундаланг маркази укига нисбатан уз инер
ция моменти куйидагига тенг:

/ . - 1 2  л  (8)

Шундай килиб, цилиндр учун  кинетик энергия куйидагича 
булади:

Т 2 =  -  [(i>0cosa — и)2 +  v js ln b ]  + ^ 7—- .  (9»
2g 4 g

Цилнндрнинг снлжнмай юмаланишини хисобга олиб, куйида
ги кушимча муносабатни тузамиз:

гш =  о0 =  ПО)
Q COS а

(6), (7) ва ( 10) формул лардан системанинг кинетик энергия- 
сини топамиз:

7 =  7 '. - f  Т3 =  (3 Р  +  Q +  2Q sin 2a; (11)
4 Qg COS* а

аки
r = - f ± ^ - [ 3 ( P + Q ) - 2 Q c o s 2a]«* (12)

4Qa cos я
Таъсир килаётган кучларнинг бажарган ишини топамиз:

А =  Qrcp sin s, (13)

бунда ср — цилнндрнинг инерция маркази атрофида айланиш 
бурчаги.

Система кинетик энергиясининг узгариши хакидаги теоре
мага асосан куйидаги муносабат хосил булади:

Я — 1 [3 (P  +  Q ) -  2Q cos2a] и2 =  Qnр sin  a. (14)
2Qg cos23

(14 ни вактга нисбатан днфференциалласак ва (10) ни назарда 
тутсак, куйидагича булади:

—-1 3  (P + Q ) — 20 cos2?] uw =  Q «sine ,
2Qg COS2a Q cosa

бу ерда
da

w *= —, 
dt

бунда:
_  Qg 9,n
"  3 (Л +  Q) - 2 Q  cos2a*

9 9 -масала. Вертикал укли доиравий кесимли цилнндрнинг 
ён сиртид ч кутарилиш бурчаги а булган силлиц винт арицчаси 
унилган; цилиндр вертикал ук атрофида ишкаланмай айлана 
олади. Бошлангич пайтда цилиндр тинч вазиятда туради; арик- 
чага oFHp шарча туширилади; у арикча буйлаб бошлангич тез-



лнксиз пастга тушади па цилиндрни 
айлантнради. Цилиндриииг массаси М, 
радиуси R, шарчанинг массаси т\ шар- 
чадан уккача булган масофани R ва
цилиндр инерция моментини ^ M R

га тенг деб зисоблаймиз. Шарча h 
баландликдаи туш гаи пайгда цилиндр 
бурчак тезлиги <» нинг цанча булиш- 
лиги аниклансин (105-шакл).

Е ч и ш .  Кузгалмас О,лгу2 коорди
ната уклари системасини киритамиз.

Системага ташки Р, Q кучлар ва 
таянч реакциялари таъсир килади. Бу 
кучлар Oz укига нисбатан момент 
Зосил килмайди, шунинг учун  систе
манинг шу укка нисбатан заракат 
микдори моменти узгармас булади, 
яъни

L x =  const. (1)
Бошлангич пайтда шарча ва цилиндр 

105- шакл. тинч вазиятда булгани учун

1г =  0. (2)
Шарча арикчада заракат килганида замма вакт (1 тенглик 

каноатлаитирилиши керак, шу сабабли цилиндр шарчанинг 
заракат йуналишига карама-карши томонга караб айлаима за
ракат килади.

Цилиндриииг айланиш бурчак тезлигини ш билан ва Ok 
укидан зисоблаб Ж , нуктанинг айланиш бурчагини ? билан 
белгилаймиз, у вактда заракатдаги шарча абсолют тезлигининг 
Кузгалмас укларидаги проекциялари куйидагича булади:

и х  =  (V  COS а — Rm) coscp, \

Чу =  (V  COS а — Rm) sincp, | ^
иг =  v sina. J

(I) тенгликнинг аник куриниши

h  — miiy R  вх 0 (4)
булади.

(4) га инерция моментини ва (3) дан иу нинг ифодасини 
олиб куйиб, v ни топамиз:

v =  f,U +  2m) — . (5)
'2 т  cosa

(3) тенгламаларда шарча абсолют тезлигининг квадрати ку- 
йидагига тенг булади:

и* =  (v cosz — Rw)z -у v2б\пга. (6)
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(5) га асосан (6) бундай куринишда булади:
2 М8 cosa3 -f (М - f  2 т ) 2 sin2 а

U 4 т г cos2a

Системанинг кинетик энергияси 7 цилнндрнинг кинетик

энергияси — билз н шарчанинг кинетик энергияси
4

7 j zx - L та -  нинг йигиидисига тенг.
2

(7) ни назарга олиб, системанинг кинетик энергиясини то 
памиз:

7 -  7, +  7 2 =  -  R W {M  +  2т  s in 2a). (8)
4 т

Р  куч  бажарган ишнннг микдорш
А =  (9)

Материал нукталар системаси кинетик энергиясининг узгари
ши хакидаги теорема (62,10) га асосан куйидагини хосил ки- 
ламиз:

оа*/?*(/И {- 2/я)(М  - f  2 т  s in ’a) =  SmVigcos2*. (10)

Бундан ш ни топамиз:

ш =  '2т col a л Г  Mg
R У  (М +  2 т )  (М +  2т  sin2 a)

X II боб 

З А Р Б А

74-§. Зарба назариясининг асосий 
цоидалари ва теоремалари

Материал нуктанннг ёки жиемнинг тезлиги ж уда 
кичик вакт ичида бирдан то чекли кийматигача узгарадиган 
булса, унга зарба назарияси дейилади. К учн и н г чексиз кичик 
вакт ичида курсатган таъсири катга булиб, куч импульси чек
ли микдорга эга булса, бундай кучга  зарбали ёки оний куч 
дейилади.

Зарба вактида зарбали булмаган куч таъсирини ва унинг 
таъсиридан материал нуктанннг кучишини хисобга олмаслик 
мумкин.

Зарбали к у ч  таъсирининг натижаси к у ч  таъсир килаётган 
материал нукта тезлигининг узгариши билан ифодаланади, унинг 
узгариши куйидаги формуладан топилади:

&v = и 2 — Uj — —» (74,1)
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t
3  =  f F  dt. (74,2)

0

5  — кучнннг кичик вацт нчидаги импульси ёки оний импульс, 
"  — чексиз кичик вакт — зарба вацти (масалалар счпшда т учун 
такрибан жуда зам кичик, секунднинг мингдан бир улушидан 
ортнк булмайдиган даражадаги чекли сонни олиш мумкин,).

Илгарилама заракатдаги икки жисм бир бири билан тукна- 
шиш олдида уларнинг инерция марказларининг абсолют тез- 
ликлари мазкур марказларип туташ тирувчн тугри чизик буйлаб 
йуналган булса, бундай зарба тугри марказий зарба дейилади.

1 - теорема Икни шарнинг .\аракат мицдорларининг йигин
диси зарбадан илгари цандай булса, зарбадан кейин %ам 
шундайлигича цолади, яъни .\аракат мнкдорининг йигинди
си узгармайди:

mxvx +  m2v2 =  ///,//, +  т 2и2, (74,3)

бу ерда: т и т 2 — шарларнинг массаси, //,, « 2 — биринчи ва 
иккинчи шарларнинг зарбагача булган тезликлари, vl t v2 — шу 
шарларнинг зарбадан кейинги тезликлари.

Жисмлар зарбадан кейин биргалнкда битта жисмдек зара
кат килса, бундай зарбага пластик зарба дейилади.

Агар жисмларнинг массаси ва зарбагача булган тезликлари 
берилган замда зарбанинг пластик булиши зам маълум бул
са, уларнинг зарбадан кейинги тезлиги

v =  пщ + т л  (Т4 }
m, - f  т 2

формуладан, импульси эса

S
ffl./fl, (и,—и о)

=  - j- ^ L T-------- (74,5)т ,  -j- И] '  ' '

формуладан топилади (бирок >h >  >h).
'Гикланиш k коэффициент зарбаланувчн жисмларнинг ма- 

териалларига богликдир ва илгарилама заракатда марказий 
тугри зарба булганда куйидаги формуладан зисоблаб топилади:

k »  Y L Z 3 ,  (74,6)
и, - и а

k реал жисмлар учун  0 <  k <  1 орасида узгаради. Абсолют 
эластик жисмлар учун  k =  1 булиб, абсолют пластик жисмлар 
учун  k =  0.

Шарларнинг эластик зарбадан кейинги тезликлари куйида
ги формуладан топилади:

' . “ «  +  *  & > - « , ) . }  (747)
v 2 =  V ~  k  ( v  —  tt2\

бундаги v (74,4) формуладан топилади.

бунда
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Система инерция марказининг >;аракатига зарбали куч таъ
сир цилганда х зарба вацтидаги материал нукталар системаси- 
нниг ара кат микдорп конуни куйидаги муиосабатга келади:

Nlv (74,8)
v = l

бунда: Л1 — системанинг массаси.
(74,Н) тенгламанинг координата уклардаги проекцияларининг 

формуласи куйидаги куринишда булади:

(74,9)

М {vx -  их) =  2  Sffi.
v = - l

M {v y - и у) =  2  S*y.
V « 1

M [ v , - u , )  =  2 S % \

(74,9) тенглама система инерция марказнга зарбали оний 
кучнинг курсатаётган таъсирини ^исоблашда куллапплади

2 - теорема. Зарба вацтида система д*аракат мицдори бош 
моменти векторининг узгариши л'амма ташци оний {зарба
ли) кучлар импульс лари моментларининг геометрик йигин- 
дисига те н г .

м м  -  м 0(«) =  2  W O )

Бу (74.10) тенгламадан айланма >;аракат учун  куйидагини то
памиз:

л
(74,11)

бу ерда: /х — жиемнинг инерция моменти, ш, — зарбадан кей
инги бурчак тезлиги, ш0 — зарбагача булган бурчак тезлиги,
л

^  A f,(S (?) — к у ч  импульслари бош моментининг айланиш Ог

укидаги проекцияси.
3 - теорема. (Остроградский — Карно теоремаси).
Зарба вацтида йуцотилган кинетик энергия иуцотилган

тезликка тегишли кинетик энергиянинг цисмига тенг
А + 1

булади.
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Зарбагача булган тезлик зарбадан кейинги тезликнинг яйир- 
маси v — u га йукотилган тезлик дейилади. 

к -  1То - 7 ,= гп, ,  т  . . . .
(74,12;

Л + 1
Икки жисмнинг тугри марказий зарбаланишида кинетик 

эиергиянинг йуколишини куйидаги формуладан топиш мумкин:

7~г — 7~.-------(1 — (7 4 il 3)
2 (m, 4- от.)

Агар жисмнинг бирор нуктасига зарбали оний куч куйил- 
ганда, бу жисмнинг осилит уки кушимча динамик (зарба) 
огирлик сезмаса, бундай нуктага зарба маркази дейилади.

Агар жисмнинг осилит уцини О нуктада кесиб утадиган, 
айланиш укига тик, инерция маркази ОС масофада урнашган 
ва жисмга П  текислик симметрнк булса, зарба маркази К  оси
л и т  уки  ва инерция марказидан утадиган тутрн чизик устида 
ОК масофада булади,

0 K  =  J T5 c  <74Л4>
Бу ерда /0 — жисмнинг осилит укига нисбатан инерция мо

менти.
М  — жисмнинг массаси

Зарба кучининг S  импульси ОК тугри чизигига ти к булган 
// симметрия текислигида ётиши керак.

Булардан зарба маркази физик тебрангичнинг тебраниш 
маркази каби аникланишини курамиз.

75-§ . Масала ечишга оид методик 
курсатмалар

Зарба назариясига асосаи ечнладиган масалаларни 
Куйидаги тартибда зал этиш керак.

1. Жисмларнинг зарба олдидагн ии и2 тезликларини топиш 
керак.

2. Зарбадан кейин жисмлар олган vu v2 тезликларни то 
п и т  учун  зарба назариясинииг тегишли тенгламаларинп тузиш 
керак. Б у  тенгламаларни тузишда жисмлар кандай заракат ки- 
лаётганлигини зисобга олиш керак. Агар жисмлар илгарила- 
ма заракатда булса, (74,3), (74,6), (74,9), (74,10) тенгла- 
маларга, агар айланма заракатда булса, (74,10), (74,11), (74,12) 
тенгламаларга асосланмок керак.

3. Зарба марказий булмаглида, кия зарбага оид масалалар- 
ни ечишда зарбаланувчн жисмларнинг тезлигини жисмлар уриш- 
ган нуктанинг умумий нормали буйлаб ва умумий уринма те- 
кисликда ётган уринма буйлаб йуналган ташкил этувчиларга 
ажратиш керак, сунгра зарба вактида шу ташкил этувчилар-
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нинг узгариш харакатларини текшириш ва уларнинг зарбадан 
кейинги микдорларини топиш керак.

4. Жисмларнинг зарбадан кейинги ^аракатларини назарий 
механикада чицарилган тегишли теорема ва мердларга асосан 
текшириш керак.

76-§ . Масалалар

100- масала. Огирлиги Р  булган А юк бошлангич 
тезликсиз h баландликлан огирлиги р булган В  плита га туша 
ди, плита бикрлик коэффициенги с булган пружииага бирикти
рилган. Тикланиш коэффнциенгини 
нолга тенг деб хисоблаб, урилишдан 
кейин пружина сицилишинпнг катта- 
лиги s  топилсин (106-шакл).

Е ч и ш . Плита билан А юкнинг 
зарбаланишидаги пластик зарбадан 
кейин юк ва плита бирга битта жисм- 
дай .^аракат килади, уларни биргалик- 
даги ^аракатининг тезлигини « в  билан 
белгилаймиз.

А жисм учун  кинетик энергиянинг 
узгариши хакидаги теоремани куллаб, 
унинг зарбадан олдинги тезлиги va  ни 
топамиз:

106- шакл.

бунда:

демак,

m vl
~2~ =  А = Р  • h =  mgh,

т>о =  0 ,

vA= V 2 g h . (1)

Зарба вактида ^аракат микдорининг сакланиши (138,3) ко 
нунидан

бундан:

и  =  PV 2gk
В Р  +  Р  Р + р

‘Д* (2)

(3)

Зарбадан кейин плитанинг силжиши s  ни топиш учун  ки 
нетик энергиянинг узгариши хакидаги теоремадаи фойдаланампз.

Плитанинг р огирлик кучи  пружинанинг эластик кучи  би
лан мувозанатлашади, яъни

р = с).сш * (4)
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бунда, Xcm — пружинанинг статик чУзилиши, шу сабабли у s 
кучишда иш бажаради. Айтилган s  кучишда юкнинг огирлик 
кучи  Р  га эластик кучи  F  =  cs иш бажаради, шунинг учун

А =  Ах-\- Л 2,
яъни

S
Л, =  Р  • s, Л 2 =  — j Fds =  —

cs'
csds =  — j ,

булардан:

Л =  P .  s -

Кинетик эиергиянинг узгариши: 

Бу (5) ва (6) лардан:

т  т  РЧ  
1 а ~~ '  1 =  - ----- '•

Р  +  Р

(5)

(6)

ёки

бундан:

Рс _  £ ia -  1H L  
2 Р + р

2 PVi2 2Р S ------- S
с{Р +  р)

О,

s  — — ±  I /  — +  2А
С f г.а с(Р+/>)

(7)

(8)

(8) формуладаги манфий ишорани олмаймиз, чунки кучиш  
манфий булиши мумкин эмас, демак,

2 h
Р%

с(Р +  Р)

1 0 1 -масала. v , тезлик билан 
заракат килаётган /л, массали 
шар тинч турган пи массали 
шарга урилааи. Бунда шарга 
зарба теккапда унинг тезлиги 
шарларнинг марказларини бнр- 
лаштирувчи чизик билан а бур
чак зосил килади: 1) урилишии 
абсолют эластик эмас деб зи 
соблаб, биринчи шарнинг ури- 
лишдан кейинги тезлиги; 2) урн- 
лиш эластик ва тикланиш ко- 
эффициентн k деб фараз килиб, 

зар кайси шарнинг урилишдан кейинги тезлиги топиленн 
(107- шакл).

107- шакл.
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Е ч и ш . Зарбагача булган г-, тезлик векторнни; шарлар мар- 
казларинн бирлаштирувчи тутри чизик буйича йуналгаи

v \n — V \ COS 2 (1 )

ва шарларнинг умумий уринмаси буйича йуналгаи

T»lx =  v 1slna  (2)

ташкил этувчиларга ажратамиз.
Иккинчи шар учун

■«г. =  O j,=  0- (3)
Шарларнинг сиртларини абсолют силлик деб цисоблаПмиз, 

ш у н и н г  учун
(4)

бунда: м,. — биринчи шарнинг зарбадан кейинги тезлигинииг 
уринма ташкил этувчиси.

1) шарларнинг пластик зарбасини текширамиз: зарбада сис
тема харакат мицдорииинг сацланиш цоиунига асосан:

=  (^1 + Щ) wln> (5)
бундан

U ln =  v u  =  v x cos a. (6)
т х -f w 2 mx +  m3

Биринчи шарнинг зарбадан кейинги тезлигинииг модули 
Куйидагига тенг булади:

U\ ■» У  « j ,  Н- =  v, l / "  s in2a +  (— ^ —  Vcos2? . (7)
г \тх +  т..)

2) зарба эластик булсин: бу *олда иккинчи шарнинг зар
бадан кейинги тезлигинииг нормал ташкил этувчисинн и2„ билан 
белгилаймиз.

Зарба даврида система ^аракати микдоринииг сачлаииш 
теоремасига асосан:

mxvXn =  mxi iXn-\-m2u2n (8)

булади, тикланиш коэффициенти (74,6) формулага асосан:

k =  - 2-" ~ * Ч  (9)

(8) ва (9) теигламаларни биргаликда ечиб, куйндагиларнн 
^осил циламиз:

/И, —  Ат/И*



(2), (4), (10) тенгламаларнн ва иг- — 0 ни назарга олиб, //, 
ва и-, ни топамиз:

///, — кт_
COS- а,

т . --- т.

По =-  +  к ) cos я.

10*2- масала. Урилишдагп тикланиш коэффициеитини аник
лаш учун ишлатиладпган асбобда вертикал текисликдаги гори

зонтал О ук атрофида 
айланувчи стержень бор; 
стержень уцидан маълум 
масофада текширилади- 
ган материал жойлаиган; 
стержень уз огирлиги 
гаъсирида горизонтал ва- 
зиятидаи бошлангич тез- 
ликсиз туша бошлайди 
ва вертикал вазиятга кел- 
ганда текширилаётган 
м а т с р и а л д а и пластинка 
шаклда килиб ясалган 
Кузгалмас тусикка ури- 
лади.

Агар урилншдан кейин 
стержень вертикалдан ® 
бурчакка цайтп опан 
булса, тикловчи коэффи

ц и е н т к нинг канча булишлиги аниклансин ва урилишда О 
УК'н и н г  подшипиигида кушимча зурнкиш зосил булмаслпги 
учун  текширилаётган материал стерженнинг айланиш укидан 
Кандай л- масофага урпатнлиши кераклиги курсагилсии ( 108- 
шакл).

Е ч и ш .  Стерженнинг огирлигини Я, билан, текширилаётган 
материалнипг огирлигини Р, билан белгплаймиз. Система ки
нетик энсргиясииииг узгариш формуласп (02,10) га асосланиб, 
Куйидагича ёзиш мумкин:

^  ( /  +  Щ Х ~ )  со2 ( 1)

бу ерда: / =  — — шакл текислнгнга тик булиб, О нукта-
3

дан утган у к ка нисбатан стерженнинг инерция моменти; 
ш — стерженнинг урилиш иайтидагн бурчак тезлиги. 
Урилиш пайтда М юкнинг тезлиги:

Г'v =  хЛ /  kr J!bL±2m'J.
У ( 2 )
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и =  /гг»
га тенг булади.

Зарбадан кейин стержень бурчак тезлиги:

га, зарбадан кейин эса

со, — k -

(3)

(4)

га тенг булган айланма ^аракатга келади.
Система кинетик энергиясининг узгариши хакидаги георе- 

мага асосан:

|  (/ +  т 2х2) со* =  (m j +  2 / я ,^ (1  -  cos ?).

(2) ва (4) ларни хисобга олиб, (5) дан k ни топамиз:

k =  V 2  sin

(5)

(6)

Айланиш укига нисбатан зарба вактида кушимча зурикнш 
сезмаслнги учун М юк зарба марказига жойланиши керак, я ъ 
ни х  — хс булпши керак.

Системани инерция марказининг координатаси:

— ///,/ 4- т 2х  =  — (///, 4- щ )хе

формула буйича топилади, бунга биноан (74,14) га асосан:
/  -|- т 3х 2

х Р =
n i i l  ■+• т 2х

(?)

(8)

х с =  .ч: булгани учуй (8) дан:

* - ! < ■
103 -масала. Иккита шкив ю10 ва ю20 бурчак тезлик билан 

бир текислнкда уз уки атрофида айланади. Шкнвларнинг зи ч- 
ликлари бир хил ва радиусла- 
ри R u R 2 булган доиравий 
кесимли диск деб зисоблаб ва 
тасманииг массаси билан сир- 
ганишини хисобга олмай, 
шкивларга тасма кийгизнлган- 
дан кейин, шкивлар бурчак 
тезликлари со, ва со, нинг цанча 
булишлпги аниклансин (109- 
шакл).

Е ч и ш .  Бу масаланн икки усул билан ечиш мумкии.
Б и р и н ч и  у с у л .  Зарба вактида система >;аракат микдорн 

бош моменти векторининг узгариши .\амма ташки оний (зар
бали) кучлар импульс моменгларининг геометрик йигиндиси-
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га гонг деган теоремага асосан биринчи шкив учун  куйидаги* 
ни зоспл киламиз:

/, (w, — » 10'  =  S R U (1)

бу ерда 5 — тасма тортиш опии кучининг импульси. Бундан 
ташкари шкивга укнииг оний реакция импульси куйилган; 
унинг айланиш укига нисбатан моменти нолга тенг.

Иккинчи шкив учун:

/, (ю2 — о,0) =  S R 2. (2)

(I) ва (2) лардан импульс 5  ни чиказамнз, у вактда

Л^210Ю +  l i f t  11°20 =  !\R>U | +  (3)
Гасмада силжиш булмагаии учун:

(ul R l == и ).i R.1, (4)

ш2 нинг кийматини (4) га куйиб, о, ни топамиз:

AtfjO.o 4- I'i®2̂ 1w2j
to. =

hR l +  hRi
Бунда:

(5)

булгани учун  (5) дан:

Rho 2̂w-o 

R A R i+ R l)
(4) ва (7) лардан o>2 ни топамиз:

*?«ю +  о

Ч  Ю  т

=  „ / n'2 p-27  * (7>

1 Rs {R\ - I -  Rl)
И к к и н ч и  у с у л .  Масалани иккинчи усул билан счилиши 

Остроградский — Карно теоремаснга асосланган.
Пластик зарбада йукотилган тезлик оркали тегншли йуко- 

тилган кинетик энергия куйидагича ифодалана;щ:

тх ~ тг =  ~1 [Л («ю -  <*>|/2 -1- К о  “  wa)2|. (9)

Т  1 /  2 , I /  2
Т \ = - Л 1010 Т - А  «20,2
’1 1 / 2 * 1 » V 72 — — /,Ш1 4- -  /20)2

( 10)

эканлиги бизга маълум.
(9) ва 10) тенгламалардан куйидагини топамиз:

+  72ш‘ =  /iiol0w, -i- /2ш2иша. (11)
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ва w,/?, =  о)2/?2 И 2) 
чикали:

ни хисобга олсак, (11) дай куйидаги келиб

(О /|

бундан:

/ ^*2 20 if"

О), =

яъни (5) формула 
Масалани ечиш нинг

"Ь /'.’Р 1 /?2М20 

Л «2 +  4»*?
келиб чикди.

давоми биринчи

(13)

( И )

усулдагпга ухшаш, 
i.

104- масала. Снаряд тезлигинн аниклаш учун  кулланилади-
шунинг учуй уни бу ерда такрорламаймнз.

гаи баллистик маятник горизонтал О укка осилган АВ 
дрдан иборат: цилиндрга кум тулдирилган ва унинг 
очнк; цилиндрга кирган снаряд 
маятникни унинг О уки атрофи
да бирор бурчакка айлаитиради.
Маятникнииг массаси М\ унинг 
С огирлик марказндан О уккача 
булган масофа ОС =  //; О укка 
нисбатан олинган инерция ради
уси р, сиарядиииг массаси т\ 
зарба таъсир чизигининг уккача 
булган масофаси O D =a; маят- 
никнинг о г  и ш бурчаги я. Маят- 
никнинг О укигазарбатегмайди, 
деб фараз килиб, сиарядиииг 
тезлиги аниклансии, ah=р2 (110- 
шакл).

Е ч и ш .  Маятник ва сиа- 
ряддан иборат булган снстемага 
Чаракат микдорининг моменти 
хакидаги теоремани кУллаймиз.

То  зарбагача бу система ^аракат

цнлин- 
А учи

й С

110- шакл.

микдорининг

mva
моменти

( 1)
га тенг, чунки бу вактда снаряд ^аракатда булган.

Агар маятникпинг зарбадан айланиш бурчак тезлигинн ш, 
билан белгиласак, системанинг харакат микдорининг момент 
харакат микдор моментларининг йипшдисига тенг:

Мр2ч>{ -г  т а 2о,. (2)

Зарбада системанинг ташки зарба кучи  факат зарба (ук) 
богланиши булгани учун уларнинг укка нисбатан моменти нол
га тенг. Демак, системанинг >;ара кат микдори моментларининг 
йишндиси узгармас, яъни:

mva =  /Wp2 юj -J- та* (3)
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бундам v  ни топамиз.
М ог  +  та ?  . . .

V =  — 1 ---------о ,.  (4 )
та

Энди со, билан энг катта опии бурчаги г орасидаги муно- 
сабатни топамиз. Уни кинетик эиергиянинг узгариши закидаги 
теоремага асосаи топамиз. Вертикал вазиятдаи энг катта опии 
бурчагига келганда кинетик энергия куйидагига тенг булади:

Г  =  -̂  {Мр2 +• т а 2)coj, (5)

бошлангич иайтда Т  = 0 булади.
Огирлик кучлари, яъни маятник васнаряднинг огирликлари 

бажарган иш куйидагига тенг:

А = — (Mgh - f  mga)( 1 — cos *). (6)
Кинетик энергия теоремаснга биноан:

(Мр2 - f  гпа2)^  =  2 {Mgh mgy.)( 1 —cos я). l ~)

(1 +  cos а) ни 2  s in 2 f  билан алмаштириб со, ни топамиз:

СО, =  2 sin -  1  f  S ( M h +  т а )  ( 8 )
2 г Л/р2 т  та -

Буни (4) га куйсак, куйидаги келиб чикади:

v *= -  YgyMh  -j- та)(Мр2 - f  w n2) - sin  —. (9)
та  2

Бу (9) теиглмкдаи. агар снаряд укидан замма вактбирхил 
масофада огио колса, у вактда унинг тезлиги энгкатга огиш- 
ган ярим бурчагининг синусита пропорционал булишн кури- 
ниб турибди.

Снарядни укдан шундай а масофада йуналтириш зарурки, 
бунда зарбанииг таъсири укка сезилмаслиги керак.

Албатта буни замма вакт килиш мумкин, чунки маятник уз 
опфлпк маркази заракат киладиган вертикал текиелнкка нис
батан симметрик, шунинг учун осилит уки О иукта учуй бош 
инерция уки ва инерция марказининг шу укдаги проекцияси 
булади.

Топилган умумий шарт шуни курсатадики, снаряд огирлик 
марказидан утадиган вертикал чизнкдаги а • // =  о-, (9) муно
сабат билан топиладиган нуктада тухташи керак.

Агар шу шартлар бажарилса, асбобнииг яхши сакланиши 
учун  кулай шароит яратилади. Унинг тезлиги v ни топиш учун
(9) формулада у  ни ah ифода билан алмаштирсак, у куйида
гига тенг булади:

2(МИ ■+ та )  .  Г р  . аV =  —-------------' 1 / £. sin
т  ) а 2
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X III BO B

Л А ГР А Н Ж Н И Н Г  И К К И Н ЧИ  Т У Р  ТЕН ГЛ А М А С И

7 7 -§ Асосий тушунчалар ва юнгламалар

Бир-бирига боглпк булмаган ва >;ар кандай вактда 
системанинг назнятннн аннклайдиган нхтиёрии параметрларга 
умумлаштирилган коордииаталар дейилади. Системанинг .̂ ам- 
ма нукталарининг коордннптал ipiuni uiy умумлаштирилган 
коордииаталар оркали ифодалаш мумкин. Агар системанинг п 
та умумлаштирилган коордпнаталариии </,, <i->, <?3, q.ь  . . . ,  qn 
билан белгиласак, системанинг *пр .бир М. (х, , у ,, г ,  ) нук* 
таеннинг декарт коордннаталарини t на к г ва qlt q2, q3t . . . , qn 
параметрларнинг функцияси деб ифодалаш мумкин:

хч — Х-, (</j, q>) <7з, . . • » <7,,» t), \
У. =  У» (<7ь <7з, <7з............ <7*. 0 .  (77,1)
г ,  =  2-v (<7,, <72» </з. • • • » qn* f - )

Агар снстемага куйилган богланиш стационар (донмин) бул
са, бу тенгламаларнннг унг томонида t пакт булманди.

Эркин умумлаштирилган координаталарнипг п сони систе- 
манинг эркинлнк даражаси дейилади.

Агар снстемага голономли боглацншлар куйилган булса, 
система харакат дифференциал теж ламаларининг сони систе
манинг эркинлнк даражасига тенг булади

Умумлаштирилган кучлар потенциаллн булмаганда Лагранж- 
нинг иккинчи тур теигламаси куйидаги куринишда булади:

“ =  Q jU = \ ,  2, 3 ............ к), (77,2)
dt \dq,J dqt

бунда qu q2, q3, . . .  , ^  — умумлаштирилган коордииаталар 
(яъни  система нуктасининг вазиятини битта энг якин кчймати 
билан аниклайдиган бир-бирига боглик булмаган коордицага-
лар). qu q-,, </3, . . . , qk— умумлаштирилган тезликлар.

7 - системанинг умумлаштирилган коордииаталар оркали 
ифодалангаи кинетик энергияси булиб, у куйидагига тенг:

Т  =  7-„+7\  +  Т „  (77,3)

у ,  „ 7 .

1
бу ерда: 7’0 =  ^  — I — | — умумлаштирилган q} тезликка

2 \ dt

нисбатан ноль даражадаги функциядир.
г, — системанинг бнрор М ч (v =  1, 2, 3, . . . .  п) нуктаси

нинг радиус вектори булиб, у куйидагига тенг:

г, =  r~ (?„ tf2, f t ,  , q,r  t) (77,4)
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v ,  •
‘ , -  2 u  A  i ~  УмУмлашт,Филган <7/ тезликка ннсбатан бирин-

1
чи даражалн (чизикли) функция, бунда:

/1
; V  д~гч д~г,
Ь/ =  > ///* -----  • —

'  с)?,
* л

, v n i
T-i — -  /  , /  {afs <7A  ~  умумлаштирилган q, тезликкя нисба-

т = т 4 = г
тан иккинчи даражалн (квадратик) (функция булиб, бунда:

П
\ Ч  сf i  f) rv 

а,, =  7 т ч ------  --------- ;
_  Oqj Oqs

0 1. Q2. Qs, ••• » Qft — системанинг умумлаштирилган кучлари, 
улар куйидаги формуладан топилади:

Q,~ %{*'% + У'%  +г'щ \ 2* • 77'4'>

бу ерда /V,, K v , Z . — F v кучнннг декарт координата у кла
ри да г и проекциялари.

Агар системанинг нукталарига

+  Ь„У , +  cvZ j)  +  (/ ..=  О, (v =  1, 2, 3 ........... /) (77,5
;= |
куринишда кинематик богланнш куйилган булса, умумлашти 
рилган координата вариацияларига куйидаги кушимча чек ку 
йилади:

к
У а д ,  =  0 ( 5  = 1 , 2 , 3 ............./). (77,К
;= i

Лагранж купайтирувчисини ; is ( s  = 1 , 2 ,  , . . .  , /) билак бел- 
гилаимиз, у вактда система иукталарининг заракат дифферен 
циал тенгламалари куйидаги куринншга келади:

(77' 75=1
Агар система потенциали // кучнннг функциясн булган 

консерватив куч майдонида заракат кил» а, кушимча кинема
тик потенциал деб аталган L функция киритнлади.

L ~  Т  — П, (77,8)



f / = l .  2, 3,.............ft), (77,9)
d t 'd q j '  dqj

Агар богланиш стационар булса, кинетик эиер! ия бир жинс- 
ли умумлаштирилган коорйинаталарга нисбатан иккинчи дара* 
жали шаклда булади.

Агар снстемага таъсир килаётган кучларнинг потенциал’ 
масларн .\ам булса, Лаграижнинг иккинчи тур генгламаси 
куйидаги куринишда тузилади:

т . т т  =  Qfi '/  =  1. 2, 3............ к), (77,10)

бу ЗОЛ у чу н  (77,2) система куйидагича ёзилади:

dt \dqjl dqj

бу ерда Qj — коисерватнв булмаган умумлаштирилган ку ч .
Агар система коисерватнв куч майдонида харакат килса ва 

кинетик потенциал I. таркибида вакт ошкор куринишда бул- 
маганида (77,9 система тенгламалар ечими энергиянинг умум
лаштирилган ингегралларини беради, яъни:

п
У дЛ  q , - L =  Т 2- Т 0 +  П =Н . (77,11)

dqj
7 = i

Агар богланиш стационар булса, (77,11) тенгламада мате
риал иукталар системаси механик энергияларнинг сакланиш 
конунп келиб чикади, яъни:

Т  4- /7 =  h. (77,12)

Умумлаштирилган координаталардаи баъзи бири кинетик 
потенциалга кирмагап булса, ундай коордииаталар циклик 
коордииаталар деб аталади.

Агар умумлаштирилган координаталарнинг <7,, q2, q3, • q, 
циклик коордипаталари булса, умумлаштирилган коордпната-

ларга гсгишли умумлаштирилган Q„,(m =  1, 2, 3, . . .  , а) к у ч 
лар ноль-) тенг булади, бу вактда (77,10) тенгламалар систе- 
масиииш куйидаги куринишдаги биринчи интеграллари булади:

Ся ( / я =  1 ,2 ,3 .............с). (77,13)
<Ц,П

Лагранжниш генгламаси кузгалмас нуктаси булган жисм- 
нннг .^аракатини текмшрншга татбик этилганда у тенглама
лар Эйлер теигламаларига келади, яъни:

) ,  ш, 4  (/ ;  — /,,)ш, сос =  L - ,

/', о, 4- (/; — Л ) ш; ш =  L r  

/ ;ш; 4  (/ ч — А)шбв>.,=* U  »

(77,14)
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бу ерда A, t r , — уцларга нисбатан инерция моментлари; 
Z.E,/.,, 1-л— ташки кучлар бош вскторшшиг кузгалувчп коор
дината Учларидагн проскциялари; <•>:, ■•»,, <•>; — оний айланиш 
бурчак тезлиги векторинииг цузгалувчп координата укларида- 
ги ироекциялари.

78-§ . Масалалар ечишга оид методик курсатмалар

Лагранжнннг иккинчи тур тенгламаенни татбик этиб 
ечнладиган масалалар ечиш методикаси куйидагича булади.

1. Материал нукталар системасннинг эркинлик даражасини 
аниклаш керак.

2. Координата укларинн топиб олиш керак.
Сони системанинг эркинлик даражасига тенг булган, бир- 

бприга боглиц булмаган умумлаштирилган коордииаталарип 
танлаб олиш керак.

3. Танлаб олинган умумлаштирилган координаталарга те- 
гншли булган О,, Q>> • • • Q.* умумлаштирилган кучларни топиш 
керак. Бу  умумлаштирилган пшнинг нфодасидан топилади.

Умумлаштирилган кучни куйидаги усуллар билан чисоблаш 
му мкнп:

а) бевоента (77,5) формула буйича; б) умумлаштирилган 
коордипатага тегишли Qj умумлаштирилган кучни топиш учун  
берилган механик системага шундай мумкин булган кучиш 
бериш керакки. унинг фацат битта коордипатасп узгариб, кол- 
гаи умумлаштирилган координаталари узгармай колсин; кейнн 
берилган замма кучларни шу кучишдаги элемеитар ншларнинг

п

йигипднеини 2* bAjv топнб, уни bqJ вариадияга булиш керак, яъни

±
v=»l

ЬАр

Q/ =  ^ - ( 7 =  1, 2, 3, . . .  , k), (77,16)

в) хусусий .\олда, система потенциал куч таъсирида булса, 
умумлаштирилган к у ч  куйидаги формула буйича топилади:

Q/ =  r = “ r *  (77,17)dqj (tf/j
Бунда U  — кучнннг потенциал функциясн, П — системанинг 

потенциал энергияси. Бу зол учун Лагранж тенгламаси куйи
дагича ёзилади:

............ *>• ™
Умумлаштирилган кучни (77,17) формуладан топишдан ол- 

дин кучнннг потенциал функциясиии ёки системанинг потеи-
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циал энергиясини умумлаштирилган координаталар орцали 
ифодалаб олиш керак.

4. Умумлаштирилган коорДинаталардан кинетик энергия 7 
ни на потенциал энергия'// ни топиб олиш керак.

„ ' д Т  д Т  с)11 . i n - 5  ь\
о. Xvcvciih ,\осилалар — ; — ; -—- ( *  =  1, 2 , о, , R)

'  '  Oqj dq j  dqj
ларни топиб олиб, Лагранжнннг нккинчи тур  тенгламасига 
куйиш керак.

(). Система нукталари .\аракатга келиш вактидаги бошлан- 
рич шартларни курсатиш керак.

7. Вошлангич ’ шартларни каноптлантнрадиган дифференциал 
тенгламалар сисгемасини ннтеграллаш керак.

Лагранжнннг тенгламалар системаснни ннтеграллаб q2,
. .  . , q,, умумлаштирилган коордннаталарпни, t вацт ва С,, С2 
С3, . . .  , ' Cvn интеграл узгармасларини функчняси килиб то- 
пилади. С,, С2, С3, . . . , С‘‘п интеграл узгармаслари система- 
нннг бошлангнч ^аракат шартидан топнлади.

8. Системанинг .^аракатинп кннематик текшириш керак.
9. Лагранжнннг II тур тенгламасн бнлан ечиладиган масала- 

ларнн куйидаги тннлардан бирининг таркибига кнритиш мумкин:
а) масалада факат системанинг ^аракат дифференциал тенг- 

ламасинн тузнш  талаб килпнади (бунга И. В . Мешчерский 
, Мазарий механикадан масалалар тупламп“ китобидаги 1190, 
1193, 1194,1196, 1197, 1201, 1203-1205; 1210 1213, 1214, 1218, 
1221-масалалар кирадн);

б) масалада тезликнп ёки бурчак тезликни топиш талаб 
цилинади (бунга И. В. Мешчерский „Назарпн механикадан 
масалалар туплами" китобидаги 943— 947, 1114, 1120-масалалар 
кирадн).

79-§ . Масалалар

105- масала. О ирлнги  Р , па 
узунлиги  / булган пулат аркоига 
осилган Рогирликдаги юкнинг .\аракагп 
аннцлаисин; пулат арцоп радиуси а на 
огнрлиги Р 2 булган барабанга уралган; 
аПланиш у к и горизоитал; ишкаланншни 
^псобга олмаймиз; барабан массасини 
унинг гардиши буйлаб текис таралган 
деб хисоблаймиз. Бошлангич t =  0 пайт- 
д;. система тинч ту ради; пулат арцон- 
нинг осилнб турган кисмининг узунлиги 
10 (111-шаклЛ

Е ч и ш .  Системанинг эркинлик дара- 
жаси битта. Р  юкнинг ^аракати умум
лаштирилган л  координата бнлан аниь;- 
ланади, l l l -шакл.
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7 =  7, 4_г 12 + 7,!•

1 /»* =  I PJ А * 1 Ра
“  2 2 К 2 А'

7 , = I  S  ; * 73 =
1 Р

\2
2 £ 2 Я

Барабаннинг айланиш бурчак тезлигини ш билан белгилай- 
миз, у вактда:

аш =  х  =  v, (1)

бунда, х  =  v — юк заракатншшг тезлиги. Системанинг кинетик 
энергияси 7, барабаннинг кинетик энсршяси 7,, пулатаркон- 
пииг кинетик энергияси Т2 ва юкнннг кинетик энергияси 73 
йипшдисига тенг, яъни:

(2)
оунда:

(3 :

Пулат аркон ва юкнинг огирлик кучларн блжарган иш цу- 
йидаги формула бнлан зпсобланади:

X
Л =  Р (х  -  /„) +  g'( J xdx  =  Р(х -  /0) +  g 1 ( л “-  II)  

ёки -\gl =  Р , булга ни учун:

А =  Р(х - 1 0) + £ ( х'-11). (4)

(4) ни иазарга олиб, системанинг потенциал энергиясини 
гопамиз:

П  =  Р(10 - х )  +  1 рЛ  < / > _ * » ) .  (5)
2 g

(2), (3) ва (5) генгламаларга асосан системанинг кинетик 
иотенциали цуйидагича топилади, (77,9) га биноан:

L  =  ~ 2 * + Р'  ~  |  (/° ~  Х*> ~  (6|

(77,10) Лагранж тенгламасини тузамнз:

ва

,7)
d t 'd i  I  Ох

*  £  =  (8)
d.v g d.v /

булгани учун  (7) дан куипдаги келиб чикади:



Pi
деб белгилаб, а ни кирнтамиз ва (9) тенгламанннг С =  -  (11)

' 1
хусусий ечимн борлигнни назарга олиб, узгарувчиларни ал- 
маштирсак, куйндагп $осил булади:

( 12)

(9) генгламани vj — а-г, =  0 (13) куринишга келтирамиз. (13) 
тенгламанннг ечнми куйидагича буладн:

т] =  Ае’1 +  Ве~п. (14)

(9) тенгламанннг ечнми / =  0 булганда х 0~10, х 0 =  О (15) 
бошлангич шартларни каиоатлантприши керак. Демак, интег
рал узгармаслари А ва 13 ларни топиш учуп купидагп тенгла 
малер системаси досил буладн:

10 =  Л

О =  А — В,

В - %
Р\

оундан:

(12), (13); (17) лардан л: ни топамиз:

(16)

(17)

Я,К
1(р +  [\  +  р . )

+  е
- V p>g

1(Р + р, + р3)

еки

х ~ ~ %  + (/ o + f ]ch
- . . . f t *____ t.
/(А гЛ  + Л)

106-масала. Эпициклик механизм- 
да г, радиусли айлапувчи шестерня 
М момент таъсмрида кузгалмайдиган 
шестерня уки атрофида айланувчн 
посангили кривошиига урнатнлган.
Кривошип айланишининг бурчак тез- 
ланиши ва шестернялар бнр-бирига 
тегиб тургаи нуктадаги айлана зури- 
КИШ 5  аниклансин; шестернялар уки 
орасидаги масофа / посангили криво- 
шипнинг кривошип айланпш укига 
нисбатаи олипгап инерция моменти 
/0, айланувчи шестернянинг массасн 
т и шестернянинг уз укига нисбатан
олинган инерция моменти ишцаланмш .\исобга олинмасин; 
шестерня ва посангили кривошипнинг огирлик марказлэри 
кривошнининг айланиш уцида ётади (112-шакл).

112-шакл.
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Е ч н ш .  Системанинг вазпяти 0 0 ,  кривошипнинг айлаиишн 
билан аникланади, шунинг учун  о бурчакни умумлаштирилган 
коорднлата учун оламиз. Бу  системанинг эркинлнк даражаси 
бит га.

Снсгеманииг кинетик энергияси 0 0 ,  кривошипнинг посан- 
гиси билан биргаликдаги кинешк энергияси Г , билан айланув- 
чи шестернянинг кинетик энергияси 1\ нннг йипшдисига тенг, 
яъни:

о) — кривошипнинг О ук  атрофида айланиш бурчак тезлиги, 
со, — >; ара кат цилувчи шестернянинг О, ук атрофида айланиш 
бурчак тезлиги. Кузга лувчи  шестерня к у зга л мае шестерня 
устида сирпанмай юмалайди, шунинг учун:

га тенг.
Ш унинг учун  умумлаштирилган куч Q- =  М (6) куршшш- 

да буладп.
Системанинг инерция маркази кузгалмас булгани учун  огир

лик кучининг иши нолга тенг.
(77,2) куринишда Лагранж тенгламаенни тузамиз:

Системанинг кинетик энергияси ? га бевоента боглик бул- 
магани учун:

Айлана зурикнш S , кузгалувчи шестерня кузгалмле шес
терня билан тегишиб турган нуктага куйилган. Бу зурициш 
шесгерняни кривошипга нисбатан айланма ^аракатга келтира- 
ди, унннг кинетик энергияси:

бу ерда:
(1)

(2)

/ю =  г, о», =  г',.

(2) ва (3) тенгликларни назарга олиб, 7 ни топамиз:
(3)

(4)

Моменти М  булган жуфт кучнинг иши

ЬА =  Моу (5)

(7)

м (8)dt

(9)
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га тенг. Айлана зурикишнинг кучпшда бажарган иши:

о Л =  Sr,o 'f, (10)

га тенг. (7) формулага асосан Лагранж тенгламасини тузампз:

( 11)

Кузга лувчи  шестернянинг бурчак тезланпши г, кривошип-
нннг бурчак тсзланиши а орцали а, =  —а,, муносабатдабули-

r i
шипи .\исобга олсак, (И )  дан куйидаги келиб чицади:

107-масала. 113-шаклда курсатилган илашмада 0 , 0 2 даста 
билан \аракатга келтириладиган 2 гилдирак кузгалмас 3 гил- 
диракнинг ичкн сиртн буйлаб 
сирганмай килдирайди ва 1 
пмдиракни цузгалмас О, уц 
атрофида айлантиради. / гил
дирак дастага Караганда 10 
марта тезроц айланиш и маъ- 
лум. Гилдиракларни бир хил 
калинликдаги ва бир хилдаги 
материалдаи ясалган бир жинс- 
ли дисклар деб ^исоблаб, 
системанинг ^аракати топил 
сип: / гилдиракка узгармас 
А/, каршилик момснтп, дастага 
эса айлантирувчи узгармас М 
момент тат.сир цилади деб, фа- ИЗ- шакл.
раз килинсин, механизм гори-
зоитал текисликда жойлашган; дастанипг массаси зисобга 
олиимасин.

К ч и ш. 0 0 ,  кривошип механнзмнпнг етакловчи звеносидир. 
Системанинг эркинлнк даражаси битта. Умумлаштирилган 
координата учун  кривошипнинг айланиш бурчаги © ни оламиз.

Кривошипнинг айланиш бурчак тезлпгиии <о билан белги- 
лаймиз.

Масаланипг шартига биноан / гилдиракнинг айланиш бур
чак тезлиги о), =  10 со (1) га тенг. / ва 2 гилдиракларнинг 
радиуслариин тегпшлича г ,  га г-г лар билан белгилаймиз.

Ьирдан оний тухтатиш  методидаи фойдаланнб, узатиш сони

к =  -  (2) ни ва 2 гилдиракнинг айланиш бурчак тезлиги о>2Г-1
ни тонамиз, яъни:

vp =  =  и» (л, +  r2), (3)

223



бундан:

(0, =  r , J ^  (4)

иккинчидан:
а>2 • 2 г 2 =  а у ,. (5)

Бунга (4) дан со2 нинг кийматини олиб куямиз:

-■  со • 2  Г 2 =  со,г, ( 6 )
f  3

бундан:
со, =  со. ( 7 )

r  1

Бунга (1) дан со, нинг кийматини олиб куямиз:

10 m =  2(f| +  fi)  И, (8)
Г1

г2 =  4 г, (9)
бундан:

ва

(4) дан:

Ь — I L  _  1  ^1 — , — 7 »
4 г ,  4

г . +  4 г ,  5 5 1 1 т / < л\
(02 =  (0 =  -  U) =  -  • —  СО, =  -  О ),. (10)

4 г , 4 4 10 8

Гилдиракларнинг >>ажмлари тегишлича И, = « / * } •  8 ва

V2= \  6ъг]Ъ (11)

га тенглигини назарга олиб, 2 гилдиракнинг массасини 1 гил- 
дирак массаси оркали ифодалаймиз: бунда 

Ь — гилдиракнинг калинлиги.
Д е м а к ,

т 3 =  16 т х. (12)

2 гилдиракнинг (шакл текислигига тик булиб р нуктадан 
утган) оний укка нисбатан инерция моментини топамиз.

Инерция марказидаи утадиган у к к а параллел булган уК'Ка 
нисбаган инерция моментини (59, 11) га асосан топамиз:

У, *= I  т ,г\ -!- т./\  =  |  т гг\. (13)

1 гилдиракнинг марказий укка нисбатан инерция моменти 

1̂  =  1 - т хг]  (14) га тенглигини ва (10), (12) формулаларни на

зарга олсак, /2 куйидагича булади:

/ 2 =  3 • 16* Л . (15)
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2 гилдиракнинг абсолют ^аракатидаги кинетик энергияси
куйидагига тенг булади:

7 , =  1 1,»\ =  3 -1-618/ ' “ i  -  6 / ,» }  =  12 Г ,  (16)

бу ерда Г , =  ^ /,<о2 — 1 гилдиракнинг кинетик энергияси.

Механизмиинг тула кинетик энергияси куйидагн формула билан 
^исобланади:

Г =  13 Г, =  Y  /.“ ?• (17)

Механизмга куйилган жуфт кучлариинг иши куйидагига 
тенг:

ЪА =  М Ц - М ХЪЪ . (18)

(1  ̂ ни назарга олиб, (18) дан куйидагини тоиамиз;

ь - % = £ - " • ■  (19)
Энди

—  = 0 ; ~  -  13 /,(«, (20)
d«p, dtp, д » , 1 1

эканини хисобга олиб, (77,2) Лагранж тснгламасидан куйида- 
гини топамиз:

1Э Л«1 =  , (2 0

бунда: £| — / гилдиракнинг бурчак тезланиши. Демак, даста- 
нинг бурчак тезланиши:

_ _  М -  10 Af, I 
’  _  1300 /, сек3 '

б^лади, бунда: /t — 1  гилдиракнинг уз айланиш укига нисба- 
тан инерция момеити.

108-масала. Радиуси г, булган кузгалмас / шестернядан, 
радиуси г з ва г 3 булган кушалок айланувчи шестернялар 2 ва
3 дан ва етакланувчи валга урнатилган г к радиусли шестерня
дан нборат булган тезлнклар редукторигабирикгнрилган етак- 
чи ва етакланувчи / ва IV  валларнинг бурчак тезланиши аник* 
лансин. Етакчи валга бириктирилган массаларнинг вал укига 
нисбатан олинган инерция моменти /, га тенг, .\-ар кайси жуфт 
айланувчи шесгерняларнинг массаси т>, унинг уз укига нис
батан олинган инерция моменти /2; етакланувчи валга бирик
тирилган массаларнинг шу вал укига нисбатан олинган инер
ция моменти / j га тенг: етакчи валга куйилган айлантирувчи 
момент Ж , га тенг; етакланувчи валга куйилган каршилик
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моменти /И, га тенг, ишкаланиш >;и- 
собга олннмасин (114-шакл).

Н ч и ш. Механизм битта эркпнлик 
даражасига эга. Етакчи валнинг ай- 
лапиш б у р ча т » , ни умумланпприл
ган координата учун  кабул киламиз 
Бирдаи опий тухтатиш  методики кул-

лаб узатиш сони k — r-^~ (1) ва 2 *ам-
' 2̂ 4

да 4 шестсрияларнинг бурчак тез- 
ликларини топамиз. Виллис формула- 
сига биноан:

=  о),(1 -  к), (2)

бунга (1) дан k нинг кийматини олиб

11-1- шакл.
куямиз:

2 шестернянинг чизиклп тезлнги v 2 булади:

V , =  со,(Г, 4 - г , ) ,

иккинчпдаи:
V., — « 2  • Гг .

(4) ва (5) лардан со, ни топамиз:

, 2 =  <0̂  =  0)1( И _ М .

(3)

(4)

(5)

( С )

Механизмнинг етакчи вал билан богланган цисмининг ки 
нетик энергияси:

т х =  I  /,«.?. (7)

Кузга лувчи  2 ва 3 шестерняларнннг кинетик энергиясн текис- 
параллел ^аракатдаги жисмнинг кинетик энергияси топпладиган
(62,4) формуладан аникланади, яънн:

Г2 =  2 - nuv\ -Ь -  /*о>1 (8)

бу ерда:
v, =  (г, +  r 2)«v

Механизмнинг етакланувчи вал бнлан богланган цисмииинг 
кинетик энергияси куйидагига тенг:



Системанинг камма кисмларипинг кинетик энергияси бу- 
ларнинг йигиндисига тенг, яъни:

Т  =  - I (10)/, — 2m2{ r , -f 2 /2|l +  - f  f j l  —

ва тормозловчи моментнинг эл 
аланади:

ЬА =  Q,f l8f =  M,5cpt — M f a i ,  (11)

г  i v  I i  I  ̂ {V j.
r ar 4

Айлантирувчи ва тормозловчи моментнинг элементар иш// 
куйидагича ифодаланади:

(3) дан

эканлиги куриниб турибди, шунинг учун  умумлаштирилган куч 
Куйидагига тенг булади:

Q î =  — УИ4 (1 — 0£з_). (13)
\ hr i  /

Энди

/, +  2 /«.(г, - f  r 2)2 - f  2 /2̂ 1 +  ^  

эканини ^исобга олсак, (77,2) Лагранжнииг тенгламасидан

m , - m J  1 -
\ r tr i  1

Л  г  2  w a( r j  -f- r 2)a +  2 /а ( ' + - )2 +  л ( . ^ Т
\ r 1./ \ r %r 4 )

(15)

булади. (3) ва (6) муносабатларга асосан

=  £s =  si ( l  -  —  )
\ /’а'-* /

булади.
109- масала. Я  юк мувозанатлаштирилган гироскопнинг / 

рамкасини ип ва г  радиусли Е  шкив ёрдамида CD ук атро
фида айлантиради. Ю к h баландликдан тушган пайтда трос* 
копик момент таъсири остида рамканинг С ва D  подшипник- 
ларда ^осил буладиган боснм аниклансин. А ва С — роторнинг 
Ох укига нисбаган олинган инерция моменти; Е  шкивнинг 
массасини зисобга олмаймиз. Ротор бир секундда п марта ай- 
ланади. Оралик CD =  b (115-шакл).

Е ч и ш .  Боши системанинг инерция марказига жойлашган 
Ох ук'и горизонтал, Оу уки эса вертикал йуналган ва O i уки 
учун  CD тугри чизиги олинган кузгалмас координата уклпри 
снстемасини киритамиз.

Ротор билан кузгалмас килиб бириктирилган координата 
уклари системасининг 0\ уки учун  роторнинг айланиш укипи 
оламиз, О; ва О , укларини эса роторнинг днаметрал текнсли- 
гида оламиз.



EH-

[ 15- шакл.

Энди 5, •{>, 9 — Эйлер бурчагини кнрнтамиз. Бу бизнинг ^ол- 
да куйидагига тенг:

Л • г, 19 =  2 -п  — .
2 сек (1)

Буларга биноан Эйлернинг кинетик формуласндан куйпда- 
гиларни топамиз:

(|)v =  sin В sin 9 - f  0 cos 9 , 
ю =  *|/ s in  б cos 9 — G sin  9 , (2 )
шг =  9 -j- 0 cos 0.

Жисм айланиш бурчак тезлигининг кузгалувчи координата 
укларидаги проекцияларини топамиз:

о)= =  ф s in  9 , j
а),, =  ф cos 9 , | (3)
0)С =  9 . J

Ротор, рамка ва Р  юкпаи иборат булган системанинг кине 
тик энергияси куйидагича буладн:

(а +  Л, + — г 2
Т  = (4)

Р  юкнинг вазияти уР =  — г ’]> (5) координата бнлан аниклана- 
ди, шу сабабли бу юк бажарган элементар ишнинг микдори
о А = — Роур =  Рг80 (6 ) булади. (5) формуладан ни топамиз:

Q,f =  Р г. (7)
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CD Укнинг таянч реакциясндаи О- па Or, укларга нисбатан 
олинган моментларни М\ ва бнлан белгилаймнз. 

Лагранжнннг цуйидаги (77,2) тенгламасини тузиб

А А , - г  — гЛ'Ь — Р г. (8)8 I
ва унинг бнрннчи ннтегралинн олиб, (77,12) энергия интегра 
лини топамиз

2 Ph 1

i - = ] ' л  +  -  г
Р  а (9

Энди
А =  I ,  =  Л ; /; =  С; (ос =  0 (10)

ларни ва (3), (9) ларни назарга олиб, Эйлернинг (77,14) те нг
ламасини тузамиз, у вактда:

A ŝlncp 1- С<?Ь cos9=Л1:,1
A'^COSO— cp'J# sln?=Af,» I (11)

0 = M : .)
Бу  (11) формулалардан М  ни топамиз:

м  =  Г  Ц ' ' ' Л _ - +  ( 1 2
-  '  ( Р  \» Р  V

Л +  -4, +  -  Г 2 Л + Л, +  -  г 21 8
(12) тенглнк шуни курса 1адики, регулятор процесси соднр 

буладиган долат кушимча цуйпдмги э.чтимолларда булади:
а) рамка инерция моменти А, ротор инерция момеитн А 

дан анча катта булганда:
А «  Л ,; (13)

б! Р  юк h баландликка тушгандан кейнн снстемага таъсир 
килиши тухтайди, яъни

ф* =  0. (14)
Агар айтилган (13), (14) э^тимоллардан бирортаси бажа-

рилса, у вактда ______________
Ж  =  2 С-п ] / ____ _________ - (15)V (Л + AOg + Р г2

булади.
Холат регулятор процесси булганда М  — тугунлар чизиш - 

ла пул ди, шунинг учун
/VI

R c  =  Rd =  7  (16)
b

еки
'2 PH

п  о  2 С * /? | /  у
R c =  HD =  — ь I  / А + Al f  г  г 2

8

225



110-масала. 116-шаклда к\рсатилган дифференциял регуля-
торда кярама-карши томонга ю, ва «>2 бурчак тезликлари билан 
айланувчи О, ва О, валларга уИ, ва AU тишли рилдираклар 
утказнлган; О, ва 0 2 валлар икки жуфт С сателлитлар ёрда- 
мида D шссгсрняга туташган, бу шестерня сателлитлар даста- 
си вазифасиии бажаради. Акс $олда D  айлана бошлайди ва А 
вали оркали шаклда курсатилмаган ростлаш мехаиизминн иш-

га туширади; бу механизм О, ва 
02 валларга узатиладиган момент* 
лар -чосил килади, бунда тезрок 
айланувчи вал тормозланади,секин 
айланувчи вал эса уз бурчак тез- 
липши оширади. Ш у моментларни 
D  шестернянинг бурчак тсзлигига 
иропорционал (ироиорцноналлик 
коэффициент!! п билан белгилана- 
ди) ва микдори жихатдан хар икки 
вал учун бир хилда деб .\исоблаб 
замда системанинг О, ва О, укка 
келтирилган инерция моментики / 
билан белгилаб, а>, ва и>2 бурчак 
тезлнкларининг узгариш кону ни 
гонилсин; уларнингбошлангич кий- 
матлари <о|0 ва «>20 бир бирига тенг 
эмас. О,, О, валлар билан УИ, ва 
М о шестерняларнинг инерция мо
менти /, ва /3 ларни узаро тенг 

део хисооланмиз, и  шестернянинг ва бу шес1ерня А вал 
оркали .^яракатга келтирадиган механизм кисмларинннг U шес
терня айланиш укига келтирилган инерция моментини билан 
белгилаймнз; масала ечилгаи вактда, сателлитларнинг уз ай
ланиш укларига нисбатан инерция моменти !с >;ам хисобга ки- 
рнтилади (бу микдор охирги натижага кнрмайди). Системанинг 
вал укига келтирилган инерция моменти деб / =  2 /, - f  /р +  4/' 
йигинди тушуннлади, бу ерда Гс — битта сателлитнинг О, 0 2 
укига нисбатан олинган инерция моменти.

Е ч и ш . Регуляторнинг ^амма кисмларинннг заракати О, ва
О, валлар ^аракатига боглик, шунинг учун системанинг эркин
лнк даражаси иккита.

О, валнинг айланиш бурчаги ср, ни ва 0 3 валнинг айланиш 
бурчаги -у, ни умумлаштирилган координаталар учун  оламиз. 
w2 >  0; w, < 0  ундан ташкари

I 0>l I >  I <й2 I ( 1 )
деб фараз циламиз.

D  шестернянинг айланиш бурчак тезлигини ю, ва <»2 лар 
оркали ифодалаймиз; бунинг учун шесгерняни фикран тухта - 
тиб, оний тухтатиш  методини куллаймиз.



То  оний тухтатишгача булган ва опий тухтагилгандли ке- 
йинги бурчак тезликларинпнг таксимланиш жадвалини тузамиз.

Хмсобллш у  ч у II 
берилганлар

D
шестерня

М. L  
1 Сателлитлар шестерня 1

Л13
шестерня

Ту.чта тнлганча  булган 
бурчак те злиги ыО О), >1) <0,

Тухта тилга ида п кейин- 
ги  бурчак те злиги 0 О), - ы -  со D ы3 +  о> о

Бириктириш  тур и ташки и чкн

Шундай цилиб,
и, -  „ 0 _

___  Г_с
)

(0 -  “ о ''а
со - -  <s>D

_  Cl
W.J + ыо

Бу (2) нисбатлардан:
<1) — 63п
— -  =  1,о, + 0)о

бундан:
=  _  („>, _  о,2). (3)

Биринчи валнинг айлантирувчи моментини Z., бнлан, иккин- 
чи валннкинн /.2 бнлан белгилаймиз. Бу  жуфт кучлар бажар- 
! ан элементар иш куйидагига тенг:

о Л =  Lfy\  т  ^гЦг- (4)

Масаланинг шартига биноан умумлаштирилган кучлар тенг 
булади:

Q, =  Z., =  — п «D ,

Q> =  1 -2 -
(3) тенгламани назарга олсак:

Qi =  — 1  -  соа),

Q2 =  1  я («*>1 — <о2). (5)

Системанинг механизм цисмлари кинетик энергияларннннг йи- 
гиндисига тенг булган система кинетик энергияси тенгламаси- 
ни тузамиз:

1 =  Тх -f- / 2 +  То-\- Т9% (б)
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бунда 7, =  — /,(.»*— о, валнинг М, шестерняси билан бирга-

1
ликдаги кинетик энергияси;

A®* — 0 -j валнинг М , шестерняси билан бирга- 

ликдаги кинетик энергияси;

Т ц =  -  — D  шестернянинг кинетик энергияси;

Тс — ^ • 4 ! сшс — сателлитларнинг кинетик энергияси

Сателлитлариинг кинетик энергиясини тузишда мураккаб 
>;аракатдаги система кинетик энергиясининг (62,7) теоремаси- 
дан фойдаланамиз, яъии

~ Т С=  \  [tyc +  M ( rD- r t)*ab]. (7)

бунда (г„  — г,) — сателлит марказидан 0 , 0 2 валгача бул
ган масофа.

<•>,. нинг оркали гопилишини ^исобга олиб ва 0 , 0 2 ук* 
К'а нисбатан сателлитнинг келтирилган инерция моменти /'ни 
кнр тса к, юкорпда сателлитлар учун  олинган кинетик энергия 
ифодасига келамиз. (G) формулада ю0 нинг кийматиии (3 ; тенг- 
лик оркали ифодаласак, куйидаги зосил булади:

— ш1(02

Т ; 'Г  “ ’( 7l +  +  ‘‘ ) “ “ г ( l >и + / ‘ ):Т1
—  =  0;
<Ь.

-  «а(А +  \ 1о +  А ) -  « . ( { л ,  +  л );

(8)

(9)

* 1 - 0

эканлигиии назарга олиб ва Лагранж нинг (77,2) тенгламасини 
тузиб, валларнинг .\аракат дифференциал генгламаларн. и ю- 
памиз:

Яш, — I со2 — — — п (о), — 0)2),

—  & W ,  -|- а ш а =  // (со, —  co2 ) t (10)
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а =  /, +  ~  1D +  b =  j  I D +  1С.

(10) тенгламалар системасини ечамнз, унинг биринчисини 
иккинчнсига кушсак, куйидаги *осил булади:

о)' =  — 0>2. (11)

(11) тенглнкка асосан (10) нинг биринчи тенгламасиии куйп- 
дагича ёзиб оламиз:

СО, =  — у  ((О, -  «>,), (12)

бунда 2 (а •+• Ь) =  У; у  =

(12) тенгламани вацтга нисбатан дифференциаллаймиз:

К  - ш 2) (13)

Энди (11) ни ^исобга олиб, куйидагини топамиз:

бундан:
о),= с е~и. (15j

о), нинг кийматини (12) га куйсак, куйидаги $осил булади:

ce~Ki ^ (со, — to2). (16 j

£ =  0 булганда «>, =  о>10, о>2 =  со20 булишини назарга олиб, (16) 
дан интеграл узгармасларини топамиз:

c =  j  К о  “  ®ю)- ( 17)

Шундай килиб,

%  =  |  К о  -  (18)

буни интегралласак, цуйидаги ^осил булади:
ш, I

1 v - л ,

бундан

бундан

еки

= 2  ш2о — ®ю) е

со, =  со,0 +  I  (со20 —  со,0) (1 -  е -к<)

=  “  u)io U  - М ” л,; +  ^ шао(1 -  е~и ) (19)
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Впрок о»2 =  — coj =  — (о),0 — <*>2о)  ̂ Х/ булганн учун , буни ин- 

теграллагандан кейин куАидпгнча булади:
(„2 =  1  (о10 (1 -  е - 'л) +  i  w20 (1 e - xt),

бундан о..
к =  — .

/
I l l -масала 117-шаклда курсатнлгаи система механик теб- 

ранишларни сзншда ишлатилашган электродинамик дагчнк-
принципиал

л

м
с

L
N

И R------ v W

1 1 7 - ш а кл .

нинг принципиал схемасига 
гугри келади. Якорнннг мас- 
саси М, пружииаларпинг бпкр 
лиги с. Галтакнииг узиндук- 
ция коэффициент магнит у т- 
казгичдаги кнчик >;авс зазорн 
узунликлари L =  L (х) нинг 
{ к —якорнинг пружиналар буш 
турган пайтдаги вазиятндан 
вертикал силжиши) узгариши 
орасида узгаради. Ралтакка 
Е  элсктр юритувчн кучга эга 

булган элементдаи ва R  каршиликдан иборат булган зан* 
жир улаиган. Системанинг ^аракат тенгламаси тузплсин ва 
унинг „мувозанаг .\олати“ аниклансин.

Е ч и ш . Система иккига эркинлнк даражасига эга. Умум
лаштирилган координаталар учун  якорнинг силжиши дгвазан- 
жирдаги i  токка ryFpn келадиган заряд q ни кабул киламиз
i =  Умумлаштирилган кучни топиш учун  q заряд ва л*

масофа узгарганида бажарилиши мумкин булган элементар 
ишни *исоблаймнз. Якорнинг Ъх га кучишида унинг огирлик к у 
чи куйидаги ишни бажаради:

8Л, =  Mgbx. (1)
Ш у силжишда пружиналарнинг власти клик кучлари

ЪА, =  — схЬх (2)
ишни бажаради. Е  электр юритувчи кучга эга булган занжир- 
даги иш куйидаги формула билан топиладн:

ЬАЯ =  iEd t =  Ebq.
Симни иситиш учун сарфланган токнинг иши 

5Л4 -  -  PRdt =  -  qRbq
ни ^исобга оламиз.

Шундай килиб, умумлаштирилган кучнинг куриннши 
йидагича булади:

Qx =  Mg -  гх ,
Qq =  Е  — Rq.
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Системанинг кинетик энергияси куйидагига тенг: 

Ту =  \ L i\ (6)

бу ерда L  — узиндукция коэф |ншиенти. Системанинг тула ки
нетик энергияси куйндаги формуладан топилади:

Бизда
' I I  =  1 4 L fa  dZ  = л и  -
д i  2 rf.v d-t

dJ -  =  Q -^ r = L q
dq dj

(J)

(8)

эканини эслатиб \тамиз.
Лагранжнннг (77,2) теиглам^сиии тузиб, куйидагини топамиз

/,<7

А/х -  -  —  <72 Ь сл' =  Afy.
2 дс

„Мувозаиат >;олатнда“ х  =  .v0 ва i  =  q =  i 0\ бу ерда i 0 — 

шунинг учуй  (9) теигламадан:

(9

/?’

X IV  Б О В

МАССАСИ У З ГА Р У В Ч А Н  Н У Ц ТА  ВА 
Ц А Т ТИ ^  ЖИСМ ДИНАМ ИКАС И

80-§  Массаси узгарувчан нуцта 
динамикасининг асосий тенгламалари

Материал нуцтанинг массаси чексиз кичик массалар- 
нинг кушилиши ёки ажралиши нагижасида узлуксиз узгариб 
турса, унинг .^аракат тенгламаси (И . В. Мешчерский тенгла- 
маси) куйидаги куриннппа булади:

(80Л )
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бу ерда т  — материал иукганпнг оний, яъни яйни пайтдаги 
массаси;

v  — материал иуктаиинг тезлиги; 
и — кушилаётган ёки а жрали б кетаётган масса кис- 

мииииг тезлиги;

лаётган ташки кучлариииг бош вектори.
(80,1) тенгламанииг уи г томонидаги охирги заднииг улчов 

бирлиги ,\ам кучпинг улчов бирлигидек булгаии учун  уни

билан белгиласак, (80,1) тенгламани ина куйидаги куринишга 
келтнриш мумкин, яъни

ни куйидаги скаляр аналитик курииишда олиш мумкин:

Умумий золда И. В . Мешчерскийнинг асосий тенгламаси 
куйидагича булади:

лаётган кисмларнинг иисбий тезликлари.
Массаси узгарувчан иуцтанииг .\аракаг конуни (80,6) га би- 

ноан умумий 3(0лда бундай таърифланади:
х, ар цандай вацтда ну if т а  массаси нинг тезланиш га ку- 

пайтмаси нуцтага куйилган ташци куч лир нинг ва цуши- 
лувчн ,\амда ажралувчи ^исчларнинг пеан/пив кучлари деб 
олинган кучларнинг геометрик йигиндисига те нг.

F  — массаси узгарувчан материал нукгага таъсир ки-

(80,2;

(80,3)

Ф  к у ч  реактив куч  деб аталади. Б у  (80,3) вектор куриниш-

(80,4)

(80,5)

Бундаги Ф, ва Ф2 лар реактив кучлар деб аталади ва улар 
тегишлича куйидагиларга тенг:

(80,6)

бу ерда (*Г,— V); (и2— v) — тегишлича кушилаётган ва ажра-
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(80,5) тенгламанннг скаляр шакли куйидагича булади:

т  ^  =  F x - f  Ф, г +  Ф , л,
at-

т  № =  Г >' +  Ф 'у +  Ф ' у’ 

m ^  =  ^  *  0 1  г  +  Ф ^ ‘ dt-

(80,7)

81-§  Масалалар ечишга оид методик курсатмалар

Бу бобга оид булган масалаларни куйидаги тартнб- 
да ечиш керак.

1. Координата уцлари системасини танлаб олиш керак.
2. Жисмга таъсир килаётган кучларнинг схемасини гузиш 

керак.
3. ^аракатпинг бошлангич шартларнни аницлаб олиш керак.
4. Кучлариинг схемаснга асосаи (80,4) ёки (80,7) >;аракат 

дифференциал тенгламаларини тузиш керак.
5. Тузнлгаи тенгламалар системасини интегралдаб ва бош- 

л а н т ч  шартлардан фойдаланиб интеграл узгармасларни то 
пи ш керак.

6. Б у бобга И. В. Мешчерский „Назарий механикадан ма
салалар туплами" китобидаги 1150— 1161-масалалар кнради.

82-§ . Масалалар
112-масала. Юкорига караб учаётган ракетанннг .\а- 

ракат дифференциал тенгламаси тузилсин. Газларнинг ракета- 
дан окиб чициш нисбий тезлиги vr доимий деб ^исоблапсин. 
т  =  т о (1 — 7/) ва R  =  0 булганда -чаракат дифференциал 
тенгламаси интеграллансин. Ракетанннг ер юзаси- 
даги бошлангич тезлиги пол га тенг. vr = 2000 м/сек
ва а =  —— -  булганда t =  10; 30; 50 сек дан ке-

100 сек —
йин ракета кандай баландликда булади (118-шакл)?

Е ч и ш . Ох укини вертикал юкорига йуналти- 
рамиз. Ракетанннг вертикал харакатини Ох уки 
буйича харакаг килаётган нуктанинг ^аракатидек t м 
деб караймиз. Массаси т  =  т 0(\ — at) коиуни 
билан узгарувчи бу нуктага масала шартига бн- ' 
ноан mg огирлик кучи ва Ф реактив куч таъсир 
килади (118-ш акл).

Харакат конунини топиш учуй И. В. Мешчер- 
скийнинг О к укига проекцияланган 80,3; тенг- 
ламасини куллаймнз: \3 1 с

U1 х dm , .т  —  =  — mg--------vr. m
d t'  d t 1 1 8 -ш а к л



Масаланинг шар гига биноан:
dm
—  = -  т 0. (2)

(1) тенгламага нинг кийматини куямиз:

т  ~  =  -  mg - f  *m0vr . (3)

Тенгламаниш sap икки томонинн т  =  т 0(\ — at) га бул- 
сак, куйидаги келиб чицади:

d*X а . . v
^  =  ~ 8 + т ^ л  <4)

15у тенгламани / — 0 булгандаги i= .v 0 =  O\ х =  х 0 =  0 шарт- 
ларга биноан интегра аласак, ракетанинг ^аракат цонуни келиб 
чикадн. (4) ни бир марта интеграллаймиз:

^  =  - g t - v rl n ( [ - a t )  +  ct.

t =  0 бул! анда v  =  =  0 булганп учун  с, =  О.

Бундан:
// у
—  =  -  gt -  v r ln  ,1 -  at), (5)

буни яна интеграллаймиз:

■* =  -  ^  +  -  [(1 -  “О/Л (1 -  «■) +  «<] +  сг.
1  а

Бошлангич пайтда t =  0 булганда х  =  х 0 =  0 шартига би
ноан с2 =  0.

Демак,

X (t) =  [(1 — at) In  (1 -  at) - f  at] — (6)

Буига берилган кийматларни куйсак куйидаги хосил булади:

jc(10) =  20 

Ш унга ухшаш

1 -  -М /л  f l  -  - )  +  -
ю/ \ ю/ ш

-  490,5 =  0,54 км.

х  30) = 5 ,6 5  км, 
д-(50) =  18,4 км.

113-масала. Шар шаклидаги сув томчиси сув буглари би
лан туйинган атмоеферада вертикал буйлаб пастга тушади. 
Конденсация натижасида томчининг массаси унинг сирт юзаси- 
га проиорционал равишда ортиб борали (проиорционэллик 
коэффициенти а). Том чиииьг бошлангич радиуси /•„, бошлан
гич тезлиги г '0, бошлангич баландлиги V  Томчи тезлиги ва



баландлигининг оацт утган сайни узгариш конуни q
аницлансин (П 9 - шакл).

Е ч и ш .  Томчининг г  радиуси вактга нисбатан 
чизикли конун билаи узгаради деб ^исоблаймиз,

у вактда " , ,  #11 6д/г  =  Г0 +  at, (1)
бунда а — узгармас коэффициент;

г0 — томчининг бошлангич пайтдаги радиуси.
Од укипи вертикал пастга йуналтирамиз (119- 

шакл) ва И. В. Мешчерскийиинг теигламасидан 
фойдаланиб, куйидаги тснгламани тузамиз:

т Ц -  =  mg +  ^ j( u  — v). (2)
dt dt

Ишкаланпш йук деб оламиз, шунинг учун  томчи- 
га фацат о тр л и к  кучи  таъсир килади. Томчининг 
массаси куйидагига тенг:

г г 3, ( 3 )  119-шакл.
3

бу ерда ' ( — томчининг зичлиги. Сув бугннинг кушнладиган 
цисминннг абсолют тезлиги нолга тенг, яъни и =  0. Ш унинг 
учун  томчининг т  массаси ажрагандан кейинги заракат теиг- 
ламаспни куйидаги курииишда ёзиш мумкин:

dv 1 dm . . . .
—  =  S ---------77 v’dt т  dt

(3) дан —  ни топамиз; 
dt

dm _  4.,T r * d r  
at l "  dt'

/1 \( l)  дан - -  =  a,
at

демак,

42 =  4 (5)
dt

(4) га (3) ва (5) лардан т  ва —  ларнипг цийматларини 

олиб куйиб, куйидагини хосил киламиз:

dv За
-  =  g - T v. (6,

Янги  боглицсиз эркли узгарувчи г  га утамиз:

dv _  £ £  dr_ _  tlv_ _

dt иг ut dr
булади.
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—  4 -  —  —  — 
dr т а '

аввало бир жинсли чизицли тенгламани ечамиз:

'^  +  - ^ = 0  dr г
еки

^  +  3 ^ = 0 .V г
Буни ингеграллагандан кейнн куйидаги ^осил булади:

In v  -}- 3 In r  =» Inc
ёки

v  =  —.
Г3

Узгармаенинг вариациясини куллаймиз:

dv __ Зс  ̂ 1 dc 
dr г * г3 <1г '

(12) ни бир жинсли булмаган (8) тенгламага куямиз:

_Зс _, J_ dc_ зс _  и
г* г3 dr г* а *

ёки
1 =  R

г3 dr а
Узгарувчиларни ажратамиз:

dc =  — r 3dr.
а

Буни интеграллаб, с ни топамиз:

С =  л
а 4

(15) ни (11) га куйсак, куйидаги келиб чикади:

(7) ни (6 ) га куйсак, куйидаги келиб чикади:

ёки

1 ( g r i .
v  =  —  -  ---------Ь с,r* U  4 1

v = * ~  • ^ + i L .  
a 4 г 3

Интеграллаш узгармаси ни масаладаги бошланшч 
лардан топамиз, яъни  t =  0 булганда:

(9)

(10)

(П)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

[парт-

(8)



бундан

Демак,

яна бизда

Булардан

=П  K V -  -  -г

V — а

л
4а

(/Г

Г  —

° id x = v „ rl £• +  X  ( r r f r  -  r j  £ ) .  

(21) тенгламани интеграллаймиз:

« * я _ й  4 + Х ( г* + П )  +  Са
2 г 2 8а \ 1 г* /

(18)

(19)

(20)

(21 )

(2 2)

Интеграллаш узгармаси с2 ни масаладаги бошлангич шарт- 
лардан топамиз, яъни

г =* 0 булганда *  =  Л0» г  — г о-

аА0 = - - | - Г 0 +  ^ Г ? + С ! ,£

бундан:
с2 _  аЛ0 -f- ^ -2- —

+  8 & И - 2Г» + 7 -

2 4а

(24) ни (22) га куйиб, соддалашгириб, кейин jc ни топсак

булади, бунда г  =  r 0 +  af.

1 1 4 -мае ала. Юмалоц килиб уралгаи 
бир жинсли огир занжир горизонтал стол- 
нинг четига куйилган, бунда дасглабки 
пайтда занжирнинг бир ^алкаси кузгал
мас долда осилиб турибди. х  укини вер
тикал пастга йуналтириб ва бошланшч

пайтда л' =  0 ва х  -  0 деб ^исоблаб, зан
жирнинг каракати аниклансин (120-ш акл).

Е ч и ш . Занжирнинг .^аракат килувчи 
осилган к'исмининг узунлиги х  булсин; 
занжирнинг t вакт ичида .\аракат килади- 
ган элементар dx  кисми заижирга куши- 
ладиган масса булади; унинг кушилиш 
иайтидаги абсолют тезлиги х  га тенг бу
лади, аммо то шу пайтгача у нолга тенг 
булади. Шундай килиб, бу ^олда:

f  л гг ..... dm

(23)

(24)

TTL -  а*; 
g

120- шакл. 
_  7

dt
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(у — занжир бирлик узунлигинниг о тр л и ги ) (80,1) тенгла- 
ма куйидагича буладн:

— х х  -j- -  х 1 =  чх  (1) 
в  s

ёки
x x  =  g x - x \  (2)

Бу тенгламанннг биринчи интегралнни топамиз:

"  __ dx  __ dx  ‘ _  1 d , '.2. _  1 dz ,оч

х  ~ ~  " r f T  ~  dx Х  ~ ~  2 dx 2  d x '

бунда z  -  х 1 ва (2) тенглама чизикли биринчи тартибли те нг
ламага келади:

1 ( l z  I /Л\-  X ------ I- £ =  gx. (4)
2 их

Бунинг умумий ингеграли

г =  х 2 =  —  - f  —# лг. (5)
л‘ 3

булади. Узгармас с ни ноль деб оламиз, у вактда

; = ̂ 7 = /1^. (6>
бундан:

dx
О)

буни яна бир марта пнтеграллаб, куйидагини ^осил цпламиз:

=  (8)

ёки

о̂ =  0; лг0 =  0 да х  — l-  gt\

XV  Б О Б

Э РКИ Н Л И К Д АРАЖ АС И Ч Е К Л И  СОН Б У Л ГА Н
С И С ТЕМ А Н И Н Г К И Ч И К  ^ А Р А К А ТИ .
М У Н ТА З А М Л И К Н И Н Г Б А Р К А Р О Р Л И ГИ

83-§. Система мувозанатининг барцарорлиги

Материал нукталар системанинг нукталарига жуда 
кичик бошлангач тезликлар берилгаида система узининг му- 
возанат .\олатидаи жуда кичик масофага огса ва шу ^олат 
якинида узок вакт тебранмай узининг олдинги вазиятига кайт- 
са, системанинг мувозанати баркарор булади.
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Голономли, стационар ва идеал богланишга итоат цплади- 
гаи системанинг баркарор мувозанатини текшнрамиз. Агар шун- 
дай система консерватив куч  маПдоннда турган булса, систе
ма мувозаиагининг барцарорлиги Лагранж—Дирихле теорема- 
сиги асосан ёки А. М. Ляпунов теоремасига асосаи аникланади.

Лагранж—Дирихле теоремаси куйидагича таърифлаиадп: 
системанинг мувозанат ,\олатидаги потенциал энергичен 
энг к ичиг: цииматга эга булганда мувозанат барцарор бу- 
лад и.

Системанинг потенциал энергияси' умумлаштирилган коор- 
динаталарнинг даража’си буйнча каторга ёйплгаи булиши мум- 
кин. Бу  ёйилиш камида координатаиинг иккинчи тартибли х,а- 
дигача давом этиши керак.

/7 -=  - i  
2

• q\ ! - 2 (
дЧ1 \

\dq 1 )
1 1 dqjq i  1о

+
/дЧ1

ц ?

'7i <7j +  < • • rlr

(83,1

Агар мувозанат .\олатини координаталарпинг ^псобланиш бо- 
ши учун  кабул килсак, мувозанат ^олатда потенциал энергия 
нолга тенг деб хисобланади.

Агар мувозанат холатда потенциал эне|)гия чизикли функ
ция булмаса, мувозанатнинг баркарорлигини текширишда А. М. 
Л япуно в теоремасипи куллаш керак, у куйпдагича таърифла- 
нади:

1) цаторга ёйилган потенциал энергиянинг юцори та р 
тиб ли  %адини олмай {83,1) тенгламанинг иккинчи та р 
тиб ли  -Yадларини исоблаб топилганда потенциал энергия
си минимум булмаса мувозанат барцарор булмайди;

2) мувозанат %олатда х,ащщатан {83,1) цаторга ёйили- 
ши мункин булган потенциал энергиянинг пастки та р тиб - 
даги .\адларини текишриш билан топилган потенциал энер
гия максимум булса, мувозанат барцарор булмайди.

84-§ . Масалалар ечишга оид методик курсатмалар

Эркинлнк даражаси битта булгап системанинг муво- 
занатн баркарор булган .чолга оид масалаларии куйидаги тар- 
гибда ечпш тавсия этилади;

1) мувозанати текшириладиган жиемни ёки жисмлар спс 
темасини аниклаш ва системанинг ^олатипи аниклайдигаи умум 
лаштирилгаи координаталарни таилаб олиш керак;

2) богланишдан кутказиш прииципиии куллаб, богланиш- 
лар таъсирини реакциялар билан алмаштприш йули билан фик- 
ран боглашппларни ташлаб юбориш керак;

3) система потенциал эиергинешшнг ифодасинн гузиб олиш 
керак;
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4) система потенциал энергпясипинг умумлаштирилган коор- 
динаталарга нисбатан чогиласипи топиб, уни нолга тенглаш- 
ти|)иш ва системанинг мувозанатда булишн мумкин булган 40- 
латини топиш керак;

5) ^ар цандай мувозанат чолатлари учун  потенциал энер- 
гиянинг умумлаштирилган координаталарга нисбатан иккинчн 
чосиласини топиб, уларнинг ишоралариии аниклаш ва унга ка- 
раб мувозаиатнииг кандай булишн чакнда муло^аза юргизиш 
керак;

6) бу параграфга И. В. Мешчерский „Назарий механикадан 
масалалар туплами“ китобидаги 1163— 1173-масалалар киради.

85-§ . Масалалар

115-масала. Узунлиги 2а булган бир жинсли огир 
А В  стержень радиуси R  булган ярим айлана шаклидаги эгрн 
чизикли нуналтирувчига таянии туради. Ишкалаиишнн ^нсоб-

га олмай, мувозанат .^олатларп 
аниклансни ва уларнинг бар- 
Карорлиги текширилсии (121- 
шакл).

Е ч и ш . Стерженнпнг .\ола- 
тинн аниклайдиган умумлаш
тирилган координатанп танлаб 
оламиз.

У м у мл а ш T i 1 р 11 л га и коорди
ната учун  горпзонтал билап 
стержень ^осил килган с?0 
бурчакни оламиз.

AD  юзага нисбатан стер- 
женнинг потенциал энергияси 

узгармас микдор деб олиб, стержень огнрлик марказининг ба- 
ландлиги ус оркали топамиз.

AD  тутри чизикдан ошрлик марказининг баландлиги ус ни 
топамиз ( 121- шакл):

ус =  R  — /?cosa -j- a sin  <р0. (1)
Бирок а =  90° — 2<р0 булгани учуй

Ус =  Я (1  — s ln 29o) - f  flsin<p0 (2 1

ва системанинг потенциал энергияси

I I  =  mg [ R (  1 -  sin 2'fo) -f« s ln c p 0] (3)

булади, yc нинг <?0 га нисбатан ^осиласиии топиб, уни нолга 
тенглаштирамиз:

~  -  —2 R c o s2 f0 -fa  cos<p0 =  — 2R  (2cos3 ь  -  1) -\- a cos-fu =  0. 
«'ft

244



Б у  теигламадан мувозанат икки з;олатда булиши мумкин- 
лигини курамиз:

Со5 сро =  - ^ ( а ± / а 2 +  32А2), (4)
, (Ж

яъни

cos 9о =  ^  (а +  V "(I2 -Г  32Р 2;

ва

cos<?o =  (я  — V ° 2 +  32/?2).

Эядн иккинчи тартибли чосилани топамиз:

^  =  4/? sin  2?0 — a sin  ?0 =  ±  У  а2 +  32R'2 s in  ?„• (5 )

Мувозанатнинг баркарорлигини аниклаш учун  бу косила- 
нинг чар кайсн мумкин булган мувозанат *олатларидаги ишо- 
распни топиш керак.

Биринчи чолагда, s in ? o> 0  булганда, бу цийматни (5) га 
КУйсак,

^ > 0  (6)

булади.
Демак, бу колда мувозанат баркарор буладн, иккинчи

^ <  0 чо л да эса баркарор булмайди.

Агар cosc?0 ^  1 булса, (8Я — а‘) > ( f l 2 +  32R*) булади, бун
дан: а >  У? cos f о булганда

а < 2 #
.  л -)- ) / а- +  32/?2 

—  8
булади; бундан:

о >  ] / 1  /?.

Демак, a < 2 R  < а  У ь  булганда мувоза
нат колати баркарор булади.

116 масала. Параллелограф маятнигида 
М  юк МО стерженга осилган, стержень 
айланиб турадиган О цилиндрдан эркнн утиб,
А нуктада шарнир ёрдамида ДО, шайинга 
бириккан, шайин О у к атрофнда айланади 
(122 -шакл). Шайиннинг узунлиги г\ юк огир- 
лик маркази билан А шарнир орасидаги ма- 
софа / га тенг; оралик 0 0  у =  //. Маятник 
вертикал мувозанат *олатннинг тургунлиги 
текширилсин. Ю книнг ва стерженнинг ошр- 
лиги ^исобга олннмасин (1 2 2 -шакл). 122- шакл.



Е ч и ш . Система эркинлик даражаси битта.
М  юкиипг огирлигпга нисбатан стерженларнинг огирлиги- 

ни ^нсобга олмай, система потенциал энергиясининг ифодаси* 
ни тузамиз:

П  =  — Рус» (1)
Ю к огирлик маркпзининг ус ордннатасиии куйидаги фор

мул ада и топам из:
ус =  h — г  cos? -Ь I  cos •{», (2)

бу ердаги ва 0 бурчаклар бир-бири билан
s in (fr 4- у ) _  sin Ь 

h r
муносабатда боглангап. Система баркарорлнгиипиг р = 0 , '}>=0
(4) з^олатга якии ^олатда текширилишиии назарга олганимиз 
да <р ва | бурчакларии кичик деб .^исоблаб

sincp^tp, 

sin  'Ь zn Ф,

COS <р 1 —  —■,

, ‘ 1 Ф* cos Ф ^  1 — — ,
2 ’

(5)

деб кабул килиш мумкин. 
У  вактда

булади. Демак,
h — г ‘

у с =  И - г + / +  ± { Г Ц т  =

?2.

(G

(7)

(7) ни (1) га куямиз:

И  =  -  Р г  Г — -------11 с?2 4 const,
2 L ( A - r ) a J ‘

? =  0 булганда потенциал энергия эн г кичик кийматга эга бу
лади, агар

(8)

г/
-  1 > 0 ,

яъни
(h -r)

У  F l >  h — г (9)
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б^лса, бу шартларда текширилабтган ^олатда мувозанат бар
карор булади.

Аксннча

1 T l  < h  -  г  (10)

булганда Ляпуновнинг биринчи теоремасига бнпоаи мувозанат 
^олат баркарор булмайди.

Y r i  — h — r  (11) булганда мувозанагнннг барцарорлигига 
оид масалаии ечиш учун  потенциал эиергиянинг ифодаси ка*

мида аннклиги <р‘ таргибгача булган каторга ёйилган булишн 
керак. (Механизм вертикал укига нисбатан симметрии булга- 
цп учун бундай каторга ёйишда ср нинг ток даражалилари бул
майди.)

cSG- §. Зркинлик даражаси битта булган 
системанинг ки чи к эркин тебранишлари

Механик системанинг фазодаги чолатини (бир к'ий- 
матли) умумлаштирилган координата деб юритиладиган битта 
q оркали топилса, бундай механик система эркиилик даража 
си битта булган си:тема дейилади. Системанинг фазодаги .\о- 
лати умумлаштирилган коордииатанннг вактга богликлигидан 
тоиилади.

Эркиилик даражаси битта булган системанинг баркарор 
мувозанат холатини умумлаштирилган координатами *исоблаш 
боши ва потенциал эиергиянинг ноль киймати учун  кабул ки- 
либ, системанинг мувозанат баркарорлигига тегишли чолат 
олдида бажараётга i кичик ^аракатини текширамиз.

Хисоблаш боши шундай таиланганда системанинг мувоза- 
наг колатидан огишн умумлаштирилган координатаиинг маз- 
мунидан топилади.

Кичик чаракатнинг дифференциал тенгламасини тузишда • 
умумлаштирилган коордииаталарни (мувозанат чолатдан олиб 
^исоблапган) ва умумлаштирилган тезликларни кичик микдор- 
лар деб чисоблаб, факат чаракат дифференциал тенгламаси* 
нинг чизикли чадлзри билан чегараланамиз. Б у  х°лда чнзик- 
лимас дифференциал тенгламадаги умумлаштирилган коорди
ната ва тезликларнинг иккинчи ва юкори даражали задларини 
ташлаб юбориш, тенгламани чизикли тенгламага келтириш деб 
айгилади. Албатта, бундай тенгламани чизикли килиш чакикпй 
чаракатга нисбатан нотугри маъно беради, бирок системанинг 
баркарор мувозанат чолатидан огиши канча кичик булса, ай- 
тилган тенгламани чизикли тенглама килиш йули апикрок. яъни 
>;акикийсига якинрок булади.

Дифференциал тенгламани чизикли тенглама килиш, купин- 
ча, интегралини аник топиб булмайдиган чизиклимас тенглама* 
нинг аник ёпик чегарали ечилишиии беради.
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Кичик тебраиишнинг дифференциал теигламасини тузишда 
Лагранж тенгламасидан фойдаланиш кулай. Эркинлнк дара- 
жаси битта булган система учун  у тенглама куйидагича бу
лади:

бу ерда 7 — системанинг умумлаштирилган q координата па

Умумлаштирилган коордииаталар ва умумлаштирилган тез- 
ликлар оркали ифодалангаи стационар богланишдаги система- 
пинг кинетик энергияси куйидагича ифодаланадн:

бу ерда, A (q)— умумлаштирилган координата q нинг мусбат 
функцияси. Кинетик энергиянинг ифодасини чизикли килиш 
учун A (q) ни Маклорен каторига ёйилади:

бу ерда Л(0) ни а билаи белгиладик, у .\-амма вакт узгармас 
ва мусбат, инерция коэффициент дейилаяи. Инерция коэф- 
фиииенти умумлаштирилган чизикли коордииаталар учун  масса 
улчовида, бурчакли айланма коордииаталар учуй  айланиш уки 
га нисбатан жисм инерция моментининг улчовида улчанади.

Системанинг потенциал энергияси умумлаштирилган коор- 
динаталар функцияси булади:

Бу фуикцияни баркарор мувозацат полати якшшда Мак
лорен каторига ёямиз:

I I  (q) =  //(0) +  и \ 0 ) -Я +  i  I I " ( 0 )  (86,7)

(86,1)

умумлаштирилган q тезлиги оркали ифодалангаи кинетик энер
гияси.

т  — ~2 Mq)q\ (86 ,2 )

A (q) =  Л (0) +  q • А '(0) +  q* +  . . . . (86,3)

Буни (86,2) формулага куйсак

7 “  ~  A{0)q* =  -a q \ (86,5)

n  =  I7(q). (86 ,6)

бу ифодада
Я (  0) =  0, ( 8 6 ,8 )



чунки мувозанат *олат потенциал эиергиянинг ноль чолаги 
сат^ига нисбатан кабул килингани учун  П  (0) нолга тенг:

Ш унинг учун (86,7) котор биринчи адидаи бошланадн. 
К'аторнинг юкори тартибли чадларпни ташлаб юбориб ва сод* 
да булиши учун  /1" '(0) =  с деб белгиласак, куйидаги хосил 
булади:

//((/) =  \cq\ (86,10)

Бундаги узгармас с га квази бнкрлик коэффинненти дейи- 
лади.

Кинетик эиергиянинг кийматини (86,5) дан ва потенциал 
эиергиянинг кийматини (86,10) дан Лагранжнннг (86,1) тенгла- 
масига куииб, эркиилик даражаси бит га булган системанинг 
эркин кичик тебранишининг дифференциал тенгламасини *осил 
кнламиз:

Бу  тенглама чизикли кайтарувчи куч таъсирида эркин теб- 
ранувчи материал нуктанинг ^аракат дифференциал тенглама- 
сига ухшайди. Бу дифференциал тенгламанннг умумий интег- 
ралн (ечилиши) куйидаги куринншда булади:

А — тебраниш амплитудаси; 
а — бошлангич фаза; 
kt +  о. -  тебраниш фазаси; 
k — тебраниш такрорлиги.

Амплитуда ва бошлангич фаза тебранишиннг бошлангич 
шартлари оркали топилади. Умумлаштирилган координатанинг 
ва чосиласининг бошлангич кийматларини, яъни t =  0 булган

да q =  </о ва q =  q0 деб белгиласак

(86,12) тенглама бнлан тониладиган системанинг эркин теб- 
раниши ёки, бошкача айтганда, системанинг уз тебраниши гар
моник тебраниш булади.

(86,9)

a q +  cq =  0. (86 , 11)

q =  A sin  {kt - f  a) 

бу ерда — =  k7 билан белгиланган;

(86 12)

a

(86,13)

тебраниш даври эса

(86,14)

булади.
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Унинг гебраниш такрорлиги ва даври берилган бошлангич 
шартларнга боглик эмас, бундан хусуснятига кичик тебраниш 
изохроипклнги дейилади.

Шуии эслатнб утамизки, системанинг эркнн гебраниш тенг* 
ламашии (86,12) дифференциал тенгламанн куп масалаларда 
Лагранж тенгламасидан фойдаланмасдан тузиш  хам мумкип.

87-§ . Масалалар ечишга оид методик курсатмалар

Эркинлнк ларажасп битта булган системанинг кичик 
тебранишига оид масалаларни куйидаги тартибда ечиш тавсия 
этилади.

Б и р и и ч и у с у л — Л а г  р а н ж т  е н г л а м а с и и и к у л* 
л а ш у с у л и.

1. Умумлаштирилган q координата танлаб' олинади.
2. Кинетик энергия ифодасинн тузиб олиш керак.
3. Потенциал энергиянинг циймати топилади.
4. Топ ил г ан кийматларни Лагранж тенгламасига куйиб, сис

тема кичик тебранишининг дифференциал тенгламасйнн тузиб 
олиш керак.

5. Бу  тенгламанн интеграллаб, интеграл узгармасларини 
бошлангич шартлардан фойдаланиб аниклаш ва системанинг 
харакат тенгламасйнн тузиш  керак.

6. Тебраниш даври ва изланаётган иомаълумлар топилади.
11 к к и и ч и ус у л — д и п а м и к а и и и г  а с о с и й т  е и г -

л а м а с и и и ё к и с и с т  е м а д и н а  ми к а с и и ин г у му м - 
л а ш т  и р и л г а н т  с о р е м а с и д а и б и р и и и к у л л а ш у с у • 
л и:

1) масала шартига караб дифференциал тенгламанн кайси 
пул билан тузиш кераклигини, яъни  динамнканииг асоеий генг- 
ламасига ё инерция марказининг >..ракати хакидаги теоремага 
ёки кинетик энергиянинг узгариши хакидаги теоремага, схуд

ара кат микдори бош моментнинг узгариши >; a is ндаги теоре
мага мувофик тузилишини танлаб олиш керак;

2) танлаб олинган теоремани татбик килиб, система кичик 
тебранишининг дифференциал тенгламасини тузиб олиш керак;

3) бу дифференциал тенгламанн интеграллаб, интеграл уз- 
гармасини номаълумларининг бошлангич шартларидан фойда
ланиб топиб олиш керак.

4) шундан сунг тебраниш даври ва изланаётган номаълум 
топилади.

7. Бу  параграф учун  И. В. Мешчерский „Назарий механи- 
кадаи масалалар туплами“ китобидаги 1243— 1247-масалалар ки- 
ради.

Бу  масалаларда тургун  мувозанат ^олатини умумлашти
рилган коордииаталар хисоблаш боши килиб олиб, кейии Лаг
ранж тенгламасидан фойдаланиб, системанинг ^арака! диффе
ренциал тенгламялари тузилади.



88 §. Масалалар

Ш -м асала. Б . Б . Голициннинг вертикал сейсмо- 
графи огирлиги Q булган юк бириктирилган рамкадан иборат. 
Рамка горизонтал 0 * у к  атрофида айлана оладн. Рамканинг О 
дан а масофада турган В  нуктасига чузиладиган пружина би
риктирилган, пружинанинг бикрлиги с. Мувозанат чолатида ОЛ 
стержень горизонтал. Рамка билан юкнинг О у к к а нисбатан 
олинган инерция моменти /, рамканинг баландлиги Ь. Пр у
жина массасиин чисобга олмай ва юк билан рамканинг ошр- 
лик марказини 0 дан / масофада турган А нуктада жойлашган 
деб чисоблаб, маятник ки 
чик тебранишларининг дав- 
рн аниклансин (123-шакл)

Е  ч иш . Ох укини гори
зонтал ОА стержень уки 
буйлаб йуналтирамиз, Оу 
Уцини эса Ох укига тик 
килиб, вертикал пастга й^- 
иалтирамнз. Ундан ташцари, 
рамка билан маркам бирик- 
кан к^згалувчи О 'х 'у ' ко
ордината уцлар системасини 
киритамиз: мувозанат 4 0 - 
латда нккала уклар систе- 
маси бир бирнга урнашган 
килиб олинган. Пружина 
мачкамланган В  нуктанинг 
К^згалувчи О 'х 'у ' система- 
сига нисбатан координата-
лари а ва b булсин (мувозанат 40 лат да чам х в =  а, у в =  Ь 
булишн яккол куриниб турибди). D  нуктанинг О 'ху  система- 
га нисбатан координаталари хп =  а, уо — L Cm + & булади (123- 
шакл), бундаги L em — мувозанат чолат булган вактдаги пру- 
жинанинг узунлиги. О у К атрофида рамканинг айланнш бур- 
чаги 0 ни умумлаштирилган координата учун кабул киламиз 
Тебранаётган жисмнинг чар кандай нуктасини кузгалмас xv 
системага нисбатан, д-, у координаталарини, кузга лувчи  х 'у ’ 
системага нисбатан координаталари оркали ифодалаймиз:

X =  х '  cos 0 — у' sin  0, 
у =  х '  s in  б +  у’ cos 0.

Бу ифода В 1 нукта учун  куйидагича булади:

(1)

х в, =  a cos 0 |- /> sin 0, 
yBi =  a sin 0 +  Ь cos 0. (2)
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Энди пружинанинг система огган колатидаги узунлигинн 
топиш кийин эмас:

L  =  \ (хв, — Хо )а +  (у в, — Уо )2 =
=  1 |д (cos 6 — 1) — b s in  О]2-f- [a s in  0 - f  b (cos 0 — 1) - f  L Cm\2 =

=  У 2 L c m [rt Sin 6 — ^ (1 — cosO )]-(-2(aH^2) ( l — cos 0). (3)

Чузнлган пружинанинг потенциал энергияси //, нинг нфо- 
даси куйидагича булади:

//, =  | '( t  -  L„)> =  1  [(Л -  £ „ ,)  +  (£ „ , -  £„)]», (4)

бу ерда Ц  — пружинанинг чузилмаган пайтидаги узунлнги; 
с — унинг бикрлиги.

А\увозанат яолатда айланиш укига нисбатан пружинанинг 
бошлангич тортиш кучи  F 0 нинг моменти огирлик кучинииг 
моменти билан мувозанатлашади, яъни

r „ - a  =  Q . /, (5)

бу ерда Q — огирлик;
/ — спсIема о тр л и к  марказидан айланиш укигача булган 

масофа.
F lt =  c\Lcm — L) лигиии назарга олсак,

//, = ~ ( L ~  LcmY  4- ( L - L cm) j  (LCm -  Ц У  (6)

булади, бундаги охирги .̂ ад узгармас булганп учун  уни таш- 
лаб юборамиз, чунки масалада потенциал энергиянинг аник* 
лиги О2 тартибигача булган ифодада топиш талаб килинади, 
шунинг учун  L —L cnx ни шу даражали аникликда гопамнз. 1\а- 
торга ёйсак, куйидаги косил булади:

L  =  L cm {1  +  2 - 2 -  0 +  е М »
У cm I -  cm I

«  L cm ( i  4- J L  6 +  I ". +  0» -  1  ■ 4 -g -  6= +  . . .  1 (7)
I L cm z L  cm 0 cm 1

Бундан:

L - L cm =  a B -  Ь̂ ~ Ь) 02(Л -  Lcmy = a W  +  ... (8)
*l~cm

Буларни куйсак, /7, куйидагича косил булади:

Я ,  =  1  f caW 4- 20/Q -  « 1  b(LCm - Ь ) И  (0)
2 i й'-си i

Огирлик кучинииг потенциал энергияси:

11 г =  — Qyc =  — Q/ s in  0 =  — Q/0. (10)
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/7, ва П 2 ларни кушсак, тула потенциал энергия топилади:

, 2 Q'/7 =  -
2

сай —
aL

b {Lcm- b )  ]в* =

1

Агар

=  -  I са
2

е2. (И)

(12)

булса, мувозанат чолаг баркарор булади.
Келгусида бу (12) генгсизлик булади деб ^исоблаймиз. 
Унинг кинетик энергияси куйидагича булади:

Т =  i / o 2,
2

(13)

бу ерда / — тебраиаётган жисмницг О укка нисбатан инерция 
моменти.

Эркин тебраниш такрорлигиии куйидаги формуладаи топа
миз:

k  =
са2 —  F nb

(И )

бу ерда /■'о — ------мувозанатда турган чолда пружинанинг тор-
а

тиши; L cm -  мувозанатда турган чолда пружинанинг узунлиги. 
Кичик тебрапишдаги маятникнинг даври куйидагича булади:

Т =  2 . j /
са2 -  F„  1 -

118 масала. Пойдеворлар, машина кисмлари ва чоказолар- 
нинг тебранишини ёзишда ишлатиладшан вибрографда Q огир- 
ликдаги юкни бикрлигн с булган 
спираль пружина вертикалга а бурчак 
остида ушлаб туради; маятникнинг О 
айланиш укига нисбатан олган инер
ция моменти /; маятник огирлик мар- 
казидан айланиш укигача булган ма- 
софа s. Виброграф эркин тебранишла- 
рининг даври аниклансии (124* шакл).

Е ч и ш .  М аятник мувозанат >;о- n 
латдан <р бурчакка огганда системанинг 
потенциал энергияси огирлик кучининг 
потенциал энергияси билан пружина-
пинг потенциал энергияси /72 пинг
йигиндисидан иборат. 124- шакл.
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/7, в  Qs [cosа — cos (cp +  a)] =  Q s[cosa(l — cosf)~{- s in  i  sin <p] ~  

~ Q s ( y  cosa +  C? sina ). (1)

IJ i  ни чисоблаш учун  пружинанинг пастки учини вертикал Оу 
уки устига келтиришда уни бураш зарур булган бурчакни я 
деб белгилаймиз: шу вактда иружицага с о.0 момент куйиш 
тугри келади; агар маятник вертикалдан (аср)  бурчакка ог- 
ган булса, а0 бурчак (a-j-cp) га камаяди ва пружинанинг реак
тив моменти с (а0— а—ср) булади; буларга мувофик

П 2= ~ с («о -  « — ?)2 =  (а° -  « )2 -  с(а0 -  а)<р +  j  (2)

булади Иипшдининг биринчи(узгармас) .\адини ташлаб юбор- 
сак булади. Демак,

П  =  /7, -f- Г12 =  Qs ^  COS a -j- ср sin  aj -  с(а0 — а) ср -{—^ СР2 

булади.
Мувозанат шартига биноаи Q s  s in  а --= с (а0 — я), шунинг 

учун  йигиндидаги <р нинг биринчи даражали кадлари ейишиб 
кетади. Бунда куйидаги келиб чикади:

(Q s  cos а (4)

Системанинг кинетик энергияси куйидагича булади:
2
2Г  — — 1 ф2. (5)

Лагранжнннг иккинчи тенгламасидан фойдаланиб даракат 
дифференциал тенгламасини тузамиз:

/<Р - f  (Qs cos a - f  с) у =  0. (6)

Бундан виброграф эркин тебранишининг такрорлигини то 
памиз:

k  _  j / - Q 5 COS g +  €

Кичик тебранишнинг даври эса куйидагича булади:

7=2 'V п .  1 X  *г Q х cos а 4- с

89-§. Эркинлик даражаси иккита булган 
системанинг эркин тебраниши

Эркинлик даражаси иккита: голономли идеал ва ста
ционар богланншга итоат киладиган механик системанинг ки
чик тебранишини текширамиз. Системанинг фазодаги вазияти- 
ни аниклайдиган умумлаштирилган координаталарнн </,, q2 би



лап белгилаймиз. Системанинг кинетик энергияси умумлаш
тирилган тезликларнинг бир жиисли квадратик формасида бу
лл ди:

Т = \ \ А „ ч \  +  2А 1г},ф. +  Aai \]. (89,1 j

Формуладаги Л ,,. Л 12, Л 22 коэффициентлар умумлаштирил
ган координатлларнинг функцияси. Системанинг кичик .\apa- 
кати содир буладиган баркарор мувозанатлик ^олатни умум
лаштирилган координатами ^исоблаш боши учун кабул цила- 
миз. Демак, мувозанаг ^олатда умумлаштирилган координа- 
таларнинг даммаси иолга тенг. Х аР кайси коэффициентни 
умумлаштирилган координата даражаси буйича Маклорен ка* 
торига бямиз:

А1к (?,. Чг) =  А,к (0) +  ( ^ * )  « , +  ( ^ * )  q, +  . . .  (89,2)

Умумлаштирилган коордииаталар ва тезликлар кичик деб 
^исоблангани учун  каторга ёйишда биринчи йигиндилари би- 
лангина чегараланамиз ва узгармас коэффициеити At/{ (0; ни 
кискача aiu билан белгилаймиз, яъни

А1к{ 0) =  a,k. , (89,3)

Кинетик энергиянинг охирги ифодасини топсак,

Г  =  +  «22 Й  (89,4)

булади, аи , я 12, лар инерцион коэффициент деб айтилади. 
Система потеициалли куч майдонида ^аракат цилаётган булса, 
системанинг потенциал энергиясини умумлаштирилган коор- 
динатанинг даражаси буйича Маклорен каторига ёйшн мум- 
кин:

" ( » . . » , ) - A / ( 0 y + ( g ) o?1+ ( ^ ) f t  +

?;  +  2 ( ^ - ) 9 i7 i +  ( ^ )  q\ +  . . .  (89,5)
Kdq|/о xd<l\<>Qi о V 0<i2 /о

Система потенциал эиергиясининг хисоблаш боши и.хтиёрпй 
булга ни учун  мувозанат .холатда спстеманниг потенциал энер- 
гиясинп нолга тенг деб оламиз:

// (0) =  0. (89,6)

Мувозанат ^олатда ^амма умумлаштирилган кучлар >;ам 
полга айланади:

Ql =  f -  =  0. (89,7)
С)q,
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Демак, каторга ёйилган (89,5) га биринчи даражали умум
лаштирилган координаталар билан кирган чадлар иук булиб 
кегади. Бу  вактда баркарор мувозанат чолат ённда кичик ча
ра ка г  килаётган системами! г потенциал энергияси умумлаш
тирилган координаталар квадратининг бир жинсли формула- 
сидек булади:

п  =  j  [cn q\ +  2cnqxq2 +  cn q\), (89,8)

бу ерда I  6 П  =  Cih (89,9) деб белгиланган.
\d<ii d(jk /о

с,,, Су,, с22 коэффициентлар квазибикрлик коэффициентлар деб 
айтиладн. Тонилгаи кинетик ва потенциал энергияларни Лаг
ранж тенгламаснга куйсак

- ( 4 ^ ) - -  =  - - ; ( <  =  1,2). (89,9)
dt \ оч , ) оч, дд,

Системанинг чара кат дифференциал тенгламаларини топамиз: 

« п </1 +  al2q2 4  cu q, +  Cu q2 =  О,

^2\Ц\ +  (*22^2 " Г  ^ 2 l7 l ~\~ С2$2  =  О»
бу ерда

а21 =  С1,2, с21 =  с12.

Бу (86,10) тенгламанннг хусусий ечимини 

qx =  В  sin  (kt + а),

(89,10)

q2 =  D  sin (kt a) j  (89«U )

куринишда излаймиз. Бунда В, D, а лар — узгармас номаълум- 
лар. Буларни тониш учун  умумлаштирилган координаталар- 
нинг кийматини (89,12^ дан (89,11) га олиб куям из ва умумий 
куиайтирувчи sin (А* 4  а) га кискартирамиз, у вактда:

В (с и — k2au) 4  D  (cn  — k2ai2) =  0, |
В  (c2l -  k2a,x) -j- D{c,t -  k*a22) =  0. f и >

Бу бир жинсли чизикли алгебраик тенгламалар системасн 
булиб, система мувозанатига мос булган В  =  D  =  0 тривиал 
ечимга эга. Агар '(89,13) система учун тузнлган детерминант 
нолга тенг булса, системанинг бошка, яы ш  нолга тенг булма- 
ган ечнми чам булади:

b(k*) =
— k-(iu сх2 k2al2 

С12 — k2(I\2 C22 k~Cl>2 =  0. (89,14)

(89,13) тенгламадан амплитудаларнинг ннсбатини топамиз:

Л  -  — с 1 * — ^а'2 = _ с-а ~ k,a*l> (89,15)
D  Сц -  Ляйц Ои -  кгах% '
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(89.14) детерминант амплитудаларнинг нисбати (89,13) нинг 
бириичиси ёки иккинчнси билан топилгаида >;ам натижа бир 
хил чицади.

Агар (89,15) шарт бажарилса, (89,13) тенглама бир-бирига 
боглик булади ва номаълум В  ёки D  дан биттаси тоиилмай 
но м аълу мл и гич а колади.

(89.14) детермннантни очиб ёки (89,15) дан такрорлик тенг- 
ламасини, бошкача айтганда, мелодии (исковой) тенглама деб 
аптиладиган тенгламасипи гопам из:

( 1̂1 2̂2 — «р  )^' («11 2̂2 +  «22̂ 11 2(7)оС|2)̂  -(~
-!■ {СпС22-с]._) = 0 .  (89,16)

* Агар бу тенгламанинг илднзн мусбат, яъни k \ > 0 , k\ >  0 
булса текширилаётгаи .\'аракат кичик .^аракат ва мувозанат 
устивор булади.

Агар Щ ёки И\ манфпй ёхуд комплекс мицдор булса, (89,12) 
ечимига гиперболик функция киради ва ^аракапшиг мувоза
нат .\олатп ёнида кичик .^аракат булмаиди.

(89,17)
«11 >  «22 >  0. «П«22 — «12 >  0>
£ц > 0 ,  С2о 0, СцС22 Cjo О 

тс нгсизликлар каноатлангирнлганда Щ на к\ илдизлари мусбат 
булади.

Мккита махсус >{ол учрашп мумкин.
Бириичи >;ол

Д ^ )  =  0, Л ( Ц  =  0 (89,18)
\Оц1 \n2nl

булган вацтда икки координата учун  .\ам такрорликлари бир 
хил

k - V ' £ r V ct = V ct  <89-19)
булган гармоник тебранишга мос .^аракат булади.

Иккинчи .\ол си с22 — £?2 =  0 булганда такрорлик тснгла 
масининг илдизларидан бири полга тенг булади.

Такрорлик тенгламасининг илдизи ва k, тоиилгандаи ке- 
йпн системанинг бош тебранниш топилади. Ьиринчи бош теб
раниш

<7, =  Z2, sin  ikAt  - f  о:,), 
q2 -  Д  sin (kyt -J- а,) (89,20)

(89,21)

тенгламалар билап, иккинчи бош тебраниш эса

q{ =  В 2 sin (k2t - f  а2), 
q2 =  Do sin  {k2t + a2)

тенгламалар билан ифодаланади.
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Тенгламалар чизикли булгани туфайли умумий ечим хусу- 
сий ечимлариинг йипшдисидан нборат булади:

<7, =  В х sin ( V  - f  а,) +  В, sin (/г-J -j- a2), (89,22)
q2 =  D , sin  (.kxt  +  <*,) + U2 sin (k-,t j 2), (89,23)

(89,16) га /г, нииг кийматини, кейнн к2 нинг кийматини ку- 
йиб, амнлитудаларнинг нисбатиин топамиз:

_ <‘13 — к\аа

Dx ~  ' ‘ и —

В 2 _ Си -  k\au

/Л ‘11— k\an *

(89,24)

(89,25)

Бу  вактда:
qj =  sin  (kxt  +  а,) +  rfoU2 sin (k2t -J- a2), 

q2 =  D x sin (kxt - f  a,) - f  D 2 sin (k2t -f- a2).

Кейнн бошлангич шартлардан фойдаланиб, интеграллаш 
узгармас номаълумлари Д ,  U 2, otM сг2, лар топилади.

Эркинлик даражаси иккита булган система кичик тебра- 
нишларипннг дифференциал тспгламасини Лагранж тенгламаси- 
га мувофпк тузишдагн каби динамиканниг асосий тенгламаси- 
ни ёки динамиканниг асосий теоремасидан фойдаланиб >;ам 
гузиш мумкин.

90-§. Масалалар ечишга оид методик к^рсатмалар

Эркиилик даражаси иккита булган системанинг ки
чик тебранишнни текшнришга оид масалаларни ечишда куйи
даги тартиб тавсия этилади.

Б и р и н ч и  у с у л  — Л а г р а н ж  т е и  г  л амас и д а  и фо ft- 
да л а и и LH у С у Л И.

1. Умумлаштирилган qx ва q2 координаталарни танлаболиш 
керак.

2. Кинетик эиергиянинг ифодаси тузилади.
3. Системанинг потенциал энергиясини топиб олиш керак.
4. Бу  ифодаларни Лагранж тенгламасига куйиб, кичик теб- 

ранишнинг иккита дифференциал тенгламалар системасини у, о- 
енл килиш керак.

5. Бу системанинг хусусий ечимини таилаб олиб, шу ху - 
сусий ечимлариинг чаракатини дифференциал тенгламалар сис- 
темасига куйиш керак.

6. Хосил булган алгебраик тенгламалар системасидан амп- 
литудаларни чнкариб ташлаб, такрорлик тенгламаенни топиш 
керак.

7. Такрорлик тенгламаенни ечиб, системанинг уз такрорли- 
гиии топиш керак.



8. Топилган такрорликларни хусусий ечимига цуйиб, бош 
тебранишни ифодалайдиган иккита формула топилади.

9. Умумлаштирилган координаталариииг бош тебраниш 
тенгламаларини кушиб умумий ечимни топиш керак.

10. Бошланшч теигламалардаи фойдаланиб туртта номаъ- 
лум узгармаслар топилади.

11 к к и и ч и у с у л — д и н а м и к а и и и г у м у м и й т  е и г- 
л а м а с и д а и ё к и  д и и а м и к а и и н г  у м у м и й т  е о р е м а- 
л а р и н и н г  б и р н д а н  ф о й д а л а н и б  е ч и ш  у су л и.

1. Масаланннг шартига ка раб цайси йул билан, яъни дина- 
микапииг асосий тенгламасидан ёки динамиканинг асосий гео- 
ремаларидан кайсисига мувофиц дифференциал тенглама ту - 
зиш керлклиги аницлаб олиннши керак.

2. Танлаб олинган теоремани татбик килиб, система кичик 
тебранишининг дифференциал тснгламасини тузиш керак.

3. Системанинг хусусий ечимиип танлаб олиб, шу хусусий 
ечимни дифференциал тенгламалар системасига ку*шш ке
рак.

4. Хосил булган тенгламаларни ечиб, такрорлик тенглама- 
сиии топиш керак, ундан кейнн системанинг уз такрорлиги 
топилади.

5. Топилган такрорликлар кийматинн олинган хусусий ечим- 
га куйиб, бош тебранишлар тенгламасйнн топиш керак.

6. }\ар кайси умумлаштирилган координаталаринннг бош 
тебраниш тенгламаларини кушиб умумий ечимлари топилади.

7. Харакатнпиг бошлангич шартаарндан фойдаланиб интег- 
раллаш узгармас номаълумлари топилади.

8. Бу параграфга И. В . Мешчерский „Назарий механика- 
дан масалалар туплами" китобидаги 1219, 1301, 1303, 1304-ма- 
салалар киради.

91 - §. Масалалар

119-масала. Узунлиги / ва массаси т  булган икки
та бир хил маятник бикрлиги с булган. учлари маятник стер- 
жеиларига ма.\камланган пружи
на билан к баландликда бир- 
бирига богланган. Маятннклар* 
дан бири мувозанат вазиятидан
о. бурчакка огдирилгапдан кейин 
системанинг маятниклар мувоза- 
нати текислигида киладиган ки- 
чнк тебранишлари аниклансин; 
маятникларнииг бошлангич те з
лиги нолга тенг. Маятник стер- 
жеиларининг массалари билан 
пружина массаси ^исобга олии- 
масин (125- шакл). 125-шакл.



Е  ч и ш. Система иккита эркинлик даражасига эга. Унннг 
чолатнни иккита умумлаштирилган координаталар билан аник
лаш мумкин.

Маятникларнинг вертикалдан огиш бурчаклари 9 , ва 
ларни умумлаштирилган координаталар учун кабул киламиз 
ва уларни вертикалдан соат стрелкаси чаракатининг акси то- 
монига караб чисоблашни мусбат йуналиш деб оламиз. М уво
занат чолатда 9 , ва ср, нолга тенг.

Кичик тебраниш дифференциал тенгламаенни тузишда Лаг
ранж тенгламасидан фойдаланамиз. Системанинг кинетик энер
гияси

T = \ r n l 4 i l +  ?i) (1)

булади. Системанинг потенциал энергияси огирлик кучининг 
потенциал энергияси билан пружина эластиклик кучининг по
тенциал энергиясининг йигиндисидан иборат, яъни

// =  //, -+• //2, (2)
бу ерда

//, =  mght +  mgh2 =  m g l[([  -  cos9,) +  (1 - c o s ® 2)]. (3)

Кичик микдорларнинг иккинчи тартиби билан чегаралансак, 
(3) дан куйидаги келиб чикади:

И\ =  \ tn g l <р2). (4)

Пружинанинг чузилишини I  билан белгиласак,

/7я =  1сЬ* (о)

булади.
/. ни умумлаштирилган координаталар оркали ифодалаш 

керак; бу вактда кичик микдорларнинг биринчи тартибинн >;и- 
собга олинса кифоя, чунки у вактда /7а кичик микдорларнинг 
иккинчи тартиби аниклигида топилади.

125- шаклга биноан

х =  с ^ - а д .  (6)

Ёпнк купбурчакнн .\осил килган стерженларнииг
вертикал йуналишдаги ва горизонтал йуналишдагн проекция- 
ларнни топамиз:

CiC2 sin  *  «  h (cos -  cos 9 ,) = » | ( 92-  9j j , (7)

с;c;cos ф =  B^B2 - f  h (sin  92 — sin<pa) =  В ХВ 2 +  //(9 , -  9i). (8)

(7) тенгламадан пружина укинннг айланиш бурчаги умум
лаштирилган координаталарга нисбатан иккинчи тартибли ки
чик микдор деган хулосага келамиз; шу сабабли cos  ̂ булса
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бирдан туртинчи тартибли кнчикликда фарк килиши мумкин, 
у вактда

ва
П> =  \ 1?с{Ъ - Ъ У

(9)

( Ю )

булади.
Демак,

“  \ i(,nS l  +  c/;2)(?I +  $  “  2';/,2с?«?»}•
Лагранж дифференциал тенгламасйнн тузишга утамиз: 

rf /д П  __ ОТ _  _  д/7
/// ' Л-л f / . /Ж *1 д?// <*р/ «)?/

(П)

(12)

Системанинг эркинлнк даражаси иккита булганп учун  бу ерда

У = 1 .2 .
Бу .\олда

а?,

- ( - )  =<// w?i/

f  =  ° , д?

д-р  =  {mg! +  с/г2)?, -  ch\ 2 
dtp, ;

булгани учун биринчи дифференциал тенглама куйидагича бу 
лади:

ml2 9 , =  — (а д / +  cAa)? i +  cfi\р,.

=  ли/2Y1»
(13)

(14)
Б у  ^олда

J -  =  W/*<Pa, д-t,
rf /<>Г
dt

•л =  о,
u’f j 
дП

( S = (15)

оь
булгани учун , иккинчи дифференциал тенглама куйидагича 
булади:

ш/2?з =  — (м /£ - f  сЛ2) ? 3 +  с/г3?!. (16)



Кккита  (14), (16) чаракат дифференциал тенгламалар сис- 
темаси топилди.

Бу системаларнинг умумнй ечимини топиш максадида. ко- 
эффнциеитлари узгармас бир жинсли, чизикли дифференциал 
тенгламалариинг хусуеий ечимини куйидаги куринпшда из.там- 
миз:

ср, =  A sin (kt +  о),I 

?2 =  & Sin (kt -|-a).j
(17)

Буларни (14) па (16) га куйиб, умумий купайтувчисига 
кискартирсак:

-  AmPk2 - f  /1 (mtg - f  г//2) -  Век- =  0, |
-  Bm l-k2 +  B(mtg  -  ch'1) -  Ас И1 =  О J

келиб чикади. Бу  иккита тенгламада учта (.4, В, к) номаълум. 
Улардан амплигудаларнпнг нисбати топилади; тенгламанинг 
биринчисидан:

В  _ r n lg  + chi — m P k3
Л ~  ch» • (1У)

тенгламанинг иккинчисидан:

В  ch1
A mlg +  ch2 —  т / 2/г2

(20)

Бу (19) ва (20) ларнинг ун г томонларннп тепглаштнриб, 
такрорлик тенгламаенни топамиз.

бундан:

ёки

mlg -!- ch- — тПк- _  ________ch2
ch2 mlg -b ch2 -  mPfc1,

(mlg -|- ch1 — m l2k2)2 -  c2hK.

mlg - f  ch* — mPk- =  ±  c/i1. (22)

Бу  тенгламадан бош тебранишлар такрорлигининг квадрат- 
лари куйидагича булади:

.2 1 .  ь2 — — Л- 2сА" /ооч
*1 =  I ’ * 2 “  / +  ^  (23)

Энди биринчи ва иккинчи бош тебранишлардан па 
коэффицнентларнн, яъии амплитудаларинннг иисбаглариип 
топамиз, бунинг учун  (23) дан k\ ва к\ ларнинг кийматини (19) 
ва (20) га олиб куйсак, куйидаги келиб чикади:

J;:!!:)



Ш у сабпбли биринчи бош тебранишда (паст такрорлик) 

?(|) =  ср02; к\ =  у /  1  .\амда иккинчи бош тебранишда (юно-

ри такрорлик) ________

Бош тебранишларнннг турлари 126- шаклда курсатилган.

Биринчи бош тибранишларнинг такрорлиги маятникларора- 
снда богланпш булган >;олдаги хар кайси маятникпинг тебра- 
ннш такрорлигига тенг. By албатта шуидай булиши керак, чун- 
ки ?, =  -f-, булганда пружина чузилмайди, демак, системанинг 
ларакатнга хеч кандай таъсир курсатмайдп.

Иккинчи бош тебрамишпипг такрорлиги эса бир учиуртага 
Кузгалмас бириктирилган иккинчи учи маятникпинг осилит 
у Кидан h масофасига бириктирилган ва бнкрлик коэффиииен- 
ти 2с булган пружнналн битга маятникпинг мувозанат полати- 
га кайтишпдаги такрорлигига мос булади. Пружина бикрлнгн 
иккилангани учун  пружинанинг чузилиши хам унинг чузилп- 
шидан икки марта кичик булади.

(14) ва (16) тенгламалар спстемаси чизикли булгани учун  
умумий интегралининг такрорликлари, амилнтудалари ва бош- 
лаигич фазаларп хар хил булган (17) хусусий ечимнпнг йи- 
гиндисндан иборат деб топиш мумкни:

булади.

126- шакл

=  Л, s i\\{kxt - f  у,) - f  A, s in  v2)> 
ф2 =  B x s i i i  {kxt  - f  a,) - f  B 2 sin (k,t +  a2).

бунда спстеманнш биринчи бош тебраниши:

9 , =  Л, sin (kxt +  а,), |

<p2 =  £ , s in  [kxt +  « ,) .)

(25)

(26)
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(27)
9, =  Л 2 sin (k2t - f  а3),

«Ра =  #2 sin ( V  +  аз) 
ларни чизади.

Иккинчидан (19) га k =  k x ни куйиб биринчи гармоник 
амилитудаларнинг ннсбати топилади:

И кки н чи  бош тебраниши:

(23)

Худди шунингдек, иккинчи гармоник амплитудаларининг нис- 
бати *ам топилади:

Вa '"g l -Ь cli2 — ml2к'1 0 .
1 , = ----------- 35--------- - Ь - - 1-

( 2 9 )

(30)

Демак, умумий ечим куйидаги куринишда булади:

?i =  Л , sin (kx( -(- «,) 4- А2 sin  (k2t 4- а2),

~  - l̂ sin  (A’,t  4" aj)  4“ sin (k‘)t 4" я-г)'
Харакатнинг бошлангич шартларидан фойдаланиб номаълум 

узгармас Ли А,, а,, а2 лар топилади.
Масалан, бошланшч пайтда иккинчи маятник вертикал бул

ганда биринчи маятник уз вазиятпдан ср0 бурчакка огган бул- 
син. У  вактда t =  0, булганда с?, =  <р0, <?2 =  0, ?, =  ?2 =  О бу
лади. Буларшг к р и б  чисоблагандан кейии:

— -  (cos kxt

?2 =  77 (cos V  — COS =  9osin / • sin

2
â +

келиб чикади. Харакат дифференциал теигламасиии бошка 
усул билан, яъин динамиканниг асосий тенгламасидаи фойда
ланиб тузиш .\ам мумкин.

120- масала. Маятник го 
ризонтал текисликда ишка- 
ланмай сирганувчи М  мас- 
сали ползундан ва т  массали 
шарчадан иборат; шарча 
ползун билан богланган ук 
атрофида айлаиа оладиган 
стержень оркалн ползунга 
кушилган. Ползунга бир учи 
кузгалмас килиб ма,\камлан- 
ган ва бикрлиги с булган 
пружина богланган. Систе
ма кичик тебранишлари- 
нинг такрорлиги аникланенн 
(127- шакл).

| У

А Л А А Л Л А

\ //////// У/ ■ ■’/////)

____ jAf _

X

0 j p y s s
W//A •*"
ч/

127- шакл.
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Е ч и ш .  Ох укнн горизонтал, Оу укипи вертикал юкорига 
йуиалтирамиз.

М аятник эркинлнк даражаси иккита булган сисгемадир. 
Маятникпинг вазиятп иккита <7, =  х с, q2 =  ? умумлаштирилган 
коордииаталар билан аникланади. Бу  ерда х с эса А ползуннинг 
инерция марказининг абсцнссаси; <? — маятникпинг айланиш 
бурчаги. Снстемадаги актив кучлар ползуннинг огирлик кучи 
Еа маятникпинг огирлик кучидан иборат.

Системанинг потенциал энергияси куйидаги куринишда бу
лади:

cx'j
П  =  tnlg ( I — cos <р) +  — . (1)

Кинетик энергияси эса
^ Mxl t л2с+ /? 2
Т  =  —у  -{- t i l -------2------  ( '

булади.
Куйидагиларии топамиз:

f i  =  (М  +  т )  4 ;  Ц  =  m lr, | Ш  =  (М +  т ) х е, (3)
дхс O'f dt\oxc)

ОТ 07  л  д П  д Т ,д Т \  ,*•
—  =  —  =  0; —  =  С Х -  —  —  =  m l  ср.
дхс d'i дхс (ft )

(3) ифодани Лагранж тснгламасига куйиб, соддалаштирсак, 
куйидаги келиб чикади:

М хс +  т ( х е +  $ )  +  схс =  0, (4)

m l (хс +  /<р) +  mlgy =  0. (5l

Бу  (4) ва (5) тенгламалардаи -vc, <р ларни чикарсак, куИн- 
дагича булади:

-  к\М  +  т )  4- с -  m lk2

— krm l — m l2k2 - f  /я/£
бундан:

MmPk* — (Mmlg  - f  -j- m l2c)k2 - f  /n/g? =  0
ёки

-

=  0, (6)

£  Л/ + PZ £
/ Д/ Л/

Изланган такрорликлар (7) теигламанинг илдизларидир.

92- §. Эркинлик даражаси битта ёки иккита 
булган ва синусоидал у й го ту вчи  к у ч  
таъсиридаги системанинг мажбурий тебраниши

Система гебраниб турганида унга замма вакт уйго
тувчи  куч таъсир килиб турса, ундан ^осил булган мажбурий 
тебраниш билан эркии тебранишлардан иборат булган мурак- 
каб тебраниш ^осил булади. Системанинг ^аракат дифферен
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циал тенгламаенни куйидаги Лагранж тенгламасидан фойдала- 
ннб тузнш мумкин:

7 / ( r ) “ T := = “ 7 Z ' F Q /(/)> (92л)dt \0qi I dq-t ()qt 
бунда Qj — системанинг умумлаштирилган координаталари; 

У — сиггеманинг кинетик энергияси;
// — системанинг потенциал энергияси;
Q;U) — уй го тувчи  куч. Системанинг эркинлик даража
си битта булса, / = 1 ,  системанинг эркинлик даражаси 
иккита булса, i  = 1 , 2  булади. Спаеманинг эркинлик 
даражаси иккита булган ,\олда '/ ва /7 ларни (92,1) га 

куйганда куйидаги дифференциал тенгламалар снстемаси ке- 
либ чикади:

«и?» + «х-Лг "Г c„qx -j- Cy2q, =  Я ,  sin (p t  - f  8 ), | ĝ0 ^

а 2\Я\ И- О г ч Я г  J-  с 2\(1\ +  с г> Я >  —  Н %  sin (p t  4  8). j
Бунда уйго тувчи  куч Q,(/) ни синусоида конуни билан уз- 

гарадиган килиб олинган:

CM/) =  /А sin (pt-\- S) I 
Q-,(t) =  H 2 sin (pt 4  о). I

(92,2) дифференциал тенгламалар системасннинг умумий 
ечнми бир жинсли тенгламалар системасннинг умумий ечими 
билан дифференциал тенгламалар системасннинг хусусий ечн- 
минниг йигиндиендан иборат. Бир жинсли сисгеманинг умумий 
ечими юкорида текширилган эркин тебранишига келади ва шу 
бобдаги 8(3 ва 89- § ларга мувофик топилади.

Ш у сабабли системанинг мажбурий тебраиишиии ифодалай- 
диган тенгламалар системасннинг хусусий ечимини тонишга 
утамиз.

Хусусий ечимини куйидаги куринишда излаймиз:
<7t =  s in  (p t  4 -  о); q., =  В 2 S i l l  (p t  4 - о). (92,-1)

Буларни (92,2) га куйсак, куйидаги алгебраик тенгламалар 
системаси келиб чикади:

(Си р2ип) В\ 4" (̂ 12 P~l l n) &2 =  11\'
(c2i — p-a2 l) £ , 4- (с22 -  Р 'Ч 22) -  Н 2. (92,5)

Булардаи номаълум ва В 2 лар топилади. Бу  системанинг 
детерминанти нолга тенг булади:

(си — ргаи ) (с22 - р2ч..2) -  [с12- р - а 12)'г =  0. (92,6)

р =  /г, ёки р =  к2 булганда резонанс ходисаси булади. 
Ьу холда системанинг хусусий ечимини (92,4) формула билан 
тоннб булмайди.

Системанинг харакат дифференциал тенламаеннп динамика- 
нинг асосий тенгламасидан ёки динамиканниг асосий теорема- 
ларннииг биридан фойдаланиб тузиш >;ам мумкин.
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Мажбурий тебраиишии тоиишга оид масалаларии 
куйидаги тартибда ечиш тавсия этиладн.

Б и р и и ч и у с у л — Л а г р а н ж  т е и г л а м а с и д а н ф о й- 
д а л а и и ш  ус у л и.

1. Умумлаштирилган координаталарнн танлаб олиб, систе
манинг кинетик ва потенциал энергияларинннг ифодаларини 
тузиб олиш керак.

2. Умумлаштирилган кучларии топиб олиш керак.
3. Кинетик энергия, потенциал энергияларни ва умумлаш 

тирилган кучлар кийматларини Лагранж тенгламасига куйиб, 
системанинг .\аракат дифференциал тенгламаларини топиш 
керак.

4. Дифференциал тенгламаларииинг хусусий ечнмини излаш 
керак ва умумлаштирилган коордииаталарпннг амплигудаларп- 
ни топиш керак.

5. Амплитуда ифодасидаги махражни нолга тенглаштнриб, 
резонанс ^одисаси буладиган холат учун уйготувчи кучнинг 
такрорлиги топилади.

11 к к и н ч и у с у л — д и н а м и к а и и н г  а с о с и й т  е и г  л а- 
м а с и д а и ё к и  д и н а м и к а н и и г  ас о с и й  т  е о р е м а л а- 
р и п и н г  бир  и д а н ф о й д а л а н и ш ус у л и.

Умумлаштирилган коордииаталар танлаб олингандан кейин 
динамиканинг асосий тенгламасига ёки танлаб олинган дина* 
миканинг асосий теоремасига асосан системанинг заракат диф
ференциал тенгламалари тузилади. Кейинги амаллар худди би
ринчи усулдагндек бажарнлади.

6. Бу  параграфга И. В. Мешчерский „Назарий механика- 
дан масалалар туплами14 китобидаги 1290,
1340; 1341 -масалалар киради.

94-§ . Масалалар

121- масала. Бикрлиги с булган 
пружинага осилган Р  опфликдаги юкка 
Q(t) =  F  • | sin  конунига мувофик узгарув- 
чи к у ч  таъсир килади. Системанинг такрор
лиги узгарувчи к у ч  такрорлигига тенг бул
ган тебранишлари аниклансин (128-шакл).

Е ч и ш .  Ю книнг мувозанат ^олатини ^и- 
соблаш боши деб олиб, А х  укиди вертикал 
буйича пастга йуналтирамиз. Системанинг 
эркинлнк даражаси бнтта.

Ю книнг мувозанат холатидан огиши д ни 
умумлаштирилган координата учун  кабул 
киламиз. Юкка иккита куч: пружинанинг 
эластик кучи  F i  =  — cx (1) ва уйготувчи

9 3 Масалалар ечиш га оид м етодик к^рсатмалар

1329, 1330, 1331,

А

Щ

128-ш акл.
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куч Q(t) =  F  • | sin  tot | (2) лар таъсир цилади. Ю книнг ^аракат 
дифференциал тенгламасйнн тузамиз:

— х  -\- сх =  F  • | sin  шЛ (3)8
ёки

х  4- — х  =  ^  ’ I sin  « 11. (4)
Р  я  1 1 v '

Содда булиш учун 

~  =  =  А деб белгилаймиз,
р  р

у ва^тда
д  - f  k2x  =  h • |sino)/|. (5)

Хусусий ечимни куйидаги куринишда пзлаимиз;
A -=5sinw ^, (6)

буни (6) га куйиб, бир оз соддалаштирсак
B (k2 — wz) =  h (7)

булади.
Бундан:

в =  7 ( 8 )к2 — ш-
Мажбурии тебраниш эса куйидагича булади:

х  — — — —  sin  ш t. (9)
P (k 2 -  0>«) '

Бир жинсли х -{-  1г2х  =  0 (10) генгламанинг ечими маълум. 
У куйидаги куринишда булади:

х х =  a sin  kt = с, cos kt - f  Co sin  kt. (11)

Демак, (5) тенгламанинг умумий ечими
f-'п

х  =  с, cos k t  -f- Co sin  kt  -i--------- —  sin  сat (12)h(k2 — и'-)
булади, бунда

Интеграл узгармаслари cx ва с., ларии бошлангич шартлар 

/ =  О булганда х  (0) =  л* j  =  0, л: = *0  дан фойдаланиб го

пам из: у вактда

с2 А Ч-------- = 0 ,  (13)
Р(к* -  м*) ’

бундан:
^
2 P k  (со* -  /г2) ’



бундан:

с2 c tg
kn

(14)

буларни 0 < / < - д а  ( 1 2 ) га куйсак, куйидаги келиб чикади:

х  = Fg о>
kP(,„* -  к*)

sin | c t g • cos kt
2ш

F g — Sin о)/.

F

г

4  *г

И  i

122-масала. Эластик грунтга урнатилган Р х =  100 т  огир- 
ликдаги машина пойдевори F  =* \Q sin  о»/ конуни билан узга- 
рувчи вертикал куч таъсири остида мажбурий равишда верти

кал буйлаб тебранади. Машина вали «> =  100 j -  бурчак тезлик

бнлан айланганда чосил буладнгаи резо
нанс тебранишларини йукотиш учун 
иойдеворга эластик пружнналарда огнр 
рам шаклидаги сундирувчи урнатилган 
(129 шакл га каралсин). Рам огирлиги 
Р , ва сундирувчи пружнналарнннг шун- 
дай умумий бнкрлигн с2 топилсинки, 
бунда пойдеворнннг юкорнда курса- 
тйлган тезликдаги тебранишларининг 
амплитудаси нолга айлансин, сундирув- 
чининг тебраниш амплитудаси эса Л 2 =
— 2 мм дан ошмаенн (1 2 9 -шакл).

Е ч и ш .  Ю книнг мувозанат чолатини 
чисоблаш боши деб оламиз (129 шакл).
Системанинг иккита эркинлик даража
си бор.

Биринчи юкнинг (пойдеворининг) мувозанаг чолатидан o fh - 
шн х х ва иккинчи юкнинг (рамнинг) мувозанат чолатидан сил- 
жиши х 2 ларни умумлаштирилган координаталар учун кабул 
киламиз.

Бу вактда биринчи юкка учта куч: юкоридаги пружинанинг 
эластиклик кучи F 2 =  c2(x 2 — х х) (1) пастки пружинанинг элас- 
тиклик кучи F x =  — c{x x (2) ва уйготувчи  куч Г  = 1 0  sinu>/ 
(3) лар таъсир килади. Иккинчи юкка эса битта пастки пру
жинанинг эластиклик кучи  F 3 =  — с2(х 2 — * , )  (4) таъсир килади.

Юкларнинг ч^ракат дифференциал тенгла.маларинн тузамиз;

129- шакл.

— Л, -  — t ,.V, {х2 — Хх) — 10 sin  СО t, 
g

%Х, = - с 2{х2- х х).

(5)

(6)

Мажбурий тебранпшни пфодалайдигап бу сисгеманинг х у 
сусий ечимларнни куйидаги куринишда излаймиз:

^  =  Л ,  s in w / ,  х 2 =  A t $ h \ u t . (7)
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(8)

Б у  (7) ни (5) ва (6) га куйсак, куйидаги келиб чикадиг 

(  С\ + С 3 — "I' С2А2 =  Ю,

— С2 А 1 “Ь ^2 — — <‘>2 j  А2 —  0.

Бу  тенгламалардан мажбурий тсбранишларнинг амплитудала- 
рини топамиз:

Ю f c , - - ; w2

=  7--------------7Г~Г7 ~  л г (9)А  ,

Л , - 7--------------7V ^ - Р Г ^ - Т -  <10'

Агар иккинчи пружинанинг бикрлик коэффициент!! с2 ва 
огирлик Р 2 ни

с2 — — « ’ =  0 ( 11)
я

деб олеак, (9) га мувофик биринчи юкнинг мажбурий тебра 
нишииииг амплитудасп полга тенг булади, бундам:

Р г =  ^ -  (12)

(12)  нм назарга олиб (10) дан с2 ни топамиз, Л 2 =  0,2 см 
булганлиги учун :

- 0 , 2  =  1 ^ .  (13)
С2

бундан:
с2 =  — =  50 — ёки с2 — 5000 - .  (14)

0,2 см м

Топилган с2 нинг киймагиии (12) га куйсак:
п 10-981 < <•. /1 с \Р 2 = ---------- =  4,9 т .  (15)

2 0,2 . 10*
Шундай килиб, уйго тувчи  кучпнпг такрорлиги с» бернлгаида 

биринчи юкнинг мажбурий тебрапишиии сундирадиган (мук 
Кмладигап) кушимча пружинанинг бикрлик коэффициснтнии ва 
иккинчи юкмипг огирлигнин топиш мумкип. Бунда резошшс 
зоднсасп булпшдан сакланпш керак, резонанс .\одпсаси (У) ва 
(10) нинг махражи иолга тенг, яъин

с 1 + в 1 - ^ ( с1- е и’) - с- = ь
булганда ^осил булади.

270



X V I боб

Кеплерик ^аракат (марказий куч 
таъсиридаги ^аракат)

95- §. Асоеий туш унчалар

Космик фазони тадкик килишда назарий механика
конуниятларидан амалий фойдаланнладн.

Учиш  масофаси ун ва юз миллион километр булган кос
мик траекторияларки аник чисоблаш, космик учишларни Ердап 
бошкариб турнш, космик кемалар лойичаларини ва жичозлар 
ни тапсрлаш ва бошкалар назарнй механикада ишлаб чик'ил- 
гаи усулларга асосланадн.

Эркин (баллистик) учишлар назарияси осмон механикаси 
сочасндаги Ньютон — Кеплер конунларига асосланган. Кеплер- 
нинг асосий учта конунларп куйидагича таърифланади:

1- цонун. .\ар кайси сайёраппиг (орбптапи) чаракатлапиш 
орбитасп эллнпсдан иборат, бу эллипс фокусларндан бирида 
К у ё т  турган булиб, Куёшга нисбатан кузгалмас текисликда 
ётадп.

2-цонун. Куёшдан сайёрагача утгаи гугри чнзик (сапёра 
радиус-вектори) тенг вактларда тенг юзалар чизади.

3 -ц о нун . Сайёранинг 1\уёш атрофида айланиш даврлари 
квадрагларининг нисбати орбиталари катта ярим уклари кубла- 
рииинг нисбатига тенг:

Кеплернинг копунларида сайёрани чаракатлаитирувчи куп 
факторлар чисобга олинмаиди; шупдай факторлардаи бирнсай- 
ёралариииг бир-бирпнп тортиш кучларидир.

Ер сунънй йулдошининг чаракатига: Ернннг сферик эмас- 
лнгн, упинг тортпш кучи , Ер атмосфсраснпннг каршплик к у 
чи ва бошкалар таъсир килади.

Сунънй йулдошлариинг траекторняларнпн ва чаракат ко- 
нупларини аник чисоблаш учуй шупга ухшаш барча фактор 
ларни чисобга олиш керак.

Ер атмосферасидан ташкарида, бирок !-Р сатчига деярлн 
якин чаракат килаётган жнсмга бошка осмон жисмларипнпг 
гравнтациои кучлари таъсир китмайдп, жнсмга бутун дунё

юртишпш коиунпга мувофпк факат F  =  ^ 3 - .  Ч к у ч  таъсир

килади деб караш мумкин. Б у  вактда марказип куч таъсири- 
да чаракат килаётган нуктанинг чаракат дифференциал те нг
ламаси куйидагича булади:

(95,1)

(95,2)
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gR-
15у (95,2) теигламанинг умумий ечими

и =  — +  a cos (<f — г) (95,3)
V

булади.
Бунда а ва е — интеграл узгармаслари и =  — деб фараз килиб

(95,3) ни куйидагича ёзамиз:

г  = ---------- --------- . (95,4)
1 -|- е cos (у — е)

Бунда е — аР — узгармас микдор, Р — фокал параметр, с— ко- 
ноник эксцентрик кнрк'нм юзаси.

(95,4) тенглама билан Пыотон кучи таъсирида ара кат ки- 
лаётган материал нуктанннг траекторияси аникланади. Бу та
ракана баллистик ара кат дейилади. (<?, Р) микдорлар .̂ ара- 
катнинг турнни ва унинг текисликдаги улчамларнни аниклайди.

Агар £ < 1  булганда v  0 <  1/  * булса, траектория эллипс бу-
’ го

лади.
е =  0 булган хусусий ^олда траекторияси айлана булади. 

Бу ,\олда бошлангич тезлиги

булади ва доиравий тезлик дейилади. Донравий тезликнинг 
Ерга якин (г„ =  К)  киймати биринчи космик тезлик

vt ж V g R  =  7,9 км1 сен
булади.

Агар е =  1 булганда vQ =  1 /  2̂ ! i lбулса, траектория парабо-
' Го

ла ва тезлик параболик тезлик дейилади. Агар бошлангич тез
лик Ерга якин жойда берилган б\'лса, параболик тезлик

v2 =  У  2g R  =  11,2 км сек
булади ва иккинчи космик тезлик дейилади. Бундай бошлан- 
гпч тезлик берилганда нукта Ердан чекспз узоклашгаи булади.

Агар е >  1 булганда v0 >  |/ ~/-г _  булса, траектория гипер

бола булади. Гнперболик тезлик 16,7 км'сек булганда мате
риал нукта 1\уёш системасндан чнк;иб кетади.

Материал нукта Ер сат^ндан энг узокда булганидагн масофа
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формула буйича .\нсоблаиадн. Траекториянинг шу нуктаспгп 
апогей дейилади.

Энг киска масофа
h , =  — ------- R  (95,6)mln i  f  е '  >

формула буйича чисобланади. Траскторияиииг шу нуктасига 
перигей дейилади.

Эллиптик орбита буйича чаракат килаёггаи нуктанинг даври

Т =  2r V w  (95' 7)
формула буйича топилади.
Бунда а — эллипснииг катта ярим уки.

Бу  бобга И. В. Мешчерский „Назарий механикадан маса
лалар туплами“ китобидаги 50.1 -  5 1 .12-масалалар кирадн.

96-§. Масалалар

123-масала. Ер супъий йулдошн ер саг.чидан h ба- 
лапдликда доправий орбнтада чаракат килади. Иулдошиинг 
параболик орбитага утиши учун кандай кушимча тезлик бе- 
риш кераклиги топилспн.

Е  ч и ш.
Ер сунънй йулдошн ер атрофида h баландликда айлана 

буйлаб чаракат килаётганн учун  упинг доправий тезлиги

i / S L
v { =  I  R  -|- h

булади.
Ердан h балаидликдаги йулдош параболик орбитага утиши 

учун , у v 2 =  j /  тезлик олиши керак.

Демак, йулдошга кушимча

] Л ^ ( У 5 -  1)

тезлик берпш керак.
Фараз килайлнк, h =  200 км =  2 • 105 м, Ер радиуси R =  6 ,37•

• 10вл ,  g  =  9,81 М/'сек бумспи.
У  вактда vt. =  3219 я 1 сек булади.
124-масала. Ер йулдошиипнг айланиш даври Ернннг уз уки 

атрофида айланиш даврига (24 соатга) тенг булиши учун, уни 
Ер сатчидап кандай h баландликка учириш керак?

Е ч и ш .  Айланиш даври Т  = 2~ J / ^формуладантопилади:

’
4г.3
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Орбита айлана булгани учун

а *= R  - f  h.
Демак:

Буига: g =  9,81 м/сек, R  -  6,37 • 10*^,
7 =  8,61 • 10* сек куйсак,
h ^  35630 км булади.

Бирликларнинг систе.малари Назарий механнкада механи- 
кавпй-фнзикавий микдорларни улчашда у ч х и л  улчов система* 
сидан: 1) абсолют (физикапнй) ( ( Т С )  система, 2) техникавий 
(М КГС С ) система ва 3) СССРда 1963 Лил 1 январда жорий 
килниган бирликларнинг халкаро (С П) системасидан фейдала- 
нилади.

Б у  кейинги икки системанинг бнр-бнридан асосий фаркн 
шундаки, техникавий (.МКГСС) системада механик бирлик учун 
асосий килиб куч бирлиги, халкаро (СИ) системада эса масса 
бирлиги олинган.

Б у  учта системани к^риб чикамиз.
СГС — абсолют система. Абсолют системада асосий бир- 

ликлар: узунлик учун  сантиметр {см), масса учун  грамм (г), 
вакт учун  секунд {сек) олинади. Бу  системада куч бирлиги 
динамиканинг иккинчи Г  — mw конунидан топилади. Б у  фор-
мулага т  =  1 г, w =  1 куйсак. к у ч  бирлиги

сек* "

1 * 1 , см . 9 ■ смI куч  биолиги =  I г ■ I —  =  I -------- .
сек2 сек*

Бу куч бирлигига дина дейилади. Демак, I г массали ма

териал нуктага I Щ -  тезланиш берадиган к у ч  дина (дн) деб 
сек-

аталади.
К у ч  бирлиги дина {дн) нинг улчамлиги куйидагича булади:

[Z7] =  \т\ • [да] =  см • г • сек~7.
М КГС С  — техникавий система Техникавий системада у зу н 

лик учун  метр (л*), куч  учун  кглограмм-куч (к Г - к ), вакт 
учун  секунд {сек) олинади. I кг массали материал нуктага I 
килограмм куч таъснр килганда у эркин тушаётгап жисмнннг 
тезланншига (9,81 м/сек-) тенг тезланиш олади.

Бу техникавий системада масса бирлиги динамиканинг ик- 
hкинчи т  — -  конунидан топилади, яъни:
W

F -  1 к Г f w =  \ м/сек? куйсак,
.  ̂ 1 к! . кГ  ■ сека 1 масса бирлиги =  - -  1 -------------.

1 м сека м
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Бу масса бирлиги техникавнй масса бирлиги (т. м. б.) дейи- 
лади.

Демак, 1 к Г  куч  таъсирида 1 м сек2 тсзлапиш оладиган ма
териал нуктанинг массаси техникавин масса бирлиги булади. 
Техникавнй масса бирлиги улчами куйидагича:

\т\ =  —  =  .if-1 • к Г  • сек2.
1 J И

СИ — халцаро система. Халкаро системада асосий бирлик- 
лар: узунлик учун  метр (.«), пакт у ч  . и секунд (сек) ва масса 
учун  килограмм (кг)  олннадн.

СИ системада куч бирлиги динамиканниг иккинчи цонуни- 
дан топилади. Бу формулага т =  1 k z , w  =  1 м/сек* куйсак:

1 куч  бирлиги =  1 кг • 1 м сек2 — 1 к ' , бу к у ч  бирлиги
сект

ньютон (н) дейилади. Демак, 1 к г  массали материал нуцтага

1 —  тезланиш берадиган к у ч  ньютон \н) га тенг. Ньютон 
<ек2

(н) к у ч  бирлиги куйидагича:
[F\ sx [rti] • [ку] =  кг  • м ■ сск2 =  м • кг ■ сек~

Нью то н (н) билан дина (дн) орасидаги муносабат:

1 н =  10s дн,
1 дн =  1 0 -?« .

Килограмм (к Г )  билан ньютон (н) орасидаги муносабат:
1 к Г  =  9,81 н,
1 н =  0,102 к Г .

Техникавнй бирлик (т. м б.) билан килограмм (кг) ораси
даги муносабат:

1 т. м. б. =  9,81 кг,
1 кг =  0,102 т. м. б. 

кГм  (иш) билан жоул (ж )  орасидаги муносабат:
1 ж  — 0,102 к Гм ,
1 к Г  м =  9,81 ж . 

кГм'сек (кувват) бнлан eamm (в т )  орасидаги муносабат:

1 в т  =  0 , 1 0 2 =  0,00136 от кучи, 
сек

. к Гм  г.I ----- =  9,81 в т ,
сек

1 от кучи  =  735,5 в т .
1. Х^аракат мицдорининг бирлиги — СГС гехникавий сис

темада секундда грамм X  сантиметр | ] ’ М КГС С  система-



да секундда килограмм-куч (кГ/сек) ва СИ системада се
ку идда килограмм метр (кг м сек) билан улчанади.

2. ^аракат миццор моментининг бирлиги — СГС системада 
секундда грамм X  квадрат сантиметр (г-см2,!сек), М КГС С  сис
темада куч килограмм-куч метр-секунд (к Г  - к  • м • сек), СП 
системада секундда килограмм X  квадрат метр (кг ■ м2;сек).

3. Инерция моментининг бирлиги — СГС системада грамм 
X  квадрат сантиметр (г • см2) ёки дина-сантиметр квадрат-се
кунд (дн ■ см х  сек-), М КГСС системада килограмм-куч метрда 
квадрат-секундда (кГ м сек2), СП системада килограмм-куч 
квадрат метрда ( к Г - м- ) .

4. К у ч  импульсининг бирлиги — СГС системада диио-се- 
кунд (дн ■ сек), М КГСС системада килограмм - куч - секундда 
(кГ/сек), СИ системада ньютон-секунд (н ■ сек).

5. К у ч  моментининг бирлиги -  СГС системада дина X  сан
тиметр (дн • см), М КГС С  системада килограмм-куч метрда 
(кГм  ) ва СП системада пыотон X  метр (н • м).

6. Кинетик эиергиянинг бирлиги — СГС системада дина 
X  сантиметр (дн • см) ёки (эрг), М КГС С  системада куч- кило
грамм- метрда (к Г  м) ва СИ системада секунд квадратда ки 
лограмм квадрат-метр (жоуль).
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