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К И Р И Ш

Хар бир  фан асосларини чукур урганнш  келажак 
тараккиёгнпн илм ий куз билан кура билиш  укувчиларга ургатнш  
ж ам иятпинг тез суратлар билан  ривож ланиш ига пул очади. 
Академик М. Т. Уразбоев «Олнм келажакни уз рухнй дунёсининг 
энг баланд чуккисидан туриб кура олиш и ва атроф дагиларнп 
шубхала!iмасдан етаклаш и билан бош калардан ф арк килиш и 
керак»-деган эди. Бу эса келажакда иж одкор шахсларни купайтира- 
ди, технологпяга айланиб, мехнатни унумдор булиш ига пмконият 
яратади. Мехнат самарадорлиги, махсулот сифати ва халкнинг 
ф аровонлиги фан ривож идан богликдир. Хозирги замон фан ва 
техникасининг тараккиёти  умумтехника фанларининг асосларидан 
бири  булган назарнй механикани пухта урганиш ни талаб килади. 
Н азарий  механика техника олий  укув ю ртларида утиладнган 
умумий ф анлардан биридир. Н азарий механика ф анининг 
конунлари материаллар царш илиги, курилиш  механикасн, 
маш ина ва механизмлар назарияси, гидравлика, аэродинамика 
каби ф анлар  учун хилма-хил мураккаб техника масалаларини 
назарий база сифатида кулланнлади. Н азарий механика фани 
булаж ак мутахассисларга м аш иналарни лойихалаш  ва 
автоматлаш тириш  урганадиган мухандислик ф ани сифатида хам 
зарур булган билим ни беради. Фан-техника тараккиёти билан 
бирга назарий механика булаж ак мутахассисларда техникада 
куланиладиган ж араёнлар  моделини ясаш ва илм ий хулосалар 
яратиш  кобилиятини ривож лантиради. Техниканинг к е й и н т  
тараккиётлари асосида назарий механика ф анини пухта урганган 
талабалар ЭХМ ни тадбик этган холда, мураккаб масалаларни хам 
еча олиш и мумкин. Н азарий  механика фани моддий ж исм ларнинг 
бнр-бирига курсатадиган таьсири ва харакатнинг умумий 
конунлари хакидаги фандир. Табиий  ф анлар материя харакатини 
ва уларнинг хусусиятларини урганадилар. Табиий ф анлардан бири 
булган назарий механика ф ани материя харакатларидан энг 
оддийси хисобланган механик харакатии урганади. Шу билан бирга 
назарий механика ж исм ларнинг мувозанатпнп хамм урганади, 
эероки жисм мувозанати механик харакатнинг хусусий холидир.
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Ж исмларнинг вакт утиш и пилам фа:<ода б и р -би р ш а inicoaiaii 
снлж иш ига механик \ap ak a i деб аталадп. Ж псмдарнинг оош ка бир 
жпсмга ппсбатан тинчлик чолаш га муволанат xo.iani дсйиладп. 
М еханик холатларнп кандай нуктан начардан каралш ш п а карай, 
на lapuii механика уч кием га булпнадн:

1. С тати ка  2. К и н ем ати к а  3. Д и н ам и к а
Статика ж исм ларнинг мувозанати, уларга куй ил ran кучларпн 

куш нш , ан и рнш  ва таъенри жнхатидан тенг пулган эквивалент 
кучлар снстемаси бнлан алм аш тн рнш  масалаларини урганадн.

Кннематикада ж исм ларнинг харакатини геометрнк пуцтан 
назардан урганадн. Кннематикада ж исм ларга таъсир этувчи к уч  ва 
юкнинг массаси хисобга олинм айди.

Д инам ика ж исм лар харакати ва шу харакатни вужудга 
келтнрувчи кучлар биргаликда урганилади.

М у а лл и ф л а р , У  к,у в  к у л л а н м а  н у л ё зм а е н н и  с и н ч и к л а б  у ц и б  
чик,иб, б е р га н  ф о й д а л и  маслах,атлари у ч у н  Тош кент  Д о  в л а г  
Т ехн и ка  У ниверсит ет а катта ук ,и т увчи си  X. \а б и б у л л а е н .и а  
м и н н а  тдор ч и л и  к  б и лд и р а д н л а р .
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БИРИНЧИ БУЛИМ 
1-§. СТАТИКА. СТАТИКАНИНГ АСОСИЙ ТУШУНЧАЛАРИ

СIл 1 1 1 КЛШ11 1 1 асосии lyiuyii'iaлари куйидагплардан нбораь
/. Аосолкп каттик жнем. 2. Куч.
Жпсмншн империи иккп иуктаси орасидаги масофа хар кандай 

к\члар ia ьспр кп.панда хам хар доим узгармасдан колса, бундай 
/кисмларга абсолют кап и к  жисмлар дейиладн. Лемак, оатикада 
жисмларда буладиган кпчик деформация хисобга олинмайдп (1-расм).

Механикада жиемга таъсир этиб, унинг тинч ходагини ёкп тугри 
чизикли 1екпс харакатини узгартирувчи сабабга куч деб аталадп. 

Кучнинг жиемга таьсири уч фактор билан тавсифланади:
1. Кучнинг микю ри; 2. Кучнинг нуналншн; 3. Куч куйнлган нукта. 
Куч - вектор катталик. Куч чизмада стрелкали тугри чизик кесмаси 

шаклида тасвирланади.
Жисмнинг бевосита куч таъсир этилган нуктаси куч куйнлган 

нукта дейиладн. Тинч холатда iypran жиемга таъсир этилган куч 
йуналиши кучнинг йуналиши дейиладн. Кучнинг микдорини улчаш 
учуй уни куч бирлиги деб кабул кнлинган катталик билан 
солиштирилади. Халкаро СИ системасида Ньютон (1н) кабул 
килпнганига кура, кучни катта логин хар<|)ларн билан белгилаб, харф 
усгида сгреклка, яыш  вектор куй ил ад и: F, Р Т, Q, R N, S ва бошкалар.

Жисмнинг бирор А нуцтасига F кучи куйнлган булсин (2-расм).

1-расм.
AB=l=const

2-расм.
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Бунда: А В кесмашпп узуп.шги куч мнкдорини и^ю.илапдп 
Cipe.iM  /• - куч йуналишип курса иди . А п уки  куч куйилган пуки.

Куч йуналган lyipn чизикка кучншн и ьсир  чн.шгн дейилади.
KL гугри чнзпк /' кучпииш иъсир чп.ип н буладн.

1. Aiap жисмга бир мечта кучлар купи.нам булса бундам кучларга 
кучлар смс1 е.масм дейилади.

..... F„) - жисмга кучлар системаси куйилган. 4\ 'h  - V  'н
кучлар куйилган нукталар.
2. Мкки куч системаси жисмга бир хил таъсир курсагса, улар эквивалент 

кучлар системаси дейилади.
(Fp F: . Fj......F„) кучлар системасининг жисмга курсатадиган таъ-

смрини (Q, Q2.....Qn> кучлар системаси курсатса, бундай мкки к\-ч
системаси узаро эквивалент булади. Уларнинг эквивалентлиги 
куйидагича ёзилади.

( F , . F ; . F , .... F . ) ~ ( Q , . Q , .....Q „ )

3. Агар бирор кучлар системасининг жисмга курсатадиган таъсирини 
битта куч курсата олса, бундай кучга кучлар системасининг теш
таъсир этувчиси дейилади. (F, F..... F„) кучлар системасининг генг
таъсир этувчисини Я билан белгиласак, у холда:

( F , . F } . F , .... F . ) ~  R

4. Тинч турган жисм унга куйилган (F| • ̂ 2 • ^3.....кучлар системаси
таъсирида хам тинч холатда колса, бундай кучлар системаси 
мувозанатлашган кучлар ситемаси ёки нолга эквивалент система 
дейилади. Мувозанатлашган кучлар системаси нолга эквиваленгдир.

{F ,.F ,.F , ....F .)~  0.
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2-§. СТАТИКАНИНГ АКСИОМАЛАРИ

Назарии механика фашпшнг сгашка кисми кундалик хаётда 
исднкланган кунилаги аксиомаларга асосланади:

1-аксиома Жисмга гаьсир этаётган иккита куч микдор жп.чатндан 
iein на пир ivipu чнш к буйлаб карама-карши гомонга йуналган булса, 
ук1 1см муиозанатда булади (4-расм).

Бунда F, = /•,. /•' = F,. F, <ш F,. кучларга узаро мувозанаглашган 
кучлар сисгемаси ёки нолга эквивалент кучлар системаси депилади.

(F„F2)~ 0
2-аксиома: Жисмга гаьснр этаётган кучлар сисгемаспга Узаро 

мувозанатлашувчи кучлар цушилса ёки'олинса кучлар системасининг 
жисмга курсатадиган таъсири узгармайди (5-расм).

К кучлар га ьснрида жнем мувозанатда lypran булсин.
Шу жисмга нолга эквивалент (<?,.£>.) кучларнп куямпз (О ,Q )~0. бу 

•чолазда билан жиемшшг мувозанати узгармайди.
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Буаксномалардан куй и д а т  наш ж а келий чикади: 
чар кандай куч ни гаъспр чизигн буйлай йир нуктадан и к к и н ч н  

HVKiara нуналтпини узгарш рмай кучирнш мумкнн. Бу билан кучппш 
жнсмга Kvpcaia.uiran гаъсири узгармайди.

I I с о р т : Ж и с м н и н г  А нуктасша / кучн куйнлган йулснн (6-расм, 
а). Бу кучни таъсир чизигп усгндаги В ну м ага кучириш л ози м йулснн.

Буипнг учун В нукта га уза ро мувозанатлашган /, ва F, кучларни 
куямп.1 , уларнинг микдори жиемга куйнлган Г кучнинг мпкдорша iciii 
йулншн шарт. F, = F. = F

6-расмдагп F ва г, кучлари но л га эквивалент (F,F.)~  0 булга и и 
учун иккинчи аксиомага асосланпб бу кучларни жиемдан олиб 
ташлаймиз.

(6-расм, Ь) Натижада В нуктага куйилган берилган кучга геометрнк 
тенг б\ лган F =F кучига эга буламиз (6-расм, с).

6-расм.

3-аксиом а. (Параллеллограм аксиомаси)
Жисмнинг бирор нуктасига куйилган турли йуналишдаги икки 

кучнинг тенг таъсир этувчиси шу кучларнинг геометрик йигиндисига 
тенг б\либ, кч’члардан тузилган паралелограммнинг диагонали буйлаб 
йуналадп ва кучлар куйилган нуктага куйилган булади (7-расм).

R = F,^F1 (1)
Тенг таъсир этувчи кучнинг микдори косинуслар теоремасидан 

фойдаланиб топилади.
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Я = х7  ,' + /•? + 2F, /•, cos у? (2 )

бунда ф берилган F, ва F, кучлар орасидаги бурчак.
1)Агар ф=0 булса (2) дан:

К = + ipj + 2FX fj = V(fj + Fj )J + F2 
/? = /■ + F2

(3) - формула асосида бир тугри чизик буйлаб бир томонга 
йуиалган иккита кучнинг генг таьсир этувчнси микдори аниманади (7- 
расм, а).

(3)

7-расм а.

2) Агар ф=180° булса, кучлар бир тугри чизик буйлаб карама- 
карши томонга йуиалган булади (7-расм, Ь).

У холда (2) -  формуладан:
R = F, -  F2 келиб чикади.
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3) Агар ф“90': булса, кучлар уллро перпендикуляр йуналган буллдп 
(7-расм, с).

У холда (2) -  формуладан:
К = f t ;  leHMiini олпнади.

4-аксиома. Таъсир микдори жихатидан узига теш ва бир ivrpii 
чизик буйлаб карама-карши томонга йуналган кар кандай куч акс
таъсирни вужудга келтиради.

А ва В жисмлар берилган булсин (8-расм). Агар А жисм В жисмга 
F, куч билан таъсир килса, худди шу вактнинг узида В жисм А жисмга 
FH куч билан таъсир килади. F, ва F„ кучлар микдор жнхатидан генг ва 
бир тугри чизик буйлаб карама-карши томоша йуналган.

F, - Г .
F, ва F„ кучлар узаро мувозанатлашмайди, чунки улар бир жисмга 

куйилмаган.
Бу аксиома Ньютонниш учинчи конунинп ифодалайди.

Демак табиатда бир гомонлама таъсир йук булиб хар капдай 
таъсирга акс таъсир мавжуд.

5-акспома. (Кончи принпипи). Агар деформацияланадиган жисм 
мувозанат холатида абсолют каггик жисмга а й ланса, унинг мувозанати 
узгармайди.

Масалан, эгилувчан сим мувозанат холатида абсолют каттик 
стерженга айланса, унинг мувозанаги узгармайди.
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ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.

1. Па «арии механика «|>ани нимани урганадн ?
2. М еханик  харакач д ео  п н м а га  а й т и л а д и ?
3. М\ возанат деб нимага аи гилади?
4. Статика булими нимани урганадн?
5. Кинематика булими нимани урганадн?
6. Динамика булими нимани урганадн?
7. Кандай жисм абса 1 к> 1  каггик жисм деб аталади?
8. Куч деб нимага аигилади ва куч кандай омнллар билан
тансифланади?
9. Кучлар сисгемасн деб нимага айтилади?
10. Тенг таъсир эту ими куч деб кандай кучга айтилади?
И. Му возанат ловчи куч нима ва унинг тенг таъсир этувчи кучдан
кандай фарки бор?
12. Статиканинг аксиомаларини таърифланг?
13. Бир нуктага куйилган иккита кучни тенг таъсир этувчиси кандай
аниманади?

3-§. БОГЛАНИШЛАР ВА БОГЛАНИШ РЕАКЦИЯЛАРИ

Назарий мехами ка да барча жнсмлар икки гурухга ажралади.
1. Эркин жнсмлар 2. Эрксиз жнсмлар
Агар жисм фазода исталган томонга караб харакатлана олса, 

бунда и жисмга эркин жисм деб аталади.
Масалан. Ха вода B laenau самолёт, шар.
Агар жисмиинг бирор томонга караб буладиган харакати 

чекланган булса, бундай жисмга эркинмас ёки богланишдаги жисм 
дей и лад и. Жисмиинг харакагини чекловчи тусикка богланиш дейилади.

МДСДЛДН. Рельсда турган вагон, стол устидаги юк, ипга осилган юк 
ва шу кабилар мисол була олади.

Рельсда турган вагоннннг вертикал й\гналишдаги харакати 
чекланган. Бунда рельслар вагон учун богланиш вазифасини утайди, 
вагон эса богланишдаги жисмдир.

Богланишнинг жисмга к5’рсагаднган iаьсирнни белгиловчн кучга 
богланиш реакция кучи ёки реакция кучи дейилади. Богланиш жисмни 
кайси томонга кучиина йул цуймаса, реакция кучи шу томонга карама- 
карши йуналадн. Статикада масала ечишда богланиш реакциясннинг 
йуналншпнн гугрн топ»нн катта ахамиятга эга. Шу сабабли

13



ooi/iaiiiiiii/iapiiiiHi асосий |урларида реакция кучлари кандай 
iiytu.tiJiuiiriiMH курни чиками.1 .

1. Силлик ку'згалмас текислик. Мшкаланшннн эм иборы  
олинмаплиган даражада силлик булган cupi одатда снллик cupi деб 
чнсобланади Жнем силлик кузгалмас гекислик yentда муво.*ана1 да 
iypca, ёки шу текпеликка нисбагаи .чара ка маиса, силлик кузгалмас 
гекислик жиемни гекисликка перпендикуляр булган Йуналншда \арака 1 

кплпш ш а гускинлнк курсатади.
Силлик кузгалмас гекисликниш реакция кучи .V гекисликка пер

пендикуляр булно, жисм кайси юмонга чаракаг кила олмаса, inviuа 
гескари йуналган буладн (9-расм а, Ь).

9-расм.

Бунда силлик кузгалмас текисликнинг реакция ку^ш ёки 
нормал реакция кучи деб аталади, Т -  жисм огирлиги.

Агар сирт силлик булмаса, А нуктада нормал реакция кучндан 
ташкари уринма реакция кучи F хам булади (10-расм). Бу /■ кучга 
ишкаданиш кучи деб аталади.

10-расм.

Бунда Л'-нормал реакция кучи, F •ишкаданиш кучи.

2. Эгилувчан ёки эластик жисмлар. Жисмлар чузилмайдиган ни, 
аркон, трос, занжнр, кайишлар воситасида оси л га н булса, уларда хосил
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o v .u u in a i i  реакция кучлари мос равишда эгилувчан жисмлар оунлао 
п \налtan булади (11-раем а.Ь). Эгилувчан жисмларда хосил буладиган 
р еак ц и я  к у ч л ар и  1.1 I билан белгилапали на гараиглик кучи деб

агаладн.

11-расм.

Р

а)

Бунда р иига осилган юкниуи ошрлиги.
Реакция кучининг микдор ва йуналиши жисмга таъсир килувчи 

куч га боглик булади.
3. Ш арнирли к^згалмас таянч. Бу таянч жиемнинг илгарилама 

ха рака г килишига п еки  ил и к килади, жисм шарнир атрофида 
айланади.

Иккита жиемнинг узаро бирлашган жойига шарнир дейилади. 
Шарнир атрофида жисмларнинг бири иккинчисига нисбатан эркин 
айланади. Болт -  шарнирли кузгалмас таянчга мисол була оладн.

Шарнирли кузгалмас таянчнинг белгиси (12-расмда) курсатилган.



Шарпирли к у згал м ас  гаянчдагп реакция кучипинг микдори ва 
йуналиши помаьлум булган масалани ечишда, шарпирли кузгалмас 
гаянчншп реакция кучи ни координата уклари буйлаб йуиалган нккша 
гашкил этунчнларга ажрагиш керак (12-расм).

к А = , \ 4 + Ул
Буила к, - тула реакция кучи, л , . ) л а р ,  R кучпшнп 1 ап 1 кил 

этувчилари.
К, кучпшнп микдори ва йуналпшн купила гига теш.

*, = V'VK>',2 (5)

* *  = ~  (6)
Л  4

Балка А нуктада силлик нолга, В нуктада вертикал деворга ва С 
нуктада икки ёкли бурчак киррасига таянади деб фараз килсак (13 -  
раем). Пол ва вертикал деворнинг N.u N h реакция кучлари, А ва В 
нукталарда мое равишда иол ва деворга утказилган перпендикуляр 
буйича йуналади. Икки ёкли бурчакдан ташкил топтан кирранинг 
реакция кучи эса С нуктада балкага утказилган перпендикуляр 
буйича йуналади.

4. Ш арнирли кузгалувчан таянч. Шарпирли кузгалувчан 
таянчнинт пастига юмалайдиган гилдираклар куйиладн. Шарнирли 
кузгалувчан таянчнинг реакция кучи к, шлдирак харакат килаётган 
текисликка перпендикуляр йуиалган булади (14-расм).

Шарнирли кузгалувчан таянчнинг белгисп;
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ж и с м

77Т.

14-расм.

Бунда Rh - реакция кучи

5. Мувозанати ieMiiupu,iaeiraii жисм огпрлигпии хисобга олмаса 
,\ам буладиган каггик сгержен билан богланган булса, оержеинннг 
реакция кучи стержен буйлаб йуналган булади (15-расм а, Ь).

Бунда S.Si.5:- CD, ВС ва АС стерженларнинг реакция кучлари.

6. Жисм сферик шарнир воситасн ёрдамида богланган булса (16- 
расм), бу шарнир уз маркази 0 дан утадиган хар кандай ук атрофида 
жнемии айланишига тускинлик цилмайди. Сфернк шарнирниш 
реакция кз'чи 0 нуктаендан >тади, лекнн канси томонга йуналганлиги 
номаьлум булган, масалани ечишда бундай реакция кучннн танлаб 
олмнган координата у м ар и  буйлаб йуналган ташкил этувчиларга 
ажратнш керак.

15-расм.
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Шарнирли кузгалмас гаянчдаш реакция кучиниш микдори ва 
йуналиши номаълум булган масаланп ечишда, шарпирли кузгалмас 
гаянчниш реакция кучини координата укдари буилаб йуналган нккша 
гашкил этувчиларга ажрагшп керак (12-расм).

Бунда ft, - тула реакция кучи, Л',.)',лар, и кучиниш 1 ашкнл 
этувчилари.

я, кучиниш микдори ва йуналиши кунидагигатенг.

Балка А нуктада силлик полга, В нумада вертикал деворга ва С 
нуктада нкки ёкли бурчак киррасига гаянади деб фараз кнлсак (13 -  
раем). Пол ва вергикал деворшшг N.u N h реакция кучлари, А ва В 
нукталарда мос равишда пол ва деворга утказилган перпендикуляр 
буйича йуналади. Икки ёкли бурчакдан гаш кил топтан цирранинг 
реакция кучи AY эса С нуктада балкага \ггказилган перпендикуляр 
буйича йуналади.

4. Ш арнирли кузгалувчан таянч. Шарнирли кузгалувчан 
таянчнинг пастига юмалайдиган гилдираклар куй и лад и. Шарнирли 
кузгалувчан таянчнинг реакция кучи iT„ тл д и р ак  харакаг килаётган 
текисликка перпендикуляр йуналган буладн (14-расм).

Шарнирли кузгалувчан таянчнинг белгиси;

(5)

(6)

•V,

13-расм.

1Ь



ж и с м

777-.

14-расм.

Бунда К„ - реакция кучи.

5. Мувозанати lekiiinpiMaerraii жисм огирлигшш хисобга олмаса 
\ам  буладиган каггик сгержен билан богланган булса, сгерженнинг 
реакция кучи стержен буйлаб йуналган булади (15-расм а, Ь).

Бу1гда 5.St.S: - CD, ВС ва АС стерженларниш реакция кучлари.

6. Жисм сферик шарнир воситаси ёрдамида богланган булса (16- 
расм), бу шарнир уз маркази 0 дан утадиган хар каидай ук атрофида 
жиемни айланишига тускинлик цилмайди. Сферик шарнирнинг 
реакция кучи 0 нуктасидан \ггади, лекин цайси томонга йуналганлиги 
номаълум булган, масаланн ечишда бундай реакция кучини танлаб 
олинган координата уцлари буйлаб йуналган ташкил эгувчиларга 
ажратиш керак.

15-расм.
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Бу аксиома ёрдамида богланишдаги жисмларниш мувозанагн 
гекширилади.

Мисол: АВ балка умч и Р огирлик (21-раем, а) ОН енллик гекислик, 
D 1 аяич на ОК. грое орасидаги богланиш хизмат килади. 21-раем, b дагп 
балка эркин булади.

21-расм.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.
1. Эркин жисм деб кандай жисмга айтилади?
2. Эрксиз жисм деб кандай жисмга айтилади?
3. Реакция кучи нима?

. 4. Богланишларнингасосий турларини айтинг?
5. Силлнк кузгалмас текисликнинг реакция кучи кандай йуиалган?
6. Эгилувчан ёки эласгик жисмларнинг реакция кучи кандай 
йуиалган?
7. Шарнирли кузгалмас таянчнинг реакция кучи кандай йуналган?
8. Шарнирли кузгалувчан таянчнинг реакция кучи кандай йуналган?
9. Стерженли богланиш ва сферик шарнирнинг реакция кучи 
кандай йуналган?
10. Богланиш аксиомасини таърифланг?

4-§. БИР НУКТАДА КЕСИШУВЧИ КУЧЛАР СИСТЕМАСИ

Таьсир чизиклари бир нуктада кесишадиган кучларга бир нуктада 
кесишувчи кучлар системаси дейилади.

:о



Масалан, жиемнинг i ■ -<. нумалар.иа .аьсир чизицлари О 

пум ада кесишадиган F,.Pt кУма Ри ,аьсиР эгса' бУ куЧИар ЙИр

22-расм.
Берилгап кучларни уларниш таъсир чизицлари буйлаб кучириш 

мумкин булганлит учун, бир нуктада кесишувчи кучлар системасини 
доим бир нуктага куйилган кучлар системаси билан алмаштириш 
мумкин (22-расм, Ь).

Бу кучлар системасининг теш таъсир этувчиси цуйидаги икки усул 
билан аннкланади.

/. Геометрик усул  2. Аналитик усул
Бир нуктада кесишувчи кучларни геометрик усулда кушиш нккнга 

булинади.
Параллелофам усули ва кучлар купбурчаги куриш усулн.
а) Параллелограмм усули
Параллелограмм аксиомасига асосан.
F\ ва F2 кучларнинг тенг таъсир этувчиси R = Fx + F2 га тенг булиб 

модули эса косинуслар теоремасига асосан R = ^F* ♦ F? + 2f, Ft cos a га 
тенг булади, бунда а  - F, ва Fz кучлар орасидаги бурчак (23-расм).

23-расм.
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le in  uicnp лувчи  к кучиниш h\ на h2 кучлар билли laiiikii.i 
кн.или и ва у бурчаклари синуслар теоремасша кура 23-расм, b лап 
аникланалп.

s in /  sin or *" sin/? ' ’

б) Кучлар купбурчагн усулп.
Бпр нукгага куйилган F ^F ,.... Fm кучлари борнлган булснн (24-

расм) Шу кучларнинг тенг гаъсир эгувчнсшш тониш лознм булснн

а) Ь)
24-расм.

Тенг таъсир этувчи кучнн топиш учун параллелофамм 
аксиомасига асосан Ft ва F, кучларни кушиб, уларни тенг таъсир 
этувчн Я, кучи билан алмаштпрамиз.

R\ = F, + Fj
Бу усулга асосан Я, куч билан F < кучни кушиб Я; кучни хосил 

киламнз.
/?2 = R\ + F) = F\ + Fz + F)

ва хоказо.
Шу усул билан п-1 гача булган кучларни кушиб, тенг таъсир 

эгувчиснни аниклаймиз.
Rm-I = Fl + F i  + F  J +... + F m- 1

R*-1 билан F„ кучни кушиб тенг таъсир этувчи кучни тонам из.
R = Я„-| ♦ F* = F i ♦ F г + Ft + ...+ F * .| +

R = ZF (8)
Бир нуктага куйилган кучларнинг генг таъсир этувчнси шу 

кучларнинг геометрик йигиндисига генг булиб, кучлар куйилган нукгага 
куйилган булади. Кучларни кетма-кет параллелограмм коидаси асосила 
кушиш, берилган кучлардан куч куибурчагпни куришга олиб келади.



5-§. УЧ КУЧ МУВОЗАНАТИГА ОИД ТЕОРЕМА

Теорема: Бир 1в к и сл и к д а  жойлашган на узаро иараллел булмаган 
у ч .а куч мувозана.да булса, уларнши гаъсир чизиклари бир нуктада

кесшпади.
И с5от Жисмиинг Ai, А:, ва А» нумаларига бир гекисликда егувчп 

парал Ю.1 булмаган мувозанатлашувчи Fi.Fi на Fj кучларп куйилган 

Г) v л си н (25-расм).
Кучлар иараллел булмагани учун улардан ихтиёрий пккитасининг 

г а ъ с и р  чизиги бнрор нуктада кесшиади. Масалан F, ва F: кучларнинг 
гаъсир чизиклари 0 нуктада кеспшади. Бу кучларни таъсир чизиклари 
буйлаб 0 нуктага кучирамиз. Пара.глелограмм коидасига асосан 
Fi.Fi кучларии кушам из.

R = 7 , +F,
r кучпшнп чаъсир чизиги Ft ва F, кучларининг таъсир чизиклари 

кесишган нукгадан угади. Шундай килиб жисмга К ва ^кучлари таъсир 
килади. Икки Iа куч куйилган жисм мувозанатда булиши учун бу 
кучларнинг микдорлари теш булиб, бир тугри чизик буйлаб карама- 
карши томонга йуналган булиши керак. Демак, ^  кучнинг таъсир 
чизиги 0 нукгадан угади ёки учта кучнинг таъсир чизиги бир нуктада 
кесишади. Бу теорема ёрдамида реакция кучининг йунадиши 
аникланади.

Масалан. АВ сгержен F, ,F2 кучлар ва R, реакция кучи таъснрида 
мувозанатда булса, R, кучининг таъсир чизиги F, ва F. кучлар таъсир 
чизиги кесишган нуктадан угади (26-расм).

25-расм. 26-расм.
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ТАКРОРЛАШ  УЧУН САВОЛЛАР.
1. Каидай кучлар спсгемасига кесишувчи кучлар с и о е м а т  
дейилади?
2. Бир н у м ад а  кесишувчи иккига кучнмш теш iai>ciip 
этувчисининг модули каидай амикланадм?
3. Кесишувчи кучларнинг геш таъсир эгувчпсиниш йуналнши 
каидай аннкданади?
4. Теш таъсир эгувчи куч део нимага айтиладн?
5. Мхвозанатдовчи куч део нимага айтилади?
6. Па ра,1лело грамм усулини тушунтиринг?
7. Куч купбурчаги коидаси ннмадан ибораг?
8. Куч учбурчаги усулини тушунтиринг?
9. Уч куч теоремасини айтинг?
Ю.Бир нуктага куйилган кучлар системасининг геометрик 
курпнишда мувозанат шарти каидай таърифлаиади?

Статика масалаларнни аналитик йул билан ечиш усулига утамщ. 
Буусул кучнингукдаги проекцияси тушунчаснга асосланган.

F кучи ва Ох уки берилган булсин (27-расм( а ва Ь).
Кучни шу укдаги проекциясини топамиз. Бунинг учуй шу куч 

чизигининг икки учидан Ох укига перпендикулярлар туширамиз.
Бунда ab, e d - FeaFi кучнинг проекцияларидир.

6-§. КУЧНИНГ УКДАГИ ПРОЕКЦИЯСИ

А

О х X,
и h е

а) Ь)
27-расм.

Кучнп укдаги проекциясини Г, ёки .vбилан белгилаймиз.
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ab=x t\1 -  v/ л на v/ларни loiiiini учун А на /^иукталардаи Os умна 
параллел кплпб х' укп ни угказамиз, у холла Л А ВС на ADEM  т р и  
бурчаклп учбурчаклар хосил булади.

Б\- \ч\'бурчаклардаи фойдаланамиз. Кучнинг йуналиши бпр хил 
бу пан нккига параллел укдагп проекциялар узаротенг.

Х-АС-аЬ, Xi~ - D\1=-de

^  -  cos п  (П мОан А С  -  h cos п  
h

- cos /i ОМ -  I ] cos (i = /•; cos( IXO -  я, | = -F eo ia ,

I v = Л = /• costr F.t, = .V, = /•; cos a, (9)
(9) - (|юрмула билан кучнинг укдаги проекцияси аникланалп..
Кучнинг бнрор укдаги проекцияси куч микдори билан кучнинг hiv 

у К мусбат йуналиши ораспда ташкил кплган бурчаги косинусшшнг 
купай гмасига тенг.

Проекцпяшшг пшорасп кучнинг йуналишига караб олинадн.
Масалан 27-расм, а да проекция мусбат, 27-расм, b да эса 

манфийдпр.
Демак куч укнипг мусбат гомопнга караб йуналса кучни 

проекцияси мусбат, акс холда манфпй.
Ку'шинг гаъсир чшнгп билан Ох укипит мусбат йуналиши 

ораспдаш бурчак yi кпр булса ку'шинг ироекцпяси мусбат, агар бу 
бурчак vi мае булса манфпй ишорада олпиади.

1. Агар куч бирор укга перпендикуляр булса, а*=90° кучншн inv 
укдаги проекцияси нолга тенгбулади (28-расм).

4 1

F

9Q.?-

28-расм.

Fx-Fcos90°-0, Fx-Ю

2. Агар куч укка параллел йуналган булса, a  "О, а - 180° ёки укни 
уещда жойлашган булса, кучни укдаги проекцияси куч миклорига генг 
булади (29 -  раем, а на Ь).
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о  —

а)
29 -  раем.

Fx = F cosO” -  F \ = F 

Fx = F

b )

F = F, cos 180" =

К у ч н и н г  м о д у л и  туф и б у р ч а к л и  и а р а л л е л г ш е д н и н г  д и а г о н а л и г а  

(30-р а с м ) , б у  п а р а л л е л и п и п е д н ш н  к н р р а л а р и  э с а  к у ч н и н г  к о о р д и н а т а  

у к л а р и д а г и  п р о е к ц и я л а р и г а  т е н г  б у л а д и .

F  = yj F x 2 +  Fy-  +  Fz- (10)

F кучининг йуналиши йуналтирувчи косинуслар ёрдамида 
аниманади.

Fx Fv Fzcos a= : cos/J =  ̂ . cos»* -  . (11)

Бунда и, Д  v- F кучи билан уклари ораеидаги бурчак. 

МАСАЛА Ха 4.
Берилган:

/•; -6н, F. =8н, F, =/<?//
Бу кучларнинг координата укларидаги нроекциялари гонилепн. 

(31-раем).



Ечиш. 1) , - кучииинг проекциялари. л, « -Fcmitf - -б^3 * -з-Узн

= Ft sin 30" = 6 ^ = 3 H

2) F, кучииинг проекциялари; Х 2 =0 Y: = - F 2 = -8н
3) F , кучииинг проекциялари; Л’, = F,  =10« К, = 0 .

7-§. КУЧНИНГ ТЕКИС/1ИКДАГИ ПРОЕКЦИЯСИ

Ох\г координаталар системасида А  нуктага куйилган F  кучи 
оерилгаи булсин (31-расм, а).

F  кучини Оху текисликдаги проекциясини анпклаймнз. Бунинг 
учуй А ва В нуцталардан Оху текисликга перпендикуляр А О  ва ВЬ 
чизиклар утказамиз. У холла F „  =оь вектори хосил булади. - О Ь  

F кучнинг Оху текисликдаги проекциясини ифодалайди.
F  куч текисликдаги проекциясининг микдори куйидагига тенг.

Fxy=Fcos<p
Бунда <р F кучи билан унинг проеигияси орасидаш бурчак. Фазода 

жойлашган кучни х,у уклардаги проекпиясини аниклаш учуй аввал

27



кучни шу уклар ётган гекисликдаги ироекцияси топилади. /• 
векторнинг Охва С>куклардаги проекциясини аникдаш учун Ь нукгадан 
Ох ва О}' ум арига мое ранишда перпендикуляр чнзиклар уткаламиз. 
Ot\ »а мос равишда F  кучининг Ох ва Оу укларидаги
ироекцияларини ифодалайди.

Ft = F„ cos я  = /• cos <р cos а
г  г  l- (14)/ \  = Л,, sin а  = /• cos <р sin а '

Бу усул кучни икки марта проекциялаш усуди дейилади.

8-§. БИР НУКТАДА КЕСИШУВЧИ КУЧЛАРНИНГ ТЕНГ ТАЪСИР 
ЭТУВЧИСИНИ АНАЛИТИК УСУЛДА АНИКДАШ

Таъсир чизиклари бир нуктада кесишувчи ....Р„. кучлар
берилган булсии (32-расм, а).

Берилган кучларнинг тенг таъсир этувчисинп мпкдор ва 
йуналпшини аникдаш лозим.

Тенг таъсир этувчи куч берилган кучларнинг геометрик 
йигиндисига тенг.

ft * fi + Fj +...+Fe ёки
R = Z~F (15)

(15) -  вектор тенгликни координата укларига проекциялаб, тенг 
таъсир этувчи кучнинг координата укларидаги проекциясини 
аниклаймиз.

Тенг таъсир эгувчи кучнинг бирор укдаги проекциясини ташкил 
этувчи кучларнинг шу укдаги проекцияларининг йигиндисига тенг 
булади.

Rx = LA', Ry = i y ,  Rz = lZ  (16)
Бунда Л,,Л,.,Л,-Л кучининг координата укларидаги ироекцияси. 

(16) ёрдамида тенг таъсир этувчи кучнинг координата уклардаги 
проекцияси топилади.

Тенг гаъсир этувчи кучнинг микдори куйндагига тенг.
Я = J rJ T r J T rJ  = / ( 1 ^ “( х 7 ы х 7 7  (17)

Йуналиши эса куйидашча аникланадп.
R. „ R, R



Бунда а, Д  у, лар >< билан \ ,у .г  уклари орасидаги бурчаклар (32- 
расм, Ь).

32-расм.

9-§. БИР НУКТАГА КУЙИЛГАН КУЧЛАРНИНГ МУВОЗАНАТИ

1. Бпр нукгага куйилган кучлар системаси мувозанатда булиши 
учун уларнинг тенг таъсир этувчиси «= о булиши зарур ва етарлидир. 
Бунда кучлардан тузилган куч купбурчагп ёпик булиши керак.

о. ' J  .u  генгламалар кесишувчи кучлар системаси мувозанатини 
зарурий ва етарли шартининг вектор нфодасидир.

Демак кесишувчи кучлар системаси таъсиридаги жисм 
мувозанатда булиши учун шу кучларнинг геометрик йигиндиси нолга 
тенг булиши зарур ва етарли шартдир.

2. Тенг таъсир этувчи куч нолга тенг булиши учун (17) - 
({юрмуладаги кавслар ичидаги ифодаларнинг *ар бири нолга тенг 
булиши шарт.

У  Л = 0 ;  Л | +  Л j + . . .+  А я =  0  

J ] )  =0; У, +У2 +...+ У, =0 

X  z  = 0; 2 |+ 2 ,+ . . .+  Z . = 0
(19) -<|)ормула фазодаги таъсир чизиклари бир нуктада кесишувчи 

кучларнинг аналитик мувозанат шартини нфодалайдн. Б\’ шарт 
куйидагича таърифланадн.

Гаъсир чизиклари бир нуктада кесишувчи кучлар мувозанатда 
булиши учун кучларнинг x,y,z укларидаги проекцияларшшнг 
йигиндиси нолга тенг булиши зарур ва етарлидир. Aiap кучлар



снстемаси пир текнсликда жонлашган булса, (19)н|юрмула кчй идат 
куршшшда булади.

(20) - <|юрмула бир нуктада кесишувчи на бнр гекислпкда жойлапнан 
кучларнинг аналитик мувозанаг шаргини нфодалайди.

Масала. Огирлнги 20н булган электр лампа АВ шиурда шиша 
осилган на ВС аркон бнлан деворга тортиб куйнлган. Бурчак а=Ы>' ва 
бурчак Д»Л?5'деб кабул килиб олиб, АВ  шнурнииг Та, ЖГарконшшг Т. 
таранглпк кучлари аниклансин. Шнур ва арконнпш огпрлпклари 
хисобга олинмаспн.

Ечиш: В нуктанинг мувозанатини текширамиз. Унга таъсир этувчи 
ва реакция кучларининг йуналишини чизмада курсатамиз.

Координата укдарини чизмада йуналтирамиз. Бир нуктада 
кесишувчи кучларнинг мувозанат тенгламасшш тузамиз.

У\ - =о  (20)

Р
33-расм.

X-V = 0 Тл cos60° -  Tt cos45" = 0 (1) 

Х> =0 Тл sin60“ + sin45" - Р  = 0 (2)
Тенгламаларни ечиб номаълум реакция кучлари ни топамиз. 

_ Г, cos60° Г, 0,5 Г, 5
cos 45° 0.7 7

Г, 0.86 + — — 0.7-20 = 0; Г, 6.02+Г, 3.5-140 = 0
7 1 *

140Т, 9 52-140 = 0; 7", = — = 14.6и;1 n9.52

Г , = 14.6и Т, = Ю,4и

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.

1. Кучни 5'кдагн проекцияси кандай аникланалп?

.V)



2. куч моду/in п р о е к ц и я л а р и  асосан каи д ай  апиманади?
3 Клчни п х п а л п ш п  проекциялари ёрдамида каидай аникланалп?
4 Теш гаьснр эгувчп кучнинг мнкдори каидай аникланалп?
5 leiп iai.inp этувчи к у .....h i  йуналиши каидай апиманади?
6 Бир нуктага куйилган кучларни аналитик кушиш усули нималан
пборат?
7 KeciniiviiMii кучлар сисгемасипиш аналитик мувозанат шарш 
каидай ифодаланадн?

10-§. НУКТАГА НИСБАТАН КУЧ МОМЕНТИ

а) Ь)
34-расм.

Жпсмнп А нуктага куйилган I" кучи анлаширади.
Жисмии 0 1 iy к I а афофида iej ёки секин айланпши 

куйнлагплардан боглнк булади.
/. Кучин м олули ёки кинматилан
2. Кучиииг елкасига
Бнрор нукгага ннсбатан кучдан момент олинса бу нуктага момент 

марка.ш деннладн. О пума момент марказн. Момент марказидан 
кушиш гаьснр чизигпга (уширнлган перпендикулярга кучнинг елкаси 
u'i'HЛали. /? ил hi - Г кучнинг елкаси, / кучнинг 0 нуктага нисбатан

л

Механнкада жпсмнп аилантиру'вчп кучнинг таъспри, куч момент» 
деб аталадиган кат галнк билан улчанадп.

Жиемнинг бнрор нукта ёки ук атрофидаги айланма харакаги куч 
моментидан боглик булади.

О нукта атро<|)Ида эркин айлана оладпган каттик жисм берилган 
б\мспн (34-расм а на Ь).



м о м ен т  купи д а т  куринишда белтланади. М, ёки /»,.(/•) к у ч  м ом ен т 
//, Л/, КНМ  оплан  улчанади.

m ,(F ) = ±Fh (21)
(21) - формула ёрдамида кучнинг нуктага нпсбатан м о м ен т  

гопиладн.
Нуктага нпсбатан куч м о м ен т  кунндатча 1 аьрифланадп:
куч микдори билан шу куч елкаспниш купашмаспга бнлан 

олннган нуктага нпсбатан кучннн1 м о м ен т  дейнладп
К у ч  м о м ен т  мусбат ва  манфпп шпора бплан 1 авспфлападп
Лгар куч момент марками атрофида жпсмпи coai сгрелкасн 

айланишига карама-карши томонга ай латп рса куч м о м ен т  мусбат, 
аксинча манфий булади (34-расм, а ва Ь).

Нуктага нпсбатан куч моменти куй и да ги хоссаларга эта.
1.Arap к^шинг таъсир чизиги бирор нукгадан у ,т а и  б у л с а ,  

к у ч н и н г  шу нуктага нпсбатан моменти нолга генг булади. Чунки б у  

холда кучнинг елкасп h=0 га генг (35-расм).

mn(lr) = F h= F 0 = 0.

Бу холда куч жпсмни айлантирмайди.

F  и
----------- »-------- • ------

35-расм.

2. Кучнинг ми м о р и  ва йуиалишини у .нартрм ай  гаъсир чизиги 
буйлаб uciaran нуктага кучирилса, куч м о м ен т  узгармайди (чунки 
унинг елкасп узгармай колади).

3. Кучнинг нуктага нпсбатан моменти куч билан шу нукгадан 
ташкид булган учбурчак юзасинииг иккиланганига генг.

J2



I ,1, 1 ,ши |IKK,i учини момеш марками 0 билан т а п и н р а м п л  
(46- чаем) ЛОВ у чб урча! и хосил булади. Бу учбурчакипш кпаси Л АО  В

ю.»аси“ //? /г.Л
2\А0В.юш  = F ■ h -  m,t(F )

m0(F )  = 2&AOB ют  (22)

ll-§. КУЧНИНГ НУКТАГА НИСБАТАН МОМЕНТИ ВЕКТОРИ

F  кучнинг О нуктага ннсбаган моменгп момеш марка знга 
куйилган si о векгор булиб, бу марказ ва ку'шинг таъсир чизиги оркали 
утган гекисликка перпендикуляр йуналган булади.

F кучпнинг О нук гага нисбатан момент векторини аниклаймиз (37-
расм).

37-расм.

Бунда m„(F) - О нуктага нисбатан олинган F куч моментининг 
вектори ОА = г -А нуктанинг радиус вектори. Момент вектори куч 
Куйилган нуктанинг радиус вектори билан кучнинг вектор купайтмасига 
теш.

А /„ = М  (23)
Мс мент вектори Mo ОАВ учбурчак текислигига перпендикуляр 

булиб, Мо нинг учи дан Караганда куч жиемни соат стрелкаси 
айлашп ппа тескари йуналишда айлантнришга интилади. Момент 
векгориппнг абсолют киймати куч моментига тенг.

KI = (24)
(2*51 -  формулани исботлаш учун (23) дан абсолют киймат оламиз.

|Л/„| = |[г • А'] = г- F sv\a = F h = m„(F)

зз



Бунда: h  ~ r s i n r t .  |Л /it| =  mk\ F ) .

12-§.|ТБШ/ГАЪСИР ЭТУВЧИНИНГ МОМЕНТИ ХАКИДАГИ 
\ 2 д е ОРЕМА (ВАРИНЬОН ТЕОРЕМАСШ-^

Теорема. Бир текисликда жойлашган кучлар тенг таъсир 
этувчпсшшнг пирор нуктага нисбатан олпнган м о м ен т  ташкмл этувчи 
кучларнинг шу нуктага нисбатан олинган мо.менгларинпнг йигпндисига 
теш .

Исбот. Жиемнинг А нуцтасига Fx, F ,,..., F„ кучлари куйилган 
булсин. Ихтиёрни О нукта оламиз ва 0 ни А  билан тугаштирамиз. О 
марказдаи ОА кесмага тик килиб О Х  укини утказампз (37-расм).

Энди mu(Fx). m„(F,)....т моментларнинг ифодасини
аним анм из. (22)-(}юрмулага асосан m„(Fx) -  2А0АВ, юзи.

0.4В учбурчакнииг юзи асоси билан баландлиш купайтмасининг 
ярмига тенг. Бунда асос ОА кесма булса, баландлиш ob{ булади.

2 Д 0 . 4 = ОА ob{ 
oh кесма F  кучииинг ох укидаги проекциясини билдиради oh,  = Fxx. 

Шунинг учун
m0(Fx) = OA FIX (25)

Колган кучларнинг моменти хам худди шундай хисобланади.
F  куч ОА чизицдан пастга бориб етганда хам (25) формула тугри 

булаверади, бунда кучнинг проекцияси манфий булганлиги учун 
моментнинг ишораси хам манфий булади.

F \ , F z , . . . , F n, кучларнинг тенг таъсир этувчиси R билан
бел гил а над и.

X



R 5>- (26)
Tel11 гаъ сп р  лунчш ш ш  б и р о р  у к д а ш  (x у к и д аги ) и р о е к ц и я с и  

к у ш и л у в ч и  к у ч л а р н ш и  ум ы  у к д аги  п р о е к ц и я л а р и н и ш  и п гн н д и сп га  

генг, яъни:
«, = S > . (27)

Bv le iir/iiik iiiiH i п к к ал а  т о м о п и п и  O A  ra к уп ай ги р сак .
ш  я - £(F , a i)  (28)

(25) - ф о р м у л а га  асосан

^29)
£ (fМ ■/•'.) = ][>,„./• I 

(29) ни (28) га купно куйидапши \оспл килам из.
= (30)

(30)-формула Вариньон георемасининг математик ифодасиднр.

13-§. ЖУФТ КУЧ ВА УНИНГ МОМЕНТИ

Таъриф. Микдорлари тенг, таъсир чизиклари бир тугри чизпкда 
ётмайдиган, параллел ва карама-карши томонга йуналган иккита кучга 
жуф| куч дейилади.

F = Ft; F  = - F t F \ \ F t ;
Жуфт куч (F,F,) куринишда белтланади (39-расм).

жнем

39-расм.

/• ва /•, кучларга жуфг кучни ташкил этувчи кучлар дейилади. 
Ж уф 1 кучни ташкил этувчи кучлар орасидаги эиг киска d  масск|ха1 а 

жуфг кучнинг елкасп дейилади. Жуфт кучнинг тенг таъсир этувчисн 
нолга баробар булади. ^

35
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R = h -  F, = 0, R = 0 
Жуч|л кучни б и п а  куч билан алмаштириш мумкин jMac. Жуф| 

куш и жиемга курсатадшан таъсирп ж уф | куч м о м е н т  билан 
гавсифланади. Жуфг кучни ташкил Э1 увчи кучларнинг бнрн билан 
жуфг ку | елкасининг купай гмасига жуф! кучниш моменти дейиладн.

Жуф! куш инг м о м ен т  т ,  ёки М билан белгиланади.
т  = ± F  ■ d  -  ± F td  (31)

(31)-формула билан жуф| кучниш м о м е н т  аникланадн. Жуфт 
кушпнг м о м е н т  мусбагёкн манфий булади.

Жуфг жпемни соаг сгрелкаси айланншига тескарн юмонга 
айлантирса унинг м о м ен т  мусбат, соаг сгрелкаси айланиши буйича 
айлаш прса манфпй ишора билан олинадп (40-расм а,Ь).

40-расм.

m — F - d  т = - F  ■ d 
Жуфт ку> куйилган жисм айланма харакатда булади. \ а р  кандай 

жуфт кучни стрелкали ёй шаклнда тасвирлаш мумкин. Стрелка ёнига 
жуфт куч моменти куйилади.

Жуфт Kyi жойлашган гекисликка жуфт кучнинг таъсир текислиги
дейиладн.

Теорема 1. Жуфг куш и гашкил эгувчн кучларнинг хар кандай 
укдаги проекциялари йипшдиси нолга тенг.

Исбот: Жуфт куч берилган булснн (41-раем). Шу жуфг кучни х 
5'кига проекциялаймнз.

Z X  = 0. F - F '  = 0  чункп F  = F'
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Теорема 2. Жуфт куч ни моменти уни та ш кил этувчи кучлардан 
ихтиёрий нуктага нисбатан олинган моментларнинг йигиндисига тенг.

т  = m0( F )  + m0( F l)

Исбот. Моменти m ^ F - d n  генг булган (F,F  ) жуфт куч берилган 
булсин (42-расм). Жуфт кучии ташкил этувчи кучлардан О нуктага 
нисбатан момент оламиз.

m0(F)  = F(a + d) 
m0(F')  = -F 'a

F'
a i

*
--------------1

42-расм.

Бу тенгликларнинг иккала кнемини кушамиз.

m0( F)  + mu( F '  ) =  F(a + d ) ~  F ' a ■ Fa л- Fd -  F 'd  »  Fd -  m 

m„, = т 0(Г) + т 0(Г ')
(32)

Теорема исботланди.
Бу теоремалар шунн курса гадики, жуфт куч проекциялар 

тенгламаси £ а =о га иштирок килмайди. Жуфт кучни бирор
нукгага ипебаган олпнган моментлар тенгламасига (£м,,=0) кушиш 
керак.



14-§. ЖУФТ КУЧЛАРНИНГ ЭКВИВАЛЕНТЛИГИ \АКИДАГИ
ТЕОРЕМА

Теорема. Жисмга куйилган \ар  кандай жуфт кучнинг м о м е н т  шу 
жуфт к у ч н и н г  моментига тенг булган бошка жуф| к у ч  билам 
алмаштирнш мумкин

Исбот. Жисмга м о м е н т  m -F d  ( F F 1) булган жуф| кучи 1 аъспр 
килаётган бу.кин (43-расм).

Ихгиёрпи D ва Е нукгалардан иккита нараллел ivrpn чизик 
Отказам из. Бу параллел тугри чизик F  ва F  кучларнинг гаъсир чизиги 
билан А  ва В нукталарда кесишади. A D  ва BE тугри чпзиклар буйлаб 
йуналган ташкил этувчиларини Р  ва <?билан белгилаймиз. ^кучини АВ  
ва BE тугри чизик буйлаб йуналган ташкил этувчисини Q  ва Р  билан 
белгилаймиз. Демак

Р = - Р \  Q = -Q '
О ва о ' кучлари узаро мувозанатлашувчи, булгани учун жисмдан 

олиб ташлаймиз. Натижада (F,F')  жуфт кучини (Р.Р') жуфт кучи билам 
алмаштирдик. (Р.Р') жуфг кучнинг елкаси di га тенг. Р ва р' кучларнн 
1 аъсир чизиклари буйлаб D ва Енукталарга келтирамиз.

(FF')  жуфт кучи билам (Р.Р' ) жуфт кучининг моментлари тенг 
эканлигини исботлаймиз.

(F)  кучи Р ва Q кучларнинг тенг таьсир этувчпси Вариньон 
теоремасига асосан:



Ill„(f) ~ «,,(/' (• *,101
F -J  niH{P) = PJ 

»>„((>) >0

Шундай кп/iuo Fd = Pd, теорема псботлаиди.
Демак моментлари тенг ва айланиш йуналишлари бир хил булган 

иккитажуф! купа эквивалент жуфт кучлар дейиладн.
Бу георемадан куйидаги натижа келиб чикали.

1. Жуфт кучни узининг таъсир текислшида хар канлаи вазияка 
кучприш мумкин, бунда жуфт кучни жиемга гаъсири у.пармайди.

2. Жуфт кучнинг момептипи узгаргирмай уни ташкил эгувчн 
кучларнинг катгалигини ва елкасини исталганча узгартириш мумкин 
бу билан жуфт кучнинг жиемга таъсири узгармайди.

Масалап, м о м ен т  т=12 кнм  жуфт куч берилган булснн.

6Н 2Н 4Н
6м < 1 4м

( -1

2Н 4Н ЗН

44-расм.

15-§. ТЕКИСЛИКДАГИ ЖУФТ КУЧЛАРНИ КУШИШ.
ЖУФТ КУЧЛАРНИНГ МУВОЗАНАТЛИК ШАРТИ

Теорема. Бир текисликда жойлашган бир нечта жуфт кучларни 
Кушиб, м о м е н т  шу жуфт кучлар моментларининг йигиндисига тенг
б)'лган бнтта жуфт купа келтирнш мумкин.

Исбот. Бир текисликда жойлашган моментлари т , . /л2.т} булган 
жуфг кучлар берилган булсин (44-расм). Шу жуфт кучларни кушиб 
битга тенг таъсир этувчп жуфт купа келтприш керак. Берилган жуфт 
кучларни умумий d елкага эга булган эквивалент (F,F'), (F.F:) ва (F,F,') 
жуфт кучлар билан алмаштирамиз. Эквивалент жуфт кучларнинг 
таьрифнга асосан куйидаги формулани ёзамиз.

/и, = F{d, т2 = -F 1d, т} = Ftd, (34)

зч



45-расм.

А ва В нукгаларга куйилган кучларни кушиб тенг таъсир этувчисини 
аниклаймпз.

R = F I - F i + F )

R' = f; - f^ f i  = f , - f1 + f ,
Бу кучларнинг модулларн тенг бир бирнга карама-карши 

йуналган ва узаро параллел.
R = R \  R = - R \  R\ \R'

Лемак, бу кучлар битта (H R') жуфт кучни ташкил этадн. Бу жуф| 
кучга тенг таъсир этувчи жуфт куч дейилади. Демак берилган учта жуфг 
кучларни кушнб битта тенг таъсир этувчи лиги жуфт кучга келтирдик 
(46-расм).

R

В

46-расм.

Тенг таъсир этувчи жуфт кучнинг моменти куйидаги формула 
билан топилади:

\ f  -  R J - { F { -  F2 +  F ,)d  =  Ftd  +  ( - F 2d )  +  Fyd  = ml +  m2 + m,
M  = m, + т г + m,
Бир текнслнкда жойлашган, моментларп т,,т,... т. га тенг булган

п  та жуфт кучлар берилган булса, бу жуфт кумарни кушиб битта тенг 
таъсир этувчи жуфт кучга келтирнш мумкин.

Тенг таъсир этувчи жуфт кучнинг моме пи  юкоридаги теоремага 
асосан



М = т, + т, +....+»»„
га ген i булади (36)

Бир текислпкда жойлашган жуфт кучлар мувозанатда булиши 
учун улар моментларннпнг нигиндисн 0 га генг булиши зарур ва 
сгарлидир.

Бу генглик бир текислима жойлашган жуфг кучларнинг 
мувозанат шаргини ифодалайдн.

М исол. Балка моментларн
т , = Ькн.м. w, = 8 кнм. /п, = 12mw 

булган жуфг кучлар таъсирида мувозанатда турган булсин (47- 
расм).

Балканингузунлиги 1=5 м, гаянч реакциялари аниклансин.

Ечиш. Маълумки жуфг кучни бошка бир жуфт куч билан 
мувозанатлаш мумкин, шунинг учун балканинг А ва Ятаянчдаги R, ва 
К к реакция кучларн жуфг кучни ташкил килиш керак. Яъни бу 
кучларни мнкдорлари тенг карама-карши томонга йуналган ва 
нараллел булиши зарур.

Бу жуфт кучнинг моменти:
т, = -R a I булади.

Демак, балка момент лари т,./и,,т, ва т, ва жуфт кучлари 
таъсирида мувозанатда туради. (37) - тенгликка асосан:

т1 -  т, + т, -  т4 *= 0; 6 -8 +  12- 5R„ *0: Rt =2kH

m, + т. +.... +/»„ = О

I  — 0 (37)

▼R«

47-расм.

Ra — RK Ra — R/,, R a || RH
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ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.

1. Нукгага нисбатан куч моменти деб нимага айтилади?
2. Момент ишораси кандай танланадн?
3. Куч елкаси нима?
4. Кандай холагда нуктага нисбатан куч моменти нолга тенг булади?
5. Кучларни таъсир чизиглари буйича кучнрнлса, берилган нукгага 

нисбаган куч моменти узгарадими?
6. Жуфт куч нима? Нима учун жуфт к)ч генг таъсир этувчи кучга эга 

эмас?
7. Вариньон теоремасини гаьрифланг?
8. Эркин жисм жуфт куч таъсирида кандай харака г килади?
9. Жуфт кучни моменти деб нимага айтилади?
10.Кандай шарг бажарилганда иккита жуфт куч эквивалент булади?
11.Жуфт кучларни кушиш тугрисидаги теоремани таърифданг.
12.Жуфт кучлар системасининг мувозанат шартиии таърифланг.

ТЕКИСЛИКДА ИХТИЁРИЙ ЖОЙЛАШГАН КУЧЛАР СИСТЕМАСИ.
16-§. КУЧНИ УЗИГА ПАРАЛЛЕЛ КУЧИРИШГА ОИД ЛЕММА

Жисмнинг А нуктасига F кучи куйилган булсин (48-расм).
Шу кучни таъсир чизиги устида ётмаган О нуктага келтириш ке- 

рак. О нуктага келтириш маркази дейиладн. Шу келтириш марказидан 
ку'шинг таъсир чизигига перпендикуляр туширамиз ва F кучининг О 
нуктага нисбатан моментини оламиз.

48-расм.
m0(F)  = Fd (38)

Бунда d-F кучининг 0марказга нисбатан елкаси.
Келтириш марказига узаро мувозанатлашувчи F '  ва F '  кучларини 

куямиз. Бу кучлар берилган F  кучига тенг ва параллел булиши керак 
f = F "  = F. Кучни келтириш натижасида берилган кч'чга геометрик генг 
ва параллел булган Т ~Т 'кучига хамда ( F . F " )  жуфт кучига эта буламиз
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(/■ /•') ж\ч | > 1  кучи га кушилган жуф! куч деб аталади бу жус}л кучниш 
момепги.

т = Fd  = F ' d  (39)
Куншлган жуфт кучнинг м о м ен т  берилган кучнинг келтириш

марказита нисбатан олииган моментша геш.
m = (40)

Лемма. Хар кандай куч гаьснр чи.ни и устида етмаган бошка
„vKiara vuira геометрик тенг ва нараллел булган куч хамда битта жуфт
кх'ч билан келади (49-расм).

Г  = А

Бу усулга Пуансо усули дейилади.
Бу усул билан хар каидай кучни узига параллел килиб таъсир 

чизиги устида ётмаган бошка нуктага келтириш мумкин.

17-§. ТЕКИСЛИКДА ИХТИЁРИЙ ЖОЙЛАШГАН КУЧЛАРНИ 
БЕРИЛГАН МАРКАЗГА КЕЛТИРИШ. КУЧЛАР СИСТЕМАСИНИНГ 

БОШ ВЕКТОРИ ВА БОШ МОМЕНТИ

Бир текисликда ихтиёрий жойлашган F,, F , F ,  кучлар системаси 
берилган булсин. Кучлар мос равишда жиемнинг А,, Аг А,  
нукталарига куйилган (50-расм). Шу кучларни текисликдаги 0 нуктага 
келтириш керак. Кучларни берилган марказга келтириш натижасида 
бир нуктага куйилган берилган кучларга тенг ва параллел булган п та
Fi = ^[.F' = F,.... F„' = F„ кучларга ва моментлари т,,тг,...,т„ га тенг
булган п та жуфт кучга эга буламиз (51-расм).
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50-расм. 51-расм.

Бу жуфт кучларнинг моменти Пуансо усулига асосан

Келтириш марказига куйилган F, . h \....F, кучларини куч
кунбурчагини кушиш усули билан кушиб, тенг таъсир этувчисини 
аниклаймиз (52-расм).

Бунда R бош вектор. Бош вектор берилган кучларнинг геометрик 
йигиндисига тенг.

Текисликдаги жуфг кучларни кушиш \акидаги теоремага 
асосланиб, моментлари да, тп га тенг булган п  та жуфт кучларни
кушиб битта жуфт кучга келтирамиз. Бу жуфт кучнинг моментини м, 
билан белгилаймиз.

Бунда М о  берилган кучларнинг бош моменти. Кучлар 
системасининг бош моменти берилган кучларнинг келтириш марказига 
нпсбатан олинган моментларнинг йигиндисига тенг.

52-расм.

R = F ' + Fj' +... + F '  = F, + F3 +... +  F , = £ >

*-I F (41)

M „  - О Т ,  ♦  + . . .  +  OT.  = O T „ ( F ) + O T ,  , ( / • ' , )  +  . . . +  » i „ ( F „ )  =  £ o t „ ( F )

M, = X /”o(F)
(4 2 )
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- Шундай килиб статиканшн куйидаги асосий георемасн небо г 
кплииди.

Т еорема. Текисликда ихтиёрнп жойлашган кучларни келтириш 
марказига куйилган кучларни бош вектор к га тенг булган битта куч га 
на моменти бош моменти Мо га ieiir булган битта жуфт купа келтириш 
мумкин (53-расм).

53-расм.

Бош вемор келтириш марказига боглик эмас, бош момент эса 
келтириш марказига боглик булади, келтириш маркази узгарса бош 
моменти узгаради, чунки кучларни шу марказга нисбатан елкаси 
узгаради.

,£j»oni векторнинг модули ва йуналишини бир нуктага куйнлган 
кучлар системасииинг тенг таъсир этл’вчисининг модулини 
анпклайдиган (40) - ва (41) - формулалар билан топилади. Бош 
моментнинг микдори (42)- формула билан аникланади.

Ь\уйидап| холдарни куриб чнкамиз
1. R *0 А/0 =о.

Бу холда кучлар системаси келтириш марказига куйилган битта 
ieiir таъсир этувчн н кучига келтирилади (54-расм).

2. Агар R = о А/„ * 0.
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Бу холла кучлар системаси моменти б о т  моменты ими бу л ган  
битта ж у ф ! кучга келтирилади (55-расм).

3. Я * О Д/„ * о
Бу холла кучлар системаси тент таъсир этувчи куч та келтирилади, 

лекин тенг таъсир этувчи кучнинг таъсир чизиги ОС=М„/К шартидан 
аннкланалитаи С  нуктадан утади. Кучлар системасини О марказга 
келтириш натижасида R хамда М о  ни аникладик (56-расм).

r ' = r " = r шартини каноатлантирувчи (R'.R") жуф гни хоспл 
килайлик, бу жуфт mjR' ,R’) = М„ булсин. (R.R’)~0 булганлнги учун 
иккинчи аксиомадан фойдаланиб, уни ташлаб юборамиз наги жала 
кннматн бош векторга тенг, йуналиши унга параллел булган С  нукта 
оркали утувчи тенг таъсир этувчи кучга эга буламиз.

4. R=0M„~0
Бу хо/1да берилган кучлар системаси мувозанатда булади.

18-§. ТЕКИСЛИКДА ИХТИЁРИЙ ЖОЙЛАШГАН КУЧЛАР 
У  СИСТЕМАСИНИНГ АНАЛИТИК МУВОЗАНАТ ШАРТЛАРИ

( у /  Текисликда ихтиёрий жойлашган к ^ л а р  системаси мувозаиатда 
оч'лиши учун уларнинг бош вектори билан бош моменти бир вактда 
нолга тенг булиши зарур ва етарли.
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W =0: M„ = 0 (43)
(43)*тенглик кучлар системасиниш геометрик шакллаш 

мувозанат лик шартини ифодалайди.
Аналитик куринишдаги мувозанат шартини ёзамиз.
Бош векгорнинг модули куйидаш формула билан аникданадп.

(44)
(43)-тенглнкнппг бнрипчи шарти бажарилиш учун яыш R-0 булиши 

учун, SX=0 IY=0 булиши керак. (43)-нинг иккинчисига (42)ни куямпз. 
У  in (/•") = о

1 ^ = 0  

1 » '  = 0 

X w o ( F )  =  0

(45)

X ,  + * } + ...+  * „  = 0

К,+К2+...+ К„ = 0 (45.)

т 0 ( F , )  +  т 0 ( F 2) +  ...+  /н0 ( F .)  =  0

(45)-формула текисликда ихтиёрий жойлашган кучлар 
системасининг биринчи асосий турдаги аналитик мувозанат шартини 
нфодалайди. Бу шарг куйидагича таърифланади: Текисликда ихтиёрий 
жойлашган кучлар системаси мувозанатда булиши учун кучларнинг х,у 
укларидаги проекцияларининг йигиндиси ва ихтиёрий О нуктага 
нисбатан моментларнинг йигиндиси нолга тенг булиши зарур ва 
етарлидир.

Кучлар сисгемасининг иккинчи ва учинчи турдаги аналитик 
мувозанатлик шартлари мавжуд. Иккинчи турдаги мувозанатлик шарти 

5>,<F)-o ^ т , ( й . о  X-v = 0 билан ифодаланади (46)
Текисликда ихтиёрий жойлашган кучлар системаси мувозанатда 

булиши учун ихтиёрий А ва В нукталарга нисбатан моментларнинг 
йигиндиси ва ОХ укига нисбатан проекцияларнинг йигиндиси нольга 
тенг булиши зарур ва етарли шартдир.

Б)' холда А  ва В нукталарни тугаштирувчи АВ  тугри чизик 
кесмасини л укига перпендикуляр булмайдиган килиб танлаб олиш 
керак. Акс холда тузилган учта тенгламалардан биттаси колган 
иккитасипинг натижаси булиб колади ва иккита тенглама билан учта 
номаьлумнп аниклаб булмайди.

Учинчи турдаги мувозанатлик шарти.
£'h,(A ') = 0 £ nt„(F) = 0 £m ,(F ) = 0 билан ифодаланади (47).
Текисликда ихтиёрий жойлашган кучлар системаси мувозанатда 

чулиши учун кучларнинг бир тугри чизик устида ётмаган учта А, В ва С
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iiYKia/iapia ннсбаган моменыарш шг пигиидиси мо/па ieni бУлннш 
зарур ва етарли.

Бу холла момент марказлари А, В ва Снукгаларни бир lyi pii чн »нк 
устпда ётмайдиган, яьни учбурчак хосил кпладиган, килиб ганлаб о л п т  
керак. Акс холда юкоридаш эслатмага келамнз.

19-§. ТЕКИС/1ИКДАГИ Г1АРАЛЛЕУ1 КУЧЛАРНИНГ МУВОЗАНАТ
ШАРТЛАРИ

Бир текисликда жойлашган ва узаро нараллел булган /• ./ .  /•, /•_ 
к\-члари берилган булсин (57-расм). Кучларга параллел кплпб у  укпни 
йуналтирамиз. Параллел кучларга текисликда ихтиёрий йуналган 
кучларнинг бпринчи ва иккинчи турдаги мувозанат шартини тадбик

бунда А ва В  нуцталардан утган тугри чизик у  укига параллел 
булмаслиги керак. (48) - ва (49) - формулалар бир текисликда 
жойлашган ва узаро параллел булган кучларнинг мос равишда бпринчи 
ва иккинчи турдаги мувозанат шартини ифодалайдилар.

Бпринчи турдаги мувозанат шарти куйидагича таърифланади.
Бир текисликда жойлашган ва бир бирига параллел кучлар 

системаси мувозанатда булиши учун кучларнинг кучларга параллел 
булган \’кдаги проекцияларининг йигиндиси ва текисликдаги ихтиёрий

кпламиз.
У

о

57-расм.

S  У = 0 

X  то ( П  = О
(48)

(49)
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О иумага нисбагап олпнгап момешларннш йигиндиси нолю iein 
бУлшии зарур ва егарлидир.

Иккинчи гурдаги мувозана! шаргп куйидагича гаьрпфланадп.
Бир текисликда жойлашган параллел кучлар мувозана!да булишп 

у ч у н  кучларнинг ихтиёрий А па В нукгаларга нисбатан олинган 
мометларнннг йигиндиси пол га генг булиши зарур ва етарлидпр.

20-§. СИРПАНИШДАГИ ИШКАЛАНИШ

Бир жисмнинг иккинчи жисм усгида сирпаниши нагижаснда 
\осил буладиган ншкаланишга сирпанишдаги ишкаланиш дейиладн.

Огирлиги Р  га тенг жисм горизонтал столга куйилган булсин (58- 
расм). Жисмни блок оркали утказилган ипга боглаймиз. Ипнинг 
иккинчи учига палла оснб куямиз. Жисм огирлик кучи Р ва столнннг 
нормал реакция кучи N гаьсирида мувозанатда булади. Бу кучлар 
вертикал кучлардан иборат булгани учун улар жисмни харакатга 
келтирмаиди. Жисмни харакагга келтириш учун паллага тош куйнш 
керак. Лекин жисм паллага маьлум микдорда тош к5'ймагунча 
харакатланмайди. Чунки стол юзаси ва жисмнинг столга тегиб турган 
юзаси силлик булмагани учун ипнинг тортилиш кучи Г га микдор 
жнхатдан генг, йуналиши карама-каршп булган F ишкаланиш кучи 
хосил булади. F кучга сирпанишдаги ишкаланиш кучи дейиладн. Т 
кучнинг киймати (яъни паллага куйиладиган тош) орта бориб/маьлум 
микдорга етканда жисм силжиш олдида туради, бу холда ишкаланиш 
кучи F=Fmaxэт  кап а (максимал) кийматга эга будади.

58-расм.

Сирпанишдаги ишкаланиш кучи F поддан энг катга ишкаланиш 
кучигачл узгаради.

О < F < F max
ШундаГ: килиб, да га л текисликнинг тулик реакция кучи микдор ва 

йуиалпт жихагдан нормал реакция кучи ва ишкаланиш K\”Mapiira
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курилган lyrpn iy p Iбурчамшнг диагонали билан ифодаланадп (59- 
расм):

К=Т'+ К

59-расм.

Француз олими Ш. Г. Кулон (1736-1806) утказган гажрнбаларига 
асослаииб, сирпанишдаги ишкаланиш конунларини куйидагича 
таърифлаган.

1) Тинч холатдаги максимал ишкаланиш куч нормал реакция кучига 
пропорционалдир.

Fmax=fN  (50)
Бунда: Fmax - сирпанишдаги энг кагга ишкаланиш кучи; /  - 

сирпанишдаги ишкаланиш коэф ф ициент; N - нормал реакция кучи.
2) Ишкаланиш кучи жисмларнинг ишкаланувчи сиртлари 

улчамларига боглик булмайди.
3) Сирпанишдаги ишкаланиш кучи жисмлар материалига ва 

ишкаланувчи юзаларнинг ишкаланиш даражасига боглик булади. 
Ю заларры лик булса ишкаланиш кучи кам булади.

(50) дан
F ^ x

/  = — келибчикади (51)

Яыш сирпанишдаги ишкаланиш коэф ф и ци ен т улчовсиз каггаликдир. 
Турли материаллар учун ишкаланиш коэффициентининг кийматлари 
маълумотномаларда келтирилган.

Бир жисм иккинчиси устида харакатланганда \осил буладиган 
ишкаланиш кучи хам нормал реакция кучига нроиорционал булади: 
F=f N. Бунда f -  жисм харакатлангандаги ишкаланиш коэф ф ициент 
булиб, у жисмиинг холатидаги ишкаланиш коэф ф ициент /д ан  кичик 
булади; f< f

Демак, жисм харакатда булганда ишкаланиш кучи тинч 
тургандагига нпсбатан камрок булар экан.
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2-§. ИШКАЛАНИШ б у р ч а г и . ИШКАЛАНИШ к о н у с и

А ы рбирор гори Jon 13/1 гекисликка изяниб ivpiaii жисм сирилпнш 
олдпда (мувозанаI чегарасида) булса, ишкаланиш кучи эш капа 
кпйматга ага булади (60-расм) хам да.

Rm.»=N + F™x булади (52).
Максимал тулик реакция кучининг нормал реакция кучи билан 

ташкил килган бурчаги ишкаланиш бурчаги дейилади. 72 - расмдан 
курипиб iyрибдики,

ig<p=h-r; = J~ « /  /«♦>=/ (53)
А Л

Шуи дай килиб, ишкаланиш бурчагининг тангеиси ишкаланиш 
коэффициентига тенг булар экан. Сирпанишдаги ишкаланиш 
коэф ф ициент /канча кичик булса, ишкаланиш бурчаги шунча кичик 
булади.

60-расм.

Агар Ы ) булса, <Р =0  га тенг булади. Бу холда сирпанувчи 
жисмларнинг юзалари абсолют силлик булади. Абсолют силлик 
текисликнинг реакция кучи текисликка перпендикуляр йуналади.

Горизонтал дагал текисликда тинч холда ётувчи жиемга 
текпеликка утказилган нормал билан а  бурчак ташкил этувчига Q  куч 
таъсир этсин (61-раем), у кучни нормал реакция кучи билан 
мувозанатлашувчи Р  ва жисмни силжитишга интилувчи 5  иккита 
ташкил этувчига ажратамиз. Уларнинг модули:

P=Q cos a, S-Q sin а
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5  ia 1 1 1к1 1 . 1 этувчи жпсмнп харакама келшрнмпа иншладп, Г  
гашкнл этувчи эса жпсмнп текпслпкка посади. Бунпнг иатпж.кпда 5га  
карши йуналган ншкаланнш кучи напдо булади.

Р

Ь)а)
61-расм.

Жисмни жоппдан силжитнш учун 5  кучнинг модули, макси мал 
■нпкаланпш кучи Лм» =f N=t Q cos а  дан катга булиши керак:

Q sin а  > (Q  cos а  ёки A  tg 4> £tg ч  
Буидан

(54) - тенгсизлпкдан курамнзки, агар Q  куч текпслпкка угказилган 
нормалга иш мланпш  бурчаги <Р дан кпчик бурчак осгида гаьснр этса, у 
холда бу куч хар канча капа булишига карамай, жисм тинч холагда 
кол ад и.

Вертикалга <р бурчак остида угказилган тугри чизицлар билан 
чегараланган (61-расмда штрихланган) сохага мувозанат сохаси 
дейилади. Мувозанат сохаси ичнда ётувчи Q  куч канча катта булса хам 
текпслпкка таяниб турган жисмни харакатга келтира олмайди.

Агар жисмни силжитувчи куч турли йуналишларда таъсир этса, 
мувозанат сохаси учидаги бурчаги 2 ф га генг иш мланпш  конуси билан 
чегараланади. Бу холла ишкаланиш конуси ичида ётувчи хар каидай куч 
жисмни харакатга келтира олмайди. Чунки бу холда жисмни 
силжитувчи куч, максимал ишкаланиш кучидан кпчик булади.

Бир жисм иккинчи бир жисм усгида сирпанмай, думалаб 
тораётганда думалашдаги ишкаланиш хосил булади.

а  > <р (54)

22-§. ДУМАЛАШДАГИ ИШКАЛАНИШ
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i )i u p .ни и / ’ ни радиуси  К  га le n r  гилдирак гори.юнгаи i o k i i c . u i k . i j  

t iia n  булсин (62-расм). Г илдиракка унинг О  м аркаш лам  угувчп
I ори юн гал куч к?1шлган.

62-расм.

Гилдирак ва гекисликнинг деформацняланиши натижасида 
ишкаланиш битта нуктада хосил булмай, икки жисмиинг бир-бирига 
гегиб турган эзилган юзасида хосил булади ва нормал реакция кучи О  
нукгадан утувчи вертнкалдан S масофада етувси С  нуктага куйилади.

/ ишкаланиш кучи эса гезликларнинг опий марказига к\'йилган
булади.-

Гнлдирак учун мувозанат тенгламаларини тузамиз:
IX -0 , Q - F - 0  (1)
ZY-O, N - P - 0  (2)
1тл-0, Q R - N S - 0  (3)

(1) - ва (2) -  тенгламалардан
Q-F; P -N

Демак, Q.F.F ва .V кучлари (Q.F) ва [P.N) жуфт кучларни ташкил 
этади. (Q.F) жуфг куч гилдиракни харакатга келтиради. Унинг моменти

М  -  Q  R га тенг .(55)
(P.N) жуфг кучи гнлдиракнинг думалашига каршилик курса гад и, 

яыш уни мувозанатда саклаб туради. Бу жуфт кучнинг моментига 
думалашга каршилик курсагувчи момент дейилади. Унинг микдори
нормал N реакция кучи билан думалашдаги S  ишкаланиш 
ьоэффициентинннг купайгмасига тенг.

М ы - S N  (56)
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Бунда 5 - думалаIплаги ишкаланиш коэ(|к|>нциента булиб, узунлик 
бирлиш  билам улчанади. Тажрибаларниш курса ппиича, думалашлаш 
ишкаланиш коэф ф ициент жисмларниш магериалига, ишкаланувчн 
сиртларнинг ишланиш даражаспга, гнлдиракнинг радиусига ва нормал 
босимга боглик булади. (55) - ва (56) -  формулалардан:

Q R - S N ,  (57)
бундан

Q - -  ■ X келибчикади (58)
R

(58)-тенгликдан курам т к и  (О. Г) ва (Р.\)  жуфг кучларниш 
моментлари узаро тенг булар экан. Бу жуфт кучлар! а узаро 
мувозанатлашувчи жуфт кучлар дейилади.

F</N. ~ N < / N .  6- < f  (59)
А Л

(59)-формуладан курамизки гилдирак сирпанмасдан думалапы 
учун думалашдаги ишкаланиш кучи сирпанишдаги максимал 
ишкаланиш кучидан кичик булиши зарур; бунда f сирпанишдаги 
ишкаланши коэффициента. (59) - тенгсизлик бажарилгаида гилдирак 
сирпанмасдан думалайди.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛ АР.

1. Кч’шилган жуфт куч деб нимага айтилади ва унинг моменти 
нимага тенг?
2. Кучлар системасининг бош вектори деб нимага айтилади хам да 
уни кандай аниклаш мумкин?
3. Бош момент деб нимага айтилади ва у кандай аникланади?
4. Бош вектор тенг таъсир этувчи кучдан нима билан фарк килади?
5. Келтириш маркази узгартирилганда, берилган кучлар система
сининг бош вектори ва бош моменти узгарадими?
6. Текисликда ихтиёрий жойлашган кучлар системасини кандай 
холларда битта кучга еки битта жуфт кучга келтириш мумкин?
7. Текисликда ихтиёрий жойлашган кучлар системасининг аналитик 
мувозанат шарти кандай таърифланади?
8. Мувозанат тенгламаларини уч турини ёзинг?
9. Текисликдаги параллел кучлар системасининг мувозанат 
тенгламаларини ёзинг?
10. Ишкаланиш бурчаги деб нимага айтилади?
И . Ишкаланиш конуси деб нимага айтилади?
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12. Ишкаланиш бурчаги билап ишкаланиш коэф ф ициент орасида 
Каидай богланиш мавжуд?
13. Ишкаланиш кучи деб нимага айтилади?

^  14. Думалаб ишкаланиш коэффициенти деб нимага айтилади?
<^55. Думалаб ишкаланиш моменти нимага тенг?
 ̂ Тб. Ишкаланишиинг каидай |урларини биласиз?

17. Сирпаниб ишкаланиш кучи ка йен формула билан аникланади?
18. Мувозанат сохаси нима?

Сирпаниб ишкаланиш яхшими ёки думалаб ишкаланиш яхшимн 
а нима учун?

Тугри чизикли сгерженлардан ташкил топган геометрик узгармас 
консгрукцияга ферма дейилади. Стерженларнинг учдарини 
бирлаштирувчи нукта тугун дейилади. Стерженлари бир текисликда 
ётувчи ферма текис ферма дейилади. Фермага таъсир килувчи кучлар 
унинг тугунларига куйилган булади. Тугунларга куйилган кучлардан 
ферманинг стерженлари факат чузилиши ёки сикилиши мумкин.

Фермалардаги стерженларнинг сони билан тугунлар сони ораенда 
куйидаги богланиш мавжуд:

Бунда m -  фермада! и стерженларнинг сони 
п -  тугунлар сони

Агар m <2п-3 булса, у холда ферма геомефик узгарувчан булади ва 
ш>2п-3 булганда геометрик узгармас булиб, у ортикча стерженларга 
эга булади. Геомефик узгармас ва сгатик аник фермани тузиш учун 
ш=2п-3 шарти бажарилиши зарур.

Ферма таъянчларининг реакнияларини ва фермага куйилган 
кучлар таъсиридан унинг стерженларида хосил буладиган зурикиш- 
ларни аниклаш мумкин. Бу зурикишларни билиш фермани лойихалаш 
вактида керакли мусгахкамлнкдаги стерженларни танлаб олиш учун 
зарурдир. Бу масалани ечишда:

- <|>ерма стерженларининг огирлиги эътиборга олинмайди;
- тугунлардаги ишкаланиш хисобга олинмайди.
Фермага таъсир этувчи кучлар факаг унинг тугунларига куй и лад и 

деб с}>араз килинадп.

23-§. ФЕРМА ХАКИДА ТУШУНЧА

т=1л-3



У холла ферманшп хар йир стерженига, унинг учларша куиил 1 ан 
ка стержен буйлаб йуналган икки куч таъсир килади. Демак, ферманшн 
стерженларп бу кучлар таъсирида фа ка т чузилиши ёки сикилиши 
мумкин.

Ферма стерженларидаги зурпкишлар асосан купила гп усуллар 
билан аниманади: 1. Тугунлари ёки стсржеиларни косит усули;
2. Риттерусули; 3. Максвелл - Кремои диаграммасинп курит усули .

24-§. ФЕРМА СТЕРЖЕНЛАРИДАГИ ЗУРИКИШЛАРНИ 
ТУГУНЛАРНИ КЕСИШ УСУЛИ БИЛАН АНИКДАШ

Ферманинг хамма стерженларида хосил буладиган зурикишларни 
аникдаш ч'чун тугунни кесиш усулидан фойдаланилади. Бу усул билан 
ферманинг стерженларидаги зурикншларии график ва аналитик усул 
билан ан и м аш  мумкин. Ферманинг тугун кесиш усули билан аналитик 
хисоблаш тартиби куйидагачадир.

Берилган ферманинг тугунларини харфлар билан, стерженларини 
эса рацамлар билан белгилаб чикилади.

Таянчлар олиб ташланади ва уларнинг фермага берадиган 
гаъсирини хозирча бизга номаълум булган таянч реакциялари билан 
алмаштирилади. Таянч реакция кучлари аникланади.

Ферманинг тугунларини кесиб олинади (кесилган тугунлар схемаси 
чизилади);

Ферманинг хамма стерженлари чузилгач (зурикишлар 
тугунлардан стерженлар томонига йуналган) деи фараз килиб, 
ферманинг хар бир тугуни учун мувозанат тенгламалари (ХА" = 0;£У = 0) 
тузилади. Тугундан ту1унга утиш тартиби текшираётган тугундаги 
номаълум кучлар сони иккитадан куп булмаслиги керак, деган талабпи 
кондириши лозим.

Бу мувозанат тенгламалари ечилади ва стерженлардаш 
изланаётган зурикишларнинг катталиш хам да ишораси аникланади.

М исол. Ферманинг таянч реакциялари ва стерженларида пайдо 
буладиган зурикиш кучлар аниклансин (63-расм). К уйидатлар 
берилган:

а~5м; Р'-ЮкН, Р:~20кН, Р?~30кН, P<~/Ot Н.

я
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Ечиш. 1) Таянч реакцияларни аниклаш.
Фермага берилган кучлар, Р^Р^.Р^Р, В кузгалмас таянч хи на Г, 

реакциялари, А кузгалувчан таянчнинг к, реакцияси куйилган. Бу 
кучлар текисликда ихтиёрий равишда жойлашган кучлар булгани учун 
уларнинг мувозанат шарти куйидаги куринишда ёзилади:

1ДГ-0(ДГ,-/5*0 Х, = Рг = 20сЛ/
1 Y = 0 .R ,-P ,-P ,-P , + YI I=0.
_  3 Л
£А/, =0.-Р ,-а -Р ,- а -Р ) -2а+Р, •— a+Y„-3a=0

Тузилган тенгламаларнп ечиб реакция кучларини аникланадм:
з Л з >/зР,+Г>- +Ру2-Р,- 40+10+302-20

>,=------ 2---- ------2 . . -------2------------2_=зд5 ЬкН
3 • 3

R, = f>+P+Pt -Y,, = 10+30+40-3256=4744*//
2) Стерженларда хосил буладиган зурикиш кучларини аниклаш. 

Ферманинг тугунларини A,B,C^J,E ва F харфлар билан белгиланади. 
Энг олдин А ёки В тугунларини кесиш мумкин. Чунки бу тугунларда 
реакциялари аникланмаган икки стержен (1,2 ёки 10 ва II стерженлар ) 
бор. А  гугуни кесилади. А тугунга А  шарнирнинг R, реакцияси ва 
кесилган 1 ва 2 - стерженнинг S,eaSt реакциялари куйилган (64- раем). А 
тугунга куйилган кесишувчи кучларнинг мувозанат тенгламалари 
тузилади:

I X  = 0:5, + S, cos 60" =0 
Z Y' — 0; R. + 5. sin 60" = О

-54,78*//
sin 60“ Л  

S2 = -S, cos 60° = -(-54.78) 0,5 -  27.39кН
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71-расм.

X Л' = 0: X „ -  Sm -  S ,, cos 60" 
X )' = 0; Y„ + S„ cos30' =0; 

Бу тенгламалардан:

S „ .
cos 30"

2 У„
' Ti

5„ 32-56 * -37.64KH
1.73

Демак, 11 - сгержен сикиладн.
5,„ = -  5,, cos 60" = 20 ♦ 37.64 0.5 
5,„ = 20 + 18.82 = 38.82KH 5„, = 38.82 KH 

5,„во5„ реакция кучларини ф аф ик усулда аннкланади. Бунинг 
учун В тугунга куйилган кучлардан куч купбурчаки курилади (72-расм). 
Бу куибурчак ёпик булиши керак, чунки В тугунга кучлар системаси 
мувозанатда турибди. Ихтиёрий нукта олиб, бу нуктага узига 
параллел килиб М=Ю кн/м  масштабда Л'„ куч келтириб куйилади. 
Унинг учига узиа параллел килиб худди шу масштабда у„ кучи 
келтирилади. Бу куч учига узига параллел килиб 5ю кучни, унинг 
учига узига параллел килиб 5И куч келтирилади. Натижада куч 
купбурчаги хосил булади (72-расм).

6) Энди £  туг)'ни кесплади. Бу ту1унга берилган Я, куч хамда 8-, 
9- ва 11-сгерженларнинг реакция кучлари куйилган (73-расм, а). Бунда Е 
тугунга куйилган 11 -сгерженнинг реакция кучи S : микдор жихатдан 
5: га тенг ва унга карама-каршп иуналганлигини эыиборга олиш 
лозим. Е тугун учун пккита мувозанат тенгламаларп тузилади:

Ы)



к

у

а)
73-расм.

Р,_____X
Р:

а
S.

Ь)

I I  А' = 0: -  Л -  .V, -  .V, cos 60 + S,, cos 60 ‘ = 0 
1S > = 0. -  5,', cos 30 -  5, cos 30 ’ = 0;

Бу 1енгламаларни ечиб:
•V, = -Р. - 5 , cos60" + 5 ,,cos60" = -20-37.6 0.5 + 37.6 0.5 = 38.8+ 18 8 = -20А7/
.V, - .s = 37.64А7/. .V, = -20КН олмнади.
£  lyryn учун куч купбурчагл (73- раем, Ь).
Энди D  гугунни кесилади. Бу тугун берилган р куч хам да 4-, 5-, 6-, 

7-, на 8-стерженларнинг реакция кучлари куйилган (74-расм). Мувозанат 
генгламалариии |узишда 4-, 5-, ва 8 - сгерженларнинг реакция кучлари 
s\.s \ea  S',C.F ва Е тугунларга куйилган S, ,S teaS, реакцияси кучларга 
микдор жикатдан генг, йуналиши карама-карши эканлигини эътиборга 
олиш лозим. Д  тугун учун бутта мувозанат тенгламасини тузиш кнфоя, 
битта номаьлум стерженнинг зурикишини аниклаш колди холос. 7- 
стержендаги реакция кучи аникланади:

I У = 0 -Р, +5; cos30° - 5 ,  cos30° = 0 
5, cos300 = - /^ + s ;  cos30°

cos30

2Ю  о ,
I 73 + = ~ 1156+8.54 = -3,02

S 7 =-3,02 KH.
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74-расм.

Демак, 7 - сгержен сикилади.
Стержендагн зурикиш микдор жихагдан унга реакция кучига

■ епг булади. Сикиладиган стержендаги зурикиш куш  шаргли равишда 
манфий ишора билан белгиланади. Олинган натижалар куй ид а ги 
жадвалда келтирилган:

Стерж ень раками 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. п |
Зурикиш, кН 

хисобида

-5
4,

78
-2

7,
39

54
,7

8
-5

4,
78 Я

ОС 59
,0

5 гм
СП1

осм• -3
7,

84
38

,8
2 3

Р;

25-§. ФЕРМА СТЕРЖЕНЛАРИДАГИ ЗУРИКИШЛАРНИ 
РИТТЕР УСУЛИ БИЛАН АНИКДАШ

Агар текис ферманинг барча стержинларидаш зурикишларни 
аникдаш зарур булса тугунни кесиш усулидан фойдаланиш энг кулай 
хисобланади. Лекин ферманинг айрим стержинларидаги 
зурикишларни аниклаш лозим булса, у холда Риттер 1826-1906 
томонидан кашф килинган ва унинг номи билан аталадиган усулдан 
фойдаланиш максадга мувофикдир. Бу усулда хам дасглаб ферманинг 
таянч реакциялари аникланади.

Риттер усулининг мохияти шундан иборатки, ферма бирор I-I 
кесим билан киркиб икки кисмга ажратилади ва ажратилган кисмнинг 
мувозанати текширилади. Текисликда ихтиёрий жойлашган кучлар 
системасининг мувозанат тенгламалари ёрдамида учта номаълум 
катталикни аниклаш мумкин. Шу сабабли фермани шундай кесим
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on,ми косин. керакки, реакция кучлари номаьлум булган сгерженлар
сопи учтадап ошмасин.

Ферманпш кеси л гап  бир кисминн тушириб куйиб, унинг фермани
.............. кпсмига курсатадиган гаьсирини кесилгап сгерженлар буйлаб
iviiiiipiio куйилган юмоига йуналган кучлар билан алмаштирамиз, 
я  ыш б а р ч а  кесилгап сюрженлар чузпладп дебфараз киламиз. Тузилган 
mvhomiwi 1енгламаси ечплганла бирорта стерженнинг реакция кучи 
манфнн шноралн чикса, уншп йуналишн кабул килпнган йуналишга 
карама-карши булиб, мазкур сгержен аслида сикилади. Ферманиш 
ко,нам кисми учун текисликда империи жойлашган кучлар 
снстемасиннпг мувозанат тенгламалари тузилпб на бу тенгламаларни 
ечиб, сгерженларнинг номаьлум реакция кучлари аникланади. 
Тенгламалар тузишда имкопн борича \ар  бир тенгламада номаълумлар 
сони биггадан ошмаслигига харакат килиш керак. Тенгламаларни 
|узишда момент маркази учун учта номаълум реакция кучидан ке1 ма -  
кет иккитасининг таъсир чизиги кесишган нуктани олиш гавсия 
л и  лад и. Бундай пукталар момент ёки Риттер нукгалари деб агаладн. 
Агар реакция кучи анпкланадпган учта стержендан иккитаси параллел 
булса, демак уларнинг кеспшнш нуктаси чексизликда ётади, моментлар 
тенгламасидан бирининг урнпга кучларнинг нараллел стерженларга 
перпен,1 икуляр укга ироекцияси генгламасини тузиш мумкин, яьни 
!>' = 0 ёки Z-V =0.

Риттер усулининг афзаллпги шундаки, у ферманинг исталган 
сгерженидаги зурикишни бошки сгерженлардаги зурикишларни 
хисобламай туриб аннклашга имкон беради. Унинг соддалиш 
шундаки, баён килпнган усулда тузилган хар бир тенгламага факат 
битта номаълум киради.

Риттер усули билан 1 -  масалада берилган ферманинг 2-, 3-, 4-, 6-, 
7- на 8-сгреженларидаги зурикишларни аниклаймиз. Юкорида 
кургапимиздек, фермага Я, = 1 0 * //. Р, =20 кн. Р, =30 кн. />,=40 кН 
кучлар 1 аъсир этади ва унинг таянч реакциялари R*=47,44 кН. Хв-20 кН, 
Ув=32,56 кН  га тенг.

2-, 3- ва 4 - сгерженлардаги з\грикишни топиш учун ферманинг 2-, 
3- ва 4-сгерженларини I-I кесим билан кесилади. Ферманинг \-нг томони 
гуширнб куйилади, кол,щрнлган кисмнпнг чап кпсмига берадиган 
гаьсирни мос сгерженлар буйлаб й^тталган S i , S i  ва S 4 зурикиш



кучлари билан алмаштирамнз (75-расм). Фермаппш чаи кнсмп 

S z. S j , S a ва R a кучлартаъсири остида мувозанатда турибди.

S : зурикиш кучини аниклаш учун иккита номаълум S . ва S , 
кучлари кесишган Снуктага нисбатан моментлартенгламаси тузилади.

Z m, = 0;-Я, ~ - а  = О, h = igbO" » ® -УЗ
47.44
1.73

27.4А.7/

5 . ва S * кучлари кесишган F нуктага нисбатан 
тенгламасини тузиб 5 . кучини аникланади:

■J3

м ом етлар

I  я  , а  0; -  R . • а - S . -------и1 * 2 
2 • 4 7 ,

0;

S. 2 У, 
>/3 1.73 = -54 ,8KH .S, = - 54.8А7/

2- ва 4-сгерженлар узаро параллел. Бу холда момент нукгасн 
чексизликда булади. Шунинг учун кня стержендаги, яьни 3-стержендаги 
зурикишии топиш учун моментдар тенгламаси эмас, кучларнинг 
проекциялари тенгламаси тузилади. Кучларни шундай укка 
проекциялаш керакки, бунда хам тенгламада факат бш та номаълум 
катнашаднган булсин. Бунда ук сифатида вертикал ук олинади, 75- 
расмдаги кучлар вертикал А> укга проекцияланади:

I У = 0; R , -  S, cos 30" =0
R, 2 R . 2-47,44
-------- - J T ' ----------

54.8 КН.
cos 330° V3 1.73 

Олинган натижани тугунни кесиш усули бт1лан аникланган натижа 
(1-жадвал) билан солиштирсак, Ритгер усулида хисобланган ферма 
стерженлардапт зурикишлар киймати тенг булишини курамиз.
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ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР
1. Кандай иншоотга ферма дейиладн?
2. Тугунларни кесиш усулининг мохияти нимадан иборат?
3. Риттер усулининг мохияти нимадан иборат?
4. Кандай фермалар оргикча стерженли фермалар дейилади?
5. Оргикча стерженларга эга булмдкш фермалар сгерженлар сони 

билан тугунлар сони орасида кандай богланиш мавжуд?

26-§. ФАЗОДА ИХТИЁРИЙ ЖОЙЛАШГАН КУЧЛАР 
СИСТЕМАСИ. УККА НИСБАТАН КУЧ МОМЕНТИ

Фа.юда ихтиёрий жойлашган кучлар системасига оид статика 
масалаларини ечишда кучнинг укга нисбатан моменти тушунчасидан 
фойдаланилади.

Жисмнинг А  нуктасига куйилган F кучи ва Z уки берилган булсин 
(75-расм). Кучнинг шу укга нисбатан моментини аниклаймиз. Бунинг 
учун Z  укига перпендикуляр килиб (\у) текислигини утказамиз ва F 
кучини шу текисликка проекциялаймиз.

76-расм.

Бунинг учун кучни икки учидан текисликка нерпендикуляр 
туширамиз (76-расм).

ав = F ty-F  кучининг ху текислиадаги проекцияси вектор катталик, 
чунки у  книматга ва йуналишига эга. К у ч н и н г  проекциясидан куч билан 
г  уки кесишган О нуктасига нисбатан момент олинади. F кучининг г  
укига нисбатан моменти m:(,F) билан белгиланади. Кучнинг z  укига 
нисбатан моменти куйидаги формула билан топилади.
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m.(F) = m„(F„) = ±Fxy h (60)
Бунда h-Fky кучининг О нуктага нисбатан елкаси. (60) - формула 

куйидагича таърифланади.
Кушинг 5’ККа нисбатан моменти кучнинг шу укка перпендикуляр 

текисликдаги проекциясидан ук билан текисликнинг кесишгап 
нуктасига нисбатан олинган моментига генг булади.

Кучнинг укка нисбатан моменти сколяр микдор булиб, укнинг 
мусбат йуналишидан Караганда кучнинг укка перпендикуляр 
текисликдаги проекцияси жисмни соат сгрелкаси харакатига тескари 
йуналишда аплантиришга интилса, куч моменти мусбат, акс холда 
манфпй шпора билан олинадп.

О нукта билан а, в нукталарнн туташ гирилади (76-расм), на гижада 
оав учбурчаги хосил булади.

Бу учбурчакнинг юзаси
а Оав ю зп^Щ  Fxy h (61)
2 • ДО ae юзи = Fxy h = m . (F )  

m . ( F )  = 2&0ae.JO 3u  

Лемак, укга нисбатан куч моменти О нуктадан ва Fxy кучдан 
тузилган учбурчак юзининг иккиланганига тенг.

Куйидаги холларда укга нисбатан куч моменти нолга тенг булади.
1) F кучи г  укига параллел булганда (77-расм).

Бу холла кучнинг z укига перпендикуляр булган текисликдаги 
проекцияси нолга тенг булади.

Fxy-0
2) F кучи z уки билан кесишган булса
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78-рлсм.

Бу холда кучнингелкасм нолга ie u rбулади, h=0.
Бу иккн холим кумидагича бирллштириш мумкин.
Куч билан ук бир гекисликда ёт гаи булса кучнинг шу укга нисбатан 

м о м ен т  нолга тенг булади. Бу иккн холда хам ку'чи жисмни z уки 
атрофида айлантира олмайди. Куч жисмни факагук буйлаб силжитади. 
Укка нисбатан куч моментинпш механик маъноси куйидагпча 
гаьрнфланадн.

Укка нисбатан к\^ 1 моменти кучнинг жисмни шу ук атрофида 
анлантириш кобилиятини тавсифланди.

Ума iiucoaiaii куч моментини аииклаш учун;
1. Укга нерненднку'ляр гекнслпк угказиш керак.
2. Кучни шу текисликка ироекциялаш керак, яъни проекциянинг 

Л. модулини хисоблаш керак.
3. Ук билан текисликнинг кесишган нуктасидан кучнинг 

проекциясига перпендикуляр тушириб, кучнинг елкаси аникланадн h 
гопиладп.

4. Кучнинг укка нисбатан моменгини хисоблаш лозпм.
5. Укка нисбатан куч моментпнпнг пшорасинп аииклаш керак.

27-§. НУКТАГА НИСБАТАН КУЧ МОМЕНТИ БИЛАН ШУ 
НУКТАДАН >ТГАН УКГА НИСБАТАН КУЧ МОМЕНТИ 

ОРАСИДАГИ МУНОСАБАТ

Теорема: Кучнинг бнрор укка нисбатан моменти унпнг шу укда 
олпнган ихтиёрии нукгага нисбатан момент векториниш мазкур укдаги 
проекциясига тенг.

67



Исбот: Фазодаги он pop А нуктага кучи куйнлган булсин (79- 
расм).

Бу куш и О нуктага нисбатан м о м ен т  шу нукгага куйилган 
некюр катталик булиб, ОАВ учбурчак текислнгига перпендикуляр 
йуналган, унинг модули куй и д а т  формула билан тоннладн;

М. = 1 \О А В  ю л !  (6 3 )

Момент векгорининг г уки билан ташкил килган бурчашни у билан 
оелгиласак момент векгорининг z укндагн проекцияси к\’ймдагнча 
ифодаланади.

[ a / o ( F ) ) ,  =  [ A y 0 ( F ) ] c o s r  =  2 . 9 ИМИ ■cosy (64)
ОАВ ва оав учбурчакларнинг текислнкларн орасидаги бурчак бу 

текисликларга перпендикуляр йуналган вектор ва ук орасидаги у
бурчакка тенг. ОАВ учбурчакнинг ху  текисликдаги проекцияси оав га 
тенг булганлигп учун

У холда
254tt4#cosr  = 254
[д/п(А')|, = А/„ cose

(65)
(66)

79-расмда F<»h=2SAojb булганлиги учун (60) га асосан

M z ( F )  = ± 2 S ^ lh (67)
(66) ва (67) ни солиштириб куйидаги олинади.

M z (F) = \M o(F )\ (67)
Худди шунингдек кучнинг колган координата укдарга нисбатан 

моментлари хисобланади. Натижада
А /,(Й  = 1̂ »(Ы- A/.(F) = (a7.(?)),, м :( п  = [ м , ( п [ .

формула келиб ч!!кади.
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Демак (67') -  с|х>рмула iivm .i iл нпсбатан куч моменти билан шу 
пумадан упан  ум а нпсбатан куч м о м ен т  орасидаги муносабагнн 
пфодалайди: Нумага нпсбатан куч момешшшш шу нукгадан упан 
Уклагп ироекцияси кучнинг шу ум а нпсбатан олинган моменшга геш.

28-§. КООРДИНАТА УКЛАРИГА НПСБАТАН КУЧ МОМЕНТИНИ 
ХИСОБЛАШ УЧУН ФОРМУЛАЛАР

/ кучнинг координата укларидаги проекииялари Fx, Fv, Ft ва mv 
куч кч иилган А нукганиж \,у ,г  координаталари берилган булспи (80- 
расм). Координата бошини О  ну к гада олиб л; у, гукларин и утказамиз. 
Координата укларини бирлик векторини i,j,k билан белтлаймиз.

А/ii{F) = г х F НИ 
дитермпнанд шаклида ёзамиз.

1 J к
Д/, (F) =X у :

X YZ
Дигерминантнинг бпринчи йулини элементлари буича ёйиб 

чикамиз.
М .( /  ) = ( г / -;>')■! + (х / у + ( д г > ' - у Х )  к (68)

(68) - формулада бирлик векгорлар олдидаги коэффипиентлар 
кучининг коордипа1 а укларидаги моменти булади.

mt(F)  = yF z - zF y

my(F) -  zFx-xFz  (6S-}
m.(F) = xFy-yFx  

(68)-формулалар кучнинг координата укларига нпсбатан 
моментларининг аналитик нфодасндир.



29-§. ФАЗОДА ИХТИЁРИЙ ЖОЙЛАШГАН КУЧЛАР СИСТЕМАСИНИ 
БЕРИЛГАН МАРКАЗГА КЕЛТИРИШ. КУЧЛАР СИСТЕМАСИНИНГ 

БОШ ВЕКТОРИ ВА БОШ МОМЕНТИ

Фазода ихтиёрий жойлашган F,.F;. /•„ кучлар системаси берилган 
булсин (81-расм). Шу кучларни 0 нумага келтириш лозим булсин. 
Фа.юда нхгиёрий жойлашган кучларни 1екисликда нхгпёрпн 
жойлашган кучларга учшаш бош век юр *к га tern булган б и п а  кучга на 
моменгн бош м о м ет  ю генг булган б и п а  жуфт кучга келтириш 
мумкин. Бош вектор берилган кучларнинг геометрик ингиндисига тенг.

Я = /, + F, +F, + h\+.....+F, = £  /
R ^ F  <6 9 >

У о

81-расм.

Бош момент эса келтнрилиши керак булган кучларнинг келтириш 
марказига нисбатан олинган моментларнинг геометрик йигиндисига 
тенг.

= ш,,{/■]) + +m,A~Fn)*^m„(F)
М., = ]Г "i,,(F) (70)

Шундай килиб; фазода нхгиёрии жойлашган кучлар снсгемасшш 
бнрор 0 марказга келтириш натижаснда бу кучлар системаси келт ириш 
марказига куйилган бош помор к  га генг битта куч билан, момент эса 
бош момсш W га теш б и п а  жуфг кучга келтирилади (82-расм).
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м. к/fr (Via' . *

ч/
82-расм.

30-§. ФАЗОДА ИХТИЁРИЙ ЖОЙЛАШГАН КУЧЛАР 
СИСТЕМАСИНИНГ БОШ ВЕКТОРИ ВА БОШ

м о м е н т и н и  х;и с о б л а ш

1. Бош векторми хисоблаймиз. Бунин г учун (69)-вектор тенгламанинг 
иккала кисмини координата укларига проекциялаймиз.

R. = X t + X t +...+ Xm = X 'V

i ? , - y , + y , + . . . + y . - 2 ) y  (7i)
/?г = z, + Zj + ...+ Z . = £ z

(71)-формула билан бош векторнинг координата укдаридаги 
проекииялари топилади.

Бош векторнинг модули куйидаги формулалар билан топилади.
R - Jr! * Rl +RI ёки

K - f o x y . £ r J + t z J  (72)
Бош векторнинг йуналиши эса куйидаги формула билан 

аникланади.
Я, 0 Яcos а  =  — ; cos /? = — ; cos у  =  —  (7 3 )
R R R

бунда, а.р,у, -R • билан лг,/, z  уклари орасидаги бурчаклар.
2. Бош моментни хисоблаш.
Бунинг учун вектор тенгламанинг икки кисмини координата 

укларига проекциялаймиз ва нуктага нисбатан куч моменти билан шу 
нуктадан утган укка нисбатан куч моменти орасидаги муносабатдан 
фойдаланиб бош моментнинг координата укларидаги проекцияларини 
аниклаймиз.
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м». ш >»,№,) + mt(F2) +... + m,(Fm) = Y ,mAF)
= « , (Ft) + m„(F}) +... + m,(F.) « £ m,(F)

M„. = m.(F,) + m.(Fj) +... + m.JF.) = )

Ч>, • £ * ,< 0  (74)
Ч* * 1 " Д )

Бунда Mm, Moy, M<m - бош момент АУ нинг лг^.гукларидаги проекцияси.
Бош моментнинг координата уцдаридаги проекцияси ташкил 

этувчи кучларнинг уша укка нисбаган олинган моментларнинг 
йигиндисига тенг.

Бош моментнинг катталиги куйидаги формула билан топилади.
= + M l  + A/Jj ; ёки 

м. • + (75)
Бош моментнинг йуналиши куйидаги формула билан топилади. 

cos а, = ; cosfl,= ^p-. c o s r ^ ^ f -  (76)
Л ?  Q М  ц .V / 1(

Бунда в , , б о ш  момент М о  нинг мос равишда x,y,z  уклари билан 
ташкил этган бурчаги.

31-§. ФАЗОДА ИХТИЁРИЙ ЖОЙЛАШГАН КУЧЛАР 
СИСТЕМАСИНИНГ АНАЛИТИК МУВОЗАНАТ ШАРТЛАРИ

Фазода ихтиёрий жойлашган кучлар системаси мувозанатда 
булиши учун бош вектор ва бош момент бир вактда нолга тенг булиши 
зарур ва етарли;

Л-0, А/„=0 (77)
(77)-тенглик кучларнинг геометрик куринишдаги мувозанатлик 

шартини ифодалайди. (72)- ва (75)- формулалардан фойдаланиб 
кучларнинг аналитик мувозанат шарти куйидаги куринишда ёзилади.

£ у - о

Z z ‘ ° 5>t(F)«o
(78)-формула фазода ихтиёрий жойлашган кучлар системасининг 

аналитик мувозанатлик шартини ифодалайди. Бу шарт куйидагича 
таърифланади. Фазода ихтиёрий жойлашган кучлар системаси 
мувозанатда булиши учун кучларнинг х, у, г  укларидаги проекциялари -
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пинг йигиндиси ва кучларнинг шу укларга нисбатан олинган момент- 
ларнинг йигиндиси нолга тенг булиши зарур ва етарлидир

Кучлар параллел йуналган *ол. F..F,. F. кучлар фазода 
жойлашган ва узаро параллел булсин (83-расм). Бу кучларнинг 
мувозанат шартини апиклаймиз. Бунинг учун координата укдаридан 
бирини, масалан Z  укини, кучларга параллел килиб йуналтирилади. 
Параллел кучларга фазода ихтиёрий йуналган кучларнинг аналитик 
мувозанат шартини тадбик килинади.

(79)-формула фазода параллел йуналган кучлар системасининг 
аналитик мувозанат шартини ифодалайди.

Фазода параллел йуналган кучлар системаси мувозанатда булиши 
учун кучларнинг шу кучларга параллел булган укдаги 
проекцияларининг йигиндиси ва колган иккита укга нисбатан олинган 
моментларининг йигиндиси нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

32-§. ОГИРЛИК МАРКАЗИ. ПАРАЛЛЕЛ КУЧЛАР МАРКАЗИ

Икки параллел кучларни кушиш хакидаги коидадан фойдаланиб 
бир канча параллел кучлар кушиладн.

Бир томонга караб йуналган ва бир-бирига параллел булган Ft, F 
F-ь F* кучлар берилган булсин (84-расм). Бу кучлар At, А 2, Aj, А * 
нукталарга куйилган.

Ft ва F: кучларнинг тенг таъсир этувчиси Ri, шу кучлар 
модулларининг йигиндисига тенг R1-F1+F2 булиб, Ft ва F: кучлари

5 > 0

£m ,(F) = О
(79)

z

о Y

J
г /

83-расм.



куйилган ва А / х;амда Аг нукталарни бирлашитирувчи туфи чизикдаги 
С/ нуктага куйилган булади. Ri кучи колган кучларга параллел булиб, 
кучлар йуналган томонга караб йуналгандир. С/ нуктанинг *олати 
куйидаги муносабатдан аникланади.

Л,Схш ^ . . Л,Аг (80)
К \

Ri ва Рз кучларни кушиб, уларнинг тенг таъсир этувчиси R2 ни 
аниклаймиз.

R: модули Ri ва Рз кучларининг модулларининг йигиндисига тенг 
булади.

Rj~Ri +Fj-Fi +Fz+pj
R2  кучи Ri ва Рз кучлари кушилган С/ ва Аз нукталардан утувчи 

туф и чизикдаги О  нуктага куйилган булиб, кучларга параллел равишда 
кучлар йуналган томонга караб йуналади. Сг нуктанинг холати куйидаги 
муносабатдан аникланади:

<’*  * ,А, 
кг

R ва Ft кучларини кушиб, /?тенг таъсир этувчисини аникланади.
Унинг модули Ri ва F 4 кучларининг модулларининг йигиндисига

тенг
RmRz+FtmFi+F:+F3+F4. (80)

~R тенг таъсир этувчи Ri ва F* кучларга параллел булиб, улар 
йуналган томонга караб йуналган ва О  A t кесмадаги С  нуктага куйилган 
булади. С  нукта куйидаги муносабатдан аникланади:
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Xv,ui, шунишдек, бу усу л би лап бир гомонга караб йуналган n ia 
марал юл Fr F,,.F„ кучларни кушилиб б и п а  к генг гаьснр этувчи ку»на 
келшриш мумкин. Бу кучниш модули берилган кучлар модулларининг 
йигиндисигаieur булади:

« = А. = (81)
Параллел кучларнинг тенг 1 аьсир этувчиси куйилган С нукгага 

параллел кучларнинг марками дейилади (84-расм).

33-§. ПАРАЛЛЕЛ КУЧЛАР МАРКАЗИНИНГ 
КООРДИНАТАЛАРИПИ ВА РАДИУС-ВЕКТОРИНИ АНИ М АШ

Параллел кучлар маркази тушунчаси механиканинг баъзи 
масалаларини ечишда, жумладан, жисмларнинг огирлик марказини 
аниклашда цулланилади.

Каттик жиемнинг At(X>J,.Z,),A1(Xi.Yi,Z1y..A.{X..r..Zm) нуктада рига 
бир томонга йуналган F„F:...F. параллел кучлар куйилган булсин.

Бу кучларнинг тенг таъсир этувчиси барча кучларга параллел 
булпб, улар модулларининг йигиндисига тени

R=F, + F, + . „ +  F .

Тенг таъсир этувчи куч куйилган С нуктанинг координаталарини, 
яъни параллел кучлар марказининг координаталарини хс, ус, г< билан 
белгиланади. С нуктанинг холатц кучларнинг муналипипа боглик эмас, 
шунинг учун кучларнинг хаммасини кушилган иукталар атрофида О,

укига параллел килиб бурилади. Бурилган F/.Fj1 кучларга
Варинъон теоремасини тадбик этилади. Бурилган ку’чларнинг тенг 
таъсир этувчиси к1 булгани учун ундан Y укига нисбатан момент олиб,

т , ( Я ' ) ш ' £ я , { 7 ' Ъ  (82)
тенглик ёзилади. Бу холда кучларнинг елкаси, куйилган нукталарпинг 
абсциссаспга тенг булади. Расмдаи m,(tf) = Я1 X, = Н Х€, чунки /?;=/?, 
худди шунга ухшаш хар бир кучнинг Y Укига нисбатан моменти 
"МЧ А̂1) = F' А', = h]X, булади, чунки F' = Fi ва хоказо.
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Бу микдорларнинг хаммаси (82) тенгликга куйнлса,
R А', = F,A', + F,.Vj +.... + F.А", булади.
Бундам Хс яънн параллел кучлар марказининг абсциссаси 

аникланади:
V .  F, X  | ♦, * h ! X 1 + * F .X .  ш X  >‘ Х ‘ 

г “ К К
(83)
ус координатани аниклаш учун кучлардан х  укига нпсбатан 

моментлар олинади:
Л Г(. = F,Y, * F }Y2 * . . . .  * F .Y .

Firi+ F1Y1+....+ F J . 2 У .П , . .. .
R R ' ( '

Zc координатани аниклаш учун хамма кучларни куйилган 
нукталари атрофида У укига параллел булганча бурамиз ва бу кучларга 
(нукта билан пунктир килиб тасвирланган) Варинъон теоремасини 
тадбик этиб, улардан X укга нпсбатан моментлар олинади:

-  R Z, = -F^Z{ + (-F;Z,) + ... + (~FHZ . ) (85)
бундан 2Гганикланади.

Z, « F-Z' = (86)
R R

(S4) - (86) - <|юрмулалар билан параллел кучлар марказининг 
коордннагалари юпиладп, бунда R - (85) тенглик билан аникланади.

(85) - (86) - формулаларнинг хар бирини мос равпшда i . j j .  бирлик 
векторларнга купайтириб ва кушиб, параллел кучлар марказининг 
радиус -  вектори аникланади:
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, к я (, я (87)

(84) - (87) - формулалардан куринадики, параллел кучларнинг тенг 
гаьсир эгувчиси куйилган С нуктанинг холати кучларнинг йуналишига 
боглик булмай, уларнинг микдори ва куйилган нукталарининг 
координагаларига богликдир. Шунга асосан, агар кучлар куйилган 
нукталарни узгаргирмай, барча кучлар бирор а  бурчакка бурилса, бу 
кучларнинг генг таъсир эгувчиси хам шу бурчакка бурилиб куйилган 
нуктасининг холати узгармайди.

, /з4-§. КАТТИК ЖИСМНИНГ ОГИРЛИК МАРКАЗИ 
КООРДИНАТАЛАРИНИНГ УМУМИЙ ФОРМУЛАЛАРИ

Бирор каттик жисмнинг хар бир булагига ернинг марказига караб 
йуналган тортиш кучи (огирлик кучи) таъсир этади. Бу кучларни
Pt, Р:.... Р„ билан белгиланади. Ернинг радиусига нисбатан жисмнинг
улчамлари жуда кичик булгани учун бу кучларни параллел кучлар деб 
караш мумкин. Бу параллел кучларнинг маркази -  С  нукта жисмнинг 
огирлик маркази булади (86-расм).

Агар (86)-(87)- формулалардаги FK кучларнинг урнига кучларни 
олинса, жисмнинг огирлик маркази координаталари топилади:

86-расм.

(8 8 )
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Бу ерда - А (к=1,2,....п)~ жисм заррачаларининг огирликлари, а*, п , *< - 
зарарчалар огирликлари куйилган нукталарниш координаталари, 
Р = I Pt жисмнинг огирлиги.

(88)-формулалар билан чар кандай катгик жисм огирлик 
марказининг координаталарини аниклаш мумкин. Шунинг учун бу 
формулаларга огирлик марказларининг коорлинагалари учун умумий 
формулалар дейиладн.

Бир ЖТ1НСЛИ жисмнинг огирлик марказини аниклаймиз. Бир 
жинсли жисмнинг огирлиги куйидаги формула билан аникланади: 
Р = у1', бунда V- жисмнинг хажми, / •  бир бирлик чажмнинг огирлиги. 
Каггик жисмнинг -чар бир булагининг огирлиги шу булакнинг хажмига 
нроиориионал булади: РК = у - о к , бунда и ,-ж исмнинг булагининг 
хажми. Р  ва А  ларнинг бу кийматларини (88)-формулаларга куйиб, 
суратдаги /  умумий купайгу вчини кавсдан чикариб, махраждаги у 
билан кискартирилса:

формулалар келиб чикади. Бир жинсли жисмнинг огирлик маркази 
жисмнинг факат геометрик шаклига боглик булиб, у нинг кийматига 
боглик эмас. Координаталари (89) - формулалар билан аникланадиган 
С  нукта чажмнинг огирлик маркази деб аталади.

35-§. ТЕКИС ШАКЛНИНГ ОГИРЛИК МАРКАЗИ. УККА 
НИСБАТАН ТЕКИС ШАКЛ ЮЗАСИНИНГ СТАТИК МОМЕНТИ

Бир жинсли юпка пластинка шаклидаги жисмни текис шакл деб 
караш мумкин. Текис шакл огирлик марказининг холати икки X, во К 
координаталари билан аникланалп (87-расм). Текис шаклнинг огирлиги 
унинг юзаснга пропорционал бул >ди.

Y . ukXt ,yt = ~ Z ° * y**Z* (89)

У

X

^7-расм.
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Р = yF , бунда F -  текис шаклнинг юзаси, У - бир бирлик юзанинг 
огирлиги.ТекисЧпаклнинг юзасини элементар юзаларга ажратамиз. Хар 
бпр Mt  элементцр юзанинг огирлиги куйидаги формула билан 
тоиилади: Рк -  у- г \  бунда Ft - унинг юзаси. Mt элементар юза огирлик 
марказининг координаталари Ха, Yt билан белгиланади. Р ва А  ларнинг 
кийматларини (88) фоХмулаларга куйилади:

\  я уТ Ц  .  Z A»y«
Г-У 1>' Р 

Демак текис шакл ог*флик марказининг координаталари:
\  „ _ I FkX k _ I FkYk 
\  * “ F ' 1 F

(90) \
формулалар билан топилади. Ю^ординаталари (90)-формулалар билан 
аникланадиган С нукта юзанинг&Гирлик маркази деб аталади. (90) 
формулалардаги St = Y.FkYt , S, -Y .FkX k катталиклар текис шакл 
юзасининг X  ва У укдарига нисбатан статик моменти дейилади. Статик 
моментнинг улчов бирлиги М3.

Демак (90) - формулаларни куй и дат куринишда ёзиш мумкин.

* .  ■ г - ’’’ * 7 “ <91)
Бунда S, = F Yr, Sr = F ■ X,  (91) келиб чикади. Текис шакл 

юзасининг бирор укга нисбатан статик моменти шаклнинг юзаси билан 
унинг огирлик марказидан шу укгача булган масофанинг купайтмасига 
тенг.^Агар текис шаклнинг статик моменти ва юзаси маълум булса, у 
холда^. текис шакл огирлик марказининг координаталари (91)- 
формулалар ёрдамида топилади. /Гекис шакл юзалари шакл огирлик 
марказидан угган укларига нисбатан статик моментлари нолга тенг 
булади, чунки бу холда:

Х€ ~ 0- Л “ °-

36-§. ЧИЗИКНИНГ ОГИРЛИК МАРКАЗИ '

Узунлиги L га тенг булган бир жинсли ЛЯ чизик берилган булсин 
(88-расм). Чизикнинг кундаланг кесимнинг юзаси узгармасдир. 
Чизикнинг Oi прлигп куйидаги формула билан топилади: Р = р L. Бунда 
Р  - бир бирлик узунликнинг огирлиги, АВ  чизикнинг узунликлари А 
генг булган Aft элементлар булакчаларга буламиз. Хар бир булакчанинг 
огирлиги куйидаги формула билан топилади: Л = plk . Булакчалар
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огирлик марказининг координаталари х . . у„ , z .  билан белгиланади. Р 
ва Р, нинг кийматлари (88)-формулаларга куй и лад и:

,  = .  р - Я л
pi. pL

(92)

у, ш~

г'ж[ z/*r'
(93)

Бу ерда L - бугуи чизицнинг узунлиги, Координаталари (93)- 
формулалар билан аникланадиган С  нуктага чизикнинг огирлик 
маркази дейилади.

37-§. ЖИСМЛАРНИНГ ОГИРЛИК МАРКАЗИНИ 
АНИКЛАШ УСУЛЛАРИ

^  С им метрия усули. 1-теорема: Агар жисм симметрия укига эга 
булса, жисмиинг огирлик маркази шу симметрия укида ётади. 
Симметрия укига эга булган жисм берилган булсин (88-расм). 
Координата укларининг бирини мисол учун z  укипи симметрия уки 
буйича йуналтирилади. Жисм огирлик марказининг икки 
координатаси (94)-формулалар билан аникланади;

(94)

Бу жисмдан z укига нпсбатан симметрик жойлашга i икки Л£ ва М'к 
нуктадар олинади. Уларнинг атрофидан бир-бирига тенг булган I*

so



элементар хажм ажратиб олипади. Ч< ва М'к нукталар укига 
перпендикуляр булган битга т р и  чизикда етибди ва бу нумалардан 
укшача булган масофалар генг;

м к N н •  M r •
Демак, бу нукталариинг А'» ва у, коорлинагалари узаро ieiu, 

шиораларп эса гескарн булади. У холла хар бир х , , 
координагалар билан аникланадиган г, хажмлп булакчага мос келадп.
Шусабабли 1Г„ х* =0 ва I I ' ,  yi=0 тенг булади. £ г , дг*I ' ,  Х,+У, А\ +.........

+ 1\ А \-Г , Xr Vz Х г-........ -Vs ХцшО шунингучун *«--0 ваус = 0 жисмнинг
огирлик маркази z  укида ётади ва унинг бу укдаги холати битта 
координата билан аникланади:

r , . - I  1 V kZK (94')
V

2-теорема: Агар жисм симметрия текислигига эга булса, 
жисмнинг огирлик маркази шу симметрия текислигида ётади (89- 
расм). Буни исбот цилиш учун симметрия текислиги оркали Оху 
гекслик угказилади. Бу текисликка перпендикуляр килиб г  укинп 
йуналтирилади. Жисмдан Оху текислигига нисбатан симметрик 
жойлашган икки Л/» ва Л/*/ нукталар олинади. Бу нукталариинг 
атрофидан и, элементар хажмларни ажратиб оламиз. А/, ва Л/./ 
нукталар Оху текислигига перпендикуляр булган битта тугри чизикда 
ётибди. Бу нук+алардан симметрия текислигигача булган масофалар 
узаро тенг, яъни A/,/V4 = М \ Nk (89-расм). Демак, бу нукталариинг Zk 
координаталари узаро тенг булиб, ишоралари тескаридир.

Iu ,Z , =u,Zi +u}Z1+...+ umZ '- u tZ ,-u iZ2-...-V 'Z , *0

г. -р:1«>.г| =0,ДГ, ш !  1 ц * ,.г . « I  М  (95)
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Олинган бу натижа шуми курсагадики, жисмиинг огирлик маркази 
симметрия текислнгида ётади. Худди шунннгдек, жисм симмегрик 
марказига эга булса, унинг ошрлнк маркази шу симметрия марказида 
ётиши исботланади.

1) Булакларга булиш усули Агар жисмни огирлик марказларини 
отдиндан маълум булган бир неча булакларга булиш мумкин булса, 
хисм  огирлик марказининг координаталари (95)-формулалар ёрдамида 
аникланади.

2) М анфий юза усули. Бу усул булакларга булиш усулшшнг 
хусусий холи. Бу усул гешиги бор жисмларга кулланилади. Усулнинг 
мохияти шундан иборатки, жисмга тешиксиз бутун жисм ва тепшги бор 
деб каралади; тешик юзасн шартли равишда манфий ишора билан 
олинади. Бу усулни тадбик этиш учун бутун жисмнинг ва тешик 
кисмининг огирлик марказлари маълум булиши керак.

3) Интеграллаш  усули. Агар жисмни бир нечта огирлик 
марказлари маълум булган булакчаларга ажратиш мумкин булмаса, 
олдин у ихтиёрий кичик Д«л хажмларга булинади ва жисм учун (95)- 
формула куйидаги куринишни олади.

= р Х  l>, Zt ва хоказо, (96)

Бунда XI, ук, гк - Ди, хажм ичида ётган бирор нуктанинг 
координаталари. (96)-формулаларга Ди4 нолга интилтириб лимитга 
утсак, куйидагиларни оламиз:

а) Хажм огирлик марказининг координаталари учун:

*с z d K  (97)
у Y v v v

б) Юза огирлик марказининг координаталари учун:

~  \xdF. V. = ~  jvdF. г = ~  \zdF (98)
А Г h Г f

в) Чизик огирлик марказининг координаталари учун:

дг. =  ~  [v < //. у, jyd l .  : t  =  i  • j z d l  ( 9 9 )
t L i. L i

38-§. ОДДИЙ ШАКЛЛИ БИР ЖИНСЛИ БАЪЗИ ЖИСМЛАРНИНГ 
МАРКАЗИНИ АНИКДАШ

1. Учбурчак юзасининг огирлик маркази. Ихтиёрий ABD  
учбурчак юзасининг огирлик марказини аниклаш учун учбурчак
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кj \acii»«»t АВ  гомонига параллел булган тугри чизик кесмаси билан 
б\ 1ЛМИЗ (90-расм). Буилай кесманииг огирлик маркази унинг уртасида, 
jij.hh DE меди а нала ётади. Лемак, учбурчак юзасининг огирлик маркази 
медианага ётади. Худш шунпнгдек, учбурчак юзасини AD  томонига 
параллел булган тугри чизик кесмаси билан ажратсак, бу тугри чизик 
кесмаларининг огирлик маркази ВК медианада ётади.

Лемак, учбурчак юзасининг огирлик маркази унинг у4! 
мсдианаларининг кесишган нукгасида ётади. Геометриядан маълумкн, 
медианаларнинг кесишган нуктаси асосдан медиананинг кисмида

ётади, яьни С £ -у  DE.

Агар учбурчак учларининг A(xi,yi), В(х2,уг), Д(хз,уз) координаталари 
берилган булса, унинг огирлик марказининг С(хс,ус) координаталари 
куйидаги формулалардан топилади:

Xi+Xj+Xj У\+Уг+У*
-----L , y t s - S— J ------ (100)

(ЮО)-формулалар аналитик геометрияда келтириб чикарилган.
2. Айлана ёйининг огирлик маркази. Радиуси R  га, бурчаги 2а га 

генг булган айлана ёйи АВ  пинг огирлик марказини аниклаймиз. 
Бунт и учун Ох укини айлана ёйининг симметрия уки буйлаб 
йуналтирилади (91-раем). У холда айлана ёйининг огирлик маркази 
шу Ох укда ёгади. (ус-О).

(101)-формула билан хс  координатани топамиз. Бунинг учун АВ  
еп и д ат  d!=Rdy га тенг булган элемент ар булакча ажратиб олинадп.

Унинг холати у бурчаги билан аникланади. Элементар бурчакга 
ошрлнк марказининг координатаси л = «cosy га тенг (99)-формуланиш 
"ирннчисига V на dc ларнинг кийматларини куйиб, бутун ёйининг 
узунлпги буйича интегралланади:
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L * ‘ I. L
Бунда L ~AB ёйининг узунлиги I. ~ R 2« la теш. Демак, айлана 

ёйининг огирлик маркази симметрия укида, ётади ва айлана 
марказидан масофада булади. Бунда а  бурчаги радианда улчанади.

A = ^  sin а
(101)

91-расм.

Агар 2а = Я га тенг булса, ярим Айлана хосил булади (92-расм). 
Буни (99)-формулага куйсак,

■ш
я
г

= —•/? = — • R = 0.64 R, v =0.64 R 
л  3.14

92-расм.

(101)-формула билан ярим айлана ёйининг огирлик марказининг 
координатаси топилади.

3. Д ойра сектори ю засининг огирлик маркази. Радиуси R, 
марказий бурчаш 2а га тенг доира сектори юзаси огирлик марказини



шиклаш учун х  укни сектор юзлсиииш симметрия уки бупиао 
иуиалгирилади (93-расм).

С е к ю р  юзасининг бир камча элементар секюрлардлм ташкил 
Io n ian  деб карялади. Хар бир элементар секгорипш баландлиги К га 
ieiii учбурчак деб клрллсд, унинг огирлик марками 0 нукта дан «

м а с о ф а д а  ёгади. ОАВ  Дойра секгорннннг огирлик маркази радиуси * к

гл ieiir А Е айлана ёйиниш огирлик маркази билан усгма-уст тушади. 
(101) га л сосан

2 _ /? sin ort ,  = - / ? -------- (101)
3 а

Аглр сг = у гл тенг булса ярим доирл хосил булади. (101)-

формуладан ярим дойра огирлик марказининг координатаси 
аникланади.

.  п,  sin— . .2 *> 4 4л = -------i  • л = — л = Я = 0.42Я
‘ 3 л Зл- 3-3.14 ( 102)

\c~0,64R (у<-0).

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.

1. Укга нисбатан куч моменти деб нимага айтилади? Бу моментнинг 
ишораси кандай танланади?
2. Кандай холларда укга нисбатан Kyi моменти нолга тенг булади?
3. Нуктага нисбатан куч моменти билан шу нуктадан утган 5'*ка 
нисблган куч момент и ораспда кандай богланиш бор?
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4. Берилган кучларнинг координата бошига нисбатан векюр- 
моменти хО у  координата текислигида ётса uiy кучларнинг Oz укка 
нисбатан моменти нимага тенг булади?
5. Агар кучнинг моменги икки координата укларига нисбатан нолга 
тенг булса, берилган кучларнинг координата бошига нисбатан векюр 
моменти нимага тенг булади?
6. Фазода ихтиёрий жойлашган кучлар сиаемаси берилган марка на 
кандай келтирилади?
7. Кучлар системаси бош векторининг хар кайси координата ум на 
проекцияси нимага тенг?
8. Кучлар системаси бош моментининг хар кайси координата уки 
бошига нисбатан проекцияси нимага тенг?
9. Фазода ихтиёрий йуналган кучлар системасининг аналитик 
мувозанат шарти кандай таърифланади?
10. Мувозанат тенгламаларини ёзиб, унинг маъносини тушунтиринг?
11. Фазода параллел йуналган кучлар сисгемасипинг мувозанат 
тенгламаларини ёзинг ва унинг маъносини тушунтиринг?
12. Каттик жисмиинг огирлик маркази деб нимага айтилади? Уни 
координаталари кандай топилади?
13. Текис шакл юзасининг статик моменти деб нимага айтилади?
14. Кагтик жисмиинг огирлик марказини аниклаш усулларпни 
айтинг ва хар бир усулнинг маъносини тушунтиринг?
15. Учбурчак юзаси, айлана ёки сектор юзасининг огирлик маркази 
кандай аниманади?

КИНЕМАТИКА БУЛИМИ
39-§. НУКТА КИНЕМАТИКАСИ

Назарий механиканинг кинематика булимида каггик 
жисмларнинг харакати геометрик нуктаи назардан текширилади, яыш  
кннематикада жисмларнинг массаси ва уларга таъсир килувчи кучлар 
хисобга олинмайди. Кинематиканинг теорема ва формулалари 
гехиикада турлн машина ва механнзмлар кисмларинпнг харакатинн 
урганишда назарий база сифатида кулланиладн.

Кннематикада жисмиинг харакати бошка жисм билан боглаиган 
санок системасига нпсбатан текширилади. Айнан бир нактда жисм 
турли санок системасига нисбатан турлича харакатда булиши мумкин. 
Масалан, .кема полубасидаги. жисм кема билан боглаиган санок
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системаси га  нисбатан х а  рака t c i u  булса, киргок билан богланган санок 
системасша нисбатан кема билан биргаликда харакатланади. Табиатда 
абсолют харакагсиз жисм булмагани туфайли, абсолют кузгалмас санок 
системаси хам мавжуд булмайди.

Техника масалаларини ечишда, одатда ер билан кузгалмас 
богланган санок системаси олинади. Ерга нисбатан кузгалмас булган 
санок системаси "кузгалмас санок" системаси дейилади. Кузгалмас санок 
системасига нисбатан жисм вазияти узгариши ва вакт утиши билан 
узгармаса, жисм олинган системага нисбатан тинч холатда дейилади. 
Агар мазкур санок системасига нисбатан вакт утиши билан жиемнинг 
вазияти узгарса, жисм шу системага нисбатан харакатда булади. 
Танланган санок системасига нисбатан хар онда жиемнинг вазиятини 
аниклаш мумкин булса, унинг харакати кинематик берилган деб 
хисобланади.

Кинематикада учрайдиган барча чизикли улчовларни (харакатдаги 
нуктанинг координаталари, утган йулининг узунлиги ва хоказолар) 
техник ва халкаро СИ бирликдар системасида метрда олинади. 
Механикада вакт абсолют деб хисобланади, яъни уни барча санок 
системалари учун бир хилда утади деб каралади. Вакт одатда t билан 
белгиланади ва у харакатшшг аргументи хисобланади. Вакт улчови учун 
МКГСС системасида соат ёки минут, СИ системасида секунд (с) кабул 
килинган.

Кучи ш ва харакат тушунчалари механиканинг асосий 
гушунчаларидир. Бирор санок системасига нисбатдан нуктанинг 
маълум вакт t ичида фазода бир холатдан бошка холатга ихтиёрий 
равишда утиши кучиш дейилади.

Нуктанинг бошлангич холатдан охирги холатга вактга боглик 
холда аник бир усулда утиши харакат деб айталади.

Фазода харакатланаётган нуктанинг бирор санок системасига 
иисбаган холати билан вакт орасидаги богланишни ифодаловчи 
геиглама нуктанинг харакат конунини аниклайди.

Кинемагнканинг асосий масаласи нуктанинг (ёки жиемнинг) 
харакат конупларини урганишдан иборат. Ихтиёрий вакт ичида фазода 
нуктанинг холатини бирор санок системасига нисбатан аниклаш 
мумкин булса, у холда нуктанинг харакат конуни маълум булади. Агар 
)>> Kiaiuiiir бирор санок системасига нисбатан харакат конуни берилган 
<>>лса, нукта харакатнинг кинематик характерисгикаларп: троектория, 
ге »лик на тезлаиишларини аниклаш мумкин булади.
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Каттик жисм харакатини кузагар эканмиз, куииича униш 
нукталари турлича харакат килшпини курамиз. Шунинг учун жисм 
харакатини урганишда унинг нуюаларп харакатини урганишга тугри 
келади. Дастлаб нукта кинематикаснпи урганиб, ундан ка пик жисм 
кинематикаснни урганишга $тилади. Демак, кинематика икки кисмга 
булинади.

1. Нукта кинематикаси.
2. Абсолют каттик жисм кинематикаси.

40-§. НУКТА х а р а к а т и н и н г  БЕРИЛИШ УСУЛЛАРИ

Нуктанинг фазода колдиргаи изига ёки чизган чизигига нуктанииг 
траекторияси дейилади.

Оний вактда нуктанинг фазодаги холатини бирор координаталар 
системасига нисбатан аниклаш мумкин булса, нукта харакати берилган 
дейилади. Демак, нуктага ха рака! бериш унинг оний вактдаги холатини 
аниклашдан иборат.

Нуктанинг харакати куйидаги уч усул билан берилган булади: 
табиий, координаталар ва вектор.

1. Нуктага табиий  усулда харакат бериш .

Нукта харакатини бу усулда бериш учун унинг траекторияси 
олдиндан аникланган булиши керак.

Нуктанинг траекторияси берилган булсин (94-расм).
М нуктанинг бирор вактдаги холатини аниклаймиз. Бунинг учун 

траектория устида кузгалмас 0 нуктани хисоблаш боши деб оламиз. М  
нуктанинг О нуктага нисбатан холаги 5координа 1СИ Пилан аниманади.

л =ом 
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Л/ n v K ia  харакатлашанда нам п и ш и  билан *» ён коордннаы 
чпарадп.

S~f(0 (103)
(103)-iein лама М пущаииш фаекюрии буплаб харакамаипш 

к о т и м  ёки харакат тенгламаси дейилади. Агар S еп билан t наш 
орасидаги муносабат берилган булса, нуктанинг нсталгаи намдлги 
валиягпни фа.юда аниклаш мумкин. Нуктанинг харакатнн laoiiiin 
усулда бериши учуй унинг траеморияси, координаталар бош и //п ум а 
па (103)- генглама мавжуд булиши керак.

2. Нукта х а р а к а т н и н г  координаталар усулида беридиши

М  нуктанинг Охуг системага нисбатан холати унинг учта \, у, г  
декар! координаталари билан аникланади (94-расм).

М нукга харакатланганда вам утиши билан унинг координаталари 
узгаради. Лем а к, харакат килаётган нукга координаталари вактнинг 
функциясидир.

(104)

* = / ,( 0 ;  
у  = М  /);
;  = / ,( /) ;

(104)-формула нукга харакатнинг декарт коордннагаларпдагп 
тенгламаси ёки нукта граекториясининг иарамегрик генгламалари 
дейилади.

Нуманинг харакат генгламасидан t намни олиб ташласак 
нуктанинг траектория тенгламаси хосил булади.

Агар нукга бир (екисликда, мисол учун Оху текислигнда, 
харакаглаиса (104)-генгламалар куйидаги куринишни олади.

t  = /,(/) 
у « / ,( / )

(105)
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Агар нукта ivrpii ч и ш м н  ха рака! да булса, масалан фа ка! 0 \  уки 
буйлаб, (104)-тенглама куйидагича ёзилади:

x - f( t)  (106)
(Юб)-формулага ту гри чизиклн харкапиии 1 енгламасп дейилади.

3. Нукта харакатини вектор усулида берилиш и

Нуктанинг фазодаги холатини г радиус-вектори билан аниклаш 
мумкин (96-расм). Нукта фазода харакаглашанда накипим утиши билан 
унинг радиус - векторнинг модули ва йуналиши узгаради:

96-расм

Нуктанинг г радиус-вектори/вактниш  функииядир:

г = г(1) (107)
(107) • тенгламага нукта харакатиниш вектор куринишдаги 

тенгламаси дейилади.

41-§. НУКТА ХАРАКАТИ ВЕКТОР УСУЛДА БЕРИЛГАНДА 
УНИНГ ТЕЗЛИГИНИ АНИКДАШ

Нукта харака ги вектор куринишдаш генгламаси берилган булсин:
г = г(П (108)

Нуктанинг гезлшинп топиш керак. Нуктанинг бирор t найтдаги 
гроекгорияда эгаллаган холатини М, радиус векторини г, ti+At 
иаайтдагп холатини Mi радиус векторини п билан бедгнлаймиз. (97- 
расм). Нуктанинг М ва Mi холатларнни туташтирувчи л/ а7.- дг вектор 
нуктанинг вакт оралшдаги кучиш вектори дейилади. Расмдан
куриннб |урпбдикн г, Дг. Бунда н нуктанинг At вакт ичидаги кучииш 
(радиус вектор ор п  ирмасп)нн топиш мумкин.

Дг = г, -  г
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kv'Miiu векгори v  ниш шу кучиш содпр буладиган \ t  н акм л  
iincoain iivKiaiiHiii мазкур оралигдаш ypia<ia юзлнк неморн дейилади 
,и .я .„билан белтланади.

д гU\fm =
Д/

t>.,~ нуктанинг At вам ичидагн уртача тезлиги булади.
Уртача тезлик Дг буйлаб йуналади. Уртача тезликнинг At-*0 

интилгандат лимитига нуктанинг берилган t вактдаги тезлиги 
дейилади.

и = lim и,
V -и»

- drи — -  
Jt

Д г dr
- lim —  = — ; 

а/ Д/ di
(109)

Бунда 9 • М нуктанинг t вактдаги тезлиги. Нуктанинг тезлиги 
вектор кагталикдир. Тезлик бирликлари:

сек сек соат
Лем а к, нукта харакати тенгламаси вектор усулида берилган бумса, 

унинг тезлипнш топиш учун радиус-вектордан вакт буйича биринчн 
гартибли хосила олиш ло;шм.

Тезликнинг йуналпшпни аниклаймиз. At-*0 га интилганда Mi 
нукта М  га интиладн. Натижада MMi кесувчи М  нукгадан траееторияга 
утказилган уринмага аиланади Нуктанинг тезлиги шу нукгадан
■ раек гори ira утказилган уринма буйича нукта харакат килаётган 
юмонга к. раб йуналади.
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42-§. НУКТА ХАРАКАТИ КОО РДИНАТАЛАР УСУЛИДА
БЕРИЛГАНДА УНИНГ ТЕЗЛИГИНИ АНИКЛАШ

Нукга харакатнинг декар! коордннаталардагн ienr.ia.Ma/iapii 
берилган булсин:

X = Г (t).

(110)У = f; (t).
Z = f , ( t ) . j

Нукта гезлигннинг модули на йуналшипни аннклаймиз.
/V/ нукга тугри оурчаклн Охуг коордннаы снсгемасша ннсбаган 

харакат килснн (98-расм).
М  нуктанинг г радиус-вектори координата укдари буйича 

йуналган ташкил этувчилари оркали куйидагича ёзиладн.
г  = x i + y j  + zk  ( i n )

Бунда i , j , k  координата укларн буйича йуналган бирлнк 
векторлар.

(111)-<}юрму'ланн (109)-формулага куйиб вакт буйича хосила 
оламиз.

9 - f o  + Yj + Zk). + (112)
dl dl dl dl

(112)-формуладаги бирлнк векторлар о л д н д ат  коэффициенглар 
нукы I ез/i и i и h i  1 1 1 1 мос равишда x,y,z укл ар н д ат  проекцияси булади:

п dx . „ dv . „ d:a-'h,-y- ««*>
Бунда 9, ,9у,9 . . л ар -9  ниш x ,y ,zукларидагп проекцпяларп. Нукга 

гезлипншнг кузгалмас декар! координата уцларндаги проекцпяларп 
унинг гегшплн коордииаталаридан вакт буйича олинган бпрпнчн 
тартибли хосилага тенг. Нукга тезлнгининг декарт координата

ч:



укларидаги проекцияларидан т р и  бурчакли параллелошп д 
курамиз. Бу нараллелопипеднинг улчовлари нукта тезлигин; и 
к о о р д и н а т а  умардаги проекцияси, диоганали эса нукга тезлпгн була л 
Г е о м е т р и я д а н  маьлумки гугри бурча кл и параллелошп л 
диоганалининг квад рат унинг учала \’лчовлари квадратларпн ir 
(шгиндисига генг.

9 2 = 9; + 9; + 9:

9 = ^ 9 ; + 9 ; + 9 :

(НЗ)-формуладан фойлаланиб, нукта тезлигининг модули ‘а 
пуналишинп аниклаймиз.

9 = $ + $  + £  = J x ‘ +y>+ 7  (114)
Э 9  «9cose = -г-; cos/? = -£-; cosy =-£: (115)9 9 9

Бунда а, Р, у лар -Э вектори билан х,у,гуклауп  орасидаги бурчак, iи 
и(|юдалайди (99-расм). Нукта тезлигининг декарт координата 
укдаридаги проекцияларидан туф и  бурчакли параллелепипед 
курамиз. Бу параллелопипеднинг улчовлари нукта тезлигин i 'иг 
координата укларидаги проекцияси, диоганали эса нукта тезл! и 
булади.

43-§. НУКТА ХАРАКАТИ ТАБИИЙ УСУЛДА БЕРИЛГАНДА УНИИ 
ТЕЗЛИГИНИ АНИКДАШ

Нук •а 1 раекторияси шу траектория буйлаб харакат конуни 
асосида берилган булсин.

S~f(t) (И 6)
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Н ум а (ездишни аннмапмиз. Нукта / вам да М  га келиб униш 
\o ia m  5  ёпи билан Л, вам да к а  Л/, га келиб униш xo.iain Si о н и  

курпнпшпда булсин (100-расм).

S  = ОМ

s, = ом,
At =1,-1 
AS  = S , - S

•9_ =
ДS 
Д/

Бунда 9>nm-A t вакт ичидаги уртача тезликнинг модули. М  
ну ганинг. / вактдаги тезлигининг модулини аниклаймиз..

= 9 mf  (117) 
Нукта харакати табиий усулда берилган булса, (117)-формула 

би ан нукта тезлигининг модули топилади.
Нуктанинг тезлигини аниклаш учун унинг холатини аникловчп 5  

ёй оординатадан вакт буйича олинган бпринчи тартибли хосила олиит 

ке: 1К. Агар ^  > 0 булса V тезлик векгори 5  ей координата орш б

бораётган томонга йуналган булади. Агар ~ < (  булса 5 ё й  камаядигаи
dt

то -онга йуналади (101-расм).



44-4. НУКТА РА К. .1 ВЕКТОР УСУЛИДА БЕРИЛГАНДА УНИНГ 
TI 1АНИШИНИ АНИКДАШ

Нукта гезлишниш модули ва iiyiia/iiiunt жнхатидан у.иаршшпш 
iac tp.iaiu учун имллниш деган i ушунча киритнлади. Нукта эгри 
■in кли траектория бундаб харакатланиб, / вам да Л/нукгада, h  вактда 
jca Mi, нуктада булсин (102-расм).

Бунда О ва *’i, .V/ на Mi нукгаларнинг тезликлари. At вак> пчида 
пук а гезлиги л 0 орггирма олади.

A t-ti-t
\ й ж и,-О 
£>,=£> + Д  О

102-расм.

нинг At га нисбати At вакт ичидаги нуктанинг уртача 
тез. шиши дейилади.

— Ли 
At

Уртача тезланпшнинг At->0 ннтилгандаги лимитига нуктанинг 
бер ,иан /вактдаги < ки хакнкин тезланиши дейилади.

II' = lim И\/ш = lim = •— ,7 = du- 
dt ~dC- <118)л,-.о . Д , Jl

Демак, нуктаннПг тезланиши нукта тезлигидан вакт буйича
олинган бпринчи i ар гибли хосилага еки радиус - векторидан вакт
оуйнча олинган иккинчи гартпбли хосилага 1енг. Уртача гезланпш
фа« горпясининг С л и к  томонига караб йуналганлиги учун нукта
■елллниши I»' хам i раекторпянинг ботик томонига караб йуналган 
чуладп. Н ук , а тезлашппишшгбирлиги м/сек2 билан улчанадп.
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45-§. НУКТА ХАРАКАТИ КОО РДИНАТАЛАР у с у л и д а

БЕРИЛГАНДА УНИНГ ТЕЗЛАНИШ ИНИ АНИКЛАШ

Нукы координаталари вактнннг фуикциисп шак/шда берилкщ 

булсин (103-расм).

x-fi(t); y -W ;

а

м
\ s . G

Z
/  J Y

х /
103-расм.

Нукта гезланншининг модули ва йуналнши топилсин. Нукта 
тс ' чш ш и координата уклари буйича йуналган ташкил этувчиларн 
О] «кали куйидагича ёзилади (102-расм).

U = u yi  + u rj  + u z k (119)
Бунда 1 \,и ,,и .лар  -и  тезликнинг проекциялари. i.j.k кузгалмас 

К( ордината уклари буйича йуналган бирлик векторлар. (119)- 
формулани, (118)-формулага куйиб вакт буйича косила оламиз.

+ ( 1 2 0 ) 
dl dl dt

(120)-формуладаги бирлик векторлари ол / 1даги коэффицентлар 
нукта тезланишининг проекциясини ифодалайд!

do  d  
1 di ' J - 'dl (121)

еки

dl d t^ d l)  d r

II'. d'z
dr

(122)

Бунда W«, W>, Wг лар -iP тезланишнинг роекцияси. (121)- ёки 
(1 ’2)-формулалар билан нукта тезлашинннг к) '3 1 > 1 мас x,y,z укларидаги 
п эекцпясинн аниклаймиз.
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П ума гезлаппшишнн Пи pop кузгалмас лекарт координа ia.iap 
укндагн проекцияси нукиш ш г гешшли коордииаталаридан нам 
буйича олинган иккинчи тартибли хосилага ieiir булади.

Нукга иезланшпнниш модули на йуналиши куйидаги формула 
биламтопилади.

(123)

С'*Г, = ~  ■ (124)

Бунда а.р.у. лар -w билан к у .г  укларн орасидаги бурчаклар (104- 
расм).

104-расм.

Н а т  и ж а: Нукта харакати координаталар усулида берилган 
булса (123)-формула билан нукта тезланишини модули хамда (124)- 
формула билан тезланишининг йуналиши топилади.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.
1. Кинематика нимани урганади?
2. Кпнематикани асосий масалаларини айтннг?
3. Нукта траекторияси деб нимага айтилади?
4. Нукта харакати табиий усулда кандай берилади?
5. Нукта харакати координаталар усулида кандай берилади?
6. Нуктани траектория тенгламаси кандай топилади?
7. Нукта харакати вектор усулида кандай берилади?
8. Нукта харакати векгор усулида берилганда унинг тезлиги кандай 
аникланади? Нуктанинг тезлиги кандай йуналган булади?
9- Нуктанинг тезланиши вектор усулида кандай аникланади? 
Нуктанинг тезланиши кандай Й5гналган?
10 Нукга тезлипшинг декарт координаталар укларидаги 
"роекциялари нимага тенг?
11 Нукта тезлигининг микдори ва йуналиши проекциялар буйича 
пандам аникланади?
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12. Нукга тезланишининг декар! координадарп укларидаги 
ироекцияси нимага тенг?
13. Нукта тезланишинимг микдор ва йуналнши проекцияларп 
буйича кандай аникланади?

46-§. ТАБИИЙ КООРДИНАТЛАР СИСТЕМАСИ

Нукта траекторияси берилгаи булсин. Шундан битта нукга олиб 
унга уринма угказамнз. М нукгадан уринмага перпендикуляр килиб 
утказилган текисликка нормал текислик деб айтилади.

Нормал текислик билан ёпишма текисликнинг кесишган чизиги 
бош нормал дейилади. М нуктадан бош нормалга перпендикуляр килиб 
утказилган текисликка гугриловчи текислик дейилади. Нормал 
текислик билан гугриловчи текисликнинг кеспшпш чизпгпга бинормал 
дейилади (105-расм).

Уринма, бош нормал ва бинормалдан ташкил топган укларга 
табиий уклар дейилади. Бу уклар А 1тЬ табиий координаталар 
спстемасини ташкил этади. Табиий укларнинг бирлик векторларннп 
мос равишда г.я.л билан белтланади  (105-расм).

Эгри чизикнинг эгрилиги.
Ну’кта гроекторпясидаш М ва Mi нукгалардан троекторняга 

уринма утказпладп (lOS'-pacM).

чх



Б\ хринмалар ораспда!и бурчак Лф билан белгнлаймн t. Ло
оч рчакка кутни  бурчак дейилади. Бу бурчакнпш ЛБёйига н и сб ат  лр и  
•in шкниш уртача эгрилпгп дейилади на К»,ч билан белгиланади.

I Л(Р .
* AV °У,1Аа М

Ур1ача эгириликнииг ДБ->0 лимиппа лр и  чимкпнш  берилган 
т  мадаги эфилнгп дейилади.

К = lim К.,,.,. = linn —
У.-О 4 AS -й) \ S

JS
Бунда К Э!ри чизикнинг М нумадаш  эфнлиги.
Эгриликнинг тескари кийматига эф илик радиуси дейилади.

1
Р *~К

Мисол учун гуфи чизикнинг эфилиги К-О булса, р = ^  = *  булади. 

R раднусли айлананинг эф илик радиуси унинг радиусига тенг.

47-§. НУКТА ХАРАКАТИ ТАБИИЙ УСУЛДА БЕРИЛГАНДА УНИНГ 
ТЕЗЛАНИШИНИ ТОПИШИ

Нуктанинг гроекгорняси ва унинг гроектория буйлаб 
харакатлапиш конуни берилган 65'лсин. Нуктанинг тезланишини 
аниклаймиз. Маълумки нукта харакати вектор усулида берилганда 
унинг тезлиги куйидаги формула билан топилади.

эЛ
dt

Бу с|юрмуланинг унг томонини куйидагнча ёзамиз.
— _  d r  _ d r  dS  

‘ ~ H ~ d S  ~dl
dr „ dS

алгебраик

U = V T  (125)

-  • ва ^ = — алгебраик тезлик экаиини хисобга олсак, у холла:

чулади.
Нукга харакати векюр усулида берилганда унинг тезланиши 

к>11,1 лап! формула билан аникланади:



га асосан —* = —»
я /  i f f  р

(126)-ми куйидашча ёзамиз.

<// р
Бунда ртроекгорияни эгри ли к радиуси, п бош нормалннш 

бирлик векгори. (127)- ни (126)- га куямиз.

ll7 d o  _ О2 _
г г -------------Г  + ------- / I

dt р  (128)
(128)- ифодада нукга тезланиши табиий координата 5’кларидаги 

ташкил этувчилари оркали берилган.
Тезланишнинг уринма буйлаб йуналган ташкил эгувчиси:

W  -  г  
r ~ d t  (129)

Нуктанинг уринма тезланиши, бош нормал буйича йуналган 
булиб, ташкил этувчиси эса нуктанинг нормал тезланишидир.

К  = (130)

М нуктанинг тезланиши шу нукта троекториясига утказилган 
ёпишма текислигида стади. Бу текисликка эса бинормал 
перпендикуляр. Шунинг учун нукга тезланишнинг бинормалдаги 
проекцияси нолга тенг.

н ; - о .
(129)- ва (130)- >а кура (128)- ифода куйидаги куршшшга эга булади:

IV = И ;Г+»Р. (131)
Яыш, эгри чизнклн .чаракагдагп нуктанинг тезланиши урннма ва 

нормал тезланишларнинг геомегрнк йигиндисига тенг. Бу икки 
гезланнш узаро перпендикуляр йуналган. Шу сабабли Н' тезланиш

векюрн » 'г ва Ч'„ ларга курилгап ivrpii туртбурчакнинг диагонали 
буйича йуиалган булади (10б-расм).

<127>



Нукы туда тезланишининг модули ва йуналиши куйидаги 
формулалар билан топилади:

и = у!  >К2 + ‘К2. /#<* = (j 32)

Нукта тезланишининг табиий координата укларидаги 
проекциялари

dv d 2S v1
w' m * m~d7' и '  = 0

формулалар ёрдамида анпманади.
Лемак, нуктанинг харакати табиий усулда берилганда (129)-(133) 

формулалар билан нукта тезланиши аникланади.
Агар нуктанинг харакати туф и  чизикли булса траекториянинг 

эф илик радиуси со ка тенг булади.

W„ = — = 0 W, =0
00

Нуктанинг нормал тезланиши эф и  чизикди харакатда мавжуд 
булиб, нукта тезлигининг йуналиши жихатдан узгаришини

_ d u
тасвирлайди. Агар 9 - const булса, и’г ~ ~ wt ~ ®.

Уринма тезланиш нукта тезлигининг модул жихатидан 
узгаришини тасвирлайди. Лемак уринма тезланиш нотекис харакатда 
мавжуд булади.

48-§. НУКТАНИНГ ТЕКИС УЗГАРУВЧАН ХАРАКАТИ

Агар уринма тезланиш узгармас булса, бундай харакагга текис 
узгарувчан харакат дейилади. Текис узгарувчан харакат тенгламасини 
аннклаймиз.

Нуктанинг уринма тезланиши:
W,-Const,

106-расм.
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ir, =
dl

d9 H'.dt интеграллаб нукта тем ш и пи  топилади.
v -v , •*W; t (144)

Бунда Oo - бошлангич тезлик. 
и -охирги тезлик.
(1 '4) ни интеграллаб харакаг конунпни юнамиз.

(135)

Бунда S - ёй координатаси.
Ломак, (134)- ва (135)- формулалар билан текис узгарувчан 

харака!. лги нукта тезлиги ва траектория буйлаб харакаг тенгламаси 
топилади.

1. Кандай уклар табиий уклар деб аталади?
2. Нукта тезланишини табиий укларга проекциялари нимага тенг?
3. Кандай харакатда нуктанинг уринма тезланиши 0 га тенг булади?
4. Кандай харакатда нуктганинг нормал тезланиши нолга тенг 

булади?
5. Нукта харакати табиий усулда берилганда унинг тезлиги кандай 

топилади?
6. Нуктанинг кандай харлклтигл текис харакат дейилади?
7. Нуктани тезлиги кандай топилади?
8. Кандай харакатга текис узгарувчан харакат дейилади?
9. Тезлик формуласини ёзинг?

Кпнематиканинг бу кисмнда каттик жисмларнинг куйи iani харл- 
катлари урганиладн:

1. Илгариланма харакати.
2. Кузгалмас ук атрофидаги айланма харакати.
3. Текис параллел харакати.
4. Кузгалмас нукта атрофида айланма харакати.
5. Нуктанинг мураккаб харакати.
Клгтик жисмнинг илгариланма ва айланма харакаглари >нг олн ' 

харака i булиб хисобланади.

ТАКРОРЛАШ УЧУН САВОЛЛАР.

КАТТИК ЖИСМ КИНЕМАТИКАСИ
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49-§. КАТТИК Ж ИСМ ИИНГ ИЛГАРИЛАНМА ХАРАКАТИ

Жисм харакатланганда шу жисмда олингаи кесма хамма вам уз- 
vuira параллел колса бундам харакатга каттик жисмиинг плгариланма 
харакат и дейилади.

Паравоз спарнигпнн харакати плгариланма харакатга мисол 
булади. Илгариланма харакагдагп жисм нукталаринингтраекгорпяларн 
тугри чш нкли ва э ф и  ч и ш м и  булиши мумкин. ЛЯспарпик хамма вам 
уз-узпга параллел коладп, яъни плгариланма харакат килади (107-расм) 
0iA-=0:B, АВ//А 1В 1.

А в

107-расм.

Karr и к жнсмшшг плгариланма харакатша опд куйидаги 
теоремани исботлаймиз.

Теорема: Илгариланма харакатдаги жисмиинг хамма нукталари 
бир хил траектория чизади ва хар онда микдор ва й)’налишлари 
жихатдан бир хил тезликка ва тезланишга эга булади.

Исбот: Охуг координаталар системасига нисбатан илгариланма 
харакат килаетган каттик жисм берилган булсин (108-расм). Бу жисмда 
ихтиёрий иккита А  ва В нукталар олинади. t вактда бу нукталарнинг 
холатн г, ва г„ радиус векторлари билан аникланади.

Катгпк жисмдаги АВ  ва А 1В1 кесмалар \'заро параллел. Жисм 
абсолют каттик булганлиги учун АВ  кесманинг узунлиш узгармайди, 
A Baconst. Жнем илгариланма харакатда булганлиги учун АВ  векторнинг 
йуналиши хам узгармайди. Агар А нуктанинг траекторияси AAi, ёйни 
А В масос|>ага силжитсак, бу траектория В нуктанинг траекторияси билан 
яъни BBicii билан усгма-уст тушади.

юз



у О
/

X '/*

Шунинг учун г, ва г, векторлари узгарганда, уларнинг А ва В 
нукталаршшнг чизган траекториялари бир хил булади. Яъни AAi=BBi на 
А А 1//ВВ1.

г„=г,*ЛВ (136)
бунда t вакт буйича хосила оламиз.

dr„ dr d(AB) 
dt dl dl

108-расм.

< * , -— »i/.; dt * dl dt
(137)Я. A

А  ва В нукталар ихтиёрий нукталар булганлиги учун илгариланма 
харакатдаги жиемнинг колган хамма нукталар тезлнклари бир хил 
булади.

(137)- дан t  вакт буйича хосила оламиз.

= ёки = 1Г. (138)
dl dl '  4 V

Илгариланма харакат килаётган каттик жисм бирор н у к таси н и н г  
тезлигини ва тезланишини аниклаш (кифоя). Жисм бошка 
нукталаршшнг тезлиги ва тезланиши теоремага асосан шу н у к тан и н г  
тезлиш ва тезланишига тенг булади (109-раем).

109-раем.
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Жисмнинг илгарилама харакати унинг ихтпёрии нуктаси харака ш 
билан аникланади. Илгарнлама харакагдаш жисм нукталариниш хар 
о п л а т  геллиги хам, тезланиши хам бир хил булаганидан уларии мос 
равишда жисмнинг тезлиги на гезланиши деб аташ мумкин.

50-§. КАТТИК ЖИСМНИНГ КУЗГАЛМАС УК АТРОФИДАГИ
АЙЛАНМА ХАРАКАТИ. БУРЧАК ТЕЗЛИГИ ВА БУРЧАК 

ТЕЗЛАНИШИ

Жисм харакаш давомнда унинг икки иумаси кузгалмасдан колса 
бундай харакагга катгик жисмнинг кузгалмас ук атрофидаги айланма 
харакати дейилади. Шу кузгалмас нукталардан утган тугри чизикка 
айланиш уки дейилади. Кузгалмас г  уки атрофида айланувчи катгик 
жисм берилган булсин (110-расм). Шу жисмнинг хар бир вактдаги 
холатини аниклаймиз. А ва В нукталар кузгалмас нукталардир. Шу 
нукталар оркали z  уки утказилади. z  - жисмнинг айланиш уки. 
Жисмнинг холатини аниклаш учун айланиш укидан Q  ва Р  
текисликлари олинади. Бунда Q  кузгалмас текислик, Р  кузгалувчи 
текислик. Р - текислиги жиемга катгик бириктирилган ва жисм билан 
бирга айланади. Жисмнинг холатини аниклаш учун / ’текисликнииг Q  га 
нисбатан холатини аниклаш кифоя. Р -  текисликнинг холати ^бурчаги 
билан аникланади. >̂-га айланиш бурчаги дейилади. Жисм ук атрск})ида 
айлаганда «^бурчаги вакт утиши билан узгаради.

Ч>=№ (139)
Бу генглама жисмнинг кузгалмас ук атрофидаш айланма харакати 

тенгламаси дейилади. Айланиш бурчаги радиан билан улчанади.
Айланма харакат конуни, бурчак тезлиги билан бурчак тезланишга 

айланма харакатнинг кинематик тавсифи дейилади. Айланиш бурчаги <р 

дан вакт буйича олннган биринчи тартибли хосила жисмнинг бурчак 
тезлиги дейилади ва (о билан белгиланади:

= (140)
dt

Бунда хосиланннг ишораси жисмнинг айланиш йуналишнни 

•'фодалайди. Агар в» = ̂  = /'(/)>о булган онда /ft)функция усувчан булади, 
*п>ни укнинг мусбат йуналин1идан Караганда жисм соат сгрелкаси 
’иланищпга гескарн айланади: <Р = /'(>)< 0 булган онда f(t) функция 
'Змаювчан булади, яы ш  жисм соат сгрелкаси айланиши буйича
иланадц.
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/Демак, жисмиинг бурчак тезлиги айланиш бурча гида н вакт буйича 
олингаи  биринчи тартибли хосилага тенг булади.

£рурчак тезлигининг бирлиги
рад 1

"  = “  = ----= сек (141)
сек сек '

£?урчак тезланишинг бурчак тезлигидан вакт буйича олинган ик- 
кинчи тартибли хосилага тенг булади.

, dto d'u>
< 1 4 2 >

Е^урчактезданишини бирлиги е m-OZL.-i-
ctK сек

бурчак тезланиши айланиш бурчагидан вакт буйича олинган ик
кинчи тартибли хосилага тенг булади.

51^ .  Ж И С М И И Н Г ТЕКИС ВА ТЕКИС УЗГАРУВЧАН А Й Л А Н М А
Х А РА К А ТИ

1 Каттик жисм кузгалмас ук атрофида бир хил вакт оралигида бир 
хил 5 \'Р1|акка бурилса жисм текис айланма харакатда дейилади. Текис 
а й л а н г 13 харакат бурчак гезлигн ы-c o n stбулади.

<P“(ot (143)
-j'eKiic айланма харакат тенгламаси (143)- билан ифодаланади. Те

кис аГ*лан,,шдаги жисмиинг бурчак тезлигини бир минутдат айла- 
пиш ллР сони билан ифодаланади. Жисм бир марта тула айламганда 
^ р Л д и а н  бурчакка бурилади.

110-расм.
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Жисм n марта айланса, <Р = 2тт бурчакка бурилади. Текис аиланма

харкамшш бурчак 1езлиги куйидашга теш булади:
2ю1 т ixitl . . .ю * — = ' (144)
60 30 сек

Бунда п - жиемнинг бир минугдаги айланишлар сони Aiap 
жиемнинг бир мпнутдаги айланишлар сони берилган булса. (144)- 
(|юрму'ла билан унинг бурчак гезлиги гонилади.

2. Агар аиланма харака! давомида бурчак ге.зланишп t -const 

бчлеа, жисм гекпе узгарувчан аиланма харакатда булади.
(o=<oirt-1 / (145)

(145)-<1юрмула билан текис узгарувчан аиланма чара кати и ш бурчак 

тезлиги топилади.
Бунда ш„ - бошлангич бурчак тезлиги 

to - ихтиёрий вакгдаги бурчак гезлиги.

(145)-формулага <о = - -  ни куйиб интефалласак, (146)-формулани
dt

хосил киламиз.

£12
V = (o0t + —  (146)

(146)-тенглама билан текис узгарувчан айланишда бурилиш 
бурчаги, ёки текис узгару'вчан айла!тма харакат конуни аникланади.

Кузгалмас ук агрофида айлаиувчи жиемнинг бурчак тезлнк 
вектори мазкур ук буйлаб йуналган ва унинг мусбат йуналишидан 
Караганда айланиш соат стрелкаси харакатига тескари йуналишда 
куринадиган, айланиш укиниш ихтиёрий нукгасига куйилган вектор 
билан ифодаланади (110.1-расм). Бурчак тезлик векторининг модули

dtp
Н - 5 - к

формула ёрдамида аникланади.
Агар айланиш уки бирлик векторини к билан белгиласак, бурчак 

езлик векторини

го = ф -1 = о), к (146.1)

курипишнда ёзиш мумкин. (146 ) дан курамнзки, ф > о булса, 

помори к йуналиши буйича, Ф< о да * карама-карнт йуналишда 
булади (110.1 -раем а,Ь).
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110.1-расм.

Жисмнинг бурчак тезланишини айланиш уки буйлаб йуналган с 
вектори тарзида ис]юдалаш мумкин. Бунда жисмнинг бурчак тезланиш 
вектори шу жисм бурчак тезлик векторидан вакт буйича олинган 
хосилага тенг булади (110.2-расм).

Агар жисмнинг бурчак тезлиги модуль жихагидан орта борсл, 
бундай харакат тезланувчан айланма харакат, камая борса, 
секинланувчан айланма харакат дейилади. Текис айланма харакатда 
а) -  const булгани учун е = 0булади. Демак, и>г ва ег лар бир хил ишорали 
булса, харакат тезланувчан турли ишорага эга булса, харакат 
секинланувчан булади (110.2-расм а,Ь).

■к = с .к
dt dt

еки

(146.2)
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Кузгалмас ук агрофида айланувчп каттик жисмниш бурчак 
гезлиги на буичак тезланиши айланиш уки буйлаб йуиалган вектор 

ка ггаликдир.

5 '  f  АЛМ АС  УК А ТРО Ф И Д А  АЙЛАНУВЧИ К АТТИ К  Ж ИСМ 
НУКТАСИИИНГ ТЕЗЛИГИ ВА ТЕЗЛАНИШ И

Кузгалмас г  уки агрофида айланувчп катгик жисм берилган 
булсин.

Шу жисмниш ихтиёрий М  ну к гаси тезлиги ва тездаиишшш аник* 
лаймиз.

Бунда Л -  М  нумадан айланиш укигача булган масофа (111 -раем). 
Z  жисмиинг кузгалмас айланиш уки. Жисм абсолют каттик булганлиги 
учун Л — const булади. Жисм уки а грофида айланганда М нукта айланиш 
ч’кига перпендикуляр текисликда радиуси h га тенг булган айлана 
чизади.

Жисм ук агрофида dip бурчакка бурилганда М  нукта dS йулни 
босиб угади.

dS = М„М

dS =  hdtp
z

Я У.

111-рас.м.

М нуктанинг тезлиги:

и =

еки

u=tu h (147)



to - жиемнинг бурчак тезлиш. (147)-<|>ормула билам кузкымас vk 
агрофпда апланувчп каттик жисм нумаспнинг чпшк.ш гезлиги 
топилади. Ку и ал мае \'К атрофида аиланма харакатда ги жисм ихтиёрий 
нуктасп ч т и м  и тезлигининг мпкдори жисм бурчак тезлиш билан 
кузгалмас укдан нукгагача булган масофанииг куна и i м ает а тенг. 
Чнзпклн 1езлнк векторн й Л/нукгада Л га перпендикуляр булиб, жисм 
апланаепан юмонга карай йуналган булади. Кагшк жисм 
нуктадарининг тезлнкларп шу нукгалардан айланиш умпача булган 
масофага проиорционалдир.

Л/нуктанинг уринма тезлангпшши гопам из. Уринма 1езланпшн:
do d((oli) '

И , = —  = -------- = h e ,  W =  e h
r dt dt

(148)

Кузгалмас ук атрофида аиланувчи жисм ихтиёрий иуктасининг 
уринма 1езланпши жиемнинг бурчак тезланиши билан шу нуктадан 
айланиш укигача булган масофанинг купайтмасига тенг.

Уринма тезланиш шу нуктадан h га перпендикуляр булиб, 
тезланувчан айланма харакатда и тезлик йуналиши буйича (112-раем, 
а), секинланувчан айланма харакатда эса унга тескари йуналади (112- 
раем, b). М нуктанинг нормал тезланишини топамиз.

_  (wltY _ ro2h2
Р

to2h (149)
h It

Кузгалмас ук атрофида айланувчи жисм ихтиёрий нуктасининг 
нормал тезланиши бурчак тезлйшнинг квадрати билан нуктадан 
айланиш укигача булган масофанинг купайтмасига тенг.

112-j асм.

Нормал тезланиши айланиш радиуси Л буйлаб айланиш у ;и 

томон йуналган булади.
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Уринма на нормал тезланишлар узаро пепенликуляр булади. Т\'ла 
гезл. шиши модули куйндагича аникланади.

W, - JlV* +И’>! = J e : h - *a>: h : = h-Je' * ш‘ И' = h j c ! +<u‘

(150)
Гезланишннинг йуналиши аса куйидаги формуладан гони.иди.

(151>(О
Бунда ц - гула тезланиш билан нормал тезланиш орасидаги

бурч ж.

113-расм.

Жисм кузгалмас ук атрофида гекис айланса, W=const ва унинг

бурм ж тезланиши нолга тенг булади г = — = 0. У холда жисмdt
пук; .синит уринма тезланиши нолга тенг булиб, И’ = с И - ч, жисм 
нукг лари нормал тезланишга эга булади W = И'„ = И '; Л.

ТАКРО РЛАШ  УЧУН САВОЛЛАР.
Каттик жисмнинг кандай харакати га илгарилама харакат деб 

л га лад и?
Илгарилама харакаг килаётган катгик жисм нукталарининг 

раекторияси, тезлиги ва тезланиши хакидат теорема кандай 
а ьрифланади?

Каттик жисмнинг эгри чизикли илгарилама харакатига мисоллар
келтириш? **

Каттик жисмнинг кузгалмас ук атрофидаги айланма харакат 
.аърифшш ай гинг? Бу харакат га мисоллар келтириш ?
3. Жисмнинг бурчак тезлик ва бурчак тезланиши нима? Уларнинг 
улчов бирлиги кандай?
<• Каттик жисмнинг кандай айлашшшга текис айланиш дейилади? 

Жисмнинг бир мннутдаги айланишлар сони билан бурча гезлик 
расида кандай боглашпн мавжул?
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Текис 

дан П  
и ММ/ 
обарин 
;аракат 

шзади, 
1 ланма

Ж исмни кулгалмас /7 текисликка нараллел булган /7/ текислик 

билан кесиб, кесим да хосил булган  кесимаии (S) билан белгилайм из 

(115-расм). ММ/ кесма (S) кесимдаги нуктаси В билан б е лт ла н а д и . У 

холда ММ/ кесмани харакатини урганиш  урн и га В нуктасининг харакати 

урганилади.
ГУ

/  А > м
Г Г  "1

( I—S /

115-расм.

Худди ш унингдек ММ/ кесмага параллел Л/,Л/, кесмани олсак

М ХМ\ кесма хам илгариланма харакатда булга ни учун унинг (S) 
кесимдаги О/ нуктасининг харакатини урганиш кифоя. Ж исмни ММ/, 

л / ,л / , , М 2М\  кесмалар тупламидан ибораг деб караш мумкин ва 

бундай ж исмиинг харакатини урганиш  урнига унинг (S) кесим и нинг 

харакатини урганиш  кифоя. (S) кесим га текис шакл дейилади. Текис 

шакл харакатланадиган /7текисликка текис шаклнинг харакат текислиги 

дейилади.

Оху координаталар системасига нисбатан харакат килаётган (S) 
гекис шакл берилган булсин. Бу текис шаклдаги АВ  кесманинг вазияти 

А нуктанинг х а , у А координаталари ва А  нукта а грофида ф айланиш  

б у р ч а т  билан  аникланади.

<р - АВ  кесманинг Ох уки билан таш кил килган бурчаги (116-расм).
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8 Жиемнинг каидай айланнппна 1екис узгарувчан айланишп 
дейилади?
9. Текис узгарувчан аиланма харакатда жиемнинг бурчак тезлиш но 
айланиш бурчат  каиси формула билан топилади?
10. Айланма харакат килаётган кагтнк жисм нуцтасиниш тезлиш 
модули каидай топилади ва у кандай йх'налмн?
11. Кхзгалмас ук атрофида айланаётган ко шк жисм нукгасипшн 
уринма ва нормал тезланиши каиси формула билан аникланади? 
Бу к*зланишлар каидай йуналган булади?

12. Кузгалмас ук атрофида айланаётган каттик жисм пуктасинпнг 
туда тезланиши кайси формула билан аникланади? Бу 
тезланишнинг йуналиши кандай?

53-S. К А ТТИ К  Ж И СМ Н И Н Г ТЕКИС ПА.’ АЛЛЕЛ ХАРАКАТИ

Кагтнк жиемда олинган хамма нуктала”  жисм харакатида бирор 
к5'згалмас текнедикка параллел текисликда харакатланса, унинг бундай 
харака i пга текис параллел харакат дейилади.

Масалан: Тугри чизикди йулдаш машина гплдпрагиппнг 
харака ш ёки кривошип шатунли механизмдаги шатуиппинг харакати 
(114-раем).

А

Текис параллел харакат килаётган кием берилган булсин. 
Жиемнинг текис параллел харакатпни ургани п учун жиемда кузгалмас 
текпслпкка перпендикуляр булган М М / ихтиёрий кесма олинади. Текис 
параллел харакат таърифига кура ММ/ кесманинг нукталаридан П  
текиелнкгача булган масофалар узгармасдан цолади, шу сабабли MMi 
кесма \ар доим узига параллел равишда харакатланади. Бинобарин 
М М I кесма игарилама харакатда булади. Илгарилама харакаг 
таърифига Kj’pa жиемнинг барча нукталари бир хил траектория чизади, 
тезлпк ва тезлаиишлари тенг булади. Шу сабабли илгариланма 
харакатлат жисм битта нуктасининг харакати урганиш кпс|юя.
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I
Жисмни кузгалмас /7 текисликка параллел булган /7/ текислик 

билан кесиб, кесимда хосил булган кесиманн (S ) билан белгилаймиз 
(115-расм). М М /  кесма (S ) кесимда! и нуктаси В билан белгиланадп. У 
холда М М /  кесмани харакатини урганиш урнига Яиуктаспнннг харакати 

урганиладп.
/У

115-расм.

Худди шунингдек ММ/ кесмага параллел А/,А/,1 кесмани олсак 

Л/, М\ кесма хам илгариланма харакатда булгани учун унинг (S) 
кесимдап) 01 нуктасининг харакатини урганиш кифоя. Жисмни ММ/, 
Л/,м ],  М 2М\ кесмалар тупламидан иборат деб караш мумкин ва 

бундай жисмнинг харакатини урганиш урнига унинг (S) кесимининг 
харакатини урганиш кифоя. (S) кесимга текис шакл дейилади. Текис 
шакл харакатланадиган П текисликка текис шаклнинг харакат текисдиги 
дейиладн.

Оху координаталар системасига нисбатан харакат килаётган (S) 
текис шакл берилган булсин. Бу текис шаклдаги АВ  кесманинг вазиятп 

А нуктанинг х л ,у л координаталари ва А нукта атрофида ф айланиш 

бурчаги билан аникланади.
ip - АВ  кесманинг Одгуки билан ташкил килган бурчаги (116-расм).
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А нуктани кутб деб кабул киламиз. Жисм харака 1лапгапда хл.ул 
координатаси ва <р бурчаги вамнинг функцияси сифатида узгаради. 

Шунингучун хл.ул, ip куйидашча ёзилади.

(152)-формулаларга ка пик жисмнинг 1екис параллел харакат 
тенгламалари дейилади.

Каттик жисмнинг текис параллел харакатини илгариланма ва 
айланма харакагларга ажрагиш мумкин.

Теорема: Текис шаклнинг шакл текислнгида бир холдан иккинчи 
холга хар кандай кучишини кугб билан биргаликдаги илгариланма 
харакат ва кутбдан утган шакл текислигига перпендикуляр булган ук 
атрофидаги айланма харакагдан ташкил топган деб караш мумкин.

Исбот: Текис шакл текисликда I холатдан II холатга кучган булсин 
(117-расм). I холатда текис шаклда ихтиёрий A/Bi кесма олпнади. II 
холатда AiBi кесма А:В: холатини эгалласин. Текис шаклга шундай 
илгарилама кучиш берилади, А /нукта А: нукта билан устма-уст тушсин. 
В1 нукта эса В\ холатини эгалласин. Агар текис шаклни А 2 нукгадан 

шакл текислигига тик равишда угувчи ук атрофида В\,Аг,В2=(р бурчакка 
айлантирилса, у  холда А:В:=А:В2 булгани учун A 2,Bi ва А 2,В2 кесмалар 
усгма-ytT тушади. Жисм эса II холатни эгаллайди. ХудДи шу йул билан 
жисмни II холатдан III холатга ва хоказо келтириш мумкин. Демак, 
цаттик жисмнинг текис параллел харакати илгариланма ва айланма 
харакатлардан иборат.

(152 )-формулада гн бпринчп иккнга тенглама илгарилама 
харакатини, учннчн тенглама эса айланма харакатини пс]юдалапдп.

^  =/,(<) 

Уа = М  О 

<р  = Ш
(152)

117-расм.
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Теоремами бошкача усулда куйидагичи исботлаймиз (117-раем). 
Жисмга шундай илгариланма кучиш берамизки, магнжада Вi нума В: 
билам ус1ма-ус1 tyincitii А / мума эса А: холапш эгалласнн A iBi А/В: 
булади.

Агар текис шаклни В: мук гадай утувчи ук атрофида А ,, В:,А:-<р 
бурчакка бурсак A/Bi кесма At, В:=А:В:, булга ил и ги учун At В: билан 
устма-yci тушади текис шакл эса II холагини эгаллайди А: ёки В: 
нукталарга кугб деб аталади.

Теореманинг исбогидам курамизки, гекис шаклнинг илгариланма 
кучишп кутбии танлаб олинпиа боглик булади. Хакикатда А/ нуктанинг 

холати I холда А/А:, II холда А /.1 булади. At A: *A i^
Айланиш бурчаги <р эса кутбни танлаб олишига боглик 

булмайди.

54-§. К АТТИ К  Ж ИСМ  ИСТАЛГАН  НУКТАСИНИНГ ТЕЗЛИГИНИ 
КУТБ УСУЛИДА АН И КЛАШ

Теорема: Текис шакл ихтиёрий В нуктасининг тезлиги А кутбнинг 
тезлиги билан В нуктанинг кутб атрофида айланганда хосил килган 

тезлигининг геометрик йигиндисига тенг.

=  U A  +  У А 4

Исбот. Текис параллел харакат килаетган текис шакл берилган 
булсин. Шу гекис шаклдаги В нуктасининг тездигини аниклашимиз 

лозим булсин. В нуктанинг вазияти О» вектор билан аникланади (118- 

расм).

r „ = r , + r '  (153)

г, - А кутбнинг радиус вектори.
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r„ - В нуктанинг радиус вектори

г ’ - В нуктанинг Аху координатадарша нисбатан холатини 
аниклайдиган радиус-вектор.

В нуктанинг тезлиги ни аниклаш учун (153) дан t вам буйича 
хосила оламиз.

сlr„ dr. dr'
, ж "J  + . (154)

ill dl dt '
dr„ dr. dr' _
d7=u* ' -dr b ' '  d , xu' "  (,55)

(155)- ни (154)- ra куямиз у ходда

и н = й м +  ^НА  (1 5 6 )

(156)- формула билан текис параллел харакат кнлаётган катти к 
жисмиинг ихтиёрий В нуктасининг тезлиги топилади. Бунда тезлик tJ„, 
В нуктанинг А кутб агрофида айлашанда хосил килган тезлиги. Бу 
тезликнинг микдори куйидагига тенг.

^ « - ш А В  (1 5 7 )

Бунда (О -  бурчак тезлик. й„А тезлик вектори айланиш радиуси АВ  

га перпендикуляр равишда текис шаклнинг айланиш йуналииш буйича 

йуналади яъни й„ 1 .  В  нуктанинг тезлиги оА ва иИА векторлардан 

тузилган параллелофамнинг диоганали буйлаб йуналган булади (119- 
расм.)

Текис шакл бирор нуктасининг тезлиги ва айланма харакатннпнг 
бурчак тезлиги берилганда текис шаклнинг бошка нуктасининг 
тезлиппш (156) формуладан аниклаш к\тб усулида аниклаш дейилади.

55-§. ТЕКИС Ш АК Л  ИККИ НУКТАСИ ТЕЗЛИКЛАРИНИНГ 
ПРОЕКЦИЯСИ ХАКИДАГИ ТЕОРЕМА

Теорема: Текис шакл икки нуктаси тезлпклариппнг шу 
нукталардан утган тугри чпзикдаги проекцияси узаро генг.

116



И сбот. Текис шаклда А ва В нукгаларни оламиз. А ну к мни кутб 
деб кабул киламиз. Маьлумки, В нуктанинг тезлигини (156)-<|юрмула 
билан ёзиш мумкин. А на В нукталар оркали х уки утказилади (118- 
расм). (156) ни ум а проекциялаймиз.

(*\ )г  = )л + (*>*)*
« , , 1 х булганлиги учун (i> ^ )v =0 булади. Шундаи килиб

fo ) v  = (чЛг
118-раем га асосан

uHcosfi = uAcosa ( 158)
Бу теорема ердамнда А нукта тезлигининг катталиги ва йуналиши 

В нукга тезлигининг йуналиши берилганда В нукта тезлигининг 
модулини тоииш мумкин.

ТАК РО РЛАШ  УЧУН САВОЛЛАР.
1. Ка пик  жисмнинг кандай харакат и га илгариланма харакат деб 
аталади?

2. Илгариланма харакат килаётган каттик жисм нукталарининг 
траекторияси, тезлиги ва тезланиши хакидаги теорема кандай 
та ьрифланади?

3. Катгик жисмнинг эгри чизикли илгариланма харакатига мисоллар 
келтиринг?

4. Каттик жисмнинг кузгалмас ук атрофидаги айланма харакат 
таърифини айтинг? Бу харакатга мисоллар келтиринг?
5. Жисмнинг бурчак тезлик ва бурчак тезланиши нима? Уларнинг 
улчов бирлиги кандай?

6. Каттик жисмнинг кандай айланишига текис айланиш дейилади?
7. Жисмнинг бир минутдаги айланишлар сони билан бурчак тезлиги 
ораспда кандай богланиш мавжуд?
8. Жисмнинг кандай айланишига текис узгарувчан апланиш 
дейилади?

9. Текис узгарувчан айланма харакатда жисмнинг бурчак тезлиги ва 
айланиш бурчаги кайси ({юрмума билан топилади?
10. Айланма харакат килаётган каттик жисм нумаспнинг 
гезлигининг модул ва йуналиши Kaiuan топилади?
11. Кузгалмас ук атрск|)ида айланаётган каттик жисм нуюасининг 
уринма ва нормал тезланиши кандай аникланади? Бу тезланишлар 
кандай йуналган булади?
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12. кузгалмас ук атрофида айланаётган ка пик жисм иукгасишнн 
тезланиши кандай аникланади? Бу гезланншниш йуналиши кандай?
13. Каттик жиемнинг кандай харакатга текис параллел харака! 
дейилади?
14. Текис параллел харакат нечта тенглама билан аникланади?
15. Жиемнинг текис параллел харакатинн кандай икки харакатга 
ажрагиш мумкин?
16. Жиемнинг бурчак тезлиги ва бурчак тезланиши кугбга богликми?
17. Текис шакл нуктасининг тезлиги кандай аникланади?

18. тенгликдаги v„, тезликнинг модули кандай юпнлади? У 

кандай йуналган?
19. Текис шакл икки нуктаси тезлигининг проекцияси хакидаш 

теоремани таърифланг?

56-§. ТЕЗЛИКЛАР ОНИЙ М АРКАЗИ

Агар (S) текис шакл илгариланма харакатда булса, бу шаклда хар 
онда тезлиги нолга тенг булган битта нукта мавжуд булади. Тезлиги 
нолга тенг булган бундан нуктага тезликлар оний маркази дейилади. 
Текис шаклнинг тезлиги нолга тенг булган битта нуктанинг 
мавжудлигини исботлаймиз. Текис шакл бирор А нуктасининг тезлиги 
й, ва шу А нукта атрофидаги айланма харакатнинг бурчак тезлиги to 
берилган булсин (120-расм). А нуктани кутб деб кабул киламиз.

К\'гбдан айланма харакат йуналишида и, га перепендикуляр A N  

т\’ф и чизиги утказилади. А нуктадан бошлаб A N  туфи чизикка Л Р  

кесма куйилади.
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to

/’ пук r«ii iniii i ел/in i n куиидагича ёзилади.

U ,.=U A +U r/I (159)

/’  нуктанинг А куш атрофида айданишдаги тезлигининг модули
топилади.

и,.А = ш • АР  =  (о—  -  и. и Р , — О .
(О

/’ нуктада о,., вектори и, га бир !угри чизик буйлаб карама-карши 
йуналган булади.

У \олда (159)-тенгликдан и,. = 0 булиши келиб чикади. Демак, Р  

нукта гезликлар оний маркази булади. Тезликларнинг оний марказини 
гопиш учун текис шаклда ётган икки ихтиёрий А ва В нуктадар 
тезлпкларининг йуналиши берилган булиши керак. Шу нукталардан 
уларнинг тезлнкларига тушурилган перпендикулярнинг кесишган 
нуктаси тезликларнинг оний маркази булади (121-расм). Р  нукта 
тезликларнинг опий маркази, бу нуктанинг тезлиги нолга тенг. vr »о

57-§. ТЕЗ/1ИКЛАР ОНИЙ М АРКАЗИ ЕРДАМИДА ТЕКИС Ш АКЛ 

Н УКТАЛАРИ Н И Н Г ТЕЗЛИГИНИ ТОПИШ

Шаклда курсатилган холатда S текис шаклда етган Р  нукта 
тезлик.1арпннг оний маркази булсин. Шак.1даги ихтиёрий А ва В 
нукталарнпнг гезлик.1арпнн топпш керак (122-расм). Бунинг \-чун Р  
пумами куп') деб кабул кплампз. А ва В ну'маларнинг гезлик.1ари учун 
куйидаги с|юрму'лаларни ёзамиз.

йА = и,. + 

ин = о,. + иИГ
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Бу ерда о,. = 0 булганлиги учун куйидагича ё.имш.
и4 = иА1. ии — ииг

0*Г =  (о РА и 4 =  (О

= о> ВР
ёки

V„r V ,  = < У

ил1РА 0,1ВР

(О =
и*(о  =  — ;

РА' ВР

122-расм.

Бунда urA,UHrлар -  А  ва В нукталар тезликлар оний маркази 

атрофида айлаганда хосил килган тезлига. Уларнинг модули:

(Ю ')

(161)

(161)-формула билан текис шаклнинг бурчак тезлиги т о т  ади.
Демак, бирор онда оний маркази маълум булган текис такл
нукталариинг шу ондаги тезликларини айланма харакатдаги :исм
нукталариинг тезликлари каби топиш мумкин. (160)-формуладан екис 
шакл нукталарининт айни пайтдаги тезликлари орасидаги муноса it h h  

аниклаймиз.

•5  ̂= ^  (16*)
РА РВ

Яъни хар ондаги текис шакл нукталари тезликларнннг м ули
оний марказдан то шу нукталаргача булган масофага пронорп нал
булади. Демак, тезликлар оний маркази билан текис шакл чар j дай
нуктасининг тезлипши топиш учун uiy шаклда етган и\тиё| i А
нуктаси тезлигининг модули ва йуналиши хамда бошкт В кта 
тезлипншнг айналиши берилган булиши керак.

58-§. БАЪЗИ Х О ЛЛАРД А ТЕЗЛИКЛАР ОНИЙ МАРКА;Ш Н1
АН И КЛАШ

1. Агар текис шакл бирор А нуктасининг тезлиги i>, ва В 
тезлипншнг йуналиши маълум булса, тезликлар оний маркази

чга 
1 В



нукталар,иж 1езлпкларга угказилган периендикулярлариинг кесишган
нуктасида булади (124-расм, а).

124-расм.

2. Агар гекис шакл А ва В нукталарининг тездикдари параллел ва 
АВ  кесмага перпендикуляр йуналган булса, у холда тезликлар оний 
марказини аниклаш (124-расм Ь,с) да курсатилган. Бу холда тезликлар 
оний маркази АВ  кесма билан тезл!Гкдарнинг учлари оркали утган тугри 
чизикнинг кесишган нуктаси булади.

3. Текис шакл А ва В нукталарнинг тезликлари бир бири билан 
параллел б)’либ, АВ  кесма и, тезликка перпендикуляр булмаса бу холда 
А ва В нукталардан уларни тезликларига туширилган 
перпендикулярлар узаро параллел булиб кесишмайди. Лемак, 
тезликлар оний маркази чексизликда булади (125-расм, а). А ва В 
нукталарнинг тездикдарини АВтугрп чнзикка проекцияланганда:

иА cos a = и„ cos р
илшия

1 екис шаклнинг бурчак тезлиги ш = —  = — = о. Яьни текис шак.1
РА оо

берилган онда илгариланма харака г кидади.
4. Текис шакл А ва В нукталарннинг тезликлари тенг ва параллел 

п\налган булса, гезликлар оний маркази чексизликда булади /АР/тх  ва
■ окис шак,1||ииг бурчак тезлиш нолга генг буладп (124-расм, Ь). Бу холда
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гекис шакл барча нукталаришшг тезиклари узаро теш ва параллел 
булади, яыш текис шакл опии плгариланма харакагда булади.

125-расм.

5. Агар текис шакл бирор кузгалмас сирт устида сирпанмасдач 
юмалаб харакат килса, у холда уриниш нуктаси тезликларнинг оний 
маркази булади. /’ уриниш нуктаси тезликларнинг оний маркази булади
и, *  0 (123-расм).

59-§. ТЕКИС Ш АК Л  Н УКТАСИ Н И Н Г ТЕЗЛАНИШ ИНИ 
А Н И К ЛАШ

Теорема: Текис шакл ихтиёрий В нуктасининг тезланиши кутб 
тезланиши билан мазкур нуктанинг кутб атрофида айланишидан хосил 
булган тезланишларнинг геометрик {'шгиндисига тенг.

Исбот: Текис шакл ихтиёрий В нуктасининг тезлигини 
аниклайднган формула берилган булсин.

UH = U A + V HA (163)

В нуктанинг тезланишини аниклаш учун (163)-формуладан вакт 
буйича хосида оламиз.

do, do. doM
- . -  = - Г  + —Г~  1<’4dt dt dt

бунда = = W*' dyf  = (165)dt dt dt
(165) ни (164) га куямиз, v холда

WB'= W A + WBA (166)
(166)-формула билан текис шакл исталган В нукта. чшнг 

тезланиши топилади.
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Бунда ir, - А кутбнинг тезланиши. й'„,- В нуктанинг А куш 
а I рофпда айланганда хосил булган тезланиши. irw тезланпшини 

уринма ва нормал гезданишларга ажратамиз.
й7. , = к , * й7;, (1вб )

Бунда Им ва Н'м - В нуктанинг А кутб атрофида айланишида 
хосил булган уринма ва нормал гезланишлар модули куйдагига тенг.

и;, = 4  ав т и.'ди';,
"  s , бунда "  _______  (167)

- ш ’ -АВ И ,, = AB’j e '  + о>‘

И’/(" - (езланиш векторн хар доим ЛЯ масона буйича Януктадан А

KViora караб ну налган булади. гезланиш век гори В нуктадан АВ  га 
перпендикуляр йуналган булади.

И'У) - тезланиш векторининг йуналиши текис шаклнинг 

харакатга боглик булади. Агар гекис шаклнинг харакати тезланувчан 
булса, яъни е>0, W", тезланиш шакл айланишига караб йуналган 

булади. Акс холда е<0 шакл айланишига тескари йуналади (126-расм

а,Ь). Демак W^A тезланишнинг йуналиши бурчак тезланишининг 
йуналишига боглик. Бурчак тезланиши £ кайси томонга караб йуналса, 

1Ка тезланиш шу томонга караб йуналган булади.

а) Ь)
126-расм.

(166 ) ни (166) га куииб В нукIанинг тезланиши топилади.

W„mWA+W i,+W Z  (168)
Гекис и!акл хар кандай В нуктасининг тезланиши кутбнннг 

гезланинш билан В нуктанинг гекис шакл билан бпрга шу к>тб 
афофида айланиш идан хосил булган уринма ва нормал
■ езланишларнинг геометрик йигнндисига тенг булади.

Текис шакл ихтиёрий нуктаси тезланишининг кагга ва 
иуналишини (168)-дан фойдаланиб аииклаш мураккаб булиши мумкин.
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Бундай холда тезланишнинг бпр бирига перпендикуляр йуналган 
уклардат проекциялари топилади. Бунинг учун уклардаи бнрипи, 
масалан X укини, айланиш радиуси (АВ ) буйлаб, иккннчисинн эса унга 
перпендикуляр равишда утказиб, (168) ни шу укларга проекциялаймиз: 

Тезланиш н; нинг координата укларидагн проекциялари ма ьлум 
булса, унинг модули ва йуналиши куйидаги формулалардаи гопиладп.

1. Тезликлар оний маркази деб нимага айтилади?

2. Текнс шакл икки нуцтаси тезликларининг йуналиши маълум 
булса, тезликлар оний марказини кандай аниклаш мумкин?

3. Тезликлар оний  маркази чексизликда булган пайтда текис шакл 
нукталарининг тезлигини аникланг?

4. Бурчак тезлиги кандай аникланади?
5. Текис шаклнинг А ва В икки нуктаси берилган. Бунда А 

нуктасининг тезлиги АВ  га перпендикуляр йуналган эканлиги 
маълум В нуктанинг тезлиги кандай йуналади?

6. Текис шакл ихтиёрий нуктасининг тезланиши кандай аникланади?
7. Уринма тезланишнинг катталиги кандай топилади?
8. Уринма тезланишнинг йуналишини аникланг?
9. Нормал тезланишнинг катталиги кандай топилади?
Ю.Нормал тезланишни йуналишини аникланг?

11. W’ » =1У., +^*1  + ir * j тенгликдаги ва тезланишларнинг

м одули  кандай топилади? Улар кандай йуналган?

Н УКТАН И Н Г НИСБИЙ, КУЧИ РМ А ВА АБСОЛЮ Т ХАРАКАТИ

Агар нукта ёки каттик жисм бир вактда икки ёки ундан куп 
харакатда иштирок килса, нуктанинг ёки катгик жисмнинг бундай 
харакати га мураккаб ёки абсолют харакат дейилади. Масалаларни 
ечишда нукта еки жисмнинг харакатини икки ва ундан ортик 
координата системаларига нисбатан текшнришга тугри келади. Бундай 
холда координата сисгемаларидан бири кузгалмас деб олиниб.

(169)

СО$((Г,х) = —*  
И'

И'
COS(l ( ' ,v )  =

”  и
(170)

ТА К РО РЛ АШ  УЧУН САВО ЛЛАР

60-§. Н УКТАН И Н Г М УРАККАБ ХАРАКАТИ
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иккинчиси эса уша intc6aiaii маълум конунга мувофик харакаi киладп 
деб караладп. Бу холла нукга кузгалмас координаталар ciicievtacnia 
нисбатан мураккаб харакагда булади. Масалан: Автобус еки поезд 
ичидаги пассажирнинг харакати. Бу мисолда ер билан боглаиган 
координаталар системаси кузгалмас булиб, поезд автобус билан 
боглаиган координаталар системаси кузгалувчи координаталар 
системасидан ибораг булади. М нуктанинг вагонга нисбатан килган 
харакати га нпсбий харакат дейилади. Унинг вагон билан бирга ерга 
нпсбатан килган харакатига кучирма харакат дейилади. М нуктанинг 
бевосита ерга нисбатан килган харакати мураккаб харакат булади (127- 
расм).

Маълум бир харакат килувчи Д жисм берилган булсин. Oxyz - D  
жисмга махкам урнатилган кузгалувчи система. Oi,xi,yi,zi - кузгалмас 
координаталар системаси (127-расм.) М  нуктанинг кузгалувчи 
координата системасига нисбатан килган харакатига нисбий харакат 
дейилади.

Нуктанинг нисбий харакатдаги тезлиги ва тезланишига шу 
нуктанинг нисбий тезлиги ва нисбий тезланиши дейилади. Нуктанинг 

нисбии тезлигини ог билан, нисбий тезланишини билан
белгилайди. М нуктанинг кузгалувчи система билан ёки D  жисм билан 

бирга ку'згалмас системага нисбатан килган харакатига кучирма харакат 
дейилади. М нуктанинг кучирма харакатдаги тезлиги ва тезланишига 
шу нуктанинг кучирма тезлиги ва кучирма тезланиши дейилади. 

Нуктанинг кучирма тезлиги ut билан кучирма тезланиши Wt билан 

белтланади. М  нуктанинг бевосита кузгалмас координаталар 
системасига ниспатан харакати мураккаб харакат ёки абсолют харакат 
дейилади. Нуктанинг абсолют ёки мураккаб харакатдаги тезлигига 
абсолют тезлик, тезланишига абсолют тезланиш дейилади. Абсолют тез-

ликни Ц» билан, абсолют тезланиши W, билан белтланади.

У

0 V  - 7-7- 7- г

о

х

127-расм.
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128-р а с м .

61-§. ТЕЗЛИКЛАРНИ КУШ ИШ  ХАЦИДАГИ ТЕОРЕМА

Теорема: Нуктанинг абсолют тезлиги унинг нисбий ва кучирма 
тезликларининг геометрик йигиндисига генг.

оа = й г + йе (171)

Исбот: Кузгалмас гугри бурчакли Oi,xx.yx. ; y координата 
системасига нисбатан харакаг килаётган D  жисм берилган булсин. Шу 
жиемга нисбатан М  нукта харакат килади. D  жисмнинг t ва h 
вактлардаги холатлари берилган булсин (129-расм.)

At вакт ичида М  нукта D  жиемга нисбатан .ш7, масофага, жисм 
билан бирга эса ММ-. масофага силжииди.

Бунда мм| ва М,м. мос равишда М нуктанинг нисбий ва кучирма 

силжиш векторлари, М М ; нуктанинг абсолют силжиш вектори. Расм- 
дан:

ш?: = а/л7, + Щ 7. (171)
(171) - формуланинг нккала кисмини At га буламиз:
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MM :  MM,  M, M.
= + (172)

Л/ V  V

(172 )-с|>ор мулада п  i
ММ:  М М  М , М %

нчва
М М  М

Мое ранишда М нуктанинг At вакт ичидаги уртача абсолют нисбий 
на кучирма тезди т  булади.

Нуктанинг бирор ихтиерии t вакгдаги тезлигини топиш учун (172) 
ни At-»0 шггндтириб, лимит оламнз:

.. ММ, ММ м,м.
lim * = lim -— *-+1101 (172 )
Л/-.0 Д I  Ai .0 Д /  M .0 Д/ '  '

i- ММг мм, _ м,м. _
oviua lim------= и , lim----- L = t>,. lim—■—- = u..

J  -v-o ДI  Ы-М  Д/ 4 ,-0  Д| •

Демак (172 ) формулани куйидагича ёзамиз.

иа = и г +  Ч  (173)

Теорема псбот килинди. (173)-формула нуктанинг кучирма 
харакати илгариланма ва айланма харакатлардан иборат булган холл а р- 
да хам уринлидир.

Абсолют тезликнинг модулини ва йуналишини аниклаш учун 
нисбий ва кучирма тезликлардан параллелафам ясаш керак (130-расм).

Абсолют тезликнинг модули куйидаги формула билан 
аникланади.

и = yju; + и; + 2и,и, cosor (173)

Бунда и, V, ва и, гезликлар орасидаги бурчак.

1) Агар а=0 булса, и, билан <->, тезликлар бир туфи чизик буйлаб 

чир томонга йуналган булса, абсолют тезлик куйидагича топилади.

Ч, = V ?  ♦ U.J + 2t>,t»r = и, + и.
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2) Агар а*180° булса, яъни и, билан и бир гугри чизик буйлаб 

карама карши йуналган булса абсолют тезлик куйидагича топилади.

и„ = Ju] + и* -  2urU' = и, -  и

3) Агар а =90° булса, абсолют тезлик модули куйидагига генг 
булади.

и, = ju ] +ц!

Агар нисбий, кучирма ва абсолют тезликларидан ихтиёрий икки- 
таси маълум булса, учунчи номаълум тезликни гезликларнн кушиш 
хакидаги теоремадан (]юйдаланиб аниклаш мумкин.

62-§. Н УКТАН И Н Г КУЧИРМ А Х АРАКАТИ  А Й ЛАН М А 
ХАРАК АТД АН  ИБОРАТ БУЛГАН ХОЛДА ТЕЗЛАНИШ ЛАРНИ 

КУШ ИШ  ТЕОРЕМАСИ

Теорема: Нуктанинг кучирма харакати айланма харакатдан ибо- 
рат булган холда нуктанинг абсолют тезланиши унинг нисбий, кучирма 
ва Кориолис тезланишларнинг геометрик йигнндисига тенг булали.

W' = Wr+W +W t (176)

Бунда Wr,Wt,W, лар мос равишда нуктанинг кучирма нисбий ва 

кориолис тезланишлари.
>К ва,,’1 тезланишларни уринма ва нормал тезланишларга ажратиш 
мумкин.

wr = ivr'+ w ;  (177)

Wr нинг модули куйидагига тенг

W" нинг модули:

mi _ du, ш dlS, 
dl dl1

p
Агар нуктанинг нисбий харакати тугри чизикли харакатдан иборат 

булса, троекторияппнг эгрилик радиуси р=ж га тенг булади. Бу холда 
И," =0 булади.

WJ нинг модули куйидагига тенг

К  = £  А

Й К «(Г '+ Н 7/  (178)

i:*



w;  = ш* и

(177) ва (178) ларни (176) га куямиз, у холда

w\ =  w ;  +  w ; + w ;  + w '.+ w k ( 1 7 9 )

Кучирма харакат айланма харакатдан иборат булган холда 
нуктанпш абсолют тезланиши (179)-формуладан топилади.

абсолкл тезланишнинг модулини ва йуналишини аниклаш 

учун (179) ни д<,у,г, координата укларига проекциялаб, унинг шу 
умардагн (У.,,, IY.,„ IVm проекцпяларини топиш керак. Абсолют 
тезланпшниш модулини куйидаги формула билан аниклаймиз:

К  = f i T + K  + К  080)

Кучирма харакаг илгарилама харакат бу л ганда нуктанинг абсолют 
тезланиши шу нуктанинг нисбий ва кучирма тезланишларининг 
геометрик йигиндисига тенг булади.

Шундай килиб, кучирма харакат илгариланма харакат булгаида, 

нуктанинг абсолют тезланиши нисбий тезланиш Wt ва кучирма

тезланиш лардан курил ran параллелофамнинг диагонали билан 

ифодаланади. Бу холда абсолют тезланишнинг модули куйидагича 
топилади.

К  = + 2W'Wt cosа (180‘)

Бунда a Wr ва Wt векторлари орасидаги бурчак.

63-§. КОРИОЛИС ТЕЗЛАНИШ ИНИНГ М ОДУЛИНИ ВА 
ЙУНАЛИШ ИНИ АН И КЛАШ

Корполис тезланиши кучирма харакат бурчак тезлиги ва нисбий 
харака! 1езлнклари векторли купайгмасининг иккиланганига тенг.

W, =2(шг хи,) 4181)

Агар <у, билан ог орасидаги бурчак катталигини а б план 

бел гп ласа к, Корполис тезланншпнннг модули куйидагича тенг буладп.
WK = 2а,иг sinor (182)

Корполис тезланишнинг йуналишини аниклаймиз. М нуктанинг 
нисбий тезлиги о, берилган булсин. Кариолис тезлашининг 
йуналишини аниклаш учун М  нуктадан ш, бурчак тезлик векторига

Wt ‘ НИШ  м о д у л и
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перпендикуляр килиб, П  тек пел и гп утказплади. Нпсбпп le.uiik, с ни 
шу текисликка проекциялаймиз, о ' проекциями Л/ нукта «профида 
айланиш Пуналпшга караб, 90° бурчакка бурсак Кориолпс 
гезлашшшнпнг йуналиши келиб чикади (131-раем). A iap w l i ,  булса 

(132-расм), sina-l булади. У холда Кориолпс тезланиши кчпндашча 
булади.

,г» * 2ш,о, (183)

Нуктанинг Кориолпс тезланиши куппдаги холларда нолга юнг 
булади.

1. Ку'чирма харакат илгариланма ха рака! булса, бу холда <л=0 
шунингучун (У» =0 булади.

Кучирма харакат нлтарнланма харака! булганда нуктанинг.абсо
лют тезланиши шу нуктанинг нисбий ва кучирма тезланишларнинг 
геометирик йишндисига тенг булади.

IV. =17,+ W, (184)

2. Нуктанинг нисбий тезлиги и, =0 га тенг булса, и, = 0 и; = 0 .

3. л», ва и, векторлар у'заро паралел булса, бу холда а=0°, ч=180° 
Н^.Ч7булади.

ТАК РО РЛАШ  УЧУН САВОЛЛАР.

1. Нуктанинг нисбий харакатини айтпнг?
2. Нуктанинг кучирма харакатини айтпнг?
3. Нуктанинг абсолют харакатини айтпнг?
4. Тезликларни кушиш хакпдаги теореманп таърпфлапг?
5. Абсолют тезликнинг микдори кандай аникланади?
6. Абсоют тезликнинг йуналиши кандай аникланади?
7. Тезланишларни кушиш хакпдаги теоремани таърифланг?
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8. Куч up via харака г илгарилаима пул ганда иумапиш абсол ю i 

1езланишп каидай аникланади?
9 Кучирма харакат айланма булганда нуктанинг абсолкп гезланиши 

каидай аникланади?
10. Кориолис тезланишининг каггалит кандай аникланади?
11 Кориолис 1езланишиниш йунанипнни аниклаш?
12. Кандай холларда нуктанинг Кориолис тезланиши нолга тенг 

булади.
ДИНАМ ИКА.

: у '  64-§. Д И Н АМ И КАН И Н Г АСОСИЙ ТУШ УН ЧАЛАРИ

Назарий механикаиинг динамика булимида жисмларнннг 
харакати уларнинг массасига ва харакатни вужудга келтирувчи кучларга 

боглик равишда текширилади.
Жисм харакатланганда унга узгармас кучлардан ташкарн микдор 

ва иуналиш жихатидан узгарадиган кучлар хам таъсир этади. Жисмга 
таъсир килувчи кучлар вацтга, жисм холатига ва унинг тезлиш га 
маълум муносабатда боглик булади.

Масалан, электровоз реостатини кетма-кет улашда ёки узишда 
хосил буладиган торгиш кучи вактга боглик, суюклик ёки хавонинг 
каршилпк кучи эса жиемнинг тезлигига боглик б\'лади. Демак, у  мумий 
холда жисмга таъсир этувчи кучлар вактга, жиемнинг холатига ва 
тезлигига боглик булади.

F = F(i.r,u)
бунда /-вакт, г-нуктанинг холатини аникловчп радиус-вектор, и -жисм 
тезлиш.

Жиемнинг куйилган кучлар таъсирида уз тезлигини тез ёки секин 
узгаргириш хусусияти жиемнинг ннертлиги дейилади. Жиемнинг 
ннертлпшни микдор жихатидан ифодаловчи физик катталик жиемнинг 
массаси дейилади. Механикада жиемнинг массасн 5’згармас, сколяр ва 
мусбат катталик деб караладн. Динам икала дасглаб жисмларнннг 
улчамларн ва массаларининг таксимланишипп эътиборга олмаган 
холда уларнинг харакагини урганиш учун моддий нукта тушунчаси 
киригнлади. Харакатини урганишда улчамлари ахамиятга эга булмаган, 
лекин массага эга булган жисм моддий нукта дейилади.

(/Дннамикада жиемнинг харакатини урганишни, одатда, унинг 
нуктасининг харакатини урганншдан бошланади.
Динамика икки киемга бу л  и над и: a .
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1. Моддий нукта дина ми каси
2. Механик система ва кагтик жисм дииамнкаси.

Лииамикада куйидаги иккша масала ечплади:
1. Н ум а ёки сисгеманиш харакат берилган, т у  нукга ёки 

сисгемага таъсир килувчи кучни топиш керак.
2. Нукга ёки сисгемага 1аъсир килувчи кучлар берилган, нукга ёки 

сисгеманиш харакатини аниклаш керак.

65-§. Д И Н АМ И К АН И Н Г АСОСИЙ КОНУНЛАРИ

Механика конунлари жисмларнинг тезликлари ёруглнк 
гезлигидан анча кичик булган холда уринли булади. Динамика 
куйидаги 4 та конунга асослангаи:
1-конун (инерция копу ни)

Агар нуктага куч таъсир этмаса нукга узииинг тинч холатини ёкп 
гугри чизнкли текис харакат холатини саклайди.

Инерция конунига кура /•' = 0 булса, й> = 0 булади, й -  const 
булади. Бу ерда и -моддий нуктанинг тезлик вектори,.. - тезланиш 
вектори, / -куч вектори.
2-кону/1 (  ишамнканннг асосни копунн).

Нуктанинг куч гаъсирида олган гезланиит билан массаспнинг 
купай 1маси микдор жихатидан шу кучга тенг булиб куч билан бпр хил 
йуналишда булади.

F  = mw (186)
Бунда: F - куч микдори; 

т- нуктанинг массаси; 
w- нуктанинг тезланиши.

133-расм.

Эркин тп а ё п а н  жисмнинг огирлик кучи унинг массаси билан 
jpKim гушиш тезланпшининг купайтмасига тенг.

Р = nig
Жисмнинг массаси куйидагича аникланади:



р
т ' ~  (187)

Бунда g^V.S! л/Л*-эркии тунпип юлланипш.
(186)- ниш немпр курпнинш куйидагича ёзилади.

пт- = F  (188)

Кинема ткадан маълумкп нуктанинг тезланиши куйидагша тенг.

-  _  dr> -  _  d'F
л : w u W '  - ХОЛЛа:

(188)-1енгдама куйидагича ёзилади 

сГг

m ' w s F  <189>
(188)- ва (189)- генгликка нукга дннамикасннпнг асосий генгдамаси 
дейилади.
3-коиуп (таъсир на акс таъсир конуии)

Хар кандай гаъсир микдор жихатндан узига тенг бул1ан ва бир 
т р и  чизик буйлаб гескарн гомонга йуналган акс таъснрнн вужудга 
келгнради.

в

134-расм.

А жисм £  жисмга F, куч билан таъсир этса, В жисм хам А жисмга 
/•„ куч билан гаъсир килади.

F, ‘  -К

1̂№1 ( )
Бу ерда / на h кучлари узаро мувозанатлашмайди, чункп кучлар 

хар хил жисмга куйилган.

4-копуи (к\ -члар таъсирининг эркинлик kohvhu)
Бир нечга куч бпрданнга 1аъсир этганда н\'ктаннш о.пан  

юзланпшн Iну кучларнинг хар бирн алохида-алочнда гаъсир лы нда 
олган 1езланншларннин1 геомегрнк йигиндисига 1енг.

IT = ir, + ir, + ГГ3+ ...+5гя (191)

Бунда - нуманинг l r F,.F,....Fmк\’члари бнрданига таъсир эпанда
олган гезлашинп.
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и . . и < t i uv  кучларнинг \ар оирн алохнда-алохида гаъснр л  ганда 

олган тезланиши (135-расм).

(191)-генгламани нккала кием ими нуктанинг массасига кунайтнрамиз. 

mw = mvF | + /л\Г2 + mwy +... + mwn 

mw = F,+ F: + /•] + ...+ F„

Классик механика конунлари уринли булган санок системаси 
инерциал система дейилади. Техника масалаларини ечишда инерциал 
система сифатида Ер билан бевосига богланган система олинади.

Механикулчов бнрлпкларн системаси
Хамма механик катталикларни у л чаш учун 3 та асосий улчов 

бирликларини кирптиш етарлидир. Булардан икктаси учун вакт ва 
х’з у н л н к  бирликларн олннпши кинематика булнмидан маълум. 3-улчов 
бирлигн си4>атида масса ёки кучнинг улчов бирликларн олинади.

Механикада бир-биридан с|харк килувчи икки турдаги бирлнклар 

системаси киритилади.
Биринчи тур бирликлар системаси.

Халкаро СИ бирликлар системасининг таркибий кнеми булган 
МКС системаси кенг кулланнлади. Бу системада асосий улчов 

бпрлию1ари учун куйидаги бирликлар олинади:
1. Узунлик бирлиги -  1 метр (м)
2. Масса бирлиги -  1 килограмм (кг)
3. Вакт бирлиги -  1 секунд (сек)

Колган барча механик катталикларнинг бирлиги асосий 

бирлнклардан хоенлавий бирлик сифатида олинади.
Масалан, куч бирлиги учун 1 ньютон (Н) кабул килинадн. 

1Н-кгм/с:, яъни 1кг массага 1м/с: гезланиш берадиган ку»! oi шги 1И ia 

генг.
Иккинчи тур бирликлар системаси.

г

135-расм.

еки (192)
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Гечник бирликлар сис1емаси лей люлунчп МКГСС сиаем.тсн хам 
кулланнладп. Ьу сиаемада асосий улчов бнрлпклари учун куйидаги 
бирликлар кабул килинади.

1. Узунликбирлш и - 1 метр (м)
2. Куч бирлши -  1 килограмм куч (кгк)
3. Вакт бирлши -  1 секунд (сек)
Хар кандай масалани ечшпда факат битта бирликлар 

системасидан фойдаланпш лозим.

66-§. М ОДДИЙ НУКТА ХАРАКАТИНИНГ ДЕКАРТ 
КООРДИНАТА/1 А РИД АГИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМ АЛАРИ

Массаси т га генг булган М  нукта F кучи таъсирида кузгалмас 
Oxyz координаталар системасига нисбатан харака гланаетган булсин. h - 
нуктага куйнлган барча кучларнинг тенг таъсир эгувчиси (136-расм).

Нукга динамикас! нинг асосий тенгламаси гопамиз:

mw = F  (193)

булки in учу I (193) формула куйидагича ёзилади.<// "ill

d9 -
т j ,  ='"■ (194)

d 2r -

• (195)

(194)- ёки (195)- тенгламалар эркин моддий нукта харакати 
диф<|>еренциал тенгламасининг векторли ифодаси дейилади.
(161)- тенглама координата укларига проекциялаймиз: 

m dVx dV, dV.
d t ~ "  m ~ d i= F >' m ~dt~= (196) 

бунда s., у .э .-э тезлик векторининг x,y,z укларндаги проекцияси

у - с̂х= V у Л . у  v  ^  -j 
■ Л  Х- ’ - *  • '  097)

Fx, Fy, Fr-F кучларининг x,y,z укларндаги проекциялари.

(1%)- формулага ну'кга харака ппшнг Декарт координаталардаги 
дифференциал тенгламалари дейиладн.
(197)- ни (196)- га куйсак куйидаги генгламалар хосил булади.

d2‘ . d -v  _  d 'z  „ (198)
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ёки тх" = F,; ту" = Ff ; т :' = F.\ (199)

(198)- ва (199)- формулалар *ам нукта харакатинииг Дека pi
коорлннагаларидаги дифференциал генгламаларни ифодалайди.
Агар нукта бир текисликда (хоу) \арака1 килса, (198)-тенглама 

куйидагича ёзилади:
</$,

■ • = FГ *iS - с .
dl

(200)

Агар нукта тугри чизикли харака г кнлса, (196)- генглама 
куйидагичаёзилади:

d9, т—  = F, ; 
dl

(201)

(201 )-тенгламага тугри чизикли харакагининг днс(х|)еренциал 

тенгламаси дейилади.

Массаси m га генг булган моддий нуктанинг харакати табиий 
усулда берилса, тент таъсир этувчи кучнинг табиий координата 
укларидаги проекцияларини куйидагича аниклаш мумкин: 

m w = F : пт* = F-

d2s 
т— г = г. dt1

и с  т —  = /•„
mwh =0 (201')

(201')-тенгламаларга моддий нукта харакатининг табиий 
кордината укларидаги ди4х|)еренциал тенгламалари дейилади.

ТАРО РЛАШ  УЧУН САВОЛЛАР.

1. Динамика булими нимани урганади?
2. Асосий тушунча ва таърифларни айтинг?
3. Масса деб нимага айтилади?
4. Мо,хднй нукта деб нимага айтилади?
5. Тезликка, вацтга ва масофагп боглик булган кучларга мнсол 

келгиринг?

136



ь. Механикамшп асосий конунларини айшнг?
7. Инерциомал самок системаси деб нимага айтилади?
8. Нукта харака!инингДекар! коордима!алардаги диференниал 

1енгламаларии ё.»миг?
9. Дммамикаммм! асосий iein ламасини ё.шнг?
10.HvKia vmvm димамикамии! икки асосим масаласимм аишнг?

67-§. НУКТА ДИ Н АМ И КАСИ Н И Н Г БИРИНЧИ М АСАЛАСИ ВА УНИ
ЕЧИ Ш  УСУЛИ

Нуктанинг массаси на харакаг тенгламалари берилган булсин.

> = Ш У  = . /Н'>,Г = / ,(') (202)
Нуктага гаъсир этувчи кучнинг микдори ва йуналиишни томит 

лон 1М булсин. Харакати вужудга келтирувчи кучнинг проекциялари 
аникланади. Бунинг учун берилган тенгламалардан вакг буйича икки 
маротаба хосила олинади.

£ - > л л  # - т  £ - / * *  РОЗ)

Нукта харака i пиши дека pi координаталардаги дифференциал 

тенгламалари!а куйилади:

т ' = F : т - - v  = F,; т = F ; (204)
<//' dr ill'

F, -  mfiV )'■ F  =m/;(/): F ; = m f’(t ); (205) 

Нуктага таъсир этувчи кучнинг микдори куйидатга тенг:

F  = Jf ; +  F,j + F;! (206)

Нуктага таъсир этувчи кучнинг йуналиши йуналтирувчи 
косинуслар ёрдамида топилади.

F F F
cos а = - : cos /? = — : cos у = -*■ (207)

F F F
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Бунда, а, р, у- F куч вектори билан координага у’клари орасидаги 
бурчаклар.

Нукта динамикасининг биринчи масаласига дойр масалалар 
ечиш тартиби

Нукта динамикасининг биринчи асосий масаласси куйидаги 
тартибда ечидади.

1) Нукга тезланишининг координата укларндаги проекцияси 
топилади.

2) (204)-формула билан нуктага гаьсир этувчи кучниш координата 
укларндаги проекцияси топилади.

3) (206)- ва (207)- формулалар билан нукгага га ьсир этувчи кучнинг 
микдори ва йуналиши топилади.

М исол №1. Массаси 0,2 кг булган моддий нуктанинг харакати 
xm3cos2xt , v=4sinnt (см) тенгламалар билан пфодаланади, бу ерда t- 
секундлар хисобида. Нуктага гаъсир килувчи кучнинг проекциялари 
унинг координаталари оркали ифодалансин.

Ечиш. Нукта тезланишининг координат а укларндаги 
проекцпясини аниклаймиз.

W = ^  = - 12; r c o s 2 та 
' dr

Wv = -4тг2 sin та

Нукгага таъсир этувчи кучларнинг координата укларндаги 
проекцпясини аниклаймиз

cos 2 та -  -
3

s in »  = —, Fr = m (- 12л”’ cos2^f) = -\2л 'ш  X- = -4л” 0.2.x = -0,8-986.r 10 : = -0.0788.V
4 3

h\ = m( -4/rJ sin та) = -4 9.86 0.2 ■ -  = -9.86 0.2у  10 2 = -0.0197 v

М исол Хв 2. Массаси 2,04 кг булган жисм гогри:юнгал т р и  чпзнк 
буйлаб тебранма харакат килади. Жисмнинг тебранма харакат 
генгламаси куйидагича аникланади.

, .  . п 
х = 1 Osin — I (Л/)

Жиемга таъсир килувчи куч бплан унинг харакат тенгламаси 
орасидаги муиосабат ва шу кучнинг энг кат га кнймати топилсин.
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F.mim Пума тезланишининг координата укларидаш проекциясини

юпамн.1.

68-§. ! JVKTA Д И Н АМ И КАСИ Н И Н Г ИККИНЧИ М АСАЛАСИ  ВА УНИ
ЕЧИШ

Моддий пума динамикасининг иккинчи асоосий масаласида 
массасп на нукгага гаьснр этувчи куч берилганда, нуктанинг харакат 
конуни аникланади.

Ьу масаланн ечишда нукта харакатинииг дифференциал 
генгдамаларинннг (198)- хар бирини икки мартадан интефаллаймиз. У
ХОЛ/ia

(208)- тенглама нукта харакатинииг тенгламасини ифодалайди. 
Ьунда ci, C2,..., Сб -ихтиёрий узгармас микдорлар*. бу узгармас 

мнкдорларни топиш учун бошлангич шартлардан фойдаланамнз.
1уманинг бошлангич вамидаги 1=0 холатини ва тезлигини 

и(|н) 1.ЮВЧН шар г дар-бош лангич шарглар дейилади.
Маса итн; бошлангич шартлар куйндатча ёзилади.

2.04 • 5 • 9.86.»
20

Fmax = 50.3//

дг = /|(Л С „С 2....С6), 

у  = /,(/,С1.С ,....С6), 

г = /3(/,С„С2....С6)
(208)

(208 )
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(208) дан вам буйича хосила олсак 6 га иигеграллаш 
доимийларнга боглик куйидаги учта функция \оснд булади.

jr =  ir(/.C'l,C j ,C v c4.C v Q )

>■= v( /.С С ’, , С С ,  )
(209)

гшЦ1.С,.С } Х \ Х \ . С 9Х \ )
Бошлаигич шартларнн (208)- ва (209)- ia куйиб, 6 га шггсгрлллаш 

донмийларн.кашашадшан 6 ia тенгламалар сисгемасинн оламнч. Бу 
тенгламалар сисгемасинн биргаликда ечиб 6 га шпеграллаш 
допмийларпнианиклаймн у

S = f/< V ‘ o ro vo ‘ o V  
Итеградлаш  доимийлари топнлган киймагларни (208)- га куйиб,

(209)- бошлаигич шартларига мос булган нуктанинг Лека pi 
координа галардаги кинема гик тенгламаларини оламиз.

х = х(/). у = у(0- г = г(/)
Нукта харакатининг дифференциал тенгламасини нуктага игьснр 

этувчи куч бир вактда нукта координатасига, гезлигига ва вакгга боглик 
булганда интефаллаш мураккаб. Лифференцнал тенгламапн факат 
куйндат холларнинг бнрида интеграллаш мумкин.

1) Нуктага таъсир этувчи куч узгармас булса, F  = const

2)Куч вактнннг функциясн булса, F  = F (t )

3 ) Куч масофанннг функцияси булса, F = F {s ) .

4 )Куч нукта тезлигининг функциясн булса, F  = F(&)
Нукта динамикасининг иккинчи масаласига дойр масалалар ечиш 

тартибн:

Моддий нукта динамикасининг иккинчи асосий масаласи 
куйидаги тартибда ечилади.
1. Инерциал санок сисгемасинн киритиб, координата укларн ганлаб 
оли пади.

2. Нуктага таъсир этувчи ва богла!шш реакция кучлари чизмада 
курсатилади.

3. Нукта харакатининг дифференциал тенгламалари тузнлади.
4. Нукта харакатининг бошлангич шартлари ёзилади.

х  — х0, <9, = «90г

у  =  у0,9, = 9 0 

z =  z0, 9. = 90:
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5. Ту.имглн тенгламаларниш хар оири икки мартадан ишегралланалп
6. Итегралиашда хосил буладшан узгармас микдорлар бошлангич 
шартлардан фойдаланнб гонплади.
7. iviii/iiaii .111<|х|и'рснипа.1 нчп ламалариши бошлангич niapi.iapiiii 
клноамангирувчн счнмп аникланади на пзлапаёгган номаьлумлар 

гонплади.
Масала ЛЬЗ. Огнр жисм горизонтга 30° бурчак осгида огган силлнк 

■екислик буйлаб пасла тушадн. Агар жиемнинг гезлиги бошлангич 
пайтда 2м/с га теш булган булса, жисм 9,6 М пул ни канча вактда утиши 
гоиилсин. \
Ечнш. \

Жисмга гаьснр этувчи кучларнинг йуналишинн чизмада 
курсагамиз.

Юк харака шниш дифференциал гешламасини тузамиз. Бунинг 
учуй п 'ф п чизикли харакапшнг дифференциал тенгламасидан 
(|юйдаланамиз.

чизмадан F„ = Рх + .V, \'х = 0, Fx = /’ sine = mg sina

138-расм.

c/:.v
— r  = tfs in a  
ell' (2 1 0 )

(210) ни интеграллаймиз
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d] d9.
, = -----= jpsinar

dt1 dt *

d&, = g s i n a d t  (211)

9, = gsina •/tC ,

n dx _9, = —  ffsinor /+Г, 
at

dx = gsinaldl + C,dt (212)

x = gsine ^  + C,/+(\

узгармас микдорларни аниклаймиз. Бунинг учун бошлангич 
шартларни ёзамиз.

t =  0 х =  х0 =  0 = 3Ux =  2 м/с

Бошлангич шаргларни (211)- на (212)- тенгламаларга куя м и :
С, = 2 ( ' , = 0  бу холда .9, = у sin а ■/ + 2

Г ,  (213)jf= i;s ino —  + 21
2

(213) дан t ни аниклаймиз.

9.6 = 9.8 0.5- + 2/
2

19.2 = 4 9г +4/

4.9/: + 4/ -  19.2 = 0

-  4-± V  6 + 4 19.2 4.9 -  4 1 ,/.Я52. = ----- д.---------------= - -
2 2 4.9 9.8

- 4  ± 19,6 15,6
/. = ---------- = -----= 1.6 сек

9.8 9.8

« = 1,6 сек

ТА К РО РЛ АШ  УЧУН САВОЛЛАР.

1. Нуцта динамикасининг дифференциал тенгламасини ёзинг?
2. Динамиканингбиринчи масаласи кандай ечилади?
3. Динамиканинг иккинчи масаласи кандай ечилади?
4. Бошлангич шартлар деб нимага айтилади?
5. Ингеграллаш узгармаслари кандай аникланади?
6. Дифференциал тенгламани кандай холларниш бирнда 

интеграллаш мумкин?
7. Куч 5’згармас булган ходни айтинг?
8. К)"! масофанинг функцияси булган холни айтинг?
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9. Куч вампинг фупкцияси булган холни айтинг?
10.Куч нума |езлигининг фупкцияси булган холни айтинг?

69-§. МОД/ДИЙ НУКТА НИСБИЙ ХАРАКАТИНИНГ 
ДИФ Ф ЕРЕН ЦИ АЛ ТЕН ГЛАМ АЛАРИ . КУЧИРМ А ВА КОРИОЛИС 

ИНЕРЦИЯ КУЧЛАРИ.

М олш п нуманинг инерциал пулмаган санок системасига нисбатан 
харакат пни текширамнз. Фараз килайлик, массаси m га тенг булган М  
нукта бирор Охуг санок системасига нпсбатан харакатланспн. Бу 
спсгемасннинг узи хам бошка бир инерниал Oixiyizi санок системасига 
нисбатан маълум конун асосида харакагланаетган булсин. М  нуктага 
куйилган актив кучларнинг тенг таъсир этувчиси F богланиш 
реакцнясинпнг генг гаъсир этувчиси \ га тенг.

бунда г  нуктанинг абсолют тезланиши. Тезланишларни кушиш 
георемасига кура, нуктанинг абсалют тезланиши.

139-расм.

Ныотоннпнг иккинчи конунига асосан: 

mw = h' + N (214)

- * , + » ' ,  + IPi
(214) ни (215) га куйсак

тIV г + /иН-', + /нИ-'i =  F  +  Л’ ёки А2Щ

(215)

бу орда (- mil. )  ва (- mlt i ) векторлар мос ранпшда к\"ч 
кориолпс инерция кучлари ва уларни куйидатча белгилаймиз.

векторлар мос равишда кл’чпрма ва

F "  =m W  г, F "  = -m W  г
(218) ни (217) га куямиз

(218)

mfVr = F  + N  + F, +F k (219)
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(219) тенглама мо.ддий нукта нисбий харака i пшшг ди<|х|>ср<-1|||нал 
тешламасининг веморди курипинш дейилади. (219) ни икки юмоиини 
0\уг  координата уклари га проекцпялаймп з.

тх = F. + V. + / -•■ F,' i x

ту= F  + V -  / + I- (220)
mz = F. + X. + /,_ + /•'

(220) nv^ra нисбий харакати дифференциал тенгламашинш 
координата укларидаги проекциясини ифодалайди. Цуй и д а т  хмл-сий 
ходларнн курпб чикамиз.

1. Кузгалувчи санок системаси илгариланма харакатда o v .r t h i . У 
ходда и,-о, Ft = о

Моддий нукта нисбий харакатинингдпфференцпал тенгламаси 

тЧ'г = F + X + F* (221)
курпнишда ёзилади.

2. Кузгалувчи санок система илгарплама ва туфи чизикли ieur 
улчов л  и харакатда булсин.

**’<■ = 0 H't =oF ' = 0 , F, = 0 булиб дис|х|>оре11пиад теш лама 

куйидагича езилади.

mW г = F  + N  (222)
3. Нукта кузгалувчи санок системасига нисбатан гуфи чизикли ва 

ieur удчовди харакатланспн (9, =  const) v, =о булиб дифференциал 
тенглама куйидаги курпнишда ёзилади

F + N +Ft + F, = 0  (223)

4. Нукта кузгалувчи санок системасига нисбатан тинч холагда 
булсин. Бу холда Vc -  0, VV> = 0 Fk = 0 булади ва дифференциал тенглама 
курпнишда ёзилади.

F + N + Fc = 0 (224)
Яъни берилган кучлар, реакция кучлари ва кучирма инерция 

кучлари хар онда уз аро мувозанатланади.
(224) - тенглама моддий нукта нисбий мувозанат тенгламаснпинг 

векторли куринншини ифодалайди.

ТАК РО РЛАШ  УЧУН САВО ЛЛАР

1. Нуктанинг нисбий ва абсолют дифференциал тенгламаларп
орасида кандай фарк бор?

2. KJ^upMa инерция кучлари каиси формула билан топг.лади?
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3. Кориолис инерция кучлари кайси <|юрмула билан юпиладп?
4 Классик механнканшн нисбийлик нринципннннг мохияш

нимадан иборат?
5 Кандай с а н о к  сисгемаснга пнерцнал санок сис1емасн дейиладн?
6. Кандай санок системасша инерциал булмаган санок сисгемаси

дейплаи?
7. Качон нукга нисбий муволанагда булади?
8. 1 IvKraiiti кандай чаракапна нисбий харакаг дейилади?
9 .1lyKiaini кандай чаракапна кучирма харакаг дейиладн?
10. Нукгани кандай харака i ига абсолкл харакат дейилади?

70-§. Н УКТАНИНГ ЭРКИН ТЕБРАНМА ХАРАКАТИ.
ТЕБРАНИШ  АМ ПЛИ ТУДАСИ , ФАЗАСИ, ЧАСТОТАСИ ВА ДАВРИ

Табиаг ва гехникада тебранма харакатлар жуда куп учрайди. Хар 
кандай пншоот ёки машинанинг таркибига кирадиган барча кисмлар 
маьлум даражада эластик булганидан тебраниш кобилиятига эгадир. М  
нукганшн эркин тебранма харакатини текширамиз. Фараз килайлик О 
нукга М нукганшн мувозанат холати булснн. Нуктани О нукгадан х 
масо<)>ага олиб бориб куйиб юборплганда, у я на мувозанаг холати га 
кай пиша инти л ад и. Нукгага хамма вам мувозанат холатга  караб 
йуналган / кучи гаьсир киладп. Бундай кучга кайтарувчи куч дейилади.

М нукга харакатининг гешламасини аниклаймиз. Бунинг учун О 
нуктани координата бошп килиб х укипи утказамиз (140-расм).

) F М X

X

140-расм.

Кайтарувчи куч модулини топиш формуласи
F-cx

Бунда F - кайтарувчи куч,
с - нропорцноналлнк коэффициенти, снингбирлиги кг/см, н/м, 
х - нуктанинг мувозанат холатидан четга чикиш масофаси. 
Кайтарувчи кучни х укидаги проекцияси

Fx=-F F\=-cx
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(-) шпора цайтарувчи кучииш тезликка нисбаган гескарн
йуналишида эканлигини билдиради.

М нукга харакатининг днф<|>ереициал генгламасини i у зам и
d ixг . .  d  v

т -  , = -  / in , =  -c.v
d r  d r

d 'x  CX 
III ; +  = 0

d l '  111

J f  - <v = о ‘  - < ’ - билан белтлайм из. 
dr m in

~  + k'x = () ёки x+k:x = 0 (225)
dr

(225)- формула эркии тебрапма харакат нинг дифференциал 
тенгламаси.

(225)-нинг умумий ечимннн гопамиз. Бунинг учун характеристик 
тенглама тузамиз:

г-’  + к2 -  0 (226)
(226) - тенглама (225)- ни тавсифнй тенгламаси

г: - - к : г,.. = ±J- к} = ±ki 
n = ki г: = - ki

Дифференциал тенгламаларнинг назарпясига асосан (225) ни 
умумий ечпмн куйидагича булади.

х =C,coski + C.sin ki (227)
Бу ерда Ci, С: ихтиёрий узгармас мпкдорлар: Ci ва С: ларни топпш 

учун бошлангич шарглар берилиши керак.
1 = 0 х = х„ и = и,

(227)- дан вакт буйича хосила оламиз.
V4 = х - С , ksinkt + С : keoskt (228)

(228)- билан эркин гебранма харака! килаётган нуктанинг тезлиги 
топилади.

t=0 ва х=хо ларни (227)га куямиз, у холда Ci=xn 
t=0 ва и-ио ларни (228) куямиз.

V»=C:k, Сг =

Ci ва С: лариинг кийматларинн 3 га куямиз.

х = ж,, cosaj + — sin к1 (229)
к

(229) -тенглама хам М нуктанинг харака г тенгламаси булади.
(227)- ни бошкача куриннина келтирампз.
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С; ва С ’ ларнн урнига янш а ва <« кичик узгармас микдорларнн 
к и р ш ам и  1. будар ораспда кунидошча богланшн оор.

( -«sinor]
(230)

( . ч  co s  а I

(230) пи (227) ia куйиб куйндагини хосил килами»

(231) хам (225) нннгечпмп булади.
Фи hi ка дан маьлумкн (231) - юнгдама нукганшн гармоник гебранма 

ха рака I ииинг I енгламасидир.
Демак, иукганпнг кайтарувчи куч гаьсиридагн эркнн гебранма 

харака i n гармоник тебранма харака гдан иборат бу'лади.
Бунда, а - тебраниш амнлшудаси.
Нукганн мувозанат холатдан энг капа масофага огишнга 

нукганинг амплитудаси дейилади. kt+aтебраниш фазаси.
Тебраниш фазаси нукганинг t вакгдаги вазиятинн ва кайси 

гомонга караб харакат килишпни курсатади. к - циклик частота 
(доиравип гакрорлик). к нукганинг 2л  секундда 1ула тебранишлар 
сонпнп курсатади.

Нукганн пула бир марта тебраниш учун кетган вактта тебраниш 
даврн дейиладн.

(232)-тебраниш даврпни топиш формуласн а билан (а) ни 
аниклаймиз. Бунинг учун (230)- дан фойдаланамиз:

v = t/sin« cos*/ + и cos a sin kt
v -  a sin <kt + a) (231)

7 = { " ■  <232>

г*2 s*2 2Г, + C2 =a

г.ва г.дарнинг кийматннп куямиз.

(233) - Эркин тебраниш амплигудасини топиш формуласи. 
(230)- ни бир бпрпга будамиз.

(234)

Бунда а - бошлати нч фаза (234)- билан а  ни аниклаймиз
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(231) нинг графигини чизамиз.

Каптарувчи куч таъсирида нума килган тебранма чаракашга 
jpkiin гебранма харакат дейилади.

71-§. Н УКТАН И Н Г СУНУВЧИ ТЕБРАНМ А ХАРАКАТИ. СУНИШ  
ДЕКРЕМЕНТИ. АПЕРИОДИК ХАРАКАТ

Л/ нукта тугри чизикли харакаг кплади. Бу нукгага / кайгарунчи 
куч ва я каршилик кучи таъсир килади. М нукга харакамнпин 
ди<|ч|)еренииал генгламасипи гулами ». Буиииг учуй М нукиз мувозанат 
хо.ыппш кординага бош и деб оламиз (142-расм).

О К R VI V  х 

 \

142-расм.

Кайтарувчи кучнинг модули F = сх 
Бу ерда с - пропорционаллик коэфициенти 
Каршилик кучининг модули К = fi9 

Буерда ц - коэффициент 
9- нукта тезлиги 

Каршилик кучининг йуналиши гезликка тескари булади.

п &R = -/l9 ; R = -tn , 9шх =
dt

М  nvKiaia гаъснр этунчн кучларпшн ироекинялариниш 

йшнндиси
X = - F  -  R = -сх  -  ц9 

Л/nvKia харакатинииг дифференциал геигламасини тузамиз;

их



т — = -сх  -  их 
dl-

J;
т + c.y + ,ы\ =о тгабулам и »;

Jr 1

— ■ + — Х+ “ Л = 0  -  = v : — -2 h  
Jl' in in m m

~ * 2 / w a *-; .v = 0 eK„  jr + 2bx + K 'X  = 0 (235)
Jr

(235) - формуласи сунувчн гебранма харакагнинг дифференциал 

тенгламаси
(235) - ни умумий ечиминн гоиамиз.
Буйны г учун характеристик тенглама тузамиз.

#  + 2ЬЛ+1Гш0 (236)
(236) - <|юрмула (235) ни характеристик тенгламаси. (236) ни ечамиз.

я , ,  = ~ь±у1ь: - к2 
Я, = -h  + -Jh2 - к :

/., я  —Ь  -  V/.2 -  К ’

/ , (236)- 1енгламани илдиднзларц булади.
Энди куйидаги холни куриб чикамиз.
1) к>Ь (каршилик кучи кичнк булган хол).
Бу холда характеристик тенглама илдизлари куйидагича булади.

А, = -Л+ f W  -Л :)  к2 -  b2 = v ,3

Я| = -b  + л-,' = -Ь  + а',: /, = -b  + Ki Aj = - b -  v,/
Характеристик геигламани илдизларига караб (235) ни умумий 

ечилпши ёзамиз.

.V = “ (Г, cosv,/ + С, sin «г,/) (237)

(237) - формуласи (235) нинг умумий ечими булади. 
с  ва Г. ихтиёрий узгармас микдорлар.

Бу узгармас микдорларни rouuui учун бошлангич шартлар 
берилган булиши керак. Бошллнич момешдагн нукта коордшипасига 
ва унинг бошлангич гезлитга бошлангич шармар дейилади.

/ = 0 .» = *,, 9 = 9„
(237) - тенгламадан вакг буйича хосила олиб нукга тезлигини 

гонами».
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Э, = cos*,/ -(\sinAy)*tf '“' ( - C',v, sinv,/ - (\Ktcos«y) (238)

(238) билан нукта тезлиги топилади.
/ n v - v ларнн (237) га куя м и », С > 

г - о J - 9 ларнн (238) га куя ми \, у холла:
.9„ = ~ЬС| + ( ’ ;*•, бундам: 

i9y t- /Н. | - Лт0
Cj г ------

*‘i vi
ва <. ларнннг киймашнп (237) га куями »

< Э -г for,, . ^
л = I- '! v.jCOS*-/ т мплг,/j (239)

(239)- формула М нукта харакат нинг тенгламаспни ифодалайди.
,9 =0 булса.

х = хие
b .

COS/C7 + — Sin V,/
‘ I

курпнпшип оладп.

(237)- ни бошкача курпншпга келтнрамиз.
С, ва г . ларни урнига о ва о кпчик узгармас микдорлар ш 

кнрнтамнз.

с, = asm а

с, = t/cosar

(240) ни (237) га куямиз.
х = ае* sin («г,/ + a ) 

I —> оо e * -* 0

(240)

(241)

I —> oo x —> 0 яъни харакат сунади.
(241) тенглама с$'нувчи тебранма харакат rei ламаси. 
Математикадан маълумки

lsin(*7  + о )  S 1 х = ас

(jr|s|o?‘*'| х = -ае
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CviivHMii гебранма харакатнинг даври цуйидагига лет.

т
К'ш *  ̂ I 2 Г? Л1 %'а* -  Ь

А супувчи гебранма харакаг амплшудаси

А ■■

I, н.1кыагп амплитуда .I, га геш

, -hi А -  не

I -гТ  намдаги ам илтуда

.1, = не **’ м = не " ■ е =а^ч ы - А, =а,е

I. + 2Т вакгдаги амплитуда 

Ломак,

" . -  ае

ас ht
■е = а,с

=  А:е ы

А =  ае *» 1

л . =  а,е

■1, = а,е м

Л „ = " - i

Демак супувчи гебранма харака! амплитудаси камайнб борувчи 

геомегрнк про1рессияни ташкил кидали.
Б\ прогрессия махражпга суниш декременги дейилади. Суниш 

декремеи шнинг иккала кисмидан начурал логарифм оламиз. .

In О = 1пе*' =-ЬТ,\пе = -ЬГ,, 1 = -ЬГ, In й=-ЬТ, D = е~Ы'
2) и>к'(каршнлик кучи капа булган хол)
Бу холда тавсифий тенглама илдизлари хакикий сон булади

.2 .з :Ь -к  = г
Д, = -Ь + г = ~(Ь -  г)

А, = -Ь  -  г = - (Ь  + г )
(235) - генгламани учун умумий ечими куиидагича булади

х=\с,е ^  +с,е {^ ) 1  *  -  (242)

, , V ->ога пптпладп (242)- нинг графит куиидагича булади.
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Каршилик кучи капа булган холда нукта апериодик харака! 
кнлади

3) в=к булса Ау = Я, = -Ь
Тавспфий тенгламанинг илдизлари бир бирига тенг булади. Bv 

холла хам нукта апериодик харакат кил ад и.

ТАК РО РЛАШ  УЧУН САВО ЛЛАР

1. Нукта кандай куч таъсирида эркпн тебранма харакат килади?
2. Нукта эркин тебранма харкатиниш дпф(|)еренциал генгламасини 
ёзинг?
3. Эркин тебранма харакат генгламасини ёзинг? Унинг графпгнпп 
чизинг?
4. Эркин тебранма харкагнинг даврп каиси <|юрмула билан 
аникланади?
5. Эркин тебранма харакат амплитудаси каиси формула билан 
топилади?
6. Эркин тебранма харкатнинг часготаси даврп, амплитудаси ва 
бошлангич фазасп кандай факторларга боглик?
7. Нуктанинг кандай тебранма харкатнга сунувчи тебранма харакат 
дейилади?
8. Су'нувчи тебранма харкатнинг дифференциал тенгламасипн ёзинг?
9. Су'нувчи тебранма харакатнинг конуни кандай ёзилади? Унинг 
графигини чизинг?
10. Сунувчи тебранма харкагнинг даврп кайси формула билли 
аникланади?
11. Апериодик харкат деб кандай харакатга айтилади?

144-расм.
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72-§. Н УКТАН И Н Г МАЖ БУРИЙ ТЕБРАНМА ХАРАКАТИ. 
РЕЗОНАНС ХОДИСАСИ

Масслси m га генг булиш Д/иума ryrpit чнзими \apakai килснн 
Бу нуктага / кайгарувчи куч ил О кучи гаъсир килади (145-расм). Q
ку».....и хукидаги ироекцияси куйидагига темг:

О, = II sin pi

О F М О х

145 -  раем.

Q - уйготувчи куч, бу куч даврий равишда микдор ва йуналишинн 

узгаргириб гуради.
Н -уйготувчи куч амплитудаси 
р -  уйготувчи куч часготаси
М  иукга харакат тенгламасини топшм керак. Кайтарувчи кучнинг 

модули
F -с х

М  нумага таъсир килувчи кучларнинг х укидаги проекция- 
ларинннгйигиндиси

x =  Qs - F x - H  sin pi -  сх булади.

М нукта харакат ининг дифференциал тенгламасини аниклаймиз.
d' х .Ill--г = W sin pi -  сх
dr

d 'x  с H .
—г + —х ■ —sin pi 
dr m m

- = к1', — = h деб белгилаймиз.m

+ *■’* = Ляп pt (243)

(243)-формула мажбурий тебранма харакатининг дифференциал 
тенгламаси дейилади.

(243) ни умумий ечимннинг куйидаги куринишда ёзамиз.
х = х, +дг2 бунда 

дг, (243) - чаи томонинингумумий ечими, яъни: 
d :x 

dl1

х, =С , cos Kt + C , sin Kt
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*,(243) нинг хусусий ечими.
ж, ни куйидаги курпнишда ёзамиз

х, = esin/V (244)
Коэффиииет В ни гошпн учун (244)- дан вак1 буйича 2 мары 

хосила оламиз.
х2 = Bp cos pi
if, = -B p 2 sin /)/ (243)

(244)- на (245)- ни (243)- га куямиз;
- lip1 sm pi * к Asm pi /imii pi

sin pt га кискаршраммз

-  Bp ' +  к ~ В = h 

b (k~ -  />•’ )=  h

В нинг кийматини (244)- га куямиз
h . х. = —;---- . smpt

• К - -  р

х * ( ',  cos«+(". sin Mt 11 .sin pi (246)
A • -  p

(246) - нукта харакат тенгламасидир.
(246) дан вак! буйича бир марта хосила оламиз ва нуктанинг

гезлигини топамиз.

^  = 9 = -Г,v sin к1 + С.k cos к! + . ̂  . CHS pi (247)
dl ' к -p

Нукта уйготувчи куч таьсирпда мураккаб тебранма харакат 
кнлади. Бу харакатнинг биринчи кисмн эркин, иккинчи кисмн эса 

мажбурий харакатда булади.

.t, = т-*— rsin/jf (248)
• к - р

Р«к булса, в = -  = «  булади.

И булса резонанс ходнсаси рун беради. Эркин теоранма харакат 
частотаси мажбурий тебранма харака г часгогасига генг булган холга 
резонанс ходнсаси дейилади. Унинг графигн куйидагича булади.
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145.1-расм.
Мажбурий тебранма харакат амплигудасининг графит 

куиидагича булади:

я = г Д - г ; я - АЦ ;  я» = гу 

*г
НН •

'ЧгГ
11 *п; (/-динамиккоэффициент.
Д.
р = оёки •) = 0 v = I га тенг булади.

- -■я • ;  р  = *  7  = *
Уиюгувч .1 кучни гакрорлиги Р=0, Р=К гача узгарса, динамик 

ко к|х|>11циент ! дан ® гача ортади.
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ТАКРО РЛАШ  УЧУН САВОЛЛАР.

1 . Канлли харакатга мажбурий тебранма харкат дейилади?
2. Мажбурнн гебранма харака i Д1н|»|>ере1щ иал генгламасннн оишг.
3. Мажбурнн 1ебранма харакатнннгумумий ечнмнни ёшш ?
4 Мажбурнн гебранма харакагчастотасн канлай ёзплади?
3. Мажбурнн тебранма харакаг лаврн канлай ёзилдаи?
6. Мажбурнн 1ебранма харакаг амилтуласп кандай <|>акторларга 

боглик?
7. Лннамнк коэффициент нима?
8. Лннамнк коэффппиентнинг графиш канлай булади?
9. Качон резонанс ходисаси содир булади?
Ю.Мажбурпй гебранма харкатниш тенгламаси ва графиги ре юнанс 

ходисаси вактида кандай б\'ладп?

73-§. М ЕХАН И К СИСТЕМА

Бир нечта ну’кталар (жисмлар) туп лам и берилган булснн. Агар бу 
т\'и лам д а т  хар бир нуктанинг (жисмнинг) харакати бошкаларпнш 
харакатнга ва вазпятига боглик булса, бундай нукталар (жисмлар) 
гупламига механик система дейилади.

Масалан: автомашина, кривошик шатун мехашммп, куёт 
системаси ва абсолют каттик жисмлар мисол булади.

Д ем ак  спсгеманп ташкил килувчи жисмлар доимо бпр-бирпга 
таъсир кнлиши шарт.

Системага таъсир килувчи кучлар 
Системадаги жисмлар фазода ихтиёрий тамонта караб харакат 

кила олса, бундай системага эркин система дейилади.
Масалан: К уё т  системаси. Системадаги жисмлар харакати 

чекланган булса бундай системага -эркспз система дейилади.
Хар кандай машина ёки механизм боглашппдаги системага мисол 

була олади. Богланиншинг системадаги жисмларга курсатадиган 
та ьсирпга - реакция ку'чи дейилади. Эркин ва эркспз системага гаьсир 
килувчи кучларни икки гуру'хга ажрагампз:

1. Ташки кучлар 2. Ички кучлар
Система таркибига кирмаган ж и см л ар н и н г  системага курсатадиган 

та ьсирига ташки кучлар дейилади.
Масалан: Автомобилни бирор система деб карасак, авгомобилга 

таъсир к и л у в ч и  куч - ернинг тортиш кучи Р хавонинт каршилнги R,
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itiiiM/MMinii кучи / ва ерниш нормал реакция кучи \ гашкн кучларга 
мисол булади (147-расм).

Л'

я ;;h  I  w rjfs /rk rm /rz  
p

147-расм.
Спсгемадаги /кисмларнинг бир-бприга курса 1алиган гаьспри ички 

кучлар лепплали.
Газларншн норшепга. iiiaiyiiiiinn валга гаьснри ички кучларга 

мисол булади. Система гаьснр кплувчи laniKii кучларни /• -билан,
ички кучларни F  — билан белгилаймиз.

Системага таъсир кнлувчн ички кучлар икки хоссага эга:
I  - Хосса: Системага гаьснр килувчи барча ички кучларнинг 

геомегрнк йигиндиси ёки бош вектор и нолга тенг.
Исбот: Бизга п та нуктадан иборат система берилган булсин. Шу 

системада ихтиёрий M i ва М : нукгаларии оламиз. Ныотоннннг III- 
конунига асосан бу нукгалар бир-бирнга модуллари жихатидан тенг 
булган ва бир гугри чизик буйлаб тескари го мои га йуналган кх'ч билан 
га ьснр киладп. М/ нукта Мг нуктага V куч билан гаъснр этса. M i 
нукта эса Д// нукгага / • куч билан га ьснр килалн.

.
(249)

/,+/>= 0. '
(249) ни снсгемадагн хар бир нукта учун ёзиб кушиб чиксак 

куйидаги хосила булади:
к= и  л (250)

П -Хосса. Снсгемадагн барча ички кучларнинг ихтиёрий нуктага 
ёки укка нисбатан олпнган моментларнинг йигиндиси нолга тенг.

148-расм.



m„(F,') = -F,'li

m„(F j ) = A - F jh  (251)
m j  ) * я;( / V ) = О

(251) ни хар бир нукта учун ёзиб хадма-хад куш сак куйидаги хосил 
булади.

= к ~ К2...л (252)
Бу хоссалардан ички кучлар узаро мувозанатлашади дегаи хулосага 

келиш мумкин эмас, чунки ички кучлар системадаги хар бир жисмга 
куйилган. Демак ички кучлар таъсирида сисгемадаги жисмлар бир- 
бирига нисбатан харакат килади.

Системанинг массаси, массалар маркази ва унинг координаталари.
Системадаги нукталарнинг ёки жисмларнинг массалар 

йигиндисига системанинг массаси дейилади.
М = «п, + т, +... + т т = У  т, (253)

бун ха М- системанинг массаси. mi, m2,..., тп- системадаги нукталарнинг 
массаси.

Массалари mi, m2,..., т „  га тенг булган п та Mi, М2,..., Мп 
нукгалардан тузилган система берилган. г\,п,...г, шу нукталарнинг 
радиус-векторлари булсин (148-расм). Вазняти г, радиус-вектори билан 
аиикланадигаи геометрик С нукта системанинг массалар маркази ёки 
инерция маркази дейилади.

к-= 1,2,...я (254)
М

(254) ни координата укларига п р о екц и ялай м и з ;

158



V,.=

Л/ 

.»/ 

A /

* = 1.2. n (235)

бунда д., r«, z<> - /’ар массалар марказиниш координаталари оилан 
кипыадп. Массалар маркази системадаги массаларниш жойлашипишн 
1авси<|>лаиди. Агар система иккита нукгадан иборат булса, (255)- 
М'пидапна ieiir;

_ /11,1 , +///2л\
/II, -*-/11,

//», У| +/и2у2
(256)

_ /н,;,
1 т, +т.

74-§. К А Т Т И К  Ж И С М Н И Н Г  У К ГА  Н И С БА Т А Н  И Н ЕРЦ И Я  
М О М ЕН Т И  ВА И Н ЕР Ц И Я  РАД И УСИ

Бнзга z уки ва массаси т  та ieiii булган Л/нума берилган булсин. 
h-Mнукгадан z укгача булган масофа (150-рам).

^Нукганинг массаси билан шу нуктадан укгача булган масофа 
квадрат купангмасига укга нисбатан нуктанинг инерция моменти 
деииладн. /лЛ-’-Л/ нуктанинг z укка нисбатан инерция момент 
дейилади.

7.‘

•М
150-расм.

Тлъриф: Жисмнинг бирор укга нисбатан инерция моменти 
жнсмдагн барча нукталарниш шу укга нисбатан олпнган инерция 
моменгларининг йигиндисига генг;

/. = »i,/i|3 + /»2/ьг + +»«„/»; =^шЛ! (257)
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Бунда Л жисмиинг z укга нисбатан инерция моменги. Инерция 
момент жисмда! и массалариппш жойлашишинн гавснфлайди. 
Инерция момент мусбат сколяр каггалик. Инерция моментиннш 
v.i'ion бирлиги а'/ал’. Система - нукгалариннш массалаларпнн уккача 
(нукга ёки текисликгача) булаган масофалар квадрат и купаитмасинннг 
йигиндисига тенг сколяр каггалик мос равншда системанингукка (нукта 
ёки текисдикга) нисбатан инерция момекги дейиади Нуктага иисбаган 
инерция моменти купинча кугбга нисбатан инерция моменги деб 
аталади. Агар г укка, 0 нуктага ва П текисликка нисбатан системанинг 
инерция моментларини L , 1о ва /г/билан белгиласак,

/ . .« I* ,* ; .  /,«1Д/*г4г. /„=2>.яс/я: (257 )
формула уринли булади. Бунда т „ система М* нуктасининг массасини, 
hu, гд, dn лар U4 нукгадан z укка, 0 нуктага ва П текисликкача булган
масофаларни ифодалайди.

Жисмнинг укга нисбатан инерция моментнни куйидаги формула 
билан хисоблаш мумкин.

J t шт-р\ (258)
Буша т-  масса.
/»-жисмнинг инерция радиуси.

Жисмнинг массаси тупланган нукгадан укгача булган масофага 
инерция радиуси дейилади.

75-§. ПАРАЛЕЛ УКДАРГА НИСБАТАН ИНЕРЦИЯ МОМ ЕНТИ 
ХАКП Д АГИ  ТЕОРЕМ А

Жисмнинг хар хил укларга нисбатан инерция моменти хар хил 
булади.

z ва zi укларга нисбатан инерция моменти куйилагига тенг.

J.* ^ m h 2 J .  = X " 'V  (260)
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151-раем.

Жисм берилган булсин. Жиемда империи М  нукта ни оламиз (151-
расм).

Жиемнинг массалар марказини координата боиш килиб оламиз. 
zi//z укига xi//x булсин. v, у, z М  нуктани cxyz сисгемадаги 
координат ллари. Бу коордпнагалар орасидаш богланишни куйидагича 
ёзамиз.

жисмни z укига нисбатан инерция моменти£m = М жиемнинг
массаси.

С  нукта координата богни булганлиги учун унинг координатаси 
нолга тенг булади.

(263) формула параллел укларга нисбатан инерция моменти 
хачидаги генгламани пфодалаилп.

Теорема: Жиемнинг массалар марказидан утувчи укга параллел 
булган бирор укга нисбатан инерция моменти массалар марказидан 
утган укга нисбатан хисоблантан инерция моменти билан жисм 
м. ссасинннг шу уклар оралиги квадрати купайтмаси йигиндисига тенг.

дг = дг,; y=d+v, бундан ух = v-d  
h на Л/лар Д/пукгадан z ва zt укларигача булган масофалар. 

Расмдан л; - *J ♦ * •  . , * i ; кпйма гларинн куйсак 
h2 = х2 + (у - d)2 = т: + _v’ - 2dy + d1 = h2 - 2dv + d2

(261) ни (262) га куямиз. У холда
I .  = ^Гт(Л! - 2d\‘ + d : ) = £ m h2 - 2d ^ m y  + d 2^ m

(261)
(262)
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76-§. СТЕРЖ ЕННИНГ ИНЕРЦИЯ МОМЕНТИ

Массаси т  га, узунлиги / га тент булган бир жинсли ннгичка 
стерженнинг бирор учидан уш б аерженнга перпендикуляр булган z 
укга нисбатан инерция момент хисоблансин:

V.

и/// I Я
у dy

152-расм.

Стержендан элеменгар булакча оламиз. Элементар булакча 
массаси dm=jdy
Г - бир бирлик узунлик массаси ёки зичлиги

/. = jlrdnt = 'fy'ydy = у jy'd)' = У \  L, = Г ^
II II «I

Сюрженнинг массаси m-yf
h i  , m f ~  r= :l = еки
I ■ 3

I . =m< (264)

Стерженнинг огирлик марказндан улан укга нисбатан инерция 
моментини хисоблаймиз. Бунинг учун параллел укларга нисбатан 
инерция моменти хакидати теоремадан фопдаланамнз.

тС _ I + тС
Т “ + т

шГ «(/■’ nil'- . , ini---  = —  Демак, J. =
3 4 12 12

(265)

77-§. ХА ЛКАН И Н Г ИНЕРЦ ИЯ М ОМ ЕНТИ

Массаси М  га радиуси R га тенг булган халканинг марказга 
ннсбаган инерция момент хнсоблансни. Халканинг массаларн mi, 
т : .  nin га тенг булган булакчаларга пулам из.

J,. = m ,R : + m ,R : * m ,R : *...■*■ m,R: = Ц:[т, +»», + »>, + ... + »»,)

J , , * U R -
(266)
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78-§. ДОИРАВИЙ Д ИСКНИНГ ИНЕРЦИЯ МОМЕНТИ

Массаси М га радиуси R га генг булган доиравий дискнинг 
марказга нисбатан инерция моменги хисоблансин.

Диск, in радиуси г ва калинлигн dr булган халад оламнз.

2 лг

А) Б)
154-расм.

Халк. hi массаси dm-ydF, бунда у-1 кя бирлик юза массаси, 11F- 
элемен rap >за.

Халк. in узиб чузсак, стерженга ухшаб колади.
dF = 2 т-dr dm = ylnrdr

J, ,  = J h'dm = Jr!2m-fdr = 2лу jr 'dr = 2л у Г-  [* =
i n о 4 2

, MR'
'” = r r "x fiT ,,= ~ Г

ТАКРО РЛАШ  УЧУН САВОЛЛАР.

1. Механик система деб нимага айтилади?
2. Ташки куч мима?
3. Ички куч нима?
4. Ички кучлар кандай хоссага эга?
5. Системанинг массаси нима?
6. Массалар марказининг координатаси кандай аникланади?



7. Karr и к. жиемнинг ума нисбатан инерция моменти деб нимага 
ап Iнлади?

8. Инерция радиуси ка план юпилади?
9. Параллел укларга нисбатан инерция момент чакндагн 

геореманп гаьрифланг?
10. Сгержен, халка ва доправии днекиппг инерция момент кандай 

аникланади?

79-§. КУЧН И Н Г ЭЛЕМ ЕНТАР ВА ТУЛА ИШ И

Кучнп бирор йулда жисмга курсатадиган гаъенрппн гаевпрлаш 
учун кучнинг инти деган тушунча кнришлади. М нукта h кучи 
тат.енрида эгри чизикли траектория буйича харакагланиб Мо дан Mi 
гама келсин. F ку'ч узгарувчан F кх'чинннг MoMi нулдаги (155-раем) 
шпини аниклаш керак булсин. Бунпнг учун Mo.Vli йулнн элементар 
булакларга булнш керак. Элементар булакларда кучларнинг бажарган 
пшларпнинг йигиндиси кучнинг MoMi нулдаги иптп буладп.

Бунда ds-уринма устида жойлашган чекенз кпчик элементар пул. 
Кучнинг чекенз кнчик элементар йулда бажарган пшига 

кучнинг элементар пшн дейилади ва dA билан белгнланади.

155-раем.

dA = F ,d s  (267)

Бунда, Fr- F  кучининг уринмадати проекцияси.
«М-ку'чнннг элементар иши F кучининг элементар иши деб, шу куч 
билан у куйилган нукта элементар кучишнинг сколяр купайтмасига 
тенг. dA=Fdr

Ft =Fcosa dA =Fds cos a  
V/К учн и н г  бажарган uruu скаляр катталик. Кучнинг Mo Mi 

йулдаги иши унинг элементар пшидан олинган ннтегралга генг.
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W|
4= \FT ds (268)

Л/()
Л-/- кучиниш  Ми Mi йулдагн гула нши. Фара» килайлик 

/ —const булса, (268 )- дан:
м х

А = h r f f/.v = A r S = F cos я  • .V

W
Бунда S-йулнннгузуилиги ■** ~ j^ v , .-( = /.S’costr (269)

w
(269) билан узгармас кучнинг ишн топилади. Бурчак и- 

у гкир булса, а < 90° кучнинг нши мусбат булади.
а > 90° утмас булса, кучнинг нши манфий булади.
Агар а = 0 ° булса, A=FS, а = 90° булса, А=0 булади. Иш 

бирликлари: Нм, Дж.
К увват )

Кучнинг вакт бирлигида бажарман ишига кувват дейилади. 
Агар куч бир хил вакт оралигида бир хил иш бажарса, 

унинг кувваги куйидагича гонилади.
и- = А (270)/

Агар иш узгарувчан булса кувват шу ишдан вакт буйича 
олинган хосилага тенг.

И' = — (271)dt
Элеменгар ишнинг кийматини куйсак

II' = -~ s ?OS— = FI ’ cos а И' = FVoosa (272)dt
Бунда V = — - гезлик.dt

80-§. ТЕНГ ТАЪСИР ЭТУВЧИ КУЧН И Н Г ИШ И ХАКИДАГИ ТЕОРЕМА

Теорема: Тенг таъсир этувчи кучнинг бирор йулда 
бажарган ишн ташкил этувчи кучларнинг шу йулда бажарган 
ишларинннг йигиндисига тенг.

Исбот: М нукга F \ F j...F > кучлар таъсирида Мо дан Mi гача 
келсин (156-расм).
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Теш таъсир этувчи куч
R  *  F i + F i + . (273)

(273) ни иккала кисмиии MoMi нуктадан утган тугри 
чизикка проекциялаймиз.

R cos а = Ft cos а, + F2 cos а, +...+ /•„ cose„ (274)
(274) ни иккала кисмиии S йулга купайтнрамиз

R ■ S  cosa = F,S cosa, + F,S  cos о ,  + cosa„ • S 
R Sco sa  = A, FfScosat = A,

F;S  cos a , = A}, ..... F„S cos a„ = A„

A-A1+A1+....+A n (275)

81-§. КУЧ  ЭЛЕМ ЕНТАР И Ш И Н И Н Г АНАЛИ ТИ К ИФОДАСИ

Куч элементар ишннинг аналитик н(|)одаспнп анпклаимпз.
Бунинг учун F  кучини ташкил этувчиларга ажратамиз 

(157-расм).
Ft,Fy,Ft-  F кучнинг ташкил этувчиларн.
Элементар М М  силжиш MM=dS координата уклари буйлаб 

йуналган М  нукта dx, dy. dz силжишларинннг йигиндисига теш. 
Шуниш учун F  кучининг(/5 силжишдаги бажарган иши унинг ташкил 
этувчиларн Fx, Fy, Fz ларининг dx, dy, dz силжишдаги бажарган 
шиларннпнг йигиндисига генг булади. dx силжиш с)>акат Fx dx га тенг. 
dy, dz силжишдаги Fy,Fz кучларининг бажарган ишини куйидагича 
ёзамиз. Fy dy, Fz dz

Кучни элементар иши куйидаги формула билан топилади (157- 
расм).

dA -Fa dx+ Fydy+Fidz (276)
Бу формула кучнинг элементар ишннинг аналитик нфодасини 

беради. Кучнинг MoMi йулдаги бажарган шип унинг элементар ишидан 
олинган интегралга тенг.

156-расм.
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W If

 ̂ * j F,ds л - J (/. liv « I d) ♦ I Jz) (277)

Огирлик кучининг бажарган ниш.
Огирлиги Р  га геш булган М  пума Ми дан Mi 1ача келсин. Р  

огирлик кучнни МиМ/ иулдаги бажарган шпини хисоблаймиз (158-
расм).

/’ кучининг координата укларндаги проекцияси \=0, v=0, z= -Р. Р
кучининг MaMi йулдаги шин. (277) формулага кура.

ц '  г,
А= j-nii-- *  fr=-Py/l =-PZ\* =-Г\7л ~Za)=l\Z0-Zl)̂ ±ph 

»<. z,
A=l‘ ^-^)=±ph A=tPh

Бунда - - r = л
Л - Л/иукгаииш нершкал буйича юрган йули. Агар zo>zt булса М  

нукга юкорпдан пасгга тушади, иш эса мусбат булади.
Агар zixz\ булса М  нукта юкорнга к5ггарилади, иш эса манфий 

булади.
A~±Ph (278)

(278) билан огирлик кучининг бажарган иши топилади. 
Огирлик кучиниш  бажарган иши плюс ва минус ишораси 
бплан олинган куч мнкдорннинт вертикал буйича силжишга 
купаигмасига тенг.

82-§. ЭЛАСТИ КЛИ К КУЧИ Н И Н Г БА Ж АРГАН  ИШ И

Пружннадаги реакция кучининг ишини хисоблаймиз. Бизга бир 
учи махкамланган пружина берилган. Т - иружинани реакция кучи ёки 
эласшклик ку'чи. Пружина Л масофага чузилганда Т кучини бажарган 
ишини louiiui керак. Бунниг учун М нуктани координата боши деб
х укипи йупалтирамиз (159-расм).
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F  = сх: бунда с- пружинанмнг бикрлиги, х- пружинапи чузнлшии 
ёки сикилиши, F - кучнинг координата укларидаги проекцияси.

Х= - F  У=0 Z=0 
F  кучининг Л - масофадаги нши (277) формулага кура.

Л= |(-А'Ч/г = |  -сх<Л =-с J.rdt =--* С * ~ ’ "2
м ,  II II

, ch~Л *-—  (279)
Бу формула билан эластиклик кучини баж<рган ишн 

топилади.
/ / У / / / / / /

F. '
\ , ,

159-рас
X

М .

83-§. К У З ГА Л М А С  У К  А Т Р О Ф И Д А  А Й Л А Н М А  * Л Р А К А Т
К И Л У В Ч И  Ж И С М Г А  К У Й И Л ГА Н  К У Ч Н И Н Г  И Ш И  ВА

К У В В А Т И

Агар жисм F\,F,....Fx кучлар системаси таъсирида
К>'згалмас z уки атрофида айланма харакатда булса, кугбни 
айланиш унида оламиз; натижада dr« = 0 хамда бурчак тезли 
йуналган О Р  ва z у * лаР и устма-уст тушади (160-расм 
Бинобарин, курилаётган холда

d'A = H,d<p (280.1)
формула уринли булади, яъни кузгалмас ук атрофи \а айланм 
харакат килувчи жисмга таъсир этувчи кучлар снс емасинш 
элеменгар ишн мазкур укга нисбатан кучлар бош мчментинш 
жисм ук  атрофида айланганда элеменгар кучнш, аги нш ш 
генг.

Бу холда кучлар системасининг куввати
N  «  М г —  = М гю  (280.2..

* dt '
чекли айланма кучишдаги ишн эса,
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I : J A /  dm (280.3)

формулалар ёрдамида аникланади.
LZ

C J ,

84-§. А Б С О Л Ю Т  К А Т Т И К  Ж И С М Д А ГИ  И Ч К И  К У Ч Л А Р  
И Ш Л А Р  Й И ГИ Н Д И С И Н И Н Г  Н О Л ГА  Т ЕН ГЛ И ГИ

Абсолют каттиц жисмни \ар кандай сплжишда шу 
жисмдаш  ички кучлар ншлари йигиндиси нолга тенглигини 
исбот цилиш керак.

Биз л п та нукгадан тузилган абсолют каттик жисм берилган 
булсин. Шу жиемда ихтиёрий Mi ва М? нукгаларни оламиз (161-расм).

Vi в л V2, M i на Мг нукталарнинг тезлиги.
Тезлик модули.

(281)

еки

Vi в ) Vi тездикларни M i ва M i нукталардан утган тугри чизикдаги 
проекцияси узаро тенг булади.

И, cosa, = У2 coseTj
dS, dS,— Lcosar, =— -cosa, dt 1 dt 2

dSt cosa, = dS2 cos a j
dSt cosa, = dS 2 cos a 2 = 0
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Mi ва M i нукталар га бир-бирига модул лари жихагндан геш 
булган ва бир тугри чи зи к  буйлаб ю скари томонга йуналган 
h\ ва F  \ кучлар билан га ьсир этади.

F; - /■: г ; = - rl
кучларни dSi ва dS? масофага снлж нгандаги 

бажарган иш ини  гонами».
(/. (  =  /•,*</.’> L O V 7

</Ж = FU IS , cos( 180 - а , ) = - F U IS , cos а :
К учлар н и ш  племен iap  нш ларини  куш ам из.

JA[ + dA'} = I'idSf coso, - FjdSs cosa, =
= FUdSt cost/,-«/Sj cosa: ) = 0 (282)
<«,' + dA': = 0

ov формулами системадаги хар бир н у м а  учуй  ёзиб хадма-хад 
кVIHнб чикам мз. (282) мм интеграллаймиз.

(282) ни имгегллаб, куиидапши ёзамиз:
£  dA[ =0 £  ■|* = 0 к- 1 .2 ....п  (283)

ТАКРО РЛАШ  УЧУН САВОЛЛАР.

1. К учнин г элем ентлар  иш и кайси ф ормула билан гоиилади?
2. К учн и н г  элементар  иш и аналитик ифодасини езинг?
3. К учн и н г  чекли йулда бажарган иш и  кандай иф одалаиади7
4. Кувват ним а?
5. Тенг 1 аьси р  этувчи  кучнинг иш и гугрисидаш  георема 

нимадан иборат?
6 . О гирлик кучини  бажарган иш и нимага тенг булади?
7. Эласги кли к  кучнни  бажарган иш и нимага генг оулади?
8 . И ш калан и ш  кучини нг бажарган ш ин нимага генг булади?
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9. Кузгалмас ук атрофида айланувчи ж и см о  куйилган кучни
бажарган иши кандай топилади?

10 Куп ват кандай гонплади?

85-§. НУКТА ВА СИСТЕМАНИНГ КИ Н ЕТИ К ЭНЕРГИЯСИ

Нукта массасн билли 1езлик квад р ат купай>масиниш 
ярмнга нуктаниш  кинеш к энергияси дейилади.

w.92
2

Сис 1емаиинг кпнетик энергияси шу системадаш барча 
нукталар кинеш к энергияларининг алгебраик йш  индисига 
генг булади.

/1/,1  | /11,1  j  П 1'  \ я —  Щ ^  \ л, ,  £  y

Т = У  ” ‘ Ч  к 4 .2 ...п
^  2

Бунда Т системанинг кинешк энергияси.
Система бир нечта каттик жисмдан иборат булса, 

системани кинетик энергияси шу каттик жисмлар кинетик 
энергияларн йигиндисига генгбулади.

T“ Ti+Ti+Tt+....+Tn (284)
Кинетик энергиянинг бирликларн кгм, тм, нм
Система кинетик энершяси унинг илгарилама ва аиланма 

харакатларини тавсифлайди.
Кёнига теоремаси

Системанинг кинетик энергияси унинг массалар маркази
нинг кинетик энергияси билан шу марказга нисбатан система 
бажарган харакати кинетик энергиясининг йигиндисига тенг.

Т*~-+ Тс  (285)

Бунда ^О -систем а  массалар марказининг кинетик

энергияси.
Vc-массалар марказининг тезлиги
Тс- массалар марказита нисбатан система бажарган харака- 

тининг кинетик энергияси.
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Бу теоремадан фойдаланиб, каттик жисмлар кинетик 
энергиясини аниклаш мумкин.

1) Илгариланма харакат килаётган каттик жисмнинг кинетик 
энергияси.

Илгариланма харакат килаётган каттик жисм берпл!ан 
булсин (162-расм). Ш у каггик жисмни кинетик энергиясини 
хисоблаш лозим булсин. Бунинг учун жисмни M i, M i, Мп 
нукгалардан иборат булган система деб караймиз. Системами 
кинетик энергияси хакпдаги гаьрифга асосан:

У2 У2 У2 Г?
г =я!| — +

бунда (OTi + т2 +•••■*■**) = М; У/ = У, =....У„ = У(-

у холда т ~ (286)
бунда Л/-жисмни массаси;

Vr- массалар марказининг тезлиги;
(286)- билан илгариланма харакат килаётган каттик жисмни 

кинетикэнергияси топилади.

2) Кузгалмас ук  атрофида айланувчп  катти к  жисмнинг 
кинетик энергияси

Кузгалмас z уки атрофида to бурчак тезлиги билан 
айланаётган каттик жисм берилган. Ш у жисмни кинетик 
энергиясини топиш керак. Жисмни п та иуктадан иборат 
булган система деб караймиз. Системадан ихтиёрий Мк 
нуктани оламиз. Бу нуктанинг тезлиги:



/. жисмIIннI айланиш укига нисбатан инерция моменти. 
(2 >7 )- формула билан кузгалмас ук атрофнда айланувчи к а л и к  
жисмнинг кинеш к энергияси топилади.

Бунда: Л  = X  "»» К •

3) Текис - параллел харакат килаетган каттик жисмнинг кинетик
энергияси

Каттик жисмнинг текис параллел харакати кутб билан 
бнргаликдаги илгариланма ва кутб атрофидаги айланма 
харакатлардан иборат. Шунинг учун жисмнинг кинетик 
энергияси шу икки харакатдатн кинетик энергияларнинг
йигиндисига генг (164-расм).



Бунда m- жисмиинг массаси; V»- жисм огирлик марказнннш 
гезлиги; А- жисмнинг огирлик марказига нисбатан инерция момент; 
б>-жисмни бурчак тезлиги. (288) - формула билан текис нараллел 
харакат килаётган ка пик жисмнинг кинетик энергияси топилади.

’ 86-§. НУКТА КИ Н ЕТИ К ЭН ЕРГИ ЯСИ Н И Н Г УЗГАРИШ И ХАКИДАП1
ТЕОРЕМА

«*.

Л/нукта Г  кучи таьсирида харакаг килиб Мп нуктада и Л/ нукина 
келсин (163-расм).

/ нукгани харакатга келтирувчи куч
г. М  5  т

м.,/

165-расм.

Нукта динамикасининг асосий тенгламасини ёзамиз.
miT = Т (289)

Бу формуланннт иккала кисмини М нукгадан улан v риимага 
проекциялаймиз.

m Wt=Ft; Ft= F-cosa 
m Wt=Fcosa;

dv <A dS dx ш .. dYВ . « — * ---- = —  г. II, = t
'  dt dS dt dt dS

dSv = — - нуктанинг тезлиги 
dt
dvmv—  = Fcosa 
ds

mvdv= FcasadS: d.4 = h cosadi - кучнинг элементар чти .

-1— i = <*4 (290)

(290)-формула дифференциал шаклдаги нукга инегнк 
энергиясининг узгарнши хакпдаги теоремани ифо. «лайди: 
Нукта кинетик энергиясининг дифференциали нуктага гаьси| i этувчи 
кучнинг элементар ишига тенг.

(290) ни интеграллаймиз.
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(291)- ишеграл шаклда! и пуша кинетик энершясининг узгариши 
хакплагп leopfNiaini ифолалапдн: Пума кинетик энершясининг бирор 
\'iii.liон иулдаш узгариши iiykiaia iаьспр эгувчи кучниш шу iiVixa 
бажар'ан ншпга ieiir.

Агар пум ага бир не*ма кучлар куйнлган булса, (291 )ч|юрмуладаш А 
иш кучлар ieiir таъсир этувчненнпнг иши булади.

87-§. СИСТЕМА КИ Н ЕТИ К ЭНЕРГИЯСИНИНГ УЗГАРИШ И 
ХАКИДАГИ ТЕОРЕМА

Системадаги империи М нукгага интеграл шаклдаги пума кинетик 
инсршяспнинг узгариши хаки лаги юореманп гадбпк киламиз.

= г +Л' (291.1)
2 2

Буила А1 ка А1 М ну мага куйнлган ташки ва ичкн кучларнинг 
бажарган ниш.

(291.1 )-формулаин снаемадаги \ар бпр нукга учуй ёзнб кушиб 
чнкамнз.

<29,-2>

То ва Т системами бошлангич ва охирги холатдаш кинетик
энергияси.

Г-7 = I  ) * 1  Г (291.3)
(291.3)- формула система кинетик энершясининг узгариши 

хакндаги георемапп ифодаландп: Система бпр вазиятдан иккинчи 
вазпяпа угганда, унинг кинегик энершясининг узгариши системага 
куйнлган барча laniK ii ва ичкп кучлар бажарган ишларининг 
нпшнднепга юнг.

Aiap система абсолют капнк жпемдан гузилган булса, ичкп 
кучларниш бажарган ншларнпнг пнгнндиси нолга ieiir булади £  1 =0: 
У холда (291.3) формуланп куйидагичи ёзиш мумкин.

Т-Т.ш ^А' (291.4)



ТАКРО РЛАШ  УЧУН САВОЛЛАР.

1. Нуктанинг кинетик энергияси деб нимага айгиладп?
2. Системанинг кинетик энергияси деб нимага айтилади?
3. Илгарилама харака гдаги каттик жисмниш кинетик энер:нясп 
каиси формула билан аникланади?
4. Цузгалмасук атрофида айланма харакат килганда капи: 
жиемнинг кинетик энергияси кайси «формула билан аникла ади?
5. Текнс параллел каракат килганда кагтнк жиемнинг кип* ик 
энергияси кандай аникланади?
6. Нукта кинетик энергиянинг узгариши хакидаги теорема! и 
таърифланг?
7. Дифференциал куринишдаги нукта кинетик энергияшпп 
узгариши хакидаги теоремани ёзинг?
8. Интеграл куринишдаги нукта кинетик энергиянинг узгар ппи 
хакидаги теоремани ёзинг?
9. Дифференциал шаклдаги сисиема кинетик энергиянппг 
узгариши хакидаш теоремани айтинг.
10. Интеграл шаклдаги система кинетик энергияси тугриси ini 
теоремани айтинг?

88-§. НУКТА ВА СИСТЕМ АНИНГ ХАРАКАТ МИК/Ъ !’И

Нуктанинг харакат микдори деб, нукта массасн билг i уннш 
тезлипнгинг купайтмасига айтилади. Нуктанинг харака г шкдорн 
вектор катталик б\глиб, унинг тезлнги билан бир хил йуналгаг булади. 
(166-расм)

т  v - нуктанинг харакат микдори.

166-расм.
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Сиаемадаги барча нумалар харакат микдорларининг 1еоме1рнк 
пипшдисша системаниш харака г микдори дейилади.

(J = 1и,1'| * т ,У  I + ...да„ У. = X  *» :
р  = У  t = 1.2... «

Бунда у  - системами»! чаракат ми мори
Сисгемамимг харакаi микдори унинг массаси билан массалар 

марка hi тезлигининг кунант масига тенг.
(254) - ф ормуладан

Х ш‘г‘ V  
= ** : 2-т ‘ г‘ =г,ш* (292)

(292)-дан вакт буйича хосила оламиз:
Z J r  I dr,т. — =М--

‘  dl dl

= МУ, ёки Q = М Vг (293)
Сисгеманинг харакат микдори унинг илгариланма харакатини 

тавсифлайди.

(5 89-§. КУЧ  ИМПУЛЬСИ ВА УНИНГ КООРДИНАТА УКЛАРИДАГИ 
ПРОЕКЦИЯЛАРИ

Кучни элементар вацтга купайтмаси купи элементар импульси 
дейилади.

dS = Fdt (294)
бунда - dS - кучни элементар импульси; F - нуктага таъсир этувчи 

куч; dt -элементар вакт.
Кучни оирор // - вактдаги нмнульсини аниклаш учун унинг 

элементар имиульсидан интеграл олнш керак.
ч

S  =  j 'Fdt (295)

Бунда S ва F кучининг ti вакт ичидаги туда импульси.
(295)- нинг иккала кисмиии координата укларига проекциялаймиз:

'■ ■ '■ 
s * = \Ftdt; i-, - jr.dt: S. = jF.d t; (296)

о » о
(296)- билан куч нмпульсининг координата укларидаги 

проекциялари аниманади. Агар
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F -c o n n  o n k i  S - h \d l -  F I .  чуЛЗДИ. (297)
0  1

Бунда ti - F кучнинг жисмга иьснрэгган вами.
(297) ни координа1а укларига нроекцинлаймнз.

S t - F x-it 
S  = F t

' 1 (298)
S . = F. •/.

Бунда F x , Fy. Fz - F  кушиш x, y , z укдардаги проекция.iapn .
Куч импульсининг микдори куйидаги формула билан гопилади.

s  = js ]+ s ; + S ; (299)

90-§. Н УКТА ХАРАКАТ М ИКД О РИ Н ИН Г УЗГАРИШ И 
ХАКИДАГИ  ТЕОРЕМ А

М  нукта F кучи гаъсирида харакаыапиб, М§ дан M i гама келспи 
(168-расм). Нукта динамикасишпп асосии генгламасини ёзамиз.

та = F -
dv ~ 7. = h (30°)/»»—  = h; dt
dt

(300) - формула дифференциал курннишдаги нукга харакат 
микдорининт узгариши хакпдаги теоремани ифодалайди: Нукта 
харакат микдоридан вакт буйича олинган хосила шу нуктадагп таъсир

(ЗОО)-формулани интефаллаймиз.
d(m\') = Fdt:

) - j"/• V//

>»>' Iv ёки in У, - mVt = 5 (301)
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(301 )-формула интефал куринишидаги пума харака! мнкдорнниш 
узгариши чак,идаги георемами ифодалайди: Нукта харака i 
мпкдорнншп бирор пакг ичидаги уиариши нуктага гаъсир »гувчи 
KS-4 IUIMI шу вакгдаги тула имиульсига геш булади. (301) «|>ормуланн 
координата укларига ироекциялаими»:

" 'ru — *■*.:
-А',: (302)

ml], -ml'.,. =S ;
Демак, нукта харакат микдорииинг координата уки буйича чекли 

вакг ичида уиариши шу вакт ичидаги нуктага таъсир эгувчи куч 
импудьсининг мазкур укдаги проекциясига генг.

91-§. СИСТЕМА ХАРАКАТ М ИКДОРИНИНГ УЗГАРИШ И ХАКИДАГИ
ТЕОРЕМА

Системадаги ихтиерий Мк нукга учун Д!к|х)>еренциал шаклдаги 
нукта харакаг микдорииинг узгариши хакидаги теоремани ёзамиз.

(300) - формуладан.

~{m KrK)m F i*F ; (303)

Бунда F'eaF‘ -Мк нукта куйилган ташки ва ички кучлар. (303) - 
формулани системадаги хар бир нукталар учун ёзиб хадма-хад 
кушамиз; (169-расм).

> = 5 7 ;+Е З  * = I* ..."  (з °4)
Бунда '  =Q-системанинг харакат микдори.
Е /Т£ = к гашки кучлар бош векторн. Ички кучлар хоссасига кура
YJi -о - (атижада (304) ни куйидагича ёзиш мумкин

= R (305)dl
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(305) ни Декарт координата укларша нроекииялаб, снсгем
харакат микдорининг узгариши хакидаш теорема ни сколя 
куринпшида ёзамиз:

dQ, .

Т - * "

Jt  ~ • ’ (306)

л
Система харакаг микдорининг бирор укдаги нроекннясидан вак 

буйича одннган хосила, системага таъсир этувчи ташки кучлар 601 

векгорининг шу укдаги проекциясига тенг.
Система харакат микдорининг чеклн вакт ичидагп узгарншиш 

аниклаш учуй (305) ни dt га купайтириб, иитефаллаймиз:

^  = R.dQ = R dt , j dQ = j Rdi.Q\^' =5 Q~ - Q„ = S (307) 
d> i  i 0 »

Бунда Q„ -снстеманингбошлангич вакгдаги харакаг микдори.
I,

0 ,-снстеманинг h вактдаги харакат микдори. S = \H di-i вак< ичид
II

системага таъсир этувчи кучлар бош векторнинг импульси.
(307) формула интефад шаклдаги система харакаг мнкдорин 

узгариши хакидаги теоремани ифодалайдн: Система харака 
микдорининг бирор вакт ичидаги узгариши системага куйилган барч. 
ташки кучлар бош векгорининг шу вакт ичидаги имиульснта генг. (307 
ни координата укларига проекциялаймиз.

Q,.-Qm=S. a-y.-.v, Q„-Q~=s, (308)
Бунда 5., Sy, St, - S куч импульсини проекциялари. Исбот кплинг. 

теоремадан куйидаги натижалар келиб чикади:
1) Агар гашки кучлар бош вектори R=0 га генг булса, сисгемаш; 

харакат микдори узгармас булади.
^  = 0:dQ = Q.jdO = 0 О = const

2) Агар системага куйилган ташки кучлар бош векторинши бир 
укдаги, масалан Ох укдаги проекцияси нолга генг булса, система хара.- 
микдорининг шу укдаги проекцияси узгармайдп.

R, = о
у холда (306)- дан Qx - const
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Bv нагижалар система харакат микдорининг саманиши хакидаш 
к< ниц ифодалайди. Демак, системанинг харакат миклоршш ички 
к\ iap узгартирмайди.

ТАКРО РЛАШ  УЧУН САВОЛЛАР.

1. I (ум анит харакат микдори пима?
2. Кучнингэлементар импульсн нима?
3. Элементар импульс кандай йуналган?
4. Кучни гула и миульси кандай топилади?
5. Куч имнульсиниш координата укларидаги проекнимси кандай 
топилади?
6. Нума харак.п микдори туфисидаги теорема нимадан иборат?
7. Нукта харака т микдорини сакланиш конунини айтинг?
8. Системаниш харакат микдори деб нимага айтилади?
9. Системаниш харакат микдори туфисидаги теорема нимадан
иборат?
10. Системаниш харакат микдори кандай холларда сакланади?

92-§. СИСТЕМА МАССАЛАР М АРКАЗИНИ ХАРАКАТИ 
ХАКИДАГИ ТЕОРЕМА

Системанинг харакат микдори куйидагига тенг.
Q*m V, (309)

Снсгеманннг харакат микдорини узгариши хакпдаги формуланн 
ёз Н13.

f ( 310)

Бу ерда к = У  / к - система нукталарига таъсир этувчи ташки 
к} lapninu бош вектори.

(309) ни (310) га к\'йиб хосила оламиз: ^
M W , - л ;  (311)ul dl

бу ерда i7, - -  система массалар марказининг тезланиши.

(ЗП)-формула система массалар марказининг харакати хакпдаги 
к. ,'емапи 1к|юдаланди: система массалар маркази, массаси бутун 
с  1ема массаси га тенг булган ва система нукталарига таъсир этувчи
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парча i a in Kii кучларнинг бош вектори гаьсиридаги мо,мии ну ia каби 
харакат ланади.

(311) иккала кисмиии координата укларига ироскнпялайми
= Я,:
«л ,: ,л12)

m l Г .  = R.;

Бунда R,.R,R..-R бош векторнинт координата ук/ ipn.iaiп 
проекциям ipff.

w  =<L- b - - \-  И' - -у  • I у = --L. - 7  •
"  t/r *’ "  dr "  "  л 1 *’ (313)

Бунда *<> /о - массалар марказининг координаталари. 313) ни 
(312) га куямиз, у холда

тх, = Л,;

т Ус ~ Ry’ (314)
m'zc = R.;

(314)-формула массалар маркази харакатини диффе <енциал 
темгламал лрини ифодалайди. Исбот килинган теоремадан у йндаги 
на гижаларни оламиз:

1. Фараз килайлик, системага таъсир этувчи ташки кучларш тгбош 
вектори нолга тенг булсин:

* = 1 ^ = 0

У халда if, .  —  .о булиб,(It
Ус = const

булишини курамиз. Яъни система нукталарига таъсир этувчи 
кучларнинг бош вектори нолга тенг булса, системанинг ассалар 
маркази тугри чизими ва тенг улчовли харакат килади.

Агар массалар маркази бошлангич пайгда тинч холатда улса, у 
хо тда о. = 0 булиб, системанинг массалар маркази кейинча ик хам 
кузгалмасдан колади.

гг = const
2. Фараз килайлик, системага таъсир этувчи ташки кучлари пн бош 

вектори нолдан фаркли булиб, унинг бирор укдаги проекция и нолга 
тенг булсин:

R€y = X ‘ =0.
У хол/л (314)-тентламаларнингбиринчисидан
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if, =0 
дг, = const

келиб чикали.
Демак, сиаемага гаьспр этувчи lauiMi кучларнинг бирор укдат 

ироекпияларппинг йигпнднси нолга тенг булса, сиаема массалар 
маркази гезлш ининг шу укдаги проекцияси узгармас булади. Хусусан, 
агар бошлангич наш да -и,л о булса, снсгеманпнг харакати 
даномида ц , о булади, я ыш бу холда сисгема массалар марказининг 
координагаси \. узгармай цолади:

V, = .V, = const.
Олинган нагижалар система массалар маркази харакатишшг 

сакланиш конунини ифодалаиди. Демак массалар марказини ташки 
кучлар харакатга келгиради. Ички кучлар эса харакапа келшра
олмайди.

ТАКРОР/1АШ УЧУН САВОЛЛАР

1. Пуктаниш харака! микдори miMaia тенг булади?
2. Снсгеманпнг харакаг микдорини таьрифлаиг?
3., 1ифференциал шаклдаги система харакат микдорининг 
уз1арпши хакпдаги георемани ёзинг?
4. 1 ашки кучлар бош вектори нима?
5. Ташки кучлар бош векторишшг проекциясини айтинг?
6. Системанинг массаси нимага тенг булади?
7. Системапи массалар марказининг координаталари кайси 
формулабилан топилади?
8. Снсгеманпнг харака! микдори унинг массалар марказининг 
гезлигп оркалп кандай ифодаланади?
9. Сисгема массалар марказининг харакати хакпдаги теоремани 
гаьрифланг?
10. Сисгема массалар маркази харака гининг сакланиш конунини 
айпшг?

93-§. М АРКАЗГА  ВА УККА  НИСБАТАН НУКТА ХАРАКАТ 
М ИКД ОРИНИНГ МОМЕНТИ

Нукга харака! микдори вектор катгалик булыми учун унинг бирор 
марказга ва укка нпсбатан момепгини аниклаш мумкин. Кучниш

I»



марказга ва укка ннсба1ан моменти кандай тпи.теа, харакат мнкдорпнп 
моменгн хам шундай топилади.

Нукта харакат микдорининг О - марказга нисоаиш момент 
куйндашга темп

/„ = mt h.l„ - mjnil') (315)

(316)

г укга нисбатан момент олсак;
1г = ш0( т ^ )  = h,mV,
I. = Л, m К,

Бунда /> - нукта харакат микдорпншп г yxia нисбатан момент. 
Бирор О марказга нисбатан олинга!1 нукта харакат микдорининг 

моменти шу марказга куйнлган вектор булади (172 -раем) дан
h = rsu\a;h- = sin а.

I0 = hm У = r sin a  mv, 
/„ = /imv sin a (317)

(317) ни 5'нгтомонн вектор купайтманшн модули булади.
10 = [гт9 ] (318)

(318) - вектор купан ма куйидагича таъриф пнади: бирор О N арказга 
нисбатан олинтан харакат микдорининг моменти шу марказга к йнлган 
вектор катталик булиб, нуктанинг радиус вектори била! 
харакат микдорининг вектор купайтмаси а тс гг.

/о - вектори О нукта ва mv вектор дан утказилга! 
текислигига перпендикуляр йуналган булади

' нукта 

I бурчак
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94-§. М АРКАЗГА ВА УКГА НИСБАТАН СИСТЕМА КИ НЕТИК 
МОМ ЕНТИ

Сисгеманинг бирор марказга нисбатан кинегик моменти 
системадаги барча нукталар .харакат микдорининг шу марказга 
нисбаитн О/шнган моменгларинннг геометрик йигиндсига тенг.

I . о т  о ( т  | Я  I ) Т III Q ( т  2 я  I ) + ■ • ♦ »» ц ( т  „  9  „  |.

*/ о ( т д 9 А ): I. о = I  т о < »< 9 * ) * = и (319)

Бу ерда / - системами шО марказга нисбатан кинетик моменти.
Системаиинг бирор укка нисбаган кинегик момент шу укка 

нисбаган системадаги нукталар харакат микдорлар моменгларинннг 
йигиндисига тенг.

/., = т,(от, Г  | ) + от, (от,Г I ) + ... + от, ( « „ Г  .):
/., = 2 ] г <» *  *):

): (320)
/... = £  от.(от4 Г ,  );

Бунда A. ,L> ,U  - сисгеманиш у, z, укларига нисбатан кпнешк 
моменти.

95-§. КУЗГАЛМ АС УК  АТРОФИДА АЙЛАНУВЧИ КАТТИ К 
Ж И С М Н И Н Г КИ Н ЕТИ К МОМЕНТИ

Кузгалмас z уки атрофида и» бурчак тезлиги билан апланаётган 
абсолют каттик жисм берилган. Шу жисмнинг айланиш укига нисбатан 
кинетик моменти ёки харакат микдорининг бош моментини хисоблаш 
л озим оулсин. Жиемга система деб караймиз. Жисмдан ихтиёрий М«

нукганн оламиз (173-расм). Бу нуктаниннг гезлигн = ^ г а  генг. 
Нукга харакат микдоринингz укга нисбатан моменти:

I »  : ( т  ь  У  к  )= т к У ^  =  ы  т  k h * .

L -  =  V  м .(л |д  У  к  )  = £  w /n j hf .

«* £  ш  д Лд ш to / . ;

Lz =lz <•> (321)

(321)-<1юрмула билан жисмнинг z укига нисбатан кинетик моменти 
топилади.
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bv ерда /, = Х " ' ‘Л* * жисмниш / ума нисбатан инерция момент 
Демак, кузгалмас ук aipo<|>n.\a айланувчп жисмниш кинешк момент 
мазкур укга нисбатан инерция моменги билан бурчак гезлшнншп 
купан (масига тенг.

96-§. Н УКТА ХАРАКАТ МИКДОРИ М О М ЕН ТИ Н Н Н Г 
УЗГАРИ Ш И  ХАКПДАГИ ТЕОРЕМ А

Л/ нукта F кучи таъсирида кузгалмас Oxyz координаталар 
сисгемасида харакат килаётган булсин (174-расм).

174-расм.

HvK'ia харака г микдорпншн О пук i ага нисткмап момент:
I. = |r mi | булади. (322)

Теоремадан псбог кнлпш учун (322)- нинг иккала гомонпдаи вакт 
буйича хосила оламиз:
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. [  J r » y  I .  I r Mml' '  I 
i k  1 .// 11 , k *

i/ f t n l ' l  - J rя /• . * I
<k ik

[ ^  m l  ] *  [ Г *м Г  J - 0

г но ###г некторлар oiip ryrpn ЧИИ1К оуплао пуналганлнги v4vn 
улар орасидаш бурчак полга генг.

(322) ни куйидагича ёллчпм.
л »  f  , 1  d in
Л  31 /- J * »  dl =«•(/ »: (323)

Бунда wi0( F )  = [г- А ] - / куши О нуктага niicoaiaii момент.
(323) - ф ормула нукта харакат микдори моментининг узгариши 

хакидаги георемаии нфодалаиди: моддий нукта харакат микдорииинг 
онрор кузгалмас марказга нисбатан моменгидан вакг буйича олпнган 
хосила нуктага таъсир этувчи кучнинг шу марказга нисбатан моменипа 
тенг.

(323) - ни х, у, z укларга проекниялаьб куйидагиларни оламиз:
<//, — <//. — <//

,i, = тЛП  л я Я :,п  (324)
Бунда I, I, 1г - нукталар харакат микдорииинг х, у, z укларига 

нисбатан моментлари.
»1,(Т) m>(F) m ,(F)'F кучининг x,y,zукларта нисбатан моментлари.
(324)-формулалар нукталар харакат микдорииинг координата 

укларига нисбатан моментлари узгариши хакидаги теоремани 
нфодалаиди: н кта харакат микдорииинг бирор кузгалмас \'кка 
нисбатан моме гидам вакт буйича олинган хосила нуктага таъсир 
этувчи кучнинг I .у укга нисбатан моментига тенг.

(324) - ни ку ндагича ёзиш мумкин.

j t ['"»("»’)]= т„{Г) (325)

97-§. СИСТЕМ. КИ Н ЕТИ К МОМ ЕНТИНИ УЗГАРИШ И ХАКИДАГИ 
ТЕОРЕМА

Mt, M i,...., I  I нукгалардан тузилган смсгема берилган булсин. (173- 
расм).

Сисгемадап ихтиёрий Л/, нуктага нукта харакат микдори 
моментининг уз тришп хакидаги теоремами татбик киламиз.
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I  ш „ ( т 4К*)  -  —  —
----—---- = ma(F l ) + mu(F t ) (326)

Бунда »/.(/;') на '» (/•;> - Л/. HVKiaia кч’Иилган laniKn па ички 
кучларнинг 0 нуктага нисбатан момент.

(326)-формулани системадаги хар пир пукiа учун ёзиб хадма-хад 
кушамиз.

— = I  '"■•</?) + £  «.-(/■•/* к = 1.2...j j  (327)

£  «iu(m, К») = L,, системанинг О нуктага нисбатан кинетик моменти.
X  "» (А7 ) = Л/. сисгема нукталарига куйилган ташки кучларнинг О 

марка.на нисбатан бош моменти. Ички кучларнинг хоссасига кура
£  л|.,(^) = 0.

(327) ни куйидагича ёзамнз.

~  - Ч . (328)а!
(328) - ифода система кинетик моментннннг узгариши хакидаги 

1еоремани ифодалайди: системанинг бирор кузгалмас нуктага нисбатан 
кинетик моментидан вакт буйича олинган хосила система нукталарига 
гаъсир этувчи ташки кучларнинг шу нумага нисбатан бош моменгига 
1енг.

(328) - ифоданинг иккала томонини кузгалмас декарт координата 
укларига проекциялаб куйидаги тенгликларни оламиз:
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Л. J i .
Ji

(329)Ji
нда L> Lt - сисгемани координата укларша нисоатан кинетик
1 .inj. Л/. М, М> - спсгемага куйилган laniMt кучларнинг шу
л нн млн бош моменглари.
9)-i аламалар кузгалмас координата укларига нисбатан
л  k i  I и к  моменги узгариши хакпдаги теоремани ифодалайди:
л 1111. бирор кузгалмас укка нисбатан кинешк моментидан вам
1 о. на к косила сисгема нумаларига iabcup этувчи ташки
nun iv укка iiucoaiaii бош момеитига leiir.

ИС VIA КИ Н ЕТИ К  М О М ЕН ТИ Н И Н Г САКЛАНИШ  КОНУНИ

иен I кинетик моментининг узгариши хакпдаги теоремадан
пн I и жала рн и оламиз.
р си мл нукталарига гаъсир этувчи ташки кучларнинг бирор
гага 1исбаган олинган бош моменти нолга юнг булса,
ема in шу нуктага нисбатай-кинетик моменти микдор ва
1ЛШ кпхатдан узгармас булади.
.тар = о булса, (328) га кура:

р си ма нумаларига таъсир этувчи ташки кучларнинг бирор
1 (м. млн, Oz укига) нисбатан бош момент нолга тенг булса,
ема пт шу укка нисбатан кинетик моменти харакаг давомида
рма нколади.
р м, улса, (329) га кура

пи к< ..бчикади.
'30)- на (331)- тенгламалар сисгема кинетик моментининг
иш конунини ифодалайди. Лема к системанинг кинетик
гини ташки кучлар узгартирадн. Ички кучлар эса узгартира 
ли.

1ад) у план

Lo — const келиб чикади. (330)

I. Bvi I эса
Lz = const (331)
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ТАКРО РЛАШ  УЧУН САВОЛЛАР

1. Марка на nitcnaiaii Н'кта харакат мнклоринмнг момент ка 
аникланади?
2. Укка нисбатан нукга харака) микдорининг момент канда 
аникланади?
3. Марка на ва шу маркаадан упан укка нисбаган нукга хар > 
мпкдорпнннг моменти при орасида кандай богдаииш мавжуд?
4. Марказга нисбатан системанши кинегик моменти ка д. 
аникланади?
5. Укка ннсоатан систек’ h ih h i кинегик моменти кандай aiiHK-rai 
Улар орасида кандай богланиш мавжуд?
6. Цузгалмас ук атро ида айланувчи катгик жисмни кш t 
моменти кандай аник нади? Канем формула билан топилади
7. Нукта харакат микдори моментини узгариши хам а 
теореманн таърифланг?
8. Система кинетик моменти узгариши хакидаш георе <и 
таърифланг?
9. Системанинг бирор марказга ва укка нисбатан олинган кш i 
моменти качон узгармайдн?

99-§. КА ТТИ К Ж И С М Н И Н Г КУЗГАЛМ АС У К  А Т РО Ф И Д А ^ ' 
А Й Л АН И Ш И Н И Н Г Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  ТЕНГЛАМ АСИ

Каттик жисм кузгалмас z уки атрофида Fx‘.F j... F ‘ ташки к\
таъсирида айланаетган булсин (176-расм).
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Жнем харакагининг дифференциал 1енгламасини келтирнб 
чпклрши умчи система кинетик моменгипи узгариши хакидаги 
н-оремадан <|м>ндаланамнз.

*  “ ■» ( « 2)
/. / <■> (333)

Бчтиа, М/-айлаптнрунчп момет;
(334)- ни (332)- га купно нам бупича хосила одами з.

I = М . .1 с = М..
*  . (334) .lift </ v>

Ji ili
бунда, f  - жисмни бурчак le.uaHiiitui. /г - жнемнп г укка нисбаитн
инерция момент
(334)-га кап ик жнемпиш кузгалмас ук агрофнда айланма 

харака i ннннг дифференциал 1енгдамаси деиплади.
(334) - форму лада н е - J ;

Агар М, = const булиб I, нинг кипмати катга булса жиемшнп 
айлаппшп кпчик булади. Агар L  кпчик булса, жпсмнп айланпшн 
тезлашади. Жпсмнннг инерция моменти айланма харакат килувчп 
жпемнннг инерция улчовидпр

(334) - тенгламадан фондалапиб пккита масала ечнш мумкин.
1. Агар айлантпрувчи момент Мг берилган булса, жисм 

харакаттпинп генгламасинн топиш мумкин.
<р -  НО

2. Агар жисм харакат пиши генгламасп берилган ov.ica, жпсмнннг 
айлантпрунчп моменгипи гониш mvmkiih.

100-§. НУКТА УЧУН ДАЛАМ БЕР ПРИНЦИПИ.
НУКТАНИ ИНЕРЦИЯ КУЧИ

Эркпн оулмаган VI нукгаит /• актин на v реакция кучлари гаьснр 
кидали (175-расм). I 1ума дипампкасиниш асосий тенгламаспни ёзамп».

mil' ^ I - А (335)
(335)ни / ..v.i mil г о курннпшидаёзнб,

F  —-тИ  нуктанинг инерция кучи (336)
F  + N + F ""=  0 * (337)
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тенгламасини оламиз.
Микдор жихатидан нуктаминг массаси билан унинг гезланпшини 

купан гмаси га тенг. Йуналиши гезланиш векгорига тес кари булган кучга 
инерция кучи дейилади.

(337)-тенглик эркин булмаган нукта учун Даламбер иршшиншш 
ифодалайди: актив куч ва богланиш реакция кучи гаьсмрнда 
харакатланувчи нуктага хар онда инерция кучнни куйсак, бу кучлар 
узаро мувозанатлашадн.

Даламбер нринципи ёрдамида динамнкашшг биринчи масаласини 
ечиш мумкин.

Динамика масалаларини ечишда Даламбер иринцинидаи, асосан 
нома ьлум реакция кучларини топишда фойдаланилади.

Агар нукта эгри чизикли траектория буйлаб нотекнс харакатда 
булса, инерция кучи F"" траекторияга угказилган уринма на бош 
нормаллар буйича йуналаган ташкил эгувчиларга ажрагилади (178- 
расм).

F “" = ¥ ?  + f ;- (338)
Бунда, F ““ ва F ‘" ларга мос равишда нуктани уринма ва нормал 

инерция кучлари дейилади. Бу кучлар уринма ва нормал 
тезланишларга тескари йуналади,

F ‘H = -mWt 
F ?  = mW„

F .

(339)

‘ FT 

м w г
'  ^

Г W. \W
'

178-расм.

Уринма ва нормал тезланишлар в;»--, и,,.— формулалардан
ill р

аннкланишини эътиборга олсак, нуктанинг уринма ва нормал инерция 
кучларини модули учун ушбу муносабатларни оламиз

,  -Md d I , -пн tn IF, С = ---  (340)at р

192



Агар нукга эгри чилик буйича гекис харакама булса, II, =о. / "  = о

ка инерция кучи /' <|»акаг нормал ташкил этувчидан noopai булади. 
Нума rvipii чилик буйича нснекис харака1латаида И'. =0 на имерння 
кучи (|к1ка1 уринма гашкнл лувчпдан нборач булади. Пума гугри 
чи.шклн Iокне харакаыанганда 1̂ И=0 б\-лнб, инерция кучи F  = 0 

булади. Буерда р- фаекюриянингл рилнк радиуси.
Куиалмас ук а грофида айланма харакагдаш каинк жнем 

HVKiaciiiiiiH i гелланишн уринма ва нормал 1еллашннлардан noopai 
булгани учун малкур нуктанинг уриима ва нормал инерция кучлари мос 
равншда уринма ва нормал инерция кучлари дейилади, хам да уларнинг 
кнймагн куйидаги формулалардан аникланади (179-расм):

Ff,H=mdi. F,f" • mto2h.
Бунда h  нукгадан айланиш укигача булган масофа, со ва е  ж и с м н и н г  

бурчак le .v iiiiii ва бурчак гезланишидир.

101-§. М ЕХАНИК СИСТЕМА УЧУН ДАЛАМ БЕР ПРИНЦИПИ

Системанинг хар бир Мк нуктаси учун Даламбер принципини 
ела мил:

/•'» +/V , + F? = 0,(А =1,2,..л) (341)
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бунда г, — Мк нуктага wiurnp л у п и  актив кучларниш ichi 1 ai.cn р 
этувчиси; V* — богланиш реакция кучлариниш ieiii iai,cnp этунчнси; 
Фк =-/и,И', шу нуктанинг инерция кучи.

(341)-1енгламалар механик снпема учун Дала m i vp ирпнминннн 
ифодалайди: а к т »  куч ва богланиш реакция кучлари 1а 1>сиридагн 
системанинг хар бир нумасига чар онда шу нумаларнши инерция 
кучшш кх'йсак, бу кучлар системаси шу куйнлит а к тв  ва реакция 
кучлари билан му вола на i мувозанатлашадн.

(341) тенгламаларни кушиб куйпдагини хосил килами »:
I  Fk -г IX к  + 1 F7  = 0 (342)

ёки
R +R + R " =0 (343)

бунда: К ~  актив кучларниш бош веморн; И V \ ,  — реакция
ку<1ларннннг бош вектори;

+ ZFT = 0 (344)
система нукгалари инерция кучлариниш бош векторидир.

(343)-тенгламадан курамизки, богланишдаги механик система учун 
актив кучлар, реакция кучларн ва система нукгалари инерция кучлари 
бош векторларинииг геоматрик йигиндиси хар онда нолга генг булади.

(341 )-генгламаларн1Ш1 хар бирннн М, нукганиш радиус-векiори п 
га векторли купайгириб кушсак,

• У к + Zrk ■ X к + £гк ■ Г  к =0 
ёки 1 Л7 „ ( / 4) + 1 Д/и(Л1) + 1А /„(ГГ) = 0 (345)

М о + Л/о + Л/и (346)
хоснл булади. Бунда :/■, = У  »/.,</•'*) - акгив кучларнинг 0 марка зга 
нисбатан бош момент: Л/ Х  <'*) — реакция кучлариниш 0 марказит 
нисбатан бош момент;

Л/ : = х  .*/„</•:> (347)
система нукгалари инерция кучлариниш 0 марказга нисбатан «юш 
моменшни нфо,юлайди.

(346)- дан курамизки, бсглашпдаги механик система учу'и актив 
кучлар, реакция кучлари ва система иукталари инерция кучлариниш 
ихтиёрий кузгалмас марказга iincoaian бош момеитларннинт геомегрик 
йигиндиси хар онда нолга тенг булади.

144



(342) ва (34ft)- геш ламаларни коордннага укларша нроекциялаб, 
кучлар снпемасипшиолтша мутю wiuii нчи.тамаспнн o.w m iij:

- ZNk, -t I/',. -- 0 
-.V, + -f-\. =0

I r ,  + ZNl: - IF ,. = »

v.Wt( F i )  + L.W, {S l )± ZM tlF i )~-l)

SA#,(Fa ) + £ .»/ ,(* ,)»  1Л/ ( /-a ) = <)

S .V .( F » ) - 11/ ( V i ) ♦ I  V/ (F f ) = 0

Агар сисгеманинг хар пир нуктасига купи.пап кучларни ичкп ва 
laniKii кучларга ажрагсак, ичкп кучларнинг бош вектори ва бирор 
марка па nncOaian бош моменти нолга ieni булга пи учун (342)- ва (345)- 
гегламалар куйидаги курншиинн олади:

(350)- тенгламадариннг афзаллиш шуидан иборатки, бу тенгламаларда 
нчки кучлар катнашманди, шу сабабли система динамикасининг купгина 
масалаларини ечпшда бу мугозанат шаргларидан фойдаланиш кулай 
булади.

102-§. ИНЕРЦ ИЯ КУЧЛАРИ НИ НГ БОШ ВЕКТОРИ ВА БОШ
МОМЕНТИ

Инерция кучларининг бош вектори ва бош моментини хнсоблаш 
учун система массалар маркаяшинг харакати хакпдаги ва кинетик 
моментпшшг у.иаришп хакпдаги теоремадардан фойдаланамнз:

Mm , =1 F[

i f !  +1 fT  = о 
и м /  T  =o

(344) ва (347) ларга кура (349) ни куиидагича ёлампл:

(349)

(350)

d,;'- z M .C F\)(ll
(351)
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Бунда: Л/ — сиегеманит массаси; ir. — массалар марка «ниши гезланппш;
L -- системанинг 0 марка на нисбатан кинешк момент.

(451)- генгламаларни (350)- б план солиштириб:
К'"' = - . \ 1  ю, !

_ dl.u Г 052)

м vi юсаба i. iapi 111 ола n u m .

Шундай килиб, империи механик сисюма (ёки ка пик жисм) 
инерция кучлариниш бош вектори микдор жихаман система 
массаснннш малкур система (кагшк жисм) массалар марка.ниппи 
leuaiiiniiii купайтмасига ieur булади ва бу тезланшша 1ескари йуналадн; 
инерция кучларининг 0 марказга нпсбаган бош момент jca микдор 
жнчагдан inv марказга нпсбаган система (кагшк жнем) кинешк 
момеишдаи вам буппча олинган хосилага ieur, йуналиши унга 1ескарн 
булади.

Кагш к жисм илгариланма, кузгалмас ук атрофида айланма ва 
1 ек11с параллел харакатда булганда инерция кучларпншп бош вектори 
ва бош моменгипи хисоблашни куриб чпкамиз.

1 . Илгариланма харакат. Жисм илгариланма харакатда булганда 
массалар маркази атрофида айлаимайдн о=0. Шу сабабли V а / (/  п  о 

ва (350)- га кура:
--«м
.V/, =0

булади.
Шундай килиб, илгариланма харакат д а т  ка пик жиемнинг 

инерция кучлари массалар марказша куйилган ва массалар марказпниш 
гезланпшпни карама-карши йуналган бипа купа келтрадп.

К" = -А/ 1Г, (353)
2. Кузгалмас ук атрофида айланма харакат. Агар жпем 

куналмас ук агрофнда айланма харака!да булса, у холда инерция
“  NN

кучлари умумпй холда бирор пхтпёрпп О ну мага куйилган R кучга ва 
А/ момепппа ieni булын бппа жуф| кучга к о ,п  придали. Ласт дао 
жпсмнннг айланиш укн О/ га нпсбаган инерция кучларпнниг оош 
момент Л/~пи хисоблаймиз. Буинш учун (351) пинг пккинчп 
■ енгламасн Ог \ кка проекнпялаймиз:

dL.М  = -
dl
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A mmo курилаёиан холла Ls — 1/м булга ни учун:
М Т  = - l.S  (334)

ю т  л и м ш  o . i a x i i n ,  бунда b  —  айланиш укига H i i c o a i a i i  ж и с м н и ш  

п п о р ц п я  момент. (334)- .win млнфий шпора иперппя кучларннпш 
л п л а н п ш  у к и г а  пнсГинан бош момент иТ жисмниш б у р ч а к  1езланпшп 

г а  i ос к а р п  пупа.паилипшп 1н|юлалаилп.
Xwvm ii холла, aiap аплаииш уки жисмнинг мо.ипи спммефпя 

уки билли vciMa-yci iviiica, жисмниш массалар маркат спммефпя 
Укила oia.ui ва кузгалмас булади. Буша и =и оулгани yivn инерция 
кучларнннш Гюш помори R =0 оулали. Бниобарин, бу холла кун ал мае 
vk а 1рофпда а ила пае пан катгпк жисмниш иперппя кучлари на 
момент (334)-«|>ормуладлн апнклаихшгаи бшта жуфп купа келшрилади 
Жисм спммефпя укига л  а оулгани учун бу жуфг куч анланпш укига 
перпендикуляр tокисликлаёгадп.

3. Текис параллел харакат. Фара» кплаилнк, жисм спммефпя 
■екпслнгнга ага булсин на унга параллел ранишда харакагланспн Бу 
холла инерция кучлари жисмнинг массалар марказига куйилган, (333)-

-  мм

<]юрм\ла е р д а м и д а  анпцланадпган R купа ва жисмнинг симметрия 
юкпслпгпла 01увчи бшта жуфг кучга келтирилади хам да унинг 
момеиI и хам (334)-<|юрмула ёрдамида аникланади. Бунда Ь га жисмниш 
массалар марказидан харакат текнслиппа перпендикуляр равпшда 
угувчи укка нисбатан инерция моменти деб каралади.

ТАКРО РЛАШ  УЧУН САВОЛЛАР.

1. Кап пк жисмнинг кузгалмас ук а 1рофндагн дифференциал 
юнгламасинп ёзпнг?
2. Айланма харакатдаги жисмнинг инерция моменти ннмаии 
ифодалайдн?
3. I Iv k iанниг инерция кучи нима?
4. Инерция кучи кандай йуналган?
3. Aiap пума т р и  чпзпклп юкис харака! килса, иперппя куппа 
л  а буладимп?
6. Уринма инерция кучи нима?
7. Уринма инерция куш  кандай йуналган?
8. Нормал инерция кучи нима? У нимага генг?
9. Агар нукга агрн чизикли харакатда булса, нормал инерция кучи 
хосил буладимп?
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10 . Дадамбер iipmiiiiiimiiiiiii m o x i i m i i i  нималан моорл на \ каидай
та ьрифланади?

103-§. БОГ Л А НИШ  Л АР. БОГЛАНИШ ЛАРДАГИ МОЛЛИ И 
Н УКТАН И Н Г ХАРАКАТИ

Мо.ыни нукгашшг харакаппа маълум йуналишда чек кунилкш 
булиши мумкин. Нума харака!ими Гшрор йуналишда чсклончн cafiafna 
богланшн дейилади. Бомашии сир г, гекпслнк, яри чизик ёки т р и  
чизикли булиши мумкин. Нукта Гшрор citpt буйлаб харакаыансин, v 
холда богланишнин! тенгламаси V.г.) = 0 курпнишда буладн. 
Агар м о д д и й  иукга бирор <|>азои1ш лрн ч и з и к  буйлаб харака!лапса, 
бундай эфн чизик икки /(х.у.г. ) = 0 ва/,(.т.у.г.) = 0 сиргларнинг кесишнш 
чизити сифатида олнннши мумкин. Бу иккн генглама фазовнн эгри 
чизикнинг тенгламаси, яъни богланиш генгламасини ифодалайди. 
Богланишлар факаг тенгламалар бмлангина эмас, генгсизликлар билан 
хам бернлншн мумкин.

Тенглнк ишорасн бнлан берилган богланишлар бушатмайдитап 
богланишлар дейилади. Тенгснзлик билан ифодаланадшан 
богланишлар бччиатадиган богланишлар дейилади. Богланишлар 
генгламасига факаг нукта координатлари кнрса, бундай богланишлар 
голоном (ёки геометрик) богланишлар дейилади Богланишлар 
тенгламасига нукта координатасини вакт буйича хосилалари хам кириб, 
бу богланишлар ннтегралланаднган булса, уларга беголономлар ёки 
кинематик богланишлар дейилади. Голономли богланишлар хам, 
беголоном богланишлар хам стационар ва ностационар боглаиишларга 
булинади. Вактга боглик булмаган богланишлар стационар 
богланишлар дейилади. Агар богланишлар вакпа боглик булса, у 
носганионар богланишлар денилади. Стационар ва носганионар 
богланишлар бушатмайднтан ва бушатадиган булиши мумкин. 
Бо1 лаиишлар тентламалариин куйидагича синфлаш мумкин:

1. Стационар бушат майднгаи голономли богланишлар.
/,(дг, у.г. ) = 0 |£у$3

2. Ностационар бушатмайдиган голоном богланишлар.
/,(дг,у,:./) = 0 l s / * 3

3. Бушатадиган стационар, голоном богланишлар.
/,(дг,>\г,)5 0 lS_/S3

4. Бушатадиган ностационар голоном богланишлар.
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f,<дг. » .;./)<(» 1<г 3
Я. lieio.ioiiOM стационар, бунипмаидигаи бо1ланншлар

/,(.<.г.м.г.:)-|| 15у 43
6. Ih-io  io iio m  ностаннонар oym ai майдш ан Г к ч .и ш ш ш р .

(, (.v, v.:.x. y.z.i) -0 Isys3
7. Бею. юном стационар буша i иладиган богланншлар.

/',(v. г .;И . (I 1 -s у £ 3

S. Ьо i о лоном посыционар бушаш.шлшан ооыанишлар.
/,i.\.у . I - / 3

Боманпшдагп мод иш нукта харакатини урганишда унга куйнлган 
кучлар кагорнга богланиш гаьсирини берадиган реакция кучнни хам 
купит керак. Богланиш реакция кучи эса номаьлум катгаликлар 
кагорнга киради.

104-§. АНАЛИТИК М ЕХАНИКА. М ЕХАНИК СИСТЕМАГА
КУЙИЛГАН БОГЛАНИШ ЛАР

Механик снсгемага куйилган богланншлар хам голоном ва 
беголоном сгационар ва ностационар бушатадиган ва бушатмаидиган 
бу.нппн мумкин. Факат голоном богланншлар куйилган система 
голоном система дейиладн ва куйидаги куринишдаги тенгламалар 
билан и<]юдаланади.

/ (вг,. у,.г,.дг.. »;.гг..л.*'.г.) = о 
(г = 1.2.3 S)

5 билан голоном сонн белгиланган.
Беголоном богланншлар система нукгалари тезликларшшнг 

проекциялари га нисбаган чизиклн ёки чизнкли булмаган тенгламалар 
бнлан п(|юдаданпшп мумкин, чнзпми булган холда богланиш 
тенгламалари куйидаги куринишда езилади.

Л  = °« + " *•+ :1)
Кц = 1.2... Si)

Бунда Si бнлан беголоном богланншлар сонн белгиланган.
Системага куйилган богланншларнннг бир кисми голоном, колган 

кнсми jca беголоном богланншлар хам булиши мумкин. Биз асосан 
голоном система харакати ёки мувозанатини уртанамиз.

Механик система п та нукгадан ташкил гопган булса, унга куйнлган 
богланншлар генгламасннннг сони Зп дан ошмаслнги керак.
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105-§. СИСТЕМ АНИНГ М УМ КИ Н  БУЛГАН КУЧИШ ЛАРИ . 
ИДЕАЛ БО ГЛАНИШ ЛАР

Системанинг мумкин булган кучнпшни урюнишдан аввал 
нук1анинг мумкин булган кучиишни 1аьрифлаймиз

Берилган иайтда нуктанинг унга куйилган богланиш 
чеклашларинн каноатлантирувчи хар кандай чекснз кнчнк куч и шла рта 
мумкин булган кучишлдр дейилади. Нуктанинг мумкин булган 
кучиишни <>'» векгор билан белгилаймиз. Л  векюрншп координата 
укларидаги проекииялариин Л>, Д> !>,, билан белгилаймиз; бу 
капалнклар нукта координаталарининг вариацияларп деб хам аталади. 
У холда мумкин булган кучиш векторннн нукта координаталарннинг 
варнациялари оркалн куйидагича нфодалаш мумкин.

iir = Ski - Ay + &к
Агар богланиш f(x,y,z,lbO тенглама билан н<|юдалашан булса, 

нуктанинг координаталар буйича хаки кий кучишлари узаро куйидаги 
муносабат билан богланган булади.

df = — dx + — d\' + ~ dz + — dl = 0 
dx ch> dz dt

Сисгемани ташкил этувчи нукталар мумкин булган кучншлари 
снсгеманпнг мумкин булган кучншлари дейилади. Сисгема 
нуцталарининг мумкин булган кучишлари куйидаги икки шаргни 
каноатлант иришн керак.

1. Система нукталарининг мумкин булган кучишлари чексиз кичик 
булиши керак. Агар бу кучишлар чекли булса, сисгема бошка вазиятга 
утиб системанинг мувозанат шарти узгаради.

2. Сисгема нукталарининг мумкин булган кучишида системага 
куйилган барча богланишлар саманно колшии керак. Агар 
богланишлар бузнлса, сисгемаиинг куриниши узгаради.

Стационар голоиомли богланишдаги системанинг бир-бирига 
боглик булмаган мумкин булган кучишлари сони шу системанинг 
эркинлик даражасн дейилади. S та голоиомли богланиш гаьсирндагн п 
та нумадаи ташкил тонган системанинг эркинлик даражасини к билан 
белгиласак,

к = Зя-5деб ёзиш мумкин.
Актив куч куйилган нуктанинг бирор tV мумкин булган кучишдаги 

шу кучнинг элементар ишини кискача, кучнинг мумкин булган шип деб
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*| юр мула уринли оулади. п ia мумадан 1ашкнл юнгам механик 
системага labcnp этувчи кучлар мумкин оулган ишларнннг пш индиец 
нолга ieni буладиган богланишлар идеал богланишлар дейилади. Идеал 
боглапшпларни куйидагича ифодалаш мумкин.

180-расм.

SAr = NSS cos 90° = 0 <i4-’ =o 
Силлик гекислик идеал богланншга мисол булади.

Ю6-§. М УМ КИ Н  БУЛГАН КУЧИ Ш ЛАР ПРИНЦИПИ

Идеал богланшпдаги система узига куйилган актив ва реакция 
кучлари гаъсирида мувозанатда булсин. F  кучининг dS силжишдаш 
бажарган элементар иши куйидапгга тенг.

Л Г - 1 ^ . - 0

F ' =г -сисгемага куйилган богланиш реакция кучи

N ?  ш

SA=FSS cosa
v реакция кучининг бажарган элементар иши 

S A ' = ,V<&-cos( 180" - о) = - Л Ж cosa = - F S S c t n a  

Ишларни кушам из.

181-расм.

SA + d4r ~ FSS cos а  - FSS cosor = 0 
&4 + &4r =0 (355)
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(355) ни системадаги хар бир нукга учун ё.»иГ> купит чиксак, 
куипдатча ёзнлади.

£  (VI *У  ,и =о
г- ., (356)
/ . £4 =0 оу.чса У  <£<=() бу.тОи

(356) сисгема учун мумкин булган кучнш нринцнпини ифодалайди. 
Идеал богланишдаги сисгема мувозанатда булса, унинг хар кандай 
мумкин булган кучи шла сисгемага куйилган барча актин кумларнши 
бажарган элементар ишларпншн йигиндиси иолы iein булади.

(356) ни куйидагича ё.тиш мумкин.
£  (Xdx + КА' + Z & ) = 0 (357)

Бунда X, Y, Z, системага таъсир этувчи кучларнинг коордшина 
укларндаги проекцияси, дх, ду, Аг - кучлар куйилган нукталариинг 
силжнши.

107-§. Д И Н А М И КА Н И Н Г УМУМИЙ ТЕНГЛАМАСИ.
(Д АЛАМ БЕР Л А ГРА Н Ж  ТЕНГЛАМ АСИ)

п ia нукгадан ноораг булган идеал богланишдаги система берилган 
булсин. Система билан богланиш ургаснда ишкаланиш пук.

I- на \ системадаги ихтиёрий М нукгага таъсир к и л у в ч и  актин на 
реакция кучлари (182-расм).

182-расм.

М  нуктага инерция кучларини куя mi I». Инерция кучи хар доим 
тезланншга карама-карши йуналган булади. Даламбер иринцпнига 
асосан акшн, реакция на инерция кучларпппш reoMeipiiK нпгпндпсп 
нолга генг булади.

о
Система нукта лари га мумкин бу.нап <Л силжиш берамп». 

Мумкин булган кучишлар прпнцнппга асосан
&4к + SA[ + Й4"" = 0 (358)
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Х ' Ч - Х ' Ч  Z '* ' r = n (359)
Сшлемага Kviui/iiaii 601 ллншплар идеал булганлнш уч\'н реакция 

кумлрипшн бажарган .момоныр ипмариииш иш мидией нолю iein 
0\ дали. (358) ми сис1емада1 и чар пир нукта учун ёзнб купит чикамш.

Улм; =0

У  <U, - У  til,' и оулади к=1,2,...,п  (360)
Бу геигламага дипамикаишп умумнй тенгламаси ёки Даламбер - 

Лагранж юнгламасн дейилади: идеал богланшидаги системанинг чар 
кандай мумкин булган кучнишда системага куйилган барча актив 
кучларнинг ва инерция кучлариннш бажарган элементар ишларнннш 
йигиндиси нолга генг булади.

ТАКРО РЛАШ  УЧУН САВОЛЛАР

1. Кандай сисгемага эркин система дейилади?
2. Каидай системага эрксиз система дейилади?
3. Богланиш нима?
4. Реакция кучи нима?
5. Кандай богланишга сганионар богланиш дейилади?
6. Кандай богланишга стационар булмаган богланиш дейилади?
7. Кандай богланишга голономли богланиш дейилади?
8. Кандай богланишга беголономли богланиш дейилади?
9/ Мумкин булган кучиш нринцииини таьрифланг?
Ю-Линамиканингумумий генгламаеннинг ()юрмуласини ёзинг?

108-§. УМ УМ ЛАШ ГАН КООРДИНАТАЛАР ВА УМ УМ ЛАШ ГАН  
ТЕЗЛИКЛАР

Система п та нуктадан ташкил гонган булса, унинг холатини Зп та 
Декарт координаталари оркали аниклаш мумкин.

Системага S та голоном богланишлар куйилган булса Зп 
координагалардан к^Зп-S гаси бир-бирта боглик булмайди. Декарг 
координагалардан к тасини бир-бирига боглик килмай, S тасини эса 
бир-бнрига боглик килиб танлаш мумкин. Бир бирига боглик булмаган 
к га Декарт координаталари уриига бошка qi,q2....,qn параметрларни 
чам киритиш мумкин. Система холатини бир кийматли аниклайдигаи 
бир-бирига боглик булмаган параметрлар умумлашган координаталар 
деиилади. Умумлашган координаталар куйидагича белгиланади:
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Умумлашган коорлннлталар бир-бирллрпгл боглик Лул мл i аннллн
уллр |урличл улчои бпрлигила (млслллн м, рллнан, м вл х.к.) т .пнш :
мумкин. Умумллнплн коорлпнл I лллрллн ВЛК1 буйича олишлн
хосилллар умумлашган гезликлар дейилади. Умумлашган гезлпкларнп
qi,q.'...,qn билан белгилаймиз.

<А/, </</- ‘/</iя, = ; ■ V: = . V.. , ■<// (И <//
Умумлашган гезлнкиинг улчов бирлиги умумлашган координат л 

улчов бирлигининг вам бирлигига нисбаш билли ифодаланадп
Млслллн q координата «м» да улчанганда </- "-да, q ч'чуп радиан

pad
олинглидл q— ~ ~ с гаулчанлди.

Сисгема ихтиерий нуктасининг бирор санок системасига нисбатан 
радиус-векторнни п  координаталарнни fa. v>, z,) десак, хар бир q, 
умумллнп лн координатани уллроркали ифодллаш мумкин.

ri = ri(q „q 2,...,qkJ )

xi = xi(qr q2....qk,l)

y i = yi(q\,q2,...,qk,t)

zi = zi(q „q 2....qkJ )
Система нукталарининг мумкин булган кучишларини куйидагича

и фо да лап оламиз:
. . dri _ dri _ dri А  дп ,drt = — 6q, + —  Sq2 = 2^-— dqj (361)

dg, eg2 °g i ТГГ Sg/
(356)-ифодадаги Sqj (j= 1,2,3,...к ) мумкин булган кучишларнинг

умумлашган координаталари оркали ифодаларидан иборат.

109-§. УМ УМ ЛАШ ГАН  КУЧЛАР ВА УЛАРНИ ХИСОБЛАШ

Эркинлик даражаси а-булган п та моддпп нукта дан ташкил гонган 
голоном механик системанинг холати qr q2,...,qk умумлашган 
координаталар оркали аннкланенн. Сисгема нукталарига мос равишда 
таъсир этувчи кучларни F ,,FZ,...,F„ билан белгилайлик. Система

нукталарининг радиус векторларини г\• ^  ^  деедк бу кучлар 
мумкин булган ншларинпнг йигиндиси куйидагича аникланади:

<7
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I» 'I =  У *  f- llin

,1r< = У " ' niviiia kvpa
, <>//

r-' , r-* ( ri . . ( Т/
,vl X / . *z/ У a i , ><ty..i <4/ Л//

Цуйидагича белгилаш кпрпгайлпк

Z .. criI-1- v \олла 
f'4/ '

<>' 1 £(4<S// = + (Ал; * • У Л . ; 
су капаликка qj умумланпан коордтииага мос келп’вчи 

\м\'млашган куч дейилади.
v- f, <*.« 5у/ с1;/ )

У/ = 2- - + F . , + Л , .+
V <41 <4J <41 )

Империй q, умумланпан координат! а мос келувчи Qj 
умумланпан кучни хисоблаш учун

Qi = iU jU = 1.2 к) лц
(|юрмула \оснл килинадп.

110-§. Л А ГРА Н Ж Н И Н Г И ККИ Н ЧИ  ХИЛ ТЕНГЛАМАЛАРИ

Эркинлик даражаси и га генг юлономли идеал богланишдаги 
механик сисгема холати </,.<?.. .</„ умумланпан координата оркали 
апиклансин.

Бу генгламаларни келтириб чикариш учуй дпнамиканпнг умумий 
теигламасидан фойдаланамиз:

£(/-,' -ma)<iri = 0 (362)
ёки У  l iiri - У  iii a/iri
(362)-ген|ламанн умумланпан координаталар оргали ифодалаймиз. 

(362)-формулага мувофпк
X  f' tin = ■

Энди (362)-тен1ликннн1 унг томонини умумлашган координаталар 
оркали 11<(юдалаймиз:

Каве ичидаги ифодапи куйидагича ёзамиз:
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У » . -  = l/ У » , . i ; У», г  l/ }  (363)
<Л й(/1 <У/ Лс// i// v Л//!

Лафанжниш анниятидан (362), (ЗбЗ) ва система кинешк 
энергнисининг таьрнфидан: кунидашлар хосил булади:

Z d\\ dri d*-~ г, ? rl \~ ,т ,— =----= > in , I----у nil =
dl dqi dt dqi r'yi (364)

• mil ' r  «- mil ' d ГТ rTII « llll I f I ^  Ull •
(ft «'<// 2 Л/i 2 d t  't/I i't/t

Шундай килиб (364) муносабаг купила! и курннишнн олади: 
v- _'</ оГ г?Г'
X  »»,«,<>" - Z  , - - ‘V' (36л)

\ d i  c q i i y i  ,

(364)- ва (365)- формулалардан «[юидалаииб дипамиканинг 
генгламасини куйидаги курпнишда ёзами s:

xfc*-(- £ - *7 . 'V' 0 (366)
{ d l  Cl/I i q i  I )

(366)-тенглама динамика умумий генгламасинниг умумлашган 
координагаларидаш ифодасидир. Бу генгламада:

v i l l  c q i с у i j

чад система иукталарининг .<*/,, кучишндаш барча инерция
кучлари пшларининг йигиндисини ифо,1а,1айди.

Голономли богланишлар куйилган система учун (366) да барча 
умумлашган координаталарининг орттирмалари эркин
будгани учун улар олдидаги ифодаларни айрим-айрим нолга генглаш 
мумкин.

Шундай килиб, куйидаш п та тенгламалар сисгемасини оламиз:
LhJ± * L .* L ) m0

Г *  *"> (367)
( * L , , . 1Д 

<// (f t / i  J  ft/i

(367)-тенгламалар Лагранжиинг иккинчи хил генгламалари ёки 
механик системанинг умумлашган коордннашларидаш харака! 
Л1и]>ференниал генгламалари дейилади. Бу тенгламаларннш афктллнш 
шундай нбораткн, бу тенгламалар сопи снстемашнн эркиилик 
даражасига тенг булиб, системани гашкил этувчи нукталар сони га 
боглик 65’лмайди.

Бу тенгламалар системанинг умумлашган координаталарнга 
нисбатан иккинчи тартибли оддий дифференциал теигламалардир

2(16



Уларин шггеграллаб ва иптеграллаш лонмпнлоршш харака i шип 
Гюшланшч inapi.iapn асосила анпклаб, системаниш умумлаииан 
координаталар оркали н<|юдаланган n ia харака г генгламаларнип 
оламп»:

г/, = </,(/>. (1 =1.2. п)
Лаграижнииг иккинчи хил тенгламалари аналитик механнкала 

м\ \им ахамияна эта па купчнлик техника масалаларини ечишла ундаи 
самаралп < | ю и д а л а н п л а д и .  /1екип бу тенгламалар таркибнла богланиш 
реакция кхчларпии аниклаш лозим булган да Лаламбер нршшипилан 
<|юпдалапиш мумкин.

ТАКРО РЛАШ  УЧУН САВОЛЛАР

1. Снстемаии эркинлик даражаси леб HKMaia айтилади?
2. Кандай богланишга идеал богланиш дейпладн?
V Сисгемани мумкин булган кучиши деб нимага айтилади?
-4. Мумкин булган кучиш нринципи кандай 1аьрифланади?
5. Дииамиканинг умумий тенгламаси кандан ёзилади?
6. Умумлашган координата нима?
7. Умумлашган тезлик нима?
S. Умумлашган куч нима? Унинг улчов бирлигини айтинг?
9. Умумлашган куч кандай гаргибда хисобланади?
10. Агар система • потенциал б)'лса, у холда умумлашган к\-ч
потенциал энергия оркали кандай ифода килинади?
П.Лафанжнинг иккинчи хил тенгламаларини ёзинг?
12.Лаграижнииг иккинчи хил генгламалариниш сони нечта булади?
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