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ПРЕДИСЛОВИЕ К ЧЕТВЕРТОМУ ИЗДАНИЮ

В четвертом издании исправлены замеченные опечатки предыду
щих изданий и внесены различные дополнения с разъяснениями и 
уточнениями.
М осква, Л .  И .  С едо в
декабрь 1982 г.

ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ

Во втором издании исправлены замеченные опечатки и сделаны 
следующие добавления.

В § 8 главы V III более подробно развита теория гидродинами
ческого сопротивления и тяги  при движении тел в идеальной несжи
маемой жидкости, в частности, при движении тел с образованием 
за  ними каверн и с выбрасыванием из тела жидкой струи, направ
ленной вперед.

В главу V III добавлен такж е § 19 о пульсациях газовых пузырь
ков в жидкости. В последнее время движению жидкости с газовыми 
пузырьками уделяется много внимания как в теоретических иссле
дованиях, так и в многочисленных приложениях.

В § 2 главы X I включен подробный анализ поля напряжений для 
упругих решений при наличии концентрации напряжений вблизи 
края щели или трещины. Эти данные полезны для более детального 
выяснения природы физических механизмов, обусловливающих воз
никновение разрывов и затраты  энергии, связанные с расширением 
трещ ин в квазихрупких телах; соответствующее обсуждение этого 
вопроса содержится в добавлениях, сделанных в конце § 3 главы XI.

М осква, 
март 1973 г.

J I .  И .  С е д о в



Г Л А В А  V III  

ГИДРОМЕХАНИКА

§ 1. Гидростатика

Рассмотрим некоторые разделы гидростатики, т. е. теории 
равновесия жидкостей и газов относительно выбранной системы 
координат 1).

Результаты и методы гидростатики имеют большое значение 
для многих практически важных задач. В гидростатике рассмат
риваются задачи о равновесии воды в океанах и воздуха в ат
мосфере; задачи о силах, действующих со стороны жидкости и 
газа на плавающие корабли, подводные лодки и аэростаты; з а 
дачи об устойчивости судов, плавающих на поверхности воды, 
и множество других задач.

При равновесии (г» =  0) из уравнения не- 
Уравнения равновесия г  у  4 г\у к разрывности получаем др/дг — О. Это о зн а
чает, что в принятой системе отсчета поле плотности стационарно, 
т. е. р =  р (х, у, г).

Легко видеть, что в случае равновесия уравнения Эйлера и 
Н авье— Стокса приводятся к одном у и тому же уравнению

ёга<1р =  р Г  (1.1)

или в декартовых координатах

•Ц  =  Л .  ^ - 0 ^ ,  (1 .2 ,

где через Р х, /•'у, /г2 обозначены проекции плотности внешних 
массовых сил (в общем случае включающие в себя плотности сил 
инерции) на оси координат.

Если Рх—Р у= Р 2=0,  т. е. внешние массовые силы от сут 
ствуют, то g ra d p = 0  и, следовательно, давление р  во всех 
точках в газе или жидкости одинаково. Этот вывод носит 
название закона Паскаля.

*) Обычно и ниже рассматривается равновесие относительно инерциальной  
или неинерциальной декартовой системы координат. Иначе говоря, равновесие  
относительно некоторого абсолютно твердого тела.



Условие на плотность И з уравнения (1.1) следует, что векторное 
внеш них сил поле плотности массовых сил F  при равно

весии не может быть произвольным. В об
щем случае для сжимаемой жидкости, когда плотность р является 
определяемой величиной, из (1.1) вытекает, что

r o t F = g r a d  -i-х g r a d =  р grad -^-х F, (1.3)

так  как для любых переменных вектора а  и скаляра с справед
лива формула rot са  =  с rot а  grad с х а .

Отсюда следует, что
F . r o t F = 0 .  (1.4)

Соотношение (1.4) является необходимым условием для поля сил 
F  (х, у, z), при котором возможно равновесие.

Можно показать, что для заданного поля сил F, удовлетво
ряющего условию (1.4), можно определить два скалярных поля: 
поле плотности р(х ,  у ,  г) и поле давления р (х ,  у, г), так, чтобы 
уравнения равновесия (1.2) удовлетворялись.

Если плотность р =  const (жидкость несжимаема и однородна), 
то rot F =  0 и силы должны обладать потенциалом 41, т. е. F =  grad‘d . 
Поэтому однородная несжимаемая жидкость может находиться 
в равновесии только в потенциальном поле внешних массовых сил.

В общем случае для сжимаемой среды, если поле сил потен
циально, из (1.1) получим

dp =  pd4l.  (1.5)
Отсюда вытекает, что при равновесии в потенциальном поле мас
совых сил плотность и давление являются функциями только 41. 
Действительно, по (1.5) при 41 =  const имеем р =  const, т. е. 
р =  р(41), но dp/d ll  =  р и, следовательно, р =  р(41).

И з общей теории разр ы во в1) следует, что в покоящейся жид
кости возможны только поверхности разрыва плотности, а дав
ление должно быть непрерывным. Из непрерывности давления и 
потенциала 41 получим, что соотношение (1.5) при p i ^ p a  может 
удовлетворяться вдоль поверхности разрыва только при d4l =  dp =  О, 
т. е. в покоящейся жидкости поверхности разрыва плотности 
должны быть эквипотенциальными поверхностями 41 =  const.

Рассмотрим равновесие жидкости и газа 
тяжести°Ие * П°Ле СИЛ в поле сил тяжести. Выберем систему коор

динат, у которой ось г направлена верти
кально вверх. Тогда F x =  Fy =  О, Fz = — g, 41 = — gz-\-  const и 
p =  p ( z ) ,  p =  p(z).

Таким образом, при действии только сил тяжести в покоя
щихся жидкости и газе поверхности постоянного давления (изо
бары) и постоянной плотности (изостеры) являются горизонталь

*) См. § 4 гл. V III т. I.



ными плоскостями. Из уравнения состояния ¡ (р ,  р, 7’) =  0 п о л у 
чается, что температура в тяжелой покоящейся жидкости т а к ж е  
зависит только от координаты г, Т  =  Т  (г).

По (1.5) йр/йг =  —  р£ <  0 и, следовательно, давление с у в е 
личением высоты падает. Из уравнения (1.5) для разности д а в л е 
ний на двух уровнях г и 20 получаем

Р— Ро =  — S p g d z  =  —  J y d z , ( 1.6)
*0

Равновесие однородной 
несжимаемой жидкости 
в поле сил" тяжести

где у — p g — удельный вес жидкости. Следовательно, р азн и ц а  
в давлениях в двух точках, расположенных на разных вы сотах

2

z и г 0, равна интегралу J yd?, т. е. весу столба жидкости с пло-
20

щадью основания, равной 1, и высотой, равной 'г— z0. Этот вы во д  
не зависит от вида области, в которой находится жидкость или  
газ, и от физических свойств жидкости и газа.

Рассмотрим равновесие однородной н есж и 
маемой жидкости.

Пусть ж идкость однородная и н есж и 
маемая, т. е. р =  const. Из (1.6) получим

Р =  Ро— Pg(z— *о). О - 7 )

т. е. давление в покоящейся однородной несжимаемой ж идкости  
убывает с высотой по ли
нейному закону.

Если в (1.7) положить 
г0= 0 , т. е. принять, что 
ро есть давление в плоско
сти 2= 0, то

Р =  Ро— Pgz =  p„ +  pg/i,
(1.8)

где h  — глубина относи
тельно плоскости z = 0 . С 
помощью формулы (1.7) 
или (1.8) можно рассчи
тать давление на дно со
суда, заполненного жидко
стью. Величина этого давления 
ной жидкости.

Если взять сосуды различной формы (рис. 1) и налить в н и х  
одинаковую жидкость, то давление на одинаковой глубине в  со 
судах будет одинаковым. В частности, при одинаковой гл у б и н е  
горизонтального дна давление на него во всех сосудах (независимо 
от их формы) будет одинаковым.

О
У

в

Рис. 1. Гидростатическое давление на д н о  
сосуда определяется высотой ж идкости А 
и одинаково как в сосуде А, так и в с о с у д е  В .

зависит только от глубины д ан -



тт,

Если площади дна сосудов одинаковы, то и силы, действую
щие со стороны жидкости на дно сосудов, одинаковы. Чашки весов 
на рис. 2 будут находиться в равновесии, так как они являются 
поршнями, воспринимающими одинаковые усилия, хотя вес рас

положенной над ними жид
кости различен. (Силовым 
взаимодействием между 
стенками сосудов и чаш
ками весов и, в частности, 
трением при этом прене- 
брегается.) Если же сосу
ды Л и В  просто поста
вить на чашки весов, то 
они воспримут веса сосу
дов и различные веса жид
кости.

Н а основе законов гид
ростатики построены ма
нометры — приборы для 

измерения давлений; они часто представляют собой сообща
ющиеся сосуды, в которых находится покоящаяся жидкость: 
ртуть, вода, спирт. Н а одно колено манометра подается изме
ряемое давление, а на второе — противодавление, с которым 
хотят сравнить измеряемое давление. Разность уровней в сосудах 
определяет разность переданных давлений.

Рассмотрим принцип действия поршневого 
оршневои насос насоса. Пусть в начальный момент герме

тически заделанный в трубу поршень касается поверхности воды 
(рис. 3, а). Если переместить поршень вверх, то вода последует

Рис. 2. На поршни I я I I  действуют 
одинаковые силы.

за  ним (рис. 3, б). Однако, поднимая поршень, увидим, что в не
который момент времени вода оторвется от него. Между поверх
ностью воды в трубе и поршнем образуется полость (рис. 3, в),



давление в которой будет равно нулю или малому давлению 
насыщенных паров воды при данной тем пературе1). Воду таким 
путем можно поднять только на некоторую высоту Лшах.

Положив в (1.8) Ро =  Ратм и Р =  ° . получим /гтах =  . Если
р „ к =  10000 кГ /м2, р =  102 кГсек2/м 1 и £ = 9 ,8  м/сек2, то /гтах » Ю ж .

Рассмотрим теперь равновесие совершен- 
Равновесие совершенного ного газа в поле сил тяжести. Имеем 
газа в поле сил тяжести у р а в н е н и я  ^  =  -р § < * 2  И р =  рЯТ.

Из них легко получим

~  =  Я Т ( г )  ’

или

Эта формула носит название барометрической формулы. Зн ал  
зависимость Т(г)  температуры от высоты, с помощью ̂ формулы
(1.9) можно найти изменение с высотой давления.

Если условно принять, что р=сопб1 (однородная атмосфера) ,  
то р и Т  согласно уравнениям равновесия и состояния будут л и 
нейными функциями г и согласно (1.7) найдется такая высота /г, 
на которой р = 0. Высота воздушной атмосферы, если считать 
воздух несжимаемой жидкостью, оказывается конечной,

/1=  Ра™.~8000 м.
Р8

Если считать, что атмосфера находится в изотермическом 
равновесии (Т=сопз1:), то из барометрической формулы (1.9) следует 
экспоненциальный закон убывания давления с высотой

- ^  =  е х р [ — ^ г ( г - г 0)]  .

Высота изотермической атмосферы получается бесконечной.
В ограниченном диапазоне высот (до 11 км) часто принимают, 

что температура с высотой в атмосфере убывает по линейному  
закону

Т  =  Т ___ — г  (1 1 0 )
1 0 100 ’  у '

где Г0 — абсолютная температура при 2 = 0 , а А — величина,

Опыты показывают, что в воде вообще могут существовать отрицательные 
давления ( р < 0), соответствующие растяжению, однако в течение длительных 
промежутков времени ограниченные отрицательные давления могут существовать 
только в воде, не содержащей растворенных газов и примесей твердых частиц.



на которую убывает температура при подъеме на 100 м. В ряде 
практических вопросов можно для действительной атмосферы 
принять, что Д = 0 ,6 5 ° , 7 ,0=288°К  и что 2 = 0  соответствует уровню 
моря. В этом случае из (1.10) имеем

р  / ,  Д \ iaogiRA  .. . . .
Т Н 1“ :Ш Г г )  • <1Л1>

Высота атмосферы получается конечной: р =  0 при 
, ЮОГ0 100-288 ло
п = --- 7—̂  =  - п ¿с к м -Д 0,65

Поэтому очевидно, что допущение (1.10) неприемлемо для всей 
атмосферы.

Установим связь  между плотностью р и давлением р  для такой 
атмосферы. Из (1.11) согласно (1.10) получим, что

р I Т  \Ю0й/КА

\ 'Т \ )

а из уравнения Клапейрона
Р _  Р т  
Ро Ро Т 0 ’

поэтому
р  /  р \ ioogHioog-Rb)
Ро \~Ро)

или

Р =  СР", С =  сош*, п ^ ш ^ г .

Такая связь между давлением и плотностью называется поли- 
тропной, но в этом случае необходимо иметь в виду, что различные 
плотности и давления, связанные политропой, относятся к раз
личным частицам. В гл. V были рассмотрены политропные про
цессы, в которых имелась аналогичная связь между плотностью 
и давлением для одной и той же частицы.

При А = 0,65° и /?/^г=29,27  м/град получается, что л = 1 ,2 . 
Если п ~ у =  1,4, т. е. показатель политропы совпадает с показа
телем адиабаты, то А=0,98°С »  1°С.

Условие теплового равновесия среды получается из уравнения 
притока тепла, которое при с  =  0 и при учете только теплопро
водности (см. (7.32) гл. V т. I) имеет вид

Ж = 7 Л Т - <1 12>

В действительности, кроме теплопроводности, распределение тем
пературы по высоте в атмосфере зависит от явлений излучения и



|кции. В нашем случае
U — cvT  +  const, T  =  T ( z ) ,  

му - ^ -  =  0i и из (1.12) получаем, что

T F  =  °-

1кон ( 1 .1 0 )  линейной зависимости температуры от в ы с о т е » :  
штворяет условию (1.12').
гроение действительной атмосферы связано со с л о ж н ы м ! 
)бще переменными во времени (за счет солнечного и з е м н о г с и э  
1ений) механизмами теплообмена и переменностью спг’г я ш = «
:феры (например, за счет диссоциации и ионизации от с о л -----
эго излучения). Состав атмосферы и распределение т ем п е р ату р ь » —л  
лосфере постоянно изучаются с помощью воздушных ш а р о в  —  
)в, самолетов, искусственных спутников Земли и д р у г и м ! - ^  
;ами.

технических расчетах обычно используют « с т а н д а р т н у ю ^  
кферу». В первом приближении на практике п р и н и м а ю т
10 высоты в 11 км температура убывает с высотой по з а к о н у _s
) с А =0,65°. Этот слой атмосферы называется т р о п о с ф е р о й  — 
е тропосферы расположена стратосфера, в которой п р и н и м а ю т  
r = c o n s t= —56°С. Д ля многих практических задач эта м о  —  

стандартной атмосферы неудовлетворительна, т р е б у е т с я ^ « : 
цаться к уточненным данным, которых мы не будем з д е с гъ = -, 
гься. (
.анные* о состоянии атмосферы имеют большое з н а ч е н и е  г  ^ 
ции. Изменение характеристик набегающего воздушного п о  —  

с высотой полета весьма существенно. Имитация в ы с о т  — 
полетов в земных условиях проводится с помощью д а н н ы > ч  

гандартной атмосфере.
|Рные сила и момент, ПеРейДем теперь ^вы числению  сил, д е й  -  
вующие со стороны ствующих со стороны покоящихся ж и д .  -  
щейся жидкости на кости или газа  на помещенные в н и ^ ч  
хность, расположен- твердые тела. Главный вектор А  и г л а в  -  
*едаТрИ ™ее 3акон ный момент ЭИ сил, действующих со

роны покоящ ейся как идеальной, т а к  
ой жидкости на какую-либо часть граничной п о в е р х н о с т Е -i 

2  или на поверхность Б , выделенную внутри ж и д к о с т 1Е 1  
[енно, определяются формулами

Л =  ^p nda =  — J p n d o ,  ( 1 . 1 Х - )

r x p ndo =  —  J p ( r x n ) d a .  (1 . 14r-_)
s s



Рассмотрим твердое тело объема V, ограниченное пове 
стью 2 ,  которое полностью  погружено в покоящуюся жад 
(рис. 4).

Найдем полную силу (1.13), действующую на это тело сс 
роны покоящихся жидкости или газа. Д ля  этого воспольз; 
следующим соображением: очевидно, что равновесие окружа 
тело жидкости не наруш ится (а значит, и сила А  не измен] 
если мысленно или в действительности заменить объем тве 
тела объемом покоящ ейся жидкости с распределениями плот 
и давления, удовлетворяющими уравнениям равновесия. Про 
мысленно эту замену, воспользуемся для вычисления chj 
формулой Г аусса— Остроградского. Так как

п =  cos (л, х) i +c os ( n ,  y ) j + c o s ( n ,  z)k,
то

A — — 5 Рп&° =  — § £гас* pdx =  —  ̂рFdx.
2  V V

Если F — сила тяж ести и ось z направлена вертикально в 
то F  =  — g k  и

А  =   ̂ p g kd x  =  —  G,
v

где G — вес ж идкости , заключенной в объеме V.
Мы получили закон Архимеда: на тело, погруженное в п 

щиеся тяжелые ж идкость или газ, со стороны жидкости или 
действует подъемная сила, равная весу жидкости или газа, б 
ненных телом. Сила, действующая со стороны жидкости или 
на тело, направлена вертикально вверх и стремится вытол]

его из жидкости. Она на
-------- ------------------ — -------- ется гидростатической поды

— ~ силой, или силой Архимеда. М

О
* —  сказать, что за  счет действия 
- -  — Архимеда погруженное в жил 

или газ тело теряет в своем

__  _ J столько, сколько весят вьгк
- —  - ные им жидкость или газ. Г 
—  — статическая подъемная сила е
"3_кает за счет неравномерного рг

-  - —  -  — ------------—  деления давления в жидкости
~  -  ~  ление в тяжелой жидкости воз{

Р ис. 4. К выводу закона Архи- ет С глубиной.
меДа- Ради сохранения последов;

ности изложения заметим, чт 
кон Архимеда можно, очевидно, легко получить и не опи 
на дифференциальные уравнения равновесия жидкости, а и 
только из закона изменения количества движения в интегра.



форме. Н а самом деле, применив этот закон к объему V  покоя
щейся тяжелой жидкости, мысленно заменяющей твердое тело, 
будем иметь

$ р пс1а-\-\ ррс(т =  0,
X V

где 2 — поверхность тела, или
А  =  — О,

т. е. закон Архимеда.
Покажем теперь, что линия действия силы А рхимеда А  про

ходит через центр тяжести массы вытесненной жидкости. Дейст
вительно, система поверхностных сил, приложенных на поверх
ности 2_, уравновешивается системой сил веса частиц среды внутри 
объема V. Поэтому совокупность системы сил, действующих на 
поверхности тела 2 ,  можно свести к одной силе, равной общему 
весу и приложенной в центре тяжести мысленно введенной внутрь 
поверхности 2  массы жидкости с распределениями плотности и 
давления, удовлетворяющими уравнениям равновесия.

Таким образом, если погруженное в жидкость или газ тело можно 
считать твердым, то эффект взаимодействия тела с покоящейся 
средой можно свести к силе Архимеда, приложенной в центре 
тяжести вытесненной телом массы жидкости или газа . Если среда 
однородна, то центр тяжести вытесненной массы совпадает с цент
ром тяжести вытесненного объема. В этом случае д л я  тела, пол
ностью погруженного в жидкость, точка приложения силы Архи
меда, отмеченная в теле, не зависит от ориентации тела. В общем 
случае для тел, погруженных в среду с неоднородной плотностью, 
елла Архимеда и ее линия действия зависят сущ ественно от поло
жения тела в жидкости и от его ориентации.

Если сила Архимеда меньше веса тела, то тело, погруженное 
в жидкость и предоставленное само себе, тонет; если сила Архи
меда больше веса, то всплывает. В рамках квазистатического 
рассмотрения тело всплывает до тех пор, пока его вес не сравняется 
с гидростатической подъемной силой.

Д ля тел, плавающих на поверхности воды, гидростатическая 
подъемная сила также равняется силе Архимеда. Действительно, 
для вычисления этой силы можно ввести замкнутую  поверхность 
2 ,  состоящую из смоченной поверхности тела и площ ади сечения 
объема тела горизонтальной плоскостью я , совпадающей с уровнем 
покоящейся жидкости. Н а поверхности этого сечения тела давление 
следует считать постоянным и равным р0 — давлению  на свободной 
поверхности жидкости.

Н а практике при расчете гидростатических сил, действующих 
на корабли, изменениями гидростатического давления воздуха 
в различных частях корабля можно пренебрегать и считать это 
давление постоянным и равным р 0 — атмосферному давлению,



Очевидно, что при вычислении интеграла (1.13) по полной поверх
ности тела мы получим силу Архимеда для части тела, погруженной 
в воду и ограниченной сечением тела плоскостью я .

Д л я  тела, погруженного в жидкость только частично, поло
жение линии действия силы Архимеда относительно тела сущест
венно зависит от ориентации тела.

Н аличие гидростатической подъемной силы широко исполь
зуется в технике. Эта сила поддерживает суда, плавающие на поверх
ности воды, удерживает подводные лодки на нужной глубине, 
удерж ивает в воздухе аэростаты и дирижабли и т. д. Н а осно
ве закона Архимеда построены приборы для измерения плотности 
жидкости — ареометры, измерители жирности молока — лакто
метры, концентрации спирта— спиртометры и т. п.

Существенным моментом в выводе закона Архимеда является

Рис. 5. Н а тел о  А  действует подъемная сила Архимеда, на тело В 
действует сила, прижимающая его к дну, если доступ жидкости под тело

невозможен.

предположение о замкнутости поверхности 2  соприкосновения 
тела с жидкостью. Если поверхность не замкнута, то закон Ар- 

'химеда не имеет места. Например, если некоторое тело А  погру
зить в воду так , что оно со всех сторон будет окружено водой (рис. 5), 
то на него будет действовать выталкивающая сила; но если то же 
тело плотно опустить на дно, то подъемная сила исчезнет и, наобо
рот, появится сила, которая будет прижимать тело к дну. С этим 
явлением связаны случаи, когда подводные лодки ложились на 
дно океана, теряли плавучесть и не могли всплыть.

Рассмотрим еще парадокс Жуковского, суть которого заклю 
чается в следующем. Если в стенке сосуда с жидкостью поме
стить цилиндр (рис. 6), который может вращаться без трения во
круг своей оси, то, казалось бы, должна возникнуть подъемная 
сила, действую щая на часть цилиндра, находящуюся в воде, и 
под действием этой силы цилиндр должен начать вращаться. Од
нако этого не происходит, так как  равнодействующая сил, дей
ствующих со стороны воды на цилиндр, проходит не через центр 
объема вытесненной жидкости, а через ось цилиндра, ибо дав
ление в каж дой точке поверхности цилиндра направлено по нор
мали к ней.



Рис. 6. К парадоксу 
Жуковского.

С помощью формул для распределения гидростатического  
давления, например (1.7) или (1.9), легко рассчитать су м м ар н ы е  
силы и моменты, действующие за  счет гид
ростатических давлений на любые поверхно
сти или их части, находящиеся в контакте 
с покоящейся жидкостью, например, на стен
ки сосудов, на плотины, на различного ро
да аппараты, находящиеся в воздухе и в 
воде, и т. п. Подчеркнем, что здесь речь 
идет о силах, действующих на тела, погру
женные в жидкость, только за счет гидроста
тических давлений, тогда как общая сила, 
действующая на поверхность тела при дви
жении жидкости, может зависеть и определяться не т о л ь к о  
гидростатическим давлением, которое, как  будет показано н и ж е, в 
общем случае является только частью суммарного давления. 
Устойчивость равновесия Рассмотрим теперь устойчивость равнове- 
несжимаемой жидкости и сия несжимаемой жидкости. Если, н ап р и -
в°поле°сил°ЙтяжаестиСфеРЫ МСР’ В сосУде имеются слой воды и слой

ртути, то с точки зрения уравнений р а в н о 
весия тяжелой жидкости равно возможны оба состояния р а в н о 
весия, изображенные на рис. 7. Но будут ли оба эти состояния 
устойчивыми?

Равновесие называется устойчивым, если после произвольного 
малого перемещения система стремится возвратиться в преж нее 

ъ

У
-  Ртуть __ — Вода —

-  Вода - Ртуть -

— -  —

а) 6)
Рис. 7. Примеры неустойчивого (а) и устойчивого (б) равновесия несж им аем ой

жидкости.

состояние равновесия, неустойчивым, если найдется такое м алое  
перемещение (возмущенное состояние) всей системы или ее ч асти , 
после которого система стремится еще более удалиться от п о л о 
жения равновесия, и безразличным, если в системе можно п р о и з
вести любое малое перемещение, не наруш ая равновесия.

Д ля того чтобы для жидкости установить необходимые услови я 
устойчивости равновесия, можно мысленно переместить некоторое



количество жидкости и посмотреть, что затем будет происходить 
с этой частью жидкости под действием сил, которые на нее будут 
действовать после сообщенного ей перемещения. В указанном 
выше примере вода — ртуть состояние равновесия, изображенное

на рис. 7, а, будет, очевидно, неустойчи
вым, так как частица ртути, смещенная 
в слой воды, в силу того, что действую
щ ая на нее архимедова сила будет 
меньше действующей на нее силы тяж е
сти, начнет опускаться вниз. Наоборот, 
равновесие, изображенное на рис. 7, б, 
будет устойчивым.

Очевидно, что необходимое условие 
устойчивости (или безразличности) со
стояния равновесия несжимаемой жид
кости в поле сил тяжести заключается 
в том, что плотность среды должна 

увеличиваться с глубиной (или оставаться постоянной), т. е. 
др/дг^О .

Д л я  газа вопрос устойчивости состояния равновесия решается 
несколько сложнее, так  как частица газа, смещенная из слоя с 
одним давлением в слой с другим давлением, изменяет свою плот
ность.

Рассмотрим устойчивость равновесия политропной атмосферы, 
в которой =  (Рх/Рг)"» считая, что частица воздуха с плот
ностью рх, при перемещении из слоя /  в слой 2 (рис. 8), испы
тывает адиабатическое сжатие или расширение, т. е.

м ^ ( £ . ) у
Р1 \  Р1 /

Через р[ обозначена плотность частицы воздуха А  после переме
щения ее в слой 2. Очевидно, что для устойчивости равновесия 
необходимо, чтобы р  ̂ <  р2> так как в этом случае сила Архимеда 
будет больше силы тяж ести; при р ! > р а равновесие неустойчиво; 
при р  ̂=  ра оно может быть безразличным.

Т ак как

( = —  =  ( — \ п 
\  Р1 )  Р1 V рх У

то для устойчивости равновесия должно быть п<Су, равновесие 
неустойчиво при гО>у и может быть безразличным при п = у .  Как 
указывалось выше, адиабатическому (п —у ) расслоению атмосферы 
соответствует падение температуры А~1°С на каждые 100 м вы
соты. Поэтому, так как

ЮОйГ

/
А ®

/ г Р г Ъ

2
®  Р г ’Рг’Ч

Рис. 3. К устойчивости рав-
новесия политропнои атмос-

феры.



Об устойчивости равнове
сия плавающих тел

получим, что при устойчивом равновесии Д < Г С , р авн овеси е 
неустойчиво, если А > Г С , и может быть безразличным п ри  
Л »  ГС.

Конвекция в атмосфере часто является следствием н еустой 
чивости, возникающей при прогревании нижних слоев в о зд у х а .

Одной из важ ны х задач гидростатики я в 
ляется исследование устойчивости р авн о ве
сия тел, плаваю щ их на поверхности воды . 

Д ля качественного объяснения сути дела обратим внимание, 
например, на то, что плавающий на 
поверхности воды в положении А  
(рис. 9) длинный однородный брусок 
из легкого дерева (наибольший линей
ный размер бруска перпендикулярен 
плоскости чертежа) опрокинется при м а
лом отклонении его от начального 
положения равновесия; этот же брусок 
при малом отклонении его от поло
жения В, наоборот, вернется в преж- „  „ _
н е е  п о л о ж е н и е  Р и с ' 9 ‘ Равн°весие плаваю-е положение.^ щ е г о  б руска  в полож ении

Теория устойчивости равновесия пла- в  устойчиво, а в полож ении  
вающих тел, называемая «теорией остой- А неустойчиво (изображ ено  
чивости», имеет очень важное практи- поперечное сечение длин но- 
ческое значение для кораблей (с ее по- го руска’ наибольший ли- 
мощью рассматриваются вопросы непо
топляемости кораблей, их качки на 
волне). Теория остойчивости — хорошо 
развитая изящная геометрическая теория х), которую мы здесь не 
будем рассматривать.

Рассмотрим еще равновесие тяжелой н е
сжимаемой жидкости относительно в р а 
щающейся с постоянной угловой скоростью 
(о системы координат. Пусть имеется сосуд, 

который вращается вокруг вертикальной оси г  с постоянной у гл о 
вой скоростью (о (рис. 10). Определим форму свободной поверх
ности налитой в сосуд жидкости при условии, что она находится 
в покое по отношению к сосуду. В правую  часть уравнений равн о
весия (1.2) в этом случае, помимо плотности сил тяжести, следует 
ввести плотность центробежной силы инерции. Уравнения отно
сительного равновесия будут иметь вид 

др_ 
дх

неиныи размер которого  
перпендикулярен плоскости  

чертежа).

Равновесие жидкости от
носительно подвижных си
стем координат

9ё-

1) См., например: А п п е л ь  П. Руководство теоретической (рациональной) 
механики, т. I I I .—  М.: 1911; К р ы л о в  А. Н . Качка корабля.—  М.: А Н  
СССР, 1961.



О
а> Л егко видеть, что их общее решение пред

ставится формулой

верхности имеем р =  р 0, поэтому

C =  p 0 +  pgza,

Р =  Ро +  pg (z0-— z) +  г*.

Р ис. 10. Равновесие  
несжимаемой ж идко
сти в сосуде, вращаю
щемся с постоянной 
угловой) коростью ю.

Уравнение свободной поверхности жидко
сти, на которой р =  р„, имеет вид

ш2 г2

т. е. свободная поверхность представляет собой параболоид вра
щения. Аналогичную форму будут иметь и все другие изобариче
ские поверхности. Вектор grad р направлен по нормали [к со
ответствующим параболоидам, как указано на рис. 10. В фикси
рованной системе координат постоянная z0 для жидкости в со
суде определяется через объем жидкости, [налитой в сосуд. Если 
в жидкость поместить взвешенные частицы разной плотности, то 
в результате вращ ения более легкие частицы, имеющие плот-

Рис. 11. Равновесие жидкости в цистерне, движущ ейся с постоянным
ускорением.

ность, меньшую плотности жидкости, под действием силы Архи
меда, обусловленной силой тяжести и центробежной силой, подни
мутся вверх и соберутся вблизи оси вращения, а более плот
ные, чем жидкость, -— опустятся вниз и расположатся у стенок 
сосуда.

В случае равновесия тяжелой жидкости в цистерне, двигаю
щейся поступательно с постоянным ускорением а  (рис. 11), уровень

а



свободной поверхности жидкости получится наклоненным к г о 
ризонту под углом ф =агЫ ^(а/£). Н аправления суммарных м а с 
совых сил (силы тяжести и силы инерции), действующих на к а ж 
дую частицу жидкости, будут составлять постоянный угол 
с вертикалью.

§ 2. Общая теория установивш ихся движений 
идеальных жидкости и газа . Интеграл Бернулли

Перейдем к изучению движения идеальных сред. У стан ов  и м  
важное конечное соотношение — первый интеграл уравнений д в и 
жения идеальных жидкости или газа в случае у с т а н о в и в ш и х с я  
движений. Д ля этого возьмем уравнения движения Эйлера в фор Jvie 
Громеки — Лемба

Яд »i2 1
+  grad -g--f- 2со X V  =  — — gradp -(- F.  ( 2 - 1 )

Так как движение установившееся, то

^  =  0 
dt  '

Кроме этого примем, что внешние массовые силы о б л а д а ю т  
потенциалом F  =  grad И .
Функция язвления Рассмотрим В ПОТОКе ЖИДКОСТИ н е к о т о р у ю

произвольную линию 3? и введем в д о л ь  
нее направление отсчета длины I, начиная от некоторой точки О .  
Заданием I будут фиксироваться точки на линии 3? . Через d.1 
обозначим элемент касательной к линии 3  в произвольной точке М  
(рис. 12).

Проектируя уравнение (2.1) на направление касательной к ^2? 
в произвольной точке М  с учетом сделанных предположений, п о 
лучим

д  ( v2 \  1 д р  д М  п , \ /О о \
д/  (  2  J ̂  р Ж  ~ д Г ~  ■2 ( ® Х ® ) { -  ( 2 - 2 )

Вдоль данной линии S  плотность и давление являю тся ф у н к 
циями длины дуги I. Эти функции вообще различны д ля  р а з н ы х  
линий 3 ,  т. е.

р =  р ( / ,  3 )

и
Р =  />(/, 2 ) .

Очевидно, что вдоль данной линии 3  плотность р в с е г д а  
можно считать функцией давления:

р =  р (р , 3 ) ,



и мож но ввести функцию давления 9s

причем это равенство и определенная по (2.2 ') функция 9* (р, 2 )  
в общем случае имеют место только для данной линии 2 . Очевидно,

Д л я  изотермических процессов в совершенном газе, когда

Важным примером небаротропного процесса, при котором функ
ция 9s (р, $ )  легко вычисляется вдоль неизвестной заранее линии 
то ка  £?, может служить случай адиабатических обратимых тече
ний совершенного газа , когда dqie) =  T d s  =  0, и поэтому энтро
пия s в каждой фиксированной частице сохраняется постоянной, 
s =  const. Однако у различных частиц энтропия может быть 
различной, и процесс тогда не будет баротропным. Так как дви
ж ение установившееся, то все частицы, движущиеся вдоль одной 
и той ж е линии тока, будут иметь одинаковую энтропию.

В самом деле, при установившемся движении линии тока и 
траектории совпадают, и если бы вдоль одной линии тока дви
гались частицы с разной энтропией, то, проходя через фиксиро
ванную  геометрическую точку линии тока, они создавали бы из
менение энтропии со временем в этой точке пространства, т. е. 
движ ение не было бы установившимся. На разных линиях тока 
энтропия может быть различной.

Уравнение состояния совершенного газа можно представить 
в виде (см. (5.15) гл. V т. I):

что функция давления определена только 
с точностью до аддитивной постоянной, 
которая связана с выбором р1 и может 
зависеть от 2 .  Заметим, что в случае ба- 
ротропных процессов, если известна зави
симость р =  р { р), так введенная функция 
давления 9> легко вычисляется и не за
висит от линии 3!,  если р 1 не зависит 
от 2 .

Р и с . 12. К выводу интег
рала Бернулли.

Например, для однородной несжима
емой жидкости

9* =  р/р +  const.

р =  p /(R T ) ,
9* =  Я.Т In р +  const.



Так как в рассматриваемом случае энтропия s вдоль линии то ка  
постоянна, то, вычисляя функцию давления 9* для какой-нибудь 
линии тока, получим

(-s- i ^ = i ! - ) / ) l v - 4 /v  +  const. (2 .3 )

Используя уравнение состояния, можно представить Р  (р, 2 )  
в виде

* ( Р ’ =  +const. (2.3')
В формуле (2.3) зависимость функции давления от линии то к а  

проявляется через значения двух парам етров— постоянной д л я  
каждой линии тока энтропии s и постоянной интегрирования. 
Подчеркнем, что формулы (2.3) и (2 .3 ') для функции давления 
3* (р, 3?) справедливы только вдоль линии тока.

Введя функцию давления 3^(р ,2 ) ,  у р ав - 
Интеграл Бернулли вдоль нение (2.2) можно записать в виде 
линии тока и вихревой ли-

-Цг[т +  * ( Р ' - & ) - ‘и ] = - 2 (“ Х®)/. (2.3")

Пусть теперь [ 2  есть [линия тока. В этом случае стоящ ая 
справа в (2.3") проекция векторного произведения (сох©)* о б р а
тится в нуль, так  как вектор й х »  перпендикулярен к линии т о к а .

Аналогичный результат получится, если 2  будет вихревой 
линией.

В общем случае функции S* (р, 2 )  на линии тока и на вихре
вой линии различны.

Таким образом, вдоль линий тока и вихревых линий имеем

А [ - £  +  ^ ,  Я ) - * и \ = 0 ,  (2.4)
т. е.

■£• +  $»(/>. 2 ) - 4 l  =  i * ( 2 ) .  (2.5)

Подчеркнем, что стоящая справа постоянная г \  вообще говоря, 
различна для разных линий тока и вихревых линий: i* зависит 
от 2 . Эта зависимость i* от 2  связана не только с тем, ч то  
в случае небаротропных процессов 5s зависит от 3 ,  но и с тем , 
что постоянная интегрирования выражения (2.4) вдоль разн ы х 
линий может быть разной и в том случае, когда функция 5* не 
зависит от линии т о к а 1).

х) Аддитивную постоянную, входящ ую в определение функции давления 
удобно включать в постоянную интегрирования /*.



В тех случаях, когда функция давления 5* известна, соотно
шение (2.5) является первым интегралом уравнений движения 
идеальной жидкости и называется интегралом Бернулли.

Этот интеграл имеет фундаментальное значение в теории дви
жения идеальных жидкости и газа и является основой во многих 
практических расчетах.

Если функция давления 3*{р) и значение постоянной г* вдоль 
данной линии тока или вихревой линии известны, то, пользуясь 
интегралом Бернулли, можно в любой точке линии тока или вих
ревой линии, зная скорость, найти давление, или наоборот. Д ля 
определения постоянной г* в интеграле Бернулли достаточно 
знать значения характеристик движения жидкости, входящих 
в левую часть интеграла Бернулли, только в одной точке на линии 
тока или на вихревой линии.

При наличии баротропии постоянная ин- 
Случаи, когда постоянная теграла Бернулли одинакова для части или
заГ и Г ^ т  лБ„е„РииУЛЛИ "е всей массы жидкости и не зависит от

линии тока или вихревой линии,если век
торное произведение и х ®  в этой массе жидкости равно нулю. 
Это может быть в трех случаях: либо когда V =  0 (гидростатика), 
либо когда а» =  0 (движение потенциально), либо когда вектор 
вихря (о коллинеарен вектору скорости V.

Последний случай не может иметь место при движении твер
дого тела и плоскопараллельных движениях1) жидкости, в кото
рых о  ортогонально V .  Многообразие возможных движений жид
ких сред гораздо богаче многообразия возможных движений твер
дых тел; для деформируемых тел случай, когда ю параллельно V, 
может иметь место. Например, если непрерывное поле скоростей 
задается формулами

™ =  ( £  +  ! . )  Со 5 - ,
К0 \ а ~  а )  а '

1
где У0 и а — постоянные, то легко проверить, что о> =  2а®, сле' 
довательно, в поле скоростей (2.6) линии тока совпадают с вих
ревыми линиями.

Очевидно, что в трех перечисленных выше случаях для опре
деления постоянной в интеграле Бернулли достаточно знать вхо-

!) Как показано в конце этого параграфа, плоскопараллельные движения 
сжимаемой жидкости при наличии баротропии, если i*=const, являются потен
циальными; при отсутствии баротропии из равенства 1* = const не следует, что 
движение потенциально.



дящие в левую часть интеграла характеристики движ ения ж и д 
кости только в одной произвольной точке жидкости.

Отметим, в частности, что постоянная i* в интеграле Б е р н у л л и  
одна и та же на таких линиях тока, которые начинаются или п р о 
ходят через область, где все характеристи
ки движения одинаковы. Так, например, 
если из большого сосуда, заполненного 
идеальной жидкостью или газом, через 
небольшое отверстие вытекает струя, об
текающая некоторое тело (рис. 13), то 
постоянная i* интеграла Бернулли 
на различных линиях тока будет одина
ковой.

В задаче об адиабатическом обтекании 
тел газом, когда параметры в набегающем 
потоке в бесконечности одинаковы, вели
чина i* (определенная для семейства ли
ний тока) постоянна во всем потоке да
же при наличии в потоке скачков уплот 
нения.

Действительно, если согласно (2.3 ') для адиабатических д в и 
жений совершенного газа положить

у — 1 Р

то из условий на неподвижных скачках в случае соверш ен ного  
газа (см. (6.4) § 6 гл. VII) легко получим, что вдоль линии т о к а ,  
пересекающей поверхность разры ва, величина

a2 i у р
2 у —  1 р

остается непрерывной, поэтому постоянная с обеих сторон с к а ч к а  
одинакова, тогда как энтропия, функция давления З3 (в, р) и с к о 
рость частицы терпят разрыв. Таким образом, наличие в п о т о к е  
совершенного газа скачков уплотнения не меняет значение п о с т о 
янной I* интеграла Бернулли вдоль линии тока, но меняет э н т р о 
пию на линиях тока, пересекающих скачок.

В этом случае при различных значениях энтропии на р а з н ы х  
линиях тока в потоке газа нет баротропии.

сИ*Найдем полную производную в любом направлении для в е 

личины I*, определенной формулой (2.5) для линий тока п р и  
отсутствии баротропии. Определим функцию 9* (р , 3 )  как ф у н к ц и ю  
давления на некотором семействе линий.

Рис. 13. П остоянная в  
интеграле Б ерн ул л и  о д и 
накова на различны х л и 

ниях тока.



И з формул (2.5) и (2.3") при дифференцировании в любом на
правлении I следуют равенства

Ж =  Ж  [ т -+ '51 <* ■*’) - Щ -

В случае обратимых адиабатических движений определим 
5s (р, s) на семействе линий тока, тогда можно написать

( д!р \ _  d^ds  (п о\\dl y p=const~ dsdl ’

где s — энтропия, которая может принимать различные значения 
на разных линиях тока. Этот член равен нулю при дифференциро
вании вдоль линии тока, но, вообще говоря, отличен от нуля при 
дифференцировании в направлениях, не касательных к линиям тока.

Если i* = co n st в рассматриваемой области потока, то в этом 
случае из (2.7) и (2.8) следует

^ |  =  2 ( » х < г ) ,# 0 ,  (2.9)

т. е. при ds/dl=j^O поток обязательно вихревой. Таким образом, 
если однородный поступательный поток пересекает искривлен
ную ударную волну, то скачки энтропии на различных линиях 
тока получаются разными, поэтому вообще дв/д1фО и, следова
тельно, за искривленной ударной волной обязательно образуется 
вихревое поле скоростей.

Если движение непрерывно и на всех линиях тока величина 
i* и энтропия одинаковы, то с учетом (2.8) из равенства (2.7), при
мененного к любым направлениям /, найдем, что

о>ХФ =  0. (2.10)

Отсюда вытекает, что в этом случае либо движение потенциально, 
либо линии тока совпадаю т с линиями вихря. Если движение 
плоскопараллельно, то из (2.10) следует, что движение потенци
ально.

§ 3. Интеграл Бернулли для несжимаемой тяжелой жидкости

Рассмотрим некоторые приложения интеграла Бернулли. 
П усть имеется однородная несжимаемая жидкость, движущаяся 

в поле сил тяжести. Н аправив ось z вертикально вверх, получим 
41 =  — g z  +  const, и интеграл Бернулли примет вид

(3.1)



Выбрав на линии тока точку с координатой г 17 можно определить 
постоянную I* интеграла Бернулли по значениям параметров р 1
и v1 в этой точке:

т + £ + « * - - т + Т + в г -
(3.2)

Скорость истечения не
сжимаемой жидкости из 
сосуда

Определим скорость истечения несжимае
мой жидкости из сосуда (рис. 14). При 
истечении жидкости из сосуда уровень 
жидкости понижается и движение является 

неустановившимся, но если предположить, что сосуд достаточно 
велик, а отверстие мало, то 
движение в течение не очень боль
шого промежутка времени мож
но приближенно считать уста
новившимся.

Возьмем некоторую линию 
тока и напишем для точек 
вдоль нее интеграл Бернулли.
Все линии тока начинаются, 
очевидно, на свободной поверх
ности жидкости в сосуде, где 
р =  рг и ^ « 0 .  Н а свободной 
поверхности вытекающей струи 
Р — Ратк- Будем приближенно 
считать, что на выходе из сосу
да давление внутри струи всюду равно р атм 
сти равна V.  Тогда

Рис. 14. И стечение жидкости 
сосуда.

из

а величина скоро-

откуда (см. рис. 14)
и =  у /  2 (Р1 Ратм) _|_ . (3.3)

Если давление на свободной поверхности жидкости в сосуде р ав
няется атмосферному, то

и =  (3-4)
Как известно, такую же скорость получает материальная точка, 
падающая с высоты /г свободно или при наличии идеальных связей, 
когда силы реакции связей не совершают работу. Формула (3.4) 
носит название формулы Торричелли.

Определим теперь скорость на свободной 
одослив поверхности жидкости, перетекающей через

вертикальную стенку (рис. 15).
Предположим, что объем водоема очень велик и можно счи

тать, что уровень жидкости далеко от водослива практически не



меняется и равен  г%. Движение можно считать установившимся. 
Свободная поверхность жидкости является поверхностью тока, на 
которой давление равно атмосферному ратм, а скорость в точках

водоема, далеких от стенки водослива, равна нулю. Из интеграла 
Бернулли следует, что

^  +  №  =  ^  +  +

где V— скорость в произвольной точке А  на свободной поверх
ности жидкости с координатой г. Следовательно,

у =  где /г =  2Х— г.

Трубка Пито — Прандтля Скорость течения жидкости измеряют обыч
но с помощью трубки Пито— Прандтля, 

схема которой изображена на рис. 16.
Трубка Пито — Прандтля представляет собой тонкое вытя

нутое цилиндрическое тело со скругленной передней частью. При

Р ис. 16. Принципиальная схема трубки Пито— Прандтля.

такой форме трубка слабо искажает распределение скоростей в 
потоке. Д ля измерения скорости трубку Пито — Прандтля поме
щают в жидкость и располагают ее вдоль потока. Н а теле трубки



Пито — Прандтля имеются отверстия, через которые по каналам , 
расположенным внутри тела трубки, жидкость может поступать 
в два колена манометра. Одно из отверстий располож ено в перед
ней точке трубки П и то — Прандтля точка / ) .  Д ругое — на ее 
цилиндрической части, на достаточном удалении от первого (точ
ка 2), так, чтобы искажение поля скоростей за счет обтекания скруг
ленного конца трубки Пито — Прандтля можно было не учитывать 
при рассмотрении течения вблизи второго отверстия. При обте
кании трубки потоком жидкости передняя точка 1 будет критиче
ской точкой, в ней скорость V будет равна нулю, а давление р=р-у=  
—р*. Давление в критической точке иногда называю т полным 
давлением или давлением торможения. В точке 2  скорость и дав
ление приближенно равны скорости и давлению  в набегающем 
потоке при отсутствии в нем трубки, и р%=р.

Применив интеграл Бернулли к точкам 1 и 2, лежащим, оче
видно, на одной линии тока, будем иметь

а
Р1
... + £ г1 = - Т + у + £ г*’

где 2  ̂ и г г'— вертикальные координаты точек 1 и 2, или, ввиду 
малости величины g ( г 2— 2 г),

2 (Рх—Р%)

Разность давлений р 1 — р 2 равна, очевидно, удельному весу ж и д
кости, используемой в манометре, у = р 1ё,  умноженному на р а з 
ность Ыг высот уровней жидкости в вертикальных коленах мано
метра; поэтому, если р != р , то

В рассмотренных выше примерах (истечение жидкости из 
сосуда, водослив, трубка Пито — П рандтля) интеграл Б е р 
нулли использовался для определения скоростей по имеющим
ся сведениям о давлениях.

Рассмотрим теперь вопрос о зависимости 
Д инам ическое и ги д р о ста - давления от скорости вдоль линии тока , 
т и ч еск о е  давления д л я  э т о г о  в о з ь м е м  н а  данной ЛИНИИ тока
две точки с вертикальными координатами г  и г х; давления и ве
личины скоростей в этих точках обозначим соответственно через
Р, Р1 и V,  *>!-

Из интеграла Бернулли получим

Р =  Р1 +  Рё(?1 —  2) +  -1 Г  — '1Г- (3 -5>

Видно, что давления в двух точках на линии тока , к а к  и в гидро
статике, отличаются друг от друга на величину p g (г1— г), вы 



званную разностью  уровней, и, кроме того, на величину (ру“/2) —
— (риа/2), связанную  с разностью скоростей в этих точках. Н а
зовем член Р1 + Р ё ( г 1— г)— р1СТ гидростатическим давлением, а член 
(рг>1/2)— (руа/2), зависящий от скорости V,  динамическим давлением.

Если поместить тело в поток жидкости или газа, то на тело 
будут действовать силы, связанные, во-первых, с неравномер
ностью распределения гидростатического давления (сила Архи
меда) и, во-вторых, с неравномерностью распределения динамиче

ского давления по поверхности тела. Во многих случаях, напри
мер при полете самолетов, динамическая подъемная сила оказы
вается во много раз больше гидростатической.

Сравним порядки величин разностей гидростатического и ди
намического давлений в различных точках тела при установив
шемся обтекании его поступательным потоком жидкости или не
сжимаемого газа  с постоянной не слишком большой скоростью 
на бесконечности, равной

Рассмотрим обтекание несимметричного профиля крыла гори
зонтальным потоком воздуха со скоростью у ^ Ю О  м/секж360 км/час 
(рис. 17). К ак  будет показано ниже (см. § 5), для таких скоростей 
при вычислении давления в установившемся движении воздух 
с большой точностью можно считать несжимаемой жидкостью.

При обтекании несимметричного профиля крыла скорость 
на его верхней поверхности больше, чем на нижней, а давление, 
как это следует из интеграла Бернулли, наоборот, больше на 
нижней поверхности. Предположим, что скорости в точках 1 и 2 
на верхней и нижней поверхностях крыла (см. рис. 17) отличаются 
на величину порядка 10 м/сек. В точке 1 скорость, например, равна 
105 м/сек, а в точке 2 — 95 м/сек. Тогда, так как плотность воздуха 
при обычных условиях р » 0 ,1 2 5  кГ  сек2/м*, разница в давлениях 
за счет разницы  скоростей в точках 1 и 2 будет около 130 кГ/м а. 
В то ж е время разница гидростатических давлений в этих точках 
при вертикальном размере крыла порядка 1 м будет всего около 
1,2 кГ /м 2. Видно, что разность давлений в точках 1 и 2 на верхней 
и нижней частях крыла за счет даже сравнительно небольшой 
разницы в скоростях (~ 1 0  м/сек) на два порядка больше разности 
давлений за  счет разницы уровней.



Несущественность гидростатических давлений по сравнению  
с динамическими в аэродинамике самолетов можно еще ощ утить 
с помощью следующих соображений. При установившемся го р и 
зонтальном полете самолета полная подъемная сила, обусловлен
ная распределением суммарных давлений, равна, конечно, весу 
самолета, а сила Архимеда, обусловленная распределением по 
поверхности самолета гидростатических давлений, равна только  
весу воздуха с плотностью, отвечающей высоте полета, в объеме 
самолета. Ясно, что сила Архимеда меньше тысячных долей полной 
подъемной силы, равной весу самолета.

При движении больших по объему тел с малыми скоростям и, 
например] воздушных шаров и дирижаблей в воздухе, кораблей 
и подводных лодок в воде, роль динамических давлений в создании 
подъемной силы незначительна. П ри движении в воде, плотность 
которой в 800 раз больше плотности воздуха, сила Архимеда о к а 
зывается достаточно большой, и именно эта сила удерж ивает ко 
рабль или подводную лодку. Заметим, что за счет плотности 
динамические, давления при движении в воде также возрастаю т 
в 800 раз по сравнению с динамическими давлениями в воздухе 
при тех же скоростях. Подъемная сила динамической природы 
удерживает над водой суда, движущ иеся на подводных кры льях , 
и глиссирующие (скользящие) по поверхности воды суда, смочен
ная часть днища которых имеет «плоскодонную» форму. Эти сл у 
чаи соответствуют большим скоростям движения по воде.
Течение несжимаемой Рассмотрим теперь движение несжимаемой 
жидкости в трубке пере- жидкости в тонкой трубке переменного 
менного поперечного се- поперечного сечения (рис. 18). Будем  счи- 
чения тать, что течение в такой трубке одно
мерно, т. е. скорости жидкости в различных точках каж дого се
чения 5  приблизительно одинаковы и могут отличаться при уста
новившемся движении только при переходе от одного сечения

Рис. 18. Трубка переменного поперечного сечения.

к другому. В силу неразрывности течения через каждое поперечное 
сечение в единицу времени должен проходить одинаковый объем 
жидкости, т. е. вдоль трубки верно равенство

=  const.

Видно, что с уменьшением сечения скорость растет. В минималь
ном сечении S min скорость имеет наибольшее значение итах. И з 
интеграла Бернулли (при z =  const) имеем

р /р + а 2/2 =  const. (3.6)



Следовательно, с уменьшением сечения 5  давление р  уменьшается, 
и в минимальном сечении давление минимально.

Это свойство жидкости используется в водоструйных насосах 
(рис. 19). При подаче воздуха в трубку переменного поперечного 
сечения /  в области минимального сечения 5 т 'Ш может возник

нуть давление меньшее, чем давление в со
суде I I .  Под действием образовавшегося пе
репада давлений жидкость из сосуда I I  под
нимется в трубку /  и вместе с потоком воз
духа капли жидкости будут выбрасываться 
в окружающую среду.

§ 4. Явление кавитации
-II—

Р ис. 19. Схема водо 
струйного насоса.

И з интеграла Бернулли следует, что при 
установившемся движении газа или несжи
маемой жидкости распределение давлений 
в потоке существенно зависит от распреде
ления скоростей.

П ри решении математических задач о движении несжимаемой 
жидкости в некоторых частях потока давление может получаться 
отрицательным или даж е равняться минус бесконечности, если 
в потоке имеются точки, в которых величина скорости обращается 
в бесконечность. Ж идкости, встречающиеся в природе и приме
няемые в технике, содержат взвешенные твердые частицы и раст
воренные газы. В большинстве случаев такие жидкости неспособны 
воспринимать растягивающие усилия (отрицательные давления). 
В особых условиях удается наблюдать течения, при которых воз
никаю т растягивающие напряжения в движущейся жидкости, но 
обычно давление р  в потоке не может стать ниже некоторой положи
тельной величины ра, близкой при обычных температурах ( ~  20°С) 
к нулю *).

В тех местах потока, где давление падает до этого значения, 
происходит нарушение сплошности течения и образуется область, 
заполненная пузырьками, внутри которых находятся пары ж ид
кости или газ, выделившийся из раствора. Это явление называется 
кавитацией. Начальную стадию кавитации можно трактовать как 
явление закипания жидкости при понижении давления. При даль
нейшем понижении давления мелкие пузырьки объединяются и в

х) Вместе с тем опыт и физические теории указывают на то, что даже в обыч
ных условиях в короткие промежутки времени в жидкости могут возникать огра
ниченные по величине отрицательные давления, вызывающие внутренние растя
жения, при отсутствии действительных разрывов или кипения. Могут возникать 
состояния перегретой жидкости. Химически чистая вода может выдерживать рас
тяжения до 200 атм. Обычная водопроводная вода может выдерживать очень ко
роткое время растяжения до четырех атмосфер, но в обычных условиях можно 
принимать рд  равным давлению насыщенных паров.



потоке возникают большие полости — каверны, заполненные вы 
делившимися из жидкости газами и парами жидкости.

Величину давления р а можно рассматривать как физическую  
характеристику, которая не влияет на движение жидкости при 
р>ра-  При р = р а  в жидкости может возникать кавитация, о к азы 
вающая существенное влияние на законы движения ж идкости . 
Кавитация может возникнуть, например, вблизи минимального 
сечения в трубке с пережатием (см. рис. 18), в поршневом насосе 
(см. рис. 3), когда давление за поднимающимся поршнем стремится 
к нулю, а такж е при обтекании различных тел потоком ж идкости . 
Число кавитации ^ ля Установившихся движений тяж елой

несжимаемой жидкости на основании ин
теграла Бернулли (3.5)

Р =  Рт сг +  - ^ -

■1. (4 .1)

можно написать
2 ( Ргст —  Р) V2 

p ill  V%,

В ряде случаев отношение v/v^ определяется кинематическими 
условиями задачи, в частности, ниж е-увидим , что так обстоит 
дело при непрерывном потенциальном обтекании тел неограничен
ным потоком идеальной несжимаемой жидкости. В этом случае 
максимальная скорость утах достигается на границе текущей ж и д 
кости, т. е. на поверхности тела (см. § 12), и отношение ymaJ v m 
зависит только от геометрических свойств поверхности тела и его 
ориентации относительно скорости набегающего потока1). М акси
мальной скорости утах частиц жидкости в потоке соответствует 
минимальное давление pmm. Величину 2 (pTcr— p)/pvl, в точках п о 
верхности тела называют коэффициентом давления и обозначаю т 
через ср.

На основании (4.1) для коэффициента давления, соответствую 
щего точке минимального давления, можно написать

2 (Ргст  Pmin) vmaxI'D ..... -- “—--------
[)V\ -  ..г 1- (4 .2)

) Как было показано в гл. VII (т. I), при обтекании тел поступательным по
током безразмерные характеристики поля скоростей в идеальной несжимаемой  
жидкости определяются системой безразмерных параметров x/d, yld, zld, а ,  Р, 
где d — характерный размер тела, а , Р — углы, задающие ориентацию тела  
относительно скорости набегающего потока. Безразмерное отношение v lv „  не 
зависит от скорости, плотности и давления в набегающем потоке и получается  
постоянным при фиксированных безразмерных координатах x/d, y ld , zld, а ,  р . 
Максимальное значение vm¡¡xlvm соответствует вообще одной вполне определенной  
точке на поверхности тела. При учете сжимаемости в случае адиабатических д в и 
жений совершенного газа получается

7 -  7 '  7  ■ м - = г г )  • <“ • »• “ ->• •

2 Л. И. Седов, т. II



Наступление кавитации определяется условием
2 (Ргст Рй) __„— ;--------------л .

Безразмерное число

Сп . =

■Л —

РИ«0

2 (Ргст Рб()
Р̂ оо

(4.3)

называется числом кавитации. Число кавитации определяется 
заданными условиями обтекания. Значения к  зависят от давления 
в бесконечности через ргст, которое зависит от глубины погруже
ния тела в жидкость. При фиксированной разности р гсс— число 
кавитации х  резко падает с увеличением скорости набегающего 
потока V

В тот момент, когда и становится равным Срт-Ш, в обтекающем 
потоке в том месте, где достигается максимальная скорость, воз
никает кавитация, которая может привести к резкой перестройке 
всего течения жидкости. Если ^ < С р т1п> то безразмерное число 
кавитации приобретает существенное значение как определяющий

безразмерный параметр. В этом 
Шахта случае число кавитации необхо

д и м ?  димо вводить наряду с числом
участок Рейнольдса и числом Фруда в

качестве основного параметра, 
характеризующего гидродинами
ческий поток, и основного кри
терия подобия при моделирова
нии.

Очевидно, что при движении 
в жидкости любого профиля 
при увеличении его скорости 
неизбежно наступление кавита
ции. Кавитация наступает тем 
позже, чем ближе к единице'от- 
ношение vmй)l/v<!C, Т- е - чем мень
ше профиль возмущает поток.

Как видно из (4.3), кавитация может возникнуть не только 
при увеличении скорости данного профиля, но и при уменьшении 
р ТСТ. Очевидно, что с погружением на глубину, когда р тст растет, 
наступление кавитации затрудняется.

Д ля экспериментального исследования ка- 
Моделирование явления Витации используются различные экспери- 
кавитации ментальные установки, например гидроди
намические, или кавитационные, трубы. Принципиальная схема 
гидродинамической трубы замкнутого действия приведена на рис. 20. 
Поток воды в такой трубе создается с помощью пропеллерного 
или центробежного насоса, расположенного в нижней части трубц

V
< >

Рис. 20. Принципиальная схема ка
витационной трубы.



и приводимого во вращение электродвигателем. Обтекаемое тело 
размещается в верхней части трубы.

Нужное значение числа кавитации при испытании тела в такой 
трубе создается в основном посредством изменения р гст. Д ля этого 
в" трубе устраивается специальная ш ахта со свободной поверхно
стью воды. Уменьшая давление над свободной поверхностью воды 
в шахте, уменьшают давление во всей массе жидкости, заполняю 
щей трубу, и таким образом моделируют кавитационный поток при 
значительно меньших, чем натурные, скоростях обтекания.

В настоящее время в связи с возрастающим значением проб
лемы движения тел в воде с большими скоростями исследо
вание явления кавитации становится весьма актуальным.
Э ф ф екты  к ав и та ц и и  „ а  „ Т ВИТаЦИИ* В частности, При-
п р ак ти к е  ходится встречаться при движениях судов

с большой скоростью на подводных кры ль
ях, при работе гребных винтов и турбин на повышенных оборо
тах, при движении жидкости в насосах л  других гидравлических 
машинах. Кавитация встречается и в гидравлических системах на 
самолетах, когда при подъеме их на высоту р гст сильно умень
шается.

Возникновение кавитации на подводных крыльях, лопастях 
гребных винтов и водяных насосов приводит к резкому ухудшению 
их гидродинамических характеристик, в частности подъемная 
сила подводных крыльев резко падает.

При возникновении кавитации на поверхности тела в области 
Рт'т образуются пузырьки, заполненные паром с давлением, 
близким к нулю, затем они перемещаются вместе с жидкостью 
и попадают в область больших давлений. В области повышенных 
давлений жидкость со значительной скоростью устремляется внутрь 
пузырей, происходит их схлопывание, сопровождающееся боль
шими приращениями местных давлений (порядка сотен атмосфер). 
В результате возникает разрушение поверхности обтекаемых тел, 
которое носит название кавитационной эррозии.

В некоторых случаях это разрушение может быть столь интен
сивным, что после нескольких часов работы винтов корабля в реж и
ме кавитации их лопасти оказываются полностью разрушенными.

Кавитация обычно сопровождается рядом нежелательных я в 
лений: появляются вибрации, сильный шум.

Процесс образования и развития пузырьков связан с некото
рым характерным линейным размером (размеры центров образо
вания пузырьков, постоянные поверхностного натяжения и т. д .), 
за счет этого подобие при моделировании может нарушаться. Н а  
малой модели время образования и жизни пузырьков от момента 
их образования до момента схлопывания мало. В явлениях боль
шого масштаба эти времена не могут возрастать в соответствии с 
законами подобия; за счет этого нарушается подобие, возникает 
масштабный эффект.



При развитом кавитационном обтекании тела образуются резко 
выраженные границы между жидкостью и парами газа, заполня
ющими большую полость вблизи тела — каверну. Вдоль поверх
ности раздела каверны и жидкости давление с большой степенью 
точности можно считать постоянным и равным р&. Поэтому такие 
поверхности можно рассматривать как поверхности струй, образо
ванные частицами жидкости, сошедшими с обтекаемого тела (см. § 8).

§ 5. Интеграл Бернулли для адиабатических течений 
совершенного газа

Рассмотрим теперь интеграл Бернулли для совершенного газа. 
Свойство весомости газа учитывать не будем. Отметим, что есть 
области приложения гидромеханики (например метеорология), 
где газ нельзя считать невесомым.

Будем рассматривать обратимые адиабатические течения совер
шенного газа. В этом случае

где s — const в частице газа. Д ля функции давления ¡Р(р, Л )  
вдоль линии тока, вдоль каждой из к о т о р ы х  п р и  установившемся 
движении s =  const, легко получаются следующие выражения ).

в> Ро V „<s-so>/ci / r .v - i  — _ Л __  р1° / ~ 5|)/суц1У—Ч /v =
Р У ~ 1 f1»

~ £ т т = с’ т' (5Л)

Величина срТ  для совершенного газа, как легко видеть, равна 
внутреннему теплосодержанию (энтальпии) 2) i= U -\-p lр. Заметим, 
что в случае установившихся адиабатических движений произ
вольных двухпараметрических идеальных сред, так как согласно 
уравнению притока тепла вдоль линии тока

dU =  —  p d - ,
н  Р

т. е.
di =  — dp,

Р

функция давления также представляет собой не что иное, как 
энтальпию.

С помощью (5.1) интеграл Бернулли вдоль линии тока для 
адиабатических движений при пренебрежении массовыми силами

!) П остоянны е интегрирования в (5.1) опущены.
2) См. § 6 гл. V т. I.



можно записать в виде
V2 . .
~2 1 ~  1 ’

или для совершенного газа

^  +  СрТ  =  Р. (5.2)

Из интеграла Бернулли (5.2) и (5.1) видно, что давление, плот
ность и температура с ростом скорости вдоль л и н и и  тока падают.
Параметры торможения Очевидно, что самая вы сокая температура

на линии тока будет там, где у =  0. Обо
значив температуру в этой точке через Т*, можно записать по
стоянную интеграла Бернулли (5.2) в виде ¿* =  срТ*. Темпера
тура Т* называется температурой торможения, а /* — полным тепло
содержанием. Полное теплосодержа- _  
ние, как и энтропия 5, может быть 
различным вдоль разных линий тока.

Если воспользоваться выражения
ми (5.1) для функции 51 через дав
ление или плотность, то из интегра
ла Бернулли будет следовать, что в 
точке, где у =  0, не только темпера
тура, но и давление, и ПЛОТНОСТЬ Рис. 21. к  истечению газа из 
имеют значения, максимально воз- сосуда,
можные на линии тока. Обозначив
эти значения давления и плотности через р* и р*, можно предста
вить постоянную интеграла Бернулли в одном из следующих ви
дов:

Т * —  V Р °^  5о>/ср  п*(V - 1 )/т - 
0 V — 1 Р» н

V —  1 рЗС ^ V — ! р;

Величины р* и р* называются давлением торможения и плот
ностью торможения соответственно.

При установившемся адиабатическом обратимом истечении газа 
из большого сосуда скорость V в далеких от отверстия точках равна 
нулю, а давление, плотность и температура соответственно равны 
давлению торможения, плотности торможения и температуре тор
можения (рис. 21).

Очевидно, что при заданном значении полного теплосодержания 
/* температура торможения полностью определяется через /*. 
Давление и плотность торможения зависят на линии тока не только 
от ¿*, но и от значения энтропии я — Яо- Если энтропия возрастает 
за счет пересечения частицами скачков уплотнения, то давление 
и плотность торможения уменьшаются. Этот эффект, связанный



с потерями механической энергии, имеет существенное значение 
для практических приложений.

При обтекании профиля крыла потоком газа на крыле обра
зуется критическая точка, в которой и = 0 , а р —р*, р = р * , Т = Т * .  
Если на линии тока в действительности нет точки, где у = 0 , то 
параметры торможения можно ввести мысленно как параметры, 
которые имела бы частица газа, если бы ее из данного рассмат
риваемого состояния затормозили обратимым адиабатическим 
путем до состояния покоя.

Постоянную интеграла Бернулли можно 
Максимальная скорость определить и по значению его левой части 
истечения газа г -  „в любой другой характерной точке, имею
щейся на линии тока в действительности или вводимой мысленно 
с помощью некоторого идеального процесса, например в точке, 
отвечающей состоянию полного разгона в адиабатическом процессе 
до нулевого давления р =  0 и нулевой плотности р =  0.

Из интеграла Бернулли видно, что в точке р = 0 скорость газа 
имеет максимальное значение. Обозначив ее через утах, видим, что 
постоянная в интеграле Бернулли будет равна

1 * = - ^ .  (5.4)

Скорость утах можно, очевидно, трактовать как скорость истече
ния газа из баллона в пустоту, где р =  р =  Т  — 0.

П риравнивая два выражения постоянной интеграла Бернулли, 
получим

^ а *  =  К '2~ ^Г \ (5.5)
т. е. максимальная скорость итах зависит только от температуры 
торможения Т*. При установившемся движении скорость газа не 
может быть больше игаах =  К 2с/,7’*. Этот вывод существенным об
разом связан  с установившимся характером движения газа. При 
неустановивш ихся адиабатических движениях в потоке могут 
получаться скорости, температуры, давления и плотности боль
шие, чем vmali, Т*, р* и р*.

Введем скорость зв у ках) а =  V {д р /д р)Л. 
Скорость звука. Критиче- о на зависит от ВИда функции р =  р ( р, в), 
ская скорость п  г  г 'Д ля совершенного газа

а= /(Ж “ <5-6>
т. е. скорость звука зависит только от температуры Т.

Интеграл Бернулли можно записать теперь в виде

-1. _1_ _ Е'тах / !Г
2 у —  1 2 ' ( 1

*) См. § 6 гл. VII т. I.



Отсюда видно, что при изменении скорости частиц и скорость 
звука вдоль линии тока меняется. Если скорость вдоль линии 
тока растет до своего максимального значения итах, то скорость 
звука убывает до нуля.

Наибольшее возможное значение скорости зв у ка  на линии тока 
получается в точке торможения. Обозначим это значение скорости 
звука через а*. Теперь постоянную в интеграле Б ернулли  можно 
записать еще в виде

Поэтому

. Т1* __ а ^тах
- V  — (5.8)

■V уНТ* (5.9)

‘ = Г а *■ (5 -Ю )

Значение скорости частицы газа , равное местной скорости звука, 
называется критической скоростью и обозначается через ик =  ак 
Из интеграла Бернулли при и =  ькр =  акр имеем “Р К£>'

2 2 Ркр I £>кр

откуда
7 — 1 у—1 2 ’

%  =  а* =  Угаах. (5.11)

Значение икр зависит только от температуры тормож ения Т*.
Сравним значения а*, утах и икр при Т* =  288° К =  15°С и 

у =  1,4. Имеем

а* «  340 м/сек, итах да 756 м/сек, укр да 310 м/сек.

Введенные выше параметры а, а*, итах и ик играю т важную 
роль в газовой динамике.

Течение газа называется дозвуковым, если скорости дви
жения частиц меньше местной скорости зву ка  (и<Ся), и 
сверхзвуковым, если и^>а.

.. а . . Отношение скорости движ ения частиц к 
ент скорости ЭФФИЦИ~ местной скорости звука ь/а  =  М  называется

числом Маха. Очевидно, что для  дозвуко
вых течений М <  1, а для сверхзвуковых М >  1.

Поскольку скорость V может изменяться от нуля до Утах, а ско
рость звука от а* до нуля, то число М может изменяться от нуля 
до бесконечности.

Наряду с числом Маха или вместо числа М аха часто ис
пользуют отношение скорости движения частиц к критической



скорости

Величина X называется коэффициентом скорости. Знаменатель 
в выражении для % в различных точках на линии тока одинаков, 
так как  икр =  а кр зависит только от температуры торможения Т*, 
которая при адиабатических обратимых движениях постоянна вдоль 
данной линии тока. Легко видеть, что коэффициент скорости

изменяется в следующих пределах:
Изучим зависимость скорости от значений 

Формула для скорости ис- параметров торможения и давления вдоль 
течения газа  из с су линии тока. Для этого возьмем интеграл
Бернулли в виде

р У У -  ̂ У ср  У р(У  -  1 )/У : 
Ро - . 1

Углах

и разделим первое слагаемое и постоянную на величину 

а второе слагаемое на равную ей величину

2
Ушах

Получим

откуда

или, так  как

Ро
Ро

(в—я0 )/с П*(7-1)/7.
у — 1 г

_ ^ + ( М (7 - 1)/7 = 1 ) 

1>тах ' Р  )

и2 =  и'тах[1— ( ^ ) <? )/7]-

итах =  V  2 срТ*,

1 —
N (7- 1 )/7 ]1 /2  

р* )

(5.12')

(5.12)

Ф ормула (5.12), называемая формулой С ен-В енана— Вент- 
целя, может быть использована для определения скорости уста
новившегося истечения газа через насадок из сосуда, в котором 
!)=р*, Т = Т * ,  в пространство с давлением р. Но для того чтобы 
действительно иметь на выходе из насадка заданное давление р, 
необходимо сделать насадок специальным образом, Этот вопрос 
будет рассмотрен в следующем параграфе.



Связь р , р, Т  с парамет- Аналогичным образом интеграл Б е р н у л л и  
ломИм °РМ°ЖеНИЯ " ЧИС’ можно разреш ить относительно д а в л е н и я ,

плотности и температуры и получить ф о р 
мулы:

р =  р ' ( 1  — ' ¿ г ) ' 7 1 ' ' "  ' , = р "  ( 1 — т + г * ' 1 ) ' *  < 5 л з >

г- г,(1- £ )
Введем в эти формулы число М аха. Д ля этого запишем и н 

теграл Бернулли в виде
^ т а х

2 у —  1 2 

и разделим обе части этого равенства на и2/2; получим 

- ^ =  !-------
у — 1 М2

Формулы (5.13) запишутся теперь следующим образом:
• Л  1 V— 1 и-Л -Т/<7-1)

Р  =  Р  (  1 +  2  М

р =  р*(1 +  1 _ 1 М2) 1/(г“1), (5.14)

Т  =  Т* ( 1 +  М 2

Нагревание тел в потоке С ростом скорости потока тем пература 
газа в потоке падает. Однако если в поток г а з а
поместить неподвижное твердое тело, первоначальная тем пе
ратура которого равна температуре газа , то оно будет н агр е 
ваться.

В самом деле, для воздуха (у = 1 ,4 )  температура вблизи  
критической точки тела будет р а в н а 1) Т* =  Т  ( 1 + 0 ,2  М 2). Е сл и  
температура потока вдали от тела Т  = — 23° С =  250° К, то при  
скорости потока порядка скорости звука ( М « 1 )  Т * « 2 9 0 °  К , 
т. е. температура газа вблизи критической точки тела будет 
на 40° выше температуры набегающего потока. При М 3  и 
7Л =  250°К  имеем Т* »  700° К, а при М  =  5 имеем 7’* =  1500° К .

При обтекании тел газом с большими сверхзвуковыми скоро
стями большие температуры получаются не только в критической 
точке. Действительное распределение температур по поверхности

*) При наличии в газовом потоке скачков уплотнения на линиях ток а , 
проходящих через скачки, величина »* сохраняет свое значение (см. стр. 25).



обтекаемого тела связано с процессами диссоциации и ионизации 
Газа и с отсутствием адиабатичности, что обусловлено свойствами 
вязкости, излучением и теплообменом между газом и обтекаемым 
телом. Поверхность тела при движении его в газе может сильно 
нагреваться, плавиться и испаряться. Головные части баллисти
ческих и космических ракет при входе в плотные слои атмосферы 
сильно оплавляются, головки баллистических ракет или косми
ческие аппараты не сгораю т полностью только благодаря кратко
временности их движения в атмосфере в таких условиях. Про
блема борьбы с нежелательными эффектами сильного нагревания 
тел на больших сверхзвуковых скоростях полета в атмосфере 
является одной из основных аэродинамических проблем. Она 
связана с выбором материалов и разработкой форм конструкций 
летательных аппаратов.

С другой стороны, при засасывании покоящегося воздуха 
с Т* ж 290° К в области больших скоростей можно получить 
очень малые температуры Т,  например, при М да 5 будет про
исходить такое охлаждение, что воздух в потоке начнет кон
денсироваться в ж идкость.

зависимость давления и плотности от скорости. Сначала пока
жем, что при малых скоростях движения давления, определяемые 
по формулам

(адиабатические обратимые движения совершенного газа), доста
точно близко совпадают. Д ля этого разложим выражение (5.16) 
в ряд Тейлора по параметру и2/^тах- Пользуясь тем, чт0 0т ах =

2а*2 VI)*=  ——г и -  =  а*2, получим

Влияние сжимаемости на 
зависимость давления и 
плотности от скорости

Покажем теперь, что в случае установив
шихся движений с достаточно малыми ско
ростями, (и2/Утах) 1 > Учет сжимаемости 
жидкости оказывает слабое влияние на

(5.15)

(случай несжимаемой жидкости) и

(5.16)

Р =  Р* (' V (V - 1 )

=  р* 1



Отсюда видно, что динамические давления в сжимаемом совер
шенном газе и несжимаемой жидкости с плотностью* равной плот
ности торможения в газе, отличаются друг от друга членами 
порядка р*у4/8а*2.

Разница будет порядка одного процента, если и2/4а*2 <  0 ,01, 
т. е. если и ^ ( а * / 5). Так, если а* т  340 м/сек, то при скоростях  
V <  68 м/сек =  240 км/час разница в динамических давлениях, 
вычисленных по формуле для несжимаемой жидкости и по формуле 
для сжимаемого газа, меньше. 1 %.

Аналогично для плотности будем иметь
р _ _  1 1 V2

Р* У— 1 v2 ~  ‘ ' '‘ ■ ^шах

Легко проверить,^ что р будет отличаться от р* приблизительно 
на 2% при y < - g - .  Таким образом, если считать газ несж им ае
мой жидкостью, то при одной и той же скорости v =  а*/5  для 
давлений получится ошибка в 1 % , а для плотностей— в 2 % .

Еще пятьдесят лет назад в аэродинамике изучались в основном 
движения только несжимаемой жидкости. В настоящее врем я, 
когда скорости движения самолетов достигли и значительно п ре
взошли скорость звука, учет сжимаемости приобретает первосте
пенное значение.

Вместе с тем нельзя думать, что всегда при и < 6 8  м/сек мож но 
пренебрегать сжимаемостью среды. Этот вывод был сделан на 
основании интеграла Бернулли только для установившихся д ви 
жений газа. Если движение газа неустановившееся, то учет сж и 
маемости может оказаться существенным уже при весьма м алы х 
скоростях движения среды. Например, при распространении зв у 
ковых волн скорости движения частиц малы, но все основные 
эффекты в этом случае связаны со свойством сжимаемости среды.

§ 6. Влияние сжимаемости на форму трубок тока.
Элементарная теория сопла Лаваля

Рассмотрим теперь вопрос о влиянии сжимаемости на форму т р у 
бок тока при установившемся движении газа. Предположим, что 
трубка тока тонкая, и поэтому будем считать характеристики д ви ж е
ния в разных точках каждого сечения одинаковыми. Пусть 5  — п л о 
щадь произвольного поперечного сечения Трубки тока, причем сече
ние берется перпендикулярно к скорости движения частиц газа .
Форма трубок тока в не- Е°ЛИ жидкость однородная и несж имае- 
сжимаемой жидкости мая, то из уравнения неразрывности сл е

дует, что массовый и объемный расходы  
через трубку тока постоянны, =  v2S 2 =  vS  =  const; р1 =  р 2 и

'  (6 . 1)



т. е. чем больше скорость, тем меньше сечение; график этой зави
симости — гипербола (рис. 22).

Если жидкость сжимаемая, то вдоль трубки 
должен сохраняться только массовый рас
ход жидкости p1y1S 1 =  p2u2S 2 =  pi>S =  const,

Форма трубок тока 
сжимаемой жидкости

откуда

S  =
const

pv
(6 .2)

Д л я  сжимаемой жидкости плотность зависит от скорости. Для
адиабатических обратимых 

совершенного газа

'2>иг ,р

течении 
и меем

Р =  Р* 2Углах
1/(V -1 )

Рис. 22. Изменение поперечного сеч е
ния трубки тока в зависимости от ско

рости в несжимаемой жидкости.

Подставив это выражение в
(6.2), можно получить зави
симость 5 = 5  (и) и найти 
форму трубок тока.

Выясним вопрос о форме 
трубок тока несколько иным

путем для любых, вообще не адиабатических, движений произ
вольной идеальной сжимаемой жидкости. Д ля этого вычислим 
d(pv) следующим образом. Спроектировав уравнения движения 
Эйлера на линию тока, при установившемся движении получим

где а 2 =  dp/dp, вдоль линии тока. Для адиабатических движе- 
ний а совпадает со скоростью звука, определяемой как \ f  (dp/dp)s. 
В общем случае величина а отлична от скорости звука, но в по
следующем для неадиабатических движений играет роль ско
рости звука. Таким образом, вдоль линии тока будем иметь

v d p  =  — М2р dv, (6.3)

где М =  и/а. Для неадиабатических процессов введенное здесь 
число М вообще не равно числу Маха, определяемому как отно
шение vlV(dp/dp)s. И з (6.3) непосредственно следует равенство

d(pv) =  p d v Jt v d p  =  p ( l  — М2) dv. (6.4)

Видно, что с ростом скорости, когда dv >  0, величина ро растет 
при дозвуковых скоростях, когда v <  V dp/dp, (М <  1), и убывает 
при сверхзвуковых скоростях, когда v >  у  dp/dp, (М >  1). Оче
видно, что в той точке, в которой v =  V dp /dp ,  т. е. М =  1, вели
чина pv имеет максимум (рис. 23).



Из формулы (6.2) и характера изменения ру можно сделать 
ряд важных выводов. Если поток дозвуковой ( М < 1 ) ,  то , т а к  
же как в несжимаемой жидкости, поперечное сечение трубки тока 
с ростом скорости V уменьшается, а с уменьшением скорости —

увеличивается. Наибольшая скорость, которая может быть достиг
нута при дозвуковом потоке в сужаю щ ейся трубке тока, р ав н а  
скорости звука.

Если поток сверхзвуковой (М >  1) и скорость потока вдоль 
трубки тока растет, то ру убывает и трубка тока расш иряется. 
Наоборот, если трубка тока расширяется, то скорость сверхзву
кового потока в ней растет. Если ж е скорость сверхзвукового 
потока вдоль трубки убывает, что ру растет и поперечное сечение 
уменьшается, следовательно, сверхзвуковой поток в сужающемся 
канале замедляется. Мы видим, что имеется принципиальное р а з 
личие между поведением трубок тока в дозвуковом и сверхзвуко
вом потоках. Полученные выводы справедливы для произвольных 
установившихся движений любого идеального газа.

При адиабатических обратимых течениях совершенного га за  
поперечное сечение трубки тока 5  связано со скоростью формулой

График 5  =  5  (у) приведен на рис. 24. К ривая 5  (у) имеет две 
асимптоты: у =  0 и У =  Уп,ах-

Простое сопло; сопло Л а- сечения трубки тока, в которой скорость

скорости звука, до значений, больших скорости звука, на д о зв у 
ковых режимах течения уменьшается, а на сверхзвуковых— у в е 

/> ч

и-а итах v
Рис. 23. Зависимость pv от 
V при дозвуковых и сверх
звуковых скоростях течения.

Р ис. 24. Зависимость попе
речного сечения трубки тока  
от скорости при адиабатиче
ских обратимых течениях

соверш енного газа.

S const (6 .5)

Мы показали, что площадь поперечного

валя непрерывно растет от значений, меньших



личивается, и трубка тока имеет минимальное сеченце 5 тЫ при 
М =  1 (рис. 25). Это обстоятельство нужно иметь в виду при проек
тировании насадков, в которых происходит адиабатический пере
ход от дозвуковых скоростей течения газа к сверхзвуковым. Такой 
насадок, называемый соплом Лаваля, должен иметь сужающийся 
участок, минимальное сечение и расширяющийся участок (рис. 26, а).

Рис. 25. Трубка тока в сжимае- 
мой ж идкости.

Рис. 26. а) Сопло Лаваля и б) про
стое сопло (очко).

Насадок, состоящий лишь из сужающегося участка (рис. 26, б), 
называется простым соплом, или очком. Наибольшая скорость, 
которую можно получить, выпуская адиабатически газ через 
простое сопло, равна скорости звука, и достигается эта скорость 
в наиболее узком сечении, т. е. на срезе сопла. Простые сопла 
и сопла Л аваля широко применяются в технике; сопло Л аваля 
является необходимым элементом конструкций ракетных двига
телей, сверхзвуковых аэродинамических труб и т. п. Рассмотрим 
подробнее адиабатические течения в простом сопле и в сопле Л аваля.

Пусть имеется большой сосуд (рис. 27, а),
Течение в простом сопле, заполненный газом, который может выте- 
Исследование величины г
расхода через сопло кать из нег0 через простое сопло в про

странство с давлением р 0. Величина р 0 
называется противодавлением. Значения характеристик течения на 
срезе сопла обозначим через р ', р',  и ', а в сосуде далеко от 
насадка— через р*, р*, Т*, и; примем, что а =  0. Если р* =  р 0, то

Ра

Ро

Рис. 27. Обозначения, используемые при изучении истечения газа через 
а)  простое сопло, б) сопло Лаваля.

течения в сопле не будет. Если противодавление р 0 будет несколько 
меньше р*, то возникнет течение.

Установим зависимость массового расхода газа () =  ру5 через 
сопло от отношения давлений р п/р* при постоянных значениях



температуры Т* и давления р* в сосуде, когда отсутствует тепло
обмен между газом и окружающей средой. Если р 0/р * =  1, то 
<3=с=0 (точка А на рис. 28); при 
р 0/р*, несколько меньшем единицы, 
скорость течения в сопле будет дозву
ковой и наибольшее значение ско
рости будет достигаться на срезе 
сопла. Пусть на рис. 28 этому ре
жиму соответствует точка В.  При 
дальнейшем уменьшении р 0/р* ско
рость на срезе сопла, оставаясь до
звуковой, будет увеличиваться и 
расход также будет увеличиваться.
Наконец, при некотором значении 
р 0/р* =  ркр1р* скорость на срезе 
сопла станет равной местной ско
рости звука г/ =  укр =  а кр. Подсчи
таем критические значения плотно
сти и давления, которые достигаются на срезе сопла при 

=  согласно (5.13) и (5.11) будем иметь

Рис. 28. Зависимость расхода 
через простое сопло и сопло 
Лаваля от отнош ения давлений 
во внешней ср еде  и в сосуде. ■

Р ' Ркр Р (1--Я'  ^шах

: Ркр =  Р

=  р* ( 2 1/(7  - 1 )

2 \  7 / (7 -  1)

Я 7?/

(6 .6)

(6.7)

Как показывает опыт, до тех пор, пока р 0 ^  р кр, давление на 
срезе сопла практически совпадает с противодавлением (р' да р 0). 
Поэтому при достижении в минимальном сечении скорости звука 
можно .считать, что

при у = 1 , 4

_ ^ _ Р к р _  /  2 \7 /(У -1 )~

р* ~~ р* — \-y-l-1 у

^  да 0,528.Р*

(6 .8)

На рис. 28 этому режиму соответствует точка й .  Критический 
расход, согласно (6.6) и (5.11) или (5.3) и (5.11), будет равен

Скр ' Ркр^кр^т'ш Р ( ,  м  ' ®

2у
У +  1 V я т *  \ 7 + !

ПИП
/ 2 (6.9)

При дальнейшем понижении противодавления р 0 течение внутри 
сопла перестает меняться. Расход также остается неизменным 
и равным критическому. Величина фкр, как видно из (6.9), опре
деляется значениями параметров торможения и размером мини



мального поперечного сечения сопла. Скорость на срезе сопла 
остается равной местной скорости звука. Таким образом, через 
данное простое сопло (5т1п задано) при отсутствии отвода тепла 
через стенки сопла и при заданных р*, Т* нельзя пропустить рас
ход, больший (?кр.

Невозможность изменения режима течения в простом сопле 
путем изменения противодавления р0 после достижения на срезе 
сопла скорости звука имеет простое физическое объяснение. Д ей
ствительно, слабые возмущения, а следовательно, и небольшие 
изменения противодавления распространяются по частицам среды 
со скоростью звука. Но сами частицы на срезе сопла имеют ско
рость, равную  скорости звука, и возмущения не могут проникнуть 
внутрь сопла, они сносятся потоком. Частицы, находящиеся внутри 
сопла, после достижения критического режима течения «не знают»
о том, что происходит вне сопла.

Однако изменение противодавления р 0 будет сказываться на тече
нии газа вне сопла; в свободной струе вне сопла скорость при пони
жении р 0 может стать сверхзвуковой, но поток в свободной струе не 
будет однородным (скорость существенно меняется посечениюструи).
Течение в сопле Лаваля Рассмотрим теперь случай истечения газа

из сосуда через сопло Лаваля (рис. 27, б). 
Сохраним те ж е обозначения, что и в предыдущем случае. Исполь
зуя основные соотношения на линии тока, справедливые для не
прерывных адиабатических установившихся течений (5.11), (5.12'), 
и уравнение состояния

р __ !  р  \  1/г

напишем выражение для плотности потока массы pv как функ
ции отношения р/р*, где р — давление в произвольной точке на 
линии тока,

(6 .10)

График этой зависимости pv от р/р* приведен на рис. 29. Очевидно, 
что точке максимума на этом графике соответствует точка на 
линии тока, в которой М = 1  и P =  PKV-

П равая ветвь pv соответствует дозвуковым (М <  1 и р >  р ), 
а левая — сверхзвуковым (М >  1 и р <  рЩ1) режимам течения. К аж 
дому сечению сопла Л аваля соответствует определенная точка 
кривой рv — f(p/p*)\  каждому перемещению по оси сопла соответ
ствует определенное перемещение вдоль этой кривой.

Рассмотрим качественно течение в сопле 
ченияТНЫга за е>,'н з Ь' с о м а  Л аваля при условии, что давление в га- 
Лаваля зе Ра на срезе сопла равняется давлению

в окружающей среде. Такие режимы те
чения в сопле называются расчетными режимами, а сопло в этом 
случае называется расчетным Нас будут интересовать распреде



ления давления и скорости по оси сопла (рис. 30) и характер 
изменения расхода через сопло Q =  pvS от р 0/р* (рис. 28). При 
р„=р* газ через сопло Л аваля не течет и Q = 0  (точка А  на рис. 28). 
Если противодавление р0 несколько уменьшить, то в сопле начнется 
дозвуковое течение с некоторым расходом Q (например точка В  
на рис. 28). Распределения скорости v и давления р  по оси сопла 
в этом случае показаны на рис. 30 (кривые 1 — Г ) .  Наибольшая 
скорость и наименьшее давление будут достигаться в минималь
ном сечении сопла Л аваля.

Перемещению вдоль оси сопла по направлению к его выход
ному срезу 5 ВЫХ будет соответствовать перемещение по кривой pv 
(рис. 29) от некоторой точки b  к точ
ке с, соответствующей Smin, и обратно 
от точки с  к точке d ,  соответствую
щей 5 ВЬ1Х. Еще уменьшая противо
давление, опять получим дозвуковой 
режим течения в сопле, но с боль
шим расходом Q (например точка Е 
на рис. 28); кривые распределения

Рис. 29. Зависимость плотности 
массы ру от р/р*  вдоль линии  
тока при адиабатических обра

тимых течениях.

Рис. 30. Р асп ределен и е ско
ростей и давлений по оси 

сопла Лаваля.

скорости и давления по оси сопла имеют вид 2 — 2 '  на 
рис. 30. Перемещению по оси сопла будет соответствовать 
перемещение по кривой ри (рис. 29), аналогичное предыдущему, 
но конечная точка £  подъема по дозвуковой ветви кривой ри бу
дет лежать несколько выше точки с.

Наконец, при некотором, еще меньшем значении противодав
ления, в самом узком сечении сопла 5 ш1п, скорость газа станет 
равной скорости звука V =  а  — vllp, а давление р =  ркр (кривые 3 — 3' 
или 3 — 4' на рис. 31, точка Б  на рис. 28). Перемещению по оси 
сопла будет соответствовать перемещение по кривой рис. 29, при 
котором точка £  попадет в точку М =  1. За минимальным сече
нием— горлом сопла Л аваля — поперечное сечение увеличивается, 
а V может либо уменьшаться, и тогда следует идти назад по



дозвуковой ветви кривой pv на рис. 29, либо увеличиваться, 
и тогда надо перейти на сверхзвуковую ветвь кривой pv на рис. 29. 
Д авление вдоль оси сопла при этом будет соответственно либо расти 
(кривая 3 — 3'  на рис. 30) до давления на срезе сопла р3, либо 
уменьш аться (кривая 3 — 4')  до давления на срезе сопла р¡. Если 
Pi <  Po <  Рз. то расчетное непрерывное течение газа внутри сопла 
(5BbIX/S min фиксировано) невозможно.

При р 0 =  р ’з в сопле осуществляется полностью дозвуковой 
режим течения, а при p 0 =  p i— дозвуковой до минимального сече
ния и сверхзвуковой за минимальным сечением; на срезе сопла 
при этом возникает определенная сверхзвуковая скорость v't . Отме
тим, что получить в данном сопле сверхзвуковой режим течения 
с другой скоростью на срезе сопла, не меняя параметров газа 
в баллоне, а меняя только давление на выходе р 0, невозможно. 
Д л я  того чтобы получить другую  сверхзвуковую скорость исте
чения не м еняя параметров торможения потока, необходимо вос
пользоваться другим соплом с другим отношением выходного 
сечения к минимальному.

Если р '  Ф  р 0, то режим течения газа 
Нерасчетные режимы ис- в сопле и сопло называются нерасчетными, 
течения газа  через сопло Оря р'  <  р а сопло называется перерасши- 
J1 аваля; сопла с регули- „  / ^
руемым горлом ренным, а при р  >  р 0— недорасширенным.

В первом случае во внешней среде должно 
происходить дополнительное торможение потока и свободная струя 
при выходе из сопла сужается, во втором случае — дополнитель
ное ускорение потока и свободная струя расширяется. Если для 
заданного p j p *  сопло нерасчетное, то истечение газа из сопла 
теряет характер  одномерного движения и сопровождается образо
ванием скачков уплотнения. При р 0 <  pi скачки уплотнения обра
зуются во внешней газовой струе за  срезом сопла, при p't <  р 0 <  р'3 
скачки м огут образовываться за  горлом в сверхзвуковой части 
потока внутри  сопла. Н аруш ение непрерывности неодномерного 
потока в сопле, связанное с формой сопла и движением газа на 
входе в сопло, может происходить при любых^ р 0 <  р 3.

К ак только в минимальном сечении сопла скорость потока 
становится равной скорости звука, расход через сопло Лаваля 
перестает меняться при дальнейшем уменьшении р 0. Это значе
ние расхода равно QKp =  р ^ к р ^ т  (см- (6.9)). Предельный расход, 
как  и в случае простого сопла, зависит только от параметров 
торможения и величины минимального сечения. Данное сопло при 
заданны х параметрах торможения обладает определенной про
пускной способностью, т. е. через него нельзя пропустить расход 
газа, больший QKp. При проектировании сопел по заданному рас
ходу <?кр и параметрам газа в баллоне подбирают S min/S RU!i.

Заметим, что если параметры торможения газа меняются, 
а расход пропускаемого через сопло газа должен оставаться не
изменным (QKp =  const), то сопло, вообще говоря, должно иметь



регулируемое горло, Smin должно изменяться. Согласно (6.9) п о лу 
чается, что при QKp =  const долж но быть P*Sm\JV”T* =  C O n st.

Если температура торможения увеличивается (за счет подо
грева газа в баллоне), a /?* =  const, то горло сопла необходимо 
расширять. При T *= const за счет потерь может происходить 
уменьшение р* (рост энтропии); при уменьшении р* горло соп ла 
также необходимо расширять. Если сопло не может пропустить 
расход, задаваемый внешними условиями, то установивш ееся 
движение газа становится невозможным. В этом случае в газовом  
потоке могут возникать резкие колебания.

§ 7. Применение интегральных соотношений к конечным 
объемам материальной среды при установившемся движении

В главах II I  и V применительно к произвольным конечным 
объемам среды сформулированы основные интегральные соотно
шения механической и термодинамической природы. Д ля  н еп р е
рывных движений они эквивалентны соответствующим ф у н д а
ментальным дифференциальным уравнениям; в гл. V II и н тегр ал ь
ные соотношения были использованы для получения условий на 
поверхностях сильных разрывов.

Рассмотрим теперь некоторые важные приложения и н тегр ал ь
ных динамических соотношений и закона сохранения энерги и , 
записанных в гл. VII в виде уравнений (4.8)—(4.11).

Пусть объем V* — подвижный конечный объем, р асполож ен 
ный целиком в конечной части пространства и состоящий и з ин 
дивидуальных частиц данной среды; через V обозначим неподвиж 
ный объем, ограниченный некоторой замкнутой контрольной 
поверхностью 2 .  Применим интегральные соотношения к таком у 
объему V*, который в рассматриваемый момент времени t со в
падает с фиксированным в пространстве объемом V и ограничен 
подвижной поверхностью 2 * , совпадающей в момент t  с неподвиж 
ной контрольной поверхностью 2 .

Из общей формулы (8.15) гл. II следует, что индивидуальные 
производные от объемных интегралов х) для установившихся д ви 
жений в любой данный момент времени представляются п о вер х 
ностными интегралами по контрольной поверхности 2 .

Таким образом, для любого установивш е- 
Основные интегральные гося движения, сопровождаемого любыми
вившихся"движёни̂ стан0" физико-химическими процессами, в̂  любой

среде для произвольной замкнутой к о н т 
рольной поверхности 2 , ограничивающей объем V, можно п о льзо 
ваться следующими интегральными соотношениями.

1) Дальше подразумевается, что в тех случаях, когда вводятся идеализиро
ванные потоки с особенностями у подынтегральных функций, рассматриваемые 
объемные интегралы сходятся и имеют конечные значения.



Уравнение сохранения массы

5ру„с?а =  0. (7.1)

Уравнение импульсов (количества движения)

5 р©и„ скг =   ̂ Гр ^ р п йо. (7.2)
2  V X '

Уравнение моментов (моментов количества движения)

5 р ( г х г »  +  Аг)и„£гст=  ̂ (гхР+Н)рйх +  ^(гхрп +  С}п)<1о. (7.3)
2  V 2

Уравнение энергии (первый закон термодинамики)

I  р ( т  +  г / ) М 0 =  ^  (  г ’ ‘°  +  с1-^ г )  Р *  + 1  (Рп'У—Яп)^. (7.4)

Все обозначения обычные и были подробно разъяснены раньше. 
Приложения уравнений (7.1)—(7.4) связаны главным образом

с тем, что с помощью 
подходящего выбора 

* контрольной поверхно
сти 2  можно точно или 
приближенно вычислить 
или выразить поверх
ностные интегралы через 
известные или искомые 
величины, для которых 
соотношения (7.1)—(7.4) 
могут служить опреде
ляющими уравнениями 
или формулами. Конт- 

может состоять из несколь- 
^ 1+ .  . . (рис. 31).

Р ис. 31. Схема контрольной поверхности

рольная замкнутая поверхность 2 
ких замкнутых поверхностей 2  =  2 0

Внутри объема V и на некоторых поверхностях 2 г установив
шееся движение среды и физические процессы могут быть сколь 
угодно сложными. Например, могут происходить химические ре
акции, горение, различные фазовые превращения, могут быть 
внешние механические силовые воздействия и т. п. Н а всей или на 
некоторой части выбираемой контрольной поверхности для вы
числения поверхностных интегралов можно пользоваться неко
торыми асимптотическими выражениями или допущениями. В связи 
с этим соотношения (7.1)— (7.4) полезны для вычисления суммарных 
сил и притоков энергии по заданному или по предполагаемому 
движению, которое требуется знать только в точках контрольной 
поверхности 2 .

Продемонстрируем типичные приложения на примерах.



Воздействие струи жид- Рассмотрим установивш ееся движение ж и д 
кости или газа на плоскую кости или газа  в струе, натекающей на 
стенку плоскую стенку и растекающейся по стенке

(рис. 32). П усть далеко от стенки в н аб е
гающей струе с поперечным сечением 5  давление плотность р 0 
и скорость v„ заданы и постоянны по сечению струи, причем 
вектор скорости v 0 составляет угол а  с плоской стенкой. Д л я  
простоты рассмотрим случай идеальной и невесомой, но вообщ е 
сжимаемой жидкости. На свободной границе струи, изображаемой 
схематически кривыми В А и EF,  имеем граничное условие р =  р 0, 
где р 0— постоянное давление, равное давлению в окружающей с р е 
де и равное по условию давлению в сечен и и  S набегающей струи .

Для любой замкнутой поверхности Q, ограничивающей объем 
Vq, верно часто используемое равенство

^ * _ ± У ( $ 1 + $ у + £ * ) а - о, <7 -5>
а

где n =  nxi - \ - n L, j- \-n zk — единичный вектор внутренней или внеш 
ней нормали к элемен
там поверхности Q. Е / у  

Сила, действующая У'Х\D 
со стороны струи на / ¿ п  
стенку, перпендикуляр- / $ \ а
на к стенке, ее величи- F--------- ------------------ _ J______________
на представляется ин-
тегралом » A f Jh  \

g .

rue 2  * — часть по*
Рис 32. У дар струи о плоскую стенку, верхности стенки, смо- А  ̂ 1 у

ченная растекающейся
струей. Направим ось координат х  перпендикулярно к стенке. 
Если принять, что на задней (не смоченной) части 2 **  стенки  
давление равно ро, то очевидно, что величина общей силы, о б у с 
ловленной распределением давлений на 2 *  +  2** ,  действующих 
на обе стороны стенки, в силу равенства (7.5), представится ф о р 
мулой

Р  =   ̂ pda  —  ̂ p 0d o =  l  (p — p 0)do.  (7 .6 )
S» 2* 2 *

Покажем теперь, как определенную таким образом силу м ож но  
вычислить с помощью уравнения импульсов (7.2). В качестве 
контрольной поверхности 2  возьмем поверхность, изображаемую  
контуром A B C D E F A  на рис. 32, включающую в себя площ адь 
сечения струи 5 , смоченную площадь стенки CD, свободную по



верхность струи А В ,  Р Е  и сечение растекающейся струи (на рис. 32 
ВС  и ££>), в котором скорости жидкости становятся параллель
ными стенке, а давление выравнивается *) с давлением на свобод
ной поверхности р„.

С учетом (7.5) и формулы />„ =  —рп,  где п — единичный век
тор нормали, внешней по отношению к жидкости, соотношение
(7.2) дает

так как на контрольной поверхности 2  давление р Ф р „  только 
на смоченной части стенки СЬ. Кроме того, ип =  0 везде, кроме 
сечений струи АР, В С  и на РА  имеем уп =  —у0, » , =  »„8^ 0 , 
на ВС  и ЕЕ) имеем vx =  0, поэтому

где в  — массовый расход струи в единицу времени. Формула
(7.8) определяет динамическую силу воздействия струи на пре
пятствие — стенку. Эта сила пропорциональна квадрату ско
рости в струе и связана с изменением величины и поворотом 
вектора количества движения жидкости набегающей струи. Фор
мула (7.8) применима для струй идеальных жидкостей или газов 
при любой форме сечения 5 .

рины уравнения расхода, импульсов и моментов относительно 
оси, перпендикулярной к плоскости движения, кроме формулы
(7.8) для силы, действующей на единицу ширины пластинки, по
лучим еще другие соотношения.

Уравнение расхода дает

где /, 11г 1г— толщины струи в сечениях АР, ВС  и ЕО  соответ
ственно.

Уравнение количества движения в проекции на ось у, на
правленную вдоль пластинки, дает

х) Здесь и дальше соответствующие предельные значения при точных вычис
лениях могут достигаться теоретически только в бесконечности, но всегда можно 
проводить приближенно вычисления в сечениях, находящихся на конечных рас
стояниях, имея в виду, что допускаемые при этом ошибки в пределе равны нулю.

(7.7)

Р  =  Роуо5  эт а =  ву0 эт а, (7.8)

Воздействие на стенку 
плоскопараллельной струи 
несжимаемой жидкости

Рассмотрим теперь детальнее случай, когда 
жидкость идеальная и несжимаемая, а дви
жение плоскопараллельное. В этом случае, 
применяя к слою жидкости единичной ши-

р/и0 =  р1]р 0 +  р /2и0 или / =  +  / 2,

р соэ а  — р 1^1— р 1{и\ или / с о э а  =  /2 — /х.

Отсюда следует, что
1 — соб а

2 2



Обозначим через h расстояние точки приложения силы Р  от точки 
О пересечения пластинки с осью струи (см. рис. 32).

Уравнение моментов (7.3) относительно точки О при k  =  F  =  
=  /t =  Q„ =  0 дает

отсюда и из формулы (7.8), в которой надо положить G =  p lv0, 
следует, что

l l - l l  i i i i 
h =  ñ —-— =  — L =  T r c t g a .21 sin а  2 sin а  2 &

Таким образом, в рассматриваемой задаче общие теоремы 
позволяют определить не только величину равнодействующей 
силы Р, но и точку ее приложения на стенке.

Рассмотрим движение с постоянной гори- 
пластинкиаНИе плоскои зонтальной скоростью v :) полубесконечной

пластинки бесконечного размаха, накло
ненной к горизонту под углом а  и соприкасающейся своим 
краем с жидкостью на ее поверхности. Такое скользящее дви 
жение днища тела по поверхности жидкости называется глисси
рованием. Край пластинки, след которого на рис. 33 обозначен

Рис. 33. Глиссирование пластинки по поверхности несжимаемой ж идкости .

точкой В, представляет собой горизонтальную прямую, перпен
дикулярную к плоскости чертежа и, в рассматриваемом случае, 
вектору скорости глиссирования.

Рассмотрим установившееся относительно пластинки плоско
параллельное движение жидкости, одинаковое во всех плоскостях, 
параллельных плоскости ху. Относительное движение жидкости 
является движением относительно системы координат, связанной 
с пластинкой неизменно. Обозначим через Н  глубину плоского 
горизонтального дна перед пластинкой (рис. 33). Д ля простоты 
пренебрежем силой тяжести и будем считать жидкость идеальной 
и несжимаемой. По условию, далеко перед и за  пластинкой в аб
солютном движении жидкость покоится, в относительном движении



жидкость в бесконечности имеет постоянную горизонтальную' 
скорость ©о, направленную  справа налево (см. рис. 33). В относи
тельном движении в сечении плоскостью ху  свободные поверхности 
А В  и D E ,  обтекаемая твердая граница пластинки ВС  и дно GF 
представляют собой линии тока. Примем, что на свободной по
верхности давление постоянно и равно р 0 (атмосферное давление). 
Из интеграла Бернулли для невесомой жидкости следует, что 
величина относительной скорости на свободной поверхности по
стоянна.

Впереди пластинки образуется тонкая брызговая струя толщи
ны б; очевидно, что на поверхности струи и в бесконечности в струе 
величина скорости жидкости равна v0. Следовательно, брызги, 
образующиеся впереди глиссирующей поверхности в относитель
ном движении, имеют скорость и0, равную скорости глиссирования, 
а в абсолютном движении (соответствующем неподвижной жид
кости в бесконечности впереди пластинки) при малых а  скорость 
брызг приближенно равна 2и0.

Возьмем в качестве контрольной поверхности цилиндрическую 
поверхность единичной ширины с образующими, нормальными 
к плоскости ху ,  и плоскими сечениями, параллельными этой пло
скости, изображенными в плоскости ху  контуром ABCDEGFA,  в 
которой сечения A F ,  EG и CD расположены достаточно далеко, 
так что в этих сечениях можно принять, что давление равно р 0, 
а скорость равна v„.

Из уравнения сохранения масс следует *)h=H —  6. (7.9)
Из уравнения импульсов в проекции на ось х  (силы, дейст

вующие на ж идкость со стороны дна, исключаются) найдем
р/Шо +  Р^о eos а  =  — Р  sin а , (7.10)

где Р — величина силы, действующей на единицу ширины глис
сирующей пластинки

р =  5 ( P — Po)d<y.
в с

Из идеальности жидкости следует, что общая сила, действую
щая со стороны жидкости на глиссирующую пластинку, перпен
дикулярна к ее плоскости.

Из (7.9) и (7.10) легко найдем

Я =  pfoÜ c t g . (7.11)

Эта формула показывает, что величина силы воздействия жид
кости на глиссирующую пластинку тесно связана с толщиной

*) Очевидно, что при применении интегральных соотношений интегралы по 
двум плоским сечениям поверхности 2 ,  параллельным плоскости ху, равны нулю  
или сокращаются в соответствующих уравнениях.



брызговой струи б, которую можно рассматривать как  функцию 
а , Н  и h* (см. рис. 33).

Полное теоретическое решение соответствующей задачи при 
заданных H u h *  показывает, что при малых а  толщина струи 
у переднего края имеет порядок ос2, и поэтому при малых а  
величина силы Р  имеет порядок а  (так как  при малых а
c t g - | -  »  2/а).

Из формулы (7.11) следует, что сила сопротивления R  —  
составляющая силы Р  против скорости движения, т. е. против 
оси х, и подъемная сила Л — составляющая Р, перпендикулярная 
к скорости движения, представляются формулами

R  Р sin а  рбуц (1 - f  cos а ),
а  (7.12)

А =  Р  cos а  -= p6u¿ c tg  cos а.

Формулы (7.12) не зависят явно от Я  и верны в случае бесконечно 
глубокой жидкости при Н = о о, /г—оо и h* =  oo. Д л я  бесконечно 
глубокой жидкости величина б остается произвольной, однако ее 
можно выразить через угол а  и «длину» смоченной поверхности /. 
Определение величины I ясно из чертежа на рис. 33.

ß  действительности сила сопротивления глиссированию уве
личивается почти вдвое за счет силы вязкого трения, возникающей 
на обтекаемой поверхности пластинки. Силы вязкого  трения при 
малых а  оказывают пренебрежимо малое влияние на подъемную 
силу А .  Выше мы пренебрегли весомостью жидкости. Можно по
казать, что при больших скоростях глиссирования влияние весо
мости жидкости вообще очень мало х).
„ г Рассмотрим струйное истечение несжимае-Насадок Борда „ 1 | - ,мои жидкости из большого, в пределе из
бесконечного, сосуда через насадок Борда (рис. 34). Примем, 
что сосуд с невесомой жидкостью занимает все левое полупро
странство, ограниченное стенкой ABEG. В стенке имеется отвер
стие с площадью S, контур отверстия может быть любым. В от
верстие вставлен цилиндрический достаточно длинный насадок 
E D — ВС, который называется насадком Борда. Вдали от отвер
стия в сосуде с жидкостью имеется давление р х, во внешнем 
пространстве давление р 0 <  р х. Под влиянием перепада давлений 
P i— Po происходит установившееся струйное истечение жидкости 
из сосуда во внешнее пространство. Образуется струя с поверх
ностью D N  — СМ. Обозначим через S n площадь поперечного сече
ния струи, которая вырабатывается асимптотически на далеких

*) См.: С е д о в  Л. И. П лоские задачи гидродинамики и аэродинамики.— 
М.: Наука, 1980; Гостехиздат, 1950. В книге дано полное реш ение плоской  
гидродинамической задачи о глиссировании с учетом весом ости жидкости,



расстояниях от отверстия в сосуде. Определим величину коэффи-
С

циента сж атия струи, равного отношению .
О

Обозначим через V0 скорость на поверхности струи, соответ
ствующую постоянному давлению р 0, и в предельном сечении 
струи с площадью 5 0, в котором устанавливается давление р 0.

И нтеграл Бернулли, примененный к любой линии тока в истека
ющей струе несжимаемой жидкости, дает

г

Р1=Ро +  £̂ - ,  (7.13)

где р — плотность жидкости; здесь принято, что на больших рас
стояниях от отверстия скорость жидкости в сосуде в пределе равна 
нулю, а давление равно р ±.

Д л я  нахождения величины коэффициента сжатия струи при
меним уравнение количеств движения (7.2) к контрольной по
верхности 2 ,  составленной из пунктирной поверхности (см. рис. 34), 
стенок насадка, поверхности струи и площади 5 0; схематически 
на рис. 34 поверхность 2  изображается контуром А В С М К О Е й Р А .  
С учетом соотношения (7.5) уравнение (7.2) можно написать в виде

р  ̂ «ю„ йа  =  —  ̂ (р— р 0) п  йо.

Спроектируем теперь это равенство на направление скорости, 
которое параллельно образующим цилиндрической вставки насад
ка Б орда. Н а пунктирной части 2 , удаляемой в бесконечность 
от отверстия, можно принять, что скорость V стремится к нулю 
и что поэтому поток количества движения по этой части 2  обра
щ ается в нуль. В других частях поверхности 2 , за исключением 
5„, имеем Рп =  §, Поэтому и в силу того, что жидкость идеаль-



ная, можно написать

PüqSo =  — S (p— p 0)c o s (n ,  v 0)d a  =  (p1— p 0) S ,  (7.14)
BAFGE Л .

так как для замкнутой поверхности BAFG EB  верно равенство 

S (Pi— Po)cos(n , v 0) d a =  О,
BAFGEB

и поэтому

S (Pi— P o ) c o s (r t ,  © 0)í/or =  — 5 (Pl —  p 0)d o .
BAFGE S

Из (7.13) и (7.14) сразу находим

^  =  у .  (7.15)

Таким образом, для несжимаемой жидкости коэффициент под
ж атая струи, вытекающей через насадок Борда, равен 1/2. В общем 
случае (для насадков другого вида) этот коэффициент зависит от 
геометрической формы насадка.

Д ля газов при непрерывном дозвуковом истечении с образова
нием струи, на поверхности которой р = р 0, формула (7.14) сохра
няет свой вид. Д ля совершенного газа ее можно переписать в виде

S o __pi— Ро ___ f  Pl  J

5 Pô o V Pe 1 YMo
где M0— число Маха в сечении S 0.

Теперь вместо уравнения Бернулли в форме (7.13) нуж но 
использовать уравнение Бернулли для газа. На основании пер
вой из формул (5.14), в которой надо положить р* =  p í и М =  М 0, 
получим

--- ^ ---- • <7|6>
Формула (7.16) в пределе при М 0—>■ 0 переходит в формулу (7.15), 

Дозвуковое истечение будет происходить при

Ро ^  (  _ _ 2 _  \  y /(v —i )
Р* Р* W + 1/

При больших перепадах давления, когда (р0/р*) <  (ркр/р*)> 
в струе получаются сверхзвуковые скорости. При достаточно 
малых р 0/р* в струе будут возникать скачки уплотнения; в связи 
с этим решение задачи усложняется.



§ 8. Взаимодействие жидкостей и газов 
с обтекаемыми телами при установившемся движении

Рассмотрим установившееся движение материальной среды, 
обтекающей некоторое тело или систему тел (рис. 35).

Возьмем в качестве части контрольной по-
Определения общ ей силы верхности 2  трубку тока 2 0, содержащую
реакции /?, момента м  и ВНутри себя обтекаемые тела, ограничен-
«отдаваемои» потоком ■' г  ^  V
энергии ш  ные поверхностями 2 ^  2 2, . . . , которые

включим в контрольную поверхность 2. 
Т рубка тока 2 0 может быть выделена в движущемся потоке 
материальной среды мысленно и, в частности, может представ
лять собой стенки действительной трубы, внутри которой проис
ходит рассматриваемое движение материальной среды. Выделяе
мая трубка тока 2 0 может так ж е совпадать только в отдельных

Рис. 35 . Схема установившегося движения материальной среды в трубе (или 
трубке тока) с обтекаемыми припятствиями. Контрольная поверхность

2  =  2 0 -|- -|- . . .-(-51  -|- 5 2.

своих частях с некоторыми твердыми границами. Плоские сече
ния и 5 2 трубки тока 2 0 тоже включим в контрольную по
верхность 2 . Таким образом, контрольная поверхность, к которой 
мы применим соотношения (7 .1 )— (7.4), представится суммой
2  =  2 0 +  2 1 -)- 2 2 +  . .  . -{- +  5 2.

Предположим, что на достаточно далеких расстояниях от внут
ренних тел, ограниченных поверхностями 2 Ь 2 а, ..., в плоских 
сечениях и 5 2 (с конечными площадями, которые будем обо
значать также через и 5 2) трубки тока поток жидкости (или 
газа —  сжимаемой жидкости) выравнивается и в этих сечениях 
получаются постоянные плотности рг и р2 и постоянные скорости 
г>1 и 1)2, нормальные к 51 и 5 2 соответственно. Кроме этого, пред
положим, что в сечениях и 5 2 внутренние напряжения сводятся 
к давлениям  *) р х и р г. Внутри трубы и на стенках трубы можно 
допустить наличие различных механизмов энергообмена с внеш

*) Это предположение удобно и во многих случаях вполне приемлемо. Однако 
можно обобщить последующие формулы на случай, когда на 5 !  и 5 2 могут быть 
касательные напряжения.



ними телами и наличие касательных напряжений, так как в общем 
случае нам не потребуется предположение об идеальности ж и д
кости.

Далее воспользуемся следующими обозначениями:

— я =  5 Р п ^ о ,  ( 8 .1 )
2о + 21 + ¿2 • ■ ■

— М =  5 ( г х р „ + я и)йа,  (8 .2)
£0 + ̂ 1 + Х2+ •••

1 ( г - г > + ^ - ) Р с / т+  (Рг:. У - ^ ) с 1 а ,  (8.3)
V 4̂0 + ¿<1 + ̂ 2

¿* =  4 +  ¿7 +  - ^ .  (8.4)

Очевидно, что —/? представляет собой главный вектор п о
верхностных сил, действующих на жидкость со стороны вн у т
ренних тел на границах 2 ^  2 а, . . . и со стороны границ трубки 
тока 2 0. Вектор /? представляет собой соответствующую су м 
марную силу противодействия, т. е. силу, с которой ж идкость 
действует на внутренние тела и на поверхность 2„. Аналогичное 
толкование применимо к векторам суммарных моментов относи
тельно некоторой неподвижной точки, — М  и М.

Скалярная величина — Ш представляет собой не что иное, 
как общий «приток» (а — «отток») механической, тепловой 
и других видов энергии в единицу времени к объему жидкости, 
выделенному контрольной поверхностью 2 ,  отличающейся от 
полного «притока» энергии к индивидуальному объему жидкости V 
только за счет «притоков» энергии к жидкости в сечениях 51 и 52-

Величина, обозначенная через ¿*, представляет собой по оп 
ределению полное удельное теплосодержание с учетом кинетиче
ской энергии движения (см. формулу (6.7) гл. V, т. I).

При учете силы тяжести, если положить F  =  g ,  будем иметь

 ̂ А7р йх =  еМ^,  ̂ г  X Гр ¿т  =  сЖг* X g ,
V V, (8 .5)
 ̂ Р 'У р й х  =  0^!®**^,

V

где ¡Ж— масса жидкости внутри объема. V, г * и V*— соответст
венно радиус-вектор и скорость центра тяжести этого объема 
жидкости (плотность может быть переменной по объему V).

Во многих приложениях мо!жно принимать, что Л =  0 , 
¿<7масЛ#=0 И /=’ =  0.

Из закона сохранения масс (7.1) получим

(8 .6)



где через б  обозначен массовый расход в единицу времени через 
рассматриваемую трубку тока.

Так как на 2 0 и по условию на обтекаемых поверхностях
2 2, . . . ,  у„ =  0, то уравнение импульсов (7.2) приводит к сле

дующей формуле:

я  =  (Р1 +  Р^1) ^  -■—  (р2 +  р&\) 5 а ^ . (8.7)

Здесь вместо единичных векторов внешних нормалей п х и п 2 
в сечениях и 5 2 введены единичные векторы г»1/у1 =  —п х и 
v J v 2 =  n 2. Д ля учета силы тяжести жидкости на основании (8.1) 
и (8.5) справа в (8.7) необходимо только добавить силу веса 
жидкости, находящ ейся между сечениями 5 Х и 5 2.

Введем теперь радиусы-векторы г \  и г 2 центров тяжести пло
щадей сечений и и положим к  =  0 на и 5 2. Уравнение 
моментов (7.3) приводит к следующей формуле:

Л1= ( Р х  +  Р1̂ ^ :!% 1 - ( ^  +  Р ^ ) 5 2- ^ .  (8.8)

Д ля  учета весомости жидкости справа в (8.8) нужно добавить 
момент силы веса, приложенной в центре тяжести жидкости между 
сечениями и 5 2 (см. (8.5)). Если на всю поверхность 2„ (поверх
ность трубы и струи в целом) извне действует постоянное давление 
р 0, согласно сказанному выше, в формулах (8.7) и (8.8) можно 
заменить р 1 и р 2 через р г — ро и р 2 — р 0. В дальнейшем можно 
считать, что р± и р 2 равны полным давлениям или добавкам к не
которому постоянному давлению р а.

Наконец, уравнение энергии (7.4) при естественном допуще
нии, что =  0 на и 5 2 (наличие Ф  0 на и 5 2 легко 
учесть, однако для многих приложений в этом нет надобности), 
приводит к равенству простого вида

Г  =  (¿1 — ¿1) в .  (8.9)

В этой формуле легко учесть отдельно работу сил тяжести, вхо
дящую в V? (изменение потенциальной энергии жидкости между 
сечениями и 5 2).

Отсюда при М/ =  0 получим, что 1'1 =  12. Д ля совершенного 
газа в раскрытом виде это равенство совпадает с уравнением 
Бернулли (5.2). При № Ф 0  имеем обобщение уравнения Бернулли  
на более сложные среды с учетом изменения константы энергии 
вдоль линий тока за счет «оттока» энергии от жидкости к 
внешним телам.

Соотношения (8.6) — (8.9) применимы в общем случае как 
для непрерывных движений, так и движений с наличием различ
ных разрывов внутри рассматриваемого объема. Они играют фун
даментальную роль в инженерной гидравлике и инженерной 
газовой динамике. Эти основные соотношения, уравнения и опре



деляющие формулы положены в  основу одномерной теории в с е 
возможных расчетов газовых и гидравлических машин. Л е г к о  
видеть, что д л я  установивш ихся движ ений соотношения (8 .6 ) —
(8.9) для конечных масс среды м еж ду сечениями 51 и 3 2 в ы р а ж а ю т  
собой связи  той ж е  природы, что и соотношения на сильных с к а ч 
ках . При сближении и совпадении сечений и 3 2 равенства (8 .6 ) —
(8.9) переходят в условия на прямых с к ач ках , последнее с в я з а н о  
с принятым выше условием, что скорости в сечениях 5х и 5 2 п е р 
пендикулярны к  ним.

Соотношения (8 .6) — (8.9) вы ведены  дл я  трубки тока с к о 
нечными сечениями 5 !  и 5 2 в предположении, что на этих сеч ен и ях  
скорость, плотность и давление вы равни ваю тся. Если дл я  то ч н ы х  
решений соответствующих гидродинамических задач эти п р ед п о 
ложения выполняю тся, то равенства (8 .6) — (8.9) явл яю тся  т о ч 
ными. Если в точных решениях или по данным опытов эти п р е д 
положения выполняются приближенно, то полученные со о тн о 
шения имеют приближенный хар актер , однако во многих с л у ч а я х  
эти приближения практически вполне удовлетворительны. В м ест е  
с этим нужно иметь в виду, что с точки зрения приложений к  д е й 
ствительности вообще все теоретические расчеты всегда им ею т 
только приближенный характер . Эти соотношения прилож им ы  
к бесконечно тонким трубкам  тока без всяки х  предположений о 
выравнивании скорости, плотности и давлени я. В общем с л у ч а е , 
когда характеристики движения в сечениях 51 и 5 2 сущ ественно  
переменны, можно написать аналогичные формулы, в ко то р ы х  
справа необходимо проводить интегрирование — сум м и рован и е 
правых частей (8 .6) — (8.9), написанных дл я  бесконечно м а л ы х  
площадок Д 5 ! и Д 5 2, по 51 и 5 2.

Д ля каж дой тр уб ки  тока при ус т а н о в и в -
Уравнение энергии вдоль шихся адиабатических движ ениях идеаль- 
линии тока „ < »ной ж идкости , при а<7* =  0 и при о т с у т 
ствии притока механической энергии за  счет работы м ассо вы х  
сил из (8 .3 ) получается, что V? — 0, если граничащие с ж и д к о 
стью тела неподвижны, так  к а к  поверхностные силы в и д е а л ь 
ной жидкости (давление) на неподвижных поверхностях 2 0 и 2 1( 
2 2, . . .  работы не совершают. П оэтому на основании (8 .9 ) вд о л ь  
линии тока верно уравнение энергии в виде равенства

+  и  +  ^  • (8 .Ю )

В рассматриваемом общем случае уд ел ьн ая  внутренняя э н ер ги я  
и (р , р, %1 , %2, •••) может зависеть от различных м ехан и чески х  
и физико-химических, вообще переменных параметров %2, . . .  , 
характеризую щ их происходящие в частицах жидкости вн утренни е 
процессы. Эти параметры могут м ен яться вдоль линии то ка . Р а 
венство (8.9) и соответственно (8.10) сохраняю тся и в том с л у ч а е , 
яргда внутри потока в объеме V имеются сильные разрывы —с к а ч к и .



В вязкой ж идкости поверхностные силы не совершают работы 
на неподвижных тверды х границах (2 ^  2 2, . . .  , и, возможно, на 
всей или части поверхности 2 0) при условии прилипания ж и д
кости к обтекаемым стенкам . Однако на свободной границе (всей 
или части поверхности 2 0) поверхностные вязки е  силы внутрен
них напряжений соверш аю т работу и поэтому УРфО. Кроме этого, 
в  вязкой  и теплопроводной жидкости значение И? зависит еще от 
эффектов теплообмена в потоке. В связи с этим в вязкой  жидкости 
вдоль элементарной тр уб ки  тока справа в (8 . 10) будет присутство
вать  в общем случ ае член вида №/Ь, причем Ф  -*■ 0, если расход 
через данную тр уб ку  то ка  стремится к нулю.

Д л я  теплоизолированной неподвижной твердой трубы конеч
ного сечения (при равен стве нулю точно или приближенно работы 
сил вязкости в сечениях и 5 2) можно принять, что № =0.

В связи  с практикой применения уравнения (8.9) сделаем еще 
следующее примечание.

Д л я  газов часто можно пользоваться фор-
Возможные трактовки ой и  =  суТ +  и о. Пои химических
внешнего притока энергии 3 у I о I

реакциях и, в частности, при горении
в уравнении (8 .9 ) н уж н о  рассматривать разность

и  2, — и  1 — суъТ 2— сУ1Т и  ог— и  01

и учиты вать изменение аддитивной постоянной и о2 — ¿/01. Соот
ветствую щ ее приращение энергии за счет изменения параметров 
%1> • • • истолковы вается ка к  изменение внутренней химиче
ской энергии, это — «теплота химической реакции»; аналогичным 
образом можно вводить энергию плавления и энергию испарения, 
энергию ионизации и т . п.

В практике инж енерны х расчетов нередко* дл я  внутренней 
энергии газа  пользую тся формулой

и  = с уТ,

а изменение энергии з а  счет химических реакций и других анало
гичных процессов вво д ят  к а к  внешние заданные притоки или от
токи энергии, которые проявляю тся в уравнении (8.9) через ве
личину ШЮ. При тако м , на практике удобном, способе рассмот
рения действие внутренних физико-химических процессов, по с у 
щ еству, зам еняется задаваемыми внешними притоками энергии.

Рассмотрим теперь несколько важ ны х при- 
Сила реакции жидкости, мепов
текущей в трубе ' , .

11усть  жидкость (или газ) движ ется по 
неподвижной, в общем случ ае искривленной, трубе 2 0 (рис. 36). 
Согласно формуле (8 .7 ) сила реакции жидкости на стенки трубы 
(сосуда) п редставляется вектором, являю щ имся диагональю па
раллелограмма, построенного на векторах

~ ( Р 2 +  РЛа) 5 , - ^



Если расход жидкости
й р1и15 1 — р21)25 2

(РгЪи& г

( л т * ) ^

отличен от н уля , р 1 ~  ̂0 и р 2^ 0, площ адки 5 Х и 5 2 не п ар ал 
лельны, то сила к  заведомо отлична от н ул я . Очевидно, что 
всякий поворот потока 
связан  с наличием силы „ ^ § 1  

реакции, действующей на '  
стенки трубы.

Л егко видеть из фор
мулы (8 .8), что если век
торы г>1 и г»2, приложен
ные в некоторых опреде
ленных точках сечений 
5х и 5 2, пересекаю тся в 
точке О, то суммарный 
момент сил реакции жид
кости на стенки трубы  относительно точки О равен нулю, поэтому 
равнодействующую силу /? можно рассм атри вать  к а к  силу, при
ложенную в точке О, связанной с трубой.

Д ля определения силы сопротивления, ис- 
Об условиях в бесконеч- пытываемой телам и , движ ущ им ися в без-
ГцГлиПндрическоей ИтИруТбееЛа граничном потоке, рассмотрим сначала тело

или систему тел , дви ж ущ и хся п оступ а
тельно с постоянной скоростью V в бесконечной цилиндрической 
трубе (рис. 37) параллельно образующим тр уб ы . Возмущ енное

7777X 777777^ / / / / ///////.

Рис. 36. Сила реакции жидкости на т р у б у .

77777777.
Рис. 37. С хема обтекания тел в цилиндрической трубе.

движение жидкости зависит от формы тел и трубы , расположе
ния тел относительно трубы , скорости тел , свойств ж идкости 
(вязкость, сжимаемость и т . п.) и первоначального невозмущ ен
ного состояния жидкости . Д ля решения этой гидродинамической 
задачи необходимо, в соответствии с опытом, сделать некоторые 
допущения, которые должны быть вы ставлены  в качестве до б а
вочных условий, определяющих р еш е н и е  соответствую щ ей задачи .

3 Л. И. Седов, т. И



Д л я  тел , м ал ы х  по сравнению с поперечными размерами трубы , 
во многих сл уч аях  можно считать практически и теоретически 
приемлемым следую щ ее основное допущение. Перед телом в бес
конечности в пределе возмущ ения, вызываемые в жидкости дви ж у
щимися телам и , затухаю т, и поэтому можно выставить условие
о том, что перед движ ущ имися телами впереди в бесконечности 
ж идкость покоится *).

Предположим дал ее , что абсолютное и относительное (в си
стеме координат, связанной с телами) движ ения жидкости уста 
новившиеся; теоретически это означает, что рассматриваемое 
движение ж и дкости  явл яется  предельным для тел , движ ущ ихся 
в жидкости с данной скоростью бесконечно долго, т. е. что тела 
побывали в бесконечности сзади, откуда они пришли в данное 
место трубы .

В связи  с предположением об установивш емся характере дви
жения сильно ослож няется вопрос об условиях  в бесконечности 
сзади з а  движ ущ им ися телами. Н а первый взгл яд  можно пред
положить, что возмущ ения, вызываемые телами, затухаю т при 
удалении в бесконечность назад так  ж е , к а к  и при удалении в 
бесконечность вперед. Более глубокое изучение вопроса о схеме 
иотока жидкости  показы вает, что в рам ках  употребляемых моделей 
жидкости, например для идеальной жидкости, можно находить 
различные возмущ енные движения в зависимости от условий за  
телами в бесконечности. В ряде важ ны х случаев опыту отвечают 
именно таки е схем ы  потоков, в которых возмущения в жидкости 
не затухаю т в  бесконечности за  телами.

Д л я  более глубокого  понимания проблемы схематизирования 
и постановки задач  о возмущенных движ ениях жидкости, вызы
ваемых движ ущ им ися внутри жидкости телами, рассмотрим сна
чала вопрос о сопротивлении, испытываемом телами, в пред
положении, что ж и дкость идеальная и что далеко сзади за  те
лами возмущ ения затухаю т.

Дальнейшую теорию удобно развивать , 
яарадокс Дюбуа ВИЖеНИЯ: обратив” движение, т . е. сообщив системе

ж и дко сть— тела поступательную  скорость, 
равную скорости тел , но направленную в противоположную сто
рону, иначе го во р я , рассматривать зад ач у  о движении жидкости 
относительно тел . После обращения получим,'что тела неподвиж
ны, а ж и дкость в си лу условия на бесконечности впереди тел

) В некоторых случ аях  для тел, помещенных в трубу, это «естественное» 
допущение невозможно! В частности, если тело неподвижно, но просасывает 
с помощью винта ж идкость, то впереди образуется стр уя ; поэтому нельзя считать, 
что для такого  «неподвижного» тела жидкость впереди покоится, т. е. что при 
удалении вперед в бесконечность скорость стремится к  нулю во всех точках сече
ния трубы. В безграничном потоке указанный эффект пропадает. Однако для бес
конечной системы тел (например рещетки) этот эффект может быть и в безгранич
ной жидкости.



набегает на тела из бесконечности со скоростью, равной, но про
тивоположной скорости тел при абсолютном движении, д

Очевидно, что после обращения движ ения или, что то ж е  сам о е , 
просто при изучении движения ж идкости  относительно неподвиж
ных тел все силы и внутренние нап ряж ен и я останутся неизмен
ными. Согласно принципу Галилея — Ньютона такое обращ ение 
с сохранением всех силовых взаимодействий можно делать в с е гд а  
для любой модели жидкости. В сл уч ае  вязкой  жидкости и з-за  
условия прилипания необходимо после обращения дви ж ен и я  
двигать тр уб у  вдоль ее образующих, если при абсолютном д в и 
жении труба была неподвижной. В идеальной жидкости т а к о е  
движение трубы  никакого влияни я на движение ж идкости не 
оказывает, поэтому при обращении дви ж ен ия трубу можно с о х р а 
нять неподвижной. В вязкой ж идкости  влияние граничных у с 
ловий прилипания на стенках трубы  конечной длины сущ ественно 
проявляется в обычных сл уч аях  только  вблизи стенок тр уб ы , и 
поэтому дл я  обтекания небольших тел , расположенных вблизи  
оси трубы , эти пристеночные эффекты не имеют сущ ественного 
практического значения.

Таким образом, задачу о движении с постоянной одинаковой 
скоростью тел в жидкости можно заменить эквивалентной задачей  
об обтекании неподвижных тел набегающим потоком ж идкости  со 
скоростью, противоположной скорости движ ения тел.

В опытах отсутствие полной эквивалентности при наличии 
других тел, не участвующих в обращении движ ения, например, 
стенок аэродинамической трубы или стенок кан ал а , л о тка , при
водит к  парадоксу Дю буа, состоящ ему в том, что сопротивления 
тел, движ ущ ихся в неподвижной ж и дкости , и обтекаемых непод
вижных тел различны. Д л я  устранения парадокса Д ю буа при 
моделировании необходимо устранить (снизить) влияние посторон
них тел, что связано , вообще говоря, с увеличением р азм ер о в 
рабочих частей испытательных устройств.

„ Т ак к а к  движ ение среды устан ови вш ееся,
конечных тел ера *** а обтекаемые тел а  тверды е и непроница

емые, то линии то ка , совпадающие с т р а е к 
ториями и приходящие из бесконечности, должны ух о д и ть  
в бесконечность за телами. Д л я  простоты рассмотрим сл уч ай , 
когда внешних массовых сил нет, а ж и дко сть явл яется  и д еа л ь 
ным совершенным газом, движ ущ им ся адиабатически . В этом  
случае на каж дой  линии тока имеет место интеграл Б ерн улли . 
На всех линиях то ка , приходящих из бесконечности, в бесконеч
ности имеем плотность р1, давление и скорость иг, одинаковы е 
на всех линиях тока , поэтому интеграл Бернулли и условие а д и а -  
батичности можно представить в виде д в у х  (см. (5 .13)) соотношений



где

(8 . 12)

а величины i*, Т* и утах постоянны и одинаковы на всех ли
ниях то ка , причем это верно ка к  для непрерывного движения, 
т ак  и для движ ения со скачками уплотнения. Эти величины 
м огут м еняться только  за  счет подведения к  частицам внешней 
энергии W, отличной от работы сил давления. Величина р* может 
изменяться только за  счет роста энтропии, который будет про
исходить в рассматриваемом адиабатическом движении при пере
сечении линиями тока скач ко в  уплотнения.

Рассмотрим характеристики  движения в сечениях S t и S 2 при 
х —>-— оо и х — Н а всех линиях тока , простирающихся от 
S j  до S 2, верно равенство  vm3x i =  wmax 2 (77 =  Г 2); кроме этого, 
д л я  линий то ка , на которы х движение непрерывно, имеем p\ =  pl, 
на линиях то ка , которы е пересекают скачки  уплотнения, будем 
иметь p i <  р\.

Рассмотрим теперь движение жидкости или газа  в сечении S 2. 
Основное допущ ение, которое хорошо соответствует опытам, со
стоит в том, что давление далеко  от тела вы равнивается во всех 
точках  S 2, и поэтому р 2— одно и то ж е во всех точках сечения S 2. 
Отсюда и из (8 .1 !)  сл едует , что если движение жидкости везде 
непрерывно, т . е. в сечении S 2 p i — р{ =  const, то на S 2 будем 
иметь v 2 =  const и р2 =  const; причем уравнение расхода дает соот
ношение

Если поток далеко  впереди и сзади тел занимает всю площадь 
сечения цилиндра, т . е. 5 ^ 5 2  =  5 , то из (8 .13) найдем

Отсю да, т ак  к а к  вдоль каж дой  линии тока ри согласно (8.11) легко 
вы разить через р*, Т*, итах и pip*, следует, что в общем случае p j p l — 
= p jp \ ,  или, т а к  к а к  p\ =  pt, что рг — р 2, рх =  р2 и v1 =  v2. Таким 
образом, из предположения о непрерывном обтекании тела в ци
линдрической трубе при отсутствии полостей, распространяю
щ ихся за телами в бесконечность, т. е. при 5 j  =  S 2, как  следст
вие условия о выравнивании давлений получилось, что все х ар ак 
теристики потока в переднем и заднем сечениях S 1 и S 2 далеко  
от тел одинаковы . Этот вывод установлен для непрерывных адиа
батических движений г а з а ; очевидно, что для  несжимаемой ж ид
кости  э т о  положение т а к ж е  верно.

Отсюда на основании формулы (8.7) следует, что

P A ^ i — (8.13)

Р А  =  Р А -

/? =  0. (8.14)



При отсутствии внешних массовых сил си л а/ ? представляет собой 
суммарную  силу реакции жидкости [на внутренние тела /?х и на 
стенки цилиндрической трубы  /?2

^  =  /?х +  /?2.

Формула (8.14) верна для трубы любых очертаний, когда 5 х =  5 а 
в бесконечности. В виду того , что труба цилиндрическая, из пред
положения об идеальности жидкости сл ед ует , что сила /?2, дей
ствую щ ая на стенки трубы , нормальна к  образующ им трубы и,
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Рис. 38. а) Схема обтекания жидкостью в цилиндрической трубе твердого т е л а , 
простирающегося до бесконечности; б) схема К ирхгоф а обтекания ж идкостью  
в цилиндрической трубе твердого тела со срывом струи  и образованием к а 

верны, уходящ ей в бесконечность.

следовательно, перпендикулярна к  о :и  тр уб ы  и скорости потока 
жидкости в бесконечности. Поэтому на основании (8.14) верен  
следующий фундаментальный вывод:

R 1 ± v „ .  (8 .1 5 )
Таким образом, установлено, что в рассматриваемой п о ста

новке задачи общая сила воздействия потока газа  или ж и дко сти  
на помещенные в него неподвижные тела при установивш емся 
обтекании может быть отличной от н ул я , но эта  сила перпенди
куляр н а к скорости набегающего потока v ao =  v 1= v 2. Иначе го в о р я , 
подъемная сила /?х может отличаться от н у л я ,  но общее соп ро
тивление обтекаемых тел равно нулю.

Этот вывод противоречит данным опытов, в которых в с е гд а  
наблюдается сила сопротивления, поэтому он носит н азван и е 
парадокса Д алам бера. Парадокс Д аламбера получается как след
ствие сформулированных выше допущений о т о м ,  ч то  ж и дкость



идеальна, ч то  обтекание непрерывно и поток в бесконечности впе
реди т е л а  поступательны й с постоянной скоростью, а  сзади т е л а  
получается выравнивание давлений (отсутствую т полости, т ян у 
щиеся н азад  з а  обтекаемыми телами в  бесконечность, например 
такие, к а к  на рис. 38, б).

Несмотря н а  то , что вывод об отсутствии сопротивления для 
тел, дви ж ущ и хся в  жидкости с постоянной скоростью, на первый 
взгл яд  резко расходится с опытом, можно усмотреть его соответ
ствие опыту, если обратить внимание на то, что для данной ско

рости набегающего по
тока и фиксированного 
объема тела в опытах 
можно добиваться путем 
придания телу «обтекае
мой формы» (рис. 39) 
очень значительного 
снижения силы сопро
тивления. Обтекаемость 
внешней формы тела не- 

Рис. 39. Тела обтекаемой формы: а) симмет- обходима для обеспе- 
ричное обтекание т ел а  с очень малым сопро- чения непрерывности 
■гивлением, б) несимметричное с подъемной обтекающего потока 

силой. 7^ ’
для обеспечения от
сутствия срывов линий 

тока с поверхности тела, аналогичных срывам , наблюдающимся 
при обтекании, представленном на рис. 38, б. З а  счет обтекаемости 
формы тела м ож но снижать сопротивление тела в сотни раз по 
сравнению с сопротивлением такого  плохо обтекаемого тела, к а к  
шар. Однако полного исчезновения сопротивления для тел, ограни
ченных неподвижными и непроницаемыми поверхностями, обте
каемыми во здухо м  или водой, нельзя получить из-за наличия на 
поверхности тел  касательны х составляющ их напряжений — сил 
трения, обусловленны х свойствами вязкости . Полное устранение 
сопротивления д л я  хорошо обтекаемых тел, вероятно, можно 
получить в сверхтекуч и х , лишенных вязкости жидкостях .

Выше п ар ад о кс  Д алам бера (8.15) установлен для обтекания 
тела идеальной жидкостью  в цилиндрической трубе независимо 
от формы сечения 5  трубы . Этот основной вывод не зависит такж е 
от размеров площади сечения трубы , в частности, для круглой 
трубы от р ад и уса  трубы . У стрем ляя радиус трубы в бесконечность, 
получим, что выводы , заключенные в  формулах (8.14) и (8 .15), 
сохраняю т свою силу в пределе, поэтому парадокс Д аламбера 
имеет место и в  случае обтекания системы тел непрерывным у с т а 
новившимся безграничным потоком жидкости или газа , в котором 
происходит вы равнивание характеристик потока в бесконечности, 
вдали от тел а , и который можно рассматривать ка к  предел обте
кания той ж е  системы тел в цилиндрической трубе.



П арадокс Д алам бера установлен дл я  любой системы тел . При 
наличии в потоке нескольких тел н ельзя утвер ж д ать , что со став
ляющая силы воздействия потока, п ар ал л ельн ая  скорости, д л я  
каждого тела в отдельности равна нулю . Подчеркнем, что было 
доказано равенство нулю только общей суммарной составляю щ ей 
силы, параллельной одной и той 
ж е поступательной скорости си
стемы тел.

Отметим так ж е , что при дока
зательстве парадокса Д аламбера, 
вообще говоря, не предполагается, 
что движение жидкости потенци
ально и что в жидкости нет ко 
нечных полостей, заполненных 
газом, паром и жидкостью  (см. 
схемы на рис. 40).

Очевидно, что для установив
шихся обтеканий идеальной жид
костью, аналогичных указанным на рис. 40 , общая сила сопро
тивления изолированного тела (или системы тел) равна нулю , т а к  
к а к  из общего уравнения (7.2) очевидно, что равна нулю общ ая 
сила, действую щ ая со стороны тела и ж и дкости  на области в по
токе, ограниченные системой поверхностей, на которых v n — 0. 
Например, равна нулю общая сила, действую щ ая на дви ж ущ ую ся 
или покоящуюся жидкость в объеме х) внутри  замкнутой п о верх
ности, изображенной контуром AB C D E A  на рис. 40.

Сопротивление R x тел а  в идеальной ж и д - 
Сопротивление и пара- кости, если тело конечно, всегда м о ж н о
с °КСбесконечнымИДЛ поло- 0ПРеЛеЛИТЬ т а к ж е  ф о рм ул о й

стями RX— \ (P — Р 2) cos (п, х) do, (8 .1 6 )

где 2 — поверхность тела, п — вектор внешней по отношению 
к объему, зан ято м у жидкостью, нормали, а  р 2 =  const— лю бое 
постоянное давление, в частности, дальш е примем, что р г р авн о  
давлению в бесконечности в потоке за  телом .

Если поверхность 2 ,  ограничивающ ая тело , простирается в  
бесконечность т ак , к а к  изображено на рис. 38 , а, то при обтекании 
такого тела идеальной несжимаемой (p i= p 2) невесомой ж и дкостью  
в цилиндрической трубе для сопротивления тел а  R x, определенного 
равенством (8.16), будет верна формула

(8 Л 7 >
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Рис. 40 . О бтекание тел  с образо 
ванием  вихревой зоны (схем а а) и 
кавер н ы , заполненной газом  или  
покоящ ейся жидкостью (схем а б).

1) Если в некоторых точках этого объема в схематизированном дви ж ен и я  
скорость жидкости обращается в бесконечность, то предполагается, что и н тегр ал  
определяющий количество движения жидкости в этом объеме, сходится.



Действительно, к а к  и раньше, примем, что в набегающем потоке 
далеко  перед телом имеется однородное поступательное движение 
жидкости, д ал еко  вниз по потоку такж е имеется однородное по
ступательное движ ение с давлением р2 и скоростью VI, но сзади 
асимптотическое значение площади сечения жидкости равно 5*<С5. 
Из уравнения неразрывности следует, что v1S = v 2S * ,  т. е.
Из уравнения Б ерн улли  получим

=  р М - ^ )
г 1 г 2— 2

Отсюда вы текает , что р 2 <  П ользуясь (8 .16) и (8 .7), будем 
иметь

Ях — (р1—ьРг) 5  +  С (уг v2) =  р 2”̂  1 | 5  (у2 их),

что совпадает с формулой (8 .17).
Обозначим теп ерь через 5 0 предельную площадь сечения (нор

мального к скорости гО  тела, ограниченного поверхностью 2 , 
при удалении в  бесконечность назад. Н а основании равенства

5 0 =  5 - 5 - _ 5 ( 1 - Ь  

формулу (8 .17) м ож но переписать в виде

=  (8 Л 8 )

Отсюда ясно, что при неограниченном расширении трубы, 
когда ю2 >̂- ии получится, что Я х может отличаться от нуля только 
в том случае, ко гд а  5 0 —»- оо. Если ж е  5 0 задана ка к  конечная 
величина, то в пределе для таких бесконечных тел верен парадокс 
Даламбера, т. е.

/ ? ,= 0 . (8.19)

Очевидно, что этот вывод верен и в том случае, когда обтекаемое 
безграничным потоком тело имеет бесконечную полость, направ
ленную вперед по потоку.

Рассмотрим еще отдельно случай обтека- 
Обтекание тела с сопут- ния конечного тела, для простоты, несжи-
СршУГсомойа жидкМосПт ь ю ' маемой жидкостью с учетом силы веса,

когда цилиндрическая труба и соответст
вующий поток вертикальны . Д ля определенности примем, что 
имеется только одно тело, которое, всплы вая, движется с постоян
ной скоростью ввер х ; соответственно скорость обтекания непод
вижного тела направлена вниз. Общую схем у обтекания услож 
ним введением за  телом застойной области — «пузы ря», наполнен
ного газом , весомостью  которого можно пренебречь (рис, 41).



В этом случае уравнение (8.7) с учетом силы  тяж ести  для про
екции на ось г силы, действующей на тело, приводит к  формуле

Я 2 =  — (рх +  Р»!) 5  +  (р2 +  Ру|) 5 — М ц, (8 .2 0 )

где М  — масса жидкости м еж ду сечениями и 5 2.
Очевидно, что для величины М  верна ф ормула

У И = р5/1-р(К 1+ К 2), (8 .2 1 )
где /г — расстояние по вертикали м ежду сечениями и 5 2, 
а Ух и У2 —соответственно объем 
тела и пузыря за  телом.

Д алее , на основании уравнения 
Бернулли (3.5), условия вы равнива
ния давлений в сечениях 5х и 5 2 и 
уравнения неразрывности ср азу  най
дем, что

v l= v 2 и р 2—р != р ёк .

П ользуясь этим, из (8.20) получим 

Я г= р (^ х + 1/2)£. (8 .22)

Таким образом, верти кальная 
компонента общей силы Я г пред
ставляет собой просто силу Архимеда 
для общего объема тела и пузы ря. Эта 
сила будет переменной, если объем 
пузы ря изменяется либо з а  счет вдува  
га з а , либо за  счет падения гидро
статического давления при верти каль
ном движении. Если благодаря пред
варительному или перманентному выпусканию  га за  за  телом 
образуется пузырь, то общая сила Я 2 может значительно превы
шать вес тела. При отсутствии пузы ря тяж ело е  тело тонет, а при 
наличии пузыря тело может всплывать, причем с увеличиваю 
щимся ускорением, если при подъеме вверх п узы р ь расш иряется 
и сила Архимеда увеличивается.

Рассмотрим теперь обтекание идеальной
Сила сопротивления при несжимаемой невесомой жидкостью  конеч- 
обтекании тел жидкостью »
СО срывом струй ного тела в цилиндрическои трубе по

схеме рис. 38, б, ко гда з а  телом образуется 
ограниченная свободной поверхностью тока область 3 ) ,  в кото
рой имеется газ или пары жидкости с некоторым давлением 
ра — р 2■ При этом, к а к  и раньше, принимается, что в набегаю 
щем потоке далеко впереди имеется однородное поступательное 
движение жидкости, далеко  сзади так ж е  по луч ается однородное 
поступательное движение с давлением р2 и скоростью  v 2, но сзади 
асимптотическое значение площади сечения ж и дкости  равно 5* < 5 .

Р1

!

Г
РгшР^М %

Рис. 41. С хем а обтекания т я ж е 
лой ж и дкостью  тел а с присо
единенным газовы м  «пузырем».



В этом сл уч ае  д л я  силы сопротивления тела, определяемой равен
ством (8 .1 6 ) , т а к ж е  верна формула (8 .17 ), т ак  к а к  общая сила 
воздействия давлен и я р — p d на свободные поверхности тока и на 
заднюю часть тел а , где р = -р а, р авн а нулю.

Т аким образом , при струйном обтекании в идеальной ж ид
кости тело испы ты вает сопротивление, отличное от н уля, и пара
докс Д ал ам б ер а  не имеет места. При движении в трубе величины 
давлений р г и р 2= р а  можно зад ать , вообще говоря, произвольно 
при условии P 2< P i.

Аналогичную  теорию легко  построить для адиабатических 
струйных обтеканий тел идеальным газом в цилиндрической трубе, 
ко гда скорости в потоке изменяю тся непрерывно, т. е ., вообще 
говоря, д л я  дозвуковы х скоростей.

Д л я  получения величины сопротивления изолированного тела 
при обтекании его со срывом струй  и с образованием за  телом 
бесконечной полости с постоянным давлением в неограниченном 
потоке, необходимо рассмотреть предельное движение жидкости 
при 5 - >  о о . В этом случае для изолированного тела в пределе х) 
получается, что и2 -*■ и, следовательно,

р а = р 2 -* - Pi-

Таким образом , обтекание изолированного тела невесомой иде
альной жидкостью  с полостью, простирающейся в бесконечность, 
возможно то л ько  в том случае, ко гд а  давление в полости p d точно 
равно давлению  в жидкости на далеки х  расстояниях от тела, т. е. 
когда P l= P a = Pd.

Н а основании формулы (8.17) д л я  R x ясно, что при струйном 
обтекании тел  безграничным потоком по схеме Кирхгофа, ко гда 
гидродинамическое сопротивление тела отлично от н ул я , площадь 
S '  сечения каверн ы  плоскостью, нормальной к скорости набега
ющего потока, при удалении этого сечения в бесконечность вниз 
по потоку т а к ж е  должна стремиться к  бесконечности, т ак  к а к

lim S 0 (v2 — Vj)=£0.
V2~̂Vi

Заметим, что переход от формулы (8.17) к  формуле, определяющей 
сопротивление изолированного тела в неограниченной жидкости 
при обтекании его со срывом струй  и с образованием полости за  
телом, в которой Pd= P„, с помощью рассмотрения обтекания 
тела в цилиндрической трубе без опоры на решение соответству
ющих гидродинамических задач провести невозможно.

Если в полости задать давление pd¥=p^, то соответствующие 
обтекания тел  с полостями можно построить, но в этом случае

) Здесь принимается, что предельное обтекание со срывом струй изолйро- 
ванного конечного тела представляет собой обтекание по схеме Кирхгофа, в ко
торой 1>1= и а.



полости не могут простираться до бесконечности. М ожно п о к а за т ь , 
что если р<г>р00, то получается обтекание по схеме (б) рис. 40 . 
В этом случае в идеальной ж идкости  гидродинамическое сопро
тивление тела равно нулю.

Если р а <  р„, то можно р ассм атр и вать  
Схема обтекания с воз- различные схемы установивш егося обте- 
вратнои струей кан и я, например обтекание по схем е, изоб 
раженной на рис. 42, с образованием струй ки , уходящ ей  в  б ес
конечность на втором экзем п ляре математического п р о стр ан ства . 
Эта стр уй ка  впервые была введен а и изучена в работе Д . А . Э ф ро
с а 1). Очевидно, что в действительности такое теорети чески

Рис. 42. Схема струйного обтекания т ел а  с  образованием обратной стр уи .

построенное пространственное дви ж ен и е неосущ ествимо, и это  
означает, что в случае ра <  установивш ееся обтекание н ево з
можно. Однако во многих сл у ч а я х  опыты явно дем он стри рую т 
возникновение этой струйки , ко то р ая , заметно о сл аб л яясь  от 
потерь, попадает на поверхность границы полости и о б усл о вл и 
вает клокочущ ий неустановивш ийся характер  дви ж ен и я ж и д к о 
сти за  телом в области зам ы кани я каверны . При обтекан ии  
тела с образованием струйки  п о л уч ается , что за счет расхода 
жидкости в струйке тело имеет отличное от н ул я  ги д р о д и 
намическое сопротивление.
Формула для гидродина- Выведем теперь общую формулу д л я  со- 
мического сопротивления противления тел а , обтекаемого идеальной 
тела при его обтекании несжимаемой жидкостью  по схеме с  воз- 
с возвратной струей вратной струей . Применим теорем у об из
менении количества движения ж идкости при устан ови вш ем ся 
движении к объему жидкости, ограниченному контрольной п о верх
ностью 5 0 +  2  +  5  +  Е '4 - 2 0 (обозначения поверхностей у к а з а н ы  
на рис. 42, причем 2 0 +  Б„— за м к н ут а я  поверхность, о граничи
ваю щ ая обтекаемое тело А). Если обозначить полное сопротив-

х) См.: Э ф р о с  Д . А. Гидродинамическая теория плоскопараллельного  
кавитационного течения.— ДАН СССР, 1946, т. 1, № 4. Болеё подробное и зл о ж е 
ние соответствующей теории см.: С е д о в  Л . И. Плоские задачи ги дроди н ам и 
ки и аэродинамики.— М.: Н аука, 1950 и 1980; см. такж е : Г у р е в и ч  М . И . 
Теория струй идеальной жидкости,— М .: Ф изматгиз, 1961, Н аук а , 1979.



ление тела А через

Rx =  I (p — pd) c o s ( n ,  x ) d o = [ ( p — pd) c o s ( n ,x ) d a ,
2о + Sq

гд е  п — внеш няя нормаль к  объему, занятом у жидкостью , то 
уравн ен и е количества дви ж ен и я для выделенной массы жидкости 
можно написать в виде

— R x—  J (р — p d) cos (п, х) da = — pQ (voo +  vk),
2 + So

Q — объемный расход ж идкости  в возвратной струйке,
Q =  S v k =  S 9vm.

Д ал ее , на основании парадокса Даламбера (8 .19) и равенства 

 ̂ cos (п , x )d a  — —  ̂cos (п > х) da
2 S0

имеем

I (р — P d )co s (n , x ) d a = 5 (р — /О cos (я, x )d a  +  
s , s„ s

-i- I (p~— P d )co s(n , x )d a + \ l (p^— pd) cos ( я ,  x )d a  =  0 .
2 So

П о льзуясь  этим равенством  и интегралом Бернулли, для Rx 
можно написать следую щ ую  простую формулу:

R x =  pQ (v00 +  vk) =  pQvoo(\ + V \  + х ) ,  (8.23
т а к  к а к

V k = Y  2( р - - ^ ) + < 4 =Раа|ЛГ+ ^ ,

2 (Роо--pd)где х  =  — число кавитации.
рУоо

Если х —*0 , а скорость фиксирована, то pd ~>-p„ и обте
кание данного тела с возвратной струей стремится к  обтеканию 
по Кирхгоф у, в котором сопротивление отлично от нуля. В пре
деле имеем vk =  и

Rx KHPx =  2pQy00.

Следовательно, в пределе максимальное сечение каверны  S *  (см. 
рис. 42) уд ал яется  в бесконечность и его площадь стремится к  
бесконечности. В пределе расход обратной струйки 0ф=0.

При хФО рассматриваемое течение можно трактовать к а к  обте
кание тела Л х + Л 2 (рис. 43), поглощающего возвратную  струю, 
ж и дкость которой тормозится до состояния покоя относительно 
тела и накапливается внутри  этого тела. Очевидно, что такого



рода обтекание тела конечного объема всегда можно р ассм атр и вать  
в течение некоторого конечного интервала времени. Тело Л х + Л 2 
будет испытывать сопротивление Йх , определяемое формулой 
(8.23), и толкающую вперед силу за  счет импульса то р м о зя
щейся внутри тела струи. В резул ьтате  этого тело Л ,+ Л 2 б уд ет

испытывать сопротивление, равное Я х1, определяемое формулой 

#*1 =  Я * - Р 0 ^  =  РСЧ» =  Р5 » Л . .  (8 .2 4 )
где 5 — площадь сечения поглощаемой струи .
Обращение потока при и з установивш егося течения идеальной 
установившемся обтека- жидкости, отвечающ его обтеканию т ел а  
нии тела с возвратной А 1 -\-А2 с поглощением струи, образую - 
стРУей щейся за телом, можно построить н о во е
установивш ееся теченйе идеальной ж идкости  путем и зм енения 
только направлений всех скоростей частиц жидкости на п р ям о  
противоположные. Очевидно, что после такой операции все у р а в 
нения движ ения при неизменном распределении давлений б у д у т  
такж е удовлетворяться. В этом новом течении обращенную в о з 
вратную струю  можно рассм атривать ка к  реактивную  с т р у ю , 
испускаемую  телом вперед и раздвигаю щ ую  встречный н аб егаю 
щий поток жидкости, который затем  обтекает тело А 1 -{- А 2 и 
см ы кается в задней его части.

Очевидно, что если в первоначальном п р я - 
Тяга от струи, выбрасы- мом течении тело А 1 А 2 испы ты вало  
ваемои вперед сопротивление Я х1, то в обращенном т е 
чении со струей , испускаемой телом вперед (не назад, а в п е р е д !) , 
тело А 1 \-А 2 будет испытывать т я г у  (т. е . силу, н ап равленную  
против ( !)  набегающего потока), равную  Их1. Таким образом, при 
установивш емся обтекании тел идеальной жидкостью  с поглощ е
нием или испусканием струи ж идкости  парадокс Д алам бера не 
верен: таким путем можно получить к а к  сопротивление, т а к и  т я г у .

К ак известно, при испускании из тела струи ж идкости , н а 
правленной назад , естественным образом получается т я га  в к л а с 
сической схеме ракеты . Однако предыдущий анализ п о казы вает , 
что можно получить т я гу  и в том случ ае , когда струя вы б р асы вается  
из тела вперед. В этом случае р еакти вн ая сила струи дает со п р о 
тивление, т я г а  получается за  счет восстановления д авл ен и я  в



задней части тел а , где поток плавно смыкается на теле 1). П рак
тически очень трудно реализовать эту теоретическую  схему с плав
ным смыканием потока в задней части тела.

Рассмотрим еще случай , ко гда /ь =  п и
тел'(^твердым каТита!- Эт0 предельный случай когда мак-
ром и со встречной струей симальноб сечение каверны  о (рис. 42)

уходит в бесконечность, площадь 5* стре
мится к  бесконечности и получается кирхгоф овсксе обтекание 
тела Лх или (после обращ ения потока) соответственно обтекание 
тела А 2, выбрасываю щ его струю вперед, с образованием неогра
ниченно расш иряю щ ихся каверн. Соответствующие раздельные 
схемы течения показаны  на рис. 44.

Рис. 44. Отрывное обтекание тел  по схеме Кирхгофа. Каверна создается 
а) тверды м  кавитаторсм, б) встречной струей.

Л егко  усмотреть, что при одинаковом асимптотическом рас
ширении каверн сопротивление тела Л х будет в д ва  раза больше 
реактивной силы от стр уи , выбрасываемой телом Л 2. Иначе говоря, 
сопротивление тела Л х будет в два раза больше сопротивления 
тела Л 2, если по предположению обтекания тел А х и Л 2 получаются 
в  пределе при к —>■ 0 путем  разделения на две части тела Л !+ Л 2, 
изображенного на рис. 43.

Асимптотическое поведение каверны связано  только с сум 
марной силой, действую щ ей на набегающий поток жидкости.

*) Об этих и дальнейших выводах см .: С е д о в  Л . И. Об обтекании идеаль
ной жидкостью тела со встречной струей.— ДАН СССР, 1972, т. 206, № 1,



В случае схемы рис. 44, б сум м арная сила, дей ствую щ ая на ж и д 
кость в набегающем потоке, направлена н а з а д  и равна 2р(3о00 
(т а к  к а к  гасится встречн ая скорость струи и затем  ж и дкость 
вновь разгоняется встречным потоком до скорости  нап рав
ленной н азад). С другой стороны, реактивн ое действие струи , 
выбрасываемой вперед со скоростью г^ , на тело  А г равно его 
сопротивлению Я хг и равно р С ^ , т . е. Я х3 — Я х/2. В сл уч ае  
схемы рис. 44, а полная сила, действую щ ая на тело-кавитатор , 
по величине точно равна силе, действую щ ей на набегающий 
поток жидкости. При одинаковом расширении каверн ы  от встреч
ной струи и кавитатора э т а  сила равна Rx =  2pQ v{X,.

Предыдущие выводы приобретают особенно важ ное значение 
в связи с тем, что отрывные обтекания тел с  образованием каверн , 
содержащих внутри себя движ ущ иеся тела, при больших скоро
стях  движения тел внутри жидкости более вы годн ы , чем безотрыв
ные, плавные обтекания. Это обусловлено тем , что при очень боль
шой скорости движения в  жидкости плавно обтекаем ы е тела з а 
данного объема имеют очень большое сопротивление трения из-за 
вязкости жидкости. При движении в жидкости с большими ско 
ростями сопротивление трения плавно обтекаемых тел больше, чем 
сопротивление кавитатора, срывающего поток в  передней части 
тела.

Выше было показано, что обтекание по схем е Кирхгофа тела 
со срывом струй, снижающим сопротивление, можно образовать 
с помощью встречной струи при вдвое меньшем сопротивлении *), 
чем при отрывном обтекании тела с твердым кавитатором .

Рассмотрим обтекание тел а  установив- 
Сила сопротивления при шимся потоком идеального совершенного
скачками" у^ о тн Г и " ' в  ™ за при наличии адиабатичности , но в дан- 
потоке ном случае предположим, что либо набе

гающий поток свер х звуко во й , либо в воз
мущенном потоке вблизи тела образуются свер х звуко вы е  зоны. 
В этих случаях  возникаю т скачки  уплотнения, и поэтому нельзя 
пользоваться принятым выше основным допущ ением о непрерыв
ности движ ения. При наличии в потоке скач ко в  уплотнения на 
линиях тока, пересекающих скачок, тем п ература торможения Т* 
по-прежнему сохраняется, а давление торм ож ения р* падает, 
т а к  к а к  при переходе через скачок благодаря росту энтропии 
появляю тся необратимые потери, связанны е с переходом механи
ческой энергии в тепло. Наличие этих потерь в  скач ках , хар ак
теризую щ ихся убыванием давления торможения, влечет за собой 
появление сопротивления при обтекании тел газо м .

Рассмотрим более подробно величину сопротивления с учетом 
изменения давления торможения и температуры  торможения в

2) Отсюда такж е ясно, что пробивать броню кумулятивны ми струями выгод- 
шее, чем жесткими снарядами.



далеких сечени ях  впереди и сзади тела, т. е. того, что р\фр\, 
Т'гФТ^, И зменение температуры торможеиия может происходить 
за счет хим ических реакций и, в частности, горения в газовом 
потоке или з а  счет работы внешних сил, сообщающих га зу  или 
отбирающих у  г а з а  энергию. Предположим, что на далеки х от 
тела р ассто ян и ях  движение адиабатическое, давление вы равнива
ется, а скорости становятся параллельными скорости набегающего 
потока 1).

Д л я  проекции на ось х  силы, действующей со стороны газа  
на обтекаемое тело конечных размеров в цилиндрической трубе, 
согласно (7 .2 ) д л я  неравномерно распределенных р2 и у 2 на 5^ 
можно нап исать

Я * =  (Р1 — Р2) 5  +  $ (» ! — у 2) Р¡Р2 <1а. (8 .25)

Выше мы п оказали , что при 7\* =  Г 2 и р{ =  р1 имеем рх =  р% 
и v1 =  vi , п оэтом у Я х =  0, и таким  образом получился парадокс 
Д алам бера. При изменении полного теплосодержания

V2 _ ‘ тах
* ^р1 2 ’ * 1 ^  12 ,

и давлени я торможения, р\ Ф  р$, согласно (8 .25) получим силу Я х, 
вообще го во р я , отличную от н ул я . Величина силы Я х зависит 
от х ар ак тер а  изменения Т* и р* на линиях тока. Если (см. 
рис. 37) Я х >  0, имеем сопротивление, если Я х <  0, получается 
т я га . Т я га  в общем случае с вя зан а  с подводом энергии и увели
чением теплосодерж ания /2 >  ¿1 .

Р ассмотрим  случай, когда ¿а* == но в потоке имеются потери, 
снижающ ие в  некоторой области на линиях тока вблизи тела 
давление торм ож ения р\ <  р\. Д авление далеко вниз по потоку 
р2 вообще отлично от рг — давления далеко впереди в набегающем 
потоке. Е сли зад ать  рп рх и р1, то из уравнения расхода 
для определения рг получается довольно сложное уравнение. Это 
уравнение согласно (6 . 10) можно написать в виде

'Ч Ш Г (£ Г ’,Т
- т

йо. (8 .26)

Из этого ур авн ен и я можно усмотреть, что если р! Ф  р1 только 
в ограниченной области площади 5 , то при 5 —* оо получим, что 
Рг/Р\— 1 • Д л я  изолированного тела в безграничном потоке при

! )  М ожно и нужно рассматривать такж е  такие теоретические схемы обтека
ния, когда в бесконечности за телом эти предположения не выполняются, напри
мер, схему кр ы л а конечного размаха (см. § 27), а такж е вихревую схему винта 
с учетом закрученности потока в следе за винтом.



S  — oo во многих сл уч аях , в том числе и при подводе энергии 
в ограниченной области потока х), можно принять, что

lim  (P t— p 2) S  =  0.

Поэтому на практике д л я  силы сопротивления (или тяги ) Ях 
в безграничном потоке га за  можно пользоваться формулой

Если Т{ =  Т2*, а р1 <  р [, то и2 <  и п олучается сопротивле
ние. Если Т1 >  Т{ и р { т а р 1  или р 1 > р { ,  то и2 > и х  и, следо
вательно, тело будет испы ты вать т я г у . Т аким  образом, вы яс 
няется механизм зависимости сопротивления и т я ги  от необра
тимых потерь и подвода энергии к главному п о то ку .

Исследованию и использованию различных вы годны х способов 
подвода энергии к потоку при различных усл о ви ях  полета по
священы теория и практика реактивных дви гателей , к  которым 
можно отнести такж е воздуш ные и водяные винты. Н и ж е мы р ас
смотрим некоторые элементы теории двигателей . З десь  отметим 
только, что для получения тяги  подвод энергии можно производить, 
например, с помощью вращ аю щ ихся винтов или путем  сж и ган и я в 
газовом потоке топлива. С ж игание можно осущ ествлять  в специ
альных камерах сгорания внутри двигателя, через которые про
текает  внешний воздух , но можно получать т я г у  с помощью сж и 
гания топлива прямо во внешнем потоке, обтекаю щ ем тело, н а 
пример, вне крыла и ф ю зеляжа самолета.
Гидродинамические силы в  гидродинамической теории газовы х и ,

_ ________ Л/-». ттт 11Т/-»Ск О U О 1ТП1Л ЫР■ п ^ и и Д '1 V. >1«1 ш ■ _
при обтекании решеток гидравлических машин большое значение 
профилей имеют решения задач о движ ении ж и д 
костей или газов через реш етки профилей. П усть  имеем беско 
нечную систему одинаковых цилиндрических кр ы льев  с п ар ал 
лельными образующими, расставленны х периодически (рис. 45 ).

В плоскости сечения профилей возьмем декар то ву  систем у 
координат, которую для определенности свяж ем  с каким-либо 
из профилей. Обозначим через / вектор периода реш етки ; п усть  
у8 — угол наклона вектора I к  оси х. Угол р н азы вается  выносом

1) Если Т { ф Т 1 ,  то в (8.26) под знаком интеграла появи тся м нож итель

У ТЦТ\, отличный от единицы только  в ограниченной области сечения 5 .  
Это обстоятельство не меняет предыдущ их выводов, аналогичный м н о ж и тель 
представляет собой отношение (рУ

(8 .27)

причем для üj и v2 верны формулы (5.12)
p2 yv - i)/ v  1 1 /2.



реш етки . Н а рис. 45 изображена решетка, образованная посту- 
пательными смещениями двойного профиля (биплана) на вектор kit 
где  k — любое целое положительное или отрицательное число. 
В се последую щ ие выводы применимы и в том случае, когда 
периодическая реш етка состоит из сдвигаемой на период любой 
системы  полипланов.

Р ассм отрим  обтекание реш етки профилей установивш имся 
плоскопараллельным потоком ж идкости  или газа . Относительно

Рис. 45 . С хем а решетки профилей в сечении цилиндрических кр ы льев  пло
скостью, перпендикулярной к  их образующим.

дви ж ен и я ж идкости  или га з а  предположим еще, что поля плот
ности, скорости и напряж ения периодические с периодом I и 
что на д ал еки х  расстояниях от решетки (по нормали к  периоду /) 
перед реш еткой и за решеткой потоки выравниваю тся к  посту
пательным движ ениям  с постоянными векторами скорости ч)х и 
у 2 соответственно (см. рис. 45).

Д л я  применения интегральных соотношений выделим цилинд
рическую  контрольную  поверхность 2  единичной ширины вдоль 
образую щ их профилей реш етки, изображенную на рис. 45 контуром 
А В С б А  в  плоскости ху  и включающую в себя контуры обтекаемых 

. неподвижных профилей. Сечения А О  и ВС  параллельны вектору 
периода /, а  контуры  АВ  и О С  — любые кривые, сдвинутые по
ступательн о  д р у г  относительно д р у га  на один период; из свойств 
периодичности и плоскопараллельности потока следует, что на 
А В  и В С  и на площ адках поверхности 2 ,  параллельных 
плоскости х у , все характеристики потока в соответствующих точках 
одинаковы . В отличие от предыдущ их приложений в этом случае 
части контрольной поверхности А В  и Ъ с  не являю тся поверх
ностями то ка , а сечения АО  и В С  не перпендикулярны к  соот
ветствую щ им скоростям потока.

Закон  сохранения массы дает
1Р^1п= 1 р ^ 2п =  0 ,  (8 .28)

гд е  vln и у 2п— проекции скорости жидкости на направление 
единичного вектора п, вектора, полученного от поворота на 
прямой у го л  по часовой стрелке вектора периода I (см. рис. 45),



а б — массовый расход ж и дкости  в  одном периоде в слое ед и 
ничной ширины.

У равнение количества дви ж ен и я при отсутствии  м ассо вы х  
си л 1) с учетом периодичности и плоскопараллельности п отока 
для силы /?, действующей на единицу ширины системы о б текае
мых профилей в одном периоде, приводит к  формуле

Н =  {р1— р2)1 п  +  0 (ч )х— ю2). (8 .2 9 )

Эта формула проста и удобна дл я  приложений на п р акти ке  или 
в теории гидродинамических реш еток. В этой формуле первы й  
член дает силу, перпендикулярную  к  вектору периода реш етки , 
второй член связан  с изменением величины и направления скорости  
потока, протекающего сквозь р еш етку . Этот член содерж ит вообщ е 
составляющую силы, стремящ ую ся дви гать  реш етку в  н а п р а в 
лении ее периода. Формулы (8.28) и (8.29) в р ам ках  сф ормулиро
ванной выше постановки задачи приложимы в общем сл уч ае  к а к  
для жидкостей, т ак  и для газов с любыми свойствами; к а к  д л я  
идеальных, т а к  и для вязких сред 2). Они приложимы при наличии 
в потоке (внутри 2 ) различных физико-химических процессов. 
В частности, эти формулы позволяю т вычислить силу /? по дан н ы м  
экспериментальных измерений хар актер и сти к потока на вхо д е  и 
выходе реш етки. Д алее при допустимы х предположениях мы п р е
образуем формулу (8.29) для получения важ ны х следствий отно
сительно подъемной силы, действую щ ей на изолированные поли
планы в безграничном потоке ж идкости .

Введем теперь в рассмотрение циркуляцию  скорости Г  по з а м к 
нутому контуру АВСБА  в направлении против хода часовой 
стрелки. Нетрудно видеть, что д л я  Г  верна формула

Г =  ( » „ - О х ,)/ .  (8 .3 0 )

где р1г и — проекции скоростей и v 2 на направление в е к 
тора периода I. В общем случ ае д л я  вихревого дви ж ен и я ж и д 
кости или газа  циркуляции Г зави си т от выбора ко н тур а  и н те
грирования 3). Если движение ж и дко сти  или газа  вблизи ко н тур а  
АВСИА  потенциально, то контур  интегрирования при о п р еде
лении циркуляции можно деф ормировать, а в случае н еп р ер ы в
ного потенциального потока во всей плоскости вне обтекаем ы х 
контуров контур  А В С йА  можно деформировать в ко н тур ы  о б те
каемых профилей. Таким образом, в этом случае циркуляцию  Г ,

*) Массовые силы инерции при рассмотрении относительных движений в соот
ветствующих приложениях теории решеток легко  учесть дополнительно.

2) Т ак к а к  в бесконечности потоки поступательные, и вязки е н ап р яж ен и я 
равны нулю.

3) В общем случае циркуляция Г не зависит от выбора консруэнтных кр и вы х 
АВ и ОС, однако значение Г вообще зависит от вида кривых АВ и ЭС  вн утр и  од
ного периода, если эти кривые не конгруэнтны ; при потенциальном обтекан и и  
циркуляция Г не зависит от вида этих неконгруэнтных кривых.



дл я  которой справедлива формула (8 .30 ), можно рассматривать 
к а к  суммарную  циркуляцию  по контуру, состоящ ему из всех 
контуров полиплана в одном периоде, каж ды й из которых про
ходится против часовой стрелки .

Ф орм улу (8 .29) удобно переписать в комплексной форме, в ко
торой векторы рассм атриваю тся как комплексные числа, т. е.

/? =  #* +  ; п =  пх +  т у =  — ге''Р,
=  (»и — ¡ ит )  е,р; V, =  и.,х +  IVч  =  (рп  —  ш2„) е» . 

Н етрудно проверить, что в этих обозначениях можно написать 

Я  =  [(Р2— Р1) ге1'р +  Р Л „ » 1— Р 2у 2«®2] I

и отсюда
__ __ ■ Р1Р1 +  Рч'г,2 р

-Р1) Рг^гл- -РхуХп

Теорема Н. Е. Жуковского 
о гидродинамической силе 
воздействия на профили 
в решетке и о подъемной 
силе изолированного по
липлана или отдельного 
профиля

(8.31)
V 21—VII

Второй член в этой формуле перпендикулярен к периоду 
реш етки; в общем сл уч ае  при обтекании решеток ка к  сжимае
мой, т а к  и несжимаемой жидкостью  этот член отличен от нуля.

Рассмотрим теперь отдельные частные сл у 
чаи. П усть имеем обтекание неподвижной 
реш етки идеальной однородной несжимае
мой  жидкостью (рх =  р2) без подвода внеш
ней механической энергии. В этом случае 
имеется часть потока, образованная систе
мой линий тока, приходящих из бесконеч

ности перед решеткой и уходящ их в бесконечность за  решеткой. 
И з условий в бесконечности и из уравнения Бернулли следует, 
что движ ение ж и дкости  в области потока, образованного этой 
системой линий то ка , потенциальное (см. конец § 2). Вместе с тем 
в потоке могут быть области с вихревым движением. Можно 
рассм атри вать различные обтекания с вихревыми областями или 
кавернам и , а т ак ж е  и таки е , когда движение жидкости везде вне 
профилей потенциально. Д л я  полипланов таки е потенциальные 
обтекания м огут быть разными в зависимости от различного 
задан и я циркуляций по отдельным планам при заданной суммар
ной циркуляции Г.

Из уравнения Бернулли на линиях тока, приходящих из бес
конечности и уходящ их в бесконечность, имеем

Р1 +  Р ^ ± ^ ‘1  =  рг +  р Щ 1 ’- . (8.32)

Н а основании (8 .32 ) и (8 .28) следует, что в (8 .31 ) второй член 
равен нулю, и поэтому формула (8.31) приобретает вид

Р (у\п-\~и21)

/? =  — гр ®1 + Г . (8.33)



Равенство  (8.33) представляет собой теорему Н . Е. Ж уко в
ского для решетки, обтекаемой потенциальным потоком с ц и р ку
ляцией Г в бесконечности. Обычно рассм атривается движ ение, 
потенциальное всюду вне профилей. Согласно этой ф ормуле имеем, 
что сила /? перпендикулярна к  средней скорости (г>1 +  ®2)/2 и про
порциональна плотности и циркуляции по ко н тур у , о хваты ваю 
щему один раз профили и внутренние вихревые области или 
каверны  в одном периоде. С огласно формуле (8 .33) направление 
силы Я  получается поворотом вектора средней скорости на прямой 
угол против направления циркуляции Г (т. е. в данном сл уч ае , 
при Г >  0 , по ходу часовой стрелки , поворот хар актер и зуется  
множителем — ¿).

П ереход от решетки к изолированным профилю или полиплану 
профилей можно осуществить в (8 .33) предельным переходом при 
I —>■ оо. Очевидно, что в пределе при конечной циркуляции  Г 
получим v 1 =  v 2 =  v lX. Ф ормула (8 .33 ) в пределе дает знаменитую  
теорему Н. Е. Ж уковского д л я  изолированных профиля или 
системы профилей в обычном виде

Л  =  ~  Г , (8 .34 )

где Г — общая циркуляция, р авн ая  циркуляции по бесконечно 
удаленному контуру.

Д л я  изолированной системы профилей или для изолированного 
профиля можно рассматривать различные предельные течения, в 
частности, обтекания с вихревыми зонами или с кавер н ам и . Д л я  
любого из таких обтеканий ф ормула (8.34) верна.

Эта формула представляет собой фундаментальный р езул ьтат , 
ставший основой аэродинамики кры льев самолетов. Ф о р м ула  (8 .34) 
находится в согласии с парадоксом Д алам бера, т а к  к а к  из (8 .34) 
следует, что составляющая силы, параллельная скорости , (сопро
тивление) равна нулю, но подъемная сила в идеальной ж и дкости  
может отличаться от нуля, наличие ее тесно связано с ци ркуляц ией  
Г=т̂ 0.

Д л я  определения действительного значения подъемной силы 
необходимо указать  методы определения циркуляции Г. Этот 
вопрос был изучен и разрешен тож е в работах С. А . Ч ап л ы ги н а 
и Н. Е. Ж уковского.

Данный выше вывод теоремы Н. Е. Ж уковского д л я  изолиро
ванной системы профилей можно распространить на случ ай  их 
непрерывного обтекания газом при любых значениях числа М ах а  
в набегающем потоке х), когда непрерывное обтекание газом осу
ществимо. В самом деле, рассмотрим некоторую п оследователь
ность обтеканий некоторой системы полипланов в р еш етках , в 
которых период / стремится к  бесконечности. При построении

х) См.: С е д о в  Л . И. Гидроаэродинамические силы при обтекании профи
лей сжимаемой жидкостью.— ДАН СССР, 1948, т. 63, № 6, с. 627.



этой последовательности важ н ы  только следующие два допуще
н и я . Io. При /->-оо сущ ествует  предельное движение. 2°. В ре
ш етке и в пределе все линии то ка , приходящие из бесконечности 
впереди реш етки, образую т все линии тока, уходящ ие в бесконеч
ность сзади решетки, причем на этих линиях тока движение газа  
непрерывно и имеет место баротропия.

И з предположения 2°, из уравнения Бернулли и из условий 
в бесконечности следует, что движение газа  потенциально в об
л асти , заполненной линиями то ка , приходящими из бесконечности 
и уходящ им и в бесконечность (см. § 2 этой главы ). П усть для 
определенности циркуляция Г  по любому ко н тур у, который в 
области потенциального дви ж ен ия может быть деформирован в 
кон тур  A B C D A , имеет фиксированное значение дл я  всей данной 
последовательности обтеканий решеток. » №'

В  каж до м  из обтеканий верны  следующие соотношения:
усл о ви е баротропии

Р. =  / ( Р * )  и  р
уравнение расхода

Ра _  t>iB 
Pl v2n •

уравнени е Бернулли i _
р2 ( о . 0 0 )

vln +  vli vin +  vît . С d p  d p  ,x
2  2  + J  d p  p  “ °

Pi
и формула для циркуляции

О« — »11 =  т -* /
Соотношения (8 .35) можно рассматривать к а к  уравнения дл^ 

определения plt р2, р г, v 2n, vn , если величины plt v ín, vu  и T/l 
задан ы .

В общем случае система уравнений (8.35) имеет несколько 
реш ений. При наличии принятой по условию баротропии изме
нение всех характеристик движения вдоль линий то ка непрерывно 
(условием  о баротропии появление скачков уплотнения исклю
ч ается ). В некоторых с л у ч аях , в частности при больших сверх
звуко вы х  скоростях обтекания, предположение о баротропии 
слиш ком сильно, т ак  к а к  в р ам ках  теории идеального газа  нельзя 
построить теоретически непрерывных обтеканий: в этих случаях 
теорем а Ж уковского неверна, и поэтому мы ограничиваемся только 
непрерывными баротропными и, в частности адиабатическими 
движ ениями  в указанной выше области.

Д альш е принимаем, что при достаточно больших I имеются 
линии то ка , вдоль которых изменения скорости очень малы (раз
меры возмущающих тел и вихревых областей малы по сравнению 
с /). Отсюда ясно, что характеристики течения з а  решеткой при



достаточно больших I отвечают решению системы (8 .35) ,  близкому 
к  характеристикам  течения перед решеткой. П оэтому при переходе 
к  пределу, когда /-> оо, будем  иметь

Все величины с индексом 2 согласно уравнениям  (8 .3 5 ) можно 
рассматривать к а к  функции отношения ТЦ =  уи — На  осно
вании этого предельное значение вы ражения в с к о б к ах  второго 
члена формулы (8.31) можно написать в виде

Отсюда следует, что при конечном Г в пределе второй член в
(8.31) обращ ается в нуль; таки м  образом, доказано , что при не
прерывном обтекании газом изолированных профиля или поли
плана т ак ж е  верна формула (8 .34).

ш етку. Эта сила вы раж ается простой формулой (8 .29 ) через х а 
рактеристики потока перед и за  решеткой. Очевидно, что силы , 
действующ ие на элементы неподвижной решетки, никакой  работы 
не совершают.

Уравнение энергии в этом сл уч ае , примененное к  контрольной 
поверхности 2  (см. рис. 45), д ает

И сходя из изученного устан овивш егося относительного обте
кания неподвижной решетки, можно рассмотреть обтекание р е 
шетки, движ ущ ейся поступательно с постоянной скоростью  отно
сительно некоторой системы координат. Д л я  этого достаточно 
сообщить всей системе, состоящей из решетки и дви ж ущ и м ся  
относительно решетки жидкости или га з а , постоянную  п о ступ а
тельную скорость ©пер.

Рассмотрим для простоты важ ны й для приложений случай , 
когда поступательная скорость г»пер параллельна оси реш етки , 
т. е. наклонена к  оси х  под углом  р, равным вы н осу реш етки .

Рг Р1> Рг * Ри 2̂п * 1̂ п>

Р*°«  +  - ¿ ¿ ( Р г  +  Р ^ п ) -

Н а основании (8.28) имеем

Из уравнения Бернулли (см. (8 .32)) получим

Работа гидродинамиче
ских сил, действующих на 
подвижную решетку

Ф ормула (8 .29) определяет общую ги дро 
динамическую  силу воздей ствия потока 
идеальной жидкости или г а з а  при устан о 
вивш емся обтекании на неподвиж ную  ре-



В этом движ ении перед и за  решеткой получаю тся асимптоти
ческие скорости

®абс  1 =  ® 1  ^ п е р  и  ^ а б с  2 =  +  ®пе р -

Н а основании принципа Г алилея— Ньютона очевидно, что 
в относительном обтекании и в абсолютном движении газа  или 
ж и дко сти , обтекающих неподвижную  реш етку, все силы воздейст
вия и приток энергии ^  за счет внутренных процессов одинаковы, 
но д л я  абсолютного и относительного движений кинетические 
энергии разны е, теплосодержания /*бс и Сот разные, общая сила 
воздействи я потока на реш етку одинакова, но для абсолютного 
дви ж ен и я эта  сила соверш ает работу, равную Я - я пег

Рассмотрим теперь полное изменение теплосодержания габс 
в абсолю тном движении ж и дкости  или газа в одном периоде.

Н а основании простых преобразований легко найдем

\ Г (  ¿ С 1 , гг I Р1 иабс2 ,,
( » а б с 1  — * а б с  з ) С  =  ^ — 2 --------- ----------------------------------- —  и  2 р 2 У и

=  ( С г н  1 —  готн г )  С  + ^ ' ® л е р  =  ^  +  ^ * ‘1'пср-

Т аки м  образом, уравнение энергии в абсолютном движении 
по казы вает , что в этом случае появляется дополнительный расход 
энергии абсолютного потока, который в точности равен работе 
гидродинамической силы, действующей на подвижную реш етку.

§  9 . Основные агрегаты  гидродинамических и газовы х машин

Выш е были изучены важ н ы е для приложений примеры и зако 
номерности силовых взаимодействий между потоками жидкости 
и г а з а  и ограничивающими их стенками и внутренними телами.

Основные результаты  получены с помощью 
Осреднение неравномер- предположений о выравнивании потоков 
ных движений жидкости в  сечениях контрольных поверхностей, рас- 
и га за  в каналах положенных в пределе в бесконечности.
В действительности  все кан ал ы , в которых двигаю тся жидкости 
и га зы , конечные и зачастую  даж е  очень короткие. Поэтому при 
выборе контрольных поверхностей необходимо иметь в виду, что 
на хар актер н ы х  сечениях плотность, давление и скорость распре
делены  неравномерно.

В частности, из-за прилипания, обусловленного свойством 
вязко сти , на неподвижных стенках скорости га за  и жидкости 
всегда  равны  нулю, поэтому вблизи стенок и поверхностей обте
каем ы х тел всегда имеет место существенная неравномерность в 
распределении скоростей частиц жидкости и га за . Н а практике, 
однако , часто получается т а к , что неравномерность распределения 
скоростей вблизи границ потока, например на стеНках канала, 
п р о является  только в у зк и х  слоях с массовым расходом, очень 
малым по сравнению с общим характерным расходом в канале.



Кроме этого, на практике невозможно дать точные ги др о ди 
намические расчеты пространственных течений .жидкостей и г а з о в  
в различных агр егатах , составляющ их в целом газовую  м аш и н у. 
В связи с этим развиваю тся инженерные методы ги др авли ч ески х  
расчетов, в которых поток жидкости или газа  в каж дом  р асс м а т 
риваемом сечении характеризуется небольшим числом гло б ал ьн ы х  
характеристик. Эти характеристики можно вводить к а к  некоторы е 
средние действительных неравномерно распределенных х а р а к т е 
ристик течения, которые можно изм ерять в опытах.

Д аж е  в тех случ аях , когда в отдельных элементах га зо в ы х  
машин можно учесть и рассчитать пространственный поток проте
кающего газа , связь  между различными элементами машины при 
анализе работы машины в целом устан авли вается ги др авл и ч е
ски — по средним значениям параметров жидкости или г а з а .  
В связи  с необходимостью повыш ать точность расчетов, а т а к ж е  
в связи с высоким совершенством создаваем ы х в современной 
технике агрегатов и машин в целом практическое значение п ри 
обретает каж ды й процент хар актер н ы х показателей, которы е 
могут и должны вводиться к а к  некоторые средние величины.

Можно применять и рассм атривать средние хар актер и сти ки  
для различных величин, например, д л я  плотности и тем п ературы , 
для расхода га за  по сечению, различного рода коэффициенты 
полезного действия (к . п. д.) и т. п. Значения этих величин в одном 
и том ж е процессе зависят от метода осреднения неравномерного 
потока и м огут сильно различаться при разных способах о сред
нения. Очевидно, необходимы специальные условия для едино
образного метода осреднения, причем применяемые единообразные 
методы осреднения должны базироваться на разумны х основах  
так , чтобы соответствующие средние, во-первых, представляли бы 
собой характеристики , удовлетворяю щие основным м еханическим  
и физическим законам , и, во-вторых, были бы действительно в е 
личинами, характеризующими нуж ны е с точки зрения прило
жений эффекты и свойства агрегатов и машин. Эта проблема ос
ложняется еще тем, что малое число средних характеристик ни
когда не может полностью описать сложные взаимодействия 
неравномерных потоков с частями элементов машин, которы е 
могут становиться существенными при более детальном ан али зе  
явлений для разработки и постройки изделий повышенного к а ч е 
ства.

Вопросы осреднения 1) и теории элементов газовы х маш ин 
здесь затрагиваю тся только в самой общей форме, по сути  д е л а , 
только с точки зрения механического определения названий гид-

-1) Об осреднении потоков более подробно см .: С е д о в  Л.  И. ,  Ч е р 
н ы й  Г. Г. Сб. статей № 12, вып. 4, Теоретическая гидромеханика.— М .: Обо- 
ронгиз, 1954; см. такж е: С е д о в  Л . И. Методы подобия и размерности в м е 
ханике.— М .: Н аука , 1981, 9-е изд.



равлических и газовы х машин и разъяснения сам ы х общих гид
родинамических принципов их действия *).

Основная идея принципов введения средних характеристик 
потока совершенного г а з а  в данном сечении кан ал а  состоит в оп
ределении термодинамических характеристик в мысленно адиа
батически обратимым путем  заторможенном до состояния покоя 
га зе  (давления торможения р* и удельного теплосодержания /* 
д л я  идеального совершенного газа) или введении некоторого мыс
ленно определенного поступательного движ ения газа  в данном 
сечении с постоянными по сечению скоростью иср> давлением р 
и температурой Т. Вместо поступательного движ ения в некоторых 
приложениях требуется введение простых канонических течений 
с закруткой .

В каж дом  сечении к а н ал а  с неравномерным потоком газа  можно 
ввести следующие важ н ы е характерные величины.

Полный массовый р асход  газа

( ? = $  ру„йа. (9.1)

Средний поток удельного  теплосодержания

г'ср =  7Г 1" сЮ =  7Г Рил с1а' (9 ■2)
а э

где /*— теплосодержание в газовых струйках , проходящих через 
сечение 5 .

Средний поток энтропии

Scí¡ =  -¿ з § s d G ,  (9.3) 
в

где 5— энтропия частиц га за , пересекающих данное сечение 
кан ал а .

Средний поток им пульса сквозь данное сечение

А* =  1  (рп +  рг»У„) йо, (9 .4)

где я  —  единичный вектор нормали к  элементу сечения йо. Здесь 
не рассматривается средний поток момента количества движения, 
который важ ен только  в том случае, когда канонический поток 
не поступателен.

*) Теория и п рактика гидравлических и газовых машин — это обширная 
инженерная н аука , б огатая  своим огромным опытом, многочисленными резуль
татами и достижениями. Качественные показатели совершенства газовых и гид
равлических машин связаны  с их экономичностью, прочностью, надежностью 
регулирования и действия, причем для авиационных и ракетных конструкций 
остро стоят проблемы компактности их габаритов и минимума веса. Решения, 
оптимальные в целом, получаю тся как  компромиссы, в возможность достижения 
которых совершенство аэрогидродинамических процессов дает основной вклад.



Из предыдущего ^обсуждения понятно, что сохранение величин 
(9.1) — (9.4) дл я  действительного потока и д л я  потока, мысленно 
вводимого к а к  средний, очень необходимо дл я  получения п равиль
ных характеристик, обусловливающих силовые и энергетические 
взаимодействия потока с обтекаемыми телам и , которые, в свою 
очередь, определяют нужные свойства газового  потока. В св я зи  
с этим важно отметить, что, например, при замене в данном се 
чении трубы с площадью 5  данного неравномерного потока посту
пательным потоком нельзя получить одинаковы е значения в с е х  
величин (9.1) — (9.4) в обоих потоках. Д ействительно, состояние 
газа  при поступательном движении в цилиндрической трубе оп
ределяется тремя параметрами

Р .  Р, V. ( 9 . 5 )

Если заданы  площ адь 5 ,  расход О, удельное теплосодержание 
и удельная энтропия я, то все величины (9 .5 ) можно вычислить 
по формулам газовой динамики. Если теперь по данным р, р, и 
вычислить еще импульс / и абсолютную тем п ературу по фор
муле Т =  р/Яр, то / не совпадает с /ср, вычисленным по формуле 
(9 .4 ) по данным измерений в опытах, а  вы численная тем пература 
Т =  р!Нр не совпадает со средним значением  температуры ■ по 
площади сечения или по массе, или со средним значением,* опре
деленным каким-либо другим независимым от первоначального 
введения способом.

Средние величины р, р, V для характерн ого  поступательного 
потока можно было бы вычислить и из д р у ги х  условий, напри
мер, из условия сохранения1) б , г* и компонент импульса 1Х, 1у , 1г . 
В этом случае удельную  энтропию 5 соответствую щ его поступа
тельного движ ения можно вычислить с помощью термодинами
ческих формул. При наличии неравномерностей при этом п олу
чим, что я >  5ср, где 5ср определено по формуле (9 .3), т а к  к а к  
энтропия 5 соответствует мысленному (или действительному) вы 
равниванию неравномерных скоростей в р езул ьтате  необратимых 
внутренних процессов смешения потоков в различных стр уй ках  
в цилиндрическом канале при отсутствии сил трения на стен ках  
канала (переходу к поступательному потоку). Т акое смешение, 
связанное с потерями, вызывающими рост энтропии и падение 
давления торможения, вообще говоря, не все гд а  возможно д аж е  
теоретически. Соответствую щ ее обесценивание располагаемой 
энергии может получаться в действительности при дальнейшем 
развитии течения га з а , а может и не получаться в действи 

х) Более детальное исследование показы вает, что вообще такое вы чи сле
ние не всегда возможно. Это означает, что уравн ен и я д л я  определения р, р 
и из условий сохранения <3, /* и / в некоторых сл у ч аях  не имеют реш е
ния, тогда к а к  аналогичные уравнения с заданны ми по сечению б , ¿* и 5 
всегда имеют решения (см . работы, цитированные на стр . 89).



тельности, если соответствую щ его вы равнивания скоростей не 
происходит. Отсюда понятно, что осреднение путем введения со
ответствую щ его поступательного движ ения в некоторых сл у
чаях  выгоднее и правильнее производить при сохранении G, t* 
И Scp .

У казанны е различия в средних на практике могут заметно 
проявляться только  в сл уч аях  больших неравномерностей потока. 
Д л я слабо неравномерных потоков различие соответствующих 
средних может пр о являться слабо, иногда только в пределах точ
ности измерений и расчетов, однако это не всегда так , и ясно сфор
мулированные услови я введения средних обязательны как  для 
общего понимания сути  дела, т ак  и для использования в расчетах 
экспериментальных данных.

Ниже б уд ут  использоваться средние характеристики газового 
потока в данном сечении кан ала при сохранении G, i* и энтропии 
sc . Этим определятся р, р и величина скорости и; что ж е касается 
направления скорости, то в осесимметричных каналах  обычно 
можно принимать, что средняя скорость направлена по оси кан ала, 
в общем случ ае направление скорости можно подчинить условию 
сохранения в неравномерном потоке и в моделирующем поступа
тельном потоке направления среднего импульса, определенного 
по формуле (9 .4 ).

В сякое осреднение и сокращение числа характеристических 
величин связан о  с утратой ряда свойств рассматриваемого я в 
ления. Д л я  более подробного анализа и для решения задач о про
филировании кан ал о в  и о выборе очертаний обтекаемых тел тре
буется, вообще говоря, увеличивать число характерных для 
потока средних величин, рассматривать непоступательные модели
рующие течения, и в связи  с этим услож н ять модель, представ
ляющую в среднем данный поток. Однако эти усложнения отно
сятся к  детал ям , нужным для разработки уточненных расчетов.

Потоки жидкости или газа  с требуемыми 
Сопло и конфузор скоростями получаю тся с помощью приме
нения специальных профилированных каналов или насадков. Д ля 
ускорения потоков при дозвуковы х скоростях применяются суж и 
вающиеся сопла (конфузоры), для получения сверхзвуковых ско
ростей— сопла Л а в ал я . Эти вопросы для идеальных жидкостей 
и газов при обратимых адиабатических процессах в частицах 
были подробно рассмотрены в §§ 3 и 6 .

Здесь отметим только, что сопло явл яется  важной составной 
частью м нож ества различных машин и устройств. В частности, 
сопла применяю тся в аэродинамических трубах , ракетных и ре
активных д ви гател ях , создающих т я гу  за  счет истечения с повы
шенной скоростью  через сопло реактивной струи жидкости или 
газа , во всевозмож ны х направляющих кан ал ах  и аппаратах, в 
водяных, паровых и газовых турбинах, в разных испытательных 
стендах и т. д.



К соплам предъявляю тся различного рода тр еб о ван и я. В част
ности, для аэродинамических труб обычно тр еб уется  большая 
равномерность потока на вы ходе из сопла в рабочую  часть, в ко
торой поток, приготовленный в сопле, используется д л я  исследо
вания обтекания различных тел  и устройств. Равном ерность потока 
в реактивной струе двигателей способствует повышению тяги  дви
гателей. Вопросы расхода, скорости истечения и равномерности 
потока, выходящего из сопла, тесно связаны  с выбором геомет
рических размеров сопла и профилированием направляю щ его 
кан ала .

В §§ 3 и 6 были рассмотрены идеальные процессы. Н а практике 
при движении жидкостей или газов в каналах  п р о явл яется  влияние 
свойства вязкости и внешних по отношению к  п о то ку сил трения 
на стенках канала. Это влияни е сильно возрастает д л я  длинных 
каналов, в связи с этим характерн о  стремление д ел ать  короткие 
сопла. С другой стороны, при очень коротких со п л ах  сильно на
руш ается равномерность распределения скоростей , возникаю т 
резко выраженные неравномерные пространственные движения 
с возможными отрывами потока от стенок и появлением  «карманов» 
с противотоками. Не только основные размеры и соответствую щ ий 
градиент давления, но и форма контуров кан ала оказы ваю т боль
шое влияние на распределение скоростей внутри к а н а л а . Необ
ходимо такж е  учитывать ш ероховатость стенок к а н а л а  и в неко
торых сл уч аях  тепловые потоки сквозь их стенки (например, в 
соплах ракетных двигателей движущ ийся газ  имеет тем пературу 
порядка 3000°К). В сверхзвуко вы х  потоках основным источником 
потерь и неравномерностей м о гут  являться скач ки  уплотнения. 
Внутри сопла такие скачки м о гут  образовываться в  зависимости 
от некоторых геометрических свойств контура к а н а л а  и независимо 
от формы кан ала на нерасчетных режимах истечения (см. § 6). 
В связи  с этим в значениях средних по сечению хар актер и сти к  
потока в сопле могут наблю даться отклонения от значений, р ас
считанных по идеальной теории, изложенной в §§ 3 и 6 .

Обозначим через р\ значение давления торм ож ения на входе 
в сопло и через р1— значение на выходе. В идеальном сопле 
имеем рЦр{ — 1 ; при действительном движении за  счет необрати
мых потерь, обусловливающих рост энтропии в ч асти ц ах , имеем

Коэффициент о является одной из важ ны х хар актер и сти к  качества 
сопла и отклонения соответствую щ его действительного реж има 
истечения жидкости или газа  через сопло от идеального . Н а п р ак 
тике для хороших сопел величина о близка к  единице, о «  0 ,9 8 .

В применяемых для двигателей  соплах коэффициент а  вы сок 
и основное значение для сопел двигателей имеет коэффициент

(9 .6 )
Р1



тя ги  =  т. е. отношение тяги  К д ви гател я  с данным
соплом к  ¿тяге  /?ид дви гателя с идеальным расчетным соплом, 
в котором  нет потерь и обеспечена равномерность .потока на 
вы ходе при том ж е перепаде давлени я в сопле. Д л я  хороших 
сопел Я  р авн яется  0 ,9 8—0,996 .

Д л я  аэродинамических тр уб  существенное значение имеет 
величина коэффициента неравномерности потока

е =  (9 .7)

где Ду —  среднее по сечению и по времени отклонение скорости 
в  рабочей части струи от ее среднего значения. В хороших аэроди
нам ических тр уб ах  значение е имеет порядок 1 %.

Во м ногих сл уч аях  на п р акти ке  для обеспечения нуж ны х из
менений р асхо д а  или скорости потока на выходе из сопла требу
ется прим ен ять регулируемые или сменные сопла (например, в 
аэродинамических трубах).

Основной регулируемой характеристикой для дозвуковы х сопел 
я в л я е т с я  площ адь сечения на вы ходе, а  для сверхзвуковы х сопел — 
площ адь сечения горла сопла, в  котором достигается критическая 
скорость потока (см. § 6).

Торможение потока, происходящее при 
диффузор движ ении жидкости или га за  против воз
растаю щ его  давления, м ож ет реш аться с помощью применения 
спец иальны х каналов, н азы ваем ы х диффузорами.

Т ак  ж е  к а к  и сопла, диффузоры являю тся составной частью 
р еакти вн ы х  двигателей , всевозможных машин и испытательных 
устан о во к . В частности, в аэродинамических трубах  поток, про
шедший рабочую  часть, дозвуковую  или сверхзвуковую , обладает 
значительной механической энергией. Этот поток должен быть 
заторм ож ен  х), поэтому в аэродинамических трубах имеются диф- 
ф узорные кан ал ы . Проблема уменьш ения потерь в диффузорах — 
это проблема сохранения ценной механической энергии для обес
печения в случ ае аэродинамических труб экономичности установки , 
а в сл уч ае  реактивных двигателей  — для получения увеличенной 
тяги .

В диффузорах мы имеем дело с процессами, обратными про
цессам в соплах, и в связи  с этим  при дозвуковы х скоростях диф- 
ф узорные кан ал ы  расш иряю тся вниз по потоку; при сверхзвуковы х 
скор о стях  на входе диф})узорные каналы  вначале суж иваю тся , 
затем  имеют горло, отвечающее скорости потока, равной скорости

х) Торможение необходимо либо при выбрасывании струи воздуха в атмо
сферу, в  которой давление выше, чем давление в рабочей части трубы , либо дл я  
повторного использования воздуха через вентилятор. В замкнутой трубе воздух 
надо тормозить, чтобы снизить сопротивление стенок трубы и улучш ить условия 
работы вентилятора.



зв у к а , после чего, при дальнейш ем торможении, расш и ряю тся 
для уменьшения дозвуковы х скоростей потока.

Получение регулярны х потоков с малыми потерями при то р 
можении в диффузорах — задача гораздо  более тр удн ая , чем по
лучение ускоренных потоков с малыми потерями в соплах. В диф 
фузорах идеальные обратимые дви ж ен и я наруш аю тся за  счет т е х  
ж е  причин и свойств среды, что и в соплах , однако при тормож ении 
потоков влияние перечисленных выш е факторов п р о является  в  
более сильной степени. В диффузорах из-за движ ения п ротив 
возрастающего давления условия отры ва потока от стенок б о л ее  
благоприятны, чем в соплах, в которы х движ ение уск о р яется  —  
частицы стремятся двигаться по потоку за  счет падения д ав л е н и я . 
Д л я  избежания отрывов на ко н тур ах  диффузоров в д о звуко во й  
части они должны быть плавными, без сты ков и изломов и без 
слишком больших углов расш ирения. В сверхзвуко вы х  диф ф узорах 
поток га за  на входе сверхзвуковой и поэтому, к а к  правило, у  в х о д а  
в диффузор образую тся скачки уплотнения, в которых возн икаю т 
большие потери механической энергии.

Основной характеристикой диффузора явл яется  коэффициент 
восстановления давления:

а  =  4 -
Р1

В идеальном диффузоре сг=1, на п р акти ке д аж е  в очень хорош их 
диффузорах значения о  меньше, чем в соплах с аналогичными 
перепадами давлений.

В реактивны х двигателях впереди имеется воздухозаборн ик, 
представляющий собой переднюю часть диффузора. Н иже п о каж ем , 
что скорость забираемого воздуха надо уменьш ить с тем , чтобы  
сообщить ему энергию для создания реактивной струи больш ой 
скорости, благодаря чему создается н уж н ая  т я га .

Потери в потоке газа при подходе к  диффузору или в сам ом  
диффузоре при больших свер х звуко вы х  скоростях полета м о 
гу т  быть очень большими.

Диффузор для сверхзвуке- ПРИ П0ЛеТ6 С°  СВерХЗВУК0ВЬ1МИ скоростям и  
ВЫХ скоростей полета в относительном сверхзвуковом  потоке при

подходе к  диффузору реактивного д в и г а 
теля или в самом диффузоре образую тся скачки уплотнения, в  к о 
торых м о гут  получаться большие потери механической эн ерги и . 
На рис. 46 показан прямой скач о к  перед входом в простой 
диффузор.

С помощью условий на прямом ск ач ке  (см. § 6 гл . V II) и общ их 
газодинамических формул §§ 5 и 6 л егко  получить ф ормулу д л я  
отношения^ давления торможения р\ з а  скачком  к  давлению  то р 
можения р\ перед скачком в зависимости от числа М аха М 1 =  и /а  
в набегающем потоке (число М аха отвечает скорости п о л ета )!



Это отношение равно

о — £з_
*

р!

У - »
У+ 1

2у М1-

4у 2 ( 7 — 1) 1 , V—
(у + 1)2 - ( т + 1)2  ̂ +  2 1 м ! У /№_1)

(9.8)

Из этой формулы при у = 1 ,4  следует, что

при М != ! , 4  о =  0 ,96 , 
при М х =  2 а — 0 ,72 , 
при М 1 =  3 а  =  0 ,33 .

Отсюда ясно, что при увеличении числа М аха полета потери растут 
очень сильно. Д л я  того чтобы избежать таки х  больших потерь,

Рис. 46. Схема и фотография ударной волны перед входом в диффузор при 
свер х звук о вы х  скоростях обтекания.

диффузор делаю т с передним острым краем и центральным кони
ческим телом, перед которым возникают косые скачки уплотнения 
(см. схемы на рис. 47).

Прямой скачок в этом случае образуется лишь после серии 
косых скачков. Т ак  к а к  число М, подсчитанное по нормальной 
скорости для косого ск ач ка , мало, то и потери в косом скачке 
невелики. Перед замыкаю щ им прямым скачком , в котором про
исходит переход к дозвуко во й  скорости, число М в этом случае 
у ж е  близко к  единице и поэтому потери в нем так ж е  малы. Чем 
больше будет косы х скачков, тем меньше б удут  потери полного 
давления при торможении сверхзвукового потока. На практике 
для чисел М ь полета до М ^ З  оказы вается достаточным одного- 
д вух  косых скач ко в , чтобы снизить потери до приемлемой 
величины.

Д ругой  важной характеристикой диффузора является коэф
фициент расхода <р. Величина ф определяется к а к  отношение фак
тического расхода через диффузор к максимально возможному



расходу при сверхзвуковом  полете. М аксимальны й расход б уд ет , 
если в диффузор входит струя га за , имеющая на бесконечности 
площадь, равную  площади входа в диффузор. При д о зву ко вы х  
скоростях полета возможно засасы вание струи , поэтому м ак си 
мально возможное значение ср и, следовательно, м аксимальны й

Обечайка
_ _ _____ _ '

Косой
пнпипн ^ 7 / / / / / / / / / Х  ОпиЧОН

Рис. 47. Схемы входа свер хзвуко во го  потока в диффузор.

расход через диффузор отвечают критическим значениям скорости 
на входэ в диффузор. Отсюда следует, что

_ Ркр^кр
ФтаХ =  РооУоо •

Если в сверхзвуковом  диффузоре косы е скачки  приходят в  
точности на кром ку обечайки (рис. 47, а), то ср =  1. Если полностью 
закры ть кан ал , то весь поток пойдет вне диффузора и ср=0. Н а  
практике может о казаться , что на некоторых режимах работы  
самое узко з сечение — горло диффузора — не пропускает все го  
расхода, который может войти в диффузор, тогда 0 < ф < 1 . П ри 
этом линии тока крайних струек га за , идущ их в диффузор, р а з в о 
рачиваются и проходят вне диффузора. Косые скачки м огут п р о 
ходить или пересекаться перед обечайкой, то гда у  обечайки о б р а 
зуется ударн ая волна (рис. 47, б). Все это приводит к  возн и кн о
вению дополнительного внешнего сопротивления диффузора. Е сли  
это сопротивление велико и его необходимо избеж ать, то прим е
няют регулируемые диффузоры, в которых можно изменять п л о 
щадь горла, например, изменением положения конуса внутреннего  
тела относительно обечайки или другими п утям и .
Камера сгорания К ак бь,ло показан о  выше, воздействие

потока соверш енного газа  на внутренние 
тела может приводить к  тяге , если к  г а з у  подводится вн еш н яя 
энергия или в потоке вы деляется эн ергия за  счет химических 
реакций, например горения. В дви гател ях , создаю щ их т я г у , в с е гд а  
происходит подвод энергии. Обычно к  п о то ку  подводится либо 
некоторое количество тепла, либо над потоком совершают р аб о ту  
внешние поверхностные или массовые силы. Тепло потоку м о ж н о  
сообщить, сж и гая  топливо в воздухе , протекаю щ ем через с п е 
циальные каналы  внутри двигателей. Т аки е каналы  н азы ваю тся  
камерами сгорания.

При сжигании топлива в движ ущ емся во зд ухе  в поток вводи тся 
дополнительная масса топлива; при сгорании топлива в во зд у х е

4 Л . 11. Седо!*, т. 11



вы деляется тепло и образуется газ — продукты  горения. В деталь
ных расчетах можно учесть появление этой дополнительной массы 
газа  и связанное с этим  изменение физико-механических характе
ристик га за . Н а п р акти ке  эта  масса и изменение свойств часто 
относительно мачы , т а к  к а к  массовая доля топлива по сравнению 
с массовой долей во зд ух а , участвую щ его в химической реакции, 
д аж е  в случае стгхиометрической смеси м ала, например, отношение 
массы керосина к  потребной для его сж игания массе воздуха равно 
“ стехиом^ 1/15. В действительности в кам ерах  сгорания воз
душ но-реактивных двигателей (ВРД) весовая доля воздуха зна
чительно больше стехиометрической, отношение а  имеет порядок 
1,5—3% .

Рассмотрим основные эффекты и элементы теории движения 
совершенного г а з а  в кам ер ах  сгорания, причем учтем только коли
чество тепла, поступающ ее в установивш ийся поток идеального 
совершенного га з а . И зучим изменение параметров газового потока 
в канале камеры  сгорания на основе гидравлической теории, иначе 
говоря, примем в расчетах , что канал цилиндрический и что в 
нормальных к его  оси сечениях все характеристики потока оди
наковы.

При подводе тепла энтропия газа , рассчитанная на единицу 
массы, всегда возрастает, т ак  к а к

s 2 — s1 =  ^ d s ^ ^ i q̂ -  и dq{e) >  0 ; (9.9)
i i

индекс 1 здесь относится к  параметрам на входе в камеру сго
рания, а  индекс 2 — к  параметрам в рассматриваемом сечении 
или на выходе; dqie)— приток тепла, рассчитанный на единицу 
массы в промежуточных положениях частиц газа .

Согласно уравнению  энергии (8.9) имеем
/; — *; =  ср ( T l - T l )  =  qM > 0  (9.10)

и
dq{e) =  cp dT*.

Здесь через qke) обозначен общий приток тепла на единицу массы 
газа  м еж ду рассматриваемыми сечениями.

Отношение давлений торможения через температуры торможе
ния и энтропию вы р аж ается  формулой (см. (5 .15) гл. V)

„* / г*  \v/(v-1) 
а  =  -^ -  =  ( —|-) e - ( s2 - s i )/(c p~c v ) .  (9.11)

Pi \ T l /
Из этой формулы следует , что при заданны х начальном теплосо
держании i { = c pT{ и подводе тепла q{e\ т . е. при заданном отно
шении ТЦТ{, коэффициент а  получается тем меньше, чем больше 
возрастает энтропия s 2 — >  0. Определив температуру тормо-



жения Т* к а к  температуру, которую  имел бы га з , если его  а д и а 
батически затормозить из данн ого  состояния с тем пературой  Т 
до состояния покоя при I =  ¿* — сопэ^ будем иметь

Т =  Т *— Т ^  (9 .1 2 ')

и с помощью (9.9) и (9.10) получим

Д ср йТ*

(9Л2)'Г* _
1 2 ср

Ф ормула (9.12) показывает, что рост энтропии, а следовательн о , 
и потери давления торможения м о гут  быть тем меньш е, чем при 
меньшей скорости подводится тепло. Очевидно, что минимально 
возможный рост энтропии соответствует обратимому процессу 
подвода тепла при скорости потока, равной нулю, т. е. о = 0, и при 
отсутствии други х диссипативных потерь. В этом идеально вы го д
ном случае имеем

2

поэтому

е- ь - ' М ‘р - ‘ У) =  ( 1 £ . у уПу- 1)

и, следовательно,

а  =  =  1. (9 .13 )
Гг

В реальных условиях в камере сгорания всегда ст<С1.
Полученные важные выводы установлены с помощью одно

мерной гидравлической теории, причем очевидно, что в  р ам к ах  
такой теории эти выводы верны и тогда, когда кам ер а  сго р ан и я 
вообще не цилиндрическая. П одчеркнем, что снижение ги д р ав 
лических потерь и выгодные услови я подвода тепла в кам ер е с го 
рания соответствуют процессу, в котором в пределе скорость г а з а  
относительно камеры равна нулю . В связи  с этим, а т а к ж е  в с в я зи  
с необходимостью организовать сгорание впрыскиваемого то п ли ва 
в движущ емся воздухе требуется поступающий в кам ер у  сго р ан и я  
воздух предварительно затормозить. П редварительное торм ож ение 
воздуха можно осуществить частично или полностью с помощью 
диффузора, расположенного перед камерой сгорания. В с в е р х з в у 
ковом полете для этого нужно применять специальные диффузоры 
для торможения сверхзвуковой скорости (см. выше стр . 95 ) .

Из анализа вопроса об образовании тяги  (формула (8 .2 7 )) ясн о  
видно, что для ее увеличения необходимо повыш ать р азн о сть



Т1 — Т\ и стремиться к  увеличению  или сохранению отношения 
рУр\. Выше показано, что при подводе к потоку тепла в идеаль
ном с л уч ае  отношение рУ р{  сохраняется и его нельзя увеличить. 
Н и ж е п окаж ем , что при подводе к потоку работы внешних сил 
отношение рЦр{ можно значительно увеличить по сравнению 
с единицей.

Д л я  дальнейш его ан али за свойств движения газа  в камере 
сгоран и я рассмотрим закон ы  изменения скорости, плотности, 
давлен и я и числа М аха потока в цилиндрической камере сгора
ния. У равнен ия установивш егося движения идеального совершен
ного г а з а  в цилиндрической трубе имеют вид:

уравн ен и е расхода (для простоты без учета массы поступа
ющего топлива)

d p v= p  dv-\rv ф = 0;
уравн ен и е импульсов при отсутствии внешних сил

dp +  pvdv — Q-,

уравнение притока тепла, т а к  к ак  для внутренней энергии 
верна формула U =  cons >̂ можно написать в форме

dU  =  — p d j  +  dqie) или ~ d ^ + p d - ^  =  dqM .

Р азр еш ая эти три уравн ен и я относительно дифференциалов 
dv, dp и dp, найдем

dv 1 , , ч dq<е) . dp _  dv _
- ^2 - ;  7 /о 14\ 

dp  у М2 . d q w
р — (1_ м - ) ^  > а2 ’

где a 2 =  (dpldp)s =  yp/p и М =  у/а— число М аха; причем согласно
(9 .10 ), (9 .1 2 ')  и уравнению состояния совершенного газа  p =  pRT 
л егко  получается, что

< V - l ) fÇ i - ( l + r ï I M’ ) i£ 1 ' (9.15)

И з формул (9 .14) видно, что в цилиндрлчэском канале при 
подводе тепла (dq{e) >  0) на дозвуковых рэжимах движ ения 
скорость потока возрастает, а давление падает, на сверхзвуко 
в ы х —  наоборот.

V“
Н а основании (9 .14) и определения числа М аха М 2 =  ^ - ( легко 

найдем
dM2 _ п dv . d p  dp  1 -j- уМ8 , d q ^  /9 1

y + 7  1 — M2 l )  a 2 ’ ^ - 1D;

следовательно , в дозвуковом  потоке при подводе тепла число 
М аха М возрастает, а в сверхзвуковом  — падает. На основании



(9 .15) равенство (9 .16) легко проинтегрировать и заменить ко н еч 
ным соотношением.

Таким^образом, при подводе теп ла дозвуковом у потоку в 
цилиндрическом канале (камере сгорани я) скорость может во зр а 
стать только до тех пор, пока не ^
достигнет критического значения и„ \--------------------- *-
укр. После достижения критиче- «  ; фронт  платйи
ской скорости дальнейший подвод ' ---------------
тепла к  частицам га за  в цилинд- гпа
рическом кан але [оказы вается не- Ри5 ‘ 48' Принципиальная сх ем а  
г  „  к дей стви я стабилизатора; в к ам ер е
возможным. Э то , явление носит сгорания.
название теплового кризиса. Если
ж е попытаться подвести большее количество тепла (например, 
продолжать сж и гать  топливо), то произойдет одно из д вух : либо 
течение перестроится, параметры на входе в кам еру и зм ен ятся , 
скорость на выходе упадет до такой величины, что при новом под
воде тепла скорость будет равна скорости з в у к а  в конце кам ер ы ; 
либо, если т а к а я  перестройка течения невозможна (например, 
специальными устройствами обеспечивается подача газа  в к а м е р у  
со строго определенными параметрами), при принудительном 
подводе тепла становится невозможным стационарное течение; 
возникает неустановивш ееся колебательное* движение га з а  (в  
частности, помпаж).

Скорость распространения фронта пламени по частицам им еет 
порядок всего нескольких метров в с е к ун д у . Поэтому даж е при 
небольших скоростях потока прямой фронт пламени не м о ж ет  
удерж иваться в потоке и будет выноситься из камеры . Д л я  обес
печения устойчивого горения приходится ставить в камере с го 
рания стабилизаторы, т. е. тела, на которы х происходит п одж и
гание потока и от которых отходит косой фронт пламени (см. с х ем у  
на рис. 48).

Угол наклона фронта пламени определяется равенством с к о 
рости пламени по частицам проекции на нормаль к фронту с к о 
рости набегающего потока.

Т ак к а к  этот угол  небольшой, то д л я  того, чтобы кам ер а не 
оказалась слишком длинной, в сечении камеры  сгорания необ
ходимо ставить несколько стабилизаторов.

Компрессор п редставляет собой газовую  м а- 
Компрессор (насос) Шину, в р езультате действия которой за  счет
переданной г а з у  механической энергии происходит, вообще го 
воря, повышение его внутренней или кинетической энергии, или 
повышение его полезной работоспособности. В случае ж и дкости  
действие подобной машины нередко сводится к  подъему ж и д к о 
сти на высоту и, следовательно, к  увеличению  ее потенциальной 
энергии. Т акие машины называю тся насосами.

При медленном квазистатическом сж атии  газа  происходит, 
вообще говоря, увеличение его внутренней энергии. Однако если



процесс сж атия г а з а  сопровождается его охлаждением, например, 
за  счет теплообмена с окружаю щ ей средой, то внутренняя энергия 
газа  может и не увели чи ваться . В самом деле, для совершенного 
газа  внутренняя эн ер ги я единицы массы зависит только от его 
температуры и поэтому явл яется  тепловой энергией. Если процесс 
медленного сж ати я г а з а  происходит при постоянной температуре, 
то к  газу  подводится механическая энергия и отводится такое ж е 
количество тепла, т а к  что полная энергия единицы массы газа  не

тменяется, а энтропия г а з а  s — ср In +  const ири этом падает.
Однако п р акти ческая полезная работоспособность газа , т. е. непо
средственная возможность превращения его внутренней энергии 
в работу механических сил или в кинетическую  энергию, помимо 
зап аса внутренней энергии зависит, очевидно, еще от давления. 
С практической точки зрения при данной температуре в массе 
га за  энергия г а з а  с высоким давлением (т. е. с более низкой 
энтропией) более ценна *), хотя, если газ  совершенный, его энер
гия всегда я в л яетс я  тепловой.

Сущ ествую т различны е типы газовых компрессоров. Это могут 
быть поршневые маш ины, в которых поступающий газ низкого 
давления сж им ается в цилиндрах поршнем. Поршневые компрес
соры часто применяю тся для получения га за  с очень высокими 
давлениями. В авиационной технике и в промышленности большое 
распространение получили компрессоры непрерывного действия, 
в которых передача энергии протекающему газовому потоку в 
направляющ их к а н а л а х  или прямо в открытом объеме произво
дится с помощью специальных вращающихся лопастей или систем 
лопаток. Вращ аю щ ееся колесо с системой лопаток, или вентилятор, 
или воздушный винт, или водяной винт являю тся основными и 
типичными элементами компрессоров, передатчиков энергии газу  
или воде от дви гательн ы х систем: электромоторов, двигателей 
внутреннего сго р ан и я, турбин и т. п.

Воздушные и водяны е винты предназначаются такж е для полу
чения тяги . Они передаю т механическую энергию газу  и создают 
непосредственно сзади  себя область повышенного давления, которая 
в свою очередь обусловливает развитие реактивной струи. Про
мышленные и бытовые вентиляторы часто используются для со
здания перепадов давлений, нужных для организации требуемых 
потоков. Например, внутри аэродинамических труб с замкнутым 
контуром вентиляторные установки использую тся для обеспечения 
непрерывной ци ркуляц ии  воздуха, необходимой для преодоления 
различных сопротивлений и компенсаций потерь механической 
энергии. Заметим т а к ж е , что в процессе действия аэродинамиче
ской трубы происходит непрерывный переход механической энер

*) См. т. I, стр. 238—239.



гии в тепловую, поэтому, если отток тепла естественным путем 
недостаточен, может возникнуть необходимость специального ох
лаждения.

В аэродинамических трубах  с потоком в о зд ух а  на выброс не
обходимо предварительно с помощью компрессоров заготовлять

Рис. 49. Схемы компрессоров: А) одноступенчатый центробежный компрессор 
(а — входной патрубок, Ь — рабочее колесо с кры льчаткой , с — диффузорный 
входной аппарат, ё — выходные патрубки); Б) осевой компрессор  (ах— входной 
и Сх — выходной направляющие аппараты, — рабочее ко лесо , X — ось вр а
щения рабочего колеса). Внизу изображена реш етка, образую щ аяся в р езул ь 
тате развертки на плоскость поверхности круглого  цилиндра с осью X , пе
ресекаю щего лопатки компрессора. Если радиус этого цилиндра велик по 
сравнению с размерами сечения лопаток, то в ряде с л у ч аев  можно пренебре
гать радиальным движением газа  и с хорошим приближением рассматривать 
движ ение газа по цилиндрической поверхности к а к  п лоскоп араллельн ое дви 
жение через решетки. На р и сун ке указан ы  направления абсолютных отно

сительных и переносных скоростей в соответствующих сечениях.

запасы сжатого воздуха, накачивая его в специальны е баллоны, 
из которых этот воздух вы пускается через тр уб у  в  атмосферу или 
в вакуум ны е камеры. В различных системах р еактивн ы х и порш
невых двигателей, особенно в сл уч аях  работы их на большой вы 
соте в разреженной атмосфере, воздух , забираемый диффузором, 
перед его поступлением в кам еру сгорания выгодно предварительно 
тормозить и сжимать с помощью компрессора.

0 ) 2 3



С ущ ествую т два  основных типа компрессоров непрерывного 
действия, это  — центробежные и осевые компрессоры. На рис. 49 
даны их схемы .

В центробежном компрессоре основное движение газа  через 
профилированные колеса — радиальное, в относительном дви
жении га з  у ск о р яется  и сжимается центробежными силами. В осе
вом компрессоре основное движение га за  происходит по цилинд
рическим поверхностям через систему вращающихся лопаток, 
действую щ их на газ  подобно решетке в рассмотренном выше пло
скопараллельном  обтекании.

О тветственными элементами компрессоров являю тся направ
ляющие апп араты  на входах во вращающиеся колеса и выходные 
диффузорные каналы .

П рактически очень трудно получить без больших потерь боль
шие степени сж ати я , т. е. большие значения величины

я  —  ,
Р1

в одном колесе, поэтому приходится прибегать к последователь
ному сж атию  в нескольких колесах с промежуточными направ
ляющими аппаратам и . Д л я  получения больших степеней сж атия 
конструирую тся многоступенчатые компрессоры.

Основными параметрами, характеризую щ ими режим работы 
компрессора, являю тся : массовый расход газа

б  =  р1У15 1 =  р2и25 2,

где 5 !  и 5 2 — площади на входе и выходе компрессора соответ
ственно; тем пературы  торможения Т{, Т\ и достигаемая степень 
сж ати я п =  р 2/р1 (вместо величины я  можно вводить другие экви 
валентные характеристики действия компрессора).

Н иж е рассмотрим перечисленные величины для движения газа  
относительно неподвижных каналов компрессоров. Из уравнения 
энергии сл едует , что общая работа, подведенная к  г а зу  в еди
ницу времени, в  действительном процессе равна

_ Г  =  Л = с я ( Т * - Г 1*) в .

Л егко  п о казать , что эта работа всегда больше идеальной работы, 
которую необходимо подвести к  га зу  в обратимом процессе без по
терь д л я  того , чтобы получить т у  ж е степень сж атия л . В самом 
деле, д л я  совершенного газа  верны следующие общие формулы:

у -  1 5,- 5„ у -  1 52— 5ц
=  ч е ‘р н Т*2 =  а  1 ^ / 7* V е

(а — р азм ер н ая постоянная), причем из-за потерь в проточной 
части компрессора (вязкость, скачки уплотнения, срывы потока, 
смешения неравномерных потоков и т. д .) имеем

£>2 50.



Введем мысленно адиабатический обратимый процесс, в  котором 
достигается переход от /?1 к  р 2. В этом идеальном процессе нет 
потерь и, следовательно, энтропия сохраняется постоянной, поэ
тому д л я  температуры торможения получим другое значение Т\ д, 
определяемое формулой а ’

1
^ 2ад “  ® —— р1 У е СР <  Т%.

Соответствую щ ая механическая работа Л ад, которую надо з а т р а 
тить в идеальном процессе, р авн а

Лад =  ср (Г*ад— 7\*) в  <  А =  Ср  (Т1 — Т1) О.
Отношение

% = ■ ' Чад <  1

называется адиабатическим коэффициентом полезного дей стви я 
(к . п. д .) компрессора в целом, этот коэффициент можно р а с 
сматривать такж е  для каждой ступени в отдельности. А ди аб а
тический к . п. д . является главной характеристикой техни ческого  
совершенства компрессора.

Д л я данного компрессора т)ад и степень сж ати я я  зав и сят  
в основном от расхода в, который можно в общем сл уч ае  р е г у 
лировать внешними условиями (скорость полета, площади проход
ных сечений и т. д .) , и от числа оборотов рабочих колес, с о зд а 
ющих напор. Д л я  данного компрессора сущ ествую т расчетны е 
наивыгоднейшие режимы работы, д л я  которых г\за имеет наиболь
шее значение. М аксимальные значения Т1ад зависят от тип а, н а з 
начения и условий работы компрессора. В лучших авиационны х
компрессорах в одной ступени со степенью сж ати я я  ж  1 ,5 __1,4
достигаю тся значения г)ад ж  0 ,8 7 — 0,88 .

Из общей формулы при наличии в установивш емся движ ении  
газа внешнего притока или оттока энергии

/ 4 + Р (*, =  с/,7’; ( я 25“ в‘8г 7 _ 1 ) о  (9 .17 )

можно вывести, что для получения данной степени сж ати я  я  
можно уменьшить потребную работу А с помощью уменьш ения 
энтропии 52 путем охлаждения г а з а  (ф1<?) <  0) в процессе с ж а т и я , 
так  как  при отборе тепла энтропия падает. В этом сл уч ае  с ж а 
тый газ может оказаться первоначально при заметно пониженной 
температуре, однако при создании запасов сжатого г а з а  в  б ал 
лонах его сниженная температура впоследствии все равно вы р ав 
нивается с температурой окружаю щ ей среды за счет теплопро
водности.

Д ля установления количественных оценок возмож ных вы го д  
сж атия га з а  с охлаждением применим формулу (9 .17) к квази - 
статическому (обратимому) изотермическому процессу сж ати я



га з а . В этом случае формула (9 .17) и равенство Т йБ — йО.^ дают

Л й  от =  -  (2{е) =  ~ т  ( ь — ь )  ° -  
Т ак  к а к  в изотермическом процессе имеем

г*  / п*\ 52~51
1 Ц )  у е ср  , то я ,— 8г --

Т\ \ Р1)
С ледовательно, в этом сл уч ае  получим

у -1  / ы !  \
А&„ =  ОСрТ, 1 п я  у <  Л ад =  ОсрТ\ \п у -  1 ) ,

т а к  к а к  при л: =  п< -̂ *)/т >  1 имеет место очевидное неравенство

1п л ;=  ^  ^  ^ ¿х  — х — 1 .
1 1

В противоположность компрессору, в кото- 
Т урбина р0М энерги я сообщается потоку, турбина
применяется для отбора механической энергии от потока ж и д
кости  или газа . В адиабатическом (<2(в) =  0) потоке, проходящем 
через турбину, А  <  0 , поэтому согласно (9 .17) в турбине я < 1  
и, следовательно, в газе , проходящем через турбину, происходит 
падение полного давления р1 <  р{. Н а рис. 50 показаны  типич
ные схемы осевой и радиальны х турбин.

Простыми примерами турбин могут служ ить у ж е  много веков 
используемые мельничные воздушные ветряные роторы и водяные 
ко л еса . Водяные турбины разнообразных мощностей вплоть до 
миллиона киловатт в одном колесе широко используются на гид
роэлектростанциях. П аровые и газовые турбины получили боль
шое распространение в техни ке для решения множества важных 
промышленных задач. В современных авиационных двигателях 
д л я  вращ ения компрессоров или воздушных винтов применяются 
мощные газовые турбины (п орядка сотен тысяч киловатт). Во мно
ги х  сл уч аях  турбины использую тся к а к  корабельные двигатели.

Турбинные колеса несут на себе специально спроектированные 
лопасти или лопатки, которые поворачивают протекающий через 
них водяной или газовый поток. Благодаря этому, лопатки и коле
с а  воспринимают большие реактивные силы, совершающие поло
ж и тельную  работу. Т аки м  путем энергия от га за  или жидкости 
переходит к  телу вращ аю щ егося колеса. Во многих случаях 
д л я  получения наиболее благоприятных скоростей поток предвари
тельно закручивается перед колесом и вы прям ляется за  ним с 
помощью специальных неподвижных направляю щ их сопловых 
аппаратов, которые регули рую т такж е и величины скоростей 
ж идкости  или газа  (см. схемы  на рис. 50). Т ак  ж е  к а к  и компрес
сор, турбина может состоять из нескольких ступеней, имеющих 
одинаковые или разные угловы е скорости вращ ения.

у - 1

— ср 1п я  у .



Рассмотрим вопрос о моменте (относительно неподвижной оси 
вращения) гидродинамических сил, действую щ их на колесо одной 
ступени турбины (или компрессора), вращ аю щ ееся с постоянной 
угловой скоростью.

0  1 2

Рис. 50. Различные схемы  турбин: А) р адиальная центростремительная т у р 
бина; Б) радиальная центробежная турбина; В) ступень осевой турби ны  
(а— сопловые аппараты, Ь — рабочие колеса); вн и зу  справа показаны соответ

ствую щ ая развертка и направления скоростей.

Заметим прежде всего, к а к  это было много раз уж е  ук азан о  и 
использовано выше, что в относительных дви ж ен иях в различны х 
инерциальных системах отсчета силовые взаимодействия в каж до й  
точке среды, а т ак ж е  и суммарные силы и моменты одинаковы . 
Если рассмотреть теперь два движения ж идкости  или газа : первое 
относительно неподвижной инерциальной системы координат и 
второе относительно неинерциальной системы отсчета, связанной с 
колесом турбины, вращающимся с постоянной угловой скоростью со 
около неподвижной оси, то в последнем сл уч ае  необходимо ввести  
в рассмотрение действующие на среду внешние массовые центро
бежные силы инерции и внешние массовые силы инерции Корио- 
лиса. Наличие массовых сил инерции в  относительных дви ж ен и ях  
связано с появлением обобщенных «архимедовы х сил» и их момен
тов.



Эти силы действую т не только на газ или ж идкость, но и на 
тело вращ аю щ егося колеса и на укрепленные на нем лопатки. 
Большие (из-за большой угловой скорости вращ ения со колеса 
турбины) массовые силы инерции приводят к  огромным разры ва
ющим напряж ениям  в теле колес и, особенно, в лопастях (лопатках) 
турбин. В основном именно поэтому приходится ограничивать 
величину угловой скорости вращения турбин и воздушных винтов. 
В связи  с этим условием  прочности турбин в их стальных лопастях

и лопатках  не допускаются 
окруж ны е скорости, превы
шающие 700 м/сек. Это я в 
ляется серьезным ограниче
нием, которое необходимо 
учиты вать при проектирова
нии воздуш ных винтов и вра
щающихся колес. Очевидно, 
что в профилированных эле
ментах неподвижных направ
ляющих аппаратов такого 
рода разрывающ их напряже
ний не возникает. С практи
ческой точки зрения рассмот
рение сил и моментов, дей
ствующих на неподвижные 
части конструкции, надо про
изводить в неподвижных си
стемах координат, а силы и 
моменты, действующие на 
подвижные части, необходимо 

определять и рассм атри вать в сопутствующей подвижной системе. 
При определении суммарного гидроаэродинамического момента, 
действующего на вращающееся колесо турбомашины, можно вос
пользоваться допущ ением о том, что движ ение жидкости и газа 
относительно колеса установивш ееся 1).

Д л я  определенности рассмотрим одно колесо турбины (рис. 51) 
и возьмем в качестве контрольной поверхности поверхности ло
паток турбины, осесимметричного ко ж уха , части тела обтекателя 
вала (соприкасающейся с потоком) и поверхности круглы х конусов 
51 и 5 2, пересекающ их поток на входе и выходе из турбины соот
ветственно.

*) Это допущение при наличии направляющих аппаратов хорошо согласуется 
с действительностью только  в среднем, так  как  положение лопаток турбины отно
сительно каналов направляю щ их аппаратов периодически меняется, и движение 
газа  или жидкости будет периодическим, неустановившимся. При большой угло 
вой скорости вращ ения соответствующий период очень мал, увеличение числа ло
паток такж е приводит к  его  уменьшению.

Рис. 51. Схема проточной части турбины 
и соответствующих элем ен тов контроль

ной поверхности .



\

Произведем расчет момента относительно оси турбины г  ги д
родинамических сил, действующ их на лопатки турбины , для про
стоты в рам ках теории идеальной жидкости. П оэтому пренебрежем 
силой трения на неподвижном ко ж ухе, обтекателе и сечениях 
51 и 5 2.

Очевидно, что все силы давлени я, действую щ ие на части конт
рольной поверхности, являю щ иеся поверхностями вращ ения около 
оси 2, пересекают ось г или параллельны ей, и поэтому их момент 
относительно этой оси равен нулю. Следовательно, отличный от 
нуля момент гидродинамических сил давления относительно оси г 
дадут , вообще говоря, только силы давлени я, действую щ ие на 
вращающиеся лопатки турбины.

Центробежные силы, действую щ ие на лопатки , пересекаю т 
ось 2 и т ак ж е  не дают момента относительно оси г. Отличный 
от нуля суммарный момент сил Кориолиса, действую щ их на час
тицы жидкости, обозначим через М кг. В сл уч ае  установивш егося 
движения этот момент легко  вычисляется. Д л я  этого  представим 
в каж дой точке потока относительную скорость среды  v orн в виде

®ОТН =  ®Г +  ® < + ® * .

где г»г , v t и v z— радиальная, трансверсальная и осевая относи
тельные скорости. Через V,., vt и ьг будем обозначать величины 
этих скоростей. Л егко видеть, что момент М кг б удет  равен

М кг =  — 2со ^ гьгр с1т =  — 2со ^  г ¿ ¡¿п г  =  — со ^  Цг2 (1т, 
у м  м

где V — объем, а Л — м асса, ограниченные контрольной поверх
ностью.

Отсюда, т ак  ка к  движ ение принято установивш им ся и на 
контрольной поверхности УпО[иФ 0  только в сечениях ^  и 5 2, 
получим

кг — со ^ —со Ц г\сЮ — ^ г1и1 (Ю —  ̂г 2м2с/0, (9 .18)
§,

где в — массовый расход, сЮ — рип(1о, и1 и и 2— значения пере
носной линейной скорости в сечениях и 5 2 соответственно, а 
направление нормали п  к 5 Х и 5 2 указан о  на рис. 51 .

На основании уравнения моментов количества движ ения для 
установивш егося движения (7 .3 ) (при Л =  А = ( ? п =  0) найдем мо
мент сил давления, действую щ их на лопатки ротора,

=  §  '•1и/10т„с/0— | г 2и(20тнйО +  УИЛг. (9 .19)

Г - Вместо относительных трансверсальны х скоростей можно ввести 
абсолютные трансверсальные скорости

»<Ютн ~  »<1абс И »(готн=  <̂2абс ^2



и с помощью (9 .18 ) и (9 .19) получить

М г ^  1̂^/1абс^^ ^ *̂8̂ <2абс (9.20)
5, Я*

Ф о р м ула (9 .20) называется формулой Эйлера, ее легко полу
чить непосредственно из формулы (9.19), если рассмотреть уста 
новивш ееся абсолютное движение жидкости или газа , дл я  кото
рого М к2—0. Естественно использовать этот простой и непосред
ственный вы во д  формулы Эйлера, однако предыдущий вывод тоже 
несложен и вместе с этим полезен для более глубокого понимания 
сущности этой задачи и относительного движения.

К рутящ и й  момент М г тесно связан  с расходом газа  или ж и д
кости через газовую  или гидравлическую  машину и определяется 
закр утко й  потока уПабс и v t2a6c на входе и выходе из вращающе
гося ко леса . П ропускная способность, расход и зак р утка  опреде
ляю тся геометрическими параметрами подводящих каналов нап
равляю щ их аппаратов и рабочего колеса, а т ак ж е  заданными 
параметрами га за  и угловой скоростью ротора.

По аналогии  с г)ая для компрессора можно определить адиа
батический коэффициент полезного действия г)ад турбины как  
отношение полученной мощности к  мощности идеальной, дости
жимой при адиабатическом обратимом процессе без потерь, без 
роста энтропии,

ч „ -  ‘ ' ¡ I : - ! ? ,  (9.21)
Ср V I ^ 2ад) лад

О рганизация совершенного гидроаэродинамического процесса 
в тур б и н ах  легче, чем в компрессорах, к . п. д . турбин обычно 
высок и , вообще говоря, превыш ает к . п. д. компрессоров. В луч
ших газо вы х  турбинах дости гается г]ад «  0 ,94. Качественное соот
ношение м еж д у  турбинами и компрессорами приблизительно 
такое ж е , к а к  м еж ду соплами и диффузорами.

В газо вую  турбину поступает га з  из камер сгорания с высокой 
температурой торможения Т\ и статической температурой Ти 
поэтому в  газовы х турбинах лопатки работают в более тяж елы х 
усл о ви ях , чем в компрессорах. В связи  с этим возникают важные 
задачи охлаж ден и я лопаток и дисков турбин и обеспечения проч
ности и долговечности турбинных дисков и лопаток х).

В гидравлических турбинах при больших скоростях обтекания 
возникаю т опасности, связанны е с образованием кавитации. При 
отборе большой энергии от жидкости или газа в турбине проис
ходит больш ое снижение температуры  газа . Этим эффектом можно 
пользоваться дл я  охлаждения г а з а  в установках для сжижения 
газа  (турбодетандерах).

*) Потери, связанные с охлаждением, снижают к. п. д. турбин на 2 —4%.



Д анная турбина может работать на различных реж и м ах  при 
разном числе оборотов в секун ду и в зависимости от р е гул и р о 
вания расхода га за  или жидкости путем  заданной подачи м ассы  
газа  в единицу времени, регулирования давления или про
ходных сечений на выходе.
_ Э ж ектор^п редставляет собой специальный

жектор канал , во входное сечение которого п о сту 
пают струи жидкости или газа  с различными давлениями то р м о 
жения и, к а к  правило, с различными скоростями; эж ектор  обычно 
применяется для того, чтобы повысить полное давление стр уи

Р г-Р г^ г^ г Камера смешения 
^-----

А  Р,’ТЛ " Ы \ ___ ______

Рис. 52. Схема эж ектора. На вход поступают эжектирую щ ая (в сечении 5 ! )  
и эж ектируем ая (в сечении 5 2) струи . В сечениях § 3 и 5 4 после кам ер ы  

смешения поток однороден.

одного га за  за  счет струи другого . Разнородные струи ж и д к о 
сти и га за  смешиваются в части кан ал а  эж ектора, который н а зы 
вается камерой смешения. В камере смеш ения происходит обмен 
энергией, выравнивание давлений, плотностей и тем ператур , в 
результате чего вы рабаты вается однородный поток смеси, к о т о 
рый затем можно тормозить или уско р ять  с помощью диффузора 
или сопла, примыкающих к камере смеш ения. Схема эж екто р а  
приведена на рис. 52. Эжекторы применяю тся т ак ж е  в тех  у с т 
ройствах, во входное сечение которых требуется засосать ж и д 
кость или газ .

Эжектирующий высоконапорный поток с параметрами, обо
значенными индексом 1 , вы текает через сопло с площадью 5 ]  в 
камеру смешения — канал постоянного (или изменяющегося по 
длине) кругового  (или другой формы) сечения и увл екает  частицы  
эжектируемой жидкости или газа , поступающие в кам еру см е 
шения через сечение с площадью 5 2. П араметры этого потока 
отмечены индексом 2. М ежду струям и происходит смешение, к о 
торое приводит к  практически равномерному потоку на расстоянии 
8— 10 диаметров камеры в сечении 5 3. Х арактер  вы равни вания 
профиля скорости показан на рис. 53. Н а рис. 52 и 53 эж екти р ую 
щ ая струя показана ка к  внутренняя, но м огут быть различные 
случаи, когда эжектирую щ ая струя явл яетс я  внешней или к о гд а  
каж дая  из струй подводится к камере смешения через несколько 
сопел. Последний способ позволяет достигнуть перемеш ивания 
при более короткой камере смешения.



М еханизм смешения потоков с разными скоростями на входе 
в  эж ектор обусловливается в ряде случаев неустойчивостью на
чальной поверхности разр ы ва скорости и тесно связан  с эффектом 
вязкости  и явлением диффузии, а в некоторых сл уч аях  с физико
химическими процессами, например с горением внутри камеры 
смеш ения. Несмотря на это, в случае цилиндрической камеры 
смешения при пренебрежении силами трения на границах камеры 
смешения во многих сл уч аях , когда смешение в действительности

осущ ествляется, хар акте
ристики результирующего 
потока в сечении 5 3 мож
но рассчитать независимо 
от промежуточных про
цессов в камере смешения. 
По аналогии и по сущ ест
в у  в эж екторе параметры 
потоков в сечениях 5 1+ 5 2 
и 5 3 связаны  универсаль
ными уравнениями сохра
нения т ак  ж е , к а к  на 
сильных разры вах — скач
ках , которые тоже во мно
гих сл уч аях  (но тоже не все

гда) можно вводить и рассматривать в рам ках моделей идеальных 
жидкостей или газов независимо от внутренних непрерывных, 
но резко меняющихся процессов в действительных явлениях, с в я 
занных со свойствами вязкости , теплопроводности, с кинетикой 
химических реакций и т. п.

Проблема смешения потоков в струях  имеет важное значение 
при проектировании камер смешения и, в частности при установ
лении их длины. Тем не менее ответ на вопрос о возможности или 
невозможности осущ ествить смешение заданных на входе в данный 
эжектор потоков в некоторых случаях  можно дать на основании 
написанных ниже общих уравнений сохранения. Однако в неко
торых важ ны х сл уч аях , например при наличии сверхзвуковы х 
струй в камере смеш ения, для ответа на этот вопрос требуется 
анализировать меняю щ ую ся форму струй и механизм их смешения 
внутри эж ектора.

Д л я  камеры смешения с установившимся потоком общие ин
тегральны е соотношения, примененные к контрольной поверхности, 
состоящей из цилиндрической поверхности камеры , сечений 5 1+ 5 2 
и 5 3, независимо от х ар актер а внутренних процессов в камере 
смешения, записываю тся следующим образом.

Уравнение сохранения массового расхода

Р и с . '53. Типичные профили распределения 
скоростей в эж екторе при до звуковы х ре

ж им ах смеш ения.

где в ;  =  р,и,-5,..
с 1+ о 2 =  с 3, (9.22)



При отсутствии внешних притоков энергии уравнение эн ерги и  
имеет вид

G ^  +  G . H ^ G . H  (9.23)
где

1* - Т  +  и  +  Т

— полное удельное теплосодержание, i\ и i\ — удельные теп л о 
содержания, вообще говоря, разны х сред на входе, i\ — тер м о 
динамически определенное с учетом кинетической энергии удел ьн о е  
теплосодержание для смеси данного состава на выходе.

Уравнение импульсов для цилиндрической камеры

+  G 2v2 =  P 3S 8 +  G3v3. (9.24)
Если кам ера смешения не цилиндрическая, а, например по

верхность вращ ения около оси х, то слева в (9.24) необходимо 
приписать член вида

— j /7cos (я ,  x ) d o  =  —  R z 0,

где n  — направление внешней нормали к  боковой поверхности 
камеры смешения 2 0, а р — давление на 2 0, величина которого  
связан а с деталям и явления смеш ения в камере. Величина R x . a 

представляет собой силу сопротивления (или тяги ) э ж е к т о р а , 
действующую на часть его поверхности 2 0. В некоторых с л у ч а я х  
уравнение (9 .24) можно использовать для определения Л?2о. В д р у 
гих сл уч аях  можно задаваться величиной R x 0 на основании опы 
тов или апробированных опытами допущ ений. Введением д о б а 
вочного эмпирического члена в уравнение (9 .24 ) можно прибли
женно учесть наличие сил сопротивления, обусловленных силам и 
вязкого  трения на 2 0. Площади S lt S 2 и S 3 — характерны е г е о 
метрические параметры эж ектора. Если камера смешения цилин д
рическая, то

51 +  S2 =  S8. (9.25)
Отношение расхода эжектируемого потока G2 к  р асходу э ж е к -  

тирующего потока Gx называется коэффициентом эжекции

"=S=iSt- <9-26>
Величина коэффициента эжекции п я в л яе тс я  одной из осн овн ы х 
характеристик рабочего процесса в эж екто р е, от п зависит в ел и 
чина ¿в, если газы  или жидкости на входе разные. Соотнош ения 
(9 .22) — (9 .26 ) одинаковы к а к  дл я  ж идкостей , т а к  и для г а з о в . 
Если некоторые из характеристик потока (например, при д о з в у 
ковом истечении— давление) заданы  на выходе из диффузора, то  
вы писанная система уравнений долж на быть дополнена соотно



шениями, характеризую щ ими движение жидкости или газа в диф
фузоре (на практике с учетом данных о потерях в диффузоре). 
В четырех соотнош ениях (9 .22) — (9 .25), содержащ их 12 пара
метров р,-, рь  иг, специфика жидкостей и газо в  проявляется 
через выражения дл я  теплосодержаний (р, р ,  V).

Теория и расчет эж екторов с целью их проектирования или 
установления свойств текущ их в них жидкостей или газов тесно 
связаны  и в значительной мере основаны на анализе и разрешении 
указан ны х выше уравнений относительно соответствующих не
известных параметров *). Системы известных заданны х и неизвест
ных искомых параметров м огут быть различными в зависимости 
от постановки задачи . Действительный переход в эжекторе от 
неравномерного «раздельного» потока во входном сечении 5 1+ 5 2 
к  смешанному однородному потоку в сечении 5 3 в цилиндрической 
камере смешения можно рассматривать к а к  осреднение течения 
при условии сохранения импульса (9.24) в действительном и ос- 
редненном движ ениях.

Анализ уравнений (9 .22 ) — (9.25) п оказы вает, что при задан 
ных р17 р1} Оц 5-р р 2, р2, ^2, (или р^, 7 \ , р 21

\ К̂р.1

Т 2, К2, эта  система при 5 3 =  5 1 -|-52 не всегда  имеет реше
ние для р а, р3, у3 (или р 1, Т*3, Я3). Таким образом, такое осред
нение вообще мож ет бы ть невозможным. В случае дозвуковы х 
струй  задаваем ы е давлен и я на входе должны быть одинаковыми, 
т . е. р1 =  р2. Если обе струи  (или одна из них) сверхзвуковые, 
то равенство р1 =  р 2 м ож ет не выполняться. Значения р 1г рх, vl  

и р 2, р2, у2 при заданны х р { ,  Т {  и р\,  Т \  зави сят  от профилей 
подводящ их каналов .

В тех сл уч аях  ко гд а  смешение возможно, в соответствии с 
уравнениями (9 .22)— (9.25) можно вычислить изменение энтропии

(С1+ 0 2)5 з= А 5 . (9.27)

В р езультате вычислений должно быть

Д 5 > 0 ,

что связано с необратимым характером процесса смешения.
Можно рассмотреть идеальный обратимый процесс смешения 

(при наличии внешних массовых сил), когда вместо сохранения 
им пульса (9.24) можно в зя т ь  уравнение (9.27) при Д 5 = 0  и опре
делить соответствующее давление торможения р'зпя. Тогда в к а 
честве основной характеристики  камеры смешения (к . п. д. камеры

х) С применяемыми методами и результатами решения можно ознакомить
с я  в специальных кн и гах  и статьях . См., например: А б р а м о в и ч  Г. Н. 
П ри кладная газовая ди н ам и ка .— М .: Н аука, 1969, 1976; Г р и г о р я н  С. С. 
К  теории газового  эж екто р а .— В кн .: Сб. статей № 13, вып. 5, Теоретическая 
гидромеханика. М ., Ц ИАМ , 1954.



смешения) можно ввести коэффициент

(9 .2 8 )

где р*— давление торможения в  действительном процессе, а  /?*„д— 
давление торможения в случае идеального смешения при о д и н а
ковых данных на входе в эж ектор.

Потери кинетической венные эффекты течений в эж екторах. П ред- 
энергии при смешении П0Л0ЖИМ) эж екто р  входят струи  одной
и той ж е  несжимаемой жидкости р! =  р2 =  const с разными с к о 
ростями, но с одинаковыми давлениями pt — p2- 

Д л я несжимаемой жидкости

где с — теплоемкость, а сТ — вн утр ен н яя энергия. Ф орму о се
симметрической части эжектора можно подобрать так , чтобы в 
смешивающемся потоке давление везде сохранялось постоянным, 
р—рх= р 2. Примем, что смешение в кам ере происходит из-за в я з 
кости (вязки м  трением на стенках кам еры  эж ектора и в сеч ен и ях  
5 Ь 5 2 и Яз пренебрегаем). В такой постановке задачи ур авн ен и я  
энергии (9.23) и импульсов (9.24) даю т

так  ка к  постоянное на 5 х, 5 2, 5 3 и 2 0 давление дает общую си л у
равную нулю.

Из^этих д вух  соотношений непосредственно получим

Из-за постоянства давлений в кам ере при смешении н есж и 
маемой жидкости величина АЕ — потеря кинетической энергии , 
представляет собой общие потери механической энергии. Эта поте
рянная энергия идет на нагревание, подобно энергии, теряем ой 
при неупругих уд ар ах , когда т а к ж е  происходит вы равнивание 
скоростей. С права в (9.29) стоит увеличение внутренней эн ер 
гии после смеш ения. * Из (9.29) можно вычислить тем п ер атуру  
смеси Тш.

Рассмотрим еще некоторые важ ны е кач ест-

и

GlUl +  G2U2— G3U3,

A £ = G X^ 4  G2 ^|—



Г азовы й  эжектор со Рассмотрим эжектор, в котором происходит
ростями^в°камере см™' смешение газовы х струй совершенного газа , 
шения С. ростом отношения давлений торможения

р!/р1, а т ак ж е  при снижении противодавле
ния на выходе из диффузора в сечении 5 4 

(см. рис. 52) скорость газо в  на входе в кам(еру увеличивается. 
При][определенных соотнош ениях указан ны х параметров скорость 
вы соконапорного^(эжектирую щ его) газа , если сопло суж иваю 

щ ееся, становится звуковой , Л% =  
= ^ = 1 , или, если в эжекторе для 
этого газа применено сопло Л аваля, 
сверхзвуковой, когда

^1 =  ^расч ^  1 >
где А,расч — расчетное значение коэф
фициента скорости на срезе сопла. 
Дальнейшее повышение р\!р\ или 
Ра/Рь, где р0 — давление покоящего
ся газа  далеко  перед соплом, не 
может изменить этой величины %1. 
При некотором значении /?0//?4 в 
горле сопла достигается скорость 
зв у к а  и, начиная с этого момен

та , расход в эжектирую щ ей струе становится критическим. В этом 
случае статические давлен и я на входе в эжектирующей 
и эжектируемой стр уе  м о гут  быть различными и в соответствии 
с этим коэффициент скорости можно зад авать , вообще говоря, 
произвольно. Из экспериментов, однако, известно, что сущ ест
вуе т  только определенный диапазон изменений значений Х2, для 
которых возможно движ ение газа  в эж екторе с 0. Д ля
определения возм ож ны х значений Х2 необходим анализ течения 
газов в начальном уч астке  камеры смешения. При звуковы х или 
сверхзвуковы х реж и м ах в эжектирующей струе (при \  ~^\) воз
никаю т эффекты, качественно отличные от эффектов, наблюдаю
щ ихся при движении га з а  с дозвуковыми скоростями или при 
смешении струй несжимаемой жидкости.

З вуко вая  или свер х звуко вая  струя эжектирую щ его газа  со 
статическим давлением  рх на выходе из сопла большим, чем в эж ек- 
тируемом газе , после выхода в камеру продолжает расш иряться, 
при этом средняя свер х звуко вая  скорость растет, а площадь сече
ния струи увели чи вается . В сечении 1 '— Г  (рис. 54) площадь се
чения эжектирую щ ей струи  достигает м акси м ум а, а статическое 
давление в ее ядр е становится значительно меньшим, чем во внеш-, 
нем потоке. Д ал ее  с тр уя  вновь сжимается и образуется характер 
ная периодическая «бочкообразная» стр уктур а ’ струи «^ зн ач и тель
ными изменениями давлени я и скорости к а к  в продольном, так  и в 
поперечном направлени ях .

Рис. 54. Схема дви ж ени я газов 
в  начальном участке  кам еры  
смеш ения, когда вн утрен н яя 
свер хзвуко вая  эж ектирую щ ая 
стр уя  расш иряется; а — граница 
струи , Ь — скачки уп лотнения.



Д л я  основных законов эжектирования весьм а существенны 
характеристики движения эжектирую щ его г а з а  от среза сопла до 
максимального сечения первой «бочки»; это сечение (Г — 1' на 
рис. 54) называется сечением запирания. С помощью р яд а  допуще
ний, основанных на опытных данных, течение в начальном участке 
поддается приближенному расчету. О ставляя в  стороне количест
венные расчеты, отметим в^общих чертах некоторые качественные

особенности эжектирования
РШг

П -в^В ,

Рис. 55. Х арактеристики эж ектора при 
разных р\!ръ. Участки кривых типа АВ 
соответствуют докритическим режимам, 
участки типа ВС— критическим реж и
мам, на которых коэффициент эжекции п 

не зависит от противодавления.

при образовании в камере 
смешения сечения запирания. 
У скоряю щ аяся эжектирую - 
щ ая с тр уя  м еж ду сечениями 
/— / и 1 ' — /' увл екает  эж ек- 
тируемый г а з , который при

Рис. 56 . С хем а расширения 
эж ектирую щ ей струи при 

запирании эжектора.

дозвуковы х скоростях истечения в сечении 1 — 1 у ск о р яется  гл ав 
ным образом за счет перепада давлений до сечения 1 '— Г  при ср ав 
нительно слабом смешении с эжектирую щ им потоком.

В наиболее узком  для эж ектируем ого  потока сечении 1 ' — 1' 
коэффициент скорости эжектируем ого  га за  дости гает м акси
м ум а, Наибольшее значение %"ъ=  \ со о тветствует  крити
ческому значению Я2 на вхо де в эж ектор , которое нельзя повы
сить уменьшением противодавления рг на вы ходе из диффузора 
эж ектора. Коэффициент Я2 д л я  эжектируемой стр уи  в зависимо
сти от давления на выходе из эж ектора м ож ет м ен яться произ
вольно, оставаясь меньше, чем Я2. У становивш ееся движение в 
эж екторе при А,2.=Д2 (в сечении 1 — 1), зависящ ем  от отношения 
р1/р1, назы вается критическим режимом.

На рис. 55 представлены экспериментальные данны е для э ж е к 
тора со сверхзвуковой струей эжектирую щ его г а з а .

При критическом режиме с уменьшением рЦр\ и повышением 
рЦр1 струя эжектирую щ его га за  расш иряется более интенсивно 
и поэтому суж ается  проходная площадь д л я  эж екти руем ого  га за .



В связи  с этим  падает коэффициент эжекции п =  Ог/б1 . При не
котором значении рЦр\, зависящ ем от отношений р\!р\ и 5 * ^ ,  
расш иряю щ аяся стр уя в сечении Г  — Г  заполняет полностью 
площ адь кам еры  смешения (рис. 56), вследствие этого коэффи
циент эж екции  п обращ ается в нуль, происходит явление запи
рания эж ек т о р а . Н а режиме запирания эжекция отсутствует . 
Явление зап и р ан и я исключает возможность реализации некото
рых режимов смешения в цилиндрической камере, которые можно 
получить расчетом  по уравнениям  (9 .2 2 )— (9.25).

Н а п р акти ке  критические режимы смешения в эжекторе я в л я 
ются наивыгоднейш ими, так  к а к  они соответствуют максимальным 
коэффициентам эжекции и минимальным потерям из-за наимень
шей разности скоростей в смеш иваемых струях . Т ак ж е  к а к  и в 
случае условий на скачках , решение системы уравнений (9 .22)— 
(9.25) при смешении совершенного газа  двузначно. Одно из ре
шений соответствует дозвуковом у, а другое — сверхзвуково 
му реж и м у течения смеси на выходе из камеры. Отбор требу
емого реш ения связан  с анализом потока в камере смешения. 
Можно п о казать , что осущ ествляемый режим истечения на вы 
ходе из кам ер ы  смешения определяется в значительной степени 
условиям и  в сечении запирания.
Применение эж екторов Э ж ектоР представляет собой простое и удоб

ное для применении устройство, широко ис
пользуемое на практике. Например, эжекторы  применяются в 
аэродинамических трубах дл я  засасы вания потока воздуха на

выходе из трубы. Эжекторы 
часто употребляю тся в сверх
звуко вы х  трубах, действую 
щих на выхлоп в атмосферу 
и рассчитанных на большие 
значения чисел М аха. В рабо
чую часть сверхзвуковы х труб 
подается сжатый и сильно 
подогретый воздух с больши
ми давлением и температурой 
торможения, соответствующи
ми по условиям полного или 
частичного подобия большим ско

ростям п о лета . При больших значениях числа М  в рабочей части 
трубы при дальнейш ем торможении потока неизбежны большие 
потери полного давления. С помощью диффузоров и эж ектора, 
действую щ его к а к  компрессор или эксгаустер , с использованием 
зап аса  сж ато го  воздуха в баллонах, в аэродинамической трубе 
обеспечивается требуемый поток во здуха (рис. 57).

Э ж екторы  применяются для дополнительного использования 
энергии реактивной струи, смешиваемой с засасываемым атмо
сферным воздухом . Н а входе и внутри специальной камеры сме

Рис. 57. С хем а аэродинамической тр у 
бы с эж ектором : /— баллон со сжатым 
воздухом , 2  — эж екто р , 3 — рабочая 

часть трубы.



шения создаются благоприятные распределения давлений, способ
ствующие увеличению тяги . Однако наряду с тя го й , развиваю щ ейся 
на входе и внутри дополнительно присоединяемого эж ектора, 
при этом появляется дополнительное сопротивление на внешних 
поверхностях системы эж ектора. Это и некоторые други е обстоя
тельства ограничивают области применения эж екторов для у в е 
личения тяги . Эжекторы используются т а к ж е  к а к  насосы для 
создания глубокого в а к уум а . Например, с помощью эж екторов, 
работающих на парах ртути , можно получить разреж ени я порядка 
миллионных долей атмосферы. Эжекторы ш ироко использую тся 
во многих системах добычи и транспортировки по трубам  газов.

§ 10. Основные элементы теории реактивной тяги

Классическим типом реактивного д ви гател я  явл яется  р акет 
ный двигатель.

Рассмотрим неподвижное тело  или тело, дви- 
Ракетныи двигатель ж ущ ееся поступательно с постоянной ско 
ростью. П усть в теле есть камера — полость, в  которой имеется 
или образуется при горении из запаса вещ еств , входящ их в со
став массы тела (обычно твердое или ж и дкое топливо), сжатый

Рис. 58. С хем а ракетного д ви гател я .

га з  с давлением торможения р* и температурой торможения Г * . 
Допустим, что сжатый га з  вы текает из кам ер ы  через специаль
ное сопло во внешнее по отношению к тел у  пространство, в кото
ром имеется давление р0 < р *  (рис. 58).

Если отношение р*/р0 ~  1, то на выходе из сопла скорость 
истечения до звуко вая ; если р * !р й 1 , то возникнет сверхзвуко 
вая  струя (при применении сопла Л авал я).

Обозначим через 5  площадь сечения на вы ходе газовой струи из 
тела во внешнее пространство. Если скорость истечения газа  отно
сительно тела до звуко вая , то на выходе в  однородной (по пред
положению одномерной теории) струе давлени е б удет  равно внеш
нему давлению р0. Если сопло представляет собой расчетное сопло 
Л авал я , то давление в сверхзвуковой струе на вы ходе тоже равно р 0. 
Поток газа  в сопле Л авал я  может достигать свер х звуко вы х  ско
ростей за  критическим сечением и затем вн утр и  сопла Л авал я  
переходить в дозвуковое движение через систем у скачков уплот
нения. В этом случае на срезе сопла (в р ам ках  одномерной теории) 
в истекающей дозвуковой струе такж е будет образовы ваться д ав 



ление, равное внешнему давлению /?„. При чисто сверхзвуковом 
нерасчетном истечении давление в  струе р' на площади 5  будет 
получаться не равным р 0; если р ’> р й, то имеем недорасширенное 
сопло, если р  < р 0 перерасширенное. В одномерной теории 
вектор относительной скорости истечения га за  на выходе из сопла V 
постоянен по сечению 5  и перпендикулярен к  нему.

Рассмотрим общую силу, действующую на тело по поверхности 
, состоящ ей из стенок сопла и границы камеры сгорания со 

стороны дви ж ущ егося газа , и по внешней поверхности тела 2 „ 
от распределенного по ней постоянного давления р0.

Определим си л у тяги  /? ракетного двигателя к а к  сум м у по
верхностных сил , действующих на тело по поверхности 2  +  2 
Т ак к а к  °'

— 5 Рап Ла =   ̂ р 0п йо =  /?05 л , 

то для силы тя ги  /? (см. определение (8 . 1)) верна формула

/? =  — 1р „ (1о — \ р 0п<1о =  — $ р п(1о +  р08п , ( 10 . 1)
2 20 2

л — единичный вектор нормали к 5 , направленной как  вектор 
скорости истечения. Д л я  вычисления силы тяги  применим ур а в 
нение количества движения к движ ущ ейся относительно тела 
массе г а з а , ограниченной замкнутой контрольной поверхностью 
состоящей из поверхности 2  и сечения сопла на выходе 5 . Пред
п олагая дви ж ен ие относительно двигателя ракеты  установивш имся 
и пренебрегая массовыми силами, напишем

$ р ш л£/ст= ^ р пйо—  \ р 'п й а .  ( 10 .2)

Т ак к а к  о„ =  0 на твердых границах, то, пренебрегая малым коли
чеством дви ж ен и я поступающих в кам ер у сгорания в жидком или 
ТВЖ  виде с большой плотностью компонент горючего, из ( 10 . 1 ) 
и ( 10.2) найдем основную формулу для тяги  ракетного дви гателя :

Я  — [(р '— р 0) 3  г-ро25 ] я .  (Ю.З)

Знак минус перед скобкой п оказы вает, что при положительном 
значении вы р аж ен и я в скобках вектор /? направлен против н а
правления внеш ней нормали п  к  5  и, следовательно, действи
тельно им еется т я г а .

В частности, если режим истечения расчетный, то для вели
чины тяги  вер н а очень простая ф ормула:

Я  =  pv2S  =  Gv, 

где в —риБ —  р асход  газа  через сопло.



Масчетного"сСТЬ ™ГИ П окаж ем , что при заданном расходе, кото- 
расчетного сопла рЬ[д определяется полностью площ адью  сече

ния горла сопла, т я га  расчетного сопла име
ет максимальное значение. Рассмотрим разницу в т я г е  при исте
чении на различных режимах. Н а рис. 59 схем атически  п о ка
заны сечения сопла, соответствую щ ие различным реж им ам  и с
течения.

Из общей ̂ формулы (10 .1), если не учитывать сил трения по 
поверхности сопла, следует, что при недорасширении не доби
рается часть тяги  AR, представляем ая интегралом по у ч а с т к у  А В ,

AR =  ~  J (р — Ро) cos (п, x ) d o > 0 ,
АВ

так ка к  р >  р0, cos (я , х) < 0  на А В . При перерасш иренни т я г а  
получает отрицательное приращение ДR

AR =  — '\j (р — p 0) c o s (n ,  x )d a
вс

0 .

так  как  р  <  р 0, cos (я , х) <  0 на ВС. Отсюда следует , что рас-

Расчетное

Сопло , ■ 
о недорасширением ¿Г

Сопло , 
с перерасширением

Рис. 59. Схема сечений на вы ходе из 
сопла при различных реж и м ах истечения.

четное сопло теоретически 
наиболее выгодное.

Однако на практике в р а 
кетных дви гателях , предна
значенных для работы на 
больших высотах (и тем бо
лее в космическом простран
стве), невозможно обеспе
чить расчетные режимы исте
чения га за  из сопла, так к а к  
требуемая для этого площадь 
выходного сечения оказы ва
ется чрезмерно большой.
Например, при давлении внутри камеры  сгорания р * ~  100 кГ/см2 
и высоте полета 30 км (Ро~ 0,01 кГ/см2) площадь выходного сеч е
ния должна быть примерно в 500 раз больше критической, а при 
р о ->  0 5 / 5 кр->- оо. Поэтому сопла ракетны х двигателей работаю т, 
к а к  правило, на режимах недорасширения.

Температура торможе- ° бозначим Чер63 Т '* И тем п ер ату р у  и 
ния продуктов горения Да в д ен и е  торможения в газовом  потоке на 
и теплота реакции срезе сопла ракетного дви гателя . Р ассм о т

рим газ  горячей реактивной струи  к а к  со 
вершенный и обозначим через ¿ '*  его полное удельное теплосо
держ ание. Если пренебречь небольшой теплоотдачей через стенки  
камеры сгорания и сопла, то можно написать

( 1 0 . 4 )

Здесь Ср — средняя теплоемкость при постоянном давлении про

i'*  = с рТ '*  =  ¿í =  t-2 -j-h.



д ук т о в  горения; ¿1— полное удельное теплосодержание при ис
ходной начальной тем пературе композиции топливных компонент, 
подаваем ы х в кам еру сго р ан и я1); «*— полное теплосодержание 
при той ж е  начальной тем пературе продуктов химической реак
ции (соответственно при полном или неполном сгорании, в зави
симости от организации процесса горения); к — соответствую щ ая 
теплота реакции, рассчитанная на единицу массы га з а , истекаю
щ его через сопло2).

Теплосодержание, т ак  ж е  к а к  и внутреннюю энергию, для 
данной системы компонент топлива и, соответственно, продуктов 
горения можно рассм атривать с точностью до аддитивной постоян
ной. Использование дл я  га за  (продуктов реакции) формулы

г* = с рТ*,

где Т* — температура адиабатического торможения, связано с 
определенным фиксированием этой аддитивной постоянной.

Величины Сх и Н— основные химические характеристики при
м еняем ы х топлив; эти величины существенно зави сят  от весо
вого отношения компонент топлива, поступаю щ его в камеру 
сгорания двигателя, и от полноты сгоран и я3), обусловленной 
процессами испарения, смеш ения и, вообще говоря, свойствами 
кинетики химических реакций. В зависимости от состава топ
лива величину ¿7 можно рассчитать по опытным данным хими
ческой термодинамики. Наибольшее удельное значение отве
чает стехиометрической смеси. Стехиометричность можно обеспе
чивать с помощью систем подачи компонент топлива в камеру 
сгоран и я. Сравнение различных комбинаций ракетны х топлив и 
их оценку можно производить для стехиометрических смесей или 
д л я  некоторых заданны х диапазонов весовых соотношений ком
понент.

В таблице представлены некоторые данные о применяемых и 
перспективных топливах. Из таблицы видно, что водород и литий 
явл яю тся  высококалорийным топливом. С механической точки 
зрения наибольшее преимущ ество по сравнению с кислородом имеет 
фтор. О днако фтор ядовит и химически очень агрессивен. Значи
тельное выделение теплоты получается при рекомбинациях атомов 
кислорода и водорода.

! )  В полном теплосодержании 1* доля кинетической энергии компонент 
топлива, поступающего в к ам ер у  сгорания, ничтожна и на практике меньше 
10~4 части от Л.

2) Во многих практически  важ н ы х случ аях , особенно при применении 
ж и дки х  топлив при низкой тем пературе (например, жидкий кислород и во
дород), в современных дви гателях  имеет место неравенство ¿2 <^/г.

3) В современных дви гателях достигается очень высокая степень полноты
сгорания.



Теплота реакции горючих компонент топлив при стехиометрической смеси *)

Горючее Окислитель

Удельная
теплота
реакции,
. ккал 

~kF

Удельная  т я г а
Р кГ

уд. ид., кГ ¡ с е к  f 
Р' 1

при р7»=Тоо

Жидкий водород Н2 Жидкий ки слород  Оа 3 030 400
Литий То ж е 3 500 370
Керосин » » 2 270 310
Этиловый спирт » » 2 020 300
Гидразин » » 1940 320
Водород Н2 Жидкий фтор Р 2 3 030 420
Литий То ж е 3 170 420
Гидразин » » 2 420 370
Керосин Азотная ки слота 1 440 265
Керосин Ч еты рехокись азота 1 720 285
Атомарный кислород О Атомарный кислород О 3 800
Атомарный водород Н Атомарный водород Н 51 600 4500
Атомарный водород Н Атомарный ки слород О 11 300

*) Подробные термодинамические дан н ы е для различных систем горю -
чего и окислителен можно найти в работах: S u t t o n  G. R ocket p ropu ls ion
elements. — N. Y . —  L ., 1963; Б а р р е р М .  и др . Ракетные дви гатели . —  М .:
Оборонгиз, 1962; S a r n e r  S . F . P ro p e llan t chem istry . — N. Y ., 1966.

При использовании топлив имеют значение не только  дан н ы е, 
указанны е в этой таблице. Большое значение имеют т а к ж е  во 
просы организации процесса горения в камере ракетного д в и г а 
теля, токсичность и агрессивность компонент, их взры воопасность, 
вопросы удобства и возможности хранения топлив, цены их п ри 
готовления и некоторые другие обстоятельства. Н апример, в  н а 
стоящее время из-за трудностей приготовления и сохранения на 
практике не используются указан н ы е в таблице реакции с больш им 
выделением тепла для атомарных кислорода и водорода.

За счет теплоотдачи или использования части вы деляю щ ейся 
энергии для систем подачи топлива происходит некоторое сн и ж е
ние и Т{ до Г* и и Т'* <  Т [), которое можно уч есть  
в специальных расчетах.

Если результирую щ ее полное теплосодер- 
Давление торможения и ж ание в идеальном процессе сгорания с в я -  
расход топлива г  Г  ^ 'зано только с величинои освобождаю щ ейся
химической энергии, то для идеального процесса в д в и га т ел е  
давление торможения при заданном критическом сечении сопла 5 кр 
зависит в первую очередь от массового расхода компонент то п л и ва . 
Кроме этого давление торможения зависит от необратимых осо
бенностей процессов в камере сгорания и потерь, связанны х с  ро
стом энтропии при движении га за  в сопле.



Д л я  массового расхода г а з а  (см. (6 .9)) верна формула

<7= i / H Z I  (  2 у ^ - 1* Р*  с  
У Y*—1 \ V + U  щ’

где р*  и Т* — давление и температура торможения в критическом 
сечении.

Если сгорание закан ч и вается  до критического сечения сопла и 
можно пренебречь теплоотдачей, то Т* =  Т'*. Из формулы для 
расхода G ясно, что величины G u p *  практически пропорциональны.

Регулированием  подачи топлива в кам еру сгорания можно 
м енять давление торможения.

К а к  указы валось выш е (см. § 9), отношение
£>'*

*7 =  °  iP*

хар актер и зует  потери в сопле между критическим сечением и 
сечением на срезе сопла. Обычно величина а  близка к  единице. 
В хороших соплах коэффициент а  имеет значение 0 ,98—0,99. 
Т яга  двигателя И з основного равенства (10 .3) для тяги

ракетного  двигателя на основании формул
§ 6 можно написать

R =  (Gv +  p ' S ) — p 0S  =  |>'*/ (к)— р0] S , (10.5)

где 5  — площадь на вы ходе из сопла,

Х -- /
Y - 1

/ W  =  ( l + ^ ) ( l - g ^

При р*р>р0 (р* имеет порядок 50— 100 а т м , р а ~  1 а т м  на Земле 
и р 0 ~  0 на большой высоте) второй член в скобках  в ( 10 .5) мал 
по сравнению с первым.

Коэффициент скорости К на выходе из сопла при ^пренебре
жении малыми потерями в сопле по формулам § 6 вы раж ается через 
конструктивно определяемое для сопла отношение 5 кр/5 из со
отношения

я (1 _  я Л 1/<7“ 11 -  / ' - М 1/<7" 1к5кв

Отсюда следует, что

v =  V ^ F [ y ,  .

Скорость истечения в реактивной струе зависит от теплоты 
горения и от п о казателя адиабаты  Пуассона у  продуктов горения.



Из (10.5) следует, что при /?0 ~  0 тяга пропорциональна рас
хо д у^  или давлению торможения р * , все потери в давлении тор
можения — это прямые потери в тяге.

Регулирование расходом давления торможения р* равносильно 
регулированию тяги.
Удельная тяга Важнейшей практической характеристикой

данных компонент топлива, совершенства 
процесса горения и истечения газа в ракетном двигателе является 
удельная тяга, представляющая собой величину тяги, снимаемой 
двигателем с килограмма расходуемого за одну секунду топлива,

п _  кГ
уд ¡>0 кГ/сек ’

где — секундный весовой расход продуктов сгорания через 
сопло.

Для расчетного сопла, когда р ' =  р 0, из (10.5) имеем
п _  р , _  V _  V2У*
^УД — Ауд 1 р ' \ (V— 1 )/у 1/2

8 й
ИЛИ Я уд =  /?уд да  0 ,  I V .

Для нерасчетного сопла (см. (10.3) и рис. 59) имеем

^уд Яуд ' Ро
ЯР'У

Из двух последних формул ясно, что удельная тяга сущ ест
венно зависит от калорийности топлива, т. е. от величины ¿ '* , 
от перепада давления р'/р* в двигателе и довольно чувствительно 
зависит от показателя адиабаты Пуассона у  продуктов горения. 
Из формулы для /?уд в случае расчетного сопла вытекает, что 
при прочих равных условиях удельная тяга растет с ростом у. 
(Для атомарных газов 7 = 5/3 , для газов с молекулярным строе
нием, молекулы которых имеют повышенное число степеней сво
боды, имеем 1< 7< 5/3). Очевидно, что удельная тяга ракетного 
двигателя совсем не зависит от скорости полета и слабо зависит 
от высоты полета (через величину р 0). При увеличении высоты 
полета давление р' сохраняется, а давление ра падает, поэтому 
удельная тяга несколько возрастает за счет уменьшения р0.

В приведенной выше таблице указаны расчетные удельные 
тяги различных комбинаций топлив стехиометрического состава 
для идеальных процессов в двигателе при полном сгорании и при 
обратимом процессе истечения из сопла для перепада давления 
р/ р *  —1/100. Из этой таблицы следует, что получение большой 
удельной тяги связано не только с большим тепловыделением 
при горении. Например, гидразин с кислородом имеет лучшую 
удельную тягу, чем этиловый спирт с кислородом, это связано с 
различием свойств молекулярного состава продуктов горения.

В современных жидкостно-реактивных двигателях (ЖРД) у 
Земли достигнуты удельные тяги

Яуд ~ 240 -  420 кГсек/кГ,



в ракетных двигателях на твердом топливе (РДТТ) имеем 
#уд ~  220—250 кГсек/кГ.

В перспективных двигателях эти показатели могут быть лучшими. 
Удельные тяги на высоте могут быть большими.

В качестве характеристики топлив и двигателя вместо удельной 
тяги можно рассматривать и использовать величину, обратную 
удельной тяге,

1 _ gGкГ/сек
Суд ~~ — "Я " ¿Г “ ’

дающую весовой расход топлива в одну секунду для получения 
тяги в один килограмм (удельный весовой расход топлива).

Удельный расход топлива суд в ракетных 
Основные особенности двигателях большой, запасы химического 
ракетных двигателем топлива при полетах на очень большой
высоте должны находиться на борту летательных аппаратов, по
этому ракетные двигатели могут работать, вообще говоря, только 
очень короткое время. Д аж е для сверхмощных современных ракет 
время действия главных двигателей измеряется всего несколькими 
минутами. При полетах в атмосфере другие типы двигателей, за
бирающие кислород из атмосферного воздуха, имеют много мень
ший расход запасов топлива, находящихся на борту летательного 
аппарата, и поэтому в этом отношении они выгоднее ракетных 
двигателей.

Ракетные двигатели легки, могут работать в пустоте и способны 
развивать в течение короткого времени очень большие тяги, прак
тически недостижимые для двигателей других типов. Например, 
в настоящее время имеются жидкостные ракетные двигатели с од
ним соплом, развивающие в полете тягу до 800 тонн. На больших 
современных космических ракетах на первой ступени ставится не
сколько таких двигателей. Существуют ракетные двигатели на 
твердом топливе, которые развивают тягу в несколько тысяч тонн.

При полетах в атмосфере Земли в каче- 
В о зд уш н о -р еа к т и в н ы е  стве окислителя можно использовать ат-
?ип!|аТдвигателей И ДРУГИе мосферный кислород. Забираемый для этой

цели из атмосферы воздух вместе с топли
вом, имеющимся на борту летательного аппарата (в перспективе 
вместо энергии горения для подогрева рабочей среды можно 
использовать энергию ядерных реакций), можно использовать для 
образования реактивной струи, создающей тягу . При этом обычно 
в рабочем газе вес воздуха значительно превышает вес топлива. 
Этот процесс непосредственно осуществляется в воздушно-реактив- 
ных двигателях (ВРД). Атмосферный воздух используют также 
в поршневых и газотурбинных двигателях, в которых энергия 
продуктов горения с помощью турбины преобразуется в механи
ческую энергию, используемую в свою очередь для вращения



винта, передающего механическую энергию воздуху или воде для 
создания реактивной струи, обусловливающей появление тяги.

Существует множество различных схем и типов двигателей, 
создающих тягу , для полетов аппаратов в воздухе, для движения 
тел в воде, для перемещения различных транспортных средств^по 
поверхности земли и воды. Опыт и теория показывают, что в' за 
висимости от условий движения и эксплуатации двигательных 
систем целесообразно и возможно применять различные типы 
двигателей. Например, сразу ясно, что в пустоте (в космосе) можно 
применять пока только ракетные двигатели, но рабочий процесс, 
источники энергии (в частности ядерная энергия) и рабочая среда, 
создающая реактивную струю в ракетных двигателях, могут быть 
разнообразными: продукты горения химических топлив, подогре
тые газы, плазменные струи, потоки ионов и т. д .; можно говорить 
даже о реактивных струях фотонов и других элементарных частиц 
(в этих случаях возникают проблемы создания двигателей, исполь
зующих разреженную космическую среду, подобно тому как  в 
ВРД используется атмосфера Земли). В общем случае проблема 
выбора и конструирования оптимальных двигательных систем 
теснейшим образом связана с конкретными условиями их приме
нения. Однако существуют некоторые универсальные соотношения, 
которые положены в основу представлений о свойствах и выгодных 
условиях работы любых определенных двигательных систем. Обра
тимся теперь к установлению подобных универсальных понятий 
и характеристик применительно к различным системам ВРД .
„ . ппп Полетный коэффициент полезного дейст-Полетныи к. п. д. ВРД , .вия (к. п. д.) двигателя можно определить
с помощью следующей формулы

Л •» полезная мощность „Т1 =  -=ъ- = ---------------------------- , ( 1 0 .6 )1 и? затраченная мощность х '

где /?—тяга двигательной системы, V — скорость полета, № — 
мощность энергии, подведенной к потоку. Величина V? вообще 
пропорциональна весу топлива, расходуемого в единицу времени.

Подобно к. п. д. цикла?Карно (см. гл. У)^можно ввести и д е 
альный к. п. д. двигателя. Идеальный к. п. д. вводится с целью 
получения критерия, который позволил бы дать оценку возмож
ных пределов наивыгоднейшего использования подводимой энер
гии и степени приближения к этому пределу при работе в прак
тически ""осуществляемой конструкции. Как известно из термо
динамики, идеальный к. п. д. меньше единицы. Идеальный к. п. д. 
достигается при идеальном обратимом процессе. Действительный 
к. п. д. вследствие неизбежной необратимости явления всегда будет 
меньше, чем идеальный. Однако в ряде случаев в правильно скон- 
струированных~машинах можно подойти к идеальным условиям 
весьма близко. Величина отклонения действительного к. п. д. от 
идеального характеризует техническое совершенство машины.



Характеристики идеального двигателя могут послужить указанием 
для выбора основных параметров при проектировании двигателей 
и для правильных способов организации процесса их работы. Зна
чения идеального к. п. д. могут быть использованы также для 
оценки различного рода перспективных возможностей.

На рис. 60 представлена схема установившегося движения 
воздуха относительно летательного аппарата с воздушно-реак
тивным двигателем. На этом рисунке заштрихованы условно изоб
раженные элементы конструкции двигателя и летательного ап-

Рис. 60. Схема потока воздуха относительно я м и  ЛИНИИ т о к а  ч а с т и ц

нюю (тепловую или механическую) энергию от топлива или под- 
подвижных элементов конструкции двигателя или движителя 
(например, винта). Совокупность первых линий тока, простира
ющихся от —оо до +оо, условно назовем внутренним потоком, 
а совокупность вторых — внешним потоком.

Опыт показывает, что при больших скоростях полета силы 
воздействия воздуха на летательный аппарат от внешнего и внут
реннего потоков тесно связаны между собой и механически нераз
делимы. Это видно и из общей картины потока. Получение фак
тических значений к. п. д. возможно из опытов или расчетным 
путем с помощью подробного анализа и построения взаимно свя
занных обоих потоков с учетом необратимых эффектов. Эти пути 
сложны и тесно связаны со спецификой конкретных объектов.

Проведем дальнейший анализ в предельных случаях идеаль
ных и обратимых процессов для вычисления идеальных к. п. д. 
Как было показано выше, в идеальных условиях при обратимом 
установившемся непрерывном обтекании газом любых тел конеч
ных размеров в случае отсутствия подвода энергии к газу извне 
тяга и сопротивление равны нулю (парадокс Даламбера). При 
наличии энергетического взаимодействия под тягой в идеальных 
условиях в рассматриваемом случае необходимо понимать вели
чину общей силы воздействия потока газа на внешние и внутренние 
поверхности всех элементов летательного аппарата.

Покажем прежде всего *), что если внешнее обтекание во всем 
пространстве вне поверхности АВИЕЕф^хАх с конечными ило-

ВнешниЖпотт парата, пунктиром прове
дены линии тока частиц 
воздуха, принимающих не-

Янршнпй поток —

* посредственное участие в 
энергетическом взаимодей
ствии с элементами дви- 

• гателя, сплошными лини-

летательного аппарата с В РД . воздуха, которые непосред
ственно не получают внеш-

г) См.: С е д о в  Л . И. О полетном коэффициенте полезного действия 
идеального винта и идеального воздушно-реактивного двигателя.— В кн.: Сб. 
статей  № 13, вып. 5, Теоретическая гидромеханика. М ., ЦИАМ, 1954.



щадями и 5 2 сечений в бесконечности (см. рис. 60) представляет 
собой непрерывное установившееся адиабатическое баротропное 
движение идеального газа *), то имеет место парадокс Даламбера 
в более общей формулировке. Эта формулировка заключается в 
том, что при указанных условиях равна нулю общая сила сопро
тивления или тяга , действующая со стороны внешнего потока на 
внешние поверхности летательного аппарата и на поверхности 
струй внутреннего потока, простирающихся от бесконечности 
перед телом до бесконечности за телом.

Из этого предложения, которое доказывается ниже, следует, 
что общая сила тяги (или сопротивления), действующая на обте
каемые поверхности летательного аппарата со стороны внешнего 
потока, вообще отлична от нуля. Она равна '¿^обратным знаком 
общей силе сопротивления (или тяги), действующей со стороны 
внешнего потока на поверхности струй внутреннего потока, гр а 
ничащие с внешним потоком.

Как и раньше при доказательстве парадокса Даламбера для 
конечных тел, рассмотрим изучаемое внешнее движение идеаль
ного газа как предел движений в цилиндрической трубе с обра
зующими, параллельными скорости потока в бесконечности, и 
примем, что давления в бесконечности впереди и сзади р 2 вы
равниваются и постоянны на площади сечения трубы, которую 
обозначим через 5* . Уравнения расхода и количества движения 
газа в проекции на ось трубы, примененные к объему внешнего 
потока между сечениями 5* — 51 и 5*  — 5 2 в бесконечности, дают

РЛ  (^*—5,) =  р2у2 (5*—5 2), (Ю.7)
# =  (/>2 —Р1)(5*—5 2) + р1У1(5»— 5,) ( о . - ^ ) ,  (Ю.8 ) 

где Я — сила сопротивления, определяемая формулой 

# =  — $ (Р — Р1)йах,
А В й Е Е ,0 ,5 ,/ ! ,  (

в которой с1ах — проекция элемента обтекаемой поверхности на 
плоскость, нормальную к набегающему потоху (скорость V парал
лельна оси х).

Из (10.7) при 5 != ^ 5 2 имеем

5*—5  — 911,1 8*—Я _  Ргг'г(^2—^1)
2 Р2̂ 2 — Р Л  ’ 1 р2Г2— р1Ь|!

) Ле^гко показать, что решения задач о таком обтекании тел подходящих 
очертаний в рамках теории идеальных жидкостей и газов при дозвуковых скоро
стях существуют, при сверхзвуковых скоростях в обтекающем потоке образуются 
вообще скачки|уплотнения. Однако теоретически можно подобрать такие формы 
обтекаемых тел, чтобы эти скачки отсутствовали или вносили в поток сколь у го д 
но малые потери. При построении идеального к. п. д. потерями во внешнем потоке 
следует пренебрегать.

5 Л. И. Седов, т. 11



Пользуясь этим, из (10.8) находим

так как вдоль линий тока верно равенство
pv йи =  —  с1р.

Если площади 5 ! и 5 2 конечны, а площадь 5* стремится к бесконеч
ности, то р 2—>-/?!—>■ рх и 1>2—*^1- Огсюда следует, что/? >0, так 
как интеграл в (10.9) стремится к нулю при и2—>-и1. Если 5 1= 5 2, 
то р1У1= р2У2- Отсюда и из баротропности, вообще говоря, следует, 
что р1= р 2 и vl = v2 и, следовательно, Я = 0, т. е. в этом случае 
сопротивление обращается в нуль не только при обтекании в без
граничном потоке, но и при обтекании в трубе при любом 5* . 
В предыдущих выводах существенны только баротропность 
и непрерывность движения газа, причем все линии тока прости
раются от х= —о° до х=~Ьоо (в бесконечности нет возвратных 
токов). Вывод (^ = 0 ) сохраняется и при неадиабатических движе
ниях при наличии баротропии. Полученная формулировка обоб
щенного парадокса Даламбера верна и в тех случаях, когда внут
ренний поток необратим, а обратим только внешний поток. Отсюда 
вытекает, что сила сопротивления, действующая со стороны внут
реннего потока на границах с  внешним потоком, точно равна внеш
нему сопротивлению летательного аппарата.

Обозначим через 0 = р 1У151= р 2У252 расход газа во внутреннем 
потоке, где рь  ^  и  р2, ь2 — плотности и скорости во внутренней 
струе впереди и сзади в бесконечности соответственно. Из поста
новки задачи и формул § 8 следует, что для общей силы тяги Я 
и для общего притока энергии № к газу верны формулы

Таким образом, установлено, что формулы (10.10) и (10.11) верны 
для случая обратимого адиабатического внешнего потока и любого 
необратимого внутреннего потока.

Если подводимая извне энергия № тепловая, то полный полет
ный коэффициент полезного действия, идеальный или фактический, 
определенный равенством (10 .6), всегда можно представить в виде

/? =  С (у2 - и 1), 
Г  = 0 (/2* - Л ) .

( 10. 10)
(10. 11)

(10.12)

где Птер — термический к. п. д.,

Лтер (10.13)

а т|Пр0П — проиульсивный к. п. д. или полетный механический к. п. д.,



который с учетом (10 . 10) можно представить в виде

Т1пРОП =  0 (У1/2 - ,? / 2) =  ч 4 м ~  <  1’ (ШЛ4>
Если двигательная система может быть разделена на систему 

двигателя, вырабатывающего механическую энергию (например, 
поршневой двигатель), и движителя (например, винт), то согласно 
(10 . 12) общий к. п. д. представляется произведением термического 
к. п. д ., являющегося основной характеристикой теплового двига
теля, и пропульсивного к. п. д ., являющегося характеристикой 
движителя. Для ВРД такое разделение может носить только у с 
ловный характер, так как оба коэффициента, т]тер и т]проп, пред
ставляют собой характеристики одного и того же объекта —дви
гательной системы в целом.

На практике в стационарных условиях, на кораблях и само
летах наивысшее значение г]тер у поршневых двигателей достигается 
для дизелей и имеет порядок 0,45; для паровых машин наивысшее 
значение г)тер ~  0,35; современные мощные авиационные газотур
бинные двигатели имеют 11̂ ^ 0 ,35—0,45.

Так как для получения тяги необходимо, чтобы имело место 
неравенство

и2>У1,
то очевидно, что пропульсивный к. п. д. будет получаться наи
большим, когда величина о2 мало отличается от г>1. В общем случае 
для уменьшения величины при данной тяге необходимо увели
чивать массовый расход С реактивной струи. Большие расходы (3 
можно получать за счет увеличения площади проходных сечений 
двигателя или диаметра винта, однако это связано с увеличением 
сопротивления обтекаемых каналов, веса и габаритов двигательных 
систем, а для вращающихся частей с уменьшением их угловой ско
рости, т. е. допустимого числа оборотов в единицу времени. Эти 
и некоторые другие обстоятельства заставляют искать и применять 
компромиссные решения.

В ВРД величины V р [ , Т[ , р ,̂ ¿1 задаются условиями полета 
(скорость и высота полета при известных атмосферных данных).

Для определения общего массового расхода й  нужно знать 
коэффициент расхода ср

0=фр1У15,
где 5  — площадь входных каналов двигателя, которая опреде
ляется устройством двигателя и режимом его работы.

Скорость в реактивной струе а, можно вы- 
Скорость В реактивнои р а зи ть  ч ер ез д а в л е н и е  ТОрМОжения и ста 

тическое давление. Д ля несжимаемой ж ид
кости из определения р* имеем

У - - 27 Рст); Рст =  р2. (10.15)



Для совершенного газа

[  1 -  ( ^  ) <?" 1 )Л] 1/2 • 16)

Давления торможения р[ и р2 могут различаться за счет по
терь или подвода механической энергии к потоку жидкости или 
газа. Отношение я  = рЦр\, полную степень сжатия, удобно взять 
в качестве основной характеристики аэрогидродинамического про
цесса работы В РД  или винта.

Вместо формул (10.15) и (10.16) из условия р1 = р2 для не
сжимаемой жидкости легко получим

0 1 = |/Г0} +  2 (р» =  рГ), (10.17)

а для газа согласно формулам (5.13) и (5.14) можно написать

------ 2 -----= -----1 ± 1_  . (10.18)
1 , V—1 л** 1 V- Ч*
1+ — М1 ‘ " г Я

Отсюда получим

(1019)

Эти формулы дают выражения для М2 и к2 через я  = /?2/Ри 
общую степень сжатия в ВРД, и через задаваемые величины 
М1 и Ях набегающего встречного потока воздуха. Очевидно, что 
всегда М2 >  Мх и Хг >  если я > 1 .  При я < 1  получает
ся, что М2 <  Мх и к2 <

Найдем еще в самом общем случае отно- 
Отношение площадей в бе- шение 5 2/5х площадей струи в бесконеч- 
сконечносги для внутрен- ности во внутреннем потоке, 
ней струи д ля несжимаемой жидкости на осно
вании (10.17) имеем

^  =  ̂  = ___  1 ( 10 .2 0 )
51 1,2 л/ 1 | 2 (р» ~  Рр

' Р1̂ 1
Для газа из формул (5.13) и (5.14) получим

32 _  Р11’1 _  Я (м 0 Р* т1 ( 10.2 1 )



Далее из уравнения состояния имеем

,7/(7-1)„  = 4 У /17 х, где х =  е *  , (10.23)
р\ \ т \ )

-

Я = ср —Су—удельная газовая постоянная, а и 52 —энтропии, 
рассчитанные на единицу массы в сечениях и 5 2. Обычно х <  1, 
так как энтропия растет ¡ 5 
вследствие потерь или по
догрева газа в камере сгора 
ния. Для винта, компрессо
ра или турбины величина я  
равняется отношению давле- 

•

ний торможения в
Р Ютн

установившемся относитель
но вращающихся частей по
токе. В идеальных ^обрати
мых процессах это отноше
ние равно единице.

На основании (10.23) со
отношение ( 10 .2 1 ) можно 
переписать в виде

<7(Мх)
$1 <7 (М2)я<т+«/*гИ(т-1>/2т

= / (М1} л, х), (10.24)

Рис. 61. Зависимость отношения З а/ ^ о т  
степени повышения полного давления п 
в реактивной струе и от числа М аха по

лета Мх.

где М2 определено формулой
(10.19), а <7(М)—формулой 
(10.22). На рис. 61 дано 
графическое изображение 
/ (Мц л) при х = 1 .

Потери механической энергии по тракту двигателя и подогрев
£

приводят к увеличению отношения ^ . Однако это увеличение, 

вообще говоря, незначительно, так как показатель у  х мал

у —1
2? < 1 .

Выше установлены некоторые универсальные определения и 
соотношения, применимые к различным типам ВРД , к  водяным 
и воздушным винтам. Дальнейший анализ и конкретизацию со
ответствующих связей нужно давать с опорой на механизмы под
вода энергии и с учетом потерь во внутреннем потоке.



Прямоточный воздушно- Рассмотрим простейший с точки зрения 
(ПВРД)НЫЙ Д8Игатель общей схемы тип ВРД —прямоточный воз-

душно-реактивный двигатель (ПВРД). Схе
ма ПВРД изображена на рис. 62. ПВРД 

с аэродинамической точки зрения представляет собой профилиро
ванный канал, состоящий из диффузора, камеры сгорания и вы
хлопного сопла. Диффузор необходим для организации выгодного 
режима горения в камере сгорания при малых скоростях потока 
воздуха. Сопло необходимо для разгона газа за счет перепада

а)

Рис. 62. Схема П ВРД: а) для дозвуковых скоростей полета, б) для больших 
сверхзвуковых скоростей полета. 1 — входной диффузор, 2  — камера сгорания,

3 — реактивное сопло.

давлений в подогретом газе в камере сгорания и во внешнем 
пространстве. В соответствии с тем, что дает анализ работы диф
фузоров и сопел, диффузоры и сопла для больших сверхзвуковых 
скоростей существенно отличаются по форме от диффузоров и 
сопел для дозвуковых скоростей (см. § 9).

При пренебрежении массой топлива, впрыскиваемого в ка
меру сгорания (см. (10.13), (10.14), (10.11), (8.4) и интеграл Бер
нулли), можно написать

VI— ь\ (у—\\т1 2 1 2
Т|тер_2С, ( г ; - 7 ’Г) т \ ,  ’ Т1проп_^  п \  ■

г Г  и у  ъ + 1
(10.25)

так как по определению
д .« -" *  7 - 1  е2 

«кр 7 + 1  2срТ* ‘

Формула (10.25) для т)тер введена в общем случае реального 
ПВРД. Формулы (10.25) дают выражения т)тер и т1проп через от
ношение Т\!Т\ (которое легко выразить через количество тепла,



подводимого в двигателе к единице массы газа внутреннего по
тока) и через коэффициент скорости к (или число М аха) полета. 
Согласно (5.13) к2 выражается через потери полного давления 
л = р*/р* = а. Отношение а  для прямоточного двигателя зависит 
от аэродинамических качеств процессов в диффузоре, в камере 
сгорания и в сопле. Это отношение особенно чувствительно к по
терям в сверхзвуковом диффузоре, которые могут быть значитель
ными из-за скачков уплотнения. В частности, из формулы (10.19) 
можно указать такие значения л < 1 , когда не только К2 <  Я1, 
но и и  вместо тяги получается сопротивление.

При идеальном обратимом процессе в ПВРД давления тормо
жения в диффузоре, камере сгорания, сопле и внешнем потоке 
сохраняются, т. е. р1 = р{. Поэтому из (10.19) получим, что 
М2 =  МХ и = Х1У но у2 >  о1, так как Т\ >  Т\ из-за подогрева. 
Таким образом, для идеального ПВРД получим

С помощью формулы (10.26) легко оценить т]тер для идеального 
ПВРД. Для воздуха при у =  1,4 и = 1 т]тср= 17 % , при 
^  = 1,93, М1 =  3 т}тер = 64% , при ^  =  2,39, М1= 1 0  Т1тер =  99% .

Из сделанного выше анализа следует, что даж е идеальный 
ПВРД не может создавать тягу  «на месте» (при ух =  0).

Приведенные значения для т]тер и, вообще говоря, приемле
мые значения для тц оп при больших Т\ и, следовательно, при 
(ТЦТ\)ж 1, но при существенной разности Т\ — Т\, показы
вают, что при малых скоростях полета (малые и большие Т\) 
применение прямоточного двигателя нецелесообразно, при боль
ших же сверхзвуковых скоростях прямоточный двигатель может 
быть весьма эффективен. Однако нужно иметь в виду, что при 
возрастании числа Маха свыше М=4 температуры торможения 
становятся очень большими. Статические температуры в потоке 
внутри двигателя можно сохранять в приемлемых пределах регу
лированием величины скорости потока газа внутри двигателя. 
Путем изменения схемы можно рассматривать двигатель, в котором 
«внутренний поток» находится во «внешнем пространстве» и от
делен от поверхности тела соответствующим защитным слоем.

Из всего сказанного следует, что применение П ВРД возможно 
лишь при больших скоростях полета. Для того чтобы реактивный 
двигатель мог работать и при малых скоростях полета (в том числе 
и при нулевой скорости, т. е. на старте), необходимо существенно 
увеличить полное давление газа, входящего в камеру сгорания. 
Для этого перед камерой сгорания ставится компрессор, а для 
получения работы, необходимой для приведения его в действие, 
за камерой сгорания ставится турбина. Двигатель такой схемы 
называется турбореактивным двигателем (ТРД).



Турбореактивный двига- Схема ТРД , основного двигателя совре- 
гатель (ТРД) менных самолетов, в простейшем варианте

показана на рис. 63. В турбореактивном 
двигателе компрессор совершает над воздухом работу Ьк, кото
рая повышает давление торможения и температуру торможения

где ак = е н —характеристика потерь в компрессоре. В при
меняемых двигателях лк достигает значений 8 — 15 и выше.

Рис. 63. Схема турбореактивного двигателя. Указаны характерные основные 
сечения и соответствующие давления торможения и температуры торможения: 
/—диффузор, 2 — компрессор, 3 —-камера сгорания, 4 —турбина, 5 — выходное 

сопло, возможно, с форсажной камерой.

Турбина устанавливается для вращения компрессора за счет 
энергии подогретого газа. Для турбины имеем

где а с = е н — коэффициент, характеризующий потери в турбине. 
Температура имеет порядок 1200 —1500° К. Наибольшие зна
чения температуры Т\г лимитируются жаропрочностью лопаток 
турбины, работающих при больших напряжениях растяжения, 
и возможностью организации их охлаждения.

Для полного притока энергии к газу можно написать

Як >  1, ^ ^ „ ( Г ъ - П ^ С ' П  [ ( ^ - ) <7” 1)/7- 1]  • (10-27)
511

Ч?=ср (Т 1 -П )  О = ср (Т12- Г п ) а  > 0; (10.29)

из равенств работ1) компрессора и турбины
Ьк =

следует, что

г) На практике работа Ьх немного больше работы Ьк в связи с необхо
димостью обеспечить энергией некоторые приводы (в частности, подачу топ
лива в кам еру сгорания).



Ввиду того, что Т\ > Т\ получим
Лк л:т(ткстт.

В камере сгорания происходит подвод тепла и поэтому

(10.30)

причем знак равенства имеет место в обратимом идеальном про
цессе.

Для полного сжатия в двигателе я  можно написать

В идеальном процессе, когда сгк =  1, а т = 1 и огсг01)= 1 , согласно 
неравенству (10.30) получим

Таким образом, за счет того, что турбина работает на газе с более 
высокой температурой, на выходе из турбины Т1 >  Т{, работа 
турбины, передаваемая компрессору, получается при меньшем 
перепаде я т давлений торможения, чем повышение давления я к 
в поступающем в компрессор низкотемпературном воздухе. За 
счет этого эффекта общий перепад давлений п = р\!р\ в двига
теле ТРД получается большим единицы, тогда как  для ПВРД 
это отношение в идеальном процессе равно единице, а за счет 
потерь меньше единицы. На практике значение я  в формуле
(10.31) имеет порядок 2—3. Так как я  >  1, то, согласно (10.19), 
в ТРД получается ^2 >  и Ма >  Мг  Поэтому ТРД может рабо
тать на старте, компрессор засасывает воздух, возникает внутрен
няя струя при ф > 1 и получается тяга.

При я  »  2,3 скорость на срезе расчетного сопла получается 
близкой к скорости звука. Если сопло сужающееся, то возможно 
истечение струи со скоростью звука с неполным расширением. 
Из-за больших температур торможения Т2 величина скорости 
истечения получается большой.

Увеличения тяги ТРД при практически неизменном перепаде 
давления я  можно достичь с помощью повышения температуры 
торможения на выходе из выхлопного сопла, для этого можно 
дополнительно дожигать топливо за турбиной в сопле и таким 
путем форсировать тягу двигателя. При форсаже температуру газа, 
вытекающего из сопла, можно поднять до 2000°К и более, т. е. 
значительно выше, чем в основной камере сгорания, где температура 
не может быть больше значений, при которых обеспечивается проч
ность лопаток турбины. Для полетов с ТРД на значительных сверх
звуковых скоростях, как было указано выше, необходимо применять

р 2  __ Р 2 Р 12 P H (10.31)
*  *  *  *  тт

Р г  Р 1 2  Р п  Р 1 Ят

(10.32)



специальные диффузоры со сниженными потерями на сверхзвуко
вых скоростях.

Следует иметь в виду, что при указанных условиях увеличения 
тяги можно добиться также переходом к другим, более сложным, 
схемам двигателей. В настоящее время широко применяются тур
бовинтовые и двухконтурные ТРД. В двухконтурном двигателе 
часть воздуха, сжимаемого компрессором, минуя турбину, после 
подогрева поступает в сопло. Двухконтурные двигатели получили 
в последнее время широкое распространение в связи с тем, что 
они сочетают положительные качества обычного пропеллера на 
малых скоростях и турбореактивного двигателя на больших крей
серских скоростях.

Д л я вычисления к. п. д. г)тер, т]проп и т) для ТРД в идеальном 
или действительном режиме работы можно пользоваться форму
лами (10.25). В этом случае величину к2 > обеспечиваемую, 
вообще говоря, расчетным соплом, можно выразить через общую 
степень сжатия л и ^  набегающего потока согласно формуле
(10.19). Очевидно, что термический к. п. д. ТРД зависит от сте
пени сжатия л, от числа Маха полета и отношения Т\1Т\. При 
скорости полета, равной нулю, когда я >  1 ,

■Птер >  ° -

Д ля данного фиксированного двигателя ТРД при заданном 
значении числа Маха (или А,!) полета степень сжатия л и, соот
ветственно, число оборотов турбины и компрессора можно регули
ровать подачей топлива в камеру сгорания.

В заключение рассмотрим идеальный про- 
Теория идеального про- пульсивный к. п. д. водяного и воздуш- 
пеллера ного винта (пропеллера), как движителей,
которые создают тягу, но приводятся в движение специальным 
двигателем (электромотором, поршневым двигателем или газо
вой турбиной), когда энергетические характеристики двигателя 
заданы или известны из его отдельного технического паспорта. 
Рассмотрим идеальный пропульсивный к. .п. д. в случае уста
новившегося непрерывного адиабатического обтекания беспре
дельным потоком идеальной несжимаемой жидкости (или идеаль
ного совершенного газа) некоторого устройства с наивыгодней
шими формами. Примем, что в результате работы этого устрой
ства образуется струя, к которой обратимым путем подводится 
механическая энергия в виде работы сил, действующих на жидкость 
или газ со стороны тел этого устройства.

В соответствии с данными выше определениями тягой этого 
устройства, представляющего собой идеальный компрессор, по 
определению назовем суммарную силу воздействия внешнего 
потока и внутренней струи на компрессор в целом. Примем, что 
в бесконечности статические давления выравниваются и что в 
сечениях и 5 2 на бесконечности во внутренней струе скорости



одинаковы по сечениям, причем далеко впереди в набегающем 
потоке в пределе характеристики внешнего и внутреннего потоков 
совпадают.

Из непрерывности движения, адиабатичности и однородности 
набегающего потока следует, что удельная энтропия всех частиц 
в потоке одинакова. Поэтому за телом в бесконечности во внут
реннем и во внешнем потоках в пределе из равенства давления 
и энтропии в частицах следует равенство плотности и температуры. 
Таким образом, в этом случае во внутренней струе в сечениях 

и 5 2 имеем
Р1 — Р2, р1 =  р 2, 5х =  52, Т\ — Т г.

За счет работы внешних сил
VI ф  V*,

причем согласно равенствам (8.4), (10.10) и (10.11)
2 2

и к  = а(рл_ х>̂  ( 10 . 10 ')

Следовательно, в рассматриваемом случае идеальный полетный 

к. п. д. Т1 = - ^ г 1 (см. (Ю.6)) и пропульсивный (см. 10.14)) к. п. д. 
совпадают и определены формулой

2
1+ ^1 «1

(10 .14 ')

которая верна как для несжимаемой жидкости, так и для газа , 
как при дозвуковых, так и при сверхзвуковых скоростях полета.

Очевидно, что г| 1 при ->■ в этом случае для получения 
конечной тяги Я необходимо увеличивать расход во внутренней 
струе, б ->  оо. В общем случае, как мы покажем ниже, при за 
данной тяге идеальный к. п. д. растет с увеличением расхода во 
внутренней струе. Реактивная струя тем выгоднее, чем больше 
ее массовый расход.

Введем в качестве характеристики винта или компрессора коэф
фициент нагрузки

В 2*

где 5  — площадь входа в компрессор или площадь внутренней 
струи на входе в движитель. Д ля воздушных или водяных винтов 
примем, что 5  равняется площади круга, ометаемого лопастями 
винта. Коэффициент В — важная характеристика режима работы 
винта.



На основании формулы (10.10') можно написать

(10.33)

г д е  ф = 5 1 / 5 . Введя отсюда коэффициент нагрузки В в формулу 
(10.14 '), получим

Коэффициент расхода ф, вообще говоря, зависит от геометри
ческих особенностей форм движителя и от режима его работы. 
При заданном В наилучшие возможные к. п. д. г] соответствуют 
максимально возможным значениям ф. Иначе говоря, при заданных 
габаритах и тяге наивыгоднейший случай соответствует наиболь
шему количеству воздуха или жидкости, которое можно пропу
стить через движитель.

В случае несжимаемой жидкости имеем

и на основании (10.14') с учетом рх = р2 получим

Безразмерное число Эйлера ри?/2р\, аналогичное число Маха, 
определено условиями полета. В (10.35) единственным парамет
ром, зависящим от компрессора, является отношение л = рЦр1\ 
при я  —>- 1 имеем т| — 1 .

Вместо отношения я  можно задавать коэффициент ф (см. (10.34)). 
Необходимые значения ф для винта в идеальном процессе можно 
обеспечивать с помощью специальных кольцевых насадков (насад
ков Бриггса — Корта на водяных винтах), изображенных на 
рис. 64. С помощью такого рода насадков можно увеличивать 
площадь потока, забираемого в струю винта. Очевидно, что при
менение таких насадков может быть выгодно при больших значе
ниях коэффициентов нагрузки В (большие тяги и малые скорости 
движения). На буксирных судах при больших В применение на
садков увеличивает тягу до 50% , а к. п. д .— до 60%. Фактическое 
использование таких насадков осложняется внесением в систему 
добавочных сопротивлений, обусловленных силами вязкого трения 
на увеличенных площадях обтекаемых поверхностей.

Коэффициент ф можно определить, когда действие винта 
можно свести к действию внешних сил, распределенных по диску; 
винта, в предположении, что осевая скорость у' на диске

(10.31)

2 (10.35)



иинта постоянна. Определим эту скорость. Обозначим через 
р'г и р[ давления на разных сторонах диска, разность р'2 — р\

Рис. 64. Пунктиром показана струя без направляющего насадка, сплошными 
линиями — с направляющим насадком. На фотографии—двухвинтовой буксир  

с насадками на винтах, 
уравновешивается внешней силой со стороны винта, мощность

этой силы, передаваемая жидкости, равна

\ (Ря~—Р\) <1(У— Их)' = й  (у2 О]) 1)' =  (Уг V*).
к

Отсюда получим
/ _  '̂1+^2 

и ~ 2 '
Из уравнения расхода найдем

'5 =  5  = ̂  или ф =  ^  = _1 (£1 +  1 )  .

Подставляя это значение для ф в (10.33), получим 

^  ) 2— 1 или — =  |/1 -\-В.
V VI 1 VI

Следовательно/ в этом случае для г] по (10.14') верна формула
2

Л Л+У1+В
(10.35')



Отсюда вытекает, что г) =  1 при 5= 0 . В схеме несущего диска 
наилучшие идеальные к . п. д. соответствуют малым В, для этого 
при заданной тяге и расчетной скорости надо увеличивать 5 ,

Рис. 65. Полетный к.п .д . винта или вентилятора-компрессора как функция 
л  =  Р2/7?1 и числа Маха М ь б) полетный к .п .д .  идеального механического 
движителя (винта) для дозвуковы х и сверхзвуковых скоростей полета как 

функция коэффициента нагрузки.

однако требования прочности и возможности возникновения ка
витации заставляют ограничивать диаметр водяных винтов. С по
мощью кольцевых насадков по схеме рис. 64 при больших В можно 
получить идеальный к. п. д. и фактический к. п. д. больше, чем 
к . п. д ., рассчитанный по формуле (10.35'), отвечающей идеальному 
к . п. д. схемы несущего диска.

При движении в воздухе, так как р != р 2, ра—Рь и, следова
тельно, Й1= а 2 (а — скорость звука), на основании (10.19) получим

/ ( Я < Т - Ч / Г _ 1 ) _ А _ + Я ,



Подставляя это значение в формулу (10.14) для г], найдем 
т) (л, МЛ. Соответствующий график г|(я, Мх) дан на рис. 65, а .

При полете в воздухе легко указать правила для определения 
наивыгоднейшего значения коэффициента ср. По свойству сверх
звуковых потоков при М > 1  надо положить <р =  1. Для дозвуко
вых скоростей максимум <р получается в том случае, если ско
рость газа при входе в двигатель (в сечении 5) равна скорости 
звука. В современных авиационных компрессорах ясно выражено 
стремление приблизиться к выполнению этого условия. В этом 
случае получаем

_Ркр '̂кр__ 1
“ я  — — д (Мх)

Таким образом, находим
(10.36)

(1 0 .3 7 )

ч  = , В
1+ т

й и
1

1-
, Вд (М,)

А

для дозвуковых скоростей.
"Формула (10.37) при малых значениях не совпадает с обыч

ной общеизвестной формулой идеального к. п. д. винта, п ол у
ченной в теории несущего диска. Это объясняется тем, что р ас
сматриваемая постановка задачи носит более широкии характер 
и охватывает случай работы винта в насадках, когда часть т я ги  
может образовываться в результате применения насадков. З ави 
симости (10.36) иД10.37) представлены графически на рис. Ь5, о.

На основании" изложенной выше теории идеального винта 
можно сделать вывод о том, что при конструировании двигателем 
с наименьшим весом входные устройства и проточная часть дви 
гателя должны обеспечивать на расчетных режимах работы при 
входе в компрессор скорость потока, близкую к скорости з в у к а . 
Разобранные выше закономерности для к. п. д. имеют фундамен
тальное значение для оценки построенных машин, для выяснения 
возможных перспектив и конструктивных тенденции.

§ 11. Потенциальные течения идеальной жидкости.
Интеграл Коши —- Лагранжа

Для потенциальны х течений идеальной жидкости как у с т а 
новившихся, так и неустановившихся, может быть получен пер 
вый интеграл уравнений Эйлера. Этот интеграл носит название 
интеграла Коши — Лагранжа.



Рассмотрим движение идеальной жидкости, определенное по 
отношению к некоторой системе отсчета, и запишем уравнения 
движения в форме Громеки — Лемба

dv . , v2 . г. 1+  grad -g—|- 2а> х  v  = — — grad p + F. (11 .1 )
Р

Предположим, что 1) движение потенциально, т. е. со = 0 и 
»  =  grad<p, где ф—потенциал скоростей; 2) имеет место барот- 
ропия, р — р ( р), и, следовательно, можно ввести единую для 
всего потока функцию давления

=  7 gradP =  g™d5\

При этих предположениях уравнение Громеки—Лемба запи
сывается в виде

gr a d ( w + T + ^ )  =  F -

Отсюда видно, что массовые силы в этом случае должны обладать 
потенциалом. Обозначим потенциал внешних массовых сил через 41. 
Уравнение (1 1 . 1) приобретает вид

grad (а *  + - у  +  ^ — ' =° -
Отсюда следует

-%  + ̂ 2 + Р —'̂  = /(0 . (П .2)
где /(/)—некоторая произвольная функция времени t. '

Соотношение (П .2 ), выполняющееся во всех точках области 
потенциального движения жидкости или газа, и есть интеграл 
Коши—Лагранжа.

Для того чтобы найти функцию /(/), достаточно знать левую 
часть интеграла как функцию времени в какой-либо одной точке 
потока. Иногда такой точкой может служить некоторая точка, 
принадлежащая границе потока. В случае безграничной жидкости 
функцию / (t) можно определить по заданным значениям потен
циала ф и других характеристик на бесконечности. Пользуясь 
тем, что потенциал ф определен с точностью до произвольной 
функции времени, вместо потенциала ф можно ввести потенциал
cpi =  cp  ̂f  (t) d t . Введение в потенциал ф добавочного члена

 ̂ f  (t ) dt не влияет на поле скоростей, так как
v  =  grad ф = grad фг

После замены в ( 1 1 .2) <3;р/dt через dq jd t  в правой части интеграла 
Коши—Лагранжа будет стоять нуль. В этом случае потенциал ф 
определяется с точностью до аддитивной постоянной по времени 
и по координатам.



Интеграл Коши—Лагранжа может служить для тех ж е целей, 
что и интеграл Бернулли; если потенциалы скоростей ср и внеш
них сил 41 известны, то с помощью интеграла Коши— Л агранж а 
можно определить распределение давлений.

В частном случае, когда потенциальное движение жидкости 
или газа установившееся, интеграл Коши—Лагранжа имеет вид

и совпадает с интегралом Бернулли, в котором постоянная 
одинакова для всей массы жидкости, а функция давления зави 
сит только от давления (из-за баротропии).

отношению к которой рассматривается движение. Однако для 
описания движения относительно некоторой системы отсчета 
можно пользоваться (и это часто делают) другой, подвижной 
по отношению к системе отсчета, системой координат, например 
системой координат, жестко скрепленной с телом, движущимся 
в жидкости.

Формулы преобразования координат

где х, у , г  — декартовы координаты относительно системы от 
счета, а £, Т1, £ — координаты точек относительно подвижной 
системы, можно рассматривать к ак  закон движения подвижной 
системы относительно системы отсчета. Потенциал скоростей можно 
представить как функцию х, у, г, * или как функцию I, г|, £,

Интеграл Коши — Лагранжа (11.2) является следствием у р а в 
нений импульса, и поэтому в него входит частная производная 
потенциала <р по времени /, вычисленная в той системе координат, 
относительно которой рассматривается движение. Заметим, что

Действительно, первая берется в предположении, что х, у  и г  — 
постоянные, т. е. в фиксированной точке пространства х, у ,  г\ 
вторая—при г] и £ постоянных, т. е. в точке, которая по отно
шению к системе отсчета х, у, г  движется по закону (11.3). Л егко  
установить связь между этими производными; из (11.4) имеем 
дф(Е. ть 5. О _  д<р (*, у, г, 0 ,
- • а/ д/

Интеграл Коши — Л аг
ранжа в подвижной си
стеме координат

Интеграл Коши—Лагранжа (11.2) был
получен в предположении, что потенциал
скоростей ф представлен как функция
времени и координат системы отсчета, по

х^хЦ, л, £, /), у=у(%, л, С, /), г=г(Б , л, £, 0 . (11-3)

ф(х (I, 1], С, *), у(1, Г|, I, ¿), 2 (5 ,  Г], £, /), 0  =  <р(Б, Ц, £, 0 .  (11 -4)



причем

("Зг)б.  л . с “ 0* пер’ ( < « ) б . ч .  t Vy"ev' С Угпер

являются компонентами в системе отсчета х, у , z скорости дви
жения точки, жестко связанной с подвижной системой, т. е. 
переносной скорости ©пер. Поэтому равенство (11.5) можно пере
писать в виде

=  а<Р (*■ *-*<> +  grad ф • *  пер. ( 1 1 .6)

Скалярное произведение gradq)-®ncP является инвариантной 
величиной и может быть записано как через компоненты векторов 
в системе tj, £, так и через компоненты в системе х, у , z.

Если потенциал <р определяется как функция 1, г|, £ и t, то 
интеграл Коши—Лагранжа (11.2) принимает вид

+ ̂  + (11.7)

Если предположить, что подвижная система координат движется 
как абсолютно твердое тело, то, как известно,

г»пеР =  ®о, +  Й X г ,

где Vol —скорость начала координат Ot подвижной системы 
относительно xyz, Я — мгновенная угловая скорость вращения 
подвижной системы и г —радиус-вектор рассматриваемой точки 
относительно подвижной системы координат. В частном случае, 
когда подвижная система движется поступательно с постоянной 
скоростью V вдоль оси х, интеграл Коши Лагранжа (11.7) 
представится в виде

дф (Е. Т|. е. О ftp у  . (grad ф)« , у  _ _ т  _ « , f)  ( 1 1 8 )
Ш д$ ^  2 ^  ' w

В частном случае для несжимаемой жидкости, когда 5* = р/р, 
интеграл Коши—Лагранжа (11.8) имеет вид

j!P__..^  у  ■ (grady)« , =  (11.9)
«  г  2 т р ' w

Наличие потенциала скоростей существенно облегчает реше
ние математических задач гидродинамики и в то же время по
тенциальные течения представляют собой очень важный фи
зический класс течений.

дх ~  *' ду и' дг z '



О сохраняемости потен- В § 7 гл. VI были изложены теоремы 
циальных течений I

о свойствах вектора вихря ® =  у  r° t ®
в случае непрерывных баротропных течений идеальной жидкости 
в поле потенциальных массовых сил. В частности, была доказана 
теорема Лагранжа о сохраняемости потенциальности течения 
во времени.

Многие движения можно рассматривать как движения, воз
никающие из состояния покоя, когда в начальный момент вре
мени г» =  0, а следовательно, и со =  0. Такие, движения должны 
быть потенциальными и во все последующие моменты времени.

В приложениях движения жидкостей и газов во многих задачах 
рассматриваются как потенциальные. Таковы, например, волновые 
движения воды, движения воздуха в случае распространения 
акустических (звуковых) волн, различные непрерывные движения 
жидкостей и газов, вызванные движением в них твердых тел, струй
ные движения жидкости и многие другие.

Подчеркнем, что изложенные в § 7 гл. VI теоремы основаны 
на определенных допущениях о свойствах среды и о характере 
процессов. Невыполнение сформулированных при этом условий 
может привести к нарушению свойства потенциальности течений. 
Например, наличие вязкости может оказаться источником воз
никновения вихрей. В идеальном газе могут появляться поверх
ности разрыва скорости и нарушаться баротропность течения 
вследствие разрывов и т. д.

Дадим теперь динамическую интерпрета
цию потенциала скоростей в случае потен
циальных движений идеальной несжимае
мой жидкости.

Пусть на некоторый объем идеальной 
несжимаемой жидкости в течение малого 
промежутка времени т действовали беско

нечно большие давления р ' , импульс которых за бесконечно
Т

малое время конечен и равен pf =  lim \ р' dt. Напишем уравне-
T-V 0 0

ния Эйлера в виде
-g- = F — ig r a d p ,  ( 1 1 . 1 0 ')

проинтегрируем ( 1 1 . 10 ') по времени от 0 до т и возьмем предел 
при т, стремящемся к нулю.

В результате, так как интегралы от нуля до т от обычных 
конечных сил давления и массовых сил в пределе обратятся в нуль, 
получим

Т
v ' —V — — lim С — grad р ' dt, ■ (11.10)

Динамическая интерпре
тация потенциала скоро
стей; задача Дирихле 
о движении идеальной 
несжимаемой жидкости 
под действием импульса 
давлений



где V и © ' — скорости одной и той же частицы жидкости до и 
после действия импульса давлений соответственйо. Скорость 
частицы за бесконечно малое время т изменится на конечную 
величину, если импульс сил давления конечен. В пределе при 
т —>0 смещение частицы отсутствует и скорости ©' и V являются 
значениями скорости в фиксированной точке пространства. Ско
рость частиц изменяется скачком, мы имеем течение жидкости, 
которое возникает в результате удара. Поменяв в (11.10) последо
вательность выполнения операций градиента по точкам простран
ства и интегрирования по времени для индивидуальной частицы 
жидкости, что в пределе возможно, так как координаты частиц 
во время удара не изменяются, получим

V ' — V =  —  grad-^• =  gradф, ( П . 11)

где
Рг — — РФ- (11 -12)

Если начальное состояние было состоянием покоя, то в ре
зультате удара возникает потенциальное поле скоростей. Соот
ветствующий потенциал скоростей ф (лг, у ,  г) и импульс давлений 
связаны равенством (11.12). Это равенство можно рассматривать 
как динамическую интерпретацию потенциала скоростей.

Для несжимаемой жидкости из уравнения неразрывности 
<Цуг» =  0 следует, что потенциал скоростей ф (х, у, г, /) удовлет
воряет уравнению Лапласа

Дф =  0. (11.13)

Функция ф, удовлетворяющая уравнению Лапласа, называется 
гармонической функцией.

Решение уравнения Лапласа в некоторой области 3) опреде
ляется заданием значений функции ф на поверхности 2 , огра
ничивающей область Задача об отыскании гармонической 
в области ®  функции по ее значениям на границе области ®  
называется задачей Дирихле. Эта задача в односвязной области, 
вообще говоря, имеет однозначное единственное решение. Поэтому 
движение жидкости и импульс давлений внутри области 
полностью определяются, если на границе заданы значения внеш
него импульса давлений —рф.

Приведенное истолкование потенциала скоростей с помощью 
понятия импульса давлений существенно связано со свойством 
несжимаемости жидкости и, в частности, с мгновенностью распро* 
странения'всяких изменений давления на всю массу несжимаемой 
жидкости.

Рассмотрим теперь некоторые вопросы общей теории потен
циальных движений.



Потенциальные течения Основными уравнениями потенциальных 
идеальных жидкости и течений идеальной жидкости в случае 
тропииРИ наличии ар0'  баротропных процессов (р =  р(р)) [я в л я 

ются: уравнение неразрывности

■ -̂- -̂ +  сПУ^гас1ф) =  0 (11 .14 )

и интеграл Коши—Лагранжа

(егас1 ф)2+ (р)—^ = °. (П .15 )

Для дифференциала функции давления 5* —  ̂ имеем
о’ Р \Р)

где а = ^  . Следовательно,
1 ф _  1 с1$> 
р М а? Ш ’ а-=а{Зъ).

Систему уравнений (11.14) и (11.15) можно переписать в виде

Ь ч г  ^ А(Р= 0 -
л , л »  ( 11Л 6)^  (й г а ^ ! _ ^  =  0

Неизвестными в этой системе являются функция давления 
и потенциал скоростей ф. В общем случае эту нелинейную систему 
дифференциальных уравнений проинтегрировать трудно. Однако 
существуют важные классы движений, для которых методы реше
ния системы уравнений (11.16) подробно и хорошо разработаны. 
Перечислим такие классы потенциальных движений жидкости. 

П о т е н ц и а л ь н ы е  т е ч е н и я  н е с ж и м а е м о й

ж и д к о с т и .  В этом случае —у оо и первое у р а в 

нение системы (11.16) сводится к уравнению Лапласа
Дф=0 .

Второе уравнение системы (11.16) служит в этом случае для оп
ределения давления. В такой постановке рассматриваются таки е 
важные задачи, как задачи о движениях воды, возникающих при 
перемещениях в ней твердых тел, задачи о волнах на поверхности 
воды, задачи о струйных течениях жидкостей и многие другие. 
Ниже подробно будет рассмотрена задача о движении твердого 
тела в несжимаемой жидкости.



Д в и ж е н и я  с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  ил и  г а з а ,  
п р е д с т а в л я ю щ и е  с о б о й  м а л ы е  в о з м у щ е н и я  
н е к о т о р о г о  и з в е с т н о г о  с о с т о я н и я  р а в н о 
в е с и я  и л и  д в и ж е н и я .  Такие движения изучаются, на
пример, в акустике (задачи о распространении звуковых волн) 
и в некоторых задачах аэродинамики тонких тел с плавными «об
текаемыми» обводами.

При решении задач о движении среды с малыми возмущениями 
предполагается, что скорость, плотность, давление и их произ
водные по координатам и по времени представляют собой извест
ные функции плюс неизвестные малые добавки. Если пренебречь 
малыми величинами порядка выше, чем первый, то система урав
нений становится линейной.

Если движение представляет собой малое возмущение около 
состояния покоя, в котором отношение |gradp|/p мало, то система 
уравнений (11.16) с точностью до малых первого порядка может 
быть записана в виде

^ - !^ + Д ф = о ,  = 0 ,

где a l—значение производной dp/dp, вычисленное для невозму-

Из этих двух уравнений можно получить одно уравнение для ф, 
которое, если потенциал массовых сил не зависит от времени, 
имеет вид

д ф =  4 - — • (11.17)т  со дР к '
Это линейное уравнение называется волновым уравнением. Если 
жидкость несжимаемая, то а0->- оо и волновое уравнение (11.17) 
переходит в уравнение Лапласа.

У с т а н о в и в ш и е с я  д в и ж е н и я  с ж и м а е м о й  
ж и д к о с т и .  Наибольшее развитие в этом случае получила тео
рия плоскопараллельных течений, когда искомые функции за
висят лишь от двух переменных х и у. Уравнения движения в 
этом случае специальной заменой переменных и искомых функций 
также удается преобразовать к линейным. Это преобразование 
было предложено и использовано в 1902 г. С. А. Чаплыгиным 
в его знаменитой работе «О газовых струях» *). Эта работа стала 
основной для развития многих современных теорий в газовой 
динамике.

О д н о м е р н ы е  н е у с т а н о в и в ш и е с я  т е ч е н и я .  
В этом случае все параметры движения зависят только от одной 
пространственной координаты г  и времени í. На поверхности

1) Ч а п л ы г  и н С. А. О газовых струях. Собр. сочинений, т. II .— М.: 
Гостехиздат, 1948; отдельное издание, Гостехиздат, 1949.



г  =сопэ1 все характеристики движения одинаковы. Это—движения 
с плоскими, цилиндрическими и сферическими волнами.

К задачам этого класса относятся рассмотренные в гл. VII т. I 
задачи о вытеснении газа поршнем, о распространении взрывных 
волн и многие другие важные практические задачи. Система ур ав 
нений в этом случае нелинейна.

§ 12. Потенциальные движения несжимаемой жидкости. 
Свойства гармонических функций

Рассмотрим теперь потенциальные течения идеальной несжи
маемой жидкости.

Изучим некоторые основные решения урав- 
Основные частные реше- нения Лапласа. Ранее (см. § 3 гл. II) 
ния уравнения Лапласа было рассмотрено фундаментальное ре
шение уравнения Лапласа

Ф = — ¿ г ,  г  = У(х  — х0)2 + ( у —у  о)2 +  (г— г 0)г, ( 1 2 . 1)

и установлен его физический смысл как течения от источника 
(при <2> 0) или стока (при <2< 0), расположенных в точке х0, у 0, г 0.

Решения уравнения Лапласа в силу его линейности, очевидно 
можно складывать, дифференцировать и получать таким путем 
новые частные решения уравнения Лапласа. Например, частное 
решение уравнения Лапласа можно получить путем дифферен
цирования решения ф=1 !г по некоторому направлению в. Таким 
образом, получаем решение

Ф = С - ^  у ^ =  — С (зс~ Хо) а + (у^ ) - ^±(2~ го) у =  — С ^ -  , ( 12 .2 )

где С =  сопз^ а  =  -^ - , § = косинусы углов направ

ления «  с осями координат х, у, г  соответственно, г —радиус- 
вектор, проведенный из точки х0, у„ г 0, а 5 °—единичный вектор 
направления в. В частности, выбрав в качестве направления в 
ось х, получим следующее решение уравнения Лапласа:

-Р“ с 1 ( т )  =  - с 1 г

Решение имеет простой физический смысл. Оно
получается в пределе из суммы течений от стока и источника 
с равными расходами С, расположенных на расстоянии Дя в на
правлении 5 друг от друга, при условии, что Аз-—>-0 , а (¿—ю о
так, что стремится к конечной величине С. Это течение

называется течением от точечного диполя в пространстве, С назы
вается моментом диполя, а направление 5 —его осью. Точка



х„, г/0, г 0, где расположен диполь, является особой точкой, в ней, как. 
легко проверить, скорость бесконечна. Жидкость, если С >  О, 
вытекает из этой точки по направлению «  и втекает в ту же 
точку с противоположной стороны (рис. 66 ).

Решение уравнения Лапласа, как и р еш ен и е^-,

играет важную роль при построении других, более общих реше
ний уравнения Лапласа.

При повторном многократном дифференцировании потенциала 
( 12 .1) по различным направлениям $2, . . . ,  получаются

новые решения уравнения Лапласа

Ф 0 2 .3 )

Соответствующие течения жидкости 
при постоянных х0, у 0, г0 регуляр
ны во всем пространстве х, у, г, 
кроме точки х0, у 0, г0; потенциалы
(12.3) и их производные имеют по
вышенный порядок исчезновения в 
бесконечности по сравнению с 1/г.

Точка х = х0, у  = у 0, г = г 0 
( г—0) является особой, в этой точ

ке скорость жидкости обращается в бесконечность. Построен
ные таким способом течения называются течениями от мультипо
лей. Свойства течения от мультиполя определяются постоянной 
Сп и направлениями дифференцирования в 1, $2, . . . ,  которые 
можно выбирать произвольным способом.

С помощью сложения решений вида (12.3) можно построить 
сходящийся при всех г~^гй (где г0 —■ некоторый подходящим об
разом выбранный радиус) ряд  вида

Ф (12.4)

содержащий значительный произвол. Соответствующий потенциал 
определяет регулярное течение жидкости вне сферы радиуса г0 
с центром в точке х0, у  о, г0.

Возьмем некоторый объем У0 вне области 
Потенциал объемного рас- ер занятой движущейся несжимаемой жид- 
пределения источников ^костью и не совпадающей со всем бесконеч
ным пространством. Пусть координаты х0, у 0, г 0 соответствуют 
т*очкам объема У0. Очевидно, что функция <р (х, у, г) определяе
мая интегралом

1 ГГГ (}(х0, у 0, г0)йх0с1у0с1г0 л о с \



где <2 (х0, у„, г 0) —некоторая произвольная интегрируемая функ
ция, является гармонической функцией в <Е£>. В некоторых случаях 
при решении гидродинамических задач можно исходить из фор
мулы ( 12 .5 ) и с помощью выбора функции <3 находить нужный 
потенциал ср. Можно показать1), что если функция (2(х0, у а, г 0) 
непрерывная кусочно гладкая внутри У0, то в объёме У0 потен
циал <р (х, у , г) удовлетворяет уравнению IIуассона

Дф = Я(х, у , г). (12 .6)

Внутри Уо имеется распределение объемных источников с 
плотностью С1(х, у , г). При продолжении движения несжимаемой 
жидкости в объем У0 получим, что в объеме Уа условие] несжи
маемости (сНу г>=0) не удовлетворяется.

Пусть имеем некоторую поверхность 2 , 
Потенциалы простого и замкнутую или незамкнутую, расположен- 
двоиного слоя ну ю вне 0^ласти движения жидкости £29
(рис. 67). Поверхность 2 может в некоторых случаях совпадать 
со всей границей области 3> или с некоторой ее частью. Р ас 
смотрим интеграл

Ф_ д (М) ¿ао (12 7)

где </ — некоторая произвольная \  ‘ха>Уо’го> \ (х.у.г)
интегрируемая функция точек 
поверхности 2 . Очевидно,потенци
ал (12.7), полученный с помощью 
распределения источников по по- рис 67 Схеш для построения 
верхности 2 , является гармони- потенциалов простого и двойного 
ческой функцией вне 2 . Решение слоя,
уравнения Лапласа, представ
ляемое формулой (12.7), называется потенциалом простого слоя.

Аналогичным путем можно построить решение с помощью 
распределения по поверхности 2  диполей, оси которых направ
лены по нормали п 0 к 2. Получим

Ф =  ^ ( М ) ^ ( ! ) ^ а 0. ( 1 2 .8 )
V

Здесь !1 (М) — некоторая интегрируемая функция точек поверх
ности 2 . Функция ф, определяемая формулой (12.8),— гармони
ческая функция вне 2 . Потенциал (12.8) называется потенциалом 
двойного слоя.

Во многих приложениях задачу об отыскании потенциала 
Ф(я, у, г) сводят к задаче об отыскании функций точек поверх

*) См. § 26 этой главы.



ности 2 , входящих под знаки интегралов в формулах (12.7) или 
(12 .8), т. е. к задаче об отыскании плотностей распределения ис
точников <7 (Ai) или диполей (х(М). В этом случае неизвестные функ
ции входят под знак интеграла, поэтому соответствующие^ав- 
нения для определения этих функций получаются'интегральными.

Рассмотрим несколько f  очень важных 
Свойства гармонических свойств гармонических функций, 
функции Пусть 5 —некоторая замкнутая поверх

ность, расположенная в области вну
три которой происходит регулярное потенциальное течение не
сжимаемой жидкости.

Непосредственно из уравнения неразрывности видно, что всегда 
имеет место следующее равенство:

^vnd a =  = J  Дфй(т =  0, (12.9)
s s v

где У —объем, ограниченный поверхностью S , т . е . поток несжи' 
маемой жидкости ч ер ез  любую замкнутую поверхность, располо
женную в области ¿Ь, равен нулю. Поверхность S может совпа
дать с границей области

Возьмем в качестве поверхности S сферу радиуса R с центром 
в некоторой точке М. На основании формулы (12.9) можно написать

 ̂ R*d(i> = 0 или J< pdö= 0 ,
h  q

где dco — телесный угол, Q — единичная сфера, концентриче
ская S, значения подынтегральных функций берутся в точках S, 
соответствующих точкам £2. Отсюда следует, что независимо от 
радиуса сферы 5

 ̂Ф dco =  const, т. е. ¡J ф¿¿со = фж4л. (12.10)
Q Й

Последнее равенство (12.10) можно еще переписать в виде

■(р« ==Ш 5 О2-11)
s

следовательно, значение гармонической функции в данной точке М 
равно среднему по поверхности любой сферы с  центром в точке М.

Это—важное свойство гармонических функций. Можно пока
зать, что всякая функция, непрерывная вместе со своими вторыми 
производными и удовлетворяющая в области &) теореме о сред
нем, выраженной равенством ( 12 . 11), для сфер S c ®  с произ
вольными радиусами является гармонической функцией, т. е. удов
летворяет уравнению Лапласа.

Пусть к )  — область, в которой функция ц>(х, у, г) гармонична; 
пользуясь свойством ( 12 . 11 ), легко показать, что функция ф не



может достигать ни максимума, ни минимума внутри обла
сти ЗУ.

В самом деле, предположим противное. Пусть в некоторой 
точке М внутри ЗУ потенциал ф достигает минимума, тогда во 
всех точках N сколь угодно малой окрестности точки М должно 
выполняться неравенство

но при наличии такого неравенства формула ( 12 . 1 1 ) не может 
выполняться, следовательно, неравенство ( 1 2 . 12 ) для всех точек 
N в малой окрестности точки М недопустимо. Аналогичным обра
зом получим, что внутри ЗУ нет точек максимумов функции ф. 
Следовательно, максимальные и минимальные значения потенциала 
Ф регулярного течения несжимаемой жидкости в области ЗУ дости
гаются только на границе области ЗУ. Это справедливо для всех 
гармонических функций, в частности, это свойство выполняется и 
для производных ду/дх, дц>/ду, дф/дг.

Рассмотрим теперь квадрат величины скорости при потен
циальном движениии несжимаемой жидкости:

Величина скорости и квадрат величины скорости не являются 
гармоническими функциями, тем не менее максимальное значение 
величины скорости при потенциальном движении несжимаемой 
жидкости достигается на границе регулярного потока жидкости.

Докажем это. Предположим противное: пусть в некоторой 
точке М внутри ЗУ величина скорости достигает максимума. Тогда 
waM > v%, где N—любая точка в достаточно малой окрестности 
точки М. Направим ось х параллельно скорости в точке М, тогда 
будем иметь

Так как гармоническая функция дф/дх в точке М не может иметь 
максимума, то в любой малой окрестности точки М найдется 
такая точка Ы, в которой

Но при наличии этого неравенства подавно должно выполняться 
неравенство

(12.12)

т. е. внутри потока невозможна реализация максимума скорости. 
Максимальные значения скорости при потенциальном движении 
несжимаемой жидкости всегда достигаются на границах потока.



При непрерывном обтекании тел безграничным потоком мак
симальная скорость достигается на поверхности обтекаемых тел. 
При установившемся обтекании согласно интегралу Бернулли 
максимальной скорости в потоке соответствует минимальное зна
чение давления. Следовательно, точка с минимальным давлением 
находится на поверхности тела. Кавитация впервые возникает в 
области, близкой к минимуму давления, поэтому кавитация воз
никает вблизи поверхности обтекаемых тел.

Минимальное значение скорости. может возникать как на гра
ницах, так и внутри потенциального потока. В частности, крити
ческая точка со скоростью, равной нулю, может находиться во 
внутренних точках потенциального потока. Например, во внутрен
ней точке л: =  у  =  г  = 0 для течения с потенциалом ср = у  (х2 +  у 2)—
— г 2 скорость имеет минимальное значение, равное нулю.

котором конечном объеме V, ограниченном регулярной поверхно
стью 5 , даны три функции Р, (}, Я, однозначные и непрерывные 
внутри V вместе со своими частными производными первого по
рядка. Формулу Гаусса—Остроградского можно написать в виде

где cos (га, х), cos (га, у), cos (га, г ) —компоненты единичного век
тора внешней к объему V нормали га к поверхности S. Подставим 
в (12.13) Р, Q, R, определенные формулами

где ф(лг, у, г) и ^ (я , у, г ) —произвольные однозначные функции, 
непрерывные вместе со своими производными до второго порядка 
включительно внутри V. После подстановки получим первую фор
мулу Грина

Вторая формула Грина легко получается из первой. Для этого 
в (12.14) поменяем местами ф и г|э и вычтем результат из перво
начальной формулы, тогда получим

Формулы Грина. Кинети
ческая энергия жидкости

Выведем формулы Грина, представляющие 
собой простые полезные следствия из фор
мулы Гаусса—Остроградского. Пусть в не-

j[P c o s (ra , л;)-f-Q cos (га, у) -{-R cos (га, z)] do —

(12.13)

(12.14)

j  01>Дф— фАя}з)с(т =  j  ф Ц -J da. (12.15)
s



Пусть ф—потенциал скоростей течения идеальной несжимаемой 
жидкости, из формулы (12.14), если положить ср= 1|\ получим

у  Е =  у  11 ёгаа ф р с1х =  у  ̂  ф ¿о .  (12.16)
V 6'

Очевидно, что величина Е равняется кинетической энергии жид
кости в объеме V. Формула (12.16) показывает, что кинетическая 
энергия жидкости в объеме V представляется поверхностным 
интегралом по граничной поверхности 5 . По смыслу формулы (12.16) 
существенно предположение об однозначности потенциала ср. 
Если объем V, в котором потенциальное движение регулярно, 
односвязный, то однозначность потенциала ф получается автома
тически. Если объем V — многосвязный, то предположение об 
однозначности ф существенно.

Если на замкнутой поверхности 5  — границе конечного объ
ема V функция ф равна нулю или производная дц>/дп равна нулю, 
или на одних частях этой поверхности <р=0 , а на других дф/дп=0 , 
то из (12.16) следует, что £ = 0 , поэтому в этих случаях имеем 
^гас1 ф| = 0 , или дф/ск=дф/дг/=дф/дг= 0  внутри V; отсюда ф= 
=сопз1, т. е. жидкость покоится.

Пусть дана некоторая область ЗУ, ограни- 
Задачи Дирихле, Неймана ченная поверхностью 2 . Задача об опре- 
и смешанная г  . . .  , г  чделении гармоническои функции ф(х, у ,  г ) ,
регулярной внутри ЗУ, по заданным значениям функции ф на 
границе 2  называется задачей Дирихле.

Задача об определении гармонической функции ф (х, у, г), ре
гулярной внутри 2 , по заданным значениям нормальной произ
водной <?ф/дп на 2 —границе 3) называется задачей Неймана.

Задача об определении гармонической функции ф (лг, у, г) в ЗУ 
называется смешанной, когда на одних частях границы 2  задан а 
функция ф, а на других—нормальная производная дер/дп.

Задачи называются внутренними, когда внутри области ЗУ 
не содержится бесконечно удаленная точка, в противном случае 
задачи . называются внешними.

В случае внешней задачи необходимо задавать добавочные 
условия в бесконечно удаленной точке. В качестве такого условия 
можно принять требование об исчезновении скорости, т. е.

1 йгас! ф |то =  0, (1 2 .17 )

в пределе при удалении в бесконечность по любому пути.
Теперь легко доказать единственность ре- 

Единственность решения шений указанных выше внутренних зад ач  
внутренних задач •'  ̂ г  „о потенциальном движении несжимаемой
жидкости в предположении, что потенциал ф однозначен и что 
кинетическая энергия конечна, область ЗУ может быть много
связной.



В самом деле, пусть две однозначные гармонические функции 
ср! и ф2 дают два решения рассматриваемой задачи. Рассмотрим 
гармоническую функцию Ф=Фг — Фг- Очевидно, что для одно
значной функции ф получается та же задача, что для функций 
Ф1 и ф2, но только с нулевыми значениями на границе 2 .  С по
мощью формулы (12.16), примененной к функции Ф=Ф1 — ф2, 
получим, что ф=сопз1:. Для задачи Дирихле или для смешанной 
задачи ф=0. В задаче Неймана постоянная может быть отличной 
от нуля, но движение жидкости определяется однозначно.

Полученные выводы о единственности решения опираются 
существенно на формулу (12.16); справедливость этой формулы 
основана на допущении, что интеграл

ф|*Л (12.18)

существует. Единственность решения нарушается в классе ре
шений, для которых этот интеграл не существует, за счет услож
ненных свойств решения вблизи границы 2 .

Для доказательства единственности внешних задач на основе 
формулы (12.16), кроме условий о поведении решения вблизи 2 , 
необходимо еще учесть, что область содержит бесконечно уда
ленную точку, и необходимо показать, что добавочное требование
о регулярности и конечности потенциала ф вблизи бесконечно 
удаленной точки гарантирует сходимость интеграла (12.18), рас
пространенного на бесконечную область интегрирования й). Для 
решения этого вопроса ниже мы рассмотрим более подробно пове
дение регулярной гармонической функции ф в бесконечности для 
пространственной задачи.

Заметим еще, что для многосвязной области задача Неймана 
и некоторые смешанные задачи наряду с единственным однознач
ным решением для потенциала могут иметь еще решения с неод
нозначным потенциалом ф. В случае неоднозначных функций ф 
в многосвязных областях единственность решения не имеет места. 
В этом случае для выделения единственных неоднозначных реше
ний требуется выставлять дополнительные условия, фиксирующие 
периоды неоднозначности — циркуляции по контурам, не стяги
ваемым в точку внутри многосвязной области 3).
Функция Грина. Гармо- с  помощью второй формулы Грина можно 
ническая функция как дать формулу, выражающую однозначную 
сумма потенциалов прос- гармоническую функцию ф (х, у, г) внутри 
того и двойного слоя объема V через значения ф и дф/дп на
границе 5 этого объема.

Возьмем в качестве функции \1>(л:0, у0, 20, х, у, г) некоторую 
гармоническую функцию по переменным х0, у0, г0 и по перемен
ным х, у, г, имеющую при х = х0, у = у0, г = г 0 такую особенность,



что вблизи этой точки верна асимптотическая формула

Ч> =
V (х— *о)2 + (У— Уо)2 + (г—20)г

у 0) 20, х , уу X) — • |- Н,

(12.19)

где Л—регулярная гармоническая функция по каждой тройке 
своих аргументов в объеме V. Дальше при использовании фор
мулы (12.15) будем подразу- у 
мевать, что переменные инте
грирования обозначены через 
*о> Уо< г о- Так как функция 
чр имеет особенность в точке 
г  = 0 , то будем писать форму
лу (12.15) применительно к 
объему У1( полученному из 
объема V удалением внутрен
ности весьма малой сферы 5 е 
радиуса е с центром в точке 
т — 0 (рис. 68 ).

Рис. 68. Область интегрирования для 
получения потенциала.

Так как ср и т|з—по условию регулярные однозначные функции 
в объеме ]/и  то по формуле (12.15) получим

Интеграл по сфере Зе вычислим, устремляя радиус сферы г  к нулю 
и используя асимптотическую формулу (12.19). При е —>-0 будем 
иметь

1 \

! ™ Л  $ ) л = Д т 0( - г  I  +
\ 5е а /

=  —4яф(лг, у ,  г), (12.20)
поэтому

Эта формула даст решение внутренней задачи Дирихле, если 
принять, что поверхность 5  совпадает с 2  и что гр = 0 на 2 . Эта 
же формула даст решение задачи Неймана, если гармоническая 
функция г|) определена условием д^/дп — 0 на 2 . Две различные 
функции гр, определенные такими условиями, называются функ
циями Грина для задачи Дирихле или для задачи Неймана. Гар 
монические функции ^ (* 0, у 0, г 0, х, у , г) имеют особенности 
внутри 3)\ соответствующие условия на 2  для регулярной



гармонической функции /г имеют вид

Т  или Ж  = — а Г  (12'22>

Таким путем решение общих задач Дирихле и Неймана для функ
ции ф с произвольными граничными данными сводится к решению 
частных задач Дирихле и Неймана для функции к с граничными 
условиями (12.22). Очевидно, что таким же путем можно строить 
функции Грина для смешанных задач.

Если положить г(з= 1 /г, т. е. /г=0, то формула (12.21) прини
мает вид

д —
¥<*. У. =  ж  т г * -  02 .23)

Здесь можно принять, что 5 —любая поверхность внутри области 
регулярности функции <р или что 5 совпадает с 2 —границей 
области 3). Формула (12.23) дает представление потенциала ср 
в виде суммы потенциалов простого и двойного слоя.

Теперь можно показать, что гармоническая 
Разложение потенциала в функция ф, удовлетворяющая условию
ной области*164"0 удален‘ (12.17), вне всякой сферы достаточно боль

шого радиуса, охватывающей все границы
2  области £3, может быть разложена в ряд вида

п  М  , С\Х-\-СгУ +  Сз2 , | 5*п ( х ' У> г) I п о
4яЯ + Я3 + • • • +  ^ 2«+1 +  •••> )

где Я +  у 2-\-г2, С, с1( с 2, с3 — постоянные, 3*п—однородный
гармонический полином степени п и

причем 2 [—любая замкнутая поверхность, охватывающая один 
раз внутренние границы области <Э, т. е. поверхности 2. Поверх
ность 2 Х может совпадать с поверхностью 2 , так как по (12.9)

2 , V

если между 2 , и 2  функция ф регулярна. Знак минус у второго 
интеграла связан с тем, что нормаль на 2  взята внутренней к ££>. 
Очевидно, что величина М равняется расходу жидкости через



поверхность 2 , т. е.

М = ^ пё а  = ау
си

где й]//(Н изменение объема внутри 2 , которое может быть 
вообще отличным от нуля. Расход М = О, если 2  состоит из по
верхностей твердых тел, дви
жущихся внутри жидкости.
Величина М будет конечной 
и отличной от нуля, если 
мы будем рассматривать, на
пример, задачу о расшире
нии сферы в несжимаемой 
жидкости.

Обратимся теперь к до
казательству справедливости 
разложения (12.24). Пусть 
2 ! — сфера с центром в на
чале координат радиуса I?!, 
охватывающая поверхности 
2 , и 2  2 — сфера с центром 
в точке х, у , г, весьма боль
шого радиуса /?2, содержа- ри„ м
щая сферу 2 , внутри себя 69' С Т е н и я ^ ^ Г ^  РЯЗЛ°'
(рис. 69). V • л

Потенциал ц>(х,у, г) является гармонической функцией внутри 
объема, ограниченного сферами 2 Х и 2 2, и поэтому согласно (8.23) 
можно написать

Ф а/?!
1 дер
г дЯ,т^-тИК-т*-) 1 д<р 

Я* дЯ„.
йа. 

(12.25)

Устремляя радиус к бесконечности, определим предельные 
значения интегралов, взятых по сфере 2 2.

Так как

I  ™  я |, |™ . т Н & * ' - С|- < 1 2 - 2 6 >

Для элемента сферы 2 2 имеем с1о =  где со—телесный
угол, поэтому первое равенство из (12.26) дает

д С , М

6 Л. И. Седов, т .  11



откуда

и, следовательно,
Шп Г Ф =  4jtC, (12-27)
'■**" J RlR_

i
где С—постоянная интегрирования по Яг.

Покажем теперь, что величина С не зависит от координат 
х и, г  центра сферы В самом деле, возьмем сфзру ¿2 Ра~ 
д ’и у са  #2 =  ^2 с центром в точке с координатами х +  Дх, у, г. 
Для этой сферы будем иметь

Q'

Можно написать, что
С' —С

Ъс : иш ~~ Л* ’
ф(14~а*> 'л» £) ф (Е. ‘Л- Q ^  __ 4Л

где £, г), £— координаты точек на сфере Е2. В пределе при 
Дх —*0 получим

а
По условию (12.17) имеем, что производная дф/д£ исчезает при 
# ,—►«> следовательно, дС/дх = 0. Аналогичным образом можно 
показать, что дС/ду = дС/дг = 0, откуда вытекает, что С есть 
не зависящая от координат х, у, г  постоянная.

Из формулы (12.25) на основании (12.26) и (12.27) получим

ф - è  Ç U w - T & V + C -  (1228)
2 ,

Эта формула представляет собой обобщение формулы (12.23) на 
сличай внешней задачи. Очевидно, что после замены производной 
d/dR, через производную д/дп поверхность интегрирования 
(сферу 2 ,) в формуле (12.28) можно заменить любой другой 
замкнутой поверхностью, охватывающей все внутренние границы 
области

В окрестности всякой внутренней точки области Æ) с конеч
ными координатами х', у ', г ' функции \/г и д(\/г)/дп разлага
ются в ряды Тейлора по y - y ' ,  z - z ' ,  сходящиеся абсо
лютно и равномерно внутри некоторой сферы, в которой г ф  и.



Отсюда следует, что вблизи точки х', у ' ,  г ' ,  в которой потен
циал ф регулярен, потенциал ср(л:, у , г) представляется сходя
щимся степенным рядом по х—х', у —у ' ,  г —г'.  Следовательно, 
гармонические функции в точках регулярности х', у ’ , г '  явл я
ются аналитическими функциями, имеющими производные любых 
порядков.

С помощью рис. 69 легко усмотреть, что

г ~  VЬ* +  (а -  / (а  —  ^ 1 ) .

причем ¡{а) = 1/7?. Функция

является регулярной всюду, где г Ф  0. Считая, что точка х, у, 
г, в которой определяется потенциал ф, расположена достаточно 
далеко от сферы 2^  разложим функцию / (а — в ряд Тейлора 
по

=  +  (12.29)

Производная по направлению а, очевидно, равна
д д д д . д 
Т а - а д-х + РдЦ + УТг’

где а , р, у —направляющие косинусы вектора /?,, соединяющего 
начало координат с переменной точкой т), £, лежащей на 
сфере 2^ Для первой производной

Г  (а )  =  Й  ( т )  =  Та )
будем иметь

Г' ( о )— а х + $ У + У г М * .  У. г)/ \и) — £3

где —однородный полином от х, у, г  первой степени. Исполь
зуя метод математической индукции, легко показать, что

Пл + 1) 1п \ __Л 1 +  1 (*'  У ' г )
I  £ 2 ( п - М ) + 1  >

где пп+1—однородный полином от х, у , г  степени я + 1  с коэф
фициентами, зависящими от г], £, если верно, что

ГШ„. . ГС„(*. У, 2)/ и ^ 2л + 1 >

где пп—однородный полином х, у, г  степени п с коэффициентами, 
зависящими от £, т], £.



Таким образом, разложение (12.29) можно записать в виде

1 1 ах4-&/+72 Р , я2(*. У, г) т

. . . + ( - 1 ) ”2!# н1 г£ , К ; + " -  0 2 . 3 0 )

Каждый из членов этого ряда является гармонической функцией 
и представляет собой течение от источника, диполя и мультиполеи 
более высоких порядков, расположенных в начале координат О. 
Этот ряд сходится равномерно, и его можно почленно дифферен
цировать и интегрировать. , ,0  004

Подставляя разложение (12.30) для 1/г в формулу (12.28) для 
потенциала ср, получим разложение (12.24). Гармоничность каждого 
члена в разложении (12.24) непосредственно очевидна из вывода.

Гармоничность однородных полиномов Р п (х, у , г) в (12.^4) 
вытекает из равенства

л У• г)\ ДУ» («■ У’ г>
а  1 Р > 2 п  +  1 )  ~ ~  ^ 2 «  +  1 >

которое получается в результате дифференцирования.

Однородные гармонические функции — ^2’п+1 • получающи
еся при дифференцировании 1/Я и путем их суммирования, 
9* {х, У, г)/Я2л+1, называются сферическими функциями. Таким 
образом’ любая гармоническая функция, удовлетворяющая усло
вию (12.17), может быть разложена в ряд по сферическим функ
циям (х, у , г)1Я2п+1 вне сферы 2 ^

Несущественную для определения поля 
Порядок убывания потен- скоростей аддитивную постоянную, вхо- 
циала В  бесконечности. дящую в разложение (12.24) для потен-
Й Г и “ го9НеР̂ ъеНме;  циала ф, можно определить из условия 
жидкости при скорости в ф^гзО. Тогда С — 0, и ясно, что потен- 
бесконечности, равной циал ф в случае течения жидкости, выз- 
НУЛЮ ванного движением в ней твердого тела
(т. е. при М = 0 ), будет стремиться в бесконечности к ^нулю 
по крайней мере как I//?2, а решение внешней задачи Неймана 
в случае М Ф  0 — по крайней мере как 1//?.

Для кинетической энергии Е некоторого объема V идеальной 
несжимаемой жидкости, ограниченного поверхностью 5 , имеется 
формула (12.16). Рассмотрим случай, когда объем V неограничен, 
а на бесконечности выполняется условие (12.17). Тогда для по
тенциала ф в окрестности бесконечно удаленной точки будет спра
ведливо разложение (12.24). Возьмем поверхность 5 , состоящую 
из 2  — поверхности тел, находящихся в жидкости, и охватыва
ющей их поверхности 2 Ь которую потом устремим в бесконечность,



тогда

X 2,
Первый интеграл будет конечной величиной, если мы будем рас
сматривать такие течения, для которых на поверхности тел 2  
произведение ф(<?ф/дп) интегрируемо. Второй интеграл по 2 г 
в силу разложения (12.24) при М=О или при С = 0 будет стре
миться к 0 при 2 Х-^  оо, так как подынтегральное выражение 
будет убывать при этом по крайней мере как 1/Я3. Для кинетиче
ской энергии Е неограниченной массы жидкости при этом будем 
иметь *)

£  = 1- ̂ гас1ф )М т = |- Г (12.31)
V х

Таким образом, кинетическая энергия неограниченного объема 
несжимаемой жидкости конечна, если в этом объеме происходит 
регулярное потенциальное течение и скорость течения в бес
конечности равна нулю.

Из существования конечной кинетической 
Единственность решения энергии следует, что приведенные выше 
Неймана Г  с м е ш а й ’, Доказательства о единственности однознач- 
когда ^гас1 ф)«, =  о ны х решении внутренних задач Дирихле,

Неймана и смешанной при наличии усло
вия (12.17) и условия ф(Х> =  С =  0 автоматически распростра
няются на случай в н е ш н и х  задач.

Заметим, что если граничная поверхность 2  простирается до 
бесконечности, то проведенное выше рассуждение о поведении 
гармонических функций в бесконечности недействительно. В этих 
случаях требуется отдельное специальное аналогичное исследо
вание, в частности, это необходимо для плоских задач, в которых 
поверхности 2 — бесконечные цилиндры. Однако и в этом случае 
требование об исчезновении скорости при удалении от внутренних 
границ области в бесконечность и требование об однозначности 
потенциала гарантируют единственность решения рассматрива
емых основных краевых задач.

Пусть гармоническая функция ф(х, у ,  г ) ,  
Условия зеркальной сим- регулярная вблизи точки х ',  и ' ,  г ' ,  на сколь 
метрии для гармонических г  г  ^ ,
функций угодно малом элементе плоскости г  — г ,

проходящем через точку х ' , у ’ , г ' ,  обра
щается в нуль. Очевидно, что все частные производные от ф, 
содержащие дифференцирование только по х  и у ,  обращаются 
в нуль в точке х ', у ' ,  г ' .

*) Если С Ф 0 и М ф 0, то справа в (12.31) появится добавочный член
см  и < .р — ■ Напомним, что, если объем, ограниченный поверхностью 2 , постоян

ный, то М =  0. Так как  потенциал ф определен с точностью до аддитивной 
функции / (/), то всегда можно принимать, что С =  0.



Полагая х—х' = 1, у —у' = г) и г —г ' =  £, в силу доказанной 
выше разложимости функции ф(£, г), £) в ряд Тейлора получим, 
что вблизи точки !  =  Т1 = £ =  0 потенциал ф(£, л, £) разлагается 
в ряд следующего вида:

2  *»„(&, л. 1г)+1* 2  « » (5 . л, с*), (12.32)
п=0 п =о

где и — однородные полиномы степени п по I, л, £. В пер
вом члене (12.32) сгруппированы все члены ряда Тейлора с не
четными степенями £, во втором—с четными степенями £.

Рис. 70. К задаче об ударе тела, плавающего на горизонтальной поверхности
жидкости.

Покажем теперь, что в нашем случае из свойства гармонич
ности функции следует, что все $„ =  0. Путем дифференцирова
ния легко проверить, что после применения оператора Лапласа 
к однородному полиному по £, г), £ опять получается однород
ный полином, причем степень этого полинома будет на две еди
ницы меньше степени исходного. Таким образом,

Д ( ^ п) =  р *„_2(£- л, £2) (12-33)

А ( ^ „ )  =  £25„_2(^, Л, £а) +  2« » (5 . *1- С2), (12.34)
где 2 и 5„_ 2—однородные полиномы по £, г), | степени п —2 .

Так как  для любых п степени £ в однородных полиномах
(12.33) нечетные, а в полиномах (12.34) четные и так как одно
родные полиномы по г), £ с различными показателями одно
родности линейно независимы, то правые части в (12.33) и (12.34) 
в силу гармоничности функции ф должны обращаться в нуль 
тождественно. Отсюда следует, что полиномы £26?„ (£, л, £2) должны 
быть регулярными гармоническими функциями при всех конечных 
I, л, £> но это невозможно, так как они не удовлетворяют тео
реме о среднем в точках плоскости £ = 0. В самом деле, пусть



£ * # л (£ >  'П> £2) = £?Р@п(Ъ,  Г). £2)* г д е  # „ (£ >  Т), 0) ОТЛИЧНО от нуля
при некоторых т|, не равных нулю, причем целое число /?> 1 . 
По теореме о среднем должно иметь место точное равенство

где 5 —сфера любого радиуса с центром в фиксированной точке 
£1 =7̂ 0 , 0 на плоскости £ =  0 , принадлежащей области, где 
Ф =  0. Для достаточно малого радиуса е > 0  сферы 5  имеем

где О (в)—величина, стремящаяся к нулю вместе с е. После под
становки (12.36) в (12.35) получим, что интеграл в (12.35) отли
чен от нуля при достаточно малых е, не равных нулю. Отсюда 
следует справедливость утверждения о том, что #„ =  0 для лю
бых п.

Другое доказательство обращения в нуль для любых п 
можно получить непосредственно из (12.34) после приравнивания 
правой части этого выражения нулю.

Равенство (12.32) приобретает следующий вид:

где (о(|;, г), £2) — некоторая аналитическая функция своих аргу
ментов. Из этой формулы, полученной из предположения, что ф 
обращается в нуль на некоторой сколь угодно малой площади 
в плоскости £ = 0 , непосредственно вытекает следующее свойство 
симметрии для потенциала Ф (£, г], £):

ф(£. "П, £) = — ф(£, г], — £) или ф(Р) =  — ф (Р '), (12.38)

где Р и Р '—точки, симметричные относительно плоскости £ =  0. 
Точки Р и Р' являются зеркальными изображениями друг друга 
относительно плоскости £ =  0 (см. рис. 70). Из свойства сим
метрии (12.38) легко выводим

Свойства симметрии (12.38) и (12.39), доказанные выше только 
в области сходимости ряда (12.32), после аналитического про
должения функции ф будут выполняться во всей области ££> 
определения гармонической функции ф, причем область 3) полу
чится симметричной относительно плоскости £ =  0 .

Внутри сферы радиуса сходимости ряда (12.32) на плоскости 
£ =  0 функция Ф обращается в нуль. Однако это не означает,

0 =  $ (£, л, £«)Лт, (12.35)

Г], £*) =  £ * « ; ;& , т|1, 0) [ 1 + 0 (8 ) ] ,  (12.36)

Ф =  £«(£, л, с*).- (12.37)

д% ) р р р'
и

(12.39)



что ср =  0 во всех точках плоскости £ = 0- Если возможно ана
литическое продолжение функции ср, то при достаточно больших 
1 , г] на плоскости £ = 0 могут появиться части плоскости £ =  0 , 
на которых ф 0 ; при подходе к этой части плоскости £ = 0 
с разных сторон значения ф будут отличаться знаком. Об
ласть может быть многолистной, на плоскости £ =  0 могут 
п о я р и т ь с я  особые точки и т. п.

Пусть имеем твердое тело, плавающее на 
Задача об ударе плаваю- горизонтальной поверхности несжимаемой 
щего тела жидкости, занимающей все нижнее полу
пространство (рис. 70). Для простоты примем, что вначале жид
кость и тело покоились. В результате внезапного приложения внеш
него импульса давлений тело и жидкость начинают двигаться. 
Движение жидкости после удара будет потенциальным, и потен
циал этого движения сразу после удара будет равен

Piф(х, у , г )=  р

где

р, = lim \ pd t  
т-» о о

— импульс давления, подействовавший на жидкость в момент 
удара.

Для определения гармонической функции ф(х, у,  г) в момент, 
следующий непосредственно после удара, имеем условия: на сво
бодной границе жидкости (на части плоскости хОу вне тела)

Ф= 0; (12.40)

на смоченной поверхности тела импульс давления p t отличен 
от нуля, но вообще неизвестен заранее. Однако, если движение 
тела, возникающее в результате удара, известно, то при отсутствии 
отрыва жидкости от тела, т. е. при сохранении контакта тела с 
жидкостью, на поверхности имеем условие

=  У (12.41)
дп 1 ’

где у п — известная составляющая скорости тела по направлению 
нормали к его поверхности.

Примем еще, что в бесконечности жидкость покоится, и поэтому
^гас1 ф)оо =  0. (12.42)

Таким образом, определение потенциала ф (лг, у , г) сводится 
к решению смешанной задачи.

В силу условия (12.40) с помощью соотношения (12.38) по
тенциал ф можно продолжить аналитически в верхнее полупро



странство. В результате аналитического продолжения получим, 
что потенциал ср(х, у ,  г) будет определен во всем пространстве 
вне симметричной поверхности 2 !+ 2 2; причем согласно равен
ствам (12.39) и свойству симметрии поверхности 2 ! + 2 2 получим, 
что в симметричных точках Р и Р' будут выполняться соотношения

*рЛ ==_('*Е Л
дп )  р  \ дп )  р ' ' (12.43)

В самом деле пусть а , р, у  — направляющие косинусы нормали 
в точке Р'\ тогда направляющие косинусы, в точке Р  будут а ,  р ,— у 
(см. рис. 70). Учитывая это и равенства (12.39), получим (12.43) 

На основании (12.41) и (12.43) смешанная задача об опреде 
лении потенциала скоростей возмущенного движения жидкости 
возникшего в результате удара тела, плавающего на горизонталь 
ной поверхности жидкости, равносильна задаче Неймана, постав 
ленной в симметричной области — внешности замкнутой поверх 
ности 2 1+ 2 2 с симметричными краевыми данными (12.41) и (12.43) 

Из единственности решения задач Неймана и смешанной за 
дачи нетрудно усмотреть, что так поставленная симметричная 
задача Неймана и соответствующая смешанная задача полностью 
эквивалентны. Отсюда следует, что задача Неймана с данными, 
удовлетворяющими равенству (12.43) на симметричной замкнутой 
поверхности 2 1Н-2 2, имеет решениех), обладающее свойствами 
симметрии, выраженными равенствами (12.37), (12.38) и (12.39). 
Случай, когда потенциал Если Для потенциала <р (Б, т], £) вместо 
в симметричных точках равенства (12.37) верно равенство 
имеет одинаковые значе-  ̂ ч , 4Ч
Н ИЯ  Ф =  Ю(5, Г], £2), (12.44)
то будут удовлетворяться следующие свойства симметрии:

ф(5. Ц, £) =  ф(£. Л, —0 .
дф\ _ /дф \ (ду\ _ { д ф  

) р - '  V дг \ )рдЦ р дт] ]р
(12.45)

/ д ф \ ____/3_Ф
\ Ъ ) р ~  V К ) ,

(12.46)

Из равенства (12.46) следует, что на плоскости £ =  0 внутри 
жидкости

-|г =  0 , а ф(|, т), 0 )^= 0 . (12.47)

Очевидно, что в этом случае задача Неймана для внешней по 
отношению к симметричной поверхности +  области с

*) См.: С е д о в  Л . И. Об ударе твердого тела, плавающего на поверхности 
несжимаемой жидкости.— Труды ЦАГИ, 1933, № 187.



симметричными на 2 !-|-2 2 данными

(£),-(£)- (|2-48)
эквивалентна следующей задаче Неймана:

=  на и =  ^ вне тела при (12.49)

Эта задача соответствует задаче об определении движения жид
кости, возникшего в результате удара тела, погруженного в жид
кость, когда жидкость ограничена не свободной поверхностью, 
а горизонтальной неподвижной плоской непроницаемой стенкой.

Основываясь на рассмотренных здесь свой- 
Функция Грина для полу- ствах зеркальной симметрии, построим
Г Т л НосТкоас;ь°к,ГРаНИЧеН- функцию Грина для задач Дирихле и

Неймана в области ёО, представляющей 
собой верхнее или нижнее полупространство, ограниченное пло
скостью г =  0. Легко видеть, что для точек х, у, 2 и х0У у 0, г а 
При г >  0 и 20 >  0 функция Грина ^  для задачи Дирихле в об
ласти г  >  0 представится формулой

_  1 _______________________ !___________ _
^  уГ (^ _ Х о )2 +  (г/_ 1/о)2 +  ( 2 _ г о ) 2 у  (* _ Х о)2 +  а / _ у о)2 + ( 2  +  го)2

= _!--------- !_  (12.50)
Г1ЛР ГМР’

так как  функция ^  удовлетворяет условию (12.19), а на гра
нице 2  (плоскости 2 =  0) ^  =  0. Из условия (12.19) ясно, что 
соответствующая функция Грина для нижнего полупространства 
г <  0 будет равняться г|)1 =  — гр*.

Очевидно, что функция Грина \]з2 при г > 0  и при г < 0  для 
задачи Неймана одна и та ж е, она представляется формулой

Ъ = Г -  + Г - ,  (12.51)
ГМР ГМР'

так как  при г = 0 выполняется краевое условие
дг|>а _  0 

дп дг

Потенциал скоростей от Рассмотрим задачу об отыскании потен- 
системы особенностей в циала скоростей движения несжимаемой
ограниченном^пТоскостью жидкости в верхнем полупространстве, 
г = о ограниченном плоской стенкой г =  0 , от

системы заданных особенностей: источни
ков, диполей и мультиполей.

Д ля удовлетворения условия обтекания

•^- =  0 при 2 =  0 (12.52)



достаточно наряду с течением от заданных особенностей в верх
нем полупространстве ввести еще фиктивное течение в нижнем 
полупространстве. Внизу под стенкой в зеркально симметричных 
точках следует поместить такую же систему особенностей. Оче
видно, что суммарное течение будет удовлетворять краевому ус
ловию (12.52).

Например, если искомое течение обусловлено источниками 
в точках Р к и диполями в точках С}], то соответствующий потен
циал течения несжимаемой жидкости в точке М с координатами 
х, у , г  представится формулой

м р к МР'к )  I у  1 м с >; - / МО)

(12.53)

где и /Лу—заданные постоянные, а Рк и Р’к , 0.;  и (¿'¡, с/«,- и 
й э )—зеркально симметричные точки и направления относительно 
плоскости 2 =  0 .

Пусть дана сфера 5 с центром в начале 
Преобразование инверсии координат и радиусом Р. 
относительно сферы Сл г ^г Рассмотрим преобразование координат

£ =  е =  где г* = х* +  у* +  2 *. (12.54)

Нетрудно усмотреть, что точке Р  с координатами х, у ,  г 
и радиусом т внутри сферы соответствует точка Р '  с координа
тами г], £ и радиусом г' = Яг1г вне сферы; точки Р  и Р'  ле
жат на одной прямой, проходящей через центр сферы.

Легко проверить, что из (12.54) следуют аналогичные обрат
ные формулы:

х = У = 1%  * =  4£ ?, где г '2 =  |2 +  т)2 +  £2. (12.55)

Точки Р и Р' называются зеркально симметричными относи
тельно сферы S. На сфере S  имеем Р' = Р, так как  в этом 
случае £ = л;, ц = у  и £ = z.

Рассмотрим расстояния грм и гр>м от сим- 
Построение функции Гри- метричных относительно сферы S  точек
на в задаче Дирихле для „ , г  , п/ /* __»,сферы Р(х, у ,  z) и Р  (g, т), £) с радиусами-век

торами г и г '  относительно центра сферы, 
соответственно, до некоторой точки М (х01 у 0, z0) с радиусом-век
тором г 0 внутри сферы:
Грм =  (х —хоу  + (у  —ÿ„)2+  (z— z0)2 =  г2 +  r l—2r ■ г 0, 
r b ' M ^ i l - x  0) *+ ( ц - у 0У +  ( £ - z 0)a =  r l  +  г'2- 2 г '  • г 0 =

/?4 R 2
=  г ! + ^ —  2 г 0 Ц т г .



Очевидно, в том случае, когда точка М лежит на сфере 5  (г0 =  Я), 
верно равенство

(12.56)

Симметричная относительно переменных х, у , г  и ха, у 0, г 0 функция

^  = —--------- —  = —---------г — (12.57)
г р м  ГГР 'М  г р м  у  г*г1 +  Я * — 2№ г - г 0

является гармонической внутри 5 , имеет особенность типа 1 /гРМ 
вблизи точки Р, не имеет внутри 5 других особенностей и обра
щается в силу (12.56) в нуль на сфере 5. Следовательно, функ
ция определенная формулой (12.57), является функцией Грина 
для задачи Дирихле внутри сферы.

Легко усмотреть, что функция Грина для задачи Дирихле вне 
сферы представится формулой

й  =  ------ (12.58)
ГР ’ М  * ГР М

Таким образом, получается полное решение внешней и внутрен
ней задач Дирихле для сферы с помощью формулы (12.21), в ко
торой функции \|)1 или ^  определены формулами (12.57) и (12.58).

§ 13. Задача о движении сферы в безграничном объеме 
идеальной несжимаемой жидкости

Рассмотрим задачу о движении абсолютно твердой сферы в 
безграничной массе несжимаемой идеальной жидкости, когда 
на жидкость не действуют внешние массовые силы. Пусть сфера 
радиуса а движется поступательно относительно некоторой не
подвижной системы отсчета (хь  у и  гх) со скоростью V(/) в неог
раниченном объеме идеальной несжимаемой жидкости. Движение 
жидкости, вызванное движением сферы, относительно этой системы 
отсчета будем называть «абсолютным» движением.

Изучать «абсолютное» движение жидкости будем, пользуясь 
подвижной системой координат х, у, г, которая жестко скреплена 
со сферой и имеет начало в ее центре.

Возмущенное движение жидкости будет
Постановка задачи о дви- потенциальным, если оно непрерывно и воз- 
жении сферы г  ^никло из состояния покоя. Потенциал ср
в силу уравнения неразрывности для несжимаемой жидкости дол
жен удовлетворять уравнению Лапласа всюду вне сферы

Дф =  0 (13.1)
и следующим добавочным условиям: в бесконечности жидкость 
покоится и, следовательно,

(0гас1ф)„ = О, (13.2)



на поверхности сферы 2  должно выполняться условие непрони
цаемости и безотрывности течения жидкости, т. е. нормальная 
составляющая скорости vn жидкости должна равняться нормаль
ной составляющей скорости точек поверхности сферы Vn.

Если сфера движется поступательно со скоростью V вдоль 
оси х (так выбираем ось х), то условие обтекания запишется сле
дующим образом:

= V cos (г , х ) - - У cos9, (13.3) ■

где через 9 обозначен переменный угол между г  и х .  Заметим, 
что с точки зрения условия обтекания случай движения сферы 
вдоль оси х со скоростью V (t ) является, в силу полной сим
метрии сферы, наиболее общим случаем движения сферы в иде
альной жидкости. Таким образом, требуется решить простейшую 
частную задачу Неймана.

Решение поставленной задачи единственно; 
Потенциал абсолютного ег0 легко сконструировать с помощью рас- 
движения смотренных выше частных решений урав
нения Лапласа. Решение типа источника —1/г, очевидно, для 
этой цели не годится, так оно не удовлетворяет условию непро
ницаемости. Попробуем воспользоваться течением от диполя с осью, 
параллельной оси х, расположенного в начале координат О. По
ложим

a S ¥ -  (| 3 -4>

где Л — некоторая постоянная. Так подобранная функция ср 
удовлетворяет вне сферы уравнению Лапласа и в бесконечности 
стремится к нулю вместе со своими производными, т. е. удовле
творяет граничному условию в бесконечности.

Посмотрим, нельзя ли подбором постоянной А удовлетворить 
и граничному условию непроницаемости (13.3). На поверхности 
сферы, очевидно, будем иметь

(  Эф \ Г д (  я cos 0 \ I  2 A cos 0 
[ W j r = a ~  1J r  )  J г=а '

Подставляя это значение в (13.3), получим

2Л cos 0 п... -  = Vcos 9,

т. е. условие (13.3) будет удовлетворено, если положить
Va?



Таким образом, функция
Уа3 хф: а3 V сое 0 

~2 ?1 (13.5)

дает решение поставленной задачи о движении сферы в жидкости. 
Линии тока построенного течения показаны на рис. 71. Если сфера 
движется поступательно со скоростью, направленной как угодно

относительно осей координат, 
то для потенциала скоростей 
возмущенного движения жидко
сти будет верна формула

Ф = — ¿ г  (^ 1* +  У Л + У3г ) ,

(13.6)
где через Уи У 2 , У3 обозначены 
компоненты скорости V сферы 
на оси координат. Если ско
рость поступательного движе
ния сферы зависит от времени, 
то для потенциала скоростей 
это проявится только через 
функции У1 (0 , 1М 0 , Уз(*)- 

Если сфера вращается около некоторой оси, проходящей через 
ее центр, то, очевидно, нормальные составляющие скорости сферы 
на ее поверхности будут равны нулю. Поэтому при таком вращении 
идеальная жидкость не будет возмущена.

В общем случае при произвольных движениях сферы как твер
дого тела потенциал скоростей представляется формулой (13.6), 
в которой Уи  У2, Уз являются компонентами скорости центра 
сферы в подвижных осях.

Д ля определения распределения давлений по поверхности сфе
ры следует воспользоваться интегралом Коши — Лагранжа. При 
поступательном движении вдоль оси х, когда функция ф (х, у, г , /) 
определена в подвижной системе координат (см. 11.9)), имеем

Рис. 71. Линии тока при движении 
сферы в идеальной жидкости.

(13.7)

где функция / (/) уже определена на основании данных в беско
нечно удаленной точке, в которой принято, что ф  =  0 ,  ^гас1ф| =  0  
и р =  /7ю. Зная распределение давления по поверхности 2 , можно 
найти силу, действующую со стороны жидкости на сферу 2 .

Рассмотрим теперь задачу об обтекании 
неподвижной сферы потоком идеальной 
несжимаемой жидкости. Пусть скорость по

тока в бесконечности равна —V и направлена параллельно оси х. 
Движение жидкости в этом случае можно назвать «относительным». 
Именно такую картину течения жидкости будет видеть наблюда-

Постановка задачи об об
текании сферы



тель движущийся вместе со сферой. Потенциал скоростей (обо
значим его ф! )  должен всюду вне сферы удовлетворять уравнению 
Лапласа

Афотн =  0
и следующим граничным условиям: в бесконечности

(grad фотв)., =  — У
и на поверхности 2  сферы

<».>*=( t L . - 0 -

Потенциал относитель 
ного движения

Для того чтобы получить решение этой 
задачи, воспользуемся решением предыду
щей задачи о движении сферы в непод

вижной жидкости. Легко видеть, что мы получим решение задачи 
об обтекании сферы, если всей системе жидкость ™ с  сф р^ 
в предыдущей задаче сообщим скорость V, гд ^
движения сферы Сфера при этом остановится, а на имевшееся 
ранее движение жидкости наложится поступательный поток, па
раллельный оси х, потенциал которого ф1 —— Ух.

Потенциал полученного таким образом течения
_ °3 у  .

Фотн 3 Г®
-Ух =  — V COS 0 (r + £s) (13.8)

будет гармонической функцией, удовлетворяющей как  условию 
в бесконечности

так и'условию на поверхно
сти сферы

/ дфоти\ _
\ дг )г= а

=  — У с о 5е ( 1 — £ ) „ - 0 . Рис. 72. Линии тока при обтекании сферы 
идеальной жидкостью.

Таким образом, формула (13.8) дает решение поставленной 
задачи. Линии тока этого течения начерчены на рис. 72. Поверх
ность сферы в этом случае является поверхностью тока.

Очевидно, что как в абсолютном, так и в относительном движе
нии при неустановившемся движении линии тока в любой фикси
рованный момент времени и  будут совпадать с линиями тока У£та' 
новившегося движения, соответствующего скорости к = к ( и ) «  к а р 
тина линий тока связана с вектором скорости центра сферы, система 
координат в общем случае может быть повернута относительно век
тора скорости и соответствующего поля скоростей на любой угол.



теалсьнрыхесеко̂ оестей0по0по: НаЙД- М Р а с с е л е н и е  относительных ско- 
верхности сферы ростеи по поверхности сферы

ji _ /̂ Фотн\ / 1 Зф„т„\ з .
У'=а -  l T T j r=a= 2 v  sin 0-

T  *  (13.9)
аким образом, в точках А и D (см. рис. 72), где 0 =  0 и 0 = я

скорость о =  0, это—критические точки. Самая большая скорость 
достигается при 0 =  л/2 и 0 =  ̂ .Я) т. е. в точках большого круга, 
плоскость которого ортогональна V, например в точках В я С. 
Эта скорость равна V, т. е. в полтора раза больше ско
рости набегающего потока.
Парадокс Даламбера для j?”3?  Р ^ пРеДеление скоростей по поверх- 
сферы ности сферы, можно вычислить распреде

ление давлений. Если скорость V не за-
f ™ 0T вРемени’ Т? движение установившееся и можно пользо
ваться интегралом Бернулли:

P =  P »+ |-(K 2- ^ ) = P oo +  P p ^ l _ | . sin2 0 j  _ (13 10)

Обратимся теперь к вопросу о вычислении силы, действующей со 
стороны жидкости на движущуюся в ней со скоростью V сферу 
Если скорость V постоянна, то распределение давлений на сфере 
динаково в абсолютном и относительном движении (см. (13 7)) и 

f v°PTMO™ °  вычислять по формуле (13.10). Из формулы (13.10) сле
дует, что давления в симметричных точках, например Е Е' F и
Г  ’ °ДИНаК0ВЫ' 0тсюда ясно> что суммарная сила, действующая со 

роны жидкости на обтекаемую сферу, точно равна нулю. Сфера 
не испытывает сопротивления. Подъемная сила также равна нулю 

У »* было показано (см. § 8), что этот результат, извест- 
для сХДп " а3Г НИ6М парадокса Даламбера, справедлив не только 
л в и жш и р гп И ДЛЯ любо„го конечного тела произвольной формы, 
движущегося с постоянной скоростью в идеальной жидкости при 
отсутствии отрыва от поверхности тела и при условии, ч?о скорость 
жидкости в ^бесконечности равна нулю Парадокс устраняется
сферь7 не8 осушрствЛЬНОСТИ ? зотРывное Движение жидкости около сферы не осуществляется. С поверхности сферы сходят в и х р и
картина течения видоизменяется и нарушается симметрия в распре
делении давлении по передней и задней частям поверхности сферы. 
Сопротивление сферы Рассмотрим теперь случай, когда центр 
движущейся с переменной сФеРы Движется в жидкости прямолинейно 
скоростью вдоль оси х с переменной скоростью.
HnRHRiTTPP̂ a в  этом случае движение жидкости неуста-
зовГть^я интргпЯ РеД81? еНИЯ РапспРеДеления давлений можно поль- 
гтгЛ интегралом^ Коши—Лагранжа в форме (13.7) а лля 
потенциала скоростей жидкости—формулой (13.5).



суммарной силы 
только член с

Нетрудно усмотреть, что при вычислении 
в формуле (13.7) необходимо использовать 

дф a cos 0 dV
W ~  2 ~dí ’

так как остальные члены дают части дав
ления, одинаковые в симметричных точках 
Е, Е', F, F' (те же давления, что и при 
установившемся движении с рассматрива
емым мгновенным значением скорости).

Разбив поверхность сферы на элемен
тарные полоски (рис. 73) с площадью 
da =  2ла2 sin 0 dd и проводя интегрирова
ние по всей поверхности сферы, для силы 
сопротивления получим следующее выражение:

JI

Х = — J  р  cos 0 da  = — ра3я  ̂  J  cosa 0 s in 0 d0 =  — -| я а 3р ^ .
2 О

(13.11)

Составим уравнение движения в проекции на ось х для шара 
массы т, на который действуют некоторые силы Fx и сила сопро
тивления, будем иметь

™dv р 2 i W
т ЧТ = р * - 1 1 па3Р'Ш-

Рис. 73. К вычислению 
силы сопротивления при 
движении сферы с уско 

рением.

2
Обозначив -д- яй3р через ц, перепишем это уравнение в виде

Присоединенная
сферы

масса Отсюда следует, что шар в жидкости будет 
двигаться под действием некоторых сил Рх 
так же, как он двигался бы в пустоте, 

если бы его масса изменилась на ц. Величина |х называется при
соединенной массой шара. Она равна половине массы жидкости, 
вытесненной сферой. Присутствие внешней среды (жидкости) сво
дится только к увеличению инерции шара.

§ 14. Кинематическая задача о движении твердого тела 
в неограниченном объеме идеальной несжимаемой жидкости

Пусть в неограниченном объеме 3)  идеальной несжимаемой 
жидкости движется одно конечное твердое тело произвольной 
формы. Поставим задачу об определении непрерывного возмущен
ного движения жидкости, возникающего из состояния покоя под 
действием заданного движения твердого тела. Для описания аб



солютного движения жидкости относительно неподвижной системы 
координат, в которой жидкость в бесконечности покоится, выберем 
подвижную сопутствующую телу декартову систему координат 
х, у ,  г, через У, /г обозначим единичные векторы, направленные 
вдоль соответствующих осей этой подвижной системы координат.

Скорость и  любой точки твердого тела 
п в случае его произвольного движения, как
в Твердом6 теле известно, определяется формулой Эйлера

£/=£/0 +  О х г ,  (14.1)

где и 0—скорость некоторой точки 0  твердого тела, й  —мгновен
ная угловая скорость вращения тела, а г —радиус-вектор, прове̂ - 
денный из точки О в ту точку твердого тела, скорость которой 
определяется.

Введем проекции скоростей £/„ и й на оси подвижной  системы
и 0 =  и Ч  +  и у + и ° к ,  (Н.2)

а  =  и ч + и у + и * к = т + ® У + ® 3Ь- (14-3>

Поле скоростей в твердом теле будет известно, если будут из
вестны шесть функций V1 от времени

Если движение идеальной несжимаемой 
Постановка задачи о дви- жидкости, вызванное движением твердого 
жении жидкости тел 3 ) В03НИКЛ0 из состояния покоя и не
прерывно, а внешние массовые силы потенциальны или отсут
ствуют, то это движение будет потенциальным, т) =  §гас!ф, причем 
потенциал ф будет однозначной1) функцией координат.

Для определения движения жидкости достаточно определить 
потенциал скоростей ф (х, у , г , ¿), который должен удовлетворять 
всюду в области ®  вне твердого тела уравнению Лапласа

**-Э+3+3-°
и следующим граничным условиям: в бесконечности должно быть

^гас1 ф)оо =  0, (14.5)

т ак  как по условию скорость движения жидкости, вызванного 
движением твердого тела, должна затухать в бесконечности, на 
поверхности 2  твердого тела должно выполняться условие непро
ницаемости и безотрывности течения

^  = и п= и 0’ П +  ( ® х г ) ’п = и 0-п  + й - ( г х п ) ,  (14.6)

1) Внешность поверхности тела, область, в которой происходит непрерывное 
возмущенное движение жидкости, может быть многосвязной. Однозначность по
тенциала, связанная с равенством нулю циркуляции по любым замкнутым конту
рам, следует из теоремы Томсона и условия непрерывности движения жидкости-



где п  — внешняя по отношению к области, занятой жидкостью, 
нормаль к поверхности тела 2 . Таким образом, искомый потен
циал должен быть решением внешней задачи Неймана.

В § 12 мы показали, что кинетическая 
Сведение задачи о движе- энергия такого возмущенного движения
нии жидкости к шести жидкости конечна, если скорости частиц 
задачам Неймана, завися- г
щим только от геометрии жидкости конечны, и что так поставленная 
тела задача Неймана имеет единственное ре

шение.
Пользуясь линейностью поставленной выше внешней задачи 

Неймана, потенциал ф можно искать в виде суммы
ф = 6/‘ф(- (14 .7)

или в виде
Ф = £/0‘ Q (14.8)

где

£ - * ' . +  Ч + Ч  (14.9)
Ф2 = Ф4* + ф5у  +  ф6*

и фц ф2, ф3, ф4, ф5, фв зависят от х, у , г  — координат подвижной  
системы, сопутствующей точкам тела.

Для определения каждого из однозначных потенциалов ф,- 
имеем внешнюю задачу Неймана:

Дф; =  О

всюду вне 2 ; в бесконечно удаленной точке
(grad Ф.-L =  О 

и на границе 2  твердого тела (см. условие (14,6))
<3q> i
дп 

<% + :

= л, (¿==1, 2, 3), (14.10)

= {rxn) j  ( / = 1 , 2 , 3 ) .  (14.11)дп

С помощью (14.9) условия на поверхности 2  можно такж е 
записать следующим образом:

Ж = » и ж  =  г х п - (14Л?)
Таким образом, вместо одной внешней задачи Неймана для опре
деления потенциала ф, в формулировку которой (в условие на 
поверхности тела) входило время I, получилось шесть внешних 
задач Неймана для определения шести потенциалов ф,-, в форму
лировку каждой из которых время уж е не входит.

. Из линейности и единственности решения задачи Неймана 
непосредственно вытекает, что решение одной задачи об опреде
лении потенциала ф для произвольных £А, 1/\ . . . ,  II* эквива



Рис. 74. Схема поверхности 2 
симметричной относительно пло 

скости (х, у).

лентно решению этих шести задач. Замечательно, что функцио
нальная зависимость потенциалов фх, ф2, ф3> Ф<> Фб> Фе от коор
динат х, у, г  в скрепленной с телом системе координат опреде
ляется только геометрическими свойствами поверхности твердого 
тела и не зависит от кинематики движения. Следовательно, по

тенциалы ф!, ф2, ф3, ф4, ф6. Фб 
для тела заданной формы могут 
быть вычислены раз и навсегда.

Потенциал ф будет равняться 
Фи если и х=  1 , а С1‘ = 0 при 
¿ =  2 , 3 , . . . ,  6 , т. е. фх явля
ется потенциалом возмущенного 
движения жидкости в случае 
поступательного движения тела 
в направлении оси х с единич
ной скоростью; аналогично ф2 и ф3 
представляют собой потенциалы 
возмущенного движения жидко

сти в тех случаях, когда тело движется поступательно с единич
ной скоростью в направлении осей у  и г соответственно. Потен
циалы ф4, ф5 и ф„ являются потенциалами возмущенного движения 
в тех случаях, когда тело вращается с единичной угловой ско
ростью вокруг координатных осей х, у  и г соответственно.

Формула (14.8) устанавливает зависимость потенциала ф от 
времени. Потенциал скоростей в подвижной системе координат 
зависит от времени t только через компоненты вектора скоро
сти и 0 и мгновенной угловой скорости Я твердого тела.

Если тело симметрично относительно пло- 
Свойства потенциалов ф,- скости хи, то нетрудно усмотреть, что для
костьТесимметрииИХ ПЛ°С" точек р  и Р\ лежащих на поверхности тела

и симметричных относительно плоскости 
ху, справедливы следующие соотношения (рис. 74):

(‘' =  ' . 2 . 6 ) .  (14.13)

№ - 3 . 4 . 5 ) .  (14.14)

Из соотношений (14.13), (14.14) вытекает, что на части плоскости 
ху, находящейся внутри жидкости, справедливы равенства

Зф1_5фз _ дфе _  
дг дг дг ’ Фз=Ф4 =  Ф5 = °- (14.15)

В точках, симметричных относительно плоскости ху (см. § 12 этой 
главы), имеем

Фи<г)-Ф|№ ') ( * - 1 . 2 . в), (14.16)
Ф* № ) * — Ф*(С ) ( * - 3 ,  4, 5). (14.17)



Свойства потенциалов ф; Очевидно, что для тела вращения отно-

в плоскости у  г), и имеются только три существенных и р а з 
личных потенциала: фх, ф2, ф5. В самом деле, вращение около 
оси х несущественно, поэтому ф4 =  0 ; потенциалы ф3 и ф„ в силу 
симметрии выражаются через потенциалы ф2 и ф6 по формулам

ф3 (х, у, г) =  ф2 (дс, г, —у),  Ф„(х, у ,  г) =  ф6(*, г, —у).
В цилиндрических координатах эти соотношения принимают вид

здесь г —полярный радиус в плоскости уг .
Определим теперь зависимость потенциалов ф2 и ф5 от угл а  0. 

Потенциалы ф2 и ф3 соответствуют поступательным движениям

Рис. 75. Схема расположения осей координат в случае тела вращения.

с единичными скоростями в направлении осей y a z .  При посту
пательном движении с единичной скоростью в направлении, 
перпендикулярном к оси х, под углом Ф к оси у,  имеем

ф(.с, г, 0) =  ф2 (х, г, 0 — й) =  созйфа (х, г,  0 ) + sin Оф* (х, г, 0 ).
Отсюда получаем

Положим 0 =  0 и заменим угол 0 на — 0; заметив еще, что

для тел вращения сительно оси х (рис. 75) потенциал ф1 не 
зависит от угла 0 (0 —полярный угол

г z

Фа (х, г,  0— ■&) = eos {hpg (х, г,  0) +  sin йф„ г, 0 — •

получим

(14 .18 )

(14 .19 )



Таким образом, для произвольного движения тела вращения 
потенциал скоростей ср можно представить в форме
ф =  Ф1 (х,  r ) í / 1 +  ф2 ( я ,  г ,  0 )  ( í/ 2 COS0 +  í/ 3 S Í n 0 ) - f -

+  фв т, у )  (й2 Sin 0 —Q3cos0). (14.20)

§ 15. Энергия, количество движения, момент количества 
движения жидкости при движении в ней твердого тела 

и основы теории присоединенных масс

Выше было показано, что всякое потенциальное движение 
однородной несжимаемой жидкости можно рассматривать как 
возникшее внезапно из состояния покоя в результате удара, причем 
потенциал скоростей связан с импульсом давлений формулой

p t= —  рф, (15.1)

где р — плотность: жидкости (плотность р одинакова и постоянна 
для всех частиц жидкости).

Задача Дирихле об определении однозначной гармонической 
функции — потенциала ф(лг, у , г), по ее значениям на границе 2  
области, которой принадлежит бесконечно удаленная точка, имеет 
единственное решение при ф= 0  в бесконечности.
Энергия, количество дви- Кинетическую энергию Е, вектор коли- 
жения и момент количест- чества движения Q и вектор момента коли- 
ва движения бесконечной чества движения К  бесконечной массы 
массы жидкости жидкости определим через импульс давле
ний p t, подействовавший на жидкость на поверхности твердого 
тела, а следовательно, и через ф следующими формулами1):

2£ =  Р £ Ф %  da  =  р £ <?Un da  =  — J  PtUn da; (15.2)
: 2 2 2
Q =  — ^ p tn d o = p  J  фя^ст =  р£ y ^ d o ,

2 “ 2 2
K =  — J  ( r x p tn)do=  p J  ф(г xn)da =  p £ ( f ^ d a ,

(15.3)

где п  — единичный вектор нормали к 2 , внешней по отношению 
$ области й), занятой жидкостью, а г  —радиус-вектор, проведен
ный в переменную точку на 2  из точки О, относительно которой 
вычисляется момент. Векторы ф и К  равны суммарному импульсу 
и моменту импульса относительно точки О внешних сил, подейст
вовавших на жидкость со стороны твердого тела, ограниченного 
поверхностью .2 .

х) В следующем параграфе показано, что эти величины играют такую же роль, 
как соответствующиё величины в динамике системы конечных тел.



Так как и п = и о’ П + И’ ( г х п ) ,  где £/0 —скорость подвижной 
точки О, скрепленной с твердым телом, из формул (15.2) и (15.3) 
с учетом (14.8) следует, что

2Е = (} -и0 + К - ®=  2  Ь№и 1и к, (15.4)

причем для компонент С1к (к=  1, 2, 3) и /С*_3 (& =  4, 5, 6) верны 
формулы:

>=1 1=1

где (/ о ^ и ч  + и у + и ч ,  а  = и ч  +  и у + и ° 1 г ,

1 ,»= р  ¡ ч & ь -  О 5 '5»
£

Энергия, количество дви- В теории движения абсолютно твердого 
жения и момент количест- тела вводятся живая сила Е0, количество 
ва движения твердого тела дви ж ен и я @о и момент количества дви ж е
ния Ка твердого тела. Они связаны соотношением, аналогичным
(15.4),

2Е0 -  б?0. и 0 + К й • й  =  Ц  т 1ки ‘и*,I, /г

=  2  т1ки 1 (6 =  1 , 2 , 3),
¡=1

Кок^ т 1ки ‘- (6 =  4, 5, 6).
1=1

(15 .6)

Матрица коэффициентов характеризует свойства инерции
твердого тела. В общем случае, когда начало координат взято в 
некоторой произвольной точке О тела, матрица т1к имеет следу
ющий специальный вид:

(15 .7 )

где т — масса тела, х*, у*, 2* — координаты центра масс тела,
1 х, 1у> 3 моменты инерции тела относительно осей координат, 
а Ох, Эу, Ог — центробежные моменты инерции. Например,

1 х =  ̂ (уй-\-г2)(1т и £>*=  ̂ угйт .

т 0 0 0 тг* — ту'
0 т 0 — т г * 0 т х
0 0 т ту * — тх* 0
0 — тг* ту* ~ о 2

~ ° У
тг* 0 — тх* - о ,  ̂и - о х

— ту* тх* 0 ~ ° У ~ о х **



Коэффициенты присоеди- Матрица (15.7) симметрична, матрица 
стваЫХ МаСС " ИХ СВ0И" (15-5) 1ХЙ| также симметрична, так как

на основании второй формулы Грина (12.15), 
примененной к двум гармоническим функциям ср,- и срА, каждая из 
которых исчезает в бесконечности как 1/г2, получим

$  (ф *Т 5 Г -Ф * ж ) =

Полная кинетическая энергия системы (тело плюс жидкость) пред
ставится в виде

2 (£ +  £„) =  2  {т1к + %1к)1]‘и к. (15.8)¡, к= 1
Величины к1к называются коэффициентами присоединенных масс. 
Матрица присоединенных масс |1(А||, характеризующая более слож
ные, чем свойства инерции твердого тела, свойства инерции жид
кости, имеет более общий, чем матрица (15.7), вид.

Очевидно, что для системы координат, неизменно скрепленной 
с телом, величины К1к (см. (15.5)) не зависят от времени, а зависят 
только от выбора такой системы координат и от геометрических 
свойств поверхности 2  тела. Число независимых, отличных от нуля 
элементов симметричной матрицы ЦЯ̂ Ц, равно в общем случае 
двадцати одному. Симметричная матрица ||т/АЦ (15.7) содержит 
только десять независимых и вообще отличных от нуля элементов. 
Формулы преобразования элементов матрицы |^(Л| при переходе 
от одной системы координат к другой легко получить с помощью 
формулы (15.4) и формул преобразования компонент векторов ¿7 
и !2. В частности, при изменении направления осей координат и 
положения в теле точки О будем иметь

£/0 =  £Г0 +  а х ( г о - г о,), =
Нетрудно усмотреть, что коэффициенты Яи , Х22, >.33, Я12, Я13 и Я23 
зависят только от направления осей координат, а остальные коэф
фициенты зависят как  от направления осей координат, так и от 
положения в теле точки О (т. е. от компонент вектора г  о, —Го).

При поступательных движениях твердого 
Главные направления дви- тела его количество движения С}0 = тио 
жения и центральная точ- направлено по скорости движения, причем 
ка тела масса тела не зависит от направления

движения тела.
Количество движения жидкости и скорость поступательного 

движения тела вообще не параллельны. Величины (г, й=1, 2, 3) 
образуют симметричный тензор второго ранга, поэтому сущест
вуют три взаимно перпендикулярных главных направления таких, 
что при поступательных движениях тела вдоль этих направлений 
векторы количества движения жидкости и поступательной ско
рости тела параллельны, в других случаях такой параллельности



вообще нет. Если декартовы оси координат направлены по главным 
направлениям, то Х12=Х13—^23= 0 , причем вообще

А.ц 'Ф Х22 А,33 -ф— Яц. (15.9)
Таким образом, коэффициенты присоединенных масс зависят от 
направления поступательного движения тела.

Матрица (15.7) для твердого тела сильно упрощается, если 
точка О совпадает с центром масс х*= у*= г*= 0.  С этим связан а 
особая динамическая роль центра масс твердого тела.

Возьмем систему координат, оси которой направлены вдоль 
главных направлений. Нетрудно проверить, что три компоненты 
вектора г  о» —Го, определяющие положение точки О*, можно выбрать 
так, чтобы выполнялись равенства

^ '15= = ^'241 ^ 1 в = ^34> ^ '2 в = = ^'35- ( 1 5 . 1 0 )

Точка О*, для которой выполняются эти равенства, называется 
центральной точкой.

Если оси координат направлены по главным направлениям, а 
начало координат (центр моментов) совпадает с центральной точ
кой, то согласно (15.9) и (15.10) симметричная матрица ||̂ || содер
жит только пятнадцать независимых элементов.

Если поверхность твердого тела 2  обладает 
Коэффициенты присоеди- некоторыми свойствами симметрии, то часть 
“ иасСиммЯетТр"иПЛ0'  коэффициентов присоединенных масс ^

обращается в нуль. В самом деле, п усть 
поверхность тела 2  допускает плоскость симметрии, которую мы 
примем за плоскость ху (рис. 74). Можно написать, что

/* =  Р £ Ф / -5 гЛт-
2Г+£,

где 2 ! и 2 2 — симметричные части 2 .
На основании соотношений (14.13), (14.14) и (14.16), (14.17) 

очевидно, что в симметричных точках поверхности 2

=  -  ( * & ) .  ( ¡ - 1 . 2 . 6 ,  * - 3 ,  4 ,5 ) .дп )  Р' V '  дп ) р

Следовательно,
Л,.* =  Я*,. =  0 (/=1,  2, 6 , к =  3, 4, 5). (15.11)

Если поверхность 2  симметрична относительно плоскости хг,  то 
^  =  ^,• = 0 (¿ =  1, 3, 5, к = 2, 4, 6). (15 .12)

Если поверхность 2  симметрична относительно плоскостей ху  
и хг, то только следующие коэффициенты присоединенных масс 
отличны от нуля:

Xл , ^32» ^83 > ^55> ^вв* ^"2в1 ^Зб" ( 1 5 . 1 3 )



Для поверхности 2 , обладающей тремя плоскостями симмет
рии ху, xz и у г ,  например для эллипсоида, в этой системе коорди
нат будут отличны от нуля только следующие шесть коэффициен
тов присоединенных масс: Яи , Я22, Я33, Я44, А6б, Явв.

Когда поверхность 2  является поверх- 
Коэффициенты присоеди- Ностью вращения около оси х, из симмет-
наГтоХч к Г ^ а  в7аНщенЛия Р™ дополнительно получаем Я22 =  Я33,

Х66 =  лв6 и л44 =  0. Так как при вращении 
тела около оси х жидкость не возмущается, то ф4 =  0. Кроме того, 
Я2в = — Я36, так как при вращении около оси z или около оси у  
с одинаковыми угловыми скоростями проекции количеств движе
ния на ось у  в первом случае Qy = X2eQ3 и на ось z во втором 
случае Q2 = K35Q2 отличаются только знаком.

Таким образом, при движении в жидкости тела вращения для 
соответствующих компонент количества движения и момента коли
чества движения жидкости имеем

=  Q«= K tU '+ K ® ,  Qz = h-2U3- K °  
к х =  О, К и = - К » и з + Кь&, Кг = К * и% + кь®\

(15.14)

а для кинетической энергии жидкости

2Е =  +  К* (У22 +  и 9') +  Кь (О** + +
+  2 Х2л(£1зи 2—а*и з). (15.15)

Если перенести начало координат вдоль оси х на величину £, 
то для проекций скорости нового начала будем иметь

и'* = и 2 + 0,% =
Коэффициенты присоединенных масс для новой системы коорди
нат согласно (15.4) будут связаны с коэффициентами присоединен
ных масс для старой системы формулами:

А,ц =  ^ ,ц ,  ^ 22= ^22> /|5 10\

-̂65 =  ^65 ^ 22^ 2 —  2 Я 2в£, Х26 =  А,2в Я22| .

Центральная точка лежит, очевидно, на оси х, ее координата |* 
определяется формулой:

_  ^26 
■̂22

Формула для <2, удобная Установим теперь для количества движе- 
для вычисления ния ЖИДКости £? следующую формулу, спра

ведливую при произвольном движении в 
идеальной несжимаемой жидкости твердого тела любой формы:

<3 = — р Уи*—4лрс, (15.17)
где

и * = у 1  ийх,



и —скорость движения любой точки твердого тела, V—его объем, 
с ^ с Л  +  с и  +  с.к, с,, с2 и с3— коэффициенты однородного полинома 
первой степени, входящего в разложение (12 .24) потенциала ср 
течения жидкости в окрестности бесконечно удаленной точки. 

Из первой формулы (15.3) имеем

(15.18)

где г  =  л:1 +  у / + 2* . Введем сферу 2 г с центром в некоторой точ
ке О тела, охватывающую поверхность 2  тела. К конечному объему 
жидкости между 2  и ^  применим вторую формулу Грина для 
функций ф и г .  Т ак как ф и г  в области м еж ду 2  и гармо
нические функции, получим

5 (2 + 21
дп дп

Поэтому согласно (15.18), так  как на 2  выполняется условие 
ду/дп = и п, будем иметь

« - л * / . * - (15Л9)

Вектор скорости точек тела и  определен внутри объема абсолютно 
твердого тела, ограниченного 2 . Пользуясь теоремой Гаусса и ст- 
роградского, получим

( д г Ч х д г и «
ду

дгЬ’г
дг (1% -УЦ*.

(15.20)

Радиус сферы 2 , устремим в бесконечность. При вычислении в
(15.19) интеграла по сфере 2 !  можно пользоваться разложением
(12.24) для потенциала ф, при этом в связи с тем, что С — м  — и, 
только член разложения (схх \ с %ц-\-съг)1К^ будет существенным, 
так  как  остальные члены убывают как  1/Я3. Заметим, что на сфе
ре 2 Х

Ф
с -Я
Я» Я2

Зф_ ду __ 2с п
Ж ~  с>Я ~  Яа

и, следовательно,

2, 2, 5 .

где 5 —сфера единичного радиуса, концентрическая 2 ^  Интеграл



по 5  преобразуем по формуле Гаусса— Остроградского:

Следовательно,

(15.21)

Д ля получения формулы (15.17) достаточно подставить вычислен
ные интегралы (15.20) и (15.21) в равенство (15.19).

Если известен потенциал скоростей, то обычно легко опреде
лить вектор с ,  а следовательно, по формуле (15.17) и ф. С по
мощью формулы (15.17) удобно такж е определять коэффициенты 
присоединенных масс. Таким путем можно вычислить все коэффи
циенты Х1к при I <  4 и & любых или при £ <  4 и I любых.

Например, в случае подробно рассмотренного выше движения 
в жидкости сферы радиуса а потенциал имеет вид <р =  — а ? и 1х/2г\ 
т. е. с х =  — аъи 1/2, с 2 = са =  0 , из-за полной симметрии сферы

где согласно (15.17)

и поэтому присоединенная масса сферы, как  выше было непосред
ственно получено, равна

можно определять как  теоретически, так  и экспериментально. Как 
было показано выше, для тел специальной формы некоторые из 
коэффициентов к 1к обращаются в нуль.

§ 16. Силы воздействия идеальной жидкости 
на тело, движущ ееся в безграничной массе жидкости

В проблемах, связанных с движением тел внутри жидкости, 
необходимо рассматривать движение жидкости и учитывать сило
вые взаимодействия между жидкостью и телом.

С1= С111 =  'к п и ч ,

где V— объем сферы. Остальные Х!к равны нулю. 
Коэффициенты присоединенных масс



Два способа рассмотрения При решении задач о движении абсолютно 
проблемы движения твер- твердого тела в безграничной массе иде- 
дого тела в жидкости альной несжимаемой жидкости можно дейст

вовать двумя способами.
1. Рассматривать тело и жидкость как  единую механическую 

систему с шестью степенями свободы. Кинетическая энергия этой 
системы представляется формулой (15.8), в которой величины 
и к (к= 1 , 2 , .. . ,  6) представляют собой обобщенные скорости, рав
ные проекциям на подвижные оси векторов поступательной и 
угловой скорости твердого тела. Располагая формулой для кине
тической энергии системы и данными об элементарной работе 
внешних к системе (тело — жидкость) сил, действующих на твер
дое тело (предполагаем, что подобные внешние силы на жидкость 
не действуют), можно составить уравнения Л агр ан ж а второго 
рода и с их помощью ставить и решать различные задачи. П олу
чающаяся при этом система уравнений аналогична уравнениям 
движения свободного твердого тела, однако она имеет более общий 
вид, так как  инерция системы (тело — жидкость) задается матрицей

имеющей более общую природу, чем специальная матрица ||т,*|| 
для свободного твердого тела.

Если написать уравнения движения системы (тело — жид
кость) в целом и уравнения движения твердого тела отдельно, 
то после этого из сравнения этих уравнений легко выделить сум 
марную силу и суммарный момент воздействия жидкости на тело.

2. Можно прямо с самого начала рассматривать уравнения дви
жения твердого тела, в которых учитываются суммарная сила А 
и суммарный момент воздействия жидкости на тело. В этом 
случае необходимо воспользоваться формулами

А  = \рП(1о и 9Л0= 5  р\ ( гхп )йа ,  (16.1)

где аио— момент гидродинамических сил относительно некоторой 
произвольной фиксированной подвижной точки О, скрепленной с 
телом неизменно. Единичный вектор п  и радиус-вектор г  опреде
лены так ж е, как и в формуле (15.3). В приложениях в качестве 
точки О можно брать центр масс твердого тела, центральную точку 
или какую-либо другую точку тела. Интегралы (16.1) можно вычис
лить, когда распределение давлений по поверхности тела известно.

Этот способ рассмотрения пригоден и в тех сл учаях , когда ж ид
кость имеет другие границы, кроме 2 , и когда движение жидкости 
не потенциально.  Замечательно, что для потенциальных движений 
несжимаемой жидкости, занимающей все пространство, внешнее 
к поверхности 2 , интегралы (16.1) для любой данной формы тела,



задаваемой поверхностью 2 , с помощью интеграла Коши — 
Л агран ж а можно выразить через компоненты и й и О и их 
производные по времени.
Нестрогие, но верные до- Соответствующие формулы для тела произ- 
пущения для рассмотрения вольной формы и любого вида движения 
бесконечной массы жид- легко написать, если воспользоваться сле- 
кости как механической дующими двумя положениями, справедли- 
системы вость которых будет обоснована ниже.

A. Бесконечную массу жидкости можно рассматривать как  меха
ническую систему с суммарным количеством движения б? и сум
марным моментом количества движения К, определенными в пре
дыдущем параграфе формулами (15.3).

B . По условию суммы всех внешних сил и внешних моментов, 
действующих на бесконечную м ассу жидкости, покоящуюся в бес
конечности, равны векторам —А и — 9К„ (16.1). Условие об 
исчезновении потенциала ср и gradф в бесконечности можно рас
сматривать к ак  накладываемую дополнительную внешнюю связь, 
которая могла бы, вообще говоря, стать источником внешних сил 
реакции. В действительности таки е внешние силы реакции отсут
ствуют (см. ниже стр. 193).

Эти положения существенны, так  к ак , на- 
колич °ства В двПиРжеДнияНИи пРимеР’ количество движения бесконечной 
момента количества дви- массы жидкости, определенное интегралом

жндкостиСКОНеЧНОЙ ШССЫ 5 Р ^ т - В00бще не имеет смысла, так  как
£

этот интеграл сходится условно из-за того, что подынтегральная 
функция при М — 0 в (12.24) в бесконечности имеет порядок I//?3. 
В самом деле, рассмотрим предельное соотношение

где ÉDn — конечная область, ограниченная поверхностью тела 2  и 
поверхностью 2 Л, устремляющейся всеми своими точками в беско
нечность; в зависимости от свойств последовательности 2 „ этот 
предел может вообще не существовать, или если он существует, то 
зависит от вида поверхностей 2„. Д ля вектора момента количества
движения жидкости, определяемого интегралом J ( r x p v ) d x ,  при

3¡n
&>п —* @> дело обстоит еще хуж е , так как  этот интеграл вообще 
расходится.

При действиях в рамках способа 1 необходимо иметь дело только 
с кинетической энергией жидкости, в этом случае нет затрудне
ний, связанны х со сходимостью интеграла для кинетической энер
гии. Однако и в этом случае требуется обоснование отсутствия 
притока энергии к жидкости из бесконечности за счет условий 
Ф« =  0  и (grad 9 )^ =  0 .



Общие формулы для гид- На основании положений А и В можно 
родинамических силы и написать

_ л = ^ = - ^ + а х д ,  (16 .2)

где производная dQ/dt определяет изменение вектора Q по отно
шению к инерциальной системе отсчета, а производная а  Q/dt 
взята по отношению к подвижной системе координат, скрепленной 
с телом неизменно. Формула (16.2) определяет суммарную силу 
воздействия жидкости на тело, так  к ак  согласно (15.3) вектор Ц 
выражается через Xtk и U‘ по формуле

0 _ р  U u ' % * , -  £  ( 1 6 '3)
i  i = l , 2 ............ 6

ft= 1. 2. 3
где gfc— векторы базиса в подвижной системе (э 1 =  t, э 2 =  У, э 3 =  к) .

Для получения уравнения, определяющего момент сил, дейст
вующих на тело, обратим внимание на то, что центр моментов 
(точка О)— подвижная точка. Введем неподвижную точку 0 1 и 
радиус-вектор г ,  проведенный из точки Ot в точку О. П усть К г
и к —моменты количества движения жидкости соответственно отно
сительно точек О, и О. Очевидно, что между К л и К  имеется 
следующая связь:

Кг = К \ rxQ. О 6 -4)
Обозначим еще через 9 ^  и Ш0 суммарные моменты гидродинами
ческих сил, действующих на тело, относительно точек Ох и и .  
Наряду с равенством (16.4), очевидно, имеет место равенство

а я 1 =  а и „ + г х л  =  9 к 0— r x f . (1 6 .5 )

Уравнение моментов количества движения жидкости относительно 
неподвижной точки 0 Х с учетом (16.4) можно написать в виде

__mi==M± = ^  +  £lxK-\-U0x Q  + r x d-§-, (1 6 .6 )

здесь использовано очевидное равенство U0 = dr/dt . Из (1 6 .6 ) и
(16.5) следует окончательная формула:

- w t e = ^ f  +  Q x K + U 0xQ .  (16 -7 )

Эта формула дает искомое выражение для вектора Ш10 момента 
гидродинамических сил, действующих на тело. В эту ф ормулу 
для Q можно подставить его выражение из (16.3), а для К  на 
основании (15.3) следующее выражение:

АГ=Р £  W U 'S * .  (16 -8 )
i  1= 1.2 ......6

f t= l ,  2,  3



Формулы (16.2) и (16.7) показывают, что задача об определении 
суммарных сил сводится к вычислению коэффициентов присо
единенных масс %1к. Коэффициенты %1к и все силы пропорцио
нальны плотности жидкости р.

Обоснование сделанных ° б° СН° ВаНИЯ пРеДПОЛ0 -
допущений жснии А и В докяжбм справедливость фор*

мул (16.2) и (16.6), в которых А и Ш10 
определены формулами (16 .1), а О и /¡Г—формулами (15.3) (в обоих 
случаях  в качестве центра для вычисления моментов берем одну 
и т у  ж е неподвижную точку О¡). Для доказательства применим 
теоремы о количестве движения и о моменте количества движе
ния к мысленно выделенному из бесконечного объема ®  конеч
ному индивидуальному объему жидкости 3 )п, ограниченному под
вижной поверхностью 2  и поверхностью 2„. Имеем

А +  р£ grad ф — р £ фя й о  -(- ~  р  ̂ <рпйо,
2>П 2 2»

— 9И1 +  Я«2п =  ^ .р   ̂ ( г х X grad ф) ¿ т  = (16.9)

= ^ Р (, Ф (г1х И) ^ + 4 .Р е Ф ( г г х  п) йо.
2 ¿в

Здесь на основании интеграла Коши—Л агранжа в неподвижной 
системе координат

можно написать
р  Ро р а/ 2

и

=  + Р £ - у ( г 1ХП)йо , (16.10)
2л 2л

так  как  интегралы по 2 „ от постоянного слагаемого р„ равны 
нулю.

Далее,

рфЯ Л т =  Н т ^ Л ’ ф’п’ <1о'-\ фЯ ¿х\ =

=  р £  | £ я 4 а +  Шп Фя  й о  £ ФЯ Жг\ =
"*■ 2л У

р £  ^ я ^ с т + ^ И т  £  ^ < р л  =  р £  | ^ ЛС( ( Т + Р Г Отяг1а,
Ей . л( V «



где А ® ,о б ъ е м  между 1,'п и 2 „, причем дл я  малого элемента 
объема йх имеем йх =  ипйаШ. Аналогичным путем  получим формулу

I  й ф(г1 х л ) ^ а  =  р ^  ¿ 2 . (Г . х п)(1о +  р £ ( r 1x v ) v ndo.
2ц 1>п 2/*

С помощью этих преобразований, с учетом (16 .10) и определений 
ф и  Кх (15.3) уравнения (16.9) приведем к  виду

—■4  =  4 г  +  р 1  ( м п —^ п ) й о ,

=  1ПГ +  р I  [ (Г1 х  ®) ХЗп~  (Г1 х  я ) т ] ̂

Интегралы по поверхности 2„ в этих формулах не зависят от 
выбора поверхности 2 „ и, следовательно, от выбора объема £Ьп. 
Это следует из того, что остальные члены в этих формулах не 
зависят от выбора 2„. На основании асимптотического разложе
ния для потенциала (12.24) при М ф  0 ясно, что при удалении 
точек 2 „ в бесконечность подынтегральные величины в первом и 
втором равенствах (16.11) имеют порядки 1 /г4 и 1/г* соответст
венно. Отсюда следует, что для любой удаляю щ ейся в бесконеч
ность поверхности эти интегралы точно равны нулю.

Обращение в нуль этих интегралов можно получить с помощью 
формальных выкладок на основании асимптотической формулы
(12.24) и с применением формулы Гаусса — Остроградского к 
области, внешней к поверхности в которой потенциал скоро
стей регулярен.

Таким образом, доказана  справедливость уравнений ’ (16.2) и 
(16.6). Поэтому конечные  векторы О я  К, определенные  равен
ствами (15.3), можно рассматривать  к ак  количество движения 
и момент количества движения бе сконечной  массы жидкости. 
Одновременно с этим установлено, что условие о покое жидкости 
в бесконечности не связано с введением отличных от нуля сил 
реакции или притоков энергии из бесконечности.

На основании уравнений (16.2), (16.7) и
^формул (15.14) для проекций на подвиж- деиствующие на тело вра- к

щения ные оси координат силы А и момента зУ10,
действующих со стороны жидкости на дви 

жущееся в ней тело вращения, легко получаем

А* —-  Кг - К ъ  +  К  (й** +  Я 3*).

Ау = “  7 Г - Ь п ™ 3 +  ~  К М 1®*, (16 .12)

К  “  -  * и !̂  +  Ь ,  т г  +

7 Л. И. Седов, т. И



И

а » , - о ,
Ч  =  т г  +  * .•  т г  + V W - U W )  +

+ x5fii1Q,3 + (K2—K i ) U 1U3, (16.13)

— b6íf i1Qs- ( X 11— *u) U W .

Эти формулы даю т явное выражение для гидродинамических сил 
и моментов через проекции скорости центра моментов, лежащего 
на оси х, совпадающей с осью вращения, и проекции угловой 
скорости тела вращения на подвижные оси. Если центр моментов 
совпадает с центральной точкой, то в формулах (16.12) и (Ib .ló ) 
необходимо положить Я2„ =  0. В частности, при поступательном 
движении с постоянной скоростью U, лежащей в плоскости хиу  
и составляющей с осью х угол а  ( а — угол дрейфа), будем иметь

Q1 =  S22 =  Q3 =  О,
[/1 =  {/ co sa , U2 = U s i n a ,  ü 3 =  О,
Ax =  Av =  A, = 0, (16.14)

ап,= = о, ал, = —j  ( К г - Кг ) и* 2a-
При действительных  движениях гидродинамические силы от

личаются от сил, определенных в рассматриваемой теории непре
рывных потенциальных возмущенных движений идеальной жид
кости. Отличия обусловлены главным образом силами вязкого 
трения, появлением разрывов внутри поля скоростей жидкости, 
влиянием сжимаемости для газов и наличием границ других тел. 
Несмотря на эти добавочные влияния, развитая выше теория и ее 
основные идеи имеют важное значение. Эта теория кладется в 
основу дальнейших более точных теорий и непосредственно ис
пользуется во многих приложениях.

Д ля поступательного движения с  посто-  
Парадокс Даламбера шн()й  скоростью твердого тела любой
формы из уравнений (16.2) и (16.6) непосредственно вытекает, 
что

Л =  0 , 9Я0 =  - (£ / 0х О ). О6 1 5 )

Первое из этих равенств составляет парадокс Даламбера для 
потенциальных  течений. Суммарная сила, действующая со сто
роны идеальной несжимаемой жидкости на поступательно движ у
щееся в ней твердое тело, равна нулю, если скорость движения 
тела постоянна, жидкость в бесконечности покоится и течение 
непрерывно и потенциально. В общем случае на поступательно 
движущ ееся в идеальной несжимаемой жидкости с постоянной



скоростью твердое тело д ей ству ет  пара  сил с моментом ЗЛ0 =  
= —( и о хО).  Этот момент равен нулю, если коллинеарно £70, 
т. е. если тело движется вдоль одного из трех  главны х направ
лений движения.

Подчеркнем, что здесь показано наличие парадокса Даламбера 
для потенциальных течений, но он справедлив и во многих др у
гих случаях, когда течения не потенциальны (см. так ж е  §§ 8 и 10). 
В самом деле, если течение жидкости установивш ееся, то коли
чество движения жидкости, если только его можно рассматривать, 
т. е. если оно является конечной величиной, не зависит от вре
мени. Поэтому и в общем случае его производная по времени, 
равная силе, с которой жидкость действует на тело, равна нулю 1)

Отсюда следует, что при установившемся движении жидкости 
силы, действующие на тело, находящееся внутри бесконечной 
жидкости, могут получиться отличными от н ул я  только в том 
случае, когда количество движения жидкости, определенное к ак  
сумма количеств движения ее частиц, представляется расходящимся  
интегралом. Очевидно, что этот вывод верен не только для идеаль
ной жидкости, но и в общем случае для любых движений, любых 
жидкостей, газов и вообще для произвольных сред, внутри которых 
рассматривается данное установившееся движение тела и движение 
которых установившееся.

С другой стороны, известно, что в действительности при прак
тически установившихся движениях сопротивление тел, дви ж у
щихся в различных средах, отлично от нуля. Все схемы движения 
вязких или идеальных жидкостей или газов (в том числе и с уд ар 
ными волнами), при которых получается сопротивление, связаны 
с тем, что бесконечная масса жидкости, занимающая все простран
ство вне тела, имеет бесконечное количество движения не только 
для относительного, но и для абсолютного поля скоростей.

Однако бесконечность количества движения жидкости не обя
зательно связана с наличием сопротивления. Например, в рас
смотренной выше задаче о потенциальном возмущенном движении 
идеальной жидкости сила сопротивления отсутствует и в относи
тельном обтекании тела потоком с  постоянной  скоростью в беско
нечности, для которого количество движения жидкости бесконечно.

Накапливание бесконечного количества движ ения в установив
шемся абсолютном движении жидкости при конечном сопротив

*) Величина А равняется силе воздействия жидкости на гело, если условия 
на бесконечности не связаны с введением внешних сил. Ниже мы рассмотрим з а 
дачу об обтекании сферы вязкой жидкостью, в соответствующем решении появятся 
внешние силы как следствие условий в бесконечности.



лении связано с тем, что установившиеся движения получаются 
только к ак  пределы неустановившихся движений, продолжавшихся
теоретически бесконечное время.

При потенциальных движениях идеальной 
о гидродинамических си- жидкости наличие массовых сил приводит 
лах при наличии массовых к  появлению в интеграле Коши— Лагран- 
сил ж а добавочного гидростатического давле
ния, выражаю щ егося через потенциал массовых сил. Поэтому, 
а такж е и по другим причинам, во многих важных случаях мас
совые силы влияют на поле скоростей. Например, это^ влияние 
может сказаться  за счет граничных условий на свободной поверх
ности, которые формулируются с помощью интеграла Коши —Л а
гранж а, содержащ его член, зависящий от массовых сил.

В связи с этим при непрерывном потенциальном возмущенном 
движении идеальной тяжелой жидкости, возникающем в случае 
горизонтального поступательного движения с ^постоянной скоро
стью твердого тела (корабля) по ее свободной поверхности или 
внутри нее вблизи свободной поверхности (подводной лодки), 
парадокс Д алам бера не имеет места. В этих случаях возника
ют волновое сопротивление и подъемная сила, а количество 
движения жидкости при установившемся течении представляется
расходящимся интегралом.

При движении подводной лодки на боль-
0  гидродинамических си- шой глубине влияние существования сво
дах при движении тела бодной поверхности жидкости на поле 
В воде на значительной с к о р о с х е й  вблизи тела ничтожно мало.
глубине В этом случае наличие сопротивления свя
зано с силами вязкого трения и с возникновением в потоке жид
кости вихрей, что при малых скоростях хода обусловливается 
свойством вязкости  воды. Если в рамках теории идеальной жид
кости можно принять, что влияние свободной поверхности несу
щественно, то  потенциал скоростей вблизи тела можно считать 
таким ж е , к а к  и в бесконечной массе жидкости. На этом основа
нии при установивш емся поступательном движении лодки с по
стоянной скоростью из формулы (16.1) после подстановки в^нее 
давления, выраженного по формуле Коши— Лагранжа, получим, 
что сила А будет отлична от н уля только за счет гидростатиче
ской части давления и будет точно равна силе Архимеда к(см. 
такж е § 8 ). Момент гидродинамических сил ЭИ будет равен моменту 
силы Архимеда, определенному по правилам гидростатики, и до
бавочному динамическому моменту, определенному по форму
ле (16.15).

Если движение неустановившееся, то в. рассматриваемом случае 
полная сила А и полный момент 9К будут определены формулами
(16.2) и (1 6 .6 ), в которых справа нужно добавить силу Архимеда и 
ее момент. В случае тела вращения можно воспользоваться форму
л а м и '(16 .12) и (16.13) с добавлением данных о силе Архимеда.



О силах при обтекании Выше рассмотрен вопрос об обращении 
тел ускоренными потоками движения в случае поступательного дви 

жения тела с постоянной скоростью. Со
гласно принципу Галилея— Ньютона добавление ко всем точкам 
системы постоянной скорости не сказывается на распределении 
давления и на силах. Задачу о движении тела в жидкости можно 
заменить эквивалентной задачей об обтекании неподвижного тела 
набегающим потоком жидкости со скоростью, противоположной 
скорости движения тела.

Рассмотрим теперь вопрос об относительном обтекании вообще 
подвижных тел ускоренным потоком несжимаемой жидкости. 
Во многих приложениях приходится иметь дело с движением тел 
в жидкости, которая на далеких от тела расстояниях находится 
в движении, обусловленном внешними обстоятельствами, механи
чески не связанными с данным телом. Например, обтекание дири
жаблей воздухом при порывистом ветре или движение кораблей 
при наличии течений воды, движение сравнительно небольших 
частиц — тел в сложных неустановившихся потоках воды и т. п.

В задачах о потенциальном движении несжимаемой жидкости 
потенциал скоростей всегда, независимо от краевы х условий на 
поверхности тела и от условий в бесконечности, является гармо
нической функцией. Пусть скорость жидкости в бесконечности 
конечна, отлична от нуля и переменна по времени, т. е. мы имеем 
дело с порывистым движением жидкости на далеких от тела рас
стояниях. Возьмем подвижную систему координат я ,  движущ ую ся 
поступательно с переменной скоростью ¿7ПОСТ(0> равной скорости 
набегающего потока.

Пусть имеем тело, которое движется как  угодно, обозначим 
через и а различные переменные во времени скорости точек тела, 
определенные относительно «неподвижной» системы координат — 
той ж е самой системы, относительно которой определена скорость 
жидкости ¿Упост. При определении Ца возможность вращения тела 
учитываем. Рассмотрим задачу о движении тела относительно не- 
инерциальной системы координат я . Относительные скорости точек 
тела в системе я  представятся формулой

и =  IIа —  С/пост ( 0 -  ( 1 6 . 1 6 )

Легко видеть, что для несжимаемой жидкости задача о возмущен
ном движении безграничной массы жидкости относительно си
стемы я —та ж е задача, которую мы подробно изучили выше. 
Следовательно, соответствующий потенциал скоростей, построен
ный для распределения скоростей и ,  определенного формулой
(16.16), будет в точности совпадать с потенциалом, рассмотрен
ным раньше для абсолютных скоростей.

Задачи об относительном движении в неинерциальных систе
мах отсчета отличаются от соответствующих задач  о движении 
в инерциальных системах только тем, что в уравнениях движения



первых задач  будут присутствовать массовые силы инерции, по
добные силе тяж ести . Наличие этих сил инерции приведет к  по
явлению соответствующего, связанного с «гидростатическим» дав
лением члена в интеграле Коши— Лагранжа. Если обратиться 
к  формулам (16 .1), то станет очевидным, что суммарная сила 
и суммарный момент будут отличаться от соответствующих сил 
и моментов, определенных для относительных скоростей и  (16.16), 
только «гидростатическими» слагаемыми, определенными по зна
чениям сил инерции. При определении этих сил нужно учесть, 
что роль ускорения силы тяжести £ теперь будет играть вели
чина— с1ип0СТ/сИ, где производная по времени берется относительно 
«неподвижной» инерциальной системы координат. [В частности, 
если тело в порывистом потоке идеальной жидкости! неподвижно, 
то на него со стороны жидкости будет действовать сила Архимеда, 
равная рУ й и пост/<И, где V— объем тела. Эта сила направлена не 
по скорости ветра, а по его ускорению. Очевидно, что эта сила 
может быть противоположна скорости ветра. Однако надо иметь 
в виду, что в данном случае рассматривается непрерывное дви
жение идеальной несжимаемой жидкости и при отсутствии уско
рения внешнего потока имеет место парадокс Даламбера.

Сделанные выше выводы о различии гидродинамических сил 
при обращении ускоренных потоков только за счет «силы Архи
меда», вызванной силами инерции, сохраняют свою силу в общем 
случае для других схем течения и других сред, когда условия, 
определяющие поток, имеют кинематический характер и не зави
сят от добавления каких-либо массовых сил в уравнении движения.

§  17. Движения газа  с малыми возмущениями

В § 11 было показано, что задача об определении потенциала 
скоростей ф(х, у ,  г , () возмущенного баротропного движения газа 
в случае малы х возмущений состояния покоя сводится к решению 
волнового уравнения

=  0 7 .1 )

При рассмотрении конкретных задач необходимо находить реше
ния волнового уравнения, удовлетворяющие соответствующим 
дополнительным условиям: краевым, начальным)’ или другим.

Рассмотрим сначала случай движений газа 
Решение волнового урав- с  плоскими волнами, когда потенциал <р 
нения с плоскими волнами „ тзависит только от одной координаты х и
от времени В этом случае I волновое уравнение (17.1) прини
мает следующую простую форму:



Легко видеть, что общее решение этого уравнения имеет вид
ф(*. t) = f i ( x —a 0t) +  f 2(x +  a0t) = f 1( l ) + f 2 (r]), (17.3) 

гДе f i  Ol)— произвольные дважды  дифференцируемые функ
ции своих аргументов

l  = x—a nt и г} =  x-\-aat.

Прогрессивные волны

Действительно, в результате дифференцирования (17 .3) будем 
иметь

• 0 -  =  / I И )  +  Г Л г , ) ,  ^  =  а 1  [ П  ( £ )  +  П  ( Ч ) ] •

Отсюда непосредственно видно, что (17.3) удовлетворяет урав
нению (17.2) при произвольных функциях Д и /2, вид которых 
при решении конкретных задач необходимо определять из 
дополнительных условий.

Установим теперь некоторые основные 
свойства решений уравнения (17 .2 ). Р ас

смотрим сначала случай

Ф =  а 0̂ = [ 1(1)
и допустим, что в момент времени ¿= 0  потенциал возмущенного 
движения ф (х), а следовательно, и /х (£) имеет вид, изображен
ный на рис. 76 пунк- ых, ^ т  ' 
тарной линиеи, т. е. *' ! 
функция Д (I) отлична 
от нуля только на уча
стке от 0 до дг0=1о. В 
любой последующий мо
мент времени £>0
ф(х, * ) := / !(* — а 0*) =

и потенциал <р (х, /) 
отличен от нуля толь
ко при 0 ^  л:— а 0̂ ^ л :0,

t: ffл
t>0
л

-a0t-
V

Рис. 76. Возмущение в произвольный момент 
времени.

т. е. при айЬ ^  х х0 +  а0Ь (график ф (л:, ¿) при ¿ > 0  изображен 
на рис. 76 сплошной линией). Видно, что область возмущенного 
движения переместится по оси х вправо на расстояние х=а„¿.  
Ясно, что существенной особенностью решения уравнения (17 .2) 
для плоских волн при малых возмущениях является  свойство 
сохранения в пространстве формы возмущения. Рассматриваемое 
возмущенное движение представляет собой п ер ем ещающую ся  п о 
ступательно вправо про гр е с сивную  волну  неизменного вида (см. 
рис. 76). Поступательная скорость распространения первоначаль
ного возмущения вдоль оси х будет равна а0 =  у г (йр/йр)0— «ско 
рости звука» в невозмущенном состоянии покоя. Отсюда непосред



ственно видно, что скорость а 0 действительно представляет собой 
скорость распространения слабых возмущений, этим оправды
вается  название а 0— «скорость звука», так к а к ,в  частности, зву 
ковые колебания можно рассматривать как малые механические 
возмущ ения в жидкостях, га зах  и вообще деформируемых средах. 

Аналогично, решение
Ф(ЛГ, i )=h{4)

представляет собой прогрессивную волну, распространяющуюся 
поступательно влево со скоростью а 0, а сумма решений

Ф (* . * )= Ы £ )+ М Т1)

представляет собой сумму д вух  прогрессивных волн, одна из ко
торых, /i(£), распространяется вправо, а вторая, /г (л)> влево

Рис. 77. а) Начальное возмущение; б) две прогрессивные волны, распрост- 
раняющиеся вправо и влево со скоростью

вдоль оси х со скоростью зв у к а  а 0 (рис. 77). В общем случае, если 
Ь (I) и /2 Сп) отличны от нуля только на конечном интервале 0< Ю о  
и 0</п<л:о, с течением времени произойдет разделение первона
чального возмущения на две отдельные прогрессивные волны, 
распространяющиеся в разные стороны; это разделение произойдет 
за  конечное время ^~хй1аа- Эффект разделения возмущения, за
данного в конечной области, на две бегущие в разные стороны 
прогрессивные волны будет сохраняться, начиная с некоторого 
момента времени, до °о в том случае, когда вначале покоящаяся 
среда бесконечна по оси х вправо и влево. Если на оси х имеются



граничные точки (плоская стенка, свободная граница и т. п.^), 
то прогрессивные волны при подходе к  границе будут взаимодей
ствовать с ней и могут возникнуть «отраженные» волны, распро
страняющиеся от границы внутрь среды.

Если возмущенное движение газа обладает 
Решение волнового урав- сферической симметрией относительно на- 
волнами*"0 сферическими чала координат, то потенциал возмущ ен

ного движения ф зависит только от г  =  
= У х 2 + У2 +  г 2 и от времени t. Волновое уравнение (17.1) в с л у 
чае возмущенного движения со сферическими волнами имеет вид

д 2 (гср) 1 д 2 (г<р)

так как  Аср = у ^ р - , если ф =  ф (г). Общее решение волнового 
уравнения со сферическими волнами

ф _ М г~ аоО | /2 (''+°оО (1 7 .4 )

где /х, /2— произвольные дважды дифференцируемые функции 
своего аргумента г  +  а0(. Д ля исследования решения (17.4) во зь 
мем функцию

(17.6)

Примем вначале, для простоты, что (2 — аналитическая ф ункция 
своего аргумента. Нетрудно усмотреть, что потенциал ¿скоростей
(17.5), удовлетворяющий волновому уравнению, можно рассм ат
ривать как  обобщение соответствующего потенциала от источника 
в несжимаемой жидкости ф=—ф(/)/4яг, удовлетворяющего у р а в 
нению Лапласа. Действительно, при малых г, разложив <2 в р я д  
Тейлора, получим выражение

< е = - 9£ г + е т ? й + 0 <г)-
главный член которого совпадает с выражением для потенциала 
скоростей течения от источника, расположенного в точке г —О в 
несжимаемой жидкости. Переменный объемный расход это го  
источника определяется функцией <2 (а0О-

Д ля характеристики основных особенностей соответствующего 
сферически симметричного движения среды предположим теп ер ь , 
что в точке г=О безграничной массы жидкости имеется источник, 
который действует некоторый малый промежуток времени т . З а 
висимость расхода этого источника <2 (а00  от времени t имеет ви д , 
изображенный на рис. 78,а , расход отличен от нуля только при

Посмотрим, к ак  со временем будут распространяться по объему 
жидкости возмущения, посланные этим источником. Из вида реш е



ния (17.5) ясно, что при £>0 и г> 0  потенциал возмущенного те
чения будет отличен от н уля только тогда, когда а4 —г  будет лежать 
в пределах 0 ^ а о/ — г ^ а 0т. В каждый фиксированный момент 
времени £>0 потенциал ср будет отличен от нуля только для тех г, 
которые удовлетворяют неравенству

а о ^ г ^ а о  (/ — т).

Таким образом, область возмущенного (ф^О) течения будет 
расположена между двум я сферами ^  и 5 2 радиусов /•1= а 0(̂  — т) 
и г 2=ао^=Г1+ а 0т с центрами в точке г = 0 (рис. 78, б).

Рис. 78. а) Пример зависимости расхода источника, действующего в начале 
координат, от времени; б) заштрихована область возмущенного в момент вре
мени I > х движения жидкости от источника с расходом, отличным от нуля 

только в конечный промежуток времени т.

"У казанная область возмущений подвижна, передний Б2 и задний 
фронты возмущения распространяются по жидкости со ско

ростью а0
йгх _  йг̂

< и  < и  ~  0

В противоположность плоским волнам, форма которых при 
их распространении сохраняется, интенсивность сферических волн 
при их распространении со временем падает благодаря наличию 
множителя 1/г в формуле (17.5). Это связано с тем, что, распро
страняясь, возмущения захватывают область пространства между 
двумя сферами и объем которой возрастает пропорциональ
но г2.

Решение волнового уравнения (17.5) представляет собой дви
жение с расходящимися от точки г=  0 сферическими волнами. 
Аналогичным путем можно рассмотреть решение волнового урав
нения вида



которое представляет собой сходящиеся из бесконечности к  точке 
г = 0 сферические волны (источник в бесконечности). Д ля сх о д я 
щейся волны интенсивность возмущений нарастает при подходе 
к  центру симметрии. Для многих приложений особенно в аж ен  
случай расходящихся сферических волн. Однако эффект усиления 
возмущений в сходящихся волнах во многих вопросах такж е инте
ресен и используется на практике. ^

Возмущения, посланные источником, в несжимаемой ж идкости 
мгновенно распространяются на всю м ассу жидкости. В сж и м ае
мых средах возмущения распространяются с конечной скоростью, 
причем малые возмущения распространяются со «скоростью з в у к а »  
а0 = У(йр!йр) р = р0. Выше (см. гл. VII т . I) 'было показано, что 
в сжимаемых средах скорость распространения скачков (конеч
ных возмущений) больше соответствующей скорости звука  а =  
=  V (др/д р)4, но тоже конечна.

Возмущения, посланные из точки г  =  О,
Запаздывающие потенци- доходят до некоторой точки г  Ф  0 только
алы. Способы конструиро- через определенное время. Поэтому реше- 
вания решении волнового г  ,-,*7 е\
уравнения ния виДа 0 ' . 5 )  называю тся запаздываю 

щими потенциалами.
С помощью решений (17.4) или (17.5) можно строить други е 

решения волнового уравнения. Например, если <р (х , у,  г, I) — 
решение волнового уравнения, то <р (х— х0, у — у 0, г — г0, Ь— t Q), 
где х0, у 0, г 0, t 0— некоторые произвольные постоянные, т а к ж е  
будет решением волнового уравнения. Таким образом, например, 
функция

т . ( .. -  3 (М < -« .) -К < > -* ,, ) -+ (»-■,.)■+(*->>)■) (1 7 6 )
4я|^ (* —х0) 2+ (г/— </о)2 +  (2— г0) 2

будет решением волнового уравнения (17.1). Это решение при 
условии, что функция С?(а00  определена графиком рис. 78,а  соот
ветствует источнику, который в момент и  начинает действовать 
в точке с координатами * 0> Уо, г0. Волновое уравнение (17.1) я в 
ляется линейным уравнением, поэтому сумм а решений волнового 
уравнения такж е является его решением. П ользуясь этим, можно 
строить новые решения волнового уравнения с помощью сложения 
решений вида (17.6), в которых х0, Уо, и  принимают различные 
значения. Можно рассматривать совокупность точек х0, Уо, г 0, 
в которых в разные моменты времени и  вспыхивают и некоторое 
время продолжают действовать различного вида источники с по
стоянной или переменной интенсивностью ф*0. (Функция С̂ „, 
помимо аргумента, указанного в (17.6), может зависеть еще к а к  
угодно от параметра /0.) С помощью сложения потенциалов таки х  
источников возмущения можно конструировать решения различ
ных задач аэродинамики тонких тел, когда применима теория 
малых возмущений. Например, можно рассмотреть кривую



ха=хъ{и), Уо=Уо(и),  20= г 0(£о), представляющую собой траекторию 
движения тонкого снаряда, и моделировать движение снаряда с 
помощью источников, вспыхивающих в каждой точке этой кривой 
в момент /0 прохождения через нее снаряда и продолжающих дей
ствовать в этой точке некоторый малый промежуток времени. 
В некоторых случаях  закон движения х0=х0 (/0), г/о=Уо (¿о) и г0= г0(^0) 
тела — возбудителя возмущений можно отождествлять с законом 
движения подвижного источника. При этом потенциал возмущенного 
движения сжимаемой среды можно определить формулой

г
Ф =  $ Ф*Л0,

о

где ф* определено равенством (17.6). Возмущения, возбуждаемые 
в каждой точке х0, у<>, г0, через которую снаряд проходит в момент 

в последующие моменты времени £>/0 распространяются в 
пространстве. Граница каждого такого возмущения в момент 
времени £>£0 представляет собой поверхность сферы радиуса 
г = а 0Ц — и)  с центром в точке х0, г/0, г0.

Рассмотрим более подробно задачу о распространении возму
щений от источника, движущегося вдоль прямой с постоянной 
скоростью и  о- Весьма важно, что картина распространения воз
мущений будет существенно различной в случаях движения источ
ника с дозвуковой ( и 0<Са0) и со сверхзвуковой (и 0>ао ) скоростью.

Остановимся сначала на изучении поля 
Распространение во зм у- возмущений от источника, движущегося 
щений от источника, дви- в бесконечной массе жидкости вдоль пря- 
ж ущ егося вдоль прямой МСщ с постоянной дозвуковой скоростью
с ПОСТОЯННОЙ дозвуковой  , ,  . , -7П \ Т-1
скоростью. Эффект Доп- и  0 < а0 (рис. 79, а). Пусть в некоторый 
плера начальный момент /01 источник находится

в точке М1г с координатой х01, все воз
мущения от него в этот момент времени такж е сосредоточены 
в этой ж е точке Мг. Возьмем некоторый другой момент времени 
¿ — ¿02 > ¿ 01- Источник за промежуток времени продви
нется на расстояние (¿02— t 01)U 0 и попадет в точку коор
динатой х„2. Возмущения от источника, находившегося в момент ¿01 
в точке М1г за  время ¿02 — ¿01 распространятся до поверхности 
сферы радиуса t 01)a„ с центром в точке и обгонят
источник ( гг >  М 1М 2 =  х02—х01).

Отметим следующие особенности рассматриваемой картины 
распространения возмущений от источника, движущегося вдоль 
прямой с дозвуковой скоростью. Во-первых, возмущения от ис
точника обгоняют сам источник, и он движется по уж е возмущенной 
среде; среда перед источником возмущена. Во-вторых, возмущения, 
посланные источником из его предыдущих положений, всегда 
обгоняют возмущ ения, посланные из его последующих положе



ний, и если источник двигался бесконечно долго, то вся  ср еда  перед
и за источником возмущена.

В-третьих, картина распространения возмущений от подвиж
ного источника (см. рис. 79), в противоположность картине рас
пространения возмущений от неподвижного источника (см.рис. 78,6), 
несимметрична; очевидно, что впереди источника зв ук  имеет боль
шую частоту, чем за ним (см. рис. 79, б). Последнее обстоятельство

Рис. 79. Распространение возмущений от источника, движущ егося с постоян
ной дозвуковой скоростью.

объясняет так называемый эффект Допплера,  который заключается 
в том, что наблюдатель I, стоящий впереди  приближающегося 
подвижного источника зв ук а , слышит звук  более  высокого тона, 
чем наблюдатель II ,  стоящий позади  удаляю щ егося источника 
звука. Аналогично подвижный, удаляющийся от Земли источник 
света (например, звезда) дает отклонения в сторону красных спект
ральных линий, соответствующих световым волнам большей длины, 
в то время как приближающийся к Земле^ подвижный источник 
света дает отклонения в сторону фиолетовой части спектра, соот
ветствующей более коротким световым волнам. По величине от
клонения спектральных линий можно определить величину ско
рости движения звезды относительно Земли.

Изучим теперь картину распространения 
Распространение возму- в о з м у щ е н и й от источника, движущ егося
жущ егося ™ ь Н п р я м о " ; вдоль прямой со сверхзвуковой скоростью 
постоянной сверхзвуковой и п ]> а0 (рис. 80). П усть, к ак  и в первом 
скоростью случае, источник в момент времени t (¡x
находится в точке с координатой хп . В момент времени 
t = ta» > t ol источник будет находиться в точке М 2 с координа
той х02 = х01 + и 0у 02—г01). Возмущения от источника, располо
женного в момент ¿01 в точке Мг, в момент времени г02 достигнут 
поверхности сферы радиуса г 1 =  а0(((12 — 101) с центром в точке г  
В силу того, что и 0 >  а0, путь, пройденный источником за время 
*о* —*<*. бУДет больше г г .



Возмущ ения, посланные источником в моменты времени и,  
большие /ох и меньшие ¿02, в момент ¿02 достигнут, очевидно, поверх
ностей соответствующих сфер радиусов г=  (¿02—*„)а0, ¿01< *0< *02, 
с центрами в точках М (дг0) (ха1< х 0< х , г) (см. рис. 80), и все эти 
возмущения б удут  оставаться позади источника.

Рис. 80. Распространение возмущений ог источника, движущегося с постоян
ной сверхзвуковой скоростью.

Таким образом, ср еда  впереди источника, движущегося со  сверх
звуковой скоростью, о стается невозмущенной-, наблюдатель А, 
стоящий вп ер еди  движущегося со сверхзвуковой скоростью источ
ника, «не знает», что к нему приближается источник возмущений; 
он не может слышать звуковых сигналов, посылаемых движ у
щимся со сверхзвуковой скоростью источником. Таким образом, 
имеется фундаментальное различие между распространением 
возмущений от источников, движущихся со сверхзвуковой и 
дозвуковой скоростями.
Конус и угол М аха Очевидно, что все возмущения от источ

ника, начавшего двигаться с постоянной 
сверхзвуковой скоростью бесконечно давно, в произвольный 
момент времени ¿02 будут заключены внутри кругового конуса, 
вершина которого находится в точке М г, а боковая поверхность 
является огибающей сфер радиусов г  = а0 (¿02— ¿0), где г0< / 02. 
Этот конус, отделяющий возмущенную область от невозмущен
ной, назы вается конусом М аха. Синус а —половины угла раствора 
конуса М ах а— равен обратной величине числа Маха 1Л = и./а 
Действительно, 8

в т  а  =  -тргг- = -тг = -гг .МхУИа и 0 М

Э тот угол а  называется углом М аха. Заметим, что если сверх
звуковое движение источника началось, например, в момент t 
то в момент ¿„5 все возмущения от источника будут расположены 
внутри области, ограниченной частью поверхности конуса М аха 2  
и частью сферы 5  радиуса г* =  а 0 (^оа—Ь д  с центром в точке Мх.



На поверхности 2  конуса М аха сопрягаются д в а  решения 
волнового уравнения, соответствующие состоянию покоя ср О 
И состоянию возмущенного движения, <р=ф(х, У, г , Ь). Подооные
“ с Г  сопряжения решений с различными аналитическими
свойствами называются характеристическими  поверхностями ур ав  
нениТс частными производными. Характеристическая поверхность 
является в общем случае поверхностью разрыва возмущении; в  
оамках р а с с м а т р и в а е м о й  теории э т а  поверхность будет поверх 
ностью на которой разрывы скорости, давления и д р уги х  анало- 
гичньГх параметров потока невелики. В пределе таки е  поверх
ности соответа слабым разрывам , на которых искомые функции 
непрерышш^ но их производное  по координатам, вообще, терпят  
разрыв Очевидно, что скорость распространения характеристиче
ской поверхности (конуса М аха) по неподвижной среде, нормальная
к  р р  поверхности, точно равна скорости звука.

Если на течение, изображенное на рис. 80,
Распространение сигна- наложить постоянное поле скоростей и 0, 
лов в сверхзвуковых по- т0 Сред^  з а п о л н я ю щ а я  все пространство, 
токах будет двигаться с постоянной сверхзвуко
вой с к о р о с т ь ю  и а вдоль отрицательной оси х, а  источник возму
щений будет покоиться. Возмущения от источника, расположенног 
^  точке V ,  б сверхзвуковом потоке  будут сказы ваться  только 
внитри  поверхности конуса Маха  с вершинои в  точке М 2, рас 
ши0 яющегосяР в„из по потоку, а  перед этим конусом М аха будет 
иметь место поступательное невозмущенное движение сРеД“  
постоянной скоростью и 0. Параметры движения среды  в произ
водной точке сверхзвукового потока могут изменяться только 
от возмущений, возникающих в точках, лежащих внутрирп° веР*_ 
ности конуса Маха с вершиной в рассматриваемой точке и рас 
ширяющегося вверх по потоку.

8 18. Распространение плоских волн конечной амплитуды 
(волны Римана)

П ппрлылушем параграфе рассматривалось распространение 
слабых возмущений. Уравнения движения были линейными и сво
дились к волновому УРав™ ” ае плоскш  Е0Л„ мы рассмотрели
Решение Римана системы о е ш е н и я  ВОЛНОВОГО уравнения, зависящ ие 
уравнений одномерных ба- £ пт „ + й ( чт0 соответствовало
ротропных движений иде- ТОЛЬКО ОТ X ±  а 01, * 1 и  б  е -
ального га з а  с плоскими прогрессивным волнам, которые оез 
волнами нения своей формы распространяются вдоль
пси л: с постоянной и одинаковой для всех возмущении скоростью а0. 
СторостГ, шютность, давление (а такж е и
пиижения) в такой волне являю тся функциями только х ±  V  « .  
следовательно, могут быть выражены как функции др уг д р уга



в виде соотношений, не содержащих явно ни координат, ни вре
мени t (например, и =  и (р), р  =  р  (р) и т. д .).

Выпишем нелинейную  систему уравнений одномерных движений 
лдеальной сжимаемой жидкости в случае баротропных процессов. 
Она состоит из уравнения Эйлера

которое в  случае адиабатических процессов в совершенном газе 
имеет вид

где А — постоянная, одинаковая для всех частиц газа .
Система уравнений (18.1) — (18.2) с учетом условия баротроп- 

ности течения (18.3) представляет собой систему двух  уравнений 
для определения плотности р и скорости и в зависимости от коор
динаты х  и времени /. Проводимые ниже рассуждения справедливы, 
вообще говоря, при любой зависимости (18.3) р  от р. Случай адиа
батических движений совершенного газа (18.4) мы будем рассмат
ривать далее для иллюстрации полученных выводов только в 
качестве частного примера.

Выписанная система уравнений движения газа (18.1) — (18.3) 
не имеет  решений, зависящих только от x±aot,  но оказывается 
возможным найти решение этой системы, представляющее собой 
плоскую волну и являющееся обобщением решений вида ¡ ( х + а 01), 
которые имеют место для приближенных линейных уравнений.

Б удем  искать такие частные решения системы уравнений (18.1)—
(18.3), д л я  которых скорость и  является функцией только плот
ности р, т. е.

где р = р  (х, ¿). Такие частные решения системы уравнений (18.1) —
(18.3) носят название решений Римана; соответствующие этим 
решениям движения называются волнами Римана.

В результате сделанного предположения (18.5) систему урав
нений можно переписать в виде

(18.1)

уравнения неразрывности

(18.2)

(18.3)

Р = А р у , (18.4)

и =  и (  р), (18.5)

(18.6)
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Очевидно, что эти два уравнения будут согласовываться м еж ду 
собой, если будет выполнено равенство

р £ = ^ -  <18 -7> 

Равенство (18.7) обязательно должно выполняться для того, чтобы 
сделанное выше предположение о существовании решений вида 
и—и{р) выполнялось.

Таким образом, согласно (18.7) имеем

< 1 8 ' 8 )

и, следовательно, скорость и к ак  функция р в случае волн Р им ана 
может быть найдена независимо от интегрирования уравнений 
движения (18.1) — (18.2). Д ля скорости и ( р) будем иметь

<18-9)
Для определения плотности р(л:, ¿) можно использовать у р а в 

нения (18.6), которые*в силу (18.7) сводятся к  одному нелинейному 
уравнению. Это уравнение после обозначения

■| =  а-(Р) ( 1 8 Ю)

и использования пока только одного из решений (18.9) может 
быть переписано в виде

- !  +  < „ + а) £ ( 1 8 . 1 1 )

Введем в рассмотрение величину
с = и + а , (18.12)

которая имеет, очевидно, размерность скорости и на основании 
уравнения (18.11) может быть истолкована как  скорость р а сп р о 
странения постоянных значений плотности  р.

В самом деле, уравнение (18.11) можно переписать в' сл ед у 
ющем виде:

¿р (х, <)__др , йх_ __р.
<М д( ' сИ дх ’

где
йх
ч г  =  с-

Аналогичн о~можно рассмотреть и скорость с, равную и — а. Со
гласно (18.9) и (18.10) величина с  для баротропных процессов 
является функцией плотности р.



Д л я  определения плотности р (х, t) имеем нелинейное уравнение 

- ^  +  С(р ) -|  =  ° . (18.13)

Подсчитаем величину с = « + а  для случая адиабатических дви
жений совершенного газа . Из (18.4) получим

(, -__  (У'1» 1 -__  о
« (р )=  ±  j  К -^ур  2 dp =  ± y  Л у ^ - у р ^ - 1)/2 -^ const,

c (p ) =  «  +  a s= K Ay Ĵ l +  ^ z r f ] p(v -1)/2 +const. (18.14)

Отсюда видно, что скорости а  и с являются монотонно возрастаю
щими функциями плотности р. Аналогичное исследование харак
тера зависимости а  и с от плотности р можно провести для произ
вольной зависимости р  от р (18.3).

Т ак как  постоянные значения плотности р и скорости и = и ( р) 
перемещаются в пространстве со скоростью с, можно написать, что

( S - ) p >ц= с ( р ) = ы + а -

Отсюда после интегрирования получим
x =  t c ( p )  + F (р), (18.15)

где F (р) — произвольная функция плотности, а функция
с(р) =  ы +  а  (18.16)

определяется, например, равенством (18.14).
Формулы (18.15), (18.16) и (18.9) дают решение Римана. В этом 

решении функция F (p) произвольна, этой функцией можно распо
рядиться и удовлетворить некоторым добавочным частным ус
ловиям.

В полученном решении Римана плотность, а следовательно, 
и другие параметры течения найдены как неявные функции от х и /. 
Д ля каждого определенного значения р имеем х =  с^-\-с2, где с г и 
с2 — постоянные, т. е. точка, в которой скорость и плотность 
имеют фиксированные значения (фазовая характеристика состоя
ния), передвигается в пространстве с постоянной скоростью. В этом 
смысле построенное решение представляет собой волну. Скорость 
перемещения возмущений в пространстве равна с  = и-\-а или 
с = и  — а; скорость распространения возмущений по частицам 
равна -\-а или —а. Д ва  зн ака соответствуют двум разным решениям 
для волн, распространяющихся относительно частиц газа либо в 
положительном, либо в отрицательном направлениях оси х. Най



денные частные движения получены к а к  точные решения нелиней
ных уравнений движения; соответствующие движения^ часто н а 
зывают простыми волнами.

Пусть в некоторый фиксированный момент
Опрокидывание риманов- времени / профиль распределения плотской волны сжатия г  г  -г г  г

ности р от х в распространяющейся вправо 
( с ~ и  + а) волне Римана имеет вид, изображенный на рис. 81 , а . 
Слева от точки М плотность р растет с ростом х и мы имеем 
волну разрежения, а справа от точки М  плотность р убы вает

К Ум м '

°/ i /
|\— » V1I1

а ) Р а спр едел ени ерот х  ti) Р аспредел ение
3 фиксированный момент /ofccj ó момент t  
врем ени í

РКА

i
в) Н арушение оЗноэнаи- г) Момент возниннове-. д )  Скачок уплот нения 

ност и распредел ения ния скачкауплот нения
платности

Рис. 81. Опрокидывание римановской волны сжатия.

с ростом х и мы имеем волну сж ати я. Скорость с  распростране
ния определенных значений плотности р зависит от величины плот
ности р, поэтому профиль распределения плотности р будет м енять с я  
с течением времени. Рассмотрим случай, подобный адиабатическому 
движению совершенного га з а 1), когда скорость с  растет с ростом р 
и убывает с уменьшением р. Волна сж ати я , т . е. та часть волны 
Римана, в которой плотность р при распространении волны в о з
растает, так  к ак  точки Ы1 и УУ2 б уд ут  сближаться, становится 
все короче, а профиль волны сж ати я становится все круче, в то 
время как волна разрежения, т . е. те части волны Римана, в кото 
рых плотность при распространении волны убывает, так  как  точ
ки и Л/2 раздвигаются, удлиняется, а профиль волны разре
жения становится все положе (см. рис. 81, б). С математической 
точки зрения возможно наступление такого момента времени ¿ 2,

!)  Для упрощения рассуждений примем, что постоянная в (18.14) положи
тельна или равна нулю. Прибавление любой постоянной к  с(р) не может изменить 
всех последующих выводов.



когда в некотором месте х будет наблюдаться несколько значе
ний плотности р (см. рис. 81, в), что физически недопустимо.

Ясно, что однозначное непрерывное решение, соответству
ющее волне Римана, может существовать только до момента вре
мени когда профиль распределения плотности р от х приобре
тает вертикальную касательную  (см. рис. 81, г). Начиная с этого 
момента времени, непрерывное решение Римана теряет силу. Как 
показывают опыт и теория, в этом случае непрерывное решение 
Римана должно быть заменено более общим разрывным решением 
со  скачком уплотнения  (рис. 81, д). Опрокидывание волны сжатия 
приводит к появлению скачков уплотнения.

Таким образом, если в решении Римана имеются участки волны 
сж атия, в потоке идеальной (невязкой) среды обязательно будут 
возникать скачки уплотнения. Разрывы не будут образовываться, 
если плотность в волне Римана монотонно возрастает в направ
лении распространения волны на всем ее протяжении, как , напри
мер, в случае волны, возникающей при непрерывном выдвигании 
поршня из заполненной газом длинной трубы. Скачки уплотнения 
могут, а скачки р а зр еж ения  не могут возникать,  так как  профиль 
волны разрежения становится все более пологим.

При использовании второго решения со знаком минус все вы
воды сохраняют свою силу после изменения направления оси х 
на противоположное. Предыдущие выводы существенно связаны 
с видом функции р = !{  р)-

Можно поставить задачу об отыскании
Связь р=/(р), при кото- Такой зависимости /? =  / (р), при которой 
рои волна Римана переме- -  ! , г  г
щ ается поступательно не бУДет ™еть мест0 эффект опрокидыва

ния волны сжатия Римана. Так будет, на
пример, если скорость с  получается постоянной, т. е. йс/с1р = 0. 
В этом случае на основании (18.8), (18.10) и (18.12) для опре
деления вида зависимости р от р будем иметь следующее простое 
дифференциальное уравнение:

| К П Й  +  ^ П Р )  =  0. (18.17)

После интегрирования (18.17) найдем

р =  /(р) =  Л _ А ,  (18.17')

где Л и Б — произвольные постоянные. Уравнение (18.17') можно 
рассматривать к ак  уравнение процесса с некоторым подходящим 
притоком тепла для совершенного газа или вообще другой среды. 
Уравнение (18.17') можно рассматривать такж е как  уравнение 
прямой, касательной к адиабате. Таким путем можно задавать 
адиабату приближенно, но при таком приближении теряется важ 
ная тенденция к опрокидыванию волн,



О волнах Римана в дру- Теорию простых волн Римана можно при
тих моделях сплошной менять непосредственно в некоторых дру- 
среды гих сложных моделях сплошной среды д л я

движений с плоскими волнами, когда д е 
формированное состояние определено одним переменным парамет
ром, связанным однозначно с плотностью, и когда напряжение 
на плоскости фазы волны перпендикулярно к этой плоскости 
и определено деформированным состоянием, т . е. плотностью.

В частности, теория волн Римана непосредственно применима 
в нелинейной теории упругости для движений с плоскими волнами, 
перпендикулярными к  оси х, когда перемещения параллельны 
оси х. В этих приложениях нет необходимости использовать плот
ность как  основную неизвестную величину, вместо^ плотности 
можно взять в качестве искомой величины любой другой параметр, 
связанный известным способом с плотностью. Соответствующие 
видоизменения решения Римана очевидны.

« Как узнать, когда и где необходимо
Автомодельные или цент- воспользоваться решением Римана при 
рированные волны Римана К0нсхруир0вании решений задач о дви 
жении сплошной среды?

Из постановки задач с помощью теории размерности можно 
установить случаи, когда имеет место автомодельность искомого 
решения. Легко видеть, что в автомодельных движениях (см. гл . V II  
т. I) с плоскими волнами, когда переменные аргументы х и t входят 
в комбинации xlt, т. е. когда имеют место формулы

u = u 0f  ( у )  и р =  р0ф ( у )  ,

будет
и —- «  (р).

Следовательно, такие автомодельные движения являются волнами 
Римана или кусочно гладкими комбинациями решений Рим ана, 
но автомодельные волны соответствуют случаю, когда в формуле
(18.15) функция F (р) равна нулю. Соответствующие решения 
называются центрированными волнами, так  к ак  в плоскости xt 
на каждой прямой, проходящей через начало координат,

у  =  const,

величины и и р постоянны.
В общем случае при м и р  постоянных соотношение (18.15) 

также определяет прямую, однако если F (р) ф  0, то при различных 
и и р прямые этого семейства не проходят через начало координат. 
Очевидно, что вдоль каждой такой прямой решение  Римана можно  
склеивать непрерывно с  покоем или с  поступательным движением  
среды. (Поступательные движения такж е являю тся простейшими 
примерами решения Римана.) Таким образом, эти прямые являю тся 
характеристиками, и решения Римана можно определить как  таки е



решения, для которых имеется семейство прямолинейных харак
теристик.

Указанные выше особенности решений Римана служ ат главной 
основой для конструирования решения ряда задач с использо
ванием решений Римана. В частности, с помощью решений Римана 
легко построить решение автомодельной задачи о движении газа 
за поршнем, выдвигаемым при ¿> 0  с постоянной  скоростью из 
цилиндрической трубы, заполненной совершенным газом, в пред
положении, что при поршень и газ покоились, а при £>0 
движение газа  адиабатично или вообще баротропно.

В различных приложениях существует очень много задач, при 
точном или приближенном решении которых необходимо опи
раться на рассмотренную выше теорию простых волн Римана.

§  19. Колебания пузырька в жидкости

Общая характеристика яв- Поведению газового пузырька в жидкости,
п5ис?;стви“ НИКпузыИрьков его расширению, колебаниям и схлопы- 
в жидкости ванию присущи замечательные механиче

ские особенности, которые выявились и 
выявляются в последнее время в результате многих теоретических 
и экспериментальных исследований.

Задача о колебаниях в жидкости крупного пузыря, заполнен
ного парами жидкости или газом, возникает, например, при изу
чении подводных взрывов взрывчатых веществ, от концентриро
ванных электрических разрядов — искры или фокусирования ла
зерных лучей, а мелких пузырьков — при изучении процессов 
выделения растворенных газов или пара за  счет падения давления 
и, в частности, при изучении кавитации или кипения жидкости, 
при исследовании явлений в пузырьковых камерах, применяю
щихся для изучения треков элементарных частиц, и во многих 
других случаях. Р яд  работ посвящен изучению движения отдель
ных пузырьков и сжимаемой жидкости, содержащей большое 
количество пузырьков, при наличии акустических волн и при 
распространении в жидкости сильных ударных волн. В частности, 
в некоторых физических опытах важно знать поведение пузырьков 
водородного пара в жидком водороде при наличии ультразвуко
вого акустического поля. г '

Расчетами выявлено, что при колебаниях мелких газовых 
пузырьков в воде в фазе их сжатия кратковременно (в течение 
10 -в—10~9 сек) могут возникать давления*порядка 104 атм и тем
пературы порядка 104 градусов Цельсия. Периоды собственных 
колебаний около состояния равновесия пузырьков с радиусами, 
меньшими 1 см, в воде при атмосферном давлении имеют порядок 
тысячных и миллионных долей секунды.' Ниже приведены расчет
ные данные о периодах колебаний газовых пузырьков в воде. 
В связи с быстротечностью явления и возникновением больших



давлений и температур во многих случаях возникает необходи
мость учитывать сжимаемость жидкости и теплопередачу от газа к 
жидкости; усложненные уравнения состояния газа  и пара в п у
зырьках с фазовыми переходами—испарением жидкости и конден
сацией пара на поверхности пузырьков и ряд  других внутренних 
механизмов взаимодействия.

Наибольшие трудности возникают при построении теории з а 
рождения пузырьков и теории несимметричных движений пузырь
ков, обусловленных неустойчивостью их сферической формы при 
схлопывании или влиянием весомости жидкости и градиентов д ав 
ления в жидкости, связанных с различного рода неравномерно
стями в потоках жидкости, содержащей пузырьки (граничными 
условиями, распространением в жидкости фронтов ударных волн 
и т. п.) Расчеты и опыты показывают, что при схлопывании паровых 
или газовых пузырьков вблизи твердых стенок или под влиянием 
проходящей ударной волны поверхность п узы рька сильно дефор
мируется; типичным эффектом является образование с поверхности 
пузырька очень тонкой жидкой струи, бьющей с большой скоростью 
по направлению к твердым стенкам. Эта струя взаимодействует 
с твердой поверхностью тела и может ее разруш ать.

Рассмотрим динамическую задачу о ради-  
У слови я  на границе пу- альном движении изолированного  сфери- 
зырька чески симметричного пузы рька, заполнен
ного газом, в неограниченной массе жидкости, когда вдали от 
пузырька, в бесконечности, жидкость покоится, а  давление р„  (/) 
и температура Тт (¿) в жидкости заданы  к а к  функции времени. 
Постановка этой задачи существенно связан а с условиями на 
границе пузырька, представляющей собой подвижную сферу пере
менного радиуса Я (¿). Эта сфера, по разные стороны которой, к ак  
правило, жидкость и газ имеют различные плотности, представляет 
собой поверхность сильного разрыва.

Напишем сначала условия на скачке (границе пузырька) в 
общем случае (с учетом явлений испарения жидкости и конденсации 
газа , выделения или поглощения газа за  счет диффузии, вязкости 
жидкости, поверхностного натяжения и теплопередачи). Эти у с 
ловия имеют локальную природу и могут быть написаны незави
симо от предположений о свойствах радиального движения газа  
внутри пузырька или радиального движения жидкости вне пу
зырька. Условие баланса масс имеет вид

- ¿ Г - Ж  =  Р г ( ^ - » г )  =  Р « ( ^ - 0« ) =  Рг/„ ( * = § ) ■  ( 19Л>

Здесь т —масса газа  в пузырьке, /„— приведенный, рассчитан
ный на единицу площади сферы объемный поток газа  из ж идко
сти в пузырек за счет диффузии и испарения (или наоборот кон
денсации пара), рг, рж и иг, иж— макроскопические суммарные 
плотности и скорости газа и жидкости на границе пузырька.



Уравнению импульсов можно придать форму

здесь рж, р г— давления в жидкости и в газе соответственно, 
о —поверхностное натяжение в жидкости на поверхности раздела 
между жидкостью  и газом, а хггЖ— радиальная составляющая 
вязкого напряжения в жидкости на граничной сфере. Во многих 
случаях можно считать, что для воды и воздуха а  зависит только от 
температуры воды (для воды ивоздухапри 1 5 ° С а = 7 ,5 х  10~?кГ/см). 
Вязкостью га за  в уравнении (19.2) пренебрегается.

С учетом тепловых потоков со стороны жидкости и газа к точ
кам граничной сферы уравнение энергии можно написать в виде

здесь Тж, кж, и ж и и т— температура, коэффициент теплопро
водности и удельные внутренние энергии жидкости (с учетом 
растворенных в жидкости газов) и газа соответственно. Через 
йд/сИ обозначен рассчитанный на единицу площади границы поток 
энергии, обусловленный теплопроводностью газа и дополнитель
ным выделением вообще тепловой энергии на границе за счет раз
личного рода процессов, определяемых структурой иногда очень 
тонкого пограничного переходного слоя, который в уравнении
(19.3) считается граничной сферой между жидкостью и газом. 
Он может быть мыльной пленкой, ограничивающей газовый пузырь, 
резиновой оболочкой мяча, слоем фазового перехода с переменным 
составом жидкости, смешанной с газом, и т. п. При высокочастот
ных колебаниях пузыря и в других случаях поле характерных па
раметров в слое будет резко неоднородным, а внутренние процес
сы в нем— неравновесными и необратимыми. Сравнительный вклад 
в йд/сИ поверхностных притоков энергии за счет свойств слоя, 
вообще говоря, очень мал и может заметно проявляться только 
при очень малых 1%, а при малых пограничный слой становится 
сравнительно толстым. Обычно в практических расчетах для 
йд/сИ ограничиваются его выражением только за счет теплопровод
ности газа . Последний член1) (2ст/7?) (йИ/сИ) в формуле (19.3)

1\ ¿о , 2а  <1Ц*) Однозначно определенную сумму в разных примерах или

„ - йя' . \ й (4яЯ2а)в общем случае можно заменить через —|— - у или через
тД1\

йц" . 1 й[4пЯ2 (р — Т с1о/с1Т)]
~ЗГ' 4я/?а' ---------------Ш--------------  ’ или еще ДРУГИМИ выражениями с очевидной

йд йд' йд"

(19.3)



дает работу радиальных сил, обусловленных поверхностным натя
жением сг.

Уравнения (19.1), (19.2) и (19.3) применимы при наличии на 
скачке фазовых переходов. Разность

и г - и ж =  Ь (19.4)
содержит в себе удельную энергию фазовых переходов (теплоту 
испарения или конденсации), величина Ь зависит, вообще говоря, 
от терпящих скачок термодинамических характеристик жидкости 
и газа на различных сторонах скачка.

На основании (19.2) и обозначения (19.4) уравнение (19.3) 
можно переписать в форме

/ ч , 1 (¿т Г (и>к— ^г)2 1 г I ^  / п __\ I ____
Р г ( иж °г) +  4Я£2 ~м~ [  2 ^ Я  ̂ Л  —

=  (19.5)

Отметим характерные частные случаи.
Если испарение, конденсация и диффузия 

зырька " с  "фиксированной на границе пузырька отсутствую т, то масса 
массой га за  газа в пузырьке постоянна

т  =  т 0 =  соп8^ /„ =  0 , 
и условия (19.1), (19.2) в этом случае приобретают следующий 
простой вид:

о  2 о .
^ж==^г =  ^> Рж — Рт ^

Пренебрежение неравно- При теоретических расчетах часто прене- 
мерностями распределе- брегают инерционными свойствами газа ,
внутриапузырькаТИК ^  его кинетической энергией и неравномер

ностью распределения плотности и темпе
ратуры газа  или пара внутри пузырька. Это связано в основном 
с тем, что радиус пузырьков очень мал и скорости распростра
нения звука  и ударных волн внутри пузырьков много больше 
скоростей жидкости, скоростей газа  и скорости изменения разме
ров пузырьков, причем, кроме того, часто бывает т а к , что всегда 
(или почти все время) плотности газа или пара в пузырьке на 
три порядка меньше плотности жидкости. В связи с этим в ряде 
задач можно принять, что внутри пузырьков давление р г , плот
ность1) рг и абсолютная температура Т т в газе зави сят  только

х) Далее в этом параграфе будет показано, что если необратимые эффекты 
внутри пузырька существенны, то неравномерности в распределениях хар ак 
теристик газа по радиусу пузырька все ж е нужно учитывать.

При малых vг/aг (аг —скорость звука ) можно пользоваться допущением, 
что внутри пузырька рг есть функция только I. Допущение  ̂о постоянстве 
давления по радиусу оставляет возможность существенной переменности 
по радиусу плотности рг и температуры Тг , от которой зави сят потоки 
тепла в газе и между газом и жидкостью. При очень большом значении к о 
эффициента теплопроводности газа можно посчитать Т г и рг функциями 
только t.



от времени и связаны уравнениями состояния

Рг =  /(Рг> Т’г» %1> Хг> • • •)>
^гаг =  Рг^г^г (Рг> Тт, %v  Х2» •••)»

(19.6)

где Umt— полная энергия га за  внутри пузырька, a VT—объем 
пузы рька; через Хц %г, ■ • ■ обозначены некоторые параметры, кото
рые м огут быть переменными, если происходят химические реак
ции или изменяется состав смеси газа и пара внутри пузырька, 
причем при термодинамически обратимых процессах параметры %,• 
можно считать известными функциями от рг и Тт (см. § 10 гл. V).

Таким  образом, если Х/ =  Хг(Рг> Тт), то можно принять, что 
термодинамическое состояние газа  внутри пузырька описывается 
четырьмя функциями времени

М О . TT(t), Рг(0  и R(t).

Эти функции входят в термодинамические соотношения (19.6), 
характеризующ ие состояние газа .
Случай, ко гда  характери- Если величина удельной массовой внут- 
стики г а з а  внутри пузырь- ренней энергии UT зависит только от рт 
ка  з а в и с я т  только от его и рг, а давление и плотность газа для 
р ади уса . фиксированной массы т д внутри пузырька
можно считать зависящими только от времени, то уравнение при
тока тепла для всей массы га з а  в пузырьке можно написать в виде

d —
dUг (рг, Рг) =  __ _ j h  +  dQ'  причем Рг =  — . (19.7)

3 nRS

т

Если допустить адиабатичность, т. е. положить dQ=0, то 
из уравнения (19.7) найдем

А- =  / (Р г)“ М # )-  (19.8)

Если нет адиабатичности, а  задано, то из (19.7) можно
определить рг (/?). Если для газа  в пузырьке допустить наличие 
изотермичности, то должен существовать соответствующий приток
тепла Ж ’ опРеЛеляемый из уравнения состояния и (19.7). 
Таким ж е  путем можно проанализировать случай политропного 
процесса внутри пузырька.

В более общем случае уравнение (19.7) для определения рг (И) 
необходимо разрешать совместно с другими соотношениями, опре
деляющими неизвестный заранее приток тепла



Во всех рассмотренных случаях  для определения функции R (t ) 
необходимо обратиться к уравнениям, определяющим движение 
жидкости.

Если при наличии испарения жидкости 
Модель с заданным дав- и л и  П р И  К0Нденсации пара приближенно 
лением внутри пузырька r  г  сможно принять, что пар внутри пузы рька
покоится, а давление рт внутри пузырька зависит только от 
температуры Тт и равно, например, равновесному давлению н асы 
щенного пара или сумме известных, зависящих от температуры  Тт 
парциальных давлений газовых компонент в пузырьке, то в этих 
и некоторых других случаях из уравнения состояния га за  опреде
ляется функция рг (Тт), внутренняя энергия газа и ^  в ур авн е
нии (19.3).

В этих случаях условия на скачке будут содержать две под
лежащие определению характеризующие пузырек функции: Tr (t) 
и R(t).  Д ля полного решения задачи необходимо использовать 
еще уравнения движения, уравнения диффузии и уравнение теп
лопередачи в жидкости.

Уравнение энергии [(19.3) на границе пузырька в некоторых 
приложениях иногда можно заменить простым предположением 
Тт =  const и, соответственно, р г — const и pr =  const, определяю
щими полностью состояние газа или пара в пузырьке.

При схлопывании пузырька внутри его и в жидкости около 
него в некоторых случаях возникают очень большие давления 
и температуры, большие критических, поэтому в этих сл учаях  
теряется свойство фазовых превращений, а «граница» пузы рька 
или превращается в контактный разрыв (R = vK =  vT), или р ас 
щепляется после столкновения с приходящими ударными волнами 
на ударные волны, распространяющиеся по жидкости с большими 
скоростями, которые превышают местную скорость зв ука .

Рассмотрим теперь глобальное  уравнение 
Уравнение живых сил для живых сил для субстанциональной беско- 
сжимаемои жидкости вне „ J ^
пузырька нечнои массы жидкости, движущ ейся не

прерывно и ограниченной изнутри сферой 
радиуса R * ^ R ( t ) .  Для двух  бесконечно близких моментов вре
мени t' и t ’ -\-dt при наличии испарения примем, что

R * ( t ' ) > R ( t ' )  и R * ( t '+ d t )  =  R ( t '  +  dt),

граница пузырька догоняет границу выделенного объема. При 
наличии конденсации примем, что

R*( t ' )=R( t ' )  и R * ( t '+ d t )>  \{t'+dt),

граница пузырька отстает от границы выделенного объема.
Так к ак  по условию в обоих случаях движение выделенной 

указанными условиями жидкости в интервале времени (t ' ,



непрерывно, то верно следующее интегральное равенство:
й Е  _  й А <е>
< Н  < и  с И  ’

причем для изменения кинетической энергии имеем

(19.9)

00 00

^  =  . ± ^ № к с 1 х  =  -^ \ ^ ф - ё х  +  ̂ ^ -  (йт =  4п гЧ г ) ,  (19.10)
Л* «

где ¿т/М— общий расход массы жидкости внутрь пузырька, 
йт/М >  0 при испарении и йт/(И < 0 при конденсации; анало
гичные неравенства получаются для ударных волн, излучаемых 
пузырьком или бегущих по га зу  или жидкости к центру пузырька.

Д л я  работы внешних сил после перехода к пределу от конеч
ной массы, заключенной м еж ду концентрическими сферами с ра
диусами И* У) и Й*^), к  бесконечной массе при —► оо получим

^ =  -  А . (О ( ^ г ) - Р г г  (Я) (К) ^  =
СО

НГ—4пК*(Ргг +  Р - ) иж, (19.11)
к

так  к ак  для общего потока объема жидкости через сферу радиуса 
/?* — > оо, равного (йУж/(И)е„, верна формула

йУ»
(И =  К  (£•) 4я ^ *2] й , в = | сНу г»ж с*т +  иж (/?) 4лЯ2.

Д ал ее , ввиду непрерывности движения жидкости для работы 
внутренних поверхностных сил в выделенном объеме сжимаемой 
жидкости можно написать

сМ«'>
-1  Р и 'еи йх  =  § Р т  I  ^ ' е и  с1х, (19.12)<и

где е ц  — компоненты тензора скоростей деформации, а х1> — ком
поненты тензора вязких напряжений. Заметим, что формула (19.12) 
становится неверной, если внутри движущейся среды имеются 
разрывы ; поэтому указанны е выше условия, выделяющие субстан
циональный объем жидкости, существенны1).

*) На стр. 398 тома I было отмечено, что интегральный закон сохранения 
энтропии в адиабатическом непрерывном движении субстанционального объема 
сжимаемой среды неверен, если внутри объема среды имеются поверхности раз
рыва. Здесь мы имеем другой пример, когда интегральная формула (19.12), верная 
для непрерывных движений, неверна для разрывных. В связи с этим подчеркнем, 
что вообще интегральные соотношения, полностью эквивалентные дифференци-



На основании равенств (19.10), (19.11) и (19.12) уравнение 
(19.9) приобретает вид

=  4п Я* (р ж- р . . - т „ ж)Ож +  ] ( P * - p J ^ T - ] r Ue i J d x - ( 1 9 Л З )
R Л

Если теперь воспользоваться еще уравнением импульсов на
скачке (19.2) в форме

, 2о , 1 dm Ut т1 ^
Рж 1Хггж — Рт----- г' ’

то уравнению (19.9) можно придать вид

d Г п  ü i L / Î T - j - ^ r  (1'ж — иг )2 1 _
Рж~Г dx +  J t  1~2~---------2 J

R

=  ( Р г - Р . ~ £ )  4я/г*о» + j  ( p ^ - p j ^ - ]  t i leu d x - ( 1 9 - 1 4 )
'  Я R

Это уравнение написано с учетом сжимаемости и вязкости ж ид
кости. Наличие теплопроводности не меняет его вида, однако 
входящие в это уравнение интегралы и значения величин рт, уг, иж 
и о  зависят от полного решения задачи, связанного с учетом теп
лопередачи.

Уравнение (19.14) может служить дополнительным соотно
шением к установленным раньше условиям на скачке для опре
деления функций R(t)  и Tr (t). Д ля получения замкнутой си
стемы уравнений для R(t)  и TT(t) можно опереться на некоторые 
предположения, позволяющие оценить или вычислить все инте
гралы, входящие в (19.14). „„„„„„„

В частности, определение этих интегралов 
Уравнение живых сил легко провести, если воспользоваться пред- 
в случае несжимаемой п о л о ж е н и е м  ч то  ЖИДКОСТЬ вне сферы ра- 
жидкостн вне пузырька ^  однородная, несжимаемая и под
чиняется закону Н авье—Стокса. При таком предположении имеем

и поэтому

d_ Г Рж̂ ж
dt J '

R

=  0 , p » - c o n s t ,  v„ =

dx -  2щ>, . j *>e,j d* -
альным соотношениям для непрерывных движении, для  рзэривиых движении 
могут быть неверными. Напомним, что с этим связана невозможность вь'в°Да Ус
ловий на скачках только с помощью дифференциальных уравнении движения.



(коэффициент вязкости ц >  0). Из уравнения (19.14) в этом слу
чае получим

dR3v i (R)  , dm Г о? (Я) [ f*  (Я )~ М Я )]21
Рж dt dt 1_— 2 2------------ J =

=  ( р т - р а - ^ ^ - - 2̂ v iK(R)4nR2. (19.15)

В случае, когда dm/dt =  0, имеем vx — R, поэтому уравнение
(19.15) совпадает с обычно используемым уравнением колебаний 
пузырька

_ J _ d R ^ = ± (  _ 2 о _ М )  п о  Ш
2 R 2R dt Рж V г R R ) '  (19.16)

Адиабатические и полит- Рассмотрим свойства решений уравнения 
р»п»ы. « М и . .  (19Л6) „ т т о л о ж ш ^  что ¿ P_ consti

а давление р г— известная функция R, 
например, для политропных процессов 

совершенного га за  имеем

Рт = Рто( ^ У П, (19.17)

где л > 1 .  Если ш = у  (У— коэффициент Пуассона), то соотноше
ние (19.17) д ает  адиабатический закон для p r (R). Д ля простоты 
примем, что р г0 и R 0 соответствуют состоянию при R =  0, отве
чающему начальному моменту времени / =  0 состояния пузырька. 

Уравнению (19.16) можно придать вид

Если функция pr (R) задана, то уравнение (19.18) при (х =  0 
и ся= const разреш ается в квадратурах. Это решение имеет вид

R
К л — P j / ? * - 2<r/?]d/?

к

R 3/2dR

J  *У  \ 1(PГ - Poo) R 2— 2аЯ ] dR

Знак перед корнем выбирается из условия роста времени. 
Отсюда, полагая = р *, -  2а =  а*, можно написать

*^ 0  И  оо P qo*\Q

______ __ Г * » / • *
я* У Рж х ± ) ' 7 Т ь

1 У  ^ [(Р* — i)  А.2— а*Я] d% 
1



В случае политропности или адиабатичности (п =  у ) согласно
(19.17) получим

т = ± У 3 1 ’П л  ^  - ■ < 1 9 1 9 >

у У  р„ ^ - Л ) 11 ~ ХЗ(1~">]+(1~ ХЗ)— г (й,,_1)

Знаки корня и йХ необходимо брать одинаковыми, так  к ак  пере
менная т — монотонно возрастающая функция.

Рис. 82. Вид функции f  (X) подкоренного выражения (19.19) при частных 

зн ач ен и ях ^ - и а* (Pro/P« ,— 1— о * ^ 0) .р СО

На рис. 82 приведены графики функции f  (X), стоящей под 
знаком корня в (19.19), при частных значениях - ^  =  0,1; 10, 
ог* =  0 и а* « 6 , 7 ,  соответствующих случаям

_ 1 — о г* ^ 0 .
Р 00

При -£¡2—  1— о* <  0 колебания будут происходить между Х\
Р 00

( l > K  = 4 r - )  и V s 1 » ПРИ — — 1— О* > 0  колебания б уд ут  
\ *о / Р» „

происходить между Х0 =  1 и XI( 1 <  J  , где Х0 =  1, и —
корни уравнения

Р го 
Р~ (Я— 1)

[1 _ ^ з  <!-»>] +  (1 — А,3) — ^  (Xa — 1) =  0. (19.20)



Периоды колебаний пу- д ля периодов колебаний пузырька в не- 
зырька сжимаемой идеальной жидкости верны

формулы

V- Рж »
2Рсо '

х* — +2 У  3 Г (19.21)

Рис. 83. Зависимость безразмерных периодов колебаний радиусов газового 
пузырька в несжимаемой идеальной жидкости а) от показателя п политропы 
уравнения состояния газа без учета поверхностного' натяжения при частных 
значениях б) от \gProlPv, при [«= 4/ 3  [для различных значений

коэффициента поверхностного натяжения.



Эта функциональная связь

’ • - К ё г ’ ”*■ л)
представлена на рис. 83, а  при ст* =  0 и р гп/р„ =  0 ,1 ; 10 в зави
симости от п  ( 1 ^ п ^ 1 , 4 ) .  На рис. 8 3 ,6  при п =  4/3 для
значений ст* =  0; 1; 10; 100 дана зависимость т* от . При-Р оо

веденные кривые позволяют оценить влияние показателя полит- 
ропы п  (иными словами—теплообмена) и отношения ■—  на без
размерные периоды колебаний радиуса п узы рька.

Из этих графиков и формулы (19.21) следует важный вывод 
о том, что при рт, равном атмосферному давлению, <  10_3 с ек ,  
если к  <  1 см. Так как

2 р„

то в зависимости от давления и начального радиуса /?0 время 
колебаний пузырьков меняется в широких пределах; при малых 
р т это время может быть большим и сравнимым с временем изме
нения макроскопических переменных характеристик поля движе
ния жидкости, содержащей пузырьки.

Рассмотрим еще некоторые свойства дви- 
Скорость схлопывания ж ений изолированного пузы рька в иде- 
пузырька альной несжимаемой жидкости. При
ц, =  сг =  0 из (19.16) имеем

Если при =  имеем £ =  0, то

* а = 2 ^ Ь ^ 1  (рт- р „ )  АлфсИ?.
« о

Так как  для кинетической энергии несжимаемой жидкости верно 
равенство

Е =  2ярж#8Яа,
то

«  V

\ (Рг -Р~)  4яЯ*<Н?=5 (рт— р„)  йУ, (19.22)
«О Vо

где V— объем пузырька.
В момент полного схлопывания, что может происходить при 

рг —рт <  0 или, в более общем случае, при Е ф  0 , ( Я - ^ 0) имеем
о

оо и Е ( р т—р„)4п1?‘ с11?',
я .

8 Л.  И. Седов,  т.  II



поэтому Е  получается конечным, отличным от нуля, если р т <  

и соответствующий интеграл не обращается в нуль.
Если жидкость несжимаема, то потенциал 

Распределение давлений в движения жидкости вне пузырька равен 
жидкости около пузырька

Я Я 2 <Эф ЯЯ2
ф— г , ^ж— дг г% ■

Из интеграла Коши— Л агранжа имеем

Давление р  (¿) достигает экстремума по радиусу г  для значений г и 
определяемых уравнением

др
д г

отсюда г г =  оо или
т\

2 Я4Я2
зг 1 ] -

0 ;

Л-
2 Я 4Я2

dt (Я2Я)

Во втором случае , если r 1 >  R, получим

P»ax =  ^ ( 0 + T 1 7 ^ ( ^ ) -
Дальнейшие выкладки проведем для произвольных законов 

P o o (R )  и  Р г ( Ю  (соответственно / ? ( / ) ) .  Имеем
—  I _R dR2R __
dt № ~  *  dR R

‘ ¿ à  <*’ *■>+

y |  +  2 W )  =

■pJ R -
î

РжЯ2■ j  (pr —p j  R2dR-

На основании (19.22) и этого преобразования можно написать

=  1 ( Р т - P « , )  4лЯ3 1 2 (Рг
Рж Я 2

/А 1 3  (  R  \ 
Ртах Рх  ( 0  4 \  / i  У

п Рж Г>2

(19.23)

(19.24)

Из этих д вух  равенств получим окончательно

Ртах P œ ( 0 "

3p>v 1 + 2 (Рг — Р«.)
27/3 ' ‘ РжЯ2

отсюда ясно, что если1) р г =  0 и /з„ >  0 , то при Я —>-0 , Я —► оо 
получаем г 1 >  Я ( г х «  >/4 7?) и при схлопывании максимальное 
давление в несжимаемой жидкости стремится к бесконечности,
А п а *  ( г

1) В этом случае имеем автомодельную задачу, которая рассмотрена 
также в книге: С е д о в  Л. И. Методы подобия и размерности в механике, 
изд. 9 -е .— М .: Н аука , 1981.



Таким образом, даже при отсутствии противодавления в п у
зырьке (рт=~ 0 ) получается, что в жидкости вблизи границы 
пузырька при К —>0 давления сколь угодно большие. Отсюда 
ясно, что при схлопывании пузырьков сжимаемость жидкости 
может проявиться существенным образом даж е в том случае , 
когда давление внутри пузы рька равно нулю.

Если при сжатии пузырька происходит 
Адиабатические колеба- возрастание давления рт на поверхности 
ния пузырька пузы рька, то будет происходить тормо
жение жидкости и возможна остановка, когда £  =  0 или, на ос
новании (19.22), когда

V*

5 ( р г—р ~ ) м = ° -

В плоскости (рг — /?„, V) закон движения представится соот
ветствующей кривой, а кинетическая энергия — разностью за 
штрихованных площадей (рис.
84). Подчеркнем, что р г 
представляет собой давление 
газа на поверхности пузырь
ка (¡х=ст=0). В общем сл у
чае внутри пузырька получа
ется некоторое распределение 
давлений. Если предполо
жить, что давление и плот
ность газа внутри пузырька 
не зависят от г, то кривая Л С, 
изображенная на рис. 84, б у
дет представлять собой про
цесс изменения состояний га 
за внутри пузырька в целом.

Если допустить адиаба- 
тичность и обратимость про
цесса сжатия газа, то эта 
кривая будет адиабатой 
Пуассона. Если допустить 
адиабатичность и необратимость процесса сжатия, то при каждом 
значении объема V и при возрастании времени вследствие роста 
энтропии точки, изображающие процесс на рис. 84, в разные мо
менты времени могут подниматься относительно точек адиабаты 
Пуассона и относительно друг друга . Таким образом, при адиаба
тических необратимых колебаниях пузырька при постоянном 
давлении Рсо соответствующая кривая расширения долж на иметь 
вид кривой АЮ. Но это невозможно, так  как  это должно приводить 
к возрастанию амплитуд колебаний пузырька, что физически не 
может иметь место.

Рис. 84. К построению в плоскости 
у )  кривой процесса расшире

ния газового пузырька в идеальной не
сжимаемой жидкости (а =  0 , /?„ =  const).



Однако если сохранить предположение об адиабатйчности и 
необратимости (физически это вполне допустимо), то очевидно, 
что получение реальной диаграммы расширения вида АВ возможно 
только за  счет неравномерного распределения характеристик газа 
по ради усу пузырька и, в частности, за счет образования волн 
сж ати я при коллапсе и волн разрежения при расширении пузырька. 
Эти соображения можно рассматривать как обоснование вывода
о том, что неравномерность газовых процессов внутри пузырька 
может иметь существенное значение.

Очевидно, что передача тепла (неадиабатичность) от газа к 
жидкости способствует снижению энтропии и в результате этого 
может происходить снижение кривой процесса в плоскости 
(рг—р жУ V) по сравнению с адиабатой Пуассона. Такое сниже
ние будет приводить к затуханию  колебаний радиуса пузырька.

Выше показано, что предположение о не- 
пузырьРкаНИев ИЛжидкЖости! зависимости плотности и температуры 
когда внутри пузырька внутри пузырька от радиуса г  неприем- 
давление постоянно по лемо, в то время как  во многих типичных 
радиусу случаях  предположение об однородности
давления в пузырьке р г =  р ( ( )  допустимо.

Д л я  равновесных процессов в средах, определяемых двумя 
параметрами, в частности давлением р и температурой Т, для 
производной теплосодержания / (р, Т) в общем случае верна сле
дующая формула:

( 1 9 ' 2 5 )

(см. равенство (6.17), гл . V , т. I). Д ля совершенного газа с по
стоянными теплоемкостями ср и с у  имеем

р =  -£  (ср - с „ ) - \  ( £ ) г - 0 , I == ¿/+ ^- +  СОП81 =  С/Г+ сош*.

(19.26)

Очевидно, что на основании общих термодинамических формул 
зависимость плотности р (г, t) от радиуса г  и времени t внутри 
пузы рька можно выразить через функции p( t)  и T(r, t), которые 
в свою очередь нужно определять из дифференциальных уравнений 
в частных производных, содержащих еще v(r ,  t) (уравнения не
разрывности и энергии), с граничными условиями в центре пузырька 
и на его поверхности, где кроме условий (19.1) — (19.4) или (19.5) 
требуется еще привлечь законы диффузии газов, конденсации па
ра или испарения жидкости. Если масса газа|внутри пузырька 
фиксирована, то, к ак  было отмечено выше на стр. 217, суще
ственно упрощаются граничные условия на поверхности пу
зы рька.



ПриУизучении расширения или сжатия в жидкости п узы рьков , 
содержащих пар этой жидкости, когда на поверхности пузы рьков 
происходят фазовые переходы, в некоторых важных сл учаях  можно 
принять, что фазовые переходы регулирую тся условиями их р ав 
новесия. В этих случаях на границе пузырька будет выполняться 
уравнение Клапейрона — К лаузиуса, связывающее тем п ературу 
насыщенного пара Т3 с давлением и справедливое вдоль линии 
насыщения:

АТ $ _ Т 5 (1 рг (/?)/Рж) / 1 0  97\
й р -  (Я) ’ ( 1У ■2 ‘ )

где Т5 = Тт{Я) и =  — ¿ж, полные теплосодержания ^  и г* 
взяты в точках линии насыщения. Если процессы фазовых п ере
ходов происходят неравновесно, то (19.27) заменяется более сл о ж 
ными соотношениями, в которых может быть такж е учтен ради ус 
кривизны пузы рька1). Если скачка давления и температуры  на 
поверхности пузырька нет, то 3  является функцией только 
температуры или давления.

Уравнения неразрывности и притока тепла для газовой фазы 
внутри пузырька при движении со сферической симметрией и при 
пренебрежении вязкостью, но с учетом теплообмена, имеют вид

(19 .28 )

ож=ж-^Ц''Ч’)- < 1 9 - 2 9 >

При использовании для теплопередачи в газе закона теплопро
водности Фурье имеем

Ят = - * г 4 г ,  <19-30)

где кт— коэффициент теплопроводности газа . Умножив уравнение 
неразрывности (19.28) на I и сложив результат с уравнением 
притока тепла (19.29), получим

£ + £ т г - 4 г + М ( * * - т г ) -  < 1 9 - 3 1 >

Далее примем, что жидкость несжимаема, а газ в п узы рьке 
описывается уравнением состояния совершенного газа  (19 .26 ). 
Сравнение уравнения состояния совершенного газа с данными х а 
рактеристик водяного пара дает хорошую согласованность в (пре
делах 3% ) для состояний насыщения при давлениях от 1 до 10 атм  
и температурах от 370 до 460°К.

')  См., например: Н и г м а т у л и н  Р. И. Основы механики гетероген
ных сред.— М.: Н аука, 1978.



Д ля совершенного газа после умножения равенства (19.31) на 
г 2 и интегрирования его по г  от 0 до Я получим

¿Р (0  _ ^Рг 3 (у — 1) (  и дТ\ ЗуРгиг (Ю /ю  зо\ 
Ш ~  <И “  Я  V т д г ) г=Н Я '

С использованием равенств (19.26) и (19.30) уравнение при
тока тепла (19.29) можно переписать в виде

_У_ Р ( д Т т . .  ЗТ’рХ 1 д ( п дТг \ . (1р(() оо\
^ 7 \ [ Ж + иг - д Г ) - 7 * д ? [ г 1 г г - д 7 - ] + ' Ч Г -

Уравнение притока тепла для жидкости записывается в виде

Р „ М ' - 1 г + ' « т ) = 7 Ж Л - Ёг г Ь  (19-34)

где сж— коэффициент теплоемкости жидкости. Распределение ско
ростей в несжимаемой жидкости вокруг пузырька имеет вид

иж (г, t) = vx ( R ) ^ .  (19.35)

В качестве уравнений для определения vr (r, t), p ( t ) ,  Тт(г, t) и 
Тж(г, t) при заданных функциях рг (р, Тт), i ( p ,  Т), 3? можно 
взять  уравнения (19.28), (19.32) — (19.34) и следующие гранич
ные условия:

при г =  0 £̂  =  0 , =

при r =  R . v r =  vr (R), 4^ ^ = Р г ( ^ —уг) =  Р *(Я  —v *)’

Тг - Т ж- Т 3 (р),  (19.36)

Соотношения (19.36) представляют собой упрощенную запись 
общего вида граничного условия на поверхности пузырька. 
В ряде практически важны х случаев, в частности, когда несущест
венны капиллярные эффекты, такое упрощение допустимо.

В случае равновесных фазовых переходов последнее из соот
ношений (19.36) служит для определения скорости фазовых пере
ходов. При неравновесных фазовых переходах, когда Тт(Я)фТ3(р), 
Тт( Я ) ф Т ж(Я), для определения скорости фазовых переходов не
обходимо привлечь дополнительные соотношения, описывающие их 
кинетику.

После умножения уравнения (19.31) на г2 и интегрирования его 
от 0 до г  с учетом (19.32) и граничных условий (19.36) получим 
формулу для распределения скоростей в пузырьке:

„Л г, 0  =  -£г М « ) + ^ [ ( * / £ )  <| 937>

Динамика радиального движения пузырька описывается урав
нением (19.15).



Проблема решения поставленной выше задачи об определении 
рт, Тт, Тж и R из уравнений (19 .33), (19.34), (19.32), (19 .15 ) с 
учетом соответствующих начальных и граничных условий и с уч е 
том движения жидкости сложна д аж е  тогда, когда ж идкость 
несжимаема и давление в жидкости на бесконечности задано, т . е. 
в том случае, когда все характеристики жидкости на поверхности 
пузыря выражаются простыми формулами через функцию R ( t ) .

Рис. 85. а) Изменение радиуса R воздушного пузырька в воде и теплоты Q*, 
отданной в жидкость после мгновенного повышения давления жидкости р „  
от />0= 1  а т м  до ре — 2 а т м , в зависимости от времени, б) Зависимость д е 
кремента затухания малых свободных колебаний пузырька в воде от величины 
его равновесного радиуса. Пунктирная кривая — зависимость декремента з а 
тухания колебаний, вызванного вязкостью воды; штрихпунктирная — зави си 
мость декремента затухания колебаний, вызванного сжимаемостью воды; кр и 
вые 1, 2 , 3 —зависимости декремента теплового затухания Лт (см. (19 .42 ), 
(19.43)) пузырьков, заполненных углекислым газом (Dr =  1 ,1 -10-Б м 2/сек), 
воздухом (Dr =  2,1 ■ 10_ 6 м2/сек) и гелием (£>г =  1 ,8 -10~ 4 м2/сек) соответ

ственно.

Соответствующие решения для функций TT(r, t), Тж(г,  t) ,  
рг (л, /), v r (r, i), p ( t )  и R (t) можно получить с помощью чис
ленных расчетов.

Как качественные, так и количественные результаты решения з а 
дачи о неустановившемся радиальном движении парогазового п узы 
рька в жидкости интересны и полезны. Результаты расчета ко ле
баний в воде воздушного пузырька постоянной массы представлены 
на рис. 85, а 1). При этом необходимые параметры воды и теплофи
зические характеристики воздуха принимались следующими: 
Г 0 =  300°К , рг0 =  1,29 кг/м3, у =  1,4, ся = 1 0 0 0  м2/{сек2 г р а д ) ,

!)  См. Н и г м а т у л и н  Р. И., Х а б  е е  в Н. С. Теплообмен газового п у 
зырька в жидкости. — Изв. АН СССР, МЖГ, 1974, № 5 и 1975, № 3,



с ж =  4200 м2/(сек* град ) ,  йг =  0,0247 кг  м/(сек3-град), кж = 
=  0,68  'кг ■ м/(сек3 ■ г р а д ) .

Полезно вычислить суммарный за время I безразмерный поток 
тепла через границу пузырька жидкости:

<2*
4 я

СрРгоТоЪ о

I
$ Я * ( 0 < 7 « ( 0 Я '

дТГ
дг (19.38)

характеризующий превращение кинетической энергии жидкости 
в тепловую (см. рис. 85, а).

Диссипация кинетической энергии жидкости в тепловую при
водит к затуханию колебаний, возникающих от мгновенного по
вышения давления от р 0 до р {, и пузырек из начального состоя
ния, характеризуемого параметрами /?0, р 0, Т0, перейдет в

О / /7 \ 1 / 3состояние с параметрами Я г, р¡, Т0, гд е ^ -  у . Здесь при
нято, что капиллярные эффекты малы.

Численные решения рассматриваемой задачи показывают, 
что даж е при сильном сжатии газового пузырька, когда в центре 
его достигаются высокие значения температуры газа (~  1000 °К), 
температура его поверхности практически не меняется и остается 
приближенно равной температуре окружающей жидкости, которая 
как  бы служит термостатом. Таким образом, в случае газового 
пузырька без учета фазовых переходов основную роль играет 
внутренняя тепловая задача, а граничное условие на поверхности 
пузырька можно ставить в виде Т\Н = Т0. Это объясняется тем, 
что жидкость обладает значительно большей теплопроводностью

ки значительно меньшей температуропроводностью Б ж = —̂—,
Рж̂ ж

чем газ.
Исследуя характерное распределение температуры газа внутри 

пульсирующего пузы рька, можно заметить, что в некоторые про
межутки времени тепловой поток направлен внутрь пузырька, 
хотя средняя температура газа внутри него может быть выше тем
пературы жидкости. Это связано с тем, что при сжатии пузырек 
интенсивно отдает тепло жидкости вследствие большого градиента 
температуры газа в тонком пристенном слое у  поверхности пузырь
ка  и хорошего отвода этого тепла жидкостью, а при расширении 
пузырька теплопроводность газа не успевает компенсировать 
вызванное расширением охлаждение пристенных слоев газа.
I 4 При испарении жидкости или конденсации пара на поверх
ности пузырька скры тая теплота фазового перехода подводится 
или отводится в основном жидкостью, коэффициент теплопровод
ности которой обычно много больше коэффициента теплопроводно
сти газа. Поэтому для паровых пузырьков, в отличие от газовых, 
основную роль играет внешняя тепловая задача (для жидкости).



Инерционный И тепловой При изменении давления в жидкости cv- 
режимы поведения паро- Л
вого пузырька ществуют два предельных режима пове

дения парового пузы рька: инерционный 
и тепловой.

Инерционный или релеевский режим реализуется тогда, ко гда  
теплопроводность жидкости достаточно велика для того,' чтобы 
отводить или подводить все тепло, выделяющееся (поглощаемое) 
при фазовых переходах, так  что давление в пузырьке постоянно 
во времени:

Рг = Ро = const, Тт =  Т 0 =  const.

Формально эти условия выполняются при кж =  оо, а  =  0 и ц =  0.
В подобном режиме процесс определяется только инерцией 

жидкости и описывается уравнением ж ивы х сил (19.15). На п р ак 
тике этот случай реализуется, когда выполнены условия

Д р - л - р . - c o n s t ,  рг < р „ ,

При указанных упрощениях решение уравнения (19.15), удовлет
воряющее начальным условиям

R =  R0, v K (R) =  0 при ¿ =  0,
имеет вид

0Ж {R) =  ± V  (2Др/Зрж) [1 —{RJR)  •]. (19 .39 )

Знак плюс соответствует расширению пузы рька:

А р > 0 , R > R d (R —+<х>, vK (R )—+\/r 2Ap/3pm); 

знак минус— схлопыванию:

A p < 0 ,  R < R 0 (/? —  0 , ож (/?) —  оо).

Из уравнения (19.39) можно определить время t ,  полного исчез
новения пузырька:

0 1 

t *  I  V (2 Д р /З р * )  Г1 - ( R J R ) 31=  R °  ^ - р ж / б Д р

■■ЯУ—Рж/6А/7--------^ Ъ  0,915/?„!/■—рж/Ар. (19 .40)
Т(т)

Второй, тепловой режим поведения парового пузырька опре
деляется способностью жидкости отводить или подводить теплоту



фазовых переходов и реализуется, когда
( D J R 0) ^ ( A P / P J ^ .

В этом случае инерционные эффекты отсутствую т, давление и 
температура пара изменяются мало в соответствии с формулами 
рг =  р^ +  20/R, Тт= Т 3 (рг) и пузырек монотонно растет в пере
гретой жидкости или смыкается в недогретой жидкости. При 
росте пузырька теплообмен через единицу площади межфазной 
поверхности более интенсивен, чем в случае пузырька постоян
ного радиуса. Это связано с увеличением градиента температуры 
в слое жидкости, прилегающем к поверхности пузырька, вслед
ствие утоньшения сферических слоев жидкости при ее радиаль
ном растекании за  счет роста радиуса пузырька при его расши
рении. При схлопывании пузырька реализуется обратный эффект.

Поведение пузырька в несжимаемой жид- 
0 6  определяющих без- кости при заданных законах изменения
Г адачГ " параметрах Роо(0 > Го, (/) определяется в общем случае

следующими физическими параметрами:

Я«, Ро» Рог* Рж» V» г̂» Ср* М'Ж» ^ » 0̂> Т Ф  ( t  ■ t 0).

Из выписанных определяющих параметров можно образовать де
сять независимых безразмерных комбинаций:

Dr , Dr
Рж ’ ^ж -̂ ж RoVРо/Рж (19.41)

о _ О ^  __ ^ж £ _  ^ Р о г  f  Pq СрРотТ со (<о)
RoPo ’ Рж^г ’ Ро Ro У рж ’ Pq ’

где Dv = kr/p0rcp— коэффициент температуропроводности газа.
Таким образом, все многообразие решений задачи о поведении 

пузырька при фиксированных внешних воздействиях p a (t), Tx (t) 
определяется набором выписанных независимых безразмерных 
параметров. Тот факт, что этих параметров десять, показывает 
большое разнообразие возможных режимов решения задачи. 
В случае пузы рька, заполненного газом, когда фазовые переходы 
отсутствуют, параметр / несуществен.

При не очень сильных воздействиях давления на пузырек при 
отсутствии фазовых переходов внешняя тепловая задача стано
вится несущественной, так  как и(р>̂ 1 , х ш < ^1 , хШ)^>1 , и для 
пузырька с инертным газом процесс определяется независимыми 
безразмерными параметрами М, у, d, S, St ,  которых также 
очевидно достаточно много.

Рассмотрим задачу о малых свободных 
Малые колебания пузырь- колебаниях пузырька в жидкости при
ков =  Ро =  const вида

f f (/ )= / ?0 [ l + A e x p ( - ^ ) s i r m / ] f Л0< 1 .  (19.42)



Аналитическое решение этой задачи может быть получено пу
тем линеаризации системы основных уравнений, описывающих 
динамику и тепло-массообмен газа в пузырьке с жидкостью. 
В случае достаточно крупных (Я 0 ;5>> |/Д,/(о) газовы х пузырьков 
это решение дает следующие выражения для частоты свободных 
колебаний ю и декремента1) затухания Л:

где аж— скорость звука в жидкости. Формула (19 .43) может быть 
получена как  асимптотическая (при (рг0— /О//7« —►О) из формулы
(19.21) для периода нелинейных колебаний пузы рька с учетом 
того, что влияние теплообмена на частоту свободных колебаний 
газового пузырька незначительно. Слагаемые Л^, Ла и Лг пред
ставляю т собой вязкую , акустическую  и тепловую составляющие 
декремента затухания колебаний пузырька. Соответствующие вы
ражения получены путем последовательного решения задачи в 
вязкой, но нетеплопроводной и несжимаемой жидкости , в сжимае
мой, но нетеплопроводной идеальной жидкости и в идеальной 
несжимаемой теплопроводной среде.

На рис. 85, б 2) приведены зависимости декремента затухания 
колебаний от размера пузырька в воде. Видно, что при 1 мм >  
>  /?0 >  10 -2 мм в ж идкостях, для которых коэффициенты вяз
кости по порядку равны коэффициентам вязкости  воды (ц =  
=  0,01 кг/(м сек)) затухание колебаний пузырька определяется не 
вязкостью и сжимаемостью жидкости, а температуропроводностью 
газа Д ., т. е. преобладает тепловая диссипация. Диссипация, 
вызванная вязкостью жидкости, может преобладать только в 
очень вязких жидкостях. Например, для воздушного пузырька 
в чистом глицерине, коэффициент вязкости которого в 103 раз 
больше вязкости воды, в случае £?0 =  1 мм отношение Лт7 Лц =  0,17. 
Диссипация, вызванная сжимаемостью жидкости, т . е. излучением 
акустических возмущений в бесконечность при пульсациях оди
ночного пузырька в безграничном объеме сжимаемой жидкости, 
сказывается лишь при Я0 >  1 мм. Тепловая диссипация связана 
с необратимым переходом кинетической энергии жидкости в теп

х) C h a p m a n  R.  В. ,  Р l e s s  e t  М. S. Thermal effects in  the free oscil
lation of gas bubbles. — J . B asic Engr., Trans. ASME, 1971, v . 93, № 3 (рус
ский перевод: Ч э п м е н  P.  Б. ,  П л е с с е т  М. С. Тепловые эффекты при 
свободном колебании газовых пузырьков. — Теор. основы инж. расчетов, 1971, 
№ 3).

2) См.: Н и г м а т у л и н  Р. И. Эффекты и их математическое описание
при распространении волн*в пузырьковых средах. — В сб.: Избранные вопро
сы современной механики ' ((к пятидесятилетию С. С. Григоряна), под ред.
Чёрного Г .Г .—М.: МГУ, 1981.

(19.43)



ло, а именно: при сжатии, когда температура газа выше темпе
ратуры ж идкости , газ рассеивает в жидкость тепла больше, чем 
количество тепла, которое возвращ ается от жидкости в пузырек 
при его расширении, когда температура газа ниже температуры 
жидкости.

Сравнивая кривые 2 и 3 на рис. 85, б, убеждаемся, что при 
прочих равных условиях колебания гелиевых пузырьков будут 
затухать гораздо быстрее, чем воздушных.

Известно, что наличие фазовых переходов приводит к умень
шению собственной частоты колебаний пузырька и значительному 
увеличению суммарного декремента затухания. Вследствие боль
шой диссипации мелкие паровые пузырьки практически не могут 
совершать свободные радиальные колебания. Установлено, что 
фазовые переходы и капиллярные эффекты в совокупности приво
дят к  появлению новой резонансной частоты пузырька, отличной 
от частоты свободных колебаний газового пузырька (19.43). Суще
ствование д вух  резонансных частот паровых пузырьков вызвано 
тем, что влияние сжимаемости паровых пузырьков, в отличие от 
газовых, существенно зависит от частоты колебаний.

Интересным является обнаруженный экспериментально и под
твержденный расчетами эффект существенного роста среднего 
радиуса парового пузырька от микроскопических (Я ~  0,1 мкм) 
до видимых размеров (Я ~  0,1 мм) при воздействии на среду ульт
развукового поля. Актуальность такого рода исследований воз
росла в связи  с созданием жидководородной ультразвуковой пу
зырьковой камеры для регистрации треков заряженных частиц, 
создающих вдоль своей траектории микроскопические зародыши 
паровой фазы. Эти зародыши после воздействия ультразвукового 
акустического поля растут и становятся видимыми. Основной 
механизм этого роста связан с поглощением средой энергии 
внешнего акустического поля, затрачиваемой на испарение жид
кости.

§ 20. Движение сферы в вязкой несжимаемой жидкости

Эффективность разрешения задачи о движении тела в идеаль
ной несжимаемой жидкости обеспечивается условием потенци
альности движения. При этом для определения потенциала ско
ростей получается линейная задача.

|В аналогичных задачах для вязкой несжимаемой жидкости 
движение непотенциально, требуется интегрировать нелинейную 
систему уравнений]Н авье — Стокса и уравнения неразрывности. 
В точной постановке задача о движении тела в вязкой жидкости 
математически очень трудна. При аналитических исследованиях 
получение соответствующих решений всегда связано с введением 
дополнительных предположений. В частности, многие теории 
связаны с линеаризацией уравнений движения.



Приближенная постановка Простейшим примером такой  линеариза- 
Стокса ции, пригодной только д л я  очень малых

чисел Рейнольдса I* =  Ud.lv (1! — величина 
скорости тела, й —характерный линейный размер, v =  ц/p— кине
матический коэффициент вязкости ), является приближение Стокса, 
когда в уравнениях Навье — Стокса пр ен е бр е га ет ся  нелинейными 
конвективными членами.

В этой приближенной постановке система уравнений у стано 
вившегося  движения в декартовых координатах имеет вид

^  +  ^  +  ^  =  0 (2 0 . 1)
дх ду  1 дг 4 '

И

цА и = д£ ,  =  ^  =  (2 0 .2 )

При постоянном коэффициенте вязкости [х в рам ках  системы урав
нений (20 . 1), (20 .2), условий прилипания на поверхности тела и 
условия об исчезновении абсолютных скоростей жидкости в бес
конечности можно решить ряд  конкретных задач.

Рассмотрим задачу об установивш емся об-
Формула для силы, дейст- текании неподвижного тела набегающим 
вующеи на тело со сторо-
ны вязкой жидкости потоком несжимаемой жидкости с задан

ной скоростью и  при заданном давлении 
р п в бесконечности. Д ля тела заданной геометрической формы 
все размеры тела определяются через характерный размер й, 
который может быть различным для геометрически подобных тел.

Очевидно, что в постановке Стокса (система уравнений (20.1) 
и (20 .2)) глобальные характеристики потока в целом зависят только 
от следующих параметров х):

ц,, ¿1, и ,  а ,  р, р0,

где а ,  р — урлы, определяющие ориентацию тела относительно 
набегающего потока. Очевидно, что постоянная р 0 — давление 
в бесконечности — входит в решение для давления аддитивно 
и является несущественной при определении суммарной силы А, 
действующей со стороны жидкости на тело.

Из изложенной в гл. VII теории подобия и размерности следует, 
что для тела любой формы должны иметь место формулы вида

Л ' =  4  (а, (3у и щ  (20-3)

где А1— проекции силы, а 11к— проекции скорости на декартовы 
оси координат, с*— отвлеченные коэффициенты— компоненты по
стоянного тензора, зависящие от формы тела. В общем случае

1) Здесь и дальше считаем, что коэффициент вязкости ц не зависит от коор
динат.



векторы силы А и скорости и  не коллинеарны. Возникают подъ
емная сила и боковые силы воздействия потока жидкости на тело. 
Д ля определения постоянных с£ необходимо решить математиче
скую зад ач у  или произвести соответствующие измерения в опытах.

Рассмотрим теперь в приближенной поста- 
Задача о распределении новке Стокса решение задачи об обтека- 
давлений при движении т  сферы вязкой несжимаемой жидко- 
сферы т  г

стью.
Из уравнений (20.2) и (20.1) вытекает, что

Ар =  0. (20.4)

Следовательно, р  — гармоническая функция. Рассмотрим свой
ства функции р(х, у, г) в предположении, что р обращается в нуль 
в бесконечности. При р ^ р о Ф О  достаточно к найденному реше
нию с /?„=0 прибавить р0.

Т ак к а к  задача линейная, то в случае произвольного направ
ления набегающего потока очевидно следующее равенство:

р ^ и ^ р .  +  и^р.  + и^р,,  (20.5)

где р 1(х, у ,  г), р 2(х, у, г) и р 3(х, у ,  г) — функции, аналогичные 
потенциалам фх, ф2, Фз, введенным в § 14.

Поместим начало декартовой системы координат в центр сферы, 
тогда из осевой симметрии каждой из задач для /?г(х, у ,  г) следует, 
что

р х — Р\ (х> У у 2~\~г2)у Рз = Р*(У> У г 2 + х2),
Рз = Ра(г > У х 2 + у 2); (20.6)

с другой стороны, соображения, приводящие к формуле (14.18) 
для потенциалов ф,-, в этом случае также применимы и дают

/>,=/(*. +  (20 '7)

Из равенства

р 2(у, К ^ 2) = / ( х ,  )Г*Т-7 ) у у = р

следует, что
.Р (у, \г г 2 +  ̂ )  =  ё (х ,  У г 2 + у 2), (2 0 .8)

где _____

Р2 = РУ и / = ё У г *  + У2- 
Функциональное соотношение (20.8) может удовлетворяться 
только в том случае, когда

^  =  £ =  х 0 / х* +  г/2 +  га), (20.9)



где %— некоторая функция радиуса г  =  V х2-\- у* +  г*. В самом 
деле, при у  =  0 , х = 1 и г =  т1 имеем

ё (1, Т]) =  ^ ( 0 , К | ^ * )  =  х ( К Р Т л Г).

Отсюда, полагая % — х и т\ = \/Гг 2 +  у г, получим (20.9). Таким 
образом, для р ( (х, у ,  г) верны формулы следующего вида:

р , = л ш ,  (2 0 .Ю)

где положено x =  7 •гl), (г).
Так как  давление удовлетворяет уравнению Лапласа, то легко  

усмотреть, что единственно возможной функцией гр(г) я вл яется  
функция

Ъ(г) = —

где ах и Ь— постоянные; знак минус и множитель ц приписаны 
для упрощения последующих выкладок.

Дальше, не ограничивая общности, примем, что скорость н а
бегающего потока в бесконечности параллельна оси х. В этом 
случае для давления получим следующую формулу:

Р = Ро +  ̂ х .  (2 0 . 1 1 )

Задача об определении Подставляя выражение для давления 
поля скоростей (20 . 11 ) в уравнения (2 0 .2), получим про

стые уравнения Пуассона с известной 
правой частью для компонент скорости и ,  V ,  га.

Обозначим через радиус обтекаемого шара и положим

„ _ а / 1 Я2\ 2 а аЮ ,

и - ~ 2 \ 7 ^ ~ ~ 7 ) х  “ 2 7 +  6й’- +  Н1 - с)х +  М1’

(20Л2)

ХЮ- а / 1 Л2 \ . <3ф .
ъ \ ¥ - Т ) хг +  ̂  = 1Гг+т'-

Первые члены в формулах (20.12) соответствуют потенциальному 
движению с потенциалом ср, определенным формулой

^  (2 0 .13 )2 Г 1 6А3

Этот потенциал удовлетворяет уравнению Пуассона
ах 1



Д л я определения добавочных членов в формулах (20.12), обозна
ченных через « 1, 1>1 и 1»!, по (20 .2) имеем следующие условия:

Д « х = Лух= Аш1= 0 ,

т. е. «х (х , у,  г), их{х, у , г) и а>1 (л;, у ,  г) — гармонические функции. 
В бесконечности на основании (20.12) имеем следующие условия:

« 1=  и ,  1>1=Ш1=0. (20.15)

На сфере условия прилипания на основании (20.12) дают

0 =  и = —щ  +  и11 откуда и г =  ~ ,

0 =  v =  v1, (20.16)
0 =  т — хи}1.

Отсюда ясно, что задачи Дирихле для и 1юи  обращающихся 
в нуль на сфере и в бесконечности, имеют решения, тождественно 
рапные нулю

У!=Ш!=0. (20.17)

Компонента скорости иу обращается в а!  (ЪЯ) на сфере и имеет 
постоянное значение и  в бесконечности. Обоим этим условиям 
можно удовлетворить, если взять для иг гармоническую функцию

и, = и  +  ̂ ,

где с— постоянная. На сфере первое из условий (20.16) дает

и  +  -Ъ =  А '  откуда с  = Т ~ и Я- (20.18)

Д л я  определения а  осталось использовать и удовлетворить урав
нение (2 0 . 1), которое имеет вид

Ж  +  ̂  +  Ж  +  ^  =  (20Л9)

Так^как^и1 =  да1 =  0, то это уравнение на основании (20.14) при
водится к виду

дил сх . ах
~ д х =  7 * ------ А(Р-------

Отсюда и из (20.18) найдем



Формулы для давления и Таким образом, полное решение задачи об 
скорости установившемся обтекании сферы потоком

с постоянной скоростью и ,  параллельной 
оси х, представится в виде формул 

3 и
Р = Р о §г3 ’

4 г 1 4 (20.20)

-------

Из формул (20.20) следует, что распределение ^характеристик 
движения несимметрично относительно плоскости' у г ,  перпенди
кулярной к скорости набегающего потока.

Формулы (20.20) позволяют вычислить рас- 
Вычисление сопротивле- Пределение напряжений в любой точке по- 
ния тока и, в частности, на поверхности сферы.
Зная напряжения на сфере, легко вычислить силу сопротивления. 
Полная сила А воздействия вязкой жидкости на шар представится 
интегралом

А =  \  р п(1о, (20 .21)
2.

где 2 0— поверхность сферы х2 +  у 2 +  г 2 =  Я2 (здесь и дальше н а
правление нормали выбирается в сторону возрастания радиуса).

Уравнения Стокса (20.2) для установивш егося движения можно 
записать как  статические уравнения в виде

дрх . дРу дрг _  0 
дх ' ду ' дг

Отсюда следует, что для любой замкнутой поверхности 2 * , о г
раничивающей любой конечный объем непрерывного движ ения 
жидкости, в приближении Стокса верна формула

(%+ж+%)л- 0' ( 2 0 ' 2 2 )

Это соотношение можно рассматривать к ак  уравнение количества 
движения, так  к ак  в приближенной постановке Стокса в устан о
вившемся движении пренебрегается ускорением, и поэтому д л я  
любого объема необходимо пренебрегать изменением количества



движения жидкости

Ш=<]  р™«йа-

В общем случае при любых 2* сЩ/М ф  0, но является малой 
второго порядка по сравнению с малыми величинами скоростей 
жидкости. Ниже мы выбираем поверхность 2* так , чтобы с1()/(И=О,

и поэтому соотношение (2 0 .22) 
можно рассматривать как точное 
уравнение количества движения 
для решений о движении жидко
сти и о внутренних напряжениях, 
определяемых из приближенных 
уравнений Стокса.

Примем теперь, что поверхность 
2 * состоит из поверхности сферы 
2 0 и любой взятой в жидкости зам
кнутой поверхности 2 , охватываю
щей сферу. Из (20.22) следует, что

А =   ̂ р пйа=\1р п йа. (20.23)

В качестве поверхности 2  возь
мем поверхность параллелепипеда 

с центром в начале координат и со сторонами, параллельными 
координатным плоскостям. Пусть 21— размеры ребер, параллель
ных оси х, а 2 Ь— размеры ребер, параллельных осям у  и г  (рис. 86). 
Формула (20.23) в проекции на ось л: на основании свойств сим
метрии решения д а е т 1)

ЛЛ =  1Г =  4 р гх(1с>+  ̂ РххЛа— 5 Рхх^о\ (20.24) 
5.,(Л Ь) 5, (й, 6) 5« (й, г»)

здесь через и 5 2 обозначены передняя и задняя грани парал
лелепипеда, перпендикулярные к оси х, а через 5 3 — грань, пер
пендикулярная к оси г (см. рис. 86). В силу симметрии силы по 
всем четырем граням , перпендикулярным к осям 2 и у,  одинаковы, 
поэтому интеграл по 5 3 взят с множителем 4. Д ля вычисления 
интегралов от поверхностных сил найдем р гх и рхх. На основании

х) Д ля изменения проекции на ось х количества движения имеем йС}х/(1( =  
рт пйа, где интеграл взят по поверхности параллелепипеда. Из-за сим

метрии интеграл по всем боковым граням обратится в нуль, интегралы по 
равноудаленным от центра сферы передней и задней граням отличаются только 
знаком, так  к ак  в силу решения (20.20) и (*) =  « ( —х), а и„ =  ы на перед
ней грани и у„ = — и на задней грани. Следовательно, при таком выборе конт
рольной поверхности 2 * =  2 0-(-2  для решения (20.20) верно точное равенство

Рис. 86. Выделенный объем жид
кости ограничен параллелепипедом 

и сферой.



закона Навье — Стокса и решения (20.20) имеем

В этих формулах указаны  только главные члены. Следующие 
члены при больших г  имеют более высокий порядок малости.

Сначала перейдем в (20.24) к пределу при Ь -^ о о .И з  (20.26) 
следует, что при конечных х величина ргх при г  —>- оо имеет по-

Учитывая это равенство и формулу (20 .25 ), из (20.24) при 
Ь= оо получим

где г] и 0 — полярные координаты в плоскости Первый член 
в скобках имеет порядок I//2, следующие не выписанные явно 
члены имеют порядок I//4. Полагая г\ = 1к и переходя к пределу 
при I —>■ оо, найдем

так как  не выписанные члены в (20.24) в пределе при оо равны 
нулю, а определенный интеграл в (20.27') не зависит от / и равен 
1/3. При движении сферы в вязкой несжимаемой жидкости сопро
тивление получилось отличным от нуля. В этом случае очевидно, 
что коэффициенты ск в формуле (20.3) сводятся к  с81к, причем при 

с = 6я .
Выше была решена задача о движении сферы внутри вязкой 

несжимаемой жидкости. Формула (20.27') соответствует действитель
ности только при малых значениях числа Рейнольдса I* =  (иЯ/м)< .̂ 1. 
Границы применимости формулы (20.27') можно усмотреть из 
графика, приведенного на стр. 448 тома I.

§ 21. Движение несжимаемой вязкой жидкости 
в цилиндрических трубах

Рассмотрим движение несжимаемой вязкой жидкости в длин 
ной цилиндрической трубе произвольного поперечного сече 
ния.

рядок -у4 , поэтому при b * оо получим, что

lim [ p2Xda =  0 . 
i . .  ^

(20.27)

(20 .27 ')



Система уравнений дви- Выберем декартовы оси координат так , 
жения чтобы ось г  была направлена по оси трубы.

Обозначим через 2  поперечное сечение 
трубы плоскостью ху и через С контур, ограничивающий 2  (рис. 87). 
Будем и скать решения уравнений движения, предполагая, что 
линии то к а— прямые, параллельные оси г, иначе говоря, примем, 
что и = ь =  0 , ш ф О .

Рис. 87. К течению вязкой жидкости в цилиндрической трубе.

Полная система уравнений движения жидкости, состоящая из 
уравнения неразрывности

сНу г> =  0
и уравнений Н авье—Стокса

(IV
еИ -- — — g r a d p + v A v ,

в этом случае сильно упрощается и принимает следующий вид:

(21 . 1)1 ^  =  0 , дг ’

дна
Ж

др _  др _ 0 
дх ду  ’

р дг ^  '

Из (21.1) и (21.2) непосредственно вытекает, что
и) =  и>(х, у , /)

(21.2)

(21.3)

(21.4)

р  =  р { 2 ,  *). (21.5)

Ясно, что равенство (21.3) может иметь место только тогда, 
когда

др /д2т  , д2до\ да)
дг дх2 •" дц2 а/

является функцией только одного времени / в случае неустано- 
вившихся движений и постоянной величиной в случае уста
новившихся движений.



Распределение давлений Обозначив др/дг через — t, будем иметь 
вдоль оси трубы . / 0 1р =  — tz — (<¿1 .Ь)

где постоянная интегрирования Сг зависит вообще от t, если дви 
жение неустановившееся. Таким образом, вдоль трубы давление 
изменяется в зависимости от z по линейному зако н у  и имеет одно 
и то же значение во всех точках сечения, перпендикулярного 
к оси трубы. Величина

1 —  1  (21 .7)

представляет собой изменение давления вдоль оси трубы, отне
сенное к единице длины трубы, и называется перепадом давления 
вдоль оси трубы. Для полного определения вида прямой (21.6), 
характеризующей изменение давления вдоль оси трубы, т. е. для 
определения перепада i и Clt достаточно задать значения давлений 
в каких-либо двух сечениях трубы.

Рассмотрим теперь задач у об определении 
Задача об определении скорости движения жидкости В трубе при 
скорости условии, что перепад давления i задан.
Д ля определения w(x, у, t) на основании (21.3) и (21.6) имеем 
следующее уравнение:

^  =  1  +  (21.8) 
dt р Р

и граничное условие прилипания на контуре С:
w = w 0, (21.9)

где Wo — заданная, параллельная оси z скорость стенок трубы. 
Если стенки трубы неподвижны, то w0= 0. В общем’ случае кон
тур С может быть составлен из нескольких замкнутых^ контуров, 
некоторые из которых могут быть подвижными. Если движение 
жидкости неустановившееся, то для определения движения сле
дует задать начальное условие при í= i0

w (X, у , to)=f(x, у),
где f  (х, у ) — известная функция.

Если рассматривается задача об установивш ихся колебаниях 
вязкой жидкости в цилиндрической трубе, когда

i =  Reel (i0e iat),
где t„ и и — заданные постоянные, то для w  можно искать решение 
в виде

w(x, у , t) =  Ree\[f1(x, у ) е ш \.

Если движение жидкости установившееся, то ¿= const, dw ld t=0; 
скорость w(x, у)  должна удовлетворять уравнению Пуассона с



постоянной правой частью

и граничному условию (21.9) на контуре С. Поставленная таким 
образом задача об определении функции т(х, у) простой заменой 
искомой функции

И * . У)=У(х, У ) ~ ^ ( х 2 + У2) (21.11)

сводится к  задаче Дирихле об определении гармонической функции 
1|)(я, У) в области 2 ,  ограниченной контуром С. Действительно, 
подставив (21.11) в уравнение Пуассона (21.10), видим, что функ
ция о|)(*, у )  должна удовлетворять уравнению Лапласа

д21|) <52г1; „
дх2 ^ д у 2==:®’ (21.12)

и, согласно граничному условию (21.9) для хш, получим, что функ
ция ф на С должна принимать значения

^ =  ® о + 4~(х2 +  У2). (21.13)

Очевидно, что на заданном контуре С функция ^  известна, когда 
скорость то известна. Решение внутренней задачи Дирихле, а 
следовательно, и задачи об определении скорости ы>(х, у),  един
ственно.

П оставленная задача решена для многих контуров, например, 
для труб круглого, треугольного, прямоугольного, эллиптиче
ского поперечных сечений, для труб, поперечное сечение которых 
ограничено двум я концентрическими и неконцентрическими ок
ружностями, и т. д.

По известным компонентам вектора скорости V (0, 0, по) можно 
легко вычислить компоненты тензора скоростей деформаций

Р. . ==±_(  ^
1у ^ дх /

В нашем случае , очевидно,
е = £ _ о _ . _ л  р _  1 дш 1 дш

¿ 22- ¿ 33- ^ 2- и .  I3 ~2 ~5х' =

Зная компоненты тензора скоростей деформаций, с помощью 
закона Н авье— Стокса

Ри = — Р ё и + Т;

и =  2цеи
<7>



легко вычислить компоненты тензора напряжений. В рассм атри
ваемой задаче будем иметь

ди> дву /П1 1 /|\
Тц =  т 2а =  Т23 =  т 12 =  0,  т 13 Т2з ^ ду ' '

Отсюда ясно, что %ц не зависят от г  и что компоненты тензора 
вязких напряжений т18 и т 23 вызваны градиентом скорости пи.

Скорость движения жидкости хю не зависит от г. Каждый э л е 
мент жидкости при установившемся движении будет дви гаться 
с постоянной скоростью, без  у с к ор ения  (¿ ‘о/(И=0), и поэтому сумм а 
всех внешних сил, действующих на любой выделенный объем ж и д
кости, будет равна нулю. Таким образом, силы вязких н ап ряж е
ний, действующие на границе каждого выделенного элемента ж и д 
кости, будут уравновешиваться силами давления, действующими 
на поверхности этого элемента.

Нетрудно убедиться, что рассматриваемое движение жидкости 
вихревое, несмотря на то, что линии тока являются прямыми; 
вектор вихря (о можно вычислить по формуле

1 , 1 / дш . ды> Л
<*> =  -2 го^  =

г. Пусть поперечное сечение неподвижной
подвижной аАтрубы круг- К  =  °) трубы представляет собой к р у г  
лого поперечного сечения радиуса а. Поместив начало координат 
в центр круга  С, согласно (21.11) будем иметь

И * . ‘/) =  'К*>

где г  = У х г +  у 2. По условию (21.13) функция г|з (лг, у)  на кон
туре С, т. е. при г  = ]/х2 +  у 2 = а, должна принимать постоянное 
значение, равное ша/4ц.

Очевидно, что
. ¿а2

будет представлять собой решение поставленной выше задачи 
Дирихле, так  как  постоянная величина га2/4ц, как  легко видеть, 
удовлетворяет и уравнению Л апласа, и граничному условию на 
окружности С.

Определив таким образом функцию для распределения ско 
рости до по поперечному сечению круглой цилиндрической трубы  
получим формулу

ш = -^ -(а 2— г2). (21 .15)

Профиль скоростей (21.15) в поперечном сечении круглой трубы  
представляет собой параболоид вращения.



М аксимальная скорость достигается на оси трубы при г = О, 
причем

^ т а х = ^ .  (21.16)

Подсчитаем объемный расход жидкости £?, т. е. объем жидко
сти, протекающей через поперечное сечение трубы в единицу вре
мени. Имеем

а а
=  г с ! г  =  -~: ^ (а*—г 2)гс1г  =  ^ (21.17)

0 0

Заметим, что расход (2 сильно зависит от радиуса трубы а, он про
порционален радиусу а  в четвертой степени.

Средняя скорость течения жидкости в круглой трубе будет 
равна

т  __ ^  __ ,а2 _  штах  /0 1  ]о\

Общие свойства решения Рассмотрим теперь аналогичную задачу об
п р ^ в о ЛьноТ п оеперТчнбоЫ- Установившемся движении несжимаемой 
го сечения вязкой жидкости в трубе с|произвольным

фиксированным поперечным сечением. 
В этом случае определяющ! [парамет

рами течения несжимаемой вязкой жидкости в целоь. в неподвиж
ной цилиндрической трубе, очевидно, будут

а, и-, I, (21.19)

где а  — характерный линейный размер поперечного сечения. 
Плотность р в систему определяющих параметров включать не 
требуется, так| как  в рассматриваемом течении ускорение жид
кости равно нулю и, следовательно, ее инерционные свойства 
несущественны. Из определяющих параметров (21.19)¡¡нельзя со
ставить безразмерную комбинацию, поэтому на основании теории 
размерности для трубы произвольного поперечного сечения полу
чаются следующие формулы:

О’т а х ^ ! - ^ ,  <3 =  ^2- ^ ,  (21 .20)Г Г  Р

где ¿ц  ¿ 2, — постоянные безразмерные коэффициенты, а ш2/И 
и ш 4/ц имеют соответственно размерности скорости и объемного 
расхода. Таким образом, максимальная скорость, расход и средняя 
скорость зависят от а  и ^ в случае трубы произвольного попереч
ного сечения так  ж е, к а к  и в случае круглой трубы. Для трубы 
круглого поперечного сечения, как видно из приведенного выше



решения, имеем
k в — k — — k =  —Ki в  4 > к 2 — 4 > 8 '

Для определения постоянных klt k2, ka в других случаях необ
ходимы либо теоретические расчеты, либо данные опытов.

Вычислим силу R,  действующую со сто- 
Сила, действующая на роны жидкости На участок длины I трубы
поперечной сечения™0™ круглого поперечного сечения. С одной

стороны, из уравнения количества д ви ж е
ния для жидкого цилиндра радиуса а  и длины I будем иметь

R = (Pi —Р2) ла2> (21 .21 )

где р !  и р г — давления в сечениях трубы, отстоящих друг от д р у г а  
на расстоянии I (см. рис. 87). С другой стороны, касательное н а 
пряжение, действующее со стороны жидкости на стенку, можно 
вычислить по закону Навье — Стокса

dw
Т== ^~дг'

откуда по (21.15) при г  =  а  будем иметь

T =  f  =  T0, (21 .22 )

т. е. касательное напряжение на стенках трубы постоянно, и си ла 
сопротивления R будет равна

R =  2 n a h 0. (21 .23 )

Коэффициент трения Коэффициентом трения c f  называется о т 
ношение силы R к скоростному напору 

рШср/2 и к некоторой характерной площади 5
R

Cf  2Р̂ СР ~
“ г- 6

Если за S  принять площадь участка боковой поверхности труб ы , 
на которую рассчитывается сопротивление, то в случае круглой 
трубы для c f  по (21.21) и (21.23) получим

с  — 2т° _  ta 
 ̂ ра'ср ра-’ср

или, с помощью (21.18), придем к формуле

с , = - ^ -  =  - ,  (21 .24 )
1 раи'ср R

где R =  (¿шср)/(ц/р) — число Рейнольдса, a d =  2 a — диаметр трубы .



Рассмотренное течение жидкости было впервые изучено Пуа- 
зейлем и Гагеном в середине прошлого столетия. На практике 
оно в основном осущ ествляется только в случае течений при малых 
числах Рейнольдса и особенно важно для исследования течений 
в трубах малого диаметра — капиллярах.

§ 22 . Турбулентные движения жидкости

Опыт Рейнольдса Рассмотрим следующий классический опыт.
Из большого бака (рис. 88 ) через длинную 

стеклянную трубу круглого поперечного сечения под действием 
перепада давлений р 1— рагм >  0 вытекает некоторая жидкость. 
Из воронки А в текущ ую  жидкость попадает тонкая струйка

той ж е, но подкрашен
ной жидкости. Расход 
вытекающей жидкости 
можно изменять за счет 
поднятия или опуска
ния уровня жидкости в 
баке, или за счет уд 
линения основной тру
бы (при этом изменяет
ся градиент давления ¿).

Определяя расход 
вытекающей из трубы 
жидкости и зная ра

диус трубы, можно, очевидно, вычислить среднюю скорость пуср 
течения жидкости по трубе. Наблюдая за течением жидкости в 
трубе, увидим, что при малых скоростях течения ш/с? подкрашен
ная жидкость тонкой струйкой протянется по длине всей трубы, 
течение жидкости в трубе будет спокойным, слоистым и бу
дет хорошо соответствовать рассмотренному выше решению Пуа- 
зейля.

Увеличивая скорость ауср, заметим, что, начиная с некоторого 
значения скорости, струйка подкрашенной жидкости начнет раз
мываться, жидкость во всей трубе окрасится, т. е. у частиц по
явятся составляющие скорости и и V, перпендикулярные к оси 
трубы; возникнет движение жидкости с перемешиванием в попе
речном направлении.

Подсоединив к б аку  трубу большего диаметра, чем первая, 
и проведя тот ж е опыт, установим, что при малых скоростях в трубе 
опять будет слоистое течение, которое потом такж е нарушится, 
и начнется перемешивание окрашенной и неокрашенной жидкости. 
Однако, во втором случае перемешивание жидкости наступит 
при меньшей, чем в первом случае, скорости оуср. Повторив опыт 
с первой трубой на другой жидкости, имеющей больший, чем пер

а) Профиль б) Профиль 
скорост ей средних 

при ламинарном скорост ей 
двимении при турбулмт- 

ном движении

Ритм 
—\

Рис. 88. Опыт Рейнольдса.



вая , кинематический коэффициент вязкости л?=|я/р, заметим, что 
перемешивание жидкости в трубе наступит при большей, чем в 
первом случае, средней скорости течения жидкости даср в трубе.

Серия подобных экспериментов позволяет 
нольдсаеСКЛамина1ныееИй установить, что нарушение режима слои- 
турбулентные течения стого течения происходит во всех экспе

риментах с различными средами (с водой, 
воздухом, маслом, нефтью и т. д.) при одном и том ж е значении 
числа Рейнольдса I? =  и>С9г/\ (г — радиус трубы ), которое назы
вается критическим числом Рейнольдса и обозначается через 1?кр.

При I? <  1?кр подкрашенная струйка жидкости не размывается 
и наблюдается слоистое течение, а при I? >  1?кр вся жидкость 
в трубе быстро окраш ивается, т. е. течение перестает быть слои
стым. Д ля круглых труб в обычных условиях критическое число 
Рейнольдса имеет порядок 1200—1400.

Спокойные упорядоченные слоистые  течения жидкости, без 
интенсивного нерегулярного перемешивания поперек направления 
основного движения называются ламинарными.  Беспорядочные, 
н е  ре гулярные ,  неустановившиеся течения, при которых частицы 
жидкости, кроме скорости основного среднего направленного 
движения, имеют еще и беспорядочно отклоняющиеся от нее ско
рости, называются турбулентными.  В описанном выше опыте 
ламинарное течение при К=Ккр переходит в турбулентное. Вполне 
естественно, что переход от ламинарного течения к  турбулентному 
происходит при определенном числе Рейнольдса, так  как  в к а 
честве определяющих параметров движения в целом вязкой жид
кости в трубе можно взять параметры

г, (г , р ,  даср,

из которых можно составить только одну безразмерную комби
нацию — число Рейнольдса. Поэтому эта безразмерная комби
нация является основной характеристикой реж има движения и 
критерием подобия рассматриваемых течений вязкой  жидкости. 
Турбулентные течения имеют место не только в трубах. Многие 
течения, встречающиеся в природе и в технических приложениях, 
являются турбулентными. Типичными примерами турбулентных 
течений могут служить движение воздуха в атмосфере, движения 
жидкостей и газов в гидравлических и газовых машинах и, в част
ности, в аэродинамических трубах, движение воды в водопроводе, 
движение воды в реках, в пограничных слоях на телах больших 
масштабов — на поверхности самолетов, кораблей и т. п. В по
следнее время проявляется большой интерес к  турбулентным 
движениям плазмы в различного рода лабораторных и технических 
устройствах, к турбулентным движениям в астрофизике — в кос
мических облаках и звездах и т. д.

Опыт и общая теория показывают, что среднее давление вдоль 
оси неподвижной трубы как при ламинарном, т а к  и при турбу-



лентном движении распределено по линейному закону. Рассмот
ренное в предыдущем параграфе течение жидкости с параболиче
ским профилем распределения скоростей по сечению круглой 
трубы имеет место только при ламинарных течениях; при турбу
лентных течениях профиль распределения скоростей становится 
менее вытянуты м , благодаря перемешиванию и обмену количеством 
движения поперек трубы средняя скорость ш оказывается почти 
постоянной по всему сечению трубы и только в узком слое около 
стенок трубы , благодаря прилипанию, скорость резко падает 
до нуля (см. рис. 88 , б).

При числах Рейнольдса, значительно мень- 
06 устойчивости и не- ш их р ламинарные течения не чувстви-
ГеТч ? н Г Г т ИруЛбеМИНаРНЫХ тельны’к небольшим возмущениям. Лами

нарный режим течения сохраняется (не 
переходит в турбулентный) при наличии небольших внешних виб
раций, шероховатостей внутренней поверхности трубы, недоста
точно плавного входа из бака в трубу и т. д. При значениях 
числа Рейнольдса, близких к 1?кр, ламинарные течения весьма 
чувствительны к  влиянию такого рода факторов. Существование 
ламинарного режима можно затянуть, т. е. добиться того, чтобы 
течение было ламинарным при больших, чем 1400, числах Рей
нольдса, избегая^внеш них вибраций, используя очень гладкие 
трубы, обеспечивая спокойствие жидкости в баке и организуя 
очень плавный вход в трубу. Если принять все эти меры предо
сторожности, режим ламинарного течения можно затянуть до чисел 
Рейнольдса порядка 20000. Таким образом, мы приходим к идее 
о возможной неустойчивости ламинарного течения в трубе и к 
мысли об объяснении возникновения турбулентного движения как 
результата н е у ст ойчиво сти  течения Гагена— Пуазейля. Этот вопрос 
является предметом интенсивного изучения уж е более ста лет, 
и до сих пор в этой области появляются новые интересные ра
боты. Большинство работ посвящено исследованию устойчивости 
течения Г аген а— Пуазейля в бесконечно длинных трубах. Течение 
является устойчивым, если малые возмущения с течением времени 
затухаю т, и неустойчивым, если эти возмущения с течением вре
мени нарастаю т. Однако более подробный анализ показывает, что 
бесконечная длина трубы очень существенна в этой теории. Р аз
витие неустойчивости течения Гагена— Пуазейля без учета усло
вий на границах конечной трубы может проявиться только в не
реально, [длинных трубах. Поэтому и в связи с тем, что опыт 
указы вает на существование достаточно большого (до Я =  20 000) 
запаса устойчивости, тесно связанного со специальными устрой
ствами плавного входа в трубу, наиболее интересны и, видимо, 
перспективны те работы, в которых рассматривается устойчивость 
течения Г а ге н а— Пуазейля в конечных трубах с учетом условий 
во входном и выходном сечениях трубы. Постановка и исследование 
таких задач  гораздо труднее постановки и исследования задач



об устойчивости в бесконечно длинных трубах, т а к  к а к  зависимость 
возмущений от времени в конечной трубе существенно зависит от 
вида и комбинации условий в конце и в начале трубы в связи с тем , 
что, распространяясь по трубе, возмущения подвергаются вли я
нию этих условий, происходит отражение возмущений на концах 
трубы и возникает взаимодействие условий на концах трубы.

Затягивание ламинарного режима течения 
О способах уменьшения до больших значений числа Рейнольдса 
коэффициента трения имеет большое практическое значение. 
Опыт и теория показывают, что коэффициент трения, характери
зующий сопротивление вязкого трения на поверхности тела при 
движении тела в жидкости, при одном и том ж е  числе Рейнольдса 
значительно меньше при ламинарном пограничном слое (см. § 23), 
чем при турбулентном. В связи с этим предпринимается множе
ство исследований для разработки мер по затягиванию  ламинар
ного пограничного слоя и получения таким образом большого 
выигрыша в снижении сопротивления.

Увеличение гладкости поверхности тела до зеркальной спо
собствует затягиванию ламинарного режима обтекания; при тур 
булентном обтекании повышение гладкости так ж е  приводит к 
снижению сопротивления. Затягивание ламинарного течения можно 
обеспечивать путем отсоса жидкости из пограничного слоя внутрь 
тела через специальные щели или поры.

Экспериментально было установлено, что введением в движ у
щуюся вблизи тела жидкость весьма малых (до сотых долей про
цента) количеств специальных полимерных веществ (присадок) 
можно значительно повлиять на движение жидкости в пристеноч
ном слое и уменьшить сопротивление трения на стенках трубы *). 
Добавление присадок в столь малых количествах фактически не 
изменяет плотности и вязкости жидкости и не сказы вается заметно 
на распределении скорости в ламинарном движении^ при малых 
значениях чисел Рейнольдса, но может влиять на свойства турбу
лентного движения вблизи обтекаемых стенок. Поэтому ясно, что 
в этом случае принятая до сих пор теория движения вязкой жид
кости Навье — Стокса нуждается в существенных видоизмене
ниях. Можно вполне определенно сказать, что в некоторых обла-

М Подробности и расчетные данные можно найти, например, в работах: 
L u m l e v  J- L. Drag reduction by add itives.— Annual R ev iew  of F lu id  Mecha
nics 1969, v . 1, p. 367—384; W h  i t e  F. M. Analysis of f l a t - p l a t e  drag w ith 
polymer additives.— J .  of Hydronautics, 1968, v. 2 p. 4; S e v e r  F . A. Friction 
reduction in flow of polymer solution.— J .  of Fluid Mechanics, 1970, v . 40, p. 807— 
819; В а с е ц к а я  H.  Г. ,  И о с е л е в и ч  В. А. О построении полуэмпири- 
ческой теории турбулентности слабых растворов полимеров. Изв. АН ULL.F, 
МЖГ 1970, вып. 2; И о с е л е в и ч  В.  А. ,  П и л и п е н к о  В . Н . Лога
рифмический профиль скорости при течении слабых Растворов полимеров в по
граничном слое гладких и шероховатых пластин,— ДАН IAA.F, 19/.}, т. ¿ив,
вып. 2.



стях при турбулентных движениях могут проявиться некоторые 
свойства среды, которые несущественны для описываемых урав
нениями Н авье — Стокса плавных ламинарных движений.

Турбулентные движения характеризуются
для° опи сан и я °  "ту рбуле^т- т е м ’ ЧТО ПОЛе ^тинных скоростей частиц 
ных движений жидкости, которая рассматривается как

сплошная среда-континуум, имеет нерегу
лярный пульсационный характер, является неустановившимся 
и напоминает хаотическое поле скоростей отдельных молекул, из 
которых состоят тела. Траектории частиц жидкости при турбу
лентном движении в высшей степени извилисты. Точные измере
ния указы ваю т на то, что изменения всех параметров течения 
при турбулентном движении во времени имеют вид, изображен
ный на рис. 89, где для примера дано характерное для турбу

лентных течений изменение плот
ности в данной точке простран
ства с течением времени I. На 
основное изменение плотности 
(на рисунке—плавная пунктир
ная линия) накладываются не
регулярные пульсации большой 
частоты. Подобные изменения 
характеристик состояния могут 
наблюдаться при движениях в 
твердых телах; сейсмографы 
регистрируют такого рода кри
вые при распространении коле
баний в земной коре.

В случае турбулентного ре
жима течения изучать истинные 

движения частиц жидкости весьма сложно, да, вообще говоря, 
и не нуж но. Д ля описания движения газа как совокупности под
вижных молекул с большим успехом применяется макроскопи
ческая точка зрения, во многих вопросах турбулентные течения 
жидкости такж е целесообразно изучать только в среднем. При 
исследовании турбулентных течений обычно вводят средние зна
чения компонент скорости и, V, ю, давления р,  плотности р, тем
пературы Т  и других характеристик движения (черточки над бук
вами здесь и далее в этом параграфе обозначают осреднение). Д ля 
определения средних характеристик движения можно ставить и 
решать математические задачи.

Таким образом, в случае турбулентных течений сложное дви
жение континуума, моделирующего дискретную среду, вторично 
осредняется и при этом возникают проблемы составления полной 
системы уравнений для определения средних характеристик дви
жения и проблемы изыскания способов экспериментального из

Рис. 89. Характерное для турбулент
ных течений изменение плотности с 
течением времени в определенной 

точке пространства.



мерения осредненных характеристик движения. В теории турбу
лентности, в противоположность ранее рассмотренным разделам 
гидромеханики, нет и, видимо, не может быть единого подхода 
к исследованию всевозможных задач; для изучения различных 
классов движений жидкости предложены различные теории тур
булентности. В настоящее время разработаны различающиеся 
между собой теории турбулентных течений в трубах , в атмосфере, в 
спутной струе реактивного двигателя и во многих других случаях.

что способы введения средних характеристик движ ения, вообще 
говоря, несущественны для составления полной системы уравне
ний теорий турбулентности, но они являю тся главной основой 
для разработки методов экспериментальных измерений различных 
средних величин, проведение которых необходимо для сравнения 
результатов предложенной теории турбулентности с опытными 
данными.

Укажем некоторые возможные способы осреднения истинных 
характеристик движения. П усть А (х, у ,  г, — некоторая истин
ная характеристика турбулентного движения. В любой фиксиро
ванной точке пространства можно провести осреднение А по вре
мени /. Тогда среднее значение А будет равно

где промежуток времени Т  достаточно велик по отношению ко 
времени отдельных пульсаций и мал по отношению ко времени 
заметного изменения средних характеристик (осредненное движе
ние может быть нестационарным).

С другой стороны, в определенный момент времени t осред
нение А можно провести по объему; тогда

причем объем V должен удовлетворять условиям, аналогичным 
условиям, наложенным на промежуток времени Т. Можно прове
сти осреднение по времени и по объему V одновременно.

Указанные выше осреднения по времени и по объему возможно 
проводить с весом, когда среднее значение А определяется, напри
мер, следующим образом:

Способы осреднения Практика построения моделей для изуче
ния турбулентных движений показывает,

t + Г/2
A dt,

t -Г/2

t -  77 2

где g i t )  — некоторая заданная функция. В различных задачах 
при выборе V и Т можно руководствоваться различными сообра



жениями, но в имеющихся приложениях результат осреднения 
рассматривается как  не зависящий от V и Т.

В ряде случаев используются вероятностные способы осред
нения, и среднее значение А часто определяется как  математи
ческое ожидание А. _

После введения среднего значения А истинное значение А 
представляется в виде

А =  А +  А',

где А ' — пульсация Л; среднее значение пульсаций равно 
нулю, А' =  0.

Потребуем, чтобы операции осреднения 
Свойства осреднения во всех случаях обладали следующими

свойствами:
1) Среднее значение суммы равняется сумме средн и х ,зн а

чений:
Л +  £  =  А +  В.

2) Среднее значение производной от истинной характеристики 
турбулентного движения равняется производной от среднего зна
чения:

~дА_дА 
дх дх '

3) Среднее значение произведения двух сомножителей, из ко
торых только один испытывает турбулентные пульсации, равно 
произведению средних. В частности, АА'=  0. Среднее значение 
произведения д вух  пульсирующих величин н е  р а вн я ет с я  произ
ведению средних:

А В Ф  АВ,

а равняется сумме произведения средних величин и среднего зна
чения произведений пульсаций этих величин:

АВ =  АВ +  АПЗ'.

Заметим, что при определении средних значений с помощью 
интегрирования по времени или по пространству перечисленные 
здесь свойства осреднения выполняются лишь приближенно.

П усть проведено осреднение скорости
Об использовании различ- и =  й + и \  Среднее значение ы2 не рав
ных способов осреднения няется квадрату среднего значения ы:

Т Г ^ ^  + й 7*.



Можно назвать средним значением и2 макроскопическую вели
чину и2, введенную, например, по формуле

Д ля истинных значений и2 в этом случае можно написать

Если для следующего ряда встречающихся в механике ж ид
кости величин р, и , V, и>, р, Т, и ,  Е, йА и т. д. ввести средние оди
наковым способом, то характеристики движения таким образом 
осредненного континуума не будут удовлетворять основным за 
конам сохранения и уравнениям состояния, удовлетворяющимся 
для истинных движений.

Действительно, если, например, при изучении турбулентного 
движения совершенного газа мы осредним р  подобно р и Т, то

и уравнение Клапейрона из-за наличия члена р 'Т 'Я  не будет 
выполняться для средних величин. Если же. нам более удобно 
сохранить уравнение Клапейрона, то для осреднения р  можно 
избрать другой способ, ввести р  так , чтобы

В различных теориях турбулентности для определенного на
бора основных величин, например р,  р, риг, осреднения вводятся 
некоторым одинаковым способом, а способы осреднения других 
величин вводятся по соглашению так, чтобы удовлетворялись 
основные законы физики, к ак  и при обычном определении этих 
величин для истинных движений.

как  известно, состоит из уравнения неразрывности и уравнений 
импульса, которые в декартовой системе координат имеют вид

и 2 =  и 2 +  и 2' =  и2 +  и2",
причем

и2' =  0 , но и2" Ф  0 .

р =  рЯ7’ =  рД7’ +  р 'Г Я ,

Р =  РЯТ,

и тогда р =  р + р'  =  р  +  р”, причем

7 'Ф 0 .

Рассмотрим турбулентные движения не-

(2 2 .1)

(22.2)

9 Л.  11. Седов, т. 1 1



где Тг — компоненты тензора вязких напряжений. Для вязкой 
жидкости г ¡ j  зависят от e ijy для изотропной линейной вязкой 
несжимаемой жидкости по закону Н авье— Стокса

х ,. =  2|Ка, =  +  (22.3)

Д ля дальнейш его мы не будем фиксировать закон зависимо
сти х1к от еа р, заметим только, что в общем случае х1к могут 
зависеть от производных е ар. Используя уравнение неразрыв
ности (2 2 . 1) и условие dp/dt =  0, легко показать, что левую часть 
уравнений Н авье—Стокса можно написать в виде

+  =  ^  +  (22.4)
К V dt dt dxk K '

При многих теоретических исследованиях турбулентных движений 
исходят из предпосылки о справедливости уравнений (22 . 1), (22 .2) 
для истинного неустановившегося пульсирующего движения. Од
нако ввиду крайней запутанности, извилистости и сложности 
траекторий частиц жидкости при турбулентном движении полу
чение решений этих уравнений для турбулентных движений пред
ставляет собой громоздкую и сложную задачу. Ставится задача 
о разыскании функциональных соотношений между средними 
величинами.

Уравнения движения для средних величин получаются путем 
осреднения уравнений движения (22 . 1), (22 .2 ) для величин, опи
сывающих мгновенное состояние движения.

Осреднив уравнение неразрывности (22.1), на основании свойств 
операции осреднения легко получим уравнение неразрывности для 
осредненных величин

=  (22.5)

оно имеет тот ж е вид, что и для истинных скоростей (2 2 . 1).
Осредним уравнения импульса, левую часть которых предва

рительно запишем в виде (22.4). Так как

p v p ^ p  vpb +  pvlvk (22.6)

(плотность р считается постоянной, одинаковой во всех точках), 
то, очевидно, получим следующие уравнения:

f '  + 1 ■- ■- §  +  (*•-> . 2 ,3 ) .  (22.7)

которые называю тся ур а вн ени ям и  Рейнольдса .
Если связь  xki и е ац (и, возможно, производных е ар) линей

ная и ц. =  const, то тf  выражаю тся через е ар так  ж е, к ак  т



через еар. Поэтому уравнения Рейнольдса (22.7) отличаются от 
уравнений импульса (22 .2) для истинных движений только за  счет 
членов вида

дри/и'*
дхк

Шесть различных величин
— ру,-у'А,

вошедших в уравнения Рейнольдса, называются т ур б ул ент ны м и  
напряжениями .  Заметим, что истинные напряжения ти  в газе 
представляются такого же рода формулами через скорости молекул. 
Вид зависимости турбулентных напряжений от средних х ар ак 
теристик течения в различных классах задач может быть различ
ным. Эти зависимости требуется устанавливать или постулировать 
на основании специальных гипотез или опытных данных.

Таким образом, ввиду нелинейности уравнений истинных дви 
жений, после их осреднения получается большее, чем число у р а в 
нений, число неизвестных. Следовательно, для математического 
изучения осредненных турбулентных движений одних уравнений 
гидромеханики, достаточных для изучения истинных движений, 
недостаточно. Поэтому полное теоретическое исследование осред
ненных турбулентных движений возможно только на основании 
некоторых дополнительных законов или гипотез, справедливость 
которых может быть в конечном счете установлена только на опыте.

Содержание многих работ по исследованию турбулентны х 
движений сводится к изучению справедливости различных про
стых и естественных гипотез о зависимости турбулентных н ап р я
жений от средних скоростей и их градиентов, которые позволяют 
поставить и решить теоретически основные частные задачи о т у р 
булентном движении. В настоящее время не сущ ествует общей 
математической постановки задачи о произвольных осредненных 
турбулентных движениях и вообще не выяснена возможность 
такой формулировки задачи.

Иногда по аналогии с законом Навье — Стокса (22.3) п ола
гают, что

т*й =  т «л — Р ^  =  М 1е,-л>

где М 1=(х+УИ, М — коэффициент турбулентной вязкости , к о 
торый в противоположность коэффициенту молекулярной в я з к о 
сти ц зависит от переменных кинематических характери сти к 
осредненного движения жидкости.

Отметим, что закон Н авье— Стокса в случае турбулентны х 
движений становится второстепенным, так  как вместо гипотез
о зависимости т ,7  от еар можно непосредственно выдвигать ги п о 
тезы о зависимости %ц от е аР и других характеристик среднего 
движения и, таким образом, совсем не привлекать к рассм отре



нию закон Навье —Стокса. Это можно оправдать такж е тем, что 
законом Н авье— Стокса, вообще говоря, не отражаю тся такие 
свойства жидкости, которые могут оказаться существенными 
в турбулентных потоках.

§ 23. Уравнения ламинарного пограничного слоя

Учет свойства вязкости жидкостей и газов ведет к  повышению 
порядка дифференциальных уравнений движения по сравнению 
с дифференциальными уравнениями движения идеальных жид
костей и газов и в связи с этим к появлению добавочных краевых 
условий на границах объема движущейся среды. Типичными при
мерами таких условий являю тся условие полного прилипания 
жидкости или газа к подвижным телам или неподвижным гранич
ным стенкам и условие непрерывности трех компонент вектора 
силы напряжения на поверхностях контакта двух  сред.

При рассмотрении задачи об обтекании тел идеальной жидко
стью условие обтекания сводится к равенству нормальных со
ставляющих скоростей жидкости и тела на поверхности тела. На 
поверхности тела касательные составляющие скоростей тела и 
жидкости различны, поэтому в рамках идеальной жидкости вдоль 
поверхности тела возможно проскальзывание частиц жидкости 
относительно тела. Нетрудно видеть, что влияние вязкости на поле 
скоростей проявляется существенным образом за  счет граничных 
условий, запрещающих такое проскальзывание.

Это обстоятельство хорошо иллюстрировать на примере задачи
о движении тела в несжимаемой жидкости. Легко видеть, что 
подробно изученные раньше поля скоростей и давлений, возни
кающие при решениях задач о потенциальном обтекании тел не
сжимаемой жидкостью, являю тся такж е точными решениями 
уравнений Навье — Стокса. Это очевидно непосредственно, так 
к ак  для потенциальных движений несжимаемой жидкости верны 
равенства

Дф =  0 и grad Д<р =  Д© =  0, (23.1)
следовательно, для потенциальных движений несжимаемой жид
кости ^Д г»=0, т. е. для таких движений уравнения Навье — Стокса 
точно совпадают с уравнениями Эйлера для движения идеальной 
жидкости. Отсюда ясно, что при одинаковых движениях твердого 
тела в жидкости отличие поля скоростей вязкой жидкости от со
ответствующего поля скоростей идеальной жидкости сущест
венно связано с условием прилипания, которое должно вы
полняться в вязкой жидкости.

Опыт и качественные теоретические сооб- 
Понятие о пограничном раж ения указывают, что в некоторых важ 

ных случаях при больших числах Рей
нольдса 1?е на движение жидкости существенное влияние оказы
вает условие отсутствия проскальзывания жидкости только н е 



по ср е д ств енно  в бли зи  самой г раницы,  в тонком слое, окутываю щ ем 
поверхность обтекаемого тела.

В связи с этим возникла теория пограничного слоя на гр ан и 
цах вязкой жидкости — тонкого слоя, внутри которого н ел ьзя  
пренебрегать вязкостью. В этой теории принимается, что имеется 
основной поток жидкости, которую можно рассматривать к а к  
идеальную, и имеется тонкий пограничный слой, внутри которого 
жидкость рассматривается как  в я з к а я ; на границе пограничного 
слоя эти два течения непрерывно сопрягаю тся. Однако такое пред
ставление о структуре поля скоростей вязкой жидкости, прием
лемое во многих типичных классах задач, в ряде случаев не отве
чает действительности. Подробное знакомство с теорией п о гр а
ничного слоя позволяет более определенно разъяснить и в ы 
делить задачи, в которых эта теория перестает успешно дей ст
вовать.

Представление о пограничном слое оказалось плодотворным 
по двум главным причинам. Во-первых, появилась возможность 
производить построение теории движения вязкой жидкости и 
газа на основе известных решений уравнений для идеальной ж и д  
кости и газа . Во-вторых, сложные уравнения Навье — Стокса 
в тонком пограничном слое оказалось возможным заменить более 
простыми уравнениями теории пограничного слоя.

Уравнения и основные понятия теории 
уравнения ламинарного погоаниЧного слоя были установлены 
пограничного слоя в ^  р л  П р а н д т л е м .

В пограничном слое, как  и при течении в трубе, режимы д ви 
жения жидкостей или газов могут быть к ак  ламинарными, т а к  
и турбулентными. При разных режимах течения основные х а р а к 
теристики движения 
жидкости и законы, уп 
равляющие ламинарным 
или осредненным тур
булентным движением и(*)Т 
в пограничном слое, 
получаются резко отли
чающимися друг от
д р у г а .  Н и ж е  МЫ рассмот- нис. 90. Пограничный слой на оп екаем ой  
римтеорию ламинарного  пластинке.
пограничного слоя.

Д ля получения уравнений теории пограничного слоя рассмот
рим основную модельную задачу об обтекании несжимаемой вязкой  
жидкостью неподвижной тонкой пластинки, поставленной по 
скорости набегающего поступательного потока перед пластинкои 
(рис. 90). Вывод уравнений движения в пограничном слое основан 
на оценках — гипотезах о порядке различных членов в ур авн е 
ниях Навье — Стокса и пренебрежении малыми членами; со х р а 
няются только конечные члены.

Я- и(Х,у)

X



Д ля плоскопараллельного движения в плоскости ху  имеем 
следующие уравнения *) движения вязкой несжимаемой жидкости-

%  +  и ô “ + v d“ = _ L dP + v  f ^  +  dju\ 
dt дх ' ду р дх ' \ дх2 ^ ду2 ) ’
1 М 1 _Lô в«

ди ' >  г • др , ( d 2v , d2v\ (23.2)
d i ^ u r x + v r y = ~ v i  ^  ( w z  +  w )
6 1 *ô ô • i ô _L

ди , ди Л
57 +  Лу =  °- (23.3)
I 1

Пусть / некоторый характерный размер, например длина 
пластинки. Обозначим через б «толщину» пограничного слоя. 
По основному допущению примем, что на расстоянии б по нор
мали от обтекаемой поверхности (пластинки) имеется «граница» 
пограничного слоя, на которой скорости жидкости извне и из
нутри пограничного слоя практически совпадают (практическая 
малость разности скоростей в процентном или в некотором другом 
отношении определяется дополнительным условием).

Величина б или, точнее, отношение б// принимается в качестве 
основной малой величины. Воспользуемся преобразованием

у = бг] (23.4)
и предположим, что в пограничном слое переменные I, ц и х из
меняются в конечных пределах, а интервал изменения переменной 
у  имеет порядок б. Д альш е примем, что величины и  (() (скорость 
набегающего потока), и(х,  у ,  /), их производные по времени и 
производные ди/дх, д 2и/дх2 внутри пограничного слоя и на его 
границе с основным потоком конечны.

Из равенств
д и ___1 ди д2и _ 1 д2и
д у ~ ' б д п ’ дЦ*=  б2^ ’

так  как  н и ц  изменяются в конечных пределах, следует, что
ди 1 д2и 1
ду  ~  б ’ ду2 ~  б2' (23.5)

Д ал ее , из уравнения неразрывности (23.3) имеем 

дх) ди С ди . * д2и 1 дп
ду ш ~ 8 ’ а ^ ~ б - (23 -6 )

х) Под членами этих уравнений указаны их оценки по величине 8 (толщине 
пограничного слоя). Справедливость этих оценок обсуждается ниже.



На основании этих оценок под каждым членом уравнений (23.2) 
и (23.3) указан порядок его величины.

Первое из уравнений (23.2) показывает, что при конечных
I и и  должно быть конечным отношение v/62, в безразмерном виде 
должно быть

б 2 V

¥  ~  777
или

(23 -7)

Эти нрикидочные оценки и послужили основой для упрощения 
уравнений Навье — Стокса в пограничном слое. После сохра
нения в (23.2) только конечных членов получаются следующие 
уравнения пограничного слоя:

ди . ди , ди 1 др . д2и
а/ ^  дх ^  ду  р дх д у2
др л /  ̂ *^■ =  0 или р =  р (х ,  /).

К этим уравнениям необходимо добавить уравнение неразрыв
ности* (23.3). Уравнения (23.8) остаются нелинейными. Поперек 
пограничного слоя давление сохраняется постоянным и опреде
ляется значением на границе слоя в основном потоке, рассчиты
ваемым по теории идеальной жидкости, следовательно, в ур ав 
нении (23.8) член др/дх можно считать изве стным.

В отличие от уравнений Навье — Стокса система уравнений
(23.8) и (23.3) поддается решению в ряде важ ны х случаев. При 
приближенных расчетах эта система применяется не только для 
исследования движения в пограничном слое на плоской пластинке, 
но и для исследования движения в пограничном слое на криво
линейных профилях. В общем случае принимается, что ̂ коорди
ната х представляет собой длину дуги вдоль профиля, а’ коорди- 
ната у  измеряется по нормали к профилю. Зависимость и (х ,  ¿), 
задающая скорость на внешней границе пограничного слоя, опре
деляется из решения соответствующей задачи теории идеальной 
жидкости. Предложены уточнения уравнений (23.8) для учета 
криволинейности обтекаемых профилей и для исследования про
странственных задач.

Более формальный математический вывод уравнений ’ (23.8) 
с более определенной формулировкой соответствующих предпо
ложений можно дать следующим способом. В уравнениях (23.2) 
и (23.3) сделаем следующее преобразование переменных:

* =  7Г*г’ Р =  РЩР1, (23 .9)и 0
» 1.

\1
и  =  и  пи 1У

1* У  т



где I и и о— некоторые постоянные— характерные линейный раз
мер и скорость. Выполнив это преобразование, получим

^ 1 л . „  ди1 -  ^  | 1 д2ц1 . а2«!
а *! ' 1 дхх 1 ду1 дх1 К дх\ ду[ '

1 +  +  ' а2£1 +  1 ^ ,  (23.10)
к \ д ^  1 дхх 1 1 5г/! У д у ^ Я 2 дх\ К ду\ 

дих . диг _  п 
ддс! 'г д у 1 _ и ’

где R==^■— число Рейнольдса. Эти уравнения представляют
собой точные уравнения Н авье— Стокса, записанные в соответ
ствующих безразмерных переменных.

Предположим теперь, что при Я —*- оо все величины с индексом 1 
в (23.9) и (23.10) сохраняют конечные значения. После перехода 
к пределу при R —>- с» из (23.10) получим

дщ_ , диг , ____1 дрх , д 2и1
дЬ  +  и ' дх, +  дУ1 -  Р дх, ~ г ,ду\  -

0  =  _  (23.11)
Р ду1  

ди1 | до! _ п
дх1 ‘ дуг

Эти уравнения после обратного преобразования с помощью (23.9) 
переходят в уравнения (23.8) и (23.3). Таким образом, уравнения 
пограничного слоя можно рассматривать в некотором смысле как  
предельную форму уравнений Н авье—Стокса, когда число Рей
нольдса k =  U 0l/v стремится к  бесконечности.

В задачах об обтекании профилей необходимо решать систе
му (23.11) со следующими граничными условиями: и 1 =  0, ^  =  0 
при у г =  0 (условие прилипания на профиле) и и 1 =  и  {х, ЩИ0 
при ^  =  00 (условие на внешней границе пограничного слоя), 
причем внутри пограничного слоя (х, ¿) не зависит от у 1 и 
определяется из решения задачи о внешнем обтекании.

Задача о внешнем обтекании профиля идеальной жидкостью 
в первом приближении может быть решена без учета наличия 
пограничного слоя, так как  для толщины пограничного слоя по 
(23.7) имеем

й т  /  V 1 „

У  Щ = У К ^ °  при * ^ ° ° ’

т. е. толщина пограничного слоя получается очень малой при 
больших значениях числа Рейнольдса, характерных для многих 
практически важны х задач.



§ 24. Пограничный слой при обтекании несжимаемой жидкостью  
плоской пластинки. Задача Блазиуса

Дадим теперь полное решение задачи об установивш емся по
граничном слое на абсолютно гладкой тонкой неподвижной п ла
стинке — полуплоскости у = 0, х ^ О  (см. рис. 90), когда скорость 1/0 
набегающего потока постоянна и направлена по оси х  (по п ла
стинке).

В этом случае уравнения (23.8) и (23.3) приобретают вид
ди , ди дги 

Ц —— -{— V — — V о)

о '  (24Л )дх +  ду ’
так как  движение установившееся, а внешний поток представляет 
собой поступательное движение с постоянным давлением р 0.

На пластинке имеем условие прилипания
при у = 0, х ^ О  и = у = 0 ,  (24.2)

на внешней границе пограничного слоя
при у = о о  и =  и о. (24.3)

Автомодельное реше- Так к а к  в рассматриваемой задаче нет 
ние Блазиуса характерного линейного размера, то си
стема размерных и безразмерных определяющих параметров 
имеет вид

(/„, V, х, у  или ^ ( 2 4 -4)
У й 7

Поэтому искомые функции и  (х , у) и V (х, у) можно предста. 
вить через безразмерные функции / и Ф вида

1/1/ V У Ъ
Если теперь в уравнениях (24.1) и в граничных условиях  (24.2) 
и (24.3) совершить замену переменных

«=и,щ, <.= / ^ 4 ,  (24.6)

то получим
3 « ! , 3 « ! __д 2и1

ду\ '

^ 1 1 ^ 1 ^ 0  (2 4 -7) 
дхг дух
и при х± >  0 , у г =  0  и 1 =  у1 =  0 , 
а при Ух=°°  « 1 = 1 .



Уравнения и граничные условия для функций и х (хг, г/х) и (хх, у х) 
не содерж ат параметра I, поэтому решение системы (24.7) не 
должно зависеть от /. Из (24 .5) получим

щ = 7 7 * т - <24,8)

т ак  к а к  аргумент у 1̂ х 1 | /  содержит параметр I, от кото
рого решение не зависит.

Из формул (24.8) вы текает, что уравнения с частными про
изводными (24.7) приводятся в данной задаче к  обыкновенным 
уравнениям с одной независимой переменной

£ =  (24.9)
У Х1 -\/'Е.

V и0

В общем случае из уравнения неразрывности

ди 1 ,д щ _  
дхг "** дуг

следует, что для плоскопараллельных движений несжимаемой 
жидкости сущ ествует (см. гл . V II т. I) функция тока г|5(*1> У г) 
т а к а я , что

П олагая

найдем

дФ Эф

ш = ф ' ( £ ) = ф ' ( ^ ) ,

Таким  образом, на основании уравнения неразрывности полу
чим, что компоненты и г и г)1 выражаются через функцию ср (%) 
в виде



Подставляя (24.10) в уравнение движ ения, после простых пре
образований получим

2ф '"(Е )+ ф '(Е )ф (Е ) =  0 . (2 4 .11 )

Необходимо найти функцию ф (?) в интервале 0 <  ? <  оо, 
удовлетворяющую этому нелинейному обыкновенному дифферен
циальному уравнению третьего порядка и на концах интервала 
0 <  | <  оо следующим граничным условиям, вытекающим из (2 4 .7 ) :

ф(0) =  ф '(0) =  0 и ф '(оо) =  1 . (2 4 .1 2 )

Для определения функции ф(?) требуется решить краевую зад ач у . 
Эту краевую задачу легко свести к задаче Коши с данными на 
одном^конце, если воспользоваться следующим общим свойством 
решений уравнения (24.11).

Пусть ф0(? )— некоторое решение уравнения (24.11); непосред
ственной проверкой легко убедиться, что функция

ф[(£) =  а ,/,Фо5(а‘/*1) ' 2 4 . 1 3 )

также является решением уравнения (24.11) при любом постоян
ном а .

Определим теперь ; функцию ф0 (?) к ак  решение следующей 
задачи Коши для уравнения (24.11):

Фо(0) =  ф;(0) =  0 , ф’0 (0) =  1. (2 4 .1 4 )

С помощью уравнения (24.11) и данных Коши (24.14) функцию 
Ф0(?) нетрудно рассчитать известными численными методами д л я  
любых ? >  0. По данным расчета можно определить предел

Нтфо(|) =  &=  ̂1, причем £*/,!=0~1з2* (2 4 .15 )

Определим теперь в формуле (24.13) постоянную а  таки м  
образом, чтобы ,уДовлетвэРялось условие (24.12) при ? —£ 00 • 
Имеем

Ф, (^) =  а ,/"Ф;(11), Ti =  a ‘/.g
и

ф '(?) =  афо (л), ф" (0 ) =  а .

Отсюда следует, что
Нш ф'  ( ? )  =  а ’/»Нщ ф^ (т]) =  a'/‘k.

g-*-a> [ri-л-ю

Очевидно, что для получения искомого решения для функции 
Ф*(?)’с помощью формулы (24.13) достаточно положить а 2/3& =  1 
или на основании (24.15)

а  =  - ^ -  =  0 ,332. (24 .16 )



Следовательно, полное решение представляется формулами
(24.10) и (24.13) при ф0 (|). определенной из численного реше
ния задачи Коши (24 .14).

Вычислим теперь касательную  составляю- 
Сопротивление трения щ уЮ т напряжения вязкого трения на
поверхности пластинки. По закону Н авье— Стокса имеем

= 0,332 т /  №У±. (24.17)
" х

Напряжение трения зависит от координаты х и падает с ростом х.
Полное сопротивление одной стороны прямоугольного участка 

пластинки ширины Ь и длины по потоку Ь представится формулой

Я==Ь<\) хйх =  0,664Ь V  pn.Lt/o'

Отсюда для коэффициента трения получим
2/? =  1,328

рыи\ ~  ’

где Я =  и оЬ/V.
Таким образом, в этом случае полное сопротивление пропор

ционально скорости обтекания IIв в ст еп ени  3/2, а коэффициент 
трения обратно пропорционален корню квадратному из числа 
Рейнольдса.

Напомним, что сила сопротивления движению тел с постоянной 
поступательной скоростью в вязкой несжимаемой жидкости при 
малых числах Рейнольдса пропорциональна первой  степени ско
рости, а в идеальной несжимаемой жидкости, когда парадокс 
Даламбера не имеет места, пропорциональна квадрату  скорости.

Согласно (24.10) распределение продоль- 
«ой компоненты скорости в пограничном 

кия слое определяется формулой

“ гг,' / У

V  —V и о

и представляется кривой, вид которой изображен на рис. 90. 
Если толщину пограничного слоя у  =  Ь определить, например, 
из условия и / и о — 0,995, т . е.



то величину б можно вычислить из уравнения

0,995 =  ф ' / —Д = \ .  (24.19)

Из расчета функции ф ' ( £ )  и  и з  (24.19), следует, что

6 =  5,16 у Г^- .  (24.20)

При большой скорости II0, малой вязкости (ц /р)= ^  и умеренных 
значениях координаты х толщина пограничного слоя б полу
чается весьма малой.

Рис. 91. К определению толщины пограничного слоя 6 и толщины вытесне
ния 6* (Н —>• оо).

При х >  0 и больших у  >  0 вдали от пластинки за счет 
торможения жидкости в пограничном слое линии тока смещаются 
на величину б* (рис. 91), определяемую формулой

00 00 ____

б*(/0 =  ]'({/0—« ) ^ = У 0 ^ [ 1 — = 6 / 0 - 1 , 7 2 / ^ .
о о

Отсюда

Аналогичным образом толщину пограничного слоя б и толщину 
вытеснения б* можно определять при решении других задач об 
обтекании профилей с заданным переменным распределением 
давлений на внешней границе пограничного слоя. В некоторых 
случаях дальнейшие уточнения распределения давлений по обте
каемому телу во внешнем обтекании тела идеальной жидкостью 
можно получать для тел, утолщенных по нормалям на величину 
толщины вытеснения б*.



§ 25 . Некоторые важные эффекты движения 
вязкой жидкости в пограничном слое

В задачах об обтекании профилей давление по обтекаемому 
профилю, равное давлению на внешней границе пограничного 
слоя, переменно, и поэтому в уравнении (23.8) продольный гра
диент давления по профилю (производная др/дх) отличен от нуля.

В точке минимума давления на профиле 
Точка отрыва погранич- др/дх =  0, при уменьшении давления от
НОГО СЛОЯ 1 *передней критической точки до точки мини
мума давления др/дх <  0 , за точкой минимума давления др/дх >  0 .

На поверхности обтекаемого профиля на основании условий 
прилипания м =  у =  0 из уравнения (23.8) при установившемся 
движении получается

< 2 5 Л >

кроме того, д л я  напряжения поверхностной силы вязкого трения 
на поверхности обтекаемого профиля имеем

(25-2)
Важной характеристикой пограничного слоя является кривая 

распределения продольных скоростей. На рис. 92 показаны раз
личные виды кривых распределения продольных скоростей в по
граничном слое при др/дхф0. В точке В  касательная к  кривой и (у)

77////^//V УУУ ///Т77Т.$Г77р-
"777?? Я-х

Рис. 92. В точке В имеем т =  0, в этой точке возникает отрыв пограничного 
слоя. Точка О на кривой профиля скоростей является точкой перегиба.

вертикальна, поэтому в ней ди/ду= 0 и, следовательно, т= 0 . Слева 
от точки В  имеем 0> 0 , справа т< 0 . В точке В  возникает отрыв 
пограничного слоя от поверхности профиля. За точкой В  в по
граничном слое получается возвратное движение жидкости.

На кривой и (у) для сечения, проходящего через точку В,  обя-
зательно имеется точка перегиба Б ,  поэтому в точке В  имеем ^  >  0



и но (25.1) д р ! д х > 0. Следовательно, точка отрыва В  долж на 
лежать за  точкой минимума давления, в которой т> 0  и д'-и/ду'2= 0 . 
Если давление вдоль профиля монотонно надает, то отрыв погра
ничного слоя не возникает. Отрыв пограничного слоя сопровож
дается резким увеличением толщины пограничного слоя и может 
привести к существенной перестройке основного внешнего течения 
жидкости, которое в этом случае становится существенно зави 
сящим от свойств вязкости жидкости.

Движение жидкости и газа в пограничном 
О переходе ламинарного с л о е  , [ а  поверхности обтекаемых тел , к ак
булентный°ГО СЛ0Я В ТУР" и Движение жидкости в трубе, может быть

ламинарным и турбулентным. При больших 
значениях числа Рейнольдса в передней части обтекаемой по
верхности тела развивается ламинарный пограничный слой, 
который на некотором расстоянии от переднего кр ая  тела пере
ходит в турбулентный пограничный слой. Как и при движении 
жидкости в трубах, имеются характерные признаки — х ар актер 
ные значения числа Рейнольдса, при которых в пограничном 
слое ламинарное движение сменяется турбулентным. Явление 
перехода ламинарного пограничного слоя в турбулентный имеет 
много общего с явлением перехода ламинарных движений в т р у 
бах в турбулентные.

Область перехода или точка перехода характеризуется воз
никновением в пограничном слое интенсивных пульсаций скоро
сти, давления, плотности (в сжимаемых средах) и т. п. Распреде
ления скоростей по сечению в ламинарном и в турбулентном по
граничных слоях, вообще говоря, резко отличаются друг от д р уга . 
Как и при турбулентных движениях в трубах, в турбулентном 
пограничном слое происходит интенсивное перемешивание м а к р о 
скопиче ских  частиц жидкости в поперечном направлении, за  счет 
этого в турбулентном пограничном слое происходит выравнивание 
средних скоростей. Вместе с этим прилипание на обтекаемых стен
ках приводит к появлению более резких градиентов скоростей 
вблизи стенок, что вызывает резкое увеличение поверхностных 
сил трения и соответственно сопротивления трения.

При обтекании гладких поверхностей в турбулентном погра
ничном слое на обтекаемой поверхности возникает очень тонкий 
ламинарный подслой, в котором скорости жидкости вообще неве
лики, пульсации скорости практически отсутствуют, но имеются 
очень большие поперечные градиенты скорости, вызывающие 
большие значения напряжений силы трения т =ц(ди/ду ) .

Теоретическое исследование и расчет турбулентного погранич
ного слоя, как  и расчет турбулентных движений жидкости в  тр у 
бах, основаны на эмпирических данных о законах распределения 
средних скоростей и других характеристик и на специальных 
интегральных соотношениях, устанавливаемых с помощью раз
личных законов сохранения.



О роли сопротивления При движении в жидкостях и газах хорошо 
треНия обтекаемых тел, таких как  самолеты, ко

рабли, подводные лодки и т. п., сопротив
ление, обусловленное вязким  трением, составляет от 50 до 90% 
общего сопротивления. Поэтому теория и методы расчета погра
ничных слоев, так  ж е как  и способы влияния на свойства течений 
в пограничных слоях, имеют очень большое практическое значе
ние.

Сопротивление трения при турбулентном пограничном слое, 
к ак  уж е  указывалось в § 2 2 , сильно зависит от шероховатости 
обтекаемой поверхности, причем это сопротивление заметно умень
шается с уменьшением шероховатости (при устранении разного 
рода неровностей на обтекаемой поверхности: выступающих за
клепок, сварочных швов, волнистости поверхности и т. д ., т. е. в 
результате применения зеркально гладких обтекаемых поверх
ностей).

Д л я  хорошо'обтекаемых тел особенно большой выигрыш до
стигается при затягивании ламинарного пограничного слоя, т. е. 
при устранении причин возмущений, переводящих ламинарный 
пограничный слой в турбулентный. С помощью осуществления 
различных специальных мер можно передвинуть точку перехода 
ламинарного пограничного слоя в турбулентный ниже по потоку 
вдоль профиля и таким путем существенно (иногда более чем в 
два раза) снизить сопротивление трения.

Затягивание существования ламинарного («ламинаризация») 
пограничного слоя достигается различными способами. Вот при
меры некоторых из них. Во-первых, применение специальных 
безотрывных форм обтекаемых поверхностей, обеспечивающих 
плавное распределение давлений. Заметим, что появление отрыва 
течения связано, вообще говоря, с немедленной турбулизацией 
пограничного слоя. Во-вторых, применение зеркально гладких 
обтекаемых поверхностей; наличие заметной шероховатости или 
различных выступов на обтекаемой поверхности вызывает преж-" 
девременную турбулизацию пограничного слоя. В-третьих, нерав
номерности и различные возмущения и, в частности, возмущения, 
вызванные различными вибрациями в набегающем потоке, сильно 
способствуют преждевременной потере устойчивости в ламинар
ном слое и его переходу в турбулентный пограничный слой; затя
гивания ламинарного слоя в некоторых случаях можно достигнуть 
с помощью отсоса заторможенных масс жидкости из пограничного 
слоя.

Выше был рассмотрен вопрос об отрыве ламинарного погра
ничного слоя. Возможен такж е отрыв турбулентного погранич
ного слоя; это явление, к ак  и в случае ламинарного слоя, как 
правило, связано такж е с движением жидкости или газа против 
возрастающего давления (возрастание давления по потоку при
водит к торможению потока).



О пограничном ¡¿ .сло е Наличие пограничных слоев, ламинарных 
в газе>я#»* или турбулентных, является  характерной

особенностью не только течения несжимае
мой жидкости, но ‘истечения газа . В газовы х потоках поперек 
пограничного слоя .происходят не только резкие изменения ско 
рости из-за прилипания на стенках, но и резкие изменения тем 
пературы, плотности, а в некоторых случаях  и химического 
состава среды.

При больших температурах торможения и больших статических 
температурах в газовом потоке могут возникать различного рода 
физико-химические процессы, связанные с ионизацией, химиче
скими реакциями, оплавлением и испарением поверхности обте
каемого тела, с диффузией и излучением. В этих случаях особенно 
важное значение имеют свойства теплообмена между телом и обте
кающим потоком газа или жидкости. Все эти явления имеют боль
шое значение в тонких пограничных слоях. Проблемы теплообмена 
и нагревания тел, движущихся в газе с большими скоростями, 
в значительной степени являются проблемами теории пограничного 
слоя.

§ 26. Определение поля скоростей 
по заданным вихрям и источникам

Напомним определение понятий объемной плотности источни
ков е (х\ х\ х3, 0  и вихрей ю (х\ х2, х3, /) для поля скоростей 
Ю==Г)1Э определяемого с помощью своих компонент и' (х1, ха, х3, ¿), 
заданных в соответствующем базисе э 1 к ак  кусочно непрерывные 
дифференцируемые функции пространственных координат х‘ и 
времени I в некоторой области 3)  евклидова пространства. Имеем

в =  сНу ® =  V*»* ^(26 .1)

(26 .2)
э 1 Э2 Э 3

4 - Го! V =  — \г=
2 2 У 8

д д д
дх1 дхг дх3

где £ =  |#{-1, — компоненты метрического тензора. В д екар 
товой системе координат £ =  1 и э,- =  э ‘ . В гл . II детально выяснен 
механический смысл инвариантных характеристик е и о . Д л я  
несжимаемой жидкости в отсутствие источников массы е =  0 , 
при <ифО движение среды вихревое.

Если поле скоростей V известно, то 'с  по- 
Об определении е и ш мощью операций дифференцирования легко 
по заданному векторному вы чи сли хь  е и ю . Инвариантные характе-
ПОЛЮ -ристики 8 и ю можно ввести для любого 
векторного поля, и вся последующая теория может относиться 
к  любому векторному полю, а не только к полю скоростей.



Например, в случае стационарного электромагнитного поля 
из уравнений М аксвелла (см. гл . VI т. I) для вектора магнит
ной напряженности Н  имеем

4тг
rot // =  — 7  и div Я =  — 4 n d iv M , (26.3)

где у —вектор электрического тока, а ск ал яр — 4л div М опреде
ляется вектором намагниченности М; если намагниченность отсут
ствует или имеет место связь M — k^H (&1== const), то

d iv / / = 0 . (26.4)
Д ля вектора электрической напряженности Е стационарного 
электрического поля из уравнений М аксвелла имеем

rot Е =  0 и div Е = 4л (рг— div Р),  (26.5)
где Р —вектор электрической поляризации, а ре— плотность рас
пределения зарядов . Если поляризация отсутствует или если 
Р  =  kJE (k2 =  const), то

(1 + 4n£ s)_ d iv£ = 4n p e. (26.6)
Задача определения век- Ниже рассмотрим обратную задачу об 
ным108°и Г "  П° задан'  определении векторного поля по заданной

дивергенции и ротации искомого вектора. 
Многие теории в механике и физике 

вообще непосредственно связаны с предварительным заданием 
плотности источников и распределения вихрей при постановке 
задачи или эти характеристики поля определяются после разре
шения вспомогательных уравнений. В связи с этим возникает 
важная проблема определения соответствующего векторного поля 
через величины в и (о.

Дальше ради терминологических удобств будем говорить 
о поле скоростей v ,  об объемных источниках 8 и о поле вихрей 
(о для движ ения сплошной среды. Развиваемая ниже теория 
имеет кинематический характер и не связана непосредственно 
со свойствами среды. Динамические и физические свойства среды 
могут существенным образом проявиться при задании функций 
е(х , у ,  z, t) и о  (л:, у ,  г ,  t) в зависимости от координат и, особенно, 
от времени t .  Все полученные ниже формулы и выводы прилага
ются в теориях различных векторных полей.

Прежде всего рассмотрим задачу об определении непрерыв
ного поля скоростей v  в безграничном пространстве, когда во 
всем пространстве задано скалярное поле е и векторное поле о . 
Время t в последующих выводах входит только как внешний 
параметр. По условию примем, что

6 > 0 и со-— О при /?! =  К х Ч - y 2 +  z2—>. 00 , (26.7)
т. е. s и и  исчезают при удалении в бесконечность (х, у,  г —декар
товы координаты точек пространства). Будем для вектора v



искать решение, исчезающее в бесконечности, т . е. удов
летворяющее условию

©—>0 при ->■ оо. (26.8)
Единственность решения Нетрудно доказать, что поставленная за- 
поставлеинои задачи дача может имехь только единственное

решение. В самом деле, предположим, что 
имеются два решения v 1{ x , y , z )  и v 2 (х, у ,  г ) .  П окажем, что 
вектор v = v1~ v2 тождественно равен нулю, если v - * 0  при 
/?t —>оо. Д ля векторного поля v  имеем

divz> =  0 и rot® =  0 . (26.9)
Из второго равенства (26.9) следует, что вектор v  потенциальный 
и, следовательно, существует потенциал <р (х, у ,  z)

v  =  grad ф.
Из равенства div© =  0 следует

Аф =  0 , причем (grad ф ) ^  0 , (26.10)

т. е. функция ф (х, у ,  г ) — регулярная гармоническая функция 
с градиентом, исчезающим в бесконечности. Рассмотрим сферу 
радиуса Rx с центром в начале координат. Как показано в § 12, 
максимальная скорость потенциального потока итзх долж на дости
гаться на границе области, занятой потоком; отсюда следует, что

шах

для внутренности любой сферы достигается на ее поверхности, 
но так  как V—>-0 при —»-сю, то отсюда следует, что всюду

] ^ Ш М ' ¥ ) 2 +  ( ' Й ' ) 2 =  0 или 1§гас1<Р1 =  0 -

т. е. имеет место тождество V =  0 , что и доказы вает единствен
ность решения поставленной задачи.
Постановка задачи об оп- На основании доказанной единственности 
ределении поля скоростей решения разделим основную задач у  на две 
по распределению источ- задачи. Первая задача— определить по- 
ников тенциальное (безвихревое) векторное поле
скоростей при е ф О  и <о = 0 ; вторая — определить поле скоростей 
вихревого движения несжимаемой жидкости при е = 0  и с ч ф О .  
Очевидно, что решение^полной задачи можно представить в виде 
суммы решений первой и второй задач.

Рассмотрим первую задачу. Имеем
г> =  g radФ  и ДФ =  е. (26.11)

Построение решения сводится к  отысканию потенциала Ф (х, у ,  г) ,  
удовлетворяющего уравнению Пуассона с заданной правой частью, 
равной е (х ,  у ,  г).



Д л я  получения решения необходимо принять некоторые 
предположения о свойствах функции е(£, г|, £). Здесь и далее 
через г), £ будем обозначать координаты точек, в которых 
задано распределение источников е, а через х, у ,  г — координаты 
точек, в которых ищется потенциал Ф. Примем, что е(£, 1], £) — 
кусочно гл ад кая  функция, причем, начиная с достаточно боль
шого значения Я =  VI* +  г|2 +  £2 =  ./?0, выполняется неравенство

м < р т .  (26Л2>

где 6  >  О и 0 <  Я. <  1— подходящие постоянные. В частности, 
неравенство (26.12) выполняется, когда е отлично от нуля только 
внутри некоторой конечной области пространства.

Т ак к а к  е имеет смысл объемной плотности 
расхода источников, то естественно искать 
потенциал Ф (х , у, г) в  виде суммы потен
циалов источников, расположенных в 
точках £, т|, £. Положим

^  1 С е *  _  1 Г Г С 8 (£> т1' 0 ^
“  4л )  г ~  4п 3 3  3 ^ (7 = 1 р  +  ( у - Т1)2 +  ( г - а 5

П окаж ем  прежде всего, что в силу условия (26.12) интеграл 
в (26 .13 ), взятый по всему пространству, сходится и определяет

собой функцию Ф (х, у ,  г) ,  стре
мящуюся к нулю при Я, =  
=  У х 2 +  У2 +  22 —*■ оо. Часть ин
теграла (26.13), в которой ин
тегрирование проводится по 
внутренности сферы некоторого 
радиуса /?0 с центром в начале 
координат,

ейх

О сходимости интеграла,
представляющего
решение

(26.13)

£*+г12 + £2< «о
Рис. 93. Схема для расчета величины 

Г = У  ( х - 1 У + ( у - т1) 2+ ( г - £ ) 2.
определяет функцию х, у ,  г, ис
чезающую в бесконечности как 
1/Яг

В случае, когда г ф  0 в бесконечной области, из неравенства 
(26.12) следует, что

г<1%

6* + Л> + £* >
<  к ..2 +Х~ <

&•+»!»+{»> «2
со 2 я  я

<411 «И? 0 (¿0 (¿Ф

ООО соэ у
(26.14)



так  как  в сферических координатах d x =  R 2d R  s in  QdQdq», а  смысл 
величин R1 =  У х 2 +  у 2 -Ь г 2 и у  ясен из рис. 93. Из (26.14) и из 
условия 0 <  к  <  1 очевидно, что объемный интеграл f  ( R J  
при 0 сходится.
Порядок исчезновения по- Функцию f  ( R J  С точностью ДО постоян- 
тенциала и скорости в ной легко определить. Действительно, 
бесконечности имеем

г 'р1 С  ̂( "р” ) s*n ® ^  f
f ( R , ) -  )  f  V , ,  = ' - 3 -  (26.15)

öS « * Ч ж )  V  ( * r )  + i _ 2 ( « t ) cost
Таким образом, при наличии неравенства (26 .12) функция f  (R^ ,  
а следовательно, и потенциал Ф (х, у ,  z) (26 .13) при R1—k x > 
стремятся к нулю по крайней мере как  l/R%.

Эти выводы сохраняют свою силу, если плотность е в неко
торых точках или на некоторых отдельных линиях и поверх
ностях имеет разрывы или принимает интегрируемые бесконечные 
значения. Д ля g r a c ^  можно написать

j® =  g rad®  =  - ¿ - ( 26. 16)

Если в конечной части пространства и в начале координат е 
конечно или интегрируемо и выполняется (26 .12 ), то интеграл 
в (26.16) сходится и скорость V исчезает в бесконечности по 
крайней мере как  l/Ri+1. Если заданные значения е не удов
летворяют условиям интегрируемости или ограничению1) (26.12), 
то интеграл для Ф в (26.13) может терять смысл, и поэтому 
нельзя искать решение задачи в виде (26 .13). В этом случае 
решение рассматриваемой задачи вообще может отсутствовать.

Теперь необходимо еще убедиться в том, 
Потенциал (26.13) удов- qT0 функция Ф, определенная формулой
ассоВнаЯеТ уравнению Пу'  (26.13), имеет вторые частные производные

и удовлетворяет уравнению Пуассона
(26.11). Д ля того чтобы это доказать, для простоты2) предполо
жим, что е(£, т|, £) непрерывна и имеет конечные первые произ
водные дг/д%, де/дг\, де/д£.

Пусть М —рассматриваемая точка с координатами х, у ,  г\ 
обозначим через Т внутренность сферы 2  малого радиуса с цент
ром в точке М,  а через SD' область течения жидкости вне Т. 
Функцию Ф, определенную по формуле (26.13), представим в виде

г) В ньютонианской механике определение потенциала гравитационных 
сил по плотности распределения масс сводится к этой задаче (стр. 298,299, т. I). 
Если принять, что Вселенная бесконечна, а средняя плотность масс постоянна, 
то (26.12) не будет выполняться.

2) При более тонком анализе это предположение можно ослабить.



суммы
Ф = Ф ' -| Ф",

где
г _  ̂ Г ® ¡Т\Н I С & (IТу  =  - ± {  £*Е ф "  = ____ !_  Г

4 я  3 г ' 4л  3 Г 
$•

Очевидно, что в точке М,  внешней к области !£)', функция 
ф" (X, у ,  г )  аналитична. В точке М  при

г =  V ( х - 1 У  ■ ( у —х\у + { г - $ *  ф  о,

так к ак  точки 1], £ принадлежат имеем Д1/г =  0, поэтому
Дф” =  0

и, следовательно,
Д Ф  =  Д Ф \

Рассмотрим теперь частные производные от Ф ' (х, и, г)  в точке 
М (х, у ,  г ) .  Имеем
дФ
дх

Г Т

Здесь принято во внимание, что
д_

дх г д% г '

В этой формуле первый интеграл в области Т — Т'  между 
двумя сферами 2  и 2 ' (рис. 94) можно 
преобразовать по формуле Гаусса— Остро
градского. Получим

±  ]  Я  7
д (  г \ ,ах =

Т - Т '

Рис. 94. Область Т — Т'
(заштрихована).

В силу предположений о функции е (х, у ,  г)  при стягивании 
2 ' к  точке М  получим, что

1 П 8 СОЗ (П, I )  . Л



Поэтому для производной дФ'/дх  верна формула

w  =  _ L  С d o - - L  С 1 1  dx.
дх 4 я  J  г 4 я  ,) г d l

ü г
Теперь можно составлять вторую производную и дифференци
ровать функцию 1 /г под знаком интеграла. Таким путем полу
чим формулу

Г Г д —
<52Ф ' 1 \ / рч д 1 , , 1 \ дЕ г ,

5 Г . s c o s (“ ’ ' ы ) т ж л^
V  Т

Учитывая аналогичные формулы для д2Ф ’ ¡ д у 2 и д 2Ф '/д г2, получим

ДФ' =  — J gr ade- gr adE. n. c- J r dT.  (26.17)
X т

Покажем теперь, что правая часть (26.17) точно равна &(х, у , z). 
Д ля этого применим первую формулу Грина в области Т Т 
к двум функциям

№ n  _1___________________ 1_______________
Т*’ И '  ^ ( ^ - ? ) 2+ (г/ -т1 )2+ ( г - 0 2 

(см. § 12). Получим

f sA ( i ' )  cir-h \ g rad e -g rad b4> dx=  f  г - g^-do ,
T -  T  V 7 7 - r  s i V

где нормаль я  —внешняя к Т — Т ' . Учитывая, что Д(1/г) =  0, 
перейдем к пределу при стягивании сферы 2 ' к точке М.  Будем 
иметь

Г д Т Г er2dQ
lim \е-=—do =  lim  \ -рг~ — 4ле (Ai),

так к ак  д/дп =  — д/дг на сфере 2 ' и d o  = r 2dQ, где Q— телес
ный угол. Отсюда следует, что

1

i
а -  г ,

е 1 | gгad 8 •gгadg, л,  ̂— йх =  4яе (М ).
2 Г

Поэтому равенство (26.17) окончательно дает 
Дф =  ДФ' =  е(л:, у ,  г).

Таким образом, полное решение первой задачи об определении 
поля скоростей в безграничном пространстве по заданному рас
пределению источников е(£, г|, £) при указанных ограничениях, на
ложенных на функцию е(£, ц,  £), представляется формулой (26 .16).



Постановка задачи об оп- Дадим теперь решение второй задачи —
^ Г м Г м о Г ж и Г кГ и Тп1  06 определении поля скоростей «  по за- 
заданному распределению данному распределению вихрей о> в без- 
вихрей ел граничной массе жидкости. Имеем

div© =  0 и rot v  =  2(о. '(26.18)
Вектор вихря в силу своего определения является соленои

да льным вектором, т. е.
div<tt =  0 , так  к ак  d ivrot©  =  0 . (26.19')

К ак и в предыдущей задаче, примем для простоты, что в обла
сти вихревого потока вектор со является кусочно гладкой функ
цией точек пространства. На поверхностях 5  разрыва вектора и 
в соответствии с (26 .19 ') примем, что нормальные составляющие 
со„ на 5  непрерывны. Д алее примем, что при удалении в беско
нечность вектор и обращается в нуль, причем, начиная с неко
торого достаточно большого радиуса # =  К |2 +  т12 +  £2, выпол
няется неравенство

1М (?> л. О К ^ г п г .
где & >  О и 0 <  Л, <  1 — подходящие постоянные.
Векторный потенциал Условие несжимаемости d i v ®  =  0  будет

выполнено, если положить
v  =  rot А, (26.19)

где А— векторный потенциал, зависящий произвольно от коорди
нат точек пространства. Очевидно, что поле скоростей не изме
нится, если вместо вектора А взять вектор Alt отличающийся 
от А на вектор-градиент скалярной функции, т. е. положить

АХ =  А +  grad i|>,
где гр— произвольная скалярная функция.

Таким образом, векторный потенциал в (26.19) для данного 
поля не определяется однозначно. В связи с этим для вектора А 
выставим дополнительное условие

div  .4 =  0. (26.20)
Выполнимость этого | условия можно всегда обеспечить выбором 
скалярной функции \|)(х, у, г).
п  Д ля получения уравнений, определяющих
потенциала6 векторного векторный потенциал А, подставив (26.19)

в (26.18), получим
rot rot А =  2ю. (26.21)

Преобразуем уравнение (26.21). В проекции на ось х имеем 
д / д А у  д Л д Л  д  , д А  д А  ч



Отсюда
1 ( д ^ л . д_А1 , д А Л _  /ЙМ* 5М*
дх \ дх ~  ду  ' дг )   ̂ дх2 +  ду2 ' '  дг2 )  ~  х '

Пользуясь этим, перепишем уравнение (26.21) в виде
grad d iv  А— ДЛ =  2ю. (26.22)

На основании условия (26.20) из (26.22) для векто р а А полу
чим векторное уравнение Пуассона

ЛЛ =  — 2 о>, (26.23)
равносильное трем скалярным уравнениям Пуассона.

Пользуясь решением первой задачи, для вектора А получим 
следующее решение уравнения (26 .23):

А =  2И  " в ’/ 1’ ^  (26 '24)Гоо
Из предыдущих рассуждений следует, что при

Я 1 =  У х 2 +  у 2 +  г 2 ~ ^  оо
имеем

¡ А\ < й  И I го* А I <  ЫТГ •'R i  1 1 ^  RV
Проверим теперь, что вектор А, определенный формулой (26 .24), 

удовлетворяет условию соленоидальности (26.20). Имеем

d iv ^ = i  I  J d iv El4 c ( f ) d T ,
^  оо

так как  d iv g ,^  (£, r), £) =  0. Возьмем шар Т 0, ограниченный 
сферой 2 0 с центром в начале координат и радиусом R 0. Согласно 
определеыда интеграла по всему пространству Т„ можно написать

С d iv-^-dr =  lim f di v — =  lim Г °^do .  (26.25) 
?  r я .-* »  .J r r' °° 'o 20

В равенстве (26.25) при преобразовании объемного интеграла 
в поверхностный по формуле Г аус са—Остроградского необходимо 
выделить в виде границ обе стороны поверхностей внутренних 
разрывов вектора ©, однако поверхностные интегралы по различ
ным сторонам поверхностей внутренних разрывов о> сократятся 
в силу сформулированного выше условия о непрерывности со„ на 
поверхностях разрыва.

При достаточно больших R 0 имеем | ш | <  (k/R2+K), поэтому

lim С ^ '¿ 0  =  0 .



Отсюда следует, что сИу Л =  0, поэтому будет удовлетворено не 
только уравнение (26.23), но и уравнение (26.22), представляю
щее собойтиную запись основных уравнений (26.21) или (26 .1«),

Все выведенные формулы применимы к частному случаю, когда 
вихри заполняют конечную часть пространства ограниченную 
поверхностью 2*. Вне 2* имеем <а =  0, условие непрерывности ©„ 
на 2 * приводит к равенству со„ =  0 на 2 *, поэтому поверхность 2 * 
долж на быть вихревой поверхностью.

Н а основании (26.24) и (26.19) можно написать

г д е  г — радиус-вектор, проведенный от переменной точки инте
грирования с координатами £, 1], £ к рассматриваемой точке
с координатами х, у ,  г .

Полное решение задачи об определении 
Реш ение общей задачи векторного ПОЛЯ В безграничном простран
стве по распределению источников г  и вихрей со представится 
формулами вида

О реш ении рассматривав- Если область В которой заданы 8 и со 
« ой задачи в ограниченной и в которой требуется найти поле скоро- 

области  стей имеет некоторую границу 2 , то
на 2  необходимо дополнительно задать краевые условия.

Краевые условия на 2  могут быть разнообразными. Рассмот
рим важный для гидродинамики частный случай, когда на 2  за
даны нормальные составляющие у п вектора V. Д ля определенно
сти рассмотрим внешнюю задачу, когда область ¿О содержит бес
конечно удаленную точку.

Решение такой задачи можно сконструировать, опираясь на 
решение задачи об определении векторного поля по источникам 
и вихрям  в неограниченном пространстве, после продолжения 
функций е и ю, заданных в области &>, во все пространство. 
Д ля удовлетворения граничных условий на 2  потребуется наити 
в ЗУ добавочное безвихревое потенциальное поле скоростей, для 
которого

или

8 =  0 ,  со =  0 .



Продолжение е и о , заданных в й ), в пространство вне & 
можно осуществлять различными способами. Распределение е вне
3 )  с учетом выполнения различных допущений, связанных с по
строением поля скоростей по источникам, можно зад ать  с боль
шим произволом и, в частности, принять, что 8 =  0  вне Ш). Во 
многих частных случаях при продолжении плотности е во все 
пространство полезно использовать различные соображения, свя 
занные с симметрией области 3 )  п соответствующих граничных 
условий (метод зеркальных изображений и т. п .).

При продолжении вектора со на все пространство через поверх
ность 2  эта поверхность в общем случае может оказаться по
верхностью разрыва вектора со. Д л я  использования формулы (26.28) 
необходимо обеспечить непрерывность со„ на X.

Непрерывные распределения вектора со в области , ограни
ченной 2  и дополнительной к области Ш), можно строить сле
дующим способом. Положим в

Д ля определения функции % (х , у ,  г) при этом получим сле
дующую задачу Неймана в области 3) ' .  Так как

где со„ на 2  известно, так к ак  со в области задано. Если со 
в области S)  задано так, что со„ =  0 на 2 , то на основании (26.30) 
и (26.29) получим % — const, и, следовательно, таки м  образом 
распределение вектора со в можно продолжить в область &>', 
положив со =  0 в S ) ' .

При решении некоторых частных задач при продолжении в &>' 
распределения вектора со, заданного в &), могут оказаться очень 
полезными соображения симметрии.

Обозначим через <ох (х, у ,  г )  вектор скорости, полученный по 
формуле (26.28) после продолжения е и со во все пространство, 
и положим

где V — искомый вектор скорости, соответствующий заданному 
в ЯЬ распределению е и со. Д л я  определения векторного поля V* 
получим следующую задачу Неймана. В области ¿2) имеем

со =  grad х-

divco =  0 , то Лх =  0 . 

На 2  из условия непрерывности со,, получим
(26.29)

(26.30)

г> =  г»х -|- v *,

d i v v *  =  0, rot v* =  0 ,
поэтому

©* =  grad(p и Лф = 0 . (26.31)



На поверхности 2  — границе области ®  — имеем
Эф

'°п ~  д п ~  г*1п’
(26.32)

причем ь п— и1ч — известная функция, так  как по условию у п на 2  
задан а. В бесконечности условия исчезновения ©и г » !  дают

(ёгас! 9 )^ =  0. (26.33)

Таким образом, в общем случае описанным путем после про
должения 8 и со в область вне И) и после использования реше
ния (26 .28 ) для окончательного решения краевой задачи в обла
сти, имеющей границы, потребуется еще решить краевую задачу 
для определения гармонической функции ф(я, у , г).

§ 27. Важные примеры вихревых полей

Рассмотрим некоторые приложения общей теории, развитой 
в предыдущем параграфе.

Предположим, что в неограниченном объеме 
Закон Био — Савара несжимаемой жидкости задана изолиро
ванная зам кнутая бесконечно тонкая вихревая трубка (рис. 95), 
которую в пределе можно рассматривать как замкнутую  вихре
вую нить С. Такую нить можно такж е рассматривать как  ста

ционарный замкнутый 
линейный ток 4 л//с, 
индуцирующий соответ
ствующее магнитное по
ле Н.

Д ля определения 
индуцированного маг
нитного поля Н  или 
соответственно индуци
рованного вихревой 
нитью поля вектора 
скорости V на осно

вании формулы (26.26) можно написать

(27.1)

Рис. 95. Замкнутая тонкая вихревая трубка в 
* безграничном объеме жидкости.

где интеграл распространен на объем вихревой трубки. Вдоль 
тонкой вихревой трубки имеем

(о й% =  о» сЬ с1о =  ¿5  о» ¿ а =  -х- Г (¿в,

где ¿ 5 — элемент линии С, с1а— бесконечно малая площадь нор
мального сечения вихревой трубки, а Г - -циркуляция скорости 
по любому контуру =2”, охватывающему один раз вихревую трубку



(см. рис. 95). Постоянное вдоль трубки значение циркуляции Г 
является основной кинематической характеристикой вихревой 
трубки. Переходя в (27.1) к  пределу при й о —>0 и с о ^ о о  при 
условии конечной циркуляции Г =  2а> йа,  получим

(27.2)
с

Эта формула определяет распределение скоростей от вихревой 
линии или распределение магнитной напряженности от соответ
ствующего линейного тока.

Формулу (27.2) можно написать в виде

v ( x ,  у ,  z) =  ^ d v ,  где d v  (х, у ,  =  . (27.3)
с

Элементарный вектор d v  можно трактовать как  бесконечно малую 
скорость, индуцируемую элементом d s  вихревой линии в рассмат
риваемой точке (см. рис. 95).

Векторное равенство (27.2), или иная его запись в форме (27.3), 
составляет закон Био—Савара. Элементарная скорость d v ,  инду
цируемая элементом вихревой линии d s ,  перпендикулярна к пло
щадке, определяемой векторами d s  и г ,  и равна по величине

(2?>4)

где а —угол между d s  и г  (см. рис. 95).
Очевидно, что поле скоростей от изоли- 

Потенциал скоростей, ин- рованной вихревой нити во всем простран- 
дудируемых вихревои ^  в н е  ^  этой нити_ безвихревое И,

следовательно, потенциальное. Вычислим 
потенциал искоростей, индуцируемых изолированной замкнутой 
вихревой нитью. Так как

Г =  У (X- Ю2 +  (У— П)2 +  ( г - £ )2.
то

р- =  ёгаё^д. п. С) (1 ¡Г) (г =  ЫМ),  

и поэтому по формуле (27.2) имеем

р в Х Е г а  с ! * !  (27 -5)
С \х  С

Применим теперь к контурному интегралу (27.5) формулу Стокса 

\ p d l  +  Qdц +  R d ^

_г_
4л



где 2 — поверхность, н атянутая на контур С, а ,  (3, у —.направ
ляющие косинусы положительной нормали к 2 , направление кото
рой определяется направлением интегрирования по контуру С, 
связанному с направлением вектора вихря ю. Положим Р  =  О,

в безграничной массе жидкости, можно рассматривать как  потен
циал двойного слоя — потенциал распределения диполей постоян
ной интенсивности по поверхности 2 , натянутой на контур вих
ревой нити.

Это предложение в применении к магнитному полю показы
вает, что магнитное поле, индуцированное замкнутым током, 
можно рассматривать как  магнитное поле от системы элементар
ных магнитов постоянной плотности, распределенных по поверх
ности 2 , натянутой на контур тока, т. е. магнитное поле от маг
нитного листка.

Поверхностный интеграл в формуле (27.6) определяется поло
жением точки М  и поверхности 2 ; этот интеграл является гео
метрической характеристикой, он зависит только от координат 
точки М и контура С, так  к ак  поверхность 2  может быть любой 
поверхностью, натянутой на контур С.
Геометрическая интерпре- Выясним детально геометрический смысл 
тация потенциала маг- потенциала ф в формуле (27.6). Возьмем

— \ ; учитывая, что Лд, — — 0 , получим

Г Г' I <Э2 1 \ 
1)х 4л  3 | “  [  г  )

V

Так к ак

то можно написать

или окончательно

V =  grad ф, где (27.6)

Теорема Ампера

2
Следовательно, потенциал поля скоростей, 
индуцированных замкнутой вихревой нитью

нитного листка элемент ¿аповерхности 2  (рис. 96, а). Имеем

<5 1 л ~------ ¿/сг =ОЯдг Г _ „

где й а 1 — проекция ё о  на плоскость, перпендикулярную к радиу



су-вектору г ,  а ¿¿й—телесный угол, под которым элемент с1о 
виден из точки М.  Величина с1& >  0, если у  <  90° (у — угол 
между п  и МЛГ), и ¿ 0  < 0, когда у >  90°. На основании (2 7 .7 ) 
получим

где Я — полный телесный угол, под которым видна ориентирован
ная поверхность 2  [и з’[рассматриваемой точки М  (рис. 96, б).

Рис. 96. а) Геометрический смысл элемента подынтегрального выражения 
в формуле (27.6), величины — - ¿о. б). Для точки М 1 имеем > 0 , 

для точки М 2 имеем й 2 < 0.

Для точки М 1 имеем у < 9 0 ° , поэтому Я1 >  0, для точки М. л 
у >  90° и поэтому й 2 <  0.

Согласно формуле Био—Савара поле скоростей непрерывно 
во всем пространстве, за исключением контура вихревой нити С. 
Из формулы (27.6) следует, что в бесконечности потенциал ф (х, у ,  г )  
исчезает как  I//?2, где Р =  V х2 +  у 2 -+- г 2, а величина скорости 
исчезает в бесконечности как 1Щ3.
На магнитном листке по- потенциал СР- определенный формулой 
тенциал ф и телесный (^' -6), является регулярной гармонической 
угол О терпят разрыв функцией во всем пространстве, за исклю 

чением поверхности 2 , ограниченной кон 
туром С. Циркуляция скорости V по контурам «5*, охватывающим 
вихревую линию, одинакова и равна Г . Из формулы

 ̂  ̂^Ф =  Ф2— ф1 =  Г,
Зе х

где Фг и ф! — значения потенциала на разных сторонах поверх
ности 2 , следует, что поверхность 2  является поверхностью р а з 
рыва потенциала ф (см. рис. 96, б) .  Таким образом, поверхность 2  
является поверхностью разрыва для потенциала ф и для угла^Й ,



причем скачок этих величин на поверхности 2  постоянен. Имеем 

ф2— ф1= Г = со п э1  и Д£2 =  [£2]=4я (27.8)

в случае изолированной вихревой нити.
Скачок ф постоянен вдоль 2  и поэтому поле скоростей вдоль 2  

непрерывно. В рассматриваемом примере в качестве поверхности 2  
можно взять любую поверхность, натянутую на контур нити С. 
При конечном Г только контур нити С является особой линией 
поля скоростей, при приближении к точкам контура С интеграл
(27.2) расходится, скорость V стремится при этом к бесконечности. 
В пространстве, разрезанном по поверхности 2 ,  потенциал ф 
однозначная регулярная гармоническая функция. В двусвязном 
пространстве вне особого контура С потенциал ф является неодно
значной периодической регулярной гармонической функцией. При 
обходе по контурам вида 3  потенциал получает приращение,
равное циркуляции Г.

Из общей формулы (27.1) ясно, что поле 
Потенциал системы вих- скоростей, индуцируемое системой конеч- 
ревых нитеи ного или бесконечного числа вихревых ни
тей, и соответствующий потенциал можно определить с помощью 
сумм вида

при условии, что эти суммы сходятся.
Рассмотрим теперь конечную поверхность 2 * ,  ограниченную 

контуром С,'[на которой непрерывно распределено семейство замк
нутых вихревых нитей с непре
рывно изменяющейся от нити к 
нити интенсивностью (рис. 97). 
Обозначим через интен
сивность элементарной вихревой 
трубки Ск. Потенциал скоро
стей от такого семейства вихре
вых нитей представится инте
гралом

ч— - ¿ Л М  к т * * -

(27.9)

В этом случае потенциал ф на 
каждой из сторон поверхности 2  * 

конечен и непрерывен, но терпит разрыв при пересечении 2 * по 
нормали. В точках любой промежуточной вихревой линии Сй

руют поле скоросге .1 с разрывом ка 
сательной скорости вдоль 2*.



будем иметь

Фа

К
- ф1 =  1^ =  5 d r* . (27 .10 )

Вихревая поверхность— Так как вдоль Ск циркуляция Гй =  const,
поверхность разрыва ка- то при дифференцировании (2 7 .1 0 )  вдоль C fe 
сательных скоростей r  r  г  4 ' пг получим

<Эфг_аф1 __ =  о
ds ds 2S ls ’

т. e. касательные составляющие поля скоростей на вихревой ли 
нии Ск непрерывны. В направлении нормали п 1 к Ск, располо
женной в плоскости, касательной к  поверхности 2* (см. рис. 9 7 ), 
имеем х

т. е. касательная к 2 * в направлении пг составляющая скорости 
терпит на 2* разрыв, который фэрмулой (27.11) связан с распре
делением циркуляции, взятой по замкнуты м  контурам типа J ? k 
(см. рис. 97), пересекающим поверхность 2*. В общем случае, если  
<ЭГ/dttj непрерывна на 2*, нормальные составляющие скорости к  2* 
во внутренних точках 2 * такж е непрерывны.

Следовательно, вихревая поверхность 2* является в этом с л у 
чае поверхностью разрыва только касательных составляющих 
скорости жидкости. В общем случае при подходе к точкам ко н 
тура С, ограничивающего 2*, скорость жидкости может обратиться 
в бесконечность.

Если Г (N) задана как функция точек N на 2*, то линии 
Г (ДО =  const на 2 * соответствуют вихревым нитям. Вектор р а з 
рыва касательной скорости на 2 * определится формулой

gradv .ср2— grads * срх =  г»*2— и*! =  g rad 2* Г (N). (27 .12 )

Здесь через g r a d ^ ^  обозначен вектор, в который проектируется 
вектор g ra d 9  на плоскость, касательную  к  2*. Вектор разры ва 
касательной скорости на 2 * направлен по нормали к вихревым 
линиям на 2 *.

Из формулы (27.12) следует, что если движение жидкости 
везде вне 2 * потенциально, то вектор разрыва касательной ско 
рости на поверхности [2* должен обладать потенциалом Г  (N ) .

Рассмотрим у д а р — шлепок по некоторой
Шлепок по свободной плоской i  площадке 2 *  на свободной гори- 
поверхности ВОДЫ ит изонтальнои|плоскости ху, ограничивающей 
нижнее полупространство г  <  0 , занятое покоящейся несж им ае
мой жидкостью (рис. 98).

10 Л. И. Седов, т. II



Д ля определения потенциала скоростей возмущенного движе
ния в момент времени, следующий непосредственно после удара , 
в  нижнем полупространстве имеем задачу Дирихле. На плоскости 
ху  вне 2 * импульс давления равен нулю и поэтому

р , = — рф=0. (27.13)

На площадке 2 *  импульс давления известен, поэтому
р 4= —РФ^М), (27.14)

где фг (АО — известная функция на 2 * .  Учитывая условие отсут
ствия возмущений в бесконечности и продолжив аналитически

гармоническую функцию ф 
в верхнее полупространст
во с помощью соотношения 
(см. § 12)
Ф(*, у ,  г ) = —ф(лг, у ,  —г), 

(27.15)

Рис. 98. По площадке 2* в момент / =  0 получим движение беско- 
действуют импульсы давления (шлепок). нечной массы ЖИДКОСТИ С

поверхностью разрыва по
тенциала скоростей вдоль площадки 2 * .  Обозначая через ф2 
значение потенциала ф при подходе к 2 * сверху, имеем ф2= —Ф1 
или по (27.10) и (27.15)

ф2— ф != —  2ф1=Г=^0.

Площадку 2 *  можно рассматривать к ак  поверхность разрыва 
касательных компонент скорости ду/дх и дер/ду, нормальные со
ставляющие скорости дф/дг согласно (27.15) при г= 0  одинаковы.

Таким образом, потенциальное движение несжимаемой жид
кости в нижнем полупространстве или продолженное движение 
во всем пространстве можно рассматривать как  индуцированное 
системой вихрей, распределенных по площадке 2 * .  Распределе
ние этих вихрей связано с распределением импульса давлений, 
который может быть задан непосредственно или определен в ре
зультате решения задачи Неймана, если задача об ударе (шлепке) 
на 2 * ставится т ак , что на 2 * известны нормальные скорости 
д<р/дг (см. § 12).

По заданным значениям потенциала ф! на 2 *  поле скоростей 
возмущенного движения жидкости можно определить с помощью 
формулы Био — С авара. Математическую задачу об отыскании 
распределения циркуляции Т (Ы)=2(р1^ )  можно формулировать, 
опираясь на формулу (27.9).

Рассмотренную выше задачу о шлепке 
Глиссирование как после- можно усложнить и рассмотреть непрерыв- 
довательность шлепков ну ю последовательносхь шлепков, переме
щающихся с течением времени по свободной границе жидкости. 
Таким путем можно строить решение задачи о взаимодействии



воды с днищем глиссирующего (скользящего с большой скоростью 
по поверхности воды) катера.

При рассмотрении линеаризированной задачи о глиссирова
нии, когда граничные условия формулируются на невозмущен
ном уровне горизонтальной плоскости и когда усло ви е*) <р= 0  
вне шлепков на плоскости ху  сохраняется, движение жидкости 
можно продолжить в верхнее полупространство. После этого

Рис. 99. Схема вихревых линий при глиссировании по свободной поверхности 
воды или при движении крыла конечного размаха в бесконечной массе жидкости.

получается движение во всем пространстве с поверхностью разрыва 
потенциала на плоскости ху.  Эта поверхность разрыва совпадает 
со следом передвигающихся по плоскости ху  шлепков и соответ
ствует системе вихревых линий, общий вид которых указан  на 
рис. 99. Если движение продолжалось от —оо, то след за  по
верхностью, глиссирующей с конечной скоростью, простирается 
назад до бесконечности.

Аналогичная вихревая схема вводится так -
крылРаеВко^ечнТоа разм аха же для схематизации действительного дви 

жения среды в случае движения в ней 
крыла конечного размаха. Задачи определения возмущенного д ви 
жения жидкости в нижнем полупространстве при глиссировании 
и возмущенного движения бесконечной массы жидкости, вы зван 
ного движением соответственно выбранного крыла конечного р а з 
маха, в приближенной постановке одинаковы. При наличии у  кры ла 
подъемной силы, направленной вверх, главн ая масса жидкости 
отбрасывается вниз. Направление движения среды на рис. 99 
показано стрелками.

Основная трудность решения задачи состоит в определении 
вихревой системы на плоскости ху.  Очевидно, что определение 
этой вихревой системы сводится к установлению распределения

1) Если пренебречь весомостью и квадратом малой скорости абсолютного 
движения жидкости V2, то условие о постоянстве атмосферного давления р0 на 
свободной поверхности на основании интеграла Коши — Лагранжа

дт ри2

дает Зф/д/=0 или ф= со г^ . В тех местах плоскости ху,  через которые шлепки не 
проходили, имеем <р=0.
10*



циркуляции по контурам типа пересекающим поверхность
разрыва 2 *  (рис. 97).

Заш трихованная на рис. 99 область соответствует подвижной 
площади крыла или глиссирующего днища; на этой площади про
исходит силовое взаимодействие между крылом или днищем и 
жидкостью, и вырабатываются разрывные значения и ф2. В ос
тальной части поверхности разрыва — в свободной «вихревой 
пелене» — «удары » уж е не происходят, и разрыв ф !=—ф2 сохра
няется постоянным. Таким образом, в рассматриваемой схеме 
имеем возмущенное движение идеальной несжимаемой жидкости 
с поверхностью разрыва касательной скорости — вихревой пеле
ной, образующейся за  движущимся крылом.

Согласно теореме Томсона в идеальной не- 
Теорема Томсона и обра- сжимаемой в начале покоившейся жидкости 
зование вихревои пелены при ВИХр И не МОгут  возникнуть, но
возникновение поверхности разрыва касательной составляющей 
скорости, стекающей с задней острой кромки поверхности крыла 
внутрь жидкости, вполне возможно и этот динамический эффект 
хорошо отвечает действительности. Такую  поверхность разрыва 
в жидкости можно рассматривать как  вихревую поверхность, 
и в этом смысле без противоречия с теоремой Томсона можно 
говорить о появлении вихревых движений в идеальной жидкости. 
Этот вопрос был уж е  отчасти обсужден в § 7 гл. VI т. I.

Приводимое иногда объяснение появления вихревой пелены 
за хорошо обтекаемым крылом за счет вязкости жидкости, во
обще говоря, неверно. В задаче о крыле влияние вязкости прояв
ляется в превращении вихревой поверхности разрыва касательных 
скоростей в тонкий пограничный слой непрерывного изменения 
скорости. Этот слой тянется за крылом назад и на далеких рас
стояниях от кры ла сильно деформируется и размывается в общей 
массе жидкости. Однако эти эффекты не оказывают существенного 
влияния на возмущенное движение жидкости вблизи крыла. Этим 
объясняется, что расчет движения жидкости вблизи крыла в рам
ках теории идеальной жидкости дает правильную картину рас
пределения давлений. С помощью найденного таким образом рас
пределения давлений можно правильно вычислить подъемную 
силу крыла и правильно найти долю индуктивного сопротивления, 
обусловленного распределением давления.

Подчеркнем, что в этой схеме в рамках теории идеальной жид
кости в установившемся движении в бесконечности сзади крыла в 
плоскостях, параллельных плоскости у г ,  остается возмущенное 
движение жидкости (нет выравнивания давлений и скоростей), 
за счет нарастания энергии этого возмущенного движения полу
чается индуктивное сопротивление в идеальной жидкости.

Полное сопротивление можно получить как  сумму индуктив
ного сопротивления и сопротивления трения, определенного 
с помощью теории пограничного слоя.



Таковы общие качественные основы схематизации общей кар 
тины движения жидкости при постановке задачи о движении крыла 
конечного размаха в несжимаемой идеальной жидкости. С помощью 
закона Био — Савара в линеаризированной теории крыла и во 
многих других случаях задачу об определении возмущенного 
движения жидкости можно сводить к задаче об отыскании системы 
вихрей, индуцирующих искомое поле скоростей.

Фактический расчет полного поля скоро- 
Поле и потенциал скоро- стед п0 ф0рМу Ле Био — С авара (27.2) при- 
стеи прямолинейной вих- г j г \ > г
ревой нити водит, вообще говоря, к  громоздким фор

мулам. Д аж е в том случае, когда вихревая 
нить С является просто окружностью, получающиеся в резуль
тате интегрирования формулы довольно сложны. Все результаты 
сильно упрощаются в пределе, когда радиус вихревой нити — 
окружности стремится к беско
нечности и окружность переходит 
в прямую линию.

Пусть вихревая нить совпада
ет с осью 2 системы декартовых 
координат х, у ,  z (рис. 100).
Рассчитаем поле скоростей с по
мощью формулы 

+ 00

Г С Ь х г  ,•о =  \ —^r-dz,4я J  г л
— СО

где к —единичный вектор, на
правленный вдоль оси 2 и совпа
дающий с направлением вектора 
вихря в точках оси 2 .

Рассмотрим точку М {х, у) 
в плоскости ху.  Очевидно, что 
вектор скорости М лежит в плоскости ху  и перпендикулярен 
к радиусу-вектору р точки М  в плоскости ху.

Д ля величины скорости имеем
+ ю

_ Г Г“ sin a  dz
V 4 я  J  р2+ 22 ’

— оо
где а  — угол между к  и радиусом-вектором г ,  направленным от 
оси 2 в точку М.  Этот интеграл легко вычислить. Имеем

f  =  - c t g « ,  ^  =  p ¿ ,  P2 +  z2 =  ^ r -
поэтому

Jt
г г .  , г

Рис. 100. К расчету поля скоро
стей, индуцируемого прямолиней
ной вихревой нитью, расположен

ной по оси г.



Отсюда следует, что в плоскости ху,  а следовательно, и в лю
бой точке вне оси г

v = ____L a ,  » = , _ £ _ * _  (27.17)
Vx 2яр р ’ У 2яр р v 7

Соответствующее поле скоростей плоскопараллельно, движение 
жидкости симметрично относительно оси z и одинаково во всех 
плоскостях, параллельных плоскости ху.

Из формул (27.17) следует, что

t> =  grac%>, ф =  у ^  arctg const ==-^-0 + const, (27.18)

где 0 — полярный угол в плоскости ху.  Потенциал скоростей 
представляет собой неоднозначную гармоническую функцию. В пло
скости ху  начало координат х = у = 0 является особой точкой для 
потенциала ф (27.18) и для вектора скорости жидкости (27.17).

Обозначим через г|) (х, у )  функцию тока — гармоническую функ
цию, сопряженную с потенциалом ф. Уравнения Коши — Римана

дт|) дф Г* Т1 Згр _ Зф _ Гу
дх ду 2яр2 И ду дх 2яр2

дают
v|j =  — -^-In p +  const. (27.19)

Соответствующ ая характеристическая функция течения имеет вид 

w (г) =  ф -j- (In р + 1‘0) +  const =  In г +  const. (27.20)

Очевидно, что если прямолинейная вихревая нить получается 
как предел бесконечно тонкой вихревой трубки, для которой век
тор вихря ю направлен против оси z, то  формула (27.20) остается 
справедливой с учетом того, что циркуляция Г в этом случае 
имеет отрицательное значение. Если прямолинейная вихревая 
нить параллельна оси г, но не совпадает с осью г, то для харак
теристической функции w  (г) в этом случае имеет место формула

р
w  =  -2^7- In (2 — z0) - f  const,

где г 0 =  х0 +  1у0— комплексная координата точки в плоскости ху, 
через которую проходит прямолинейная вихревая нить.
Поле И потенциал скоро- Д л я  конечной или бесконечной системы 
стей системы прямолиней- прямолинейных вихрей (вихревых шнуров), 
ных вихревых линий параллельных оси г,  проходящих в пло
скости ху  через точки г ок, будем иметь

» - £ Ь э т И г - г . , ) + # 1 п С ; | ,  ( 2 7 .2 1 ,

k



где Ск — постоянные, которые можно выбирать дополнительно 
для обеспечения сходимости бесконечной суммы (27.21).

Поле скоростей можно вычислить, взяв производную дт !й г=  
= и  — II», называемую функцией скорости. Н а основании (27.21) 
имеем

(27.22)
к

Д ля определения скорости частицы в точке расположения 
вихря 20, необходимо, по определению, воспользоваться суммой 
(27.22), в которой опущен один член, отвечающий точке г,,,,

Гд 1 
2т г —г0!

Поле и потенциал скоро- В частности, для периодической цепочки 
стеи «дорожки» вихреи точечных вихрей с одинаковыми циркуля
циями Г& =  Г, расположенных в плоскости х у  вдоль прямой 
с периодом I (I может быть комплексным), имеем г 0& =  г а -\-Ы 
(— о о < & <  +  оо). Р яд (27.22) при объединении членов с г ок и 
гое—*) легко суммируется и получается, что

(27'23)
откуда

т ~  "5лГ 5*п Т  — 2о) +  сопз1:. (27.24)

Формула (27.24) следует из (27.23) в результате простого интегри
рования, эту формулу можно вывести непосредственно из (27.21) 
при подходящем определении Сд. При Ск— 1 р яд  для ни в (27.21) 
расходится.

Пользуясь формулами вида (27.23), путем суммирования можно 
строить поле скоростей от нескольких периодических «дорожек» 
вихрей, расположенных вдоль одной и той ж е прямой или вдоль 
различных прямых.

В предыдущих выводах рассматривалось поле скоростей, 
индуцируемое заданной системой вихрей.

Если область, занятая движущейся жидкостью, имеет гра
ницы, то при построении поля скоростей, индуцируемого вих
рями, необходимо опереться на соображения, развитые в конце 
предтдущего параграфа. Во многих интересных случаях  можно 
удовлетворить граничным условиям на плоских участках гра
ницы или на границе, составленной из частей окружности, с по
мощью метода зеркальных отображений. Аналитическое про
должение потоков сквозь границы может приводить ^необходи
мости рассмотрения поля скоростей в многолистном' римановом 
пространстве - это относится не только к плоским, но и к про
странственным задачам.



Поле скоростей непрерыв
ного распределения пря
молинейных вихрей

Рассмотрим плоскопараллельное движение, 
когда система точечных вихрей распреде
лена непрерывно вдоль отрезка некоторой 
кривой 5  в  плоскости ху.  Имеем

с1ш ___ 1_Г
й г 2ш J

¿ г  (5) 
г0 (э) 2л I г —г0 (27.25)

где 0 — аргум ент элемента йг0 кривой 5 . г ::
Д ля функции скорости <1хю1йг получился интеграл типа Коши. 

Согласно (27.25) функция &ио1йг регулярна во всей плоскости, 
разрезанной вдоль . 5 . Криволинейный отрезок 5  (след вихревой 
поверхности на плоскости ху) является линией разрыва касатель
ных скоростей.

Если при плоскопараллельном движении вихри расположены 
непрерывно по некоторой площади 2 , то для функции скорости 
и — ш можно написать

<27-26)2

где у  (М) 'йа — с£Г — циркуляция элементарного прямолинейного 
вихря, соответствующего бесконечно малой площадке йа.  Согласно 
равенству с1Т =  2в>йа получим, что у ( М)  =  2со(/И).

Если на площадке 2  величина ю постоянна, то для поля ско
ростей получим формулу

— . - » + £ - » > • (27-27)2 2

Легко видеть, что интеграл в правой части (27.27) сходится не 
только для точек г  вне площади 2 , но и для точек г,  лежащих 
внутри 2 , для которых при г = г 0 подынтегральное выражение 
обращается в бесконечность.

Если 2 — площадь круга радиуса а с цент- 
Поле скоростей круглого ром в начале координат, то интеграл (27.27) 
ренности>СТОЯННОИ 3аВИХ‘ легко вычислить. В полярных координа

тах имеем

а  2л

< - " = 1Й г ] ’ .[
Ро ¿Ро  ¿Од

о о

Вдоль окружности 9?  (р0) с постоянным радиусом р0 имеем



¿ 0О=  (¿ г 0//г0), поэтому

ЛГ(Ро)

V
2яг

ЛЧРо)

Если точка г =  ре№ находится вне круга радиуса а, то внут
ренний интеграл равен 2ш‘, поэтому во внешних к вихрю точках 
имеем

у я а 2
и  —  IV =  „ . • =  2 т  г

Г 1 ______Г_
2я 1 г 2яр

-го (27.29)

В области, внешней к цилиндрическому вихрю, поле скоростей 
такое же, как от точечного вихря, расположенного в центре ци
линдрического вихря и имеющего ту же, что и цилиндрический 
вихрь, циркуляцию.

Д ля внутренних точек имеем, что при р0 <  р внутренний ин
теграл по Ж (р0) по-прежнему равен 2ш\ при р0 >  р внутренний

интеграл точно равен нулю, поэтому верхний предел а  во внеш
нем интеграле следует заменить на р. По формуле (27.28) найдем

и — IV- 2я»г
: — сор1-е- ‘е. (27.30)

Следовательно, внутри цилиндрического вихря с плотностью 
интенсивности у =  2ю распределение скоростей получается таким 
ж е, как  при вращении жидкости как  твердого тела вокруг оси г  
с угловой скоростью ш. Направлениех) скорости в обоих случаях 
определяется множителем — /е-ге, указывающим, что вектор ско
рости направлен перпендикулярно к  радиусу-вектору р, при Г >  0 
в сторону возрастания угл а 0. Д ля модуля скорости вне вихря

1) Д ля определенности принимаем, что <в>0.



внутри вихря

имеем

1г>1 =  ’2 я р ’ Г  =  2(озха2, (27 .31)

М - “ р = 1 Я ? -  <2 7 - 3 2 >

Это распределение скоростей построено на рис. 101. На границе 
вихря скорость непрерывна. Очевидно, что поле скоростей на 
далеких расстояниях от точечного вихря можно трактовать как  
поле скоростей от круглого вихря конечной интенсивности малого 
радиуса, и наоборот.

§  28. Динамическая теория цилиндрических вихрей

В предыдущем параграфе были рассмотрены кинематические
вопросы связи  поля скоростей и поля вихрей. Теперь рассмотрим
динамические свойства вихревых движений, связанные с влиянием
вихрей на поле давлений и с законами движения и трансформации
вихревого поля с течением времени в потоке жидкости.

Рассмотрим установившееся движение
Распределение давлении идеальной несжимаемой жидкости от круг- 
в случае круглого вихря
конечного радиуса лого цилиндрического вихря, кинематиче

ское поле скоростей которого определено 
в предыдущем параграфе. В этом движении все частицы движутся 
по концентрическим окружностям с постоянной скоростью, зави
сящей от радиуса, и, следовательно, имеют только центростре
мительное ускорение, равное по величине &2/г. Уравнения Эйлера 
в проекции на направление радиуса дают

о2 др
Р аг — Р — — — "57 .

где р — плотность жидкости. Полагая давление в бесконечности 
равным р п, получим

Р ~ Р о = [ £т й г .  (28.1)О '

Отсюда следует, что давление уменьшается монотонно при дви
жении из бесконечности к центру вихря. (В (28.1) и следующих 
формулах радиус-вектор в плоскости движения ху  обозначаем 
буквой г ,  а не р, как  это было в предыдущем параграфе.)

В области, внешней к вихрю, т. е. при г  >  а, из (28.1) и
(27.31) при постоянной плотности р получим

рсо2а 4 /ОЙ 9Л



Внутри вихря, т. е. при г  <  а,  из (28.1), (27 .31 ) и (27.32) по
лучим

р  = р 0— рю2аа+  • (28-3)

Минимальное давление получается в центре вихря
Р тт= Р о—рю2а2. (28.4)

На рис. 102 приведен график распределения давления по радиусу. 
Соответствующие разрежения пропорциональны квадрату со или

Рис. 102. Распределение давлений при движении жидкости от круглого вихря
конечного радиуса.

квадрату суммарной циркуляции вихря Г=2сопаа. Случай, когда 
жидкость неоднородна и плотность зависит от г, т а к ж е  легко опи
сывается.

Д ля интенсивных вихрей характерно появление больших раз
режений вблизи центра вихря. Эффекты разрежения в центре вих
рей часто наблюдаются при различных течениях жидкости. По
явлением разрежений в вихревых движениях можно объяснить, 
например, образование углублений воронкообразной формы на 
свободной поверхности при вращательном движении жидкости.

Характерным примером вихревых движений являю тся смерчи. 
Смерчи можно наблюдать на суше и на море. Под влиянием раз
режений в центре смерчей возникают течения, засасывающие 
пыль, воду и другие различные предметы. Известны случаи, когда 
проходящий смерч в узкой области срывал листья с деревьев, 
засасывал воду вместе с мелкими рыбами и лягуш кам и  и даже 
клады из древних монет, и затем все эти сущ ества и предметы па
дали обратно на землю в виде своеобразного дож дя .

Вихри образуются за крылом, за водяными и воздушными 
винтами. В этих и во многих других случаях т ак ж е  проявляются 
эффекты, связанные с сильным разрежением в области завихрен
ного потока.

В идеальной однородной несжимаемой жидкости при потен
циальных массовых силах согласно теореме Томсона вихри не



могут распространяться по частицам. Вихри д виж ут ся  вместе  с  
частицами,  вихревые линии являю тся жидкими линиями.

Если в плоскопараллельном движении задана система точеч
ных вихрей, то для определения неустановившегося поля скоро
стей достаточно знать движение каждого вихря. По теореме Том
сона циркуляц ия каждого вихря сохраняется постоянной, Г й=  
= const. В безграничной массе жидкости для определения закона 
движения вихрей, т. е. координат zQh, будем иметь следующую 
систему обыкновенных дифференциальных уравнений:

dx0s_: dyos _dzos __ _  ̂  ̂ ' Гfe mo г\
dt dt ' dt ~ 2ni [Zos— Zok ’ \ ■ I

где означает суммирование no всем индексам, за
исключением члена k =  s.
Интегралы уравнений Система уравнений (28.5) допускает заме- 
движения системы точеч- чательные интегралы. Умножая (28.5) на Г* 
ных вихрей и суммируя по s, получим

у  ‘ у  у ' о ,
d t  2 jzi

s s k

так к ак  в правой части все члены попарно сокращаются. Следо
вательно,

2 r szos =  const. (28.6)
S

Таким образом, если Г 5 Ф  0, то «центр тяжести» системы то-
5

чечных вихрей остается неподвижным.
Д ругой первый интеграл получим, если умножим (28.5) на 

I V 0S и просуммируем по s. Получим

у  Г  ?  d z ° s  1 у  r fer ^ z ot ________ 1 у ч  y v  r fer jZ ofe
s os dt 2 л i 2 - l Zu  z0 s — zok 2 л i zos— zok

s s k s k

Отсюда сл едует , что

X r A - J| !~ 4 S r £ E ' IV ' -  (28-7)
s s k

Так к ак  п равая часть этого равенства чисто мнимая, то

S

Отсюда выводим, что

S  Г szos^os — const. (28.8)



— ¿ Х Г Г *Г ‘ (28 .9)
Кроме того, из (28.7) следует, что

V 4 Г  (  I I  __ V- ^ У о з _ \
2 -  м 05 <и )$ 5 к

Соотношение (28.8) можно рассматривать как  уравнение постоян
ства «момента инерции» системы вихрей, а (2 8 .9 )— к ак  уравнение 
постоянства «момента количества» движения.

Уравнения (28.5) можно переписать в виде
dx„ dt/o.
dt dyas dt dx„

(28.10)

где
c ok

Если ввести функцию H с помощью равенства 

Н = ----2л" Z°s
s k

то уравнения движения (28.10) системы вихрей можно записать 
в форме

г  d£0j___ г  =  д а  1 1 )
Г * dt — 2 dy0s s dt 2 dx0s '

Непосредственной проверкой легко получить, что система (28.11) 
допускает интеграл

Н =  const, (28.12)
который можно использовать к ак  интеграл постоянства 
«энергии» системы вихрей.

Рассмотрим простейшие примеры движе- 
Примеры движения вих- ния дву Х точечных вихрей. 
реи Возьмем два вихря с циркуляциями
Г\ >  0 и Г 2 >  0. Легко видеть, 
что каждый из вихрей будет дви
гаться по окружности с центром 
О, совпадающим с неподвижным 
«центром тяжести» этих вихрей 
(рис. 103).

Д ва вихря с противоположны
ми по знаку, но равными по мо
дулю циркуляциями движутся по
ступательно вдоль прямой, пер
пендикулярной к отрезку, соеди
няющему центры этих вихрей 
(рис. 104). Д ва вихря с противо
положными по знаку и равными
по величине циркуляциями, дви- ковдентри?ес^ВГ о к р у Х о с т я 1  " с  
жущиеся поступательно, можно центром в «центре тяжести» систе- 
остановить, если наложить на те- мы вихрей.



чение от этих двух вихрей поступательный поток со скоростью, 
противоположной скорости движения вихрей.

Задача об определении движения вихрей осложняется, если 
область движения жидкости ограничена, например, твердыми

Рис. 104. Вихри с противоположными по 
знаку и равными по величине циркуля

циями движ утся поступательно.

стенками или свободными поверхностями. В этом случае за счет 
влияния границ справа в (28.5) появляются добавочные члены.
присоединенные вихри Предыдущая теория движения вихрей раз

вита для свободных  вихреи. Скорость дви
ж ения свободных вихрей относительно жидкости равна нулю.

При решении кинематических задач с помощью замены крыльев 
или други х  обтекаемых жидкостью тел системами вихрей, обеспе
чивающих требуемые условия обтекания на поверхности тел, мы 
приходим к  рассмотрению несвободных вихревых систем — вих
рей, связанны х с обтекаемым телом, названных Н. Е. Жуковским 
присоединенными вихрями. В теории Н. Е. Жуковского присое
диненные вихри двигаются вместе с обтекаемым телом заданным 
образом, их скорость не равна скорости потока, мысленно по
строенного путем аналитического продолжения внутрь тела воз
мущенного движения жидкости вне тела.

Н. Е. Ж уковский рассматривал установившиеся плоскопарал
лельные обтекания цилиндрического крыла бесконечного|размаха 
поступательным набегающим потоком с постоянной скоростью. 
В плоской задаче о потенциальном обтекании несжимаемой жид
костью цилиндрического крыла можно найти в двусвязной области 
потенциального потока решение с циркуляцией, отличной от нуля 
по контуру, охватывающему крыло. Соответствующий потенциал 
оказы вается многозначным. При непрерывном продолжении рас
сматриваемого обтекания на всю плоскость в соответствии с тео
ремой Стокса внутри крыла получается вихревое течение.

Д л я  установившегося потенциального обтекания цилиндриче
ского кры ла с циркуляцией, отличной от нуля, Н. Е. Жуковский 
установил наличие подъемной силы, действующей на профиль 
кры ла (см. § 8). Д ля подъемной силы, действующей на единицу



ширины профиля в поперечном направлении, Н. Е. Ж уковский 
получил следующую формулу:

Л =  ро.Г , (28-13)

где О— плотность жидкости, о . — скорость набегающего потока 
и Г — циркуляция по контуру, охватывающему профиль крыла. 
Сила А перпендикулярна вектору и получается поворотом век
тора V„ на прямой угол против направления циркуляции вокруг
профиля крыла (см. § 8 ).

Эта формула позволила понять, в рамках теории обтекания 
крыльев идеальной жидкостью, механическую природу подъемной 
силы. Теорема Н. Е. Ж уковского особенно существенна в связи 
с тем, что при непрерывном установившемся обтекании тел идеаль
ной жидкостью с однозначным  потенциалом скорости имеет место 
парадокс Даламбера, согласно которому полная сила, действую
щая со стороны жидкости на тело, равна нулю. Открытие наличия 
подъемной силы, возникающей за счет циркуляции, обусловли
вающей неоднозначность потенциала скорости, имело большое
принципиальное значение.

Теорему Н. Е. Ж уковского (28.13) можно обобщить и распро
странить на любые неустановившиеся движения точечных при
соединенных вихрей (в пространстве прямолинейных присоединен
ных вихревых нитей), движение которых задано.

С помощью уравнения количества движения, примененного 
к бесконечно малому объему жидкости, вектор вихря скорости 
жидкости внутри которого отличен от нуля, вы ясняется, что если 
мы имеем дело не со свободным вихрем, т. е. если скорость и  этого 
объема не равна скорости частицы жидкости, принадлежащей 
вихревой линии, то на эту частицу должна действовать концентри
рованная внешняя сила. Из уравнения количества движения после 
перехода к пределу для концентрированной силы, действующей 
на единицу длины вихревого шнура, получается следующая фор-

МУЛ3- X  +  ¿Г  =  -  ¿Р0ОТ„Г, (2 8 . И )

где р — циркуляция вокруг вихревого шнура, а  комплексный 
вектор

(7отн ~  Чх~̂ ~ Ц у

представляет собой вектор скорости вихревого ш нура относи
тельно жидкости, определяемый формулой

й о ? „ = и — V (28Л5)

([}— скорость вихревого ш нура, V— скорость жидкости). _
Если вихрь свободный, то <70Т„ =  0. и, следовательно, X + 1* — > 

в этом случае нет внешней концентрированной силы, действую щ



на завихренную жидкость. Если q 0T„ Ф  0, то на завихренную 
ж идкость действует сила, определяемая формулой (28.14).

Сила, действующая со стороны жидкости на внешние тела, 
обусловливающие заданное движение вихревых шнуров, р авн а1)

— (X-\-iY) =  ipq01„r.  (28.16)

Эта сила представляет собой обобщение силы Н. Е. Ж уксв- 
ского.

М ножитель i в формулах (28.14) и (28.16) показывает, что 
сила, вынуждаю щ ая вихрь двигаться по заданному закону, и ее 
противодействие направлены перпендикулярно к вектору q 0Tn.

[ Аргументы комплексных векторов q0TH и — (X +  IY) отличаются
• Л  \

на я/2 , т ак  как  i =  e  2 . )
В ряде случаев крылья можно заменять прямолинейными 

концентрированными вихревыми шнурами, поэтому силы (28.14) 
и (28.16) можно рассматривать к ак  силы взаимодействия между 
крылом, движущимся заданным образом, и жидкостью.

§ 29. Движение системы непрерывно распределенных вихрей 
в идеальной жидкости

Из динамического уравнения движения можно получить урав
нение для определения векторного поля вихрей to =  у  rot®.

Рассмотрим уравнение движения идеальной  среды (жидкости 
или газа ) в форме Громеки— Лемба

+  rot v X v  =  F — ~ grad р — ~  grad v\. (29.1)

Если внешние массовые силы имеют потенциал
F  =  g v a d cU (29.2)

и процесс в среде баротропный, т. е. p = f ( р), и, следовательно, 
можно ввести функцию давления j ^ЕМ. так> что

j  grad р =  grad 5s, (29.3)

то на основании (29.2) и (29.3) уравнение (29.1) можно написать 
в виде

— ■ +  2 (0 х © =  grad — .

’ ) Подробности выводов о силах, связанных с присоединенными вихрями, 
содержатся в работе: С е д о в  Л . И. О силе, вынуждающей вихрь двигаться 
предназначенным способом.— ПММ, 1936, т. 3, вып. 1, с. 70—75.



Применив к этому векторному уравнению операцию ротации, по
лучим

-^ - +  го1((охг>) =  0. (29 .4)

Заметим, что здесь дано повторение вывода уравнения (7 .4 ) 
главы VI тома I, совпадающего с уравнением (29.4).
Уравнение Гельмгольца Преобразуем теперь уравнение (29 .4)

к классическому уравнению Гельмгольца. 
Уравнение (29.4) в проекции на ось х имеет вид

дшх , д , д , . _
~дГ  +  ~дЦ а г  (®,М— ©*0») =  о,

или, так  как  =  сИу о  =  0 , вид

дх 1 ду  1 дг 1 х \ дх 1 ду 1 дг
^  ди ди ди Л

х дх « д у  Ыг~дг~  ° '  
Аналогично преобразуются проекции уравнения (29.4) на оси у  и г .  
Отсюда следует векторное уравнение

(Ну г> =  (со-У) V, (29 .5)<и

где \7 =  ^ / +  ̂ У + ^ А !. На основании уравнения неразрывности

^|- +  рсНу © =  0 

уравнению (29.5) можно придать вид

Р ((о
<И V Р V)®- (29 .6)

Уравнение (29.6) называется уравнением Гельмгольца. Это у р а в 
нение можно положить в основу изучения распределения вихрей 
в пространстве и во времени в движущ ейся идеальной среде.

Из уравнения (29.6) легко вывести установленные раньше с по
мощью теоремы Томсона, полученной из (29.4) (см. т. I, гл . V I, § 7 ), 
динамические свойства вихревых движений. Ввиду ф ундаменталь
ной важности этих свойств, выведем их снова из уравнения (29 .6). 
Вихревые линии -  жид- в °зьмем вихревую линию и рассмотрим 
кие линии ее элемент £¿5 =  8 ^ - ,  где е — м алая посто
янная. Обозначим через А(х, у ,  г )  и В ( х  +  йх, у  +  й у ,  г  +  й г )  
начало и конец элемента на вихревой линии. Дифференциалы 
йх, йу,  й г  можно рассматривать к ак  проекции элемента й э  на 
декартовы оси координат. Имеем равенства

йх _й у ___ йг __ Л  е
со* ш „ а>2 со р



V B - V A =  l l d x  +  ^ d y  +  ^ d z  =  ( d s . V) v  =  e ^ t . V) v .

Из бесконечно малого четырехугольника АВВ А (рис. 105) сле
д ует , что жидкий элемент d s  за время dt  переходит в элемент

í/s', причем 

d s '  =  d s  +  v R dt  — v A dt  =  e

\ ) v  dt (29.7)

С другой стороны, элемент вихревой 
линии d s  перейдет в момент t -,r d t  в 
элемент ds" новой вихревой линии. 
Д ля ¿в" должна быть верна форму
ла

ds'' =  e ( ^ + d ^ ) .  (29.8)
Рис. 105. Жидкий элемент вих
ревой линии ds  переходит за 

время dt в элемент d s ' .

Формулы (29.7) и (29.8) имеют кинематическую природу и верны 
не только для идеальной жидкости, когда верны уравнения Гельм
гольца (29.6), а й в  общем случае, например, для вязкой жидкости 
и других сред.

В случае уравнения Гельмгольца (29.6) из равенств (29.7) и
(29.8) вытекает, что

d s '  =  ds". (29.9)

Это соотношение показывает, что вихревая линия движется так 
ж е, к ак  и жидкая линия, совпадающая в данный момент времени t 
с вихревой линией. Таким образом, вихревые линии являются  
ж и дки м и  линиями.

Ниже покажем, что в вязкой жидкости в правой части ур ав 
нения (29.6) появляется дополнительный член, и поэтому d s ’ 4=ds", 
и, следовательно, в вязкой жидкости вихревые линии переме
щаются относительно частиц жидкости.

Рассмотрим теперь в момент t бесконечно 
Интенсивность вихревых тонкую вихревую трубку с площадью се-
мени°К постоянна во вре’ чения d o  Эта вихревая трубка за время

d i  переходит вместе с частицами жидкости 
в вихревую трубку с сечением d a ’ . Имеем равенства



и закон сохранения массы
р й з  й о  =  р ' й $ ' й о ' . (29 .11)

Из (29.10) и (29.11) получим

“ и со й а  =  (о'й<у', (29 .12 )
р с1э р' «¿в'

т. е. циркуляция вокруг движущейся вместе с жидкостью вихревой 
трубки сохраняется постоянной во времени:

Г=2соАа=сопз1:. (29.13)

Это утверждение выражает собой теорему Томсона, доказанную  
раньше другим способом. Из доказанных предложений вытекаю т 
все следствия, установленные раньше в § 7 гл. VI т. I.

Подчеркнем, что все предыдущие выводы касались свободных 
вихрей.

Если справа в уравнении (29.1) имеются массовые силы, ро
тация которых отлична от нуля (непрерывно распределенные 
силы Н. Е. Ж уковского), то и в идеальной среде возникает движение 
вихрей относительно среды.

§ 30. Диффузия вихрей в вязкой несжимаемой жидкости

Рассмотрим теперь уравнение распространения вихрей в в я з 
кой н е сжимаем ой  жидкости.

В этом случае в правую часть уравнения 
Уравнение диффузии вих- (29.1) необходимо добавить член \А‘0. 
реи Учитывая это и условие несжимаемости
сЦуг» =  0, из (29.5) для вязкой несжимаемой ж идкости получим

^ .  =  (ш-\7) + vA(I), (30 .1 )

где V— по предположению постоянный кинематический коэффи
циент вязкости .

Векторное уравнение (30.1) в проекции на ось г  декартовой 
системы координат имеет вид

й а ,  дш , дю , дш . А ,п п  г>\- 3^  =  со, ж  %  -дТ +  ш, +  ^Асо2, (3 0 .2 )

аналогичные уравнения получаются в проекциях на оси х и у .  
Д ля медленных  движений с точностью до малых первого  порядка 
уравнение (30.2) можно написать в виде

^  =  /  (3 0 .3 )

Это уравнение совпадает с уравнением диффузии или теплопро
водности в неподвижной среде'(см. § 7 гл . V  т. I).



Таким образом, проекции вектора вихря выравниваются в 
общей массе жидкости по законам, аналогичным законам вырав
нивания температуры в неравномерно нагретом теле. В вязкой 
жидкости завихренность рассеивается по объему и по частицам 
среды с общей тенденцией к равномерному распределению по всему 
объему.

Д ля плоскопараллельных движений вязкой жидкости при да=0 
уравнение (30.2) приобретает вид

д* ^  дх +  и ду \ д х * ^  ду2 ) '  ( '

Диффузия прямолинейно- ^ Рассмотрим задачу о диффузии вихря,
го вихря конечной интен- когда при ¡ = 0  в жидкости имеется кон- 
сивности „ „' центрированный прямолинейный вихрь с за- 

' данной конечной циркуляцией Г, распо
ложенный по оси г .  В последующие моменты времени при  ̂ >  0 
будет происходить диффузия вихря на всю плоскость. Рассчитаем 
распределение вихрей для любых  ̂>  0. Очевидно, что искомое 
решение симметрично относительно оси г ,  поэтому величина озг 
зависит только от полярного радиуса г  в плоскости хг/ и от /, 
а скорость жидкости тож е зависит от г и / и направлена по к а 
сательным к окружностям с центром в начале координат.

Так как  д(яг1двр =  0, где — направление, взятое вдоль линии 
тока, т. е.

и да>2 . V д а 2 _«
|©| ~дх~ '" [® 1 д у ~ ~  '

то, благодаря указанным свойствам симметрии, уравнение (30.4) 
превращается в линейное уравнение теплопроводности, которое 
после перехода к  полярным координатам записывается в виде

^ - » №  +  1 ^ ) -  (30.5)

Рассмотрим циркуляцию Г (г, ¿), взятую  по окружности ра
диуса г  с центром в начале координат. По теореме Стокса имеем

г 2л г
Г (г, ¿) =  2 § §  сэгг й г  е(0 =  4я  ̂ г<л2 (г, 1)Аг.  (30.6) 

0 0 о

В начальный момент времени при I—0 для любого г, и в том числе 
для сколь угодно малого л, имеем

Г (г, 0)=Г=сопб1. (30.7)

Таково начальное условие задачи.
Из постановки задачи следует, что искомое решение имеет вид

сог = со г (г , t, V, Г ).



Из линейности уравнения (30.5) и начального условия (30.7) сл е
дует, что

а)г= Г / (г, V, (). (30 .8 )

Из постановки задачи, (30.8) и из П-теоремы следует, что безраз
мерная комбинация

(РгУ1
г

может зависеть только от безразмерной переменной
г2

т. е.

®г = ^ 'И 5 ) .  (3 0 .9 )

Подстановка формулы (30.9) в уравнение с частными производ
ными (30.5) приводит к обыкновенному дифференциальному у р а в 
нению

1|>(6)+&|/ Ф +4[г|/ (| )+ 6ф' (6)1=0, 
после интегрирования которого получим

|1|з+4|ф, = С .

Постоянная С равна нулю для искомого решения, в котором гр(0) 
и г|/ (0) конечны.

Интегрируя уравнение

4 | -  +  Ч ._ 0 ,
найдем

\|з =  Ае~Ы*.
Для (ог это дает

ю2 =  ^ г ’Ле_7'ГМ г VI ■

Постоянную А определим из начального условия (30.7). Имеем

Г (г, ^  =  4 п ~ А ^ г е ~ ' ш й г  =  8 п А г ( \ ~ е ~ ^ Г) .  (30 .10 ) 
о

Отсюда на основании (30.7) при 1 =  0 для любого г >  0 имеем
Г =  8л,4Г.

Следовательно,

Л - К  " “ . = » < ' " * •  ( 3 0 - 1 1 )

Эта формула дает искомое решение для сог.



Определим теперь распределение скоростей о ( г ,  /). Так как

При /=0 получается закон распределения скоростей от прямоли
нейного концентрированного вихря, совпадающего с осью г. В иде
альной жидкости такое движение сохраняется для всех ¿> 0 . В вяз
кой жидкости возникает диффузия вихря, обусловленная появ
лением второго члена в скобках формулы (30.12).

Формула (30.11) показывает, что величина вихря (о2 в каждой 
точке плоскости ху  с течением времени возрастает от нуля до мак
симума, равного Г/ (2ягае), а затем убывает и снова стремится к 
нулю.

Уравнение (30.5) линейно и пригодно для рассмотрения любого 
симметричного относительно оси г  движения и, в частности, для 
начальной задачи с любой заданной функцией со г (г, 0). Соответст
вующее решение линейной задачи можно построить методом су 
перпозиции решений для точечного вихря.

Г (г,£ )= 2лл>(г, 0 > 

то на основании (30.10) найдем окончательную формулу:

(30.12)



Г Л А В А  IX 

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

§ 1. Вводные замечания

Рассмотрим теорию деформирования «тверды х» тел. К ак и 
раньше, тело будем представлять себе к ак  материальный конти
нуум. Введем систему отсчета х', относительно которой происхо
дит движение различных точек континуума, и лагранж еву систему 
координат \1, движущуюся вместе со 
средой (рис. 106). Положение каждой 
точки континуума в любой момент вре
мени I известно, если известны функции

х‘ =  х‘ {\\ \\ ¿).

задающие закон движения среды.
Одной из важнейших характеристик 

деформированного твердого тела явл я 
ется тензор деформаций. В гидроди
намике этот тензор почти не использу
ется. Д ля жидкостей важна только одна 
характеристика деформаций — измене
ние объема. Д ля «твердых» тел суще
ственно такж е и изменение формы, т. е. 
весь тензор деформаций. Тензор дефор
маций вводится путем сравнения длины 
любого элемента тела в рассматриваемый 
момент времени с его длиной в неко
тором идеальном состоянии, которое называют «начальным».

В частном случае начальное состояние может быть просто 
положением данного конечного тела в некоторый начальный мо
мент времени и. Это всегда принимается в классической теории 
упругости. Однако существуют теории, в которых за  «начальное» 
состояние выбирается состояние, которое невозможно реально 
осуществить в евклидовом пространстве х) (см. § 5 гл. II т. I).

')  В ньютонианской механике реальное трехмерное физическое пространство 
евклидово. Обычно в теории упругости принимается, что начальное состояние 
сравнения определяется однозначно с точностью до жесткого перемещения (пере
мещения среды как  твердого тела). Можно рассматривать модели сплошных 
сред, для которых начальное состояние определяется с известным произволом.

Рис. 106. Система отсчета х1 
и лагранжева система коор

динат



Если обозначить через и компоненты метрического тен
зора в лагранжевой системе координат соответственно в «началь
ном» и актуальном  состояниях, то, к ак  известно, компоненты 
тензора деформаций вводятся формулами

=  у  (ёц  — ёц )

Начальные деформации Если начальное состояние реально осуще
ствимо, то можно ввести перемещения чю 

от начального состояния к актуальному. Компоненты тензора 
деформаций в этом случае выражаются через компоненты вектора
IV и удовлетворяю т уравнениям совместности. Если же «началь
ное» состояние не может быть осуществлено в реальном физичес
ком пространстве, то е(-у- не удовлетворяют уравнениям совмест
ности. В этом случае иногда вводят некоторое промежуточное 
характерное состояние (начальное состояние без кавычек) с ме

трическим тензором ё и  так , что перемещения от состояния 00 к 
состоянию ^  можно ввести. Тогда

8</ ~2 £1/) ~2 /) ~2 ¿Г(/)»

ИЛИ

8/7 =  е£/ +  8<7'

Компоненты е}.- могут быть выражены через перемещения, а
* * 

компоненты е ;у —нет. Компоненты тензора Ъц определяют собой 
«начальное» деформированное состояние.

В теории деформирования твердых тел 
теооииРИЧеСКИ линеиные часто рассматривают случай, когда дефор

мации и относительные смещения малы. 
Если при этом лагранж ева система координат выбрана так , что 
в какой-нибудь момент времени (например в начальный) она сов
падает с системой отсчета, то в дальнейшем она будет мало от
личаться от системы отсчета и, очевидно, компоненты любого 
тензора или вектора в лагранжевой системе координат и в системе 
отсчета будут отличаться на малую величину. Если в теории учи
тываются лишь малые первого порядка, то компоненты малых 
тензоров и векторов, например тензора деформаций, в лагранже
вой системе и в  системе отсчета в этом случае становятся нераз
личимыми (так  как  они отличаются на малые высшего порядка). 
Поэтому во многих классических курсах теории упругости, где 
изучаются только бесконечно малые деформации, не вводят явно 
этих двух  различных систем координат.



Д ля компонент тензоров ejt- и eiy- в теории деформирования 
тел с малыми относительными смещениями имеем формулы

еЬ =  Т  (V/ЬУу +  V;W,.), 8¡ j  =  1  (XiWj +  VjW,.) +  8*у . (1.1) 

Такие теории называются геометрически линейными.

§ 2. Модель упругого тела

Процессы деформирова- Главным признаком, по которому теория 
ния упругих тел обра- упругости выделяется из других теорий

реформируемых твердых тел (теории пла
стичности, теории ползучести и т. д .), яв 

ляется то, что все непрерывные процессы деформирования упругих 
тел по определению обратимы. Обычно, кроме того, принимается, 
что локально для всех малых частиц упругого тела можно ввести 
температуру Т. Следовательно, для малых частиц упругого тела 
всегда можно пользоваться соотношением*)

T ds =  dq. (2 . 1)

Параметры состояния уп- Второй основной посылкой классической 
ругого тела теории упругости является  допущение, что

состояние малой частицы упругого тела 
полностью определяется тензором деформаций, температурой Т 
(или энтропией s), некоторыми физическими переменными пара
метрами 0  (¿= 1 |  2 ......... N), характеризующими механи
ческие и физико-химические свойства среды, которые в общем 
случае могут изменяться, и постоянными параметрами &а (£')> 
dkB= О (В =  1, 2, . . . ,  ц). Например, некоторые из %к, kB могут 
быть переменными или постоянными фазовыми плотностями. К па
раметрам X*. kB при необходимости можно отнести компоненты
*
Ец тензора начальных деформаций. Свойства симметрии кристал
лов такж е можно задавать с помощью параметров %к, kB, неко
торые из которых могут быть компонентами векторов или тензоров. 
В число параметров kB могут входить векторы , характери
зующие электромагнитное поле, а такж е некоторые параметры, 
возникающие за счет математических связей при моделировании. 
В распространенных классических вариантах моделей упругих 
тел принято, что в каждой частице %k =  const, т . е. d%k =  0.

Характерным свойством модели упругого тел а  является  такж е 
предположение о независимости метрики начального состояния 
от времени, т. е. ¿ ^ = » ¿ „ ( 6\ I2, I3).

*) Соотношение (2.1) может выполняться и для некоторых необратимых 
процессов. Дальнейшие выводы будут применимы т а к ж е  и при учете таких 
процессов (например, процесса теплопроводности) в уп ругом  теле.



Таким образом, определяя обычную х) модель упругой среды, 
для плотности внутренней энергии и  или свободной энергии 
/■ =  ¿7— Тэ упругого тела можно написать

и  =  11 (я, °giJ, ги , хк, №), /=’ =  /? (Т , &и , %к, к?). (2 .2 )

Среди аргументов функций и  и Б нужно явно указы вать компо
ненты (|') метрического тензора (или £,•/(£', О =  2е;у — ¿ ,7 ) , 
потому что скалярные величины и  и Т7 на самом деле, конечно, 
зависят лишь от инвариантов тензоров, компоненты которых 
указаны в качестве аргументов, а не непосредственно от самих 
компонент. При образовании инвариантов из компонент е;/ и %к 
необходимо, вообще говоря, пользоваться компонентами метри
ческого тензора или Цц.

Если и  и /*■ не зависят явно от лагранжевых координат |г, 
то упругое тело называется однородным. Некоторые из %к, кв 
могут просто совпадать с или быть заданными функциями от

и тогда упругое тело неоднородно.
Д ля напоминания выпишем уравнения ме- 

Основные исходные урав- ханики сплошной среды, которые состав- 
нения ляют основу замкнутой системы уравнений
теории упругости . Имеем:

а) формулу для определения плотности (уравнение неразрыв
ности в форме Л агранжа)

р У ё  « р о ] / к  ==/(11. I2. 53). (2-3)

б) уравнения импульсов

р а1' =  рР‘ +  V ]Ри , (2-4)

в) уравнение притока тепла, которое с учетом второго закона 
термодинамики, выражаемого условием (2 . 1), может быть запи
сано в следующих двух эквивалентных формах:

йи =  ^ - й г и -\-Т й э+ й д**  (2.5)

или

йР =  ^ - & и — 8йТ +  йд**. (2 .6 )

! ) В настоящ ее время вводятся более общие модели упругих сред, в ко
торых в аргументы  I/ и ^  могут входить различных порядков производные 
по времени и по координатам от компонент тензора деформации. Вводятся 
также модели, в  которых в систему определяющих параметров вместо компо
нент симметричного тензора конечных деформаций входят переменные дхЧд%‘\ 
при этом удельны е термодинамические функции могут зависеть не только от 
характеристик деформаций частиц, но и от их ориентации в пространстве, 
что, в частности, может иметь место для поляризующихся и намагничиваю
щихся тел при наличии электромагнитного поля. При этом компоненты тен
зора напряжений получаются, вообще говоря, несимметричными.



Уравнения (2.5) и (2.6) написаны с учетом допущения, что 
g u  не зависят от времени i, т . е. elj  =  daij là t  (см. т . I, стр. 99),
а такж е, что pij  =  р1' .

Д ля выделения определенной модели упругого тела и полу
чения замкнутой системы уравнений в конкретном случае движ е
ния достаточно, как  будет показано дальше, задать  внутреннюю 
энергию U (s, g {J, ê,7 , %k, kR) (или свободную энергию 
Р (Г , g t j , ê,7 , %к, kB)), компоненты массовых сил F‘ , величину 
притока тепла dq (который входит только в (2 . 1 )) и вели
чину притока энергии dq**.

Задание величин U или F, F ‘ и dq**, во- 
0  задании внешнего при- 0бще говоря, связано с установлением мо- 
тока энергии dq* дели, отделением рассматриваемой данной
среды от внешних объектов (электромагнитного поля, внешних 
компонент примесей, внешнего жесткого или подвижного макро
скопического каркаса или вообще некоторых внешних распреде
ленных по объему геометрических связей и т. п .).

В общем случае необходимо вводить dq**= £0  даж е при отсут
ствии взаимодействия данной среды с какими-либо другими внеш
ними объектами. При учете усложненного поверхностного или 
объемного взаимодействия выделенной малой частицы среды с 
соседними частицами той ж е среды появляется необходимость 
вводить d q **^ 0. Однако при наличии существенных допущений, 
заключенных в равенствах (2 . 1) и (2 .2) *), можно рассматривать

! )  В более сложных моделях упругих тел, в которых внутренняя энер
гия зависит не только от компонент тензора деформаций, но и от произ
водных этих компонент по пространственным координатам, т . е. когда
U =  U (s, ¿ ¡/ ¿¡у , здесь используются обозначения е ,у  для компонент

тензора деформаций <^=ё/_/э'эЛ ê// =  ê,y = у  ( h j — g ij)  j  . в уравнении (2.5) 

слева будет присутствовать член
ÔU . .  •

—~Z----- 5
д у  k ei j

который, если использовать существенное предположение о том, что компо
ненты pU — plj не зависят от производных по времени d \ kz ijld t,  должен ба
лансироваться с членом A ' J b d y входящим справа в dq**. Д ля удобства 
выкладок здесь рассматриваются градиенты в фиксированном пространстве 
начальных состояний, что не является ограничением общности; это позволяет 
для индивидуальных производных по времени делать перестановки

d
dt ~ Хк d f

После сравнения правой и левой частей в (2.5) ввиду произвольности при
ращений dVfe8,-y получим равенства

(А)



модели уп руги х  тел, для которых
¿< 7 * * = 0 . (2.7)

Д ля классических простейших моделей упругих сред, постро
енных без учета эффектов электрической поляризации и намагни
чивания, равенство (2.7) принимается всегда как  основное без 
каких-либо специальных оговорок.

Опираясь на уравнение (2.5) при условиях
рУгогоетелаСОСТОЯНИЯ У"' (2^  и (2 -2)- в в е д е м  теперь общие урав

нения состояния для упругой среды. 
Уравнение (2 .5) перепишем в виде

Соотношение (2.8) и аналогичное соотношение, вытекающее 
из (2 .6 ), выполняются для любых процессов в упругом теле. 
Изменяя систему внешних сил, величину притока тепла, условия 
на границе и другие внешние условия, можно осуществить беско
нечное число различных процессов, в которых для данной малой

Если компоненты А и/г =  А '^  задать независимо или считать, что А ^ А =  0, 
то соотношения (А) представят собой дополнительные уравнения сверх уже 
имеющейся замкнутой системы уравнений. Уравнения дополнительных свя
зен (А) в этом случае существенно ограничат свободу изменения опреде
ляющих параметров независимо от влияния внешних сил, притоков тепла и 
краевых условий, что, вообще говоря, неприемлемо (нет внутренних геометри
ческих связей). Поэтому соотношения (А) должны представлять собой тожде
ства, определяющие АН* Ф 0.

Таким образом, для более сложных моделей упругих сред, в которых внутрен
няя энергия зависит от градиентов компонент тензора деформаций, приток энер
гии <¿7* * должен быть отличным от нуля и может определяться свойствами внут
ренней энергии, заданной как  функция своих аргументов. Следовательно, при 
конструировании некоторых моделей сплошных сред проблема определения 
йц** может разрешаться автоматически после задания внутренней энергии.

В рассмотренном выше примере, если принять, что приток определен 
поверхностными взаимодействиями на границе малой частицы, вызванными не
однородностью деформаций, будем иметь

 ̂(к/**р йх =  ̂рЛ '¡к<&/у Лг =  ̂ V к (РА' ¡) <1х\
V 2  V

отсюда, так  к ак  (> Г  ё  =  Р о У % и =  (см. (3.7) гл. IV т. I), получим

____' = _ ± _
р > У 1  л У в

^ " * 4 - , ) - ^  т , ( Л 7 Д - й (/) .

Эта формула определяет собой обратимый приток механической энергии за счет 
неоднородности деформаций, когда внутренняя энергия зависит от градиентов 
деформаций.



частицы в данный момент времени величины е ,у-, я, %к , Т 
и р— одни и те ж е, а приращения йг^, с1з (или йТ) и й%к раз
личны. Если существует система независимых приращений (1гц, 
¿¿я, (йТ), й%к, то при дополнительном условии, что р‘*' зависят 
только от ¿ (7, е,у, в (или Т) и чт0 ^ * * = 0 , из (2 .8 ) или 
соответственно из (2 .6 ) получаются следующие р авен ства1):

пч-.Р \ «'е// /"* \ '/°1/ 
т  =  ( ^ - \  й

( М \  = 0 ,
\5хй/е,7. 5 \д%к/еи .

' аТ

) (2.9)
/т■ ч '

) -  • (2 . 10 )
! 8 «у Ч
,  =  0 . (2 . 11 )

Соотношения (2.9) — (2.11) называются уравнениями состоя
ния упругого тела. Равенства (2.9) связывают компоненты напря
жений с аргументами функций £/ или /\ Равенства (2.10) служ ат 
для вычисления температуры Т (при использовании и)  или энт
ропии в (при использовании Т7). Соотношения (2.11) определяют 
законы изменения параметров х*; эти соотношения аналогичны 
известным уравнениям Гульдберга — Вааге для описания обра
тимых химических реакций (см. т. I, гл. V, § 10). В  дальнейшем 
рассмотрим наиболее часто встречающийся случай, когда по
стоянны, и не будем обращаться к уравнениям (2 . 1 1 ).

Уравнения состояния (2.9) для упругого тела представляю т собой 
соотношения, обобщающие закон Гука на случай учета нелинейных 
эффектов, влияния температуры и возможного присутствия пере
менных физических параметров %А (фазовых плотностей и т. д .).

Уравнения состояния (2 .9 ) получены 
Уравнения состояния не- в предположении, ЧТО величины £¿8 ,-/, йэ 
териалТ ° Г0 упругого ма‘ (или (1Т) и й%к линейно независимы. Если

между ними существует связь , то формулы
(2.9) изменяются. Например, для несжимаемого м атериала имеется 
дополнительная связь

¿ " * £ „  =  0 . (2 . 12)
В этом случае, если ввести множители Л агранжа <7 и <?', из (2.8) 
и (2.12) или из (2.6) и (2 .12) вместо (2.9) получим равенства

pH  =  —  4  р ( 2 .1 3 )
дги

!)  При выводе формул (2.9) подразумевается, что {д11 ¡д г ц )  =  (ди/д8у(), 
т. е. компоненты симметричного тензора е,7  входят в функции С/ и Р сим
метрично. Кроме того, необходимо обратить внимание, что равенства (2.9) не
верны, если и  и /■' заданы как функции ¿ 7 , а не ¿¿у , е,7 . Поэтому фор
мулы (2.9) не верны, если и  задана как  функция компонент е ,7  в эйлеровых 
координатах.



или
р1' = — Ч'&'+ д&и

Д ля определения множителей Л агранжа ?  и (/' необходимо вос
пользоваться уравнением связи (2.12). Эти величины не следует 
смешивать с давлением. В общем случае в конкретных задачах 
нужно определять либо только <7, либо только $ .

Соотношения (2 .9 )— (2.11) вместе с урав- 
Замкнутая система урав- нением неразрывности (2.3), уравне-
нении, описывающих по- г г  __
ведение упругого тела. ниями Движения (2.4) И уравнением

энергии, которое в этом случае может 
быть записано в виде

<  ̂=  -^-£¿8 или , (2-14)

образуют замкнутую  систему уравнений для описания различных 
процессов в упругом теле, если добавить к ним соотношения, 
связывающие скорости и деформации с перемещениями. Д ля ста
тических задач вместо этих соотношений можно использовать

*

уравнения совместности при е,у =  0  (или дополнительные данные
о е,у, которые зависят от условий изготовления данного образца 
материала и в соответствующих задачах должны задаваться 
отдельно). 1) или Т7 как  функции соответствующих параметров, 
а т а к ж е  величины У7' и предполагаются известными.

Д л я  изотермических процессов удобнее пользоваться соотно
шениями, в которые входит свободная энергия У7. В этом случае 
температура известна и постоянна, а уравнения движения замы
каю тся без использования соотношений (2.10) и (2.14). Второе 
соотношение (2 . 10) служит при этом только для вычисления энт
ропии (если это нужно), а (2.14) — для вычисления (к/, необходи
мого д л я  обеспечения изотермичности процесса. Д ля адиабатиче
ских процессов удобнее пользоваться группой соотношений, в 
которые входит 0 .  Однако и т а ,  и другая группы соотношений 
применимы для любых обратимых процессов в упругих телах  с 
любым притоком тепла  с^.

Обратим внимание на то, что здесь система уравнений теории 
упругости написана с использованием лагранжева подхода, в 
актуальной (деформированной) лагранжевой системе координат. 
Вообще для описания положения и движения сплошной среды 
можно, к ак  известно, пользоваться начальной лагранжевой си
стемой координат (т. е. относить все к  начальным координатам 
точек), актуальной деформированной лагранжевой системой (ко
ординатные линии которой деформированы в соответствии с пере
мещениями точек среды) и эйлеровой, пространственной системой. 
Уравнения движения имеют вид (2.4) тогда, когда в качестве коор
динат точек взяты координаты, которые они имеют в актуальном,



деформированном состоянии среды, т. е. если система координат 
либо эйлерова, либо лагранжева деформированная.

Лагранжева деформированная система, как  правило, [криво
линейная и заранее (до нахождения перемещений точек, т. е. до 
решения задачи) неизвестна. Это обстоятельство приводит к чрез
вычайному усложнению системы в случае конечных деформаций: 
все производные по пространственным координатам £* содержат 
символы Кристоффеля, которые сложным образом связаны  с 
— Действительно, имеем

; * ( | ' у + г - г и ) .  г ' - # + * ' ( ж + 5" 1’"

=  д̂  +  ~р*'п1+ р ‘4 ,

где а1, Ь‘ , т 1— компоненты ускорения, скорости и перемещения, а

>к 2 2  ^  д р  * /’

¡ Г  г у 1 =  II ёГ / /  +  II, II II =  1 1 ^ , 7  II *•

Система уравнений нели- Чтобы избежать этих сложностей, можно 
нейной теории упругости перейти Гк гиспользованию начальной лаг- 
в начальных лагранжевых ранжевой системы, которая в  процессе 
координатах деформирования не меняется и может быть
выбрана так , как удобно, например декартовой. При этом у р а в 
нения движения уж е не будут иметь вида (2.4). Наиболее удобно 
они формулируются с использованием так  называемого тензора 
напряжений Пиола п'^эру. Этот тензор вводится следующим обра
зом. Рассмотрим некоторую произвольную малую материальную  
площадку. Пусть в деформированном состоянии среды площадь 
этой площадки (1а , а нормаль к ней я. До деформации ее пло
щадь была йо0, а нормаль к ней п 0.

Вектор условных (номинальных) напряжений л„о вводится по 
формуле

я Пв с1о0 =  р п йо,

т е> Ли — предел отношения рсилы, действующей на рассм атри
ваемую площадку, к площади, которую она имела до деформации. 
Далее можно ввести тензор я ' ' ,  применяя теорему количества 
движения к малому индивидуальному объему, который до дефор
мации имел, например, форму тетраэдра с ребрами, расположенны
ми по осям начальной декартовой системы координат. Б удем  иметь



Закон количества движения для любого индивидуального объема 
можно записать в виде 

й 
<Н

V,  V .  2 0

| р0а  йх0 =  £ р0Рсгт0+  £ л<п01йо0,

отсюда для непрерывных деформаций получаем

р„а =  р0Р  -И /л/ 'э,
или в компонентах:

Р о а '^ Р о ^ 'Ч -  V/ЭХ'У-

Если начальная лагранжева система декартова, то уравнения дви
жения имеют вид

д2ш‘ с , . дя<7
Ро Д/2 -Ро'™ ^  дк! '

Уравнения состояния (2 .9) можно переписать так , чтобы они вклю
чали я'"'’, а не рМ. Компоненты тензора условных напряжений 
Пиола связаны с компонентами истинного тензора напряжений 
формулой •

п‘>пч э ( йоа =  рк1п1э к йо.

Чтобы получить связь меж ду п<]' и ри, не зависящую от площад
ки йо, возьмем в данной точке произвольный вектор й г0 и рас
смотрим в начальном состоянии элементарный объем йх0 в виде 
цилиндра с основанием йоа и образующими £/г0 =  с^ 'э (-. Величина 
этого объема есть =  йо0 (п0’ йг0)-, в результате дефор
мации йап переходит в йо, вектор с1гп— в вектор с1г =  ¿Й'э,-, 
а объем йх„— в йх =  йо-п; с1%‘ . В силу закона сохранения массы 
р0 йх0 — р йх, т. е.

р0 йо0п „1 — р (1оп1 с11‘ , 

а т а к  к ак  — произвольны, то

Р о  ¿Оа /Х0/* —  р  (¿О / I ,,

поэтому

Л‘У Э ;=  ^ р к'Эк.

Но э й = э А+ ^ р -  =  (б^ +  у ^ ' ') э , - ,  т. е.

п ‘/ =  - у Р к/(б к + (А х)

Можно такж е связать л/' с компонентами тензора напряже
ний в рассматриваемой здесь начальной лагранжевой системе



координат. Компоненты р'1' вводятся на основании равенства

Р = & э 1э ] =  рк1э кэ 1.

Так как э 1 =  (б1! +  Ъ №к) э к, то
'рЫ =  р/у (6 * +  \;Юк) {Ц +  Ч}У ).

Теперь из формулы (А!) легко получаем

рк1 =  я* ' (8[ -\- Ч-ш1).

Из формулы (А^ видно, что тензор Пиола— несимметричный, 
кроме того, в то время, как  для упругого тела р‘} зави сят от 
перемещений только через деформации, п'1' зависят т ак ж е  и от 
\¿азк, т. е. и от поворотов среды как  твердого тела., В случае 
малых относительных перемещений тензор Пиола совпадает с тен 
зором напряжений.

Уравнения состояния (2.9) теперь можно записать в виде

Непосредственным вычислением легко убедиться, что

^ - (< 4  ; ди ' '■дгк;-

Надо только воспользоваться формулой 

В,7  =  у  - I -

ди дии условием — — =  ——
Эе,у д г л

Уравнения (2.9) могут быть теперь записаны в виде

ги V дуущ/!. гк \ ¿»V рц  Л  Ч \ дч/и>1 /т‘ Ч

Величину р0 можно внести под знак производной, т ак  к ак  р0 не 
зависит от \jWi- Функции р0£/, р<^ есть соответственно внутрен 
няя и свободная энергии на единицу начального объема.

Итак, система уравнений нелинейной теории упругости в н а
чальных лагранжевых координатах может быть записана следую 
щим образом (символ «о», означающий величины компонент в 
начальной системе, здесь опускаем):

д2'&1 г-.,- . 1 _. ,■/ 'п ^



Функция Р Т, %к) должна быть задана, должны быть
заданы  такж е плотности притока тепла йд и массовых сил (или 
законы, определяющие ¿<7 и /7). Плотность р, энтропия в и истин
ные напряжения р1}' в эту  с и с т е м у  не входят. При необходимости 
они могут быть вычислены по формулам (2.3), (2.9) и (А^. 
Система уравнений нели- Напишем еще систему уравнений нелиней- 
нейной теории упругости ной теории упругости в переменных Эйлера 
в переменных Эйлера х‘, /. Уравнения неразрывности, движения
и энергии имеют обычный вид

-^Ч -рсН у ® =  0 ,

Р ж  =  р/7+ ^ ,7э<-
dq _ гр / дИ \
М а \ дТ ) е.^  %к '

Если величины ■—  , а такж е  функция (е/у-, Т, кв) заданы,
то для замыкания системы к этим уравнениям добавляются урав
нения состояния, а такж е  уравнения, связывающие скорость V 
и деформации е,7 .

Эти уравнения можно получить, например, следующим обра
зом. Продифференцируем по времени при постоянных лагранжевых 
координатах соотношения

ец — ъм
дхк дх1

п лучим
-  _  (&и  _  Лъы дх1  д^_ , дх^_ дх^_ дх^_ _ду>_
е Ч  ~  <и ~  <и дЦ  д%1 Ы д%‘ д&  Н д%  д р  

или, так  как
=  е д\‘ д У

Ч дхт дхп

ТО

или

.  . ¿ г тп . ^  , р ду1
с ти ¿1 I кп д хт > т1 д хп ’

¿р 1 , ч . ду* ду1 /и\
~  ~2 ти п "I ^ п и т) ®Ап дхт ^т1 ¿)хп ‘ ( )

Эти уравнения связываю т изменение тензора деформаций с полем 
скоростей. Они необходимы для получения полной системы урав
нений в переменных Эйлера.

Рассмотрим вопрос о виде уравнений состояния (2.9) в том 
случае, когда используются эйлеровы компоненты тензоров дефор
маций, напряжений и т а. Чтобы получить эти уравнения, можно,



например, действовать следующим образом1). Пусть известна 
Р (8 ф  е/у- т > %к> /г'0 > гДе 8 ф  е//> '/*. кв — компоненты метри
ческого тензора, тензора деформаций и т . д .— в эйлеровой системе. 
Перейдем от эйлеровой системы координат к актуальной лагран - 
жевой. Так к ак  /•’ — инвариантная тензорная функция, то хотя 
при этом преобразовании все компоненты тензоров аргументов 
изменятся, g ¡j перейдут в в/у — в е ,7  и т. д ., но вид ф унк
ции при этом не изменится

Далее обратим внимание на то, что формулы (2.9) получаю тся, 
когда учитывается, что сами зависят от е,7 , ¿7,  =  ¿ 7 , -\г 2&и . 
Если подставить в функцию Т7 эти выражения для ¿ ,7 , получим

Рассмотрим функцию Рг. Если считать, что все ее тензорные 
аргументы представляют собой компоненты тензоров в а к т у а л ь 
ной лагранжевой системе, в частности, считать, что ¿ /7 есть ко м 
поненты тензора э ‘э ; (это уж е не метрический тензор!), то 
можно, просто преобразуя эти компоненты по известным п рави 
лам, перейти к эйлеровой системе. При этом вид функции не 
меняется:

вой системе координат.

!)  Более подробно об этом и о других формулах в теории упругости д л я  
конечных деформаций см.: С е д о в  Л . И. Введение в механику сплошной 
среды.— М.: Физматгиз, 1962 (гл. III).

2) В литературе встречаются формулы, связывающие компоненты тензора 
напряжений с производными от энергии по компонентам тензора деформаций 
в эйлеровой системе координат и по виду отличающиеся от формул (2.9"). 
Так, для изотропных упругих сред иногда используются так называемые 
формулы Мурнагана

В этих формулах подразумевается, что система аргументов функции есть 
ёц< 8//> а не §'/> &1/’ т - Вывести формулу (2 .9 " ')  нетрудно, если восполь-

F =  F A 8 u > V  т > X» &) (см. (2 .2 )) и

поэтому в эйлеровой системе будем иметь2)

(2 .9")

Здесь через glj обозначены компоненты тензора £г,7 э ,э / в эйлеро-

pU_
р

(2 .9 " ')



Уравнения = 0 , очевидно, сохраняются и при
Л  Х '  B.j. т, kB

использовании эйлеровой системы. При  ̂таком подходе в число 
аргументов свободной энергии вводятся g y . Однако они просто 
выражаю тся через г ¡у.

ё'ц =  §и  ~ 2ги-
Кроме того, компоненты тензоров kB, которые в лагранжевой 
системе по определению постоянны, в эйлеровой системе будут 
переменными, для них надо писать дополнительные уравнения. 
Способ написания этих уравнений аналогичен использованному 
при выводе уравнений (В). Если, ^например,^ параметрами kB 
являю тся компоненты вектора а  =  а'э,-, причем a '= const, то урав
нения, описывающие изменение эйлеровых компонент ак, полу
чаются с помощью дифференцирования по времени при постоян
ных лагранжевых координатах формулы

а к =  а ' дхк

Имеем
dak _ da‘ dxk L dvk _  £  àvk
~dt dt ffÿ  1 d ÿ  ~~ <K‘

da‘ n так  как  —

Используя формулу

получим

Это и есть искомые уравнения.

а‘ =  а1 дЪ‘
дх‘ ’

da* , dvk
4 t - a ~ д7  '

зоваться непосредственно уравнением

dF =  - ^ - e u dt — sdT  
р "

и формулой (В), связывающей de,-у с ец.
Вывод формулы (2 .9 " ')  позволяет ее распространение на некоторые слу

чаи обратимых процессов, когда в качестве аргументов у F в системе наблю
дателя фигурируют параметры g,у, е,-у, Т, %*, кс, где — переменные внут
ренние параметры, а № — известные функции. Присутствие только таких аргу
ментов обеспечивает симметрию компонент тензора p‘J.

Из развитой выше теории уравнений состояния следует, что вид соответ
ствующих формул в сильной степени зависит от применяемой системы отсчета 
и от взятых аргументов у  термодинамических функций.



О потенциале напряжений Сделаем еще следующее замечание. В тео 
рии бесконечно малых деформаций у р а в 

нения состояния (2.9) и (2.9") с точностью до малых высшего 
порядка можно написать в виде

<2 Л 5 >de,у  de,у  ое,у

где р0— начальная (не зависящ ая от деформаций) плотность, 
а Ф =  р0/?—свободная энергия единицы объема. Следовательно, 
в случае малых деформаций напряжения имеют потенциал, т . е . 
представляются в виде производных от функции Ф по е(у. В то ч 
ной постановке, при рассмотрении конечных деформаций, потен
циала для компонент тензора напряжений piJ не сущ ествует.

Заметим, что, как  видно из формулы (2 .9 '), компоненты 
тензора номинальных напряжений Пиола обладают потенциалом 
не только в случае малых деформаций, но и в случае конечных 
деформаций и поворотов. .
Идеальная жидкость — Рассмотрим пример среды, которую можно 
пример нелинейно-упруго- назвать нелинейным упругим телом и ко- 
го тела торая была подробно изучена в гл. V I I I .
Пусть свободная энергия зависит только от температуры и плот
ности

F = F (T , р). (2 .16 )

Зависимость (2.16) является частным случаем зависимости (2 .2 ). 
В самом деле, согласно (2.3) имеем

р =  Р ^ ,  ( 2 1 7 )
8

где ¿=Det||¿,y||, ¿  =  Det||g-,7 ||=Det||28,7  +  ¿,y||, P od1, I 2. Б3) — 
известная функция начальная плотность. Следовательно, п лот
ность р можно выразить через g ¡j  и е (у ,  и свободная энергия р ас 
сматриваемой среды зависит от температуры и компонент тензора 
деформаций, только эта зависимость частного вида (компоненты 
тензора деформаций входят только через плотность1) р).

Нетрудно вычислить производные — . Непосредственно диф-
деа

ференцируя (2.17), найдем

дъц dg¡j Det [| g ¡j  Ц

*) Здесь в качестве начального состояния можно выбрать любое состояние 
с заданным распределением начальной плотности. В этом случае характеристики 
начального состояния могут войти только через начальную плотность. В началь
ном состоянии внутренние напряжения могут вообще отличаться от нуля. Д л я  
«твердых» упругих тел часто можно принимать, что рН= 0 в начальном состоянии.



или, иначе, пользуясь уравнением неразрывности в форме Эйлера 

йр — — р сПу V (И =  — р¿'7е,7  сИ =  — р '̂У с&и,

снова получим ту  ж е формулу:
др '■■■— р ^ .

дги
Поэтому соотношения (2.9) для рассматриваемой среды прини
мают вид

р"
или

р°' =  — Р2% ё и - (2-18)

Следовательно, тензор напряжений в такой среде—шаровой. 
Обозначим величину р2 (дР/др) через р, тогда

ри =  — рё и ,

Р = Р 2 ^  =  Р( Р.  Т).  ( 2 . 1 9 )

Рассматриваемая среда есть идеальная жидкость или газ, р — 
давление. Мы видим, что теория движения идеальной жидкости 
есть частный случай нелинейной теории упругости с конечными 
деформациями, правда, этот случай очень специальный.

Так как и  и Т7 являю тся скалярными
Изотропные и анизотроп- функциями, то они могут зависеть от ком- 
ные упругие среды ’ ■’понент тензоров только через их инвари
анты. Если все параметры %к— скаляры, то тело называется 
изотропным. В изотропном теле свободная энергия ^  фактически 
зависит не от шести переменных параметров е;у- =  е,-у =  ец, а толь
ко от трех независимых инвариантов, которые можно составить 
из компонент цч' и е,у, например, от /1, /2, /8

{1 = & ,76у .
{ 2 (2 .20)

К =  ё ‘т ёпё кп̂ 1,^1пЧ1-
Если свободная энергия упругого тела, кроме Т и е,7 , зависит 

такж е и от %к, причем среди %к есть компоненты векторов или 
тензоров, то тело анизотропно. В анизотропном теле свободная 
энергия зависит от е,-у не только через инварианты (2 .20 ), но и 
через совместные инварианты тензора деформаций и других тен
зорных аргументов функции /\ Так, если свойства среды зави
сят от некоторого вектора Ь (среда типа текстуры), то среди 
аргументов Т7 появляю тся, например инварианты вида г^Ь‘Ы.



В заключение этого параграфа рассмотрим с общей точки 
зрения модель линейного упругого тела, подчиняющегося закону 
Г ука, о которой уж е  шла речь в гл. IV т. I.

Рассмотрим упругое тело, в котором ком- 
нГцыОАНобъемНаеРуИпругого поненты тензора деформаций ги и относи- 
теля в случае малых от- тельные смещения малы , а в качестве 
носительных смещений и начального состояния, отвечающего мет- 
мальвыизменении темпе- р и к е  (с м , § 1) ) выбрано состояние, ко- 
ратуры торое может быть реально осуществлено,
т. е. существуют перемещения из состояния, отвечающего м ет
рике ¿ ¡¡, в актуальное деформированное состояние. Пусть лаг- 
ранжева система координат V  в начальном состоянии выбрана 
совпадающей с системой отсчета. Тогда координаты х‘ точек 
среды в деформированном состоянии представляю тся в виде

х ' =  £' +  Д '(6*, 0 .

причем А' иг/д&‘/д1к малы (относительные смещения малы). В этом 
случае компоненты^ всех тензоров в лагранжевой системе коор
динат и в][системе~отсчета различаются на малые [высшего по
рядка по сравнению с величинами самих компонент. Имея это 
в виду, дальше будем опускать знак /\ над компонентами ¡тен 
зоров.

Д ля малых деформаций удобно вместо Т7 рассматривать вели
чину Ф =  р ^ — свободную энергию единицы объема, а уравнения 
состояния писать в виде

• дФ 1 дФ /о п 1 \
Р 1 — -̂--> 8==------- Л75 •д&у Ро °Т

Рассмотрим разложение функции Ф в ряд , считая, что ги 1, 
Г  =  7 0 +  Д7\ АТ ^ Т 0,

ф = ф‘ +  { щ ) ^  +  (Щ .< -т - т ’>+

+ Т  (а ч у Л в  +  ( « М ? ) . 8'7 ( г — 7’•, +

+  (Т — Т 0)2 + (члены высшего порядка малости). (2 .2 2 )

Если начальное состояние выбрано так , что в этом состоянии 
напряжения равны нулю, т. е. =  0 при е (у =  0 и Т =  Т0, то

Кроме того,
{ д ф \  —

р°5°’
где 50—энтропия в начальном состоянии1).

*) Значение 50 фиксирует аддитивную постоянную энтропии.



Обозначим теперь постоянные (д^Ф/дг^де^п через А']М, 

( дг^ Т ) о— чеРез и {д^/дТ^а—через с. Оставляя в (2.22)
только малые второго порядка, получим следующее выражение 
свободной энергии единицы объема упругого тела с малыми де
формациями и с малыми изменениями температуры:

Ф  =  Ф о  +  !  А ‘ т * ц Ч г  +  В % 7  ( Т  - Т 0) +

+  { ( Т - Т вУ - р 080 ( Т - Т 0). (2.23)

Чтобы зад ать  конкретную модель термоупругого тела с ма
лыми е/;- и АТ, надо задать численные значения констант А 1}М, 
В17' и с. Из определения А ']М видно, что эти величины симмет
ричны по I, / и по к, I, а такж е не меняются при замене г, / 
на й, I. Поэтому число различных А']М не может быть больше 
двадцати одного. Величины В'1' такж е симметричны по г, /, м ак
симальное число различных В‘] равно шести. Следовательно, в 
линейной термоэластике произвольное анизотропное термоупругое 
тело характеризуется двадцатью восемью константами А ^ ы, 
ВЧ, с.

В случае изотропного тела для получения более конкретного 
вида свободной энергии можно воспользоваться тем, что функ
ция Ф на самом деле может зависеть только от инвариантов 
тензора деформаций. Поэтому для изотропного упругого тела 
формулу (2 .23), вводя подходящие обозначения для коэффициен
тов, можно представить в виде

Ф =  у  +  ИЛ'-  (3* +  2|*) (Т -  Т 0) -  / (Г ), (2.24) 

где /а =  е,7е'Л
На основании (2.21) получим обобщение

Г.Ука с Учетомтем;  закона Гука, введенного ранее в гл. IV пературных напряжении ,  ут. I, на случаи, когда учитываются тем
пературные напряжения и деформации, а именно:

Ри =  М & ц  -I- 2Ц8,7 — (ЗА, +  2|х) а  (T — T0)g ij, (2.25)

5 =  1(ЗЯ -|-2 ,*)а/ 1 - ь 1 / '( Л -  (2-26)

Коэффициенты X и являются параметрами Ламе.
Вместо параметров X и ц на практике 

Модуль Юнга и коэффи- и в те0 рИИ часто используют модуль 
циснт н уассона тг-\ ^  * ггЮнга Е и коэффициент Пуассона а,
определяемые формулами

0== (2.27)
А - 1 |л 2 (X +  ц) ' '



Выражающие закон Гука формулы (2.25) легко разрешаются 
относительно компонент тензора деформаций е ,7

«// =  ¿ [ 0  + <т)Р 17 - а ^ , 7] +  а ( Г - Г 0) ^ 7 , (2.28)

где 9* =  =  /?[;•— первый инвариант тензора напряжений.
Коэффициент линейного Если напряжения равны нулю, /)^ =  0, то 
расширения деформации могут быть отличны от нуля

за счет изменения температуры. В этом 
случае тензор деформаций получается шаровым и в декартовых 
координатах будем иметь

еи =  а ( Г — Т0), е22 =  а  (Т — Т0), е33 =  а  (Т — Т 0), 
е,у =  0  при г Ф  /.

Следовательно, коэффициент а ,  входящий в выражения закона
I ук а , представляет собой коэффициент линейного расширения 
рассматриваемого материала.

С помощью (2.14) легко усмотреть, что коэффициент с, входя
щим в выражение (2.23) для свободной энергии линейного термо
упругого тела, связан с теплоемкостью при постоянных дефор
мациях. т  г

§ 3. Задачи об одноосном растяжении упругого бруса

Рассмотрим малые деформации цилиндрического бруса, сде
ланного из изотропного упругого материала, подчиняющегося 
закону Гука, и растягиваемого (или сжимаемого) вдоль оси х 
с помощью заданной системы массовых или поверхностных сил.

.4

X

Рис. 107. Простое растяжение бруса.

Начнем с задачи о равновесии бруса прямоугольного попереч
ного сечения, при условии, что по торцам бруса приложены по
верхностные силы (рис. 107).

В постановку задачи включим следующие 
предположения.
1) Массовые силы отсутствую т (в частно

сти, не учитывается сила веса).
2) Все частицы бруса имеют одну и ту ж е постоянную темпе

ратуру Г 0, соответствующую отсутствию «температурных» напря
жении при отсутствии деформаций в брусе.

Основные предположения 
и граничные условия



3) Боковые грани бруса С и £> и противоположные им грани 
С, и О, свободны от нагрузок (на самом деле, если явление про
исходит в атмосфере, то на боковые грани действует атмосферное 
давление). Таким образом, принимаем, что на боковых гранях

р п =  0 . (з л ) 

Это означает, что (при расположении координатных осей, 
указанном на рис. 107)

на гранях С и Сг р21 =  рг2 =  Ргз — 0, 3̂ 2 )
а на гранях И и ра1 — Рзг — Рзз — ®-

4) На каж дом  из торцов {А и В) действуют внешние поверхност
ные силы: равнодействующие этих сил на каждом из торцов равны 
по величине, так  как  брус находится в равновесии. Обозначим 
величину этих равнодействующих через Р. Рассмотрим случаи, 
когда поверхностные силы по торцам А и В распределены следу
ющим образом:

на В р п =  рц{В )1, Р12 =  Р13 =  0. (з з)
на А р п =  — Р п (А )1, Рм — Р1з — <̂

причем

Ри(В ) =  Рп(Л ) =  4  =  СОП81-

где 5 — площадь поперечного сечения бруса.
В согласии со сказанным выше примем, что при г и и У -  /« 

получается состояние, соответствующее отсутствию внутренних 
напряжений и деформаций в брусе. Если это состояние принять
за начальное, то получим е,7  =  0. Требуется найти напряжения, 
деформации и перемещения, возникающие в брусе под действием 
растягивающ их сил (при Р >  0) и сжимающих сил (при г  <  ).

Прежде чем дать решение этой задачи, сделаем замечание об
щего характера по поводу определения перемещений. Очевидно, 
что в этой задаче, так  же как  в большом числе других задач о рав
новесии уп руги х  тел под действием различных сил, перемещения 
могут быть определены только с точностью до перемещения всего 
те л а  как абсолютно твердого (с этим связано понятие инвариант
ности законов механики по отношению к выбору места и направ
ления в пространстве — однородность и изотропность евклидова 
пространства). Необходимо указать  дополнительные условия, ко
торые позволят исключить указанный произвол при определении
перемещений, что и будет сделано далее.

Уравнения импульса в рассматриваемом 
Реш ение уравнений  рав- случае сводятся к  трем уравнениям рав
новесия, удовлетворяю - новесия которым должны удовлетво- 
Щее граничны м условиям « я е  ^  т е н з о р а  н а п р я .

жений внутри бруса,
=  (3-4)



Легко догадаться, что решение уравнений равновесия (3.4), 
удовлетворяющее граничным условиям (3.2) и (3 .3) и описыва
ющее распределение напряжений внутри бруса, имеет вид

Ри ~S 9 Pl2 ~  Ри ~  Р а  ~  Рм =  Раз ~  (^-5)

Заметим, что решение уравнений равновесия (3 .5) годится и в 
случае аналогичной задачи о растяжении (или сжатии) цилинд
рического бруса произвольного поперечного сечения распреде
ленными по его торцам А и В силами (3.3), когда его боковая по
верхность S 6oK свободна от напряжений (рп= 0 на S 6oK). Д ля 
того чтобы в этом убедиться, достаточно показать, что решение
(3.5) удовлетворяет граничному условию на боковой поверхности 
такого бруса. На S 6ok по условию имеем

pn = pl cos(n, x )+ p 2cos(n, y )+ p 3cos(n, z), (3.5')

но в силу выбора оси х на боковой поверхности цилиндриче
ского бруса eos (я , 4  =  0 и поэтому решение (3.5) действительно 
удовлетворяет граничному условию (3.1) на любой цилиндри
ческой поверхности 5 бок-
Определение деформаций Д ля определения по известным напряже

ниям деформации внутри бруса удобно 
воспользоваться законом Г ук а  в форме (2.28); при Т =  Т0 имеем

е/ / = 4 [0 + ° )Р / / —

где ^ — первый инвариант тензора напряжений. Подставив в него 
значения компонент тензора напряжений p ¡¡ (3 .5 ), легко полу
чим, что

Eu WS ’ 822 =  ’ES* 638 =  ES ’ ei 2 =  ei* =  е2з =  0. (3.6)

Об удовлетворении урав- Д ля [определения компонент се»,, и»„ w, 
нении совместности вектора^перемещений нуж но проинтегри

ровать следующую систему шести диффе
ренциальных уравнений в частных^производных:

е =  ^  =  —  р - — ___ JZÜ р oF . 7.
11 дх E S '  п  д у ~  E S  ’ 88 — ~ дг --------E S  ’ 'ó " ’

2e^ f  +  Í = = 0-

2e13 =  ^  +  ̂  =  0 , (3 .8 )

Эти уравнения для перемещений написаны в предположении, что 
деформации малы, они получаются после линеаризации соответст
вующих уравнений для конечных деформаций.



Система дифференциальных уравнений (3.7) и (3.8) является 
совместной, т ак  как найденные выше значения деформаций (3.6) 
удовлетворяю т уравнениям совместности. Действительно, в рас
сматриваемом случае бесконечно малых деформаций уравнения 
совместности в декартовых координатах (см. стр. 94 т. I) имеют вид 

г, дабф д2е д  . дЧнх дЧку. __ ^ ,д  д\
К т х ц  -  дхьдх% дхкдх\1 ^  дх‘дх» дх'дх^

т. е. в них входят только вторые производные компонент тензора 
деформаций. Т ак как найденные компоненты тензора деформаций
(3.6) имеют постоянные значения, то уравнения (3.9) автомати
чески удовлетворяются. Очевидно, что условия совместности (3.9) 
всегда удовлетворяются и в том случае, когда компоненты тензора 
деформаций являются линейными функциями декартовых координат.

Дифференциальные уравнения для опре- 
Замечание об определении деления перемещений (3.7), (3.8) являют- 
перемещ ений по извест- ся линейными уравнениями. Ясно, что 
ным деф ормациям в об- р е ш е н и е 1  соответствующее заданным зна- 
щем случ ае  чениям е,7 , может быть определено из них
лишь с точностью до функций, удовлетворяющих уравнениям

З ^ х __дш 2 __ дии3 __ р. дюх . дщ}2 __ д щ  . д щ  __ д щ  ___ 0  (’3 ( 0 ' )
~дх ~~ ~ду ~~ ~дг — ’ ду дх ~  дг " г  ду дг ' дх

Найдем общее решение уравнений (3.10). Из первой группы 
уравнений (3.10) вытекает, что

¡£>1 =  Ф1  (£/, г), т 2 =  ф2 (х, г), ау8 =  ф3 (х, у), (3.11)

где фх, ф2, ф3— произвольные функции указанных аргументов^. 
Д ля определения этих функций из второй группы уравнений
(3.10) получим

1 дх
5ф1 (у, г) , <5фз (х, у) _

дг 1 дх
дф2 (я, г) ■ дф3 (*, у ) _

(3.12)

Из (3 .11) и (3.12) следует
дф1 дф2 „ /,ч ^Ф 1_ 5Ф з_ й / ,л  *Е ?____ ^Фз / „ч
^ Г  =  - Ж  =  а (2 ) ’ д г ~  д у - У М '

где а ,  р, у — пока произвольные функции указанных аргументов. 
После интегрирования этих уравнений получаем

ф1== а  (г)у  +  ?1 (г )=  ${у)г +ёЛУ)> 
ф2 =  — а  (г) х-\ }2 (г) =  у (х)г +  &2 М - 
Фз =  — Р (У) х Ь /3 (У) = — Т (Х)У +  §* М*



где ¡и  — произвольные функции своих аргументов. Отсюда 
непосредственно видно, что искомые функции фь ф2, ф3 должны 
иметь вид

где &г, т 1 и /г — некоторые постоянные, которые в силу уравнений
(3 . 12) должны быть связаны между собой соотношениями

каждое из которых должно выполняться при любых г, у  и х  соот
ветственно. Из этих соотношений вытекает, что

1) ¿ 1= — т и кх= —1х, /«1= —/ь 
отсюда ^1= т 1=/1= 0 ;

2 ) к 3 = = —т 3==—& зу к ч ^ ^ -  12==:о,2, т 2 13 ■ где о,\, С1 2у (х3 
новые обозначения постоянных.

Таким образом, решения (3.13) имеют вид

и ф0 =  * Л -/7г4У+ ^4 >̂ видим, что (3.14) можно записать следую
щим образом:

Следовательно, решения хю2, т 3 уравнений (3.10) имеют в'йй 
(3.14) или (3.15) и содержат шесть произвольных постоянных.

Формула (3.15) при бесконечно малых ах, а 2, а 3 определяет 
перемещения тела как абсолютно твердого *). Действительно,

*) Очевидно, что если аъ о2, а 3 конечны, то при перемещениях (3.15) 
деформации отличны от нуля. Это связано с тем, что при конечных дш-^дх! 
компоненты тензора деформаций должны вычисляться по формулам

ф1=А1г(/+^22+^3г/+^4.
ц2= т 1гх -{-т2г-\гт3х-\-т^
ф 3 =  ̂2*+¿3#+¿4,

(3.13)

й12+ й 3+ т 12+ т 3= 0 ,
к^+къ  +  11У+12—0,

ф!= а 2г—а 3у+ к ^  
(р2= —а 1г+ а 3х + т А, 
ф3= —а 2х + а 1у + 111.

(3.14)

Введя векторы
г  =  х* +  г/У+  гк, а  =  а 11 +  а 2/ + о 8А?

ц} =  ф =  ф11 +  ф2у +  ф3й =  ф„ -( а  х  г . (3.15)

Если ге =  ф0+ а Х г ,  то формулы (А2) дают

8ц==-^-(вз +  й|), е 22 =  ~2 ( а 3 -\ -а г), ез:)— (в|-(-о2),



выражение (3.15) для вектора перемещения мы нашли как  решение 
уравнений

дш; дхш /

/  <3 -10 >

При бесконечно малых относительных перемещениях, т . е. при 
бесконечно малых значениях дгю^дх1, эти условия означают равен
ство нулю компонент тензора деформаций ъц.

В рассматриваемом случае бесконечно малых относительных 
смещений компоненты вектора а  малы и определяют собой ма
лый поворот тела, происходящий приУперемещениях ‘до =  ф0 +  
+  а  Х г .  Вектор малого поворота можно связать с вектором 
вихря (о формулой а  =  <*>Д£.

Чтобы исключить из рассмотрения возможное перемещение 
тела к а к  абсолютно твердого, можно при определении перемеще
ний дополнительно потребовать, например *), чтобы некоторая 
точка упругого тела сохраняла свое положение в пространстве и 
компоненты вектора малого поворота главных осей деформации 
в этой точке были равны нулю

(ко( дwj 

дх/ дх‘

Заметим, что выполнение этих условий не означает, что рас
сматриваемая точка действительно закреплена в пространстве 
с помощью сил. Если тело находится в равновесии, то, не меняя 
системы внешних сил, можно считать закрепленной любую (но 
в общем случае единственную) точку тела. При этом не интере
сующая нас часть перемещений и поворота исключается из рас
смотрения. Очевидно, что выражения для перемещений будут 
различными, если считать неподвижными различные точки тела.

В задаче о растяжении бруса форму- 
Определение перемещении лы для перемещений получаются как  ре- 
в случае растяж ен и я бруса г  - /о -7 \ /о о\■' "  шения уравнении (о./), (о.о) и могут
быть записаны в виде

щ  =  ^ х +  ф,, да2= — +  ф2, 0.', =  — г +  ф„, (3.16)

где ф*, ф2, ф3 определяются согласно (3.14). Если дополнительно 
потребовать,'.чтобы в начале координат отсутствовали перемеще
ние и поворот главных осей деформации, т. е. чтобы при х =  
=  0, 0  =  0, 2 =  0

0^=3 0, Доа“ 0, и>3 =  0
и

ди>з __.^ 2  — 0 __П
~ д у ~ д г ~ " '  дг дх ' дх ду ~  ’

х) Вместо этих условий можно пользоваться и другими, важно, однако, что 
соответствующие дополнительные условия всегда необходимы.



то выражения для перемещений принимают вид

=  w. =  - í £ í / -
oF
ES z. (3.17)

Анализ полученного ре- Брус растягивается силами, приложен- 
шения ными на его торцах А и В и направ-

ленными по оси х, но, к ак  видно из 
(3.17), частицы бруса испытывают перемещения такж е  и вдоль 
осей у и г.

Величина компоненты смещения вдоль оси х пропорцио
нальна х, максимальна в сечении В и не зависит от у  и г. Вели
чины компонент смещения да2 и ^ з  по осям у  и z пропорциональны 
у и z и не зависят от х, z и х, у  соответственно. Как ясно из формул 
для компонент тензора деформаций (3.6), деформации вдоль оси 
х и осей у  и г имеют разные знаки. Если F>0, то е„  положительно, 
т. е. брус испытывает растяжение вдоль оси х, а е22 и е 33 отрица
тельны, т. е. брус испытывает сжатие в направлении осей у  и г. 
Отношение компонент тензора деформаций

£22 ЁЗЗ
6ц 6ц

равняется а —значению коэффициента Пуассона.
Если рассмотреть задачу о растяжении 

Другие условия на тор- призматического бруса под действием по- 
цах бруса верхностных сил, которые распределены
на одном торце по закону (3 .3 ), в том случае, когда второй то
рец А этого бруса некоторым способом заделан (рис. 108), то 
приведенное решение может описывать i
деформации и напряжения в таком бру- ^ ^  ^//{ ^ { ^ ////////а  
се, строго говоря, только в том слу- А /
чае, если способ заделки торца А  допу
скает смещения в направлении осей у и 
2 . Если ж е торец А бруса заделан ж ест
ко, то построенное решение не является 
точным решением этой задачи. Однако 
в дальнейшем введем так  называемый 
принцип Сен-Венана, согласно которому 
полученное решение может быть ис
пользовано для приближенного определе
ния напряжений и деформаций в задаче 
о брусе с жестко заделанным торцом ■А 
в области, достаточно удаленной от ме-

Рис.

тт

108. Р астяж ение
стержня в случае ж естко  

заделанного торца А.

ста заделки, если линейные размеры площади поперечного 
сечения бруса малы по сравнению с его длиной вдоль 
0си х.
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П остановка задачи о рас- Рассмотрим теперь задачу о растяжении 
тяж ен ии  бруса под дей- цилиндрического бруса под действием соб- 
стрием собственного веса ственного веса npi/ этом сохраним неиз

менными основные предположения, при 
которых решалась первая задача о растяжении бруса под дей-

ствие^ поверхностных сил, 
распределенных по его тор
цам, а именно, предположим,
что r  =  r 0 =  const, е,-у =  0 , но 
F =  gi и/»" =  0 всюду на внеш
ней поверхности бруса, за 
исключением торца А, где брус 
закреплен.

Напряжения р п на торце А 
определятся в результате ре
шения задачи (рис. 109).

Воспользуемся системой ко
ординат, указанной на рис. 
109. Уравнения равновесия в 
этом случае будут иметь вид

У j p iJ' +  p F ‘ =  0,  (3 .18)

причем F2 =  .Р  =  0 и F1 =  g. 
Определение напряжений Д л я решения уравнений равновесия при

мем, что
р22= р28_р12 = ^ 13= ^23^0 , (3 .19)

и будем искать р11, для определения которого получим простое 
уравнение

Отсюда
p11= —pgx+y{y, 2), (3.20)

где ф (у, г) — пока произвольная функция ¡/ и г ,  для определения 
которой воспользуемся граничным условием на нижнем торце 
бруса\В (см. рис. 109). При х = 0  должны иметь р11=0 и, следо
вательно,

Ф (У, г )= 0 .
Распределение напряжений (3.19), (3.20) удовлетворяет вну

три бруса всем уравнениям равновесия (3.17), а на внешней 
поверхности— условиям р п =  0 (на нижнем торце В и боковой 
поверхности бруса). Действительно, на боковой поверхности 
бруса S 6oK имеем

pn= p 1cos(n, x)+p*cos(n, y)+ p3cos(n, z),

. L.

К '
В

о)
со

6)
Рис. 109. Растяжение бруса под дей

ствием собственного веса.
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но на Явок в силу , выбора осей координат соэ(л , х) =  0, и по
этому на основании (3.19) на Збок

р п — 0 .

На верхнем торце А (х =  — I) из (3.20) имеем

=  Р ^  =  -§-. (3 .21)

где 5 — площадь поперечного сечения, а С =  р§/5 — полный вес 
бруса.

С помощью закона Г ука (2 .28) при Т =  Т 0 
Определение деформаций на основании (3.19), (3.20) легко  находим 
и перемещении компоненты тензора деформаций

Р11 Р ё х  а р 11 _ ° Р ё *
еп  -  £ ~  Е ' Е Е ’ 9 9 ,

ар 11 ардх  _  _  „ _  л  ’
е 33 — ---  £  ’ ®12 е 23— е 1Я О,

которые, очевидно, удовлетворяют уравнениям совместности (3.9).
Д ля определения перемещений ы)]., а>2, ш3 имеем следующую 

совместную систему дифференциальных уравнений в частных про
изводных:

дчох_____ д щ  _  с Р ё х  д ш з  _  я 9 8 х
дх ~~ Е ’ ду Е ’ дг ~~ Е ’ 2 3 )

. дш2 _  дни! . ди}3 _дщ  ■ д&з__р.
+  Ж  — +  дг "1" ду ~  *

Интегрируя первую группу этих уравнений, получаем
pg*2 
2 Е

Щ =  (̂ р !- +  'ЬЛХ’ г )> (3 -24)
Wt =  ?Pgxz +  i?з (х> ^

Подставив (3.24) во вторую группу уравнений, будем иметь сле
дующие уравнения для определения функций tp,, г|>2, \|з3:

(%  I °Р8У I дч|>2 
d y ~ f  Е дх = 0 ,

»фз dlj);
f)Z +

Если ввести переобозначения

^т2 » _ Л
дг ду

фНУ. z) =  4 > i+ ^ jf (y 2 +  z*)>

ф2 =  Ф 2. Фз =  115з> ( 3 -2 6 )



/

то система уравнений (3.25) для гр2, \|)3 с^ёдется к решенной 
выше системе уравнений (3 .12) для ср̂ , ф2, ср3. Следовательно, 
решение системы уравнений (3 .23) можно непосредственно выпи
сать с помощью (3.24), (3 .26) и (3.14). Оно имеет вид

щ  =  —  Ц  [х2 - ] - О  (у2 | -г2)] +  а 2г — а3у  | - ,

—ахг \-а3х +  т 4, (3-27)

Щ =  — а 2х +  агу  +  /4.
Условия для однозначного Д л я исключения перемещения бруса как 
определения перемещений абсолютно твердого примем, ЧТО при

х =  —• /, у  =  0 , 2 =  0 , т. е. в центре верх
него торца, выполняются следующие условия:

чю =  0 ,

Тогда

дии3__дш2 __р. дщ .___дщ> _  п д щ __ дщ .__г>
ду дг ’ дг дх ’ дх ду

С1Х =  ¿3̂ 2 :== ^ 3  == ^ 4  ^ 4  ^  0 , ^ 4  — «р I .2 Е

Формулы (3.27) для перемещений принимают вид

^  =  — Ц - [ ( * 2- 12) +  ° ( У 2 +  г2Я> (3 -28)
Анализ полученного ре- Точки оси бруса (у =  г =  0) перемещаются 
шения вертикально (оу2 =  а >3 =  0 ); во всех других
точках, кроме точек сечения х =  0, горизонтальные перемещения 
отличны от нуля. Рассмотрим внутри или на поверхности бруса 
частицы, располагавшиеся до деформации на прямой, параллель
ной оси х (у  =  у„, г =  г0). После деформации эти частицы будут 
леж ать  на линии г/ =  г/0 +  ®2> г =  г0-\-ш)3 или

У =  У о ( ^ + 2¥ - х )  , 2 =  20 (1  + ^ - х )  , (3.29)Е )  ’ -о  ̂ ‘ I Е

т. е. они вновь образуют прямую линию. Прямая (3.29) и ось 
бруса, очевидно, пересекаются в точке

Х =  _  ойГ* ^ =  2 =  0 ’ (3 '30^
координаты которой не зависят от г0 и у 0. Следовательно, если 
в брусе взять любой цилиндр с осью Ох, то после деформации он 
перейдет в конус с вершиной на оси х в точке (3.30).

Плоские поперечные сечения бруса после деформации перестают 
быть плоскими.

Действительно, плоское сечение х = х 0 после деформации будет 
иметь уравнение л:=х0+ш 1 или

х =  х » — -Щ-{х1 — 124 - а [у2 +  г2)],



т. е. превращается в поверхность параболоида вращ ения. Н а 
рис. 109, б показано^ сечение бруса плоскостью хОу после дефор
мации.

Наибольшее напряжение ри  получается в верхнем сечении 
бруса. Оно не зависит от площади поперечного сечения и д ается  
формулой

(Рп) шах =  Р ^ - (3 -31 )

Если для данного материала известно максимальное н ап р яж е
ние, которое он может выдержать при растяжении, то по формуле 
(3.31) можно оценить наибольшую длину троса или стерж ня из 
этого материала, при которой он не разорвется под действием 
собственного веса. Такие оценки необходимы, например при р а с 
чете труб, которые опускаются в нефтяные скважины (имеются 
скважины глубиной 5—6 км и больше).

В точках верхнего торца бруса А  имеются как  вертикальны е, 
так и горизонтальные перемещения.

Решение, строго говоря, справедливо только в том сл уч ае , 
когда полученные смещения допускаю тся способом заделки б р уса . 
Однако по принципу Сен-Венана (см. ниже, § 5) приближенно 
это решение может быть использовано, например в случае ж е с т 
кой заделки, если поперечное сечение бруса не слишком вели ко  
по сравнению с его длиной и, следовательно, влияние способа 
крепления верхнего сечения бруса мало сказывается на дефор
мациях в основной его части.

§ 4. Деформации и напряжения, возникающие в круглой труб е 
из упругого материала под действием внутреннего 

и внешнего давлений (задача Л аме)'

Рассмотрим круглую цилиндрическую трубу из упругого  м а
териала, подчиняющегося закону Г ук а . Требуется найти н ап р я 
жения и деформации в стенках трубы при условии, что она н ах о 
дится под действием внут
реннего ра и внешнего рь 
давлений при постоянной тем
пературе Т = Т 0, соответст
вующей отсутствию «темпера
турных» напряжений при 
отсутствии деформаций, ко
торую назовем «равновесной».

Концы трубы закреплены 
так , что перемещения вдоль 
ее оси отсутствуют, а пере
мещения в поперечном на
правлении ничем не стесне- Рис._ 110. Труба под действием вн утрен - 
НЫ (рис. 110). него и внешнего давлений.



П усть известно, что когда ра =  рь =  0, деформации и напря
жения в стенках трубы отсутствую т. Примем это состояние за
начальное, тогда 8^  =  0  и существуют перемещения чю от началь
ного состояния к рассматриваемому деформированному, возни
кающему при ра и рь не равных нулю.
„ „ Напишем полную систему уравнений иСистема уравнении ^ •' ■' ^ гнеобходимые граничные условия рассмат
риваемой задачи. Система уравнений состоит из

а) уравнений равновесия (без учета массовых сил)

Уур'7  =  0 ,
б) закона Гука

рЬ =  М г (е) цУ 4 - 2ц,е'7,

в) выражений деформаций через перемещения (относительные 
смещения предполагаются малыми)

- И / ^ -

Граничные условия Граничные условия на внешней и внут
ренней боковых поверхностях трубы запи

сываю тся в виде (см. рис. 1 1 0 )

рп =  —  Рап при г =  а, 
р а — — рьп при г =  Ь,

где через а и Ь обозначены внутренний и внешний радиусы попе
речного сечения трубы до деформации, а через п — внешняя нор
маль к соответствующим боковым поверхностям. Обратим внима
ние, что требуется выполнение граничных условий на границах, 
которые имела труба до деформации. При этом снова пользуются 
тем, что относительные перемещения частиц трубы малы.

Д л я  трубы конечной длины 3?  необходимо написать также 
граничные условия на торцах 2 =  0 и г =  3?. Соответствующие 
граничные условия имеют вид

ю„ =  0 , р пх — 0  при 2 =  0 , 2 =  =^,

где п — нормаль к торцовым поверхностям, а т — вектор, лежащий 
в плоскости торцов1). Условие рпх — 0 связано с предположением, 
что крепления концов трубы не препятствуют перемещению 
частиц в направлении, перпендикулярном оси.

*) Вместо граничного условия для перемещений т п — 0 на торцах можно 
рассмотреть другие условия, например условие отсутствия напряжений рзз =  0 
и т. п.
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Цилиндрическая система Ввиду очевидной симметрии задачи д л я  ее 
координат решения удобно пользоваться цилиндри-

\ческой системой координат х1 =  г, х2 =  0 , 
х3 =  2 (см. рис. 110 ).

Напомним (стр. 175 т. I), что в цилиндрической системе
координат

¿ б2 =  йх‘ йх1' =  йг2 +  г2 сЮ2 +  йг2,

следовательно, матрицы ||£,7 || и метрического тензора имеют
вид

1^7 И =

Длины соответствующих базисных векторов таковы:

| | = 1, | 1  =  г, |э3|=1,
| Э1 1 =  1, |Э2 | = у ,  \э*\=1.

Для символов кристоффеля Г% в цилиндрической системе 
координат, к ак  легко вычислить, например по формулам (5 .5 3 )
(стр. 83, гл. II т. I), имеем Г |3 =  — г, Г 22 =  Г 21 =  —, о сталь
ные Г ;й равны нулю.

Очевидно, что в рассматриваемом сл у- 
Перемещения, деформа- чае МОЖНо искать решение задачи, счи-
ции И напряжения при ци- искомые функции зав и сят
линдрическои симметрии » „ „ „ „ „ „только от координаты г, и для вектора 
перемещения ги полагать

ио1 =  ш(г), ги2 =  ои3 =  0. (4 .1 )

Тогда для компонент тензора деформаций получим следующие 
выражения:

дт1 т-1„ <Ью



Первый инвариант тензора деформаций выражается через w (r) 
следующим образом:

Получим теперь выражения для компонент тензора напряже
ний, пользуясь законом Г ука.

Имеем

/ - - *  ( £ + ? ) + * £  •

,4 3 )

р13 =  р23 =  р21 =  о .

Определение перемещений Поэтому из трех уравнений равновесия
два удовлетворяются тождественно, 

а уравнение в проекции на ось х1 =  г

- ^ - + р 22П 2+ № = о

приводится к следующему одному уравнению для перемещения 
w (r), которое могло бы быть получено и непосредственно из 
уравнений равновесия в перемещениях Ламе при условии (4.1),

N H i + r H -  <«■«>

Из [(4.1) [и (4.3) "видно, что граничные условия на торцах 
цилиндра удовлетворяю тся при любом w (r). Условия на боковых 
поверхностях дают

pll  =  (Ä +  2 i i ) ~ + k y  =  ~ p a при г =  а, 

Р11 =  (Ъ -\ -2у)~  +  гк™ =  — рь при г =  Ь.
(4.5)

Интегрируя (4 .4), получим

отсюда

W — A r - f -^ - . (4.6)

Константы А й В определяются с помощью условий (4.5) 

2(k  +  p ) A - 2 li B ± = : - p a, 2(% +  li ) A - 2 li B ± = , - Pb,



откуда
а ъРа —  Ь*Рь д

.  ̂ TTñ о\ * ^
{Ра — Рь) a'Zb2

■ (ft2 —а2) 2ц
(4 .7 )

л ~ 2 (Я, + ц) (&2- а 2) ’
Формулы (4.2), (4.3), (4.6) и (4 .7) позволяют найти дефор

мации и напряжения в любой точке стенки трубы.
Проведем исследование напряженного со- 

Распределение напряже- стояния стенки трубы. Наилучшее пред- 
НИЙ В стенке трубы ставление о действительной величине н а 
пряжений дают так  называемые «физические компоненты» тензора 
напряжений, т. е. компоненты в единичном базисе (см. стр. 175, 
т. I)*

Легко видеть, что в рассматриваемом случае физические 
компоненты р& 3, рЦ3, рЦ3 совпадают с главными компонентами 
тензора напряжений. Так как  векторы базиса э* и э 3 имеют

Г  г  11  ^ 1 1  - 3 3  ___  „ 3 3  ГТ т т и и о  Л я а м р и п г пединичную длину, то РфИЗ =  Р p il„  =  p33. Длина базисного
Ь Д П П Л  H I J  /-»л -■ »»*» J  7 -  -  / -  ^ Il¿>  /  > Г ^ ф И З  г  2 2

вектора э 2 равна г, поэтому контравариантная компонента^
22 Л пл a nJ,„3--  Г Рт. е.меньше физической компоненты р|2из в га раз.

Вводя обозначения рфт = р гг, Рфиз =  Рее. Р&а*=Рхх> будем иметь

Ргг =  РП:
0--Р a

’ ó2—а2 1—4 Ь2Рь
Ь2 — с2

Р оо =  г2Р 22:

Pzz =  P33=-

2 1 + 4¿J — £2 ‘ Т  ^
X сРра — Ррь

Ь2Рь
’ Ь2 — а3 1 + 7 Г ) . (4 .8 )

аг+6г 
Ра Ьг-аг

Ргг'

Ра
7

Ра
г а 2

Ьг-пг

ян-ц ь * -а ‘
Отсюда видно, что при положительных ра и рь величина р гг 

всегда отрицательна, т. е. частицы трубы испытывают вдоль оси г 
сжатие. Знаки рвв и р22 зави
сят от соотношения между ра 
и рь. Рассмотрим сначала слу
чай, когда рь =  0. Распределе
ние напряжений по толщине 
стенки трубы представлено для 
этого случая на рис. 1 1 1 .

Наиболее опасными напря
жениями являю тся в данном 
случае растягивающие (положи
тельные) напряжения р00, так 
как они могут вызвать появле
ние трещин и разрушение тру
бы. Растягивающие напряже
ния р22 всюду меньше, чем ре9.

Максимальные по величине 
напряжения (при pg >  0) возни-

кРг.

Рис. 111. Распределение напряжений 
в стенке трубы, находящейся под дей 
ствием только внутреннего давлени я 
(сплошная линия) и под действием 
внутреннего и внешнего давлении 

(пунктирная линия).

кают на внутренней поверхности трубы. Поэтому при повышении 
внутреннего давления на внутренней поверхности трубы прежде всего  
могут произойти пластические деформации или возникнуть трещины.



Влияние толщины стенки Рассмотрим, насколько улучшаются усло-
женийСвРнейЛеНИе напря'  вия работы стенки трубы при увеличении

ее толщины (выгодно ли увеличивать тол
щину стенки трубы?). Зафиксируем вели

чину а и исследуем изменение наиболее важной величины р т (г =  а) 
в зависимости от внешнего радиуса Ь, считая по-прежнему, что

рь =  0. Имеем

Ра

Рве(г =  а) =  ра (-ЕТ/аг _ 1- +  \

_____  Изменение рвв(г =  а) при уве-
-------------------------  личении b показано на рис.

112. При увеличении толщины 
стенки довольно быстро насту- 

" пает такое положение, что
п , , 0 п „ дальнейшее сильное увеличение
видимости отСвнеш него Й и ^ с а  трубы Ь ПР ИВ°Д ИТ К м а л о з а м е т н о м у

уменьшению разрывающего на
пряжения рвв(г =  а). Поэтому большое увеличение толщины стен
ки не дает существенного увеличения прочности трубы.

Формулы (4.8) показывают, что рвв и р„  
Влияние внешнего давле- уменьшаются, если отлично от нуля внеш

нее давление рь. При этом распределение 
напряжений в стенке трубы становится более равномерным (см. 
рис. 111). Это приводит к мысли об использовании составных 
труб с внутренними напряжениями для того, чтобы существенно 
улучшить условия работы внутреннего слоя, не увеличивая общей 
толщины стенки составной трубы.

Предположим, что имеются две трубы, при- 
длГмставИно3й Атрубы ^  ■ чем наРУжный Диаметр первой (меньшей)

трубы Ь, несколько больше, чем внутренний 
диаметр а 2 второй (большей) трубы. Если каким-либо способом 
(например с помощью предварительного нагревания второй трубы) 
надеть вторую трубу на первую, то при «равновесной» темпера- 

. туре Т =  Т 0 и отсутствии внутреннего и внешнего давлений 
получится система с внутренними напряжениями.

Рассмотрим задачу о нахождении напряжений и деформаций 
в такой составной трубе под действием внутреннего и внешнего 
давлений. Прежде всего заметим, что полученные выше формулы 
■ не дают решения этой задачи. Действительно, из (4.8), в част
ности, видно, что ргг =  рвв =  р^ =  0 при ра =  рь =  0. Однако это 
заведомо не так  в рассматриваемом случае.

Решение (4.8) не годится здесь потому, что при его получении 
использовалось предположение о существовании непрерывных 
однозначных перемещений от начального ненапряженного состоя
ния к  деформированному. В данном случае можно получить дей
ствительно ненапряженное состояние во всех частях системы,



если вытащить одну трубу из другой и убрать все внешние на
грузки. Мысленно разгрузку можно произвести без вытаскивания 
трубы, однако при этом нарушится однозначность перемещений, 
поэтому непрерывных однозначных перемещений к ненапряжен
ному начальному состоянию в этом случае не существует.

Запишем полные напряжения /$олн в виде суммы начальных 
напряжений р{/ и дополнительных напряжений р1'1', возникающих 
от действия внешних сил: р^олк =  рЦ +  р(]'.

Если в материале происходят только малые деформации и он 
подчиняется закону Гука, то дополнительные напряжения 
связаны с дополнительными деформациями е(/ такими же соот
ношениями, которые имеются для полных напряжений и дефор
маций. В этом случае в силу линейности задачи можно опреде
лять р‘]' по внешним нагрузкам  так, к ак  если бы начальных 
напряжений и деформаций не было. Внутренние начальные напря
жения (а следовательно, и полные напряжения) можно опреде
лить, только если известна технология изготовления данной 
детали.

Если рассматриваемая задача нелинейна (относительные сме
щения не малы или напряжения связаны с деформациями нели
нейными соотношениями и т. д .), то дополнительные (от внешних 
сил) напряжения и деформации нельзя определить, если началь
ные напряжения и деформации неизвестны.

Как определить начальные напряжения 
н а п р я ж е н и й  в с о ст ав н о й  в рассматриваемой составной трубе? Р ас
трубе смотрим отдельно каж дую  из двух труб,

используемых в этой конструкции. Оче
видно, что действие их друг на друга можно заменить действием 
некоторого давления 3*. Тогда можно использовать для каждой 
трубы в отдельности полученное выше решение, в котором для 
внутренней трубы (с а =  а1, Ь =  Ь1) надо положить ра =  0 , рь =  Э\ 
а для внешней трубы (с а =  аг, Ь =  Ьг) ра =  0Р, рь =  0. В част
ности, получится, что в стенке внутренней трубы

в стенке наружной трубы

=  +

Д ля определения величины Э3 следует приравнять внешний 
радиус первой трубы и внутренний радиус второй трубы после 
деформации. Имеем Ь1 + ы!1 (Ь1) =  аг -\ хаг (а2), причем, если трубы



сделаны из одинакового материала, то
Ь&г 3>а\Ь\

? a lr S âlbt
Щ (r)  =  A *r  +  — =  2 (A, +  n) (b \ -a t)  2(X (*I—a l)  

Д ля 5* получим формулу
b l --- 02S>=* Öl Г ft? , » j | |  Ä  | flS ■ b l Г  •

l  x +  ll II J  2 (6 2  — 02) LA. +  H fl J2 ( Ь\— а 2) Ь А. (Д.
Если Ь1 >  а 2, то 5*— некоторая положительная величина.

Таким образом, распределение «начальных» напряжений, воз
никающих в составной трубе при отсутствии внешних сил, опре

делено. Если составная труба на
ходится под действием внутренне
го и внешнего давлений, то напря
жения в ее стенках представляют
ся суммой начальных напряжений 
и напряжений, возникающих от 
действия внешних сил, которые в 
данном случае определяются так 
ж е, к ак  если бы^начальных напря
жений и деформаций не было.

Распределение полных напря
жений в этом случае показано 
на рис. 113.

Следовательно, при использо
вании составных труб вместо 
сплошных в работу дополнительно 
вводятся внешние слои, а внутрен
ние слои разгружаю тся, распреде
ление напряжений становится бо
лее равномерным, прочность конст
рукции возрастает.

В технике и, в частности при изготовлении артиллерийских 
стволов, широко используются конструкции с предварительными 
напряжениями, подобранными так , чтобы уменьшить неравномер
ность распределения напряжений при работе под внешними на
грузками.

§  5 . Постановка задач теории упругости.
Уравнение Клапейрона. Теорема единственности 

решения задач теории упругости. Принцип Сен-Венана

В §§ 3 и 4 дано решение двух  простейших частных задач 
теории упругости. Теперь обратимся к общей теории, касающейся 
широкого к р у га  задач теории упругости.

Рис. 113. Распределение напряже
ний в сплошной (сплошная линия) 
и составной (пунктирная линия) 
трубе, находящейся под действием 
внутреннего и внешнего давлений 
(с—граница составляющих труб).



Типичные статические за- Многие важные задачи теории упругости 
дачи теории упругости являю тся статическими, т . е. задачами,

в которых требуется найти распределение 
перемещений и напряжений внутри  упругого тела, находящегося 
в равновесии под действием заданной системы внешних сил или 
при других заданных внешних условиях. Очевидно, что главный 
вектор и главный момент системы внеш
них сил, приложенных к упругому телу, 
в этом случае равны нулю.

В теории упругости рассматриваются 
и динамические задачи, например задачи 
о колебаниях упругих тел. Рассмотрим 
следующие три типичные статические за 
дачи теории упругости, которые отличают
ся друг от друга видом граничных усло
вий.

I. На всей поверхности тела заданы 
поверхностные силы, требуется найти на
пряжения внутри тела и перемещения 
всех его точек, в том числе и перемеще
ния точек границы.

II. На всей поверхности тела заданы перемещения, требуется 
найти перемещения внутри тела и напряжения внутри и на границе 
тела.

III. На части границы тела известны перемещения, а на ос
тальной части границы действуют заданные внешние силы (или 
известно, что некоторая часть поверхности свободна от на
грузок) .

Встречаются, конечно, и другие виды граничных условий. 
Например, можно поставить следующую задачу: найти напряжен
ное и деформированное состояния бруса, если на его верхнем торце 
действуют заданные внешние силы, боковая поверхность свободна 
от нагрузок, а нижний торец упирается в идеально гладкую  жест
кую поверхность (рис. 114). В этом случае на нижнем торце ча
стично известны перемещения (&уп= 0 ) и частично — силы, так как 
р пх= 0  в силу отсутствия трения.

Указанные задачи рассмотрены ниже при следующем дополни
тельном предположении, которое входит в их постановку.

Принимается, что при определении компонент тензора дефор
маций начальное состояние сравнения является действительно 
осуществимым состоянием, по отношению к которому можно ввести 
перемещения. Если выбор начального состояния диктуется к а 
кими-либо физическими условиями (например условием, что на
чальное состояние должно быть ненапряженным), то это допущение 
можно трактовать как  характеристику технологии изготовления 
изучаемых образцов и тел.

Рис. 114. Сжатие бруса, 
помещенного на идеально 
гладкую  жесткую  пло

скость.



В линейной теории упру- Отметим, что в задачах о равновесии и 
гости область, в которой движении упругих тел (за исключением 
математически формули- з а д а ч и  в и д а  ц  когда заранее задаются 
оуется задача, фиксиро- ~ гваНа перемещения границы) поверхность дефор

мируемого тела, на которой задаются гра
ничные условия, заранее неизвестна и должна быть найдена 
в процессе решения задачи. Однако в линейной теории упругости 
предполагается, что деформированная поверхность тела мало о т 
личается  от его начальной недеформированной поверхности. В этом 
случае, пренебрегая малыми второго порядка, можно считать, 
что граничные условия должны выполняться на недеформирован
ной, а следовательно, известной поверхности (см. гл. V II т. I). 
Именно так  мы поступали при решении задач о простом растя
жении бруса и о деформации трубы под действием заданных 
внутреннего и внешнего давлений.

При решении задач теории упругости можно использовать 
различные эквивалентные системы уравнений, которые рассмат
риваются подробно ниже. Отметим, однако, сразу, что эти раз
личные системы представляют собой записанные в разных формах 
уравнения импульсов, закон Г ука  и уравнения совместности (к 
этим уравнениям , в случае необходимости, добавляются уравнение 
неразрывности и уравнение притока тепла).

Во многих задачах, особенно если на гра-
о постановке задач в пе- нице тела заданы перемещения, удобно 
ремещениях. Уравнения в качестве основных уравнений брать урав-
турных0 напряжений^"6"3" нения теории упругости в перемещениях -

уравнения Ламе (см. гл. IV т. 1). Урав
нения Л аме получаются, как  известно, из общих уравнений коли
чества движения с использованием закона Гука и формул (1.1), 
выражающ их компоненты тензора деформаций через перемещения 
(при условии, что относительные смещения малы, а 8 ,-у, входящие 
в закон Г ук а , могут быть выражены через перемещения).

В рассматриваемой здесь линейной теории уравнения Ламе 
для однородного изотропного тела с учетом температурных напря
жений на основании формул (2.25) можно написать в виде

Д ^  =  р0Р-|--(А, +  ц^гас1сНугМ ц Ш  — (ЗЛ. +  2ц.)a g ra d Т. (5.1)Ро

Если объемные силы и температура как функции координат 
известны и на границе заданы перемещения, то из уравнений (5.1) 
с известными начальными данными можно найти перемещения 
внутренних точек тела и таким образом решить задачу теории 
упругости в перемещениях. Напряжения после этого вычисляются 
с помощью закона Гука. Уравнения совместности деформаций при 
такой постановке задачи удовлетворяются автоматически, так как 
формулы, выражающие деформации через перемещения, представля
ют собой, к а к  известно, общее решение уравнений совместности.



О постановке задач в на- Другой распространенный путь решения 
пряжениях задач о равновесии упругих тел —решение

задач в напряжениях. При этом исполь
зуются уравнения равновесия в напряжениях

Ро^‘' +  ?,-Р'7 =  0 . (5 .2 )

Эти тр и  уравнения содержат вообще шесть неизвестных компо
нент тензора напряжений и составляют незамкнутую  систему. 
В некоторых случаях, например из симметрии задачи, можно 
заранее заключить, что в уравнения (5.2) входят только три не
известные компоненты тензора напряжений, а  остальные известны 
или равны нулю. Тогда система (5.2) может рассматриваться от
дельно, независимо от закона Гука. Если на границе известны рп, 
то в этом случае можно найти напряжения, пользуясь только у р а в 
нениями (5.2). Такие задачи называются статически определимыми.

В общем случае система (5.2) не замкнута. 
Уравнения Бельтрами — £ помощью закона Г ука  из уравнений 
Мичелла , •' „ •’ гсовместности деформации можно получить
дополнительные уравнения, которым должны удовлетворять ком
поненты тензора напряжений. Эти уравнения называются ур а в 
нениями Бельтрами— Мичелла. Они могут быть выведены сле
дующим образом.

Из уравнений совместности деформаций

—Я/йуг =  УкЧ Iе 1у +  V ¡V/8ы — V /V рн у — VftV/еп — О
с помощью свертывания тензора можно получить

=  Де(7 +  =  0 , (а)
Я а “  =  2А 11 (е ) -2 1 ,Ъ в * '  =  0, (б)

где Д— оператор Лапласа. Заменяя в соотношениях (а) е,-у с по
мощью закона Гука

«/у =  - т р -  Р и ~ т * 8 Ч +  а (Т —Т о) 8 ц
и используя уравнения равновесия (5.2) и равенство (б), получим 
(если Е, а, а, Т0 постоянны) уравнения Бельтрами —Мичелла

Арч  ■> Т Т 7  Р Л / / + +  Т у р .Л +

т 1 и = о -  <5 3 >
Аналогичные уравнения для движущегося упругого тела по

лучаются, если заменить р0Р  в (5.3) через р0 — а) (к массовым 
силам добавляются силы инерции, а — ускорение точек среды от
носительно инерциальной системы координат).

Если объемные силы постоянны (как, например, сила тяж ести) 
и температура тоже постоянна, то уравнения Бельтрами —



Мичелла принимают следующий простой вид:

а Л7 +  7 Т ^ ‘' ^  =  ° ’ (5 '4)
причем Эъ =  цк1рк1.
Свойства компонент тен- Умножая уравнения (5.4) на ¿ 4  и сумми 
зора напряжений в случае руя по I и по /, получим 
постоянных объемных сил
и температуры = 0 .  (5 .5 )

С использованием этого равенства легко вывести из (5.4), что
ААри = 0. (5.6)

Таким образом, каж дая из компонент тензора напряжений в 
рассматриваемом случае при использовании ортогональных де
картовых систем координат является бигармонической функцией, 
а первый инвариант тензора напряжений — гармонической функ
цией.

В рассмотренных в § 3 задачах о растяжении бруса компоненты 
тензора напряжений были постоянными или линейными функ
циями координат, поэтому уравнения Бельтрами — Мичелла ав
томатически удовлетворялись. В общем случае, если отлична от 
нуля только компонента ри  тензора напряжений, то из уравнений
(5.4) легко получить, что ри может быть только линейной функ
цией координат

р11—ах1+Ьх2+ сх3+ й, 
где а, Ь, с, й — константы.
„ .. В рамках линейной теории упругости, оче-Суперпозиция решении г  г  J ■>■' * видно, справедлив принцип суперпозиции
решений. П усть имеются два решения: да(1), рщ\) и р ;/(ц>,
описывающие напряженно-деформированное состояние одного и
того ж е тела при действии на него внешних массовых сил
и #?(„, при следующих условиях на границе тела 2  =  2 х-| 2 2:

р(п)= р п на да(1) =  ге;1 на 2 2,

Ра\)~Ръ  на 2 1- «»(11) =  « ' ,  на Е2, 
соответственно. Тогда

V) =  ИОм +  « » (11), Р и  =  Р,7 (1) +  Ри(\\) 

дают решение задачи о перемещениях и напряжениях в этом теле 
под действием массовых сил /*(1)4 - /?(П) при заданных поверхност
ных силах р п =  р1-^р% на части границы и при заданных 
перемещениях но =  +  иог на части 2 а границы.

Так, например, с помощью решений рассмотренных выше 
двух задач о растяжении бруса под действием равномерно рас
пределенных по его торцам сил и о растяжении бруса под действием 
его веса можно сконструировать решение задачи о растяжении 
тяжелого бруса силами, равномерно распределенными по его торцам.



/,

о единственности реше- при решении многих задач  теории уппу- 
гости3адаЧ те0рии упру'  гости> так  же как  в задаче о растяжении

тяжелого бруса, значения неизвестных ве
личин частично подбираются из каких-либо 

интуитивных или опытных соображений, а частично определяются 
из основных уравнений. В связи с этим может возникнуть естест
венное чувство неудовлетворенности, так  как требуется исключить 
возможность существования других решений. _
Это чувство можно устранить, доказав един- 
ственность решения задач теории упругости.
Отметим заранее, что решение статических 
задач теории упругости единственно только в 
случае малых относительных перемещений.

Действительно, рассмотрим, например, з а 
дачу о равновесии тонкого заделанного на од
ном конце прямоугольного стержня под дейст
вием силы, приложенной на другом его конце 
(рис. 115).

В этом случае при достаточно большой 
силе Р возможно неединственное решение за 
дачи. Стержень может остаться прямолиней
ным или изогнуться, например так , как  по
казано на рисунке 115.

Перемещения частиц стержня из положения а  в положение Ь 
(и, в частности относительные повороты) будут конечными. Не
единственность решения задачи в этом случае связан а  с неустой
чивостью рассматриваемой упругой системы, проявляющейся при 
достаточно большой величине приложенной силы. О казывается, что 
возможно несколько положений равновесия, но не все они устойчивы.
Уравнение Клапейрона С  целью Доказательства единственности

решения статических задач  линейной тео
рии упругости установим теорему Клапейрона. Возьмем уравне
ния равновесия для простоты в декартовой системе координат

(5.7)
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Рис. 115. Д ва воз
можных положе
ния стержня под 
действием сосре
доточенной силы.

Роя + М = о.дх!

Умножим уравнения равновесия на соответствующие компоненты 
некоторого вектора чю, который можно рассматривать как  конеч
ный или малый вектор действительного или возможного переме
щения точек среды1):

р< /4- -
д (р^Ч) 

дх1
=  0 .

дх!
(5 .7 ')

1) Последующие выводы связаны с допущениями, что компоненты век 
тора то (о),-) и тензора напряжений р1"/— непрерывные дифференцируемые функ
ции координат в объеме пространства, занятого телом.



В случае симметричного тензора напряжений (рН =  рЛ) послед
ний член этого уравнения можно преобразовать следующим обра-
зом:

" " ^ 7 =  T { P 'J TXу т г ' - Я )

где
dwi1 / dwj . day \ . 

e ‘ ;  2 \ dxJ dx! )  ’

можно рассматривать к ак  компоненты тензора деформаций, 
соответствующие малым перемещениям IV.

Проинтегрировав (5 .7 ') по всему объему V, воспользовавшись 
теоремой Г ау с с а—Остроградского и тем, что 

рЧхю{п1 йа =  (р п)1 йа,
получим

\ р0Р - ‘& (1% + [р п-'Я)(1о=  ̂ ри ги (1т . (5.8)
V 2 V

Это равенство, когда VI) — мысленное бесконечно малое смещение, 
можно рассматривать как  уравнение принципа возможных пере
мещений в теории упругости, эквивалентное системе уравне
ний (5 .7 ).

П усть теперь гг» представляет собой вектор перемещении, ко
торые испытывают точки тела под действием данных ^поверх
ностных и массовых внешних сил. Д ля малых деформаций можно 
ввести (см. § 2) свободную энергию единицы объема Ф =  р0г  
так , что аф

Р ~  дги  '

Тогда равенство (5.8) примет вид

 ̂р0Р ‘ ЧХ)(1т+  ̂р п-че)йа=  ^
V 2 V й

Это равенство представляет собой теорему Клапейрона. Оно верно 
и в том случае, когда рассматриваемая среда не подчиняется 
закону Г ук а . Однако, если тело подчиняется закону Г ука, то 
в случае изотермических процессов Ф можно считать однородной 
квадратичной формой е,-у (с точностью до аддитивной константы),
т . е.

ф =  А и'м ги гм +  const.

В случае изотропного тела, отбрасывая несущественную постоян
ную, имеем (см. (2.24))

Ф =  - I- +  2-



По теореме об однородных функциях получим

(5.10)

Если ввести Ф =   ̂Фс(т — полную свободную энергию
V

тела в це

лом, то равенство Клапейрона (5.9) можно записать в виде

Это равенство представляет собой теорему Клапейрона для среды, 
подчиняющейся закону Гука.

Коэффициенты Ламе 31 и [г положительны (это подтверждается 
опытными данными). Свободная энергия Ф в случае изотермиче
ских процессов в изотропной среде, подчиняющейся закон у Г ука , 
является дефинитной (положительно определенной) квадратичной 
формой. Положительная дефинитность квадратичной формы Ф 
имеет место и в случае неизотропных тел.
Единственность решения Д °каж ем  тепеРь единственность решения

упругости типа I, II и III в сл уч ае1) Т =  Т„ и в предположе
ниях, при которых справедливо равенство Клапейрона (5 .11) 
(среда подчиняется закону Г ук а , а относительные перемещения 
однозначны, непрерывны и малы).

Доказательство проведем от противного. Д опустим , что по
ставленная задача имеет два  различных решения:

Если первое и второе решения, согласно сделанному допущению 
о существовании двух решений задачи, соответствую т одинако
вым граничным условиям и массовым силам, то введенные раз
ности являю тся решением, соответствующим заданным нулевым 
граничным значениям поверхностных сил и перемещений и от
сутствию массовых сил. Поэтому, применив к решению (5 .12) 
равенство Клапейрона (5.11), получим

Отсюда в силу дефинитности Ф  сразу следует, что е/у. =  0, а  из 
закона Г ука , что и /?,7  = 0. Т ак  как  е ,7  =  0, то перемещения IV 
могут представлять собой только перемещения уп ругого  тел а

*) Если Т ф Т0 и является заданной функцией координат, одинаковой 
для решения I и II, то следующее ниже доказательство остается в силе.

(5.11)

указанных выше статических задач  теории

«\i>. е</(’)’ Pi А 1) и « ’(П), e,7 (ii), Pij(U).

Рассмотрим разности 
W =  W(I,— W(ii)t e,7  =  el7(I)— s i7 (ii), PiJ =  PiJil) — p iJ(U). (5 .12)

Ф =  0 . (5 .13 )

12 Л. И. Седов, т. II



как  абсолютно твердого. Если при формулировке задачи исполь
зую тся одни и те ж е предположения, исключающие такие пере
мещения, то и w  =  0. Таким образом, W(i) =  W(ii), —
PiKD — и единственность решения задач типа I, II и III
доказан а. Заметим, что для того, чтобы проведенное доказатель
ство оставалось справедливым, достаточно, чтобы граничные усло
вия на всей поверхности тела 2  для разности двух  решений
удовлетворяли условию  ̂/>"• w  da =  0 , которое может выполняться

S
не только в задачах типа I, II и III.

Сформулируем теперь очень важный прин- 
Принцип Сен-Венана цип Сен-Венана, который заключается

в следующем.
Если в некоторой области внутри или на поверхности тела, 

малой по сравнению с основными размерами тела, на него дейст
вует система массовых или поверхностных сил и тело находится 
в равновесии, то в областях, удаленных от места приложения этих

сил, деформированное и на
пряженное состояния опреде
ляются в основном только глав
ным вектором и главным мо
ментом этих сил и приближенно 
не зависят от детального харак
тера распределения сил. Влия
ние деталей распределения сил 
практически сказывается только 
в непосредственной окрестности 
области их приложения *).

Принцип Сен-Венана вытека
ет из следующего общего свойст

ва решений задач теории упругости. Если в какой-либо малой по 
сравнению с размерами всего тела части А приложена статически 
уравновеш енная система сил, то она вызывает в нем напряжения, 
очень быстро убывающие по мере удаления от А . Допустим, что 
мы заж имаем  тисками проволоку, причем концы тисков сжимают 
проволоку так , что действующая на нее система сил уравнове
шена. Тогда очевидно, что к а к  бы ни были велики эти силы (они 
даж е м огут перерезать проволоку), они почти не вызовут напря
жений в основной массе проволоки вне области, непосредственно 
примыкающей к месту защемления. Принцип Сен-Венана под-

*) Теоретический анализ показывает, что эта традиционная формулировка 
принципа Сен-Венана нуждается в уточнениях, связанных с формой тела, свойст
вами распределения внешних сил и понятием малости области приложения сил. 
С этими вопросами можно познакомиться в работах Мизеса (B u ll. Amer. Math. 
Soc., 1945, vo l. 51, pp. 555—562), Штернберга (Quart, of Appl. M ath., 1954, vol. 11, 

p. 393—402), Тупина (Arch Ration . Mech and Analysis, 1965, vol. 18, № 2), 
. Л . Бердичевского. (Прикл. матем. и мех., 1974, т. 38, № 5.)

ЛТК

Рис. 116. Силы а  и б производят оди
наковое действие на стержень вдали 

от торца А.



тверждается множеством опытных данных и подкреплен многими 
численными расчетами на частных примерах.

Из принципа Сен-Венана, в частности, вытекает, что напряж ен 
ное и деформированное состояния в длинном упругом брусе, р ас
тягивающемся под действием собственного веса, в области, до
статочно удаленной от заделанного торца, не зависят от способа 
его заделки или что напряженное и деформированное состояния 
в длинном стержне в основном не изменятся, если в задаче о р ас
тяжении бруса внешними поверхностными силами распределение 
сил (а) (рис. 116) заменить имеющим ту  же равнодействующую Р 
распределением сил (б).

Принцип Сен-Венана позволяет получать приближенные ре
шения различных задач теории упругости с помощью решений 
аналогичных задач для частных распределений действующих сил.

§ 6. Задача об изгибе балки

Рассмотрим упругую цилиндрическую балку произвольного 
поперечного сечения (рис. 117). Предположим, что на боковой 
поверхности 2  балки р п =  0 , на торце 2 2 р пф § ,  причем

\рпйа = 0,  \ г х р пйа—МфО,  -

т. е. на торце 2 2 балки действуют пары сил с общим моментом М . 
Б алка по условию находится в равновесии, поэтому на торце 2*

<\ р пйа =  0 и \ г х р п йа =  — М,

т. е. на 2^ такж е должны действовать пары сил, общий момент 
которых равен по величине и противоположен по зн аку  моменту 
пар, действующих на 2 а. В общем случае момент М  может иметь 
произвольное направление.

Выберем правую  декартову систему коор-
И изг„ибающии динат х, у , 2 так , чтобы ось х  была на- моменты чистыи изгиб ^правлена по оси балки и проходила через

центры тяжести поперечных сечений, а оси у  и г направим по
главным осям инерции поперечного сечения (рис. 117).

Разложим момент М, действующий на торце 2 2, на три со
ставляющие М =  М Х1 +  Л1у/-| М^г. Очевидно, под действием М х 
балка будет закручиваться, а под действием моментов М у и М г— 
изгибаться. Поэтому Мх называется крутящ им, а моменты М у и М.г 
изгибающими моментами.

В силу линейности задач теории упругости решение задачи об 
определении напряженного и деформированного состояний балки  
под действием произвольно направленного момента М  можно 
получить к ак  сумму решений трех задач: задачи о кручении под



действием момента Мх и д вух  задач об изгибе балки под действием 
моментов М,, и М г. Ясно, что последние две задачи об изгибе балки, 
по сущ еству, совершенно аналогичны. Рассмотрим подробно за

дачу об изгибе балки под дей
ствием заданного момента М г=  
= М ,  когда М х= М у = 0 .  При 
этом, как обычно, будем считать 
момент Ж положительным, если 
поворот, возникающий под 
действием М, виден с конца 
оси г совершающимся против 
часовой стрелки.

Деформированное и напря
женное состояния находящейся в 

равновесии балки, возникающие под действием только изгибаю
щего момента т ,  когда главный вектор сил, приложенных к каж 
дому из торцов балки, равен нулю, называется чистым изгибом.

В следующем параграфе будет приведено решение задачи о 
кручении балки. Как в задаче об изгибе, так и в задаче о кручении 
для простоты примем, что температура различных точек балки 
одинакова и постоянна во времени (Т = Т 0) и что массовые силы 
отсутствую т. Кроме этого, примем, что тензор деформаций опре
деляется перемещениями, которые можно считать малыми.

Л егко видеть, что если на торце 2 2 при- 
Распределение напряже- нять следующее частное распределение 
нии н& торце ¿оу * внешних поверхностных сил

Р П =  Рц1> Ри — ---а У’ (6Л )
то, учитывая условия выбора системы координат, получим, что 
главный вектор этой системы напряжений будет равен нулю, 
а главный момент будет иметь составляющую только по оси г.

Действительно, ^ р пйо =  — а/ =  0, так  как  ось х про- 

ходит через центр тяж ести  поперечного сечения,

М х =  5 (г х р п)х йа =  0 ,
2*

так  к а к  р'1 параллельны оси х, а

Му =   ̂ ( г х р п)у (1о =  а   ̂уг йо =  О,

так  к а к  оси у  и г совпадают с главными осями инерции попереч
ного сечения, и, наконец, имеем

М =  М2 =  [ (г  х р п)2 йа =  а   ̂ у2 =  ^ , (6.2)
£ 2 2̂

Рис. 117. Цилиндрическая балка под 
действием крутящего ЛГх и изгибаю
щего М 2 моментов (М2 =  М у] М гй).



где 3 —момент инерции поперечного сечения балки 2  относи
тельно оси 2 . Из (6.2) для коэффициента а  вытекает ф ормула

ма  =

Примем еще, что на торце 2 !  действуют поверхностные силы, р а с 
пределенные по закону

(р п) ъ = - ( р а)ъ- (6 .3 )

На рис. 118 изображено распределение напряжений =  
= — а у 1 и р" = а у 1  на торцах 2 !  и 2 2. Непосредственно видно, 
что такое распределение внеш
них сил вызовет изгиб балки.
Ниже получим точное решение 
задачи об изгибе балки мо
ментом М только для случая, 
когда поверхностные силы на 
торцах 2 Х и 2 2 распределены 
по законам (6.1) и (6.3). Прак
тическое применение этого ре
шения не ограничивается тако
го рода случаями. Из принципа 
Сен-Венана следует, что полу
ченное решение будет справед
ливо в части балки, достаточно 
удаленной от ее торцов, и в том 
случае, когда на 2 2 (и 2 Х) 
задано любое другое распределение напряжений р п, приводящ е
еся к заданному моменту М (и — М).

,  Для получения решения положим, что воНапряжения внутри балки <—> ./ г  »
г 3 всех точках внутри и на поверхности балки

для компонент тензора напряжений верны равенства

Рис. 118. Распределение напряжений 
р п на торцах 2Х и 2 2.

М
P i ! — J  У> P l2 — P lS  — Р 22 — Р23—’ Рзз— О" 

Очевидно, что уравнения равновесия

(6 .4 )

dp‘J
dxi

: О

при этом удовлетворяются и будут удовлетворены такж е все г р а 
ничные условия.

Действительно, из приведенного выше рассуждения непосред
ственно видно, что решение (6.4) удовлетворяет граничным усл о 
виям на 2 2 и 2 Г На боковой поверхности балки в силу выбора 
осей координат имеем cos (га, х) =  0 , поэтому

р п= р 1 cos (я, x ) + p 2cos(n, у) р 3 cos (га, г) =  0 .



Компоненты тензора де
формаций и вектора пере
мещений

дх
дшь
дг

С помощью закона Г ука  (2.28) по извест
ным компонентам тензора напряжений (6.4) 
легко найдем значения компонент тензора 
деформаций:
_ М у  _ дш2 оМ у

ду E J ’
(6.5)-- Г> -- I I

■'23 •
а  М у
£7

Отсюда видно, что при чистом изгибе элемент балки, совпадающий 
с осью х, не испытывает ни удлинения, ни сжатия. Элементы, 
параллельные оси х, при у> 0 сжимаются, а при г/<0 растяги
ваются.

Непосредственно можно проверить, что решение дифференци
альных уравнений (6.5) для перемещений и>и и>г, ау3 имеет вид

М ух М
EJ

аМ уг
~ЕТ~ (6 .6)

При этом для устранения перемещений балки как  абсолютно твер
дой принято, что перемещение и элементарный поворот главных 
осей деформации в центре тяжести торца ^  (т. е. в нача
ле координат) равны нулю.

Любая точка (х =  х0, у  =  у 0, г =  г 0) балки
бадкии" ее кривизна" °СИ после ДеФ°РмаЧии переходит в точку с ко

ординатами (х, у , г), вычисляемыми по
следующим формулам:

М у0х0х =  х,О -Г& 1--Х0

У =  Уа +  м 2 =  Уо- 

2 =  20 +  =  г 0 -

м
2£7 
УМу0г0 

£7

[*М  -о (г/о— 4 )]. (6.7)

Д л я  точек оси балки (у0 =  г 0 =  0) получаем
Мw1 =  w3 =  0, ш2 =  ^ Л0**2 .Л п .

М 
2 EJ х*.



Отсюда ясно, что уравнение изогнутой оси балки имеет вид

У =
М

2EJ х2,

т. е. изогнутая ось представляет собой параболу. 
Рассмотрим кривизну 1/^ изогнутой оси балки

Я

(6.8)

(6 .9 )

где /?— радиус кривизны, 0 — угол касательной к кривой, напри
мер с осью х, а (к — элемент дуги кривой. Если кривизна м ала , 
то 1 /Я & й2у/с1х2, поэтому (6 .8 ) дает

М
EJ (6 . 10)

Деформация плоских по- Возьмем некоторое плоское сечение балки 
перечных сечений х =  х0. После деформации плоскость х — х 0

по (6.7) в поверхность
перейдет в поверхность х =  х0-{-и>1 или

х - х Л  1 - 4 г )
М у \ 
EJ ) (6 .11)

Это уравнение определяет плоскость. Следовательно, плоское по
перечное сечение остается плоским после деформации.

Очевидно, что ось балки остается перпендикулярной упо
мянутому сечению балки и после деформации, так  как  е12 =  0  
и е1з =  0 (см- рис. 119).
Жесткость балки на изгиб Из <6 ' 10> ВИДНО’ ЧТО кривизна балки прямо

пропорциональна величине изгибающего 
момента М  и обратно пропорциональна величине E J, которая 
называется жесткостью балки на изгиб. Ж есткость балки £ 7 , 
очевидно, зависит через Е от мате
риала, из которого сделана балка, и 
через J  от формы ее поперечного сече
ния.

Рассмотрим, например, две балки 
из одинакового материала, причем по
перечное сечение одной из них пред
ставляет собой прямоугольник площади Рис 120. Балки прямоуголь- 
5 , а поперечное сечение второй имеет ного и двутаврового попе- 
вид, изображенный на рис. 120 (такая речного сечений,
балка называется двутавровой), и име
ет ту же площадь 5 . Очевидно, что момент инерции J ,  а сле
довательно, и жесткость E J  двутавровой балки будут больше. 
Поэтому балки, работающие на изгиб (например железнодорожные 
рельсы), обычно имеют двутавровые поперечные сечения.



§ 7. Кручение цилиндрических стержней

Рассмотрим задачу о кручении цилиндрического стержня — 
балки. Кручение возникает в том случае, когда момент, дейст
вующий в концевом сечении балки, не лежит в плоскости попе
речного сечения. В условиях кручения работает множество частей 
различных машин, в частности, валы гидротурбин*) и всевоз
можных (автомобильных, самолетных, пароходных и других) двига
телей. Инженеров обычно интересует, какой максимальный момент 
может воспринять данный вал, каково максимальное значение на
пряжений, каков угол закручивания при заданном моменте и т. д.

Поставим задачу об определении напря- 
остановка задачи  женно-деформированного состояния ци

линдрического стерж ня при кручении в рамках теории малых 
деформаций. Рассмотрим абсолютное^или относительное равнове
сие вала, причем влияние переменной температуры и массовых 
сил учитывать не будем (в силу линейности задач теории уп

ругости влияние этих факторов при 
необходимости можно учесть отдельно). 
Рассмотрим уравнения равновесия

У,Р'7 =  0. (7.1)

Система (7.1) при условии Т =  Т0 полу
чится замкнутой, если к ней добавить 
закон Гука и уравнения совместности де- 
формаций^или уравнения Бельтрами—Ми- 
челла.

Выберем декартову систему коорди
нат, к ак  показано на рис. 1 2 1 .

Примем, что на боковой поверхно
сти стержня р п =  0. Это условие можно 
написать в виде

Рис. 121. Обозначения и 
выбор осей координат в 
задаче о кручении ци
линдрического стержня.

/71 cos (га, x)+/?2cos (га, у )+ р 3 cos (п, z) = 0

или, так  к а к  ось z выбрана параллельно образующей цилиндри
ческой поверхности 2  (cos (и, г) =  0 ), в виде

pl l cos(n , х) +  р21 cos (га, у) =  0 ,
/?12 cos (га, x)-|-p22cos(ra, г/) =  0 , 
р13 cos (га, х) +  р23 cos (га, г/) =  0 .

(7.2)

Пусть на торцах 2 !  и 2 2 заданы поверхностные силы. Будем счи
тать, что поверхностные силы на каждом из торцов 2 ! и 2  2̂ при

*) Стальные круглые валы современных сверхмощных гидротурбин имеют 
диаметр около двух метров.



водятся к паре с моментом, параллельным оси г , а именно:

= 0,   ̂ г х р п М = М1г,

5)' р пйо =  0,  ̂ г  х р п¿а  =  — М =  — М к. (7 .3)

Если мы получим решение, соответствующее какому-нибудь рас
пределению напряжений по торцам и 2 2, удовлетворяющему 
условиям (7.3), то по принципу Сен-Венана это решение будет 
приближенно описывать напряженно-деформированное состояние 
в стержне при любом другом распределении сил по торцам, если 
только эти силы приводятся к  паре с тем ж е моментом. 
Предположения о переме- Решение поставленной выше задачи было 
щениях; формулы для ъц дано уж е около ста лет назад Сен-Вена- 
и р'7  ном. При этом он применил полуобратный
метод, которым здесь воспользуемся.

Будем искать перемещения ш1У ш)г, ы)3 в виде
а>1 =  — агу , т 2 =  <хгх, ы)3 =  а} (х, у), (7.4)

где а — постоянная, а / (лг, у )—функция, которую надо найти 
в процессе решения задачи.

Нетрудно понять, что если в балке происходят перемещения 
вида (7.4), то первоначально плоские сечения, перпендикуляр
ные к оси г, поворачиваются около этой оси на угол аг, и, 
кроме того, искривляются, так  что плоскости г  =  20 переходят 
в поверхности г =  г 0 +  а/(лг, у). Таким образом, угол поворота 
каждого поперечного сечения пропорционален расстоянию этого 
сечения от начала координат, а а  представляет собой угол за 
кручивания на единицу длины балки.

Вычислим компоненты тензора деформаций, соответствующие 
перемещениям (7.4). Имеем

Ец =  0, 822 =  0, 833 =  0, е18 =  0, р.,
а  I 1 д/ \ а  / . <5/ \ ' ' '

е31 — е 1з —~2 [~ У  +  дх) ' г™~ Ез2~~ ~2 [ ^  д у ) ‘

Если материал стержня подчиняется закон у Г ука , то для 
напряжений получаются формулы

Рп =  0 , />“  =  0 , р33 =  0 , р »  =  о, (7 6 )

р1з =  о Ц  — У +  % )  , ри =  а | * (* + | £ ) .

Постановка задачи для Внося выражения (7 .6 ) д ля  компонент 
определения Функции кру- тензора напряжений в уравнения равнове- 
чения /(*, у) сия ^  ^  и Граничные услови я (7 .2 ), (7 .3 ),
получим уравнения и граничные условия, которым должны удов
летворять функция / (х, у) и величина у гл а  закручивания а .



Из трех уравнений равновесия два (в проекциях на оси х и у) 
удовлетворяю тся автоматически, а третье приводится к виду

S + I H -  <7 -7)

Граничные условия (7.2) на боковой поверхности дают 

# +  cos (я , *) +  осц +  ^  cos (п, у) =  0

или
^  =  у cos (я , лс)— xcos(/ í, у) на 2 . (7.8)

Заметим, что ни в уравнение (7.7), ни в граничное условие
(7.8) не входит переменная г. Поэтому для того, чтобы найти ре
шение, достаточно определить функцию ¡(х , у) внутри плоской 
области, совпадающей с поперечным сечением балки, ограни
ченным контуром С. Условие (7.8) можно переписать следующим 
образом:

д1 
дп =  у  cos (ti, x )— x co s(n , y) =  y %  +  X js =  j s x̂ ^ - ,  (7.9)

где s — д у га  контура С. Действительно, для проекций dx, dy 
элемента ds  контура С, если положительное направление обхода 
контура установлено так , что область, заключенная внутри С, 
остается при обходе слева, имеем

dx =  ds cos (s, x) = —dscos(n, у), п  .
dy =  ds cos (s, y) = d s  cos (it, x). '

Сформулированная задача для определения функции f(x , у) есть 
внутренняя задача Неймана. Правая часть в условии (7.9) — 
известная функция координат, так как  уравнение поверхности 
стержня известно. Из (7.9) видно, что условие регулярности ре
шения внутренней задачи Неймана

§ f d s  =  Одп
всегда удовлетворяется.

Отметим, что функция / определяется чисто геометрически и 
одинакова дл я  всех стержней, сделанных из разных изотропных 
материалов, но имеющих одно и то ж е поперечное сечение. Функ
цию / часто называют функцией кручения.

Обратимся теперь к условиям на торцах. 
У довлетворение гранич- Н д 2  „ з 31 / , „з2,  у сл о _
ным услови ям  н а  торцах И г  Н ‘ ~  И J•

вия (7.3) можно записать в виде

$ р 3М а  =  0, \р*Ыо =  0,  ̂ (xpS2 — yp31)da =  M. (7.11) 
%2 2*

Покажем, что первые два из этих условий выполняются, если /



является решением поставленной выше задачи Неймана. Дейст
вительно, на основании (7.6), (7.7), (7.8) в результате простых'пре- 
образований получаем

¡Р * Ч °  =  ар 1 ( % - у ) < 1 о  =

=  [ г х  ( I  Х ~ У Х )  ( * а + | х ) У а =

==а|А1 [х со:з(л> х)+х(%+х) со51 (п. у)1 * = о.
с

Аналогично показывается, что $ рзае(а =  0. Формулы (7.6) опре-
2.

деляют распределение внешних напряжений на торцах закр у
чиваемого цилиндра в построенном решении частной задачи 
о кручении.

Так как  напряжения, вычисляемые по формулам (7 .6), не 
зависят от г и, в частности одинаковы в сечениях 2 2 и то 
векторы напряжений р п на торцах 2 2 и отличаются только 
знаками.

Поэтому ясно, что если граничные условия на 2 2 удовлетво
рены, то граничные условия на такж е удовлетворены.

Третье из равенств (7 .11) согласно (7.6) 
Связь между углом за- имеет ВИД 
кручивания и крутящим

~ “» Г ' ж ' с,<о" 1прн [*  ( * + ! ) - *  ( £ - » ) ]  * ° - м -

Это соотношение можно рассматривать как  уравнение, связываю 
щее угол закручивания а  с величиной крутящ его  момента М :

а  =  — тг7------------- — • (7 -12)
» ¡ ( х * + у * + х Г Г у Гх)с1о

Угол закручивания пропорционален моменту М  и обратно про
порционален модулю сдвига (1 . Величину, стоящую в знаменателе
(7.12), называют жесткостью при кручении.

Таким образом, решение рассматриваемой задачи о круче
нии цилиндрического стержня сводится к  решению задачи Ней
мана для функции /(х, у).

Д ля некоторых простых областей решение
лого4поперечного*сечекмя ЭТ0Й ЗЗДаЧИ известно- Д аД™, например,

решение задачи о кручении стержня к р у г 
лого поперечного сечения. Если ось г совпадает с осью цилиндра, 
то уравнение контура С записывается в виде л:2 +  г/2 =  /?2, 
а граничное условие (7.9) принимает вид

Л  = 0 . (7 .13)дп\Х‘ +у»=ц> 4 >



Решением внутренней задачи Неймана с граничным условием
(7.13) является

f( x , t/)=c=const.

Смещение w 3= a f  вдоль оси г в этом случае одинаково для всех 
точек стерж н я. Если, как  обычно, какая-нибудь точка стержня 
считается неподвижной, то постоянную с нужно положить равной 
нулю. Тогда формулы, определяющие перемещения точек круг
лого вала при кручении, могут быть записаны в виде

W i=—azy, w 2= azx, w3= 0 . (7.14)

Отсюда, в частности, видно, что при кручении круглых валов 
плоские поперечные сечения остаются плоскими. Каждое сечение 
поворачивается относительно оси как  твердый диск, но различные 
сечения поворачиваются на разные углы, пропорциональные коор
динате z, ко гда сечение 2 = 0  закреплено.

Отличные от нуля компоненты тензоров деформаций и напря
жений в этом случае равны

ез1 =  е13 =  — %-у, p3l =  p13 =  — \iay,
ае3 2 =  е2з =  -^г*, р™ =  р23 =  ц<хх

(7.15)

При кручении касатель- Видно, что в любом поперечном сечении 
ные напряжения в каждом стержня действуют только касательные
сишГьны01̂ аСегЧраНнИицеМаК'  напряжения, причем для модуля вектора

напряжения в поперечном сечении круглого

стержня имеем |т| =  р13* р 23* =  ]^,aY х2 у2.. Следовательно, 
максимальные касательные напряжения

* шах =  1«*К (7 Л 6 )
получаются на внешней границе стержня. Это свойство распреде
ления напряжений выполняется при кручении цилиндрических 
стержней произвольного (а не только круглого) поперечного се
чения. Д л я  доказательства этого прежде всего заметим, что в общем 
случае, если только для перемещений имеют место формулы (7.4), 
величина результирующего касательного напряжения в поперечном 
сечении при любом направлении осей х и у  представляется в виде

1* 1= 1* » <7 л 7 >

Ось х всегда можно выбрать так , чтобы она совпадала с на
правлением вектора касательного напряжения в произвольной 
внутренней точке N поперечного сечения. Тогда в этой точке N ве
личина касательного напряжения будет равна — у

В других точках [га ^  — у представляет собой только вели



чину р13 проекции касательного напряжения на ось х. Ф унк
ция (га — у') является гармонической и не может (см. § 12

дх
гл. VIII )  достигать ни максимального, ни минимального значений 
внутри области своего определения и, в частности в точке N. 
В окрестности N всегда найдется точка Nlt в которой эта функ
ция будет иметь большее, чем в точке N, значение и |р13|дг, 
будет больше |т|дг. Учет рм для определения |т|^, только усилит 
это неравенство, и всегда в окрестности любой внутренней точки N 
найдется такая  точка Ñlt для которой |t|w, >  |т|^. Высказанное 
выше утверждение доказано.

Д ля крутящ его момента при кручении 
Связь угла закрутки и вала круглого поперечного сечения на
максимальных касатель- ___ /7  Ю\
ных напряжений скрутя- основании (7 .1 2 )  получим
щим моментом для стерж- _ 4
ня круглого поперечного М =  (Щ —— (7 .1 8 )
сечения 2

2 М
и, следовательно, a== j^ r^ 4-

Таким образом, угол закрутки  прямо пропорционален величи
не крутящего момента М и обратно пропорционален четвертой 
степени радиуса поперечного сечения. Величина максимального 
касательного напряжения при заданном значении М  равна

W  =  <7 -19)

Если величина допустимых касательных напряжений в стержне 
известна и задано значение крутящ его момента М, то отсюда мож
но определить величину минимально допустимого значения диаметра 
вала.

Поставленная выше задача Неймана для определения функ
ции кручения f(x, у), а следовательно, и задача об определении 
напряженно-деформированного состояния цилиндрического стерж
ня при кручении решена такж е  для стержней эллиптического, пря
моугольного и многих других поперечных сечений.

Заметим, что каждое известное решение 
Замечание о  ̂ кручении задачи о кручении любого цилиндрического 
полых стержней вала сплошного поперечного сечения д а е т
такж е решение задачи о кручении такого полого цилиндрического 
вала, внешняя граница поперечного сечения которого совпадает 
с границей сплошного вала и внутренняя полость которого сво
бодна от напряжений и вырезана так , что возникающие в попе
речном сечении сплошного вала касательные напряжения т в к а ж 
дой точке границы полости в плоскости ху направлены по каса 
тельной к ней.

Действительно, решение для сплошного вала удовлетворяет 
уравнениям равновесия, граничному условию на внешней границе



полого в ал а  и, очевидно, легко может быть подобрано так , чтобы 
условия на торцах полого вала удовлетворялись.

О стается только показать, что условие
р п =  О

на внутренней границе полого вала при этом также будет выпол
нено. Л егко  видеть, что в силу (7.6) и выбора оси г, на внут
ренней стороне полого вала будем иметь

Р1 =  Рпу = 0, 
р?  =  р 13 cos (л, x ) -{ -p 2Z cos ( п ,  у ) .

Отсюда, если полость выбрана так , как указано выше, по
лучаем

р1 =  0 .

Кручение в ал а  круглого Таким образом, приведенное выше реше-
кон центр и ч” с к и ^ р а  спол о - НИе ЗЗД ачи  ДЛЯ стеРжня круглого попереч- 
женной круговой  поло- ного сечения пригодно для случая круче- 
стью ния стержней, поперечное сечение которых

имеет вид кольца, ограниченного двумя 
концентрическими окружностями, так как по (7.15) в этом слу
чае имеем

т =  p 13i  -1 - p 23j  =  fxa (— yi  +  xj ) ,
r X у .П =  i —r = — I + —J  | r  | r  1 r  J

и т - г  =  0 , т . e. т направлено по касательной к окружности 
г  =  У х 2 +  у 2 =  const ;:-:С R.

Ж есткость с при кручении полого вала внешнего радиуса R 
и внутреннего радиуса Rx по (7.12), так  как  в этом случае 
/ =  0 , б удет , очевидно, равна

2Л R
С =  [Х^ j  r 3 iWcp =  ^ ( / ? 4— RD

0 R,

и, следовательно, максимальное касательное напряжение по (7.12) 
и (7 .16) будет связано с крутящ им моментом М формулой

(7-20)

Иногда без значительной потери прочности конструкцию можно 
сильно облегчить, если сплошной вал, работающий на кручение, 
заменить полым валом. В подтверждение этого приведем простой 
конкретный расчет.

Рассмотрим сплошной и полый валы одинакового внешнего 
диаметра 2 R, находящиеся под действием одинаковых крутящих



моментов М. В результате замены сплошного вала на полый пло
щадь поперечного сечения вала  уменьшится на n R l . Если радиус 
R, внутренней полости равен R/2, то это изменение площади 
составит 25% от площади сплошного вала ici?2. Разность макси- 
мальных касательных напряжений в полом и сплошном валах, 
отнесенная к  величине максимального касательного напряжения 
в сплошном валу, согласно (7 .19) и (7.20) будет равна

Rl/R4 
1 -(R ilR )* ’

что в случае R ^ R I 2 приближенно равняется шести процентам. 
Ясно, что если такой потерей прочности можно пожертвовать, 
то вес вала можно значительно уменьшить.

Изложим теперь предложенный Сен-Вена- 
Метод Сен-Венана реше- ном СПособ решения задач о кручении 
ния частных задач о кру- ЦИЛИНДрИЧеских стержней.
стержней цилиндрических д ля этого заметим, что вместо гармо

нической функции кручения f  (х , у) можно 
искать сопряженную ей гармоническую функцию гр (х, у). Ф унк
ции / (х, у) и гр (х, у), как известно, связаны условиями Коши —
Римана

d[_dip д[ _  _  
дх ду ’ ду дх ‘

Граничное условие на контруре С для функции кручения f  
можно переформулировать для функции гр. Из (7.8) на основании 
условий Коши — Римана получим

0 =  cos (я, х) ( Цт — у ) ~ l'os(«> У) ( ^ ~ х) =

cos (п, х ) ^ - cos (га, у ) 1  

cos (s, x ) ^  +  cos(s, у )щ

Отсюда следует, что во всех точках контура С должно выпол
няться следующее граничное условие для функции гр(х, у):

T p = i ( x 2 +  i/2) +  const- ( 7 -2 1 )

Таким образом, для определения функции кручения / мы^ имели 
внутреннюю задачу Неймана, для определения сопряженной с 
функции яр получилась задача Дирихле.

Возьмем аналитическую функцию а» (г) комплеисного перемен
ного 2= х+ ш , для которой действительную и мнимую части можно 
принять за / и гр соответственно. Тогда, если уравнение

Imag w (z) — —^г~ +  const



вы раж ает какую-либо замкнутую , кривую, то ее можно принять 
за  контур поперечного сечения стержня;

Reel w (z)= f(x , у)

при этом определит перемещение точек стержня в направлении 
оси z(w a= a f) . Напряжения определятся по формулам (7 .6). Можно 
поступить и наоборот, т. е. принять действительную часть w(z) за 
функцию \|з, а мнимую — за /.
К ручение стержня гллип- J  частности, если взять аналитическую 
тического  поперечного функцию комплексного переменного 
сечения w = A z 2=  А (х +  ¿у)2 ~  А (х2 — у 2) +  2iAxy,
где А — действительная постоянная,

и положить 

то уравнение
f =  2A xy, у  =  — А (х2- у 2),

— А (х2 — у 2) =  i l i l .2 __ с 2

будет представлять собой уравнение эллипса с полуосями

V 1/2+ А ’ У 1/2— А'

В ы р аж ая из последних д вух  соотношений А через а и Ь, полу
чим, что функция

, 1 а 2 — Ь2 , „
^  — Т  а2 +  62 (Х ~  У )

дает решение задачи о кручении цилиндрического стержня, 
поперечное сечение которого представляет собой эллипс 
с полуосями а и Ь.

„ К ак указывалось выше, при кручении 
Гр^евии напряжении при Два уравнения равновесия в проекции на

оси х и у  удовлетворяются автоматиче
ски , а третье сводится к уравнению

др13 . др23 „

Н а основании этого уравнения можно сделать вывод, что выра
жение р13й у — р23йх представляет собой полный дифференциал 
некоторой функции ац!¥ (х, у) (постоянный коэффициент перед 
¥  (х^ у) введен для удобства последующих выкладок и рассуж 
дений). Следовательно, компоненты тензора напряжений р13 и 
р 23 связаны  с функцией ¥  (х, у) следующими равенствами:

Р*1 =  аР % >  Р32 =  - ^ ¥ -  (7.22)



Функция ¥  (х, у) называется функцией напряжений. Очевидно, 
что в общем случае функцию ¥  (х, у) можно всегда ввести, если 
из всех компонент тензора напряжений отличны от нуля только 
р1з и р23) Причем рИ и раз не зависят от г.

Если напряжения представлены через функцию напряжений, 
то уравнения равновесия автоматически удовлетворяются. Однако 
¥  (х, у) не может быть произвольной функцией, так  к а к  компо
ненты тензора напряжений, кроме уравнений равновесия, должны 
удовлетворять уравнениям Бельтрами— Мичелла. В рассматри
ваемом случае уравнения Бельтрами— Мичелла превращ аю тся 
в уравнение для функции ¥  (х, у).

Получим уравнение для ¥  (х, у), пользуясь непосредственно 
равенствами (7.6) и (7.22). Предварительно установим связь  
между введенными для решения задач о кручении функциями /\ 

и ¥ .  Д ля этого вспомним, что напряжения (см. (7 .6) и (7 .22)) 
связаны с этими функциями следующими соотношениями:

Отсюда ясно, что в случае кручения цилиндрических стержней 
имеем

Функция г|> является гармонической, поэтому функция напряж е
ний ¥  должна удовлетворять уравнению Пуассона

Граничное условие (7.21) при этом дает ¥  =  const на С. Т ак к а к  
функция ¥  вообще определяется с точностью до аддитивной 
постоянной, то в случае стержня односвязного поперечного сече
ния можно принять, что

Таким образом, с помощью функции напряжений задача о к р у 
чении цилиндрического стержня односвязного поперечного сече
ния сводится к отысканию решения уравнения Пуассона (7 .25), 
удовлетворяющего на контуре С граничному условию (7.26).

Заметим, что в приведенном выше выводе уравнения (7 .25) 
для функции ¥  выполнение уравнений Бельтрами— Мичелла 
обеспечивается, так  как в этом выводе использовались формулы
(7.6), которые были получены с помощью закона Г ука  и пред
ставлений е/у- через

В случае кручения стержня круглого поперечного сечения из
(7.24), (7.25) и (7.26) непосредственно вытекает, что функция

(7 .24)

А ¥  =  —2. (7 .25)

(F =  0 на С. (7 .26)



напряжении имеет вид
< Г (х , у)  =  (7  27)

Установим теперь связь  между функцией напряжений и кру
тящим моментом. Из (7 .12) и (7.23) имеем

м = - ° » Щ х + %  « ) Ла- <728')

Отсюда, так  как
W  v _L д¥  д¥х I д^у <ут
~ д7х  +  y - ~ W + ~ d i ~

с помощью формулы Гаусса — Остроградского получим

М  =  ■— ац  j  £F[x cos (п , х) +  у  cos (я , г/)] ds -f- 2a\i J  <F da.
C ¿J2

Д л я  стержня односвязного поперечного сечения в силу условия 
(7 .26) будем иметь

M  =  2 a n j> d c r .  (7.28)

В случае стержня многосвязного поперечного сечения функ
ция напряжений <F будет принимать различные постоянные зна
чения ¡Fk на различных замкнутых кривых, ограничивающих 
поперечное сечение. На одной из этих кривых, например на 
внешнем контуре С, можно положить <F равной нулю. Д ля по
лучения единственного решения в постановку задачи при этом 
можно ввести условия, которые являются следствиями однознач
ности смещения ws =  a f  к ак  функции координат. Именно, инте
грал от дифференциала функции кручения f по любому замкну
тому контуру С,- должен быть равен нулю. Поэтому, в частности, 
для внутренних контуров Ск, ограничивающих поперечное сече
ние, по (7.23) будем иметь

§ df  =  §  i % dx +  i y dy) =  - §  ( di d y - d̂ d x ) - f i ( x d y - y d x ) = 0
Ck Cft Сft Cft
или no (7.10)

/ i f  cos (я , x) +  ^ c o s ( n ,  y)\ds =
Ck

=  — £ [* c o s ( i» t x) +  j/cos(b, y)]ds.
Ck

Отсюда, воспользовавшись формулой Г аусса— Остроградского, 
получим

0 d s  =  - 2 S k, (7.29)
Ck



где 5*— площадь, заключенная внутри контура Ск, а д¥ / дп — 
производная по направлению внешней нормали к контуру С к в 
плоскости поперечного сечения стержня. Уравнения (7.29) позво
ляют вычислить значения констант ¥ к.

Ясно, что функция напряжений (7 .27), которую в полярных 
координатах можно записать в виде

/ ? 2 ___ , 2

& (*> У) =  — ~2---->

удовлетворяет условию (7.29), если мы примем за контур С г 
окружность некоторого радиуса R 1 <  R с центром в начале коор
динат, и, следовательно, является функцией напряжений в с л у 
чае кручения цилиндрической трубы внешнего радиуса R. З ам е
тим, что решение уравнения Пуассона (7.25) в этом случае мо
ж ет содержать член вида Л In г (А =  const), который исклю чает
ся для искомого решения с помощью условия (7.29).
„ ,  Функции /, ib и ¥  легко вычислить толь-Мембранная аналогия ^ко для небольшого числа простейших об
ластей, в то время как в технике используются работающие на 
кручение стержни весьма сложных поперечных сечений. Н екото
рые интересные данные о кручении стержней можно получить, 
пользуясь различными аналогиями, возможность проведения 
которых связана с тем, что математические задачи, поставленные 
для определения функций /, 1|з и ¥ ,  встречаются во многих д р у 
гих разделах математической физики.

В частности, можно установить аналогию меж ду задачей 
определения функции ¥  и задачей определения прогибов м ем 
браны с постоянным натяжением, возникающих под действием 
равномерно распределенной по ее поверхности нагрузки. Выведем 
уравнение для прогиба такой мембраны.

Мембраной называется упругое тело, имеющее вид тонкой 
пленки, не сопротивляющееся изгибу, но сопротивляющееся р а 
стяжению. Пусть однородная мембрана постоянной очень малой  
(по сравнению с продольными характерными размерами) то л щ и 
ны h защемлена по плоскому контуру С, имеющему форму контура 
поперечного сечения стержня, кручение которого исследуется, 
причем в области защемления на мембрану действует повсюду оди
наковое постоянное по толщине мембраны натяжение Т. При от
сутствии других внешних воздействий напряженное состояние 
мембраны будет везде одинаковым, на каждой площадке, перпен
дикулярной к поверхности мембраны, действует нормальное р ас т я 
гивающее напряжение Т. Если принять среднюю плоскость мембра
ны в ненагруженном состоянии за плоскость хОу декартовой систе
мы координат, то матрицу компонент тензора напряжений при от
сутствии внешних нагрузок на поверхности мембраны z = ± h ! 2



можно записать в виде
т 0 0
0 т 0
0 0 0

Рассмотрим теперь равновесие такой мембраны под действием 
равномерно распределенной по ее поверхности г = —Л/2 попереч
ной нагрузки q (параллельной оси г), когда поверхность г=Ы2 
мембраны свободна от нагрузки .

Предположим, что натяжение Т столь велико, что прогиб w 
мембраны (w = w 3(x, у , 2= 0 )) можно считать малым. Дальше при
мем, что изменением компонент ри —р22= Т  и р12= 0  тензора на
пряжений в результате приложения нагрузки q можно пренебречь. 
Компоненты р13, р23 и р33 следует учитывать.

Д ля направляющих косинусов единичных векторов внешней 
нормали к поверхности мембраны, учитывая, что h и w¡ малы, 
можно написать

/ % - , dw3 , dw / \ , dw3 , dweos (я , х ) ъ ± ж ~ ± д 7 , eos (я , ¡ , ) « ± _ « ± 5 - ,

eos (я, z ) « T l »  (7.30)

где верхние знаки соответствуют нормали к деформированной 
поверхности мембраны z =  —h/2, а нижние — нормали к деформи
рованной поверхности 2 =  h/2.

Граничные условия для компонент вектора напряжений р п, 
действующих на элементе внешней поверхности мембраны с нор
малью я, с точностью до членов первого порядка малости дают

р1 =  рп eos (я, х) +  Р12 eos (я, у)

-f- р13 eos (я, Z) =  =F ( т ^ — р1 3) =0,
■ ^z =  ± 2-,

дх
P'i =  Р12 COS (Я, X) +  р22 COS (Я, у) +

- ] - р23 eos (я, z) =  =F Р23) =0,

р1 —  р13 eos (я, л:) +  р23 eos (я, //) +
f _пзз. -----  - ^

(7.31)

p 33COS(n, 2) =  | л
I р =  0 при 2 =  -̂-

=  при 2 = —-^-,

33 .
2 

2 •

Напишем уравнения равновесия в напряжениях. Имеем
3/j13_ q  др23_q др13 . др23 , др3 3__q
дг ’ дг ’ дх ду дг

Из первых двух  уравнений следует, что компоненты напряжений 
р1 з и ргз не зависях от г. В связи с малостью производных дту/дх,



дхю/ду и к на основании (7.31) можно написать

Р'3= Т ^ ,  =  (7 .32)

Проинтегрировав третье уравнение равновесия вдоль оси г по 
толщине мембраны от —й/2 до +/г/2 с учетом (7.32) и (7 .31), 
получимг)

Й/2
Г д р 33 , ™ д 2ш , гг, д 2ии и

-  ) -Ж йг =  Т ^ Н +  Т Щ-2Н = - (1- 
- Й / 2  Я

Следовательно, уравнение для прогиба мембраны ю имеет вид
д2т . д 2а) <? оо\

ТЕ'
Из условия закрепления мембраны на контуре С следует

ш=0 на С. (7.34)

Сравнив уравнения (7.25) для функции напряжений в задаче о 
кручении цилиндрического стержня и (7.33) для прогиба мембраны 
постоянного натяжения и граничные условия (7.26) и (7.34) на кон
туре С, видим, что решение задачи о кручении цилиндрического 
стержня сводится к определению формы прогиба мембраны посто
янного натяжения, когда

2771=?. (7.35)

Определение функции ¥  из соотношений (7.25) и (7.26) и функ
ции ш из (7.33), (7.34) и (7.35) — одна и та же задача, и она не со
держит линейного размера вдоль оси г, поэтому соотношение (7.35) 
можно рассматривать как фиксирование единицы измерения для к, 
которую можно посчитать не зависящей от единиц измерения для 
х и у.

Таким образом, совпадение задач для определения ¥  и но можно 
обеспечить выбором и произведения Т1г или соответствующим вы 
бором единицы измерения для /г.

Мыльная пленка благодаря наличию поверхностного н атя
жения представляет собой мембрану с постоянным натяжением. 
Если к одной из ее сторон приложить малое постоянное давление 
(с точностью до величины первого порядка малости по ш давление 
и поперечная нагрузка совпадают) и не допускать смещений то
чек ее границы, то прогиб [будет удовлетворять условиям, ко 
торые налагаются на функцию напряжений ¥ .

*) Очевидно, что в рамках рассматриваемой приближенной теории величина 
р33 распределена по толщине мембраны по линейному закону, и ее зависимость 
от х и у  определяется через функцию (х, у), причем соотношения (7.32) и (7.33) 
установлены без использования закона Гука.



Определяя из опыта прогибы пленки, получим эксперименталь
ные значения функции напряжений ОТ.

Линии, на которых прогиб мембраны одинаков ((да}/д5)=0), 
в задаче о кручении соответствуют линиям, в каждой точке кото
рых полные напряжения, лежащие в плоскостях поперечных се
чений стержня, направлены по касательным к ним.

В самом деле, по (7.22) и (7.10) для таких линий имеем

° =  Ж =  ¥  =  1 - | ^ Ж 3 7  =  ^ С08(я ’ *) +  />23соз(л, у) — х-п,

где п —нормаль к линии ((дт/дё) = 0) постоянного прогиба мем
браны в плоскости ху.

Вместе с тем

М  =  /  P13i +  P238 = a ^ ] /  ( i ) 2+ ( ^ ) 2 =  a M g ra d ^ l

и, следовательно, величина касательных напряжений пропорцио
нальна [ grad IF | или | grad | и поэтому больше там, где линии 
равного уровня w =  const расположены гуще. Таким образом, по
строив «топографическую» картину линий равного уровня—по
стоянного прогиба мембраны, можно получить наглядную картину 
распределения касательных напряжений в поперечном сечении 
стержня.

Объем, заключенный между прогнувшейся мембраной и пло
скостью контура, будучи умножен на 2ац, дает величину скручи
вающего момента М (см. (7.28)).

Как увидим в последующем, аналогия с прогибом мембраны 
постоянного натяжения полезна не только в случае кручения 
упругого стержня, но и тогда, когда под действием скручиваю
щего момента материал стержня в некоторых частях поперечного 
сечения переходит в пластическое состояние.

Обратим внимание на то, что мембранная аналогия справед
лива только при малых прогибах мембраны, и поэтому провести 
измерения с большой точностью трудно. Трудности связаны также 
с тем, что прогиб, вызванный весом мембраны, обычно сравним 
с прогибом, возникающим в результате приложения к мемб
ране небольшого давления.

Помимо изложенной мембранной аналогии 
Аналогия с течением в я з -  для р6Шения задач о кручении цилиндри- 
кои жидкости ческих стержней можно указать еще гид
родинамические аналогии с течениями вязкой и идеальной жид
кости.

Рассмотрим установившееся ламинарное течение вязкой несжи
маемой жидкости в цилиндрической трубе, поперечное сечение ко
торой совпадает с поперечным сечением стержня. Как известно 
(см. § 21 гл. VIII), если направить ось z вдоль оси трубы и обозна- 
чи ть через w скорость установившегося течения жидкости в трубе



под действием постоянного заданного перепада давлений dp/dz, 
то из уравнений Навье — Стокса получается следующее уравнение 
для определения скорости:

. dhe i  . д Ью 1 d p  / у
+  Г Т г’ (7 "ЗЬ)

здесь (д, — коэффициент вязкости жидкости. На стенках неподвиж
ной трубы (контуре С) имеем условие прилипания

до=0. (7.37)

Сравнивая (7.25) и (7.36) и граничные условия (7.26) и (7 .37), 
видим, что математические задачи об определении функции напря
жений при кручении цилиндрического стержня и скорости течения 
ламинарного установившегося движения вязкой несжимаемой ж и д
кости в бесконечно длинной трубе, односвязное поперечное сече
ние которой одинаково с поперечным сечением стержня, под дей
ствием постоянного перепада давлений dp/dz совпадают,

$ ¡5  =  Л -  <7 -3 8 >

а жесткость пропорциональна расходу.
Эта аналогия легко обобщается на стержни неодносвяз

ных поперечных сечений, если рассматривать течения в трубах
с подвижными стенками. •

Возьмем цилиндрический сосуд, совпадаю- 
Аналогия с потенциаль- щцй по форме со стержнем, кручение ко- 
НЫМ течением идеальной тооого изучается. Пусть внутри этого 
несжимаемой жидкости сосуда находится идеальная несжимаемая
жидкость. Рассмотрим абсолютное плоскопараллельное потен
циальное движение жидкости в плоскости ху  поперечного сечения 
цилиндрического сосуда относительно неподвижной системы коор
динат хОу при вращении сосуда с угловой скоростью ш вокруг оси 
z. Для потенциала <р (х, у) имеем уравнение Лапласа

Дср =  0

и граничное условие на контуре

v = ^  =  (ш хг)и =  —coi/cos(», x )+ m xcos(h , у),
п д п  4

которое совпадает с граничным условием (7.8) для функции к р у 
чения /, если положить

ш=—1. (7-39)

Таким образом, задача определения функции кручения совпадает 
с задачей определения потенциала скоростей абсолютного плоско



параллельного движения идеальной несжимаемой жидкости в 
цилиндрической трубе (стержне), вращающейся вокруг оси г с 
постоянной угловой скоростью, равной х) — 1.

Приведем один из примеров исполь?ования 
Зависимость перемещений этой аналогии. Из вида формул (7.4) для пе-
креплеш !* '" ’в* плоскости Р в е н и й  ясно, что они определяются 
поперечного сечения так, что элементы стержня, расположен- 
стержня ные на оси г, не получают смещений в

плоскости ху. Таким образом, положение 
начала координат в плоскости поперечного сечения стержня 
«закреплено». Перемещения точек закручиваемого стержня будут 
различными для различных положений начала координат в пло
скости поперечного сечения стержня, совпадающего по условию 
с точкой закрепления.

Изложенная выше гидродинамическая аналогия позволяет лег
ко представить себе перемещения в случае произвольного положе
ния начала координат О', если известны перемещения для некоторого 
одного положения начала координат 0.

^Как известно, вращение сосуда вокруг некоторой осиг2 с угло
вой скоростью со в каждый данный момент времени эквивалентно 
вращению вокруг другой оси ги параллельной первой, с той же 
угловой скоростью со и мгновенному поступательному движению 
сосуда со скоростью, равной скорости точек оси гх при вращении 
вокруг оси г2.

Обозначим через <р потенциал скоростей движения жидкости, 
возникающего при вращении сосуда вокруг оси ги проходящей 
через начало координат О, а через ф' потенциал скоростей, возни
кающих в результате вращения сосуда относительно другой, па
раллельной первой, оси г 2, проходящей в плоскости хОу через не
которую точку О' с координатами х' и у .

Компоненты скорости мгновенного поступательного движения 
(скорости точек оси г1 при вращении относительно оси г2) при 
о з= —1 определены формулами

и х =  [® X (—г)]*  =- —у', У9 =  [йХ  (—г)]ц =  х'.
Так как поступательным движениям вдоль осей х и у  со скоростя
ми — у' и х' соответствуют потенциалы

Щ=—у'х и фг=х'у, 
то, очевидно, потенциалы ф' и ф связаны равенством

ф' = ф+ х'у—у'х.
Компоненты смещений при кручении вокруг оси г2 при этом должны 
определяться формулами

—а (у—у')г, ш2= а (х —х')г, хю3= а у ' .

*) Условиям (7.38) и (7.39) можно удовлетворить выбором единиц измерения.



Очевидно, что напряжения, а следовательно, и крутящий момент 
при этом не изменятся.

Для стержня круглого поперечного сечения, если начало коор
динат О совпадает с центром круга, ср=0 и частицы не испытывают 
смещений вдоль оси г. Если выбрать другое положение начала 
координат, т. е. закрепить в стержне другую ось, то смещения вдоль 
оси г во всех точках, кроме точек новой оси г, станут отличными от 
нуля и равными

ы>3= а  (х'у—у'х).

Отсюда видно, что в этом случае поперечные сечения также оста
ются плоскими, но угол между осью г и поперечными сечениями 
после смещений перестает быть прямым 1).

Изложенную выше аналогию задач о кру- 
Аналогия с вихревым те- чении и потенциальном абсолютном тече- 
чением идеальном ■ несжи- ^
маемой жидкости ‘  нии жидкости можно легко видоизменить

и получить аналогию между задачами о 
кручении цилиндрических стержней и о вихревом относительном 
движении жидкости. Для этого на движение сосуда и жидкости 
в сосуде достаточно наложить вращательное движение вокруг 
оси 2 с угловой скоростью со =  1. В результате этого сосуд ста
нет неподвижным, а жидкость будет иметь во всех точках по
стоянную завихренность юг =  1. Жидкость несжимаемая,'течение 
плоскопараллельное, уравнение неразрывности имеет вид

ди . до  п  
^  +  ̂  =

Отсюда следует, что можно ввести функцию тока \Ь такую, что

» - ! •  <7 -4°>

Жидкость движется так, что вектор вихря м =  (огй постоянен в 
каждой точке, поэтому для определения функции тока \|) полу
чается следующее уравнение:

п ди да  А .

или
Лг|) =  — 2, (7 .4 1 )

которое совпадает с уравнением (7.25) для функции напряжений 
¥ . Граничное условие непроницаемости на стенках неподвижной

г) Очевидно, что упругие смещения при изменении положения в стержне 
оси г  отличаются только на малый поворот стержня к ак  твердого относительно 
оси, не параллельной оси г, в случае стержня круглого поперечного сечения — 
относительно оси, параллельной плоскости хОу.



трубы будет иметь вид
/ \ \ dib dy . dib dx дф Лy„ =  u c o s ( « ,  x) +  vcos (и, </) = ^ + ^ -  =  ̂  =  0,

т. e.
г|э =  const на С

или в случае односвязного сечения
г|з = 0 на С. (7.42)

Это граничное условие совпадает с граничным условием (7.26) 
для функции напряжений !¥.

Таким образом, функцию тока можно отождествить с <F, 
а р13 и р23 — с компонентами скорости относительного плоскопа
раллельного движения идеальной несжимаемой жидкости с по
стоянной завихренностью сог=1 в цилиндрическом сосуде — 
стержне.

Момент количества движения слоя жидкости единичной тол
щины относительно оси г при этом будет равен

М' =  р J  ( r x v ) zdo =  p J  (vx— uy)do =  — р j  da
Z, ¿2 2,

и будет совпадать со значением крутящего момента (7.28'), 
если принять, что плотность жидкости р равна сф,, а юг =  1.

Все приведенные математические аналогии 
Качественные вы воды  о любопытны сами по себе и позволяют пере- 
кручении стерж ней , еде- несхи решения соответствующих задач на
динамическихНщГалогийР0'  случай кручения цилиндрических стержней

и наоборот1). Гидродинамические аналогии 
дают возможность сделать ряд приближенных качественных вы
водов о распределении касательных напряжений при кручении.

Например, из теории течений идеальной несжимаемой жидко
сти 2) известно, что точки излома линий тока являются критическими 
точками; при обтекании входящих в область течения углов в у г
ловых точках возникают, вообще говоря, бесконечно большие ско
рости, а при обтекании выходящих из области течения углов в у г
ловых точках скорости равны нулю3). Таким образом, в окрест
ности угловой точки А выточки, изображенной на рис. 122, а, при 
любом малом крутящем моменте возникают бесконечно большие 
касательные напряжения. Следовательно, с точки зрения проч

х) Существует множество других примеров подобного рода аналогий для раз
личных задач физики и механики.

2) См., например: С е д о в  Л . И. Плоские задачи гидродинамики и аэро
динамики.— М .: Гостехиздат, 1950; Н аука, 1966.

3) Эти свойства верны как для потенциальных движений жидкости, так и для 
вихревых.



ности стержня целесообразно делать выточки закругленного про
филя, типа В. В угловых точках типа С (рис. 122, а) при кручении 
стержня напряжения равны нулю.

Пусть в поперечном сечении работающего на кручение стержня 
имеется отверстие — след круглой цилиндрической полости, диа
метр которого мал по сравнению с характерным линейным размером

поперечного сечения стержня. При обтекании такой полости ско
рости в некоторых точках А к В будут равны нулю, а в точках С 
и Л — больше скорости натекающего потока. Следовательно, в ок
рестности точек С и й  будут наблюдаться касательные напряже
ния больше тех, которые возникают в месте полости при ее отсут
ствии.

Приведем еще один пример использования гидродинамической 
аналогии. Рассмотрим циркуляционное течение идеальной несжи
маемой жидкости в цилиндрическом сосуде, поперечное сечение 
которого имеет вид вытянутого прямоугольника (см. рис. 122, в). 
Очевидно, что в точках М, М, М ', ЛГ скорости жидкости равны ну
лю, а вблизи середин длинных сторон линии тока будут расположе
ны наиболее густо, т. е. скорости в окрестностях точек А и В будут 
наибольшими. Отсюда следует, что при кручении такого стержня 
максимальные касательные напряжения будут в точках А

Таким образом, с помощью гидродинамических аналогий весьма 
просто можно сделать важные заключения о некоторых особенностях 
распределения касательных напряжений при кручении.

Задачи теории упругости с малыми деформациями линейны. 
Несмотря на это, во многих случаях теоретическое решение этих 
задач затруднительно. В инженерной практике с успехом приме
няются приближенные методы расчета, создание и разработка ко
торых составляют предмет «сопротивления материалов».

а)

Рис. 122. К применению гидродинамических аналогий.

и В.

§ 8 . Методы сопротивления материалов 
в задачах об изгибе балок



Общая характери стика Сопротивление материалов находится в та-
матеАиалов»ОПР°ТИВЛеНИЯ ком же отношенш1 к теории упругости, как 
материалов» гидравлика к теоретической гидромехани

ке. Методы сопротивления материалов и 
гидравлики основаны на некоторых предположениях, которые в свою 
очередь основаны на использовании сведений, полученных в опы
тах или при изучении известных точных решений задач теории 
упругости и гидромеханики. Проиллюстрируем эти методы на 
примере решения задач об изгибе балок. Такие задачи часто 
встречаются в инженерной практике; балка—наиболее распрост
раненный элемент многих конструкций. Мосты, плотины, корабли, 
небоскребы и другие сооружения часто можно рассматривать как 
балки, нагруженные различными системами сил.

Рассмотрим системы сил, которые вызывают изгиб балки, и 
подсчитаем суммарные силы и моменты, действующие в каждом 
поперечном сечении балки.

В § 6 подробно изучена задача о «чистом
поперечнойИсилой’ ИЗГИб изгибе» балки, т. е. изгибе, который про

изводится двумя равными и противопо
ложно направленными моментами М. и (—М), действующими на 
торцах балки. В этом случае напряжения, действующие в каж 
дом поперечном сечении балки, приводятся к паре с моментом М.

1
У

Рис. 124. К вычислению глав
ного вектора и главного мо
мента сил, действующих в се

чении аЬ.

Более распространенным является случай, когда изгиб произ
водится действующими перпендикулярно к оси балки силами ').

Пусть, например, имеется балка, один конец которой жестко 
заделан, а на втором действует сила Р. Такая балка называет
ся консолью (рис. 123).

*) Дальше д ля  простоты будем рассматривать изгиб простейших типов балок, 
имеющих плоскость симметрии, проходящую через продольную ось, силами, дей
ствующими в плоскости симметрии. Наиболее распространенные балки круглого, 
прямоугольного, двутаврового и других поперечных сечений обладают такой 
симметрией.



Изгибающий момент и Подсчитаем главный вектор и главный мо- 
перерезываю щая сила мент сил, действующих в некотором попе

речном сечении аЬ такой балки на пло
щадке с нормалью, совпадающей с осью х, направление которой 
указано на рис. 123. Для этого мысленно разрежем балку по этому 
сечению (рис. 124) и отбросим левую часть балки заменив ее 
действие на оставшуюся часть действием соответствующей систе
мы сил. В результате такой операции правая часть балки, по 
условию находившаяся в равновесии, должна остаться в рав
новесии. Следовательно, сумма всех сил и сумма всех мо
ментов, действующих на эту часть балки, должны быть равны 
нулю.

Отсюда легко получить, что величина главного вектора сил, 
действующих в сечении а2Ь2, равна (—Р), а главного момента — 
(—р  (I—х)) (боковая поверхность балки по условию свободна от 
нагрузок). Пользуясь извест
ным свойством напряжений 
р п =  —р~п, заключаем, что 
напряжения в сечении а1Ь1 
сводятся к силе Р и момен
ту М — Р (1—х).

Момент М называется 
изгибающим моментом, а 
сила Р — перерезывающей 
СИЛОЙ. Таким образом, В бающая б а л к у ,
рассматриваемой задаче об
изгибе консоли силой Р система напряжений в любом поперечном 
сечении статически эквивалентна перерезывающей силе Р и из
гибающему моменту М =  (1—х)Р . При этом, в противоположность 
случаю чистого изгиба, оказывается отличной от нуля не только 
величина р11, но также и р12, т. е. касательные напряжения в по
перечном сечении.

В общем случае может быть несколько сил, приложенных в раз
ных точках балки и действующих в разных плоскостях. Тогда пол
ная система сил, действующих в любом поперечном сечении, будет 
сводиться к растягивающей силе, перерезывающей силе, изгибаю
щему моменту и крутящему моменту. В этом параграфе рассмотрим 
только такой случай, когда силы действуют в одной плоскости 
(которую назовем плоскостью ху) и приводятся к перерезывающей 
силе и изгибающему моменту (рис. 125). Если величины всех дей
ствующих на балку сил Р г и моментов М1 известны, то для подсчета 
перерезывающей силы и изгибающего момента, действующих в не
котором сечении аЬ, очевидно следующее правило:

1) главный вектор всех сил напряжений, действующих в се
чении аЬ (на площадке с нормалью х, т. е. на левую часть балки), 
равен сумме всех внешних сил, приложенных справа от этого се
чения;

\Р; \Рг Ь 1? _ _

и  х
Мп

У 7

Рис. 125. Система сил и моментов, изги



2) суммарный момент сил напряжений относительно оси, па
раллельной оси г и расположенной в данном сечении аЬ, действую
щих в сечении аЬ на левую часть балки, равен сумме моментов всех 
сил и всех пар, приложенных справа от этого сечения.
Погонная н а гр у зк а  Част0 ПРИХ°ДИТСЯ рассматривать нагрузку,

непрерывно распределенную вдоль балки, 
например, давление воды на стенку плотины, вес самой балки, 
давление ветра или поезда на мост (при приближенном рассмот
рении) и т. д. В этом случае полезно понятие «погонной нагрузки» 
<7 (х), которое вводится следующим образом:

Л/7
? =  ,Ш1 д5-А х  -

где Д/7— полная сила, действующая на элемент балки Ал: (рис. 126).
В этом случае перерезывающая 

сила Р, действующая в некотором 
. сечении с координатой х, очевидно,

дается формулой

\Ая * Р (х) =  5 <7 (6) 4 ,  ^ .=  — д (х), (8.1)
> *

У где I — координата правого конца
Рис. 126. Непрерывно распре- балки.

деленн ая нагрузка. Если на балку действует толь
ко распределенная нагрузка ин

тенсивности ?(х ), то изгибающий момент в сечении с координатой х 
равен

I
Л1 (*) =  $ ( £ - * )  <7 (£)#,

т. е.

™  =  - \ ч (Ъ)1% =  - Р ( х ) ,  ^  =  Ч(х). (8.2)
X

Эпюры перерезывающих Методы сопротивления материалов дают 
сил и изгибающих момен- возможность по известным суммарным ха

рактеристикам— перерезывающей силе и 
изгибающему моменту— определить распределение растягивающих 
и сжимающих напряжений р11 и форму изогнутой оси балки. По
этому важно знать величины Р и М в каждом сечении балки. 
Графические изображения распределения этих величин вдоль 
балки, когда по оси абсцисс откладывается координата сечения, 
а по оси ординат—величина Р  или величина М, называются 
соответственно эпюрами перерезывающих сил и изгибающих мо
ментов. Примеры таких графиков приведены на рис. 127.



Следует отметить, что в число сил и моментов, действующих на 
балку, необходимо включать силы и моменты сил реакций, возни
кающие в сечениях, по которым балка закреплена. Силы и моменты 
реакций заранее неизвестны, и во многих случаях для их определе
ния необходимо полностью решить задачу сопротивления материа
лов или теории упругости. Дальше мы рассмотрим решения таких

Распределение 
Внешних сил 
и  моментов 
вдоль балки

Эпюра
перерезывающей

силы

Эпюра
изгибающего

момента

с - -------------- в-У III.............
А в

1
А В ' И Ш П Ш П Т П р [М Т Т Г Т Г т т т ^

\р
а в А В

1
Г П Ш г т т ^ Т П Т ГТ Т Т ттг^л ш Г ш ш

А в

Непрерыдно 
а,определенная 

нагрузка, 
^-СО!^ )

А В А В

Рис. 127. Примеры эпюр перерезывающих сил и изгибающих моментов.

задач. Но прежде покажем, как в сопротивлении материалов вы
числяются напряжения р 11 и определяется форма изогнутой оси 
балки, если в каждом сечении известны перерезывающая сила Р 
и изгибающий момент М.

Сделаем следующие предположения, кото- 
Основные предположения; рые выполняются точно при чистом изгибе 
удлинение продольного / с 
волокна (СМ. 5 ™).

1. Существует нейтральная ось такая,
что каждый элемент балки, лежащий на этой оси, только изги
бается, но не удлиняется и не укорачивается.

2. Плоские сечения, перпендикулярные к нейтральной оси бал
ки в начальном недеформированном состоянии, после изгиба оста
ются плоскими и перпендикулярными к изогнутой нейтральной оси.

В действительности при наличии перерезывающей силы пер
воначально (до приложения нагрузок) плоские перпендикулярные 
к оси балки сечения после деформации балки под действием на



грузок оказываются искривленными. Для длинных и тонких балок 
этим искривлением плоских сечений можно пренебречь. Точный 
анализ показывает, что даже для толстых балок при вычислении 
р11 во многих приложениях можно пренебрегать эффектом искрив
ления плоских сечений.

Предположения 1 и 2 дают возможность вывести закон рас
пределения нормальных напряжений в любом поперечном сечении

Ь1 ьг
1111111112722

У Балка до де/рормации

ос

а)
Рис. 128. К вычислению удлинения продольных волокон при изгибе балки.

балки. В самом деле, подсчитаем удлинение при изгибе балки про
дольного волокна, расположенного на расстоянии \у\ от оси х, 
совпадающей с нейтральной осью балки (рис. 128).

Рассмотрим элемент этого продольного волокна, расположенный 
между двумя плоскостями а1Ь1 и аф2 и имеющий до деформации 
длину в, а после деформации — длину я+Дх. Обозначим через Я 
радиус кривизны изогнутой оси балки. Из рисунка 128, б, где рас
сматриваемый элемент волокна и элемент нейтральной оси изобра
жен в более крупном масштабе, легко увидеть, что

8“ в т = 1 ^ = - т  ^ < 0 >- <8 -3)

Формулы дл я  напряжений Поэтому, используя закон Гука для 
и изгибаю щ его момента простого растяжения, для распределе
ния рп получим формулу

/7ц =  £еп = -  - Ц .  (8.4)

Нели растягивающая балку сила отсутствует, то \) рп йа =  О,



где 2  — поперечное сечение балки, или по (8.4)

—-~ Ц у (¿о = 0,
*2

т. е. нейтральная ось должна проходить через центры тяжести 
поперечных сечений.

Зная напряжения, действующие в рассматриваемом сечении, 
можно вычислить изгибающий момент М

М =  ^ (-у )р Ъ (1о  =  -^\уи< у =  Ц .  (8.5)

Здесь через J  обозначен момент инерции сечения относительно 
оси г. Если изгибающий момент в каждом сечении известен, то 
с помощью (8.4) и (8.5) можно найти величину р11 и составить 
уравнение изогнутой оси балки:

( т -  4 — Ж Г -  < 8 - 6 >

Дифференциальное урав- Если прогиб балки мал, то величину 1/7? 
нение изогнутой оси балки можно заменить на й2у/йх2, тогда диффе
ренциальное уравнение изогнутой оси балки запишется в виде

% - ш -  <8 - 7 >

Величина р11 и прогиб балки зависят явно лишь от изгибающего 
момента. Непосредственно от величины перерезывающей силы за
висят касательные напряжения в поперечном сечении, которые, 
как правило, при изгибе бывают менее существенны, чем нор
мальные напряжения. Способы вычисления касательных напряже
ний мы здесь рассматривать не будем.

Отметим, что формулы (8.6), (8.7) получились по виду похожими 
на соответствующие формулы для случая «чистого изгиба». Однако 
величина М теперь сама зависит от х. Поэтому изогнутая ось в об
щем случае не представляет собой параболу.

Дадим теперь примеры конкретных расче- 
Изгиб балки, концы кото- тов. Рассмотрим балку, нагруженную в не-
рои укреплены с помощью которой точке С силой Р  и лежащую на 
шарнирно-Неподвижнои и г  , Л\
шарнирно-подвижной ДВУХ опорах, одна из которых (в точке А) 
опор шарнирно-неподвижная, другая (в точке В)

шарнирно-подвижная (рис. 129). Обе опоры 
позволяют балке свободно вращаться вокруг точек закрепления. 
Кроме того, опора в точке В поставлена на катки, что позволяет 
концу балки перемещаться в горизонтальном направлении. Не
редко опоры мостов устраиваются именно таким образом. Если пре
небречь трением катков о землю, то можно сказать, что в точ-
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ке В не возникает горизонтальной составляющей силы реакции. 
Из условия равновесия сразу получается, что и в точке А сила 
реакции вертикальна. Кроме того, имеем

R i-\-R2—P, ciP —IR^ (8 .8)

Последнее равенство представляет собой условие равенства нулю 
момента всех действующих на балку сил относительно точки А.

h
р

Я/

ч
-------1 —

1 У5 *

Рис. 129. Балка на двух опорах. Рис. 130. Эпюра изгибающих мо
ментов при изгибе балки одной 
силой Р, приложенной в точке С.

Д ля изгибающего момента в сечении с координатой х имеем

М = —iR1 (/ — л:) при х >  а, (8.9)
М =  — /?! (/ — х) +  Р (а — х) при х < а .

Эпюра изгибающих моментов имеет вид, показанный на рис. 130. 
Наибольший изгибающий момент Мтах получается в сечении, 
расположенном непосредственно под грузом Р,

^тах — ^1 '
Ра (I — а) 

I (8 .10)

В этом сечении будут максимальные растягивающие и сжимаю
щие напряжения р11. Д ля симметричной балки толщиной 2h 
с помощью (8.6) получаем

10п I _  I м  IА| rm ax  | — | i r i max \t j  •

Величина максимального изгибающего момента зависит, как видно 
из (8.10), от а, т. е. от положения груза. Если груз Р перемещается 
вдоль балки, то величина Мтак будет наибольшей при l—2a, т. е. 
когда груз находится посредине балки.

Отметим, что мы нашли все силы и определили напряжения 
рп (по формулам (8.8), (8.9), (8.6)), не пользуясь сведениями о мате
риале, из которого сделана балка, только из условий статики. Рас
сматриваемая задача представляет собой пример статически опре
делимой задачи.

Найдем теперь уравнение изогнутой оси балки. Пользуясь соот
ношением (8.7), легко получим:



при х<.а

т. е. (8 . 11)

Ы у  =  4 1  (А' ~  1У  - ~ т  ( х — а У + С у Х  | с 2;

при х >  а

Е 1 ^  =  Я1 (х ~ 1),
т. е. (8 . 12)

— бГ- (х — I)3-\-сэх~\-с1 .

В этих формулах через съ с2, с3, с4 обозначены константы интегри
рования. Для их определения используем условие отсутствия сме
щений в точках Л и Б; кроме того, предположим, что в точке, где 
находится груз, смещения, получающиеся из формул (8.11) и (8.12), 
одинаковы и имеют одинаковые первые производные. Таким обра
зом, имеем

Формулы (8.11) — (8.13) определяют величину прогиба балки в 
любом ее сечении. Прогиб балки обратно пропорционален E J  — 
жесткости на изгиб.

Наибольший интерес для инженера представляют величины 
углов вАи вв поворота оси балки у опор Л и В, координата х*, где 
прогиб максимален (|г/| = | у |гаах), 
и величина г/тах. Интересно, что #
сечение, где прогиб максима- —*"
лен, оказывается расположенным -------- &г-----Ш : х
не непосредственно под грузом.
Оно всегда близко к середине Рис. 131. К определению места мак- 
балки. В самом деле, если груз симального прогиба,
находится посредине балки, то
х* =  1/2. Пусть теперь а <//2. Тогда, очевидно, для определения 
х надо пользоваться формулой (8.12), верной при х >  а (рис. 131). 
13*

У (0) =  о, 
у  (0 =  0,

г/(а +  0) =  г/(а —0), 
У' (а +  0) =  у 1 (а—0).

• Из этих условий получается, что

(8.13)



Из условия (с1у/йх)х=х» =  0 получаем

Х *  =  1 -  ^  .

Это число близко к //2. Даже при а —>0

' • - ' ( ‘ - у ^ Н - 0 ’077' ’
Если груз расположен точно посредине балки, то х* =  //2 и

РР
Утах —  48£7  •

Рассмотрим теперь задачу о равновесии 
балки с другим устройством левой опоры 
(рис. 132), а именно, допустим, что левый 
конец балки (сечение А) жестко закреплен- 
Тогда в сечении А не известны ни сила 
реакции, ни точка ее приложения, поэтому 

в этом сечении приходится вводить не только силу реакции #2, 
но и момент реакции Отсутствие горизонтальных составляю
щих реакций в точках А и В по-прежнему обеспечивается устрой
ством опоры в точке В. Уравнения статики дают

К1 +  К2 =  Р у 0. (8.14)
Этих условий недостаточно для определения неизвестных 

^ 2 и Следовательно, мы имеем дело со статически неопреде
лимой задачей. Необходимое дополнительное условие для опре
деления /?!, и заключается в условии отсутствия поворота

Изгиб балки, один конец 
которой закреплен жестко, 
а  другой — с помощью 
шарнирно-подвижной 
опоры

а

Рис. 132. Изгиб балки, один конец 
которой закреплен жестко, а другой— 
с помощью шарнирно-подвижной 

опоры.

Рис. 133. Эпюра изгибающих момен
тов и форма изогнутой оси балки, 
изгибаемой силой, приложенной в 

точке С.

оси балки в точке А (жесткое закрепление исключает поворот). 
Это условие имеет вид

0Л =  0 или ( | ) л = 0 .



Величина прогиба балки у  (х) зависит от свойств материала, и поэ
тому /?1( Р 3, !№ нельзя определить независимо от свойств ма
териала балки.

Для величин изгибающих моментов имеем
М =  — Ц1 (1—х), при х > а ,
М — — Рг (/—х)-\-Р (а—х), при х < .а .

Следовательно, уравнение изогнутой оси балки по-прежнему оп
ределяется формулами (8 .П ) — (8.13).

Условие 0^ =  0 имеет вид

4 1-/ 2—4 " 2+^1 =  0
или (с использованием (8.13))

(31~ а).

Далее из условий (8.14) определяются Р 2 и ЭДс

Ъ  =  Р - ~ ( 3 1 - а ) ,  Ш =  - ^ ( 1 - а ) ( 2 1 - а ) .

Нетрудно проверить, что наибольший изгибающий момент, а сле
довательно, и наибольшие нормальные напряжения получаются 
в заделанном сечении и когда груз расположен так , что

Эпюра изгибающих моментов и форма изогнутой оси балки 
приведены на рис. 133.
чя-аи, Л .  * Рассмотрим еще один пример типичной 
ки на трех опорах”11 аЛ" ста™чески неопределимой задачи—задачу

о балке на трех опорах (рис. 134), когда 
в точке х = 1 1 -\-а на балку действует сила Р. Уравнения статики 
в этом случае дают

^1 +  ̂ 8 +  #3 = Л  ,о 1 Г\
# 1 * +  / ? , / !  =  / > ( / ,  + а ) .  { В Л 5 )

Условия (8.15) представляют собой два уравнения для опреде
ления трех неизвестных ^ 2, /?3.

Дифференциальные уравнения для определения формы изо
гнутой оси балки в рассматриваемом случае имеют вид

х)> ^ > ¿1  +  0,

(8.16)



При интегрировании уравнений (8.16) появляются шесть до
полнительных констант. Д ля определения этих шести констант 
и одной неизвестной реакции, например Я1У имеем следующие

семь условий:

0(0) =  0, =  0, у (/) =  0,
г/(/х +  а + 0) = г/(/1 +  а —0),
у ' ( ¿ 1  -|- о- 0) =  у  ( ¿ 1  +  а  0),
У (̂ 1 +  0) =  У (̂ 1 0),
У’ (^ +  0) =  г/' (1г—0).

Рис. 134. Равновесие балки на трех /0
опорах. '  ’ '

После использования условий (8.17) и (8 .15 ) становятся^ пол
ностью известными величины всех реакций, форма изогнутой оси 
балки и величина нормальных напряжений в каждом поперечном
сечении* «

Аналогично может быть решена задача о равновесии неразрезной 
балки на п опорах под действием произвольной системы сил, при
водящей к  изгибу.

§ 9. Вариационные методы в теории упругости

Вариационными методами называются методы точного и при
ближенного решения задач, основанные на использовании экстре
мальных свойств некоторых функционалов^. Здесь рассмотрим так 
называемый метод Ритца, а такж е близкий к нему, хотя и не ос
нованный непосредственно на использовании вариационного
принципа, метод Бубнова.

Введем прежде всего вариационныи прин- 
В ы в о д  о с н о в н о г о  в а р и а ц и -  ц ИП д Л Я  упругих тел, находящихся в рав- 
о н н о г о  у р а в н е н и я  новесии. Рассмотрим уравнение притока
тепла для некоторого действительного процесса, проходящего 
через данное состояние покоя,

(9.1)
Р "

Это уравнение выполняется для любого действительного процесса в 
упругом теле. Однако, оно имеет более общую природу. Именно, 
как мы это уж е делали в § 2, можно рассматривать набор различных 
процессов, проходящих в пространстве состояний через данную 
точку и играющих роль «возможных перемещений» для данного 
упругого тела. В то же время эти «возможные» процессы могут быть 
действительными при определенном выборе внешних сил, внешнего 
притока тепла и других внешних факторов, которые не входят в 
уравнение (9.1). Поэтому, если обозначить набор дополнительных, 
мысленно определенных возможных бесконечно малых смещений



(т. е. дополнительных смещений, допускаемых геометрическими 
связями) через соответствующие им дополнительные деформации 
через

1 /абш,- абшд 
,7 ~  2 \̂ дх/ +  дх1 ) ’

а возможное приращение свободной энергии и температуры через 
6.Р и бТ, то будем иметь

рб/7 =  /з'^бе,-у — р587\ (9.2)

Вычислим изменение полной свободной энергии тела б  ̂р/̂  йх,
V

где V—объем данного тела, учитывая, что для индивидуальных 
элементов объема V верно равенство б(рс(т) =  0. Имеем

б  ̂р/ ¿̂¿т =   ̂ рб/7 «¿т =  ¡5 р^Ьг^йх —  ̂рябТ йх.
V V V V

Дальше примем, что вариации перемещений ^ ¡ ( х 1, х2, х3) — не
прерывные дифференцируемые функции координат; пользуясь 
этим и свойством симметрии р =  р'Л преобразуем первый из 
интегралов правой части

. . .  , Г . ■ 1 дЬш>,\ С .,д8и>;
+ ^ г ) “Н  =

V V '  V
¡ • д р ) бы!,- (‘ др ‘ 1 г г дрЧ  .

= 1 ---------¿ т — ----- 8 т ,й х — \(р")‘ 8ы);с1(У— I ----- бпу.^т. (9.3)
,1 дх! J  дх> ,1 ,} дх>
V V 2  V

При выполнении преобразования (9.3) принято обозначение

р"п, =  (/>»)*'.

Для действительного напряженно-деформированного состояния при 
условии, что упругое тело находится в равновесии (покое), при
чем на части Ър границы 2 задан вектор напряжения р п, а на 
остальной части задан вектор перемещения т ,  можно написать

др ‘ 1
Р'‘\ 2р = Р'гран>

Кроме того, так как <3ви есть перемещения, допускаемые геомет
рическими связями, то 6го =  0 на 2^,. Таким образом, (9.3) при
нимает вид

\ р '1'Ь&и йх—  ̂/»?раН'б'ГУс(ст+  ̂ р/^-бгу^т,



т. е. интеграл

V

равен работе на возможных перемещениях действующих на тело 
массовых сил Р  и внешних поверхностных напряжений р?ра„. 
Следовательно,

б  ̂рр (1х =   ̂ргргп'Ъии (1о+  ̂  ̂ рхбТ йх. (9.4)
V 2  V V

Мы получили уравнение (9.4), пользуясь соотношением (9.2), оп
ределением индивидуального объема, дифференциальными уравне
ниями равновесия, граничными условиями, определяющими на
пряжения на границе 2^, и условием бгг» =  0 на

Обратно, из (9.4) и (9.2) на основании произвольности воз
можных перемещений 8 т ,  с помощью преобразования (9.3) и 
условия б (рЛ ) =  0, можно получить дифференциальные уравнения 
равновесия и граничные условия для напряжений. В этом смысле 
можно говорить, что уравнение (9.4) эквивалентно системе урав
нений равновесия и граничным условиям. Если имеются гранич
ные условия в перемещениях, то они должны быть учтены 
дополнительнох).

Предыдущие выводы и уравнение (9.4) справедливы как в рам
ках теории малых деформаций при наличии закона Гука, так 
и в рамках общей теории упругости с конечными деформациями 
и перемещениями из начального состояния.

Рассмотрим отдельно случай, когда массовых сил нет,
Р  =  0. (9.5)

Дальше в этом параграфе в качестве возможных процессов рас
смотрим только изотермические

6Г =  0. (9.6)

В качестве возможных перемещений 8ги можно рассматривать 
только такие, для которых на всей границе тела выполняется 
равенство

Р? р т ' 8 1 0  =  0. (9.7)

Это условие ограничивает возможные перемещения только точек 
поверхности рассматриваемого упругого тела, оставляя переме
щения внутренних точек произвольными. Если на 2 р, 
то условие (9.7) требует, чтобы бда на 1>р были либо перпенди
кулярны к направлению действующих на границе внешних сил,

х) В частности, это проявится в выборе аппроксимирующих функций 
в методах Ритца и Бубнова.



либо просто равны нулю1). Если ж е />?ран =  0, то условие (9 .7) 
не накладывает никаких ограничений на возможные перемещения 
на границе Ър.
Вариационный принцип Из Равенства (9 -4) при условии, что м ас

совых сил нет, а возможные перемещения 
удовлетворяют условиям (9.6) и (9 .7 '), получаем

^  = 6^ pFdx =  0. (9-8)
v

Следовательно, при равновесии в отсутствии массовых сил дей
ствительные перемещения w  доставляют экстремум полной сво
бодной энергии упругого тела по сравнению со всеми другими 
перемещениями w-\- bw, удовлетворяющими условиям (9.6) и (9 .7 ') . 
Отметим и подчеркнем, что свободная энергия о т д е л ь н ы х  
частей тела даже при выполнении этих специальных условий 
на 2  не достигает в равновесии экстремума.

Нетрудно показать, что если упругое тело подчиняется з а 
кону Гука, причем F можно считать положительно определенной 
квадратичной формой от д л я  всех изотермических процессов 
с Т =  Т0 =  const, то условие .(9.8) превращается в условие мини
мума полной свободной энергии в состоянии равновесия. В самом 
деле, пусть
p0F (е,7 Т) =

= 1  ¿ '/* ‘ e„ ew +  5'/e// ( Г - Г 0)-Ь-| ( T - T 0) * - p 0s0 ( Т - Т 0),

причем

у  AUk% j4 i  >  °- 

Вычислим F (e,.y-f бе^., Т), считая 6Г  =  0. Имеем 

F (s„  +  в е ,,, Т) _  F (,„Т )  +  ” . в , „  + ^  j J ” -  6в, =

-  F (e„T) +  6F +  i  A « « 6 s ,j8 e „ .
Поэтому в силу (9.8) получаем

J  PF (е/у +  ве,/)й1т = jp F  (г¡j) dx А‘1к1Ьги Ьгк1 dx.
V V  V

х) Д ля дальнейшего существенно только равенство

 ̂ р/г*б«)с(т +   ̂ />?ран>бг«»с!а =  0, (9 .7 ')
V 2

которое может выполняться для перемещений 6а> более общего вида, в ч аст
ности для любых перемещений тела как  твердого, так как внешние силы  
удовлетворяют условию равновесия, а такж е для произвольных 6и>, если Р  =  О 
всюду в объеме V и />гРан =  0 на 2 ^ .



Так как А1]к1Ь&и 8&и —положительно определенная квадратичная 
форма, то из последнего равенства следует, что

5 р/=• (в,у +  ве/у) Л  >  $ рР  (в,у) с1т,
V V

т. е. свободная энергия в истинном состоянии меньше, чем в дру
гих, возможных, состояниях.

Таким образом, при некоторых определенных условиях реше
ние задачи о равновесии упругого тела может быть сведено 
к решению вариационной задачи о нахождении функций, дающих 
экстремум некоторому функционалу (для изотермических процес
сов—полной свободной энергии).

Отметим, что если />?ран на 2 р отличны от нуля, то условие
(9.7), необходимое для выполнения уравнения (9.8), накладывает 
ограничения на вид возможных перемещений на границе 2^, бги 
на 2 р не могут быть произвольными. Поэтому уравнение (9.8) 
не в полной мере эквивалентно уравнению (9.4), оно обеспечивает 
лишь выполнение уравнений равновесия, но не обеспечивает вы
полнения граничных условий на 1>р (если эти граничные условия 
не сводятся к условиям /^ран |2;) =  0). Покажем, что во многих 
случаях можно вместо Ф ввести другой функционал П, который 
также имеет смысл некоторой энергии, так, что вариационное 
уравнение (9.4) приведется к виду 6П =  0, причем ограничивать 
возможные перемещения 6ге> на 2̂ , условиями (£.7) или (9.7') 
не потребуется. Тогда уравнение 6П =  0 будет полностью экви
валентно системе уравнений равновесия и граничным условиям 
на напряжения. Например, функционал П можно ввести следую
щим образом. Перейдем в интегралах, входящих в уравнение 
(9.4), к интегрированию по начальным лагранжевым координатам

^гран*б^ ^ + $  рР-ЬЧ1)с1%= ^Рг'ран-^^пН- 
2 р  V

Здесь Уа—начальный объем тела, 2®—часть границы этого 
объема, на которой задаются внешние напряжения, р?ран—плот
ность внешних поверхностных сил, рассчитанная на единицу 
площади поверхности до деформации /??ран с1о0 =  />?ран ¿а. Если ус
ловиться, что при варьировании перемещений внешние силы Г  и 
Р гр ан  не варьируются, то



Поэтому, если рассматриваются только изотермические воз
можные перемещения, то вариационное уравнение (9.4) может 
быть переписано в виде

 ̂р/7 йх—  ̂р?ран • 'IV йа—  ̂р/7 • йх =  0 (9 .8 ')

или
6П =  0,

где П =   ̂р/7 (1х — йх.
у . %р у 

Вариационный принцип (9.8') можно практически использо
вать, когда на границе 2^ заданы напряжения, рассчитанные на 
единицу площади до деформации. На практике во многих случаях 
граничные условия задаются именно таким образом. В случае 
малых относительных перемещений, который рассматривается 
в линейной теории упругости, отличие р"ран от р?ран пренебрежимо 
мало, поэтому задание истинных напряжений на границе дефор
мированного тела равносильно заданию напряжений, рассчитанных 
на единицу площади до деформации.

Отметим, что вариационный принцип (9 .8 ') и аналогичные ем у 
принципы можйо применять не только для равновесия, но и для 
движения, если в массовые силы Т7 включить член ( — т а )  (см. 
добавление II к тому I).
„ _ Метод Ритца решения задач о равновесии

етод итца упругого тела основан на использовании
вариационного принципа (9.8) или, в более общей формулировке, 
непосредственно уравнения (9.4). Этот метод состоит в следующем. 
Ищем решение для перемещений в виде конечной или бесконеч
ной суммы

N
^  а,то(,),  (9 .9 )

в = 1
где И)0, —наперед заданные функции координат (например 
полиномы), а3—неизвестные пока константы. Функции 11)0, 
не обязаны сами по себе удовлетворять уравнениям равновесия 
или быть связанными с граничными условиями для напряжений. 
Однако они должны быть выбраны так, чтобы граничные условия 
для перемещений удовлетворялись, если таковые имеются. Можно, 
например, выбрать функции ге>0, так , чтобы на поверхности

™ о =  гс>гран, ®У(5) =  0 .

Если перемещения заданы формулой (9.9), то можно вычислить 
соответствующие им компоненты тензора деформаций, которые 
в случае малых относительных перемещений будут линейными 
функциями Ор и величину П, которая при наличии закона Г у к а



оказывается полиномом второй степени относительно постоянных 
а  л (и известной функцией координат х, у, г).

Рассмотрим перемещения 8<ш, имеющие вид

8®) =  ¿3 IVм  ба,, (9.10)
5

т. е. получающиеся из (9.9) с помощью варьирования констант а3. 
Для изотермического процесса должно выполняться равенство

6П =  0,

причем очевидно, что величина П уже не зависит от координат 
и является полиномом второй степени относительно 
ными коэффициентами. Поэтому условия экстремума для П

| |  =  0, 5= 1 , 2, . . . ,  ЛГ, (9.11)

представляют собой систему линейных уравнений, которые позво 
ляют найти а5. Таким образом определяются функции да, которые 
дают экстремум функционалу П по сравнению с другими функ
циями да +  бда, где бго имеют вид (9.10).

Если бы вариации бда были совершенно произвольными (удов
летворяющими нужным условиям на границе), то полученное 
решение было бы точным, так как вариационный принцип (9.8 ') 
полностью эквивалентен системе уравнений равновесия и гранич
ным условиям для напряжений. В данном случае условие экстре
мума выполняется лишь по отношению к некоторым би>, поэтому 
полученное решение является приближенным. Однако если си
стема функций зд»ы — полная система, т. е. если любую функцию 
из данного класса, в частности любое 8<ю(х, у, г), можно при
ближенно с любой степенью точности представить в^виде линей
ной комбинации этой системы функций, то, взяв достаточное 
число членов в (9.9), можно получить решение, вообще говоря, 
весьма близкое к точному.

После разрешения системы уравнений (9 .11) при любых N 
вопрос о получении таким путем в пределе при N —► оо точного 
решения связан не только с полнотой системы функций к ;и), но 
и со сходимостью ряда (9.9).

В качестве примера использования метода 
Решение задачи о круче- Ритца рассмотрим решение задачи о кру-
нии цилиндрического стер- Чении цилиндрического стержня эллипти- 
жня эллиптического попе- • -г с
речного сечения методом ческого поперечного сечения (рис. 135) 
Ритца крутящими моментами, приложенными на

торцах. Примем, как  и прежде (см. § 7), 
что массовые силы отсутствуют, Т — Т0, а для перемещений 
верны формулы

ы>х =  — агу, ша =  агх, а>, =  а/(дс, у).



Тогда, какова бы ни была функция /(х , у), из всех компонент 
тензора деформаций и тензора напряжений отличны от нуля 
только компоненты

а ( д
е31 — е1з ~2 \ У д.

882 =  8гз= 2- ( * + ^ )

Р31 = р13 =  2№п’
Р» г == Рг з =  .

гw

и

Рис. 135. Обозначения к задаче о кр у 
чении стержня эллиптического попе

речного сечений.
При этом считается, что мате" 
риал стержня изотропен и под
чиняется закону Гука. Для 
свободной энергии, приходящейся на единицу объема, в этом 
случае получаем

= ,дх *) ^ \ ду  ■■ ]  •
Поэтому полная свободная энергия представляется в виде

=  =  ^  [ ( | _ //) 2+ ( |  +  х ) 2] ^ ,  (9 .1 1 ')
V ± '

где 2 —площадь сечения стержня.
Рассмотрим малые перемещения дни следующего вида:

6 ^  =  0, 8ы>г =  0, бш8 =  аб/(л:, у).

Эти перемещения удовлетворяют условию (9 .7), так  как на бо
ковой поверхности по условию

Рп =  О,
а на торцах

р ”. 6зд> = 0
(вектор рп—р ъ лежит в плоскости ху, а 6ге> имеет отличную от 
нуля составляющую только вдоль оси г). Поэтому при всех т а 
ких смещениях должно выполняться равенство

т. е.

б  ̂ ррс!т =  0,
V

(9 .12)

Обратим внимание на то, что в данном случае условия (9.7) 
на боковой поверхности стержня выполняются при произвольных



перемещениях бго. Поэтому из равенства (9.12) можно вывести 
и уравнения равновесия и граничные условия на боковой поверх
ности. Действительно, легко показать, что если вариация б/ 
может быть произвольной, то из (9.12) для / следуют уравнение 
Д/ = 0 внутри 2  (уравнение Эйлера в вариационном исчислении) 
и граничное условие

— =  — — (х2-1 и2) дп 2 '  ' У  )

на боковой поверхности стержня, т. е. получается рассмотренная 
в § 7 постановка задачи для определения функции кручения. 
Найдем функцию / (х, у) методом Ритца, для этого возьмем / 
в виде

/ =  Аху, (9.13)

где А —некоторая постоянная, т. е. положим, что
«>„ =  0. 41}<и =  ху

(так как в рассматриваемой задаче перемещения на границе не 
задаются, то функции та>0, могут быть выбраны произволь
но). Д ля полной свободной энергии стержня будем иметь

£  = Jp F d т  =  ̂ J [ ( Л - l ) V  +  (Л +  l ) ,  **]** =
V л 2

=  1̂ ^ [ ( А - 1 ) Ч *  +  (А +  \)2а*] =  Ф(А),

так как 2 — площадь эллипса
^ 4 - ^  = 1а2 +  62

Из вариационного принципа б<7> =  0 получаем уравнение 
д Ф
дА 

отсюда

Л = —

0, т. е. {А — 1) Ь2 4- (Л +  1) а2 = 0,

а2— Ь2
а?-\- Ь2 

Следовательно,
с а3— Ь3
/ — — &+ь*хУ-

Любопытно, что полученное решение является точным реше
нием задачи о кручении эллиптического цилиндра (см. § 7). В силу 
удачного выбора функций всего один член ряда (9.9) дает 
точное решение.

Аналогичным путем (ад(,) — полиномы) получены приближенные 
решения задач о кручении стержней прямоугольного и треуголь
ного поперечных сечений, а также других задач.



Метод Бубнова Опишем лерь кратко метод Бубнова1).
Этот метод не связан непосредственно с 

задачей разыскания экстремума какого-либо функционала вида
(9.8) и может быть приложен к задачам с необратимыми явле
ниями в).

Пусть требуется найти решение некоторых дифференциальных 
уравнений, например, уравнений теории движения вязкой жидкости 
или уравнений движения упругого тела при определенных гранич
ных условиях. Уравнения движения в перемещениях можно записать 
в виде

L (w ) = 0, (9.14)

где L — некоторый оператор. Например, для изотермического 
равновесия изотропного упругого тела, подчиняющегося закону 
Гука, имеем линейные уравнения Ламе и

L (w) = (К +  ц) grad d iv w  +  [i&w + pF =  0.

Как и в методе Ритца, ищем решение в виде суммы
N

w  =  ^  asw is), (9.15)
S =  1

где w{s) — некоторая система известных функций, обладающая 
свойством полноты. Далее предполагаем, что выбором функций 
w {s) удалось заранее удовлетворить граничным условиям. Под
ставим в уравнения (9.14) формулу (9.15), умножим результат 
на каждую из функций w is) и проинтегрируем по всему объему V 
рассматриваемого упругого тела. Получим следующую систему 
уравнений:

jL ( w ) .« » (i»dT =  0 ( s = l ,  . . . ,  N). (9.16)
v

Так как L (w)—теперь известная функция координат и (при 
наличии закона Гука) линейная функция as, то равенства (9.16) 
представляют собой систему алгебраических уравнений для опре
деления as и, может быть, некоторых параметров из условия 
разрешимости системы (9.16). Определим теперь as так, чтобы 
система (9.16) удовлетворялась.

Возникает вопрос: в каком смысле полученные по (9.15) и
(9.16) функции w  представляют приближенное решение задачи? 
Ясно, что если w is)—полная система функций, то при доста
точно большом числе функций w (s) из равенств (9.16) с любой

1) В литературе этот метод называется также методом Бубнова — Галеркина.
2) При наличии необратимых эффектов, вообще говоря, отсутствует голоном- 

ный вариационный принцип вида (9.8).



наперед заданной степенью точности следует, что
I.  ( т )  =  0 ,

и, следовательно, таким способом можно получить решение, 
близкое к точному.

Для получения таким путем точных решений при N —* оо 
математические вопросы о сходимости ряда (9.15) и законности 
его подстановки в (9.14), а такж е разрешимости бесконечной 
системы уравнений (9.16) имеют существенное значение.

Метод Бубнова может быть применен и в динамических зада
чах теории упругости. Тогда а3 =  а1 (0- При этом, если интегри
рование производится по пространственному объему V, то урав
нения (9.16) представляют собой систему обыкновенных диффе
ренциальных уравнений с одной независимой переменной—вре
менем /.

Применение приближенного метода, по существу совпадающего 
с методом Бубнова, при интегрировании только по части незави
симых переменных в области, занятой средой, снижает число неза
висимых аргументов. Такой прием приводит к существенным упро
щениям математических задач. Подобные упрощения часто ис
пользуются на практике в теории стержней, пластинок, оболочек, в 
гидравлике и т. д.

Замена дифференциальных уравнений интегральными соотно
шениями, такими как глобальные уравнения количества движения, 
момента количества движения и энергии, для приближенно задан
ных законов распределения характеристик движения и состояния 
является, по существу, частным приемом метода Бубнова.

§ 10. Упругие волны в изотропной среде

Рассмотрим теперь распространение малых возмущений в упру
гих телах. Уравнения Ламе в случае малых относительных пере
мещений, не сопровождающихся изменением температуры (Т = Т 0), 
имеют вид

Р -¿р- =  (^ +  (х)^ас1сНу ге> +  цДго +  рР. (10.1)

Процесс распространения При наличии движения температура в уп-
тэтГадиабатическим °ЧИ РУГ0М теле> вообще говоря, не остается

постоянной, а меняется как с течением 
времени, так и от точки к точке объема, 

занятого упругим телом, поэтому система уравнений теории 
упругости в общем случае движения сильно усложняется.

Однако передача тепла внутри тела путем теплопроводности 
является медленным процессом, и поэтому быстрый процесс рас
пространения малых возмущений в упругих телах, так же как и в 
газах, можно обычно считать адиабатическим. Как и в случае дви.



женин совершенного газа, предположение об адиабатичности дви
жения упругой среды позволяет получить простое соотношение 
между температурой и деформациями. После добавления этого соот
ношения к уравнениям импульса в перемещениях получается 
полная система уравнений.

Для любой частицы среды адиабатические 
Система уравнений ли- процессы протекают без обмена теплом с 
нейной теории упругости внешней средой (dq =  0), все процессы
процековаДИЭ атических в теории упругости считаются обратимы

ми (Tds =  dq), и поэтому в рамках тео
рии упругости адиабатические процессы являются изэнтропиче- 
скими, s =  const. Для энтропии упругого тела (см. § 2) имеем

- ( » к (10.2) 
и

Предполагая изменения температуры Т — Т0 малыми по сравнению 
с Т0, выражение для свободной энергии F изотропного упругого 
тела в случае малых деформаций можно взять в виде (см. (2.24))

F = k 11 (е,7) + f /Ae,^ ~ i  (ЗХ+ 2М а  ( Т - Т°) J 1 М  -
- 5 0 ( Т - Т 0) - £ ( Т - Т 0)* +  Р 0, (Ю. З)

где s0, X, ц, с  и F0 — некоторые постоянные, а члены порядка 
(Т—Т0)3 и выше не учитываются.

Подставив (10.3) в (10.2), получим

S =  а/х (e lV) +  s0 +  ~ ( T ~ r 0) .  (10.4)

Отсюда в случае изэнтропических (в теории упругости адиа
батических) процессов, полагая s = s0 = const, будем иметь сле
дующую связь между Т и еар:

Т — Т0— — ° Л (е,у). (Ю-5)
которая аналогична соотношению

То \ ро /

для адиабатических процессов в совершенном газе.
Коэффициент с в формуле (10.3) можно истолковать как 

теплоемкость при постоянных деформациях. Действительно, в тео
рии упругости имеем

Tds =  dqie)
и, следовательно, с помощью (10.4) получаем

¿4 \ —т ( <̂.\ — п



Закон Г ука согласно (2.25) и (10.5) в случае адиабатических 
процессов можно переписать в виде

Рц =
(З Я + 2  ц)2 а 2Г 0

рс

где введено обозначение

U  (е«р ) ё ц  ' г ^ ; ;  =

=  К я !х  (e«p) S í j  +  2|ie,y , ( 10 . 6)

a i  Uí
d~w2 I д% 2 1 d2w3

XaR = X+ (?X± 2f a2T° , (Ю.7)

Ясно, что уравнения Ламе в случае адиабатических процес
сов имеют тот же вид (10.1), что и в случае изотермических 
процессов, если под X в них понимать Яад. В дальнейшем ради 
простоты письма вместо А,ад будем писать просто X и пользо
ваться обычными уравнениями Ламе (10.1), помня, что они годят
ся не только для описания изотермических процессов, но и адиа
батических процессов в упругих телах, если в них X равно Ха&.

Рассмотрим теперь распространение плос- 
1РпТи(.ЬНи̂ п,!!.,П01'ереЧНЫе кой упругой волны в неограниченной изо-плискис ВОЛНЫ о „тропнои среде, т. е. волны, в которой 
перемещение w  зависит только от одной из декартовых коорди
нат, например х, и времени t. Ради простоты предположим, что 
массовые силы F  отсутствуют1). В этом случае для компонент 
вектора перемещений w  из (10.1) получим следующие уравнения:

^  _  1 (10.8)

(10.9)

р . (Ю.Ю)

( 10Л1)

Уравнения (10.8) и (10.9) представляют собой обычные волновые 
уравнения, величины а* и а г являются скоростями распростра
нения возмущений (см. § 17 гл. V III). Видно, что скорости рас
пространения возмущений компоненты перемещения wx и компо
нент wa и wa различны. Следовательно, плоская упругая волна

*) При наличии заданных массовых сил F, не зависящих от времени, это 
предположение несудесгвенно, так как  в силу линейности уравнений Ламе 
последующие выводы можно отнести только к добавочным смещениям к»доб. 
определенным равенством

w  доб =  ®  ®стат>
где и>стат — статические перемещения в упругой среде, вызванные внешними 
массовыми силами F и внешними статическими поверхностными нагрузками 
или заданными статическими смещениями на границе тела.

дх2 
d2w¡

д ~  а\ ~9t2 ’ Л Г  “  o f  ~Ж
где

/ ■
X-f“2jx



представляет собой две независимо распространяющиеся волны. 
В одной из них смещение (м^) совпадает с направлением распро
странения самой волны. Т акая волна называется продольной и 
распространяется со скоростью а: . В другой смещение (<а/ =  
=  -\-ш3к) лежит в плоскости, ортогональной к направлению 
ее распространения. Такая волна называется поперечной и рас
пространяется со скоростью а г. Таким образом, в упругой среде 
существуют две скорости звука . В том случае, когда коэффици
ент Ламе [д. равен нулю, а2 =  0, т. е. поперечные волны не могут 
распространяться в упругой среде, в которой отсутствуют каса
тельные напряжения. Для воздуха ^  = 330 м/сек, а 2 =  0, для 
железа ах = 7000 м/сек, а2 =  3200 м/сек. Иногда полезно рассмат
ривать отношение двух скоростей звука

(Ю.12)

где о —соответствующий коэффициент Пуассона. Отметим, что 
не зависит от плотности р и соответствующего модуля 

Юнга Е упругой среды.
В поперечной волне не происходит изменения объема частиц 

среды, так как в ней шх =  0, а и не зависят от у  и г и, 
следовательно, сНуто  =  0. Но в поперечной волне, как  легко про
верить, т o tw ф 0 ,  и поэтому поперечная волна сопровождается 
«вращением» частиц среды. Напротив, продольные волны сопро
вождаются изменением объема частиц срёды (сПу т  =  дш^дхфО) 
и не сопровождаются их «вращением» (го1;ге» =  0).

Разделение упругой волны на две неза- 
Пространственные волны ВИСимо распространяющиеся части можно 
сдвига и расширения г  г  г  —< - / „и и провести и в случае произвольной (непло
ской) волны, распространяющейся в безграничном пространстве. 
Для этого сначала заметим, что вектор массовых сил, как и 
всякий другой вектор, можно представить в виде суммы двух 
векторов (см. § 26 гл. V III), один из которых является потен
циальным, а другой — соленоидальным,

/:’ =  gradФ  Ьго!Ч11, (10.13)

причем, не нарушая общности, можно принять, что
'Г  =  0 .

Допустим далее, что мы ищем непрерывные дифференцируемые 
решения уравнений Ламе (10.1) во всем пространстве в виде

гw =  gradф 4-гotll:, (10.14)

где ф—скалярный, а ^ —векторный ^¡уг|5 =  0) потенциалы пере 
м е я IV. Подставив (10.13) и (10.14) в уравнение (10.1) (при



р =  const), получим

grad [(A, +  2|i) Дф +  рф—p ^ j  - f  rot [pAi|3 + p>F— p ^ | ]  = 0 .

(10.15)

Взяв от обеих частей этого равенства операцию дивергенции, 
будем иметь

А [(А,+ 2ц) Дф +  рф—p ^ - j  = 0 ,

т. е. непрерывная функция (Я, +  2ц) Дф +  рф—р ^  является гар
монической во всем пространстве и, следовательно, может быть 
либо постоянной величиной, либо некоторой функцией времени 
f(t). Не нарушая общности, функцию f(t)  мо>рно считать равной 
нулю, если вместо потенциала ф ввести потенциал

t

о

Таким образом, для определения потенциала ф получается урав
нение

А(Р - ^ = - Л ф. (Ю.16)
<Х\ Ui й \

Аналогично, если от обеих частей соотношения (10.15) взять 
операцию ротации, то получим

rot rot [^А'Ф +  р ^ —р ^ | ]  = 0 ,

но по известной формуле векторного анализа (см. § 26 гл. VIII) 
rot rot А =  grad div А —А А.

Если вектор А соленоидальный, то
rot rot А =  — А А.

Следовательно, в рассматриваемом случае непрерывный вектор 
р Aip -]- рЧ0— является гармоническим вектором во всем про
странстве; поэтому в безграничном пространстве получим, что 
векторный потенциал г]: перемещений удовлетворяет уравнению

—  3  * •  <|0-|7>

Очевидно, что формула (10.14) представляет собой решение 
уравнения Ламе (10.1), если ф и ф являются произвольными ре
шениями уравнений (10.16) и (10.17).



Уравнение (10.16) является обычным неоднородным волновым 
уравнением и, следовательно, часть ,ш1 перемещения т ,  соответ
ствующая скалярному потенциалу ф, переносится в пространстве 
со скоростью аг. Волна, распространяющаяся со скоростью а1г 
сопровождается изменением объема среды и является безвихревой 
волной сжатия или расширения.

Уравнение (10.17) также является неоднородным волновым 
уравнением и показывает, что часть М}2 перемещения т ,  соот
ветствующая векторному потенциалу г|з, перемещается в прост
ранстве с другой скоростью а2. Эта волна является вихревой и 
не сопровождается изменением объема частиц, она называется 
волной сдвига. Волны сдвига и расширения наблюдаются при 
землетрясениях, и по разности зарегистрированных значений 
моментов прихода возмущений от этих волн в пункт наблюде
ния А/ можно с большой степенью точности судить о расстоянии 
Ь до эпицентра землетрясения, так как

V а2 «1 /

Волновые уравнения в Применим изложенные выше общие сооб- 
случае плоской задачи ражения к частному случаю плоской за 

дачи в плоскости ху, когда составляю
щая массовых сил и составляющая перемещения тм3 равны 
нулю и все движение не зависит от координаты г.

В случае плоской задачи общие формулы (10.13) и (10.14) 
в компонентах на декартовы оси координат можно записать в 
более простом виде через две скалярные функции от х  и у.

Для внешних массовых сил имеем
с  <?Ф , дУ с дФ дЧ , в ,
Р* =  Ж  +  1Ъ ' РУ= Ъ - ! Ь  <10Л8)

и соответственно для перемещений та
дФ Эф г (Ю 19)

* д х ^ д у ’ V д у  дх
Легко видеть, что для заданных вектбрных полей Р  и ® функ
ции Ф, Ч* и ф, г|з определяются из решения уравнений Пуассона, 
которые получаются из (1.0.18) или (10.19) после соответствую
щего дифференцирования и исключения одной из искомых функций.

Аналогично уравнениям (10.16) и (10.17), уравнение Ламе
(10.1) в случае плоской задачи приводит к двум вообще неодно
родным скалярным волновым уравнениям для ф и ф

аЗф^дЧр 1 <ЭаФ _ 1 ^  пп  9п\



Таким образом, задача о распространении упругих волн 
в изотропной среде в безграничном трехмерном пространстве 
и в случае плоской задачи сводится к интегрированию двух 
обособленных волновых уравнений. Отсюда видно, что в одно
родной изотропной упругой среде, заполняющей безграничное 
пространство, любое малое возмущение может быть представлено 
с помощью наложения волн расширения и волн сдвига. Если 
среда неоднородна или занимает ограниченную часть простран
ства, то могут возникать другие типы волн, например волны, 
распространяющиеся в окрестности границы среды. Такого рода 
волны будут рассмотрены ниже.

Решения задач о распространении упру- 
Граничные условия на гих колебаний в ограниченном простран-
поверхнЙ ти1 Т с £ у * р Т т - СТВв ТЗКЖе М0ЖН0 СТР0ИТЬ с  ПОМОЩЬЮ 
р ан ства  решения краевых задач для волновых

уравнений (10.16) и (10.17) или (10.20) и
(10.21). Однако вопрос о разделении упругих волн на волны 
сдвига и расширения в ограниченной упругой среде осложняется 
требованиями учета граничных условий. Граничные условия мо
гут  связывать различные части упругой волны и наличие границ 
может порождать взаимодействие и расщепление волн.

Наиболее простыми типами граничных условий являются та
кие, когда на границе упругого тела перемещения да, или на
пряжения р п равны нулю (случай неподвижно закрепленной, или 
свободной поверхности упругого тела соответственно).

Если поставить плоскую задачу об определении упругих волн 
в ограниченном пространстве как задачу интегрирования волно
вых уравнений (10.20) и (10.21), то необходимо записать гранич
ные условия через потенциалы ф и

Общая задача о распространении упругих волн в ограничен
ном пространстве довольно сложна. Рассмотрим постановку част
ной плоской задачи (в плоскости ху) о распространении упругих 
волн в упругой среде, занимающей все полубесконечное прост
ранство у > 0 ,  когда на границе у — 0 напряжения обращаются 
в нуль. Граничные условия на свободной поверхности полупро
странства (рп =  0 при у — 0) имеют вид

р? =  — р1а =  0, р? =  — /Я = 0, Й =  — 2 =  0 . (10.22)

Если использовать закон Гука, выражения е,у че’рез да в случае 
бесконечно малых деформаций и формулы (10.19), выражающие 
компоненты да через потенциал ф и \|), то можно легко устано
вить, что третье условие удовлетворяется автоматически, а два 
первых приводятся к виду

[ « 5 + « - * » „ о м
Г„_д*Ф _ п
I д х д у ^  ду2 дх2 | у=о ~



Кроме краевых условий (10.23), для получения конкретных реше
ний уравнений (10.20) и (10.21) необходимо воспользоваться еще 
дополнительными условиями о поведении решения при у — > оо и 
х —» ±  оо и, вообще говоря, начальными условиями. Можно также 
изучать установившиеся стоячие или прогрессивные волны и т. д.

Покажем, что среди решений поставлен- 
Существование поверхно- н0,”1 задачи имеются решения, которые 
стных волн Рэлея м 1 *представляют сооои поверхностные волны. 
Для этого рассмотрим плоскопараллельное движение при отсут
ствии внешних сил, соответствующее распространению вдоль 
положительной оси х прогрессивной синусоидальной волны с час
тотой со, волновым числом & и амплитудой, зависящей от у, т. е. 
предположим, что

Ф = е,'<'г* -“/>/(г/), \|з =  е‘' ( у ) ,  (10.24)

и будем искать такие решения волновых уравнений (10.20) и
(10.21) (при Ф и ¥ равных нулю), которые убывают с ростом 
расстояния от свободной поверхности, т. е. при у —>-оо. Подста
вив (10.24) в (10.20) и (10.21), получим следующие уравнения для 
определения функций ¡(у) и £(г/):

=  0, 0 —(**—Л|)йг =  0, (10.25)

где
к, = — , А-2 = — . (10.26)1 ау ’ 2 аг у

В соответствии с условием при у--*  оо следует потребовать, 
чтобы

>  0, ¿2— £22 >  0, (10.27)

так как в противном случае f  а g будут периодическими функ
циями от у и условие при у  —► оо не удовлетворится, не полу
чится поверхностной волны.

Из условия (10.27), вытекает, что скорость
со к»  ¿1

с =  Т  =  а* Т  =  а1 Т

поверхностной бегущей волны должна быть меньше скорости рас
пространения объемных поперечных волн а2 <  аг.

Если ввести обозначения
£2—к\ =  г\ к2— =  я2, (10.28)

то общие решения уравнений (10.25) можно записать в виде 

¡  =  Ае~г«-\-А1ег», ё =  Ве~*» +  В^*»,



где А, В, Аг и В1—постоянные. Очевидно, что А1 и Вг необхо
димо положить равными нулю, так как иначе возмущения в упру
гой среде при у — <х> будут возрастать. Для ф и \|) получаются 
следующие выражения:

ф= АеИкх-Ш)-гУ' у  =  ВеЦкх-а1)-вУ' (10.29)

Рассмотрим теперь граничные условия (10.23) при у =  0. В слу
чае решения (10.29) они сводятся к двум однородным уравнениям 
для А и В

а\г2А ~ (а\— 2а\) Л£2 +  2а22Ш 5 =  0,
—2Л//гг+(52 +  /г2)В  =  0.

Подставив сюда выражения для г и 5 из формул (10.28), получим

л ( 2* . _ ! * . ) +21.в * к № °, (1030)

— 2 АНг V к 2— к\-\-В (2к,2— к\) =  0.

Условие совместности этих уравнений, т. е. обращение детерми
нанта этой системы в нуль, дает уравнение

(2 к 2 — ^  к2̂  (2к2— к\) =  4к2 V (к2- к 2) У{к2— к\),

которое с учетом обозначений (10.26) и ~  = с =  -^ приводится 
к виду

^202— 402 ] /  02 —±  у  е2_ ^ -  =  0. (10.31)

Равенство (10.31), т. е. условие существования поверхностных 
волн, является уравнением для определения скорости с= 1/0 рас
пространения таких волн. Это уравнение называется уравнением 
Рэлея, который установил существование поверхностных волн в 
упругих телах.

Покажем, что при заданных и а2 уравнение Рэлея (10.31) 
имеет единственный действительный положительный корень, удов
летворяющий условию с<Са2, т. е. покажем, что вблизи свободной 
поверхности полупространства, занятого любой изотропной упру
гой средой, характеризующейся постоянными X и ц, могут распро
страняться поверхностные волны рассматриваемого типа и что 
скорость распространения этих волн единственным образом опре
деляется значениями параметров Ламе X и ц.

Существование корня уравнения (10.31) непосредственно выте
кает из того, что левая часть (10.31) положительна при 0= 11аг 
и отрицательна при 0->-оо, так как  разложение ее в степенной ряд



в окрестности бесконечно удаленной точки, начинается с члена

202 ( Л - Л ) -  \ Й1 02 /

Единственность этого корня следует из отрицательности произ
водной левой части уравнения Рэлея в промежутке 1/а2 < 0 < оо. 
Действительно, эта производная равна

80 ( 2 0 2 ---- -_Л— 80 т/  О2---- ^  Л/ 02---- 7 -
V оа / ' а\ ' «2

..______  403 У 03---- г
=  / е 2_ - 1 _  У *
1 “ а\

202 ---- у
02

/ " ’ - т01
403 ( 2 0 2 ■

] /  е2- Л -  V 02- 4г а 1 '  а2

(  . ] / э2— г  У э2-  Л ~ ( 02— г ) 1  +
] /  е2— ^  У  е2— т  01 02 ^
Г Г 2̂

У  У 02- 4 -  ' Г 2̂

Первое слагаемое этой суммы отрицательно, так  как

( е 2- Л - ) >  у  02_  » -| / 02_  > ,
V 01 / ' 01 г а2

а второе,— так как среднее арифметическое величин 02— (1/а?) и 
в2 —-(1 /а!) всегда больше их среднего геометрического, т. е.

{ 202------------ > 2  У 02 — 1Т У V —
\  0 2  /  °2



Скорость распространения Приведем теперь данные, из которых сле- 
поверхностных волн дует, что скорость с распространения по
верхностных волн близка к скорости а2 распространения объем
ных поперечных волн. Возведя уравнение Рэлея (10.31) в квад
рат и выполнив необходимые простые преобразования, получим

1 6 9 ^ -1 — ^ + 8 э *  ( 4 - — о.
01̂ 2 / о.201 4а2 а%

(10.32)

Если ввести отношение \ — 1
=  =  =  то УР^нению (10.32) 

можно придать вид

-8£* +  8£2 ( 3 - 2 - | у

— 16 Г 1 — 4  
й1

= 0 . (10.33)

Отсюда видно, что отношение | за
висит только от отношения а2/а1У 
которое постоянно для каждой дан
ной упругой среды. Так как по 
( 10 . 12)

Рис. 136. Зависимость отноше
ния скорости распространения 
волн Р элея к  скорости попереч
ных объемных волн от коэф

фициента Пуассона.

— =  л /ах V
1 —2а

то | зависит только от соответ
ствующего коэффициента Пуассона 
среды. Изотермический коэффици
ент о для всех известных мате

риалов меняется в пределах от 0 до 1/2, отношение а21ах при 
этом меняется в пределах от 1/1^2 до 0, а являющееся кор
нем уравнения (10.33),—в пределах от 0,874 до 0,955. На 
рис. 136 приведен график1) зависимости | от ст.

Очевидно, что скорости распространения упругих волн аи а2 
и с не зависят от длины волны или от частоты колебаний, поэтому 
в упругой среде отсутствует дисперсия волн.

Вычислим теперь компоненты вектора пе
ремещений но, соответствующие потенциа
лам (10.29) поверхностной волны. По 

(10.19) и (10.29) имеем

Формулы для перемеще 
ний в волнах Рэлея

Г2>1 =  ^  = (АИге~ гу — Вяе- ^) е1{-кх~ш\

— ^ = — (Аге~ гу +  ВИге~ *у) е{ .га.

*) Здесь принято, что оад и  о.



Отношение постоянных Л и Б согласно (10.30) выражается через 
| следующим образом:

А _ _ 2 П О Е 1 1 = _ й  ь  =  ( Ю . 3 4 )
В  ~  2 + £ 2 2 +  £2 ’ '  ’

и постоянно для данного материала. Пользуясь (10.34), для ком
понент перемещений в поверхностной волне получим следующие 
выражения:

1Ю1 =  В (Ь ке -гУ— 5е~^)ецкх- ы \  Л0 35)
т 2 — В1 (Ьге~гу— ¡1е~ '*) е1

где г и в  выражаются через аи а2 и со, а й при заданной частоте 
со для данной среды единственным образом определяется значением 
скорости с распространения поверхностной волны или величи
ной

Решение задачи о распространении в направлении положитель
ной оси х поверхностных вблизи свободной границы полупространст
ва волн с произвольной частотой со и амплитудой В полностью по
строено. Аналогичное решение существует для волн, распростра
няющихся в отрицательном направлении оси х.

Посмотрим, на каком расстоянии от гра-
о законах убывания воз- ницы полупространства у  =  0 заметно ска- 
мущении В волнах Рэлея зываются смещения, вызванные поверхно
стными волнами. Для этого, очевидно, достаточно рассмотреть, 
как убывают с ростом \у\ множители е~ и  е~гу. Если, как 
обычно, назвать глубиной проникновения г/х глубину, на ко
торой амплитуда волны падает в 1/е раз, то у 1 =  (1/г) для 
части перемещений, связанной с расширением частиц среды, и 
¿/г=(1/в) для части перемещений, связанной со сдвигом частиц. 
Имеем

г а\ г 01 у  а\

где %—длина волны расширения, и
1 1  1 I X

Ух сдв ■

где К—длина волны сдвига, которая согласно граничным усло
виям равна длине волны расширения. В случае <т= 1/2 по
лучим

%УТо



Отсюда ясно, что глубина проникновения составляет только часть 
длины волны X и различна для различных частей поверхностной 
волны.

Смещения, соответствующие двумерным поверхностным вол
нам, составляют основную часть наблюдаемых при землетрясениях 
смещений слоев Земли, так как  при удалении от эпицентра земле
трясения объемные волны, распространяясь внутри Земли, зна
чительно ослабевают. Поверхностные волны при землетрясениях 
приходят в место наблюдения несколько позднее поперечных про
странственных волн, первыми приходят продольные пространствен
ные волны.



Г Л А В А  X 

ТЕОРИЯ ПЛАСТИЧНОСТИ

§ 1. Некоторые эффекты, возникающие при деформировании 
твердых тел и не описывающиеся в рамках модели упругого тела

Классические модели линейной теории упругости изотропных 
или анизотропных кристаллических или других сред описывают 
далеко не все явления, происходящие при деформировании твердых 
тел.

Результаты и методы теории упругости не всегда достаточны 
для оценки прочности конструкций и для разрешения многих 
важных практических вопросов. На практике часто требуется 
уметь, учитывать механические и тепловые свойства твердых тел, 
связанные с нелинейной упругостью, электродинамическими эф
фектами и с термодинамической необратимостью процессов де
формирования, требуется рассматривать пластичность, ползучесть 
и релаксацию, усталость и т. д. Для учета и описания подобных яв
лений необходимо вводить другие теоретические модели сплошных 
сред.

Проблема построения новых усложненных моделей деформиру
емых тел в настоящее время является предметом эксперименталь
ных и теоретических исследований.

Остановимся очень кратко на описании некоторых наиболее 
характерных неупругих эффектов, которые наблюдаются при де
формировании твердых тел.

На рис. 137 приведена диаграмма одно- 
Типичная диаграмма рас- осного растяжения—сж атия цилиндри- 
“  ~ СЖа™Я Ме’ ческого образца из мягкого железа под

действием внешних сил, приложенных на 
его торцах. Аналогичными особенностями обладают диаграммы 
растяжения—сжатия образцов, изготовленных из других метал
лов. По оси абсцисс на рис. 137 отложена компонента еи отно
сительного удлинения вдоль оси цилиндра, которую выбираем за 
ось х, по оси ординат—компонента рп нормального напряжения 
на площадках, перпендикулярных к оси цилиндра.

Начальный участок диаграммы А^ОА близок к  прямой линии
Р и = Е е 11 (1.1)

и характеризуется обратимыми деформациями, т. е. как при на
грузке (увеличении |ри |). так и при разгрузке (уменьшении |/?ц1)



точка, изображающая на диаграмме состояние образца, двигается 
по одной и той ж е прямой А Х0А . Деформации при этом обычно весьма 
малы (для мягкого железа меньше 0,3%). Границы интервала при

менимости линейной формулы
(1.1) называются пределами про
порциональности, соответствую
щие напряжения рп (А) и 
Рп (^ 1) — напряжениями на пре
деле пропорциональности. Таким 
образом, при напряжениях р1и 
меньших Рп(А) и больших 
Рп(А 1)* на диаграмме имеется 
участок А 1Л , соответствующий 
закону Гука, или линейной т е 
ории упругости

Заточкой А, т. е. при дальней
шем увеличении внешнего растя

гивающего усилия, осуществляется участок А В нелинейной обра
тимой зависимости р1Х от е1Х. Деформации на этом участке диаграм
мы такж е обычно весьма малы (меньше 1%). Изображающая сос
тояние образца точка на участке АВ  (и соответственно на А 1В1 для 
сжатия) как  при нагрузке, так и при разгрузке двигается по одной 
и той же кривой АВ (и Л А ) .  Поэтому при Ри(А)<р11<.р11 (В) 
образец ведет себя тоже как упругое тело, но с динамически 
нелинейной зависимостью напряжений от деформаций. Понятие 
динамической нелинейности в данном случае относится к геоме
трически малым деформациям, для которых можно еще пользо
ваться приближенными линейными формулами для компонент тен
зора деформаций при их вычислении через компоненты вектора пе
ремещений.

При дальнейшем увеличении внешнего растягивающего уси
лия, когда ри  становится большим, чем рп (В), проявляются не
обратимые эффекты пластичности. После перехода через точку В, 
например в точку С, при последующей разгрузке изображающая 
точка будет уж е двигаться не по кривой С В АО, а по другой кри
вой СЕ. Обычно линия СЕ близка к прямой, наклон которой, вооб
ще говоря, приблизительно совпадает с наклоном прямой О А. Пос
ле разгрузки до точки Е при новой нагрузке изображающая точка 
будет практически двигаться по той же кривой ЕС, а после дости
жения точки С при дальнейшей нагрузке — вдоль основной кри
вой ОЛО. Если, находясь за точкой В, внешнюю нагрузку полно
стью снять и получить состояние, отвечающее рп = 0, то в этом сос
тоянии удлинение еп оказывается отличным от нуля, возникают 
так называемые остаточные деформации е[г. Деформацию, напри
мер в точке Е, можно рассматривать как состоящую из двух ча
стей — остаточной е?х и упругой ееи :

Вц =  ®11 +  11

Рис. 137. Типичная диаграмма одно
осного растяж ения — сжатия для ме

таллов (м ягкое железо).



причем часто можно принять, что
„е _  Р и  (е)
811 ~  Ех

Если наклон прямой ЕС совпадает с наклоном первоначального 
участка диаграммы ОА, то £'=£'1.

Появление остаточных деформаций после достижения внешней 
нагрузкой определенного предела характеризует собой по опреде
лению основное свойство пластичности. При появлении остаточных 
пластических деформаций характерно различие между функциями 
р11=[(в11) при нагрузке и разгрузке. Следует отметить, что появле
ние пластических деформаций в опытах можно обнаружить после 
проведения разгрузки. Точка В определяет начало проявления 
свойств пластичности, значение напряжения Ри(В) называется пре
делом упругости или пределом текучести.

Заметим, что после перехода материала в пластическую область, 
например в точку С, при разгрузках и последующих нагрузках та
ких, что 0</?п<Ри (С), материал ведет себя как упругое тело (на
грузка и разгрузка идут по одной и той же кривой СЛ/). Поэтому 
можно говорить, что точка С также играет роль предела упругости 
для материала, полученного из исходного с помощью пластического 
деформирования. Для многих материалов рц(С )> р11(В) по край
ней мере для некоторых участков диаграммы. Такие участки назы
ваются участками упрочнения материала, а повышение предела 
упругости в результате пластического деформирования называется 
упрочнением материала, или наклепом. Материал упрочняется, 
если Ри(С)>р11(В). Для некоторых материалов на диаграмме рас
тяжения — сжатия существует горизонтальный участок, называе
мый площадкой текучести. При деформировании, соответствующем 
этому участку, упрочнения не происходит. При увеличении внешней 
нагрузки до риф) материал разрушается. Растягивающее напря
жение ри (О) называется пределом прочности на растяжение.

Пределы пропорциональности и упругости, 
т аушингера пластические деформации и упрочнение

имеют место как при растяжении, так и при сжатии. При малых 
упругих деформациях диаграммы растяжения и сжатия, вообще 
говоря, симметричны рп (е11) =  — рп (— еи), однако имеются среды, 
например горные породы, для которых указанная симметрия 
отсутствует.

Предел упругости на диаграмме сжатия при первоначальном на
гружении на рис. 137 соответствует точке Вг. После растяжения до 
точки С с последующей разгрузкой и сжатием предел упругости ма
териала на сжатие на участке упругих деформаций СЕЙВ2 может 
соответствовать В2. Величины предельных значений р1г в точках 
В1 и В 2 будут, вообще говоря, различными. Эффект изменения пре
дела, упругости на сжатие после предварительного растяжения за 
предел упругости называется эффектом Баушингера.



Деформирование за предел упругости приводит к изменению 
характерных точек участков диаграммы материала, соответствую
щих напряжениям другого знака.

Количественные особенности кривой 
Зависимость проявления ри =  / (еи) для растяжения или сжатия 
свойств пластичности от сильно зависят от физической природы 
свойств м атериала и вида ^  т  1 1
деформации материала. Однако отмеченные характер

ные качественные особенности свойств пла
стичности типичны для многих материалов. Эти особенности имеют 
место такж е и при других видах нагружений и деформаций, 
например при деформации чистого сдвига.

В частности, при кручении круглых цилиндрических труб, 
когда каждый элемент трубы работает в условиях чистого сдвига,

Рис. 138. Типичные диаграммы «напряжение—деформация» для металлов: 
а) при чистом сдвиге, б) при всестороннем растяжении или сжатии.

зависимость между касательным напряжением и компонентой тен
зора деформаций, характеризующей ‘ угол сдвига, изображается 
диаграммой, имеющей такие же качественные особенности, как 
и диаграмма на рис. 137 (рис. 138).

Д ля некоторых материалов, например глины, при деформации 
всестороннего сжатия между сжимающим давлением р и коэф
фициентом объемного сжатия 0 =  — сНуо» также получается ана
логичная зависимость. Однако следует заметить, что металлы 
при всестороннем сжатии ведут себя как упругие тела вплоть 
до очень больших давлений (порядка 100 000 а т м  и больше). * 
Поэтому для металлов при гидростатическом сжатии законы тео
рии упругости практически выполняются для неограниченно боль
ших давлений, и можно принять, что при всестороннем сжатии 
пластические деформации не возникают.

Таким образом, свойства пластичности зависят как от свойств 
материала, так и от вида напряженного состояния.



Идеальные упруго-пласти
ческий и жестко-пласти
ческий материалы, линей- 
но-упрочняющийся мате
риал

Основные задачи, возни- Построение теории пластичности связано
^еориГплТтичн0остиеНИИ с Разрешением трех основных задач: обоб

щением на случай произвольных напря
женных состояний понятия предела упру

гости, введением в общем случае понятий нагрузки и разгрузки 
и установлением законов, определяющих нарастание остаточных 
(пластических) деформаций, т. е. установлением соотношений, 
позволяющих определять остаточные деформации при любых до
пустимых способах изменения внутренних напряжений.

Таким образом, необходимо дать обобщение на случай произ
вольного деформирования понятий, возникающих в связи с изу
чением типичной диаграммы для одноосного растяжения или чисто
го сдвига — кручения или всестороннего сжатия и т. д ., представ
ленных на рис. 137 и 138.

Отметим два основных типа моделей пла
стических сред.

1. Модели идеальных упруго-пласти- 
ческих или жестко-пластических сред, 
в которых не учитываются упрочнение и 
эффект Баушингера. Эти модели полу

чаются в результате обобщения на случай произвольного дефор
мирования предложенных Прандтлем идеализированных диаграмм 
для простых частных случаев деформирования, например, диа
граммы для одноосного растяжения, 
изображенной на рис. 139.

На этом рисунке приведена диаграм
ма одноосного растяжения — сжатия 
для идеально упруго-пластической сре
ды; при напряжении растяжения, 
меньшем некоторого постоянного пре
дельного значения ра, и напряжении 
сжатия, большем р'0, материал ведет се
бя как упругое тело; часто можно при
нять, что р0= —р'0.

В диаграмме, приведенной на рис. 140, 
упругие деформации вообще не учи
тываются (что можно оправдать малостью упругих дефор
маций по сравнению с возможными пластическими). При 
напряжениях, абсолютная величина которых меньше некоторого 
постоянного значения р<,(ро=—р'а), деформации принимаются рав
ными нулю. Это — диаграмма растяжения — сжатия образца из 
жестко-пластического материала. В обоих случаях после увеличе
ния напряжения до ра возможно течение материала с неограниченно 
возрастающей деформацией при постоянном напряжении. Такие 
модели могут удовлетворительно описывать поведение материа
лов, для которых на диаграмме рц(еп) имеется площадка теку
чести.
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Рис. 139. Д иаграм м а с ж а 
тия — р астяж ен и я для идеаль
но-пластического  материала.
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2. К другому типу можно отнести модели пластических тел, 
в которых учитывается упрочнение, т. е. изменение предела упруго
сти при пластическом деформировании. На рис. 141 приведена 
диаграмма одноосного растяжения — сжатия для линейно-упроч- 
няющегося материала.

Рис. 140. Диаграмма сж ати я— Рис. 141. Диаграмма сжатия — растя- 
растяжения для жестко-пласти- жения для линейно-упрочняющегося 

ческого материала. материала.

Отсутствие однозначной Отметим, что пластические деформации не
связи между напряжения- определяются однозначно значением напря- 
ми и деформациями при г  „ , и п , л  г
пластических деформациях жении (см-  например, рис. 1 42 ). Одному

и тому же значению напряжения, напри- 
мер р[\\ может соответствовать бесчисленное множество значений
е£\ е{\} и т. д.

Рис. 142. При пластических деформациях нет однозначной связи между на
пряжениями и деформациями.

Если при нагружении образца был момент, когда внешняя на
грузка превысила предел упругости, то значение деформации, 
соответствующее данному значению напряжения, зависит от того, 
как было достигнуто это значение напряжения.



Пример определения оста- Иногда величину пластических деформа- 
точной деформации в иде- ций можно однозначно определить с помо-
^ Ьа!!е0;ПТимеерСК0сисМтеТмы Щью простых соображений. Рассмотрим, 
с внутренними напряже- например, конструкцию, состоящую из 
ниями трех стержней одинакового диаметра й,

концы которых скреплены симметрично 
с помощью абсолютно жесткой пластины АВ (рис. 143, а). Для 
простоты исключим влияние сил веса.

Пусть крайние стержни 1 и 2 — стальные, а средний стержень 3, 
расположенный симметрично относительно стальных стержней,— 
алюминиевый. По условию примем, что до приложения внешней

0
Рис. 143. К определению пластических деформаций в стальных стержнях 1 и 2.

нагрузки все три стержня находились в естественном ненапряжен
ном состоянии (ец=0). Если пластину,как указано на рис. 143, 
равномерно нагрузить, то из симметрии ясно, ¿что длины всех 
стержней после деформации будут одинаковыми.

Предел упругости р\I и модуль Юнга Ест для стали, как 
известно, больше предела упругости р\\ и модуля Юнга Еал для 
алюминия, соответственно. Для простоты пренебрежем эффектами 
упрочнения и будем рассматривать сталь и алюминий как  идеально
пластические среды (см. рис. 143, б).

Пусть суммарная нагрузка Р на пластину АВ  задана и требу
ется определить нагрузки, приходящиеся на каждый стержень, 
и общее удлинение стержней.

Предположим, что каж дый из стержней деформируется одно
родно. Допустим еще, что нагрузка Р выбрана так , что относи
тельное удлинение еи меньше, чем (р^/Е™) — е^, и больше, чем 
(Рп/Е” ) =  еп , т. е. что алюминиевый стержень работает еще 
в упругой области, а стальные—уже в пластической области 
(см. рис. 143, б).

Ясно, что нагрузка, приходящаяся на каждый из стальных 
стержней, равна рЦтР/4, следовательно, на алюминиевый стер
жень действует сила Р —(2р\\пс12/4:).



Одинаковую полную деформацию еи алюминиевого стержня 
и стальных стержней можно вычислить по закону Гука для 
алюминиевого стержня

2 2Р—рЦлё*
Е ал лй*

Пластическая часть деформации стальных стержней может 
быть далее определена из условия

_ 1_
- £ С Те?1 =  еп —8п =  е1Г пстР11-

Интересно отметить, что если теперь полностью разгрузить 
пластину АВ, то напряжения и деформации во всех трех стерж
нях, очевидно, не исчезнут. В стальных стержнях возникнут на
пряжения сжатия, а алюминиевый стержень окажется упруго
растянутым. После разгрузки такая конструкция представляет 
собой пример системы, на которую не действуют внешние силы, но 
внутри которой имеются внутренние напряжения. Уничтожить эти 
внутренние напряжения при сохранении целостности конструкции 
нельзя. Из этого примера ясно, каким образом для различных де
талей машин или каких-либо сооружений технология изготовления 
(неравномерное нагревание и охлаждение при закалке, ковка и 
т. п.) может стать причиной возникновения внутренних напряжений 
при отсутствии внешних нагрузок.

Рассмотрим теперь еще другие эффекты, встречающиеся при 
деформировании «твердых» тел и не описывающиеся ни в рамках 
теории упругости, ни в рамках теории пластичности.

Пусть имеется некоторый стержень 
П олзучесть / 1 л л\ -* (рис. 144), верхнии конец которого закреп
лен, а к  нижнему приложена постоянная сила Если стержень 
на долгое время оставить в таком состоянии, то, как показывает

//////,

Рис. 144. Ползучесть материалов.

опыт, относительное удлинение еп стержня будет расти с тече* 
нием времени Если в некоторый момент времени нагрузку 
снять, то возникшие таким образом деформации не пропадут. 
Это явление, которое наблюдается при любой, даже малой, вели
чине силы 5\ называется ползучестью.



Ползучесть наиболее сильно проявляется при повышенных тем
пературах, но свойство ползучести материала следует учитывать 
также при расчетах конструкций, которые должны работать до
статочно долго и при нормальных температурах.

Обычно в тех материалах, в которых проявляется свойство пол
зучести, наблюдается и другое явление, называемое релаксацией 
напряжений.

Если растянутый стержень, в поперечных 
Релаксация напряжении сечениЯХ которого действуют напряжения
р°1Х, закрепить на обоих его концах (т. е. зафиксировать дефор
мацию 8ц) (рис. 145), то, как показывает опыт, с течением вре
мени напряжения в стержне будут падать, для одних материа-

У777777777777}
£ Рис. 145. Р ел аксац и я  напряжений.

лов—до некоторого конечного значения р[и для других мате
риалов—до нуля.

Явления ползучести и релаксации тесно связаны между собой. 
При релаксации имевшаяся первоначально упругая деформация за 
счет ползучести частично или полностью превращается в пластиче
скую, для поддержания (сохранения) которой не требуется прикла
дывать силу, это и вызывает уменьшение ри.

Теория ползучести является в настоящее время развивающейся 
областью механики сплошной среды.

Опишем еще одно свойство материалов, 
Усталость материалов называемое усталостью. Опыт показывает,
что, например, металлический образец под действием периоди
чески изменяющейся нагрузки, приложенной на его свободном 
конце, может разрушаться после достаточно большого, но все 
же конечного числа колебаний, даже если максимальные напря
жения не превосходят предела упругости материала. Д ля раз
рушения образцов из металла обычно требуются миллионы цик
лов колебаний.

Вообще, многократно повторяющиеся и быстро сменяющие друг 
друга по определенному циклу нагрузки и разгрузки обычно при
водят к понижению предела прочности конструкций, т. е. к тому, 
что конструкции разрушаются при гораздо меньших напряжениях,



чем в статических условиях. Этот эффект называется усталостью 
материала.

Проблемы усталости на практике имеют очень большое значе
ние, так как многие детали машин, обшивки самолетов и судов 
и т. д. подвержены постоянным вибрациям. Самолеты, предназна
ченные для полетов на больших высотах, всегда испытываются на 
циклические нагрузки в связи с тем, что их оболочка подвергается

то расширению под действием 
внешнего разрежения на большой 
высоте, то сжатию вблизи земли. 
Испытания на усталость обычно 
проводятся путем погружения са
молета в воду, в которой по задан
ному закону меняется давление. 
По результатам такого рода экс
периментов оценивается предель
ное число допустимых вылетов 
для данного самолета.

Усталостные разрушения обыч
но обусловлены возникновением 

и развитием микротрещин внутри или на поверхности материала. 
На развитие трещин на поверхности или с поверхности внутрь кон
струкции существенное влияние может оказывать внешняя среда. 
Например, прочность на разрыв стеклянных пластинок в воздухе 
и в воде различна.

Сопротивление материалов усталостному разрушению харак
теризуют кривой усталости, которую можно построить, если испы
тать серию одинаковых образцов, подвергающихся периодическому 
нагружению в одинаковых внешних условиях, но с различной ам
плитудой напряжений. По оси абсцисс откладывается максимальное 
количество циклов /V, которое выдерживает образец до разруше
ния, а по оси ординат — максимальное значение напряжения р, 
осуществляемое в этих циклах. Типичная кривая усталости приве
дена на рис. 146.

По кривой усталости можно определить максимальное напря
жение, которое может выдержать образец для каждого заданного 
числа циклов, называемого базой испытания. Максимальное на
пряжение, при котором образец выдерживает заданную базу ис
пытания, называют пределом усталости или пределом выносливо
сти. При напряжениях, не превосходящих р„ (см. рис. 146), 
образец не разрушается при практически бесконечном числе 
циклов.

Следует подчеркнуть, что для одного и того же материала сопро
тивление усталости зависит от типа напряженного состояния (ра
стяжение, кручение, изгиб и т. д.) и от характера изменения на
пряжений во времени, т. е. от вида цикла и частоты колебаний. 
Кроме того, сопротивление усталости зависит от температуры

Рис. 146. Типичная кривая уста
лости.



(особенно для полимерных материалов), от свойств внешней среды, 
в частности влажности воздуха, а также от размеров образца и на
личия в нем различных концентраторов напряжений, например 
надрезов.

Удовлетворительная теория усталости в настоящее время еще 
не создана.

§ 2 . Остаточные деформации. Поверхность нагружения

Наряду с начальным и актуальным деформированным состоя
ниями среды, которые в действительности могут отвечать, вообще 
говоря, некоторым моментам вре
мени 10 и t, рассмотрим мысленно 
третье состояние — то, которое 
получается из данного деформи
рованного,! отвечающего моменту 
времени /, если снять все внутрен
ние напряжения.

Отмеченные три состояния мож
но рассматривать как непрерыв
ные многообразия, в которых ин
дивидуальные точки определены 
одними и теми же лагранжевыми 
координатами I 1, |2, £3. Обозначим 
векторы базисов лагранжевой 
системы координат I1, |2, I3 в этих трех состояниях среды через

э , ( I 1, Б2, I 3, =  . э ,.(1 ‘ . 0  =  -щ

*
и Э:(£1, I2, Е3, 0 ,  а компоненты метрических тензоров — через
£,• / =  э,- • э =  ЭГ Э,, и =  э i ■ э,- соответственно. (В ньютони- 
анской механике г 0(^ , £2, |3, ¿0) и МБ1. Б2> Б3. О — радиусы- 
векторы подвижных точек среды.) Квадрат длины материального 
отрезка, определяемого бесконечно малым [вектором с компонен
тами с!!1, ¿|2, (113у в начальном («недеформированном») состоянии 
равен ¿в? =  ¿,-у й£/, в конечном (деформированном) состоянии 

(&?, а в промежуточном, соответствующем полной
разгрузке,

Рис. 147. Начальное (о), деформи
рованное (•') и разгруженное (*) 
состояния в случае одноосного 

растяжения.

На рис. 147 показаны состояния, обозначаемые индексами 
«о», « -»  и «*» для случая одноосного растяжения образца.



Тензоры пластических, Д ля произвольного состояния конечным 
мацийИХ И полных дефор‘ образом деформированной упруго-пласти

ческой среды можно определить понятия 
упругих и пластических деформаций и вве

сти следующие три пары тензоров деформаций:
1) тензоры пластических деформаций

<§р =  грцэ‘э ]' и ¿ р =  е?/Э'эу'
с компонентами

8?/ =  у  (2.1)

2) тензоры упругих деформаций

ё е =  г^э'э1 и ¿ е = геиэ,'э/
с компонентами

е1/ =  у ( ^ 7 - 1 , 7); (2.2)

3) тензоры полных деформаций

(о =  и £  =  е¡¡э'э1
с компонентами

е/у =  у ( £ , 7 - Ь , ) -  (2.3)

Таким образом, при изучении действительного процесса дефор
мирования для каждого момента времени наряду с полными дефор
мациями можно рассматривать пластические, т. е. те, которые ос
тались бы в частице, если бы ее из данного состояния полностью 
разгрузить, и упругие деформации, т. е. те, которые снимаются 
при такой разрузке и возникают вновь при повторном нагружении — 
при переходе от «разгруженного» состояния к актуальному напря
женно-деформированному состоянию.

Отметим сразу, что путем снятия всех внешних сил не всегда мож
но реализовать разгруженное состояние в теле конечных размеров. 
Действительно, при снятии всех внешних нагрузок в теле могут 
все же остаться внутренние напряжения. В частности, такая си
туация получается в примере, рассмотренном в § 2 этой главы. 
Если в таких случаях все же ввести мысленно для каждого малого 
элемента тела разгруженное состояние так, чтобы сплошность всего 
тела не нарушилась, то точки объема тела образуют некоторую об
ласть V* в неевклидовом ■ пространстве, поэтому метрика ¿ц, 
вообще говоря, будет неевклидовой.

Компоненты метрического тензора £/;- или тензора пластиче
ских деформаций 2е?1 — ( д . ; — можно рассматривать как фи
зические характеристики состояния пластических тел. Помимо



метрики, можно вводить еще другие геометрические характери-
*

стики разгруженного многообразия в области V* и наряду с § ,у- 
рассматривать эти другие инвариантные характеристики как  па
раметры состояния.

Из формул (2.1), (2.2) и (2.3) видно, что при таком опреде
лении тензоров пластических, упругих и полных деформаций для 
ковариантных компонент этих тензоров в лагранжевой системе 
координат верно равенство

е// =  в?/ +  в&. (2-4)
т. е. полные деформации равны сумме упругих и пластических.

Отметим, что для конечных деформаций это свойство аддитив
ности не выполняется для компонент с другим строением индексов 
в лагранжевой системе координат, а также для компонент с лю
бым строением индексов (в том числе и чисто ковариантных) в сис
теме отсчета. Это связано с тем, что (2.4) связывает компоненты 
тензоров в разных базисах, хотя и в одной и той же лагранжевой 
системе координат *). В случае бесконечно малых относительных 
перемещений с точностью до малых высшего порядка можно счи
тать, что равенство (2.4) выполняется для компонент с любым строе
нием индексов и в любой системе координат.

По определению пластических тел пластические деформации, 
в отличие от вязких, появляются только в том случае, когда на
пряжения превосходят некоторый предел (предел упругости 2)). 
При достаточно малых напряжениях материал ведет себя как  уп р у
гий (или как жесткий, если упругими деформациями пренебрегают).

В связи с указанным основным свойством
илТГвёрхностГтекуч'ести пластической среды в пространстве напря

жении, т. е. в девятимерном пространстве, 
точки которого задаются значениями компонент тензора напря
жений р1>, можно отметить область &>р такую, что если для 
данного процесса точка р'> лежит строго внутри области &)р, то 
частица ведет себя как упругое тело. В противном случае в ча
стице могут возникать пластические (остаточные) деформации. 
Граница 1,р области %Ьр представляет собой совокупность преде
лов упругости для всевозможных напряженных состояний. Ком
поненты тензора напряжения р‘у, взятые в декартовой простран
ственной системе координат х, у, г, можно рассматривать как  
декартовы координаты точек в области 3 )р. В девятимерном

*) См.: С е д о в  Л. И. Введение в механику сплошной среды.— М .: Физ- 
матгиз, 1962, с. 248.

2) Это определение понятия пластичности и предела упругости можно услож 
нять; например, можно принимать, что пределы упругости зависят не только от 
значения самих напряжений, но и от их градиентов, от температуры и других 
различных параметров.



евклидовом пространстве1) р'1 в общем случае область ёЬр девя
тимерна, так как упругие напряжения могут быть в известной 
степени произвольными, а 2 Я восьмимерна.

Область Ш>р симметрична, если = рп , поэтому в этом слу
чае можно рассматривать только шестимерную область 3>р с пя
тимерной границей Ър в шестимерном пространстве с координа
тами рп , р22, р33, р1г, р13, ргз. Граница области ^ —поверхность 
2^, называется поверхностью нагружения или поверхностью те
кучести. Обычно при рассмотрении упрочняющихся материалов 
используется название «поверхность нагружения», а при рас
смотрении идеально-пластических материалов — название «поверх
ность текучести».

Теперь можно дать общее определение идеально-пластических 
и упрочняющихся материалов.

При одноосном растяжении предел упру- 
Идеально-пластические гости (предел текучести) — предельное зна- 

средЫ С упро4'  чение растягивающего напряжения—для
Н с Н И с М  1идеально-пластического материала пред
ставляет собой постоянную, которая не зависит от величины пла
стической деформации, но может зависеть от температуры Т и, воз
можно, еще от некоторых других параметров физико-химической 
природы ц; , не связанных непосредственно с деформациями (обыч
ный вариант теории). В то же время для упрочняющегося ма
териала предел упругости при одноосном растяжении изменяется 
при пластическом деформировании даже при постоянных Т и

В соответствии с этим в общем случае назовем упруго-пласти
ческую или жестко-пластическую среду идеально-пластической, 
если для всех процессов деформирования, происходящих без из
менения температуры и физико-химических свойств среды, по
верхность 2^ в пространстве р‘> представляет собой фиксирован
ную поверхность, и упрочняющейся, если 2^ меняется при изме
нении величины пластических деформаций.

При пластическом деформировании (деформировании с изме
нением величины пластических деформаций) с непрерывным пере
ходом от упругих состояний к пластическим напряжения р^ всегда 
изображаются точкой на поверхности 2^, т. е. в каждый момент 
времени совпадают с одним из пределов упругости (см. для при
мера диаграмму одноосного растяжения, рис. 147).

При изотермическом пластическом деформировании идеально
пластического тела (и при постоянных ц.,-) точка р11 лежит на 
фиксированной поверхности 2 Я или перемещается вдоль нее. При 
изотермическом пластическом деформировании тела с упрочнением 
(при постоянных ц,-) изображающая состояние частицы точка

х) Преобразования пространственной системы координат х, у, г  индуцируют 
соответствующие частные преобразования координат р 1' в девятимерном или в ше
стимерном пространствах напряжений.



в пространстве напряжений р1> увлекает за собой поверхность 
2 р, которая перемещается в пространстве напряжений вслед за 
напряжениями, соответствующими процессу, в котором возникают 
пластические деформации (рис. 148, б).

Уравнение поверхности текучести 1>р для идеально-пласти
ческого материала можно записать в виде

§;]< Т, II/) =  0. (2.5)

Функция / называется функцией текучести или функцией нагру
жения.

Если среда изотропна, то переменные или постоянные физико
химические параметры |л(. — скаляры. В этом случае функция /

Рис. 148. Пластическое деформирование идеально-пластического (а) и упроч
няющегося (б) материалов.

зависит от тензора напряжений только через его инварианты 
(при р'/ =  р/‘ независимыми могут быть только три инварианта). 
Отсюда легко получить соответствующие условия симметрии, 
которые должны быть присущи области и поверхности теку
чести Яр для изотропных идеально-пластических материалов.

Из определения упрочняющихся материалов следует, что 
форма и расположения 2р в пространстве напряжений должны 
зависеть не только от р", Т, (х,-, но и от некоторых других па
раметров, обусловленных величиной пластических деформаций. 
В число таких параметров могут входить непосредственно компо
ненты тензора пластических деформаций е?; . Кроме е?, или вместо 
них в качестве параметров, определяющих упрочнение, можно 
взять параметры %и Хг. • • ■. %„> которые могут быть связаны 
с остаточными деформациями е?у различными, в частности него- 
лономными, соотношениями. Следовательно, уравнение поверхности 
нагружения для упрочняющихся материалов можно записать 
в виде



В дальнейшем будем всегда считать, что знак функции / вы
бран так , что внутри @>р, т. е. в области, где материал ведет 
себя как  упругое тело, имеем

f <  0. (2.7)

Определение процессов Дадим теперь определение процессов пла- 
пластического нагружения стического нагружения и разгрузки. При 
и разгрузки одноосном растяжении разгрузка—это
уменьшение величины рп . При произвольном деформировании 
разгрузка определяется как  процесс, при котором точка ри 
в пространстве напряжений перемещается с поверхности Ър внутрь 
области @>р. Очевидно, что при этом некоторые из компонент pij 
могут возрастать.

Аналитически разгрузку из состояния на поверхности 
можно определить как процесс, в котором для идеально-пласти- 
ческого материала

di ~ w d T + - d <2' 8)

а для материала с упрочнением

d-f =  £ i T + $ < & ' + £ < * , <  0. (2.9)

При разгрузке, по определению,
йерц =  0, d%s =  0. (2.10)

Пластическое нагружение определяется как процесс, в котором

f =  0, df =  0, (2.11)

причем для идеально-пластического материала

df - - w dT +  ^ i W + w , “*"  (2Л2)

а для упрочняющегося материала

« - ж о т + щ  w +  « * > + Д -  de&+ ■ &  ‘‘ь -  (2'13)

Д ля упрочняющихся материалов вводят также понятия актив
ного нагружения как процесса, в котором

/ =  0, d/ =  0, d 7 > 0 ,  deff^O, й%5ф 0 ,  (2.14) 

и нейтрального нагружения, в котором



При нейтральном нагружении с Т =  const, ц(- =  const точка pv 
движется в пространстве р'1 по неподвижной поверхности Ър, 
при этом в упрочняющемся материале не происходит изменения 
пластических деформаций.

Сделаем еще несколько замечаний о воз- 
Возможные виды поверх- можных видах поверхности нагружения, 
ности нагружения Поверхность нагружения (или поверхность
текучести) может, очевидно, содержать бесконечно удаленную 
точку, если существует такой путь нагружения, в котором при 
неограниченном увеличении напряжений пластические деформации 
не возникают. В частности, как уже указывалось выше, многие 
материалы при всестороннем сжатии ведут себя как  упругие 
тела вплоть до очень больших давлений (при схематизации — до 
бесконечных давлений). Поверхности 2 р для таких материалов 
могут представлять собой цилиндры.

Как было уже сказано, вместо девятимерного пространства 
напряжений при piJ' — pJi достаточно рассматривать только шести
мерное пространство напряжений. Очевидно, что для изотропных 
материалов существенные особенности области можно описать 
в трехмерном пространстве главных компонент тензора напряже
ний. Для изотропных тел компоненты pij' входят в функции (2.5) 
и (2.6) только через главные напряжения р1} р2, р3.

Отметим, что для идеально-пластического материала при пла
стическом деформировании с T=const, i_ij=const напряжения не 
могут быть произвольными, они всегда лежат на фиксированной 
поверхности в пространстве напряжений, поэтому для пластических 
тел, так же как и для жидкости, равновесие оказывается возмож
ным только при специальной системе внешних сил.

Существуют модели сред, в которых область допустимых зна
чений напряжений еще более ограничена. В частности, в идеаль
ных жидкостях напряжения piJ всегда лежат в пространстве напря
жений на прямой, так как величины p'J определяются значением 
одного параметра р — давления.

Можно строить модели пластических сред, в которых проявле
ние пластичности связано с дополнительными ограничениями, на
кладываемыми на тензор напряжений. В этом случае непрерывный 
переход из упругой области в пластическую может соответствовать 
только некоторым множествам точек поверхности 2 р. Граница, 
отделяющая упругую зону от зоны, где уже появились в теле пла
стические деформации, как правило, является при этом поверх
ностью сильного разрыва, в частности, для напряжений.

Рассмотрим, например, переход льда в воду (таяние льда) 
как переход материала от упругого состояния к пластическому. 
Действительно, при заданной температуре лед, который в извест
ных пределах хорошо описывается уравнениями теории упругости, 
переходит в воду, если напряжения достигают некоторых значе
ний. Воду можно рассматривать как пластическое состояние льда



(в воде могут появляться остаточные деформации *)). Напряжения 
в воде (пластическом состоянии материала) сводятся к давлению, 
напряженное состояние льда может быть более сложным. Поэтому 
на границе лед — вода в общем случае напряжения терпят раз
рыв. Т ак, например, будет в случае растяжения бруска тающего 
льда. Непрерывный (без разрыва напряжений) переход от упругого 
состояния к пластическому в рассматриваемой модели соответ
ствует только одной точке поверхности 2^. Эта точка опреде
ляется величиной давления, при котором тает лед (при заданной 
температуре).

В конкретных моделях пластических теп функция нагружения / 
должна быть заданной функцией своих аргументов. Кроме того, дол
жны быть заданы законы упругости, определяющие деформирование 
в упругой области и при разгрузке, и законы, определяющие 
приращения йгрц и с1%5 при пластическом нагружении,'’а также  
термодинамические функции среды.

§ 3. Основные определяющие соотношения 
в теории пластических тел

Различные модели пластических тел отличаются друг от друга 
тем, что в них принимаются различные основные законы для 
определения и и по-разному задается функция нагружения /. 
В этом параграфе сформулируем так называемый ассоциирован
ный закон, который представляет собой закон, принятый в ряде 
употребляемых на практике моделей пластических тел для опре
деления в^.

Э т о т  закон, вместе с законом, определяющим упругие дефор
мации гец, и термодинамическими соотношениями, служ ит для 
замыкания системы уравнений в теории пластических тел.

Прежде всего покажем, что при разнооб-
Законы для  определения разных способах нагружения пластические
У.9"  е?/ в общем случае деформации е?;- и параметры %3 в каждый
не м о гут  иметь вид ко- м0мент времени не могит определяться 
нечных однозначных со- ^  г
отношений типа (3 .1 ) однозначно значениями компонент тензор;

напряжений в тот же момент времени 
Другими словами, покажем, что основные законы пластичности, 
определяющие грц и в случае различных путей нагружения, 
не могут иметь вид конечных однозначных соотношений

е?/ = е?/ (Р 'у > Т,  ц  ...............|*я ) ,  =  Т,  ц1( • • • , И*т)» (3-1)

где р‘-/ и Т — компоненты напряжений и температура в рассмат

1) В оду можно рассматривать такж е как  упругое тело, в котором напряжения 
сводятся к  давлению, связанному однозначным соотношением с плотностью и тем
пературой (см. стр. 325—326). Однако в воде могут появляться несущественные 
с точки зрения механики жидкости остаточные деформации, и в этом смысле мож
но приписывать воде наличие пластических свойств.



риваемый момент времени, a —физические постоянные. Первые 
из соотношений (3.1) принимаются для определения eft в так 
называемых деформационных теориях пластичности.

Для идеально-пластического тела недопустимость соотношений
(3.1) следует из того факта, что многообразие напряжений p'J, 
соответствующих процессам пластического нагружения, и про
странство остаточных пластических деформаций имеют, вообще 
говоря, разные размерности. Наибольшее возможное при Т =  const 
и рЧ — рИ число измерений многообра
зия точек поверхности текучести 2 Я, 
которой принадлежат все точки изотер
мических процессов пластического на
гружения, равно пяти, а соответствую
щей области пространства eft—шести.

Недопустимость взаимооднозначных 
соотношений вида (3.1) в теории иде
альной пластичности, как следствие 
различных размерностей пространств Рис. 149. Различные пути 
допустимых значений компонент е,7 нагружения,
и piJ, может иметь место и в том
случае, когда на компоненты тензора eft накладываются допол
нительные геометрические ограничения, снижающие размерность 
пространства.

Например, если принять, что материал пластически несжимаем, 
то при малых деформациях компоненты тензора eft образуют де- 
виатор с компонентами &’{f  и размерность соответствующего про
странства допустимых значений для компонент eft равна пяти. 
Однако в этом случае обычно принимается, что в условия пла
стичности входит только девиатор напряжений p'lJ . Если же 
допустить, что в (3.1) компоненты девиатора e'tf могут зависеть 
только от компонент девиатора напряжений p',J, то и в этом 
случае исключаются взаимнооднозначные соотношения вида (3.1), 
так как размерности пространств допустимых значений компонент 
z\Pj и p'iJ равны соответственно пяти и четырем.

Из диаграммы одноосного растяжения—сжатия идеально-пла
стического тела видно, что даже в простейшем случае одноосного 
монотонного (без промежуточных разгрузок) нагружения в пла
стической области одному и тому же значению напряжения р“  
могут соответствовать разные значения величины пластической 
деформации е^ (рис. 139).

В общем случае при различных путях нагружения при под
ходе в пределе к двум различным точкам М и N на поверхности 
текучести 2^ (рис. 149) из некоторого состояния D в упругой 
области для модели идеально-пластического тела мы встретимся 
со следующими эффектами. При нагружении по путям DM или 
DN, принадлежащим упругой области, компоненты тензоров 
пластических деформаций eft остаются неизменными и, в частно



сти, они могут равняться нулю или отличаться от нуля, если 
в предыдущей истории деформирования в рассматриваемой частице 
уже образовались остаточные деформации. Таким образом, в точ
ках М и N при разных напряжениях величины ef;- могут быть 
одинаковыми. С другой стороны, для модели идеально-пластиче
ского тела на участке пути MN, расположенном на поверхности 
текучести, могут образоваться изменения величин eft, поэтому 
в точке N в результате двух процессов DN и DMN в частице 
могут возникнуть одинаковая система напряжений, отвечающая 
точке N, и различные значения величин &ри.

Из этих рассуждений следует, что дл я ‘модели идеально-пла
стического тела при различных путях нагружения соотношения 
вида (3.1), вообще говоря, невозможны.

Д ля упруго-пластических тел с упрочнением при одноосном 
растяжении без промежуточных разгрузок существует однознач
ная^ зависимость между напряжением ри и величиной пластиче
ской деформации е^. Поэтому можно было бы предположить, 
что и в общем случае при любых нагружениях без разгрузок 
в моделях упрочняющих тел могут выполняться соотношения (3.1). 
Однако легко видеть, что такое предположение приводит, вообще 
говоря, к неприемлемым ограничениям1).

В самом деле, если допустить, что в процессах нагружения 
равенства (3.1) справедливы, то каждое из соотношений вида

Т, f ij........... fiJ==C,v = const,
X* =  Xs(PtJ, T, fj,j, ¡.im) =  c , = const  ̂ ' ’

будет связывать между собой p,J и Т, т. е. определять (при
I =  const) поверхность 2  в пространстве p'J , которая будет со
держать точки поверхностей нагружения 2  так как по опреде
лению модели пластического тела с упрочнением на поверхности 
нагружения величины грц и %s постоянны.

Рассмотрим сначала случай, когда при фиксированной темпе
ратуре поверхность нагружения 2^ представляет собой пятимер
ную поверхность в шестимерном пространстве значений p'J. Тогда

) Иногда высказывается утверждение, что при любых изотермических про
цессах нагружения без промежуточных разгрузок для модели пластического тела 

можно Рассматривать связи между полными деформациями и напря
жениями к ак  связи, аналогичные связям  нелинейной теории упругости. Ниже
и г п ™ ™ ’ ЧТ0 В °бщем слУчае это утверждение неверно! Д ля частных путей 
нагружения для малой частицы такая  трактовка допустима. Подчеркнем, однако, 

У ?  заданного частного пути нагружения все характеристики состояния малой 
частицы и тела в целом можно рассматривать как функции только одной из них. 
Последний вывод совершенно очевиден и справедлив при подходящем выборе 
одного определяющего параметра вообще для любых моделей неупругих тел. Од-
»arn vw tu tX0/lHM0 отметить> ЧТ0 в глобальной задаче при определенном законе 
нагружения конечного тела внешними силами пути нагружения для отдельных 
малых частиц тела различны и заранее неизвестны.



поверхности, определяемые уравнениями (3.2), будут совпадать 
с поверхностями нагружения.

Ясно, что при нагружениях в случаях постоянной темпера
туры без разгрузок, если для некоторых двух состояний остаточ
ные деформации и е?;? различны, при наличии связей (ЗЛ) 
получится, что соответствующие поверхности нагружения 2 Я1 
и 11я2 различны и не могут иметь общих точек, так как иначе 
одним и тем же значениям р‘] и Т могли бы соответствовать 
различные остаточные деформации е?/ и е?/, что противоречило 
бы однозначности формул (3.1).

Таким образом, если зафиксировать, например 8& =  Си , то 
соотношение еп (р‘\ Т, ц.1( . . . ,  Ц«) =  с п определит однозначно 
поверхность нагружения и этим самым определятся все ком
поненты грц—Сц и "/5 = С(, которые также постоянны на .Поэтому 
все постоянные С,7 и С5 можно рассматривать как универсальные 
функции (независимые от р11 и Т) одной из них, например от

«?/ = “ //(е?1) и х* =  Х,(е&)- (3 -3)
Соотношения (3.3) показывают, что предположения (3.1) при

водят к неприемлемому выводу о том, что при нагружении по 
различным путям в переменных р,] и Т возможен только один 
вполне определенный путь (3.3) пластического деформирования 
в переменных е^.

Если материал пластически несжимаем, то при малых дефор
мациях тензор пластических деформаций гри является девиатором. 
Легко видеть, что предыдущие общие выводы распространяются 
и на этот случай, когда по предположению в соотношениях (3.1) 
в аргументах функций фигурируют только компоненты девиатора 
напряжений а совокупность пределов упругости образует 
четырехмерную поверхность в пятимерном пространстве девиатора 
тензора напряжений.

В общем случае, если размерность области возможных значе
ний пределов упругости для компонент тензора напряжений р11 
при переходе из упругой области в пластическую меньше шести, 
из предположения о существовании взаимно однозначной связи
(3.1) следует, что размерность возможных значений для е?,- также 
меньше шести, и пластические деформации могут иметь только 
некоторый специальный вид, независимый от системы внешних 
воздействий.

Следовательно, предположения (3.1) и предположения о допус
тимости п р о и з в о л ь н ы х  пластических деформаций находят
ся в противоречии.

Таким образом, показано, что в случае пластических тел с 
упрочнением для произвольных путей нагружения даж е без раз
грузок конечные однозначные соотношения вида (3.1) невозможны. 
С этим связано характерное основное свойство законов теории



пластичности, которое состоит в том, что эти законы имеют вид 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  н е н н т е г р и р у е м ы х  (не- 
голономных) соотношений.

Очевидно, что для тел с упрочнением для
О деформационных теори- каждого вполне определенного фиксиро- 
я х  пластичности г  ~г гванного закона нагружения можно напи
сать конечные соотношения вида (3.1), причем эти соотношения 
будут зависеть от выбранного пути нагружения. Вместе с этим 
нередко получается так, что для некоторых различных, вообще 
говоря, близких путей нагружения можно применять одно и то 
же соотношение вида (3.1). В связи с этим на практике иногда 
можно пользоваться так называемыми деформационными теориями 
пластичности, основанными на соотношениях вида (3.1).

Нужно, однако, твердо помнить, что эти соотношения верны 
только для одного или нескольких определенных процессов нагру
жения рассматриваемой частицы среды и не определяют ее по
ведение в других случаях пластического деформирования, т. е. 
фиксируют не свойства среды, а лишь свойства некоторых 
частных процессов в ней.
Пропорциональное нагру- Например, на практике для моделей пла- 
ж ение стических тел с упрочнением можно рас
сматривать пропорциональное нагружение, когда

р{1 =  крУ, Т = Г 0, (3.4)

где р(/— некоторый постоянный тензор, а к —переменный скаляр
ный параметр. В некоторых приложениях употребляют прибли
женные деформационные теории для процессов с пропорциональ
ным нагружением.

Связи между напряжениями и деформациями для различных 
пропорциональных путей нагружения вообще различны и зависят 
от параметрического тензора р 1й*. При геометрически малых де
формациях в линейно-упругом по Гуку конечном фиксированном 
теле пропорциональное изменение внешних нагрузок ведет к про
порциональному изменению компонент напряжений и компонент 
тензора^ деформаций во всех точках тела. При конечных деформа
циях^ пропорциональное изменение компонент тензора деформа
ций во всех точках тела в общем случае геометрически невоз
можно х).

В случае произвольного пластического деформирования ко
нечных тeлj в рамках теории малых деформаций при пропорцио
нальном изменении внешних нагрузок пропорциональные пути 
нагружения для всех его малых частиц, вообще говоря, невоз
можны.

х) См.: С е д о в  Л. И. О понятии простого нагружения и о возможных пу
тях деформации,— ПММ, 1959, т. 23, вып. 2.



Принцип минимума рабо- Сформулируем теперь некоторое термоди- 
ты истинных напряжений намическое неравенство, которое в работах
ческПихИдеформацийЛаСТИ" многих современных авторов принимается

в качестве дополнительного термодинами
ческого принципа и служит основой для 

построения моделей пластических тел.
Введем в рассмотрение элементарную работу напряжений на 

соответствующих приращениях упругих деформаций

¿А е= — ( 3. 5)

и их элементарную работу йАр на приращениях пластических 
деформаций, отвечающих некоторому изотермическому процессу 
нагружения, проходящему через данную точку р‘/ на поверхности 
нагружения 2 р,

<Мя =  _ £ ^ 6Рр. (3 .6 )

Элементарная работа внутренних поверхностных сил представ
ляется в виде суммы йАе и йАр:

<1А'‘' =  й А е -\ -йАг
•

Вычислим еще элементарную работу внутренних напряжений р“р, 
отвечающих любой точке упругой области Ш>р, на рассматриваемых 
приращениях пластических деформаций

<1Ар =  — ^ й г ^ .  (3 .7 )

Постулат, выражающийся неравенством

&Ар- й А р =  >  0, (3 .8 )

носит название принципа минимума работы истинных напряжений 
на пластических деформациях. Согласно этому принципу (п осту
лату) работа, совершаемая действительными напряжениями на 
заданных приращениях пластических деформаций, всегда меньше 
или равна работе, которую совершили бы любые другие н ап р я
жения из упругой области на тех  ж е  приращениях пластических 
деформаций.

Если компоненты тензоров и раР— трактовать к ак  ко м 
поненты векторов в девятимер>ном евклидовом пространстве ко м 
понент тензора напряжений р1/, то постулат (3.8) можно истол
ковать как  условие, что скалярное произведение этих векторов 
не отрицательно, т. е.



Из (3.8) и (3.9) вы текает, что если в некоторой точке на 
поверхности 2^ провести плоскость, ортогональную вектору degp, 
то вся поверхность может быть расположена только по одну сто
рону от этой плоскости.

Отсюда ясно, что поверхность нагружения Ир со стороны уп
ругой области !2)р, содержащей точку piJ', вы пуклая.

Д алее, если в точке р“р поверхность на-
Ассоциированный закон Гружения имеет определенную касательную 
в случае гладких поверх- r  J J
ностей нагружения плоскость, то эта плоскость должна быть

ортогональна вектору cfegp. Другими сло
вами, в тех точках поверхности 2^,, в которых имеется единствен
ная нормаль, векторы de&р и grad/ должны быть коллинеарны, 
и для определения приращений пластических деформаций в про
цессе пластического нагруж ения получаются следующие диффе
ренциальные соотношения:

где dX-—некоторая бесконечно малая положительная скалярная 
величина, так  как  по условию (3.9) вектор deft направлен в сто
рону внешней нормали 2^.

И так, для идеально-пластического материала согласно (3.8) 
можно принять, что

d e Zis =  dX$ r p  ПРИ / =  °> d/ =  0- (з 10)
degр =  0 при / =  0, df <  0 и при f <  0.

В случае пластического тела с упрочнением на поверхности 
нагружения / =  0 пластические деформации постоянны, и поэтому 
dX =  0 при d'f — 0, следовательно, должно быть справедливо ра
венство

dk =  hd'f,

где h >  0 — функция переменных параметров, определяющих фи
зико-механическое состояние частицы. Соотношения (3.10) в 'сл у- 
чае пластического тела с упрочнением принимают вид

dea p = h ^ d ' f  при / =  0, d 7 > 0 ,  (З П )

¿ еа3 =  0 при d 7 < 0 ,  / =  0 и при / <  0.

Соотношения (3.10) и (3.11) являются дополнительными соот
ношениями для определения приращений пластических деформа
ций. Они вытекают из допущения (3.8) и предположения о гладкости 
поверхности 2 Р и называются ассоциированным законом. Ассо
циированный закон в теории идеально-пластических тел в общем 
виде впервые был предложен и применен Мизесом.



Следует заметить, что допущение (3.8) выдвигается в качестве 
теоретически недоказанного постулата. Поэтому вместо соотноше
ния (3.8) в качестве основного постулата можно принимать сам  
ассоциированный закон (3.10) или (3.11). Справедливость ас
социированного закона в требуемых пределах должна подтверж
даться опытными данными, путем сопоставления следствий из ас
социированного закона и данных измерений в опытах.

Возможно построение других теорий пластичности, в которых 
вместо ассоциированного закона используются другие основные 
законы для определения остаточных деформаций.

Что касается приращений параметров то для них в с л у 
чае пластического тела с упрочнением можно написать формулы

при < *7 > 0 , (ЗЛ 2)
=  ° ПРИ ¿ 7 < ° >

так  как обращаются в нуль вместе с — функции п ара*
метров, определяющих состояние частицы.

Задание функций /, А и ¿4, входит в опре-
функции И. и А,, при деление конкретной модели пластического
построении моделей пла- упрочнением. Их следует выбирать

,_ стических тел задаются :  г ^  ̂ „ 1
^Г4 так, чтобы свойства предлагаемой модели
■ отражали наблюдаемые в опытах эффекты.
Ь Заметим, что функции /, к, А 3 нельзя выбирать независимо 

друг от друга . Именно, должно выполняться соотношение

1 4_ь  4 - А  —  =  0
+  де?, д р " +  ж К *  ’

которое следует из условия нагружения (2.11) с учетом соотно
шений (3.11), (3.12).

В предложенных к настоящему времени и используемых д л я  
расчетов конкретных моделях пластических сред с упрочнением 
параметры либо вовсе отсутствую т, либо имеется только один 
параметр %, от которого зависит функция нагружения f  и ф ун к
ция Л в ассоциированном законе.

Приведем некоторые примеры выражений для с1%. Тейлор, 
Куинни (1931 г .) и Шмидт (1932 г .) принимали, что

=  р‘Ы грф

Одквист (1933 г.) применял следующий параметр упрочнения:

и

Указанные авторы рассматривали только изотермические процессы 
и принимали, что уравнение поверхности нагружения имеет вид

/= / г (р ' /) + “ (х) =  °-



Функции нагружения / для моделей пластических тел по Треска 
и Мизесу будут подробно рассмотрены в следующем параграфе.

Значения пластических деформаций ерц и параметров %, для 
каж дого данного пути нагружения, когда производные д//др“р 
известны, определяются посредством интегрирования соотношений
(3.11) и (3.12) и зависят о т  пути интегрирования, т . е. от про
цесса нагружения.

Существуют модели пластических тел, 
Поверхности нагружения в КОХОрЫХ поверхности нагружения имеют
С У ГЛО ВЫМ И  точками аострые ребра, угловые или конические 
точки. На возможность и даж е необходимость использования т а 
кого рода моделей указы ваю т некоторые опытные данные. Одна

такая  модель рассмот
рена в § 4.

В регулярных точ
ках  поверхности нагру
жения с единственной 
нормалью согласно ас
социированному закону 
направление прираще
ния остаточных дефор
маций определено един
ственным образом. В 
угловых точках поверх

ности нагружения в согласии с принципом (3.8) или (3.9) на
правление вектора может меняться внутри некоторого у г 
ла (рис. 150, б).

Обобщение ассоциированного закона на случай поверхности 
нагружения с угловой точкой предложено Койтером *) в 1953 г. 
В настоящее время эта  теория является основой для всех работ, 
посвященных исследованию пластичности с поверхностями нагру
ж ения, имеющими угловые точки. Основные положения теории 
Койтера согласуются с принципом минимума работы истинных 
напряжений на пластических деформациях, выраженным нера
венством (3.9). Рассмотрим особые точки как  почти пересечения 
некоторого количества регулярных поверхностей с уравнениями 
вида

Ы Р '7 > в?/, Т, х„  !»/) =  <>. (3.13)

Число этих поверхностей может быть любым. Иногда поверхность 
нагружения можно рассматривать как  огибающую множества
(3.13), содержащего бесконечное число поверхностей /*. Ф унк
ции определены так , что смещениям в упругую^ область

x) Cm.: K o i t e r W . T. Stress-strain relations, uniqueness and variational 
theorems for elastic-p lastic m ateria ls with a singular field surface.— Quart. Appl. 
M ath ., v . 1953, X I, № 3, pp. 350—354.

а) Гладкая поверхность 
нагружения
de?A\n

6) Поверхность нагружения 
с углоВой точкой.

d£j. —Внутри угла ABC

Рис. 150. Возможные положения вектора de?,.



соответствуют условия
о и (3 .1 4 )

ИЛИ

/ * <  о .

Процессу пластического нагруж ения в случае идеально-плас
тического тела, когда функции не зависят от аргументов е£,- 
и %5, соответствуют условия

где индексы со и V различны и в совокупности исчерпывают все 
значения индексов к.

Процессу активного пластического нагружения в случае п ла
стического тела с упрочнением соответствуют условия

Если со принимает несколько значений из совокупности индек
сов к, то во время бесконечно малого элемента пути н агруж ения 
компоненты тензора напряжений соответствую т особым точкам  
поверхности нагружения. Если со=/, где / — единственный фик
сированный и н д екс , то  во время бесконечно малого пути н агруж ен и я 
происходит переход из особой точки в регулярную точку поверхности 
2 Р. Если индексы ш принимают все значения из совокупности ин
дексов &, то такой процесс нагружения называется полным. 
Ассоциированный закон в Обобщение ассоциированного закона (3 .10) 
случае поверхностей на- на случай наличия угловых точек на по
гружения с угловыми точ- верхности 2  дается равенствами 
ками р

/ д  ~ У —I к  - 1  » к.

где — положительные величины.
Д ля пластического тела с упрочнением для множителе и ал ш 

согласно (3.16) и (3.17) можно написать

Л» =  0 , # и =  <Г/<о =  0 ;
/\, =  0, ¿¿/У =  ^ 7 У< 0  или /V <  0,

(3 .15 )

Л» =  0, # ш =  0, ¿ 7 И> 0 ;
f v =  0, # у =  г * 7 „ < 0  или / „ < 0 .

(3 .16 )

(3 .17)

(3 .18 )

где Лщ— положительные функции определяющих параметров ча
стицы. Функции аналогичны функции Л, фигурирующей в  фор



м уле (3.11). Задание функций входит в определение модели 
пластического тела х) .

В случае бесконечной системы функций (3.13) сумма в (3.17) 
может быть заменена интегралом, в котором области интегриро
вания определены условиями (3.15) или (3.16).

Дополнительные условия для определения параметров в тео
риях пластичности с упрочнением в тех случаях, когда 2^ имеет 
угловые точки, могут иметь вид

^  =  2 ^  или =  (3.19)
<0

где или 53“13— известные функции определяющих параметров, 
задание которых, как  и задание функций и /гм, входит в опре
деление модели пластического тела с упрочнением.

Д ля пластических материалов с упрочнением первые формулы 
(3.17) с учетом (3.18) можно записать в виде

с1г  ̂=  ^ И а д̂ с 1 ' и .  (3.20)
(О

При заданной системе индексов со, определяемой приращениями 
компонент тензора напряжений /?'' и температуры, формулы (3.20) 
дают линейную связь меж ду кг°ц и (1рц и йТ . В пространстве 
напряжений вблизи особой точки можно, очевидно, указать 
различные области изменения йр‘> и йТ, в каждой из которых 
система индексов со различна. Поэтому линейные связи (3.20) 
в этих различных областях различны. Следовательно, соотноше
ния (3.20), по сущ еству, являются нелинейными. Исследование 
такого рода нелинейных эффектов в угловых точках 1.р проведено 
Сандерсом2). Ходж исследовал случаи, когда поверхности 2^,-, 
определенные уравнениями / ,=  0, являются плоскостями. В этом 
случае можно найти конечную связь меледу напряжениями и 
остаточными деформациями, одинаковую для некоторых классов 
путей нагружения.

В общем случае зависимость функций и /м от параметров, 
определяющих путь нагруж ения, может быть весьма сложной, 
и поверхность 2^ может сильно изменяться при пластическом 
деформировании. Однако в случае активного процесса нагружения, 
отвечающего изолированной угловой точке (без промежуточных

х) Очевидно, что для геометрически (физически) определенной поверх
ности нагружения в пространстве напряжений условие /«> =  0 можно вводить 
с известным произволом. Если положить /и =  У"/1ш/:ю и учесть, что /т  =  0 
при пластическом деформировании, то придем к формулам (3.20), в которых 
/ш надо заменить на /щ и положить Аи =  1. Аналогичное замечание, в част
ности, применимо к формуле (3.11).

•2) S a n d e r s  T. L. P lastic  stress-strain relations based on linear loading 
functions.— Proc. of the 2nd U . S . National Congress of Appl. Mech., 1954, pp. 
4 5 5 -4 6 0 .



разгрузок), важны только локальные свойства поверхности н а 
гружения в этой особой точке, поэтому можно развивать тео 
рию пластического деформирования с упрочнением с помощью 
формул (3.20), в которых функции /м являю тся линейными ф унк
циями . *• -.2? ;

Несмотря на эффекты нелинейности и весьма сложную си туа
цию при путях нагружения общего вида, в теориях пластических 
тел с угловой точкой на 2 Р возникают значительные упрощения 
для некоторого множества путей нагруж ения, полностью принадле
жащих области полного нагружения. В частности Будянским *), 
было показано, что для некоторой совокупности путей полного н а
гружения можно рассматривать конечные соотношения между н а 
пряжениями и деформациями.

Рассмотренные выше общие идеи построения моделей пласти
ческих тел были развиты в основном в последние десяти 
летия. Экспериментальные исследования введенных функций 
пока немногочисленны. -Ч
Уравнение притока тепла Рассмотрим теперь термодинамические со- 
и второй закон термодина- отношения в теории пластичности. Эти со
мики отношения необходимы для замы кания 
системы механических уравнений в случае, когда важны эффекты 
изменения температуры в процессах деформирования тел. Поэтому 
модель пластического тела нельзя считать полностью построенной, 
если не определены термодинамические функции и не написаны 
термодинамические уравнения.

Уравнение притока тепла и уравнение второго закона термо
динамики с учетом необратимости процесса пластического дефор
мирования можно записать в виде (см. §§ 2, 5, 6 гл. V т. I)

с1Р =  ^  р‘1 dг¡J■— й (зТ) +  с1д +  dq**, (3 .21 )

или

T ds — dq +  dq', d q '^ 0 ,
ds =  des-\-dis, d ;S ^ 0 .  (3 .2 2 )

Напомним, что здесь Р — удельная свободная энергия, 5 — 
удельная энтропия, ск] —задаваемый отдельно внешний приток 
тепла, dq' — некомпенсированное тепло, dq**— соответствующий 
приток энергии к единице массы (см. § 2 и § 7 г л . V т. I ).

1) B u d i a n s k y  B. A reassessment of deformation theory of p la s tic ity .—  
Trans. ASME, Series E, Journ. of Appl. Mech., 1959, v . 26, № 1—2, pp. 259—264 .



Основные допущения и Дальнейшее конструирование модели пла- 
вытекающие из них тер- стического тела всегда связано с рядом 
модинамические формулы д 0 п 0 л н и тел ьн ы х  допущений. Ниже в к а 
честве основных допущений примем следующие:

¿<7** =  О,

Р =  Р  ( ёц >  4 ’. в?/. г ). в и  =  ВЬ +
-----(3.23)

dq' — V 1 йеРц ^  О,

где ц — вектор потока тепла, т'-7 — компоненты некоторого тензора, 
который характеризует диссипацию энергии.

На основании (3 .23) уравнения (3.21) и (3.22) можно перепи
сать в виде

( 5 - т Ь + т ) * « + * ) ^  ( 3 '24)
—  + ^ < и -и. (3.25)

Равенство (3.24) выполняется как в упругой, так и в пласти
ческой областях. В соответствии с рассмотренным выше опреде
лением модели пластических тел от всякого пластического состоя
ния можно провести упругий процесс разгрузки , поэтому напряже
ния в частице в пластическом состоянии, примыкающем к упругому 
процессу разгрузки , можно определить с помощью уравнения 
состояния теории упругости. Пользуясь этим, с помощью рас
смотрения упругих процессов разгрузки, когда йг^ =  0, получим, 
что из равенства (3 .24) следуют соотношения (2.9) и (2.10) гл. IX 
для упругой модели. В связи с этим примем, что в упругой 
области и в пластической области имеют место соотношения

Д ля процесса пластического деформирования равенство (3.24) 
на основании (3 .26) приобретает вид

( Ж -----?И  +  1 !1 Л с1е?!- =  0. (3.27)
\ д гР  Р ^  Р 1 '/

В этом равенстве, вообще говоря, нельзя считать ¿е?. неза
висимыми. В самом деле, если, например, принимается ассоцииро
ванный закон, то шесть приращений ¿е? выражаются через одно
из них.



Несмотря на это, для наших целей всегда можно считать 
выполненными равенства

d F
т '7 = р '/ - р - 5 - .  (3 .28)

де

Действительно, положим
r)FTlj _  p if— р ---- _|_ xi j

у  дгри 1

Тогда из (3.27) следует, что всегда

x‘JdBp =  О,

т. е. добавки x‘J  не влияют на величину диссипации dq'. Поэтому 
компоненты тензора xi!, введенные специально и только для опре
деления dq', можно вычислять по формулам (3 .28).

Формулы (3.28) показывают, что если свободная энергия F  
зависит от пластических деформаций, то

dq' =  — piJd%Pij---- deft Ф  — d A .
4 Р и  1 д*Рц  ' р

В этом случае пластическое деформирование может привести 
к изменению величины свободной энергии материала за счет из
менения его структуры , что в известной степени аналогично из
менению свободной энергии при химических реакциях.

Можно рассматривать среды, для которых свободная энергия 
не зависит от е{/,

F =  F(ef/, Т), xiJ =  p‘j . (3 .29)

Такие среды можно назвать средами без «памяти» о пластических 
деформациях; все термодинамические функции (F , s, U, Ч;) и з а 
коны упругости (в частности, например, модуль Юнга) в них не 
зависят от величины накопленных пластических деформаций. 
Однако можно вводить модели пластических тел с «памятью», 
когда F =  F(Eea, Т, грц, В этом случае на основании (3 .28) 
существенно неравенство х^'Ф р'1.

Рассмотрим теперь подробнее уравнение
Уравнение для произвол- второго закона термодинамики. По опре- 
ства энтропии r  r  гделению примем, что

des ,. q ¿¡s q-gradT . %U defjp_*_ =  _ d l v f , p _  =  _ ‘L I _  +  _ _ _ L  =  (T. (3 .30)

Величина а  =  <̂  +  02 определяет собой скорость производства 
энтропии за счет внутренних необратимых процессов, связанных



с наличием градиента температуры,

(3.31)и1-- 7*2 >

и пластического деформирования,
1 л/рР

4 — а Ь  <3 - 3 2 >

Если воспользоваться законом Фурье для вектора ц =

т ^ = “ х '7 - & ’ (3-33)

то величина стх определяется в виде квадратичной формы от дТ/дх‘
дТ дТ

о 1 — х'/
дх‘ дх>

В этом случае закон Фурье (связь компонент вектора потока 
тепла с компонентами вектора градиента температуры) может 
быть записан в виде

(3.34)<7' 1 до
Г 2 2 / дТ

Н - )  \ д *  )

В случае теплопроводности формулы (3.33) вместе с (3.34) 
представляют собой просто иную формулировку принципа 
Онзагера (см. т . I, гл. V).

При рассмотрении произвольных необра- 
Обобщение принципа Он- ТИМЫх процессов иногда можно обобщить 
с в я Г  на нелинейные равенства (3.34) и принимать, что если

скорость диссипации а  представляется 
в виде суммы произведений «сил» Х 1 и «потоков» х‘

а = Х ^',

причем «силы» являю тся некоторыми нелинейными функциями 
от определяющих параметров и «потоков» х‘ , то эти функции 
могут быть представлены в виде

*< =  * £ ■ •  (3-35)
дх‘

В общем случае а  не является квадратичной формой х‘ , причем 
величины а и и могут зависеть не только от переменных х1, но и от 
некоторых других определяющих параметров В общем случае 
из предыдущих формул следует, что между а  и х имеется связь

Х .Х'- =  к ^ _ х 1 =  о. (3.36)
‘ дх‘



Соотношение (3.36) определяет х, если а  задано. Если задано х , 
то равенство (3.36) можно рассматривать к ак  уравнение с частными 
производными первого порядка для функции а (х‘ , %в).

Если х =  сопз1 или х =  / (х5), то из уравнения (3.36) с учетом 
формулы Эйлера для однородных функций непосредственно сл е 
дует, что величина а является однородной функцией перемен
ных х‘ порядка 1/х.

Предположение (3.35) можно обосновать принципами, ко то 
рые по своей природе аналогичны принципу (3.8), положенному 
в основу вывода ассоциированного закона х).

Ниже применим формулы (3.35) для установления связи  
между т'7 и ерц .

Рассмотрим величину а 2 в случае, ко гда  
Вычисление 02 с помощью имеет место ассоциированный закон (3 .1 0 ) 
ассоциированного закона ^  (ЗЛ1)_ Д д я  и£остоты 0ГраНичимся

случаем гладких поверхностей нагружения. Дальш е под р'7  и ец 
можно подразумевать обычные компоненты соответствующих тен 
зоров или только компоненты их девиаторов.

Нетрудно видеть, что ассоциированный закон, выражающий 
собой условие совпадения направления вектора ец с направлением 
нормали к поверхности нагружения / = 0  в соответствующем мно
гомерном пространстве, может быть записан в виде следующего р а 
венства в единичных векторах:

Л -

-¡7 = ^ — - — . (3-37)
V  е р , е Р ы  - л /  $  У

У дртп дртп
Для коэффициента с1Х/сИ пропорциональности между ерц и д\!др1> 

можно написать формулу
Л , е рц  _  V  е ри еРМ
М ~  Л _  , /  а/ Щ ‘

дрН V дртп дртп
Соотношений (3.37) недостаточно, чтобы определить е?/ к а к  

функции р'7 , грц, Т и (они определяют в пространстве р'7  лиш ь 
направление вектора е,7). Однако ими можно пользоваться д л я  
вычисления р'7 через е% е?/, Т, %4, если учитывать, что компо-

х) Разъяснение постулируемого равенства (3.35) с помощью других э к ви ва 
лентных постулатов, которым можно придать геометрическое толкование или к о 
торые можно рассматривать как своего рода физические условия, накладываемые 
на «силы» Х 1 для обеспечения экстремума с  в действительных процессах, и по
дробное описание этих постулатов можно найти в книге: Ц и г л е р  Г. Экстре
мальные принципы термодинамики необратимых процессов и механика сплошной 
среды / Пер. с англ.— М.: Мир, 1966.



ненты р °  должны еще дополнительно удовлетворять условию

так как мы рассматриваем процесс пластического нагружения.
Поэтому с помощью ассоциированного закона и уравнения по

верхности нагруж ения можно, вообще говоря, вычислить *)

и т т о  с помощью ассоциированного закона и условия 
/ =  0 получим

Пластическое деформиро- Существенным обстоятельством в развитых 
вание как равновесный теориях пластичности является то, что а .
Н Й П П П Я Т и м и и  П П А П Й Г Г  Г  •

_  а  1 \ . и у П / 1 Л  I V / !  I V )  * 1  и  V  а

нео ратимыи процесс получается однородной функцией первого
порядка относительно скоростей пластических деформаций в си
стеме переменных е?/, е?/, Т, Поэтому приращение энтропии 
за счет необратимости процесса пластического деформирования 
^пласт оказы вается не зависящим от скорости деформирования.

Вообще при построении моделей пластических тел во многих 
случаях в качестве основной посылки принимается, что в про
цессе пластического деформирования приращения энтропии, вну
тренней энергии и напряжений связаны только с приращениями 
пластических деформаций и не зависят от скоростей, с которыми 
осуществляются эти приращения. В связи с этим подчеркнем спе
циально, что процесс пластического деформирования можно рас
сматривать как необратимый процесс, происходящий сколь угодно 
медленно, и, следовательно, как необратимый процесс, составленный 
из последовательности равновесных состояний 3).

х) Если е?- — девиаторные компоненты, то написанная формула для а 2 сохра
няет силу при условии, что пластические деформации происходят без изменения 
объема.

2) Модель пластического тела с такой функцией нагружения рассмотрена 
в § 4 .

3) В некоторых книгах можно прочесть утверждение, что процессы, 
происходящие бесконечно медленно, обратимы. Очевидно, что в общем случае 
такое утверждение неверно.

/(/>", в?/, Т, х ,) =  о,

как  функцию еГ/, е#, Т, х ,-
Функция диссипации для 
модели пластической сре
ды по Мизесу 2)

Например, если функция нагружения 
определена формулой

¡  =  РиР ц ~ С 2 {грц, Т, х*)

(3.38)



Пусть с 2 — заданная функция от ец, е?/, Т  
и х$» причем а 2 =  Предположим,
что а 2 — однородная функция первой с т е 

пени от ец, следовательно:
( 3 . 3 9 )

и имеют место равенства

( 3 . 4 0 )

Покажем, что из этих предположений следует сущ ествование

. . . ,  к ^  1, таких, что при процессе пластического деформирования 
выполняются равенства

и, кроме того, в общем случае имеет место ассоциированный закон  
для компонент тензора скоростей пластических деформаций е ц , 
представляющийся формулами вида

где — некоторые множители, которые связаны с неоднозначно
стью вида функций ¡а, и должны быть дополнительно определены 
с учетом условия а ^ О  и равенств (3 .41). Формулы (3.42) а н а 
логичны и фактически совпадают с формулами (3.20) (при т =  ри ).

Доказательство утверждений, содержащихся в соотношениях 
(3.41) и (3.42), проведем в более удобных и общих обозначениях. 
Пусть а (х ‘\ х*) — некоторая однородная функция первой степени 
от системы переменных х1, х2, . . . ,  хп, которые в рассматривае
мой области независимы и, кроме этого, может зависеть произ
вольным образом от некоторых параметров которые в ниж е
следующих математических" рассуждениях рассматриваются к а к  
постоянные. В Ареальных процессах эти параметры могут изме
няться. К числу таких параметров можно отнести температуру, 
параметры упрочнения и другие физические величины.

В связи с функцией а  определим компоненты Х 1 обобщенных 
сил по формулам

к независимых функций нагружения /<„ (т'Л е{/, Т, х Д  « = 1 , 2 ,

( 3 . 4 1 )

к
(3 .42)

(3 . 43 )

где частные производные до/дх1 взяты  при постоянных х*. кото 
рые дальше не будем указы вать в числе аргументов.



Легко убедиться, что если 0 (л;') —однородная функция первой 
степени, то п функций

Х,.(*\ х2, . . . ,  хп), 1 =  1, 2, . . . ,  п,
не являются независимыми функциями. В самом деле, покажем, 
что якобиан

дХ 1 д га
дх ! дх‘ дх>

обращается в нуль.
В силу однородности функции а(х 1, х2, . . . ,  х") имеем систему 

соотношений
х‘ =  0 (/ =  1 , 2 , . . . , « ) ,  (3.44)

дх1 дх1

которая удовлетворяется при любых значениях переменных х‘ . Эти 
соотношения для каж дой системы значений х‘ можно рассматри
вать как линейные уравнения относительно х‘ с коэффициентами 
д2а/дх‘ дх^, определенными этими значениями х‘ . Поэтому детерми
нант, составленный из этих коэффициентов для всевозможных 
значений х‘, не всех одновременно равных нулю, обязательно 
обращается в нуль.

Пусть для некоторой «-мерной области Ш) значений х‘ ранг 
матрицы1)

д2а  
дх‘ дх!

равен п — к, где п >  1. В этом случае среди п функций X,- (х;') 
в области 3 )  имеется ровно п — ̂  независимых функций, и, сле
довательно, в этом случае имеется ^ независимых соотношений 
вида

/„(X ,, Х 2, . . . ,  Х„) =  0, со=1, 2, . . . ,  1. (3.45)
Наличие равенств (3 .45) является доказательством первой части 
высказанного утверж дения, выраженной равенствами (3.41).

Н аряду с соотношением (3.44) рассмотрим систему линейных 
уравнений для переменных г‘

- ^ - ¿ ‘• =  0 (/ = 1 , 2 ............п). (3.46)
дх1 дх !

Очевидно, что общее решение однородной системы (3.46) можно 
представить в виде

г‘ =  2  (3-47)
Ы = I

где —некоторые произвольные множители, а г 1', г 2', . . . ,  г * '— 
система & линейно независимых решений (3.46), каждое из кото
рых можно рассматривать как  функцию переменных х1.

*) Множество допустимых значений х‘ может распадаться на несколько об
ластей, для которых целое число различно.



Легко проверить, что решения г “£ можно определить форму
лами

гы1 _ а/и (Х1 (*1......... • • •, *"))' ( 0 = 1 , 2, к,

(3 .48)

так  как  при дифференцировании тождественно выполняющихся 
в переменных х‘ соотношений /т = 0 получим равенства

Э/ш дХ{ <Э/а д2о
дХ{ д х ! дХ ; дх‘ дх>

'0  ( / = 1 , 2 ,  п).

Отсюда следует, что формулы (3.48) дают решения системы (3 .46).
Из независимости функций /и (X ,) следует, что система функ

ций (3.48) образует полную систему ^ линейно независимых реше
ний уравнений (3.46).

Сравнивая (3.44) и (3.46), видим, что для решений (3.46), 
равных х‘ , верны общие формулы 

к

* '= 2 > е о | ^ -  ( ¿ = 1 , 2 ............ п). (3 .49)
ш = 1 '

Этим доказаны1) равенства (3.42).
Докажем теперь обратное предложение: из (3.43) и (3.49) сле

дует, что функция о (х 1, х2, . . . ,  хп) с точностью до аддитивной 
постоянной по х‘ — однородная функция первой степени от х1, х2, . . .
. . . ,  хп. Положим

=  у у х / =  ф (х1, х 2, х п),

тогда

дх1 дх)

На основании (3.49), (3.48), (3 .47), (3.43) и (3 .46) получим

| . и , = о ,
дх> дХ, дх>

что приводит к равенствам
дФ ______  да
дх !  ̂ дх>

Отсюда следует, что
_______________ a  =  Ф +  const (3 .50)

х) Возможность перехода от (3.43) к (3.49) при к=  1 в некоторых конкретных 
случаях была указана в заметке Д . Д . Ивлева (ДАН СССР, 1967, т. 176, № 5 ) . 
Усовершенствование нашего первоначального общего доказательства при к =  1 
на случай к >  1 дано Я- А. Каменяржем.

15 л . И. Седов, т. и



И

(3.51)

Равенство (3 .51) показывает, что функция Ф (х\  х2, . . . ,  х п) — 
однородная функция первой степени от х1, х 2, . . . ,  хп.

Постоянная в равенстве (3.50) равна нулю, если, кроме соот
ношений (3.43) и (3 .49), имеет место дополнительное равенство 
а  =  л:‘Х (-. В общем случае постоянная в (3.50) может отличаться 
от нуля и иметь вид у ‘У¡, где у1 и У г— некоторые дополнитель
ные к х‘ и Х ; переменные.

Предыдущие выводы получены при условии, что среди пере
менных х‘ имеются отличные от нуля (т. е. в случае модели 
пластического тела действительно осуществляется процесс пласти
ческого деформирования).

Соотношения (3.45) показывают, что в точечном п-мерном 
пространстве с координатами Х ; при некоторых данных значениях 
параметров допустимы только те точки X,-, которые принадле
ж ат поверхностям с уравнениями ^ (Х ,-) =  0, со = 1 , 2 ,  . . . , £ ^ 0 .  
В частности, для точек Х ; , для которых /У(Х () =  0, а /Ш(Х,)=^ 0 
для всех со =т̂= V, верны более простые формулы

Введем в рассмотрение всевозможные точки с конечными коор
динатами X * , не лежащие на каких-либо поверхностях/Ш(Х () =  0, 
соответствующих данной однородной функции первой степени

при некоторых данных значениях Очевидно, что точки X- не 
могут реализоваться в действительном процессе при х1 Ф  0, но они 
могут реализоваться, когда все х‘ =  0, т. е. ст =  0, и, следовательно, 
имеет место обратимость.

Точки поверхностей в пространстве X,- можно рас
сматривать к а к  границы обратимых процессов. Напомним, что 
неравенство а ф  0 указы вает на необратимость процесса. Таким 
образом, необратимые процессы соответствуют граничным точкам, 
удовлетворяющим равенствам

о (х‘) =  х‘Х 1 (3.52)

/ « ,№ , X») =  0 - 

Из (3.49) и (3.52) следует условие

О)
(3.53)

которое должно выполняться во всех точках X,-, удовлетворяющих 
(3.45), в частности для каждой отдельной поверхности(X ,-) = 0 .



При определенном выборе функций /у-(Х г) условие (3.53) фикси
рует знаки соответствующих функций kj. Множители можно 
положить равными единице при соответствующем определенном 
выборе функций /м (см. сноску на стр. 440).

Принцип (3.9) и условие о2>  0 (ко гда функция а 2 (г?/)— одно
родная функция первой степени) аналогичны по своей природе и 
приводят к похожим выводам (знаки и Аш), однако они не 
являются полностью эквивалентными.

Итак, применительно к теории пластичности полученные вы 
воды можно представить в следующем виде. Из термодинамиче
ских равенств

т-7 =  Г - Й - ,  ст2 = <х2 (e?/t ef/, Т, а 2 (3 .54 )
defy * , р/

в общем случае следует существование по крайней мере одной 
связи

/(т‘7, в?„ Т, х ,)  =  0, (3-55)
причем, если ef/ могут принимать произвольные значения, то

e f ^ k J L .  (3 .56)
' дхО

Соотношение (3.56) вместе с условием (3.55) совпадает с ассо
циированным законом, только если в выражении для x,J

производная dF/deft равна нулю или не зависит от гц при р = р 0 =  
=  const, так как  в этом случае

_ * _ ( J L \ - o .
дрМ 1 defy J

Кроме этого, в общем случае дополнительные соотношения (посту
лат) (3.40) и ассоциированный закон (постулат) (3.10) не эк ви 
валентны, если функция а 2 не является однородной функцией 
первой степени от переменных efj.

§ 4 . Примеры м од ел ей  п л а ст и ч еск и х  тел

В качестве одного из примеров модели пластических сред р ас 
смотрим следующую модель идеально-пластического тела.

Примем, что частица среды ведет себя к а к  
Условие пластичности уПруГОе тело, если касательное напряже- 
треска ние рх на любой площадке меньше некото
рой известной величины k, и как  пластическое тело, если к а с а 
тельное напряжение хотя бы на одной площадке в рассматривае
мой точке равняется k. Постоянная k вообще различна для моде



лей различных конкретных материалов и может зависеть от 
температуры.

Таким образом, постулируется, что свойства пластичности 
наблюдаются в тех точках тела, в которых

Рх max = k. (4.1)

Условие (4.1) носит название условия пластичности  Треска.
В пространстве напряжений уравнение поверхности текучести 

в этом случае имеет вид
f =  ср(р'7) - 6  = 0, (4.2)

где ф (p‘J) представляет собой выражение максимального касатель
ного напряжения pxmsx в данной точке среды через компоненты 
тензора напряжений р'1'.

Найдем вид функции ф (р‘>) и ориентацию
Площадки максимальных площадок, на которых в данной точке тела 
касательных напряжении гдостигаются максимальные касательные
напряжения. Обозначим через р1, р2, р3 главные компоненты тен
зора напряжений. Рассмотрим сначала общий случай, когда р1, 
р2, р3 различны м еж ду собой, а нумерация главных компонент 
тензора напряжений установлена так, что

Р1 >  Р2 >  Р3- (4.3)
Составим выражение для квадрата касательного напряжения рх, 

действующего в рассматриваемой точке на произвольной площадке 
с нормалью tt (rtj, п2, п3)

р 1 = р 1  — р2пп- (4.4)
Направив оси координат х1, х2, х3 вдоль главных направлений тен
зора напряжений в данной точке, можем, очевидно (см. § 4 гл. III), 
написать, что

р % = р ‘гп) и р2пп =  {р<п))2. (4.5)

Сформулируем теперь задачу определения ориентации площа
док, на которых в данной точке достигается р Тшах, как задачу 
отыскания таких направляющих косинусов нормали к площадкам, 
для которых выражение

Р% =  р‘*п* — (р‘п*)* (4.6)
при условии, что

Ф(лО =  л ' +  л ! +  я ; — 1 = 0 , (4.7)

достигает максимального значения. Поставленная задача является 
обычной задачей об определении условного экстремума функции
(4 .6). Д ля решения этой задачи составим уравнения Эйлера

д (рх +  Я.Ф) q (4.8)
дгч ’



где X—множитель Л агранжа. Уравнения (4.8) в раскрытом виде 
записываются следующим образом:

p1*ti1— 2 (р'л2) р1п1 +  Я«! =  О,
p2in2—2 (p in2l) р2п2 +  Кп2 =  0, (4 .9 )
р3*п3 — 2 (р'Щ р 3п3 +  Хп3 =  0.

Очевидно, что эта система уравнений при соблюдении усло 
вия (4.7) имеет решения

п1 =  /г2 =  0, мя= 1 ,  Я = (р 3)2,
^  =  «3 =  0 . « * = 1 , Я =  (р 2)2,
п2 =  п3 =  0, лг1 =  1, К = (р 1)2.

Эти решения следует отбросить, так к ак  они соответствуют гл а в 
ным площадкам, на которых касательные напряжения отсутствую т, 
т. е. р\ достигает минимума.

Покажем, что система уравнений (4 .9 ), (4 .7) не имеет реше
ний, в которых все три направляющих косинуса /г,- отличны от 
нуля. Уравнения (4.9) в этом случае можно записать в виде

/ / - 2 ( ^ л ? ) р /  +  Я =  0 ( / = 1 , 2 , 3 ) .  (4 .10)

Исключив из уравнений (4.10), соответствующих /=1, 2, с помощью 
уравнения (4.10), соответствующего /=3, параметр X, получим 
уравнения

(Р1* — Р3*)—2 (р/ п]) (р1—р3)= 0 , 
(Р2’ - Р 3‘ ) - 2  (Р‘ л?) (р2- р 3)= 0 , ^  '

которые в силу сделанного допущения (4 .3) эквивалентны сле
дующим равенствам:

р' +  р3— 2(р'7г?) =  0, 
р 2_|_рэ— 2(р'/г2) =  0.

Отсюда получаем
Р1—Р2 =  0,

что противоречит неравенству (4.3). Поэтому необходимо искать 
такие решения системы уравнений (4 .9 ), (4 .7 ), в которых один 
из направляющих косинусов п1 равен нулю, а два других отличны 
от нуля.

Пусть п1 = 0 , а « 2 Ф  0 и п3 Ф  0. Тогда первое из уравнений (4 .9 ) 
удовлетворяется тождественно, а два других сводятся к ур авн е
ниям (4.10), соответствующим / =  2, 3. После исключения к  из 
этих уравнений и сокращения на р2— р 3 получим



Из условия (4 .7 ) в этом случае имеем

п23= 1 — п\, (4.14)

а направляющий косинус « 2 должен определяться из уравнения

(р2— р3) ( 1 — 2 «2) =  0. (4.15)

Следовательно, искомое решение имеет вид 

п г =  0, ± п 2= « 3

Аналогично получаются решения
(4.16)± п 1 =  п3 =  - у = - ,  п2 =  О,

± П1=П2 = * у = г , «3 =  0 .

Каждое из этих решений определяет две площадки, проходящие 
через одну из главны х осей тензора напряжений и наклоненные к 
двум другим осям под углами 45° и 135°.

Подставляя (4.16) в (4.6), получим искомые экстремальные зна
чения касательных напряжений

рт1= ± ^ = ^ ,  />ТЗ =  ± ^ А  Рхз = ± £ = £ .  (4.17)

Экстремальные касательные напряжения равны полуразностям 
главных напряжений, действующих на двух  площадках, пересе
кающихся вдоль той из главных осей тензора напряжений, через 
которую проходит рассматриваемая площадка экстремального зна
чения рх. При условии (4.3) наибольшим по величине будет напря
жение

Рт ш а х = ± ^ = ^ .  (4.18)

Если, например
р 1 = р 2 > / Д

то поверхность тензора напряжений будет поверхностью вращения 
вокруг оси г. Все площадки, проходящие через ось г, будут 
главными. Площадок, на которых

Р1 — О3
Р% —  ^ ~  Р* шах»

будет бесконечно много. Все они будут касаться круглого ко
нуса с вершиной в рассматриваемой точке, осью, совпадающей с 
осью 2 , и углом  раствора 90°.



Поверхность текучести, Мы установили вид функциональной зави- 
соответствуюшая условию СИМОСТИ Р ттах  =  ф(Р')> Т. е . установили, 
текучести реска как зы р ^ аю тся  максимальные касатель

ные напряжения, возникающие на некото
рых определенных площадках, проходящих через данную точку, 
через главные компоненты тензора напряжений в этой точке. 
Теперь можно построить поверхность текучести

/=<р(рО -А =  0, (4-19)
соответствующую условию текучести Треска, в трехмерном про
странстве главных напряжений р1, р2, р3.

Заметим, что главные компоненты р‘ симметричного тензора на
пряжений известным образом выражаются через инварианты тен
зора напряжений. Поэтому, если потребуется, можно составить 
уравнение поверхности текучести, соответствующей условию п ла
стичности Треска, и в шестимерном пространстве р'Л Оно будет 
иметь достаточно сложный вид.

При всевозможных напряженных состояниях пластические свой
ства частицы согласно условию Треска могут проявиться только 
в том случае, когда выполнено хотя бы одно из следующих шести 
равенств:

р1—p2= 2k, р1—р2= —2k, 
p*—p3=2k, p*—p3= — 2k, (4 .20)
р3—р1= 2k, р3—р1——2k.

Следовательно, граница упругой области S )p в пространстве гл а в 
ных напряжений р1, р2, р3 образована шестью плоскостями (4 .20). 
Эти плоскости, как  видно из (4.20), попарно параллельны одной из 
координатных осей р1, р2, р3 и составляют углы  в 45° с двумя д р уги 
ми осями. Линии пересечения плоскостей (4.20) параллельны п р я
мой р1= р 2—р3. Поэтому поверхность нагружения, соответствую
щая условию текучести Треска, представляет собой в простран
стве главных напряжений шестигранную призму, грани и ребра 
которой параллельны прямой р1 =  р2 =  р3 (рис. 151).

Расстояния от начала координат р1= р 2= р 3= 0 до каждой из 
плоскостей (4.20) равны

2k ........=  V"2k,
Y  | grad %  | 2

где через \J); (p ') =  0 обозначены уравнения (4 .20) этих плоскостей.
Если вычислить координаты точек пересечения ребер призмы 

с плоскостью р1 +  р24-р3 =  0, ортогональной прямой линии 
р1 =  р2 =  р3, то окажется, что расстояния всех этих точек до

2 ЛГЪначала координат р1 =  р2 =  р3 =  0 одинаковы и равны -~ = -k .  

Таким образом, в шестиугольник, представляющий собой сечение



Рис. 151. Призма и шестиугольник Треска.

призмы плоскостью р1 +  р2 +  р3 =  0, можно вписать окружность 
с центром в начале координат и описать вокруг него окружность 
с центром в той ж е точке. Поэтому сечение призмы плоскостью, 
ортогональной прямой рх =  р2 =  р3, представляет собой правиль
ный шестиугольник, который называется шестиугольником Треска.

Упругая область представляет собой внутренность шести
гранной призмы. При всестороннем сжатии или растяжении,

когда напряженные со
стояния таковы, что 
р1 =  р* =  р*> среда ведет 
себя как упругое тело 
вплоть до бесконечно 
больших значений ком
понент р‘ . Поверхность 
нагружения имеет ребра 
(в плоскости р1 + р2 4- 
-f./73= 0  граница упругой 
области имеет угловые 
точки). Д ля идеально
пластического материа
ла при постоянной тем
пературе k =  const >  О, 

призма Треска не меняется; для упрочняющегося материала k 
изменяется при деформировании в зависимости от некоторых 
параметров %s, призма Треска может изменяться.

Рассмотрим теперь вместо условия пла-
ункция нагружения для стичности Треска следующую функцию 

модели пластичности по е
Мизесу нагружения:

f ( p ‘) =  (p1 - p y  +  (p2- p s)2 +  (p3- p iy - m ,  (4.21)
где для идеально-пластических материалов k1— некоторое посто
янное для данного материала размерное число или функция темпе
ратуры.

Уравнение поверхности нагружения в главных осях тензора 
напряжений в этом случае будет иметь вид

f =  (р1 — р2)2 +  (р2— р3)2 +  (р3— р 1)2— 8k¡ =  0. (4.22)

Д ля модели пластического тела в этом случае вместо условия пла
стичности Треска можно принять, что пластические свойства ча
стицы могут проявиться только тогда, когда выполнено условие 
(4.22). Условие пластичности (4.22) называется условием пластич
ности Мизеса х).

х) Это условие пластичности впервые было сформулировано Максвеллом в 
письме к Томсону (см.: Т и м о ш е н к о  С. П. История науки о сопротивлении 
материалов, с краткими сведениями из истории теории упругости и теории соору
жений.— М.: Гостехиздат, 1957).



Физическая интерпрета- Легко показать, что условие пластично- 
МизесаШВИЯ пластичности сти Мизеса эквивалентно условию, что

пластические свойства частицы появляются 
тогда, когда касательное напряжение 

Р* („ -г/УТ) на пР0Х°ДяЩей через данную точку так  называемой
октаэдрической площадке (равнонаклоненной ко всем трем гл ав 
ным осям р1, р2, р3), достигает некоторой предельной величины, 
а именно:

1УТ) =  % к ''- <4 2 3 >

На самом деле, направляющие косинусы нормали п к такой
з

площадке равны между собой, и, так к ак  ^  я? =  1, п1 =  пг =
i = 1

= п 3 =  -р= ; поэтому из формулы (4.6) непосредственно следует

р\ (я,=1/кГ) =  т  (р 1*+ р 2*+ р32 -  р 'р 2—р ' р3— р 2р 3) =

=  |  [(Р1 - Р Г  +  (Р2- Р У  +  (Р1 - Р 3) ]2 =  4  №  +  /& +  Р\.) •

Отсюда ясно, что условие (4.23) будет выполняться, если при
нято условие пластичности Мизеса (4.22), и наоборот.

Запишем условие пластичности Мизеса 
Запись условия Мизеса через главные компоненты девиатора 5
через произвольные ком- тензора напряжений. К ак известно, девиа- 
поненты тензора напря-жений тором тензора напряжении называется

тензор, компоненты которого Б’* определя

ются по формулам 5 ';' =  ^' /— где — первый инвариант
тензора напряжений.

Все три главные компоненты р‘ тензора напряжений отли
чаются от соответствующих компонент 5 ‘ его девиатора на одно
и то ж е постоянное число 3*. Поэтому условие пластичности
Мизеса записывается через главные компоненты девиатора тен
зора напряжений так  же, к ак  и через главны е компоненты 
Р\ Р2, Р\

(Б1 — Б2)2 +  (52— 5 3)2 +  (Я3— Я1)2— 8к\ =  0. (4 .24)

Если в этом равенстве раскрыть скобки и сложить его с тож 
дественно равным нулю квадратом первого инварианта девиатора 
тензора напряжений, то оно примет вид

2 . Оо 2 . с.,2 8



ИЛИ

/3 =  (4 '25> 

где /2 (5) =  5? +  +  Я! =  5'75,7 —второй инвариант девиатора 
напряжений.

Поэтому условие пластичности Мизеса может быть записано 
следующим образом через произвольные (не главные) компоненты 
тензора напряжений:

/ _ ( , * - £ * » )  ( р , , - !  е ,7 ) _ | * 5  =  0, (4.26)

где 5э= р 1 +  р2+ р 3 =  р'/ё и — первый инвариант тензора напряжений.
С геометрической точки зрения поверх- 

Геометрическое построе- ность нагружения (4.22) в пространстве
Мизеса6̂ " 00™ текучести главных напряжений представляет собой

поверхность круглого цилиндра с образую
щими, параллельными прямой 
р1 =  р2=; р3.

В силу того, что первый 
инвариант девиатора равен ну
лю, вектор с компонентами 5 1, 
Б2, Б3 в пространстве главных 
напряжений р1, р2, р3 всегда 
должен лежать в плоскости 
р1 +  р2 +  р3—0, которая пред
ставляет собой плоскость, орто
гональную прямой р1 =  р2 =  ря. 
По уравнению (4.25) модуль 
этого вектора постоянен, поэ
тому нормальное сечение ци
линдрической поверхности на
гружения Мизеса представляет 
собой круг радиуса 2 ]/~2/3 
(рис. 152).

Об определении величин Константы к и кг в условиях пластичности
к и * 1  в условиях плас- треска и Мизеса можно определять с по-
тичности Треска и Мизеса г п  . ____ _
с помощью эксперимента мощью эксперимента. Пусть, например,

проведен эксперимент на простое растя
жение, т ак  что р2 и р3 равны нулю, а р1 фО, и определено 
значение р1 =  р1*, при котором наступает пластичность. Через 
точку р1*, 0, 0 можно провести цилиндр Мизеса или призму 
Треска, в зависимости от того, какое условие пластичности 
принимается дл я  рассматриваемого материала. Д ля констант 
£ и будем соответственно иметь р1* =  2к по (4.20) или р1*=2&1 
по (4.22). Взаимное расположение круга Мизеса и шестиугольника 
Треска, построенных для данного материала с помощью экспе

Рис. 152. Цилиндрическая поверх
ность нагружения Мизеса и разложе
ние вектора напряжений ОР на де- 
виаторную 0 .9  и шаровую ЭР состав

ляющие.



римента на простое растяжение, показано на рис. 153, а. Теорети
ческие значения пределов текучести при други х напряженных 
состояниях, получаемые с помощью условия М изеса, будут отли
чаться от вычисленных из условия Треска.

Чтобы из двух обсуждаемых условий текучести выбрать более 
подходящее для данного материала, нужно провести дополнитель-

Тачка А -  состояние Точка А -  состояние
простого растяжения чистого сдвига

а) 6)

Рис. 153. Взаимное расположение круга Мизеса и шестиугольника Треска, 
построенных с помощью опытов на (а) простое растяжение, /гх =  /г и (б) чи-

, у зстыи сдвиг /г1 =  к.

ный эксперимент, в котором осуществлялось бы не простое рас
тяжение или сжатие, а какой-либо другой тип напряженного сос
тояния.

Ясно, что можно было бы с самого начала определять предел 
текучести в опыте с другим произвольно выбранным путем нагру
жения, найти соответствующую точку поверхности текучести 
в пространстве напряжений и провести через нее поверхность 
Мизеса или поверхность Треска. Так, если был бы проведен э к 
сперимент на чистый сдвиг (который осущ ествляется, например, 
при кручении тонкостенных цилиндрических труб ), то при ис
пользовании или условия Мизеса, или условия Треска получи
лись бы соответственно окружность или шестиугольник, пока
занные на рис. 153, б. Д ля & или в этом случае имели бы 
&=т* или &!=т* У  3/2, где т* — предел текучести данного 
материала при чистом сдвиге.
О полной системе уравне- ® качестве примера рассмотрим полную 
ний равновесия идеально- систему уравнений для определения напря- 
пластического тела с ус- женного и деформированного состояний, 
ловием текучести Мизеса возникающих при изотермическом равно
весии идеально-пластического тела, удовлетворяющего условию 
пластичности Мизеса.



Во-первых, в эту систему уравнений входят три уравнения 
равновесия

V =  0 (4.27)

и шесть соотношений между полными, упругими и пластическими 
деформациями

е/у =  4 - + 8?/- ( 4 -2 8 )

В упругой области при отсутствии разгрузок из пластических 
состояний в предыдущей истории имеем

е?/ =  0 (4.29)
и уравнения равновесия вместе, например, с законом Гука и соот
ношениями, выражающими компоненты тензора деформаций через 
компоненты вектора перемещений, представляют собой полную 
систему уравнений для определения р1> и е*;-.

В пластической области

М 5 )  =  | - ^ ,  ¿/ 2 (5) =  0, (4.30)

в общем случае не равны нулю, для замыкания системы 
уравнений можно воспользоваться ассоциированным законом

йгрц =  2йК (р ,7 —^  & 8ц )  > (4-31)

который представляет собой систему дифференциальных уравне
ний, и условием пластичности.

Д ля определения р‘> и грц в общем случае получается система 
связанных м еж ду собой дифференциальных уравнений. Однако 
встречаются важные простые случаи, когда задачу об определе
нии напряженного состояния идеально-пластического тела можно 
решить независимо от задачи об определении остаточных 
пластических деформаций.

Например, допустим, что имеется задача 
деформиро^ан^ное* состоя- °б определении плоского напряженного 
ния как примеры статиче- состояния, находящегося в равновесии 
ски определимых пласти- пластического тела. Тогда, согласно опре- 
ческих задач делен и ю  плоского напряженного состояния,
оси декартовой системы координат х, у, г всегда можно выбрать 
так , чтобы р33 =  р23 =  р13 =  0 (р3 =  0), а р11, р22 и р12 были бы во
обще отличными от нуля и зависели бы толькох) от х и у.

Уравнения равновесия в этом случае сводятся к следующим 
двум уравнениям:

^ + ^ = „ Х ,  у ,  (4.32)дх ду дх 1 ду

х) См. стр. 478, 482.



где X (х, у) и У (х, у) — компоненты массовых сил. Если к этим 
двум уравнениям добавить условие пластичности

/ (Рп > Р12, Р2\ К  . . . , * , )  =  О, 
то система уравнений для определения трех отличных от нуля ком
понент тензора напряжений р 11, р12 и р22 в пластической области ста
новится замкнутой. Отсюда следует, что если дополнительные крае
вые условия заданы в напряжениях, то в случае плоского напря
женного состояния можно определить значения р') независимо от 
решения задачи об определении деформаций.

Другим примером использования условия пластичности для 
замыкания системы уравнений в напряжениях может служить 
случай плоского деформированного состояния пластического тела, 
находящегося в равновесии под действием заданной на его по
верхности системы напряжений р п. В этом случае по определе
нию плоского деформированного состояния оси координат х, у, г 
можно выбрать так, чтобы г& =  е?3 =  е?3 =  0, а е^ , е£2 и е?2 были 
бы отличными от нуля и зависели бы только от х  и у.

Заметим, что случаи плоского напряженного и плоского де
формированного состояний вообще не совпадают д р уг  с другом. 
Т ак, например, в случае плоского напряженного состояния из 
ассоциированного закона в форме (4.31) вы текает, что с(е§3=  
= ¿8 ^  =  0, но Зйе$3 =  ^2с1к(р11-\-р22), т. е. ¿е£3 Ф  0 в общем сл у
чае. Наоборот, для плоского деформированного состояния ¿е£3 =  0 и

Р33^ ( Р “  +  П ,  (4.33)

т. е. в общем случае р33ф  0. Из (4.31) вы текает, что в слу
чае плоского деформированного состояния могут быть отличными 
от нуля четыре компоненты тензора напряжений р 11, р22, р12 
и р 33, каж дая из которых может быть функцией только х и у. 
Условие равновесия вдоль оси г удовлетворяется тождественно 
при отсутствии составляющих внешних массовых сил вдоль оси г. 
Д ля определения четырех компонент тензора напряжений имеем 
четыре уравнения: два уравнения равновесия (4 .3 2 ), условие пла
стичности ¡ ( р ' ! ,^ ,  . . . , к 5) =  0 и связь (4.33) м еж ду компонен
тами тензора напряжений.

§ 5. Задача о кручении цилиндрического стержня 
из упруго-пластического материала без упрочнения

Рассмотрим задачу о кручении цилиндрического стержня про
извольного поперечного сечения из упруго-идеально-пластического 
материала. Выберем оси координат х, у и г т ак , к а к  показано на 
рис. 154.

Примем для простоты, что отсутствуют внешние массовые силы 
и что боковая поверхность 5  стержня свободна от нагрузок,



т. е.
р п — 0 на 5 . (5.1)

Рис. 154. Обозначения 
и выбор осей коорди
нат в задаче о круче
нии цилиндрического

На торцах и Е2 стержня р п =  +  р 3 ф  О, 
но р33 =  0, т . е. на торцах стержня рас
пределены касательные напряжения р13 и 
р23, под действием которых стержень нахо
дится в равновесии. Распределение внешних 
поверхностных сил на 2 1 и 2 2 определим 
согласно построенному решению, а сейчас 
отметим, что система поверхностных сил на 
2 2 сводится к моменту М , а на 2 1—к мо
менту — М.

Если значение крутящего момента М 
достаточно велико, то в некоторых частях 
стержня или во всем стержне могут возник-

пластическото У" мате- НУТЬ пластические деформации. Условие пла- 
р и а л а . стичности, которому удовлетворяет материал

стержня, рассмотрим ниже.
Требуется определить напряженное состояние стержня и воз

никающие в нем перемещения. Дальнейшие предположения поз
волят нам отделить задачу об определении распределения напряже
ний от задачи об определении перемещений.

Рассмотрим решение этой задачи, анало- 
Предположение о компо- ГИЧНое решению уж е изученной выше за
щ итах тензора напряже- д а ч и  о  к р у ч е н и и  стержня ИЗ упругого

материала (см. § 7 гл. IX).  Примем, что 
всюду внутри и на поверхности стержня

рЦ =  р12 =  р22 = рзз =  о (5.2)

и только р13 и р23 отличны от нуля и подлежат определению.
При отсутствии внешних массовых сил из уравнений равно

весия в проекциях на оси х  и у  вытекает, что компоненты р13 
и р23 не должны зависеть от г, а уравнение в проекции на 
ось г принимает вид

дри  (х , у) . др23 (х, у)
дх ду

(5.3)

Функция напряжений

¥  (х, у), через которую компоненты 
по формулам

Это уравнение удовлетворится тождествен
но, если ввести функцию напряжений

и ргл представляются

п 13  __ д 2 3 ___________________
р — ду ’ Р ~  дх '

(5.4)

Л егко  видеть, что граничное условие (5.1) на боковой поверх
ности 5  стер ж н я в проекциях на оси х и у  в силу равенств (5.2)



и выбора осей координат выполнится тождественно, а в проек
ции на ось z сведется к условию

р13 cos (я , х) +  р23 cos (я, у) =  cos (я, х) -j|- cos (и , у) =

= § ^ c o s (s, i / ) + f  c o s ( 5 , x )  =  f  =  0 или r  =  c o n st  (5 .5 ')

на контуре С поперечного сечения стерж ня1). Граничные усло
вия на торцах стержня рассмотрим ниже.

Если стержень имеет односвязное поперечное сечение, то, 
так  как функция JF (х, у) определена с точностью до аддитивнои 
постоянной, условие (5.5 ') можно написать в виде

IГ (х, у) =  0 на С. (5 .5)

Если сечение стержня ограничено несколькими замкнутыми гр а 
ничными контурами, то на одном из них можно принять, что 
Г  =  0, а на других <F =  Cft, где Сй— некоторые постоянные, 
которые нужно определять в процессе решения задачи. Ниже 
ради простоты рассмотрим задачу о кручении стержня одно
связного поперечного сечения.

Рассмотрим теперь условия пластичности, которым может удов
летворять материал стержня. _

В силу сделанного предположения (о .г ) 
Условие пластичности СуМма р ^ ’ +  р23* является квадратом вели
чины полного касательного напряжения на поперечных сечениях 
с т е р ж н я — площадках с нормалями параллельными оси г. п о  
условию идеальной пластичности примем, что материал стержня 
находится в упругом состоянии, если

pi »*+  /)»»* С  fej,

и в пластическом состоянии, когда
(5 .6 )

где ka— заданная величина, постоянная для данного м атериала
Покажем, что условие пластичности (о .о) 

Условия пластичности для рассматриваемой частной задачи 
Треска и Мизеса для рас- совпадает п0 форме как  С условием 
сматриваемой задачи пласхичН0сти Треска, так  и с усл о 
вием пластичности Мизеса.

Условие пластичности Треска записывается через главные ком
поненты тензора напряжений р '> р * > р 3 следующим образом:

Р1 - Р 3 (5 .7 )
Р х  шах — о >

>) Аналогичное условие получено в § 7 гл . IX.



где k — заданная постоянная, равная максимально допустимому 
касательному напряжению.

Главные компоненты тензора напряжений являются корнями 
векового уравнения

Я 0 pi»

О к р »  = Х 3- ( р 13Ч р 23̂  =  0 . (5 .8)
Р13 р 23 %

Отсюда, так  как р ' > р * >  р3,

р 1 ^ } /  р13‘ +  р23* , р2 =  0, р3 =  — у  Р132+ Р 23‘ . (5.9) 

Следовательно, в данной задаче условие Треска имеет вид

Р т т в х = У  p13‘ +  p23* =  k (5.10)
и совпадает по форме с условием пластичности (5.6).

Рассмотрим теперь условие пластичности Мизеса

Р‘' - ^ § ‘Л ( р и - ^ ё и ) = Т ^  (5.11)3 s  J  Vr , y  3 s ‘j J  ~  3 

Т ак к ак  в нашей задаче 9* =  0, то это условие приобретает вид

р ''Л / =  2 (р” Ч/>м ,) =  у * ? ,

т. е. и в этом случае получилось условие вида (5.6). Можно рас
смотреть данную задачу о кручении для стержней из различных 
материалов: для стержня из материала, моделирующегося усло
вием Треска, для стержня, моделирующегося условием Мизеса, 
и для стержня из изотропного материала, моделирующегося еще 
другим условием пластичности.

Очевидно, что для изотропного идеально-пластического тела 
любое условие пластичности, имеющее в этом случае вид

/ ( / , , / „ / , )  =  0, (5.12)
в этой задаче сведется к равенству 1 2 =  р1 ! , г р23* =  const, так 
к ак  при кручении /1= / 8 =  0.

Таким образом, в задаче о кручении условие пластичности Тре
ска (5.10), условие Мизеса (5.11) и условие пластичности общего ви
да (5.12) для изотропного материала в выбранной для решения 
системе координат имеют одинаковую форму:

р 13* +  pa3* =  const.
Д л я  материала, подчиняющегося условию пластичности Треска,

const =  k2 =  р2 шах,

а для материала, подчиняющегося условию пластичности Мизеса,
4 , ,  3 „



В рассматриваемой задаче для одного и того ж е стерж ня всегда 
имеет место равенство

4 ^ о к т . ш а х  =  Р т т а х -  ( 5 Л З )

Д ля стержня, подчиняющегося условию пластичности Т реска , 
задается р ? тах, для другого стержня, подчиняющегося условию 
пластичности Мизеса, задается Ртокт. тах- В рассматриваемой 
частной задаче условия Мизеса и Треска для разных стержней 
совпадают при наличии равенства (5.13), равносильного равен 
ству /г2 =  4/г|/3 между задаваемыми в разных моделях х ар актер 
ными физическими постоянными.

Д ля решения задачи в случае, когда весь 
Система уравнений для материал стержня находится в пласти
чной” области* ческом состоянии, имеем формулу (5 .4 ),

условие пластичности (5.6) и граничное 
условие (5.5). Эти условия позволяют определить компоненты 
р 1 з и р2з в пластической области независимо от определения пла
стических деформаций. Рассматриваемая задача, так  ж е  к ак  
и задачи о плоском напряженном и плоском деформированном 
состояниях (см. § 4), представляет собой пример статически 
определимой пластической задачи.

При наличии равенства (5.13) между постоянными в условиях  
пластичности, поверхности нагружения Треска и М изеса касаю т
ся друг друга в точке, отвечающей решению рассматриваемой задачи 
(см. рис. 153, б). В связи с этим не только напряженное, но и де
формированное состояние стержня при использовании ассоцииро
ванного закона будет одним и тем ж е как  в том случае, когда ма
териал скручиваемого стержня описывается условием пластич
ности Треска, так и в том случае, когда материал стержня подчи
няется условию пластичности Мизеса.

Д ля решения задачи об определении 
?преТдеНл°еВниаи " ж е н -  напряженного состояния стерж ня, когда 
ного состояния в пласти- материал стержня находится в пластиче- 
ческой области через ском состоянии, с помощью условия плас- 
функцию напряжений тичности (5.6) получим уравнение для 
определения функции напряжения ¡¡Р (х , у). Это уравнение имеет вид

18гас1 Г  12 =  ( ^ ) 2 +  ( ^ ) 2 =  ^  шах =  СОП51. (5 .14)

Уравнение (5.14) и граничное условие (5.5) полностью определя
ют функцию напряжений для стержня с данным односвязным 
поперечным сечением, когда материал всего стержня находится 
в пластическом состоянии.



Поверхность равного ска- в  самом деле, для определения функции
та  как  решение задачи напряжений в этом случае необходимо 
об определении (х, у) „ г
в пластической области наити такую поверхность

г =  ¥  (х, у),

опирающуюся на контур С, для которой

| grad f  |2 =  ^ y  =  tg 2p =  const,

где п  — направление нормали к линиям равного уровня z =  const 
на плоскости ху, а р — угол между касательной плоскостью к 
поверхности z =  <F (х, у) и плоскостью ху (рис. 155).

Рис. 155. Линии равного уровня поверхности z=<^" (х, у) в проекции на 
плоскость (х , у) и поверхность равного ската z = J F ( х, у).

Отсюда ясно, что искомая поверхность z — W (х, у) является 
поверхностью с постоянным углом ската Р =  const, которую мож
но построить на контуре поперечного сечения С. 
п Д л я  построения такой поверхности можно

есчаная аналогия воспользоваться песчаной аналогией. Эта
аналогия основана на том, что внешняя поверхность кучи тяж е
лой сыпучей среды (песка) с сухим трением между частицами, 
насыпанной на горизонтальную площадку, ограниченную конту
ром С, и находящейся в предельном равновесии, представляет 
собой поверхность с постоянным углом ската, равным угл у  трения.

Таким образом, функцию напряжений ¥  (х, у) можно экспери
ментально определить с помощью опытов с сыпучими средами.

Решения, отвечающие различным значениям tg2(i (коэффици
ентам трения), отличаются только масштабным множителем для 
координаты z =  <¥(x, у). Значение постоянной tg2P можно рассмат
ривать к ак  величину, определяющую масштабы по оси z для 
поверхности z — ¥{x, у).

Следует отметить, что в области пласти- 
Свойства линий равного ческого состояния проекции линий равного
nSocKo"crf i  °ns На у р °вня У) =  const на плоскость ху

образуют в этой плоскости семейство кри
вых, равноотстоящих др уг от друга , так как производная от функ
ции нагруж ения по нормали к кривой IF{х, у) =  const в плоское*



ти ху, согласно (5.14), постоянна во всех точках этой кривой 
(рис. 156).

Такого рода заключение можно сделать для гладких к о н ту 
ров С, в каждой точке которых вектор нормали п определен 
однозначно. Если же контур С имеет 
угловые точки — входящие или выходя
щие углы , то такой контур целесооб
разно рассматривать как предел соот
ветствующих гладких контуров С,-. В 
пределе поверхность z =  ¥ (x ,y )  вбли
зи угловых точек контура С может 
иметь ребра, на которых касательные 
плоскости при подходе с разных сторон 
имеют разные направления, подобно 
пирамиде с основанием в виде прямо
линейного многоугольника.

Эти свойства решений хорошо иллюстрировать опытным путем  на 
задачах о равновесии песка. При этом необходимо иметь в виду, что 
при решении задачи о кручении упруго-пластического стержня в  се
чении стержня получаются, вообще говоря, упругая и пластическая 
области. Ниже будет показано, что вблизи выступающих угловы х 
точек контура С всегда получается уп ругая область.

Из формул (5 .4 ), верных как  в пластиче- 
Определение компонент ской, так  и в упругой областях, ср азу  
тензора напряжений следует, что в плоскости ху два вектора

px = px4-Yp™j
и

а  з г  :  \ д¥  ;g rad  ¥  =

взаимно перпендикулярны.
Отсюда ясно, что вектор р х, параллельный плоскости ху, н а

правлен по касательной к линиям равного уровня ¥ {х, у) =  const 
в плоскости ху. Кроме того, в пластической области вектор рх 
имеет постоянную величину, равную рх тах. Очевидно, что направ
ление вектора р х определяется направлением внешнего з а к р у 
чивающего момента М- Таким образом, компоненты р и р 
всегда можно определить в пластической области, если известна
поверхность z =  jF (x , у).

Рассмотрим теперь задачу об определении
Постановка смешанной напряженного состояния стержня в том 
упруго-пластической за- СЛу Чае> когда величина скручивающ его 
дачи момента М  такова, что часть м атериала
стержня ведет себя как упругое тело. Границу упругой области 
в поперечном сечении стержня обозначим через (рис. lo/^. 
Вид кривой S  необходимо определить из решения задачи. В  об
щем случае упругая область может состоять из нескольких раз-

Рис. 156. Вид проекций ли 
ний равного уровня г =  
=  J f  (х, у) =  const на плос

кость (х , у).



дельных частей и содержать некоторые участки граничного кон
тура С.

В пластической области для напряжений будет справедливо 
изложенное выше решение, которое не зависит от вида упругого 
ядра, если упругая область не включает в себя точек контура С. 
Функция напряжений JF (х, у) в пластической области удовлетво
ряет уравнению (5.14) и граничному условию <F =  0 на С.

Д л я расчета напряжений и перемещений внутри упругой об
ласти воспользуемся результатами исследования задачи о круче

нии упругого стержня, рассмотренной 
в § 7 гл. IX . Внутри упругой обла
сти функция напряжений #"(*, у), вве
денная по формулам (5.4), должна удов
летворять уравнению Пуассона

Ш +д- ^ = ~ 2 а ^  (5 л 5 )

где а  —угол^закрутки стержня, a fx — 
коэффициент 'Ламе материала стержня 
(см. (7.23) и (7.25) гл . IX ).

Из непрерывности распределения 
компонент напряжений р13 и р23 в стерж

не следует, что на границе 3  между упругой и пластической об
ластями должны выполняться равенства

d f e _ d $ r p  d g r e  д ц г р  

дх дх ’ ду ~  ду ’ (O .lb )

где через ¥ е и JF> обозначены функции напряжений в упругой 
и пластической областях соответственно. Из (5.16) вытекает, что 
на границе 3  должно выполняться равенство

3~е =  -)- const,

или, так  как постоянная для определения функции напряжений 
в упругой области несущественна, на границе 3  значения функ
ций напряжений We и можно считать совпадающими,

¥ е =  ¥Р на 3 .  (5.17)

Таким образом, определение напряженного состояния в скру
чиваемом упруго-пластическом стержне для данного угла закру
чивания а  сводится к следующей математической задаче: требуется 
найти функцию ¥(х, у ), которая обращается в нуль на контуре С 
и непрерывна со своими первыми производными всюду внутри С, 
причем | grad <F |<  k0; там, где | grad <F| <  k„ функция <F(*, у) долж
на удовлетворять уравнению Пуассона (5.15).

Рис. 157. Поперечное сече
ние скручиваемого стержня 
с упругим ядром внутри X  
и линиями равного уровня 

JF =  const.



Главный вектор сил, при- Решение поставленной задачи действитель- 
ложенных на торцах, ра- н0 соответствует кручению стержня под 
вен нулю действием только внешнего момента М ,

так как  главный вектор R  сил, действую 
щих в поперечном сечении стержня 2 ,  равен нулю. В самом дел е , 
имеем

R  =  J  р х da =  j  {р'Ч f р* V) da =  j  / -  % j )  da =

=  j  ¥  [cos (n , у) t — cos (« , x ) j]  d s =  0
с

в силу граничного условия ¥  =  0 на контуре С.
формула для величины Рассмотрим величину крутящего момента
крутящего момента М.. Согласно формулам (5.4) имеем

Так как

то

М = С (* р “ - д о 13) =  ( x d- §  +  y % ) d a -
2

I д¥  и _ д¥ *  I д¥и 2 ¥  
дх ду У дх ду

М =  —  ̂<F[xcos(w, x) +  y c o s (n , y)]ds +  2  ̂¥  da.
У  V*

В случае односвязного поперечного сечения 2  по условию ¥  =  0  
на контуре С, и получается окончательная формула, аналогичная 
формуле (7.28) гл. IX ,

M =  2 ^ ¥ d a .  (5 .1 8 )

Эта формула показывает, что величину М можно истолковать к а к  
двойной объем, ограниченный поверхностью г—¥ (х , у), опираю 
щейся на плоскую площадку поперечного сечения стержня 2  в 
плоскости 2= 0 .

Поставленная смешанная упруго-пластическая задача об опреде
лении напряженного состояния скручиваемого стержня слож ная 
математическая задача. Аналитическое решение этой задачи п о л у
чено только для стержней, имеющих некоторые простые формы по
перечного сечения. В частности, легко решается задача в сл уч ае  
стержня круглого поперечного сечения (см. ниже стр. 476).

В общем случае задача допускает эксп е- 
0  решении смешанной рИментальное решение с помощью песча-
Г :« » У н Т .Г Т н ^ '.Сг «  но-мембранной аналогии.

в упругой области задача об определении 
функции напряжений допускает аналогию с задачей об определе
нии прогиба мембраны с постоянным натяжением Т , возникаю 



щего под действием равномерно распределенной по ее поверхнос
ти нагрузки интенсивности q, когда Т и q вообще подобраны 
так , что

2 ^ « =  ^ ,

и мембрана защемлена по контуру С, совпадающему с контуром 
поперечного сечения стержня (см. § 7 гл. IX). В пластической об

ласти рассматриваемая задача допускает 
песчаную аналогию.

Поэтому для решения упруго-пласти- 
ческой задачи можно провести следующий 
опыт, указанный А. Надаи (рис. 158). 
На горизонтально положенный кусок кар
тона, форма которого совпадает с попереч
ным сечением скручиваемого стержня, на
сыпается сыпучая среда так , чтобы образо
валась поверхность с постоянным углом 
ската. Эту поверхность сыпучей среды мож
но зафиксировать с помощью жесткой кры
ши из какого-либо прозрачного материала. 
Основание этой крыши затягивается мембра
ной, внешняя сторона которой подвергается 
действию равномерно распределенного дав

ления. При некотором значении давления мембрана начнет касаться 
крыши, а затем с ростом давления все большая и большая часть 
мембраны будет прикасаться к крыше и фиксироваться на ней.

Свободная часть мембраны и часть мембраны, прикасающая
ся к крыше, образуют поверхность, соответствующую функции на
пряжений I¥ (х ,у )  частично пластического стержня. Граница меж- 
ду упругой и пластической областями в плоскости поперечного 
сечения ху стержня представится проекцией на плоскость ху ли
нии 3 , лежащей на жесткой крыше и отделяющей часть мемб
раны, не прилегающую к жесткой крыше.

Величина соответствующего крутящего момента согласно фор
муле (5.18) с точностью до масштабного множитела равняется 
удвоенному объему пространства между горизонтальной плос
костью ху и экспериментально полученной поверхностью функции 
напряжений <¥(х,у). Можно отметить два характерных значения 
величины М  крутящ его момента, а именно: п р е д е л ь н о е  зна
чение момента, когда мембрана впервые касается крыши в неко
торой точке, Л1пред, соответствующее началу перехода материала 
в пластическое состояние, и к р и т и ч е с к о е  значение момента 
М кр, когда вся мембрана приляжет к поверхности равного ската 
и материал всего стержня окажется в пластическом состоянии.

С помощью песчано-мембранной аналогии, в частности, 
можно усмотреть, что при любом конечном угле закрутки а

Рис. 158. Поверхность 
z= |F  (*, у) состоит из 
части жесткой крыши 
(схематически AB и CD) 
и части мембраны В $ С . 
Линия X  соответствует 
границе между упругой 
и пластической облас

тями.



в окрестности выступающих углов (рис. 159) контура С всегда 
будет оставаться часть упругой области. Действительно, при к о 
нечном значении распределенной по поверхности мембраны н агр уз
ки <7 мембрана будет огибать вы
ступающие ребра крыши.

Присутствие входящих углов 
(рис. 160) на контуре С приве
дет, очевидно, к тому, что при 
сколь угодно малой нагрузке ц 
(угле а ) мембрана примкнет к 
входящему ребру поверхности 
г =  §г(х, у), и в окрестности та 
кого угла мгновенно возникнет 
пластическая область. Вблизи 
входящих углов в упругом реше
нии возникают большие (беско
нечные) напряжения. Появление пластической области обеспечи
вает ограниченность напряжений. При малых углах закрутки  
область пластических состояний будет вообще очень малой. ^

Рассмотрим теперь вопрос о том, как наити 
Определение перемеще- перемещения, возникающие при кручении 
ний в упруго-пластичес- у Пр уГ0.плаСтического стержня, если на- 
ком стержне пряженное состояние стержня определено
путем решения рассмотренной выше задачи. При вычислении пере
мещений будем исходить из того, что первоначально свободный 
от напряжений и деформаций стержень подвергается действию 
возрастающих внешних нагрузок, сводящ ихся только к кр утя
щему моменту, приложенному на его торцах, причем каждое про
межуточное состояние является положением равновесия, и соот
ветствующие напряжения можно рассчитать к ак  результат соот
ветствующей задачи о кручении для данной промежуточной 
нагрузки. Примем кроме этого еще, что возникающие в стержне 
полные — упругие и пластические—деформации малы.

Рассмотрим некоторую произвольную точку А поперечного се
чения стержня. Если эта точка лежит в упругой области, то ком
поненты тензора деформаций в точке А однозначно определяются 
напряжениями с помощью закона Г ука

811 =  6*2 =  ®83 =  =  О»
_ _ 1_ 1 (х, у)

13 — 2 ц Р ,3 ~  2ц ду
_  _1_ _____1_ дгТ (х, у)

е28 — 2̂  Р гз — 2ц дх

Заштрихована 
упругая область

Рис. 159. Попе
речное сечение 
стержня с вы
ступающим у г 

лом.

Заштрихована 
упругая область

Рис. 160. Попе
речное сечение 
стержня с вхо 

дящим углом.

Ясно, что е13 и е23 в этом случае зависят только от х и у  и не зависят 
от г.



Компоненты вектора перемещений при этом определяются фор
мулами Сен-Венана

ьи1= —а г у ,ш 2= а г х , т 3= !{ х ,у ) ,  (5.19)
где а  — угол закрутки . В самом деле, легко показать, что всегда, 
когда е п = е 22= е 33= е 12= 0 , а е13, е23 отличны от нуля и зависят 
только от х  и у, перемещения определяются формулами Сен-Венана
(5.19). В этом случае перемещения должны быть решениями сле
дующих уравнений:

* .. =  £ - 0 ,  е . , - ^  =  0 , ,5 .20)

* - т ( $  +  £ ) - 0 .  (5.21)

'■ •(* . » ) — -у ( % + ? г )  ’ <5-22)

4  ( $  +  £ ) ,  (5.23)

где б18 (х, у) и е23 (х, у ) — известные функции. Из (5.20) непосред
ственно вытекает, что

Щ =  Щ(У, г), и»2 =  ю2 (х ,г), м3 =  ы>3 (х,у).

Из (5.21) при этом следует, что
дш! дш2 с  / % _ „

= = (5-24)

где /! (г) — произвольная функция г, или

“»! =  — М г ) 0  +  М г ) ,  м2 =  ! 1 (г)х  +  {3 (г), (5.25)

где /2 и /3— произвольные функции г.
Продифференцировав (5.22) и (5.23) с учетом (5.25) по г , 

будем иметь
— / & + / ; =>0, /1* +  /3 =  0. (5.26)

Отсюда видно, что /¡, /2 и /3 должны быть равны нулю, т. е.

/1  =  а г ~ЬС1, /2 =  С2г С3, / з =  С42г —С5,

где ос, С1У С2, С3, С4, С5 —произвольные постоянные. Д ля ком
понент вектора перемещений получаются следующие формулы:

ХЮ1 ------ а г у — С1У+ С 2г +  С3,
и и г-ах г +  С ^  +  С^-Ь-Сь, (5.27)
^ 3 =  / (х, у) С4г/—С2х -|-С..

где С6=сопз1 и из неизвестной пока функции /(х , г/) выделена спе
циальная часть, линейно зависящ ая от х и у. Входящие в формулы
(5.27) линейные относительно х, у  и г члены являются общим ре



шением однородных уравнений (5.20)—(5.23) и характеризуют пе
ремещение стержня как  абсолютно твердого (см. § 3  гл. IX).

Таким образом, с точностью до перемещений стержня как  аб
солютно твердого, перемещения в скручиваемом стержне из 
упругого материала определяются формулами (5.19).

Функция кручения }(х, у) определяется в упругой области не
посредственным интегрированием уравнений

Е - ^ + 7 '  !  =  - « * + ? ■  <5 '2» )

Если точка А лежит в пластической области, то деформации в 
этой точке складываются из упругих и пластических; для компо
нент тензора деформаций имеем

е,7 =  ео +  е?/-

Если упругие свойства среды не зависят от пластических дефор
маций, то упругие деформации в пластической области связаны 
с напряжениями теми же формулами, что и упругие деформации 
в упругой области, причем

(5.29)
е| 3 р2з

Пластические деформации в общем случае зависят от пути на
гружения. Если деформация стержня, в соответствии с указанным 
выше, развилась под действием монотонно возраставшего к р у 
тящего момента М, то

¿е?! =  йг^ =  йг§3 =  =  0, (1гр1а =  2р13(1к, с!г^ =  2р.мс1'к.

Исключив параметр йк, получим следующую связь  между при
ращениями пластических деформаций и компонентами тензора на
пряжений;

=  (5 .30)
Р 23

Так как в каждой точке поперечного сечения стержня, принадле
жащей пластической области, р,3 и р23 в процессе кручения стерж 
ня остаются постоянными, а деформации считаются малыми, б у 
дем иметь

Рр, — Е11
Р2 3

где р13 и ргз зависят только от х и у. Пластические деформации 
^13 и е§3 одновременно были равны нулю в тот момент, когда 
через рассматриваемую точку А проходила граница упругого 
ядра, поэтому постоянная интегрирования равна нулю, т. е.

13 — —  е ^ с о п э ^  (5 .31)



Из (5.29) и (5 .32) вытекает, что и для полных деформаций в этом 
случае должно выполняться соотношение

Система уравнений для определения перемещений

в данном случае частично совпадаете уравнениями (5.20) — (5.21) 
для упругих перемещений

а вместо (5.22) и (5.23), согласно (5.33), имеем только одно ур ав 
нение

Здесь правая часть известна и зависит только от х и у.
При наличии пластических деформаций компоненты вектора 

полного перемещения но должны быть определены как решения 
уравнений (5 .34), (5.35) с учетом непрерывного нарастания ком
понент тензора полных деформаций и условия совпадения пере
мещений с упругими в момент возникновения в данной частице 
максимального касательного напряжения. После достижения на
пряжения рХтах =  к упругие деформации и упругие перемещения 
фиксируются, при дальнейшем повышении закручивающего момента 
в данной точке происходит нарастание компонент тензора пласти
ческих деформаций, в соответствии с этим определяются компо
ненты вектора полных перемещений.

Так ж е к ак  и из уравнений (5.20) и (5.21), из уравнений
(5.34), справедливых как в упругой, так  и в пластической обла
стях, следует, что

=  — Л (2)0  +  Ы г ) , ® 2 =  /1 (2)л--Ь/3 (2), Шъ =  \{х,у).
Из решения задачи о напряжениях следует, что в каждом 

сечении при любом г имеется упругое ядро, внутри которого 
при закреплении точек оси г имеют место формулы

Так как  в общем случае как  в пластической, так и в упругой 
области функции /х, /2, /3 могут зависеть только от г, то отсюда 
ясно, что при непрерывном (начиная от нуля на границе с упру
гой областью) нарастании пластических перемещений в пластичес-

(5.34)

дг ду

(5.35)

виг =  — а гу , да2 =  агх.



кой области, так ж е как  и в упругой, верны формулы 
/ 1 ( г )  =  а г ,  /2 (г )  =  /3 ( г )  =  0 .

Определение функции / (х, г/) можно произвести с помощью ур ав
нения (5.35), которое как в 
упругой ,так и в пластической 
области с учетом формул для

в виде

р «  { т х - а У) =  

= p í3 ( ! + « * (5.36)

В данной точке при упругом 
состоянии компоненты р13 и рис ¡01  ̂ истолкованию уравнения 
р г з изменяются пропорцио- (5 .36).
нально угл у  закрутки а  или
внешнему моменту М , после достижения пластического состояния 
значения р1а и р23 в фиксированной точке сохраняю тся неизменными.

Уравнение (5.36) легко преобразовать так , чтобы в пластичес
кой области оно допускало простое геометрическое истолкование.

Обозначим через у угол между вектором напряжения P x ^ P u i+ P w j  
и осью х (рис. 161); тогда

Pis =  Px co sy , ргз =  рх sin у , 
cos у =  cos (р х, х) =  — cos (п, у), 
sin у =  cos (рх, у) =  cos ( « , x)

и уравнение (5.36) можно представить в виде

д1 
ду

eos (ti, x )+ ^ ;C 0S (и, y) =  a [y c o s (p x, y) +  X C O S(P x, x)]
dx

или
df
Tn =  a r '

(5.37)

где rT — проекция вектора r  =  x i-\ -y j на направление рх в данной 
точке А. Напряжение рт направлено по касательной к семейству 
линий qF =  const, проекция r t постоянна для всех  точек А, л еж а
щих в пластической области на одной общей нормали1) п к се-

х) Заметим, что прямолинейное семейство нормалей является семейством 
характеристик уравнения (5.36), так  как  вдоль них

d y_  cos (я , у) _  рхз 
dx cos (п, х) р2з

и производные df/dx и df/dy и слева и справа от п  не могут быть однозначно 
определены только с помощью уравнения (5.37), из которого следует, что 
приращение f  известно только вдоль п.



мейству кривы х <F =  const. Поэтому, интегрируя уравнение (5.37) 
вдоль данной нормали п от точки А 0, принадлежащей границе 
упругой области 3 ,  до рассматриваемой точки А, получим

f  =  a r xn +  f e, (5.38)

где f e— значение f (х, у) в точке Аа, известное из решения упру
гой задачи, а г т известно, если известен контур С.

Таким образом, с помощью (5.38) можно определить деплана- 
цию поперечного сечения / (х, у) скручиваемого стержня в пласти
ческой области, если депланация поперечного сечения стержня в 
упругой области и граница упругой области определены. Ясно, 
что депланация поперечного сечения в пластической области изме
няется линейно вдоль любой нормали к контуру С поперечного 
сечения. Если поперечное сечение скручиваемого стержня имеет 
две оси симметрии и начало координат 0  выбрано в точке 
их пересечения и закреплено, то в точках обеих осей симмет
рии

fp =  f e =  0.

В самом деле, для таких точек гх =  0 и fp =  f e. Кроме того, 
если вдоль осей симметрии направить оси координат х и у, то из
(5.28) непосредственно вытекает, что изменение f e вдоль этих 
направлений равно нулю (так как р х перпендикулярно к осям 
симметрии).

С ростом крутящ его момента М или угла закрутки а  форма 
границы упругого  ядра 3 , а следовательно, и значение величины 
f меняется сложным образом, поэтому в общем случае депла
нация поперечного сечения в пластической области не пропор
циональна у гл у  закрутки а.

Д ля примера рассмотрим кручение стержня
Кручение стержня круг- КпуГЛого поперечного сечения радиуса а. 
лого поперечного сечения ,-Г J r  JПри достаточно малых углах закрутки а
материал стержня будет вести себя как  упругий, и касательные 
напряжения рх будут связаны с а  (см. стр. 364) равенством

рх =  цаг,

где г =  ]/гх2 -{-у2. Очевидно, что при значении а ,  равном
jb k а *  =  — ,

Iха

касательные напряжения на внешней окружности С— границе по
перечного сечения стержня —достигнут предельного значения k, 
и при а  ^  а *  часть материала стержня перейдет в пластическое 
состояние.

Вследствие осевой симметрии граница 3  упругой и пластичес
кой областей представляет собой окружность, концентрическую 
с С. Обозначим радиус этой окружности через р; очевидно, что



при некотором заданном а  >  а *  радиус упругого ядра будет равен

р =  -*-. (5.39)
^  Ц О С  4

Ясно, что радиус р может обратиться в нуль только при ос—>-оо, 
и поэтому при любом конечном угле закрутки  а  внутри стержня 
будет существовать упругое ядро.

В пластической области р ^  г ^  а поверхность напряжений 
г =  §г(х ,у)  будет частью боковой поверхности кругового конуса, 
направляющей которого служит окружность С , а тангенс угла 
наклона образующих к плоскости ху равен &. Поэтому функция 
напряжений в пластической области будет следующей:

¥ р (х, у )  =  к ( а — г ) .
В упругой области 0 <  г <  р функция напряжений должна 

быть решением уравнения Пуассона (5.15), следовательно, соглас
но (7.24), (7.21), (7.13) § 7 гл. IX , должна иметь вид

Г2
¥ е {х, «/) =  — -^М^ +  с0115*-

На границе 2  упругого ядра г — р функция напряжений непре
рывна

¥Р =  ¥ е,
поэтому

¥ е(х, у) =  у ^ а ( р 2— г2)-}-к (а р).

Величина крутящего момента, соответствующая заданному углу ос, 
вычисляется по формуле (5.18) и оказывается равной

/  р а \
М =  4 л 1 ^ ¥ егс 1г+ ^ З гРг(1г) =  ~п1г ¡^а3 — . (5.40)

о р

Заметим, что при вычислении М использована формула (5.39) для 
радиуса упругого ядра. При р —<-0 крутящий момент стремится 
к значению

М кр =  ̂ л а 31г.

Предельное значение крутящего момента, соответствующее появ
лению предельных значений касательных напряжений на внешней 
боковой поверхности стержня, получается из формулы (5.40) при 
р =  а

М преА =  ^ л к а 3.

Легко видеть, что поперечное сечение стержня при его круче
нии не искривляется. Решение рассмотренной задачи сильно облег
чается тем, что форма упругого ядра оказывается известной из со
ображений симметрии.



ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ ПЛОСКИХ ЗАДАЧ  
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ И ТЕОРИЮ ТРЕЩИН

§ 1. Плоские задачи теории упругости

Рассмотрим теперь плоские задачи теории упругости. В слу
чае плоской задачи при соответствующем выборе декартовой систе
мы координат хуг существенными аргументами для искомых функ
ций являю тся только координаты х  и у. Характеристики состояния 
и движения в плоской задаче вообще не зависят от координаты г 
или зависят от нее известным простым образом. Теория плоской 
задачи вклю чает в себя задачи плоского деформированного, пло
ского напряженного и обобщенного плоского напряженного состо
яний, определения которых будут даны ниже.

Д алее будем рассматривать только статические или квазиста- 
тические задачи в линеаризированной постановке для малых де
формаций. В решения квазистатических задач время может вхо
дить только к ак  параметр.

Ограничимся х) рассмотрением плоской задачи, когда по опре
делению имеют место одновременно две группы равенств: первая 
для компонент тензора напряжений

Ри == Рп (Хг У)> Р̂ 2 =  Р22 С̂> У)’ Р и ^ Р и ^ г  У)< /| М
Рзз =  Р з з (Х  У), Р13 =  Р 23 =  0,

и вторая дл я  компонент тензора деформаций

®и == ®ц (■*■, У), б 22 =  е 22 (х, у ) ,  е 12 =  е12(х , у ) ,  
®зз=  ®зз (х > у)< е13 =  Е23 =  0.

( 1.2)

Данное определение плоской задачи в общем случае не связано 
с видом соотношений между напряжениями и деформациями и не 
связано со свойствами среды. Однако возможность реализации 
плоской задачи в тех или иных условиях тесно связана со свойст
вами рассматриваемой модели сплошной среды.

Рассмотрим теперь возможные упрощения, которые возникают 
в основных уравнениях в случае плоской задачи.

*) Использованное ниже довольно общее определение плоской задачи можно 
еще расширить. См., например: Л я в, Математическая теория упругости.— М.: 
ОНТИ, 1935, §§ 145, 301, 302, 303.



Компоненты перемеще- Дальше ограничимся приложениями тео- 
ний в случае плоской за- р И И  к плоским задачам, в которых можно 
дачи ввести перемещения из начального состоя
ния, применяемого для определения компонент тензора деформа
ций. В этом случае можно пользоваться уравнениями совмест
ности. Шесть уравнений совместности Сен-Венана =  0 (см. 
§ 5 гл. II) в случае плоской задачи (1.2) сводятся к  следующим 
четырем соотношениям:

3 2 8 ц  , д 2Ё22  __  2  д 2 е 12 0 ^

0. (1.4)

ду2 ( к 2 дх ду ’ 
дЧ33 __ д Ч 33 _  д2е33 

дх2 ду2 дх ду

Остальные два уравнения Сен-Венана удовлетворяются тождест
венно. Из (1.4) следует, что е 33 может быть только линейной функ
цией х и у

е33 =  ^  =  Ах +  Ву +  С, (1.5)

где Л , В и С — постоянные. Отсюда для компоненты вектора пере
мещений вдоль оси г будем иметь

w — (A x JrBy-\-C)z-\-f(x, у), (1-6)

где f(x , у) — произвольная функция. По определению плоской 
задачи (1.2) имеем

1 (д а  , dw\ р. „ 1 fd v  . d w \ _ a
ei3 ~ Y { d F  +  d i ) - ° '  2 [дг +  д у ) - 0 ’

и поэтому компоненты и я v вектора перемещений должны представ
ляться в виде

и =  —' А ^ — f x (x, y)z+ ti»l (x, у),

v =  — B j — fy(x , y )z  +  со2(лг, у),

где соi(x, у) и со2(л:, у) — произвольные функции.
Далее, так как

д£  =  еп (х, у), ру =  г22(х, у), 0  +  ̂  =  2е12(л-, у), 

для определения произвольной функции f(x, у) имеем равенства

вц(*. у ) = д- ^ — Г*х(х> y)z<



Отсюда непосредственно вытекает, что

f  XX ~ f y y : = f x y ' = = ^ 1

т. е. произвольная функция ¡{х , у) в выражении (1.6) для ш должна 
быть линейной функцией своих аргументов

¡(х , у )= ах+ Ь у+ с,

где а, Ь, с — постоянные. Легко убедиться, что определенная та
ким образом функция /(х , у) соответствует пространственным пере
мещениям тела как абсолютно твердого, и поэтому при изучении 
деформаций ее можно положить равной нулю.

Таким образом, компоненты перемещений в общем случае 
плоской задачи независимо от связи между компонентами тензоров 
напряжений и деформаций представляются формулами вида

г2и =  — А -2 + а 1 (х, у), 

у =  — В ^ + а > 2 (х, у), 

хю =  (Ах-{- Ву-\-С) г.

Функции <с>1 (х, у), со2 (х, у) могут быть истолкованы как  компо
ненты вектора перемещений в плоскости г= 0 . Они, очевидно, свя
заны с компонентами тензора деформаций еш е22 и е12 уравнениями

р  Р р Л
11 ~  дх ' 22 — ду ’ 12 2 \ д у ~ 'г д х ) ’ '  '

Связь р;у и е,у в случае Закон Г ука в случае плоской задачи (1.1), 
плоской задачи для ли- (1 .2 )  записывается в виде 
неино-упругого тела. 4 '
Уравнения Бельтрами —
Мичелла P u  =  Л/, (е) +  2 [ ie u ,

р22 =  XI1 (е) +  2це22, Рзз =  XI1 (е) +  2,ие33,
Pi2 — 2[is12, р13 — р23 =  613 =  е23 =  0

или, так  как  е33 является линейной функцией х и у, в виде

Рп — ^ (8и егг) Ч- 2(хеп +  X (А х +  В у -{- С) , 
Р22 — ^ (еи +  е2г) +  2 jiea2 +  к (Ах +  Ву +  С), 
Р1 2 =  2цв12,
Раз =  ̂  (еи +  е2г) +  (^ +  2ц) (Ах-\- Ву -\-С).



Запишем эти соотношения в виде, разрешенном относительно 
компонент тензора деформаций

Подставляя эти соотношения в условие совместности (1 .3), 
получим

Это уравнение является условием совместности напряжений 
в плоской задаче для линейно-упругого тела и*в этом случае 
может заменить собой уравнения Бельтрами—Мичелла.

Уравнения равновесия для плоской за- 
Условия на внешние мае- дачи имеют вид 
совые и поверхностные д п _ 
силы в случае плоской

где проекции массовых сил на оси х  и у  должны быть функ
циями только х  и у. Третье уравнение равновесия в плоской 
задаче будет удовлетворено только тогда, когда

т. е. массовые силы вдоль оси г  в случае плоской задачи должны 
отсутствовать.

Граничные условия в напряжениях в случае плоской задачи 
имеют вид

где

Рп Рп ^ х Ву -(- С ), р2г— рг2— X (Ах  -(- В у  -(- С ),
1

модуль Юнга и сг =  — коэффициент П уас
сона.

( 1 . 1 2 )

где

Р — Рп Ргг'

задачи
(1.13)

/?п сое (я , х) +  /7,2со з(л , у )  =  р 1 ,  

Рп соэ (п, х ) + р 2?соз(п, г/) =  р?, 
Рз» соэ (п, г) =  р1.

16 Л. И. Седов, т. 11



Обычно (но не всегда) плоские задачи рассматриваются для 
цилиндрических тел с образующими, параллельными оси z. В этом 
случае на боковой поверхности тела cos (п, г) =  О и, следова
тельно, на этой поверхности должно иметь место равенство

гё=о.
В дальнейшем ограничимся рассмотрением плоских задач о- 

деформировании цилиндрических тел, в которых требуемое условие 
на внешние заданные распределенные силы на цилиндрических бо
ковых поверхностях всегда удовлетворяется.

Граничные условия в случае плоской задачи могут быть зада* 
ны такж е  в перемещениях.

Если имеется цилиндрическое тело с обра- 
0 постановке плоских за- зующими, параллельными оси г, на боко- 
дач теории упругости J „ гv J J вой поверхности которого заданы напря
жения p i, p i как  функции только хи  у, а р% — 0, то компоненты 
тензора напряжений рп , р12, р22 внутри тела можно определить 
как  решение краевой задачи, поставленной в области, ограничен
ной контуром С поперечного сечения тела, для двух  уравнений 
равновесия (1.13) и одного уравнения совместности (1.12) с гра
ничными условиями (1.14) на контуре С.

Компоненты тензора деформаций еи , е22, е12 можно затем опре
делять с помощью закона Г ук а  (1.10). Компонента е12 определится 
при этом однозначно, а 8ц и е22— только с точностью до произволь
ной аддитивной линейной функции от хи  у. Эта линейная функция х  
и у  будет фиксирована, если задать р 33 или е33, согласно (1.11).

После этого компоненты вектора перемещений w  определятся 
с помощью формул (1.7); входящие в эти формулы функции 
wi (*> У) и “ г (х > У) п0 известным 8ц, е22 и е12 найдутся при реше
нии уравнений (1.8) с точностью до плоскопараллельных переме
щений, определяющих движение тела как твердого в плоскости ху.

Подчеркнем еще раз, что постоянные Л , В , С в  (1.7) и (1.9) ос
таются неопределенными, если заданы только граничные условия в  
напряж ениях на боковой поверхности тела.

В случае плоского деформированного со- 
Плоское деформированное стояния (плоской деформации) по опреде- 
состояние лению принимается, что 

е33 =  0, А =  В =  С =  0. (1.15)

Соотношения закона Г ука  (1 .9) приобретают вид 

Рч ~  ^ (®и “Ь ®гг) "f" 2lA811(
Р2 2  =  X (в ц  - |-  8 22) -}- 2jX822, ( 1 . 1 6 )

P i t  =  2 ^ 6 1 2 .

Компонента р33 определяется из соотношения

Рзз =  ^ ( е 1 1  +  8 22) и л и  Рз з  =  о ( Р п  +  Р г г ) -  О - 17)



В случае плоской деформации перемещения, согласно (1 .7 ), (1 .15), 
имеют вид

ы =  со1 (х, у), и =  ы2 (х, у), и> =  0.

Плоская деформация реализуется при нагружении цилиндри
ческого тела по внешней цилиндрической поверхности и по его 
объему силами, статически экви ва
лентными нулю, параллельными пло
скости ху и не зависящими от г, 
когда плоские торцовые сечения 2 1 
и цилиндра, параллельные пло
скости ху  (рис. 162), закреплены 
так , что длина цилиндра фиксиро
вана (да =  0), а и 1 г могут без 
трения (р13 =  ргз == 0) перемещаться 
параллельно плоскости ху. В этом 
случае при отсутствии начальных 
напряжений можно удовлетворить 
всем уравнениям и условиям, если 
принять, что точки тела получают 
перемещения, параллельные плоско- Рис> 162- Плоская деформация, 
сти ху и не зависящие от г.

Если плоская деформация происходит без изменения объема 
(сам материал сжимаем, Я^=оо), то еп +  е22 =  0, поэтому дл я  
таких деформаций имеем

Р и ==2(.18п , ргг =  2}хе22, рп =  2це12, р33 =  0.

стэяни'е напряженное со* в  случае плоского напряженного состоя
ния по определению принимают1), что

р и  =  0. (1 .18)
Тогда из закона Гука получается

езз = ~ г Ь ^  (еп +  е22>. (1-19)

а остальные соотношения закона Г ук а  приобретают вид 
рп =  Х* (еп  е22) +  2^еп , 
ргг =  X* (е11 +  е22) -}-2це22, (1-20)
Рн — 2,И812,

где

Х+2ц •

Заметим, что эти соотношения полностью совпадут с соотноше
ниями (1.16), выражающими соответствующие равенства д л я

*) См. сноску на стр. 478.



случая плоской деформации, если в последних заменить к на к*. 
Т ак  к а к  в плоской задаче е33— линейная функция от х и у, то 
соотношение (1.19) приводится к виду

к (еи +  е22) +  (Я, +  2ц) (Ах +  Ву +  С) =  О 

или, согласно (1.8), к  виду

1 ( ^  +  ^ )  +  (Х + 2 ц ) ( А с + в ,+ С ) - 0 .  (1.21)

Это соотношение накладывает ограничения на характер изменения 
о»! и со2 при реализации в линейно-упругом теле плоского напря
женного состояния. Плоское напряженное состояние реализуется 
лишь в тех случаях, когда перемещения в плоскости 2 = 0  удовлет
воряют соотношению (1.21).

При плоском деформированном состоянии таких ограничений 
на перемещения он и со2 нет. В самом деле, по любым заданным

со2 можно определить, согласно (1.8), компоненты е1Ь е12, е22, 
а далее, используя (1.16), найти р1и р2 2, Ри- Найденные таким обра
зом компоненты р ^  будут удовлетворять условию совместности
(1.12). Из уравнений равновесия (1.13) можно затем найти соответ
ствующие массовые силы Рх, Т7,,, а из граничных условий (1.14) 
определить соответствующие усилия р п на боковой поверхности 
тела.

Из (1.21) видно, что плоские деформированные состояния, когда 
е 33= 0  и, следовательно, Л =  В =  С = 0, будут и плоскими напряжен
ными состояниями, если деформации происходят без изменения 
объема,

р _1_ е  — ^ ^ - ^  =  0
еи  +  622 ~  дх ' ду

(материал сжимаем и к конечно). В общем случае, очевидно, пло
ское деформированное состояние не является плоским напряженным 
состоянием, так  как  в плоском деформированном состоянии вообще
р  ЗЗТ^О. „

При плоском напряженном состоянии, согласно последней фор
муле (1.7), точки плоскостей г=сопз1 получают линейные относи
тельно х и у  перемещения вдоль оси г. Следовательно, система па
раллельных плоскостей г= соп з1= а переходит при плоском на
пряженном состоянии в систему наклоненных к оси г плоскостей 
г = а - г (А х+ В у+ С ) а . (В рамках линеаризованной теории в выра
жении малой величины А г= 2—ос координаты точек среды х, у, г 
можно взять в начальном состоянии, так как добавки, обусловлен
ные перемещениями и ,  V, скаж утся  только в малых второго поряд
ка , которые следует отбросить в развиваемой линейной теории.)

Н а основании изложенного ясно, что реализовать на практике 
плоское напряженное состояние можно в достаточно искусственных



условиях, однако аналогичные соотношения имеют место в сл учае 
обобщенного плоского напряженного состояния, которое имеет 
большое практическое значение.

Рассмотрим тонкую плоскую пластину 
Обобщенное плоское на- толщиной 2Н (рис. 163). Обозначим через й 
пряженное состояние „ 4 '  гн характерный продольный размер пластины;
по предположению /г/с/<<с 1. Плоскость ху совместим со средин
ной плоскостью пластины. Предположим, что пластина н агруж ен а 
внешними силами (в том числе и массовыми), параллельными 
срединной плоскости и симметричными относительно плоскости ху. 
Далее предположим, что от
сутствуют внешние усилия 
на торцовых поверхностях, 
т. е.
р33(Х’ У- ±Щ =

= р 13(х, У , ± Ь ) =
= р м (х, у, ± к) =  0 (1.22)

и, в частности,
дрзз(х, У, ± Ь) ___ 

дх
д р з з  (х, У, ±Ь) _ п

ду

Рис. 163. К понятию обобщенного плос
кого напряженного состояния. Р астяж е 
ние и сжатие пластины силами, парал

лельными ее срединной плоскости.

Так как , кроме того, компонента объемной силы, по предпо
ложению, равна нулю, то из уравнения равновесия в проекции 
на ось г получим

д р з з  (X, у, г)
дг г = ±к =  0 .

Таким образом, на торцовых поверхностях пластины компонента 
р зз не только сама обращается в нуль, но обращаются в н уль и ее 
производные. Поэтому для тонкой пластины компонента р 33 я в л я 
ется малой и в качестве приближения дальше положим р 33= 0  всю ду 
внутри пластины.

Д ва других уравнения равновесия

дри  I др12 1 дргз I г  п др-12 . др22• ^ = 0 , дРгз 4 - ^  =  0дх ■ ду ' дг 1 х ' дх 1 ду дг 

осредним по толщине пластины. С учетом равенств (1 .22) и
и

1 С др1Я 1
2.Н 3 д г  2Л ^ 13 (Х' У' 2)

-  Л

2Ъ §~дГ^г ~ 2 к Р23(Х' У' ^

-Л =  0 ,

-и =  0



получим

^ + ^ + г ; - о ,  * £ + Щ . + г , = о, (1.23)
г д е

Н Л

р‘! = к  I  Ри йг' Г ‘ =  к  1  р 1йгл (■1 ■124>
-А -<Л

Т ак  как  р33 =  0, закон Г ука  имеет вид (1.20). Переходив нем 
к  средним значениям, получим

Р п  =  Я* (еи  -р 622) - г  2 |.18и ,
Р*2 =  Я* (вп +  е*3) +  2и8;2, (1.25)
Р^2 =  2)Л6*2,

г д е
* _ д и *  » _ды* ,  _  1 (ди* дv*

811 ’ 8-22 ду ’ 812 2 \ ду дх )  ’
к

8з‘з =  ^   ̂ [йу (дс, у, й )-а»(л г , у, — К)}, (1.26)'2Л ,] дг 2й 
-  ь

н н

ы* = г Л ^ 2’ ^ = % 1 х>йг'-И
Компоненты р*ц, и*,  V*, е*;- зависят только от координат х, у .

Рассмотренное напряженное состояние, реализующееся в тон- 
ких 'пластинах, работающих без изгиба, определяют как  обобщен
ное плоское напряженное состояние х). В силу линейности уравнений 
и граничных условий все соответствующие соотношения для пло
ского напряженного состояния сохраняют свой вид для осредненных 
компонент в случае обобщенного плоского напряженного состоя
ния. В дальнейшем не будем писать символы осреднения, имея в 
виду, что все результаты теории плоского напряженного состояния 
имеют место и для обобщенного плоского напряженного состояния.
Ф ункция напряжений Эри В неоднородных уравнениях равновесия

внешние массовые силы можно исключить, 
рассмотрев одно частное решение этих уравнений. Поэтому при 
решении плоских задач теории упругости будем исходить из си
стемы однородных уравнений равновесия

д р и __д р ^ _________  др12 /1 97\
~  дх ~~ ду ' ~ д Ц - Ж -  { 4

Эти уравнения показывают, что выражения
р12йх ---Рцйу , р 2̂ Х—р12с1у

х) Подобное напряженное состояние пластины называют также безмоментным.



являются полными дифференциалами некоторых функций А (х, у) 
и В (х ,у )  соответственно. Таким образом, уравнения равновесия 
<1.27) приводят к существованию таких двух функций А ( х ,у )  и 
В (х, у), что

_  дА _ д В
р11 ~  ду ' Ргг ~  дх И р1г ~ д х ~  д у '

Аналогично на основании последнего ра- 0 
венства можно сделать вывод о существо- 5 
вании такой функции II(х, у), которая 
подчиняется условиям

ди
дх = В , д̂ - А .ду

Следовательно, можно ввести такую  функ
цию U (х, у), что компоненты тензора на
пряжений pu, р 22 и p i2 в плоской задаче 
представятся через нее следующим обра
зом:

д-U д2и  д*и
Р п  —  д у 2 > Р 2 2  д хг  > Р 12 — (1.28)

Рис. 164. Выбор положи
тельных направлений 
нормали п к кон туру С 
поперечного сечения ци
линдрического тела и об

хода С.
дх ду'

Ф ункция и  (х, у) называется функцией напряжений Эри. Л ю бая 
функция Эри 0  (х, у) определяет, согласно (1.28), распределение 
напряжений, удовлетворяющее уравнениям равновесия (1 .2 7 ). 
Очевидно, что для данного распределения напряжений ф ункция 
Эри определяется только с точностью до несущественной произволь
ной аддитивной линейной функции от х и у. Формулы (1 .28) я в 
ляются следствием только универсальных уравнений равновесия, 
и поэтому они верны в случае плоских задач (1.2) в сплошных средах  
с произвольными свойствами (упругой, пластической и др .).

Нетрудно видеть, что граничные условия в напряжениях в ы р а 
жаются в виде условий на функцию Эри такж е независимо от 
свойств материала. Если поперечное сечение тела ограничено кон 
туром С, вдоль которого отсчитывается д уга  я (рис. 164), то гран и ч
ные условия в напряжениях на С можно, очевидно, переписать в 
виде
Р1 =  Р\ ($) =  Рп соэ (п, х) +  рп  соэ (я , у) = *

дЮ йу , дЮ <1х (I ( д и \
< 1в \ д у)' (1 .2 9 )д у2 &  дх ду ёэ

р2 =  Ра (§) =  Р12 СОЭ (п, X) +  р 22 СОЭ (И, у) =
дЮ <1у д2Ц (1х _  сI (д 1 1 \  

дх д у  с1э дх2 <1& й з \ д х ] ’

Покажем теперь, что функция Эри является однозначной ф унк
цией, если контур С ограничивает односвязную область и если сис
тема внешних поверхностных сил статически эквивалентна нулю . 
Действительно, если главный вектор внешних поверхностных сил



равен нулю, то, очевидно,

с с

так  к ак  эти интегралы представляют собой проекции на оси х и у  
главного вектора сил напряжений, действующих на участок боко
вой поверхности единичной высоты. Отсюда с помощью (1.29) не
посредственно вытекает, что производные функции Эри дШдх и 
дШ ду при обходе контура сохраняют свои значения.

Используем такж е условие равенства нулю главного момента 
внешних поверхностных сил относительно оси г. Будем иметь

Отсюда, так  как  контур С замкнутый, а дШду и дШдх однозначны, 
вытекает, что функция Эри II при обходе контура С сохраняет 
свое значение.

Аналогичные результаты можно получить для случая много
связных областей, когда граница тела состоит из нескольких зам
кнутых контуров. Д ля многосвязных областей очевидно, что при 
равновесии имеется однозначность функции V {х, у) при соответ
ствующем обходе один раз всех контуров и, вообще говоря, не обя
зательна однозначность при обходе отдельных контуров.

д л я  компонент тензора напряжений через функцию Эри в урав
нение совместности (1 .12), получим

Бигармоническое уравне
ние и граничные условия 
для функций Эри

Установим теперь уравнение, которому 
должна удовлетворять функция Эри для 
упругих материалов, подчиняющихся зако
ну Г ука . Подставляя выражения (1.28)

Таким образом, функция Эри удовлетворяет уравнению

АА1/—0. (1.30>

Уравнение (1.30) называется бигармоническим. Таким образом,, 
проблема интегрирования в плоской задаче теории упругости сво
дится к  интегрированию бигармонического уравнения (1.30) при



соответствующих граничных условиях и условиях однозначности 
для функции Эри 11 (х, у).

Если на боковой поверхности заданы р п, то с помощью (1 .29) 
легко получаются граничные условия, которым должна удовлет
ворять функция Эри II (х , у) на контуре С. Действительно, из-
(1.29) в результате интегрирования вдоль С определяются произ
водные функции Эри по координатам х  и у  в любой точке С

где в — длина дуги С, отсчитываемая от некоторой произвольной 
точки О, (дШдх)о и (ди/ду)0— значения производных в точке 
О, Х(5) и /  (5) — компоненты главного вектора поверхностных си л , 
действующих на участок боковой поверхности тела, опирающийся 
на дугу контура С от О до в и имеющий единичный размер вдоль оси г . 
В дальнейшем будем называть X  (б) и ¥ (з) компонентами сил, дей 
ствующих на участке контура С от О до 5.

Зная производные дШдх и дШ ду в каждой точке С, можно вы 
числить производные II по касательной и нормали к С

<111 _д£/ с1х .6 1 1  йу й и __ д 1! <1х . 0 1 1  <1у
^  дх ¡¡б''' ду (¡э’ <1п дх с1п ду йп'

и с помощью интегрирования можно определить значения самой: 
функции Эри в любой точке контура С

5

=  + § [Х (5 )с 1у -У (з )< 1х ] , (1 .3 2  >
о

где х0, у 0 и Хц, Уц — значения координат х, у , соответствующие 
точке О и любой точке в на контуре С. К ак и следовало о ж и 
дать, напряжения р п, приложенные на контуре С, определяют 
значения функции Эри на С только с точностью до несущ ествен
ной для распределения напряжений аддитивной линейной ф унк
ции от х  и у. Если контур С ограничивает односвязную область, 
то коэффициенты этой линейной функции на единственном кон 
туре С можно положить равными нулю. Если область, д л я  
которой ставится плоская задача, многосвязна, то эти коэффи
циенты можно считать равными нулю только на одном из ко н ту



ров Ск, а для других контуров их следует определять из усло
вий однозначности перемещений1).

Таким образом, если на контуре С заданы векторы напряже
ний р п, то решение плоской задачи может быть сведено к нахож
дению бигармонической функции V (х, у) в области, ограничен
ной С, по заданным на контуре С значениям самой этой функции 
и ее производной по нормали к контуру С.

' Дадим физическое истолкование функции 
фуИн3кИцГэриИСТ0ЛК0ВаНИе ЭРИ- Д ля этого преобразуем интеграл,

входящий в (1.32), следующим образом:
5 в

Iх  (5) йу— У (э) йх\ =  ^  [X  (з )с 1 (у -у !) ~ У  (5)й (х— х,)] =
о о

в
=  [Х  (5) (у—у 5) — У (5) ( х — Х*)]5 — ̂  [{у— у 5)й Х  (в) — (х — Х^йУф ],

о

но йХ (з) — р1 йз, йУ  (5) =  р2 йз, а X (0) =  У  (0) =  0. Поэтому из
(1 .32) получим

и  (з ) ~ и  ( 0 ) -  ^ д{х- х 0) - ^ ) д( у - у 0) =

=  — £ [Р?(У— У*)~ Р" (х—*,)]
о

т . е. значение функции Эри в произвольной точке в контура С 
с точностью до аддитивной линейной функции от х и у пред
ставляет собой главный момент внешних поверхностных сил, 
приложенных к участку контура С между некоторой начальной 
точкой О и рассматриваемой точкой я, вычисленный относитель
но этой последней точки.
Теорема Мориса Леви Из постановки задачи об определении рас

пределения напряжении при заданных на
гр узках  на границе поперечного сечения тела, когда функция 
Эри вполне определяется этими условиями (это имеет место, 
например, в том случае, когда область, ограниченная контуром 
С, односвязна), следует, что в рамках линейной теории упру
гости распределение напряжений не зависит от свойств материа
ла, т. е. от значений модуля Юнга и коэффициента Пуассона.

Указанное важное свойство решений плоской задачи теории 
упругости составляет содержание теоремы М. Леви. Пользуясь 
этим, можно заменять изучение напряжений, например, в метал
лических деталях изучением напряжений в моделях, изготовлен
ных из прозрачных изотропных материалов, оптически чувстви
тельных к возникающим в них деформациям. На этом основаны

4) См. ниже, стр. 493 и 495.



экспериментальные оптические методы исследования упругих тел . 
Очевидно, что соответствующие перемещения существенным обра
зом зависят от характеристик упругих свойств материала. 
ф г Остановимся теперь на представлении ре

му а урса шения плоских задач теории упругости
•с помощью функций комплексного переменного. Введем комплекс
ные переменные г  =  х +  й/, г — х — 1у. При переходе от х, у  к  
комплексным переменным г и г  бигармоническое уравнение (1 .30) 
«преобразуется к  виду

ДД£/= 1 6 - ^ =  =  0 . (1 .33)
дг2 дг2

Следовательно, общее решение бигармонического уравнения 
можно представить в виде

и  (г, г) =  гф1 (г) +  гф2 ( г ) + % 1  (г) + % 2(г)- (1-34)

Д л я  класса вещественных функций и  (х, у) необходимо положить

ф2 (г) =  ф1(2), Х2 (г) =  Хх(г),

где ф ^г), х Л 2) — функции, сопряженные с_ф ^г) и х Л 2). т - е - 
получающиеся из них путем замены г на г и всех входящих в 
них постоянных комплексных коэффициентов на сопряженные 
с  ними величины.

Опуская индекс 1, запишем вещественное решение бигармо
нического уравнения в форме Гурса

V  {х, «/) =  у[2ф (2) +  2ф7 г) +  х(2) +  х~(2)]. (1-35)

Проблема отыскания функции Эри и решение соответствую 
щей плоской задачи сводятся к определению двух функций 
комплексного переменного ф(г) и %(г), регулярных в облас
ти £2), занятой упругим телом, и удовлетворяющих определен
ным граничным условиям.
Выражения компонент Для получения формул, выражающих ком- 
тензора напряжений и поненты тензора напряжении через функ- 
вектора перемещений че- ции ср (г) И %(г), заметим, что 
рез функции комплексного дц1 д ц  д ц  д и  ,  д и  д и  л

™ | > ~ « ж “ т г + 1 Г ’ Ж - Ч ' э г — й - )  •

и воспользуемся следующими распространенными в теории уп р у 
гости обозначениями:

<р'(г ) = 1 г = ф (2)> х '( 2 ) = § - = ^ : ( 2 )



)■
И

3C"(z) =  i|î' ( z) =  'f (z)-

Из (1.35) с помощью (1.28) непосредственно получим

Р п =■4 { - ~гФ'( г) - г Ф 7̂ )  +  2 [Ф (Z) +  Ф & ] - V  (z) - ¥ ( ? ) ! ,  

ри =  1  \1Ф' (г) +  z W JÏ)  +  2 [Ф (г) +  Ф ф ] +  ¥  (z) +  Ÿ(F)}, (1.36)

Р »  =  - 4  &ф ' ^  (г)- 4 Â Ï ) }  •

Отсюда легко получить выражения для следующих комбинаций 
P u .  Р22 и /?„:

P u  +  Р 22 =  2 [Ф (2) +  Ф (г)]= 4R e Ф (z )= 4 Re ф' (г ) ,

Р22 — P u  +  2i'p12 =  2 [гФ 1 (г) +  ¥ (z)].

Эти формулы потребуются в дальнейшем.
Закон Г ука  для случая плоской деформации представим в виде, 

разрешенном относительно компонент тензора деформаций,

о 'Я.-{-2|д. ~ Х +  2|л 0
2(леп  2-(Я,+ ц) Р  ^ 22’ [2ц е 22 =  2 (X-j^ ц) Р  P ï i ’ 2[А612 =  р 12,

где Р =  Рц +  Р22* Отсюда, вводя компоненты вектора перемещений 
и функцию Эри, получим

Так как  р =  А1У, а ДЛ£/ =  0, то р — гармоническая функция.. 
Пусть <7— сопряженная с ней гармоническая функция. Л егка 
видеть (см. (1.37)), что

/ (г) =  Р +  ̂  = 4 ф '(2)>

где функция ф(г) определена формулой Гурса (1.35). Обозначая

Qit ии   ̂ и и
^ â c  =  2(À.+ (i) Р ~  дх* ’

Лг. 1_1_9и Я2 J I

ди__  К +  2\1 дЮ

(1.38)

Ф (z) =  P +  iQ,

можно записать

(1.39)



Поэтому два первых соотношения (1.38) можно переписать в виде 
0 ди д*1/ . 2 (Х + 2 ц ) дР  
Л^ д х ~  д х * -  Я + ц  дх ’

0 ду д Ю 2 (А, +  2ц ) д (3 
ду  — ду2 +  Х +  ц ду ‘

После интегрирования получим

V —

где /^г/) и /2 (х) — произвольные функции. Подставляя (1 .40) 
в  последнее соотношение (1.38) и принимая во внимание, что

Е .Л .Ш . - о
ду дх '

получим
К (у) + ГЛх)=*о.

Отсюда следует, что ¡ 1 =  уу^г « .  /г =  — ?*-1 Р> гДе а > Р> V 
постоянные. Очевидно, что функции у ) и /2(х) соответствуют 
перемещениям тела как абсолютно твердого и поэтому в дальней
шем могут быть отброшены.

Составим из (1-40) комплексную комбинацию

2 ,  („  +  („) =  <р » -  ( % г  +  / - | - )  • (1 41)

На основании формулы Гурса (1.35) верно равенство

4 ^ +  1 ™ = 2 ™ 1 ^  =  <р(г) +  ^ Т г) +  Ш -  ( I - 42 )
дх ду дг

Поэтому равенству (1.41) можно придать форму

2ц (и -[ м) =  Лф (г )— 2<р' ( г )— г|)(г), (1-43)
где

Л = г Р ^  =  3 — 4<х.

В случае плоского напряженного состояния в выражении д л я  
Л  надо заменить % на Я* (в этом случае Л =  (3 — о)/(1 +<т)) и и ,  V 
наш1 и со2. Формулы (1.37) и (1.43) были получены Г. В. Колосовым.

Как указы валось выше (см. стр. 489), 
Условия для определения формулы, выражающие перемещения через 
постоянных интегрирова- функцию Эри, в частности необходимы 
« и я  в граничных услови- в  том слу чае> когда область, занятая уп р у - 
ях  для функции р телом, многосвязна. В  граничные у с л о 
вия для и  и (Ш/с1п на каждом из контуров Ск, ограничивающих 
поперечное сечение цилиндрического тела, входят три произволь
ные постоянные, причем только на одном из контуров Ск, н а



пример внешнем по отношению ко всем другим контурам Ск, 
контуре С (рис. 165), они могут быть выбраны произвольно. На 
остальных контурах их можно определять так , чтобы перемеще

ния и и у (1.40) были однозначными функ
циями х н у ,  т. е. так , чтобы при обходе 
любого из внутренних контуров Ск функции 

2 ( Я-4-2ц) р  дЦ 2 (Я.+  2ц) „  д и  
А.+Ц дх Я +  Ц ду

возвращались к своим первоначальным зна
чениям.

При обходе по некоторому контуру Ск в  
указанном на рис. 165 направлении производ
ные ди/ду и — ди/дх (см. (1.31)) получают 
приращения, равные Х к и Ук— суммам про

екций внешних сил, приложенных к границе этого контура, на 
оси х н у  соответственно. Следовательно, функции

(см. (1.39)) при обходе контура С должны получать такие ж е 
приращения, к ак  ди/дх  и — ди/ду , т. е. должны выполняться 
условия

- Й н о ! « » " ! ' - / ’ * ' ) - 1'*.
Я +  2ц л < л \ V О -4 4 )

2 (Х+£) 1 (Р<1у +  дйх) =  Х к.

Кроме того, с помощью (1.40) легко установить кинематиче
ский смысл гармонической функции <7, сопряженной с р — ри -\- р22, 
которая, очевидно, определяется формулой

о

Действительно, согласно (1.40) имеем

ю =  - ( п Л ® )  = - (  д$  д Р \ - 1 ^ + 2ц
2 '* 2  \ дх д у )  ц (Я  +  ц) \ дх ду )  2 ц ( Я  +  |х)^’

т. е. функция <7 с точностью до постоянного множителя пред
ставляет собой малый угол поворота главных осей тензора де-: 
формаций элемента деформирующейся среды.

Рис. 165. Многосвяз
ная область попереч
ного сечения цилинд

рического тела.



В случае однозначных перемещений должны вь/полняться р а 
венства

к
Равенства (1.44) и (1.44') представляют собой условия для опре

деления постоянных интегрирования в граничных условиях для и  
и йи/йп на внутренних контурах Ск. Функция и  и ее производные 
при этом, в противоположность случаю односвязной области, з ан я 
той упругим телом, уж е не являю тся, вообще говоря, однозначными.

Если на границе поперечного сечения тел а  
Граничные Умовия ” задано распределение компонент р1, р1, 
задач" д Г  определения то С помощью (1.31) легко получить гр а- 
Функций комплексного ничное условие для (ди¡ох) + 1 (ои/оу) на 
переменного этой границе. Действительно, из (1 .31)
на контуре Ск в этом случае имеем

^  +  ‘ ^ Г  —  П ‘ > +  «  <*> +  - , .

где 5 — длина дуги контура, отсчитываемая от некоторой точки О, 
а X (б) и У (в) — компоненты сил, действующих на участке Ск о т  
О до в, т к— вообще комплексная постоянная, которую можно счи
тать равной нулю, если область, занятая упругим телом, односвяз
на; постоянные т к для многосвязных областей на всех контурах , 
кроме одного, на котором постоянная может быть выбрана произ
вольно, определяются при решении задачи.

Отсюда с помощью (1.42) получаем следующее граничное усло
вие на контуре С* для функций ф(г) и х (г) комплексного перемен
ного г: ___  ___

Ф (г) +  2ф' (г) + / ' (г) =  — У {з) +  1Х (з) +  т к. ( 1 ,4Б>

В случае задания в плоскости ху на границе поперечного се
чения тела перемещений

и — Ч0 (в), 1 '= и 0 (5)

краевые условия для функций комплексного переменного ф(г) и 
%(г) согласно (1.43) (так как 2^ =  £ /(1+ о)) примут вид

Л ф ( г ) — гф' (г ) — % '  (г) =  - р ^ Г [ м ® (5) +  1ио(я)]- )

Итак, решение основных плоских задач теории упругости свелось 
к определению двух  функций комплексного переменного ф(г) и 
Х(г) при двух типах краевых условий (1.45) или (1.45') 1).

А) Заметим, что при заданном напряженном состоянии или заданных переме
щениях функции ср (г) и у. (г) согласно (1.36) и (1.43) имеют некоторый произвол, 
который можно устранять в различных краевых задачах разными путями, напри
мер с помощью фиксирования значений самих функций или их мнимых частей в 
определенных точках.



Первая краевая задача имеет место, когда на границе тела за-
граничные Условия Для Ф(г) и х(г) определены 

/1 лс 1\ ® Рая краевая задача имеет место при граничном 
условии (1 .4 5 ) (на границе тела заданы перемещения). Смешан
ная задача имеет место в том случае, когда на некоторой части 
границы имеется граничное условие ( 1 .45), а на остальной ча
сти границы — условие ( 1 .45 ').
Переход к криволинейным Иногда для решения этих краевых задач 
координатам, связанным теории функций комплексного переменного
с конформным отображе- постанггрнныу пиа  - »’нием п о д а в л е н н ы х  д л я  н еко то р о й  и звестн о й

области 3 ), ограниченной контуром С 
в  плоскости г =  х + 1 у ,  удобно пользоваться заменой переменных 
связанной с конформным отображением £ =  /(,?) области на 
некоторую простую вспомогательную область £>' в плоскости 
ь ё +  »тЬ И получать решение в параметрической форме с по
мощью переменной £. т  у

Если область ограничена одним замкнутым контуром С 
то в качестве области можно выбирать внутренность или 
внешность кр уга  единичного радиуса и проводить решение крае
вой задачи, сформулированной для новой переменной £, в поляр
ной системе координат, а для переменной г — в криволинейной 
ортогональной системе координат, в координатные линии которой 
переходят координатные линии полярной системы координат 
в плоскости £ при рассматриваемом конформном отображении.

ь  связи с этим посмотрим, как  преобразуются компоненты тен
зора напряж енней  вектора перемещений в плоскости г при пере
ходе от декартовой системы координат х и у  к указанной криволиней- 
нои системе координат; установим вид зависимости компонент тен
зора напряжений и вектора перемещений в этой криволинейной 
системе координат от вспомогательной комплексной переменной г 
и сформулируем граничные условия, которым должны удовлетво
рять искомые функции комплексного переменного <р(г) и у (г) в 
плоскости £ на единичном круге, соответствующем границе С в 
плоскости г.

Заметим, что применение конформных отображений £=£+/т] = 
/(г)> г и (0  в плоской задаче теории упругости отличается по 

своему смыслу и результатам от применения конформных отобра
жении в плоской задаче гидродинамики. Это связано с тем, что, 
в противоположность гармоническим функциям, бигармонич’еские 
функции и ( х ,у )  в результате конформного преобразования, т. е. 
после замены х  и г/ на £ и т], в общем случае перестают удовлетворять 
бигармоническому уравнению в переменных £, л . Однако формула 
*урса (1 .о5) позволяет просто определять вид функций, в которые 
переходят бигармонические функции в плоскости г после конформ
ного преобразования г= к(£ ),

л ) = ^ ) Ф ( £ ) + х ( а ^ ) + х й ) + х ( Г ) .



где через <р(£) и %(£) вновь обозначены аналитические функции 
<p(z) и %(z), соответственно, после замены в них переменной 2 на 
£ согласно конформному отображению г =  х(£). Очевидно, что 
функцию U  (£, г]) нельзя рассматривать как соответствующую 
функцию напряжений Эри для области ¿¡D' в плоскости £, в ко
торую в результате конформного преобразования переходит об
ласть В ПЛОСКОСТИ Z.

Рассмотрим теперь подробно случай, когда конформное соот
ветствие области S> в плоскости г  и внешности или внутренности 
единичного круга &>' в плоскости £ однозначно установлено 
с помощью функции комплексного переменного

z =  x(£), z =  x + iy ,  £, =  1 +  Щ.
Начало координат О выберем в центре круга. Если ££)—одно
связная конечная область, ограниченная замкнутым контуром С 
в плоскости г ,  то удобнее производить конформное отображение 
на внутренность единичного круга в плоскости £ и считать, что 
некоторая внутренняя точка, выбранная за начало координат 
z =  0, соответствует точке £ =  0. Кривые р(х , у ) =  const в пло
скости 2 , соответствующие окружностям р =  const в плоскости £, 
будут замкнутыми линиями, окружающими точку 2 =  0. Кривые 
0 (х, у) =  const в плоскости z— образы лучей 0 =  const в плоско
сти £—будут все выходить из точки 2 =  0  и кончаться на С. 
Контур С будет соответствовать окружности Г (р = 1 ). Если ¿2) — 
бесконечная область, границей которой является один замкнутый 
контур С, то отображение можно производить на внешность 
единичного круга в плоскости £, считая, что точки 2 =  оо и 
£=оо соответствуют друг другу. Линии р(х , у )  =  const будут 
охватывать контур С, а линии 0 (x, у )  =  const—начинаться на 
С и уходить в бесконечность.

Через каждую точку А области S ) в плоскости г проходят 
две ортогональные линии

р/х, у )  = const и G (л:, у )  =  const;

примем их за координатные линии 0 (х, у)  и р (х, у )  соответст
венно. Направления вдоль координатных линий р (лг, у ) и 0 (x , у )  
будем отсчитывать в сторону роста р (х, у )  и 0 (х, у )  соответст
венно (рис. 166). Введем в плоскости 2 векторы базиса = dr/dp 
и эг — дг/дВ. Очевидно, что направления единичных векторов i, j  
декартовой системы координат х и у  совпадут с направлениями 
3 j и э ,  в некоторой точке А (2 =  х(£) =  х(ре10)), если их повер
нуть на угол а , который составляет вектор базиса э у с осью х 
в рассматриваемой точке А.

Подсчитаем коэффициент е ‘а , на который следует умножить 
комплексное число, заданное в плоскости 2 , для того чтобы по
лучить соответствующее комплексное число в комплексной плос
кости, определяемой векторами и э 2, рассматриваемыми в д ан 



ной точке А. Рассмотрим отрезок с!г вдоль координатной линии 
р (л:, у)  в плоскости г .  Очевидно, что

¿2 ■*' (£), ¡a .
\dz I K (Q I K I  •

Но отрезок который соответствует в плоскости £ отрезку dz,

Рис. 166. Конформное отображение и криволинейная система координат
р (х, у) и О (х, у).

лежит вдоль луча 0 =  const, поэтому
dj  £

ICI '
Отсюда для величины а  имеем

„21а  _  W  _  у/ (D х ' (£) £* S2 х ' ( 0
1* 1* х '(Е )х '(0 К Р х' ( 0

(1.46)

Физические компоненты Обозначим через р р, р в, р рв физические 
вектора ""перемещений компоненты тензора напряжений в орто- 
в криволинейной систем е гонэльнои криволинсинои СИСТ0М0 коор- 
координат ди н ат р, 0 в плоскости  Z.

На основании формул преобразования 
компонент тензора при переходе от декартовой системы коорди
нат х, у  к декартовой системе координат, повернутой в каждой 
точке А плоскости z относительно х, у  на угол а  (х, у) ,  получим

Рр =  р п  cos2 а  -+- р 22 sin2 а  +  2p l2 cos а  sin ос,
Рв =  Р 22 cos2 а  +  Р п  s >n2 а  —  %Pi2 co s  а  s ¡n а >

Ррв =  (Р22 — Рп)  sin a c o s a  +  р 12 cos2а.
Отсюда непосредственно можно вычислить следующие комби

нации физических компонент тензора напряжений в рассматри
ваемой криволинейной системе координат:

Pp-f- Р в ~  Рп +  Р22’
Р в ~ Р р  +  2фрв = e 2ia (Р2 2—Р11 + 2 i p lt).

(1.47)

(1.48)



Обозначим через ыр, и в физические компоненты вектора пере
мещений в криволинейной системе координат р (лг, у ) ,  %{х, у). 
Очевидно, что формулы преобразования от и, »  к « р, ы0 имеют 
вид

Mp =  u co sa- f-ü s in a , ы0 =  —  и  sin а-(-у cos а .

Эти формулы удобно представить в виде
up +  i u e =  e~ia (u +  iv). (1-49)

Получим выражения для комбинаций (1.48) и (1.49) физических 
компонент тензора напряжений и вектора перемещений в системе 
координат р (х, у )  и 0(х, у )  через комплексное переменное £. Для 
этого во всех функциях комплексного переменного г проведем за
мену переменной z=x(£) и сохраним для краткости прежние обоз
начения для новых функций

Ф (г) =  Ф (х (0 ) =  Ф (С), г|> (г) =  г|> (х (С)) =  Ч»(С). 
ф (г) =  ф (х (£)) =  Ф (£), ¥ (z) =  Y  (х (£)) =  Y  (С).

При этом, очевидно, должно быть

7 § = ф ®> *’, < * > - £ § - = ч , ( 0 -

С помощью (1.48) и (1.37) легко получим
Рр +  ре = 2 [Ф ( 0 -t-Ф(£)] =  4 R eФ (£),

Рв- Рр+ 2  iPpe =  -Цг [ЙЁ) Ф' (£)+*' (0 ̂  (01- 0 Щ
Аналогично (1.49) с помощью (1.43) приведется к виду

( Ь 5 , )
Граничные условия для Граничное условие ( 1 .4 5 )  в плоскости z 
функций комплексного на К0 НТуре С сводится к следующему гра-
Г , Т Г Г Л е” о" »»чному условию на контуре Г -о к р у ж -
ro j  ности р = 1  в плоскости с,:

9 ( Ç ) + 4 § f Î 4 Ç ) + W ) = ^ ( v ) .  с1-52)
х (£)

где у —дуга вдоль Г, а функция Н (у) определяется в результате 
перехода к криволинейным координатам и замены переменной 
z =  x(£) в правой части (1.45) и может считаться известной, 
если на контуре С заданы внешние поверхностные силы.

Аналогично граничное условие (1.45') в перемещениях на 
контуре С сводится к следующему граничному условию на Г:

Л ф (С ) -4 = - Ф 7Ш - ’М 0 = с (т)’ ( L53>
х  (6;



где в  (у) определяется в результате перехода к криволинейным коор
динатам и замены переменной г=и(£) в правой части (1.45') и может 
считаться известной.

Таким образом, поставленные выше основные краевые задачи
об определении аналогичных функций <р(г) и %(г) свелись к зада
чам об определении функций ф(г)=ф((;), %' (г)=\|з(г)=г)з(£) и 
г = к  (£) во вспомогательной плоскости комплексного переменного £.

Из решения различных задач и из опытов известно, что наличие 
резких изменений формы поверхности тела может приводить к зна
чительным местным напряжениям, быстро затухающим по мере 
удаления от границы тела. Определение местных напряжений вбли
зи резких изменений формы поверхности тела или вблизи мест 
действия резко изменяющихся по координатам внешних сил состав
ляет содержание проблемы концентрации напряжений. 
Всестороннее растяжение Рассмотрим упругую неограниченную пло- 
плоскости с круговы м  вы- скую пластину, всесторонне растягиваемую 
Резом постоянными напряжениями р 0 на беско
нечности. В этом случае в пластине имеет место обобщенное 
плоское напряженное состояние с равномерным распределением 
напряжений в плоскости ху,  совпадающей со срединной плос
костью пластины,

Р п ~ Р 2 2 = Р о > /?12 =  0 > РзЗ ~ ^  

или в цилиндрической системе координат р, 0 , г
Рр =  Ро =  Р <>1 Р Ро = 0, р2г =  0.

Проведем окружность радиуса а  с центром в начале координат и 
удалим мысленно внутренность круга. Действие мысленно отбро
шенной части заменим поверхностными силами, приложенными 
по контуру окружности:

Предположим теперь, что внешние напряжения на контуре ок
ружности-выреза медленно (квазистатически) убывают до нуля. 
В этом случае в пластине произойдет перераспределение напряже
ний. Определим распределение напряжений в неограниченной рав
номерно растягиваемой напряжениями уз0=сопз1 на бесконечности 
плоской пластине с круговым вырезом радиуса а, на границе ко
торого отсутствуют внешние силы.

Бигармоническое уравнение для определения функции Эри в 
полярных координатах имеет вид

§ 2 . Концентрация напряжений

/?р = Ро. Рро =  0 при р = а.



Формулы (1.28), выражающие компоненты тензора напряжений 
через функцию Эри и  в полярной системе координат, имеют вид

_  1 д и  д  Р  >ди  \
Рр~~р др "*■ р2 аеа ’ Рв ~  др2 ’ Рре — др \ р дв )  '

Очевидно, что напряженное состояние всесторонне растягиваемой 
пластины с круговым отверстием не зависит от угла 0. Общий 
интеграл и  (р) бигармонического уравнения, которое в этом слу
чае сводится к уравнению

имеет вид
U =  A lnp  +  Bp2 In p +  Cp2 +  D,

где А, В, С, D — произвольные постоянные. Пользуясь этой фор
мулой, получим

Рр =  -̂ 2 4* 2 5  In р +  В  -f-2С,

Рв — — ̂ 2" +  2Б In р +  ЗВ +  2С,

РРо =  0-

Из граничных условий на контуре кругового отверстия и 
в бесконечности

рр =  0 при р =  а  и рр =  р0 при р= оо
найдем, что

Л =  -  Риа\ В =  О, 2С =  р а.

Поэтому решение рассматриваемой задачи в напряжениях пред
ставится формулами

Pp =  P o (l — ,

Р е  =  Р о ( 1 +  - ^ )  ,

РР0 =  О.
Р г г  =  ° -

На рис. 167 построены эпюры напряжений рр, ре вдоль луча 
0 =  const.

Характерно, что компонента напряжения р0 возрастает при 
подходе к границе кругового выреза, причем максимальное зна
чение ре достигается на границе вырезанной окружности

Ре шах = 2р0 =  2 (ро)оо при Р =  а.
Так как ррв =  0, компоненты р0, рр и р гг  являются главными 
компонентами тензора напряжений. При р — a  Pq ~>Pp =  PZz =  ^



и наибольшее касательное напряжение т в каждой точке выреза 
определяется формулой (см. § 4 гл. X) /

Р &~ Р г г
Т— 2 —Ро-

При а  <  р <  оо ре > Рр > Рхг — 0» Рв <  2р0 и
Рв Ргг 

Т = ----< р  о-

Наконец, в бесконечности Рв =  р р = р 0, р гг — 0 и
Р(, —  Р22 р а 

2 2

Таким образом, максимальное касательное напряжение ттах= р0 
достигается в точках границы вырезанной окружности на беско

нечном числе площадок, касаю
щихся кругового конуса с вер
шиной в рассматриваемой точке 
контура выреза с углом раст
вора 90° и осью 0.

Выше дано полное решение 
задачи в напряжениях для 
обобщенного плоского напря
женного состояния; в случае 
плоского деформированного со
стояния решение в напряже
ниях для р р, р 0 и /?р0 будет тем 
же самым, однако ргг будет от
лично от нуля. При этом на 
контуре выреза, так как для 
обычных материалов 0 <  ст < 
< ( 1/2 ), будет верно неравенство

Рис. 167. Эпюры напряжений рр, р& 
вдоль 0 = сопз1 в неограниченной все
сторонне растягиваемой плоской плас

тине с круговы м  вырезом р =  а.

Р е> Р гг> Р р  =  0 (см. (1.17)). Поэтому на границе выреза наи
большее касательное напряжение будет в этом случае равно

т = Рв Р р
■Р о-

В бесконечности р 0 =  р р — р0 > р гг и
Ро (1 - 2 а )т =

Таким образом, максимальное касательное напряжение р хтт=  
= р 0 достигается в этом случае также в точках границы выреза, 
но на площадках, проходящих через ось г  и наклоненных к радиу
су под углом ±45°.

Найденные выше решения двух задач теории упругости в на
пряжениях хорошо подтверждаются экспериментально, пока в



пластине не возникают пластические деформации. Предположим, 
что пластические деформации возникают при достижении макси* 
мальным касательным напряжением своего предельного значения 
k — предела текучести при сдвиге, т. е. при

В данном случае ттах =  р„ достигается на контуре окружности- 
выреза. Следовательно, если р 0 <  k, то напряженное состояние в 
теле всюду упругое. Пластические деформации появляются впервые 
на контуре отверстия, когда растягивающие напряжения р 0 на
бесконечности становятся равными k (p 0 = k).

Нетрудно обобщить решение предыдущей 
Одноосное растяжение задачи на случай плоского напряженного 
плоскости с круговым вы- состояния> возникающего при одноосном 
*>езом растяжении плоской неограниченной плас
тины с круговым вырезом ps~Co. При одноосном вдоль оси у  рас
тяжении в декартовых координатах имеем следующие условия 
в бесконечности:

Р ц  — 0> Р а ~  Ро> Ри  =  Рзз О-

В полярных координатах р, 9 в плоскости х, у  (z =  pel'°) эти 
условия можно записать в виде
Рр =  р 0 sin2 0, Pq =  Ро cos2 0, Pp0 =  Y PoSin20, ргг =  0 при (>=оо.

На границе выреза условие отсутствия внешних сил имеет вид

Рр =  Ррв — 0  ПРИ Р =  а -

Решение сформулированной задачи легко получить с помощью 
подбора функций cp(z) и ^ (z ) =  x '(z )  комплексного переменного 
г  =  х + 1у,  введенных в предыдущем параграфе при решении бигар- 
монического уравнения для функции Эри. Полагая z =  £ =  pe' и
учитывая принятые выше обозначения Ф (£) =  ф '(z) =  ср (С), ^ (z) =
— х|/ (£) =  ¥(£), перепишем формулы (1.50) в виде

Рр +  Рв =  2 [ф '( £ ) + ? « ) ] ,  ( 2 Л )

Ре—Рр + 21>Р0 ==^-[^ф"(С)+^' (£)]• С2 -2)

Легко проверить непосредственно, что условия в бесконечности 
при £ =  °о и на границе выреза при |£| =  Р = я будут удовлетво
рены, если положить

ф ( £ ) = Т / ?° ( £ - 2 т ) ’ ’ (С) =  4 - M £ ~ a ( l T  +  f r ) ] ' ( 2 ' 3 )

Эти формулы легко установить, если предварительно задаться для 
функций ф(£) и \|>(£) разложением в ряды Лорана около беско



нечно удаленной точки £=  оо. Коэффициенты этих разложений опре
деляются из граничных условий при р =  а  и из условий в бесконеч
ности.

Из формул (2.1) и (2.3) на окружности выреза при р = а, где 
р р =  0 , сразу получим

Р в  =  Р о ( 1  + 2 с о з  2 0 ) .

Величина р в достигает максимума в точках 0 =  (0, я ) ; в этих точках

Рвтах ~  Зро-

Из формул (2.1), (2.2) и (2.3) легко найти компоненты напряже-

Рис. 168. Эпюры напряжений при одноосном (вдоль оси у) растяжении плос
кости с кр уговы м  вырезом.

ний р р, р0 и р рв во всех точках пластины. В частности, на оси х 
при | х | ^  а  верны формулы

РР Ри  о Ро

Рв — Р а  — ~2 Ро

На рис. 168 приведены эпюры напряжений р п , р м вдоль оси х 
и любопытная диаграмма для изменения р в вдоль границы круго
вого выреза.



Всестороннее растяжение Рассмотрим упругую плоскость с эллипти- 
плоскости с эллиптиче- ческим отверстием, всесторонне растяги- 
ским вырезом ваемую на бесконечности напряжениями

р0= const. Обозначим полуоси эллипса через 
а  и b (а >  Ь) и выберем оси координат х а  у  так, чтобы ось х 
была направлена по большой оси эллипса.

Конформное отображение внешности эллипса в плоскости z на 
внешность единичного круга в плоскости £ определяется преобра
зованием:

а + Ь  ( г , т \
? =  Х +12/ =  х ( 0  =  —2— ’

£==ре*в =  6 + /-П, 0 < т  =  £=|-<  1 .

Следовательно, связь между декартовыми координатами х, у  и 
криволинейными координатами р, 0 в плоскости z определяется 
формулами

* - i + i ( p + i ) c o s e ,  ¡ , _ i + i ( p - i ) Slne.

Эти криволинейные координаты называются эллиптическими, кри
вые р =  const в плоскости z соответствуют эллипсам

У2
т ^

«— ¡г
-  № ) ■

« ) '  

а кривые 0 =  const—гиперболам

4 т № ) 2. 
cos2 0 sin2 0 \ ¿ J

Контур вырезанного отверстия в плоскости z в криволинейной си
стеме координат р, 0 соответствует эллипсу р =  1. На границе 
выреза, так как она по условию свободна от внешних напряже
ний, имеем следующие граничные условия:

Рр = 0. Рр9 = 0 ПРИ Р = 1 -
Легко проверить, что функции ф(£) и гр(£) в данном случае 

определяются формулами
ir\ Ро(.а + ь) ( г  т \ ,i- (г\ Ро (а +  +  от2) — S—

ф ( £ )  = ------- 4 -------^ — g - J .  Ч Ч У -  2

Согласно (1.50) при этом будем иметь
п .  ( í V  —  m2) _ 0 п  Р 4- т 2______

Рр +  Рв — 2Ро _  m) g 2 _  ̂  — ¿ P ° 9*— 2mpa cos20  +  m2

+ » f t *  -  Г“  +  + ; , ) - Ч т  ( ' + т(£2- т )2



Отсюда нетрудно найти напряжения как функции криволиней
ных координат р, 0 или декартовых координат х, у .  В частности, 
на контуре эллиптического отверстия (р = 1) имеем

_  2 (1 —тг)
Р& —  Р о [ — 2 т с о з 2 0  +  т 2 '

Очевидно, что напряжение ре на контуре отверстия достигает мак
симума в точках, соответствующих концам большой полуоси эллипса 
(Р =  ± 1 ; 0 =  0; я ; х = ± а ,  у  — 0), причем

(Ре)тах =  2 р „ [ ^  = 2р0| .  (2.4)

Приведем такж е формулы для распределения напряжений вдоль 
положительной оси х

Р р  =  Р п  = 

Р0 =  Р22 =

р 0х (х2— а2)
' (х2 - а 2 +  Ь*)3' 2 ’ 
РоХ (х2— а 24~262)

(Л; 2 _ а 2+ г ,2) 3/2 ’

Рр6 = Р 12 =  0 .

На рис. 169 построены эпюры напряжений р п , р 22 вдоль оси х и 
изменение р в вдоль контура эллиптического выреза при (а/Ь) — 3, 
т =  ( 1/2). Для заданного не слишком большого р 0 полученные рас
пределения напряжений хорошо отвечают опыту для всех (Ь/а) >  е,

Рис. 169. Эпюры напряжений при всестороннем растяжении неограниченной 
пластины с эллиптическим вырезом (а/Ь =  3, т =  1/2).

где е —некоторое положительное число. При Ь—>-0, когда эллип
тический вырез вырождается в прямолинейный разрез в точках 
х —± а ,  г/ =  0, значение Рв — (Рв)тлх обращается в бесконечность.



Одноосное растяжение Рассмотрим упругую плоскость с эллипти- 
плоскости с эллиптиче- ческим отверстием, растягиваемую на бес- 
ским вырезом конечности усилиями р 0 под углом 0 О к ,

оси X (рис. 170). Нетрудно проверить, что 
решение этой задачи получается с помощью функций ф(Р и ф (£), 
которые определяются формулами ^

1 а-\-Ь
4 > ( i ) = i p 0 —

Ро а-\-Ь ^ g - 2i0„
с

+
2<е„ ( 1+ m 2) (e2i0° — т ) С
ml I2—т

Как и раньше, с помощью общих формул 
(1.50) можно найти поле напряжений. На кон
туре эллипса при р = 1 будем иметь

Рр =  Рр0= ° . fpo
1 — m2 +  2mcos 20о— 2 cos 2 (0 +  0о)

Рд — Р  о ----- -- -1 — 2 т  cos 20—J-/n2
Рис. 170. Одноос
ное растяжение не
ограниченной плас
тины с эллиптиче

ским вырезом.Отсюда видно, что при т  =  1, т. е. в случае 
прямолинейного разреза, при любых 0 О ф  0  
или я  в точках р =  1 , 0 =  0 и 0 =  л (на концах разреза) р = о о .  
Предположим, что растяжение происходит в направлении оси

Рис. 171. Эпюры напряжений при одноосном растяжении неограниченной 
пластины с эллиптическим вырезом (а/Ь =  3, т =  1/2).



У ( в 0 =  ± я/2), тогда
_ 1 — т 2— 2/п-|-2со8 29

Рв Р о [ —2 т  сое 2 0+ т 2

Напряжение р в достигает максимума на контуре отверстияг) в 
точках р = 1 , 0 =  0 , я , х = + а ,  у  — 0 , причем

Ы т а х  = Р о 7 3 ^ = (1 + 2 -2 - )/ ?0. (2.5)

На рис. 171 построены эпюры напряжений р п , р гг вдоль
оси х и изменение р 0 вдоль границы эллиптического выреза
при (а/Ь) =  3, т  =  ( 1/2 ).

В рассмотренных задачах о растяжении
о концентрации н апряж е- плоскости с эллиптическим вырезом при 
нии в случае вы тя н у то го  , , п
эллипса — щели Ь ф О  напряжения получаются везде конеч

ными и хорошо согласуются с опытными 
данными, если р 0 не слишком велико, т. е. когда всю пластину 
можно рассматривать как упругое тело.

Предположим, что р 0 и а  фиксированы, а Ь убывает. В этом 
случае, как видно из (2.4) и (2.5), (ре)тах возрастает и при 6 —^0, 
(Рв)щах —*■ 00 • Таким образом, в полученном решении на концах пря
молинейной щели (в которую вырождается эллипс при Ь—<-0 ) 
напряжение р в становится сколь угодно большим при любом конеч
ном значении растягивающих напряжений р 0 в бесконечности.

В реальном материале напряжения не могут превосходить впол
не определенных пределов, поэтому подобный результат линейной 
теории упругости нуждается в дополнительном обсуждении. В ме
стах очень больших напряжений, высокой концентрации напряже
ний, линейная теория упругости, вообще говоря, неприложима. 
Для уточненного описания реальных явлений в этих областях не
обходимо учитывать эффекты нелинейной теории упругости, пла
стичности и ползучести материала. Кроме этого, большое влияние 
на величину внутренней энергии и других термодинамических функ
ций и на механическое поведение материалов в этих местах могут 
оказывать не только сами деформации, но и их градиенты, что не 
учитывается в обычной теории, использующей для определения 
напряжений закон Гука.

Для некоторых материалов распределение напряжений вблизи 
концов щели существенно связано с эффектами, описываемыми 
в рамках нелинейной теории упругости 2). Используя уравнения

г) Т ак к ак  все компоненты напряжений в декартовой системе координат пред
ставляют собой бигармонические функции, то по основному свойству таких 
функций максимальные значения компонент напряжения достигаются на границе 
области; аналогичное положение встречается в гидродинамике (см. стр. 155).

2) Вид деформированных контуров у  края (пунктир) на рис. 172 и на после
дующих рисунках соответствует экстраполяции упругих решений вплоть до края; 
в действительности форма разрыва у  края связана с усложненными реологически
ми свойствами материала, проявляющимися в этой области.



геометрически и динамически нелинейной теории упругости, можно 
получить конечные значения напряжений вблизи конца щели. 
Даже в рамках линейной теории упругости с использованием з а 
кона Гука, если решать нелинеаризированную задачу и удовлет
ворять граничным условиям на деформированной поверхности 
(а не на разрезе, как в линеаризованной задаче), напряжения полу
чатся везде конечными, но, вообще говоря, очень большими у края 
щели. Таким образом, неограниченное  в о з р а ст ани е  компонент н а 
пряжений  п ри  приближении  к краю щели  связано не только с ис
пользованием линейного закона Гука, но это есть р е з ультат п р и 
ближенного  с п о с о ба  решения  задачи. Отметим также, что рассмот
ренный эффект обращения напряжений в бесконечность на острых 
краях щели также тесно связан с сильной идеализацией реального 
разрыва, в конце которого радиус кривизны отличен от нуля.

В то же время, как показывают расчеты и данные опыта, размер 
зоны, в которой проявляются указанные выше усложненные физи
ческие особенности реаль
ных материалов, во мно
гих случаях, вообще гово
ря, весьма мал. Экспери
менты показывают, что уже 
в достаточной близости от 
концов щели линейная 
теория упругости и ука
занные выше решения пра
вильно описывают распре
деление напряжений. На
пример для стали, харак
терный размер зоны у ост
рых кромок, в которой действительные характеристики состояний 
существенно отличаются от теоретически рассчитанных по линей
ной теории упругости, имеет порядок полмиллиметра х).

Обращение компонент напряжений в бесконечность у конца 
щели не сл ед у ет  рассматривать как коренное противоречие резуль
татов линейной теории упругости в этой задаче опытам. Наоборот, 
в рамках линейной теории упругости и сильно упрощенной схем а
тизированной постановки задачи это обстоятельство является хо
рошим отражением действительности. Использование модели ли
нейно упругого тела в этой задаче, так же как и широко используе
мые идеализации во многих других случаях (абсолютно твердое 
тело, поверхности сильных разрывов, явление удара и т. д .), с в я 
зано с некоторыми эффектами, которые в той или иной степени про
тиворечат опыту. Важно, однако, чтобы такие противоречия не 
имели существенного значения для распределения искомых величин.

Ргг

х
Рис. 172. Х арактер  распределения н а п р я ж е 
ния вблизи конца щели согласно реш ению  

линейной теории упругости .

х) См.: Н е й б е р  Г. Концентрация напряж ений .— М .: ОГИЗ, 1947, 
с. 193.



в основной части тела и для получения нужных выводов при реше
нии поставленных задач 1).

Рассмотрим теперь подробно характер напряженного и дефор
мированного состояний вблизи концов щели, когда на берегах щели 
действуют произвольные поверхностные силы с главным вектором и 
главным моментом, равными нулю.
„ ,  „ Решение такой статической задачи линей-
Разделение общей ста ти - „ -
ческой задачи о напряж ен- нои теории упругости об определении напря- 
но-деформированном со- женно-деформированного состояния в неко- 
стоянии тела со щелью  тором теле со щелью под действием 
на частные задачи заданной системы внешних нагрузок (назо
вем ее задачей 91) можно искать как сумму решений двух сле
дующих статич е ских  задач: задачи 23 об определении напряжен
ного и деформированного состояний в сплошном теле без щели под

/ п  т  ¡ у  

J _________________Q/г ^ Р/2\\Ф  ___ eJ i

~  V + ^  +  + — ^

Рис. 173. Виды «симметричных» нагрузок на элементах противоположных 
берегов щели: / — нормальная симметричная нагрузка, 1 1 — касательная анти
симметричная нагрузка, I I I — нормальная антисимметричная и IV — касатель

ная симметричная нагрузки.

действием заданной системы внешних нагрузок за вычетом внеш
них сил, действующих на бортах щели, и задачи К об определении 
напряженного и деформированного состояний в том же теле со 
щелью, когда только по берегам щели действуют внешние поверх
ностные силы. Эти силы слагаются из внешних нагрузок, дейст
вующих по берегам щели в исходной задаче 91, и из сил, равных 
по величине и противоположных по направлению силам напряже
ний, возникающих в местах берегов щели в задаче 23.

Очевидно, что решение задачи 23 в точках, ссответствующих 
концам щели, не будет иметь особенностей, поэтому характер осо
бенностей в распределении напряжений в исходной задачей будет 
совпадать с особенностями распределения напряжений в задаче 6 .

Произвольную нагрузку, действующую на любом элементе берега 
щели, можно представить как сумму четырех типов «симметричных» 
нагрузок, изображенных на рис. 173, приложенных в соответствую
щих точках противоположных берегов щели. Таким образом, в 
случае прямолинейной щели | x j^ a ,  у  =  0 решение указанной выше

*) Небесполезно подчеркнуть, что появление в расчетных данных схематизи 
рованных задач теории упругости больших или даже бесконечных напряжений 
не обязательно приводит в действительности к общему или местному разрушению 
материала,



задачи 6  (для произвольного статически эквивалентного нулю рас
пределения внешних нагрузок по берегам щели) можно предста
вить как соответствующую сумму решений некоторых частных 
задач (£ для таких частных распределений нагрузок, в которых нор
мальные и касательные поверхностные нагрузки в соответствующих 
точках противоположных берегов щели одинаковы по величине.

р/4 i

р/г

Ш

Р/4

'р/г
Р/4m

'р/г

+

///
р/г

Р/4 Р/4 Р/4

'р/г
Рис. 174. Пример разбиения конкретной задачи (5 на частные виды задач (£.

При этом разбиении будут отличаться друг от друга только четыре 
частные задачи 61, СШ, (£111, ©IV, в которых на соответствующих 
элементах противоположных берегов щели действуют нагрузки 
только одного из четырех типов, указанных на рис. 173. Очевидно, 
что в случае полной статически уравновешенной системы сил на 
щели в каждой из этих четырех задач такж е получится статически 
уравновешенная система сил. Пример такого разбиения для опре
деленной задачи приведен на рис. 174. Если в исходной задаче ЭД 
щель была свободна от напряжений, то для решения соответст
вующей общей задачи (£ достаточно рассмотреть только два 
типа (I и II) частных задач (5.

Для изучения особенности решения вблизи 
Щель в бесконечной пло- концов щели вместо тела-пластины конеч- 
скости ных размеров со щелью рассмотрим беско
нечную плоскость, ослабленную прямолинейной щелью | х | ^  а , 
у  =  0, и предположим, что берега щели свободны от внешних напря
жений. Для выяснения поведения напряжений в этом случае 
достаточно подробно рассмотреть только две задачи, ©I и ©II, в 
постановку которых в этом случае будет входить требование об 
отсутствии напряжений в бесконечности (при z = oo, р ц  =  0 ).

Рассмотрим задачу ©I. Предположим, что 
на берегах щели | х | ^ а , у  =  0 действует 
нек0Т0рЗЯ нормальная нагрузка, симмет
рично распределенная относительно оси х 

(рис. 175). Граничные условия на берегах щели в данном случае 
имеют вид

P&) =  P $  =  —g(x ) ,  PW =  P?J =  Q при | * К а ,  у  =  0, (2 .6) 
где g ( x ) —известная конечная функция.

мальнои симметричном на 
грузки



Основываясь на том, что р 12 = 0 при | я | ^ а , у  =  0, будем 
искать решение в предположении, что

¿г,Ф (г) =  4 -2  (г), Ч'(г) =  - 1 ^ ( г ) , йг

(2.7)

(2 .8)

где 1 1{г) — неизвестная функция. Тогда из (1.36) получим
/?п = Ие —у  1т 
Р22 ̂  ^1 У 1 т  \̂у
р 12 =  ~ у К е г { .

На основании общей формулы (1.43) для плоской деформации в рас
сматриваемом случае получаются следующие простые формулы для 
перемещений х):

2[ш = (1—2а) Ие Ъ\— у 1 т  2,,
2 1̂1 =  2 ( 1 — а) 1 т  —у  Я е 2 , ,

где Ъ\ — функция, определенная условием На ос
новании (2.7) граничное условие (2.6) на берегах щели |х|^а, у= 0

принимает вид 1? е 2 != —£(х) при 
|*|^а, у = 0. Для получения решения 
рассматриваемой задачи достаточно 
найти регулярную вне разреза убыва
ющую на бесконечности функцию комп
лексного переменного (г), действи
тельная часть которой л принимает при 
данном х одинаковые заданные значения 
на берегах разреза |х|^а, у —0 .

Если принять, что в бесконечности 
перемещения, определяемые формулами 
(2 .8), равны нулю, то согласно (2 .8 ) 
функция (г) должна иметь на беско
нечности порядок по крайней мере 1/г2. 
Решение таким образом сформулиро
ванной задачи об определении функции 

2\ (г) по заданной действительной части на разрезе дается форму
лой 2)

Рис. 175. Симметрично рас
пределенная по берегам ще
ли нормальная нагрузка. В е
личины, относящиеся к верх
нему борту, отмечены ин
дексом (2), а к  нижнему — 

индексом (У).

лУ^г2- 2 — 1
■аг. (2.9)

г) В случае обобщенного плоского напряженного состояния для перемещений 
в срединной плоскости получаются такие же формулы, в которых 1—2а и 1—а 
следует заменить на ( 1—о)/(Н-ог) и 1/(1-)-а) соответственно.

) Эффективное построение функции (2.9) дано Л . И. Седовым в 1934 г ., 
см., например: С е д о в  Л . И. Плоские задачи гидродинамики и аэродинами
ки ,— М.: Гостехиздат, 1950, с. 51, формула (1.9). Формула (1.9) отличается от 
(2.9) только множителем I, так  как здесь задана не мнимая, а действительная часть 
искомой функции.



В силу единственности решения сформулированной задачи эта 
формула определяет искомое решение задачи. С помощью (2.9) 
и (2 .7 ) легко вычислить искомые компоненты напряжений в 
любой точке плоскости г.

На основании формулы (2.9) легко опреде- 
Асимптотические выраже- лить поведение решения вблизи обоих кон- 
ния для компонент напря- цов щели Вблизи правого края щели поло-
Г и Т и  концовТелиеНИН жим 2 - а  =  г в » ,  где г -м а л а я  величина

Из (2.9) следует, что при малых г =  \г— а\ 
верна асимптотическая формула

а  _____

г ,( г) =  - 7 =4 ^ = ,  где ё (1) (2 . 10)
У 2п(г— а) У  я  а О V а— £

Величина кх, вообще, отлична от нуля. Д ля частных случаев, когда 
функция ё (х) имеет специальный вид, постоянная к 1 может обра
щаться в нуль.

Из (2.10) и (2.7) найдем искомые асимптотические выражения 
для напряжений

, д а Т л  . О . 30  

, СОв 2 ( .  , . О . 3 0  \ ( 2 .1 1 )
Р и = к ' 7 Ш ? \ 1 +  5 т 'т 8т - 2->  1

О
С08 2 О 30

Р »  =  к ' У ъ 5 5™ - 2 С05- 2 -
Соответствующие асимптотические выражения для перемещений 

в случае плоской деформации имеют вид

м = с ° з 4 - ( 1 - 2 ° + з 1п2 4 - )  - { 2 Л 2 )

у = 7 -  / ¿ г з1п т  ( 2 - 2(Т- со52 - у )  •
Видно, что асимптотические выражения для компонент напря

жений и перемещений вблизи концов щели зависят только от зна
чения величины Можно показать, что поведение решения у кон
цов щели в конечных пластинах имеет тот ж е вид. Для конечных 
пластин граничные условия и расположение щели в случае дей
ствия на берегах щели симметричной нормальной нагрузки опре
деляют в асимптотических формулах у  ¿каждого края щели соот
ветствующий параметр ^  — к о э ф ф и ц и е н т  и н т е н с и в 
н о с т и  н а п р я ж е н и й 1). Из линейности задачи следует, что

*) Физическое значение параметра было подробно проанализировано И р
вином и положено в основу его теории трещин (1957 г.).



если нагрузки возрастают пропорционально некоторому параметру, 
то коэффициент интенсивности напряжений возрастает пропорци
онально тому же параметру. В общем случае для данной щели /¡¡ФО 
даже при сколь угодно малых внешних нагрузках, наличие кон
центрации напряжений при малых нагрузках хорошо отвечает дей
ствительности и, вообще говоря, не связано с разрушением.

Как указано выше (см. стр. 509 и 510), обращение компонент 
тензора напряжений, согласно формулам (2 . 11 ), в бесконечность 
на краю щели при г = 0 получается как следствие математического 
приближения — линеаризации, связанной с удовлетворением гра
ничных условий на недеформированной поверхности щели, т. е. 
на разрезе у = 0 , |х|г=Са, вплоть до самых краев \х\=а, и использо
вания нарушающегося в действительности закона Гука. Как из
вестно, закон Г ука становится неверным при больших внутренних 
напряжениях в материале, которые возникают при сильной кон
центрации напряжений в окрестности краев щели. В силу указанных 
причин ясно, что асимптотические формулы (2 . 11 ) перестают отве
чать действительности при очень малых r<Lra. Тем не менее все же, 
как показывают опыт и более детальный анализ, при достаточно 
малых /\>Го эти формулы могут служить для асимптотической оцен
ки свойств поля напряжений в окрестности краев щели.
Главные компоненты и Д ля разъяснения возможных эффектов про- 
главные оси тензора на- явления свойства пластичности и возник- 
пряжений, заданного в новения внутренних разрывов в материалах 
окрестности края щели у  краев щели полезно более детально изу- 
ламТ(2ТПЧ)еСКИМИ Ф°рМУ" чить поле напряжений, определяемое асим

птотическими формулами (2.11). Очевидно, 
что, согласно (2 . 1 1 ), компоненты напряжений распределены сим
метрично относительно оси х, и поэтому достаточно рассмотреть 
поле напряжений для угла Ф, изменяющегося в интервале от нуля 
до я .

Для плоского напряженного состояния главные напряжения р х 
и р 2 определяются как корни рЬ2 векового квадратного уравнения 
(см. т. 1, гл. III, § 4)

P l l — Pl , 2 Pl 2  _ q  

Pl 2 Р22 — P i , 2

Отсюда согласно (2.11) имеем

Р\,2 =  ~2 ( Р п  +  Р22)  ±  +  =

k\ О /, . О \ . .
= 7 ! ^ cos^ V 1 ± s in T j  ( л > л ) -

С помощью преобразования компонент тензора напряжений 
к главным осям получается следующая формула для углов а



наклона главных направлений к оси х:

2а  = 2/712 _ Зд
Р п  ■

из которой с учетом выражения для (рх >  р 2) через компоненты 
тензора напряжений непосредственно следует, что угол а , соответ
ствующий направлению р 1У определяется равенством

30  . я 
4 4

Свойства поля напряже- Для максимального касательного напря- 
ний (2.11) для плоского Жения рТтах в любой точке окрестности 
напряженного состояния к р а я  щ е л и  (4  18)> §  ^  г д  Х )  в  с л у ч а е

плоского напряженного состояния верна формула
_Рг_

Р тшах 2 ‘

Соответствующие площадки наклонены под углом 45° к плоскости 
ху  и проходят через главную ось, отвечающую напряжению р.2.

На рис. 176 даны графики для без
размерных величин

р 1 у г2 л г
Р1(Ъ)-

Р'г (Ъ)-
р 2 у 2 п г  

к\

Рис. 176. Асимптотические 
распределения величин глав
ных напряжений вблизи кон

ца щели.

Интересно отметить, что при фиксиро
ванном г  максимальное значение растяги
вающего напряжения р х получается не 
при 0= 0, а при 0=60°. Максимальное 
значение касательного напряжения при 
л—сорб! получается также при \}=60°.
В связи с этим полезно вспомнить, что 
по Треска проявление пластичности свя
зано с возникновением сдвиговых остаточных деформаций при 
достижении максимальными касательными напряжениями задан
ного критического значения.

Если руководствоваться критерием пластичности по Мизесу 
(см. гл. X, формулы (4.22) и (4.23)), то необходимо рассматривать 
возникновение максимальных касательных напряжений на окта
эдрических площадках р / 1 \ = р 0кТ- В случае плоского на-

Ч"'"~ У~ )
пряженного состояния величина р окт определяется из равенства 

-  [(Р,-*>■■+ Р\ + pH = | £  соз- 4  (1 +  3 зш- 4 ) .



вблизи конца щелиРис. 177. Асимптотические распределения р ’ом  и р'хтах ........... ^ 1П
о) для плоского напряженного и б) плоского деформированного (при а  =  0,25)

состояний.

На рис. 177, а  даны сравнительные графики для безразмерных 
величин

Г,' / д \ __  Рх  ш ах ('б') V 2 л г  Р\ ]/"2 п г
г Т  ш ах  ---------------------^ ---------------- =  -

И ____ 1

Рокт 2яг

26,

Рокт (^ )

Очевидно, 
О »  70°.

что максимальные значения

^ - c o s ^ -  У 1 + 3 s in 2-|-.

Рокт W  соответствуют

На рис. 178 построены на
правления главных осей и при
ведены значения главных на
пряжений в характерных точ
ках для асимптотических зако
нов (2 . 1 1 ) компонент тензора 
напряжений вблизи края щели.

! Рассмотрение всех этих дан
ных показывает, что при дости
жении по внешним нагрузкам 
предельных состояний, обуслов
ливающих рост ширины щели- 
трещины, в окрестности конца 
трещины и в первую очередь в 
направлениях, отличных от на

правления трещины, могут возникать сложные эффекты, свя
занные с проявлением неупругих свойств материала.

Все установленные выше формулы для ком
понент тензора напряжений рп , р12, р22, 
р 1 и р2 верны как для плоского напряжен
ного (ряз =  р3 — 0), так и для плоского 
деформированного (е3з =  е3 =  0 ) состояний1; 

Для плоского деформированного состояния согласно (1.17) и
(2 . 11 ) имеем :~

Рзз =  Ра =  °  ( P i i  +  Р22) =  °  (P i +  Ра) =  °  c o s  "ГГ >  0.
у  2я  г 2

Рис. 178. Направления главных осей 
и значения главных напряжений в ха
рактерных точках окружности r=const 
вблизи конца щели для  асимптотиче

ских законов (2 . 11).

Свойства поля напряж е
ний (2.11) для плоского 
деформированного со стоя
ния



Здесь о — коэффициент Пуассона, для которого обычно верны 
неравенства 0 о ^ 0 ,5 .  Для таких о очевидно, что Рз^Рх -  
В рассматриваемом случае из (2.11) можно определить р х тах (&, а, г).
Если через »„(180° > $ 0 >  °) обозначить корень уравнения э т - ^  =
=  1 —2сг, то при 180° > & >  будем иметь р 2 <  р3 и поэтому

_  Р1 —  Р г _ -  *1 5'п #Рх тах 2 у  2 ’

при $ 0 >  $ > 0 будем иметь р 2’>  р 3 и поэтому 

Р1 —  Ря к \
р х max ' 2 У  2лг

k] / . sin í) \= — ===■ ( sin — c o s -----1- ——-
2 / 2nr V 2 2 2 /

В первом случае площадки, на которых достигаются значения 
Рх max* перпендикулярны плоскости ху  и наклонены к главной оси 
р 1 под углом 45°; во втором случае эти площадки расположены 
так же, как и в случае плоского напряженного состояния.

Например при о =  0,25, -&о =  60° и в этом случае при 0 < 0 < 
< 60°

Г ■ ^ , sin Ъ - i .max I sin ~2 ~ cos ~ 2 -| 2 -

поэтому максимальное значение рхтах на окружности г  =  const 
вблизи конца щели при плоском деформированном состоянии до
стигается для -Pl 2 р2, при 0 =  90°.

Несложный подсчет /?окт в случае плоского деформированного 
состояния приводит к формуле

О

Р окт
/г, cos ~2 

3 f u r
Y  sin2 ^  +  3 sin2

На рис. 177 а  и б  для сравнения приведены графики р'х шах (&) 
и р'0КТ{Ь) для плоского напряженного и плоского деформирован
ного (а =  0,25) состояний.

Полученные формулы для плоского напряженного и плоского 
деформированного состояний показывают, что при одинаковых 
ри ,  /?12, р 22 и, в частности, при одинаковых к ъ  поведение основных 
характеристик поля напряжений, важных с точки зрения прояв
ления неупругих свойств материала, различно для этих двух типов 
задач. Из предыдущего анализа следует, что согласно расчетам^поля 
напряжений у  конца щели-трещины, основанным на линейной тео
рии упругости и естественных критериях прочности, разрывы в 
материале должны происходить в направлениях, отличных от на



правления оси трещины. В действительности разрывы происходят 
по продолжению трещины; это свидетельствует о существенности 
нелинейных и неупругих эффектов, которые не учитывались выше.
Щель под дей стви ем  каса  РаСШОТРим тепеРь заДачУ @П> когда ПО 
тельной антисимметрич- беРеГам прямолинейной щели |х| < о , 
ной нагрузки  У —0 распределена антисимметричная ка

сательная нагрузка (рис. 179). В этом 
случае граничные условия на берегах щели в задаче К имеют вид

Эпюра Ь(х)

Рис. 179. Распределение ан
тисимметричной касательной 
нагрузки  по б ер егам  прямо

линейной щ ели.

(2.13)

при | л :К а , у  =  0 .
Условия (2.13) будут частично удо

влетворены, если положить

Ф ( г )  =  - 1 г и (г),

^ ( г ) = _ 2 

7 ,

(2.14)

где 2 ,| (г )— искомая функция, регулярная вне разреза и ис
чезающая в бесконечности. Из (1.36) получим

Ри — 2 и̂~\~У Ие Z\\, 
Р%2 =  У Иб Zц,  
р 12 = Я е г и —у  1т  г ; , .

(2.15)

Для компонент вектора перемещений в случае плоской деформа
ции будем иметь

2 \ш — 2 (1  о) 1т  у  Не 2 ц, 
2ци =  — (1 —о) И е2 у, —у  1т  2 п , (2.16)

где 1 п — <И\х!<1г. Согласно (2.15) граничные условия (2.13) на бере
гах щели примут вид

Я е г п =  — Н(х) при |х| < а , у  =  0 .

Очевидно, что искомая функция Zn (z), имеющая порядок 1/г2 
в бесконечности, определяется также формулой (2 .9 ), в которую 
вместо £ (х) следует подставить Н (х).



Асимптотические выраже- Асимптотическая формула для Zn (г) 
ния для компонент на- вблизи точки 2 =  а  имеет вид 
пряжений и перемещений
вблизи концов щели „  , , __ 11

11'  '  У  2л ( г —а)

где

* ■ - ? = - ( 217)-  а
С помощью (2.17) и (2.15) получим асимптотические формулы для 
компонент тензора напряжений в этом случае

fen Ъ ( п д 3М  
у ш  s i" T ( 2 l l 'o s l - co s— ) •

fe|| 0 . 0  30  /О 1 Q\
р”  = C0 S “ S"1 Y C0S~ '  <2,18)

*„  о /  . о  . 3 0  \
л - = 7 ! Г С0 5 т ( 1 - 5т т !!,п— )■

Соответствующие асимптотические формулы для компонент 
вектора перемещений в случае плоской деформации имеют вид

“ = т / ^ 5‘ПЯ 2 - 2"  +  С° 5’ ^ ) ’ (2.19) 

°  =  т  V ■ ¿ c o s | - ( l - 2a + s m , -|-) ■

При некоторых частных распределениях внешних нагрузок, 
особых размерах тела для данных нагрузок или подходящих раз
мерах щели могут получиться решения, в которых ky или к п об
ращаются в нуль. Однако во многих случаях, отвечающих дейст
вительности, при описании состояний равновесия тел у краев 
щели имеет место концентрация напряжений и постоянные ki и кц
отличны от нуля.

С помощью аналогичных приемов с использованием функции 
комплексного переменного и формулы вида (2.9) легко решить 
задачи © типа III и IV, при этом у краев щели возникают осо
бенности в распределении напряжений такого же вида, как и
в задачах I и II.

Очевидно, что при наличии массовых сил, подобных силе тя
жести или системе сил инерции, при решении соответствующей 
динамической задачи теории упругости получится распределение 
напряжений, для которого вблизи концов щели будут иметь место 
асимптотические формулы с к\ и k\\ вообще не равными нулю. 
В динамических задачах к х и ku зависят от переменных во вре



мен и внешних заданных поверхностных и 
массовых сил и от поля сил инерции. Учет 
тепловых эффектов в общем случае не изменя
ет поведения напряжений вблизи концов 
щели.

Мы рассмотрели случай прямолинейной 
Щели. В общем случае щели могут быть кри- 

Рис. 18а Криволиней- волинейными (рис. 180). Можно показать, что 
щель' в случае плоской деформации для криволи

нейных щелей асимптотические формулы для 
компонент тензора напряжений и вектора перемещений (2 . 11 ),
(2.18), (2.12), (2.19) сохраняют свой вид в локальной системе ко
ординат г, 0 , указанной на рис. 180, где угол 0  отсчитывается от 
направления касательной к щели в ее конце.
Всестороннее растяж ение ДлЯ пРимеРа Рассмотрим решения некото- 
плоскости С при моли ней- Р«х простейших задач, 
ной щелью Пусть плоскость, ослабленная прямо

линейной щелью длины 2а, берега которой 
свободны от внешних напряжений, испытывает всестороннее растя
жение напряжениями р0 =  const на бесконечности. Решение этой 
задачи с помощью параметрической комплексной переменной £ 
можно получить из решения рассмотренной выше задачи о все
стороннем растяжении плоскости, ослабленной эллиптическим от
верстием, когда величина b меньшей полуоси эллипса выреза 
стремится к нулю.

С помощью предыдущих формул решение можно также полу
чить непосредственно в плоскости z. В самом деле, очевидно, 
решение задачи ¿5 в этом случае имеет вид

P l l  —  p 2 2  —  p 0 i  P l Z — Q-

Поэтому для получения искомого решения достаточно рассмотреть 
только задачу ( i l ,  когда по берегам щели приложено постоянное 
симметричное нормальное давление р„. Полагая в формуле (2.9)
8(ь)  =  Ро ( р 2-2 =  —Ро при у =  0, |лг|<а:), получим, например с по
мощью теоремы о вычетах,

а

z , =  -— g°— f J^ l!zdL 2 d p =  /у n
л  Y г2— a2 J  z~£ Y z 2 — a2— a r

Решение соответствующей задачи si3 в этом случае имеет вид
^  (г) =  / v

Следовательно, для поставленной выше задачи 51

'  г ' (г> = 7 # г г -  <2 -20>

Компоненты тензора напряжений определяются по формулам (2 .7)



и (2.20). Коэффициент интенсивности напряжений в данном слу
чае согласно (2 . 10) определяется формулой

*1 = -Й = - яа У а2—£
т с1Ъ =  р 0У п а .  (2 .2 1 )

Вид формулы для /г, непосредственно вытекает из теории размер
ностей. В самом деле, в постановке задачи об определении напря
жений для бесконечной плоскости фигурируют только две размер
ные постоянные р а к а (модуль Юнга согласно теореме М. Леви, 
см. стр. 490, несуществен). Так как размерность постоянной 
совпадает с размерностью ро\^а, то ясно, что к\—сро\^а, где с
безразмерная постоянная. Из (2.21) следует, что с= |^я.

Рассмотрим £ теперь упругую  плоскость 
Одноосное растяжение с прямолинейной шелью |%|<а, у  — 0,
нейш эй™  елью прямоли" берега которой свободны от напряжений, 
неи ои щелью  ̂ случае, когда в бесконечности под
углом 0 О к оси л: действуют постоянные растягивающие напряже
ния р 0 (рис. 181).

Решение этой задачи с помощью параметрической комплексной 
переменной £ можно получить из приведенного выше решения 
аналогичной задачи для плоскости с эллиптическим отверстием 
при Ь—>0 ( т —► 1). Решение этой же 
задачи непосредственно в плоскости 
г можно получить с помощью изло
женного выше метода.

Вычислим коэффициенты интенсив
ности напряжений в этом случае. Для 
этого заметим, что при решении соот
ветствующей задачи £5 получается, что 
на оси х действуют постоянные напряже
ния р 12 — Ро соэ 0оз т 0 о, р 22 =  Рп эш2 0О.
Поэтому согласно (2.10) и (2.17), ана
логично (2 .2 1 ), будем иметь

й1 =  ро1/ я а 81пг 0 о,
&п =  /?о] / я а з т 0 ос о з 0 о. (2.22)

Рис. 1 8 1 .  П л о с к о с т ь ,  ослаб
ленная щелью |х|<а, у ~ 0 , 
под действием растягиваю
щих усилий р0 под углом 0О 

к оси х.

Плоскость со щелью 
под действием расклини
вающих сосредоточенных 
сил, приложенных в сере
дине ее берегов

Рассмотрим еще задачу, когда на упругую 
плоскость со щелью | х | ^ а , у  — 0 дей
ствуют только две сосредоточенные силы 
величины Р,  приложенные к середине бере
гов щели так, как показано на рис. 182

*(£) =  Р 6 (0 ),



где 6 (0 ) —дельта-функция, по определению дельта-функции будем 
иметь

Z, ( г )=  (2.23)
л г  У  г2— а2 

При этом из (2.10) получим, что

У  л
(2.24)

Рис. 182. Щ ель под дей
ствием расклиниваюцих 
сосредоточенных сил, 
приложенных в середине 

ее берегов.

Если кроме сосредоточенных раскли
нивающих сил, приложенных в серединах 
сторон щели, упругая плоскость находит
ся под действием всестороннего сжатия с 
напряжением р 0 — const в бесконечности, 
то функция Z, будет равна разности функ
ций Z|, определенных формулами (2.23) и 
(2 .20),

Ра r 0zZ\ (г) = (2.25)
лг  У  г2 — а2 У  г2 — а2

Коэффициент интенсивности напряжений согласно (2.24) и (2.21) 
будет представляться формулой

Р У л а .  (2.26)I — —У  л  а

Две полуплоскости, при
жатые друг к другу на
пряжением р0 и разъеди
няемые двумя сосредото
ченными силами

Рассмотрим теперь плоскую задачу, в кото
рой две упругие полуплоскости с абсо
лютно гладкими границами, соприкасаю
щиеся вдоль оси х, прижимаются друг 
к другу напряжением р„, ортогональным 

оси х, на бесконечности, и разъединяются двумя сосредоточен
ными силами Р,  приложенными к каждой из полуплоскостей в не
которой точке границы соприкосновения (рис. 183). Требуется

определить длину зазора 2а, обра
зующегося между полуплоскостями, 
при условии, что на границе сопри
косновения полуплоскостей полно
стью отсутствуют силы сцепления. 
Постановка задачи подразумевает, 
что на площадках контакта полу
плоскостей возможны только напря
жения сжатия и невозможны растя
жения.

Коэффициент интенсивности на
пряжений в этом случае, оче
видно, равен разности коэффициентов, 
определяемых формулами (2.24) и

l l l l l l l l l / i

Г■ ■--------- ■-а а
Т Р

t t t t t t t t t
Po

Рис. 183. Д ве полуплоскости, 
прижимгемые друг к другу на
пряжением р0 на бесконечности 
и разъединяемые сосредоточен

ными силами Р.



(2.22) при 0о=л/2. Концентрация напряжений вблизи кон
цов зазора, если силы сцепления между полуплоскостями полно
стью отсутствуют, возникнуть не может. Поэтому &1= 0 , и из (2.26) 
получается, что

р  (2.27)а = р 0п

лении жесткого штампа 
на упругую полуплоскость

Если бы на границе соприкосновения полуплоскостей имелись 
силы сцепления (например за счет их склейки), то вблизи концов 
зазора была бы возможной концентрация напряжений и

Представим себе упругую полуплоскость, 
Постановка задачи о дав- в КОторую вдавливается абсолютно ж ест

кое тело — штамп. Допустим сначала, что 
штамп контактирует с полуплоскостью по 

всей своей известной постоянной ширине 2а  (рис. 184).
Сформулируем граничные условия. На свободной поверхности

полуплоскости
Р а  —  Р ц  —  О.

На площадке контакта между полуплоскостью и штампом могут 
быть поставлены различные граничные условия. Рассмотрим не
которые из них. Наиболее простой случай имеет место тогда, когда

_ J
Рис. 184. Жесткий штамп постоянной ширины 2а, вдавливае

мый в упругую  полуплоскость.

поверхность штампа является абсолютно гладкой. В этом случае 
вертикальные перемещения упругой среды определяются углубле
нием штампа как целого и профилем штампа. Следовательно, на 
участке контакта между штампом и полуплоскостью

и =  У (X), Рпх~®’

где через V (х) обозначены заданные вертикальные смещения про
филя штампа, через V—вертикальные перемещения частиц упру
гой среды, а через рпх — касательные напряжения на площадках 
контакта упругой среды с поверхностью штампа.



В ‘ линейной теории упругости обычно рассматривают только 
малые V (х) и пологие штампы, поэтому полагают р 1П =  p Vi (л:, 0). 
Граничные условия принимают вид

v  =  V (х), р 12 =  0 при |*|< а, у  =  0  (2.28)
и

P22 =  Pi2 =  0  при \х\ > а , у  =  0 .

Можно рассмотреть случай, когда поверхность произвольно 
нагруженного штампа жестко связана (спаяна) с частицами упругой 
полуплоскости. Тогда граничные условия записываются следующим 
образом:

u = U(x), v  = V(x) (p i2̂ =0) при UI<o, у = 0 ,

где U (х) и V {х) горизонтальное и вертикальное смещения точек 
штампа.

Если в задаче о давлении штампа на упругую полуплоскость 
на площадке контакта между штампом и упругой средой имеются 
силы трения, то граничные условия принимают виц

v =  V(x), p i2 < ± / | p 22| при И < а ,  у  =  0 ,

где f  — коэффициент трения.
Если ширина участка контакта между поверхностью штампа 

и упругой полуплоскостью заранее неизвестна (например штамп 
имеет закругленные края (рис. 185)), то для определения границ

поверхности контакта необ
ходимы дополнительные ус
ловия. Например для глад
кого штампа, на поверхности 
контакта которого с упругим 
телом полностью отсутствуют 
силы сцепления, принимается 
условие об отсутствии кон-

Рис. 185. Жесткий штамп с закруглен- ЦентРаЦИИ напряжений вбли- 
ными краями, вдавливаемый в упругую  зи К0НЦ°В участка контакта.

полуплоскость. Это позволяет определить ши
рину участка контакта 21 

так ж е, как ширину зазора в задаче, приведенной на рис. 183. 
При наличии сил сцепления между материалом штампа и телом уп
ругого полупространства вблизи краев участка контакта возникнет 
концентрация напряжений х).

*) Если имеет место концентрация напряжений, то ширину участка контакта 
необходимо определять с помощью дополнительных данных о свойствах концент
рации напряжений (см. ниже § 5).



Представим себе упругую плоскость с дву
мя бесконечными разрезами вдоль оси х 
(рис. 186, а). Пусть плоскость находит
ся под действием растягивающих сил, при
ложенных симметрично относительно оси х. 

Из симметрии задачи следует, что на 
отрезке оси х, | х | ^ а ,

и =  0 , р и  =  0 .

В связи с этим очевидно, что если мысленно отбросить верхнюю 
полуплоскость, то действие ее на нижнюю полуплоскость можно 
заменить действием прямоугольного штампа с абсолютно гладкой

Аналогия между задачами 
об упругой плоскости с 
прямолинейными щелями  
и давлении прямоуголь
ных ш тампов на упругую  
полуплоскость

\ /

---------

/ а) \
Рис. 186. К аналогии между задачами об^упругой плоскости с прямолиней
ными щелями, находящейся под действием растягивающих сил, и о действии 

прямоугольного штампа на упругую  нагруженную полуплоскость.

границей, примыкающего к нижнеи полуплоскости на участке оси 
х, |л:Ка. Штамп при этом находится под действием силы Р,  ур ав
новешивающей силы, приложенные к нижней полуплоскости, и

\

- а

I /

/////////А
у//УУШ;77,
¿///////////л

/ I V  /  ( \
а)  6)

Рис. 187. К аналогии между задачами о растяжении плоскости с внутренней 
щелью и давлении прямоугольных штампов на нижнюю нагруженную  полу

плоскость.

роизводит растягивающее действие (рис. 186, б ). Можно у всех 
приложенных сил сменить знаки на обратные и получить задачу
о жестком прямоугольном штампе, примыкающем к нижней нагру
женной полуплоскости, под действием силы — Р , прижимающей 
его к полуплоскости на участке оси х, |х|^а (рис. 186, в).



Аналогичное рассуждение можно провести и в случае растя
жения силами, симметричными относительно оси х, плоскости, ос
лабленной одной или несколькими внутренними щелями, располо
женными вдоль оси х. Штампы при этом должны примыкать к ниж
ней нагруженной полуплоскости на всех сплошных участках оси х 
(рис. 187).

Таким образом, любое решение задачи о плоскости, ослабленной 
прямолинейной щелью (или системой щелей, расположенных вдоль 
одной прямой) и находящейся под действием нагрузки, симметрич
ной относительно этой прямой, может быть истолковано как ре
шение задачи о гладком прямоугольном штампе (или системе штам
пов), примыкающем к нагруженной упругой полуплоскости.

Из приведенного выше анализа задачи о щели следует, что 
распределение напряжений под поверхностью гладких прямо
угольных штампов вблизи их концов имеет особенность, описы
ваемую формулами (2 . 10).

Покажем, что функция
Задача о давлении прямо-
угольного ш там па на уп 
ругую  полуплоскость л  У  а2— г2

(2.29)

дает решение задачи о давлении жесткого абсолютно гладкого 
прямоугольного штампа ширины 2а  на упругую полуплоскость, 
когда штамп под действием силы—Р  может перемещаться только 
поступательно в направлении, параллельном оси у . В самом деле,

вдоль действительной оси х из (2.29) и
(2.7) имеем р 12 =  0 при любом х, р 22 — 0 
при | х | >  а и

Pi2 л  У  а2 — х2
(2.30)

х
Рис. 188. Распределение 
напряжения р22 под глад
ким жестким прямоуголь

ным штампом.

При Х ^ . а .
Из (2.29) и (2.8) легко получим, что 

v  =  const при у  =  0 .
На рис. 188 построено распределение 

напряжения р 22 под штампом, на краях 
штампа р 22 обращается в бесконечность.

Из симметрии распределения р 22 под штампом относительно 
оси у  ясно, что силы, действующие на штамп, приводятся к равно
действующей, линия действия которой проходит через середину 
ширины штампа.

Величина этой силы равна Р:
а а
f  I Р С dxJ = T  J

Напряжения и перемещения в любой точке упругой полуплоско
сти можно вычислить по (2.29), (2.8) и (2.9).



Задача о давлении на уп- Рассмотрим теперь задачу о давлении на
ругую полуплоскость жест- упругую полуплоскость жесткого штампа 
кого штампа постоянной
ширины и слабо искрив- заданной ширины 2а  с абсолютно гладкой 
ленного профиля поверхностью, имеющей в плоскости ху

некоторый заданный слабо изогнутый про
филь V (х)—const, когда штамп смещается 

только поступательно по оси у.
Получим решение этой задачи с помощью подбора функции 

Zi(z). Граничное условие р12= 0 при у = 0 удовлетзорится автомати
чески, если воспользоваться формулой (2.7) для р 12. В силу того, 
что перемещение V (х) под штампом согласно граничным условиям 
задачи задано, из (2 .8 ) будем иметь

Im Z\ =  t _^р- V (х) при |л ;|^а , у  =  О,

где V (х) — известная функция х. Продифференцировав это выра
жение по х, получим для определения функции Z, (z) следующее 
условие:

\m Zi ( z ) = l m ^ x Z°i (z) =  T^ V ' ( x )  (2.30')

при у  — 0 , | х\ ^  а.
Решение задачи о нахождении функции Z, (г) по условию (2.30') 

дается формулой (2.9) (см. также сноску на стр. 512), а именно:

-  а
Z,(2)=  -ry ji----: ‘ Е*¿1. (2.31)* ' ' ш (1—а) у гг -я 1 7—Р s '

Очевидно, что построенная таким путем функция Z1 (г) удовлетворяет 
также граничному условию р г2= 0  при |х|>а, у = 0 , так как соглас
но (2.7) и (2.31) р2г=Ке ZI= 0 при \х\^а, у = 0. Таким образом, 
функция ZI(z), определяемая формулой (2.31), удовлетворяет всем 
граничным условиям на границе упругой полуплоскости у = 0. Од
нако, эта функция не может быть непосредственно истолкована как 
решение рассматриваемой задачи о штампе. Действительно, опре
деляемое ею распределение напряжений таково, что равнодействую
щая усилий на бесконечности равна нулю, в то время как она долж
на уравновешиваться отличной от нуля силой, действующей на 
штамп.

Кроме того, из решения задачи о давлении штампа с искривлен
ным профилем при V" (х)=0 должно получаться рассмотренное выше 
решение задачи о давлении прямоугольного штампа. Поэтому для 
решения задачи о давлении на упругую полуплоскость штампа за
данной ширины 2а, имеющего слабо изогнутый профиль У{х),



возьмем функцию 1 1(г) в виде
а

^  п/(1— а)  У^г2 — а 2

где С — пока неопределенная постоянная. Функция (2.32), оче
видно, удовлетворяет всем граничным условиям задачи на границе 
упругой полуплоскости у = 0. В окрестности бесконечно удаленной 
точки для функции определяемой формулой (2.32), имеем
разложение

Полагая г  — х +  1у =  ре1'9, с помощью (2.7) в окрестности беско
нечно удаленной точки с точностью до малых высшего порядка 
для компонент тензора напряжений, получим

С помощью этих формул легко подсчитать компоненты ^ х и 
Р результирующей силы F  и величину результирующего момен
та М, к которым сводится распределение напряжений в окрест
ности бесконечно удаленной точки. Вычисляя интегралы

Из условия равновесия полуплоскости и жесткого штампа сле
дует, что С =  Р,  где Р — величина равнодействующей приложен
ных к штампу сил.

Таким образом, с помощью функции

можно удовлетворить всем уравнениям и граничным условиям зада
чи; эта функция дает полное решение задачи о давлении под дейст
вием силы Р  жесткого абсолютно гладкого штампа заданной посто
янной ширины 2а  и профиля V (х) на упругую полуплоскость. «

=  эш 0 (1 ЬсоэгО), 

Ргг-= ^ - в т  0 ( 1 —сое 20), 

р12=  —  5 т О з т 2 0 .

(2.33)

а



Заметим, что второе слагаемое в формуле (2.34), соответствующее 
решению задачи о давлении прямоугольного штампа, играет ос
новную «несущую» роль, а первое слагаемое соответствует возмуще
ниям, вызванным искривлением профиля штампа.
-  Допустим, что штамп ширины 2а имеетЗадача о давлении ш тампа ■' г
с профилем в виде дуги  
окружности большого ра
диуса на упругую  полу- и 
плоскость у  (х) =  —  ,

профиль в виде дуги окружности доста
точно большого радиуса /?, тогда

V' «  = Я

Следует различать два случая: первый, когда ширина 21 кон
такта штампа с границей полуплоскости меньше всей ширины 
штампа 2а ( 1 < а )  (рис. 189, а), и второй, когда штамп соприка
сается с полуплоскостью по всей своей ширине I =  а  (рис. 189, б).

Рис. 189. Давление на упругую полуплоскость жесткого штампа пологого про
филя V (х) — дс2/2/?; а) ширина участка контакта меньше всей ширины штампа,

б) ширина участка контакта совпадает с шириной штампа.

В первом случае согласно (2.34) решение имеет вид

¿ г _  Г Ш ! :
*2 .! г — \

'■ЛЬ-
п У  12—г (2.35)

Вычислив первый интеграл с помощью теоремы о вычетах, будем 
иметь

7  _ (х (/2—2г2) , Ц12 ,_____ Р
2Я (1 — а) У  /2 — г 2 Я ( 1—о) Я ]/ "/2 — г2 ’

(2.36)

С помощью этой формулы и (2.7) легко найти распределение нап
ряжения р22 под штампом:

ц (¿2—2л:2)_____._____Р____
Рт : 2Я (1 — а) У  /2— х2 я  У  1*—\ (2.37)

Ширину 21 участка контакта штампа с границей упругой сре
ды можно определить из условия отсутствия концентрации нап
ряжений в окрестности его концов

18 л.  И. Седов, т. ц



Из (2.37) при этом получим
,» 21?Р(1-о)  

лц

В этом случае эпюра напряжений имеет вид, приведенный на 
рис. 189, а.

Второй случай, когда ширина участка контакта штампа с упругой 
средой совпадает с шириной штампа, имеет место при условии, что 
величина равнодействующей сил давления на штамп удовлетворяет 
неравенству

р  лца2 
^  27? (1 - а ) ’

В формулах (2.35) — (2.37) в этом случае следует положить 1=а. 
Вблизи краев штампа будет иметь место концентрация напряжений 
(рис. 189, б).

§ 3. Теория трещин

Все твердые тела при соответствующих условиях разрушаются. 
При разрушении твердые тела распадаются на части. Разрушение 
может иметь различный характер в зависимости от механических 
свойств тела, его конфигурации, вида нагрузок, скорости нагруже
ния, температуры, вида и свойств окружающей среды х) и других 
факторов.

Разрушение может быть названо хрупким, квазихрупким, вяз
ким, упруго-пластическим и т. д. в зависимости от того, какие 
из свойств материала играют определяющую роль при данном 
процессе разрушения.

Под хрупким разрушением понимается та- 
‘ разрушения квазихрупкое кое разрушение, при котором образовав

шиеся после разрушения тела части мож
но сложить так , чтобы составленное тело совпадало с исходным. 
Благодаря отсутствию заметных остаточных деформаций, обуслов
ливаемых свойствами пластичности или вязкости, разрушившиеся 
хрупким образом предметы можно склеивать.

При хрупком разрушении в телах возникают и распространяются 
макроскопические трещины. Треснувшее или разбитое стекло может 
служить примером хрупко разрушившегося тела.

Многие металлические конструкции при возникновении и рас
пространении в них макроскопических трещин разрушаются ква
зихрупким образом.

*) Например, разруш ение стекла в воде происходит иначе, чем в воздухе. 
Разрушение в во здухе  и пустоте может происходить по-разному. Известно, на
пример, что малы е количества ртути на поверхности трещин резко снижают сопро
тивляемость алю миния распространению трещин и т . д.



При квазихрупком разрушении в приповерхностном слое малой 
толщины на берегах трещин возникает пластическое деформиро
вание.

Предложенные теории хрупкого и квазихрупкого разрушений 
основаны на результатах классической теории упругости с малыми 
деформациями. В §§ 1 и 2 этой главы изложен математический аппа
рат, используемый в теории распространения трещин при хрупком 
и квазихрупком разрушениях.

Ниже рассмотрены только случаи равновесия и распространения 
трещин от тонких щелей, имеющихся в начальном состоянии тела, 
и не затрагивается вопрос о начальном возникновении трещин. 
Зарождение трещин тесно связано с дислокациями 1), имеющимися 
внутри тела.

При теоретическом анализе проблемы проч- 
уравнейиеэнергетическое ности и распространения сильных разры

вов перемещений в твердых деформируе
мых телах можно опереться на универсальное уравнение термо
динамики, выражающее закон сохранения энергии для тела ко
нечных размеров. В общем случае это уравнение (см. § 2 гл. V 
т. I) имеет вид

йЕ + сШ =  йА{е) +  с1(^е) +  с1С}**, (3.1)

где Е — кинетическая энергия тела, а 11 — полная внутренняя 
энергия. Справа стоит общий приток энергии извне за счет работы

)5

6)
Рис. 190. Развитие трещины. Пунктиром обозначены границы тела в момент ¿2, 

сплошными линиями — в момент (¿2 > Ь)-

объемных и поверхностных макроскопических сил с1Ам , общий 
внешний приток тепла и внешний макроскопический приток 
энергии йС1** за счет особых микроскопических механизмов (на
пример, химического воздействия на поверхности тела, электро
магнитного взаимодействия и др.). В рассмотренных до сих пор 
моделях упругих и пластических тел принято, что с1С}**=0. Здесь

х) Пояснение понятия о поверхностных дислокациях дано ниже.



мы вводим й(1**ф0  ради возможности учета поверхностных эф
фектов взаимодействия с внешней средой на первоначальных гра
ницах тела и на образующихся вследствие разрывов при развитии 
тп ещ ин  новых границах тела (рис. 190).

На рис. 190, 6 схематически показаны гра- 
Образование новых участ- Ницы трещины вблизи одного из краев в 
ков границ при разрывах два различных МОмента времени t 2 И 
целостности тел  За время вдоль внутреннего участка
сплошного тела Д2 , который в момент соответствовал штрих- 
пунктирному отрезку АВ на рис. 190, б, происходит разрыв и 
образуются элементы новой границы Б  ВС.

Уравнение (3.1) может быть применено ко всему телу в целом 
или к любому конечному объему тела с развивающейся ̂ трещиной 
для любого промежутка времени Д/=/2—и.  В дальнейших рас
суждениях считается, что положения точек тела, соответствующие
моментам и  и /2, близки.

В класси ческой  терм оэластике (теории уп- 
А ддитивная постоянная р у ГОсти С учетом тепловы х эффектов) пол-
иЛэнергияРн а"р аз?ы вРГИИ ная внутренняя энергия тела представля

ется в виде

и т =  ^ и  ( е и , з ) р с 1 % + и 0 =  и 1+ и 0, (3.2)

где I/ (е(7, в) — некоторая определенная функция, зависящая от 
удельной энтропии я и компонент тензора деформаций е,-у, и о 
аддитивная постоянная. В задачах «чистой» теории упругости 
аддитивная постоянная £/„ несущественна; в уравнении (3.1) при
нимается всегда, что <Ш0 =  0 .

При рассмотрении развивающихся трещин — процессов рас
пространения в теле сильных разрывов перемещений с образова
нием новых границ тела, кроме внутренней упругой и тепловой 
энергии, представляемой в равенстве (3.2) для упругого тела чле
ном и  и  необходимо учитывать и другие виды энергии, связанные с 
поверхностными эффектами, проявляющимися при нарушении 
целостности тела. Простейший способ учета таких эффектов можно 
осуществить с помощью аддитивнои постоянной и  а, которая сохра
няется при изменении только энтропии я и компонент тензора дефор
маций &и , но может меняться при образовании в теле разрывов и при 
взаимодействии тела с внешней средой через приток энергии ¿С**.

Рассмотрим сплошное тело с некоторым 
Энергия и 0 к а к  энергия одинаковым состоянием всех его частиц, 
сцепления для КОТОрОГО принято, что ¿ / = 0  и, сле
довательно, и  1 =  0. Представим себе теперь две части этого сплош
ного тела I и II, разделенные мысленно некоторой поверхностью 
2 . По определению функции и г в данном случае имеем

и л  1 +  П )  = ^ / 1 ( 1 )  =  ^ 1 ( П ) = 0 -  ( 3 -3 )



Это равенство сохраняется и при действительном разделении 
тела на части I и II, если при этом разделении состояния всех вну
тренних частиц (в частности, энтропия и величины деформаций) 
не изменяются.

Для постоянных Uо в этом случае, очевидно, имеем
i/„(I+ II)< i/ ,(I)+ i/ 0(II). (3.4)

Это неравенство обусловлено тем, что для образования двух тел
I и II из одного I +  II надо затратить работу для преодоления дей
ствия обобщенных внутренних микроскопических сил сцепления *) 
по поверхности раздела и затратить энергию, связанную с измене
нием физической структуры тонких слоев у поверхности разрыва. 
Работа этих обобщенных внутренних сил взаимодействия при раз
делении тела на части обязательно отлична от нуля и отрицательна.

В рассматриваемой постановке вопроса энергия тела, представ
ляемая величиной Uо, характеризует полную энергию сцепления. 
Эта энергия аналогична гравитационной энергии системы притя
гивающихся масс. Однако, в отличие от гравитационной энергии 
притягивающихся масс, энергия сцепления U0 для реальных тел, 
вообще говоря, слабо зависит от глобальной геометрической формы 
тела. Это обусловлено тем, что внутренние силы сцепления имеют 
электромагнитную природу и действуют между в среднем нейтраль
ными атомами и молекулами, поэтому эти силы являю тся коротко
действующими, т. е. они проявляются в заметном виде только при 
очень малых расстояниях (порядка межатомных расстояний) меж
ду взаимодействующими частицами.

Но важно подчеркнуть, что именно эта 
ilfenruw*/ материалов и энергия U0 обеспечивает прочность матери-с̂Н С1} £ И И v л » ц .алов (крепость соединения частей тела). 
Отсюда ясно, что проблемы прочности и образования разрывов в 
твердых телах должны рассматриваться и разрешаться с учетом 
«несущественной» постоянной U g. При образовании разрывов не
обходимо учитывать изменение энергии U0. В дальнейшем будем 
трактовать U0 как внутреннюю энергию, которая связана с по
нятием поверхностной энергии, но  в се  ж е  н е  с в о д и т с я  п р о ст о  к 
эт ом у  п он ятию  за  счет б ол е е  глуб ок ог о  и з м е н е н и я  ст р у к т у р ы  
частиц  материала в тонком  поверхностном слое .

В теории упругости перемещения и вариации компонент вектора 
перемещений àw t обычно считаются непрерывными. Непрерывность 
вариаций bw t связана с основным физическим свойством действи
тельных тел, стремящихся сохранить свою целостность за счет

*) Как известно, обобщенные силы определяются через выражение элемен
тарной энергии обмена; эти силы в общем случае не совпадают с силами, определяе
мыми ньютоновскими уравнениями импульсов для макроскопических взаимодей
ствий. Микроскопические взаимодействия и соответствующий микроскопический, 
а также и макроскопический, энергообмен могут иметь усложненную квантовую 
природу.



внутренних взаимодействий соседних частиц, и обеспечивается 
большими значениями приращений 6 £/в, которые должны преодо
леваться при разрывах; при отсутствии разрывов öi/0= 0 .

В некоторых случаях, например в сыпу- 
В сыпучих телах без сцеп- чих Ср ед а х  (в частности в сухом песке), 
ления энергия на разрыв л
равна нулю вообще говоря, нет сцепления, препятст

вующего образованию разрывов под дейст
вием растягивающих усилий, поэтому в таких средах возможно 
образование внутренних разрывов без изменения внутренней энер
гии вида U

В металлах, дереве, пластмассах или телах, склеенных вдоль 
некоторых поверхностей, при образовании внутренних разрывов 
типа трещин или при действительном разделении тела на части 
происходит изменение энергии U0. Поэтому при рассмотрении раз
рывных явлений необходимо учитывать в частицах, содержащих 
разрывы, величину dU0.

Опыт и некоторые общие физические сооб- 
Плотность у  энергии на ражения позволяют сделать допущение, 
разрыв что

di/0 = 2 Y Ä  (3.5)
с= 1

где d S j— приращения площадей поверхностей трещин в различных 
частях внутри тела, а y t— соответствующие функции, определенные 
в местах образования площадок разрыва d h { (поверхностная плот
ность энергии на разрыв). Для тел, разрушающихся хрупким обра
зом, во многих случаях можно считать, что у  есть просто плотность 
поверхностной энергии, подобная плотности энергии поверхност
ного натяжения для жидкостей. Иногда у  нельзя отождествлять с 
плотностью поверхностной энергии твердого тела. Опыты показы
вают, что плотность энергии на разрыв

Д U0
Тэф  ДУ

Д£ -> О

во многих случаях значительно превышает плотность поверхност
ной энергии х). В дальнейшем в необходимых случаях под у  мож
но понимать уэф.

Величина у  может зависеть, вообще говоря, от характера де
формированного состояния в месте образования разрыва, от тем
пературы и других термодинамических характеристик состояния 
частиц и от их изменения во времени, от влияния физико-химиче
ских свойств внешних сред (если сделать допущение, что dQ **= 0), 
от наличия в теле дефектов, дислокаций и т. п. В простейших слу

*) Н апример, за  счет затраты дополнительной энергии на образование пла
стических деформаций в окрестности трещин. В очень тонком слое вблизи бортов 
трещин м о гут  возникать остаточные деформации, несущие поглощенную энергию.



чаях в качестве приближения можно принять, что const, при
чем величина этой постоянной представляет собой важнейшую фи
зическую прочностную характеристику материала. При изучении 
проблем прочности экспериментальное и, может быть, теоретиче
ское исследование величины у  должно составлять главную задачу.

Таким образом, если принять для внутрен- 
Уравнение энергии в рам- ней энергии1) определение (3.2), основное
ках модели упругого тела энергетическое уравнение в случае разви- 
для описания развития r  r  J г
трещины тия внутренних разрывов при хрупком

разрушении тела можно написать в виде 
dE-\ dU.  +  d U ^ d A ^  +  d Q ^  +  dQ**.  (3.6)

Включим теперь две стороны и d 2 2 участка разрыва d S , 
отвечающего на рис. 190, б  штрихпунктирному отрезку АВ,  в об
щую границу тела, а поверхностные силы от внутренних сил на
пряжения, действующие на разных сторонах участка площади раз
рыва , во внешние поверхностные силы. После этого возникающие 
при развитии трещины механические перемещения (деформирова
ние) в хрупком теле можно рассматривать в рамках обычной модели 
упругого тела, в которой принимается, что dU0= dQ **= 0 .  Однако в 
уравнении энергии при этом необходимо учесть работу новых резко 
меняющихся внешних сил на вновь образующейся поверхности, 
включаемой в границу тела 2), т. е. на участках и d S 2.

Уравнение энергии для тела в целом в этом случае в рамках 
модели упругого тела имеет вид

\dE +  dU1 =  dAM +  dQM +  dA ^ .  (3.7)
В уравнении энергии для Величина dAjzI представляет собой неко- 
упругой среды при разви- "  ,, , „
тии разрывов необходимо Т0РЫИ поток энергии в особых точках (сов- 
учитывать внешний мак- падающих с краями трещин), возникающий 
роскопический потокэнер- за счет перемещения краев, в которых имеет 
ГИИ место концентрация напряжений. Этот по

ток равен нулю для щелей с фиксирован
ной поверхностью разреза и отличается от нуля для развиваю
щихся трещин (трещину можно рассматривать как щель с пере
менной площадью разрыва). Применение теории упругости для 
описания развития трещин связано с появлением в уравнении 
энергии (3.7) для любых объемов тела, содержащих края трещин, 
потоков энергии, обозначенных через dAfy .  Ниже будут даны фор

х) В общем случае внутренняя энергия может зависеть от пластических дефор
маций и других характеристик состояния среды.

2) Д ля развиваемой ниже теории трещин в хрупких телах, в соответствии с 
принципом Сен-Венана, для правильного определения решений упругой задачи (на 
основании уравнений импульсов и уравнений совместности для поля состояний 
упругого тела в целом) нет необходимости вводить действительные или искусст
венные «подходящие» внутренние силы сцепления на «малых участках» уж е реали
зованных бортов разрыва перемещений (вне d2 ) как внешние макроскопические 
поверхностные силы, входящие в граничные условия.



мулы, по которым можно вычислять если решение упру
гой задачи известно.

Модель упругого тела для малых деформаций по Гуку и раз
виваемые ниже математические приближенные постановки задач 
неприемлемы для описания действительных явлений непосредствен
но вблизи концов трещин в хрупких телах. Тем не менее для 
упругих задач для тела в целом достаточно только установить 
правильно величину концентрированного оттока энергии йА ^ ,  
который в рамках более детальных моделей и в более точной мате
матической трактовке может быть обусловлен различными физи
ческими механизмами.

В случае «трещин» в упруго-пластических телах в конечной ок
рестности краев разрыва могут проявляться свойства пластичности 
и возникать пластические деформации. Пластические области в за
висимости от характера внешних нагрузок могут иметь различный 
вид. Опыт показывает, что в некоторых частных примерах  эти пла
стические области представляют собой тонкие слои различной ко
нечной длины й, которые можно рассматривать как продолжения 
просветов, образующихся при разрыве перемещений внутри тела. 
Тонкие слои пластического деформирования у краев трещин с 
точки зрения упругих решений можно рассматривать как допол
нительные разрывы упругих перемещений на участках й, причем 
поверхностные напряжения на этих участках определяются или 
задаются приближенно из рассмотрения пластических состояний 
в слое. Ниже излагается теория трещин в хрупких телах, в которой 
й  принимается равным нулю. В том случае, когда конечность раз
мера зависящего от свойств пластичности, формы тела, положе
ния разрыва в теле и вида внешних нагрузок, существенна, эту 
теорию и соответствующие критерии  необходимо видоизменить.

Однако теория с й = 0  в ряде важных вопросов х) хорошо отве
чает опытам и в тех случаях, когда вблизи концов разрыва име
ются некоторые малые области (йИжО, I — длина разрыва), в ко
торых проявляются пластические свойства материала.

Далее, в соответствии с определением ква- 
Основное уравнение тео- зихрупкого разрушения тел, предположим, 
рии трещин ч то  в  основн ом  0бъем е Тела величины йЕ ,

й А {е) и соответствующие решению упругой задачи,
дают хорошее приближение к действительности, поэтому можно 
принять, что эти величины в уравнениях для тела в усложненной

х) Эта теория позволяет в телах различной формы рассчитать по заданным 
внешним нагрузкам поля деформаций и напряжений, когда в теле содержатся ис
ходные разрывы, которые могут распространяться в виде трещин. Эти расчеты 
позволяют указать для выбранной системы нагрузок их критическую величину, 
определяющую начало роста трещин. Кроме того, можно производить расчет про
цесса расширения трещин по заданным внешним условиям и, в частности, решать 
вопросы об устойчивости критических состояний. Иллюстрации некоторых при
ложений даны в нижеследующих примерах.



модели (3.6) и в уравнениях для упругого тела (3.7) имеют оди
наковые значения. Тогда из (3.6) и (3.7) следует основное соот
ношение теории трещин, которое является дополнительным к урав
нениям теории упругости,

й и 0= ; —с1А% +  с1(1**. (3.8)

Возможность развития трещины связана с выполнимостью соот
ношения (3.8). Это уравнение при с?(2**=0 вместе с допущением 
(3.5) было принято в 1922 г. Гриффитсом за основу при построении 
теории равновесных трещин.

Если при мысленном увеличении поверхности разрыва на 82 
получается, что

• б(/о > _ б Л $  + 6<Г*,

то трещина в действительности развиваться не может («внешних» 
притоков энергии не хватает для создания дополнительной поверх
ностной энергии би 0). В этом случае получается задача теории уп
ругости для тела со щелью, граница которой состоит из одних и 
тех же индивидуальных точек. В любом возможном процессе де
формирования при этом

6£/0 =  8 Л̂ > = 6<2 ** = 0 .

Щель может превращаться в развивающуюся трещину, как 
только достигается равенство (3.8).

Предыдущая общая постановка вопроса о развитии трещи
ны и все высказанные выше соображения относятся к самому 
общему случаю динамической задачи с наличием вообще произ
вольного внешнего притока тепла и притоков энергии ¿(¡)**. 
Обычно рассматриваются только статические адиабатические 
процессы при с«2 ** =  0 .

Заметим, что из энергетического уравне- 
теории1треИЯинТаТИЧеСКОИ ния (3-®)’ примененного к возможному про

цессу распространения трещины, в стати
ческих условиях (при 8Е =  0) для равновесной трещины при 
специальных вариациях, для которых1) 6 Л(1?> = 8 (2 (е) =  0 , 8 ф** = 0 , 
вытекает соотношение

6 ^  +  61/, =  0  или б£/1= —б£/0.
Отсюда и из (3.8) в этом случае можно также написать равен
ства 2)

. 8 и 1= - 6 1 / 0 =  8АМ.

х) Здесь предполагается, что внешних массовых сил нет.
2) В теории, развитой Гриффитсом, на основании решения конкретных 

статических задач для данного тела с различной шириной щели при отсут-



Следовательно, для вариаций указанного вида для статически 
равновесных трещин, если Ы ! 0 > 0 ,  или, что то же самое, 
6ЛЙ <  0 , имеем

6 6 ^ < 0 .
Легко понять, что, независимо от конкретной физической при

роды обобщенных сил сцепления, приток энергии при 
§ 2  >  0  всегда отрицателен, так как  в обычных условиях всегда 
имеется противодействие разъединению тела на части. Отсюда 
следует, что при возможном развитии трещины в условиях, когда

бЛ(е) =  б <2 (е) =  ** =  О,
при любых физически допустимых силах сцепления всегда верно
неравенство Ш 1ф О .

Однако если щель фиксирована и если среди возможных пере
мещений рассматриваются только такие, при которых о2  = 0 , то

ь и г = 0 ,
когда 6 Л<е) =  8 (Э(*> = 8 (Э** = 0. В этом случае мы имеем рассмот
ренное и установленное ранее условие экстремума внутренней 
упругой энергии (уп угого потенциала) (см. § 9 гл. IX). 
у  ̂ Уравнение (3.8) может быть использовано
Для р е ш е н и я  задач о рас- для решения конкретных задач, если име- 
пространении в теле раз- ЮТСя  сведения о (Ш0 (или у {, если
К Г м ““ ™ » и я ФГ  используется допущение (3.5)) и ЛЦ".
, 0. 0,  энергии Дальше бУ » м. счит,а™' ,¿ и 0 = у { а \  +  а ь 2),

причем у  определена из опыта с учетом взаимодействия данного 
тела с внешней средой, и поэтому положим, что аЦ — и.  ̂

Обратимся теперь к установлению формулы, выражающей от
ток энергии йАЩ через характеристики состояний на краях рас
пространяющихся разрывов. Устанавливаемая ниже формула дает 
величину й А $  не только в случае расширения трещины, но и в  
случае расширения разрывов типа поверхностных дислокаций.

ствии внешнего притока энергии вычислялось изменение внутренней упругой 
энергии по Г у к у  для тела в целом С помощью данных о вели
чине V определенной равенством <И/0 =  т № + ¿ 2 ,) , из уравнения ( ¿ ^ / ¿ 2 ) =  
— — у  определялись критические нагрузки и деформированное состояние, при 
котором щель могла распространиться и превратиться таким образом в тре
щину. „  . ,

П одчеркн ем , что равенство Гриффитса

(,и1 = ЬА%
пля изменения энергии в упругой области верно также для «трещин» в уп
руго-пластических телах с конечными пластическими областями; в этом слу
чае в величину б Л и  включается элементарная работа внутренних сил напря
жений на границах между пластической и упругой областями.



Поэтому остановимся предварительно на разъяснении понятия о 
дислокациях, распределенных непрерывно вдоль некоторой изоли
рованной поверхности 2 .

Поверхность 2  в теле представляет со- 
?еИн“ Г еТ п % РывРнаоСПвдоАль бой изолированную поверхность непрерыв- 
некоторой поверхности распределенных дислокации, если в

окрестности поверхности 2  с обеих ее 
сторон для точек тела существует непрерывный вектор переме
щений IV из некоторого начального положения, причем касатель
ная составляющая вектора гш  на поверхности 2  терпит разры в1).

Рис. 191. Схемы изолированной трещины и изолированной поверхностной 
дислокации. А —трещина, перемещения на краях поверхности разрыва 2  раз
личны teil Ф w 2 и w„i j=wn2, B — поверхностная дислокация wnl =  wn2, W xi7=w-i2-

Если на 2  терпит разрыв только (или и) нормальная составляю
щая вектора перемещений w ,  то поверхность разрыва 2  можно 
рассматривать как образовавшуюся однажды щель, если 2  фикси
ровано, или как трещину, если поверхность 2  расширяется (рис. 191).

Таким образом, как в случае трещин, так  и в случае дисло
каций в теле имеют место разрывы перемещений, однако в сл у 
чае появления дислокаций внутри тела возникают соответству
ющие дефекты, но сохраняется его целостность. Поверхностная 
дислокация напоминает вихревую поверхность в потенциальном 
потоке жидкости или поверхностные токи в потенциальном 
электромагнитном поле.
Линейные дислокации Е сли в е к т о Р Р*фыва перемещений вдоль

поверхности дислокации как функция ко
ординат на поверхности 2  подчиняется закону перемещений твер
дого тела, то очевидно, что, несмотря на наличие разрыва пере
мещений на поверхности 2 , компоненты тензора деформаций мо
гут быть непрерывными при переходе через 2 . В этом случае

1) Здесь и далее подразумевается, что перемещения малы. Если процесс 
деформирования непрерывен, а перемещения чп конечны, то на 2  имеем 
условие

где (¡¿«»1 )„ и (Л*>2)л— нормальные составляющие приращений векторов пере
мещения на разных сторонах поверхности 2 .



возникают особенности в распределении компонент тензора дефор
маций только на контуре £ ,  ограничивающем поверхность 2 .

Аналогично, в гидродинамике вместо системы вихрей, запол
няющих поверхность при переменном скачке потенциала ср!—ф2, 
появляется изолированная вихревая линия 2 ,  когда скачок по
тенциала постоянен на 2 , или в электродинамике вместо системы 
поверхностных токов появляется линейный ток вдоль линии 3?.

Таким образом, можно вводить и рассматривать изолирован
ные линии 3  как  характеристики соответствующих дефектов — 
дислокаций1). Можно различать типы линейных дислокаций в 
зависимости от вида скачка перемещений на поверхности 2 , 
ограниченной линией 2 .

Поверхность дислокаций 2  является по- 
Условие для напряж ений верхностью касательного разрыва переме
на поверхности дислока- .. г>ций и щении. В статических условиях и во мно

гих случаях в динамических условиях на 
поверхности касательного разрыва 2  должно выполняться равен
ство

Р п ■ =  ---р п г
ИЛИ

Р'1=Р2 или (рй)1 = (рй), И (рЧ)1 = (р 1)2, (3.9)

где р п—вектор напряжения на площадке поверхности 2 ; индек
сы 1 и 2 соответствуют разным сторонам 2 ; п г и га2—противо
положно направленные нормали на поверхности 2 ; л и т —оди
наковые направления нормали и касательного вектора на раз
ных сторонах 2 .

В общем случае компоненты векторов напряжений на других 
площадках, например нормальных к 2 , при переходе через 2  
терпят разрыв.

На поверхности трещин, вообще говоря, имеет место неравен
ство

Р1ФР2-
Формула для притока Вывод формулы для йА^  дадим в рам- 
энергии й А ^  ПРИ обра- к а х  ге0метрически линеаризированной по- 
зовании разрывов (разви- становки задачи. Далее предположим, что 
локаций)Я трещин " АИС'  тело упруго, но не обязательно следует

закону Гука. Модель тела может описы
ваться нелинейными связями между напряжениями и деформа
циями. Будем учитывать возможные динамические эффекты,

*) Кроме линейных дислокаций и дислокаций, распределенных по поверхно
сти, можно вводить и строить теорию дислокаций, распределенных непрерывно 
по объему; при этом вводится «начальное» состояние, но исключается возможность 
введения перемещений из соответствующего «начального» состояния. Содержание 
существующих теорий дислокаций, непрерывно распределенных по объему, вы
ходит за рамки предлагаемой книги.



связанные с ускоренным движением частиц среды. Учтем воз
можное наличие притоков тепла.

Рассмотрим два деформированных состояния, соответствующих 
моментам времени t и данного тела, содержащего трещину
и (или) поверхностную дисло
кацию (рис. 192). Случай 
присутствия нескольких тре
щин или дислокаций легко 
учесть дополнительным сум
мированием. В соответствии с 
линеаризацией задачи гра
ничные условия можно фор
мулировать на поверхности
2 +  Л2 (рис. 192).

Обозначим через
векто р  п ер ем ещ ен и я из н еко - р ис. 192. Схемы развития трещины А  и
ТОООГО начального СОСТОЯНИЯ поверхностной дислокации В. С плош ны е
и состояние В момент * , а линии соответствую т границам тел а  в  мо- в состояние в ми , пунктирны е— в момент
через Ч!0 — вектор пере- П оверхность 2 — граница объема т е л а  V
мещения ИЗ того же началь- в момент <; за  время Д/ часть д ву с то -
ного состояния в состояние, ронней поверхности разрыва п о луч ает
соответствующее моменту указанное приращение Д2.
¿4-А1. В местах вновь обра
зующихся границ Д2 векторы перемещения чю непрерывны, а 
векторы перемещения &>' терпят разрыв. Введем вектор переме
щения частиц среды за время Д* =  с компонентами 
д ш. = да' _ да.. Для удельной внутренней энергии и  по опре
делению модели имеем

где
Ц =  и  (е,;-, я) и и '  =  и ' ( г ' ц ,  в'),

а 5 и 5'_соответствующие удельные энтропии.
Согласно законам теории упругости компоненты тензора на

пряжений внутри объема V тела в первом и втором состояниях 
определяются соответственно формулами

д и  _,и  =  р , ¿Ш'
дг  г,-

где р и р'— соответствующие плотности. В рамках линеаризиро
ванной теории в этих формулах можно принять, что Р==Р • На °£‘ 
новании уравнений движения среды для моментов / и г+Д* в то 
ках объема V можно написать равенства

м ^/ + р,У) + Г '‘>Г'= = °, (3 1 °)



где — р1—ра е, а 1— компоненты вектора ускорения, Я —ком
поненты внешних объемных сил. Умножая уравнения (3.10) на

суммируя и интегрируя сумму по всему объему тела, с учетом 
линеаризированной постановки задачи после очевидных преобра
зований получим

где —компоненты нормали к Е + А 2 , внешней по отношению 
к объему, занятому телом.

Если внутренняя энергия представляет собой квадратичную 
форму только от компонент тензора деформаций, то в рамках 
линеаризированной теории можно написать

Поэтому правая часть равенства (3.11) приобретает вид

Рассмотрим теперь смысл правой части в равенстве (3.11) 
при Д / -» 0  в более общем случае, когда плотность внутренней 
энергии и  представляет собой некоторую функцию от энтропии 
5 и компонент е,у-.

В дальнейших вычислениях учтем, что при At —>■ 0 величина 
площадки возникающего разрыва Д2  имеет порядок А/, во внут
ренних фиксированных точках объема V разности ю\— т1 и вели
чины —до,-) представляют собой малые порядка А/, однако 
в точках поверхности разрыва Д2  разности хю\—ы>1 имеют поря
док самих перемещений ъ2>( или и/,-. Примем, что разности энтро- 

я* — в в точках объема У и на границе Д2  имеют те же 
свойства, что и разности хю\— С точностью до малых второ- 
гЪ порядка включительно можно написать

у  X  (р ч/-\-ри) (о ;!— да,) Пу с1о +  4-.? (< Г 'Ч - < Г '') йх =»

1 р и ' й х — \ 9и й х  =  й и 1.
V V



^  кроме того, имеем 
\ д и '  (е'ц, 5') д1

Отсюда следует, что

д1/'(в'„,*') дЦ(еи ,8) к д ц  дЮ д „ , дЮ ^
---------------д г р ч д г и ^ Р Ч ^  д а д е и  ‘

д у = | А 2 ^ + Д Ш ) Д6" ] + 7 '*А5' (ЗЛ2>
где

Г * ^ | ± ^ Д 5
7 а« +  2 а«2

_уточненное значение в момент ¿ +  Д  ̂ для температуры.
Очевидно, что выражения в квадратных скобках в (3.12) и в 

интеграле справа в (3.11) совпадают. Соотношение (3.12) пред
ставляет собой не что иное, как уточненный вариант записи с 
учетом малых второго порядка дифференциального соотношения

л / , = ^ л ц + ^ * = ! £ л , , + < г , ' < > ,  Лг'"  =  7 - * .  (3 .13)

Во внутренних точках объема V равенство (3.12) переходит в ра
венство (3.13) при отбрасывании членов порядка (ДО2- При при
ближении к поверхности образующегося разрыва Д2 и на поверх
ности Д2  порядки членов д£//де(/- и А (ди/д е1])  становятся оди
наковыми. В связи с этим при вычислении интеграла (3.11) вос
пользуемся равенством (3.12).

Для упругого тела по определению имеем
{7/= ¡5 £/р ¿т.

V

Положим, что
5 7 * Дер йх=  $ в) р йт =  й(2м ,
V V

где йС},е)—полный внешний приток тепла. С учетом этих опреде
лений на основании (3.12) найдем формулу

Пользуясь этим, получим, что уравнение (3.11) приводится к виду 

йЕ + (1и1 = йАм  + с1(Уе) +  ±: [  р п-‘и)'ёо + ± | р 'п‘ (чу1 ‘Щ))с1о.
Д2 А2

(3.14)
Здесь еще учтено, что ввиду непрерывности вектора перемещений 
чю и компонент р на ДБ верно равенство



Кроме этого, в (3.14) использованы очевидные обозначения /

5 Я  с к ,  с1Е=\ ра с &ио1 с1х,
V у

где Е — полная кинетическая энергия тела в объеме У; через 4А(е) 
в (3.14) обозначена сумма работ внешних массовых сил и внеш
них поверхностных сил на полной до появления разрыва на 
участке с(2 границе1) тела 2

йА{е) =   ̂р п - йтм йа +  й А$ас.
2

Сравнение соотношений (3.14) с (3.7) приводит к искомой 
формуле

^ ¿ = 4 ] *  р п -п) ' (1а+±; — ъ»)с1о. (3.15)
¿2 ¿2

В частности, для трещины, если ее берега свободны от на
пряжений, т. е. когда р ' п =  0 на ¿ 2 , формула (3.15) дает

^ ¿ 2  =  у  Г р п ии'г йа , чю'ъфчю'и (3.16)

где ^2 1 и с?2 2 —разные стороны дополнительного разрыва ¿ 2 . 
Напомним, что нормали направлены на е(2 1 и е(2 2 в противопо
ложные стороны, внутрь трещины, во внешнюю по отношению к 
объему V сторону.

В случае поверхностной дислокации на с(2 имеем
Р п' =  — />"’> р  п‘ =  — р ’п\ г,а)1 =  гг>2

и
,и»'1—‘и)'г =  чю\х— чю'ъФ  О, 

поэтому формула (3.15) дает

^ р п + р ' ^ . м ' й о ^ ^ .  Г ( р Ъ + р ' З . ^ - м ’̂ о . р . П )  
<¡2 ¿2,

Здесь индексом х отмечены касательные к с?2 составляющие со
ответствующих векторов.

В рамках упругой модели тела с внутренней энергией ¿71 при
ток энергии £¿/4̂  необходимо рассматривать как внешний приток 
энергии.^ В полной более сложной модели тела с учетом видоиз
мененной и усложненной внутренней энергии (например 
приток энергии йА^  должен черпаться за счет изменения внут

*) Здесь принято, что два борта поверхности дислокаций включены в гра
ницу тела 2 .



ренней энергии. Например, в теории трещин в хрупком теле за 
счет величины й и о =  у(с1111 +  с11,2У, в теории дислокаций — за счет 
зависимости внутренней энергии от характеристик дефектов-дис
локаций, причем в теории дислокаций часть работы поверхност
ных сил на разрыве 2 , отличную от нуля и включенную в 
тоже необходимо рассматривать и включать в изменении внутрен
ней энергии, так как этот поток происходит за счет работы не 
внешних, а внутренних сил, обусловленных работой сил внутрен
них напряжении на разрыве касательных перемещений, когда на 
поверхности разрыва 21

чи' — и о ф  0 , причем ф й х ю 2.
Появляющиеся в рамках модели теории упругости в уравне

ниях энергии для частей тела, содержащих края развивающихся 
разрывов, внешние концентрированные притоки энергии &А% по 
своему смыслу и природе аналогичны внешним концентрированным 
силам, действующим в жидкости на присоединенные вихревые 
нити, движущиеся по кинематически заданным законам. Соот
ветствующая обобщенная теорема Н. Е. Жуковского для 
сил, действующих на присоединенные вихри, разъяснена 
на стр. 84—85, 302—303.

Вычислим теперь величину ЛА% для тре- 
Формула Ирвина щины в случае плоского деформированного
состояния. Для вычисления (¡А^ воспользуемся асимптотическими 
формулами (2.11), (2.12), (2.18) и (2.19), установленными при 
решении задач об упругой плоскости со щелью и формулой (3.16). 
В действительности при квазихрупком разрушении законы линей
ной теории упругости в малой области вблизи краев трещины не 
описывают реальное поведение материала (из-за проявления нели
нейных эффектов, свойств пластичности и т. д .). Все же указан
ный прием вычисления (1А%ъ для квазихрупких тел можно при
менять, если иметь в виду следующие соображения.

Из уравнения (3.7) следует, что величина 4А%,  непосредст
венно связанная с эффектами, проявляющимися лишь в малой 
области у краев трещины, балансируется с приращениями осталь
ных величин, входящих в это уравнение, для всего тела в целом.  
В связи с этим для правильного определения йА^  достаточно, 
чтобы вычисление остальных величин в этом уравнении осуществ
лялось правильно в главной части тела. Ввиду малости особой 
зоны вблизи краев трещины, в которой проявляются усложненные 
.свойства тела, можно считать, что ее влияние на основную часть 
тела таково, как если бы все тело, включая малую область краев 
трещины, было упругим. В связи с этим мы можем пользоваться 
для определения йА^  законами теории упругости, не беспокоясь 
о том, что они не описывают реальные явления в малой области 
у краев трещины, и помня, что при вычислении с1А% в рамках 
упругой модели удовлетворяются все законы сохранения так ж е,



как и в усложненной модели, описывающей детали явления в ма
лой окрестности краев трещины.

Хорошее соответствие действительности законов теории упру
гости в основной части объема показывает, что расходы энергии 
у края трещины в действительном явлении и расходы энергии, 
рассчитанные по теории упругой модели, одинаковы. Точность 
совпадения для хрупких и квазихрупких тел гарантируется удов
летворительной применимостью теории упругости для расчета 
полей напряжений и деформаций во всем объеме тела, за исклю
чением весьма малых областей вблизи краев трещин.

С помощью формулы (3.16), используя для р 22 и р12 формулы
(2 . 11 ) и (2.18) при Ф =  0 , г  — х, а для и  и V формулы (2 . 12) и
(2.19) при й =  я ,  г  =  81—х, для величины бА%, рассчитанной на 
единицу толщины пластины, получим1)

61
=  -  С ( р 22и +  р 1ги ) й х = - 1- ^ ( Щ  +  к\х)Ы.  (3.18)

О
Как видно, вывод формулы Ирвина (3.18) связан с рядом 

существенных допущений. Однако формула Ирвина, полученная 
как следствие разъясненных выше допущений, принята авторами, 
разрабатывающими механическую теорию трещин. Эта теория во 
многих случаях хорошо соответствует опытам.

С помощью (3.18) из основного уравнения 
Условие, определяющее ^3 п „ и у СЛОВИИ ч т0  6£/0 =  у 8 2  = у 2 б /  и 
развитие трещины е л * *  ло(2 ** = 0 , ввиду произвольности вариации
бI у каждого развивающегося края трещины получается фунда
ментальное равенство, регулирующее решение упругой задачи с 
учетом движения концов трещины,

^  +  ̂ 1  =  Т̂ 2 Т =  Т̂ .  (3.19)

Здесь и — величины, зависящие функциональным образом 
от распределения внешних нагрузок, от поля ускорений (массо
вых сил инерции), размеров и формы трещин и законов притока 
тепла. Равенства (3.19), написанные для концов всех трещин, 
могут служить добавочными условиями в упругой задаче для 
определения законов развития внутренних разрывов —трещин.

Статическое решение задачи теории упругости с заданной 
щелью можно найти при любых формах и размерах щели и при 
любых внешних нагрузках. В каждом решении получаются свои 
■£, и кп . Если для данного конца щели к\^Щх < [Еу!(\— о2)].

г) Если н ап р яж ен и я на бортах трещины отличны от нуля, то нужно- 
уч есть  т а к ж е  второй интеграл в формуле (3.15). Однако если р ' п ограничено, 
то вычисление этого интеграла по асимптотическим формулам дает малук> 
величину высш его п о рядка (порядка (81) ’/*)•



\д.
ТО при Щ +  ЩхфЪ будет концентрация напряжений, но не будет 
развития щели как трещины. Расчетные упругие поля, в которых 
Щ-\-к2п  >  [£ 7/(1 —а2)], неосуществимы.

Равенства (3.19) являются в теории трещин основными соотноше
ниями, добавочными к уравнениям и условиям теории упругости. 
Эти соотношения, тесно связанные с идеей Гриффитса, были уста
новлены и применены к решению многочисленных задач о равно
весии и распространении трещин Ирвином (1957 г.) и затем рядом 
других авторов. Полезно подчеркнуть, что для каждой отдельной 
трещины, имеющей два края, будет, вообще говоря, не одно, а два 
соотношения типа (3.19). В частных случаях, например при нали
чии симметрии, число существенных соотношений (3.19) сокращает
ся. В общем случае соотношения (3.19) определяют не только дли
ны трещин, но и их расположение в теле.

Из равенства (3.19) видно, что условие
0 ии°нСа п Сяж енийНЦеНТРа" °б отсутствии концентрации напряжений 
Ции напРяжении у концов щели или трещины, т. е. равен
ство нулю коэффициентов интенсивности напряжений и &п, 
может иметь место только в том случае, когда

7 = 0  или ¿ и 0 =  0 .
Это может быть тогда, когда в направлении роста трещины два 

тела просто прижаты друг к другу (не склеены) и не взаимодей
ствуют между собой внутренними взаимодействиями, противодей
ствующими разъединению тела. Выше была рассмотрена такого
рода задача (см. стр. 522).

Очевидно, что в задачах о развитии тре- 
Фиксированные щели и щин в реальных телах всегда имеется рас- 
развивающ иеся трещины х о д  э н е р г н И ) и  поэтому всегда у ф  0. Сле
довательно, в рамках линейной теории упругости у  заостренных 
концов щели и трещины всегда имеет место концентрация напря
жений.

Трещина отличается от простой щели (геометрически они могут 
быть одинаковыми) только тем, что для трещины выполняется ра
венство (3.19), а для щели вместо равенства (3.19) имеет место не
равенство

< г ^  ь ,  <3 -20>
причем в этом случае концы щели фиксированы. Переход от нера
венства (3.20) к равенству (3.19) определяют критические условия 
для внешних нагрузок, действующих на тело.

Выше были установлены локальные усло- 
У стойчивы й и неустой- вия на КОНцах трещины. Этих условий до- 
чивый процесс развития статочно для решения с помощью теории 
трещины упругости глобальной задачи о неустано-
вившемся деформировании образца, внутри которого имеются 
трещины.



Решение динамической задачи для тела в целом с использова
нием условия (3.19) в зависимости от формы тела и вида нагрузок 
может соответствовать лавинообразному ускоренному неустойчи
вому развитию трещины, приводящему к разрушению образца, 
или устойчивому процессу, в котором для последовательного уве
личения размеров трещины требуется прикладывать все большие 
нагрузки.

Небесполезно подчеркнуть, что проблема разрушения тел пред
ставляет собой глобальную задачу, не связанную непосредственно 
с локальными условиями на концах трещин; однако локальное пре
дельное условие на конце трещины должно выполняться как в 
случае устойчивого, так и в случае неустойчивого развития тре
щины, и поэтому это условие может быть использовано как необ
ходимое условие при решении соответствующих задач.

В ряде случаев локальное условие (3.19) является достаточ
ным критерием неустойчивости, приводящей к разрушению тела. 
Приведем некоторые примеры неустойчивого развития трещин. 
П лоскость С прямолиней- Рассмотрим бесконечную плоскость, ослаб- 
ной трещ иной, по бере- ленную прямолинейной трещиной | х | ^  а, 
гам  которой распределе- у  =  0. Пусть по берегам трещины распре- 
ны постоянные нормаль- делены раздвигающие их нормальные на- 
ные напряж ения пряжения

Рг г  =  — ё{х) ,  /012 =  0 при | *| < а, у  =  0.
Коэффициент интенсивности напряжений определяется при этом 
выражением (2.10) и, согласно (3.19), условие развития трещины 
имеет вид

При g (£) =  р 0 =  const коэффициент интенсивности напряжений 
см. (2 .2 1 )) равен

где через р1 обозначена величина напряжения р 0, при которой про
исходит разрыв щели.

Согласно (3.22) критическое значение напряжения /?„* убывает 
с ростом длины трещины 2а. Поэтому при фиксированном давле
нии р 0 распространение трещины будет носить неустойчивый ха
рактер.

Очевидно, что развитие трещины будет иметь неустойчивый ха
рактер и в том случае, когда берега трещины свободны от напряже

а 2

(3.21)
-  а

1̂ =  Рп\/Г п а
и предельное условие (3.21) записывается в виде

(3.22)



ний, а плоскость испытывает всестороннее растяжение под действием 
постоянного напряжения р а на бесконечности. Коэффициент интен
сивности напряжений k{ в этом случае также определяется формулой
(2 .2 1 ), а критическое значение р'а растягивающего напряжения 
р 0 — формулой (3.22).

В случае одноосного растяжения упругой 
Одноосное растяжение плоскости с трещиной | х | ^  а, у  =  0 на- 
плоскости с трещинои пряжениями р 0 в бесконечности под углом 
0 О к оси х (рис. 181) коэффициенты интенсивности напряжений 

и ku согласно (2 .22 ) имеют значения
ki =  Ро V jш sin2 0 О, kn =  р 0 V"ña sin 90 eos 0 О

и условие предельного равновесия щели согласно (3.19) запи
шется в виде _______

л - й - й п ; / ^ ч - <3'23)
Очевидно, что распространение трещины при 0 о=7̂ О и постоянном 

р 0 также имеет неустойчивый характер. Критическое значение 
p l  растягивающего напряжения р 0 зависит от 0О. Наименьшее зна
чение ро для нарушения равновесия щели потребуется, очевидно, 
в том случае, когда плоскость растягивается в направлении, пер
пендикулярном к щели (0о=я/2). Формулы (3.23) и (3.22) при этом 
совпадают.

В случае растяжения плоскости по направлению щели (о0— 
коэффициенты интенсивности напряжений и k¡¡ обращаются 
в нуль; как и следовало ожидать, такого рода напряжения не влияют 
на развитие трещины. Рассмотрим теперь примеры устойчивого
распространения трещин.

Предположим, что плоскость ослаблена 
Плоскость с трещинои, р е щ и н о й  \ х \ < С а , у  =  0, причем на фик-
на фиксированном участ- i у с щ и н и и  \ , J  * г __ ,
ке берегов которой рас- сированном участке берегов трещины 
пределены постоянные |л:|^Ь, у  =  О (Ь <  а) действуют постоян- 
нормальные раздвигаю- ные нормальные напряжения, раздвигаю
щие напряжения щ и е g e pe r a  трещины (рис. 1 9 3 ) .

Коэффициент интенсивности напряжений kl согласно (2.10) 
равен

~ b

JH

■m /g

ТШГ
f  _ £ ± | = d t =

Y  na  J  Y a2 —
-  b
--  DaiVli.l,nA • ---- 1------

2PnV я  f b p распределенны х на отрезке
-  Y ñ  g  ' \x\< Ь ф  < а), у  —0, t - c o n s t .

,1 г “ ъ Рис- 193- Т рещ ина | ^ | < а ,  у —0
- Ь  под действием нормальны х разры 

вающих постоянных напряжений



Условие развития трещины (3.19) принимает вид

Ро =  Ро* =  у  ] / я ( 1 ^ а2)( а г с .

Легко усмотреть, что в этом случае р1 с ростом длины трещины 
а  возрастает и, следовательно, процесс распространения трещины 
при фиксированных р 0 и Ь может остановиться.
П лоскость с  трещиной Рассмотрим случай, когда к плоскости с 
под дей ствием  расклини- трещинои | х\ ^  а, у  =  0 только в середине 
ваю щ нх сосредоточенных берегов трещины приложены две раскли-
^ н е ^ б е ^ о Т *  В °еРе' ниваю1Чие силы Я (рис. 182). В ЭТОМ слу- 
дине ее ерегов чае коэффициент интенсивности напряже
ний (см. (2.24)) равен

У  л  а

Условие распространения трещины в этом случае имеет вид 

Р _ Р . _  (3 24)

Видно, что критические значения Р*  сил Р  с ростом длины 
трещины возрастают, и процесс распространения трещины 
является устойчивым.

» Представим себе упругую плоскость с 
с к о с т и 1“со  Тщелью“  когда прямолинейной щелыо конечной длины
плоскость находится под I -Ч ^  а > У — 0. Пусть на эту плоскость
действием  постоянного действуют сжимающие направленные па-
бесконечноСТи ЖаиТИЯвозВаа Раллельно оси У напряжения р 0 на беско- 
стаю щ и х расклиниваю щ их нечности и две сосредоточенные раскли- 
сил, прилож енны х в сере- нивающие силы Р, приложенные в сере
динах берегов щели динах берегов щели (рис. 194). Рассмот

рим развитие трещины в этой плоскости, 
когда р 0 фиксировано, а расклинивающие силы Р квазистатически 
возрастают от нуля.

Выражение для коэффициента интенсивности напряжений 
согласно (2.22) и (2.24), очевидно, будет иметь вид

к1==Т Ш ~ р^ 1' <3 -25>

где 21— длина трещины. Если то щель раскрыта не пол
ностью и =  0, при этом величина силы Р должна удовлетворять 
неравенству

0 ^  Р — р 0п1 <1 Рг — р 0ла.

При изменении Р в пределах

Р г < Р < Р * ,



где Р *— критическое значение Р , определяемое из предельного 
условия (3.19) с помощью (3.25) при /=а,

лаЕу
~ V 1 —а 2+  р»ла,

трещина не развивается, и в окрестности кондов первоначальной 
щели имеется концентрация напряжений.

\ \ \ Ро \ \ \ Ра

У'

х - а

\

Ргг

I W -
X

а) б )
Рис. 194. Плоскость со щелью | * | < а ,  у =  0 под действием одноосного (в на
правлении оси у) сжатия напряжениями р0 на бесконечности и расклиниваю
щих сил Р, приложенных в серединах берегов щели, а) Величина сил Р  
недостаточна для того, чтобы щель полностью раскрылась; концентрация на
пряжений в окрестуости точек х = ±  I, у  =  0 отсутствует, б) Щ ель полностью 

раскрыта, и вблизи ее концов имеется концентрация напряжений.

При Р = Р *  длина 2а первоначальной щели начинает увеличи
ваться, и при фиксированном значении

Р  =  Р 2 >  Р*
будет происходить процесс развития трещины.

Длину трещины 21(1>а) при этом, если у  известно, можно опре
делить из равенства

p * = Y  f — z + P o * 1-
Об экспериментальном on- Как показано выше, физический параметру 
ределении величины у  является плотностью энергии на разрыв.

В простейшем случае можно предположить, 
что величина у является константой материала (Ирвин).

Величину у  можно определять из различного рода эксперимен
тов *): растяжение толстых надрезанных плит (рис. 195, а), круг

1) См., например, статью: И р в и н ,  К и с  и С м и  т .— Proc. Amer. Soc, 
Test. M ater., 1958/1959, v. 58, pp. 640—657.



лых стержней с надрезами (рис. 195, б), надрезанных в центре 
плоских листов (рис. 195, е); изгиб надрезанного стержня (рис. 195, г).

Рис. 195. Возможные эксперименты по опреде
лению величины у.

В перечисленных экспериментах достижение предельного равен
ства (3.19) связано с дальнейшим неустойчивым распространением 
трещины.

Могут быть также использованы эксперименты, в которых про
исходит устойчивый рост трещин, например, когда трещина на

ходится под действием расклинивающих 
сил, приложенных в середине ее бере
гов (рис. 196). Теоретический анализ 
показывает, что для пластины конечной 
ширины устойчивый рост трещины 
имеет место в этом случае только тог
да, когда длина трещины 2а не превос
ходит половины ширины образца 
(2 а<//2 ).

Следует отметить, что величина у,  
определенная из экспериментов с ус
тойчивым ростом трещин, оказывается 
несколько меньше величины 7 , опреде
ленной из экспериментов с неустойчивым 
ростом трещин. Это связано с динами
ческими эффектами, с влиянием вяз

кости и других свойств материала, проявляющихся при неустано- 
вившемся характере деформирования.
О влиянии температуры Понижение температуры приводит к тому,

 ̂ что материал становится более хрупким. 
Поэтому для Крайнего Севера расчеты различных сооружений 
(газопроводов, мостов и других конструкций) в условиях хруп
кого разрушения приобретают особенно важное значение. Экспе
рименты показывают, что величина у для сталей повышается с 
ростом температуры.

Изменение толщины образца при других равных условиях 
такж е сказывается на развитии трещин и на характере разрушения.

Рис. 196. Расклини
вающие силы Р, при
ложенные в середине 

берегов трещины.



О влиянии поверхностно- Внешняя среда, примыкающая к краям
активных сред на разви- Трещин, может оказывать существенное 
тие трещины г и  _ ̂ влияние на их развитие. Например, при

погружении стекла в воду эффективная 
величина у для стекла снижается на 25% . Механизм этого явл е
ния можно представлять себе следующим образом. В уравнении
(3.8) величина <11/0 является характеристикой материала, и ее 
можно рассматривать независимо от внешних условий. Влияние 
внешних условий можно учитывать с помощью притоков физико
химической энергии <10**, разность <Ш п — ¿(2 ** можно рассмат
ривать как <Ш а с измененной величиной у.

Аналогичным образом можно описать следующий опыт. Возь
мем склеенный образец, в котором под действием внешних р аз
рывающих сил Р  имеется концент
рация напряжений на краях щели

у  =  0 (рис. 197). При фик- см е е т ______

р

сированных малых внешних нагруз- -а 
ках Р , несмотря на концентрацию 
напряжений, не произойдет разде
ления образца по склеенной части. Рис. 197. Склеенный образец под 
„  ^ г  действием расклинивающих сил,
Если вблизи концов щели смочить приложенных в точках скле- 
склеенную поверхность кислотой, енной поверхности,
разъедающей клей, то при неизмен
ных внешних нагрузках произойдет разрыв образца по склеен
ной поверхности.

Это можно истолковать как проявление влияния притока хими
ческой энергии £¿<2** в равенстве (3.8). За счет притока этой энер
гии имеющаяся концентрация напряжений окажется достаточной 
для разрыва образца. Эти примеры указывают на то, что 
в некоторых случаях для объяснения наблюдаемых эффектов 
необходимо вводить и учитывать внешние макроскопические 
притоки энергии <10**.

Эксперименты показывают, что величина у
Значение у  и у эф для не- не ЯВЛяется, строго говоря, константой 
которых материалов Аматериала. Все же эта величина и, соот
ветственно, критическое значение ¡[ являются весьма полез
ными характеристиками, которые могут быть использованы в 
расчетах на разрушение.

Приведем для примера порядки величин у  и уЭф для некото
рых материалов. Для силикатных стекол

Тэф ~  V ~ ( 1 - г 2 ) 1 0* дин ! см,
для поваренной соли

ЫаС1 — 7эф ~  у  ~  300 ди н ! см
дая сравнения заметим, что для воды у  =»72 дин ! см ) .  Распрост
ранение трещины в стальных образцах сопровождается многими



дополнительными сложными явлениями, поэтому уЭф Для сталей 
значительно больше1), чем величина плотности поверхностной 
энергии у . Именно, для сталей

у — 2  -1 0 Здин/см,  а уэф ~ ( 105 1 0 7) дин/см.

Ясно, что при уЭф^>у внутри материала в слое у бортов раз
вивающейся трещины образуются пластические деформации и дру
гие дефекты структуры частиц материала, порождаемые возник
новением и развитием дислокаций. Анализ поля напряжений у 
края трещины, данный на стр. 514 — 518, и численные решения 
рассматриваемой задачи с учетом образования пластических зон2) 
показывают, что заключение о появлении дислокаций и пласти
ческих деформаций в действительности хорошо соответствует 
существу явления. Образование дефектов связано с поглощением 
энергии, которая частично превращается в тепло, рассеивающееся 
в общей массе тела и окружающей среды, а частично переходит 
во внутреннюю энергию частиц в прибортовом слое материала. 
В этом процессе частицы у краев разрыва видоизменяют свою 
структуру и механические свойства. По сравнению с отмеченными 
затратами энергии затраты энергии на образование поверхност
ной энергии, связанной с поверхностным напряжением, ничтож
ны, если уэф^>у.

) Данные о Уэф^>У содержатся в работах: I r w i n  G. R. Fracture 
dynam ics.— In: Fracturing of M etals.— Clevelend: ASM, 1948, pp. 147—166;
О г о w a n E. O. Fundamentals of brittle  behavious of m etals.— In: Fatigue and 
Fracture of M etals.— W iley , N. Y .: 1950, pp. 139—167.

2) См., например, работы D u g d a 1 e D. S. Y ielding of steel sheets contain
ing s lits .— J .  Mech. Phys. Solids, 1960, v. 8 ,№ 2 ; К у д р я в ц е в  Б.  А. ,  П а р -
т о н  В. 3 ., П е с к о в  Ю.  А. ,  Ч е р е п а н о в  Г. П. О локальной пла
стической зоне вблизи конца щели (плоская деформация), МТТ, 1970, N° 5-
L e v y  N. .  M a r c a l  P.  V. ,  O s t e r g r e n  W.  J . ,  P i c e  J .  R . Small
scale y ie ld ing  neer a crack in plane strain : a finite element analysis.— Techn. Report 
NASA NGL 40-002-080/1 Nov. 1969.
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— простая (волна Римана) 207—214
— разрежения, сжатия, плоская 211, 212
— сдвига, расширения 403—405
— ударная искривленная 25, 26 
Волны Рэлея поверхностные 407—412

Глиссирование 55—57, 290, 291

Давление гидростатическое, динамическое 9, 
10, 16, 28—31 

—, импульс 147, 148, 168, 182, 290
— (плотность, температура), связь с числом 

Маха (и коэффициентом скорости) 41
Двигатель воздушно-реактивный 126 — 135
— ракетный 119—126
— турбореактивный 136—138 
Движение газа дозвуковое, сверхзвуко

вое 44, 48—51, 204—207
— жидкости в трубке переменного сече

ния 44, 45
— потенциальное 143 — 194, 198—207, 273— 

280, 285—295
Депланация 476
Дефинитность свободной энергии 353 
Деформации начальные 312
— остаточные, пластические, полные 414, 

417—420, 423—447, 451, 460, 473
Диаграмма растяжение — сжатие 414, 416— 

418
Диполь точечный пространственный 151, 

. 152, 173 
Дислокации 539, 540 
Диффузор 94—97

Единственность решения задач 157, 165, 
275, 353, 354

Зависимости напряжений от деформаций 
динамически линейные и нелинейные 312, 
414

Задача Дирихле, Неймана 157, 171, 173, 179
— о движении газа за поршнем, выдвигае

мым из трубы 214
— — разъединении прижатых (склеенных) 

полуплоскостей 522, 547 (553)
— о движении шара в идеальной (вязкой) 

несжимаемой жидкости 172 — 174, 176, 
177 (236—243)

Задачи краевые в плоской задаче теории 
упругости 499, 500

— статически неопределимые, определи
мые 349, 388—390, 460, 461

— теории упругости плоские, основные фор
мулы 478—486

Закон ассоциированный 436—441, 445, 
447—451, 460

— Био — Савара 284, 295

Закон Паскаля 7
— энергии для тела с разрывами 531—536 
Законы определения пластических дефор

маций, основное свойство 418, 419, 430 — 
434

Запирание эжектора 117

Изгиб балки чистый 355—359, 380 
Интеграл Бернулли 21—32, 36—43, 56, 58, 

62

Кавитация 32—36, 73—79 
Камера сгорания 97—101
— смешения 111—118 
Компрессор 101—106 
Консоль 380
Конус Маха 206, 207
Концентрация напряжений 500, 508—510, 

517—530, 547, 550, 551 
Коэффициент восстановления давления 95
— вязкости турбулентный 259
— давления 33
— интенсивности напряжений 513, 520 — 

522, 546—550
— линейного расширения 329
— нагрузки винта 139—143
— неравномерности потока 94
— полезного действия двигателя идеаль

ный 128, 135, 143
-----------------полетный 127, 131, 139, 142
— — — — пропульсивный 131, 134, 135, 

139, 143
— — — — термический 135, 143
— — — камеры смешения 114, 115
— — — компрессора адиабатический 105
— — — турбины адиабатический 110
— расхода 96, 97, 141, 143
— скорости 39, 40
— сопротивления трения 249, 253, 268, 271, 

272
— тяги 93, 94
— эжекции 113
Коэффициенты присоединенных масс 184 — 

188, 190 — 19*
Кризис тепловой 101 
Крыло конечного размаха 291

Масса жидкости бесконечная при. движении 
в ней конечного твердого тела как меха
ническая система 182 — 185, 189 — 194

— шара присоединенная 177, 188 
Материал жестко-пластический 417—419
— идеально-пластический 417, 419, 462
— линейно-упрочняющийся 417 
Мембрана 371—373
Метод Бубнова 399, 4 00
— конформных отображений решения пло

ских задач теории упругости 496—500
— Ритца 395—398
— Сен-Венана полуобратный 361, 472
— — — решения задач о кручении 367, 368 
Модель линейно-упругого тела 311—319
— нелинейно-упругого тела 319—324



Модель пластической среды 426—430
— — _  Мизеса 459, 460
Момент гидродинамических сил, действую

щих на тело 13, 15, 61, 62, 191—194
— изгибающий 355, 381—385
— крутящий 355, 356, 361, 365, 462, 469, 

470, 477

Нагревание тел в потоке газа 41, 42 
Нагружение 414, 428
— активное, нейтральное 428, 429
— пластическое 428
— пропорциональное 434 
Наклеп 415
Направления главные движения тела 196- 
Напряжения вблизи концов щели, асимптол 

тические формулы 519—522
— внутренние 419, 420
— касательные максимальные 364—366, 

452 — 454, 463, 503, 515
— начальные в составной трубе 345, 346.
— турбулентные 259-, 260 
Насадки Бриггса — Корта 140, 141 
Насадок Борда 57—59

Обратимость теории упругости 313 
Обтекание по Кирхгофу 74, 76, 78
— тел с сопутствующим газовым пузы- 

рем 72, 73
Определение перемещений по деформациям 

332—335, 337, 338, 471—476 
Ось балки нейтральная 383 
Отрыв пограничного слоя 270, 271

Парадокс Даламбера 70—72, 129, 176, 194 — 
196

— Дюбуа 66, 67
— Жуковского 17 
Параметры Ламе 328
— состояние у п р у г о г о  тела 316, 317
— торможения 37, 38, 90, 96, 98, 99, 104, 

114, 122, 124
— упрочнения 427, 437, 439, 440, 441 
Перемещения вблизи концов щели, асимпто

тические. формулы 513, 514
Переход ламинарного режима течения в тур~ 

булентный 250—254, 271, 273 
Плоскость с вырезом 500—508
— — трещиной 548—551
— — щелью 520—523, 550, 551 
Плотность энергии на разрыв 534, 546—554 
Площадки максимальных касательных

напряжений 452—454 
Поверхность вихревая 289
— нагружения 425—430, 435, 436, 438, 

447—451, 456, 458
— равного ската 466
— разрыва характеристическая 207
— — перемещений 532, 539
— текучести 425, 455 —460 
Ползучесть 420
Помпаж 101
Постановка задач теории упругости в на

пряжениях (в перемещениях) 349 (343) 
Постоянная аддитивная для внутренней 

энергии 532, 533 
Потенциал вихревых нитей 285, 288, 294, 295
— двойного, простого слоя 153, 158
— запаздывающий 203
— напряжений 325
— скоростей, динамическая интерпрета

ция 147, 148
Потери в скачках 80, 96
— — сопле 93
— кинетической энергии при смешении 115 
Поток энергии у края трещин 540—546 
Предел пропорциональности 414

прочности 415

Предел текучести 415
— упругости 414
— усталости (выносливости) 422
Приближение Стокса 237
Принцип вариационный для упругих тел 

в равновесии 393—395
— минимума работы напряжений на пласти

ческих деформациях 435, 4 36
— Онзагера 444
— Сен-Венана 335, 354, 355
Приток энергии в моделях упругих тел 

315—317
— — к выделенному объему 61
— — — среде внешней, возможные тр ак 

товки 64
Пропеллер идеальный 138 — 143
Процесс адиабатический 36, 222, 227, 400, 

401
— баротропный 22, 149
— нагружения полный 439
— небаротропный (пример вычисления 

функции давления) 23, 24, 36
— пластического деформирования, равно* 

весность, необратимость 446
— развития трещины неустойчивый, устой

чивый 547, 548

Равенство Гриффитса 538 
Разгрузка 414, 428
Разложение потенциала течения в ряд в бес

конечно удаленной точке 160 — 165 
Распространение возмущений от движ ущ его

ся источника 204 —207 
Расход топлива удельный весовой 125 
Релаксация напряжений 421 
Решетка профилей 82, 97

Свойства гармонических функций 154 —156, 
169 — 170 

Сжимаемость, ее влияние 42, 43 
Сила гидродинамическая 13, 61, 81, 193, 

196 — 198, 243
— перерезывающая 381
— подъемная гидродинамическая 30, 31, 

73, 84 — 87,- 302, 303
— реакции жидкости, текущей в трубе 64, 

65
— сопротивления при обтекании тел со 

скачками уплотнения 79, 80
— — — — — — срывом струй 73—75
— тяги 78, 79, 124, 125, 130
Силы, действующие на тело в жидкости на 

глубине 196
— — — — — — при обтекании ускорен

ным потоком Í97, 198
Система уравнений идеально-пластического 

тела по Мизесу замкнутая 459, 460
— — упругого тела замкнутая 319—324, 

401, 402
Скорость звука  38, 198
— — максимальная, местная 38, 39
—, играющая роль скорости звука 44, 198, 

199
— истечения 27, 38
— критическая 38
— максимальная 38
— потенциальных течений несжимаемой 

жидкости, ее максимальность 155
— производства энтропии в теплопроводном 

пластическом теле 443
— распространения малых возмущений 

в газе 198—207, 400, 401
— — поверхностных волн Рэлея 407—412 
Соотношения интегральные для установив

шихся движений жидкости 51, 52
Сопло Л аваля 45—51, 92—94. \2\, 122 
Сопротивление индуктивное 292



Состояние начальное, «начальное* 312, 493 
424, 540

— плоское деформированное 482 и далее
— — напряженное, обобщенное 483, 485 и 

далее
Степень сжатия 104, 132 
Струя возвратная 75—79 
—, воздействие на стенку 53—55 
Суперпозиция решений 350, 510, 511 
Существование функций нагружения и ас

социированного закона 447—451

Тело анизотропное, изотропное 326 
Тензор диссипации энергии 442, 443
— напряжений, свойства компонент 350
— условных напряжений Пиола 319, 320 
Тензоры деформаций пластических, полных,

упругих 312, 424 
Теорема Жуковского 84, 85, 303
— Клапейрона 353
— Лагранжа 147
— Мориса Леви 490, 491, 521
— Томсона 305, 307
Теории пластичности деформационные 434
— — ч основные задачи при построении

Теплосодержание 36, 37, 62
— полное и постоянная в интеграле Бернул

ли 25, 62
Теплота реакции 121—123 
Толщина вытеснения 269
— пограничного слоя 268, 269
Точка отрыва пограничного слоя 270, 271
— тела центральная 184—185, 194 
Трещина 531 и далее
Трубы аэродинамические 94
— кавитационные 34 
Турбина 106—111
Тяга двигателя 124, 125, 126, 130, 136
— от струи, выбрасываемой вперед 77, 78
— удельная 125, 126

Угол дрейфа 194
— закручивания 361, 363 — 365, 472, 474 — 

476
— Маха 206
Удар плавающего тела 168, 169 
Уравнение бигармоническое 488, 491
— волновое 198, 201
— Гельмгольца 305
— поверхности нагружения 427—433, 435, 

438, 455, 457, 458
— притока тепла в теории пластичности 441
— прогиба мембраны постоянного натяже

ния 373
— Пуассона 245, 277, 281, 369, 375
— теории трещин основное 536, 537
— энергии в случае развития внутренних 

разрывов 535
Уравнения Бельтрами — Мичелла 349, 350, 

480
— движения Громеки — Лемба 21
— Ламе^348

Уравнения Рейнольдса 258, 259
— состояния упругого тела 316^318  
Условие минимума свободной энергии 394,

538 s.
— на перемещения 480, 484
— — плотность внешних сил 8, 481
— пластичности Мизеса 456—459, 463
— — Треска 451, 463
— развития трещин 546
Условия в бесконечности 65, 66, 190, 193
— граничные в линейной теории упругости, 

выполнение на недеформированной по
верхности 348

— — дл я  функции Эри 488—490
— — на свободной поверхности уп р уго го  

полупространства 406
— критические дл я  внешних н а гр узо к , 

действующих на тело со щелью 548
— на границе пузы рька 215—217 
Усталость материала 421 
Устойчивость ламинарного течения 252
— равновесия политропной атмосферы 18

Формула барометрическая 11
— Гурса 491, 496
— Для притока энергии при разрыве цело- 

’ стности тела 540 и далее
— Ирвина 545
— Эйлера дл я  момента сил 108 — 110 
Формулы Грина 156, 157
— Колосова 493 
Форсаж 137
Функция гармоническая как  сумма потен

циалов простого и двойного слоя 158 — 
160

— Грина 158, 170, 171
— давления 22—24, 36, 37
— диссипации в теории пластичности 446
— кручения 361
— напряжений 368—371, 462, 477
------- Эри 486—490, 493, 494, 500, 50 1

Число кавитации 33—35, 78
— М аха 39, 44, 206, 207
— Рейнольдса критическое 252
— Эйлера 140

Шлепок 290—292 
Штамп жесткий 523—530

Щель 508—523, 525

Эжектор 111—119
Энергия кинетическая несжимаемой ж ид

кости при потенциальном движении 157, 
159, 182, 183, 184

— на разры в 534 и далее
— свободная единицы объема, массы уп р у- 

гого тела 327, 328, 393, 394, 441, 443
Эффект Бауш ингера 415
— Допплера 204, 205

И С П Р А В Л Е Н И Е

В первом томе четвертого издания книги «Механика 
сплошной среды» (М.: Наука, 1983) на странице 491 в 
2 0 -й строке сверху вместо слова «вектора.» должно быть 
слово «тензора.».


