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В настоящее время одной из проблем в подготовке специа­
листов в области прикладной математики  является  освоение тех ­
нологии н методов математического моделирования.  В новой ти­
повой програм ме  по специальности 01.02 вопросам математиче­
ского моделирования уделяется  большое унимание.  Начиная с
IV курса вв едены  дисциплины, изучение которых обеспечивает 
знание методов математического моделирования.  Пока еще не 
накоплен достаточный опыт преподавания методов математиче­
ского моделирования ,  в связи с. чем остро стоит вопрос обеспе­
чения соответствующих курсов учебными пособиями.

П р е д л а г а е м а я  книга посвящена методам математического мо­
делирования в электродинамике .  И пей последовательно иссле­
дуются  мат емат ические  модели теории дифракции, дано м ате ­
матическое обоснование корректности математических задач.  
Исследованы вопросы существования и единственности задач 
теории дифракции.  Особое внимание уделено алгоритмам 
вычисления приближенных решений, оценкам погрешности в ы ­
числительных методов,  обсуждению эффективности вычислитель­
ных процедур д л я  задач дифракции на современных вычисли­
тельных ср едст вах .

Книга иаттисапа па основе курсов лекций, читаемых на физи­
ческом ф а к у ль т е т е  и на факультете  вычислительной м ате м ати ­
ки и кибернетики Московского университета.

Гл. I посвящена основным уравнениям теории дифракции. 
В отличие от многих существующих руководств и пособий по 
электродина мике  уравнении теории дифракции и краевые у с ­
ловия рассмотрены ка к  условия,  определяющие оператор в со­
ответствующем функциональном пространстве.  Исследованы 
классы функций,  обеспечивающие выполнение условий на бес­
конечности и вблизи кромок и ребер поверхностей. Приведены 
теоремы существования  решения краевых задач,  которые были 
опубликованы лишь в специальной малодоступной литературе.

М а тери ал ,  изложенный в гл. И, полностью оригинален. Здесь  
рассмотрен метод интегральных уравнений в з ада ча х  дифрак­
ции. Основное внимание уделено »опросам сведения з а д а ч  д и ­
фракции к  линейным интегральным уравнениям первого и вто­
рого рода типа Фредгольма ,  на основе которых развиваются  
метод построения вычислительных алгоритмов и их обоснова­
ние. К методу  интегральных уравнений близко примыкает  под­
робно изл оженный метод пеортогональпых рядов.



В гл. III рассмотрен метод типа Г а л е р к н н а  д л я  исследования 
задач  дифракции в неоднородных средах .  Этот  метод я в л я е т с я  
основой вычислительных алгоритмов решения широкого кл асса  
задач  дифракции, эффективно применяемых д л я  расчетов прик­
ладных задач электродинамики.  Этот м етод  впервые изложен в 
учебной литературе.

I л. 1\ содержит описание методов и ал горитмов решения з а ­
дач распросIранения колебаний в волноводах .  Материал  этой 
глав ы  являетс я  основой вычислительных методов,  широко ис­
пользуемых для  расчета устройств техники СВЧ.  Этот материа л  
излагается  ¡5 учебной литературе впервые.

Учебное пособие ориентировано па специалистов по пр ик лад­
ной математике  и существенно отличается от аналогичных посо­
бий но курсу  «Электродинамика» .  Оно предназначено д л я  с т у ­
дентов старших курсов,  аспирантов,  с л у ш ател ей  факультетов по­
вышения квалификации и научных работников .

Автор],I в ы р а ж а ю т  глубокую благодарность  рецензентам кни­
г и - з а в .  кафедрой № 406 МАИ проф. Д .  П. Воскресенскому и 
проф. В. В. Кучеренко.

Авторы



Глава I

Ма те ма т ич е с к и е  модели з а д а ч  дифракции

§  1. Уравнения М а ксвел л а

Класси че ская  теория дифракции электромагнитных волн осно­
вы вается  на след ую щ их  уравнениях М а кс ве л л а :

Система уравнени й М а ксвелла  записана  в СИ и введены с л е ­
дующие обозначения:  Е = Е(М,  /), Н —Н(М ,  I) — векторы на ­
пряженности электрического и магнитного поля;  0  = Э (М ,  /) — 
вектор электрической и В магнитной индукции;  ] —\{М, / ) — 
вектор плотности электрического тока ;  р — р(М,  /) плотность 
электрического з а р я д а .  В данной книге рассматривается  случай 
возбуждения эл ектромагнитных  нолей только сторонними т о ка ­
ми ] |1Т)(Л4, /), которые будем считать задан ны ми функциями ко­
ординат и времени.  Одних уравнений ( 1 . 1 ) - - ( 1 . 4 )  недостаточно 
дл я  определения всех входящих в них неизвестных величин, по­
этому к этим ур авн ен и ям  должны быть добавлены уравнения ,  
ха рактер изующие  материальную среду,  в которой распростра­
няется электромагнитное  поле. Эти уравнения являются резуль­
татом усреднения микроскопических уравнений поля и опреде­
ляются  на основе изучения механизма взаимодействия электро­
магнитных полей с атомами и молекулами .  Они могут иметь ра з ­
личный вид в зависимости от природы исследуемых сред.

Д л я  линейных ср ед  без дисперсии материальные уравнения 
имеют следующий вид;

го{ Н -  = Н  I -^ ‘’г>; 
д1 т '  1 '

0 . 1)

( 1.2)

с П у  О ;  --р; 

(Пу В - 0 .

(1-3)

(1.4)

0 ~ е Е ;  

В - - [41 ;

(1.5)

(1.6) 

(1.7)



Величины г ,  ц, о называются  д и э л е к т р и ч е с к о й  п р о н и ц а ем о ст ь ю ,  
магнитной й р о н и ц а е м о ст ь ю  и п р о в о д и м о с т ь ю  среды соответст­
венно. В общем сл учае  они являются  функциями точки прост­
ранства и времени. Если среда изотропна,  то г,  |i и <т— с к а л я р ­
ные величины. В анизотропном среде к, j i  и а  — тензоры (в этом  
случае  и уравнения М аксвелла  с л ед ует  за писывать  в тензор­
ном виде) .  При наличии в среде дисперсии с вя зь  г, ц и а  с э л е к ­
тромагнитным полем имеет более сложный вид.

15 настоящем пособии мы будем р а ссм атр и вать  задачи л и ­
нейном электродинамики,  когда мат ериальн ые  уравнения я в л я ­
ются линейными. В последнее время все большее значение при­
обретают задачи нелинейной электродинамики,  материальн ые 
уравнения которой являются  у ж е  нелинейными *.

Рассмотрим некоторые свойства системы  уравнений М а к с ­
велла  (1.1) — (1.4) .  Из уравнений (1.1) и (1.3) непосредственно 
следует  закон сохранения з ар я д а .  Действительно,  применяя к  
(1.1) операцию div и используя (1.3) ,  получаем

{ div (j  ' j ( " ) )  0 . ( 1. 8 )

Это уравнение представляет  собой з акон  сохранения электри­
ческого з а р я д а  (в дифференциальной форме) .  Если соотноше­
ние ( 1.8 ) проинтегрировать по некоторому объему V, ограничен­
ному поверхностью S ,  и применить формул у Гау сса  — Остро­
градского,  то получим закон сохранения з а р я д а  в интегральной 
форме

— I (j)n(i о,
S

где  с  — ^ ? d V полпый заряд ,  находящийся  внутри поверхности
V

5 ;  п — единичный вектор внешней нормали к поверхности S .
Уравнение (1.4) является  следствием урав нен ия (1.2) и н а ­

чальных условий.  Действительно,  применяя  операцию div к у р а в ­
нению ( 1.2) ,  находим

—  div  В О, 
dt

т. е.
d i v  В - const.

Значение этой постоянной определяется нач ал ьн ым условием п 
некоторый момент времени. Уравнение (1 .4 ) ,  вы ража ю ще е  факт

* См.: Ахманов С. А., Хохлов Р. В.  Проблемы нелинейной оптики: 
Электромагнитные волны в нелинейных диспергирующих средах.— М.: 
ВИНИТИ, 1964.



отсутствия магнитн ых  зарядов ,  показывает ,  что эта постоянная 
до лжна  быть нулем .  Таким образом, уравнение (1.4) фактиче­
ски н ал а г а е т  ограничения лишь на начальные условия д л я  элек ­
тромагнитного поля.  Аналогично можно показать ,  что уравнение
( 1.3 ) я вл я ет с я  следствием уравнения ( 1. 1),  закона сохранения 
электрического з а р я д а  ( 1.8 ) и начальных условии. Закон сохра ­
нения электрического з ар яд а  является  независимым физическим 
законом.  Предыду щи е  рассуждения показывают,  что уравнения 
М аксвелла  ему  не противоречат.

Итак,  в у р авн ен и ях  Максвелла  основными являются  у р а в ­
нения (1.1) и (1 .2 ) .  Следует  заметить,  что в данных р а с с у ж д е ­
ниях не дел ал о сь  никаких предположении относительно свойств 
среды (соотношения (1.5) — (1.7) нигде не использовались) .

Систему уравнений М а ксвелла  можно свести к одному у р а в ­
нению второго порядка .  Получим уравнение для  вектора Е (М, /), 
считая,  что среда  линейная и без дисперсии, а ее характеристики 
не з ависят  от времени.  Д л я  этого применим к уравнению (1.2) 
операцию rot:

Используя ур авнение (1.1) ,  получим

rot(|J.H)- protH - 1 [ij-| |J-j<CT> - f  Igrad ц, II]. ( U O )

П одставл яя  (1.10) в (1.9) ,  имеем

Отсюда согласно (1.2) и (1.7),  получим уравнение для  вектора 
Е(М,  t ) :

Уравнение д л я  вектора  Н получается аналогично, по в случае  
проводящей среды (а=^=0 ) оно содержит вектор электрического 
поля. Это уравнение  имеет следующий вид:

rot rot Е — rot(|iH). (1.9)

------  ij. ----
dt* dt

d (>'0 R H l d l i , - ^  . ( M l )
otrot rot E II

dt

rot rot E

Уравнение (1.12) можно записать  и в ином виде:

rot rot Н \- g ra de ,  — rot III - —  [grad е, Е]-| 
е J £е

-|-гсА(зЕ)-------[ g rade ,  j (cT)l -f- rot j (CT). (1.13)



Уравнения (1.12) и (1.13) значительно уп рощ аю тся ,  если х а р а к ­
теристики среды (г ,  |i, ст) постоянны. В эт ом  сл учае  уравнения
(1.12) и (1.13) принимают вид

<)2£ I а i «- I 'Ж ^; (tr)£а -------- rot rot h  и з -----: ¡i —  —  ,
d f i  1 út x 0t

r i II I Л ,
£ [ 1 ------ r o t  r o l  Н -  !АЗ —  r o t j ( c l ) .

dt-i 1 1 ' d i  J

Важ н ым случаем электромагнитных молей являются  поля, 
периодические во времени. Рассмотрим устан овившиеся  колеба­
ния вида

Е  ( М,  /) — Е  (/И )с

(1.14)
II (УК,/) Н (/И) е

Функции Е и Н представляют собой компл ексны е амплитуды 
электрического и магнитного полей соответственно.  Реальный 
физический смысл имеют величины Не Е н Ие Н. Будем считать,  
что комплексное электромагнитное поле Е и Н (1.1-1) удовл ет ­
воряет уравнениям М а ксвелла .  П одс тавл яя  ( 1. И )  в (1.1) — (1.4) ,  
получим следующие уравнения для  а м п л и т у д  Е (М )  и Н (М) 
(при этом считаем,  что сторонние токи т а к ж е  периодичны во вре­
мени: ] ((:Т>(М, /) - ] ( ст>(М)е ш1, а среда линейна и характеристики 
ее не зависят  от в р ем ен и ) :

го П 1- ;  гшБ | ] ¡ - р ' ) ;  (1.15)

кЛ Е--/ ( -В ;  (1.16)

( 1 ^ 0 -  р; (1.17)

<.11V В —0. (1.18)

Поскольку ] = аЕ, уравнение (1.15) можно преобразовать ,  введя  
комплексную диэлектрическую проницаемость

со

Тогда уравнения принимают следующий вид:

г о ! Н =  --г\ое'Е-Н<ст>; (1.19)

го1 Е^=(шцН; ( 1.20 )

с11у (еЕ) — р; (1.21)

д 1у ( ! 1Н ) - - 0 . ( 1.22 )

В случае установившихся колебании у р ав н ен и е  ( 1.22) может



быть опущено,  т а к  к а к  вытекает  из ( 1.20 ) при произвольном ц, а 
уравнение (1 .21)  являетс я  следствием уравнения (1.19) или
(1.15) и з а к о н а  сохранения электрического з ар яда

div ( j -{- j (,' r>) (1.23)

Нели ср ед а  однородна (?, fi, 0  = const ) ,  а сторонние токи отсут­
ствуют (j(CT) =  0 ) ,  то из уравнения (1.19) следует

div Е - - 0 .  (1 .24)

Отсюда,  согла сно  (1.21) ,  получаем р = 0. Следовательно,  в од­
нородной с р е д е  при отсутствии сторонних токов уравнения
(1.21) и (1.22)  я вляю тся  следствием (1.19) и (1.20).

В д ал ьн е й ш ем  потребуются энергетические соотношения мо­
нохроматического режима.  Пусть  дне физические величины u ( t )  
и /(/) х а р ак тер и зую тс я  комплексными амплитудами и(о>) и /(со), 
связанными с самим и величинами соотношениями

а  (/) — Ке {/¿('») с - Ао!}; у (О — Re { j  (<«) е

и  (/) ■— | и  <«>) j Cos (и/ a ) ;  J ( t )  — \ j  ( « )  | cos (W — р),

u ^ n r g w  (m),

Вычисляя  средние значения произведения u ( t ) j ( t )  за  период

0>
Г

Й (/) У (/)-■- у  и (/) у  (/) ¿//,
о

получим

и  {I) У (О — ! и (Ш) 11 у  (ш) I соь (а  -  Р) — -— Не {а* («О у  (о)}.
X £

Д л я  среднего значения кв а д р а т а  величины ы ( 0  получим 

и 1Щ —~  и  (ш)и* (« )-= -^ -1  м(°>)|2.

Д л я  произведения д в у х  функций и ( 0 / ( 0  имеем представление

и  (О Не { и *  («>) у (ш)} -|- Не {и (<*>) у (<о) е 2'- '}.

К а к  известно,  плотность и (М ,  I) энергии электромагнитного по­
ля  опр еделяется  выражением

и ( М , / )  =  - ~ Е ( Л 1, / ) О ( М , 0  +  ~ - Н ( М , / ) В ( М , 0 ,



а  плотность потока энергии — выражением

(1.25)
Вектор S обычно называют в ектором У м о в а  — Пойнтинга.  Из 
предыдущего рассмотрения следует,  что среднее  за  период з н а ­
чение величин u(Ai ,  t )  u S (A i ,  t) соответственно равно

7i -  Ro {E (.И, <■>)£>*(/U, <■>) 1 - H (Af , о) В* (.V/, (1.26)  

S-~ Re [E, H*j — Re S*,  где  |E, H*|. (1.27)

В сл учае  проводящей среды важно!' !  энергетической характерис­
тикой является плотность q ( Л1, /) потерь, определяем ая  в ы р а ­
жением

г/(А1,/) - (Е (Л1, /), / ( A i , /))• (1.2В)

Если векгоры Е(Л/, /) и j(Af, ! )  связаны уравнением

o E ( . U , 0 ,

где (T = (i) Iгт! f', то для среднего за период значения величины 
q получим

q  (;V!, t) (Е (Af , и>), j* ш)) Im s '  |Е ( Af , ">) |2. (1.29)

Рассмотрим простейшие решения однородных уравнений М а к ­
свелла  в изотропной среде с постоянными харак теристи кам и — 
плоские электромагнитные волны. В сл у ч а е  установившихся 
гармонических колебаний и однородной изотропной среде при 
отсутствии свободных зарядов (t l ivE-^O) электрический вектор 
Е (М )  удовлетворяет  уравнению

rot rot Е -. »VuE (1.30)

или

V2E ; х2Е 0, (1.31)

гд е  г ’ - - г  f , х 2 — ш*е'а ■ k'2 -¡-/idijuj, В декарто-
0>

вой прямоугольной системе координат к а ж д а я  компонента ве к ­
тора Е={/;х, /;»} удовлетворяет  уравнению Гельмгольца

Д£'а -| - у.2Е„ - 0, a - - = x , y , z .

Уравнение Гельмгольца допускает  решение в виде плоской 
волны:



Следовательно,  векторное уравнение Гельмгольца (1.31) имеет 
решение вида

E __E(jC' ( > v < - v fiv )
где

х  - { х Л, х у, у..}, г — {д:, 1/,г},  Eu-=const.
Согласно условию div Е - - 0 , получаем

d i v E  -d iv{Eue ‘’Xr) - 7 с ' Хг ( к ,  Е0) -О,
т а к  к а к  d i v E 0 =  Q. Следовательно,  направление вектора Е ор­
тогонально к  направлению распространения волны, определяе­
мому вектором х.

Векторы Е и Н связаны  м е ж д у  собой уравнением

rot Е - -/(DiifJ.

Так  к а к
r o t (E ue/Xr) ^forad e '*r , E 0|,

то

I е'1*о.Ец] (1.32)

где  х 0-~-—*------ единичный вектор в направлении распростра-
I * I

нения волны.  Соотношение (1.32) показывает ,  что векторы Е и 
Н не только ортогональны к  направлению распространения пол­
ны, по и ортогональны м еж д у  собой:

(Е,  П) -О, (Е,  х ) -  О, (И, х )  :().

Итак,  урав нения  М аксвелла  имеют решение в виде плоской элек ­
тромагнитной волны,  которая представляется  в виде

К(Л4) .Е0с'<*г\  Н ( М )  Н
причем

е' [ х 0, Е|- (1.33)

/ й х ^ Н !  ,  [ г~Е. (1.34)
Отношение к а сател ьн ы х  составляющих электрического и магнит­
ного поля определяет  внутренний импеданс среды дл я  плоских 
вол п:

K . E I - C H ,
(1.35)

Е - Ч [ Н , х 0(;

С - = | /  (1.35)
У  е у  ше l a



Значение импеданса зависит от свойств с р е д ы  и частоты.  Если 
среда  непроводящая ((1 = 0 ) ,  то

(1.37)
и не зависит от частоты. Отмстим,  что в этом сл учае  £ являетс я  
действительной величиной и из выражений (1.35) следует,  что 
электрический и магнитный векторы колеблются  it фазе.

Величина х называется  п о ст о я н н ой  р а с п р о с т р а н е н и я  в олны ,  
при этом a  —Re к  на зыва ется  п о ст о я н н ой  фаны,  а р = 1гпи — п о ­
ст о янной  за тухания  волны.

Отметим связь  м е ж д у  внутренним импедансом среды и ком­
плексным вектором Поиптипга плоской волны:

S* |Е, Н*1- - (-к , - *)Чп (1.3S)
2 2;*

или

r * _ J ___ 1_ Ё Л _  .
2 IS*, х(] I

§  2. Электромагнитные потенциалы

Д л я  определения полного электромагнитного поля в прост­
ранстве нужно решить систему уравнений М а к с в е л л а ,  т. е. оп­
ределить шесть ск алярных функций, я вл яю щ и х с я  компонентами 
векторов Е и Н. В предыдущем параграфе было показано,  что 
система уравнений М а ксвел л а  может быть  сведена  к одному 
уравнению второго порядка относительно вектора  Е или Н. Тем 
самым зада ча  сводится к определению трех с к а л я р н ы х  функций 
(например,  компонент вектора Е).

Во многих случаях  ока зыв ается  удобным введение некото­
рых вспомогательных функций, н аз ыва ем ых эл ектром а гн итными  
потенциалами ,  через которые определенным образом в ы р а ж а е т ­
ся  электромагнитное ноле.

К рассмотрению электромагнитных потенциалов мы и пере­
ходим. Пусть векторы Е и Н удовлетворяют полной системе у р а в ­
нений Максвелла  (1.1) — (1.4) .  Поскольку

d i V (¡iH) - О, 

существует  т а к а я  векторная  функция Л, что

Н - 1 rot А .  (2.1)
Ia

Подставляя  (2.1) в (1.2),  получим

« ‘ { Е  +  ^ г }  =  ° -



Следовательно,  с ущ еств ует  т а к а я  с к аля рн ая  функция ф, что

Е  ̂ - - —  - йгас!ср. (2.2)
01

Таким образом,  любое электромагнитное поле {Е, Н} может  
быть вы р а ж е н о  через функции А(.М, 0  и ф(М, /). Функция 
Л(М,  /) н а з ы в а е т с я  в е кторным потенциалом ,  а ср(М, /) — с к а л я р ­
ным п от енци ал ом .  Подставим (2 . 1) и (2 .2 ) в два  оставшихся 
уравнения М а к с в е л л а  и определим, каким уравнениям удо вл ет ­
воряют функции Л и ф. Всюду в дальнейшем будем считать,  что 
] = (тЕ. П о д с т а в л я я  (2.1) и (2.2) в (1.1) и (1.3),  получим

-  ¡^ га с ! ^ г ? | ( 2. 3)
^ ̂  У? [ (' / I

— ( Ну А  I А ?  =  - - —  . (2 .4 )
01 1 £

Итак ,  произвольное электромагнитное поле {Е, Н} может  
быть вы р а ж е н о  но формулам (2 . 1) и (2 .2 ) через векторный по­
тенциал А и скал ярн ый шнепциал ф, которые удовлетворяют 
уравнениям  (2.3) и (2.4).

Верно и обратное утверждение .  Пусть А и ф— произвольные 
функции, удовлетворяющие  уравнениям (2.3) и (2,4).  Тогда в е к ­
торы Е и Н, построенные но формулам (2.1) и (2.2),  удовлетво­
ряют ур авн ен и ям  М а ксвелла ,  т. е. представляют собой электро­
магнитное поле. Из изложенного выше следует,  что дл я  того, 
чтобы векторы Е и Н, построенные по формулам (2.1) и (2.2),  
представляли собой электромагнитное поле, необходимо и дос­
таточно, чтобы функции А н ф удовлетворяли уравнениям (2.3) 
и (2.4).

Замети м,  что векторный потенциал А и скалярный потенциал 
Ф по з а д а н н о м у  электромагнитному полю определяются неодно­
значно. Из (2.1)  следует,  что магнитное поле Н не изменится,  
если вместо век то ра  А взять  вектор

А ' -  А-|^га(1ф.

Чтобы при этом не изменилось и электрическое поле, вместо 
функции ф с л ед ует  использовать функцию

При этом

Н — —  rot А ' ,  Е — — ------ferad <р'
(X Ot

и функции А '  и ф '  удовлетворяют уравнениям (2.3) и (2 .4) ,  в 
чем можно уб еди ться  непосредственной проверкой.



Неоднозначность определения векторного потенциала А и с к а ­
лярного потенциала ф позволяет наложить на них некоторые до­
полнительные условия,  которые позволяют упростить уравнения
(2.3) и (2.4) .  Обычно такое  условие з а п и с ы в а е т с я  в  виде

d i v A  j- £[1 i j -  I ( 2 .5)

и называется  i/ сл о ви см  Л о р е н ц а  (или у с л о в и е м  г р а д и е н т н о й  и н в а ­
риантности) .  При условии (2.5)  уравнения (2 .3 )  и (2.4) примина­
ют следующий вид:

V"A  <2 -6 >
() - у  , ()<? р

" “ л Г  Т ^ 7 Г -  . (2.7)

где  V 2A - - g r a d  div А— rot rot А. Условие Л орен ц а  не уничтожает  
неоднозначность определения А и ф, а тр еб ует  только ,  чтобы про­
извольная функция г|1 удовлетворяла  уравнению

Можно попытаться с в я зать  А и ф м еж д у  собой или выразить их 
?ерез  ° лнп вектор,  по так ,  чтобы соотношения (2 .5) ,  (2 .6 ) и 
( .7) выполнялись.  Условие Лоренца (2.5)  «подс казывает» ,  
что это можно сделать ,  если считать,  что

? -  div II, ( 2 .8 )
где II[----некоторый вектор.  Вектор II, удовлетворяющий усло ­
вию (2 .8 ),  всегда  существует .  Условие (2.5) б уд ет  выполнено 
если

А - Е!‘  ~~  I (2.9)

Надо проверить, не являются  ли при т а к о м  представлении А и 
Ф соотношения (2.6) и (2.7) прогнноречнвимн.  П одста вл яя  (2.8) 
и (2.9) в (2.6) и (2 .7) ,  получим

* -¡Г {-* %-+* - *’"} I *  b  %+* - f - *"}-
(2. 10)

+  (2. 11)

Можно непосредственно проверить,  что, по ск ольку  выполняется 
закон сохранения з а р я д а ,  который в данн ом сл у ч а е  имеет вид

j (CT>=o,

дП
d t

7 ЯП | i ^

— W (c r ) ;

1 <in

д а
- j - O f l -

dt



уравнения (2 . 10) и (2 . 11) непротиворечивы и следуют одно из 
другого.  Это означает ,  что представление,  векторного потенциа­
ла  А и с к аля рн о го  потенциала ср но формулам (2.8) — (2.9) всег ­
да  возможно. Вектор 11 наз ывается  п о л я р и з а ц и о н н ы м  п от енци а ­
лом или в е к т о р о м  Г е р ц а  ( э л е к т р и ч е с к и м  в ектором  Г е р ц а ) .

Таким образо м ,  произвольное электромагнитное поле может  
быть по ф орм улам

- ер -Ш 1 ¡ ^ т а б б г у Л ;  ( 2 . 12)
(Ш <н

Н--£ГО[—  |-а гоШ  (2.13)
(И

вы ражено через  вектор [ 'срца И. Вектор Герца т а к ж е  определя ­
ется неоднозначно.

Соотношения (2.10) и (2.11) можно записать в другой фор­
ме. Пусть

Р (Л7, /) ч~ ц>- { о;*. —  у 217. 
дг- 0(

Из (2 . 10) и (2 . 11) следует,  что вектор Р (М ,  /) является  решени­
ем уравнения

^ -  | (2 .14)
с е

с начальным условием,  удовлетворяющим соотношению

сПуР 1 - 0 .
I -о

Ксли учесть,  что имеет место закон сохранения з ар яда ,  то у р а в н е ­
ние д л я  Р м о жн о  записать в виде

сНу Р р

совпадающем с (2.11) .  Уравнение (2.14) допускает  явное ре­
шение

9 ( О

=  1 ёх .

Теперь отдельно  рассмотрим случай непроводящей среды (о = 0) .  
В этом с л у ч а е  на основании (2.14) получаем

ар 1 ......



Если ввести вектор поляризации Ро с помощью соотношения

j(CT)= ^
<)t '

то вектор F с точностью до слагаемого ,  не з а в и с ящ е го  от вре­
мени, совпадает с вектором поляризации

F - — Р0
е

(слагаемое ,  не зависящее  от времени, буд ем  считать  равным 
нулю) .  Следовательно,  вектор Герца II у д о вл е т во р я е т  урав не ­
нию

v'2|I =  ~  р 0, (2.15)

а электромагнитное поле {Е, Н} вы р а ж а ет с я  через  него т ак :

Е =  — e¡¿ 4 - gr ad  d iv II- - rot roí  I I ----- — P0; (2.16)
01- E

H = e r o t —  . (2.17)
ú t

В случае непроводящей ср ед ы  ( а - 0 )  более подробно рассмот­
рим, с каким произволом з а д а н  вектор Герца .  Из  (2.16) и (2.17) 
следует,  что электромагнитное поле не изменится,  если в качест­
ве вектора Герца взять  вектор

I I j  = 1 1 -¡-grad х,
где  % — некоторая произвольная функция.  Если  еще потребо­
вать,  чтобы х(М,  t) удовл етво ряла  уравнению

6,1
где  / ( / ) — произвольная функция времени, то пектор П| будет 
удовлетворять  (2.15) ,  т. е. тем же  условиям,  которые определя­
ют вектор Герца. Действительно,

d¿ÍTi 9fT 02fí ,  i . (}2-(е р ------1— v 2II1 — e u ------  - Д11 -f- ер. g r a d
0i2 * ‘ dt2 ' 1 °  0(2

— grad  d i v  grad P0.
Б

Таки м  образом, вектор Гер ца  определен с точностью до гради­
ента некоторой функции. Д л я  вычисления ж е  электромагнит­
ного поля существенна лишь вихревая  часть в е к т о р а  Герца.

Итак ,  любое электромагнитное поле м о ж е т  быть  выражено 
через векторный и ск аля рн ый  потенциалы или через вектор Гер­
ца,  которые вводились исходя  из уравнения

d iv  |хН=0 ,



т. с. эк сп ериментального  факта  отсутствия  магнитного з ар я д а .
Если в ур а в н ен и я х  М а ксвел л а  отсутствует электрический з а ­

ряд  (р =  0 ) ,  то,  аналогично,  потенциалы можно ввести исходя 
из уравнения

div еЕ — 0 . (2.18)
Из (2.18) в ы т е к а ет ,  что

E 7LJ _L rot А * .  (2.19)
е

Т а к  к а к  р =  0, то уравнение сохранения з ар я д а  имеет вид

div j<CT> = 0 .
Следовательно,  вектор тока j (CT) можно представить в виде

(2 .20)

причем век то р  j*  определяется неоднозначно и, в частности, 
можно произвольно за д а т ь  d i v j * .  Подставляя  (2.19) и (2.20) в 
уравнение

rot Н  ■ е  -[--аЕ -f-j(CT\

получим

н  —  A *  ( - j * - g r a c l < p * .  ( 2 . 2 1 )
ОС £

П о д стан о в к а  (2.19) и (2.21) в д в а  оставшихся уравнения М а к ­
свелла  приводит к уравнению, которым должны удовлетворять  
А* и <р*:

, . « * I г)-А* , гМ* , <)ср+ i)\*rot rot  А *  4 -  ett---------- 1- o i l --------- e n g r a i l - - - - -  -eu — ;
1 dt'i 1 <H dt ' dt

(2.22 )

~ - t l I v A *  +  ~ d i v A * - ] - d i v j *  Л ? * - - 0 . (2.23)

Воспользуемся  произволом и определении j* и будем считать
div j *  =  0. (2 .24)

Потенциалы А* и ср* т а к ж е  определены неоднозначно (а нало ­
гично пот енциалам  А и <р). Подчиним их условию

ер -.-.div А* (2.25)
г  dt

Эго условие на зыва ется  у с л о в и е м '  г р а д и е нт н ой  ин вариантности  
или у с л о в и е м  Л о р е н ц а .  Учитывая  (2.24) ,  получаем уравнение дл я  

ф’



ф  ( 2 *27) 

Таким образом,  в случае  р = 0 произвольное электромагнитное 
поле может  быть вы раж ено  через потенциалы А* и <р*.

Теперь введем магнитный вектор Герца с помощью соотно­
шения

tp*-= — dlv II*.
Из (2.25) следует,  что А* можно взять в виде

А *  ¿ П *А *-  - — ем- ------ .
dt

Тогда уравнения (2.26) и (2.27) принимают соответственно вид

д  { &U* - ¿П * 1 d i *--- eu.--------- \-o\i------ v П \s=z— L—  ; (2 .28)
dt \ ' Ot'i 1 dt v ) dt

d i v {£, x ^ i l l  . v m * }  =  0  (2.29)

(при записи уравнения (2.29) учтено, что d i v  rot В =  0) .  Т а к  к а к  
вектор j*  определен неоднозначно, то можно считать,  что

г?2П+ , ¿П* .*  /П ОАч
£[1~оП~ гС{1~  =  (2 .30)

при этом из (2.30) следует  (2.28) и (2 .29) .  Следовательно,  npto 
р = 0 произвольное электромагнитное поле м о ж е т  быть в ы р а ж е ­
но через магнитный вектор Герца II* по формулам

г? * <>П*Е -  |i r o t ------  ,
dt

rJ jn* нп*
H  =  — £[а --------a ji------ f-o;rad d iv  I I * - I- j* =  rot ro t l l* ,

d f i  o t  ' *  1 J

причем вектор 11* удовлетворяет  уравнению (2.30) .  Случай не­
проводящей среды (сгтЬО) мы отдельно р а с с м а т р и в а т ь  не будем.

Заметим, что потенциалы А* и ф* и магнитный вектор Герца 
можно ввести и в том случае,  когда р ^ О .  Д л я  этого предвари­
тельно выполним замену

е — П  L .

где ) е — вектор, удовлетворяющий уравнению

d i v e j ,  — р. (2 .31)

Тогда  уравнения М а ксв е л л а  принимают следующий вид:

ro tH  =  e —d t  ~  1



I 0  ( )И  I IГО\ $ -  - ■ -\-}т ,

сНу г $ - 0, сНу |*Н О,

где

•I ^  ! Ч Н  Г г).

Ь г  д и ­

вектор  \е ур авнением  (2.31) определен неоднозначно, поэтому в 
большинстве с л у ч а е в  его подчиняют дополнительному условию 
г о ^ е = 0. Од нако  в некоторых специальных случаях о казы ваетс я  
удобным считать  магнитный ток — г о ! о т л и ч н ы м  от нуля.  Те­
перь поле {¿Г, Н} можно выразить  через потенциалы А* и ф* или 
через магнитный вектор Герца,  к а к  это было сделано выше.

Рассмотрим случай установившихся гармонических колеба­
ний. Пусть  вр ем ен н ая  зависимость выбрана в виде е“ '“ *; тогда из 
соотношений ( 2 . 10) ,  (2 . 11) для  комплексной амплитуды вектора 
Герца получим

П — -т  —  ]<ст>; (2 .32)
/е'ш

сИу (V2П-|-(.Л>П) =  ^  , (2.33)
Е

где  е '  =  г -\-1 —-----комплексная  диэлектрическая  проницаемость.
(О

Соотношение (2.33) следует  из (2.32) и закона  сохранения з а р я ­
да,  который в случ ае  установившихся колебаний имеет вид

с11 V г)
£

Следовательно,  вектор Герца (электрический) в случае  устано­
вившихся колебаний удовлетворяет  неоднородному уравнению 
Гельмгольца (2 .32) .  Электромагнитное иоле, согласно (2.12) и
(2.13) ,  в ы р а ж а е т с я  через II формулами

Е =  ш2б>П -|-£га(.1 (Цу1Ь го1гоШ-1——1—  ] (ст); (2 .34)
/сое'

Н --/<!>£' то1 П.  (2.35)

Запишем формулы,  вы ражающие электромагнитное поле че­
рез магнитный вектор Герца II* (при этом будем предполагать,  
что р = 0 ) .  Согласно  (2.30) ,  магнитный вектор Герца П удовлет ­
воряет уравнению



где вектор j* связан со сторонним током j<CT> соотношениями 
ro t j * - - - : j « r\ ti i V j * — 0.

Электромагнитное поле через вектор II* в ы р а ж а е т с я  форму­
лами

Е ;/i.)|¿rotII*; (2.36)
Н -}-gnu]  (1 i V 11* j - j * - -  rot rot II*.  (2.37)

К а к  отмечалось рапсе, лекторы 1ерца определ яю тся  неодно­
значно и электромагнитное поле в ы р аж а ется  г о л е >к о  через вихре­
вую часть вектора Герца.

Найдем условия,  которым должен у д о вл етво р ять  вектор 
11 (М) ,  дл я  того чтобы векторы Е и Н, построенные по форму­
л а м

Е rot rot II j - J — ( 2. 38)
íuie'

II - í W  rot П,  (2 .39)

удовлетворяли уравнениям М аксвелла

rotH -Лие'Е [- j (CT); (2.40)

rot (2.41)
Заметим,  что уравнение (2.40) удовлет во ряется  автоматически.  
Подставив (2.38) и (2.39) в (2.4 1), получим

rot/rot rotI I -j---!— j (cr> - t „ V [ i I l V -=0
\ i c e '  j

Следовательно,

rot rot П - о 2е'|хП-| —I—  jf' O ^ g r a d  a ,  (2.42)
/> ue'

где и — некоторая дифференцируемая функция.  Таки м  образом, 
если формулы (2.38) и (2.39) определяют решение системы у р а в ­
нений М аксвелла  (2.40) — (2.41) ,  то вы раже ние

rot rot II -idViaII | ~ J — j (CT> (2 .4 3 )
Í(ÚE '

являетс я  градиентом дифференцируемой функции.  Можно про­
верить, что если выполнено (2.42) ,  то формулы (2.38) и (2.39) 
определяют решение уравнений М а ксвелла .

Следовательно,  д л я  того чтобы формулы (2.38) л (2.39) оп­
ределяли решение системы уравнений М а к с в е л л а ,  необходимо 
и достаточно, чтобы вектор 11 был решением уравнения (2.42) .  
Вектор II, удовлетворяющий этому условию,  на зов ем  п с е в д о в е к ­
тором I  е р ц а  ( электрическим) .  Заметим, что если потребовать,



чтобы функция  и  в (2.42) совп ад ал а  с d i v l l ,  то пссвдовектор 
Герца прев ра ти тся  в определенный ранее вектор Герца.

Испо ль зуя  векторы Герца,  л ег ко  построить частные решения 
системы ура внений Максвелла  в однородном пространстве,  со­
ответствующие фундаментальным решениям в скалярном с л у ­
чае.  11аз овем  эл ектромагнитным п ол ем  точ еч но го  э л е к т р и ч е ­
с к о г о  д и п о л я  решение системы уравнений Максвелла

rotH -  - i V E - 1  j ' 1'0 ; (2.44)
rot Е ч‘ч>̂ Н (2.45)

при j (CT)(M )  ^ p 06 (Af, Мо),  где р 0 — постоянный вектор, н а з ы в а е ­
мый моментом э л е к т р и ч е с к о г о  д и п о л я .

Электрический вектор Герца,  соответствующий полю эл ек ­
трического диполя,  согласно ( 2 . 3 2 ) , удовлетворяет уравнению

Y'-ni +  u /V u lI р а ( ,И ,Л 1и).
/we'

Это урав нение имеет решение
1 nlXR 11 М 1

ц . ----- L -  р с -ц'Мо. ----------- J—  Рдф ( , l i ,  ЛГ0). X*
/ СОЕ' 4л^Л1.М0

гдс/?мм„ — расстояние м е ж д у  точками Ai и Af0. Следовательно,  
поле электрического  диполя имеет вид

Е ------- -— ii rml  d i v  (p,/V); ( 2 . 4 6 )

// r o l ( p o t )  lL’. r a d ^  (Л1, Л/0), Pol- ( 2 . 4 7 )

Электрома гнитным п ол ем  т о ч е ч н о г о  магнитно го  д и п о л я  назо­
вем решение системы уравнений Ма ксвелла  (2.44) — (2.45) при

j<">(Af) - r o t (m (Jii (Л/, -Н0)),
/ч)|1

где гп0 — постоянный вектор, называемы й моментом м а гнитно г о  
д и п о л я .  Магнитный вектор Герца для  ноля магнитного диполя 
у до вл етво р яет  уравнению

V * I I*  |-<и2£> П *. ^ ----- —  т иЛ(Л4,Л10),
/сои

которое им еет  решение

П * ( М )
I u>{X

Поэтому поле магнитного диполя имеет вид

Е — rot (n i0t ) ; (2.48)



н  =  - —  го{ го1 (гп04->. (2 .49)

При изучении поля диполя,  поскольку в  э то м  случае  в о з б у ж ­
дение носит точечный характер ,  закон сохранения з ар я д а  еле- 
д ует  записывать  в интегральной форме. З а м е т и м ,  что если ^ ст) =

=  7 ^ Го1̂ ’ прнчем ^ у ]*  = 0. то в ур авн ен и ях  М а ксвел л а  можно 
сделать  замену

Поэтому {Е, Н,} можно рассматривать  к а к  электромагнитное по­
ле,  созданное фиктивным «магнитным током» .

До  сих пор мы рассматривали общие методы  введения элек ­
тромагнитных потенциалов.  Эти методы не н а л а г а ю т  каких-ли­
бо условий на систему кординат,  в которой зап исаны  уравнения 
Максвелла .

Перейдем к рассмотрению специальных случ аев ,  которые час ­
то используются в приложениях.  Покаж ем ,  что при определен­
ных условиях электромагнитное поле можно вы разит ь  через две  
скалярн ые функции. Пусть в области определения электромаг­
нитною поля введена  ортогональная криволинейная  система ко ­
о рдинат* , ,  х2, *з, единичные векторы которой обозначим е ь е2, е3, 
а коэффициенты Л а м е  — Л1( Ь2, /ь. Буд ем  предполагать ,  что вв е ­
денная  система координат такова ,  что се коэффициенты Л а м е  
удовлетворяют условиям

которые означают, что коэффициенты Л а м е  представимы в еле- 
дующем виде: Л, =/, (дс,. х2),Г(х3),  Л2 = Ы * . .  х2)Цх3), / !,=  !, Этим  
условиям удовлетворяет  лю бая  цилиндрическая  система коорди­
нат,  в которой *3 =  2 (цилиндрическая ось) ,  а  х\ и *2 — произволь­
ные криволинейные ортогональные коорди наты  на плоскости. 
К этому ж е  кл ассу  относится и сферическая система координат
(^3  =  Г , / [ = 0 , * 2 =  <р).

Найдем в системе координат хи х2, хъ решение однородной 
системы уравнений М а ксв ел л а

уравнений:
Тогда векторы {Е, Н[} б уд ут  удовлетворять  следующей системе

пЛ  Н г  /*»е'Е, 

п Л Е  - Л » ц Н ,  } - ]* ,

(.Ну еЕ 0 ,  (Ну 1»-Нг  0 .

(2 .50)

п Я  Е — /шцН; (2.51)
23



г о !Н  -- -/юеЕ, е.И*-— сопэ!, (2.52)

специального вида ,  д л я  которого
//3- (е :ь Н) 0. (2.53)

Электромагнитное поле, удовлетворяющее условию (2.53) ,  на зы­
вается  п о л ем  э л е к т р и ч е с к о г о  типа.

Покаж ем ,  что поле электрического типа может  быть вы ражено 
через одну с к а л я р н у ю  функцию. Воспользуемся следующим прос­
тым ут в е р ж д ен и е м :  если векторная функция Л удовлетворяет у с ­
ловиям ..

с!IV А  - О, А ,  (е 3. А ) — 0, (2 .54 )

то существует  с к а л я р н а я  функция V т а к а я ,  что
А  го Ке .// ).

Д о к а ж е м  это утверждение .  'Гак как

сц у а - . ~ — 1— ■ {— ( М з Л )  (Л зМ -2> ~ ~  О/АЛ*)} >
Л,Л2Л;, I 0 х { 0 х 2 °-*-л >

то, согласно (2 .54) ,

д  (Л2/г:, Д )  -  —— (Лз^Аг)-
д х х <>х.

Следовательно,  существует  т а к а я  функция и, что

- ^ ^ А - А Л .  = - М А -0X2

Тогда
I <}и я > л пЛ ------------------------, А  ---------------------------- ,  А ,  I ) .

Л2ЛЛ Охг  *1А:} д х \

Если ввести функцию V с помощью соотношения и = Н^и, то век ­
тор А можно за п и сать  в виде

А го Ц е / / )

(в этом м о жн о  убедиться  непосредственной проверкой).  З а м е ­
тим, что при д оказа тельств е  специальные свойства системы ко­
ординат не использовались,  поэтому сформулированное у т в е р ж ­
дение сп р ав едл и во  в любой системе координат.

Согласно дока за нному,  поле электрического тина может  быть 
представлено в виде

Н =  - - /те  гоЦвз£/); (2 .55)

Е ^  го1 го! (е :1£/). (2.56)

Уравнение (2 .52)  при этом выполняется автоматически.  Найдем 
условия,  кото рым до лжн а  удовлетворять  функция 11, чтобы вы ­



полнилось урапненнс (2 .51) .  Прежде всего з а м ети м ,  что, соглас­
но (2.54),

rot е ,  - О
и

Н —-r o t ( e 3£/) l í írad U,  e3¡.

Отсюда видно, что функция U определена с точностью до с л а ­
гаемого,  зависящего от координаты л'3.

Подставляя  (2.55) и (2.56) в (2.51),  получим

rol {rot ro t ( e / / )  -чЛ|д.е3̂ У} -  0 . (2 . 57 )

Используя (2.50) ,  вы раж ение в фигурных с к об к а х  можно пре­
образовать  к виду

rot rot ( C a í / J - O ^ e / / - -  - е3А£/-1- g r a d  {-
<)x:i 1

! -е3—— div е ,  lu^ne-jí/.0хл

Следовательно,  учитывая ,  что rot g r a d  ü =  0 , согласно (2 57) по­
лучаем

rot ¡ е f [ M l -----—  d i v e :[ -j ( . ^ ¡ i í / ) I г , ().
I \ ' j  J

Отсюда вытекает,  что

e 3W  -grad^ ,
где

LU Ш  - - —— (.1 i v С') }-(()2£I1¿/
0хл

причем функция i|- зависит только от лгз- 
11так,

L J r  - f  (х.л).
Т ак  к а к  U определено с точностью до сл аг аемого ,  зависящего 
только от лг3, то без ограничения общности можно считать,  что 
/==0. Поэтому

Ш е . л-\-шЧ[1. и =  0. (2.58)
OXj

Таким образом, произвольное электромагнитное поле электри­
ческого типа может  быть вы раж ено  через одну ск алярн ую  функ­
цию U по формулам (2.55) и (2.50) ,  причем U удовлетворяет  
уравнению (2.58) и на зыва ется  ф у н к ц и е й  Б о р г н и с а  ( э л е кт р ич е ­
с к о й  ф у н к ц и е й  Б о р г н и с а ) .

Аналогично можно показать ,  что произвольное электр омаг ­
нитное поле магнитного типа,  т. е. решение однородных уравне-



ний М а к с в е л л а ,  у  которого Ез—0, может  быть вы ражено через 
ск алярн ую  функцию V по формулам

Е — /ш|хrot (e ;iK), Н - r o t r o t (е3У),  
причем функция V удовлетворяет  та к о м у  ж е  уравнению

Д1/ — —  d i v e . - J ^ K - G .  
дхл

Функция  V н а з ы в а е т с я  магнитной ф у н к ц и е й  Б ор г н и с а .
Естественно возникает  вопрос: можно ли произвольное эл ек ­

тромагнитное поле представить к а к  суперпозицию полей э л е к ­
трического и магнитного типа? П о каж ем ,  что такое представле­
ние дл я  произвольного электромагнитного поля действительно 
справедливо.  С н а ч а л а  д о ка ж ем  следующее вспомогательное у т ­
верждение :  д л я  произвольной достаточно гладкой векторной 
функции В сущ еств ую т три ск алярн ые  функции и, и и q> такие,  
что

В - е 3«  | r o t i e . ^ - l - g r a d ? .  (2 .59)
Согласно теорем е Гельмгольца ,  произвольный вектор В может  
быть представлен в виде

В--; rot С -{-grad да.

Выберем функцию ^  так ,  чтобы

div  {rot С — е3(е а rot С) — g r a d  -f-е3(е3, grad ф)} — О
или

ДФ — d iv  ( е 3 —— —  1 -- - -- d i v  {е3 (е3, rot С)}.
I А3 0 х л )

Тогда

В^-- а  -(■ grad  Ц* — е3 (е 3, grad fjO-f-grad ® - {-es (e3, rot С),

где

а  rot С — е3 (е3, rot С) -  grad Ф е3 ( е ;„ grad ф).
Т а к  к а к  (е3, а )  =  0 и d i v a  = 0, то вектор а  представим в  виде

а^ го Н е ./ и ) .

Следовательно,

B = r o t ( e 3if) -|-e3w - f  grad  <*>,

где

и  -=(е3, rot С) — ( е „  grad 4-), -f-ф.

Д о к а ж е м  теперь,  что в системе координат,  удовлетворяющей 
условию (2 .50 ) ,  любое решение однородных уравнений М а к с в е л ­
л а  можно представить  в виде сум м ы  полей электрического и



магнитного типа.  Ранее  было показано,  что произвольное э л е к ­
тромагнитное ноле можег  быть вы р а ж е н о  через потенциал Г е р ­
ца II:

Е - ro t  ro tП;  (2 .60)

Н - i m  rot II.  (2 . 61 )

Вектор Герца,  к а к  и любой вектор,  м о ж е г  быть представлен в 
виде

II e JU  - - г 1— r o t ( e 3V )  |-firail<p (2 .62)
/ сое

(числовой м н о ж и т е л ь — (ш е)  ~1 введен д л я  удобства  да льн ей­
ших в ы к л а д о к ) . Как  показывают формулы (2.60) и (2.61),  функ ­
ция ф не влияет  на значение векторов Е и Н 11оэгому в соот­
ношении (2.62) будем  считать функцию <р произвольной. В е к ­
торы Е и Н, определенные по формулам (2.60)  и (2.61) ,  д олжн ы  
удовлетворять однородной системе уравнений М а ксвел л а
(2.51) — (2.52) .  Функцию <р подберем т а к и м  образом,  чтобы 
уравнения дл я  U и V были наиболее простыми.

Уравнение (2.52) удовлетворяется автоматически.  П одстав ­
л яя  (2.60) и (2.61) в (2.51) ,  получим

rot (rot rot II — ш-ерП) О,
или

(rot ro t (e3?7) —— r a t r o t r o t ( e {l /) «Л ц е/У  — />»> го{(е31/) —
[ г to £

«r’efi grad tpj- - g r ad  у  , (2 .63)

где x — некоторая  функция.  Т ак  к а к  и системе  координат,  у д о в ­
летворяющей условию (2.50) ,

го! rot (е-^У) еаЛ£У l - g r a i l e 3 - ^ - d i v  е3>
0x:s ()х3

то из (2.63) получаем

t J J J  | —?— rot ie.,Z-K) - 
/(»£

=  «>V grad <р I-grad x  -  g r a d  ,
( ) X j

где
L U -- -M I  — di v e.)

(>X:i

Выберем ф таким образом,  чтобы

j - g r a d x  — g r a d - ^ - - - 0 .
Oxs



Тогда

------ l— rot (e. tZ.l/) =  0.
Лиг

Т ак  ка к  (е3, rot (e3L V) ) = -0,  то

LU - 0 и rot ( e :iLV)--=0.
Отсюда ( к а к  это было сделано раньше) получаем

I .V  - 0 .

Таким образом,  показано,  что произвольное электромагнитное 
поле может  быть  представлено и виде (2.ВО) - -  (2.01) ,  где

11 е,// -——  r o t ( e , r )  1 - « r a d <р,
ic.ie

а функции U и V удовлетворяют уравнениям

¡ . ( I  0 ,  I V  0.  (2.64)

Используя эти ур ав нен ия ,  выражения  д л я  Г: и Н перепишем в 
следующем виде:

Е - Е в -|-Ет ,

ч н , - ! н и,
где

Е(л- rot rot(e,/7),

H,, -  ̂ /hie ro t (e//) ,

Е,„ rot (е .У),

Н„, rot rot(e,V' ) .
Согласно до ка зан н о м у ,  при выполнении уравнении (2.64) в е к ­
торы (Е,., Н,.} предст авл яю т собой электромагнитное поле эл ек ­
трического типа,  а {Е»1, Н,„} - элек i ромагнитиое поле магнит­
ного типа. Следовательно ,  произвольное электромагнитное по­
ле представлено в виде суммы полей электрического и магнит­
ного типа. З а мети м ,  что аналогичное рассмотрение можно про­
вести используя магнитный вектор Герца.

Рассмотрим теперь конкретные системы координат,  в кото­
рых возможно введение функций Воргписа.  Простейшим при­
мером являетс я  д е к а р т о ва  прямоугольная  система координат ( .y , 

у ,  z ) .  Так  к а к  д л я  nee /ii = /¡2 = ^3 '" U то в качестве координаты 
* 3 можно в зя ть  любую де кар то ву  координату.  Рассмотрим,  на ­
пример, поле электрического типа, считая е,5 = е2:

Е rot rot (e//) ,

H — — /ш£ rot (е//) .



. Т а к  к а к  d i v e 2 — 0, то уравнение (2.58) превращается  в у р а в н е ­
ние Гельмгольца

Д£/ -|-шаЕ[А£/1= ().

Это показывает ,  что введение в данн ом сл учае  электрической 
функции Борпш еа эквивалентно использованию электрического 
вектора I e p u a  II, имеющего только г -компоненту,  причем м о жн о  
считать,  что 11 —{О, О, U}. М а гн и тн ая  функция Воргписа V э к ­
вивалентна магнитному вектору Герца :  И * ~ { 0, О, У}.

Д руг им  примером координат, п которых возможно вв едение  
функций Боргниса,  является цилиндрическая  система координат ,  
причем в качестве  координаты х-л с л ед ует  выбрать  г ,  а Х\ и х2 — 
произвольные о р то тп ал ьп ы е  координаты па плоскости (х, у ) .

Тогда hA - 1 ,  Т ак  к а к  и в этом случае  d i v e 3 —О,

то, ка к  и в декартовой системе координат ,  использование ф у н к ­
ции 11 эквивалентно введению вектора  I ерца с единственном о т ­
личном от нуля  z -компопептон.

Более интересным является случаи сферической системы к о ­
ординат

х3------г ,  л*!---О, Х-i -t?, h ¿ - 1, // [ ■ - г , h 2 rs iiiO ,

0 h\ _ () 
dXi h> ti г  h ■

Рассмотрим nwie электрического типа

- - rot rot {erU),  H(, - -Лог roí (e//).
iy

Поскол1.ку  d iv e;i d i v e , -  : — , уравпепме  (2.58) принимает в и д

. —  Æ L . . о.
г or

Это уравнение можно упростить, если ввести новую неизвестную 
функцию и  соотношением (J = ru .  Тогда  д л я  функции и получим 
уравнение Гельмгольца

Ди-|-«гсци -Л). ( 2 . 6 5 )
Пусть г —егг. Выражение для  электромагнитного поля можно з а ­
писать в виде

Е с -- rot roí (г « ) ;  H  - Д „Е rot { t u ) .  (2 .6 6 )

Аналогично получаем,  что поле магнитного типа (Ег ~ 0 ) в ы р а ­
жается  через функцию v, уд овлетво ряющую тому ж е  уравнению 
I ельмгольца,  по следующим формулам:

Е,л-~=ЛицгоНп)); Hm=c rot  r o t ( r v ) .

Функции и  и v  называются  п о т енци ал а м и  Д е б а я .



Установим связь  м е ж д у  потенциалами Д е б а я  и вектором Гер­
ца.  Пусть Hi — rw. Вектор  Hi не удовлетворяет  векторному у р а в ­
нению Гельмгольца и, следовательно,  не являетс я  вектором Гер­
ца. Но т а к  ка к  электромагнитное поле вы р а ж а е т с я  через него по 
формулам (2.06) (ср.  с формулами (2.34) — (2 .35) ) ,  то отсюда 
следует ,  что вектор II] отличается от вектора Герца II, опреде­
ляющего поле (2 .6 6 ) ,  на градиент некоторой функции %:

n  =  I I j -|-gr ad  Х'^-ги ( - g r a d x -  (2.67)
Функци я х д о л ж н а  бьгть такой,  чтобы вектор II удовлетворял 
векторному уравнению Гельмгольца

V2n  j -ш2е1хП: 0. (2.63)

Подставляя  (2.67) в (2 .68) ,  получим

V2 ( г и  } g r a d  х )  \-*2Ф ги  g r a d  у . - - 0 .  (2.69)

Т а к  ка к
V2(rw j - gr ad  х) ••= g r a d  d iv  (ги  j grad x) rot rot ( r u  -}- grad  x )“  

---• g r a d  d iv  ( r u )  -f- g rad  Д/ rot rot ( rw) ,  
g r a d  d iv  ( гм) 3 g r a d  и  g ra d  ( r  g r a d  u) ,  

g ra d  ( r  g r a d « )  - - r o t r o t i r « )  g r a d «  j гДм, 

то из (2.69) следует ,  что

г(Д/г-(-«)2сцм) {- g ra d  ( Д х ' И ^ ^ Х ' Ь ^ « )  — 0.

Учитывая  (2.65) ,  отсюда находим,  что функция х  до лжна  быть 
решением уравнения

ДХ +  ‘°2е1АХ'{- ^ -  const. (2.70)

М ы  не будем з а п и с ы в а т ь  решение этого уравнения ,  поскольку 
величина электромагнитного поля, построенного по формулам 
(2 .66 ),  не зависит от функции х-

Таким образом,  введение потенциала Д е б а я  и  эквивалентно 
использованию потенциала Герца,  имеющего вид

П ^r t f - j -gr adx>

где  функция х  уд о в л е т во р я е т  уравнению (2.70) .
Аналогично, использование потенциала Д е б а я  v  эквивалент­

но введению магнитного вектора Герца

П *  — гг>-[~ grad '/*,

где  х* — решение уравнения

Дх* 4 " ш2еРХ* 4" — const.
зо



Используя  потенциалы Д е б а я ,  м о ж н о  построить си сте му  р е ­
шении уравнений Максвелла  в сферической системе координат .  
Пусть {ü„ } — система мегагармонн ческнх функций (решении 
уравнений Гельмгольца)

и я ( г , 0,<?) -/?„(/■))•'“ (О,<?), п -О, |/ л |< / |, ( 2 . 7 1 )
где Rn ( r ) — сферическая цилиндрическая  функция,  Ym --~
— 'e"7,ч, сферическая функция .  Используя (2 .71) ,  м о ж н о  
построить систему решений уравнений М аксвелла

Ел — го! rot ( гиЛ); |1Я: i«>e rot ( г к л). (2 . 7 2 )
Рассмотрим эту  систему подробнее и найдем систему в з а и м н о  
ортогональных векторных функций,  через которую удобно в ы ­
разить поле {Ел, Нм}.

Пусть ег, е а, еф — единичные век то ры  сферической системы  к о ­
ординат.  Поле (2.72) можно за п и с а т ь  в виде

Ея [ e . j V a d  ( г и п), е ,  [ е , [ - ~ ( г и п) |-‘**2ф г м я

Нп - /<ое I grad ип, г|.
Введем следующее обозначение:

«  \/ о ()V I 1 dVVv.fV - i  о ——-  -\-

Тогда
<»C sin 0 0<f

- L  _íL
г  ó r

так  к ак
, №  I I I/1?гас1 V-- е ,  ——  -— у 0 V,о г  г

(е„То, ,У) 0 , |е,, е ,1 0 .

Отсюда видно, что электромагнитное поле {Е„, Н,,} удобно в ы ­
разить через тройку  взаимно ортогональных векторов ег Кт п, 
V • 1,У""л, |^7о,фГт я, е г] -— го1 ( гУт „ ) , причем первый из них ортого ­
нален к сфере радиуса  г, а два  др у ги х  — касательпы к этой сфере.  
Введем единое обозначение д л я  к а с а т ел ьн ы х  к сфере векторов :

Система векторов {Ь,,} играет в а ж н у ю  роль при изучении у р а в ­
нений М а к с в е л л а  и сферической сист еме  координат.



Покаж ем ,  что л ю б а я  векторная  функция, к а с ате л ьн ая  к сфере, 
м о ж е т  быть представл ена  суперпозицией векторов {Ьп (0 , ф)}.

Пусть  1(0, ф ) — произвольная  векторная функция,  к асатель­
ная  к сфере в к а ж д о й  ее  точке:

^  О  0 .

Согласно ранее д о ка за н н о м у ,  она может  быть представлена в 
виде

Н О , ? ) — |Уз.?< Л е г|-| <2 -7 3 )

где  <Э = <2(0, ср), Р  = Р ( 0 ,  ф) — некоторые достаточно гладкие 
функции. Достаточно г л а д к и е  функции Р  и С} могут быть р аз ­
ложены  в равномерно сходящиеся  ряды но сферическим функ­
циям

( ¿ - V  а лк я (а.?>; Р  =5] ьпУп$>ч)>
п - О '< •'>

которые можно почленно дифференцировать.  П одс тавл яя  послед­
ние разложения в (2 .73 ) ,  получим

!«>.¥)- ' У а п [у<11, У пс г\-\-УлЬпъ ^ У п ^ с Л п(0,<р),
П П П

что и по казывает  возм ож ность  разложения !  в р я д  по функциям 
системы {Ьп}.

§ 3 .  Векторные формулы Грина

При исследовании урав нения Гельмгольца

Д/г {- О

удобным аппаратом я в л яю т с я  формулы Грина.  Если и и V — 
функции, непрерывные имеете со своими первыми производны­
ми внутри зам кнуто й области У+З ,  ограниченной поверхностью 
5 ,  которая явля е т с я  поверхностью типа Ляпуно ва ,  и имеют не­
прерывные вторые производные в области V, то имеет место 
след ую щая  формула  Грина (вторая формула  Грина) :

 ̂{яД-а -  ■о\и) с!х -  ф ^ и ^ — У - ^ - у З ,
V

где  п — вектор внешней к  области V нормали к  поверхности 5 .  
Решение уравнения Гельмгольца во внутренних точках области 
м о ж ет  быть вы р а ж е н о  через значения самого решения и его нор­



мальной производной на граничной поверхности 5  по третьей 
формуле Грина:

и  (Л 1) Д '  |1 “  {Р) „  и>) - д  - - L̂ - {  d S P,
■1л J  [ г)п R On Ц j

где R — Rm¡> — расстояние м е ж д у  точками М  и R, п — внешняя 
нормаль к поверхности S.

IJ настоящем параграфе ми получим д л я  установившихся 
электромагнитных колебании формулы,  аналогичные формулам 
Грина.

Пусть ¿/’ (М)  и Q ( M ) — векторные функции, непрерывные 
вместе со своими вторыми производными и области K-fS ,  где

— граничная поверхность области V.
Применяя к иектору Л = |^, rot Qj формулу  Гаусса  — Остро­

градского

j* div Adx  -  vj (A,  n ) í / S t 
v  's

получим

f d iv \ (P , rol QJí/t — ф »  [ rot Q] í iS.  
v  's

Т а к  к а к

div 15a, rot Q| -  roí Q roí ¿P — & rot rot Q,
то

f {rot Qrot 3* — $'  rot rot Q) í/ t— í n \¡P , rot Q]íAS\ (3 .1 )
V s

Поменяем в (3.1) местами векторы 5s и Q и вычтем одно соот­
ношение из другого.  Тогда получим ан а лог  второй формулы Гри­
на для  векторного случая

 ̂{Q rot rot & — У* rot rot Q} dx -= | {[ j P , rot Q] -  [Q, rot йР\) tu/S .  
v  's 

(3 .2)

Формулу (3.2) удобно преобразовать следующим образом. Т а к  
к а к

rot rot ! ?  =  g r a d d i v  ¿P — v 2^ 5. ;  f Г ü  I 

то •

Q rot rot 3* —3* rot rot Q — — Qv2^* +  Q g r a d  div —

— gr ad  d iv Q =  — -f -div {Q d iv  & — У  d iv Q). 
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Используя фо рмул у Г аусса  — Остроградского,  приведем (3.2) 
к  виду

Г {3>  - Q v 2̂ }  í/* =  (J) {п  [ -ГЛ  rot Q] —
V s

— n ¡Q ,  roí  ÍP H  n 5 ° d i v Q -  n Q ú i v }t iS.  (3.3)
Отсюда легко  получить интегральное представление для  э л е к ­
тромагнитного поля.  _

сш| s¡*#MMq

Пусть Q = ал|>(ЛГ, Л10) ,  где a = const, ^= -— лп% м м — ' *

Поверхность 5  вы берем  т ак ,  чтобы она не проходила через ис­
точники поля:

d i v £ | 5 - p\s~ 0 .
Т а к  ка к

7 2Е-{-«>2фЕ---- --- /('-¡i.ji"с 1 > - í — ^r.'íd ( i iv j (cr\
oje

Y'-K}-}-ш'цЛ  - - ай (Ai ,  Л10), 

rot Q - {g m d  м Ь  a ] , d l v Q -  =a grnd 

то из (3.3) находим

E ( M 0) а - i J £oiiJLj<cl> (.11) grad d iv  j<,r) ¡ 4(/VJ, M Q) adx  -¡-

+  а 1 £пн!  ф 1п, Е| ] ]11, п| - (п, Е) <^г;^ 9}
5'

В е к1*ор а - - произвольный,  поэтому имеем формулу 

Е(/И0) =  1 [ /и)̂ (" )  +  “  ] (ст>}’Ы г - Н Ь { 1 й ^ !  <НП> Е]]
^ .у

[Н, п] — (п, Е) ¿-/5. (3.4)

Аналогично, п о л а г а я  .‘7’ = Н, (3 = а^(Л1, М 0) и учитывая ,  что
7 2Н -1-ш2£ ^ Н ^  — го1 j ícт)í

получаем фо рмул у

Н (Л10) =  ^ г о 1 ] (ст,*/г-|-()>{[£г^ ^[п, Н¡1 -
V  5

— ¿ше’’! [Е, п] — (п, Н) ^г^^1 ¿ 5 .  (3.5)

Формулы (3.4) и (3.5) называются  формулами Стрэттона— Чу. 
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При исследовании решений уравнений М а к с в е л л а  часто при­
меняют лем му  Лоренца,  которая  является  а н а ло го м  второй фор­
м улы  Грина в ск алярном случае.  Перейдем к  выво ду  этой 
леммы.

Пусть  {Ci, Н,} — электромагнитное поле, с о з д а в а е м о е  в об­
ласти V сторонними токами j',“ 1; {Е2, Н2} — электромагнитное 
поле, создаваемое в тон ж е  области токами JÍ/"'). Эти поля уд о в ­
летворяют следующим уравнениям М а ксвелла :

rot Hr  /«ieEj -\- j ^ 0 ; (3.6) 

rol  Ej (3.7) 

roí H2 : I (3.8) 

roí  (3.9)

Умножим (3.7) скалярно на H2, а (3.8) —на Ci и вычтем полу­
ченные соотношения одно из другого.  Имеем

H j r o t  Е] — E t rot  H;  (.ji H j H-j £ E ! H j ) ( E ¡ ,  j ^ : ) ) .  ( 3 . 10)

Используя  формулу

div [a, bj -=b rot a - - a rot b, 
перепишем (3.10) в виде

div [Et, H>[ ( E . , jf/r>). (3.11)

Теперь, умножив (3.6) на Ег, ( 3 . 9 ) —-на Hj и вы чтя  полученные 
соотношения одно из другого,  найдем

Ej rot Hj Нг rot Е^= ■—¿w(eH,Ea -j ( Е 2, j ( tT)),

или
div 1 H , , Еа]-~-- (3.12)

С к л а д ы в а я  (3.11) и (3,12) ,  получим соотношение,  которое назы­
вается  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  ф о р м о й  леммы Л о р е н ц а :

d iv  ¡Et, Н; ] - [ -div ¡Hj ,  Е.2|- ( E , . j í “ >) (H lt j<->). (3.13)

Чтобы перейти к интегральной форме л ем мы  Лорен ца ,  проин­
тегрируем (3.13) по некоторому объему V, с о д е р ж а щ е м у с я  в D, 
ограниченному поверхностью S,  и воспользуемся  формулой Га­
у с с а — Остроградского.  Тогда  получим

()} {Ei IH2n ] — E.j [H,n]}íA9-̂ = J  |(E2, j [ CT>) ~ ( E , ,  j i CT))| dx,  (3.14)
5  V

где n — внешняя нормаль к  поверхности S.  Ф о р м у л а  (3.14) я в ­
ляе тс я  аналогом второй формулы Грина д л я  ск а л я р н о го  случая.



Замети м ,  что при выводе формулы (3.14) не использовались ни­
какие  предположения относительно свойств среды, в которой 
распространяется  электромагнитное поле.

Л е м м а  Лоренца позволяет получить важ ны е энергетические 
соотношения д л я  электромагнитного поля. Покажем,  в частности, 
к а к  получить  известную теорему Пойптиига,  Д л я  этого приме­
ним л е м м у  Лоренца к нолю {Е, Н}, заданному в области V, и 
к компл ексно  сопряженному с ним полю {Е*, Н*}, удовлетво ря­
ющему в  области V уравнениям

ф {E[H*n]  - f  E * ]H h ]} í/S—  ̂ {/u> (s -£*) | Е - - ii*) | Н |2} dx —

П осл едняя  формула имеет простой физический смысл и в ы р а ­
ж а е т  за кон  сохранения энергии:  поток энергии электромагнит­
ного поля через замкнутую поверхность 5 ,  ограничивающую 
объем V, раве н энергии, выделяемой источниками поля, которые 
н ах о д я тся  в этом объеме,  за  вычетом потерь на диссипацию 
энергии в среде  (при комплексных значениях проницаемостей 
г  и ц ) .

Отметим ещ е раз,  что формулы (ЗЛ4) и (3.15) имеют место 
в сл у ч а е  произвольной среды,  в частности неоднородной и ани­
зотропной.

Из формулы  (3.14) теперь нетрудно получить интегральные 
предста вления  д л я  электромагнитного поля, аналогичные тре­
тьей фо рмул е Грииа.

Б у д е м  считать ,  что поле {Е, Н} в области V источников не 
имеет  ( ^ ст>===0 ),  а поле {&\ Ж } создается точечным электриче­
ским диполем  с моментом р(1, т. е.

rol Н* ---/«>e*E*-i-j<cr>*,

rol Е* — -
При этом  формула  (3.14) принимает вид

v

(3.15)

или

(3.16)

j<cr>--* Pü&OVf.AU 

где  Ó(M, М 0) — 6-фупкция, т а к  что

j  j ( « )E  (М )  dxM - -  Е (УИо) р0> М 0 е  V.



Применяя  к нолям {Е, Н} и {¿Г, Ж } в области V л е м м у  Лоренца
(3.14) ,  получим *

1
( Е ( М 0) , р 0) - § { Ж  [пЕ] (3.17)

Электромагнитное поле {#', Ж )  представляет  собой поле точечно­
го электрического диполи в неограниченном пространстве.

Д л я  того чтобы получить выражение  дл я  магнитного поля бу­
дем с ч и ^ г ь ,  что поле {£, Н} н области V источников не имеет 
V̂ 1 ЧЬ <1 Г1(̂ 1е {& т, Ж-,,,) являетс я  полем точечного магнитно­
го диполя,  т. е.

h  - i rot {П10о (М,  А1й)}.

Т а к  к а к

f (Е {М),  rot {m08 (Л/, ,И0)}) , / т ^  Г а (Л/, Л/0) (m0, rot Е) dx =  
v  

(»>0, rot Е (/И0) )— -/«ill (ш0, Н (Л/0)),

то, применяя лемму  Лоренца к  полям {Е, Н} и Ж т),  по­
лучим

(Н(Л/„), m0) —ф |Еп| Н\#„,п \} d S .  (3.18)
5

Формулы (3.17) и (3.18) определяют проекции электрическо­
го и магнитного полей на момент соответствующего диполя.  Д л я  
того чтобы выразить само поле, удобно ввести фундаментальные 
матрицы уравнении М а ксв е л л а .

Пусть  Ж (а}}- поле электрического диполя с моментом 
еа, где еа, а = 1, 2, 3 — единичный вектор де картовой  прямо­
угольной системы координат.  Построим матрицы &(М,  М 0) и
Ж (М ,  М 0) ,  строками которых являются  векторы и Ж^а\ 
а  — 1, 2 ,  3:

<?(«> ж ^
S - ^ , ж^-~ Ж W

Ж™

Матрицы & и Ж  называются  фундаментальными (электрически­
ми) матрицами уравнений М а к с в е л л а .  Т ак  к а к

3
Е ( М о); - У  е „ ( Е ( Л д ,  е„),

о™ 1
то, используя (3.17) ,  электрический вектор Е можно вы рази ть  че­
рез фундаментальные матрицы следующим образом:



E ( М 0) =  ф {Ж (М ,  А40) \Еп]-\-Ж(М,  Ж0)|Нп]}^5.  (3.19)

Оп ределяя  м г т ш т н о е  иоле Н из уравнения М аксвелла  и учиты­
в а я  (3 .19) ,  получим

Н ( . и 0)- = го(л,„ (I) {&!En\-\-£\mi}</s.
iojj. J

Если аналогично внести магнитные фундаментальные матрицы 
Й'т (М,  Л40) и Ж т (М, Ai(l) ,  то д л я  электромагнитного ноля (Е, Н} 
получим следующие вы раже н и я ;

Н (М 0),= f Ф „ ( М .  M0) lEnl -\JM(M, Л/0)|Н п ]}US,
S

Е (Л^и)~------— rot.iio ( (  {Ж „  1Еп1 -\-2т 1НП]> <1S.iu) t J
s

Л е м м а  Лоренца (3.17) позволяет  выразигь электромагнитное 
поле внутри объема V через значения касательных составляющих 
векторов Е и Н на поверхности ( границе) области. На основании 
этой ж е  л е м м ы  на границе области V нельзя произвольно з а д а ­
вать  тангенциальные составляющие и электрического,  и магнит­
ного поля,  т а к  ка к  может получиться переопределенная задача .  
Действительно,  значения (и, £]).<,• н [n, Н]|,ч должны бьггь с о гла ­
сованы м е ж д у  собой, поскольку м еж д у  ними существует  функцио­
нальн ая  зависимость,  при j < т) 0 имеющая вид

{  {Ж (AJ, 7W0) [nEJ (-U, Л10) jHn]}i/6\M — 0.

Электромагнитное поле и области V можно выразить  через 
значения только электрического поля па поверхности 5 ,  ограни­
чивающей объем V. Д л я  этого нужно внести векторные функции 
Грина д л я  уравнений М а кс ве л л а .  Эти функции представляют со­
бой электромагнитное поле, со здаваемое точечным электрическим 
или магнитным диполем и удовлетворяющее однородным гранич­
ным у сл о ви ям  на поверхности 5 .  Пусть {S’, Ж} — электромагнит­
ное поле, созда ваем ое точечным электрическим диполем с момен­
том р, находя щимся в точке М,  и удовлетворяющее граничному 
условию

In, S ’Ws- О

на поверхности 5.
П р и м е н яя  лемму Лоренца к  полям {F, Н} и {S’, Ж},  получим

( Е (М ) ,  р) —(В Ж ( М ,  P ) [ n { P ) E ( P ) ] d S P. (3.20)



Магнитное поле определяется  по электрическому  полю из у р а в ­
нения

И -  —  rotE.
imp

Аналогично фундаментальной матрице вв ед ем  матрицу Грина. 
Пусть  а), Ж(а)} — электромагнитное поле, созда на ем ое точеч­
ным электрическим диполем с моментом е*, расположенным в 
точке М о, и удовлетворяющее граничному условию

In, £M\\s- О, U = - I ,  2, 3.
Матрица

Ж  (М ,  М 0)-~
Ж<'ЧМ, M q)
ж ^ - н м ,  M Q) 
ж ^ ч м ,  М о )

называется  электрической матрицей Грина дли уравнений М а кс ­
велла .

Согласно (3.20),  электромагнитное поле в ы р а ж а е т с я  через 
матрицу Ж{М,  М0) следующим образом:

Е (М 0) =  &Ж( М ,  М 0)\Е(М) ,  п (/И)] ¿/5,

Н(Л/0) — ----гоЬг0 ([) Ж ( Л 1, У110) [ Е ,  11̂ /5 .
¿и>ц ,)

э

Аналогично вводятся  электрическая  м атр ица Грина д л я  гра­
ничных условий

[п ,  Н Ц ^ - О

и магнитные матрицы Грина.
Электрическое поле можно выразить и через значения магнит­

ного поля на поверхности. Д л я  этого нужно ввести другую  век ­
торную функцию Грина, т. е. поле точечного электрического ди­
поля,  удовлетворяющее граничному условию

]п, Ж  ]и 0 .
Тогда ,  согласно лемме Лоренца,

(Е(Л*),  р)==<£ ¿ ( М ,  Р ) [ Н ( Р ) ,  п ( Я ) 1 ^ 5 я ,

а магнитное поле определяется через электрическое  опять из 
уравнений Максвелла .  Наконец,  вводя векторные  функции Гри­
на, которые представляют собой поля точечного магнитного ди­
поля,  удовлетворяющие однородным граничным условиям  на по­
верхности 5 ,  из формулы (3.18) получим в ы р а ж е н и е  д л я  Н(Л4)



через граничные значения касательных составляющих электри­
ческого или магнитного поля.

Наконец,  из лем мы  Лоренца (3.1 I) получим т а к  называемую 
т еор ем у  в з а и м но ст и .

Пусть  и объеме V, ограниченном поверхностью S, с ущ еств у­
ют д ва  электромагнитных поля ( Е ь Н,} и {Е2, Нj} , создаваемые 
электрическими диполями j i 1 f> —- pj oС , /VI,). j.V0 -р2о( /Vi, M.¿).
Пусть эти ноля на поверхности удовлетворяют следующим г р а ­
ничным ус лови ям :

[П, О, )п ,  1- ,Ц , :()

(т. е. поверхность Л' являетс я  идеально проводящей (ем. § 4 этой 
г л а в ы ) .  Тогда,  применяя формулу (3.14) к полям {Е1( Hi} и 
{Е2, Н^} н области V, получим

(E , ( ,U. ) ,  р , )  (Н,(Л/,),  р,).  (3.21)

Нели рассмотреть  два  поля {Еь И,} н (Е*, Н_>}> соз да ваем ые  
магнитнымн диполями

j í c° — — — ro í{n i i o ( . l í ,  M¡)},  J ^ T>— - - - -  rol {nboí-Vf, ЛЬ))
¿ ci)}x / d*:x

и удовлетворяю щие граничным условиям
К  K ,|JS . - 0 ,  1*1, E , j|s - О, 

то, применив к пич лемч\ Лиреица,  получим
( И , ( .М . 1 ,  ш , )  ( И . ( . М . ) ,  т , ! .  ( 3 . 2 2 )

Соотношения (3.21) и (li.22 ) называются  теоремой взаимно­
сти. Она я в л яе т с я  аналогом условия симметрии функции Гри­
на в с к а л я р н о м  случае.  Согласно этой теореме, можно менять 
местами положение точки наблюдения и источники поля, что 
используется  при решении многих практических задач ,  в частно­
сти при расчете  антенн.

Теорема взаимности справедлива  и в том случае,  если оба 
электр омаг нитн ых поля удовлетворяют на поверхности 5  г р а ­
ничным ус ловиям

i п. Н ; У  о

лли
к  Е1- ч 1(1[нНц|5 - - - а

§ 4 .  Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я

Если в пространстве имеются области, па границе которых е, 
р и о  претерпевают разрывы, то па этих поверхностях раздела  
сред  векторы напряженностей электромагнитного поля, вообще



говоря,  т а к ж е  теряют непрерывность и не удовлетворя ю т  диффе­
ренциальным уравнениям М а к с в е л л а .  На этих поверхностях  р аз ­
рыва  должны  Ныть ( ' (формулированы определенные усл овия соп­
ряжения для  векторов электромагнитного поля. Известно,  что 
эти условия на гладких поверхностях разрыва  имеют следующий 
вид:

м н „  П) —  ¡^<11,, П ). О; (4 . 1)

е , ( Е ь  П )  р 11(>в; ( 4 . 9 )

[п,  Е ,  1 —  [ п ,  \ - , \  0 ; ( 4 . 3 )

[п, Н Х1 — |п, н , | ,  ] поп1 (4 .4 )

где индексы 1 и 2 соответствуют первой и второй с р е д а м ,  р„ов — 
плотность поверхностных з а р я д о в ,  — плотность поверхност­
ного тока.

Нели о ф о о ,  то при отсутствии заданных сторонних поверхно­
стных токов па поверхности р азр ы ва  условие (4.4) принимает 
вид

[п ,  Н,| ]п ,  Н 2]

и означает непрерывность ка са тельн ых составляющих магнитно­
го поля на даипи поверхности.

Заметим,  что т а к  ка к  ус ловия ( 1. 1) и (4.2) в ы т е к а ю т  из у р а в ­
нений

<-ЬЧ- ( ¡х Н)- -0  И (Пу(сЕ)-- :р,

которые являются  следствием д в у х  других уравнений М а к с в е л ­
ла  и закона сохранения з а р я д а ,  то условия (4 . 1) н (4 .2 ) могут  
быть получены из условий (4.3)  и (4.4) и уравнений М а к с в е л ­
ла.  Иными слонами, основными условиями сопряжения  векторов 
электромагппIпого поля при переходе через поверхность р а з ­
дел а  двух  сред являются  ус ловия  (1.3) и (4.4).

Г.сли среда И обладает  бесконечной проводимостью (т. с. гра ­
ница раздела  идеально п рово дящая) ,  то Е2 =  0, и на по­
верхности идеально проводящего тела  должно вы полняться  г р а ­
ничное условие

К  Е Л и - О .  ( 4 . 5 )

В дальнейшем будет показано,  что условие (4.5) определяет  
единственное решение системы уравнений М а кс в ел л а  вне ид еа ль ­
но проводящего тела.  Найденные при этом значения тан генци­
альной составляющей магнитного поля могут  быть использованы 
д л я  определения наведенного поверхностного тока  на идеально 
проводящем теле по формуле (4.4 ) .

Г',ели среды по обе стороны о т  границы р аз де ла  не яв л яю т с я  
идеально проводящими, то плотность поверхностного т о ка  м о ­



ж е т  быть отличной от нуля  лишь при наличии на этой поверхно­
сти сторонних источников тока .

Во многих реальных с л у ч а я х  проводимость тел велика ,  по ко­
нечна.  В этом случае  на поверхности таких тел должны  выпол­
няться  точные граничные усл овия (4.3) и (4.4).  Это, в свою оче­
редь,  означает ,  что дл я  определения электромагнитного поля вне 
хорошо проводящего тела  уравнения М аксвелла  должны  быть 
решены к а к  вис, т а к  и внутри тела  с условиями сопряжения па 
границе раздела .  Т а к а я  з а д а ч а ,  ка к  будет показано далее,  я в ­
л я е т с я  более сложной, чем з а д а ч а  определении электромагнитно­
го поля в одной из сред с з ад анным граничным условием па 
поверхности.  Поэтому ж е ла т е л ьн о  условия сопряжения па по­
верхности хорошо проводящего тела заменить граничным усло ­
вием,  свя зы ваю щим  значения векторов ноля на поверхности толь­
ко в одной из сред. Такими граничными условиями являются  
приближенные граничные усл овия Щукина — Леоптонича (или 
им педа пспы е граничные ус л о ви я ) .  Получим граничные усло­
вия Щ у к и н а  — Леонтовича д л я  простейшего сл учая  — падения 
плоской электромагнитной волны на плоскую границу раздела  
д в у х  сред.

Пусть  плоскость 2 = 0 я в л я е т с я  границей раз де ла  двух  сред:  
сред ы  I с параметрами е ь  и-ь среды II с па рам етрами ег, (¿2, 
02, причем <72>1. Пусть  на границу раздела  из области I падает 
п л о ская  электромагнитная  волна ,  электрический вектор который 
н ап ра влен  вдоль оси х. В ведем  приведенные электромагнитные 
поля:

и в среде I,

Ё2 =  У  е'2 Е2 и Н2г-=1/£,Ца в среде 1!,

г д е  {Ер HL} и {Е2, На) — истинные поля, ei =  s.r |-/ — комп­

л е к с н а я  диэлектрическая  проницаемость второй среды.  П а д а ю ­
щую плоскую волну можно за писать  в виде

Ё г - = { £ ' и  0 ,  0} ,
где

СГ _ Р  sl П 5‘—'2 cosС. j — CqL ,

Oi — уго л  падения волны. Л е гк о  проверить, что в случае  плоской 
волны

[к „  ЕЛ,
i k l

так что
к ! =  {0, s i n 0 1( — cosOj) ,  *1 =  ш eilJ.J, - ¡ Ь у = ь



В среде II возникает прошедшая плоская  полна той ж е  поляри­
зации, а плотность поверхностного тока  равна нулю:

Ё , - { Ё „  0 , 0 } ,  Н 2-=— | к „  ЕЛ ,
*2

к 2з={0, sin 0¿, - - c o s  0,}, £2[JL2,
IH2I

Касательные  составляющие породе II соответственно равны

w 7 . , c o s o¿,

где О2 — угол распространения плоской волны в среде  II. От­
сюда ср а з у  находим отношение касательных  сост ав ля ющих э л е к ­
тромагнитного поля в среде II:

__ . 1
H-Íy Н2 eos COS n2

Д л я  определения cosÜ2 используем закон Спеллиуса
s in  i),

-  =  п,sin 0¿

1/ Ж -   ̂ «jfl,
среды I в среду  II. Т ак  к а к  о 2>  1, то |е2' | »  / и М » 1 ,  поэто-

г д е / г — 1/ — :--------показатель  преломления при переходе из
Г  S , [ i ¡

му

c o s 02- = / 1 — s in202-~ |^/~ 1

т а к  к а к
1 s in  о.

Следовательно,

2»/И2
Переходя  к истинным полям, находим

Ё'2Х -  а /*
%  К *2 ‘

Используя  непрерывность к а с а т е л ьн ы х  составляющих электр и­
ческого и магнитного поля при отсутствии поверхностных токов,  
получаем граничное условие д л я  полей в среде I

Е\х=={' Н  \ у , (4 .6)



гд е  С“  — п о в е р х н о с т н ы й  и м п е д а н с  среды 1Г.

За м е т и м ,  что, поскольку

£ я в л я е т с я  корнем из комплексной исличипы. Выбираем ветпь 
корпя ,  д л я  которой 1 т  £ < 0 .  Такой выбор соответствует  тому,

няющейся  в среде П.
Пели рассмотреть сл уч ай  другой поляризации падающей вол­

ны, то получим соотношение

Обобщая  (4.6) и (4.7) на случаи произвольного поля и про­
извольной поверхности, граничное условие можно записать в 
виде

Условие (4.8) и на зыва ется  г р аничны м  у с л о в и е м  Щ уки на  — Ле-  
о нт о вича .  В общем сл учае  ( д л я  анизотропной поверхности) им­
педанс £ может  быть тензорной функцией точек поверхности.

Подчеркнем еще раз,  что нмпедансние условия (4.8) я вл яю т­
с я  приближенными в том смысле,  что решение зада чи  в обла­
сти I с условием (4.8) в определенном смысле мало отличается 
от точного решения з ада чи  па сопряжение с условиями (4.3),
(4.4)  па границе р азде ла  сред  I и II. Точнее говоря,  решение з а ­
дачи с условием (4.8) предс та вл яет  собой первый член асимпто­
тического разложения точного решения задачи сопряжения по 
степеням  малого п арам етра  £. Можно получить импедансные у с ­
ловия более общего вида ,  определяющие и последующие члены 
асимптотического ра зл ожения .

З а мети м ,  что условия (4.8)  имеют место дл я  плоской грани­
цы р а з д е л а  сред или такой границы, радиусы кривизны которой 
много больше длины падающей волны. Более общими условия­
ми, учитывающими кривизну поверхности раздела ,  являются  
у сл о ви я  вида

где  XI и %2 — главные г а у с с о в ы  кривизны поверхности.
Наконец,  отметим, что т а к  к а к  решение задачи с условиями

(4.8) отличается от решения задачи сопряжения на величину по­

что 1т  V £.2 ^>0 ; это обеспечивает  затухание волны, распростра-

" С// (4.7)

(4.8)



р ядка  £, то булст иметь место ошибка того ж е  порядка ,  если в 
правой частя условия (4.8) вместо функции Н, в з я т ь  функцию 
Н0 — решение задачи в области I с граничным условием

ЕоИ.*- 0 .

соответствующим условию идеальной проводимости среды II.

§ 5. Поведение волновых полей на бесконечности

Типичной задачей дифракции электромагнитных волн я в л я ­
ется следующая задача .

Пусть в неограниченной среде,  характеризуемой п а р а м е т р а ­
ми е, ц, а, расположены посторонние включения с пар ам етрами  
в». И/. <т/, * = 1, 2, 3, п. В ср еде  находятся  з а д а н н ы е  источники 
поля. Необходимо определить электромагнитное поле во всем 
пространстве.  К этому кругу  з а д а ч  относятся и т а к и е  задачи,  в 
которых возбуждение поля осуществляется  з ад а н и е м  падающей 
плоской волны.

Поскольку  электромагнитное поле должно 6 i.ni> определено 
во всем пространстве,  для  его единственности кроме условий па 
границах раздела сред нужно  поставить определенные условия 
на бесконечности. Услоиия на бесконечности д о л ж н ы  удовл ет ­
ворять следующим требованиям:  физическому — они д олж н ы  в ы ­
дел ять  волны, уходящие в бесконечность,  и исключать  во з м о ж ­
ность появления волн, приходящих из бесконечности,  за  исклю­
чением падающей плоской волны,  математическому  они д о л ж ­
ны выделят ь  единственное решение системы уравнений М а к с ­
велла.

Чтобы сформулировать соответствующие условия ,  изучим по­
ведение в бесконечности волновых нолей, уд овлетворяю щи х од­
нородному уравнению Гельмгольца в скалярном сл у ч а е  и одно­
родной системе уравнении М а к с в е л л а  в электромагнитном с л у ­
чае.

Начнем рассмотрение со скалярного уравнения Гельмгольца 
и дл я  простоты рассмотрим двумерный случай.  Пусть  функция 
ы ( М ) . в и е  некоторого круга  радиуса  г<, уд овлетворяет  д в у м е р ­
ному уравнению I ельмгольца ,  которое запишем в полярной си­
стеме координат (г, ф):

Т  £  ( ' £ ) ' 'ТГ $  И 1“ " » -

На любой окружности радиуса  г > г „  функция и (г,  <р) м о ж е т  быть 
раз ложен а в тригонометрический ряд

+ «■>
« ( '• . ? )  =  ^  « Л О е Ч  (5 .2 )



коэффициенты которого

и  ( г ) — —  \ и ( г ,  Ф)е-1Я?</? 
2л  1

я в л яю т с я  функциями г. Чтобы найти ип ( г ) ,  домножим урав не ­
ние (5.1)  па е~'л? и проинтегрируем по окружности радиуса  

г. В р е зул ьта те  получим

d  (  duп \ п2
L  —  ( г  т Ч — V й- И 2" * = 0 - ........г  d r  V d r )

(5.3)

Соотношение (5.3) справедливо при любом г > г 0 и предста вл я­
ет  собой дифференциальное уравнение для  ип {г). Это уравнение 
Бесселя  п-го порядка,  и его общее решение может  быть запи­
сано п виде

u n (f)^-=AnH n ] ( к г ) - \ -В пН п ] (кг ) ,  

г д е  И п Л ) ( Х)  — функция Х ан ке л я  n-го порядка первого или вто­

рого рода  соответственно.
Т а к и м  образом,  любое решение однородного уравнения 

Г ельмгольц а  (5.1) при r > r o  м о ж ет  быть представлено рядом

и  ( Г ,  < Р ) =  2  \ Л , , ! 1 ^ ^ г )  +  В п Н ^ ( к г ) \ с ^ .  ( 5 . 4 )

У ч и т ы в а я  асимптотическое поведение функций Х аи келя  при 
|-оо

//£'■”  «  =  | / +  о ( - | 75- ) ,

из (5.4)  можно  получить оценку  при действительном k\

и ( г ,  у )  — О  r=-j при г  — сю. (5.5)

Т а к и м  образом,  имеет место след ую щая  теорема.
Т е о р е м а  5.1. Л ю б о е  р е г у л я р н о е  в н е  н е к о т о р о г о  к р у г а  р е ­

ш е н и е  д в у м е р н о г о  у р а в н е н и я  Г е л ь м г о л ь ц а  п р е д ст а в и м о  в  в и д е
(5.4) и  имеет о ц е н к у  (5.5) .

Аналогично дока зы в а е т с я  теорема для  трехмерного случая .  
Т е о р е м а  5.2. Л ю б о е  р е г у л я р н о е  в н е  н е к о т о р о й  с ф е р ы  р е ­



ш е н и е  тр ехмер но г о  у р а в н е н и я  Г е л ь м г о л ь ц а  п р е д с т а в и м о  в  в и д е  
р я д а

П
и  (г,  0, 9 ) -- V  V  х

г )  //(2), ( к г )

f  Rnm ----- f j ~ ~  /Î " ) (c osO )e '/''? (5.6)

и  п р и  д ей ствительном  к  имеет ме сто о ц е н к а

и  ( г ,  О, îp) О (5.7)

Заметим,  что если /г—-комплексное,  /¿-/г0+г7г,, то из (5.4) и 
(5.6) Ш1дпо, что решение однородного урав нен ия Гельмгольца 
можно представить н виде суммы двух  с л а г а е м ы х ,  одно из ко­
торых убывает  по экспоненте,  а другое — по экспоненте неогра­
ниченно увеличивается мри г-*-оо. Поэтому ограниченное регу­
лярное вне круга  или сферы решение уравнения  Гельмгольца 
при комплексном к  па бесконечности обязательно у б ы в а е т  по 
экспоненте. В трехмерном сл учае  ограниченное решение на бес­
конечности имеет оценку

Рассмотрим теперь поведение решения однородной системы 
уравнений М аксвелла  (электромагнитного поля)  на бесконеч­
ности. Пусть (Е, Н} — регулярное » « с  некоторой сферы решение 
системы уравнений М а ксвелла

причем потенциал Д е б а я  удовлетворяет  однородному уравнению 
Гельмгольца

Согласно теореме 5.2, потенциалы Д е б а я  вне некоторой сферы 
могут быть представлены в виде рядов

rot Н - /шеЕ, rot Е - Ь'.иН.

^  ^ было показано,  что произвольное электромагнитное поле 
{Г., 11} вне сферы может  быть выражено через потенциалы Д е ­
бая  и  и v  следующим образом:

Е -= rot rot ( г и)  - f /(»¡х rot (ru);  

н = —/(.)£ rot ( г м ) -[-rot rot (ru),
(5.8)

(5.9)

A и  -}- k2u  — 0,  A'2 =  w2£[j..

П

n ( r ,  o ,  ? )  =  2  2  0 ,  <P),



■v(r, 0, T)-,y у ( г ) Г ' " ’ (О, Т), (5.10)г ( т )
1 пт ) 1

П -0 П7— — п

где
а п \  ( к г )  ( к г )

Л h -  n  Ь -

К п т ( Г ) = - - К т  --------- -----------------1 -Я| г  ' " ,в У г

/ / i 1’ , ( k r )  / / W  ( é r )

' “ ! ' ^  пт ~у~/- ’ ( 5 - 1 1 )

К^т> (0, <р) - Р ^ ° ( с о 5  0 ) е ^ .

П о д с т а в л я я  (5.10) в (5.8) и (5.9 ) ,  найдем, что поле {Е, Н} вис 
сферы г > г 0 представимо в виде

Е ( г ,  О, Т) - - - 2 ]  V  |//„„(г) е , к ! ,” ) (0, <?) +
п .0 т ----м

+  “  y r  W e .^ ' " 0 , e , l j  ; (5.12)

Н (г ,  0, tp) — V  V  t ^ v ^ i n ^ r l r h » ,  <?) +
л  --О m ~ — n

- f  —  ^ 7  ( ^ J V ù . ^ i / 7 0 —  ¿ ^ « m Î V o , ï i ' « ' ” >» e r l ]  .  ( 5 - 1 3 )

где

П(Яг+ 0  A/m.

^ в т ( г ) =  ^ ( ^ л я 1 + ш2^ г/7л д , ^  П(Пг+

Из (5.12) и (5.13) видно, что в случае непроводящей среды 
( о = 0 , е, и- — действительные)  электромагнитное поле на беско­
нечности имеет следующую оценку:

[е „  Е ] =  ® ( ~ )  ’ (5Л4)

Iе , ,  Н ] = О  ( “ ■ ) ; <5 Л 5 >



(er , E ) = 0 ( - L - j ,  ( е „ Н ) ( 5. 16)

Замети м т ак ж е ,  что справедливы следующие оценки д л я  произ­
водных:

^ ° ( т )  ^ - 0 { ± ) .  Ä _ o U

"^ “ “ (т). ^ = ° (т )-  - ^ - 0^). % г-0(±)
(5.18)

при г  ►•оо. Гаким образом, сп р аведли ва  следующая теорема .
Т е о р е м а  5.3. Л ю б о е  р е г у л я р н о е  п н е  н е к о т о р о й  а ф е р ы  э л е к ­

тромагнитное  п о л е  п р е д ст а в и м о  в  в и д е  (5.12) — (5 .13 ) ,  и  в  с р е д е  
б е з  п р о в о д и м о ст и  на  б е с к о н е ч н о с т и  имеют место о ц е н к и  (5.14) —
(5.18) .

Регуляр ным мы называем поле, удовлетворяющее однород­
ным уравнениям и не имеющее особенностей.

Из представления (5.12) — (5.13) т а к ж е  видно, что в прово­
дящей среде  (ст=7̂=0, е — комплексное)  ограниченное на бесконеч­
ности электромагнитное ноле экспоненциально у б ы в а е т  при г-*- 
-*-оо и имеют место следующие оценки:

Я в)Т =  и - “ П'||1 ^  г О (~~

//„,* =  с - “’ I1"1 г О { ~

Ет= е _ш i1"1 Г ()
’ г  -i

И г = с - “ !1"1 1

Представления в виде р яд а  д л я  волновых полей позволяют 
д о ка з а т ь  леммы,  необходимые при исследовании единственно­
сти решения внешних краевых за да ч .  Рассмотрим случ ай  у р а в ­
нения Гельмгольца для  действительного k.

Л е м м а  5.1. Пусть и ( М ) — р е г у л я р н о е  в н е  к р у г а  г = г 0 р е ­
ш е н и е  у р а в н е н и я  Г ел ьм г о л ь ц а .  Е сли

Hm f \u\2d l = 0 y 
г . .  Jv

г д е  Сг — о к р уж н о ст ь  р а д и у с а  т, то и = 0 п р и  г> Г о .

Г2

( 5 . 1 7)



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согл асно  теореме 5.1, 

j* \ii\2d l — V  г  \иа (г)\22л,
(5.19)

где

Если

и п ( Г ) - - А „ и \ ! { k r )  +  B J l l ' P  ( k r ) .  

l im I \u\2d l  — О,
, . .  jv

то из (5.19)  получаем
lim г  \ип ( г )|2 0 , л — 0 , + 1, . . . .
г »  со

И с п о л ь з у я  асимптотику функции n {n ’2\ k r )  при действительном 
k и при г--*-оо, получаем

Ад — 0 , я  — 0 , 4 :1, . . .  .
Следовательн о,  согласно представлению (5.4),  и =  0 при г>»г0. 

В трехмерном случае  л е м м а  доказывается  аналогично. 
Л е м м а  5.2. Пусть и (М )  — р е г у л я р н о е  в н е  с ф е р ы  S ra, r > r 0, 

р е ш е н и е  у р а в н е н и я  Г е л ь м г о л ь ц а .  Если

l im (£ |«|2i/S” 0 ,

г д е  S r — с ф е р а  р а д и у с а  г, то и =  0 при  г > г 0.
Д о к а ж е м  аналогичную л е м м у  для  электромагнитного поля в 

непроводящей среде (а  —0 ).
Л е м м а  5.3. Пусть  {R, 11} - р е г у л я р н о е  в н е  с ф е р ы  S r„ э л е к ­

тром а гнит но е  поле .  Если

l im (Г, l c /t B\\2dS-- = 0 t (5.20)
г ~  I

г д е  S r — с ф е р а  р а д и у с а  г, то Е =  0, Н =  0 в н е  S fä. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно  теореме 5.3,

Цег, E|p«/S =  2  2  V„,PK ! r )]|IIj(^ )+
Sr  rl

где

I f  K m  1 "'Ли-ЛЬП , [ B*n 1 " й1+1/2
) 1  ̂ I J К**



Если выполнено условие (5 .20) ,  то

1 7 ~ о ,l im
Г -юс,

/1 =  0 , 1,..., оо; m - о ,  ± п .

Учитывая  асимптотическое поведение функций Х а н к е л я  дейст­
вительного аргумента,  отсюда получаем

^ п т  ^ п т  С п т  = г - - - 0 , / £ — 0 , 1 , . . . ,  О О ;

т = 0 , -ь 1 . . . , ± п .

Следовательно,  согласно (5.12) — (5.13),  имеем
Е==(), Н = г 0  всюду при г > г 0.

Аналогично до ка зы вается  следую щая  лемма .
Л е м м а  5.4. Пусть  {Е, Н} — р е г у л я р н о е  в н е  с ф е р ы  S r э л е к ­

тромагнитное  поле .  Если  °

l im & |[е„ H||V6’ =  0 ,

г д е  5 Г — с ф е р а  р а д и у с а  г, то Е =  0, Н =  0 еле 5 Го.
Подчеркнем еще раз, что лем мы  5.1 и 5.2 справедливы ,  ес­

ли к действительное,  а л е м м ы  5.3 и 5.4 справ ед ливы  при о = 0 
( в е р е д е  без поглощения).

Д оказ ан н ые леммы показывают,  что волновые поля в среде 
без поглощения на бесконечности не могут у б ы в а т ь  быстрее чем 
1/л в трехмерном случае  и 1 в двумерном случ ае .

К а к  видно из теорем 5.1—5.3, в среде с поглощением (комп­
лексное к в скалярном сл учае  и 0=^0 в электромагнитном)  ус ­
ловие ограниченности волнового поля в бесконечности вы деля ­
ет единственное решение. В ср еде  без поглощения любое волно­
вое поле, регулярное вне сферы или круга ,  убывае.т на бесконеч­
ности по одному и тому ж е  закону .  Следовательно,  в этом слу­
чае нужно поставить дополнительные условия ,  выделяющие 
единственное решение внешней краевой задачи.

Д л я  выделения единственного решения внешней краевой з а ­
дачи можно использовать различные требования :  принцип пре­
дельной амплитуды,  принцип предельного поглощения и анали­
тические условия.  Мы чаще всего будем использовать простей­
шие аналитические условия,  называемые у с л о в и я м и  и з л у ч е н и я  
З о м м ерф ел ь д а .

В трехмерном скалярном сл учае  условия излучения имеют вид

Г ^ о о .  (5.21)



Условия (5.21) выделяют уходящую па бесконечность сфери­
ческую волну .  Они соответствуют случаю,  когда ух одящ а я  сфе­
рическая  волна па бесконечности подобна уходящей вдоль р а ­
диуса  плоской волне, амплитуда  которой убывает  с расстоянием,  
к а к  1/г.

В §  1 было  получено соотношение, связывающее векторы ь  и 
Н в плоской электромагнитной волне:

(ко, ^ - [к 0 [к„Н11,

г д е  ко —  волновой вектор, определяющий направление распро­
странения плоской волны. И.ч физических соображений следует  
ожидать ,  что аналогом условий излучения в электромагнитном 
случае  я вл я ю т с я  условия

[ е „  Е ]  - ь } / | е , | е , Н [ ] - | - °  ( “ )  • г ^ с о - <5-22>

При этом предполагается ,  что среда непроводящая ( а  — 0, р. 
действительное) .  Зн а к  в правой части формулы (5.22) соответ­
ствует  выделению уходящей или приходящей сферической вол­
ны. При временной зависимости е~'ы  условию

[е ,, Е |- -  _ |/ ^ - 7 - |е ,|е ,Щ 1  +  0 ( у ) ,  г - с о ,  (5 .23 )

удовлетворяет  ух одящ а я  па бесконечность сферическая волна,  
а условию

[ е „ Е 1  - + | / - ^ | е , ] с , М [ 1 - Ь о ^ ) ,  г - с о ,  (5 .24 )

удовлетворя ет  сходящаяся  волна.
Теорема 5.3 вне сферы определяет  любое решение однород­

ной системы  уравнений М а ксвелла .  Используя ее, найдем общий 
вид вне сферы Яг„ д л я  электромагнитного поля, удовлетворяю­
щего на бесконечности условиям  излучения (5.23) .  Д л я  этого 
достаточно потребовать,  чтобы частные решения Епгп и Нпш

¿/„„АК! ," ’ + - ^  {гЦ„т) у м к ! , " ° I V » , е ,1. 

Н и - ^ „ е ^ Ч 7  е , ]

удовл етво ряли  условию (5.23) .
Т а к  к а к

[ е „  Е „ „ ] = - - - 7  ^ ( г О [ е „  Ч м Г п т



1е Л е „ Н „ Л - ----- ±  - ± .
О г

то условия (5.23) принимают следующий вид:

~7 ^ {Г̂ п т ) - ^ У ^ Н пт =  о ( ~ - ^  ,

~  1и>У ^ ' ' п т  =  о [ ~ ~ У  Г  —► ОО. ( 5 ’ 2 5 )

Учитывая ,  что

—  — - (Г/т? ) — —Я,,т | 0 (  1
Г д г  1 х"'” ) аг + ° ( т

~~~ — -  (г/-’ )- - -^ " л1 I п (  1 
г Ог [ГГ'‘" > „г + ° [ Т

условия (5.25) можно записать  и виде

V О  . (5 -26)

Т ак  к а к  Нпт (г)  и Р п т (т) определены соотношениями (5.11) ,  то 
условия (5.26) выполняются только в том с л у ч а е ,  если

I % пт  | ( Л я т  | //¿V хп (к г )

I ^ пт  ] \ ( ' п т  I  I г

Известно, что если решение уравнения Г ел ьмгольц а удовлет­
воряет условию излучения на бесконечности, то д л я  него сп ра­
ведлива [ретья формула Г рина во внешней области .

Рассмотрим вопрос о применимости л е м м ы  Лоренца в неог­
раниченной области вне поверхности 5  и п о к а ж е м ,  что дл я  элек­
тромагнитных полей {Е[, Н|} и {Е2> Н2}, в о з б у ж д а е м ы х  локаль ­
ными токами ;'|СГ и $ ст) соответственно и удовлетворяющих  на 
бесконечности условиям (5 .23) ,  в неограниченном пространстве 
справедлива  лемма Лоренца

<£ {1^ [Е2п] — Н2 [Е , п ] } ^ 5 — Г {(Е2, ) ' , ) - ( Е „  )2)}</т, (5.27)
5  V

где п — единичный вектор нормали к поверхности 5, направлен­
ной внутрь поверхности;  V — область,  в которой токи то ждест­
венно не равны нулю.

Чтобы показать  справедливость формулы (5.27)  д л я  полей, 
за да нных в неограниченной области,  о кр уж и м  поверхность 5  сфе­
рой радиуса  Я  т а к ,  чтобы источники поля т а к ж е  находились



внутри 2 * .  О б л а ст ь  м е ж д у  поверхностью 5  и 2 в  обозначим Гл. 
Теперь применим лемму.  Лоренца к полям {Еь Н,} и {Е2, Н2} 
в области Тц.  Имеем

; { Н , [ Е 2п1- Н 21Е ,п ] } (/5 ^-^ {Н, [ Е 2е,] — Н2 [Е 2е,1} ¡ ¡ 5  =

{ ( Е 2, ) , ) - ( Е „  ь ) }  йх. (5 .28)

Рассмотрим интеграл  по сфере У л и покажем ,  что он стремится 
к пулю при /?—►оо. Учитывая ,  что поля удовлетворяют условию 
излучения (5 .23) ,  получим

Н т  Г { ^ [ Е ^ - Н ^ Е ^ } ^  -  
я - * - 4

=  Н т  $  [- Н ,  1ег 1Н2е ,Ц Н ,о  ( “ ) +  

-|-Н2| /  “  [е, 1Н,ег1] — Н2о ("~ )|  </5 —

=  П т  ф ) | н хо \ — Н-.о ( — \liAS’ — О,г

т а к  к а к ,  согласно теореме 5.3, п р и  г-»-оо. Перехо­

д я  к  пр еделу  в (5.28) при Н-*-оо, получим (5.27) .
З а мети м ,  что лем ма  Лоренца п неограниченном пространст­

ве с п р а в е д л и в а  и в том случае,  когда оба поля удовлетворяют 
па бесконечности условиям (5.24) .  Всюду в дальнейшем будем 
использовать  условия излучения (5.23) .

Из (5.27)  можно получись интегральное представление для  
электромагнитного поля в неограниченном пространстве.  Пусть 

щ  _  электромагнитное поле электрического диполя с момен­
том р о ,  который расположен в точке М о  и удовлетворяет  на бес­
конечности условиям (5.23) .  Обозначим через Оп область,  внеш­
нюю по отношению к замкнутой поверхности 5.  Пусть {Е, Н} 
решение однородных уравнений М а ксвелла  в Ое, удовлетворяю­
щее на бесконечности тем же  условиям излучения (5.23) .  При­
меняя  к  полям  {Е, Н} и {&>, л емму  Лоренца в Ос, получим

(Е ( М 0), р о )= ф  {58 (/И, М 0Н Е п ] - # ( Л 4 ,  М 0)

М 0^ О е . (5.29)

Отсюда с р а з у  видно, что если поле {Е, Н} таково,  что [п, Е]|з=0 
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H [n ,H}\s  0, то, поскольку вектор р0 — произвольный,  Е =  0 и 
Н — rot Е =  0 всюду в области D,

Ю11. Т « - М обРазом* электромагнитное поле без источников, име-
в ш п Г 7 е Т Ю касател ьпые к поверхности 5  составляющие 

екторов Е и Н и удовлетворяющее на бесконечности условиям 
излучения,  тождественно равно нулю всюду в области Р,.

fl~ 0!'H,|Hü- пР»м епяя  в Д-  лемму Лорен ца к полю'[Е, Н] и
V  П0ЛЮ точечпош магнитного диполя ,  удовлетворя­

ющему па бесконечности условию (5.23) ,  получим

(Н(Л10), m0) - ( f  { ^ Д Е п ] - £ т | п Н | } ^ ,  M 0 e D , .  (5.30) 
s

>,a3 ' 410 »  формулах (5.29) „ (5 .30) n - единичная 
нормаль к S, внешняя rio отношению к области  Р е, т. е. направ­
лена внутрь замкнутой поверхности 5 .

Построенные ранее ноля диполей в однородном пространстве

í  " „ „ í r r ? ^  2-46 )- (2-49 )) Удовле™ “ Р я » т  «а  бесконечности 
п  "  ,,е'М мож ,ю  убедиться непосредственной про-

" Г " МТ1“ У ИЗ леммы Лоренца ,, Д „ м ож но получить фор-
" и . т „ > п «  п Г 0" 8 _  У' кото'ш с  т а к ж с  с п р ав е д л и в ы  в неогра­
ниченном пространстве,  если электромагнитное поле удовлетво- 
р яет  условиям излучения.

(Ь п п м у п Г г^ ;  нап1,и меР- к а к  нз формулы (5 .30)  можно вывести 
формулу Стрэттона — Чу д л я  магнитного поля (при этом пред­
полагаем,  что j(f'T> =  0 ) . “ i'w*

Согласно (2.48) ,  (2.49) ,  гтоле магнитного ди поля имеет вид 

^ т ----=[^га(1ф(Ж, Р) ,  ш01,

,и0], ш0 =  const .

Т а к  ка к

rot [grad m 0] = — m 0d ív g r a t lф-j-(m0, v )g r a d ip =

=  ü)2e(ini0+ +  grad (m 0, grad ф),

то подынтегральное выражение в (5.30) приводится  к  виду

Ж  т \Е, п] — $ т [пН1 =  — /шфп0 [Е,  n] -J-

+  ¿ RradCm ° ’ grad n i - [g r a d  ф, m 0] [n ,  H ] =

=  — /ш£фт0 [Б , n] — _ L  [e , grad (m ü( g rad4 > )]n- f 

4~m o [grad  ф InH JJ.



И с п ол ь зу я  ф о р м у л у  
ro t{ E (m ü, grad' j»)} =  (m0, grad $) rot E — IE, g r a d (m Q, grad^) ] ,

ПОЛУЧИМ

" Ж  m \ E ,  n l - ^ J n ,  H] --(iiio iliiradtlnH ll —/ . ^ [ E ,  n ]-

___ L ( n ,  rot E) grad 4}') (n, rot {E(m„, grade)}) .  (5 .31 )
/<op. / *'"H-

П о д с т а в л я я  (5 .31 )  в (5.30) и у ч и т ы в а я  произвольность пектора

т „  и р а в е н с т в о  ( те орем а  С т о к с а )  \) (п,  rot a ) f / S - - 0 ,  получим
5

ф о р м у л у  С т р э т т о н а  — Ч у  (при j (CT>=-0)

H(A Î0) - -(| ;  {IgradiM-MnHH-!-/WHn, E] — (n, H )g r a i\Mb}tiSAt.

* (5 .32 )

Лпал оги чпо ,  испол ьзу я  япные в ы р а ж е н и я  (2 .46) ,  (2.47)  д л я  
поля э л е к т р и ч е с к о г о  диполя ,  из (5 .29) получаем ф ормул у  д л я  
э л е к тр и ч е с к о г о  ве к т о р а

E ( M 0) =  (j! i|g ra d ^ 91nE|l--/«-|i'Mn . н 1~ ( л - Е ) К г«(,л Г > }^ Л1.

(5 .33 )

Ф о р м у л ы  С т р э т т о н а  — Ч у  ( к а к  в ограниченной области ,  т а к  
и в неогра нич енной )  п о к а з ы в а ю т ,  что в е р е д е  с постоянными х а ­
р а к т е р и с т и к а м и  эле к тр о м а гн и т но е  поле я в л я е т с я  а н а л ит и ч е с к и ­
ми ф у н к ц и я м и  координат ,  т. с. в к а ж д о й  точке р а з л а г а е т с я  в 
с х о д я щ и й с я  р я д  Тейлора .  Отс юда  ж е  с р а з у  выт ек ае т ,  что если 
в некоторой о б ла с т и ,  имеющей ненулевой объем,  электр ома]  нит- 
нос гюле о б р а щ а е т с я  тожд ес тв ен но  в нуль,  то оно то ж де ст ве н н о  
равно н у л ю  в с ю д у  в области аналитичности .

Ф о р м у л ы  (5 .32)  и (5.33) д а ю т  представление^ э л е к т р о м а г ­
нитного п о л я  через значения  его  на поверхности -S, причем не­
обходимо з н а т ь  к а к  та н ге нци ал ьн ые ,  т а к  и норм альные  с о с т а в ­
ляю щ и е Е и Н на  поверхности S .

Эти ф о р м у л ы  м ожн о  п р ео б р аз ова ть  т а к ,  чтобы они с о д е р ж а ­
ли то ль к о  к а с а т е л ь н ы е  (т а н ге н ц иа ль н ы е )  состав ляю щ ие  полей. 
У ч и т ы в а я ,  что

g r a ¿ ж ф(М,  Af„) RraiUc'M/W, -Ч, ) ’ 

перепишем ( 5 .3 2 )  и (5.33)  в виде

Е ( М 0) =  — r o t * .  §  M u ) d S M -
s

- Ы р  ^  )е {М) '\(М,  M 0) i/S 4-gr ad jw o ÿ  (п, E)*ÿdS;



s

-I-Лое cf Л10) ^  +  Кга<1Л!о ф (II, H)$dS,

гд е  J(; =  [ri, H] - -  электрич еск и  íi ток  на 5 ;  j„i =  [n,  Е] — магн итны й  
то к  па  В ы р а ж е н и я  д л я  полей Е и Н м о ж н о  уп рости ть ,  если 
учесть ,  что они с в я з а н ы  м е ж д у  собой у р а в н е н и я м и  М а к с в е л л а

roí  II /‘» :К ,  П)1 К 

П р и м е н я я  к (5.3<i) н операци ю rot.u,,, п олу чи м

Эти фо рмул ы с о д е р ж а т  то ль к о  зн ач ен ия  т а н г е н ц и а л ь н ы х  с о с т а в ­
л яю щ и х  полей Е и Н на поверхности  Л'.

З а м е т и м ,  что по к о о р д и н а та м  точки Afÿ с п р а н е д л и п о  соотно­
шение

где  под некгором ] м ожно  поппмам»  либо у., либ о  ] т . П о это м у  
фо рмул ы д л я  Е и Н можно  п е р е и п с а ’п» и виде

Е(Л1(|) —- rot rotЛ1„ - L  ф  j , ^ / S - r o U 0 (|) j m^ V ,

•V $

rot rot .м., jy./S
•V s

E(AÎ0)- - io l  rot Ii ,= -/<"¡1 rot 1Jm,

H ( A i 0) — — /werot l l ^-  rof rot I i m, M Qe D tt

где

i

электр ич еск ий  вектор  Ге рца ,

-7— ™U0 (f) j m(Aij^(A/, M ü)dS

s
-  (\) roUf0 <j, (Ai) 9 (Ai, M Q)) dS



— м а г н и т н ы м  векто р  Герца .
С п о м о щ ь ю  полученных соотношении можно,  з н а я  э л е к т р о ­

м а г н и т н о е  поле,  найти векто р  Герц а ,  который с о з д а е т  да нно е  
поле.  Они ж е  по зволяют по з а д а н н ы м  на гл адкой  з а м к н у т о й  по­
в ер хн о ст и  5  з н ач ен иям  к а с а т е л ь н ы х  соста вляю щ их  в ек то р ов  Е 
и Н найти  в ы р а ж е н и е  э л е к тр и ч е с к о г о  (магнитного)  ве к т о р а  Г ер ­
ца,  п р е д с т а в л я ю щ е г о  да нн о е  поле  внутри 5 .  Одновременно  из 
п о л у ч е н н ы х  р е з у л ь т а т о в  с л е д у е т ,  что д л я  п р ед ст ав л ени я  э л е к т ­
р о м а г н и т н о г о  поля и з а м к н у т о й  области ,  свободной от источни­
ков,  д о с т а т о ч н о  лишь одного  электр ическ ого  или магнитного  
в е к т о р а  Г е р ц а .

С д е л а е м  ещ е неско лько  з а м е ч а н и й  относительно ус лов ий  из­
л у ч е н и я .  П о с к о л ь к у  пек торы Е и Н с в я з а н ы  м е ж д у  собой у р а в ­
нен иям и  М а к с в е л л а ,  у с л о в и я  (5 .2 3 )  можно  преобр аз ова ть ,  с в ед я  
их к  у с л о в и я м  д л я  одного из век торов .

В сфер ич еск ой  системе  ко о р д и на т  условие  (5.23) им еет  ви д

И з у р а в н е н и я  М а к с в е л л а  rot Е - - ш ц Н ,  у ч и т ы в а я  оценки (5 .17 ) ,  
н а х о д и м

П о д с т а в л я я  (5.35)  в (5 .34 ) ,  по луч ае м  у с л ов и я  то ль к о  д л я  к о м ­
понент в е к т о р а  Е:

А н а ло г и ч н о ,  испо льз уя  у р а в н е н и е  rot  Н ---— i'coeE, из (5 .34 )  по­
л у ч а е м  у с л о в и е  д л я  ко мпон ен т  вектора  Н:

/

(5 .34 )

(5 .35 )

дБ,
—  /»'I / e [ i h v -= О

(5 .36 )
со.

д г

дИ,
---- c[x//f — о

Or



Т а к  к а к  при в ы в о д е  услови й (5.36) и (5 .37 )  из (5 .34 )  использо-  
ва л и с ь  только  у р а в н е н и я  М а к с в е л л а  и о б щ и е  с в о й с тв а  э л е к т р о ­
ма гн итны х  полей,  в ы р а ж е н н ы е  соот но ш ен иям и  (5 .17)  и (5 .18 ) ,
Тс ог\е  Т/сИо7 \,Па Ус;шшп1 излу чения  в б е с к о н е ч н о с т и — (5 .34 ) ,  
(ö. . io) ,  (5 .37) — э к в и в а л е н т н ы  и из любого  из них с л е д у е т  д в а  
остальных .

При использовании у с л о в и я  изл учен ия  в ф о р м е  (5.23)  с л е д у е т  
им ет ь  в виду ,  что если э л е к тр о м а г н и т н о е  поле  {Е, Н} у д о в л е т ­
в о р яе т  на бесконечности усл ови ю

1е„ Е] =  — j /  О =  о,

то ком плексн о -со пря женное  поле (Е* ,  Н*} у д о в л е т в о р я е т  то м у  
ж е  условию:  *

1е„  Е« ]  =  — | /  +

Э т о м у  ле сл е д у е т  у д и в л я т ь с я ,  поско льк у  п о л я  {Е, Н} и (Е*,  Н*} 
у д о в л е т в о р я ю т  р аз личн ы м с и с те ма м  у р а в н е н и й .  Особенностью 
ж е  системы ур ав н ен и й  М а к с в е л л а  в от ли чие  от  у р а в н е н и я  

ел ьм го льц а  я в л я е т с я  то, что с а м а  форм а  с и с т е м ы  уравнений 
несет  информацию о вы бр анной  га р м о н ич еск о й  за ви си м о ст и  от 
времени {е или е""1}.

Отметим еще раз ,  что в среде  с п о гл о щ е н и е м  (ком плекс но е  
к в с к а л я р н о м  с л у ч а е  и 0 в э л е к т р о м а г н и т н о м )  ограниченное  
на бесконечности волновое поле э кс пон енциа льн о  у б ы в а е т  на 
бесконечности.  П о э т о м у  прим енимость  ф о р м у л  Гр и на  и л е м м ы  
Л о р е н ц а  к^таким поля м в нео граниченной -об ласти  очевидна .

В а ж н о й  х а р а к т е ри с т и к о й  э л е к тр о м а г н и т н о г о  поля  в нео гр а­
ниченной области  я в л я е т с я  у г л о вое  р а с п р е д е л е н и е  н а п р я ж е н н о ­
сти эл ектрического  поля в д а л ь н е й  зоне.  Оно о п и с ы в а е т с я  д и а г ­
р а м м о й  направ ленно сти  по полю. К а к  б ы л о  п о к а з а н о  ранее ,  
н а п ря ж ен н о ст ь  э лек тр ическ ого  поля в ср ед е  без  потерь у б ы в а е т  
па  бесконечности к а к  1/г. П о э т о м у  д и а г р а м м а  н а п ра вл ен ност и  
обычно о п ред ел я ет ся  соотношением

D (б, <р)-=1Ггпе-№' г Е ( г ,  0, ? ) ,  (5 . 3 8 )
г * 8

г д е  г, 0, ф — сферические  к о о р д и на ты  точки н а б л ю д е н и я  в д а л ь ­
ней зоне.

Д и а г р а м м а  напра вл енност и  э л е к т р о м а г н и т н о г о  поля,  с о з д а ­
в а е м о г о  в однородном п ростр ан стве  си сте мо й  сторонних то ков  
j (CT\ з а д а н н ы х  в о б ъ е м е  V, в ы ч и с л я е т с я  с п о м о щ ь ю  в ве де ния  
в ек т о р а  Гер ца  и р а в н а

D ( 0 , ? ) = i r i [ [ N ’ e ' I e ' I ’ (5 -39)



В формул е  (5 .4 0 )  р — расстояние  от н а ч а л а  системы ко орди на т  
до точки и н т е г р и р о в а н и я  Р, а у гол  0/<м — наименьший у го л  м е ж ­
д у  л у ч а м и ,  в ы х о д я щ и м и  из н а ч а л а  к оорди на т  в точку  интегр и ­
ро ва ния  Р,  и н а п р а в л е н и е м  на б лю д е н ия м  (0, ср).

В том с л у ч а е ,  к о г д а  эл е к тр о м а г н и т н о е  поле вы ч и с ля е тс я  че­
рез  и н т е г р а л ь н ы е  п р ед ст ав л ен и я  поля по некоторой поверхности 
5 ,  в ы р а ж е н и е  д л я  д и а г р а м м ы  направ ленно сти  т а к ж е  м о ж е т  
быть л е г к о  получено .  В о сп о л ь зу е м с я  п ред ставл ением  э л е к т р и ­
ческого по ля

Е ( М )  =  -  го1Л[ ф
5

_1----- ! _  Г01 Ю[м ) '{Р ) 'ИМ > Р ) й 8 р .
/<ое ,У

Вновь  в ы д е л и м  величины р и 0/-м. Пу ст ь

# мр =  У г 1 р2 -  V  0 ^ , ,

N (6 .  4») =  ^  Ь е - " рс"
Ь

5

Т о г д а  д и а г р а м м а  напра вл ен ност и  в этом с л у ч а е  р ав н а  

°0>, <Р ) = ^ { 1 М- ‘М Г Р ,  ег1 е ,1 1 /  ^ -} .

§  6. Условия на ребре

В теории ди ф ра кц и и  э л е к т р о м а г н и т н ы х  волн большой инте­
рес  п р е д с т а в л я ю т  и ссл ед ован и я  з а д а ч  дифракции на т е л а х ,  
имеющих р е б р а  или кромки .  В теории к р а е в ы х  з а д а ч  д л я  у р а в ­
нений в ч а с т н ы х  произ вод ных  известно ,  что в о б л а с т я х ,  г р а н и ­
цы к о т о р ы х  им ею т  ребра ,  к р о м к и  или у г л о в ы е  точки,  д л я  од но ­
значной р а з р е ш и м о с т и  к р а е в ы х  з а д а ч  необходимо с ф о р м у л ир о ­
в а т ь  у с л о в и я ,  о п р е д е ля ю щ и е  поведение  решения  в окрестности  
особой то чки гр ан ицы .  Ч ас то  т а к и м  до по лни тел ьны м ус лов и ем  
м о ж е т  с л у ж и т ь  т реб ов а ни е  ограниченности решения  к р а е в о й  
з а д а ч и  в о кр ест но сти  особой точки границы.  О д н а к о  в с л у ч а е  
з а д а ч  д и ф р а к ц и и  тр е б ов а ни е  ограниченности решения  м о ж е т



о к а з а т ь с я  с л иш к о м  ж с с т к и м ,  п о ск ол ьк у  по б у д е т  с у щ е с т в о в а т ь  
решения ,  ограниченного  и окрест ности ’ р е б е р  или кромок  г р а ­
ничных поверхностей .  П оэтому  в о з н и к а е т  вопро с  о ф о рм ул иров­
ке  условии,  обеспечиваю щи х од н о зн ач ную  р а зр еш и м о ст ь  д а н ­
ного к л а с с а  з а д а ч  дифракции.  Ус лови я ,  о п и с ы в а ю щ и е  п о в е д е ­
ние волнового  поля  в окрестное !и  ребер  и к р о м ок ,  н а з ы в а ю т с я  
у с л о в и ям и  на р е б р е .

Ра сс м отри м  в н а ч а л е  поведение  с к а л я р н о г о  поля и(х, у ,  г )  
в окрестности  р е б р а  д ву гр ан ного  у г л а  р а с т в о р а  а .  Б у д е м  исхо ­
д и ть  из естестве нно го  физического п о л о ж е н и я ,  состоящего  в 
том ,  что при отсутс твии внешних и сточн иков  па ребре  поток  
энергии через л ю б у ю  поверхность,  о х в а т ы в а ю щ у ю  ребро,  
стремится  к нулю при ст яги ва нии  этой по верхности  к ребр у .  
О к р у ж и м  ребро поверхностью к р уг о во го  ц и л и н д р а  р а д и у с а  <>, 
ось цилиндра  н а п р а в и м  вд о л ь  ребра  к л и п а .  Т о г д а  сф ормулир о­
ван ное  в ы ш е  у с л о в и е  м ожн о  за п и с а т ь  в в и д е

Игл [щ 
г »-о с р

г д е  С р—- ч а с т ь  о к р у ж н о с т и  р а д и у с а  р, з а к л ю ч е н н а я  в у г л е  
I л  а.  Условие  (6.1)  вы полняетс я  р а в н о м е р н о  вдоль  р е б р а  
кл ип а .  Условие  (6 .1 )  б у д е т  выполнено,  е сл и  в окрестности  р е б ­
ра  поле и р а с т е т  не быстрее ,  чем р°, г д е  ст>__’/г-

Д л и  опре де ления  величины п о к а з а т е л я  а  м о ж н о  провести  
исследо вание  поведе ния  решения з а д а ч и  д и ф ра к ци и  в о к р е с т ­
ности ребра ,  р а з л а г а я  функцию в р я д  по ст еп еня м  р .  П у с т ь  
ребро клипа  с о в п а д а е т  с осью ^ цил индри ческой си сте мы  к о о р ­
д и н а т ,  полярную ось нап равим  вдо ль  одн ой  из граней к л и н а ;  
т о г д а  ур ав н е ни е  Г е л ь м г о л ь ц а  в цил индри ческой си сте ме  к о о р ­
д и н а т  имеет  вид

о д ^ и  . О н  . О^н д - и

Р +  р 7 Г 1" г  -1' Р2* 2"  ^  °- <6 - 2)

Ра с с м о т р и м  з а д а ч у  при гр аничн ых  у с л о в и я х  первого  или 
второго рода .  Т о г д а  на  г р а н я х  клипа  или

и ( р ,  <Р — 0 ,  г ) = 0 ,  / / ( р ,  < р _ ^ 2 я  —  а ,  г ) = 0 ,  ( 6 . 3 )
или

д а  _
=  0 .  ( 6 . 4 )

$ —з

Б у д е м  и скат ь  фун кцию и в виде  р я д а

п -0 2

П о д с т а в л я я  р а з л о ж е н и е  (6.5)  в у р а в н е н и е  (6 . 2 )  и прир а в н и в а я



нулю коэф ф иц иен ты  при р°, д л я  ао получ им  к р а е в у ю  з а д а ч у

о2а 0— 0  (6 .6 )
ду*

с гр аничн ым и у с л о в и я м и

я0(°) -- -^(2л — и) =  0 (6 .7 )

или
да.

д л я  второй.  П о л у ч е н н ы е  значения  а  у д о в л е т в о р я ю т  усл ови ю 
а >  — 1/2 л и ш ь  при нео три цательны х п. Н а с  интересуют те  з н а ­
чения п, при к о т о р ы х  поле о б л а д а е т  особенностью. К а к  л е гк о  
видеть ,  при

п с луч а е  о б е их  з а д а ч  произво дна я  -----  имеет  особенность ,  а

с а м о  решение  ограничен о .  При этом у с л ов и е  (6.1)  выполнено.
Из  п р ов е д е нн о го  исслед ова ни я  с л е д у е т ,  что в с ка л яр но й  з а ­

д а ч е  д и ф ра к ци и  « у с л о в и е  па р еб р е»  м о ж н о  сфор мул ир ова ть  в 
виде  т р е б о в а н и я  ограниченности решения  в окрестности  реб ра  
и ус ловия

Отметим т а к ж е ,  что у сл ов ия  па ребре  м о ж н о  сф ор мул ир ова ть  
в форме т р е б о в а н и я  интегрируемости  в окрестности р е б р а  р е ­
шения и е го  прои зво дно й по р со степенью ц<2.

Р а с с м о т р и м  у с л о в и я  па ребре  д л я  э л е к т р о м а г н и т н ы х  з а д а ч .  
Б у д е м  опят ь  и с с л е д о в а т ь  случ а й ,  к о г д а  на ребре  о т су тс тв ую т 
сторонние ист очн ики поля.  Т о г д а  ес т е с т в е нн ы м  физическим^ у с ­
ловием,  о п р е д е л я ю щ и м  поведение  э л е к т р о м а г н и т н ы х  полей в 
окрестности р е б р а ,  т а к ж е  я в л я е т с я  требов а ни е ,  чтобы п о ю к  
энергии че рез  л ю б у ю  поверхность  5,„ о х в а т ы в а ю щ у ю  ребро,  
ст р ем ился  к  н у л ю  при ст яг и ва н ии  этой поверхности к  ребру :

В нов ь  р а с с м о т р и м  поведение  полей вбл изи  ре бра  кл ин а ,

о —- ( 6. 10)
2л -  а

Н ш (р « г ; к 1 к )  -0 .  
Р -о

(6. 11)

( 6 . 12)



причем грани к л и п а  буд ем  с ч ита ть  и д е а л ь н о  п р ов о д я щ им и ,  
¿ ' равнени я  М а к с в е л л а  запишем  в ци линдр иче ско й  с и ст ем е  к о ­
орди нат  р, (р, г ,  г д е  ось 2  н а п р а в л е н а  в д о л ь  р е б р а  клин а ,  а  п о ­
л я р н а я  о с ь — в д о л ь  одной ИЗ гранен  д в у г р а н н о г о  у г л а .  Э л е к ­
т ромагнитно е  поле  в да нно м с л у ч а е  м о ж н о  п р ед ст ав и ть  в в и д е  
суперпозиции полон, п о р о ж д а е м ы х  д в у м я  ф у н к ц и я м и  Бо р гп иса :  
и 1Р> Ч]. г ) и о{(>, <р, г ) .  Ф у н к ц и я  гг(р, ф, 2 ) п о р о ж д а е т  п о ле  
электр ическ ого  типа  (//*==()), а ф ун кц ия  и (р ,  <Г, г )  — поле м а г ­
нитного типа ( ¡ : г =  0).  Функции и л и у д о в л е т в о р я ю т  у р а в н е ­
нию 1 е л ь м г о л ь ц а ,  а тр еб ова ни е  о б р а щ е н и я  в пуль  к а с а т е л ь н ы х  
с ос т а в л я ю щ их  электр ическ ого  поля на  1-р ан я х  приводит к с л е ­
д ую щ и м  к р а е в ы м  у с л ов и я м  д л я  функции Бо р гп иса :

м (р ,  ЧР : 0 ,  2 ) н ( р ,  ср: 2 л  — а ,  г )  — 0;  ( 6 . 1 3 )

да
д<? у .о

'? ■ 2 X -1
( 6 . 1 4 )

У ч и т ы в а я  в ы р а ж е н и е  к а с а т е л ь н ы х  с о с т а в л я ю щ и х  полей Е 
и Н через функции Боргписа ,  по лу ч а е м ,  что у с л о в и е  (6.12)  п р и ­
водит  к усл овию (6.1)  д л я  функций и и у.  Т а к и м  обр азо м,  д л я  
функции Боргписа  и и ь по лучаем  с к а л я р н ы е  к р а е в ы е  з а д а ч и  
иссл ед ован ные  вы ш е.  ’

П р ед ст ав и в  функции и и и в ви д е  с т е п е н н ы х  р а з л о ж е н и й  в 
окрестности ре бра

« ( ? , < ? ,  г ) -  р». V  а п (?, 2 ) 0", 3 [ > — 1 ;  (6 Л 5 )
л -о ^

■и(р, ? ,  2 ) - р " '  V  * „ (Ч>, г ) р »,  о2 > — 1 . ,  (6 .1 6 )
ПО ^

аналогично п р е д ы д у щ е м у  найде м ,  что н а и м е н ь ш и е  значении Ст] 
и о 2, при ко то ры х  и м ее т  место  соотно шени е  ( 6 . 1 ) ,  р а в н ы

о, -— а..
2 л  — (х ( 6 .1 7 )

Т а к и м  о б р аз о м ,  в окрестности р е б р а  к л и п а  м о гу т  иметь  о с о ­
бенность то ль к о  комп оненты ве кто ров  Е и Н, л е ж а щ и е  в п л о ­
скости,  пер пенди кул яр но й  ребру ,  причем п о р я д о к  особенности 

о. и е 1а льныо  комп оненты ве кт о р ов  э л е к т р о м а г н и т н о г о  по ля  
в окрестности  р е б р а  ограничены.

Выясни м т еп ер ь  вопрос о в о зм о ж н о й  особенности э л е к т р о ­
маг н и тн ы х  полей в окрестности  кр и во л и н ей н о го  ре бра  и д е а л ь н о  
провод яще го  т е л а .  Ра с с м о т р и м  з а д а ч у  д и ф р а к ц и и  на пло ско м 
э к р а н е ,  к р о м к а  которого  п р е д с т а в л я е т  собой достато чно  г л а д ­
к у ю  кр иву ю  С, л е ж а щ у ю  в плоскости 2  =  0.  У р ав н ен ие  кривой  

зап ишем  в естественной систе ме  к о о р д и н а т ,  обозначив  через



s  д л и н у  д у г и  к р и в о й  С,  о тсч и ты ва ем ую  от некоторой фиксиро­
ванной точки Р о п а  к р о м к е .  В векторной форме  ур ав н е ни е  к р и ­
вой имеет  в и д

г R 0 (s) ,  (6 .18 )

или в ко о р ди на тн о й  записи
x  — u ( s ) ,  í/--=tj{s), z=^0. ( 6 .19 )

В  окрест ности  к р о м к и  э к р а н а  в в е д е м  л о к а л ь н у ю  к риво ли­
нейную с и с т е м у  к о о р д и н а т  {р, т[>, s}, г д е  5 — ко орди ната  точки 
Р(х,  у, 0 ) ,  л е ж а щ е й  па к р о м к е  э к р а н а ;  р и ^  - полнрпЕле ко ор ­
ди н а т ы  в п лоск ост и ,  нормальной к к р о м к е ,  с  полюсом в то чке  
Р  и полярной осью,  напра вленн ой  по гл ав н ой  нормали п к к р и ­
вой С в то чке  Р.  Р а д и у с - в е к т о р  точки М{х, у,  г )  в л о ка ль ной  
системе  к о о р д и н а т  м о ж н о  зап исать  в ви д е

г -Ro(s)-j-pii(b')co s t  í psiH'lM* (6.20)

или
д а  ,

х -  ~ и  {s) — р —  cos t .as

y^=V(S)~- s in  ф, (6 .21 )
д а  

Z —  р Sill t-

При этом м ы  у ч л и ,  что

n ( s ) -  - --\\Л  a t :  = *<>(«)• (G-2 2 >

О тмети м ,  что с и с т е м а  криволинейных ко о р д и на т  {р, s} я в л я ­
ет с я  орто г он ал ьн о й ,  по ск ол ь к у  к о о р д и на тн ы е  ве кто ры

aj--= — - n ( s ) c o s ^ 4 - s i n 4», 
др

а., — - - pn(s) sin t - f  ¡2p cost .  (6.23) 
at

== - -• t — pxt cos t  
Os

ортог он ал ьн ы  м е ж д у  собой;

( a ¡ ,  a*) — (a2, a , ) — ( a 3, a t ) =  0. (6 .24 )

В  ф ормул е  (6 .2 3 )  че рез  x ( s )  обо значена  кр иви з на  кривой С в 
точке  Р. Коэф ф и ц и ен ты  Л я м е  криволинейной системы ко о р д и ­
н ат  т а к о в ы :

/̂  =  1, h 2= р, Л3---1 — pxcost-  (6.25)



В введенной системе  к о о р д и н а т  в у р а в н е н и я х  М а к с в е л л а

rot И /шеЕ , (6.26)

rot Е Л»цН

в е к т о р н а я  операция  то1 в ы р а ж а е т с я  в виде

//,е, Jl.Q. Л..ел
. I 0 ,) . 0

h ] Л ;h j o f Os
M i /г.А, м .

И з  формул  (6.25)  с л е д у е т ,  что п|)и ¡>- >0 ' (6.27) о т л и ч а е т с я  от 
со ответст вую щего  в ы р а ж е н и я  в цилиндрической с и с т е м е  ко ор ­
д и н а т  на величину п о р я д к а  О ( р ) .  От сюда  с л е д у е т ,  что в о к р е ­
ст нос I и приводи пенного р е б р а  порядок  особ енное  I и электро-  
и л  пиIно !о  моля тот ж е ,  что и в с л у ч а е  п р я м ол и н е й н о г о  ребра,  
т. с. осооеппость ви да  ¡> м о г у т  и м е 1Ь л иш ь ко м п оп е н т ы  поля,  
л е ж а щ и е  в плоскости,  к о то р ая  п е р п е н д и к у л я р н а  ребру .

З а м е т и м ,  наконец,  что у р а в н е н и я  А\аковел ла  д о п у с к а ю т  
ф о р м ал ьн ы е  решения,  не у д о в л е т в о р я ю щ и е  у с л о в и ю  на ребре.

М ы  рас см отрели у с л ов и я  на к р о м к е  п ло ск ого  бесконечно 
тонкого  экр а н а .  Диалогично м ожно  и с с л е д о в а т ь  з а д а ч и  д и ф р а к ­
ции на произвольных п оверхн остях  с г л а д к и м и  ре б р а м и .  При 
этом требова ние  отсут ст ви я  потока энергии от ре б е р  по зв оля ет  
опре д ел ить  особенности ко мп онент  э л е к т р о м а г н и  тпых полей 
вблизи ребер.

Т ребован ие  отсутстви я  п отока  энергии от  к р о м о к  и ребер 
т е л а  я в л я е т с я  достаточно у н и в е р с а л ь н ы м  принципом,  который 
п о зв о ля ет  исследо ват ь  поведен ие  полей в окр е с т но с т и  особых 
точек  поверхности т ел а ,  помеще нн ого  не т о л ь к о  в однородную 
сред у ,  но и в ср ед у  с простра нстве нно  н ео д н о ро д ны м и  х а р а к т е ­
ристи кам и .  В этих  с л у ч а я х  комп оненты полей т а к ж е  м о гу т  
имет ь  особенность,  х а р а к т е р  котором о п р е д е л я е т с я  не только  
гео метрией поверхности,  по и, воооще г ово ря ,  с в о й с т в а м и  с р е ­
д ы  (см. ,  например :  Митра 1\, Ли С. А н а л и т и ч е с к и е  методы  
теории волноводов.  М. ,  )9 7 4 ) .  В частном с л у ч а е  пло ского  и де ­
ал ьн о  проводящего  э к р а н а ,  л е ж а щ е г о  на г р а н и ц е  р а з д е л а  д в у х  
р аз ли чн ы х  ди элек три чес ки х  сред ,  поведение  полей не за ви си т  
от свойств  сред  и особенности полей т а к и е  ж е ,  к а к  в  одн о р од ­
ной среде .

Физический принцип, л е ж а щ и й  в основе у с л о в и й  на ребр е  и 
за к лю ч а ю щ и й с я  в требова нии  отс у т с т ви я  в н еш ни х  и зл уча ю щ их  
источников на ребре,  п о зв о ля ет  и сп о льз о ва ть  при д о к а з а т е л ь с т ­
ве  теорем единственности  з а д а ч  ди ф ра кции  на т е л а х  с р еб р а м и  
и к р о м к а м и  зак он  сохра нения  энергии.



Р а с с м о т р и м  вопросы еди нственности  решении з а д а ч  д и ф р а к ­
ции, т. е. в н е ш ни х  к р а е в ы х  з а д а ч  д л я  ур авн ени я  I е л ь м г о ль ц а  
и си с т е м ы  у р а в н е н и и  М а к с в е л л а .

П у с т ь  ¿ - - з а м к н у т а я  поверхность  Л я п у н о в а .  Обозначим 
через I) о б л а с т ь ,  р а с п о л о ж е н н у ю  внутри поверхности S\ /Л — 
о б л а с т ь  вне  поверхности  S.

М ы  не б у д е м  стре мит ьс я  сф о р м ул ир о ва н »  и д о к а з а т ь  т е о р е ­
мы е ди н ст вен н о сти  при пред ельно  с л а б ы х  ограничениях.  Б у д е м  
и с п о л ь з о в а т ь  д о с т а т о ч ны е  усл овии ,  обеспечивающие е д и н ствен ­
ность ре ш ен и и  р а с с м а т р и в а е м ы х  з а д а ч ,  естественные с физи­
ческой точ ки  зрен ия .  В с ю д у  в этом п а р а г р а ф е  пр едпола !  ае тся ,  
что п о с т а в л е н н ы е  за д а ч и  имеют решения ,  к о ш р ы е  д о п у с к а ю т  
применение  ф о р м у л  Грина  в с к а л я р н о м  с л у ч а е  и л е м м ы  Л о ­
ренца  в э л е к т р о м а г н и т н о м  с л у ча е .

И с с л е д о в а н и е  единственности  решений начнем с з а д а ч и  д и ­
фр акц ии  э л е к т р о м а г н и т н о й  во лны  на пмпеданспой поверхности  
в п р о в о д я щ е й  с р е д е  ( а т ^ О ) .  П у с т ь  на поверхности з а д а н а  
н е п р е р ы в н а я  функци я  £ ( Я ) .  П о с т а в и м  сл ед ую щ ую  з а д а ч у :  н а й ­
ти в о б л а с т и  1)с решение  с и с т е м ы  уравн ени й М а к с в е л л а

r o t H - -  £WE l - j £cr), ( 7 Л >

rot

у д о в л е т в о р я ю щ е е  гран ичн ом у  усл овию па поверхности S

In, E | - ; | n | n ,  ll||s f ( P ) \ s ,  ( 7 .2 )

гд е  n -  - в е к т о р  норма ли  к  п о в ер х п осш  и у с л ов и я м  на б ес ко ­
нечности,  с ф о р м у л и р о в а н н ы м  в п р ед ы д ущ ем  п арагр афе .

Т е о р е м а  7.1. Исли R c t ^ O  и с р е д а  п р о в о д я щ а я :  е^=£о +
о ф ( ) , - - т о  р е ш е н и е  к р а е в о й  з а д а ч и  ( 7 . 1 ) - - ( 7 . 2 ) ,  о г рани -

со
ч е н н о е  н а  б е с к о н е чн о ст и ,  един ств енно .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  З а д а ч а  линейная ,  поэтому  достато чно  
п о к а з а т ь ,  что ограниченное  на бесконечности  решение  одн о р од ­
ной з а д а ч и

r o t H -  = - -/«кЕ в De , 
rot Е ---iujjiH 

in,  El - - С 1п [п, НЦ|ж=-0

есть  т о ж д е с т в е н н ы й  нуль.
В в е д е м  к о м п л е к с н о - с о п р я ж е н н о е  поле {Е*, Н*}. Оно т а к ж е  

о гран ичен о на бесконечности  и я в л я е т с я  решением сл ед ую щ ей  
з а д а ч и :

rot Н* = в  Dei



r o t E * :-  /ш|хН*

|n, E * I - C * l n | n ,  H*|1IS =  0.

О к р у ж и м  поверхность 5  сферой достат очно б о ль ш о г о  р а ­
д и у с а  R. О б л а с т ь  м е ж д у  5  и 2 *  обозначим через  Т П р имен им  
к  п оля м  {Е, Н} и {Е*, Н*} в области  TR л е м м у  Л о р е н ц а :

ф {EH*n | -E * H n } i/ 5 - ! - |  {ЕН*е,  Л - Е * Н е , } ^ _ -  

'5

f (s — £*)]E|Vt.. ( 7 .3 )
'r R

С о гл ас н о  гр аничн ым у с л о в и я м ,  па поверхности S  и м е е м

ф {ЕН*п j E*Hn} (/S- <£( ;  К * ) Ц п ,  Н||2a s .  
s  . s

Т а к  к а к  ограниченные на бесконечности  р еш ен и я  ур ав н ен и й  
М а к с в е л л а  в проводящей с р е д е  (аУ=0) э к с п о н е н ц и а л ь н о  у б ы ­
в а ю т  па  бесконечности,  то

П т  (j ;  {EH*er +  E*!Ie,}£/5 =  0 ,

H tn  f  (S — e * } jE|a i / r —  j* ( а — Б*)  |H|2 i/T,

ун К
причем несобственный и н т е г р а л  по области  Пе я в л я е т с я  с х о д я ­
щим ся .  Сл ед ова тельн о ,  п е р е х о д я  к преде лу  при /?-► оо, из (7 3) 
наход им

^  ReC|[n, H]|2i/ 5  — ш f Ims  ¡E|2J t - - -0 .  (7 .4 )

П о с к о л ь к у  R e i ^ O ,  Irne =  — I > 0 ,  из (7 .4)  с р а з у  п о л у ч а е м :  

E s e -О в с ю д у  в Dei 

Н = —— r o t E ^ O  псюду в D ./и){Л J е

Т а к и м  образо м ,  ограниченное  на  бесконечности  р е ш е н и е  з а д а ­
чи (7.1)  — (7.2)  единственно.

С л е д с т в и е м  до каз анной  т е о р е м ы  я в л я е т с я  п р и в е д е н н а я  ни­
ж е  т ео р е ма .

Т е о р е м а  7.2. В с л у ч а е  п р о в о д я щ е й  с р е д ы  ( о ф 0)  о г р а н и ­
ч е н н о е  на  б е с к он ечн о сти  р е ш е н и е  з а д а ч и

rot Н - ^ — /iosE-j-j<CT> в De ,



rot E - /u^H 
[n, E||s - / ( / J )|s

е д ин ст в енн о .
А н а л о г и ч н о  д о к а з ы в а е т с я  с л е д у ю щ а я  теорема .
Т с о р  с м з  7.3. При к ом п л ек сн ом  к р е ш е н и е  з а д а ч и

«15

о г р а н и ч е н н о е  на  б е с к о н е чн о ст и ,  единственно .
Р а с с м о т р и м  теперь  з а д а ч у  (7 .1)  — (7.2)  в с л у ч а е  н еп р о в о д я­

щей с р е д ы  (о  =  0, в — д е й с т в и т е л ь н о е ) .
Т е о р е м а  7.4. Если  а -  0 и  Я с £ < 0 ,  то р е ш е н и е  з а д а ч и  

( 7  1 ) __( 7 . 2 ) ,  у д о в л е т в о р я ю щ е е  н а  б е с к он е чн о сти  у с л о в и ю  и з л у ­
ч е н и я

е д ин ст в ен н о .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р а с с м о т р и м  однородную з а д а ч у  

г о 1 Н = — пМ Е-----/си|АН н 1)е ,

В в е д е м  к о м п л е к с н о - с о п р я ж е н н о е  ноле {II*. Н*}, я в л я ю щ е е с я  ре 
ш е п н е м  с л е д у ю щ е й  к р а е в о й  з а д а ч и :

rot Н* — ¿weH*, rot  Е*-= И Du,
[n, E*J — С* [ «  In. H*|l|s - 0 ,

О к р у ж и м  5  сферой £/? р а д и у с а  К и обозначим о б л а с т ь  м е ж д у  
5  и 2/? через  1\. П рим ени в  л е м м у  Л орен ц а  к поля м  {Е, Н} и 
{Е*, Н*} в области  Т я, по лу ч и м

^ { Е Н * п  +  Е * Н п } г / 5 + с |  {ЕН*е,  +  Е *Н е ,} ( / « = ( ) .  (7 .5 )  

И с п о л ь з у я  г ран ичн ы е у с л о в и я ,  преобр аз уем  и нте гр ал  по 5 .

\ u - \ - k 2u ----- — /  В О е ,

[и,  ЕJ — С1п i n , H|||s  =  0,

при г —* с о .

[ е „  Е*1 | - | / f -  1е ,| е„  Н*Ц==о(- )г ) при г —* со.

=  - 2 ^ R e C | [ n ,  НИ2d S .



С о гл ас н о  у с л о в и я м  на бесконечности ,

( ] )  {ЕН*е ,  1-Е*Не,}(/5 =  2 (|) | | /  |{е,Н]|‘  +  0 Л ? .  

П е р е х о д я  в (7 .5 )  к пределу  при оо, найдем

« ”1  $  \ / “7 ||е"  н И2с1-5,' - ф  1<еЧ1п - н ]|2^ = о  (7 .6 )
*  Л’

(предел  с у щ е с т в у е т  в силу  т е о р о м ы  7 .3 ) .  Если ИеСС О,  то  из
(7.6)  п о лу ч а е м

[п, Н ] и  - О
и из г р ан и чн ы х  условии [п, Е]|б '~0 .  С л е д о в а т е л ь н о ,  с о г л а с н о  
л е м м е  Л о р е н ц а ,  Е =  0, Н==0 в с ю д у  в Ое.

З а м е ч а н и е .  Нели имеет  м е с т о  поглощение ,  то д л я  с у щ е ­
с т в о в а н ия  ненулево го  решения  н у ж н ы  источники.

1:сли ж е  К е £ — 0, то из (7 .6 )  н а х о д и м

« " 1  V  " Г  $  11 е ' ’ н  II2 < /5= 0 .

И с п о л ь з у я  л е м м у  5.3, отсюда  п о л у ч а е м  >

Н =  0,  Е =  0  в с ю д у  вне  сферы 2 * 0,

г д е  сфера  минимального  р а д и у с а ,  с о д е р ж а щ а я  п о в е р х ­
ность 6  вн ут ри  себя.  В силу  а н ал ити ч н ост и  Е==0, Н =  0 в с ю д у  
в 1)е . С л е д о в а т е л ь н о ,  решение  з а д а ч и  (7.1)  — (7 .2 ) ,  у д о в л е т в о ­
р я ю щ е е  ус л ов и ю  излучения на  бесконечности ,  единств енно .

Аналог ич но  д о к а ж е м  т е о р е м у  еди нственности  д л я  у р а в н е н и я
I е л ь м г о л ь ц а  в с реде  без  потерь.

Т е о р е м а  7.5. Если  Ьп/гг^О, то р е ш е н и е  к р а е в о й  з а д а ч и  
Д и\№ и — —/  в  ! ) е ,

—  +  (^ ) [ $ .  

у д о в л е т в о р я ю щ е е  на б е с к о н е чн о ст и  у с л о в и ю  и з л у ч е н и я

— при г —*оо,

един ственно .
Д о к а з а т е т ь с т в о .  Р а с с м о т р и м  одн ородную з а д а ч у

Аи-ЬА2а  =  0  в Пе , 
да , ,

— + А и |4 = 0 ,



_ди
дг

— ¿ к и ^ о ^ —  | при г — оо.

В в е д е м  к о м п л е к с н о - с о п р я ж е н н о е  решение и*, у д о в л е т в о р я ю щ е е  
с л е д у ю щ е й  к рае во й  з а д а ч е  (к  д е й с т в и т е л ь н о е ) :

А « * - И 2« *  -0 в 1)е ,

дп

да* I . ,  * _ ( I
дг -¿ки* ПРИ г ",со-

П у с т ь  2 Я- - с ф е р а  р а д и у с а  Я, с о д е р ж а щ а я  5  внутри себя ,  Уд — 
о б л а с т ь  м е ж д у  5  и 2 « .  П р и м е н и м  вторую ф о р м у л у  Грина  к 
ф у н к ц и я м  и и и* в о б л а с т и  7 *, имеем

1771

С о г л а с н о  гр аничн ым у с л о в и я м ,

,(*, \а  ЛШ-----и * — > г / 5 - ( 6  ( А - Л * ) | « | 2</5.
7Г I ¿ л  ) Л
5  -5

П р и  до ст ато чно  бо ль ш их  Я,  у ч и т ы в а я  гр а н и чн ы е  у с л ов и я  и 
о ц е н к у  (5 .7 )  д л я  р еш ен и я  ур а в н е ни я  Г е л ь м г о л ь ц а ,  получим

Ф {“ Ч - '- Ъ } * * -  Ф
н

С л е д о в а т е л ь н о ,  п е р е х о д я  в  (7.7)  к предел у  при Я-+оо,  им еем 

ф I т  к \и\2с !3  — А П т  ф |н|2^ ' ^ 0 .  (7 .8 )

Е с л и  1 т Л < 0  ( А > 0 ) ,  то  из (7.8) нахо д им  и ¡ 5  =  0. Согл асн о 
г р а н и ч н ы м  ус л ов и я м ,

■^-1 ^ 0  
ал |5

и по треть ей  формул е  Г р и н а  получаем н =  0 в Ое. Если 1 т  / ¿ ^  
н=0,  то  из (7 .8)  им ее м

Нгп с() [и|2г/5 = 0, А>0. 
л - «  Л

И с п о л ь з у я  л е м м у  5.2,  о т с ю д а  находим,  что и =  0 вне  сферы 
2 До, г д е  Яо — м и н и м а л ь н ы й  р а д и у с  сферы,  с о д е р ж а щ е й  поверх-
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пость 5  внутри себя.  У ч и т ы в а я  анал итичность  р е ш е н и я  п Р е, 
отсюд а  за к л ю ч а е м ,  что п== 0 в с ю д у  в Ое.

С лед о ват ел ьн о ,  п о с та в л е н н а я  к р а е в а я  з а д а ч а  и м е е т  ед и н с т ­
венное  решение.

Аналогично д о к а з ы в а е т с я  еди нственность  р е ш е н и я  первой 
внешней краевой задачи д л я  у р а в н е н и я  Г е л ь м г о л ь ц а  в ср ед е  
без  поглощения  (к — д е й с т в и т е л ь н о е ) .

Т е о р е м а  7.6. Р е ш е н и е  к р а е в о й  з а д ачи
^и-\-к'2и - - /  в 1)е ,

у д о в л ет в о р я ю щ е е  на б е с к о н е ч н о ст и  у с л о в и ю  и з л у ч е н и я  

— ¡ к и - ~ о   ̂—  ̂  п р и  г  —»оо,

единств енно .
Более  сложной я в л я е т с я  з а д а ч а  оп ред ел ен ия  э л е к т р о м а г н и т ­

ного поля в том сл уч а е ,  к о г д а  поле с у щ е с т в у е т  и вн утри по­
верхности  5 ,  а на самой поверх ности  в ы п о л н я ю т с я  у с л о в и я  
с о п р я ж е н и я .  З а д а чи  та к о г о  т и н а  б у д е м  н а з ы в а т ь  з а д а ч ам и  
д и ф ракции  на пр оз рачном  теле.

И сс лед о ва н ие  единственности  решения  з а д а ч и  д и ф ра к ци и  
на прозрачном теле  начнем с  более простого с к а л я р н о г о  с л у ­
чая .  П у с т ь  в неограниченном п р остр ан ств е  р а с п о л о ж е н о  т ело  
О, о граниченное  за м кн ут о й  поверхностью 5 .  Б у д е м  п р е д п о л а ­
г ат ь ,  что ср ед а  в области  О неоднородна  и р а с п р о с т р а н е н и е  
волнового  поля в ней о п и с ы в а е т с я  ур а в н е ни е м

<Ну (/?йга(1 и )  | (¡и .

г д е  р  —-^непрерывно ди ф ф е р е н ц и р у е м а я  фу нкц ия ;  ^  —  н е п р е р ы в ­
н а я  в О функция .  О бл ас ть  в н е  поверхности 5  о б о з н а ч и м  Ое. 
Б у д е м  т а к ж е  считать,  что п о ле  в области  Ое о п и с ы в а е т с я  у р а в ­
нением

сПу(/?^га(1

г д е  р е непрерывно д и ф ф е р е н ци р у е м а я  в Г)е ф у н к ц и я ,  с\с — не­
п р е р ы в н а я  в 1)е функция .  П у с т ь  вне некоторой с ф е р ы  2 ,  с о д е р ­
ж а щ е й  поверхность 5  внутри себ я ,  обе  эти ф ун кц и и  г л а д к о  
п е р е х о д я т  в по ложительны е  постоянны е :

Ре Ш ) = р ] > 0 ,  ? , , (Ж)  . ^ > 0 .
Обозначим волновое поле в  области  /) через  и ( М ) ,  в о б л а ­

сти Ое через ие (М).  Т о г д а  д л я  оп ред еле ния  п о л я  во все м  
прос т р ан с т в е  получа ем  с л е д у ю щ у ю  з а д а ч у :  н ай ти  функции 

# и (М )  и ие (М),  у д о в л е т в о р я ю щ и е  у р а в н е н и я м

( р ^ т а 6 и ) - \ - д а ~ ~ /  в  Д  

^ ( Р ^ т а 6 и е ) +  д ви в ^ ~ / в в ( 7 *9)



у с л о в и я м  с о п р я ж е н и я  на поверхности  5

« Ь  '^1*' ( 7 . 1 0 )

и у с л о в и ю  изл учени я  на бесконечности

при г - - * с о , ( 7 . 1 1 )

При этом п р е д п о л а г а ет с я ,  что коэффициенты

у р а в н е н и й  (7 .9 )  д е й с т в и т е л ь н ы е ,  т. е. поглощение  в ср ед е  от ­
с у т с т в у е т .

Т е о р е м а  7.7. Р е ш е н и е  з а д а ч и  (7 .9)  (7 .11) един ственно .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о с к о л ь к у  з а д а ч а  (7.9)-  - ( 7 . 1 1 )  л и ­

нейна ,  д о с т а т о ч н о  п о к а з а т ь ,  что соотв ет ст ву ю щ а я  одн ород ная  
з а д а ч а

и м е е т  т о л ь к о  т р ив и а л ь н о е  решение .
Н а р я д у  с фун кциями  и и и е б уд ем  р а с с м а т р и в а т ь  функции 

и* и и е* ( к о м п л е к с н о - с о п р я ж е н н ы е  функции) .  Они у д о в л е т в о ­
р я ю т  т е м  ж е  одно род ным  у р а в н е н и я м  и гр аничн ым у с л о в и я м ,  
но у с л о в и е  на бесконечности  и м ее т  вид

П р и м е н я я  в торую  ф о р м у л у  Г р и н а  к  функци ям  и и и* в  области  
О, п олу чи м

г д е  п  —  ед и н и чн ая  н о р м а л ь  к  поверхности 5 ,  вн е ш ня я  по отно­
шению к о б л а с т и

П у с т ь  2 *  — сфера д о с т а т о ч н о  большого  р а д и у с а  Я,  содер-

сН у( р ^ гп < 1и , )  |-<7ви * ^ = 0  и I),.,

дп у
0ие

( 7 . 1 2 )

5



ж а щ а я  о б л а с т ь  П внутри с ебя .  П р и м е н я я  ф о р м у л у  Г р и н а  к  
ф у н к ц и я м  и с и и а* в  области  м е ж д у  5  и 2 * ,  по лучаем

г д е  п,> - единична  я но рмаль  к поверхн ости  5 ,  вн е ш ня я  по о т ­
ношению к области  П , .  П .  С к л а д ы в а я  (7.12)  и (7 .1 3 )  и 
у ч и т ы в а я  у с л о в и я  со пря ж ен ия  па 5 ,  п олу чае м

с у с л ов и я м и  с о п ряж ен и я  (7 .10 )  и м е е т  внутри 2  ф у н д а м е н т а л ь ­
ное решение,  поэтому ,  испол ьзу я  т р еть ю  ф о р м у л у  Гр ина ,  н а й ­
де м

в и а л ы ю е  решение ,  а решение з а д а ч и  ( 7 . 9 ) — (7.11)  ед инст ве нн о .
Теперь перейде м к исследо ванию з а д а ч и  дифракции на п р о ­

зрачном т е л е  в э л е к тр о м а гн и т но м  с л у ч а е .  П у с т ь  в о д н о р о д н о м  
неограниченном пр остранстве  р а с п о л о ж е н о  тело  Д  о г р а н и ч е н ­
ное з а м к н у т о й  поверхностью 5 ,  причем  п а р а м е т р ы  с р е д ы  ( е ь  
И1) в об лас ти  П отличаются от п а р а м е т р о в  (рз, 112) в н е о г р а н и ­
ченном прост ранстве .  Э л е к т р о м а г н и т н о е  ноле в области  В  о б о ­
значим через {Б,, Н,},  поле вне  по вер хн ости  5  (в  о бла ст и  Ое ) —  
через {Е2, Н2}.

Д л я  о п ре д еле н и я  эл е к тр о м а г н и т н о г о  поля во все м  п р о с т р а н ­
стве  н уж н о  решить  сл ед ую щ ую  к р а е в у ю  з а д а ч у  д л я  с и с т е м ы  
урав нен ий  М а к с в е л л а :

(¿3 — 0,

( 7 . 1 3 )

( 7 . 1 4 )

П ер ех од я  т еп ер ь  в (7.14) к п р е д е л у  при Я—>оо и и с п о л ь з у я  у с ­
ловия  па  бесконечности,  найдем

Иш (|) |н,|2^ Л ' - - 0 .

а,. — 0 и 1)е , 

и - 0  в  Г).

С л е д о в а т е л ь н о ,  однородная  к р а е в а я  з а д а ч а  имеет  то ль к о  т р н -



(7 .15 )

--/н>е. Е 2 | - j^r> J в (7 Л 6 )

/ч)|1 _ ,Hj

In. E . I U - - 4 " .  Е , !Ь ;  ( 7 Л 7 )

In, H J I . v - W .  Н2Ц5; 

l e r . E2H - j / ^ I e , | e f , И,П - о  при г - * о о .  (7 .18 )

Подробн о р а с с м о т р и м  с л у ч а й  постоянных с р е д  при наличии 
проводимости в о б л а с т и  I):

е1 — E0 “W  ---  * а /■"<0

г д е  jn ,  ^2 , г  — д е й с т в и т е л ь н ы е .
Т е о р е м а  7.8. Р е ш е н и е  з а д а чи  (7 .15) — (7 .18 )  единственно .  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  З а д а ч а  линейная ,  по эт о м у  опять  д о ­

ст аточно  п о к а з а т ь ,  что со отв е тс т в у ю щ а я  о д нород ная  к р а е в а я  
з а д а ч а

rot — /«JSjEp rot Ej в D,

rot H2 =  — /ше.2Е2, rot Ej -  в De ,
in ,  E,l|5 — In, E2||s ,

I".  H X  — In, Ha]|s,

[ e „  E2] - f  j / - 7 ^ I < V  Iе -  Ha| | = - o ( - j - )  при •C O

и м е е т  то ль к о  т р и в и а л ь н о е  решение.
Н а р я д у  с  п оля м и  {Ej , Hi} и [Е2, Н2] б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  

к о м п л е к с н о - с о п р я ж е н н ы е  эл е к тр о м а г н и т н ы е  поля  {E|*Hi*} и 
{Е2* Н 2*}, к о т о р ы е  у д о в л е т в о р я ю т  сл ед ую щ ей  к р а е в о й  з а д а ч е :

rot Н*--= -|- /ше*Еь rot Е * =  —/iojx,Hi в  D,

rot  H2 =  - f  /и>е2Е5, rot Е2 =  —/ « М Й  в De ,

j n ,  Ei]|j =  [п, El\\Sy

In, H i l l s - I n ,  H2||s ,

Ie2, E ; i + | / " - ^ - l e , l e fH;i l  =  o ( — )  при г - с о .



П р и м е н я я  к  п о ля м  (Е,,  Н,} и {Е,*, Н,*} в области  О л е м м у  
Л орен ца ,  имеем

(£ {Е1Н1п1 -¡-Е*Н,п, }(/$;---Ло |  (ег - ^ ¡ Е ^ т ,  (7 .1 9 )

где  п, ед иничн ая  нормаль к по вер хн ости  5 ,  вн еш ня я  по о т н о ­
шению к об лас ти  П.

О к р у ж и м  поверхность  5  сферой 2# дос тат очно  больш ого  р а ­
д и ус а  Н и применим л е м м у  Л о р е н ц а  к  п о ля м  {Е2, Н2} и { Е 2*, 
Н2*} в об лас ти  Тц м е ж д у  п овер х ностью  5  и сферой В р е ­
з у л ь т а т е  получим

$  {ЕаН*п.2 -ЬЕ2’И2п.,}г/ 5 -Ь |  {Е ,П 'ег -^Е2Н,ег}£/ 5 -  0, (7 .2 0 )
'9

гд е  п 2=-- • - П].
С л о ж и в  (7 .19 )  и (7 .20 ) ,  у ч и т ы в а я  у с л о в и я  с о п о я ж с н н я  н а  

5 ,  получим

ф  {Е2Наег -1-Е2Х е Л ^ / 5 - - Л . )  [  ( ^  -  г ^ Е . ^ / т .  ( 7 . 2 1 )  
г/е Ъ

П рини мая  во внимание  у с л о в и я  па бесконечности,  в с о о т н о ­
шении (7 .21 )  перейд ем  к п р е д е л у  при У?—>-оо. Тогда  им ее м

«>1т Е1 |  |Е1|2¿/г_М 1т ]* У  -̂ \\Сп Н ,Ц 2^ 5 --0 .  ( 7 .2 2 )

Оба  с л а г а е м ы х  в (7.22) н е о т р и ц а т е л ь н ы  ^ 1 т е , — —  > 0 ^ ,

поэтому  отсюд а  с р а з у  находим, что £ ¡  =  0 ( с лед ова тельн о ,  н 
Н| =  0) в с ю д у  в П. Отсюда,  с о гл ас но  у с л о в и я м  с о п р я ж е н и я  п а  
5 ,  имеем

[п,  Е 2Ц5 - - 0 ,  |п , н л 5 _^0

и, сл ед о в ат ел ь но ,  Е2з=0,  Н2^ 0  вс ю д у  в А -
Т а к и м  о о р а з о м ,  однородная  з а д а ч а  и м ее т  только  т р и в и а л ь ­

ное решение,  а решение  з ад ач и  (7 .1 5 )  — (7 .18 )  единственно .
Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы в том с л у ч а е ,  к о г д а  в о б л а с т и  О  

поглощение о т с у т с т в у е т  ( 1ш к 1 =  0 ) ,  п р о в о д и т с я  аналогично с к а ­
л я р н о м у  с л у ч а ю  с использованием л е м м ы  5.3.

При наличии поглощения в о б л а с т и  1)е трудностей  при д о ­
к а з а т е л ь с т в е  единственности  решении соотве тс тв ую щ ей  з а д а ч и  
не возн икае т ,  поэт ому  ф ормул ир овк у  н д о к а з а т е л ь с т в о  с о о т в е т ­
ствующ ей т е о р е м ы  приводить пе б у д е м .

§  8. Существование решения з а д а ч  дифракции

П ер ей де м  к  изучению вопросов с у щ е с т в о в а н и я  к л а с с и ч е с к и х  
решении з а д а ч  дифракции.  Т е о р е м ы  с у щ е с т в о в а н и я  д л я  в н е ш -
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них к р а е в ы х  з а д а ч  о бы чн о  д о к а з ы в а ю т с я  п у т е м  сведен ия  их  к  
инт е гр а л ь н ы м  у р а в н е н и я м ,  ра зре шимость  к о т о р ы х  з а т е м  и ис­
с л е д у е т с я .

Начне м р а с с м о т р е н и е  со ска лярной з а д а ч и  дифракции на 
прозрачном тел е :  н а й т и  функции И\[М) и и2{М), яв л я ю щ и е с я  
реш ениям и у р а в н е н и й

А « ! в  £>, (8 .1 )

Д а 2 п . ^  / 2 в Ое ,

у д о в л е т в о р я ю щ и е  г р а н и ч н ы м  ус ловиям  на  5

и х м2|5 - 0 ,

д а

дп дп
и у с л о в и я м  и з л у ч е н и я  в бесконечности

и2 - О

да

г--=0
5

( 8 . 2)

^ -Пг2и 2-—о{~-^ при г —*оо. (8 .3 )

З д е с ь  вв ед ен ы т е  ж е  обозначения,  что и в п р е д ы д у щ е м  п а р а ­
графе.  М ы  пока  р а с с м а т р и в а е м  случай,  к о г д а  коэффициенты в 
г раничн ых  у с л о в и я х  р а в н ы  единице.  Б у д е м  и с к а т ь  к л а с с и ч е ­
с ко е  решение  п о с та в ле н н о й  задачи ,  т. е. функции М |е С (2)(/?)П 
Г)С<»(/5) и » 2<=С(2>(Д*)ПС(1)( ^  + 5 ) ,  у д о в л е т в о р я ю щ и е  соотно­
ш ен ия м  (8.1)  — ( 8 . 3 ) .

С в е д е м  з а д а ч у  ( 8 . 1 ) — (8.3)  к  и н т е г р а л ь н о м у  ур ав нен ию  
Ф р е д г о л ь м а  в то р ог о  р о д а .  Применим ф о р м у л у  I рила  к функ-

гч
ц ия м  и[(Р )  и Р )  =  —- — , где Я — Я мр, в области  и\

А
ди, е « . *  д 1 /с ,

« 1 - : --------- м ^ р т -4л У  1 дп % дп Я

Г е'*а/? I С ^ е'*»* ^
— ---------------  « 1  — 77“  и х + - Г ~  ^  — — < 1 Х =4л Л Я п

и х (М), М  е  О,
О, М ф О - \ - 3 ( М < = О е ).

П р и м е н я я  ф о р м у л у  Г р и н а  к функци ям  и 2{Р) и ф(М,  Р ) в  о б ­
л а с т и  Ое, им ее м

(8 .4 )



С к л а д ы в а я  (8 .4 )  и (8.5) и у ч и т ы в а я  г ран ичн ы е у с л о в и я  ( 8 . 2 ) ,  
получим

Т а к и м  о б р а з о м ,  функция Ы] (Л4) о п р е д е л я е т с я  к а к  р е ш е н и е  
и нтегр ального  ур авн ени я  Ф р е д г о л ь м а  второго  ро да  ( 8 . 6 ) ,  а  
функция  и-2(М)  выч исл я етс я  по ф о р м у л е  (8.7)  через и\(М).

П р е ж д е  чем переходить к и с с ле д о в а н и ю  у р а в н е н и я  ( 8 . 6 ) ,  
п о к а ж е м ,  что ур ав нен ие  (8.6)  и ф о р м у л а  (8 .7)  э к в и в а л е н т н ы  
краев ой  з а д а ч е  (8 .1)  — (8 .3 ) .  П р о д е л а в  вы числени я ,  к о т о р ы е  
привели к (8.6)  и (8 .7 ) ,  у б е ж д а е м с я ,  что щ (М) — р е ш е н и е  
ур а в н е ни я  ( 8 .6 ) ,  а и2(М) в ы р а ж а е т с я  через Ы[(М) по ф о р м у л е
(8 .7 ) .  Т а к  к а к  г л а д к о с т ь  решений неоднородного  и н т е г р а л ь н о г о  
у р а в н е н и я  Ф р е д г о л ь м а  второго р о д а  со с л а б о п о л я р н ы м  я д р о м  
не ниж е  г л а д к о с т и  его правой части ,  то в си лу  свойств  о б ъ е м ­
ного п оте нциал а  при ¿ ,€ еС < ^ (/ ) )П С (Б )  и  ¡ 2̂ С ^ (1 ) , ) ( ] С { О е ) 
получим,  что 1/ | е С (е)(/))|")С( , ) ( О ) . С ч и т а е м ,  что /2 отли чн а  от  
нуля  лишь  в ограниченной о б л а с т и  1)0<=Ое. Из  ф о р м ул ы  (8 .7 )  
сл едует ,  что и 2(М)  о б л а д а е т  той ж е  г л а д к о с т ь ю ,  что и и ^ М ) .

Теперь  п о к а ж е м ,  что любое р е ш е н и е  ур а в н е ни я  (8 .6 )  и 
функция ,  построенн ая  по ф о р м у л е  ( 8 . 7 ) ,  д а ю т  реш ение  к р а е ­
вой з а д а ч и  (8 .1 )  — (8.3) .  П у с т ь  и\(М ) — решение  у р а в н е н и я
(8 .6 ) .  П о к а ж е м ,  что и.\(М) у д о в л е т в о р я е т  уравн ени ю

-\-Ь\их — - -/{■
Прим еним  к  функции и х оператор  Лч-Ах2:

-\-к\их -~(Д-{-¿ 2) «| — — (Д +  к1) х

( 8. 6)
€

и 2 ( М )

о о

( 8 . 7 )
ле



+  Л -  Г / 2 _ ! ^ л 1 + ( * ? - $ / , , =
4я  ^  К )

=  - / ,  |- ( А 5 - ^ ) и ,  =  - / „  Л е й

З д е с ь  испо льз ова ны с в о й с т в а  объемного  по те нциал а ,  имеющие 
м е с т о  при до ста то чно й  г л а д к о с т и  функций /1 и /2-

Аналогично у б е ж д а е м с я ,  что функция и*{М),  построенная 
по ф ормул е  (8 .7 ) ,  в о б л а с т и  Пв у д о в л е т в о р я е т  уравн ени ю

Дд.2+ А а и 2--^— /¿-

В ы полн ен ие  условий па бесконечности д л я  //¿(М) видно из 
ф о р м у л ы  (8 .7 ) ,  а в ы п о л н е н и е  условий с о п р я ж е н и я  (8.2) с л е ­
д у е т  из непрерывности  объемного  волнового  потенц иала  и его 
норма льно й производной.

Т а к и м  образо м ,  к р а е в а я  з а д а ч а  . ( 8 . 1) — (8.3)  э к в и в а л е н т н а  
и н т е г р а л ь н о м у  уравне-нию (8.6)  и формул е  (8 .7 ) .  П оэтому  д л я  
д о к а з а т е л ь с т в а  с у щ е с т в о в а н и я  решения к р а е в о й  за д а ч и  д о с т а ­
точно д о к а з а т ь  р а з р е ш и м о с т ь  интегрального у р а в н е н и я  (8 .6 ) .  
У р а в н е н и е  (8.6)  я в л я е т с я  уравнение м Ф р е д г о л ь м а  второго рода  
со с л а б о п о л я р н ы м  я д р о м .  Поэтому ,  с о глас но  т е о р е м а м  Ф р е д ­
г о л ь м а ,  оно р а з р е ш и м о  при любой непрерывной правой части,  
если со о тв е тс тв у ю щ е е  одн ородное  ур ав н е ни е  имеет  только  т р и ­
ви а л ь но е  решение.  Но однородное  и нте гр ал ьн о е  урав нени е  
э к в и в а л е н т н о  одн ор одн ой кр аев ой  з ад ач е ,  к о т о р а я ,  к а к  п о к а з а ­
но в п р е д ы д у щ е м  п а р а г р а ф е ,  имеет только  нуле во е  решение.  
С л е д о в а т е л ь н о ,  у р а в н е н и е  (8.6) всегда р аз р е ш и м о  и решение 
к р а е в о й  з ад ач и  с у щ е с т в у е т .

С ф о рм у л и р у е м  т е п е р ь  следую щую  т е о р е м у  с ущ ес тво ван и я  
к р а е в о й  за д а ч и  д и ф р а к ц и и  па прозрачном теле.

Т е о р е м а  8.1. Если  поверхность  5  р а з д е л а  характеристик 
с р е д ы  я вля ется  п о в е рхн о ст ью  Ляпунова ,  то при  н еп р ер ы вн о  
диф ф ер енц и р у ем ы х  ф ун к ц и ях  и с ущ е ст ву ет  к л а с с и ч е с к о е  
р е ш е н и е  к р а е в о й  з а д а ч и  ( 8 .1)  — (8.3) .

З а м е ч а н и е  1. Т е о р е м а  8.1 остается  с п р а в е д л ив о й  и в с л у ­
ч а е  ку со ч но -л яп ун овс ко й  поверхности.

З а м е ч а н и е  2. П р и  д о к а з а т е л ь с т в е  с у щ е с т в о в а н и я  обоб­
щ е н ны х  решений з а д а ч и  (8.1)  — (8.3) у с л о в и я  па  гл ад ко ст и  по­
верхности  5  и функ ци й [1 и /2 могут б ы ть  значительно  о с л а б ­
лены .

В том с л у ча е ,  к о г д а  у с л о в и я  сопряж ения  имеют вид 
. .  <Эи, ди-2 I п

=  Р1 —  - Р г — \ =  О,

ин тег рал ьн ое  у р а в н е н и е  относительно функ ци и щ  кр ом е  инте­
г р а л а  по О с о д е р ж и т  ещ е и поверхностный ин тег рал  по 5 ,



т. с. я в л я е т с я  н а г р у ж е н н ы м  и н т е г р а л ь н ы м  у р а в н е н и е м  Ф р е д -  
г о л ь м а  второго  рода .  Д л я  н а г р у ж е н н ы х  и н т е г р а л ь н ы х  у р а в н е ­
ний си ра  в ед  л ивы а л ь т е р н а т и в ы  Ф р е д г о л ь м а ,  п о э т о м у  д о к а з а ­
те л ь с тво  сущ ест во ван ия  решении не изменится .

Теорема существовании к л а с с и ч е с к о г о  р еш ения  з а д а ч и  д и ­
фракции па неоднородном о гр ан ич ен ном  теле ,  по мещ ен н о м  в 
однородную сред у ,  д о к а з ы в а е т с я  по той ж е  сх ем е .  Б у д е м  р а с ­
с м а т р и в а т ь  с к а л я р н у ю  з а д а ч у  ди ф ра кц и и  на проз рачно м  н е о д ­
нородном теле ,  которая  со стоит  н определении фу нкц ий  и х{М) 
и у д о вл ет во ря ю щ их  у р а в н е н и я м

й ^ ( р ( М ) 1г Ы и [) \ ^ х{ М )ц { = (8 .8 )

Ди.-|-А’?/ь ■ / , .  М  е= 1)е , ( 8 .9 )
у с л о в и я м  с о п ряж ен и я  на поверхн ости  5

«||л? «■!$. 
<)и ] ! да >р <>п (.у <)п 

и у с л о в и я м  излучении на бесконечности
I

(8 . 10)

и 2 - ( 8 . 11)

ди-2 . ,  /  I  \
— ------ 1к м г - - (?1—  1 при г —»оо.

Р ( м ) е С 2 (Л)ПС ">( 1>) „ , , ( М ) е С т ( 0 ) .  С в е д е м  з а д а ч у  
(о.о) (8 .11 )  к и нт е гр а л ь н о м у  ур авн ению.  Д л я  о п е р а т о р а  
сП\г(р£гас1«) имеет  место с л е д у ю щ а я  и н т е г р а л ь н а я  ф о р м у л а

]* { 'и 0 1 у ( / 7 ^ г а ( 1 и ) ~ И 1 Л у ( / 7 к г а 1 1 ф ) } ^ г - (Г ( у  ди ¡. д *> \ 
и  .9 I ¿,1 дп )

( 8 . 12)
г д е  п — в н е ш н я я  к области  /) н о рм а л ь .

П р и м е н я я  ф ормул у  (8.12)  к ф у н к ц и я м  и ^ М )  и <|>(Л/, Р ) ~

е 1к* * М Р
в области  О, и м е е м

4д Ямр
а«| . Оф

(/; " 7 7  * ~ р а ' ^ г ) 1 / 5 ^  -  &р ) * № +

+  [  / 1^ +  С «1ггас1 /?йгас1 ф ^ г =  / „

ь  ь  1 о ,  М ф о .



13 о б л а с т и  Пс п о - п р е ж н е м у  и м ее т  место ф о р м у л а  (8 .5 ) .  С к л а ­
д ы в а я  (8 .5 )  и (8.13)  и у ч и т ы в а я  условии с о п р я ж е н и я  (8 . 10 ) ,  
по луч им  инт егр альное  у р а в н е н и е  дли функции И\{М) и области  
В  и п р е д с т а в л е н и е  д л я  ^ ( М )  в области  I), :

р ( М ) щ ( М )  (' {(<?,- | кп к1 / ; - ^ га 1 1 ^ } М т-} -
Ь

+  Г 1-^ ЛТе=/Э; (8 .14 )
И Ъе Б

■ ь|  /¿№-\ ф ( р  М ^ 1}с- с8 - 15)

Т а к и м  образо м ,  ф у н к ц и я  «|(Л/) о п ре д е ля ет с я  к а к  решение 
н а г р у ж е н н о г о  у р а в н е н и я  Ф р е д г о л ь м а  второго р о д а  (8 .14 ) ,  а 
и 2{М) в ы ч и с л я е тс я  через  « | ( М )  по фо рм уле  (8 .1 5 ) .  Решение 
у р а в н е н и я  (8.14) о б л а д а е т  гон ж е  г л адк ост ью ,  что и решение 
и н т е г р а л ь н о г о  у р а в н е н и я  ( 8 .6 ) .

П о к а ж е м ,  что любое  р еш ен и е  уравнения  (8 .14)  и функция,  
п о с тр о е н н а я  по ф о р м у л е  ( 8 . 1 5 ) ,  дают решение  кр ае во й  зад ач и
(8 ,8 )  — (8 .1 1 ) .  П у с т ь  и\ (Л/) — решение ур а в н е ни я  (8 .14 ) .  П о к а ­
ж е м ,  что Ы|(М) у д о в л е т в о р я е т  в о б л а е т  О ур ав н ен и ю  (8 .8 ) .  
З а м е т и м ,  что интег рал  от гр а д и е н т а  функции ^  в уравнении
(8 .1 4 )  п р е об р а з у е тс я  по ф о р м у л е  Грина

Г м^гас! /?-е;гги1 - } у / г <. 11 у <«, ^пн! py . l t  1 ^  ,Ьи1 (18. (8.16) 

о  V) 4

П р е о б р а з у е м  л е в у ю  ч а с т ь  уравнении (8 .8 ) .  И м е е м

<31V (р£га(1 и,) -(Пу («га(1 ( р и х)) -(Ну (//, г̂аО р ) - \- д\и\ —

—1Н\г(И[йга(1/)) 1 ( ( ¡\— ^2р ) Щ.  ( 8 .17 )

В ы ч и с л и м  зиачепие  пер во го  с л а г а е м о г о  в правой части  (8 .17 ) ,  
и с п о л ь з у я  у р а в н е н и я  (8 .1 4 )  и (8 .16 ) :

+  ф  / № х+ \  / ^ М - ф  (■
5 “ ъ  Ъе 5

^-■■^{дх~ к 2р)1Ь-\-^и ( и ^ Р )  ~ / х- ( 8 .18)
П о д с т а в л я я  (8 .18)  в  ( 8 . 1 7 ) ,  получаем ,  что у р а в н е н и е  (8.8)



в ы п о л н я е т с я  в с ю д у  в П. В ы п о л н я я  а н а л о г и ч н ы е  п р е о б р а з о в а ­
ния,  получим,  что Пг(М) у д о в л е т в о р я е т  ур ав нени ю  (8 .9 ) .

П рове рим  выполнение ус лов ий  ( 8 . 1 0 ) .  У с т р е м л я я  т о ч к у  М  
в ф о р м у л а х  (8 .14 )  и (8.15) к т о ч к е  Р» на поверхности  с о ­
гл асн о  с в о й с т в а м  потенциалов д в о й н о г о  слон, получим

Р**\\р0- н  ! ' “ - ( / ’ -  О « ,  и\)\ ( 8 . 1 9 )

М Л . )  ( 8 . 2 0 )

где

{ ( ?!  — к$р)$ ¡ - у/ ’ - Т ' » «  1г/г+ |

- М  ( ^ - 1 ) « 1 - ^ ( ^J  . )  О нпе X

В ы ч и т а я  из (8 .19 )  (8 .20 ) ,  получим

и | {!>\))~и$ (/>„).

Дифф ер ен цир уя  соотношения ( 8 . И )  и (8 .15 )  по н а п р а в л е н и ю  
внешней к о б л а с т и  I) нормали и п е р е х о д я  к пред елу  при М-*-  
-*-Ро, имеем

р - ^ + “ ^ А + т а ^ '  ( 8 -2 1 )

( 8 -2 2 >
где

В ы ч и т а я  из (8 .21 )  (8 .22 ) ,  получим
Л/, а«.»р  ' 2

я 0ез <̂п

Т а к и м  о б р аз о м ,  любое  решение щ ( М )  инт ег рал ьн ого  у р а в н е н и я
(8.14)  д а е т  реш ение  краевой з а д а ч и  (8 . 8 )  — (8 .11 ) .

Ур ав нен ие  (8 .14)  есть н а г р у ж е н н о е  ин тег рал ьн ое  у р а в н е н и е  
Ф р е д г о л ь м а  второго  рода  с п о л я р н ы м  я д р о м .  Д л я  пего с п р а ­
в е д л и в а  т е о р е м а  Ф ред го льм а .  О т с ю д а  из  единственности  р е ш е -



ния  кр ае во й  з а д а ч и  (8 .8)-— (8.11)  с л еду ет ,  что у р а в н е н и е  (8.14)  
однозн ачно р а з р е ш и м о ,  а сл едо ват ельно ,  реш ение  кр аев ой  з а ­
д а ч и  (8.8)  — (8.11)  с у щ е с т в у е т .

При иссл ед ован ии  з а д а ч  дифракции на непр озр ач ных  т е л а х  
( в н е ш н я я  г р ан и чн ая  з а д а ч а )  будем и сп о льз о ват ь  поверхност­
н ы е  потенциалы.  Р а с с м о т р и м  подробно первую  к р а е в у ю  з а д а ч у  
(внешнюю з а д а ч у  Д и р и х л е ) :  найти и о ола ст и  !)<■ ( вне  пов ерх ­
ности  6') решение  у р а в н е н и я  Г ельм гольц а

Дн-]-/г2« - - : 0 ,  ( 8 . 2 3 )

у д о в л е т в о р я ю щ е е  г р а н и ч н о м у  условию на п о в е р х н о с т  5

«1* ■ - / ( Р ) Ь  <8 - - 4 >

и ус лов ию  изл уч ен ия  па  бесконечности

----- ¡ к а  ^о  при г  *оо. (8 .25 )

З д е с ь  / ( Р ) - - з а д а н н а я  па поверхности 5  фун кция ,  опре д е­
л я ю щ а я  у слови я  в о з б у ж д е н и я  поля;  к  - -  д ей ст ви те льн о е  число.

Ре шение  з а д а ч и  (8 .2 3 )  — (8.25) бу д е м  и с к а т ь  в виде  волно­
вого  потенциала  д в о й н о г о  слоя

I * Л А? ж* р
и { М ( В  11 ( Я ) ^ ------- V ”-  ( 8 . 2 0 )

4л у '  дпр П М Р

г д е  плотность п о т е н ц и а л а  ц ( Р )  - не пр е р ыв на я  функция,  под­
л е ж а щ а я  опреде лен ию ,  а п - - в н е ш н я я  н о р м а л ь  к об ласти  1)е . 
П отен ци ал  (8 .26)  в Пе у д о в л е т в о р я ет  ур а в н е н и ю  (8.23)  и у с л о ­
в и я м  па бесконечности  (8 .2 5 ) .  Функцию ц ( Р )  с л е д у е т  в ы б р а т ь  
т а к и м  обр азо м,  чтобы  потенциал (8.26)  у д о в л е т в о р я л  гр а н и ч ­
но му  условию ( 8 . 2 4 ) .  П р и н и м а я  во в н им а н и е  сво йст ва  потен­
ц и а л а  двойного с л о я ,  н ах од им ,  что ц ( Р )  д о л ж н о  у д о в л е т в о р я ть  
и нт е г р а л ь н о м у  у р а в н е н и ю  Ф р е д г о л ь м а  втор ого  рода

11 ( Ж ) -  —  (£> Н(>)  - ( / 5 я - - - 2 / ( Л 1 ) .  (8 .27 )
2д ^ дм р

Т а к и м  обр азо м,  к р а е в а я  з а д а ч а  (8.23) — (8 .25)  с в е д е н а  к инте­
г р а л ь н о м у  у р а в н е н и ю  (8 . 27 ) .

П ер ей де м  к  и с с л е д о в а н и ю  интегрального  у р а в н е н и я  (8 .27 ) .  
Д л я  у р а в н е н и я  (8 . 2 7 )  с п р а в е д л и в а  т е о р е м а  Ф р е д г о л ь м а .  П о ­
э т о м у  оно имеет  ед и н с т в е н н о е  решение при любой непрерывной 
правой  части /(Л1) т о л ь к о  в том с л у ча е ,  к о г д а  однородное со ­
юзное  ур ав н е ни е

1 —

(Г) V ( Р ) --------------------------- ^/5Р = 0  (8 .28 )
2л Л ал . .  Им



имеет  т о л ь к о  тривиальное  р еш ен ие .
Л е г к о  видет ь ,  что если к 2~ Х т, г д е  Хт — неко тор ое  с о б с т ­

венное зн ач ен ие  оператора Л а п л а с а  внутренней з а д а ч и  Н е й ­
м а н а ,  то однородное  и нт е гр а л ь н о е  у р а в н е н и е  (8 .28 )  и м е е т  не­
т р и в и а л ь н о е  решение.  Н е т р и в и а л ь н ы м  решением у р а в н е н и я  
(8.28)  я в л я е т с я  предельное з н а ч е н и е  собственной функц ии  

(Л1) |х внутренней зад ач и  Н е й м а н а ,  с о о т ве тс тв ую щ ей  с о б с т ­
ве нному  значению Хт. В этом н е т р у д н о  у б ед и ть ся ,  п р и м е н я я  к 
ит (М)  т р ет ь ю  фо рмулу  Гр и на  и п о м е щ а я  т о ч к у  М на  п о в е р х ­
ность 5 .  Нели &2 не с о в п а д а е т  пи с одним с о б ст в ен н ы м  з н а ч е ­
нием вн утрен ней  задачи Н е й м а н а

Ы1-\-Ы - 0 ,  ( 8 . 2 9 )

да
Г>(1

О,

то инте гр ал ьн о е  уравнение  (8 .2 8 )  имеет  только  т р и в и а л ь н о е  
решение.  Действительно ,  п ус ть  к 2Ф Х п, гд е  Хп—  с о б с т в е н н ы е  
знач ения  з а д а ч и  (8.29) ,  г  — \ о (Р ) — непрерывное  н е т р и в и а л ь ­
ное решение  ур а в н е ни я  (8 .28 ) .  Р а с с м о т р и м  функцию

-1* ^МР
Ф у н к ц и я  У(М)  в области I) у д о в л е т в о р я е т  о д н о р од н ом у  у р а в ­
нению Г е л ь м г о л ь ц а  а па поверхности 5  в с и л у  
у р а в н е н и я  (8 .28 )  предельное з н а ч е н и е  нормальной прои зво дно й

функции V в  об ласти  О р а в н о  н улю :  --^0. Т а к  к а к  6 2 не

с о в п а д а е т  с собственным з н а ч е н и е м  внутренней з а д а ч и  Н е й м а ­
на,  то в с ю д у  внутри 5  (в о б л а с т и  I) I 5 )  ]/{М)=0.  Ф у н к ц и я  
V(М) у д о в л е т в о р я е т  тому  ж е  у р а в н е н и ю  Г е л ь м г о л ь ц а  и вн е  
поверхности  5 ,  р ав н а  пулю на 5  и у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и я м  и з ­

лу чения  на бесконечности:  -}- ¿ЛгУ~ о  *), г  —  оо.

В с и л у  единственности  р е ш е н и я  внешней з а д а ч и  

У(М) — 0  н 1)е.

И с п о л ь з у я  сво йст ва  нормальной производной п о те н ц и а л а  п р о ­
стого с лоя  при переходе  через  по ве рх нос ть ,  находим

*0 ( Р ) « О .

С л е д о в а т е л ь н о ,  однородное у р а в н е н и е  (8 .28 )  при Р ф Х п  и м е е т  
толь к о  тр ив и а л ь н о е  решение.

От сю да  с р а з у  можно  с д е л а т ь  сл е д у ю щ и й  в ы в о д :  е сл и  № не 
с о в п а д а е т  ни с  одним с о б ст в ен н ы м  зна чен ие м  в нут ре нней  з а д а ­
чи Н е й м а н а ,  то интегральное  у р а в н е н и е  (8.27)  и м е е т  р е ш е н и е  
при любой непрерывной п р а в о й  част и  / ( М ) .  С л е д о в а т е л ь н о ,
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в н е ш н я я  з а д а ч а  Д и р и х л е  (8 .23 )  — (8.25) р а з р е ш и м а  и ее р е ш е ­
ние пр е д с т ав и м о  в в и д е  потенциала  двойного  слоя  (8 .26)  с 
плотностью,  я в л я ю щ е й с я  ед ин ственны м реш ен ием  и нтег рал ьн о ­
го  у р а в н е н и я  (8 .2 7 ) .  В  частности ,  вн еш ня я  з а д а ч а  Д и ри х ле  
в с е г д а  р а з р е ш и м а  при к о м п л е к с н о м  & (при наличии по глоще­
ния  в с р е д е ) .

В  том сл уч а е ,  к о г д а  к 2 — Хт, интегральное  у р а в н е н и е  (8.27) 
р а з р е ш и м о  не д л я  любой прав ой  части / ( М ) :  д о л ж н ы  быть  в ы ­
по лн ен ы у сл ов ия  р а з р е ш и м о с т и ,  т. е. /(А/) д о л ж н а  б ы ть  ортого­
н а л ь н а  ко  все м с о б с т в е н н ы м  функци ям союзного  интегрального  
у р а в н е н и я .  При эт ом  р е ш е н и е  интегрального у р а в н е н и я  (8.27) 
у ж е  не единственно — в р е ш е н и е  входит  пр ои зв ольн ая  лине й­
н а я  к о м б ин а ц и я  с о б с т в е н н ы х  функций однородного  и н т е г р а л ь ­
ного  у р а в н е н и я  (8 .2 7 ) .  О д н а к о  решение исходной краевой з а ­
д а ч и  (8 .23 )  — (8 .25 ) ,  постр оенн ое  по фо рм уле  (8 .2 6 ) ,  и в этом 
с л у ч а е  оп ределено одн озн ачно .

Д е й с т в и т е л ь н о ,  п у с т ь  \1о ( Р ) — нетривиальное  решение  одно­
р о д н о г о  ур а в н е ни я  ( 8 . 2 7 ) .  Построив  по ф о р м у л е  (8.26)  фу нк­
цию

 ̂ /Л /? д| р
ао(М)---=—  (Г) \>-й( Р) - д ¿ 5 Р>

4л " 'V Кмр

в и д и м ,  что э т а  ф у н к ц и я  в области  1)е у д о в л е т в о р я е т  одн ород ­
н о м у  ур авн ен ию  Г е л ь м г о л ь ц а ,  услови ям из луч ения  на бесконе ч­
ности,  а  ее  предел ьное  з н а ч е н и е  на поверхности 5  равн о  нулю 
в с и л у  в ы б о р а  функции цо{Р) к а к  решения  однородного  инте­
г р а л ь н о г о  у р а в н е н и я  ( 8 . 2 7 ) .  Отсюда  с л ед уе т ,  что

м 0 (Л*)-~~0 в 1)е .
В то м  сл уча е ,  к о г д а  у с л о в и я  ортогональности  не вы п о л не­

ны,  у р а в н е н и е  (8.27)  р е ш е н и я  не имеет.  Это  о з н а ч а е т ,  что не 
с у щ е с т в у е т  решения  к р а е в о й  зад ачи  (8.23)  — (8 .2 5 ) ,  п р е д с т а в и ­
мого  в ви д е  п о те нциал а  дв ойного  слоя (8 .26 ) .

В  эт ом  с л у ч а е  р е ш е н и е  кр аев ой  зад ач и  (8.23)  — (8.25)  м о ж ­
но и с к а т ь  в ви д е  к о м б и н а ц и и  потенциалов двой но го  слоя  и 
просто го  слоя

1 р д  ' **м  р 1 г» ¿ кНМР
и ( М )  =  -1— ф  ц ( Р )  - 2 -  -5— Ф

у  а " р  * л . я  4п  I

г д е  плотность  п о те н ц и а л а  просто ю слоя со (Р )  в ы р а ж а е т с я  че­
рез  г л а в н ы е  функции со юзно го  интегрального у р а в н е н и я  (8 .28 ) .  
Т о г л а  д л я  \1 {Р) п о л у ч а е т с я  интегральное  у р а в н е н и е  типа  (8 .27 ) ,  
п р а в а я  часть  к о то р ого  у д о в л е т в о р я е т  усл овию разрешимости .  
П о д ч е р к н е м  еще раз ,  что  в э т о м  с луч а е  |л(Р) о п р е д е л я ет с я  не­
о д нозн ач но  (с  точно сть ю д о  произвольной линейной к о м б ин а ­



ции со бствен н ы х  функций по лу чен но го  и нт е гр а л ь н о го  у р а в н е ­
ния ) .

М о ж н о  во спол ьзоваться  и д р у г и м  и н т е г р а л ь н ы м  п р е д с т а в ­
лением реш ен ия  краевой з а д а ч и  (8 .23 )  — (8 .2 5 ) .  Б у д е м  и с к а т ь  
решение  к р а е в о й  задачи (8 .2 3 )  — (8 .25 )  в ви д е  п о т е н ц и а л а ,  
я д р о  которого  я в л я е т с я  линейной комбин ац ией  я д е р  п о т е н ц и а ­
лов  простого  и двойного слоя

г д е  а  п ост оян н ая ;  услови я ,  к о т о р ы м  она д о л ж н а  у д о в л е т в о ­
рять ,  б у д у т  приведены ниже .  О п у с к а я  то чку  М  на п о ве рх н ост ь  
5 ,  получим интегральное  у р а в н е н и е

П о к а ж е м ,  что вс е гд а  можно  в ы б р а т ь  а  т а к и м  о б р а з о м ,  чтобы  
у р а в н е н и е  (8.31)  было о д нозн ач но  р а з р е ш и м о  при люб ой  н е ­
прерывной правой части.

Р а с с м о т р и м  союзное одн ород ное  у р а в н е н и е

П у с т ь  vo(Я )  непрерывное н е т р и в и а л ь н о е  решение  у р а в н е н и я
(8 .32 ) ,  а V(А])  соответств ующ ий  потенциал  простого  с л о я :

Ф у н к ц и я  V( М)  я в л я е т с я  р е ш е н и е м  внутрен ней к р а е в о й  з а д а ч и

к о то р ая  и м е е т  единственное р е ш е н и е  при с о о т в е т с т в у ю щ е м  в ы ­
боре п а р а м е т р а  а .  Д ей ст ви те льн о ,  п р и м е н я я  п ервую  ф о р м у л у  
Гри на  к ф у н к ц и я м  V и V*, им ее м

и ( М ) - ф  +  М <= ( 8 .3 0 )
«» I ап \ 4л Я '

у  | * ( Ж ) - ф  11 ( Р )  ( 8 .3 1 )

(8 . 3 2 )

У ( М ) ^ ф  ч0(Р)'.|>*(Ж,

Д1/-ЬЛ2К —-0 ,  Ж е Д

------ 4 - о * И ( у И ) . . - 0 ,  У И е 5 ,Оп , ,
( 8 . 3 3 )

( 8 . 3 4 )

И з  (8.34)  в  с и л у  (8 .33)  п олу чае м

( 8 . 3 5 )



В з я в  м н и м у ю  ч ас ть  ( 8 . 3 5 ) ,  получим

1 т  а  ■ (|) |К|2 (/ 5 - 0 ,

и ес ли  1т < 1 =^0 , то У = 0  на  поверхности 5  и вн ут ри  /).
Ф у н к ц и я  У{М) в с ю д у  вне 5  у д о в л е т в о р я е т  уравн ени ю 

Г е л ь м г о л ь ц а ,  у с л о в и я м  и зл у че н и я  и о б р а щ а е т с я  в нуль  на по­
в ерхн ост и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  У ' ( А 1 ) = 0  вне 5 .  И с п о л ь з у я  т ео рему
о с к а ч к е  п р е д е л ь ны х  з н ач ении  норм альных  п рои зво дн ы х по­
т е н ц и а л а  простого с л оя ,  п о л у ч а е м ,  что

С л е д о в а т е л ь н о ,  у р а в н е н и е  (8 .32 )  при 1 ш а ^ 0  и м е е т  то ль к о  н у ­
л е в о е  решение ,  о т к у д а  в с и л у  ал ьт ер на ти вы  Ф р е д г о л ь м а  с л е ­
д у е т  р а з р е ш и м о с ть  у р а в н е н и я  (8.31) при любой непрерывной 
п р а в о й  части,  а тем  с а м ы м  и разр ешим ость  к р а е в о й  за д а ч и
(8 .2 3 )  — (8 .25 ) .

П р и в е д е м  еще одно д о к а з а т е л ь с т в о  р аз р е ш и м о с ти  зад ач и
(8 .2 3 )  — (8.25)  в р ез о н ан сн о м  с луч а е  при к'г =  Хт. Б у д е м  и скат ь  
р е ш е н и е  з а д а ч и  (8 .23)  — (8 .2 5 )  в виде

г д е  6 2 (М ,  Р)  — ф у н к ц и я  Г р и н а  второй к рае во й  з а д а ч и  вне  сфе­
р ы  2  некоторого р а д и у с а  а, целиком л е ж а щ е й  внутри поверх­
ности  5 .  С у щ е с т в о в а н и е  функ ци и 0 2{М, Р)  не в ы з ы в а е т  сомне ­
ния ,  т а к  к а к  д л я  нее м о ж н о  зап исать  явное  в ы р а ж е н и е ,  к ото ­
рое  л е г к о  получить ,  н а п р и м е р ,  методом р а з д е л е н и я  пе реме н ­
ных .  Велич ину  р а д и у с а  сферы выберем  по зже .  Т а к  к а к  ф ун к­
ц и я  Г р и н а  п р е д с т а в и м а  в ви д е

г д е  №(М, Р ) — р е г у л я р н а я  вн е  сферы 5!, то,  у с т р е м л я я  точку  
М в (8 .36)  к поверхн ости  5  с внешней стороны и используя 
г р а н и чн о е  у с л ов и е  ( 8 . 2 4 ) ,  получим ин те гр ал ьн ое  ур ав н е ни е  д л я  
о п ре д е ле н и я  функции ц ( Я ) :

_ 1 ц ( Л * ) - ( В  [ х ( Р )  (8 .37 )
2 Т  ' •

О п я т ь  д л я  о п ре д е ле н и я  ц ( Р )  получаем инте гр ал ьн о е  ур ав нен ие  
Ф р е д г о л ь м а  второго  р о д а ,  которое в отличие от у рав нен ия  
(8 .2 7 )  с о о т в е тс т в у ю щ и м  выбором функции С 2{М, Р)  вс е гд а

0.

(8 .36 )

0 2(М, Р ) ~ - ~  ------+  И/(М. Р ).4 я  Нмр
I

5



м о ж е т  б ы т ь  с де лан о  р а з р е ш и м ы м .  Д о к а ж е м  это.  Н а д о  п о к а ­
з а т ь ,  что однородное  союзное и н т е г р а л ь н о е  у р а в н е н и е

1 , , ,  <ю\
—  О (8 .3 8 )

5 М/Ч

имеет  т о л ь к о  тривиальное  реш ени е .
П у с т ь  у =  у0 ( Я ) — не пр ерыв ное  решение  у р а в н е н и я  ( 8 3 8 ) .  

1огда  ф ун кц ия  '

иШ)--=§ ^(Р)С,1{М, Р) (/Эр

в области  м е ж д у  сферой 2  и по верхностью 5  я в л я е т с я  р е ш е ­
нием сл ед ую щ ей  однородной к р а е в о й  за д ач и :

Ш  |-№1 -О,

К р а е в а я  з а д а ч а  (8 .39) имеет  н е т ри в и а л ь н ы е  р е ш е н и я  т о л ь к о  
В ТОм  с л Уч а е > к о гд а  к 2 с о в п а д а е т  с ее  собс твен ным и  з н а ч е н и я ­
ми. Изве ст но  т а к ж е ,  что с п е к т р  ее  собств енных  зн а ч е н и й  д и ­
скретный .  П о это м у  можно в ы б р а т ь  р а д и у с  сферы а  т а к и м  об- 
? й ' о т ’ У 0 б ы  пс ЯВЛ5,Л0СЬ с о б ст в ен н ы м  зн а ч е н и е м  з а д а ч и  

/ / i ? L n HM об разом  мы и в ы б е р е м  р а д и у с  сфер ы.  Т о г д а  
в за м к н у т о й  об лас ти  м е ж д у  сферой 2  и п о в е р х н о ­

стью vS. В не  поверхности S  ф у н к ц и я  U{M)  у д о в л е т в о р я е т  о д н о ­
родной к р а е в о й  з а д а ч е  д л я  у р а в н е н и и  Г е л ь м г о л ь ц а  и, с л е д о в а ­
тельно ,  т о ж д е с т в е н н о  равна  нулю.  И спол ьз уя  р а з р ы в н ы е  с в о й ­
с тв а  норма льно й производной п о те н ц и ала  простого  с л о я  при 
переходе  через  поверхность,  н а й д е м

V0 ( / J ) - - : U .

С ле д о в а т е л ь н о ,  ур авн ение  (8 .38 )  и м ее т  тольк о  т р и в и а л ь н о е  р е ­
шение,  а ур ав н е ни е  (8.37) в с е г д а  ра зр еш имо ,  и р еш ени е  его  
единственно .

Т а к и м  о б р аз о м ,  д о к а з а н а  с л е д у ю щ а я  т ео рем а  р а з р е ш и м о с т и  
д л я  внешней кр аев ой  зад ач и  Д и р и х л е .

Т е о р е м а  8.2.  Если г р а н и ц а  области  D я вля ет с я  п о в е р х ­
ностью Л я п у н о в а  и г р анична я  ф у н к ц и я  f ( P )  н е п р е р ы вн а ,  то си -  
Щ£ствУет к л а с с и ч е с к о е  р е ш е н и е  в н е ш н е й  к р а е в о й  з а д а ч и  
( o . ¿ó )  ( 8 .25)  при  любом  з н а ч е н и и  параметра k.

^ Р ас см о тр и м  вопрос о с у щ е с т в о в а н и и  решения  вн еш ней  к р а е ­
вой з а д а ч и  Н е й м а н а  д л я  у р а в н е н и я  Г е л ь м г о л ь ц а

Д и + А 2и =  0 ,  М е / ) , ;  (8 . 4 0 )



ди
дп  5

( 8 . 4 1 )

ди .,----- - Iки о (8 .42 )
дг г

В  ( 8 .4 1 )  прои зводная  боротой но направлению внешней н о р м а ­
ли к о б л а с т и  В е, т. с. н о р м а л ь  н ап ра вл ен а  в н у т р ь  области  П, 
я в л я ю щ е й с я  дополнением О,.', 5  — поверхность ти па  Л я п у н о в а .

Ес ли  в о сп ол ьз о ва тьс я  пр едставленном решени я  з ад ач и  
(8 40 )  —  (8 .42 )  в ви д е  п о т е н ц и а л а  простого слоя

то з а д а ч е  (8 .40) — (8 . 4 2 )  м ожн о  сопостав ить  интегра льное  
у р а в н е н и е  Ф р е д г о л ь м а  вт орог о  рода

Т а к  ж е  к а к  и в с л у ч а е  рассмотрен ной в п р е д ы д у щ е м  пункте  
з а д а ч и  Д и р и х л е ,  л е г к о  п о к а з а т ь ,  что если к2 не с о в п а д а е т  пи 
с  о дн им  со бствен ным  зн а ч е н и е м  первой внутренн ей  краевой 
з а д а ч и  д л я  оп ер а то ра  Л а п л а с а  в области  О (нерезонансный 
с л у ч а й ) ,  то ин тег рал ьн ое  у р а в н е н и е  (8.44)  э к в и в а л е н т н о  исход­
ной к р а е в о й  з а д а ч е  (8 .4 0 )  - ( 8 . 4 2 )  и ра зр еш и м о  единственным 
о б р а з о м .  В резонансном  с л у ч а е  однородное у р а в н е н и е  (8.44) 
и м е е т  н е тр иви ал ьн ы е  ре ш е н и я ,  что приводит  к  опреде лен ным  
т р у д н о с т я м  при испо льз ова нии  этого ур а в н е ни я  д л я  д о к а з а ­
т е л ь с т в а  р аз реш им ост и  исходной кр аев ой  з а д а ч и  (8.41) 
( 8 . 4 2 ) .  Эт от  вопрос б ы л  т а к ж е  подробно рас см отр ен  ранее.  
Обой ти  эти трудн ости  м о ж н о  замен ив  в пр едс та вл ен ии  (8.43) 
ф у н д а м е н т а л ь н о е  р еш ен и е  ^ ( Л Г  Р) у р а в н е н и я  Г ел ь м го ль ц а  
ф у нкц ией  Грина  первой внешней кр аев ой  з а д а ч и  д л я  сферы 1 ,  
помещен ной вн ут рь  о б л а с т и  I), и, проводя р а с с у ж д е н и я ,  а н а л о ­
г и ч н ы е  пр е д ы д у щ им ,  м о ж н о  д о к а з а т ь  р а з р е ш и м о с ть  исходной 
з а д а ч и  ( 8 . 4 0 ) — (8.42)  д л я  эт о го  случая .

П о м и м о  приведенного  способа  су щ е с т в у ю т  и др у г и е  методы 
д о к а з а т е л ь с т в а  р а з р е ш и м о с т и  р а с с м а т р и в а е м о й  за д ач и .  Р а с ­
с м о т р и м  ещ е один метод ,  основанный на использовании фо рму­
л ы  Г р и н а  и т а к ж е  с в о д я щ и й  з а д а ч у  (8.40)  — (8 .42 )  к и н т е г р а л ь ­
н о м у  у р ав н ени ю  Ф р е д г о л ь м а  второго рода .

П у с т ь  с у щ е с т в у е т  к л а с с и ч е с к о е  решение  з а д а ч и  (8.40)

и ( М )  ф ( М ,  Р )ч (Р ){ ! 5 Р , (8 .4 3 )
.V

и ( М ) е С с 2) (/Л)ПС<1) ( ^ + 5 ) .



- i  си лу  треть ей  форм улы I 'pinia  им е е м

«(Ai) (845)

Обозначив

/-■(Af)^(|5 ф (М ,  Л>)f ( P ) d S , „  ( 8 . 4 6 )
5

видсаС1,°  Гра11И'ПЮму У('Л(Ш,1Ю (8-41 ) ,  м о ж е м  за п и с а т ь  (8 .4 5 )  в

и ( М )  (| )и{1>) d S  | ( 8 . 4 7 )
s  р

Пе рех од я  в (8 .47 )  к пределу  пр„ M ^ P 0<=S и у ч и т ы в а я  с в о й с т -  
в<1 по ю ици ал ов  простого И ДВОИМОГО с л о я ,  получим

—  « ( Л , )  [ ф  (,Ра, P ) u ( P ) d S r  ■/•'(/->„), p , e j .  ( 8 . 4 8 )
.9 Р

И так ,  если кл асс ическо е  решение  з а д а ч и  (8  4 0 ) — i8  43)  cv -  
щестиует ,  то пред ел ьн ое  значение  и ( Р 0),  />о€=б\ я в л я е т с я  р е ш е ­
нием интегр ального  ур авн ения  (8 ,1 8 ) .  Т еп ер ь  перейдем к  и с ­
следо ван ию ни I е г р а л ы ю г и  у р а  висни я

у Н Л , )  P )H I > ) i t S p  -/■•(/>„),
S l'

i R /U p
P q^ S ,  ty(A1, />) = _  ------- _  (8 4 9 )4л Нмр

в котором f  ( Л , ) - - п р е д е л ь н о е  зн а ч е н и е  на  5  потенциала  п р о ­
стои)  слоя  (8 .46 )  с  непрерывной п ло тн о ст ь ю  f ( P ) .

Ра с с м о т р и м  п ер ву ю  кр а е в у ю  з а д а ч у  п а  со бственн ые з н а ч е ­
ния д л я  о п е р а то р а  Л а п л а с а  в об лас ти  I)

Д К - Щ Л - О ,  М  GE и ,

v \ s^0 .  ( 8 5 0 J

Сог ласно третье й  фо рм уле  Грина ,



— ф у н д ам ен тал ь н о е ,  р еш ен и е  ур авн ени я  Г е л ь м г о л ь ц а .  Согл асн о 
с в о й с тв а м  н о р м а л ь н о й  производной по те н ц и а ла  простого слоя ,  
из  (8.51)  получим

т Ш , " а
Н о р м а л ь н а я  п р о и з в о д н а я  собствешюй функции первой краевой 
з а д а ч и  ие раина  т о ж д е с т в е н н о  пулю, поэтому  из (8 .52) сл еду ет ,  
что при о д н о р од н ое  уравнение

у  |4)0 ( П ) - | - ( | )  <8 -53)
.9

одновременно с ( 8 .5 2 )  имеет  нетриви ал ьн ые  решения  Н-о (/ ). 
¿— 1 2 , ..., Л/0, г д е  Д^о- - ран г  соотве тс тву ю щ ег о  собственного  
з н а ч е н и я . ’О бо з на чи м  собственн ые функции однородного  у р а в ­
нения (8.52) че рез  VI4/ 1 ( Я ) ,  £— 1, 2, . . . ,  До- 

О бр а з у е м  п о те н ц и а л  простого слоя

\ 4 ° ( М )  (Г) Фа(-И, (8-54)

В  си лу  свойств  н о р м а л ь н о й  производной потенциала  простого 
с лоя  и у р а в н е н и я  (8 . 5 2 )  д л я  vf,'* (Р )  функции Vl 5 (A i )  в области  
De я в л я е т с я  р е ш е н и е м  внешней краевой з а д а ч и

0,

0 ,  ( « -55 )
ilh ¡.у

у д о в л е т в о р я ю щ и м  у с л о в и я м  излучения.  По те о р е м е  ед инст ве н ­
ности получим,  что V\il) (/И) --0, M(^.D, -\-S. От метим ,  что тем  
с а м ы м

ф f * ( M ,  P ) ^ l ) ( P ) d S P ■ =0, (8 .56 )

Эт о  соотношение б у д е т  использовано в д а л ь н е й ш е м .  От сюда  
сл ед ует ,  что ф у н к ц и я  (8.54)  я в л я е т с я  собственной функцией 
внутренней з а д а ч и  ( 8 . 5 0 ) .  (Г ели  l^f)1 {М)  =  0  и при M e D H - S ,  
то  но ф ормул е  с к а ч к а  нормальной производной потенц иала
простого  слоя  (8 . 5 4 )  получим vo) (Р )  =  О, P e S . )

Если п а р а м е т р  k2 в уравнении (8.49)  не с о в п а д а е т  пи с 
одним с о б ст в енн ы м  знач ен ие м  X з а д а ч и  ( 8 .5 0 ) ,  то  однородное 
у р а в н е н и е  (8 .53 )  не и м е е т  нетривиальных решений и в силу  
ал ь т е р н а т и в ы  Ф р е д г о л ь м а  неоднородное у р а в н е н и е  (8.49)  о д ­
нозначно р а з р е ш и м о  при любой функции P e C ( S ) .



П о к а ж е м  теперь ,  что неоднородное  у р а в н е н и е  (8.49)  с п р а ­
вой частью /; (Л>). определенной по ф о р м у л е  ( 8 .4 6 ) ,  р аз р еш и м о  
и в резонансном с л у ч а е  к г~ \ .  Д л я  э т о ю  до с т ат о ч но  у с т а н о ­
вить,  что вып олн ен ы у сл ов ия  р а з р е ш и м о с ти  па спектре ,  т. е.

$  0 ,  (8 .5 7 )
5

г д е  >д (Р)  — собс тв ен ные  функции и н т е г р а л ь н о г о  у р ав н ени я ,  

союзного ур ав н ени ю  (8 .49 ) .  П о д с т а в л я я  в (8 .57)  в ы р а ж е н и е
ДЛЯ ( ) и мсм,яя по ря до к  и н т е г р и р о в а н и я ,  в си лу  

(8 .56 )  получим

/о°4п̂ И Д0 Каз ы вае т  р а зр еш и м о ст ь  неодн оро д но го  ур а в н е ни я  
(8 .49)  на спект ре  при за д а н и и  правой част и  Г ( Р 0) в  виде  
(8 .4 6 ) .

И с с л е д о в а в  р а з р е ш и м о с ть  и нтег рал ьн ого  у р а в н е н и я  (8 .49 ) ,  
ве рн ем ся  к исходной кр ае во й  з а д а ч е  (8 .40 )  — (8 .4 2 ) .  М о ж н о  по­
к а з а т ь ,  ч ю  вс е гд а  с у щ е с т в у е т  т а к о е  ч а с т н о е  решение  и ( Р )  
у р а в н е н и я  (8 .49 ) ,  что построенная  по ф о р м у л е

и ( М )  /',) М ( ^ ) < Л Н - / Г(Л/) (8 .59 )

функция  и (Л/) я в л я е т с я  кл а с с и че с к и м  р е ш е н и е м  внешней 
кр а е в о й  з ад ач и  Н е й м а н а  (8 .40 )  — (8 .42 ) .

Р а з в и т ы й  д л я  с к а л я р н ы х  з а д а ч  д и ф р а к ц и и  м е т о д  д о к а з а ­
т е л ь с т в а  теорем с у щ е с т в о в а н и я ,  использую щи й ин тег рал ьн ы е  
у р а в н е н и я  Ф р е д г о л ь м а  второго  р ода ,  м о ж е т  б ы т ь  применен и 
д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  с у щ е с т в о в а н и я  р еш ен и я  з а д а ч  э л е к т р о м а г ­
нитной теории дифракци и.  М ы  огр ан ич и м ся  р а с с м о т р е н и е м  з а ­
д а чи  дифракции на прозрачно м однородном т е л е  О. Пу ст ь  е и 
Но х а р ак тери ст и ки  т е л а  О, о граниченного  з а м к н у т о й  поверх­
ностью 5 ,  ко, |ю — х а р а к т е р и с т и к и  об лас ти  Ое, внешней к по­
верхности 5 ,  причем к, цо, е 0 — постоянные .  П у с т ь  т а к ж е  э л е к ­
тро маг ни тное  поле  в о з б у ж д а е т с я  л о к а л ь н ы м  источником I 
р а с п о л о ж е н н ы м  в области  Ос . Б у д е м  с ч и т а т ь ,  что ]  — непре­
р ы в н о  д иф ф ер ен ци руе м ая  функци я  в 0»<=йе , о б р а щ а ю щ а я с я  в 
п у ль  вм е с т е  со своими пр оиз водными на  г р а н и ц е  2  области  
Обо значим поле в 1)е через {Е„, Не}, а  в  О — через  {Е„ Н,}! 
1 о гд а  з а д а ч а  э л е к тр о м а г н и т н о й  ди ф ра кц и и  н а  т е л е  О з а к лю -



чает ся  в о п р е д е ле н и и  решения  си ст ем ы  ур ав нен ий  М а к с в е л л а  

r o t H # =  —/iMSflEj-j-j,

rot AI e  I ) e \ ( 8 .6 0 )

r o t H ,  - --iiHsE/,

rot Е,- (8 .61 )

у д о в л е т в о р я ю щ е г о  у с л ов и я м  непрерывности  к а с а т е л ь н ы х  со ­
с т а в л я ю щ и х  полей па  поверхности -S

In, E,1 ¡n ,  Ee\\s .

In, н,.] [п, и л ь  ( 8 -62 )

и усл ови ю и з л у ч е н и я  в бесконечности

[ е „  ЕЛ +  С[ег |ег, H J 1  - 0 ( 7 - ) .  г - с о .  (8 . 6 3 )

Т а к  ж е  к а к  и при вы в о д е  фо рмул ы С т р э т т о н а — Ч у ,  с^по- 
мощью ве кт орно й  фо рмул ы I рина,  зап исан ной  д л я  об ла с т е й  и  
и De, по лучим соотношения

|Не ( Af0), Ai 0 e = 0 ( Л1,  A i0) r o t j - i / ^ r l -  
( 0  М й< = 0 )  4я  ¿ о '

-|— — (f) { i g r a d A1*|* [ne , H J l  — [Ee, n , ]  — (n („ Hf ) g r a d AI$ } i/ S ,
4л j '

s  (8 . 6 4 )

( О ,  Л 1 0 е  D ,  . „ ^ ( е - ^ Н Д Ж ) ^  ь

1 H, (A10),  A l 0 e / J  I 4* ¿1

ф  { [ g r a d ^ t l n i* H(][ — ii'»s'b[E,, n (] — (n, ,  H . O g r a d ^ ^ J r f ^ ,
4 я

5  ( 8 .6 5 )

гд е  функц ия  ‘ф =  1̂ (А1 , Мо) — схр(1кЯмп>) о п р е д е л я е т с я  
то ль к о  х а р а к т е р и с т и к а м и  внешней с р е д ы  0 Р. З д е с ь  п й=  п, 
внеш ня я  н о р м а л ь  к  области  й е. У м н о ж а я  (8.64) на е, (8.65)  
на е0 н с к л а д ы в а я  полученные в ы р а ж е н и я ,  имеем

\ =  —  С ф rot [ “>2М £ +
4л J a 4Л I

( f j  { [ g r a d ^ n ,  H , ] ] - ( n ,  H ^ g r a d t y d S ,  ( 8 .6 6 ) 
4л л

M Qe O e 
е0Н ;(Л40),  М 0е в О



г д е  n — п(. и кроме  у с л о в и я  непрерывности  к а с а т е л ь н ы х  с о с т а в ­
л я ю щ и х  на S учтено у с л о в и е  непрерывности  но рмальн ой  со ­
с т а в л я ю щ е й  магнитного  поля ,  имеющее  мес то  при од и н ак о в ы х  
з н а ч е н и я х  магнитной проницаемости  о б л а с т е й  Д ,  н D:

(п,  Н ; ) -  (п,  Н,)|Л -0.

Если точка  Л/0 р а с п о л о ж е н а  в об ласти  D, то  соотношение 
(8 .66 )  п р е д с т а в л я е т  собой объем ное  н а г р у ж е н н о е  интегра льно е  
у р а в н е н и е  Ф р е д г о л ь м а  второго  рода  д л я  в е к т о р а  Н( (А/):

í r , , . j r fo r tH l r f » +
^0 Ü

"  ' )  ф  í [ K ™ ' v H n ,  II,j| -  (n,  H ^ g r a c l ^ í / S .  (8 .67 )

В е к т о р  Hc о п ре д е ля ет с я  rio H, к в а д р а т у р о й  с о г л а с н о  (8 .66 ) .  
В е к т о р ы  E,. и E, в ы ч и с л я ю т с я  через Н,. и Н, из у р а в н е н и й  М а к ­
с в е л л а  (8 .60 ) ,  (8 .61 ) .

Установим,  что и нте гр ал ьн о е  ур ав н е ни е  (8 . 6 7 )  и к в а д р а т у р ­
ная  ф орм ул а  д л я  Н, э к в и в а л е н т н ы  неходк ой к р а е в о й  з а д а ч е
(8 .60 )  (8 .63 ) .  П у с т ь  ве кт ор  Н,(Л1) — р еш ен и е  интеграл ьного  
у р а в н е н и я  (8 .67 ) .  П о к а ж е м ,  что

d iv H, .  :-0

и
rot rot Н, ш'2с[А0Н,-,

т. е. ве кто ры  Н, и Е,--- - -  у ~  rot Н, я в л я ю т с я  р е ш е н и е м  однород­

ной си ст ем ы  уравн ений М а к с в е л л а .
У равнение  (8.67)  перепишем в виде

Г tn .̂|.
Ъ ( 8. 68 )

+ 1̂  (' ^ ) roU‘ (J/I'|n' H,lí/S 1
и выч ислим  cIívaí, от к а ж д о г о  с л а г а е м о г о  в п р а в о й  част и  павен- 
с т в а  (8 .68 ) .  Получим

dIViH0 С ф rot \ i t v j* rot j ■gradjllo'|<£/ü- = — Г rot j  g r a d ^ ^ u ^  
b0 be

=  — f {d i v ^  (ф rot j )  — t d i v r o t  \}dv =  — <£ |n rot j t / 5 — 0, 
b B /

Н,(УИ0) --—  Г ' } ro t j í/ D -f  
еи4л J

Do



т а к  к а к  rot  j|a = 0 ;

d i Vj« 0 I  — (j) * ( n ,  Ht) d S + \  ' í - d i v ^ H ^ ,

d i4 Me ^  (n ,  H ^ r a d r f S  — - $  ( " ’ Н ; ) Д A i t - ^ V u  I  (n,

С л е д о в а т е л ь н о ,  прим ен яя  операци ю d i \ x  к  р а в е н с т в у  (8 .68 ) ,  
получим

d l v ^ H ,  ( / * . ) -  Г 'Jjdiv Widv,  Ma <=¡).
4л .)i)

П о с к о л ь к у  э т о  у р ав н ен и е  не имеет  де й ст ве н ны х  с обст ве н ­
ных з н ач ен ий ,  от сю да  с р а з у  в ы т е к а е т ,  что

d i v H:  ■ - 0  » i ) .
И с п о л ь з у я  с в о й с т в а  объемного  потенци ала ,  из (8 .68)  нахо д им

ДНг [-ш2е0:А0Н(.--:--^р.и(е - б 0)Н (- в о ,

т. е.
ДН,- |-ш2£[хиН(- т . - _  ü и /А

С л е д о в а т е л ь н о ,

Г01 rot Н/ ' -- cu2S|ÍíqH(-.

Д л я  п р о в е р к и  выполнения  гр аничн ы х  условий (8.62)  з а м е ­
тим,  что о б ъ е м н ы е  потенц иалы в ф о р м у л а х  (8.64)  и (8.65)  не ­
пр еры вн ы  на  5 .

У ч и т ы в а я ,  что д л я  произвольного в ек т о р а  I, к а с а т е л ь н о г о  к 
поверхности  имеет  место  соотношение

[ g r a d * ,  1 1 - 1 " .  И

г д е  п  и T2 —  о р т о г о н а л ь н ы е  н а п р а в л е н и я  на поверхности S,  д л я  
с к а ч к а  к а с а т е л ь н о й  с о с т а в л я ю щ е й  векторного  потенц иала

W=-(J ) 1^гаОЛ1 ф [п, НД] d S M

по лучим ф о р м у л у

[л, щ е ~\п,  W [ ; — 4 л [ п ,  НД.

К а с а т е л ь н а я  с о с т а в л я ю щ а я  вект орног о  потенциала

V = t j )  In, НД g r a d e s  
s



непрерывн а .  П о это м у  д л я  к а с а т е л ь н ы х  с о с т а в л я ю щ и х  полей Hff 
и Н, на 5  из (8.66)  о к онч ат ел ьн о  получим

ф ,  Н ,1 -е 0|п, Н,-]|5 _--1^1 .4л[п , Н,\\5,

о т к у д а  и с л е д у е т  непр ер ыв ност ь  на 5  к а с а т е л ь н ы х  с о с т а в л я ю ­
щих векторов  Н, и Н,..

П ер ей де м  к д о к а з а т е л ь с т в у  непрерывности  к а с а т е л ь н ы х  со ­
с т а в л я ю щ и х  на 5  в ект о р ов  Ег и Е,. Из  у р а в н е н и й  М а к с в е л л а
(8 .6 0 ) ,  (8 .61)  получим

е rot Н„ -  £„ rot H J S - Л..Е£0 (Е,. -  Е f)|s ,

о т к у д а  следует ,  что до ст аточ но п о к а з а т ь  н е п р е р ы в н о с т ь  на S  к а ­
с а т е л ь н ы х  с о с т а в л я ю щ и х  в е к т о р о в  roteH, .  и r o t e 0H/. 

В о сп ольз овав ш ись  (формулой векторного  а н а л и з а

rot ( al») rot а  - f  Israel a ] ,  

з а пишем  поверхностный интег рал  в ф о р м у л е  ( 8 .6 4 )  в виде

( f í l g r a d ^ t l n ,  H , ¡ I — (n,  M j g r a d ^ t í ^ '   ̂
i

=  - - r o U „  ^  [n, H; l 'W/^- t-^r í id jUo (n,
*Л'

П о э т о м у  в силу  непрерывности  па S  к а с а т е л ь н ы х  с о с т а в л я ю ­
щих об ъемного  потенциала  и р а в е н с т в а  r o t u r a d a  — 0 ИМССМ( 
чго величина  [п, Е,.] — [n, E J | S о п ре д е ля ет с я  р а з н о с т ь ю  п р е д е л ь ­
ных значении на поверхности S  интегр ал а

п.и0, rot rot^fo cj) (П ,

Т а к  к а к  при a  — cons t

rot rot - g r a d  d iv  - f  ̂ Q i ^ a t ,

то в си лу  непрерывности  п р е д е л ь ны х  зн ачен ий  н а  S  потенциа­
л а  простого  слоя  и е го  к а с а т е л ь н ы х  п р ои з во д н ы х  оконч ательно 
получим

[П, Е , | - [ л ,  Е , [ | , - 0 .

Mio и д о к а з ы в а е т  у т в е р ж д е н и е  о непрерывности  н а  поверхности 
5  к а с а т е л ь н ы х  с о с т а в л я ю щ и х  построенных в е к т о р о в  Е,. и Е,.

Сл едо ва те льн о ,  и нтег р ал ьн о е  ур ав нен ие  (8 .6 7 )  э к в и в ал е н тн о  
исходной кр аев ой  з а д а ч е  (8 .60 )  — (8 .63 ) .  О т с ю д а  т а к ж е  в ы т е ­
к а е т  су щ е с т в о в а ни е  р еш ен и я  интегр ального  у р а в н е н и я  (8 .67 ) .



М е т о д ы  и н т е г р а л ь н ы х  у р а в н е н и й  
в  з а д а ч а х  д и ф р а к ц и и

§  1. И н т е г р а л ь н ы е  у р а в н е н и я  в тор ого  р о д а

И н т е г р а л ь н ы е  ур а в н е ни я  у д о б н ы  не только  д л я  те оретиче ­
ских и с с л е д о в а н и й  з а д а ч  дифра кции,  но и д л я  получения чис 
ле пн ы х  а л г о р и т м о в  решения  до ст ато чно  широкого  к л а с с а  з а д а ч  
ди ф ракци и .  Особенно широкое  применение  в з а д а ч а х  д и ф р а к ­
ции н аш ли  и нт е г р а л ь н ы е  у р а в н е н и я  Ф р е д г о л ь м а  в т о р ою  рода .

В гл.  I с помощью и нт е гр а л ь н ы х  представлении волнового  
поля че рез  eco знач ения  па поверхности  были получены инте­
г р а л ь н ы е  у р а в н е н и я  второго р ода ,  р а з р е ш и м ы е  при любом з н а ­
чении в о л но в о го  числа к. Т а к и м  п ред ста вл ением  в с к а л я р н о м  
с л у ч а е  я в л я е т с я  ф о р м у л а  Гр ина ,  а в векторном — фо рмулы
С т р э т т о н а  -  Чу.

П о л у ч и м  ин тег рал ьн ое  у р а в н е н и е  д л я  з ад ач и  дифракции 
э л е к т р о м а г н и т н о й  волны на и де альн о  пр оводящем о гр ан ич ен ­
ном т е л е  П у с т ь  э л е к тр о м а г н и т н о е  поле в о з б у ж д а е т с я  л о к а л ь ­
ными стор онними  т о к а м и  j 0 (AÍ) .  Д л я  определения  э л е к т р о м а г ­
нитного п о л я  вне  идеал] ,по пр ово д ящ ег о  ограниченного  т е л а  с 
з а м к н у т о й  поверхностью S  н у ж н о  решить  с л е д у ю щ у ю  з а д а ч у  
найти в е к т о р ы  {Е, II}, у д о в л е т в о р я ю щ и е  вне поверхности  5  
(в о б л а с т и  I))  у р а в н е н и я м  М а к с в е л л а

rot Н - • - /*«>бЕ'{- jo,

rot Е -/ч'цН, 0 - 1 )

г р а н и ч н о м у  у с л о в и ю  па поверхности S
[ п, Е1 - 0 ,  Я е 5 ,  (1-2)

и у с л о в и я м  изл уч ен ия  на бесконечности.
В о п р о с ы  с у щ е с т в о в а н и я  р еш ения  поставленной з а д а ч и  были 

о б с у ж д е н ы  в гл .  I. Решение  по ставленной зад ач и  вне поверх но ­
сти* S ,  я в л я ю щ е й с я  поверхностью типа  Л я п у н о в а ,  м о ж н о  в ы р а ­
зить  че рез  к а с а т е л ь н ы е  с о с т а в л я ю щ и е  электр ическ ого  и м а п ш т -  
ного в е к т о р о в  на поверхности S  по ф о р м у л а м  С тр этто на  у. 
Д л я  п о л у ч е н и я  инте грального  у р а в н е н и я  удобно в о с п о л ь з о в а т ь ­
ся с л е д у ю щ е й  формулой,  д а ю щ е й  п р ед став л ен и е  магнитного  
поля вне  поверхн ости  5 :



я

¡кИ
£Та<1

МП

«лМР
[ п р . Н (Я )|

Н А ')£ [п я , Е(Р)|
|Л/?

Км/>
'^^м р )

(ЛЯ, Н (/•>)) Кп„| “ ------  ^
н ли> )

(1 .3)

пгД У?А"'  л РаССТ0>" " ,С м с ж л у  Л' и I1-, п , . -  ипспшяя к
т ,мп г  » о р м а л ь  к „овсрх„ .к -т„  5  в точ ко  />, О бъ ем ный  ми- 

Р по области  з а д а н и я  сторонних током ¡ 0(О) к о ­
т о р а я  сч итается  ограниченной. О бъ емный и н т е г р а л  в фор муле  
(1 .о ) ,  очевидно, п р е д с т а в л я е т  собой м а г н и тн о е  поле  Н0 (ЛЛ з а ­

д а н н ы х  источников в отсу т с т ви е  иде ально п р о в о д я щ е г о  тела' :
/А/?

н„ (.И)
4 л ]<). £Г<'к1р

Л ! У

сП'г (1 .4 )

В с луча е  иде ально проводя щего  т е л а  к а с а т е л ь н а я  с о с т а в ­
л я ю щ а я  электр ическ ого  поля на поверхности о б р а щ а е т с я  п 
н уль  (см.  граничное у с л ов и е  ( 1 .2 ) )  и, к а к  л е г к о  пока за ть ,  ис- 
П 0 Л Ь З ) Н  у рав нен ия  М а к с н е л л а ,  имеет  место  соотношение

(и, И) 1.9 0.  (1 .5)

В в о д я  д л я  поверхностного  то к а ,  н а в е д е н н ог о  па поверхности 
и де ал ьн о  провод яще го  т ел а ,  обозначение

П Р )  - 1 > . я , И ( / %  (1 .6)

м о ж е м  переписать ин те гр ал ьн ое  п р е д с т а в л е н и е  (1 .3 )  в  виде

Н(Л/)= Н0 (,И) +  ^ _ ф

5
ргас!

Я м  р
. ]  (Р) (1.7)

П р е д с т а в л е н ие  (1.7)  фактически  я в л я е т с я  п ре д с т а в л е н и е м  
ма гн итного  поля в ви д е  потенциала  дв ойного  с л оя ,  т а к  к а к  
л е г к о  проверить,  что интег рал  в правой част и  (1 .7 )  о б л а д а е т  
вс еми св ойства ми  потенциала  двойного  сл оя ,  а  е го  пр еаечьное

и“ т и РД  равТКоМЛС" ИИ Т0ЧКН М К Т° ЧКС ^  П0- Р — ■ ^

11т (Г)
м -р„ л ] {Р), ц г а 6 Р

ХМ Р

Я, и  Р



/»/?
\(Р) ,  КГс«(1

'Яо Р

К
а Б р  2я|НЛ,),п/*„1. (1 .8)

Р 0Р  *

Д л я  п о л у ч е н и я  интегр ального  у р а в н е н и я  относительно по­
вер хностного  т о к а  Ц!>)  перейде м к пр ед ел у  в «ютнгнпснин
(1 .7 ) ,  у с т р е м л я я  то ч к у  М  па поверхность  5 .  З а м е т и м ,  н о  па 
поие рх по гш  £ в си лу  ус лов ия  (1.5)

В о с п о л ь з о в а в ш и с ь  соотношением ( 1 .8 ) ,  получаем

4 1 Н Л , ) > Г1' ' и1- Нц(/ло) 1 - ^ - ф

IкН р ¡>о
^га(1 ¡>— г--------’ 1 ( ^ )ИР Р о

У р авн ен ие  ( 1 . 9 ) ,  у м н о ж и в  его некторно па п,- и в вед я  о б о з н а ­
чение

(1.9)

озна-

( 1. 10)

м ож н о  з а п и с а т ь  в виде

Н Р о ) + ^ Ф \ п > }(Р),  кга(1 К!’РВ
115 р  '2\1"Ч'*ЧРй).

( 1 . Н )

Соотношение  (1 .11 )  я в л я е т с я  инте гральн ым  ур авн ением 1>род 
гольм а  вт ор ог о  рода  дл я  поверхностной пл отиопп ю к а  па и,и 
ал ы й ,  п р о в о д я щ е м  теле.  В си лу  разрешимости  исходной к р а с ­
ной за ч а ч и  (1 1) -  (1.2) при любом способе возоуж деи ии  п олу ­
ченное и н т е гр а л ь н о е  у р ав н ен и е  (1.11)  разрешимо д л я  люоон 
(Ьупкиин определенной з а д а н н ы м  способом нозо>жде
С л е д у е т  отменить ,  что из единственности  реп,синя иеходиоп 
кр аевой з а д а ч и  ( 1 . 1 ) -  (1 .2 ) ,  вообще говори,  не сл е д у е т  ^ н ш л -  
венность р е ш е н и я  ур ав нени я  ( 1 . И ) .  А\ожсг п о к а з а т ь с я ,  , 
с с ы л а я с ь  па  т е о р е м у  су щ е с т в о в а н и я  решения краевой  ж
(1 I) — (1 2)  мы получаем « з а м к н у т ы й  к р у г  р ас с у ж д е н и и » ,  ы к  
к а к  о б ы ч н о ' с а м а  теорема  с у щ е с т в о в а н и я  д о к а з ы в а е т с я  с в е д е ­
нием к р а е в о й  з а д а ч и  к инте гр альн ым  ур авн ениям .  О д н а к о  при 
д о к а з а т е л ь с т в е  т еоремы  с у щ е с т в о в а н и я  можно строить- 
т р а л ь н ы е  у р а в н е н и я  с яд р о м ,  пр ед став ляю щ им собой фупыипо 
Грина  некоторой специальной области ,  что п о з в о л и в  р а с с м а т ­
р и в а т ь  и р ез онан сный  случа й .  Д л я  ск ал яр но й  за д ач и  т а к о е  р а с ­
см от рение  подробно проведено в гл.  I.

У р а в н е н и е  ( 1 9 )  я в л я е т с я  интег ральн ым  ур ав нением  Фред-  
г о л ь м а  в то рог о  р о д а  со с л а б оп о л я р н ы м  яд ром (ядро  потенциа­



л а  двойного  сл оя )  и к  ному пр им ен има  в с я  т е о р и я  Ф ре д го ль м а  
И з  этой теории с л е д у е т ,  что если с о о т в е т с т в у ю щ е е  однородное 
союзное ур авн ен ие  имеет  л иш ь нул ев ое  р е ш е н и е  то  ур ав нен ие
ч гти рп 5Г 3,1аЧ1Ю Ра з Р° 1Ш,мо Л-™ любой непр ер ыв ной  правой 
части j  в к л а с с е  неп рер ыв ных  функц ий.  Если однородное 
союзное ур ав н е ни е  имеет  н ет ри в и ал ь н ы е  р е ш е ни я ,  то число л и ­
нейно нез ав и си м ы х  решений конечно,  у р а в н е н и е  (1.9)  разрешн-
напииСт*гпС11,С‘1Ии ОПрсдел01Ю 0 ™чпо сты о д о  линейной комби- 

ацнн решении соотвспс тву юще го  одн ород ног о  у р ав н ен и я .
Союзное к ур а в н е н и ю  (1.9)  одн ородное  у р а в н е н и е  имеет ви д
г I I р р  1

+  h  (Р ) ,  g r a d  />и -------- - ,/ 5 р =  0 . (1.12)
S p f'o J

,п , яПтш л Т ? '  "Т°  Ур;ш" синс ( , 1 2 ) н е т р и в и а л ь н ы е  роше-
ния Т01Д.1 и только  то гд а ,  к о г д а  в н у т р е н н я я  к р а е в а я  з а д а ч а  д л я

V Z S Z ? T " *  “  ° бласТ" '  ограиич ен пой  поверхностью Sс I ра пичным ус лов и ем

! n - H J U - o ,  ( i _ 1 3 )
имеет нет ривиальные  решения  при д а н н о м - з н а ч е н и и  к
в н ™ ^ ф, ,рмул С:тР” т о » а - 11У д л я  э л е к т р и ч е с к о г о  поля 
Г ' У  I ограниченной по верхностью S,  и м еет  место ни-
т с г р а л ы ю е  пред ставл ен ие

dS p .  ( 1 .14)Е ( Ж )  = | n (/ > ) ,E (P )| ,g r a d P — 'ЬКМР
’s  *- R m p

но?™ ° s Y  " р 0 д е л у  пр"  5  с т р е м я щ е й с я  к  т о ч к е  Р 0 на поверх-  
нолучим > " " Ы1,ая с1юнства п оте нциал а  дв о й н о г о  слоя  ( 1 .8 ) ,

~ Ц П р . , Е 1  П;,„] =  _ J _  ф  Г[п ( Р 1  Е , g r a d  р У  “ “Г"' 1 ^

S  К р р 0 J
Обо з на ча я

[nP, E ( P ) l | s = l ( P )
и у ч и т ы в а я  р а ве н ст во

~t k R p p * а ‘ * К р р 0

РРс
получим ур ав нен ие  (1 .12 ) .

Т а к и м  обр азо м,  если в н ут рен н яя  к р а е в а я  з а д а ч а  имеет  не­
т р ив и а л ь н ы е  решения ,  то к а с а т е л ь н а я  с о с т а в л я ю щ а я  элект ри -  
юского поля я в л я е т с я  решением у р а в н е н и я  ( 1 . 1 2 ) .  И наоборот



с п и  у р а в н е н и е  (1 .12 )  им еет  н ет ри в и ал ь н ы е  решения,  то со от ­
ношение (1 .14 )  о п р е д е л я е т  элек тр и ч е с к о е  поле внутри области ,  
ограниченной по верхн остью  5 ,  а соотв е тс т в у ю щ а я  п одс та н овк а  
в ур ав н е ни я  М а к с в е л л а  - м а г н и т н о е  поле внутри области .

Извес тно ,  что о дн ород н ая  к р а е в а я  з а д а ч а  имеет  не более  
чем счетное  м н о ж е с т в о  собственных частот ,  которым со<)Тве!СТ- 
вуют х а р а к т е р и с т и ч е с к и е  числа  однородного  интегрального  
у р а в н е н и я  ( 1 . 12 ) .  Т а к и м  образо м ,  если при з ад ан но м  значении

к число —  не я в л я е т с я  х а р а к т е р и с т и ч ес к и м  числом ур а в п е -  
2л

пня (1 .1 2 ) ,  то у р а в н е н и е  (1. 11)  однозначно ра зрешимо
П о д ч е р к н е м  ещ е раз ,  ч1о из в ы в о д а  ур а в н е ни я  (1. 11)  видно,  

что оно или д а н н ы х  значений к р аз р еш и м о  д л я  п р а в ы х  частей  
|«.с|>в о п р е д е л е н н ы х  формулой (1 . 10 ) ,  причем решение у р а в п е -  
пия ' м о ж е т  о п р е д е л я т ь с я  н е о д н о зн ач н о ,  что с л е д у е т  уч ест ь  при 
численном реш ени и инте грального  ур а в н е н и я .

В о з м о ж е н  и д р у г о й  путь получения  интегрального  у р а в н е ­
нии второго  р о д а  д л я  идеа льно  прово дящего  т ел а ,  основанный 
на теории п о те н ц и а ла .  В в е д е м  фо рмальн о  д л я  э л е к тр и ч е с к о ю  
поля вне  по вер хн ости  5  инт егр альное  пред ст ав лени е  в виде  по­
те н ц и а л а  д в о й н о г о  слоя

Е(ЛТ) — Еи(Л1) -

I•*/?
( Р ) ,  £гас1Р

МР
Кмр

гд е  Ео ( Л1) -  - иоле  з а д а н н ы х  источников в отсут ствие  идеально 
п р ово д ящ ег о  т е л а ,  \т {Р)  плотность потенциал! !  Д“™ ™ ™  
слоя .  Т р е б у я  в ып олне ния  граничного  у сл ов и я  (1.2)  на поверх  
ности и д е а л ь н о  пр ов од ящ ег о  т е л а  5 ,  получим инт егр альное  
у р а в н е н и е  д л я  плотности  потенциала

Г  (/’о) --2л- ф | п"° (Р), угас!/, '
( Ь К р р

ЯР Р  о (1 .15)

гд е
\<'1'М--[пр0,Ей (Л, ) ] . (1 .16)

У р аи н епп с  (1 .15 )  п о л у ч е н о н с  к а к  сл е д с т в и е  кр аев ой  з а д а ч и  
( 1 1 ) __(1 . 2 ) ,  по эт о м у  вопросы с у щ е с т в о в а н и я  его решения  т р е ­
буют с п е ц и а л ь н о г о  р ас см отре ния  на  основе теории и н т е г р а л ь ­
ных у р а в н е н и й  Ф р е д г о л ь м а  со с л а б оп о л я р ны м  ядро м  П рове дя  
т а к и е  р а с с м о т р е н и я ,  можн о пок а з а т ь ,  что уравнение^ (1.1о) о д ­
нозначно р а з р е ш и м о  т о г д а  и только  т о г д а ,  к о гд а  ооъем I) не- 
резо пан спы й,  т. е. в н у т р е н н я я  одн ород ная  к р а е в а я  з а д а ч а  э л е к ­
т р о д и н а м и к и  дл и  о б ъ е м а  П с границей 5  с  гр аничн ым у с л о ­
вием (1 .2 )  и м е е т  т о ль к о  пул ево е  решение .



Для^ численного решении и н т е г р а л ь н ы х  ур а в н е н и и  второго  
рода  ооычно прим ен яю т  методы  с в е д е н и я  к решению систем  
линенных ал ге б р а ич е с к и х  уравнений.  О д н а к о  с л е д у е т  отметить  
что исходш, ie и нт е г р а л ь н ы е  ур а в н е ни я  ( 1 . 1 2 ) и (1.15)  я в л я ю т с я  
векторными.  Это приводит к увелич ению п о р я д к а  п о л у ч а е м ы х  
при численной реал из ац ии  ме то да  си ст ем  л ин е й н ых  а л г е б р а и ­
ческих уравнении.  Д л я  получения до с т а т о ч но й  точности и с л у ­
чае нр ое i р ан ст ве нн ы х  тел произвольной фо рмы приходится  р а с ­
с м а т р и в а й ,  а л г е б р а и ч е с к и е  системы л и н е й н ы х  уравн ени и в ы с о ­
кого по рядка .  П о это м у  к н а с т о я щ е м у  в р е м е н и  число решенных 
з а д а ч  д л я  простран ств ен ны х чел в е сь м а  ограниченн о ,  а д и а м е т р  
т е л а  по сравнению с длиной волны м ал .  П о д р о б н е е  р а с с м о т р е ­
ны такие  тела,  д л я  которых можно  о б е с п е ч и т ь  до стато чную 
точность решения,  испол ьзу я  при этом с и с т е м ы  не слишком 
высокого  поря дка .

Особый сл уча й  п р е д с т а в л я ю т  т е л а  в р а щ е н и и ,  д л я  которых 
решение  исходных уравн ени й (1.12) и ( 1 . 15)  м ожн о  свести  к 
решению одн омерны х инт егр альных  у р а в н е н и и .  Р ас см отр и м  б о ­
л е е  подробно н ти е гр ал ьи ы с  ур ав нен ия  д л я  те л  врчщепия.

Пуст ь  поверхность 6’ об р а зо в а н а  в р а щ е н и е м  кривой С в о ­
к р у г  оси . ' . В в е д е м  цилиндрическую с и с т е м у  ко орди на т  (n m 
Z). .Уравнение кривой С з апишем  в виде

9

р- Р(/), г  z{l),
где  в к а ч ес тве  п а р а м е т р а  I в ы б р а н а  д л и н а  д у г и .  Тогд а  у р а в н е ­
ние поверхности Л' м о ж н о  за п и с а т ь  в виде

г е Рр (/)-( qaz (¡ ) ,
1ДС е,„ е((, е.ч - -  единичные в ек торы  ци линдр иче ск ой  си стемы  
координат .  В ыч ис лим  единичные в е к т о р ы  е, и еф, к а с а т е л ь н ы е  
к поверхности Л в то чке  Л/ с ко о р д и н а та м и  (/, ф) :

**'  { ' i , * ® * ? -! e j s l ' 1? } - “ —I »

e # ^  ej sin <p-|- Cj cos  <p,

гд е  e, e 2, e 3 единичные в ек торы  д е к а р т о в о й  с и с т е м ы  коор ди­
нат.  Вект ор  но рм ал и  n (AÍ )  имеет  вид

11 - k - i i / I  {et c o s f  е ,  siiitp} —
dl ' 01

Поверхностный ток  j  (AJ) р а з л о ж и м  на  с о с т а в л я ю щ и е  вд ол ь

j  ( М ) ~  t j ¡  ('-р, /) -|- (!р, /)

— и ур ав нен ие  (1.11)  перепишем б с к а л я р н о м  ви д е  д л я  комп о­
нент ¡i и уф:



(? , I) =  2 (е, ( М), Н0 (М)) +  \ П  <е,(М ) .  grad Pt,e,(P)) f
С  о

4 -  J\ ( ? ' ,  /') (е ,  ( М ) ,  g r a d  Л  е Р (/J )} р' d l ' d y ' ,
2к

_ ; . ( т , 0 - 2 ( е , ( Л 1 ) , Н |1( Л 1 ) ) - | ~ ^  | ' Ш т \  П ( е Д Л 1 ) , g r a d  Л , е , (/>)) +
с  Ь

. - | - Л ( < р ' , П ( e f (M ) ,  g r a d /> t , e , ( / J ) )}p ' r//Y,  i 1-17) 
г д е  ф к о о р д и н а т ы  точки M e S ;  <р', /' — ко орди на ты точки 
P ^ S ,  \|; =  схр {^Ямр/Ямр}.  Р а з л о ж и м  компон енты т о к а  ц  и h  
в р я д ы  Ф у р ь е  по (р. И м е е м  .

У, (Т. /) 1 ^
т 00

у  ;<*>(/) е"”*. О-18)
т  -  -

И с п ол ь зу я  я в н ы е  в ы р а ж е н и я  д л я  в е к т о р о в  е/, еф, п л е гк о  у б е ­
д иться ,  что я д р а  с и с т е м ы  и нтег р ал ьн ы х  уравн ении ( 1 . 1 /) з а в и ­
ся т  от р аз н о с т и  ф— ф/. П оэтому  р а з л о ж е н и е  ядер  в р я д  УР^е 
имеет вид

- ! - ( е , ( Л 1 > . В ^ Л , е ? ( , » ) =  V  (1-19)
т -• ■»

гд е  коэффиц иенты р а з л о ж е н и я  о п ред ел я ю тся  обыч-

П о д с т а в л я я  р а з л о ж е н и я  (1.18) и (1 .19 )  в ^ ( 1 . 1 7 ) ,  получим 
с исте му  о д н о м е р н ы х  ин тег рал ьн ых  урав нен ии  д л я  г а р м о н ик  
т ока  / “ > ( 0  и у ‘т , (/). имеющую  вид

_/(” ) ( 0  -  ]• |*<” > (/, Г )  ( Г н -  *<” > (Л П  /'"> (П\р'(/Г =  2/<’”1 (/) 

С (1 .20 )

; ( « )  а )  -|- ^ ( / с ; ^  а ,  п  У5т ) ( П  “  2Д т , (/) ’
С

т ~ 0 ,  +  1,
г д е  /\т)(1) и / $т )  (О “  га р м о н ики  Ф у р ь е  в о з б у ж д е н и я  ( п а ­

д а ю щ е го  п о л я ) :



( е г,Н и) !5 V  /["‘Ч!) с !т?.
т  оо

Т ак им  о б р аз о м ,  з а д а ч а  дифракции э л е к тр о м а г н и т н о й  полны  
па иде ально пр ово д ящ ем  теле  в р а щ е н и я  с во ди тся  к с и с т е м е  
д в у х  одн омерны х уравн ени й д л я  г а р м о н и к  и о н е р х н о а  кого т о к а .

I ассмотрим з а д а ч у  в о зб уж де н и я  и м п е д а п с и ы х  ю л .  Н с л у ч а е  
имиеданспого  т е л а  граничное ус лов ие  и м е е т  ви д

[п, Е|[ч да [п|п,  11|||л. ( 1 2 1 )

и ф ормула  С т р э т т о н а - Ч у  (ф ормул а  (5 .3 2 )  гл .  I) прообразу -  
стси к виду  1 3

¡кИли>
Н(Ж)“--:Ц0(^) + | П> - к  {тгаНр------

Л 1 '<ли> [  Н М р

1кЯМР

с ' * * ' » ' ’ )(п, Н) £Пн1 /»—- -------- </£,,
АЛ1/> ) ( 1.22)

При переходе  к  п р е д е л у  при ст рем ле н и и  точки М к точке  Р 0 
па поверхности 5  появится  ви е и н т е г р а л ь п ы й  член в правой ч а ­
сти (1 . 22 ) ,  р а в н ы й  —  (п (Я0), I I {/->()) )п ,  по к о г д а  в ы ч и с л я е тс я

к а с а т е л ь н а я  с о с т а в л я ю щ а я  век тора  Н ( Р 0) па поверхности 5 ,  
это  с л а г а е м о е  пр оп ад ае т .  В силу  гр ан и чн о го  у с л о в и я  ( 1. 21)  
имеет  место  соотношение

( п , Н( Я ) )  - —- - - (п, г о Ц и ф ) .
/  и )£

П о это м у  у р а в н е н и е  по поверхности  Л' относит ельно  т о к а  | 
имеет  вид

Ц Р о ) + -2л п ( Я 0)
, ‘к,?РоР

р » р

— Ы т  1п(Я0) [ п ( Я ) ,  П Р Л ]
¿ к * п а р  1

— --------1--------(и (Я ) ,  г о Ы П хК ч>е

X п ( Я 0), ёгас! ( 1 2 3 )

Полученное  соотношение я в л я е т с я  инт егр оди ф ференци аль-  
ным у р ав н ен и ем  относительно т о к а  ], что о с л о ж н я е т  численную



реа л из ац ию  его  р е ш е ни я .  В ы р а ж е н и е  (п,  го1о ^)  сод е р ж и т  про­
изво дны е л и шь  но н а п р а в л е н и я м ,  к а с а т е л ь н ы м  к п оверхи осш  
5  что тае т  в о з м о ж н о с т ь  форм альным инт егрированием по ча- 
е ! я м  перенести эти  пр оизводные на второ! !  сомнож итель .  О д н а ­
ко при этом п о л у ч а ю т с я  р а сх о д ящ иес я  и нте гр ал ы ,  тр еб ую щие  
д ополн ител ьн ы х  исс лед овании.

§ 2. И н т е г р а л ь н ы е  и и н т е г р о ф у н к ц и о н а л ь н ы е  у р а в н е н и я
мерного р о д а

В прет.ьп.ущен г л а в е  метод и нтег р ал ьн ы х  уравнении был 
использован  д л я  д о к а з а т е л ь а н а  теорем су щ е с т в о в а ни я  решении 
з а д а ч  ди ф ракци и .  Ап па р а т  интегр альных  уравнении удобен и 
при численном реш ени и этих задач .

Нели при д о к а з а т е л ь с т  ве Iсором с у щ е с т в о в а н и я  удобн ы ин­
те г р а л ь н ы е  у р а в н е н и я  Ф ред го ль м а  в т о р о ю  ро да ,  то при чис­
ленном решении и спольз ую тся  ка к  у р а в н е н и я  второго рода ,  ы к  
и у рав нени я  п е р в ого  рода ,  причем в р я д е  случаен  уравнении 
первого  ро да  им ею т  р я д  преиму щес тв  по сравнению с у р а в н е ­
ниями второго  рода .

Р а с с м о т р и м  у р а в н е н и я  первого рода ,  к которым могут  о ь п ь  
све де ны з а д а ч и  дифра кции.  Начнем изучение  со с к а л я р н о ю  
с л у ча я .  П у с т ь  в о л н а ,  с о з д а в а е м а я  л о к а л ь н ы м и  источниками 
/ Ш ) ,  п а д а е т  на  т е л о  I), ограниченное  з а м к н у т о й  поверхностью

Б у д е м  сч и т а ть ,  что на поверхности 5  в ы полня ет ся  первое о д ­
нородное к р а е в о е  усл ов ие .  Тогда  дли оп ред ел ен ия  по лно ю по­
л я  и вне п оверх нос ти  5  (в области ¡ ) с-) н у ж н о  решить с л е д у ю ­
щую к р а е в у ю  з а д а ч у :

Д и  | к-и /  в  О е ,
« | ,  0 ,  (2 .1)

-да Пси о  ( — ) при г - - » с о .
<)г \ г 1

Б у д е м  с ч и т а т ь ,  что функция  Д М )  непрер ыв на ,  а 5  я в л я е т ­
ся  по верхностью Л я п у н о в а .  Тогда  з а д а ч а  (2 .1)  имеет,  и притом 
единственное ,  р е ш е н и е  и оно м о ж е т  б ы т ь  в ы р а ж е н о  по ф ормул е  
Грина :

д

.9

1 Г е ‘к*
4л: . Н

ахР1 М  <= Д ;, (2 .2)

г д е  £ _ д > м р _  р а с с т о я н и е  м е ж д у  т о ч к а м и  М и Р\ Г  — носитель  
функции /(Л1).



П о д с т а в л я я  в (2 .2)  гр аничн ое  условно д л я  и ( Р ) ,  получим

I (‘ ()и п1,гЯ
" { М )  ' 1 7  Ф  ^  ( Р )  Т ~  i , S p  1 F  ( Л , ) - ( 2  3 )'s

г д е

Т а к и м  обр азо м,  д л я  о п ре д ел ен и я  полного поля  « ( Л ! )  в  об ласти  

Пс  достаточно найти зн ач ен ие  - у -  . Д л я  ф ун к ц и и  (1 (Я)  =

ди
м ° ж и о  получить и нт е гр а л ь н о е  у р а в н е н и е  первого  рода .

Д л я  этого  в формуле  Грина  поместим т о ч к у  Л/ в о б л а с т ь  О. 
Т о г д а  получим

С ¿/Л”,. 1'{Л\)л М ^ 1 ) .  ( 2 4 )
»1 к  и» ' '

Соотношение  (2.4)  - это  i i n i е г р ал ьп о е  ( или иитогрофупк-  
циои альпое)  ур ав н е ни е  Ф р е д г о л ь м а  первого р о д а  относительно 
функции p ( / J) ,  з ад ан но й  па поверхности  .S. О собен ность ю э т о ­
го ур а в н е ни я  я в л я е т с я  то, что о б л а е т  о п р е д е л е н и я  его правой 
ч а с т  и неизвестной функции не с о в п а д а ю т  и им ею т  ра зную 
разм ерность .

Р ас см отр и м  вопрос об э кв и в а ле н т н о с т и  у р а в н е н и я  (2.4) 
кр аев ой  з а д а ч е  (2 .1 ) .  П р е ж д е  всего з а м е т и м ,  что п р а в а я  часть 
у р а в н е н и я  (2.4) имеет  в е с ь м а  сп еци альный вид.  Эт о  приводит  
к тому ,  что, к а к  видно из в ы в о д а  у р а в н е н и я  ( 2 . 4 ) ,  предельное

значение  нормальной производной —  решении внешней к р а с ­
ил

вой за д а ч и  (2.1) на поверхности  S  я в л я е т с я  р е ш е н и е м  у р а в н е ­
ния (2 .4 ) .  След ова те льн о ,  из с у щ е с т в о в а н и я  р е ш е н и я  кр аев ой  
з а д а ч и  (2.1)  в ы т е к а е т  с у щ е с т в о в а н и е  решения  у р а в н е н и я  (2 .4 ) .

Уста новим ,  что не пр ер ыв ное  решение  у р а в н е н и и  (2 .4 )  е д и н ­
ственно .  Д л я  этого нуж но  п о к а з а т ь ,  что с о о т в е т с т в у ю щ е е  одно­
родное  ур авн ени е

P)dSj>=Q, М  е  D,  (2.5)

гд е

J kRM P
ф ( Л / , / > ) - ^



и м е е т  т о л ь к о  т р и в и а л ь н о е  решение .  П у с т ь  |л— ^ о ( ^ )  решение  
у р а в н е н и я  ( 2 . 5 ) .  Т о г д а  функция

У(,М)
Л'

в о б л а с т и  I) о б р а щ а е т с я  в т о ж д е с т в е н н ы й  нуль,  в  Р е у д о в л е т ­
в о р я е т  о д н о р о д н о м у  у р а в н е н и ю  Г е л ь м г о ль ц а  и у с л о в и я м  и з л у ­
чения в бесконечности .  Ф у н к ц и я  V ( Л4) ,  к а к  потенциал простого 
сл оя ,  н е п р е р ы в н а  при пер ех оде  через поверхность С.ледова- 
тельно ,

V (М)|л-- 0.

П о э т о м у  ф у н к ц и я  V ( ЛТ) ,  Я в л я я с ь  решением внешней одн о р од ­
ной з а д а ч и  Д и р и х л е  д л я  у р а в н е н и я  Ге льм голь ца ,  т о ж д е с т в е н н о  
о б р а щ а е т с я  в пуль  в об лас ти  /><;. У ч и т ы в а я  р а з р ы в н ы е  с во й ст ­

ва  при переходе  через поверхность  5 ,  находим 
дп

Ро (/■*)= 0  иа 5 -
Т а к и м  о б р а з о м ,  у р а в н е н и е  (2 .5 )  имеет тольк о  тр иви ал ьн ое  р е ­
шение  а  р еш ени е  ур а в н е ни я  (2 .4 )  единственно .  С л е д о в а т е л ь н о ,  
к р а е в а я  з а д а ч а  (2 .1)  и у р а в н е н и е  (2 .4 )  э к в и в а л е н т н ы  Реши в

,  / 1 чу р а в н е н и е  (2 .4 )  и п о д ст ав и в  его  решение  И ' )  —  и со ­

отно шение  ( 2 . 3 ) ,  получим реш ение  кр аев ой  з а д а ч и  (2 .1 ) .
З а м е т и м ,  что в урав нен ии  (2.4)  точка  М м о ж е т  п робе гат ь  

не всю о б л а с т ь  /), а н ек оторую подобласть  IV области  О. В ч а ­
стности ,  м н о ж е с т в о  значений точки М м о ж е т  п р е д с т а в л я т ь  со ­
бой н е р е з о н а н с н у ю  з а м к н у т у ю  поверхность  Л я п у н о в а ,  целиком 
л е ж а щ у ю  в /) (по верхно сть  2  н а з ы в а е т с я  иерезонанснои д л я  
з а д а н н ы х  к, если одн ород ная  з а д а ч а  Аи-\-к'и^-0  внутри

и  |* = = 0

им ее т  т о л ь к о  тр ив и а л ь н о е  ре ш ен ие ) .
В ы ш е  б ы л о  по ка за но ,  что в к л а с с е  непр ерыв ны х на 5  ф у н к ­

ций у р а в н е н и е  (2.5)  имеет  т о л ь к о  нулевое  решение.  Если вос ­
п о л ь з о в а т ь с я  св о й с тв а ми  потен ци алов  с плотностью из А2 ( 5 ) ,  
то т а  ж е  с х е м а  д о к а з а т е л ь с т в а  по зв оля ет  пок а з а т ь ,  что и в 

( 5 )  у р а в н е н и е  (2.5)  и м ее т  т о ль к о  нулевое  решение.  Эт о  о з н а ­
чает ,  что я д р о  *1>(М, Р)  у р а в н е н и я  (2.5)  з а м к н у т о  в Ь 2 ( 5 ) .  О т ­
с ю д а  в ы т е к а е т  в а ж н о е  с л ед ст в и е .

В в е д е м  сферич еск ую  с и с т е м у  ко орди на т  с центром в точке  
О, р а с п о л о ж е н н о й  в области  О. Пу ст ь  (г,  О, (р) и (г', ■&', ф') 
сф ер и ч ес ки е  к о о р д и на ты  то чек  Р  и М соответственно,  при этом 
Я<= 5 ,  а  т о ч к а  М п р об е га ет  внут рен ность  ш а р а  К с центром в 
О, р а д и у с  которого  меньше,  чем  р ас с то ян ие  от точки О до  по­
в ерхн ости  5 .  И с п о л ь з у я  т е о р е м у  с л о ж е н и я  д л я  цил ин дри ческих



функций и полноту си ст ем ы  сфери ческих  фун кц ии,  получим,  
что у р а в н е н и е  (2.5)  э к в и в а л е н т н о  соотношениям

р  H a h ,  (kr)
ф ------- ------------- f J(n'n) ( c o s  У) е  < ( Р) c/S ̂ = О,

л  — 0,  1, 2 , о о ,  т  - 0 ,  1, 2 , п.

Отсю да  непосредственно с л е д у е т ,  что си с т е ма  ч а с т н ы х  решений 
у р а в н е н и я  Г ел ь м го ль ц а  ( с и с т е м а  м е т а г а р м о н и ч е с к н х  функций)

f //^1  ̂ , ( k r )  )
{ « у (Af)} ~  | - д+ — 1>и* ) ( cos 0) е  11тА , ( 2 .6)

п  - 0 ,  1, 2 , . . . ,  оо,  tn  0,  1 , 2 , . . . ,  л ,

полна и з а м к н у т а  в L2(S)  на любой з а м к н у т о й  поверх нос ти  
Л я п у н о в а .

Аналогично,  внешнюю т р е т ь ю  к р а е в у ю  з а д а ч у  д л я  у р а в н е ­
ния 1 ел ь м г о ль ц а

Ди 0  в 1)е ,
да ,
—  | hu\s - ^ / {P ) U, [21)

- j ^ —iku при л - - »с о

м ожн о  свести  к и нте гр ал ьн о м у  у р а в н е н и ю  первого  р о д а .
ешенис  з ад ач и  (2.7)  по ф о р м у л е  Грина м о ж н о  п р е д с т а ­

вить  в виде

s

J kRMP
=  (2 .8 ) 

H,\u>
Ч то бы получить интеграл ьное  у р а в н е н и е  д л я  « | 5, поместим 
т о ч к у  М в области  D. Тогда

Р ) { l i t  -\-/iu) d S -
5 *5

О тсю да ,  используя  граничное у с л о в и е ,  с р а з у  п о л у ч а е м  у р а в н е ­
ние

$ 1  +  M<=D,  ( 2 .9)
О *



f { P ) d S . A f e D .

З а м е т и м  что решением у р а в н е н и я  (2.9)  я в л я е т с я  решение  
к р а е в о й  з а д а ч и  (2 .8 ) ,  в з я т о е  на  поверхности 5 .  С ле д о в а т е л ь н о ,  
д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  э к в и в а л е н т н о с т и  интеграл ьного  ур ав нен ия
(2 .9 )  к р а е в о й  з а д а ч е  (2 .7 )  достато чно  д о к а з а т ь  с д и н с 1венносгь
р е ш е н и я  у р а в н е н и я  (2 .9 ) .

П о к а ж е м ,  что одн ородное  ур ав н е ни е

д-ь
От

( М , Р )  Л 1 е Д  (2.10)

и м е е т  т о л ь к о  тр ив и а л ь н о е  решение .
П у с т ь  ^ ( Я )  - ■ р е ш е н и е , у р а в н е н и я  (2 .10 ) .  Построим функцию

Р)  /■*)] £/Л’ л .
J  I (>'Ч >  )

В  с и л у  (2 .10 )  У(Л1) = 0  в об лас ти  /). П одс читае м с к а ч к и  фун к­
ции V и се  нормальной производной при переходе  через по­
в е р х н о с т ь  5 :

: v
0V
Оп

С л е д о в а т е л ь н о ,
0V
Он

- 4лр-(/; ), 

-A^k{P)\i{P).

I-iiV] Л).

Т а к  к а к  К = 0  в /), то в I),-. ома я в л я е т с я  решение м следую щей  
в н е ш н е й  з а д а ч и ;

LV-\-tfV 0,  

ov
Оп ¡ - / i K l s - O ,

-НУ- - i k v  - о
О г \ г

при г  -—♦со.

С о г л а с н о  те о р е м е  ед ипствеппо сти ,  V = 0  в De. У ч и т ы в а я  с ка чок  
У ( М )  при переходе  через  $,  получа ем

_ 0  на S.

С л е д о в а т е л ь н о ,  одн ородное  у р а в н е н и е  (2.10) и м еет  то ль к о  тр и ­
в и а л ь н о е  решение,  а р е ш е н и е  ур а в н е ни я  (2.9)  единственно .



О пред ели в  решение  у р а в н е н и я  (2 .9 ) ,  р е ш е н и е  к р а е в о й  з а ­
да чи (2.7)  построим по ф о р м у л е  Грина  ( 2 .8 ) .  З а м е т и м ,  что из 
единственности  решения ин и г р а л ь н о г о  у р а в н е н и я  (2 . 9 )  в ы т е ­
к а е т ,  что система  функции

~)п ~Л) ~ П+у ' у '  } ~ Р “П) С̂05 ^  е  и,П9> 

к  —0, 1 , 2 , . . . ,  оо,  т  - - 0 , 1 , 2 ........ /г,

полна и з а м к н у т а  в ¿ 2 ( 5 )  на любой з а м к н у т о й  поверхности 
Л я п у н о в а ,  со;к пжащий т о ч к у  О внут|

В ы в е д е м  теперь и н т е г р а л ь н ы е  у р а в н е н и я  п ер в ого  р о д а  з а ­
да чи дифракции на прозра чно м те ле ,  с в о д я щ е й с я  к  е л е  чующей 
м ат е м а т и че с к о й  з ад ач е :

Д « 1 -1 -/^1  и П, Ди^-1-А *//., /,2 н Д . ( / ,  / О н  / ,  / Он У2)

и, - и ,  |5 — О,

(2 . 11)
да ,  д а

Р\ ~Г1 Piдп  дп О, р х.р«:/= О,

du* / | \
—  - 1 к Ж - . о \ - - у  г - . с о .

ik.tR
П рим ен им  фор мулу  Грина  к ф у н к ц и я м  и 2{Р)  и - мп

s

. .  R m i >
/VI €Е/Л области П олуч им

i дп R U"- dnp R | J  / H / J ) ^  i/rp , Л / е У Л

( 2 . 12)

Чтобы получить  второе у р а в н е н и е ,  применим ф о р м у л у  Грпиа  
в о бла ст и  /) к функци ям щ (Р )  и exp {ik,R)iRM!>, M G /)e. И м е е м

r f U  Л|1 d е 1'*1*  ! JO  г  ,  e rt,Æ
P i  дп H дп R ] " dxp , М  ее
s  v,

(2.13)

Если т еп ерь  испол ьзовать  у с л о в и я  с о п р я ж е н и я  на  г р ан и це  
р а з д е л а  5  д в у х  сред



то п о л у ч и м  с л е д у ю щ у ю  с и с т е м у  интегра льных  у р ав н ен и й  отно-
д и I

С И Т С Л Ь Н О  « -2  5  И —

ди-2
д п

(I) Р2 
РI

¡к,П>

Я

д и 2
д п

— 11-,

дп

д /й,/?

дп  Я

- и , -----д
дп

, / г

(  / , ( И
/Й,/?

Я

Я

(Ъ,П

Я
(1хр»

к»

м < = и

П о с л е  то го  к а к  и 2 

пий ( 2 . 1 4 ) ,  ч { |.9 и

5 «  

г)«!

<)и>
дп

дп

(2 .14)

определены из си ст ем ы  ур а в н е -  

м о ж и о  вычислить из услови й со п р я ­

ж е н и я ,  а с а м и  поля в /) и Д .  в ы р а з и т ь  к в а д р а т у р а м »  по т р е т ь ­
ей ф о р м у л е  Грина .

С и с т е м а  и нте гр ал ьн ы х  ур а в н е н и и  (2.14) имеет  единственное  
р еш ен и е  и э к в и в а л е н т н а  исхо дно й краевой за д ач е .  Д о к а з а т е л ь с т ­
во п р ов о д и т с я  аналогично п р е д ы д у щ ем у .

И пте г ро ф уикц и о на льп о е  ур ав н е ни е  (2.4) есть  д в у м е р н о е  ин­
т е г р а л ь н о е  урав нени е .  При его  численном решении в о зн и ка ет  
р я д  тр у д н о с те й ,  с в я з а н н ы х  с тем,  что неизвестная  функци я  это 
ф у н к ц и я  д в у х  переменных .  П о э т о м у  пред с т ав л я е т  интерес в ы д е ­
л и т ь  т е  с л у ч а и ,  к о гд а  у р а в н е н и е  (2.4) достаточно просто св о ­
д и т с я  к  одн о м ер ны м  и н т е г р а л ь н ы м  ур ав нен иям .  Это можно  л е г ­
ко с д е л а т ь ,  если поверхность  ,.4 я в л яе тся  поверхностью в р а щ е ­
ния .  „ г

П у с т ь  поверхность 5  о б р а з о в а н а  вращением  кривой С во­
к р у г  оси г .  15удом считать ,  что к р и в а я  С не имеет  са м о п е ре с е ч е ­
ний и ее  концы л е ж а т  па оси г .  Будем т а к ж е  п р ед п о лаг а ть ,  что 
п о ве рх н ост ь  5  с о д е р ж и т  в н у т р и  себя  отрезок  своей  оси в р а ­
щ е н и я  (оси г ) .

В о сп о л ь з о в а в ш и с ь  т ео р ем о й  сл ож ен и я  д л я  цилиндрических 
функци й,  ур ав н е ни е  (2.4)  перепишем в виде  соотношений

п'

У'г

= 0,  1, 2 , . . . ,  со , (2.15)

г д е

Я'
д

дп

И( 1) (¿г)
Р<?>(соб ¿ 5 ,



г, 0, ф —сферические к о о р д и н а т ы  точки Р,  п р ич е м  н а ч а л о  к о ­
о р д и н ат  вы брано внутри 5  па оси г.

Р а з л о ж и м  неизвестную функц ию  и р я д  Ф у р ь е  но у г л у  (|>:

г  п 1 !•* | ( /\Г)
! ! , „ , ( / ) ----------------------/>;«)(с os8)p/// ./•'«

J I/ г Л‘

IДс С’ г > Ф цилиндрические коордипа ты точки Р, причем ось z 
н ап ра вл ен а  вдоль оси вр а щ е н и я ,  / - - д л и н а  д у г и  о б р а з у ю щ е й  
Р ( ‘ ) 11 ~( 0  яв л яю тся  фу нк ция ми  /. Т а к  к а к

(/S р i//i/cp,

то соотношения (2.15) п р инима ют  «следующий нид:

У г

п ‘ ^  СХ1- т  0 , 1 , 2 , . . . , / / . ' ,  (2 .16)

г  Г Г  с о я » --------------
\ р': I

Д л я  да ль ней ш ег о  изл о ж ен и я  удо бно  вместо  и н д е к с а  п'  ввести  
индекс  п - 1\ т и за п и с а т ь  (2 .1 6 )  в виде

Ип1« + -’.<*Г)

\ Г

1д е  « - -О ,  I, 2, оо и т  и з м е н я е т с я  неза висимо  от  п  и п р и н и м а ­
ет  зна чения  0, 1, 2, ..., со.

П у с т ь  £ — координата  то ч ки  М, л е ж а щ е й  на оси в р а щ е н и я  
внутри \  причем £ таково,  что сфера р а д и у с а  t, л е ж и т  вн утри 5  
Д о м н о ж и в  (2.17) на '

( — 1)ш2-", + ,/’ Г  ( г п  А - Ч ’Л к  + Г ( и г \■К------ ---------------- *  !l) ___________ ( п  1. „ I I/ П я ч - я  »•'/,(*.>
( 2 т ) !  . Ш  1 П 1 гг) ~

и п р ос у м м и р о в а в  по л от 0 д о  оо, во с п о л ь з о в а в ш и с ь  при эт ом  
обобщенной теоремой с л о ж е н и я

J  [X , (/) --------р {ш)1п (cos  « )Рdl-=F±™m, ( 2 .17)

^ L h - / . ( * * )  1 V(m+i/2)

¿п+т + '/.(Ю ^hlm±4. (hr)

X

x  v  ( n+ m  ' - ^±11̂ 11  (cos ft?
Г о  С + /a л+,л

г д е  £ < r ,

y r f- _j_ £2 2rX. co s  »  — y/ p2 -\-(z — C)2.



И м е е м  с л е д у ю щ е е  и н т е г р а л ь н о е  ур ав нен ие  первого  рода  от ­
но сительно гар моник и  Ц т ( 0 :

[ ^ . й  (С) , (2 .18)

•}}- --0, 1, 2 , со,

г де

с
/± т (/) — коэффициент  Ф у р ь е  функции /(Л)  на поверхности  5 :

т — оо

Я д р о  у р а в н е н и я  (2.18)  ап ал итично  по £, поэтому  £ м о ж е т  про­
б е г а т ь  в е с ь  о тр ез ок  оси 2 , р ас поло же нный  внутри 5 .

Д о  сих пор вн еш ня я  к р а е в а я  з а д а ч а  д л я  у р а в н е н и я  Г е л ь м ­
г о л ь ц а  с в о д и л а с ь  к и нтегр оф упкц иоп альп ом у  у р ав н ен и ю  перво­
го р о д а  с р е г у л я р н ы м  я др ом .

Н а  п р и м е р е  первой к р а е в о й  зад ач и  (2.1) ра сс мотр им  интег­
р а л ь н о е  у р а в н е н и е  первого  р о д а  с синг ул яр ны м  я др ом ,  к кото ­
ром у  м о ж е т  б ы ть  с веде н а  д а н н а я  к р а е в а я  з а д а ч а .

П р и м е н я я ,  к а к  и п р е ж д е ,  к решению зад ач и  (2.1)  третью 
ф о р м у л у  Грина ,  найде м ,  что решение  м о ж е т  быт ь  п ред ставл ено  
в виде

и ( М) -  — + [  ^ й х ' -  <2Л9>4л Оп 4л; J
5  />о

ди
Ч т о б ы  получи ть  интег р ал ьн о е  ур ав нен ие  д л я  —  , перейдем

в (2 .19 )  к  преде лу ,  п о м е щ а я  то ч к у  М на поверхность 5 .  У читы­
в а я  гр ан ичн ое  услови е ,  п олу чи м  интегральное  у р а в н е н и е  пер­
вого  р о д а

( 2 .2 0 )

где

ф - | ^ ( Р ) ф ( М , Я ) ^ 5 р = - / ? ( М ) ,  М<=

/ ? ( Л 1 ) = |  / ( Р Ж Л ^ Я М Г р ,

Я д р о  по лученного  у р а в н е н и я  им еет  особенность при совпадении 
т о ч е к  М и Р.



К а к  и п р е ж д е ,  вопрос о р а з р е ш и м о с т и  у р а в н е н и я  (2 .20 )  не 
возникает ,  по ск ол ь к у  п р а в а я  ч а с т ь  е го  и м ее т  сп ец и альн ы й  в и д .  
И с с л е д у е м  вопрос о единственности  р еш ения  этого у р а в н е н и я .  

Р а с с м о т р и м  соответствующее  одно род ное  ур ав н е ни е

О, ; И е 5 .  (2 . 2 1 )

П у с т ь  у р а в н е н и е  (2.21) и м е е т  решение  ц = ц ( Р ) .  П о с т р о и м  
функцию

К ( Л Г ) - - - ^ Ж Л ; , Л ) Й Р ) ^ Р -  ( 2 -22 )4 л  И

В силу  (2.21)  V (Л-|) == 0 на 5 .  Т а к  к а к  V {М) в об ласти  О е я в л я ­
ется решением внешней однородной з а д а ч и  Д и р и х л е  д л я  у р а в ­
нения Г е л ь м го ль ц а ,  у д о в л е т в о р я ю щ и м  у с л о в и я м  и з л у ч е н и я  в 
бесконечности,  то

У ( М )  = 0  в Д -
В области  I) У (М)  я в л я е т с я  реш ен ием  сл ед ую щ ей  з а д а ч и :

Д У - М П ^ О ,  0.  (2 . 2 3 )

Если к2 не с о в п а д а е т  пи с одни м со б с т в е н н ы м  зн ач ен ие м  в н у т ­
ренней з а д а ч и  Д и р и х л е  д л я  о п е р а т о р а  Л а п л а с а ,  то У ( М ) = 0  в
п и  „ д Уи .  И сп ол ьз уя  в этом случае  р а з р ы в н ы е  с в о й с т в а -------  при пе-

дп
реходе через  5 ,  найдем ,  что \1 (Р)  = 0  н а  5 .

Т а к и м  образо м ,  в случа е  нерезо нансной  поверхности  (&2 не 
с о в п а д а е т  с собственным зн а ч е н и е м  з а д а ч и  Д и р и х л е )  о д н о р о д ­
ное ур ав н е ни е  (2.21)  имеет т о ль к о  т р и в и а л ь н о е  решение,  а  р е ­
шение неоднородного у рав нен ия  (2 .20 )  единственно .  В этом с л у ­
чае  инт егр альное  уравнение  (2 .20 )  э к в и в а л е н т н о  исходной к р а е ­
вой за д ач е .

Пер ейдем  к исследованию с л у ч а я ,  к о г д а  £2 = Хт , гд е  Х,т  —  
некоторое собственное значение  вн у т ре н н е й  з а д а ч и  Д и р и х л е  д л я  
оп ератора  Л а п л а с а .  В этом с л у ч а е  з а д а ч а  (2 .23) и м ее т  н е н у ­
левое  решение,  и если функция У ( М ) Ф 0 в О, то она я в л я е т с я  
собственной функцией ит{Щ к р а е в о й  з а д а ч и  (2 .2 3 ) ,  т .  е. 
У { М ) = и т (Щ  в О.  П р и м е ня я  к  у т (М)  в области  О ф о р м у л у  
Грина ,  получим

—  Р ) ^ р =  ( Ч)т{М)' ( 2 . 2 4 )
4*  | а* ^ 1 0 ,  '

С лед о ва тел ьн о ,

г (М) '"17 Ф {  ̂ 1 ̂ (Л1’Р) ,18р “  0



во все м  п р ос транст ве  ( D + S - j - Д . ) .  О тсюда ,  у ч и т ы в а я  р а з р ы в  

(-М) при п ер ех оде  через 5 ,  находимОп

И  Я )
Ои.
On

' Гаким образо м ,  при к'2 = Хт однородное инт егр альное  у р а в ­
нение (2.21)  и м ее т  н е т р и в и а л ь н ы е  решения ,  причем ими я в л я ю т ­
ся  пр еде льн ы е  з н а ч е н и я  но рм ал ьн ых  производных собственных 
функции з а д а ч и  Д и р и х л е ,  соответствующих со бственн ому  зн ач е­
нию %т. О бщ ее  реш ен и е  неоднородного инт ег рал ьн ого  у р а в н е ­
ния (2.20)  в этом с л у ч а е  и м ее т  вид

"  0 v ^
I* -

» 1 On
(2.25)

гд е  hi ( Р )  — частное  реш ение  неоднородного у р а в н е н и я ;  N — 
р а н г  собственного  з н а ч е н и я  Л,т ; т ^ ( Л 1 )  - ли ней по не зав иси ­
м ы е  собс тв ен ные  фу нкц ии  з а д а ч и  Д и ри х ле ,  соответствующие

собс тве нн ому  зн а ч е н и ю  Хт- П о д с т а в л я я - —
Оп где  j i ( P )  оп­

ред елено формулой ( 2 . 2 5 ) ,  в (2.19) и у ч и т ы в а я  (2 .24 ) ,  найдем ,  
что в Д . + S

и(Л1) = • ¿ - ( [ V i  ( Р Ж  М , />)</$
S

I
•1л

Ч а с т н ы е  решения  и нт е г р а л ь н о г о  ур авн ени я  опред елены с точно­
стью до  линейной ко м б ин ац и и ,  входящей в (2 .2 4 ) ,  поэтому  лю­
бое решение и н т е г р а л ь н о г о  ур ав нен ия  (2.20)  приводит к одному  
и т о м у  ж е  решению к р а е в о й  зад ач и .

И т а к ,  инте гр ал ьн о е  у р а в н е н и е  (2.20) при любом значении к2 
р а з р е ш и м о  и п о з в о л я е т  построить решение внешней краевой з а ­
д а ч и  (2 .1 ) .

В ы в е д е м  с л е д у ю щ е е  полезное следствие .  При исследовании 
однородного  и н т е г р а л ь н о г о  у рав нени я  (2.21)  было показано ,  что 
ф ункц ия  ^ ( М ) ,  о п р е д е л е н н а я  формулой (2 .2 2 ) ,  при всех к р а в ­
на нулю в П у с т ь  т о ч к а  М л е ж и т  на некоторой нерезонанс­
ной сфере с центром в D, с о д е р ж а щ е й  поверхность 5  внутри 
себ я .  И с п ол ь зу я  т е о р е м у  с л о ж е н и я  д л я  цилиндрических  функций 
и ортогональность  сф ерич еск их  функций,  получим

¡Г ( Р )  J *+'/*(kr) p w  (cos fl) е  t I m f ( } S =0( (2 .26)
V г

п = 0 ,  1, 2 , . . . ,  оо,  т = 0 , 1 , 2 , я ,



причем си с т е ма  соотношений (2 .26 )  э к в и в а л е н т н а  о д н о р о д н о м у  
и нт е гр а л ь н о м у  уравнению (2 .2 1 ) .  О т с ю д а  с р а з у  по лу ч а е м ,  что 
система  час тн ы х  решений у р а в н е н и я  Г ел ь м го ль ц а

J  п + ' ikr) 1 
----- ---------- p w  ( c o s  й ) е +/л,М , (2 . 2 7 )

/г~ = 0,  1, 2 , оо,  т~ -0,  1, 2 , . . . ,  п,
при №ф\т полна и з а м к н у т а  п 1.2(5)  на произпольной з а м к н у ­
той поверхности Ля пун ова .  1-:сли ж е  к 2 = Хт, то сист ем а  (2 .2 7 )  не 
я в л я е т с я  з а м к н у т о й  в / ^ (S ) ,  ее  д е ф е к т  равен  р а н г у  с о б с т в е н н о ­
го з н ач ен ия  Хт и, чтобы она  с т а л а  з а м к н у т о й ,  ее с л е д у е т  п о п о л ­
нить фу нкци ями

dvW
v -  1 . 2 .........гаштХOn

В э л е к тр о м а гн и т но м  с л у ч а е  и н т е г р а л ь н ы е  (и итегр оф ункцио-  
нал ьн ы е)  у р а в н е н и я  первого р о д а  п о луч аю тся  аналогично .

С н а ч а л а  рассмотрим  з а д а ч у  д и ф ра к ци и  э л е к т р о м а г н и т н о г о  
ноля на и д е а л ь н о  проводящем те ле ,  н а х о д я щ е м с я  в с р е д е  с  о д ­
нородными х а р а к т е р и с т и к а м и  к, ц. П у с т ь  э л е к тр о м а г н и т н о е  п о ­
ле  {l in, Н0} п а д а е т  на идеально п р о в о д я щ е е  тело D, о г р а н и ч е н ­
ное з а м к н у т о й  поверхностью S .  П р е д с т а в и в  полное э л е к т р о м а г ­
нитное поле {S’, Ж)  в области Д> в виде

$  -  Е0 | Е, Ж- Н„ Н,

получим д л я  диф рагированного  по ля  {Е, Н} сл е д у ю щ у ю  з а д а ч у :  
найти в области  Д .  решение с и с т е м ы  у р ав н ен и й  М а к с в е л л а

rot Н - - /ч)=Е, roi  Е ( 2 . 2 8 )

у д о в л е т в о р я ю щ е е  па поверхности 6' гр а н и ч н о м у  усл ови ю

¡n,  E - f  Е„1|5 — 0  ( 2 . 2 9 )
и у с л ов и я м  излучения  на бесконечности .

Решение  кр ае во й  задачи (2 .28 )  — (2.29)  м о ж е т  б ы т ь  п р е д ­
с т а в л е но  в виде

Е (A i )  = r o t  rot — - —  ( i i l n ,  H] P ) ü S p
4 л / ш е

— r° t  rot rot  д] {]п, E] ф} dSp\ ( 2 . 3 0 )

H(7W) =  — rot ф  [n,  —
5

—  r ° t  Ф  r o t / i { [ n - E l t } i / 5 p ,  ( 2 . 3 1 )



ikR;
ty(M,  [>) , Л1 е  О е ,

R,\m>
( М Р

k -«) у £[1.

и п — н орм аль  к поверхн ости
П у с т ь  j , ( P )  - [ п .  HJ. Т о г д а  в силу гр аничн ых  условий (2.29) 

соотношения (2.30)  — (2 .3 1 )  принимают соответственно вид

Е ( М ) - =  — — ■ rot rot ( Г ш т ^ . / ^ - Н - Е ^ Л * ) ,  (2.32) 
4я/<ое J

Л'

Н(ЛТ) - - у  rot фи/> Ж М ,/>)</Л '  ¡ - Н ^ М ) ,  Мег. Пе,

(2.33)
гд е

Е1(Ж ) - - ; ——■- rot  rot ф|кпк1л,0, In . Е0Ц</5,
4 я к 2

Н, (Ж ) — -----rot (b lg rad .M ’M n ,  E0i| d S .
■1Л|И>{* И

Т а к и м  обр азо м,  д л я  определения поля {Е, Н} в области Д .  
достат очно оп ре д ел ить  то к  j , .— [п, Н] на поверхности  S.  З а м ети м ,  
что в ект оры Е, (М )  и Hi ( М )  определены в с ю д у  пне S .

Чтобы получить  и нт е гр а л ь н о е  уравнение  д л я  т о к а  ], {Р),  по­
мест им  точку  Af вн утри  о бла сти  Л. Тогда ,  ан алогичн о (2 .33 ) ,  по­
л у чи м

rot Л!ф j,. (/J ) ^ (Л?,  /J )i/.S- - Ы 1 ,  (/И), Л1 е  I),  (2.34)

ИЛИ

(Г [ % ЫЛ& т , Р),  ЦР)\ ¿ 3  4 л Н ,  (/И), (2.35)

М ЕЕ /;, Л).

Соотношение (2 .35 )  е с т ь  интегральное  у р а в н е н и е  Фре дг оль -  
м а  первого рода  отн осительно  тока }г(Р) .  Р е ш и в  его, найдем по 
ф о р м у л а м  (2.32) и (2 .3 3 )  ноле {Е, Н}.

И с с ле д у е м  т еп ерь  во про с  об эквивалентн ости  у р а в н е н и я  (2.35) 
кр а е в о й  з а д а ч е  (2 .28 )  —  (2 .2 9 ) .  П р е ж д е  всего,  к а к  и в ск ал яр но м  
с л у ча е ,  отметим,  что из с ущ е с т в о в а ни я  решения  кр аев ой  за д а ч и  
в ы т е к а е т  р а з р е ш и м о с ть  у р а в н е н и я  (2 .35 ) .  С ле д о в а т е л ь н о ,  д л я



д о к а з а т е л ь с т в а  э кви вал ен тн ости  до с т ат о ч но  п о к а з а т ь  е д и н с т в е н ­
ность решения  у рав нени я  (2 .35 ) .

П о к а ж е м ,  что соотве тствую щее  одно род ное  ур ав нени е

j l í /Л’ o í M œ I J ,  ( 2 .3 6 )

имеет толь к о  тривиальное  решение .  П у с т ь  j = j 0 (P )  — н е п р е р ы в ­
ное решение  у р а в н е н и я  (2 .36 ) .  По стр оим  век торны е ф ун к ц и и :

V ( . M )  =  ^ l ? r ad , „ t , j „| i/ S  -  rot ({; j 0í d 5 ;  ( 2 .3 7 )

u (A i )  -  - - r 1— rot V — —  rot rot  £  j 0ty/S.  ( 2 . 3 8 )
/we >£ J

S

Непосредственной проверкой л е г к о  у б е д и т ь с я ,  что фупкцни U и 
V при всех Ai(¡ÉS у д овл ет воря ю т  однородной системе у р а в н е н и й  
М а к с в е л л а  (2 .2 8 ) .  В силу у р а в н е н и я  (2 .36 )  V (A Í ) s = 0 ,  U ( M ) s = 0  
в области  I). Используя  сво йств а  поверхн остных  потен циалов ,  
находим, что [и, UJ имеет п р е д е л ь н ы е  з н ач ен ия  при п р и б л и ж е ­
нии точки М к  поверхности изнутри и с н а р у ж и  и эти п р е д е л ь ­
ные зна чен ия  с овп ад аю т м е ж д у  собой (пр ям ого  зна чен ия  [п, U] 
па 6’ не с у щ е с т в у е т ) .  Следо ват ельно ,

1 i tu |n, U ¡ 0.
О. .'.'1 *.v

По этому  функции U и V в области  Д .  я в л я ю т с я  решением в н е ш ­
ней кр аев ой  з а д а ч и

rot V /шеи, 

rol U- ¿»>|iV в 1)е ,
[ п , и ц 5 . . о ,

у д о в л е т в о р я ю щ и м  услониям и зл у че н и я  в бесконечности.  С о г л а с ­
но теореме  едипствености д л я  внешней з а д а ч и ,  V =  0, U==0 в с ю ­
д у  в Д . .  У ч и т ы в а я  теперь,  что с к а ч о к  [ti, V] при переходе  че рез  
поверхность 5  рав ен  4j i j 0, по лучаем

Ío(P) -  - 0  на S.

Т а к и м  о б р аз о м ,  однородное у р а в н е н и е  (2.36) им еет  т о л ь к о  
тр ивиал ьн ое  решение,  а решение  у р а в н е н и я  (2.35) еди нств енно .  
С л ед о ват ел ьн о ,  интегральное  у р а в н е н и е  (2.35)  э к в и в а л е н т н о  и с ­
ходной кр ае во й  за д ач е .

И нте г ра ль ное  уравнение  (2.35)  по лучено д л я  п о ве рх нос тн о ­
го тока  j,.(/■*), оп ределяющего  д и ф р а г и р о в а н н о е  поле. А н а л о г и ч ­
ное ур ав н е ни е  м о ж н о  получить и д л я  полного то к а :



Д л я  этого приме ни м ф о р м у л у  (2.31) к  п а д а ю щ е м у  полю {Е0, Н0} 
н об ласти  D. И м е е м

Н0 (М)  = rot ( j ) I», Н0|
.S'

+  rot  — (f i  rot Д ,  {|n, EqI <|>} d S ,  M m  n .  (2 .39)
4льй|л ,1 

S

С к л а д ы в а я  (2.34)  и ( 2 . 3 9 ) ,  получим инт егр альное  ур ав нен ие  д л я  
полного тока

го Ъ ч ф  P ) d S  - А М ^ М ) ,  М  е  О,
S

или

ф  [ g r a t i s  t y (M,  Р) ,  J J í / 5  :4 л Н „ (A i ) ,  М  е  О.  
s

И сх од я  из в ы р а ж е н и я  д л я  вектора  э л ек тр и ч ес ко го  поля Е, 
м о ж н о  получить  д л я  поверхностного тока  д р у г о е  урав нение .  По­
м е щ а я  то чку  М в  о б л а с т ь  D и используя  в ы р а ж е н и е  д л я  вектор а  
Е, получим

rot ro t (| )  ) , $ dS  - - 4л/ш;Е[ (УИ), Л1 е  D.  ( 2 .40)

Если перейти к  п о лн о м у  поверхностному т о к у  J,., к а к  это было 
сд е л а н о  ранее,  то  у р а в н е н и е  (2.40) прин им ает  вид

rot г о ^ ф  J^jií/5’ 4л|шеЕ0(Ж ) ,  M ^ D .  ( 2 .41 )  
s

Д о к а з а т е л ь с т в о  е д и п е т в с и и о г ш  решения у р а в н е н и я  (2.41) про­
во ди тся  аналогично п р е д ы д у щ е м у  (причем,  к а к  и прежде ,  реше­
ние о п ред ел я ет ся  из к л а с с а  векторов,  к а с а т е л ь н ы х  и поверхно­
сти S ,  т. е.  у д о в л е т в о р я ю щ и х  условию (J,., п) = 0  при всех  P e S ) .

З а м е т и м ,  что, т а к  ж е  к а к  и в ск ал яр но м  сл уч а е ,  в векторных 
у р а в н е н и я х  первого  р о д а  можно  считать,  что точка  М пр обега ­
ет  не всю о б ла с т ь  D, а  т о ль к о  некоторую ее подобласть  или 
з а м к н у т у ю  и е р ез она нс пую  поверхность рас п о ло ж ен н ую  стро­
го внутри D.

Пер ейдем  к расс м о трен и ю  интегральных урав нен ий  первого 
рода ,  с оотве тс тв ую щ их  з а д а ч е  дифракции на  импед ансном теле.

Пу ст ь  э л е к т р о м а г н и т н о е  иоле {Е(), Но} п а д а е т  на хорошо про­
в о д я щ е е  тело D. П р е д с т а в и в  полное поле {<$, Ж} в виде

,з8 - = н  +  н 0)

найде м ,  что д и ф р а г и р о в а н н о е  поле {Е, Н} в об лас ти  Dr у д о в л е т ­
в о р я е т  однородной с и с т е м е  уравнений М а к с в е л л а ,  условию из­



лучения  в бесконечности и г р а н н ч п ы м  у с л о в и я м  Щ у к и н а  —  Л е -  
оптовича на поверхности S:

]п, Е I - E o l l ^ t l n .  ln,  H-{-H0]l|s . ( 2 . 4 2 )

И с п ол ь зу я  фо рмул ы (2.30) — (2 .31 )  д л я  полного поля,  п о лу ч и м  
с л еду ю щ и е п редс тав ления  д л я  в е к т о р о в :

$  (M)^-=E0 (Ai )-|- rot  rot — —
4jt/u>£ j  

S

~ rot rot ¡ ¿ r  Ф  г о ‘ л' {JmW d S ' ( 2 -4 3 )
.V

3^{M)~-H0( M ) - T O t ~ -  ф  ro t  ф  ro t* ,{ J  J f t ä S ,
S  ^  s

( 2 . 4 4 )
где

М е в 1 ) с , J  м. Ж \|s , J,„ -=[n, < %

— полные поверхностные  эл е к тр и ч е с к и й  и ма гн итны й  то ки  с о о т ­
ветственно.  Из  граничных ус лов ий  н а х о д и м  снизь м е ж д у  J e и J m:

J „ - C K  J , ]
или

|n, J J - - C J , .

У ч и т ы в а я  г раи нчп ы е условия ,  з а п и ш е м  в ы р а ж е н и я  д л я  п о л я  {S’, 
Ж)  в виде

<?==Е° _ 4 ^ Г° ‘ r0t ф  i-C [g ra tU ,ФIn, J ,. l|}rf5; ( 2 .4 5 )

^  =  Н° ~ 4^ Г  г о 1 ф  +  CIgrad jHф[n T J J l J i / . S ,  M e = D e .

( 2 . 4 6 )

^Таким о б р аз о м ,  д л я  о п р е д е л е н и я  полного  поля  д о с т а т о ч н о  
найти J,. на  5 .  Чтобы получить  и нт е гр а л ь н о е  у р а в н е н и е  д л я  
J , - ( P ) ,  по местим то чку  М в о б л а с т ь  D.  Т о г д а  получим

rot (£ { / ü ^ J ^  +  d g r a d ^ t j n ,  J i ] ] } i / 5 - = 4 n i ü V H0 (A f ) ( M<=D.

( 2 . 4 7 )

Соотношение  (2 .47)  есть у р а в н е н и е  пер во го  рода  от но си тел ьн о  
т о к а  J с ( Р ) .  З а м е т и м ,  что, к а к  и р а н ь ш е ,  с у щ е с т в о в а н и е  р е ш е н и я  
ур ав н е ни я  (2 .47)  в этом к л а с с е  с л е д у е т  из с у щ е с т в о в а н и я  р е ­
шения  соотве тствую щ ей  кр аев ой  з а д а ч и .



И с с л е д у е м  ед и н с т в е нн о с т ь  решения у р а в н е н и я  (2 .47 ) .  Р а с ­
с м о т ри м  однородное  у р а в н е н и е :

rot  ф К | ^ га(1,М п ’ J , 11} ( 2 . 4 8 )
s

( J e , п) О, М е  D.

П у с т ь  J , ° ( Р ) — н е п р е р ы в н о е  решение однородного  ур а в н е ни я
(2 .4 8 ) ,  причем ( J 0,., п) — 0 па S.  Построим век т о р ны е  функции

V (Л1) - —*— rot (Г) j2]l}i/5,
/и>(1 J  

.S'

U ( M)  rotV.
itiii

Ф у н к ц и и  и  и V При в с е х  M&S  у до в л е т в о ря ю т  однородной с и с ­
т е м е  у р авн ен и й  М а к с в е л л а  (2 .28)  и в силу  (2 .48 )  V =  0, U =  0 
в с ю д у  в I). Гак к а к

V (M )  ■ —  rot (f) {¿"^./!’K-|4 rotA!{[ti, jJl^}}£/5 =
i(0fl J

( f : [graciЛ) ф, J"| К  rot rot* (W,
/"'(j- J

,v

==(j) Ф , Je 1 "I" g rad  iIWjh (|n, J ^ )  —

то  л е г к о  проверить,  что с к а ч о к  функции

In ,  U j  — t ; [ n [ n ,  V[1

при переходе  через пове рхн ость  .S равен  пулю. С л с д о в а т с л ь -  
по, в области  О,, функц ии  U и V -р е ш е н ия  одн ородных у р а в ­
нения  М а к с в е л л а ,  у д о в л е т в о р я ю щ и е  усл ови ю изл учения  в бес ­
конечности и п р е д е л ь н о м у  условию на S:

lim {In, U J- C ln ln , УП}

С о г л а с н о  те орем е  единственности ,  U =  V =  0 в De. В ы ч исл яя  
с к а ч о к  [п, V] при п е р е х о д е  через 5 ,  найдем

J J - . - 0  всюду на S.

С л е д о в а т е л ь н о ,  р еш ение  однородного у р а в н е н и я  тривиально ,  а 
решение  у р а в н е н и я  (2 .4 7 )  единственно (в к л а с с е  функций,  к а ­
с а т е л ь н ы х  к поверхн ости  5 ) .

И н те г ра ль н о е  у р а в н е н и е  д л я  тока  J,. м о ж н о  получить  и исхо­
д я  из в ы р а ж е н и я  д л я  в е к т о р а  '£. И с с ле д о в а н ие  его  проводится  
аналогично.



С д е л а е м  нес к о ль к о  заме чани й,  о т н о с я щ и х с я  к инт е гр а л ь н ы м  
у р а в н е н и я м  мерного рода ,  которые  в ы в е д е н ы  в д а нн ом  п а р а г р а ­
фе. Д л я  определенности  б у д е м  говорить об ур а в н е н и и  (2 .47 ) ,  со ­
ответствую щ ем  з а д а ч е  дифракции па и м иед аи еи о й  поверхности.

Нели п а д а ю щ е е  моле вы р а з ит ь  через  потенциал Горца 
II (AÍ), т. е.

Ц, п , Щ „

то уравнени е  (2.-17) можно  перенисап»  п виде

rot j(j) (¿ ‘» [ i J p t - l -Ц 1,Ц'Г'|(1,11 'Ип > ■ -4 n / (|J¡bllü(;Víjl -0 .
U J

Отсюда  получаем

4 £ |^га(1ЛГ у |п , J J I J  í / S  ■ln/ui¡j.llü(.V/) ( ^ rad/ í, Л / е / А
5

Т а к  к а к  однородное  у р ав н ен и е  (2.18)  не и м е е т  нетриви ал ьн ых  
решений, то не с у щ е с т в у е т  в о к т р а  J (.l5( P ) ,  к а с а т е л ь н о г о  п к а ж ­
дой точке  к поверхности .S, тако го ,  что шпчм рал

| Сго(Л ([п , ( 2 .4 9 )
i'ií

в области  I) я в л я е т с я  градиентом к а к о й - л и б о  функции,  не р а в ­
ной тожде ст ве нно  нул ю  в I). С л е д о в а т е л ь н о ,  и нтег р ал  (2.-19) в ы ­
р а ж а е т  ви хре вую  часть  вектора  Герца п а д а ю щ е г о  пиля в о б л а с ­
ти I). Чтобы это у т в е р ж д е н и е  с ф о р м у л и р о в а т ь  боле е  точно, п р ед­
ст ав им  в об ласти  I)  вектор Герца  í Iп, с о г л а с н о  тео реме  Г е л ь м ­
гольца ,  в виде

Н 0 rota-j  ^ r a d r  11,п|-|<гпкГг.',

причем функцию и выбе рем т ак ,  чтобы в е к т о р  II,-ui По - - g r a d u  
имел  м и ни мал ьн ую  норму  в области I).  Т о г д а  в соответствии с 
д о к а з а н н ы м  ранее  ур ав нен ие

<j) t r o t a n ,  -4л/»)|1|Гг(П (2 .5 0 )
■s

имеет,  и притом единственное,  решение,  у д о в л е т в о р я ю щ е е  у с л о ­
вию (Sc-(P),  п ( Р ) ) — 0. У равнения  (2.47)  и (2 .50 )  э к в и в а л е н т н ы .  
Чт обы и з б е ж а т ь  вь[деления  вихревой ча с т и  в ек т о р а  ]|{|( М ) ,  
м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  вариацион ную з а д а ч у ,  э к в и в а л е н т н у ю  
урав нен ию  (2 .5 0 ) :  найти векто р  J, .-(/'’ ) ,  к а с а т е л ь н ы й  к  поверхн о­
сти 5  в к а ж д о й  точке  и реал из ую щий м и н и м у м  ф у нкц иона ла

(/«V-V-jj • |- С rot ([n,  J , ]  r10}í/á’ — 4л/й)|гП0 d  т. ( 2 .5 1 )



От метим ,  что,  к а к  и в с к а л я р н о м  с л у ч а е ,  в  ве кт орны х  у р а в ­
нениях первого  р о д а  точка  М м о ж е т  п роб ега ть  не всю о бла ст ь  
D, а  т о ль к о  ее  н ек отор ую  з а м к н у т у ю  подоб ласть  D'  или пере- 
зо напсную з а м к н у т у ю  поверхность Л я п у н о в а  2 ,  неликом р а с ­
положенную  в D.  И этом с луч а е  функционал  (2.51) строится к а к  
инте грал  по поверхности

В е к т о р н ы е  и н т е г р а л ь н ы е  ур а в н е ни я  первого рода удобно з а ­
писать в с л е д у ю щ е м  с к а л я р н о м  виде.  Пу ст ь  точка  М п р и н а д ле ­
ж и т  перезонапспой поверхности ^cz l ) .  В к а ж д о й  точке  поверх ­
ности 2  построим д н а  и еко лли неарпых  в е к т о р а  ei и е 2, к а с а т е л ь ­
ных к 2 .  У м н о ж и в  (2.47)  па с,., « - - 1 ,  2, получим с и стему  д в у х  
с к а л я р н ы х  у р а в н е н и й  первого  рода:

^еа, rot  (j; |-Cl^rad ф|п, J r ||} Н0),

а  1 , 2 ,  ЛГ € = 2 .  ( 2 . 5 2 )

Д о к а з а т е л ь с т в о  еди нственности  решения  си сте мы  (2.52) прово­
д ится  т а к  ж е ,  к а к  и в п р ед ы д ущ их  с л у ч а я х .

§  3.  М е т о д  нео ртогональных  ря д о в

При чи сл ен ном  исследовании з а д а ч  дифракци и н а р я д у  с м е ­
тодом и н т е г р а л ь н ы х  ур ав н ен и й  часто исполь зую т п р я м ы е  чис­
ленн ые ме т о д ы .  О дн им  из т а к и х  м ето дов  я в л я е т с я  метод  неор- 
т о го на ль иы х  р я д о в .

О б щ а я  с х е м а  м е т о д а  неортогоиальных ря д о в  в с л у ч а е  лин ей ­
ных к р а е в ы х  з а д а ч  состоит в сл е д у ю щ е м .  П у с т ь  з а д а ч а  с вед ен а  
к  решению диф ф ер ен ци ал ьн ог о  у р а в н е н и я

Lu -О (3 .1 )

с з а д а н н ы м  на  по верхности  гр аничн ым ус лов и ем

Р №  (3-2)
и в с л у ч а е  в н е ш ни х  з а д а ч  усл ов иям и  па  бесконечности,  обеспе­
чивающими ед и н ст ве нн о ст ь  решения.  П р е д п о л ож им ,  что из в е с т ­
на  б е с к о не ч н а я  п о сл ед ов а те льн ост ь  решений у р а в н е н и я  (3.1)

п - 1 , 2 . 3 .......

у д о в л е т в о р я ю щ а я  т е м  ж е  у сл ов и ям  па бесконечности,  что и р е ­
шение исходной з а д а ч и ,  и о б л а д а ю щ а я  т е м  свойством,  что сис­
т е м а  функций

я - 1 , 2 , 3 .......

полна в L2{S),  т .  е.  л ю б а я  функция  / ( Р ) е / - 2 ( 5 )  м о ж е т  быть 
п р иб л и ж ен а  в н о р м е  L2 конечной линейной комбина ци ей  ф у н к ­
ций {ерп}:



/ < / > ) -  V  с „ЧАР)
п I

Построим функцию
N

и „ ( М )  - V  а д {(Л1).

Если р а с с м а т р и в а е м а я  к р а с н а я  з а д а ч а  ус тойч ива  по гр ан ичн ым  
у с л о в и я м  (3 .2 ) ,  то можно п о к а з а т ь ,  что в с ю д у  в з а м к н у т о й  под­
о бласти  вне 5

[| и ( М ) ~  и х (М)  Ж  Сг,
гд е  С - с о щ ч Г  Тем с а м ы м  функции) «,%-(Л1) м о ж н о  с ч и т а т ь  приб­
л и ж е н н ы м  решением исходной з а д а ч и .

Не исс ле д уя  общую с х е м у  м е т о д а  п е о рт о го н а л ь пы х  р яд ов ,  в 
к а ч е с т в е  примера  ра сс мотри м  более подробно п е р в у ю  к р а е в у ю  
з а д а ч у  с ка л яр но й  дифра кции:

&и-\ -/г-и 0  и ! ) е ,

п\я - - / ( Р ) \ 5* ( 3 .3 )
()и / 1 \

- у - — 1(ги-~'0 \— I при г  —* со.

П у с т ь  {Ун(М)},  п = О, 1, 2, ..., оо, — решение у р а в н е н и я  Г е л ь м ­
гольц а ,  уд о влетв оряющ ее  у с л о в и я м  изл учения  в бесконечности ,  
и система

{ ? Л ^ )} г-{ ^ / 1(^)|л-}. '^ -= 1 . со ,
полна в А2 (-Ь’ ) .

Построим функцию
А'

п I
гд е  N и коэффициенты а ь ..., а у  опред ел я ю тся  из у с л о в и я  приб­
л и ж е н и я  граничной функции с  за д а н н о й  точностью е > 0 :

N
1 ( Р ) ~ ' £  апУп(Р)

п -  I £»(«)
П о к а ж е м ,  что в любой з а м к н у т о й  подобласти о б л а с т и  Д ; фу нк­
ция  и ^ (М)  равномерно п р и б л и ж а е т  решение к р а е в о й  за д а ч и
( 3 .3 ) .  в

Д ействи тел ьно ,  решение  к р а е в о й  з ад ач и  (3 .3 )  м о ж е т  быть  
з а п и с а н о  в виде

и Щ )  =  - Я ) / ( Р ) < * 5 ,



г д е  0 ( М ,  Р ) — функции Грипп за д а ч и  Д и ри х ле  в области  Р е. 
А н а л о г и ч н о  имеем

uN(M)—- -(|) 
s

С л е д о в а т е л ь н о ,

д а  
О н „

(Л/, P ) u N{P)dS.

\и (М)  — t i y  (М)\ о а
Оп

(AU Р) | f ( P ) - u N(P)\dS

Л'

f ( P )  - У  a nv n ¿ы
п -1

d S
1/2

В з а м к н у т о й  подобласти  /У,: о бла ст и  De

- - - ( / 1 4 ,  1>) 
д/1

с л е д о в а т е л ь н о ,  всюду  в !)',■
\и ( М ) ~  u iW( M )| < С е ,

т.  е. п о с ле д ов а те л ь н о с т ь  м ,у ( М )  равномерно в В ' е с х од итс я  к ре­
шению и { М ) .

В м е т о д е  неор то го нал ьп ы х  ря д о в  имеется  д в а  основных мо­
м е н т а :  вы бор  системы функ ци й и построение п р иб л и ж ен и я  ( р а в ­
н омер ного  или ср е д н е к в а д р а т и ч н о г о )  по вы бранной системе  
функ ци й.

Р а с с м о т р и м  некоторые си с т е м ы  решений у р а в н е н и я  Г е л ь м ­
г о л ь ц а ,  к о т о р ы е  чаще всего  примен яют ся  в м ето де  пеортого- 
п а л ь п ы х  р я д о в .  П р и -и с с ле д о в ан и и  интегральных уравнений пер­
вого  р о д а  было показа но ,  что  система  решений Г е л ь м г о ль ц а  
( м е т а г а р м о н и ч е с к и е  функ ци и)

( м )} 1 - 7/" Г)-  p\ln) (cos 9) е  1 '"?} , (3 .4 )

п =  0, 1, оо ,  т  --0, 1, 2 , . . . ,  л ,

г д е  г, 0,  ф — сферические к о о р д и н а ты  точки М,  полна и з а м к н у ­
т а  в L-2 па  любой поверхности  Л яп ун о в а ,  с о д е р ж а щ е й  начало  
сфер ическ ой  системы к о о р д и н а т  внутри себя.  Изуч им  подроб­
нее с в о й с т в а  системы (3 .4 ) .

С и с т е м а  (3.4)  на любой з а м к н у т о й  поверхности Л я п у н о в а  
я в л я е т с я  линейно нез ав исимой .  Действительно ,  во з ь м е м  произ­
в ольн ое  конечное число функц ий  системы (3.4) и п о к а ж е м ,  что 
если

Cl 'D1-l-...-i-£\v't'/v =  0 (3 .5 )



вс ю д у  па S ,  то  c¿- =  0 при осех / =  1, 2, N. Т а к  к а к  к а ж д а я  ф у н к ­
ция  си стемы  (3.4) я в л я е т с я  реш ен ием  у р а в н е н и я  Г е л ь м г о л ь ц а ,  
у д о в л е т в о р я ю щ и м  у сл ов и ям  и з л у ч е н и я  в бесконечности ,  то  в си ­
л у  (3.5)

N

U  (Ж)--- : V  c ¡v¡CM)
i i

— решение  внешней однородной кр ае во й  з а д а ч и  д л я  у р а в н е н и я
I е л ь м г о л ь ц а  в De и в силу  т е о р е м ы  единственности  £ / ( A Í ) = 0  
вс ю д у  в Д . .  Рас смотри м ф ун кц и ю  £/(А1) на сфере с центром  в 
н ач ал е  координат ,  с о д е р ж а щ е й  S  внутри себя.  У ч и т ы в а я  ортог о­
нальность  сферических функции,  найде м ,  что с, —0 при всех  i = 
=  1, 2, N. Следо ват ельно ,  с и с т е м а  (3.4)  я в л я е т с я  линей но  не­
зави си мой  на любой за м к н у т о й  поверхности Л я п у н о в а ,  с о д е р ж а ­
щей нач ал о  координат  внутри себя .

Р а н е е  у ж е  отмечалось,  что с и с т е м а  (3.4) полна  и з а м к н у т а  
в /,2 на ук а з а н н о й  поверхности Л я п у н о в а .  Интересно пост а вит ь  
вопрос о базнспости  этой с и с т е м ы  п т. е. в ы я с н и т ь ,  м о ж н о
ли д л я  произвольной функции f  (Р)  ^ L -2 (S)  одн озн ачно  о п р е д е ­

лить  коэффициенты щ  р яд а  V  a ¡ v i ( Л7 ) , с х о д я щ е г о с я  к  f{M)  по
i

норме L2. К а к  б уд ет  показа но  ниж е ,  ответ  на этот  вопро с  в об­
щем с л у ч а е  произвольной з а м к н у т о й  поверхности 5  о т р и ц а т е л ь ­
ный. Р а с с м а т р и в а е м а я  сист ем а  м е т а г а р м о н и ч е с к и х  функ ци й о к а ­
з ы в а е т с я  базисной только на по верхности  сферы с цен тр о м  в н а ­
ч ал е  си ст ем ы  координат.  В  д р у г и х  с л у ч а я х  си с т е ма  (3 .4 )  не б у ­
д е т  бази со м  в /„2 ( 5 ) .  П о к а ж е м  это.  П у с т ь  5  не я в л я е т с я  сферой 
с центром в н ач ал е  координат.  О боз начим  о б ла с т ь  вн утри  5  че- 
через I), вне  поверхности S  — через  D,.. Построим с ф е р у  о  с ц е н т ­
ром в н а ч а л е  координат,  т а к у ю ,  что внутри нее и м е ю т с я  точки 
области  /Л, а пне сферы — точки  области  D. П у с т ь  Т — об ла ст ь ,  
р а с п о л о ж е н н а я  вне а  и п р и н а д л е ж а щ а я  D. В о з ь м е м  т о ч к у  М0̂ Т  
и р ас см о тр и м  функцию

„/А/?Л1.М0
/ ( Л * )  =  ф (М ,  Ж 0) ^ ~ -----------. (3 .6 )

Ямм„

П о к а ж е м ,  что функция  (3.G) па  поверхности 5  не м о ж е т  б ы ть  
р а з л о ж е н а  в р я д  по системе  ( 3 .4 ) ,  сх од я щ е йс я  к  ней в с р е д н е м  
(по норме  L 2 {S) ) .

П р е д п о л о ж и м  противное,  т.  е.  что с у щ е с т в у ю т  т а к и е  коэффи­
циенты ( f l j i “ , что р яд



с х о д и т с я  к  функции 1{Р)  по крайней мере  в с р е д н е м  на 5 .  Тог ­
д а  р я д

V  М ^ Р £>
/ 1

к а к  б ы л о  д о к а з а н о  ранее ,  б у д е т  сходиться в с ю д у  в Д . ,  причем 
в люб ой  з а м к н у т о й  п одо бла ст и  /У, области  Д  сх од им о сть  р а в ­
н о м е р н а я  и да нн ы й  р я д  с х о д и т с я  к решению сл еду ю щ ей  внеш­
ней к р а е в о й  з ад ач и  д л я  у р а в н е н и я  Ге льмгольца :

Дм-|-£Аи 0  в Ое ,

(^И))5 ■ -ф( ;И,  Ж0)|л1е5,

— -----Мш - - о  / — ) ,  г  —» оо.
д г  \ г  Г

С о г л а с н о  т ео рем е  единст венно сти ,  исюду в Д ,
т мм

и ( М )  =  \  0 , Л*0 е=7\р
/— I К  М М  о

П о м е щ а я  т о ч к у  М на сфе ру  достаточно большого р а д и у с а  с 
цен тр о м  в н а ч а л е  к о о р д и н а т  и используя те орем у  с л ож е н и я  д л я  
цил индр иче ск их  функций,  н а й д е м  коэффициенты а̂ ,:

— 1' ^ кГо)  Р ! , " " ( с о 5  00) е - 1- ' ^ ,  ( 3 . 7 )
2 к \ л0

г д е  г0, О0, (р0 — к о о р д и н а ты  точки М ^ Т .  Р а с с м а т р и в а я  ряд  
2а ,-У/(М) с коэфф ициентами (3.7)  в точке  М е Д ,  по распо ло­
ж е н н о й  внутри сг, л е г к о  уб е д и т ь с я ,  что он р асх од ится .  Эго  про­
т и вор еч ие  п о к а з ы в а е т ,  что функция  (3.6) не м о ж е т  быть  р а з ­
л о ж е н а  на 5  в р я д  по с и с т е м е  (3 .4 ) ,  с х одя щийся  к пей в ¿ 2 (<$). 
С л е д о в а т е л ь н о ,  в этом с л у ч а е  система  (3.4) не я в л я е т с я  базисом 
в ¿ 2 ( 5 ) .

С и с т е м а  (3.4) на сфере с центром в н ач ал е  ко орди на т  пр ев­
р а щ а е т с я  в си сте му  сфе рических  функций, т. е. о б р а з у е т  базис 
в ¿ 2  па  сфере,  поэтому  от с ю д а  з ак лю ч ае м ,  что, д л я  того чтобы 
с и с т е м а  (3.4)  б ы л а  б а з и с о м  в ¿ 2 ( 5 ) ,  необходимо и достаточно ,  
чтобы  поверхность  5  я в л я л а с ь  сферой с центром в н ач ал е  коор­
д и н а т .

М ы  достаточно подробно рассмотрели случай  первой краевой 
з а д а ч и .  Аналогично у с т а н а в л и в а е т с я  в о зм о ж н о ст ь  ис по льз ова ­
ния  с и с т е м ы  (3.4)  д л я  построения приближенного решения  вто­
рой и третье й  к р а е в ы х  з а д а ч  д л я  у рав нен ия  Г е л ь м го ль ц а .

Р а с с м о т р и м  д р у г у ю  с и с т е м у  функций, к о то р ая  часто  исполь­
з у е т с я  при реа л из ац ии  м е т о д а  пеортогоиальных р яд о в .  Пусть



5  — з а м к н у т а я  поверхность Л я п у н о в а .  Внутри  5  в ы б е р е м  з а м к ­
нутую нерезопаиспую поверхность  2 .  Пусть  { М л } ,00 — счетное 
всю д у  нлогное  па 2  м н о ж е с т в о  точек .  Построим с и с т е м у  ф у н к ­
ций

М п ) },  и -  1 , 2 , , . . ,  оо ,  ( 3 . 8 )
где

1кКммп 
Ф (М,  М п) - — ------------ .

Я  К  ■■.И,! „

К а ж д а я  функция  1}1п с и с т е м ы  (3.8) у д о в л е т в о р я е т  при М^Ф 
ф М т у р ав н ен и ю  Г е л ь м г о л ь ц а  и у с л о в и я м  и з л у ч е н и я  в б е с к о ­
нечности.  Д о к а ж е м ,  что с и с т е м а  (3.8)  полна и з а м к н у т а  в /-2 
па поверхности

П ус ть  с у щ е с т в у е т  функция  ц ( Р ) е А о ( 5 ) ,  о р т о г о н а л ь н а я  ко 
всем ф ун кц иям  системы ( 3 .8 ) :

$  ц * ( / > Ж / \  М п ) а З ' Р  0 ,  / / .-  1 , 2 , . . . ,  со .  ( 3 . 9 )
Л'

П о к а ж е м ,  что ц*(Р)  =  0  почти в с ю д у  па 5 .  По строим  фу нкци ю 

У { М ) - < §  Р,  М ) а Б Р,

я в л я ю щ у ю с я  потенциалом простого  слоя  с пло тностью  \1* ( Р ) .  
Ф у н к ц и я  ^ ( М )  непрерывна  па X и, со гласн о  ( 3 .9 ) ,  о б р а щ а е т с я  
в нуль  на всюду  плотном па 2  м н о ж е с т в е  точек  С л е д о ­
ва тел ьно ,  V (М)  |̂  = 0. П о это м у  V (М)  - - решение  с л е д у ю щ е й  о д ­
нородной краевой задачи :

Д К - Ь / е ^ . - . О  вн утри 

<>.

П оверхно сть  2  нерезопа исн ая ,  поэт ому  1 / ( М ) ^ 0  в с ю д у  внутри 
2 .  В с и л у  аналитичности У( М) ={ )  всю д у  вн утри 6’ ( в об лас ти
О) и по непрерывности  р ав н а  пул ю  на границе :  -0.  С л е д о ­
ва тел ьно ,  в области  Д .  ф ун кц ия  V (М )  — решение  з а д а ч и

кУ-\-к2У §  в  Пе ,

V I ,  -о,
-м/  /' 1 ^—--------1П\/ — о  I— 1 при г  —» со.

С о гл ас н о  т е о р е м е  единственности ,  У ( М ) = 0  в Т)е. И с п о л ь з у я  р а з ­
р ы в н ы е  сво йств а  нормальной производной п о те н ц и а л а  простого  
слоя  с плотностью из ¿ г ( 5 ) ,  о т с ю д а  полу чаем ,  что ц * ( Р )  = 0  поч­
ти в с ю д у  на 5 .  С ле д о в а т е л ь н о ,  с и с т е м а  (3.8)  полн а  и з а м к н у т а  о 
¿ 2  на  поверхности 5 .



Р а с с м о т р и м  неко торы е  д р у г и е  свойства  с и с т е м ы  (3 .8 ) .  Сис­
т е м а  (3 .8 )  линейно н е з а в и с и м а  иа 5 .  Д ействительно ,  пусть с у ­
щ е с т в у ю т  т а к и е  постоянн ые с\, ..., Су, что

С1 + 1 ( А 4 ) _1'сл4 лг ^  О 
в с ю д у  па  5 .  Тогд а  фу нкци я

1ЦМ)
I I

—  у д о в л е т в о р я ю щ е е  у с л о в и ю  излучения  решение  однородной 
вн еш ней  з а д а ч и  Д и р и х л е  д л я  ур а в н е ни я  Г е л ь м г о л ь ц а  в области  
В е и, с о г л а с н о  теор еме  единственности ,  11 (М)=  0 и Д . 4 - 5 .  Т а к  
к а к  Ь (М)  ан ал ити чн а  вне то и  (М) =  0 в области  анал ит ично­
сти.  По,  с о гл ас но  построению, н окрестности любой точки 
¿ = 1 ,  2,  .... N, функция  I ) (М)  неограниченна  по абсолютной в е ­
личине .  С л е д о в а т е л ь н о ,  с\~ - с 2—= ... Сл- =  0, что о з н а ч а е т  линей­
ную н е з а в и с и м о с т ь  си стемы  ( 3 .8 ) .

М ы  п о к а з а л и ,  что с и с т е м а  (3.8) полна и з а м к н у т а  н /-2(5) .  
П о к а ж е м  теперь,  что тем  не м ен ее  базисом в ¿ 2 ( 5 )  она не я в л я ­
ется .

П р е д в а р и т е л ь н о  д о к а ж е м  с л ед ую щ ее  простое у т в е р ж д е н и е .  
П у с т ь  {///,} — б ес ко неч н ая  с и с т е м а  функций из \.ъ Нели из си сте ­
мы {//;,} м ожн о  в ы д е л и т ь  д в е  различные подсисте мы и 
[Ук ). я в л я ю щ и е с я  б а з и с а м и  ч 1.2, то с а м а  с и с т е м а  {//*} базисом
в 1-2 не я в л я е т с я .

Д е й с т в и т е л ь н о ,  т а к  к а к  \Ук \ и {//л } — б аз и сы  в ¿ 2, то л ю б а я
ф у н к ц и я  1^ 1.2 однозначно п р е д с т а в и м а  в виде

/  -  ^  ЬтУьт - (З л ° )
п — 1 п - 1

Т а к  к а к  {//* } с { # * }  и {//* } с :  {//*}» то (3.10) о зн ач ае т ,  что лю­
б а я  ф у н к ц и я  / ^ ¿ 2  п р е д с т а в и м а  в виде

/  V / ! , ' / , .
А( I

по коэффициенты Ал эт о го  р а з л о ж е н и я  опре д е ля ю т с я  неодно­
зн ачно .  С л е д о в а т е л ь н о ,  с и с т е м а  {ук}\°° не я в л я е т с я  бази со м  в ¿ 2.

И с с л е д у е м  теперь  с и с т е м у  (3 .8 ) .  П р ед п о лож им ,  что она я в ­
л я е т с я  б аз и со м  в £ 2 ( 5 ) .  Т о г д а ,  согласно устойчивости  бази са  
в  /„2, д л я  си ст ем ы  { % ( М ) } 1”° к а к  бази са  в ¿ 2 ( 5 )  с у щ е с т в у е т  т а ­
к а я  п о с л е д о в а те л ь н о с т ь  п о л о ж и т е л ь н ы х  чисел что л ю б а я  

п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  функ ци й ( ф ^ М ) ^ “^ / ^ ^ ) ,  д л я  которой

т а к ж е  я в л я е т с я  бази со м  в Л2 ( 5 ) .



П о с к о л ь к у  функци я  ,|,(М, Р)  при M e S ,  P e S  равномерно  н е ­
пр ерывна  м о ж н о  построит. ,  п о с л е д о в а те л ь н о с т ь  п о л о ж и т е л ь н ы х  
чисел (6/,) i°° т а к у ю ,  что

P f . , < Et ( 3 . 1 1 )
при т ак и х  Р с = \  д л я  Koropux г д с  /> _ р а с с т о я н и е
м е ж д у  точкам и  Мк и Р.

Пз по следовательности  точек  { Д М Г ,  в с ю д у  плотно п о к р ы ­
вающей поверхность  v  в ы д е л и м  дп с  п о д п осл ед ов ат ельн ост и  
след у  ющим о б р а з о м .

П\сгь  MTli и Mnii — две  раз л и чн ы е точки  п о сл ед ов а те льн ост и  
{Ait}, не с о в п а д а ю щ и е  с Af, и т а к и е ,  что #м,м <
<Л|.  З а т е м  в ы б е р е м  две  раз л и чн ы е точки Мп.„ Мт <-{МЛ ' "от ­
личные от М и М2, Мщ, .VI,,,, и т ак и е ,  что Цм,мп < ? J ,  !{м и ’ <

с г » * и ] а Jt* fff _
< 0 2,. П р о д о л ж а й  э т у  процедуру  д а л е е ,  по лучим д в е  р а з л и ч н ы е  
п одп ослед овател ьности  [Мпк\ и [ M mk) послед ов а те льн ост и  { М Л  
таки е ,  что

' i ‘V mk< h -  ( 3 . 1 2 )

Теперь построим д в е  системы функций:

Ч (Л/) -"'МА/, M„k), М Пк).
З а м е т и м ,  что (= {’К^} а  {^А} . С о гл а с но  (3.11) и ( 3 . 1 2 ) ,  
функции этих си ст ем  у д о в л ет в о ря ю т у с л о в и ю

№*_ * ^ ' ЙЦ£> ^ е*' Ь  ~  Ф«JU,  <  £ь -
Сл ед ова тел ьн о ,  в си лу  выбора {*■*} с и с т е м ы  {ф„ } и {<\>т } я в л я ­
ются б аз и сам и  в L2(S) .  Но то гда ,  с о г л а с н о  д о к а з а н н о м у  р а н е е  
система  {^*}i°° не м о ж е т  быть б а з и с о м  в L2(S) ,  что п р оти в о р е ­
чит исходному  предположению.  П о л у че н н о е  противоречие и п о ­
к а з ы в а е т ,  что си с т е ма  (3.8) не я в л я е т с я  б аз и со м  в п р о с т р а н с т ­
ве

М ы  подробно рассмотрели с л у ча и  з а д а ч и  Ди рих ле .  А н а л о г и ч ­
но об о сн о вы ва ет ся  применимость с и с т е м ы  (3.8)  д л я  построе ни я  
приближенного  решения  второй и т р е т ь е й  к р а е в ы х  з а д а ч  т е о ­
рии дифракции.

В о з м о ж н ы  и д р у г и е  способы построения  систем б а з и с н ы х  
функций ме т о д а  неортогональных р яд о в .

При рас см отрен ии  э л ек тр о м аг н и тн о го  с л у ч а я  в о с п о л ь з у е м с я  
р е з у л ь т а т а м и ,  полученными при и с с л е д о в а н и и  соотв ет ст ву ю щ е-  
Г°  ^ КТ? Р Н0Г0 <(и н т е г Р°фуикционального  у р а в н е н и я  первого  р о ­
д а .  Из § 2 этой г л а в ы  следует ,  что в к а ч е с т в е  базисной с и с т е м ы  
при решении к р а е в о й  зад ач и  д л я  у р а в н е н и й  М а к с в е л л а  м о ж н о  
в з я т ь  с и с т е м у  решений



Ыр  г (Л(еяУ п ' 7,(АО) 

г о г г о и е а^ т (.И)) .

гд е

/1 =  0,  1, 2 ....... о с ,  от — 0,  1 , 2 ......... /г, а  - - - 1 , 2 ,  3,

Сь б2) е 3 — три в з а и м н о  ортогональных  единичн ых  век тора .  К а ж ­
д а я  из функций с и с т е м ы  (3.13)  п р е д с т а в л я е т  элек тр омаг нитно е  
поле магнитного  м у л ь т и п о л я  соотве тс твую щ ег о  поря дка .

Обозначим че рез  12т (5 )' пространство  в ек торны х  функций,  
з а д а н н ы х  на 5  и к а с а т е л ь н ы х  к 5  в к а ж д о й  точке ,  с к а л я р н о е  
произведение  в к о т о р о м  определено формулой

П ус ть  ф ун кц ия  ц  (М )  (¿>) ортогональна  ко всем функци­
я м  системы (3 .1 4 ) ,  т.  е.

при всех  я  =  0, 1, 2,  оо, /п =  0, 1, 2, п,  а — 1, 2, 3. В в е д е м  обо­
значение

П у с т ь  о — н е р е з о н а н с н а я  сфера,  р а с п о л о ж е н н а я  строго внутри 
поверхности 5 .  С о о т н о ш е н и я  (3.15) э к в и в а л е н т н ы  в ек торно м у  
и нте гр ал ьн о м у  у р а в н е н и ю

К а к  было п о к а з а н о  в  §  2 этой гл ав ы,  решение  этого урав нени я ,  
у д о в л е т в о р я ю щ е е  у с л о в и ю  0 ,  п ) = 0 ,  единственно .  С л ед о ват ел ь-

П о к а ж е м ,  что с и с т е м а

(Й, *)=-<|> б ( ^ И ) 1 * ( М ) ^ 5 Л1.

(3 .14 )

(3 .15 )

]  (Л * )  =  [ц* ,  П]. 

Соотношение (3 .15 )  м о ж н о  переписать в ви д е

(3 .16 )

п =  0 ,  1 , . . . ,  оо ,  т  =  0,  1 , . . . ,  п,  а  — 1, 2 ,  3.

ф  и  (А1),  £га(1ф(ЛТ) />)]*/$ =  0,



но, ! ( М ) = 0  на я  а значит,  и ц (Л 1 ) е= 0 ,  т. с. с и с т е м а  (3 .14 )  пол-
на и з а м к н у т а  в ¿ 2Т(^) -

Полнота  системы (3.14)  п о з в о л я е т  пр ибл изи ть  к а с а т е л ь н ы е  
с о с т а в л я ю щ и е  электр ич еск ого  в е к т о р а  Е па по вер хн ости  5  а с л е ­
д о в а т е л ь н о ,  и построить п р и б л и ж е н н о е  решение  з а д а ч и  д и ф р а к ­
ции э л ек тр о м аг н и тны х  воли на  и де ал ьн о  п р о в о д я щ е м  теле .

и ю т е м а  (3.13) м о ж е т  б ы т ь  исполь зов ана  и д л я  построения 
пр ибл иженн ого  решения з а д а ч и  дифракции э л е к т р о м а г н и т н ы х  
волн на импедансиом теле.  В к а ч ес тв е  базисной с и с т е м ы  в з а ­
д а ч е  дифракции на иде ально пр ов од ящ ем  или и м п е д а н с и о м  те-
г п о п Г !  'ИС110ЛЬЗН'1аТЬ с и с т е м у  решений у р а в н е н и й  М а к с в е л л а ,  
с о отв ет ствую щ ую  полю э л е к тр и ч е с к и х  мульти полей ,  р а с п о л о ж е н ­
ных в одной точке.

С ист ем ы ,  пре д с т а в л я ю щ и е  поля  маг н и тн ы х  или э л е к т р и ч е ­
ски х  мультиполей ,  я в л я ю т с я  а н а л о г о м  си сте мы (3 4 )  п с к а л я р ­
ном с л у ча е .  Аналогом си с т е м ы  (3 .8 ) я в л я ю т с я  с и с т е м ы  полей 
э лек тр и чес ки х  или м а гн и тн ы х  диполей ,  р а с п о л о ж е н н ы х  па  по­
верхности  2 ,  т. е. системы

Н * г о К е а^ ( / И ) ) \  и ---1, 2 ,  3,

г о и о Ц е / М ^ ) ) /  ’ и. - 1, 2 , . . . ,  со

' ' к П г о И е ^ Д Л ? ) )  а - _ , 1 ,  2 , 3 ,  

го К е/ М / И )) / « - -  1, 2 , . . . ,  со,

г д е е а, Ь и т|1п (М )  имеют тот ж е  см ыс л ,  что и ранее

п м п м т Г Кп РаССМПТР" М " ек о т ° Р ыс  мето ды о п р е д е л е н и я  коэффи­
циентов.  Д л я  простоты б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  с к а л я р н ы й  сл уч а й  

п о с л е  того к а к  вы б р а н а  с и с т е м а  функций { ^ Ш ) } , " 0 оп ре­
де лен ие  коэффициентов с п в  п р едс та вл ен и и  решения

N
и ( М ) =  V  с,{ип (М)  ( з . 17)

п  1

м о ж е т  быт ь  проведено с п о м о щ ь ю  общих чис лен ных  а л г о р и т ­
мов  оп ределения  наилучшего  равн оме рного  или с р е д н е к в а д о а -  
ич1юг° приб ли жения  за д а н н о й  функции ¡ ( Р )  по с и с т е м е  функ-

*т  (р\\ »  п ~ 1> 2 - в  частности,  ес ли  система
1 Ф М Н Ь  о к а з а л а с ь  ортонормированной,  то н а и л у ч ш е е  спелно-
циен?ппНф1°пе п^ б л и ж е н ^ пч° п р е д е л я е т с я  с  помо щ ью  коэффи­
циентов Ф у р ь е  функции ¡ ( Р )  по у к а з а н н о й  си сте ме .  О д н а к о  в 
большинств е  сл учаев  система  {Ф„},«> неортого нал ьна .  Т о г д а  м о ж -
I  / р п  « ровести п р е д в а р и т е л ь н у ю  о р то н ал и за ц и ю  си ст ем ы  

, например с по мо щью  т р е у г о ль н ы х  п р е об р аз ов а ни и ,



или о п р е д е л я т ь  коэффициенты с п к а к  решение а л ге браичес ко й  
с и с т е м ы

^ а атс т~ Ь „  / ¿ - 1 , 2 , . . . ,  ЛГ,
т — 1

где

¿д'-“-=ф / ( Я ) ? я ( Р ) ^ * 5 ,
5

с о о т в е т с т в у ю щ е й  усл ови ю м и н и м у м а  функционала

т - ; 2  С А ( / ч ‘  ■ <з л 8 >
т - 1  ¿ а (5)

О т м е т и м  и за ключ ение ,  что к а к  з а д а ч а  минимизации ф ун к­
ц и о н а л а  (3 .1 8 ) ,  т а к  и с у м м и р о в а н и е  в ы р а ж е н и я  (3.17)  с не точ­
но о п р е д е ле н н ы м и  коэфф ициентами с п яв ляю тся ,  вообще говоря,  
н е у с т о й ч и в ы м и  процессами и тр еб ую т  при своей численной р е а ­
л и з а ц и и  применения  р е г у л я р и з и р у ю щ и х  алгорит мов .

§ 4. М етод антенных потенциалов

Р а с с м о т р и м  метод  а н т е н н ы х  потенциалов решения  з а д а ч  д и ­
ф р а к ц и и  с к а л я р н ы х  и э л е к т р о м а г н и т н ы х  волн.  Основы метода  
а н т е н н ы х  потенциалов  р а с с м о т р и м  па примере з а д а ч и  Д и ри х ле  
д л я  у р а в н е н и я  Г е л ь м г о л ь ц а :

Ьи +  к2и = - 0  в Д . ;  (4 .1 )

и\3=/и>)\*

—  — ¿ к и ^ - о  ( — V  г  — оо. (4 .3 )
дг  \ г

Р е ш е н и е  этой з ад ач и  б у д е м  и с к а т ь  в виде

г д е  с __н е к о т о р а я  к р и в а я  за д а н н о й  длины /, р а с п о л о ж е н н а я
в н у т р и  поверхности  5  (в о б л а с т и  О).  Функц ию и, определенн ую 
ф о р м ул о й  ( 4 .4 ) ,  б у д е м  н а з ы в а т ь  антенным потенциалом,  р ( Р )  — 
п ло тн ост ью  антенного по те нциал а ,  кривую С — носителем а н ­
тен но го  потенц иала .

А н тенн ы й  потенциал (4 .4 )  у д о в л е т в о р я е т  ур а в н е н и ю  и л ь м -  
г о л ь ц а  в с ю д у  вне  С и у с л о в и я м  излучения  в бесконечности,  поэ­



т о м у  д л я  построения решения  краеиоП з а д а ч и  н у ж н о  у д о в л е т ­
ворить гран ичн ом у  условию (4 .2 ) .  З д е с ь  и в о з н и к а е т  вопрос  о 
том ,  в с е г д а  ли можно с  помощ ью антенного  п о те н ц и а л а  п р иб л и ­
зить  з а д а н н у ю  па поверхности 5  функцию и к а к и м  у с л о в и я м  
д о л ж н ы  у д о в л е т в о ря ть  плотность и носитель п о те н ц и а ла ,  чтобы 
т а к о е  приближени е  было в о з м о ж н о .

Р а с с м о т р и м  этот  вопрос. В ы д е л и м  кл а с с  п р о с т р а н с т в е н н ы х  
кр ивы х  ь ,  удо вл ет во ря ю щ их  с л е д у ю щ и м  у с л о в и я м :

1) к р и в а я  £  з а д а н а  п а р а м е т ри ч е с к и :
х^=х(1),  //-//(/),  г  - л  ( 0 ,  /0 < * < о о ,

гд е  х(1),  у ( ! ) ,  х (/) — ан а л и т и ч е с к и е  функции п а р а м е т р а  (;
2) к р и в а я  Ь всюду  плотно п о к р ы в а е т  н ек отор ую  з а м к н у т у ю  

нерезопа нси ую поверхность Л я п у н о в а  2 .
Кривы е ,  п р и н а д л е ж а щ и е  э т о м у  кл а с с у ,  м о ж н о  постро ить  с л е ­

д у ю щ и м  обр азо м.  Пусть
х  =  х ( и , ъ ) ,  у  =  у ( ц ,  V), V),

- 1 < н ,  (4 .5 )
— п а р ам ет ри ч ес ки е  у р а в н е н и я  з а м к н у т о й  нер езо нансной  п о в е рх ­
ности Ь,  причем х(и,  и) ,  у (и,  и) и г ( и ,  и)  — а н а л и т и ч е с к и е  ф у н к ­
ции. К р ив у ю  на поверхности (4 .5 )  в ы д е л и м  у с л о в и е м

и =  С 05 (И;/, V— СОБС-ч/, 0 < / < о о ,  (4 .6 )

гд е  числа  со] и « 2  н есо измери мы.  Гогда ,  к а к  известно ,  к р и в а я ,  
з а д а н н а я  пар ам етрич еск им и у р а в н е н и я м и  (4.5)  — (4 .6 ) ,  в с ю д у  
плотно п о к р ы в а е т  поверхность  (4 .5 ) .

В с ю д у  д а л е е ,  если не огово рено  противное,  б у д е м  с ч и т а т ь ,  что 
носителем С антенного  п оте нциал а  я в л я е т с я  о т р е з о к  кр и вой  у к а ­
занного  к л а с с а  заданной  д л и н ы ,  причем поверхность  2  р а с п о л о ­
ж е н а  строго  внутри Д

Обозначим через { ^ ( Р ) } ,  п =  I, 2, ..., оо, н е к о т о р у ю  полную 
и з а м к н у т у ю  в 1 2(С)  с и ст ем у  функций,  з а д а н н ы х  па С. Построим  
с и с т е м у  ан те нн ы х  потенциалов :

Ч п Ш ) = \  •ВП( Р П Ш ,  Р)(11,„ г е = 1 , 2 ....... оо,  (4 .7 )
с

С1ЛКМР
ф(ДТ, Р ) - = - 2 ------------ .

^МР
П у с т ь  5  з а м к н у т а я  поверхность  Л я п у н о в а ,  с о д е р ж а щ а я  2  
внутри себя .

Т е о р е м а  4.1. Система ( 4 .7 )  полна  и з амкнута п ¿ 2 ( 5 ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  ф ун кц ия  ф (Л/)<=/.2 ( 5 )  ортого­

н а л ь н а  к о  все м  функци ям с и с т е м ы  (4 .7 ) :

и„(М)<?*(Л1)</5 =  0 ,  п~\,  2 ....... с о .



ф ? * ( Ж ) д Г 5  [  УШ> Р ) ъ а (Р)£11 =  § ч п {Р)1И ф <И>*^5=-0.
5  С С 5

В с и л у  з а м к н у т о с т и  си с т е м ы  {ия ( Я ) } 1°° отсюда  п олу чае м  

{> ф(7И, Я ) ? * ( Л * ) < / 5 - - 0  д л я  всех  Р<=С ,Ф (4.В)

п о с к о л ь к у  д а н н ы й  и н т е г р а л  я в л я е т с я  непрерывной функцией 
Р<=С.

Р а с с м о т р и м  функцию

У ( Р ) ^ ф  0 (А 1 ,  Р ) < ? * ( М М 5 Л1.

Ф у н к ц и я  V ( Р ) — потенц иал  простого слоя,  з а д а н н ы й  на поверх­
ности  5  с плотностью из / ^ ( ¿ ) .  При всех  Р ф Я  V(Р)  я в л я е т с я  
а н а л и т и ч е с к о й  функцией Р.  11а кривой С V{Р) — а н а л и т и ч е с к а я  
ф у н к ц и я  п а р а м е т р а  I, и па  основании (4.8) она о б р а щ а е т с я  в 
н у л ь  при В си лу  аналитичности опа о б р а щ а е т с я  в нуль
при в с е х  / о г £ ^ < ° ° .  т - с - в с ю д у  на кривой част ью  которой я в ­
л я е т с я  С. Т а к  к а к  к р и в а я  Ь в с ю д у  плотно п о к р ы в а е т  поверхность 
2^ то у| „  =  о. По вер хно сть  X я в л я е т с я  нерезопанспой;  с л е д о в а ­
т е л ь н о ,  V ( Р )  = 0  всю д у  вн ут ри  а в силу  аналитичности и всю­
д у  вн ут ри  5  (в об ласти  О) .  Д а л е е ,  аналогично т о м у ,  к а к  это с д е ­
л а н о  в §  2,  н айдем

<р(М)— 0  почти всюду  на 5 .

С л е д о в а т е л ь н о ,  система  (4.7)  полна и з а м к н у т а  в 7 .2(5)•
П у с т ь  /‘ ( М ) е / . 2 ( 5 ) .  В с и л у  полноты си сте мы  (4.7) опа мо­

ж е т  б ы т ь  п р иб л и ж ен а  по норм е  (*•*>) конечной линейной к о м ­
бинаци ей  функций ( 4 .7 ) ,  т.  е. для любого к >  0 с у щ е ст ву ет  
N (к )  > 0  и постоянные Сь ..., Сд- таки е ,  что

Л’

/ ( . ' И ) - У  с „и„ (М)
п ■ I ¿*(5)

П о д с т а в л я я  я в н ы е  в ы р а ж е н и я  д л я  ип (М)> получим

О ,
1М$)

г д е

!Алг = 2  СпУп (Р).
п - 1

П у с т ь  функции ип {Р) н е пр е р ы в н ы  на С. Тогд а  ц ^ ( Я )  т а к ж е  не­
п р е р ы в н а я  функция .  С л е д о в а т е л ь н о ,  с п р а в е д л и в а  с л е д у ю щ а я



те о р е м а  о приближении функции па поверхности  5  а н т е н н ы м  по­
тенциа ло м.

Т е о р е м а  4.2.  Пусть / (М)  ( 5 ) .  Для  л ю б о г о  е > 0  с ущ е с т ­
вует н е п р е р ывн а я  функци я  ц ( Я ) ,  з а д а н на я  на  С и такая, что

/ { М ) — \ У( Му Р)\1(Р) (Н < £ .  (4 .9 )
С ¿,(5)

Д о к а з а н н а я  выше  т е о р е м а  позв оля ет  построить  п р и б л и ж е н ­
ное решение  за д а ч и  (4.1) - -  (4 .3 )  в виде  ан те нн о го  по те нциал а :

1' * ( М,  Р ) ? , ( Р ) (и.

Действ ительно ,  т а к  к а к  антенн ый  потенциал  у д о в л е т в о р я е т  
в Д ,  ур ав н ен и ю  I е л ь м г о л ь ц а  и усл ови ю и зл у че н и я  и бесконечн о­
сти,  а его плотность ц е (Р) ,  с о г л а с н о  т еорем е  4.2,  м о ж е т  быт ь  
в ы б р а н а  т ак ,  что с за д ан но й  точностью п р и б л и ж а е т с я  и норме 
£ 2 (£)  граничное ус ловие  ( 4 . 2 ) ,  то в си лу  ус то йчи вости  внешней 
за д а ч и  антенный потенциал д а е т  приближенное  р еш ен и е  краевой 
з а д а ч и  (4.1)  — (4 .3 ) .  При э т о м  в любой з а м к н у т о й  подобласти  
0 ' с области  Д .  прибли жение  б у д е т  р а в н о м е р н ы м  в м е с т е  с про­
изво дн ым и .  Перенося  г р а н и ч н ы е  ус ловия  (4.2)  на  « п а р а л л е л ь ­
ную »  поверхность  р а с п о л о ж е н н у ю  строго  в н у т р и  5 ,  м ожно  
построить м е т а г а р м о ни ч е с к у ю  функцию (т. е. р е ш е н и е  у р а в н е ­
ния Г е л ь м г о л ь ц а ) ,  у д о в л е т в о р я ю щ у ю  у с л ов и я м  и з л у ч е н и я  в бес­
конечности,  которая  на поверхности  5  р а в н о м е р н о  м а л о  от ли ча ­
ется  от / ( Р )| я .  Отсюда  в ы т е к а е т ,  что антенный п о те нциал  и, (М) 
равн омерно  п р иб л и ж ае т  решение  за д а ч и  (4.1)  — (4 . 3 )  вп ло ть  до 
гр ан и цы  5 .

Р а с с м о т р и м  приближени е  д и а г р а м м ы  н а п р а в л е н н о с т и  д л я  
решени я  з а д а ч и  (4.1)  — (4 .3 ) .  Н а п о м н и м ,  что д и а г р а м м а  н а п р а в ­
ленности  £) (^ ,  ф) опис ы вае т  у г л о в о е  р а с п р ед е л ен и е  п о л я  в д а л ь ­
ней зоне и оп ре д ел я ет ся  соотношением

0{\), (р) =  П т  г с  1кги(М),
Г * ад

гд е  (г, О, ф) — сферические к о о р д и н а т ы  точки М ^ О е. П у с т ь  

« . ( ^ ) = Г  М Я Ж М ,  Р)й1

— антенный потенциал,  п р иб л и ж а ю щ и й  точное р е ш е н и е  и(М)  
кр ае во й  з а д а ч и

\\и(М)—и щ (Af)|¿l{S)< e ,

Д О К  < р )= П ш г е - /*ги ,  =  Г |í (P)Q~lkrc09^ d l t
Г ' *  О» JС

COS (3 — COS ft COS ftp-j- s in  0  s in  ftp COS (<? — <f>p),
Я — (Гp , ftp, fp).



и ( М )  — и , ( М )  - : - - ф  { « ( / ’ ) — (4 .10 )
¿'

гд е  ( 7 (М ,  Р)  — функция  Г р и п а  внешней з ад ач и  Д и р и х л е  д л я  
о п е р а т о р а  Г е л ь м г о л ь ц а .  В в е д е м  д и а г р а м м у  нап равленн ости  
Оа (О, ср, Р)  функции Грииа

О а ---Л\тг£-1кгО( М,  Р).
Г ►<»

З а м е т и м ,  что /)<; (,0,  гр, Р)  и ее первые  производные по к оорди на­
т а м  то чки Р  о граничены:  

д
0пр Р ) (.'ОПЭГ

яел-
Д о м н о ж а я  (4 .10)  на г с  *кТ и п ер ехо дя  к пр ед ел у  при г -^оо ,  по­
л у чи м

й { Ь ,  сР) - / ) , ( » ,  - ? - О а [ а - - и , \ ( 1 8 .

О т с ю д а  и с п о л ь з у я  н е р а в е н с т в о  Коши — Б ун як овск ого ,  нахо ди м

[О (й, (р) — /Л (° .  ? ) 1 < СоГ 5 0 |И—(£¿£,(5).

Гд е 5 0 — п л о щ а д ь  поверхности  5 .  С лед овате льно ,  прибл ижени е  
г р а н и ч н ы х  услови й в норме  ¿ 2  ( 5 )  обеспечивает  рав номерно е  
п р и б л и ж е н и е  д и а г р а м м ы  напра влен но сти .

Т а к и м  о б р аз о м ,  решение  кр аев ой  з а д а ч и  (4.1)  — (4.3)  и в ы ­
чи сл ен ие  х а р а к т е р и с т и к  р асс еян но го  поля св ед ен ы к з а д а ч е  
п р и б л и ж е н и я  функции,  з а д а н н о й  на поверхности,  ан тен н ы м  по­
т е н ц и а л о м  (4 .4 ) ,  т. е. к оп ред елен ию одной функции одного де й ­
с т в и т е л ь н о г о  переменного — плотности антенного потенци ала  к а к  
фу нкц ии  д л и н ы  кривой С.  А лго ри тм  оп ределения  плотности ц
р а с с м о т р и м  ниже.

С д е л а е м  несколько  з а м е ч а н и й .  Си ст ем а  функций (4.7) пред­
с т а в л я е т  собой с и с т е м у  решений у рав нен ия  I ел ь м го ль ц а ,  полную 
и з а м к н у т у ю  в ¿ 2 ( 5 ) .  П о э т о м у  э т а  система  м о ж е т  с л у ж и т ь  исход­
ной си стемой  функции в м е т о д е  псортогональных р яд ов .  Специ­
а л ь н ы м  вы б о р о м  си стемы  {о-,, {Р)}> з аданной  на  С, м ожн о  до бить ­
с я  ор того нал ьн ости  си с т е м ы  {мп (М )}  на поверхности 5 .

О бо сн о ван ие  ме тода  а н т е н н ы х  потенциалов  д л я  с л у ч а я  второй 
и т р е т ь е й  к р а е в ы х  з а д а ч  д л я  у р а в н е н и я  I е л ь м г о л ь ц а  проводится  
по той ж е  с х ем е  и особых тр удн остей  не в ы з ы в а е т .

Р а с с м о т р и м  о се сим м ет ричны й  случай .  Пу ст ь  5  поверхность ,  
о б р а з о в а н н а я  в р а щ е н ие м  кр ивой Г во кр у г  оси 2 . При этом б у ­
д е м  п р е д п о л а г а т ь ,  что ко н цы  кривой Г л е ж а т  на  оси г ,  д р у ги х



общих то ч ек  с осью г  она не и м е е т  и не и м ее т  с ам о п е р е с е ч е н и и .  
П ус ть  ¡ ( Р )  |я о б л а д а е т  той ж е  осевой симметрией ,  т а к  что к р а е ­
в а я  з а д а ч а  (4 .1 )  — (4.3) имеет о с е си м м етр и ч но е  решение.  В э т о м  
с луча е  в к а ч е с т в е  носителя С ан тен н о го  потенциала  (4.4)  м о ж н о  
в з я т ь  отрезо к  С 0 оси 2 , л е ж а щ и й  в н у т р и  области  О.

Д л я  о босн ова ния  метода а и т е п п ы х  потенциалов при т а к о м  
выборе  кривой С 0 достаточно п о к а з а т ь ,  что осес им мет рично е  о г ­
раниченное решение  уравнения  Г е л ь м г о л ь ц а ,  о б р а щ а ю щ е е с я  п 
п уль  на конечном отрезке  оси си м м ет р и и ,  есть т о ж д е с т в е н н ы й  
нуль.  П о к а ж е м  это.  Пусть и ( М)  с и м м ет р и ч н а я  отно си те л ьн о  
оси 2  о г р а н ич е н н а я  м е т а г а р м о п и ч е с к а я  функция,  о б р а щ а ю щ а я ­
ся  в нуль  при 2 | ^ 2 ^ г 2. \̂-=/=г2. В в е д е м  сферическую с и с т е м у  
ко ординат  (г, О, <р) с  центром в то ч к е  2  =  2 0е [ г ь г 2] оси 2  и п о ­
лярной осью, направленной в д о л ь  оси г .  Тогд а  функция  и в  о к ­
рестности н а ч а л а  координат м о ж е т  б ы т ь  п р ед ст ав л ен а  в в и д е

'̂ П 4- 1 ' ( ̂  ̂  )
«  ---------- Л ,  ( « « О )  ( 4 . 1 1 )

к о  ' Г

(учтена  с и м м е т р и я  относительно оси г ) .  Со гл ас но  условию,  при 
0 < г ^ л 0

и ( г ,  8 ) 0 .о-— 0.
С ле д о в а т е л ь н о ,

и  (г ,  0)  -  V  а п о ( 4 Л 2 )
/10 VГ

при О ^ г ^ Г о .  Пе рех од я  к п р е д е л у  при г-*-0, из (4 .12 )  н а х о д и м  
яо =  0. Теперь до м н о ж и м  (4 .12)  на г и з а т е м  перейдем к п р е д е ­
л у  при г-+0.  П о л у ча е м  «1 =  0. П р о д о л ж а я  этот процесс  д а л е е ,  
о б н а р у ж и м ,  что из (4.12) с л е д у е т ,  что а„~-0 при в с е х  п ~  0,
I, 2 , . . . ,  оо. Со гл ас но  (4. I I ) ,  ¿¿ =  0 вн ут ри  ш а р а  С л е ­
д о ва те льн о ,  / / ( 0  всюду в о б л а с т и  аналитичности .

Теперь,  повторяя  сх ему  д о к а з а т е л ь с т в а  те орем ы 4.1,  л е г к о  
п ока за ть ,  что сист ем а  (4 .4 ) ,  г д е  С = С 0 — отрезок  оси 2 , п р и ­
н а д л е ж а щ и й  Д  полна и з а м к н у т а  в подп ространстве  о с е с и м ­
метричн ых  функций из ¿ 2  ( 5 ) .  О т с ю д а  с р а з у  в ы т е к а е т  т е о р е м а  
о приближени и осесимметричной на 5  функции ан т е н н ы м  по­
т ен ци ал ом  с носителем на оси с и м м е т р и и .  С л е д о в а т е л ь н о ,  о с е ­
симметричное  решение краевой з а д а ч и  п р и б л и ж а е т с я  о с е с и м м е т ­
ричным ж е  ан тен ны м потенциалом.

Теперь сф ормулиру ем  а л г о р и т м  р еш ен и я  з а д а ч и  п р и б л и ж е ­
ния функции / ( М ) ( 5)  а н т е н н ы м  потенциалом ( 4 .4 ) .  С о ­
г л ас н о  т е о р е м е  4.2, функцию / ( М )  м о ж н о  п р ед ст ав и ть  в в и д е

/<. М) ={ ' ИМ, Р ) ^ ( Р ) ( 11  +  ё Ш) ,  ( 4 .1 3 )
с



с

д л я  функции р. п о лу ч и м  интегральное  (ин тегрофункцнональ-  
мое) у р ав н ен и е  п е р в ого  р о д а ,  прав ая  часть  которого  известна 
л и ш ь  с  за д ан но й  то чно сть ю е в норме ¿ 2 ( 5 ) .  Тем с а м ы м  и в 
д а н н о м  с л у ч а е  мы и м е е м  некорректно п ост а вл ен н ую  з а д а ч у .  
Д л я  получения се  уст о йч и во го  решения применим метод  р е г у ­
л я р и з а ц и и  А. II. Т и х о н о в а ,  согласно к о т о р ом у  приближенное  
р еш ение  ур а в н е ни я  (4 .1 4 )  определим к а к  функцию,  р е а л и з у ю ­
щ у ю  миним ум  с г л а ж и в а ю щ е г о  функционала

причем п а р а м е т р  а  р е г у л я р и з а ц и и  с л е д у е т  в ы б р а т ь  т а к ,  чтобы 
д о с т и г а л а с ь  з а д а н н а я  точно сть  приближени я ,  т. е.

Э то  позволит о п р е д е л и т ь  г л а д к у ю  плотность ц, при которой ан ­
тен ны й  потенциал п р и б л и ж а е т  / (М)  с за д ан но й  точностью.

М и ни м у м  ф у н к ц и о н а л а  (4 .15) удобнее  вс его  находить  ре ­
ш а я  со о тв е тс тв у ю щ е е  у р а в н е н и е  Эйлера ,  которое  в данн ом  с л у ­
ч а е  я в л я е т с я  о д н о м е р н ы м  интегральным ур а в н е ни е м  Фред-  
г о л ь м а  второго рода .

П рове де н н ы е р а с с м о т р е н и я  предпола га ли ,  что носитель ан­
тен но го  потенц иала  С з а д а н .  В этом с л у ч а е  соотв етст вую щее  
у р а в н е н и е  Э й л ер а  д л я  плотности  \1{Р) я в л я е т с я  линейным.  Эф­
фекти вность  р еш ения  ко н к р ет н ы х  з а д а ч  во многом за ви си т  от 
у д а ч н о г о  вы бора  к о н т у р а  С. Процесс в ы б о р а  м ожно  а л го р ит ­
м изи ров а ть ,  если при решении задачи минимиза ци и соответст ­
в у ю щ е г о  с г л а ж и в а ю щ е г о  фун кционала  с ч и т а ть  искомы ми  к а к  
функ ци ю ц ( Р ) ,  т а к  и функц ии,  за д аю щ и е контур  С.

Р а с с м о т р и м  э л е к т р о м а г н и т н ы й  случа й .  П у с т ь  вне поверхно­
сти  5  ( в об ласти  [), ) з а д а н о  регулярно е  эле к тр о м а гн и т но е  поле 
{Е, Н ) ,  у д о в л е т в о р я ю щ е е  у сл ов и ям  изл учения  в  бесконечности.  
О боз начим  через П' н е к о т ор у ю  область,  п р и н а д л е ж а щ у ю  £ ,  че­
рез  П/ — дополнение  1У д о  полного прос транств а .

В ы б е р е м  пр ои зв ольн ое  в > 0  и в об лас ти  Д /  построим у д о в ­
л е т в о р я ю щ е е  у с л о в и я м  излучения  в бесконечности  ре гу ляр ное  
э л е к тр о м а г н и т н о е  поле  {Еь Н 1} такое,  что

(4.15)

£ .

1| Е — Е 1 |и,(5) , || Н - Н ,  Н а д  <  - у  . (4.16)



Д л я  построения поля  {Ei, Hi} м о ж н о  в о с п о л ь з о в а т ь с я  м е т о ­
д о м  нео рто гональных рядов.  Поле  {Ei, Hi} н а з о в е м  п р и б л и ж е н ­
ным п род олж ен ием  поля  {Е, Н} п н е к о т о р у ю  о б л а с т ь  вн утрь  по­
верхности S.

В ы р а з и м  поле {Е: , Н,} через потен ци ал  Г е р ц а  II:

Е] —- rot rot П,  Н | - -  /ш* rot II.

Вект ор  Герца  I I (Af )  определен вс ю д у  в D/.  К а ж д у ю  д е к а р т о в у  
компоненту  в е к т о р а  Н, к а к  м е т а г а р м о н и ч е с к у ю  функцию,  м о ж ­
но приблизить ан тен ны м потенциалом в о б л а с т и  D/.  С л е д о в а ­
тельно ,  вектор II б у д е т  приближен в е к т о р н ы м  ан тенн ы м потен­
циа лом

¡Ц( Р ) ' НМ>Р) с И
с

с носителем С, р а с п о ло ж е н н ы м  в о б л а с т и  1У. При этом в о б л а ­
сти Д .  приб ли же ни е  буде т  р а в н о м е р н ы м  в м е с т е  со в т о р ы м и  
производными.  11оэтому

О бъеди няя  (4.16)  и (4 . 17 ) ,  получим

Е - rot rot  Г jity// I! -< е,
с  lit, (5)

H-|-i<»srot (V<iv//|l < £ •  (4.18)
с  II/-- (5)

Т а к и м  обр азо м,  эле к тр о м а гн и т но е  поле {Е, Н} м о ж е т  б ы ть  на
5  ап про кси мир ован о с произвольной то чно стью  в норме ¿ ¡ ( S )  
ве кт орны м ан тенн ы м  потенциалом.

В вед ем  на к о н т у р е  С с и ст ем у  в е к т о р н ы х  функ ци й {jli/( Р ) } i00, 
полную и з а м к н у т у ю  в L2(S) .  Пу ст ь

(А4)-= rot rot j  (.ij tydl ,  
с

Ж j  ( Л 1 ) =  — /ше rot J  n $ d l ,

}— 1 , 2 , CO.

И з  нера ве нс тв  (4 .18 )  с л ед уе т ,  что на п о вер х нос ти  5  в норме L2 
п р и б л и ж а ю т с я  в с е  компоненты поля.  О т с ю д а  в ы т е к а е т  полнота



и з а м к н у т о с т ь  в ¿ 2 г ( 5 )  (т.  с. в п р остр ан ств е  инт е гр и р у е м ы х  с 
к в а д р а т о м  н а  5  в е к т о р н ы х  функций,  к а с а т е л ь н ы х  к поверхно­
сти S )  с л е д у ю щ и х  си стем  ве кто рны х функций:

In, 50 ,1 .

[п, $ ;-] — С[п [п, Ж j\\,
[ n [ n , ^ ] H - C l n , ^ y ] ,  У ---= 1, ^ ........ ...

г д е  п - - е ди ничн ы й  векто р  нормали к поверхности  5 ;  £ ( A i ) — 
не ко тор ая  ф у н к ц и я ,  з а д а н н а я  на S,  причем Re£<cO (и м педа нс  
поверх ности ) .  П о э т о м у  прднз вольная  фу нкци я  f ( , M ) e L 2x ( S )  
м о ж е т  б ы т ь  п р и б л и ж е н а  в норме L2X{S) л ю б ы м  из с л е д у ю щ и х  
в е к т о р н ы х  п о те н ц и а ло в :

£ [n ( М ) ,  rot гоМр.ф)1<//р, 
с

j  [ п (М),  го

j  | n ( M ) ,  rot  r o W H O - M ^ C  г о Ы И 0 ] № .
с

J  [n (M)  |n (A<), rot  rotAI(|i^)] — i V C  ro t jH(^) ] i//p .  
c

В  к а ч е с т в е  п р и м е р а  рас смотрим  з а д а ч у  дифракции п а д а ю ­
щего поля {Ео, Но} на  идеа льно  пр ово д ящ ем  теле  О. Если пол­
ное поле в De п р е д с т а в и т ь  в виде

{Еи +  Е , Н 0-|-Н},

то  д л я  р а с с е я н н о г о  поля  {Е, Н} по лучим з а д а ч у  о н а х о ж д е н и и  
в De у д о в л е т в о р я ю щ е г о  у с л о в и я м  и зл у че н и я  в бесконечности ре ­
шения  с и с т е м ы  ур а в н е н и й  М а к с в е л л а

ro t Н=̂ = — /шгЕ, rot  E =  iu)[iH

с гр ан ичн ым  у с л о в и е м  на  5
[ n , E l | s = - I n , E 0I l s .

П р и б л и ж е н н о е  р еш ение  поставленной з а д а ч и  можн о,  нап рим ер ,  
ис к ат ь  в в и д е



Ф у н к ц и я  ц ( Р )  д о л ж н а  б ы ть  о п ре д ел ен а  т а к ,  чтобы с за д а н н о й  
точностью е в ы п о л нял о сь  граничное  у с л о в и е .  К а к  и в с к а л я р н о м  
с л у ча е ,  она м о ж е т  быть  н ай де н а  к а к  ф у н к ц и я ,  р е а л и з у ю щ а я  
м иним ум  с г л а ж и в а ю щ е г о  фун кц ионала

I) [п, Е-|- Еп{ ||2„(5) - ( - а  ||

причем п а р а м е т р  а  в ы б и р а е т с я  исходя  из у с л о в и я

|| [п, Е-|- Е„Ц|£, (,?) С е.

Т а к и м  о б р аз о м ,  з а д а ч а  сводит ся  к о п ред ел ен и ю  одной в е к ­
торной функции одного переменного.

Р а с с м о т р е н ны е  в ы ш е  ан тен ны е  потенциал},I в э л е к т р о м а г н и т ­
ном с л у ч а е  построены на основе в е к т о р а  Г е р ц а .  З а м е т и м ,  что 
ан тенны е по тенциалы,  пр иб л и ж аю щ и е э л е к т р о м а г н и т н о е  поле,  
м о ж н о  построить и на основе потенц иало в  Д е б а я .



Численные методы решения задач  
диф ракции в неоднородной среде

Н а с т о я щ а я  г л а в а  по свя щена  числ енным  ме то да м  решения  
з а д а ч  д и ф р а к ц и и  волн на ло к а ль н о  неоднородном теле.  Д л я  т а ­
ких  з а д а ч  не у д а с т с я  в  общем с л у ч а е  построить функции Грина  
и по лучить  п о в е рх н ос т н ы е  и нт е г р а л ь н ы е  уравн ени я .  П о это м у  
более  э ф ф е к т и в н ы м  д л я  р асч етов  з д е с ь  я в л я ю т с я  п р я м ы е  чис­
ленные  м е т о д ы  ти па  ме то да  Г а л е р к и н а .

§  I. О б щ и е  с в о й ст ва  решени я  з а д а ч и  дифракции
в л о к а л ь н о  неоднородной среде

З а д а ч и  д и ф р а к ц и и  я в л я ю т с я  внешними к р а е в ы м и  з а д а ч а м и .  
Д и ф р а к ц и о н н о е  поле необходимо о п ред ели ть  в неограниченном 
прост ранстве ,  у д о в л е т в о р я я  у с л о в и я м  излучени я ,  которые  м о гу т  
быт ь  с ф о р м у л и р о в а н ы  в виде  тр е б ов а ни я  отсут стви я  волн,  при­
х од я щ и х  из бесконечности .  Сре ди  з а д а ч  дифракци и в неодно­
родной с р е д е  м о ж н о  у к а з а т ь  достато чно  широкий к л а с с  з а д а ч ,  
д л я  ко т о р ы х  о к а з ы в а е т с я  в о з м о ж н ы м  свести  исходную в неш ­
нюю к р а е в у ю  з а д а ч у  к  решению некоторой краевой з а д а ч и  в 
ограниченной о б ла с т и .  В  частности,  это  м ожн о  с д е л а т ь  в том 
с л у ча е ,  к о г д а  х а р а к т е р и с т и к и  с р е д ы  я в л я ю т с я  переме нн ыми  
ф ун кц иям и  к о о р д и н а т  лишь  в ограниченной области  п ростран ­
ства .  Т о г д а  с в е д е н и е  внешней к р а е в о й  з а д а ч и  к з а д а ч е  в о г р а ­
ниченной о б л а с т и  д о с т и г а е т с я  специальной формулировкой у с ­
ловий и з л у ч е н и я  в виде  п а р ци а л ь н ы х  условий излучения.

Р а с с м о т р и м  с к а л я р н у ю  з а д а ч у  дифра кции.  Пу сть  в н е о г р а ­
ниченном п р о с т р а н с т в е  р ас п о ло ж ен о  т е л о  7\ ограниченное  з а м ­
кнутой п о ве рх нос ть ю  5 .  Х а р а к т е р и с т и к и  ср еды  пне поверхно­
сти 5  я в л я ю т с я  произ вольными  г л а д к и м и  фун кциями  коорди­
нат,  причем в н е  некоторой сферы р а д и у с а  Яо с  центром,  
р а с п о л о ж е н н ы м  вн ут ри  области  Т, х а р а к т е р и с т и к и  с р е д ы  по­
стоянны е .  В н у т р и  т е л а  Т х а р а к т е р и с т и к и  среды т а к о в ы ,  что 
вл ия ни е  т е л а  Т на внешнее  поле м о ж е т  быть  описано с помощью 
и м п е д а н с н ы х  гр а н и ч н ы х  условий на поверхности  5 .  Тогд а  о п ре д е ­
ление р а с с е я н н о г о  поверхностью 5  поля  и сводит ся  к решению 
сл ед ую щ ей  м а т е м а т и ч е с к о й  з а д а ч и :  найти  функцию и{М)У у д о в ­
л е т в о р я ю щ у ю  в неоднородной среде  вне  т е л а  Т ур авн ению

=  п ) - \ - д ( М ) а = 0 ,  (1 .1)



п е р е х о д я щ е м у  вне  сферы 2 я 0 в у р а в н е н и е  Г е л ь м г о л ь ц а

Д и-\-к1и 0 ,  ( 1.2 )

неоднородному  г ран ичн ому  условию на поверх ности  £

- а ( Р ) и  -  Ф (/->), / - > ^ 5 ,  (1 .3 )

и у с л о в и я м  изл уч ения  на бесконечности.  Ф у н к ц и я  р (ЛТ) 1 -|- 
+ £ о ( М ) ,  г д е  р о ( М ) — д е й с т в и т е л ь н а я  н е о т р и ц а т е л ь н а я  о г р а н и ­
ченная  функция  с л о к а л ь н ы м  но сителем ,  с о д е р ж а щ и м с я  и о б л а ­
сти Д . ,  образо ван но й  поверхностями 5  и д ( М)  ^  Ио2 +  
+  <?о ( М ) ,  г д е  Цо{М) — ко м п ле к с п о з п а ч н а я  ф у н к ц и я  с л о к а л ь н ы м  
носителем в Д . ,  1гп </о(А4) >  0. Б у д е м  сч и т а ть ,  что функции 
Р( М) ,  д ( М)  и и (Я)  о б л а д а ю т  дост ато чно й гл а д к о с т ь ю ,  обеспе­
чивающей су щ е с т в о в а ни е  и ед инств енность  клас си че ско го  р е ш е ­
ния з а д а ч и  ди ф ракци и ,  причем 1 ш и : > 0 .

Обычные у с л ов и я  излучения  в фо рме  З о м м е р ф е л ь д а  - Р ел -  
л нх а  имеют аси мптотический х а р а к т е р  и о п р е д е л я ю т  п р е д е л ь ­
ное поведение  решения  на бесконечности.  Э т а  форма условий 
неудобна  д л я  с в е д е н и я  з а д а ч и  ди ф ра кц и и  к к рае во й  з а д а ч е  д л я  
ограниченной обла сти .  Более  удобна  ф о р м а  т а к  н а з ы в а е м ы х  
« п а р ц и а л ь н ы х »  условий и з л у ч е н и я * .  И з  п о ст а но вк и  р а с с м а т р и ­
ваемой з а д а ч и  с л е д у е т ,  что т ребов а ни е  отсутствия волн, прихо­
д я щ и х  из бесконечности,  по зволяет  з а п и с а т ь  п редс тав лени е  ре ­
шения вне сферы 2«„,  где  х а р а к т е р и с т и к и  с р е д ы  однородны,  в 
виде  р а з л о ж е н и я  по полной системе  р а с х о д я щ и х с я  сферических 
волн:

и !г * 0 " = ^  Тат^ { к йг )  У'Ц (&, <?), (1 .4)
п  ,т

гд е  {Кпт (0, ф)} — орто норм иро ван ная  на  единичной сфере с и ­
с т е м а  сферических  функций,  (к0г )  — сфер ические  функции 
Х а н к ел я  первого  рода ,  с о отве тс тв ую щ ие р а с х о д я щ и м с я  сфери­
ческим волнам.  Ф ун кц и я  и я в л я е т с я  а н а л ит и ч е с к о й  вне сферы 
2/?0 , поэтому  р я д  (1.4)  сход ится  р а в н о м е р н о ,  абсолютно и д о ­
п у с к а е т  почленное дифференцирование .  Э т о  о з н а ч а е т ,  что коэф­
фициенты р а з л о ж е н и я  Т„т достаточно б ы с т р о  у б ы в а ю т  с ростом 
п и т .

И т а к ,  в к а ч е с т в е  исходной з а д а ч и  б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  з а ­
д а ч у  (1 .1)  — (1 .4 ) .  В представлении (1 .4 )  коэффициенты Тпт 
неизвестны,  и во многих с л у ч а я х  решение  з а д а ч и  дифракции з а ­
кл ю ч ае тс я  в определении только  э ти х  коэффициентов ,  п оско ль­
к у  они оп ре д е ля ю т  решение  в д а л ь н е й  зоне .
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З а м е т и м ,  что п р е д с т а в л е н и е  (1.4)  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  
р а з л о ж е н и е  р е ш е н и я  по полной с и ст ем е  сферических ф у н к ­
ций ?)---- УН*** (**. ? ) :

и - - V// A(r)Ti*(ft ,cp).  (1.5)
к

Непосредстненной проверкой л е г к о  у б е д и т ь с я ,  что д л я  коэффи­
циентов р а з л о ж е н и я

2 п  75

¡ h  (П - T kVnlk) ( V )  - - f f «  ¥) v t  ( ft» ¥) sin W d ' i

имеют место  с л е д у ю щ и е  соотношения:  

(lUk 
dr

г д е

\k( r ) u k{r) = 0 ,  r > / ? 0, (1 .6)

Y‘ ( r ) ' 7 7 ( ci ( * ) (,':»r ) )/r' » ( ‘ ) ( V ) - (1 '7)

Соотношения  (1 .6 )  м о ж н о  т р а к т о в а т ь  к а к  а н а л о г  одн омерны х 
условий и з л у ч е н и я  д л я  коэффициентов и * ( г ) .  Их  обычно н а з ы ­
ва ю т  п а р ц и а л ь н ы м и  ус л ови ям и  излучения .

С р а з у  о т м е т и м ,  что д л я  решения  и  у р а в н е н и я  (1 .1 ) ,  у д о в ­
ле тв ор яю щ е го  принципу  излучения,  и м ее т  место  соотношение

Im Г -^ - «* </ .9  - - i - y |  T nmV. (1 .8)
J  *" Zt,

С у м м а  в п рав ой  части  (1.8) с о о т в е тс т в у е т  условию а д д и т и в н о ­
сти энергии о т д е л ь н ы х  сферических  г а р м о н и к  в однородной ср е ­
де .  Соо тношение  (1 .8 )  л ег к о  получить из п ред став лени я  (1 .4 ) ,  
усл ови я  о р тог он ал ь н о ст и  сферических  г а р м о н и к  и соотношения

(1.9)

я в л я ю щ е г о с я  с л е д с т в и е м  в ы р а ж е н и я  д л я  оп ре д ел ите ля  В рон ­
ского ц ил и н д р и че с к и х  функций.

У словия  (1 .6 )  м о ж н о  за п и с а т ь  в след ую щ ей  экв ива ле нтной  
форме:

§  j ¡ t ^ d S - T t R i Í 7 ^ k^ \ ' - ^  ( U 0 )
*Ro

Это п р е д с т а в л е н и е  услови й излучения  п о зв о ля ет  р а с п р о с т р а ­
нить « п а р ц и а л ь н ы е »  у сл ов ия  излучения ,  за п и с а н н ы е  в инте г ­



ральной  форме,  на случ а й ,  к о г д а  и н т е г р а л ы  б е р у т с я  у ж е  не по 
сфере а по любой з а м к н у т о й  поверхности  5 0, охв а т ы в а ю -  
щей сферу 2 * 0. Р а с с м о т р и м  си стему  ре ш е н и й  ур ав нен ия  
Г ел ьм го ль ц а ,  у д о в л е т в о р я ю щ и х  у с л о в и я м  и з л у ч е н и я

( 1. 11)

С и с т е м а  {&У*}— полная  п а  р а с с м а т р и в а е м о й  по верхности  5о. 
В си лу  (1 .4)  па поверхности имеет  место  п р е д с т а в л е н и е  реше­
ний

и ( Р ) к  А | ? ' Л ,  (1.12)
к

о т к у д а

211V,* 7 » .  / = 1 , 2 , . . . .  (1.13)
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З а м е т и м ,  что из второй фо рмул ы Г р и н а ,  примененной к 
фу н кц и ям  и и а* в об лас ти  м е ж д у  п о в е р х н о с т я м и  £/?0 и 5 0, 
с л е д у е т ,  что

1ш Г —  \ | 7 ’а |2 . ( 1 . 1 5 )
]  оп к0 у }

П о э т о м у  на основании фо рмул ы (1.8) о к о н ч а т е л ь н о  получаем

1 т  Г — « * ( / £ . - —  V I  7^1*. (1.16)
^  А, *0 ?

Соотношения (1.15)  и (1 .16 )  имеют о ч е в и д н ы й  физический 
с м ы с л  постоянства полного потока энергии ч е р е з  лю бую  з а м к ­
н ут ую  поверхность,  с о д е р ж а щ у ю  £/?„.

Соотношения (1 .13 )  п р е д с т а в л я ю т  собой о б щ и е  п а р ц и а л ь ­
ные ус ловия  излучения  д л я  ур авн ени я  Г е л ь м г о л ь ц а .  С их по­
мощ ью внешнюю к р а е в у ю  з а д а ч у  (1 .1)  — (1 .4 )  м о ж н о  свести  к 
решению внутренней кр аев ой  з ад ач и  д л я  у р а в н е н и я  (1.1) в 
д в у с в я з н о й  области  Д . * ,  ограниченной п о в е р х н о с т я м и  5  и 5о, с 
у с л о в и я м и  (1.3) и (1.13)  на  этих  п о ве рх н ост ях  соответственно .

В  некоторых с л у ч а я х  поверхность  5п у д о б н о  в ы б и р а т ь  вн ут ­
ри сферы 2/?0, по т а к ,  чтобы всюду  вне 5о  в ы п о л н я л о с ь  урав - .  
нение Ге льм го ль ца  (1 .2 ) .  В  эт ом  с л у ч а е  па  по вер хн ости  5о р е ­
шение  исходной кр ае во й  з а д а ч и  нельзя  п р е д с т а в и т ь  в виде  р а з ­
л о ж е н и я  (1 .12 ) ,  о д н а к о  п а р ц и а л ь н ы е  у с л о в и я  и з л у ч е н и я  можно 
пост а вит ь  на поверхности  £о и получить  в ы р а ж е н и е  д л я  коэф-



фициснтов Тк в  п р ед ставл ен и и  ( 1 .4 ) ,  с п рав ед ливом  вн е  сферы 
не в ы ч и с л я я  решения  у р а в н е н и я  Г ел ь м го ль ц а  в области  

м е ж д у  п о в е р х н о с т я м и  5о и 2у?0. Действ ительн о ,  в  силу  второй 
ф о р м у л ы  Г р и н а ,  примененной вне  поверхности  5о к ф ун кц иям  
и и и>к, п о лу ч и м

Та к и м  о б р а з о м ,  искомое  у с л о в и е  излу чения  имеет  вид

= = Г и  (/5, к-  , 1 , 2 .........  ( 1 .17)I
П р и м е н я я  в т о р у ю  ф о р м у л у  Грина  к фун кц иям  и и ха)к* в о б л а ­
сти,  о гр ан ич ен ной  пове рх нос тям и  5 0 и 2/?0, и во сп ол ьзо вав шись  
п р е д с т а в л е н и е м  (1.4)  на 2 # ь, по лучаем

<1Л8>
•**0

Соо тношение  (1 .18)  м ожн о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  н ел ока льн ое  им- 
пед ансное  у с л о в и е  на поверхности 5о,  эк ви ва ле нтное  у с л о в и я м  
и зл уч ен ия  З о м м е р ф е л ь д а  — Р е л л н х а .

П о л у ч и м  и нтег р ал ьн ы е  т о ж д е с т в а  д л я  решения  п о с та в л е н ­
ной з а д а ч и ,  к о т о р ы е  в ы р а ж а ю т  з а к о н ы  сохранения  энергии д л я  
з а д а ч и  д и ф р а к ц и и .  Применив  первую  фо рмулу  Грина  к  ф ун к­
циям и и и*  в о б л а с т и  О,*,  получим соотношение

и * / - [ и ] г / « =  I* ри*  р \ |тга(1 ирс/и

¿)* 5 + 5« Ь*
е е

- \ - <7 |«|2 ^ = 0 .
ь*е

И з мним ой  част и  этого  соотношения ,  у ч и т ы в а я  г ран ичн ы е  у с ­
л ови я  на  пове рхн ости  5 ,  имеем

1 т  <7 | и \2(№-\- 1 т  |*(Ф \-аи) ра*и$-\-\т |  ~ -и * Н 8  =  0.
>  Я 5'.

(1 .19)
У ч и т ы в а я  п а р ц и а л ь н ы е  у с л о в и я  излучения ,  соотношения (1.15)  
и очев ид но е  т о ж д е с т в о

1га {(Ф -} - аи )  ри*} ~ {(Ф | « и )  к *  - (Ф* | а *и*) и} —



с п р ав ед л иво е  при a 2 =  I m a ! > 0 ,  п р е об р а з у е м  со отнош ение  (1.19) 
к  ви д у

D*

( I m <7 1 и \2i i v  -{- \ ра.2 и  -1- ——
J  2/d'.

5

__ 1 Г

d S

dS.

V\T>\*=

( 1.20)

Соотношение (1.20)  в ы р а ж а е т  закон с о х р а н е н и я  энергии .  Оно 
с п р а в е д л и в о  в с л у ч а е  непрерывной функции д,  а в  с л у ч а е  р а з ­
рывной ограниченной функции ц. В послед нем  с л у ч а е  исхо дна я  
к р а е в а я  з а д а ч а  д о л ж н а  б ы ть  дополнена  у с л о в и я м и  не пр ер ыв ­
ности поля и и его нен ормал ьн ой  производной на г р а н и ц а х  р а з ­
д е л а  непрерывности  сред.

§  2. Построение приб ли женно го  р е ш е н и я  
в сферическом слое

П ер ей де м  к построению при ближе нн ого  р е ш е н и я  з а д а ч и  
(1 .1 )  — (1 .3 ) ,  (1 .13)  в об ласт и  Д Л  Особенн остью  этой з ад ач и
я в л я е т с я  то,  что, к а к  пр ави ло ,  частота  к о л е б а н и й  f = - h L  ,

J  2д
г д е  с  — скорость  распр остранении  волн в с р е д е ,  б о л ь ш е  первых 
со бственн ых  частот  об лас ти  Д .* .  Со гл ас но  « п а р ц и а л ь н ы м »  у с ­
л о в и я м  излучения (1 .13 ) ,  з а д а ч а  о к а з ы в а е т с я  н е с а м о с о п р я ж е н ­
ной. Эти об ст оя те льс тва  з а т р у д н я ю т  применение  п р я м ы х  числен­
ных методов  д л я  решения  д а н н о г о  к л а с с а  з а д а ч .  В н ас тоящ ее  
в р е м я  дли их решения  р а з р а б о т а н ы  п р я м ы е  проекционны е ме ­
то д ы  типа ме то да  I а л е р к и н а .  В частности,  д о с т а т о ч н о  эффек­
т ивны м о к а з а л с я  метод,  с в о д я щ и й  исх одн ую  з а д а ч у  к  краевой 
з а д а ч е  д л я  конечной с и с т е м ы  обы кн ове нн ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
ных уравнений.

О сновн ая  идея ме тода  д ост ат очно  пр оста .  П у с т ь  о б ла с т ь  Q 
решения  исходной з а д а ч и  т а к о в а ,  что м о ж н о  в ы д е л и т ь  кр иво ­
линей ную коорди на ту  £ т а к у ю ,  что сечение S : о б л а с т и  Q ко ор ­
динатной поверхностью £ — co ns t  односвязно .  В ы б е р е м  в к а ж д о м  
сечении S : полную с и с т е м у  функций {х*}> п а р а м е т р и ч е с к и  з а в и ­
с я щ у ю  от £. П рибли жен ное  решение  з а д а ч и  (1 .1 )  —  (1 .3 ) ,  (1 .13) 
б у д е м  ис к ат ь  в виде  конечной с у м м ы

N

Л-1

с п о д л е ж а щ и м и  оп ределению ф ун кц и ям и  /*(£)• Д л я  их н а х о ж -
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д ения  и с п о л ь з у е м  у с л о в и я  ти па  проекционных соотношений ор­
т о го на льн о ст и

| I  |иу] фЛ(/5 =  0,  к  1, . . .  А^,

г д е  г|ч — н е к о т о р а я  полн ая  на 5 ;  сист ем а  функций.  Ч ас то  в к а ­
честве ф ун кц и й  г}1* вы б и р а ю т с я  функции хаЛ

П о д с т а в л я я  в ы р а ж е н и е  д л я  иК в  условие  ортогональности ,  
получим ко н еч н ую  си сте му  линейных дифференциальных у р а в ­
нений д л я  о п ре д еле н и я  функций }к. К р а е в ы е  у сл ов и я  д л я  этой 
си ст ем ы  ди ф ф ер ен ци ал ьн ы х  урав нени й  получаются  из т р е б о в а ­
ния у д о в л е т в о р е н и я  и интегр ал ьн ом  с м ы с л е  к р а е в о м у  условию
(1.3)  и у с л о в и я м  (1.13)  в г р ан и чн ы х  сечениях  и 5с , .

П р е и м у щ е с т в о  та ко го  м е т о д а  по сравнению с об ыч ным  м е ­
тодом Г а л е р к и н а  з а к л ю ч а е т с я  в  том,  что в п редст авл ении  д л я  
иы л и ш ь  ч а с т ь  функций,  о п ред ел я ю щ их  приближенное  решение,  
в ы б и р а е т с я  априорно (функции х * ) .  о стал ьны е  ж е  функции оп­
р е д е л я ю т с я  из условий з а д а ч и .  Эт от  метод  принято н а з ы в а т ь  
неполн ым м е т о д о м  Г а л е р к и н а * .

П о с т р о и м  прибл иженное  решение  за д а ч и  (1.1)  — ( 1 .3 ) ,  (1 .13) 
н а ч и н а я  со с л у ч а я ,  к о гд а  поверхность  5  п р е д с т а в л я е т  собой 
сферу  р а д и у с а  го. К а к  б у д е т  с л е д о в а т ь  из д а ль н е й ш е го  р а с ­
с м о т ре н и я ,  т а к о е  п р е дп оло ж ен ие  не о гр аничи вае т  общности р а с ­
с м о тр ен и я  проб лемы.  В этом с л у ч а е  естественно в к а ч е с т в е  об­
л а с т и  П<* р еш ен и я  з а д а ч и  р а с с м а т р и в а т ь  шаровой слой,  о г р а ­
ниченный конце нтри ческими  сф ер ам и  рад иус ов  Го и /?о, а  п а р ­
ц и а л ь н ы е  у с л о в и я  излучения  з а д а в а т ь  на поверхности сферы 
2/?0. О че ви дн о ,  что зд есь  роль  ко орди на ты £ и гр ает  р а д и а л ь н а я  
к о о р д и н а т а ,  а  5 С — концентрические  сферы 5 Г.

В ы б е р е м  в  к а ч ес тв е  базисной си сте мы  неполного ме то да  
Г а л е р к и н а  с и с т е м у  сфери ческих  функций ( и * (0, <р)}. Б у д е м  ис­
к а т ь  п р и б л и ж е н н о е  решение  з а д а ч и  в виде

N

« л г  ^  (2.1)
*-1

Д л я  о п р е д е л е н и я  коэффициентов  7* ,  согласно неп олному  м е ­
т о д у  Г а л е р к и н а ,  надо  сф о р м у л ир о в ат ь  проекционные у сл ов ия  
ортого нал ьн ости .  Ц е ле с о о б р а зн о  эти ус ловия  поста вить  т а к и м  
о б р а з о м ,  чтобы  приб лиже нн ое  решение  (2.1) у д о в л е т в о р я л о  
т о м у  ж е  э н е р г е т и ч е с к о м у  соотношению (1 .20 ) ,  что и точное  ре ­
шение  исходной з а д а ч и  (1.1)  — (1 .3 ) ,  (1 .13 ) .  В д а нн о м  с л у ч а е  
у с л о в и я  ортог ональности  м о г у т  быт ь  вы б р а н ы  в форме

| £ [ « „  1 ^ / 5 = 0 ,  л0 < г < / ? 0, к ^ Л ........N.  (2 .2)

• С м . :  Д Л И  С С С Р .  1977. Т. 236.  №  5. С . 1 0 7 6 - 1 0 7 9 ,



И з у с л о в и я  (2.2)  п олу чае м  с и с т е м у  N о б ы к н о в е н н ы х  дифферен­
ц и а л ь н ы х  уравнений д л я  н еи з вест ны х  функ ци й Zд. ( г ) .  Г р ан ич­
ные  у с л о в и я  д л я  этой с и с т е м ы  получим из т р е б о в а н и я  у д о в л е т ­
ворения  п р иб лиже нн ым  р еш ени ем  гр а н и ч н о м у  у с л о в и ю  (1.3)  в 
интегр ал ьн ом  см ы с л е  и у с л о в и я м  изл учени я  ( 1 . 1 0 ) :

В об лас ти  вне 5 л ,  п р и б л и ж е н н о е  решение  о п р е д е л и м  в ви д е  ко­
нечной с у м м ы

И з п р ед ст ав л ени я  (2 .5 )  с л е д у е т ,  что п р и б л и ж е н н о е  р еш ение  Ыу 
у д о в л е т в о р я е т  у сл ов и ям  и зл у че н и я  и н е п р е р ы в н о  в с ю д у  вне 
5 Г|1. Решение  им з а д а ч и  (2 .2 )  — (2 .4 )  у д о в л е т в о р я е т  с ф орм ул и­
р о в а н н о м у  вы ш е основному  треб ов а ни ю :  д л я  ф у н к ц и и  и ы д о л ж ­
но в ы п о л нят ьс я  эн ер ге ти ч ес ко е  соотношение  ( 1 . 2 0 ) .  Д е й с т в и ­
тельно ,  у м н о ж и в  соотношения  (2.3)  на 2 * * ( г 0) ,  а соотношения
( 2 . 4 ) — на £ ** (Я о )  и п р о с у м м и р о в а в  по £ от  1 д о  N  со отве тст ­
венно,  получим

У м н о ж а я  соотношения (2 . 2 )  на  Хк*. с у м м и р у я  по Л от  1 до 
N и интегр ируя  по г  в  п р е д е л а х  от г 0 до  Яо, и м е е м

Г дих
.) дп =  А = 1 , . . . А Л ,  (2.4)

где

(2.5)

г д е  коэффициент

(2 .6 )

и

(2.7)



П р е о б р а з у я  ( 2 .8 ) ,  ис по льз уя  п ер ву ю  ф о р м у л у  Гр и на  и у ч и т ы ­
в а я  со о т н о ш е н и я  (2 .6 )  и ( 2 . 7 ) ,  д л я  функции иы п о лу ч а е м  с л е ­
д у ю щ е е  э н е р г е т и ч е с к о е  соотношение:

Ф 12
'К 2/ а-)

(2 .9)

п у г - Р  №12

И т а к ,  з а д а ч а  построения прибл иже нн ого  решения  Иы с в е д е ­
на к  ре ш е н и ю  линейной к р а е в о й  за д а ч и  (2 .2 ) -  —(2.4)  д л я  си сте ­
м ы  N о б ы к н о в е н н ы х  ди ф ф е р е н ци ал ь н ы х  уравн ени й на  о тр ез к е  
[Го, /?о]. Д л я  и сс ле д о ва ни я  однозначной ра зр еш имости  этой си ­
с т е м ы  и с п о л ь з у е м  а л ь т е р н а т и в ы  Ф р е д г о ль м а .  И т а к ,  достато чно  
п о к а з а т ь ,  что с о о т в е т с т в у ю щ а я  о д нород ная  к р а е в а я  з а д а ч а  име­
ет  т о л ь к о  тр ив и а л ь н о е  решение .  Д л я  решения и№ однородной 
з а д а ч и  ( ф  =  0)  эн ергети ческо е  т о ж д е с т в о  (1.20) пр ин имае т  вид

( 2 . 10)

В с е  с л а г а е м ы е  в левой части  (2 .10 )  неотрицательны,  поэтому  
при 1 т д > 0  получим и№ =  0  в  Ое*. Если \ m q - 0  в Ое*, то  из 
р а в е н с т в а  н у л ю  второго из с л а г а е м ы х  в левой части (2 .10 )  с л е ­
д у е т ,  что  «аг0з з 0 на 5 Г„, о т к у д а  из (2.1)  по лучаем  2 * ° ( г 0) =  0, 
/ г = 1 , . . .  о т с ю д а  в си лу  (2 .3 )  при Ф  =  0 имеем

ё г

С л е д о в а т е л ь н о ,  д л я  о п ре д е ле н и я  Ẑ г0 получена  о дн ород н ая  з а ­
д а ч а  Ко ши ,  к о т о р а я  имеет  т о ль к о  триви ал ьн ое  решение,  что 
и д о к а з ы в а е т  однозна чную р а з р е ш и м о с ть  кр аев ой  з а д а ч и  д л я
г к. ■■ •

И с с л е д у е м  т еп ерь  с х о д и м о с т ь  последовате льно сти  прибли­
ж е н н ы х  решений {ид,} при /У->оо. О гр аничи мся  с л у ч а е м  1 т д >  
> 0 .  П р е ж д е  всего  з а м е т и м ,  что  из соотношения (2.9)  в ы т е к а е т  
р а в н о м е р н а я  по N о гран ич ен ность  нормы и

4 т1п 1ш д
Р  1Ф|2 //5,

ди N
дп

Г О
=  \/Л ( г 0)| =  11 р  ( а и *  -1- Ф) vl<is <



< К а^лг)йН-|Фй|; p<bv*kd s ,

V  k (Г0)|2 <  2  |(аИл,),|2 +  £  |ф,|*\ ,
* ' ¿ k i

\ М ф 4|2 < №  - = с „  
k

f /?I««,v!2 í/s < C 2, ^  Itattjy)*!2 <  C 2,
4  *

J  J  p - - ^ L u *wí{S p \ g t ñ á a Nf  dv -{-
t ?  s r usRe ( n  ¿*

í7 |«yvl2 í/l» í - :0,

Re f — j* p\gTbáuN\2dv -{ -
S R 0 D*e

+  Re j* q\uN\2dv -^Q.  (2 .11)
D*

e

Отсюда  с л е д у е т  р а в н о м е р н а я  ограниченность g r a d *  в энергет и ­
ческой норме.

Р а с с м о т р и м  ра зность  точного  и п риб лижен ного  решений 

w N — u

При люб ом  r o ^ r ^ . R o  и м ее т  место  р а з л о ж е н и е  точного  реше­
ния в равномерно и аб солю тно  сх одя щий р я д  по с и с т е м е  {v „}:

И =  У  (2.12)
k

Д л я  функций Wn им еем р а з л о ж е н и е



В с и л у  линейности з а д а ч  д л я  и и иы из соотношений (2.2)  
и (1 .1 )  п о л у ч а е м  соотношения

Г 0 ,  ЛГ,

С ¿ [ м л ,|-и^/5, А > Л Г + 1 ,  (2 - 1 4 )

а при г  =  г 0 и г  — Яо  из соотношений (2.3) и (2 .14)  и соответ ­
с т в у ю щ и х  ус лов ий  д л я  точного решения  — соотношения

О, Л < Л Л ,

Р
дтN
дп

да
дп

■allы — ЩVkds

д"Шь Г*) г ж ^ / / \
-----Ь. Ъъ }d s  — 7 о, /^0----- ( V )

с) Л ¿г Г /?г
Ся(Л)1

(2.15)

(2.16)

г д е

Т\ тк 'Гк > 6 < Л Г ,

Тьу к >  АГ-1-1.

И з  ( 2 .1 4 )  — (2 .16 )  д л я  фу нкц ии  имеем с л е д у ю щ е е  интег­
р а л ь н о е  соотношение:

Г 1 т  ц \WuYdv-1- Г Я а '21далг!2 ^  +  7 -  ^  |7’^*|2 -̂ =
Ь ; *» "

—  — 1 т  Г 1ш 1 я С ^ г л г + Ф ) / ? ^ « ,  (2 .17)

г д е

Л ^  + 1
(2.18)

О це ним  и нтег р ал  в правой ч ас ти  формулы (2 .17 )  и п о к а ж е м ,  
что он с т р е м и т с я  к нулю при ./V—»-оо:

Г I К 1  я Ь й и  -  Г р Я к  а з  -  
Ь;  дл

— С р(§га с1 «уу ,  е г а и / й ) ^ - } -  \ quNR'Nd v .
о* 0*



П р и м е н я я  н е р а в е н с т в а  Коши —  Б у п я к о в с к о г о  и у ч и т ы в а я ,  что 

I I « Л ,  и цв г  ас] М 1 / ,  равномерно о г р а н и ч е н ы  по N. нормы
иI)п

т й к ж с  р а в н о м е р н о  ограничены по N. а [ ¡Л^  1/ и
'х'2\^е)

с т р е м я т с я  к нул ю  при N-*-00, п о л у ч а е м

П т  1т  I I \usi\Rm Iv - 0.
ЛГ*« !)*

Аналогично у с т а н а в л и в а е м ,  что

Нш 1 т  | р { а и к -\ Ф)  1=0. 
ы . .  .

г д
И з  (2 .17 )  при N-*00 по лучаем

Кт\Тк ~  7 * | ....0.
и  .ос

С л е д о в а т е л ь н о ,  у к а з а н н ы й  а л г о р и т м  де й с т в и т е ль н о  п о з в о л я е т  
получить п риб лиж ен ное  решение  исхо дно й з а д а ч и  д и ф р а к ц и и  
на неоднородном теле.

С д е л а е м  те перь  в а ж н о е  з а м е ч а н и е ,  п озво ляющ ее  п р и д а т ь  
з н ач ител ьн ую  общность  п олу чен ны м  р е з у л ь т а т а м .  Д о  сих  пор 
м ы  строили приближенное  реш ен и е  д л я  с л у ч а я ,  к о г д а  п о в е р х ­
ность 5 ,  о г р а н и ч и в а ю щ а я  тело,  я в л я л а с ь  сферой. В с л у ч а е  п р о ­
извольной поверхности  5  з а д а ч у  л е г к о  св ес ти  к то ль к о  что р а с ­
смотренной,  о т о бр а з и в  д в у с в я з н у ю  о б л а с т ь  /),.*, о г р а н и ч е н н у ю  
по верхн остями  5  и 5 0, на сф ер ическ ий  слой.  При этом к о э ф ф и ­
циенты у р а в н е н и я  (1.1)  и зм е н ят с я ,  но, п о с к о л ь к у  исходное у р а в ­
нение б ы ло  с переменными к о эф ф иц иента м и,  это не п р и в о д и т  к  
прин ци пиальным  трудностям .

Р а с с м о т р и м  боле е  подробно с и с т е м у  проекционных с о о т н о ­
шений (2 .2 ) .  П о д с т а в л я я  в (2 .2 )  п р е д с т а в л е н и е  п р и б л и ж е н н о г о  
решения  в ви д е  (2 .1 )  и и сп о л ь зу я  я в н ы й  ви д  линейного  о п е р а ­
тора ,  имеем с л е д у ю щ у ю  с и с т е м у  о б ы к н о в е н н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
н ы х  ур ав н ени й :
N

2  о, ....... л г ,

(2 .1 9 )
л=1

где

Л « — Г ръ№гЧ&\  ( 2 . 2 0 )



д г
—  p v nv l r 2dQ; (2.21)

г

с ы = ^  |“ - ( g r a c l . ,  р , g r a d ± ü„) ¡ - ^ „ j  v*kr 2d ü .  (2.22)

Ч е р е з  Дг и g r a d x  о б о з н а ч ен ы  следующие диффе ренци альные  
операции:

Т а к и м  обр азо м,  со о тно ш ен и я  (2.2)  о б р а з у ю т  линей ную си сте му  
о б ы к н о в е н н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  уравн ен ий  с переменными 
коэфф ициентами,  не р а з р е ш е н н у ю  относительно ст ар ш ей  произ­
водной. Ч исле нные  м е т о д ы  во многих с л у ч а я х  более удобно 
п р и м е н я т ь  к н о р м а л ь н ы м  си ст ем а м  лин ейны х диф фер енциаль ­
н ы х  уравнений ,  п о э т о м у  в о з н и к а е т  вопрос о приведении систе ­
м ы  (2 .19 )  к н о р м а л ь н о й  форме.  В том с л у ч а е ,  к о г д а  поло жи ­
т е л ь н у ю  функцию р ( г ,  0,  ф) можно п р е д с т а в и т ь  в виде  произ­
ве д е н и я  функции,  з а в и с я щ е й  от г, и функции,  к о то р ая  зависит  
от  к о о р д и на т  0,  ф, т.  е.

м а т р и ц а  Акп т а к ж е  и м е е т  общий множ ит ель ,  з а в и с я щ и й  от пе­
ременной  и н те гр и р о ва н ия

р и ца ,  и с и ст ем у  ( 2 .1 9 )  м о ж н о  разреш ить  относит ельно  старшей 
производной с р а з у  д л я  в с е х  значений переменной г. Ф у нк ц и я  
р{г ,  6 ,  ф),  к а к  п р а в и л о ,  о п и с ы в а е т  м а т е р и а л ь н ы е  х а р а к т е р и с т и ­
ки с р ед ы ,  ко торы е  ч а с т о  м о ж н о  з а д а т ь  в в и д е  (2 . 23 ) .

С у щ е с т в у е т  и б о л е е  р а д и к а л ь н ы й  м е т о д  получения  р а з р е ­
шенной относительно с т а р ш е й  производной с и с т е м ы  дифферен­
ц и а л ь н ы х  у р а в н е ни й .  Он с в я з а н  с в ы бором  базисной системы 
функций,  отличной от  {и*} и связанной с х а р а к т е р и с т и к а м и  ср е ­
д ы .  Д л я  простоты б у д е м  счита ть ,  что п о л о ж и т е л ь н а я  функция  
р ( г , 0 , ф )  при r-+Ro  н е п р е р ы в н о  и г л а д к о  с т р е м и т с я  к  1. При к а ж ­
д о м  значении г  н а  о т р е з к е  [ г 0, Ro] вм ес то  базисной си сте мы 
функций {а„}» к о т о р а я  не з а в и с и т  от  г,  в в е д е м  б ази сн ую  систе ­

г

д■г г'2 д г  д г

Р ( г , 0, ч)=- - -рц( г ) !\  (0, ср), (2 .23)

АЬп(г ) - - -  р^{г ) г2АЬпл 

где м а т р и ц а  Â ьк при р±(0,  ф) > 0—-постоянная  неособенная  м а т



м у  функций на сфсре р а д и у с а  г,  о р т о г о н а л ь н у ю  на этой сфе ре  с  
весом р{оп (г,  0, ф) :

p v nvuctS'-^bak. ( 2 .2 4 )

П рибли же нное  решение  и s  п о - п р е ж н е м у  с троим  в виде
N

u,y - V  {r)vn,
п 1

а  коэффициенты 7,п оп ре д е ля ем  из с и с т е м ы  соотношений ( 2 . 2 ) .  
В  этом с л у ч а е  с и с те ма  обы кн ове нн ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в ­
нений, ко т о р а я  с л е д у е т  из соотношений ( 2 . 2 ) ,  и м еет  с л е д у ю щ и й  
норм ал ьн ый  вид:

N -

+  2  ----- (2 .2 5 )
« 1  '  г ‘ ]

Ьслн функции и„ в ы б р а т ь  к а к  с о б с т в е н н ы е  функции о п е р а т о р а

(2 .2 6 )
на единичной сфере с весом р,  з а в и с я щ и м  от г, к а к  от п а р а ­
метра ,  то коэффициенты Спк б у д у т  о п р е д е л е н ы  формулой ( 2 . 2 2 ) .  
Т а к  к а к  /? (л ) - И  при 0, то у с л о в и я  из луч ен ия  (1.13)  не и з ­
меняют ся ,  а с и с т е м а  проекционных соотношений д а е т  н о р м а л ь ­
ную си стему  урав нен ий  (2 .25 ) .  П о ст р о ен и е  си стемы  функц ии  
{у«} в этом с л у ч а е  у с л о ж н я е т с я  и з а в и с и т  от в и д а  функции р,  
одн ак о  э т а  си с т е ма  функций о п р е д е л е н н ы м  образ ом  с в я з а н а  с 
коэффициентами исходного ур а в н е н и я .  Вопр ос  обосно ван ия  при 
т а к о м  вы боре  б а з и с а  не в ы з ы в а е т  д о п о л н и т е л ь н ы х  с л о ж н о с т е й .

Р ас см отр и м  те перь  случай ,  к о г д а  ф ун кц и и  р ( М)  и д ( М )  
имеют р а з р ы в ы  первого  рода  на н е к о т о р ы х  г л а д к и х  п о в е рх н о ­
с т я х  Г. Р а з р ы в  функций ц и р  т р е б у е т  п о ст а но вки  д л я  точной 
краевой з а д а ч и  до полн ительны х у с л о в и й  с о г л а с о в а н и я  на  п о ­
верхн остях  р а з р ы в а  Г.  Б у д е м  с чит а ть ,  что на поверхности  Г  
вы полняю тся  у с л о в и я  со гл а с о в а ни я

[и][г =

гд е

ÔU 
р ^ г~- 0 ,  ( 2 .2 7 )

№ - =  l im (и ( Р ы ) -  и  ( Р - , ) ) ,  ( 2 .2 8 )
■ -о

а точки Р+6 и Р  л е ж а т  на  н о р м а л и  в т о ч к е  Р  на  п ове рх нос ти  
Г  по р а з н ы е  стороны от поверхности  Г  на  расс тоянии е от  т о ч ­
ки Р.  Хотя с точки зрения т е о р е м ы  с у щ е с т в о в а н и я  и е д и н с т в е н ­
ности поло же ние  поверхности р а з р ы в а  по отношению к  п о в е рх -



ности т е л а  м о ж е т  б ы т ь  пр оиз вольным,  о гр ан ич и м ся  р а с с м о т р е ­
нием с л у ч а я ,  к о г д а  поверх нос ть  р а з р ы в а  Г о б ъ ем лет  сферу 5 Го 
р а д и у с а  г  о. Пр и э т о м  с н а ч а л а  рас см отр им  сл у ча й ,  к о гд а  Г — 
сфера ,  к о н ц е н т р и ч е с к а я  сфере 5 Г|>. В эт ом  с л у ч а е  о бла ст ь  Р с*, 
г д е  необходимо постро ить  пр ибл иженное  решение  за д ач и ,  р а з ­
би в а е т с я  сферой Г на  д в е  подобласти  О,;*' и 1)е н к а ж д о й  из 
ко торы х  м о г у т  б ы т ь  построены п р иб лиж ен ны е решения  и 
иы~ в  со отве тстви и  с  соотношениями (2.1)  и (2 .2 ) .  На  сфере Г 
потре буем  в ы п о л н е н и я  с л е д у ю щ и х  проекци онн ых  условий с о г л а ­
сова ния :

| р  . ( им  - - - им)  Щ'Лз — 0,  к  (2 .29)
г

Г ( р  1.......N.  (2 .30)
л V °п ()п /г

У м н о ж а я  со отнош ение  (2 .29 )  на 7.\ в точке  г — 0, соответ-
(1г

ствующ ей  поверхн ости  Г, а  соотношение ( 2 . 3 0 ) — на 7**  ( л + О ) , 
по лучаем

Г р и м  (¿б--  ̂ Г р - П к — ( 2. 31)
J  Оп и Оп
г

г  г
И з  (2.31)  и (2 .3 2 )  с л е д у е т ,  что

р л. — — ^  Г р.-  *  ■ и~м ¿/5. (2 .33)
дп А Оп

г
Это о зн ач ае т ,  что д л я  приближенного  реш ен ия  с у с л о в и я м и  со­
п р я ж е н и я  (2 .29 )  и (2 .3 0 )  на поверхности  Г вы пол няю тся  у с л о ­
вия непрер ывн ости  пото ка  энергии через поверхность т а к  ж е ,  
к а к  и д л я  точного  р е ш ен ия .  Это позволяет  вновь  получить инте г ­
ральное  соотно шени е  ( 2 .9 ) ,  из которого с л е д у е т  р азр еш имость  
з а д а ч и  д л я  функц ии  им. Соотношения (2 .29 )  и (2.30)  д а ю т  у с ­
л овия  с о п р я ж е н и я  д л я  коэффициентов 2 * ( г — 0) и 7.к {г-\-0) в 
то чке  р а з р ы в а :

V  Л „ ( г - 0 ) « 1 Г „  =  V  г п ( г  +  0 ) аГ„ ;  (2 .34)
Л ' 1  л -1

2  г ' ( г - 0)а*-, =  ( г + 0) (2-35)
л - 1



а ^  =  |  (2 .36)
г

Й * =  )’ (2 .37)
г

П о с к о л ь к у  р..  — п о л о ж и т е л ь н а я  в е с о в а я  ф у н к ц и я ,  м а т р и ц а  а^п 
н е в ы р о ж д е п а  и у р а в н е н и е  (2.34)  и м еет  е д и н с т в е н н о е  решение

^ „ ( г  — 0 ) ^ ^ я ( г  |-0), / г - - 1 , . . . Л Л  (2.38)

Соотношение  (2 .35)  д а е т  линейную с и с т е м у  у р а в н е н и й  относи­
тел ьно  производных 'Ап'(г—0)  И 2 „ ' ( г + 0)  в  т о ч к е  р а з р ы в а .  Осо­
бенно простыми соотношения (2.35) с т а н о в я т с я  д л я  функции р, 
з а в и с я щ е й  только  от  р а д и у с а ,  т. е. к о г д а  с р е д а  сферически-сим- 
метрична .

В  том сл у ча е ,  к о г д а  п р е д с т а в л е н и я  р е ш е н и я  в  области  й е~ 
и й е+ вы б и р а ю т с я  р а з л и ч н ы м и ,  т. е.

ий--= V  Л ' - и Л  (2.39)
П

П
а  функции ип~ орто г он ал ьн ы  с ве сом  р.ь  р - ,  соотношения 
со гл а с о в а ни я  з а п и с ы в а ю т с я  в виде

[  Р - 0, /г- -  1 , . . . ,  /V-;  (2 .40)
г

I (Р| ̂ Г “ /?- ^ )г,й+Л= °' *=1.."+- <2-41>
Г

У м н о ж а я  (2.40)  и а ( л Л*)' и с у м м и р у я  по А, п о л у ч а е м

|  — илО — =  (2 .42)
г

У м н о ж а я  (2.41) на 1 к+* и с у м м и р у я  по п о л у ч а е м

|  « £ * ¿ 5 = ^  /I- (2.43)
Г  Г

И з  соотношений (2 .42)  и (2 .43 )  оп ять  с л е д у е т  непрерывность  
по то ка  энергии через  поверхность  р а з р ы в а  Г,  а  соотношения
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(2.39)  и ( 2 .4 0 )  пр е об р аз у ю т с я  к  с л е д у ю щ и м  у р а в н е н и я м  отно­
сительно Zn-  и и х  производных :

N +
> ]  Л*  и„ц--=2п~, п- = ( 2 .44)
й-1

У  Р . , — 2- ,  (2.45)<*/■ ^  (/лЛ — I

а*ц- " Я - ' « я  ^'*£/5; (2.46)
г

(2 .47)

Т а к и м  о б р а з о м ,  если при р а з л о ж е н и и  по фун кц иям  ь п прихо­
ди тся  в ы б и р а т ь  о ди нак ово е  число г а р м о н и к  в к а ж д о й  из о б л а ­
стей /V“ и 1)с+, то в с л у ч а е  р а з л о ж е н и я  по си стеме  функций,  
св яза нно й с  ве с о м  р,  можно  в ы б и р а т ь  разное  число ба з и с н ы х  
функций в к а ж д о й  из облас тей .  Соотношения  (2.44) и (2 .45) 
о б р а з у ю т  с и с т е м у  Л^+ЛМ лин ей ных  уравнений,  с в я з ы в а ю щ и х  
функции и ее  первые  произ вод ные  с  функцией 1 пл' и ее  про­
изв одн ым и  в т о ч к е  р а з р ы в а .  Соотношения  (2.44)  и (2.45)  о б р а ­
зуют н е в ы р о ж д е н н у ю  с и с т е м у  уравн ений к а к  относительно 
Zn+(Zn'J' ) ' ,  т а к  и относительно Zn'{Zn-)'■ Тем с а м ы м  д л я  с л у ч а я ,  
к о гд а  п о в е рх н ос т ь  р а з р ы в а  Г с о в п а д а е т  с координатной пове рх ­
ностью, м ы  п о л у ч а е м  трехточечную к р а е в у ю  з а д а ч у  д л я  си с т е ­
мы о б ы к н о в е н н ы х  ди ф ф ер ен ци ал ьн ых  уравнений.

П у с т ь  пове рх нос ть  Г не с о в п а д а е т  с поверхностью сферы 5 Г. 
В этом с л у ч а е  проекционные соотношения с л е д у е т  изменить  т а к ,  
чтобы д л я  п р иб л и ж е нн о го  решения  вы п о л ня л и с ь  те ж е  э н е р г е ­
тические  соот но ш ен ия ,  что и д л я  точного решения .  Со гл ас но  
у с л о в и я м  с о п р я ж е н и я ,  на поверхности  Г (2.27)  инт егр альное  
соотношение  д л я  точного решения  и м ее т  вид (2 .9 ) .  П о тр еб уе м ,  
чтобы п р и б л и ж е н н о е  решение  з а д а ч и  имело ви д  конечной 
с у м м ы

к I

а  коэффиц иенты Zk определи м из проекционных соотношений
ди> 
дп

5^ и 5“  £

г д е  к р и в а я  Ь п р е д с т а в л я е т  собой пересечение сферы 5 Г пове рх ­
ностью Г  р а з р ы в а  х а р а к т е р и с т и к  с р е д ы ,  5 Г+ и 5 Г~ —  част и  по-



верхности  сферы,  на  ко торы е  она р а з б и т а  п овер х ностью  Г, с11 — 
э л е м е н т  ду ги  д а н н о г о  пересечения.

Соотношения (2 .48)  о б р а з у ю т  д л я  функц ий  2 к си сте му  о б ы к ­
новенных ди ффе рен ци ал ьн ых  уравн ени й в и д а  (2 .19 )  с непре­
ры вн о  диффере нци руемыми  коэфф ици ентам и,  что позволяет  в 
этом с луч а е  не н а к л а д ы в а т ь  д о п о лн и т е л ь ны е  у с л о в и я  с о п р я ж е ­
ния тина  (2 .43 ) ,  (2 .35 )  па функции Хп. О т м е т и м ,  что при этом 
приб лиженное  реш ение  иы в отличие от точного  решения  о к а ­
з ы в а е т с я  функцией,  непрерывной имеете  со своей  нормальной 
производной на поверхности  1' р а з р ы в а  х а р а к т е р и с т и к  среды.  
О д н а к о  система  соотношений (2.48)  в ы б р а н а  т а к и м  образом,  
что д л я  пр иближенного  решения  иы п о - п р е ж н е м у  с о хр ан яе тся  
основное эн ергетическо е  соотношение ( 2 . 9 ) .  Действ ител ьн о ,  
у м н о ж а я  соотношения (2.48)  на 2** ,  с у м м и р у я  к  от  1 д о  N. а 
з а т е м  интегрируя  по г  от  г 0 д о  Я 0, имеем

Прим енив  в к а ж д о й  из областе й  1)ел и Ое~ ф о р м у л у  Грина ,  
получим соотношение (2 .9 ) ,  из которого в н о в ь  с л е д у е т  р а з р е ­
шимость  краевой з а д а ч и  д л я  си ст ем ы  у р а в н е н и й  (2 .48 ) .

§  3. З а д а ч а  ди ф ра кц ии  на  теле  пр ои зво льн ой  формы 
в неоднородной среде

П у с т ь  внутри л о к а ль н о й  неоднородности  н а х о д и т с я  тело Т, 
ограниченное  з а м к н у т о й  поверхностью 5 ,  приче м х а р а к т е р и с т и ­
ки среды внутри т е л а  т а к о в ы ,  что вл и я н и е  т е л а  Т на внешнее  
поле м о ж е т  быть  описано с помощью и м п е д а н с н о г о  граничного 
у с л ов и я  (1.3)  на поверхности  т е л а  Л'. В ы б е р е м  некоторую точ­
к у  О внутри т ела  Т т а к у ю ,  чтобы пове рхн ость  5  б ы л а  звездной 
относительно этой точки О, и вв ед ем  сф е р и ч е с к у ю  си сте му  к о ­
о р д и н ат  г, 0, ф с центром  в т о ч к е  О. В с и л у  с в о й с тв  неоднород­
ной ср ед ы н ай де тся  т а к а я  сфера .Ь\, что вн е  этой сферы р е ш е ­
ние з а д а ч и  ди ф ра кции  м о ж е т  быть  п р е д с т а в л е н о  в виде  суп ер по­
зиции р а с х о д я щ и х с я  сферических  волн с н е и з в е с т н ы м и  коэффи­
циен там и (1 .12 ) ,  а д л я  любой поверхности 5о,  л е ж а щ е й  в об­
л а с т и ,  гд е  ср ед а  однородна ,  имеют место  п а р ц и а л ь н ы е  у с л ов и я  
изл учения  (1 .17 ) .  З а д а ч а  дифракци и з а к л ю ч а е т с я  в построении 
в  области  В е, о граниченной повер х нос тям и  5  и 5 0, решения  
у р а в н е н и я  (1.1)  с у с л ов и я м и  (1.3)  и (1 .17 )  н а  п оверхн остях  5  
и 5о соответственно .

Д л я  построения решения  з а д а ч и  о т о б р а з и м  о б ла с т ь  б е на  
сферический слой К  { 1 < 5 < 2 , О < 0 ' ^ я ,  0 ^ ф ' < 2 л }  т а к ,  что­
бы поверхность 5  пе р е ш л а  в сферу  р а д и у с а  £ = 1 ,  а  поверх-

(2.49)

С



ность 5о — в с ф е р у  р а д и у с а  £ =  2. К о нк ретны й  вид о т о б р а ж е ­
ния,  а т а к ж е  пове рхн ость  5о могут  б ы т ь  вы б р а н ы  раз л и чн ы ми  
способами.  В  том  сл уча е ,  к о гд а  поверх ность  5о гомеоморфна 
поверхности  т е л а  5 ,  одним из наибол ее  простых способов ото ­
б р а ж е н и я  я в л я е т с я  следующий.  П у с т ь  з а д а н о  уравн ени е  пове рх ­
ности 5  в с ф е р и ч е с к их  к оорди на та х

г - -/¿о (0, ? ) .  (3 .1 )
Тогд а  у р а в н е н и е  поверхности 5 о м о ж н о  в ы б р а т ь  в виде

г-— рНцФ> ? ) ,  р >  1, 
а  о т о б р а ж е н и е  з а д а т ь  соотношениями

6 : ^ 1  л /- — /?() (О, у)
(р - 1) ?)

О'. О, (3 .2 )

г  =  рНа ( 2-~ -) (/; — 1) Л?0.

О т о б р а ж е н и е  (3 .2 )  переводит  оператор  I. в соответствующий 
оператор в ч а с т н ы х  производных в новых  переменных £, 0,  ср, 
который б у д е м  о б о зн ач ат ь  той ж е  б ук во й  Ь. В  сферическом 
слое  К  при л ю б о м  £ м ожн о  ввести  ортогональный  бази с

Хп К ? Й ’ (0' ,  ¥'),

гд е  Укт — с ф е р и ч е с к а я  функция  н о в ы х  координат  0 ' ,  (р'. Сфе­
рические р а с х о д я щ и е с я  гармо ники

¿{а)Ук{п)
на по верхности  5о о б р а з у ю т  с и с т е м у  функций

*уд (2 ,  6 ' ,  <?')----юп ( р К 0, 0' ,  <р') (3 .3 )

в новой с и с т е м е  к оорди на т  £()', ср'.
Ф ун кц и и  и« (2,  0 ' ,  ф') с в я з а н ы  с  базисом  {х«} с лед ую щ им  

обр азо м:
п 

к 1
гд е  аПк — т р е у г о л ь н а я  м а т р и ц а  ортогонализации функций ип.

П р и б л и ж е н н о е  решение  з а д а ч и  ди ф ра кц и и  в слое К  б у д е м  
и ск ать  в  в и д е

Л’
А , т х „ ,  (3 .4 )

п 1

гд е  коэффици енты Ап опред ели м  из сл ед ую щ ей  си сте мы соотно­
шений ортого нал ьн ости :



5
<)и.

(3 .5 )

 ̂ ¿у  (Шлг У.п^з 0.  > - к о п ор м а л ь ;  (3 .6 )

0и„ <)ик
° ’ / г 1 .......М;  ( 3 .7 )

(’ («лг - - " л г ) х « ^  0,  //. - 1 , . . . ,  ТУ. (3 .8 )

Ф у н к ц и я  и*,1 - - решение  однородного  у р а в н е н и я  Г е л ь м г о л ь ц а
пне поверхности £ 0, у д о в л е т в о р я ю щ е е  у с л о в и я м  изл уч ения  __
о п р е д е л я ет с я  формулой ( 1 . 1 2 ) :

«л- ^ ' А Ч .  (3 .9 )
к

Т ем  с а м ы м  и на поверхности  5 о и вне ее  с а м а  ф у н к ц и я  и ч+ и 
сс  н о р м а л ь н а я  прои зво дна я  р а з л а г а ю т с я  по с и с т е м е  функций 
{ М 2 ,  0, ф)}.  Очевидно,  что в си лу  (3.9)  и (3 .4 )  коэффициенты

7'* =>] я л*Л л (2) ,  ¿ - 1 , . . . ,  ( 3 .10 )
п

и соотношении (3.7)  к (3 ,8)  д а ю т  граничное  у с л о в и е  при с, =  2

Г <)и л- *
.) —  * « Л . ( 2 > ;  (3 .11 )

т

Чк1а ьп(1т1' ( 3 .12 )

Оп * 2

■пт
к.1

Проекцион ные  соотношения (3.5)  — (3 .9 ) в ы б р а н ы  т а к и м  о б ­
р а з о м ,  что к а к  приближенное ,  т а к  и точное р е ш е н и я  у д о в л е т в о ­
ря ю т  энергет ическ ому  соотношению,  из которого  с л е д у ю т  р а з ­
реш им ост ь  з а д а ч и  опред ел ения  и с х од им о с т ь  иы к  и в  эн ер ­
ге тическ их  нормах .

Р а с с м о т р и м  более подробно д а н н у ю  с х е м у  д л я  о с е с и м м е т ­
ричной за д ач и .  Б у д е м  сч ит а ть ,  что поверхность  5  я в л я е т с я  по­
верхностью  вр ащ ения ,  ось в р а щ е н и я  с о в п а д а е т  с  осью г ,  у р а в ­
нение (3.2)  имеет  вид

Дк-|-й2 ( г ,  0 ) « = О ,  (3 .1 3 )

а  функции а  и Ф  не з а в и с я т  о т  у г л а  В не  п ове рх нос ти  £ 0 ре- 
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шсиис  б у д е м  п р е д с т а в л я т ь  и в и д е  суперпозиции функций,  и м ею ­
щ и х  о с е в у ю  си мметрию .  И м е е м :

и  ( г ,  0) V  Г л ( г ,  0); (3 .1 4 )
п О

*>„■ ( 3 .15 )

С! '1- - | /  П'Л^Лху,  ( 3 .16)

Лп г - <2" '. 1 ^  . (3 . 1 7 )

П р и м е н я я  вто рую ф о р м у л у  I рнна к  и и и* в  об лас ти  £)<? и 
и с п о л ь з у я  у р а в н е н и е  (3.2)  и гр а н и чн ы е  ус лов ия ,  получим эн ер ­
ге т и ч е с к о е  соотношение

Г kl\ll\2dv-\-\ а.2\и\2^5 И  ^  № - 1 т [ Ф « * < / 5 - 0 ,
Ье $ *

А ^ - 1 т  к'2, а 2 — 1 т а .  (3.1В)

П р е о б р а з о в а н и е  (3.2)  пер ево д ит  о б ла с т ь  Л (. в сферический 
слой К  и в  с и л у  осевой с им м ет рии  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  у р а в ­
нение

1а  -\-к‘2($, 9 ) «  — О

в д в у м е р н о й  об лас ти  / С { 1 < £ < 2 ,  0 < 0 < л }  с с о о тве тс тв ую щ и ­
ми к р а е в ы м и  ус лов и ям и .

П у с т ь  н а  кривой £ — 2, соответст вую щей  поверхности  5о, 
в ы б р а н а  с и с т е м а  линейно н е з а в и с и м ы х  функций {^ * ( 0 ) }  т а к и х > 
что л ю б у ю  г л а д к у ю  функцию,  з а д а н н у ю  на о тр езк е  [0 ,  я ] ,  м о ж ­
но п р и б л и з и т ь  с любой ст еп енью  точности в норме  ИР а ( [0 ,  л ] )  
линейной к о мбин ац ии  функ ци й \|)*. В  гильбер товом пр остр ан ст ­
в е  л ю б у ю  по лную с и с т е м у  функций {ф*} можно  ортонормиро- 
в а т ь  и э т а  о р т о г о н а л и з а ц и я  м о ж е т  быть  р е а л и з о в а н а  с  помо­
щью т р е у г о л ь н о й  м а т р и ц ы  а Пк (ял/г =  0 при При эт ом  по­
л у ч е н н а я  с и с т е м а  функций %п

( З -19)
к

я в л я е т с я  о р т ог он а л ь н ы м  б а з и с о м  в \ ^ а 1)( [0 ,  л ] ) .   ̂ __
В ы б е р е м  в к а ч е с т в е  исходной си сте мы гр* на  кривои £ — I  

с и с т е м у  функц ий  ш п{ряо( 0 ) ,  0 ) ,  выполним ее  ортог онали зац ию
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и по лучим Функции х « ( 0 )  11 со отве тств ии  с  ф о р м у л о й  (3 191 
П р и б л и ж е н н о е  решение в о б л а с т и  К  з а д а д и м  в ви д е

N
и н  У ^ « и ) Х л ( 0 )  (3 .20 )

П С)

с коэффициентами,  з а в и с я щ и м и  от  £. Д л я  коэффици ентов  
сф о р м у л ир у е м  одномерную к р а с н у ю  з а д а ч у ,  п о с т а в и в  прое кц и­
онные ан а л о г и  уравнения  (3 .1 3 )  и гр аничн ых  ус л о в и й .  П р о е к ­
ционные соотношения с ф о р м у л и р у е м  т а к и м  о б р а з о м ,  чтобы «*» 
у д о в л е т в о р я л о  то м у  ж е  э н е р г е т и ч е с к о м у  р а в е н с т в у ,  что и точ­
ное решение .  По требуем ,  ч тобы

[ ( ¿ и Л' +  Л2Илг)х^<0) '/О -О ,
Ь

п  ( 3 .21 )

ф}__ _ Р{г .  О, у) .
/->(£, 0 ,  9 )  ' ( 3 ‘ 2 2 )

[  ^  — ф) у*п£ ( 6 )^0-— 0,  ( 3 .2 3 )
о '

г д е  £ (0 ) (10 =  (И дифференциал  д у г и ,  о б р а з у ю щ е й  т е л о  в р а ­
щения.  '

При £ =  2 потребуем в ы п о л нен и я  р ав ен ст в

2  ¿ п ( 2 ) Хп ^ ^  ( 3 .2 4 )
п .и * . . [)

Г (  диХ диN \ • ,

1 л ~ п ---------- (3 .2 5 )

Тъ*1к ( г ,  0) ,  г > / ; / ^ ( 0 ) .  ( 3 .2 6 )
к -о

У м н о ж а я  равенст во  (3.21)  на  2 „ \  с у м м и р у я  по /г о т  0 д о  N
ин тег ри руя  по £ и ф и п ерехо дя  к  с т а р ы м  к о о р д и н а т а м  г  0 ш* 
получим » . ч*

|  Д и д , н ^ - | - С  к 2\иК\‘ 11ъ =  Ъ. (3  27 )
Ъ< \

Аналогично ,  у м н о ж а я  (3 .23) н а  2 „ *  и с у м м и р у я  по п,  п о л у ч а е м  

—̂ — и ый 5 -  \ ( а  { и ^  }■ ф и „ ) с1з^  о. (3 . 2 8 )

6*



У м н о ж и в  (3 .25 )  па  ’Ап* и с у м м и р у я  по п,  имеем

- = 4 2  К Г  (3-29)
( 11 п и

П р и м е н я я  к //х и /¿а/* в т о р у ю  фо рмулу  Грина н в о с п о л ь з о в а в ­
ш и с ь  соотнош ениями  (3 .2 8 )  —  (3 .2 9 ) ,  получим энергетическо е  со­
отно ш ен ие

Г к\\их\21№ } 4 V  ¡ 1 *  а.,!м.У!2^  |-1ш [  Фн,у</5 -0. (3 .30 )
Ье п О «? V?

З а м е т и м ,  что

Ф«.г — Ф *и
2/

«]>
21 | (I. 4«->

И н те г р а л ] .н о с  соотношение  и м е е т  вид

Ф
С }А\11х\-(IV |- ( /  а , и л
Ъ. А ‘21 I и

¿/5 -¡-4 ^  |7~Л2-

I 4(12
и 6' Ф,.

И з соотношении (3 .31 )  с л е д у ю т  оценки

(3 .31 )

( 3 . 3 2 )

(3 .33 )

г д е  й ,2 и «| — средние  з н а ч е н и я  к ?  и а>.
И з  энергети ческо го  соотношения  (3.31)  и линейности к р а е ­

вой з а д а ч и  вновь в ы т е к а е т  р аз реш им ост ь  з а д а ч и  определения  
п р и б л и ж е н н о г о  решения  « у .

О бо сн ован ие  сх од им о ст и  приближенного решения  к  точно­
м у  п р ово д ится  по с х ем е ,  приведенной в §  2. При этом д л я  оцен­
ки  раз н ости  ьих им еет  м е с т о  соотношение*

[  Ь ) « I  И  ^  \тп — У'2|2 <
Ъе * п

ф1)' 2|д/^Л,(/>1 ь ( ~  ф) ' /г| ^ в, ( ч т  ь

* О тм сти м ,  что схо ди м ость  приближенного решения к  точному не сле­
д у е т  из р е з у л ь т а т е «  д о к а з а т е л ь с т в а  §  1,



ХЛ' 11 )
( 3 . 3 4 )

гд е  Ф ,  опреде лен о п (2.35) .
Рав ен стн о  (3 .34 )  я в л я е т с я  оценкой ск о р о с ти  сх одимости п р и ­

ближенн ого  решения  к точному и о б л а с т и  В с и на п о в е р х н о с т я х
5  и 5 0. К а ж д о е  из трех  с л а г а е м ы х  в л ев ой  части (3 .34 )  с т р е ­
мится  к нулю в м е с т е  с \\RnW в  п рав ой  части н ер ав енст ва  при 
М - х » .  С к о р о с т ь  сходимости з а в и с и т  п р е ж д е  всего от г л а д к о ­
сти точного решения  и, по скольку  о н а  о п р е д е л я е т  скорость  у б ы ­
в ан и я  ||ЯЛ.|[. Д о с т а т оч н о  потребовать ,  чтобы и  е  и- '^) (/->), т о г ­

д а  все  норм ы в правой части ( 3 .3 4 )  с т р е м я т с я  к нулю, т а к  
к а к  нормы 11̂ лг|1№, а ) и) —' 0  и (5; в с и л у  теорем в л о ж е н и я

УУ'Р {!)) в  (•*>) и ¿ 2  ( 5 ) .  То  ж е  с п р а в е д л и в о  и д л я  о с ­

т а т к а  р я д а  V  \Тп\*, т а к  к а к  и<= )Х/'>1 } (Л'), ес ли  и  <= И/!-2' (/>)), а

— о ст ат ок  р я д а ,  который п р е д с т а в л я е т  точное решение  и в н е  
поверхности  5 0, у д о в л е т в о ря ю щ е е  у с л о в и я м  излучения.

1:сли тело  н ах о д ится  в однородной среде ,  к о гд а  р~~ I и п о ­
верхность 5  с о в п а д а е т  с 5о,  то  с к о р о с т ь  сходимости н а и б о л ь ­
ш а я ,  а з а д а ч а  с т ан ови тся  чисто а л г е б р а и ч е с к о й .  В этом с л у ч а е  
метод  переходит  в метод  н е о рт о го н а л ь ны х  рядов .

Р а с с м о т р и м  особенности р е а л и з а ц и и  ме тола .  В м ест о  п е р е ­
менной д в в е д е м  переменную с п о м о щ ь ю  соотношения

Штрих д а л е е  опустим.  За пишем  о п е р а то р  Л а п л а с а  в п ер ем ен

г д е

^ = 2  T,,W|,'

имеем
Г = Ч  ( р  Ъ ( ;  -1 ) .

ных 0:



Проекционное  со отно ш ен ие  (3.21)  д а е т  с и с т е м у  линейн ых о б ы к ­
новенных д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  уравнений второго  п о р я д к а  р а з ­
мерности iV+1 о тно си тел ьн о  вектор-функции {£«(£)} :

Е2 V  +  Е 2  ¿ А - ч *  I- 2  +  Z ”w7»‘  ° ’
Л О А О  А О А -О

к О......N,
г д е  мат рицы

Ап!г-^У^ап1 f tf0(6) sinOll +  ilii'/^ l̂Ti Îi/O, 
î -о й

1С

^ яа^ 2 1  ал1 i  ^ o ( ° ) s i l l ° [/’’ ( 0 ) ï №  — 2 lu'
/ -о о

*
V nh ' 2  й п г  J *  y ? o s i n f l T ' i u Ü ) i / 0 ,

/ О О
1t

] a ni j  A?u s inOF(;> Q)v tvldQ.
I -о 0

В ы п о л н я я  з а м е н у  Z ,  •- =- V  a nl/.n и п р е д с т а в л я я  м ат р и цы  в виде
П

Ank - 21  
i

по лучим с и с т е м у  ди ф ф ер ен ци ал ьн ы х  у р а в н е ни й ,  не с о д е р ж а щ у ю  
явно м а т р и ц у  о р т о г о н а л и з а ц и и :

е2 21 2 1 YiRik  ^
î î i

К р а е в ы е  у с л ов и я  ( 3 . 2 3 ) ,  (3.24)  - -  (3 .26)  т а к ж е  м ожн о  пр ео б р а­
з о в а т ь  к виду ,  не с о д е р ж а щ е м у  матрицы  ортогонали зац ии  я в ­
но относительно фу нкц ий  2 , (£ ) .

М а т р и ц а  Л”/* не з а в и с и т  от переменной поэтому  решение 
к р ае во й  з а д а ч и  с в о д и т с я  к решению к р а е в о й  з а д а ч и  д л я  нор­
мальной с и с т е м ы  л ин е й н ы х  обык но венных  ди ф ференци альных  
уравнений.  П а  к а ж д о м  ш а г е  инт егрирования  этой си ст ем ы  не­
обходимо вы ч и с ли т ь  з н ач ен ия  матриц,  что сво ди тся  к вы ч и с ле ­
нию к в а д р а т у р  от  произ ведений полиномов  Л е ж а н д р а  на п л а в ­
но из мен яю щ иес я  фун кц ии.  Д л я  быстрого  вычислен ия  т а к и х  ин­
т е г р а л о в  м о гу т  б ы т ь  применены сп е ц и а л ь н ы е  методы,  у ч и т ы ­
в а ю щ и е  х а р а к т е р  о с ц и л л я ц и й  полиномов Л е ж а н д р а .



Р а с с м о т р е н н а я  с х с м а  ме тода  Г а л е р к и н а  у д о б н а  тем ,  что п о з ­
в о л я е т  получить  сравнительно  пр ос ту ю  с и с т е м у  о б ы к н о в е н н ы х  
ди ф ферен ци ал ьн ых  уравнений.  О д н а к о  при достат очно в ы т я н у ­
той форме поверхности  5  значение  п а р а м е т р а  р  м о ж е т  б ы т ь  в е ­
лико ,  что пр ивод ит  к краевой з а д а ч е  на  больш ом  и нт е р в а л е  и з ­
менения переменной Кроме  того,  с к о р о с т ь  сходимости п р и ­
ближен но го  р еш ения  к точному д л я  д о с т а т о ч н о  в ы т я н у т ы х  по­
верхностен Л м о ж е т  быть медленной.  В эт ом  с л у ч а е  с л е д у е т  
обр атиться  к д р уг о й  системе  б а з и с н ы х  функции.

П ус ть  {М,,} - - - счетное,  всю д у  пло тное  м н о ж е с тв о  точек ,  р а с ­
по ло жен ных  на образующей нер езо нансной  поверхности в р а щ е ­
ния 5° ,  к о то р ая  помещена внутри т е л а  Т. С и с т е м а  функции

у д о в л е т в о р я е т  уравн ени ю Г е л ь м г о л ь ц а  в об лас ти  г > р / ? 0 (0 )  н 
у с л ов и я м  изл уч ен ия  на бесконечности.  При  г->-оо

« у  - - e x p ( — ikur р (cos О,, — cos 0)) J Q(ftQr p ( s i n  fl,, — s in  0)),

a rp, П/i — к о о р д и на ты  точек Мр па о б р а з у ю щ е й .
Си ст ем а  {м,,} полна в п р ос тран ст ве  L 2 {[0, л ] )  с весом s in O .  
Пу ст ь  з а д а н а  произвольная  н е п р е р ы в н а я  функци я  / ( 0 ) .  О п ­

ределим функцию

В си лу  полноты си ст ем ы  полиномов Л е ж а н д р а  коэффициенты с р 
оп ред ел я ю тся  однозначно .  На  по вер хн ости  сферы 5 * ,  ф у н к ц и я  
и р а в н а  «о- Очевидно ,  что и я в л я е т с я  р еш ен и ем  внешней з а д а ­
чи д л я  у р а в н е н и я  Г ел ь м го ль ц а  вн е  с ф е р ы  5/ .̂ С  др уго й  с т о р о ­
ны, вне сферы

г д е  коэффициенты d p оп ред еля ю тся  о д н о зн ач но  через и. Р я д

г д е

и ( г ,  0) V  c p$ \ k ar)f>p ( c o sB )
I о

т а к ,  чтобы
с

Hm | г е х р (—ikQr ) u  — / (0)|2 sin6</0 -О.

и (г ,  0) =  2  d ps p' ( 3 . 3 5 )



(3 .35 )  сх од ит ся  не просто  равномерно,  а  т а к и м  обр азо м,  что 
при г—► оо с п р а в е д л и в а  оценка

Л'

и — N ир$р
р и

< (3 .36 )

Б си лу  (3.36)  и м е е м  о ц е н к у

V  а / ( 0 ) бш 0г/0 <[ 2е.

Посл ед нее  д о к а з ы в а е т  полноту  системы о»,,. П у с т ь  теперь  по­
верхность  5  з а д а н а  у р а в н е н и е м  г — Но ( 0 ) .  Отобра зим  область
I),  з а к лю ч ен н ую  м е ж д у  поверхностью и сферой на шаровой 
слой К  с по мо щью  о т о б р а ж е н и я

6 - - 1
г - К „ (  0)
Я о - Д о ( " )

Вн утри  ш ар о во го  с л о я  приближенное  решение  бу д е м  наход ить  
по фор муле  ( 3 . 2 0 ) ,  в которой иод ф ун к ц и я м и  х * ( 0 )  понимаем 
функции о»А:* И м е е м

« * ( ; .  °)  ̂У

Т огда  соотношения  (3 .21 )  — (3.26)  о п р е д е л я ю т  приближенное  р е ­
шение нА’, у д о в л е т в о р я ю щ е е  соотношению (3 .31 ) .  Основное 
п р еимущ ест во  д а н н о й  с х е м ы  метода состоит  в том,  что число N 
д л я  обеспечения той ж е  точности в с л у ч а е  в ы т я н у т ы х  пов ерх ­
ностей м о ж е т  б ы т ь  в ы б р а н о  небольшим.

§  4. Э л е к т р о м а г н и т н а я  з а д а ч а  дифракции 
н а  проз рачно м неоднородном теле

Р а с с м о т р и м  с л е д у ю щ у ю  з а д а ч у  д и ф ра к ци и  э л е к т р о м а г н и т ­
ны х  волн.  П у с т ь  в н у т р и  области  О, о граниченной поверхностью 
5 ,  ср ед а  х а р а к т е р и з у е т с я  тензорами г  и ц, ко торые  можно  пред­
с т а в и т ь  с о о тве тс тв ен н о  в виде  к — ц ~ 1 | 1 + Ц/, г д е е ' и ц  — 
э р м ит о в ы  т ен зо ры ,  1 — единичный тензор ,  в, ц, — с к а л я р н ы е  
функции с п о ло ж и т е л ь н о й  мнимой частью.  Вне  области  Р  сре ­
д а  опис ы ва ет ся  п о ст о ян н ы м и  п а р а м е т р а м и  ео и р.о- Э л е к т р о м а г ­
нитное поле в о з б у ж д а е т с я  системой л о к а л ь н ы х  токов рас по ­
л о ж е н н ы х  в о б л а с т и  Л  и колебл ющи хся  с частотой о>. Бу де м  
п р ед п о лаг а ть ,  что х а р а к т е р и с т и к и  с р е д ы  и з а д а н н ы е  токи,  опре­
д е л я ю щ и е  способ в о з б у ж д е н и я ,  я в л я ю т с я  достато чно  г л а д к и м и  
функ ци ями д л я  того ,  чтобы с у щ е с т в о в а ло  кл асс ическо е  р еш е­
ние по ставленной з а д а ч и .  М а т е м а т и ч е с к а я  з а д а ч а  дифракции



в тако й поста новке  с во ди тс я  к  о п ре д ел ению  ограниченного  ре ­
шения  неоднородной си ст ем ы  ур ав нен ий  М а к с в е л л а

r o t E  —Л»иН,
(4 .1 )

ro tH  -  Л')«Е |-j

во всем пространстве ,  при этом оно д о л ж н о  у д о в л е т в о р я т ь  у с ­
л о в и я м  излучения ,  ко торые  з а к л ю ч а ю т с я  в тр еб ов а ни и  о т с у т ­
ст вия  волн, п рихо дящ их из бесконечности.  Н а  г р ан и це  5  о б л а ­
сти D, которую б у д е м  считать  до ст ат очно  г л а д к о й ,  вы п о л н я ю т ­
ся у сл овия  с о п р я ж е н и я  в виде  т р е б о в а н и я  непр ерыв но сти  к а с а ­
т е л ь ны х  с о с т а в л я ю щ и х  элек тр ичес ко го  Е и ма гн итного  Н по­
лей.  В том сл у ча е ,  к о гд а  х а р а к т е р и с т и к и  с р е д ы  непрерывны на 
поверхности S,  з а д а ч а  р а с с м а т р и в а е т с я  без  доп олн ител ьны х  
условий с о п ря ж е ни я .

В да льн ей ш ем  удобно прим ен ять  у с л о в и я  из луче ния  в форме  
п ар ци ал ьн ы х  условий излучения .  Д л я  ф о р м у л и р о в к и  этих  у с л о ­
вий потребуется понятие  н о рм а л ь н ы х  сф ер и ч ес ки х  ноли. И з ­
вестно,  что сист ем а  одно род ных  урав нен ий  М а к с в е л л а  в нео гр а­
ниченной среде  с по стоянными х а р а к т е р и с т и к а м и  еоЦю имеет 
счетную си сте му  решений ЕГ|Н„, у д о в л е т в о р я ю щ и х  у с л о в и я м  и з ­
лучени я .  Э т а  си с т е ма  волн однозначно о п р е д е л я е т с я  системой 
с к а л я р н ы х  функций i|’ „, я в л я ю щ и х с я  р е ш е н и е м  с к а л я р н о г о  
ур а в н е ни я  Г е л ь м г о л ь ц а  в сферической с и с т е м е  ко ор динат  с 
центром в произвольной точке  О, ко торую  в д а л ь н е й ш е м  бу д е м  
п о ме щ ат ь  внутри об лас ти  I):

в. '?). (4 .2 )

г д е  Yкт - - сферические  функции.  Под и н д е к с о м  п  здесь ,  к а к  и 
ранее ,  б уд ем  п о д р а з у м е в а т ь  произвольно уп о р я д о ч е н н у ю  после­
д ова тельн ость  нар чисел (к, т ) , а через о б о з н а ч а т ь  сфери­
ческие  бес селевы  функции,  с о о т вет ст ву ю щ и е р а с х о д я щ и м с я  сфе­
рическим волнам

г д е  /г02=-(1)2еоЦо. В ы бор  сферических  функ ци й первого  рода  оп­
р е д е л я е т с я  за в и с и м о с т ь ю  от  времени ех р( -  - m t ) . П о л я  н о р м а л ь ­
ных волн с в я з а н ы  соотношениями

Е ^ ^ г о Ж , , ,  го1Е„ (4 .3 )к() ÍUlfl О

и в ы р а ж а ю т с я  через функцию *фп д л я  волн  м аг нитн ого  типа  
с л е д у ю щ и м  образо м :

е ! / ’ -  - - r o t í R + J ,

Н л }= - — — rot roKR'fi,,), ( 4 .4 а )
/шЦо



а  д л я  волн э л е к т р и ч е с к о г о  типа — в ви д е

е !,2) --г<гЬго!(Кф,; ),
.... к*. ( 4 .46 )

н ! ; ’ - ------- - г о ц | Ц д .
*44)

Зд ес ь  И г\г, г д е  \г - -  единичный ве кт ор  сферической системы 
координат.

Л ю бое  р е ш е н и е  однородной си стемы  уравнений (4.1)  в о д ­
нородной с р е д е ,  у д о в л е т в о р я ю щ е е  у с л о в и я м  излучения ,  п р ед ­
ст а в и м о  и в и д е  суперпозиции полей н о р м а л ь н ы х  волн э л е к т р и ­
ческого  и м а г н и т н о г о  типа :

н )  я ” 1" © '  о я -
при этом ф о р м у л а  (4.5)  п р е д с т а в л я е т  собой а н ал ит ическ ую  
форму ус лов ии  изл учени я .

Поля  н о р м а л ь н ы х  ш)лнЕ{,л НяЛ ортог он альн ы на любой сфере 
с центром в н а ч а л е  координат.  Д ей с тв и те л ь но ,  ортогональность 
полей э л е к т р и ч е с к о г о  и магнитного  типа  м е ж д у  собой с л е д у е т  
из ф о р м ул  ( 4 . 4 а )  — (4 .4 6 ) .  О рт огон альность  полей одного типа  
я в л я е т с я  с л е д с т в и е м  опреде лен ия  функций т а к  к а к  с п р а в е д ­
л ив ы  со отно шен ия

д
(* L—............... . .....................................  .
J  д гs .

¡Е '2,Н 'Г ]  - 7 -  К ' )  8„„. (4.66)

В ф о р м у л а х  (4 . 6 )  и спо л ьз о ван а  с л е д у ю щ а я  норми ровка  сфери­
ческих  фун кц ий:

[  (’ - - 1 ,
о о

гд е
д , , I д  .
дЬ *а 51п0 (*<р 1?'

При т а к о й  н о р м и р о в к е

к л- ^ вР Й в)) (СО50 ) ( 8 1 п т Л .
\cos т ,? 1

В д а л ь н е й ш е м  нормировочн ые коэффициенты в соотношениях  

170



(4 .6)  б у д е м  о б о з н а ч а т ь  через  илир£1} и &2) соответственно 
д л я  волн магни тно го  или э л е к тр и ч е с к о го  т и п а :

в ( 1 ) - - — 1 _  г Г М)  д ( г Г ^ *  \

р ? = — ^ ¡ г ,  - р  м & , ) .О Г
И сп ол ьз уя  у с л о в и я  ортогональности  ( 4 . 6 ) ,  у с л о в и я  излучения
(4.5)  можно  з а п и с а т ь  в след ую щ ей  э к в и в а л е н т н о й  интегральной 
форме:

а „ ~ IEHÜ] i rd s [ЕдН]  i rd s , (4 .7 )

г д е  «„  — коэффициенты р а з л о ж е н и я  в (4 .5 ) .
Из  соотношений (4 .5 ) и (4.7)  с л е д у е т  в ы р а ж е н и е  д л я  пото­

к а  энергии полного поля через поверхность  5 /?и:

[EH*]  i rd s -  - V  \in \an\2. (4 .8 )
ЛНо

П р и м е н я я  к  полю Е, Н и Е*, Н* л е м м у  Л о р е н ц а  в области ,  ко-

Re

ь з а д а н и я ТОКОВ j ,

f  [EH*] i rds f

SRa

+  1ш Г k0 I m  —
J Fu
KRo

е/е0Е

|H|2rfïi--

2 У к0 1гп е/е0

ÜI2

dv -\-

KR„
4 * 0 Im e/ c g

d v . (4 .9 )

гд е  /(я - ш а р ,  ограниченный сферой р а д и у с а  Я 0.

j(1) 1

соотношение (4.9)  м о ж н о  переписать  в виде

У ч и т ы в а я ,  что Iш 5~ , I m ==------- , и соотношение (4 .8 ) ,
«п *о

Rc
У k0 Ims/s0E-j-

2 У Im e/et
' d v - j-

t i 12
d v . (4 .10 )

4*0 1т  е/*0
КЯъ КН0

Р а в е н с т в о  (4.10)  и м е е т  с м ы с л  за к о н а  с о х р а н е н и я  энергии.  Т а ­
ки м обр азо м,  в н е ш н я я  з а д а ч а  ди ф ра кц и и  в с р е д е  с перемен ны­
ми х а р а к т е р и с т и к а м и  с в е д е н а  к  з а д а ч е  о п р е д е л е н и я  решений 
урав нен ий  М а к с в е л л а  внутри сферы р а д и у с а  Я 0 с  у сл ови ям и
(4 .7 ) .



Д л я  р е ш е н и я  з а д а ч и  в конечной о б л а с т и  используем прямой 
проекционный м е т о д ,  сводя щий з а д а ч у  к кр ае во й  з а д а ч е  д л я  си ­
стем ы л и н е й н ы х  ди ф фе рен ци ал ьн ых  уравнений .  При этом по­
строим п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  функций,  к а ж д а я  из ко торых  у д о в ­
ле т в о р я е т  э н е р г е т и ч е с к о м у  соотношению (4 .10 ) .  Се мей ств о  при­
б л и ж е н н ы х  решений построим испо льз уя  некоторые  у слов ия  ор­
тогона льн ости ,  за м е н я ю щ и е  исходные диффе ренци альные  у р а в ­
нения.  Д л я  ф о р м у л и р о в к и  т а к и х  условий ортогональности  в в е ­
де м  ба зи с ,  позво ляющ ий ап п ро к с и м и р ов а т ь  любую вектор-  
функцию,  о п р е д е л е н н у ю  на единичной сфере.

П р о и з в о ль н ы й  вектор,  к а с а т е л ь н ы й  к сфере,  пр е д с т ав и м  в 
виде  линейной суперпозиции век тор-функций,  о б р аз у ю щ и х  б а ­
зис на сфере .  Д л я  уд о б ст ва  р а с с м о т ри м  д в е  системы вектор-  
функций:  э л е к т р и ч е с к и х  е« и м а г н и тн ы х  Ь„. Эти си стемы  вектор-  
функций в ы б е р е м  с лед ую щ им  о б р аз о м :  

д л я  функц ий  ма гн итного  тина

, У ! К Л 1 ' (4 .1 1 « )
И” ’

д л я  функц ий  э лек тр ичес ко го  типа

— IV ¡А- ( 4 .1 16 )
В си лу  с в о й с т в  сферических функций к а ж д а я  из систем {е„}, 
{11„} я в л я е т с я  базисной на единичной сфере.  Функци и е„, Ь„ 
пр опо рц ион альны т а н ге н ци а л ь н ы м  с о с т а в л я ю щ и м  н о рм а л ь н ы х  
сферических  во л н  на единичной сфере.

В у д е м  и с к а т ь  пр ибл иженн ое  решение  кр аев ой  з а д а ч и  ( 4 .1 ) ,
(4 .7)  в в и д е

Е ?  У с ? ( г ) е п,
я 1 ( 4 .12 )

н ?  ^  ь Г л г Ж -
п - 1

При этом р а д и а л ь н ы е  компоненты приб ли женного  решени я  в ы ­
числ яю тся  из  ур а в н е н и й  М а к с в е л л а

( г с Л Е ^ - Л ^ Н * ) , - ^ ,  (4 ^

(го!  -{-ЛиеЕ^),“  У,- 
Д л я  о п р е д е л е н и я  коэффициентов  с ^  и Ь„№ потребуем в ы п о л н е ­
ния с л е д у ю щ и х  и нт е г р а л ь н ы х  соотношений:

Г (го1ЕЛГ— /шцН*), Ил̂ 5  =  0»

|  ( г о ^  +  Л о г Е ^ + е ! ^ ^  и е , ! ) ^ ,  0 < г < Я 0.



При г =  Яо поля и д о л ж н ы  у д о в л е т в о р я т ь  п а р ц и а л ь ­
ным у сл ов и ям  излучения  (4 .7 ) .  П р о д о л ж е н и е  приб ли женного  
решении Е^ и Н* из об ласт и  г<:/?о с п омощ ью  ус лов ии  излуч е­
ния (4.7)  о п ред ел я ет  при 0 поле Е*, НЛ', у д о в л е т в о р я ю щ е е  
ур ан пенням  М а к с в е л л а ,  у с л о в и я м  изл учени я  и неп рер ыв но  при­
м ы к а ю щ е е  к з н ач ен иям  Е у и на сфере  5/?„. Д л я  этого поля 
вне  поверхности 5/?., с п р а в е д л и в о  р а з л о ж е н и е  (4 . 5 )  по р а с х о д я ­
щ и м с я  сферическим в о л н а м :

В силу  условий непрерывности  па сфере г  =  Я о и пропорцио­
нальности  вектор-функций е п, к а с а т е л ь н ы м  с о с т а в л я ю щ и м  
полей н о рм ал ьн ы х  р а с х о д я щ и х с я  сфе рических  волн  на концент­
рической сфере любого р а д и у с а  имеют м е с т о  с л е д у ю щ и е  соот­
ношения:

У ч и т ы в а я  ор тогональность  функции е„, и Е„, Н„ на  сфере 5 ^ 0, 
имеем

П а р ц и а л ь н ы е  у сл ов ия  (4.7)  вы полня ю тся  т о г д а  и тольк о  тог ­
д а ,  к о гд а

Т а к и м  образом,  соотношения (4.17)  о б р а з у ю т  с и с т е м у  соотно­
шении при г  =  Но, о бесп еч иваю щих вы п о л нен и е  п а р ци а л ь н ы х  
усл ови й излучения ,  и однозначно о п ре д ел я ю т п р о д о л ж е н и е  при­
б лиж ен ного  решения  в о б л а с т ь  вне поверхности  5/г0 в виде  р а с ­
х о д я щ и х с я  волн.

Соотношения (4 .14 )  п р е д с т а в л я ю т  собой с и с т е м у  линейных

( К о)- л  1.......N .
(4 .15 )

а£'  =  0 ,  / г> Л Г -1 -1 ,

гд е

(4 .16)

а пСп (^о ) - -^апЬп (Но)> п — (4 .17 )



о б ы к н о в е н н ы х  д и ф ф ер ен ци ал ь н ы х  урав нен ий  первого п о ря д к а ,  
ко торую  м о ж н о  з а п и с а т ь  в сл е д у ю щ е й  форме:

где  м а т р и ц ы  коэффициентов  Лпк, Апь, ВПк в ы р а ж а ю т с я  че­
рез х а р а к т е р и с т и к и  ср ед ы и б а з и с н ы е  функции,  а функции и 
}п я в л я ю т с я  коэффициентами р а з л о ж е н и я  токов по векторной 
с и стеме  б а з и с н ы х  функций е„ и Тем с а м ы м  коэффициенты 
у р а в н е н и й  и п р а в ы е  части я в л я ю т с я  за д а н н ы м и  функц иям и  не­
з ав иси м ой  переменной г.

И с п о л ь з у я  у с л ов и е  ограниченности решений в пуле,  л е гк о  
построить чис ленн ый ал го рит м  решения  поставленной кр ае во й  
з а д а ч и  ( 4 . 1 4 ) ,  (4 .17)  при люб ом  N. Л е г к о  пока за ть ,  что к р а е ­
в а я  з а д а ч а  ( 4 . 1 4 ) ,  (4 .17)  однозначно ра з р е ш и м а  при любом N,  
а при М- ^о о  функции Е* и Н" с т р е м я т с я  к  решению исходной 
кр ае во й  з а д а ч и .

П о к а ж е м ,  что функции Е*\ Н* у д о в л е т в о р я ю т  энергет ическ о ­
му  соотнош ению (4 .1 0 ) ,  которое  позволяет  д о к а з а т ь  с у щ е с т в о ­
ван ие  и е ди н ственн о ст ь  р еш ения  кр аев ой  з ад ач и  (4 .1 4 ) ,  (4 .17 ) .  
У м н о ж а я  п е р в о е  из соотношений (4 .14 )  на Ьп**, а второе  — на  
с пы*, с у м м и р у я  по я  и и нте гр и р уя  по г, получаем

П р и м е н я я  к  Е^, Н* и Е"*,  Н **  в  области  Кя 0, о граниченной 
сферой 5 я 0, ф о р м у л у  Л о р е нц а ,  им ее м

Л I

(4.18)

И з соотнош ени й (4 .13)  с л е д у е т ,  что



(4 .19 )

И з  соотношения ( 4 .1 9 ) ,  у ч и т ы в а я ,  что па с ф е р е  п р и б л и ж е н ­
ное решение у д о в л е т в о р я е т  у с л ов и я м  ( 4 . 1 7 ) ,  п о л у ч а е м  соотно­
шение

Н а  основании общих свойств  лимонных к р а е в ы х  з а д а ч  д л я  
обыкн овенн ых  ди ф ферен ци ал ьн ых  у р а в н е н и й  из соотношений
(4 .20 )  следует ,  что одн ород ная  к р а е в а я  з а д а ч а  и м ее т  только  
единственное  решение  и, сл ед о в ат ел ь но ,  н ео д н о р о д н а я  к р а е в а я  
з а д а ч а  в се гда  р а з р е ш и м а .

Р асс мотр им  функции В—Еы и — Эти  функ­
ции у д о в л е т в о р я ю т  соотношениям

с1ъ.  ( 4 .20 )

|2
( ¡V  -{-

г
0 ,  я < Л Г ,

Р а з л о ж и м  функции и Ж "  в р я д ы :

Сп — Сп,  я < Л Г ,

«  > Л Г + 1 ,

В в е д е м  обозначения :



г д е  с п, Ьп —  ко эф ф ици енты р а з л о ж е н и и  точного решения  ЕН. 
При г ^ Я о ф у н к ц и и  и у д о в л е т в о р я ю т  ур а в н е ни я м  М а к ­
с в е л л а  и у с л о в и я м  излучения  (4 .7 ) .  Вновь  используя л е м м у  Л о ­
ренца д л я  функц ий  и Ж ы, получим соотношение

Г>с И '  {к 1ш —  |<̂ л'|“-|- А0 1и1 —  \2ё!*\2) (IV —
4 . 1 Н )

(4.21)
— Ие Г }-«> 1тг|’ {С^Н'у )‘ 0 ,у  — (еЕ-¥)( Я,у)  (IV.

'Ки0 8*о

З д е с ь  мы в о с п о л ь з о в а л и с ь  тем ,  что <$ы и Ж ы у д о в л е т в о р я ю т  р а ­
д и а л ь н ы м  у р а в н е н и я м  М а к с в е л л а .  И с п ол ь зу я  ус ловия  изл уче­
ния ( 4 . 7 ) ,  со отнош ение  (4.21)  окончател ьно перепишем в виде

2 Г “ »12 Н о  \ (Ьп —  К Л'р \ - \ т ~ \ Ж м{‘ ] а г '  ^
ги \ ео Н-о 1

— Кс |  0,Рл') ^ 4 “1,) *ш ( ((иНл')£0^ — (еЕ^), Рлг)(/ъ\ (4.22)
КЯ0

Со отн ошен ие  (4 .22 )  позв оля ет  об основать  сходимости приб­
ли ж е н н о г о  р е ш е н и я  к точному  по изложенной вы ш е  схеме .

В з а к л ю ч е н и е  отм ети м ,  что мы подробно ра сс мотр ели  а л г о ­
ритм р еш ен и я  з а д а ч и  ди ф ра кции  д л я  с л у ч а я ,  ко гда  е, ц  — не­
п р ер ы вны е  функц ии  координат .  Его м ожн о  легк о  обобщить  и 
на с л у ч а й  р а з р ы в н о г о  заполне ни я .  При этом необходимо ввести  
в соотношение (4 .14 )  с л а г а е м ы е ,  у ч иты в аю щ и е р а з р ы в ы  в с р е д ­
нем.  О бо с н о в а н и е  а л г о р и т м а  пр оводится  в этом с л у ч а е  а н а л о ­
гично.

В ы ш е  б ы л  ра с с м о т ре н  ме тод  численного решения  з а д а ч  д и ­
фракции в неоднородной среде .  Ра с с м о т р и м  теперь  ме то д  ре ­
шения з а д а ч  д и ф ра к ци и  на о т р а ж а ю щ е м  теле  в неоднородной 
среде .  Р а с с м о т р и м  с л е д у ю щ у ю  з а д а ч у  дифракции э л е к т р о м а г ­
нитных  волн .  И м е е т с я  хорошо проводящий шар Тк р а д и у с а  Я,  
огранич ен ный  поверхностью на которой вып ол няю тся  импе- 
да н с м ы е  г р а н и ч н ы е  ус лов ия .  Вне  ш а р а  Тн среда  х а р а к т е р и з у е т ­
ся  т е н з о р а м и  е  и ц,  ко торые  я в л я ю т с я  к о м п ле к с н ы м и  ф у н к ц и я ­
ми к о о р д и н а т  и на достато чно  больших р ас ст оян иях  пе рехо дя т  
в по сто ян ные  ео и ц0, с о отв ет ст вую щ ие пустоте.  Э л е к т р о м а г н и т ­
ное поле в о з б у ж д а е т с я  системой токов  ], сосредоточенных в о г ­
раниченной о б л а с т и  V, г д е  1 т  е=^=0. В  та ко й  постано вке  з а д а ч а  
ди ф ра кц и и  с в о д и т с я  к решению си стемы  уравнений М а к с в е л л а
(4.1)  в о б л а с т и  О00, я в л я ю щ е й с я  внешностью ш а р а  Т я,  с  у с л о ­
виям и

[пЕ] — С[п[пНЦ, (4 .23 )



и у с л о в и я м и  изл учения  на бесконечности ,  к о т о р ы е  м о ж н о  сфор­
м у л и р о в а т ь  в виде  п р е д с т а в л е н и я  решения  к а к  суп ерпози ции  
сферических  волн,  у д о в л е т в о р я ю щ и х  у с л о в и я м  и зл учен и я .

П о в т о р я я  р а с с у ж д е н и я  п р е д ы д у щ е г о  п а р а г р а ф а  и испол ь­
з у я  у с л ов и е  (4 .23 ) ,  получим интег р ал ьн о е  со отнош ение

— f V  1п и Е + 0 1 / г —  2 ^ +  
шН к о п Ъ 1 2 У  1 т  в

-|-«> Г 1 т М Н № - Ь К е  Г С|Н, |^/5 - Л‘ ( 4. 24)
I .) , ' 4 1т е

^ о

Д л я  построения приближемшого решения  м о ж н о  в о сп ол ьз о ­
в а т ь с я  пре д с т а в л е ни я м и  ( 4 . 1 2 ) ,  (4 .1 8 ) .  При э т о м  у с л о в и е  о г ­
раниченности в н ул е  с л е д у е т  з а м е н и т ь  гр ан и чн ы м  у с л о в и е м  при 
г  — Я,  з а п и с а н н ы м  в виде

[  [1пЕ ^ 1 - Ч | п [пИ^||н ;^/5 - 0 .  (4 .2 5 )

Теперь  л е г к о  показа ть ,  что п риб лиж ен ное  реш ение  у д о в л е т в о ­
р я е т  основн ому  эне рге т и ч е с к о м у  соотношению

— —  2  [ Й Т + Я е  |* с 1Н)У|3^ -!-<■> Г 7Ц - | 3^  +
Т  л ¿ У 1 т г \

+  Ш |  1 т М Н ‘Ч 2̂  (4 .2 6 )

Соотношение  (4.26) имеет  тот  ж е  с м ы с л  з а к о н а  со хр ан ен ия  
энергии ,  что и соотношение ( 4 .2 0 ) .  Из в ы п о л н е н и я  со отнош е­
ния (4 .26 )  с л е д у е т  еди нст ве нн ость  и р а з р е ш и м о с ть  к р а е в о й  з а ­
да чи  оп ред елени я  п риб лиже нн ого  решения.  Р а с с м а т р и в а я  р а з ­
ности Е— и Н — Н^, л е г к о  получить  ан а л о г и ч н о е  соотноше­
ние, из которого  с л е д у е т  с х о д и м о с т ь  Ем , к  Е, Н при N^ 0 0  в 
энергети ческо й норме.

Р а с с м а т р и в а е м ы й  а л г о р и т м  л е гк о  переносится  н а  сл уч а й  
з а д а ч и  ди ф ра кции  на произ вольном  г л а д к о м  т е л е  в нео дн оро д­
ном пространстве .  В этом с л у ч а е  п а р ци а л ь н ы е  у с л о в и я  и зл у че ­
ния удобно з а п и с а т ь  не на сф е р е  р а д и у с а  Яо,  а на  произвольной 
поверхности  5  вне  сферы р а д и у с а  #о- З а т е м  о т о б р а з и т ь  о б ла с т ь  
Д  ограниченную поверхностью тел.а и по верхн остью  5 ,  на  ш а ­
ровой слой.  При этом у р а в н е н и и  М а к с в е л л а  (4 .1 )  в новой си ­
с т е м е  к оорди на т  м ожн о  з а п и с а т ь  в виде  некоторой новой си­
с т е м ы  ур ав н ен и й  М а к с в е л л а  с  нек оторы ми  п е р е м е н н ы м и  т е н ­
з о р а м и  ди электрическо й  и маг н и тн ой  прон иц аем ости .  Однако ,  
п о с к о л ь к у  ви д  тензоров  е  и ц  произволен,  д л я  з а д а ч и  ди ф ра к-



ции н а  пр оиз вол ьном  в ы п у к л о м  теле  с п р а в е д л и в ы  все  построе­
ния  д а н н о г о  п а р а г р а ф а .

П р и  р е а л и з а ц и и  а л г о р и т м а  численного решения  з а д а ч  д и ­
ф р а к ц и и  наи бо л ее  т р у д о е м к о  вычисление  м а т р и чн ы х  э л е м е н ­
тов  с и с т е м ы  обы к н о в е нн ы х  ди ф ференци альных  уравн ени и на 
к а ж д о м  ш а г е  инт ег рирова ния  системы.  К а ж д ы й  э л е м е н т  м а т р и ­
цы п р е д с т а в л я е т с я  в ви д е  и н т е г р а л а  по поверхности  единичной 
сф ер ы ,  и, с л е д о в а т е л ь н о ,  п р оц е д ур а  вычисления  т а к и х  э л е м е н ­
тов  в о б щ е м  с л у ч а е  я в л я е т с я  процедурой вы числения  поверх ­
н о стн ы х  инте гралов .  О д н а к о  в том сл уч а е ,  к о гд а  с в о й ст в а  неод­
нородной с р е д ы  о п и с ы в а ю т с я  фун кциями,  имеющими  осевую 
с и м м е т р и ю ,  вычислени е  м а т р и ц  уп р ощ ает ся  и с во ди тся  к в ы ­
чи слен ию о д н о к р а т н ы х  и нтег р ал о в .

В т е х  с л у ч а я х ,  к о г д а  токи  л о к а л и з о в а н ы  в однородной об­
л а с т и  и р а с с т о я н и е  м е ж д у  о б ла с т ь ю  неоднородности и о бласть ю 
л о к а л и з а ц и и  токов  вел ик о ,  прим ен ят ь  у сл ов ия  изл учения  (4.7) 
па  сфере ,  о х в а т ы в а ю щ е й  и о б л а с т ь  О неоднородности и о бла ст ь  
т око в ,  н еуд обно ,  т а к  к а к  в э т о м  с луч а е  инт ервал  инт ег рирова­
ния  приб л и ж ен н о й  з а д а ч и  нео пр ав д ан н о  велик .  В этом с л у ч а е  
ц е л е с о о б р а з н о  поставить  неодно род ные у слов ия  излучения .  Это 
особ енн о в а ж н о  при и сс лед о в ан и и  з а д а ч и  ди ф ра кц и и  плоской 
в о лны .  Б у д е м  считать ,  что в о бла ст и  О,  о граниченной поверх ­
ностью 5 ,  з а д а н ы  п ер ем ен н ы е х а р а к т е ри с т и к и  с и ц, а в о б л а ­
сти V з а д а н ы  токи Н М ) ,  причем вне области  О п а р а м е т р ы  
с р е д ы  постоянн ы и в о б л а с т и  П найдется  т а к а я  то чка  О, что 
с у щ е с т в у е т  сфера  р а д и у с а  Н, о х в а т ы в а ю щ а я  полностью о бла ст ь  
I)  и т а к а я ,  что о б л а с т ь  V л е ж и т  вне ш а р а  Кн.  Р е ш е н и е  за д а ч и  
д и ф р а к ц и и  состоит в о п ре д ел ен ии  векторов  поля  Е и Н, у д о в ­
л е т в о р я ю щ и х  си сте ме  у р а в н е н и й  М а к с в е л л а  (4 .1 )  и у с л о в и я м  
и з л у че н и я .

П о л н о е  поле  внутри ш а р а  К н  у д о в л е т в о р я е т  однородн ым 
у р а в н е н и я м  М а к с в е л л а .  Б у д е м  его обозначать  через Е ' Н ’ . Вне  
ш а р а  К п  полное  поле м о ж н о  п р ед ст ав и ть  в виде  с у м м ы  первич­
ны х  полей  Е°Н° токов  в неограниченном однородном п ростран ­
с т в е  и полей Е<2)Н(2), р а с с е я н н ы х  неоднородностью. П о л е  Е(2)Н<2> 
у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и я м  изл уч ен ия ,  од нак о  его н е ль з я  п р е д с т а ­
вить  в ви д е  н о р м а л ь н ы х  волн ,  р асх од ящ их ся  от  области  О. 
П о л я  Е (2) Н(2) п р е д с т а в л я ю т  собой суперпозицию волн,  р а с х о д я ­
щ и х с я  от  о б л а с т и  Л.  Д л я  построения численного м ет о д а  реш е­
ния з а д а ч и  ди фра кции  в д а н н о м  с л у ч а е  т р еб уе тс я  вв ест и  си сте ­
м у  п р я м ы х  Е„Н* р а с х о д я щ и х с я  поли и с и с т е м у  о б р а т н ы х  Ё„Н„ 
н о р м а л ь н ы х  сферических  волн .  Си ст ем а  п р я м ы х  волн опре д е­
л е н а  с о о тн ош ен иям и  ( 4 . 4 ) ,  а с и с т е м а  обрат ны х  волн — соотно­
ш е н и я м и  ( 4 .4 ) ,  если функц ию  зам ен ить  функцией



Полное  поле Е ’ Н1 на  сфере  5 Я м ожн о  п р е д с т а в и т ь  в виде  с у ­
перпозиции н о рм ал ьн ы х  п р я м ы х  и о б р а т н ы х  с ф е р и ч е с к и х  волн:

С  д р у г о й  стороны,  полное поле  на сфере 5 «  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  
в виде

У ч и т ы в а я ,  что поля п р я м ы х  и об р а т ны х  волн о р т о г о н а л ь н ы  на 
сфере  5 Н, а э л е к т р о м а г н и т н о е  поле в неко торой  окрестности  
сферы я в л я е т с я  а н а л ит и ч е с к о й  функцией ,  п о л у ч и м  сл е д у ю ­
щие неоднородные у с л о в и я  изл учени я  на по в е рх н ос ти  5 л :

Полное  поле Е ' Н 1 на сфере 5 Н м ожно  р а з л о ж и т ь  в  р я д ы  по си­
с т е м е  у г л о в ы х  функций е л, И*:

Коэффициенты с п и Ьп с в я з а н ы  на  сфере 5 Я с л е д у ю щ и м и  соот­
но шениями:

Соотношения  (4.27)  я в л я ю т с я  и с к о м ы м и  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я ­
ми н а  сфере 5 л  и по зв о ля ю т огр ан ич итьс я  р а с с м о т р е н и е м  з а д а ­
чи д л я  внутренности  ш а р а  р а д и у с а  Я.  И с п о л ь з о в а н и е  раз л и ч ­
н ы х  типов  граничн ых  ус л ов и й  з а в и с и т  от р а з л и ч н ы х  к онкр ет ны х  
ус лов ий  и по зв оля ет  о п ти м и з и р о в а т ь  а л г о р и т м ы  р еш ен и я  з а ­
д а ч  дифракции.

я

йпСп (/?) — а  пЬп (/?) — а  „Сп (А?) -  а  „Й* (/?),

я

(4.27)



З а д а ч и  дифракции электромагнитных волн 
в волноводах

В н а с т о я щ е й  г л а в е  р а с с м а т р и в а ю т с я  общие м а т е м а т и ч е с к и е  
м е т о д ы  теории  колебаний и воли в волноводах .  Теория  волно­
в одо в  в о з н и к л а  к а к  теория  з в у к о в ы х  волн в м етал ли ч ес ки х  
т р у б а х ,  и е е  первоначальное  р аз ви ти е  с вяз а но  с именем  Р э л е я .  
Д а л ь н е й ш е е  р аз ви ти е  этой теории тесно св яз а но  с во зн икн ове ­
нием т е х н и к и  свер хв ы соки х  частот ,  где полые м е та л ли ч ес ки е  
в о л н о в о д ы  н аш ли  широкое применение  (линии передачи С ВЧ -  
эиергии и э л е м е н т ы  разл ичн ы х  радио технических  ус т р о йс т в ) .

В н а с т о я щ е е  в р е м я  построена  теория р ег ул яр н ы х  цили ндр и­
ческих  во л но в о д о в .  Д л я  широк ого  к л а с с а  з а д а ч  распр остранения  
волн в н е р е г у л я р н ы х  в о л н о в о д а х  р аз р аб о тан ы  методы ,  п о зв о ля­
ющие п р ов о д и т ь  ав т о м а т и з и р о в а н н о е  проектирование  уст ройств  
и си с т е м  с в е р х в ы с о к и х  частот .  В  этой гл а в е  описаны основные  
по д х о д ы  к  иссл ед ован ию з а д а ч  распространения  э л е к т р о м а г н и т ­
ных к о л е б а н и й  в волновода х .

§  1. Нормальные волны в регулярных волноводах

Р а с с м о т р и м  р ег ул яр н ы й  а к ус ти ч ес к ий  волновод  с и де ал ьн о  
ж е с т к и м и  с т е н к а м и .  Он п р е д с т а в л я е т  собой цилиндрическую 
т р у б у ,  к о т о р а я  заполне на  однородной средой,  х а р а к т е р и з у е м о й

ск орост ью  з в у к а  с — — , гд е  ро и Л>— соответственно р а в ­

н о в е с н а я  плотность  и д а вл е н и е ,  у  — постоянная а д и а б а т ы .  О боз­
н а ч а я  ч е р е з  Р  = ре.~ш  избыто чн ое  да вление ,  д л я  м а л ы х  у с т а н о ­
в и в ш и х с я  колебан ий  внутри о б ъ е м а  волновода  имеем ур ав нен ие

л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю  Г е л ь м г о л ь ц а .  Па  абсолютно ж е с т к о й  бо­
ковой по вер хн ости  цил ин дра  скорости  ра вн ы нулю, с л е д о в а ­
тельно ,

Д/7 -\ к 2р  — О, ( 1 . 1 )

,  о) . .  „

г д е  к — -------- волновое  число.  П отенциал  скоростей и  т а к ж е  удоп-

д п
г д е  п  —  н о р м а л ь  к  поверхности  5 .  
180

- 0 ,



О бозначим  з а м к н у т у ю  п л о с к у ю  н а п р а в л я ю щ у ю  к р и в у ю  ци­
линдрической поверхности в о л н о в о д а  череа С,  а  с а м у  п о в е рх ­
ность — через 5 .

М а т е м а т и ч е с к а я  з а д а ч а  о п ре д е ле н и я  н о р м а л ь н ы х  вол н в р е ­
гу л я р н о м  ак ус ти чес к ом  в о л н о в о д е  с т а ви тся  к а к  з а д а ч а  о п р е д е ­
ления  решений уравнения  Г е л ь м г о л ь ц а  (1 .1 ) ,  у д о в л е т в о р я ю щ и х  
ус лов ию  (1.2)  на боковой поверхн ости  5 ,  о гр ан ич ен н ы х  во всем 
об ъ ем е  ре гу ляр ного  во лнов ода  и п р е д с т а в л я ю щ и х  собой волны,  
расп рос тр ан яю щ иес я  вдоль  оси волно вода .  Н а п р а в и м  ось г  д е ­
карт овой  системы координат  в д о л ь  о бразу ющ ей  по вер хн ости  5 .  
Поперечное  сечение во лнов ода  о б р а з у е т с я  пло скостью,  н о р м а л ь ­
ной к оси 2 . Б у д е м  искать  ф ун кц и ю  р{х,  у,  г )  в  в и д е  р ( х ,  //)е'уг. 
Д л я  функции р (х ,  у )  получим с л е д у ю щ у ю  з а д а ч у  н а  с о б с т в е н ­
ные  зна чен ия :

Д.¿р \ {/г2 у 2) р  4 ) ,

гд е  V — н о р м а л ь  к контуру  С. Обо з на чи в  к2—у 2 = Х, получим  з а ­
д а ч у  на собственные зн ач ен ия  д л я  оператор а  Л а п л а с а  на  пло с­
кости:

Д,<М->.ф =  0,

■ З Н - - = 0 .  (1 . 4 )
(с

З а д а ч а  (1.4)  имеет  си стему  д е й с т в и т е л ь н ы х  с о б с т в е н н ы х  з н а ч е ­
ний Яр. Знач ение  Я =  0 в ы р о ж д е н н о е ,  е м у  с о о т в е т с т в у е т  решение  
однородной зад ач и  Н е й ма на  д л я  у р а в н е н и я  Л а п л а с а .  О б о з н а ­
чим мн ож е с тв о  собственных зн ач ен ий  через {Я.;)}, а  с о о т в е т с т в у ­
ющие им собственные функ ци и — через { ^ ( я ,  !/)}• С о б с т в е н ­
ные  зн ач ен ия  буд ем  считать  у п о ряд о чен н ы м и  в п о р я д к е  в о з р а с ­
т ан и я :

ХоО- :  <•••■

Известно ,  что д л я  достаточно г л а д к о г о  ко нтур а  С со б с т в е нн ы е  
з н ач ен ия  возрастают ,  причем т о ч к а  нако пл ен ия  с о б с т в е н н ы х  з н а ­
чений рас п о ло ж ен а  на бесконечности.  Из в ы р а ж е н и я  

видно,  что д л я  лю б о го  зн ач ен ия  к  м о ж е т  с у щ е с т в о ­
в а т ь  не более чем конечное число ЛР, при которых ■у д е й с т в и т е л ь ­
но. Д л я  о с т а л ь н ы х  Хр зн ач ен ие  -у— чисто мнимое .  Р е ш е н и я  з а ­
д ачи (1.3)  при де йст ви тел ьн ы х  7  п р е д с т а в л я ю т  собой р а с п р о с т ­
р а н я ю щ и е с я  нормальные  во лны ,  при чисто м н и м ы х  у — э к с п о ­
ненциально за ту х аю щ ие ( в о з р а с т а ю щ и е )  н о р м а л ь н ы е  волны.  
З н а к  у  о п ред ел я ет  н а п р а в л е н и е  р ас п рос тр ан ен ия  н о рм а л ь н о й  
во лны (или направление  з а т у х а н и я  н е р а с п р о с т р а н я ю щ е й с я  нор-



м а л ы ю й  в о л н ы ) .  Н о р м а л ь н ы е  волны, р ас п рос тр ан яю щ и ес я  в 
п о л о ж и т е л ь н о м  н ап ра в ле н и и  оси г,  будем н а з ы в а т ь  п рям ы ми  
н о р м а л ь н ы м и  волнам и,  р ас п рос тран яю щ и ес я  в против оп оло ж­
ном н а п р а в л е н и и  — о б р а т н ы м и .  Обрат ные  волны б у д е м  обо зна ­
ч а т ь

Н а й д е м  величи ну  потока эн ер ги и ,  которая  переносится через се ­
чение  5 |  р е г у л я р н о г о  в о л н о в о д а  нормальной волной,  имеющей 
номер  р .  И м е е м

Ес ли  р а с с м а т р и в а т ь  с у м м у  иск омы х  р ас п рос тр ан яю щ и хс я  волн,  
то п оток  энергии в си лу  ортогональности  собственных функций 
р а в е н  с у м м е  потоков к а ж д о й  нормальной волны.  Поток  энергии 
з а т у х а ю щ и х  волн равен  нулю.

Д л я  во лно водов  к р у г л о г о  поперечного сечения,  если начало  
к о о р д и н а т  цилиндрической си ст ем ы  (г, ф, г )  поместить  в центр 
к р у г а  поперечного сечения ,  собственные значения  р а в н ы

г д е  а  — р а д и у с  к р у г а ,  V"'* —  з а н у м е р о в а н н ы е  в п о ря д к е  во зр ас ­
т а н и я  корпи у р а в н е н и я  /'/4 (\’) = 0 , а собственные функции им е­
ют в и д

З д е с ь  через  (л:) о б о зн ач ен а  функция  Бессе ля  первого  рода .
О т м е т и м ,  что д в о й н а я  н у м е р а ц и я  корней у р а в н е н и я  /'/<(у)=0 

в о з н и к л а  в связ и  с  п рим ен ение м  метода р а з д е л е н и я  переменных 
при а н а л и т и ч е с к о м  опред елении  решения з а д а ч и  на собствен­
ны е  зн а ч е н и я .  Б общ ем  с л у ч а е ,  ко гда  поперечное сечение о г р а ­
ничено произвольной кр ивой С, соответствующие собственные 
з н а ч е н и я  и собстве нные функц ии  определяются численными м е ­
т о д а м и  и н у м е р а ц и я  в п о р я д к е  возр аст ан ия  собственного зн ач е ­
ния  я в л я е т с я  более ес те ст ве нн о й  и удобной д л я  п о с л е д о в а те л ь ­
ного вы ч и с ле н и я  со бствен н ы х  функций и собственных значении.

Д л я  волноводов  с  и д е а л ь н о  м я гк и м и  ст ен кам и  граничное  у с ­

§Р — М  р] ь ( р ) ( /  у - ) е ‘*% Чр =\/ к г — \р.



лови е  ( 1.2 ) с л е д у е т  з а м е н и т ь  на с л е д у ю щ е е  у с л о в и е  первого 
рода :

С и с т е м а  собственных функции оператор а  Л а п л а с а  в этом с л у ­
чае  хорошо известна,  что п о з в о л я е т  построить с и с т е м у  н о р м а л ь ­
ных волн в ре гу ляр ном  волно во де :

Up у ) ,
гд е  ф;>(х, у )  — собственные функции первой к р а е в о й  з а д а ч и  д л я  
опер а то ра  Л а п л а с а

■ ' ЧрЛ-^рЧр О*5 )

vAc  °- 
Y i p > o .

М н о ж е с т в о  собственных значений Хр хорошо изучено,  у с т а ­
новлены теоремы о рас п оло ж ен и и  собственных чисел  на  д ей ст ­
вительной осн.

Д л я  волновода  к р у гл ог о  поперечного се ч е н и я  яв н ы й  вид 
функции срр можно  пайтн м е т о д о м  р а з д е л е н и я  п е р е м е н н ы х  в ци­
линдрической системе к о о р д и на т  г, (р, z:

? р У  р-I Нр ) 0 '  ьрг ) е Щр)?, 

К  . А О О - О .

Р а с с м о т р и м  н о рм а л ь н ы е  во лны  в э л е к т р о м а г н и т н о м  случае .  
Р е г у л я р н ы м  волноводом б у д е м  н а з ы в а т ь  ц и л и н д р и ч е с к у ю  т р у ­
бу,  неограниченно простираю щ ую ся  вдо ль  оси z. Б о к о в ы е  стен­
ки т р у б ы  непрозрачны д л я  э л е к тр о м а гн и т но го  поля ,  и мы б у ­
д е м  сч итать  их либо и де ал ьн о  провод ящими,  либ о  о б л а д а ю щ и ­
ми конечной, но большой проводимостью.  О бо з н а ч и м  через R бо­
к овую  поверхность  трубы ,  S  — поперечное сеч ени е  т р уб ы ,  С — 
контур ,  ограничивающий это  сечение  и я в л я ю щ и й с я  н а п р а в л я ю ­
щей цилиндрической поверхности R. Контур  С в с е г д а  б у д е м  счи­
т а т ь  за м к н у т о й  плоской кривой без точек  с а м о п е р е с е ч е н и я .  Э л е к ­
т роди на ми чес ки е  х а р а к т е р и с т и к и  ср еды ,  з а п о л н я ю щ е й  труб у ,  в 
с л у ч а е  регу лярно го  во лновода  постоянны,  их о б о з н а ч а ю т  через 
е и ¿1. Колебани я ,  р а с п р ос т р а н я ю щ и е с я  внутри в о л н о в о д а ,  у д о в ­
л е т в о р я ю т  системе  урав нен ий  М а к с в е л л а

r a t H  — —/шеЕ, rot Е--/ш[лН. (1 .6)

Н а  боковой поверхности R в  с л у ч а е  идеал ьной  пр ов од им ост и  к а ­
с а т е л ь н ы е  со ставл яю щ ие э л е к тр и ч е с к о г о  поля  р а в н ы  нулю:

[п,  Е]1Я — 0,  (1.7)



где  п — в н е ш н я я  к во л но во д у  н о р м а л ь  к поверхности /?. В  с л у ­
чае  конечной проводимости па поверхности Я в ы п о л няю тся  г р а ­
ничные у с л о в и я  Леоит ович а .

Р а с с м о т р и м  с л у ч а й  идеальном  проводимости боковой поверх ­
ности Н. В  э т о м  с луч а е  в р е г у л я р н о м  волноводе  с у щ е с т в у е т  счет ­
н а я  с и с т е м а  н о р м а л ь н ы х  волн,  к о то р ая  р а с п а д а е т с я  на д в е  под­
с и с т е м ы  ТЕ-  н ГМ-волн.

П о к а ж е м ,  что внутри в олно во да  с иде альн ым и  с т е н к а м и  не 
м о гу т  с у щ е с т в о в а т ь  77:’М -в о лн ы ,  т.  с. волны,  у  которых о д н о в р е ­
менно и Ег  и Иг  ра вн ы нулю:

Е Ё и ,  ¡ / ) с Ч  Н Н и ,  у ) ^ г ,
Ег =  ()г ==Н внутри волно во да .

Из у р а в н е н и й  М а к с в е л л а  с л е д у е т ,  что

¿уН„ - ¿у/1х Ы г к и,
( 1.0)

¿ у Ё х Ы\1Н и, - ! у Е„
У р а в н е н и я  (1.8)  могут  в ы п о л н я т ь с я  лишь при сл е д у ю щ и х  у с л о ­
виях :

у  к ,  ¡ ¡ у  Ё х , Я  х - к  - ш / е ц .

У с л о в и я  одп оврем еп иого  р а в е н с т в а  Ег  и Пг  нулю пр ив од ят  к  со­
отнош ениям

йКу о7-.г
О,

I

б~Е х (И'-и
дх д у  ( 1 .9 )

О,
дх  0 у

Ё ХС05(И л ) - | - ^ с о я ( «  У) - - -0,  (х,  1 / ) е С .  (1.Ю)
С оотн ошен и я  (1.9)  и (1.10)  п р е д с т а в л я ю т  собой к р а е в у ю  з а д а ­
чу  Г и л ь б е р т а  д л я  ан ал ити ч еск о й  функции XV — Ех-\-1Ёи в одно- 
связн ой  плоской области  £  с однородным граничным ус лов и ем
(1.10)  на к о н ту ре  С. Т а к а я  з а д а ч а  имеет  лишь нулевое  реше­
ние, т.  е.

Е х == О, Е ц 0  и области 5 .

Эго  о з н а ч а е т ,  что 77 :ЛГволпы внутри ре гул ярного  во лновода  р а с ­
п р о с т р а н я т ь с я  не могут.

З а д а ч а  о п ре д еле н и я  ТТ-волп ,  т. е. т ак и х ,  д л я  которых /:г = 0, 
с в о д и т с я  к исслед ованию к р а е в о й  за д а ч и  Н е й м а н а  на собствен­
ные  з н а ч е н и я  д л я  оп ер а то ра  Л а п л а с а  в плоской области  5 :

Д ' Н -  (X, ! / ) е 5 ,

А  = о ,  
и> с



При этом тюля 77: -волп проще в с е го  по лучить  испо льз уя  м а г н и т ­
ный пектор Г ер ц а  Нм ={0 ,  0, IIм}, 11м =  е ‘^ ф ( ^ ,  //). И м е е м

Е ¿.»¡I rotTT'1, Н f^raci d i v  И л,-[-А2Плг, ( 1 . 1 2 )

З а д а ч а  опреде лен ия  ГМ-волп ,  д л я  которых Иг — 0, с в о д и т с я  
к  иссл ед ован ию красной з а д а ч и  Д и р и х л е  на собс твен ные  з н а ч е ­
ния  д л я  опер а то ра  Л а п л а с а  в пло ской области  S:

/ ' М - ^ ^ 0 , ( . * , ; / )

^!с -о,
у  - V & -х. ( 1 . 1 3 )

ГЛ1-поля в ы р а ж а ю т с я  через эл е к тр и ч е с к и й  вектор  Г е р ц а  с л е ­
ду ю щ и м  о б р аз о м :

П э ( О ,  О ,  I I 3 ), I I -1 - И ! ^ { л ■ , ! / ) ,

Е = gra i l  ti iv 11э -[-Д’Ч1э, И ¿ч)£! ot II3.

З н а к  ко рн я  при определении у  и у  в ы б и р а ю т  так ,  чтобы R e y X ) ;  
если Re- y^O ,  то 1 т у > 0 .  Т а к о м у  з н а к у  корня  с о о т в е т с т в у ю т  
прям ы е  волны,  р ас п рос тран яю щ и ес я  в положи тельном  н а п р а в ­
лении оси 2 . Д л я  обратных ноли в в е д е м  обозначения  с  о т р и ц а ­
те льн ы м зна чение м  индекса .  При эт ом

Е -Р! ^  Ер1, Н -рг — Нр1,

где  верхний з н а к  д л я  ГЛЬволн, а  н иж ни й  — д л я  77>волп.
С п е к т р а л ь н ы е  задачи (1.11)  и (1 .1 3 )  соответс тву ют  з а д а ч а м

(1.4) и (1 .5 ) ,  свойства  которых бы л  и ра с с м о т ре н ы  выше.
Н о р м а л ь н ы е  волны в р е г у л я р н о м  во лно воде  я в л я ю т с я  е с т е с т ­

венным б аз и со м  д л я  п ред ст ав лен ия  лю б о го  решения  о д н ород ной  
си сте мы  ур ав н ен и й  М а к с в е л л а .  Д л я  лю бого  э л е к т р о м а г н и т н о г о  
поля в р е г у л я р н о м  волноводе с п р а в е д л и в а  с л е д у ю щ а я  т е о р е м а  о 
пр едс тав имости  его в виде с уперп ози ци и 77:- и Т М - т л и .

Т е о р е м а .  Люб ое  решение одн ородн ой системы у р а в н е н и й  
М а к с в е л л а  внутри ре гулярного  в о л н о в о д а  п ред ст ав им о  в в и д е  
суперпозиции полей но рмальных  77: -  и Т М - волн.

П у с т ь  в волноводе  зад ан о  э л е к т р о м а г н и т н о е  поле, у д о в л е т в о ­
ряющее  у с л о в и я м  (1.6)  и ( 1 .7 ) .  О б о з н а ч и м  его через Е и Н. Е с л и  
по д а н н о м у  полю построить д в а  в е к т о р а  IIм и Пэ с к о м п о н е н т а ­
ми (0, 0, IIм) и (О, О, 1Г1) со ответс твен но ,  то тем  с а м ы м  м ы  р а ­
зобьем д а н н о е  поле на поля типа  77: и ТМ.  Опред елим в е к т о р  
Гер ца  11° по компоненте  поля Ег  из  у р а в н е н и я  П у ас с о н а  ДгТТ1' —
— —Ег(х,  у ,  г )  при любом 2  при ус л о в и и ,  что П:,|с =  0. Р е ш е н и е  
у р а в н е н и я  П у а с с о н а  в сечении 5  п р е д с т а в и м о  через ф у н к ц и ю



Г р и н а  первой к р а е в о й  з а д а ч и  д л я  у р а в н е н и я  Л а п л а с а  в о б л а ­
сти 5

0 ( М ,  Р ) Е С{Р, г ) ( / ЯР,

г д е  функция  Сг (М,  Р)  и м е е т  явное п р ед ст ав л ени е  через собст­
в е н н ы е  функции первой кр а е в о й  задачи :

0 ( Ж , Я ,  y J í ! Ш M D - ,
\ — Х-/< 1

при этом

дг*  1 ,) I дг~ )
.9

: Кг ( М,  г ) .

П о сл едн ее  раве нст во  я в л я е т с я  следст вием  второй фор мулы Гри­
на  и у сл ов и я

Ег |с _ 0 .

И т а к ,  компонента  поля ,  оп ред еленн ая  через векто р  1Р, сов­
п а д а е т  с компонентой Ег  з а д а н н о г о  поля,  а ве кт ор  Герца у д о в ­
л е т в о р я е т  одн о р од н ом у  ур а в н е н и ю  Г ел ь м го ль ц а

А 1 Р  +  № - А , 1 Г Ч - - / : ' г - 0 .

Аналогич но  о п ре д е ли м  Г1М к а к  решение второй кр ае во й  з а д а ч и :  

Д 2ЦМ— — Н г {М, г ) ,

Н к =  \ С ( М ,  Р ) Н 2( Р ,  z ) d S P ,
s

при этом IIм у д о в л е т в о р я е т  уравнению Г е л ь м г о л ь ц а .
Вычислим попереч ные  состав ляю щ ие  полей Ех, Еу, Пх, Пу че­

р ез  векторы II3 и I Iм. Т а к  к а к  векторы Ге р ц а  у д о в л ет в о ря ю т  
у р а в н е н и ю  Г е л ь м г о л ь ц а ,  поля  поперечных с о с т а в л я ю щ и х  в м е с ­
т е  с комп онентами Ег  и Нг  у д овл ет во ря ю т  у р а в н е н и я м  М а к с в е л ­
л а .  Со ст ав им  р а з н о с т ь  з а д а н н ы х  полей Е и Н и полей, вы чис­
л е н н ы х  через в е к т о р ы  Г е р ц а .  В силу линейности уравн ени й М а к с ­
в е л л а  эта  раз ность  у д о в л е т в о р я е т  соотношениям (1 .6 )  и (1 .7)  и, 
к р о м е  того,  она  я в л я е т с я  Г£А1-полем, а  т а к  к а к  в волноводе  не 
м о ж е т  с у щ е с т в о в а т ь  Т Е М - ш ш ,  отличного от н у л я ,  то компонен­
ты  ё х, Ёу, Пх, Я у, в ы ч и с л е н н ы е  через в е к т о р ы  Ге р ц а  П э и П м 
с о в п а д а ю т  с Ех, Еу , Нх, Ну. Поля ТЕ-  и ГМ -в олн  я в л я ю т с я  
суперпозицией полей н о р м а л ь н ы х  ТЕ- и Г М -в олн  со ответствен­



но. При эт ом  необходимо р а с с м а т р и в а т ь  к а к  прямые ,  т а к  и о б ­
ра тные  н о р м а л ь н ы е  волны.

Н о р м а л ь н ы е  волны оп ределены с точностью до  н о р м и р о в к и  
со бственных функций.  Н о р ми р о вк у  с о б с т в е н н ы х  функций с л е ­
д у е т  в ы б и р а т ь  л иш ь в зависимости от  ге ометрии  об ласти  5  и не  
вк лю чат ь  в э т у  нормировку  постоянные ,  х а р а к т е р и з у ю щ и е  э л е к ­
тр о м аг ни тн ы е  свойства  среды.  Н о р м а л ь н ы е  волны ТЕ-  и ТМ-  
волн ортог он альн ы в том с м ы сл е ,  что

П ро дол ьные  и поперечные с о с т а в л я ю щ и е  н о рм а л ь н ы х  в о л н  
имеют с л е д у ю щ е е  явное  в ы р а ж е н и е  че рез  со б ст вен н ы е  ф у н к ц и и  
области  5 :

д л я  н о р м а л ь н ы х  ТЕ-юлп

£ .V

З д е с ь  Е7П1 Нт  нормальные  волны к а к  электри ческо го ,  т а к  и 
магнитного  типа .

Н о р м и р о в к у  волн выберем т а к и м  о б р а з о м :

и г 7 7 > в о л н ы ,  

|у„|2 У’/И-волны;

при этом

д л я  ТМ-волн

Е« М Е Я1, - [ - Ея. Л ) е а 'п*, 

Ет* =  Ет г  --■ =



§ 2. В о з б у ж д е н и е  р е г у л я р н ы х  во лно водов

Р а с с м о т р и м  з а д а ч у  во з б у ж д е н и я  а к у с т и ч ес к о г о  волнов ода  
произвольно р а с п р е д е л е н н ы м и  источниками колебаний.  Р а с п р е ­
д е л е н и е  источн иков  . к о л е б а н и й  будем о п и с ы в а т ь  функцией 
/(•*. У, 2 ) с  л о к а л ь н ы м  носителем , р а с п о л о ж е н н ы м  внутри во л ­
новода ,  и считать ,  что вне  от р е зк а  z i ^ z * ^ . z 2 ф ункция  f (x,  у,  z ) е= 
=  0. З а д а ч а  в о з б у ж д е н и я  регулярного ак у с т и ч ес к ог о  волнов ода  
з а к л ю ч а е т с я  в реш ении неоднородного у р а в н е н и я  Ге льм го ль ца

Лр-\ -Ь2р  - - - /  ( 2 Л )

вн утри области ,  ограничен ной  поверхностью R,  с услови ем

О. (2.2)
<)п

П о с к о л ь к у  в о лно вод  п р е д с т а в л я е т  собой неограниченную область  
с границей,  у х о д я щ е й  в бесконечность,  д л я  однозначной поста ­
новки з ад ач и  в о з б у ж д е н и я  регулярного  во л но в о д а  с л е д у е т  сфор­
м у л и р о в а т ь  у с л о в и я  изл уч ен ия ,  обеспечи ваю щие отсутствие  волн,  
приходящих из бесконечности .  Эги условия ,  получившие на зв ан ие  
п а р ци а л ь н ы х  ус л ов и й  излучен ия ,  можно получить  из принципа 
пр едельного  поглощения .  Они за к лю ч а ю т с я  в требовании пре д­
с т а в л е н и я  решения  по с и с т е м е  но рмальных волн,  р ас х о д ящ их ся  
от  области внутри в о л н о в о д а ,  где [(х, у,  г ) ф 0 .  Решение  у р а в н е ­
ния  (2.1) вне о т р е з к а  [ г и г 2] должно иметь  пред ст ав лен ие

Р ( х ,  У> г )  =  У ' Г (п \ ~ ‘'1п2$ (х ,  у ) ,  2 < г 1 ; (2 .3)
П  - Ü

р ( х ,  у ,  Z) - 2  У)< z > z 2■ (2-4)
п О

Коэффициенты Т п ) и Т (п2) однозначно о п р е д е л я ю т с я  функцией 
}{Х, У, г ) .

Решение  п о ст а вле нной  з ад ач и  легко  по лучить  с п е к т ра ль н ы м  
мет одо м ;  оно и м е е м  ви д

р ( х ,  у , z)  -- f f i x ' ,  у ' ,  z ' ) G ( x ,  у , 2 , х \  у z ' ) d v ,  ( 2 .5 )  
Ъ

г д е  D — носитель  фу нкц ии  f  (х, у ,  г ) ,  а 

0 ( х ,  у ,  г .  У ,  г ' у Л  е ' ’* .1- " '  (2 .6 ,
п ~()

я в л я е т с я  функцией Г р и н а  второй краевой з а д а ч и  д л я  уравн ен ия  
Г е л ь м г о ль ц а  в р е г у л я р н о м  волноиоде.  И с п о л ь з у я  оценки собст­
ве нны х функций о п е р а т о р а  Л а п л а с а ,  л е г к о  ус тан овить ,  что ряд
(2.6)  сходится  р а в н о м е р н о  всюду  вне  з а м к н у т о й  окрестности



точки (х, у ,  г ) ,  а в  то чке  (*,  у ,  г )  оператор  Г е л ь м г о л ь ц а  от ф у н к ­
ции О я в л я е т с я  6-функцией.

Коэффициенты Уи11 и Т („2)имеют с л е д у ю щ и й  вид;

71° =  Г / (А -', у', г ') !1"> ¿ ' 'Г й х 'й у 'Л г " ,  (2.7)
.) - 2 . у „

7 ? ’ =  С / ( . V ' ,  I/, г ' )  Л ^ Х ) .  ¿ х ' й у ' й г ' .  ( 2 .8 )
- i  Y «

Ус тан овим т е о р е м у  единственности  этой з а д а ч и .  К а к  о б ы ч ­
но, предпо ложим ,  что с у щ е с т в у ю т  д в а  р е ш е н и я  p¡  и /?2- И х  
ра зность  v — p i —р 2 у д о в л е т в о р я е т  о д н о р о д н о м у  ур ав н ен и ю  (2.1)  
и усл овиям  (2.2)  — (2.4)  с неко тор ы ми  ко эфф ици ентам и Гп'* и 
Т п ]. П о к а ж е м ,  что внутри волновода  u s O .

Пусть  М{х, у ,  z)  — произвольная  т о ч к а  вн ут ри  вол новода .  
Применим третью ф ормул у  Грипа к ф у н к ц и я м  v  и G в области ,  
ограниченной боковой поверхностью и се ч е н и я м и  волновода  и 
vS’2 так ,  чтобы то ч к а  М  л е ж а л а  внутри об ла с т и .  Получим п р е д ­
ста влени е  v ( M )  через значения  v  и G в с е ч е н и я х  и

Í
В ы ч исл яя  п равую  часть  соотношения ( 2 .9 ) ,  получим,  что v  =  0 
д л я  любой точки М внутри области  D.  В с и л у  непрерывности

w ( M ) ,  —  ( Л/) в за м к н у т о й  области  1), v  =  0 д л я  точек  A l e 5 ] U 5 2 

и, следоват ельно ,

7 ^ . - 0 ,  y f ’ - ü .
Т а к и м  обра зом ,  и сх о д н ая  н е о дн оро д на я  з а д а ч а  им еет  е д и н ­

ственное решение,  а п редстав лени е  (2.5)  д а е т  яв ное  в ы р а ж е н и е  
этого решения.  И з  теоремы еди нственности  в ы т е к а е т ,  что ф у н к ­
ция  Грина  м о ж е т  б ы т ь  п р ед ставл ен а  в виде

4 Л * Ж Р

г д е  w  — р ег ул яр н о е  решение у р а в н е н и я  Г е л ь м г о л ь ц а .
Теоре му  единственности  д л я  з а д а ч и  в о з б у ж д е н и я  легк о  д о ­

к а з а т ь  не п риб ег ая  к функции Грипа . Д е й с т в и т е л ь н о ,  к л а с с и ­
ческое  решение у р а в н е н и я  (2.1) при лю б о м  фиксированном г  
у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и я м  те оремы р а з л о ж и м о с т и  С т е к л о в а  по 
полной системе  собственн ых  функций ^ ( я ,  у )  з а д а ч и  (1 .11 ) :

’ С*. У у z) =--=2 Z niz9fn(x, у),



^ л ( 2 )  =  Т г Т Г  У* * ) & ( * »  0 ) ^ .
№д12 J

При этом в с и л у  св о й с тв  г л а д к о с т и  решения

г та { у ) = ^ —  Г - ^ . ^ 5 .
ы 2 J №

У м н о ж а я  одн о р од н ое  у р а в н е н и е  (2.1) на  грп (*, У) и инт егр ир уя  
по 5 ,  по лучим,  что при — о о < 2 < о о  функции 1 п я в л я ю т с я  ре ­
шениями  о дн о р о д н о г о  ур а в н е ни я

^ - Н ^ л =  0,  у?г-=к'2 — К>
д л я  ко торых  в  с и л у  п а р ци а л ь н ы х  условий изл учения  (2 .3 ) ,  (2.4) 
с п р а в е д л и в ы  соот нош ения

г ' п - 1 \ п/.п -0,

^ я  +  « У А ' - 0 .  г < г 2.
Отсюда  с л е д у е т  2 п ( г ) = 0 ,  что и д о к а з ы в а е т  те о р е м у  ед инствен ­
ности.

П ер ей д ем  к  рас см отре нию  з а д а ч и  в о з б у ж д е н и я  ре гу ляр ного  
волнов ода  д л я  э л е к т р о м а г н и т н ы х  колебаний.  П ус ть  в рег ул яр н о м  
ц ил индр ическо м  во л но во д е  з а д а н  сторонний электрически й ток  
\{М, / ) = ] ( Л 4 ) е х р ( — /Чо/), п ред став ляю щ и й  собой финитную 
функцию 0 * # 0  т о л ь к о  в интерв але  Т р еб уе тс я  опре ­
д ел и ть  р еш ение  ур а в н е н и й  М а к с в е л л а

го1Н-  ^--¿шеЕ 1 - гоЪЕ — г'шцН, (2 .10 )

у д о в л е т в о р я ю щ е е  г р ан и чн о м у  условию

К  Е ] * - 0  (2 .1 1 )

и у с л о в и я м  и з л у ч е н и я  при 2 - * -±оо ,  ко торы е  з а к л ю ч а ю т с я  в п р ед ­
ставл ени и полей при г > г 2 и г < г х в  ви д е  суперпозиции полей,  
у х о д я щ и х  от  источн ика .

М е т о д / р е ш е н и я  этой з а д а ч и  п р и н а д л е ж и т  А. П. Тихонову  и 
А. А. С а м а р с к о м у * .  Р а с с м о т р и м  в н а ч а л е  з а д а ч у  в о з б у ж д е н и я  
волнов ода  э л е к т р и ч е с к и м  диполем,  ор иентированным вд о л ь  оси 
во лновода  и р а с п о л о ж е н н ы м  в точке М 0 (х 0, Уо, г о ) .  Т а к а я  з а д а ­
ча м о ж е т  б ы т ь  с в е д е н а  к определению электр ич еск ого  в ек т о р а  
Герца ,  н а п р а в л е н н о г о  вдо ль  оси волновода .  Пусть

II У, г ) ,  ( 2 . 1 2 )

* См .:  ЖТФ. 27 .  В ы п .  I I ,  12 (1947 ) ,



Л 1 1 * - И 2п*  =  — -— Ъ(х — х 0) Ь ( у  — Уъ)Ъ(г  — г 0); ( 2 . 1 3 )/ш£

Щц- - 0 .  ( 2 . 1 4 )
П о л я  Е и Н оп ре д е ля ю т с я  через Н по с л е д у ю щ и м  ф о р м у л а м :

Е - е г а < Ш у П ~ 1  - к Ч \ ,
Н = --/ше го!  П;

в частности,

-1-АП1'. ( 2 . 1 6 )
()г-

П у с т ь  Е — поле,  созданное  п р о д о л ь н ы м  э лект рическ им  д и п о ­
лем .  В этом с л у ч а е  ] —ха) 6 (//— У о ) й ( г — 20) ,  а ур а п не н и е
(2.13) с  учетом  (2 .16 )  можно  з а п и с а т ь  в ви д е

- ( ^  I - ¿ - О ,  I , ) )  . ( 2 . 1 7 )

1Р|Д - 0 .  ( 2 . 1 8 )

Решение  II'’, у д о в л е т в о р я ю щ е е  (2.17)  и ( 2 . 1 8 ) ,  и м ее т  вид

II'(Л-, у ,  г ) = Г  0 ( х ,  у ,  ( 2 . 1 9 )
J  I *,ЙЕ
5

гд е  0{х,  у ,  т]) — функция  Грина  первой к рае во й  з а д а ч и  д л я  
оператор а  Л а п л а с а  в плоской о бла ст и  5 .  В новь  легк о  у с т а н о ­
вить,  что (2 .19 )  у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю  ( 2 . 1 3 ) ;  с л е д о в а т е л ь ­
но, Ег  однозначно о п р е д е л я е т  IIе. П о к а ж е м ,  что функция  Иг  в  
с л у ч а е  в о з б у ж д е н и я  продольным э л е к т р и ч е с к и м  диполем р а в н а  
нулю. Из  с и с т е м ы  уравн ен ий  М а к с в е л л а  (2 .1 0 ) ,  у ч и т ы в а я  по­
ляриза цию ,  им еем

+  О,

0Нт 1 - 0 .  (2 . 2 0 )
дп |я

В си лу  условий  изл уч ен ия  Нг = 0.
Т а к и м  о б р аз о м ,  по в ек то р у  II в н у т р и  во лно вода ,  с о гл ас но  

ф о р м у л а м  (2 .1 5 ) ,  о п ре д е ля ет с я  неко то рое  э л е к тр о м а г н и т н о е  по­
ле,  причем Ег  и Нг  с о в п а д а ю т  с  полем , в о з б у ж д а е м ы м  прод оль ­
ным э л е к тр и ч е с к и м  дип олем  ]. С л е д о в а т е л ь н о ,  в силу  о т с у т с т в и я  
в волноводе  77 :М-по лей это э л е к т р о м а г н и т н о е  поле с о в п а д а е т  с  
полем продольного  эл ек трическ ого  д и п о л я .  И т а к ,  достат оч но 
построить функцию ГР”, что л е г к о  в ы п о л н и т ь  с п е к т ра ль н ы м  ме -



тодом е п омощ ью  р а з л о ж е н и я  по с о б ст в ен н ы м  функци ям опе­
рато ра  Л а п л а с а  п лос кой  об ласти  5.  И м е е м

IIе \?  Фя //) Фд (*0» Уо) 1 г ~го I (2 21)
/<че —'¿1Уп

у„ =  у/ k2 — K* Rey« - 0, 1тп у« >  0,
г д е  ^п(х,  у ) — с о б с т в е н н ы е  функции з а д а ч и  Д и р и х л е  д л я  опе­
рато ра  Л а п л а с а .

Аналогично м о ж е т  быть  рас см отрен а  з а д а ч а  о возб уж де н и и  
волнов ода  п р о д о л ь н ы м  магн итны м ди п о ле м  (э лементом м а г н и т ­
ного т о к а ) ,  р а с п о л о ж е н н ы м  в точке М 0 (лго, Уа, Zo). Э л е к т р о м а г ­
нитное поле п р е д с т а в л я е т с я  с помощью в е к т о р а  Герца

И "  \гЛт,

Е - ¿w¡[i rotTTm, (2 .22 )

Н — grat l  di  v П ”  ■ |- ¿"II"1, 

который о п р е д е л я е т с я  к а к  решение с л е д у ю щ е й  кр аев ой  з а д а ч и :

ДП"1 +  k4 1т — —— 8 (х ~  л-0) S ( у  -  y Q) S ( z  -  z„ ) ,
í u ) ¡ X

Г) 1Г - 0 .  (2 .23 )
Rдп

Вектор Ге р ц а  и м е е т  ви д
$ n ( x . y ) $n{xQ, y 0) c i u \ z - z 0\' (2/24)

^  2(/y„)(/o)fi)п -=и

гд е  у,{=  а  Хп, — соответственно собственные з н а ­
чения и с о б с т в е н н ы е  функции з ад ач и  Н е й м а н а  д л я  оператора  
Л а п л а с а .

Р а с с м о т р и м  т е п е р ь  в о з б у ж д е н и е  во л но в о д а  единичным э л е к ­
трическим д и п о л е м ,  произвольно ор иенти ров ан ным  по отноше­
нию к оси в о л н о в о д а .  П у с т ь  единичный векто р  1 х а р а к т е р и з у е т  
н ап ра вл ен ие  э л е к т р и ч е с к о г о  диполя  в точке  Мо(*о. у q, z 0) .  ^ а ‘ 
п р ав ляю щ ие к о с и н у с ы  век т о р а  1 обо зна чим  через c o s a ,  cos р, 
c o s y  ( cos2 a + c o s 2 (5 +c os2y  = 1) .  И ско мое  поле можно  п р е д с т а ­
вить в виде  э л е к т р о м а г н и т н о г о  поля д и п о л я  в свободном про­
стр ан ств е  и р е г у л я р н о г о  поля,  обеспечи ваю щего  выполнение г р а ­
ничных ус л ов и й  на  боковой поверхности во лно вода .  П о л я  д и ­
поля в с в о б о д н ом  п р ос тран ст ве  удобно в ы р а з и т ь  через ве кт ор  
Герца :

i J kRM P
I P  1 е



Т а к и м  обр азо м,  з а д а ч а  в о з б у ж д е н и я  поля в в о л н о в о д е  св оди тся  
к  определению полей, п р е д с т а в и м ы х  в виде

Е---йгас1(Иу П э -|-^11э -|-Е0,

Н -гше г(Н II9- ’-Н°,

гд е  Е° и Н° — ре гул яр ны е  р еш ен и я  однородной с и с т е м ы  у р а в ­
нений М а к с в е л л а  такие,  что полное поле у д о в л е т в о р я е т  г р а ­
ничным у сл ов и ям  па боковой поверхности в о л н о в о д а  и у с л о в и ­
я м  излучения .  Поля  Е° и Н° я в л я ю т с я  су п ер п о зи ц и ей  полей 
электр ическ ого  и магнитного  типа ,  причем д л я  пост роен ия  этих 
полей достаточно определить  прод ольны е  к ом пон ен ты  поля .  П р о ­
д о л ь н ы е  компоненты полного поля я в л я ю т с я  р е ш е н и я м и  у р а в ­
нения Ге льм го ль ца ,  у д о в л е т в о р я ю щ и м и  у с л о в и я м

6п Г 0 ' ( 2 ' 25)
Л е г к о  проверить,  что т а к и м  у с л о в и я м  у д о в л е т в о р я ю т  функции

г-« (Ml '  d-Ml* / /12 IIе  \
Ь ^ ------cos а  —-— -------- cos  ¡4 —----------- j - c o s v  ( -----------f  ;

й х ф г  д у ц д г  \ <)z'* )

r-r ■ I „ s n m \H z - - -дог cos  а ------------ c o s ? — — ) .
\ ()Уо }

Отме тим,  что дифференцирование  по х0, у о  и z  не м е н я е т  к р а е ­
вы х  условий д л я  функций II'* и J Im и у с л о в и я  (2 .25 )  пр ов е р я ю т ­
ся непосредственно.  П р о в е р к а  уд о в л е т в о ре н и ю  у р ав н ен и ю  
I е л ь м г о л ь ц а  проводится т а к  ж е ,  к а к  и выше.  Л е г к о  ус тан овить ,  
что полученные поля имеют  з а д а н н у ю  особенность  в точке  М0’.

Если обозначить  через IV'\2 и И'"' !* ве кто ры  Г е р ц а  полей,  во з ­
б у ж д а е м ы х  электрическим д и п о ле м ,  н а п р а в л е н н ы м  в д о л ь  в е к ­
то ра  I, а через II' и IIm — в е к т о р ы  Герца,  с о о т в е т с т в у ю щ и е  про­
д о л ь н о м у  эл ек тр ичес ко му  и продольно му  м а г н и т н о м у  дипо­
лю, то

U/f = — (cos а  | - cos  р - L  W  -L cos y\V;  
V OXq OyQ J

l l lm ----- -/«JE ico s  a  — ------ cos 3 ——  )
\ °Уо óxq )

гд е  $  п олу чае тс я  из Г1т  и и м е е т  сл еду ющ ий вид:

/ ? = V  — ^ ^ 0 .  yQ) f i , ( - r .  у)

(2 .26 )

Ad
л-0 (2/>я)Хл

е" 1 701 . (2 .27 )

Если волно вод  в о з б у ж д а е т с я  р а с п р ед е л ен н ы м  э л е к т р и ч е с к и м  то ­
ком ] (х,  у ,  г ) ,  то э л е к т р о м а г н и т н о е  поле н а х о д и т с я  к а к  супер-  
7 -5 5 7



по зи ци я  полей э л е м е н т а р н ы х  и зл уч а теле й  и общее  поле м о ж е т  
б ы т ь  в ы р а ж е н о  через в е к т о р ы  Ге р ц а  Т? и Xм, о п р е д е л я е м ы е  фор­
м у л а м и

Г П1в№\  ( 2 .2 8 )
Ъ

Xм — [  П1т\й^.  ( 2 .29 )
Ъ

П о с т р о е н н ы е  в ек то ры  Z3 и Ъ* не только  д а ю т  решение  з ад ач и  
в о з б у ж д е н и я  поля,  но и по зв о ля ю т получить п р е д с т а в л е ни е  по­
лей  в в и д е  р а з л о ж е н и я  па ТЕ-  и ГМ-волны.

Р е ш е н и е  з а д а ч и  в о з б у ж д е н и я  можно  получить и р а з л а г а я  ре ­
шен ие  непосредственно по в ек то р ны м  собственным фун кциям.  
У с л о в и я  изл уч ен ия ,  если о б л а с т ь  локализ ации  т о ко в  р а с п о л о ж е ­
на  м е ж д у  сечениями ¿м (2  — 2 ]) и ( ¿  =  22 ) ,  м ожн о  з а п и с а т ь  в 
с л е д у ю щ е м  виде :

(  Е V  ^  ЛХ' У) V  г < г , ;  (2 .30 )
^ н  I г 1 \ н  . и ,  У) I

I Е ^ =  У  Г  Еп(Х' У) )  , г ^ . г 2. (2 .31 )
^  V Н „ и ,  у )  I

В к а ч е с т в е  ба зи сн ых  функ ци й р а з л о ж е н и я  решения  в области  
2 1^ 2 ^ 2 2  в ы б е р е м  с л е д у ю щ и е  вектор-функции,  пропорциональ­
ные  к а с а т е л ь н ы м  к о м п о н е н т а м  нормальных волн ре гу ляр ного  
в о л н о в о д а :

( Дл я  элект ричес ки х  ноли, (2 32)

" \ У-/Ы л л я  маг н и тн ы х  ноли;

( 1*2. АЛЯ электических  волн,  ^  ^

а ( д л я  м а г н и т н ы х  волн;

|  [ е Х . и $ = |  ( е „ е ; ) й 5 - |  (Ь„ЬЙ)(/5-—5„т ; (2 .34 )

[ 0 д л я  элек тр и ч е с к и х  волн,
( г о1 е„ ) г =  1 л

I д л я  магн итны х  волн;

( Х„ф„ д л я  электрических  волн,
( г с г1п_) ,=  I

( 0  д л я  м а гн и тн ы х  волн.

К а ж д а я  из систем ве к т о р о в  {еп} и {Ьп} я в л я е т с я  базисной сис­
т е м о й  н а  п р остр ан ств е  вект ор -фун кций,  опред еленн ых  в об ласти



S,  и н т е г р и р у е м ы х  с к в а д р а т о м  по об лас ти  5  и у д о в л е т в о р я ю щ и х  
к р а е в о м у  усл ови ю

[V ,  АЦс -  = 0.

С л е д о в а т е л ь н о ,  при любом зн ач ен ии  2 1 ^ 2 ^ 2 2  и м е ю т  м е с т о  р а з ­
л о ж е н и я  полей:

Е( (Л/, г )  — Е , ( х ,  г/, z )  : \ ] Д . ( 2 ) е л ( Ж ) ;  ( 2 .3 7 )
П

Н ,( ,И ,  * )= . -НДл-, //, Z)  - V  B n ( z ) h n ( M ) .  ( 2 . 3 8 )
Л

Т а к  к а к  функции е п и Еп< р а з л и ч а ю т с я  лишь  м н о ж и т е л я м и ,  то 
имеют место  очевидные соотношения

Л , ( * )  "'т« г , z < z i: ( 2 . 3 9 )

A i ( z )  z > z , .  (2 . 4 0 )
Из ур а в н е н и й  М а к с в е л л а  с л е д у е т ,  что при любом г  у д о в л е т в о ­
ряю тс я  с л е д у ю щ и е  соотношения:

J  ( rot  Н-(-/шгЕ)г e„ i/5 — J  ( j ,  c B) d S ;  ( 2 .4 1 )

f (rot E — ¿ш[хЦ); lv /S =  0;  (2 . 4 2 )  
5

(rot  Н()г — j  г \ ( 2 . 4 3 )

( rotE, )^ ~ 1м\хЦ ̂  ( 2 .4 4 )

Уч и т ы в а я ,  что

( r o tH j ,  =  r o t ( H z\z) +  i /( (2 . 4 5 )

r o t ( / y j z) =  [ v 2W zt i,|, (2 . 4 6 )

и в ы ч и с л я я  инт ег рал ы по п опер еч н ом у  сечению S,  п олу чи м  с и с ­
т е м у  обык новенн ых  ди ф ф ер ен ци ал ьн ы х  ур ав нени й  о т н о с и т е л ь ­
но коэффициентов  р а зл о ж е н ия  п о л я  Н: 

д л я  волн электрического типа

^k +  (k2~ l k) B k= ^ i m j kt-\- lh/ki =  f l  ( 2 . 4 7 )

а I



В т +  ( и -‘ -  х „ )  В  „  Ь - Л  -  / £ ,|ш£

Л » '  В ’.-. ( 2 .4 9 ,

Уи , ^ е  £ ) < « .  (2 .5 0 ,

У ч и т ы в а я  у с л о в и я  и з л у че н и я ,  получим

Д * ( г ) = Л  (2 .51 ,
J  *Ркг х

В т ю - Л  К Ы Ы  <2-5 2 >
<) ¿Рт2 !

П о д с т а в л я я  в ы р а ж е н и я  (2 .51 )  и (2.52) и (2 .3 8 ) ,  окончательно 
и м е е м

Н , = |  ] , (Мо )  | 2  1’ 4 ( ^ , ® е ь (Л10, ^ с - ' ,* 1г^ 1 +

+  \  М М , « е т (Л10) ^ ^ - е  ' " |̂ " " |] ^ . Ио +
1<*>* * *ртт '

-1" [  Л  ( ^ о .  *и> I V  И* (.И) ( М и)| ^1/ ,и0. ( 2 -53)

З д е с ь  через Л ® В  о б озн ач ен о  диадное  произ ведение  векторов .  
Ан ал о ги ч н о  м ожно  з а п и с а т ь  вы р а ж е н и е  д л я  в е к т о р а  Е<. Поля  Ег 
и Нг  оп ре д е ля ю т с я  из у р а в н е н и й  М а к с в е л л а  (2 .43 ) ,  (2 .44 ) .  Д л я  
о п р е д е л е н и я  поля в д а л ь н е й  зоне достаточно вычисли ть  а м п л и ­
т у д ы  поля  В к ( г )  и В т ( г ) ,  по скольку  через них определя ютс я  
а м п л и т у д н ы е  коэффициенты норм альных  волн в об ласти  вне ис­
т о ч ни к о в  поля.

§  3. Л о к а л ь н о  неоднородные а к у с т и ч ес к и е  
волноводы

Р а с с м о т р и м  з а д а ч у  распространения  а к у с т и ч ес к и х  колебаний 
в  во лно воде  с р е г у л я р н о й  боковой поверхностью и лока ль но  не­
о д н о р о д н ы м  за п о л не н и е м .  Основной целью ис с ле д о в а ни я  я в л я ­
е т с я  р а з р а б о т к а  м е т о д а  рас чет а  полной м а т р и ц ы  расс ея ния  
неоднородного  у ч а с т к а  вол новода .



Н е р е г у ля р н ы й  волно вод  п р е д с т а в л я е т  бесконечную ц и л и н д ­
рическую т р у б у  постоянного сечения 5 ,  на конечном у ч а с т к е  б о ­
ковой поверхности которого  в ы п о л н я ю т ся  и м п е д а н с н ы е  г р а н и ч ­
ные условия .  П лотность  внутренней с р е д ы ,  зап олня ю щ ей  в о л ­
новод,  постоянна,  а скорость  р а с п р о с т р а н е н и я  колебаний в в о л ­
новоде на конечном у ч ас тке  его д л и н ы ,  огранич енном  с е ч е н и я ­
ми ¿'1 и 5 2, я в л я е т с я  произвольной,  огранич ен ной  кусо чно -н е­
прерывной функцией координат,  п р ин и м а ю щ е й  постоянные з н а ­
чения вне д а нн ого  у ч а с т к а .  Ско рости  р ас п р о с т р а н е н и я  к о л е б а ­
ний в о б л а с т я х  л е в е е  ¿й и пр а в е е  5 2 м о г у т  быть  ра зл ичн ы .  
Д л я  оп ределения  полной мат рицы  р а с с е я н и я  д а нн ого  н е р е г у ­
лярного  у ч а с т к а  достаточно решить з а д а ч у  в о з б у ж д е н и я  в о л ­
новода  прих одя щей  из бесконечности пр оиз вол ьной  но рмальн ой  
волной с оотве тс тв ую щ ег о  по лубеск онечного  р е гу л я рн о го  в о л н о ­
вода .

В такой п о ст а но в к е  з а д а ч а  д и ф ра к ци и  в н ер егу лярном  в о л ­
новоде з а к л ю ч а е т с я  в определении р е ш е н и я  у р а в н е н и я  Г е л ь м ­
гольца  с перем ен ным  коэффициентом №■ (х, у ,  г )

1 и  =  А и - ^ к ' 2( х у у ,  г ) и - ~ - ~ / ( х ,  у , г )  ( 3 . 1 )

в области  Б 00, ограниченной боковой п овер х ностью  #. П р о и з ­
вольн ая ,  огр ан ич ен ная ,  к о м п л е к с н о з н а ч н а я  ф ункц ия  1г2(х, у ,  г )  
т а к о в а ,  что вне сечений 5 ,  ( г ^ г , )  и 5 2 ( 2 ^ 2 2) она р а в н а  посто ­
янной:

к 2( х у у , г ) ^ к ] ,  г  

к2 (х,  у ,  г )  — /г], г  г 2.

Н а  у ч а с т к е  боковой поверхности У?, з а к л ю ч е н н о й  м е ж д у  сечени­
ями и 5г ,  вы полня ю тся  с л е д у ю щ и е  г р а н и ч н ы е  у слов и я  т р е т ь ­
его рода  с переменной функцией а { Р ) :

Р е / ? ,  ( 3 . 2 )
а п

причем на полубе ско нечных у ч а с т к а х  бо ко вой  поверхности у с ­
ло вие  (3.2)  перех оди т  в одно из г р а н и ч н ы х  ус л ов и й

и|д =  0 ,  г ф . [ г и  г 2\ ( 3 . 2 а )

или

- ^ 1  =ТЗ. г ^ [ 2 г „  г 2]. ( 3 . 2 6 )
д п  |/?

В р е г у л я рн ы х  полубе ско нечных в о л н о в о д а х  в ы п о л н я ю т ся  у с л о ­
ви я  в о з б у ж д е н и я  и излучения



У
п 1

гд е  я|)п (*, у )  — о р т он орм иро ва нны с со б ст ве нн ы е функции первой 
или второй к р а е в о й  з а д а ч и  д л я  оператора  Л а п л а с а  плоской об­
лас ти  5 ,  о гр ан ич ен ной  контуром С;

П о с т о я н на я  Л —  з а д а н н а я  а м п л и т у д а  п ад а ю щ е й  нормальной 
волны,  имею щей  номер  п0, а /?п и Тп — неизвестны е  коэффици­
енты о т р а ж е н и я  и п р ох о ж д е н и я  н о рм ал ьн ы х  волн в р е г у л я р н ы х  
полу беско нечны х вол но в о д а х .  Поверхность  Н б у д е м  считать  д о ­
статочно г л а д к о й ,  не имеющей ребер и кромок .  В д а ль н е й ш е м  
з а д а ч у  (3 .1)  — (3 .3 )  б у д е м  н а з ы в а т ь  основной краевой з а д а ч е й .  
Т а к а я  з а д а ч а  я в л я е т с я  типичной д л я  теории не рег ул яр ных  во л ­
новодов .  Н а  п р и м е р е  этой простой с к а л я р н о й  з ад ач и  легк о  про­
следит ь  ос нов ные  идеи метода  после дов ания  распространения  
колебаний в н е р е г у л я р н ы х  волноводах .  Р а с с м о т р и м  случай Л =  0.

Ре шение  к р а е в о й  з а д а ч и  (3.1) — (3.3)  б у д е м  по нимать  в 
обобщенном с м ы с л е .  Р а с с м о т р и м  у р ав н ени е

в ограниченной о б л а с т и  О  с границей где
у ч а с т о к  бо ковой поверхности волновода ,  ограниченного  сечения­
ми 5 ,  и 5 2. П у с т ь  / е / . 2 (/Э). На  поверхности У? потребуем в ы ­
полнения гр ан ичн ого  у сл ов ия

в поперечных с е ч е н и я х  5/, /=1,  2, п а р ц и а л ь н ы х  условий и з л у ­
чения (3 .3 ) ,  к о т о р ы е  перепишем в виде  ( з д е с ь  /1 =  0)

В  (3.2) и (3.5)  п рои з во д ны е  б ер утся  по внешней норма ли  к о б ­
лас ти  I).

О бо бщен ным  из М ^ ' г ф )  решением з а д а ч и  (3.1) — (3.3)  б у д е м  
н а з ы в а т ь  функц ию  и ^ У Р ^ ф ) , у д о в л е т в о р я ю щ у ю  т о ж д е с т в у

(3 .4 )

¿\и] — Д и - | - А а (А ', у,  г ) и  - - - /

—  -\-0{Р)и  - 0 ,  />€=Я,

(3 .5 )

2



г д е  Ид°— коэффициент  Ф у рь е  по с и с т е м е  функций {^А} с л е д а
функции и(м)е=ХР'2( 0 )  на 5 ; .  С л е д ы  функ ци и и<=№]2( 0 )  с у ­
щ ес твую т  и п р и н а д л е ж а т  Ь2( дО)  па сЮ п с и л у  кусочной г л а д к о ­
сти гран ицы  области  дП,  Фу нкции  &2 ( М )  и о ( Р )  б у д е м  с ч и т а т ь  
изм ер имы ми,  ограниченными ф у н к ц и я м и  в соотве тст ву ю щ их  о б ­
л а с т я х .

Т о ж д е с т в о  (3.6)  м о ж е т  б ы ть  получ ено ф орм ал ьн ы м  п р и м е ­
нением ф о р м ул ы  Грина  к т о ж д е с т в у

с испо льзов анием граничных услови й ( 3 .2 ) ,  (3 .5 ) .
В  о с т а в ш и х с я  полубесконечных ч а с т я х  области  Т)00 р е ш е н и е  

о п р е д е л я ет с я  к а к  решение уравн ен ий  (3 .1 )  в п о луб ес ко неч ны х  
об ла ст ях ,  у д о в л е т в о ря ю щ е е  у с л о в и я м  и з л у ч е н и я  и с о в п а д а ю щ е е  
со следом функции и<=.У']2{0)  на  5 ,  в  с м ы с л е  ¿ 2(5/).  С л е д  о д ­
нозначно о п р е д е л я ет с я  коэффициентами Ф у р ь е  и1н, поэтому  р е ­
шение в по лубесконечных о б л а с т я х  о д нозн ач но  о п ре д е ля ет с я  у с ­
ло виями  (3 .3 ) .

М о ж н о  п о к а з а т ь  *, что если и ^ ' ^ {2{0){\'^22{0')  то
т о ж д е с т в а  (3 .5)  и (3.6) э к в и в а л е н т н ы  м е ж д у  собой и э к в и в а ­
лентны усл овию удо вл ет во ре ния  у р а в н е н и я  (3.1)  почти в с ю д у  в  
О.  В общем с л у ч а е ,  когда  изве стн а  л и ш ь  п р и н а д ле ж н о с т ь  и  п р о ­
ст р а н с тв у  №'2( 0 ) ,  условие (3.5)  я в л я е т с я  ест ес твенн ым  о б о б щ е ­
нием понятия  р еш ения  краевой з а д а ч и  (3.1)  — (3.3 ) .  При э т о м  
с охр ан яю тся  основные  свойства к р а е в ы х  з а д а ч  д л я  у р а в н е н и й  
эллиптического  ти па  — их ф р е д г о ль м о в а  разрешим ость .

С помощью определения  с к а л я р н о г о  произведения  в п р о с т ­
ранстве  и/[2{0)  комплекси озн ач ны х  функ ци й

где  линей ные  опера торы Л, В, С о п р е д е л я ю т с я  на всем прос т ­
ранстве  ХР[2{0)  их билинейными ф о р м а м и

• См.,  например: Ладыженская О. А. К р а е в ы е  з а д а ч и  м атем ати ческой  
физики. — М .:  Н а у к а ,  1973. В этой книге  приведено  доказател ьство  а н а л о ­
гичных у тв е р ж ден и й  д л я  общих эллиптических  уравнений ,

( 3 . 8 )

т о ж д е с т в о  (3.6)  м о ж н о  переписать в ви д е
[и ,  т\] — \Аи, т) ! - \Ви,  тг)] +  [ С и ,  -41 =  [/*■■, т]], ( 3 . 9 )

[Ли, т]]— I" (£2(А/)+
Ъ

2

Г-1 к - 1

( 3 . 1 0 )



П о л н а я  непрерывность 

е1 2 (3/)> и р а в е н с т в а

а  эл е ме н т  Р — т о ж д е с т в о м

\Р,  т ] ] ^ |  (3 .11 )

В силу  произвольности  т ) е \ ^ ' 2 (Л) т о ж д е с т в о  (3.9)  э к в и в а л е н т ­
но в пространстве  и^'2 опера тор но му  у р ав н ен и ю

и - А и  - Ви - \ - Си  - И .  ( 3 .12 )
В силу  я в н ы х  предст ап леп ий  (3.10) о п ер а то ры  А, В, С я в л я ­

ются  вполне н е п р е р ы в н ы м и  в
да

оператор а  В  с л е д у е т  из того, что

. 1 1  ( <)и у

я в л я ю щ е г о с я  с л е д с т в и е м  услови я  (3 .5 ) .  И з  полной непрерывно­
сти с л е д у е т  ф р е д г о ль м о в о с т ь  операторного  у р а в н е н и я  (3.12) в 
№'2 ( 0 ) .  Тем с а м ы м  д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  с у щ е с т в о в а н и я  обобщен­
ного решения з а д а ч и  (3 .1 )  — (3.3) до ст ато чно  устан овить ,  что 
с о о т в е тс т в у ю щ а я  о д н о р о д н а я  з а д а ч а  им еет  т о ль к о  трив иальное  
решение.  У с т а н о в и м  э т о т  факт .

В н а ч а л е  в ы в е д е м  основное энергетическое  тож д е с т в о .  Р а с ­
смотрим в ы р а ж е н и е

— V  У й к Ч Ч ' !  о|м12 ^ 5 = -   ̂ / и * й ъ .  ( 3 .13 )

В в е д е м  обозначен ия

1111 к 2 —  (} (Л1) > 0 ,  К с 7 * - - Я а > 0 ,

1111 з - я ( Р ) < [ 0  

и прео браз уем  м н и м у ю  часть  (3.13) к в и д у

С ?  (Ж)  и~У 2 с1ъ-\- V  р [  |«й|"-|- Г 5 \и\2 (/5 =  | ~  ( 3 .14 )  
о Та  я »  д

Т а к  к а к  ? ( М ) > 0, р ^ > 0 ,  5 ( Р ) > 0 ,  то из (3.14)  получим с л е д у ­
ющие оценки н о р м ы  ||«II

Ы ^ С С Л / к л о ) ,  ( 3 .1 5 )

г д е  С\ не з а в и с и т  ни от  и,  ни от ¡.
Пе реп исав  д е й с т в и т е л ь н у ю  часть (3 .13 )  в виде

\уи\2с1ъ +  ^  И е о ! « ] 2 ¿/5 =
Ъ 1,ь я

=  |‘ Кс к 2\а^йч)-\- Ке (3 .16 )
ъ ь



получим след ую щ ую  оценк у :

И р 1 ( 0 ) < С2Ц/||л,(0), (3.17)

г д е  постоянная  С 2 не з а в и с и т  ни от и,  ни о т  Из  полученной 
оценки (3.17) и следует ,  что одн ород ная  з а д а ч а  (3 .1)  — (3.3) 
и м ее т  только трив иал ьн ое  обобщенное реш ен и е  из №]2 (0 ).

Р асс мотр им  з а д а ч у  (3 .1)  — (3.3)  при / =  0,  /1-/0 .  Д л я  к а ж ­
до г о  поперечного сечения 5  н ер ег уля рн ого  в о л н о в о д а  м ожн о  
опре де лит ь  след  решения  5  к а к  эл ем ент  ¿ . 2 ( 5 ) ,  причем эти с л е ­
д ы  непрерывно меняю тся  к а к  элементы  ¿ 2  ( 5 )  при непрерывном 
с д в и г е  сечении 5 .  С о гл асн о  основным у с л о в и я м  р а зл о ж и м ос т и  
функций в ря д ы  Ф у р ь е ,  д л я  обобщенного  р е ш е н и я  можно  по­
л уч и ть  р аз лож ен ие

и(х, у, г)\8~-- V  А п{г)'Ъп(х, у). (3.18)
п 1

Д л я  построения пр ибл иженного  р еш ени я  в о с п о л ь з у е м с я  м е ­
то д о м  типа  Б уб н ова  — Г а л е р к и н а ,  который с в о д и т  исходную ос ­
новную з а д а ч у  к кр аев ой  з а д а ч е  д л я  с и с т е м ы  обыкновенн ых  
диф ференциальных уравн ений .  С и с т е м а  ди ф ференци ал ьн ых  
ур ав н ен и й  д о л ж н а  б ы ть  опред елен а  т а к ,  ч т о бы  к а к  точное, т а к  
и приближенное  решение у д о в л е т в о р я ли  н е к о т о р ы м  и н т е г р а л ь ­
ным соотношениям. Б у д е м  д а л е е  считать ,  что на  боковой по­
верхности  Д всюду  в ы п о л няю тся  у сл ов и я  ( 3 . 2 а )  или (3 .26 ) .  Из 
ур ав н ен и й  (3 .1 ) ,  (3 .3)  д л я  точного реш ен ия  и  исходной з ад ач и  
при условии,  что / =  0, с л е д у ю т  и нт е г р а л ь н ы е  соотношения

(Ли-|-А2(м) и) :(), п - И,  2 , . . . ;  (3.19)
.V

[  ( " 5 7  8ядд / ,  (3 .20)

/ - 1 , 2 ,  п — 1 , 2 .........

Прибли же нное  решение  и ы (х, у,  г )  основной з а д а ч и  опре де ­
л и м  к а к  конечную с у м м у

N

и"(х, у, 2 ):.= У  ( г ) '!»„(•*, .'/)> (*> У>
п =  \

что обеспечивает  выполнени е  граничного у с л о в и я  (3.2)  при про­
изво льных коэффициентах  Ат̂п ( г ) .  Коэф фиц иенты Л Лгп (г )  опре­
д е л и м  из условий ортогональности

( Л « ^  +  А2и)<|*„(л, у ) й 3  =  0,  л =  1 ,  ЛЛ, (3.21)  

< 2 < ^ ;



I
Соо тношения  (3 .21 )  — (3.23)  имеют  место  лишь д л я  п е р в ы х  N 
номеров  и п р е д с т а в л я ю т  собой линей ную кр ае в у ю  з а д а ч у  д л я  
функций Л ( г ) . С и с т е м у  (3.21) м ожн о  з а п и с а т ь  в виде

Р а с с м о т р и м  вопрос о ра зре шим ости з а д а ч и  (3.21) — (3.22) 
при ус л ови и ,  что коэффициент к 2(м)  я в л я е т с я  к о м п л е к с н ы м  и 
1т/ г2^ 0 ,  п р ич е м  среднее  значение  1 т & 2> 0 .  В этом с л у ч а е  
1 т у ' п > 0 .  У м н о ж и м  соотношение (3 .21 )  на Ап* * ( г ) ,  проинтег­
риру ем  по 2  и п р ос у м м и р у е м  по п. В  р е з у л ь т а т е  получим

Из ф о р м у л ы  Гр ина ,  примененной к  и** и и-у *, и соотношений
(3.13) — (3 .1 5 )  п олу чае м

(3 .2 3 )

Ь
(киМ-\-к'2и^ ) и^* с 1ъ  — 0. (3 .2 4 )

Из соотношений (3.22)  с л ед ую т  соотношения

(3 .25 )

(3 .26 )

(3 .2 7 )
о

У ч и т ы в а я ,  что.



N

(п

« с  V
1/Л / П0

■I

N

т • I

Ап0 ( ^ 1)
у <>> 
'  Я л

(I) л 4 - 1 т  | ¿ 2 |и"\*(1ъ = Г  Яц I 
,(1) №

««У!, '
( 3 . 2 9 )

Из соотношения (3 .29 )  сл ед ую т с л е д у ю щ и е  основ ные  с в о й с тв а  
решеиня  кр аев ой  з а д а ч и  (3.21) — (3 .2 2 ) :

а )  о дн ород н ая  з а д а ч а ,  с о о т в е т с т в у ю щ а я  (3 .21 )  — (3 .22 ) ,  и м е ­
ет  только  нулевое  решение.  Д ей с тв и те л ь но ,  все  с л а г а е м ы е  в л е ­
вой части (3.29)  поло ж ител ьн ы ;  с л е д о в а т е л ь н о ,  к а ж д о е  из них  
равн о  нулю при |/1|=0,  отсюда

\l'í\k2\uN^ d v  — Q¡

а это  во зм ожно  л и ш ь  при условии,  что « ^  =  0 в П;
б) в си лу  общих свойств  линейных ди ф ф ер ен ци ал ьн ы х  опе­

раторов  из единственности  с л е д у е т  с у щ е с т в о в а н и е  решения  з а ­
да чи при любом ¿V;

в)  из соотношения  (3.29) с л ед ую т  р а в н о м е р н ы е  по N оценк и

I1 \ч^\г ¡ /я< С, ,  ^ Х , ( 0 ) < С , ;  (3 .3 0 )
ь  2

У  К е у » ’ и » ( г , ) Г < С з .  ( 3 .3 1 )
т 1

В ы ш е  было показа но ,  что у с л ов и я  ( 3 .3 0 ) ,  (3 .31 )  им еют  место  и 
д л я  точного решения ,  при этом с у м м и р о в а н и е  в соотношениях  
(3.31) с л е д у е т  проводить  от 1 до  оо.

Р ас см отр и м  вопрос о сходимости п р иб л и ж е нн о го  решения  и *  
к  решению основной з а д а ч и  и{М)  при N-» -0 0 . В в е д е м  раз но сть

IVк=11 ( 3 .3 2 )

А” ( г ) ^ я (х,  у ) ,  А™=\Ап ( 3 33 )
1Г\ \ Лл , п У Ы .

Д л я  функции w N имеют место с л е д у ю щ и е  и н т е г р а л ь н ы е  соотно­
шения:

С ( Д д а ^ + ^ Л ' )



дтN
О, п-^СЫ,

/ диы
,1 V

л > 7 У ;

(3 .3 5 )

\ [ ~ & г  “ 1¥',2)да^ )  ^
5.

о,  л < Л г,

д а "
\

5
- у  1 ^ ) ^ .  « > * .

(3 .3 6 )

В ы п о л н я я  п р е о б р а з о в а н и я ,  ан ал о ги ч н ы е п реоб раз ов а ни ям  д л я  
функции и**, д л я  функции пик получим с л е д у ю щ е е  энерге тиче ­
ское  соотношение:

V  К е т (», )№ ( г 1)|2 +  2  Я е т ^ ,И ' ( г 2)|2+ 1 т  | * > д , | 2Л> =
п т  Ь

— £  1 т  к 2 ( и ^ л О  (3 .3 7 )

где

N + 1
(3 .3 3 )

— остат ок  в р а з л о ж е н и и  точного решения  в р я д  Ф у р ь е  по си сте ­
ме функций {\|>п (-*:, у ) }  Д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  сходимости р е ш е ­
ния з а д а ч и  и ы к и п  норме  Ь2{0)  д остат очно  по к а з а т ь ,  что при 
М->оо п р а в а я  ч а с т ь  (3 .37 )  стремится  к  ну лю  при N-+00. Т а к  к а к  
&2 (М )  р а в н о м е р н о  о гр аничена  в О,  а н о рм а  функции и ^ р а в н о ­
мерно о г р а н и ч е н а  в с и л у  соотношения (3 .2 0 ) ,  то достаточно по­
к а з а т ь ,  что

П т  Г [/?/у|2г/г> =  0.

Действ ительн о ,

| | / ? м и - 2 / ж |  ¿ 5 = 2  и „ | » <

1
л —1

< Т !—  2  ь«М-12 <
ЧУ + 1 Л- + 1 'ЛГ+1

От сюда  им еем

I ' N+1 ЛЧ1
И\(О) •



о т к у д а  с л ед уе т  р а в н о м е р н а я  ограниченность  и н т е г р а л а .  Т а к и м  
о б р а з о м ,  при N- * оо  п р иб л и ж ен н о е  решение u N с х о д и т с я  в с р е д ­
нем к  точному  решению основной за д ач и .

§ 4 .  Метод Галерки н а  с л окальн ы м и  
координатными функциями

П р и в е д е н н а я  с х е м а  м е т о д а  Г а л е р к и н а  и с п о л ь з у е т  естес тве н­
ные  координатн ые  функции {^п}, с в я з а н н ы е  с п р е д с т а в л е н и е м  
решения  в нолуб ескопечпых р е г у л я р н ы х  в о л н о в о д а х .  Эти  коор-

о
д и и а т н ы е  функции о б р а з у ю т  ортогон альный б а з и с  в W'2(D) ,  од ­
н ак о  с ростом номера  функций раст ет  число о с ц и л л я ц и й  ба зи с­
ны х  функций,  а это  приво дит  к  необходимости в ы ч и с л е н и я  ин­
т е г р а л о в  от  быстро осц ил ли рующ их функций,  что с в я з а н о  с у в е ­
личением о б ъ е м а  работы при вычислении э л е м е н т о в  мат рицы  
I!Ктп  (2 ) ||. В некоторых с л у ч а я х  «о пр ед ел ен н ую  в ы г о д у »  м о ж е т  
д а т ь  использование  ко о р д и на тн ы х  функций,  о т л и ч н ы х  от  {ipn}.

В к а ч ес тве  приме ра  р а с с м о т р и м  примен ение  ко орди на тн ы х  
функций метода  конечных э л ем ен то в .  Д л я  п рос то ты  и з л о ж е н и я  
р а с с м о т ри м  з а д а ч у  ра сп рос тран ен ия  ко леб а ни й  в д в у м е р н о м  
с л у ч а е .  Н е р е г у ля р н ы й  во лнов од  п р е д с т а в л я е т  собой полосу D°°\ 
{ О ^ я ^ а ,  — o o < z < o o } .  Б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  п е р в у ю  кр ае в у ю  
з а д а ч у  в области Л 00 д л я  у р а в н е н и я

&xzii -{-k2(x,  z)u- -  = 0  (4.1)

с  у сл ови ям и

к (0,  z ) - - i t { d ,  z)----0 (4 .2 )

и у с л ов и я м и  излучения

и ( х ,  z ) - ¿ u Q(x,  z ) - \ - V  /¿ле п <prt(jc),  * < 0 ;  (4 .3 )
п  I

¡Л2)
t t ( x , z ) = ^ T nQ a у п (х) ,  z ^ - L .  ( 4 .4)

л '  I

Функция^ k2 (a;, Z) р а в н а  F ,  д л я  и №2 д л я  z ^ L \  фп (* )  =

—  s in  — со б ст ве нн ы е функции р е г у л я р н о г о  волновода ,
Cí л

V « , =  | /  ’ ^ = 1 . 2 ,  — постоя нн ые рас п р ос т р а н е н ия

полу беско нечных волноводов .  В к а ч ес тве  б а з и с н ы х  функций ме ­
т о д а  Г а л е р к и н а  р а с с м о т р и м  кусо чно -л инейные  функции 
{Фр ( * ) } ! *  на  отрез ке  [0, а].  И м е е м



х — ( р — 1)А

Л ( р  }- I) — д:

, ( р — 1 ) Л < л : < / ? Л ,

, р к  < * < ( / ?  +  1)А,  

* ^ ( / 7  — 1 )*,(/> +  1)А),

лг + I
В о б л а с т и  О:  ( О г ^ х ^ а ) ,  О г^ гг^ / ,}  приближенное  решение  з а ­
д а чи  (4 . 1 )  —  (4 .4 )  иН(х, г )  о п ре д е ли м  к а к  конечную с у м м у :

N
« * ( * ,  г ) ^ = 2  ¿ р (г)Ц>р (х) .  ( 4 .6 )

р -1
Очевидно ,  что и к (х, г )  у д о в л е т в о р я е т  к р а е в ы м  у с л о в и я м  (4 .2 ) .  
Ф у н к ц и и  ¿ р ( г )  о п ре д ел я ю тс я  из услови й ортогональности  не­
в я з к и  у р а в н е н и й  (4.1)  к  к а ж д о й  базисной функции.  У ч и т ы в а я ,  
что б а з и с н ы е  функции — кусочно-линейные и финитные,  у с л о в и я  
о р т ог он а л ь н о с ти  запишем  в сл аб ой  форме:

П д2им 
дг'2 ь -

ди N

дх
фр-(-А2«'у ф;,|^л: =  0, р =  1, ТУ. (4.7)

Вне  о б л а с т и  0 < ; г ^ : £ }  потребуем ,  чтобы п р и б л и ж е н ­
ное реш ен и е  у д о в л е т в о р я л о  ур а в н е н и ю  (4.1) с  постоянными 
з н а ч е н и я м и  &2=£г2 и у с л о в и я м  изл уч ен ия  (4 .3 ) ,  (4 .4 ) ,  т. е. имело 
в и д

и *  =  и й (х> г ¥„ (* ) .  - г < 0 ,
п -1

« Г - У  т № " ' г ? „ ( * ) ,  г > ¿ ,  / = 1 , 2 .лшЛп I

Н а  г р а н и ц е  области  потр еб уе м ,  чтобы п риб лиж ен ное  решение 
у д о в л е т в о р я л о  проекционным у с л о в и я м  сш иван ия

а
С ( и ! ?  — и ы ) ч пй х ~ 0,  г — О, я = 1 , 2 , . . .  ,
I  (4.8)

Ъ*1?  ди 1
д п дп

§р4х- -=§,  2 = 0 ,  I ,  N.

З д е с ь  в  т о ч к а х  2 = 0 ,  £  р а с с м а т р и в а ю т с я  предел ьны е  знач ения  
(х, 0 — 0 ) ,  и 1* (х, 0 + 0 ) ,  (х, ¿ + 0 ) ,  и ы {х, ¿ —0)  соответствен-



но. Си ст ем а  {^„} — полн ая  в £ 2[0, а], п о э т о м у  м о ж н о  воспользо­
в а т ь с я  р а з л о ж е н и е м

“  а
+ / > (- * ) - > ]  а Рп9п(х) ,  <*рп= \  % ч а!1х.  ( 4 .9 )

п 1 Д

Из условий ортогональности  (4 .7 ) ,  у ч и т ы в а я  в и д  базисных  ф у н к ­
ций (4 .5 ) ,  получим с и с т е м у  об ы к н о в е нн ы х  ди ф ференци альных  
уравнений:

АЪ”{г)-\ В{х ) Ъ{г )  0 .  ( 4 .1 0 )

З д е с ь  А си м м ет р и ч н а я  т р е х д и а г о н а л ь н а я  м а т р и ц а ,  э л е м е н т ы  
которой имеют ви д

Ар) —

л «
4 — ’ У - р ,

к 1 1 1

I 0  > У Ф  Р> Р  ±  1.
М а т р и ц а  В { г ) — тр ех д иаг он альн  а я  и р а в н а  с у м м е  м а т р и ц  

В 1+ В 2, где
2/^. ] ' - - р ,

- - 1 /Л , У —= /7 —  1, р~\~ 1,

о. у -/-л  /> 1;
и

а 2Ъ '{У х ’ у---- / 7, р  _ь 1.

о, ] ф р , р ±  1.
Ус ло вия  сш и ва ни я  (4.8)  и р а з л о ж е н и я  (4 .9 )  п о з в о ля ю т  получить  
к р а е в ы е  у слов ия  д л я  си стемы  (4.10)

Л 2 ' ( 0 ) + Л 1г ( 0 )  =  Ь,

л г г а ) - \ - о 22 а ) = о .  (4,11)
Коор динаты в е к т о р а  Ь р а в н ы Ьр = ‘Ц у ^ а рПа. Э л е м е н т ы  мат рицы  
ь ' ь  /Л имеют вид

¿арпа }пуЦ\ р> у =  1........тУ. (4 .1 2 )
п -  1

В ы ч и с л я я  з н ач ен ия  арп (4.9) и п о д с т а в л я я  и х  в р я д  (4 .12) ,  по­
л у ч а е м



a  J ah'2
Нетрудн о в и д е т ь ,  что р я д  (4 .12) с х од ится  не х у ж е  р я д а  

•y i cos л а  

л-* 1 лЗ
П р и б л и ж е н н ы е  значения  коэффициентов о т р а ж е н и я

и п р ох о ж д е н и я  н о р м а л ь н ы х  волн в ы ч и с ля ю т с я  по ф о р м ул ам
N

R n Z p (0)  а рп —- V i 0>

iV
1...... (4 .13 )т1Х ^ У ^ г р Ш<1рпе х р ( - 1 У п )1), П 

р  ^
И т а к ,  д л я  приб ли ж енн о го  решения  и ы (х, г )  получена к р а е в а я  

з а д а ч а  д л я  с и с т е м ы  обыкновенных диф ференциальных у р а в н е ­
ний (4.10)  — ( 4 . 1 1 ) .  Обоснуем сх од им о ст ь  приближенного р е ­
шении к т о ч н о м у  при Л/-»-оо. При решении практических  з а д а ч  
обычно т р е б у е т с я  з н а т ь  коэффициенты о т р а ж е н и я  и п р о х о ж д е ­
ния н о р м а л ь н ы х  волн и Тп в волноводе .

Точное р еш ен и е  и  з ад ач и  (4 .1 ) — (4.2)  в области  О:
п р и н а д л е ж и т  п р ос тран ст ву  №22 (1>). Д л я  и(х,  г )  

с у щ е с т в у е т  п р и б л и ж е н и е  
N

иНх, г ) - = \ и р{г)$р(х), ир( г ) ^ № *([0 ,  Л]),
р  1

и с п р а в е д л и в ы  оценки

\\и — wIl!c < C l /i2,
д?и д-и}
dz'i дг'1

< С 2А8,

да д а 1

дх дх
( 4 .1 4 )

на отрез ке  [0, а\ при любом 0 Но р ма  ¡|. ||м о п р е д е л я ет с я  
с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

ИД* ^  ess sup |/|.
JTGIO, л]

В в е д е м  с л е д у ю щ и е  функции:

w - i x ,  z ) |z_o,z. =  ( « ( * ,  z)  — u u. ( x ,  z ) ) = u ‘l ,

W N  ( X ,  Z) \z - a , L = ( U ( X ,  Z )  —  UN {X,  2 ) ) | , _ 0 , i .

То гд а  из у с л о в и й  сш и ва ни я  (4.8)  и непрерывности  точного р е ­
шения  и(х,  z )  с л е д у е т ,  что



j‘ ( w l *  —  •w^*)\z~o,L<?nd JC  =  Q, n =  1 , 2 , . . . ,

d w N

о
d wN
dz dz г  ‘ 0,L

i>pd x  =  0 ,  p = \ , . . . ,  N.

У м н о ж а я  первое  из соотношений (4 .15 )  на

^\л Ал |г —0,£
и с у м м и р у я  по rt от 1 до  со, получим

а  ^ .V
С / N» Л'*\ ^I (ад . —W )

dz
d x  =  0.

z-0,L
( 4 . 1 6 )

В в е д е м  функции

S * ( X ,  z)\z .о.£ =  (И1 (Л, z )  — u N(x,  Z))  1г ..о,£,

# ( * ,  г)|г . ( и - = ( м ( х ,  г )  — и 1 (А-, Ä))l*. .o, i .
У м н о ж а я  второе  соотношение (4 .15 )  на  wp* ( z ) — Zp* ( z ) ,  г д е  
wp (2 ) и Zp (z ) — коэффициенты р а з л о ж е н и я  и 1 и u-v по б а з и с ­
ным функци ям ,  и с у м м и р у я  по р  о т  1 д о  N,  им еем

ÖW ÖW-V

д г dz
S n'\z^ l(Ix =  0. ( 4 . 1 7 )

Очевидно,  S N* = w N*— R*. И с п о л ь з у я  это  соотношение,  из (4 . 1 6 )  
и (4 .17) по луч ае м

dw w N*dx =
dw N

■ w l ' d x  —
du N du IV

R*dx.  ( 4 . 1 8 )
dz  ,) dz " .) \ dz  dz

ö (I
Ра с с м о т р и м  на  \F22 (D) следу ющи й билин ейн ый ф ун кц иона л :

л  ( и ,  « )  =

а
а *  (и,  'ü4t) =  j ’ |

{ д?и------ «Ü ~
. дг*

du
~ (?JC

dv
dx

\-k?uv  |dx,

C?2U*--------Ф -
дг*

du'*
dx

dv
dx + ( 6 * ) 2u v  | ii/:. ( 4 . 1 9 )

Д л я  точного решения  з ад ач и  (4.1)  — (4 .2 )  с п р а в е д л и в ы  с о о т н о ­
шения

л ( и ,  фр) =  0,  а ( а * ,  фр) =  0 ,  /?--= 1.......N.
П рибли жен ное  решение и к {х, г )  у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и я м  о р т о ­
гональности  ( 4 .7 ) ,  а сл едо ват ельно ,

а { и ” \  фр) * 0 .



Т а к  к а к  б а з и с н ы е  ф ун к ц и и  ^)Р (д:) де йст вите ль ные ,  из этих  соот­
ношений с л ед уе т ,  что д л я  любой функции

и
|М 2 ) ' М Л'>

р-1
с п р а в е д л и в ы  со отно шения

а ( и } ъ )  — а ( и ,  ъ * ) = а * ( и ,  ъ * ) = а *  ( и* ,  г»*)=0> 

а ( и v ) —a ( u ^ ,  v * ) ~ a *  ( и ‘у , ъ * ) —а * ( и ы ', х>*)=0.  

У ч и т ы в а я  по следние  соотношения,  нетрудно п о к а з а т ь ,  что 
а ( и  — и д', и*  — и ^ * ) —а ( и  — и * ,  и* — и 1*), 

а * ( и  — и ” , и*  — цн*)  =  а* ( и*  — и * \  и*  — и ]'). ( 4 .20 )

О бо з на чая ,  к а к  и вы ш е ,  и — и — и ] = Я,  в ы ч и т а я  из пер­
вого  р а в е н с т в а  (4 .20 )  в торое  и у ч и т ы в а я  (4 .1 9 ) ,  получим

• №
дг'* дг'*

0

о о

П роинт ег рируе м  это  р а в е н с т в о  по г  от 0 д о  I .  Применим  в об­
л а с т и  О  к  пе р в ы м  и н т е г р а л а м  в левой и правой ч аст ях  р ав ен ст ­
в а  вторую ф о р м у л у  Г р и на .  Уч иты ва я  г ран ичн ы е у сл ов ия  (4 .2 ) ,  
с п р а в е д л и в ы е  д л я  и, и ЛГ, и\  и соотношение (4 .18 ) ,  получим

г  ди>  ̂ д г , .  ?. д юы ы*\
1ш ]  \z~Liix~ 1 т  \ щЛ \г-ъйх-\-

0 о

4 -  1 т ^  А2 ¡та^!2 дГ-и= 1т ^ I ^х — 1 т |  1*%^(1х  +

д г  д г

?  / д а ^  д и ^  \
“ Ч Ь г " ( 4. 21)  

о

Б у д е м  с ч ита ть  п о ст оян ную  £ комплексной ,  1 т £ 2> 0 .  П о к а ­



ж е м ,  что п р а в а я  часть  (4 .21)  ес ть  О (/г). И с п ол ь з у я  п р о е к ц и о н ­
ные  соотношения  д л я  п р иб л и ж е нн о го  решения ,  м о ж н о  п о к а ­
з а т ь ,  что с п р а в е д л и в ы  сл е д у ю щ и е  оц енки :

| > 12 Л ) < с 4, Г |«"|2л * < с 5, 
ь ь

I" ]стгас1«|2 ^ г > < С 6.  ̂ ^ г а с ! « ^ 2^ « ^ ^ ,  ( 4 . 2 2 )
Ъ Ь

причем постоянные С{ не з а в и с я т  от  N. Точное решение  и  п р и ­
н а д л е ж и т  ТС^гф) ,  поэтому  п одо бны е оценки с п р а в е д л и в ы  и
д л я  и)1

N

д х
d v < ^ C 9,

( 4 . 2 3 )

дш /V

д г
<1х С 10.

С п р а в е д л и в о с т ь  оценок

д а ” д а * 2

д г д г г - 0
й х  <̂  С ц ( 4 . 2 4 )

с л е д у е т  из (4.22)  и опреде лен ия  и*.
П о л у че н н ы е  оценки по зв о ля ю т  д о к а з а т ь ,  что п р а в а я  ч а с т ь

(4.21)  есть  0 (/ г ) .  П р е о б р а з у я  п е р в ы е  д в а  с л а г а е м ы х  левой  ч а с ­
ти (4 .21 )  с помощью условий  и з л у че н и я ,  получим ^ п - ^ К п ,  
Тып-+Тп при N—* 00.

И т а к ,  обоснов ана  сх одимость  п р и б л и ж е н н ы х  значений к о э ф ­
фициентов о т р а ж е н и я  и п р о х о ж д е н и я  н о рм а л ь н ы х  волн в  в о л н о ­
воде  к  точным.

В д а н н о м  с л у ч а е  мы в о с п о л ь з о в а л и с ь  финитными ф у н к ц и я м и  
ме т о д а  конечных элементов .  О д н а к о  м о ж н о  р ас см о тр ет ь  и б о ­
лее  общие коорди натны е  функции.  И з  ме тода  д о к а з а т е л ь с т в а  
с л ед уе т ,  что м о г у т  быть  ис по л ь зо в а н ы  к оорди на тн ы е  функ ци и д о ­
статочно общего  вида ,  д л я  к о т о р ы х  м о ж н о  ус т а н о в и т ь  т е о р е м ы  
ап про кс имации  точного решения .  Ф и н и т н ы е  функции и м е ю т  п р е ­
имущ еств о ,  с о ст о ящ ее  в том,  что в э т о м  с л у ч а е  полу ч а е т с я  к р а е ­
в а я  з а д а ч а  с  достаточно просто в ы ч и с л я е м ы м и  к о эф ф иц иен та м и.

§  5. Н ерегулярные радиоволноводы с переменным заполнением

Р а с с м о т р и м  з а д а ч у  дифракции э л е к т р о м а г н и т н ы х  вол н в  н е ­
р е г у л я р н ы х  во лно во да х  с п е р е м е н н ы м  зап олнением .  Б о к о в а я  п о ­
верхность  2  нерегулярн ого  в о л н о в о д а  п р е д с т а в л я е т  собой и д е ­
ально п р ов о д я щ у ю  р е г у л я р н у ю  цил и н др и чес ку ю  п о в е р х н о с т ь  с



поперечным сечени ем 5 ,  ограниченным ко н туро м  С. С р ед а ,  з а ­
п о л н я ю щ а я  волновод ,  х а р а к т е р и з у е т с я  те н зо р ам и  ди эл ект ри ч е­
ской е  и магнитной прони цаемости  ц, компон ен ты  которых я в ­
л я ю т с я  огр ан ич ен ным и  кусочно-не прерывн ыми  фу нкци ями ко­
орди нат ,  причем с р е д а  бесконечных у ч а с т к о в  во лнов ода  леве е  
с ечени я  и п р ав ее  се чен и я  5 2 однородна,  изотропна  и х а р а к ­
т е р и з у е т с я  по сто ян ным и  ей Ц] и е2, ц2 соответственно.  П о с т а ­
ви м  з а д а ч у  о п р е д е л е н и я  матрицы  р а с с е я н и я  нерегулярного  
у ч а с т к а  волно вода .  Ч т о б ы  найти матр ицу  ра с с е я н ия ,  до статоч ­
но решить  з а д а ч у  в о з б у ж д е н и я  нерегулярного  во лновода  одной 
из н о рм а л ь н ы х  волн р е г у л я р н ы х  полубесконечных волноводов.

Т а к а я  п ост а новк а  з а д а ч и  дифракции в н е р е г у ля р н о м  волно­
в о д е  сводит ся  к  о п ред елен и ю  решения си стемы  урав нен ий  М а к с ­
в е л л а

п Н Н  — — пйЕ--/и>[1Н (5 .1 )

с однор одн ым у с л о в и е м  [п, Е ] [ г —0 и с л е д у ю щ и м и  усл ов иям и  
и зл уч ен ия  и в о з б у ж д е н и я  на  бесконечности:

«* . (п
- л  %  я л  ‘и ‘

п 1

и

Е \ (  е ! ; }

II а)

З д е с ь  ко орди на ты и г 2 х а р а к т е р и з у ю т  п о ло ж ен ие  сечений 5|

и 5 2, а {Е{/\ Н</) } е ' , я 7 , /“ 1, 2, — н о рм а л ь н ы е  волны р е г у л я р ­
ны х  волноводов  с  и зо тропн ы м заполнением, со ответст вую щие  
р е г у л я р н ы м  п о л у б е с к о н е ч н ы м  волноводам .  П о л о ж и т е л ь н ы м  ин­
д е к с а м  п  с о о т в е тс т в у ю т  п р я м ы е  волны,  р асп рос тр ан яю щ и ес я  в 
по ло жи тел ьн ом  н а п р а в л е н и и  оси г,  о т р и ц а т е л ь н ы м  зн ачениям  
и н д е к с о в  «  — о б р а т н ы е  во лны .  По сто янная  ра сп рос транен ия  нор­
м ал ьн о й  волны

УпП‘- - - - / <0ге , ц ; —  и „ .

г д е  «г, — поперечное собств енн ое  число, которое  равно либо 71»». 
либо Яп в за ви си м о ст и  от  ти па  нормальной волны.

Д л я  д а л ь н е й ш е г о  и з л о ж е н и я  потребуется с л е д у ю щ е е  свойст­
во решения  к р а е в о й  з а д а ч и .  Д л я  любого и м ее т  место в ы ­
р а ж е н и е



К оэф фи циент/ ^1} {г)  имеет  с м ы с л  коэффициента р а з л о ж е н и я  

функции Е ( М ,  г )  по системе  ф ун кц и и  ( Е ^ Ч М ) ]  при 2 ^ 2 1 :

Е (М,  г ) = - . - \ Р {п1){ г ) Е 11; ) (М) .
п

Аналогично ,  при 2 ^ 2 2 имеем

п -1 п — 1
( 5 . 3 )

В  силу  з а м к н у т о с т и  системы н о р м а л ь н ы х  волн со о т н о ш е н и я
(5.2) и (5 .3 )  э кв и в а ле н т н ы  с л е д у ю щ и м  п а р ц и а л ь н ы м  у с л о в и я м  
излучения :

П е р е й д е м  к построению п р и б л и ж е н н о г о  ме т о д а  н а  о сн ов е  
ф орм улир овки  соотношений о рто г он ал ьн ост и  и с в е д е м  и с х о д н у ю  
к р а е в у ю  з а д а ч у  д л я  уравнений М а к с в е л л а  к  кр аев ой  з а д а ч е  д л я  
с истемы обык нове нн ых  ди ф ф е р е н ци а л ь н ы х  ур авн ений .  В  э л е к ­
тромагнитной з а д а ч е  в о з м о ж н ы  р а з л и ч н ы е  с х ем ы  п р и м е н е н и я  
м ет ода .  Они м о гу т  отлич аться  с п о с о б а м и  п р е д с т а в л е н и я  к о м п о ­
нент полей.  По требуем ,  чтобы п р и б л и ж е нн о е  решение у д о в л е т ­
в орял о  не т о ль к о  ин тег рал ьн ым  соотнош ениям ор тог он ал ьн о ст и ,  
но и н е к о т ор ы м  диф фе рен ци ал ьн ым  соотношениям,  с п р а в е д л и ­
в ы м  д л я  точного решения.  В  з а в и с и м о с т и  от вы бора  с о в о к у п н о ­
сти соотношений можно п о л у ч а т ь  р а з л и чн ы е  с х е м ы  м е т о д а ,  о т ­
л ичаю щ иес я  к а к  формой си с т е м  ди ф фе рен ци ал ьн ых  с о о т н о ш е ­
ний, т а к  и х а р а к т е р о м  сх одимости п р и б л и ж е н н ы х  з н ач ен ий  к о м -

, Н]г о'5’= р ' , 1)(^ |-2Я8„„„), г < г „  

| [ Е ' Г ,  Н ] г ^ '  =  р<,2)/>!1г) , г > г 2.



понент  полей к  их т о ч н ы м  зн ач ен иям .  В н а с т о я щ е м  п а р а г р а ф е  
о г р а н и ч и м с я  схемой,  в  которой  продольные компон ен ты  полей 
у д о в л е т в о р я ю т  п р о д о л ь н ы м  ур а в н е ни я м  М а к с в е л л а ,  а попереч­
н ы е  компоненты о п р е д е л я ю т с я  из соотношений ортого­
нальн ост и .

В к а ч е с т в е  к о о р д и н а т н ы х  функций м ет о д а  Г а л е р к и п а  вы б е­
р е м  нектор-функции, соо т в е тс т в у ю щ и е  поперечным компон ентам  
н о р м а л ь н ы х  волн н е з а п о лн е н н ог о  волновода  д а нн о го  попереч­
ного  сечения :

[ \ 7 в  с л у ч а е  электрических  волн ,
е л  I

[ ^ 2<Рт» 1,1 в с луч а е  м а г н и тн ы х  волн:

[ ¡ 2, Ч/2Т*1 в с луч а е  элек тр и ч е с к и х  волн,

V 2г?т в с л у ч а е  магнитных волн.

П о п е р е чн ы е  компон ен ты  нормальных волн и е п отличают­
с я  т о л ь к о  м н о ж и т е л я м и :

Ф у н к ц и и  е п и Ип о р то н о р м и р о в а н ы ,  т. е.

[ ея , И* 1 , ^ 5 =  С ( е \  е т ) ^ ( Ь \  Ьпт,
5 5 5

и у д о в л е т в о р я ю т  с л е д у ю щ и м  ус ловиям:

[ 0  - э л ек тр ич еск и е  солиы,
- -б !  V =  (го1 е л)  ̂ |

I - м аг н и тны е  волны;

. . . яч , .  „ I Хй<рй -~ электрич еск ие  волны ,
\ 0  .магнитные во лны .

При любом значении г  и м е ю т  место р а з л о ж е н и я

Е , ( М ,  г ) : - - - У А п ( 2 ) е * ( М ) ,
п

Н , (М ,  г ) ■= V  В„(2)Ь“ (-М).
п

П ри б ли ж ен н ое  р е ш е н и е  краевой з а д а ч и  (5.1)  —  (5.3)  б уд ем  
и с к а т ь  в виде  конечных с у м м

Е ^ У ^ М е ' - О М ) ;  (5 .4 )
п

4 ? =  У  Я ?  ( г )  И» (Ж ) ,  (5 .5 )
П



а  пр од ольн ые  компоненты о п р е д е л и м  через  поперечные с  по­
мощью диф ференциальных соотношений

М ы  п р е д п о л а г а е м ,  что внутри в о л н о в о д а  и м еет ся  конечное  чис ло  
поверхностей  2 , ,  на которых к о м п о н е н т ы  тензо ров  е и ц  т е р п я т  
р а з р ы в ы  первого  рода ,  причем поверхности  2« д ост ат очно  г л а д ­
кие и не им ею т  точек  пересечения.  С о г л а с н о  об ыч ным  э л е к т р о ­
д и н а м и ч е с к и м  у сл ов и ям  с о п р я ж е н и я ,  к а с а т е л ь н ы е  состав ляю, -  
щие н а п ря ж ен н о ст и  электр ическ ого  и магнитн ого  полей н е п р е ­
рыв ны на поверхности  2, ,  а н о р м а л ь н ы е  компон енты м о г у т  и м е т ь  
р а з р ы в ы  первого  рода .  Зд ес ь  [/]8/ — с к а ч о к  функции на  п о в е р х ­
ности 2«:

С,- — со во куп ность  кривых ,  по к о т о р ы м  плоскость  г = с о п з 1  
п е р е се к а е т  поверхности 2 , ;  V — е ди ничн ый  векто р  вн еш ней  н о р ­
м а л и  к  поверхности  2,-; у о — ед ин ичн ый  векто р  н о рм ал и  к  к о н ­
т у р у  С{ в плоскости 2  = сопз1; с о з а =  (у,  Уо), гд е  а  — у г о л  м е ж д у  
ве кт орам и  V и у 0.

П р а в ы е  части  соотношений ортог она льности  (5.9)  в ы б р а н ы  
т а к и м  о б р а з о м ,  чтобы обеспечить вы п о л нен и е  условий н е п р е р ы в ­
ности к а с а т е л ь н ы х  со с т а в л я ю щ их  полей Нл' и Е* на п о в е р х н о ­
с тях  в и нт е гр ал ь н о м  смысле .

Гр ан ичн ые  у с л ов и я  д л я  о п р е д е л е н и я  А1*{г)  и В?* ( г )  п о л у ­
чим, потреб ова в  выполнения с л е д у ю щ и х  и нт е гр а л ь н ы х  с о о т н о ­
шений:

(rot  Н^),=—(rot  Hi^ ) , -------

( rot E * ) z= ( rot E *  )г = i )x. 

Коэффициенты AN и B N н а й д е м  из систем соотношений

(5 . 6 )

( 5 . 7 )

(rot  HJV-|-(m£E'v’), e " d S — — f  I « ] — ; ( 5 . 8 )
J  1 cos ct

dt

//)!*,;

г д е  я £ !) и Р™ — коэффициенты р а з л о ж е н и я  в е к т о р а  по с и с ­

т е м е  функций {Е)/^ при и соответственно ,  с в я з а н н ы е
2 1 5



с  ф ун к ц и я м и  Лып{г/) соотношениями

Л?1г , )  ■ « > .

О б л а с т ь  /), з а к л ю ч е н н а я  м е ж д у  сечениями г  = 2 \, г  = г г  и бо­
ковой поверхностью в о л н о в о д а ,  р аз би ва ет ся  по вер хн остям и  2» 
н а  подоб ласти  Д .

И з  соотношений (3 .6 )  — (3.9)  следует ,  что

[  { г о Ж "  +  (<№Е"}Е**</х1-[  [//?' ]  Е ? > ,  \z\dS,
Ъ,
I' {го1Е/у- / ш 11 Н ^ } Н П ^ = [  [ Е ? ]  Н Г ] у , ¡ 2]</5.
Ъ1 ¿,

В  к а ж д о й  подобла сти  £>,- и м е е т  место в е к т о р н а я  ф ормула

(Ну [НЛ|Г, Еа" ]  ;/■» -   ̂ [ Н " ,  (5 .12 )
Ъ1 Ьо1

Р а з б и в а я  и нтег р ал  |* с!1 V [ Н ^ , Е ,у*|(/и на  и н т е г р а л ы  по облас-  
Ь

т я м  £>, и у ч и т ы в а я ,  что и н т е г р а л ы  по всем Е,- с о к р а т я т с я ,  полу­
чим основное и н т е г р а л ь н о е  соотношение:

[  { ( е Е ^ ) Е ^ * - ( | л * Н * ) Е лг) ^ -  [  [Н^,  Е И Л^ .  (5 .13 )  
Ъ $, + $»

В д а л ь н е й ш е м  б у д е м  т р е б о в а т ь ,  чтобы тензоры в и ц  имели сле­
д у ю щ и й  вид:

е-

II М г Н 10!,

г д е  «1 и Ц] — э р м и т о в ы  т ензо ры ,  I — единичный тензор ,  а в0, ц0 — 
к о м п л е к с н ы е  функции с  положительной мнимой частью:

1 т  е° >  0 ,  1 т ( 1 ° > 0 .  (5 .14 )

П ри  эт ом  из со отно ше ния  (5 .13)  получаем 

Ие \ [Н ^ ,  Е И « ^ - « > 1 т  [  { ^| Н "Р - Ь *°1 ЕТ } ^ ^ 0 .  (5 .15 )
5, ’+5, Ъ

П о д с т а в л я я  в соотно шен ие  (5.15)  соотношения (5.10)  и (5 .11 ) ,  
п ер епишем  (5.15)  в фо рме

Ие 2  1Р«’ ^ » Т  +  Р « ’ |Р„<2,Г ) + » 1 т  С {е» | Е ^ + ^ | Н ^ } й ' В  =
л - Г  Ь



- 2 R c p i ' ,£ P ! , ,)
ИЛИ
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П f  Па /1 — 1

-1 - to I in f {е°|Е"]2 - И А°|Н‘у |2} ^  - f
ь

+  R e f C
( I )

<•;
К

( 1 ) 2

R
40 1 I № 
.od) |/J' * ( 5 . 1 6 )

И з соотношения  (5.16) в ы т е к а ю т  с л е д у ю щ и е  у т в е р ж д е н и я .
О д н о ро д на я  з а д а ч а  д л я  п р и б л и ж е н н о г о  решения  и м е е т  т о л ь ­

ко т р ив и а л ь н о е  решение.  В с и л у  н о рм ал ь н о й  р аз р е ш и м о с ти  к р а ­
евой з а д а ч и  д л я  системы о б ы к н о в е н н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  
урав нен ий  неоднородная  к р а е в а я  з а д а ч а  д л я  п р и б л и ж е н н о г о  
решения  однозн ачно р аз р е ш и м а .

Ре шение  {EN, HN} у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и я м  р а в н о м е р н о й  по 
N о граниченности

2  R e t f ’ l ^ ' f  < С „  V  R e p ' 2’ !/3!,Т С С . ,
/I п

|  |E‘v |2i/ t f < C ,  j  |H*|2 i/ i> < C .

По сто янны е С и С\ з а в и с я т  от способ а  в о з б у ж д е н и я .
Д о к а з а т е л ь с т в о  сходимости п р иб л и ж е нн о го  решения  к  т о ч ­

но му  пров од ит ся  по общей сх ем е ,  и зл о ж е нн о й  в гл. III.

§  6.  Исследование  н е р е г у л я р н ы х  волноводов  
с л о к а л ь н о  неоднородной бо ко во й  поверхностью

В этом п а р а г р а ф е  ра сс мотр им  применение  ме т о д а  Г а л е р к и -  
на д л я  и с с л е д о в а н и я  н е р е г у л я р н ы х  волно водо в  с н е р е г у л я р н о й  
боковой поверхностью, кото рая  п р е д с т а в л я е т  собой т р у б у  с л о ж ­
ной формы.  При исследовании во л но во до в  переменного  п о п е ­
речного сечения  определенную т р у д н о с т ь  в ы з ы в а е т  п о с т а н о в к а  
м а т е м а т и ч е с к о й  з а д а ч и  р а с п р о с т р а н е н и я  э л е к т р о м а г н и т н ы х  к о ­
лебаний.  В н а с т о я щ е м  п а р а г р а ф е  б у д е м  считать ,  что б о к о в а я  по­
верхность  в о л но в о д а  я в л я е т с я  и д е а л ь н о  проводяще й и л о к а л ь н о  
неоднородной,  г л а д к о  с о п р я г а ю щ е й с я  с  р е г у л я р н ы м и  п о л у б е с -  
конечными во лно во да м и  по перечных сечений 5 ]  и ¿ ’ г, а с р е д а ,  з а ­
п о лн я ю щ а я  волновод ,  однородна .  В к а ч е с т в е  способа  в о з б у ж д е ­
ния в ы б е р е м  но рм ал ьн ую  в о л н у  р е г у л я р н о г о  ц ил и н д р и чес к о го  
волнов ода ,  р а с п р о с т р а н я ю щ у ю с я  из — со.



В  т а к о й  п о с та н о в к е  з а д а ч а  з а к л ю ч а е т с я  в определении ре' 
ш е н и я  однородной с и с т е м ы  уравн ени й М а к с в е л л а

в  о б л а с т и  В,  о гр ан ич ен ной  боковой поверхностью /? н е р е г у л я р ­
ного в олно вода  и се ч е н и я м и  5 ]  и 5 2> которое у д о в л е т в о р я е т  г р а ­
н ичн ому  усл ови ю

З д е с ь  ( М ь 2 1) и ( М 2, 2 2) — цилиндрические  к о о р д и н а ты  р е г у л я р ­
ны х  полубеско нечны х во л но во до в  с поперечными сечениями 51 
и 5 2- Вновь  в в е д е м  о б о зн ач ен и я

и з а п и ш е м  п а р ц и а л ь н ы е  у с л о в и я  излучения  в се чениях  5 [  и Эг'.

О д н а  из тр удн осте й  р е ш е н и я  поставленной з а д а ч и  состоит в 
уд о вл ет во рен и и  г р а н и ч н о м у  условию (6.2)  на  боковой поверх­
ности #. Чтобы в ы п о л н и т ь  это  краевое  усл ов ие ,  с помощью з а ­
м е н ы  н е з а в и с и м ы х  п е р е м е н н ы х  п реобразу ем  о б л а с т ь  О в р е г у ­
л я р н ы й  цилиндр С т а к и м  о б р аз о м ,  чтобы сечени я  и 5 2 преоб­
р а з о в а л и с ь  в се чен и я  р е г у л я р н о г о  цили ндр а .  В  к а ч е с т в е  р е г у ­
л я р н о г о  цил ин дра  С  в ы б е р е м  круговой цил ин др единичного р а ­
д и у с а .  В в е д е м  новую  с и с т е м у  коор динат  (р, <р, |) в  области  О,  
с в я з а н н у ю  со ст ар ой  си ст ем ой  соотношениями

т а к ,  чтобы 51 и 5 2 д е ф о р м и р о в а л и с ь  лишь  в плоскости  попереч­
ного сечения,  при э т о м  ось  £ д о л ж н а  переходить  в оси и г 2. Д о ­
стат очно пр остым с п осо бом  в ве де ния  новых  к о о р д и н а т  я в л я е т с я

го1 Н = /и>еЕ, го!  Е — /ш[*Н (6 . 1)

(6. 2)

(6 .3 )

(6.4)

Р т ( *1 ) =  ±  Я «  <2 1 Н  - Я  (*1)

(6 .5 )

(6.6 )

Р = Р  <ЛГ, у ,  2 ) ,

?  =  ¥ ( * ,  У> * ) .  

С =  С ( л ,  у ,  г )

(6 .7 )



ме тод  с ж а т и я ,  в  котором поперечное  сечение  д е ф о р м и р у е т с я  в 
к р у г  единичного ради уса .

Пу ст ь  в области  О з а д а н а  г л а д к а я  к р и в а я  2 ,  х а р а к т е р и з у ­
ю щ а я с я  кривизной х ( $ )  и к р у ч е н и е м  v ( . s ) ,  которые  я в л я ю т с я  
функци ями д л и н ы  дуги  5, о т с ч и т ы в а е м о й  от сечения 5 ; .  К р и в а я
2  г л а д к о  пер ехо дит  в оси г\ и соответс твенно .  В д о л ь  к р и в о й
2  д в и ж е т с я  плоскость  5 ,  о с т а в а я с ь  вс е  в р е м я  нормальной к  э т о й  
кривой,  причем к р и в а я  У* п е р е с е к а е т  п ло ско сть  £  в с е г д а  в о д н о й  
и той ж е  то чке  О, а фиксированное  н а п р а в л е н и е  в пло ск о ст и  5  
с о в п а д а е т  с нап ра влен ием  гл ав н ой  н о р м а л и  к кривой в т о ч к е  п е ­
ресечения кривой и плоскости.  З а д а д и м  в плоскости 5  з а м к н у ­
тый контур  С,  с оде рж ащ ий  вн ут ри  с е б я  то чку  О, и п у с т ь  при 
перемещении плоскости 5  вд о л ь  кр и во й  2  контур С д е ф о р м и ­
р уе тся  з а д а н н ы м  способом т а к ,  ч тобы д и а м е т р  ко нтур а  С не п р е ­
вы ш а л  р а д и у с о в  кривизны и к р у ч е н и я  кривой 2  в с о о т в е т с т в у ю ­
щей точке .  К онт ур  С при д в и ж е н и и  о б р а з у е т  боко ву ю  п о в е р х ­
ность Я н е р е гу ля р н о го  волновода .  Ч а с т ь  плоскости 5 ,  з а к л ю ч е н ­
ную внутри поверхности Я,  н а з ы в а ю т  поперечным сечени ем д а н ­
ного не р е гу ля р н о го  волновода.  В в е д е м  в плоскости 5  п о л я р н ы е  
ко орди на ты  р, ф с полюсом в то чке  О и полярной осью ф =  0, с о в ­
п ад аю щ ей  с н ап ра вл ен ием  гл ав н ой  н о р м а л и  к  кривой 2 !  в с о о т ­
вет ст ву ю щ ей  то чке  пересечения кр и во й  «2? и плоскости 5 .  Т о г д а ,  
если контур  С я в л я е т с я  з в е з д н ы м  отно сител ьно  точки О,  он м о ­
ж е т  быть  описан  уравнением

в котором 5 и г р а е т  роль п а р а м е т р а ,  о п ре д е ля ю щ е г о  п о л о ж е н и е  
плоскости 5  на кривой 2 .

П о л о ж ени е  точки М внутри о б л а с т и  О,  о граниченной п о в е р х ­
ностью Я,  однозначно о п ре д е ля ет с я  к о о р д и н а т а м и  г , <р, 5. Э т и  к о ­
орди наты,  во об ще говоря,  н е о рт о го н а л ь ны  и с в я з а н ы  с л е д у ю щ и м  
образ ом  с д е к а р т о в ы м и  к о о р д и н а т а м и  точки М:

х  — х ( г ,  <р, s )  - -  X ( s ) -\ - r  eos  ( s ) --(-г s in  y b x ( s ) ,  

y — y ( r , ^ 7 s )  ^K(s)-|-rcos<p/¿v (s)-[-/- s in  <?by(s), ( 6 . 9 )  

Z - - Z ( r t <p, s )  - - Z  ( s ) - j - r  eos  <?nz ( s ) - \ - r  s i n  Cp6z (s).

— но рм ал ьн ое  у р а в н е н и е  кривой iZ7, a  n ( s )  и b ( s ) — е д и н и ч н ы е  
ве кт оры  г л а в н о й  нормали и б и н о р м а л и  к  кривой в точке  O ( s ) .  
Ко ор д ин ат ы

г —- г о(<р, s ) , (6 .8)

Зд ес ь

a*— A" (s) ,  y = Y  ( s ) ,  z = - Z ( s ) ( 6. 10)

(6. 11)



з а д а ю т  о то б р а ж е н и е  о б л а с т и  В  на единичный цилиндр С. При 
э т о м  с  помощью соотнош ени й (6.9)  и (6.11)  л е г к о  получить  в 
я в н о м  виде  в ы р а ж е н и я  д л я  метрического т ен зо р а :

£ ц  =  /'0(<Р, 5 ) ,  £\2~'Р^0~Г^~ »

г 13= р г “ - ^ Г ’ ? н ^ р2 ( г2и+ ( ^ г Т ) ’ (6Л2>

£ ' 3 3 = * !  +  Р2 ( ^ 2(5) +
<*С

к 1 — 1 —  рг0(9, С)х(5)С05<р,
■/£---=рг?й{.

Р а с с м о т р е н н ы й  способ о т о б р а ж е н и я  д а е т  в о з м о ж н о с т ь  з а д а т ь  в 
я в н о м  виде широкий к л а с с  поверхностей Я.  В в е д е н н а я  криво­
л и н е й н а я  система  к о о р д и н а т  (р, ср, £) о п р е д е л я е т  основной ( а ь 
а2, аз) и в за и м н ы й  ( а 1, а 2, а 3) базисы,  р а з л а г а я  по которым про­
изво льный  векто р  п о л у ч и м  его ко н трва ри ан тн ы е  и к о ва р и ан тн ы е  
к оорди на ты  *.

Д л я  д а л ь н е й ш е г о  и з л о ж е н и я  удобно во с п ол ь з о в а т ь с я  кова -  
риан тн ы м и  к о о р д и н а т а м и  вект оров  Е и Н, обо зна чив  их с л е д у ю ­
щ и м  обр азо м:

Н =  Я Ра 1 +  р ^ а 2 +  Я са 3.

С о г л а с н о  у с л о в и я м  ортогональности ,  д л я  основ ных  а ] ,  аг,  аз и 
в з а и м н ы х  а 1, а 2, а 3 в е к т о р о в  граничные у с л о в и я  (6.2)  м ожн о  пе­
р еп иса ть  в виде

Е ,|Р. ! =  0, £‘с|р=1 =  0. (6.14)
У р а в н е н и я  М а к с в е л л а  (6 .1 )  в неортогональной си сте ме  коорди­
н а т  пр инимают с л е д у ю щ и й  вид:  

р 0<р р

дН „ дИ .

дг. ¿р
- 1 т  /  ц  ( ё хгЕ 9 -1г g 22p £ f -\ r g '23̂ 0 ^  ( 6 - 1 5 )

(?Н , )  -  - 1 .  =  - 1 т  - £ * -  ( ц '*Е,  +  +  В* Е 0 ;
ар р а«р р

* Подробнее о криволинейных системах ко ор дин ат  см . :  Ильин В. А., 
Позняк Э. Г. Основы м а т ем ат и ч ес к о го  анализа .  Ч .  II .  — М .:  Н а у к а ,  1973.



дЕ,
ду

дЕ . ыи. Ул. (^ ч / / р + ^ * РЯ т - Ь г 13я с),
£>А'

¿Р

а
¿р (р£? )  -

=/ш1|. / ^ с ^ 12//Р Ь й 22р Я , - | - ^ я с) ,  

/¿г
д 9 ^  ( й 13/ / р + 5 2аР ^ 9 ‘ Ьй'а д с)- (6 - 1 7 )

В в е д е м  в рег уляр н о м  цилиндре  О о р т ог он ал ь н у ю  с и с т е м у  к о ­
ор ди нат  с о р т а м и  ер, е,,, е£. П о л у ч е н н у ю  с и ст ем у  у р а в н е н и й  
(6 .15 ) ,  (6 .16 )  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  в о б л а с т и  й  к а к  с и с т е м у  
ур авн ен ий  относительно вектор ов  Н и Е в ортогональной ц и л и н ­
дрической с и ст ем е  координат  е(), е,Р, е^. При этом векто р  Е* =  
=  /Гре,,-(-£'чеф м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  поперечную с о с т а в л я ю ­
щу ю  ве к т о р а  Е в ре гул ярном  ц ил и н д р е  б ,  а £ ; е ;  — к а к  е го  п р о ­
до льную с о с т а в л я ю щ у ю .  С и с т е м у  ( 6 . 1 5 ) ,  (6 .16 )  перепишем в с л е ­
дую щей эк в и в а ле н т н о й  форме:

го1Н - ¿<»ееЕ, го1 Е -  ( 6 . 1 8 )

гд е  тензо рны е функции е(р,  ф, г )  и ц ( р ,  <р, г )  имеют вид

Ц = /  £

к 12
1

р Р

£ 12 № 22 е тл

—  £ 13 *ГМ
1
- е 33

р Р

( 6 . 1 9 )

Си с т е м а  ур а в н е н и й  (6.17) о п и с ы в а е т  з а д а ч у  р а с п р о с т р а н е н и я  
эл е к т р о м а г н и т н ы х  колебаний в р е г у л я р н о м  цил индрическом в о л ­
новоде с пе р е м е н н ы м  анизотропным за п о л н е н и е м ,  х а р а к т е р и з у е ­
мы м  те н зо р ам и  н и ц .  Последние  о п р е д е л я ю т с я  метрическими к о ­
эффициентами которые о п р е д е л я ю т с я  формой боковой п о ­
верхности во л но во д а .  Итак ,  у с т а н о в л е н а  э к в и в а ле н т н о с т ь  з а д а ч  
ра спрос тран ен ия  э л е к тр о м аг н и тны х  к о л е б а н и й  в волноводе  с  н е ­
ре гул ярной  бо ковой поверхностью и в  р е г у л я р н о м  ц и л и н д р и че ­
ском во лно воде  с соответствующ им а низо троп ны м  з а п о л н е н и е м .

В любом поперечном сечении р е г у л я р н о г о  цилиндра  й ,  с о ­
о тв ет ст ву ю щ ем  фиксированному  з н а ч е н и ю  £, в в е д е м  к о р д и н а т -  
ную си сте му  вектор-функций е"  (р, ср), Ьп (р, ср), оп ре д е ле н н ы х  в 
ортогональной си сте ме  координат  ер, е ф, ф о р м у л а м и  (6 .1 3 ) .

В си лу  полноты систем к о о р д и н а т н ы х  вектор-функций при 
любом фиксир ованн ом  £ им еют  мес то  с л е д у ю щ и е  р а з л о ж е н и я  
векторов  Е{ и Н<:

Е , = 2  Л , « ) е ’ (Р, Т ) ,
Я-1

(6.20)



Н, =  У  В„( С) Ь» (Р ,  Г).  ( 6 .21 )
п I

причем в с и л у  г р а н и ч н ы х  условий (6.14)  р я д ы  с х о д я т с я  равн о ­
мерно при люб ом  ф и к си рова нн ом  значении £.

Со гл ас но  с в о й с т в а м  преоб разования ,  на  р е г у л я р н ы х  у ч а с т ­
к а х  во лнов ода  попер ечное  сечение об лас ти  <7 о т о б р а ж а е т с я  на 
поперечное сечение  ¿и и 5 г  соответственно .  П о э т о м у  имеют мес­
то р а з л о ж е н и я

во

е” (Р, <Р) ---V аУ№>}Ш 1 Ь г  / - 1 , 2 ,  (6 .22 )
т 1

г д е  Еш — попер ечные  част и  но рмальных воли р е г у л я р н ы х  у ч а с т ­
ков  волновода .  Они и м е ю т  вид

Е'/,’ -  {Е " ,1) Р а '  -1- Р ( Е Я  \  а 2. (6.23)
При этом с п р а в е д л и в ы  сл е д у ю щ и е  соотношения:

/>„(г1< 0 ) ^ 2 “ 1 1 . 4 ( ( ) ,  С С М - г , ) ;  (6 .24 )
П 1

7'т (22> 0 ) - V  а2 л „(0 , ;> С 2(г2). (6.25)
п - I

У с л о в и я  (6.5)  и (6 .6 )  м о ж н о  за писа ть  в виде  

Г [Н, е ”]„</5 =  - У  а ) , Т & ' Р п У Ж ' № 1 в ,  « - = 1 , . . . ;  ( 6 .26 )
5 , т  -1

Г [Н, е’ ]„</5=- ^  п —  1.....  (6.27)
о | т — 1

Построим п р и б л и ж е н н о е  решение исходной з а д а ч и .  К а к  и в 
с л у ч а е  во лнов ода  с н е р е г у л я р н ы м  зап олнением ,  д л я  построения 
приб лиженного  р е ш е н и я  во сп ол ьзу ем ся  м е т о д о м  св ед ен ия  г р а ­
ничной з а д а ч и  д л я  у р а в н е н и й  М а к с в е л л а  к  кр аев ой  з а д а ч е  д л я  
системы о б ы к н о в е н н ы х  диф ференциальных ур авн ений ,  ан ал о ги ч ­
ны м  м ет о ду  Г а л е р к и п а .

Пр и б ли ж ен н ое  р еш ение  з ад ач и  б у д е м  стро ить  в ортог ональ ­
ной системе  к о о р д и н а т  е р, е, ,  е ; . Определим в е к т о р ы  и Н^:

=  2  Ап (С)е« (Р ,  <р); (6 .28 )
I

Н ^ = \ ;  Й ^ Ю Ь М р ,  Т)- (6 .29 )
Л —1

\



Пр одо льные  част и  векторов  Е^  и о п р е д е л и м  из соотношений 

( r o t E ^ J c ( 6. 30)

(rot  Н ^ ) с — - -/u>(i'E/v)t . ( 6 . 3 1 )

Д л я  н а х о ж д е н и я  коэффициентов А"п и B Nn потребуем ,  ч т о бы  
при любом фиксированном значении £ вы п о л ня л и с ь  и н т е г р а л ь ­
ные соотношения

j  { r o t H ^ -\-iuwEN}t t n -/gdS- -^  0 ,  n ^ \ , . . . , N \  ( 6 . 3 2 )
С- c o n s t

| { r o t E ^  — ¿шцНЛ'|, h" Y g d S ~ 0 ,  n  — 1 , . . . ,  N ,
C const

dS-^ p d p d f ,  ( 6 . 3 3 )
а  т а к ж е  соотношения

(6 .34)  

Г [ Н \  е" ]„ (/5= — V  п =  1 Л\ (6 .35)

где  Р ыт, Тг*т о п ред ел я ю тс я  коэф ф иц иента ми  р а з л о ж е н и я  Аып 
в  сечениях  5 ]  и 5 2 соответственно :

Я "  -=\] а М ,  С < С „  ( 6 . 3 6 )
п 1

г 1 - ^  о ‘2„ 'Х ,  с > ; 2. ( 6 . 3 7 )
л -  I

Функци и Р ыт и Т**т опре де ляют р а з л о ж е н и е  п риб лиж ен ны х  п о ­
лей  в р е г у л я р н ы х  полубесконечпых о б л а с т я х .

З а д а ч а  н а х о ж д е н и я  п риб лиже нн ого  р еш ения  Е^, Н* р а з р е ­
шим а д л я  лю бого  N и имеет  е ди н ст ве нн о е  решение.

Р а с с м о т р е н н а я  с х е м а  п р иб л и ж е нн о го  м е т о д а  приводит  к к р а ­
евой з а д а ч е  опре де ления  коэффициентов  Аып и В 1,п, р а з р е ш е н ­
ной относительно стар ших прои з во д ны х .  Э т о  удобно д л я  п о с т р о ­
ения численных ал го рит мов  решения  со о т в е тс т в у ю щ и х  к р а е в ы х  
з а д а ч .  П о э т о м у  д а н н а я  сх ем а  н а ш л а  широ ко е  применение  д л я  
решения  з а д а ч  теории н е р е г у л я р н ы х  во лно во до в  с пер емен ной  
боковой поверхностью.  Этим м е т о д о м  и с с ле д о в а н ы  к а к  п р я м о ­
линейные н е р е г у л я р н ы е  волно воды ,  т а к  и изо гн ут ы е  н е р е г у л я р ­
ные  волнов оды .
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