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ПРЕДИСЛОВИЕ

Название этих лекций, прочитанных мною в зимнем семестре 
1923 — 24 г. в Геттингене,—„атомная механика"—аналогично на
званию „небесная механика".

Так как она граничит с частью теоретической астрономии, 
предметом которой являются вычисления траектории небесных 
тел с помощью механических законов, —то поэтому и слово 
«атомная механика" должно выражать то обстоятельство, что 
здесь истолковываются данные атомной физики с особенной 
точки зрения — с точки зрения применения принципов механики,

В этом заключается разгадка того, почему в этой книге речь 
идет об опыте дедуктивного изложения атомной теории. Я на
деюсь рассеять существующее и по сей день мнение о незре
лости этой теории указанием, что вся суть здесь заключается 
в логическом эксперименте, смысл которого состоит в начерта
нии пределов сохранения принципов атомной и квантовой тео
рий, считающихся действительными и сегодня. Чтобы уже 
в самом названии выразить эту программу, я назвал эту книгу 
1-ым томом; поэтому 2-й том будет содержать высшее прибли
жение к „окончательной" атомной механике.

Я знаю, что обещание издать 2-й том в сущности является 
смелым, так как в настоящий момент я располагаю лишь незна
чительными и неясными указаниями о тех поправках, которые 
необходимо ввести в классические законы при выяснении свойств 
атомов. К этим законам я причисляю закон мультиплетов Гей
зенберга, аномальный эффект Зеемана, новую- теорию излучения 
Бора, Крамерса и Слатера, теорему Крамерса, возникшую на 
этой почве, и, в такой же степени, общие соображения о год
ности квантовых принципов в теории возмущения (о чем сооб
щено кратко).

Но как ни обилен весь этот материал, его все же даже 
приблизительно не хватит для создания дедуктивной теории; 
поэтому „z-й том“, вероятно, ещо много лет останется ненапи
санным, но возможное появление его может служить некоторым 
объяснением цели и смысла этой книги. Она не рассчитана на 
тех, кто впервые занимается атомным исследованием или желает 
получить лишь некоторые представления о теоретических про
блемах этой области. Краткие сведения, приведенные во введе
нии, мало помогут тем, кто никогда еще прежде не имел дела 
с этими проблемами.
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Цель этого обзора не является некоторым введением в область 
науки, а заключается в установлении эмпирических фактов, 
которые должны служить логическим фундаментом строящегося 
здания. Кто хочет изучать атомную физику, не затрудняя себя 
исканием оригиналов, должен обратиться к книге Зоммерфельла 
„Строение атома и спектральные линии".

Если он овладеет этим трудом, то книга, лежащая перед 
ним, не будет представлять никакой трудности,—наоборот, многое 
ему покажется известным, так как большое число разделов згой 
книги почти не отличается по содержанию от разделов книги 
Зоммерфельда.

Но и в этих общих по содержанию отделах легко заметить 
определенную разницу. В некоторых местах нашего изложения 
господствует механическая дедуктивная трчка зрения; отдельные 
эмпирические факты приводятся лишь там, где они наиболее 
существенно служат освещению, подтверждению или опровер- 
ж ению теоретического хода мыслей. С другой стороны, суще
ствует разница в подчеркивании известных характерных поло
жений квантовой теории. Что касается отношений моих взгля
дов к тем, которые принадлежат Бору и его школе, то мне не 
известно ни одного противоречия в этих взглядах,

В особенности я не чувствую никакой разницы в утверждениях 
моих и копенгагенской школы о том, что до совершенной кван
товой механики еще достаточно далеко.

Тем, что мне удалось издать эти лекции, я обязан в пер
вую очередь моему сотруднику ассистенту д-ру Фридриху Гунду.

Им была составлена большая часть текста, которую я пере
работал лишь незначительно. Многие затронутые мною сообра
жения были им самостоятельно разработаны и изложены. Сюда 
относится положение об однозначности переменных действия, 
являющееся, по моему мнению, основным положением „сегод
няшней" квантовой теории.

Доказательство, приведенное Гундом, является центральным 
пунктом во второй главе (§ 15).

Далее, приведенное в третьей главе изложение теории пери
одической системы Бора в большей своей части принадлежит 
Гунду.

Выношу также благодарность и другим сотрудникам: д-ру 
В. Гайзенбергу, поддерживавшему нас всегда своими советами 
и давшему наброски некоторых параграфов (напр., последнего 
об атоме гелия); д-ру Л. Нордгайму, оказавшему помощь в изло
жении теории возмущений, и д-ру Г. Корнфельду, проверившему 
многочисленные вычисления. При чтении корректур принимали 
участие проф. Ф. Райхе, д-р Г. Корнфельд и д-р Ф. Цайлингер.

Геттинген 
Ноябрь 1924 Макс Борн



ВВЕДЕНИЕ

ОСНОВНЫЕ ФИЗИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ

§ I. Развитие квантовой теории осциллятора 
из теории излучения

Мы предпосылаем сжатое изложение физических основ ма
тематической теории атомной механики.

Развитие этих основ имеет два источника: исследование теп
лового излучения, приведшего к открытию квантовых законов, 
и исследование атомного и молекулярного строения.

Среди всех проявлений атома, могущих быть обнаруженными 
в физических и химических свойствах тел, явления излучения 
отличаются тем, что они непосредственно указывают на законы 
и строение основных составных частей материи.

Самые универсальные законы материи выступают в таких 
явлениях, которые не зависят от природы тел, принимающих 
участие в этих явлениях,

Именно в этом заключается важность открытия Кирхгофа, 
показавшего, что тепловое излучение в некоторой закрытой пу
стоте не зависит от природы, находящейся внутри и образую
щей стенки субстанции.

В пустоте, заполненной равномерно тепловым излучением и 
находящейся в равновесии, плотность энергии, приходящейся на 
интервал частоты й\, равна рVcfv, где р.,— некоторая универ
сальная функция v и температуры Т. С точки зрения волновой 
теории, равномерное макроскопическое излучение энергии по
нимается, как множество волн всевозможных направлений, ин
тенсивностей, частот и фаз, находящихся в статистическом рав
новесии с испускающими или поглощающими свет частицами 
материи.

Для теоретических изысканий взаимодействия между излу- 
.чением и материей по Кирхгофу действительные атомы суб
станции можно заменить простыми моделями, не противореча
щими, однако, ни одному из известных законов природы.

В качестве простейшей модели атома, способного испускать 
или поглощать свет, использовывается гармонический осциллятор.

Здесь движущаяся частица представляет электрон, связанный 
в определенном равновесном состоянии внутриатомными силами,



причина которых заключается в существовании такой же вели
чины положительного заряда.

Это есть некоторый диполь с изменяющимся во времени мо
ментом (длинах заряд).

Герц показал, как, на основании уравнений Максвелла, можно 
высчитать излучение такого колеблющегося диполя. Еще проще 
получаются вычисления при возбуждении внешними электро
магнитными волнами такого резонатора, который использовывает- 
ся в классической теории дисперсии для объяснения преломле
ния и поглощения света твердыми телами.

М. Планк произвел статистический подсчет такого взаимо
действия. Он нашел, что средняя энергия W  системы резонато
ров с частотой v пропорциональна средней плотности излуче
ния р„, причем коэфициент пропорциональности зависит только 
от v, но не от Т.
О) p .= ^ « * i r .

Поэтому полное определение р„ (Г) сводится к определению 
средней энергии резонатора и определяется по законам обык
новенной статистики.

Пусть q — длина некоторого линейного осциллятора; тогда 
p —mq импульс и

ttV 'n , X Л 1 и i ^ АW —^ - Y
энергия

Квази-упругая сила х с круговой частотой и обыкновенной 
связана соотношением1

- = o s= ( 2 w f .  т v '
При вычислении среднего значения некоторой величины, за

висящей от р  и q по правилу статистической механики, эта ве
личина множится на весовой множитель е ~ где р =  ^ р ,
после чего идет усреднение по всем состояниям „фазового про
странства® (р, q). Таким образом в нашем случае средняя энергия

— f fW e - ? wdpdq =
i f e - ^ d p d q  *

На основании этого можно, очевидно, написать

W —  | l o g Z ,

Где Z = f f e ~ $ wdpdq.
1 В дальнейшем мы будем обозначать всегда через <о число колебаний или 

оборотов системы за 2 я  сек. (циклическая частота), а через v число их за 1 се
кунду (частота).



Это есть так называемый интеграл состояния. 
Вычисление Z  дает оо оо

Z —J e  2тр' d p jfе 2 qldq.
—оо

Известно, что оо

Следовательно

Таким образом 
(2)

Это приводит к следующей формуле плотности излучения:

Мы получили так называемый закон Р е л е я - Д ж и н с а .  Он 
противоречит не только простым данным опыта, показывающим» 
что интенсивность не растет все время с частотой, но и приво
дит к невозможному следствию бесконечности общей плотности

Формула (3) имеет силу лишь в предельном случае для ма
лых v (длинных волн). В. В и н установил закон, правильно отра
жающий падение интенсивности в случае высоких частот. Планк 
остроумной "интерполяцией нашел формулу (вскоре после этого 
обосновав ее теоретически), выражающую в предельном случае 
эти два закона. Формула следующая:

где h новая натуральная постоянная, так называемая постоянная 
Пл а н к а .  Так как она стоит в центре всей квантовой теории, 
то мы дадим ее численное значение, а именно она равна

Этому закону излучения, как показывают выражения (4) и (1), 
соответствует энергия резонаторов:

(3)

ОО

О

(4)
8 да2 h\

pv

А=6,54«10 —27 эрг. сек.

(5)
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Чтобы вывести теоретически эту формулу, необходим пол
нейший отказ от принципов классической, механики.

М. П л а н к заметил, что к цели приводит следующее выска
занное им предположение:

Энергия резонаторов должна выражаться не любыми зна
чениями, но лишь такими, которые суть целые кратные числа 
некоторого элемента энергии W0.

Интеграл состояния по гипотезе Пл а нк а заменяется суммой

Это как раз совпадает с законом П л а н к а  (5), где W0 = vh 
Последнюю зависимость можно обосновать на законе смещения 
теплового излучения Вина .

Он заключается в объединении термодинамических понятий 
с принципом Д о п л е р а  и устанавливает зависимость плотности 
излучения от температуры к частоты следующим образом:.

Из уравнения (7) вытекает пропорциональность между W() и v- 
Важной поддержкой для самой гипотезы Планка о квантах 

энергии является открытое Эйнштейном свойство удельных теп- 
лот твердых тел.

Самой простой моделью твердого тела, состоящего из N  
атомов, может служить система из 3 N  линейных осцилляторов, 
каждый из которых известным образом заменяет колебание атома 
в одном из трех направлений пространства. Если вычислить

оо nWo
(6 ) Z =  ^  е kr •

Суммирование этого геометрического ряда дает

_  Ш
l — e hT

Отсюда следует

log (1 W0e -  w
1 _ е -  PW'o'

Поэтому энергия резонаторов имеет вид:
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энергию такой системы, предположив непрерывное распределе
ние ее энергии, то из (2) получится

E='SNkT.
Когда речь идет об одной молекуле, то N k—R ,)и мы получим 
закон Д ю л о н г а  и Пт и  в форме

dF
°v ~  W r~  3/?=5,9 са1,

подтверждающейся опытом только для высоких температур; при 
низких температурах это выражение стремится к нулю.*

Эйнштейн вместо классического взял среднее значение энер
гии по Планку (5) и получил для одной молекулы

Av
ьт

E = 3R T —j£ —-----
e kT- \

Последнее выражение более или менее правильно выражает 
падение cv для одноатомных веществ при низких температурах 
(напр., алмаз).

Дальнейшее развитие теории подтвердило основное предпо
ложение Э й н ш т е й н а .

В то время как принцип П л а н к а  встретил поддержку со 
стороны Э й н ш т е й н а ,  — он все же, относительно обоснований 
формул излучения, допускает очень веское возражение, заклю
чающееся в том, что соотношение между плотностью излучения р., 
и средней энергией резонатора W  выведено с помощью клас
сической механики и электродинамики, в то время как статисти
чески вычисленная W  опирается на несовместимый с ними кван
товый принцип.

II л а н к пытался сгладить это противоречие, но дальней
шее развитие науки показало, что классическая теория прин
ципиально не состоятельна для объяснения всего разновидного 
множества явлений природы, тогда как действительными зако
нами атомного мира являются чисто квантовые законы.

Повторим еще раз, в чем расхождение квантовых законов с 
законами классической теории.

По классической теории резонатор во время колебаний 
излучает электромагнитные волны, несущие с собой энергию. 
По квантовой теории энергия резонатора во время колебания 
остается постоянно равной n-vh. Таким образом, обмен энер
гией в случае резонатора происходит лишь с изменением ,п  
на целые числа „квантовыми скачками". Таким образом, необ
ходимо придумать совершенно новую связь между излучением 
и колебаниями резонатора. Для этого есть два пути: или нуж
но предположить, что резонатор во время колебаний вообще 
не излучает и только при некотором квантовом скачке вполне

&



неясным для нас образом дает излучение частоты v, причем 
постоянная энергия (или приобретенная) резонатора забирается 
(илнГ отдается) эфиром (тогда для элементарного акта закон со
хранения энергии оправдывается); или же резонатор излучает 
во время колебаний и сохраняет все же свою энергию. В этом 
последнем случае закон сохранения энергии для отдельного 
процесса искажается, и это может быть поправимо лишь тем, 
что вероятность перехода от одних состояний постоянных энер
гий в другие связывается с излучением соответствующим 
образом,

Первое толкование было господствующим долгое время, и 
только недавно Бор ,  К р а м е р е ,  С л а т е р 1 выступили за вто
рое толкование процессов.

Наши выводы в этом томе вообще не будут зависеть от 
решения в пользу того или другого предположения. Вообще 
говоря, оба понятия выражают факт существования движений 
с постоянной энергией, называемых по Бору „стационарными 
движениями*.

§ 2. Общее понятие квантовой теории
С помощью формулы П л а н к а  W0=hv  Э й н ш т е й н  хотел 

объяснить с точки зрения квантовой теорий совершенно другую 
область явлений, но при этом получилось новое истолкование 
этого уравнения, которое оказалось в дальнейшем очень плодо
творным. Речь идет об электро-световом эффекте. Если на
некоторую металлическую поверхность падает свет с частотой v, 
то при этом вырываются электроны; оказалось, что интен
сивность света влияет лишь на количество, но не на скорость 
вырвавшихся электронов; последняя зависит скорее от частоты 
падающего света. Э й н ш т е й н  дал выражение

— h v,

сохраняющее силу при достаточно высоких частотах (рентгенов 
свет), тогда как для низких частот нужно принять во внимание 
привходящую аддитивно работу вылета. Таким образом полу
чается следующее: электрон, слабо связанный в металле, выби
вается падающим светом частоты v и получает кинетическую
энергию hr, следовательно» атомный процесс отличается от 
процесса в резонаторе тем, что он не содержит в себе частоты.

Итак, самым существенным оказалось, что изменение анер
гии атомной системы и частота световой волны связаны меж
ду собой уравнением:
(1) /г v= Wx— W2.

При этом безразлично, имеет ли атомная система частоту, рав" 
ную~или какую-либо другую, или же вообще таковой не имеет-

1 Ztschr. f. Physik. Bd. 24 , S. 69, 1924.
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Уравнение П л а н к а  W —ti‘ We; дает соотношение
между числом колебаний резонатора v и его энергией в стацио
нарном состоянии.

Уравнение Э й н ш т е й н а  (1) устанавливает связь между 
изменением энергии атомной системы при переходе из одного

«ч»
состояния в другое—с одной стороны, и частотой v монохрома
тического света, с эмиссией которого связан переход— с другой. 
Когда Э й н ш т е й н  применил эти соотношения для случая 
отрыва электронов, вследствие падающего света, и для обрат
ного процесса, — воспроизведения падающими электронами све
та (рентгеновские лучи), — Б о р  заметил общее значение этого 
закона для всех процессов, связанных с постоянным переходом 
стационарных состояний одного в другое под воздействием 
излучения.

Уравнение по своему смыслу фактически зависит от особен
ностей тех представлений, которые нам помогают вообразить 
атомную систему. После того как Б о р  показал большую плодо
творность этого уравнения на примере водородного атома, 
оно стало- называться условием частот Б о р а .

С его помощью возможно двоякое толкование понятий кван
товых законов: или частота v излучается во время перехода

” г*/
и волновое излучение ведет за собой энергию h v (световой 
квант), или система способна излучать (или поглощать) в опре
деленном квантовом состоянии частоту v до тех пор, пока не 
произойдет квантовый скачок; тогда частота квантовых скачков 
должна распределяться статистически так, чтобы в среднем 
излученная или поглощенная энергия равнялась бы произведе
нию Av на число элементарных процессов1.

Применяя условие частот Б о р а  (1) к резонатору, легко 
установить следующую альтернативу: изменение энергии, воз
никающее при переходе резонатора из состояния энергии tivh v 
в состояние энергии пф, v, равно

(«, — n2)h v
(произведение кванта энергии h v на некоторую кратную вели
чину). ' ,

По Б о р у и  Э й н ш т е й н у  это изменение энергии с частотой
v высылаемого монохроматического излучения должно быть 
связано следующим соотношением:

h v  — (пг —  я2) h v.

1 Нельзя высказать предположения, что в каждом отдельном случае система

поглощает энергию до тех пор, пока не поглотится энергия излучения h v: из
вестно, что эяектросветовой эффект может наступить, прежде чем .полный све- 

в **Jтовой квавт“ fev попадет на соответствующую металлическую частицу.
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Это можно понимать двояким образом. Или как в классиче
ской теории необходимо, чтобы излучающаяся частота совпа
дала с частотой резонатора — тогда возможны переходы только 
между соседними состояниями

щ — пг~1,
или же допускается, что излучающаяся частота света отличается 
от частоты резонатора на некоторое кратное число; тогда излу
чение не монохроматично, благодаря возможным различным пе
реходам.

Решение в пользу какой-либо из возможностей можно было 
дать впервые лишь после развития атомной теории Б о р а ,  
а именно в том смысле, что излучение происходит непременно 
монохроматически с числом колебаний, определяющимся из ус
ловия частот (1). Совпадение же между частотой света и чис
лом колебаний резонатора (т. е. п1— п2 — 1) достигается допол
нительным законом, регулирующим частоту переходов между 
состояниями. Этот закон носит название принципа соответ
ствия.

Основное различие между квантовой и классической теорией 
состоит в том, что мы при современном состоянии нашего по
знания элементарьых процессов не можем приписать никакой 
причины „квантовому скачку".

В классической же теории переходы из одних состояний (в 
другие происходят причинно, так сказать, принудительным по
рядком, но уравнениям механики и электродинамики. Здесь ве
роятные значения величин имеют место в том случае, когда 
идет речь об определении начальных условий системы с очень 
большим числом степеней свободы (напр., закон распределения 
в кинетической теории газов).

Диференциальные уравнения квантовой теории непригодны 
при переходах от одних стационарных состояний к другим, 
вследствие чего здесь необходимо доискиваться других специ
фических правил. .

Эти переходы подобны процессам радиоактивного распада. 
Именно радиоактивные акты превращения происходят во всех 
опытах самопроизвольно, не поддаваясь никакому влиянию; здесь 
может итти речь лишь о статистических законах. Установить, когда 
распадается один атом, конечно, невозможно; но очень нетруд
но это сделать относительно определений процентной части их 
из огромного общего числа за определенное время или, что то 
же самое, для каждого радиоактивого перехода можно приве
сти лишь вероятность, называемую a priori (каждому перехо
ду между двумя стационарными состояниями приписывается 
такая априорная вероятность). Теоретическое определение 
этой априорной вероятности является самой глубокой задачей 
квантовой теории. Единственный путь, ведущий к этой цели, 
представляет анализ таких процессов, где энергия превращения
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при элементарном акте значительно мала по сравнению с общей 
энергией, но при которых квантовые законы должны перехо
дить в классические.

И а этом основывается упомянутый уже выше принцип соот
ветствия Б о р а ,  позволяющий сравнивать переходы между ста
ционарными состояниями высших квантовых чисел (напр., при 
резонаторе большое п) с соответствующими процессами класси
ческой теории. Точную формулировку этого принципа мы дадим 
в процессе дальнейших наших рассуждений.

Некоторое другое применение этой мысли встречается в 
новом выводе формул излучения П л а н к а ,  благодаря которым 
квантотеоретические понятия и, в особенности, условие частот 
Б о р а  получили огромную поддержку. При этом не было сде
лано никаких дальнейших предположений об излучающей си
стеме, если не считать того, что различные стационарные состо
яния обладают постоянными энергиями. Выберем между ними 
два таких состояния с энергиями Wt и W2 (W x> W2)\ число их 
в состоянии статистического равновесия может быть, например, 
Nj и N s и тогда по принципу Б о л ь ц м а н а

В классической теории взаимодействие атомной системы с 
излучением разделяется как бы на три чередующихся один за 
другим процесса.

1. Если система находится в состоянии высших энергий, то 
энергия излучается произвольно.

2. В зависимости от фаз и амплитуды поле излучения дей
ствует на систему, принося к ней или забирая от нее энергию.

Эти процессы называются: а) положительным излучением, ког
да система поглощает энергию, и в) отрицательным излучением, 
если система теряет ее.

В обоих последних случаях изменение энергии, внесенное 
процессом, пропорционально плотности энергии излучения.

Предположим аналогичным образом, что и в квантовом 
взаимодействии между системой и излучением существует три 
процесса, — тогда между двумя энергетическими уровнями Wt 
и Wz происходят следующие переходы:

1. Произвольное уменьшение энергии, благодаря переходу 
от Wx и Щ. ' ' ' * '

N2 е
X

w  ,r/- s

е
Ж
kT

откуда, использовав условие частот, получим
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Частота этого процесса пропорциональна числу N t систем, 
находящихся на высшем уровне Wv  однако будет определяться 
также и низшей энергией Wt.

Пусть эта частота равна A nN v
2а. Увеличение энергии вследствие поля излучения (переход 

от и Wt). Пусть частота ее соответствующим образом будет
B%fN*g pj.

26. Уменьшение энергии вследствие поля излучения (пере
ход от Wx к Ws) с частотой

pv.
При этом вопрос об энергии, излучающейся атомной систе

мой, остается открытым, — забирается она или отдается в ре
зультате каждого отдельного процесса, и таким образом ста
тистически устанавливается закон сохранения энергии.

Статистическое равновесие состояний и N2 требует, чтобы

Из этого следует 
(2) Pv =  —

В!*Щ - В'* B21e kT- B Vi

В этом месте Э й н ш т е й н  использовывает общее положение, 
что квантовые законы в пределе .переходят в классические. 
Здесь, очевиднц, речь идет о предельном случае высоких тем-

г-*->
пёратур, где /tv мало по сравнению с kT; следовательно, закон
(2) переходит в закон Р е л е я - Д ж и н с а  (3) § 1, требуемый по 
классической теории.

(В остальном он подтверждается опытом для высоких тем
ператур)

........... 8 п  ~Pv =  с% v2kT.

Здесь pv для больших Т  имеет вид

^12
/ZV
kT

а это возможно лишь тогда, когда
В21 — В 12+В.п ^  + . . .



Таким образом, действительно получается закон излучения 
П л а н к а  ^

_ 8  n h  V®,
(3) Pv — J h v

Сопоставляя все наши соображения, мы видим, что перво
начальная формулировка квантовых законов для реюнатора, 
данная П л а н к о м, распадается на два существенно разли чных 
требования:

1. Установление стационарных состояний (постоянных энер
гий), что происходит по уравнению:

W —n^-h.
Ниже это уравнение будет обобщено на произвольно перио

дические системы.
2. Условие частот Б о р а

h v =  Wt — W%
определяет частоту испускающегося или поглощающегося 
света при переходе между двумя стационарными состояниями,
причем в случае эмиссии частота v — положительна» а в слу
чае абсорбции— отрицательна.

К этому относятся еще определенные статистические законы 
частот стационарных состояний и переходов между ними (глав
ным образом закон соответственности).

§ 3. Представление о строении атома и молекул

После того, как мы познакомились с выводом своеобразных 
(квантотеоретических) основных законов атомной механики, пе
рейдем к изложению развития понятия материального субстра
та, при изучении которого находили свое применение эти 
законы.

После того, как явления электролиза привели впервые 
к предположению об атомной структуре электричества в ре
зультате наблюдений над катодными и {3-лучами радиоактив
ных субстанций, были обнаружены носители отрицательного 
электричества в свободном состоянии.

На основании отклонения этих лучей в электромагнитных
полях было определено отношение ^  заряда к массе частиц.

ВНашли, что —=5,31-1017 эл.-ст. единиц на грамм, предполагая,
что здесь речь идет о том же самом элементарном кванте элек
тричества, что и при электролизе.
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(Это подтверждается также приблизительно и эксперимен
тально).

Такое предположение привело к выводу о том, что отрица
тельные электрические частички составляют, примерно, 1830-ю 
часть атома водорода.

Носители отрицательного электричества называются элект
ронами и являются строительными кирпичиками материи, что 
было доказано оптическими и электрическими опытами.

Вполне точное значение заряда электрона определили с по
мощью очень незначительных зарядов на масляных каплях или 
металлических мельчайших частичках. М и л и к е н  нашел, что

4,77-10“10 эл.-ст. ед.

Что же касается положительного электричества, то оно 
всегда связано с массой атомного ядра.

Удалось также получить и положительные лучи (а-лучи радио
активных веществ). Отклонением в полях частиц при определении
В л—  была найдена масса а частицы, оказавшаяся равной атому 
т
гелия, а для частиц каналовых лучей были получены массы 
атомов газа, в котором производился опыт. Следствием всего 
этого являет ся то, что каждый атом состоит из одной по
ложительной частицы, составляющей существенную долю его 
массы, и некоторого числа электронов.

В нейтральном атоме число положительных элементарных 
зарядов равно числу электронов. Вследствие потери атомами 
электронов, возникают положительные ионы; в случае же при
соединения излишних электронов возникают отрицательные ионы.

Относительно величины электронов можно высказать не 
вполне надежные теоретические соображения, приводящие 
к величине 10—18 см.

Величина положительных частичек была определена Л е н а р -  
д о м  достаточно точно в результате опытов с проникновением 
катодных лучей в материю. Он нашел, что лишь исчезающе 
малая часть материи, заполняющей пространство, остается не
проницаемой для быстрых катодных лучей.

В опытах с прохождением а-частиц через материю к вполне 
аналогичным результатам пришел и Розерфорд. -

Изучая длину пробега и рассеивание этих лучей, Розерфорд 
установил, что размеры положительных частиц, называемые им 
ядрами, минимум в 104 раз меньше размеров атома. Именно 
до этой границы можно заметить отклонения заряженных частиц 
вследствие кулоновских сил. Измерения привели также к заклю
чению о заряде положительных частиц в атоме; оказалось, что 
число элементарных зарядов составляет, приблизительно, поло
вину значения атомного веса. Точно такое же должно быть 
и число электронов в нейтральном атоме.
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Все эти заключения подтверждались в опытах с рассеиванием 
рентгеновских лучей; именно, величина рассеивания зависит 
менее всего (при слабо связанных электронах) от их числа. 
Просматривая всю совокупность атомов» можно вывести „перио
дическую с и с т е м у установленную на основании .химических 
опытов» В ней элементы расположены в определенной последо
вательности, и существенным является последовательность атом
ных весов, хотя и существуют некоторые отклонения (напри
мер, А и К).

Выведенное выше заключение о том, что число зарядов ядра 
приблизительно равно половине атомного веса, привело Ван-  
д е р - Б р о к а  к гипотезе, предполагающей точное совпадение 
числа зарядов ядра с номером атома в периодической системе 
(атомный номер или порядковое число).

После того, как на основании открытия Ла у с а ,  была осно
вана Врагом рентгеноскопия, предположение В а н-д е р-Б рока  
нашло свое подтверждение в исследованиях Мозейля о харак
тере рентгеновского- спектра элементов.

Он нашел, что все элементы имеют одинаковый рентгеновский 
спектр, сдвигаются лишь все линии с увеличением атомного 
номера к высшим числаь! колебаний, причем корень из часто
ты растет приблизительно на одно и то же число от одного 
элемента к другому.

В этом заключается фундаментальный характер атомного 
числа, в противоположность атомному весу. По однородности 
рентгеновских спектров можно судить об однородности неко
торых особенностей строения атома. Предположим, что строение 
атома, т. е. число и расположение электронов, существенно опре
деляется его ядерным зарядом; тогда необходимо сделать за
ключение о тесной связи между зарядом ядра и атомным номером.

И, действительно, точная теория рентгеновских спектров, 
предполагая равенство обеих величин, дает закон Моз ейля,  
приведенный нами ниже.

Итак, мы имеем следующую картину атома с порядковым 
номером Z:

Он состоит из Z-кратно заряженного ядра1, составляющего 
почти всю массу атома, и в нейтральном состоянии из Z  элек
тронов, которые по представлению Р о з е р ф О р д а  вращаются 
вокруг ядра, подобно планетам в солнечной системе. При 
этом удерживающие силы суть силы электростатического про
исхождения, т. е. силы взаимодействия заряженных частиц.

1 Новые исследования Дж. Т о м с о и а ,  Р о з е р ф о р д а ,  А с т о и а ,  Дем-  
п е т е ’ра показали, что ядра в свою очередь состоят из электронов и ядер водо
рода, носящих название протонов. Этим подтверждается старая гипотеза Ироута 
правда, в немного измененной форме. Отклонение атомных весов от целых чисел, 
что не могла объяснить прежде эта гипотеза, можно свести теперь к изотопии 
и дефекту массы, но область ядерной механики еще мало известна, и мы на 
ней не будем останавливаться.
Борн—40ft—2 17



В процессе производства опытов на основании этих предста
влений и установления классических законов механической тео
рии атома встретились со следующим затруднением: система 
движущихся электрических зарядов, как это предполагает мо
дель Б о р а ,  благодаря электромагнитному излучению должна 
была бы все время терять энергию и поэтому мало-помалу 
разрушиться. С другой стороны, все старания вывести на осно
вании классических законов доказательство своеобразного строе
ния спектральных серий и, в особенности, накопления линий на 
концах, оказались совершенно бесплодными. Б о р у  удалось, 
ценою отказа от классических законов и привлечения к этому 
квантовых положений, преодолеть принципиально эти трудности. 
Он предполагает существование дискретных стационарных 
состояний, устанавливающихся на основании квантовых усло
вий, и требует посредством условия частот (1) § 2 регулировки 
обмена энергии между этими состояниями и полем излучения.

Существование некоторого состояния минимальной энергии, 
не могущей по произволу оставить атом, гарантирует абсолют
ную устойчивость атома, что необходимо требуется опытом.

Далее ему удалось соответствующим обобщением предполо
жения П л а н к а  высчитать уровни энергии водородного атома, 
преобразовав формулы так, что условие частот приводит прямо 
к наблюдаемому спектру (формула Б а л ь м е р а ) .  Он дает также 
принцип установления квантовых условий в самых запутанных 
случаях, но об этом речь будет итти в дальнейшем.

Основные представления Б о р а  (дискретные стационарные 
состояния, частотное условие) получили непосредственное свое 
подтверждение сперва в опытах Ф р а н к а  и Г е р ц а ,  а затем 
и в опытах многих других исследователей. Опыты эти состоят 
в том, что с помощью обстреливания атомов электронами к пер
вым- подводится определенное количество энергии, после чего 
наблюдается прерывное нарушение стационарных состояний, при
чина которого заключается в мгновенной потере энергии попа» 
дающих электронов, что обнаруживается благодаря мгновенным 
одновременным вспышкам спектральных линий, определяющих 
переходы одних энергетических состояний в другие.

Вполне аналогичные опытные данные получены в области 
рентгеновских лучей, где появление эмиссионных линий и краев 
абсорбции связано с отдаваемой при ударах энергией электро
нов (напряжение возбуждения).

Как в оптической, так и рентгеновской области по изменению 
подводящейся энергии и частоте лучей, из условия частот, можно 
определить постоянную h, не использовав при этом ни атома, ни 
квантового перехода. Таким образом, найденняя h очень хорошо 
совпадает с найденной посредством измерения теплоизлучения.

Не только строение атомов, но и их совокупности, т. е. моле
кулы и протяженные тела, для которых имеют место законы 
движения, подчинены квантовым правилам.
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К этому принадлежит, например, точный вывод теории удель
ной теплоемкости твердых тел, затем выводы теории полоса
тых спектров молекул, о которых нам еще придется подробно 
говорить в дальнейшем.

В заключение сформулируем кратко мысль, приведшую к во
ровской теории атома.

Существует два основных опытных данных:
Первое — стабильность атома, и второе — негодность клас

сической механики и электродинамики для макроскопических 
процессов.

Однако, применение классической теории к атомным про
цессам приводит к противоречию со стабильностью, благодаря 
чему возникает задача создать одну „атомную механику", не 
содержащую этих противоречий. Эта механика имеет ту осо
бенность, что на место непрерывного разнообразия состояний 
выступает дискретное разнообразие, описываемое „квантовыми 
Числами



ГЛАВА ПЕРВАЯ

ТЕОРИЯ ГАМИЛЬТОНА-ЯКОБИ

§ 4. Уравнение движения и принцип Гамильтона
Исходным пунктом всех дальнейших рассуждений будут 

служить уравнения движения Ньютона системы свободных мате
риальных точек.

где тк обозначает массу k-oPi точки, a to*—ее скорость и —дей
ствующую на нее силу. Произведение от* to* называется импуль
сом или количеством движения. В таком смысле уравнение 
(1) сохраняется и тогда, когда масса зависит от величины ско
рости по теории относительности Э й н ш т е й н а .

Во многих случаях система уравнений (1) имеет то же зна
чение, что и вариационный принцип, так называемый принцип 
Гамильтона.

. Здесь L— определенная функция координат и скоростей всех 
точек, а при некоторых обстоятельствах также и времени.

Экстремальность надо понимать следующим образом: в мо
менты времени tx и ta конфигурация (координаты) материальной 
системы задана и ищется такое движение (координаты, как 
функции времени), которое переводит систему из первой конфи
гурации во вторую таким образом, что интеграл имеет экстре
мум Существенное преимущество такого вариационного прин
ципа заключается в том, что он не зависит от системы коорди
нат (2). Вариационный принцип, как необходимое условие, дает 
уравнение Л а г р а н ж а 2. “

1 Здесь нет речи о том, максииум ли это или минимум, или какое-либо 
промежуточное значение.

8 Из трех уравнений соответствующих координатам (ж, у , г) в последствии 
мы будем писать только первое.

( 1)

(2) f L d t  — экстремум.

(3) d  • d L _ dL
d t dxk dxk
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L здесь определяется так, чтобы это уравнение соответство
вало уравнению Н ь ю т о н а  (1).

Если силы имеют потенциал U, т. е.

§> -  д и
**“  дхк'

то определим функцию Т* от компонентов скорости так, что
дТ* ■
— = « Л
дхк
дГ* ■
—  =  ЩУн
дУн

дТ*
~  = mkZf

Тогда уравнение (1) может быть переписано в форме 
d дТ* д(— Ц) 

dt дхк дхк

или
d д(Т*— U) д[Т* — {/)

dt дхк дхк
=  0.

При этом в нашем вариационном принципе мы пишем
(4) L=T* — U.

Если же не принимать во внимание теории относительности, 
то га4— постоянная и Т* равно кинетической энергии Т. 

Положим, на.к учит нас теория относительности, что:
т--

где т0— «масса в состоянии покоя" и с — скорость света. 
Тогда (для одной точки) получаем

(5)
тчто переходит в выражение при граничном случае с=  со.



Эта функция отличается от кинетической энергии 

(6) т 0с2 1 - 1

Конечно, и Т при с=оо переходит в выражение ^

Часто силы кроме одной составной части могущей быть 
выведенной из потенциала, содержат еще одну составную часть 
зависящую от скорости (как при магнитных силах, дейст
вующих на электрический заряд). Тогда определяют некоторую 
функцию М так, что

(7)
d t  дх дх 

и подставляют в вариационный принцип (2)
(8) L ~ T * — U — М.
Следовательно, уравнение Л а г р а н ж а  (3) представится в сле
дующем виде:

d  дТ* ,d U  d  дМ . дМ
d t дх дх d t дх дх

=0,

т. е. вариационный принцип в действительности имеет то ж е  
значение, что и уравнение движения Ньютона:

^{m x) — §ix —

Принцип Г а м и л ь т о н а  остается в силе и в том случае, если 
между материальными точками существуют „связи0, выражаю
щиеся уравнением взаимной зависимости координат1

А (•*!> У-t- *i, * 2, У* г2,. . .)= 0 .
По правилам вариационного исчисления к силам прибавляют

ся еще добавочные силы, происходящие от реакции связи

@дн)= \ д/>Я* - Ъ дХш’

где так называемые „множители Лагранжа".  Их рассматри
вают наряду с координатами, как неизвестные; и в этом случае 
число диференциальных уравнений движения и дополнительных

1 Условия, не содержащие компонентов скорости, называются голономными.



условий вновь равно числу неизвестных. Главное преимущество 
принципа Г а м и л ь т о н а  (как уже подчеркивалось) состоит в 
том, что он представляет возможность истолкования законов 
движения, независимо от координат.

Если задано некоторое число дополнительных условий, то 
при помощи их можно исключить такое же число координат. 
Остается лишь отдельное число независимых координат

Ч\Чг-' 'Qt

f  называется числом степеней свободы.
Функция Л а г р а н ж а  будет тогда функцией q, их производ

ных по времени и, при некоторых обстоятельствах, также и 
времени:

L — L(qv qlt q2, q2, ...q f, qh t) 
и вариационный принцип дает уравнения Л а г р а н ж а

(9)
d t dqk dqk

Оно справедливо также и тогда, когда qk суть координаты 
произвольно движущейся или даже деформирующейся системы 
координат.

§ 5. Канонические уравнения

Каждое из уравнений Л а г р а н ж а есть уравнение второго 
порядка. Во многих случаях, особенно при общих рассуждениях, 
выгодно заменять их вдвое большим числом Диференциальных 
уравнений первого порядка. Простейший путь состоит в том,
что заменяют qk= sk и, прибавляя это диферевциальное уравне
ние, считают sk наряду с qk неизвестной функцией. Очень сим
метричная формулировка получается следующим путем:

Вводят вместо qh новые переменные

.г dL
(1) Р‘ Ц , -
называемые импульсами.

Уравнения Л а г р а н ж а  (9) § 4 теперь будут иметь следую
щий вид:

(2)
р* <Ы*'

где L все же рассматривается, как функция qk и q,.
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Если вместо функции L (q i gl . . . t ) ввести новую функцию 
H(qt p x. . . t )  способом преобразования Л е ж а н д р а 1, то решение 
уравнения (1) в форме (2) будет:

(3) к
Образуем полный диференциал

а н =  2 л “р >+ Ъ р Л ь-

Члены, имеющие dqw уничтожаются благодаря (1).
Для частных производных Н  {qxp x. . Л) по рк и qk получаем 

поэтому
д Н  ■

»> ( & - - ( £ ) ;
При этом индексы р и q обозначают, какне из переменных 

должны быть независимы.
Теперь можно (2) и решение (4) с помощью новых перемен

ных написать в форме
• дН 
Чк~  <*>,

/ел • дН
Рк dqh •

Это так называемая каноническая форма уравнений движения. 
ЩЧи Рг, qv P x ,...t) называется функцией Г а м и л ь т о н а .  Пере
менные qk и ръ называются канонически сопряженными друг 
другу. Эти же уравнения получатся, если выразить в вариацион
ном принципе (2) § 4 с помошью уравнения (3) функцию L через 
функцию Н.

Тогда получим
tz

(6) J ■ -о ]  ^ э к с т р е м у м .

1 Преобразование Л е ж а н д р а ,  вообще говоря, переводит какую - либо
д}

функцию /  (ху) в некоторую функцию g(x,z), где г — g~, производя это таким
образом, что производная от g  по новой переменной г  равна старой перемен
ной у .  Такие преобразования в физике играют большую роль. Напр., в термо
динамике энергия относится так к свободной эиергии, как какая-либо функция 
к функции преобразования Л е ж а н д р а .
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qk и p k рассматриваем здесь, как функции, подлежащие опре-* 
делению. Легко видеть, что уравнения Л а г р а н ж а  по смыслу 
совпадают с (5), причем нужно обращать внимание на то, чтобы 
производные от рк не входили явно в подинтегральные выра
жения. На этом основании для моментов времени tr н t t задаются 
граничные условия, содержащие лишь значения qk (но не рк)._ 
Те же условия имеют место и тогда, когда функция L, а, еле* 
довательно, и Н  зависят явно от времени.

Эта зависимость наступает тогда, когда система находится 
под внешним воздействием, зависящим от времени (U  зависит 
от t) или в том случае, если для описания движения замкнутой 
системы пользуются системой координат, совершающей нерав
номерное движение. Если же Н  не содержит явно времени, то 
имеет место

d H . V T d t f  , дН  • ]
d t 2 - [ дЯк Як dpiPhJ ’

. . *
Выражая qh и р* с помощью уравнений движения (5), нахо

дим первый интеграл урашений движения (5), т. е.

(7) Н (рх? !- ..)  =  const (ибо = 0).

Зададимся теперь вопросом о механическом значении величины 
И  и рассмотрим случай классической! (не релятивистской) механи
ки. В любых покоющихся системах координат кинетическая энер
гия является функцией второй степени скоростей; в движущихся 
координатных системах могут прибавиться к этому еще свобод
ные от qk члены, в результате чего кинетическая энергия за» 
пишется:

- Г = Г 0+ 7 \ + Г 2.
При этом Тп представляет функцию л-ой степени от qk, про

извольно зависящей от qk.
По теореме Э й л е р а

пТ„=

так что

(8)
к

Предположим, что существует потенциальная анергия; тогда
L — T — U, и Н ^ Т ^ Т , - (Tv+Tt + T J + U ^ -T v + T o + U .

В случае покоящейся координатной системы (Т~Т.г)
(9) Н = Т + и
есть общая энергия.
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Если же в И  время входит неявно, то (9) дает совместно с 
уравнением (7) закон сохранения энергии.

В движущихся координатных системах может случиться, что 
Н  не будет зависеть от времени, тогда И — const есть интеграл, 
но не интеграл энергии.

П р и м е р .  Рассмотрим координатную систему {£, tj), вращающуюся с угло
вою скоростью ш, переход к которой от покоящейся системы (лг,_у) произво
дятся следующими формулами:

х=%. cos <оt — у] sin u>t 
у~ £  Sin (ot + Г] COS 

■ *=£.

В результате (отбросив индексы этого преобразования) кинетическая энер
гия изобразится в виде:

т~= к  (W)+2«> <ei -  ч6)+̂ +чЧС1.

Импульсы, соответствующие координатам 5, ? и *, будут

Pi- —я* (5 — ®ч)

р, —mi,
На основании этого мы можем кинетическую энергию записать в следующем 
виде: ,

Для Н  получим

Н  — ^  (р\ +/,®+Pt)J+ U

или

н  -  s  [« (цРк -  s рч) + Я  +^*

Если U относительно оси z  обладает симметрией, то Н  не содержит явно 
времени и поэтому постоянно.

/ / =  const называют интегралом Якоби, который, одяако, отличается от такой же 
постоянной энергии

Е  =  Г+ U = £ ±  (P t+ P l+ P t) + U.

Из обоих интегралов вытекает

Е  — Н  = const, что дает теорему площадей,
а именно:

Е  — H=s <й•£  (£p.tj — vjр^) =  to-S — nj |)  +  ю2 E m(Sa | •<;*). 

Возвращаясь вновь к координатам х  и у , имеем

Е  — Н  == шЕ /я (ху — ух).
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Принимая во внимание принципы относительной механики, из 
(4) и (5) § 4 для материальной точки имеем

т . е. N  и в данном случае является общей энергией. Результат 
не зависит от системы координат до тех пор, пока она не дви
жется.

Из общей теории интегрирования канонических уравнений 
возьмем некоторые простейшие случаи.
гк Пусть функция Гамильтона Н  не содержит одной какой-нибудь 
координаты, напр. qu

Таким образом мы нашли один интеграл движения. Координ^' 
ту qv называют, по Г е л ь м г о л ь ц у ,  циклической координатой» 
что имеет место в том случае, если ее изменение не отражается 
на состоянии механической системы (в частности при переносе 
или вращении).

Если, например, система материальных точек (tt t 2. . . t j  дви
жется лишь под действием взаимных сил, то потенциальная 
энергия зависит только от разностей

Поэтому вводятся в качестве координат компоненты t t — 
x t ух z, и компоненты разностей ё*. Так как U ие зависит

(10)
поэтому

и
1 + и = Т + и ,

§ 8. Циклические переменные

H = H (p 1q2pll. . . t )  
тогда из канонических уравнений следует

ё2= г2 — г„ ё3= г : — г,.

от х  yi z it то pxl p vi pZl — постоянные. Теперь кинетическая энер
гия.



Вследствие того, что

(А—2, 3 ,.  .п)
следует

т. е. три интеграла дают теорему импульсов.
Другой важный случай наступает тогда, когда потенциаль

ная энергия при вращении всей системы вокруг пространствен
ной оси остается неизменной. Если <Ри <р2. . .азимуты системы 
точек вокруг этой оси, то координатами вводятся величины

и кроме этого еще некоторые другие, зависящие лишь от взаим
ного относительного расположения системы точек и оси (напр., 
цилиндрические координаты r t, zh или полярные гк, &*). Так как 
функция Г а м и л ь т о н а  не зависит от Фи то Ф2 — циклическая 
переменная, в полном смысле этого слова, и ее сопряженный 
импульс рф =  рф— постоянен. Так как

то это является импульсом вращения вокруг оси симметрии.
В случае движения системы материальных точек только 

под действием взаимных сил наше соображение остается в силе 
для любого пространственного направления.

Величина рф является в любом направлении компонентой 
общего импульса

из чего следует постоянство вектора импульса вращения. 
Может случиться, что Н  зависит лишь от ръ

ф1 =  ь (А =  2 ,3 . . . )

(k =  2,3, . . .п )
И

где гк — расстояние от, оси рф имеет значение
п п

п

V! тк [г* t j  и всегда постоянна,



тогда канонические уравнения тотчас же полно стью интегри~ 
руются. А именно:

• . а<7*= 9*=<“/+?*•

При этом (»* для системы — своеобразные постоянные; а* и 
pj— постоянные интегрирования.

Из этого мы видим, что механическая проблема легко раз
решима тогда, когда можно ввести такие координаты, которые 
делают функцию Г а м и л ь т о н а  зависимой только от кано
нически сопряженных импульсов.

Эта цель будет преследоваться во всех методах, излагаемых 
в дальнейшем.

В общем случае, притти к таким переменным простым пре
образованиям qk в новые координаты невозможно.

Необходимо выразить в новых переменных всю совокуп
ность импульсов и координат (qkpk).

Рассмотрим перед этим некоторые примеры.
1. Ротатор. Под этим названием разумеется твердое тело, могущее вра

щаться вокруг пространственной оси.
Если ф — угол вращения н А — момент инерции относительно осн, то

Г - \  А*

и соответствующий 9 импульс — А ч>.
Для движений без участия сил ((7=0)

( 1 )

вследствие чего 9 есть циклическая координата и поэтому ^  const 
и

? = “ =■-Д,

Итак, движение без участия сил является равномерным вращением вокруг оси
2. Симметричный волчок. Пусть Ах — момент инерции вокруг оси, перпен

дикулярной к оси симметрии (z), Az — момент инерции вокруг оси симметрии И 
Ь®, Ьв, Ь,. — компоненты скорости вращения в прикрепленной к телу координат* 
ной системе (х, у , z); тогда *

T =  Y lA*(b*2+V )+A*b/].

Введем в - кач естве координат углы Э й л е р а  0, ф, ф;
ft-*-угол между осью симметрии (г) и некоторым направлением в про

странстве ( г  - ось),
f  — угол между осью х  н узловой линией.1 
4»— угол между осью Зё и узловой линией.

1 Узловая линия — прямая пересечения (х, ^-плоскости и плоскости (х, у  )> 
перпендикулярной к оси — г , идущая через нулевую точку.



Компоненты скорости вращения выразятся следующим образом:

(2)

Ьд.=& cos '■? + -s sin & sin и 

sin ? — i  s5n & cos 'f 
cos &

и кинетическая энергия

T =  i  [Az (&а+Ф* sin2 ») + AS (?+-£ cos &)*],

Соответствующие импульсы.

Рь = <5$
дТ

<8)
дТ  • *Ру =  —. ~  ДДф+Л cos ft) 
dv
дТ • •рй —... . =■ (Ах sin2 Ь+А- cos2 8) i + Аг cos 8 ».т /)|Ь ‘ " 1

С целью выяснения физического значения импульсов, подставим из (2) вместо

н (bj.cos 1 — Ьц sin -.о) очевидно означает скорость вращения вокруг узловой линии 
и (bj; sin if— by cos ’f) — скорость вращения вокруг перпендикулярного к плос
кости (х, у )  направления. Таким образом на основания уравнения заключаем:

Рь — импулвс вращения вокруг узловой линии,
P,f — импульс вращения вокруг оси симметрии,
P<\i — импульс вращения вокруг направления (г) в пространстве.
Для движения, свободного от действия сил ({7=0), получается следующее 

выражение:

Так как у  и<[> здесь не содержатся, то они являются циклическими координатами,

Так как мы имеем в своем распоряжении теорему об общем импульсе вращения, 
то можио произвести полностью интеграцию. А именно ось г, являющуюся до 
этого произвольной, отложим по направлению общего импульса вращения и, 
так как узловая линия перпендикулярна к нему, то импульс вращения вокруг 
узловой линии

Рь =  0.

Канонические уравнения дают & =  const.

Э, $, ф компоненты Ь, тогда имеем:

Рь =  Ах (Ьх cos’f+b jj sin 9) 

prf =  Ая bs

Рф =  Ax (bx sin ? — bs cos <p) sin Ь+Аг Ьг cos 8.

а поэтому
pr( =const, p ^ —const.

= 0; (P y -Р ф  cos »)(Рф —p9 cos »)= 0.

SO



в результате чего, проделав преобразование, мы приходим к выражению: 

Рч — Pi, cosй =  О (Нбо /!ф ).
Функция Г а м и л ь т о н а  теперь получит простую форму

ф и ч> изменяются равномерно с угловыми скоростями:
дН  ■/ 1 1 \  • №

V.

Движение симметричного волчка, свободного от действия сил, состоит» 
таким образом, в равномерном вращении вокруг осн симметрии, связанном 
с равномерной прецессией этой оси вокруг направления общего импульса 
вращения.

§ 7. Канонические преобразования
Как было уже выше упомянуто, интегрирование уравнений 

движения достигается тем, что вводятся новые координаты» 
имеющие циклический характер.

Отыщем поэтому в общем порядке преобразования

P i-P i (Я i Чг • • ■ P i P f - t )
Чъ=ЯЛЧ1 Яг PtP» ■•■*)

таким образом, чтобы новые переменные снова удовлетворяли 
уравнениям движения в канонической форме.

'Д ля этого достаточно, чтобы, вариационный принципу (6)~§ 5

свелся к
Л?м
л?«

qh— H{qlp i . . .  t) экстремум

kqk — H{qtPi . . .  t) I d t ~ экстремум.

Это имеет место лишь в том случае, если разность подин* 
,  dVтегральных функций представляет полную производную —- ц -

от некоторой функции, зависящей от 2 / старых и новых пере
менных и также от времени. Рассматривая V  как функцию qh 
и qk, мы получаем значения V  на границах интеграции. В зави
симости от того, как написать V, — или как функцию а д /»  
или #*, рк, t, или qh, рк, t  или в конце-концов, как функцию 
pb pv  t—мы получим четыре формулы для канонических преоб- 
разований. Выберем произвольную функцию в форме V (glf qv t). 

Условие

Vipbqh' - H ( q 1, рг. . .  t)=YPk<h— Н(ЯпР1 - ■ * t ) + 4 iV  (Qu qt . . . t )
* d t
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выполняется при осуществлении равенства коэфициентов при qkи qk 
свободных членов в выражениях, стоящих справа и слева, т. е. 
если

Благодаря тому, что из уравнения второй строки, вообще 
говоря, можно вычислить qk и затем, зная его, из первой строки 
вычислить рк, как функцию qk и рк, системы (1), заменяем урав
нением преобразований. Чтобы таким же образом получить 
канонические преобразования с помощью произвольной функции 
V {qipl . . Л), напишем наше условие в форме:

Эти уравнения также можно рассматривать, как уравнения 
преобразования.

Третью систему уравнений получим простой перестановкой 
старых и новых переменных; при этом, с целью упрощения 
соответственности между всеми четырьмя системами, V  заме
няем на — V.

pt ~ — ^ V { q  i,q t- - - t)
oqk<D

Или что то же самое

^ p iqk — H(qv pl . . J ) ~ — '2 q kpk- - H ( q , ,p l . . . t ) + j i  V (ql

Сравнение коэфициентов дает:

<2)

Рь ^ (?и Р г • *0 

_ д _

Н ^ Н — ^ V i q ^ . . . t ) .



Итак, находим
д

( 3)

И окончательно, для получения четвертой системы, напишем 
наше условие в форме:

^РнЯъ — ЩЯъР! •'• t)* * '£ p 10 t — H { q l ,P f - t ) +  к k

+?м* )
или

' У'лЯкРк ffi( ,Q v P \  • • • £ ) — ^PiQkPk H { Q u  P i '  ' *0 "Ь

и получим

(4)

+ § t V{p»’

Яъ= —  / - у (р иГр1---* )

_  д _  
q* = g f y (Pv P f - 0

H = H - ~ V ( p t,p t . . , t ) .

Все четыре системы можно сформулировать следующим образом: 
возьмем произвольную функцию V (x l, x l,x 2,x 2- . .t),_zdexj_—одна из 
переменных qk и pk, а хк — одна из переменных qk и р н; тогда 
уравнения

, d v
(5) У ъ = * ± - =дх,

* - в - £

дают каноническое преобразование.
Борн—409—3 gg



При этом у ь сопряжено с л к и ук с хк.
При диференцировании по координате принимается во вни

мание верхний знак, а при диференцировании по импульсу — 
нижний знак.

Функцию V  мы будем называть производящей функцией кано
нических преобразований.

Необходимо подчеркнуть, что свойство преобразований быть 
каноническими вовсе не зависит от особенностей механических 
проблем; если некоторая функция каноническая, то она остается * 
таковой для любой формы функции Н.

Приведем нёкоторые преобразования, необходимые нам ниже. 
Функция

V ft/> i+ ?*/>,+ . . .

дает тождественные преобразования

01-01 Рх~Р\

Функция _  _ _
V ~ q  j P i  ±  q j h  4- (]‘г P i

приводит после решения (2) относительно qh и pk к преобразо
ваниям -

01= 01 P i = P i ± P a
(6)
и функция 

приводит к

02 — 02 i  01 Ра — Рг

F = 0 , > 1 +  0 i p 2 + ? 2P i -  ЧчРг

1 _  _  _  _ 
Ч '-  2 P i^P i+ P z

( 7 ) 1 _  _  _ __
02 2 (Qi—Qj P i^P i—Pa-

Преобразование для трех пар переменных дает функция 

V  0 iA + 0 i/V  HiA s+tfs f t 'H *  Р» + 0зР*>
а именно

0 1 = 0 1  P l  =  P l + P t + P *

( 8 )  0 2 = 0 . - 0 1  Л “ - Р * + Л

03 =  03 — 02 Р =  Ре-
Во всех этих примерах координаты преобразовываются ме

жду собой, а импульсы между собой.
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Необходимым и достаточным условием этого является, оче
видно, линейная зависимость V от q и р.

V ~  ̂  aik Я гР ь + '^ Р к Я к + '^ Ъ  Рк■
г, k k k

Эта функция дает
=  E ait Pj+Pt

.. к
(9) к

Если постоянные ^  и равны нулю, то мы имеем преобра
зования, приводящие дК и р к однороднолинейно и контрагре- 
диентно к qk и рь, а именно

Pi-ii k,i i 
Необходимым и достаточным условием того, чтобы qh между 

собой преобразовывались, есть линейность V относительно р  
Действительно, функция

у = - А ( Я и  Я г - - - )  F k + g ( Q u  q%- - - )k
дает преобразование

и - у д Д  -  , dg 
7 1 d(!i;P l dqh

(10) Чк= * М Ч и  Яг ■ ■ ■)■
С другой стороны линейность V по отношению к qy допускает 

преобразование импульсов

^fk(P u Ри---) 4t+g(Pu 1>2 > • •) k
рь=А(р1 ¥*■•■)

-  „  df> с , dg qk= ? ^ - r = -  ЯгЛ-------
i дРъ dpk

(И)
Итак очевидно: Если переменные одного типа преобразовы

ваются между собой, то новые переменные второго типа будут 
лчнеинлми функциями старых переменных, коэфщиенты кото
рых—определенные функции, а их свободные члены—произвольные 
функции переменных первого типа.

Часто употребляемыми преобразованиями являются такие, 
которые переводят прямоугольные координаты в цилиндри
ческие или полярные, или же соответствуют повороту координат
ной системы. "

Функция
V=pxr cos <р 4  pyr sin у +p,z
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переводит прямоугольные координаты в цилиндрические, а имен
но она дает

x  — r  cos<p pr = p 3Scos4' 4-p1,smtp ,
(12) у —г$1н? рч —— pa/-sin<p+/yeostp

2 = z  pz = рг.
При этом выражение

переходит в
pJ + pS

Pr2+  -pr P i

l l  ри переходе к  пространственным полярным координатам 
пользуются следующими выражениями:

V —px г  cos <р sin fr-f-jPj, г sin <р sin $ +  г cos д.

Эта функция дает следующие преобразования:
х —г cos <р sin 0 p r—рхcos <psin fl-j-jsysin у sin cos в

(13) y =  rsin sin& py— —p x r sin f  sin&-\-p/ cos <p sin 8
z=rcos&  p»~pxrcosfcosd~j-py rsin!pcos&—рг rsinft. 

Она приводит выражение

_ Pl+Pl +  P*а

Вращение прямоугольной координатной системы (х,у, z ) экви
валентно линейному преобразованию координат с постоянными 
коэфициентами. При этом импульсы преобразовываются контра- 
гредиентно.

В том случае, если коэфициенты вращения а гй удовлетво
ряют условию

ч? _  1 {i—Щ
Ч 0 (.ф щ

контрагредиентное преобразование имеет то же значение, что 
и первоначальное. Импульсы преобразовываются, как и коор
динаты .

~x=*ailx+ a l ty+ aa z  рх ~ а и рх + а п ру + а п рг

(14) У=ат Х ^а 22 у-|-а2В2 pv = а 81 рх +ап ру + <haPz 

Z = aSix-\-dB2y+ a SBZ рг = а  Sipx +*8г Ру + азз Р*-
86



Следовательно
p l+ p l+ p l = p l+ p 2y + p l

Приведем еще пару преобразований, где V  зависит от д* и Ци. 
Функция .................' _ _

S  Як q*
дает по (1) q k =  — p k

Рк =<?*

Таким образом, она переставляет координаты и импульсы. 
Часто употребляющееся преобразование с помощью функции

V-- 1
~2 92ctS Я

дает
q~\^2psm q

(15) р = 1̂ 2/1 cos </

и приводит выражение (?а4-р2 к 2р.
Более общая фунция q3ctgq представляет q и р в виде

/  2 ? . .
пт sin q

(16)
и переводит

= /  2 tn тр cos q

%

юр.
Покажем теперь на одном примере, каким образ эм могут 

быть использованы канонические подстановки для интегрирова
ния уравнений движения.

Линейный гармонический осциллятор. Для него имеем

При этом q обозначает длину, т  — массу и х  — постоянную упругости. 
Вводя импульс

и полагая
P —mq

т

в

7



имеем

( 1 7 ) 2 т
Здесь, таким образом, имеет место упомянутое преобразование (16). Называя но
вые переменные у и с, полагаем

/  2 а  

? = ] /  ^ 81П?

( 1 8 )  V ^2  да to а  COS 'f .

Функция Гамильтона тогда выразится:
• Н — о>  а .

Уравнений движения дают: а —const
<р=ш t

Следовательно, длина выражается здесь:

2а 
»ги>

Канонические преобразования определяются тем, что они ос
тавляют инвариантными форму канонических уравнений движе
ния или интеграл принципа Гамильтона. Мы подходим к во
просу о той, существуют ли и друГие инварианты при к .иони
ческих преобразованиях. Это действительно имеет место; мы 
укажем здесь на ряд интегральных инвариантов, приведенных 
П у а н к а р е 1. *

Можно показать, что интеграл
(19) Л ~ / dpk dqk.
распространенный на любые двухизмерительные разновидности 
2/-мерного пространства (р q>, является таким инвариантом. 
Если представить двухмерную разновидность заданием р* и 
как функции двух параметров и и v, то тогда

4 1 2
dpk dqh
du du

dpn dqk
dv dv

du dv.

\Lк

dljL dQu дРъ dJ j
du du - V du du
dpk ?]h L dh djh
dv dv k dv dv

1 Н. Р о i п с а г ё, Mdthodes nouvelles de la тёсаШаие c61este, Bd. III. Кар. 22—2 i 
(Paris 1899).

а) Доказательства инвариантности по E. B r o d y ,  Ztschr. f. Physlk. Bd. 6, 
S. 224, 1921.
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при условии, если каноническими преобразованиями получаются 
<7* Р* из Ям Р*- Напишем преобразование в форме (2)

d v (e» P i-" t) 
dpi *Ph •> * 4h"

дЧ*
Заменяя с помощью первого уравнения q , рк через qk, ph, 

имеем
d*V

I
др^ддь
ди да

- V

дрк до г z
dv dv k

i dqkdpt du du

у  —  Ч  . dPi d q k
7 1 dqk dp( ' dv dv 

Переставляя индексы, получаем

дЬ  dJ }
du du 
dPk д Яг 
dv dv

dih dq„
d2V du du

~  Z i d q bdJt 
ik dpt dqk

dv dv

d2 V

И если теперь с помощью второго уравнения преобразова
ний qk, р ъ свести к qk, рь> то подинтегральное выражение бу
дет равно:

Jmm*к

, дЯ± др_к d(iK
du / dpk dqt du Ou du

. dJ l z djh d/h
^  ~f dph dqt dv ' k d‘V d o

чем доказана инвариантность интеграла (19).
Вполне аналогично можно доказать инвариантность

У»~/.I f f  2  dPfdpk dqt.dqv

При этом под интегралом содержится совокупность комбина
ций из двух индексов.

То же сохраняется и для

У»“ /./ f f f f  2  dpi dphdpldql dqkdql
и так далее,

И, наконец, последний интеграл представляет ряд 

<JJ* . . .  Jdp t . . .  dpf dq^» • * dq^

Таким образом, объем в фазовом пространстве Остается инва
риантным относительно канонических преобразований.
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§ 8. Диференциальное уравнение Гамильтона-Якобн
На примере с осциллятором, разобранном в § 7, была ясно 

указана основная мысль интегрального метода, играющего осо
бенную роль для разрешения проблем атомной механики, (точно 
также и для небесной механики).

Хотя в применении к осциллятору он и казался громоздким, 
но зато с другой стороны этот метод является достаточно мощ
ным для самых запутанных (особенно периодических) движений, 
чтобы привести к намеченной цели.

Сформулируем его теперь для случая, когда функция Гамиль
тона не содержит явно времени: необходимо переменные qk, рк 
с помощью канонических преобразований привести к новым пе
ременным % ah так, чтобы функция Г а м и л ь т о н а  зависела 
только от величин ак (соответствующих импульсам). Для этого 
более всего пригодна форма канонических преобразований (2} § 7.

Итак мы желаем функцию

Тогда % является циклической переменной, и уравнения двн 
жения тотчас же приводят к решению:

Определение функции S  сводится к решению диферещисиь- 
ного уравнения первого порядка в частных производных. В част
ности выбирается функция равная ot, и заменяется в выражении

носящему название диференциальногоуравнения Г а м и л ь т о н а -  
Я к о б и .  Теперь задача заключается в нахождении так называ
емого полного решения, зависящего кроме а еще и о т / — 1 инте
гральных постоянных («*, аа . . .  of); посредством функции S  можно

Я-i' • • a i>®2- • *) 

определить так, чтобы с помощью преобразований

(1 )

привести Н  к функции, зависящей лишь от як
W ( a u a

(2) а, =  const dWК ____

Н  через

(3)
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производить преобразования вида (1); причем здесь особенностью^ 
является то, что

d W  , Л
“ 1= • * • = > ^ 0 .

Тогда решение уравнений движения дается решением уравне
ний (1) относительно qk и р к, при условии подстановки

о*—-const

(4)

Ъ = Ь
Таким образом проблема решения системы 2 /  обыкновенных: 

диференциальных уравнений первого порядка совершенно экви
валентна отысканию полного решения (для / >  1) частных дифе
ренциальных уравнений (3). Это представляет особый случай 
общей теории связи между обыкновенными и частными дифе- 
ренциальными уравнениями. Для некоторых целей выгодно в 
противоположность тому, как было здесь, не выделять одной а. 
Тогда выполняется каноническое преобразование, при кото
ром а* (без связи си,.) сводится к такому же количеству новых, 
переменных ol1. . .at\ при этом а2 переходит в

W 1 (otj, Otj . . . [df).
Тогда по доказанной теореме в § 7 (уравнение И) можно- 

ввести новые переменные <р*, являющиеся линейными сопря
женными с ак функциями старых переменных с коэфициен- 
тами, зависящими лишь от постоянных а*.

Новые <р*, таким образом,, также будут линейные функции 
времени, и уравнения движения сохраняют силу в форме (2).

Ввиду этого функцию S можно рассматривать, как решение: 
диференциального' уравнения

(5)

зависящего от /  постоянных a , . .  .af, причем между ними и W' 
имеет место соотношение

W =  Щаг. . .а,).
Преобразование (1) с помощью (5) сводит функцию Н  к функ

ции Здесь также
dW
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Из (1) получается важное свойство функции S, а именно:

Следовательно S’ есть взятый по кривой интегрирования 
линейный интеграл

где Qо обозначает закрепленную, a Q — движущуюся точку 
пути. В классической механике и в покоящейся координатной 
системе этот интеграл имеет простое значение.

В самом деле (сравн. (8) § 5):

В теории относительности (для одной материальной точки) 
‘2 Т  заменяется через

В обоих случаях S  —монотонно растущая функция времени. 
Благодаря кажущейся формальной связи (уравн. 7) с известным 
принципом наименьшего действия Як о б и ,  S  обычно называют 
■функцией действия.

Рассмотрим простейший случай, а именно с одной степенью 
свободы. Тогда диференциальное уравнение (5) будет обыкно
венным, и -уравнение

к

Q
<6)

к
И

( 7)

4южно решить относительно

После этого получим



что. можно представить, как частный случай более общей фор
мулы (6).

Таким образом, найденная функция S, не содержащая ника
ких постоянных, кроме W, дает общее решение уравнений дви
жения, а именно:

<7о

откуда, ре шая q, как функцию времени, получаем с посто
янными интеграции W. и t0.

Для покоящейся координатной системы Т  имеет форму

Ч*
где ц обозначает массу, момент инерции или тому подобное. 

Поэтому

Следовательно,

(8)
а

H = ^  +  U(q)=W .

Р =  Щ  / 2  р . /  W —■ U (q),

ч

> =  /  2 J V W — U (q)dq
?0

(9) i f
<?0

dq
V  W — U(q) "

П р и м е р  1, Свободное падение и вертикальный бросок. Пусть q — высо
та подъема движущегося тела и [л. — масса. Потенциальная энергия U=\xgq, где 

— константа земного ускорения; тогда

У 2 
г /

dq

ffo

№где ап~ —  и, очевидно, для времени to обозначает максимальную высоту подъ-
■ Н'ёГ

m i . Решгние относительно q дает известную формулу
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П р и м е р  2- Физический маятник.
Здесь q обозначает длину — момент инерции маятника. Пртенциаль- 

ная энергия
U ^  — D cosq,

(где D  называется непосредственно ведущей силой.
Затем нмеем

10) р—У ъ А' У  IF+D cosg 
ч . ___ Ч

Z ^ - ^ f  V w + D  cos д - у ^ 4 ’f p / "
dq

ЯW-\-D-2Ds\tf -

и» если подставить,

W + D —2 D  sin2 ~ , di
TO q

dq

Решение этого уравнения, содержащего эллиптический интеграл, дает q, 
как периодическую' функцию времени, колеблющуюся между \ а и — а.

Для достаточно малого а можно написать
___ я

dqt
- < • > - ] /  4 f  

0
1 / а2

и получится решение в закрытой форме

Яarc sin а„ ' - ' " V  S-

9= в sin Jl/̂
В случае одной степени свободы, проблема, очевидно, сводит

ся к тому, что все координаты, за  исключением одной, стано
вят ся циклическими.
Пусть

H = H { q v p v p 2 . . . p f).

Тогда решение представится в виде

И р2  — Я2> ■■■ Pi =  4

S  =  f  Pi (Qu W ,a2. . .  af) dqv 

При этом p, получается при решении 
(И) H (qv p 1,a2 . . .  af)= W .



jPi (§i>^> а2• • • af) dqt

д а4 ^ 1’ ' ‘ * ^ г
(£=2,'3, . . . / ) •

П р и м ер 3. Движение бросания.
Пусть будет г — вертикальная1 координата и q^-x, r/e~_y— горизон

тальные координаты. ......
Тогда

Г = ~ (> + > + г2)

U=mgz
и, следовательно,

н=а2Ъ  (Р*2+Риг +Р*) +  mSz-

Так как х  и у  — циклические переменные, то положим

• Ра,= а2> Ру =  Ч 
и получим ________ _____________

рг^ у 2 т  (W—mgz) — а2в—а \
Z  ___

/  _____ mdz Г  2 у ._____
1 /2  т ( IV - m g z f - аа2- а 3* = -  у

где г»
2 /Л — аг2—as2=2 tn?gzt .

Из этого следует, что

z  — z0 =  — -f- —

Два другие уравнения следуют из
тх = а2 ту*=а3

Таким образом, будет

и мы находим

x ~ x 0= ^ ( t  — t0)

Из трех уравнений движения, исключением t, получается уравнение пути 
(парабола бросания)

JL ^2 а»!г — z„ -  - 4 -  —2(л: — л;0)2.

1 Отсчет по направлению вертикали вверх положительный.
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П р и м е р  4. Тяжелый симметричный волчок.
В § 6 мы нашли для кинетической энергии выражение

+ JL?:
2 I \  sin & /  J 2 A z'

Потенциальная энергия изобразится в следующем виде:

U=D  cos а,
откуда:

Н-= 1 L ,  + ( V I  + J L g l +d  cos s.
2 ■ у sin 0 J J 2, Az2,

Но, так как if и if — циклические переменные, имеем 

(12) ри -а*
РФ -о*

А,
В уравнении для t положим cosS-=k и получим.

• 2 cos &

1В)

где

Г tta
J v f  *

f  [ (1- « S)( 2 Л,И7-  —  a\ - 2 A aDu j ~ ( a 8_ 0«,и)* J .

Э й л е р о в с к и е  углы «риф также выражаются подобными эллиптически

ми интегралами. Именно, решая уравнение (3) § 6 относительно <j> и ф, прини
мая во внимание (12), получаем

М ) а2— a, COS I
А х sin2

а8 — as!COS »
А„ sin2 •:

и

(14)
а3 — а2 и ли 
ТГ= и2)’ V> ’

Решение эллиптического интеграла в форме (18) дает u= cos$ , как периоди
ческую функцию времени. Оеа колеблется между двумя нулевыми положе-
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ниями F, заключающими интервал, в котором сама Г  положительна. Если 
а -г~ аг, то •

т. е. оба значения F — отрицательны.
Чтобы движение происходило, необходимо, чтобы F  не была нигде в интер

вале (— 1 , + 1) отрицательной; она имеет два нулевых положения и, и щ,. 
могущих также сливаться в одно. Если нулевые положения различны, то это 
обозначает, что точка сферы оси волчка колеблется между двумя параллельными, 
кругами и &=Ф2 (сфера, описанная из центра волчка). Эта точка описы
вает кривую, показанную на рис. 1. ■

В случае двойного корни, уравнения (13) и (14) непригодны, но движение 
легко описывается элементарным путем,—.так как ft— const и мы имеем случай 
регулярной прецессии.

Установить общее единое правило для строгого решения 
диференциального уравнения (5) Г а м и л ь т о н а - Я к о б и  невоз
можно. Во многих случаях можно найти решение, благодаря 
теореме о том, что S  представляет сумму функций, каждая из 
которых в отдельности зависит от координаты q (кроме того 
от постоянных интегрирования ■ -a.f).

Диференциальное уравнение с частными производными (5) 
разлагается тогда на /  обыкновен
ных диференциальных уравнений

В этом случае говорят, что диференциальное уравнение (5) 
решается разделением переменных. Выше рассмотренный случай, 
где все координаты кроме одной (q^  были циклические, здесь 
получается, как предельный случай.

Предполагают, что

/=■(_!) = _ 1 к+аг)2

m = - ~ A - ( « s - a 2)2>

(15) S = S t (<7])+ • • * + S f {q̂ ).

dSkили, решая по , dqk *

Ч ).-i ъ Рис. 1.

(<7i>at ■ • ^ f ) + ^ 2 +  - • • + * f Q r  
Тогда получаем диференциальное уравнение

что точно совпадает с (И).
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ГЛАВА ВТОРАЯ

ПЕРИОДИЧЕСКИЕ И МНОГОПЕРИОДИЧЕСКИЕ 
ДВИЖЕНИЯ

§ 9. Периодические движения с одной степенью свободы
Мы уже видели, что для систем с одной степенью свободы 

можно ввести вместо переменных q, р новые переменные <р и а 
таким образом, что а будет постоянной, а у линейной функ
цией времени. Поэтому переменные <р и а определяются не 
однозначно; напротив, а можно заменить любой функцией от 
а, причем <р перемножается на некоторый множитель, завися
щий от а.

При периодических движениях выгодно делать вполне опре
деленный выбор и «. Существует два рода периодичности. 
Первый род заключается в том, что различным положениям 
системы соответствует различное значение q, a q и р — пери
одические функции времени; одновременно они являются функ
циями линейно связанного с ними переменного f:

д(<р+ш)=д(<р).
Второй — заключается в том, что всякий раз после каждого 

определенного приращения q, которое мы положим равным 2тс, 
система занимает одно и то же положение. Так как эти при
ращения происходят всегда за одинаковый промежуток време
ни, то

q(<f+&)=q(y)+2v.
В первом случае мы говорим о либрации, во втором — о вра

щении. Примерами этого могут служить колеблющийся и враща
ющийся маятник (см, ниже).

Выберем в обоих случаях «р вполне определенным образом, 
а именно так, чтобы за время одного периода движения она 
получала приращение 1; пусть y = w — угловая переменная. 
Соответствующую ей сопряженную переменную обозначим через 
J  и назовем ее переменной действия.

Если тепер рассматривать S как функцию q и J, то имеем
dS(gJ)



dw д fd S \  
dq ~  dJ \dq J  '

Требование, чтобы периоды w  равны были 1, означает, что

§ dw - T j §  Щ '< * - £ , §  p i g - u

При этом знак £ обозначает интегрирование по всему пери
оду, т. е. в случае либрации пробегает по пути q, возвратившись 
в исходную точку, а в случае вращения — по пути длиною в2тг. 

Это требование выполняется, если положить, что

(1) J=, ^ Щ - d q ^ p d q ,

т. е. под J  нужно понимать приращение S  за один период К 
Итак, введение новых переменных w,J можно произвести 

описанным ниже образом.
Если Н  дана, как функция каких-нибудь канонических перемен

ных q и р, то, определив функцию действия (q,a) интегриро
ванием уравнения Г а й и  л ь т о н  а -Я к о б и, вычисляем интеграл

1 х j  

У dq q’

как функцию а или W. После этого вводится J  вместо а (или IF) bS. 
Благодаря преобразованиям

dS(q,J) ,
Р dq 

dS (a, J)
(2) —f ; —

q и р  будут периодическими функциями w  с периодом 1, и Н  
функцией W  от одного J.

Из канонических уравнений следует
J — const

Таким образом, производная от w  по пути будет

и • dW  
W~  d J ~ y

1 ^ p d y —J-b const удовлетворял бы тому же требованию. Действительно,
преобразование (%а) -> (ш, J), удовлетворяющее требованию периодичности, содер
жит рядом с фазовой постоянной для w  еще произвольную постоянную. Ее

производящей функцией будет У = ± ;сг  +  с,-? -J-c* J. Приведенное выше определе- ... * - - - ■ -
яие J  в квантовой теории оказалось очень плодотворным.
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( 3 )  ® > = v J + P .

Так как w  мы выбираем так, чтобы оно после каждого пери
ода движения увеличивалось на 1, то v будет положительным 
числом, и притом числом периодов в единицу времени, т. е. 
частотой движения.

Далее ич v>0 следует, что W  является монотонно растущей 
функцией J. Зная сопряженную с а и переменную f ,  можно найти 
J  из уравнения

a f% = +а6>„

Тогда уравнения преобразований будут
Ф/=■ +  wet W— +  .— — ©

Приведенное выше определение J, как приращение S  за время 
одного периода, имеет то следствие, что функция
(4) S*= S  — wJ

является периодической функцией w  с периодом 1.
Можно также использовать это требование для однозначного

определения величины J  с помощью ^  d w = 1 вплоть до адди
тивной постоянной; при этом приходим к уравнению (1). Функ
цию S* также можно вместо S  рассматривать, как производящую 
канонических преобразований, сводящую q а р к w  и J, По § 7 
5  удовлетворяет уравнению

' V, d S  p q = — w J + ^ ,

из чего для S* следует
• , • . dS* pq= Jw +

а это говорит о том, что S*—производящая функция преобра
зований

(5)

Вычисление интеграла У требует исследования зависимости между 
q и р, дающейся уравнением

(6) Н {q,p)=* W.
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Эта зависимость изображается группой кривых (с параме
тром IF) в плоскости (р, д). Случаям либрации и вращения соот
ветствуют характерные рисунки.

При либрации должна необходимо существовать замкнутая 
область кривой, и J  обозначает замкнутую площадь (являющуюся 
по (19) § 7 каноническим инвариантом).

При вращении р должно быть периодической функции q с 
периодом 2я, и J  должно обозначать площадь, ограничен
ную кривой, осью q и двумя ординатами, находящимися на рас
стоянии 2тс. Для наглядного представления рассмотрим это с 
точки зрения классической механики, взяв за основание покоящую
ся систему -координат, 

р о  (8) § 8 имеем

/ 2Р v ' W - U ( q ) .

Чтобы наступила либ
р а ц и я подрадикальное 
выражение должно иметь 
два нулевых значения д ' 
и q", между которыми 
оно положительно; тогда 
р будет исчезать только 
на концах интервала (<?,<?"). Чтобы из обоих ответвлений кривой
(6) могла получиться кривая, остающаяся при обходе замкнутой,—
необходимо, чтобы щ  для д1 и q" была бесконечно малой.

Далее имеем
d p ____, ц.______ 1_____ dU

d q ~  V  2 V W - U ( m  ' d q '
ъ  d U  nЭто условие выполняется, если одновременно - щ  =0, т.е. когда

q’ и q" — простые нулевые положения подрадикального выра
жения.

В этом случае возникающий обход кривой, симметричный 
относительно оси д, имеет тот же обход, что и кривая, так 
как по (8) § 5

p q = 2 Т

и произведение pdq всегда положительно; при этом необхо
димо при одном обходе (dq >  0) сперва совершать обход по 
верхнему (р >  0) разветвлению, а при обратном обходе (dq <  0) 
по нижнему разветвлению.

Координата q описывает всю область между нулевыми поло
жениями q1 и q*. Эти нулевые положения представляют пре
делы либрации. Если варьировать W, то все соответствующие 
кривые ^тягут одна внутри другой, не пересекаясь.
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При уменьшении W  нулевые положения смещаются друг 
к другу и сходятся в одну точку, лишь бы между ними не 
появлялись новые нулевые положения. Эта точка называется 
центром либрации, в котором

" ' - о .dq
Она соответствует устойчивому положению равновесия си

стемы, потому что движение, возникающее при незначительном 
изменении начальных условий, остается вблизи ее. Если между 
q' и q" появляются новые нулевые положения, то в первое 
мгновение они сливаются, при этом также

dq и*
Но здесь мы имеем дело с неустой

чивым положением равновесия, ибо при 
незначительном изменении W  движение 
не остается в непосредственной близости 
от точки равновесия. При увеличении W  
может наступить такой сл>даай, когда

, * dUпри q и q производная ^  - исчезает; в
этом случае мы также имеем дело с неустойчивым положением 
равновесия.

Для других значений W  движение асимптотически во 
времени приближается к неустойчивому положению равновесия. 
Тогда говорят о предельном движении.

Для наступления вращательного движения необходимо, чтобы 
U  бь’ла периодична в отношении q (мы понимаем период в 2 я); 
далее, подрадикальное выражение всегда должно быть положи
тельным.

Для более наглядного объяснения этих понятий, рассмотрим 
колебание маятника, при котором возможны все три случая: 
вращения, либрации и предельного движения.

Сравнивая с (10) § 8, имеем

р =  / 1 А  /  U P+'D cos ? D >  О

Кривые (6) имеют вид, изображенный на рисунке 5,.
Для W = — D  кривые стягиваются к центру либрации q — 0;
Для — D < W  < D  имеем либрацию между пределами

D]
q" ---= arc cos I

q ■= — arc cos

(  w )  

w ) -

52



Напротив, для W >  D  мы имеем вращение, при котором 
маятник делает обороты постоянно в неизменном направлении.

В предельном случае W = D  он приближается асимптотически 
к положению #=«.

Интеграл

(7) J — $ / 2  А / W + D cosqdq

в этом случае эллиптический. Его можно привести к более про
стому интегралу лишь притом условии, когда пределы либрации 
лежат близко друг от друга (по сторонам центра либрации). 
В этом случае расчеты полностью соответствуют решению 
задачи линейного гармонического осциллятора, к которому 
сейчас и перейдем.

П р и м е р .  Линейный 
гармонический осциллятор. yi

В § 7 мы уже нашли "
переменные <р и а, при этом 
q имеет по (18) § 7 отно
сительно 9 период и>=2и.

Переход к w  и У совер
шается по формулам

ad <р=2 то».

Рис. 5.

Движение теперь выразится:

e=_L  1/  —  sin 2 я а»
2 пУ тч

р=* V  im у J cos 2 те ш.
Энергия будет

H-W -'iJ.
Из этого немедленно вытекает соотношение

W
V ~  d j  '

Чтобы показать, как, не зная то и а, перейти к угловым переменным и пере
менным действия, сделаем снова расчет осциллятора, нсходя из



р=  V  2т W - т ^ ф ^  V 'Z m W  11 3*  ,
' г а*

Положим это выражение равным W, тогда

где для сокращения
2 1Г =а*.т с»*

Из этого заключаем, что пределы либрации заключаются между
q — + a  и q—— а 

Вводя с помощью уравнения
" #=asin<3>

вспомогательную переменную <р, пробегающую за период движения от 0  до 2п, 
вычислим интеграл

После подстановки имеем 2к

J - V  2 m W ^ \ f  I — ~ р а<1-

2к
,  2 W  С ,  . 2 к ....J = --------  I  С 082 « Й Ф = ----- - W

ф J  • ш
О

и поэтому энергия или функция Г а м и л ь т о н а
(8) W/=//=v7,
где

<3 =  2 5IV,
Чтобы выразить координату q в новых, переменных w, J, а, следовательно 

и функцию времени,—нет надобности вычислять само S.
А именно:

w= £rsM = f  ж  dq-
где р  является функцией q  и J: *

/ _________ * ____
р —У  2т v J  — 4к2 vs иг* q®.

Мы получаем

/
m -я dq 1 „ „  . Г Йя2 v /я •— ------------------- -—r~-r— arc sin |  ---- -—  q

У 2m v J—4и2 v® * J
и

(9)
где

. ®=»vf+8.
Для p  следует _____ _

(10) p — У 2m v /  • cos 2ic w.
Для маятника с малой длиной соответствующие формулы имеют вид

V /



§ 10. Адиабатические инварианты переменных действия и 
квантовые условия для одной степени свободы

После того, как мы подробно рассмотрели механику перио
дических систем с одной степенью свободы, перейдем к во
просу о том, каким образом можно применить механические 
законы к атомной механике, главной особенностью которой 
является существование дискретных стационарных состояний. 
Приближенной картиной этого служит здесь по П л а н к у про
стой линейный гармонический осциллятор (см, § I).

Стационарные состояния в этом случае устанавливаются так, 
что энергия имеет лишь дискретные значения

, W—n-vh (я—О, 1, 2,-• ■ •)

Теперь речь идет о том, можно ли поступать таким же об
разом в случае любых периодических систем с одной степенью 
свободы. В развитии атомной механики современная точка зре
ния придерживается классической механики, которая в приме
нении к большему кругу явлений сыграла громадную роль. Так, 
осциллятор П л а н к а  основан на представлении о том, что дви
жение колеблющейся частички происходит по классическим 
законам; хотя не все движения с произвольными начальными 
состояниями (значениями энергии; рассматриваются равноправ
ными в этом отношении, но некоторые известные движения, 
задающиеся значением энергии по (1), при взаимодействии с излу
чением исключаются из этого правила благодаря особенной 
„устойчивости".

Стремление охватить классической механикой по возможности 
более широкий круг явлений оказалось плодотворным. Исходя 
из этого, во главе всех наших рассуждений мы ставим требова
ние делать вычисления стационарных состояний атомной сис
темы, сохраняя, по возможности, шире законы классической ме
ханики, причем классическое излучение совершенно отбросим.

Для выполнения этого требования необходимо, - чтобы дви
жение происходило так, чтобы о нем можно было говорить, как 
о „состоянии* системы.

Этот случай не имеет места, например, когда траектория 
уходит в бесконечность или приближается асимптотически к 
предельной кривой; но при периодическом движении можно смело 
говорить, что система пребывает в определенном состоянии. 
Ниже мы увидим, что существует большой класс многоперио
дических движений, для которых это соображение сохраняет 
силу. С другой стороны развитие квантовой .теории показало, 
что этим исчерпывается круг таких процессов движения для 
стационарных состояний, в которых можно еще ожидать сохра
нения классической механики; в этом томе мы будем придержи
ваться гоаниц этого курса.
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Следующий ближайший вопрос заключается в отыскивании 
условий, при которых возможно выделение стационарных дви
жений’ из континуума разновидностей механических движений.

Попробуем сперва дать ответ для случая периодической си
стемы с одной степенью свободы.

На первый взгляд здесь необходимо было бы применить 
просто формулы (1), выведенные для осциллятора, и так как v, 
вообще говоря, является функцией W, нужно было бы для опре
деления W решить трансцендентное уравнение. Но этот метод 
необходимо отбросить, ибо он ведет в некоторых случаях к про
тиворечию с опытом (например, при двухатомных молекулах, 
атомы которых связаны между собой агармонически) и теоре
тически оказывается невыдержанным (см. § 12).

Квантовые условия, благодаря которым выделяются стаци
онарные пути движений, можно свести к такой форме, в кото
рой некоторая известная определенная механически величина 
будет являться целым кратным числсм планковой постоянной.

WВ случае осциллятора это есть частное — . Вопрос состоит
определении величин, которые выступают при исследовании 

р угих систем, на место этой величины. С этой целью исследуем 
с ловия, которым должна удовлетворять такая „квантующая® 
е личина. В первую очередь она должна быть определена од
нозначно и не зависеть от системы координат. Поэтому выбор 
ее был бы ограничен очень незначительно и, если бы не было 
известно ничего другого, 'то  можно было бы руководиться тем 
успехом, с которым согласуется теория с практическим опытом. 
Именно поэтому Э р е н ф е с т  имеет огромную заслугу перед 
развитием квантовой теории, установив постулат, позволяющий 
дать определение квантовым величинам. Мысль Э р е н ф е с т а  
основана на том, что атомные системы рассматривают не изоли
рованными, как было до этого времени, но принимаются во вни
мание и внешние воздействия.

Выше, мы постулировали, что для изолированных систем в 
стационарных состояниях должны сохраняться выводы класси
ческой механики. Теперь выставляется требование вместе с 
Э р е н ф е с т о м ,  чтобы, где только возможно и насколько воз
можно, при воздействии внешних влияний сохранялась класси
ческая механика. Поэтому необходимо исследовать, в какой сте
пени это возможно, не впадая в противоречия с принципами 
квантовой теории. По изложенным соображениям „квантующая" 
величина изменяется на кратное целых чисел от h. Поэтому, 
•если внешнее воздействие недостаточно для того, чтобы совер
шить изменение на.th, то квантован величина остается совершенно 
неизмененной.

Отчего зависит способность внешнего воздействия вызвать 
изменение (квантовый скачок) или не вызвать его? Из опыта из
вестно, что квалтовые скачки могут вызываться световыми и
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молекулярными ударами. При этом получаются воздействия, очень 
быстро меняющиеся со временем. Рассматривая в противополож
ность этому очень медленно изменяющееся действие (медланно 
по сравнению с процессами движения в атомной системе), напр., 
включение электрических или магнитных полей, делаем заклю
чение, как учит нас опыт, что в этом случае квантовые переходы 
не возбуждаются, не наблюдается ни световая эмиссия, ни какие- 
либо другие процессы, которые можно было бы связать с кван
товыми скачками. Квантовые скачки происходят, вероятно, 
совсем не механически. Таким образом, требование З р е н ф е с т а
о соблюдении классической механики или о внешних воздейст
виях, мыслимо лишь в случае, если воздействием не вызываются 
никакие квантовые переходы, т. е. при необычайно медленных 
во времени процессах. Утверждений о том, что в предельном 
случае бесконечно медленных изменений остается в силе клас~ 
сическая механика, Э р е н ф е с т ,  аналогично с общепринятой 
терминологией в термодинамике1, называет адиабатической ги
потезой,; Б о р  говорит о принципе механической преобразуем 
мости.

Этот постулат сильно ограничивает произвол в выборе кван
тующей величины, так как теперь рассматриваются такие вели
чины, которые по законам классической механики остаются инва
риантными при медленных изменениях. Их называют (что делает 
и Э р е н ф е с т )  „адиабатическими инвариантами".

Для истолкования понятия адиабатических инвариантов, рас
смотрим пример математического маятника с массой т, с дли
ной нити I, которая медленно укорачивается, для чего нить 
перекинута через точку привеса. Это укорачивание обу
словливает изменение энергии W и частоты v маятника; но можно

IVпоказать, что для малых колебаний величина —  остается по
стоянной. Сила, натягивающая нить, состоит при отклонении f  
из части силы тяжести mg cos ^ и из центробежной силы ml у*.

Работа, произведенная вследствие одного укорочения нити, 
равна 1

А ~  — / mg cos f  dl —/ ml у2 dl.
Если это укорочение происходит так, что продолжительность 

его процесса не находится ни в какой зависимости от продол
жительности колебания и является достаточно медленным, чтобы 
можно было говорить о возможной амплитуде, то можно написать,

d A = — mg cos <р dl — ml<fdl, 
где черта обозначает среднее за один период.

1 Записки по физике, 51 ст. 327, 1916. — Э р е н ф е с т  создал свою адиабати
ческую гипотезу совсем иным путем, а именно, исследуя статистические основы 
формул излучения П л а н к а .
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фДля малых колебаний положим cos <?=1— ™~. Подставляя
видим, что dA распадается на часть — mgdl, представляющую 
работу подъема маятника, и вторую часть

обозначающую приобретенную энергию колебания. Средние 
значения кинетической и потенциальной энергии колебания 
маятника равны друг другу; иначе говоря, они равны половине 
общей энергии W:

После подстановки следует
Wd W ~ — iy jdl.

Но так как число колебаний v пропорционально , то

dv __ dl
Т - ~ ‘2 7 ‘ 

dW  dvИмеет силу также W v
Это диференциальное уравнение говорит о том, как связана 

при адиабатическом укорачивании энергиа колебания с частотой; 
интегрируя, можно высказать следующее утверждение:

IV ,— = const.
V

Подобные соображения имеют место при медленном изме
нении v с помощью какого-либо другого внешнего влияния. 
Так как гармонический осциллятор математически эквивалентен 
маятнику с бесконечно малой длиной, то и для него также
W ,— —const.
V

Из этого заключаем о полной согласованности квантового 
условия (1) П л а н к а  с адиабатической гипотезой. И, наоборот, 
можно показать, что для других периодических систем с одной 

Wстепенью свободы —  является не адиабатически инвариантным.
W

Вспомним теперь о том, что по (8) § 9 величина —  при
гармоническом осцилляторе одновременно представляет пере
менную действия J. В таком случае можно, вообще говоря, уста-
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йовить для периодической системы с одной степенью свободы 
квантовое условие
(2) J*=nh.

Величина J  удовлетворяет требованию однозначности, так 
как она независима от системы координат (благодаря инвари
антности f f d p .d q c равн. § 7); теперь мы покажем, что она ади
абатически инвариантна.

Общее доказательство теоремы, об адиабатической инва
риантности (или, как говорит Б о р  о механической преобра
зу емости) переменных действия было произведено одновременно 
для нескольких степеней свободы Б у р г е р о м 1 и П р у т к о 
в ы м 2.

Представим себе механическую систему с одной степенью 
свободы, находящуюся под внешним влиянием. Это можно выра
зить тем, что в уравнения движения кроме переменных вводится 
еще параметр, зависящий от времени a(t). Далее, под адиаба
тическим изменением системы будем подразумевать такое изме
нение, которое, во-первых, не имеет никакого отношения к пе
риоду ненарушенной системы, и, во-вторых, происходит доста
точно медленно,так чтоб можно рассматривать, как произвольно 
малую селичину. Предположим затем, что в известной области при 
постоянном а движение оказывается периодическим, и мы можем 
ввести угловую переменную и переменную действия.

Переменная действия J инвариантна адиабатически до тех 
пор, пока не исчезнет частота.

Функция Гамильтона,
H \q ,p , a (t) )

зависит от времени, поэтому закон энергии не действителен, но 
остаются канонические уравнения движения

• дН • дН 
др ’ V dq '

Мы произвели такие канонические преобразования, которые 
при постоянном а приводят переменные q, р к угловой перемен
ной w и переменной действия J. Здесь целесообразно преобра
зования записать в форме [ср. (1) § 7 и (о) § 9]

dS*
dq

dw

1 М. B u r g e r s ,  Ann. d. Physik, Bd. 52, S. 195, 1917.
* S. К r u t k о w, Proc. Amsterdam Acad, Bd 21, S- 1112 comm. 1918),
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В функции $* кроме q и w  содержится и параметр а, 
ввиду ч го она зависит также от времени; по (1) § 7 Н  пере
ходит в .

н - н + % - .

Итак, канонические преобразовывающие уравнения следую
щие:

w- дН д (dS*\
' dJ + d / \  dt ) ’

J  = дН д 1 dS*
dw dw \ dt

Так как H  зависит только o t  переменных действия, имеем

j ^ 4 - i - ds \ = s ( m a.dw \ d t  j  dw у да j
При этом диференцирование производится по t  и а, при п о 

стоянных <7 и w  и диференцирование по w  при постоянных J и а. 
Изменение J в интервале времени (tu t2) теперь состаьляет

\d t

и
При наличии (как мы предполагаем) медленного, не связан

ного с периодом системы изменения а,-можно & вынести за знак 
интеграла.

Доказательство инвариантности J сводится к доказательству 
того, что

,оч j t o — j to  г  д ( d S * \
(3)

г,
имеет величину порядка а (£а — 4 )* откуда именно и следует,
что в пределе при бесконечно медленном изменении ( а —»0) и
при конечном a (t2 — t t) изменение J  исчезает. Но так как S*
(по § 9) — периодическая функция w, то это соображение дей-

dS* ,ствительно и для -з^>  она остается неизменной при введении
переменных w,J,a.

Таким образом, подинтегральное выражение (3) представляет 
ряд Фурье

v-л I я / . , i~w _2  A, (J, а)е
т



без постоянного члена (это обстоятельство мы отметили индек
сом при знаке суммы . Напишем w, как функцию времени; тогда 
оцененный интеграл будет:

и
f  S 'A , (J, a) etKhW’a)t+4J’ a)]dt. 

tt
Стоящее под интегралом выражение уже не является те

перь точно периодическим во времени; вблизи определенной 
временной точки (точки времени), которую теперь полаг.аем 
равной нулю t —0, его можно написать в форме:

[4) % (А Х ° +  Ах W +  • • ^ Л ^ Л  -аЬ'РЛЪЧ)...]
т

=  V 'A

X
где значения Лт°, Ах \  v°, v1, 8°, S1 относятся к точке t —0.

Если проинтегрировать это выражение по периоду первого
члена, то получатся выражения величины порядка а Т  и йТг, 
где Т означает продолжительность периода. Произведем раз
вертку (4) вначале интервала (£„ t%) и образуем интеграл, распро
страняющийся на период первого члене. После этого, произведя 
новую развертку (4; для начала оставшегося интервала, напи
шем снова интеграл по периоду первого члена. Будем продол
жать таким образом процесс до тех пор, пока не будет исчер
пан весь интеграл ( t t, tz).

Последний интеграл, вообще говоря, не распространяется на 
полный период, но он имеет конечйую величину даже и тогда, 
когда (4  — t t) является произвольно большим. Из этого видно, 
что, если Т остается конечным на всем пути интегрирования, 
то у0 не исчезает и общий интеграл имеет величину порядка 
•

a(tt — t t), чем и доказан^ адиабатическая инвариантность J. На 
основании этой инвариантности и результатов, полученных при 
исследовании резонатора, мы пришли к выводу, ч то /е с т ь  в об
щем случае квантующая величина. Это предположение подтвер
дилось дальнейшим развитием квантовой теории. Сформули
руем его следующим образом.

К в а н т о в о е  > у с л о в и е .  При стационарных состояниях 
периодической системы с одной степенью свободы переменная 
действия является кратной целой величины А;

J~ n h .
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Благодаря этому квантов-уту условию1 устанавливаются 
энергетические уровни, как функций квантового числа п.

Упомянутый во введении эксперимен. альный опыт электрон* 
ных ударов позволяет чисто эмпирически определить уровни 
энергии атомной системы.

Сравнение этого определения с теоретическими значениями 
энергии дает возможность для проверки основных положений 
квантовой теории в той степени, в какой мы ее здесь рассмот
рели. Связь атомной системы с излучением происходит, как 
было упомянуто в введении, по известному независимому кван
товому закону, — частотному условию Б о р а

Av =  1Г(М— \Vm,

регулирующему частоту испускаемого атомными системами и по
глощаемого света.^При этом и 1Р2> обозначают энергию 
двух состояний, a v обозначает частоту света, эмиссия или аб
сорбция которого связана с переходом системы из состояния 1 в со
стояние 2. В-случае эмиссии (UJW> W(̂ ) формула’ дает положи
тельное V, в случае же абсорбции ( — Отрицательную v.

Частотное условие Б о р а  представляет возможность точной 
проверки квантовых правил при одновременном использовании 
чаетбт, которые определяются на основании спектров.

§ 11. Принцип соответствия для одной степени свободы

В обоих законах атомной механики, выведенных в § 10, на
ходит свое обоснование требование устойчивости атома, во
прос о котором возбуждался еще во введении.

Обратимся теперь к вопросу, в какой степени они соответ
ствуют требованиям о сохранении классической теории, как 
предельного случая квантовой теории.

В обоих квантовых законах характерной величиной выступает 
планковская постоянная h, измеряющая расстояние квантовых 
состояний.

Наше требование означает, что в предельном случае, когд$ 
h —>0, квантовые законы переходят в классические. Тогда 
дискретные уровни энергии сливаются в континуум класси
ческой теории. Особенно тщательного исследования требует 
условие частот. Исследуем, согласуется ли частота, вычислен
ная на его основании, с частотой в предельном случае, ожидае
мой по классической теории.

1 Это квантовое условие впервые в геометрической форме было приведено 
М. П л а н  к о м  в „Лекциях по теории теплоизлучения* 1 изд. § 150, 1906. Оио- 
также встречается у П. Д е б а я  „Доклады по кинетической теории материн
и электричества*. S. 27, 1913.
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По классической теории излучение системы электрически 
заряженных частиц с зарядами ек в местах г* определяется 
электрическим моментом

£=■£<?* г* .
к

Если излучение за период незначительно, то для определен
ного промежутка времени можно не принимать во внимание за
тухания. В случае системы с одной степенью свободы, что имеет 
здесь место, прямоугольные координаты зарядов будут перио
дическими функциями

W =  \  £+8

с периодом 1. Т%к как то же действительно и для р, каждую 
компоненту электрического момента можно развернуть в ряд 
Фурье в виде

оо
2  Cx e*KiTW.

т =  со

Здесь Сх— комплексные числа, но, так как электрический мо
мент реальный, то Ст и С_х должны быть сопряженными ком
плексными величинами.

На основании этого положения колебания электрического 
момента во времени можно представлять себе, как некоторое 
наложение гармонического колебания и частоты tv; амплитуды 
соответствующих частичных колебаний момента равны | Ст |, а 
их энергии пропорциональны |С - |2.

Одно такое частичное колебание классически давало бы 
частоту излучения
, 1Ч ~  dW  dW
(1 )  V ftj= T V = T -^y- =  —у  -

a — с
Сравним ее с квантотеоретической частотой2

-  AW
Vqu — h

В рассматриваемом здесь квантовом переходе уменьшим кван
товое число п на х

Д/ = / 2 — / ,  =  (л2 — n,)A= — zh,
так что можно написать

(2) Vs“ “
1

1 В ряде Фурье рядом с -с появляется всегда и —■•% как коэфициент; знак 
для классической частоты не имеет значения.

* Положительное^ в выражении квантотеоретической частоты обозначает 
эмиссию, отрицательное — поглощение.
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Переходя к пределу А —> 0 или А-----» 0, замечаем тождествен
ность (1) и (2). т "

Для конечных h соотношение между частотами (1) и (2) мож
но сформулировать следующим образом:

В квантовой теории производные классической теории заменя
ются частными разностей. Переходов к пределу бесконечно 
малых изменений независимых переменных, при конечных интер

в а л а х  величины h, не делается.
Переход между двумя соседними квантовыми состояниями 

при т = 1 соответствует классическому основному колебанию; 
переход, при котором п изменяется на т, соответствует класси
ческому т-ому оберколебанию v =■= -tv.

Это взаимоотношение между классической и квантотеоре
тической частотами представляет сущность принципа соответ
ствия Б о р а .

В общем случае, при таком соответствии, квантотеоре
тическая частота v и классическая tv все же различны.

Если переходить (вместо lim h —*0) к пределу больших кван
товых чисел W и рассматривать лишь изменения п, являющие
ся относительно малыми по сравнению со значением л, то 
благодаря монотонному характеру (9) функции W (./) производ
ные будут очейь близко совпадать с частными разностей, и тогда 
получается приближенно правильное уравнение.

у=ту= (л1 — л8) v (пи пг большие; —— —  мало)-
ni

Если щ — п% не мало по сравнению с л1( то совпадение клас
сической и квантово-теоретической частоты еще менее соответ
ствует действительности.

При заданном л, даже соответствие частот при эмиссии 
(л}>  л2) имеет предел, в то время как •с=л,— ла не может быть 
больше пх.

До сих пор установленные квантовые законы еще не дают 
полного описания процессов излечения. Например, световая волна, 
кроме частоты, определяется еще интенсивностью, фазой и со
стоянием поляризации. Но квантовая теория в настоящий момент 
не в состоянии еще дать точного Ответа. Правда, Б о р  показал, 
как можно получить во всяком случае приближенное понятие 
об интенсивности и поляризации, перенося принцип соответствия 
от частот на амплитуды.

Чтобы квантовая и классическая теории, несмотря на различ
ные механизма излучения, в предельном случае больших кван
товых чисел (или при lim А—>0; придавали то же значение из
лучению, также и в отношении распределения интенсивности 
при частичных колебаниях,— необходимо предположить, что 
коэфициенты Фурье Сх в каждом предельном случае определяют 
силу кванто-теоретической световой эмиссии.
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Их физическое значение различно смотря по тому, как пони
мать механизм излучения. Предположим, что излучение проис
ходит лишь во время процесса перехода, при строгом соблюде
нии закона сохранения энергии; тогда Сх определяют вероят
ность перехода.

По новому учению Б о р а  атомная система в возбужденном 
состоянии (состояние высокой энергии) излучает произвольно 
частоты v4m, соответствующие переходам к состояниям низших 
энергий с определенными амплитудами Ст, 9„. Принцип соответ
ствия говорит, что для больших квантовых чисел Ст,9м прибли
женно совпадают с классическими .

При этом Ст,,ц определяют вероятности переходов с усло
вием, чтобы закон сохранения энергии сохранялся статистически. 
Рассматривая различные компоненты электрического момента р 
одновременно с интенсивностями, мы получаем определение по
ляризационных отношений.

Особенно важен случай, когда С, =  0 ; тогда соответству
ющая частота квантотеоретически не будет высылаться, и пере
ход, соответствующий ей, не наступит. Так как принцип соответ
ствия дает лишь соответствие между классическим и кванто
теоретическим излучением, — выведенные из него возможности 
имеют силу лишь в тех случаях, когда атомная система на
ходится во взаимодействии с излучением. Сохранение его для 
переходов между атомными системами при ударах не обяза
тельно. х

На основании принципа соответствия, легко преодолевается затруднение, 
встретившееся нам при резонаторе еще во введении (§ 1, 2).

Представим длину q, как функцию угловой переменной по (9) §9 .

Это очевидно представляет ряд Фурье лишь с одним членом т— + 1, смотря 
по тому, возьмем ли мы положительный корень или отрицательный. По прин
ципу соответствия, квантовое число при резонаторе должно измениться только 
на 1 и поэтому следует

Вследствие принципа соответствия получается, что некоторый резонатор  
в отношении частоты излучения ведет себя как кванто-теоретичесии, так и клас
сически; но при других аномальных системах, как мы увидим в дальнейшем, 
это ни в коем случае ие имеет места.

§ 1 2 .  Применение к ротатору и агармоническому осциллятору

1. Р о т а т о р .  Функция Г а м и л ь т о н а  по (1) § 6

где р — импульс, сопряженный углу вращения у, имеющий зна
чение импульса вращения.
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Здесь
/=<j? pri<f — 2r*/>,

потому что каждый раз, при увеличении tp на 2я, система зани
мает то же положение.

Тогда энергия будет функцией переменных действия или 
квантового числа т ,

О)
и угловая пвременная

фw ~ - ~ =  -*£+§,Z'K
где

a r ____ J _ _  A _
V д /  к4и2Л 4яаЛ m

Это исчисление находит применение в физике при движении 
двухатомных молекул и в двух областях явлений: в теории 
полос и теории удельных теплоемкостей газов.

Простейшую модель двухатомной молекулы представляет так 
называемый „гантель*, т. е, два атома, как бы две материаль
ные точки, находящиеся на жестком расстоянии I и вращающиеся 
вокруг оси, перпендикулярной к линии соединения атомов, с 
моментом инерции А.

Строгое обоснование этого предположения, т. е. пренебреже
ние вращением вокруг линии соединения атомов и связанное с 
этим волчковым движением предположение неизменяющегося 
расстояния (т. е. его дополнение общим постулированием) будет 
дано ниже (§ 19).

а) Т е о р и я  п о л о с .
Если принять, что молекула имеет электрический момент 

(например, HCI — соединение йонов Н+ и С1~), то она будет излу
чать по классической теории свет и при том с частотой

dW  Jv =
д /  4 nil А ’

но оберколебания в этом случае не наступят.
Компоненты электрического момента р в плоскости вращени я, 

если материальные точки имеют заряды е й  — е, будут

— -*i) = e /-c o s 2«®
р,,=б {уг — _yj) =  el sin ( ±  2тш).

Два знака соответствуют двум возможным направлениям вра
щения.

Следовательно» выражение компонентов £ через w  содержит 
лишь по одному члену Ф у р ь е  т= 1  или т =  — 1.
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Нужно ожидать, что такая молекула с моментом будет излу
чать также квантотеоретически, но квантотеоретические ча
стоты должны быть существенно другими.

Энергия стационарных состояний вычисляется из (1). Так 
как здесь выступает лишь один член Фурье, квантовое число 
может изменяться только на + 1  или — 1. Частотное условие 
Б о р а  таким образом дает для эмиссии (т + \)-* т

(2) v =
8к2Л (т+1)2 — т* (2m + l) .

Сравнивая эту формулу с формулой для классической частоты

h
8к2А

из соотношения

2т

\ ' 2т /
замечаем, что относительная разница обеих частот тем меньше, 
чем больше т. ■

Здесь квантовая и классическая теории, вплоть до малой 
аддитивной разницы частот, не дают ничего существенно раз
личного в системах эквидистанционных линий эмиссионного и 
абсорбционного спектров. - Это представляет простейший случай 
закона полос, впервые найденного экспериментально Д  е с л а н д* 
р ом.

Можно сказать, что эти линии необходимо искать в ультра- 
красной части. В молекуле НС1, например, вращается легкий 
атом Н с массой 1,65* 10-24 г вокруг более тяжелого атома О  
на расстоянии, имеющем величину порядка всех молекулярных 
расстояний, скажем, расстоянии в а а н г с т р е м  или а*10 ~ 8 см.  
Момент инерции равен

Л =  аМ ,65-10-‘° г см2.
Частота первой линии

-  5- 10й ,
V — — г -  сек -” 1 а 8

и длина волны

Х= 1 ,— 0,06-а2 см.
v

Так как а — величина порядка 1, то речь идет о линиях по 
ту сторону оптически доступной ультра-красиой части. Эти 
чисто „ротационные полосы" наблюдались, например, в спектре 
водяного пара. У многих газов были найдены полосы, возникаю
щие вследствие соединенного действия колебания ядер друг 
относительно друга и вращения; они имеют одинаковый тип
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эквидистанционных линий, но лежат в области существенно 
коротких волн.

Их теорию мы будем рассматривать ниже (§ 20).
Ь) Т е п л о т а  в р а щ е н и я  д в у х а т о м н о г о  г а з а .  Те же 

самые представления о гантелевидных молекулах, использован
ные нами в вопросе полос, приводят к правильным результатам 
для высоких температур, а также и для удельных теплоемкостей.

Такой „гантели" приписывается 3 переносных и 2 враща
тельных степени свободы, не принимая во внимание вращения 
вокруг линии соединения атомов. Каждой степени свободы, по 
закону равного распределения классической статистической 
механики (без потенциальной энергии) соответствует среднее
значение энергии -g kT. Таким образом, для 5 названных степе-

5 _ней свободы молекул это составляет ~  kT, откуда молекулярная 

5 отеплота равна -  JR.
Однако Э й к е н 1 установил экспериментально, что с пони

жением температуры понижается молекулярная теплота водо-
3рода: приблизительно при Т=40° абс достигается значение ^ R,

а дальше остается постоянной. Водород, очевидно, превраща
ется из двухатомного в одноатомный газ; его энергия вращения 
исчезаете понижением температуры. Элементарную теорию этого 
процесса дал Э р е  и ф ест* . '

Средняя энергия ротатора, способного существовать толь
ко лишь в квантовом состоянии (1), равна

~  wm
1  Wme - W

z ■
2 j е пт
т—0

(f$

где

» - о  k T
Полагая для Wm значение (1), имеем

Z = S  e ^ m\m—О
где

h% оо — — г -s- Р*8 к*А
1 A. E u c k e n ,  Sitzungsber. d. preuss. Akad. d. Wiss. 1912, S. 141.
* P. E h r e n f e s  t, Verhandl. d, Dtsch. Physlkal. Ges., Bd 15, S. 451, 1913.
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Теплота вращения рассматривается Э р е н ф е с т о м  в пред
положении, что средняя энергия одной молекулы равна двойной 
средней энергии нашего ротатора, так как молекула имеет воз
можность вращаться вокруг двух взаимно перпендикулярных 
осей.

Итак, теплота вращения, приходящаяся на одну молекулу, 
будет:

Рассмотрим это выражение для случая низких и высоких 
температур. .

Для малых Т а велико, а поэтому е~° очень мало, что дает 
возможность в ряде для Z  ограничиться первыми двумя членами

и это выражение с уменьшением Т (растущим о) стремится к 
нулю. '

Для больших Т о мало; тогда можно в выражении для Z  
записать вместо суммы интеграл

Таким образом, теплота вращения обусловливает в действи
тельности при растущей температуре рост общей молекулярной

Конечно, теория Э р е н ф е с т а  в состоянии дать лишь гру
бое приближение к действительному положению вещей, так как 
обе вращательные степени свободы не являются независимыми 
одна от другой. Более точного исследования требует волчковое 
движение молекул1.

Поэтому

Z = l+ e ~ 3

lo g Z ~ e~ \

cr^2Rd*e-°,

со

О
lo g Z ~  — lj logo -f const,

откуда

3 5 теплоты от ^-R до ^-R.

1 См. подробное изложение F. R е i с h е: Ann, d. Physik, Bd. 58, S. 657, 1919.



2. А г а р м о н и ч е с к и й  о с ц и л л я т о р .  Рассмотрим движе
ние линейного осциллятора со слабо выраженным агармониче- 
ским характером, т. е. систему с одной степенью свободы и фун
кцией Г а м и л ь т о н а .

где а должно быть мало1.
Ближайшей нашей задачей является отыскание связи между 

переменной действия J и энергией W, и притом в форме раз
вертки по степеням а; итак:

Поэтому мы пишем
f ig )= (е 1— q) (q — е2) {q — es).

Для малых а движение происходит между двумя нулевыми поло

жениями, скажем et и e.it лежащими вблизи ±  ; третье
нулевое положение е3 лежит на большом расстоянии от 0. 

Следовательно, мы можем написать

1 Эту проблему изучал впервые Б о г у с л а в с к и й  с помощью квантовой 
теории сущности пироэлектричества. Фазовый интеграл, по сути, есть период 
эллиптической функции, принадлежащей к f(q ), и может быть представлен с 
помощью гипергеометрических функций. Для физического применения Б о г у 
с л а в с к и й  ограничился малыми а й в  итоге приходил к такой же формуле.

(3)

р = У  2  ап а / / ( < 7),
где

(4)

(5) //(< ?) =  У — е У ( е , — <7)(<7— et) ( l  — — ̂  + . . .  j
и получаем следующую развертку для ./:

/(<?!— tf) ( f — e.) dq

J i= §qV \(et — q)(q—et) dq

A = }? V (e ,-  q){q — ег) dq.



Преобразуем интегралы посредством подстановки (срав. при- 
лож. II)

2д — (£,+£?,) . .
(6) =3 Sltl4>-

Если q проходит значения между пределами вибраций е1 и ей, 
то проходит от ~  до — ■ + 2 jc ,  и  так находим

2тс

/ о=а ( — 2“ ) /  cos2^d ^
О

2 тс
y1==̂ l__£?j cosHrfd)+ g' 2 ga j  sind>cos2<l)rf<l> 1

0 0
2k  2  2

i== ( [ ( ^ 2 ^ )  J  C0S^ d — 2“ /  Sin * CO§2 * ^  +
 ̂ / *"4 О o

2тс

+  {^~2 f  sin2<i)C°s24rfdjJ

/  _~Ь̂ 2 r
1 2- 0

У2= jg|^5 (&j+ ^s)2 4 e 1e2jy 0.

Нулевые положения е1 и ег получим тогда, когда запишем q, 
как степенной ряд по а, исследуя при этом, для каких значений 
коэф ициентов полином f  (q) исчезает. Так мы находим:

(7) ^1= ^ о + а ? 1+ « 2?2»
et = — q0+ a q t — a*q2,

где

Qo
= 1 / 2 Г  _  ql  ̂ 5 gg 

у mail ’ mwl* 2 m2®?,

Третье нулевое положение получим, если мы найдем, для 
каких значений коэфициентов

д=-^(<Ч -Ра~И аа+ . “ )
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исчезает функция f(q); так мы находим

• :j, <*=-

i а* /  Д2

о)6™8 Г  )

(8) e8=4 ( * + ~  а Ч - . - Л  а—

Вводя эти выражения в уравнения для / 0, / 4 и / 2, получаем 
после вычислений

J=2w —( 14- — аг — -  4- ^«>Д1 +  4 Я /й Ч  + ’ " У

Полагая в первом приближении

IP -

и подставляя в скобки для W, наконец, имеем

(9) W= v 0J — -A ' “0 4(2Tiv0)6m

Здесь мы видим, что частотой выступает не v0, но в нашем 
приближении

15 2 ,
v =  vo —  т г т г г ^ п — в a -f’0 2 (2tt)6v* ms

Для изучения атомной системы, приближающейся к агар- 
моническому осциллятору, важно установить, какие допуска
ются переходы по принципу соответственности между энерге
тическими уровнями, приведенными в (9).

Чтобы выяснить это, выразим q, как функцию угловой пере
менной, для которой

=  f d£  d a ^ i  Г™  dW  С dq_
W dJ J d J aq у  §a d j J / M

и, принимая во внимание развертку (5)

д ,  / Z K L  —  f ____ _________ 1 1+ - ^
V — 2аеъ dJ J / (e, — q){q — e2) \  2eaj ’

w =  

Интегралы
K  e  f _________ dq  Г  Qdq

0 J / { e l — q){q — eiy  1 J /  (e ,—tf) (tf — <?2) 
вычислим опять, применяя подстановку (6), и получим
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Если подставить теперь найденные значения (7) и (8) для et, е2„ 
£?s, то получим

1 d Wда==_  
ш 0 a J

[ n s s r } / | | c o s . . . 4 + ]

Пренебрегая членами, содержащими а®, можно положить
d W

и получим

(10) [♦ + “ ‘| /  сю * ]•
Из (6) для q следует

д = а  ^ i + ^  sin f,
где зШф вычисляется из (10).

Пренебрегая аг, имеем
о 2q ~ q 0sin2Kw— cC (3 + cos4г*да)

и окончательно

(11) Ч— \ [  0  / —  sin 2?г — a V°^ 2 (З+ cos 4тс w). v ' | /  2 п \т  (2kv0)4 т? 4 • - '
Уже при гармоническом осцилляторе (а= 0 ) отклонение 

координаты q от ее значения достигает порядка а  в то время, 
как отклонение энергии имеет порядок а2.

Среднее значение координаты в нашем приближении не 
равно нулю; оно составляет

(12) q ~ - Z a  W
(2 7tv0) 4 m% (2nv0)4

Таким образом, при агармоническом осцилляторе координата 
колеблется возле среднего значения, отличающегося от равно
весия. Колебания получаются не гармонические (с амплитудой а), 
более того: наступают оберколебания.

На основании принципа соответственности в наших атомных 
системах возможны такие квантовые переходы, при которых 
квантовое число изменяется более, чем на единицу. Вероятность 
изменения квантового числа на 2 получается порядка а 3 (квадрат 
амплитуды соответствующего колебания). Тот факт, что сред
нее значение длины осциллятора не исчезает, а растет пропор
ционально энергии, Б о г у с л а в с к и й 1 использовал для объяс
нения явления пироэлектричества. Он мыслил себе (заряженные)

S. B o g u s l a w s k i ,  Physikal. Ztschr., Bd. 15, S. 283, 569, 805, 1914.
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атомы некоторого центричного кристалла связанными гармони
чески в положении равновесия; тогда» с повышением темпера
туры (т. е. энергии), возникает электрический момент.

Сперва Б о г у с л а в с к и й  придавал средней энергии класси
ческое значение kT, но немного позже он принял во внимание 
квантовую теорию, использовав планковскую формулу резона
тора ((5) § 1) для средней энергии.

Дальнейшее применение теории агармонического осциллятора 
находит место при объяснении возрастания удельной теплоем
кости твердых тел при очень высоких температурах и при 
объяснении полосатых спектров 1 {см. § 20).

§ 13. Многопериодические функции 
Прежде чем рассматривать системы, со многим числом сте

пеней свободы, введем понятие многопериодических функций 
и исследуем некоторые их свойства.

О п р е д е л е н и е  1. Функция F(xi . . .х{, у х. . . )  имеет относи
тельно Х у . х { период <5 с компонентами

ffiu щ . . .&f
при условии, если существует тождество
(1) /"'(-«t+fii» JCjs+fi2. . .xf+&f)=F(xv x i . . .xf).

Если xt ___ X/ обозначают координаты / -  измерительного
пространства, то каждому периоду соответствует в этом про
странстве один вектор.

Заменив в (1) (л„  х2.: .xf) через (л:, +  й„ х 2 +  й2, . . ,xf +  й̂ ) 
и повторяя эту операцию произвольное число раз, легко убе
диться в справедливости следующих теорем:

Т е о р е м а  1. Функция, имеющая период й, имеет также 
и период х&, т. е: с компонентами тй„ тб>2, . . .тйу, где %— произ
вольное целое число.

Если функция F параллельно б> имеет еще и период б/, то, 
делая замену в ( 1) (дг1( х%.. .Xj) с помощью л2+й>2' . . ,xf+
+ ю Д  можно установить следующую теорему:

Т е о р е м а  2. Векториальная сумма & +й ' периодов й и й', 
т. е. вектор с компонентами

+  й '2 •• -Й/ 4- &'f 
точно также представляет период.

Соединяя теоремы 1 и 2, получаем теорему 3.
Т е о р е м а  3. Если функция имеет множество периодов

t&'b) =  (to, f2), &2<2>------

m{S)= (й  jW, й  . •. • <5

1 См. M. B o r n  и E. B r o d y ,  Physikal. Ztschr., Bd. 6, S. 182, 1921. Более
подробно см. M. B o r n :  Atomtheorie des festen Zustandes, Leipzig, 1923, S. 698.
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то любые линейные комбинации, представляющие целые числа, 
суть также периоды:
(2) 2  х, f f i f , Е т кй Г  • • <#> )*

О п р е д е л е н и е  2. Дее точки ( x v x f) u ( x j V -дс/) назы
ваю тся эквивалентными, если соединяющий их вектор имеет 
форму ^  t k &(k>.

*
С целью исключения несущественных особенных случаев, 

установим следующее требование:
Функция F не должна содержать бесконечно малый период, 

т. е. такой период, для которого длина изображающего вектора 
была бы меньше любого малого числа.

Рассмотрим теперь два периода & и Ха, изображенные двумя 
параллельными векторами. X должно обязательно являться раци
ональным числом, в противном случае можно всегда с помощью 
соответствующего выбора г и т'" период (x-j-x'X) й сделать про
извольно малым числом*.

Если q самый меньший знаменатель, с помощью которого

можно X представить в форме то -~<& точно также нечто иное, 

как период.
С помощью известной теоремы можно всегда ' представить 

два целых числа т и х '  таким образом, что
дх+ръ — 1

и, следовательно,
L

4 1
Теперь мы видим, что каждый период, вектор которого имеет 

определенное направление, можно представить, как кратное 
целое число некоторого самого меньшего периода. Из этой тео
ремы можно непосредственно вывести обобщение для всех пе
риодов функции г ,  расположив все периоды по значениям их 
векторов
(3) |й| ё  |й'| ^  |й"| t= .. .

Возьмем из этого ряда первый период и первый следующий 
за ним, вектор которого имеет некоторое другое направление. 
Тогда эти два периода, скажем и «(->, определяют паралле- 
лограмную сеть в плоскости соответствующих векторов.

Свойство ее заключается в том, что каждый вектор, соеди
няющий два угла этой сети, точно также представляет собой 
период. Этим исчерпываются все периоды, векторы которых ле
жат в этой плоскости.

Если, например, окажется вектор &, конец которого не сов
падает с точкой сетки, то существует, во всяком случае, точка

См. приложение 1.
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сети, находящаяся от каждого конца на расстоянии, меньше чем 
(®W).

Если бы й. представляло собой период, то вектору этого 
расстояния также соответствовал бы период, но он имел бы 
значение меньше (йФ). Прибавим теперь к й*1) и й(8> ближайший 
период ряда (3) й<3>, вектор которого не лежит в плоскости, 
определяющейся й<У и ©W* Тогда эти три периода будут опре
делять плоско-параллельную (трех измерений) решетку, облада
ющую теми свойствами, чтб каждому вектору, соединяющему 
две точки решетки, соответствует один период, и этим самым 
исчерпываются все периоды, лежащие в трехизмерительном 
пространстве, определяемом посредством

й<»>, т ,  (о<3>.
Продолжая таким образом процесс цо тех пор, пока не ис

черпаются все периоды, что имеет место при переходе к / -  из-

Z /  / мерительному пространст-
...------- / --------- J.---------J---------- у -  ву, можно констатировать

/  /  /  следующее:
/ ______/.«■>•’*’’’ / _______Т е о р е м а  4, Каждой

' i f f  /  /  периодической функции F
о у / _____ / ______ /  (х{ . . .xf,y^) otn X}. . .xf со-

f  ~7 ~7~ ответствует система пе-
/  /  /  риодов йС1) й(2>.......... е> в\ об-

——Т --------~7 ~~f ладающая тем свойством,
/  что любой из периодов &■

функции F может быть 
представлен в форме

Рис. 6 .

л = v} %k т .
к

При, этом число периодов g  не может превышать (максимуму 
числа /  переменных.

О п р е д е л е н и е  3. Система, имеющая упомянутое в тео
реме 4 свойство, называется периодной системой.

Мы изобразили все периоды F с помощью измерительной 
решетки. Само собой разумеется, при этом для нас были 
существенны точки решетки, но не соединяющие их вектора. 
Вообще говоря, систему й*1', й(8). . .&<■£) можно заменить другой 
системой с одинаковым числом g  периодов, дающей равные ? 
вершины. Именно:

й ^ '=  V x,* й<*>
Ж .
V t afeioW

(4) .......... f ..............

k
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Этот случай имеет место, очевидно, лишь тогда, если, детер
минант для itk имеет значение +  1; он представляет отношения 
между ячейками объемов решеток.

Т е о р е м а  5. Все простые периодные системы некоторой 
функции, связываются с детерминантом+1.линейным целочислен
ным преобразованием: В дальнейшем мы будем рассматривать 
только такие функции, у которых число периодов простой си
стемы равно числу /  периодических переменных.

Таким образом, будем рассматривать лишь / -  кратно пери
одические функции.

Если, в наш ем/ - измерительном пространстве вместо коор
динатной системы x t . . .  .xf ввести равную координатную систему
w l -----wp оси которой параллельны векторам, соответствующим
простой периодной системе, и для которой эти векторы обра
зуют единицы, то функция F, как функция w, имеет простую 
периодную систему

(1,0,0. . .0)
(0,1,0. . . 0)

(5) (0 0 1 . . .  0)

(0,6,6 .* .’ lj
В таком случае говорят, что F „имеет простой период 1“. 

Таким образом мы приходим к
Т е о р е м е  6. Линейным преобразованием переменных,относи

тельно которых функция является периодической, можно до
стигнуть того, что она получит простой период 1.

Рассмотрим теперь, в какой степени координатная система 
___ произвольна. Первым долгом мы замечаем, что пре

образование
• •)

f64 ®)g=ffii2+<b5!(®)1 w2 . . .  wf, y 1 y %. . . )

wf<=wt+ ^ /w l w2 . . .  wf, y i y 2. . .),

при котором & — периодическая относительно Wk с периодом! 
(он не должен быть обязательно простым) не изменяет ничего
в свойствах периодичности функции F(xt . . . .хр у ,___ ); просто
точки решетки координатной системы w  переходят, благодаря 
смещению, в точки решетки «.'-координатной системы. Далее мы 
видим, что приведенное преобразование является единственным, 
при котором этот переход представляет простое смещение, 
а именно — если переходить от одной точки w  - пространства 
к эквивалентной ей точке, то каждое из Wk увеличивается на 
целое число. На эти же равные целые числа должны увеличи
ваться и wk , если произвести такой же переход в пространстве W&
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Таким образом разницы Wk —Wk должны иметь во всех экви
валентных точках то же значение, т. е. они являются периоди
ческими по отношению Wu и Wk.

Существуют еще и такие преобразования, при которых, хотя 
и меняется расположение точек решетки, но точки решетки 
при этом отображаются на точках решетки.

Каждой простой системе, упомянутой в теореме 5, соответ
ствует следующее преобразование: это — линейные однородные 
преобразования целых чисел с детерминантом +  1.

Если самое общее преобразование разложить на такое и на 
некоторое другое преобразование, то это второе должно иметь 
форму (6). Итак, самое общее преобразование имеет вид

Щ=* '% ’Zik‘Wk +  4*1 • ®V, Ух- ■ ■)

Щ ~  +  4"а(®i • • • JV  • .)
(7)  ..

Wf =̂ ^ T /ft Wk +  4у( щ  . • * Щ  i'l • ■ •).
Т е о р е м а  7. Все системы, переменных, где / - кратно 

периодическая функция имеет простой период 1, связываются 
с помощью преобразований формы (7), причем xth суть целые 
числа, система которых имеет детерминант +1, и — пери
одическая относительно hw  с периодом 1,

С помощью переменных w t . . .wf функцию F можно записать 
очень легко, именно ее можно представить рядом Фурье

оо
(8) F(w i . . .w f) =  ^  Ct .Tj. . .  e?nl

-i-7 = —■»
Или короче
(8 ') F (w) =  V}CT e2ni <™>.

т

Умножая функцию F на e ~ (т'№) и проинтегрировав по еди
ничному кубу пространства w, получаем

/  F (w )e~ 2rU dw =^\C-L * / е К™) ~ ("«')! dw =
Ч

Коэфициенты развертки Фурье можно вычислить таким обра
зом из функции F
(9) Ст =  J F  (w) е ~ 2ri dw.

Если функция F(w) реальна, то С , • .. т/ и C_Ti___ т/ — со
пряженные комплексные величины.

П р и м е ч а н и е .  Эту теорему можно доказать аналитическим путем. Найдем 
преобразование

( ® i ••• л-..).
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при котором относительно J  первых переменных сохраняется периодичность 
функций .

F(wv  w2 . . .  wf, ух . .  .) =F(sy, щГ2 . . .  щ,  . . . ) .
Если положить

Л  (®11-1» Щ -.-Щ , >’!-..)*= O'*',
то можно записать:

/ г(да1,,« 'а '- - - « у |У г ? „ . . .  к у . 'й  ) -  F  (Щ, w2. . .да/, у г . . . ) =
•=F{w1 w2. . .Wp у г . ..).

Но это означает, что wh' и w k отличаются лишь на целое число

f t  ( « i + 1. . . ~Wf, У1 . .  •)  = / *  ( « V  щ . . .Wf, y t . . . )  - И ы -

Соответственно можно заключить, что
Л  fax - . .даг+1. . .Ь)руг. . .)=/к(щ , к>2- ••«>/■) Уг- • -)+ЧI- 

А это возможно при условии, если fk имеет форму:

Л  (® • • • щ. Уг- ■ •)- 2 %  т - Н к (®1 • ■ ■ av-j'j- • •).
где ф*— периодическая функция относительно w  с периодом в 1.

§ 14. Разделимые многопериодические системы
Первая наша задача состоит в том, чтобы перенести отно

шения, найденные для периодических систем с одной степенью 
свободы, на системы со многими степенями свободы. Для вполне 
произвольных систем введение угловых и действующих пере
менных не имеет никакого смысла, так как они связаны со 
свойством периодичности.

Рассмотрим простой случай, когда функция Г а м и л ь т о н а  
для системы распадается на сумму членов, каждый из которых 
содержит только одну пару переменных qit ph

//= = #! (g(,рх)-i------ VHf{qfi p f).
Тогда уравнение Г а м и л ь т о н а - Я к о б и  решается разделением 
переменных.

Положим

где между Wt существует зависимость:

W1+ - ” +  Wf=>W.
Здесь видим, что движение соответствует совершенно незави
симым /-систем ам , каждая из которых имеет одну степень 
свободы. Рассмотрим случай, когда изменение каждой перемен
ной qu происходит периодически во времени. Тогда мы можем 
обобщить вышеприведенный метод, а именно переменные дей
ствия определить, как
(1) Jk= § P t d q k
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и функцию Sh выразить через qh и Л

(2) и » = г ^ -
П р и м е р ,  Пространственный осциллятор. Пусть материальная точка с 

помощью каких-либо сил находится в устойчивом положении равновесия (на
пример, легкий атом в некоторой молекуле, состоящей из относительно недви- 
жущихся тяжелых атомов). То1да потенциальная энергия малых смещений пред
ставляет положительную квадратическую форму компонент. Тогда можно всегда 
расположить оси координата й системы (х, у ,  z) по главным осям эллипсоида, 
соответствующего этой квадратической форме. Функция Г а м и л  ь т о н а  тогда 
будет

(3) Н~‘Ьп {ъх^+ФуЪуЪ+игФ).
Поэтому движение можно рассматривать, как результат колебаний трехли

нейных осцилляторов по координатным осям. Благодаря этому по (9) и (10) § 9:

Х = у т  sln Wx P * - V 2 cos 2t, wx

_ V = |/  sin 2n  wy ps =  V 2'4,mJy cos 2nwv

г = \ /  • i !— sin 2t. w , р г= V  2xsmJg cosF 2 TrVaftl

где

4 r= V + B*

Энергия составляет
(5) W"= ч А  +  V k + v̂ *-

Движ ение имеет тот или другой вид в зависимости от того, существует ли 
между v линейная целочисленная зависимость или нет.

V«+ v » + 'c*v*’=0.
Предположим сперва, что этого случая не наблюдается. Мы докажем (см. 

приложение 1), что в этих случаях, вообще говоря, траектория движения запол
няет всю область, имеющую столько измерений, сколько существует степеней 
свободы. (К каждой точке траектория может подходить произвольно близко).

Сошлемся здесь предварительно для наглядности на то, что траектория дви
жения может подходить произвольно близко к каждой точке квадрата, парал
лельного координатным осям и имеющего длины сторон:

V l f r k ^ - • l  Jx * V T^mVy - ; r* 'L ; ■ y  jz

(пространственные фигуры Л и с с а ж у).
Чтобы объяснить особенвости, встречающиеся при условии наличия соизме

римости  среди v, рассмотрим простои случай, когда v*=vr  Он наступит, если 
потенциальная энергия имеет соответствующий эллипсоид вращения, симметрич
ный относительно оси г. Тогда траектория проходит по эллиптическому цилин
дру, охватывающему ось г. Теперь определенному движению не соответствуют
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определенные значения Ja н J  , так как мы можем произвольным образом вра
щать координатную систему вокруг осн z , причем изменяются длины перпенди
кулярных оси г  сторон квадрата, касающегося траекторий. Напротив, J ,  оста
ется определенным однозначно, как высота эллиптического цилиндра, на котором 
проходит траектория (если при этом не встретятся новые соизмеримости).

Так как энергия W  равна '

то благодаря движению можно определить лишь сумму Jx + Jy.
Если все три частоты равны между собой, то движение происходит по 

эллипсу, и все три J  определены не однозначно, так как координатная система 
может произвольно вращаться. Энергия равна

вследствие чего сумма J  при таком вращении не изменяется.
Перейдем теперь к вопросу о квантовых условиях такой системы со мно

гими степенями свободы. Первым долгом полагаем

очевидно, не имеют никакого смысла. А именно, если мы имеем движение, для 
которого при некотором расположении х н у  осей Ja и Jv —  целые кратные 
числа h, то мы можем координатную систему всегда повернуть так, что это 
свойство нарушится, но сумма Jx-\ Jy останется целым числом. Таким образом 
имело бы смысл положить

- Так как в выражении энергии Jx и Jy встречаются лишь в этой комбинации, 
то это квантовое условие не приводит к однозначному определению траектории 
движения, что имеет место в отношении энергии.

. Для J„ квантовое условие
(10) Je —n̂ h
бессмысленно. Итак, пример говорит о том, что необходимо наличие стольких 
квантовых условий , сколько существует различны х друг от друга триодов. 
Если все три частоты сливаются, то остается лишь одно условие

При этом условии энергия вновь определяется однозначно.
Исследуем по возможности точно изменение условий переменных 

при вращении координатной системы.
К прямоугольным координатам х  и у  могут принадлежать также и перемен

ные действия Jx, Jy, а к координатам

(6)

(7) W-ч  (J .+ V K ),

(8) Jk — Щ/i-
В случае осциллятора с двумя равными частотами условия

J b - n j n  Jp =  nyh,

(9) Jx+ J v=nh.

ОН

#==X cos a — у  sin a 

y-=X  sin a + У COS a
переменные действия.

Выразим в уравнениях
, Jx  , Jy '
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координаты и импульсы с черточками через координаты и импульсы без черто
чек (импульсы преобразовываются так же, как н координаты); тогда будем иметь:

? “2*2) cosS“+ (4 ^ 2+ ? ev )  sin2“-

— { ^ m . P ти>2хУ ̂  sln “ cos “

rSa2x2) sin2a+ (iL̂2f ?“y)cosSa+
~ p aPj,H sin a COS a,

Коэфициенты при cos2 о и sin2 a — величины \JX и vJv. Коэфициенты при 
sin a cos a определяются из уравнений преобразований (4) и мы получим

J y  =JX cos2a-\-Jy sin* a — 2 V I A ,  cos (wx — Wv) sin a cos a

j y —j x sin^a-b Jy  cos2a + 2  V  J a Jy cos (ffiV — wP) sin a cos a.

где в нашем случае w,r—wy представляет постоянную; постоянные J,r и Jv должны 
перейти в постоянные ?у  ■

Преобразование, сводящее угловые переменные и переменные действия 
одной прямоугольной координатной системы к таковым другой системы, не 
представляют возможности преобразования угловых координат и координат 
действия между собой. Более того, появляется постоянная разница угловых 
переменных в уравнении преобразования для J.

Такой способ преобразований мы еще встретим в другом месте и ниже, в 
более общем виде, в случае вырождения.

Может оказаться, что функция Г а м и л ь т о н а  не распадает
ся аддитивно на члены, каждый из которых зависит от пары 
переменных qkpk, но уравнение Г а м и л ь т о н а - Я к о б и  можно 
при этом решить с помощью разделения переменных, т. е. с по
мощью формулы

'S==S1(<7i)+*S2(<72) + ......... 4 -SfiQf)-
Тогда

dSk .р к~^г~- функция только одного qk.
°Як

Предположим теперь, что каждая из координат ведет 
себя так, как это мы имели ввиду выше (§ 9), рассматривая си
стемы с одной степенью свободы, т. е. qk периодически во 
времени колеблется между двумя пределами либрации или 
соответствующая рк есть периодическая функция qt (случай 
либрации и вращения). Так как интегралы, взятые по всему 
периоду
(12) Л е=ф/’*<*9»
являются постоянными, мы можем ввести Л, вместо а, а2 . . . .  
как постоянные импульсы.



Тогда функция Н  зависит лишь от Jh\ S  можно записать, как 
функцию qk и Jh. Теперь вместо qb вводятся по отношению Jk 
сопряженные величины wh, связанные с qh следующим уравне
нием:
/1 оч ®  _ к? д Si
(13) dJk dJk ■

Теперь мы утверждаем, что таким образом введенные пере
менные обладают теми самыми свойствами, что и w и J 
в случае одной степени свободы, а именно что qk многоперио
дические функции w l с простой системой периодов

(1,0,0 ........0)
(0,1,0........0)
(0,0,1........ 0)

(0Д07777Л).

Найдем изменение Щ за время полного цикла изменения коор
динаты qh, при условии постоянства всех остальных координат:

\ w k= § - f ~ dqb‘

Произведя диференцирование в частных производных урав
нениях (13) -

v  д щ  _  ̂  dSt =  д у  dSj _  д dSh
dqh ~  ■“  dJkdqh ~  d J t f  dqh ~  dJk dqh

и, интегрируя, имеем
А ат — д-  X dSh йп _  dJH ll(h=*-k)

h к dJk §  d q r  4h d Jk (о  (Ji-фк)

Принимая во внимание функции ql(wl . . . wf), увеличивая 
Wk на 1 и оставляя при этом другие w  неизменными, мы заста
вляем qu пробегать один период, но другие ч<?, хотя могут и не 
зависеть от Wk , но возвращаются в исходную точку, не проходя 
периода (например, если бы qi проходили один период, то wt 
увеличились бы на • 1). Из этого исходит каше утверждение.

При этом может случиться, что определенное q зависит не 
только от Wk, следовательно, она не вполне/ - кратно периоди
ческая; тогда система всех q, конечно, будет все же зависеть от 
всех wk .

Например, в нашем рассмотрении пространственного осцил
лятора каждая из координат зависит лишь от одного т.

При любых обстоятельствах qK можно представить в виде 
ряда Фурье '
(14) <2й = £ с < ? ;-
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Из канонических уравнений получаем w, как функцию времени

не будет периодической; это будет иметь место только тогда, 
если между v существует / — 1 рациональных соотношений 
(напр., когда все v равны друг другу). Именно периодичность

но это и есть ( / — 1) рациональные соотношения между v.
Наоборот, из ( f— 1) независимых линейных однородных урав

нений с целыми коэфициентами

можно определить v* с точностью произвольного множителя v

И здесь также ясно видна их периодичность.
В случае непериодичности, движение аналогично движению 

носящему при двух измерениях название движения Л и  с с а ж у ,  
замыкающегося лишь при условии существования некоторого 
рационального соотношения между v; это значит, что траекто
рия движения в ^-пространстве подходит произвольно близко 
к любой точке единичного куба (что доказывается в приложе
нии 1), и если по этой причине она ограничена этим кубом,

(15)

В общем случае записанная, как функция времени t

Qtr* 2  Ст 
( j v ) = t 1v14 t 5,v2+  . .  .  + X f vf

(тй) — Tj Sj -f-T2S2 ~Ь • ■ •

* t i  v , + t i 8v2+  . . . + “i/V f= 0  

*21 *гИй2>г +  • • • + % > /“  0

У-m  V i+ V -w v»+  • • • • + V i ' / Vr =0

v* = v t ' b

где tk' можно выбрать целым числом.
В этом случае ряд Фурье для qk получает вид

f&'~ i  ъЩ  • • ■ + у  « Ж  ('*>))_ т/ ■' - -х
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то кфкдая точка траектории заменяется эквивалентной точкой 
единичного куба. Переход от w - пространства к q - простран
ству означает непрерывное отображение; при этом путь движе
ния ^-пространства проходит произвольно близко возле каж
дой точки /-измерительной области.

Астрономы называют такие движения условно периодическими.
Из того факта, что функция 5  после каждого раза возраста

ет, если координата q& пробегает период, а другие q остаются 
неизменными, можно заключить, что функция
(16) S * = S ~ ^ t 0 kJk

представляет многопериодическую функцию w с простым пери
одом. 1.

В самом деле, если wk изменяется на 1, а другие w  остаются 
неизменными, то qk пробегает период, и другие q возвращаются 
к исходному своему значению, не пробежав периода, т. е. S 
увеличивается на Л , и S* остается неизменной.

S* можно рассматривать вместо S, как производную функцию 
канонических преобразований, сводящих' qu и рь к wu и Jk.

Так, например, уравнение

^  Ph Qk “  — ^Wkj k- \ - ~  

равнозначно уравнению

ЧЛ ’ I '  I ^*5*2jPkqh — 2 /л  df  

и это дает преобразование

J t = -

<17)

Исходя из этого, можно вывести простое выражение для 
среднего значения кинетической энергии в случае неотноситель
ной механики, а именно:

*8 __Ж-4\  I
Jkdwk +

t, i,
iz

+ d j , f

tz

dS*
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Выбирая отрезок времени {t\, t0) достаточно продолжительным, 
получим

(18) 27 =  1 /*v*.

Введенные здесь интегралы Л  (12), казалось бы, представляют 
возможность формулирования квантовых условий в форме Л=я*/г.

Но по самому определению они связаны с координатной 
системой (q, р); поэтому необходимо сначала исследовать усло
вия, при которых эта координатная система определяется одно
значно. Итак, исследуем, существуют ли преобразования точек 
(т. е. преобразования между координатами), сводящие разделимые 
переменные в разделимые.

Предположим, что существует координатная система, в ко
” торой уравнение Г а м и л ь 

т о н а - Я к о б и  рассматрива
емого движения разделяется.

Далее предположим, что 
между периодами движения 
нет никакой, скажем, тожде
ственной соизмеримости, не 
зависящей от начальных ус
ловий. Тогда мы можем на
чальные условия выбрать так, 

что путь не будет замыкаться. Если переменная дн испыты
вает либрацию, то движение происходит между двумя определен
ными ( / — 1) измерительными плоскостями q% — const, прикасаясь 
к ним попеременно.

Но если qk осуществляет вращение, то ее изменение огра
ничивается областью от 0 до , где &к — соответствующий пе
риод; при этом откладываем части траектории отрезков

(та>й, ( т + 1)ю*)

с помощью .отрезка (0, щ  )',
Тогда вся траектория будет проходить внутри к вад р ата /и з

мерений, ориентированного по координатным осям.
( f — 1) измерений плоскости, ограничивающие квадрат, имеют 

независимое от координатной системы значение. Изменяя с по
мощью начальных условий размеры квадрата, можно сместить 
инвариантные плоскости.

Из этого мы можем сделать заключение, что направления 
координат имеют инвариантное значение, и только может изме
няться шкала каждой отдельной из переменных.



В случае тождественности соизмерений все координатные 
системы, в которых возможно разделение переменных, связаны 
преобразованием следующего вида

Як ~ fk  (?/;)•

Соответствующие импульсы преобразовываются с помощью 
уравнения (10) § 7.

+ & (« !"  -я й ’
Таким образом

§Pkdg^§~Pk ^ ~ d q k+ j g hdqk.

Второй интеграл с правой стороны исчезает (замкнутость 
пути интегрирования, а первый интеграл равен

Итак, интегралы Jk действительно определены однозначно.
В случае пространственного осциллятора, траектория движения, вообще гово

ря, действительно заполняет квадрат. Таким образом в случае отсутствия тожде
ственных соизмеримостей, прямоугольные координаты или их функции пред
ставляют отдельные разделимые переменные, и интегралы Jx, Jy, Jz имеют инва
риантное значение.

При наличии существования тождественных соизмерений, 
кривая движения в q - пространстве не заполняет полностью 
квадрат, и координатные направления не должны обязательно 
иметь инвариантное значение.

Тогда Jk могут быть и неоднозначны.
Так мы можем в случае пространственного осциллятора, при условии, что 

v2.=vj,J координатную систему произвольно вращать вокруг z ,  не нарушая этим 
разделяемости координат, при этом в различных координатных системах мы 
получаем различные Jx и Jy. .

Далее, прямоугольные координаты не являются единственными, для которых 
при Vjg == в случае осциллятора возможно разделевие переменных.

Для того, чтобы показать это и одновременно дать пример для решения 
уравнения Г а м и л ь т о н а - Я к о б и  шюсотом разделения для случая, когда оно 
не распадается аддитивно,— применим для пространственного осциллятора, при на

личии v„=>v«=v3, цилиндрические координаты. Каноническое преобразование 
{12) § 7:

X = r  COS <g Р т ^ Р х  COS 9  + Р у  Sin If

y * = r s in tp  p(f «= — p ^ r s i n  t p + j ^ r c o s  ?

' Z = Z  p e = p s

приводит функцию Г а м и л ь т о н а  к виду

H~ ~ k (p '+p*+ -7*p l )+ Jr ^ r* + ^
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решить с  помощью формулы

S = S r (r)+S<p (y)+Sz (г), 

так как <р представляем циклическую координату, то

Sfp == ф.
Соберем теперь все члены, зависящие от г, и положим их равными посто

янной т2 о>® о | :

Попытаемся.уравнение Г а м и л ь т о н а - Я к о б и

Тогда для всех зависящих от г  членов остается:

fdSr\  <*«, , „j  +-^ + т%̂ г ъ̂ 2т W~m*<s>;a?z.f d S r
V ‘

Образуем три интеграла действия, при этом два из них можно вычислить
сразу и при этом J , введением дополнительной переменной <b=arcsin.—, подоб

ия
но тому как то было в § 9. Мы получаем:

/ « £ . /  2 W  — т а. се* dr J r ^ m o f l /  ^_г*+--------------- l _ i ra ------у . - у
w т  m3o>2 '

(19) Jy = 2iE0kp ; 7 j= w  o>2 а*—z2 d z —K т и>г .

Первый интеграл с помощью подстановки г2= х  примет форму:

Jr= ^ j V - a + 2 b x ~ i ^ ,

где

л .—___X— • л - - ---- ------------------  •
“  /я2 o,s ’ m » s

Этот интеграл можно вычислить методом, приведенным в приложении.
Итак получаем (сравн. 5) в приложении II:

( 2 2 \
® т “г “г 1

Выражая здесь а9 и ае через ./» и / е, получаем для энергии

(20) W=v(2Jr+ J 9 )+4 ,Jz; v = ^ - ,  ve= | ^ .

Из уравнений (19) видно, что J r и имеют совершенно другое значение, 
чем величины J х и j y  в случае разделения в прямоугольных координата*; на
пример, если J4 представляет двухкратный импульс вращения вокруг оси г ,



то J, будет иметь прежнее значение; далее, ■ множитель при v, именно 2 J±+]<f, 
обозначает то же самое, что и раньше J x + J y (он составляет v-тую часть энер
гии осциллятора, где в обоих случаях одного и того же значения величина J„ 
равна 0).

Таким образом, здесь имели бы смысл квантовые условия

2Jr +J<f—nh

Jz=>nzh.

Напротив, определение J, и i f  в отдельности, с помоШью таких условий» приво
дит к совершенно другим квантовым путям, чем соответственное определение 

и Jy в случае определенной прямоугольной координатной системы.' 
Рассмотрим теперь более подробно связь между w c, wu, Jx, Jy и wr, т9 , J , , J9 

Во-первых "
Jy Ptp ;

где p<p —m (xy  —у х )  — компоненты импульса вращения вокруг оси s.
Выражая здесь по (9) § 9 х  и у  через угловые переменные и переменные 

действия, имЬем: 2  
(21) h  “  ~  \ rJr Jy sin 2п {wx—wy).

Здесь vo%— wy— — константа. Напротив

w*+w» A + 8»
2 “  2

Ш
равно переменным w<p — сопряженным относительно .

Выражение для Jr мы получаем из уравнения

2Jr~bJy ^ J$ Jу*
а именно

VTJ^sin 2« {w—Wy).

Наконец, уравнение для wr можно получить из уравнений движений, если 
предварительно подс.тавить вместо Jr и найденные для них выражения. Тоже 
самое и здесь: преобразование, связывающее систему переменных wr w <Р J.rJ<f 
с системой wx Wy Jx Jy, не устанавливает никакой зависимости между № и J; на
против того, в отношение, связывающее J<g Jr и Jx Jy, входит постоянная разни
ца Wx — W . •

Мы ниже увидим, что такое свойство имеет любая вырожденная система.

§ 15. Общие многопериодические системы. Однозначность
переменных действия

До сих пор мы подчиняли квантовой теории лишь такие 
системы, движение которых можно было определить простым 
разделом переменных.

Теперь исследуем вопрос о том, когда можно вводить угло
вые переменные и переменные действия, допускающие примене
ние квантовой теории.

Для этого необходимо J  определить соответствующим посту
латом таким образом, чтобы были возможны только линейные



целочисленные преобразования, содержащие детерминант ± 1, 
так как лишь в этом случае имеют смысл квантовые условия
(1) Jk—nkh.

Обобщая наши рассуждения, обратим внимание на механи
ческие системы*, при которых функция Г а м и л ь т о н а  Н {qvPi...) 
не содержит явно времени. Предположим, что с помощью кано
нического преобразования, при наличии производящей функции
S (g1,J1. . . q f,JJ), можно из qk и р* получить

dS dS
(2) Щ = д7ь
новые переменные таким образом, чтобы выполнялись следующие 
условия:

(А) Положение системы должно периодически зависеть от 
wit обладающих простым периодом 1. qh, однозначно определяе - 
мые положением, должны быть периодическими функциями wh 
с простым периодом 1. Если qk определена положением, только 
с точностью до кратного числа постоянных (напр., 2я), то в этом 
случае должен быть периодическим модуль этдх постоянных.

При таком условии существуют функции (напр. qk), являю
щиеся в собственном смысле слова (§ 13) периодическими по 
отношению к wh. ‘ *

(.В) Функция Гамильтона переходит в функцию W, завися
щую только otn Jr  Из этого следует, что w h—линейные функции 
времени и Jh— постоянные функции. Функции qh . . .  ŵ ) имеют 
кубическую периодическую решетку в w - пространстве с дли
ной сторон ячеек 1.

Легко показать, что условиями (А) и (В) величины Jk еще не 
определяются однозначно (вплоть до целого численного преоб
разования с детерминантом d t  1), а именно: простое канониче
ское преобразование, позволяющее сохранить условия (А) и 
(В), будет '

(3) Jt)
Jb — Л  ±  Ск’

где съ—константы. Произвольность в определении постоянных ск 
нарушает возможность применения квантовых условий (1). Если, 
например, Jk определять, как некоторое целое число, кратное h, 
то Jk, вообще говоря, такими не будут; поэтому Мы должны 
исключить эту произвольность. Сделаем такое исключение, при
писывая w a J и свойства, найденные нами выще в случае раз
деляющихся систем.

(С) Функция
(4)

k

1 Приведенные здесь условия взяты из работ J. М. В u г g е г s: Met Atoommodel 
van Rutherford - Bohr (Diss. Leyden) Haarlem 1918, § 10.

90



представляющая производящую функцию наших преобразований 

P* ~ ^ S 4 q "

(5) Л = — Wl . . . )

должна быть периодической функцией wk с периодом 1.
При этом не имеет значения, будем ли мы рассматривать S* 

как функцию qk и щ  или как функцию У* и wk, так как qk также 
периодическая относительно wk.

Если в (С) предъявлять требования, чтобы простой период 
был равен 1, то (А) оказывается излишним. Вычисляя, например, 
из второй системы уравнений qk, как функции wt и Jk, мы видим, 
что они будут периодическими относительно w k с простым пе
риодом 1. То же самое имеет место и для рк, что легко видеть 
из первой системы уравнений. Докажем теперь, что наличие 
условий (А), (В) и (С) достаточно для применения (в полном 
смысле слова) квантовых условий типа (1).

Найдем предварительно самое общее каноническое преобразо
вание

щ А  -> Щ Л.
не изменяющее условий (А), (В) и (С). __

Определим первый ряд преобразовывающих уравнений для w k. 
Принимая во внимание {А), мы видим, что преобразование си
стемы точек решетки, которым соответствуют простые пери
оды, приводится к такой же самой системе. Тогда по (7) 
§ 13 wk должны преобразовываться следующим образом:

(6) мк=Ъ-10, +  . . . + t k/wf + $ k Л  - 0 -
При этом система целых чисел т*г имеет детерминант + 1  

ф — являются периодическими относительно да* с периодом 1. 
Если их записать, как функцию wk, то они будут также перио
дическими относительно wk.

Таким образом, их можно представить в форме:

dj=s С  ) ,
» (J J  J

Условие (Б) дает новое ограничение- Как wk, так и wk, как 
функции времени, должны быть линейными, а поэтому и ф* также 
представляют линейные функции времени и, благодаря периодич
ности, должны следовательно быть постоянными. В ряде Ф у р ь е  
это обозначает, что в показателях встречаются только такие 
комбинации w k, для которых независимо от времени t

aiw 1 4 ---------- \-afw f =  ( o , v H ----------- 1h o / » , )  ---------- f  0 / 8 / ) .
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Таким образом (тождественно для /*)
61V1+ . .  -+<у»/=О, 

где vt обозначает производную -ду— •

Существование тождественных соотношений между часто
тами, (tv) = t,v1+ .  . .-f^v /^O , вообще говоря, в наших рассуж
дениях играет большую роль.

Назовем системы, где это имеет место, вырожденными си
стемами; другие системы мы будем называть невырожденными.

В дальнейшем мы столкнемся с такими случаями, когда, лишь для определен
ных значений Jk имеют место их соизмеримости, и при этом условии механи
ческая система не является вырожденной. Но рассмотренные движения, где 
(iv )= 0, мы будем называть случайно вырожденными, а движения вырожденной 
системы [(tv) ~ 0  тождествено] будем называть собственно вырожденными.

Рассмотрим сперва невырожденные системы.
В этом случае преобразование (6) имеет форму

(7) (Л •. ■ Jf)-i
Для отыскания второго ряда преобразовывающих уравнений, 

для невырожденной системы запишем для преобразования (7) 
производящую функцию, т. е. напишем:

■ ■WpJt) (Л -- •Л )+ /=’(®»• • -wf)>ы
где 1Г имеет частные производные от 4>й

Второй ряд преобразовывающих уравнений обозначится

(8) Л  =  =  £  11* // + fh  (Щ - •
dwh i г

Чтобы установить, действительно ли преобразование
(9) Wk *= ikWi+ (/ , .  . . .  Jf) 

Л  =  ^  Ъ* Ji + Л  <w« • • • ■«»/)
г „

удовлетворяет условиям (А), (В) и (С), необходимо ограни
чить совокупность допускаемых преобразований, разложив его 
на три преобразования, именно

(10) Jk —$ k

(11) К>*= Щъь S 1!* s?

( 1 2 )  to * =  w t  Tk - 1  *  +  / * ( %  • • • « V ) .---------------  /
1 Мы видим, что 'lк в (7), должно удовлетворять определенным диференци- 

альным соотношениям, чтобы преобразование было каноническим.
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Все три являются каноническими, и для каждого можно на
писать определенную производящую функцию в смысле § 7.

Первое преобразование (10) не искажает условий (Л) и (В). 
В том, что оно удовлетворяет условию (С), можно убедиться 
следующим образом:

Если5 (g,S) и ©(<?,/) — производящие функции преобразований 
формы (2), приводящие q, р к w, J  и №, % то мы имеем право на
писать

Из тех соображений, что при «диференцировании мы прини
маем за постоянные те же переменные, заключаем, что S  — ©

• не зависит от qk.
Тогда для S* — 6 * имеет место

из,чего видно, что условие (Q  не изменяется.
Далее видно, без дальнейших объяснений, что (11) не влияет 

на (А) и (В). Для (С) поступим следующим образом. Для
<5*(q, tv) И 6 * (qltVo)

имеет место

так как детерминант преобразования to в № не равен нулю. Сле 
довательно ©* — ©* от q не зависит.
С другой стороны

Из этого следует, ч тоб*  — 6 * также не зависит от № и №. 
Для того, чтобы общее преобразование (9) не изменяло трех 

вышеприведенных условий, необходимо и достаточно, чтобы оно 
сохранялось для (12).

Для ©*(q,lv) и S* (q,w)_viMeeM право написать

dS(q,J) <?©(<?,$) 
ддк “  dqk . Р*

д<5 д& :
dqk dq, Р»

dqh дак ■
Таким образом

©*— 5*=/?(«■>, . . .  wf)).
Д алее

откуда

<36* d-S*
dtt> ь dw 

dR
Л  К



Если мы хотим, чтобы в результате преобразований не из
менилось (С), то R должно зависеть периодически от wki таким 
образом /* можно представить с помощью ряда Ф у р ь е ,  но 
без постоянного члена. Если же мы не хотим изменять (В), то 
/* должно не зависить от времени; из этих условий вытекает 
исчезновение fh.

При Д - 0  условия (Л), (В) и (С) остаются неизменными.
Этим самым мы доказали, что преобразование

(13) Л = 2 % ^

для переменных действий есть преобразование самое общее. 
Если теперь определить Jk, как целые кратные числа от h, то 
и Jk будут целыми кратными числами h и наоборот.

Если мы желаем в наших рассуждениях исходить из нали
чия целых чисел то необходимо сформулировать перед этим
доказанное механическое положение, независимо от всех кван
товых теорий, а именно:

Теорема однозначности невырожденных систем:
Если представляется возможность в механическую систему 

ввести переменные w k и Jk так, чтобы выполнялись условия (А),
(В) и (С), и если между величинами

dW  
Vft“  dJk

не существует никакой соизмеримости, то Jk являются одно
значно определенными с точностью до однородных линейных 
целочисленных преобразований с детерминантом +  1.

Переходим теперь к рассмотрению вырожденных систем. 
Если среди v* имеют место ( / —s) соизмерительных условий

(14)

то мы можем с помощью канонического преобразования, не 
изменяющего условий {А), (В) и (С), достигнуть того, что / — s

-  dW  „частот Vft—■ _  - исчезнут и среди остальныхя не будет существо- 
д Jk

вать ни одного соотношения формы (14).
Назовем опять новые переменные яу* и Л; тогда мы имеем 

va несоизмеримые, a=] , 2 - - - s  
vp= 0  P =  s+ 1 ,

и функция Г а м и л ь т о н а  имеет форму
W(Ja).

Будем называть wa и Ja собственно угловыми переменными 
и собственно переменными действия, а wp и Jp — не собствен
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ными или вырожденными переменными (wp во время движения 
остаются постоянными). Число s независимых' частот va цазы- 
вается степенью периодичности системы.

В случае возможного вырождения для определенных дви
жений, число независимых частот меньше, чем для всей системы. 
Будем называть это число степенью периодичности рассматри
ваемого движения. Займемся теперь отысканием самого общего 
преобразования, не изменяющего ни этого двойного деления 
переменных, ни условий (А), (В), (С). Первый ряд преобразующих 
уравнений теперь получит форму:

'g'Z/aW +  ^k(ws+l---1wf, Ji—Jf)
i

и производящая функция:

(15) J1"'Jf) —
= 5 ) Л m  +  W im + i щ ,  Л • ■ ■Jf)+  — wf),

Ы
где W зависит периодически от w 9.

Второй ряд уравнений преобразования
__ „ дцг __ __
Jk-S \4kJ i  +  . . .

Производная W появляется лишь тогда, когда k принимает 
значения чисел s + 1

Чтобы сохранить деление переменных на_невырождающие 
вырождающие, w p не должны зависеть от w a, а также w f от 
«V

Тогда уравнение преобразований можно записать следующим 
образом:

+  4*0 J)I

' ® r S v ® « + f p  (Wa.J)

(16  ̂ 7  _  'Ja —

J e =

a,P—1 -"S  
p ,c = s + l - - . /

‘  dw
где мы полож или—= —=  фр.

dwp '
Так как ты — целые числа и тра исчезают, то из значения 

детерминанта следует

а также jxag| ± 1.
1**11 =  + 1,



Разложим теперь преобразования (16) на две части:

W =  №г+ Ч»« (№i;, i )

(17) * Р
‘ ' ®>Р=  +  fp (^ v ,/)  Э Р=  2 T/f Jl +¥?(№ „/)

сг £
и

18) to*= ВД» Jk =  ̂ k+fk(w)
и покажем, что первая часть не изменяет условия (С), а вторая 
ведет себя так же само при условии, если fa~0.  .

Рассмотрим функцию S — 6  в ее зависимости от to и У, т. е. 
напишем:

S = S [ q  (to, J), /J; © = © [q (to, J), 3  (to./)]
м образуем

d (s  -  \  d s  'dqi \ d e  dqt V  d<B
дЩ { '  2 j d q t ' dto* 2j q i  Z  

1 1<X
поэтому

(19)
a

Далее образуем:

d(*i , dS V  д® дъ
d j* Z ^ ’ ay* ^  Z d?«*a/ * Z * d j -l 1 1

, V  dv.

i
Из (19) и (20) следует

5 — ©=W(to<, , /) — S  to,
<т

где W имеет то же значение, что и в (15). Следовательно,

s *  -  © *= s  -  6  -  £  CS ю г Ш  Л + S  ю* ( 2  ъ Л + ъ ) ~
k I k 7

= ^  (to а ,У) — £  Л <?* (to, ,J), 
ft

но это означает, что (С) остается без изменения.



Условия неизменности (С) при преобразовании (18) находятся 
точно таким же путем, как это мы находили при невырожденном 
случае. Так имеем

f  к ("“ / ~  dw* ^  ̂ zv'1'
Если (С) и (В) выполняются, f h{w) является периодической 

функцией вида __

- х 
где могут появляться степени, содержащие лишь одно щ ; 
следовательно, всегда та = 0, из чего мы заключаем, что

/а (® )= 0.
Таким образом, самое общее допустимое преобразование невы- 
рождаемых переменных действия будет 
(21) =  У, ТраУр •

Р
При этом УР не преобразовываются, как целые числа.
Так как при условии (С) в преобразовании Ур не появляется wb 

то из системы Ур, где все Ур —_целые кратные числа h, 
можно всегда выделить систему Ур, не имеющую этого свой
ства (сравн. примеры § 14).

Результат нашего исследования, независимо от примене
ния- квантовой теории, мы можем высказать следующим образом:

Если в механическую систему можно ввести переменные 
wkJk, выполняющие условия (А), (В) и (С), то их можно всегда 
подобрать так, что известные частные производные 

' dW
V* dJk ’

именно v? (а—1 . .  .s) будут несоизмеримы, а все остальные 
vP ( p = s + l . .  •/» исчезнут.

Тогда У» будут определены вплоть до однородных целых 
преобразований с детерминантом +  I 1).

Сделаем еще некоторые заключения из периодичности S*, 
как функции q и w  или У и w.

Функция S —S * + ^ w kJk увеличивается на Jh, если w k полу
чает приращение на 1, при условии постоянства других w  и У.

Это можно записать математически следующим образом:

( T b J r f * * Z b dwb

(22) dqL 
~k

1 I. M. B u r g e r s ,  давший существенное содержание этой теореме в своей 
диссертации, не приводит однако совершенно доказательства (а. а. О. § 12).
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Этот интеграл использован с той целью, чтобы убедиться, 
выполняет ли данное движение квантовые условия или нет, чгю  
можно сделать, зная лишь р  и q как функции w*.

§ 1 6 .  Адиабатическая инвариантность переменных действия и 
квантовые условия для многих степеней свободы

Подобно тому, как это было в случае одной степени сво
боды (см. § 10), однозначность Л является лишь необходимым 
условием того, чтобы квантовые условия

имели некоторый смысл.
Вторым условием будет служить требование постоянства 

всех Л по классической механике, не только для изолированной 
системы, но и для системы, находящейся под медленно изме
няющимися внешними воздействиями.

В действительности здесь тоже имеет место наше утвер
ждение о том, что переменные действия Ja адиабатически ин
вариантны. до тех пор, пока они остаются в области свобод
ной от вырождений.

Докажем это точно таким путем, как в случае одной сте
пени свободы.

Произведем с этой целью для переменных qk,pk, удовлетво
ряющих каноническим уравненйям

при которых, считая а постоянным, переменные qk, pk перехо
дят в угловые переменные, a wk и Л - -  переменные действия. 

При этом по (1) § 7 Н переходит в

Таким образом, канонические преобразования уравнения за
пишутся

Л = n ah

■ __ дН ■ дИ 
^  ’ Pk Ап

такие канонические преобразования
dS* ___ dS*

Pk~dqk ’ k~  dwh

дН д
dw~ dwh
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Поскольку Н  зависит только от Jb следует:
v ___ a fdS*\______д /д8*\ ■
* dwh\ d t  j  dwk \ d a ) a ’

При диференцировани и по t  и a, S* мы рассматриваем, как 
функцию qk, wh и t  или а; при диференцировании же по wh 
рассматриваем» как функцию wk, Jh и а. Изменение Jk в интер
вале времени (tv  t2) составляет

Предполагая медленное, несвязанное с периодом системы
изменение а, можно а вынести за знак интеграла.

Далее покажем, что

. № - 4 ’} r d / d S * \ ^
О)

имеет величину порядка а (4  — £,) (срав. § 10).
dS*

одновременно с S* также представляет периодическую
функцию ww и подинтегральное вы раж ение(1) есть нечто иное, 
как ряд Фурье без постоянного члена

У 'A* ,2ni (то)

так что оцененный интеграл получает форму
t-2

'A,e2KiU™)t+Tb)]dt,

где Ат v и 8—функции /  и а.
Развернем подинтегральн.ые выражения относительно опре

деленной точки t, равной 0:

(2) £ '( Д Т° + Л & + .  • • ■}
т

=  ёш [(туС) <+(1' )3+

{2та Лт° [(tv1) t 1 +  (tS1) f] + Л ! t } еы  ^  НГт5̂ + . . .

Пусть это разложение производилось в начале интервала 
(if,, 4 ) и пусть интеграл распространяется от t t до тех пор, пока
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не исчезнет интеграл первого члена. Этого можно достигнуть 
всегда, так как неопределенный интеграл первого члена пред
ставляет . многопериодическую функцию, проходящую всегда
через 0 на расстоянии величины лорядка j .  Интеграл вто

рого члена имеет величину порядка аТ  или аТ2. Пусть, далее, 
параллельно этому еще существует некоторое разложение в ряд
(2), произведенное в начале оставшейся части интервала, и опять 
интеграл распространяется вплоть до того, где исчезает первый 
член. Будем развивать этот процесс до тех пор, пока це оста
нется один интервал, в котором интеграл первого члена имеет 
конечное значение.

Легко видеть, что, если на пути интегрирования не исчезает 
ни одно из произведений (tv), то общий интеграл имеет величи
ну порядка e(£g — £4).

В случае, если для определенного значения а может иметь 
место тождественное (для всех У) соотношение ( t v — 0), — пред
ставляется возможность выбрать w  и /  таким образом, что va 
будут все несоизмеримы и vp — равны нулю.

Тогда появляется при S* постоянные показатели степени 
[(tv)= 0], содержащие только w p; таким образом, при диференци
ровании по wa соответствующие члены уничтожатся. Таким 
образом Ja останутся инвариантными и в этих местах вырожде
ния, что д л я /p,  вообще говоря, утверждать нельзя.

Кроме этих мест тождественных исчезновений (vt) могут 
существовать еще такие места, где как раз для рассматри
ваемых значений Jk (vc) равно нулю. Тогда мы говорим о слу- 

‘ чайных вырождениях. Также и здесь J не должно быть инвариант
ным при условии, что существует при S член с соответствую
щими показателями степени (wr) и конечной амплитудой.

Если мы желаем сохранить адиабатическую ,инвариант
ность Jk, необходимо исключить места, где между частотами, 
появляющимися в ряде Фурье, для S* существует случайная 
(т. е. она имеет место только при рассматриваемых значе
ниях) соизмеримость.

Как пример адиабатической инвариантности переменных действия, рассмот
рим случай, где механическая система инвариантна относительно оси вращения.

Пользуясь цилиндрическими координатами (г, % z) можно, вместо отдельных 
© ввести в качестве координат угол вращения ©, и разности — <р,. Тогда 
©х— циклическая переменная (см. § 6) и сопряженный ей импульс есть импульс 
вращения системы z. Он будет сохраняться только тогда, когда потенциальная 
энергия явио содержит время и до тех пор, пока инвариантность относительно 
вращения вокруг' оси будет тождественна во времени. При усилении или ослаб
лении вращательно-симметричного силового поля, импульс вращения вокруг 
оси z  остается инвариантным, и мы имеем частный случай’ нашей формулы 
адиабатической инвариантности перемеиных действия.

С целью исследования изменений, возникающих при прохождении системой 
некоторого вырожденного состояния, рассмотрим еще раз пространственный 
осциллятор. Пусть направления главных осей потенциальной энергии суть три 
частоты, являющиеся функциями одного параметра а, произвольно изменяюще
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гося во времени. Если между частотами для определенного а нет никакой 
соизмеримости, то а таком случае J  будут адиабатическими инвариантами. Если 
для определенного значения я  существует вырождение, например, v ^ v p , это 
свойство исчезает, хотя имеются специальные изменения, при которых J  оста
ется инвариантным. Если, например, не изменяя направления главных осей, варь
ировать частоты, то координаты будут относиться между собою, как независи
мые линейные осцилляторы, н J  будут адиабатически инвариантны для каждой 
такой координаты. Как пример адиабатического изменения, где в случае вырож
дения J  не остается инвариантным, рассмотрим следующее. Преобразуем перво
начально трехосный эллипсоид потенциальной энергии, сохраняя оси, в эллип
соид вращения; затем, сохраняя только ось вращения, преобразуем эллипсоид 
вновь в трехосный, две другие оси которого относительно прежних повернуты 
на конечный угол. В момент вырождения, проекция движения на плоскость, 
рерпендикулярную к оси вращения, представляет эллипс. Пределы значения J ,  
ограничивающиеся*значениями J  до и после вырождения, определяются ампли
тудами этого эллиптического движения в направлениях главных осей потенциаль
ной энергии: Без дальнейших объяснений видны различные значения для раз
личных направлений осей.

Однозначность J а (в смысле параграфа 15) и их адиабати
ческую инвариантность можно легко, обобщить следующим 
образом: (сравн. § 10 установленное квантовое условие для 
одной степени свободы).

В случае механической системы, удовлетворяющей условиям 
(А), (В) и (С) § 15, wk и Jk можно выбрать так, что v0l(a==l, 2 ..  .s) 
будут несоизмеримы и vp (p=s-f 1 . . . / )  обратятся в нули (также 
может s=f) .

Стационарные движения этой системы определяются1 
условиями

Ja^n*h  (а=?1. 2 ...S )
И так как функция Гамильтона зависит только от Л , то 

она определяется вполне однозначно квантовыми числами п*.
К этому следует еще прибавить второй квантовый закон — 

условие частот Бора
* 7 =  w w — ipw .

Подведем еще раз итог основным соображениям квантовой 
механики, рассмотренным нами выше.

Совокупность движений модели вычисляется по законам 
классической механики (затуханием излучения пренебрегаем).

Из этого континуума движений выбирается, с помощью 
квантовых условий, дискретное количество.

Энергии этих отобранных движений должны составлять 
действительную энергию системы, значение которой можно 
измерить ударами электронов, и разности энергии должны по 
условию частот Бора зависеть от действительных световых 
частот, наблюдающихся в спектрах. Высылаемый свет, Кроме

1 Обобщение квантовых условий для систем со многими степенями свободы, 
было приведено впервые М. П л а и к  о м (Verb. d,|Dtsch, Pbys. Ges., Bd 17, S. 407, 
1915, и A. S o m m e r  f e  I d  (Sitzungsber d. K. Bay. Akad. 1915 S. 425). Обоими авто
рами интегралы действия разделяющихся систем приравниваются целым кратным 
Л числам.
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частот, обладает еще интенсивностью, фазой, находясь в неко
тором состоянии поляризации.

Об этих наблюдаемых свойствах теория дает лишь прибли
женные понятия (§ 17). Этим исчерпываются наблюдаемые свой
ства движения атомной системы, но наше исчисление приписы
вает ему еше некоторые свойства, а именно: циклические час
тоты и расстояния, короче говоря, процесс движения во времени. 
Казалось бы, что эти величины принципиально поддаются наблю
дению 1, но это приводит к заключению, что наш метод иссле
дования пока еще является формальной счетной схемой, позво
ляющей в известных случаях путем вычислений, основывающихся 
на классических положениях, заменить пока еще неизвестные 
истинные квантовые законы.

От этих истинных законов мы должны требовать, чтобы они 
давали нам зависимость между величинами, поддающимися 
наблюдению, как то: энергия, частоты света, интенсивности и 
фазы. До тех пор, пока эти законы остаются неизвестными, 
необходимо всегда помнить, что наши предварительные кван
товые правила не совсем пригодны; поэтому главной нашей 
задачей будет являться установление границ пригодности этих 
правил путем сравнения их с опытными данными.

§ 17. Принцип соответствия для многих степеней свободы

Подобно тому, как мы эго сделали в § 11, исследуем, теперь 
вопрос о том, в какой мере классическая теория является 
предельным случаем квантовой, теории. С этой целью будем 
делать предельные переходы h —>0 в наших квантовых законах.

При том дискретные уровни энергий сдвигаются в один кон
тинуум классической теории. Далее покажем, что между часто
тами, вычисленными классически, и квантотеоретическими час
тотами существует связь, подобная выведенной нами для одной 
степени свободы.

Пренебрегая классическим затуханием излучения, электри
ческий момент атомной системы можно представить в виде ряда 
Фурье формы

(1) С' е*'*™***»

Компоненты векторов — комплексные числа. Благодаря 
реальности компонентов р, при изменении знаков при т* на 
обратные компоненты переходят в сопряженные комплексные 
величины. Производится это таким образом, что в показателях

1 Измерения радиусов атомов и им подобных величин ие есть какое-то 
высшее приближение к действительности, а лишь подчеркивает соответственность 
циклических и световых частот.
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степени появляются только не исчезающие v„ (и несоизмеримые), 
при этом члены с w p относятся к постоянным.

Аналогично тому, что мы имели в случае одной степени сво
боды, квантотеоретическая частота, принадлежащая переходу, при 
котором квантовые числа изменяются на соответствует
оберколебанию с частотой

(TV)=T1V1+ . . . + T f VJ .

Так же точно и здесь связь между классической частотой 
и квантотеоретической представляет связь между производными 
и частными разниц. •

Пусть в Л - пространстве находится некоторая закрепленная 
точка Л и все прямые, выходящие из этой точки, пусть будут

■ * я " J a  Т

направления которых можно себе наглядно представить, как 
направления линий соединения Л с вершинами решетки, окру
жающей эту точку. Классическая частота в этом случае может 
быть записана в форме:1

(2) УЫ —
d W  dJa d w

a dJa dl  Ф-
Квантотеоретическая частота запишется в следующей форме:

Д1Г  
чи̂ ~~ h '(3) vea=

С цеЛыо описания связи между (2) и (3), представим себе, 
что выше определенная решетка выбрана так, что стороны 
кубиков-равны А; тогда Л  будет являться уменьшением энергии 
при переходе от точки решетки Л  до точки решетки Л  — *« А 
по отношению к величине петли А.

Классическую частоту мы получим, если h будет стремиться 
к нулю, т. е. величина ячейки будет бесконечно мала.

Квантотеоретическую частоту можно понимать и как вреднее 
значение классической частоты между точками решетки Ja° 
и / а°— h при конечном h, т. е. как определенное среднее зна
чение частоты между начальным и конечным путем квантового 
перехода, соответствующего этой частоте.

А именно мы имеем: 2

~  _  1 / 1 Chd W  _ 1 А * ^
(4> Vqu~  h J h j 0 d ) : d l ~ T j 0y» ' dl

1 Знак выбирается соответственно эмиссии при всех т® положительных.
8 Срави. Н. A. K r a m e r s ,  Intensities of spectral lines (Diss. Leyden), Kopen- 

hagen, 1919.
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Если изменения та квантовых чисел малы по сравнению с сами
ми этими числами, то выражения (3) и (2) отличаются друг от 
друга очень незначительно.

Как в случае одной степени свободы, так и здесь, принцип 
соответствия использовывается для приближенного определения 
интенсивностей и поляризационных соотношений. При наличии 
отмеченного характера изменений квантбвых чисел, коэфициен- 
ты ряда Фурье (£т для начального и конечного состояния относи
тельно мало отличаются друг от друга. Теперь на основании прин
ципа соответствия мы можем поставить следующее требование:

При больших значениях и малых изменениях квантовых 
чисел, световые волны, соответствующие квантовому скачку
т ,___ тр, приближенно такие же, которые высылали бы кла-
сический резонатор, имеющий момент, равный

(£т е%ч {~w>.

Этим одновременно определяется приближенно интенсивность 
и поляризационное состояние волны.

Те же величины (£т определяют вероятности переходов меж
ду стационарными состояниями. По новой теории Б о р а  (ср. § 1) 
они представляют непосредственно амплитуды резонаторов, 
соответствующие квантовым скачкам. Если изменение квантовых 
чисел того же порядка, что и сами эти величины, то амплитуды 
можно определить, исходя из среднего значения @т между на
чальным и конечным состоянием, но вопрос об определении 
такого среднего значения остается еще открытым. Только' 
в случае тождественного равенства нулю известных компонентов 
классических ©т есть возможность дать ответ на этот вопрос; 
необходимо было бы предположить, что не существует также 
квантотеоретического соответственного колебания.

Эти соображения для определения поляризации практически 
применимы в том случае, когда во время процесса с помощью 
внешних условий, например внешнего поля, можно установить, 
как минимум, одно пространственное направление для всех 
атомов.

В противном случае, расположение атомов было бы распре
делено нерегулярно, и поляризация не установилась бы. Если, 
например, для всех атомов определенный ©т имеет одинаковое 
направление, то этому соответствует некоторая линейно поляри
зованная световая волна с распределением интенсивности по 
пространственным направлениям, известным из классической 
теории.

Особенное значение для применения квантовых условий 
и принципа соответствия имеет тот случай, когда функция 
Гамильтоиа не изменяется во время постоянного вращения атом
ной системы вокруг какого-либо пространственного направления.

Введем азимут некоторой точки системы <р =  qf> затем введем 
в роли координат разности азимутов других точек по отно
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шению w и разности, зависящие только от относительного по
ложения точек системы и установленного направления в про
странстве; тогда <р будет циклическая переменная и сопряженный 
ей импульс р<f по § 6 по существу есть компонент импульса 
вращения системы, совпадающий с нашим направлением в про
странстве.

Благодаря постоянству, функция S, сводящая qk и их им
пульсы рк к угловым переменным и переменным действия, имеет 
форму

е 1 -
2те ^ (Л ,Л  • ■ • Jf) *Р 4" 5 (</j, (]2 • • • • Qf— 1»Л, Л* • -̂ f)i 

из чего следует
1 ^ 5w , = —— _а/,

. * 2  
' dJ,
d Sw,

2 я А/, *

1 d /7
2 я ' d /,

1 d F
2 я u J f  d J t

Считая qtq2 . . .  <7/_г постоянными и увеличивая tp на 2 я (т. е 
система поворачивается на 2 я), мы видим, что wk должны из
меняться на целые числа (так как qk периодические относительно 
wk с периодом 1); при этом производные от F— целые числа и сама F  
имеет форму

1- . . . . -\-ifJf~\-c.

С помощью соответственного преобразования с детерминан
том ±  1 функцию F можна всегда привести к виду

F—J9 +  с,
так что

5 = 2 я ' ^ 2»Г ^ (Яг • • • Qf—ъ «Л • • *Jf—1« -А» )>
из чего следует

Щ ? Ф* (Я1 • • • Яг-и Л  - • * ) (fe—1. .  - / —1)

(5) ®>9= ® /= ^ - < р + Ф / (д1 . .  . #/_!, У, . . .  Jf—u J ?)•

Решая относительно qh
qk=4!\(w t . . .  Wjl-u Ji •.  • •//-!,Л ) (A=*l. . . /—!>

(6) <p= qf = 2 n  Wf-i-Wf (w t . . .  / , . . .  7/_b ,/9)
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можно также написать

(7)

Соответственно импульс вращения в направлении нашей уста
новленной пространственной оси будет

Если нет никакой вырожденности, можно положить

В каждой системе, потенциальная энергия которой ин
вариантна по отношению вращения вокруг заданной какой-либо 
оси в пространстве, 2 ■к-кратная компонента импульса враще
ния вокруг оси представляет переменную действия. В случае, 
если энергия вообще зависит от нее, эта величина должна 
квантоваться.

Так как функции Ф* (5) зависят только от взаимных отно
сительных положений точек системы и от размещения их по 
отношению оси вращения, то значит да, . . .  Wj—i определяют 
эти относительные положения в то время, как w<? определяет 
абсолютное положение системы.

По (6) 2r:wf можно рассматривать, как усредненное значение 
азимута f  (какой-либо избранной точки системы) по движениям 
„относительных" угловых переменных щ , .. .Wf—i,

Следовательно, движение можно рассматривать, как много
периодическое относительное движение, перекрывающееся рав
номерной прецессией вокруг установленной нами пространствен
ной оси. Если Н  представить функцией Л  и не зависящей от / 9 , 
то "йта прецессия равна нулю; тогда наступает вырождение.

Рассмотрим сперва случай, когда механическая система предо
ставлена своим внутренним силам. Тогда можно рассматривать 
каждую неизменную, фиксированную в пространстве прямую, как 
ось циклического азимута.

Энергия не зависит от компонентов импульсов вращения 
в отдельности, а только от суммы их квадратов, т. е. от значе
ния импульсов.

Принимая направление импульса за ось, мы видим, что соот
ветствующий ему азимут <]> циклический, и И)& не вырождается.

Таким образом общий импульс р устанавливается с помощью 
к вантового условия в форме

Если рассмотреть в пространстве еще одну дополнительную 
ось, то вокруг нее также существует циклический азимут <р,

<8) 2 —jh.
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но соответствующая переменная действия Ур = 2  не входит 
в функцию энергии рядом с Уф, так как энергия системы не мо
жет зависеть от компонента импульса в произвольном направле
нии. Таким образом угловая переменная сопряжения У» вырож
дается, и У* не должно квантоваться.

Значение wv (что считается действительным, вообще говоря, 
для любой циклической угловой переменной) представляет усред
ненное по движениям значение азимута какой-либо точки си
стемы относительно оси*®® является постоянным углом, который 
можно выбрать так, чтобы он равнялся азимуту оси общего им
пульса относительно плоскости, проведенной через установленную 
нами в пространстве ось f.

Рассмотрим теперь случай, когда механическая система под
вержена действию однородного внешнего (электрического или 
магнитного) поля.

Тогда азимут <р точки системы относительно оси, параллельной 
полю, является циклической переменной. В общем случае' Н  
будет также зависет от Л  и будет иметь силу квантовое условие
(9) 2ърч, =  У® =  m h.

При наличии произвольного внешнего поля общий импульс 
вращения не будет, вообще говоря, интегралом уравнений дви
жения и, следовательно, не может квантоваться. В частных слу
чаях может оказаться, что импульс вращения и угловая переменная 
будут постоянные — тогда сохраняются одновременно два усло
вия (8) и (9).

Если, далее, р9 представляет проекцию р на направление поля, 
и а обозначает угол между импульсом вращения и направлением 
поля, то справедливо
10) cos ос= —- =

р A  J
Следовательно, этот угол не только постоянный (регулярная 

прецессия импульса вращения вокруг направления поля), но 
также ограничивается дискретными значениями с помощью кван
товых условий. В этом случае говорят о „квантовании по 
направлению11.

Так как на основании (10) т может принимать только значе
ния —у, —j  +  1,___у, то при каждом j  существует в общем 2/+ 1
возможных ориентаций импульса. Он описывает, при постоянном 
угле а угловой конус вокруг направления поля, делая это с 
прецессионной скоростью

дН
dJv’

Вообще же эта регулярная прецессия возможна лишь для 
известных начальных условий. Но мы ниже покажем (методом 
вековых возмущений, § 18), что, вообще, в случае слабых полей
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квантование по направлению сохраняется для любого движения. 
Исключения составляют только известные случаи двойного выро
ждения (напр,, атом водорода в электрическом поле, срав. §35). 
Опираясь на принцип соответственности, выскажем некоторые 
указания относительно поляризации испускающегося света и 
возможностей переходов атомной системы. Пусть z  будет 
фиксированная в пространстве ось симметрии. Запишем в ком
плексной форме перпендикулярные к z компоненты электричес
кого момента р*, р„

2  с** - н > )k

k
Если Гн— расстояния от оси и % — азимуты (<?—один из них), 

то имеем
Xk + i y b= r k e l̂ ^ \ r k ea ^

Здесь, скобка (г* е1 bk-ч) так же, как и zk зависит от qv . . . .q f—\.
Подставляя для наших величин значения из выражения (6), 

получаем
' . . y ^ e 2ri(^ -  • -+^  wf~у

р£=  5)QTl . . .  t/_! еггЛ 3).
Следовательно, целое число т9 в выражениях компонентов 

электрического момента х  и у  может принимать только значе
ние 1, а в выражении компонента z  значение О1. По принципу 
соответственности, соответствующее квантовое число может из
меняться на 1 или 0 (это имеет место, если , вообще, кван
туется, т.е. при отсутствии какого бы тони было вырождения). 
Изменение на ±  1 соответствует правому или левому вращению 
электрического момента вокруг оси симметрии, а значит левой 
или правой круговой поляризации света.

Вследствие того, что при изменении квантового числа на +1 
увеличивается импульс вращения,— а значит импульс светового 
поля уменьшается,— мы наблюдаем для этого скачка + 1  в слу
чае эмиссии отрицательную круговую поляризацию света, в слу
чае же абсорбции положительную, при скачках— 1 получается 
наоборот.2 -

Переходу без изменения импульса вращения соответствует 
свет, поляризованный параллельно оси симметрии.3 Если движе

1 Знак перед т не имеет такого смысла, так как в ряде Фурье рядом с т 
всегда появляется—т. ' -

* R u b i n o w i c z  (Physikal. Zeitschr., Bd. 19, S 441 и 456,1918) с целью установ
ления правила выбора изменений квантовых чисел использовал соотношения 
между поляризацией и импульсом вращения. Это произошло, приблизительно, 
одновременно с установлением Бором общего принципа соответствия.

8 Такой свет в оптике назвали бы поляризованным перпендикулярно направ
лению г, так как по традиции плоскость колебания магнитного вектора принято 
считать плоскостью поляризации.
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ние точек системы происходит в плоскостях, перпендикулярных 
оси симметрии, то (кроме для Q*, . .  .t/_ i= 0) т ,=  . .  — пере
хода без изменения импульса вращения тогда не наблюдается.

Рассмотрим теперь случай системы, подверженной воздейст
вию только внутренних сил; тогда вышеизложенные соображения 
можно применить к оси общего импульса, причем вместо <р по
является угол, обозначавшийся нами выше через ф. и сохраняет 
свою силу квантовое условие (3). Но поляризацию света нельзя 
наблюдать по той причине, что атомы или молекулы в газе 
имеют всевозможные ориентации.

Здесь мы встречаемся с вышеупомянутым случаем движения 
точек системы в плоскостях, перпендикулярных оси, что имеет 
место, например, в проблеме двух тел (атом с электроном) и 
жесткого ротатора (гантельная модель молекулы); при этом 
переход j —>J невозможен.

Далее рассмотрим случай, когда система находится под дей
ствием внешнего однородного поля и наступает пространствен
ное квантование (что наблюдается при слабых полях). Тогда 
для изменений т и поляризации света относительно направления 
поля применимо выведенное выше правило. Легко показать, что 
также и для j  сохраняют силу возможности перехода, выведен
ные нами для свободной системы, а именно

А /=—1, О,-И.

С этой целью введем координатную систему & так, чтобы 
ее ось С совпадала с направлением импульса вращения и ось 
была направлена перпендикулярно направлению поля. В этой 
координатной системе электрический момент допускает следую
щую формулу:

Ш -гФ<,= е2пйГф е %тЛ <тв')
т

(11)
х

где в суммы входят лишь угловые переменные относительного 
движения wt . . . Щ - 1  (не и w^).

Координаты S(rj,C связаны с координатами находящейся в про
странстве системы х, у, z  таким образом, что

x-3r iy—e'ir'i'w<f{l cos а — £ sin а-Miq)
2 =  Ssina+Ccosa.

Этим выражается тот факт, что ось ? с осью z  образует постоян
ный угол а и совершает вокруг регулярную прецессию w<f=v<f t

Те же формулы преобразования применимы и для компонен
тов вектора р по отношению к обеим координатным системам.
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Подставляя в эти преобразования для ряды Фурье (11),
мы легко заметим,; что в показателях рядов при и JL угловые 
переменные wv и выступают только с множителями ?<р=±1; 
Тф=0, +1; при рг только с множителем т¥=0, Тф=0, + 1. Таким об
разом квантовое число /  может изменяться только на 0 или +1

§ 18. Метод вековых возмущений

С помощью незначительных воздействий или изменений усло
вий можно часто многопериодическую вырожденную систему 
превратить Вч невырожденную систему. Мы рассмотрим сейчас 
особенно простой случай, когда функция энергии содержит 
параметр I, при значении которого К =  0 она вырождается.

Представим себе функцию энергии Н, развернутую по сте
пеням к  тогда для достаточно малых I можно ограничиться 
двумя членами разложения

(1) Н = Н 0+Ш и

Следовательно, в этом приближении факт возмущения „не
возмущенной" системы, обозначенной через Н0> отмечается 
как бы, аддитивным прибавлением некоторой возмущающей функ
ции щ .

Вопрос о том, какое влияние оказывает возмущающая фун
кция на движение, если Н0 не вырождается, будет нами иссле
дован ниже. Здесь же .мы рассмотрим только случай вырож
дения Н0. Представим себе, что проблема невбзмущенной си
стемы решена и посредством канонической подстановки введены 
угловая переменная и переменная действия да* J%. Благодаря 
вырождению, Н0 будет зависеть только от своих собственных 
переменных действия Л  (а=1, 2*-*s) и будет функцией всех 
да* и /*; следовательно:

(2) Я = Я 0(Л )+  Ш г {Л, wl)<
К приближенному решению „проблемы возмущения“ мы при

дем посредством следующего наглядного рассуждения, которое 
математически будет нами обосновано ниже в общей связи 
с другими явлениями.

При возмущенном движении да£ все постоянны; дав изменяются 
во времени. Влияние некоторого незначительного возмущения 
будет сказываться в том, что w° будут также изменяться во 
времени, но таким образом, что их скорость изменения будет 
мала, т. е. одновременно с X стремиться к нулю. Вследствие 
того, что координаты Qk рн представляют периодические фун
кции всех да° с периодом 1, — система, за время изменения да
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на какую-либо величину, проделает относительно wa° большое 
число периодов (вращение или либрация).

Связь между движениями wa и w f выражается при усред
нении функции энергии по невозбужденному движению а 
именно:
(3) 77= 77о (j2)+x и  , (f i ,  J°).

В этом выражени Л  выступают только как параметры. Един
ственные переменные—это w\ J°f. Соответствующие им канони
ческие уравнения следующие: __

дНг
Шо=== Х dJ°t

(4) _
о дНх

В квантовой теории рассматриваются решения, имеющие только 
многопериодический Характер.

Предположим поэтому, что существует функция действия 
вида

(5) 5 =  ^ w l J k + F ^ J , ) ,
к~ 1

где F — периодическая функция w? с простым периодом. Канони
ческие преобразования с производящей функцией S :

- О i0 fW& =  W& J о == Jа
о I дР  ,о , . dF(6) w f — w p +  qj  J f — J p , 0 .

Функцию Ht приводим к функции одних Л

(7) 77, (Л-, (Ув,У р).

Часть S, зависящая от w°, J9,

St= S — 2  w°. Л .
«1

удовлетворяет диференциальному уравнению Г а м и л ь т о н а -  
Я к о б и  в частных производных

Wx.(8) Я , ( Л ; < - £ | - )  =

Таким образом, движения, выраженные при помощи перемен
ных w°? J°9, определяются из усредненной функции возмущения
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подобно первоначальным координатам системы из общей фун
кции энергии. Решение в нашем приближении имеет форму

Jo = const wa =  va£-f- К
Jf — const .®>p = Vp£+&S),

где имеют значения
v . -  P -  +  X « L

dJa dJa 

v.= x dHt _
dJf

Итак, скорость изменения vp действительно мала по срав
нению со скоростью v0 и для X—0 она исчезает.

Для таких медленных движений в небесной механике введено 
название „вековых возмущений*.

В (6) легко заметить, что первоначальные координаты си
стемы q и р  также являются периодическими функциями новых 
угловых переменных.

В движениях, выраженных уравнением (8), мы будем отличать 
следующие случаи: либрация, вращение или движение в пределе 
ограничения.

Практически проблема решается только при условии разде
ления переменных w°9 в диференциальном уравнении (8) или при 
условии отыскания новых разделимых переменных. Это, напр, 
имеет место, если все переменные — , или все, кроме одной, 
циклические. Простейший случай этого наступает при существо-, 
вании, вообще говоря, одной переменной w'l, т, е. если невоз
бужденная система просто выражена. '

Далее, может случиться, что проблема, описываемая с помо
щью Н, относительно известных wt является вырожденной,— 
тогда эти wp во время движения остаются постоянными. Конечно, 
если прибавить следующую функцию возмущения, то эти wf 
могут изменяться.

Нахождение среднего значения функции возмущения Н  часто 
производится с помощью первоначальных переменных q,p (усред
нение по проистеканию во времени) подобно тому, как это^ де
лается посредством угловых переменных.

Постоянные траектории невозмущенного' движения, входящие 
в среднее значение Нх, выражаются затем через вырожденные 
угловые переменные w\ и через переменные действия Для 
системы, подверженной воздействию только внутренних сил, 
азимут произвольной прямой в пространстве и плоскости, прове
денной через эту прямую и ось общего импульса, в этом случае будет 
вырожденный. Если на эту систему действует слабое однород
ное поле по направлению этой прямой, то усредненное значение
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функции возмущения Ш г не зависит от такого азимута. Если 
теперь нет никакой другой вырожденной переменной невозмущён
ной системы, изменяющейся благодаря функции векового возму
щения, как например, для атома водорода в электрическом поле 
(срав. § 37), то остается единственное вызванное внешним полем 
вековое движение прецессии общего импульса вращения вокруг 
направления поля с частотой

Таким образом, мы осуществили рассмотренный в предыдущем 
параграфе случай пространственного квантования. Точное- дви
жение отличается от описанного наложением малых колебаний, 
это— так называемая „псевдорегулярная прецессия*1.

19. Квантовая теория волчка и применение ее к молекулярной
модели

Выше мы исследовали (§ 12) движение двухатомных моле
кул, которые мы рассматривали как „ротаторы*. Займемся те
перь изучением многоатомных молекул, рассматривая их в первом 
приближении, как твердые тела. При этом упомянутый выше 
случай двухатомных молекул (или, вообще, таких молекул, атомы 
которых находятся на одной прямой) получится, как предельный 
случай, и мы получим точное обоснование наших прежних ре
зультатов.

Конечно, рассмотрение молекул, как твердых тел, должно 
быть обосновано с точки зрения электронной теории; в действи
тельности молекула представляет сложную систему, состоящую 
из большого числа ядер и электронов.

В самом деле, можно показать1 с большим приближением, 
что ядра движутся подобно жестким системам, но общий импульс 
вращения молекул не равен импульсу вращения движения ядер, 
так как система электронов по отношению к ядрам сама обладает 
импульсом вращения, имеющего такой же порядок величины.

Так мы приходим к представлению о молекуле по Крамерсу 
и Паули, т. е. к тому, что адекватная модель молекулы не есть 
просто волчок, но что она представляет жесткое тело, в котором 
как-бы замуровано маховое колесо с крепкими подшипниками. 
На основании этих соображений рассмотрим сейчас теорию волчка 
с маховиком.

Пусть тело волчка вместе с массой маховика (ось симметрии 
должна быть расположена так, чтобы распределение массы во 
время вращения не изменялось) имеет главные моменты инерции 
Ах, Ду, оси которых одновременно представляют координаты 
х ,у , г; момент инерции маховика пусть равен А.

1 М. B o r n  u. W. H e i s e n b e r g :  A na d. Physik., Bd. 74, S. 1, 1924.

Борн—409—8 и з



Далее, о — единичный вектор по направлению оси маховика,
С— угол поворота маховика вокруг своей оси и С=«в— его угло
вая скорость. Обозначим вектор угловой скорости всего волчка 
через b и для определения положения 'волчка используем эйле- 
ровские углы 9, ф (8 и ф — полюсное расстояние и азимут оси 
А„  f — угол между узловой линией и осью AJ. "

Соотношения между производными от ft, if и ф и компонен
тами Ь мы установили уже в (2) § 6. Вектор общего импульса 
вращения тела пусть будет Ф.

Компоненты общего импульса вращения слагаются из компо
нентов импульса вращения самого тела волчка плюс компонент 
импульса вращения маховика:

(1)
©г= А аЬа-М*<уо.

Импульс вращения маховика вокруг его оси
(2) Z = A[ w+  (bo)].

Посредством применения формул импульса вращения, мы 
получим здесь четыре уравнения движения. Одно из них опре
деляет ориентацию импульса в пространстве и представляет со
бой уравнение Э й л е р а  .

' Ф=[Ф,Ь].
Импульс вращения маховика может быть изменен лишь вслед

ствие взаимодействия с телом волчка посредством подшипников 
оси; следовательно, его изменение перпендикулярна к оси и ком
понент в направлении оси постоянный:

(3) Z=const.

Кинетическая энергия запишется

(4) 7 ~ i-£ (® b )+ Z a> ];

подставляя сюда выражение (1), получим:

(5) Т = ± - [А аЬ \+ А уЪ \+ А аЪ\+А  «о (о b)+«ozJ .

Чтобы получить энергию, как функцию компонентов импульса 
вращения,-подставим в (5) значения b*, Ьг  Ь„ определенные из (1)

г=  т  Ос-+ f  -+ а г - А“ + ^ + ^ г ) + л  ] •
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ш определится из соотношения, получающегося вследствие уста
новления связи между (Ь а) и о> способом умножения уравнения (1)

Кроме этого интеграла, у нас имеется еще теорема сохране
ния импульса вращения:

Обзор общего характера движения можно произвести сле
дующим образом:

Компоненты Ф представляют координаты точки, в которой 
неизменная ось системы проходит сквозь сферу (7). Эта точка 
движется вдоль кривой пересечения сферы и эллипсоида (6), свя
занной неизменно с волчком.

Таким образом, в неподвижной пространственной координат
ной системе волчок производит периодическую нутацию, пере
крывающуюся прецессией вокруг оси импульса вращения.

В случаях, где сфера касается эллипсоида, происходит дви
жение вращения вокруг перманентной оси.

Чтобы можно было сформj лировать квантовые условия для 
движения, нам необходимо вернуться к координатам 9, if, 4 и вы
числить импульсы.

Предположим, что кинетическая энергия 7 с помощью соот
ношений (2) § 6

записана, как функция 9, <р, ф и их производных. Тогда для им
пульсов получим:

Ha2jp- ~  —  Из чтого и (2) елe n v e T :

Следовательно, мы получим

(6)

(7) const.

Ья= 6 cos у+ Ф sin в sin <р 
sln<p — ф sin ft cost? 

b2=r-H>c°s&

дТ дТ дЪх ,д Т  дЬи , дТ дЬг



p^~dw  '
Поскольку по (5) производные от Т по Ьж, £>„, Ь„ являются 

именно компонентами импульса вращения (1) ©*, имеем:
рй = cos <p+©j, sin (f

= Фж sin 9 sin — %v sin-0 cos <p +  %z cos 9

Pc| =Z
Так как постоянный импульс вращения может иметь в про

странстве произвольное направление, то движение — вырожден
ное, и поэтому можно число степеней свободы понизить на 1. 
А именно, мы можем, не ограничивая общности, постоянную 
полярную ось в пространстве отложить по направлению 
Тогда мы получим:

®a;=Dsin&sin <j
(8) — D  sin & cos <р

®e =  D cos9
и импульсы будут:

р»=О
pty — D

9) p i f = D  cos О
A = Z .

Поскольку для конечной точки® кривая движения предписана 
на эллипсоиде (6) и эта кривая обходится полностью втечение 
циклического изменения <р, то cos & можно определить однознач
но, как функцию <р. Так мы приходим к заключению, что дви
жение в координатах в, <|>, <р, С разделимо, и интегралы действия 
будут иметь вид:

ф P ^ = 2 t:D ; jj /7ф dy=D  |  cos M f ; ^  dt,=2vl
и, следовательно, квантовые условия1

n _m h

(Ю) cos & = n*h
~ n^h

1 Квантовое число общего импульса вращения здесь мы не обозначаем буквой 
/ ,  как это делали в общей теории, ио заменяем ее через т, так как это обозна
чение употребляется для обозначения связи терм молекулярного спектра враще
ния (см. Ротатор § 12). ......



Второе квантовое условие можно интерпретировать наглядно 
следующим об разом: поверхность, которую в отрицательном на
правлении обходит конец вектора Ъ  на сфере (7), равна

F=— ©8J fs inbd fi d<p='3)2 f  fd  cos & d y .

Выполняя интегрирование no § и при условии, что контур, 
ограничивающий поверхность, не охватывает собой полярной 
оси, получаем:

F= -3)2 ф cos й dy =  2т, D2 ~  .

Если он охватывает положительную полярную ось, то 

F  ^  (1— cos b)d>f=2TiD3 п ~— •

Если же он охватывает собой отрицательную полярную ось, то 

F— ®2 |  (1 -f cos 8) d f = 2гс D-

и если он замыкает собой две стороны полярной оси, то

— cos 0) dtp =  2к .

Во всех случаях отношение F  к полуповерхности шара будет:
F п

<П ) ъГЁУ2 ~ т ’

где п — целое число, и мы можем второе квантовое условие 
формулировать следующим образом: отношение поверхности, 
вырезаемой вектором % на сфере (7) к поверхности полусферы,
равно п может принимать значения 0, 1 . . . 2т.

Применим теперь наши формулы для обыкновенного волчка 
без махового колеса1.

Вместо (1), для компонентов импульса вращения мы получим

^ x —Axbxs <§)у=А bv, 5),— А.. Ь2.
Уравнение энергии (5) переходит в уравнение

Т ^ ~  [А* Ъ1±АуЪ1 + АгЪ1].

1 См. F. R e i c h e ,  Physikal. Zeitschr., Bd. 19, S. 394,1918.
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Посредством подстановки компонентов импульса вращения, при
ходим к

<i2> r 4 l f + f + f ] -
Отложим опять постоянную полярную ось в пространстве 

в направлении общего импульса вращения; тогда вновь сохра
няется соотношение (8), и мы имеем право написать 

(13,
Получаем два квантовых условия

ф рф d <b=2nD—mh
(14) IFv Y

d y=D |  cosВ d <p= nh.

Во втором условии мы запишем cos 8 с помощью энергии 
T—W, как функцию <р. Из (13) следует

2W
D1 

cosa8=- (sin? <р cos8 <р \
~ л Г + ~ д Г  /

I /s in a<p , COS*<p\
a . v a t + ~ a ;  I

И второе квантовое условие будет:

- ш Г

( * $ V  ~ Г  / s i n ^ 'c o s M *  d 'f ~ nh-
Л. V А.  )

Оно приводит, как видим, к эллиптическому интегралу, со
держащему энергию W, как параметр.

Вычислить W, как функцию квантовых чисел т и п ,  явно 
невозможно, кроме случая наличия симметрии вращения (Аа=Ау), 
рассмотренного нами уже в (§ 6), В этом случае, когда АХ=АУ, 
энергия (13) переходит в

г - И т г + т )
<f — циклическая переменная и 8 — постоянная.

Квантовые условия теперь:
£>„ тА 

2к
r> „ nhD COSt)=-:r 2-гт
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и, следовательно, cos &= — т. е. мы имеем квантование по

направлению, причем импульс вращения совершает прецессию 
не вокруг. неизменной пространственной оси, а вокруг оси, 
неизменно связанной с телом фигурной оси. Энергия, как функ
ция квантовых чисел, выразится:

Исследуя, каким образом координаты какой-либо точки волчка 
выражаются через циклические координаты <!> и <р, мы приходим 
к убеждению (конечные ряды Фурье), что’ в развертке ряда 
электрического момента, вообще, частоты v9 и появляются 
при коэфициентах 0 и + 1 . Следовательно, квантовые числа 
л и т  могут изменяться на 0 и +  1. Только в том случае, когда 
электрический момент не имеет компонента в направлении фи
гурной оси, переход Д « = 0  отпадает.

Применение уравнения энергии (16) к многоатомным молекулам 
приводит к многим системам полос спектра вращения, сдви
нутых друг относительно друга на определенную величину.

Последовательность линий удовлетворяет той же формуле про
стейшего типа (ср, § 12).

Коснемся, кстати, вопроса, как с црмощью предельного пере
хода можно из формулы волчка (16) получить формулу (1) § 12 
для ротатора, и покажем, в какой степени применима формула 
ротатора к двухатомной молекуле.

Допустим, что имеется идеальный случай системы, состоящей 
из двух материальных точек, скрепленных неизменно жесткой 
связью; тогда в формуле волчка (16) As= 0  и вследствие того, 
что энергия остается конечной, п может принять только значе
ние 0. Тогда для энергии мы получаем уже знакомую формулу 
ротатора (1) § 12

Но, в действительности, в двухатомных молекулах кроме 
почти точечных ядер больших масс существует определенное 
число электронов, движущихся вокруг ядер и могущих иметь 
при некоторых обстоятельствах импульс относительно линии 
соединения ядер. В грубом приближении такую систему можно 
рассматривать, как волчок, момент инерции Д2 которого вокруг 
ядерной оси мал по сравнению с моментом инерции Ая относи
тельно перпендикулярной к ней прямой. При неизменной кон
фигурации ■ электронов, п следовательно, и второй член энер
гии (16) будут постоянными числами.

(16)
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Таким образом мы получаем зависимость энергии от состо
яния вращения

(17) УУалектр +  g ^  д  т% •

Во время квантового перехода, вообще говоря, изменяется п 
и вследствие этого изменяется энергия fэлектронов WMeKmp; 
кроме того т изменяется на 0 или +  1. Основываясь на этом, 
установим зависимость WBMncmp от квантовых чисел, и ввиду 
того, что представлять электроны как жесткий волчок, конечно, 
является очень рискованным, мы получим частоту, излуча
ющуюся при переходе в следующем виде (если не принимать
во "внимание того, что д/га—0 соответствующая частота v— у элеКтр.

’элекшр и, следовательно, а̂лектр благодаря незначительности 
Де в (16) очень велики относительно члена, появляющегося 
вследствие вращения.

Так как последний обусловливает, как это было показано 
выше, линии в ультракрасной части, то спектр (18) смещен 
к области высоких частот, т. е. к видимой или к ультрафиоле
товой области.

Таким образом мы имеем здесь самую простую формулу полос, 
соответствующую в грубом приближении наблюдаемым полосам.

Измеряя наблюдаемые расстояния между линиями, можно 
вычислить момент инерции Ах молекулы. .

При переходе от уравнения энергии (17) к уравнению частот
(18) было сделано предположение, что момент инерции Ах не 
изменяется при изменении конфигурации электронов. Если это 
предположение отбросить и допустить, что Ая переходит от 
Ajn  к AJ®, то для д/п =  +  1 мы получаем частоты

8iW(m±1)
(18)

(19) V — VЭлектр

v=  a±  bm cm2.
где

h
8 n2 AW

(20) 4 * M eW,
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Частоты (19) образуют как бы „положительную и отрица
тельную ветвь* полос. Для Л т = 0  получается „нулевая ветвь*1.

/v h ( X 1 \ ^
(21) V =  Ч э д е к тр  +  g  г ъ у \  (2) j т * =  Ъ л е к т р \ - \ - Ст,1,.

Она исчезает, если электрический момент молекулы перпен
дикулярен к оси импульсов вращения.

0Г2 3 4

полосЬ/

Рис. 8.

Мы получаем распределение линий по трем разветвлениям 
графическим путем, начертив три параболы (19) (со знаками +  и —) 
и (21) и опустив при этом перпендикуляр с точек целых чисел т
на ось V1). Одна из ветвей (19) над осью v проходит два раза 
и, в месте поворота „головы полос", линии сгущаются (имея 
конечную густоту). Линия, где встречаются положительная и 
отрицательная ветви, называется т=0) „нулевой линией*. Чтобы

1 Ср. A. S o m m e r f e l d ,  Atombau und Spektrallinien, S. 522, 1622-
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вычислить по эмпирически найденной полосе момент инерции, 
необходимо знать b и, кроме того, где лежит нулевая линия 
полосы. По положению нулевой ветви можно судить о поло
жении нулевой линии. При отсутствии нулевой ветвк приведен
ных здесь свойств полос недостаточно для решения этого 
вопроса. Однако, оказывается, что интенсивности распределяются 
симметрично по обеим сторонам нулевой линии и сама нулевая 
линия обладает интенсивностью, равной нулю.

Применяя модель волчка с маховиком к молекулам, Кра
мере и Паули пытались объяснить выпадение нулевой линии и 
одновременно дать теорию полос молекул, обладающих произ
вольно расположенным импульсом электронов. При этом тело 
волчка играет роль системы ядер (их рассматривают жесткими), 
а маховик— роль импульса электронов.

Ввиду того, что в молекулах размеры электронных путей 
величины порядка ядерных расстояний и масса электронов мала 
относительно ядерной массы, — А является по сравнению с Ах, 
Ау и А2 малой величиной. Далее, квантовые условия требуют, 
чтобы электронный импульс Z имел величину того же порядка, 
что и общий импульс D.

Развернем теперь Т в ряд по степеням А, ограничиваясь 
вторым членом

Т=  I * ”  ZX)2+ 2 й ) у 2 + - 1 й*)2\  '

В этом выражении первый член есть постоянная величина 
(энергия движения электронов); второй член

(22) £ = y [ x x( ^ ~ Z o,)2+ . . . J

представляет энергию волчкового движения молекул.
Стационарные движения получаются при замене общего

импульса вращения (©) через -к—, выбирая одновременно зна
чение Е  так, чтобы эллипсоид (22) с центром Za вырезывал на 
сфере ©=> const поверхность, отношение которой к поверх
ности полусферы выражается отношением —. К вопросу о зна
чении Z и о том, подчинена ли эта величина квантовому усло
вию, мы еще вернемся ниже. В случае двухатомных молекул ось 
Z мы будем отлагать по линии соединения ядер и ось х  — 
в плоскости, определяющейся линией соединения ядер и импуль
сом электронов, вследствие чего й =0, Ае будет мало по срав
нению с Аа и Ау (в отношении массы электронов и ядер) и (с 
таким же приближением) Аа= Аг  Эллипсоид (22) вырождается 
в плоскую круговую шайбу, параллельную плоскости (х, у) 
с координатами центра Z ах, 0, Хаг.
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Кривая пересечения эллипсоида со сферой охватывает по
верхность, длина которой по направлению г относится к радиусу

сферы, как Л/ —. По этой причине для не очень большого 
У

значения общего импульса вращения квантовое число допустимо 
лишь равным нулю п= О, а это означает, что поверхность эллип
соида касается поверхности сферы.

Если изменять Е  от 0 до оо, то такое прикосновение насту
пает два раза, и при том безразлично, находится ли центр 
эллипсоида внутри сферы или снаружи сферы. Из двух соот
ветствующих форм движения устойчивым является движение 
для малых Е, так как только при малом увеличении Е  кривая» 
вырезанная на сфере, замыкает собой точку прикосновения, 
т. е. движение остается вблизи стационарного движения.

Точка касания должна находиться на плоскости, проходящей 
через центр эллипсоида и ядерной оси, из чего следуе^^ ®s=0. 
Из соотношения

АX

выражающего тот факт, что нормали сферы и эллипсоида в 
точке соприкосновения совпадают, можно заключить» что 
отношение

% — аЛ

Авеличина порядка По этой причине, в выражении анергии
(22) мы можем пренебречь третьим членом и получим

Е=-щ(£>г- а хг у .

Из рисунка 9, видно, что Е можно записать еще

£==Й Г Za-  axZ)2.

Вводя квантовое число и величины £ и С посредством
Ул ЕЛ _ _  С ЛLt Cig. =  Л ) ^  й, —- "* - 2 я’ - 2 я

имеем

<23>
Это есть обобщение формулы энергии простого ротатора; 

оно получается при условии, если ?=С=0.
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Если импульс электронов совпадает с направлением соеди
нения ядер (£=0), то

Эта формула совпадает с формулой для симметричного 
волчка (16) при том условии, если в ней отбросить член, про
порциональный “  (как энергию электронов), и положить С 
равным п.

С целью объяснения наблюдаемого факта, именно факта выпа
дения одной линии в системе эквидистанционных линий полос, 
Крамере, Кратцер1 и Паули2 использовали общую формулу

(23) разными приемами и разны
ми способами.

Нужно предположить, что в 
этом месте смыкаются положи
тельная и отрицательная ветви 
полосы, подтверждением чего 
является симметрическое распре
деление интенсивности и извест
ные нарушения равномерности 
по обеим сторонам „нулевой 
линии11.

Кратцер использовал формулу (23) на случай, когда 0=0, 
т. е. импульс электронов перпендикулярен линии соединения 
ядер. Он получил из формулы

h2

частоту, излучающую при переходе tn f  1—*те (конфигурация 
электронов сохранялась), а именно:

(24) V — V,электр~ '4к*Ах( П1 ' 5 +  з )

и частоту, соответствующую переходу т —̂ т \ - 1
**** r*-' h / 1 \  

(25) V — V аЛектр д а д  ( т  j ‘

Итак, положительная и отрицательная ветвь состоят из экви
дистанционных линий, начинающихся, вообще говоря, в различ-

1 А. К г a t z е г, Sitz.-Ber. Bayr, Akad. Math.-phys, К). 1922, S. 107, § 3.
8 Н. A. K r a m e r s  und W. P a u l i  jr, Zeitschr. f. Physik, Bd. 13, S .351,1923.
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ных местах; положительная начинается при-g-—S, отрицательная 

при -  ( у - ' - ) -

Полагая £=-^- и рассматривая состояние т—0, Кратцер полу
чил величину расстояния между двумя ветвями, равную двойной 
ширине обыкновенных расстояний между линиями.

Крамере и Паули показали, что это имеет место в том
случае, если С не исчезает. Тогда ят^С и развертка в ряд Е по —

е = я£ а :[<", - у ‘ + с?+ ” + ••■ ]

остается для малых т (кроме т —0) в силе. Пренебрегая 
членом — , получаем равные частоты (24) и (25), аналогично

прежнему и, следовательно, в случае — правильную вели
чину ширины пробела.

Значение войдет в формулу состояния, если импульс

электронов будет равен - f  , составляя при этом с линией соеди
нения ядер угол 30°.

Это допущение приводит к затруднениям при истолковании 
интенсивностей по принципу соответственности Ч На этом осно
вании Крамере и Паули вновь возвращаются к предположению
s=  j ,  t  =  0, т. е. к электронному импульсу (с „половинным*
квантовым числом), перпендикулярному к линии соединения ядер.
§ 20. Связь между вращением и колебанием в двухатомных

молекулах
До сих пор мы руководились предположением» что суще

ствующие связи между атомами, принадлежащими одной моле
куле, весьма крепкие; но в действительности это не так просто; 
напротив, атомы колеблятся друг относительно друга, — совер
шают малые колебания.

Наша задача состоит в том, чтобы установить, какое влияние

1 Кроме того, затруднения состоят в том, что электронный импульс, ие 
параллельный линии соединения ядер, возможен только при известном вырожде
нии движения электронов. (М. B o r n  und W. H e i s e n b e r g .  Ann. d. Physlk. Bd 
74, S. 1. 1824) W. Pauli сообщает, что точное исследование этих вырождений 
приводит только к параллельным и перпендикулярным положениям электронного 
импульса. ' "

1 -
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оказывают эти колебания на энергию, а, следовательно, и на 
частоту испускаемого или абсорбируемого света.

Действительная природа сил, удерживающая молекулу, как 
систему, определяется необыкновенно сложным образом, самым 
ее строением, именно ядерно-электронным строением. Здесь мы 
сделаем предположение, что атомы можно рассматривать, как 
силовые центры, взаимодействующие друг с другом с силами, 
зависящими только от расстояния. Можно показать, что постро
енные на этом результаты дают достаточное приближение к 
действительности.1 Что касается электронного импульса в 
одноатомных молекулах, то в предыдущих параграфах мы видели, 
что он не влияет на движение вращения ядер и обусловливает 
появление одного аддитивного члена в выражении энергии, 
при условии, если сам импульс совпадает с направлением линии 
соединения ядер. Очевидно, картина не изменится, если ядра 
будут колебаться в этом направлении. Мы ограничимся при 
нашем дальнейшем рассмотрении пока этим случаем.

Итак, рассмотрим двухатомную молекулу, состоящую из двух 
материальных точек, тг и тг, находящихся на расстоянии г 
друг от друга и обладающих потенциальной энергией U(r).

Можно показать, в самом общем случае, что такую про
блему двух тел можно свести к проблеме одного тела. Выбе
рем центр тяжести наших материальных точек за полюс коорди
нат О и определим линию, соединяющую т1 и т2 через полярные 
координаты О, f. Если теперь гг и г2— расстояния материальных 
точек от 0, то их полярные координаты будут rlt 8, ? и г2, 
« — $, я+<р; далее, заметим, что rj-f-ra= r . Функция Гамильтона 
запишется:

(r\+ r\ 6 * + /? i* sin 4 > )+ ^  (r l+ rl^+ rl  <j>2sin20 )+ £ /(г) =

= -^  (щ п +  т2 г\ )-Ь~~- (»V i+ m 2rf) (®а4-<р* sin?9)+ /7  (г).

На основании теоремы о центре тяжести можно написать1
тугЛ =  т3г2

и, следовательно,
т.,г т. г

г\ = -----г— > г»~ ——г —  •1 mt+ma л тг-\-т<1

Подставим эти значения в выражение

(1) tf= -g -(rss +  r 26® +  /V sln*»)+ £/(f),

1 М. B o r n  н W. H e i s e n b e r g ,  Ann. d. Physik., Bd. 74, S. 1, 1924.
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где, полагаем
(2j

V- m i  т %

Выражение (1) представляет как раз функцию Гамильтона 
для движения материальной точки с массой р под влиянием 
центральной силы, расстояние от которой к нашей точке равно г. 
Эту проблему мы будем рассматривать с еще более общей 
точки зрения ниже, а здесь только остановимся на факте, имею
щем место в молекулах—факте существования положения равно
весия1. Он выражается в том, что существует расстояние г, 
для которого U(r) имеет минимум, т. е.
(3) £Л>’=  0, U0">Ot
где индекс 0 обозначает (и далее будет обозначать), что г=*г0.  

Возможное состояние движения системы может быть таким, 
когда вся система вращается вокруг неизменной, находящейся 
в пространстве оси, проходящей через центр тяжести масс и 
перпендикулярной к линии соединения этих масс (ядерная ось).
Вращение происходит с постоянной угловой скоростью <р0 и по
стоянным расстоянием между ядрами г .

Далее, имеем
(4) v r ^ U ' .

Здесь черта обозначает так же, как это будет впоследствии, 
то, что

г—г .
Это состояние движения мы примем за исходное положение 

для наших дальнейших исследований малых колебаний. Пусть 
расстояние г увеличено на приращение пути х : г = г  +  х. Раз
вернем функцию Гамильтона в ряд, по степеням х, считая ее 
зависящей от х, ? и соответствующих импульсов, т. е.

Я = - |  [ > + ( r + x ) V ] + £ /  (7 + jc),

Импульс, соответствующий у
Р = И  Т + х )2<?

постоянный, так как f  — циклическая и совпадаете импульсом 
вращения. '

Таким образом (для х = 0 )

(5_______ )  Р = ^ Ъ -
1 М. B o r n  und Е. Hf l c ke l ,  Physikal, Zeitschr., Bd. 24, S. 1., 1®23; s. aucfc 

A. К r a t z e r, Zeitschr. f. Physik., Bd. 3, S. 289 u. 460, 1920.
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Импульс, соответствующий х

P*=V-X-
Теперь имеем

(6) Н = -----£ ----- + ^ - + U ( T + x ) .
У 1 2(а ( г+-*0 2>*

Развернем по степеням х

Н--
7 Г ^ и ] +Р* + \ - ^ + и ' \ Л +

Н ~ 4 ^ + И * , + [ 5 * Н

U" л Ч

1г"1 X
Ввиду (4) и (5), множитель при х  исчезает:

(7) X ^ - U ' .
рг3

Функция Гамильтона, наконец, примет форму:

(8) Н= W0+ -£** + 1- <»а-л-2-ЬахЧ-Ьх*-Ь ■ -

где
W0—~ l  - A-U

0 2|хг8

<9) ш *=(2ги0*=^[з

в* 1 -----
Й=— 4

3!

Этим мы свели проблему к проблеме негармонического осцил
лятора, разобранного нами в § 12.

Если ввести теперь угловую переменную и переменную дей
ствия, то необходимо положить

J — 2 я р;

введем вместо х  и ре способом, приведенным в разделе о гармо
ническом осцилляторе переменных, ws и Уж.

Ограничиваясь (8) членом хъ, получаем
<10) Я -  W0 (У) +УЖ v (У) +У,2 а (У),
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приняв предварительно для сокращения записи
15 аЧ*а— 4 (2 tcv) V

Функции W0{J) и V (У) находятся очень просто: из (7) вычи
сляют г, как функцию от р или У и подставляют в (9). Чтобы 
их вычислить до конца, необходимо, конечно, знать точно U (г). 
Но если ограничиться малыми скоростями вращения, при кото
рых отклонение г — г0= г 1, вызывающееся центробежной силой, 
мало по сравнению с г0, то можно притти к цели посредством 
развертки в ряд. Тогда уравнение (7) в первом приближении 
запишется

Г л ’ ь '
Из этого получаем

J* 1г. 4ftaH' г08 U0"
Далее,

^ ° = 8irV(/0+ r ^ + ^ (ro+r*) = _ 8 ^ W " - +£/o+  • ' *

n t V  [  У 4  (л ( r , - i - rx?  +  U" ( r ° + r t ) |

ЗУ J>Un” Ъ
TtV [4 IX r04 ® 4 Tt2 r08 t/o" +' * • * J  *4

Таким образом

v = R j / ~ - [ 1 + 8 i V t v ( " i 7 '  +  ^ b 5) + " - - ] “ ’•+*. ̂  • "

Точно также а можно развернуть в виде 
a = a 0+ a , J*-\-........

При этом мы отбросили все члены, содержащие У2 выше первого 
порядка. Теперь энергия, как функция переменных действия* 
представится

(И ) т г -я = *  + / .»  (У )+ /> (У )+ .. . ,

где А=р.г0г обозначает момент инерции при отсутствий вращения, 
и v и а имеют вышеприведенные значения. Пренебрегая членами 
с J* и У* У2, следовательно, пренебрегая агармоничностью и за
висимостью v от У, мы видим, что энергия разлагается на две части— 
на часть, обусловленную вращением, и часть, происходящую
Борн—406—9 J20



только от колебания. В первом приближении получается 
некоторая зависимость частоты колебания от квантового числа 
вращения и агармонического характера колебания. Благодаря 
нашему методу исследования, возможно также вычислить в выс
шем. приближении энергию, зависящую от высших степеней 
J  и Jx. -

Применим полученные результаты к спектру двухатомных 
молекул. В стационарных состояниях молекулы обладают энер
гией:
(12) W= +  hn (v0+3 /га3) +  /г2 а0 га3+  . . .  ,

где /га обозначает квантовое число вращения и я — квантовое 
число колебания.

Переходу вида
И] -ч> п., 

т ± 1 -* т
соответствует частота

(13) 1)г ~ ra ]̂ +  P [ M ™ ± l ) 2~ л 2™2] +
+ v () (я, — пг)+ка.й (га,2 — п. / ) .

При определенных значениях га, и га2 это дает в первую 
очередь полосу с ветвями (где возможно появление и нулевой 
ветв и):
(14) v —а±Ът-\-ст2,
где а, b и с имеют несколько другое значение, чем в (20) § 19. 
Сдвинутые относительно нулевых линий этих полос на

8к*Л + Р| *1
расположены частоты осциллятора

(15) v =>„(/% — гаг) +  h а0 (га,2 — га2г).
Таким образом мы получили систему полос, распадающуюся 

соответственно разновидности значений га, и га8 на отдельные 
полосы.

Положение отдельных полос в системе определяется по (15) 
в то время, как формула (14) дает закон линий в отдельных 
полосах. Такой тип спектров, которые мы описали здесь, пред
ставляют ультра-красные спектры галогено - водородов1. Эти 
спектры состоят из отдельных „двойных полос", т. е. прибли
зительно, из последовательности эквидистанционных линий,

1 Измерения по Е. S. Ira  es, Astropbys. Journ, Bd. 50, S. 251, 1919. Здесь 
приведенное/теоретическое истолкование по А. К г a t г е г: Zeltschr. f. Physlk. Bd. 3
S. 289, 1920. ,
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расположенных симметрично относительно пробела. Этот пробел 
мы считаем нулевой линией (он упомянут в § 19). Какой-либо 
изгиб одной из ветвей здесь невозможно ничем обнаружить.
Частоты вращения НС1 расположены в местах v =  2877 и
v =5657 (в „волновых числах", т. е. числах волн на 1 см). Со
ответствующие полосы появляются при обыкновенных темпера
турах в абсорбции.

Следовательно, они соответствуют скачку квантового числа 
колебания, при котором начальное состояние обладало таким 
малым запасом энергии, при котором полосы при обыкновенной 
температуре появлялись отчетливыми группами, но это соответ
ствует состоянию колебания ла= 0. Поэтому мы истолковываем 
две наблюдаемых полосы, как два перехода

я = 0  —> 1
и = 0 —>2.

Вторая полоса расположена не точно возле двойного числа 
колебаний первой полосы, как это требуется теоретически по

пг-оггж
rtĵ -гзш

д'1'г& 
/29tS

Рис. 10.

формуле (15) v=v0«1 + ha0nu К изменению квантового числа 
вращения и колебания может присоединиться еще изменение 
конфигурации электронов молекул.

Одному переходу между двумя стационарными состояниями, 
обладающими энергиями

h- тг-
WW =  WW+ 8j.2̂  +  hnl (vei+  ,3, /я*)+й»a0lnf +  . . .

WW =  W$>+ +  hn2 (v02 +Рят * )+ Л Ч 2^  +  . .  

соответствует и одна линия

(1 6 )  V =  % л  +  Укол  ~ г £ в р а щ
причемr;_ г*; _
( 1 7 )  ^кол ”  ©̂1 ‘ ^©2 ^ 2 ~ Ь ^  ^01 ^1 * ^  **02 ^ 2

(18) =  a ± b m + c m 2, \ вращ=  а'+ т 2.
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В общем мы получаем систему полос, отдельные полосы 
которой построены описанным в § 19 образом и расположены 
по закону (17). В немного другой форме записи этот закон имеет 
вид "  2 о

v кол — (Wj —  га2)  v01" ( ^ o i  ^02) _1~ ̂  (®oi ао2 ^2).

Ввиду того, что вообще v01 и v02 одного и того же порядка 
и их разница мала по сравнению с ними, первый член является 
самым существенным. Он определяет положение „группы полос" 
во всей системе полос, и, следовательно, одна группа содержит 
все полосы, где п изменяется на одно и то же значение.

Следующий член определяет отдельные полосы внутри групп, 
соответственно их квантовому числу.

ПрекрасньГй пример системы полос представляют фиолетовые 
полосы циана1.

На рисунке 10 показано расположение нулевых линий и 
длин их волн, первая строчка внизу обозначает квантовое число 
колебаний в начальном состоянии, вторая—тоже самое в конеч
ном состоянии2.

1 Теоретическое истолкование А. Кг a t  z e  г, Physikal, Zeitschr., Bd. 22, S. 552 
1921; Ann. d. Physik, Bd. 67. S. 127, 1922.

2 По A. К r a t z e r, a. a. O.
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ГЛАВА ТРЕТЬЯ

СИСТЕМЫ С ОДНИМ ОПТИЧЕСКИМ ЭЛЕКТРОНОМ

§ 21. Движение в центральном поле

Применения принципов квантовой механики, выведенных 
в первой главе, сильно ограничиваются тем фактом, что все эти 
принципы относятся к многопериодическим системам. Первый 
пример, разобранный Бором, а именно системы,_ состоящие из 
одного электрона и одного ядра (водородный атом и ему подоб
ные йоны Не+, Li++ и т. д.) удовлетворял предположению пери
одичности. Но для других атомов, при исследовании свойств 
периодичности движения, появляются затруднения такого харак
тера, как затруднения в проблеме большого числа тел в астро
номии. Здесь, следовательно, могут помочь лишь приближенные 
вычисления. Бор показал, что большое число свойств атома, 
особенно тех, которые изучаются с помощью спектров, можно 
легко понять, приняв предположение, что в стационарных состо
яниях играет особенную роль один электрон, оптический элек
трон. Зти  состояния должны отличаться главным образом тем, 
что светящий электрон движется по траектории, которая в худ
шем случае частично находится далеко от остова и поэтому 
на остов атома влияет незначительно.

По этой причине мы будем всегда говорить о стационарных 
путях оптического электрона, если при этом не будут при
ниматься во внимание процессы, происходящие в остове атома. 
Тогда спектр атома будет соответствовать переходам светящегося 
электрона из одной стационарной орбиты на другую. Это пред
положение включает то, что движение внешнего электрона ■— 
движение периодическое и что во время пересечения остова 
электроном он не теряет и не приобретает никакой энергии. 
Движения такого рода по классической механике вполне воз
можны и распространены; необходимое требование при этом, 
чтобы движения электронов остова происходили так, чтобы 
энергия их после каждого периода внешнего электрона остава
лась той же самой.

Оно выполнимо только при условии вполне строгого перио
дического решения проблемы большего числа тел.
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Ввиду того, что с помощью таких стационарных орбит оптиче
ского электрона поразительно просто объясняется целый ряд 
опытов, то казалось бы, что здесь речь идет об общем процессе, 
трудно объяснимом многочисленными обыкновенными формами 
движения. Более того, оказалось, что здесь дело идет о несо
стоятельности классической механики, которая подтверждается 
опытами Франка. С ударами электронов в обоих случаях обмен 
энергией между электроном и атомом или остовом атома огра
ничен таким же образом, как и в случае привычного обмена 
между атомом и излучением. Мы не можем заблаговременно 
выразить этот не механический процесс математическим языком. 
Необходимо предварительно создать модель атома, которая 
соответствовала бы действительному атому хотя бы в главных 
чертах, а именно, чтобы отсутствовал обмен энергии между 
остовом и электроном и чтобы к энергии были применимы прин
ципы квантовой теории, выведенные во второй главе. Простей
шим предположением будет служить то, что остов действует 
на оптический электрон подобно центрально симметричному си
ловому полю.-

Исходя из этого предположения, исследуем движение мате
риальной точки в центральном поле.

Движение в поле кулоновских сил, как мы имели при водо
родном атоме, получается из наших результатов при некоторых 
условиях. Для вычисления безразлично, будем ли мы решать 
задачу, как проблему одного тела или как проблему двух тел. 
В первом случае мы имеем один силовой центр и потенциал 
сил поля есть функция U (г) расстояния от центра. Во втором 
случае мы имеем две массы, потенциальная энергия U (г) которых 
зависит только от их расстояния; они движутся вокруг общего 
центра тяжести.

Как это мы показали в § 20, функция Гамильтона в полярных 
координатах точно равна той функции, которую имела бы в слу
чае проблемы одного тела масса ^ движущегося тела с рассто
янием от центра г! Величина р. тогда определялась с помощью 
уравнения (2) § 20.

Наши дальнейшие уравнения допускают как ту, так и другую 
постановку вопроса. Введем пространственные полярные коор
динаты г, 8, f. Использовывая канонические преобразования (13) 
§ 7, сводящие прямоугольные координаты к полярным, мы по
лучаем для кинетической энергии
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где pr, Ре, p,t — сопряженные импульсы относительно г, 9, <р. 
То же выражение мы получаем, если из

7 =  (г2+ г* & + гг sin80 Vs)

вычислим импульсы: .
Р, = К

=  |tr2&
р 9 =  p-r2 sin2 ©<р

и выразим через их г, Ь, <р.
Из функции Гамильтона

О ) « _ £ ( л Ч . £ + - £ £ , . )  + 1 7  И

следует, что г, 8, у—разделимые переменные.
Положим:

(2) 5 = 5 г(г)4-59(8)+^(<р)

тогда диференциальное уравнение Гамильтона-Якоби

[ Щ '+ Ц ж ) * +  r ’ s i W  ( ъ ) ‘+ *  М г ) - Щ - 0

распадается на три обыкновенных диференцнальных уравнения: 
dS, /  dS„ \ а di . [dS r \ 2 а?
^ — ■ ( - a r )  + s s * r -  *  Ы  +  ; f + * [ « w - " ] - a

решающихся относительно производных по 5:

( И -л- l /
3) _______ ____

Й5» _  Г ~  ot* d<S9 _ „
1 “ ' , 1  “» 5ПУ»; - р'

Из трех постоянных интеграции W' обозначает энергию;

а<р =  Р(?'= р sin* 8 ̂  
есть импульс вращения вокруг полярной оси и

а» =  1 /  рв*+ А - —ц г /  Й ) г+  (г sin& * ?)*= jJ-|[r .г] j 
| /  sin^S .

представляет значение общего импульса вращения.
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Ввиду того, что направление импульса вращения постоянное 
(как вообще в системе, находящейся под влиянием только 
внутренних сил) траектория движения — плоская, и нормаль 
плоскости траектории параллельна вектору импульса вращения. 
Наклон £ плоскости траектории к плоскости (г, tp) определяется 
из отношения

Оу =«в со si.
Исследуем сперва общий характер движения, после чего опре
делим энергию как функцию переменных действия для случая 
периодического движения и, наконец, рассмотрим процесс дви
жения.

Координата f  представляет циклическую координату, а коор
дината 8 производит либрационное или ограниченное движение

’ лв интервале, симметричном относительно значения пределы
которого определяются с помощью нулевых мест подрадикаль- 
ных выражений в формуле для р», а именно:

sin & =  +  — — ±  cos i.
-  -о-ь

Далее, характер движения зависит существенным образом от 
соотношения подрадикальных выражений в уравнении для рТ

F{r)=2 {1 [W — U (г)]—

Проанализируем возможные при этом случаи, предполагая, 
что U {г)-— монотонная функция, г нормированная так, что для 
г =  оо она исчезает.

1 случай. В отталкивающем центральном поле U{r) — поло
жительна. Чтобы, вообще, существовали только положительные 
значения F(r), необходимо, чтобы W  всегда было положитель
ным. Тогда F (г) будет оставаться положительной для большого 
г и с уменьшением г будет сама монотонно уменьшаться; для 
малых г функция F{r), очевидно, отрицательна. Таким образом 
функция F(r) имеет нулевое место. Движение происходит 
между малым значением г и бесконечным его значением.

2 случай. В притягивающем,центральном поле функция U(r) 
отрицательна, и W  может принимать значения: положительное, 
нуль или отрицательное.

Знак для F(r) для больших г решает W. Для положитель
ного W  функция F(r) тоже положительная и существуют дви
жения, распространяющиеся до бесконечности. При отрицатель
ном W  таких траекторий не существует. В случае W=0 функ
ция U(r) продолжает существовать, а при некоторых обсто
ятельствах также сохраняется и величина а&.

Знак F(r) для малых г зависит .от быстроты, с которой 
\U(r)\ стремится к бесконечности.
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Там, где она увеличивается для малого г быстрее чем ~
F{r) — положительна и существуют траектории, подходящие 
произвольно близко к центру сил; если U{r) стремится к беско
нечности медленнее, чем таких*' траекторий не существует^
если U(r) стремится к бесконечности таким же образом, как 
1— , тогда решающее значение имеет аа .

Далее, существуют такие случаи, где кроме траекторий^ 
идущих к центру и идущих в бесконечность, имеются траекто
рии, проходящие между самым меньшим значением г, rmin, и 
самым большим значением г , г тах, а именно при условии, если 
Гщт и гтах — последовательно идущие нулевые места F{r), между 
которыми F  (г) положительна.

Для случая, когда \U  (г) | стремится к бесконечности медлен
нее, чем - i - , существует всегда значение W, при котором на
ступает либрация; для отрица!ельного W  не существует вообще 
никаких движений, кроме либрации. Применение в атомной 
физике распространяется только на движения, остающиеся на 
конечном расстоянии от центра и являющиеся периодическими. 
Из этих соображений будем рассматривать в дальнейшем только 
случаи притяжения и будем придавать W  такие значения, для 
которых F  (г) положительна между двумя следующими друг за 
ДРУГОМ НулбВЫМИ ПОЛОЖеНИЯМИ Гтт И Гтах• Применим к этому 
случаю наш метод исследования периодических движений. Так 
мы получаем интегралы действия

1 Математически говоря, это обозначает, что величина U (г) для малых г  
порядка большего, нежели для -*,•. Порядок величины функции /(■ * )(>  0), для 

малых х  больший, чем порядок величины функции g(x)  ( > 0), если только
litn g  (х)
*=0  T f* )= ° ; f ( x)> S ( x) одинакового порядка при условии, если предельное

величина постоянная.
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второй интеграл принимает форму
'V  1— х'*с1х

ff.il •»
2 *

1 — у8 Лй__

Вычисление дает (срав. (3) и (8) приложения II)
Л  =2л(а» — а¥ ) .

После этого можно а» и а9 выразить через переменные дейст
вия Л + Л

0)
Чтобы отыскать энергию, как функцию У, нужно уравнение

(6) У' = $ } /  2 ji[W -£/(r)

решить относительно W.
Это невозможно произвести без приближенного опреде

ления U (г).
Легко видно уже из уравнения, что решение относительной 

зависит только от Уг и члена У »+Л - И 3 этого следует, что час
тоты равны:

dW dW
Va е л 5 v? а / ;

и система является вырожденной.
Руководствуясь основными функциями, приведенными в § 1 5 , 

введем новые переменные w u w2, ws и; У„ J2, Js таким образом, 
чтобы Wg было постоянно. При этом расположим их так, 
чтобы в случае кулоновского поля сил, где vr«=v»=vIJ,, перемен
ная w2 также была постоянна. Опираясь на (8) § 7, положим
(7) wt *=wr У ,=У ,+У »+У 9 

w 2= w b  —  w r У8=У »+У 9

WB — Wa--ИОъ Ja — J<f
Тогда уравнение (6) кроме W  будет содержать в себе толь

ко У, и Уг и мы отыщем W  в форме
(8) W = W X J t , У2).

Для стационарных движений при отсутствии вырождения 
сохраняются два квантовых условия, иапр. отсутствие кулонов
ского поля
(9) Jx—nh

J2=kh,
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где п называется главным квантовым числом, и k — второсте
пенным квантовым числом *.

Переменные действия имеют следующее физическое значение: 
/ 2 — общий импульс вращения, определенный с точностью до
множителя 2^ , За'рем / 8 —■ его компонент по направлению поляр
ной оси. Само собой понятно, что Jt не может равняться нулю, 
что касается / 2, то Л = 0  означало бы движение по прямой, про
ходящей через центр— „путь маятника". В физическом приме
нении, где силовой центр представляет атомное ядро, этот слу
чай, конечно, исключается. С целью выяснения физического 
смысла угловых переменных, вычислим их посредством уравне
ний преобразования

OS

Вводя JK в уравнения (3), мы будем иметь:

2v.[W(J%p ~ \ f  

„ _  1 , 
P 9 -  2k s

и Для угловых' переменных:

W СдРг rf—  С_ _ _ __ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ Иг-
t ~ d J ~ ] d J l ----------------- 7Г

J J  у  2p(lF— U)-----  2

1 k — называется также азимутным квантовым числом. Это название проис
ходит от того, что к можно представить в форме - i  J  d^, где — азимут дви

жущейся точки в плоскости траектории.
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Интегралы по db  можно вычислить, а именно:

arc const

и

=  arc sin (ctg i ctg Sj 4- const.

На рисунке И мы видим, что первый интеграл предста
вляет с точностью до постоянной интеграции угловое расстоя-

Функция F.j однозначна, так как за время одной либрации г 
Jp rd r увеличивается на У, и, следовательно, частная производ

ная по / 2 принимает вновь свое прежнее значение. Вследствие 
этого, 2пщ  представляет с точностью до аддитивной постоян
ной измеренное на плоскости траектории расстояние какой-либо 
точки траектории заданного радиуса г от узла, — следовательно, 
представляет с точностью до постоянной расстояние перигелия 
(гЮ1п) от узла. Наконец, 2я w1 обозначает с точностью до посто
янной так называемую астрономами ясреднюю аномалию*, имен
но угловое расстояние некоторой воображаемой точки от пери
гелия, которая равномерно вращается и каждый раз вместе с 
действительно движущейся точкой достигает перигелия. По той 
причине, что мы имеем здесь систему, подверженную воздейст
вию только внутренних сил, и движение происходит в плоскости, 
в ряде Фурье (как было показано в § 17) электрического момента 
появляется угловая переменная w2 с множителем ±  1, соот
ветствующая общему импульсу вращения. Это отражается нзве»

Рис. 11.

ние ф, измеренное на плоскости тра
ектории движущейся точки от узла, 
а второй интеграл есть проекция 
этого расстояния на плоскость (г, <р). 
Заменяя эти проекции у, получаем 
узловую длину. Третье наше уравне
ние (10) с точностью до произволь
ной ‘ аддитивной постоянной 2itwa 
дает длину узла. Из уравнений (10) 
2 n w s равно измеренному на пло
скости траектории расстоянию <1> от 
узла плюс некоторая функция от г:

(И) 2п ws=i>+F2(r, 7j, Л).
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стным образом в формулах для угловых переменных. Так 
скажем '

■w. fi(r , А , Л)

^2= 2^Ф + Л (г. Ju Л)

©Я =  const 
или решая относительно г, ф,

г=  ъ(Щ, Л, Л)
6 = 2 ^ ^ + ^ ^ ,  Уд, Уа).

Приводя к прямоугольным координатам S, vj, С, где С должна 
быть перпендикулярной к плоскости траектории, мы получаем 
выражение в форме:

& -}-ipri=>e2riw>
‘i

ft — о. -  .
Таким образом следует, что по 

принципу соответственности кван
товые числа, введенные по (9) к  и 
п, могут изменяться — первое на 
+  1, а второе, вообще говоря, мо
жет испытывать любые изменения.
Траекторию движения удобнее
всего выразить с помощью координат г  и <1>. Из первого урав
нения (10) мы получим

d t—

V
dr.

2 n ( W - U ) - 4nV3
Пользуясь этим соотношением совместно с теоремой сохране
ния площадей

V-r’- d ^ - ^ d t .

исключаемыми получаем диференциальное уравнение траектории:

А
2п( 12) dr

■ | /  2 И Г - О Д ] - 4- ^

В виду того, что движение заключается в некоторой либра
ции г  совместно с равномерным вращением 'перигелия, вид 
траектории движения напоминает розетку.
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I  22. Кеплеровское движение

Простейший объект применения положений § 21 представ
ляет атом, состоящий только из одного (заряженного Z-кратно) 
ядра и одного электрона. Вопрос, следовательно, сводится 
к движению Двух тел под влиянием взаимного притяжения 
с потенциальной энергией.

pi 7
(1)

Займемся исследованием этого движения.
Интеграл действия Jr (6) § 21 получает форму

(2)

При этом
Л =  2ц(— W )

(20 В=\). e2Z

г _  ( Л + Л ) 2 _ / Л \ 2
Ь (2 я) I 2 тс / '

Легко видеть, что подрадикальное выражение может иметь два 
нулевых положения между г=  0 и г —со, замыкающих положи
тельную область только при том условии, если W отрицательное. 
Величины А, В и С поэтому положительные числа. С помощью 
комплексного интегрирования мы получаем (срав. (5) приложе
ния (II)): *

Jr~  2я I

ti_  Vy.e*Z

После этого можно выразить энергию W  через переменные 
действия следующим образом:

,оч ТГ/ 2 ^ ] i e KZ l  2 itV e4Z®
( ) (Л + Л + Л )2 ~  *

Итак, движение является вдвойне вырожденным, ибо энергия 
не зависит также от / 8 (импульса вращения). Не только узловая 
длина, но и расстояние перигелия от узла остается неизменным. 

Мы имеем только одно квантовое условие
Jy — nh
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и, выражая через него энергию, получим

№ пг '

Движение обладает только одной частотой, отличной от ну
ля. Она получается из (3) в виде

dW 4n2^e*Z2 4**}ie*Z2 (5) v,=  r  -  ^dJt J\ rfn? '

Следовательно, время одного оборота равно
- 1 h'ri6 

■ Vj 4n2(ie,Z 2*

Выразим путь движения опять в координатах г, ф плоскости 
траектории, По (12) § 21 мы получим траекторию в виде дифе- 
ренциального уравнения:

di> \ С  ,
dr Г  и

**’  ' А + 2 - -  гrY~
где Л, В  и С имеют значение (2'). 

Интегрируя, имеем
, , С — Вгф — ф0=агс cos

гУ В*— АС 
и, если решить относительно г, то:

С
В+У В* —ACcos(Ф — фо)

Если для сокращения положить

и  § = ,

. АС

то получается известная форма уравнения эллипса, фокус кото
рого совпадает с началом координат:

(7) r= ----------S
1+есо8(ф — ф0) ‘

е обозначает числовую величину эксцентрицитета и q—„па
раметр
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П
(9)

Выразим их через переменные действия следующим образом:

<8)

' 4*V elZ'

Этими двумя величинами определяется вид эллиптической 
"траектории. Так как обыкновенно эллипс определяется большой 
полуосью а и эксцентрицитетом е или обеими полуосями а и
Ь, выразим еще а и b через переменные действия. Тогда имеем:

< l° )  a= = f i s ==4

<»)
Квантовое условие определяет из этих величин только а; 

л  и» следовательно, q и Ь будут принимать все значения, соот
ветствующие значениям а. Связь а  с величинами W  и vx детер
минированными также квантовым условиям, мы можем записать 
следующим образом:
<12) W-- * Z

<13)

2 а
е\Г Z  .
2тс V Н-

Уравнение (13) есть не что иное, как третий закон Кеплера. 
Уравнение (12) выражает для случая круговой траектории тот 
факт, что энергия пути равна половине потенциальной энергии. 
Она равна в общем случае, как мы сейчас увидим, половине 
усредненного по времени значения потенциальной энергии.

Рассмотрим процесс протекания движения во времени. Для 
qat по (10) § 21 можно записать

JJ.V, drj  -~ р

Если разложить подрадикальное выражение на его линейные 
множители, мы получим

W.
- h

p./-V,rfr

V  А у  (а(1+е) — г] [ г - а  (1 -  *)]*
ибо а (1+е) и а (  1— в) представляют границы либрации г. 

Далее, в результате подстановки
(14) г —а (1— е cos и).
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_  I n  — e cos u) du 
1 A J

интеграл сводится к виду:
F-Vi<2 Wi= '=?

(15) 1 -
2i\wi — U — e sin u.

С целью выяснения геометрического значения и, введем с 
пэмощью *

? =  rcos(ty —ф0)
ч\—г sin (ф — ф0)

прямоугольные переменные, в координатной 
системе которых ось 5 будет служить боль
шой осью пути и начало будет в силовом 
центре. Тогда из (7) и (14) вытекает

(16)

(17)

Г Я — г£ = ------ =  a cos и -■a (cosи—е) Рис. 13.

i f —г1 — £2= а 2(1 — е2) (1 — cos* и)

r\=ra\ 1 — е® sin и .

Ha рисунке ON—a, 2 Q = g =  a [cos IZON) — г] и QM =  q =  
-- |  1 — g2. QN—a y  1 — е2 sin (ZON). Угол ZON  есть вспомога
тельная величина и. Благодаря этому значению и называется 
эксцентрической аномалией. '

Найдя таким образом все величины, имеющие решающие 
значение для Кеплеровского движения, сопоставим их еще раз. 
Энергия движения

2n:s(3) w= J 2J\

Движение происходит по эллипсу с полуосями

Л 2<ю)

<п)

и параметром

<9)
Эксцентрицитет

(8а)

G = i

4я2 pe2Z  

J./
У 4 n2u.e:Z ’

Л
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и направление нормали, определяющееся посредством формулы

. У,
COS I —  .

Процесс движения определяется с помощью 
(14) r = a ( l — е cos и)
(16) l = a ( c o s u — s)

(17) тг)== а у  1 — е* sin и
причем и находится из 
(15а) 2я v{t*=u — е sin и,
где

Ат2 ite*Z3(5а) v,= —

и I отсчитывается от момента времени прохождения через пери
гелий. Зная, как движение происходит во времени, можно 
вычислить средние значения известных величин. Ниже нам
придется часто пользоваться средними значениями величин —
разных степеней; поэтому вычислим ее в общем виде, а именно:

• f '  J rn J rn~% r*
Здесь плоскостная скорость r2<f равна площади эллипсоида, 
умноженной на 2v„ из чего следует

/1 о\ h d t-
1 1 г2 ~2т. ab
и

1 д  1 Г (Ц 
г* 2•aabj г*-2 '

Для п ^ 2  можно найти среднее значение очень легко, беря 
предварительно* значение —  из уравнения эллипса (7)

1 1 ■ 1
Я

Так мы получаем:

1 . в I(7 ) —  == — +  — cos ф.v / г а а ‘



(19) Х - ^ Н е - ^ Н )
' 1У; г* Ь*

1 +

г5 a 6 j /  i _6з? №

Средние значения г, г®.. .вычисляются с помощью экс
центрической аномалии следующим способом (использовывая (14) 
и (15): _

/■”*= J d t =  а* ^  f (1 — s cos u)n+1du; 
Следовательно, имеем

X = J _
г  а

(ад —И )

Среднее значение выражения /* cos“^ ( m > 0 )  вычисляется 
для п ^  — 2 посредством уравнения эллипса (7'); для п ;> т — 1— 
с помощью эксцентрической аномалии. Принимая во внимание (18), 
получаем

г« С08“ф= 2 к аЬ J  r"+2 С08,в̂  ̂  *

а с помощью (14), (15) и (16)

r'‘cosm = ап tt- J (1 —- е cos в)п _ т+1 (cos и — е)ст du.

Так что

(21) £ = r c o s $ = ---- 2 &а

ra cos $ — — ̂ 2+ 4  ! e*as

,n m  COST л  С О $ф _ 6 COS*4>_ 1
~ u> —i* ~~ 2b8 r* 2b6 '
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Среднее значение выражения г" cos" <j> sin*4> исчезает для не
четных I. Для четного I можно з!п2ф заменить через 1 — cos2ty, 
и среднее значение сводится к среднему значению формы, рас
смотренной выше. В частности *

(23) 5 p _ . j L
г з 2  Ья ‘

Определим теперь среднее значение потенциальной энергии во 
времени:

U =— e!Z - ~ = ---- f^-z= 2W .
г а

Следовательно, U равна удвоенной энергии пути.
Средняя кинетическая энергия будет равна

7 =  —JZ
1 2 *

Эта формула выражает тот факт, что средняя кинетическая 
энергия равна половине величины средней потенциальной энер
гии и сохраняет свое значение вообще для системы электриче
ских зарядов, взаимодействующих по кулоновско'му закону. Далее, 
пусть координаты электрического центра тяжести определяют 
электрический заряд, движ\ щийся по кеплеровскому эллипсу. 
Они представляют собой не что иное, как усредненные по вре
мени координаты Е и ■»). Следовательно

т  3 
£=  2~е"а-

На основании симметрии
Ч—О

следует, что электрический центр тяжести лежит на большой 
оси в середине между центром эллипса и фокусом, не прини
маемым за центр сил.

В случае кеплеровских движений можно относительно легко 
образовать ряды Фурье прямоугольных координат £ и ij рассто-

г  |  К]яния г. Если — и ------ четные функции и и—------нечетная функа а т  с
иия и и, следовательно, w u то тогда можно положить:

(24) =  y  с о +  £  Сх cos (2п w{z)

Л . - / D0+ S Dx sin(2n wtt )J .
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Для коэфициентов получаются интегралы:
V,

Г tWrB z=4 j  cos {2z.w1i)dw1
«

(25) С  = 4  I —  cos (2n
о

v,
A: = 4  j — 7=3==sin(2«ffi)1i)rf©1. 

J a y  1 — e3 ' ‘

Интегрируя по частям, получаем:
*л>

& = i sin ®it ) d  ( -  j
о

*/2

c  J r J sin 2̂tcw‘x) (4 )
e

• 5/з
D t  = + —  f  c o s ( 2 i t ® ) i t ) r f  / --------3 --------V

** J  U y l - e V
Теперь no (16) и (17):

i=es!n U da
- ( f

— sin udu

d I ---- Л ___ l= co s udu.
\  a / l — e8/

Введем и, как переменную интегрирования; тогда получим:
я

2 £ СВ-, = — — I sin [t (и — е sin к)] sin и du 
о7С

2 ГCt =  —  I sin [т(и — esin и)] sin udu
ЭТТ J

оЖ
А  =  —  [  cos [т (к — е sin к)] cos и du. т  J

О
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Простое тригонометрическое преобразование приводит к:
я я

Вх = — |  J  cos [ (т+1)к— те sin и] d u — J  co s[(t—l)w—tesintt] du |
о 0

я  я

C% =  — |-J C O S  [(T + l)  «  — T S Sin ft] +  J*COS[(x— 1) u ~ t  S sin к]
о 0

тс я

A  =  — | j 'cos [ ( t + l )  и —  T s sin ttjffo - ( - 1 cos[(t— 1)к— t e sin u]du ) 
о 0

Получившиеся здесь интегралы суть функции Б е с с е л я  
определяющиеся посредством

я
3* (•*) =  — j 'cos (т и — х  sin к) г/и. 

о

Таким образом приходим:

^  - & - , ( * * ) ]

Поскольку эти формулы для т = 0 непригодны, мы1 должны 
еще вычислить В0, С0, D0 по (25). Это мы проделаем следующим 
образом:

Чг я

В0=4 dwl= ~ J (1 — ecosK)*rf«=2+62 
*0 о

. */» 7t
С0—4 j '~ d w t= ~ J '(cosa  — е)(1— ecos u)du= —Зе 

о о

А >-о.



И, наконец, подставляя вычисленные значения коэфициентов 
в ряд (24), мы приходим к формулам:

9 00 1Л* £ 1
- -  =  1 + - ^ +  2^ У  I i(t е) — St - 1 (т е)] cos (2л да,т)

t=l

С о  °° Л
(26) — y s + ^ -  [& +i(ts) — &■+ i(Ts)Jcos(2пдахт)

T=1

©o
Л  -  у ' i _  sa . ^  A  [QT , 2 (те) -f & - !  (f e)] sin (2n w f).

t-i

§ 28. Водородоподобные спектры

Вычисления, произведенные в § 22, служат основными пред
посылками для объяснения некоторых линейных спектров. По 
изложенным во введении представлениям о строении атома, 
водородный атом состоит в нейтральном состоянии из одного 
ядра с зарядом +е и большой массой М и из одного електрона 
с зарядом — е и малой массой т. Таким же образом устроен 
просто ионизированный атом гелия (Не+) и двояко ионизированный 
атом лития (L1++), ядра которых обладают зарядами 2е и ое. 
Во всех этих атомах имеется ядро, заряженное Z -  кратно, и 
один электрон; следовательно, механика их подчиняется приве
денной в § 22. теории.

Энергия в стационарном состоянии будет по (4) § 22

(1)
где

<2> Я =  Т ? - .

Я  называется постоянной Р и д б е р г а ,  так как он первый 
установил ее присутствие в многочисленных формулах спектров. 
Ввиду того, что р. равно 
(0Л тМ 1
^  ** т+М  m т ’

Д  зависит еще и от отношения массы электрона т к массе ядра М. 
Предельное значение R  для бесконечно тяжелого ядра
... „  2к* те*



Для других атомов постоянная будет иметь вид:

Поправочный множитель, как мы видим, здесь почти равен
т 1единице, так как для водорода отношение -^j= ^ggQ? вследствие

этого часто R  с достаточным приближением заменяется через Roc- 
Термам- (1) соответствуют спектральные линии

По этой формуле по принципу соответственности происхо
дят все переходы между стационарными состояниями, так как 
в рядах Ф у р ь е § 22 (26) коэфициенты всех оберколебаний отли
чаются от нуля.

Для Z —1 получается из (6) спектр водородного атома, и в 
частности для п2 = 2 вытекает давно известная серия Б а л ь -  
м ера :

Самую существенную поддержку для теории Б о р а  оказало 
совпадение величин R h, вычисленных на основании спектроско
пических измерений этой серии с помошыо следующего метода 
атомных постоянных (впрочем, разница между /?н и Roo уже вы
числена, атомные константы не принимаются во внимание). Из 
опытов отклонения катодных лучей известна, что

По измерениям М ил и к е н а  элементарный электрический за
ряд на капельке равен

е=4,77 • 10- ,0 эл.-ст. ед.
По измерениям теплового излучения и определениям преде

ла непрерывного рентгеновского спектра (см. ниже) мы имеем:
А=6,54 * 10 —27 эрг. сек.

Из этих численных значений по (4) вытекает, что

В спектроскопии спектральные линии, а также и R, определя
ются не частотой (sec-1), а волновым числом (см-1) Вычисление

(6)

(/*1=3, 4 . . . , )

/?=3,28 • 101Б сек-1 .
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производится делением на скорость света с.
При этом соотношения не должны изменяться. В таких еди

ницах измерения R  имеет значение

=1>09. 10БШ -  1
С

эмпирическое же значение
R h == 109 678 см — г.

Совпадение обоих чисел зависит от точности измерения е. 
Зная R, можно вычислить работу отрыва электрона для одно» 
квантовой траектории. Она составляет

Это значение дается иногда в больших калориях, приходя
щихся на молекулу. Такое же число получается при перемно
жении числа А в о г а д р о  Л/=6,06*10г8 и теплового эквивалента 
эрга 2,39-10—п, а именно 312 кал.

Наконец, в качестве меры энергии использовывается напря
жение V  в вольтях, которое должен пройти электрон, чтобы 
приобрести данную энергию. Так, имеем:

Для энергии водородного электрона получается 13,53 Volt, 
Формула подсчета имеет следующий общий вид:

(7) 1 Volt=23,0 =  1,59.10” 12 эрг=8,11.10® с м - 1.

Напряжение V  здесь измеряется так же, как и в опытах 
с ударами электронов (см. введ. § 3). Формула (6), кроме серии 
Б а л ь м е р а ,  содержит еще следующие водородные серии:

1. Ультрафиолетовую серию Л и м а н а

Ввиду того, что первый терм этой серии соответствует нор
мальному состоянию, она появляется при „невозмущенном “ во
дороде, как серия поглощения.

2. Ультракрасную серию П а ш е н  а

Wt—— /?А=2,15Л0” 11 эрг.
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Для Z=  2 мы получаем спектр ионизированного гелия („искро
вой спектр гелия")

В этом спектре линии, соответствующие квантовым числам 
(« =2iV)

v =  4Rrn [ щ - р  ~ ‘(2Щ г ] = ̂ Не[ щ ~  щ )  ’ 
находятся очень близко возле линий водорода

V = / ? H  ( л / f  T v l)  *
Это подобие искрового спектра Не водородному спектру 

.обязано тому, что прежде его писали в форме

Наблюдаемые же в некоторых звездных туманностях линии, 
подчиняющиеся этому закону, приписывали водороду.

Б о р  объяснил эту загадку и нашел разницу между постоян
ными Р и д б е р г а  RH и /?Не, основываясь на различии ядерных 
масс (3).

С 'по мощью Z = 3  получается еще никогда не наблюдаемый 
спектр двояко ионизируемого лития (L11 •>).

Кроме числовых совпадений спектров в пользу боровской 
модели атома говорят также отношения разных величин. Для 
радиуса основной траектории (если ее представлять в виде 
круга) водородного атома по (10) § 22 получаем для ц = т

(8) «н — -т—ъ-—т = 0,532* 10-8 см.' 4 и2 те1
Порядок этой величины совпадает с оценками, выведенными 

в кинетической теории газов и других атомных теорий.
Для больших полуосей возбужденных водородных эллипсов 

:по (10) § 22 можно написать:
(9) а--аН'п \

Радиусы Не + и Ц++ меньше в отношении 1:2 и 1:3.

§ 24. Расположение серий неводородоподобных спектров
Перейдем к вопросу о неводородоподобных спектрах. Как 

уже говорилось в § 21 мы объясняем возникновение этих спек
тров переходами между стационарными состояниями (Б о р), 
при которых существенно то, что „оптический электрон“ под 
воздействием корпуса атома движется по траекториям, описы
ваемым посредством поля центральных сил. Это представление 
процесса объясняет некоторую из самых важных закономерно-
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стей в сериях спектров, именно существование многих серий, 
каждая из которых более или менее похожа на соответствую
щий тип водородных серий,

В центральном поле (не кулоновском) движение зависит по 
§ 21 не только от главного квантового числа п, но и от побоч
ного квантового числа k. Энергия будет функцией от п и к. 
k имеет простое механическое значение: оно представляет
общий импульс вращения электрона,.измеренный в единицах •=—.* Z я

Боровское выражение частот посредством разности энергий 

7 = -L ( B W — UP(*)

соответствует общему результату опыта, заключающегося в том, 
что частоту одной линии любого спектра, который вообще 
можно систематизировать, можно записать, как разницу двух 
терм. В нашей простой модели атома термы зависят от двух 
целых чисел п и k  и могут, следовательно, быть обозначенными, 
как я*. Применяя принцип соответственности, мы находим, что 
только такие термы комбинируются между собой, для которых 
k  отличаются на ±  1. Сравним спектр, ожидаемый теоретически, 
со спектром, наблюдающимся в действительности. Эмпириче
ский ряд термов располагается по сериям. Отдельные термы 
обозначаются их номерами в серии термов, а также знаком, ука
зывающим серию. Обычные обозначения этих термовых серий 
ведут свое начало от сложившихся исторически обозначений 
соответствующих линейных серий s (резкая побочная серия), р 
(главная серия,) й (диффузионная побочная серия), /  (фундамен
тальная— основная серия, часто называемая также Ъ— Б е р г м а н -  
серия), g  (иногда также называется /  или J*) и т. д. Таким об
разом имеется одна серия s - термов, одна р -, далее d  -, 
/ - .........и т. д. термов. -

Каждая из них может в свою очередь быть многократной.
Но сейчас мы об этом не будем говорить.1 В обыкновенной 

спектроскопической нумерации терм по сериям мы получим 
следующую наглядно расположенную термную схему:

Is 2s 3s 4s 5s 6s . . . .
2p 3p 4p bp 6p . . . .

Ъй 4d bd Ы ___
4 / bf  6 / . . . .

5g 6g . . . .
В каждой из этих серий с увеличением числа членов, термы, 

уменьшаясь, приближаются к нулю. Чтобы проследить, как на
ши числа п и k отвечают этим числам и буквам, проделаем

1 Понять обилие термов, исходя из предположения центрально-симметрич
ного силового поля невозможно. Его можно скорей свести к пространствен
ному квантованию пути Оптического электрона в остове.
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следующий опыт с комбинациями термов. При нормальных об
стоятельствах (т. е. когда атомы не возмущены внешними воз
действиями и находятся в непосредственном взаимодействии 
с полем излучения) имеют место следующие правила1:

1. Два терма одинаковых серий никогда не комбинируются.
2. Комбинируются только: s - термы с р-  термами; р -термы 

с s -термами и rf-терйами, термы с р -и /-термами и т. д.
Ясно, что отдельные серии отличаются между собой на 

квантовые числа k  и что *в ряде s, р, d, /,... число k каждый 
раз возрастает или уменьшается на 1.

Ввиду того, что s представляет конец ряда комбинаций, 
необходимо для серий s, р, d, f,  . . .  положить k = l,  2, 3, 4 ...

Исследуем теперь вопрос относительно величины термов. 
Силовое поле корпуса на достаточном расстоянии можно считать 
кулоновским полем. В нейтральном атоме это соответствует 
«эффективному" заряду ядра Z — 1, в атоме, ионзированцом
1 ,-2 ,... кратно, Z = 2 , 3 ___Поэтому траектории оптическбго
электрона, проходящие на большом расстоянии, приблизительно 
водородоподобные: они отличаются от кепл^ровских эллипсов 
только тем, что перигелий совершает очень медленное враща
тельное движение в плоскости траектории. По (9), (10) и (11) 
параграфа 22 полуоси эллипса и его параметр будут

„ я2Лн 
~Z~

nkan 

q ~  Z
Перргелиево расстояние равно:

«(1 - 0 _ ( l  -  / Г ^ г ) = “|  * (  1 -

При неизменно заданном к, в зависимости от значения п, это
расстояние лежит между q и Чем больше к, тем большая
часть пути находится в кулоновской части силового поля; сле
довательно, для больших к термы водородоподобные; этим нуме
рация серий подтверждается значениями наших к, так как известно 
экспериментально, что термы приближаются к терму водорода 
тем больше, чем дальше подвигается в ряде р, d, f . . .Оставляя

1 В спектрах простого строения, напр, щелочно-земельных и Си Ag, онн в ы 

п о л н и м ы  строго; также для остальных спектров они достаточно точные; исклю
чения указывают на несовершенство нашей модели (они обязаны квантовым 
скачкам электронов в теле атома).
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неизменным один терм и заставляя остальные проходить серию 
терм, получаем серии линий, наиболее часто встречающиеся. 
Серии, придающие термам свои названия, следующие:

Главная серия (Н.- S . ) ....................................- . . v =  l s —тр
Первая (диффузионная) побочная серия (I. N.-S.) v= 2р —тй 
Вторая (резкая) пробочная серия (II. N.-S.) . . . v—2р —ms 
Основная серия 'F . - S . ) ............................................... v=3d —mf.

Кроме этих, встречаются еще следующие комбинации:
вторичная H.-S..................................v =  2 s —тр
вторичная I. N.-S ........................v — ‘Sp—tnd

v =  36f—тр 
v = 4 / —tnd.

He только такие разницы термов имеют физические значе
ния, но также и сами термы можно интерпретировать физически. 
Благодаря нашему нормированию потенциальной энергии, заклю
чающемуся в том, что она исчезает в бесконечности, величина 
постоянных энергии (W) означает работу, необходимую для 
того, чтобы электрон перенести из его стационарной т р а е к т о р и и  
в бесконечно ть, где он должен оставаться в состоянии покоя 
(относительно ядра).

Если стационарная траектория электрона— траектория нор
мального состояния, то эта работа есть не что иное, как работа 
ионизации.

Ввиду того, что, как мы видели, ‘энергии W  при растущих k 
(k =s п) сходятся к 0 и так как эмпирические термы также 
стремятся к нулю, то нормирование теоретических значений 
энергии совпадает с эмпирическими термами; следовательно, 
значения термов, умноженные на h, представляют меру для 
работы, отрыва.

Наиболее часто встречающийся терм соответствует траектории 
электрона в нормальном состоянии и служит мерой для напря
жения ионизации. •

Этот терм обыкновенно представляет терм s, а для некото
рых элементов также *терм р; следовательно, он есть помно
женное на h число колебаний предела (я—со) главной серии или 
общего предела обоих побочных серий. В очень запутанных 
спектрах термы d  и /  соответствуют также нормальному состо
янию. От нашей простой модели атома, где мы заменили неме
ханическое движение оптического электрона механическим, при
нимая при этом силовое поле тела атома, как сферически сим
метричное,—мы, конечно, можем требовать только очень грубого 
приближения к свойствам линейных спектров, излучаемых нашей1' 
моделью. *

В действительности, она дает вполне понятное расположение 
серий, линий и термов и возрастающее, так сказать, водородо-
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подобие высших серий. Из самых важных фактов назовем, во- 
первых, необъяснимый факт множества термов. Во всех спектрах 
щелочных элементов термы p , -d  двойные, а в земельно-
щелочных спектрах встречаются даже и трехкратные термы 
p , -d  ■ ■ ■ .

Другие элементы, напр. Sc, Ti, Va, Cr, Mn, Fe обнаруживают, 
кратности еще высшие. Далее, упомянем факт, что многие эле
менты, характеризующиеся многими системами термов, имеют 
описанное здесь строение; напр, щелочно-земельные элементы 
имеют одну систему простых термов, вторую систему простых 
s- термов, и трехкратных р, - d,... термов. Наконец, встреча
ются еще исключения из правил, приведенных выше, для случая 
изменения k во время квантовых перехолов. Обилие термов прин
ципиально можно понимать, как нарушение центральной симмет
рии тела атома. Если они малы, то они вызывают вековую пре
цессию векторов импульса вращения оптического электрона и тела 
атома вокруг оси общего импульса вращения всей системы. 
Возникает пространственное квантование, причем каждой по
зиции (установке) соответствует определенное, несколько иное 
значение энергии. Правда, это рассуждение приводит к мульти- 
плетам, не соответствующим точно действительности1.

Предполагается, что многократные системы термов возни
кают вследствие того, что остов атома испытывает разные со
стояния, в первую очередь может иметь разные значения им
пульса вращения. Наконец, предположение о квантовых пере
ходах электронов корпуса атома представляет возможность объя
снения отклонений от выборочных правил для k.

§ 25. Оценка значений анергии внешних траекторий в не вод о- 
родоподобных спектрах

Мы нашли, что траектория оптического электрона для боль
шого k почти водородоподобна, так как она находится при
ближенно в кулоновском поле сил. Для малого k  траектория 
приближается к области электронов тел атома. До тех пор, пока 
она не проникнет в них, можно в грубом приближении потен
циальную энергию центрального поля ?ил развернуть в ряд2 
п о . падающим степеням радиуса

(1) V M — ^ ( 1 + Ц у ) + < Ц у ) ’+ - - - - ) ,

где а обозначает длину, которую удобно положить равной ан.
1 Исследования этих противоречий показывают, что это объясняется не только 

несовершенством модели, но что здесь существуют глубокие кванто-теорети- 
ческие затруднения; они связаны с вопросом о применении квантовых правил 
многократнопериодических систем.

Современное состояние теории мультиплетов и эффекта Зеемана изложено 
в работеЕ. B a c k  и A. L a n d e ,  Zeemaneffekt undMultiplettstruktur der Spektral- 
linien, Berlin, Julius Springer 1924, Bd. I.

2 Cm. A. S o m m e r f e l d ,  Atombau und Spektrallinien, 3 Aufl., S. 721.

158



Тогда радиальный интеграл действия по (4) § 2 дает: 

J’ -  f ) / -  ^ + 2f - | + ^  +• •
где положено:

Л =  —1т W 
B —me2Z

Mb*
С= 4 4 -----2me2Z a n ct4n8

D — -\~2me% Z a\ cs.

Примем, во-первых, что квадратический член у  мал по срав

нению с линейным членом, и вычислим, как первое приближение, ' 
влияние дополнительного члена сх ~  в потенциальн'ой энергии

на значение'терма.
Вычисление можно произвести вполне строго для любой 

величины сх.
Фазовый интеграл имеет ту же форму, что и в § 22, и мы 

с помощью комплексного интегрирования получим [срав. (5) 
приложение И]:

Jr =  (n -k ) h= 2 /  С

из чего следует:
4к* В1

[{n — k ) h + С ]*
Заменим В и С их значениями и введем по (2) § 23 постоян

ную Р и д б е р г а ;  тогда
RhZ2(2) W- -

где [(применяя 8) § 23]

(п+8)2 ’

8= _ £ + | / кг _  ^ ^ l anCl= - k + / k * - 2 Z c t-

Если отклонение от кулоновского поля незначительно, то- 
можно написать
(3) 8.-----^ 1 .
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Следовательно, влияние дополнительного члена в потенциаль
ной энергии на значение терма можно выразить следующим 
образом:

Если записать энергию в форме---- , то эффективное

квантовое число и* отклоняется от целого числа п на малое
значение 8.

Отклонение не зависит от п, и его значение тем меньше, 
чем больше к. Отклонение от кулоновского поля, обусловлен
ного электронами остова атома, заключается в быстром измене
нии степени г, так как с уменьшением г  притягательное дейст
вие ядра все'меньше и меньше ослабляется электронами тела 
атома. Считая, что задан первый член ряда, мы говорим, что сх 
в нашей развертке (1) — положительное. Тогда о буДет отрица
тельным, так что величину п* эффективного квантового числа 
нужно ожидать меньшей, чем п. Траектория, как и в случае 
периодического движения, имеет вид розетки. Кстати, здесь 
легко привести ее уравнение. С этой целью введем опять коор
динаты Гу ф в плоскости траектории.

Из (12) § 21, следовательно, вытекает траектория в форме 
диференциального уравнения:

dr

А
2тг

или

•(4)

а j /  2р Г + & ^ ? -  ( £ , - 2 »e*Zc,a„ )JL

__________ т £ с ________
dr - С * .  Г  ,Л + 2В С '

г
Уравнение имеет почти ту же самую форму, что и в кепле- 

ровском движении; А и В  имеют те же значения, что и там:
Л =  2{а (—  W ), B=zpe*Z.

С немного изменилось:
/з . /2 М 7

С = 44 2- 2^ а н , 1= ^ - ^ с 1 

■и y имеет значение

‘(5) 4 = 1- 2WZ с,'2 1*А
Интегрирование уравнения (4) производится так же, как и 

шри кеплеровском движении, и мы получаем (сравн. § 22):

г=
В+у^В2— AC cos y (<1) — <1)0) 
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Вводя здесь сокращенную запись,

АС
В q' 1

(6) г=

В Б*
напишем

я
1+scoST ($ — ФоУ

Уравнение траектории отличается от уравнения эллипса с 
параметром q и эксцентрицитетом е на множитель у. За то 
время, пока г произведет одну либрацию, истинная аномалия ф
возрастет на —. Траектория движения приближается к эллипсу

тем больше, чем меньше дополнительный член при потенциаль
ной энергии съ и для с, = 0  она переходит в эллипс. Для малого
с, траекторию можно рассматривать, как эллипс, перигелий 
которого медленно вращается с угловой скоростью:

h*z . слг
щ - j r ci+ . J r -

Здесь Wj обозначает среднее движение точки на эллипсе. Те
перь примем во внимание из (1) член сг в случае, когда

он имеет незначительное влияние. Посредством комплексного 
интегрирования [ср. (10) приложение И] мы находим

/  В BD \
Jr= (n— k)h= 2« (— V С +  гг д +  ^ с / с  )

из чего
4лA = — 2mW=

J (я — ft) A+ 2 ti / с — тс

и
RhZz RhZ*(2) 1*7=- пш («+S)a ’ 

где на этот раз
. . „--------------Z2r2



Если принять во внимание третий член разложения с8

то, поступая таким же образом, можно найти зависимость вели
чины о от и в форме

1 гг

Но мы не станем производитъ этой операции, а вычислим еще 
раз влияние дополнительного члена потенциальной энергии по
средством применения теории вековых возмущений (§ 18). Чем 
меньше величина сх, тем менее общим будет наш результат. 
Во-первых, напишем

Я = Я 0+ Я 1.
где Н0— функция Гамильтона кеплеровского движения; она 
равна

RhZJHq— Wq jP ,

причем мы

будем рассматривать, как возмущающую функцию. Невозмущен
ная проблема вырождена дражды, возмущение приводит ее к 
однократному вырождению. Вековое движение угловых перемен
ных, не являющихся теперь более вырожденными, и влияние 
возмущения на энергию мы получим посредством усреднения 
по невозмущенному движению. Так мы получаем:

W e " Z ^  cian -р; -f с2 йн p-+^8e H ^r+c4GĤ g- +  • •. j-

Средние значения по (19) § 22 выражаются:

Г = 1 =  Z8 
r*~ ab~  ahnrk

7  1 Z s
г3 b3 a® tCk?

л  “ ( 1+ f )  ( » - £ ) *  т  * ( ' + ! ' ) 4 (6 - * $ *
r4 b b 2 a ^ n s k 5 ' г ъ b 1 “  2 а Бнга8£>

Если ввести постоянную Р и д б е р г а



RhZjX 2Zct 2Z%  Z3(3 ~ | V a  Z4(5 - 3 | )  
^  t 1 Ь n k ^ W  + +  ------я/е7-----

Запишем IF в форме

О) V — ^

тогда, если произведением сг пренебречь, имеем:

Zc, Z-’c,

т о  б у д ет

4

( 10)

или

k ks' ^ z > c  I -  A .+  - 1— ) +' 3\  2k5+ 2k-'n2 )  h

X-Z^c (_-  j ____3__ \-i_^  *\ 2k1 ' 2kbn* }

(11) n ^ n  + 5 .+  ^ + . . . ,
где

fj :—: - 1 IN & с г 3 Zac3 5 Z 'c4
°1 k k e 2kb 2k1

8 —Z*c 3 Z 1 ci
2 ' o / .3  ' 2 kb ' . .  .

Сравним теперь эти теоретические формулы с данными опыта. 
Взятые из наблюдений термы неводородоподобных спектров 
можно записать действительно в  форме:

R Z 1
( я + 8)* 5

где Ь в общем случае очень мало зависит от п. Р и д б е р г 1 
впервые привел эту формулу (с 5 независимым от п) и подтвер
дил измерениями многочисленных спектров; поэтому мы будем 
в дальнейшем величины Ь называть поправкой Р ид бе р га. Не
которые встречающиеся отклонения были изложены Р и т ц о м 2, 
давшим для отличия величины п* от целого числа целый раз
вернутый ряд

(12) S= Sl + 82 ^ i +  - . .

1 J. R. R y d b e r g ,  К. Svenska Akad. Handl., Bd. 23, 1889 и независимо от 
него работа Н. К а у s е г и. С. R и п g е, Beriin. Akad., 1889 до 1892.

s W. R i s z, Ann. d. Physik, Bd. 12, S. 264, 1908; Physikal. Zeitschr., Bd. 9,
S, 521, 1908. "
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Р и т д пользовался также формой
R Z 2

(13) V (Я+ e ^ ^ V )*  *

§ 26. Формула Ридберга-Ритца
Формула Р и д б е р г а - Р и т ц а  сохраняет свою силу не только 

для термов внешних траекторий, но и для траекторий, прони
кающих в корпус атома, которые мы будем называть „проника
ющими т р а ект о р и ям иВ действительности их можно вывести 
теоретически для самого общего случая. Покажем первым дол
гом, что для произвольного центрального поля формула:

R Z 8 ___
t 1) V_ (iM A + V )*
соответствует весьма поучительному развернутому ряду1.

Связь между квантовыми числами и термом устанавливается 
посредством уравнения [ср. (4) § 21]:

(n— k)h= _ 2m [ to + U ( r ) ] - £ J ^  dr.

Сравним это уравнение с выражением

(и* - k ) h = j  2m [л v 4- е̂ Щ — dr,

которое для равных v относится к кулоновскому полю. Здесь 
п*, конечно, не ест 
щее соотношению
п*, конечно, не есть целое число: оно имеет значение, отвечаю-

V = -----я *2
Разность обоих интегралов является функцией только одних 
v и к. Предположим, что мы развернули ее в ряд по v и поло
жили равной _

Тогда следует
я* —/i=8,-f82v 4 -...

и
R Z 2

Благодаря тому, что для больших значений п терм v стре
мится быстро к нулю, мы можем сделать заключение, что по
правка с растущими п быстро сходится к некоторому

1 G. W e n t z e l ,  Zeitschr. f. Physik, Bd 19, S. 58, 1923.
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определенному предельному значению. Бором было высказано глу
бокомысленное заключение в отношении обоснования формулы 
Ридберга-Ритца. Смысл введения центрального поля, собственно 
говоря, заключается в том, чтобы с помощью простой механиче
ской модели можно было описать в действительности немехани
ческие, квантовые взаимоотношения между телом атома и опти
ческим электроном, при отсутствии всякого обмена энергии 
между ними. Этого предположения постоянства энергии опти
ческого электрона достаточно, чтобы притти к формулам серий, 
не делая никаких допущений относительно силового поля. Вслед
ствие этого такой вывод возможен*не только для любых атомов, 
но, даже и для молекул. При этом они высылают не линейные 
спектры, а полосатые; однако последние вызываются главным 
образом скачками оптического электрона, перекрывающимися 
квантовыми переходами вращений и ядерных колебаний. Этот 
вывод совершенно не зависит от того, происходит ли между 
остовом и электроном обмен энергией или нет, т. е. можно ли 
определить аналогично центральному движению азимутное кван
товое число k или нет. Мы делаем единственное допущение, по 
которому остов (содержащий в одном атоме одно ядро) мал 
по сравнению с размерами траектории оптического электрона. 
Тогда поле вне тела атома на большей части траектории будет 
очень похоже на кулоновское поле. Расстояние афелия от цен
тра атома определяется только потенциальной энергией в афе
лии; следовательно> оно одинаково для всех петель траектории 
независимо от того, равны эти петли или нет (как при центральном 
поле). После этого можно эффективное квантовое число п* опре
делить так, чтобы между п* и расстоянием афелия или энергией 
в кулоновском поле имела место следующая связь:

Р к 7 г
(2) ^  =

Благодаря периодичности электронного движения мы можем 
предположить, что для него существует главное квантовое чи
сло п\ тогда W  является функцией от J—hn и для частоты 
движения от афелия к афелию можно написать 
„ д W 1 dW

; v“  d J  h д п '
Допущение, что остов мал, приводит к последствию, что 

часть пути, проникающая в остов, пробегается за очень короткое 
мгновение времени по сравнению с временем прохождения внеш
них петель траектории. Вследствие этого частота дополнитель
ного эллипса

v’ h дп* 

почти совпадает с частотою v.
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Разность времен обхода — истинной траектории и траек

тории дополнительного эллипса почти не зависит от внешних 
петель пути, а, следовательно, и от п*. Положим ее равной Ь, 
так что

<4> т - > + » - 5 т + ь-

Уравнения (2j, (3) и (4) приводят к виду:
1 ■ 1 а 1

f — RhZ* \ 2 RZ2 dn*
«̂ 8

2 RZ* 1
| h да '\ «*2 Jf n*ri dn

Таким образом мы получаем следующее диференциальное 
уравнение; связывающее п и п*,

dn , , 2 bRZ2 
dn* ~  ' n*s 

и решение его _
п =  п* — 5t -----

где 8, — постоянная интегрирования и 8.=bRZ2.
Выражая в поправочном члене ^  через V, мы вновь прихо

дим к формуле Ритца (1).
Для того, чтобы иметь представление о верности этой фор

мулы, мы приведем термы двух типичных спекторов Na и AI 
и их эффективные квантовые числа п*:

Na

1,63 2,64 3,65 4,65 
р  2,12 3,13 4,14
d 2,99 3,99 4,99
/  4,00 5,00

А1

s
Р
й
t

2,19 3,22 4,23 5,23
1,51 2,67 3,70 4,71

2,63 3,42 4,26 5,16
3,97 4,96

5,72 6,23
6,11 7,08 8,07 

5,96
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Обзор спектра Na и серий s, р, f  спектра А1 показал 
некоторую особенность, сохраняющуюся во всех сериях термов 
и заключающуюся в очень незначительной зависимости по
правки Р и д б е р г а  п* — п от числа оборотов. Серия d  алюми
ния и еще кое-какие известные серии представляют исключение 
в том, что предельное значение поправки достигается при сра
внительно высоком числе оборотов. Значения 8 мы можем опре
делить только с точностью до целого числа, поскольку мы пока 
еще не знаем квантового числа п. Выберем их здесь так, чтобы 
значения 8 при увеличении k уменьшились и чтобы они были 
по возможности' малы. Тогда мы получим для больших п пре
дельные значения:

1 ,  
1

• * 1 
Г 1

d /

Na — 1,35 — 0,8б!--0 ,01 0,00
А1 -  1,77 - 1 ,2 б |- -0 ,9 3 - 0 ,0 4

Из всех этих примеров и спектров, расположенных по се
риям, видно, что [ 81 при приближении траектории к ядру уве

.  1 1 1  личивается более сильно, чем —, или -р, или , что соответ
ствует уравнению (10) § 25. На этот раз большие значения 8 
показывают вам, что их нельзя считать малыми поправками п. 
Большие отклонения значений термов от водородных термов 
объясняются тем, что траектории оптического электрона, хотя 
бы и в возбужденных состояниях, никогда не проходят только 
вне остова.

Внутренние части проникающей траектории находятся под 
гораздо большим влиянием ядра, чем внешние части.

Следовательно, они проходят в силовом поле, подобном 
кулоновскому полю с высоким ядерным зарядом. Для решения 
такого вопроса формула (1) § 25 потенциальной энергии не рас
считана. Так как в Na между термами d a p  появляется рез
кая незакономерность в изменениях значений 8, есть основание 
полагать, что пути d  проходят вне корпуса и что s-и р- пути 
проникают в этот остов.

§ 27. Поправки Ридберга для внешних путей и поляризуемость
остова атома

Рассмотрим теперь физические влияния, возникающие по при
чине отличия силового поля (вне остова атома) от поля куло- 
яовского характера1.

*) М. B o r n  u. W. H e i s e n b e r g ,  Zeitschr. f. Physik, Bd. 23, S. 388, 1S24. 
Из этих работ взята также следующая таблица. "
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а имеютВо-первых, необходимо установить, какие степени - г
самое существенное значение в выражении потенциала. Запишем 
траекторную энергию в форме

W=*-
RhZ2

Дополнительный член — •с1 ~  в потенциальной энергии в 
силу (10) § 25 дает Р и д б е р г о в с к у ю  поправку

' * _  Zci

и „поправку Ритца" 

Дополнительный член •

и дополнительным член

3 Z%  
2 Л5

* , - 0 . 
e2Z  сн

дает
2?д, 

ks

e2Z

S2= 0

йн•с3- 3- дает

в = = ^ 8  
г 2/гя ’ 3

„ e*Z ah и, наконец, дополнительный член-----~ ' с*,~р£ приводит к урав
нениям:

»1= -
5 Z ^ 4 
2 к4

3 Z 4 ,
' 2 /г5

А —_А  ^2
в, 5 А *

В следующей таблице приводятся найденные из спектров 
значения поправки Р и д б е р г а  и Р и т ц а  — в их отношении 
к особенно простым спектрам щелочных металлов

и Na К Rb Cs

- 8, 0,049
р \ 62 0,031 1 Т т Т Т

1 — bjbi 0,63 1
[ — 0,015 0,25 0,35 1

а \ 8* _t 0,036 0,80 0,99 Т\ — — 2,4 3,2 2,8 J
[ -В , — 0,0020 0,009 0,36 0,032

f h — 0,0064 0,035 0,35 0,16
~h!h — ■ 3,2 3,9 9,8 5,0
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Знаком Т в таблице отмечается тот факт, что ридберговская 
поправка уже настолько велика, что разложение потенциала по
степеням —  оказывается недопустимым./* ■ g |

Большое значение — ~  указывает на то, что высоких степеней —  Ч г
в потенциале заметно много.
гг С6 С.Для членов -JJ- и ~~- получаются теоретически следующие значе
ния:

k
-6,/S ,

с»для-^ ct

V 2 1,33 2,4
d 3 3,0 5,4
f 4 5.33 9.6

Таблица имет такой вид, как будто член с есть наиболее
существенный дополнительный член. В действительности, такой 
дополнительный член потенциальной энергии теоретически 
вполне понятен. Если, например, остов рассматривать не как 
абсолютно жесткий, а поддающийся деформации, то он содержит 

' в поле оптического электрона электрический момент. Если 
электрон находится достаточно далеко от остова, то возбуж
денное им поле [@]= в области остова можно рассматривать, как 
однородное поле. Этому полю пропорционален момент, индук
тирующийся телом атома: р —*-рг- Такой дипольный момент обла
дает вблизи себя электрическим полем. Если представить, что 
оно возникло благодаря смещению в одну точку двух зарядов ,
находившихся на расстоянии /, то легко видеть, что в на
правлении его продолжения на оптический электрон действует 
сила вида:

lim ре П _____ L U l L i l ,
/ - » О I [ г2 ( r + i ) 2 J  F d r \  г*)

2 ре 2ае*

Ее потенциал равен- aei
2 ? ; пренебрегая остальными отклонени

ями от кулоновского поля, мы имеем
Он

5

а



Наше предположение, что отклонения силового поля от куЛо- 
«овского поля обусловлены, главным образом, индуктирую- 
щймся дипольным моментом, можно проверить вычислением 
„поляризуемости“ а по экспериментальным значениям 8, и 
Относительно остовов атомов, например, щелочных металлов 
Li, Na, К, Rb, Cs, необходимо предположить, что они построены 
подобно (содержащим одинаковое число электронов) нейтральным 

-атомам благородных газов Не, Ne, А, Кг, X, (подробнее см. § 29).
Значения а этих атомов можно вычислить из диэлектри

ческой постоянной, которая связана со значениями а остовов 
•щелочных металлов простым соотношением.

Из экспериментально найденных значений щелочных метал
лов следует

Li+ Na+ К+ Rb+ Cs+
а-10м = 0,314 0,405 1,68 —■ 6,48

Здесь использовываются / ,  термы кроме Li, терм р  которого 
■служит для вычисления; ИЬбыл пропущен ввиду выпадения для 
него Р и д б е р г о в с к о й  поправки и поправки Р и т ц а .  Поля
ризуемость а благородных газов с диэлектрической постоянной е 
или преломлением п для бесконечно длинных волн связана Л о
р е н ц - Л о р  е н д о в  с кой формулой

. 3 е — 1 =  3 п2— 1
а ~~ 4 n N  е+2 ~  4 t. N  я2+ 2  ’

где N  — число атомов в единице объема.
Экстраполируя оптически измеренный коэфициент преломле

ния на бесконечно длинные волны, находим
Не Ne А Кг X

а .1024= 0,20 0,39 1,63 2,46 4,00

Значение а-йонов щелочных металлов должны быть немного 
меньшими, так как объем йонов, благодаря высокому ядерному 
заряду, мал по сравнению с получающимися атомами благород
ного газа.

Таким образом, мы приходим к заключению, что вычислен
ные по спектру значения а, хотя и имеют правильный порядок 
величины, но все же являются немного большими. Разницу эту 
можно объяснить тем, что рядом с индуктирующим моментом 
появляется другое отклонение от кулоновского поля, обязанное
также дополнительному члену -ф. В этом месте мы не можем
пока проверить возможности допущения такого предположения, 
но отметим, что при современном уровне знаний строения йонов, 
подобных йонам благородных газов, вряд-ли такая возможность 
допустима.
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Оставаясь при приведенном здесь объяснении р и д б е р г о в -  
с к о й  поправки с помощью поляризуемости остова, мы стал
киваемся с противоречием, непреодолимым с точки зрения на
ших квантовых правил. Но выЩе нами было уже указано, что 
объяснение тончайших особенностей спектров мультиплетов 
и тесно связанного с этим аномального эффекта З е е м а н а ,  (ср. 
конец §24) не входит вообще в рамки квантовой теории много
периодических систем. В теории этих явлений пришли к фор
мальному выходу: считать квантовое число „половинчатым“, т. е.

1 3  5 „что ему можно придавать значение -g-, —, т р  . . .  Нужно ожи
дать, что при дальнейшем развитии теории собственные кван
товые величины останутся, как и до сих пор, целыми числами 
и что величина k, встречающаяся в нашей приближенной теории, 
не представляет собой такой квантовой величины, а каким-то 
посредственным образом состоит сама из них. Мы не будем 
здесь входить в подробности этого вопроса, только исследуем, 
какие значения будут получать а, если положить в наших фор
мулах k равным „половинчатому" числу.

* Так из спектроскопических значений 8, мы получаем следую
щие значения а:

Li+ Na+ K+ Rfe+ Cs+
a-1024 = 0,075 0,21 0,87 — 3,36

Эти числа правильно отображают значения а благородных 
газов. Такую связь можно проследить и дальше, анализируя 
значения а других многозначных ионов, подобных ионам иде
ального газа, которые можно определить частично по Ридбергов- 
ским поправкам спектров ионизированных элементов (искро
вые спектры) частично по твердым солям (ионные решетки); этим 
достигаются новые подтверждения того допущения, согласно, 
которому поправка Ридберга терм внешних траекторий в рас
сматриваемых спектрах обязана поляризуемости остова и что 
квантовое число k необходимо брать половинчатым числом. Но 
излагаемые в нашем томе соображения, впрочем, вовсе не за
висят от решения вопроса, брать ли k целым числом или нет.

§ 28. Проникающие траектории

Большое значение ридберговских поправок мы в §26 объяс
нили тем, что оптический электрон проникает глубоко в остов 
и, следовательно, попадает в область высокого воздействия 
ядра.

Опыт Шредингера 1 дает оценку порядкам величин 8, кото
рые нужно бы было ожидать для таких проникающих путей. Он

1 Е. S c h r o d i n g e r ,  Zeitschr. f. Physik, Bd. 4, S. 347, 1921.
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мысленно представляет остов равномерно отрицательно зяря
женной оболочкой сферы, вне которой господствует кулонов- 
ское поле, соответствующее ядерному заряду Z<й> (1 в ней
тральном, 2 при просто ионизированном атоме); внутри, ее воз
никает также кулоновское поле, но с большим ядерным зарядом 
Z &. В тех местах, где перигелиево расстояние вычисленного 
в силовом поле с ядерным зарядом ZW эллипса квантового 
пути меньше радиуса сферической оболочки, путь проникает 
в середину; тогда т раектория состоит из двух эллипсных дуг, 
смыкающихся плавно и непрерывно (рис. 14).

При заданных квантовых чис
лах п и к ,  зарядах оболочки и 
ядра в радиусе оболочки можно 
вычислить эффективное квантовое 
число и* или поправку 8.

Мы не будем приводить здесь 
вычислений Шредингера, а только 
покажем, что для такой модели ато
ма, состоящей, даже из множества 
концентрически заряженных обо
лочек, связь квантовых чисел и 

энергии выражается элементарными функциями *.
Пусть радиусы оболочек р, р2, ---- будут расположены по

убывающим величинам их зарядов —z t е, — z% е,___"
Потенциальная энергия промежуточного пространства между 

оболочкой ps и ps-j-i* будет

где

Ut( r ) = - Z scy + c ,

Z 0=Z<«>

z s = z<°4 - v  2,

и cs определяется из условия, что потенциал на оболочках из
меняется непрерывно. Из этого следует

vn <?*

Вследствие того, что мы сейчас уже знаем потенциальную энер
гию, как функцию г, мы можем вычислить перигелий r,tia и уста
новить, внутри каких оболочек р1?р2. . .рг он находится. Ради
альный интеграл действия в силу (4) § 21 имеет тогда форму

- 2 /  \ /Г- А . + ^ - ^ Л г +
Pi

1 Ср. также G. W e n t z e l ,  Zeitschr. f. Physlk, Bd. 19, S. 53, 1£23 или op . 55.

a = l
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Все интегралы можно выразить через элементарные функции; 
так мы получим Jr и, следовательно, п — k, как функцию W и k, 
наконец, W  как функцию п и k.

Представление Шредингера о заряженной оболочке мы ис- 
пользовываем по Ван-Урк’у*1 для оценки значений § проникающих 
путей.

Первым долгом отметим, что при заданном внешнем эллипсе 
радиальный интеграл действия тем больше, чем больше радиус 
имеет сферическая оболочка, так так тем больший промежуток 
времени электрон находится под полным воздействием ядер
ного заряда. Итак, в шредингеровской модели получается ниж
ний предел для значения 8 при условии, если допустить, что 
траетория вообще является проникающей, и выбрать радиус 
оболочки так, чтобы она касалась внешнего эллипса.

Найдем значение, к которому стремится 3 для больших п 
(за висимость от к в шредингеровской модели очень незначитель
на) для чего примем за перигелий внешнего эллипса прибли
женно перигелий параболы, где путь s мы будем писать как

■i2 Z ^ a'n ИЛИ В ^олее °бщем виде аи.
В виду того, что радиус оболочки мы выбираем такой же 

величины, общий путь оптического электрона в большем при
ближении можно представить, как два совершенных эллипса. Для 
радиального интеграла действия получается

j r= j r̂ + m

1 A Th. van Ur k,  Zeitschr. f. Physik, Bd 13, S. 268, 1023.



Теперь спектроскопический терм представляет работу отрыва 
внешнего электрона, поэтому он равен энергии внешнего эллипса

R /г3 Z(a)2W = —
{Jra)+ A Y '

где /ф представляет общий импульс вращения для обоих эллип
сов, умноженный на 2 jt. Сравним его с энергией в форме

W r  R h Z ^
t t

Тогда для эффективного квантового числа вытекает 

И теперь уже
Уу-рУф =  t i h,

следовательно,
(1) 8,

где /W представляет сумму интегралов действия внутреннего 
эллипса. У® выражается большою .полуосью. # внутреннего 
эллипса: ' * ” ’

2 « \  Л /  ’

а а в свою очередь связано с радиусом оболочки:

а {1 + е )= — ^ан,

где

г hW.
- V .  1~ ж '

Исключая из этих трех уравнений е и а, мы получаем

( т )  ( 1 + / | - (т 4 г ? ) ‘ ?z(a) ,

' /(О
после чего, решая относительно ~  и подставляя в (1), имеем:



Уравнение (1) сохраняется приближенно и тогда, когда вне
шний эллипс не касается оболочки. Необходимо только, чтобы 
радиус оболочки был мал по сравнению с большой осью вне
шнего эллипса (что всегда имеет место при большом главном 
квантовом числе) и Z 'n было значительно больше Z<a>. В этом 
случае ошибка, которую мы делаем, заменяя интеграл действия 
по внешней части пути интегралом по всему внешнему эллипсу,, 
получается незначительной; то же в отношении замены внутрен
ней части полным внутренним эллипсом. Афелий внутреннего 
эллипса лежит незначительной частью вне оболочки (благодаря 
быстрому уменьшению потенциальной энергии в поле с ядер
ным зарядом Z (i>). Сумма /Ю интегралов действия внутреннего 
эллипса однозначно зависит от большей оси этого эллипса и 
поэтому почти не зависит от п.

В приближении, допущенном в формуле (I) 8 от п не зави
сит. Это приближение тем ближе, чем больше большая ось вне
шнего эллипса; так как это наступает при растущем п очень 
быстро, то, с возрастанием п, 8 принимает очень скоро постоян
ное значение.

Если существуют квантовые пути, проходящие полностью 
внутри оболочек, и если г№ — главное квантовое число самого 
большого между ними, то имеет силу следующая запись

т
n(l)

и
(3) • 8= _ ( м « + е _ ^ )  0 <  £ <  1.

Эта формула не зависит от шредингеровской модели заря
женной сферической оболочки; и лишь на основании того фак
та, что афелий внешнего пути велик по сравнению с радиусом 
тела атома и что проникающий во внутрь атома электрон бы
стро проходит в область высоких ядерных зарядов. Бор1 ранее 
Ван-Урка вывел ее следующим образом:

Радиальный интеграл Jr —h(n — k) пути слагается из интег
рала внешней части пути и интеграла внешней петли,

Jr =  / f } = h (n — k).
4 а) — незначительно меньше, чем радиальный интеграл h(ti* — k) 
действия полного внешнего эллипса:

jW=* h (п* — Л+ejJ

и J'rl) мало отличается от радиального интеграла действия 
h(n® — k), самого большого пути, полностью находящегося вну
три атома:
_______________ J ^ — h  («№  —  k — f-2).

1 N. B o h r, Vortrage in Gottingen Juni 1922(ненапечатано).
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При этом не- должно быть целым числом; оно представляет 
деленную на h сумму переменных действия каждой наибольшей 
механически (не квантотеоретически) возможной траектории. 
Получается:
<4) §=и* — п —— (я®— к — ei+ s^
и результат можно сформулировать следующим образом: Рид- 
берговская поправка при проникающих траекториях мало отли
чается от деленного на h радиального интеграла действия са
мого большего пути, проходящего целиком в остове. Вопрос
о том, с какой точностью все оптические (и рентгеновские) тер
мы можно представить посредством соответствующегожпостро
ения центрального поля, исследовал Е. Фус1 ; он пришел к по
ложительным результатам, использовав дуговой спектр Na 
л  аналогичные искровые спектры Mg+ и А1++.

§ 29. Рентгеновские спектры

Оптические спиральные спектры элементов являются главным 
средством, позволяющим изучать сложное строение атомов. 
В той степени, в которой мы сумели охватить их теоретическими 
истолкованиями, можно судить только о процессах, происходя
щих во внешней оболочке атомов, — между тем, как процессы 
внутреннего характера остаются еще далеко не выясненными. 
Очень важным средством исследования внутриатомных процес
сов является изучение рентгеновских спектров. И здесь нахо
дит свое приближенное применение наша теория движения 
электрона в центральном поле. Наблюдения показали, что здесь 
также происходят квантовые скачки, при которых электрон 

<соответствующий оптическому электрону) внутри атома меняет 
свое место; при этом атом остается, приблизительно, центрально 
симметричной фигурой. Прежде чем перейти к подробностям, 
приведем некоторые данные опыта о рентгеновских спектрах. 
Причина возникновения этих спектров была объяснена со времени 
открытия Л а у е  натуральных решеток кристаллов. Каждый 
рентгеновский спектр состоит из непрерывной полосы и ряда 
линий. *

Непрерывный спектр имеет коротковолновый предел, число 
колебаний которого vffiax связано с кинетической энергией возбу
жденных катодных лучей посредством

, т „
hvшах =  -75- Л

Это явление истолковывается, как один из видов обратного 
фотоэлектрического эффекта, предполагая одновременно, что 
попадающие катодные лучи задерживаются антикатодом и их

1 Е. F u e s ,  Zeitschr. f.Physik,Bd. 11,S .364, Bd. 12, S .l, 314,Bd 13, S .211, 1923.
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энергия по закону Эйнштейна (§ 1) превращается в излучение; 
тогда наиболее высокая появляющаяся частота соответствует 
потере кинетической энергии попадающих электронов.

Линейные спектры характерны для излучающей материи и 
вследствие этого носят название „собственного излучения". 
Займемся сейчас их анализом.

Важнейшими фактами, характеризующими их, является оди
наковое расположение линий для каждого элемента и сдвиг 
линий по мере возрастания атомных номеров в сторону волн 
меньших длин. Эти линейные спектры состоят из многих линей
ных групп: коротковолновая группа (называемая /С-излучением) 
появляется уже у легких элементов (напр, уже от Na). В тяже
лых элементах она располагается все далее к коротковолновой 
части, а за ней выступает новая группа более длинных волн 
(L - излучение); за этой, в случае еще более тяжелых элемен
тов, появляется новая группа с волнами еще большей длины 
<7И - излучение). Если эти спектральные линии связаны по зако
нам квантовой теории с движением электронов в атоме, то 
рентгеновские частоты можно выразить через энергии двух 
стационарных состояний электронной конфигурации:

h7= w o)— w v \

Высокие значения v (в 1000 раз приблизительно больше, чем 
в видимом спектре) говорят о том, что здесь речь идет об 
изменениях путей внутренних электронов, причем благодаря 
высокому ядерному заряду при соединении одного электрона 
совершается большая работа,

Тот факт, что рентгеновские линии располагаются простыми 
сериями, которые можно перенумеровать небольшим набором 
целых чисел, служит основанием предполагать, аналогично 
оптике, что речь идет главным образом о движении единствен
ного „оптического электрона".

Хотя мы и вынуждены предполагать, что этот электрон 
движется внутри атома, однако на том же основании, что и 
при видимых спектрах, мы заменим действие остальных внутрен
них электронов и ядра силовым центрально-симметричным полем. 
Будем при этом иметь ввиду, что* не происходит никакого 
обмена энергиями между оптическим электроном и остатком 
атома; существование квантовых чисел оптического электрона 
говорит о том, что движение этого электрона периодическое; 
следовательно, после каждого цикла оно обладает вновь прежней 
энергией.

Однако между оптическими и рентгеновскими спектрами 
существует глубокая разница. В то время, как линии оптического 
спектра появляются при поглощении, — рентгеновские линии 
не наблюдались никогда, как абсорбционные линии. Коэфициент 
поглощения рентгеновских лучей не дает вообще никакого
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линейного максимума; наоборот, он проходит вообще непрерывно 
и только в отдельных местах, так называемых абсорбционных 
краях, дает мгновенное увеличение в направлении растущих, 
частот (рис. 15).

Объяснение этого явления было дано Косселем *. По e ra  
мнению, в спектрах поглощения речь идет об ионизации атома 
и совершаюшемся при этом выбрасывании внутренних электро
нов. Для этого процесса частотное условие дает

A?—  W + jV 2,

где v  — скорость электрона после отрыва, а W — работа отрыва;
следовательно, поглощаются все 
частоты, большие предельной 
частоты (края),

~  — W 
v - n r -

Предположение о различно 
связанных электронах приводит 
к наблюдаемому процессу по
глощения.

По Косселю линии эмиссии 
появляются вследствие того, что 

на место выброшенного электрона упадет другой из высшего- 
в квантовом отношении пути, причем уменьшится энергия газа.

На вновь образовавшееся место может упасть электрон из. 
еще высшего квантового пути до тех пор, пока не заполнится, 
свободным электроном последний пробел.

Эмиссионные спектры рентгеновских лучей возникают, сле
довательно, во время восстановления устойчивого состояния 
атома после происшедшего нарушения, вследствие выброса од
ного внутреннего электрона.

Это Косселево объяснение явления можно сформулировать 
в следующем виде. Для каждой системы квантовых чисел, со
ответствующих внутренним путям, существует максималь
ное число электронов. '

Последнее достигается в устойчивом состоянии. Обмен мес
тами происходит лишь в том случае, когда из внутреннего пути 
удален электрон.

Электроны, принадлежащие к разным квантовым числам, от
носятся к одной „оболочке".

Попробуем рассмотреть этот вопрос с квантовой точки|зрения_

1 W. К о s s е I, Verhandl. d. Dtsch. physikal, Ges, Bd. 16, S. 899, tt, 953,1919 u Bd. 
18, S. 339, 1916 ' "
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В нашей модели, где рассматриваемый электрон движется 
р. центральном поле, электронные пути получают вид розетки, 
определяющейся двумя квантовыми числами п и к.

В действительности, внутри атома должны находиться пути 
с разными значениями п.

Именно характер ридберговской поправки показывает, что 
почти во всех элементах p -пути являются проникающими. Для 
того, чтобы это было возможно, остов должен содержать мини
мум путей с п=2.

Внутренние пути с п=  1 (&=1) находятся ближе всего от 
ядра, затем следуют пути с п = 2 (k — 1,2); далее возможно идут 
пути с п —3 (А’=  1, 2, 3).

В элементах с высокими атомными номерами наиболее близ
кие к ядру пути, главным образом, находятся под притягива- 
тельным воздействием ядра; влияние остальных электронов 
сравнительно незначительно. В силу этого энергию пути, нахо
дящегося в глубине всех остальных, мы получаем приближен
ным способом в виде

1г — tl

При удалении от центра энергия быстро уменьшается, что 
может быть результатом увеличения п или влияния осталь
ных электронов, уменьшающих действие заряда ядра.

Нужно ожидать, что линия самой большей частоты будет 
соответствовать

Формула требует, чтобы "V Т  увеличивался линейно с уве
личением заряда ядра. Мозейль 1, впервые систематически изу
чавший рентгеновские спектры, нашел, что для К-серии 
является действительно линейной функцией атомного номера, 
при этом под атомным номером понимается порядковый номер 
атома в периодической системе, т. е. в ряде чередующихся атом
ных весов. Пробелы, получающиеся с точки зрения химии (на
пример, однородный марганцу элемент 43) при этом все учтены, 
а также приняты во внимание перестановки [напр., 18 А (атом
ный вес 39,88) и 19 К 39,10].

Мы видим, что этим блестяще подтверждается давно пред
полагаемый и высказанный впервые ван-дер-Броком закон (ср. 
§ 3, стр. 19): атомный номер равен числу зарядов ядра. В силу 
этого можно однозначно определить также и атомные номера 
элементов очень высоких атомных весов, представляющие целый 
ряд химически почти не отличающихся друг от друга элементов

1 Н. G. J. Moseley, Phil. Mag., Bd. 26, S. 1024, 1913, Bd. 27, S. 703, 1914,
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(напр., редкие земли) и также точно объяснить существующие 
там пробелы. Для того, чтобы показать, с какой точностью 
справедливо соотношение (1), приведем для некоторых элемен

та 4тов значения \ /  _L J!_ .
V  3 R

Так, находим 10,1 для Na (Z—11), 36,3 для R b(Z=37) и 76,5 
для W (Z=74).

Пусть, следовательно, самые коротковолновые А - линии 
будут соответствовать переходу электрона от двухквантового 
пути на одноквантовый путь. Тогда постараемся объяснить, 
с помощью переходов из высококвантовых путей на однокван
товые, остальные Л-линии. Действительно, К -линии при
мыкают к теоретически требуемой границе

RZ2 
I 2 •

На том же месте лежит вышеупомянутый край поглощения. 
Закон линейного возрастания V Тсохраняется также и для /.-ли
няй. Попробуем обътснить эти линии переходами на двухкван
товые пути (» = 2), и для самой коротковолновой Z, - линии мы 
получим приближенную частоту

(2) “ В

Но эта гформула не так точна, как полученная нами для 
/С-серии. Это вполне понятно, так как теперь мы далеко удали
лись от ядра.

Эго обстоятельство по Зоммерфельду1 мы отметим сле
дующей записью:
(3) 7= R{Z-sy

Тогда экспериментальные значения совпадают со’значением s, 
лежащим при среднем Z  около 6 или 7. Здесь тоже граница 
серии совпадает с краем абсорбции. Наконец Af-линиям соот
ветствуют переходы на трехквантовый путь.

Переходя от системы рентгеновских линий к системе рент
геновских спектров, мы получим наглядное представление о ста
ционарных траекториях электронов. Назовем А-термом послед
ний терм /(-линий; ему соответствуют квантовые (в нашей модели) 
числа п = 1, k — 1.

Чтобы объяснить разнообразие L-линий, для них необходимо 
допустить три конечных терма (/.-термы при я = 2  и & = 1  или 2). 
Тройное число термов говорит о том, что квантовых чисел n n k

1 A. S o m m e r f e l d ,  Ann. d. Physik, Bd. 51, S. 125, 1916.
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недостаточно для их обозначения; здесь мы имеем явление, по
добное явлению множества оптических термов.

На основании нашей модели мы, конечно, дать эту теорию 
не можем К

Далее, исследование рентгеновских линий дает пять Л1-тер- 
мов при п= 3 (£ —1, 2, 3) и -семь Л/-термов при я = 4; установ
лены также некоторые термы О.

Здесь приводится графическое изображение этих различных 
термов, заимствованное из работы Бора и Костера2 (рис. 16).

Термы К  vi L (п—\, п--2) появляются уже при самых легких 
элементах; далее, Ж -терм (п=3) появляется при атомном но
мере 21, терм N (п=4) приблизительно при 39 и терм О (п—5) 
при 51. Что касается числа терм каждого главного квантового; 
числа, то мы вндим здесь упомянутое уже выше распадение на 
3,5 и 7 термов; оно совершается неравномерно: сперва мы на
ходим два £-,три М- и четыре iV-терма, которые, все, кроме 
первого, вновь распадаются на два терма.

Если не принимать во внимание это последнее распадение, 
появляющееся при высоких атомных номерах, то мы будем иметь 
столько термов, сколько может иметь значений побочное кван
товое число. Правило, по которому комбинируются термы, точно 
соответствует правилу выбора Тг (&k— + \). Укажем еще на от
клонения значений термов от линейного изменения корней. Они 
ясно указаны на нашем рисунке (рис. \Ь). Общую кривизну кри
вых (в особенности терма К) Зоммерфельд ® сводит к „реля
тивистской поправке" (§ 33). Незначительные изгибы колена, 
например, при Z —56, и Z —14 связаны, по Бору и Костеру, 
с внутренним строением электронных групп, о чем мы еще будем 
говорить в дальнейшем (§ 32).

§ 30. Строение атома и химические свойства
Конечной целью теории атомного строения должно явиться 

построение всей периодической системы элементов на основании 
атомных моделей. Такие опыты были проделаны Бором уже 
в его первых работах, где он использовывает „кольцевую мо- 
дель“, из которой следовало, что отдельные электроны распо
лагались по углам нормального многоугольника („колец1*). Вы
числению такой кольцевой системы были посвящены многие 
работы Бора4 Зоммерфельда 5 Дебая6, К р о о С м е к а л 8 и др.

1 Дать удовлетворительное объяснение с помещью модели вообще до сих 
пор не удается.

8 N. B o h r  u D. C o s t e r ,  Zeitschr. f. Physik. Bd. 12, S. S42,1923.
8 A. S o m m e r f e l d ,  Ann. d. Physik, Bd. 51, S. 125, 1016.
4 N. B o h r ,  Phil. Mag, Bd.26, S. 476, 1818.
8 A. S o m m e r f e l d ,  Physik. Zeitschr, Bd" 19, S. 297, 1918.
* P. D e b y e ,  там-же, Bd. 18, S. 276, 1917.
7 J. К г о о, там-же, Bd. 19, S. 307, 1918.
6 A. S m e k a 1, Zeitschr. f. Physik, Bd. 5, S. 91, 1921.
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Рис. 16.
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В особенности это касается исследования рентгеновских спек
тров; однако, результаты оказались неудовлетворительными. 
Осталось, в сущности, лишь одно важное замечание Зоммер- 
фельда о том, что такой электронный полигон не просто вра
щается вокруг ядра, но для него не исключено такое движение, 
при котором электроны движутся по конгруентным Кеплер-эл- 
липсам (эллипсная связь).

Зоммерфельд исследовал также взаимное возмущение таких 
колец как в случае их компланарности, так и в случае их рас
положения в разных плоскостях. Эти модели точно так же, как 
и действительные атомы, хотя и обладают „заполнением простран
ства", но не обнаруживают той относительной симметрии ато» 
нов, которая проявляет себя и химически (углерод-тетраедр) 
и кристаллографически, Вследствие этого Ланде1 попытался 
.Д&ть Модели с пространственно симметричными елементами, имею
щими то общее с эллипсной совокупностью,чтб электроны пробегд- 
ю т конгруентные пути, находясь в точных фазовых взаимоотноше- 
шиях (напр., одновременное прохождение перигелия). Но эти мо* 
.дели при квантовых исследованиях всегда отказывались служить. 
Бор понял, что дать картину строения атома путем конструи
рования модели и чисто теоретического ее исследования явля
ется трудной задачей; поэтому он делает попытку набросать 
здание атома, использовывая частично теоретические, частично 
экспериментальные изыскания, а также данные химии, 
л  физики. Результаты химии, которые могут быть использова
ны в этом отношении, систематизированы и наглядно изложе
ны в работе Косселя*.

Он исходит из того, что периоды системы элементов начи
наются с благородного газа, атомы которого обладают тем 
свойством, что они не вступают никогда в соединения и необы
чайно трудно поддаются ионизации. В силу этого атомы благо
родных газов представляют особенно симметричные и стабильные 
конфигурации, которые ввиду высокой симметрии окружены 
лишь незначительными силовыми полями и, благодаря высокой 
стабильности, не отдают легко и не присоединяют электронов. 
Атомы галоидов (F, Cl, Br, J) стоят впереди благородных газов. 
Они выступают часто, как одновалентные отрицательные йоны; 
но Косселю это объясняется тем, что в присущей им системе 
электронов недостает одного дополняющего симметрию электро
на для того, чтобы получилась стабильная конфигурация благо
родных газов; вследствие этого они стремятся присоединить 
этот недостающий электрон, что сопровождается потерей 
энергии.

Наоборот, идущие за благородными газами атомы щелочных 
металлов LI, Na, К, Rb, G) всегда выступают одновалентными

* A. L a n d ё, Verhandl. d. Dtsch. physikal. Ges., Bd 21, S. 2, 644, 653, 1919.
Zeitschr. f. Physik, Bd. 2. S. 83, 880, 1920.

* W. К о s s e 1, Ann. d. Physik, Bd, 49, S. 229, 1920.
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положительными ионами; следовательно, они легко отдают элек
трон; поэтому нужно полагать, что в этой группе существует 
на перефирии корпуса легко отделимый электрон, вращающийся 
подобно электронам благородных газов.

Идя тем же путем, можно объяснить положительную или, 
отрицательную электронную валентность всех остальных атомов. 
Первая объясняется существованием легко определяемых элек
тронов, после удаления которых остается остов характера бла- 
гододных газов; последняя отрицательная валентность -объясняет
ся стремлением дополнить „несовершенную" электронную кон
фигурацию до конфигурации благородных газов посредством 
присоединения электронов. Проследив по этому принципу всю 
периодическую систему, мы приходим к заключению о необхо
димости оболочноо строения атома (см. § 29).

Первый период, состоящий из электронов Н и Не, образует 
наиболее внутреннюю оболочку; следовательно система двух 
электронов благородного газа не должна быть очень устойчивой 
конфигурацией. Второй период начинается с Li. Этот элемент 
имеет остов характера атома Не, на периферии которого нахо
дится слабо связанный третий электрон. У следующего элемента 
Be появляется еще один внешний электрон и т. д. до тех пор,, 
пока в десятом элементе Ne вторая оболочка не превратится 
в устойчивую конфигурацию благородных газов, состоящую из 
8 электронов. Этим заканчивается вторая оболочка. Первый эле
мент третьего периода Na опять имеет внешний слабо связанный 
электрон, дающий начало третьей оболочке; она кончается бла
городным газом А и, так как он имеет атомный номер 18, то 
полная третья оболочка состоит вновь из 8 электронов.

Подобным образом система строится дальше, но периодьг 
становятся теперь длиннее (сперва идет 18 электронов, затем 32). 
Появляющиеся в дальнейшем элементы Си, Ag, Аи аналогичны 
щелочным металлам; они, таким образом, характеризуются легко 
отделимым электроном и относительно устойчивым остовом. 
Благодаря таким соображениям, Коссель сумел физически обос
новать большую часть неорганической химии; особенно боль
шой успех имела эта теория в области так называемых ком
плексных соединений, т. е. таких соединений, при которых, 
вследствие взаимного складывания атомных комплексов, возни
кают молекулы, что вполне подтверждается простой теорией 
валентности.

Лангмюир и Левис 1 (независимо от Косселя) дали наглядное 
представление теории, изобразив устойчивую конфигурацию
8 электронов, наблюдаемую в Ne, А и ионах соседних элементов», 
в виде кубика (октет-теория), в котором размещены по- 
углам эти находящиеся в равновесии 8 электронов. Таким обра
зом, исследователи - американцы сводят вопрос к статической

1 Loc. cit., S. 207.
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модели, не укладывающейся в рамках нашей атомной механики,, 
и поэтому нам придется ее отбросить вообще. Из физических 
соображений можно только высказать достаточно правдивое 
предположение о том, что электронная конфигурация идеального 
газа, состоящая из 8 электронов, должна иметь приблизительно 
симметрию кубика. Галоиды щелочных металлов (типа каменной 
соли NaCl) кристаллизируются в нормальней системе; однако, 
взвешивая результаты анализа рентгеновскими лучами, нужно по
лагать, что решетки состоят не из нейтральных атомов, а из 
ионов (напр, Na+ н С1~~). Это заключение следует из факта су
ществования ультракрасных собственных колебаний решетки, 
обусловливающего места селективной абсорбции и отражения 
(остаточные лучи); затем Дебай и Шеррер 3 посредством качест
венных измерений рентгеновской диаграммы на Li F показали, 
что числа электронов составных частиц решетки относятся как 
1:5, что соответствует ее строению из Li+ с двумя электронами 
и F~  с 10 электронами. * .

Кубический характер кристаллов позволяет судить о куби
ческой симметрии составных частей ионов типа благородных 
газов. Дальнейшую опорную точку для кубической симметрии 
мы получаем, делая попытку свести отталкивания ионов решетки 
к электрическим силам,расположив ионы таким образом, чтобы 
это соответствовало экспериментальным данным сжатия.8 Таким 
образом, можно окончательно утверждать действительность куби
ческой симметрии конфигурации типа благородных газов. К этому, 
из результатов химических исследований оказывается, что атом- 
углерода обладав? тетраедной симметрией. Симметричные свойст
ва определенных электронных групп в боровской периодической 
системе играют очень важную роль; так, например, предпола
гается, что многие электронные пути одного и того же типа 
(равных квантовых чисел, равных форм траектории и энергий), 
могут встречаться всегда лишь в определенном количестве, мень
шем или в лучшем случае равном числу траекторий, при кото
рых конфигурация такой системы обладает наиболее симметрич
ным характером (как тетраедр, куб и т. д.). Теоретический вы- 

t вод этого принципа симметрии с помощью механических и кван
тотеоретических законов пока еще невозможен.

Путь, приведший Бора к прогрессивной Теории строения атома* 
в отношении последовательности порядковых номеров, был сле
дующий. Он рассматривает присоединение атомным остатком 
наиболее слабо связанных электронов. Этот процесс совершается 
на стационарных путях, что подтверждается дуговым спектром 
элемента. Во время этого процесса атом распадается на остов

1 P. D e b y e  u. P.  Sche r r e r , Phys i ka l .  Zeitschr., Bd. 19, S. 474,1918.
* Авалогичные исследования MgO были произведении: W. G е г 1 а с Ь

и. О. P a u l i  (Zeitschr. f. Physik. Bd. 7, S. 116, 1921).
3 M. B o r n ,  Verhandl*. d. Dtsch. physikal. Ces., Bd. 20, S. 230, 1918; E. M a d e -  

ui ig ,  Physikal, Zeitschr, Bd. 19, S. 524, 1918.
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и оптический электрон. Оставшийся остов имеет то же число 
электронов, которое было у атома до процесса, и на 1 заряд 
ядра больше. Теперь возникает вопрос, имеют ли электроны 
в остове то же самое расположение электронов, которое было 
у находящегося перед этим в нейтральном состоянии атома, или 
нет. Этот вопрос в большинстве случаев решается наблюдени
ями над искровыми спектрами. Следующий вопрос заключается 
в том, на каком из последних путей движется присоединенный 
электрон; ведет ли он себя подобно имеющимся.в остове самым 
крайним электронам или он движется по пути, который еще там 
не наблюдался. В первом случае он продолжает заполнять уже 
имевшуюся оболочку; во втором же случае он начинает обра
зовывать новую.,Для решения этих вопросов необходимо знать 
квантовые числа путей в атоме. Эту мысль Бор называет прин
ципом построения атома.

§ 31. Истинные квантовые числа оптических термов

Первой нашей задачей в этом параграфе является установ
ление чисел занятых отдельных электронных путей и установ
ления соответствующих им значений п и к .  Для решения нашей 
задачи возможны два пути: исследование оптических и рентге
новских спектров.

При рассмотрении схем спектральных термов всех элементов 
бросается в глаза большая однотипность спектров однородных 
элементов. Спектры щелочных имеют одинаковые характерные 
черты; не отличаются друг от друга и спектры щелочно-земель
ных. Этот факт мы объясняем одинаковым числом внешних 
электронов (ср. Коссель, § 30). Обратимся теперь к термам. 
Запишем их в форме

RhW=- п*

вследствие чего спектр какого-либо элемента можно вполне 
охарактеризовать системой я*-значений. Чтобы иметь пред
ставление о том, как зависит спектр от атомного номера, здесь 
для уже систематизированных спектров приводится нами таблица 
эффективных квантовых чисел п* наиболее глубоких термов 
каждой серии; затем приводятся абсолютные значения ридбер- 
говской поправки в пределе больших я 1

1 Числа приводятся по Пашену-Готце.
В дублетах или триплетах дается среднее значение п*; при щелочно-земель

ных в первой строчке стоят значения системы простых термов, во второй 
строчке находятся значения системы двойных термов; первая строчка при Не 
относится к системе простых термов и вторая — к двойным термам. Там, где 
известные термы не допускают экстраполяции для л —со, поправка Ридберга 
в последнем ряде берется в скобки.
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s
n* первых 

- p- d- f -  
терма

Поправка Ридберга для 
большого tt 

s- р- d- f- 
терма

1 н 1,00 2,00 3,00 4,00 0,00 0,00 0,00 0,00
/0,74 2,01 3,00 4,00 -0,14 +0,01 0,00 0,00

2 Не U,69 1,94 2,99 4,00 -0 ,3 0 —0,07 0,00 0,00

3 Li 1,59 1,96 3,00 4,00 —0,40 —0,05 0,00 0,00

8 О f 1,82 2,27 2,98 и ” 'то '" 0 2 "
11,74 2,17 2,97 13 78 04

10 Ne1) 1,67 2,15 2,99 30 83 02

11 Na 1,63 2,12 2,99 4,00 34 85 01 00

12 Mg tl 33 2,03 2,68 52 04 56
0612,31 1,66 2,83 3,96 63 12 17

13 А1 2,19 1,51 2,63 3,97 76 28 93 05

19 К 1,77 2,23 2,85 3,99 17 70 25 01
/1,49 2,07 2,00 3,97 33 93 95 09

20 Са 12,49 1,79 1,95 3,92 44 95 ’ 92 10

24 Сг
25 Мп

1,42
2,31

/1,88
12,03
1,63

2,99
2,89

45
60

(12)IS! (01)
08

29 Си 1,33 1,86 2,98 4,00 58 (09) 02 00
'ЧО 7л /1,20 1,94 2,87 62 09 20

04%J\J
12,34 1,60 2,90 3,98 72 20 08

31 Ga ■2,16 1,52 2,84 78 27 24

Rb 1,80 2,27 2,77 3,99 13 66 35 03
38 Sr f 1)54 2,13 2,06 4,14 (26) (59) 75 10.

\ 2,55 1,87 1,99 3,91 37 85 80 12
47 Ag 1,34 1,90 2,98 3,99 52 (05) 01 01
48 Cd /1,23 1,95 2,87 57 05 21

012,28 1,62 2,89 3,97 67 14 07
49 In 2,21 1,55 2,82 73 19 29

'55 Cs 1,87 2,35 2,55 3,98 05 57 45 04
56 Ba /1,62 2,14 1,89 2,85 43 (73) 45 (92)

12,63 1,94 1,82 3,84 28 67 77 12
SO He (U 4 1,91 2,92 63 00 08

12,24 1,59 2,93 3,97 71 10 05 оз81 T1 2,19 1,56 2,90 3,97 74 19 10 03

Из таблицы вядно, что почти во всех элементах /  - термы 
оказываются еще водородоподобными. Если не учитывать легких 
элементов, то самые меньшие здесь ридберговские поправки 
находятся при Си и Ag, самые большие стоят при щелочно

1 Известно, что спектр неона имеет две системы термов, сходящихся к раз
личным пределам. При вычислении и* набл. терм отсчитывают от границы той 
системы, к которой он принадлежит. Приведенный терм р  с оптической точки 
зрения наиболее известный. Из опытов электронных ударов (G. H e r t z ,  Zeitschr. 
f. Physik, Bd. 18, S. 307, 1923) известен также и терм основного состояния. Наибо- 
чее вероятно, что этот теры есть терм р. Для него п*—0,79.
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земельных, затем увеличиваются соответственно атомному но
меру. d -термы водородоподобны только в наиболее легких эле
ментах (до Na); для щелочных ридберговская поправка еще 
сравнительно незначительна, но заметно растет с атомным 
номером; в щелочно-земельных она делается значительно больше.

Далее ридберговские поправки для Сг, Си и Ag лежат вблизи 
нуля, (но не вблизи какого-либо другого целого числа). Наконец, 
термы p u s  сильно отклоняются от значений таковых для водорода.

Таким образом получается впечатление наличия / - путей, 
проходящих вне остова, и проникающих путей d , существующих 
во многих элементах, и что пути p u s  (кроме легких элемен
тов) являются всегда проникающими путями.

Для подтверждения высказанной мысли рассмотрим радиус 
остова. Величины остовов щелочно-земельных или (что то же 
самое) величины щелочно-земельных ионов находятся на осно
вании результатов наблюдений над искровым спектром. Эти 
ионы имеют только один внешний электрон; афелий пути этого 
электрона лежит в области, где силовое поле атома имеет при
близительно кулоновский характер; расстояние афелия зависит 
от энергии и, следовательно, от п* подобно тому, как мы это 
имели в водороде

а
ап > - £ ) ■

В силу того, что первая траектория s есть траектория ще
лочно-земельных ионов, из искровых спектров щелочно-земель
ных получаются значения п* первого терма s, и вычисленное 
на основании этих данных афелиево расстояние мы рассматри
ваем, как радиус остова щелочных земель.

Идя таким путем, тоже можно сказать и об остовах (по
добных щелочно-земельным) элементов Zn и Cd, так как необ
ходимо предположить, что они должны обладать только одним 
внешним электроном. .

Верхнюю границу значений радиусов ионов щелочных метал
лов и ионов Си и Ag мы получаем, измеряя их расстояние в кри
сталлических решетках солей этих элементов. Например, рас
стояние в решетке каменной соли иона Na+ и иона С1~ вели
чина большая, чем сумма радиусов ионов. Тем же путем вычи
сляют с точностью до аддитивной постоянной все радиусы. 
Постоянная определяется приближенным способом, а именно 
йоны К+ и С1- , подобные атому А, уравнивают друг друга.

Вторую верхнюю границу для радиусов ионов щелочных ме
таллов дают известные из кинетической теории газов, радиусы 
атомов, находящихся впереди благородных газов; ионы щелоч
ных элементов построены подобно благородным газам, но раз
меры их, благодаря высшему ядерному заряду, должны быть 
немного меньшими. Вычисленные таким способом радиусы ионов
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мы приводим тут в таблице. Они вычислены здесь в единицах 
радиуса водорода ан*). Эта таблица, с одной стороны наглядно 
показывает, одновременно с ростом атомного номера, рост ра
диусов остова однородных элементов и, с другой стороны, тот 
факт, что радиусы остова щелочных земель сравнительно боль
шие, а соответствующие радиусы Си и Ag очень малы.

Верхняя граница 
радиуса Радиус

из кине
тической 

теорнн 
газов

по рас
стояниям 
решеток

вычис
ленный 
из п*

3 LH- 1,8 1,7
11 Na+ 2,2 2,4 —

12 Mg-h — _ 3,3
19 К+ 2,6 2,9 —
20 Са+- — 4,3
29 Си+ — 1,2—1,4 -—
30 ZnJ- — -- - 2,5
3 7 № + 3,0 3,2 —
38 Sr+ _ _ —  ■ 4,7
47 Ag+ — 1,9-2,21) __■
48 Cd+ — — 2,6
55 Cs+ 3,3 3,7
56 Ba+ — — 5,2

Какой-нибудь путь /  в строго кулоновском поле имеет пери- 
гелиево расстояние, большее по величине, чем 8 . ап (ср. § 24). 
Благодаря отклонению от кулоновского поля вблизи остова этот 
путь как-бы прижат к нему, но мы не будем учитывать этого 
факта3, так как для нашей цели (установление истинных кван
товых чисел) достаточно только качественных рассуждений.

Мы видим, что нахождение /«  пути более всего вероятно 
вблизи тяжелых остовов щелочно-земельных элементов; нам 
вполне ясна причина больших ридберговских поправок для Ва 
и до некоторой степени для Sr и Са; вообще говоря, мы заме
чаем полное соответствие между радиусами остовов и ридбер-

1 Значения, полученные для различных солей Ag, отличаются друг от друга 
очень сильно. - •

2 Существуют еще методы определения радиусов остовов щелочных ме
таллов, но мы здесь их не станем приводить.

Результаты относятся к верхней границе, Ср. работу К- F. Н е г z i  е 1 d, Jahrb. 
d. Radioakt. u. Elektronik, Bd. 19, S. 259, 1922.

3 Вычисления произведены F. H u n d ’ о м, Zeitschr. f. Physik, Bd. 22, S. 465, 
1294. Он и с х о д и л  н з  получисленных k и получил более точные значения размеров 
остовов, что подтверждает мысль о дробных величинах импульсных моментов 
внешних электронов.
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говскиьр поправками. Эта связь позволяет нам судить о вели
чине радиусов ионов для других элементов, для которых рид- 
берговские поправки известны; так, мы предполагаем, что в AI 
он немного меньше, чем у Mg, и что в Hg и Т1 он такого же 
порядка, как и в Zn и Cd. В атоме водорода й-пути имеют 
перигелиево расстояние, большее 4,5 сн (круговой путь я = 3  
имеет 9 ан) и только в кулоновском поле вне остова оно мень
шее. Исчерпывающе малые ридберговские поправки для Си к 
Ag объясняютса тем, что rf-пути проходят далеко за пределами 
остова. Малые значения для щелочных и для Zn, Cd, Hg гово
рят о том, что здесь ^-траектории являются внешними тра
екториями, в случае Rb и Cs они проходят вновь близко к осто
ву. Для тяжелых щелочно-земельных Са, Sr, Ва нужно предпо
ложить наличие проникания. При этом бросается в глаза, что 
несмотря на увеличение радиуса остова от Са до Ва, увеличи
ваются значения п* (для больших п).

Это приводит к мысли о том, что ридберговские поправки 
в нашей таблице изменяются на целые числа: — 0,95 или 0*92. 
для Са,— 1,75 или— 1,80 для Sr и — 2,45 или 2,77 для Ва.

Тогда наиболее глубокому терму d  соответствует для Са 
еще один Зв - путь, для Sr 4„ - путь, для Ва 53 - путь.

Необходимо отметить еще случаи, где ридберговские по
правки / -  и d  - путей не изменяются, так сказать, параллельно. 
Так наблюдается, что для Zn значение / -  поправки больше, 
а значение й- поправки меньше, чем для К; Cd и Hg имеют 
значительно меньшую поправку d-, чем Rb и Cs, в то время 
как/- поправка приблизительно такой же величины, как и 
для Rb и Cs. Это объясняется высокой симметрией ионов щелоч
ных элементов; она обусловливает быстрое изменение потен
циала на близких расстояниях (высокие степени г), что не заме
чается при менее симметричных остовах, напр., Zn, Cd и Hg, 
где такое изменение происходит более медленно.

В легких элементах р  - Пути проходят снаружи, что, вероятно, 
можно допустить также и для Си и Ag. Это допущение нисколько 
не влияет на их малые радиусы остовов и почти целые значе
ния п*. Зато, видимо, малые поправки для Mg (— 0,04 и — 0,12), 
Zn (— 0,09 и — 0,20), Cd (— 0,05 и — 0,14) а также Hg(— 0,00 и—0,10) 
несомненно увеличиваются на целое число.

Принимая во внимание опять то, что в ряде щелочных 
металлов значения п* увеличиваются с увеличением радиуса 
остова, мы должны предположить, что истинные п -значения 
следующие: 3 для Na, 4 для К, 5 для Rb, 6 для Cs и ридбер
говские поправки— 0,85; — 1,70; —2,66 и —3,57.

Для щелочных земель их значения должны быть немного 
больше, а именно: — 1,04 или — 1,12 для Mg; — 1,93 или 1,95 
для Са; — 2,59 или 2,85 для Sr; — 3,73 или- — 3,67 для Ва.

Пути s очевидно начинаются уже во втором периоде. Для 
того, чтобы значения ридберговских поправок увеличивались
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с увеличением радиуса атома, мы должны предположить, что 
о = — 1,34 для Ка (— 1,34 по величине было бы меньше, чем по
правка р)\ — 2,17 для К; — 3,13 для Rb и — 4,05 для Cs.

Немного большие значения для щелочно-земельных металлов 
можно легко видеть непосредственно из таблицы. Для А1 очень 
вероятно положить •— 1,76; для Ст до Ga значения лежат между 
—2 и —3; для Ag, Cd. Jn значения, находящиеся между — 3 и —4; 
для Hg и Т1 значения между, — 4 и — 5. В силу оценки (4) §28 
ридберговской поправки, для нее самым значительным является 
главное квантовое число самого большего пути s, проникающего 
в остов; то же, очевидно, можно сказать для Си, Zn, Ga, равно 
как и для Rb; для Ag, Cd, Jn то же, что и для Cs.

Дополним теперь наше исследование новой приближенной 
оценкой значений 8 для термов s, пользуясь при этом результа
тами исследования ван-Урк’а.

Итак, заменим электронное здание остова заряженными сфе
рическими оболочками, радиус которых немного больше -^-он
(они должны иметь такую величину, так как в противном случае 
пути s не будут проникающими); представим себе затем, что 
внутри оболочки господствует влияние полного заряда ядра 
(равного порядковому номеру в периодической системе). Ввиду 
того, что рассматриваемые пути имеют тот же импульс враще
ния, что и наиболее глубоко проходящие в остове траектории,, 
но не меньшее значение энергии, и в силу.того, что поле остова 
имеет вновь кулоновский характер, — внутренние петли каждой 
из s-  траекторий имеют тот же параметр, что и ближайшие 
к ядру траектории остова. Следовательно, они действительно- 
находятся под влиянием неуменьшающегося заряда ядра.

Применяя уравнение (2) § 28, мы получаем все В значе
ния (§**«)» приведенные на нашей таблице.

Ьвы ч ®яолр

3 Li —0,06 -0 ,40
11 Na —0,74 —1,35
19 К -1 ,24 —2,18

29 Си _ —2,59
37 Rb -2 ,08 -3,14
47 Ag — —3,54
55 Cs —2,74 (-4 ,06)
87 — —3,69

Затем приводятся значения Ь(Ьпопр), соответствующие этим- 
нижним границам и экспериментально найденным термам,
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Теперь мы можем действительные главные квантовые числа 
ш действительные ридберговские поправки экспериментально 
установленных термов, кроме незначительных исключений, рас
сматривать, как вполне определенные величины.

В заключение приведем еще одну таблицу (ст. 193) отрица
тельных значений — 8 действительных ридберговских поправок 
(для больших п) и квантовые числа первых термов каждой 
серии. Нормальное состояние отмечено жирным шрифтом. Оно

Рис. 17.

-определяется тем, что выходящие от него линии при обыкно
венной температуре появляются при поглощении.

§ 32. Периодическая система элементов

Теперь мы можем приступить к исследованию вопроса о наибо
лее совершенном устройстве периодической системы, пользуясь 
для этого всем накопившимся материалом как в области рентгенов
ских спектров (§29), химических соотношений (§30) так и в об
ласти оптических спектров, свойства которых ясно представ
лены на нашей таблице (стр. 195). Чтобы напомнить систематику 
элементов периодической системы, мы приведем здесь краткое 
изложение этого вопроса (рис. 17) по методу, которым часто 
пользовался сам Б о р  и которий был применен впервые - Дж. 
Т о м с о н о м .
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Отрицательные поправки 
Ридберга (— 8)

S р d /

0,00 0,00 0,00 0,00 1,
ГО,14 0,01 0,00 0,00 1,
10,30 0,07 0,00 0,00 2 1

Квантовые числа 
первых термов каж

дой серии

1Н
2 Не

3L1 
8 0  

10 Ne

0,40 0,05 0,00 0,00 2х 22 З3
1,14 0,70 0,02

3! Зг З31,13 0,78 0,04
1,30 0,83 0,02 Зх з*1) 38

4&
4*

11 Na
12 Mg
13 AI

1,34 0,85 0,01
1,52 1,04 0,56
1,63 1,12 0,17
1,76 1,28 0,93

0,00
0,06
0,05

Зг
3*
4,
4,

Зг 38 4<
32 38 4,
з2 38 4<

19 К
20 Са
24 Сг
25 Мп
29 Си
30 Zn
31 Ga

37 Rb
38 Sr
47 Ag
48 Cd
49 In

2,17 1,70 0,25 0,01
/2,33 1,93 0,95 0,09
12,44 1,95 0,92 0,10
2,45 (0,01)
2,60 0,08
2,58 (0,09) 0,02 0,00

/2,62 0,20 0,04
12,72 0,08
2,78 0,24

3,13 2,66 0.35 0,03

4i
4,
Si
4i
5*
4, 
4j
5, 
5,

3,37
3,52
3,57
3,67
3,73

(2,59)
2,85

(0,05)

1,75
1,80
0,01
0,21
0,07
0,29

0,10
0,12
0,01

0,03

5i
5,
6i
5, 
Si 
6i
6,

55 Cs 4,05 3,57 0,45 0,04 6
56 Ba /4,43 (3,73) 2,45 (0,29) 6

1428 3,67 2,77 0,12 •7
80 Hg (4,63 0,08 0,03 6

14,71 0,05 6
81 Т1 4,74 0,10 0,03 7

33
38
33
3S
3S

44

44

"5s Зз 44
52 4g
22 з» 4*

3. 4,
з 3

62 З3 44
6S 58

3̂ 4̂
з3 4,

2 3i

4
4

ft

1 Из опытов с ударами электронов известно, что терм 22 соответствует 
нормальному состоянию.
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Водород (1 Н) в нормальном состоянии имеет один электрон, 
движущийся по пути с главным квантовым числом 1. Если тра
екторию рассматривать, как точный кеплеровский эллипс, то 
квантовое побочное число остается неопределенным.

Однако, в дальнейшем применение теории относительности 
нам покажет (§ 33), что и общий импульс вращения опреде
ляется посредством одного квантового условия, не изменяя при 
этом существенно энергии. Следовательно, основной путь эле
ктрона есть путь — 1. Что касается гелия (2 Не), то остов его 
атома в возбужденном состоянии, по принципу построения 
Б о р а ,  совпадает с точностью до высшего ядерного заряда с во
дородным атомом, находящимся в нормальном состоянии.

Здесь наиболее энергетически богатый основной путь опти
ческого электрона представляет собой путь — 1, вследствие 
чего гелий в нормальном состоянии имеет два (предполагается 
равнозначных) электронных l j -пути. Исследование этой си
стемы будет приведено немного ниже (§ 48). По К о с с е л ю  
такой системе из двух l j -путей необходимо приписать особен
ную устойчивость, наблюдаемую во всех благородных газах; 
выражаясь терминологией теории рентгеновых спектров, мы 
будем называть эту систему К-оболочкой.

В нашей книге мы не можем останавливаться на причине су
ществования двух систем термов, системы простых термов (па
рагелий), соответствующей основному состоянию, и системы 
дублетов (ортогелий). Мы не станем останавливаться также и на 
вопросе о том, почему эти системы не комбинируются друг 
с другом.

Конфигурация двух 1 , - путей теперь возвращается, как 
остов возбужденного атома лития (3Li), Из наблюдений над 
спектром видно, что здесь основу пути представляет собой уже 
не 14-путь, а 2г-путь.

Принимая во внимание все это, мы приходим к заключению, 
что по (еще неизвестным) законам атомной механики не может 
быть вообще системы, состоящей из трех l t - путей, находящих
ся под влиянием ядерного заряда 3. Спектры следующих двух 
элементов — берилия (4 Be) и бора (5 В) еще недостаточно изу
чены для того, чтобы можно было судить об электронных 
траекториях. Можно только благодаря двухвалентности берилия 
и трехвалентности бора сделать то допущение, что вновь при
соединенные электроны связаны с путями главных квантовых 
чисел 2 и что число 1 ,-путей остается равным двум; следова
тельно, К-кольцо оканчивается Не- конфигурацией. Дйлее, 
был изучен искровой спектр углерода1; здесь наиболее глубо
ким термом оказывается терм 2г. Ввиду того, что атом бора 
устроен подобно атому одновалентных углеродов, необходимо 
допустить, что в боре, кроме К-оболочки, существует еще

* A. F o w l e r ,  Proc. of the Roy. Soc. of London (A) Bd. 105, S. 299, 1924.
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два 2 , -пути и один 2г - путь. Здесь мы имеем дело со слу
чаем, встречавшимся нам в литии, а именно, что больше двух 
однозначных электронов не существует.

В углероде (6 С) прибавляется еще один дальнейший электрон, 
связанный, вероятно, с 22 - траекторией. Такая система из двух 
2t - и 22-траекторий обладает (не совсем очевидно) тетраед- 
ральной симметрией, которую из химических и физических 
соображений (алмазная решетка) обыкновенно приписывают ато
му С. Но ввиду того, что нам почти ничего не известно о 
сложных движениях, происходящих в атоме, нет надобности 
усматривать в этом какое-то противоречие. Другое решение 
этого вопроса можно, конечно, найти, предполагая, что в воз
бужденных состояниях остов атома С имеет такое же строение, 
как и одновалентный ион С, но что при переходе в основное 
состояние четыре электрона связывается на однозначных траек
ториях. Что касается следующих элементов (7N, 8 0 , 9F), то с 
точки зрения спектроскопии они изучены совершенно недоста
точно. Химическая валентность говорит о том-, что N, О, F, об
ладают химическим сродством по три, два, одному электронам.

В благородном газе неоне (10 Ne) построение доходит до 
восьмой оболочки, вследствие чего мы можем предположить, 
что эти 8 электронов, появляющихся начиная от Li, связаны с 
траекториями главного квантового числа 2. Как они распреде
ляются по 2{-и 22~ путям, мы установим ниже. В том, что 
восьмая оболочка закончена полностью (полностью занята), легко 
убедиться на хорошо известном спектре натрия (11 Na). Основ
ной путь оптического электрона представляет собой 3 j- путь, 
а наиболее энергетически богатый путь р есть 32-путь. Таким 
образом вне остова атома больше не встречается путей с п —2. 
На основании этого мы заключаем, что „туча* электронов, для 
которых п — 2, оканчивается числом 8. Следуя обозначениям 
рентгеновской спектроскопии, такое построение мы будем назы
вать L - оболочкой. Эта L  - оболочка заполняет, следовательно, 
второй период системы элементов в то время, как Л'-оболоч
ка заканчивается (выстраивается) в первом периоде.

Ввиду того, что для магния (12 Mg) основной путь оптического 
электрона вновь является 34 - путь, мы можем допустить в со
гласии с двухвалентностью, что магний в нормальном состоянии, 
кроме К -  и L  - оболочек, имеет еще два равнозначный Зг- элек
трона. .

У алюминия (13 А1) 32 - путь выступает, как основной путь. 
Мы, следовательно, видим, что система трех 3t - путей не мо
жет быть самой внешней оболочкой. Соответственно для Li мы 
установили невозможность существования трех 1, - путей или 
трех 2, - путей. Относительно кремния (14 Si) нужно сказать, 
что его спектр еще не достаточно изучен, зато нам известна 
его четырехвалентность, на основании чего можно заключить, 
что L - кольцо окружено четырьмя путями с п —3.
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Относительно следующих элементов (15 Р, 16S, 17С1) изве
стны также только химические сродства по три, два, одному 
электронам. Последним элементом периода является благород
ный газ аргон (18А), в котором кончается оболочка из 8 элек
тронов. Рассмотрим эту оболочку совместно с элементом калием 
(19 К), имеющим одинаковый остов. Спектр калия говорит о 
том, что здесь основным путем оптического электрона является 
44-путь и наиболее энергетически богатый путь р является
42- путем, таким образом слой З ^ и  32-путей оканчивается 
восьмой оболочкой аргона. У калия путь З3 слабее связан, 
чем 4г путь и 42-путь; он, например, имеет большое эфректив- 
ное квантовое число (2,85 по сравнению с 2,23 для 4а - пути и 
1,77 для 4t -nyTH). Таким образом законченная оболочка в 
аргоне содержит не все пути с главным квантовым числом 3, 
а только Зх - и 32-пути.

В двухвалентном кальции (20Са) появляется второй электрон, 
связанный на 4г пути, что вполне подтверждается результатами 
химии и слектроскопии. ,

Последующие элементы имеют очень сложные запутанные спек
тры, для систематизации которых сделано пока еще очень мало.

Их термы отличаются большой множественностью, например, 
Мп и др, имеют восьмикратные термы. Далее, каждый из 
элементов имеет множество термных систем, так что, например, 
в одном элементе может быть несколько p -или d - термов 
одинаковой многочисленности, не относящихся к одной и той 
же серии. Основным состоянием является уже не s -или р -со
стояние, как это было до сих пор, а роль основных путей 
теперь играют траектории d  и / .  Также и в химическом отно
шении элементы от скандия до никеля образуют особую группу. 
По характеру своей валентности они продолжают не просто 
ряд К, Са, Sc, но для них характерна сильная переменчивость 
в этом отношении, что соответствует их обыкновенным местам 
в периодической системе (Ti 4-, V 5-, Сг 6-, Мп 7 - валентны.

Как-раз здесь для систематизации элементов можно восполь
зоваться известной кривой (рис. 18) атомного объема, как это 
делает в своей работе Л о т а р - М е й е р  (атомный вес, деленный 
йа плотность в твердом состоянии). На этой кривой мы видим 
остро выдающиеся максимумы щелочных элементов, что объяс
няется (придерживаясь нашей точки зрения) присутствием одного 
внешнего электрона. Здесь бросается в глаза тот факт, что 
элементы от Ti до Ni все расположены вблизи третьего мини
мума кривой и обладают атомными объемами, незначительно 
отличающимися друг от друга. Во - вторых, эти элементы отли
чаются от предыдущих своим „магнитным поведением" и окрас
кой гетерополярных соединений, в которых данные элементы 
находятся в виде ионов. Так, например, по Л а д е н б у р г у *

1 R. L a d e n b u r g ,  Zeitschr. f. Elektrochem, Bd. 26. S. 262, 1020. Из этой 
работы позаимствована изображенная здесь кривая — рис. 18.
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эти соединений дтя группы элементов от Ti до Си (последний 
только в двухвалентной форме) - парамагнитные и дают харак
терную окраску (срав. рис. 18), т. е. существуют скачки элек
тронов, связанные с такой малой разностью в энергиях, что они 
поглощают видимый свет (рис. 18).

Л а д е н б у р г  еще до Б о р а ,  систематизируя квантовые 
числа, объяснил это явление существованием в группе элементов

Щ-----otpau/ew /A/e иояб/ ...........
*»...... //ееЛгш&шзя л/>те#г{//потая ofafiwta со стбо сйязояшш ■лш'егмшо

Рис. 18.

от Sc до Ni некоторой „промежуточной оболочки**. Присоеди
ненные вновь электроны не должны находиться на периферии, 
а в середине, в то время как два внешних электрона Са сохра
няются неизменно. Б о р  уточнил это представление, допустив, 
что в группе Sc до Ni слой 34-и 32-путей заполняется окон
чательно З3- путями. В какой степени может происходить 
такое пополнение внутренних групп, мы рассмотрим ниже.

То, что путь За — действительно может существовать внутри 
атомов последующих элементов, подтверждается появлением 
УМ-терма рентгеновских спектров для Си (ср. рис. 16, стр. 182). 
Как видно из таблицы (стр. 193), для Си, Zn, Ga, Rb, З3-пути,
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находящиеся в остове, нисколько не мешают появлению воз
бужденных З3-путей наружу.

Элементы меи,ь (29 Си) и цинк (30 Zn) своими спектрами 
похожи на щелочные и щелочно-земельные металлы. Для Си мы 
допускаем один внешний, связанный на 4Х - пути, электрон, 
для Zn два таких 44 - электрона. Подобно А!, оптический 
электрон галлия (31 Ga) появляется на 4а-пути. На восьмом 
месте за Ni стоит благородный газ криптон (36 Кг), так что 
группа Си до Кг очень похожа на второй и третий периоды. 
Поэтому мы допускаем, что эти восемь четырехквантовых элек
тронных путей (4t- и 4а-пути) образуют третью оболочку, 
оканчивающуюся в Ni. То, что N -  оболочка (я=4) кончается 
у Кг, показывают спектры рубидия (37 Rb) и стронция (38 Sr); 
•они, совместно с химическими данными об этих элементах, 
подтверждают, что в нормальном состоянии мы имеем на 
5х-путях один или два внешних электрона. Следующие элемен
ты иттрия (39 Y) до палладия (46 Pd) опять не просто продол
жают (как группа Sc — Ni) ряд, а обнаруживают сильно меня
ющуюся валентность. Необходимо отметить, что в этих эле
ментах впервые появляются до сих пор отсутствовавшие 
43-пути, и действительно для серебра (47 Ag) наблюдается соот
ветствующий спектр Рентгена. Здесь опять наличие в остове
43- путей не препятствует тому, что в возбужденном состоянии 
электроны могут двигаться по-З3-пути вне пределов остова 
(факт, наблюдаемый при Ag и Cd). Элементы, серебро (47 Ag), 
кадмий (48 Cd) и иадий (49 In) по своим химическим свойствам 
и своим спектрам сильно напоминают элементы Си, Zn, Ga. 
В их четырехквантовые оболочки (4t-, 42-, 4а-пути) входят два 
5,-пути и один 5а-путь.

В ксеноне (54 X) мы должны рассматривать группу 5, и 52, 
как предварительно уже законченную.

Шестой период аналогично пятому начинается с цезия (55 Cs) 
и бария (56 Ва); основными путями оптического электрона здесь 
выступают 6,- пути. Лантан (57 La) и элементы, стоящие перед 
платиной (78 Pt), подобны группе от Y до Pd. Здесь необходи
мо допустить существование 53-группы. И действительно, 
сейчас же за платиной появляется один 58-рентгенов терм. 
К этой группе принадлежит еще группа элементов, обладающих 
однотипными химическими свойствами, так называемая группа 
редких земель. Для них образуются еще недостающие 44-пути.

Рентгенов терм 44 появляется при Та (73 Та). Элементы 
от золота (79 Аи) до нитона (86 N1) опятъ соответствуют элемен
там группы от Ag до X и образуют 6,-и 62-пути. Затем 
последний период дает систему путей 7V Просматривая еще раз 
периодическую систему и временно оставляя в стороне особен
ности химических и спектроскопических свойств групп (приве
денных на рис. 17), мы замечаем, что в первом периоде нахо
дится два 1,-электрона и в каждом последующем восемь
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/ij-и  п%- электронов. Группа железных металлов (Sc — Ni) дает 
десять дальнейших электронов на трехквантовом пути, так что 
в целом мы получаем 18 трехквантовых путей. Группа палладия 
(Y — Pd) дает 10 и группа редких земель 14 дальнейших четырех
квантовых путей, вследствие чего их число возрастает до 32. 
Для того, чтобы объяснить симметричность в размещении, Б о р  
предположил, что 8 электронов п = 2 распределяются поровну: 
на 2 ,-путь и 2а-путь, 18 электронов с я = 3  распределяются по 
шесть на каждый из путей 3,-, 32-, З3-и, наконец, 32 элек
трона с п —4 распределяются по восемь на каждый из четырех 
четырехквантовых путей; однако нужно сказать, что эксперимен
тальных подтверждений всему этому не существует.

Для более ясного понимания строения внутренних групп 
электронов (по Б о р у  и К о с т е р  у) укажем еще на результаты 
работ по исследованию рентгеновых термов на рис. 16, где для 
экспериментальных значений Z  кривая резко преломляется. Для 
полной картины мы здесь приводим таблицу чисел электро
нов.

Чтобы можно было вывести дедуктивным путем все здание 
периодической системы, необходимо установить теоретически, 
какое число электронов (максимум) может занимать определен
ную квантовую траекторию.

Относительно этого вопроса здесь можно привести лишь 
чисто эмпирическое правило, выведенное на основании непосред-. 
ственного исследования систематики периодической таблицы. 
Так, наиболее вероятно то, что один внешний путь, т. е. путь, 
находящийся под влиянием незначительного ядерного заряда» 
не может присоединить к себе трех электронов (ср. Li, С+, А1, 
Ga, In). Получается такое впечатление, что l t -ny T b,  вообще 
не может удержать более двух электронов, что все двухкванто
вые пути вместе имеют максимум 8, и трехквантовые, находя
щиеся под незначительным воздействием притяжения (в третьем 
периоде), также могут присоединить максимум 8 электронов; 
далее, внутри атома имеется 18 четырехквантовых путей, кото
рые вначале также могут присоединять только до 8 электронов, 
а чем далее вовнутрь, число таких электронов возрастает и до
ходит до 32. Если принять эти максимальные числа электронов, 
могущих находиться на Квантовых путях, просто, как данные 
числа, то картина последовательности в расположенности кван
товых путей делается ясной. Необходимо постулировать: элек
трон, вновь присоединяющийся к данной конфигурации электро
нов, присоединяется к тому квантовому пути, где он имеет 
наиболее минимальную энергию (где он наиболее сильно связан). 
При этом необходимо отметить, что атом не может образовать
ся из предыдущего атома посредством присоединения одного 
электрона, а что он. образовывается из своих собственных ионов. 
Последний обладает тем же числом электронов, что и преды
дущий атом, зато ядерный заряд у него немного выше. То, что
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этот ядерный заряд иногда может быть значительным, показы
вают следующие соображения.

Представим себе, что ион имеет некоторое число совершенно 
занятых квантовых путей, и мы задаемся вопросом, какие из еще 
незанятых являются наиболее связанными. Ответ на этот во
прос можно дать при двух предельных случаях. Если заряд 
ядра очень велик по сравнению с числом электронов, то сило
вое поле в ионе и вблизи его имеет приблизительно кулонов- 
ский характер, и пути в энергетическом смысле чередуются 
так, как мы имели при водороде, с той незначительной разни
цей, что р-, d - пути и т. д. немного отстают от соответствую
щего s -пути; таким образом: \ и 2„ 22, 3t, 32, 38, 4 , . . .

Представим себе, например, что атом урана образовался так, 
что, судя по месту его в таблице, ядро с зарядом 92 содержит 
92 электрона; тогда он присоединяет сперва два lj-, затем в це
лом восемь 2г- и 2й-электронов, далее восемнадцать 3,-, За,-З3- 
электронов и т. д. Ввиду того, что с каждым разом число 
электронов делается сравнимым с зарядом ядра, последователь
ность делается неясной—стушевывается. Но диаграмма рентгено
вых термов Б о р а - К о с т е р а  (рис. 16) показывает, что энергии 
по крайней мере в готовом фтоме, чередуются: 4,, 42, 43, 4„, 54. . .

Если число электронов меньше заряда ядра на 1, то оста
ется только процесс расположения последнего электрона, обра
зовывающего нейтральный атом; в случае же наличия грубой 
оценки эффективного квантового числа, мы имеем дело с прони
кающими путями. Для s-путей мы получаем

tl*=n — (nW—- 1— е, +  £2).
В силу того, что афелии s - путей остова определяют его 

величину, то п ^  является действительным квантовым числом 
самых больших s-путей, проходящих через остов, следовательно, 
п ^ = п — 1. Таким образом приближенно имеем

п*=2.
Для р  - путей Ф  должно быть немного большим, чем кванто
вое число для р - пути, проходящего полностью в остове, так 
что мы получаем

2 < я * < 3 .
Эти значения вполне согласовываются со значениями, найден
ными опытным путем (первая таблица § 31) d -  пути вообще 
проникают так не глубоко, Что уравнение (4) § 28 оказывается 
неприменимым; тогда 38-путь является наименьшим d - путем 
и его и* лежит немного ниже 3. Только в элементах Sr и Ва 
d-пути проникают глубже. Оценка дает

3 < п * < 4

1 В „случае дробных k получаем я*=1,5 для s -термов, «*=от 1,5 до 2,5 
для р  - термов.
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Эмпирическое значение лежит вблизи 2 и всегда выше, чем это 
имеет место для s-путей. Эта оценка несколько освещает во
прос, почему после завершения групп я 4 и п2 один поверхност
ный электрон связывается на («-f-1)- пути, что, следовательно,, 
после окончания групп 3, и 32 для А или К+ ближайший элек
трон при К движется по 4*-пути, а не по 38 или то, что после 
окончания 4,- или 42- группы для Кг или Rb+, Rb начинает 
5 (но не 4g или 44)-группу.

В то время, как на атомной поверхности за 32-путем сле
дует 4г путь, глубоко чнутри атома за 32-путем идет З3-путь. 
Таким образом, еслк пройти от члена до члена ряд 
калиеобразных ионов К, Са+, Sc++, Ti+++, V(4>... U 73), то все
гда можно попасть на такоз место, где самый внешний элек
трон находится на 38-пути. В * действительности, в спектре К 
38-путь (я*=2,85) связан еще слабее, чем 4,-путь (я* =  1,77); 
при Са+ разница уже значительно меньше (я*=2,31; 2,14); 
в Sc++,ti* терма s должно быть еще больше, чем для Са+(соот
ветственно общему характеру свойств проникающих путей), так 
что d  - путь может оказаться сильнее связанным, чем 5,-путь, 
Вследствие этого можно предположить, что в строении атома 
Sc в аргоноподобном расположении Sc+++ входит один З3-путь 
затем еще два 4,-пути; в случае Ti, в аргоноподобную кон
фигурацию Ti++^+ входят два 38-пути и два 4!-пути.

Необходимо отметить, что спектры железной группы гово
рят о том, что эти представления очень схематичны и грубо 
отражают факты. Хотя некоторые атомы этой группы (Сг и Мп) 
обладают в нормальном состоянии2 s- путем, но в других 
членах мы встречаемся с d- и даже /-путями3 .

Таким образом, в этой группе связывающие энергии различных 
путей не очень отличаются друг от друга. Но в каждом част
ном случае опыт говорщг нам, что нельзя представлять всегда 
строение электронной группы так, что последний присоединив
шийся электрон остается в начавшейся в последний раз группе» 
Наоборот, может быть так, что, начиная от какого-либо опре
деленного атомного номера, остов окажется построенным иначе, 
чем предыдущий атом, а именно уже будет содержать один эле
ктрон вновь начатого типа путей. Чтобы получить полную кар
тину о числах электронов, заполняющих в отдельности каждый 
из квантовых путей, мы приводим здесь двухразмерную схему, 
содержащую все элементы со всеми их ионами вплоть до го
лых ядер, развернутую с одной стороны по атомным номерам Z 
и с другой — по числу электронов z. Для б о л е е  наглядного пред
ставления нашей мысли на рисунке 19 указывается (штриховка) 
только квантовый путь присоединившегося в конце электрона.

1 N. B o h r ,  Zeitschr. f. Physik, Bd. 9, S. 1, 1922.
2 W. G r o t r i a n ,  Zeitschr. f. Physik, Bd. 18, S. 169, 1923.
г H. G i e s e l e r u .  W. G r o t r i a n ,  Zeitschr. f. Physik, Bd. 25, S. 342, 1924.
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Области, в которых существование этого квантового пути сом
нительно, заштрихованы двойным штрихом (рис. 19).

§  33. Кемеровское движение в свете теории относительности
В исследованиях строения периодической системы элементов 

мы имели дело с неотносительной механикой. Однако, при точ
ном анализе путей в водороде необходимо применять теорию 
относительности.

P t-группа

Рис. 19.

Так, например, простое вычисление показывает, что движе
ние электрона по одноквантовому круговому пути водородного 
атома достигает такого значения, которым по сравнению со 
скоростью света С ни при каких условиях нельзя пренебречь. 
А именно, эта скорость равна



иодстанавливая для ан его значение (8) § 23
h2ан = 4я2 те2 ’

мы получаем соотношение

(1) а == ^  =7,29- IQ -8.
v ’ С ПС

Таким образом, при всех наблюдениях, имеющих такую степень 
точности измерения, обыкновенная механика делается несосто
ятельной и должна быть заменена относительной механикой 
Поэтому исследуем в первую очередь по З о м м е р ф е л ь д у 1 
движение электрона в кулоновском поле, возбуждающегося 

■Z-кратно заряженным ядром, принимая, конечно, во внимание 
теорию относительности.

В силу § 5 функция Г а м и л ь т о н а  и в этом случае тож
дественна с общей энергией. Так, мы имеем:

<2>
'Vтде — =р. По (10) § 5 компоненты импульса будут:

m(lx  m(ly  ttifZ(3) />*== —̂ —  , ру =  р г= - т = 5 = .
’ / 1 — р* УУ / l - р 2 / 1 —р*

Возводя в квадраты и складывая, имеем:
г . а . 2 р2 2 /  1 \Рх~гРу~гРг— _—т0 С I j_____ 1 |

и

"V ■+/ 1-р *

Следовательно, в силу (2)

<4) Н=т„с‘ [ j / " ,  +  ( r f+ p j+ p j)  -  1 ] - “f =  Г .  

Вычисляя отсюда сумму квадратов импульсов, находим

<8> - н г  « +  » « + *  -  ю’+ * r + s b  ( ) ’•

1 A S o m m e r f e l d ,  Ann, d. Physik, Bd. 51, S. 1, 1916.



Это уравнение кеплеровского движения отличается от урав
нения для случая неотносительной механики только на допол
нительный член

~}— ( w +  е— Х .2т0с2\  г )
Ввиду того, что он зависит только от одного г, то здесь 

возможно разделение переменных в полярных координатах. Но 
здесь мы еще имеем к тому же простое вырождение. Вводя 
обозначения, соответствующие центральному движению § 21, мы 
можем написать:

J J J 'цр-|- J&—tth

J2 ’к, -|-Л “~ Ivh.
Интегралы действия и Л  здесъ такие же, как и прежде, 

в частности опять

/<р + -4—(2т,р
2я-кратная импульса вращения.

] г получает такую же форму (2) § 22, как и прежде

„Л + -2А _ с * ,
Г Г®

где А, В и С имеют несколько другие значения:

А = * п л - ю - ^ [ ^  + ^ у ]

_ We*Z , W  \B —m0ezZ-\- — 2-  =  m0e2Z  j 1 +  2: j

C = p 2 ca 4п2

Вычисление интеграла дает (ср. (5) приложение II) 

Jr*={n-k)h = 2it ( - / С  +  ^ L J .

Следовательно

__________________________2 7 ^ z ( l + - ^ )

( » -  Л )  A — k h  I  / 1  _____________1 * V R ^ r
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Решая уравнения относительно 1 +  — находим:т.,с*

(6)
{п  —  k  +  / k 2 —  o ? Z ? f

1
a2Z2

откуда получаем строгое выражение энергии. Относительно пути 
нам известно, что он, как и вообще в случае периодического 
центрального движения, представляет розетку. -

Мы будем рассматривать тот случай, когда а очень мало; 
поэтому можно в ряде а ограничиться первым членом. Так мы 
получим:

Выразим с помощью (1) а и введем посредством (2) § 23 рид- 
<5ерговскую постоянную R  (2) § 29; тогда будем иметь:

Прежде, чем 'делать анализ этого уравнения, выведем его 
еще раз с помощью теории вековых возмущений. Будем исхо
дить при этом из функции Г а м и л ь т о н а  в выражении (4). 
Второй член, находящийся под корнем, имеет величину поряд
ка р2; если развернуть по этой величине в ряд, то получим:

мы видим, что Н0 является гамильтоновской функцией неотно
сительного кеплеровского движения, которое мы рассматриваем, 
как невозбужденное движение, и / / ,  выступает как функция 
возмущения. Для того, чтобы получить влияние этого возмуще
ния на кеплеровское движение, усредним Нх по невозмущенному 
движению. Если в / / ,  выразить сумму квадратов импульсов 
с помощью уравнения для 1F 0, то мы найдем

1 mj*  2 п2 ^

Полагая
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Этот дополнительный член энергии соответствует дополни
тельному члену (5), но здесь в нашем приближении W  заменено*
через W0. Для средних значений и в кеплеровском движе
нии мы получили раньше (19) и (20) § 22:

T = j  X = JL
г а '  г* ab’

так что
W _ _ _ L .  Г  т а  % Se2Z  I 1

1 2m0cs [ a 0+ a® ft ] '

Принимая во внимание, что
e2Z  _  w/ a _  n 

' ~ 2a fl’ T ~ T ’

получаем выражение дополнительной относительной энергии:

или, если вновь ввести а и R 

(8)

что вполне соответствует (7).
„Относительная поправка энергии“ (8) тем больше» чем 

меньше главное квантовое число; следовательно, она максимальна 
для l j -пути. При равных п она тем больше, чем более эксцен
трична траектория. Частота движения перигелия выразится

_ d W  1 dW1 _ RZ8 o?Zl a*Z2 
dJ2 ~  h dk ns ' k2 V  2k* ~’

где Vj — частота движущегося по эллипсу электрона.
Термы спектра (8) (Н, Не+, LI++) образуют не просто систе

матизированный ряд, что имеет место в случае иеотносительных 
вычислений, а представляет двояко систематизированную после
довательность. Ввиду того, что влияние k ,на величину терма 
мало по сравнению с влиянием п, то изменение, обусловленное 
релятивным вычислением, можно понимать, как некоторое рас
щепление нерелятивных термов.

Термная схема (при очень большом увеличении релятивного 
расщепления )имеет следующий вид (рис. 20 на 207 стр.).

Если удалить внешние возмущения, то по принципу соответ
ственности (§ 17) комбинируются из этих термов только те, для 
которых второстепенные квантовые числа k отличаются на ±  1.
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Серия линий, для которых предельный терм равен п = 1 (для Н 
серия Лима на ) ,  состоит из простых линий; серия линий, для 
которых предельный терм равен п—2 (для Н серия Б а л ь м е р а) 
состоит из триплета. Линии остальных серий носят еще более за
путанный сложный характер. В качестве степени относительного 
расщепления принято по З о м м е р ф е л ь д у  считать расщепле
ние предельного терма (п=2) б а л ь м е р о в с к о й  серии водо
рода. По теории оно составляет

R а2
& у н  = - т ^ - =0,365 с м - 1, lb

Расщепление соответственного терма для любого Z  равно
Z4Av н

1
2 »

h=7  7 г  723&34-

Рис. 20.

Следовательно, например, для Не+ — 16AvH. Величина AvH, глав
ным образом, есть величина расщепления всех членов б а л ь м е '  
р о в с к о й серии водорода, так как расщепление пробегающего 
все значения терма (я = 3, 4 ---- ) очень мало. Что касается под
тверждения этой теории опытом, то были действительно полу
чены из измерений лад водородом и гелием компоненты, ожи
даемые теоретически. Но относительно величины расщепления 
результаты опыта расходятся. Так, результат относительно рас
щепления Ня , Hg . . . ,  которое по теории должно быть равно Avh =  
—0,365 см-1 , колеблется между 0,29 и 0,39 1,-

Для Не+ расщепление можно наблюдать в сериях

П а ш е н  производил измерение, пользуясь постоянными пере
менными токами, причем в последнем случае появилось гораз
до больше линий вследствие того, что при высоком и быстро 
меняющемся напряжении поля визникают возмущения, благодаря 
которым теряет свою силу выборное правило, вытекавшее из прин

1 Сравн. доклад Е. L а и в Physik. Zeitschr. Bd.25, S, 60, 1924. E. L а и при
нимает за наиболее вероятное значение 0,29 — 0.30. Однако новые измерения 
J. С. Me. L e n n a n  u. G. М. S h r u m  (Proc. of the Royal Society London. Bd. 105,
S. 259, 1924) привели к значениям 0,33 — 0,37. В пользу теории говорят также 
и измерения Г а н с е н а .
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ципа соответственности. Как число компонентов, так и отноше
ния расщеплений согласовываются вполне с теориею1. З о м м е р -  
ф е л ь д2 для объяснения многочисленности рентгеновых термов 
и отклонений от закона Мозелея (1), (2) и (3) § 29 использовал 
относительную поправку. Численное совпадение на протяже
нии всего периода поразительно хорошее, но основы теории 
-еще не совсем разработаны, как этого требовала бы наша книга.

§ 34, Эффект Зеемана

В предыдущих параграфах мы рассматривали атомы, как 
изолированные системы; теперь перейдем к исследованию воздей
ствия внешнего постоянного влияния, а именно начнем с дей
ствия внешнего постоянного магнитного поля, т. е, эффекта 
Зеемана.

Будем исходить из самой общей модели атома, представляю
щей покоящееся ядро с движущимися вокруг него электронами. 
Пусть, энергия не возбужденной системы (без магнитного поля) 
будет заданной функцией определенных переменных действия 
j И

н а д ,  л...).
Если теперь наложить магнитное полр, то потенциальная 

энергия системы остается инвариантной относительно вращения 
вокруг направления поля. Следовательно, в силу доказанного в 
§ 6 и § 17 азимут <р какой-либо точки системы является цикли
ческой переменной, и соответственный сопряженный импульс 
представляет импульс вращения системы вокруг направления 
лоля. Функция действия

S ~  — {Я\ Чг—А  Л - Л  )

определяет угловые переменные w x w2...w9 ) w9 представляет 
средний азимут относительно направления поля.

При отсутствии магнитного поля, не входит в функцию 
Г а м и л ь т о н а ,  движение — вырожденное и — постоянная. 
Исследуя влияние магнитного поля на энергию, мы встречаемся 
с упомянутым в § 4 случаем, что силы, действующие на точки 
системы, зависят от скоростей. В магнитном поле ф (предвари
тельно произвольно зависящего от х, у, z) сила, действующая

1 В упомянутом докладе Л а у  получается так, что измерения Пашена и для Не 
также приводят к меньшим значениям, чем это требуется по теории. Это объясня- 
етсятем, что Л а у  ссылается только на измерения П а ш е н а с  постоянными токами, 
в то время как П а ш е н  исследовал также и явления с переменными токами.

2 A. Sommerfeld, Ann. d. Physik, Bd. 51, S. 125, 1916. A. L a n d  6 (Zeitschr. f. 
Physik, Bd. 25, S. 46, 1924) показал, что дублеты получаются даже и не в водо
роднообразных термах, если пользоваться релятивистскими формулами.

Этот интерестньш результат покамест остается не объясненным.

208



на/-электрон с зарядом — е, так называемая Л о р е н ц о в а  сила 
равна

(1) — |  [» ©]-

Пользуясь § 4, мы можем теперь определить некоторую функ
цию так, чтобы имело место равенство:

d дМ  дМ л
d t dx dx  А *

Ему удовлетворяет функция

±  ^  х + ® уу + % £ }

Здесь 9t — вектор - потенциал магнитного поля, определяю
щийся как:

ф=гог 81.
Итак можно написать:

d дМ дм d  (  е \  е / д %  . д%  . . д %  ■ \  
d t дх дх dt\^ с *.} ' с у дх х ~̂~ ду У dz z j

В силу |  4 (8) функция Лагранжа будет

(2) L = T — U —

причем сумма распространяется на все электроны. Далее вы
числяем импульсы. Для одного электрона они будут

 ̂ dL • е 
А в — = т х -—-  %

dx

dL • е т
(3) Р ,= — = т у — -2С„

dy с
d t  - е т

^ T i = n z ~ ^
Функция Г а м и л ь т о н а  по (3) § 5 запишется:

• ■ • тп * " *
(4) H = '£t{xpx+ y p B+ zp z) - L = 2 ,  2 (*2+ У '+ г* )+ и = Т + и .

1 См. напр. М. A b r a h a m ,  Theorie der Elektrizltat 
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Таким образом и здесь она равна полной энергии. Как видим, 
в энергию не входит ни один дополнительный член, выражаю
щий действие магнитного поля, так как магнитные силы не про-

Выражая компоненты скорости через импульс, получаем:

Ограничимся в дальнейшем случаем, когда вследствие сла
бости поля квадратными членами %х, можно будет пренеб
речь. Тогда мы можем также написать:

Следовательно, функция Гамильтона отличается от движения 
без присутствия поля только на один член

Исследуем теперь влияние однородного магнитного поля §  
на движение электронов. Положим

где t  — радиус-вектор электрона. Дополнительный член, сле
довательно, будет

где р—общий импульс вращения системы электронов и р9 —компо
нент импуЛьса по направлению поля. Компонент импульса />т явля
ется сопряженным абсолютному азимуту. Если теперь перейти 
к угловым переменным и переменным действия w u wz. . . .щ  , J, 
fa. .. для движения без присутствия поля, то (5) преобразуется 
в форму1

1 Двойной знак объясняется тем, что p<f может быть как положительным, так 
и отрицательным, в то время как J<j по определению только положительным.

0
изводят работы; сила— ; всегда перпендикулярна к ».

+ ^ ( % 2+ % 2+ % 2)] + ̂ -

(5) я “ Х [ а < л г+ ^ + л * > + ?  * -» ]+ к

(6)
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Теперь вполне ясна картина влияния магнитного поля ф на 
движение электронов. Угловые переменные и переменные дей
ствия без Mai'HHTHoro поля остаются также угловыми перемен
ными и переменными действия при наложении этого поля, так 
как энергия зависит только от fh. Теперь угловая перемен
ная Wy ве является постоянной, а имеет частоту v9 — +у«, где

<7> i®'0 * - 1- 
в то время как частоты всех остальных угловых переменных 
выражаются через Jh безразлично, присутствует ли поле или 
нет. Таким образом, влияние магнитного поля заключается 
исключительно в том, что совместно с движением электронов, 
если бы оно было вне магнитного поля, появляется равномер
ная прецессия всей системы с частотой vM (прецессия JT ар  мор).  
Вследствие этого движение электрона можно разложить на коле
бание вдоль поля с частотами при отсутствии поля (vt)=v1t1+  
+ v2 "Ч+- • • и на колебания перпендикулярно к полю с часто
тами (vr)+vm и (vt) —vm.

Классическая теория из этого делает заключение об излу
чении с частотами ( tv) ,  поляризованном параллельно направлению 
поля, и об излучении с частотами ( v t ) ± v ,„ ,  обладающем круго
вой поляризацией относительно направления поля.

Далее мы увидим, что квантовая теория дает одинаковое 
расщепление. В силу того, что У ^ . . .  адиабатически инвари
антны (ср. § 16), при медленном включении магнитного поля 
они остаются постоянными. Таким образом движение электронов 
при включении поля переходит в такое движение, которое от
личается от прежнего движения только на налагаемую равно
мерную прецессию с частотой v , .

Кроме квантовых условий иевозмущенной системы
Jk=nkh

прибавляется еще новое условие
(8) J,t — mh,

Оно говорит о том, что импульс вращения системы электро
нов по направлению магнитного поля может принимать только 
определенные значения. Здесь мы имеем при слабом магнитном 
поле случай пространственного квантования, рассмотренного

* J ,нами в общей форме в § 17. Если импульсу вращения — (где
J—одна из величин соответствует квантовое число j

J=jh>
то для угла а между направлениями импульса вращения и маг
нитного поля получаем
•т т(9) cos а—— -

/
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Следовательно, ось импульса вращения может располагаться 
только по 2 /+ 1  направлениям (т= у , у — 1 . . . —у) по сравнению 
с осью поля.

Магнитная дополнительная энергия по (6), (7) и (8) равна 

(10) Wm= ± h \ i-m;

поэтому каждый терм на расстоянии vm расщепляется на 
2у+ 1  эквидистанционных термов.

По принципу соответственности квантовое число т изменя
ется только на 1,0, — 1, причем при переходе т-*т излучаю
щийся свет поляризуется параллельно направлению поля, а при

переходе т±\-+т  поляризуется по 
кругу относительно направления поля. 

f  ) В классической теории уменьше-
* '  ние m на 1 соответствует прецессии

I I
-JU II

I I I

Л а р м о р а  в положительном смысле, 
т. е. положительной круговой поля
ризации излучения. Увеличению т 
соответствует отрицательная круговая 
поляризация излучения.

При переходе т-*т излучается 
частота, равная частоте v0, излучае- 

—~ь~-----Z------ tTZ----мой при таком же изменении кван-Yo~.Ym Vo Уа+Ут. .  г  £товых чисел без присутствия магнит- 
Рис. 21. ного поля. Частота, излучаемая при

переходе т +  1 —* т, равна
V Vq +  vm.

Итак, мы получаем, как и в классической теории при про
дольном наблюдении, дублет поляризованного но кругу линей
ного спектра, симметричного относительно v0. При этом линия 
максимальной частоты соответствует переходу т 4- 1->т; она, 
следовательно, поляризуется по кругу положительно.

При поперечном наблюдении получается триплет, средняя 
линия которого лежит вблизи v0 и поляризована параллельно 
силовым линиям, а внешние линии отдалены от v0 на ±vm и по
ляризованы перпендикулярно (рис. 21). Эти результаты, отли
чаются от результатов классической теории Г. А. Л о р е н ц а .  
Экспериментальное исследование простых линий других элемен
тов подтвердило эти результаты. Но дать с помощью этой 
простой теории объяснение сложному эффекту Зеемана так, как он 
выглядит в мультиплетах (возникшей на основании классической 
теории Лоренца), не представляется возможным. Теория „ано
мального эффекта Зеемана® выходит из рамок нашего изложения1.

1 Ср. Е. B a c k u ,  A. L a n d * ,  Zeemanneffekt und Multiplettstruktur der Spek- 
tralllnien, Bd. 1.
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g 35. Эффект Штарка в водородном атоме

Как первый пример влияний внешних полей, рассмотрим 
эффект Штарка в атоме водорода, т. е. воздействие однородного 
электрического поля г на движение в атоме водорода (обоб
щая: на движение атома с одним электроном). Эту задачу мы 
исследуем здесь по возможности подробнее, что поможет нам 
обсудить различные методы исследования. Первым из наших 
методов, которые мы будем применять, является введение раз
деляемых переменных1. Затем мы займемся вычислением веко
вых возмущений. Само собой разумеется, что во всех случаях 
результаты должны получиться одинаковыми.

Возьмем прямоугольную координатную систему, ось которой 
совпадает с направлением поля; тогда функция энергии будет 
иметь вид
(1) H ^ ( x * + y * + z ^ - ~ + e E z

Е = т
Легко видеть, что дифёренциальное уравнение Г а м и л ь 

т о н  а-Я к о б и не разделяется ни в прямоугольных координатах, 
ни в полярных. Но разделение это можно произвести, вводя 
новые параболические координаты. Так, полагаем

, x=£*j*c°s<p

(2) j/=&TjSin<?

2 - 2 . (£2— -tf).

Если поверхность S=const и iQ=const, то ось параболоида 
вращения будет осью z, а кривые пересечения поверхностей с 
плоскостью (х, z) буду*

* ■ * ( ! — ) 

y2==2f ^  +  z j ,

т. е. параболами с фокусами в начальной точке и параметрами 
S* и к]8; <р явл яе^ я  азимутом относительно направления поля. 

Кинетическая энергия в новых координатах запишется

(3) [(й2+ ч *)  ( Р + # ) + Р  V1 '<?*]•

,1 Впервые он был применен P. S. Е р s t е 1 . 1 Ann. d. Physik, Bd. 60, S, 489,1916; 
Bd.58,S ,558,1918,иК. S c h w a r z s c h i l d ,  Sitzungsber. d.Berl.Akad, 1916,S .547.



Отсюда получаем сопряженные координатам £, 17, <р импульсы

(4) р% я=т£(5*+ч*);/>ч =»»}(&2-И 2); рч —т ^ч f .
Вводя их в Г  и прибавляя потенциальную энергию 

2e*Z , 1
|2+7)2

мы получаем: 

(5)
Н  2т (S4-'»}8) [ ^ * + ^ + (  + ч* )  Р*+

+ tneE (I4 —  kj4) —  4me^zj.

Полагая это выражение равным W  и перемножая уравнение 
на 2т (!s+if)» мы видим, что оно разделяется. Прежде всего 
имеем:

р9 = = ~ = co n s t и /р г =г^d(f=^27t\p9 1.

Ввиду того, что р9 dtp никогда не может быть отрицатель
ным, то всегда / 9 >  0. Далее находим

Pi

dS ) •, ■ 
Р\ /*СЧ)

причем

(6)
и

(7)

1 Л/ Д б н г т ^ р + г а , - ^ -  1яе£Е*

4  (vj) = 2m W t+ 2a2- i  ^ +т еЕ т ?

a1+a.a =  2meiZ.

Отсюда следует, что интегралы действия J% и У, равны: 

(8) Л Л  -  j  у  — A + 2 ^ i — ~  +  Z)xS2-£

Л = f  ̂  dyj^jpf._  л + 2 | а— ~  - ь в д  -7) ^
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Для того, чтобы интегралы (8) оставались реальными и в 
случае исчезновения поля, а, и а2 должны быть положительны
ми. Если напряжение поля незначительное, то члены, содержа
щие D j и Da, малы относительно всех остальных, и интегралы 
можно вычислить приближенно, комплексным путем.

Мы получаем (срав. (11), приложение И), рассматривая корни 
(8) так, чтобы интегралы были положительными

(9)
/, _ ± Г _ /  ■ 2та* I птеЕ ...J JJL--I Зя*2 W
4 2 [ ** /  —  2m W 2/ —  2mWsW  2m W }\  

. __1 Г Т 2toz8 ътеЕ 3af \1
 ̂ 2/^2^Fl 2m J *

Из трех уравнений (7) и (9) исключаем аг и а, и вычисляем IF, 
В уравнениях (9) в первом приближении можно опустить 
член, пропорциональный Е, после чего в этот поправочный член 
подставить вычисленные в первом приближений значения аг и 
аа. Тогда имеем:

а, 2 -f-Л . теЕ „ ,
V — 2 m W ~  2тс 8пг /  — 2тЛГ3 6̂‘7e+6Je

+ Л  _______теЕ s _
/ — 2m IF 5Ж 8п2/ —2m IF8 1 4 4 9 ^

и с помощью (7) находим:

i ________ _
2m e2Z = i  (Л + У ,'+ Л ) 1Л -  2mU^ +  (Уе + Л + Л )  O V M )-

Отсюда в первом приближении (отбрасывая член,пропорци
ональный Е) находим энергию движения при отсутствии поля

(10) w = ___
' } (Л + Л + Л )
и, если это значение W  подставить в поправочный член, как 
второе приближение, то получим:

( 1 1 >



Таким образом в нашем приближении энергия зависит только 
от двух линейных комбинаций переменных действия, т. е. мы 
имеем случай простого вырождения. Если учесть высшие члены 
энергии, оно исчезает. Введем соответственно нашему общему 
методу исследования (§ 15) вместо Л , У ,, У9 новые переменные 
действия, получающиеся из последних с помощью целочислен
ного преобразования с детерминантом ±  1 и выберем их так, 
чтобы энергия (11) зависела только от двух новых переменных 
действия и чтобы энергия (10) невозмущенного движения (соот
ветственно двойному вырождению) зависела только от одной 
из переменных действия.

Таким образом, мы полагаем
У̂ ~}~Уд "ЬУф —J

(12)
Jl у$ л  

УФ=У'
и получаем:
пя} W =-_т е '/'  3 Е
( J Р  8я? meZ
Движение имеет две частоты

(14) v = v0+ v e^

'  и
3Е

Vfi 8T?meZ '
Если у нас имеется два квантовых условия:

15) J=nh
Je—neh

и мы введем их в энергию (13), то она выразится:
1V/ RhZ2 3 Eh%

(16> W ~ n* 8tc2 meZ nUei
где R — снова обозначает постоянную Р и д б е р г а  (ср. (2)§ 23)* 
Точное вычисление дает высшие члены, зависящие от третьего 
квантового числа и'. без поля имеет то же значение, что и при 
к е п л е р о в с к о м  движении; оно может принимать только зна
чения, заключающиеся между 0 и У. Сумма положительных 
величин и У, в силу (12) лежит также между 0 и У, а их раз
ность—между— У и +У; следовательно квантовое число пе может 
принимать только значение—■ п,— (п — 1).. .+ п .  Кроме этого, 
как покажет исследование траектории кривой, отсюда исклю
чаются еще значения ± п .

Параболические координаты £ и kj совершают либрацию (см (6)) 
между нулевыми точками /,($) и / 5(13). Рассмотрим сперва случай, 
когда / „  следовательно, С не исчезает. Если У9> 0 , третья ко
ордината производит вращение. Значит, траектория движения
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Рис. 22.

проходит внутри кольца, осью симметрии которого служит на
правление поля и поперечное сечение которого представляет 
четырехугольник, ограниченный параболами Б=ЕШ1п. £=£т«х» 
4 = 4  «ь, и 4 —4тах- Если в частности . /^ У т,= о , то 1га1п и 4тах, а 
также IQmin и 4тах слива
ются, и траектория пре- @ 
вращается в круг. Ввиду 
того, ЧТО QminT^imim ПЛО
СКОСТЬ его не проходит 
через ядро*, наоборот, она 
сдвинута в направлении 
—б, что видно при иссле
довании равновесия по
ложительного ядра тра
ектории отрицательного 
электрона и поля. Если 
Jt = 0  и ^  >  0, то траек
тория лежит на парабо
лоиде 5 — Emin ==  ^гааж М в- 
жду его кругами сечений 
с параболоидами rj—^Шш
И 1j -- 4шах.

Наконец, в общем случае, где Уе >  0 и Jv.> 0 ,  она лежит 
в пространственном кольце. Если не принимать во внимание 
движения ф, то координаты (s, ij) заполняют парабольный четы
рехугольник совершенно без пробелов, так как соответствующие 
Уе и 7̂ . частоты различны и только для вполне определенного 
значения Е  относятся между собой, как рациональные числа.

Переходя далее к случаю, когда У¥ = 0 , видим, что <р уже не 
изменяется и движение происходит в меридиональной плоскости 
направления поля.

Область, в которой /,(£) и / 2(и}) — положительные, содержит 
места £= 0  и kj-'O, т . е. траектория заполняет без пробелов
П арабО ЛЬНЫ Й  ДВухуГОЛЬНИК, О г р а н и ч е н н ы й  $ =  £шах И _ 4 '= 'Ч тах .
Поэтому траектория движения подходит к ядру как угодно 
близко. Случай, когда электрон произвольно близко подходит 
к ядру, мы исключаем так же точно, как это было при исследо
вании центрального движения (§ 21). Этим исключается случай, 
когда пе=  ± п , так как в противном случае J% или У, было бы 
равно nh—J  к / ,  =  0.

Итак, стационарное состояние движения, характеризующееся 
квантовым числом п при наложении поля, распадается на 2п— 1 
состояний различных энергий с квантовыми числами

пе= — (я — 1), — (n— 2) . . . + ( п — 1).
Рассмотрим теперь излучение такого атома. Излучаемые 

частоты и возможные изменения п и пе зависят от членов ряда 
Ф у р ь е  для электрического момента или (что то же самое) от 
координат электронов. Переменным действия У |, У ,, У9 соответ
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ствуют угловые переменные , w 4, w 9 . С их помощью ряд 
Ф у р ь е  для координат запишется в форме

е гЛ̂  ~и’5 w'4 +т? w,f) '
х

В силу того, что ®? и f  пропорциональны друг другу и <р 
производит равномерное вращение вокруг направления поля, то 
тт для компонентов электрического момента, перпендикулярных 
к полю, имеет только значения ± 1 , а для компонентов по на
правлению поля— только значение О. Напротив, коэфициенты 

и тч не ограничиваются (см. § 36).
Переходя теперь к угловым переменным, соответствующим 

переменным действия J, Je, мы можем (по § 7) положить
—w  — w e 

Wr> = w - \ - w e 
w v —w  +  w ’.

Ряд Ф у р ь е  запишется
2  D e 2 i z i W e '
T

при этом
+x4 - f  , те= т ч — Ч .

Здесь w  обозначает угловую переменную движения без при
сутствия поля и соответствует движению электрона по эллипти
ческой траектории; поэтому t  может принимать значения любых 
целых чисел. те, и хп также неограничены, Это означает, что 
п ш rit могут изменяться произвольно и что излучаются все час
тоты, соответствующие этим переходам. Поляризация получается 
следующим образом: если т+ те или (что то же самое) 2т, + т ? — 
четное число, то может быть только нулем. Такой член ряда 
Ф у р ь е' представляет движение по направлению поля; следова
тельно, переходу, при котором сумма Ап-\-йпе четная, соответ

ствует световая волна, ко-

Ш леблющаяся перпендику
лярно к полю. Применим все 
-г о g наши соображения к рас-

| I I | | щеплению водородных ли-
I I I ! I ний На , Яр . . .  Термы, ком -

- ' ■ * 0 3 *  бинирующиеся по этим ли-
I 1 I j |лс4 ниям, группируются следу-
I I I I I ющим образом (числам

соответствуют единицы из- 
ЗЕ№ \

-чso -я -*> -х д s к> *з го мерения f

Рис. 23.

I I
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Для линии Н а ( и = 3 —> и=2) мы, еле 
довательно, получаем линии

. 1
OfZM 5S в

II 111 II

И

Л
Рис. 24.

Для Я р : i 111 III III I
0  2  4  б  &Ю  72

II III III II
s
J.

Рис. 25.

0 2$s ?s m ints твгвsi

I I  M l  I I  I N I  I I  i
Рис. 26.

Вычисление эффекта Штарка посредством параболических 
координат позволяет нам проиллюстрировать на конкретном 
примере общие соображения, высказанные нами пргжде от
носительно ограничения квантовых условий при невырожденных 
переменных действия.

Для |е | = 0  движение эффекта Штарка переходит в простое 
кеплеровское движение. Последнее, следовательно, разделимо 
как в полярных координатах, так и в параболических. В резуль
тате разделения в полярных координатах (§ 22) мы получаем 
переменные действия Jr Л , и квантовое условие

Jг -(-./& 4-Jy —nh.
При этом Л  +J<? — величина 2 я =кратного ймпульса вращения, 
У«р—величина 2 л-кратная его компонентов по направлению по
лярной оси.

Движение в этих координатах остается разделимым и в том 
случае, если поле становится не кулоновским, а переходит 
в сферически симметрическое поле; но тогда присоединяется 
второе квантовое условие

Л  ~ k h .

Если бы мы захотели определить . как целую кратную вели
чину h, это не имело бы никакого смысла, так как направление по
лярной оси совершенно произвольное, ввиду чего при вращении
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координатной системы целочисленность -4  всегда нару
шалась бы.

Напротив, определение суммы как Л  +Л> ~kh, при простом 
кеплеровском движении не приводит ни к каким противоречиям. 
Вычислим теперь кеплеровское движение в параболических 
координатах, для чего в наших теперешних расчетах достаточно 
положит Е = 0. Мы получаем переменные действия Л > Л  и 
(последние имеют то же значение, что и в полярных координа
тах) и квантовое условие

Л  т Л  — tih.
Второе квантовое условие

Л — Л
которое мы имели для электрического момента, здесь должно 
быть отброшено по той причине, что эта комбинация не входит 
больше в энергию. Оно имеет смысл только при наличии (воз
можно и слабого) электрического поля.

Стационарные движения в слабом электрическом поле суще-, 
ственно отличаются от. таких движений в сферическо-симметрич- 
ном поле, которое мало отклоняется от кулоновского поля. 
В последнем (разделимые переменные суть полярные коорди
наты) траектория движения плоская: она представляет собой 
эллипс с медленно вращающимся перигелием.

В первом же случае (разделение в параболических координа
тах) она также приближенно представляет эллипс, но этот эллипс, 
вообще говоря, движется очень запутанно и сложно в простран
стве.

Если би мУ, следовательно, пожелали в предельном случае чис
того кулоновского поля ввести в качестве второго квантового 
числа к или пе, то мы получили бы для двух способов вычи
сления совершенно разные движения. Таким образом, вырождаю
щая переменная действия не имеет никакого значения для кван
тования. На основании нашего исследования можно еще сделать 
следующее заключение:

Вычисление эффекта Ш т а р к а  и определение / ?= п ей тогда 
только может иметь смысл, когда влияние теории относитель* 
ности или отклонения поля атомных сил от поля кулоновского 
характера мало по сравнению с влиянием электрического поля. 
Опять таки наше прежнее вычисление относительного расще
пления линий имеет определенный смысл только при том усло
вии, что влияние имеющихся всегда электрических полей мало 
по сравнению с относительным возмущением1.

1 К р а м е р с у  удалось исследовать также влияние относительного измене
ния масс и одновременно действующего однородного поля (Н. A. K r a m e r s ,  
Zeitschr. f. Physik, Bd. 3, S. 199, 1920).
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§ 36. Интенсивность линий в штарковском эффекте 
водородного ато м а1

Принцип соответственности уже по своей природе допускает 
только приближенное вычисление интенсивности, но он дает 
относительно точные результаты, если дело идет об отношениях 
интенсивностей линии в пределах тонкой структуры, напр,, 
в пределах эффекта Штарка. у

Вычислим по К р а м е р су 2 разложение ряда Фурье траектории 
электрона, вращающегося во внешнем поле @ вокруг ядра, и 
сравним затем отношения интенсивностей по классической теории 
со значениями, получающимися на оснований наблюдений.

Вычеркнем из коэфициентов Фурье все члены, пропорци
ональные Е, Ег и т. д. ввиду того, что они представляют собой 
несущественные поправки.

Для функции действия мы получаем (§ 35):

s - f v m d t +  J 1 /ш а п + ^ j .л

Пользуясь из (9) § 35 значениями а, и а,, затем из (10) § 35 
значением W  для Е = 0, мы получаем

(1) г

Здесь ради сокращения положено:

<2> J=zJl + Л > +7? *
Для угловых переменных щ ,  w v , щ , сопряженных к Л  ■ Л  * Л  
из (1) мы получаем следующие уравнения:

0 0 dS  1 Cd* %J(2J, + / , ) ? + £ *  ,2V Wl == -vt—== J -s- -y======—;---- i----- 1̂ = =====^===: +
dJt V  J 5 v — *»4J*+2у. (2Л + Л  ) Л 2 — £4

dij — (2 JTl + / т ) *»f+•>/,4

4 / _ х«4 /» + 2 х( 2/ ч + У * № + * 14
„ „ dS  1 — »/(2 /e  + / , ) ? + * *  2nwri =  2it ------- 1 ------------ - -  *.. —I—~  Pi P j

, 1 rd-ц 
(3) + *У* j  tj :

x / V  E /  — х24 / + 2х(2Л  + Л  ) -Я2 — 54 
у.У (2Л _____

г+ 2х(2У1) +У9 )Уч2— Ч4
1 В этом параграфе вычисления производились несколько сжато по сравне

нию с вычислениями в других разделах этой книги.
* Н. A. K r a m e r s ,  Intensities of spectral lines (Dlss. Leyden) Kopenhagen, 1919.
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о,™ _ 9 *  * l - j _ с
dJV 7 ^ + 2 х ( 2 / е + Л ) ^ "

j __1_ frflfl — x%  7a — x У (7, — 7g ) TQa+7]'< , t
‘ ^  J  4 / —xV^-HZx (27, + 7 T )7Ч2 — ч* ‘4 / '

Ввиду того, что вычисление из этих формул да, как функций 
Е и tj очень неудобно, очевидно будет целесообразнее — анало
гично введению средней и эксцентрической аномалии § 2 2 — запи
сать квадраты переменных $а и 7]а, колеблющиеся между двумя 
неизменными пределами (ср. § 35), в форме
(4) î= a 1+ b i cos <J>, = a 2+ b 2 cos х.

Для того, чтобы новые переменные <1> и х за время одной 
либрации £ или tj увеличивались на 2тс, необходимо положить:

Произвольные постоянные этих выражений мы определим 
так, чтобы конечный результат имел наиболее простую форму. 
Производя сокращенную запись

(5) fi1=xJ,(2./j -| i ? ); &j—2 * 7 /7 j  (7е + 7 ? )

о2 — х7 (27, +7р ); fc2~ 2 x / / 7 Ч (7, -f-7? ).

^  — ха7*/г+2* (27е +7,р) 7еа- £ 4 
2с? г4‘п

и для- ж»?, да, , находим:

(6) 2 ^  Sin sin Х )+ Х + я
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мы получаем .
^  2 кщ  = о , sin ф+оа sinX+ ф + я

2птуч = t5 ,sIn^ +oasin X + ^ + n .

Сходство этого уравнения с (15) § 22 ясно указывает анало
гию между ф, % и эксцентрической аномалией. Теперь мы можем 
без особенных затруднений произвести разложение в ряд Ф у р ь е
координат z, x + iv .

" £2---„2
В силу (2) § 35 2= — g *̂ ак как Z не зависит 0Т<Ь то оно 

не зависит также и от ; вследствие этого можно записать:

(8)

причем
1 1

я Г Г ?  — т? —2iI‘ (т’ щ +тт/ ) .  ,
(9) Лт5 т , =  I I — ~  е * 11 d w t d w y

О о
Из (7) теперь следует:

(10) dwi dwTl = J ^ ^ 1  d ^ d y -

=  (! + o , cos ф + o 2 cot x) <*ФrfX-

В виду того, что по (4) и (5)

ах—ал ^ с о в ф — Ь2 co sx  т/1 м , ,  , vV
z — ~ 2 -----  ̂ ------  2— — = х /(У е— Jrj+^J1 (ох cos ф— OjCosX),

имеем:
2я 2л

(11) A00= ~ J J '  d<f dl-[v.J(Jz — Л ) + х^2(°1 cos ф — oac o sX )]x
о о

3 ✓
X (1 +  о, cos ф+о2 cos х) =  g — Л]) •

Для остальных значений ЛТ£ т1), для которых оба т равны нулю, 
можно постоянный член * J( f %— / ч) при z  отбросить заранее, так 
как он исчезает на основании (9).
Итак, (т5 +xvj =т):

2л 2л
(12) t7) =  J  J  dtydy (s, cos ф— о2 cos X) х

О о
X (1 + о4 cos ф+з8 cos х) е -  6ia * -  "ч * “  № sin
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Заменяя в уравнении cos <j>, cos х  через и е'*

мы видим, что интеграл правой стороны распадается на сумму 
произведений, каждый член которого имеет форму: -

2ИЕ

Snip.) =  ̂ j  d ^ ' e
о

Как известно, это функция Б е с с е л я 1.
Таким способом из (12) получается следующее выражение.

(13) Ат̂ „у =  •  ̂ (ТО1» S'rq (гаг) ° lS  TJ ('r0l)S"r, (*?*) j«

где предварительно были использованы соотношения:

5 - | s n- i ( p ) - S « + i ( p ) ] = ^ 9 « ( p ) = S '„ ( p )
и ’

S n - j  (P)+Sn + l ( f i ) = y  S« (f>)-

Наконец, для г  вытекает
4- со

3 .в--
“— ОО

•Г DO

(14) « = | х У ( Л - / ч) + х / » ^ [ о ^ К ) З Ч  Ю -

— (Wl)Sx, (Т02) | . ^ г  -8 +*ч “ч).

(Черточка возле знака суммы обозначает, что т$ = т ч = 0  исклю
чается во время суммирования). Для т = 0  выражение (13) дела
ется неопределенным, а из (12> следует непосредственно, что 
соответственные Ач ^  + * ,  <=0) исчезают.

Для того, чтобы вычислить разложение в ряд Ф у р ь е  x-\-iy, 
используем (2) § 35.
(15) x-\-iy~^n-e^.
Из (15) и (3) или (6) мы заключаем, что {х-\4уУе~ Ыв'? зависит 
только от wt и wTt Целесообразно развернутъ{х-\-1у)еы(w4— щ )  
в ряд Ф у р ь е

(16) (л: Ну) еы  (* ч —*? > -  £ т, с8*'- N п  +(тч +» *ч 1-

1 Е. J ah n k е u. Т. E m de, Funktlonentafeln, Leipzig, 1900, S. 169. 
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Для того, чтобы записать величины левой стороны (16), как 
функции от 4 и х. напишем из (6)

2тт (®7, — щ ) =  — 1 - + ^  — <р +

, UJV  ( с  db . Г М.
+ Г___ , Г___________ й

Ja,+&,cos4» J  a2+ b а2 U  a,+&i costy_ j c 24-ft2cosx

Если положить
.  с -  / а? — Ь ? = / а |  — /,

то имеет место уравнение:

« ((e1+ * 1) c o s |+ i c s i n | \
(17) С Г — ^ ___ —  H ogi_______ — _______^J  а{+ Ь г cos ф Б (а,4 &1)(a1+&1cos'i>)

о

г
( У. XI2
|(й2+&г) cos -W £ sin ^ j

J a T fA c o s  х ==—il°g (« И -^ ) +^а cos х)~"
о

и, следовательно,

(18) (jc-f-гу) («ч — ) =

х j(a ,+ ^ i)  cos | + i c s i n  | J |  (aa+fta) c o s | + ^ s i n  | |  
= e i ' . r +2 ) - ---------- ------------ 7—  ....— -----------------------

/ ( « ,+ * » )  {au+bu)
Отсюда можно сразу вычислить В^  т (здесь необходимо по

ложить 1 +Х5 4-fn = т)-
____ ____ 2тс 2т:

(19) В, т = ( — l)^^ ai +  ̂ l)(^_+ ?0  Г Г (1+ 0, COS 4J4~q2 COS x) X
e ч 4 4it2 J J

о 0

X f c° s ?! + г  —-j-т- sin |  V c o s  ^ + i  — sin - \ x  \  2 1 щ +  b! 2 Д  2 1 a 2+&a 2у

X e"f ̂  + 4) ф - i  T1‘sln ф (тч + ~ sin Мф d l.
Точно так же, как это мы делали в уравнёнии (12), здесь

Фможно величины cos<J>, cos х. cos 2 и т. д . разложить на экспо-



тенциальные функции и этим самым представить Ту), как 
сумму произведений функций Б е с с е л я ,  Аналогично тому, как 
мы определяли Л^ т^, имеем

(1 _ _ _ _ _
(20) Вч rr =  -  —  j7  /  (j  +У¥) ( / ,  + Д  ) g 4  Ю & ,  (то2) ~

У ̂  " ®Tf+* (TSi) й Ц  + :,(”саа ) | .

Для х = 0 величину Вт, ? можно вычислить непосредственно 
из (19). Получается = 0 , для т= 0 , исключая значения

3 _____________ g __________________________
(21) *У У А  (A ) ;  В(К—\ =  -у- хУ У,. (У̂  У?*) ~ 

Наконец, находим для л + (у  ряд Ф у р ь е

(22) *+*У=-§ *У* ( у  / Л Ж + 4  ) е5* ̂  ^  >+

+ у  1  Л ( Т + Л )  etai(- - ^ 4«4 > ) -

-f-oo*

|у Т ' (У Г + У Г )Т ^+ Л ) % ъ ( ^ )  & ,(«»)—
— оо

 ̂ т /7  / л  \ с* /_ ■, I „2л< +т + -w0 )..— у  V Л  A  o-s+i (то,) 5̂'^+} (то8) j  е * 5 ч ■ <р

После вычисления коэфициентов ряда Фурье переходим 
непосредственно сообразно с принципом соответствия к оценке 
интенсивности. Предположим, что простое вырождение, имеющее 
место для переменных А , А , А  в § 35 (11), здесь исчезает, 
что происходит или вследствие учета членов квадратической 
формы относительно Е или при учете теории относительности.

Тогда в силу основных постулатов квантовой теории необ
ходимо положить;

Уе —п% h; А, —Щ h: У¥ = л ф h.
По принципу соответственности мы получаем интенсивность 

одной линии, соответствующей скачку щ на Ащ , я ,  на &пТ1, 
п? на Д«ф, и, исследовав при этом предварительно интенсив
ность оберколебания, т̂  =Д щ , -с^=Дя7), т? —Д% и использовав 
одновременно выведенный по классической теории спектр 
(14), (22). ' “
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При этом остается невыясненным, какую часть траектории 
(начальную, конечную или среднее значение) необходимо принять 
за основание при расчете классического спектра. В дальнейшем 
мы будем изучать только отношения интенсивности в пределах 
тонкой структуры. Следовательно, мы будем вводить величины

А-.г т В 
____________ в качестве „относительных амплитуд" и затем

Y.J% ’ %Jl
сравним простое среднее арифметическое относительных интен
сивностей начала и конца пути с отношениями интенсивностей» 
полученных непосредственно из наблюдений. Вследствие введе
ния „относительных амплитуд41 при образовании среднего пути 
(это касается отношений интенсивностей) входят на равных 
правах как начальный путь, так и конечный. Можно предпо
лагать, что это последнее допущение отражает существенную 
Черту квантотеоретических вычислений интенсивностей, так как, 
например, для эффекта Зеемана, это значит, что отношения интен
сивностей тонкой структуры эффекта Зеемана не зависят от 
главного квантового числа, — результат ожидаемый безусловно 
(аналогично классической теории) и подтверждаемый всегда 
опытом. Относительные амплитуды для компонента z  мы 
получаем из (13) и (20) (тф = 0 , т£ + t Tj =т):

(23) t  ч «  i -  J -  у  щ  ( я ч + л ф) ( т о , ) ^  (то2)—

— — V 4  (*е + Щ ) Щ  (то,) (™2) }

для компонента (л:4  iy)\ ( v - ь  Ч + т ч + 1=т):

(24) у  =  ~  {— Упг + « ?)(« , + /Q  (то,) 9 ^  (то8)

причем

<4= — \> т { Щ+ Щ ) , ог= ~ / щ  (щ -f-Лф ); л п
«=«£ + n Tl + й ¥ .

Амплитуды компонента z  соответствуют линиям, поляризо
ванным параллельно полю. Амплитуды компонента x + iy  соответ
ствуют линиям, поляризованным перпендикулярно к полю.

На нашей таблице, как видим, приводятся сравнения величин, 
найденных теоретически и полученных из наблюдений для
# а ( л ^ 3 - » я = 2 )  6562,8А.
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Hr, 6562, 8 A

A T-s » V < Rl K l+ R l

i n  — o n 2 1 0 0 0,21 0 1,0 0,35
It i 102 —002 3 1 0 0 0,26 0 1,1 0,43
II 201— 101 4 1 0 0 0,38 0,33 1,2 1,16

201— 011 8 2 -  1 0 0 0 --

003 — 002 0 0 0 1 1,00 1,00 I Q A 1 44111 —>002 0 1 1 —1 0,07 0 f  0,4

X 102— 101 i 0 0 1 0,56 0,39 1,0 1,56
102 — 011 5 1 _  1 1 0 0 — —
201 —002 6 2 0 — 1 0,00 0 —

3  первом столбике 
значениями квантовых 
стояний

находится переход, характеризующимся* 
чисел для начального и конечного со-

ill i!i

1
/fa тблюрае-Щие

Рис. 27.

Во втором столбике 
находится соответствую
щее атому переходу сме
щение А линии от ее 
места для £ '= 0, вычислен-

3 Еное в единицах ь , — ^г 8nsmeZ
(см. (11) § 35).

В третьем столбике 
стоят соответствующие 
переходу значения , 

тч , в четвертой и пятой графе приведены как мера отно
сительных интенсивностей, величины Rt и Rl для начального 
пути и для конечного. В шестой графе помещены интенсивно
сти, наблюдавшиеся Ш т а р к о м .  Наконец, седьмой столбик содер
жит значения констант (R%+R%)',

По сравнению со значениями Ш т а р к а  здесь мы ввели по
стоянный множитель с таким расчетом, чтобы общая интенсив
ность теоретических и наблюдаемых группирований получалась 
одинакового вида; На нашей таблице бросается в глаза тот 
факт, что сумма вычисленных интенсивностей || - компонентов 
(1,9) сильно отклоняется от значений суммы интенсивностей 
_L компонентов (5,0), в то время как для данных наблюдения 
эти суммы почти одинаковы (3,3 и 3,6).

На рисунках 27— 30 приведено сравнение между теорией и 
наблюдением исследованных Ш т а р к о м  водородных пит йшНа 
и т. д.1.

х По Н. A. K r a m e r s ,  ioc. cit.
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Для согласования теории с опытом существенное значение 
имеет исключение случая, когда /<j =  n,t =  0 (см. § 35). В зак
лючение этого параграфа нужно отметить, что уже принцип 
соответственности совме
стно с примененным 
здесь способом усредне
ния (арифметическое ус
реднение относительных 
интенсивностей между 
начальным и конечным 
путями) весьма близко 
подходит к квантотеоре
тическому закону интен
сивностей.

То обстоятельство» 
что произведенное нами здесь вычисление не дает точно кван
тотеоретических интенсивностей, непосредствено дает основание

il . II .

I iJ 1 .it Ы I..
flji Ш&тЩ/аеШке

Рис. 28.

i 111 11 I I

I . . 1 . . !
Hf tdimcjiemiie

. .  I j ,  I f ,l|
tt#  наблюдоемЫе

Рис. 29.

полагать, что по выше приведенным вычислениям видов груп
пировок и расщеплений была бы вполне очевидной поляриза-

1 . - , . . | I I i t  » I I I I I

ВбмисленнЬ/е fig #абпюдаем6/%

Рис. SO.

ция, что едва ли подтверждается теоретическими и экспери
ментальными результатами.
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§ 37. Вековые движения водородного атома 
в электрическом поле

Метод, котбрым мы до сих пор пользовались при изучении 
эффекта III т а р  к а, опирался на ту особенность (которую, впрочем, 
можно рассматривать почти, как случайную), что существуют 
геометрически простые координаты, допускающие разделение 
переменных. Теперь мы покажем, каким образом можно притти 
к цели, не учитывая вышеупомянутых особенностей, а система
тически применяя теорию вековых возмущений. При этом мы 
будем производить наши вычисления двумя способами; первый— 
исследование вековых движений вырождающих угловых пере
менных и переменных действия, фигурировавших при рассмо
трении кеплеровского движения в полярных координатах. Второй 
способ, являющийся более пригодным для геометрических про
цессов возмущения, имеет то преимущество, что он распростра
няется на больший круг явлений, (скрещенное электрическое 
и магнитное поле).

Запишем функцию Г а м и л ь т о н а  в форме

*2  (1) H = H V+ W lt

без

по
па-

(3) >#! =  eEz

через вырождающие угловые переменные и переменные дей
ствия невозмущенного движения (см. § 22), которые теперь мы 
обозначим

wl, wl И Ji Уа Уз.

Если £ и •»;—прямоугольные координаты электрона в плос
кости траектории, отнесенные к ядру, как к началу, и к большей 
оси, -являющейся одновременно осью S, то (рис. 31 j мы имеем

z  = sin i (S sin 2ft cos 2k

причем

(2) Ц -  № Z ‘

энергия кеплеровского движения 
наличия поля и

'Ш1—eEz

функция возмущения (напряжение 
ля Е можно рассматривать, как 
раметр X).

Выразим с помощью правила § 18 среднее значение
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■Средние значения 5 и г} мы находим из § 22

£аг тз=0 .

. Это—тсоордешати электрического центра тяжести движущегося 
электрона.

Выражая sin г и г через Jl J°2 J$, получаем

Угловые переменные w% и w\ изменяются. Однако w° ведет 
себя циклически» и Д  остается переменной действия возмущен
ного движения. Таким образом в усредненной функции воз
мущения является единственной нециклической координатой. 
-Следовательно, мы имеем одну новую переменную действия

Ее можно определить из (4), как функцию от Wt, JX= J \  
Js—J t Беря интеграл, находим Wu  а затем и W, как функцию 
переменных действия.

Ради сокращения полагаем:

У2= |  Jtdw%.

я

тогда будет:

причем
Г.

Вычисляя из последнего отношения , получаем:



dw l sin8 2? w%
dx  4ir С cos 2it w\ 

dw% /A C -(x*  — AB)

- J \ a 2 A J

dx  4 n y fx (A — дг) (л:— B )yr{ A —x ){x — В) — ACx 

Следовательно, наш интеграл запишется

1  j'СШ. <£_____________ 1х2 — АВ) dx  ____
2~  4тс Т “^4 _ Л)(д-_ B )T lA  — х)(х -  Б )— АСх *

Ввиду того, что подинтегральное выражение есть функция л: 
и корень представляет квадратическое выражение относитель
ности, интеграл вычисляется комплексным путем (срав. (9) при
ложение II)

Следовательно,

Л L ( jo  JO ГО 2 \ Ъ \ \
2 \  1 s ~  ~~ЗеЕаГJ'

Отсюда вычисляем Wlt а именно (если положить 4 = Л )

и если выразить а по (10) § 22 через Jlt  
лл чу/ R№Z* 3Eh* t t j  j r 4

Это уравнение переходит в уравнение (13) § 35, если пред
варительно положить

(6) J i — — 2 /г=  +  Je.
Ниже мы покажем, что в рамках наших рассуждений область 

значений Je получается та же, что и прежде.
Мы снова имеем квантовые условия (15) § 35 и уравнение 

энергии (16) § 35.
Займемся теперь исследованием вековых движений, возник

новение которых обязано влиянию электрического поля. Пери
гелий эллиптической траектории изменяет свое положение отно
сительно линии узлов, и сама эта линия узлов вращается рав
номерно вокруг оси поля. Из уравнения (5) получается, что на 
один оборот линии узлов приходится два периода движения 
перигелия. Это движение перигелия и сопровождающие его 
явления проще всего проследить наглядно на кривой движения 
в плоскости («4  70 (рис. 32).
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(7)

Уравнение ее по (4) имеет следующую форму:

Кгsin 2

где для сокращения мы положили
2h2Wx „

*—  к------A i .
3e£ a H«/f 1

в 1 о 3Она симметрична относительно прямых щ ;= -у  или

Если Wi = 0 , то w°2 равно 0 или -g-,
чений Л  и Д. Если же IF ,<  О, то w% 
не может больше принимать значе

ний 0  или g I а Л  значений Л  и 
Кривая находится в прямоугольнике

W"=0, W l= ~ , J\=J°U Л = Л -

или Л  имеет одно из зна-

Если !IF,|» достаточно мало, wl 
только тогда не лежит вблизи 0

или — , когда Л  находится близко

возле Д  или Д  (рис. 32).
Кривая тесно примыкает к упомянутому четырехугольнику 

и для lF i= 0  переходит в периметр прямоугольника. Для боль
шого Щ г\ кривая свертывается и до w% принимает такие зна
чения, которые лежат в б л и з и (sin2 i tw l= \) ,  а затем и само

это значение? при этом она свертывается в точку. Для >  О 
получается то же самое, только предельная точка находится при
w° = —

Точки поворота w\ лежат там, где ’Iv.wl имеет минимум или

где и э д н э д
имеет максимум, причем Л  и Л, следовательно,

т а
остаются постоянными.
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Функция (1 — х )(1 — у) с побочным условием const есть 
максимум, когда х —у. Следовательно w\ испытывает вращение, 
когда
(8)

Таким образом J$ является геометрическим средним и Д.
Вековые движения пути под влиянием электрического поля
теперь имеют следующий вид: за время одного оборота линии
узлов перигелий эллиптического пути совершает два колебания
вокруг меридиональной плоскости, перпендикулярной к линии
узла. При переходе через эту меридиональную плоскость об/о .

щий импульс ~  максимальный и, поэтому, эксцентрицитет " Z тс " "
минимальный. При проходе в другом направлении эксцентрици
тет максимальный.

' J°Так как компонент —  импульса вращения в направлении
Z п

поля постоянен, то наклон плоскости траектории колеблется 
с одинаковой с эксцентрицитетом частотой. Она принимает 
максимальное и минимальное значение, когда перигелий прохо
дит положение равновесия, т. е. за время одного оборота линии 
узлов она принимает самое большее и самое меньшее значения. 
Во время этого колебания плоскости траектории и перигелия 
большая ось сохраняется (У? — постоянна). Эксцентрицитет изме
няется так, что электрический центр тяжести остается всегда 
в одной плоскости

Она описывает на этой плоскости кривую вокруг оси поля. 
По той причине, что частоты наклона и вращения линии узлов 
•относятся, как 2 : 1, кривая замкнута, и электрический центр 
тяжести за время одного оборота достигает дважды своего 
максимального расстояния от оси и дважды минимального. -Ни
ж е (§ 38) мы покажем, что электрический центр тяжести совер
шает гармоническое колебание вокруг оси поля.

Рассмотрим предельные случаи движения перигелия.
Если кривая рис. 34 в плоскости / |)  свертывается 

в центре либрации в точку, то / 3--Л  1Л  представляет кратное 
целое число h.

Эллипс траектории имеет постоянный эксцентрицитет, обла
дает постоянным наклоном и пространственно квантируем.

Его большая ось перпендикулярна линии узлов, и сама эта 
линия узлов равномерно вращается относительно оси поля. 
В нашем приближении это состояние движения не носит кван
тового характера, так как У2 нельзя определить с помощью 
одного квантового условия. С одной стороны, вычисление энер
гии в первом приближении привело бы к необходимости опреде
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ления J2. В другом предельном случае 1 ^ = 0  или —Л)>
когда кривая рис. 32 в плоскости (Д, w%) проходит периметр 
прямоугольника, движение усложняется и делается запутанным. 
Линия углов вращается равномерно.

В определенной фазе движения траектория представляет круг 
{/j°=y,), положение которого определяется / 8 и J1.

Этот 'круг постепенно переходит в эллипс, перигелий кото
рого лежит на линии узлов. Плоскость траектории во время 
этого процесса становится перпендикулярно к полю, В этом 
положении направление линии узлов делается неопределенным. 
Но если мы, продолжая равномерное движение, которым перед 
этим обладала линия узлов, определим его, то перигелий отста
нет от_ линии узлов расстояния.

Затем носкость пути снова выравнивается, и траектория ма
ло - помалу переходит в круг. В круге положение перигелия 
становится неопределенным, но мы можем, пользуясь нашей 
кривой на рис. 32, установить, что он находится на линии узлов, 
если эксцентрицитет снова увеличивается и траектория накло
няется. За время одного оборота линии узлов кривая дважды 
превращается в круг.

. Пределы значений Je или пе мы получаем следующим образом: 
— положительно и в крайнем случае равно Л- / 8 не может 

быть нулем, так как в противном случае, как это видно из (4), 
Л ° либрировало бы между / ,°  и — Эллипсы путей пройдут 
при этом предельный случай прямых {путь маятника ср. § 21 
и § 35) и благодаря несоизмеримости вращения на эллипсе 
с каждой либрацией траектория подходит к ядру произвольно 
близко. ~ ‘

Из неравенства
0 <  Js ш

и соотношения, очевидного из рис. 32,

О ё 72- 1 ( / 4_ / 8)

для Je следует:
— Ji < J e < J l

и
— (п — 1) ш п е&_п — 1 .

Вместо одного, определенного с помощью п квантового состо
яния, свободного от поля кеплеровского движения, появляются 
уже упомянутые в § 35 2 л —-1 состояния.

§ 38. Движение водородного атома в перекрестном 
электрическом и магнитном полях

Для описания вековых движений водородного атома в элек
трическом поле Б о р  предложил еще один очень наглядный
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путь*. Затем Л е н д  и К л а й н 5 разработали вопрос одновре
менного влияния магнитного и произвольно к нему направлен
ного электрического поля. Мы приведем здесь вычисления для 
случая электрического поля @ и магнитного поля Невозму
щенное движение (6 —ф = 0 ) имеет шесть независимых постоянных 
интеграции; выберем в качестве такихпостоянных вектор ^  им
пульса вращения и радиус-вектор г электрического центра 
тяжести пути. Ввиду того, что $  и г взаимно перпендикулярны, 
мы имеем только пять независимых величин.

Шестой величиной выберем величину, которая определила 
бы фазу движения; но она для нас является не столь сущест
венной.

Под влиянием полей ® и $  и г испытывают изменения, 
и нашей задачей является установление диференциальных ура
внений для ip и t. Электрическое и магнитное поля обусловли
вают пояЬление момента вращения, действующего на траекторию 
электрона. Этот момент дает нам производную по времени от 
импульса вращения Из уравнения движения электрона

(1) /w't=Ze2g ra d ^ j  — [£>г]

посредством векторного умножения на х следует изменение 
импульса со временем:

$  =  т [гг] = е  [<&]+ у  [г [®г]].

Вековую часть движения мы получаем, образовав среднее 
значение по невозбужденному движению. _

Таким образом электрическая часть будет равна е[©г]. 
Соответствующим образом получается магнитная часть, если 

предварительно ввести с помощью известных формул векторного 
'анализа импульс вращения $

*]] =  [ № ] ] + [ ’* М  =

и далее принять во внимание, что

[I [£> *]]+ [* [£*]] =  ^  МЭД],
усредненное повремени, равно нулю. Мы получаем таким образом:

2 № И ] = ^ Ш

1 N. B o h r ,  Quantentheorie der Linienspektren, Braunschweig 1922, S. 101.
* Проблема впервые была решена P. E p s t e i n ,  Physical. Rev., Bd. ‘ 2 

S. 202, 1923.
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(2) У = е [ Щ + 2 ~ [ № ] .

/ 1ервый член представляет вращательный момент электри
ческого поля и действующий на электрон, находящийся в центре 
тяжести траектории. Второй член соответствует теореме"J1 а р- 
м о р а  и означает дополнительное вращение вектора $  и §  
с угловой скоростью

еЩ
2т с "

Параллельно трем уравнениям, записанным в векторной форме
(2), мы выведем еще три уравнения.

Во-первых, среднее значение энергии возбуждения, усредненное 
по невозмущенному движению

(3)

постоянно; во-вторых, |  и i  расположены взаимно перпендику
лярно. Из этого следует
<4) $ 7 = 0

я  в третьих | h i  связаны между собой благодаря еще наличию 
эксцентрицитета пути. Итак (§ 22)

[7] =  |- т
и (8) § 22)

где J — невырождающая переменная действия движения, совер
шающегося без присутствия поля. Исключая е, имеем

(5) 7 Ч -

где для сокращения записи положили

Пользуясь теперь (3), (4) и (5), можно вывести новое урав
нение дла х~, а именно:, продиференцируем (3), (4) и (5) по вре
мени и, выразив $  через формулу (2), находим

и

' 287



° - ’! ; + а г " ® зд= ф( ; + 21г[ '® 1)

0 =  г г -\-еК?%[@t  ] =  г ( г +еЮ  №@]).

Но это обозначает, что скалярные произведения вектора

(7)

на К, $  и I исчезают.
Вследствие того, что, вообще как эти три вектора, так и все 

лежащие в одной плоскости исчезают, то вектор (7) должен 
быть сам равен нулю.

Итак

(8) 7  =  е К * т П  а |Ь Й > ] -

Если мы дадим решение системы уравнений (2), (8), то наша 
задача будет решена. Это проще всего проделать посредством 
введения вместо неизвестных $  и г  новых векторов

v - F - д а

(9) 72 = 7—
В силу взаимной перпендикулярности г и / 6$, векторы (9) 

имеют следующее значение (форм. (9))

(Ю) [7,] = Й  а-

Далее из tj и х2 с помощью уравнения

(11) г = ^ - ( r i + t 2)

можно всегда отыскать t  и $ .
Таким образом (2) и (8) переходят в систему уравнений

(12)

х1= —  е К |(*7вИ 2тс
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Если для сокращений написать, что
e/<©=it>e
е

(13) -2 S F ® = №->

то система уравнений перепишется следующим образом:

(14) Ii =  K + № Ml, tj]
Т2=[— tt>£+hjw, х2].

Это выражение наглядно изображает равномерное вращение 

каждого вектора и га вокруг осей, определяемых g—

и ^  ~  с Угловыми скоростями |№w+№ e j и |lX>M— П>е |..

В каждое мгновение [по (11)] расстояние конечных точек обоих 
векторов пропорционально импульсу вращения движения, и их 
полусумма равна радиусу-вектору электрического центра тяжести. 
Если рассматривать'случай действия только одного электриче
ского поля (S, то Sj и г2 вращаются относительно оси поля с одина
ковой скоростью, но в различных направлениях; за время полного 
оборота векторов они дважды находятся в одной плоскости с (£* 
располагаясь при этом на одной и той же стороне от

В этом положении их разность, т. е. общий импульс $  до 
стигает минимума, эксцентрицитет достигает максимума и плос
кость траектории минимально отклоняется от экваториальной 
плоскости поля. Между этими двумя положениями существует 
еще два других, где г„ г2 и (£ также лежат в одной плоскости, 
но на различных сторонах относительно 6 . В этом положении 
$  обладает максимумом, эксцентрицитет имеет самое меньшее 
значение и плоскость траектории наиболее сильно отклонена 
от экваториальной плоскости. За время, втечение которого 
значение $  при одном таком обороте испытывает дважды ли
брацию, направление $  совершит только одно вращение, т. е. 
линия узлов плоскости траектории обернется один раз.

Описание движения электрического центра тяжести пути мож
но вывести непосредственно из уравнений (2) и (8) (для ф=0)^

Диференцируя (8) по времени и подставляя значение $  из.
(2), получаем:

г = е аА?[@((й)].
Это обозначает, что г всегда направлено перпендикулярно* 

к оси поля и что | г | пропорционально расстоянию электриче

ского центра тяжести к  оси поля.
Р |®|
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Таким образом электрический центр тяжести колеблется 
гармонически относительно оси поля (ср. § 37).

В случае наличия только одного магнитного поля, г, и г2 
вращаются вокруг оси поля в одинаковом направлении с равны
ми угловыми скоростями

I №я‘ ^ 2 тс I ® *
т . е. вся система совершает равномерную прецессию (JI а р м о р- 
-прецессия) относительно оси поля.

Наконец, в случае действия обоих полей векторы г, и г2 
вращаются вокруг различных осей. Этим нарушается простое 
соотношение фаз, которое мы имели в электрическом поле между 
оборотами линии узлов с одной стороны и наклоном пути и 
эксцентрицитетом с другой.

Наступает очень сложное состояние движения.
Особенно затруднителен тот случай, когда сферы, описывае

мые векторами г, и г2) пересекают друг друга, вследствие чего 
при соизмеримости частот вращения векторы г, и г2 прибли
жаются друг к другу произвольно близко, и,- значит, импульс 
вращения ^  делается произвольно малым.

Если же частота оборотов по эллипсу относится к обеим 
другим частотам, как отрицательные числа, то электрон подхо
д и т  к ядру произвольно близко.

Такие движения мы уже в силу наших основных положений 
исключили.

Правда, в дальнейшем, при выводе квантовых условий, мы 
увидим, что такие пути можно свести адиабатически к путям, 
характерным для эффекта З е е м а н  а или для явления Ш т а р к а, 
.исследованием которых мы занимались выше.

Перейдем теперь к рассмотрению энергии возмущенного 
движения и к установлению стационарных состояний. Под влия- 
.нием обоих полей @ и ф к энергии W0 невозмущенного движе
ния присоединяется -еще один член (3)

<15) W W . 1 G + 2 т с

Выражая г и $  по (11) через г, и ta, получаем 

да если по (13) ввести вектора и tt>m, то имеем:

(16) W t = К  (tt»e +  № J  +  t2 (tt>e — n>„) }.
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Определим теперь частоты у' и v*, как

(17) а .+ ю .

V -  12тг ЯЗЙ—№„

после чего энергия приводится к форме 

<18) —v' У' -{- v"
где У'- и J" имеют значения

J' 

J"=

1 2тс
2 ‘ Т  

L  В”
2 ' /С

COS ( t u tOe+ № w)  

COS (г,, to* — w j .

Поэтому в силу (6) и (10) можно написать:

(19)
- / '=  COS f o ,  m e rfH3m)

7 " = l -7 c o s ( ^ ,  tot —vom).

Так как »' и v ' в уравнении (18) постоянные, то из формы 
этого уравнения следует, что / '  и J" переменные действия, 
сопряженные к угловым переменным

®/=v' t  +  S'

Итак, все условия для периодичности § 15 выполнены совер
шенно, следовательно, величины J' и Л  определяются кванто
выми условиями .

J'= n'h
J" ~ n ”h.

Это обозначает, в несколько измененной форме, пространствен
ное квантование, в то время как по (19):

_ Л*
cos (г,, tt>,+1*0 = 2 —

__ ' л*
COS ( t s , —  №Я1)  =  2 ■ 

л
Квантовые числа r i и п”, как мы видим, на этот раз ограни

/  п п \  D . ‘ 
чены интервалом [— случае исчезновения магнитного
поля §  появляется вырождение, так как тогда

у ^ у "  —  V».
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Поэтому вместо / '  и JP вводится старая переменная дейст
вия Je—J ' + f  и получается

W t= v,'Je

в соответствии с прежними результатами. Совершенную анало
гию мы имеем при одном только магнитном поле

Если одновременно с конечным электрическим полем _вклю-; 
чить слабое магнитное поле, то оси вращения векторов и г3 
будут иметь почти противоположные направления. Из того 
факта, что при исчезающем магнитном поле сферы, описывае
мые векторами г, и г2, не могут сливаться (это обозначало бы 
при эффекте Ш т а р к а ,  что $ = 0 ) ,  можно сделать заключение, 
что они не пересекаются при слабом магнитном поле.

Однако при адиабатическом увеличении ф угол раствора 
сохраняется, и мы, наконец, приходим к точке, где сферы встре
чаются. То же получается, если исходить из конечного магнит
ного и слабого электрического полей. Оси вращения имеют 
при этом почти одно направление, и сферы не пересекаются, 
но при адиабатическом увеличении @ они в конце концов встре
тятся. Таким образом, мы можем траектории свести к таким, 
по которым электрон может подходить произвольно близко 
к ядру. Дать сейчас объяснение этому затруднению еще невоз
можно. Можно лишь предполагать, что J при рассмотренных 
нами здесь адиабатических изменениях не будет строго инва- 
риатна, так как мы все время имели дело с состояниями, при 
которых всегда были на лицо между частотами (нетождествен
ные) соизмеримости (случайные вырождения см. § 15 и § 16).

§  39. Проблема двух центров

Параболические координаты, в которых легко описать дви
жение электрона в водородном атоме, происходящее под вли
янием электрического поля методом разделения переменных, 
представляют частный случай эллиптических координат. Послед
ние допускают разделение переменных, вообще говоря, для 
движения одной точки, находящейся под влиянием двух непод
вижных силовых центров, притягивающих ее по закону Кулона. 
Удаляя один из силовых центров на бесконечность, увеличивая 
при этом соответствующим образом его силу, мы получаем слу
чай эффекта Ш т а р к а ;  эллиптические координаты переходят при 
этом в параболические. Если 2 с—расстояние двух неизменных 
точек F{ и F2, т о  эллиптические координаты S, q  точки связаны
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с ее расстояниями гх и г2 от этих неизменных точек посред
ством уравнений 4

г ,« с  (S-И!)

(1) Tr ^ 7 s rs= c(Z — ti).

Из этих уравнений очевидно, что всегда
(2) SSsl, — ls g r ^ l
и что поверхности const эллипсоиды вращения с большими 
полуосями и фокусами Ft и F2; далее видно, что поверхно
сти 7j=const представляют двухсторонние гиперболоиды враще
ния с 'расстоянием вершин 2 п j и теми же фокусами. Для одно
значного определения точки необходимо задать третью коор
динату, напр, азимут ? относительно прямой FXF2.

Запишем уравнение выше названных поверхностей вращения 
в цилиндрических координатах (г, % z), где FtF —̂ось z, а их 
начало делит отрезок FtFs пополам. Тогда мы имеем

<5*2 *-2

S2 г  1 

22
ij2 1—13*

Из этого следуют уравнения перехода
z*a=c2S2 if

(3) r2=c®(52— 1)(1—if).

Сейчас мы покажем, что „проблема двух тел“ в этих коор
динатах допускает разделение переменных. Потенциальная энер
гия электрического заряда—е, притягивающегося двумя поло
жительно заряженными точками, равна:

U -

следовательно, в эллиптических координатах:

(.4) U =  — [ (2 ,+ Z 3) I (Z.-f-Z,) ■*]].

Кинетическая энергия T  (г2 -j- r2<p2-|- s2) в силу вытекаю

щих из (3) соотношений:
k=c (Ц+£»))

\ 5 2— 1 1— г?)
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получает форму:

(5) ) ( ^ “ 1- + ! ^ )  +  ( ^ -  1) (1 — 'Iй)Т2 ] •

Соответствующие импульсы, сопряженные с координатами S, щ, у, 
равны:

. £2_у2
Л  =  t fSIlj

• S2— 't?(6) ^

jP¥ = т с 8ф(1г— 1) (1—г/2).

Выражая Г через координаты и импульсы и прибавляя по
тенциальную энергию, находим функцию Г а м и л ь т о н а  

н - ] -  

(7) -  ~ \(Z y+ Z 2) $ - ( Z - Z 2) r;jj=U 7.

Отсюда нетрудно заключить, что наша задача легко решается 
разделением переменных. Для трех импульсов находим:

р6 =  / 2 m ^ W )  / —А —В,

(В)

р-,< =  V 2тсг (— W )у~ “5 —A—B2ni+Crf+B2rf—tj4

р9 = const,

где С—произвольная постоянная и Ви Вг имеют значения:

А — С +  1 = /V
Чтс\— W)

I п\ о _  ^  (^l+Zg)(9) " 1“

р  _  g 8 ( Z j — Z 2)
2 — <;IF •

Перейдем теперь к исследованию возможных типов траек
торий, причем ограничимся отрицательным W  и це будем учи
тывать отдельных предельных случаев. Не станем также вда
ваться в подробности доказательств.
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I. П у т и ,  л е ж а щ и е  б о д н о й  п л о с к о с т и  с ц е н т р а м и 1. 
В этом случае р?= 0, следовательно, А — С +1 — 0 и £=1, 

т)= +  1 представляют нулевые точки подрадикалышх выражений 
в (8). Будем отличать следующие случаи: *

1. Подрадикальное выражение р̂  для £ > 1, вначале положи
тельно, затем 5 в пределах U= 1 и I —£шах испытывает либрацию.

aj Подрадикальное выражение р , во всем интервале ( — 1, 1) 
положительно. Путь находится в!пределах эллипса £=£тах (рис. 33).

Ь) Подрадикальное выражение для рч обладает в интервале 
(—-1, 1) одним нулевым положением. Тогда траектория распола
гается в некотором двухугольнике, ограниченном эллипсом S=Emax 
и гиперболой yj= const (рис. 34j.

Случай наличия в (— 1, 1) дальнейших двух нулевых положе
ний здесь не имеет места.

2. Подрадикальное выражение при для 5> 1 вначале отри
цательное, а затем принимает в интервале -(Emin, Emax) положи
тельное значение; тогда Е испытывает в этом интервале либрацию.

Подрадикальное выражение р , в этом случае должно быть 
положительным на всем интервале (— 1,1). Кривая находится 
между двумя, эллипсами E =  Emin И Е=Етах. (рис. 35).

II. П у т и ,  не  л е ж а щ и е  в о д н о й  п л о с к о с т и  с ц е н 
т р а м и  2.

Подрадикальное выражение при р* в лучшем случае поло
жительно в интервале (Emin, Emax), не достигающем Е=1. Подра
дикальное выражение для р ч также точно при ч =  ± 1  отрица
тельное; в интервале (— 1, 4 *1) оно может иметь две или четыре 
нулевые точки. Наконец р9 отлично от нуля и <р вращается во
круг линии соединения центров (рис. 36, 37).

1 Подробное излож. см. С. L. C h a r l i e  г, Die Mechanik des Himmels, Bd. 1, 
Leipzig, 1902. Ill, § 1 (S. 122).

* См. V. P a u 1 i jr., Ann. d. Physik, Bd. 68, S. 177, 1922, II, § 6.
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Во всех случаях, где вообще возможны движения, она дви
жется в кольце между двумя гиперболоидами вращения и двумя 
эллипсоидами вращения, ось которых проходит через центры 
(рис. 36, 37).

В случае кратных корней гиперболоиды или эллипсоиды могут 
совпадать; не исключена также возможность наступления огра
ниченных движений.

Описанные здесь области заполняются без пробелов, если 
движение не имеет совершенно периодического характера. В 
обоих случаях 1,1  а и b движущаяся точка подходит к сило

вым центрам произвольно 
близко.

П а у л и 1 и Н и с - 
с е н 2 попытались при
менить эту проблему 
двух тел к вычислению 
положительного иона во
дородной молекулы. Он 
состоит из двух ядер с 
зарядами + е  (следова
тельно Zx= Z 2=  1) и одно
го электрона. Вследствие 
большой массы ядра в пер
вом приближении можно 
движением его прене

бречь. Поэтому первый шаг состоит в вычислении движения элект
ронов при произвольном расстоянии от ядра; затем расстояние до 
ядра определяется так, чтобы при условии постоянства перемен
ных действия движения электронов ядро находилось в устойчивом 
равновесии. При этом оказалось, что этими условиями однозначно 
определяется конфигурация минимальной энергии, т. е. нормаль
ное состояние (тип на рис. 36, при равнозаряженных ядрах кар
тина симметрична). Для нее можно вычислить не только значение 
энергии, но и колебания ядра, возникающие во время возмуще
ний. Но опыт показал, что значения, полученное этим путем, не 
соответствуют результатам измерений напряжений ионизации 
и возбуждения. На этом основании мы не станем подробнее 
останавливаться на этой модели Н2+. Где лежит корень непра
вильности теоретического вывода, пока еще не ясно. В даль
нейшем мы увидим, что исследование атомных проблем по
средством классической механики всегда приводит к неправиль
ным результатам в тех случаях, когда мы имеем дело с ббль- 
шим числом электронов, чем в проблемах трех или многих тел. 
Вероятно, и здесь на основании малых отношений электронных 
и ядерных масс нельзя искусственно сводить проблемы многих 
тел к проблеме одного тела.

Рис. 36. Рис. 37.

1 W. P a u l i ,  loc. cit.
* К. F. N i е s s е п, 1ос. cit.
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ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ

ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЯ
§ 40. Значение теории возмущения для атомной механики

Возвращаясь к рассмотренным нами в предыдущих парагра
фах моделям атомов, мы замечаем, что каждый раз приходи
лось здесь иметь дело с движением одного электрона. Результат 
нашего метода показал нам его состоятельность (он состоял 
в описании движений по законам классической механики и от
боре стационарных движений посредством квантовых условий). 
Теперь перед нами возникает задача исследования свойств 
атомов, обладающих множеством электронов. Эту задачу мы 
будем решать аналогичным путем, а именно: решив сначала 
проблему многих тел, приступим к установлению квантовых 
условий. Известно, какие затруднения представляет уж е в астро
номии проблема трех тел; здесь же обстоятельства складыва
ются еще более неблагоприятно. Это объясняется тем, что в не
бесной механике возмущающие силы взаимодействующих планет 
крайне малы по сравнению с притяжением каждой из'них солнцем, 
в то время как в атомной механике сила отталкивания двух 
электронов того же порядка, что и сила притяжения их ядром. 
Далее, в астрономии при вычислении движения оперируют 
с временем порядка двух сотен или тысяч лет (периоды), в то 
время как в атомной теории имеют дело только с многоперио
дическими движениями, процессы протекания которых для лю
бого времени можно представить в виде ряда Фурье. Ввиду 
наличия больших аналитических трудностей, может сложиться 
мнение, что таким путем невозможно вообще хотя бы и сколь
ко-нибудь пролить свет на структуру атомов периодической 
системы. Но цель исследований этой главы будет состоять в том, 
чтобы показать, что эти затруднения не являются решающими 
затруднениями. Наоборот, было бы очень странно предполагать, 
что природа прячет себя от человеческого познания именно за 
аналитическими трудностями проблемы многих тел. Атомная 
механика преодолеет эти недостатки, возникающие вследствие 
равного порядка действующих сил, благодаря ее отличию от 
небесной механики, а именно в силу требуемого квантовыми 
условиями ограничения возможностей движений. Развивая систе
матически теорию возмущения, мы покажем, что именно про
стейшие типы путей наиболее достопримечательные в квантовом
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отношении, в то время как в астрономии они исключаются из 
рассмотрения. Таким образом, у нас есть возможность исследо
вать все атомы периодической системы в том порядке, как они 
в ней расположены. Так именно и пытались исследовать с по
мощью вычисления возмущений сперва самый простой атом 
гелия, состоящий из одного ядра и двух электронов, а затем 
следующий и т. д.

Но успех был всегда отрицательный; отклонения вычисленных 
данных от найденных экспериментально были настолько больше, 
что трудно было эти отклонения объяснить' неточностью по
становки опыта. Следовательно, здесь вскрывается принципи
альная несостоятельность основных положений нашей атомной 
механики.

Еще тогда, когда мы устанавливали эти основные положения 
(§ 16), мы указали на их провизорный характер; он обнаружи
вался^ в первую очередь, в том, что теория вводила величины 
напр., частоты вращений, расстояния и т. д., которые, по всей 
вероятности, не могут быть наблюдаемы. Далее, явления дис
персии показали, что система не вступает в резонанс с внешним 
переменным электрическим полем при частоте (tv), вычисленной 
по классической механике, но что она подчиняется в этом отно
шении частотам v, вычисленным квантотеоретическим путем 
и соответствующим квантовым скачкам. Наконец, в процессе 
наших изысканий мы часто встречались с такими случаями (экс
периментально установленными), где наши основные теоремы 
оказывались непригодными, напр., появление „половинных" кван
товых чисел, явление мультиплетов, эффект Зеемана и др. По
этому мы будем рассматривать изложенную здесь атомную 
механику только, как первый шаг к окончательному изложению, 
шаг, исключающий постепенно все неверные представления и спо
собствующий приближению к истине. Для этого необходимо 
действительно пройти до конца намеченный путь и проследить, 
к чему приводит последовательное применение классической 
механики совместно с квантовыми условиями. По этой причине 
мы приводили здесь подробное изложение теории возмущения, 
охватывающей все квантотеоретические допустимые случаи; ниже 
мы покажем несостоятельность этой теории при исследовании 
гелия. ' '

Мы надеемся, что этот труд не будет напрасным; мы пола
гаем, что, благодаря этому широкому изложению теории воз
мущения, наряду с отрицательными результатами будет поло
жено основание для истинной квантовой теории, которая может 
объяснить связь совокупности электронов1.

1 Первые применения теории возмущения в атомной механике мы находим 
в следующих работах; N. B o h r ,  Quantum Theory of Line—Spectra, Part I, И, III» 
Kopenhagen 1918. и 1922.

N. B o r n  u. E. B r o d y ,  Zeitschr. f. Physik, Bd. 6, 1921.
P. S. E p s t e i n ,  Zeitschr. f. Physik, Bd. 8, S. 211, 805, 1922; Bd. 9, S. 92,1922.
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§ 41. Возмущение невырожденной системы

Уже проблема трех тел, а тем более проблема многих тел 
принадлежат к таким задачам механики, решить которые не
возможно с помощью разделения переменных; и вообще говоря, 
решаются они трудно. В таких случаях пользуются методом 
последовательного приближения. Этот метод применим, если 
в функцию Г а м и л ь т о н а  можно ввести параметр X так, что- 
она для >.==0 переходит в функцию Г а м и л ь т о н а Я 0 некоторой 
проблемы, решаемой способом разделения переменных. Кроме 
того, ее можно развернуть в ряд

сходящийся для достаточно большого интервала значений ко
ординат и импульсов.

Проблемами этого типа занимается небесная механика, поль
зуясь при этом приводящими к решению методами, носящими 
общее название теории возмущения. Дополнительный член 
Х//,+Х2/ / 2+  ••• можно рассматривать, как член, обусловленный 
„возбуждением“ движения, "определяющегося членом Н0. Кван
товая теория рассматривает многопериодические решения проб
лемы движений. Методы, которыми мы в дальнейшем будем 
пользоваться для решения этих проблем, в основном будут 
являться методами, изложенными подробно П у а н к а р е  в его- 
работе „Method.es nouvelles de la mecanique Celeste", 3 тома,. 
Париж, 1892— 99).

Под решением мы понимаем здесь, как всегда, нахождение 
функции действия S, дающей канонические преобразования

что сводит первоначальные координаты и импульсы к угловым 
переменным и переменный действия. Предположим, что проб
лема невоз пущенного движения решена, и далее допустим, что* 
это движение является невырожденным. Таким образом мьг 
предполагаем, что между частотами невозмущенного движения 
не существует никаких целочисленных соотношений формы

ни тождественно между переменными действия Л , ни для част
ных значений Л, характеризующих исходное движение.

Введем теперь угловые переменные илеременные действия 
w l,J l невозмущенного движения, как определяющие элементы 
в функции Г а м и л ь т о н а  возмущенной системы. Они прини
маются здесь уже не в качестве угловых переменных и пере-

(1) Н ~ Н 0+ 1Н 1+ Ш 2 +  • . .

(2) (У'т) = у Д ,4 - . . .  -fV/T/ = 0
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женных действия, а как канонические переменные. Более того, 
<из канонических уравнений

>о дН  •„ дН
k Л о» — ЛТ0dwk dJk

непосредственно видно, что Л  зависят от времени и что w l 
'больше не являются линейными функциями времени. Для Х =  0, 
Н  переходит в функцию Г а м и л ь т о н а  Н0 невозмущенной сие
сте мы, зависящую только от Л :

Я 0(Д  Д. . . ) .
Угловые переменные и переменные действия возмущенной 

системы для Х=0 так же точно переходят в таковые невозму
щенной системы.

Для того, чтобы их отыскать, определим производящую 
функцию канонических преобразований S(w'), J)

j0 dS dS
( ) k ~ d w l  Щ ~д.1ь '
переводящих переменные w°, P  в новые переменные w, J. При 
этом необходимо выполнение следующих трех условий (ср. § 15):

(A) координаты положения системы суть периодические функ
ции wk с простым периодом-1,

(B) Н  переходит в функцию W, зависящую только от Jh.
(C) S*~-S— периодична относительно w k с периодом 1.

к " ‘ 
Следовательно, прямоугольные координаты системы пред

ставляют функции w l и w k, т. е. периодный параллелепипед 
w°k - пространства отображается в такой же w k - пространства. 
Если не принимать во внимание произвольного целочисленного 
линейного взаимного преобразования w h с детерминатом + 1, то:
(4) да&=да*+периодическая функция w l (периода 1).

Из этого и из (С) мы можем сделать заключение, что ц 
Jk — также периодическая функция w t с периодом 1.

к
Наоборот, полагая S — периодической функцией отно-

к .

сительнно w°k с простым периодом 1, из
dS

Щ* dJt
•следует уравнение (4), а значит и периодичность S*. Ввиду 
того что координаты положения системы мы заранее задавали, 
как периодические функции wl, то они будут также периоди
ческими функциями Следовательно, имеют место условия 
(А) и (С).
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Развернем искомую функцию S  также по X
(5) S = S 0-|-XS1-f-X2S2-j-. . .

При этом S0 является, производящей функцией тождествен
ного преобразования, следовательно (ср. § 7) имеет вид

<б) s ^ w i j , .
к

и Su S2. . .  периодические относительно w%.
Наоборот, любая-функция 5, обладающая этими свойствами, 

приводит к переменным, удовлетворяющим условиям (А) и (С). 
Подставим разложение S  (5) в уравнение Г а м и л ь т о н  а-Я к о б и 
возмущенного движения ' *

<7> < з | )
и развернем также W  по X:

W =  W0 (J )+ lW l (J )+ V W 2(J )+ '‘ :
Сравнение коэфициентов равных степеней X дает некоторое 
число диференциальных уравнений.

Во-первых получаем
(8) H0(J )= W 0(J),
т. е. W0 получается из энергии невозмущенного движения, если

тО fзаменить Jk на У*.
Мы будем называть W0 н у л е в ы м  п р и б л и ж е н и е м  э н е р 

г и и .
Уравнение для первого приближения мы получаем, уравнивая 

множители при X.

<9>
к

где У/0(У) и / / ,  (w°, У) нужно понимать так, что в H0(J°) и 
H l (w°, J°) при неизменной форме функции У0 заменено на У. Из 
этого уравнения можно определить обе неизвестные функции

и Si. ...
Ввиду того, что Si должна быть периодическая относительно 

w i, то среднее значение суммы (9^ распространенной на единич
ный куб ад0-пространства или по невозмущенному движению 
во времени, равно 0. Тогда из (9) следует

(Ю) ' WX(J) = 7
где H t также усреднено по временному изменению невозмущен
ного движения. Таким образом, мы имеем для W1 выражение,

251



полученное из вычислений вековых возмущений, хотя здесь были 
сделаны совершенно другие допущения, а именно, что невозбуж
денное движение не есть вырожденное. Здесь мы также-можем 
высказать следующую теорему: энергия возмущенного движения 
в первом приближении равна энергии невозбужденного движения, 
увеличенной на среднее по времени значение первого члена функ
ции возмущения по невозбужденному движению. Итак, для опре
деления энергии в этом приближении достаточно только знание 
невозмущенного движения.

После вычисления (J ) для S, мы имеем уравнение

где знак ̂  над Н г поставлен для того, чтобы не путать этой 
функции с ее средним значением

Hi мь! будем сокращенно называть „периодической частью" / / , .  
Ее можно записать в виде ряда Ф у р ь е  с постоянными членами 
(что помечено индексом при знаке суммы).

то неизвестные коэфициенты Bz (J) можно выразить из (11) через 
известные А: (/). Тогда получается

При этом здесь не исключена возможность появления произ
вольной функции, зависящей только от Jk. Для угловых перемен
ных движения в нашем приближении мы получаем

(11)

H i =  H t — Я ,.

/ / , - 2 'Лт (J) е2” (та,,)*

Если представить также в виде ряда Ф у р ь е

х

2т (у°г) Bz (J) —A t(J)>
где мы положили

Следовательно, v®( /)  из ч а с т о т п о л у ч а е т с я  благодаря тому, 
что вместо У* мы подставили Jk.

Так.мы получаем решение (11)

Т

dSj'ti'0/)



из чеУо находим w k, как функции времени. На невозмущенное 
движение накладываются малые периодические колебания, ампли
туды которых — величины порядка X, следовательно пропорцио
нальны возмущенным силам, между тем как частоты, от которых 
невозмущенное движение отклоняется мало, равны

(15) vfi==v°+x dh \

Для Jk мы имеем

(16) Jk—Jk 4 ~Х-

dJk ' 

d.Sl (w°J)

т. e. и постоянные Л  в невозбужденном движении испытывают 
малые колебания с амплитудами величин порядка I. Так назы
ваемые вековые возмущения отсутствуют, т. е. изменения по
стоянных в невозмущенном движении имеют порядок их собствен
ных величин, что мы имели в случае вырождения невозмущен
ного движения (ср. § 18j.

Нужно отметить, что предположение невырожденного харак
тера невозмущенного движения является необходимым допуще
нием, в противном случае выражение (13) не имело бы никакого 
смысла, так как некоторые из знаменателей (xv°) исчезали бы. 
Но мы видим далее, что и при отсутствии такого цырождения 
знаменатели могут быть бесконечно малыми, если только выбрать 
соответствующим образом числа т , . . .zf. И это возможно бесконеч
но часто, если % изменяются о т — сю до оо. Этим самым ставится 
вопрос о сходимости ряда Ф у р ь е  (13), но к нему мы вернемся 
еще в конце параграфа, а теперь будем продолжать пока фор
мально-приближенное исследование.

Из (7) посредством сравнения коэфициентов получаются 
дальнейшие диференциальные уравнения, из которых мы приве
дем здесь второе (коэфициент при X2) и я-тое (коэфициент при Xе):

dJh dw l 2 l 2 \  k k,j

fPH, dSt dSl
dJt dJs dwl dw°

-b

( 17)
2 'dHodS^

j dJk dw°k 
k h, j

Y  i д*н0 у
Z j2 !  dJ„dJf Z j
k, j  p+ g-

Y  1 d*H0 \
7  \ 3! d/ 4 dJj &Jt 2 j  dw l dw)

d S ^ d S q , 
,0 i~.fi '

p \ q \ r —n

dwl dwj
p+q=n

dS„ dSn dS, 
dw°
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______ дпН0 dSt dSn
__  n\ dJk
k ...kr.

(18) +  • • • +  ^  n[ dJk dwl' • • ‘ dw°n

V  дНл  dSn-г  '
2m dJk dwl ' ' '

, V  1 сИ-W j dSt dSn-х ,
T  ▼ “ n * • • /Г “T* • • *

Z j  (n — l)\dJh . .  .dJkn_x dw^ dwttt_x
ky kn~l ~ ’

+ y ~ f = - 1^ + H n= w n (J).oJh dwkк
Все уравнения можно записать в форме

(19) V d-^ f  ^ = W J J ) - O n(w°J),
/  \ OJk OWk к

где"Ф„— известная функция, периодическая относительно ад® 
и Sn и Wn— искомые функции. ' .

Поступая здесь так же, как мы делали и прежде— усредняя 
по изменению невозмущенного движения во времени, мы имеем

(20)
и 0 dSn _

<21> 2 ‘ (У)^
к

где Ф„ обозначает снова „периодическую часть" функции Ф„. 
Если написать и здесь правую сторону в виде ряда Ф у р ь е

т

в котором нет ни одного постоянного члена, то интегрирова
ние (21) дает 

< 2 2 >

Этим и решается формально поставленная задача. Для того, 
чтобы точнее изучить наш метод исследования, проведем вычис
ления, выражая W2 через коэфициент ряда Ф у р ь е  для функции 
возмущения. По (13) имеем

С — 1 Р Ш <-w«)
Z j 2w‘ ^ ° )  ’X
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где Лт —коэфициенты ряда Ф у р ь е  для Я , и член т , =т2= . . . =
— 'Cf—O отсутствует. Уравнение (17) запишется теперь следующим 
образом: .

v8 У У
* ' dJkJ£ j j / j  (ту0) (ov°)

k , j  т о

+2 2Т г *
Л т

Усредняя, получаем W2 

1 V '  Ат Л_т V IV V dA rTjA -* -

2 i  Z Z i '■ a s " w  + "* "
k f j  X k  T

вследствие чего можно написать

«  « Н Я 2 'Ш )Т ^

или (что то же самое, случай (tv0) — 0  исключается)

Л А П
\  (ту0)7(24) г , = Н ^ 2 2 Т,» Г

(tv “) > 0  k

Перейдем к вопросу о сходимости полученных этим путем 
рядов.

Первым долгом нужно решить, нарушает ли сходимость ряда 
факт малости знаменателей ( t v 0 )  или это компенсируется такой 
же малостью числителей. Б рунс1 показал, что решение этого 
вопроса вполне зависит от теоретического характера отноше
ния частот v,°: v2° : . . . :  v̂ °. Он установил следующее положение* 
те значения периодов v4°} для которых ряди абсолютно сходятся, 
и те значения, для которых ни один из отдельных членов ряда  
не равен нулю, располагаются произвольно плотно. Если \ к° будут 
функции Jt, то из этого следует, что функция S, построенная 
по нашему методу, не является непрерывной функцией Jh. Но» 
так как, с другой стороны, эта непрерывность должна всегда 
предполагаться для того, чтобы уравнения Г а м и л ь т о н а  удов

* 4 дН летворялись в силу (3) и /* =  const, w k =  1-\- const, то отсюда

1 H. B r u n s ,  Astr. Nachr., Bd. 109, S. 215, 1884; C. L. C h a r l i e r ,  Mechanik 
des Himmels, Bd. 2, S. 307, Leipzig, 1907.
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•следует, что наши ряды не обязательно должны описывать 
совершенно точно движение даже и тогда, когда они непосред
ственно, сходятся. Эти результаты исследований Бруна были 
дополнены работами Пуанкаре1.

Такие дополнения выразились в следующем:
Исключая некоторые частные случаи, даже и при условии 

малости функции возмущения, вообще говоря, невозможно стро
го описать движение во времени возмущенной системы посред
ством f -кратных сходящихся рядоз Фурье, и также нельзя 
вводить постоянные во времени величины Jk, служащие для 
определения квантовых траекторий.

По этой причине нам не удалось до сих пор доказать устой
чивость системы планет, т. е. доказать, что взаимные расстоя
ния планет и их расстояние от солнца остаются всегда в пре
делах конечных неизменных границ и тогда, когда мы оперируем 
с  бесконечно длинными промежутками времени.

Хотя в нашем приближенном способе вычислений мы и не 
пользуемся сходящимися, строго говоря, рядами, однако, этот ме
тод в небесной механике стал очень распространенным.

Если пользоваться ими с нужной для нас точностью, т, е. 
останавливаться н а . соответствующем для нас члене, то с по
мощью их можно опйсать достаточно точно движение возму
щенной системы, хотя и не для произвольно больших проме
жутков времени, но практически очень продолжительных.

Уже из этого видно, что таким путем невозможно обосно
вать факта абсолютной устойчивости атома. Но мы не ста
нем останавливаться на этих затруднениях и в качестве опыта 
произведем вычисление энергии с той целью, чтобы проверить, 
сходятся ли и здесь результаты вычислений с данными опыта, 
жак это имело место в небесной механике.

§ 42. Применений к агармоничному осциллятору

В случае только одной степени свободы можно всегда найти 
решение уравнений движения с помощью квадратуры (ср. § 9); 
■но часто это достигается простым методом приближенного вы
числения, рассмотренным в § 41.

Возьмем в качестве примера исследованный уже нами элемен
тарным способом агармонический линейный осциллятор при 
условии малого отклонения от гармоничности. Его функция 
Г а м и л ь т о н а  имеет форму:

(1) h = h 0+ i h 1+ v h 2+ . . . ,

1 Н. P o i n c a r e ,  Mdthodes nouvelles de la mecanique celeste, Paris, 1892—99, 
Bd, I, Кар. V.
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H ^ b q \

Угловые переменные и переменные действия гармонического 
осциллятора невозмущенного движения мы получаем (ср. §7) с по
мощью канонических преобразований при наличии производя
щей функции

V (q, w 0)— w° q2 ctg 2 tt <в° 

посредством уравнений

Q= ] / ~  tn— sin 2пш°; p. - l /  — '— cos 2it®°.
У т:чгт V я

Выражая H  через w° и J°, имеем:
/ / c= v ° / ° ....................................................(2ftV® =  a>®)

(3) Н. =  а \ /  sin3 2тсда°

/ т \ а 
# 3= 6! sin4 2 «и>°.

dSТеперь определим WX(J) и из уравнения (9) § 41, а именно:

(4) W X = H, =  О
я с а  /

(5) - sin3 2 ^ ° .
v |/ 7ttu°/ra

Отклонение от гармонической связи по виду энергии уста
новить нельзя, но зато движение получает дополнительный член, 
обусл явленный наличием 5 Х

Чтобы получить дополнительную энергию, продолжаем наши 
вычисления.

Из уравнения (17) § 41 мы находим
dS2 , дНг dSt



Вычисления дают
« г  15 ,  Р  , 3  fc Р, . ||72—-----—• а ---------—----- г ‘к- b ------- —----- .

V ) 4 (211)® v° т3 (2т:)4 v° /л®

Член пропорциональности а2 вполне отвечает нашим преж
ним результатам (9) § 12.

Из (5) мы можем также вычислить отклонения влияния от 
гармонической связи. Получаем

а / 2 /3 Г 1 2 1
V') =  “  -rrg—zis -к- sin2 2r,w°cos 2itw°-f cos 21Ш0

(2k) V V° \ m 1 6 6 J

w aio-|------- - — у-— тг (sin2 2zw° cos 2«w° ~ 2 cos 2im>°),
0J (2 я )У >  / m

№ ^  ,  Х а , /  J 8 . „ . 0>/°= 3—7Г =  / ------ 1/  , ,  — sin8 Ы w°.dw° v° V 2its v°m

Решая первое уравнение относительно w° и делая подстановку 
значений w°, J° в уравнение

<? =  1/  — ^ г —- sin 2п®^ р 2и* v°m -

получаем посредством элементарных вычислений результат (11)
§ 12: ___,___  ' '

/  ./ J(8) Q—Л/  о ъ п— sin 2"^' — Ха --------- -— (3-4-cos4тсте»).
г 2rfv°m (2iu )* /in‘

В качестве более сложного примера приведем еще вычисле
ния пространственного гармонического осциллятора или любой 
системы связанных осцилляторов \  Функция Гамильтона для 
него запишется:
(9) Я = Я 0+ХЯ1+Х2Я 2 + . . „

, ,  Jn (  1 2 . т о2 .
Н° ~ £ \ Ш р к + 1Гщ Чк

где
(1C) Нх<=* ^akql+^akjqlqj - f  £  amqkqj qx

к kj kjl

* M. B o r n  ii. E. B r o d y ,  Zeitschr. f. Physik, Bd. 6, S. 140, 1921.
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Я г— fokjqhoj -\-bhf qlqj)+
к

+^Hjiql Qj qi +*£bnjimqk Qj qt qm.
kjl kjlm

При этом необходимо сделать оговорку, что различные ин
дексы обозначают различные числа 1, 2

Сауо собой разумеется, коэфициенты обладают теми же 
свойствами симметрии, что и произведения q.

Будем считать, что v* несоизмеримы.
Введем первым долгом угловые переменные и переменные 

действия w°, тогда

В виду того, что Ht полином нечетного порядка дп, имеем

Чтобы вычислить W2, необходимо отыскать коэфициент ряда 
Фурье Лт от Н х.

Пользуясь тождеством

4 sin a sin р sin т = — sin(a-fp+ Y )+ sin (— a+ P + T )+ sin  (а — Р + т )+

+ J _ S am QkQ. jQi [— sin (?*+?? +'И) + 3  sin (¥ft+ipy — 4i )]•
4 w  ^Располагая затем это выражение рядом Фурье, получаем

*=/
и для / / „  Нг полагается

(П)

+ sin  (й+Р — If), 
преобразуем Нг в ряд Фурье. Итак получаем

(12) a„Ql{—sin 3<pA>4-3sin <pft) +

+ - r S  a-vQlQA— sin )+ 2  sin <f, + sin  (2fk — %■)] +
4 ki

(13) Sin (к?)= £ A T e ^ \
где

(14)
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Окончательно для коэфициентов получаем

Вт =

* J остальные х равны 0),

А Q* '

r a*jQ*2Qj

3 .
2~ akji Qk Qj Qi

2 Q* Qj 
о

Из

(x*~3,
остальные t  равны 0)

( t4 = 2 , t, =  1, 
остальные t  равны 0)

K ~ 2, ^ = - 1, 
остальные t  равны 0)

('Г*=тг.= т,=  1,
остальные т равны 0),

1? ъ =  Ь
остальные т равны 0)
(во всех остальных случаях).

1

(15)

A t!

|А, |2= А  А-т =  1- —  

(3fl* V + 2£ a ^  Q / Qt)» (|т*! =  1,

имеем:

A*j~ 64 G*/

о
По (23) § 41 получаем:

все остальные т равны 0 ) 

( Ы = 3 ,
все остальные т равны 0)

( К 1~ 2> =
все остальные -с равны 0),

все остальные т равны 0) 
(во всех остальных случаях).

не» w , = 4 S k ® Ч 2 ь , л ° ' ~ 2 Ш + д & ) '8 / J
п

1к/

Hi
2

К — уТ
4v°6

д К ,<ЗА
* ал

О Г-1!М I ,
' dJ, )

____L___  дАк1,  1 1дМ ы. д \ ч  dAkJ, \ l
vofve+vo ау, v£+v; —v« i ал + ау, ау, j j ;

Hjl
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.Величины Qk~~ первого порядка относительно J, величины А — 
третьего и, следовательно, W t— квадратичная форма Jk.

Вследствие этого общую энергию можно записать следующим 
образом:
(17)

Щ
vt? вичисляются из (16).

Легко видеть, что наши- вычисления делаются непригодными 
даже в этом приближении в том случае, когда имеет место 
хотя бы одно из следующих соизмерений:

т. е. если частота невозмущенной системы равна удвоенной 
другой частоте или сумме двух других частот.

Формула (17) находит применение в теории термического 
расширения твердых т е л 1 и в теории полосатых спектров 
многоатомных молекул2.

§ 43. Возмущения собственно вырожденной системы
Если частоты v° невозмущенной системы связаны между собой 

целым линейным соотношением, то известные знаменатели чле
нов в рядах § 41 превращаются в нуль, и наш метод делается 
непригодным. Рассмотрим вначале случай собственного вырож
дения, т, е. предположим, что частоты у0 невозмущенного дви
жения связаны между собой тождественно относительно J° со
отношением

(xv°)- 0.

В этом случае угловые переменные и переменные действия 
w% J°b можно преобразовать так, что они переходят в новые 
невырождающие переменные w0o, Л  и вырождающие w°p, (v®—0)

(а =  1, 2 . . . s ;  p = s + l  •••/}•
Тогда Н0 зависит только от Л  (§ 15).
Введем функцию

S =  >514-Х-е S2-(-.. .
к

Делая подстановку в уравнение Г а м и л ь т о н а - Я к о б и  
(7) § 41, мы скова приходим к уравнению (9). Но при следую
щем затем усреднении по невозмущенному движению Н1 (w l)) 
остается зависимой от w p°. Таким образом непосредственно

1 См. литературу М. Bor n ,  Atomtheorie des festen Zustandes, Leipzig, 1923 
Encykl. d . math. Wiss. V. 25, § 29 f.

* M. B o r n  u E. H i i c k e  1, Physikal Zeitschr, Bd, 24, S. 1, 192B. M. B o r n  u 
H e i s e n b e r g ,  Ann. d. Phys,, Bd. 74, S., 1924.
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применять наш способ исследования мы не можем, С физиче
ской стороны это объясняется тем, что переменные да0, /°, входя
щие в угловые переменные и переменные действия w, J возму
щенного движения, далеко еще нельзя определить, зная невоз
мущенное движение. Благодаря их вырождающему характеру 
можно вместо / р° посредством подходящего выбора системы 
координат ввести другие вырождающие переменные действия, 
которые не будут уже целочисленно связанными с теми пере
менными.

Итак, нашей первой задачей является отыскание (вместо 
и>р°,./р°) переменных w f°, / р Для этого мы воспользуемся уже 
рассмотренным прежде методом вековых возмущений (ср. § 18). 
Он состоит в отыскании преобразования ® ° i°—»те>°7° с таким 
расчетом, чтобы первый член усредненной по невозбужденному 
движению функции возмущения зависел только от /°; при 
этом предполагается, что Н у не тождественно нулю. К случаю, 
когда оно тождественно превращается в нуль, мы еще вернемся 
ниже. Нам предстоит теперь решить, как это было выше (§ 18), 
уравнение Г а м и л ь т о н  а-Я к о б и:
(1) Ну (/«; wl, У«) -  W, (7«).

Этот вопрос был уже нами подробно рассмотрен в § 18. 
Если он решается посредством разделения переменных уравне
ния (1), то мы приходим к новым угловым переменным и пере
менным действия wj>, J°k. Пусть

i(® № )к
производящая функция преобразования, тогда

.7°=.7”; +« о.1 р р «
р

■w0—^  ; w0= n P -f 
J  ‘ дЛ  р р ' дЛ°,

Введем теперь w i l l  в функцию Г а м и л ь т о н а  нашего дви
жения

(2) H ~ H 0(7l)+ l и\ (W% У|) + 1*нг Й ,7 | )+  ....

и отыщем подобно тому, как мы этот делали в § 4, произво
дящую функцию _

.........
•S=S04-XS1-)-X2,S2+  . . . .

канонического преобразования, переводящего переменные 
в угловые переменные и переменные действия w v Jk возмущен
ного движения. .......
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Если вместо w% J°k написать снова w%, У®, то мы придем опять 
к уравнениям (9) (17) и_вообще к (18) § 41. Решение дается не
много иным путем вследствие того, что величины исчезают.СЛ/ р

Решив уравнения (11) § 41:

(3) \ дИ° И

где Н х—Нх — Нх — периодическая часть|функции Я „  мы видим, 
что S j — аддитивная функция Rt — остается неопределенной/за
висящей кроме Jh еще и от w°.

Определим ее в первом приближении. Функция St имеет вид
(4) 5 ^ 5 , 0 + ^
где S ,0 — есть известная нам функция.

Подставляя теперь это выражение в уравнение (17) § 41 пер
вого приближения

/г\ у  ая0 as2 V I  . V  HfL j, И _ ,у/ , Л
• а Л  ^  2 аУ^а/, d w \ dw°. 2 ^  2 2'" ^

a kj к
мы видим, что члены, содержащие 5,°, можно рассматривать, как 
известные величины, в то время как члены с R1 еще неизвестны 
и (17) § 41 принимает форму

^  Р (J2/ /
Необходимо отметить, что коэфициенты ту  Л  квадратиче-

oJjpJ j .
ской формы в диференциальном уравнении только тогда отлича
ются от нуля, когда /* и J/ принадлежат Ja . Из уравнения (6) 
можно отыскать W2(J), /?, и часть 5 2° функции S2.

Обозначая одной чертой среднее- значение по единичному 
кубу «^-пространства и двумя штрихами среднее значение по 
единичному кубу общего ж^-пространства, получаем:
(7)
Далее

у а я ,  dRt ^
(8) 2 л  а л  а®” ’
где р • _ .—

Ф =  Ф ~ Ф .
Уравнение имеет тот же вид, как и (3), вследствие чего 

решается тем же способом. Наконец, мы имеем
ая0 dS; ~



Отсюда находим
(10) S% = Sn~\-Rz,

где £ 2— известная функция wt, Jk и R%— пока еще неопреде
ленная функция W p, Jr

Теперь будем продолжать исследование дальше; . первым 
долгом находим W8{J), Rz{w°eJk) и часть S6° функции 5 3. Резуль
тат представляет развернутую в ряд энергию

(11) W— W0(Ja +>- и^(Л)+Х 2 W2(Jh) +  . . .
Высшая степень приближения дает периодические колебания 

w l и Л , амплитуда которых представляет величины порядка X. 
(максимум).

Вековые движения Л  не имеют места. Метод исследования, 
употреблявшийся нами до сих пор, становится непригодным, 
если тождественно (относительно ®р, /р)

/? 1 = 0

(очень часто встречающийся случай). Более точное исследование 
показывает, что вековое движение те/” Л  и дополнительная 
энергия Wz вытекают непосредственно из уравнения Г а м и л ь 
т о н а - Я к о б и .  Последнее легко получить, подставляя найден
ное из (3) выражение для S, (5) и усредняя полученное уравне
ние по невозмущенному движению1. Вообще говоря, могут 
встретиться особенные случаи, напр, вековое движение, опре
деляемое формулой (1), снова само будет вырожденным вслед

. dW x ствие, скажем, наличия соизмеримостей между величинами \
Тогда вековые движения в первом приближении вырожда
емых еще переменных определяются с помощью приближенных 
вычислений.

§ 44. Пример случайного вырождения
Наш приближенный метод исследования § 41 может оказать

ся непригодным и при отсутствии наличия собственного 
вырождения невозмущенной системы, а именно если для час
тных значений Л , которые он принимает в случае невозбуж- 
дениого движения и которые определяются квантовыми усло
виями, существует соотношение вида:

<» 2 v i - 0 .
В этом случае мы говорим о случайном вырождении. Тогда нуж

но wl  выбратьчгак, что для каждого из частных значений Л  частоты

1 См. М. B o r n  u. W. H e i s e n b e r g ,  Ann. d. Physik, Bd. 74, S. 1, 1924.
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v® исчезают ( p = s + l  • • •/), а частоты vs ( а = 1, 2 . . . s )  — соизме
римы. При невозмущенном движении, как уже говорилось, 
У” также определяются квантовыми условиями. Танам образом 
случайно вырождающие степени свободы подчиняются кванто
вым условиям , в то время как собственно вырождающие не 
подчиняются им. В астрономии случайное вырождение пред
ставляет редкое исключение, вероятность его точного соверше
ния почти равна нулю. Оно имеет место приблизительно, напр., 
при возмущениях некоторых малых планет (Ахиллес, Гектор, 
Нестор), обладающих почти равным с Юпитером периодом 
вращения; напротив, в атомной механике, где Jk могут прини
мать только дискретные значения, случайные вырождения явля
ются очень частыми. .

Исследуем основные свойства случайно вырожденной системы 
на простом примере \  Представим себе на одной оси два рота
тора, обладающие моментом инерции А, расположение которых 
определяется двумя углами и <f2. До тех пор, пока отсут
ствует их взаимодействие друг с другом, они вращаются вокруг 
данной оси равномерно. Угловые переменные и переменные 
действия определяются из уравнений:

ж °=  Ух=2тс/?1

®2=  4  =  2^ 2

р j и рг—импульсы вращения. Энергия будет равна

(2) a 0= ^ ( j f + j / )  =  w ,.

Если У? и J\ определены квантовыми условиями, то обе 
частоты вращений всегда соизмеримы; в частном случае, если 
J 1 =  Л, о н и  равны. Допустим, что возмущением этого движения 
является взаимодействие ротаторов, момент вращения которых 
пропорционален sin (<рх—<f2); тогда энергия будет равна
(3) н--н0+ши
где
(4) / / ,=  1 — cos 2п (wl — w?)

и X определяет степень связи. Здесь мы можем проблему воз
мущения решить совершенно строго.

1 М. B o r n  u. W. H e i s e n b e r g ,  Zeitschr. f. Physik, Bd. 14, S .44, 1923.
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Во-первых, выполним канонические преобразования:

Ji +Л=УЛ
<5;

у  (да?—и»)= да'0 У?—У®=У'».

Тогда
/о2 г /i/o2

(6) Я =  16т.,2Л* +Х (1—cos 4и да'0),

и это выражение содержит только одну координату да'0, Коор
дината —циклическая и, следовательно, У0= const; положим 
его равным У. Ввиду того, что преобразование (5) У* не имеет 
детерминанта ±1, то У0 и У'0 не являются четными переменными 
действия невозмущенной системы. Поэтому необходимо У опре
делить с помощью квантовых условий так, чтобы прц переходе 
к невозмущенной системе сумма У+У'° была бы четным числом, 
кратным h.

При возмущенном движении вместо У'0 мы имеем интеграл 
действия

У' = | У'°йда'0= | у  Т Щ Г - 1  (1—соэ dw'°
(7)  

У' = & V j& A y Tw^d (2те да'®)
J ft

где 2Х

<8) IF— 72
=ft2.

16я2Л
Пользуясь сокращенной записью

f / r  — ft2sin2ty й'ф = 4* Я (/г),
имеем
<9) У '= 8 ^Щ .Е{к).
' -ft

Для получения энергии, как функции переменных действия, 
решаем (9) относительно ft, и это решение подставляем в урав
нение, вытекающие из (8)

< 1 0 >

В случае k >  1, да'0 совершает либрационное движение. В пре
делах либрации .

sin 2^ да'°= + - г  ~ ft
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и ийтеграл Е (k) распространяется на весь интервал с пределами
1sin ф— + k '

В случае k < 1, да' 0 совершает движение вращения, он рас
пространяется от 0 до 2тс и E(k) обозначает эллиптический ин
теграл второго рода. .

В дальнейших наших вычислениях мы будем различать два 
случая:

I. Когда J\ ф Д, .1'° ф 0, невозмущенное движение имеет две 
неравные частотыJ 2

Тогда W 0— отлично от нуля и k исчезает вместе с X.

Рис. 88.

Для достаточно малого I мы имеем движениа вращения w'° 
и для E(k) можно использовать развертку ряда

(l-  *3(11) Е(Щ- -+•
Из (9) мы получаем: 

и из ( 10)
(12) W - .

21_
k* 16я2А

16г,2Л (УН /*; +>•

II. Пусть J l—Jt, У'°=0, т. е. частоты невозмущенного дви-
У2

жения равны друг другу. Тогда W0 — 26тА4 = знаменатель
в уравнении (8) будет порядка величины X и Л2 для конечных 
значений Wx имеет порядок величин 1.

Может наступить как либрация, так и вращение да'0, и тогда 
ке придется пользоваться рядом (1 1 ;.

Для больших значений W1 k<\, следовательно, наступает 
вращение; для малых значений W x k > \ , следовательно, насту
пает либрация. Пределы либрации будут тем уже, чем меньше Wt.
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Для IF j—0 кривая, изображающая движение, свертывается 

в плоскости®;’°j J'0 в центр либрации w'0—0 ,J '° —0 или
/'о=0. " 1

Отрицательных Wt не существует, так как /' было бы мнимой 
величиной (по 7).

Но если не учитывать квантовых условий, то все эти дви
жения вполне возможны, так как IF, может принимать непре
рывный континуум значений.

По квантовой теории /' может принимать только значения 
целых кратных чисел от Л; далее У пропорционально V  X (по 7), 
.следовательно, для малых X может принимать произвольно 
малые значения.

Этим двум условиям удовлетворяет только значение
/'=0.

В случае вращения wr0 это вообще невозможно, а при либ
рации возможно только в предельном случае ®>'° = 0, / '°= 0 или
и?'0-2 /' о=о.

Итак, при возмущенном движении оба ротатора вращаются 
строго в одинаковых фазах. Мы имеем только одну частоту и 
два квантовых условия. *

Ставя требование о выполнении уравнений движения, не на
лагая при этом на состояние условий стабильности, видим, что 
возможны и такие случаи, когда

да'о * /'°=0 и то'°=4 ,  J ’0 0.
4 4 ’

Но в каждой совокупности движений, определяющихся зна~ 
чениями т  ° = - 2  или существуют движения вращения и движе

ния либрации, при которых значения w'° намного отличаются
- 1 3

от их значений w’°= т  или . 4 4
1 3

Следовательно для = ̂  и — наше движение с фазовым

соотношением в механическом смысле неустойчиво.
1 3В случае и  ̂ оно "также не стабильно, в то время

как Н при этом обладает максимумом. Однако, мы будем рассма
тривать и такие случаи, когда механически устойчивое движе
ние в энергетическом отношении является неустойчивым. Эти 
особенные виды движений отличаются тем, что они представ
ляют собой единственные решения уравнений движения 

dw'°_ dH d.r° _____ dH
" dt ft/'0' dt dw10’



где w'° — постоянно, следовательно, ротаторы вращаются с по
стоянной разностью фаз. Из закона сохранения энергии

' Н (/°, У'°, w'°) = W
вытекает, в силу постоянства /°, постоянство J ’ .

Таким образом

dw10 *
Решение этого уравнения по (6) будет

- o n 1 1 3 
’ 4’ 2 -  4'

Тогда из первого уравнения движения по (6) следует
7'°—0.

Здесь мы рассмотрели впервые пример, когда непосредствен
но с помощью квантовых условий, из целой системы сложных 
механических движений выделяется особенно простое движе
ние в качестве стационарного состояния.

§ 45. Ф азовые соотношения воровских атомов и молекул
Как уж е было сказано выше, в астрономии случайное вы

рождение невозмущенной системы представляет редкое исклю
чение. Однако, в атомной физике оно играет очень большую 
роль./С одной стороны, по представлениям Б о р а  о строении 
высших атомов, предполагается наличие в них целого ряда 
однообразных траекторий; с другой стороны, по квантовой 
теории, периоды кеплеровских движений всегда соизмеримы 
с различными главными квантовыми числами, так как они от
носятся между собой, как кубы целых чисел.

Приведем здесь наиболее простой способ получения соотно
шений фаз, т. е. будем производить все наши вычисления в первом 
приближении. *

Таким образом в этом параграфе мы будем пренебрегать всеми 
выражениями, содержащими I выше Первого порядка, так, на
пример, уже будем пренебрегать.

Предварительно не будем принимать во внимание собствен
ные вырождения; тЬгда мы можем угловые переменные и пере
менные действия wl, J l  (&=1, 2 . . ./ )  невозмущенной системы 
выбрать так, что v“ (a—1, 2 ...s)  будут отличны от нуля и в то
ж е время соизмеримы, между тем как Vp(p=s+1. . ./ )  для част
ных значений в случае невозмущенного движения исчезают.

Итак, должно иметь место (/—«)-кратное собственное вырож
дение.

Запишем (изменяя индексацию) функцию Г а м и л ь т о н а  
в  форме:
(1) Н=Пп{Л .)Л -\ Н ^ 1й ),
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и попробуем представить постоянную энерию в виде ряда

приходим к выражениям для ..S,z, в которых знаменатели появ
ляются, а дляХ =0 исчезают, т. е. для I — О S  уж е больше не 
является аналитической функцией X.

Б о л и н 1 показал, что к цели приводит ряд развернутый по

и Sv S2 — периодические относительно те»* (период 1).
- , dS л 'Подставляя — г- для Л  в функцию Г а м и л ь т о н а  (1), видим,

dwk
что формула (2) тогда выполняется, если считаются действитель
ными следующие уравнения:

Однако величины —— остаются еще неопределенными.
■ dwp

Усредняя по невозмущенному движению (следовательно только

1 В о h 1 i n, tlb er eine neue Annahemngsmethode in der Storungstheorie. Bihang 
till K. Stenska Vet. Akad, Hand!, Bd. 14, Afd. 1, Nr. 5 ,1888 ; см. также P о i n с a r 6, 
Methodes nouvelles, Bd. II, Кар. XIX.

Применение квантовой теории см. L. N o r d h e i m ,  Zeitschr. f. Physik,Bd. 17, 
S. 316, 1923; Bd. 21. S. 242, 1924.

(2)

s = s 0(wk, Л)+>-52(m, Jk)

Здесь опять (ср. § 41)

k

(4«) 

(4.)

H0(J>'=W0(J)

a

(42)

Из (40) находим W0, В силу периодичности функции 5 , отно
сительно wl, из (4j) вытекает

■ ()Wa
dS,

f  Я 2 ( д а " )  =  W 2 ( p , c = s  i - 1 . .  . / ) .
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Это уравнение! представляет собой тип диференциального урав
нения в частных производных Г а м и л ь т о н а - Я к о б и .  Его 
в общем случае нельзя проинтегрировать, и поэтому наш метод 
делается непригодным для отыскания движений , для любых зна
чений Jk.

Однако, мы знаем, как это показано в примере § 44, что дви
жения, при которых ivl являются постоянными в нулевом при
ближении и остаются постоянными такж е при первом при
ближение представляют квантотеореттески стационарные 
движения.

Покажем это сперва для одной случайно вырождающей сте
пени свободы — последней (/).

Уравнение (5) получит форму:

<*•>
Это диференциальное уравнение типа уравнения Г а м и л ь 

т о н а - Я к о б и  для’ одной степени свободы всегда решается 
квадратурами, и мы находим:

(6)

j  f  2! dJj  
Входящая здесь постоянная интеграла определяется

•//=$ J/dw/= f  dw/ +  \ f  >. ф -J ^  dw) =

(7) =-//(£ dw} + V T dw}
J  dw}

т. e. оно представляет кратное целое число от h. Из этого 
следует, смотря по тому, совершает W/ вращение (£cf®/=l) или 
либрацию (ф dw}—о)

или
г—L dSl(8) yr i § —^ dWf=Jf==tlfh'

dS1Подинтегральное выражение -— ~ на пути интегрирования
du'f ‘

всегда положительное; следовательно, в случае вращения для 
всех w} должно быть действительным

- ^ - о .
dWf
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т. е. Н% никогда не будет зависеть от W/. Конечно, в этом при
ближении об W/ нельзя ничего_сказать.

В случае либрации Jj и / I  должны быть малы и, следова
тельно, //=0, т . е. интеграл распространяется на бесконечно 
короткое сечение раздвоения плоскости w} J}; в силу этого либра
ция сужается в точку. Ввиду того, что W/ во время движения 
сохраняет постоянное значение, возмущенное движение имеет 
только / — 1 частот, т. е. не имеет высшей степени периодич
ности по сравнению с невозмущенным движением.

Значение, которое ^м еет во время движения w}, должно быть 
двойным корнем Wa—Н± ( w} ); следовательно, оно должно удовле
творять уравнениям 
(9) W ^ J h  (wj)
и

<10) — 0.dWf

Тот факт, что W/ может иметь только вполне определенные 
значения, например, корни (10), означает соотношение фаз в 
движении системы.

Если таким образом определенное движение действительно 
будет являться предельным случаем либрации — а только тогда 
юно устойчиво, то подрадикальное выражение (6) вблизи корня W/ 
должно быть отрицательным, т. е. выражение

Я 2К )
о

2! dJ}
должно иметь минимум.

Если последнее условие не выполняется, то при этом урав
нения движения ”

• о дН% уо дН%
Щ -~л1вг •'/ =

удовлетворяются.
д'1Н,В случае, если -----~ положительно (как в примере двух
д J  [

ротаторов § 44), механически устойчивое движение имеет мини
мальное значение Н2.

Но если ^ f r  — отрицательное (случай, встречающийся в

атомной механике), то механически устойчивое движение обла
дает, наоборот, максимальным значением Н2, а механически не
устойчивое — минимальным.
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Сейчас нельзя еще сказать, допускаются ли только механи
чески устойчивые движения в качестве стационарных движе
ний или нет. ‘

Если допустить, скажем, только стабильные движения, то 
может случиться, что функция возмущения Н2, имеет максимум, 
в противоположность статической модели, где энергия всегда 
представляет минимум. При допущении механических лабильных 
движений (их соседние движения квантотеоретически запреща
ются) может случиться, что этому соответствует (минимум энер
гии) нормальное состояние.

Для того, чтобы обсудить этот вопрос, представим себе два 
электрона на круговых кеплеровских орбитах (безразлично, вра
щаются ли они вокруг одного ядра или вокруг различных ядер), 
возмущающих друг друга незначительно.

Положение орбиты и форму ее мы будем представлять неиз
менными, и рассмотрим только изменение фаз движения под 
влиянием возмущающих сил. Энергия возмущенного движения 
равна

И = — А[ рJ 2

а невозмущенные частоты будут:
2 А, 2 А
д  Vg J ,  .

Следовательно, для каждого квантового состояния (/, —%/г; 
/2=га2/г) они соизмеримы: t )v1+ ts,v2= 0 .  Разлагая теперь посред
ством канонической подстановки угловые переменные и пере
менные действия на вырождающие и невырождающие, мы дол
жны положить

® г | ( Т | ® - Э Д ) »  (Л + Л )

Имеем:

Н0= — 4А Г ~  : Ч -----_  1
Ы с л + л )2 -ei( л — л Н

где /8 —* вырождающая переменная действия. Образовывая теперь
д*Н0 _  Г____1____ ______ 1____1
дЦ "  ~ 24Л и  (л+лг ^(Л-Л)4]’

мы видим, что это выражение для всех значений/ отрицательно.
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Таким образом, минимум энергии возмущения Нй здесь 
соответствует неустойчивому движению. Легко заметить, что 
это соотношение свойств связывается неравенством

т - < 0,dJ*
где Нв обозначает энергию невозмущенного кеплеровского 
движения. Значит, оно будет иметь место при том условии, 
если взаимодействуют друг с другом, в каких-нибудь атомах 
или молекулах, траектории электронов. Из наших соображений 
видно, что в случае одной степени свободы движения с фазо
выми соотношениями квантотеоретически суть единственно 
возможные. То же самое можно сказать, если уравнение (о) 
решается разделением переменных. Хотя доказато в общем 
случае необходимость соотношения фаз и не представляется 
возможным, но зато можио показать, что существуют возму
щенные движения со степенью периодичности, равной ей же 
для невозмущенных движений, для которых имеют м есто  
соотношения фаз и которые подчиняются квантотеоретиче
ским законам.

Диференциальное уравнение (5) эквивалентно системе кано
нических уравнений

' - _ д К  ■ _ дК
Ъ др? ’ ~  dq9 •

где для К необходимо подставить выражение, вытекающее из 
левой стороны (5), где вместо w° подставлено „координаты" qc

dS. ’и вместо подставлены сопряженные „импульсы* pt :

р а
VPvpf> Р° +^В {я? )•

При этом величины необходимо рассматривать,
как постоянные. Механическая система, характеризуемая фор
мулой (11), в общем случае обладает многими положениями 
равновесия. Определим, например, значения qf — q°? из уравнения

дК  _  дНЛ
dq9 dq9

Тогда qf ~q°9, рр — 0  есть система решений канонических урав
нений. Поэтому
(12) 5 , = const

Р
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представляет частный интеграл диференциального уравнения (5). 
Для нахождения его нужно предварительно вычислить из урав
нения _

<13> » - = °
Р

канонические значения да° и положить

W ^ H 2(w°p).
Способ этот становится негодным только тогда, когда си

стема уравнений (13) не может быть решена относительно и)®г 
т. е. если исчезает „детерминант Г е с с е "

№
дт̂ дг&Чр о

Найденное движение возмущенной системы обладает той 
же степенью периодичности s, что и невозмущенное. То обсто
ятельство, что постоянные да® могут иметь только определен
ные значения, означает соотношения фаз возмущенного движения.

Движение только тогда будет устойчивым, если вспомога
тельные переменные qf уравнения (11) вместо qf —q° обладают 
устойчивым равновесием. Тогда соседние движения будут 
малыми колебаниями относительно рассматриваемого нами 
движения. Что найденные здесь движения удовлетворяют кван
товым условиям, можно показать следующим образом. У® =  const 
и равный значению, которое он имел при невозмущенном дви
жении; далее имеем

р
следовательно, благодаря (12)

У°=У j p —jp -

чем такж е квантуется Ур.

§  46. Предельное вырождение

Оба исследованные случаи вырождения обладают той общей 
особенностью, ч го траектория заполняла собой некоторую область 
в пространстве координат, а именно область менее /  измерений. 
Для многопериодических систем имеет место третий случай 
вырождения, играющий большую роль в атомных проблемах 
и (при применении исчислений возмущений) приводящий к типич
ным затруднениям. Вследствие атого необходимо обобщить 
понятие вырождения и многопериодическое движение считать
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тогда вырожденным, когда траектория заполняет обм еть числа 
.измерений низшего порядка, чем число степеней свободы.

Число измерений области, заполняющейся траекторией, мы 
будем называть степенью периодичности наблюдаемого движе* 
ния. Таким образом, движение всегда будет считаться вырож
денным, если степень его периодичности будет меньше /. 
В качестве невозмущенных систем мы будем всегда рассматри
вать такие движения, которые можно описать введением разде
ляющихся переменных.

Как мы видели выше (§ 14) в случае разделимых систем, 
траектория ограничивается рядом поверхностных слоев. В неко
торых частных случаях эти поверхности могут сливаться. Тогда 
число измерений покрывающейся траекторией области умень
шается на 1. Э то слияние двух пределов либрации означает 
третью  в, как оказывается, последнюю возможность вырожде
ния. Для ясности разберем пример.

Рассмотрим относительное кеплеровское движение, т. е. 
движение по эллипсу с вращением перигелия. Траектория здесь 
обыкновенно плотно заполняет круговое кольцо, представляющее 
двухмерную область.

Если эксцентрицитет исходного пути исчезает, то ограничи
вающие круги все более и более сходятся к одному кругу до 
тех пор, пока не сольются и траекторий не превратится в одно
мерную круговую траекторию. В этом случае вырождение, как 
это мы понимали до сих пор, не имеет места. Но угловая пере
менная вследствие геометрического ее определения будет не
определенной, а одна из переменных действия принимает из 
условия реальности предельное значение. Например, при нали
чии относительных кеплеровских эллипсов в общем случае 

,Г]) Уg
Этот факт мы будем называть кратко предельным вырож

дением.
* Дальнейшими примерами могут служить нам исследования 
перпендикулярного к направлению поля пути при эффекте 
Зеемана, проходящего полностью по поверхности эллипсоида 
вращения проблемы двух центров и т. д.

Для наглядности мы будем заниматься также исследованием 
круговых траекторий, эксцентрицитетов и т. д ., хотя наши 
соображения имеют более общий характер.

Предельно вырождаемая степень свободы будет характери
зоваться приводящей к разделению координатой qf , пределы 
либрации которой совпадают. Соответствующая ей переменная 
действия

dqf
всегда равна нулю.

Если допустить, что на такое движение, где //=0, действуют 
возмущающие силы, то (не учитывая квантовой теории) в общем
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случае возбуждается степень свободы qf ($ нашем примере 
траектория не остается уж е кругом), и фазовый интеграл Jt 
должен быть отличен от нуля. По принципам квантовой теории 
Jf — кратное целое число h\ так как оно для исчезающего воз
мущения должно переходить в /}, то, следовательно, оно всегда 
может иметь только значение, равное нулю. Ниже мы увидим, 
что единственным решением, удовлетворяющим этому требо
ванию, является такое решение, при котором /} также и в случае 
возмущенного движения остается продолжительно равным нулю.

Таким образом, возмущенное движение имеет (как при слу
чайном вырождении) степень периодичности, равную степени 
невозмущенного движения. Задача отыскания такого решения 
связана с чисто Математическими затруднениями.

Рассматривая наш пример, мы замечаем, что функция воз
мущения содержит линейные члены относительно эксцентрици
тета, следовательно, термы с J°f  *). Это, вообще говоря, мо
жет иметь место при вырождающейся в пределе исходной си
стеме. Тогда в выражение '

dw°f:-  дН 
dt dJ°f

1вхрдят члены с , т. е. при переходе к пределу невозму- 
V J f

щенного движения координата то® делается очень подвижной и 
не имеет предельного значения. Тогда развертки § 41 не 
применимы.

Переменные/®®® обладают свойством полярных координат; 
для J j—O не определено. Заменяя их „прямоугольными1* 
каноническими координатами Пуанкаре2)

(1) - sin 2tiTO°, т]® =* ^ Л _  cos2п то°

(производящая функция tg 2 n « ^ j , мы действительно смо
жем преодолеть выше упомянутое затруднение.

Теперь вблизи J)—Q, может изменяться без того, чтобы 1° 
и i f  испытывали быстрое изменение. .

Вследствие того, что при возмущенном движении Jj отлича
ются незначительно от соответствующих им переменных дейст
вия Jf— 0, мы можем Iе и т4° рассматривать, как малые величины.

: -,/■ Л
1 При пользовании [прежними обозначениями эксцентрицитет у 1 —~р

соответствует радиальному интегралу действия J r—J x — J 2.
Для малых J r эксцентрицитет очевидно пропорционален у
* Ср. Н. Р о 1 п с а г ё, M Miode nouvelles, Bd. И, Кар. XII.
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Подставив ноаые переменные в выражение функции Гамиль
тона, мы можем ее разложить в ряд по 5°, rf> таким образом, 
что коэффициенты степеней X расположатся по возрастающим 
степеням относительно £°, q°. При этом ряд для Н0— энергети
ческой функции невозмущенного движения— в силу (1) развер
тывается только по степени l°s и i f ,  так как она зависит толь
ко от У® но не от wj. Напротив, в функции возмущения вы
ступают также линейные члены. После всех этих рассуждений 
упомянутое выше затруднение можно формулировать аналити
чески. Для невозмущенной системы в силу

Л° дН0 
dt дгр

,  dr?___ дН,
* d t  ~~ д - ° = 0

круговая траектория &°=0, г(°«=0 представляет строгое решение 
уравнений движения. Однако это не может быть решением 
возмущенного движения по той причине, что в общем случае 
функция возмущения содержит такж е и линейные члены отно
сительно S°, tq°. С помощью высказанных нами соображений мы 
легко находим путь решения уравнений. Если нам удастся с 
помощью подходящего преобразования ввести такие перемен
ные S, ч], чтобы выпали все линейные члены в развертке функ
ций Г а  ми л ь  т о н а ,  то Е=0, ч= 0 также для возмущенной 
системы представляют строгбе—решение уравнений движения. 
Такое преобразование находится рекурсионным способом, при
чем производится одновременно интегрирование остальных урав
нений движения.

Итак, пусть мы имеем механическую проблему с функцией 
П а м и л ь т о н а

(2) Н —Н0+1Н1+1*Н2+ . . .

Я О = Я00(У») -К, ^+rfo4°a +... 
=Я10 (У", w°9)+ al S°+&1 rf+ ct Z°2+ d 1yf>2+ e»> yf+ --

H % =Я2Р (У“, О+о, £°+М° + c ^ + d \ ° z+e,^ + ...,
где Нп0, ап, Ъп‘ • • (ti—1,2- • •) периодические функции (периоды 1). 

Искомое преобразование приводит (2) к форме

(3) я = 1 Р 0+Х1Г1+Х21Гг+ . . .  

причем
(4) W ^ V n(Ja)+Rn
и Rn обозначает степенной ряд относительно S, % начинающий
ся квадратичными членами.
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Для функции преобразования полагаем

(5) 5 J^+T+VTb+BP — Ari,
1

где
Г=Х7’1+Х2 Та+ .. .

А —X А±̂ - Х2.Д2
Д=ХД1+Ха 5 а+ . . .

будут степенными рядами относительно X, коэфициенты которых 
Тп, А„ Вп — периодические функции W°1'--w0f-i.

• Итак, мы получаем формулы преобразования £° и nf.

(7) £ = ^ = £ ° — А\ £°=&+ХА+Хг Д ,+ ---

? = % '* 4 + 'квг+1гв* + - 4  Ч -Ч  ° - А

+

После этого для имеем
*о a s  _  ,  . ,  ( дТу , ,  а д , с>Лх \

(8) Л ' » г - Л + Ч л г + 6 л й '_ 1  « 7
1 ) 8/ Д У , д #3 __  I л  \ !

V dw°a lh&l d w l  ' 1 dw°a )

Таким образом, новые переменные отличаются от старых 
только членами величины порядка X, так что для X— 0 мы полу
чаем невозмущенную круговую траекторию £° = t f = 0.

Произведя преобразования и развертывая все в ряд по X, 
получаем для любого приближения три свободных функции Тп, 
А,» Вп, которые нужно определить так, чтобы удовлетворялись 
наши требования.

Сравнивая коэфициенты при X из (2) и (3), получаем:

О) ^ \ + 2 c 0A1Z+2d0B1yl+
/_| dJa \ dw" дхшй dwa)

• • = V't+Z?!-
Полагая множители при 6 и к] равными нулю, находим урав

нения для определения А х и Ву
дН 9 дВ 1



Эти уравнения принадлежат к типу, который мы обыкно
венно имеем в теории возмущения. При их интегрировании, Л и В 
разлагаются на постоянную, зависящую только от J  и чисто 
периодическую часть:

А ,— -В1.
Первая определяется уравнениями, полученными посредством 

усреднения (10)

<»> s - ~ ^ '  
а последняя находится непосредственно из (10), как в урав
нении (11) § 41. Из членов, не содержащих S и rj в (9), как 
обыкновенно, можно вычислить Vt и Тъ как функции Л  и w°.

Точно таким же образом мы производим операции с высшими 
степенями приближений.

Ввиду того, что уже во втором приближении формулы 
делаются совершенно неудобными для рассмотрения, мы их не 
станем писать. Необходимо заметить, что в первом приближении 
в выражение энергии не входят новые термы, но уже во втором 
приближении появляются целые ряды новых членов.

Конечный результат— ф у н к ц и я  Г а м и л ь т о н а  — представ
лена в следующем виде:
(12) Н— V(Ja )+с (Л ) ¥+d(Ja ) T?+e{J* ) & ) + . . .

Это гамильтоновская функция системы, где все координаты 
являются циклическими координатами.

Движение находится обычным путем, а именно решением 
диференциального уравнения Гамильтона-Якоби для одной сте
пени свободы.

По той причине, что Е и ц (как £° и if) исчезают вместе 
с X, мы будем рассматривать только малые движения, а именно 
движения системы с функцией Г а м и л ь т о н а
(13) c&+drp+4in.

С помощью подходящего однородного линейного преобразо
вания I, к] в новые переменные Е, Н она получает форму
(14) CE2+DH2.

В случае, когда квадратическая форма (13) определена, т. е. 
С и D в (14) имеют равные знаки, движения вблизи Е=Н —0 
или & = т]=0 представляют собой малые колебания Е и Н вокруг 
этих точек. Единственное движение, соответствующее кванто
вому условию

y^=^ErfH==0

есть такое движение, при котором 5 и т) равны нулю.
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Энергия такого состояния минимальна при условии, если 
квадратическая форма определена, как положительная величина; 
если она отрицательна — энергия будет максимальна. В случае 
неопределенной квадратической формы (13), существуют для 
любой близости от $=7]==0 движения, при которых $ и не 
остаются малыми. Единственными значениями, которые удов
летворяют уравнениям движения и квантовому условию, здесь 
также являются значения S=»j=0, но движение неустойчиво. 
Во всех случаях возмущенное движение всегда имеет степень 
периодичности / — 1 ; его энергия равна
(15) W =V  (Л ).

Наши соображения и вычисления распространяются на пре
дельное вырождение любой кратности.

Для производящей функции пользуются выражением

(16) + r + S (S ? 4 P+ ff  rlp ).
а= 1 р—S-f-1

• Результат преобразования есть представленная в следующем- 
виде функция Гамильтона:

(17) H = V {Ja ) ^  + 5 Х ^ р  + S ePtf'Sp + • • •
р,а р,з p,s

причем добавляются еще члены третьего и высших поряд
ков относительно 5Р, rip. Однако уравнение Гамильтона-Якоби, 
к которому приводит эта функция для конечных £р, , в общем< 
случае не разделимо. Мы рассмотрим движения при малых 
£р и rip.

С помощью соответствующего линейного однородного пре
образования квадратическую форму (17) можно записать сле
дующим образом:
(18) Я =  V(Ja )+ 2 (С Р V + A H p 2)-

• р
Теперь Н допускает разделение переменных.
Единственные движения, ^соответствующие квантовым усло

виям, будут движения, при "которых Ер, Нр и, следовательно,- 
£р, v]p остаются продолжительно равными нулю.

В отношении устойчивости можно сказать то же, что и в- 
случае одной степени свободы.. Движение %=fip =0 только тог
да устойчиво, когда квадратическая форма (17) определена. Энер
гия минимальна, если она определена со знаком плюс. Итак 
при предельно вырожденном исходном движении носящее кван
товый характер возмущенное движение имеет степень периодич
ности, равную таковой невозмущенного движения. Его энергия 
равна
(19) W = V {Ja ).
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§ 47. Фазовые соотношения для любой точности 
приближения

В § 45 мы оставили открытым следующий вопрос: носят ли 
квантовый характер (в случайно вырожденном исходном движе
нии) при любом приближение движения со степенью периодич
ности, равной степени исходного движения. Решение этого во
проса мы дадим здесь, использовав при этом метод вычислений, 
примененный нами для предельного вырождения.

Сформулируем еще раз поставленную нами задачу: нужно 
исследовать такие движения механической системы, имеющей 
функцию Г а м и л ь т о н а :  *
( 1 )  t f = t f 0 ( / ° ) + X  {J%wl ) + . . .  (к=1  . . . / )

которые представляют собой случайно вырожденные движения 
невозмущенной системы, т. е. такие движения, для которых 
вследствие подходящего подбора постоянных интеграций исче
зают некоторые частоты

( 2 )  (P“ s + 1  * • • / )
р

Тогда траектория движения невозмущенной системы (в силу 
постоянства w°) заполняет собой область только s  измерений
(«</)*

Предположим, что возмущенное движение примыкает к опре
деленному невозмущенному движению, при котором

Р Р 9 Р

Тот факт, что Р  для исходного движения должна иметь опреде
ленные значения, вытекает из допущения случайного вырождения.

Решая уравнение (2), можно определить /*. Все они будут 
функциями J°.

Следующим нашим допущением является то, что да® для ис
ходного движения должно принимать определенные дискретные 
значения.

Итак, допустим, что возможны только отдельные опреде
ленные исходные движения; тогда J f * и wp* определяются, как 
известные функции /®; wР*(Л ) нам еще неизвестно, но мы по
лучим его в процессе наших исследований.

Введем теперь новые переменные

(3) (•/“), rf>r wOp- w * ( J %
Это производится посредством канонического преобразова

ния с производящими функциями

(4) 2 К  7Г + 2  К  J f* +  Ч  К  ~  ™p*)]-в р
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1) 2) 3) +  y f f l  w°— V> ^ l Y
' a “ p p p “ “ ? W  p p - d/2 /'

(5) 4) — «Л

Здесь новые Уа равны первоначальным J°a между тем, как w°a 
отличаются от на постоянные для невозмущенного движе
ния величины; они имеют характер угловых переменных и пе
ременных действия. В случае исчезающе малого возмущения, 
£р и стремятся к нулю. Развернем теперь функцию Г а м и л ь 
т о н а  по Б®, ijp в ряд, а именно:
(6) Н= Н' о +Ш \+ Ш Н -. . .

Опуская штрихи при w°a имеем:

Я'о - Я 00 ( Л ,  $ + £ еГ EJS+ ■ • •

(7) Нг=Я 10«  <  Д  /;) f  S  (of * ?+ «  $  -К • ■
р

■ В силу (5) мы имеем:

Уравнения преобразования запишутся:

> -  1 д~ Н ‘ С 0 --- -рту- Л у*
00

2! д.ГедЛ

(8) о ! “ - ж + 2

а я 10 , дН1, е>дар

, р  у а » а . а £
1 dwl dJl >а

между тем, как выражения Н00, HlQ. . .  вытекают из (1) вслед
ствие простой подстановки вместо J°p, да® переменных J*c, w*. 
Таким образом (6) теперь принимает вполне аналогичную фор
му (2) § 46, и поэтому здесь можно производить наши вычис
ления таким же путем, как это мы делали там.

Единственная разница заключается в том, что ijp в выраже
ние Н'о вообще не входят; потому мы делаем предположение
(16) § 46 и находим уравнения для определения А[ и В\ в сле
дующем виде (ср. (10) § 46):

дН0О дВ\
L

■2
dJa dwa

dtfpo дА{
dJ„ dw°a

со* А5 = 0
а

+  b[ = 0
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Из этих уравнений следует, что среднее значение Ь{ исче
зает.

Наконец, мы получаем функцию Г а м и л ь т о н а  в форме
( 9 )  H = V ( J a ) + R ( Л , Ер, ) >

где ряд для R по ЕР, % начинается с квадратических членов. 
Для малых Sp, -»]р, которые мы только и имеем в виду, Я  раз
делима и приводит к единственному следующему решению, 
удовлетворяющему квантовым условиям

Ер "TQp —0.

Таким образом, возмущенное движете обладает степенью 
периодичности, равной степени невозмущенного движения.

В смысле обыкновенной механики оно только в том случае 
будет устойчивым, если квадратическая форма % , % (9) вполне 
определена.

Условие
( 10) Й=*0

является определением wp. В силу того, что средние значения 
дН-----т  > представляющие чисто периодические функции без по-
d w a '

стоянного члена, исчезают, — по (8) следует

(1Р OWp
Но это уравнейие дает фазовые соотношения щ. Так как 

Я 10 в наших обозначениях тождественно с Нг § 45, то это урав
нение собственно тождественно (13) § 45.

Пример одной случайно вырожденной степени свободы мы 
уж е рассматривали подробно в § 45: теперь только прибавим 
к нему наши общие соображения об устойчивости. Уравнение 
(5') § 45 (Я2 обозначает наше Я 10):

(для движений в области решения уравнения _ ^ 2- = 0 ) равно
' ■ dwу f 
значно уравнению

щ V+d-yf-= const.

Если ° положительно, квадратическая форма для области 
d J j  *

устойчивого решения (Я , имеет минимум) определяется положи- 
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тельно; вблизи неустойчивого решения (Я 8 — максимум) оно не
определ ено совсем.

Если —q jt  отрицательно» то форма для области устойчи

вого решения определяется со знаком минус (Н2 — максимум) 
и совсем не определяется вблизи неустойчивого решения (Нг — 
минимум).

Перейдем теперь к рассмотрению случаев, комбинаций раз
личных вырождений. Из того, что и случайное и предельное вы
рождение, как это было показано выше, исследуются одним 
и тем же способом, можно сделать вывод, что они, очевидно, 
не возмущают взаимно друг друга.

Увеличивается только число переменных %, rj.
Что касается комбинации собственно вырождения с пре

дельным вырождением, то она также не представляет никакого 
затруднения. Вычисляются сперва вековые движения собственно 
вырождаемых переменных, затем поступают так, как в § 461).

Само собою разумеется, специальные случаи, при которых, 
например, при усреднении по невырождаемым переменным совер
шенно выпадает зависимость от вырожденных переменных (напр. 
Ht — 0), в каждом частном случае исследуют особо.

Итак, мы Достигли цели, поставленной в § 40, а именно до
казать, что стационарные состояния главный образом имеют 
место среди особенно простых типов движений, исследование 
которых производится сравнительно простым приближенным ме
тодом.

Вооружившись этим математическим аппаратом, перейдем 
теперь к  исследованию простейшего после водорода атома — 
гелия. Мы покажем (как было упомянуто в §  40), что резуль
таты наших вычислений не совпадают с опытом, но мы нашим 
примером облегчим путь тем опытам, которые будут направлены 
на установление окончательных законов квантовой механики.

| 48. Нормальное состояние атома гелия

Гелий, как мы выяснили в § 32, в нормальном состоянии 
имеет две одноквантовых электронных траектории.

Нашей задачей будет исследовать их конфигурацию в одном 
атоме. В качестве невозмущенного движения мы будем рассмат
ривать движение электронов, находящихся под влиянием одного 
только (Z -кратно заряженного) ядра.

Пусть для первого электрона угловые переменные и перемен
ные действия будут wv w2,w 3, Ju У8,7 3.

1 Случай, когда предельно вырожденные степени свободы являются одно
временно собственно вырожденными, исследовал L. N o r d h e l m ,  Zeitschr. t. Phy
sik, Bd. 17, S. 316 , 1928,
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/
Эти величины для второго электрона мы будем отмечать 

сверху черточкой.
Энергия невозмущенного движения запишется

Функция возмущения представляет взаимную потенциальную 
энергию электронов

Здесь R обозначает расстояние, x,y,z, x\y',z'—прямоугольные 
координаты электронов в какой-либо координатной системе 
с началом, совпадающим с ядром. Вводя развернутые карте
зианские координаты, как функции угловых переменных (вы
числяем из (26) § 22), — мы получаем исходную точку для всех 
дальнейших вычислений возмущений. При этом нельзя упускать 
из виду еще следующего: при невозмущенном кеплеровском 
движении (не учитывая изменения массы) квантотеоретически 
детерминировано только J u в то время как /а, т. е. эксцентри
цитет, остается еще произвольным. В случае кеплеровского дви
жения, при учете теории относительности, J2 также квантуется 
и для одноквантового пути J^—J x=h.

Мы не будем учитывать количественно относительного из
менения массы, а только предположим в качестве исходного 
пути каждого электрона предельно вырожденный круговой путь.

Таким способом невозмущенная система состоит из двух 
круговых траекторий равной величины. Кроме выраженного 
здесь двойного вырождения мы ещё имеем двойное собствен
ное вырождение, состоящее в том, что плоскости орбит обоих 
электронов сохраняются в пространстве, а далее, случайное 
вырождение, так как частоты вращений электронов равны друг 
другу. Взаимодействие электронов в силу теоремы об импульсе 
вращения обусловливает возникновение собственного вырожде
ния (разница долгот узловых линий обоих путей на неизменной 
плоскости равна всегда нулю). Однако линия узлов совершает 
равномерную прецессию вокруг оси общего импульса вращения.

Предельное вырождение сохраняется и в случае [возмущен
ного движения (соображения § 46). То же можно сказать отно
сительно случайного вырождения (§ 47). Однако возмущенное 
движение примыкает только к таким невозмущенным движе
ниям, при которых оба электрона имеют вполне определенное 
фазовое соотношение.

В этом частном случае среднее значение энергии взаимодей
ствия имеет экстремальное значение. Ясно, что этот случай мо

(1)

где
А — 2ъъ еА mZ'1.

(2)
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жет иметь место, если электроны в каждое мгновение отдалены 
друг от друга на большое расстояние, т. е. если они всегда 
находятся в одной и той же меридиональной плоскости (иду
щей через ось импульса вращения).

Предельное вырождение
У, — /2= 0 // — / ,'= О

требует следующего преобразования (мы приводим его только 
для первого электрона)

A z i ^ s i n  2вда* Ч - т / " — cos 2тшг.

Ниже мы опять опускаем черточки над да, и /х; тогда 2тггУ| 
обозначает угловое расстояние электрона (в его орбите) от 
линии узлов; в невозмущенном движении £ и ij равны нулю.

Случайное вырождение требует следующего канонического 
преобразования:

(3)

Л ' Ц - ( 3  i - S x ' )  

или решая относительно новых переменных,

(3') S x = A + /i'.

tt»'i = y (® i— Si'=A —Л'-
Геометрическое значение ®>3, и>8', /8 и 8'  зависит от положе

ния системы координат.
Если мы совместим плоскости (х, у) и (л:', у') с неизменными 

плоскостями системы (исключение линии узлов), то Л  +-V
будет общим импульсом вращения и w3 — щ '—Tf. Так как
энергия возмущенного движения может зависеть только от 
комбинации /8+/8V мы полагаем

•sys=to8+hV, .



Для вычисления фазового соотношения мы должны в исход
ном движении выразить функцию возмущения (2) через пере
менные tuj, to/, to8, S i . Э'и За* Из простых . геометрических 
построений мы первым долгом получаем (рис. 39):

(5)
х = х 0 cos 2it ws —у 0 sin 2тс w3 cos i*

. у  — x0 sin 2 n  ->r_y0 cos 2 k wa cos i 
2 = 3/0 sin i,

где Хо и y0 — прямоугольные координаты электрона и его тра
ектории (линия узлов служит осью х0) и i обозначает наклон

плоскости орбиты относительно 
плоскости (жу); для последнего 
имеет место уравнение

(6)

(?)

cos 1 =~~ = р=р\

Для х0, у0 мы имеем 
х0= а  cos 2 nwu 
у0==а sin 2r.wv

п s?а = 4n2e2/raZ 1 бтс2e*mZ '

Функция возмущения теперь будет:

<8)

где
а /  2 (1 —Л2)

k 2= ~  (хх' +уУ + Z Z 1)  — — COS 2iT (ГС ,+ Ц > /) COS 2т: (to, — to/) +
(9) ^

4-sih 2л (fti+W/) sin 2л (lOj— to/) (1 — 2 f )  =
= — (1 — p*) cos 4wto, — p% cos 4-itto/.

tt>8 не входит; это циклическая переменная, и — общий им
пульс вращения— постоянный.

Произведем далее усреднение функции возмущения по кевоз- 
мущенному движению, а именно:

г  dtо,— е/-



То постоянное значение, которое tt),' принимает при невозму
щенном движении, определяется из уравнения

dHt о.

Здесь это уравнение запишется, как

-пЪр2-sin 4тсш,' = 0
/

dtvl
/ 1  - k *

и только тогда удовлетворяется, когда.р=0 или №/= (гс»! — to,*)

( т
относительно положения равно-имеет значение 0 или Д . 4

значно нулю). Если бы /7=0, то, как следст- «5
вие, выходит, что и /3= 0 и оба электрона 
вращались бы по одному кругу, но в про
тивоположных направлениях, а такой случай
необходимо исключить. При условий №/—“7“
электроны каждый раз сталкивались бы на 
линии узлов. Таким образом может иметь 
место только такой случай, когда оба элек
трона одновременно проходят через их линии 
узлов, ш ,'=0. Тогда они в каждое мгновение 
находятся в одной и той же меридиональной 
плоскости, проходящей через ось импульса 
вращения. Прибавим еще к нашему выводу 
квантовые условия. В возмущенном движении остается — мы 
полагаем 3 ,  равным 2h и для $ 8 мы имеем значения 2h, h или 0;
соответственно р равно 1, или 0; р= 0, как мы указывали выше,

, 1исключено; р— 1 дает плоскую модель атома гелия; р = ^ дает
некоторую пространственную модель, где нормали орбитных 
плоскостей составляют друг с другом угол в 120° (рис. 40).

Б о р о м  впервые была предложена плоская модель — модель 
Не Л  Оба электрона лежат на концах диаметра траектории. Задача 
сводится к проблеме одного тела. Каждый электрон движется 
в силовом поле потенциала

( z - t )

1 B o h r ,  Phil. Mag. Bd. 26, S. 476, 1913.
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Он совершает кеплеровское движение с энергией

следовательно, энергия всего атома будет равна

/
В частности для гелия (Z—2)

(12) W =— -^Rh.

Пользуясь такими соотношениями, можно определить работу 
отрыва первого электрона. Мы знаем, что после такого отрыва 
атом должен перейти в нормальное состояние ионизированного 
гелия с энергией

дает работу отрыва первого электрона или энергию ионизации 
нейтрального атома гелия.

Перечисляя все на напряжение ионизации, мы должны для 
энергии Rh водородного атома положить напряжение равным 
13,53 вольт, из чего следует:

Это значение не подтверждается опытом; более того, опыты 
с ударами электронов даю т1:

Хотя найденное здесь движение и удовлетворяет как урав
нениям движения, так и квантовым условиям, но оно не являет
ся предельным случаем либрации, а поэтому неустойчиво. В 
силу наших выводов § 45 относительно случайно вырожденной 
степени свободы, движение с фазовым соотношением тогда 
только устойчиво, когда

имеет максимум. Очевидно, что //, имеет минимум и, следо
вательно, числитель имеет максимум; однако, (как мы показали

1 J. F r a n c k ,  Zeitschr. f. Physik, Bd. 11, S. 155, 1922.

W ~— 4jRh.
Разность энергий

(13) WU0H— gR h

Vu0H~ 28,75 вольт.

(H) V^oh =24,6 вольт1.

E l

d%?



в § 45) знаменатель отрицателен.' Это последнее затруднение 
не представляло бы еще для нашей модели веского возражения, 
так-как еще не известно, действительны ли обыкновенные усло
вия устойчивости в квантовой теории. Но против модели гово
рит результат наших вычислений, т. е разница между вычислен
ным напряжением ионизации и найденным экспериментально. 
Пространственная модель была предложена также Бо р о м  и 
подробно исследована К ра м е рс о м 1. Мы производим вычисле
ние энергии только в первом приближении.

Энергия невозмущенного движения равна
Г 0= — 2Z*Rh,

где R — ридберговская частота.
Энергия возмущения в первом приближении по (10) равна

ЦТ, —  - L  [  . .. ^ _____ .
а У 2 J  / ( 1 +р2)+ (1—р2) cos 4TCV0J

или

W ,= ~  j - f  ,  -  р ..... = + — — К,а 4лJ  -^ \—gin2 i sin® <1> а 71 
о '

где К  обозначает полный эллиптический интеграл первого рода

*  *К---S,1^1 — sin® i sin2̂

В нашем случае г=4~ и /С=2,1572), из чего следует
” О

W, =0,687— = 1,373 RhZ.1 а

Следовательно, для общей энергии в этом приближении 
W — — Rh(2Z ’— 1,373 Z)

и для Z=2
(15) IF=—5,254 tf/z.

Конечно, мы не можем требовать, чтобы это первое прибли
жение давало точные результаты, так как возмущающие силы

1 Н. A. K r a m e r s ,  Zeitschr, f Physik, Bd. IS, S. 312, 1923.
8 J a h n k e  Emde,  Funktionentafeln, S. 57, Leipzig u Berlin, 1909.
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иногда достигают значений, равных почти половине силы ядра. 
К р а м е р е  произвел более точные вычисления и нашел
(16) W =— 5,525Rh.

Это соответствует работе отрыва в 1,525 Rh и напряжению 
ионизации в 20,63 вольт, что почти на 4 вольта меньше экспери
ментального.

Движение также и для этой модели не устойчиво, что можно 
показать тем же способом, что и для плоской модели.

Таким образом, систематическое применение исчисления воз
мущения не приводит к вполне удовлетворительной модели 
нормального атома гелия. Может показаться, что наш метод 
не пригоден, потому что здесь речь идет о нормальном состоя
нии, где множество электронов вращается по равнозначным 
траекториям. Можно также надеяться, что для возбужденных 
состояний, при которых квантовая теория дала объяснение мно
гим свойствам спектров, мы получим лучшие результаты. Но 
мы сейчас покажем, что и эта надежда оказывается напрасной.

§ 49. Возбужденный атом гелия

Прежде чем перейти к исследованию возбужденных состоя
ний атома гелия, скажем несколько слов о наблюдаемом спектре 
гелия. Система термов состоит из двух частичных систем, не- 
комбинирующихся друг с другом. Оба в значительной степени 
водородоподобны: одна система, дающая так называемый 
парагелий-спектр, состоит из простых термов; она соответствует 
нормальному состоянию. Другая частичная система, дающая 
ортогелий - спектр, состоит (не учитывая простых s-термов) из 
плотных дублетов. Наиболее глубокий терм ортогелия (судя по 
его эффективному квантовому числу) есть терм 2V

Т ак 'как  соответствующее состояние не может вследствие 
излучения перейти в нормальное состояние, то оно обладает 
особенно большой продолжительностью жизни; его называют, 
по Ф р а н к у ,  метастабильиым.

Нормальное состояние посредством ударов электронов уд а
лось привести в это метастабЦльное состояние1.

Займемся теперь (на основании теории возмущения) вычис
лением высоковозбужденных путей атома гелия, т. е. путей, 
которые возникают при присоединении ионом гелия нового 
электрона, остающегося на внешней орбите. Будем предпола
гать, что путь первого электрона в ионе представляет круговую

1 J. F r a n c k  u. Р. R e i c h е, Zeitschr. f, Physik, Bd 1, S. 15}, 1920.
i По измерениям H. S с h ti 1 е г, спектр LH- обладает тоже двумя соответствую

щими системами термов. Naturwissenschaften, Bd. 12, S. £79, 1924. Далее М. Morand 
нашел новый спектр нейтрального Li, которому он приписывает метастабильное 
состояние Li+. (Comptes Rendus, 8ёапсе dw 20 juin 1924).
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траекторию; следовательно в дальнейшем мы будем рассмат
ривать такие типы траекторий, при которых невозмущенное 
движение внутреннего электрона происходит по одному одно
квантовому кругу. В качестве „параметра" исчисления возму
щений в нашей проблеме можно использовать обратную вели
чину радиуса внешнего электрона или другую какую-либо вели
чину, связанную с ним: чем далее на периферии находится 
„внешний" электрон, тем движение внутреннего электрона бо
лее похоже на „невозмущенное" движение. Будем учитывать 
изменение массы по теории относительности. Если обозначить 
через г, 0, <р полярные координаты внешнего электрона, коорди
наты внутреннего — через г’, <р' и сопряженные импульсы 
через pr---p<t', то функция Г а м и л ь т о н а  для проблемы трех 
тел гилиевого типа выразится:

Разложим функцию на Н0 и Ни понимая под Н0 функцию 
Г а м и л ь т о н а  (неотносительного) кеплеровского движения внут
реннего электрона, а в Нг совмещено все остальное. После 
вычисления невозмущенного движения внутреннего электрона, 
рассматривая среднее значение Нх по невозмущенно му движе
нию внутреннего электрона, как новую функцию Г а м и л ь т о н а ,  
мы находим вековые движения оставшихся переменных. Инте
грирование соответствующего уравнения Т  а м и л ь т о н  а-Я к о б и 
производится опять таки методами теории возмущений. При 
этом можно, использовав теорему об импульсе вращения, 
уменьшить число степеней свободы нашей задачи (исключение 
линии узлов). Совмещая полярную ось с направлением общего
импульса вращения замечаем, что угловое расстояние
линии узла от неизменных прямых в неизменно постоянной плос
кости есть циклическая переменная, сопряженная к Р. В каче
стве координат используем также радиус-вектор г внешнего 
электрона и сопряженный импульс рг, затем угловое расстояние 

внешнего электрона от углов и сопряженный импульс

eaZ eaZ

r2+ r '2 — 2/r' [cos S cos 0'4 -sin & sin S' cos (9 — 
4-члены теории относительности.
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Наконец, нам еще необходимо иметь переменные w\, w'v J\ J'2 
внутреннего электрона, из которых (как и прежде) w\ J\  дол
жны соответствовать главному квантовому числу и wt\ J '%— 
побочному квантовому числу.

Так как исходное движение внутреннего электрона предель
но вырожденное, нам целесообразно переменные чю\, J\, J'2 
заменить новыми переменными. Для этого произведем канони
ческое преобразование

J\= J' j

(2) S = — V/ 1л  sin 2nw'2

rf== )/A ^ g cos

и затем снова опустим черточки. Вычислим теперь в этих 
новых переменных среднее значение по w\.

Развернем одновременно HL по сферическим функциям, т. е.
по степеням — и по степеням £ и tj. Ограничиваясь членом рг ,
мы видим, что эта степень приближения соответствует учету 
линейных членов относительно £ и ц.

Итак, теперь
№ 72

(3)
Ji

<4> 1- (  р! + & ) - ? £ = £ +

+ д 1^ + Д а - ^ »  +

+  члены теории относительности,
где ан обозначает радиус водорода.

Вычисления для и Д2 дают:

(5) Дх = | ̂  cos ф — S sin ф

Здесь мы опустили все члены, содержащие £ и tq выше, чем 
в первой степени.
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Диференциальное уравнение в частных производных//!— const 
не разделимо, но в силу того, что оно распадается на члены, 
имеющие различный порядок величин, его можно решать ме
тодами теории возмущения.

Мы полагаем, что

(6) Н! = Фо“Н ?1+ § 2»
где

e\ Z -1)

(7)

§>а — Д2 е ° н +член относит.
.. г2

Теперь введем в Ht угловые переменные и переменные дей
ствия щ , w2, J y, /2 обозначенного через невозмущенного 
кеплеровского движения внешнего электрона. Далее, замений 
wt через истинную аномалию ч>г, связанную с wu следующим 
уравнением (ср. (18) и (7') § 22)

(8) й ( t o ® ,) -  | a _ f ^ s. iF  s= ] /  1 - f  ■

Затем положим срй~2тст, и, подставляя J'i — h, мы приходим 
к следующим уравнениям:

Rhs(Z—I)2
J\

(9) <£>, = -  3 \f 2%{Z 1)г . (1_ e  cos ?1)2X
^ v/g

7]COS (? , + ¥a)—6 sin (<p, •+ ys) ^ ~ 2 J~ k ) + • ' •

( 7 __IV- he
= 2Z2- -je- (1—e cos <pt)8-

. { 1 - З з ш ч ^ Ц 1 - ( ^ Ь * 7 ] } -

4 ^ »_з
. I ZlRh , (Z-1)V№» 4 Л 1 ,

* [  4 +  4 ' У* J + "
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Здесь а обозначает постоянную З о м м е  рт£ е л ь д а тонкой 
структуры а=  - j —  (ср. § 33).

Члены, пропорциональные а®, содержат для внешнего и вну
треннего электрона поправки на относительность. Для решения 
нашей задачи применим метод, данный нами в § 46.

Итак, мы ищем некоторую функцию
(10) S ~ w t Sj+EH+fi» S—AjH,
вводящую переменные lt>„ Е,Н, благодаря которым Нх делается 
линейно независимым относительно Е и Н и вообще незави
симым от to,. Члены Т„ Тг . . . ;  А2, Аг . . . ;  Вг, Ва в (10) все опущены, 
так как в этом приближении они просто нам не нужны.

Производящая функция (10) дает следующие преобразования:

дВх дАг
( 11)

^!=H+S1

е = е - л , .
Отсутствие необходимости в функции Г, объясняется тем, что 
не имеет ни одного свободного члена от S и rt.
Полагая для сокращения

мы можем написать следующие уравнения:

(12) Фо-Во

(13) Ц ( - ’ ж г ' + Е̂ ) + й‘ {+ ^ = ав‘- °

(14) Ц .  Л, -Щ - + а , Ах-+ b,В1+ fc2=SBs.

При этом в (14) мы опустили члены с £ и yj.
Из (13) следует: -

/1с\ d$o_dAi . ggp d£t
dmt u Э®, *'

Далее, из этого и из (14) посредством образования среднего 
по ?c'j для£=т)=0 имеем:
Об) ^ , + Ф 2=ав2.
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Таким образом нам нет надобности вычислять Л,. Средние 
значения легко  находятся с помощью (8) (ср. § 22). Из (9) и (15) 
мы получаем:

2kh*{Z— \Y дВг
S i8

Л  — I_ 3 \ 2п Rh' \ J±(Z__Hi (1— ecos ft)2 sin («fj + 'b) —  ot,i - .
Z J i  T 2hJ2

Следовательно
£ ,= — f  dw t 4 V2"^ * 3 i !  (1 —ecos<?!)"s i n +ft)

*/ ^  /о 2
И

»  З А у Т  , , 4 31—Л —h?
(17) ^ “ 2у % 2 Г С08(?‘ + ,,*) _ ^ ^ '
Из этого следует:

(18) (1 — е cos <f ,)г cos2 (<f, + <ps) — — k 

и, наконец
(Ш ga J 9 £
1 '  s 4Z a ^ i ( Л  1 2 J2h f

2 hJ%

Мы видим, что при образовании среднего по wх в ф2 и ЗВ8: 
исчезает зависимость от wt: в этом приближении w2 — цикли
ческая переменная и J 2 остается переменной действия. 

Следовательно, квантовые условия будут:
& « « й ,  J ^ % ~ k K  За —jh.

Члены, возникшие вследствие учета релятивности, практи- 
чеки не играют никакой роли, и мы их приводили только для 
того, чтобы показать, что учитывать их не представляет никакой 
трудности. Отбрасывая их, замечаем, что энергия W1=H1 авто
матически входит в серийную формулу Ридберга. Итак имеем

/90) W,  —__1 (п+ 8)2 1
где
т )  ь_____ f - k ' - l ' Z - 1 Г
Ш) 8ZW 2 к 8 Z2k3 j [  2k ) J*
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Подставляя сюда j —k-\-p и развертывая по стененям - г , мыгС
получаем

<22) 8==8 Z*k*(-p+  2k~ ) + 8Z 4 S ^ pi —

Общая энергия возбужденного атома гелия будет:

<23) W= -  RhZ? -  .

где Z —2, Этим окончательно решается поставленная задача1.
Формула (zO) должна изображать спектр гелия. Вследствие 

того, что р может принимать значения 1, 0 , - 1 ,  можно устано
вить три системы серий.

Их ридберговские поправки (для Z = 2) были бы

j>_1: * — "*)

<24> Р = °;

* = w ( 9 +  l ) -
На следующей таблице приведены значения § для k = 2, 3 ,4  

и значения, найденные экспериментальным путем:

j, k~2 /г=3 k=-i

\p=l -  0,063 — 0,029 —  0,017
Теоретич.{»=0 +  0,014 +  0,004 + 0,002

+  0,078 + 0,034 + 0,019

i  .(ортогелий . — 0,069 —  0,003 — 0,001
' - ' s i
^  еЦпарагелий . +  0,011 —  0,002 — 0,001

Сравнение ясно указывает нам, что теоретические значения 
не совпадают с найденными экспериментально.

Прежде чем закончить книгу, необходимо указать на следую
щие моменты:

1 Общее решение этой проблемы без ограничений относительно круговых 
путей для внутреннего электрона можно найти у  М, Б о р и а  и В. Г а й з е н -  
б е р г а ,  Zeitschr. f. Physik. Bd 16 , S. 229, 1923.
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Последовательное применение принципов квантовой теории, 
установленных во второй главе, а именно—вычисление движений 
по законам классической механики и выбор из числа их стационар
ных состояний посредством определения переменных действия,, 
как целых чисел кратных планковской постоянной, приводит 
к правильным подтверждающимся опытом результатам в тех 
случаях, где речь идет только о движении одного электрона; 
оно — это применение — делается непригодным уже при исследо
вании движения двух электронов атома гелия. Здесь нет ничего 
удивительного, так как в основном использование таких принци
пов ни в коем случае не является последовательным. В то вре
мя, как при описании взаимодействия атома с излучением 
в Б о р о в с к о м  частотном условии, вместо классического ди- 
ференциального закона, выступает закон разностей, при иссле
довании взаимодействия многих электронов до сих пор всегда 
оперируют с классическими законами диференцирования. Систе
матическое превращение классической механики в дискретно
прерывную атомную механику является целью, к которой стре
мится квантовая теория.

299



ПРИЛОЖЕНИЕ

I. ДВЕ ТЕОРЕМЫ О ЧИСЛАХ
a) Т е о р е м а .  Если X какое-либо иррациональное число, то  

можно выбрать два целых числа т их' так, что (т+т'Х) будет 
произвольно мала.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,
Пр дставим себе, что из О на единичный отрезок ОЕ 

проведены отрезки ОР„ ОР2.. . ,  длины которых равны ), — [).]-, 
21— [2л] . . . ,  ([х] при этом обозначает максимальное целое число, 
непревышающее х). Из иррациональности X следует, что точки
О, Р„ Р2. . .  не сливаются вместе и, так как все они располо
жены на единичном отрезке, то они должны иметь точку, 
напр., Р. Вблизи этой точки лежат среди нашей системы точек 
точки Р0 и Р7 4 т*, расстояние которых меньше наперед зада- 
ного числа 8. Это расстояние равно:

ok —  [оХ] — (о  -J- т * )  X -f-  [(о  -|~т )  X ] ,

оно менее целого числа на т'Х.
Полагая целое число равным —т, имеем

| т  4 -т 'Х ( < 8 .
b) Траектория движения, в пространстве угловых перемен

ных, и есть прямая. Не ограничивая общности, ьул можем на
чальную точку поместить на траектории, после чего замечаем, 
что направляющие косинусы прямого пути пропорциональны 
частотам vt> v2. . . v/,  •

Мы утверждаем следующую т е о р е м у :  Если отсутствует  
вырождение, то  всегда можно для одной произвольной наперед 
заданой точки отыскать эквивалентную ей точку, к которой 
траектория движения подходит произвольно близко.

Ограничивая траекторию единичным кубом, где мы каждую 
ее точку заменяем эквивалентной точкой единичного куба, мы 
можем нашу теорему выразить в следующей форме:

Т е о р е м а :  Траектория движения подходит произвольно 
близко к любой точке единичного куба. Она соответствует 
нашей теореме чисел:

Если задано п иррациональных чисел а1. . .а п и произвольное 
число Ь, то можно всегда найти п целых чисел п так,
чтобы

(т a)=zia i+ . . . + i „ a n 
отличалось от b на произвольно малое число.
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Теорему о траектории мы докажем следующим образом1: 
Пусть О — начало и ОЕи ОЕ2. . .  OEf— единичные отрезки 

системы координат (®,, w2. . .тау). Пусть затем точки пересе
чения траектории, ограниченной единичным кубом с гранями 
(/— 1)-измерений, органиченными ребрами ОЕи OE2...OEf , 
будут Р0, Ри Р2. . . и  допустим, что точки Р0 и О совпадают. 
Ввиду того, что направляющие коси
нусы несоизмеримы, из Есех наших то
чек не сливается ни одна.

В каждой из этих ( f — 1 )-мерных 
граней расположено бесконечное мно
жество векторов Рт Рт+п , значение 
которых меньше наперед . заданого 
числа 8.

Выясним вопрос о распределении 
точек пересечения траектории на огра
ничивающей поверхности. Для этого 
рассмотрим какие-нибудь перпендику
лярные к отрезкам ОЕ1. . .части, скажем, 
принадлежащие OEf  . Пусть для опре
деленности Ра будет первая точка пересечения из всего ряда 
Pt, Р2. . приходящегося на эту грань (а — конечное число; в
противном случае появляется вырождение). __

Проведя от Ра лежащие на грани вектора Рт Рт+п, мы по
лучаем новые точки нашего ряда: Qu Qa. • *.

Первым долгом мы покажем, что они не лежат все в одном 
линейном ( f — 2 )-мерном пространстве, проходящем через 
Ра. Доказывать будем в предположении, что этот случай уже 
однажды имел место.

Точка Ра в рассматриваемой (/— 1 )-мерной грани имеет 
координаты

‘ ' ‘ " ( f e = - l - ./ - i )

Рис. 41.

Тогда для / — 1 других точек ряда Р*„ Pi^.-P* можно
написать:

и -
h У = 0

1 См, литерат. F. L e l t e n m e y e r ,  Proc. of the London Math. Soc. (2), Bd. 
21, S. 306, 1923.
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или после простого преобразования

i - m -
v/~

v/
р/-1

1L V

№
xt— 1

Xf-1— 1

=о.

[  i  j -  [ |  ] - .  [«  м  !Ы ] -  *

В силу того, что не должно иметь места ни одно из соотно
шений

— + Ч - -  +.■• +  ~f-i +х/ = 0
V/ V/ v/

за исключением, когда все т равны нулю, коэфициенты при —
1 v/

должны исчезать:

К1- - и
1-Ц— (Я ■ ["

[■ '■ V  _Л ' [ v l  х‘~ '

Ь -1 

V/
■Xf—i

- 0,

Если теперь первую строчку разделить на л , — 1 и перейти 
к переделу х , ->оо, то получим:

i - и  • •

К Н Й  •

У м  Гу/-Л
V/ [ У J 1

л, - 1[<;] -[г] 
h ' ^ H 4 ¥ K ‘ -

=0.

Здесь коэфициент при — исчезает. Если разделить пер
вую его строчку на X j— 1 и принять, что х2 стремится к со, то

v/ [ v / J  ■”
V/-1
V/ [ v ; 1

< 
f

 
 ̂

i
i—

i 

*
 i

= 0 .

3)2



Продолжая наш способ исследования, мы придем к следующим 
уравнениям

Если точки ряда Q не лежат все в проходяш.ем через Р* ли
нейном (/— 2) - мерном пространстве, то мы можем выделить 
f — 1 векторов Р„ Цт, образующих (f— 1 ) -мерное ( / - 1 ) - ребро. 
Если мы от конца' каждого из этих векторов снова проведем 
все f  ~1 векторов и так будем продолжать далее, мы покроем 
всю перпендикулярную к OEf (f— 1 )-мерную грань единичного 
куба целой сетью ячеек, стороны которых будут меньше §.

То же самое, конечно, можно проделать и для других орто
гональных к ОЕi частей ограничивающей поверхности.

Этим мы доказали, что точки пересечения траектории запол
няют ограничивающую поверхность „без пробелов”; следователь
но, прямая траектория проходит произвольно близко к каждой 
точке единичного куба.

При исследовании наших проблем мы часто имели дело с 
интегралами следующего типа

где R— определенная, реальная функция данного аргумента^ 
С таким определенным интегралом мы встречались при вычис
лении энергии, как функции J; с неопределенным, — например, 
при вычислении угловых переменных. Неопределенный интеграл 
этого типа берется элементарным путем. Обозначим нулевые 
точки подрадикального выражения через е, и е2 (^ !> е2); тогда 
подстановка .

1

= 0.

т г V/—1Но последнее притйворечит иррациональности ——.

II. ЭЛЕМЕНТАРНОЕ И -КОМПЛЕКСНОЕ 
ИНТЕГРИРОВАНИЕ

о’х = е-  у-—2 cos ф d<b 

приводит подрадикальиое выражение к форме
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интеграл таким способом сводится к интегралу рациональной 
функции sin и cost]), который всегда можно взять посредством

Фподстановки «= tg -^ . Вид этого интеграла:

sin cos ф j ^ - ^ c o s  ф <*ф.

Если подинтегральное выражение есть прямая функция сво
его аргумента, его можно также свести посредством подста
новки и= tg ф к интегралу рациональной функции от и. 

Рассмотрим следующий пример;

1. J V  '■>? — хгах.
Подстановка x= asin  ф, дает

(1) a2Jc o s2i>d<b = ~  J* (l+ co s24 )tf 2$= a2f-^~f~" sin2&

== - i-1 a2 arc sin ~ “ЬЛ Y  aZ—-*2 j •
Определенный интеграл по либрации х будет

2тс

(2) |>У — х1 dx — a2J  cos2 <ĵ d>= ra s

- n'v x - 4 - d * .

Посредством подстановок x= sin  ф и K=tg4> получаем 

f__cos2*__  _ Г r l ____~ du
J l —os i r r^ ' J  1+ и*(1—a) l+ w 2 *

Разложим подинтегральное выражение на частные дроби:
1 1  1 1

+■а и2 а 1 . „ ' ' к 21 — а
Вследствие этого неопределенный интеграл будет равен



где при положительном V 1 — х2 вместо и подставим значение 
4—

V I -
В случае а С  1 интеграл, взятый по либрации х, будет равен

2тс
(3) у г - а ) .

J 1 —ал* J  1 — а  sin2 Ф т а  г 7о
Вычисление определенного интеграла

R (л,!/" — Ах2-\-2Вх— С) dx

производится легко с помошью комплексного интегрирования.
Если х представить в комплексной плоскости," то функции R 

соответствует двухлистовая поверхность Р и м а н а  с разветвле
ниями при корнях ех и
ей (е ,> е2) подрадикаль- ^ —«\ /"""N
ного выражения.

Путь интегрирования \ о J  ег  ̂ 4 +е, \ J  
охватывает линию соеди- ^ —
нения обоих корней; на- р .
правление его показано ис' '
на рис. 42.

Интеграл вычисляется легче всего, если путь интегрирования 
мы разобьем на отдельные пути, каждый из которых охватывает 
собой полюс функции. Тогда при обхрде пути, избранном нами 
на рисунке 42» J  будет равен сумме остатков подинтегральных 
выражений в этих полюсах (остаток равен увеличенным в 2кг
раз коэфициентам при ------- в ряде Л о р а н а ,  развернутом длях  х 0
координаты полюса х0):

^ R ef [R (х,У — Ах*+2Вх — С) ].
Рассмотрим некоторые типы интегралов.
Г р у п п а  1.

‘ * J = jx V — Ax2+2Bx—C?dx=
(4)

Постоянные А, В и С — положительны. Если имеются нуле
вые места корня, а мы это предполагаем, то они находятся на 
положительной реальной оси. Отдельные полюсы подинтеграль- 
ного выражения могут располагаться на х= 0  и х=оо.

Так мы имеем
./=— 9?еЦ*а Z — Ax*+2Bx—C р]

—  00[ а й у ^ - Х г У + ^ В х ~ ~ С Ц -

Б орн —408—SO gQ g



На рис. 42 ясно изображены для этого случая первоначаль
ный и деформированный пути интеграции. Здесь полюс х —со 
лежит на конечном расстоянии. Корень на реальной оси вне 
отрезка et е% является чисто мнимой величиной. Знаки его -И 
от е{ до той—го т—оо до е2. SRefco вычисляется как 3tef0 подинте- 
грального выражения интеграла, в котором произведена под- 

1становка у— —  у х
В силу того, что при отображении поверхности л: на поверх

ность у  обход пути интеграции сохраняется, мы получаем:

. о» [ x V ~  Ах2+2Вх —Ср]=

= —9tef„br(a+p+V — А+2Ву —Суф ].
I.  . 1  , . 1Корень имеет знаки —i о т —  до у  = то и -ft от —оо до —еъ ех
a) а= — 1, р = + 1 .

Сохраняя вышеупомянутое определение знаков, запишем необ
ходимые для вычисления остатков ряды подинтегрального вы
ражения по л;—0 и _у=0 в следующей форме:

,  - H ‘ V i+ W 5 x+ -  )

M ' ^ + w + - ) -

mefo =2*1/С

и

7=J> — j f  — AxiJr2B x— С dx —

,5) - f  J -  Л + 2 1  ■
b )  a*=s— 2 , P = — 1

Интеграл для x= оо регулярный. Разложение в ряд по х= 0  подин
тегрального выражения дает

1 / 1

Следовательно:
У

1 / 1  . В  , \
л2 ( i/C  1C/С Х

следовательно
су, г п  В



и

4 ^ -
г— 1-Ах2+ 2В х—С dx =

(6) 4 ? / - л + 2 4 - &  й х ~ ^ щ с -
с) а= + 2, р=—1.
Интеграл для х = 0  регулярный.
Разложение соответственного подинтегральиого выражения по 
у = -  = 0 равно:X

1

{ т Ь +1 Ш у+% {3 Ж Т ~ ш У + "' ]
Таким образом

У*1

V А
( 3 В 1 _ С \  
у  А8 А у

из чего
(7) 7а —<£ ■........ ------------------------------------------ г---- «=

7 8 5 у  _ - С  Y  _ А + 2 В__G _
X х

_  * / ,  * - £ \/ А \ 3 Л2 А г
Г р у п п а  2.
Г 1 ---- ^

а) --------^dx. Будем различать два случая:" 1 ■' их
1. В случае а<1 полюсы, определенные нулевыми местами

1 —ах9, лежат за пределами пути интеграции, охватывающего 
нулевые положения корня ± 1 ; в случае 0< а < 1  — на реальных 
осях. В случае а < 0 эти полюсы расположены на мнимых осях. 
Интеграл слагается из остатков при

Х — ± ' р /  J -  И Х = с о .
а

Корень — положительный и мнимый на положительных и реальных 
осях и отрицательно мнимый на отрицательных реальных осях.

Он положительно реален на отрицательных мнимых осях 
и отрицательно реален на положительных мнимых осях.

Придерживаясь соответственно этому знаков, мы видим, что
разложение подинтегральиого выражения по его полюсу±|// Г _2_ 
будет начинаться следующим образом:

~Та[11~ а{х ± /̂Г̂ )  +  —
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Остатки для обоих полюсов равны:

Значение обхода вокруг х= со определится, как
[ 1 V  у 2 — 1 1 
[ у  у2 — a J '

Так как для положительных реальных значений вблизи нуля 
корень положительный и мнимый, разложение функции в ряд 
начинается

_ J L ± +  
ad У

2 тс
из чего искомое значение будет — и, наконец,

(8) dx~ 4 ' <] - V 1 - “>•

2. а> 1 . Полюсы ± | / J_ лежат в интервале (•—1, +1) ре

альной оси, следовательно, внутри пути интегрирования. Для 
полюсов подинтегральное выражение не может быть прЬинте- 
грируемо, вследствие чего этот случай исключается.

(ь) & ^ ~ Л В. ,
“  f(x)  v F(x)

с /(л:)—(А — л) (л — В), F(x)=f(x) — АСх
Пусть А, В, С будут положительны и реальны, А > В и С так 

выбрано, что F(x) может принимать положительные значения. 
Тогда нулевые места я, [3 реальны и лежат между А и В. 
Подинтегральное выражение имеет в нулевых местах а и р  

простые разветвления; оно хотя равно здесь бесконечности, но 
остается интегрируемым. Простые полюсы лежат при А и В. 

Обход вокруг л:=0 дает некоторое дополнительное значение.
Знаки корня показаны

— t  J W -  на Рис* 43-
1v  ч д у  Ч2У Вблизи А начинается

разложение в ряд под-
Рис. 48. интегрального выражения

вблизи В начинается
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Т с -  й еЬ “ + 2”/ ж
Использовав подстановку у — —> находим

Л

[ j  j __АВу2 1 1
7  {А у -1 )(1—Ву) / p i y - l )  (1 ^-Щ)\^АСу\’

где для положительных реальных значений у  вблизи нуля корень 
имеет знак +г. Поэтому разложение начинается — и мож

но написать:
9 le f o o = + 2 i t .

Следовательно, имеем

(9)

Кончая наши исследования такого типа интегралов, мы рас
смотрим еще одну форму, а именно:

ф R (х , Y ■— Ах*-\-2Вх — С-fX/(x)j dx,

где tf(x) должна играть роль некоторого поправочного члена.
Все наши соображения относительно точек разветвлений, 

знаков и пути интегрирования, прилагавшиеся нами при рассмо
трении группы 1, и здесь остаются в силе.

Для того, чтобы взять интеграл, разложим подинтегральное 
выражение по I. При этом необходимо иметь в виду, что раз
ложение должно быть действительным для всего пути интегра
ции. После этого интегрирование производится тем ж е путем, 
как это делалось выше; разница здесь заключается только в том, 
что в отдельных членах появляются точки разветвления ех и ег
И ПОЛЮСЫ Х— 0,  X j  оо

а) /6= !  л —1 y f _  д х2+2Вх — С + ~  dx<=

При достаточно малом D разложение по D = 0 сохраняет 
свою силу для всего пути интеграции.

Мы органичимся только членами 1 порядка относительно D:

у  — Ал*+2Вх— С+Ц- -

= / — АхЦ-2ВТ~С+{~Ах*+2Вх — С)~~*

Таким образом остатки будут равны:



Поэтому получается

Je "Л"|~~cf ~v
т. е.

“ О, у> - +2” ( ^ + 4 | % - ^  )

b) U= §-~/-Ах*-\-2Вх~~С+ВЖdx =

■§ ] f - А + 2 | - ^ + О л « г л .

Разложение корня по степеням D дает:

уг~~~Ах2-\-2Вх — C+Dxs =
________________ n

Ах*+2Вх — С + (  — Ах2 +  2Вх— С) 2 ^ - л 3+ . . .

и если мы ограничимся членами I-го порядка относительно Д  
то окончательно приходим к следующему результату:

т. е . Л = Л  + ° Л

(1Q 7 ,^ - 2 , ( v4 - / c ) + i - £ - a ( 3 f - C )
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ЗАМЕЧЕННЫЕ ОПЕЧАТКИ

Стр. Строка
!

Н а п е ч а т а н о
1

Д о л ж н о  б ы т ь

24 2 сверху способом преобразования Л е
жандра, то решение уравне

ния (1) в форме (2) будет:

R

посредством преобразования

Аежандра то ре
шение уравнения (1) можно 

привести к форме (2;

30

33

33

1 формула 
сверху

3 формула 
снизу

2 формула 
снизу

L

=F
±

Ф
±

+
38

39

3  формула 
сверху 

9 сверху

У 2 т  та cos 9 

%Ph

У  2 т  Фа cos 9 

q4Pk

46 4 сниау 4»
47

J
2 сверху Если Если as^asg

53

65

74

1 фомула 
сверху 

1 формула 
сверху  

1 сверху

У  W +D c o s  ч dq  

центричного

У  IV + и  cos q dq

q= V~
ацентрпчного

74 1 сверху гармонически ангармонически

79 20 сверху угловых и действующих пере
менных

угловых переменных и пере
менных действия

81 1 "сверху J Jv
81 16 снизу безсмысленно сохраняет смысл

87 1 сверху тождественности соизмере
ний

отсутствия тождественной 
соизмеримости

89 12 снизу Wx—W wx— wv

90 18  сверху Як sin qi;

97 14 сверху при условии (С) в преобразо
вании J p  не появляется щ

условие С  не запрещает w i  
появиться 6 преобразовании Jo

99 3  сверху нли и

102 8 сверху поддаются не поддаются

103

107

2 формула 
сверху 

21 снизу

“ Jo. “

и угловая переменная будут  
постоянны

Ju “  -- 'С» Ш

постоянен и есть переменная 
действия

110 1 снизу W w?

114 19 сверху одно из иих три из них определяют

120 б сверху Основываясь на этом устано
вим завнсимость Wэлектр.

Оставляя в стороне завиеи-
мость WsACKmp.

121 3  сверху разсматривая запрещая



Стр. Строка j Н а п е ч а т а н о Д о л ж н о  б ыт ь

134 4 сверху многочисленными обыкновен
ными

такими исключительными

135 1 формула 
снизу 1» ! м |

140 16 сверху длину долготу
140 13 снизу Узловую длину долготу восходящих узлов

147 2 формула 
сверху 04) 04 -)

155 20 снизу диффузноинан дифузная

158 20 снизу выборочных правил правил отбора
162 • 8 саерху меньше больше
172 1 формула 

сверху
с cs

176 16 сверху спиральные сериальные
184 7 сверху определяемых отделяемых

184 17 сверху не должна должна

185 13 сверху качественных количественных
194 14 сверху — 1 1»

-207 6 снизу выборные правила правила отбора
212 10 снизу отличаются ие отличаются

231 4 сверху 3 t 
“ 2

3 
2 sfl

■236 2 формула 
сверху « [ и ] « в [ е г ] + . | й ^ ] ] m [ r r ] = e [ © r] + * | r[ ( ? t ) ]

24Э

242

242

242

17 снизу

12 сверху 

17 сверху 

20 сверху

отрицательные
сферы

я
•
м

иррациональные
конусы

»

■

п
269 .7 снизу соизмеримы несоизмеримы

275 16 сверху вместо в точке

Борн — 409



h 2, 2» 3, 3, 3S 4 , 42 % 44 5i 5 j 5S 5g 6,6,3* 6 * ^ 6 , ~ b  7 ,«

1 н 1
2 Не 2

3 Li 2 1
4 Be 2 2
5 В 2 2 1
6  С 2 2 (2)

10 Ne 2 ""eT

11 Na 2 8 1
12 Mg 2 8 2
13 А1 2 8 2 !
14 Si 2 8 2 (2)

18 А 2 . 8 ' 8  "

19 К 2 ' I f ' 8 1
20 Са 2 8 8 2
21 Sc 2 8 8 1 (2)
22 Ti 2 8 8 2 (?)

29 Си 2 8 18 1
30 Zn 2 8 18 2
31 Ga 2 8 18 2 1
------- — ------- — —̂ — l\IJ

36 Кг 2 8 18 8

37 Rb 2 is
_ 8 ~

1
38 Si 2 8 18 8 2
39 Y 2 8 18 8 1 (2)
40 Zr 2 8 18 8 2 (2)

47 Ag 2 8 18 18 1
48 Cd 2 8 18 18 2
49 In 2 8 18 18 2 1
------- — ------- — ------ ------ - — —
54 X 8 8 18 . 18 .8

55 Cs 2 " I T 18 18 8 1
56 Ba 2 8 18 18 8 2
57 La 2 8 18 18 8 1 (2)
58 Ce 2 8 18 18 1 8 1 (2)
59 Pr 2 8 18 18 2 8 1 (2)

71 Cp 2 8 18 32 8 1 (2)
72 Hf 2 8 18 32 8 2 (2)

79 Au 2 8 18 32 1 8  ’ 1
80 Hg 2 8 18 32 18 2
81 Tl 2_~ 8 18 32 18 2 1

****** _
86 Nt 2 8 18 32 18 8

87 — 2 8 18 32 lg 8 1
88 Ra 2 8 18 32 18 8 2
89 Ac 2 8 18 32 18 8 1 (2)
90 Th 2 8 18 32 18 8  2 (2)

j 118 - 2 8 18 32 32 18 t

Берн— *09 (к стр, 189)


