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ВВЕДЕНИЕ

Теоретическая механика — раздел физики, в котором изучается ме
ханическое движение материальных тел, т. е. изменение с течением вре
мени положения их относительно друг друга. Так как состояние покоя 
есть частный случай механического движения, то в задачу теоретической 
механики входит также изучение равновесия материальных тел.

Движение материи происходит во времени и пространстве. За про
странство, в котором происходит движение тел, принимают «обычное» 
евклидово трехмерное пространство. Для изучения движения вводят 
так называемую систему отсчета, понимая под ней совокупность тела 
отсчета (тела, относительно которого изучается движение других тел) и 
связанных с ним систем координатных осей и часов. В теоретической 
механике принимается, что время не зависит от движения тел и что оно 
одинаково во всех точках пространства и всех системах отсчета (абсо
лютное время), В связи с этим в теоретической механике, говоря о сис
теме отсчета, можно ограничиться указанием только тела отсчета или 
системы координатных осей, связанных с этим телом.

Движение тела происходит в результате действия на движущееся 
тело сил, вызванных другими телами. При изучении механического 
движения и равновесия материальных тел знание природы сил не 
обязательно, достаточно знать только их величины. Поэтому в теоре
тической механике не изучают физическую природу сил, ограничива
ясь только рассмотрением связи между силами и движением тел.

Теоретическая механика построена на законах И.Ньютона, спра
ведливость которых проверена огромным количеством непосредствен
ных наблюдений, опытной проверкой следствий (зачастую далеких и 
вовсе не очевидных) из этих законов, а также многовековой практи
ческой деятельностью человека. Законы Ньютона справедливы не во 
всех системах отсчета. В механике постулируется наличие хотя бы 
одной такой системы (инерциальная система отсчета). Многочислен-
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ные опыты и измерения показывают, что с высокой степенью точности 
система отсчета с началом в центре Солнечной системы и осями, на
правленными к далеким «неподвижным» звездам, является инерци
альной системой отсчета (она называется гелиоцентрической или ос
новной инерциальной системой отсчета).

В дальнейшем будет показано, что если имеется хотя бы одна инср- 
циальная система отсчета, то их имеется бесчисленное множество (очень 
часто инерциальные системы отсчета называют неподвижными систе
мами). Во многих задачах за инерциальную систему отсчета принима
ют систему, связанную с Землей. Ошибки, возникающие при этом, как 
правило, столь незначительны, что практического значения они не име
ют. Но имеются задачи, в которых уже нельзя пренебречь вращением 
Земли. В этом случае за неподвижную систему отсчета следует прини
мать введенную гелиоцентрическую систему отсчета.

Теоретическая механика является естественной наукой, опираю
щейся на результаты опыта и наблюдений и использующей матема
тический аппарат при анализе этих результатов. Как во всякой есте
ственной науке, в основе механики лежит опыт, практика, наблюде
ние. Но наблюдая какое-нибудь явление, мы не можем сразу охватить 
его во всем многообразии. Поэтому перед исследователем возникает 
задача выделить в изучаемом явлении главное, определяющее, отвле
каясь (абстрагируясь) от того, что менее существенно, второстепенно.

В теоретической механике метод абстракции играет очень важную 
роль. Отвлекаясь при изучении механических движений материальных 
тел от всего частного, случайного, менее существенного, второстепенно
го и рассматривая только те свойства, которые в данной задаче явля
ются определяющими, мы приходим к рассмотрению различных моде
лей материальных тел, представляющих ту или иную степень абстрак
ции. Так, например, если отсутствует различие в движениях отдельных 
точек материального тела или в данной конкретной задаче это разли
чие пренебрежимо мало, то размерами этого тела можно пренебречь, 
рассматривая его как материальную точку. Такая абстракция приво
дит к важному понятию теоретической механики— понятию матери
альной точки, которая отличается от геометрической точки тем, что 
имеет массу. Материальная точка обладает свойством инертности, как 
обладает этим свойством тело, и, наконец, она обладает той же способ
ностью взаимодействовать с другими материальными телами, какую 
имеет тело. Так, например, планеты в их движении вокруг Солнца, 
космические аппараты в их движении относительно небесных тел мож
но рассматривать в первом приближении как материальные точки.

Другим примером абстрагирования от реальных тел является по
нятие абсолютно твердого тела. Под ним понимается тело, которое 
сохраняет свою геометрическую форму неизменной, независимо от 
действий других тел. Конечно, абсолютно твердых тел нет, так как в 
результате действия сил все материальные тела изменяют свою фор
му, т. е. деформируются, но во многих случаях деформацией тела
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можно пренебречь. Например, при расчете полета ракеты мы можем 
пренебречь небольшими колебаниями отдельных частей ее, так как 
эти колебания весьма мало скажутся на параметрах ее полета. Но 
при расчете ракеты на прочность учет этих колебаний обязателен, 
ибо оии могут вызвать разрушение корпуса ракеты.

Принимая те или иные гипотезы, следует помнить о пределах их 
применимости, так как, забыв об этом, можно прийти к совершенно 
неверным выводам. Это происходит тогда, когда условия решаемой 
задачи уже не удовлетворяют сделанным предположениям и неучи
тываемые свойства становятся существенными. В курсе при поста
новке задачи мы всегда будем обращать внимание на те предположе
ния, которые принимаются при рассмотрении данного вопроса.

В высших технических учебных заведениях теоретическая механи
ка делится обычно на три раздела: статику, кинематику и динамику. 
Эта сложившаяся традиция нашла отражение и в настоящем курсе.

В статике изучаются методы преобразования одних совокупнос
тей сил в другие, эквивалентные данным, выясняются условия равно
весия, а также определяются возможные положения равновесия.

В кинематике движение тел рассматривается с чисто геометричес
кой точки зрения, т. е. без учета силовых взаимодействий между телами.

В динамике движение тел изучается в связи с силовыми взаимодей
ствиями между телами. Более подробные сведения о задачах статики, 
кинематики и динамики будут даны в соответствующих разделах курса.



С Т А Т И К А

Г л а в а  1
ОСНОВНЫ Е ПОНЯТИЯ и АКСИОМЫ СТАТИКИ

§ 1.1. Сила. Система сил.
Равновесие абсолютно твердого тела

Как уже отмечалось во введении, в теоретической механике 
изучается движение материальных тел относительно друг друга. Для 
этого требуется прежде всего построить модели объектов и дать оп
ределение понятий, с которыми имеет дело механика. В теоретичес
кой механике рассматривается простейшая модель «обычного» евк
лидова трехмерного пространства. Постулируется, что в этом про
странстве существует хотя бы одна система координат, в которой 
справедливы законы Ньютона (инерциальная система). Многочис
ленные опыты и измерения показывают, что с высокой степенью 
точности система отсчета с началом в центре Солнечной системы и 
осями, направленными к далеким «неподвижным» звездам, являет
ся инерциальной системой. В дальнейшем будет показано, что если 
существует хотя бы одна инерциальная система, то их имеется бес
численное множество*) (инерциальные системы отсчета условно на
зываются неподвижными).

В статике, не внося никаких погрешностей в вычисления, можно 
считать, что системы координат, жестко связанные с Землей, непод
вижны**). Условия относительного равновесия в других, неинерци- 
альных системах отсчета, в частности, в системах, движущихся от
носительно Земли, будут выяснены в динамике.

Как для статистики, так и для динамики одним из основных являет
ся понятие силы. Первичное представление о силе дают нам мускуль
ные ощущения. В механике под силой понимается мера механическо
го взаимодействия материальных тел, в  результате которого вза
имодействующие тела могут сообщать друг другу ускорения или 
деформироваться (изменять свою форму). Из этого определения сразу 
вытекают два способа измерения сил: первый, динамический способ, 
основан на измерении ускорения тела в инерциальной системе от

*) Более подробно о моделях пространства и инерциальных системах отсчета 
будет рассказано в разделе «Динамика» (см. том II, § 1.2). Здесь же предполагается, 
что читатель знаком с законами Ньютона в объеме школьного курса физики.

**) Это объясняется тем, что сила тяжести имеет сложный характер, учитыва
ющий вращение Земли (см. том II, §6.3).



счета, а второй, статический способ, основан на измерении деформа
ции упругих тел.

В механике не изучают физическую природу сил. Укажем только, 
что силы могут возникать как при непосредственном контакте тел 
(например, сила, тяги электроиоза, передаваемая вагонам, сила 
трения между поверхностями соприкасающихся тел и т. п.), так и на 
расстоянии (например, силы притяжения небесных тел, силы взаимо
действия электрически заряженных или намагниченных частиц и т. п.).

Сила является векторной величиной — она характеризуется чис
ленным значением, или модулем, точкой приложения и направлением. 
Точка приложения силы и ее направление определяют линию 
действия силы. На рис. 1.1 показана сила F, приложенная в

точке А , длина отрезка А В  в соответст
вующем масштабе равна модулю силы, точ
ка В называется концом силы; у конца 
силы ставится стрелка, указывающая на
правление действия силы. Прямая LM  
называется линией действия силы. Усло
вимся обозначать силу буквой жирного 
шрифта, например, F, а ее модуль — той же 
буквой обычного шрифта, т. е. F.

Рис- 1-1 Д ля измерения модуля силы ее срав
нивают с некоторой силой, выбранной в 

качестве единицы. В международной системе единиц измерения фи
зических величин (СИ) за единицу силы принят ньютон (Н), а в тех
нической системе единиц (система МКГСС) — килограмм-сила (кгс); 
ее не следует вмешивать с единицей массы в системе СИ — кг. 
Напомним, что эти единицы связаны соотношениями 

1 кгс 9,81 Н: 1 Н »  0,102 кгс.
Применяются и более крупные единицы измерения сил, в ча

стности, 1 МН =  10е Н (меганьютон), 1 кН =« 10s Н (килоньютон),
1 тс — 10® кгс (тонна-сила) и т. п.

Силу часто задают непосредственным описанием, например: 
к концу балки приложена сила F, численно равная 5 кН и направлен
ная вертикально вниз. Но можно задать силу и способом, которым 
обычно определяют векторы, а именно, через ее проекции на оси 
прямоугольной системы координат и точку приложения силы. Если, 
как обычно, единичные векторы (орты) осей х, у, г обозначить через
i, j, к (рис. 1.2), то сила F определится точкой приложения и 
раьенством

F =  FJ +  F(j  +  Fik, (1.1)
где Fx, Fy, F* — проекции силы F на соответствующие координатные 
оси *).
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*) Здесь и в дальнейшем нижними индексами х, у, г отмечаются проекции 
вектора на соответствующие координатные оси.
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Рассматривая действие сил на материальные тела, мы будем 
отвлекаться не только от физической природы сил, но и от многих 
свойств самих тел. Так, реальные твердые тела обычно мало изменяют 
свою форму под действием приложенных к ним сил. Поэтому для 
решения многих задач механики допустимо вовсе пренебречь малыми 
деформациями (т. е. малыми изменениями формы) и пользоваться 
моделью абсолютно твердого тела, понимая под ним тело, в кото
ром расстояния между двумя любыми точками его остаются неиз
менными независимо от действия тех или иных сил *). Д ля кратко
сти мы будем часто пользоваться выражением «твердое тело» или даже 
просто «тело», имея в виду только что вве
денное понятие абсолютно твердого тела.

Совокупность нескольких сил (F,, ...,
F,,) называется системой сил. Если, нг 
нарушая состояния тела, одну систему 
сил (Р ,....... Fn) можно заменить другой си
стемой (P t ....... Ph) и наоборот, то такие
системы сил называются эквивалентными.
Символически это обозначается следую
щим образом;

(Fi.......... Fn) ~ ( P 1............РА). (1.2) Рис. 1.2

Введенное понятие эквивалентности систем сил не устанавливает 
условий, при выполнении которых две системы сил будут эквивален
тны. Оно означает только, что эквивалентные системы сил вызывают 
одинаковое состояние тела (одинаковые ускорения).

В том случае, когда система сил (Fi....... F„) эквивалентна одной
силе R, т. е.

(Fx..........F „ )~ R . (1.3)
последняя называется равнодействующей данной системы сил. Эго 
означает, что одна равнодействующая сила может заменить действие 
всех данных сил. В дальнейшем будет показано, что не всякая си
стема сил имеет равнодействующую.

Как уже отмечалось, в инерциальной системе координат выпол
няется закон инерции. Это означает, в частности, что тело, находя
щееся в начальный момент в покое, останется пребывать в этом состо
янии, если на него не действуют никакие силы. (Полная формули
ровка закона инерции будет дана в разделе динамики.) Если абсо
лютно твердое тело остается в состоянии покоя при действии на

•) Кроме простейшей модели абсолютно твердого тела в механике приме
няются другие надели твердых, жидких и газообразных тел. Так, например, имеются 
модели упругих и пластических тел, модели идеальной и вязкой жидкости и т. п. 
Яти модели изучаются в других разделах механики — в теории упругости, в меха
нике жидкостей и газов и т. п. Конечно, все модели тел представляют лишь при
ближение к реальным телам, и ими можно пользоваться только в рамках сделанным 
предположений.
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него системы сил (F„ F„), то последняя называется уравно
вешенной системой сил, или системой сил, эквивалентной нулю:

(Fi.......... F J - 0 .  (1.4)
Часто в этом случае говорят, что тело находится в равновесии *).
В заключение этого параграфа обратим внимание на различие 

между понятием эквивалентности сил и понятием равенства векто
ров, изображающих эти силы. В математике два вектора считаются 
равными, если они параллельны, направлены в одну сторону и равны 
по модулю. Д ля эквивалентности двух сил этого недостаточно и из 
равенства F =  Р еще не следует соотношение F ~  Р . Из сделан
ных определений вытекает, что в общем случае две силы эквива
лентны, если они геометрически (векторно) равны н приложены 
к одной точке тел . На рнс. 1.3 показаны две геометрически равные, 

но не эквивалентные силы. В этом прояв
ляется различие между свободными векто
рами, рассматриваемыми в математике, и 
силами.

§ 1.2. Аксиомы статики и их следствия

В аксиомах статики формулируются те 
простейшие и общие законы, которым под
чиняются силы, действующие на одно и то 
же тело, или силы, приложенные к взаимо

действующим телам. Зти законы установлены многочисленными 
непосредственными наблюдениями, а также опытной проверкой 
следствий (часто далеких и вовсе не очевидных), логически выте
кающих из этих аксиом.

К ак следует из второго закона Ньютона, тело под действием 
одной силы приобретает ускорение и, следовательно, оно не может 
находиться в покое. Это означает, что одна сила не может составлять 
уравновешенную систему сил. Первая аксиома устанавливает усло
вия, при выполнении которых простейшая система сил будет уравно
вешена.

Аксиома 1. Дее силы, приложенные к абсолютно твердому телу, 
будут уравновешены (эквивалентны нулю) тогда и только тогда, 
когда они равны по модулю, действуют по одной прямой и направлены 
в противоположные стороны.

Это означает, что если абсолютно твердое тело находится в покое 
под действием двух сил, то эти силы равны по модулю, действуют 
по одной прямой и направлены в противоположные стороны. Обратно, 
если на абсолютно твердое тело действуют по одной прямой в про

*) Отметим, что введенное определение уравновешенных сил, приложенных 
к абсолютно твердому телу, не может быть распространено на силы, приложенные 
к деформируемым телам.



{ t . s l АКСИОМЫ СТАТИКИ И ИХ СЛЕДСТВИЯ 10

тивоположные стороны две равные по модулю силы и тело в началь
ный момент находилось в покое, то состояние покоя тела сохранится.

На рис. 1.4 показаны уравновешенные силы Fb F* и P s, Pt , 
удовлетворяющие соотношениям: (F1( F2) ~  0, (Рь  Р,) ~  0.

При решении некоторых задач статики приходится рассматривать 
силы, приложенные к концам жестких стержней, весом которых

а) F

можно пренебречь, причем иззестно, что стержни находятся в равно
весии. Из сформулированной аксиомы непосредственно следует, что 
действующие на такой стержень силы направлены вдоль прямой, 
проходящей через концы стержня, противоположны по направле
нию и равны друг другу по модулю  ̂ а 
(ркс. 1.5, а). Этот вывод сохраняется н 
в случае, когда ось стержня криволи
нейная (рис. 1.5, б).

Первая аксиома устанавливает не
обходимые и достаточные условия 
уравновешивания только Д Еух  сил, ко, 
конечно, уравновешенная система сил 
может состоять и из большего числа 
сил.

Две следующие аксиомы устанавливают простейшие действия 
с силами, при которых состояние тела не изменяется.

Аксиома 2. Не нарушая состояния абсолютно твердого тела, 
к нему можно прикладывать или отбрасывать силы тогда и только 
тогда, когда они составляют уравновешенную систему, в частности, 
если эта система состоит из двух сил, равных по модулю, дей
ствующих по одной прямой и . . 
направленных в противополож- v  / — х  V  ^  Ф 
ные стороны.

Из этой аксиомы вытекает 
следствие: не нарушая состояния 
тела, точку приложения силы 
можно переносить вдоль линии  Рис- *-6
ее действия.

Действительно, пусть сила FA приложена к точке А  (рис. 1.6, а). 
Приложим в точке В  на линии действия силы FA две уравновешен
ные силы FB и F s , полагая, что FB =  FA (рис. 1.6, б). Тогда со
гласно аксиоме 2 будем иметь

F^ ~  (Fa , Fв, Fa).
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Так как силы FA и Fa образуют также уравновешенную систему 
сил (аксиома 1 ), то согласно аксиоме 2  их можно отбросить 
(рис. 1.6, в). Таким образом,

F* ~  (F>i, Fb , Fb) ~  FB, или F^ ~  Fb,
что доказывает следствие.

Это следствие показывает, что сила, приложенная к абсолютно 
твердому телу, представляет собой скользящий вектор.

Обе аксиомы и доказанное следствие нельзя 
применять к деформируемым телам, в частности, 
перенос точки приложения силы вдоль линии ее 
действия меняет напряженно-деформированное со
стояние тела.

Аксиома S. Не меняя состояния тела, две 
силы, приложенные к одной его точке, можно за- 
менить одной равнодействующей силой, приложен- 

ной в той оке точке и равной их геометрической сумме (аксиома 
параллелограмма сил).

Эта аксиома устанавливает два обстоятельства: первое — две 
силы Fj и F„ (рис. 5.7), приложенные к одной точке, имеют равно
действующую, т. е. эквивалентны одной силе

(Fi> Fа) ~  R;
второе — аксиома полностью определяет модуль, точку приложения 
и направление равнодействующей силы

R =  Fi +  F2. (1.5)
Другими словами, равнодействующую R можно построить как диа

гональ параллелограмма со сторонами, сов
падающими с Fi и Fs.

Модуль равнодействующей определится 
равенством

R  =  у  Fi +  F\  +  2F\Fi cos а ,
где а —угол между данными векторами F, и F,. 

Отметим, что третья аксиома применима 
Рис. 1.8 к любым, не обязательно абсолютно твердым

телам.
Вторая и третья аксиомы статики дают возможность переходить 

от одной системы сил к другой системе, ей эквивалентной. В частно
сти, они позволяют разложить любую силу R на две, три и т. д. 
составляющие, т. е. перейти к другой системе сил, для которой 
сила R является равнодействующей. Задавая, например, два на
правления, которые лежат с R в одной плоскости, можно построить 
параллелограмм, у которого диагональ изображает силу R. Тогда 
силы, направленные по сторонам параллелограмма, составят систему, 
для которой сила R будет равнодействующей (рис. 1.7). Аналогичное 
построение можно провести и в пространстве. Д ля этого достаточно
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из точки приложения силы R провести три прямые, не лежащие 
в одной плоскости, и построить на них параллелепипед с диагональю, 
изображающей силу R, и с ребрами, направленными по этим прямым 
(рис. 1 .8).

Аксиома 4 (3-й закон Ньютона). Силы взаимодействия двух 
тел равны по модулю и направлены по одной прямой в противоположи 
ные стороны.

Заметим, что силы взаимодействия двух тел не составляют систе
му уравновешенных сил, так как они приложены к разным телам.

Если тело /  действует на тело / /  с силой Р, а тело / /  действует 
на тело /  с силой F (рис. 1.9), то эти силы равны по модулю (F =  Р) 
и направлены по одной
прямой в противоположные ""------«ч
стороны, т. е. F =  — P. f  F j

Если обозначить че- f ----- '° г у
рез F силу, с которой Солн- 
це притягивает Землю, то
Земля притягивает Солнце Рнс. 1.9
с такой же по модулю, но 
противоположно направленной силой — F.

При движении тела по плоскости к нему будет приложена сила 
трения Т, направленная в сторону, противоположную движению. 
Эго — сила, с которой неподвижная плоскость действует на тело. 
На основании четвертой аксиомы тело действует на плоскость с та
кой же силой, но ее направление бу
дет противоположно силе Т. На рис. 1.10 
показано тело, движущееся вправо; 
сила трения Т приложена к движуще
муся телу, а сила Т ' =  —'Т — к плос- Рис. 1.10 
кости.

Рассмотрим еще покоящуюся систему, изображенную на 
рис. 1.11, а. Она состоит из двигателя А, установленного на фун
даменте В, который в свою очередь находится на основании С. На 
двигатель и фундамент действуют силы тяжести Fi и Fs соответ
ственно (они представляют собой действие Земли на эти тела). Кроме 
указанных двух сил, действуют также следующие силы:

F3 — сила действия тела А на тело В (она равна весу тела А)\
F3 — сила обратного действия тела В  на тело А;
F4 — сила действия тел А и В на основание С (она равна сум

марному весу тел А и В);
Fi — сила обратного действия основания С на тело В. Эти силы 

показаны на рис. 1 . 1 1 , б, в, г.
Согласно аксиоме 4

Fa== — Fj, F4 =  — F4,

причем эти силы взаимодействия определяются заданными силами 
Fi и F*.
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Д ля нахождения сил взаимодействия необходимо исходить из 
аксиомы 1. Вследствие покоя тела А  (рис. 1 .11,6) должно быть

а значит, F3 =  F,.
Точно так же из условия равновесия тела В (рис. 1.11, в) следует

f ; = - ( f2+ f3),
т. е.

F ; « * - ( F ,  +  F*) и F, =  F, +  F£.
Аксиома 5. Равновесие деформируемого 

тела не нарушится, если жестко связать его 
точки и считать тело абсолютно твердым.

Этой аксиомой (ее называют иногда прин
ципом отвердевания) пользуются в тех слу
чаях, когда речь идет о равновесии тел, ко
торые нельзя считать твердыми. Приложенные 
к таким телам внешние силы должны удов
летворять условиям равновесия твердого 
тела, однако для нетвердых тел зти условия 
являются лишь необходимыми, но недоста
точными. Проиллюстрируем это положение 
простым примером. На стр. 19 было показано, 
что для равновесия абсолютно твердого не
весомого стержня необходимо и достаточно, 
чтобы приложенные к концам стержня силы 
F и F ' действовали по прямой, соединяю
щей его концы, были равны по модулю и нап
равлены в разные стороны. Эти же условия 
необходимы и для равновесия отрезка неве
сомой нити, но для нити они недостаточны — 

необходимо дополнительно потребовать, чтобы силы, действующие на 
нить, были растягивающими (рис. 1.12, б), в то время как для 
стержня они могут быть и сжимающими (рис. 1.12, а).

г)

777% \г*  IT*
#777777777/*

Рис. 1.11

а)
Стержень F*

ч

Нить Ff
F I Стершем  ̂ Г*

Рис. 1.12

В заключение этого параграфа рассмотрим случай эквивалент
ности нулю трех непараллельных сил, приложенных к твердому 
телу (рис. 1.13, а).

Теорема о трех непараллельных силах. Если под действием 
трех сил тело находится в равновесии и линии действия двух сил
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Рис. 1.13

пергс&жюжя, то все силы лежат в одной плоскости, и их линии дей
ствия пересекаются в одной точке.

Пусть на тело действует система трех сил F l( Ft и F3, причем 
лпкин действия сил и F* пересекаются в точке А (рис. 1.13, а). 
Согласно следствию из аксиомы 2 силы F» и Ff можно перенести 
в точку А  (рнс. 1.13, б), а 
по аксиоме 3 их можно за- а)  
менить одной силой R, при
чем (рис. 1.13, в)

R =  Ft -J- Ft .

Таким образом, рассматри
ваемая система сил приведе
на к двум силам R и Fs 
(рис. 1.13, в). По условиям теоремы тело находится з равновесии, 
следозательио, по аксиоме 1 силы R и F* должны иметь общую 
линию действия, ко тогда линия действия всех трех сил должны 
пересекаться в одной точке.

§ 5.3. Активные силы н реакции связей

Условимся называть тело свободным, если его перемещения 
ничем не ограничены. Тело, перемещения которого ограничены 
другими телами, называется несвободным, а тела, ограничивающие 
перемещения данного тела ,— связями. Как 
уже упоминалось, в точках контакта воз
никают силы взаимодействия между дан
ным телом и связями. Силы, с которыми 
связи действуют на данное тело, назы
ваются реакциями связей. При перечис
лении всех сил, действующих на данное 
тело, необходимо, разумеется, учитывать 
и эти контактные силы (реакции связей).

В механике принимают следующее по
ложение, называемое иногда принципом 
освобождаемости: всякое несвободное т ем
можно рассматривать как свободное, если действие связей заменить 
реакциями их, приложенными к данному телу.

В статике полностью определить реакции связей можно с по
мощью условий или уравнений равновесия тела, которые будут 
установлены в дальнейшем, но направления их во многих случаях 
можно определить из рассмотрения свойств связей.

В качестве простейшего примера на рис. 1.14, а представлено 
тело, точка М  которого соединена с неподвижной точкой О при 
помощи стержня, весом которого можно пренебречь; концы стержня 
имеют шарниры, допускающие свободу вращения. В данном случае 
для тела связью служит стержень ОМ; стеснение свободы перемеще

Рис. 1.14
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ния точки М  выражается в том, что она вынуждена находиться на 
неизменном удалении от точки О. Но, как мы видели выше 
(см. рис. 1.5, б), сила действия на такой стержень должна быть 
направлена по прямой ОМ, и согласно аксиоме 4 сила противодей
ствия стержня (реакция) R должна быть направлена вдоль той же 
прямой. Таким образом, направление реакции стержня совпадает 
с прямой ОМ (рис. 1.14, б). (В случае криволинейного невесомого 

стержня — по прямой, соединяющей концы 
стержня; см. рис. 1.5, б.)

Аналогично сила реакции гибкой нерастя
жимой нити должна быть направлена вдоль 
нити. На рис. 1.15 показано тело, висящее иа 
двух нитях, и реакции нитей Rj и R2.

Возвращаясь к общему случаю, отметим, 
что силы, действующие на несвободное тело 

Рис. 1.15 (или на несвободную материальную точку),
можно разделить на две категории. Одну кате

горию образуют силы, не зависящие от связей, а другую категорию
— реакции связей. При этом реакции связей, в сущности, носят пассив
ный характер — они возникают лишь постольку, поскольку на тело 
действуют те или иные силы первой категории. Поэтому силы, не 
зависящие от связей, называют активными силами (иногда они 
называются заданными), а реакции связей — пассивными силами.

На рис. 1.16, а вверху показаны две равные по модулю активные 
силы Fi и F2, растягивающие стержень А В , внизу показаны реак
ции Rj и Ra растянутого стержня. На рис. 1.16, б вверху показаны

Ъ А В Гг F, А В Г ,*.."О"---- -----О111 » ■ —,»0 ■ ■ -04--*

А в А вО-—»*»---о « — О—------------о--»
&2 Rf R 2

а) б)

Рис. 1.16

активные силы Fj и F*, сжимающие стержень, внизу показаны 
реакции R i и R2 сжатого стержня.

Рассмотрим еще некоторые типичные виды связей и укажем воз
можные направления их реакций; конечно, модули реакций опре
деляются активными силами и не могут быть найдены, пока послед
ние не заданы определенным образом. При этом мы будем пользо
ваться некоторыми упрощенными представлениями, схематизиру
ющими действительные свойства реальных связей.

1. Если твердое тело опирается на идеально гладкую (без трения) 
поверхность, то точка контакта тела с поверхностью может сво
бодно скользить вдоль поверхности, но не может перемещаться 
в направлении вдоль нормали к поверхности. Реакция идеально



гладкой поверхности направлена по общей нормали к соприкаса
ющимся поверхностям (рис. 1.17, а).

Если твердое тело имеет гладкую поверхность и опирается на 
острие (рис. 1.17, б), то реакция направлена по нормали к поверх
ности самого тела.

Если твердое тело упирается острием в угол (рис. 1.17, в), то 
связь препятствует перемещению острия как по горизонтали, так
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и по вертикали. Соответственно реакция R угла может быть пред
ставлена двумя составляющими — горизонтальной Rx и вертикаль
ной R„, величины и направления которых в конечном счете опре
деляются заданными силами.

2. Сферическим шарниром называется устройство, изображенное 
на рис. 1.18, а, которое делает неподвижной точку О рассматрива
емого тела. Если сферическая поверхность контакта идеально глад
кая, то реакция сферического шарнира имеет направление нормали

к этой поверхности. Поэтому единственное, что известно относи
тельно реакции, — это то, что она проходит через центр шарнира О; 
направление реакции может быть любым и определяется в каждом 
конкретном случае в зависимости от заданных сил и общей схемы 
закрепления тела. Точно так же нельзя заранее определить напра
вление реакции подпятника, изображенного на рис. 1.18, б.

3. Цилиндрическая шарнирно-неподвижная опора (рис. 1.19, а). 
Реакция такой опоры проходит через ее ось, причем направление реак
ции может быть любым (в плоскости, перпендикулярной оси опоры).

4. Цилиндрическая шарнирно-подвижная опора (рис. 1.19, б) 
препятствует перемещению закрепленной точки тела по перпен
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дикуляру к плоскости / —/;  соответственно реакция такой опоры 
также имеет направление этого перпендикуляра.

На одно и то же тело может быть наложено одновременно не
сколько связей, возможно, различного типа. Три примера такого

рода представлены на рис. 1.20, а. 
На рис. 1.20, б изображены со
ответствующие системы сил; здесь, 
в соответствии с принципом осво- 
бождаемости, с ё я зи  отброшены и 
заменены реакциями. Реакции 
стержней направлены вдоль стерж
ней (левая схема); при этом 
предполагается, что стержни неве

сомы и соединены с телом и опорами с помощью шарниров. Реакции 
идеально гладких опорных поверхностей направлена по нормали 
к этим поверхностям (средняя и правая схемы). Кроме того, реакция

У777777777, I 1-Л I
7777777777.

Ркс. 1.19

б) 
Рис. 1.20

цилиндрического шарнира в точке А (средняя схема) должна на 
основании теоремы о трех непараллельных силах прохолить через 
точку пересечения линий действия сил F н R, — точку С. Реак
ция Rj идеально гибкой нерастяжимой и невесомой нити направлена 
вдоль нити (правая схема).

В механических системах, образованных путем сочленения не
скольких твердых тел, наряду с внешними связями (опорами) 
имеются внутренние связи. В этих случаях иногда мысленно рас
членяют систему и заменяют отброшенные не только внешние, но 
и внутренние связи соответствующими реакциями. Один пример 
такого рода, в котором два тела соединены шарниром С, представлен 
на рис. 1.21. Отметим, что силы R, и R3 равны друг другу по мо
дулю, но противоположно направлены (по аксиоме 4).
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В заключении этого параграфа заметим, что силы взаимодей
ствия между отдельными точками данного тела называются вну

тренними, а силы, действующие ка данное тело и вызванные другими 
телами, называются внешними. Из этого следует, что реакции свя
зей являются для данного тела внешними силами.

§ 1.4. Основные задачи статики

Содержание статики абсолютно твердого тела составляют две 
основные задачи:

1. Задача о приведении системы сил: как данную систему сил 
заменить другой, в частности наиболее простой, ей эквивалент
ной?

2. Задача о равновесии: каким условиям должна удовлетворять 
система сил, приложенная к данному телу (или материальной точке), 
чтобы она была уравновешенной системой?

Первая основная задача имеет важное значение не только в ста
тике, но и в динамике.

Вторая задача- часто ставится в тех случаях, когда равновесие 
заведомо имеет место, например, когда заранее известно, что тело 
находится в равновесии, которое обеспечивается связями, наложен
ными на тело. При этом условия равновесия устанавливают зави
симость между всеми силами, приложенными к телу; во многих слу
чаях с помощью этих условий удается определить опорные реакции. 
Хотя этим не ограничивается сфера интересов статики твердого 
тела, но нужно иметь в виду, что определение реакций связей (внеш
них и внутренних) необходимо для последующего расчета прочности 
конструкции.

В более общем случае, когда рассматривается система тел, име
ющих возможность перемещаться друг относительно друга, одной 
из основных задач статики является задача определения возможных 
положений равновесия. Эти вопросы рассматриваются в аналити
ческой статике (см. том II, глава XVIII).
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§ 2 .1 . Приведение системы сходящихся сил
к равнодействующей

Силы называются сходящимися, если линии действия всех сил, 
составляющих систему, пересекаются в одной точке. Простейший 
случай трех сил был рассмотрен з главе I. Здесь рассматривается 
общий случай произвольного числа сил, образующих систему.

Существует немало практических задач, которые требуют 
исследования систем сходящихся сил; в частности, они возникают 
при расчетах шарнирно-стержневых скотем (ферм), о чем будет ска
зано в § 5.8. Кроме того, изучение системы сходящихся сил необхо
димо для дальнейших обобщений, относящихся к произвольной 
пространственной системе сил.

Прежде всего докажем теорему:
Система сходящихся сил эквивалентна одной силе (равнодейству

юще Л), которая равна сумме всех этих сил и проходит через точку 
пересечения их линий действия.

Пусть задана система сходящихся сил Fj, F2, Fa....... Fn, при
ложенных к абсолютно твердому телу (рис. 2.1, а). Согласно след
ствию из аксиомы 1 перенесем точки приложения сил по линиям
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их действия в точку пересечения этих линий (рис. 2.1, б). Таким 
образом, мы получаем систему сил, приложенных в одной точке. 
Она эквивалентна исходной системе сходящихся сил. Складывая 
теперь силы Fj н F2, на основании аксиомы 3 получим их равно
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действующую!
R a =  F| -f- F*.

Индекс в обозначении равнодействующей соответствует номеру 
добавляемой силы Fa. Затем, сложив силу Ra с силсй Fs, найдем

Ra =  Ra 4* F8 =  F i-f-F a - |-F g.
Сила R3 является равнодействующей трех сил, Fj, F2, F„, и равна 
их сумме. Дойдя, таким образом, до последней силы Fn, получим 
равнодействующую R всей системы п 
данных сил *)

R =  R* =  F» +  Fa +  ... +  F„ -  £  F,.

<=l(2.1)
Этим соотношением и доказывается F/ 
справедливость сформулированной тео
ремы.

Построение равнодействующей может 
быть упрощено, если вместо параллело
граммов построить силовой многоуголь
ник. Пусть, например, система состоит 
из четырех сил (рис. 2.2). Если от 
конца вектора Fj отложить вектор Рг, 
то вектор, соединяющий начало О и Рис. 2.2
конец вектора F„ будет вектором Ra.

Далее отложим вектор F„, помещая его начало в конце вектора Fa. 
Тогда мы получим вектор Rs, идущий от точки О к концу вектора Fs. 
Наконец, точно так же добавим вектор F4; при этом получим, что 
вектор, идущий от начала первого вектора F1 к концу вектора F4, 
является равнодействующей R **).

Пространственный многоугольник, который получен указанным 
образом, называется силовым многоугольником.

На рис. 2.2 показан разомкнутый силовой многоугольник (кон»*ц 
последней силы не совпадает с началом первой силы); равнодей
ствующая R направлена по замыкающей силового многоугольника. 
Конечно, при практическом построении силового многоугольни
ка промежуточные равнодействующие R2, R3 и т. д. строить не 
нужно.

Если для нахождения равнодействующей при помощи силового 
многоугольника используются правила геометрии или тригоно
метрии, то такой способ нахождения равнодействующей называется 
геометрическим способом.

*) Построенные таким образом параллелограммы лежат в общем случае в раз
ных плоскостях.

**) Понятно, что при изменении порядка сложения сил равнодействующая не 
изменится.



В случае плоской системы сил можйо воспользоваться плоским 
чертежом, откладывая силы в некотором масштабе; равнодейству
ющая определяется непосредственным измерением по чертежу. 
Такой способ ее нахождения называется графическим.

Наиболее общим способом определения модуля и направления 
равнодействующей является аналитический способ, который также 
вытекает из основного соотношения (2.1). Поместим, например, 
начало прямоугольной системы координат в точку пересечения 
линий действия сил (см. рис. 2.1); тогда, пользуясь теоремой (она 
доказывается в курсе векторной алгебры), согласно которой проек
ция суммы векторов на некоторую ось равна сумме проекций на ту 
же ось слагаемых векторов, получим

Rx —  ** — Р-и +  Fпх,

Ry ~  Xj Fky =  Fiy +  Fiy +  -f* F ,nsf, $ .2 )
k=l
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— £  Fkz — Fiz -J- Fti - f  ... -f- Fпг,
fc=l

где Fkx, Fhv, F,it — проекции силы Fft на указанные оси, a R x, R v 
и R , — проекции равнодействующей на те же оси.

Итак, проекции равнодействующей системы сходящихся сил на  
координатные оси равны алгебраическим суммам проекций этих сил 
на соответствующие оси.

С помощью выражений (2.2) можно найти модуль равнодейству
ющей и ее направление в прямоугольной системе координат Охуг. 

Так как составляющие равнодействующей R системы сил

R* =  R J ,  Ry =  R yl R , =  RM (2 .3)

взаимно перпендикулярны (рис. 2.1), то модуль равнодействующей 
равен

r = У  Rl +  Rl +  Rl =  15] f Ax) +  Fĥ  + Fh^j .

(2.4)

Направляющие косинусы равнодействующей соответственно равны 

cos (х, R) =  R jR ,  cos (у, R) =  Ru/R, cos (г, R) =  R JR . (2.5)

В частной случае, когда все силы расположены в одной пло* 
скости, удобно выбрать систему координат Оху в плоскости рас*



положения сил. Тогда проекции всех сил на ось г равны нулю, и 
вместо формул (2.2), (2.4) и (2.5) будем иметь

— S  — ^1* +  Fix 4“ ••• 4* Fnx,
т  (2.6)

R y  =  Д  F),y =  F }y -f- Fiy -f- ... -f- F nv;

R  =  У Ж Т Щ  =  ] / (  £  Fk* ) '  +  ( t  Fhy) \  (2.7) 

cos (x, R) =  Rx/R, cos (y, R) =  R yfR . (2.8)

§ 2.2. Условия равновесия системы сходящихся сил

При приведении системы сходящихся сил (F£, F......... F„) было
показано, что такая система эквивалентна одной равнодействующей 
силе

(F„ . . . ,  F „ )~  R.

Отсюда следует, что для равновесия тела, находящегося под 
действием системы сходящихся сил, необходимо и достаточно, чтобы 
равнодействующая их равнялась нулю:

R =  0. (2.9)
Следовательно, в силовом многоугольнике 
уравновешенной системы сходящихся сил 
конец последней силы должен совпадать 
с началом первой силы; в этом случае 
говорят, что силовой многоугольник замк
нут  (рис. 2.3). Эго условие удобно исполь
зовать при графическом решении задач для плоских систем сил.

Векторное равенство (2.9) эквивалентно трем скалярным равен
ствам:

Я* =  0, R u =  0, R; =  0. (2.10)

Принимая во внимание равенства (2.2), получаем аналитические 
условия равновесия:

2  Fkх =  /Чх-Ь F zx-j-... -j- Fnx =  0,
*=i

^ F h y  — Fiy -j- Fty 4- ... -j- Fny — 0, (2.11)

£  Fkt — Fu  +  Fu  +  ... - f  F„  =  0, h~\

$ 2.21  УСЛОВИЯ РАВНО ВЕСИ Я СИСТЕМЫ СХО ДЯ Щ ИХ СЯ  СИЛ 3J
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т. е. для равновесия сходящейся системы сил необходимо и достаточно 
равенства нулю алгебраических сумм проекций всех сил данной си
стемы на каждую из координатных осей.

Д ля частного случая плоскостей системы сходящихся сил, рас
положенных, например, в плоскости ху, третье условие (2.10) от
падает (т. е. обращается в тождество).

Очевидно, что условия равновесия (как в аналитической, так 
и в геометрической форме) позволяют проконтролировать, нахо
дится ли в равновески заданная система сил.

Однако еще большее практическое значение имеет другая возмож
ность использования этих условий. Часто заведомо известно, что 
вследствие наложенных связей тело находится в равновесии, причем 
мы знаем только часть действующих спл, а именно, активные силы; 
при этом опорные реакции известны лишь отчасти (например, изве
стны нх направления). Тогда с помощью условий равновесия можно 
найти остальные неизвестные, определяющие реакции связей. Усло
вия равновесия, в которые входят неизвестные, будут уже служить 
уравнениями для определения этих неизвестных. Конечно, опре
деление неизвестных возможно лишь в тех случаях, когда число 
неизвестных составляющих реакций не больше числа уравнений 
равнозесия. Д ля определенности решения пространственной задачи 
на равновесие системы сходящихся сил она должна содержать не 
более трех неизвестных (соответственно трем уравнениям равно
весия), а для плоской задачи — не более двух. Если неизвестных 
реакций больше, чем уравнений равновесия, в которые эти реакции 
входят, то задача не может быть решена только методами статики 
твердого тела (статически неопределенная задача) *). Соответсгвую- 
.щая система называется статически неопределимой.

Хотя выбор направления координатных осей, на которые проек
тируются силы, не имеет принципиального значения, однако при 
решении задач для получения более простых уравнений равновесия 
рационально иногда направлять координатные оси перпендику
лярно неизвестным силам; при этом некоторые уравнения равнове
сия содержат меньшее число неизвестных, чем их имеется в задаче.

§ 2.3. Задачи **)

Задача 2.1. Кран состоит из стрела АС, блоков В, троса ABD и мотора D. 
К концу А стрелы подвешен груз, вес которого равен Р. С помощью мотора О 
и троса стрелу можно установить под любым углом ф (рис. 2.4, а). Пренебрегая 
весом троса и стрелы, а также размерами блоков В, определить натяжение троса Т 
и усилие S в стреле, если известно расстояние ВС— а и длина стрелы I. Вычислить 
найденные величины при а =  1,5 м, /  =  4 м, — 60°, Р — 60 кН.

*) Методы решения статически неопределенных задач выходят за рамки теоре
тической механики и относятся к курсу сопротивления материалов и строительной 
механики.

**) В книге принята двойная нумерации задач: первое число означает номер 
главы, второе — номер задачи в этой главе.
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Рассмотрим равновесие стрелы АС. В точке А  к ней приложена активная сипа Р 
(сила тяжести груза). В той же точке к ней приложена реакция Т троса В А , на
правленная от И к В, а в точке С к стреле приложена реакция S опоры С, на
правленная вдоль стрелы. Мысленно освободимся от связен и заменим их реакциями 
(рис. 2.4, б). Так как все три силы, Р, Т и S, приложенные к стреле, уравнове
шены и пересекаются в одной точке А, то силовой треугольник должен быть зам
кнут.

Построение замкнутого треугольника сил следует начинать с известной силы Р. 
Из ее конца проводится направление силы S (или Т), а из начала силы Р про
водится прямая, параллельная силе Т (или S). Точка пересечения этих прямых 
определяет силы S и Т (рис. 2.4, в).

При отбрасывании связей было заранее предположено, что стрела (стержень) 
А В  сжата и поэтому реакция опоры Сбыла направлена от С к А . В данном примере 
это очевидно; в других, более сложных, случаях состояние стержня (растягивается 
он или сжимается) определяется решением задачи.

Треугольник сил PST подобен треугольнику ABC, образованному элементами 
крапа (так как соответствующие стороны параллельны). Поэтому

_ S ______Т_____ Р _
АС ~  АВ  ~  ВС •

Отсюда

c _ _ d £ P
ВС '

АВ
ВС

По условию задачи АС  =  I, ВС — а. Пользуясь теоремой косинусов, из тре
угольника ABC  найдем

АВ  =  Y а* +  Р — 2а/ cos ф.

Внося значения для АС, ВС и А В  в S и Т, получим

5 =  _ Я . , _  Vа?  +  Р  — 2al cos (р 
а

При заданных значениях будем иметь
S =  160 кН, Т-- ! 40 кН.

В заключение этого примера отметим, что при хорошем выполнении чертежа 
(строгое соблюдение масштабов и параллельности линий) приближенные значения 
усилия S и натяжения Т можно определить без всяких вычислений простым измере
нием длин сторон силового треугольника. Недостаток графического метода состоит 
в том, что он не позволяет провести анализ полученного решения, так как численные 
значения искомых величин отвечают одному фиксированному положению меха
низма.

2 Н. В. Бутенин и др.
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Задача 2.2. Шар веса Р  и радиуса г удерживается нитью АВ  длины I ка не
подвижной гладкой цилиндрической поверхности радиуса R  (рис. 2.5, а). Опре
делять натяжение нити Т и давление шара на опорную поверхность, если точка А 
крепления нити лежит ка одной вертикала с центром О цилиндрической поверхности.

Рассмотрим равновесие шара. 
Мысленно освободим шар от связей н 
заменим их реакциями (рис. 2.5, б). 
Реакция нити Т . равная ее натяже
нию, направлена вдоль нити от В  к А ; 
реакция N гладкой цилиндрической 
поверхности направлена по нормали 
к поверхности (она приложена к 
шару в точке D  касания шара 
с опорной поверхностью и направлена 
по нормали к поверхности шара, т. е. 
по радиусу DC). Шар находится в рав
новесии под дейстзием трех енл: Р, N 
и Т. Построив замкнутый силовой 
треугольник (из конца известной силы 
Р проводим прямую, параллельную 

DC, а из начала силы Р — прямую, параллельную ЯЛ; точка пересечения эти* 
прямых определяет конец силы N и начало силы Т; рис. 2.5, е), мы можем опре

делить модули сил N и 1  с помощью 
масштаба простым измерением их длины. В 
данном примере легко использовать анали
тические методы. Действительно, из подобия 
треугольника ОСА (рис. 2.5, с) и силового тре
угольника PNT следует

N  Т  Р
« +  /• “  1 +  г 

Отсюда найдем
R +  h ’

l +  r 
R  +  h

P.
R +  h

Давление шара N' на опорную поверхность 
(аксиома 4) равно по модулю реакции N, но на
правлено в противоположную сторону: N '= —N. 

Задача 2.3. Однородная балка длины I и 
. веса Р  удерживается в равновесии нитью ВС

V  и шарниром А (рис. 2.6, а).
Найти натяжение нити и реакцию шарнира 

А , если ^ В С А  =  30°, ^.А В С  =  90°.
Рассмотрим равновесие системы, состоящей 

из балки и нити. Мысленно освободим систему 
от связей в точках Л и С и приложим в эти* 
точках реакции (рис. 2 .6 ,6). К балке приложены 
сила тяжести Р, сила натяжения нити Т и реак
ция шарнира R. Эта система сил должна быть 
эквивалентна нулю. По теореме о трех непарал
лельных силах реакция R должна проходить 

через точку D (середину стороны ВС). Построим силовой треугольник (рис. 2.6, в). 
Из подобия силового треугольника и треугольника ADC  (рис. 2 .6 ,6 ) следует, что

_Р______Т_____ R_
AC ~  CD ~  AD ’

Подставляя сюда А С  =  2t, CD =  < 1/3/2, AD  =  I получим
Т  => Р  / 1 / 4 ,  R  =  Р y J /4 .
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Начало этих рассуждений может быть несколько видоизменено, сглн рассматри
вать разновесно б алан, отделенной кая от стены (в точке А ), так и нити (в точке В); 
см. рис. 2.0, с. Однако последующие выкладки останутся прежними, в частности, 
теи же останется силовой треугольник на рас. 2 .6, в.

Задача 2.4. Определить реакции опорных шарниров невесомой трехшариярной 
арки ABC, левая половина которой нагружена силой Р (рис. 2.7, е).

Рассмотрим равновесие каждой полуарки отдельно. К правой полуарке при
ложены две силы: реакция в шаряире В  и реакция R£ левой полуарки на правую. 
Значит, линии действия этих сил проходят через В  и С. Левая полуарка (рис. 2.7, 6) 
находится в равновесии, следовательно, силы Р, I?./. и Ra образуют уравновешенную 
систему, и линия действия реакции '<л проходит через точку пересечения линий

б)

действия силы Р и реакции Rc (реакции правой полуарки на левую). Так как на
правления всех сил известны, то можно построить силовой треугольник (рнс. 2.7, в) 
и определить модули искомых реакций. После этого можно построить систему 
сил для правой полуарки; это сделано на рис. 2.7, г, причем

~  Н е
задача. 2.5. Однородный цплиндр веса Р  расположен между двумя гладкими 

наклонными плоскостями, образующими с горизонтом утлы а  а  0 (рис, 2.8, а). 
Определить силы давления цилиндра на обе опорные плоскости.

Так как плоскости гл а д к и , то ях реакции Rj п Ra (рис. 2.8, б) направлены 
перпендикулярно плоскостям, т. е. направлены к оси цилиндра п вместе с силой Р 
образуют сходятауюсп систему сил. Згиишем уравнения равновесия этой системы сил!

п я
Fkx =  Ri sin а  — /?s sm р =  О, J ]  Fky — R i cos a  -j- Rs cos p — P  =  0,

откуда находим

sin (tt +  fi)
P s in a

sin (a  +  p)

Искомые силы давления R; •  Rj будут равны (согласно аксиоме 4) по модулю
н противоположны по направлению реакциям Rj a  R*.
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Задача 2.6. Горизонтальная балка АВ  удерживается в равновесии стержнями 
АС  и AD. Найти усилия в стержнях и балке, если к концу А балки приложена сила 
Р , перпендикулярная балке и образующая с вертикалью угол с .

Дано: ±zOAB =  р, -^ D A O ~  *zCAO =  у. Весами балки и стержней пренебречь; 
кропления шарнирные (рис. 2.9, а).

Заменяя действие стержней и балки на узел А реакциями S „  Ss, S3, получим 
систему четырех сил, приложенных к одной точке А (рис. 2.9, б).

Проекции этих сил на координатные оси (систему координат см. на рис. 2.9, б) 
равны:

Проекции
Силы

р S, s« s,

Fkx 0 —S \  cos у cos p —S2 cos у cos p s3
Fhy Р sin а —Si sin у S 3 sin у 0
Fhi — Р cos а Si cos у sin P S 3 cos у sin P 0

Поэтому в соответствии с условиями (2. 11) уравнения равновесия 
данной системы сил имеют вид
п

2 ]  Fkx =  — Si cos у cos (5 — &'2 cos у cos p +
A=1

+  S 3 =  0,

2 j  Fki/ — P sin a  — Sj sin у +  S , cos у ■■ 
l

0,

J ]  Fkz =  — P  cos a  +  S i  cos у  sin P +
*=l

+  S2 cos у sin p =  0.

sin a  sin p cos у -f- cos a  sin у 
sin у cos у sin p '

sin у cos a  — sin a  sin P cos у 
sin у cos у sin p *

S3 =  P cos a  ctg p.
Усилия в стержнях и балке соответст

венно равны найденным реакциям S t , S a и S3.
Если бы балка поддерживалась большим 

числом стержней, то задача стала бы стати
чески неопределенной, поскольку число неиз
вестных превзошло бы число уравнений.

Задача 2.7. Невесомые стержни АВ  и 
АС, соединенные в точке А шарниром, под
держиваются в равновесии нитью AD. Опре
делить натяжение нити и усилия в стерж
нях, если «г ABC  <= ^  АС В =  Р =. 45°, 

■ a  =  30°, а к точке А приложена горизонтальная сила F — 20 Н, линия 
дебствия которой образует с осью у  угол у  (рис. 2.10, о). Концы стержней В и С 
закреплены шарнирно. Прямая ВС горизонтальна.

I
I

Рис. 2.9

^А Е О -.
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Заменим действие стержней и нити па узел А  реакциями Sf, S« и Т. 
Проекции сил F, S ,, S2 н Т на оси координат будут (рис. 2.10, б):

Проекции
Силы

F s, s, «г

F k* F  sin v —Sj cos p S2 cos P 0

Fhg F  cosy —Si sin P cos a —S2 sin P cos a 0

Fh» 0 —Sj sin P sin a —S j  sin P sin  к T

Составим уравнения равновесия:
п

J ]  Fkx = F sinv— Siooep +  Sjcosp =  0,
*=i
П

E f / ^ F c o s v - ^ f i n P  сова — 52 sin р cos а *= 0,
*-4

п
J ]  Fftz =  — sln Р sin а  — Sg sin p sin a  +  T. =  Oj 
if=i

отсюда
ITT

T  =  F cos v tg a  =  20 cos Y*о

-4-(W£fcr+S) -10 ̂ № “*+ **) •
„ F /  coev sln v  Ч , . . л 7 /  2 |Л Т  . \
Sa =  —-  — ----------------- г  1 =  10 K 2 —^ — cos V“  sm v I .2 \  sin p cos a  cos P /  \  3 /

Натяжение инти и усилия в стержнях соответственно равны г.олуч^шьш зиа» 
чсниям Т, St  и Sа.

Если у — 0, то
Г =  2 0 ^ 3 / 3 »  11.5 Н, S, =  S2 =  20 ^ 0 / 3  «  1G,3 Н .



so ТЕОРИЯ ПАР [ГЛ. Ш

При у  =  90°
Г  =  0, S 1 =  — 5 а =  1 0 ^ 2  Н «  14,1 Н

(знак ыннус в выражении для Sa означает, что стержень АС  сжат, в не растянут, 
как предполагалось прн построении реакций).

При tg у =  2 У  313 (у да 49° 5') усилие в стержне АС рзено нулю.

Г л а в а  III 
ТЕОРИЯ ПАР

§ 3.1. Сложение двух параллельных сил

Настоящий параграф носит вспомогательный характер и необ
ходим для дальнейшего построения теории.

Пусть параллельные и одинаково направленные силы Fj и F9 
приложены к точкам А  и В  тела и нужно найти их равнодействую

щую (рис. 3.1). Приложим к точ
кам А и В  равные по модулю и про
тивоположно направленные силы Qt 
и Qa (их модуль может быть любым); 
такое добавление можно делать на 
основании аксиомы 2. Тогда в точках 
А  и В  мы получим две силы Rx и R2:

Ri ~  (Fit Qi) и Qj)-
Линии действия этих сил пересе
каются в некоторой точке О. Пере
несем силы Rt и R2 в точку О  и 
разложим каждую на составляющие:

Ri — (Fii Qi) и R2 ~  (F2, Q:)-
Из построения видно, что Qi =  

=  Qi и Q2 =  Q2. следовательно, 
Q| =  —Q2 и две эти силы согласно аксиоме 2 можно отбросить. 
Кроме того, FJ =  Fi, f'2 =  F2. Силы FJ и FJ действуют по одной 
прямой, и их можно заменить одной силой

R =  F1 +  F2, (3.1)

которая и будет искомой равнодействующей. Модуль равнодейству
ющей равен

R  =  F j +  Рг,
Очевидно, что линия действия равнодействующей параллельна ли
ниям действия слагаемых. Из подобия треугольников Оасх и ОАС, а, 
также ОЬс2 и ОВС получим соотношение

Fi ВС /0 0 .
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которым определяется точка приложения равнодействующей R. 
Таким образом, система двух  параллельных сил, направленных в 
одну сторону, имеет равнодействующую,  п а ра лл ель н ую  этим 
силам и направленную в ту же сторону, причем ее модуль делит  
р а с с т о я н и е  м еж д у  т о ч к а м и  п р и л о ж е н и я  с л а г а е м ы х  сил  
вн у т р е н н и м  образом на части,  об рат но п ро по рц иона л ьны е  
модулям этих  сил.

Рассмотрим теперь задачу о сложении двух параллельных сил, 
направленных в разные стороны и не равных друг другу по модулю. 
Пусть даны две силы F* и F2 (рис. 3.2), 
причем для определенности будем считать, 
что Fx >  F2.

Пользуясь формулами (3.1) и (3.2), 
можно силу F 1 разложить на две состав
ляющие, Fj и R, направленные в сторону 
силы F,. Сделаем это так, чтобы сила Fi 
оказалась приложенной к точке В, и по
ложим F2 =  —F*.

Таким образом, (Flt F J  ~  (R, FJ, F*).
Теперь заметим, что силы Ft , Т'г можно 
отбросить как эквивалентные нулю (аксио- Рис. 3.2
ма 2), следовательно, (Flf F*) ~  R, т. е.
сила R и является равнодействующей. Определим силу R, удов
летворяющую такому разложению силы Ft . Формулы (3.1) и (3.2)
дают

r + f ; = f „  £  =  - £ .  (33)

Отсюда следует
R =  F , - F 2  =  F, +  F2f

и так как силы Fj и F2 направлены в разные стороны, то
R  =  F i —  Ft . (3.4)

Подставив это выражение во вторую формулу (3.3), получим 
после простых преобразований

Fj _  ВС 
Ft ~  АС  ‘

Из двух последних формул следует, что две не равные по модулю  
прот ивополож но н аправленны е п а р а лл е ль н ы е  силы  имею т  
равнодействующую, параллельную этим силам, направленную в сторону 
большей по модулю силы, причем ее модуль равен разности модулей 
слагаемых; линия действия равнодействующей делит расстояние между 
точками приложения слагаемых сил внешним образом на части, обратно 
пропорциональные модулям этих сил. Заметим, что равнодействующая 
в этом случае всегда расположена за большей из двух сил.
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Прежде чем рассмотреть случай дву* равннх по модулю, парал
лельных, но противоположно направленных сил, заметим, что из 
равенств (3.3) и (3.4) следует

AC =  ~ F ^ A B .  (3.5)

Рассмотрим теперь случай двух параллельных, равных по мо
дулю, но противоположно направленных сил (рис. 3.3). Эта система 
сил называется парой сил или просто парой и обозначается символом 
(Fii F?). Рассуждения, которыми мы пользовались при выводе соот
ношений (3.4) и (3.5), здесь непригодны. Формальное применение 
этих соотношений приводит к заключению, что в данном случае 

модуль равнодействующей равен нулю, а линия 
ее действия находится на бесконечном удалении 
от линий действия слагаемых сил. Чтобы понять 
природу этого результата, вновь вернемся к слу
чаю, когда слагаемые силы имеют различные мо- 

Рис. з.з дули, и предположим, что модуль F2 постепенно 
возрастает, приближаясь к значению модуля Ft. 

Тогда разность модулей будет стремиться к нулю, а система сил 
(Fn Fg) — к паре. При этом модуль равнодействующей будет неогра
ниченно приближаться к нулю (см. (3.4)), а линия ее действия — 
неограниченно удаляться от линий действия слагаемых (см. (3.5)).

К ак следует из сказанного, для пары сил понятие равнодейст
вующей лишено смысла, так как она представляет собой неуравно
вешенную систему, которая не может быть заменена одной силой. 
Говорят, что пара сил не имеет равнодействующей *).

Таким образом, пара сил является неприводимым (неупрощаемым) 
элементом статики; наряду с силой она является вторым самостоя
тельным элементом статики.

В следующих параграфах рассматриваются свойства пар сил, 
а также правила действия над системами пар.

§ 3.2. Момент силы относительно точки
и относительно оси. Момент пары сил

Прежде чем перейти к исследованию свойств пары сил, введем 
понятие момента силы, которое необходимо для дальнейшего.

Моментом силы относительно какой-либо тонки (центра) на
зывается вектор, численно равный произведению модуля силы на плечо, 
т. е. на кратчайшее расстояние от указанной точки до линии дей
ствия силы, и направленный перпендикулярно плоскости, проходя
щей через выбранную точку и линию действия силы в ту сторону, 
откуда «вращение*, совершаемое силой вокруг точки, представляется 
происходящим против хода часовой стрелки. Момент силы характе
ризует ее вращательное действие.

*) По этому поводу см. главу IV.
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Если О — точка, относительно которой находится момент силы 
F, то момент силы обозначается символом М0 (F). Покажем, что 
если точка приложения силы F определяется радиусом-вектором г 
относительно О, то справедливо соотношение

Мо (F) =  г X F. (3.6)
Согласно этому соотношению момент силы равен векторному произ
ведению вектора г на вектор F.

В самом деле, модуль векторного произведения равен
М 0 (F) *= rF  sin а  =  Fh, (3.7)

где h — плечо силы (рис. 3.4). Заметим также, что вектор М0 (F) 
направлен перпендикулярно плоскости, проходящей через векторы 
г и F, в ту сторону, откуда крат
чайший поворот вектора г к нап
равлению вектора F представляется 
происходящим против хода часовой 
стрелки. Таким образом, формула 
(3.6) полностью определяет модуль и 
направление момента силы F.

Иногда формулу (3.7) полезно 
записывать в виде

Af0 (F) =  2S, (3.8)

где S — площадь треугольника ОАВ.

Пусть х, у, г —  координаты точки приложения силы, a Fx , 
Fy, Fz —  проекции силы на координатные оси. Тогда, если точка О 
находится в начале координат, момент силы выражается следующим 
образом:

к
М0 (F) =  г X F =

J
У z

F,
■■ (Ур г ~  zFy) i +  (zFx -  xFz) J - f  

+  (xFv -  yFx) k. (3.9)

Отсюда следует, что проекции момента силы на координатные оси 
определяются формулами:

M0x(r) =  y F , - z F yi ,М0у (F) =  zFx -  xF2, M 0 i(F) =  xFy - y F x.
(3.10)

Введем теперь понятие проекции силы на плоскость.
Пусть даны сила F и некоторая плоскость. Опустим из начала и 

конца вектора силы перпендикуляры на эту плоскость (рис. 3.5).
Проекцией силы, на плоскость называется вектор, начало и конец 

которого совпадают с проекцией начала и проекцией конца силы на 
эту плоскость.
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Если в качестве рассматриваемой плоскости принять плоскость 
хОу, то проекцией силы F на эту плоскость будет вектор ?ху (рис. 3.5).

Момент силы относительно точки О (точки пересечения оси г 
с плоскостью хОу) может быть вычислен по формуле (3.9), если в ней 
ПОЛОЖИТЬ 2 =  0, Ft — 0. Получим

Mo(FSy) =  (xFv - y F S[)k .

Таким образом, этот момент направлен вдоль оси г, а его проек
ция на ось г к точности совпадает с проекцией на ту же ось момента

силы F относительно точки О. Дру
гими словами,

М ъ  (F) =  М 0г (Fc,) =  xFy -  yFx. (3.11)

Очевидно, что тот же результат мож
но получить, если спроектировать силу 
F на любую другую плоскость, парал
лельную плоскости хОу. При этом точка 
пересечения оси г с плоскостью будет 
уже иной (обозначим новую точку пере

сечения через Ох). Однако все входящие в правую часть равенства 
(3.11) величины х, у, Fx, Fv останутся неизменными, и, следова
тельно, можно записать

Мог (F) =  Moi2 (Рху)'
Другими словами, проекция момента силы относительно точки 

на ось, проходящую через эту точку, не зависит от выбора точ
ки на оси. Поэтому в дальнейшем вместо символа М 0г (F) 

будем применять символ М г (F). Эта проекция 
момента называется моментом силы относительно 
оси г. Вычисление момента силы относительно оси 

У часто бывает удобнее производить посредством про
ектирования силы F на плоскость, перпендикуляр
ную оси, и вычисления величины M t (F.v,,).

В соответствии с формулой (3.7) и учитывая 
знак проекции, будем иметь

М г (F) =  М г (Fxl/) =  ±  (3.12)
Здесь h* — плечо силы Fx„ относительно точки О (рис. 3.6); если 
наблюдатель видит со стороны положительного направления оси г, 
что сила FXy стремится повернуть тело вокруг оси г против хода ча
совой стрелки, то берется знак «плюс», а в противном случае—  знак 
«минус».

Формула (3.12) дает возможность сформулировать следующее 
правило для вычисления момента силы относительно оси. Для этого 
нужно:

1) выбрать на оси произвольную точку и построить плоскость, 
перпендикулярную оси;

Рис. 3.5
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2) спроектировать на эту плоскость силу;
3) определить плечо проекции силы к*.
Момент силы относительно оси равен произведению модуля про

екции силы на ее плечо, взятому с соответствующим знаком (см. 
изложенное выше правило).

Из формулы (3.12) следует, что момент силы относительно оси 
равен нулю  в двух случаях: 1) когда проекция силы на плоскость, 
перпендикулярную оси, равна нулю, т. е. когда сила и ось параллель
ны; 2) когда плечо проекции Л* равно нулю, т. е. когда линия действия 
силы пересекает ось. Оба эти случая можно объединить а одни: мо
мент силы относительно оси равен нулю тогда и только тогда, когда 
линия действия силы и ось находятся в одной плоскости.

Задача 3 .J. Вычислить относительно точки О момент силы F, приложенной 
к точке А и направленной по диагонали грани куба со стороной о (рис. 3.7),

При решении подобных задач рационально сна
чала вычислить моменты силы F относительно ко 
ордииатных осей дг, у, г. Координаты точки Л при 
ложеиня силы F будут

х  == а, у  — а, г =  0.
Проекции силы F на координатные оси:

F* =  - ( / 2 / 2 ) F ,  Fy =  0, Fz =  ( / 2 / 2 )  Г.
Подставляя эти значения в равенства (ЗЛО), 

найдем
м 0 =  ( V 2/2) Га, Ма  = - ( / 2 / 2 ) Га,

их  иу

M0z =  ( / 2 /2 )  Га.

Эти же выражения для моментов силы F от- „  „ _
иосительно координатных осей можно получить, с‘ •
пользуясь формулой (3.12). Д ля этого спроектируем
силу F на плоскости, перпендикулярные осям х  и у  (рис. 3.7). Очевидно, что

=  Руг — ( / 2 /2 )  F. Применяя изложенное выше правило, получим, как и сле« 
донало ожидать, те же выражения:

Мх  =  ( / 2 /2 )  Fa, Му =  -  ( / 2 /2 )  Fa, М г =  ( / 2 /2 )  Fa.

Модуль момента определится равенством

м 0 (F) =  +  M'oz =  /3 7 2 Fa.

Введем теперь понятие момента пары. Найдем сначала, чему 
равна сумма моментов сил, составляющих пару, относительно про
извольной точки. Пусть О — произвольная точка пространства 
(рис. 3.8), a F и F' — силы, составляющие пару.

Тогда

М0 (F) —  O A x F ,  М0 (F') =  ОВ X  F ',
откуда
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но так как F' =  —F, то
M0 (F) +  M0 (F') =  (X4 X F - Ш  X F =  (ОА — ОВ) X F.

Принимая во внимание равенство ОА — ОВ =  ВА, окончательно
находим:

M0(F) + M0 (F') = S  ̂х F.
Следовательно, сумма моментов сил, составляющих пару, не зави

сит от положения точки, относительно кото
рой берутся моменты. ___

Векторное произведение В А X F и назы
вается моментом пары. Обозначается момент 
пары символом М (Р, F'), причем

M(F, F') =~ВАX F =  АВ  х  F', 
или, короче,

1Л =  ВА X F =  AB X F'. (3.13)
Рис. 3.8 Рассматривая правую часть этого равенст

ва, замечаем, что момент пары представляет 
собой вектор, перпендикулярный плоскости пары, равный по модулю 
произведению модуля одной из сил пары на плечо пары (т. е. на 
кратчайшее расстояние между линиями действия сил, составляющих 
пару)и направленный в т у сторону, откуда «врашрние» пары видно 
происходящим против хода часовой стрелки. Если А — плечо пары, 
то М  (F, F ') =  hF.

Из самого определения видно, что момент пары сил представляет 
собой свободный вектор, линия действия которого не определена 
(дополнительное обоснование этого замечания следует из теорем
2 и 3 этой главы).

Д ля того чтобы пара сил составляла уравновешенную систему 
(систему сил, эквивалентную нулю), необходимо и достаточно, чтобы 
момент пары равнялся нулю. Действительно, если момент пары равен 
нулю, М  =  Fh =  0, то либо F =  0, т. е. нет сил, либо плечо пары Л 
равно нулю. Но в этом случае силы пары будут действовать по одной 
прямой; так как они равны по модулю и направлены в противополо
жные стороны, то на основании аксиомы 1 они составят уравнове
шенную систему. Обратно, если две силы, Fi и Fs, составляющие 
пару, уравновешены, то на основании той же аксиомы 1 они дейст
вуют по одной прямой. Но в этом случае плечо пары Л равно нулю и, 
следовательно, Л1 Fh =  0.

§ 3.3. Теоремы о парах

Докажем три теоремы, с помощью которых становятся возможными 
эквивалентные преобразования пар. При всех рассуждениях следует 
помнить, что они относятся к парам, действующим на какое-либо 
одно твердое тело.
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Теорема 1. Две пары, лежащие в одной плоскости, можно заменить 
одной парой, лежащей в той же плоскости, с яоментоц, равным 
сумме моментов данных двух пар.

Д ля доказательства этой теоремы рассмотрим две пары (F,, Fi) 
и (F2, F2) (рис. 3.9) и перенесем точк:1 приложения всех <л;л вдоль 
линий их действия в точки А и В соответственно. Складкгая силы 
по якспоме 3, получим

«  ,-= F, +  F2 11 R —■= Fj -}- F2 > но F| =  — Fi 11 F2 ~=— Fo.

Следовательно, R =  —R', т. e. силы R и R' образуют пару. 
Найдем момент этой пары, воспользовавшись формулой (3.13):

М =  М (R, R') =  A4 x R = l x  (F\ +  F2) — BA X  Fx- f  Bfi x  F„.
(3.14)

При переносе сил, составляющих пару, вдоль линий их действия 
ни плечо, нн направление вращения пары не меняются, следовательно, 
не меняется и момент пары. Зна
чит,

ВА  х  F ,= A 1 (F , ,  F,') =  M„

BA  х  F2 =  M (F2, F2) =  Mo,
и формула (3.14) примет вид

М =  М1 +  М2, (3.15)
что и доказывает справедливость Рис. 3.9
сформулированной выше теоремы.

Сделаем к ней два замечания.
1. Линии действия сил, составляющих пары, могут оказаться 

параллельными. Теорема остается справедливой и в этом случае, 
но для ее доказательства следует воспользоваться правилом сложе
ния параллельных сил.

2. После сложения может получиться, что М (R, R') =-- 0; па 
основании сделанного ранее замечания из этого следует, что сово
купность двух пар (F,, FI, F2, F2) ~  0.

Теорема 2. Две пары, имеющие равные моменты, эквивалентны.
Пусть на тело в плоскости I  действует пара (Flt Fi) с моментом М,. 

Покажем, что эту пару можно заменить другой парой (F\, Fg), 
расположенной в плоскости 11, если только ее момент Л12 равен 
(согласно определению (см. § 1.1) это и Судет означать, что нары 
(Fi, Fi) и (F2, Fi) эквивалентны). Прежде всего заметим, что пло
скости l u l l  должны быть параллельны, в частности, они могут 
совпадать. Действительно, из параллельности моментов М, и М2 
(п пашем случае =  М2) следует, что плоскости действия пар, 
перпендикулярные моментам, также параллельны.

Введем в рассмотрение новую пару (F3, Fj) 11 приложим се вме
сте с парой (F2, F2). к телу, расположив обе пары в плоскости II .



Д ля этого согласно аксиоме 2 нужно подобрать пару (F3, Fj) с мо
ментом Мз так, чтобы приложенная система сил (Fg, Fj, F3, Fj) 
была уравновешена. Это можно сделать, например, следующим 
образом: положим F3 =  —Fi и Fj =  —Fi и совместим точки при
ложения этих сил с проекциями A i и Вх точек Л и В па плоскость / /  
(см. рис. ЗЛО). В соответствии с построением будем иметь: М3 — 
<= —Mi или, учитывая, что Mi =  М2,

М£ +  М3 =  0,

Принимая а© внимание второе замечание к предыдущей теореме, 
получим (Fa, Fs, Fj, Fj) ~  0. Таким образом, пары (Ft , Fj) и 
(F3, Fj) взаимно уравновешены и присоединение их к телу не нару
шает его состояния {аксиома 2), так что

(Fi, Fi) ~  (F „  F i, Fa, F* Fa. F3). (3-16)

С другой стороны, силы Fi и Fe, а также F | и Fj можно сло
жить по правилу сложения параллельных сил, направленных с одну

сторону. По модулю все эти силы 
равны друг другу, поэтому их рав
нодействующие R и R' должны 
быть приложены в точке пересече
ния диагоналей прямоугольника 
А В В 1 А 1 , кроме того, они равны 
по модулю и направлены в проти
воположные стороны. Это означает, 
что они составляют систему, экви
валентную нулю. Итак,

(F „  F,'. Fj, Fj) ~  (R. R ')~ Q .
Теперь мы можем записать

(Ft, Fi, F2» F2, F3»Fs)~(F2, F2).
(3.17)

Сравнивая соотношения (3.16) 
и (3.17), получим (Fi, Fj) ~  (F2l Fj), 
что и требовалось доказать. 

г ис. 3.10 Из этой теоремы следует, что
пару сил можно перемещать и по

ворачивать в плоскости ее действия, переносить в параллельную 
плоскость; наконец, в паре можно менять одновременно снлы и плечо, 
сохраняя лишь направление вращения пары и модуль ее момента 
( F A  =  FJu).

В дальнейшем мы будем широко пользоваться такими эквивалент
ными преобразованиями пары.

Теорема 3. Дее пары, лежащие в пересекающихся плоскостях, 
эквивалентны одной паре, момент которой равен сумме моментов 
двух данных пар.

48 ТЕОРИЯ  П А Р Егл. III
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Пусть пары (Fj, Fi) и (F2, Fs) расположены в пересекающихся 
плоскостях /  и / /  соответственно. Пользуясь следствием теоремы 2, 
приведем обе пары к плечу А В  (рис. 3.11), расположенному на ли
нии пересечения плоскостей /  и II.  Обозначим трансформированные 
пары через (Qlt Qi) и (Q: , Qi). При этом должны выполняться ра
венства:

M, =  M (Q „ Q;) =  M (F „  F,') и Л12 =  М(02, Q2) =  M (F2, Fi).
Сложим по аксиоме 3 силы, приложенные в точках А и В  соот

ветственно. Тогда получим R =  Qj +  Ог и R' =  Qi +  Q2. Учиты
вая, что Q| =  — Qi и Qj == —Q2, получим: R = —R'. Таким образом, 
мы доказали, что система двух пар 
эквивалентна одной паре (R, R').

Найдем момент М этой пары.
На основании формулы (3.13)имеем 
М (R, R') =  ВА  X R, ко R =
— Qi +  Qa и, следовательно,

M(R, R ) == ВА X (Qi -J- Qs) =

=  BA x  Qi +  BA x  Qi =

=  Л1 (Qi, Qi) - f  M (Qi, Qi) =

=  M (F „  F,') +  M (F2l Fi),
или

M =  Mi - f  M2, Plic з j [
т. e. теорема доказана.

Заметим, что полученный результат справедлив и для пар, ле
жащих в параллельных плоскостях. По теореме 2 такие пары можно 
привести к  одной плоскости, а по теореме 1 их можно заменить одной 
парой, момент которой равен сумме моментов составляющих пар.

Доказанные выше теоремы о парах позволяют сделать важный 
р ы б о д : момент пары является свободным вектором и полностью оп
ределяет действие пары на абсолютно твердое тело. В самом деле, 
мы уже доказали, что если две пары имеют одинаковые моменты 
(следовательно, лежат в одной плоскости или в параллельных пло
скостях), то они друг другу эквивалентны (теорема 2). С другой 
стороны, две пары, лежащие в пересекающихся плоскостях, не могут 
быть эквивалентны, ибо это означало бы, что одна из них и пара, 
противоположная другой, эквивалентны нулю, что невозможно, так 
как сумма моментов таких пар отлична от нуля.

Таким образом, введенное понятие момента пары чрезвычайно 
полезно, поскольку оно полностью отражает механическое действие 
пары на тело. В этом смысле можно сказать, что момент исчерпываю
щим образом представляет действие пары на твердое тело.

Д ля деформируемых тел изложенная выше теория пар неприме. 
мима. Две противоположные пары, действующие, например, по тор
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цам стержня, с точки зрения статики твердого тела эквивалентны 
нулю. Между тем их действие на деформируемый стержень вызывает 
его кручение, и тем большее, чем больше модули моментов.

Перейдем к решению первой и второй задач статики в случаях, 
когда на тело действуют только пары сил.

6 3 .4 . Приведение системы пар к простейшему виду.
Равновесие системы пар

Пусть дана система п  пар (F,, Fi), (Fa, FJ)....... (F„, Fn), как
угодно расположенных в пространстве, моменты которых равны 

Mi, М2, ..., М„. На основании теоремы 3 
первые две пары можно заменить одной па
рой (Ri, Ri) с моментом М2:

M*2 =  Mi +  M2.
Полученную пару (R„ Ri) сложим с парой 
(Fs. F3), тогда получим новую пару (R2, R2) 
с моментом Щ :

Рис- 3‘12 Мз =  М2* +  М3 =  М, +  М2 +  Мз-

Продолжая и дальше последовательное сложение моментов пар, 
мы получим последнюю результирующую пару (R, R') с моментом

М =  Ml +  М2 +  ... +  =  2  Mft. (3.18)
к=I

Итак, система пар приводится к одной паре,момент которой ра
вен сумме моментов всех пар.

Теперь легко решить вторую задачу статики, т. е. найти условия 
равновесия тела, на которое действует система пар. Д ля того чтобы 
система пер была эквивалентна нулю, т. е. приводилась к двум 
уравновш винвш  вилам, необходимо и достаточно, чтобы момент 
результирующей пары был равен нулю. Тогда из формулы (3.18) 
получим следующее условие равновесия в векторном виде:

М1 +  М1 +  М3 +  ... +  М„ =  0. (3.19)

В проекциях на координатные оси уравнение (3.19) дает три 
скалярных уравнения.

Условие равновесия (3.19) упрощается, когда все пары лежат 
в одной плоскости. В этом случае все моменты перпендикулярны этой 
плоскости, и поэтому уравнение (3.19) достаточно спроектировать 
только на одну ось, например ось, перпендикулярную плоскости 
пар. Пусть это будет ось г  (рис. 3.12).

Тогда из уравнения (3.19) получим:
М и  +  М и + ... +  М пг =  0. (3.20)



9 4.1] ЛЕММА О ПАРАЛЛЕЛЬНОМ ПЕРЕНОСЕ СИЛЫ 4Э

При этом ясно, что М . =  М , если вращение пары видно с по
ложительного направления оси г против хода часовой стрелки, и 
М , =  — М  при противоположном направлении вращения. Оба 
эти случая представлены на рис. 3.12.

Задача 3.2. Один конец балки длиной I укреплен в неподвижной шарнирной 
опоре А , а второй ее конец Н опирается на гладкую наклонную плоскость, соста
вляющую с балкон угол a .  Ha балку дейст
вует пара сил с моментом, равным М . Прене
брегая весом балки, определить реакции 
опор (рис. 3.13).

Действие опор заменим реакциями. Реак
ция гладкой поверхности R/j направлена по 
нормали к поверхности. Так как балка на- 
ходится в равновесии, то система сил, 
действующих на балку, эквивалентна нулю.
Но активная пара сил с моментом М мо
жет быть уравновешена только парой сил. Следовательно, реакция R 4 непод
вижной опоры А  вместе с реакцией плоскости Ra должны составлять пару сил. Мо
дули реакций найдутся из условия равенства модулей моментов пар:

М  =  М  (Ra , RB), или M * * R A -h,

где h — I cos а  — плечо пары. Отсюда

R a ~  R r =  т  cos а).

Г л а в а  IV

ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА СТАТИКИ И УСЛОВИЯ
РАВНОВЕСИЯ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ СИСТЕМЫ СИЛ

§ 4.9. Лемма о параллельном переносе силы

В этом параграфе рассматривается вспомогательная задача о 
параллельном переносе силы.

Докажем лемму:
Сила, приложенная в какой-либо точке твердого тела, эквива

лентна такой оке силе, приложенной в любой другой точке этого 
тела, и паре сил, момент которой равен момен
ту данной силы относительно новой точки при
ложения.

Пусть в точке А  твердого тела приложена 
сила F (рис. 4.1). Приложим теперь в точке В  
тела систему двух сил F ' и F1, эквивалентную 
нулю, причем выбираем F' =  F (следовательно,
F" =  —F). Тогда сила F ~  (F, F ', F*), так как 
(F ', F") ~  0. Но, с другой стороны, система сил 
(F, F ', F") эквивалентна силе F' и паре сил (F, F*); 
следовательно, сила F эквивалентна силе F' и паре сил (F, F"). Момент 
пары (F, F") равен

М =  М (F, F ')  =  0Л  х  F,
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т. е. равен моменту силы F относительно точки 3

М =  Мд (F).

Таким образом, лемма о параллельном переносе силы доказана. 

§ 4 .2 . Основная теорема статики

Введем определения. Пусть дана произвольная система сил 
(Fj, F?, F„). Сумму этих сил

называют главным вектором системы сил.
Сумму моментов сил относительно кзхого-либо полюса (центра 

приведения) называют главным моментом рассматриваемой системы 
сил относительно зтого полюса.

Пользуясь теперь леммой о параллельном переносе силы, дока
жем следующую основную теорему статики (теорема Пуансо):

Всякую пространственную систему сил в общем случае можно 
заменить эквивалентной системой, состоящей из одной силы, прило
женной в какой-либо точке тела (центре приведения) и равной глав
ному вектору данной системы сил, и одной пары сил, момент которой 
равен главному моменту всех сил относительно выбранного центра 
приведения.

Следовательно, основная теорема статики устанавливает закон 
эквивалентной замены произвольной системы сил более простой си
стемой, состоящей из одной силы н одной пары.

Пусть О — центр приведения, принимаемый за начало коорди
нат, rlt гг, г3, ..., г„ — соответствующие радиусы-векторы точек 
приложения сил F1( F*, F3, ..., F„, составляющих данную систему 
сил (рис. 4.2, а). Прежде всего перенесем силы Fj, F2, F3, ..., F„

П
F - H  Fk

Рис. 4.2
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в точку О, а затем сложим эти силы как сходящиеся; в результате 
получим одну силу:

F0 == Fi -J- F* -f- ... +  F„ =  S  Fft,
fc=!

которая равна главному вектору (рис. 4.2, б). Но при последователь
ном переносе сил Ft, Fo, ..., F„ в точку О мы получаем каждый 
раз соответствующую пару сил (Fj, FJ), (F2, F2)...... (F„, F^).

Моменты этих пар соответственно равны моментам данных сил 
относительно точки О:

Ml =  ГЛ (F , , Fi) =  Г, X F, =  Мо (F,),

М2 =  М (Fq, F2) =  Г2 X F2 — Мо (F2), 4̂

=  М (Fn, Fn) =  Гл X Fn — Мо (Fn).
На основании правила приведения системы пар к простейшему 

виду все указанные пары можно заменить одной парой. Ее момент 
равен сумме моментов всех сил системы относительно точки О, 
т. е. равен главному. моменту, так как согласно формулам (3.18) 
и (4.1) имеем (рис. 4.2, в)
М0 =  Мх -f- М2 -f- ■ • • -f- М„ =

=  М0 (Fj) +  M0 (F2) + . . . +  Мо (Fn) =  £  Мо (F„) =  £  г„ X Fft.
* = 1  *=i

Итак, систему сил, как угодно расположенных в пространстве, 
можно в произвольно выбранном центре приведения заменить силой

F0 = I ] F ft (4.2)
к=1

и парой сил с моментом

M o = 2 J M o ( F * ) = i ! r * x F lk. (4.3)
*=1 *=i

Не следует считать, что главный вектор и главный момент имеют 
чисто формальное значение и что их можно найти только с помощью 
вычислений. Очень часто отдельно действующие на тело силы нельзя 
определить даже опытным путем, в то время как главный вектор или 
главный момент находятся сравнительно легко. Поясним это при
мером. Рассмотрим вал, находящийся в подшипниках скольжения. 
При вращении вала на точки его поверхности действуют со стороны 
подшипника силы трения. Число точек контакта и модули сил тре
ния, как правило, нам не известны. Не всегда их можно определить 
и с помощью эксперимента, однако простым измерением находится 
сумма моментов всех сил трения относительно оси вращения, т. е. 
главный момент сил трения.
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По тем же соображениям момент силы и момент пары сил также 
не следует рассматривать только как формальные величины, вве
денные для удобства доказательства. В технике очень часто проще 
задать не силу или пару, а их моменты. Например, в характеристи
ку электромотора входит не сила, с которой статор действует на 
ротор, а вращающий момент.

§4.3 . Аналитическое определение главного вектора 
и главного момента пространственной системы сил

Определим модули и направления векторов F() и М0. Пусть де
картова система координат Oxyz имеет начало в центре приведения
О. Тогда проекции силы F„ на координатные оси найдутся из соот
ношений:

Fo* — £  F/ц, — Flx - f  Fu  - f - ... +  Fnx.

Fan — ~ F \ n  nr F;t  4- F„у, (4.4)

Foi — Fht — Fц +  ••• +  F 

Модуль силы F0 равен

Fо — \  Fox +  Foy H- f'ot — Fkxj +  Ftuj +   ̂53 j* t

(4.5)
а направление определяется направляющими косинусами

cos (х, F0) =  , cos (y, F0) =  , cos (г, F0) =  (4.6) 

Д ля проекций вектора ГЛ0 имеем (см. (3.10))
П П

Мох — Jj (Fj.) ■= 2  (MhFhi — гЛ у ) ,

May =  £  М , (F,) =  2  (zhFhx -  xhFK,), (4.7)
*=.1 '

Mot — S  (Fa) = J J  (xhF — yhFkx).



Следовательно, модуль и направление вектора М0 определяются 
формулами

М 0 =  У  Мох +  Моу +  М*.-» (4.8)

COS (лг, M0) =  ̂ j £ ,  cos (у, Mq) =  ~Ж^ ’ cos(2, М«) (4.9)

При приведении пространственной системы сил к одной силе 
и одной паре сил угол между направлением главного вектора и на
правлением главного момента может получиться любым с зависи
мости от действующих сил. Д ля определения этого угла воспользу
емся формулой, выражающей скалярное произ
ведение векторов F0 и М0:

F0 M0 =  F0Af0 cos(F0, М0).
Отсюда

cos (F0, М0) =  ^ 2  =  Г> М.о- +  ро!1А'п,1 +  1:р,м ог 
t 0M 0 *  ог^о

(4.10)
пли, по формулам для направляющих косинусов (4.6) и (4.9),
cos (F0, Мд) =  cos (дг, F0) cos (x, N\0) +  coa(y, F0)cos(y, M0) +

+  cos (z, F0) cos (z, M0). (4.11)
Выясним, как будут меняться сила и пара сил, к которым при

водится рассматриваемая система сил, при перемене центра при
ведения. Так как сила F0 равна главному вектору, т. е. сумме всех 
сил системы, то для любого центра приведения она будет одной и той 
же. Если в качестве нового центра приведения ввята точка Oit то

Fo, =  Fo =  £  F*. (4.12)
Л-=1

Д ля центра приведения Ot момент пары равен главному моменту 
относительно этого центра приведения

П

м°*=£г*х F*’ (4лз)
где г* — радиус-вектор точки приложения силы FA, проведенный 
из нового центра приведения Ot (рис. 4.3). Из рассмотрения рис. 4.3 
видно, что

п — п  - f  т  

Подставив значение г* в формулу (4.13), получим

=  S  хк х  F* =  £  (г* +  ( Щ  х  F* =  £  г* х  F* +  б ^  х  £  Ft.
t=i £=i *=i
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откуда ка основании формул (4.2) и (4.3)

Мо, =  Мо +  Oid X Fo =Л?о +  Мо, (Fo), (4.14)

т. е. момент пвры, а следовательно, и главный момент при перемене 
центра приведения изменяются на момент силы, равной главному 
вектору, приложенному в старом центре приведения, относительно 
косого центра приведения.

Из формулы (4.14) следует, что если в каком-либо цент
ре приведения, например точке О, F0 =  0 и М0 =  0, то и 

для любого центра приведения будет

F c ,  =  0, М о , =■- 0.

Приведение произвольной системы сил 
к силе' и паре сил но является единственным 
способом приведения к простейшему виду 
(хотя и применяется наиболее часто). Воз
можен другой вариант приведения; согласно 

р!:с. 4.4 этому варианту система сил, как угодно рас
положенных в пространстве, может быть приведена к двум силам, 
в общем случае не лежащим в одной плоскости.

В самом деле, пусть произвольная система сил приведена в данном 
центре О к силе F0 и паре сил с моментом М0. Выберем силы, состав
ляющие пару, равными Р и Р ' (Р =  — Р '); приложим одну из них 
(например, Р ')  в центре приведения (рис. 4.4) и сложим ее с силой F0. 
В результате получим силу Q =  F0 +  Р ', уже не лежащую в пло
скости действия пары (Р, Р ').

Таким образом, пространственная система сил приведена к двум 
•силам Q и Р, которые в общем случае не лежат в одной плоскости.

§ 4.4. Условия равновесия пространственной системы сил

В этом параграфе мы обратимся ко второй задаче статики и уста
новим условия, при которых пространственная система сил эквива
лентна нулю, т. е. условия ее равновесия. Докажем теорему.

Д ля  равновесия пространственной системы сил необходимо и 
достаточно, чтобы главный вектор и главный момент этой системы 
равнялись нулю.

Достаточность сформулированных условий вытекает нз того, что 
при F0 =  0 система сходящихся сил, приложенных в центре при
ведения О, эквивалентна нулю, а при М0 =  0 система пар сил 
эквивалентна нулю. Следовательно, исходная система сил эквива
лентна нулю.

Докажем необходимость этих условий. Пусть данная система 
сил эквивалентна нулю. Приведя систему к двум силам, заметим, 
что в нашем случае система сил Q и Р (рис. 4.4) должна быть эк
вивалентна нулю, следовательно, эти две силы должны иметь общую
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линию действия н, кроме того, должно выполняться равенство Q =* 
=  —Р. Но в рассматриваемом нами случае это может быть, если 
линия действия силы Р проходит через точку О, т. е. если ft =  0. 
А это значит, что главный момент равен нулю (М0 =  0). Далез,
так как Q +  Р ■= 0, a Q =  F0 - ( - P \ to F0 +  Р ' - f  Р =  0, и, следо
вательно, F0 =  0.

Итак, необходимые и достаточные условия равновесия про
странственной системы сил будут иметь вид

Fo =  0, Мо =  0 (4 Л 5)
или, в проекциях на координатные оси,

П
Fox —  S  Fkx — Fix '̂2.v +  -f- Fnx =  0,

k=l

Foy — Fhy =  Fiy -\- Fiy -j- ... -\-F ny =  0, (4.16)
k—l

Fог —  Zj Fkt =  Fu  -f- Fu  +  ... -{- Fnt =  0; k~\

Мох =  £  Max (Fft) =  M ^  (FJ +  (FJ +  ... +  M 0x (F„) =  0,
*=I

Mou —  2 j M 0y (F*) =  M 0y (Fi) -f- M 0y (Fs) -j- ... -f- M 0y (Fn) =  0,
k= 1

M 0l =  S  Мог (F*) =  /Wo,(F0 +  М 0г(F2) +  ... +  M 0l (Fn) =  0. 
k—l

(4.17)

Таким образом, при решении задач о равновесии пространствен
ной системы сил, приложенных к твердому телу, мы имеем возмож
ность из уравнений (4.16) и (4.17) опреде
лить шесть неизвестных величин.

Замечание. О невозможности приведения пары сил 
к равнодействующей. Проведем доказательство от 
противного. Пусть пара сил (F,-, FJ) приводятся к 
равнодействующей R, приложенной к какой-либо точ
ке А тела. Тогда эта пара и сила R' (R' =  —R), при
ложенная в точке А , эквивалентны нулю (рпс. 4.5).
На основании только что доказанного главный вектор 
и главный момент этой системы должны быть равны 
нулю. Примем за центр приведения точку А, тогда 
главный момент Ф  0 и равен моменту пары 
(F,, FJ); главный вектор тоже не равен нулю (?л =  R ' Ф  0). Следовательно, 
предположение о существовании равнодействующей для пары сил несправедливо.

Уравнения равновесия для более частных систем сил могут быть 
получены из уравнений (4.16) и (4.17).



1. Равновесие пространственной системы параллельных сил. 
Направим ось г  параллельно линиям действия сил (рис. 4.6). 

Тогда проекции сил Ffc на оси х  и у  равны нулю (Fhx н  0, Fhy =  0), 
и остается удовлетворить только одному иа уравнений группы (4.16):

Fo* =  S  Fhi =  Fu  +  Fu + . . .  +  F „  =  0. (4.18)
Л—I

Во второй группе уравнений (4.17) последнее выполняется тож
дественно, так как силы параллельны оси г (M0z (F.,) =  0), и оста
ются только два уравнения:

М 0х =  S  М о х  (Fj,) =  УИ0л (Fj) - |-  М 0х (F 0  "г ••• "г (Fn) —  0,

*Г‘ (4Л9)
Моу — S  Моу (F/,) =  М0у (Fj) -f- ni0y (F2) -|- ... -f- M0y (F„) =  0.

At«=I

56 ОвИОВИАЯ ТЕОРЕМА СТЛТОИЯ [ГЛ. IV

2. Равновесие плоской системы сил.
Д ля плоской системы сил из уравнений первой группы останутся 

два уравнения:

Fo* “  Е  Fhx =» Fix -j- +  ••• +  Fnx =  0.
*Г‘ (4-20)

Foy —  2 j Fk!J =  Fiy -j- Fiy -J- ... -|- F„v =  0.
A=1

Из уравнений второй группы два первых удовлетворяются тож
дественно, так как силы лежат в одной плоскости с осями х  и у  
(рис. 4.7). Остается только третье уравнение:

М ог  =  t  М 0г(Fft) =  M o/Fj) +  м 0г(F2) +  ... +  м 0г (Fn) =  0. (4.21)
к=1

8. Равновесие плоской системы параллельных сил.
Условия равновесия для этого частного случая следуют из урав

нений (4.20) и (4.21). Направим ось у  параллельно линиям действия 
сил (рис. 4.8). Тогда первое из уравнений (4.20) удовлетворяется
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тождественно (для любой системы параллельных сил на плоскости) 
н остаются только два уравнения равновесия:

Foy — £  Fhy — Fiy -j- F-..j -{- ... -J- F,,,j =  0,
(4-22)

Мог =  £  М 0г (Fa) =  Moz (F,) +  M 0z (F2) +  ... +  M 0l (F„) =  0.
B--I

Напомним, что при составлении уравнений равновесия (4.17) 
за центр приведения может быть выбрана любая точка (см. § 4.3).

Г л а в а  V

ПЛОСКАЯ СИСТЕМА СИЛ

§ 5.1. Приведение плоской системы сил к простейшему виду

Рассмотрим систему сил (Flt F2........ F„), расположенных в од-
):ой плоскости. К  этому случаю приводится весьма большое число 
практических задач техники. Совместим с плоскостью расположения 
сил систему координат Оху и, выбрав ее начало в качестве центра 
приведения, согласно основной теореме статики (§ 4.2) приведем 
рассматриваемую систему сил к одной силе

F0 = £ F fc, (5.1)
*=1

равной главному вектору, и к паре сил, момент которой равен глав
ному моменту

M o = £ M 0 (Fft), (5.2)
*=i

где Мо (F*) — момент силы Fft относительно центра приведения О *).
Так как силы расположены в одной плоскости, то сила F0 также 

лежит в этой плоскости. Момент же пары Мо направлен перпенди
кулярно этой плоскости, так как сама пара расположена в плоскости 
действия рассматриваемых сил. Таким образом, для плоской сис
темы сил главный вектор и главный момент всегда перпендикулярны 
друг другу (рис. 5.1).

При рассмотрении плоской системы сил мы имеем дело с парами, 
расположенными в плоскости действия сил. Поэтому здесь нет 
необходимости придавать векторный смысл моменту пары. М о

*) Здесь я в дальнейшем на протяжении всей пятой главы предполагается, что 
все силы расположены в одной плоскости ху  и что точки, относительно который 
вычисляются моменты, лежат в  плоскости действия сил. Ось г, перпендикулярная 
плоскости действия сил, на рисунках не показывается.
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мент полностью характеризуется алгебраической величиной М г, 
равной произведению плеча пары на величину одной из сил, составля
ющих пару, взятой со знаком плюс, если хвращение» пары происходит 
против хода часовой стрелки, и со знаком минус, если оно происходит 
по ходу часовой стрелки. Иными словами, за момент пары в плоских 
системах принимается проекция вектора момента пары на ось г, 
перпендикулярную плоскости действия сил.

Пусть, например, даны две пары, (Fb Fi) и (F8, Fj) (ркс. 5.2); 
тогда согласно данному определению имеем

M ,{ fu  F;) =  ftiF„
М г {?2, F2) =  - h 2F2.

Аналогично, моментом силы относительно точки будем называть 
алгебраическую величину, равную проекции вектора момента силы от
носительно т о й  точки на ось, перпендикулярную плоскости, т. е.

равную произведению модуля силы на плечо, взятому с соответствую
щим знаком. Д ля случаев, изображенных на рис. 5.3, а и б, 
соответственно будет

м 0г (Fj) =  hFlt M 0z (F*) =  — h.Ff (5.4)

Индекс z в формулах (5.3) и (5.4) сохранен для того, чтобы ука
зать на алгебраический характер моментов.

Модули же момента пары и момента силы обозначаются следую
щим образом:

М  (F, F') =  | М г (F, F') |, Мо (F) =  | M0i (F) |.



Исходя из этих определений, для нахождения главного момента 
вместо формулы (5.2) будем пользоваться формулой

М о г -  £  М М -  (5.5)
А=I

Формула (4.14), определяющая изменение главного момента лрн 
перемене центра приведения, примет вид

Мои — M 0z 4" M qh (Fо)* (°-6)
Для аналитического определения главного вектора применяются 

формулы:

Fox =  £  Fk, =  FLx +  F2x +  ... +  Fnx,
к1  (5.7)

F o y ~  £  F ky — F ly -f- F 2y +  ••• +  ^ny .
k=\

Fo =  =  ] /  +  ( £ / * * )  , (5.8)

cos(.v, F0) =  FqJF0, cos (y, F0) =  F0y/F0. (5.9)
Согласно формулам (5.5) и (3.11) главный момент равен

Мог =  £  M Ql (F„) =  £  (xhFtu -  уьРь), (5.10)
*=i *=i

где xk, yh — координаты точки приложения силы F,,.
Докажем теперь, что если главный сектср плоской системы сил 

не равен нулю, то данная система сил эквивалентна однсй силе, т. е. 
приводится к равнодействующей.

5 5.1) П Р И В Е Д Е Н И Е  СИСТЕМЫ СИЛ К ПРОСТЕЙШЕМУ ВИДУ ©

Пусть для выбранного центра приведения главный вектор и 
главный момент не равны нулю, т. е. F0 Ф  0, М 0г Ф  О (рис. 5.4, а). 
Дуговая стрелка на рис. 5.4, а символически изображает пару с мо
ментом M 0z. Пару сил, момент которой равен главному моменту, 
представим в виде двух сил Fj и FJ, равных по модулю главному 
вектору F0, т. е. =  Fi =  F0. При этом одну из сил (Fj), состав
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ляющих пару, приложим к центру приведения и направим в сторону, 
противоположную направлению силы F0 (рис. 5.4, б). Тогда система 
сил F0 и F| эквивалентна нулю и может быть отброшена. Следо
вательно, заданная система сил эквивалентна единственной силе FlP 
приложенной к. точке 0 ^  эта сила и является равнодействующей. 
В дальнейшем равнодействующую будем обозначать буквой R, т. е. 
F 1 =  R. Очевидно, что расстояние h от прежнего центра приведе
ния О до линии действия равнодействующей можно найти из условия 
I M 0l | =  hFi — hF0, т. е.

h =  \M 0 i\/F0.
Расстояние h нужно отложить от точки О так, чтобы момент 

пары сил (Fj, Fi) совпадал с главным моментом М 0г (рис. 5.4, б). 
В результате приведения системы сил к данному центру могут встре
титься следующие случаи:

1* Fg -ф 0, Moz ф  0.
В этом случае система сил может быть приведена к одной силе 

(равнодействующей), как это показано на рис. 5.4, в.
2. F0 ф  0, М 0г “  0.
В этом случае система сил приводится к одной силе (равнодей

ствующей), проходящей через данный центр приведения.
8. F0 =  0, Мог Ф  0.
При этом система сил эквивалентна одной паре сил.
4. ¥0 =  0, Мог =  0.
В этом случае рассматриваемая система сил эквивалентна нулю, 

т. е. силы, составляющие систему, Езанмно уравновешены.
Д ля системы сил, которая приводится к равнодействующей, 

справедлива следующая теорема о моменте равнодействующей.
Теорема Оарнньсна. Если рассматриваемая плоская система сил 

приводится к равнодействующей, то момент этой равнодействующей 
относительно какой-либо точки равен алгебраической сумме моментов 
всех сил данной системы относительно той же самой точки.

Предположим, что система сил приводится к равнодействующей R, 
проходящей через точку О. Возьмем теперь в качестве центра при
ведения другую точку Ot. Главный момент (5.5) относительно этой 
точки равен сумме моментов всех сил:

М 0 ,г =  £  М о ,г  (F,,). (5.11)
k=.l

С другой стороны, на основании формулы (5.6) имеем
M 0lz =  M 0l!( R), (5.12)

так как главный момент для центра приведения О равен нулю (M 0i =  
=  0). Сравнивая соотношения (5.11) и (5.12), получаем

Мо,г (R) *  £  Мо,г (Fa); (5.13)к—\
это и доказывает сформулированную теорему.
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При помощи теоремы Вариньона можно найти уравнение линии 
действия равнодействующей. Пусть равнодействующая R, прило
жена в какой-либо точке О, с координатами х и у (рис. 5.5) и извес
тны главный вектор F(, и главный момент при центре приведе
ния в начале координат. Так как R, = F (), то составляющие равно
действующей по осям х  и у равны R,, = F()x = F „J и R,„ = F0# = F „ J . 
Согласно теореме Вариньона момент рав
нодействующей относительно начала коор
динат равен главному моменту при центре 
приведения в начале координат, т. е.

М0; — M0l (R,) =  x F 0y — yF0x. (5.14)

Величины М0г, Fta и F0ll при переносе 
танки прилож ения равнодействующей 
вдоль ее линии действия не изменяются, 
следовательно, на координаты х и у в урав
нении (5.14) можно смотреть как на текущие координаты линии дей 
ствия равнодействующей. Таким образом, уравнение (5.14) есть урав
нение линии действия равнодействующей 
переписать в виде

Рис. 5.5

При F,„ ф 0 его можно

У =  ^ х -
г Ох

Мп

Задаче 6.1. Равнодействующие Р и F сил давления воды на гравитацион
ную плотину приложены в вертикально)! плоскости симметрии перпендикулярно 
соответствующим граням на расстояниях i
/ / ’= 4 м и / | ' = 2 , 4 м  от основания (рис. 5.6).
Сила тяжести С] прямоугольной части пло
тник приложена в ее центре, а сила тяжес
ти G, треугольной части — на расстоянии 
одной трети от вертикальной грани треуголь
ного сечеиия.

Определить равнодсПстоуюшую распре
деленных сил реакции грунта, на котором 
установлена плотина,' если Р  *  20 МН,
F =  13 МН, С , =  30М Н , С | =  15 МН, 
а =  5 м, b =  10 м, tg  а  =  5/12.

Прежде всего найдем равнодействующую 
заданных сил Р, F, 0 |  и Os, приложенных 
к плотине. Для вычислении глмвного век
тора Fo и главного момента М цг относи
тельно иачзлз координат О нам понадобятся 
значения sin a , cos а  и координаты точки Л.
Тяк как tg а  — ~ 
cos ос — 12/13. По

Рис. 5.6

t g a = 5 / l 2 .  то sin a  = 5 /1 3 .
13. По условию задачи уА =  h =  2,4 м. Из треугольника ABC  uail- 

лаи СВ — Мца — I м. Следователь!», t A <= 9  м. Согласно формулам (5.7) и
(5, 10) имеем

F0n =  р  _  Я cos а  =  Й МН Роц— —01 — <?a — F sin а  — — 50 МН,

MUi .  -  FH -  С, -ЧГ  ~  6 t  [ а +  - i -  (ft -  а ) ]  +  xAFy -  yAFx =  -  272 МН.
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Главный вектор не равен нулю, пеэтсму система зздаввых сил Р, Р, Of, Ga, 
приложенных к плотина, приводится к  равнодействующей Rs =  Fo. модуль ко
торой равен

R =  F0 = Y'^Ox+foy  «  «W  ЙН-
Уравнение линии действия равнодействующей найден г о  формула (5.14):

25х -f. ig  — 536 =  0.
К а рис. 5.6 показана равнодействующая R заданных сия, приложенных к пло

тине. Равнодействующая реакция грунта де&стзует по той же прямой, но ока на
правлена в етороиу, противоположи у® R . Модуле sth:: с м ,  ковезао, равны цегвду 
собой.

§ 5 .2 . У слсзия равновесия плоском системы сил

К а к  было установлено з  главе IV, иеобходгшым и достаточным 
условием равновесия системы сил является равенство нулю главного 
вектора и главного момента. Д л я  плоской системы сил эти условия 
получают вид

F0 =  Е  Fh =  0 , A fe ,~= S  Afo«(F») = 0 ,  (5.15)
*=i *=i

где О — произвольная точка в плоскости действия сил.
Н а основании (5.15) и (5.7) имеем

П
р Ox —  ДЗ F k x  =  F ix  +  F ix  +  * • • 4- F n x  —

Роу =  £  F hu =  F lv +  F iv +  ■ ■ ■ +  F n  =  0. (5.16)
k~l

M 0l =  £  Мог (Ffc) =  M 0z (Fj) +  M 02 (F2) +  . . .  +  Aff t  (P„) =  0. 
k=l

т. e. для равновесия плоской системы сил необходимо и достаточно, 
чтобы алгебраические суммы проекций всех сил на две координатные оси 
и алгебраическая сумма моментов всех сил относительно произвольной 
точки равнялись нулю.

Возможны такж е другие формы уравнений равновесия.
Второй формой является равенство нулю  алгебраических сумм  

моментов всех сил относительно любых трех точек, не лежащих на 
одной прямой:

& М Аг{ F*) =  0, £ М * Л Р * )  =  0, E M Cz(Fh) =  0, (5.17)
*=i s=i *=j

где А , В и С — указанные точки.
Необходимость выполнения этих трех равенств в случае равнове

сия системы сил вытекает из условий (5.15), и нам остается доказать 
их достаточность. Предположим, что все равенства (5.17) выполни-
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ются. Равенство нулю главного момента при центре приведения 
в точке А возможно, либо если система приводится к равнодействую
щей (R Ф  0) и линия ее действия проходит через точку А , либо R =  0; 
аналогично равенство нулю главного момента относительно точек 
В и С означает, что либо R ^ O  и равнодействующая проходит 
через обе точки, либо R =  0. Н о равнодействующая не может про
ходить через все эти три точки А , В  и С (по условию они не лежат 
на одной прямой). Следовательно, равенства (5.17) возможны лишь 
при R =  0. т. е. система сил находится в равновесии.

Заметим, что если точки А , В п С леж ат на одной прямой, то 
выполнение условий (5.17) ке будет достаточным условием-равнове
сия, — в этом случае система может быть приведена к  равнодейст
вующей, линия действия которой проходит через эти точки.

Третьей формой уравнений равновесия плоской системы сил являет
ся равенство нулю алгебраических сумм моментов всех сил система 
относительно двух любых точек и равенство 
нулю алгебраической суммы проекций всех сил 
системы на ось, не перпендикулярную прямой, 
проходящей через две выбранные точки:

£  МАг (Fk) — 0, S  (Fi) =  0, =  0
Л=1 /г=1 *=1

(5.18)
(гсь х  не перпендикулярна отрезку А В).

Необходимость выполнения этих равенств для равновесия сил 
вытекает непосредственно из условий (5.15). Убедимся в том, что 
выполнения этих условий достаточно для равновесия сил.

Из первых двух равенств, как и в предыдущем случае, выте
кает, что если система сил имеет равнодействующую, то ее линия дей
ствия проходит через точки А и В (рис. 5.7). Тогда проекция рав
нодействующей на ось х, не перпендикулярную отрезку А В , ока
жется отличной от нуля. Но эта возможность исключается третьим

уравнением (5.18) [т а к  как  Rx . Следовательно, равнодей

ствующая долж на равняться нулю и система находится в равнове
сии. П онятно, что если ось х будет перпендикулярна отрезку АВ , 
то уравнения (5.18) не будут достаточными условиями равновесия, 
так  к ак  в этом случае система может иметь равнодействующую, 
линия действия которой проходит через точки А и В.

Таким образом, система уравнений равновесия может содер
ж ать одно уравнение моментов и два уравнения проекций, либо 
два уравнения моментов и одно уравнение проекций, либо, наконец, 
три уравнения моментов.

Отметим, что при составлении любой из форм уравнений равно
весия выбор координатных осей и точек, относительно которых 
берутся моменты сил, вообще говоря, произволен. Однако для по
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лучения наиболее простых уравнений равновесия (кажлое из которых 
содерж ит минимальное число неизвестных) целесообразно коорди
натные оси проводить перпендикулярно неизвестным силам, а  указан
ные точки выбирать на пересечении линий действия неизвестных сил.

При рассмотрении равновесия несвободного твердого тела на 
основании принципа освобождаемое™ заменяем действие связей 
их реакциями. Значит, если число этих заранее неизвестных реакций 
будет равно числу уравнений равновесия, в которые реакции входят, 
то задачу их определения можно выполнить. Если же число неиз
вестных реакций будет больше уравнений равновесия, содержащих 
реакции, то задача становится статически неопределимой.

Среди плоских вадач статики особого рассмотрения заслуж ивает 
случай плоской системы параллельных сил. Хотя для этой системы 
главный вектор и главный момент по-прежнему определяются фор
мулами (6.1) и (5.5), но фактические вычисления значительно упро
щаются.

Пусть линии действия всех сил параллельны оси у  (рис. 4.8). 
Тогда уравнения равновесия для рассматриваемой системы парал
лельных сил будут

Е Fp.y =  0, fjA«o.(F*)-0. (5.19)к—1 Л1—1
В соответствии с (5.17) уравнения равновесия можно такж е записать 
в виде

Е  МАг (Fft) -  О, Е  М вг (F*) =  0, (5.20)

причем точки А  и В  не должны лежать на прямой, параллельной 
оси у  (если точки А н В  будут леж ать на прямой, параллельной оси у , 
то эти уравнения будут удовлетворяться при равнодействующей, 
отличной от нудя, если ее линия действия проходит через указан 
ные точки).

В заключение этого параграфа отметим, что система сил, действу
ющих на твердое тело, может состоять как из сосредоточенных 
(изолированных) сил, так и распределенных сил. Различаю т силы, 
распределенные по линии, по поверхности и по объему тела. Т ак , 
например, давление тяж елого цилиндрического катка на горизон
тальную  опорную поверхность (рис. 5.8, а) представляет собой силы, 
распределенные вдоль линии (в данном случае — вдоль прямой). 
Д авление газа на стенки сосуда может служ ить примером сил, рас
пределенных по поверхности (рис. 5.8, б). Действие сил тяжести 
(рис. 5.8, в) иллюстрирует случай сил, распределенных по объему тела.

Распределенные силы задаются их интенсивностью. Т ак , напри
мер, для объемных сил сначала вводится понятие средней интенсив
ности силы в окрестности рассматриваемой точки тела

г» _  ДF
г °р ~ ~ 5 у '
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Здесь А К — объем элемента, выделенного в окрестности точки, 
AF — сила, действующая на этот элемент. Тогда

F* =  lim
AV-0 AV

называется интенсивностью силы, распределенной по объему в дан
ной точке тела.

Аналогично вводится понятие интенсивности для силы, распре
деленной по поверхности и по 
длине линии:

К = lim Г), — lim 4т"»
До-*0 До As-0 As

, 'I .
6)

А ТП ТП ТП 7)
где Act и As — соответственно 
элементарная площадь и элемент 
длины линии.

Очень часто интенсивность си
лы называют силой, отнесенной 
к соответствующей геометрической 
единице — длине, площади или 
объему. Соответственно этому еди
ницами интенсивности служ ат 
Н/м», Н /м2 и Н/м.

П онятно, что в простейших 
случаях  (см., например, рис. 5 .8 ,а) 
интенсивность определяется простым делением полной силы д ав
ления на длину, площадь или объем участка ее приложения.

В ряде случаев силы оказываются неравномерно распределенными. 
Т ак , на рис. 5.9, а изображено давление воды на стенку плотины, оно

ТГ7,77Z77777.

Hilt 
I II II  
i n n

S) 7 7 S S //,V //////,V , 

Рис. 5.8

переменно и зависит от глубины, т. е. от координаты г. Ма рнс. 5 .9 , б  
показан случай, когда давление сыпучего тела на основание является  
функцией двух координат х  и у  из-за переменной толщины слоя.

§ 5 .3 . Задачи на применение уравнений равновесия
З а д ач а  Б.2. Однородная гладкая балка АВ  силой тяж ести  Р — 2 кН, закреп

ленная в точке А  при помощи шарнира, опирается з  точке С на степу. В точ
ке В  подвешен груз Q =  I кН. Определить опорные реакции в  точках А и С, 
если балка составляете горизонтом угол а =  30°, ft =  1 м н / =  З м  (рис. 5.10, я).

3 Н. В. Бутенин и др.



Образуем силовую схему, заменив действие связей их реакциями. Реакция 
в точке А не известна ни по величине, ни по направлению, поэтому будем искать
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эту реакцию через ее проекции Х& и Уд; реакция в точке С направлена перпен
дикулярно балке (рис. 5.10, б).

Уравнения равновесия напишем в форме (5.16):

23 Fkx ~ X A - n c cos 600 =  £  Fhy “  k a  ' -  p +  Vc cos 30" — Q =  0 ,
*=1 ft—i n

2  МЛг (Fft) =  ~  P 4 -  'C0S 3°° +  ‘VC Щ Ш  -  Q‘ C°S 300 =  ° :

отсюда находим

дг =  I sin 60“ »  2,6 кН, X a  =  <P~t,20-  ! cos 30° «  1,3 кН,
ь 4/i л  о/i

Y A ~  P Q — ! s*r|2 60° «  2,25 кН.

Задача 5.3. Ферма опирается на неподвижный шарнир А и каток В, который 
может без трения перемещаться по наклонной плоскости. Определить реакции опор 
А  и В, если к ферме приложены силы Р — 30 кН и Я, — G0 кН (рис. 5.11, а).

Заменяя действие опор реакциями, составляем силовую  схему (ри с. 5.11, б). 
Уравнения равновесия возьмем в форме (5.17). В качестве точек, относительно 
которых составляются уравнения моментов, вы бирем точки Л, В и С. У р авн ен и я  
равновесия при этом будут 

п
S ^ ( F ft) =  - P a +  WB ^ - P i - 7^  =  0, 
h= 1 

п
2  М вг  (F*) =  -  Нл 2а +  P j +  Ра =  0,
k=l

П

J j  МСг (Fft) — Х А 2а — Ра +  Р1 2 cos 45° =  °* 
й=1
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отсюда находиа
_ 2P +  P , J / J  _  5 к =  _Р / 2 - Р ,  ^  6 3 кН

8 2 ^ 2  х 2 ^ 2

Y  =  Л У ? + Ъ . ~  36,2 кН.
А 2 |^2

Задача 5.4. К  балке, изображенной на рис. 5.12, о, приложены: сосредото
ченная сила F =  16 кН н равномерно распределенная нагрузка интенсивности 
q — 1,2 кН/м. Угол а  =  30°, a  =  3 м, 6 = 7  м, I — 12 м. Си,
Р  — 5 кН. Определить реакции опор.

d
я

Зила тяжести балки

Л X- Я
JJZLJLi. В

А 0 \& •*

г"
h

а
Рис. 5.12

Действие опор на балку заменяем реакциями X /, Уд и Rfl, а распределенную 
нагрузку — ео равнодействующей Q — q (I — Ь), приложенной в середине отрезка 
D B  (рис. 5.12, б). Уравнения равновесия имеют вид

п

2  м л г  (F„) =  -  Fa sin а  -  Р - L  _  Q (ft +  J r ± )  +  Rj}l =  о, 
fe=l 

П
2 " в г ( Р » ) “ - , л / +  Н * - « )  sina  +  P - i - + Q - b ±  =  °,

■ P cos а  =  0.
*=i

Решая эти уравнения, получаем
Х л  =  Р cos ос =  13,8 кН,

„  F (I — а) . Р . n  I — Ь
=  — i- j ------ sin а  +  —  +  (? =  9,7j  кН,

RB =  - ^ - s i n a + ^ - + Q l ± i -  =  9,25 кН.

Познакомимся теперь с особым видом связи, которая называется 
жесткой (или полной) заделкой. Эта связь препятствует не только 
линейным перемещениям закрепленной точки тела, но и повороту 
вокруг этой точки.

Т акова, например, ж есткая заделка левого конца балки на 
рис. 5.13, й ; этот конец оказывается полностью закрепленным — 
невозможны его вертикальное и горизонтальное перемещения, з
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такж е и поворот. Т акая связь создает систему реакций, состоящую 
(рис. 5.13, б) из двух составляющих ХА и УА и пары, момент 
которой обозначен через М *. Это следует из того, что на заделанный 
конец балки действует распределенная нагрузка, которую можно 
привести к силе, приложенной к точке Л, и к паре сил с моментом М *.

Рис. 5.13 Рнс. 5.14

Задача 5.8. К  однородной балке, сила тяжести которой равна Q и длина /, 
в  точке В  приложена сила Р (рис. 5.14, а). Определить реакции в месте заделки.

Силовая схема изображена на рис. 5.14, б. Уравнения равновесия будут

*=1 А=з|п

*ш=1
отсюда имеем

Хд  =  0, yA =  Q +  P, м* =  - Ц -—  I.

§ 5 .4 . Задачи на равновесие системы тел

Рассмотрим задачу о нахождении опорных реакций трехш ар
нирной арки, которая состоит из двух частей, М  и N , имеющих 
ш арнирны е опоры А и В  и соединенных между собой идеальным 
ш арниром С  (рис. 5.15, а). Если рассматривать эту систему тел как  
одно твердое тело (аксиома 5), то будем иметь три уравнения равно
весия с четырьмя неизвестными ХА, УА, Х п, Ув (проекции опор
ных реакций в точках А и В).

Тем не менее эта задача статически определенная. Д ело в том, 
что в равновесии находятся два тела М  и N , соединенных между 
собой шарниром С, и можно рассматривать равновесие каждого тела 
в отдельности. Таким образом, число уравнений равновесия будет 
равно шести — по три уравнения для каждого тела. Действие тела N  
на тело М , передаваемое через идеальный ш арнир, может быть за 
менено одной силой, а действие тела М  на тело N  может быть заме
нено такой же по модулю силой, но противоположно направленной 
(аксиома 4).
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Рассмотрим равновесие каждого тела в отдельности. Н а 
рис. 5.15, б указаны  силы, приложенные к телам М и N , причем 
силы Хс и Yс представляют собой составляющие силы, заменяю* 
щие собой действие тела N  на тело М, а Х с, Yc — составляющие 
силы, заменяющие действие тела М на тело N.

Д л я  каждого тела мы можем составить по три уравнения равно
весия, т. е. всего шесть уравнении, неизвестных же тож е будет шесть, 
так  как  в силу аксиомы 4

Хс =  - Х с ,  Yc =  — Yc-

Указанный путь решения задачи, конечно, не единственный. Мож
но, например, составить три уравнения равновесия для тела М , а 
остальны етри— для системы тел М  и N , принимая их ва одно твер
дое тело, или составить уравне
ния равновесия для тела N  и 1 
уравнения равновесия для си
стемы тел М  и N , как  для од
ного твердого тела. Целесооб
разность применения того или 
иного способа решения задачи 
зависит от условий конкретной 
задачи.

Задача 5.3. Два однородных стер
жня одинаковой длины соединены 
шарнирно о точке С и шарнирно закреплена в точках А и В.  Вео каж
дого стержня равен Р.  В точке С к системе стержней подвешен груз Q. Расстоя. 
к и е А В  — d. Расстояние точки С до горизонтальной прямой Л в  равно 6. Опре
делить реакции шарниров А  и В  (рис. 5.16, а).

Заменяя действие опор реакциями, рассмотрим сначала равновесие этой 
системы в целом (рис. 5.16, б). Уравнения равновесия (5.16) в »том случае будут

> , d
-
^  X, \ 1 .К J 5 А Р  В

Рио. 5 .1C

к=1

! (р/,)= -  р - i —  q -t ~  Р Ч - + v = °-
Из этих уравнений находим

Кд  =  Кл =  Р +  <?/2,
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Для нахождения .Уд рассмотрим теперь равновесие левого стержня. Сумма 
моментов всех сил, приложенных к левому стержню, относительно С должна Сыть 
равна пулю, т. е.

Задача 5.7. Определить опорные реакции системы, состоящей из двух балок, 
сочлененных идеальным шарниром, если Р, =  10 кН, Pt  =  6 кН, а ~  2 м.

Конец А  балки АС  защемлен, конец В  балки СВ укреп*

На основании аксиомы 4 (третьего закона Ньютона) модули сил Хс  и Х'с , 
г  также сил Ус  и \ 'с , равна между собой, т. с. Х с  =  Х ’с  и У с  =  Уг . Учи
тывая эти равенства и решая затем полученную систему уравнений, находим

х л =  0, х с = о .
Ул  =  13 кН, Ус  =  3 кН, Уд =  3 кН, М * =  32 кН м.

§ 5 .5 . Условия равновесия частично закрепленного тела

В некоторых случаях приходится рассматривать равновесие 
частично закрепленных тел, т. е. тел, на которые наложены связи, 
допускающие некоторое перемещение тела. Д ва примера такого рода 
изображены на рис. 5.18, а, б. Очевидно, что при произвольной 
системе активных сил Fft, приложенных к телу, равновесия не будет. 
О днако возможны и такие случаи, когда равновесие имеет место. 
Выясним условия, которым должны удовлетворять активные силы, 
чтобы тело находилось в равновесии. Прежде всего остановимся

П

отсюда

Хл - Х в - ± 1 Р  +  0),

лен в катковой опоре (рис. 5.17, а).
Рассмотрим равновесие каждой балки в отдельнос-

д  ти. Мы получаем два твердых тела, на которые действуют 
Ь реакции внешних связей Хд, Уд, Af *, Уд и попарно 

равные силы взаимодействия Хс  =  —Х^, Ус  =  —У'с . 
Таким образом, общее число неизвестных равно шести.

Запишем уравнения равновесия в форме (5.16) для 
левой балки (рис. 5.17, б):

П
Рис. 5.17 И мл А Ь ) =  ^ - Р 1а- У с 2а =  0 ;.

А—1
для правой балки (рис. 5.17, в):

п п

п

Е Â (F„) = - ^  + V a = °-А—1



§ 6 .5]  УСЛОВИЯ РАВНОВЕСИЯ ЧАСТИЧНО ЗАКРЕПЛЕННОГО ТЕЛА 7J

на случае твердого тела, имеющего неподвижную ось вращ ения; 
к телу приложена система активных сил F1( F2, F3, F„, распо
лож енная в плоскости, перпендикулярной к оси вращения 
(рис. 5.18, а). Ось вращ ения служ ит связью  для рассматриваемого 
тела; согласно принципу освобождаемое™  действие связи заменяем 
реакцией N, приложенной к точке А (предполагаем, что трение от
сутствует).

Н аправление реакции N зависит от характера приложенных 
к телу сил Fx, Fa, F„. Напишем уравнения равновесия в форме

реакции N. В последнее уравне
ние N не входит. Это уравнение устанавливает зависимость меж
ду активными силами, необходимую для равновесия тела.

Таким образом, для рассматриваемого случая активные силы дол
жны удовлетворять одному уравнению

Обратимся теперь ко второму примеру (рис. 5.18, б), где связью  
служ ит стержень. Н аправление реакции N  фиксировано и совпадает 
с  осью стерж ня. Выбирая систему координат Вху, как указано  
на рис. 5.18, б, имеем следующие уравнения равновесия:

Первое уравнение служ ит для определения реакции N. Д ва осталь
ных уравнения накладывают определенные требования на систему 
активных сил. Таким образом, для равновесия тела необходимо, 
чтобы активные силы в данном случае удовлетворяли двум условиям:

Последнее уравнение записано для точки тела В; понятно, что 
его можно видоизменить, записав его для любой точки оси х.

(5.18):
П

Nx + % F hx =  0,
кгш\

П
Ny +  Е  Fhy — 0, 

fc«=l
п

И з первых двух уравнений мож
но нанти обе составляющие Рис. 5.18

П
£ m A2(f „ ) = o. (5.21)

П П п

п
=  о, £ m b j(f„) =  o.

Ar=l
(5.22)
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§ 5 .6 . Определение натяж ения тяж елой подвешенной нити

Задача об определении натяжения в подвешенной тяжелой нити (рис. 5.19, а) 
связана с проблемой прочности тросов или проводов линий электропередачи. 
Будем считать, что нить идеально гибкая и нерастяжимая и что провисание нити 
происходит только из-за различия между ее длиной L и расстоянием между опо
рами I (рис. 5.19, а).

Обозначим через q линейный удельный вес нити. Для пологой кривой можно 
принять, что вес равномерно распределен не по кривой АОВ,  а по ее проекции Л В.  
Таким образом, общий вес нити будем считать равным ql.

В соответствии с аксиомой 5 можно рассматривать условия равновесия любой
части нити. Рассмотрим, например, пра
вую половину нити; действующие на пев 
силы изображены на рис. 5.19, б. Заметим, 
что натяжение в любом сечении нити направ
лено по касательной к кривой в соответст
вующем месте (это следует из предположе
ния об идеальной гибкости нити). Поэтому 
в нижней точке инти О, принятой за начало 
координатной системы, натяжение горизон
тально. Обозначив через /  стрелу провеса 
(т. е. расстояние по вертикали между нижней 
точкой и опорами), запишем уравнение мо
ментов относительно точки В

Здесь Р — ql/2 представляет собой вес 
половины нити. Из этого уравнения находим

л О ~  8/ * (5.23)

отсюда, между прочим, ясно, что чем меньше стрела провеса нити / ,  тем больше 
натяжение Хо.

Из двух уравнений для проекций сил на оси можно найти составляющие натя
жения в  точке В

у  у
л в  =  л о ~ ~ E f  

а  затем и полное натяжение в точке В

Ув = qi_
2

«/
Второе слагаемое в сумме под знаком корня значительно меньше единицы, 

и мы можем воспользоваться приближенной формулой

V \ +  a

достаточно точной для малых значений а .  Тогда будет

+ Of- (5.24)

Этот результат определяет наибольшее натяжение ннти, которое, впрочем, 
мало отличается от наименьшего натяжения Хо.



Для вычисления Хо  и Т  по найденным формулам необходимо знать стрелу 
провеса / ,  а для этого требуется располагать уравнением кривой, по которой 
провиснет нить. С этой целью рассмотрим часть нити, расположенную между на
чалом координат и произвольным сечением с абсциссой х  (рис. 5.19, в). Д ля этой 
части можно написать следующие уравнения равновесия (для проекций сил на 
оси х  и у):

— Х0 +  Тх cos ф =  О, Тх  sln (р — Рх =  0.

Здесь Рх — qx —  вес рассматриваемой части нити, Тх  — натяжение на правом конце 
этой части.

Из первого уравнения можно заключить, что с удалением от нижней точки, 
т. е. с увеличением угла ф, натяжение нити возрастает и достигает максимума 
в точках подвеса.

Исключив из этих уравнений Г*, получим с учетом формулы (5.23)
tg ф =  8fx/P,

но tg ф =  dy/dx, и мы приходим к дифференциальному уравнению, определяю
щему форму нити в положении равновесия:

& - - & ■  (6.28)
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Интегрируя его, получаем

dx I»

» ~ * £ + с .

Постоянную интегрирования С найдем из условия, что у  =  0  при х  =  0:
у  =  4/х*/Р.

Таким образом, приближенно установлено, что тяжелая нить в положении 
равновесия принимает форму параболы *). Теперь можно выразить стрелу провеса /  
через L  и /. Для этого запишем известное из курса математического анализа вы
ражение длины дуги

1/2
L =  [ V l + y ‘‘dx

-II2

и заметим, что для пологой нити у '2 <  I . Поэтому К I -f- у '% »  1 -f. Ч2у л . Тогда 
будем иметь

J 0+4*̂ ,)£,jr=/+-j-} » ' * dx- 
- 1/2  - 1/2

Подставляя сюда выражение (5.25), находим

* - '+ -г Г № У * -‘+¥>
-4 2

отсюда получаем

/  =  v 4 / з / ( / „ - / ) .  (5.26)

*) В тех случаях, когда стрела провеса /  не мала по сравнению с длиной 
пролета /, уравнение кривой равновесия тяжелой нити определяет цепную линию 
(см., например: М е р  к и н  Д . Р . Введение в механику гибкой нити. — М.: 
Наука, 1980. — 240 с.).
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Задача Б.8. Определить наименьшее и наибольшее натяжение нити, если вес 
единицы длины составляет 100 Н, длина пролета / =  20 м, а полная длина нити 
L  =  21 м.

Прежде всего по формуле (5.26) находим

/ =  Ч, / 3 - 2 0 - 1  =  1,94 м.
Наименьшее натяжение нити (в нижней точке) определяется по формуле (5.23); 

-  Ю0-20д о577 н  
О -  8-1,94 - 2 о 77Н -

Наибольшее натяжение (в точках подвеса) находим по формуле (5.24):
Г  =  257 +  100-1,94 »  2771 Н.

§ 5 .7 . Определение реакций упругих опор 
твердого тела

Если твердое тело опирается на большое число опор, то задача нахождения 
реакций может оказаться статически неопределенной. Такова, например, балка, 
изображенная на рис. 5.20, а. Очевидно, что трех уравнений равновесия недоста
точно для определения пяти реакций, т. е. система статически неопределимая

О)

\ е> { *  {*4
"7?
77777/

- к
777/77

Т Г7777Г, ~Ъ
У7777Г.

■IV Г'
7777Я1

t

777777.

1

777777.

1
77777%

1
Ш Г,

Рис. 5.20

(единственная определимая реакция, горизонтальная реакция левой опоры, равна 
нулю).

Задача определения реакций в таких системах, вообще говоря, выходит за рзмкн 
курса теоретической механики и чаще всего требует использования методов сопро
тивления материалов. При этом приходится отказываться от предположения об 
абсолютной жесткости балки и исследовать ее изгиб поддействием заданной нагрузка 
и неизвестных реакций (рис. 5.20, б).

Однако среди статически неопределенных задач встречаются такие, которые 
не требуют привлечения сложных соображений. Здесь мы имеем в виду такие си
стемы, которые можно схематизировать в виде абсолютно твердых тел, покоящихся 
на упругих опорах. Примером может служить та же балка (в предположении ео 
абсолютной жесткости), лежащая на упругих опорах, показанных на рио, 5.20, е„



§ 5 .7J О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  РЕАКЦИЯ УПРУГИХ ОПОР ТВЕРДОГО ТЕЛА Г5

В качестве дополнительного условия примем, что реакции опор пропорни. 
опальны их осадкам при одинаковом для всех опор коэффициенте жесткости; по- 
впднмому, это условие приемлемо в тех случаях, когда физические свойства всех 
опор одинаковы. Как мы сейчас убедимся, это условие вместе с уравнениями равно
весия позволяет легко найти все опорные реакции независимо от их числа. После 
приложения нагрузки опоры несколько осядут, а балка займет новое положение. 
Принимая координатные оси, как показано на рис. 5.20, е, мы можем записать 
уравнение смещенной оси балки в виде

у  =  а + Ь х .

Обоснованный выбор расчетной схемы в виде б) или в) определяется конкрет
ными соотношениями жесткости балки и опор. Однако случай б) мы вынуждены 
оставить в стороне и будем рассматривать толь
ко случай в) *). Обозначим соответственно осадки 
спор через у)  (рис. 5.21), причем

У) =  а +  bxj
(xj — абсцисса /-й опоры).

По предположению, реакции опор пропор» 
циональны осадкам

R j  =  kyj  =  ft (а  ЬхЛ,
гд е*  — коэффициент жесткости; для определе
ния реакций значение коэффициента жесткости 
несущественно. Введем неизвестные параметры о0 =  ка и Ь0 =  kb; тогда ре^::ции 
всех опор будут выражены через эти две неизвестные;

R j  — Oo-i- Ь0Х). (Б.27)
Д ля их определения воспользуемся дзумя уравнениями равновесия плоской 

системы параллельных сил (рис. 5.21);
п m п т

£  F k u -  S  Rj  =  =  0; (5.2S)
*-1 /=1 *=1 /=1

эдесь п — число заданных сил, т — число неизвестных реакций. Подставляя вы
ражение (5 .27) в систему уравнений (5 .28), получим

п т п т т
Xj Ffty fly Ь0 £  *; =  0. Jj U'j flo 2j 0̂ Е  xj =
*=1 /=1 Л=1 /= 1 /= I

Отсюда находим

(|Ж 4М Ч§''Н |,'^)
т I т v 2 *

" S 4 -  ( S ' , )

_  * = I___________ \ / = l  /  \ k =\  /
m i  m \  3

« £ * / - £ * // - 1 \ / - i  /
Внося эти значения aG и b0 в формулу (5.27), получим решение задачи. 
К той же категории относится и следующая задача.

*) Может оказаться, что необходим одновременный учет малой жесткости Салки 
и малой жесткости опор.
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Задача 5.9. К  жесткой плите А , прикрепленной несколькими болтами к осно
ванию В, приложена активная пара сил, действующая а плоскости плиты. Момент 
пары рапен М , координаты центров болтов xt, и уь известны (рис. 5.22, а). Под 
действием пары произойдут малые деформации болтов, и плита повернется вокруг 
некоторого центра («центра жесткости») на малый угол.

Найти положение центра жесткости и усилия, действующие на каждый болт, 
считая, что усилия перпендикулярны радиусам-векторам центров болтов, про
веденным из центра жесткости. Усилия можно принять пропорциональными модулям 
этих радиусов-векторов.

Схема сил, действующих на плиту, представлена на рис. 5.22, б, причем через 
F>t обозначены реакции болтов. Система сил Fft вместе с моментом М  (рис. 5.22, б) 
находится в равновесии и должна удовлетворять трем уравнениям равновесия.

У

О о о  о

>5 • y j u
о Ъ * — I — '

у * 

О

Рис. 5.22

х

j—
1 

k
1

li

Очевидно, что этих трех уравнений недостаточно для нахождения всех усилий, 
так как общее число неизвестных равно 2п (каждое усилие определяется двумя про
екциями на координатные оси х  и у). Тем не менее нам удается решить до конца эту 
задачу, опираясь на указанные выше дополнительные условия.

Обозначим через х ,  и //* искомые координаты центра жесткости и через р* — 
радиусы-векторы центров болтов, проведенные из центра жесткости (рис. 5.22, в). 

Усилия Fh, как было сказано, принимаются пропорциональными величинам р^,
т. е.

Fh =  kph, (5.29)

где к — коэффициент пропорциональности.
Проекции усилий Fj, на осп координат, очевидно, будут

F„x  =  Fh cos а к =  Fh , Fky =  _  Fk sin a k =  - F k *« .
Vh t'k

Подставляя сюда выражение (5.29), находим

Fkz =  к (уи —  41*), Fk, j -  — k(xk— x t ). (5.30)

Заметим, что все 2я неизвестные составляющие реакций выражены всего через 
три числа: координаты центра жесткости и коэффициент пропорциональ*



пости k. Для определения этих величии мы располагаем тремя уравнениями равно* 
весия:

л rt п п
S  Fkx =  * Ц  (Ук— У*) =  0, J ]  F*e «= — k  2  (*k—  **) =  0,
Л=1 * = 1  *= 1 *= 1

л о {5,31)
£  м 0 , г ~ - к  2  [(** -  +  (Ун -  У.)2] -Ь М -  0.

*=1

Последнее уравнение представляет собой уравнение моментов всей системы сил 
относительно центра жесткости О ,, причем для момента силы Fa имеем

м о . г  (Га) -  ~  -  ~  ■= ~  * [(** ~  * . ) 2 +  { fh  -  V . ) %

Из первых двух уравнений системы (5.3!) находнм координаты центра жесткости

г. =  £  *ь У* ■= 4 "  2  Уь (б-32)
п  *=1 п  *= 1

после чего из третьего уравнения следует

А =  _ -----------------У.------------------- . (5.33)

2  [ ( * * - * ,) *  + (У К -У ,)*]  
к—I

Теперь можно с помощью формул (5.29) найти все усилия Fh,

§ 5 .8 . Приложение методов статики 
к определению усилий в стерж нях фермы

При перекрытии больших пролетов (мосты, промышленные здания и т. п.) 
и в крупных строительных кранах часто применяются сквозные конструкции, на
зываемые фермами (рис. 5.23). Ферма состоит из большого числа стержней, соеди
ненных в точках схода их осей; соединения стержней называются узлами.

Важной частью инженерного расчета фермы является определение усилий, 
возникающих в стержнях при действии заданной нагрузки на ферму. При етои 
обычно исходят из следующих упрощающих предположений:

1) внешние силы приложены только в узлах фермы;
2) веса стержней пренебрежимо малы;
3) узлы представляют собой идеальные шарниры (т. е. силы трения в них не 

возникают).
При таких допущениях сила, действующая со стороны какого-либо узла на 

примыкающий к нему стержень (усилие в стержне), всегда направлена вдоль пря
мой, проходящей через концы этого стержня. Поэтому стержни, если они прямо
линейные, либо растягиваются, либо сжимаются под действием этих сил.

Прежде чем обратиться к определению усилий в стержнях, необходимо рас
смотреть вопроси структуры ферм.

Простейшей плоской фермой является трехстержневая ферма ABC, изобра
женная на рис. 5.24, в; она содержит три узла. Если к этой конструкции добавить 
гш.е один узел D  с помощью двух стержней, то вновь получится неизменяемая 
ф ерм а, содержащая пять стержней и четыре узла (рис. 5.24, б). Добавляя этим 

способом новые узлы, как показано на рис. 5.24, б  штриховой линией, можно 
образовать множество более сложных ферм.

Простой плоской фермой называется такая ферма, которая может быть полу- 
на ив треугольной путем последовательного присоединения каждого нового узла 

при помощи двух новых стержней.
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Найдем связь между числом s стержней и числом п узлов в простой ферме.
Число добавляемых узлов в простой ферме равно п — 3, а число добавляемый
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стержней равно s — 3. Из способа построения простой фермы видно, что число но
вых стержней в два раза больше числа новых узлов; следовательно,

s — 3 =  2 (п —  3),
т. е.

s =  2л — 3. (5.34)
Простая ферма всегда статически определима, т. е. число независимых уравне

ний статики достаточно для определения усилия в каждом стержне.
В самом деле, для каждого узла можно составить два уравнения равновесия, 

так как на узел действует сходящаяся система сил. Таким образом, всегда можно

составить 2я уравнений равновесия. Подсчитаем теперь число содержащихся в них 
неизвестных. Прежде всего, неизвестными будут все s реакций стержне#, кроме того, 
неизвестны три опорные реакции (Хд, Уд, Уд на рис. 5.23). Таким образом, всего 
имеем 8 + 3  неизвестных. Воспользовавшись соотношением (5.34), получим 

s 3 “  2п — 3 —|- 3 =  2л,
т . е. число неизвестных равно числу уравнений равновесия, поэтому простые фермы 
всегда статически определимы.
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При расчете ферм обычно составляют сначала три уравнения равновесия для 
всей фермы, определяют из них три опорные реакции, а затем уже приступают 
к нахождению усилий в стержнях.

Рассмотрим способ расчета фермы, который позволяет найти усилие в любом 
стержне фермы независимо от усилий в других стержнях. Согласно этому способу 
предварительно необходимо определить реакции опор. Д ля этого следует рассматри
вать ферму как абсолютно твердое тело и написать соответствующие три уравнения 
равновесия. Затем мысленно произвести полное рассечение фермы на две части; 
при надлежащем выборе сечения мысленно перерезаются, как правило, три стержня. 
Поэтому для определения трех неизвестных усилий могут быть записаны три урав
нения равновесия сил, приложенных к какой-либо из полученных частей фермы. 
Чаще всего пользуются уравнениями в форме (5.17), но иногда пользуются и фор
мой (5.18).

Рис. 5.25

Рассмотрим для примера ферму, изображенную на рис. 5.25, и предположим, 
что опорные реакции найдены.

Пусть требуется определить усилие в стержне 4. Для этого мысленно рассечем 
ферму разрезом /  — /  и рассмотрим равновесие левой части фермы, изображенной 
на рис. 5.25, а (вместо этого можно рассматривать правую часть фермы — резуль
тат от этого не изменится, но вычисления окажутся более громоздкими). На эту 
'■;.сть действуют известные силы Rj и F5, а также три неизвестные по модулю 
силы S,, S3, S4. Д ля определения искомого модуля силы S4 составляем уравнение 
моментов относительно точки пересечения направлений J и 3  (точка 04); при таком 
| ыборе моментной точки усилия S1 и S, в уравнение равновесия не войдут, и оно 
^удет содержать только одну неизвестную величину — искомое усилие S4 (такой 
ныбор точек, относительно которых берут моменты, типичен для рассматриваемого 
< пособа). Обычно при составлении уравнения равновесия размеры плеч сил сни
маются с чертежа с учетом его масштаба. Понятно, что решение полученного урав
нения не вызовет никаких затруднений. Совершенно таким же образом составляются 
уравнения моментов относительно точки О, (для определения усилия Sj) и точки 03 
(для определения усилия S,).

Для определения усилий в других стержнях требуются иные рассечения фермы; 
так, на рис. 5.25, а показано также рассечение II—//, необходимое для определения 
усилий в стержнях 7 , 9  и 10. Д ля определения указанных усилий проще рассматри
вать равновесие правой части фермы, как вто показано па рас. 5.25, о. Через 0 7
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и Ош обозначены точки, относительно которых берутся моменты; мы получим по одному 
неизвестному усилию в каждом из уравнений моментов. Определение усилия в стержне 
9 обладает некоторой особенностью. Дело в том, что точка пересечения усилий S; и S10 
бесконечно удалена, и уравнение моментов составить нельзя. В этом случае вместо 
него можно составить уравнение проекций на ось у, что позволит достигнуть той же 
цели: получить уравнение с одним неизвестным усилием Sw.

Способ рассечения весьма удобен для простых схем ферм, образованных путем 
наращивания последовательных треугольников. В более сложных случаях все же 
приходится решать системы уравнений, так как не удается проводить сечение только 
через три стержня.

Графический метод определения усилий встержнях фермы с помощью диаграммы 
Максвелла — Кремоны применялся более ста лет. Этим методом пользовались для 
технических расчетов довольно сложных ферм, число стержней в которых достигало 
иногда более 150 единиц. С появлением ЭВМ графические методы полностью утратили 
свое значение и в настоящее время все вычисления производятся на ЭВМ. Последние 
позволили не только увеличить число определяемых неизвестных на два-три порядка, 
но дали возможность учитывать такие факторы, как вес стержней, силы трения в 
узлах, другие силы, которые могут действовать на ферму. В настоящем издании метод 
построения диаграммы Максвелла -  Кремоны опущен, а применение ЭВМ для расчета 
ферм не излагается — это специальная дисциплина.

Г л а в а  VI

РАВНОВЕСИЕ ТЕЛА ПРИ Н А Л И ЧИ И  ТРЕН ИЯ

§ 6 .1 . Равновесие тела при наличии трения скольжения

Если два тела 1 н 11 (рис. 6.1) взаимодействуют друг с другом , 
соприкасаясь в точке А , то  всегда реакцию RA, действующую, 
например, со стороны тела 11 и приложенную к телу / ,  можно р аз
лож ить на две составляющие: 1МЛ, направленную  по общей нормали 
к поверхности соприкасаю щ ихся тел в точке А , и ТА, леж ащ ую  
в касательной плоскости. Составляющ ая МА называется нормальной 
реакцией, сила 1 Л называется силой трения скольжения — она 
препятствует скольж ению  тела /  по телу 11. В соответствии с аксио
мой 4 (третьим законом Ньютона) на тело И  со стороны тела /  дей
ствует равная по модулю и противоположно направленная сила 
реакции. Ее составляю щ ая, перпендикулярная касательной пло
скости, называется силой нормального давления. К ак было сказано 
Еьнне, сила трения ТА =  0, если соприкасающиеся поверхности 
идеально гладкие. В реальных условиях поверхности шероховаты 
и во многих случаях  пренебречь силой трения нельзя.

Д л я  выяснения основных свойств сил трения произведем опыт 
по схеме, представленной на рис. 6.2, а. К телу В, находящ емуся 
на неподвижной плите D , присоединена перекинутая через блок С 
иить, свободный конец которой снабжен опорной площадкой А . 
Если площ адку А постепенно нагруж ать, то  с увеличением ее об
щего веса будет возрастать натяж ение нити S , которое стремится 
сдвинуть тело вправо. О днако пока общая нагрузка не слишком 
велика, сила трения Т будет удерж ивать тело В в покое. Н а рис. 6.2, б
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изображены действующие на тело В  силы, причем через Р обозна
чена сила тяж ести, а через N — нормальная реакция плиты D .

Если нагрузка недостаточна для нарушения покоя, то справедли
вы следующие уравнения р а Б н о в е с и я :

N — Р  =  О, S - T  =  0. (6.1)
Отсюда следует, что N  =  Р  и Т  — S . Таким образом, пока 

тело находится в покое, сила трения остается равной силе натяж ения 
нити S . Обозначим через Тюах силу трения в критический момент 
процесса нагруж ения, когда тело В теряет равновесие и начинает 
скользить по плите D. Следовательно, если тело находится в рав
новесии, то т ^  (б 2)

М аксимальная сила трения Тта зависит от свойств материалов, 
из которых сделаны тела, их состояния (например, от характера 
обработки поверхности), а такж е от нормального давления N . 
К ак  показывает опыт, максимальная сила трения приближ енно 
пропорциональна нормальному давлению, т . е.

Та п  =  fN . (6.3)
Это соотношение носит название закона Амонтона—Кулона.

z z z z z z z l ?
О) D

А
N ^

-Т  Г ~ 1 S

6J 1»

Рис. 6.1 Рис. 6.2
Безразмерны й коэффициент /  называется коэффициентом трения 

скольжения. К ак следует из опыта, его значение в широких пределах 
не зависит от площади соприкасающихся поверхностей, но зависит 
от м атериала и степени шероховатости соприкасаю щ ихся поверх
ностей. Значения коэффициентов трения устанавливаю тся опытным 
путем, и их можно найти в справочных таблицах.

Н еравенство (6.2) можно теперь записать в виде
Т  <  fN .  (6.4)

Случай строгого равенства в (6.4) отвечает максимальному зна
чению силы трения. Это значит, что силу трения можно вычислять 
по формуле Т — fN  только в тех случаях, когда заранее известно, 
что имеет место критический случай. Во всех ж е других случаях 
силу трения следует определять из уравнений равновесия.

Задача 6.1. Тя.келая плита А В  силы тяжести Р, длины I опирается на идеально 
глад ью  стенку ОВ и шероховатый пол ОА (рис. С.З, о). Определить, при каких 
углах наклона плиты возможво ее равновесие, если коэффициент трення плиты 
и пола равен /. Составим уравнение равновесия
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V  Fitx — ^ B  — Т А =  0, 2  Fuy — ^ A  р  — О,
I *-=1

SMAz (Fft) =  P - j -  cos а  — Na l sin а  =  0.
*=!

Кроме того, d соответствии с условием (С.4) должно енгь

Та  <  IN  А.
Решая уравнения, получим

N b <=Ta =  (P/2) ctg a ,  NA =  P.

Следовательно,
«go >1/(2/).

Последнее неравенство и содержит решение валами. Критическое значение угла а* 
определяется иа уравнения

tg а* =  1/(2/).
Определим теперь критическое значение угла а* с учетом трения плиты о стен

ку, если соответствующий ко
эффициент трения равен также /.

Относящаяся к этому слу
чаю силовая схема изображена 
на рис. 6.3, б. В общем случае 
система является статически не
определимой, так как содержит 
четыре неизвестные реакции, а 

Q % / / / / % № / / / .  *Г 'Ъ?777?Я?Я77777^  мы располагаем только тремя
Тл А М уравнениями равновесия (при

заданном угле а нельзя найти 
Р ',с- силы трения и нормальные дав

ления). Однако в критическом 
состоянии силы трения пропорциональны соответствующим нормальным давлени
ям, и »то позволяет решить задачу. Для этого состояния имеем два уравнения для 
сил трения

ТА — IN A} T b ^ I N d
и три уравнения равновесия

N  в —  Т а  — 0, N a  +  T b —  Р =  0, - у -  cos а* — N b I sin а*  — Г д / cos а*  =  0.

В этих пяти уравнениях содержатся четыре неизвестные реакции и неизвестное 
критическое значение угла а*. Решая эту систему уравнений, находим

1 _  /а р  p i p f  p it
tg  a* — ^  , Na  — T + J*  ’ ^  =  7 + J 3 -  * ~  i _j. /г > ~  j _j_ j i  •

Подчеркнем, что последние четыре выражения относятся только к критическому 
состоянию, но если _

Т а  <  IN а . Тв  <  IN в,

то задача становится статически неопределенной (для ее решения необходимо при
влечь какие-либо соображения, выходящие за рамки наших представлений о твердил 
телах).

Задача 0.2. На шероховатой наклонной плоскости, составляющей угол а =  
=  30° с горизонтальной плоскостью, находится тело веса Р  =  20 Н (рис. 6.4, а). 
Тело удерживается на плоскости тросом АВ,  весом которого можно пренебречь. 
Определить силу трения Т  между телом и плоскостью и минимальное натяжение 
троса S  при двух значениях коэффициента трения: f j  =  0,8 и / 2 =  0 .2.
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На тело действуют четыре силы: активная сила тяжести Р, сила трення Т, нор
мальная составляющая реакции плоскости N и реакция троса S (рис. 6.4, б). Соста
вим условия равновесия тела:

*  4

2  fft* =  P s i n a - r - S  =  0, Y , F hv =  N - P  cos a  =  0, T s g f N .
*=i *=i

Отсюда найдем:
S  — Р sin a  — T, N =■■ P cos a , T  <  /Р  cos a ,  

или, учитывая условия задачи,
S =  10 — Г. Г  <  17,3/.

Для первого случая =  0,8 будем иметь: Т  <  13,8 Н. При отсутствии троса 
(S =  0) получим Т  =  Ю Н . Так как при этом условие Т  <  13,8 Н не нарушается, 
то это означает, что при f t  =  0,8 тело будет находиться в равновесии за счет одной 
силы трения Т  =  10 Н.

Пусть теперь / 2 =  0,2. Тогда должно выполняться условие Т  <  17,3 -/i =  
=  3,46 Н. При отсутствии троса (S =  0) это неравенство находится в противоречии

с первым уравнением 10 — Т  =  0. Это означает, что при отсутствии троса тело 
начало бы скользить вниз. Поэтому при / 2 =  0,2 сила трения достигает своего макси
мального значения, равного 3,46 Н, а натяжение троса будет: S  =  10 — Т  =  6,54 Н.

Итак,
при /j =  0 ,8 : Г = 1 0 Н, S  =  0; 
при / ,  =  0,2: Т  =  3,46 Н, S =  6 ,5 4 H .

Задача 6.3. К однородной прямоугольной призме веса С, находящейся на шеро
ховатой горизонтальной плоскости, прислонена под углом а  однородная балка силы 
тяжести Р  и длины 21 (рис. 6.5, а). Коэффициент трения между балкой и плоскостью

Рис. 6.5

равен /,-, а между призмой и плоскостью / 2. Пренебрегая силами трения между балкон 
н призмой и поперечными размерами балки, определить: 1) условия равновесия всей 
системы; 2) условия, при которых призма останется я покос, а балка начнет дви
гаться; 3) условия, при которых конец А балки останется в покос, а призма начнет 
скользить по плоскости влево или опрокидываться вокруг ребра Е.

Расчленим систему и изобразим все силы (активные и реакции связей), действу
ющие на призму (рнс. 6,5, б) и балку (рис. 6.5, в). На призму действуют сила тя



жести G, сила давления N£ балки на призму, равнодействующая сил нормального 
давления плоскости N, приложенная в некоторой точке О, и сила трения Т2. На балку 
действуют сила тяжести Р, сила давления Nq призмы на балку, нормальная состав
ляющая реакции плоскости и сила трения Т,. Конечно, модули сил N3 и Na 
равны между cofioii (аксиома 4).

Будем считать вначале, что вся система находится в покое, и составим условия 
равновесия балки:

Е  F t e - N a - T t - Q .  % F , lu =  N A - P = 0 .
It к

J ]  М м  (Fh) =  PI sin a  — Л'в-2/ cos a  =  0, Tx sg h N A. 
к

Из уравнений находим

Ti  =  N в ,  Na  =  P. N в  =  (P/2) tg a .
Внеся значения 7 j и NA в неравенство, получим условия равновесия балки!

1й * <  2/f.
Составим теперь условия равновесия призмы:

0. % F ky =  N - G  =  0, 
к к

S  AfD2(Fft) =  WB-2/ c o s a - G . c  =  0, T2^ f 2N. 
к

Из уравнений находим

7 W J .  *  =  с - " в =  И г Ь г а -
Число с нам неизвестно, но его можно найти из равенства Л/д =  N B, или 

~2 a  ~  2/ cos a

g4 РАВНОВЕСИЕ ТЕЛА ПРИ НАЛИЧИИ ТРЕНИЯ  (ГЛ. VI

отсюда

Так как точка приложения силы N, точка £>, не может находиться левее точки Е , 
то с ^ .  а, или

р
-тг- / sin a, о

что дает нам еще одно условие равновесия:
а G 

sin ct —  - р - .

Это неравенство равносильно требованию, чтобы под действием силы N | призма 
не опрокинулась вокруг ребра £  (его можно получить из условия, чтобы момент 
силы Мд относительно точки Е  не превосходил по модулю момента силы G относи- 
тельно той же точки).

Потребуем теперь, чтобы призма не скользила по плоскости, т, е. чтобы выпол
нялось неравенство

Т, <  UN.
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Имеем: 7* =  Nfc — N в  =  ЧСР tg сс, jV =  Q. Подставляя это в написанное 
выше неравенство, получаеи

t g a < 2 -ffilP.
Таким образом, вся система будет находиться в покое, если угол а  удовлетворяет 

треи условиям:

tg K s S 2 /i ,  s l n a s = - j - — t g a s S 2 / , - ~ .  (6.5)

Если будет нарушено только первое из этих неравенств, т. о. при
Q Л

t g a > 2f t .  s l n a s g - y -  — , t g a s ^ / j - - - , ,

призма останется в покое, а балка начнет двигаться.
Еслн будет нарушено только второе условие (6.5), т. е. пра

Г  о
t g a s s 2/ lt sin a  > - j - , tg  a  ^  2fa - p - ,

точка А балки останется в покое, а призма начнет опрокидываться вокруг ребра Е.  
Наконец, если будет нарушено только третьэ "словие (6.Б), т. е, при

t g a s s 2h ,  s t n a ^ - j - - ^ - ,  t g a > 2/ , ~ ,

точка А балки снова останется в покое, но призма начнет скользить по плоскости 
влево.

Рассмотрим тело, находящ ееся на шероховатой поверхности. 
Будем считать, что в  результате действия активных сил н сил реак
ции тело находится в пре
дельном равновесии. Н а 
рис. 6.6, а  показана пре
дельная реакция R  и ее 
составляющие N и 
(в  положении, изображ ен
ном на этом рисунке, 
активные силы стремятся 
сдвинуть тело вправо, 
м аксим альная сила трения
Тш,х направлена влево). Угол <р между предельной реакцией. R а  
нормалью к поверхности называется углом трения. Найдем этот 
угол. Из рис. 6 .6 , а  имеем

у
/ Я

У/////////.'////////
6)

Рис. 6.6

ш

tg  Ф =  T mj N ,  

или, пользуясь выражением (6.4),

tg  Ф =  Л

(6.6)

(6.7)

Из этой формулы видно, что вместо коэффициента трения можно 
задавать угол трення (в справочных таблицах приводятся обе ве
личины).

В зависимости о т  действия активных сил направление пре
дельной реакции может меняться. Геометрическое место всех в о з-
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можных направлений предельной реакции R образует коническую 
поверхность — конус трения (рис. 6.6, б). Если коэффициент тре
ния f  во всех направлениях одинаков, то  согласно формуле (6.7) 
конус трения будет круговым. В тех случаях , когда коэффициент 
трения /  зависит от направления возможного движения тела, кокус 
трения не будет круговым.

Рассмотрим теперь случай, когда активные силы, действующие 
на тело, приводятся к одной равнодействующей F, составляющ ей 
угол а  с нормалью к поверхности (рис. 6.6 , в). Т акая сила оказы вает 
двоякое действие: во-первых, ее нормальная составляю щ ая F„ 
определяет нормальную  составляю щ ую  N реакции поверхности и, 
следовательно, предельную силу трения Ттах =  fN , а , во-вторых, 
ее касательная составляю щ ая F* стремится эту силу преодолеть. 
Если увеличивать модуль силы F, то  пропорционально будут воз
растать обе составляющ ие. Отсюда можно заклю чить, что состояние 
покоя или движения тела не зависит от модуля силы F и определяется 
только  углом а  — чем меньше этот угол, тем меньше тенденция к на
рушению равновесия.

Д л я  аналитического решения задачи составим условия равно
весия тела:

П п
Т, Fhx — T  - -  F sin се =  О, S  Fhy =  N  — F cos ct =  0, T ^ f N .
*=i *=i
Из уравнений найдем Т  =  F sin  a , N  =  F cos а  и, подставляя 

их в неравенство, получим
tg  а  / ,

или, учитывая (6.7), tg  а  «  tg  ср. Следовательно, при равновесии 
тела

а  с  ip.

Это означает, что если равнодействующая активных сил нахо
дится внутри конуса трения, то  увеличением ее модуля нельзя 
наруш ить равновесие тела; для того чтобы тело начало движение, 
необходимо (и достаточно), чтобы равнодействующая активных 
сил F находилась вне конуса трения.

Задача 6.4. Найти условие, определяющее размер h самотормозящегося меха
низма, изображенного на рис. 6.7. Необходимо, чтобы приложенная к узлу С  сила F 
не могла вызвать скольжения ползунов Л и В по вертикальным направляющим. 
Коэффициент трения /  =  0,2, расстояние между направляющими 2 м.

Сила F вызывает сжатие наклонных стержней, и последние передают на пол
зуны сила давления под некоторым углом к горизонтальной плоскости. Д ля того 
чтобы скольжение отсутствовало, ось каждого стержня должна располагаться внутри 
соответствующего конуса трения. Л это нмеет место при выполнении условия

t g  ф  <  0 ,2 .

Но h — 1 • tg  tp, поэтому А < 0 ,2  м.
Рассмотрим теперь трение гибких тел. П усть трос охваты вает 

неподвижный круглый цилиндр. Требуется определить силу катя-
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ж ения троса Р , достаточную для уравновеш ивания силы Q, при
лож енной ко второму концу троса, если меж ду тросом и цилиндром  
имеется трение (рис. 6 .8 , а).

Опыт показывает, что благодаря трению сила Р может быть 
во много раз меньше, чем сила Q. Задача будет статически опреде
ленной лишь в том случае (представляющем наибольший интерес), 
когда рассматривается критическое состояние и силы трения про
порциональны соответствующим нормальным давлениям. Речь идет
о критическом состоянии, в котором сила Q уж е способна вызвать

скольж ение троса по неподвижному цилиндру (по ходу часовой 
стрелки).

Н ормальное давление и сила трения непрерывно распределены 
по всей длине охвата «рг. Обозначим через N и Т значения этих сил, 
отнесенных к единице длины троса. Эти силы, конечно, являю тся 
функциями полярного угла ср, определяющего положение элемента, 
т. е. N — N  (ф), Т  =  Т  (ф) =  fN  (ф). Н атяж ение троса в любой 
его точке на цилиндре такж е является функцией ф, т. е.

Выделим элемент троса длины ds — г dip. Н а этот элемент дей
ствуют две реакции ш кива: Т ds и N ds, а такж е две силы натяж е
ния, S и Sj =  S +  dS, приложенные к рассматриваемому элементу 
в точках рассечения (рис. 6.8 , б).

П ренебрегая весом троса, запишем условия равновесия выделен
ного элемента троса, спроектировав силы на направления нормали 
(п) и касательной (т), взятые в середине элемента:

П П

' ^ F hn =  N d s - S i ^ - - S ^ - =  0, ^ F n ^ T d s  +  S . - S ^ Q .

При составлении этих уравнений мы воспользовались малостью  
угла  d y  и положили

о.
Рис. 6.8Рис. 6.7

S =  S (ф).



П одставляя в уравнения равновесия вместо S i  и ds их значения 
S i =  S  +  dS , ds =  г d y ,

получаем
N r — S  =  0, T r +  ^  =  0.

П ервое из этих уравнений дает S  =  Nr, а так как  Т — fN , то  второе 
уравнение можно переписать в виде

dS — — fS  dy, или — ■ =  — fd y .

Вы полняя интегрирование в пределах от <р =  0 до <р =  ф*, находим

1п-§Г =  - ^ *
Здесь S 0 — натяж ение в сечении ф =  0, равное модулю силы Q, 
S* — натяж ение в сечении ф =  ф*, равное модулю силы Р . Следова
тельно,

In - £  =  - /Ф *  (6.8)

и, окончательно,
Р  =  Q e - f v .  (6.9)

Эта формула (формула Эйлера) позволяет найти наименьшую силу Р, 
способную уравновесить силу Q.

М ожно поставить обратный вопрос: при каком значении Р на
ступит скольж ение троса против хода часовой стрелки, т. е. к акая  
сила Р способна преодолеть сопротивление трения вместе с си
лон Q? Д л я  ответа на этот вопрос нет необходимости заново повто
рять все выкладки; они останутся прежними с тем единственным 
различием, что сила трения на рис. 6 .8 , б  изменит свое направление. 
Поэтому в окончательном результате, изменяя знак  при коэффи
циенте трения, получаем

P = Q e ’<f\ (6.10)
Таким образом, если сила Р удовлетворяет неравенствам 

<2е-'ф‘ « Я  < Q e '* \  
то  трос будет находиться в равновесии.

Задача 6.5. Найти угол охвата <р* цилиндра тросом, необходимый для того, 
чтобы удержать силой Р — 2 кН груз весом Q =  20 кН, если коэффициент трения
/  =  0,2.

По формуле (6.8) имеем

1 п - ^ = - 0 , 2 ф * ;

отсюда
<р* =  11,5 <  2-2я, 

т. е. несколько меньше двух полных охватов.
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Задача 6.6. К концу троса подвешен груз весом Q =  20 кН; угол охвата ци
линдра тросом <р*= 11,5. Найти силу, необходимую для подъема груза, если коэф
фициент трения /  =  0,2.

В данном случае нужно воспользоваться формулой (6.10)

Р  =  Qe,r>'  =  20е0,2-11,5я* 200 кН.
Сопоставляя этот результат с полученным в задаче 6.5, заключгем, что трос будет 
находиться в состоянии равновесия, если 2 кН ^  Р ^  200 кН. При Р  <  2 кН на
чинается движение в сторону силы Q, а при Р >  200 кН — движение в сторону 
силы Р.

Задача 6.7. При причаливании (швартовке) судна яатрос удерживает его с по
мощью каната, накинутого в форме восьмерки на причальные тумби (кнехты), при
чем один конец каната А укреплен на судне, 
а второй конец каната В находится в руках 
ш гроса (рис. 6.9). Считая, что угол охвата 
каждой тумбы равен 5л/3 (300°), определить, 
какое максимальное усилие Р  судна может 
выдержать матрос, прикладывая силу Q =
=  500 Н при одной, двух и трех уложенных 
канатных восьмерках, если коэффициент тре
ния между канатом и причальными тумбами 
равен 0 ,2.

При одной восьмерке общий угсу) охвата <р* =  (10/3) я , а при двух и трех вось
мерках соответственно <ра =  (20/3) л  и <ра =  Юл. Применяя формулу (6.10), получаем

Р , =  500е°'2 (10/3) я ,
или, пользуясь таблицами показательных функций, находим (аналогично получены 
вначения сил Р2 и Р3):

Р , =  4,04 кН, Р , =  32,7 кН, Р , =  264 кН.
Таким образом, при трех уложенных восьмерках за счет сил трения между 

канатом и причальными тумбами один матрос может удержать судно, развивающее 
усилие в 264 кН, т. е. в 528 раз больше силы, прикладываемой матросом.

§ 6 .2 . Равновесие тела при наличии трения качения

Рассмотрим цилиндр (каток), покоящийся на горизонтальной 
плоскости, когда на него действует горизонтальная активная сила S; 
кроме нее, действуют сила тяж ести Р, а такж е нормальная реакция N

7}777777577777?У77>777Я777. д 

Рис. 6.9

и сила трения Т (рнс. 6 .1 0 , о). Как показывает опыт, при достаточно 
малом модуле силы S цилиндр остается в покое. Но этот факт 
нельзя объяснить, если удовлетвориться введением сил, изображен-
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ных на рис. 6.10, а. Согласно этой схеме равновесие невозможно, 
так  как  главный момент всех сил, действующих на цилиндр М с, — 
=  — S r, отличен от нуля, и одно из условий равновесия не выпол
няется.

Причина выявившегося несоответствия состоит в том, что в на
ших рассуж дениях мы продолжаем пользоваться представлением 
об абсолютно твердом теле и предполагаем касание цилиндра с по
верхностью происходящим по образующей. Д л я  устранения отмечен
ного несоответствия теории с опытом необходимо отказаться от 
гипотезы абсолютно твердого тела и учесть, что в действительности 
цилиндр и плоскость вблизи точки С деформируются и сущ ествует 
некоторая площадь соприкосновения конечной ширины. Вследствие 
этого в ее правой части цилиндр прижимается сильнее, чем в левой, 
и полная реакция R приложена правее точки С  (см. точку Cj на 
рнс. 6.10, б).

Полученная теперь схема действующих сил статически удовле
творительна, так  как  момент пары (S, Т) может уравновеситься мо
ментом пары (N, Р). Считая деформацию малой, заменим эту систему 
сил системой, изображ енной на рис.6.10, в. В отличие от первой схемы 
(рис. 6.10, а), к цилиндру приложена пара сил с моментом

M r — Nh. (6.11)
Этот момент называется моментом трения качения.

Составим уравнения равновесия цилиндра:
S  —  Г  =  0, N —  Р  =  0, — S r  +  М Т =  0. (6.12)

П ервы е два уравнения дают Т  — S , N =  Р , а из третьего уравнения 
мож но найти М т. Затем из (6.11) определяем расстояние между 
точками С и Ci.

h =  SrIP. (6.13)

К ак видно, с увеличением модуля активной силы S растет расстоя
ние h. Н о это расстояние связано с площадью поверхности контакта 
и, следовательно, не может неограниченно увеличиваться. Это зна
чит, что наступит такое состояние, когда увеличение силы S  при
ведет к наруш ению равновесия. Обозначим максимально возможную 
величину h буквой 6. Экспериментально установлено, что величина б 
пропорциональна радиусу цилиндра и различна для разных мате
риалов.

Следовательно, если имеет место равновесие, то  выполняется 
условие

h <  6. (6.14)
Величина б называется коэффициентом трения качения; она 

имеет размерность длины.
Условие (6.14) можно такж е записать в виде

М Т <  6JV,
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или, учитывая (6.12),

(6.15)

Очевидно, что максимальный момент трения качения /И?1315 =» 
= в Л / пропорционален силе нормального давления.

В справочных таблицах приводится отношение коэффициента 
трения качения к  радиусу цилиндра (К =  6/г) для различных ма
териалов.

Задача 6 .8. На нахлонной плоскости находится цилиндр. Найти, при 
каких углах наклона плоскости к горизонту а  цилиндр будет находиться в 
равновесии, если г — радиус цилиндра, f  —  коэффициент трения скольже. 
ния, б — коэффициент трения качения (рис, 6. 11).

Составим уравнения равновесия:
П

2  Fhx =  — Т  +  Р sin а  =  О,
*=1 а
2  Fhu — N — Р cos к  =  О,
*=1

2  MAi (Fft) =  M r — rP sin а  =  0.
*=l

Кроме того, должны выполняться неравенства 
Т  <  IN, М т <  б N.

Из первых трех уравнений мы можем определить N, Т, М т; подставив эти вели
чины в последние два неравенства, получим

tg е х < / ,  (0.16)
t g a < 6  /г. (6.17)

Эти неравенства должны удовлетворяться одновременно, В тех случаях, когда 
(>'г < / ,  потеря равновесия происходит путем перехода к качению, так как сначала 
нарушится неравенство (6.17); если же /  <  б/r, то нарушится неравенство (6,16) 
II цилиндр начнет скользить.

Г л а в а  VII

ПРОСТРАНСТВЕННАЯ СИСТЕМА СИЛ

§ 7 .1 . Статические инварианты . Динамический винт

Р анее было установлено, что главный вектор системы сил, как 
угодно расположенных в пространстве,

F o = S F „  (7.1)
/1=1

не изменяется при перемене центра приведения. Главный ж е момент 
при этом изменяется и для нового центра приведения определяется 
формулой (см. формулу (4.14))

Мо, =  М0 - \-Щ )  х  Fo, (7.2)
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где М0 и Мо, — главные моменты относительно центров приведе
ния О и Oj. Второе слагаемое в правой части формулы (7.2) пред
ставляет собой момент главного вектора, приложенного в центре 
приведения О, относительно нового центра приведения О,.

Умножим скалярно обе части равенства (7.2) на вектор F0:

M0l Fo =  Mo F o + ( O lO x  Fo) Fo.

Т ак  как  вектор О^О X F0 перпендикулярен вектору F0 , то  их ска
лярное произведение равно нулю. Следовательно,

M0 l F0 =  M0 Fo. (7.3)
т . е. скалярное произведение главного вектора F0 на главный мо
мент не зависит от центра приведения.

Таким образом, при перемене центра приведения не изменяются 
главный вектор и скалярное произведение главного вектора на 
главный момент. Говорят, что эти величины инвариантны относи
тельно выбора центра приведения.

Первым статическим инвариантом называется главный вектор F0. 
В более узком смысле этого слова под первым инвариантом понимают 
квадрат модуля главного вектора

h - F h  =  n  +  F l +  Fl. (7.4)
Вторым статическим инвариантом называется скалярное про- 

изведен ие главного вектора на главный момент:
/ 2= F0 • М0 =  F,M X +  FyM , +  FZMZ. (7.5)

Из второго инварианта вытекает простое геометрическое след
ствие. Д ействительно, запишем равенство (7.3) в следующем виде:

М 0, •FoCos(M(j1, F о) — M o-Fo cos (Мо, F о)-
Если F0 Ф  0 , то

M 0t cos (M0l, Ро) =  Мо соз (Мо, F0).
К аж дое из этих произведений представляет проекцию главного 

момента на направление главного вектора. Следовательно, при 
перемене центра приведения проекция главного момента на направ
ление главного вектора не изменяется. Заметим, что при F0 Ф  О 
это следствие можно принять за определение второго инварианта.

Т ак  к ак  проекция главного момента на направление главного 
вектора не изменяется при перемене центра приведения, то  можно 
утверж дать, что для центра приведения, в котором главный вектор 
и главный момент направлены по одной прямой, модуль главного 
момента будет минимальным. В этом случае модуль главного мо
мента равен величине его проекции на направление главного вектора.

Очевидно, что проекция М * главного момента на направление 
главного вектора определяется равенством

М* =  (М0 F0)/F0i
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или, принимая во внимание значения первого и второго инвари
антов,

М * =  l-J '/T i-  (7.6)
Совокупность силы и пары сил с моментом, коллинеарным силе, 

называется динамическим винтом или динамой. Т ак  как  плоскость 
действия пары перпендикулярна моменту пары, то  динамический

Рис. 7.1

винт представляет собой совокупность силы и пары сил, действу
ющей в плоскости, перпендикулярной силе. Различаю т правый и ле
вый динамические винты. Н а рис. 7.1, а  показан правый динамиче
ский виит, составленный из силы F0 , равной главному вектору 
системы, и пары сил с моментом М0. равным главному моменту; 
иа рис. 7.1, б показан левый винт, составленный из тех ж е элементов.

° )

Mf \ M

* ,  1
F" *)

» *
1 .  Л  ] 0*

м*

Рис. 7.2

М ожет возникнуть вопрос, в каких случаях данную систему сил 
можно привести к динаме? Н а этот вопрос отвечает следующая 
теорема:

Если второй статический инвариант не равен нулю, то систему 
сил можно привести к динаме.

П усть в произвольной точке О (рис. 7.2 , а) система приведена 
к силе, равной главному вектору F0, и паре сил с моментом, равным 
главному моменту. Т ак  как по условию теоремы / а =  IV  Мо Ф  О, 
то оба вектора, F0 и Мр , не равны нулю и не перпеидпкулярны 
между собой. Разлож им  главный момент на две составляющие: 
одну Ж* направим по главному вектору и другую  Mj направим пер-
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пендикулярно главному вектору (рис. 7.2, а). Составляю щ ая М, 
представляет собой момент пары сил, расположенной в плоскости, 
перпендикулярной вектору Mj. Выберем силы F' и F", составляю щ ие 
эту пару, равными по модулю главному вектору F0 и приложим 
силу F ' к центру приведения (рис. 7.2, б). Система сил F0, F ', как  
эквивалентная нулю, может быть отброшена (рис. 7.2 , в). Так как 
момент М* — вектор свободный, то его можно перенести из точки О 
в точку 0*  (рис. 7.2, г). Таким образом, заданная система сил при
ведена в точке О* к силе F" =  F0 и к паре сил с моментом М* 
(рис. 7 .2 , г), расположенной в плоскости, перпендикулярной силе, 
т . е. мы получили динамический винт.

И з формулы (7.6) видно, что положительному второму инварианту 
(/., >  0) отвечает правый динамический винт, а отрицательному вто

рому инварианту ( /2 <  0) — левый ди
намический винт.

Точка О* не единственная, где си
стема сил приводится к динаме. В самом 
деле, силу можно переносить вдоль 
линии ее действия, момент же пары сил 
есть вектор свободный, следовательно, 
система сил может быть приведена к 
динаме во всех точках прямой, проходя
щей через точку О* и являю щ ейся ли 
нией действия силы F" =  F0. Эта пря

мая назы вается центральной осью системы сил. Найдем теперь 
уравненне центральной оси.

П усть О* (рис. 7.3) — точка центральной оси. Тогда для этой 
точки главный вектор и главный момент должны быть коллинеарны 
друг другу . Н а основании формулы (7.2) главный момент для точки 
О* можно записать в виде

М* =  М0 +  0*0  х  F0 =  М0 — 00*  х  F0.
У словие коллинеарности главного вектора и главного момента 

для точки О* записывается следующим образом:
я Р о - М * .

где р  — параметр винта, имеющий размерность длины.
Таким образом,

р?о  =  М0 — 00*  х  F0- (7.7)
П усть Fx, Fy, Ft и М0х, М0у, М 0г — соответственно проекции 

главного вектора и главного момента на оси х, у  и г; тогда

Fo =  Fs \ +  Fи\ -)- Fгк, М0 — Al0xi -f- М 0уj М 0гk.
П усть координаты какой-либо точки О* центральной оси будут 
х, у , г, следовательно,

0 0 * =  х\ -[- i/j -j- гк.



П одставляя соответствующие выражения в соотношение (7.7), по
лучим

I j к

Р (Fxi Fи j F,2к) =  Mo.ii +  Моч1 +  Мо,,к — х у  г
F* Fu Fz

~\М ох -  (yFz -  г/ g | i + 1A 1o„ — (2 Fx -  xFz) | j +  [M 0. -  (xF„ — yFx)] k.

П риравнивая коэффициенты при единичных векторах i, j и k, 
будем иметь

pFx =* Ж 0л. — (i/F: — zFu), 

pF„ =  M 0y — (zFx — xF,), 
pFс =  M 0: — (xFu — yF x) .

Следовательно,
Mo* — ('/I'* — ih'„) _  M 0!, — (гГх — xF,) _  M 0! — (xГи — t/Fx ) g.

I'x 1ц I i

Это и есть искомые уравнения центральной оси.

§ 7 .2 . Частные случаи
приведения пространственной системы сил

Если при приведении системы сил к динамическому винту глав
ный момент динамы оказался равным нулю, а главный вектор от
личен от нуля, то это означает, что система сил приведена к рав
нодействующей, причем центральная ось является линией действия 
этой равнодействующей.

Выясним, при каких условиях, относящихся к главному век- 
тору F0 и главному моменту М0, это может быть. П оскольку глав
ный момент динамы М* равен составляющей главного момента М0, 
направленной по главному вектору, то  рассматриваемый случай 
М* =  0 означает, что главный момент М0 перпендикулярен глав
ному вектору, т. е. 1г — F0- М0 =  0. Отсюда непосредственно 
вытекает, что если главный вектор F0 не равен нулю, а второй ин
вариант равен нулю,

F o¥=0, / 2=  Fo Mo =  0, (7.9)

то рассматриваемая система приводится к равнодействующей.
В частности, если для какого-либо центра приведения F0 ф  0, 

а Мо - -  0, то это означает, что система сил приведена к равнодей
ствующей, проходящей через данный центр приведения; при этом 
условие (7.9) такж е будет выполнено.

Обобщим приведенную в главе V теорему о моменте равнодей
ствующей (теорему Варинъона) на случай пространственной системы 
сил.

§ 7.21 ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ П РИ ВЕД ЕН И Я  СИСТЕМЫ СИЛ 95
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Если пространственная система сил приводится к равнодей
ствующей, то момент равнодейсшующей относительно произвольной 
точки равен геометрической сумме моментов всех сил относительно 
той же точки.

П усть система сил имеет равнодействующую R н точка О леж ит 
на линии действия этой равнодействующей. Если приводить задан
ную систему сил к этой точке, тс  получим, что главный момент равен 
нулю.

Возьмем какой-либо другой центр приведения (V, тогда

=  S  \ ( F * ) .  (7.10)
h=\

С другой стороны, на основании формулы (4,14) имеем

M0l =  M0 +  M0 l (Fo) =  M0 j (Fo), (7.11)
так  как  М0 =  0. Сравнивая выражения (7.10) и (7.11) и учиты вая, 
что в данном случае F0 =  R, получаем

M o , ( R ) = S  M o.(F*). (7.12)
*=i

Таким образом, теорема доказана.
П усть при каком-либо выборе центра приведения F0 =  О,

Ф  0. Т ак  как  главный вектор не зависит от центра приведения, то  
он равен нулю и при любом другом выборе центра приведения. 
Поэтому главный момент тож е не меняется при перемене центра 
приведения, и, следовательно, в этом случае система сил приводится 
к паре сил с моментом, равным М0.

Составим теперь таблицу всех возможных случаев приведения 
пространственной системы сил:

/а=» F0  M0 Fo м0 Случай приведения

1

2

3
4

Ь Ф  0
/а=  0

/ 3 =  0 
/ 2=  0

Fo Ф  0

F o # 0

F0 =  0 
F0 =  0

Mo ф  о 
M o #  о
M o =  0 
М о ф  0 
М0 =  0

Динамический винт 

Равнодействующая 

Пара сил
Система сил эквивалентна нулю

Если все силы находятся в одной плоскости, например в пло
скости Оху, то  их проекции на ось z и моменты относительно осей х  
и у  будут равны нулю. Следовательно,

Ft — 0, Мох =  0 , М 0у =  0.
Внося эти значения в формулу (7.5), найдем, что  второй инва

риант плоской системы сил равен нулю.
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Тот ж е результат мы получим и для пространственной системы 
параллельны х сил. Действительно, пусть все силы параллельна 
оси г. Тогда проекции их на оси х и у  и моменты относительно оси г  
будут равны нулю. Отсюда

Fx =  0, Fy =  0, М 0г =  0.

П ользуясь снова формулой (7.5), найдем 1г — 0.
Н а основании доказанного можно утверж дать, что плоская си

стема сил и система параллельных сил в пространстве не приводятся 
к динамическому винту.

Задача 7.1. Систему двух сил Р* =  6 Н и Я , =  12 Н, направленных па
раллельно осям х н у .  как указано на рис. 7.4, а (расстояние между точками приложе
ния сил равно 1,3 м); требуется привести к динаме, определив главный вектор t

главный момент кинами. Нантн углы ct, ji н у, составляемые центральной осмо 
системы с координатными осями, а также уравнение центральной оси.

Возьмем за центр приведения начало координат О. Проекции главного век
тора F на оси координат будут

Fx =  /> ,=  12 Н. Fv =  — 8 Н, Ft  =  0.

Модуль главного вектора

F =  / Fl  +  Fv + Fl = / P i  +  Pi =  Н ,4 Н.

Направляющие косинусы главного вектора равны

cos а  =  FxfF =  0,834, cos (1 =  FylF — 0,555, соз у =  F J F  — 0 .

Найдем проекция главного момента на оси координат:

Мох =  0 , Моу ~  ОА-Рг =  15,6 Н'М, Мос — 0 .

На рис. 7.4, б показано расположенно главного вектора F и главного момента Мо 
для центра приведения 0.

Проекцию главного момента на направление главного вектора определим 
по формуле

М * =  (F M o)'F  =  F.j MqJ F  =  (8 - 1б,6)/14,4 =  8,66 Н м.

4  Н. В. Бутенин и др.



Уравнение центральной оси (7.8) имеет вид
&  15,6— 12г — 8л + 1 2 у  
1 2 " “  8 0 •

Отсюда следует, что центральная ось является линией пересечения плоскостей 
г =  0,9, у  =  ?/3*.

На рис. 7.4, в показано расположение этой оси (00{ =  0,0 м).

Задача 7.2. По ребрам куба со стороной а действуют двенадцать равных по 
ыодулю сил, как показано на рис. 7.5, а. Привести систему к простейшему виду.

gg ПРОСТРАНСТВЕННАЯ СИСТЕМА СИЛ 1ГЛ. VII

Рис. 7.5

За центр приведения возьмем начало координат О и вычислим проекции глап* 
иого вектора F н главного момента на координатные оси. Имеем

Fx  =  —2Р , Fu =  4Р , Fz =  4Р , Мх =  0, Ми - — 2Ра, Мг =  4Ра,
где Р  — общее значение модуля заданных сил.

По формулам (7.4) в  (7.5) найдем значения статических инвариантов 
l l  => 36Р1, / ,  =  8 Р?о.

Так как второй инвариант положителен, то система сил приводится к правому 
динамическому винту (главный вектор F и момент М* направлены в одну сторону). 
Модуль момента М* найдем по формуле (7.6):

М*  =  I j / T x =  *13Ра.

Напишем уравнение центральной оси (7.8):
— (1/-4Р — 2 -4Р) — 2 Р в - ( г ( - 2 Р )  — * 4 Р ]  4Рв -  [ * 4 Р - у  ( - 2 Р ) ]

= 2Р  4Р 4Р

Отсюда видно, что центральная ось системы представляет линию пересечения 
плоскостей

2* — Ау +  5г =  а, 2х  +  5# — 4г =  2а.
Подставляя в эти уравнения сначала г  =  0, а затем у  — а, найдем точки пере

сечения центральной оси с нижней и боковой гранями куба (рис. 7.5, б)
13 а „  5 8

• ХА =  I F  VA -----уГ» *А ХВ 8” “ ’ ув  =  а’ гВ ~  9 а-

Таким образом, динамический винт, эквивалентный данной системе сил, со
стоит из силы F, модуль которой равен F =  V / j  =  6Р , и пары сил с моментом М*. 
коллинеарным силе F и численно равным М*  =  */яРа. Центральная ось и состав
ляющие динамического винта показаны на рис. 7.5, 6.



§ 7.3. Уравнения равновесия пространственной системы сил

К ак было выяснено в § 4.4, необходимые и достаточные условия 
равновесия пространственной системы сил, приложенных к твердому 
телу, можно записать в виде трех уравнений проекций (4.16) н трех 
уравнений моментов (4.17):

2  F *  =  0, £  Fhu =  0. £  FH =  0, (7.13).
*=1 *-=i *=]

2  Мох (F*) =  0, £  М 0и (F*) =  0, £  M0Z (F*) =  0. (7.14)
А—1 *=1

Если тело полностью закреплено, то действующие на него силы 
находятся в равновесии и уравнения (7.13) и (7.14) служ ат для 
определения опорных реакций. Конечно, могут встретиться случаи, 
когда этих уравнений недостаточно для определения опорных реак
ций; такие статически неопределимые системы мы рассматривать 
не будем.

Д л я  пространственной системы параллельны х сил уравнения, 
равновесия принимают следующий вид (§ 4.4) *):

£  Fkz — 0, £  М 0х (F„) =  0, £  М 0у (Fft) =  0. (7.15)
*=1 А=| *•*!

Рассмотрим теперь случаи, когда тело закреплено лишь частично, 
т. е. связи , которые наложены на тело, не гарантирую т равновесия 
тела. Можно указать четыре частных случая.

1. Твердое тело имеет одну неподвижную точку. Иначе говоря, 
оно прикреплено к неподвижной точке при помощи идеального сфе
рического ш арнира.

Поместим в эту точку (см. точку А на рис. 7 .6 , с) начало непо
движной системы координат. Действие связи в точке А заменим реак
цией; так  как она неизвестна по модулю и направлению , то  мы ее 
представим в виде трех неизвестных составляю щ их \ А , \ л , Хл , 
направленных соответственно вдоль осей х, у , г.

Уравнения равновесия (7.13) и (7.14) в этом случае запиш утся 
в таком виде:

1) +  XI F).х — 0, 2) У'д +  2  FhlJ — 0, 3) Z A - f  2  Fkl «= 0,
A—1 k = *  1 K---1

4) 2  'Wav(F„) =  0 , 5) £  MAy (Fft) =  0, 6) 2  М Лг (F/,) =  0.
fc—1 Ar̂ -I

(7.16)
Последние три уравнения не содержат составляющ их реакции, 
так  как линия действия этой силы проходит через точку А. Следо
вательно, эти уравнения устанавливают зависимости между актив*

j  7.31 УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ 99

*) Предполагается, что лшши действия сил параллельны оси г.
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ными силами, необходимые для равновесия тела, причем три первых 
уравнения могут быть использованы для определения составляю щ их 
реакции.

Таким образом, условием равновесия твердого тела, имеющего 
одну неподвижную точку, является равенство нулю каждой из ал
гебраических сумм моментов всех активных сил системы относительно 
трех осей, пересекающихся в неподвижной точке тела.

2. Тело имеет две неподвижные точки. Это, например, будет 
иметь место, если оно прикреплено к двум неподвижным точкам 
при помощи ш арниров (рис. 7.6 , б).

Выберем начало координат в точке А и направнм ось г  вдоль 
линии, проходящей через точки Л и  В. Заменим действие связей 
реакциями, направив составляющие реакций вдоль координатных 
осей (рис. 7.6, б). Обозначим расстояние между точками А к В 
через о; тогда уравнения равновесия (7.13) и (7.14) запиш утся в сле
дующем виде:

1) Х А +  +  2  Fкх =  0, 2) Ya -f- Y B -j- 2  — 0,
A=1 ft-1

3) ZA - f  ZB -}- 2  г — о,
(7-17)

4) - a Y B +  2  MAx (F*) =  0, 5) aXB +  2  M *  <F*) =  0,
*=1 !

6) t  MA l(F*) =  0.

Последнее уравнение не содержит составляющих сил реакций 
и устанавливает связь между активными силами, необходимую 
для равновесия тела. Следовательно, условием равновесия твердого 
тела, имеющего две неподвижные точки, является равенство нулю 
алгебраической суммы моментов всех активных сил, приложенных 
к  телу, относительно оси, проходящей через неподвижные точки. 
Первые пять уравнений служ ат для определения неизвестных со
ставляю щ их реакций Х л , YА, ZA, Х в , Y B, ZB.
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Заметим, что составляющие ZA и Za не могут быть определены 
в отдельности. Из третьего уравнения определяется только сумма 
Z \  +  Z B, и, следовательно, задача в отношении каждого из этих 
неизвестных для твердого тела является статически неопределенной. 
Однако, если в точке В находится не сферический, а цилиндрический 
шарнир (т. е. подшипник), не препятствующий продольному сколь
жению тела вдоль оси вращ ения, то ZB =  0 и задача становится ста
тически определенной.

3. Тело имеет неподвижную ось вращ ения, вдоль которой оно 
может скользить без трения. Это значит, что в точках А и В  нахо* 
дятся цилиндрические шарниры (под
ш ипники), причем составляющие их 
реакций вдоль оси вращения равны 
нулю.

Следовательно, уравнения равнове
сия примут вид

1) Х А +  Х в  +  £  Fkl — О,
<г=1

2) YA +  Y B + t  Fhtt =  0,
fe=l

3 ) £ / > ,  =  0, (7.18)
*=l

4) - a Y „  +  £  MAt(F*) =  0, 
k — l

5) аЛ'д +  S  M Al/ (F&) =  О,
*=i

6) £  A ^ (F „ )  =  0.

Д ва из уравнении (7.18), а именно третье и шестое, накладывают 
ограничения на систему активных сил, а остальные уравнення слу
ж ат для определения реакций.

4. Тело опирается в трех точках на гладкую  плоскость, причем 
точки опоры не леж ат на одной прямой. Обозначим эти точки через А , 
В и С и совместим с плоскостью ABC  координатную плоскость А ху  
(рис. 7.7). Заменив действие связей вертикальными реакциями NA, 
Na и Nc , запишем условия равновесия (7.13) и (7.14) в таком виде!

1) &  Fkx =  0, 2) £  Fky =  0,
Л=1

3) 2  Fkz -f- iV  ̂-f- N B -f- Nc — 0, 4) £  — bNo — 0, (7.19)
a= i a=j

5) £  M A v (Fk) - a M B - c N 0 =  0, 6) £  MA l(Fk) =  Q.
k=i
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Третье — пятое уравнения могут служить для определения 
неизвестных реакций, а первое, второе и шестое уравнения пред
ставляю т собой условия, связывающие активные силы и необходимые 
для равновесия тела. Конечно, для равновесия тела необходимо вы
полнение условий N a  0, N B 5 s 0, N c 5= 0, так  как в точках опоры 
могут возникнуть только реакции принятого выше направления.

Если тело опирается на горизонтальную  плоскость более чем 
в трех точках, то задача становится статически неопределенной, 
так как  при этом реакций будет столько, сколько точек, а уравнений 
для определения реакций остается по-прежнему только три.

§ 7 .4 . Задачи

Задача 7.3. Найти главный вектор и главный момент системы сил, изображен* 
ной на рис. 7.8, а; силы приложены к вершинам куба и направлены вдоль его ребер, 
причем Fi =  F2 =  Fa =  Р,  =  Ft — Ft — 3P. Длина ребра куба равна а.

Проекции главного вектора находим по формулам (4.4):
Fx  =  —Р  +  ЗР =  2Р, Fy  =  Р  — ЗР =  —2 Р , Fz =  Р  +  ЗР =  АР.

Его модуль равен F =  ■/  (2Р)? +  (2Р)? +  (4Р)? =  4,9Р. Направляющие косинусы 
будут

о р
cos (х, F) =  ~ j r  =  0,407, F at 66°,

op
cos {у, F) =  — -4-y p -  =  —0,407, F «  114°,

cos (г, F) =  =  0,814, ^  г, F »  35°30\

Главный вектор изображен на рис. 7.8, б.
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Далее находим проекции главного момента по формулам (4.7):
Мох — F^a —  F3a -|- Faa =  3Ра, Моу =  Fta — F,a =  0,

Мог =  Ft а — Fba =  —2Ра, 

о модуль главного момента по формуле (4.8)

М 0 =  V(3Fa)*  +  (2Яо)г «  3,6Ра. 

Теперь определим направляющие косинусы главного момента:

cos (х, М0) =
3 Ра

3,6 Ра 

cos (у, Мо ) =  0,

=  0,833, ^  х,  Мо =  33°40\ 

^  у, М0 =  90°,

cos (г, М0) =  —
2 Ра 

3 ЛРа =  -0 ,5 5 5 , ^ г ,  М0 =  123°40'.

Главный момент изображен на рис. 7.8, в. Угол между векторами F и Мо вычис
ляется по формуле (4.11)

cos (F, Мо) — 0,407-0,833 — 0,407-0 — 0,814-0 ,555=  —0,112.

Следовательно, угол между этими векторами равен 96° 30'.
Задача 7.4. Жесткая конструкция, имеющая форму параллелепипеда 

ABCDEFGH,  прикреплена к основанию шаровым шарниром А и тремя стержнями 1,

2 м3.  Определить реакцию шарнирной опоры и усилия в стержнях, если задана на
грузка в виде двух сил Р , и Ра, причем Р , =  Р , Р ,  =  2Р . Весом конструкции пре
небречь. Размеры указаны на чертеже (рис. 7.9, а).

Усилия в стержнях обозначим через Nlt N4 н N8; реакцию шарнира представим 
в виде трех составляющих Хд, н Z&. Соответствующая схема сил изображена
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на рис. 7.9, б. Выбрав координатную систему, как указано на чертеже, составим 
уравнения равновесия в следующем виде:

£ Fhx =  XA +  Nt  =  0. % F i,e =  YA- P - О,
*= 1  А=1

£  F t o ~ Z A - N i - N t +  2P  =  0. 
ft~l

S  М а * (Fft) =  -JVx*2в +  Pa +  2Р-2в =  0,
*=i

£  AlHy(FA) =  + A f2-3e +  yVaa - 2 P . 3 a  =  0, 
* = 1

S  J W * (F * ) - - t f ,-2 e « 0 . 
*=i

Число уравнений равно числу неизвестных, т. е. рассматриваемая задача статически 
определенная. Решив полученную систему уравнений, найдем значения усилий

N, =  ИгР, N,  =  2Р, iV3 =  0  

н составляющие реакции шарнира
0, Y а — Р, Za -  ЬгР.

Задача 7.5. Прямоугольная пластинка тремя ножками опирается на гладкий 
пол (рис. 7.10). Сила тяжести Р пластинки приложена в ее центре. Размеры указаны 
на рисунке. В точке с координатамих  и у к пластинке приложена вертикальная снла Q. 
Определить область, внутри которой можно брать точки приложения силы Q, чтобы

пластинка не опрокинулась. Опре
делить также, при каком соотно
шении между модулями сил Р и Q 
вся поверхность пластинки будет 
безопасной.

Заменяя действие пола верти
кальными реакциями N4, Na. Na, 
составим уравнения равновесия. 
Так как все силы, действующие на 
пластинку, параллельны, то можно 
воспользоваться уразнениямн (7.15):

£  Fhi =  Na +  +  Nn — 
k=i

- Q - P  =  0,
n

(Fb) =  - < ? « , - Я ~  +

l:=I
-j- Nf/0 =  0,

и
bM,

*i=i
+  Л Г д - у -+  <?* =  <

O rc -юда

JL
b

0_
2 a

P
4

Q_
2

P
sT*
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Д л я  того чтобы пластинка не опрокинулась, необходимо выполнение условий 
Л/д>0,

Границы искомой области найдем из условий

* - | г * + - г + 4  =  0’ N» = - - T x - ^ y + - T + i r = 0'
Отсюда находим

2а . аР ,
y =>— * + 2 Q + a ' * =  '

На рис. 7.10, б искомая область, построенная при Р =  Q/2, заштриховала. При 
Q <  Р/2  вся поверхность пластинки будет безопасной.

Задана 7.6. Тонкий стержень ОА, весом которого можно пренебречь, шарнирно 
закреплен в точке О и удерживается в горизонтальной плоскости нитями А В  и CD 
(рис. 7.11). Точка С находится в середине стержня ОА. На стержень действует вер
тикальная сила Q, приложенная в точке Е  стержня. Дано: ^  AOD =  ВАК — а ,  
ОА — I, ОЕ — a, OD =  АК.  Найти натяжение нитей АВ  и CD.

Стержень ОА шарннрно укреплен в точке 0\  для определения натяжения нитей 
воспользуемся уравнениями моментов.

Заменяем действие нитей реакциями 
Т, и Т,. Так как имеется лишь две неиз
вестные величины, то составим уравнения 
моментов сил, действующих на стержень, 
только относительно осей дг и г:

S  Mqx (F*) а  — Qa sin а  +

T J  sin а  sin а  =  0,
п

V  M q 2( F /J  =  7У  cos а  sin а  —

Отсюда следует:

Г, =  Га

— T,l  sin a  cos а  =  0. 

а0
' I sin а '

Мы не составляем уравнения моментов относительно оси у, так как оно удовлет
ворится найденными значениями Ту н Тг. Это уравнение может служить для проверки 
решения задачи.

Определив силы и Та, можно найти и реакцию шарнира О. Для этого составим 
уравнения проекций, заменив действие шарнира реакциями Хо. Yo, 2с'. 

п п
2  Fkx =  Х 0 -  Тг cos а  +  Ti cos а  =  0, J ]  Ff,u =  У о — Ту sin а  =  0,

к=\

2  Fhi =  2о +  7’2 sin а  — Q =  0.
* = |

Следовательно,

Ао =  0, У о  =  Ti sin а  =  , Z0 =  Q - r , s i n t x = Q ( l - - f - ) .

Задача 7.7. Прямоугольная пластинка удерживается в горизонтальном поло
жении при помощи петель в точках А и В и однородного стержня DC,  имеющего
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шарниры в точках С и D.  Стержень имеет длину I и вес Р.  Размеры пластинки ука
заны на рис. 7.12, а, л  DCE  =  о . Определить реакции в точках А , В, С и D, если 
сила тяжести Q, действующая на пластинку, приложена в точке с координатами х  и у.

В данном случае мы имеем дело с равновесием двух сочлененных тел: пластинки 
и стержня.

Рассмотрим каждое тело в отдельности. Заменяя связи в точках А , В  и С ре
акциями Х а , Yyi, Za , Х в , Уд, Zв  и Хс, Ус, 1с,  составим уравнения равновесия 
пластинки (рис. 7.12, б);

*=1
£ FkV = YA + YB+Vc = 0,

п п

5 ] f f t t  =  2 /, +  2 a  +  2 c - Q  =  0, М Ах (F») =  - y Q  +  Zc  у  + г ва =  0,

fc=l к~Л
п п

2  М лу  (Fh) =  xQ -  Zcb =  0, J ]  Maz  (Fa) =  -Xc  у  +  Y c b -  X Ba =  0. 
fc=i »=i
Выбрав систему координат Сх'у 'г ' , составим теперь уравнения равновесия для 

стержня. Освобождаясь от связен в точках О и С и  вводя реакции Хд, Уд, Zp,  Х с, 
\ 'с ,  Zс  (рис. 7.12, в), получим следующие уравнения:

£  Fkx' — X D — Х С =  0, £  h r y d - Y ’d =  о,

£  Fkz. =  ZD - Z - c - P  =  0, 2  МСх- (Fa) =  — У pi  sin а  =  0,
*=| *=.1 

п
2  M ClJ, (?к) =  — P i/г cos а  +  ZDI cos a  - f  X Dl sin о  =  0.
*=i

Мы не составляли уравнения моментов относительно оси г', так как оно Судет 
содержать только неизвестную Y р ,  определяемую, из уравнения
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Так как Х'0 в а Х с , Y'C <=YC, Z'C =  ZC, то

Хд =  Хс, Yd =  Yc и Zd ^ Z c +  P.

Решая полученные уравнения, найдем:

X , — i - ( 4 . +  -S -* )c .e « , ^  =  Q ( l ---- £ - £ ) ,

* св II

Н
“№+f* )  ctg a , = (~ а  ш г )  ’

* с  =  — ( ctg a,

Х о  =  - ( ;4+i*) ctg a , Z o  =  P + - ^ -  -*V

У л  +  Y b  =  О, К0  =  0 , Ус =  0 .

К ак и следовало ожидать, мы не смогли определить реакции и Уд, а нашли только 
их сумму (§ 7.3).

Отметим, что если Р  =  0, то, как легко проверить, реакции шарниров С н D 
будут направлены вдоль стержня C.D.

Задача 7.8. Однородная балка ИВ длины 21 и веса Р  опирается верхним концом В 
на угол, образованный двумя вертикальными гладкими взаимло перпендикуляр
ными плоскостями. Нижний конец балки А,  находясьна горизонтальной шерохова
той плоскости, упирается в прямолинейный 
выступ DE,  отстоящий от оси у  на расстоянии 
2а (рис. 7.13). Пренебрегая поперечными раз
мерами балки, определить, при каком угле а  
между балкой и горизонтальной плоскостью 
возможно равновесие, если коэффициент тре
ния между концом А балки и углом, образо
ванным горизонтальной плоскостью и высту
пом DE,  равен /.

Прежде чем перейти к составлению 
уравнений равновесия, введем вспомогатель
ный угол Р (см. рис. 7.13). Легко видеть, что 
между углами а  и Р имеется простая свяэь.
Действительно, отрезок А К  по условию равен 
2а; с другой стороны, из прямоугольного 
треугольника ОКА имеем А К  — ОА cos р, а 
из треугольника ОАВ найдем ОА =  2/ cos а.
Таким образом, А К  =  2а — 2/ cos о  cos Р или

cos a  cos Р =  а/1, (7.20)
Перейдем к рассмотрению сил, действующих на балку. Прежде всего, к ней 

приложена одна активная сила — сила тяжести Р; кроме того, на балку действуют 
реакции гладких вертикальных стснок Nx и Nw, нормальные составляющие N( 
и N3 реакции угла, образованного выступом и горизонтальной плоскостью, и сила 
трения Т (она направлена влево, так как под действием силы тяжести Р  K O i i tu ,  
балки А стремится переместиться вправо).



108 ЦЕ Н Т Р П А РА Л Л Е Л Ь Н Ы Х  СИЛ И ЦЕНТР ТЯЖЕСТН [ГЛ. VIII

При равновесии балки перечисленные силы должны удовлетворять уравнениям 
равновесия (7,13) и (7.14), Имеем:

2  Fft,  =  JVx - W ,= 0 ,  J J  F„y =  N v - T  =  0 , 2 ^ = - Л Г , - Р  =  в,
k  к к

2  М0х  (Ffc) =  — N y '2 l  sin/x — PI сое a  sin +  N%'%1 cos *  eta £ =  0,
к

S  M Ofi <F*) =  sin a  +  P a -  N%-2a «  0,
к

£  Л*о* (Fft) ■* -2/ cos a  sin 0 — T-2a  =  0 .
к

Пользуясь этими уравнениями, легко найдем

r  =  - ^ c t g « s i n p ,  лг,  =  р

(другие величины нас не интересуют).
Д ля того, чтобы балка находилась в равновесии, сила трения должна удовлетво* 

рять условию Т < fN ,  где N  =  yO v f+ A T j — полная нормальная составляющая 
реакции угла, в  который упирается конец балки А.  Внося в это неравенство найден* 
ные значения для Т, N , и Nt , получим

- f cl* a s la ^ f V - i £ t h r + p i>
или, возводя в квадрат и сокращая на Pi,

ctg* «  sta3 р ^  /* cosec* а  —  - f  4i \

Из равенства (7.20) найдем

• 1л* Р =  1 — cos* Р =  1 — -jj-sec* a .

Вносом это значение для sin* Р в предыдущее неравенство. Тогда после неслож
ных преобразований получим

c t g . « < i ' £ ± ( ! ± Z ! L » L .
/а — (1 - ( - /4) as 1

Таково условие, которому должен удовлетворять угол а ,  чтобы при заданных 
условиях балка находилась в равновесии. Как и следовало ожидать, при а  =  0 
это условие совпадает с соответствующим неравенством, полученным при решении 
вадачи 6.1 (стр. 84).

Г л а в а  V III

Ц ЕНТР П А РА Л Л ЕЛ ЬН Ы Х  СИЛ И ЦЕНТР ТЯЖ ЕСТИ

§ 8.1. Ц ентр параллельных сил

В этой главе рассматриваются такие системы параллельны х 
сил, которые приводятся к равнодействующей. Прежде всего нужно 
отметить, что условия приведения системы параллельных сил к рав
нодействующей сводятся к одному неравенству F Ф  0. Действительно,
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уже было показано, что второй инвариант системы параллельны х сил 
тождественно равен нулю (стр. 99). Поэтому единственным условием 
приведения пространственной системы параллельны х сил к равно
действующей является неравенство нулю главноговектораэтой системы

F =5̂= 0. (8.1)

Считая это условие выполненным, выясним, что происходит 
с равнодействующей R при одновременном повороте линий действия 
данных параллельных сил на один и тот ж е угол, если точки прило
жения этих сил сохраняю тся неиз
менными и повороты линий действия 
сил происходят вокруг параллельных 
осей.

При этих условиях равнодейст
вующая заданной системы сил такж е 
одновременно поворачивается на тот 
же угол, причем поворот происходит 
вокруг некоторой фиксированной точ
ки, которая называется центром па
раллельных сил. Перейдем к дока
зательству этого утверждения.

Предположим, что для рассмат
риваемой системы параллельных сил
F,, F2 Fn главный вектор не равен нулю, следовательно.
данная система сил приводится к равнодействующей. Пусть точка 
есть какая-либо точка линии действия этой равнодействующей. 
Пусть теперь г — радиус-вектор точки Ох относительно выбранного 
полюса О, а г* — радиус-вектор точки приложения силы F„ (рис. 8.1).

Согласно теореме Варнньона (§ 7.2) сумма моментов всех сил 
системы относительно точки Ot равна нулю:

(8 .2)

равнодействующей, 
следующей ферме:

(8.3)

£  (гh -  г) X F„ =  0,
*=i

так как точка О, леж ит на линии действия 
Полученное равенство можно переписать в

£  Га X F* -  £  г X FA =  £  r„ X F„ — г X £  F„ =  0.
А-1 * = ! »=1 А=1

Введем теперь в рассмотрение единичный вектор е, параллельный 
линиям действия сил. Тогда любая сила Fft может быть представлена 
в виде

F* =  Fie, (8.4)
где Fi =  Fk, если направление силы Fft и вектора е совпадают, 
и Fi =  — Fh, если Fft и е направлены противоположно друг другу. 
Очевидно, что при этом

£  =  е £  F i. (8.5)
I



откуда

П одставляя выражения (8.4) и (8.5) в соотношение (8.3), получим
п п

Е  г* X Г*е — Г X е Е  F* =  0,
*=>1 к=1

f t  r * F i 5 - r t  f i ]  x e  =  0. (8.6)
L *=i *=i J

Последнее равенство удовлетворяется при любом направлении 
сил (т. е. направлении единичного вектора е) только при условии, 
что первый множитель равен нулки

Е  rkF i - r £  Fi =  0. (8.7)
*=i *=i

В свою очередь это равенство имеет единственное решение относи
тельно радиуса-вектора г, определяющего такую  точку прилож ения 
равнодействующей, которая не меняет своего положения при повороте 
линий действия сил. Такой точкой и является центр параллельны х 
сил, чем и доказывается его существование. Обозначив радиус-век
тор центра параллельны х сил через гс, из равенства (8.7) получим

П

*5. Г Л  r,f|* ■+■ r2f j  +  ... +  rnF̂
" F* 4- F* Ч- 4* F* 9

ft=i

Пусть xC9 y c, zc — координаты центра параллельных сил, а */{, 
Ук> *i< — координаты точки приложения произвольной силы FA; 
тогда координаты центра параллельных сил найдутся из формул:
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Е **Fl *|F,‘ + + .

Е П*=1
*,•+*; + ...■

Е упП
к—\ V\F '  + !)1 F2 + ••• + V f \

Е П
к=\

• +*;

Е
к=\ *,f; + v ;+-

Е*—1
f,*+F;+ ••

к—\ _ У\ I ”  "2* 2 "Г ••• » If* п /Q п%
Ус--- „ ~  , . ,*  >
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Выражения

£ * * « ,  t y k F i ,  £  zkFk 
к-̂ l

называются статическими моментами заданной системы сил со* 
ответственно относительно координатных плоскостей уОг, хОг, хОу.

Отметим, что если начало координат выбрано в центре параллель» 
ных сил, то

Хс =  Ус =  *с =  О, 

и статические моменты заданной системы сил равны нулю.

§ 8.2. Центр тяж ести

Тело произвольной формы, находящееся в поле сил тяжести, 
можно разбить сечениями, параллельными координатным плоско
стям, на элементарные объемы (рис. 8.2). Если пренебречь размерами 
тела но сравнению с радиусом Земли, то силы тяж ести, действующее 
на каждый элементарный объем, можно считать параллельными друг 
другу. Обозначим через ДУ/, объем элементарного параллелепипеда 
g центром в точке М к (см. рис. 8.2), а силу тяж ести, действующую па 
этот элемент, — через ДР,,. Тогда средним удельным весом элемента 
объема называется отношение APJAVu.
Стягивая параллелепипед в точку М к, по
лучим удельный вес в данной точке тела, 
как  предел среднего удельного веса

Y Ун, гк) - = lim ! & - .  (8.10) 
av*-o bVh

Таким образом, удельный вес является 
функцией координат, т. е. у =  у  (х , у, г).
Будем считать, что вместе с геометриче
скими характеристиками тела задан такж е 
и удельный вес в каждой точке тела.

Вернемся к разбиению тела на элементарные объемы. Если ис
ключить объемы тех элементов, которые 1 раничат с поверхностью 
тела, то можно получить ступенчатое тело, состоящее из совокуп
ности параллелепипедов. Приложим к центру каждого параллеле
пипеда силу тяжести A Ph =  у^ДК*, где у,, — удельный вес в точке 
тела, совпадающей с центром параллелепипеда. Д л я  системы п 
параллельных сил тяж ести, образованной таким образом, можно 
найти центр параллельных сил

|-('0 :
S  Г" &п«

J

г, ДР, +  Г, ДРг +  ... + г п АР„ 
ДР, +  Д Р ,+  . ..  + Л Р „

(8 . 11)



Ф ормула (8.11) определяет положение некоторой точки Сп, 
Центром тяжести называется точка, являю щ аяся предельной 

для точек Сп при п - >  оо. Д ругими словами, центром тяж ести тела 
называется такая  точка, радиус-вектор которой определяется сле
дующим пределом!

£  г,к &Рн
гс = 1 ш г< ">  =  1ш 1-Ц ---------- (8.12}
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П-+оо Я'♦во

или, переходя к  удельному весу,

E V aav* Пт £
r ,  =  llm  ---------------- (8 .1 3 )

£  lim Е YH4*=1 «-*•»»=1

П-*со

При таком  предельном переходе предполагается, что разм еры  всех 
параллелепипедов стрем ятся к  нулю. Пределы знаменателей в фор
м улах (8.12) и (8.13) равны  весу тела

lim £  Д Л , — lim £  yh£iVh =  P .
Л-ф-со А=1 п-+со А=I

П оскольку пределы интегральных сумм в числителе и знаменателе 
формулы (8.13) представляю т собой определенные интегралы , рас
пространенные по объему тела, то гс можно представить в еледующем
виде!

Г с * = - 7 г Ш т ^ '  z) r d x d y dl1-
(V)

Координаты центра тяж ести определяю тся формулами 

хе * = - } г \ \ \ х у ( х ,  у, г) dx dydz,
( У )

(х, у , г) dx dy dz, (8.14)
(К)

у ' z) d x d y dz-
(10

Тело называется однородным, если у  (х, у , г) *= у  *= const. В 
этом случае величина v выносится в формулах (8.14) аа знаки 
интегралов в числителе и знаменателе и сокращ ается. Знаменатели
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f  формулах (8.14) после сокращ ения их на у  равны объему тела V. 
аким образом, получим

хс — ~  Щ  x d x d y d z , ус =  у -  U j  y d x d t/d z ,
(Vf

*С==У '  I H ^ d x d y d z .
<n

(8.15)

Центр тяж ести однородного тела часто называю т центром тя- 
о/сести объема.

В ряде случаев тело можно считать тонкой пластиной или оболоч
кой (рис. 8 .3 , а).

Рис. 8.3

Найдем центр тяж ести однородной оболочки, предполагая, что 
вес элемента ее поверхности пропорционален площади этого эле
мента

Д Ph =  y 'A S k

и, следовательно, вес тела Р — y 'S  (S — площадь рассматриваемой 
части поверхности).

Из определения центра тяж ести в соответствии с формулами
(8.15) получим при у' =  const

*е =  Х  JJ Ж-dS, &  =  =  "5~ J J (8.16)
U>) (S) <s>

Центр тяж ести однородной оболочки называют центром т я
жести поверхности.

К ак  следует из формул (8.16), определение координат центра 
тяж ести поверхности связано с вычислением интегралов по поверх
ности.
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Д л я  плоской однородной пластины (рис. 8.8, б) получим 

=  4 - j j x d x d y ,  ус =  ~  j  jy d x d y . (8.17)
(S) IS)

Н аконец, рассмотрим криволинейный стержень — тело удлинен
ной формы, один из характерных размеров которого значительно

больше двух других (рис. 8.4). П олагая, 
что вес элемента такого стерж ня, за 
ключенного между двумя сечения
ми, нормальными к его оси, пропор
ционален длине Д / дуги этой оси, полу
чим

ДP h =  /А /» ,  Р  -  y"L,

где L — длина стержня.
Величину у" называют «погонным» ве

сом. При сделанном предположении у " — 
величина постоянная. Тогда в соответст

вии с формулами (8.15) координаты центра тяжести однородного 
стерж ня имеют вид

x c =  ~ j x d l ,  I  y d ! ' г‘ ~ ~ Г  I  2 dL <8 1 8 )
(L) (i) (L)

Центр тяж ести однородного криволинейного стерж ня называю т 
центром тяжести линии.

§ 8.3. Методы нахождения центра тяж ести

Во многих случаях центр тяж ести тела можно определить с по
мощью весьма простых методов. Мы рассмотрим некоторые из них.

Симметрия. Если тело однородно и имеет плоскость симметрии 
(рис. 8.5, а), то задача определения центра тяж ести несколько 
упрощ ается. Совместим с этой плоскостью симметрии координат
ную плоскость хОу. Тогда каждому элементу объема тела ДУЙ, 
положение которого определяется координатами дгл, y h, zk, будет 
соответствовать элемент объема тела ДУ/ с координатами х„ у „  zj, 
причем

ДУ/ =  ДУ», У/ =  */а. гу =  — zft.
Следовательно,

lim i * hbVh
г  - "•»" ______ — о*с --- 1/

так  как  в сумме J ]  zhAVh все члены попарно уничтожаются.
Л=1



$ 8..11 МЕТОДЫ НАХОЖ ДЕНИЯ ЦЕНТРА ТЯЖЕГ.ТИ 115

Поэтому, если однородное тело имеет плоскость симметрии, 
то центр тяжести тела лежит в этой плоскости.

П усть, далее, однородное тело имеет ось симметрии. Выберем 
эту ось за ось г  (рис. 8.5, б); тогда каждому элементу объема тела k V h 
с координатами у :„ zh будет соответствовать элемент объема тела 
Л К, с координатами х/, у„  г /, причем

A V j ^ A V , , ,  х ! = * — х к, у,  =  — y h, Zj =  zh. 

Следовательно,
_ П

=  4 *  lim £  */. =  0, & =  -p r ,im X  &  ДУл =  °>
У ""“ t i  п~ ° ° М

п п

так  как  в суммах £  хЛДКЛ и £  ук ДКЛ все члены попарно уни-
*=1

чтожаются.

Таким образом, если однородное тело имеет ось симметрии, 
то его центр тяжести лежит на этой оси.

Аналогично можно показать, что если однородное тело имеет 
центр симметрии, то центр тяжести тела будет совпадать с этой 
точкой. Так, например, для пластинки, имеющей прямоугольную  
форму, центр тяжести леж ит в центре прямоугольника.

Разбиение. Иногда представляется возможным разбить тело 
на такие части, для которых вес и положение центра тяжести зара
нее известны. Пусть i i ,  г„  .. . ,  г„ — радиусы-векторы центра тя 
жести каждой части, а Р и Р г, ... ,  Р п — веса соответствующих ча
стей. Из формулы (8.8) следует, что

r t B P ' r, +  / V , +  -  + Р п г п > (8 1 9 )

где

Р  - Р \  \ -  Р j  +  ... +  Рп’
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Д ля однородной пластинки, например, из формулы (8.19) следует

я п

*«885 ~g~ У !  xhShi Ус =  " j -  2  Ук$к> (8.20)
га *=!

где S s — площади частей плоской фигуры; хк, у к —  координаты 
центров тяжести этих частей.

Задача 8.1. Способом разбиения найти координаты центра тяжести площади 
поперечного сечения неравнобохого угольника, размеры которого указаны на рис. 8 .6,

Разобьем угольник на два прямоугольника, 
площади которых равны

S, *= kd, Sa =  (а — d) d.

На основании (8.20) формулы для координат 
центра тяжести угольника имеют вид

$

i

У у

у а

,й‘‘111]п
ц1

-41
* U - хг .» \ X

_ *1̂1 ~Ь
-VI-5г ’ Ус =

!h$\ 4- 
Si +  S2 ’

ни

где Xi, у,  — координаты центра тяжести первого 
прямоугольника, а дг», I/, — координаты центра тя
жести второго прямоугольника. Очевидно, что

Рис. 8.6
У\  = ■ d + -

Таким образом, получим координаты центра тяжести

4 м + ( '* + - г т 1 ) ' " « - ' "  „ . + и -
Хс =  '

Ус — ■

b d + d ( a  —  d)

~ b d  +  - j -  (a — d)d  

bd-j-d (a — d) 5

2 i a + b — d ) ’

* » -f a d — d*
' 2 ( a b  — d ) ’

Отрицательные веса. Этот способ применяют при нахож дении 
центра тяж ести тела, имеющего свободные (т. е. пустые) полости. 
Пусть дано тело, у которого имеется k  свободных полостей (рис. 8.7), 

причем Р е — вес тела, гс — искомый радиус-век
тор, определяющий положение центра тяжести 
этого тела.

Если бы тело не имело полостей, то его вес Р, 
очевидно, равнялся бы сумме

Р  =  Р с +  Р х +  Яа +  ... +  Р*,

где Р и Р г, . . . ,  Яд — веса частей тела, которыми мы 
мысленно заполняем полости.

Обозначим через г — радиус-вектор, определяющий положение 
центра тяж ести тела, не имеющего полостей, а через г(, г2, ..., rft — 
радиусы-векторы, определяющие соответственно центры тяжести

Рис. 8.7
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частей тела, заполняющих полости. Н а основании формулы (8.19) 
для тела, не имеющего полостей, можно записать 

__17Р , Ч- fjP i ггР4 +  . ..  +  г ,А
г ~  Pc +  Pi +  P t +  -  + P h  '

Н аходя из этой формулы радиус-вектор гс центра тяжести тела, 
имеющего полости, получим

Г Р — Г,Р,  — Г:Р ,  — ... — Г 1-Pi,
P - P t - P i — ••• — Pi,

(8.21)

Таким образом, при нахождении центра т я 
жести тела, имеющего свободные полости, сле
дует применять способ разбиения, но считать, 
что полости имеют отрицательные веса.

Задача 8.2. Hairrii центр тяжести однородной круг
лой пластинки радиуса R,  у которой вырезано отверстие
в виде прямоугольника со сторонами а и Ь (рис. 8.8), использовав способ отрнпа« 
тельных весов.

П ласти н ка  сим м етрична относи тельн о  оси яг; след о в ател ьн о , ус — 0 . О стает
с я  найти л и ш ь одну коорди нату  хс.

Согласно (8 .21).будем иметь

S — S, ’
где S =  nRs, S j — ab, х — 0, -■= а/2. Таким образом,

— aba'2 aib
n R 1 —  ab 2 (nR - — ab)

§ 8.4. Центры тяж ести простейших фигур

Центр тяж ести треугольника. Воспользуемся способом раз
биения и разделим треугольник A B C  (рис. 8.9) на элементарные 
полоски, проведя линии, параллельные стороне АС  треугольника. 
Каждую  такую  полоску можно принять за 
прямоугольник; центры тяжести этих п ря
моугольников находятся в их серединах, 
т. е. на медиане BD  треугольника. Следо
вательно, центр тяжести треугольника 
должен лежать на этой же медиане ВО.

Разбивая теперь треугольник на эле
ментарные полоски линиями, параллель
ными стороне АВ,  заключаем, что центр 
тяжести треугольника должен быть расположен на медиане EQ.

Следовательно, центр тяжести треугольника находится в точке 
пересечения его медиан. Эта точка, как известно, делит каждую 
из медиан на отрезки в отношении 1 i 2, т. е. OD : OB =  1 i 2.

Центр тяж ести трапеции, Аналогично предыдущему, разобьем 
трапецию ABCD  (рис. 8.10) на элементарные полоски, параллельны е
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основаниям ВС  и AD . Центры тяжести полосок расположатся на 
прямой KL,  соединяющей середины оснований трапеции. Следова
тельно, и центр тяжести трапеции леж ит на этой прямой. Д л я  того 
чтобы найти его расстояние у а от нижнего основания, разобьем тра
пецию на треугольники A B C  и ACD. Д л я  этих треугольников соот

ветственно имеем

.I

. <

a a

1

с bh
 1  Т  ’

с  __ oh
 2  Т '

Рис. 8.10

Уг =  —  Л.

Используя формулу (8.20), 
получаем

y ,S ,  +  ,j,S, h (а lb)
У а ■ S , +  i  . 3 (а Ь)

Ц ентр тяж ести дуги окружности. Рассмотрим дугу A D B  окруж 
ности радиуса R  с центральным углом 2а. Поместим начало ко
ординат в центре окружности и направим ось х перпендикулярно 
хорде Л В (рис. 8.11, о).

Так как вследствие симметрии фигуры относительно оси х центр 
тяжести будет леж ать на это1 оси х, т. е. у с =  0, то остается найти

о)

только абсциссу центра тяж ести хс; для этого воспользуемся форму
лой (8.18). Согласно рис. 8.11, а имеем х — R  cos <р, d l — R  idy,
I =  2 R a  и, следовательно,

u

J Z?2 cos dq>
R  sin a

2 aR (8 .22)

где a  — половина центрального угла в радианах.
В частности, для дуги полуокружности (а  =  л/2) будем иметь

х с — 2R! л.
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Ц ентр тяж ести  кругового сектора. Д л я  определения положе
ния центра тяжести кругового сектора разобьем его на элементар
ные секторы, как показано на рис. 8 .1 1 ,6 . Каждый элементарный 
сектор можно принять за равнобедренный треугольник с высотой, 
равной R. Но высота в равнобедренном треугольнике является такж е 
и медианой; следовательно, центр тяжести каждого элементарного 
треугольника леж ит на расстоянии !3R  от начала координат О. 
Соответственно геометрическим местом центров тяжести всех 
элементарных треугольников является дуга окружности радиуса 
2/з Я-

Это означает, что центр тяжести площади кругового сектора 
можно искать как центр тяжести материальной линии, по которой 
непрерывно и равномерно распределен вес этого сектора. Приме
нив формулу (8.22), получим координату центра тяжести площади 
сектора

2/? sin a  ĝ 23j
За

где а  — половина нейтрального угла в радианах. В частности, для 
сектора в виде полукруга (а  =  я/2) получим

(8.24)

Задача 8.3. Пластинка, изображенная на рис. 8.12, получена из квадрата, сто
рона которого равна а, после того как из него была вырезана часть, составляющая 
четверть круга радиуса а с центром в вершине А квадрата. Определить центр тя
жести пластинки.

Ось х  проведем по диагонали квадрата, взяв начало оси в вершине <4. Так 
как ось х  является осью симметрии пластинки, то центр тяжести ее находится 
на этой оси. Площадь квадрата без выреза S  =  а2, абсцисса его центра тяжестц 
х =  а / 2 / 2 ;  площадь вырезанной части Sf =  я а г/4, абсцисса центра тяжести ее 
определяется формулой (8.23), в которой R =  а, а  =  п/4: ^

4 У  2sin а
Зл

Центр тяжести пластннкн определим по формуле 
Sx  — SyXy 

'' S - S ,Хс-

илн, подставляя соответствующие величины, 

2 / 2  ахс =  ■
4 — я 1,09а.

На рис. 8.12 показан центр тяжесги пластинки заданной конфигурации.

Приведем без вывода формулы, определяющие положения цен
тров тяжести некоторых простейших однородных тел.
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П о в е р х н о с т ь  ш а р о в о г о  с е г м е н т а  (рис. 8.13)

xc — R  — j - '  

П и р а м и д а  и к о н у с  (рис. 8.14).

(8.25)

Рис. 8.14 Рис. 8.15

Центр тяж ести находится на прямой, соединяющей вершину 
е центром тяж ести Р  площади основания, на расстоянии V4 ее длины, 

считая от основания
ОС =  VfiS.  

Ш а р о в о й  с е к т о р  (рис. 8.15).

г).
где R  — радиус шара и А 
части сектора.

(8.26)

(8.27) 

высота сферической

Задача 8.4. Определить центр тяжести колонны, состоящей 
из однородного цилиндра веса Р, высоты II и радиуса R,  на 
который установлена половина однородного шара веса О и того 
же радиуса R  (рис. 8.16).

Разделим колонну на цилиндрическую и шаровую части. Центр тяжести 
всей системы лежит на оси симметрии. Абсцисса центра тяжести цилиндра 
хх =  Н/2.  Расстояние от центра иолушара до его центра тяжести найдем по 
формуле (8.27) при h =  R, что дает 3/ ,  R.  Следовательно, хг ~  Н +  3I6R. 
Пользуясь равенством (8.19), найдем центр тяжести колонна

p J L + g ( i, + ^ r )

P-\-G



КИНЕМАТИКА

Г л а в а  IX
КИНЕМАТИКА ТОЧКИ

§ 9.1. Введение

В этом разделе курса мы приступим к изучению движения мате
риальных тел. Когда говорят о движении тела, то подразумевают 
под этим изменение его положения с течением времени по отношению 
к какому-либо другому телу. Эго значит, что при изучении дви
жения тела мы всегда должны указать, относительно какого другого 
тела рассматривается его движение. С телом, по отношению к ко
торому изучается движение (тело отсчета), связываю т систему ко
ординатных осей и часы. Эту совокупность тела отсчета и связанной 
с ним системой координатных осей (системы координат) н часов, 
как было уж е сказано во введении, называют системой отсчета.

Так как в теоретической механике считается, что время, являясь 
непрерывно изменяющейся величиной, не зависит от движения тел 
н одинаково во всех точках пространства и всех системах отсчета, 
то, говоря о системе отсчета, можно ограничиться указанием только 
тела отсчета или системы координатных осей (системы координат), 
связанных с этим телом. В кинематике движение тел изучается с чисто 
геометрической точки зрения и связь между движением и движущими 
силами не рассматривается. В кинематике движение считается за 
данным, т. е. считаются заданными как функции времени параметры, 
определяющие положение тела по отношению к  выбранной системе 
координат.

В кинематике безразлично, какое движение совершает выбран
ная система координат по отношению к каким-то иным телам, не 
входящим в рамки нашего рассмотрения. Однако всегда следует 
иметь в виду, что характер наблюдаемого движения существенно за 
висит от выбора тела (системы координат), относительно которого изу
чается движение. Так, поршень автомобильного двигателя совершает 
относительно корпуса автомобиля прямолинейное колебательное 
движение, а относительно дороги, по которой движется автомобиль 
с постоянной скоростью, поршень перемещается по синусоиде.

Если тело не перемещается по отношению к выбранной системе 
координат, то говорят, что оно находится в покое. Так как покой 
и движение тела мы рассматриваем лишь относительно выбранной 
системы координат, которая в свою очередь может перемещаться 
произвольным образом, то понятия «покой» и «движение» являются



122 КИНЕМАТИКА ТОЧКИ ГГЛ. IX

относительными понятиями. Однако в кинематике часто пользуются 
терминами «абсолютное движение», «абсолютная скорость» и т. п., 
имеющими, конечно, условный характер. В частности, если нет спе
циальной оговорки, под выражением «неподвижная система коорди
нат» следует понимать систему осей, относительно которых рассма
тривается движение.

Рассматривая движение, мы связываем изменение положения 
тела (или точки) с течением времени (будем обозначать его через I).

При изучении движения всегда устанавливается начало отсчета 
времени I =  /0 (во многих задачах будем полагать t0 =  0). Под 
промежутком времени понимают разность между значениями вре
мени в какой-либо момент времени t2 и момент времени

При движении тела все его точки в общем случае совершают 
различные движения, например, при качении колеса по прямому 
рельсу центр колеса движется по прямой линии, а точки обода 
движутся по циклоидам. Поэтому изучению движения тела, есте
ственно, должно предшествовать изучение движения точки. Кроме 
того, некоторые практические задачи о движении тел могут быть ре
шены непосредственно на основании изучения движения точки.

Непрерывную кривую, которую описывает точка при своем дви
жении, называют траекторией точки. В задачах небесной механики 
траекторию именуют также орбитой. Если траектория точки является 
прямой линией, то движение точки называют прямолинейным. 
Если же траектория — кривая линия (не обязательно плоская), 
то движение точки называется криволинейным.

Мы сразу начнем с изучения криволинейного движения точки, 
так как прямолинейное движение представляет собой частный 
случай криволинейного. Приступая к изучению движения точки, 
мы должны сформулировать те задачи, которые решаются в кине
матике. Исходя из того, что основными пространственно-временными 
(кинематическими) характеристиками движения точки являются ее 
положение, скорость и ускорение, мы можем сформулировать эти 
задачи следующим образом: найти способы задания движения и, 
исходя из них, найти методы определения скорости и ускорения.

§ 9.2. Способы задания движения

Прежде всего определим, что значит задать движение.
Движение точки по отношению к выбранной системе отсчета 

считается заданным, если известен способ, при помощи которого 
можно определить положение точки в любой момент времени. Сле
довательно, задать движение точки это значит указать способ, 
позволяющий в любой момент времени определить ее положение 
по отношению к выбранной системе отсчета.

Векторный способ. Положение точки в пространс тве будет вполне 
определено, если ее радиус-вектор г, проводимый из какого-либо 
заданного центра, известен как функция времени, т. е. г =  г (<).
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Следует, однако, иметь в виду, что задать вектор как функцию 
времени значит уметь находить его модуль и направление в любой 
момент времени. Это можно сделать, если избрана какая-либо оп
ределенная система координат, т. е. задание радиуса-вектора как 
функции времени обязательно предполагает наличие системы коор
динат, но в то же время не конкретизирует ее. Считая, что радиус- 
вектор задан, мы тем самым должны предполагать, что умеем опреде
лять его модуль и направление в избранной нами системе коор
динат.

То обстоятельство, что введением радиуса-вектора, определясь 
шего положение точки, мы не связываем себя с конкретной системой 
координат, позволяет широко использовать задание радиуса-вектора 
как функции времени для получения основных кинематических ха
рактеристик движения. Д ля решения же конкретных задач обычно 
переходят от векторного способа к координатному и естественному 
способам задания дпижения.

Введем еще одно полезное лля дальнейшего понятие о годографе 
вектора, рассматриваемого как функция скалярного аргумента 
(например, времени).

Годографом какого-либо вектора называют кривую, которую 
ьычерчивает конец этого вектора (предполагается, что начало век
тора находится все время в одной и той же точке) при изменении его 
аргумента.

Следовательно, голографом радиуса-вектора, определяющего по
ложение точки, будет траектория точки.

Перейдем теперь к рассмотрению координатного и естественного 
способов задания движения.

Координатный способ. Положение точки по отношению к какой- 
либо системе координат полностью определяется координатами 
точки. Поэтому задание координат точки в виде известных функций 
времени дает возможность определить ее положение в любой момент 
времени. Способ задания движения, заключающийся в задании ко
ординат точки как известных функций времени, называется коорди
натным способом задания движения и требует выбора конкретной 
системы координат. Этот выбор определяется содержанием решаемой 
задачи; конечно, предпочтительнее та система координат, использо
вание которой наиболее целесообразно для данной задачи.

При рассмотрении движения в прямоугольной декартовой си
стеме координат указанный способ заключается в задании коорди
нат х, у , г  точки М  (рис. 9.1) как известных функций времени:

х  =  х  (/), у  =  у  (/), 2  =  2  (0- (9.1)

Во многих случаях бывает предпочтительнее использовать ци
линдрические или сферические координаты.

В цилиндрических координатах (рис. 9.1, с) положение точки 
определяется радиусом />, углом <р (азимут) и аппликатой г.



Следовательно, движение будет задано, если р, <р и г будут извест
ными функциями времени

Р =  р (О, Ф =  ф (0. г =  г  (I). (9.2)
1, б) положение точки оп
ределяется полярным ра
диусом г, углом ф и уг
лом 0 (полюсный угол). 
Движение будет задано, 
если

Г =  Г (О,
Ф =  Ф (0, (9.3)
0 =  0 (О

— известные функции вре- 
Рис. 9.1 мени.

Формулы, связываю
щие цилиндрические и сферические координаты с декартовыми, со
ответственно будут

х =  р cos ф , у  — у sin ф, г  =  г;
х — г  соз 0 cos ф, у  — г  cos 0 sin ф, г  =  г  sin 0.

При движении точки в плоскости иногда целесообразно исполь
зовать полярные координаты. В этом случае нужно задать в виде 

функций времени координаты г и ф (рис. 9.2):
Г =  Г (/), ф =  ф (О-

Связь этих координат с декартовыми дается 
формулами 

х х  =  г cos ф, у  — г  sin ф.
Рнс. 9.2 Уравнения (9.1) движения точки пред

ставляют одновременно и уравнения траек
тории в параметрической форме, где роль параметра играет время t. 
Если требуется определить уравнение траектории в координатной 

форме, то нужно исключить каким-либо образом 
из этих уравнении время /.

Задача 9.1. Движение точки в плоскости хОу (рис. 9.3) 
задано при помощи уравнений

x — at, у  «= Ы- -j- с (а >  О, Ь >  0, с >  0), (9.4)
н движение начинается в момент I — 0. Найти уравнение 
траектории в координатной форме.

Из первого уравнения следует, что I — х га, поэтому

уравнение траектории будет у — —  х ! +  с. Это —урав- 
Рис. 9.3 а~

нение параболы. Однако траекторией будет не вся пара
бола, а только часть, показанная на рнс. 9.3 сплошной линией. Это следует из того 
обстоятельства, что от начального момента движения I — 0 (когда х =  0 , у — с) ко-
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ордината х будет увеличиваться (время I положительно и непрерывно возрастает). 
Направление движения точки по траектории определяется из уравнений (9.4) а 
показано на рис. 9.3 стрелкой.

В рассмотренном примере исключение времени из уравнений 
движения было произведено путем нахождения времени t  из урав
нения для х и подстановки в уравнение для у. Такой прием не всегда 
удобен, поэтому исключение времени можно производить и другими 
способами.

Задача 9.2. Движение точки в плоскости хОу задано уравнениями
х = 'a cos v>t, у  =  b sin ш/. (9,5)

Найти уравненне траектории в координатной форме. Уравнения
X V—  =  cos и/ и — sin (ai а Ь

следует возвести в квадрат и сложить. Тогда получим уравнение траектории

—  4- а? г =  J.

Она представляет собой эллипс (рис. 9.4). Из уравнений (9.5) следует, что дви
жение начнется в точке Л с координатами х  — а, у  — 0 и будет происходить в на-

Рис. 9.5

правлении, указанном стрелкой (предполагается, что движение начинается в 
момент времени / =  0).

Естественный способ. При естественном способе задания дви
жения указываются траектория тонки и закон ее движения по 
этой траектории.

Пусть точка движется по отношению к выбранной системе отсчета 
по заданной траектории (рис. 9.5), определяемой уравнениями

h  (•*, у, г) =  0, /2 (х, у , г) -  0. (9.6)
Пусть М 0 — какая-либо фиксированная точка на траектории. 

Выбрав направление положительного отсчета дуги по траектории, 
мы определим положение точки М  в любой момент времени, если бу
дем знать, как изменяется дуга а =  М 0М  (см. рис. 9.5) со временем

Эта зависимость называется законом движения.
о =  о (/). (9.7)



Кривая, построенная на плоскости (t, о), выражающая зависи
мость o =  ff (I), называется графиком движения.

Если движение происходит в сторону возрастания дуги сг, то 
дифференциал дуги *)

da — а  (/) dt

будет положительным, если же движение происходит в сторону 
убывания дуги, то дифференциал дуги будет отрицательным. Отме
тим, что путь s, проходимый точкой, всегда будет возрастать и, сле
довательно, положителен, т. е.

ds =  |rfo |.

Задача 9.3. Закон доижения точки по траектории имеет вид
о =  — /2 -j- 4/ -)- 3

(/ — в секундах, а  — в метрах). Построить и исследовать график движения.
Графиком движения будет кривая, изображенная на рис. 9.6. Из рассмотрения 

•того графика следует, что дуга о увеличивается до значения о =  7 м при / =  2 с, 
а затем начинает уменьшаться. Ход графика движения в 
области отрицательных о характеризует увеличение абсо
лютного значения дуги при движении точки от начала от
счета М0 в сторону, противоположную положительному 
отсчету дуги.

На рис. 9.6 показана и кривая s (/), представляющая 
график функции S! (/) +  3, где st (/) — путь, пройденный 
точкой. До значения / =  2 с кривая s совпадает с кривой 
о, для ( > 2 с кривая s (/) показана пунктиром.

Все рассмотренные способы задания движе
ния взаимосвязаны.

Пусть, например, движение задано коор
динатным способом в виде (9.1). Очевидно, что 
при этом проекции радиуса-вектора г (рис. 9.7) 

на оси координат равны координатам точки М  и, следовательно, 
можно записать

г =  +  у} +  *k, (9.8)
где I, J и k — единичные векторы осей х, у , г.

Модуль г найдется по формуле
г  =  У х -  +  у- +  г2, (9.9)

а направление определится направляющими косинусами
cos (х, г) =» x/r, cos (у, г) =  у/г, cos (г, r) =  z/r. (9.10)

Рассмотрим еще переход от координатного способа к естествен
ному.

*) В механике производная по времени обозначается точкой над функцией, 
так что а  =  do/dt.
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Пусть движение задано уравнениями (9.1). Исключая из этих 
уравнений время t, получим уравнения траектории (9.6). Найдем 
теперь закон движения о =  о ( t).

§ 9.31 ПРОИЗВОДНАЯ ВЕКТОРА ПО СКАЛЯРНОМУ АРГУМЕНТУ 127

Дифференциал дуги может быть найден по формуле (рис. 9.8) 
da =  ± /  {dxf - f  (dy)2 -f- (dz)2, где dx, dy, dz — дифференциалы ко
ординат точки dx — x  (t)dt, dy =  y ( f )d t ,  dz — i  (t) dt.

Формулу для do можно переписать в виде
d a — ±  V  х г +  у г +  z2 dt.

Интегрируя это выражение в промежутке от / =  0 (начало дви
жения) до какого-либо момента времени получим закон движения

t

а =* ±  |  V х2 -j- у2 +  i 2 dt.
о

Знак «плюс» или «минус» перед интегралом ставится в зависимости 
от выбора направления положительного отсчета дуги; если движе
ние точки начинается в сторону выбранного положительного отсчета 
дуги, то следует брать знак «плюс», в противном случае — знак 
«минус».

§ 9.3. Понятие о производной вектора
по скалярному аргументу

При рассмотрении задач кинематики и динамики мы встретимся 
с необходимостью вычисления производных векторов, имеющих раз
личный физический смысл и являющихся функциями различных 
скалярных аргументов (времени, дуги и пр.). Поэтому в начале этого 
параграфа мы определим понятие производной вектора по скаляр
ному аргументу в общем виде, н ■ придавая конкретного физического 
значения вектору и аргументу.
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Пусть вектор а задан в какой-либо системе координат как непре* 
рывная функция скалярного аргумента и

а =  а (и).
При изменении аргумента и будут меняться как модуль вектора а, 

так и его направление. Конец вектора а при изменении аргумента и 
описывает кривую — годограф вектора а (и) (рис. 9.9). Пусть и — 
некоторое фиксированное значение аргумента, а Ди — его прира

щение. Тогда при значении аргу
мента и +  Аи вектор а будет иметь 
другой модуль и другое направление, 
чем при значении аргумента, рав
ном и.

Разность
Да =  а (и +  Аи) — а (и)

называется приращением вектора а. 
Предел отношения

Рис. 9.9
Да _  а (и +  Аи) — а (и) 
Аи Аи

При Аи О, если он существует, называется производной вектора
diпо скалярному аргументу и обозначается через т. е.

# - =  Иш £ •du Ди-0 Ли
— lim

Ди-»0
а (и 4- Аи) — а (и) 

Аи

Заметим, что вектор Да всегда направлен по секущей годографа 
вектора а (рис. 9.9), а значит, и вектор направлен также по се
кущей. При Дм -*■ 0 секущая займет предельное положение, совпа
дающее с касательной к годографу вектора а. Следовательно, про
изводная вектора по скалярному аргументу всегда направлена по ка
сательной к годографу этого вектора.

Приведем без доказательства свойства производной вектора по 
скалярному аргументу:

1. Производная постоянного по величине и направлению вектора 
равна нулю.

2. Производная суммы векторов равна сумме производных, т. е.

d (а +  Ь) _ _da_ , <Ь_
du du ' d u '

3. Производные скалярного и векторного произведений векторов 
соответственно определяются выражениями:

А
du ’ i . ( a x b )  =  ^ - x b  +  a x - J .du



Пусть вектор а задан в неподвижной прямоугольной системе 
координат; тогда

а (и) =» ах (и) 1 +  Я(, («) I +  «г («)к-
где ах (и), аи (и), аг (и) — проекции вектора а на оси х, у , г  (рио. 9.9). 
Так как векторы i, J и к постоянные, то

Лл da„ . ■ <>Ьу d<li 
du du ' du > '  du 

Л da
С другой стороны, вектор можно записать через его проекции 
следующим образом!

£ - № ) . ' + ( * ) , » + ( £ ) . * •
Сравнивая оба выражения, найдем проекции производной вектора 

на координатные оси

( dA \  _  dax I da \  _ dgy /  d& \ daz 
du )  х du * \d u  du '  V. du ) t =s du '

Эти равенства можно прочитать следующим образом! проекции 
производной вектора на неподвижные оси равны производным от со
ответствующих проекций вектора.

Модуль производной определяется из равенства

m - v m + m + ш -

Если модуль вектора а (и) остается постоянным при изменении 
аргумента и, то годографом вектора а будет кривая, расположенная 
на сфере радиуса а. Следовательно, производная da/du, направлен
ная по касательной к годографу вектора а, будет в этом случае пер
пендикулярна вектору а.

§ 9.4. Скорость точки

Перейдем теперь к определению понятия скорости точки и мето
дам ее нахождения.

Пусть в момент времени t положение точки определяется ра
диусом-вектором г (0, а в момент t 4- At — радиусом-вектором 
г (/ +  At). Вектор

Лг =  г(/ +  Д / ) - г ( 0

будем называть вектором перемещения точки за время At (рио. 9.10).
Отношение вектора Дг к промежутку времени At называется 

средней скоростью точки за промежуток времени At
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Скоростью в  данный момент времени называется предел отно
шения вектора перемещения точки к промежутку времени, аа кото
рый произошло это перемещение, когда этот промежуток времени 
стремится к  нулю, т. е.

Размерность скорости будет
. , _  [длина!
* '  |время] Т  ’

Единицами измерения могут быть м/с, см/с, км/ч.

Из этого определения видно, что скорость точки равна произ
водной радиуса-вектора точки по времени. На рис. 9.10 показаны 
средняя скорость vcp и скорость v точки М . Как следует из общей тео
рии, скорость точки v — это вектор, направленный по касатель
ной к  траектории в сторону движения точки.

Скорость точки при координатном способе задания движения. 
Пусть движение точки задано в декартовой системе координат, при
нятой за неподвижную, т. е. пусть заданы координаты точки как 
функции времени

Так как единичные векторы 1, j, Ь выбранной системы координат 
постоянны, то на основании формулы (9.11) получаем

Рис. 9.10 Рис. 9.11

х — х  (/), у  =  у  (0, г  =  г (Q.

Согласно выражению (9.8) имеем
г =  xi -+- у }  +  zk.

На рис. 9.11 показано разложение скорости на составляющие по 
осям координатной системы Oxyz.



Таким образом, проекции скорости vx, vy, vz на координатные 
оси будут

dx dy dz
V* ~  dt ’ Vu —  dt • Vz~  dl f

т. e. проекция скорости точки на координатную ось равна первой, 
производной по времени от соответствующей этой оси координаты.

Так как производную по времени мы условились обозначать точ
кой сверху, то полученные формулы можно переписать в виде

vx =  x, vu =  y , vz =  z . (9.12)
Модуль скорости определяется формулой

v =  ]/v~x +  Vy — V  х 2 - f  у 2 -f- z4, (9.13)
а направление скорости — направляющими косинусами

cos (.v, v) =  —  =  ■■ --------— ,
v ' » Y X ! +  y- +  z‘

COS (y , v) (9.14)
v у  x 1 +  yl 4- z i

cos (z, v) =  —  =  *
' v V v  +  y ‘ +  z>

Если модуль скорости не изменяется с течением времени, то дви
жение называется равномерным.

Задача 9.4. Движение точки задано уравнениями 
х — a cos a t, у =  a sin at, г => Ы.

Найти скорость точки.
В соответствии с выражениями (9.12) получим проекции скорости

vx =  Л => — а<о sln at, ои =  у =  аш cos a t, vc =  i  =  b.

Модуль скорости определится формулой (9.13):

ti*  Уаг<вг+'ба.

Направление скорости найдем, используя формулы (9.14):
. . vx —аы sin at , Vu асо cos ш(соз (дг. у) =  —  — —7= ---------, cos (у, v) «= —  =  —■ ■

v V  а-ы- +  Ьг v Y  а гш- + 1>
Vz b cos (г, v) = ----------------------
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« У  а1 м 2 +й*

Из этих соотношений видно, что точка движется равномерно (о =  const), но на
правление скорости изменяется с течением времени.

Исследуем траекторию точки. Из первых двух уравнений движения найдем
х?

Это — уравнение цилиндра радиуса а, ось которого совпадает с осью г (рис. 9.12),
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Опустим теперь из точки М на плоскость хОу перпендикуляр M N  в обозначим 
угол между осью х и прямой ON через «р. Координаты точки N  будут

х =  a cos <р, у — a sin <р.
Сравнивая эти соотношения с уравнениями движения, найдем

Ф =  ю/.
Таким образом, угол <р изменяется пропорционально времени. Из этого следует, что 
прямая ON равномерно вращается, а точка М в это время равномерно перемещается

по образующей NM (г — Ы). Следовательно, 
точка движется по винтовой линии. Уравнения 
винтовой линии в параметрической форме сов» 
падают с уравнениями движения, а в коорди» 
натной форме имеют вид

(02 . (02 х — a cos - j - , у  =  о sin - у .

Рассмотрим теперь движение, задан
ное в полярных координатах, т. е. пусть 
даны как функции времени полярный 
радиус г  — г  (I) и угол <р =  <р (/), опре
деляющие положение точки. 

у  Введем в рассмотрение единичные 
векторы: г°, направленный по радиусу- 
вектору в сторону возрастания г, и р°, 
повернутый относительно г° на угол 
я/2 в сторону возрастания угла ф 
(рис. 9.13). Единичные векторы г° и р° 

могут быть представлены через единичные векторы 1, j координат
ных осей:

г° =  cos ф • i -f- sin ф • j ,

р °  =  с о в ( ф  +  1 +  S in  ( ф  +  - у - )  • J  =  — S in  ф - 1  4 -  COS ф - } .

В дальнейшем нам будут нужны выражения для производных по 
времени от единичных векторов г°, р°.

Дифференцируя г° по времени, получим
Иго
• # -  =  (— 8Ш ф1 +  С 05ф ])ф  =  фрв. (9.15)

Аналогично-
— ■ =  — (совф'1 + з1 п ф - j)4> =  — фг°. (9.16)

Радиус-вектор г, определяющий положение точки, может быть 
представлен в виде г =  /т° (рис. 9.13). При движении точки меняются 
как модуль, так и направление радиуса-вектора г, следовательно, 
и г, и г® являются функциями времени. На основании равенства
(9.11) имеем

dr d  , dr „ . dr°
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■ Р°. dt v ’
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v =  ^ r »  +  r .

Полученная формула дает разложение вектора скорости на две 
взаимно перпендикулярные составляющие! радиальную vr =  f t0 
в поперечную vp =  гфр° (рис. 9.14).

Проекции скорости на радиальное н поперечное направления
v, =  г и vp =  /ф (9.17)

называются соответственно радиальной и поперечной скоростями. 
Модуль скорости находится по формуле

v =  Vv-r - \ - v l  — V  г ’ +  г-ф*. (9.18)
Формулу (9.18) можно также получить, используя связь между декартовыми 

в полярными координатами,
х — г cos <р, у =  г sin q>.

Продифференцировав эти соотношения по времени х  =  t  cos <р — гф sin <р, 
у  =  f  sin q> -|- гф cos <р и используя равенство (9.13), получим

V =  У х- +  у - =  У  г - +  г 'ц 1.

Нахождение скорости при естественном способе задания дви
жения. Пусть точка М  движется по какой-либо кривой (рис. 9.15). 
За промежуток времени At точка переместится по кривой из поло
жения М  в положение М ,. Дуга M Mj =  Аа >  0, если движение 
точки происходит в сторону положительного отсчета дуги 
(рис. 9.15, а), и Да <  0, если движение происходит в противополож
ную сторону (рис. 9.15, б). На основании (9.11) имеем

v =  lim Аг
At

Перепишем это равенство в виде

v =  lim f x 7 , 4 f ]  =  Пт a ^ o L A j At J д<_ 0
Дг
До lim

Л<-*0
Д<т 
М 4
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Так как предел отношения дуги к стягивающей ее хорде равен 
по модулю единице, а предельное положение секущей ММх совпа
дает с направлением касательной к кривой в точке М , то

Дг drlim
А/-*0 Да da =  т,

где т — единичный вектор касательной к кривой, направленный 
в сторону положительного отсчета дуги.

Действительно, если Да >  0, то вектор — ■ направлен в сто

рону Дг (см. рис. 9.15, а), а при Да <  0 вектор -^н ап р авл ен  в сто
рону, противоположную Дг (см. рис. 9.15, б). В обоих случаях этот

6)
А б < 0

Рис. 9.15

drвектор, а следовательно, и его предел ^ -  =  т, направлены в сто
рону возрастания дуги о (на рис. 9.15 положительное направление 
отсчета дуги а  выбрано вправо от начала отсчета М 0).

Принимая во внимание, что

А <н
имеем

Обозначая v% —

До da
Д t =  dt

daV = dt T‘

=  с,

(9.19)

da- д - ,  получим
v =  V x T . (9.20)

Из формулы (9.20) следует, что v ■= | v x |. Очевидно, что v t  =  v, 
если движение происходит в сторону положительного отсчета дуги, 
и vx — —v, если движение происходит в противоположную сторону.

Так как проходимый точкой путь всегда положителен, то эле
мент пути

ds =  |d o |
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и, следовательно, модуль скорости можно определить по формуле
da ds
dt I ~  dt '

§ 9.5. Задачи
Задача 9.5. Если ось х направить горизонтально, а ось у  вертикально вверх, 

го движение тяжелой точки (например, артиллерийского снаряда) у поверхности 
$емли в предположении, что сопротивление воздуха пропорционально скорости 
Точки, будет описываться уравнениями

X — tip COS
ье

— (l -  e-ksl), j, = J -  sin а +  -J-) (1 -  «-*«') -  ,

где Vo, a, k, g  — постоянные величины.
Найти модуль и направление скорости в начальный момент времени. Найти 

также наибольшую высоту h подъема точки над уровнем ее начального поло
жения, дальность L по горизонтали от начального положения точки до ее наивыс
шего положения.

На основании (9.12) имеем

Vx =  t  =  v0 cos ае~ке<, vv =  у =  (oa sin a  +  e~k g i-----

При / = О и ,  =  в0 cos a, vu =  i)0 sin ct, а модуль v скорости будет

» =  V v i  +  4  =  D„.

Направление начальной скорости определим, найдя направляющие косинусы при

Dv va cos a  cos (дг, v ) =  - - 2-  =  —-------  =  cos a ,' '  V Vu
vu Vn sin acos. (y, v) =  —0- =  —------- ---  sin a .d va

Следовательно, начальная скорость, равная 
по модулю Do, направлена под углом а  к 
горизонту.

Так как точка траектории, где vu = 0 , 
соответствует наибольшей высоте подъема 
движущейся точки, то из уравнения

vy =  (v 0 sin a  +  - j - ' j  -----i -  =  0

мы определим момент времени достижения точкой наибольшей высоты. Имеем

=  1 +  sin a ;
отсюда

/j =  In (1 +  ko0 sin a).

Подставляя найденное значение It в выражение для у, получим искомую высоту 
(рис. 9.16)

. tv, sin a 1 , ,, . . , ,
ft =  ------- - _ . i n ( l + * D e slna).
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Найдем теперь расстояние по горизонтали от начального положения точки до ее 
положения в наивысшей точке. Для этого подставим время ti в выражение для *1

о? sin 2а
-  *<=.<, =  2g  (1 -j- kva sln а ) '

Задача 9.6. Точка движется так, что ее радиус-вектор образует со скоростью 
постоянный угол. Определить уравнение траектории в полярных координатах, если 
угол, образуемый скоростью с радиусом-вектором, постоянен и равен а  (рно. 9.17).

Согласно формуле (9.17) проекции скорости на радиальное и попереч
ное направления будут

dr rfm
O r - — ,  Vp - r ~ .

По условию задачи

=  tg a  =  const. 
v, &

Следовательно,

Отсюда

d<D dr 

dr =  dcf ctg a.

Интегрируя это уравнение и приняв при / =  0 угол Ф =  0, получим

ln r |;a =  (pc,g a |£ .

Тогда г =  r0e<pc,6a, где г0 — модуль радиуса-вектора г в момент времени t — 0 . 
Таким образом, траектория представляет собой логарифмическую спираль.

Если угол a  =  0, то траектория будет прямолинейной — движение будет про
исходить вдоль радиуса-вектора. Если угол a  =  я /2 , то движение будет происходить 
по окружности, так как г =  г0.

§ 9.6. Ускорение точки
Предположим, что в момент времени t скорость точки равна 

Vj =  v (0, а в момент времени t +  A t будет v2 =  v (t +  Д0  (рис. 9.18). 
Изменение вектора скорости за промежуток времени Ai найдем 
как разность векторов v2 и v lt если параллельно перенесем вектор va 
в точку M i (рис. 9.18). Вектор

Av =  \ г — \ i  — v (/ +  Д/) — v (0
представляет собой приращение вектора скорости за промежуток 
времени At.

Отношение вектора Ду к промежутку времени At называется 
средним ускорением точки за промежуток времени At:

__ Ду
w4> — "дТ*

Ускорением w точки в данный момент времени называется пре
дел отношения приращения скорости Ах к приращению времени At 
при условии, что последнее стремится к нулю, т. е,

* = 1 !т 1 г = - ? -  =  - Ж ’ <9-2 ,>д<-»о
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Модуль и направление вектора ускорения определяются по фор
мулам

Нахождение ускорения при естественном способе задания дви
жения. Предварительно познакомимся с необходимыми сведениями 
из дифференциальной геометрии. Рассмотрим пространственную 
кривую. Пусть т — единичный вектор касательной, проведенной 
в какой-либо точке М этой кривой (рис. 9.20). Возьмем теперь на 
кривой точку Л41( близкую к точке М , и обозначим единичный

вектор касательной в этой точке через t j .  Параллельно перенеся 
вектор Т! в точку М , проведем плоскость через векторы т и ть  при
ложенные в точке М.

При стремлении точки Л1, к точке М  эта плоскость в пределе 
займет определенное положение. Полученную таким образом пло
скость называют соприкасающейся плоскостью в точке М . Отметим, 
что если рассматриваемая кривая плоская, то она целиком будет 
расположена в соприкасающейся плоскости.

Плоскость, проведенную через точку М  перпендикулярно каса
тельной, называют нормальной плоскостью. Линия пересечения 
соприкасающейся и нормальной плоскостей определяет главную  
нормаль к кривой в точке М . Плоскость, проведенную через точку М  
перпендикулярно главной нормали, называют спрямляющей 
плоскостью. На рис. 9.21 соприкасающаяся, нормальная и спрям
ляющая плоскости обозначены соответственно цифрами / ,  / /  и I I I .

Линия пересечения спрямляющей и нормальной плоскостей оп
ределяет бинормаль к кривой.

Таким образом, в каждой точке кривой можно указать три взаимно 
перпендикулярных направления: касательной, главной нормали и 
бинормали. Принимая эти направления за координатные оси, вве
дем единичные векторы этих осей.

Единичный вектор касательной т нами уже был введен. Единич
ный вектор г., направленный в сторону вогнутости кривой, будет 
единичным вектором главной нормали. Направление единичного 
вектора бинормали Ь определим из требования, чтобы касательная, 
главная нормаль и бинормаль, направления которых определяются

w =  - /w l  +  w 2B, cos(г°, w) =  » co s(р°, w) =

м *
Рис. 9.20 Рис. 9.21
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векторами т, п, Ь, образовывали правую систему осей. Полученный 
трехгранник, составленный из соприкасающейся, нормальной и 
спрямляющей плоскостей, называется естественным трехгранником. 
Векторы т, п, b являются единичными векторами осей естественного 
трехгранника (рис. 9.21).

Обозначим через в величину угла между вектором т, проведен
ным в точке М , и вектором ть  проведенным в точке M lt близкой 
к точке М . Этот угол называется углом смежности (рио. 9.22, а).

Кривизной кривой в точке М называют предел отношения угла 
смежности е к абсолютному значению длины дуги M M t =  Да, т. е.

Радиусом кривизны кривой в точке М  называется величина, 
обратная кривизне

р =  ]/k. (9.28)
Заметим, что кривизна прямой равна нулю, а ее радиуо кривизны 

равен бесконечности. Кривизна окружности во всех ее точках одина
кова и равна обратной величине радиуса (ft =» 1/7?); радиус кри
визны равен радиусу окружности (р =  R).

Если через точку кривой М  и две близкие к ней точки провести 
окружность, то при стремлении этих точек к М в  пределе получится 
окружность, которая называется кругом кривизны. Круг кривизны 
лежит в соприкасающейся плоскости. Радиус этого круга равен 
радиусу кривизны кривой в точке М . Центр круга кривизны лежит 
на главной нормали и называется центром кривизны *).

Вектор скорости согласно выражению (9.20) можно представить 
в виде

где vx — проекция скорости на направление т. На основании фор
мулы (9.21) имеем

MM,=d<3>0 /Щ'йв<а в
Рис. 9.22

V  =  1ЧТ,

(9.29)

*) Доказательства этих утверждений можно найти в любом курсе дифферен
циальной геометрии.
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Определим величину и направление вектора dxldt.
Пусть в момент времени t точка находится в положении М  «а 

траектории, а в момент времени / +  At — в положении M v  Перенося 
вектор т, в точку М , найдем приращение вектора т за промежуток 
времени At (рио. 9.22, а)

Дт ■■ r t — т.

Вектор Дт при движении точки в сторону положительного отсчета 
дуги направлен в сторону вогнутости траектории (рио. 9.22, а), 
а при движении точки в сторону отрицательного отсчета дуги направ
лен в сторону выпуклости траектории (рио. 9.22, б).

Найдем производную вектора t i

- £ - =  l i m - g —  lim [ - ^ - 4 r l  =  H m H m  
“  A/-*0 Ы  4<-»0 L До Ы J d/-»0 ^  d0

Вектор Дт/Да всегда направлен в сторону вогнутости траектории 
(см. рио. 9.22, а и б) и лежит в плоскости, проходящей через точку М  
и векторы т и r t (плоскость М АВ). Следовательно, вектор d j/d a  
лежит в соприкасающейся плоскости, т$к как при Аа -*  0 (At -*■ 0) 
плоскость М А В  совпадает о соприкасающейся плоскостью к траекто
рии в точке М .

Дифференцируя тождество т  ̂ =  1 по а, получим
dt п—— .т =  0,
d o  '

т. е. скалярное произведение т на dx/do равно нулю, а зто значит, что 
вектор d v d a  перпендикулярен т. Таким образом, вектор dx/do 
лежит в соприкасающейся плоскости, направлен в сторону вогнутости 
траектории и перпендикулярен т; следовательно, он направлен по 
главной нормали к центру кривизны.

Определим теперь модуль вектора d ilda . Из равнобедренного 
треугольника А М В  (см. рио. 9.22, а) найдем

АВ  =* | Дт | =  2 sin (е/2) 

или, используя равенства (9.27) и (9.28), получим

| *  | e  iim J A I L . ,  П т Щ Ш  « e A i e J L .
I da I | Д о| до_ц) (e/2) | Да) (5

Учитывая, что n есть единичный вектор главной нормали, будем 
иметь

d x  п
do 2=2 р *

Значит,
й - п
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и, следовательно,

(9.30)

так как v \ =  v
Из этой формулы следует, что вектор ускорения лежит в сопри

касающейся плоскости.
Составляющие ускорения по направлениям т и п  соответственно 

равны

называется касательным (тангенциальным) ускорением. Проекция 
ускорения на главную нормаль

называется нормальным ускорением. Касательное ускорение характе
ризует изменение модуля скорости, а нормальное ускорение характе
ризует изменение скорости по направлению.

Модуль вектора ускорения равен

Касательное ускорение wx — d vJ d t равно нулю при движении 
точки с постоянной по модулю скоростью и в моменты времени, 
в которые скорость vx достигает экстремальных значений.

Если Vx и Wx одного энака, то модуль скорости v =  |От| точки 
возрастает и движение в этом случае называется ускоренным. Если жа 
Vx и wx разных внаков, то модуль скорости v  =  | Vx | точки убывает 
и движение будет замедленным. При Wx =* 0 модуль скорости остается  
постоянным — движение равномерное.

Нормальное ускорение равно нулю при прямолинейном движении  
(р оо), в точках перегиба криволинейной траектории и в моменты 
времени, в которые скорость точки обращается в нуль.

Отметим, что для вычисления касательного ускорения w% можно 
использовать равенство

Проекция ускорения на направление т

(9.31)

(9.32)

w  =  V w t  +  wk -  У +  ( - J - У  . (9.33)

V* WWx =  т «w =  ——-
о*

так как т «= vlvx.
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Евли движение точки вадано координатным способом, то в случав 
вадания движения в декартовых координатах (дс =  х (<), «/**«/ (О» 
г  os г (/)) будем иметь

i i  +  ,jy +  t i
до t =  — ■- ■ • — ;

±  V  X* +  у -  +  г а

для полярных координат получим
... _  lyay +  ОрМр 

±  +  VXp ’

§ 0.7. Частные случаи движения точки

Прямолинейное движение. Если траектория точки является 
прямой линией, то, направляя одну из координатных осей, например 
ось х, вдоль этой прямой, мы полностью определим положение точки 
заданием ее абсциссы как функции времени, т. е. х =  х (/).

Проекции скорости и ускорения на ось х согласно формулам
(9.12) и (9.23) будут

vx *= it, wx ■= Я.

Модули скорости и ускорения соответственно равны
о я б | £ | ,  до™ | j£ |.

Если vx >  0, то движение точки происходит в сторону положи
тельного направления оси х. Если при этом до* >  0, то движение 
ускоренное, если же дох <  0, то движение замедленное.

При vx <  0 точка движется в направлении, противоположном 
положительному направлению оси х. Если при этом дох >  0, то 
движение замедленное, если же до* <  0, то движение ускоренное.

В качестве примера рассмотрим прямолинейное движение, про* 
исходящее по закону

х — a sin (со/ +  е),

где а, а ,  в — постоянные величины.
Движение точки по такому закону называют гармоническим.
Величина а, равная максимальному отклонению точки от поло» 

жения х — 0, называется амплитудой колебаний; <а/ +  е называется 
фазой н е  — начальной фазой колебаний.

Скорость и ускорение точки, совершающей гармоническое колеба
ние, соответственно будут

vx =  x  — ш  cos (ш/ +  е). wx — х  =  —аш2 sin (со/ +  е) =  —со2*.

Из формулы для до* следует, что ускорение точки всегда направлено 
к началу координат и по модулю пропорционально отклонению точки 
от начала координат.
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С помощью закона движения и формулы для скорости нетрудно 
установить, что если для какого-либо момента времени / =  ft коорди
ната х  =  дс„ а скорость vx =  vx„ то в момент времени { =* /„  при 
котором имеет место равенство

а>(2 +  е =  со/, +  е +  2 м ,
где п =  1, 2, 3, ... — скорость точки и ее положение будут такими же, 
как и в момент t =

Значит, гармоническое движение будет периодическим *), г. е. 
через промежутки времени, равные

движение будет полностью повторяться.
Наименьший промежуток времени, по истечении которого движе* 

ние повторяется, называется периодом колебаний. Очевидно, что 
иернод гармонических колебаний будет равен

Т  =  2л/о).
Число колебаний в единицу времени называется частотой колеба

ний и равно v =  1/Т. Если время измеряется в секундах, то частота

измеряется в герцах. Величина <о =  2nv называется круговой часто
той. Круговая частота равна числу колебаний за 2л единиц времени. 
График движения приведен на рис. 9.23.

Движение точки по окружности. При движении точки по окруж
ности удобно задать ее движение в полярных координатах, так кая 
при этом координата г является постоянной величиной, равной 
радиусу R  окружности (рис. 9.24). Положение точки вполне опреде
ляется углом ф.

Так как /*=»/? — постоянная величина, то проекция скорости на 
радиальное направление vr — t  — 0. Поперечная проекция скорости 
равна

V p — r°y  =  R i  p.

♦) В общем случае движение х (I) называется периодическим, если существует 
такой промежуток времени Т, что для всех t будет справедливо равенство
* (/ +  ч  а  я (/).
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Модуль окорости будет 

где й  «■ | ф |.
В соответствии о формулами (9.26) проекции ускорения на 

радиальное и поперечное направления определяются равен
ствами

wr —Rco\ w„ — /?"ф.

Модуль ускорения равен

w — V w )  - f ■ Up =  R  y^o>‘ - f  e*,

где e =* | ф j.
Если выбрать направление положи

тельного отсчета дуги, проходимой точ
кой, как указано на рис. 9.24, то оче
видно, что касательное ускорение точки 
будет равно wx ==■ Rif, а нормальное 
w„ — co2R  (это ускорение называют 
центростремительным ускорением).

Заметим, что ш определяет угловую скорость вращения радиуса г, 
а е — соответствующее угловое ускорение (подробнее об этом см. 
§ Ю.2).

§ 9„8« Задачи

Задача 9.7. Снаряд движется в вертикальной плоскости согласно уравнениям 
х — u0l cos а , у — vat sin а — g/2/2. Определить скорость и ускорение снаряда 
в начальный момент времени, высоту траектории, дальность полета, а также раднуо 
кривизны в начальной и наивысшей точках траектории. Ось х направлена горизон
тально, ось у — вертикально (рис. 9.25).

Траекторией снаряда будет парабола

у =  x tg a - g*'
2vjj cos2 a у  ________

/ Г 1 Г \

W’S
07

Определим сначала скорость движения снаряда.
Имеем

ох =  i  =» v0 cos а , =  ti„sina — gl.

Следовательно,

0 33 V  vl  +  vl  “  V  °о co*2 a  +  (°о sln “  ~ ’ S1)2.
В момент времени I =» 0 величина скорости о — t»0. Направление скорости определя
ется по формулам

Рио. 9.25

v0 с о в а
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При i =  0 получим
cos (дс, v) =  cos a ,  cos (у , v) =  sin о ,

т. е. скорость в начальный момент образует с осью х  угол а .
Проекции ускорения на координатные оси будут

wx *= х =  0, ши =  у =  —д,
следовательно, модуль ускорения равен

w  =  - / w f + w f  = g ,

и оно направлено по вертикгли вниз (ускорение силы тяжести). Под высотой траекто
рии понимается максимальное значение ординаты у .  Очевидно, что у  принимает 
максимальное значение при =  0 , т, е. когда

v0 sin а  — g t  —  0.

Находя отсюда I =  (v0 sin a)/g  и подставляя его в уравнение для у ,  получим
и?, sin2 a  

i/шах------- jg — *

Дальность полета определяется из условия у  =  0. Из уравнения
v„t sin а  — g tV 2 =  0

найдем

, 1 =  о ,

Момент ( i ~  0 соответствует начальному положению снаряда. Подставляя / =  /,  
в уравнение для дг, найдем дальность полета

№ sin  2 a  * =  —----------
а

Максимальная дальность полета будет при а  =  45° и равна oj/g.
Найдем теперь радиус кривизны траектории в начальной и нанвысшей ее точках, 

Из формулы ш„ =  i;2/p имеем
р =  v2lwn.

Таким образом, задача нахождения радиуса кривизны траектории сводится к нахож
дению скорости и проекции ускорения точки на нормаль.

Согласно (9.33) имеем

Так как движение точки происходит все время в сторону возрастания дуги, 
то =  v, и, следовательно,

dv-с dv — g (v„ «in a  — gt)
— ——— — 1 ., — .. , ■ i . ■ ST •dt dt у Vjj cos.< a  (U(J Sjn a _  g t y

При t — 0 wx =  —g sin a, а так как w — g, то w„ =  g cos a  и, следовательно,
радиус кривизны траектории в начальной точке равен

Р = geos a

Для момента времени t =  (у0 sin о )/g, соответствующего нанвысшей точке траекто
рии, w-c =  0. Поэтому u>„ =  g.
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Скорость точки о этот момент равна v =» v0 cos а  и радиус кривизну в нанзысшгА 
Точке траектории будет

vk cos2 а  
Р =  f? ‘

Отметим, что в данной задаче проекцию ускорения на нормаль в начальной 
и наивысшей точках траектории можно легко найти и простим проектированием 
(рио. 9.26).

Задача 9.8. Колесо радиуса R катится без скольжения по горизонтальному 
рельсу. Скорость центра колеса постоянна и равна о0. Найти уравнения движения 
точки М, лежащей на ободе колеса, ее траекторию, скорость, ускорение и радиуо 
кривизны траектории как функцию времени.

По условию, колесо катится без скольжения, следовательно, дуга AM  равна 
отрезку ОА при предположении, что в начальный момент времени точка М нахо
дилась в точке 0  (рис. 9.27).

Так как дуга AM  =  Rrf, а ОА — v0t, то о0/ =  R<f и q> =  at, где со =  va/R .
Координаты точки М будут:
* =  v0t — R  sin ф =  о0/ — R  sin at, у  =  R — R  cos <р =  R  (1 — cos со/).
Эти уравнения можно рассматривать как параметрические уравнения траекто

рии. которая представляет со '

Заметим, что угол ф изменяется от нуля до 2л и поэтому sin (со//2) 0. 
Направляющие косинусы вектора скорости будут

Рио. 9.26

Проекции скорости точки 
равны

vx =  t  =  v0 — Ra  cos со/ «= a0 (1 — cos mt), 

vy =  у =  Ra  sin at =  va sln at.

Модуль скорости равен
0 “  V  v'x +  Щ “* vn V< 1 — cos to/)-’ -j- sln2 a t =

=  vo V 2 П — cos to/) =  t>0 V i  sin3 (co//2) =

=» 2v0 sln (at/2).

О

Рис. 9.27

л 4 *



Отсюда следует, что вектор скорости все время проходит через верхнюю точку 
колеса.

Проекции ускорения на оси Ох и Оу равны
Шя =  5 =  о0м sine)/, wv =  д =  »0«а cos Ы

и, следовательно,
w — J/ш 2 +  w2 — =  to2/?,

а так как

cos (х, W) =  —  =  sin a t, cos (у, w) =  - ^ -  =  cos a t,

то вектор ускорения точки М всегда проходит через центр колеса.
Радиус кривизны траектории найдем из выражения

р = vVwn.

Так как и>п =  | / » 2 — и>\ и при c , =  t » ,  =  ■—  =  о0<о cos — - ,  to  

wn =  i>qW У  1 — cos2 (w//2) =  и0ю sin (a!/2).
Следовательно,

p _  =  4R Sin *  -  2AM,
r  v0<o sin (iat/2 )  2

где AM  =  2R  sin (at/2) — длина отрезка от рассматриваемой точки колеса до его 
нижней точки.

Задача 9.9. Движение точки М задано в полярных координатах уравнениями 
г =  аек1 и у  — kt (рис. 9.28), где а и ft — постоянные величины. Найти урав*

нение траектории, скорость, ускорение и ра
диус кривизны траектории точки как функции ев 
радиуса г.

Исключая из уравнений г — ае*1 и <р — kt вре
мя I, получим уравнение траектории

г =  оеф.

Это — уравнение логарифмической спирали.
Согласно формуле (9.17) радиальная и по

перечная составляющие скорости соответственно 
будут

Vr =  t  —  a k e k l  =  к г ,  vp —  гф  =  r k .  

Следовательно, скорость точки М равна 
Рис. 9.28 v =  y  v j  +  и2 =  кг У 2 .

Согласно формулам (9.26) будем иметь шг =  Г — /ф2 =  cfcV* — о£У '( =  О, 
И1р =  /ф -J- 2гф =  2^2йе*/ =  2ft*r, т. е. ускорение точки М

w — wp =  2 кгг.
Определим теперь радиус кривизны траектории. На основании (9,32) получим

р =  t?/w„.

Скорость V нами уже определена. Найдем wn. Согласно (9.33)

»„ =  j /w 2 —
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имеем

Таким образом,

2.

»„ =  k4 V 2.

Игак, раднув кривизны траектории будет
2£V2

Р = AV / 2
=  г У  2.

х  (север)

Задгча 9.10. Радар О, установленный на берегу, непрерывно следят за движе
нием судна М, определяя в каждый данный момент времени расстояние г и угол f  
между меридианом и направлением от радара 
на судно, а также скорости изменения этих 
величин. Пренебрегая кривизной земной по
верхности, определить модуль скорости суд
на v относительно Земли, его курс (угол а  
между меридианом и скоростью v) и расстоя
ние р от радара до направления скоро
сти v (рис. 9.29).

Для решения задачи построим прямо
угольную систему координат Оху, направив 
ось х  по касательной к меридиану на север, а 
ось у  — по касательной к параллели на за
пад, Величины г, ф, t  и ф, которые непре
рывно измеряет радар, суть полярные ко
ординаты судна и их скорости. Поэтому мо
дуль скорости судна будет (см. формулу (9.18))

'V** +
Для определения

Г-(f-
курса

радиальную vr и поперечную v p составляющие.
^  СВМ =  ^  ОМЕ =  а  ■

(угла а) разложим вектор скорости судна 
I vp  составляющие. Имеем (см. рис. 9.2S):

Ф
(углы СВМ и ОМЕ — соответственные при параллельных прямых СВ и ОМ 
а ^  МЕх — внешний для треугольника ОМЕ).

Из треугольника ВСМ найдем
tg (а — ф) =  vplvn

или, учитывая значения проекций поперечной vp и радиальной vr составляющих 
скорости V ,

(9.34)
Отсюда

(9.35)

tg (а — ф) =  гф/i».

а  — ф -f- arctg (гф/г).

Из треугольника ОАМ найдем параметр р:
р =  г sin (а — ф) =  г*ф/w. (9.36)

С помощью счетно-решающих устройств скорость судна о, его курс а  и параметр 
р определяются поформулам (9.18), (9.35) и (9.36) или им эквивалентным непрерывно.

Если судно идет постоянным курсом а, т. е. движется по прямой линии АМ В, то 
равенство (9.36) определяет уравнение траектории судна в полярных координатах. 
Покажем, что при а  =  const это уравнение может быть получено из равенства (9.34).
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Действительно, умножая числитель и знаменатель правой части равенства (9.34) 
на dt, получим

tg (а — ф) =  нли =  с18 (« — Ф) <*Ф-

Интегрируя обе части этого равенства и учитывая, что по предположению а  =■ 
“= const, получим

In г =  —In sin (а — <р) +  С, (9.37)
где С — произвольная постоянная интегрирования. При ф =  а  — я/2 расстояние от 
радара до судна будет равно р, т. е. г =  р. Подставляя эти значения в (9.37), найдем

in р =  —In sin (я/2) -J- С, С =  In р.
Внося это значение для С в равенство (9.37). получаем

In г =  —In sin (а — q>) +  In р,
откуда следует равенство (9.36):

sin (а — ф) '
Задача 9 .I I . Угол фмежду неподвижной осью Ох и кривошипом OtA изменяется 

по закону ф =  ш/, где ю — постоянное положительное число. С кривошипом в точке 
А шарнирно соединен стержень АВ, проходящий все время через качающуюся муфту 
О. Найти уравнение движения точки М стержня АВ, отстоящей от точки А  на рас
стоянии Ь, ее траекторию, скорость и ускорение, если О^А =  00* =  а/2 (рис. 9.30, в).

Положение точки М  проще всего определяется полярными координатами: 
радиусом г — ОМ и полярным углом ф =  ^  O fiA . Так как треугольник ООхА 
равнобедренный, то ф =  (ш/2) t, а сторона ОА =  a cos ф =  a cos (fi>//2). Из рис. 
9.30, а имеем г =  ОА — ft; следовательно, уравнения движения точки М будут

г =  a cos (Ш//2) — Ь, ф =  о>(/2.

Исключая отсюда время t, найдем уравнение траектории точки М в полярных 
координатах:

г =  a cos ф — Ь.

(Для сравнения рекомендуем читателям самостоятельно найти уравнения движения 
и траекторию точки М в декартовых координатах.)

На рис. 9.30, б показана траектория точки М, построенная по точкам *) для 
случая Ь =  а/2 (при b =  а получается обычная кардиоида). Точка М0 — начальная 
точка траектории, соответствующая моменту времени t =  0  или ф =  0  (ОМа — а —
— Ь). Направление движения точки М  показано стрелками. Отметим, что точка М

*) Если при заданном значении полярного угла ф получается отрицательный 
радиус г, то его нужно отложить в обратном направлении.



КРИВОЛИНЕЙНЫЕ КООРДИНАТЫ 151

попадает в свое начальное положение М0 не через один оборот кривошипа 0{А, 
а через два оборота, когда угол q> изменится на 2я, а угол ф — на 4я радиана (это 
произойдет в момент времени t =  4яЛо).

Найдем проекции скорости точки на радиальное и поперечное направления. 
Имеем

ош , a t си , 
о, =. /  --------— s!n ~ 2~ =*----- jj* s,n Ф1

=  —  (в cos ф — Ь).

Теперь найдем модуль скорости точки М:

v = V ° f  +  vb
или, подставляя найденные значения для vr и vp и произведя очевидные преобразо
вания,

о =  - у - 1 /" с'! 4 - — 2ab cos —~ =  —  У с'! +  b “  — 2ab cos <p.

Для ускорения будем иметь
. . am3 a t , Ын3 (o’ , п . . .wr =  f  — пг/ = ------—  cos - р  +  —— =  -  -  (—2а cos ф +  fc),

.. , ош- at пш1 .— r<f +  2 гф = ------ j -  sin -g -  = ------g— sin ф.

Модуль ускорения равен

(ю =  4аг -{- i>- — Aah cos У  4а! +  fc- — 4afc cos ф.

В начальной точке Л10 при t =  0 (ф =  0):
«о =  (а — 6) (о/2, ш0 =  (2а — Ь) (о2/2.

Через один оборот кривошипа if =  2я, ф =  я  точка М попадет в положение 
(рис. 9.30, б), и ее скорость и ускорение будут соответственно равны

и, =  (a -f- 6) со/2, ш, =  (2а +  Ь) шг/4.

§ 9.9. Криволинейные координаты

Положение точки в трехмерном пространстве, как известно, 
можно однозначно определить тремя числами. Так, например, в де
картовой системе координат такими числами будут координаты х, 
у  и г  точки, в цилиндрической и сферической системах координат 
такими числами соответственно будут р, ф, г  и г, 9, ф (§ 9.2). Очевидно, 
что можно ввести в рассмотрение и другие системы координат, 
в которых определен закон выбора трех чисел, однозначно опреде
ляющих положение любой точки. В этом параграфе мы рассмотрим 
так называемые криволинейные координаты.

Предположим, что для однозначного определения положения 
любой точки нами установлен закон выбора трех чисел qx, q2, q3, 
тем самым введена в рассмотрение определенная система координат. 
Эти числа qu qt , q3 называются криволинейными координатами, 
а введенная система координат — криволинейной. Пусть радиуо-

( Ш , \  (О QCOS— —
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вектор, определяющий положение точки М , заданной координатами 
Qi> Чи <7э. проведен из произвольно выбранного полюса О. Этот радиув- 
вектор будет функцией координат qu qt , q3'.

r =  r(ql t q2, q 3). (9.36)
Проекции радиуса-вектора г на оси декартовой системы координат 

также будут функциями qLl qit q3, т. е.
х  =  х (qu q2, q3), У =  У (qlt qz, q3), г  =  г  (qu qit q3). (9.39)

Возьмем какую-либо точку М0 о координатами qlt q.M, q30; тогда 
уравнения

х =  х  (qL, q2oi <?зо)> У ~  У (Яи <7м> Ям)> г — г  {qlt qi3, <?sa)i 
в которых переменной является только одна координата q^ опре
деляют кривую, проходящую через точку М 0. Эту кривую называют

координатной линией, соответствующей изменению координаты qt . 
Аналогично определяются координатные линии, соответствующие 
изменению q2 и q3.

Касательные к координатным линиям, проведенные в точке М а 
в сторону возрастания соответствующих координат, называются 
координатными осями I f tl ,  IfaJ, lq31 (рис. 9.31).

Координатными поверхностями называются поверхности, опре
деляемые уравнениями (9.39) при изменении двух координат и при 
одной фиксированной координате. Так, например, поверхность 
(Ун <?г) определяется следующими уравнениями!

х — X (qlt <7г, q30), у  =  у  (<7i. ft. <?зо), * -  г  (qu qt , fto)-

Касательные плоскости, проведенные в точке М0 к координатным 
поверхностям, называются координатными плоскостями.

Определим теперь единичные векторы еи ег, вд координатных 
осей. Рассмотрим движение точки по координатной линии, соответ
ствующей изменению координаты qt . Пусть в момент времени / точка 
находится в положении М0 (рис. 9.32). Вектор dr/dqit вычисленный



в точке Afo, направлен по касательной к координатной линии =  
«=» const, <7з «= const, т. е. он направлен по координатной оси \qx) 
в сторону возрастания qk.

Так как
*  _  д х  I I дУ J -L  дг 1г
вЧ1 +  Sqt > "Г dft ’
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<5 , 0 >

Таким образом, единичный вектор равен

ei

Аналогично можно получить
* = т Ы -  <94,)

=  (9'42)

<9 4 3 )

где

« ■ - / Ш ' + Ш ' + Ш -

" - У ш ’ + т + ш -

(9.44)

Коэффициенты Ии Нг, Н 3 называются коэффициентами Ламе.
Мы будем рассматривать только ортогональные криволинейные 

координаты, т. е. такие, у которых координатные оси взаимно 
перпендикулярны. Условием ортогональности является

e, ey =  0 (I, / = 1 ,  2, 3; 1 ф } ) .  (9.45)

Скорость точки может быть найдена посредством дифференциро
вания соотношения (9.38)

dr дт . , дт . , дт . ,п
v - ! r - ~ d 5Г 91 +  *^Г +  ^3’ ( *

но так как

■ й - ж
то

v =  4,/Zje! - f  t)2H2e2 +  9 зЯ3е3. (9.47)

Учитывая, что е„ еа, е3 по предположению взаимно перпендикулярны, 
для модуля скорости имеем

V =  V W f f W n + W I -  (9.48)



154 КИНЕМАТИКА ТОЧКИ 1ГЛ. IX

Проекции скорости на координатные оси определяются выражениями
«= сцНь  v„, =  q3H3. (9.49)

Проекция ускорения точки на координатную ось [ft], очевидно, 
будет равна

I dv  дг .==Ж - 1 Г . _ Г ;

отсюда

Взяв частную производную от выражения (9.46) по <^, получим

<9 - 5 1 >

Так как производная йг/dft зависит от координат ft, f t  и f t , то

Л  V dqx )
d-г . , о2г . I ааг А
ctyf ддгдцх <?8‘

Дифференцируя теперь обе части равенства (9.46) по f t, получим
Ду дгг . | ffr д. . дгг , 
dqt e  dq'i <' 3‘

Сравнивая оба выражения, найдем

¥ - 4 Ш '  <9-52'
Подставляя полученные равенства (9.51) и (9.52) в формулу 

(9.50), имеем
и  d  /  dv \  dv

Так как =  t»2, то
_5v___ Да _ д  /  в* \

V' У c?v, ~  дч, \ 2  Г
Аналогично

у  f'v ^  а
б?, С/(/1

Теперь выражение для ьи?1 можно записать в следующей форме!

* * *

где v находится по формуле (9.48). Аналогично получаем

(4)-

(11Ьг(х)] ____д _
<Jq2 шь (9.54)

ни[ ж т д
dqt (4)}- (9.55)



$ 9 .1 0 ] ЗАДАЧИ 155

Задача 9.12. Найтп скорость и ускорение точки в цилиндрической системе 
координат р, ф, г (§ 9.2). Координатные линии и координатные оси показаны на 
рис. 9.33.

Так как
лг =  р cos ф, у — р sin ф, г =  г, 

то согласно формулам (9.40) и (9.44)
H i =  1, =  Р. / / , =  1.

Следовательно, о соответствии с формулами (9.48) и (9.49), получим
«Р =  Р. Оф =  РФ, о* =  i  (9.56)

и ____________
и = / р >  +  рзф*

Для полярной системы координат (р =  г, 
z =  0 )

§ 0,10. Задачи

Dr =  «V =  'Ф, V =  У  г2 +
Имея в виду, что и1 =  р’ +  р’ф2 +  i 2,
найдем

— (1 у2 >\ _  А 9 1г V1 \
др \< 2 i) ~ Р . С*ф \  ̂ * )
д i( V1 '\ Л д t1 V2 \
дг '\г т ,) = 4 . др '< 2 )
д 1 оа \  _л 0 /  и* \

dip ) = ° - дг V 2  )
Таким образом, по формулам

И р = р - - РФ2. М’ф : —  (Р2Ф) =  РФ +  2рф, wz =  5. (9.57)

Для полярной системы координат
w r  =  f  —  гф 3, ш ф =  гф  +  ? / ф .

Задача 9.13. Найти скорость и ускорение точки в сферической системе коор
динат г, ф, 0 (рис. 9.34).

Декартовы координаты связаны со сферическими зависимостями
* =  г cos 0 cos ф, tj =  г cos 0  sin ф, z = r s i n 0 .

Так как

—  =  cos 0 cosф, •§■"= cos 0  sin ф, - ^ - = s i n 0 , 

то согласно формуле (9.40) имеем
1.

Вычисляя далее 
дх-g^- =  - r c o s 0 sln Ф, - ^  =  гсо* 0 со»Ф, - § ^ = 0 , 

m  —Г Sin 0 COS ф, =  —г  sin 0 Sin ф, -Jg- =  г  COS 0
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и используя формулы (9,44), получим
Я , =» г sin 0, Н3 =■ г.

Следовательно, на основании формул '(9.48), (9.49) проекции скорости на 
координатные оси сферической системы координат равны

Or =  t ,  Рф =  /-фсо5 0, (9.58)
и? =  г2-{- г-ф2 cos* в -f- ггв*.

Вычислив производные

ж ( т - ) " ' '  - ^  ( - ? • ) =
_а
дв

_д_
бф

L ( ^ . ) e r *0’ = 'ф !  COS» е  +  гй*.

( т ‘) ,=0' - ^ • ( - J - ) ==“ ''1!<i,’ cos0slne'
найдем проекции ускорения на оси сферических координат!

wr *= f  — гфг cos* 0 — гё»,
1 d

*  Т ю ГЫ Г (г3ф cos’ 0 ) =  гф cos 0 +  2 гф cos 0 — 2гф9 sin 0 ,

wq =  ~ —~  (/-г0) +  лрг sin 0 cos 0 =  гд +  2/*0 +  гф1 sin 0 cos 0 .
(9.59)

Задача 9.14. Найти скорость и ускорение точки, движущейся равномерно по 
винтовой линии.

Так как в этом случае в цилиндрической системе координат
р =  R «= const, ф =  kt, г =  ut

(k и и постоянны), то в силу формул (9.56) имеем
Vp = 0 ,  рф =  Rk, vc =  и,

и, следовательно,

v = V R -k 'l +  v \
Используя формулы (9.57), получим

wp =  —Rk2, w9 = 0 ,  wz =  0.
Так как u  =  const, t o u )j  =  0  и ш п =  ю  =  Rk'1, Радиус кривизны

R4* +  и2 
Р ”  Rkа *

Задача 9.15. Точка движется по земной поверхности (принимаемой за сферу 
радиуса R), имея северную и восточную составляющие скорости соответственно 
равными vpj и vo. Найти ускорение точки относительно Земли, не учитывая ее враще
ния. Составляющие ьдг и vo считать известными функциями времени.

Из условия задачи находим

г — R =  const, Ф : R  cos ( R *
В соответствии с формулами (9.55) получим

w ,. °Ъ



s  ю л ] ЗАДАНИЕ ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА 157

Г л а в а  X
ОСНОВНЫЕ ДВИЖ ЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА

§ {0.1. Задание движения твердого тела

При движении твердого тела отдельные его точки движутся 
в общем случае по различным траекториям и имеют в каждый момент 
времени различные скорости и ускорения. Вместе с тем имеются 
кинематические характеристики, одинаковые для всех точек твердого 
тела. Основными задачами кинематики и твердого тела являются 
установление способа задания его движения и изучение кинемати
ческих характеристик, присущих телу, а также определение траекто
рий, скоростей и ускорений всех то
чек тела.

Необходимо скачала уточнить поня
тие «задание движения твердого тела».
Мы будем говорить, что движение твер
дого тела задано, если имеется способ 
определения положения любой его точки 
в любой момент времени по отношению 
к выбранной системе координат.

Может сначала показаться, что для 
задания движения твердого тела тре
буется задать движение каждой его точ
ки, т. е. необходимо иметь бесконечное рИс. 10.1 
множество уравнений движения. На
самом деле это не так, ибо перемещения отдельных точек связа
ны условием неизменяемости расстояний между ними.

Покажем, что положение твердого тела в общем случае вполне 
определяется заданием шести независимых параметров. Д ля этого 
возьмем в теле три не лежащие на одной прямой точки (рис. 10.1) 
Ai, Аг, А 3 с координатами

xh =  xh(f), гл*=Уи(0. =  (А = 1 ,  2, 3). (10. 1)
Так как расстояния dlf d2, d3 между точками твердого тела не 

изменяются, то координаты точек должны удовлетворять трем 
уравнениям:

(хг — х \ ) 2 "Ь (Уг — Уг) Ч* (г* —■ *i) — dl,

( * , -  x2f  +  ( < / , -  у г?  +  (г, -  г,)2 -  (?и (10.2)

(*i — *э)2 +  (t/i — Уз)2 +  f a  — гз)1 =

Следовательно, из девяти координат (10.1) независимых только 
шесть, остальные три определяются из уравнений (10.2). Если взять 
еще одну точку А 4 с координатами х4, y t , zlt то эти координаты должны 
будут удовлетворять трем уравнениям вида (10.2), выражающим
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неизменность расстояния до ранее выбранных точек А ъ Л 2, A<j. 
Таким образом, положение твердого тела относительно произвольно 
выбранной системы координат вполне определяется шестью незави
симыми параметрами.

Если твердое тело будет закреплено в какой-либо точке, то его 
положение будет определяться уже только тремя независимыми 
параметрами.

Число независимых параметров, задание которых однозначно 
определяет положение твердого тела в пространстве, называется 
числом степеней свободы твердого тела.

Заметим, что задание шести декартовых координат, например, 
*1, Уи 2lt x it у ъ  х3, не является наилучшим способом задания движе
ния твердого тела. Как будет позднее выяснено, существуют болеа 
удобные параметры, определяющие положение тела в пространстве. 
В каждом отдельном случае мы будем стараться выбирать независи
мые параметры, определяющие движение твердого тела, исходя из 
соображений простоты и удобства решения основных вадач кине
матики.

§ 10.2. Простейшие движения твердого тела

Поступательное дзижение твердого тела. Поступательным дви
жением твердого тела называется такое движение, при котором

любая прямая, проведенная в теле, 
остается во все время движения па
раллельной своему первоначальному 
положению.

Пусть твердое тело движется по
ступательно относительно системы 
координат OxtfiZi (рис. 10.2), гА — 
радиус-вектор точки А , гв — радиус- 
вектор точки В, а р — радиус-вектор, 
определяющий положение точки В в 
подвижной системе координат Ахуг, 

0%, жестко связанной с телом (на рио. 10.2
эта система не показана).

Рио- 10-2 Так как рассматриваемое тело аб
солютно твердое и его движение по

ступательное, то вектор р при движении тела не меняет модуля и 
направления.

Из рассмотрения рив. 10.2 следует
гв =  г/) +  р. (10.3)

Пусть в момент времени t  тело занимало положение / ,  а в момент 
времени / +  Д/ — положение / /  (рис. 10.2). Тогда Дгд будет векто
ром перемещения точки А , а Дгл — вектором перемещения точки В 
ва промежуток времени Д/.
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Во время движения вектор р не изменяется, значит, отрезки 
А аВ„ и А В равны и параллельны и, следовательно, фигура АпВпВА —
параллелограмм.

Таким образом,
ДГ4=ДГВ,

т. е. при поступательном движении абсолютно твердого тела переме
щении всех его точек геометрически равны между собой.

Из равенства (10.3) и условия постоянства вектора р также сле
дует, что траектории точек тела, движущегося поступательно, 
одинаковы и получаются друг из друга параллельным смещением. 

Продифференцировав выражение (10.3) по времени, получим

drb drA , dp 
dt dt "r  dt ’

но так как p =* const, то p =  0 и, следовательно, 
dr в dr.

—  =  17Г *  ИЛИ V8 = VA.

т. e. при поступательном движении твердого тела скорости всех его 
точек в каждый момент времени равны между собой.

Дифференцируя полученное соотношение по времени, получим
d V /3 , Iv a

- d r  =  ~ d T >  или w a  ~  w a >

т. е. ускорения всех точек тела в каждый момент времени равны 
между собой.

Таким образом, при поступательном движении твердого тела все 
его точки движутся одинаково, так как их перемеицгния, скорости и 
ускорения геометрически равны.

Следовательно, для определения движения твердого тела, движ у
щегося поступательно, нет необходимости рассматривать движение 
всех точек тела, а достаточно рассмотреть движение одной точки 
тела, иначе говоря, посту нательное движение твердого тела опреде
ляется движением одной точки этого тела, координаты которой 
должны быть заданы как функции времени.

Пользуясь понятием поступательного движения, докажем теорему 
о сложении скоростей точки, совершающей сложное движение *).

Предположим, что точка М движется по отношению к системе 
координат Ахуг, которая жестко связана с телом перемещающимся 
поступательно по отношению к неподвижной системе координат 
Ox^y^L. Положение точки относительно неподвижной системы коор
динат определяется радиусом-вектором (рис. 10.3)

г =» гл +  р,

*) Более общин случай сложно! о движения точки будет рассмотрен в главе X111.
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где гл — радиус-вектор начала подвижной системы координат, 
(I — радиус-вектор, определяющий положение точки М в подвижной 
системе координат.

Дифференцируя это равенство но времени, получим
dr

ИГ
± л

l!t +
аР
ill '

Рио. 10.3

В этом равенстве dr/dt есть скорость точки относительно неподвижной 
системы координат, которая намывается скоростью точки в сложном 
движении или абсолютной скоростью и обозначается через v„.

Первое слагаемое в правой части 
равенстваd r j d l  — скорость точки А. 
Так как система координат А хуг шм- 
жетея поступательно, то это одновре
менно будет скоростью той точки тела, 
с которой в данный момент совпадает 
движущаяся точка М. Эта скорость 
называется переносной скоростью точ
ки М и обозначается \ а.

Выясним смысл производной 
dn/dl. Вектор (> определен в подвиж
ной системе координат, следова
тельно,

=  {/j +  гк,
где х, у , г — координаты точки М в системе координат Ахуг, a i, 
j, к — единичные векторы этих осей.

Так как подвижная система координат перемещается поступа
тельно, то i, j, k — постоянные векторы и их производные по 

времени равны нулю, поэтому

=  *1 +  У\ +  2к.

Это равенство определяет скорость точки 
по отношению к подвижной системе коорди
нат и называется относительной скоростью 
точки М. Обозначим эту скорость через vr. 

Таким образом, имеем
v« =  v, - f  v,. (10.4/

Полученное равенство выражает теорему
о сложении скоростей -.скорость точки в слож
ном движении равна сумме переносной и от
носительной скоростей.

Вращение твердого тела вокруг неподвижной оси. При движении 
твердого тела с двумя неподвижными точками А и В (рис. 10.4) все 
точки на прямой АВ  остаются неподвижными. Это следует из условия 
неизменяемости расстояний между точками твердого тела. Прямая

Рис. 10.4
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А В называется осью вращения, а движение тела называется враща
тельным. Нетрудно видеть, что все точки тела описывают дуги окруж
ностей с центрами в основаниях перпендикуляров, опущенных из 
этих точек на ось вращения.

Возьмем на оси вращения две точки Л и В и введем систему коор
динат AXii/fa с началом в точке А (рис. 10.5). Так как положение 
точек А и В нам известно, то положение тела будет полностью опре
делено, если мы будем знать в любой мо
мент времени положение какой-либо точ
ки С тела (не лежащей на оси вращения).
Из трех координат этой точки независи
мой будет только одна, так как расстоя
ния АС  и ВС постоянны и координаты 
точки связаны двумя уравнениями:

(хА ~  +  (Уа -  Ус? +  (га ~  *с)2 =  АС»,

(хв  — хс)г -f- (у0  — у(;)~ (гв  — гс)2 — ВС2.

Отсюда следует, что положение твердого тела, вращающегося вокруг 
неподвижной оси, определяется одним параметром.

Направим ось А г, неподвижной системы координат А х ^ г ,  по оси 
вращения тела. Введем подвижную систему координат Ахуг, жестко 
связанную с телом, ось Аг которой так же направим по оси вращения 
(рис. 10.6). Положение тела будет 
полностью определено, если задан 
угол <р =  <р (() между неподвижной 
плоскостью ххА г , и подвижной 
плоскостью (жестко связанной с те
лом) хА г (рис. 10.6). Этот угол на
зывается углом поворота тела.

Для однозначного определения 
положения тела необходимо знать не 
только величину, но и направление 
отсчета угла <р. Условимся считать по
ложительным направлением отсчета 
направление против хода часовой 
стрелки, если смотреть с конца 
оси Ог,.

Характер вращательного движения твердого тела целиком опре
деляется заданием угла его поворота как функции времени. Главными 
кинематическими характеристиками вращательного движения .тела 
в целом будут угловая скорость и угловое ускорение, к определению 
которых мы и перейдем.

Пусть в момент времени t угол между неподвижной полупло
скостью XiAz, и подвижной полуплоскостью хАг равен q> (<), 
а в момент времени t +  At равен ц> (t +  ДО- Это значит, что за про-

6 Н. В. Бутек;;н и др.



162 ОСНОВНЫЕ Д ВИЖ ЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА 1ГЛ.Х

межуток времени At подвижная плоскость, а следовательно, и тело 
повернулись на угол

Лф =  »р (/ +  Д / ) - ф (/).

Отношение угла поворота Лф к промежутку времени Л/, за кото
рый тело повернулось на этот угол, называется средней цгл'ший 
скоростью тела за промежуток времени At

(MjCp = 4 f -
Предел этого отношения при А/ -*• 0 называется угловой скоростью 

тела в данный момент времени

“ г== 1!То- А Т = 5 -  =  (Р- <|0 -5>

Введенная таким образом угловая скорость ыг может быть как 
положительной, так и отрицательной в зависимости от закона изме
нения угла ф. Абсолютное значение угловой скорости будем обозна
чать через со, т. е. со =  | d<p/dt |.

Если угол поворота измеряется в радианах, а время — в секундах, 
то единицей измерения угловой скорости будет рад/с. В технике часто 
при равномерном вращении тела пользуются числом оборотов к ми
нуту. Зависимость между угловой скоростью и числом оборотов 
в минуту определяется по следующей формуле:

2пп пп
ю==-боГ =  1о- Рад/С*

где п — число оборотов в минуту.
Пусть теперь в момент времени I угловая скорость вращения 

равна «о, (/), а в момент t +  At равна <иг (/ -f At); тогда за проме
жуток времени А/ приращение угловой скорости будет равно

Аа)г =  шг (/ +  At) — (о, (/).
Средним угловым ускорением тела за промежуток времени At 

будем называть отношение приращения угловой скорости к проме
жутку времени, за который это изменение произошло, т. е.

(г \ — ^Wz) ср —  д ,  •

Предел этого отношения при At -*■ 0 называется угловым ускоре
нием тела в данный момент времени

♦ - а * - * - - * - *  | Ш ”
так как

dq>

Угловое ускорение, характеризующее изменение угловой ско
рости с течением времени, равно произаодной по времени от угловой
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скорости или второй производной по времени от угла поворота. 
Модуль углового ускорения обозначается буквой е.

Единица измерения углового ускорения — рад/с2.
Весьма полезным для дальнейшего изучения кинематики твердого 

тела является введение в рассмотрение вектора угловой скорости и 
вектор3 углового ускорения.

Вектором угловой скорости твердого тела, совершающего вращение 
вокруг неподвижной оси, мы будем низтать вектор, модуль которого 
равен абсолютному значению производной угла поворота тела по 
времени, направленный вдоль оси вра- 
щенил в ту сторону откуда вращение 
тела видно происходящим против ходи 
часовой стрелки.

Учитывая ранее введенное определе
ние направления положительного от
счета угла <р, вектор угловой скорости 
можно определить по формуле

<0 =  -5Tk =  ^ k> f10-7» X,
где к — единичный вектор оси Ог.

Из этой формулы следует, что при 
ш* — Ф >  0 направление вектора <о 
совпадает с направлением вектора к, а при о), =  ф <  0 пектор ю 
направлен в сторону, противоположную направлению вектора к.

Вектором углового ускорения будем называть вектор, равный 
производной по времени от вектора угловой скорости, т. е.

8 — -Цг — ~ [ f  к — егк. (Ю.8)

где ег =  drytdP. Из формулы (10 8) следует, что вектор е направлен, 
как и вектор с», вдоль оси вращення.

Величины со, и е. представляют проекции векторов угловой ско
рости со и углового ускорения е на ось вращения.

Перейдем к нахождению скорости и ускорения любой точки тела, 
вращающегося вокруг неподвижной оси. Пусть единичные векторы 
координатных осей х, у, г, соответственно будут I, j и к (рис. 10.7). 
Радиус-вектор произвольной точки М можно представить в виде

r = v i  +  t / i - f z k , (10.9)

где х, у , г  — координаты точки (постоянные величины).
Скорость точки М будет равна

_ df __ , dl I dk л  л i л\
v — dT =  ХИГ У~ЗГ г ~0Г ‘ (10.10)

Так как вектор к неподвижен, ток =  0; что же касается производных 
векторов i и j, то мы уже вычисляли их, рассматривая движение



точки о полярной системе координат. Если обозначить г° =  i и 
pu =  j, то формулы (9.15) и (9.16) примут вид 

/И . , rfj 
7гг =  фЬ - г  =  “ <р1-

Подставляя в формулу (10.10) эти производные и учитывая, что 
Ф =  и г, получим

V =  ATCOjj —  //(021. (10.11)
Отсюда следует, что проекции вектора скорости точки /И на оси х, у  
и г соответственно равны

и* =  —yi•>-, v„ =  vz =  0. (10.12)
Так как векторное произведение

i j k
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С) X r  = 0 0 шг 
х у г

■■ —у ь \\  -f-TWj

имеет те же проекции на оси х, у  и г ,  что и вектор скорости v, то 
имеем

v =  to х  г, (10.13)
иначе говоря, скорость любой точки твердого тела, вращающегося 
вокруг неподвижной оси, равна векторному произведению вектора 
угловой скорости тела на радиус-вектор этой точки.

Из формулы (10.13) следует, что
v — (or sln (о, г) =  юр,

т. е. модуль скорости любой точки твердого тела равен произведению 
модуля угловой скорости тела на расстояние от точки до оси вращения. 
Направлен же вектор скорости по касательной к окружности, по 
которой перемещается точка М, в сторону ее движения.

Взяв производную по времени от обеих частей равенства (10.13), 
получим

'*v ^ \ d(a . .  , . . d r
w =  ~зг =  ЧГ <м х  r> -  -аг х  г +  ® х  w

Но ~  =  е — угловое ускорение, a j  =  v =  м х  г -  скорость 
точки М. Тогда

w =  в X г - f  m х  V.

Вектор е х  г направлен по касательной и траектории точки (к окруж 
ности радиуса р), т. е. параллельно скорости (так как вектор в 
направлен по оси вращения (р^с 10.8)). Эта составляющая ускорения 
является касательной составляющей ускорения точки М тела. 
В дальнейшем будем называть эту составляющую вращательным 
ускорением, т. е.

wBl> = е  х  г.
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Эю название связано с тем, что с такой составляющей ускорения мы 
негрепшея при изучении более сложного движения тела, когда 
вектор е х  г уже не будет являться касательным ускорением 
точки М.

Численное значение вращательного ускорения равно 

w*9 =  ег sin (г, к) =  кр.

Вектор м х  v направлен в плоскости окружности радиуса р 
от точки Л4 к точке С, т. е. направлен к оси вращения по нормали 
к траектории и является нормальным ускорением точки М Этот 
вектор

w oc =  ftl х  V ,

направленный к оси вращения, будем 
называть осестремителышм ускоре
нием.

Так как вектор v перпендикулярен 
вектору ш, то численное значение осе
стремительного ускорения равно

woc — toy =  0)2р.
Модуль полного ускорения точки М 
будет

w =  V =  Р V ь- +  to4.
Угол р, образованный векторами полного и осестремительного уско
рений, определяется из формулы

tg p  =  - ^  =  ^ r .

Задача 10.1. Стрелка гальванометра длиной/движется по закону <р =  (p0 s ir iy / ,
где ф0 — угол максимального отклонения стрелки от положения <р =  0, а Т  — период 
колебаний. Найти модуль и направление ускорения конца стрелки гальванометра 
о момент времени I — Г/4.

Угловая скорость и угловое ускорение соответственно равны

2л 2л .
—  'Го cos —  I, ег =  чр =

4л2 2л .
-  у г  То s in —  t.

Модуль вращательного ускорения будет

wBР =  /8 =  / <р0 I sill /

а модуль осестремительного ускорения
•1л- 2л
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11|Ж / =  Т/4

и>*ф  =  I - y j -  Фо, к / *  — 0 .

В момент I =  Г/4, угол ф =  ср„, т. с. стрелка доходит до своего крайнего поло
жения. В этот момент времени скорость конца стрелки и =  /со =  0, а ускорение 
будет равно модулю вращательного ускорения.

Г л а в а  XI

ПЛОСКОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА

§ П Л . Задание движения

Движение твердого тела называется плоским, если все точки тела 
перемещаются в плоскостях, параллельных некоторой неподвижной 
плоскости.

Примером плоского движения тела может служить качение 
цилиндра по горизонтальной плоскости, при котором его основание 
остается все время параллельным плоскости уг (рис. 11.1).

Рассмотрим произвольное плоское движение твердого тела. 
Пусть все точки тела перемещаются в плоскостях, параллельных 
плоскости ху  (рис. 11.2). Из определения плоского движения и из 
свойств твердого тела (углы между любыми прямыми, фиксирован
ными в твердом теле, сохраняются неизменными) следует, что любая 
прямая Л В , проведенная п теле перпендикулярно плоскости ху, 
будет перемещаться поступательно, т. е. траектории, скорости и 
ускорения всех точек этой прямой будут одинаковы.

Таким образом, для определения движения тела необходимо 
знать движение лишь одной точки на каждой прямой, проведенной 
перпендикулярно плоскости ху  Взяв точки в одной плоскости, 
параллельной плоскости ху, мы можем утверждать, что плоское 
движение твердого тела вполне определяется движением плоской 
фигуры, полученной от пересечения тела любой плоскостью Q, парал
лельной плоскости ху  (см. рис. 11.2).



§ 11.21 СКОРОСТИ ТОЧЕК ТЕЛЛ ПРИ ПЛОСКОМ Д ВИЖ ЕНИИ

Итак, задание движения твердого тела сводится к заданию движе
ния одного его сечения. Поэтому в дальнейшем будем изображать 
только плоскую фигуру — сечение тела и изучать движение точек 
этого сечения в его плоскости.

Пусть А у 1Л) и В (х1П, у 1В) — две точки плоской фигуры, 
находящейся в плоскости Ox{y t (рис. 11.3, а). Так как расстояние d 
между этими точками остается неизменным

(хХА — х1В)г +  (’.к а  — У IB? — d2, 
то из четырех координат независимых только три. Присоединение 
третьей точки С (xiC, У\с) не увеличивает числа независимых коор
динат, ибо две новые координаты х1С и У\с должны удовлетворять

Рио. 11.3

двум равенствам, выражающим неизменность расстояний до ранее 
выбранных точек А и В. Таким образом, для описания плоского 
движения тела требуется знать три независимые координаты как 
функции времени.

Свяжем жестко с плоской фигурой систему координат Аху. Тогда 
положение системы Аху, а вместе с ней и положение плоской фигуры 
относительно системы координат Oxjijt будет вполне определено 
заданием координат jr,A и у 1Д точки А и углом <р между осями Ах* 
н Ах — см. рис. 11.3, б (оси Лх2 и А уг соответственно параллельны 
осям Ох, и Оу! и перемещаются при движении фигуры поступательно). 
Следовательно, три функции времени

* М = * 1 л (0 . У>А =  У\А (О, ф — ф (0 (11.1)

определяют положение плоской фигуры в любой момент времени. 
Равенства (11.1) называются уравнениями движения плоской фигуры  
или уравнениями плоского движения твердого тела.

§ 11.2. Скорости точек тела при плоском движении

Найдем формулы, позволяющие при заданных функциях (11.1) 
определить координаты любой точки плоской фигуры.

Пусть система координат О*,#, является неподвижной системой, 
а система координат А х $ г, имеющая начало в произвольно выбран
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ной точке А плоской фигуры, движется поступательно. Систему 
координат А ху  жестко свяжем с плоской фигурой.

Радиус-вектор гя, определяющий положение точки В относительно 
неподвижной системы координат Ох,у, (рис. 11.4), можно задать при 
помощи двух векторов: гА, определяющего положение точки А 
в системе отсчета О х,уи и р, определяющего положение точки В

в системе отсчета Ах^уг,

тв  —  ТА  +  Р- ( 1 1 -2 )

Зная координаты x iA и у 1А точ
ки А и координаты х в и у п точки В 
в системе координат Аху, а также 
угол ф между осями Ах3 и Ах, 
можно определить координаты х ,п 
и уи, точки В по формулам:

Х\ В  (0  =  х1А (0  +  хв cos ф (/) —
-  у  в  sin ф (О, -п  3) 

У 1в (0  =  У1Л (О +  Хв sin ф (0 +  
+  у в cos ф (О-

Напомним, что координаты х п и у в — постоянные величины. 
Продифференцировав по времеин и y iB, найдем проекции 

скорости точки В на координатные оси:
Ххв — хы  — х п<р sin ф — y B(pcos(p,'ylB — у ,л +  Хд'ф cos ф—j/B(psin ф.

( 114)
К этому же результату можно прнйти, дифференцируя непосред
ственно тождество (11.2),

йгв
dt

dr.
dt (11.5)

Заметим, что druldt =  \ в , d r j d t  =  vA. Что же касается dp/dt, то 
это есть скорость точки В относительно подвижной системы коор
динат АХ2У2, т. е. относительная скорость (см. § 10.2). Введем для нее 
обозначение \ ПА\

v - М -  V R A  d t  •

Движение тела относительно системы координат Ах^уг представ
ляет собой вращение тела вокруг оси А г%, направленной перпенди
кулярно плоскости чертежа (рис. 11.4) на читателя. Таким образом, 
скорость vBA есть скорость точки В при вращении тела вокруг оси 
А гг. Д ля определения этой скорости мы уже получили формулу 
(§ 10.2)

v^  =  0>4 Xf>,



где ыА — угловая скорость вращения фигуры вокруг точки А 
(вокруг оси А гг), которую в дальнейшем будем называть полюсом. 

Формула (11.5) принимает теперь вид
vB =  vA -f-<oA x p  =  vA 4 -v BA, (11.6:

т. е. скорость какой-либо точки В плоской фигуры равна геометри
ческой сумме скорости полюса А и скорости точки В при вращении 
плоской фигуры вокруг полюса Л.

Покажем, что угловая скорость вращеиия фигуры не зависит 
от выбора полюса. Пусть А и В — две какие-нибудь точки плоской 
фигуры. Пусть полюсу А соответствует угловая скорость о>А, а по
люсу В — угловая скорость юд. Найдем скорость точки В, приняв 
за полюс точку А

v e  =  у  а  +  « л  X  р .

Приняв теперь за полюс точку В, найдем скорость точки А

V.t = V „  +  0>fl X ( — р).
Сложив оба равенства, получим

(о)А — о>в) х  р  =  0.

Но вектор тЛ — т0 перпендикулярен плоскости фигуры, и, 
значит, полученное равенство может выполняться только при юА =  
=  ыв. Тяким образом, нет надобности в дальнейшем сохранять 
индекс полюса в обозначении вектора угловой скорости, т. е. о»д =
=  0)д =  О).

Формула (11.6) может быть записана теперь в виде
Vs =  v A +  vBA =» v A -f- ю x p. (11.7)

Если заметить, что

J»
<4 X Р =  0 0 Юг

х г в  V i В 0
гле

*гп” *в C0» T - .V n *in Ф. У г п ° хп s,n 1' +  У о с08 ф. =
то 4 4 (11.7) после проектирования на оси координат можно получить уже ранее 
полученные формулы (11.4).

Так как v„A =  о> х Р =* © X АВ, то модуль скорости 
i'ba ”  w • АВ,

ибо вектор о» перпендгкулярен плоскости чертежа. Отметим, что 
вектор vflA перпендикулярен также А В. Направление вращения 
плоской фигуры вокруг полюса определяется по знаку проекции 
угловой скорости на ось Агг. Так как о>г =  <р, то при и. >  0 враще
ние происходит против хода часовой стрелки и при <ог <  0 — по 
ходу часовой стрелки.

{ 11.3] СКОРОСТИ ТОЧЕК ТЕЛА ПРИ ПЛОСКОМ ДВИ Ж ЕН И И  169
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На рис. 11.5, а и б показано, как, зная скорость точки А, можно 
найти скорость точки В при со, >  0 п со, <  0.

Из формулы (11.7) следует одна полезная теорема:
При плоском движении проекции скоростей двух точек тела но 

ось, проходящую через эти точки, равны между собой.

Рис. 11.5 Рис. 11.6

Выберем положительное направление для оси А В, как указано 
на рис. 11.6. Воспользуемся далее формулой (11.7)

v a  —  VA +  V BA-

Проектируя это равенство на направление АВ, получим

(vn)iWi=  (Уа )ап +  (Ула)ап- 
Последнее слагаемое в этом соотношении равно нулю, так как 

вектор v/M перпендикулярен А В, и, следо
вательно,

( у в ) д п  —  ( Ч л ) а в >

Задач» I I .I .  Определить скорость ползуна В 
кривошипно-ползунного механизма, изображенного 
на рис. 11.7, если АС =  СВ =  I и известна угловая 
скорость ш кривошипа АС п момент времени, когда 
АС и ВС взаимно перпендикулярны.

На основании доказанной теоремы
(ув)п<; “  (v/i)/:c* °а =  vu cos W V '

откупа vn =  vc Y i  — b)i У 2, так как vc =  a>l.

Определения и теоремы этого параграфа можно использовать 
для графического нахождения скоростей точек плоской фигуры.

§ 11.3. План скоростей
В недалеком прошлом планы скоростей и ускорений использовались в технических рас

четах при определении усилий в различных звеньях механизмов, причем ведущему звену 
задавались от 12 до 36 положений. С появлением ЭВМ техническое значение этих планов 
утратило свой смысл. Здесь эти планы приводятся из методических соображений — будуще
му инженеру-механику полезно знать характер распределения скоростей и ускорений в твер
дом теле и в механизмах. Это нужно знать и для построения программ для ЭВМ.

Приступая к графическому нахождению скоростей точек плоской фигуры, будм считать 
заданный модуль и направление скорости одной точки и направление и скорость другой точки.

Пусть например, известны вектор скорости точки А и направление скорости точки В 
(рис. 11.8. о). Определим сначала модуль скорости точки В, а затем векторы скорости 
точек С и D.
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Скорость точки В определяется формулой (11.7)

Т. к. нам известны вектор v,, и направления векторов vfl и \ вл (напомним, что вектор 
v((1 перпендикулярен отрезку АВ), то можно получить графическое решение уравнения 
( 11.7). Для этого из произвольно выбранного полюса р ( рис. 118, 6 ) в произвольно 
выбранном масштабе отложим вектор pa = v4.

Если бы нам была известна скорость \ ВА, то, отложив от точки а вектор аВ -  
мы получили бы точку Ь и, очевидно, вектор был бы равен вектору скорости vn. 
Но нам известно лишь направление вектора vBA (\ вл± А В ). Поэтому поступим 
следующим образом: через точку а проведем прямую, перпендикулярную отрезку 
АВ. Коней вектора \ вл должен лежать на этой прямой. Проведем теперь из полюса 
р прямую, параллельную вектору скорости точки В. Пересечение этих прямых и 
определит точку Ь, причем вектор 
at> «• vba , а вектор pb =  vg

Зная теперь векторы скоростей 
точек А и В, найдем скорость точки 
С. На основании формул

“ - " ,  +  V v
'С  ~  ’ о  +  v c o  

можно записать:

VA +  VCyi“ VH +  VCB- 01.8)
Проведем из точки а прямую 

перпендикулярно отрезку /4С (так
как \ сл X АС). Конец вектора vtM должен лежать на этой прямой. Из точки Ь проведем 
прямую перпендикулярно отрезку ВС (vcn X ВС). Конец вектора vcfl лежит на этой 
прямой. Следовательно, точка пересечения прямых, проведенных нами из точек а и 
Ь, определит точку с; в соответствии с равенством (11.8) будем иметь

С '
V,-

Соединим точки р и с прямой, получим
7с  =  у с .

Для нахождения скорости точки D следует использовать формулы

*Д +  у1-
и провести аналогичные построения.

Фигура abced  (рис. 11.8, б) представляет собой графическую картину 
распределения скоростей точек плоской фигуры и называется планом скоростей. 
Точки а, Ь, с, е, и d называются вершинами, а точка р  — полюсом плана скоростей; 
векторы ра, рВ, рс, ~рё. и рЕ называются лучами и представляют собой скорости 
соответствующих точек. Векторы, соединяющие вершины плана скоростей, т. е. 
векторы aF, Fc, ас, ас, аЭ, Цё, и 73. равны скоростям точек В, С, Е, D при вращении 
фигуры вокруг соответствующих полюсов.

Легко показать, что треугольник относительных скоростей на плане скоростей 
подобен соответствующему треугольнику плоской фигуры и повернут по отношению 
к нему на угол 90'. Так как ab X АВ, ас X AC, be i  ВС то

л  аЬс =  ABC, л  сцЬ =  ^  АСН. ^  cah — *  CAB. 
а следовательно, треугольник аЬс подобен треугольнику ABC и повернут по 
отношению к нему на угол 90*.
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Построив план скоростей, можно определить угловую скорость плоской фигуры. 
Так как аЬ — у^А ' Ьс =  \св  11 т. Д-. то, приняв во внимание принятый масштаб 
построения плана скоростей, \ гловую скорость найдем по формуле

06 . (11.9)В А
АВ АВ ВС

Задача И .2. Определить скорость точки D механизма, изображенного на 
рис. 11.9, а, путем построения плана ''коростей, если известно, что угловая скорость 
стержня 0,А  равна о>„.

Скорость точки А будет ранна по модулю г>д — О.А-и^ и направлена, *ак 
показано на рисунке. Направление скорости точки В перпендикулярно стержню 
ОгВ. Для определения скорости точки D мы сначзла должны найти скорость точки С, 
принадлежащей как стержню АС, так и стержню CD.

Отложим от полюса р вектор ра — \ а , из точки а проведем прямую, перпендику
лярную стержню АВ  (рис. 11.9,6). Прямая, проведенная из точки р параллельно 
направлению скорости точки В, пересечет прямую, проведенную из точки а, в точке Ь 
и, следовательно, вектор pb будет равен Точку с на плане скоростей получить 
путем нахождения точки пересечения прямых линий, проведенных из точки а перпен
дикулярно стержню АС н из точки Ь перпендикулярно ВС, нельзя, так как эти линии 
сливаются. Поэтому для нахождения точки с воспользуемся соотношениями (11.8):

ab _  Ьс 
АВ ~  ВС *

Это значит, что точка Ь делит отрезок ас а том же отношении, что и точка В  — отрезок 
АС. Таким образом находим точку с. Вектор рс — vG.

Теперь проведем из точки р прямую, параллельную направлению скорости 
точки D, а из точки с — прямую, перпендикулярную стержню CD. Пересечение этих 
прямых определит точку d, причем pd — Vq .

§ 18.4. Мгновенный центр скоростей. Центроиды

Мгновенным центром скоростей называется точка плоской 
фигуры, скорость которой в данный момент времени равна нулю.

Докажем теорему о существовании мгновенного центра ско
ростей: если угловая скорость плоской фигуры отлична от нуля, 
то мгновенный центр скоростей существует.
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Пусть скорость Уд произвольной точки плоской фигуры от
лична от нуля (в противном случае точка А была бы мгновенным 
центром скоростей).

По знаку угловой скорости о>, =  ф определяем направление 
вращения плоской фигуры вокруг точки А и в этом направлении 
откладываем от точки А отрезок А Р  ~  «л /и> перпендикулярно
СКОРОСТИ Уд.

На рис. 11.10 предполагается, что со, — ср >  0, и поэтому отре
зок А Р  повернут относительно ул против хода часовой стрелки.

Докажем, что скорость полученной точки Р  равна нулю, т. е. эта 
точка и есть мгновенный центр скоростей.

В соответствии с формулой (11.7) имеем
V p =  У д  +  V Р А -

Так как скорость угл перпендикулярна А Р , то вектор уРД 
параллелен vA. Кроме того, в соответствии с правилом построения 
отрезка А Р  векторы \ А и v VA имеют противоположные направления. 
Модуль скорости Урд равен

vpa =  w AP =  ^ w =  va .

Два вектора, равных по величине и противоположно направлен
ных, в сумме равны нулю. Следовательно,

Vp =  Уд +  Урд —  0 ,

т. е. скорость точки Р  равна нулю.
Выберем теперь за полюс точку Р. Тогда скорость произвольной 

точки А плоской фигуры найдется по формуле (рис. 11.11)

vA =  v,, - f  со х  РА =  ш х  РА, (11.10)
так как vP — 0.

Отсюда следует, что скорости точек тела при его плоском дви
жении распределяются точно так же, как и при вращательном
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движении. Роль неподвижной оси играет мгновенная ось, проходя
щая через мгновенный центр скоростей перпендикулярно плоскости 
движения. Таким образом, скорости всех точек фигуры перпенди
кулярны отрезкам, соединяющим эти точки с мгновенным центром 
скоростей (vA X  АР),  а модули скоростей пропорциональны рас 
стояниям до мгновенного центра скоростей (vA =  а - Р А ) .

Зная положение мгновенного центра скоростей, можно найти 
скорости всех точек плоской фигуры, если известна скорость какой- 
либо t>e точки.

В самом деле, пусть известна, например, скорость vA точки А; 
тогда из равенства vA — ы А Р  найдем «  =  v j A P  и скорость

любой точки В будет va — va PB/ PA.  Соединив конец вектора v0 
с точкой Р,  получим эпюру распределения скоростей вдоль от
резка Р В  (см. рис. 11.11).

Используя основные свойства мгновенного центра скоростей, 
можно определить его положение и в других случаях. На рис. 11.12, а 
показано, как находится эта точка, когда известны направления 
скоростей двух точек. Из точек А и В восставлены перпендикуляры 
к vA и Vs. Точка Р  находится на их пересечении. Если скорости 
точек А и В параллельны и АВ  J_ va , то для определения мгно
венного центра скоростей следует воспользоваться свойством про
порциональности модулей скоростей расстояниям точек до мгновен
ного центра скоростей. На рис. 11.12, б и в  показано, как находится 
мгновенный центр в этих случаях. На рис. 11.12, г  показан случай, 
когда v g и \ А параллельны, но vA не перпендикулярна отрезку АВ.  
Очевидно, что в этом случае прямые, перпендикулярные vA и vc, 
пересекаются в бесконечности и мгновенного центра скоростей 
не существует. В самом деле, иа основании теоремы о проекциях 
скоростей имеем vA cos а  -= v„ cos а.  Отсюда vA =  vB и v A — v„. 
Из формулы (11.7) следует, что при этом ы X АВ  =  0, т. е. угловая 
скорость фигуры равна нулю (о* =  0). Значит, в данный момент 
времени скорости всех точек плоской фигуры равны по модулю и 
направлению и, следовательно, точки, линейная скорость которой 
равна нулю, не существует.

Р
Рис. 11.12
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При качении без скольжения одного тела по поверхности дру
гого (рис. 11.12, д) мгновенный центр скоростей совпадает с точкой 
соприкосновения тел (так как при отсутствии скольжения скорость 
точки соприкосновения равна нулю).

Использование мгновенного центра скоростей очень часто упро
щает решение задачи.

Задача 11.3. В двухползунковом кривошипном механизме кривошип О А =  
=  г =  15 см, вращается вокруг оси О с постоянной угловой скоростью й)0 =  2 рад/о 
(рис. 11.13). Длины шатунов 
равны между собой (А В =
=  CD =  / =  60 см), АС =  D 
=  ИЗ. При горизонтальном 
(правом) положении кривошипа 
ОА определить: 1) угловые ско
рости шатунов АВ  и CD;
2) скорость ползуна D.

В рассматриваемом меха
низме звенья АВ  и CD совер
шают плоское движение. Опре
делим положение мгновенных 
центров скоростей шатунов АВ  
и CD. Восставляя перпендику
ляры к направлениям скорости точки А и скорости точки В (точка В движется 
по горизонтальной прямой), убеждаемся, что мгновенный центр скоростей шатуна 
А В в данный момент времени совпадает с точкой В (рис. 11.13).

Модуль скорости точки А как точки кривошипа ОА равен ид ■= соу, с другой 
стороны, модуль скорости этой же точки как точки шатуна АВ  будет

ид =  ш-АВ,
где м — угловая скорость шатуна АВ.

Следовательно, t%г =  а-АН  и

w =  =  0,5 рад/с.

Модуль скорости точки С шатуна АВ рапеч
1’С =  и -ВС =  20 см/с.

Направление вектора va перпендикулярно АВ.
Так как скорости точек С и и  параллельны, то мгновенный центр скоростей 

шатуна DC лежит в бесконечности и угловая скорость coj шатуна DC равна нулю. 
Значит, v D =* ve и vq =  20 см/с.

В отличие от чисто вращательного движения, при плоском дви
жении мгновенный центр скоростей меняет, вообще говоря, свое 
положение на плоскости. Если наклеить на фигуру, совершающую 
плоское движение, лист бумаги и в каждый момент времени про
калывать иглой мгновенный центр скоростей, то получатся две 
серии отметок: одна на неподвижной плоскости, лругая на листе, 
связанном с фигурой.

Геометрическое место мгновенных центров скоростей, отмеченных 
на  неподвижной плоскости, называется неподвижной центроидой.

Геометрическое место мгновенных центров скоростей, отмеченных 
н а  плоскости, жестко связанной с фигурой, называется подвижной 
центроидой.
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При качении цилиндра по горизонтальной плоскости (рис. 11.12, д) 
неподвижная центроида — горизонтальная прямая, а подвижная — 
окружность.

В каждый момент времени подвижная и неподвижная центроиды 
имеют общую точку касания — мгновенный центр скоростей Р, 
т. е. точку, скорость которой равна нулю. Поэтому плоское движе

ние можно представить как качение 
без скольжения подвижной центроиды 
по неподвижной.

Задача 11.4. Определить центроиды под
вижного звеиа CD антипараллелограмма ABCD, 
у которого звено АВ  закреплено неподвижно, 
CD =  АВ, СВ =  AD.

Изобразим в точках С- и D скорости ve и 
V0 . Перпендикуляры к ним пересекаются в 
точке Я (рис. 11.14) — мгновенном [центре ско
ростей звена CD. Треугольники ABD  и CBD 
равны по трем сторонам. Следовательно, 
^  ADB =  ^  CBD и треугольник PBD равно
бедренный, Поэтому

АР  +  РВ =  АР  +  PD =  AD =  const,
CP +  PD =  CP +  РВ =  СВ «= const.

Отсюда вытекает, что точка Р  неподвижной плоскости, жестко связанной со зве
ном АВ, описывает эллипс с фокусами в А и В, а в подвижной плоскости, связанной 
со звеном CD — эллипс с фокусами в С и D. Первая кривая является неподвижной 
центроидой (она заштрихована), вторая — подвижной.

§ 11.5. Ускорения точек при плоском движении.
Мгновенный центр ускорений

Д ля определения ускорения точки плоской фигуры проднффе* 
ренцируем равенство (11.7) по времени:

<(v„ rfv. ill» . сIP
X p +  d> Xdl dt ‘ dt " r  ' ' '  dt '

В этом соотношении d \ Bld t — w B, d v j d t  =  wA — соответственно 
ускорения точек В к A , dp/dt  =  и Х  р =  \ вл , da/ dt  =  е —  вектор 
углового ускорения. Вектор е, как и вектор &, направлен перпен
дикулярно плоскости фигуры и определяется формулой

8 =  4"(Ф к) =  ф!{.

Таким образом, ускорения точек А и В  связаны между собой соот
ношением

w B =  wA +  e х  р +  <а X vBA. (11.11)

Два последних слагаемых в равенстве (11.11) определяют уско
рение точки В  при закрепленной точке A (wA =  0). Поэтому их 
сумма

e X p  +  0 X v BA =  wJA
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дает ускорение точки В во вращательном движении относительно 
системы координат А х 2у,.

При изучении вращательного движения мы уже выяснили, как 
направлены составляющие вектора ускорения wв л . Легко еще раз 
убедиться, пользуясь правилом составления векторного произведе- 
ния, что се X vBA имеет направление, совпадающее с ВА  (от точки 
к полюсу), а е Х р  перпендикулярно В А . Сохраним за этими состав
ляющими старые названия — осестремитель
ного (или центростремительного) и враща
тельного ускорений, т. е.

= е х р.' ^ = ® Х У М ,

Модули этих составляющих будут

w u a  ~  Ш~Р ~  0)2‘ АВ' w b a  =  tp =  е-АЗ.
( 11. 12)

На рис. 11.15 геометрически сложены три 
вектора и определено ускорение точки В 
при помощи формулы

Wc (11.13)

Рис. 11.15Таким образом, ускорение любой точки В 
плоской фигуры геометрически складывается 
из ускорения полюса, осестремительного и вращательного ускоре
ний во вращательном движении фигуры относительно полюса.

Заметим, что при решении задач, прежде чем устроить ускорение 
точки по формуле (11.13), необходимо вычислить угловую скорость 
тела, его угловое ускорение и выбрать полюс. За полюс выбирается 
обычно такая точка, ускорение которой легко находится из условия 
задачи. Иногда, зная, например, направление искомого ускорения 
точки, угловое ускорение можно определить по формуле (11.13).

Из (11.12) найдем угол, составленный вектором w BA с направле
нием на полюс (рис. 11.15),

t,nP 
U А

иссевл ,1* •

Отсюда видно, что этот угол, во-первых, не зависит от выбора полюса
и, во-вторых, для всех точек при фиксированном времени одинаков.

Модуль ускорения точки при вращении фигуры вэкруг полюса 
также находится из равенства (11.12)

w da — AB J/V -f-o)4. (11.14)

Он зависит от расстояния точки до полюса. 
Введем понятие мгновенного центра ускорений.
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Мгновенным центром ускорений называется точка плоской фи
гуры, ускорение которой в данный момент времени равно нулю.

Д ля построения мгновенного центра ускорений будем предпола
гать, что нам известны ускорение одной из точек wA, угловая ско
рость о  и угловое ускорение е, причем предполагается, что <о и е

QA угол а . Такой же угол составляет и wA с AQ. Поэтому век
торы w<jA и wA параллельны (рис. 11.16). В силу принятого пра
вила отсчета угла а  ускорения w QA и wA будут всегда противо
положно направлены. Остается теперь установить, что они равны 
по модулю. Вспоминая (11.14) и подставляя (11.15), получим

Таким образом, мы доказали, что точка Q — мгновенный центр 
ускорений.

Ускорение любой точки в данный момент времени теперь может 
быть определено так же, как и при вращении вокруг неподвиж
ной осн;

(поскольку YTq =  0).
Следует иметь в виду, что мгновенный центр ускорений и мгно

венный центр скоростей, — вообще говоря, разные точки. В этом 
легко убедиться, рассмотрев простой пример. Допустим, диск катитсй 
по горизонтальной плоскости без скольжения (рис. 11.12, д) и ско

(11.15)

При этом, если е, =  ф >  0, то угол а  откладывается против хода

Убедимся в том, что ускорение точки Q 
равно нулю. Выбрав за полюс точку А , по

часовой стрелки (рис. 11.16), при противопо
ложном знаке ф — по ходу часовой стрелки.

лучим
wQ =  wA -f- wQA.

Как мы уже отметили ранее, угол между уско
рением точки относительно полюса и направ-

Рио. 11.16 лением на полюс не зависит от выбора полюса.
Следовательно, w QA составляет с направлением

<%4 =  AQ. V &  +  о 4 =  - т = = = г  Vn* (а4 =  wA.
У е2 4- а)4

Отсюда следует:

Wq =  wa +  woa =  0.

VVA  < =  W q  +  W h q  =  W „ < J  =  w ° / Q - j -  w ^ q
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рость его центра О постоянна. К ак мы уже знаем, мгновенный центр 
скоростей находится в точке касания Р . Так как вектор скорости 
точки О постоянен, то ускорение центра диска равно нулю. Таким 
образом, мгновенный центр ускорений совпадает с центром диска, 
а мгновенный центр скоростей — с точкой касания.

§ 11.6. План ускорений

В этом параграфе мы рассмотрим методы графического определения ускорений 
точек плоской фигуры.

Пусть заданы скорости точек плоской фигуры (рис. 11.17) (построен план ско
ростей), ускорение wA точки А и направление В В ' ускорения точки В. Определим

Рнс. 11.17

ускорения точек В и С плоской фигуры. На основании формулы (11.13) для данных 
точек А и В фигуры можно записать

wb  =  w л +  w'iел  +  WBA- 
В этом уравнении вектор известен по модулю и направлению, вектор изве
стен по направлению (он направлен от точки В к точке А), а его модуль опреде
ляется по формуле

в  а  '
^вл
АВ

(аЬ)а 
АВ

Вектор vvj/y, направлен перпендикулярно АВ, а вектор wa  — в дать линии ВВ'. 
Поэтому уравнение (11.13) можно графически решить следующим образом.

Выбирая соответствующий масштаб, из произвольной точки q (полюса построе
ния) проводим вектор дах, геометрически равный вектору х у д . К сектору qal при
кладываем вектор apTv  геометрически равный вектору w#cA. Через точку я , прово
дим прямую, перпендикулярную АВ (параллельно вектору w ^ ) ,  па этой прямой 
будет лежать конец вектора wдРд — последнего слагаемого векторной суммы, а сле
довательно, и конец вектора wg. Для определения модуля вектора wи проведем 
из точки q прямую, параллельную В В '. На этой прямой лежит конец вектора wn, 
следовательно, конец вектора wn будет лежать в точке Ьх пересечения прямых, про
веденных параллельно векторам w^p4 н wB из точек я, н q.
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Таким образом, мы построили векторы qbs =  wB, л,*, =  e,/i, =
Я <l|*i *= w BA .

Для определения ускорения точки С можем написать следующие два уравнения!

WC =  WH +  W°CA +  w 0 5 -  WC =  w fl +  w Cfl +  WCB« (П.16)

В первом уравнения нам известен вектор wA по модулю и направлению, вектор 
мы знаем по направлению (он направлен от точки С к точке А), а модуль его опре- 
деляется по формуле

.о с  VC A  
С А -  ~а с  '

Вектор vv®P, известен только по направлению (он перпендикулярен АС).
Еектор ко  не известен ни по модулю, ни по направлению. Поэтому первое 

уравнение графически решить нельзя. Точно так же нельзя решить и второе уравне
ние, так как в него входит искомый вектор wc и вектор w”^ , неизвестный по модулю. 

Из уравнений (11.16) следует

WA  +  W°CA +  =  * В  +  * С В  +  < ' в -  (П .1 7 ;

В этом уравнении вектор направлен от точки С к точке В, модуль же вектора
определится из равенства

ос Vcn  
иСВ ~~вс^‘

Вектор v.^a  перпендикулярен отрезку СВ. Таким образом, в уравненне (11.17) 
входят известные векторы w^, wB, и w£g и векто;>ы w'.^, п w ^ ,  известные 
no направлению. Следовательно, уравнение (11.17) можно решить гра«{>ически.

К построенному вектору qat — прикладываем вектор а,Л, =  и через 
точку kt проводим прямую, перпендикулярную вектору a^k[. Вдоль этой прямой 
будет направлен вектор w’l?A и, следовательно, на этой прямой будет лежат”  конец 
вектора wc . К построенному вектору qF{ =  wB прикладываем вектор гул, =  ŵ ?B 
и через точку т1 перпендикулярно FJnt проводим прямую. Вдоль этой прямой будет 
направлен вектор w®pB и, следовательно, и на этой прямой будет лежать конец 
вектора wc.

Так как конец вектора wc  должен лежать на прямых, перпендикулярных век
торам a и 6, т 1( то он лежит в точке их пересечения с,. Таким образом, полученный 
вектор дс1 будет вектором ускорения точки С. Итак, мы определили графически 
ускорения точек В и С. Векторы "qa„  "qbx и qc[, выходящие из полюса q, будут векто
рами ускорений точек А, В и С.

Фигура qa ^C fl (рис. 11 17, в), представляющая собой графическую картину 
распределения ускорений точек в плоской фигуре, называется планом ускорений.

На плане ускорений векторы albI =  wba, aici — WCA и *ici — wCo суть 
ускорения точек В  и С, обусловленные вращением фигуры вокруг соответствующих 
полюсов, причем

wB A =  АВ Y W + "ш3, wCA =  АС •у 'е- +  й)4, wCB =  В С -У ^  +  ш*. (11.18)

Построив план ускорений, легко показать, что фигура подобна фигуре ABG 
и повернута по отношению к ней па угол п—о, где а  определяется по формул*

tg a  =  е/оА
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Действительна, согласно формулам (11.18) отрезки a fy , Itfy и с^л, пропорциональны 
отрезкам АВ, ВС и СА, поэтому Д  а^ с ,  ~ А  ABC. Далее, так как ^  /i,aj6, =  
=  ^  miblci =■ ^  Л1з 1с, =  а , то векторы atbt, 61с1 и с^а, составляют с отрезками АВ, 
ВС и СА угол л—а.

Если из плана скоростей мы можем определить угловую скорость плоской фи- 
гуры, то из плана ускорений можно определить угловое ускорение плоской фигуры. 
Действительно, так как

«А  =  =  Ъ'АВ»

УО

Следует взметать, что при всех вычислениях нужно принимать во внимание 
принятый масштаб построения планов скоростей и ускорений.

Задача 11,8. Определить ускорение точки I) механизма, изображенного на 
рнс. 11.18, а.

Рнс. 11.18

План скоростей для этого механизма нами уже построен (рис. 11.9, б). Полное 
ускорение точки А направлено к точке 0t , так как угловая скорость ш0 постоянна, 
а модуль ускорения точки А равен wA =  0 ,А -ш*. Модуль и направление ускорения 
точки В нам неизвестны. Определить ускорение точки В можно, например, сле
дующим образом.

Согласно формуле (11.13) имеем

w b  =  w a  +  w b a  +  ™вРа - 

Вектор v/A вам известен, вектор направлен от точки В к точке Л, а его модуль

равен ^  (величину ab берем из плана скоростей), вектор
перпендикулярен отрезку А В.

Из какой-либо произвольной точки q (рис. 11.18, б) отложим вектор qal =  v t\ 
(а произвольно выбранном масштабе), к точке а] приложим вектор о,/!, =  w^At
а через точку проведем прямую, перпендикулярную отрезку АВ  (или вектору а^п\). 
Очевидно, что конец вектора ws должен лежать на этой прямой.
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Так как стержень 02В вращается вокруг точки Ог, то можно представить вектор 
ускорения w# в следующем виде:

WB — wfiO, +

где Wg°0i — осестремительное ускорение точки В относительно 02, направленное 
к точке 02 и равное по модулю =  (рЬ)У02В (величина pb берется нэ плана 
скоростей), a wjjp0t — вращательное ускорение точки В относительно 02, направ
ленное перпендикулярно ОгВ. Отложим теперь от точки q вектор qm{ =  w°̂ 0tt 
а через точку проведем прямую, перпендикулярную стержню ОгВ. Конец век» 
тора wв  должен лежать на этой прямой. Следовательно, конец вектора we нахо
дится в точке пересечения прямых, проведенных из точек nt и щ ,  т. е. wo =  qb[.

Построив вектор wв, мы можем перейти к определению ускорения точки’ С. 
Заметим, что вектор albl  ■= wBA- Так как векторы wВл  и WCA образуют с направле
нием стержня АС  один и тот же угол a  (tg а  =  е/о>2), то векторы albl =  v/ba  и 
olc1 =  wCA будут лежать на одной прямой. Для нахождения точки ct воспользуемся 
аависимостями (11.18). Из них следует, что

WB A  . WC A  „ „ „  _ f l l f l
AB ~  AC .....  AB AC '

т. e. точка Cj делит отрезок ахЬу внешним образом на части, пропорциональные 
отрезкам, на которые точка С делит отрезок АВ. Таким образом, построив точку си  
находим что alc1=  wCA и wc.

Ускорение точки D определяется формулой

wo  =  wt  +  w °dc  +  WDC-

Вектор wc  =  ~qcx мы только что нашли, вектор w °̂c  направлен от точки D к точке С 
и по модулю равен Шд°с =  (cdf/D C , а вектор w^pc перпендикулярен стержню CD. 
Направление ускорения точки D известно (точка D совершает прямолинейное дви
жение). Из точки с, отложим вектор w“ c =  с,*, (параллельно стержню CD). Про
ведя теперь из точки kt прямую, перпендикулярную стержню CD, найдем ее точку 
пересечения с прямой, проходящей через точку q и параллельной направлению 
ускорения точки D. Эта точка пересечения и будет точкой dl  и, следовательно,

=  WDC- Ц .  =  WD'

§ 11.7. Задачи

Задача П .в. В двойном кривошипно-ползунном механизме, изображенном на 
рис. 11.19, размеры звеньев следующие: ОА =  10 см, А В =  CD =  D E  =  20 см. 
Расстояние между ползунами ВС =  10 ]Аз см. Оси кривошипов О я Б  расположены 
на одной прямой с направляющей ползунов В и С. Расстояние ОЕ =  40 УЪ  см. 
Определить угловую скорость ведомого кривошипа ED в момент, когда кривошип ОД 
перпендикулярен направляющей ОЕ, если угловая скорость кривошипа ОА в это* 
момент равна Шц =  6 рад/с.

Найдем расстояние СВ. Ив рис. 11.19 следует

СЕ =  ОЕ — ОВ — ВС =  401^3 — 10 У З  — 10 У~3 20 см.
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Скорости точек А и В оказались параллельными. Следовательно, на основании 
равенства проекций скоростей двух точек плоской фигуры на прямую, их соединяю* 
щую, имеем

ив  — иА ~  =  С' 10 => 60 см/с.
Заметим, что ползуны В н С составляют одно тело и движутся поступательно, 

поэтому VC =  V g  =  60 см/с.
Найдем мгновенным центр скоростей для шатуна CD. Восставим перпендику

ляры к скоростям ve и vd; точка их пересечения Р — мгновенный центр скоростей 
шатуна CD.

« 4

Рис. 11.19
Скорости точек относятся как их расстояния до мгновенного центра скоростей

J 'd  PD 
«с =  рс  *

Из Л РСЕ следует (по условию CD =  DE)

PD =  DE =  20 см, PC =  V P E i — CBi  =  20 см.
Отсюда получим

PD
V°  ~  ~PC~ °c “  CM/C- 

Искомая угловая скорость кривошипа CD равна

“ '£ D =  ^  =  W  =  3 рад/с.

Задача 11.7. Стержень АВ  движется в вертикальной плоскости так, что его 
нижний конец А скользит по горизонтальной прямой ОС, а сам стержень все время 
опирается в точке М на выступ, высота 
которого равна Л (рис. 11.20). Найти не
подвижную и подвижную центроиды.

Начало неподвижной системы коор
динат Oxji/, возьмем в точке О (у основа
ния выступа), а ось xi направим по 
прямой ОС. Начало подвижной системы 
координат Аху возьмем в нижнем конце 
А  стержня и ось у  направим вдоль 
стержня.

Так как скорость точки А направле
на горизонтально, а точки стержня, со-‘ 
впадающей с точкой М, — вдоль стерж
ня, то мгновенный центр скоростей ле
жит в точке пересечения перпендикуляров, 
восставленных из точек А и М к направ
лениям скоростей этих точек.

Вводя в рассмотрение угол <р между стержнем и горизонтальной прямой, полу
чим для координат мгновенного центра скоростей в неподвижной системе координат 
следующие выражения:

х1р =  Л ctg <р, yy j — AK +  КР — h х1Р ctg ф =  Л cosec1 <р.
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Исключая из этих уравнений угол <у, получим уравнение неподвижной цен
троиды:

Э ю  — уравнение параболы. На рис. 11.20 неподвижная центроида заштрихована.
Координаты мгновенного центра скоростей в подвижной системе координат Аху 
будут

. n h cos Ф hх„■= ЛР-cos ш =  h coseca го cos ф =  — . -■■ ■, у 0 =  ~,;-----.р т sma ф ’ зр  sin ф
Исключая ф из этих уравнений, получим уравненне подвижной центроиды

А & - £ ( £ - * * ) .
Подвижная центроида является кривой четвертого порядка.

Задача 11.8. Коромысло ОА длиной 40 см, качаясь вокруг оси О, приводит 
В движение шатун АВ  длиной 80 см. Ползун В скользит по направляющей ED,

составляющей с горизонтальной ли
нией угол а  =  45°. Найти ускорение 
ползуна В и угловое ускорение шату
на АВ в момент, когда угол (5 =  90° 
(рис. 11.21), если в этот момент угло
вая скорость кривошипа ОА равна 
Шо =  2 рад/с, а его угловое ускорение 
е0 =  0 .

Согласно формуле (11.13) имеем
wa =  wa +  ws * +  wbV

Ускорение точки А направлено н 
точке О и равно

wA — и^-ОА — 160 см/с2.

Осестремительное ускорение w ^ , на
правлено от точки В клочке А и равно

w°b a  =  «>г 'А В ,
где о) — угловая скорость шатуна АВ. 

Для определения угловой скорости ш найдем скорость точки А к мгновенный 
центр скоростей шатуна АВ, который лежит в точке пересечения перпендикуляров 
к скоростям точек А и В этого тела; следовательно, мгновенный центр скоростей 
звена А В находится в данный момент в точке Я (см. рис. 11.21). Треугольник АВР  — 
прямоугольный и равнобедренный:

АВ  =  АР  =  80 см.

Угловая скорость ш определится по формуле

VA а 0-ОА , ,
1 рад/С-

Подставляя значение ш в формулу для w™A, получим

W<BA — М  ст/с2.

Вектор ws  направлен вдоль прямой DE. Вращательное ускорение направлено 
перпендикулярно АВ.
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Выберем в указанном положении ползуна В две взаимно перпендикулярные 
оси, одну ось направим вдаль В А, а другую — перпендикулярно к ней; тогда, 
проектируя обе части исходного векторного равенства на выбранные оси, падучим

шв  cos 45° — w°qA , wB cos 45° =  —wA +  ш|рл .

Отсюда находим

и)в =  8 0 / 2  см/с5, w%A =  240 см/с5.

Угловое ускорение шатуна АВ определяется по формуле

< 4
АВ

240
80

Задача 11.0. Кривошип ОА кривошипно-ползунного механизма (рис. 11.22) 
делает 3000 оборотов в минуту. Определить угловую скорость и угловое ускорение

шатуна, скорость и ускорение поршня и средней точки С шатуна, а также положе
ния мгновенных центров скоростей и ускорений в моменты времени, когда ^  АОВ =* 
*= 90° и -£ АОВ =  0°, если ОА =  100 мм, АВ — 300 мм.

Определим искомые величины в момент, когда ^  АОВ — 90° (см. рис. 11.22, в). 
Скорости V/] и v в  параллельны, следовательно, угловая скорость шатуна содл =» 0 Я

Из условий задачи следует, что

vA =  • ОА — 100л • 0,1 =  Юл м/с,

е ускорение точки А равно

uiA =  ( - ^ У - О А  =  (1С0л)2 0,1 =  1000л2 м/с»

и направлено к точке О.
Обозначая через г Ав  угловое ускорение шатуна АВ, положение мгновенно!» 

центра ускорений шатуна определим с помощью формул

Л Ц - * л 1 У * л в  +  Ъ и ,
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яо ш^а — 0, тогда
tg а  =  оо и а  =  90°.

Следовательно, мгновенный центр ускорений лежит на прямой, перпендикуляр
ной ускорению точки А и проходящей через эту точку.

Одновременно мгновенный центр ускорений лежит на прямой, проведенной 
через точку В перпендикулярно ускорению точки В. Так пак ускорение точки В 
направлено параллельно оси цилиндра (вдоль ОВ), то мгновенный ц ентр лежит 
в точке Q.

Ускорение точки А как точки, принадлежащей шатуну, равно

WA = WAQ =  W - V u ' A e  +  t A a '
но так как =  0 , то

« М =  е л а -AQ.
Отсюда

WA  WA  1000л2t -л п — -ттг =  —-.-■  ■■, ■ ==- =  —— — - =  Зо25л2 рад/с*;
Ав AQ У АВ*— ОЛ2 У 0 ,32 — 0.I2

тогда ускорение точки В будет
Wq =  г д в -BQ =  3525л2-0,1 =  352,5л2 м/с’,

а ускорение точки С
wq =  Еу1д -CQ =  673л3 м/с2.

Определим искомые величины во втором положении, когда ^  АОВ =  О 
(рис. 11.22, б). Мгновенный центр скоростей шатуна будет находиться в точке В. 
Угловая скорость шатуна найдется из формулы

v a  =  <оа в -АВ;
отсюда

Юл 100 
**>“ -0 3 -“  —  я рад/с- 

Скорость точки В равна нулю, а скорость точки С будет равна

ис  =  и>АВ-ВС =  ■—2. Я'0,15 =  5я м/с.

Для определения положения мгновенного центра ускорений необходимо найти 
угловое ускорение шатуна. Для этого воспользуемся формулой

WB  =  +  w b a  +

В этом уравнении вектор направлен к точке О, вектор w^A направлен от точки В 
к точке А и вектор wn направлен вдоль линии ОВ. Так как вектор wB параллелен 
двум слагаемым векторам и v/°gA, то вектор w^pA, перпендикулярный вектору w^, 
равен нулю. Но и>врА =  еа в -ВА, следовательно, еда =  0.

Зная ускорение точки А, угловую скорость и угловое ускорение шатуна АВ, 
можем найти положение мгновенного центра ускорений Q шатуна:

AQ =  wA/ii>-AB 0,9 м, tg а  =  еАВ/и>'!дп  =  0, а  =  0.

Точка Q лежит на продолжении прямой BA слева от точки А. Ускорение точки В 
определится по формуле

wB — — (Ojiq 'QB — 1333,3л- м/с-,
где QB =  1,2 м.
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Ускорение точки С находится по формуле
wc  =  <i)-AB'QC =  1166,7л- м/с5,

где Q C — расстояние от точки С до мгновенного центра ускорений, равное 1,05 м.
Задача 11.10. Шестерня 1 радиуса R приводится в движение кривошипом О А, 

вращающимся вокруг оси О неподвижной шестерни II радиуса г по закону <р =  
t= ср (0- Определить ускорения точек М, N, В и положение мгновенного центра 
ускорений Q (рис. 11.23).

Найдем сначала угловую скорость и угловое ускорение шестерни I. Криво
шип О А вращается вокруг оси 0  с угловой скоростью ф. Поэтому скорость Vyj 
точки А перпендикулярна кривошипу ОА 
н равна по модулю Од =  О А ■ | ф | =  (г +  R) | ф |.
Так как точка А принадлежит одновременно 
шестерне I, то ее скорость определяется 
равенством (точка М является мгновенным 
центром скоростей)

v a  =  I Wj I
где <oz — угловая скорость шестерни /. Срав
нивая оба выражения для (% найдем

r + R
4>zR =  (г +  Л) ф, т. е. ю* =  ■ 'R -  ф.

Дифференцируя последнее соотношение по 
времени, найдем угловое ускорение е2 шес
терни /:

d®z R +  r .
^  =  ~dT =  R ф'

Осестремительное ускорение точки А, 
как точки кривошипа ОА, направлено к О
и по модулю равно (R  +  г) фа. Вращательное ускорение точки А перпендику
лярно прямой О А и равно по модулю (/? -f- /•) | ф |. Таким образом,

ш £ = ( /?  +  /-)Ф2. ш”Р =  (Я +  г)ф . (11.19)

На рис. 11.23 направление w^p показано в предположении, что ф >  0 и ф >  0.
Ускорения точек М, N  и В будем искать по формуле (11.13), приняв точку Л 

за полюс. Для точки М  имеем

W.Y1 =  » л  +  WM A  +  Ч м -  1 -20)

Ускорение точки А уже найдено через составляющие w^° и w^p. Осестремнтельное 
ускорение точки М  относительно точки А направлено к А (см. рис. 11.23), модуль 
этого ускорения равен Rin2. Подставляя значение со, будем иметь

Вращательное ускорение точки М относительно точки А перпендикулярно пря
мой AM  и модуль этого ускорения равен R |е г |, или

w m a  “ (*  +  ' )  *•
D | . ^

Так как, по предположению, ф >  0, то ег =  — 2 — ф >  0. Поэтому вращательноеА
ускорение Судет иметь направление, указанное на рис. 11.23.
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Проектируя обе части равенства (11.20) на оси * и у  (см. рис. 11.23) и прини
мая во внимание формулы (11.19), получим

®Мх -- - - - - < *  +  Г) Ф* +  ^  Ф* =  X  < «  +  ' )  Ф *.
WMy =» (R +  г) »  — < « + /• )  ф =  0 .

Из этих выражений видно, что ускорение точки М направлено к точке А и равно 
по модулю и>Мх:

=  Х  (* +  ')  ф’- 
Для точки N формула (11.13) примет вид

"W =  "л +  "лм +  '" 'n a -  

Вращательное ускорение wJJ/J, точки N  относительно точки А по модулю равно, 
конечно, w ^ ;  его направление указано на рис. 11.23. Осестремительное ускоре
ние точки N направлено к А и по модулю равно Проектируя последнее 
равенство на оси к и у, получим

» д г ,  ■  ~  + г) Ф8 ~  — t Г ) '  Ф2 =  ~  —  Ц ~ ~ -  Фа.

wttv =  +  г) * +  (Я + г) * = 2 № + г) Ф-
Модуль ускорения точки N равен

»*=■(« +  ') У  (2Rp rV *' +  4Ф’-
Аналогично находится ускорение точки В. Имеем

w d a  =  WM A  =»(* +  ') Ф. тай Л = ^  =  ^ 4 11ф,: 

направление ускорений и w°gA показано на рис. 11.23. Проектируя равенство

+  < а  +  " а л
на оси х и у, получим

“'а, =  — (Я +  г) ф- +  (/? +  /■) Ф =  (/? +  /•) (Ф — Фг),

Отсюда

, =  (/? + а) »> +  -^ -^ -^ —фг =  (/? +  /•) ф*^.

»*■=<* +  ')  У  (Ф — фг)г +  (ф +  Ф*)*«

Расстояние от точки М до мгновенного центра ускорений Q в соответствии 
с формулой (11.15) равно

ад  ■ « -------------'***
У<о* +  в2 У д ф  +  (R +  л)2 ф‘ '

Для определения угла w» между ускорением MQ и отрезком MQ воспользуемся 
формулой

tg « = - 1 = _ М _ .К о» (г 4- R) ф* •
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Г л ава XII
ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА С ОДНОЙ
НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКОЙ. СВОБОДНОЕ ТВЕРДОЕ ТЕЛО

§ 12.1» Задание движения. Углы Эйлера

Движение тела, имеющего одну неподвижную точку, называют 
иногда еферическим движением или вращением тела вокруг непо
движной точки. Первый, термин объясняется тем, что все точки тела 
движутся по поверхностям сфер, общий центр которых совпадает 
с неподвижной точкой.

В главе X мы установили, что твердое тело с одной закрепленной 
точкой имеет три степени свободы. Три параметра, определяющих 
положение такого тела относительно 
неподвижной системы координат г

(рис. 12.1), могут быть выбра
ны различными способами. В теоре
тической механике положение тела 
с 'одной неподвижной точкой, как 
правило, определяют при помощи уг
лов Эйлера, которые вводятся сле
дующим образом.

Свяжем жестко с телом подвиж
ную систему координат Охуг, выбрав 
начало координат в неподвижной точ- Рис- 12.1
ке О (рис. 12.1).

Координатная плоскость хОу пересекается с неподвнжной пло
скостью XiOy-i вдоль прямой ОК., которая называется линией узлов. 
Угол, составляемый неподвижной осью Ох, с линией узлов, назы
вается углом прецессии и обозначается буквой г}-». Угол, составляемый 
линией узлов с подвижной осью Ох, носит название угла собствен
ного вращения и обозначается буквой ср. Угол между осями Ог, и Ог 
называется углом нутации и обозначается буквой 0. Все углы 
отсчитываются соответственно от осей Ох,, ОК  н Ozi против хода 
часовой стрелки, как показано на рис. 12.1.

Покажем, что, зная три функции $  =  ф (I), 6 =  0 (/) и гр =  ср (/), можно всегда 
найти положение системы координат Oxyz, а следовательно, и положение тела, 
скрепленного с ней. Действительно, откладывая от оси Ох, угол прецессии ф, мы 
взкдем лкиню умов ОК. Проведен череэ точку О плоскость, перпендикулярную 
линия узлов, в от оси Ог, (эта ось должна лежать в построенной плоскости) отло
жим угол нутации 6 . Таким образом будет определено положительное направление 
оси Ог. Через точку О проведем плоскость, перпендикулярную оси Or, эта плоскость 
пройдет через линшо узлов ОК. Отложим теперь в построеяно* плоскости от линии 
узлов угол собственного вращения ц> и определим положительное направление 
оси Ох. Ось Оу должна лежать в той же плоскости и составлять вместе с осями Ох 
и Ог правую систему координат. Такии образом, углы ф, 0 и <f полностью опреде
ляют положение осей подвижной системы.
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Углы, определяющие положение тела, можно ввести и дру
гим способом. Например, положение корабля относительно 
его центра тяжести С  определяется корабельными углами,

введенными А. Н. Крыловым. 
Ось Сх жестко связанной с ко
раблем системы координат Схуг 
направляется от кормы к носу, 
ось Су —  к левому борту, ось Сг 
расположена в диаметральной  
плоскости корабля. В положении  
равновесия корабля оси системы 

У/ координат Схуг совпадают с ося
ми неизменного направления си
стемы координат Cxxy xZy Угол ф 
между осью Схх и линией СК, 
образованной пересечением плос
костей хСу и XiCzj (рис. 12.2), 

Рис. 12.2 называется углом дифферента,
угол ф между линией СК  и 

осью  Сх называется углом рыскания. Угол 0 между осью Сг и 
линией СМ  пересечения плоскостей ххСгх и y tCz  называется 
углом крена.

§ 12.2. Распределение скоростей точек твердого тела, 
имеющего одну неподвижную точку. Мгновенная 
ось вращения. Мгновенная угловая скорость
Пусть твердое тело имеет одну неподвижную точку О. Свяжем 

жестко с телом систему координат Охуг (рис. 12.3). Система коорди
нат Охуг однозначно определяет положение рассматриваемого тела 

по отношению к неподвижной системе от
счета Охху хг х (§ 12.1). Положение произволь
ной точки М твердого тела определяется 
радиусом-вектором г. Если х, у  и г  — коорди
наты точки А1 в подвижной системе коорди
нат, а 1, j и к — единичные векторы осей 
этой системы координат, то радиус-вектор 
можно представить в виде

г =  л! - f  у] -f- zk. (12.1)

Координаты х, у , г  точки М  в подвиж
ной системе отсчета являются постоянными 
величинами, а единичные векторы I, j, к бу

дут функциями времени, так как система координат Охуг дви
жется вместе с твердым телом.

Скорость точки М  определяется по формуле
dr



поэтому, дифференцируя (12.1) по /, получим

v =  +  (12.2)

Умножая обе части равенства (12.2) скалярно на I, J и к, получим
. dl . , d) . , rfk ,

V.. *= V • i =  .v I - f  у - f i -  . 1 +  2 - f i -  ■ I,

V, =  v }  =  j r - g « I  +  y £ ~  j +  *-■£-• I. (12.3)

i ^  I I ^  j * i rfk *0, =  V.k =  XT .k +  i , 1l . k  +  2 i - k .

Так как векторы i, j и k взаимно перпендикулярны, то 
i * = l ,  f  =  1, k2 =  1, i • j =  0, j • k =  0, k • I =  0. (12.4)

Дифференцируя эти равенства по времени, найдем две группы 
формул:

- £ • 1  =  ° , - § - 1 = 0 ,  — -к = 0 ,  (12.5) 

J L .  г   ^ L .  1 -^L .k =  — • i — -i =  — — -к (126)И Г  I dl * dl dt • '  dl dt '  >

Выражения (12.3) при этом примут вид
dk . di . dl , d] , d) , dk .

v* ~  ПГ  ЗГ" v* ~ - d T ’lx - - d f kz’
(12.7)

Формулы (12.7) содерж ат три скалярные функции времени,

dl .k ilL  i _£L 5 
И Г  К* dt '• d/

для которых введем обозначения:

®*==' л " к’ ®*=='Л" '*■ ( ,2 8 )

Перепишем теперь формулы (12.7) в виде
Vx =» (HyZ — (0,!/, 1>ы =  — Мл2, V; =«= СО* г/ — (0j,V. (12.9)

Так как
v  =  t\,i +  v,,] - f  u;k,

то, в соответствии с выражением (12.9), имеем

v =  I (юуг — (йгЦ) +  j (со,дг — шлг) +  к (соху — ot„x).

Если теперь ввести вектор о> с  проекциями со*, (оу, 
а  =  to*! +  co j w,k.

s  12.81 Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Е  СКОРОСТЕП ТОЧЕК ТВЕРДОГО ТЕЛЛ | 9 |
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то скорость точки можно представить векторным произведением
I \ к

V =  Ш* (йу  а ,  =  о  X  Г.

х (Г г
Итак, скорость точки тела, совершающего сферическое движение, 

определяется формулой
v =  <о х г. (12.10)

Геометрическое место точек, скорость которых равна нулю, 
определяется из уравнения

( i ) X r  =  0, (12.11)
представляющего собой условие коллинеарности векторов со и г. 
Это векторное уравнение в системе координат Охуг можно записать 
в виде

- t = i ; = - k -  (,2Л2>
Уравнения (12.12) определяют прямую линию, направляющие 

косинусы которой пропорциональны проекциям юх, м, век
тора о). В общем случае вектор и  и его проекции ых, со2 являются 
функциями времени, поэтому положение прямой (12.12) изменяется 
как относительно тела, так и относительно неподвижной системы 
координат Oa'iI/jZi.

Прямая (12.12), в каждой точке которой скорости точек тела 
в данный момент равны нулю, называется мгновенной осью вращения. 
(Она также называется мгновенной осью скоростей.)

Введенный нами вектор w направлен но мгновенной оси вра
щения.

Как уже было установлено, скорость любой точки М  тела опре
деляется формулой (12.10), совпадающей по споей форме с выраже
нием для скоростей точек твердого тела, вращающегося вокруг 
неподвижной оси с угловой скоростью о) (см. формулу (10.13)). Сле
довательно, скорости точек твердого тела, имеющего одну неподвиж
ную точку, распределяются так, как если бы тело вращалось вокруг 
оси, совпадающей в данный момент с  мгновенной осью вращения. 
В частности, модуль скорости точки М в данный момент опреде
ляется равенством

v  =  <ор,

где р — расстояние от точки М  до мгновенной оси вращения. Ско
рость точки М. направлена перпендикулярно плоскости, проходящей 
через ее радиус-вектор г и мгновенную ось вращений (рис. 12.4).

По аналогии с вращением тела вокруг неподвижной оси назовем 
в рассматриваемом нами случае сферического движения тела век
тор о  вектором угловой скорости. При этом следует иметь в виду, 
что при вращении тела вокруг неподвижной оси вектор угловой
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скорости <0 представляет собой вектор, всегда направленный по не
подвижной оси вращения и характеризующий изменение во времени 
реального угла <(> поворота тела. Для тела, имеющего одну непо
движную точку, выражение «угловая скорость» имеет условный 
характер, так как положение тела определяется не одним, а тремя 
углами (§ 12.1) и, следовательно, нет такого одного угла, скорость 
изменения которого представила бы введенный вектор и. Кроме того, 
этот вектор может меняться и по модулю к по направлению. Проек
ции этого вектора на координатные оси являются функциями углов 
Эйлера и их первых производных. Эти 
формулы будут приведены в дальнейшем 
(§ 14.3).

Отметим, что из формул (12.8) для случая 
вращения твердого тела вокруг неподвижной оси, 
например, вокруг оси Ог, можно получить

“* =  -Ш"-к=а~ ф,' к =  0' ^  =  W " i =  0' 
d\ .

так как ( § 10.2 ) =  фj, — ^И0-

Если известны направления скоростей двух точек тела, то мгно
венную ось вращения можно найти графически. К ак следует из кар
тины распределения скоростей точек тела в данный момент времени, 
мгновенная ось вращения лежит в плоскости, перпендикулярной 
направлению скорости точки тела, и проходит через неподвижную 
точку тела. Следовательно, если через точки тела, направления 
скоростей которых известны, провести плоскости, перпендикулярные 
этим скоростям, то линия пересечения этих плоскостей и будет 
мгновенной осью вращения.

Мгновенную ось вращения можно определить и в том случае, 
когда известна одна точка тела, скорость которой в данный момент 
времени равна нулю. Соединяя эту точку с неподвижной точкой 
тела, найдем мгновенную ось вращеиия.

К понятию о мгновенной оси вращения можно прийти и другим путем. Для этого 
сначала докажем теорему Эйлера—Даламбера:

Всякое перемещение твердого тела, имеющего одну неподвижную точку, мож.ю 
заменить одним поворотом вокруг оси, проходящей через неподвижную точку.

Возьмем в теле две тоткн Л я В, отстоящие от неподвижной точки на одинако
вом расстояния, но не лежащие с ней на одной прямой. Проведем через эти две точки 
сферу с центром в неподвижной точке 0  (рис. 12.5). Пусть в момент времени I поло
жение тела определяется точками А и В. К моменту времени t +  At эти точки пере
местятся и займут положение A t и В,.

Для доказательства теоремы нам достаточно показать, что поворотом тела 
вокруг некоторой оси, проводящей через точку О, можно добиться совмещении 
точек А и В с точками Д, и В,. Соединим точки Л и В, и в , дугами ботьших
кругов. Тогда АВ  =  AiBu так как в твердом теле расстояния между точками сохра
няются. Соединим теперь также дугами больших кругов точки А и А ъ В и Bt

7 Н. В. Бутенин и др.



(рис. 12.5). Из середины дуг ААХ и SB , — точек М \\ N — проведем сферические 
перпендикуляры — дуги больших кругов, плоскости которых перпендикулярны 
плоскостям кругов AOAi  и ВОВу. Эти сферические перпендикуляры пересекаются 
в точке Р  иа сфере (рис. 12.5).

Рассмотрим сферические треугольники (треугольники, составленные дугами 
больших кругов) АРАу и ВРВ,.  В этих треугольниках дуга АР  равна дуге И,Я 
и дуга ВР  равна дуге BtP  как наклонные дуги, имеющие равные проекции. Отсюда 
следует, что сферические треугольники АРВ  и A sP B t равны (по трем сторонам) 
и, следовательно, при повороте вокруг их общей вершины Р треугольник АРВ
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Д /->  0 называется мгновенной осью сращения для момента времени I.
Д ля  каждого промежутка времени (/, / +  Д<) с фиксированным начальным 

моментом времени t можно определить угол конечного поворота 9. Введем в рас
смотрение вектор в угла конечного поворота, равный по модулю 0 и направленный 
по оси ОР в сторону, откуда конечный поворот виден происходящим против хода

имеет проекции ю*,, со,,,, сог,. Тогда, в соответствии с формулой 
(12.10), проекции скорости точки М на неподвижные оси коор
динат будут
Vx, =  ю2,г, — Vyi =» wZlXi — (0Xl?l, =  С0х,г/| — (1 2 .1 3 )

*) Мы не останавливаемся на доказательстве идентичности определения угло
вой скорости по этой формуле и ранее данного определения (стр. 193).

Ось ОР называют осью конечного вращения, а угол 
АР  Ах — 0 называется углом конечного вращения. По
ложение оси ОР зависит от начального и конечного 
положений тела.

совместится с треугольником A tPBi. При таком пово
роте остаются неподвижными две точки тела: точка О 
и точка Р. Таким образом, перемещение тела может 
быть осуществлено при помощи одного поворота во
круг оси ОР.

Рис. 12.5

Зафиксируем начальный момент времени I и рас
смотрим близкий к нему момент времени / +  ДI. Срав
нивая положение тела в момент I с его положением о 
момент / +  А/, мы всегда можем найти ось конечного 
вращения. Если теперь промежуток времени Д/ устре
мить к нулю, то ось конечного вращения будет менять 
положение, стремясь к своему предельному положению. 
Предельное положение оси конечного вращения при

\ t+ M

часовой стрелки. Средней угловой скоростью будем 
называть вектор, равный

в
“ °Р *  *дГ •

г III
Предел средней угловой скорости, когда про

межуток времени Д/->■ 0

называется мгновенной угловой скоростью тела 
(рис. 12.6) *). Из этого определения следует, что 
вектор угловой скорости направлен по мгновен
ной оси вращения.

Рис. 12.6
Положение точки М  тела в непод

вижной системе координат определяется 
координатами хи y Y и г и а вектор м
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Уравнение мгновенной оси вращения в неподвижной системе 
координат имеет вид

Л _  =  (12.14)
®*.

Геометрическое место мгновенных осей вращений, построенных 
в неподвнжной системе координат, называется неподвижным аксои- 
дом, а в подвижной системе координат — подвижным аксоидом.

Из уравнений (12.14) следует
I/, 0)

“ г, (О
?! )

“>*. (О

Полученные уравнения дают уравнения неподвижного аксоида в па
раметрическом виде; параметром служит время /. Исключая из этих 
уравнений /, можно получить уравнение конической поверхности 
(неподвижного аксоида) в координатной форме

Аналогично, исключая время ( из уравнений 
< / _ % ( / )  г _  юг (I)

(О <А.Т (О
полученных из формул (12.12), найдем уравнение подвижного 
аксоида ,

= F ( f ) '
Задача 12.1. Коническая шестерня /

(рис. 12.7) обкатывает неподвижную кони
ческую шестерню II. Определить угловую 
скорость шестерни /  и неподвижный и под
вижный аксоиды, если ^  AOD — Р,

COD =  а , ОС =  ft, а скорость центра С 
шестерни I равна и.

Так как движение шестерни I происходит 
без скольжения, то скорость ее точки.D 
рнана нулю. Неподвижной точкой является 
точка О пересечения осей ОА и ОС шестерен.
Следовательно, прямая 0D  является мгно
венной осью вращения шестерни /. Геометри
ческое место мгновенных осей вращений, ко
торое образуется прн качении шестерни I , — 
конус с вершиной в точке О, основанием 
которого является неподвижная шестерня II. В системе же координат, связан
ной с подвижной шестерней / ,  наблюдатель, следящий за мгновенной осью и ра
щен и я, заметит, что эта ось описывает боковую поверхность конуса, имеющего 
вершину в точке О и основанием подвижную шестерню I.

Теперь перейдем к определению направления и модуля угловой скорости. 
В соответствии с формулой (12.10), скорость точки С равна

v =  » x  ОС.
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Отсюда следует, что вектор а  направлен по мгновенной оси вращения 0D  от точки О 
к точке D. Далее имеем

о =  (о-СЕ, CE =  h sin а , ы =  — .Ii sin а

§ 12.3. Ускорения точек тела, имеющего 
одну неподвижную точку

Введем прежде всего понятие углового ускорения. Угловым уско
рением называется производная угловой скорости по времени, т. е.

02.15)

Из определения видно, что вектор углового ускорения можно рас
сматривать. как скорость конца вектора и  (рис. 12.8). Угловое уско
рение е направлено по касательной к годографу вектора угловой 
скорости (рис. 12.8), поэтому его направление может быть каким 
угодно в зависимости от закона изменения вектора угловой скорос
ти. Заметим попутно, что годограф вектора угловой скорости — 
кривая, лежащая на неподвижном аксоиде (рис. 12.8).

Перейдем теперь к определению ускорения произвольной точки 
тела. Исходя из определения ускорения и используя равенство 

(12.10), получим
dv d (ш X г) _ dv>

~ ЗГ
Но

dr . ,  da

UUJ .
=  - г х г  +  о х di

dl =  V =  to  X  г , dl =  e,
следовательно,

w — e x r  +  t o x v . (12.16)

Ускорение w®p

Таким образом, ускорение w может быть 
представлено как сумма двух ускорений: 

е Х г  и  w X v .  
е Х г  называется вращательной составляющей

ускорения. Модуль этого ускорения равен

швр =  ел sin (е, г) =  eh,

где h — расстояние от точки М  до вектора е. Направлено это уско
рение перпендикулярно плоскости векторов е и г в ту сторону, 
откуда кратчайший переход от вектора е к вектору г виден против 
хода часовой стрелки. Заметим, что вследствие несовпадения на
правлений угловой скорости и углового ускорения вращательная 
составляющая ускорения может быть направлена по отношению 
к направлению скорости под любым углом, оставаясь перпендику
лярной вектору г. В этом существенное различие между вращением 
твердого тела вокруг неподвижной оси и движением тела, имеющего 
одну неподвижную точку.
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Ускорение toXv направлено по перпендикуляру к плоскости 
вькторов о  и V, т. е. по направлению вектора d (рис. 12.9), имеющего 
начало в точке М и конец в основании перпендикуляра, опущен
ного из точки М  на мгновенную ось вращения. Модуль векторного 
произведения ©XV равен

телънсй составляющей ускорения.
Итак, ускорение любой точки тела равно сумме вращательной 

и осестремительной составляющих ускорения

Задача 12.2. Найти скорость и ускорение точки В конического катка, равно
мерно катящегося без скольжения по горизонтальной конической кольцевой опоре 
(рис. 12.10, а). Диаметр катка В С =  30 см, О А =  20 см, скорость центра катка. 
va — 40 см/с направлена перпендикулярно плоскости чертежа на читателя.

Прежде всего необходимо определить величину и направление угловой скорости 
и углового ускорения катка ВС.

При движении катка точка О остается неподвижной. Скорость точки С равна 
нулю (качение без скольжения), поэтому мгновенная ось вращении проходит по пря
мой ОС. Угловая скорость также направлена по ОС от точки О к точке С. Модуль 
угловой скорости можно определить из равенства

так как

Следовательно, можно записать

woc =  со х v =  a>2d. (12.17)

Это ускорение называется осестреми-

|ш х v| =  a)y =  032d,

v  =  (or sln сс =  ad.

Рис. 12.9

w  =  w Bp W00, (12.18)

Рис. 12.10

/4/С О A -sin а

Из Д  О АС  имеем ОС — V  О А2 +  АСг =  25 см; тогда
40 10 

20-0,6 ~  3-т р  =  3,3 рад/а.
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Найдем скорость v B:

V j S f f lX  OB, vD =  OB-a  sin 2a =  80 см/с.

Скорость \ ц  перпендикулярна плоскости чертежа и направлена иа читателя.
Коней вектора «  описывает окружность с центром в точке О, на вертикальной 

оси 0 0 1 (рис. 12.10, б). Найдем теперь угловое ускорение е . Вектор е определяется 
как скорость конца вектора «о, следовательно, вектор с направлен по касательной 
к окружности, описываемой вектором <а, т. е. перпендикулярно плоскости чертежа 
на читателя. Найдем модуль е. Так как конец вектора и> движется по окружности, 
то имеем

е =  Q X и .
Здесь Я — угловая скорость вращения плоскости ОАС, в которой расположен 
вектор w, вокруг вертикальной оси ОО,

40
“ = оТ  =  1 Г  =  2 рзд/с-

Отсюда имеем

г  *= wfi sin

Перейдем к определению ускорения точки В:

Wв  =  +  waPI ■= Wа” =  е X Гд.
Заметим, что d =  OS.sin 2а =  0,24 м, гд  =  ОВ =  0,25 м. Отсюда

W<B — 21 ~  2.7 «/с2. “’вр =  - у  ~  1,3 м/с2.

Вектор ускорения w^p направлен перпендикулярно ОВ, лежит в плоскости ВОС 
и составляет с ускорением угол р =  180° — 2а. Тогда

wg  =  ~\J~(w^)2 +  (шдр) 2 — 2шдси)др cos 2а  «  2,56 м/с2.

§ 12.4. Движение свободного твердого тела

Рассмотрим движение свободного твердого тела. Введем, кроме 
неподвижной системы координат Охуухгь  еще подвижную систему 
координат A x 2y%z2, перемещающуюся поступательно относительно 
осей O xty^ i и связанную с телом только в одной точке — точке А , 
и подвижную систему координат А хуг, жестко связанную с телом 
(рис. 12.11). В подвижной системе координат Ах?уггг тело имеет 
одну закрепленную в ней точку — точку А, следовательно, тело 
в этой системе координат участвует в движении, рассмотренном 
нами в предыдущем параграфе. Д ля того чтобы задать положение 
тела в подвижной системе координат A x ^ z^ ,  можно ввести три 
угла Эйлера 0, i}>, <р, а для определения положения относительно 
неподвижной системы координат нужно, кроме того, задать поло
жение точки А , для чего потребуется знать еще три величины: хш  
Уха, Zia - Таким образом, положение свободного твердого тела опре
деляется шестью независимыми параметрами: xlA, у1А, Zia , 0i Чл» Ф*
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Перейдем к определению скоростей точек свободного тела. Ско
рость произвольной точки В  равна производной от ее радиуса-век
тора г в по времени. Пользуясь рис. 12.11, найдем

г в — г д  +  Р-

Следовательно,

vB =
rfrn dr. dp
dt dt dl (12.19)

Заметим, что d r j d t  =  vA — скорость точки А; кроме того, век
тор dp/di представляет собой скорость точки В относительно подвиж
ной системы координат Ах^у^г^, в которой тело имеет одну закреп
ленную точку. Следовательно, 
согласно формуле (12.10) 

dP
¥ = “ XP-

Таким образом, формулу (12.19) 
можно переписать в виде

vs =  vA +  № X p .  (12.20)
Здесь (о — угловая скорость 
вращения тела относительно 
системы координат Ахъу2г г. (Так 
же как и для плоского движе
ния, можно показать, что угло
вая скорость с» не зависит от 
выбора полюса.)

Формулу (12.20) можно прочитать следующим образом: ско
рость любой точки свободного твердого тела геометрически скла
дывается из скорости произвольно выбранного полюса и скорости 
этой точки во вращательном движении тела относительно полюса. 

Пользуясь формулой (12.20), можно доказать следующую теорему: 
Проекции скоростей двух точек свободного твердого тела па пря

мую, проходящую через эти точки, равны между собой.
Согласно равенству (12.20) имеем

(У в)лв  —  (v а ) л  в  +  (© X р)лв,

но вектор юХр перпендикулярен вектору р =  АВ \ следовательно, 
(мХр)лв — 0 и ( \ d)ab  =  Ь'а)ав- Определим ускорения точек сво
бодного твердого тела. Д ля этого продифференцируем по времени 
равенство (12.20):

Рис. 12.11

d vA
Wf da

dt dt X p +  ci) X
dP
dt ( 12.21)

Замечая, что d x j d t  =  v/A, d a /d t — г  — угловое ускорение тела 
в подвижной системе координат А хгу2гг, a dp/dt =  wXp, получим

=  у/а +  е X р +  « х (о> X р).
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Используя (12.17), можно записать

» X ( f f l X p )  =  wsdB,

где dfl — вектор, имеющий начало в точке В, а конец в основании
перпендикуляра, опущенного из 
б  на и  (рис. 12.12).

В окончательном виде уско
рение точки свободного тела вы
ражается следующим образом:
Wb =  wA -j- е X р -{- ra*ds . (12.22)

Два последних члена дают уско
рение точки В в ее движении во
круг полюса.

Таким образом, ускорение точ
ки свободного тела равно геомет
рической сумме ускорения полюса 
и ускорения атой точки в ее дви
жении вокруг полюса.

Задача 12.3 *). Точка М  твердого тела движется со скоростью v по простран
ственной кривой. Определить угловую скорость естественного трехгранника т, п, Ь 
траектории точки М **).

Пусть P/v — радиус-вектор любой точки N, неизменно связанной с естественным 
трехгранннком МтпЬ (рис. 12.13). Так как производная dP \/d t определяет скорость 
точки N  во вращательном движении координатной системы МтлЬ относительно 

точки М, мы будем иметь

Рис. 12.12

dt ■ =  и Х Р »

где w — угловая скорость естественного трехгранника. 
Положив Р/у - - т, затем Ры =  «1 и Рдг = Ь , получим
dz
dt ■ =  w X т, da

И Г WX n. db
dt =  » x b ,

или, вводя в рассмотрение длину дуги а  (см. § 9.2) и
d do_d_ _  . d 

dt d a ~  do  *применяя очевидное тождество —

Рис. 12.13
dx
da : W X Т ,

. dn
° ж = ы х п ’

. dbо ж  =  Ы Х Ь.
(12.23)

Воспользуемся теперь формулами Френс, вывод которых можно изйтн в любом 
курсе дифференциальной геометрии:

dx
do

1 dn 1 , 1 .
=  T n* -*г = ~ т х + ~ ь'

db
da -----~ n .  (12.24)

*) Л у р ь е А. И. Аналитическая механика. — М.: Физматгш, 1961.
**) Рассмотрение этого примера вызвано тем, что в некоторые задачах мека= 

ники бывает полезно изучить движение твердого тела по отношению к естественному 
трехграннику одной из точек тела.



В этих  равенствах  р  —  р з Д у с  к р ш .н зн ы , а  Т —  кручен ие  кривой  в  дан н ой  точке, 
оп ределяем ы е ф орм улам и

I cT't I I ,  dr /  d* г ri3f  \
Р “  | da* I’ Т ~  р do \  do* Х do3 ) ’

З ам ети м , что п ерв ая  ф орм ула Ф рено Сы ла п олучена нами р ан ее  при вы воде фор
м у л ы  (9 .3 0 ). Т еп ерь последн ие д в е  ф орм улы  (12.23) м ож н о зап и сать  в следую щ ем  виде!

----~-х +  -уг-Ь^ =  ыХг .  - у  п =  шхЬ.

У м н о ж ая  первое из этих равенств сл ев а  вскторн о  на п, а второе —  Ь и у чи ты вая  п р з  
этом , что n X т =  — b, a n X Ь =  т, имеем

о (-jj- +  y )  =  n X (<■> X п), - у  т =  Ь X (® X Ь)

и ли  *)

~ t  +  ~  b =  o> — ©„л, т =  (О — шьЬ, (12.25)
' Р '

где в „  =  В 'П  и и ь  =  oj-l) — проекц и и  угловой  с.чоростн а  н а  оси n a b  cootbi .ст-
вен но .

В ы читая из п ервого  равен ства  второе , найдем

Ь =  — £СПП +  0)(,Ь.

О тсю да о>„ =  0 ; п о л ь зу я сь  первым равенством  (12 .25), найдем  иском ую  угловую  
скорость  ы естественного тр ех гр ан н и ка :
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(12.26)

Таким образом, зная скорость rt  =  о  движущейся точки М, радиус кривизны р 
и кручение Т  траектории, можно по формуле (12.26) определить угловую скорость 
естественного трехгранника. Заметим, что вектор м лежит в спрямляющей плоскости 
т, Ь.

Г л а в а  XIII

СЛОЖНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТОЧКИ

§ 13.1. Основные определения. Абсолютная
и относительная производные вектора

В главе IX мы изучали основные характеристики движения 
точки по отношению к заданной системе отсчета (системе координат). 
Однако в некоторых случаях бывает целесообразно изучать движение 
точки одновременно по отношению к двум системам координат, одна 
из которых совершает заданное движение по отношению к другой 
(основной), принимаемой за неподвижную. Случай, когда подвижная 
система координат совершала поступательное движение, был нами

*) В курсе векторной алгебры доказывается следующая формула для двойного 
векторного произведения:

а X (Ь X с) =  Ь (а-с) — с (а.Ь).
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частично рассмотрен в § 10.2 (приведено доказательство теоремы
о сложении скоростей).

В этой главе рассматривается общий случай, когда движение 
подвижной системы координат может происходить по любому задан
ному закону.

Изучение движения точки по отношению к каждой из этих коор
динатных систем производится методами, изложенными в главе IX. 
Нашей задачей является установление связи между основными ха
рактеристиками этих движений.

Будем называть сложным или «абсолютным» движением точки 
ее движение по отношению к системе координат, выбранной за основ
ную. Движение точки по отношению к подвижной системе координат 
будем называть относительным.

Под переносным движением будем понимать движение подвижной 
системы координат относительно неподвижной.

Установление связи между сложным, относительным и перенос
ным движениями позволит решать разнообразные задачи по опреде
лению кинематических характеристик сложного и составляющих 
движений.

В этой главе мы встретимся с необходимостью дифференцирова
ния вектора, определенного в системе координат, которая может 
двигаться произвольным образом. В связи с этим мы введем понятия 
абсолютной и относительной производных вектора.

Пусть даны основная система координат и подвижная система 
координат, которая совершает произвольное движение. Пусть ка
кой-либо вектор а =  а (0 определен в подвижной системе коорди
нат, т. е. проекции этого вектора ах, аи, аг на оси подвижной си
стемы — заданные функции времени. Если i, J, к — единичные век
торы подвижной системы координат, то вектор а может быть пред
ставлен в виде

а =  « Я я Л а:к' О31)
Установим теперь правило нахождения производной в непо

движной системе координат (абсолютной производной) от этого век
тора. Дифференцируя обе части равенства (13.1) по времени, будем 
иметь в виду, что векторы 1, j и к вследствие движения подвижной 
системы координат меняют свое направление, т. е. являются функ
циями времени.

Таким образом, абсолютная производная вектора а по времени 
будет равна

di1 dax • i doч i | da* < , d\ , d\ • t/lc /1 0  ov
ж  =  ч г 1 +  п г 1  +  п г к +  а* 1 Г + а> 1 Г + а‘ -ж-- <13-2>

Сумма первых трех слагаемых представляет собой производную от 
вектора а в подвижной системе координат. В самом деле, если бы мы 
поставили задачей изучить изменение вектора а только по отноше
нию к подвижной системе координат, то мы учитывали бы при этом
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лишь изменение проекций вектора на оси этой системы координат 
Движение же самой системы нас бы не интересовало.

Назовем сумму первых трех слагаемых в (13.2) относительной 
или локальной производной и обозначим ее через d z/d t, т. е.

_ d °x  : j  ilay 1 | ‘fa-’ t, / 1 Ч
dt ~  dt ' J/ * T  dt k ‘ ' '

Заменяя в формулах (9.11) и (12.10) радиус-вектор г последовательно 
на I, J и к, получим

-§ - =  (о х ! ,  - §-  =  о > х ] ,  х  =  « Х к .

Поэтому сумма последних трех слагаемых в (13.2)
dl , d j . d k  

° х dt +  й ч dt +  2 dt

может быть представлена в виде

+  +  =  х  ')  +  М ®  х  +  X к) =

=  W х  (a* l-f аи) +  агк) =  «  х  а, (13.4

где <о — угловая скорость подвижной системы координат. 
Следовательно,

Т  =  Т + “ Х а .  (13.5)

Таким образом, абсолютная производная вектора равна сумме от
носительной производной этого вектора и векторного произведения 
угловой скорости подвижной сигтемы координат на т о т  вектор.

§ 13.2. Теорема о сложении скоростей

Выбирая систему координат Cbr^z, за основную, предположим, 
что система координат А хуг движется по отношению к основной 
системе произвольным образом (рис. 13.1). Движение какой-либо 
точки М  может быть изучено как по отношению к основной, так и по 
отношению к подвижной системам координат методами, изложенными 
ранее. В данном параграфе мы поставим задачу о нахождении связи 
между скоростями точки но отношению к выбранным нами системам 
координат. Напомним данные ранее определения (§ 10.2).

Скорость v точки М  по отношению к основной системе координат 
называется абсолютной скоростью.

Скорость vr точки по отношению к подвижной системе координат 
называется относительной скоростью.

Важным понятием является понятие о переносной скорости. 
Переносной скоростью \ с точки называется скорость той точки по
движной системы координат, с которой в данный момент совпадает 
движущаяся точка.
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Остановимся на этом определении несколько подробнее. Рассма
триваемая точка при своем движении относительно подвижного тела, 
с которым жестко связана подвижная система координат, проходит 
через разные точки этого тела, имеющие в общем случае отличные 
друг от друга скорости. Поэтому переносной скоростью точки в дан
ный момент будет скорость именно той точки подвижного тела (под
вижной системы координат), через которую в данный момент про
ходит движущаяся точка.

Если радиус-Бектор г =  г (/) определяет положение точки М 
по отношению к системе координат Оххухгъ радиус-вектор гА ■=

=  гА (0 определяет положение начала 
системы координат А хуг в системе 
OxjijyZu а радиус-вектор р «= р (/) опре
деляет положение точки М  в системе 
координат А хуг, то в соответствии с 
рис. 13.1 имеем

* =  Га +  Р- <13.6)

Пусть координаты точки в подвиж
ной системе координат будут х, у  и г ;  
тогда

р =  xi - f  t/j +  гк,

где !, j, к — единичные векторы осей подвижной системы координат.
По определению абсолютная производная радиуса-вектора по 

времени будет абсолютной скоростью точки..Следовательно, диффе
ренцируя равенство (13.6) по времени, найдем абсолютную скорость 
точки

dr.
dt

dP
dl (13.7)

Так как вектор р определен в подвижной системе координат, то 
для нахождения абсолютной производной от него воспользуемся 
формулой (13.5):

t№ _ ЙР . S10 OV
-ЗГ =  ^ Г  +  ® Х  Р. (13.8)

где (D — угловая скорость подвижной системы координат, а

■%Г =  *1 +  у \  +  гк

представляет собой относительную производную от р по времени. 
Согласно определению это будет относительная скорость точки, т. е.

vr =  xi -f- yj  - f  гк. (13.9)

Подставляя выражения (13.8) и (13.9) в соотношение (13.7), получим
v =  vA - f ( i ) X p  +  vr> (13.10)



где vA =  d r j d t  — скорость начала подвижной системы координат 
по отношению к основной.

Д ля определения переносной скорости точки закрепим ее в по
движной системе координат, т. е. положим в формуле (13.10) \ г =  0, 
тогда получим

v„ =  vA -j- w х  р *). (13.11)
Таким образом, имеем

v =  ve +  v„ (13.12)
т. е. абсолютная скорость точки равна геометрической сумме пере- 
нссной и относительной скоростей.

§ 13.3. Теорема о сложении ускорений (теорема Кориолиса)

Д ля того чтобы найти абсолютное ускорение точки, т. е. ее уско
рение по отношению к основной системе координат, продифферен
цируем формулу (13.10) по времени:

Л  * (»w I dP  . d v  j, / 1 о i
w =  -dT =  —  + - 5 T x P +  « X 1 F  +  - s r . (13.13)

Абсолютную производную вектора относительной скорости vr най
дем по формуле (13.5):

• ^ • = 4 г  +  ® x v r. (13.11)

В этом соотношении d v r/dt есть относительная производная вектора 
vr по времени и, следовательно, представляет собой относительное 
ускорение wr, т. е. ускорение точки по отношению к подвижной си
стеме координат

=  =  ^  +  ^  +  (13.15)

Используя равенства (13.8), (13.9), (13.14) и (13.15), преобразуем 
формулу (13.13) к виду
w =  wA - f - e x p  +  a X | v r - f ( » x p ) l + w r 4 - ( « X v r =

=  wA +  e X р +  м X (ю X р) +  w ,+  2w X vr, (13.16)

где w A  — v A  —  ускорение начала подвижной системы координат, 
а е  =  о» —  ее угловое ускорение.

Для того чтобы найти переносное ускорение we (ускорение той 
точки подвижной системы координат, с которой в данный момент 
совпадает движущаяся точка!), закрепим точку в подвижной системе 
координат, т. е. положим vr ==0, wr =  0.
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*) Эта формула вам уже знакома (§ 12.4). Скорость, определяемая по этом фор
муле, есть скорость той точки свободного твердого тела (подвижной системы коорди
нат), с которой в данный момент совпадает движущаяся точка.
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В этом случае согласно формуле (13.16) будем иметь
* . =  » 'д  +  * Х р  +  » Х  (ю X }>), (1 3 .17)

т. е. переносное ускорение представляет собой ускорение точки сво
бодного твердого тела, с которым жестко связана подвижная система 
координат. Таким образом, имеем

w =  we +  W, - f  2м х  vr. (13.18)

Ускорение, определяемое членом 2о> X vr, называется поворотным 
или кориолисовым ускорением и обозначается через wc, т. е.

wc =  2а) х  vr, (13.19)
Итак, имеем

w =  wt + w ,  +  w £. (13.20)
Эта формула выражает содержание теоремы Кориолиса: абсолютное 
ускорение точки равно геометрической сумме переносного, относи
тельного и кориолисово ускорений.

При использовании формулы (13.20) полезно иметь в виду, что 
переносное ускорение следует определять по правилам нахождения 
ускорения точек твердого тела. При нахождении относительного 
ускорения подвижную систему 
координат следует считать непо
движной и использовать прави
ла, изложенные в главе IX.

Рио. 13.3

Остановимся несколько подробнее на кориолисовом ускорении 
wc =  2 ( « x v r, Модуль этого ускорения, очевидно, равен

w c =  2ow, sin (to, vr). (13.21)

Направление кориолисова ускорения определяется направлением 
векторного произведения векторов о  и vr, т. е. кориолисово ускоре
ние будет направлено перпендикулярно плоскости, проходящей через 
векторы (о и v r , в ту сторону, откуда кратчайший переход от со к vr 
виден происходящим против хода часовой стрелки (рис. 13.2). Если 
векторы »  и v r He лежат в одной плоскости, удобно бывает мысленно 
перенести вектор со параллельно самому себе в начало вектора ско
рости vr и применить указанное выше правило.

Иногда нахождение кориолисова ускорения облегчается приме
нением следующего правила Н. Е. Жуковского (рис. 13.3): проекцию
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относительной скорости v ,  на плоскость, перпендикулярную угловой 
скорости са подвижной системы координат, равную vr sin а , следует 
умножить на 2ы и повернуть на угол 90° вокруг «о в направлении вра
щения. Вектор, равный по модулю 2a.-vr sin а  и имеющий найденное 
направление, и Судет кориолисовым ускорением.

На основании формулы (13.21) можно указать, что кориолисово 
ускорение равно нулю в следующих случаях:

1) и =  0, это будет при поступательном перемещении подвижной 
системы координат;

2) угловая скорость © подвижной системы параллельна относи
тельной скорости vr;

3) в момент времени, когда относительная скорость vr точки равна 
нулю.

§ 13.4. Задачи

Задача 13.1. Круговой спутник пролетает над экватором. Его скорость 
Со =  7,9 км/с. Плоскость орбиты наклонена к плоскости экватора под углом 0. Опре
делить скорость движения спутника, видимую с Земли на экваторе, н видимое па- 
правление движения полярного спутника (в =  л/2). Радиус Земли R — 0-100 км 
(рнс. 13.4).

Скорость движения по орбите является абсолютной скоростью в системе коор
динат, движущейся поступательно с началом з  центре Земли. Земля в этс-ft системе 
координат вращается с угловой скоростью о) =
=  2л/(24- 3600) рад/с.

Отложим от оси х, касательной к экватору, 
вектор v0. Он составляет с направлением на восток 
угол 0 .

Переносная скорость точки на экваторе равна 
скорости точки, участвующей вд вращательном дви
жении Земли. Следовательно, переносна* скорость на
правлена по касательной к экватору на восток и рав
на по модулю

va =  aR =  6400 =  0,465 км/с>

Зная абсолютную и переносную скорости точки, можно определить и относи
тельную скорость. Для этого разложим вектор v0 на две составляющие, из которых 
одна равна ve. Определим проекции относительной скорости на оси х и у  (рис. 13.4):

ve «=*, +  vr, vr =  v„ — v„,

prjc =  t>0 cos 0 — v„ =  7,9 cos 0 — 0,465, 

vry =» sin 0 =  7,9 sin 0.

Таким образом, угол ip, составленный относительной скоростью с меридианом, 
определится из соотношения

. . vrx 7,9 cos 0 — 0 465 
=  ------ Т<ГШ -------*

а модуль относительной скорости — нз равенства

(север)

or =  Y «ГХ +  v% =  Y +  ve -  Ъ <Р' cos 0  =  j / ? ' 92 +  0.4652— 2.7,9• 0,165cos0.
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Для полярного спутника 6  =  я/2 н поэтому

lg ,*, =  ~ ‘T ? '  =  “ 0,059-
Соответствующий угол ^ ж  —3°,4. Знак минус указывает на то, что при направ

лении абсолютного движения на север видимое с Земли направление скорости откло
нено на северо-запад.

Модуль относительной скорости для полярного спутника мало отличается от мо
дуля абсолютной скорости:

о, =  +  0,465» =  7,914 км/с.
Задача 13.2. Стержень ОА вращается вокруг оси, проходящей через его конец

О, с постоянной угловой скоростью ш. Ползун М движется вдоль стержня от точки О

с постоянной относительной скоростью v r. Определить модуль и направление пере
носного, относительного и кориолисова ускорений ползуна в тот момент, когда ОМ =  
=  х (рис. 13.5, о).

Для того чтобы определить переносное ускорение, мысленно закрепим ползун 
на стержне. Переносным ускорением ползуна будет ускорение той точки стержня, 
в которой ползун закреплен. Так как стержень вращается с постоянной угловой ско
ростью*), то ускорение этой точки (переносное ускорение ползуна) будет направлено 
к точке О и по модулю равно

wa =  со2*.

Относительное движение ползуна равномерное и прямолинейное, поэтому его 
относительное ускорение равно нулю, т. е. wr =  0. Согласно формуле (13.19) корио
лисово ускорение численно будет равно

и>е =  2  шог,

так как векторы п н ,  перпендикулярны. Направлено же кориолисово ускорение 
перпендикулярно стержню в сторону вращения стержня.

В рассматриваемом примере достаточно просто можно показать причину возник
новения кориолисова ускорения. В самом деле, при нахождении переносного и отно
сительного ускорений мы не учитывали следующих обстоятельств: во-первых, отно
сительная скорость при вращении стержня меняет свое направление по отношению 
к неподвижной системе координат; во-вторых, модуль переносной скорости ползуна 
меняется вследствие перемещения ползуна из точек стержня с меньшей скоростью 
в точки стержня с большей скоростью.

Учтем теперь эти обстоятельства.
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Пусть d  момент времени t  расстояние точки М от точки О равно дг, а  в момент 
ti =  j At оно составляет х,. За промежуток времени ДI стержень повернется не 
угол Дф =  а  Д( (рис. 13.5, б). Вектор относительной скорости V, повернется также 
на угол Дф. Приращение вектора v r за промежуток Дt, очевидно, равно

Av, =  v ; - v , ,

где v' — относительная скорость в момент I -f- At.
Из рассмотрения рис. 13.5, б  следует, что для достаточно малых Д( модуль век

тора Дуг будет равен
j 4 v r | =  vr Дф =  vr(.о At.

Разделив обе части равенства на Л/, получим
И[ =  | Дуг |/Д/ =  v, и .

Так как Д СМВ равнобедренный, то при Д/ -*■ 0 вектор W! будет направлен пер
пендикулярно стержню в сторону его вращения.

В момент времени t переносная скорость ползуна равна vs =  ч>х, а в момент 
/ Д< в' =  (о*1. Приращение модуля переносной скорости равно 

Дие =  t»' — =  w (дс, — х) =  ыиг Д/,

откуда, поделив на At, получим
w2 =  AvJAt -- m r.

Вектор w2, учитывающий изменение модуля переносной скорости, будет, оче
видно, направлен по переносной скорости, т. е. перпендикулярно стержню в сторону 
его вращения.

Складывая теперь wt и до2, получим
ч>с =  2ааг.

Этой есть кориолисово ускорение, найденное нами ранее при помощи формулы (13.19).
Итак, п рассматриваемом случае кориолисово ускорение появляется, во-первых, 

вследствие изменения направления относительной скорости по отношению к непо
движной системе коордиЛат за счет вращения подвижной системы координат, во-вто
рых, вследствие перемещения точки из-за относительного движения в сторону боль
ших переносных скоростей.

Задача 13.3. По ободу диска радиуса R, вращающегося с постоянной угловой 
скоростью ш, движется точка М с постоянной по модулю относительной скоростью vr 
(рис. 13.6, а). Найти абсолютное ускорение точки М.

°) ..

Рис. 13.6

Так как диск вращается с постоянной угловой скоростью, то переносное уско
рение будет равно

®е =  ©*/?
и направлено к центру диска. Относительное ускорение равно

ш, =  v j/R  
и также направлено к центру диска.
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Согласно формуле (13.21) модуль корнолисова ускорения равен
wc => 2<вуг.

Направлено же кориолисово ускорение также к центру диска (при относительном 
движении точки, направленном в сторону, обратную вращению диска, ускорение Ко» 
рнолиса направлено в противоположную сторону).

Таким образом, абсолютное ускорение точки равно

uf.
w =  +  —г— +  2<оог.

К
Эту формулу можно получить и иначе. Абсолютная скорость точки равна по модулю

v =  a>R -j- vr =  const, 
а так как траекторией является окружность, то

Появление корнолисова ускорения в этом примере связано с двумя причинами! 
изменением направления относительной скорости вследствие вращения диска (по
движной системы координат) и изменением направления переносно» скорости из-за 
относительного (по отношению к диску) перемещения точки.

Пусть система координат Oxty t неподвижная, а система координат Оху жестко 
связана с диском. За промежуток времени А/ точка М  диска вследствие его вращения 
переместится в положение М '. Точка же, движущаяся по диску за этот ж е промежу
ток времени, переместится в положение Af, (рис. 13.6, б, е).

Приращение относительной скорости, обусловленное вращением диска, обозна
чим через Дшу ,. Из рис. 13.6, б  следует, что при достаточно малых А/

| ^av r | ^  | vr — vf | «  vra> АЛ
Направление вектора Aa y r/At при At -*■ 0 стремится к направлению соответствую
щего радиуса диска. Модуль же этого вектора стремится к

w, =  lim I-  f  r I =  cuor.
A<-0 At

Приращение вектора переносной схорости, обусловленное относительным пере
мещением точки, будет равно (рис. 13.6, в)

V »
Так как дуга Al'Af,- равна vr At, то угол Да, на который повернется переносная ско
рость из-за относительного перемещения, определится из выражения

Да =  vr At/R.
Поэтому имеем

| Arve j яг v„ Да =  <oRor At/R  =  см>г At.
Вектор Arve/At при At 0 no направлению также будет стремиться совпасть с радиу
сом, а по модулю приближается к

wt =  lim - L ^ L  =  wt,,. 
д <-»0 At

Итак, полное приращение вектора скорости, связанное с двумя указанными причи
нами, приводит к появлению ускорения, перпендикулярного относительной скорости, 
направленного к центру диска и равного по модулю

wc =  » , Д- ша =  2<овг,
т. е. к ускорению Кориолнса.



Задача 13.4. Диск вращается с постоянной угловой скоростью <а =  2 рад/с 
вокруг оси, перпендикулярной плоскости диска и проходящей через его центр 
(рис/ 13.7). По прямолинейному пазу CD движется ползун N по закону о =  CN =» 
=  3/* см, расстояние от центра диска до паза Л =  5 см; CD =  24 см. Определить ско
рость и ускорение ползуна N в момент, когда он достигнет середины паза Е 

Абсолютная скорость ползуна N определяется по формуле v — \ е -|- vr.
В рассматриваемой задаче подвижная система координат, относительно которой 

происходит движение ползуна N, жестко связывается с диском. Следовательно, пере
носной скоростью ползуна, когда он совпадает с точкой Е диска, будет скорость 
точки £  диска, т. е.

ve =  а>-ОЕ =  10 см/с.

Вектор ve направлен перпендикулярно ОЕ.
Относительное движение точки является пря

молинейным. Относительная скорость равна

da а, ,vr =  - j f  =  6/ см/с.

Векторы Уе и vr направлены в одну сторону, сле
довательно, абсолютная схорость ползуна N равна

v =  (10 -f- 60 см/с.
Так как СЕ — 12 см, то момент t — ti 

прохождения ползуна через точку Е определится из соотношения 3 /| =  12, 
откуда it =  2 с и, следовательно, при /, =  2  с  имеем

v — 22 см/с.
Абсолютное ускорение ползуна определяется формулой 

w =  w4 -f- wr - f  wc.
Диск вращается с постоянной угловой скоростью, поэтому ускорение точки Е диска 
(в которой в момент t t находится ползун) равно

ws ■= =  и?ОЕ — 20 см/с2.

Вектор w , направлен к центру О диска. Относительное ускорение, как ускоренна 
точки s  прямолинейном движении, будет

оу =  =  6 см/с*.

Вектор wr направлен вдоль прямой CD. Так как вектор угловой скорости и  и вектор 
v r взаимно перпендикулярны, то кориолисово ускорение равно

wc — 2ыиг =  24/ см/с?
и при <1 =  2  с

а>с =  48 см/с*.

Направление вектора wc указано на рис. 13.7.
Абсолютное ускорение ползуна N в момент t =  is — 2с равно

w  =  У +  wcy  +  ш* х  68,2  см/са.

Задача 13.в. Равнобедренный прямоугольный треугольник АР,С вращается 
вокруг катета БА (рис. 13.8) с постоянным угловым ускорением в =  0,5 рад/с2; 
начальная угловая скорость треугольника равна нулю. По гипотенузе треугольника 
от вершины В к основанию движется точка М по закону о =  ВМ  — 20/ см. Опреде
лить абсолютное ускорение точки М в момент / =  2 с.

f  VS.41 ЗА Д А Ч И  211
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Подвижная система координат в рассматриваемой задаче жестко связывается 
с треугольником ABC. Пусть в рассматриваемый момент времени точка М  находится 
в положении, указанном на рис. 13.8. Так как угловое ускорение треугольника по
стоянно, то угловая скорость треугольника равна со =  е/ (начальная угловая сно- 
рость по условию задачи равна нулю).

Переносное ускорение, т. е. ускорение той точки гипотенузы, с которой в дан
ный момент совпадает движущаяся точка Л1, может быть разложено на вращатель
ное и осестремитсльное. Модули этих ускорений равны

ш°с — (йг -ММ, =  i -M N ,  

где MN  =  ВМ  sin 45° =  20/ sin 45°. Для / =  2 с имеем

i£>°° =  20 V 2  =  28,2 см/с2, ш'р =  1 0 ^ 2  =  14,1 см/са.

Направление ускорений \v°° и w 'p указано на рис. 13.8.
Относительное движение точки прямолинейное.

Так как
do

ИГ ■■ 20 см/с =  const,

то wr =  0 .
Ускорение Кориолиса определится по формуле 

Wc =  2<о X vr , 
где сй — угловая скорость треугольника (переносная 

"в угловая скорость). Направление wc указано на 
рис. 13.8 (we перпендикулярно плоскости д  ABC). 

Модуль корнолисова ускорения равен
wc — 2aivr sin (180°— 45°) =  2ши, sln 45° 

и при ( =  2  с
гос ~  28,2 см/с3.

Модуль абсолютного ускорения точки в момент ( =  2 с равен

ш =  | Л (tf ?р +  ««с) 2 +  (te«c) 2 »  509 см/с*

Задача 13.в. Определить проекции абсолютного ускорения точки М , дви
жущейся по меридиану Земли на юг с постоянной по модулю относительной ско
ростью V , (рис. 13.9), на оси системы координат М хуг ( ось х направлена по касатель
ной к меридиану на север, ось у  — по касательной к параллели на запад, ось г  — 
по радиусу Земли).

Так как абсолютное ускорение точки определяется формулой

w =  we +  w , +  wc,

то его проекции на оси координат будут
w* =  we* +  wrx +  Wc„ wy =  wey +  w,„ +  wc„,

Wi =  wSJ +  Wr2 +  w „ .

Угловая скорость Q Земли постоянна, и, следовательно, переносное ускорение 
равно

w , =  Q2R cos <р,

где R — радиус Земли, a if — геоцентрическая широта тон точки Згмли, с которой 
в данный моментсовпадает точка М. Направлено we от точки М к оси вощения Земли.
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Так как точка М движется по мерндиану с постоянной скоростью, то относительное 
ускорение точки будет по модулю равно

и направлено к центру Земли.
Кориолисово ускорение согласно (13.19) по модулю равно

wc =  2£2t/f sin (л — ф) =  2Qvr sin ф,
и направлено в сторону, противоположную направлению оси у.

Проектируя векторы ускорений we, wr, wc на оси координат, по
лучим

Wex =  sin ф cos ф, wcy - О,

Задача 13.7. Точка М  движется по поверхности Земли по произвольной траек
тории. Определить горизонтальную составляющую кориолисова ускорения точки, 
если ее скорость относительно Земли равна \ г .

Построим географически ориентированную систему координат хуг, направив 
ось х по касательной к меридиану на север, ось у  по касательной к параллели на запад

и ось г по радиусу Земли вверх (рнс. 13.10, а). Обозначим куро точки черезф 
(угол между относительной скоростью v r и направлением на сеаер, т. е. осью х 
(рис. 13.10, б)). Тогда проекции относительной скорости v ,  на оси х, if, г  будут

Проекции угловой скорости Q вращения Земли на те же оси определяются ра
венствами

w, =  v2r/R

Таким образом, имеем
wx =  Q'R  sin ф cos ф, wy =  — 2Qyf эШф,

wcy — —2Qvr sin ф,

Wt =  — Q?R cos2 ф — vljR . Рис. 13.9

Рис. 13.10

Vrx =  Vr COS Ф, Vry  =  — vr  sin Ф, or i  =  0.

U , =  Q cos ф, =  0 , Ог =  Q sin ф,
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где ф — широта неста точки М  d данный вомгнт (см. рис, 13,10, а}.
1 3 к

Wo ~  2Й X vr =  2 а* 0 Qz
»гя »гИ 0

Далее находим проекции кориолисова ускорения аа горизонтальные оси х н у  
Wcx =  —2Qzvrl> =  2Qvr sin ф sin  if, wcy =  2QiVrx =  2Qvr s!n ф cos ’J).

Определим модуль горизонтальной составляющей кориолисова ускорения

wcH  =  V  w 'cx +  =  2Q vr Sfn (p.

Из этого выражения видно, что модуль горизонтальной составляющей ксрио- 
лисоза ускорения зависит только от относительной скорости v r и широты места дви
жения точки и не зависит от направления движения.

Покажем, что в северном полушарии горизонтальная составляющая кориоли- 
сова ускорения направлена всегда перпендккулярноУг влево от движения, т. е. влево 
от направления относительной скорости (з южном полушарии вправо). Действительно, 
составим проекцию горизонтальной составляющей кориолисова ускорения на на
правление относительной скорости V.-. Имеем (см. рис. 13.Ш, б)

nPvrwcH =  wex cos wcy sin iji 

или, подставляя найдекаые значения для wcx и wcy,

ПР v ™cH -  °-

что и доказывает сделанное замечание.
Задача 13.8. Принимая поверхность Земли за сферу радиуса R  п считая, что 

движение точки М относительно вращающейся Земли задано, определить скорость
v и ускорение w точки М относительно системы 
координат, движущейся поступательно н имею
щей качало в центре Земли.

Пусть положение точки М  относительно 
Земли определяется долготой широтой ф и вы
сотой h над уровнем поверхности Земли. Введем 
в рассмотрение подвижную систему координат 
Ахуг. Ось г  направим по радиусу Земли так, 
чтобы она проходила через точку М , ось х на
правим по касательной к меридиану на север, 
ось у  — по касательной к параллели на запад. 
Начало координат А этой системы располагаем 
на земной поверхности (рис. 13 .il). Единичными 
векторами осей х, у  и г  соответственно будут
1, j и к.

Эту задачу можно решить различными ме
тодами, в частности, с помощью теоремы о сло
жении ускорений. Однако мы воспользуемся не 
методом разложения движения на простейшие, а 
используем формулу, связывающую абсолютную 

производную вектора с относительной производной, так как в данном примере это 
приводит быстрее всего к цели.

Пусть система координат j движется поступательно, а система координат
жестко связана с Землей. Будем считать заданными проекции скорости точки 

М  относительно вращающейся Зешш на оси системы ноординат Ахуг. Очевидно, что 
о»-, г0> tv, — проекции скорости на керидиэн, параллель и вертикаль — соответ
ственно разны

=  (R  +  Щ ф, р4 =  (Я-{-А)!ссз<р, ей =  ft. (13.22)



При движении точки М  и вращении Земли система координат Axi/г  совершает 
вращение вокруг оси у  с угловой скоростью ф и вокруг оси вращения Земли с угловой 
скоростью Q -f- &, где Q — угловая скорость Земли (рио. 13.11). Следовательно, 
проекции угловой скорости системы координат А хуг на ее оси будут

<ах =  (X. +  Q) cos <р, <■>„ =  ф, Шг — (Я -J- Я) sln ф, 
или, учитывая (13.22), получим

«* =  - ^  =  ( я + 7 Г  +  0 со3 (р К ф -  (13.23)

Эти формулы имеют самостоятельное значение в различных прикладных вопро
сах.

Радиус-вектор г точки М относительно центра Земли в системе координат А хуг  
представляется в следующем виде:

г =  (/? +  Л)к. (13.24)

Абсолютная скорость точки М (скорость по отношению к системе координат 
0 Л 0Л ) равна

dr dr
v =  -d r  =  W  +  '*XT'

=  ГМ =  vnk.

Следовательно,
cx =  (® X r)x =  to., (tf +  ft), vu =  (s> X r),j =  — a x (R  - f  ft), o- «= рЛ. 

Принимая во внимание формулы (13.23), получаем
vx ‘= v tf' vu = . —o0~ i l ( R - \ - h ) c o s ( р, о2 =  »Л. (13.25)

Определив вектор v в системе координат Ахуг, абсолютное ускорение точки М 
найдем по формуле

W =  f e > x v ,  (13.26)

у 13 ,4) З А Д А Ч И  2 1 5

где
<?v _  dvx , , dvu , dv7 . 
dt df~ dl 1 ' ' at

В соответствии с формулой (13.26) имеем
ilt'x 1 __ _ ..
^  I -~y-t , wV ^~di--- 1'

dv ,--- !- (HxVy — Oy-’x.

Так как

dt

=  — v0 — Qvh cos (p +  Q (R +  Л) ф sin ф =  —йй — Qvb cos ф -J* o^Q Jla ф,
dt

dvz 
-------- i h,dt
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то, учитывая соотношения (13.23) н (13.25), найдем

+  Г + 2p0R sin y + f l l (^  +  ^) s is^ c o s ^ .

wy =  ~ йо -  X f V  +  - J T f T  ‘8  Ф +  2Й (y„  sin <!>-£-„ cos <r* 

vo +Wi — Й/!------ ---------------2t>i)Q cos ф — (R +  h) fia cos3 ф •).

Это и есть проекции абсолютного ускорения точки М на оси системы координат Ахуг.

Г л а в а  XIV

СЛОЖНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА

§ 14.1. Постановка задачи

Пусть твердое тело движется относительно подвижной системы 
координат О^Хгу^, а последняя в свою очередь перемещается отно
сительно основной системы координат принимаемой за не
подвижную. В этом случае говорят, что тело совершает сложное 
движение, которое состоит из двух составляющих движений.

Сложное движение может состоять из п составляющих движений. 
В этом случае имеется п систем координат и задается п движений:, 
движение тела относительно системы координат Onxny nz n, движение 
системы Опхпу пг п относительно системы О , г п_, и т. д., 
наконец, задается движение системы О ^ у ^  относительно основной 
системы О,*,#!?!. Движение тела или движение какой-либо одной 
системы координат относительно другой в общем случае ничем не 
ограничено. Задача заключается в нахождении зависимости между 
основными характеристиками составляющих движений и сложного 
движения.

В главе XI I  было установлено, что движение свободного твердого 
тела можно представить как сложное движение, состоящее из сово
купности сферического движения тела вокруг некоторого полюса н 
поступательного движения тела вместе с системой координат, свя
занной с полюсом. Таким образом, основными кинематическими ха
рактеристиками движения тела являются скорость и ускорение по
ступательного движения и угловые скорости и ускорения. Следова
тельно, задача изучения сложного движения тела, заключающаяся 
в нахождении зависимости между основными характеристиками со
ставляющих движений и сложного движения, сводится к установле
нию связи между поступательными и угловыми скоростями и уско-

*) Эти соотношения к книге: Л у р ь е  А. И. Аналитическая механика. — М.: 
Физматгиз, 1961, получены с использованием формул (13.11) и (13.20), См. также;
11 и к о л а и Е, Л, Труды ЛПИ, 1941, № 3 ,



реинями составляющих движении. В настоящем курсе мы ограни
чимся лишь установлением связи между поступательными м угло
выми скоростями.

Рассмотрение начнем с простейших случаев.

§ 14.2. Сложение поступательных движений

Пусть v, — скорость поступательного движения тела Р  относи
тельно системы (рис. 14.1), a v2 — скорость поступательного 
движения системы 0 2хгу г2г относительно неподвижной системы коор
динат Тогда, чтобы найти абсолют
ную скорость какой-либо точки М  тела Р, 
нужно применить теорему о сложении ско
ростей (глава XIII):

Vu =  v , - f  V,. (14.1)
В нашем случае vr =  Vi и ve =  v2, следо

вательно,
=  +  (14.2)

Таким образом, у всех точек тела абсо
лютные скорости оказались одинаковыми, 
следовательно, при сложении поступатель- Рис. 14.1
ных движений твердого тела результирую
щее движение будет также поступательным и скорость результи
рующего движения равна сумме скоростей составляющих движений.

В случае п поступательных движений, применяя последовательно формулу (14.1), 
можно показать, что результирующее движение также будет поступательным, и его 
скорость будет равна сумме скоростей составляющих движений, т. е.

п

v« = I! v  i=i
Возможен случай, когда скорости всех точек тела только в дан

ный момент времени оказываются равными между собой. Этот случай 
называют мгновенно-поступательным движением. Однако следует 
иметь в виду, что ускорения точек при этом различны (см. случаи о) 
в задаче 11.9).

§ 14.3. Сложение вращений вокруг пересекающихся осей.
Кинематические уравнения Эйлера

Пусть тело Р  вращается в системе координат Ox2t/2z2 вокруг 
оси г2с угловой скоростью <о2, а система координат Охгуггг вращается 
вокруг оси zx неподвижной системы с угловой скоростью <0j (рис. 14.2). 
Точ*а О остается неподвижной, поэтому результирующее движение 
тела будет сферическим. Обозначим через Я угловую скорость этого 
движения. Наша задача состоит в том, чтобы найти угловую скорость 
абсолютного движения тела, зная угловые скорости g>j и « 2 состав ляю
щих вращений.

5 M.EJ СЛО Ж ЕН ИЕ ВРАЩЕНИЙ ВОКРУГ ПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ ОСЕП 2 1 7
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Найдем абсолютную скорость произвольной точки М  тела. Д ля 
этого в формулу (14.1) следует подставить

vr =  щ  х  г, \ е =  О»! X г, 

где г — радиус-вектор точки М \ тогда
v Af =  «1 X Г +  <Оа X Г =  (0)j -j- W2) X Г.

С другой стороны, скорость той же точки М в абсолютном движе-j
нии будет равна

vM =  Q х  г.

Сравнивая оба выражения, получим
Я X Г =  (ш* - f  COjj) х  г.

Так как точка М, а следовательно, и ев 
радиус-вектор г произвольны, то

O =  o 1-|-w 3. (14.3)

Из формулы (14.3) следует, что сово
купность двух вращений, происходящих 
вокруг пересекающихся осей, эквивалентна 
одному вращению, происходящему с мгно
венной угловой скоростью, равной сумме 
угловых скоростей составляющих вращений.

Замечание. В случае сйх =  —ю, из (14.3) следует, что v^j =  0. Следовательно, 
совокупность двух вращений вокруг одной н той же оси, происходящих с одинако
выми но модулю, но противоположно направленными угловыми скоростями, эквива
лентна покою. Такую совокупность движений всегда можно присоединять к любому 
сложному движению тела.

Совокупность п вращений вокруг пересекающихся в одной точке 
осей эквивалентна одному вращению с мгновенной угловой скоростью

П

й  =  2 ] и (.
<■=1

Полученное правило сложения вращений вокруг пересекающихся 
осей позволит нам теперь выразить проекции мгновенной угловой 
скорости тела, имеющего одну неподвижную точку О, через углы 
Эйлера и их производные.

Напомним (§ 12.1), что положение подвижной системы координат 
Охуг, жестко связанной с телом, полностью определяется относи
тельно неподвижной системы координат Ox,(/iZj углами Эйлера 
(рис. 14.3). Тело участвует в трех вращениях: первое вращение, 
соответствующее изменению угла прецессии ф, происходит вокруг 
неподвижной оси Огх с угловой скоростью -фк,; второе вращение, со
ответствующее изменению угла нутации 0, происходит вокруг линии 
узлов О/С с угловой скоростью 81', где I' — единичный вектор, ли- 
1ши узлов; наконец, третье вращение, соответствующее изменению



угла собственного вращения ф, происходит вокруг оси Ог с угловой 
скоростью (рк. Следовательно, абсолютная углевая скорость <о тела 
будет

<0 =. \j)kj - f  (lY -\- фк. (14.4)

Составим таблицу направляющих косинусов единичных векторов 
Ьь i' и к в системе подеижных осей Ох у  г:

f. 14.31 С ЛО Ж ЕН И Е В Р А Щ Е Н И Я  ВОКРУГ ПЕРЕСЕКАЮ Щ ИХСЯ ОСЕП 2 1 9

X У 2

ь . sin 0  sin ф sin 0 cos ф cos 0
i- cos <p —sin ф 0

k 0 0 1

Поясним составление первой строки этой таблицы (вторая и 
третья строки непосредственно следуют из рис. 14.3, с). Разложим

единичный вектор fti ка две взаимно перпендикулярные составляю
щие, направив одну из них по оси г (сна равна cos G- к, 
см. рис. 14.3, 6); тогда вторая составляющая, равная sin 0 J ' ,  где 
j ' — единичный вектор вспомогательной оси л, будет находиться 
в плоскости ху. Следовательно,

k1 =  cos0 k- f - smO-j ' .  (14.5)

Вспомогательная ось t] составляет с осями х  и у  углы я /2  — ф и 
ф. Проектируя единичный вектор к! на оси х, у  и г , получим (напом
ним, что проекции единичных векторов равны соответствующим 
направляющим косинусам)

cos (k,v, х) =  sin 0 sin ф, cos (klt у) — sin 0 CCS ф, cos(klt z) =  cos 0.

Эти выражения и составляют первую строку таблицы направ
ляющих косинусов.



Проектируя теперь обе части равенства (14.4) на оси х, у , г  и 
учитывая таблицу косинусов, найдем проекции вектора угловой ско
рости тела на оси, жестко связанные с телом:

== 4  sln 0 sln ф - f  G cos ф,

<00 — ф sln 9 cos ф — 6 sln ф, (14.6)
шг =  -ф cos 0 - f  ф.

Полученные соотношения носят название кинематических уравнений 
Эйлера.

Модуль угловой скорости определяется равенством

со =  V  w'i -j- щ  -f- <о; =  |/"ф - -f- 0* - f  qr -f- 2фф cos 9. (14.7)

Таблица направляющих косинусов между единичными векторами 
ki, Г и к в системе неподвижных осей Ох^ууг х имеет вид
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X, V,

к. 0 0 1
Г COSl|> sin ф 0
к sin 0 sin ф —sin 0 cos if COS 0

Для того чтобы получить последнюю строку, мы разложили вектор 
к на две составляющие, направив одну из них по оси Zj (она равна 
cosO k,; см. рис. 14.4); тогда вторая, равная s i n Oj " ,  где j" — 
единичный вектор новой вспомогательной оси г), будет находиться

в плоскости С?лг,г/,:
k =  cos9 ki-f-slnO-j".

Третья строка второй таблицы получена 
проектированием этого равенства на оси 

у ъ  Zj. Проектируя теперь обе части ра
венства (14.4) на оси jfj, yi, z v и пользуясь 
второй таблицей направляющих косину
сов, найдем проекции вектора угловой 
скорости на неподвижные оси координат:

шХ) =  0 cos ф -{- ф sln 0 sln ф,
ю», =  Osin ф — Ф sln 0 cos ф, (14.8)
®г, =  Ф +  Ф COS 0.

Кинематические уравнения Эйлера (14.6) и (14.8) устанавливают 
связь между проекциями вектора угловой скорости а» на соответству
ющие оси, углами Эйлера ф, 0 и и их первыми производными по 
времени.

Задача 14.1. Планетарный редуктор с коническими шестернями передает вра
щение вала /  на вал II  (рис, 14,5), Определить число оборотов в минуту вала II и
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*)ИСЛО оборотов в минуту в абсолютном н относительном вращении сателлитов, если 
дано: л, =  80 мм; г2 — 80 мм, г3 =  СО мм н п  =  000 об/мин.

Подвижная шестерня 3 вращается вокруг своей оси ОВ н вместе с этой осью 
вращается вокруг оси ОА\ мгновенная ось абсолютного движения шестерни 3 про
ходит через точку пересечения осей слагаемых вращений, т. е. через точку О и точку 
С (таи как шестерня /  неподвижна). Для определения числа оборотов абсолютного 
движения шестерни 3 и числа оборотов при относительном вращении ее вокруг своей 
оси воспользуемся формулой (14.3), которая в рассматриваемом случае принимает 
вид

(0„ =  <0 +  (1)3,
где — абсолютная угловая скорость шестерни 3, <о — угловая скорость вала / ,  
(0.1 — относительная угловая скорость шестерни 3. Из рассмотрения подобных треу
гольников ОаЬ и СВО (см. рис. 14.5)
следует

<*Ъ г, щ г,-----=  ——, или =  — ,а) п г3
где п3 — число оборотов в минуту шес
терни 3 в относительном движении, а 
п — число оборотов в минуту вала I.
Отсюда имеем

г 80
Из =  —— п =  ——-G00 =  800 об/мин.Т 3 1л)
Абсолютная угловая скорость шес
терни 3 равна

2я/!,, я Y +  «я
03ц =  ■ 60 30

■ 100 рад/с,
причем через па обозначено число оборотов в минуту шестерни 3 в абсолютном дви
жении.

В точке D происходит эапепление шестерен 2 и 3, поэтому скорости точек шесте
рен 2 и 3, совпадающих с точкой D  равны между собой.

Скорость точки В шестерни 3 равна

и, следовательно,

ЯП
VB =  - W ri

о 2лп
VD ~  В ~  ~ 3 0 ~  Г1‘

Но скорость точки D  шестерни 2 равна
яла

v°  ~  ~зо~г* ‘
Таким образом, учитывая, что г, =  гг, получим

п2 =  2л =  1200 об/мшг.

§ 14.4. Пара вращений

Рассмотрим сложное движение, состоящее из двух вращений 
относительно параллельных осей O fa  и Огг г (рис. 14.6).

Пусть угловые скорости относительного (ш2) и переносного (oh) 
движений равны по модулю, но противоположно направлены (ш2 =
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=  —o>i). Такая совокупность движений называется парой враще
ний.

Найдем абсолютную скорость какой-либо точки М  твердого тела:
=  ve +  v,.

В нашем случае
Vr =  й»2 X  Г2, V(  =  B , X  ГЬ

следовательно,
Ум —  “ х х  Г1 -f соа х  г2 =  0»! X  ГХ —  ©! X  г .г  =

=  Ш! х (г, — r2) =  (Ih х ОуОг. (14.9)

Векторы (й! и O iO z не зависят от положения точки М ,  поэтому из 
(14.9) вытекает, что скорости всех точек тела одинаковы. Этим свой

ством обладает только поступа
тельное движение.

Из (14.9) следует, что

vM =  OiOt  X ш2. (14.10)

Векторное произведение 6 t6 } х  
X ©а называется моментом пары 
вращений. Таким образом, тело, 
участвующее в паре вращений, дви
жется поступательно со скоро
стью, равной моменту пары вра
щений.

Легко видеть, что совокупность 
п пар вращений эквивалентна 

одной паре, т. е. поступательному движению. Заметим, что любое 
мгновенно-поступательное движение можно представить как мгно
венную пару вращений.

Задача 14.2. Велосипедист едет со скоростью 21 км/ч, диаметр колес 700 мм, 
передаточное число равно трем. Определить, сколько оборотов в минуту делает педаль 
вокруг своей оси, если велосипедист движется без свободного хода.

Педаль велосипеда в результирующем движении перемещается поступательно. 
Это поступательное движение образуется иа поступательного движения вместе с ве- 
лосипедом и поступательного движения педали относительно велосипеда (последнее 
движение будет поступательным потому, что велосипедист ступней своей ноги держит 
педаль все время параллельно поверхности дороги), Поступательное движение пе
дали относительно велосипеда осуществляется ее вращением относительно своей 
оси и вращением вместе с осью вокруг оси кривошипа. При таком движении педали 
ее угловая скорость при вращении вокруг своей оси будет равна и противоположно 
направлена ее угловой скорости при движении вокруг оси кривошипа (пара вра
щений).

Так как велосипед движется без свободного хода, то движение колеса велосипеда 
зависит от движения кривошипа. Определим число оборотов кривошипа вокруг своей 
оси из условия, что передаточное число равно трем. Обозначая через я число оборо
тов колеса, а через пj — число оборотов кривошипа, будем иметь

п!пх =  3 ,



Предполагая, что колесо катится по поверхности дороги без скольжения, най
дем зависимость между скоростью велосипеда и числом оборотов колеса. Очевидно, 
это будет
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где г — радиус колеса. Таким образом,
ЗОо 30-21 ООО 600

П — ----------  -г-гр— — ------- об/мин.т  0,35п-3600 я

Следовательно, число оборотов кривошипа равно
п 500 , ,лj =  —  =  ——  я; 53 об/минО ОД

и число оборотов педали
л2 =  tii «  53 об/мин.

§ 14.5. Сложение вращений вокруг параллельных осей

Из содержания предыдущих параграфов видно, что введенные 
выше простейшие кинематические элементы — угловые скорости 
вращения тела (или системы координат) и скорости поступательных

Рис. 14.7

движений подчиняются тем же законам, что и силы и пары в статике. 
В самом деле, пары вращений или поступательные движения анало
гичны парам сил. Как и в статике, совокупность кинематических 
пар эквивалентна паре, момент которой (или скорость результирую
щего поступательного движения) равен сумме моментов слагаемых пар.

Угловые скорости вращения вокруг осей, пересекающихся в одной 
точке, заменяются одной угловой скоростью так же, как и сходя
щаяся система снл в статике приводится к одной силе (равнодейст
вующей). Аналогия между угловыми скоростями составляющих вра
щений и силами этим не ограничивается. Мы сейчас установим, что 
сложение вращений вокруг параллельных осей совершенно анало
гично сложению параллельных сил.

Предположим, что тело вращается с угловой скоростью to2 вокруг 
оси О.,zг относительно системы координат 0 2лг2г/2г2, а последняя вра
щается с угловой скоростью о», вокруг оси OiZj относительно системы 
координат 0 1А1//1г1, причем оси 0 &  и 0 2гг параллельны (рис. 14.7).



224 С ЛОЖНОЕ Д В И Ж Е Н И Е  ТВЕРДОГО ТЕЛА 1ГЛ. XIУ

Тогда абсолютная скорость любой точки М  тела
V =  Ve +  V, =  <0Х X гх +  ю* х  г2.

Скорости vr и \ вточки М  расположены в плоскости, перпендикуляр
ной осям 0 i2, и 0 2z3) следовательно, и абсолютная скорость v точки 
М  лежит в плоскости, перпендикулярной этим осям. Так как точка 
М  произвольна, то это означает, что тело участвует в плоском дви
жении. Найдем в плоскости X iO ^i мгновенный центр скоростей 
в случае, когда ©t и ©2 направлены в одну сторону (рис. 14.7, а).

Д ля точки Р , лежащей на прямой 0 j0 2, vr и ve коллинеарны, но 
направлены в разные стороны. Д ля того чтобы их геометрическая 
сумма была равна нулю, должно выполняться равенство

<02 * 0 2Р  1=5 ш* • ОуР
или

-5 # -  =  - ^ *  <Н П >
Точка Р  делит отрезок 0 ,0 ,  внутренним образом на части, обратно 
пропорциональные модулям угловых скоростей составляющих вра
щений.

Перейдем теперь к сложению вращений, имеющих противопо
ложные направления. Пусть <о2 >  Ш]. Скорости vr и ve в этом случае 
имеют противоположные направления в точках на прямой 0 Д0 2, рас
положенных вне отрезка О^Ог (рис. 14.7, б). Найдем точку Р , в ко
торой эти скорости равны:

со2 • 0 2Р  =  (Oi-OiP
или

- I S— (, 4-12)
Точка Р  делит отрезок 0 ,0 2 внешним образом на части, обратно про
порциональные модулям угловых скоростей. Такую точку всегда 
можно найти, если только ю, Ф  ш2.

В каждом из рассмотренных случаев точка Р  имеет скорость, 
равную нулю, т. е.

Vp =  ©а X ОгР  +  ©i X OtP  =  0. (14.13)
Найдем теперь скорость произвольной точки М:

V =  X r t  4- ©2 X г2 == й»! X (0 tP  +  г ')  +  Ю2 X Ш  +  г').
Здесь г' — радиус-вектор точки М  относительно мгновенного центра 
скоростей Р . Раскрывая скобки в правой части и используя равен
ство (14.13), получим

V =  ©I X ОуР +  ©j X г ' +  <*>„ X О^Р +  ( i ) j X r '  =  (©! - f  ©2) X г' =  П X г '.
(11.14)

где Q =  ©j - f  ю*.
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Отсюда следует, что совокупность двух вращений, происходящих 
вокруг параллельных осей, но не представляющих собой пары вращений, 
приводится к одному вращению, мгновенная ось которого делит вну
тренним или внешним образом расстояние между осями составляю
щих вращений на части, обратно пропорциональные модулям угло
вых скоростей. Угловая скорость результирующего вращения равна 
геометрической сумме угловых скоростей составляющих движений.

Если угловые скорости направлены в одну сторону, то мгновен
ная ось вращения расположена между осями 0 t2, и 0 2г2 и модуль ре
зультирующей угловой скорости й  =  <!>! +  Wj. В случае противо
положно направленных вращений мгновенная ось расположена за 
осью, вокруг которой вращение происходит с большей угловой ско
ростью и Q =  | (i>i — о . |. Результирующая угловая скорость на
правлена в сторону большей из угловых скоростей.

§ 14.6. Задачи

Задача 14.3. В редукторе (рис. 14.8) водило ОС делает п =  720 об/мнн, а по
движные шестерни 2 и 3 вращаются вокруг своей оси относительно поводка в том жз 
направлении с угловой скоростью, соответствующей пгз =  210 об/мнн. Определить 
радиус неподвижного колеса 1 и число оборотов 
вала / / ,  если ОС =  240 мм, г4 =  40 мм (rt  — ра
диус шестерни 4).

Подвижные шестерни 2 и 3 совершают слож
ное движение. Они вращаются вокруг оси М N от
носительно поводка и вместе с этой осью вокруг 
оси вала / .

Радиус Г\ неподвижного колеса 1 найдем из 
условия, что мгновенная ось абсолютного вращения 
шестерен 2 и 3, параллельная оси M N, проходит 
через точку касания неподвижного колеса I и под
вижной шестерни 2. На основании соотношения 
(14.11) можем записать:

О) +  6>2ЛГ 2
а

со
Wjj

гг +  П 
г\

ОС • 0)21

Wjj

(0 -j- (0g3 *
где и .23 — угловая скорость шестерен 2 н 3 при их вращении вокруг оси MN, в to — 
угловая скорость вала / .

Между угловой скоростью и числом оборотов в минуту существует зависимость 
вида

следовательно,

П =
ОС-П

я п
30 •

240-240
ti -f- /ij3 720 ’I" 240 =  60 мм.

Абсолютная угловая скорость иа шестерен 2 и 3 при вращении вокруг мгновен
ной оси на основании (14.14) равна

8 Н. В. Бутенин и др.



Характеризуя угловую скорость числом оборотов, получим 
я„ =  я  +  я *  =  720 -f- 240 =* 960 об/иин.

Для определения числа оборотов шестерни 4, а следовательно, и вела 1 /, вос
пользуемся тем обстоятельством, что абсолютные скорости точек шестерен 3  и 4 
в точке В  их зацепления равны между собой (нет относительного проскальзывания):

flad =  п4г4,
где d =  г* — rt .

Таким образом,

па (/■( — г4) 960 (60 — 40) , п4 =  - ■ *----- — ----------------------- =  480 об/мин.

Задача 14.4. Сколько оборотов в минуту должен делать ведущий вал 1 редук
тора (рис. 14.9), чтобы ведомый вал / /  совершал пх =  1800 об/мин? Первое колесо 

с внутренними зубьями неподвижно. Дано: тх =  150 мм, 
г2 — 30 мм, г4 =  50 мм.

Подвижные шестерни 2 и 3 как одно целое совершают 
сложное движение. Они вращаются вокруг оси M N  отно
сительно поводка н вместе с ней вращаются вокруг оси / .

Мгновенная ось абсолютного вращения этих шестерен 
проходит через точку В — точку зацепления подвижной 
шестерни 2 и неподвижной шестерни / .  Эта ось параллель
на оси M N. Так как мгновенная ось абсолютного вращения 
шестерен 2 и 3 лежит вне осей слагаемых движений, то 
вращение этих , шестерен вокруг оси M N  происходит в 
сторону, противоположную направлению вращения ва
ла 1.

На основании формул (14.12) и (14.14) имеем 
(0,3 г,

- ^ - = 7 ^ -  И 0)д — С02з — CD|,

где (Djj — угловая скорость вращения шестерен 2 и 5 вокруг оси MN, ша — абсо
лютная угловая скорость этих шестерен.

Из полученных соотношений следует
Г1 Г1 —«во =  К>1 ------ Wj =  -  1 ■ ./* Г*

Скорости точек зацепления шестерен 3 и 4 равны, т. е. юа (г, — г4) =  о 4г4. Отсюда 
следует:

W ,!= “ * ( r i - u ) l r x - r t ) »
или

«1 =  «. -  1800- S  = 225 сб/шга-

Вал И  вращается в ту же сторону, что и вал /.
Задача 14.6. Стержень АВ  длиной 21 приводится в движение относительно на

правляющих ОА и ОВ кривошипом ОС, вращающимся вокруг оси О с постоянной 
угловой скоростью Шо. Кроме того, весь механизм вместе с направляющими вра
щается вокруг оси, перпендикулярной плоскости механизма и проходящей через 
точку О, с постоянной угловой скоростью, модуль которой также равен Шо- Найти 
абсолютную угловую скорость стержня АВ  и абсолютную скорость любой точки М  
втого стержня, находящейся на расстоянии It от точки С, если вращение криво
шипа ОС и вращение всего механизма происходит в противоположных направле
ниях (АС  =  СВ =  I).
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J:__21 '-И ,.*.

V/Ay/sa

Рис. 14.9



IH  61 ЗАДАЧИ 227

Будем считать, что вращение кривошипа ОС относительно напразляющих проис
ходит против хода часовой стрелки (рис. 14.10). Тогда ползун А будет двигаться 
по вертикальной направляющей вверх, а ползун В — по горизонтальной направ
ляющей влево. Мгновенный центр скоростей Рг стержня АВ в его относительном 
движении определится пересечением перпендикуляров, восставленных к скорой 
стям v rA и v rB. Учитывая направления последних, видим, что относительная угло
вая скорость <ог.стержня АВ  направлена по ходу часовой стрелки. Относительная 
скорость vr(, точки С как точки, принадлежа
щей кривошипу ОС, равна щ -ОС, а как точки, 
принадлежащей стержню АВ, равна <ar -PrC.
Тлкнм образом, со0'ОС =  ч>г -Р гС. Отсюда сле
дует, что угловые скорости и 0 п «ог равны по 
модулю (Шо =  о>г),но противоположны по нап
равлению.

Переносная угловая скорость w<. по условию 
задачи направлена по ходу часовой стрелки (в 
сторону, противоположную угловой скорости 
кривошипа) и численно равна <о0. Векторы соста
вляющих угловых скоростей стержня А В напра
влены перпендикулярно плоскости рисунка от 
читателя вниз. В соответствии с правилом сло
жения угловых скоростей, направленных в одну 
сторону, найдем модуль абсолютной угловой 
•скорости о а стержня АВ: <о„ =  +  шг =  2<ов. Мгновенный центр скоро
стей стержня в его абсолютном движеннн находится посредине отрезка ОРг 
в точке С. Модуль абсолютной скорости точки М определится равенством vm => 
=  (оц/, =  2<Vi; скорость^ направлена перпендикулярно мгновенному радиусу СМ.

Задача 14.6. Найти передаточное отношение шарнира Гука *). Шарнир Гука 
применяется для передачи вращения от одного вала к другому. На концах валов I 
и II (рис. 14.11) имеются жестко скрепленные с ними вилки. Соединение валов про
изводится с помощью крестовины, представляющей собой два жестко соединенных

Рис 14.10

н взаимно перпендикулярных валика. Каждый из этих валиков может вращаться 
в подшипниках, закрепленных на концах вилок.

На рис. 14.11 изображен шарнир Гука в положении, когда плоскость вилкн 
вала /  вертикальна, а валы l u l l  расположены в плоскости у г  и угол между ними 
равен а.

Пусть вал /  ведущий, а вал II ведомый. Векторы угловых скоростей валов соот
ветственно обозначим через tiij и « 2. При вращении валов крестовина совершает 
вращение вокруг неподвижной точки О ‘Валик АА' при этом будет вращаться в вер-

■•*) Л о й к я и с к н и Л. Г., Л у р ь е А. И. Курс теоретической механики, 
Т. 1. -  М.: Наука, 1982. -  С. 321.
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тональной плоскости, перпендикулярной валу 1, а валик В В' — в плоскости, пер. 
лендихулярной валу / / .  На рис. 14.12 показаны эти плоскости и положения валиков 
при повороте ведущего вала /  на угол q> (ведомый вал 11 повернется на угол if); 
буквами А 0Л'п и В0В; обозначено первоначальное положение валиков АА  и ВВ'.

Абсолютную угловую скорость ioa крестовины можно, с одной стороны, пред
ставить как сумму переносной угловой скорости « ,  (угловой скорости вала Г) и отно
сительной угловой скорости и ; вокруг валика А А ', вращающегося в вилке вала / ,  
т. е. о>а =  ci>j +  С другой стороны, эта абсолютная угловая скорость крестовины 
может быть найдена как сумма переносной угловой скорости (угловой скорости 
вала 11) и относительной скорости ш'г вращения крестовины вокруг валика ВВ', 
вращающегося в вилке вала II , т. е. <оа =  ш., +  «»2. Сразу же отметим, что в силу 
конструкции шарнира w, _L <■>;, wj J. ш!, га2" J. б>2.

Итак, можно записать

«»1 +  «1  =  « 2  +  “ г- (14.15^
Введем в рассмотрение угол ф поворота вала / .  С этой целью рассмотрим два 

вектора: вектор e>, X <о#, перпендикулярный плоскости, в которой расположены 
валы 1 и 11 (на рис. 14.12 это плоскость уг); вектор <о4 X соJ, перпендикулярный 
плоскости вилки вала 1. Принимая во внимание, что

| X  | =  <j)iW2 sin а , | fi»i X <“ 11 =
найдем

(ш, X «ь)-((в, X »>J) =  | о ,  X вь i ! » i  X «>11 cos<p =  о);а,<а]' sinct соБф. (14.16) 
Это же скалярное произведение можно переписать и в другом виде *):

(w,xe>,) (e>,xa>'i) =  ((«1 Х®>2)Х»,]-о»1 =  «j — («ô Wz) <e,ls>; =  (6>a a>;),
<14.1Г>

так как =  0 .
Сравнивая отношения <1-4.16) и (14.17), получим

о)2 'й>; =  (02«J sin a  cos ф. (14.18)
Скалярное произведение « 2о |  можно найти, умножив равенство (14.15) на век
тор &[:

Wj'-eJ - f  m j• =  ю2 • o>J -j- <a2 • e>J.

Так как =  0 n  а>2-й>; =  0, то имеем

*V ® i =  (a j)3- (14.19)

Сравнивая этот результат с равенством (14.18), получим
<о| =  (й2 sin ct cos ф. (14.20)

Умножим теперь соотношение (14.15) скалярно ка о 2:
<а1 <1>2 +  <й['б)2 =  te2'ts24- б>2-«о2.

Отсюда
©[•<i>2 =  со; — Wrw2- (14.21)

Используя соотношения (14.19), (14.20) я (14.21), будем иметь 
ел] — <о,м2 cos а  =  (0j sin2 о  cos2 ф, 

и, следовательно, искомое передаточное отношение равно
(о2 _  cos а  
Wj 1 — sin2 а  cos2 <р’

*) Используем формулы А-(В х  С) =  В-(С X А) =  С-(А X В), ( А Х В ) Х С = >  
=  В (А-С) — С (А ■ В),
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Беля сое* =  I, то  передаточное отношение будет максимальным и равным

§ 14.7. Сложение поступательных и вращательных движений

Первый случай. Рассмотрим сначала следующий случай слож
ного движения: тело Р  движется поступательно с постоянной ско
ростью v„ относительно системы координат ОгХ2у 2г г, а она в свою 
очередь вращается вокруг оси Zi неподвижной системы координат 
O i X t y ^ i  с  постоянной угловой скоростью со, параллельной скорости V*

поступательного движения. Найдем абсолютную скорость некоторой 
точки М  тела (рис. 14.13):

VM =  vr -f -v e =  v0 -t-<a X г.
Таким образом, абсолютная скорость точки может быть разложена 
на две составляющие: одну v0, параллельную оси г*, и другую vc => 
— w X г, перпендикулярную плоскости, проходящей через ось г х и 
точку М .

Отсюда следует, что точка М  движется по боковой поверхности 
кругового цилиндра с осью г\. Касательная к винтовой траектории 
образует с плоскостью, перпендикулярной оси цилиндра, угол otj 
причем

Минимальное значение передаточпого отношения равно

Рис. И .!3

где R — радиус цилиндра (см. рис. 14.13).
Время Т  одного оборота тела в винтовом движении

Т =  2п/ш,



230 СЛОЖ НОЕ Д ВИ Ж ЕН И Е ТВЕРДОГО ТЕЛА 1ГЛ. XIVI

Любая точка тела переместится за это время параллельно оси на рас
стояние, равное

А =  v0T  =  2лу0/ы,

называемое шагом винта. Величина р  — v0/a  называется параме
тром винта.

Рассмотренное сложное движение тела называется кинематиче
ским винтом.

Если скорость v0 и угловая скорость со переменны, то движе.чие 
тела будет мгновенно-винтовым движением. Естественно, что пара
метр винта в общем случае также будет переменным.

Второй случай. Скорость поступательного движения перпен
дикулярна угловой скорости вращательного движения. Согласно 
§ 14.3 мгновенное поступательное движение можно рассматривать 
как сложное движение — пару вращений. При этом момент пары 
вращений должен быть равен скорости данного поступательного 
движения. Плоскость пары вращений должна быть перпендикулярна 
v0 — проведем ее через ось гг (рис. 14.14). Поступательное движение

со скоростью v0 относительно системы координат 0^сгу гг г можно 
заменить вращением тела с угловой скоростью ш" относительно не
которой новой системы и вращением этой новой системы относительно 
системы координат ОгХчугг% с угловой скоростью ю' =  —о". Д ля упро
щения чертежа плоскость г/20 2г2 проведена перпендикулярно v# через 
ось Z). Пусть одно из вращений, составляющих пару, имеет угловую 
скорость ю' =  —ю и происходит вокруг оси, совпадающей с г,; тогда 
другое вращение имеет угловую скорость в ’ = м  и происходит во
круг параллельной оси, проходящей через точку Оа. Д ля эквивалент
ности этой пары вращений данному поступательному движению тела 
достаточно, чтобы было выполнено условие

v0 =  0 j0 3 х <о\

Если O fi8 ±  С л  (см. рис. 14.14), то отсюда следует, что
d  — OxOt  — vJ q .
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Таким образом, совокупность поступательного и вращательного 
движений нами приведена к трем вращениям (©", е>\ <о), при этом 
два последних вращения (о/ , « ')  эквивалентны покою, так как угло
вые скорости ю' и ю равны по модулю и направлены по одной прямой 
в противоположные стороны. Следовательно, результирующее дви
жение эквивалентно только одному вращению вокруг мгновенной 
оси, проходящей через точку 0 3, с угловой скоростью, равной угло
вой скорости заданного вращения.

Третий случай. Скорость поступательного движения va направ
лена под углом ф к угловой скорости га вращательного движения 
(рис. 14.15). Этот случай легко приводится к первому. В самом деле, 
поступательное движение со скоростью v0 можно сначала предста
вить как совокупность двух поступательных движений со скоро
стями vx и V», причем Vxl©, v2 ±  ю (рис. 14.15) и vs +  v2 =  v0.

Поступательное движение со скоростью v2 (в соответствии со 
вторым случаем) можно заменить парой вращений (а>\ ю"). Получи- 
лась система четырех движений (уь ю , о>', ю); при этом два последних 
движения (а',© )эквивалентны покою, следовательно, остается мгно
венно-винтовое движение (vj, <■>*).

Если скорости v0, о) постоянны, то движение будет винтовым. 
При этом ось винта отстоит от оси г1 на расстоянии

^ __Vt_ _ t>o Sin q>
(О о

Шаг винта равен
. __ 2лУр sin 9

а
§ 14.8. Общий случай сложения движений твердого тела
Продолжим установленную в §§ 14.4 и 14.5 аналогию между 

угловыми скоростями и силами, приложенными к твердому телу, 
а также между скоростью поступательного движения и моментом 
пары сил. Эта аналогия объясняется тем, что угловая скорость © тела 
и сила, приложенная к твердому телу, являются скользящими век
торами. Можно показать (мы не будем останавливаться на доказа
тельстве *)), что любая система скользящих векторов, независимо от 
их физической природы, эквивалентна одному скользящему вектору 
(главному вектору) и одной паре скользящих векторов, момент кото
рой равен главкому моменту.

* Применительно к сложению движений твердого тела это озна
чает следующее: если тело участвует одновременно в п вращениях 
с угловыми скоростями <о1( ю2, ..., «в„ и в т поступательных движе
ниях, скорости которых равны vlt v2, vm (моменту пар вращений), 
то вся система этих движений эквивалентна совокупности одного 
вращательного и одного поступательного движений. Угловая скорость

*) См., например, С у с л о в  Г. К. Теоретическая механика. — М.: Гостехиэдат, 
1946, §§ 6—25; М е р к и н Д . Р. Алгебра свободных и скользящих вехторов, — 
М.: Фнзматгиэ, 1962.
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to результирующего вращения равна сумме (главному вектору) состав
ляющих угловых скоростей

и  =  ©j -}■ ©а "Ь "  ’ 4" ©л» (14,22)
а  скорость vA результирующего поступательного движения равна  
сумме (главному моменту) моментов угловых скоростей <at относи
тельно центра приведения А и скоростей v( поступательных движе
ний (моментов пар вращения)-.

Va =  Ma (<Oj)H---------f  Мл (<а„) - f  Vl -------- 1- vm. (14.23)
причем ось вращения проходит через выбранный центр приведения А .

На рис. 14.16 показаны результирующая угловая скорость <а 
вращательного движения (главный вектор) и результирующая ско
рость Уд (главный момент) поступательного движения. Векторы vA 
и <о можно рассматривать так же, как скорость полюса А и угловую 
скорость вращения тела относительно полюса (§ 12.4).

Покажем, что имеются два кинематических инварианта, анало
гичных статическим инвариантам. Действительно, из равенства 
(14.22) следует, что главный вектор ю не зависит от выбора центра 
приведения А  и, следовательно, представляет собой первый кинема
тический инвариант. По существу, инвариантность главного вектора 
тождественна с ранее доказанным утверждением о независимости

угловой скорости тела от выбора полюса. В более узком смысле под 
первым инвариантом / ( будем понимать квадрат модуля главного 
вектора

/ ,  =  со*. (14.24)
Прежде чем перейти ко второму инварианту, заметим, что при 

переходе к новому центру приведения, например точке В, главный 
момент Уд будет связан с главным моментом vA относительно старого 
полюса формулой (рис. 14.17)

Vfl =  vA +  ( i )Xp.  (14.25)
Эту формулу можно получить непосредственно из равенства (14.23). 
Она также следует из того, что главный момент v„ есть скорость 
точки В твердого тела и определяется формулой (12.20). Умножим 
скалярно обе части равенства (14.25) на вектор ш: 

vB <j)==vA w-|-(<a х  р) « .
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ДИНАМИКА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

Гла в а  I.
ВВЕДЕНИЕ В ДИНАМИКУ.
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ

§ 1.1. Предмет и задачи динамики

Два предыдущих раздела курса механики — статика и кинема
тика — в сущности, мало связаны между собой. Каждому из них 
соответствует свой особый круг понятий, задач и методов их реше
ния. В статике рассматриваются задачи о равновесии, а также 
задачи об эквивалентных преобразованиях систем сил: при таких пре
образованиях даже не ставится вопрос о том, какое движение тела 
вызывают приложенные силы. В кинематике изучается движение 
«само по себе», вне связи с теми силами, под действием которых 
оно происходит.

Изолированное рассмотрение двух указанных проблем вызыва
ется чисто методическими соображениями построения курса меха
ники и, строго говоря, не вытекает из существа задач механики. 
Дело в том, что между действующими силами и движением суще
ствует глубокая внутренняя связь, которая отмечается уже в самом 
определении понятия силы. Эта связь принимается во внимание 
в динамике, предметом которой является изучение движения с уче
том действующих сил.

Среди практических задач механики лишь небольшое число 
допускает чисто статическое или чисто кинематическое исследова
ние: в большинстве случаев необходимо полное, т. е. динамическое 
изучение тех или иных механических явлений. При этом исполь
зуются установленные в статике способы приведения сил, а также 
разработанные в кинематике методы описания и изучения движе
ния; поэтому статику и кинематику можно рассматривать как вве
дение в динамику, хотя они имеют и самостоятельное значение.

При всем разнообразии динамических задач выделяют две.их 
категории. К первой категории относятся задачи, в которых движе
ние тела (или механической системы) является заданным, и тре
буется найти силы, под действием которых это движение проис
ходит (первая задана). В другую категорию входят задачи противо
положного характера: в них силы являются заданными, а движе
ние — искомым (вторая задача). Эти задачи называются основными 
задачами динамики.

При формулировании основных законов динамики пользуются 
моделью материальной точки, под которой понимают геометрическую
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точку, наделенную конечной массой, т. е. в сущности под ма
териальной точкой понимают тело конечной массы, размерами 
и различием в движении отдельных точек которого по условиям 
задачи можно пренебречь. В дальнейшем будет показано, что по
ступательно движущееся тело можно рассматривать как материаль
ную точку с массой, равной массе всего тела.

§ 8.2. Инерциальные системы отсчета.
Основное уравнение динамнхн точки

В основании динамики лежат законы, впервые в наиболее пол
ном и законченном виде сформулированные Исааком Ньютоном 
в книге «Математические начала натуральной философии» (1687 г.).

В качестве первого закона Ньютон принял принцип инерции, 
открытый Галилеем, который можно сформулировать следующим 
образом: изолированная материальная точка находится в состоя
нии покоя или равномерного и прямолинейного движения.

Под изолированной материальной точкой понимается материаль
ная точка, которая не взаимодействует с другими телами или когда 
силы, действующие на точку, взаимно уравновешиваются.

Важнейшим обстоятельством при изучении движения тел отно
сительно друг друга является выбор системы отсчета, что в  свою 
очередь связано с принятым представлением о пространстве и вре
мени. Естественно поставить вопрос: по отношению к какой же 
системе отсчета справедлив принцип инерции?

Ньютон, формулируя законы динамики, ввел в рассмотрение 
модели пространства и времени, которые предполагают наличие 
абсолютного неподвижного евклидова трехмерного пространства 
и абсолютного времени, т. е. времени, одинаково текущего для 
всех наблюдателей, где бы они ни находились и каково бы ни было 
их движение.

Исходя из этого представления о пространстве и времени, Нью
тон и предполагал возможность существования абсолютной, непо
движной системы отсчета (системы координат), не связанной с ма
териальными телами; для такой системы отсчета он и считал спра
ведливым принцип инерции.

Последующее развитие представлений о пространстве привело 
к полному отрицанию понятия абсолютного пространства. Поэтому 
понятия «покой», «постоянная скорость» и т. п. лишены объектив
ного смысла: пользуясь этим термином, необходимо указать, в ка
кой системе отсчета рассматривается движение. Но движение, про
исходящее с постоянной скоростью в одной системе отсчета, может 
представляться ускоренным в другой .системе отсчета; поэтому 
принцип инерции не обладает универсальностью, хотя, как пока
зывают наблюдения, в некоторых системах отсчета принцип инер
ции оказывается справедливым.
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Введем определение: системы отсчета, в которых справедлив 
принцип инерции, называются инерциальными системами отсчета 
(инерцнальными системами координат). Подчеркнем, что об инер- 
циальности или неинерциальности той или иной системы отсчета 
можно судить только на основе опыта. В частности, установлено, 
что гелиоцентрическая система координат (т. е. система координат 
с началом в центре Солнца и осями, направленными на «неподвиж
ные» звезды) весьма близка к инерциальной системе.

Следует, однако, иметь в виду, что гелиоцентрическая система 
отсчета может считаться инерциальной только для движений вну
три Солнечной системы, ибо центр масс Солнечной системы движется 
по криволинейной траектории относительно центра нашей Галак
тики с относительной скоростью, примерно равной 3 1 0 5 м/с, и 
ускорением порядка 3• 10-13 м/с2.

Легко видеть, что система отсчета А ,, которая движется отно
сительно инерциальной системы отсчета Л„ поступательно и начало 
которой имеет постоянную по модулю и направлению скорость, 
также является инерциальной. Это вытекает из того, что ускоре
ние точки в системе Л , не отличается от ускорения точки в системе А0. 
В этом утверждении состоит принцип относительности Галилея.

Наоборот, в системах отсчета, движущихся относительно инер- 
ниальной системы отсчета не поступательно или не равномерно, 
принцип инерции не имеет места; такие системы называются не- 
инерциальными. Если движение некоторой системы отсчета про
исходит с относительно малыми ускорениями относительно инер
циальной системы отсчета, то при решении практических задач 
иногда можно пренебречь малой неинерциальностью (например, 
неинерциальностью геоцентрической системы, связанной с Землей); 
при этом приближенно принимают, что принцип инерции выпол
няется и в такой системе отсчета.

Развитие физики привело к концу XIX и началу XX века к не
обходимости создания других моделей пространства и времени. 
Так, например, в специальной теории относительности, в которой 
рассматриваются только инерциальные системы отсчета, моделью 
пространства и времени является четырехмерное пространстЕО- 
время, т. е. пространство и время уже не считаются независимыми 
друг от друга.

Еще более сложная модель пространства и времени используется 
в общей теории относительности (теории тяготения), в которой 
рассматриваются неинерциальные системы отсчета. Эта модель 
уже предполагает зависимость пространства и времени от тяготе
ющих масс и полей.

Выводы как специальной, так и общей теории относительности 
при скоростях тел, значительно меньших скорости света, совпа
дают с выводами классической механики, а это значит, что клас
сическая механика (механика Ньютона) является предельным слу
чаем механики, основанной на принципах теории относительности.
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Фундаментальное значение для всей динамики имеет следующий 
основной закон динамики (второй закон Ньютона): сила, действую* 
щая на материальную точку, сообщает ей ускорение, которое 
в инерциальной системе отсчета пропорционально величине силы 
и имеет направление силы. В аналитической форме этот закон пред
ставляется в виде основного уравнения динамики

mw =  F, (1.1)

где F — сила, действующая на материальную точку, w — ее уско
рение, т — масса материальной точки, являющаяся мерой ее 
инертных свойств.

Из формулировки основного закона динамики вовсе не вытекает, 
что в динамике исследуются движения, происходящие только в инер- 
циальных системах. В главе VI мы будем рассматривать движение 
в неинерциальных системах, однако таких, движение которых 
относительно инерциальной системы задано; на языке кинематики 
задача сведется к выражению относительных ускорений через абсо
лютные ускорения.

Отметим, что равенство действия и противодействия двух мате
риальных точек (третий закон Ньютона), о котором уже говори
лось в начале курса статики, является общим законом всей механики 
и справедливо не только в задачах статики, но и в задачах динамики.

Строго говоря, в соответствии с третьим законом Ньютона дви
жение любого тела нужно рассматривать во взаимодействии с дру
гими телами. Однако достаточно часто встречаются случаи, когда 
взаимодействующие тела имеют несоизмеримые массы и, следова
тельно, от одинаковых действий приобретают несоизмеримые по 
модулю ускорения. Так, ИСЗ движется под действием силы тяго
тения Земли, но влияние ИСЗ на движение последней ничтожно. 
Точно так же сильное электромагнитное поле практически не зави
сит от нахождения и движения в нем заряженной частицы; в таких 
случаях можно рассматривать движение одного тела без учета 
обратного влияния.

Приведем еще одно фундаментальное положение механики — 
закон независимости действия сил: если на материальную точку 
действует несколько сил, то ускорение точки складывается из тех 
ускорений, которые имела бы точка под действием каждой из этих 
сил в отдельности.

Это значит, что при действии на материальную точку сил Flf 
Fa, F„, каждая из которых сообщает точке соответственно уско
рения w u w2, w,„ ускорение материальной точки будет

w =  w , - f  w *-f-. . .+  w„.

На основании (1.1) можно записать
m w i —  Fu  /nwa =  Fa, . . . ,  mw„ =  F„.



Складывая между собой эти равенства, получим
... - f -wn) =  F, +  Ft +  ... F„, 

или, на основании закона независимости сил,

/ww =  F| -J- Fa -f- ... -j- Fn =  2  Ffc»
k=1

n
где J ]  Fft — равнодействующая всех сил, приложенных к мате- 

k~i
риальной точке.

Таким образом, движение материальной точки под действием 
сил F,, F*, ..., F„ будет таким же, как и при действии одной силы, 
равной их геометрической сумме (равнодействующей).

В принципе основные законы динамики играют роль постулатов, 
проверенных не только прямыми экспериментами, но многовековой 
практикой человека.

В сжатом виде законы динамики можно сформулировать следу
ющим образом:

1. Существует такая система отсчета, в которой материальная 
точка находится в покое или движется равномерно и прямолинейно, 
если на нее не действуют силы. Такая система отсчета называется 
инерциальной (иногда ее условно называют неподвижной).

2. В инерциальной системе отсчета вектор ускорения материаль
ной точки пропорционален вектору силы, действующей на эту 
точку.

3. Две материальные точки взаимодействуют друг с другом 
так, что силы их взаимодействия равны по величине, противоположны 
по направлению и имеют общую линию действия.

4. При действии на материальную точку нескольких сил ее уско
рение равно сумме ускорений, которые имела бы точка при дей
ствии каждой силы в отдельности.

Отсюда следует, что систему сил, действующих на точку, можно 
заменить их равнодействующей.

Из основного уравнения динамики следует линейная зависимость 
между модулем силы и модулем ускорения

F — mw. (1.2)
Эта зависимость дает возможность опытного определения массы 
материальной точки. Здесь имеются два подхода.

Массу некоторой материальной точки можно принять за еди
ничную массу т,,. Тогда, измеряя ускорения, приобретаемые под 
действием одной и той же силы двумя различными материальными 
точками (одна из них единичной массы), получим из (1.2)

F — mw, F — m0w0. (1.3)
Следовательно, т =  m0w0/w. Масса т установлена. Отношение 
ускорений w0/w  определяет количество эталонных единиц массы, 
содержащихся в т.
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При таком способе измерения массы единицы силы выражаются 
через единицы массы и единицы ускорения по формуле (1.2)

В международной системе единиц СИ единицей массы слу
жит килограмм (кг). Единицы длины й времени — метр (м) и секун
да (с).

Единица силы называется ньютоном (Н). Из (1.2) следует 

1 Н =  1 кг-м/с*.

Заметим, что часто применяется и более мелкая единица силы — 
дина:

1 дин =  Ш-6 Н =  0,001 кг-0,01 м/с8 =  1 г-см/с8.

Аналогично вводится один килоньютон (кН), который разсн 
1000 ньютонов.

Рассмотрим теперь другую возможность использования основ
ного закона динамики. Можно, как и в статике, назначить единицу 
силы. Д ля измерения сил могут, например, служить пружинные 
весы. За  единицу силы часто принимают силу тяжести на поверхности 
Земли одного килограмма массы. Такую единицу называют кило
грамм-силой, но, в отличие от килограмма-массы, записывают при 
помощи символа кгс. Здесь марса измеряется в производных еди
ницах, имеющих размерность

Em] =  [F1 Ы ' 1.

Если оставить без изменения масштабы длин и времени, то полу
чим техническую систему единиц. Единица массы называется в ней
технической единицей массы (т. е. м.),

1 т. е. м. =  1 кгс-с*/м.

Ниже при решении задач мы будем пользоваться между
народной системой единиц. Разумеется, масштабы всех единиц 
в пределах той или другой системы будут выбираться, исходя из 
соображений удобства решения той или иной задачи.

Масса, определяемая из основного уравнения динамики (1.2), 
называется инертной массой.

Однако существует и другой путь измерения массы.
Из закона всемирного тяготения следует, что между двумя ма

териальными точками массы m t и тг, отстоящими друг от друга 
на расстоянии г, возникают силы взаимодействия, определяемые 
формулой

F - f " т г 5-. (1-4)

где /  — гравитационная постоянная.
Закон всемирного тяготения открывает новую возможность 

измерения массы. Пусть, например, т*  =  М  — масса Земли,
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т ,  =  т 0 — эталонная единичная масса, т  — измеряемая масса. 
Тогда из (1.4) можно получить два соотношения:

=  /7» = / ^ - .  (1.5)

Предполагается, что обе массы /п0 и т  помещены в одной и той же 
точке пространства.

Поделив одно из уравнений (1.5) ка другое, получим

ш7 =  7 7 ’ т = * -— т9. 0-6)

Если г  — радиуо Земли, то очевидно, что F, и — силы прн- 
тяжения на поверхности Земли. К ак будет выяснено в г'лаве V!, 
эти силы мало отличаются от сил тяжести. Масса, вычисляемая по 
формуле (1.6), называется «тяжелой» (или гравитационной) массой.

Таким образом, отношение масо равно отношению сил притя
жения.

Итак, масса одной н той же материальной точки может б ш ь  
вычислена из двух совершенно различных опытов по формулам

т »о т _  F^
щ  w * /щ Ft  *

Точные эксперименты, проведенные для проверки равенства 
инертной и тяжелой масо, показали совпадение этих значений. Они 
послужили отправной точкой для создания Эйнштейном теории 
тяготения.

В специальной теории относительности показывается, что масса т тела зависит 
от скорости:

И1 *— - г  . ■ — , а
у \  — v*jc*

где т с — так называемая масса покоя, v — сворость тела, с — скорость света. В клас
сической механике рассматриваются движения тел, скорости которых значительно 
меньше скорости свега. Позтому, пренебрегая отношением о?/с? по сравнению с eatf 
имц*ft *), считают массу тела постоянной.

Заметим, что если записать в обозначениях дифференциального исчисления 
второй закон Ньютона в том виде, как он его сформулировал, то ©сковное уравнение 
динамики (1. 1) примет вид

4 (mv) „
~ Ж ~  =  Р>

Эта форма основного ураЕнемия динамики точки, в отличие от уравнения (1.1), 
применима не только для тела постоянной массы, но и тел, масса которых зависят 
от скорости.

*) Так, например, для второй космической скорости (см. § 4.2) v =  11,2 км/с 
и е“ус? л  1,4-ИГ».
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§ 1.3. Дифференциальные ур&внения движения
материальной toikh

Положение материальной точки М  в инерциальной системе 
отсчета будем определять ее радиусом-вектором г. Сила F, дей
ствующая на точку, может зависеть от положения точки, т. е. от 
радиуса-вектора г (например, сила тяготения), скорости v =  dr/dt 
точки (например, сила сопротивления) и времени t *). Следова
тельно, в общем случае F =  F (г, dr/dt, I) и основное уравнение 
динамики точки (1.1) можно записать в следующей форме:

m -7F  =  f  ( г- -ЗГ* О -
Это равенство, представляющее физический закон, устанав

ливающий связь между массой точки, ее ускорением и действую
щей на точку силой, можно рассматривать одновременно как диф
ференциальное уравнение, в котором раднус-вектор г является 
функцией, а время t  — аргументом. Эго уравнение называется 
дифференциальным уравнением движения материальной точки в  век
торной форме.

Дифференциальное уравнение в векторной форме, естественно, 
эквивалентно трем скалярным уравнениям. В зависимости от выбора 
осей координат, на которые проектируется основное уравнение 
динамики (1.1), можно получить различные формы скалярных 
дифференциальных уравнений движения материальной точки.

Так, например, если спроектировать обе части уравнения (1.1) 
на неподвижные оси декартовых координат, то будем иметь

тх =  Fx, т у — F„, m2 =  Fz, (1.7)

где X, у ,  2 — проекции ускорения точки на координатные оси, F , 
Fu, Fz — проекции силы, действующей на точку, на те же оси.

Если пользоваться описанием движения в естественной форме, 
то нужно спроектировать основное уравнение динамики (1.1) на 
оси естественного трехгранника; в результате получим соотношения

гт х — Fv  mwn =  Fn, mwb — Fb, (1.8)

где F t, Fn и Fb — проекции силы на касательную, глазную нор
маль и бинормаль. Вспоминая известные из кинематики выраже
ния для проекций ускорения w-t, wn и wb на те же направления, 
получим

”5— ■F « f (■£)’-'’"■ 0 = F ‘ ■ (|-9>
где р — радиуо кривизны в текущей точке траектории. Из послед
него уравнения следует, что сила F, под дейотвием которой двн-

*) Подробнее см. в § 1.5.



жется материальная точка, лежит в соприкасающейся к траектории 
точки плоскости.

В случае плоского движения гочки, рассматриваемого в поляр
ных координатах г, <р, имеем

т ( ;-_гф *) =  /7 , - f j j -  ( г « ф )-Г „  (1.10)

где F, и Fv —  проекции силы на направление радиуса-вектора и 
перпендикулярное к нему направление (в сторону увеличения 
полярного угла <р).

Мы ограничились наиболее употребительными случаями; ана
логично можно получить записи дифференциальных уравнений 
движения материальной точки в других системах криволинейных 
координат (цилиндрической, сферической и т. д.).

§ 1.4. Первая задача динамики

К ак было сказано в § 1.1, в практике возникают различные 
постановки динамических задач. Прежде всего остановимся ка 
первой задаче, когда движение задано и необходимо найти силу, 
под действием которой происходит это движение.

Эта задача решается следующим образом: вакон движения под
ставляется в дифференциальные уравнения (1.7), (1.9) или (1.10) 
(в зависимости от способа задания движения) и о помощью диф
ференцирования соответствующих функций определяются проек
ции силы. Проследим за ходом решения на примерах.

Задача 1.1. Материальная точка массы т движется в плосхости ху, причем 
закон движения вадан 8 виде

к *■ a sin (kt +  е), у  «■ Ь sin (kt +  б) +  с,

где а, Ь, в, 6, с — любые постоянные параметры. Найти силу, под действием которой 
происходит это движение.

В данном случае движение задано в декартовых координатах. Поэтому выра
жение координат нз закона движения нужно подставить в дифференциальное урав
нение (1.7). При этом находим

Рх =  — mt? a sin (kt +  в), Fy =  —mk2b sin (W + 6) 
или, приняв во внимание закон движения, получим

F* =  —тКх, Fy =  —mk2y  +  ткгс.
Таким образом, сила, действующая на материальную точку, будет 

F — —ткгг +  mftVj,
где г =  *1 +  у], I и j — единичные векторы осей * и у. Следовательно, материаль
ная точка движется под действием силы притяжения, направленной к началу коор
динат я пропорциональной расстоянию от начала координат до материальной точки, 
и постоянной силы, параллельной оси у.

Задача 1.2. Материальная точка массы т движется по окружности радиуса г  
с постоянной скоростью V. Найти силу, под действием которой происходит такое 
движение.

Здесь движение задано естественным способом; поэтому согласно (1.9) находим 
F% =» 0, Fn =  mvHr, т, е, заданное движение материальной точки происходит под

{  1 .4 ]  ПЕ Р ВАЯ  З А Д А Ч А  ДИНАМИ КИ 2 4 5
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дг&ствига силы, постоянное по подулю и направленной по радиусу г  центру ок
ружности.

Задача 1.3. Материальная точка кассы т движется по тладкой плоскости. 
Ее полярные координаты f  и «р изменяются по закону (рнс. 1.1) о / +  *,

Ф =  с/ +  d, где а, Ъ, с и d  — положительные посто
янные. Определить силу, под действием которой 
происходит это движение.

Так как /  =  a, t  — 0, ср =  с, ф =  0, то со
гласно первому уравнению (1.10) получаем 

F, =  —т {at -f- b) с2 =  —mc2r, 
т. е. составляющая силы, действу.'ощая на мате
риальную точку вдоль радиуса, направлена к 

X  полюсу и ее модуль растет пропорционально г. 
Согласно второму уравнению (1.10) имеем 

Рве. 1.1 F , =  2mac,

т. е. составляющая силы, действующая на материальную точку по перпендикуляру 
к радиусу, постоянна. Модуль силы, действующей на точку, определяется равен
ством _______

F rz* i  / -4- F t p тс  « V  4я3 .

§ 8.5. Вторая задача динамики
Д ля определенности изложения будем рассматривать движе

ние в декартовой системе координат, опираясь на уравнения (1.7). 
Как уже отмечалось ранее, сила (и ее проекции), действующая

на материальную точку, в общем слу
чае может зависеть от положения точ
ки, ее скорости и времени.

Приведем несколько примеров пе
ременных сил. На упругой балке 
установлен (рис. 1.2, а) не вполне урав
новешенный двигатель. При заданном 
режиме работы двигателя сила давле
ния на конструкцию, обусловленная 
неуравновешенностью, является функ
цией времени; заметим, что эта сила 
принимается нами не зависящей от 
того, как под ее воздействием колеб
лется конструкция. В этих условиях 
на конструкцию действует сила Р </), 
заданная как явная функция времени t 
(здесь мы не касаемся вопроса о том, 
каким образом указанная конструкция 
схематизируется в виде материальной 
точки). Обратимся к другому примеру.

С Земли произведен пуск космиче
ского корабля. После некоторого, 
сравнительно короткого промежутка 

времени двигатели выключаются, и корабль продолжает движение 
под действием практически единственной силы — силы притяжения

J T

P(t)

М

а)

Рве. 1.2
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Зеыли (рис* 1 .2 ,6 ); притяжение других небесных тел вначале дви
жения пренебрежимо мало. Согласно закону всемирного тяготения 
эта сила не постоянна и постепенно убывает с увеличением 
расстояния г корабля от Земли. Здесь сила Р (г) притяжения за
висит от положения корабля, т. е. определяется его координатами.

В качестве третьего примера рассмотрим силы, под действием 
которых происходит падение материальной точки в вязкой жид
кости (рис. 1.2, в). На материальную точку действуют сила тяже
сти G и сила сопротивления жидкости R. Как показывает опыт, 
сила R зависит только от скорости падения, т. е. R =  R (у).

|б

б)
Рис. 1.3

В начале процесса, когда скорость мала, эта сила также невелика, 
но с возрастанием скорости растет и сила сопротивления.

Таким образом, зависимости, определяющие изменение пере
менных сил, весьма разнообразны по своей природе; можно ука
зать три простейших типа переменных сил:

а) силы, заданные как явные функции времени и не зависящие 
от движения материальной точки;

б) силы, зависящие от координат материальной точки;
в) силы, зависящие от скорости материальной точки.
Но возможны случаи, когда сила, действующая на точку, может 

быть одновременно функцией от нескольких аргументов. Например, 
действующая на космический корабль сила аэродинамического 
сопротивления при его движении в атмосфере (при взлете или сни
жении) зависит и от положения корабля, и от его скорости, так как 
плотность атмосферы убывает с высотой над поверхностью Земли.

Чаще Есего иа материальную точку одновременно действует 
несколько сил различных типов.

На риз. 1.3, а представлен пример, иллюстрирующий одновре
менное действие сил различной природы. Неуравновешенный дви
гатель А установлен на массивном фундаменте В, который в свою 
очередь установлен на амортизаторах (на рисунке они схематично 
изображены одной пружиной С  и гидравлическими амортизато
рами D ).

В такой конструкции фундамент может иметь малые верти
кальные поступательные перемещения (за счет деформации пру
жин), а при работе двигателя возникают колебания системы.



На фундамент действуют силы четырех типов. Во-первых, сила 
тяжести самого фундамента, обозначенная на рис. 1.3, 6  через О:

G =  const. (1.11)
Во-вторых, сила действия двигателя на фундамент, обозначен

ная на рисунке через Р. Эга сила, меняющаяся во времени задан
ным образом, представляет переменное динамическое давление на 
фундамент, зависящее от величины неуравновешенных масс дви
гателя и угловой скорости вращения его ротора:

Р =  Р(/). (1.12)
В-третьих, на фундамент действует реакция пружины, кото

рая в любой момент времени определяется деформацией пружины 
(т. е. перемещением фундамента):

F =  F (у) (1.13)

(у  — вертикальное перемещение фундамента в данный момент).
Наконец, в-четвертых, на фундамент действуют реакции гид

равлических амортизаторов D . Опьп показывает, что их реакции 
полностью определяются скоростью движения поршня в цилиндре 
амортизатора, т. е. скоростью самого фундамента:

К == R (у). (*-14)

При поступательном движении фундамента его можно рас
сматривать как материальную точку; дифференциальное уравнение 
движения этой точки (в проекции на ось у, которую будем считать 
направленной вниз) имеет вид

m y =  Gy +  P !l(l) +  Fu ( y ) + R v m .  (1.15)

Д ля того чтобы найти движение фундамента, необходимо решить 
это дифференциальное уравнение.

Подобным же образом дело обстоит и в других задачах. Сле
довательно, в общем случае вторая задача динамики приводит 
к необходимости решения системы трех дифференциальных урав
нений:

тх — Fx (х , у, г, х , у , г , I),

т у =  Fj ( х ,  у, г, х , у , 2, /), (1.16)

т г  =  F, (х, у , г, х , у , г , I),

в которые искомые функции х, у , г  входят вместе со своими пер
выми и вторыми производными по времени. Уравнения (1.16) пред
ставляют собой систему трех дифференциальных уравнений второго 
порядка относительно неизвестных функций х, у  и г  и, как уже 
отмечалось, называются дифференциальными уравнениями движе
ния материальной точки.
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Предположим, что нам удалось проинтегрировать систему урав
нений <1.16) и получить общее решение

х  — х (/, Ci, . .., Cg),
У — У U, Ci, ..., Св), (1.17)
г  =  г  (t, Ci, ..., Се),

где Ci, Св — произвольные постоянные интегрирования. В каж
дую из функций (1.17) могут входить все шесть постоянных, так 
как в общем случае уравнения (1.16) не являются независимыми 
друг от друга.

Если теперь в соотношениях (1.17) постоянным интегрирова
ния давать различные числовые значения, то можно получить сово
купность различных решений. Это значит, что под действием одних 
и тех же сил, действующих на материальную точку, она может 
совершать различные движения.

Например, тело, отпущенное без начальной скорости, будет 
падать под действием силы тяжести вертикально вниз по прямой 
линии. Это же тело, брошенное под углом к горизонту, будет дви
гаться под действием той же силы тяжести (сопротивлением воздуха 
пренебрегаем) по некоторой кривой.

Таким образом, задания одних сил, действующих на матери
альную точку, еще недостаточно для определения конкретного закона 
ее движения. Д ля того чтобы выбрать из многообразия реше
ний (1.17) то, которое соответствует решаемой нами конкретной 
задаче, нужно задать еще начальные условия движения. Началь
ное состояние движения точки определяется ее положением и ее 
скоростью в начальный момент времени, т. е. радиусом-вектором 
г„ =  г (0) и скоростью v0 =  v (0) при t  — 0.

В декартовой системе координат нужно задать соответствующие 
проекции:

при t  — 0
* =  х0, у  =  Уо, г  =  г0,
•* — Хо, у  =  у 0, z  =  г0.

Совокупность этих данных называется начальными условиями дви
жения.

Д ля выбора значений шести постоянных интегрирования, вхо
дящих в общее решение (1.17) и соответствующих решаемой кон
кретной задаче, используются начальные условия движения (1.18). 
Это делается следующим образом: во-первых, требуем, чтобы при 
t =  0 значения х, у  и г ,  определяемые выражениями (1.17), равня
лись соответственно х0, у0 и г0; во-вторых, продифференцировав 
по времени выражения '1.17):

х — х (/, Cj, ..., С6), у  =  у  (/, Ci, ..., С0),
Z =  Ci, ..., Ce),



требуем, чтобы при t =  0 эти х, у, i  равнялись соответственно хв, 
Уо, Я»-

Таким образом, мы получим шесть уравнений для определения 
постоянных интегрирования:

х0 — х  (0, Ci, Св), х0 =  х  (0, Cj, С6),
Уо =  У (0, Ci, •••, С.), Уо =  у  (0, Ci, Се), (1.19)

2а =  г  (0, Cj, Cj), — i  (0, Ci, ..., Ce).

Решая эти уравнения относительно постоянных С,-, найдем
С, =  / ( (дг8, г0, i 0, уо, гв) ( / ' = ! ,  2, ... ,  6). (1.20)

Подставляя найденные значения постоянных в общее решение (1.17), 
получим решение задачи, соответствующее данным начальным

условиям:

х  =  ( f ,  ( / , Xq, уо, гс, х й, Уо, г 0). 

у  =  <р2 (/, х0, Уо, г 0, х 0, у 0, г 0), 

z  =  (/, х0, Уо, Zq, Xq, Уо, Zq).

(1 2 1 )
В курсах математики дока

зывается, что при определенных 
условиях, накладываемых на правые части уравнений (1.16) (если 
зздача механики поставлена правильно, то эти условия обычно 
выполняются), решение (1 .21) единственное. Это значит, что при 
данных начальных условиях и данных силах движение точки пол
ностью и единственным образом, определено.

Следует заметить, что наибольшие затруднения обычно пред
ставляет первый эт а п — получение общего решения (1.17); после 
этого постоянные интегрирования определяются без особых труд
ностей.

Покажем на примере решение второй задачи динамики, причем 
ограничимся тем случаем, когда на материальную точку действует 
постоянная сила.

Задача 1.4. Исследовать движение материальной точки М  м ассы  т под дей
ствием силы тяжести: сопротивлением атмосферы пренебречь (рис. 1.4).

Выберем систему координатных осей так, чтобы ее начало О совпадало с на
чальным положением точки М , ось у  направим вертикально вверх, а оси х  и г — 
горизонтально. Ось х  направим так, чтобы начальная скорость v0 была располо
жена в плоскости ху. Из рассмотрения рнс. 1.4 следует, что проекции действу
ющей на точку силы тяжести на оси координат равны Fx  =  0, Fy =  — mg, F , =  0. 
Следовательно, дифференциальные уравнения движения (1.16) в данном случае 
будут иметь вид

гпХ =  0, ту =  —mg, тг =  0, (1.22)
пли, после сокращения на т,

* =  0, у =  —g, i  =  0.

250  В ВЕД ЕН И Е В ДИНАМИКУ (ГЛ. 1



} |.»1 ПРЯМОЛИНЕЙНОЕ ДВИЖЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

Интегрируя эти уравнения, получим общее решение

+  у  =  — +  Сг1 -f- Cj, t  =  Cj?-{-Cj. (1.23)

Д ля определения постоянных интегрирования С| необходимо указать кабаль
ное состояние движения точки, т. о. ввести соответствующие начальные условия. 
Пусть начальная скорость »в составляет с осью х  угол а .  Тогда в силу выбора коор 
динатной системы будем иметь следующие начальные условия: 

при / =  О

*о =* Уо —  го =  0. cos а > Уо — °о sin «. &о ~  0.
D соответствии с (1.23) инеем

i =  Сь  у  — - g /  +  С,, i  => Q . (1.24)
Используя теперь начальные условия, найдем постоянные интегрирования

Ci =  0, Сь =  0, С3 = 0 ,  Ci =■■= t»0 cos а , С3 =  va sin a ,  Ct  =  0.
Подставляя эти значения Cj в общее решение (1.23), получкм уравнения движении 
материальной точки, брошенной под углом к горизонту:

п/2
x =  vat cos a , y= *vat  s ! n a - y ,  г =  0. (1.25)

Из этих уравнений следует, что движение точки под действием силы тяжести про
исходит в вертикальной плоскости хОу (г =  0)» Траекторией точки будет парабола:

у  =  х  tg а  — хг -ь •;  -  д— . (1.26)’  2v& cos2 а
Таким образом, задача решена. Дальнейшее исследование траектории (1.26) позво
лит определить дальность бросания и наибольшую высоту подъема. После этого 
можно поставить задачу об оптимальных условиях бросания, например, выяснить, 
при каком угле а  достигается максимальная дальность (если считать значение vt
заданным).

Кб. Прямолинейное движение материальной точки

Выясним, при каких условиях материальная точка совершает 
прямолинейное движение.

Пусть материальная точка движется по прямой линии, которую 
мы примем за ось х\ тогда во все время движения будет у  =  г  — 0. 
Следовательно, на основании уравнений (1.16) должны тождественно 
выполняться равенства

F„ =  0, F, =  0, (1.27)
т. е. если точка совершает прямолинейное движение, то сила, под 
действием которой происходит это движение, должна иметь линию 
действия, совпадающую с прямой, вдоль которой движется точка. 

Однако необходимое условие (1.27) прямолинейного движения 
является достаточным. Например, при движении точки под 

действием силы тяжести проекции силы на координатные оси, лежа
щие в горизонтальной плоскости, равны нулю, а точка движется 
не по прямой, а по параболе.

Д ля того чтобы материальная точка двигалась по прямой линии, 
необходимо и достаточно, чтобы действующая на нее сила была все
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Бремя параллельна начальной скорости точки. Если же начальная 
скорость равна нулю, то движение будет происходить по прямой, 
параллельной направлению силы.

В сзмом деле, если направить координатные оси так, чтобы 
ось х  была направлена по начальной скорости точки, а начало коор
динат было совмещено с начальным положением точки, то усло
вия (1.27) будут соблюдены и, следовательно,

т у  =  0, т г  -  О,

откуда
У — Сц г  — С, и у  -  C it +  С3, г  =  C2t +  С4.

Имеем начальные условия: при / =  0 у  — 0, г  — 0, у  =  0, i  — 0; 
тогда

у  н  0, г =  0, (1.28)

т. е. траектория движения точки — прямая линия — ось х. Таким 
образом, показана и достаточность условий прямолинейности дви
жения.

Ниже рассматриваются некоторые задачи о прямолинейном 
движении материальной точки, причем во всех случаях координат
ную ось х  мы будем совмещать с прямой, вдоль которой происходит 
движение. В таких задачах действующая на точку сила полностью 
определяется ее единственной проекцией Fx.

Рассмотрим несколько случаев прямолинейного движения ма
териальной точки, в которых можно заранее указать методы инте
грирования дифференциальных уравнений движения; каждый из 
случаев относится к определенному характеру действующей силы.

1. Прямолинейное движение материальной точки под действием 
силы, зависящей только от времени. Дифференциальное уравнение 
движения в этом случае имеет вид

тХ =  Fx (/), (1.29)

откуда

—  =  J L  р  (Оdt т Г х ( ) '

Интегрируя, получим

x  =  - ^ \ F x (t)d t +  Clt

где под |  Fx (/) d t  понимается первообразная функция. Интегри
руя далее, будем иметь

* =  i r l  [1  Р* М Ш]  df +  Crf +  Ck. (1-30)



2. Прямолинейное движение материальной точки под действием 
силы, зависящей только от положения точки, В этом случае диф
ференциальное уравнение движения будет

т х  =  Fx (х). (1.31)
Вводя v =  х , получим

- _  __ dv_ d x __ dv
X  ~  dt ~  dx di ~ V d x '

и, следовательно, дифференциальное уравнение примет вид

v d v = - ^ - F x (x)dx.

После интегрирования найдем

=  F A *)dx  +  Cu

откуда
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dx

v — y  —  j  Fxd x -\-C lt 

или, переходя к проекции скорости,

T T ~ ± V i i F» d x + Ci* i ' d l — ±

Интегрируя это уравнение, будем иметь
dx

J Fx (x )d x  +  C1

У Ц г . л + с , '

b C3.

Вводя обозначение

I /Ф ( î Ci, Ct ) — ±  , , ,,
|  Fx (x) dx +  Ct

получим
t  =  Ф (jc, Cj, C2).

Решая это уравнение относительно х ,  найдем зависимость х  
от времени и постоянных интегрирования:

дс =  <р (/, Сь  С2). (1.32)

Таким образом, задача решается при помощи двух квадратур.

*) Здесь и в дальнейшем знак перед корнем выбирается в зависимости от на
правления движения точки в рассматриваемом промежутке времени. Если &а >  О, 
то берется знак «плюс», при противоположном случае — «минус». Знак может 
изменяться на противоположный в моменты, когда i  =  0 .



3 . Прямолинейное движение точки под действием силы, зави
сящей только от скорости точки. Дифференциальное уравнение 
движения

m i  =  Fx (х) (1.33)
с помощью замены v =  х  преобразуется к виду

d o  1 ..
Fx М "  «  ‘

Интегрируя это уравнение, получим

Если ввести обозначение

то последнее равенство примет вид
t = Ф  (V, С,),

или
t  =  Ф а ,  c t).

Решая это уравнение относительно Л, будем иметь

- Д * .  «У.

откуда

x = l  f  (t, Ct) d t +  Сг. (1.34)

Если уравнение t  =  Ф (х , C J  нельзя решить относительно х , 
то поступим следующим образом: вводя преобразование

* =  * L V
Х dt dx '

перепишем дифференциальное уравнение (1.33) в вида
mu dv __ .
FxM ~ ЯХ’

откуда
t  v d v  . л .

Х ~ т J Fx (o) + ^ 1,

Из этого уравнения находим v  =  х:

Ж - Ф(*. CI)
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и "после интегрирования будем иметь

' - i ? 7 r c i 7 + G ’
откуда и определим х  как функцию времени t.

§ 1.7. Задачи

Задача 1.5. На покоящуюся материальную точку массы т в момент времени 
/  =  0 начинает действовать сила, проекция которой на ось х выражается зависи
мостью Рх =  Р  sin о /. Найти закон движения и сравнить решение со случаем, 
когда указанная проекция изме
няется по закону Рх — Р  cos а /.

Совмещая начало оси х  с на
чальным положением точки, по
лучим дифференциальное уравне
ние движения в виде (1.29): а)  

m3 — Р  sin a t.

Согласно (1.30) записываем

a = i H  [ J я Ein шг ° ' ] ш +
+  С ]/ Cj,

ч, е.

* ~  ~  InOF sin ш1 +  с ,/  +  с ' -

Подчиняя решение начальным 
условиям: х  (0) = 0 ,  А (0) =  0 при 
/ = 0 , находим

С, =  Pi (та), Са =  0.

Сяедсвательно, материальная точка движется вдоль оси х  по закону

Из графика функции х  (/), изображенного на рис. 1.5, а, видно, что точка постепенно 
удаляется от начального положения, совершая колебания около режима постоянной 
скорости.

Если на материальную точку действует косинусоидальная сила, то дифферен
циальное уравнение движения (1.29) будет

т х — Р  cos оU

н в соответствии с (1.30) общее решение имеет вид

* - “ 7 3 Г

Из предыдущих начальных условий находим CJ =  0, С. =  РЦтыР); поэтому закон 
движения выражается при помощи соотношения

Р
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На рис. 1.5, б  изображен график этой функции; движение носит колебательный 
характер, причем точка не удаляется от начального положения дальше чем на

Хт*х =  -~ ~ г  •т(оа
Мы получили на первый взгляд неожиданный результат. В обоих случаях на 

точку действовала периодическая сила, изменяющаяся по гармоническому закону; 
начальные условия также совпадали, однако отклонения точки от начального поло
жения имеют различный характер. В первом случае наблюдается систематическое 
удаление точки от ее начального положения, во втором — удаления пет, движение 
имеет периодический характер.

С формально математической точки зрения иичего удивительного здесь нет. 
Периодичность изменения ускорения (второй производной от координаты) вовсе не 
влечет за собой периодичности изменения скорости (первой производной) и тем 
более самой координаты. Применительно к разобранному примеру можно привести 
следующие физические соображения. В первом случае сила, а значит, и ускорение 
меняются по синусоидальному закону F — Я sin ь>/. Это значит, что п течение полу- 
периода (0 <  / <  л/со) ускорение было положительно и точка набирала скорость. 
Затем направление силы и, следовательно, ускорение изменялись и скорость на
чинала убывать, так что к концу периода / =  2л/со она достигала нуля. Таким 
образом, проекция скорости А была все время одного знака ( i  >  0). Отсюда ясно, 
что координата х за это время могла только возрастать и к началу следующего цикла 
изменения силы она получила конечное приращение. Такое же приращение откло
нения произойдет за второй и последующие периоды.

Во втором же случае к концу первого полупернода проекция скорости ока
жется равной нулю, в течение последующего полупериода она окажется отрицатель
ной, н изменяясь по синусоидальному закону, в конце периода станет равной нулю. 
Такая закономерность скорости приводит к периодичности отклонения х.

Задача 8.8 . На материальную точку массы m  действует сила отталкивания Fx , 
пропорциональная координате х  и равная Fx =  сх. где с — коэффициент пропор
циональности. Найти движение точки, если в начальный момент / =  0  х  =  0 и 
* =  ч0.

Дифференциальное уравнение имеет вид
тх =  сх.

Уравнение движения имеет ту же форму, что и (1.31), однако здесь целесооб
разнее воспользоваться не общим приемом, а учесть то обстоятельство, что диф
ференциальное уравнение является линейным. Перенесем все члены этого уравнения 
в левую часть и разделим его на массу т:

i  — —  * =  0. т
Согласно общей теории линейных однородных дифференциальных уравнений будем 
искать решение в форме х  =  Cea t. Отсюда

* =  C aV *'.
Внесем эти значения для х  и i  в дифференциальное уравнение и сократим его 

на Cea i, в результате чего получим характеристическое уравнение
а? — «  =  0,

где ft =  Y c ln t. Решая характеристическое уравнение, найдсм a j  =  — ft, a s  =  ft. 
Так как оба корня оказались вещественными, то общее решение дифференциального 
уравнения будет

* =  Ci<rht +  С # к‘,
где С, и С8 — произвольные постоянные интегрирования, которые определяются 
из начальных условий движения.
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Имеем
i^ - C ik e - H  +  Ctfte*1-

Подставив в эти выражения для х  (/) и i  (/) значения I =  0, х  ■= О и i  =  d0, получим

О =  Cj +  С„ е0 =  —Cjft +  Cjft.

Отсюда С, =  — t»o/(2Ar), С , =  vj(2k). Подставим эти значения для Q  н С( в выра
жение для дг:

х = t>, ек1 — е kt
■ ~  sh kt,R

где гиперболический синус sh k t  определен равенством sh k t — (г** — е~к1)/2.
Полученное решение удовлетворяет выбранным начальным условиям (при 

/  =  0 х — 0, t  =  0О). Если начальные условия будут при < =  0 *  «= *( , i  «= О, 
то точка будет двигаться по закону

ек1+ е-> “
■ Xq ch kt

(ch k t=  (в111 +  e~ *0/2 — гиперболический косинус). График этой функции изо
бражен на рис. 1.6 сплошной ливней.

При относительно больших значениях времени второй член (x,J2)e~h> стано
вится пренебрежимо малым и можно принять * »  ( * /2) е** (см, штриховую ликию 
на рис. 1.6).

Заметим, что это приближенное решение не удовлетворяет начальным условиям.
Задача 1.7. Считая, что при прямоли

нейном движении корабля возникает сила 
сопротивления, пропорциональная квад-

X

Хо
Xq

о

Точное
решение

Приближенное
решение

Г

\т а

Рис. 1.6

fmg

Рис. 1.7

рату его скорости, определить путь, который пройдет корабль после остановки дви
гателей аа время, в течение которого скорость корабля уменьшится в два раза.

Обозначим через т  массу корабля н через и0 его скорость в момент остановки 
двигателей. На корабль действуют трн силы: сила тяжести mg, архимедова сила G 
а сила сопротивления F, причем F  <= окЯ, где а  — постоянный коэффициент жидкост
ного сопротивления. Первые две силы вертикальны* а сила сопротивления гори
зонтальна и направлена в сторону, противоположную скорости корабля (рис. 1.7). 

Напишем основное уравнение динамики (1.1) для рассматриваемого примера:

т —  =  mq +  G +  F.

В проекции на горизонтальную ось х  получим
dv,

9 Н. В. Бутенян и др.
т -а Г = * -м 1 -
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Перепишем это уравнение в виде

mdox------— =  —a  at.
°5

После интегрирования получим

-  —  = - * /  +  С,. (1.35)
VX

Условимся отсчитывать время с момента остановки двигателей корабля. Тогда 
при 1 = 0  vx  =  о0 и, следовательно, С, =  ~ т Ь „.

Выражение (1.35) теперь может быть записано в виде

— 4 2 L T . (1.36)
от +  ao0f

Так как t>x =  dx/dt, то

и, следовательно,

dx _  тов 
dt ~  т av0t

* =  -£Г I" {« +  ОК'оО +  <?!• О-37)

Постоянную С» найдем из условия: х =  0 при f =  0 , т. е. О =  (m/a) In т  +  С*. 
Отсюда Са =  — (m/a) In т ,  и равенство (1.37) принимает вид

m . ш  +  <x.v„iX = ------III ---------!------- —  .
а  м

Подставив сюда соотношение
т - f  <xuut _  t'o 

ш ~  vx '

получаемое из формулы (1.36), окончательно имеем
т , о„

*•=  —  In — .
а  ох

Полагая ох =» vJ2, найдем путь, который пройдет корабль за время, в течение 
которого его скорость уменьшится вдвое:

S =  —  in 2. а

Задача 1.8. Точка массы т падает на Землю кз состояния покоя под действием 
постоянной силы тяжести. Найти скорость и закон движения точка, если сила со 
противления пропорциональна квадрату скорости (R =  где k  — постоянная). 

Дифференциальное уравнение движения имеет вид
m t  *=  mg —  mPi?,

т. е. соответствует форме (1.33).
Последуем указанному выше пути решения и обозначим t  =  V. Это позволит 

привести уравнение движения к уравнению первого порядка
do
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% , - Аа -  AV-

Пселе интегрирования получим

' ,П y j± J n  =  t +  c f.
2к Vs V e - k v

Так как движение начинается из состояния покоя, то V =  0 при I — 0 и C j : 
Следовательно, имеем

— L - i n K j + . f e , ! ,
2* у& V e  — hv

откуда

е^ ‘ У е -1
у  -= ■■■ ---------—--------#

*

Из этой формулы следует, что о —*■ i/g/A  при t - *  оо, т. е. скорость падения стре- 
мится и определенному пределу.

Перейдем теперь к нахождению закона движения. Так как v =  dxldi, то

ах «г= ——----------- —------- dt,
k j u y i i + i

ИЛИ

. ■ 4(е>"Ъ +  е - * " Ъ .
** e«‘ Уе +  e ~ u  ’

отсюда

( ,» /Л  +  г и П ) + С |

При /= > 0  г  =  0, следовательно, Cs =  — In 2. Таким образом, имеем

^ -----------.

Даже при сравнительно небольших значениях временя ekt е~к1 поэтому, 
пренебрегая слагаемый е~к1^* ,  получим приближенно

I ckiV~e V e  . In2 
к3 2 “ Т -  *2 .

т. е. ,-вижение по истечении некоторого промежутка времени становится практи
чески равномерным.

Как и d предыдущем примере, это решение вследствие своей приближенности 
не удовлетворяет начальным условиям; это можно понять, рассматривая рис. 1 8, 
где графически представлены точное и приближенное решения.

Задача 1.9. Материальная точка начинает движение в вязкой жидкости с гори- 
еоитальной скоростью, равной по модулю tv  Движение начинается из точки
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с координатами дс =  0, у  =» А, * = 0  (рнс. 1.9). На точку действуют сила тяжести 
и сила сопротивления жидкости, пропорциональная скорости (R  «= kmv, где ft — 
коэффициент пропорциональности). Найти закон движения точки.

В качестве координатной плоскости ху  примем вертикальную плоскость, про
ходящую через направление начальной скорости точки; ось у  направим вертикально 
вверх.

Силы, действующие на точку, равны
Р =» mg, R =  — kmv 

Дифференциальные уравнения движения имеют пил

тЯ ==—k m i, тд =» — kmy — mg, m l = —km t,
или

Я 4 - h i  =  о, д +  ку =» — S, 2 h i =  0

Система уравнений движения распадается на три линейных уравнения, общие реше
ния которых будут

Так как
х ~ С , + С ае - к1, у ~ С , + С 1 - к1 г = .С 6 +  С ^ ~ * '.

то при начальных условиях: 
при /=* 0

получим

и тогда

* о  => 0 ,  ^  —  f t ,  г в  =  0 ,  i 0 =  t/0 ,  j/о =  0 ,  i 0

Ct — -jp  ) Cs ■= — , Cj ft +  - p - , C4 : g 
fta *

Jte* t>0-I ~  e

Cj =» 0, Ce =  0

I -  e“ ** -  ft/
V — ft +  g ■ г =  0 .* » * ‘ e fc*

Отсюда следует, что движение точки будет происходить в вертикальной плоскости.
Д ля получения закона движения при отсутствии сопротивления среды следует к  

устремить к нулю; тогда получим
х  =  v„l, y — h — gHI2, 2 = 0 .
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Г л а в а  И
ПРЯМОЛИНЕЙНЫЕ КОЛЕБАНИЯ
МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

§ 2.1.  Вводные замечания

Среди различных сил, которые могут действовать на матери
альную точку, особое место занимают восстанавливающие силы, 
т. е. силы, стремящиеся вернуть точку в положение равновесия. 
Такие силы зависят от отклонения точки от положения равновесия 
и направлены к положению равновесия.

Как мы увидим ниже, восстанавливающие силы придают дви
жению материальной точки колебательный характер. Природа 
этих сил весьма разнообразна. Три случая показаны на рис. 2.1.

В первом случае (рис. 2.1, а) восстанавливающая сила обусло
влена упругими свойствами пружины и возникает вследствие де
формации пружины. Во втором случае (рис. 2.1, б) при вертикаль
ных отклонениях плавающего понтона от положения равновесия 
возникает дополнительная (архимедова) сила, также направленная 
против отклонения и играющая роль восстанавливающей силы. 
В третьем случае (рис. 2.1, в) имеется в виду материальная точка, 
находящаяся в прямолинейном сквозном канале, который проходит 
внутри Земли. Если тело отклонено от положения равновесия, 
возникает составляющая силы притяжения, направленная к поло
жению равновесия.

Однако, кроме восстанавливающих сил, в подобных случаях 
одновременно действуют, как правило, также силы сопротивления 
R (х), зависящие от скорости движения; таково в схеме рис. 2. 1, о 
трение между телом и горизонтальной поверхностью, в схеме
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рис. 2. 1, б — зависящее от скорости сопротивление воды, в схеме 
рис. 2.1, в — сопротивление воздуха и трение скольжения. Наконец, 
возможно, что к материальной точке приложена возмущающая 
сила, т. е. сила, являющаяся заданной функцией времени.

Настоящая глава посвящена систематическому исследованию 
всех вариантов сочетания указанных сил в случае прямолинейного 
движения материальной точки. Хотя эта задача представляет прак
тический интерес и сама по себе, но еще более важно, что ее реше
ние можно почти без всяких изменений использовать для многих 
других случаев колебаний.

Дело в том, что различные по своему физическому содержанию 
колебательные явления описываются одинаковыми дифференциаль
ными уравнениями, поэтому выводы, полученные при изучении 
колебательного движения в какой-либо одной области, могут быть 
использованы н в других областях.

Т е б л и ц а I

Действующие сил и
Дифференциально*

уравнение
Наименование видя 

колебаний

Восета5£авлиэаю1Дая сила 
Г <*):

Гх — сх

тЛ +  сх — 0 Свободные колебания

Восстанавливающая сила 
F (л) -f сила сопротивления 
й < х):

Г, =  —сх, Ях х=—Ы

m t  -}- b i -{- сх — 0 Свободные колебания при 
наличии Б я гк о го  тре н ия

В(сстап;тлмвающая сила 
F (ж) -(- возмущающая си
ла Q (0 :

Fx =  —ex. Qx *= Qx (0

т х  +  сх =  Qx (0 Вынужденные колебания

Восстанавливающая сила 
F (х) +  сила сопротивле
ния R ( i )  +  возмущающая 
сила О (fl:

Fx =  - с к ,  Л .  < * ) - - * * .

m i +  b t  +  сх*= Qx (0 Вынужденные колебания 
при наличии вязкого тре
ния

Наиболее просты для исследования те случаи колебательных 
движений, когда восстанавливающая сила пропорциональна откло
нению точки от положения равновесия, а сила сопротивления про
порциональна скорости точки. Соответственно проекции восстана
вливающей силы и силы сопротивления на ось х  имеют вид

F„ =  —сх, Rx =  —bx.
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В этих случаях дифференциальные уравнения движения линейны, 
соответственно такие колебания также называются линейными *).

В зависимости от того, какая комбинация сил действует на 
материальную точку, колебательное движение приобретает те или 
иные типичные особенности. В таблице I дана сводка различных 
изучаемых в дальнейшем типов линейных колебаний.

Возможны и более сложные случаи, когда сила зависит одно
временно от координаты х  и времени /  и не может быть предста
влена в виде суммы Fx (х) и Qx (/), а также когда сила зависит от 
координаты х  и скорости х , причем силу нельзя представить как 
сумму F (дг) и R  (х). Эти случаи здесь не рассматриваются.

§ 2.2. Свободные колебания
Рассматриваемая задача характеризуется тем, что на мате

риальную точку действует только восстанавливающая сила-, в ли
нейных задачах ее модуль пропорционален отклонению точки от 
положения равновесия. Проекция восстанавливающей силы на 
ось х  равна

Fx =  —сх, (2. 1)
где с — коэффициент пропорциональности, а дифференциальное 
урзвнение движения точки имеет вид

т х  =  —сх.
Положив d m  =  &3, получим

х  +  кгх  =  0. (2.2)
Таким образом, движение материальной точки под действием вос
станавливающей силы описывается линейным однородным диффе
ренциальным уравнением второго порядка с постоянными коэф
фициентами.

Характеристическое уравнение этого дифференциального урав
нения имеет вид

а 2 +  k? =  0.
Так как его корни — чисто мнимые числа: а , =  ki, а 0 =  —kt, 
то общим решением дифференциального уравнения (2.2) будет

х  =  Сх cos kt +  sin kt, (2.3)
где и Cfi — постоянные интегрирования.

Д ля большего удобства анализа этого решения введем новые 
постоянные интегрирования а и е, положив

Ci — a sin е, Са =  a  cos е.
Эго можно сделать, так как из этих соотношений постоянные 

а и s определяются через Сх и С2 с помощью формул
а =  V o f + C l ,  tge =  C jC v

•) Термин «линейные колебания» никак не связан С прямолинейностью траек
тории точки и определится исключительно линейностью дифференциальных урав
нений.
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Тогда
х  =  a  cos е sin kt +  a  sin с cos kt,

илн
х  =  a  sin (kt +  е). (2.4)

Постоянные а  н е  (или постоянные и С,) определяются задан* 
ными начальными условиями — начальным положением и началь
ной скоростью движущейся точки.

Таким образом, под действием восстанавливающей силы мате
риальная точка совершает движение по синусоидальному закону, 
т. е. гармоническое колебательное движение. Такие колебания 
называются свободными колебаниями.

Из уравнения (2.4) б и д н о ,  ч т о  наибольшее отклонение мате
риальной точки от положения равновесия (амплитуда колебаний) 
равно а.

Аргумент (kt +  е) называется фазой колебаний, а величина е — 
начальной фазой.

Величина k называется угловой частотой колебаний и опреде
ляет число колебаний, совершаемых точкой за 2л секунд. В даль
нейшем величину k  для краткости будем называть просто частотой. 
Частота колебаний k  не зависит от начальных условий и опреде
ляется только параметрами системы (величинами с и т). По этому 
признаку частоту свободных колебаний называют также собствен
ной частотой.

Д ля определения амплитуды и начальной фазы колебаний вос
пользуемся начальными условиями, которые должны быть заданы 
(в противном случае колебательный процесс не полностью опре
делен). Пусть в начальный момент t  — О известны начальное поло
жение материальной точки х  =  х0 и начальная скорость х  =  х0. 
Тогда, подставив в уравнение движения (2.4) и в выражение для 
скорости

/  =  0, х  — х0 и i  =  Я0, получим для определения а  и е два урав
нения:

х  =  ak cos (kt +  е) (2 .5 )

Xq — ct sin e, x 0 =  ak cos e,
Отсюда находим

(2.6)
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и поэтому закон движения точки определяется следующим урав
нением:

(2.7)

График свободных колебаний материальной точки представлен 
на рис. 2.2; здесь отмечены начальное отклонение ха, амплитуда 
колебаний а, а также промежуток времени Т, в течение которого 
происходит одно полное колебание. Этот наименьший промежуток 
времени, по истечении которого движение точки полностью повто
ряется, называется периодом колебаний. Зависимость между перио
дом колебаний и частотой определится из условия периодичности 
движения:

k (t +  Т) +  е =  kt +  е +  2л, 
откуда Т  =  2n/k, или

Т  — 2п У пРс‘ (2.8)

Таким образом, период колебаний, так же как и частота, не 
зависит от начальных условий. Это свойство колебаний называется 
изохронностью. Как видно из (2.8), период и частота колебаний опре
деляются величиной колеблющейся массы т  и коэффициентом про
порциональности с, причем с увеличением массы и уменьшением 
коэффициента с период колебаний увеличивается.

Задача 2.1. Груз массы т подвешен на пружине, массой которой можно пре
небречь (рис. 2.3). На колеблющийся груз действуют две силы: сила тяжести mg 
н сила упругости F, создаваемая пружиной. Составить дифференциальное урав
нение движения.

Отметим на рис. 2.3 три положения: О, — положение нижнего конца пружины 
в ее недеформированном состоянии (/в — длина пружины в недеформированном 
состоянии), О — положение равновесия груза, висящего на пружине, М — теку
щее положение груза при его движении. Обозначим расстояние OtO через 6СТ (ста
тическая деформация пружины) и налравнм ось х  вертикально вниз, выбрав начало 
отсчета в положении равновесия груза (точка О).

По закону Гука при относительно небольших перемещениях модуль силы упру
гости пропорционален деформации пружины В нашем случае деформация пру- 
жнны рапна | бст +  х | поэтому F =  с | бсх +  х |, где с — коэффициент пропорцио
нальности, называемый коэффициентом жесткости пружины. Очевидно, что коэф
фициент жесткости численно равен силе, которую нужно приложить к концу
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пружины, чтобы деформировать ее на единицу длины. Проехпня силы Г ня ось х 
равна—с (6СТ +  х). Дифференциальное уравнение движения груза имеет вид

тЯ <= mg  — с (бот +  х).
Если груз находится в равновесии, то сила тяжести mg уравновешивается силой 

упругости, которая б положении равновесия равна с6ст (так как в этом случае х =  0). 
Следовательно,

mg =» с6ст. (2.9)
Принимая это во внимание, приведем дифференциальное уравнение движения груза 
к виду

тЯ =  —<л, 1!ли Я -f- А1* =  0,
где W =  dm.

Полученное дифференциальное уравнение совпадает с уравнением (2.2). По
этому груз, подвешенный к пружине, совершает гармонические колебания с часто
той к.

Если начало координат взять в точке Of или в верхнем неподвижном конце А 
пружины, то дифференциальное уравнение движения усложнится. Так, если начало 
координат выбрано в точке О,, то Рх =■ —сх, и уравнение движения груза примет вид

тЯ =  mg — сх, или Я +  =  g.
Если начало координат выбрать в неподвижном конце А  пружины, то Fx  => 

*= с (х — /в), где Iq — длина пружины в недеформированном состоянии. Дифферен
циальное уравнение движения груза

тЯ =  mg — с (х — /о) 
после упрощения приводится к форме

Я +  k*x =  g +  **/„.
Таким образом, рациональным выбором начала отсчета можно упростить форму 
дифференциального уравнения движения и, следовательно, его решенпг.

Задача 2.2. На понтон (рис. 2.1, б) действует его сила тяжести G и архимедова 
выталкивающая сила F. Исследовать вертикальную качку понтона.

В состоянии равновесия сила тяжести понтона G уравновешивается архиме
довой силой F. Если это состояние по какой-либо причине нарушается и понтон 
дополнительно погрузится в воду, то согласно закону Архимеда выталкивающая 
сила возрастет, т. е, получит приращение, направленное вверх. Понятно, что при 
любых отклонениях понтона от положения равновесия приращение силы F будет 
направлено против отклонения. Если понтон прямостенный (в первом приближе
нии это можно принять), то приращение архимедовой силы пропорционально откло
нению х  и определяется соотношением

AF ■= —ySxi,
где у — удельный вес воды, S — площадь, ограниченная ватерлинией (площадь 
сечения понтона горизонтальной плоскостью на уровне поверхности воды). Д«У 
ствятельно, произведение Sx  определяет дополнительно вытесненный объем воды, 
так что произведение yS x  равно «потере веса» по закону Архимеда, т. л. прираше- 
ш;к> модуля силы F.

Допустим, что после нарушения состояния равновесия понтон будет предоста
влен самому себе. В любой момент последующего движения на понтон дебетую т 
две силы: сила тяжести G =  mg (направленная вниз) и архимедова сила F +  6F 
(направленная вверх). Дифференциальное уравнение движения в проекции на ось * 
имеет вид

тЯ =  mg —  F — у Sx. 
читывая, что mg =  F, найдем

m i +  yS jt= .0 , т. е. £ +  ^ - *  =  0.т
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Полученное дифференциальное уравненне совпадает с подробно исследованным 
уравнением (2.2). Поэтому, независимо от начальных условий, можно сразу найти 
период (2 .8) вертикальной качки понтона:

Г =  2я У m/(yS).
Пусть, например, площадь, ограниченная ватерлинией понтона, равна 20 м2 и его 

сила тяжести составляет 30 тс. Тогда находим ^Y = J тс/м1, т =  тс • с*/м ̂

Т - г л н  К ш и и о - 2-5 '-
Приведенное решение грубо приближенное, так как выталкивающая енла 

определялась по закону Архимеда, справедливому лишь для условий покоя. В дни 
ном случае следовало бы рассмотреть более сложные явления гидродинамического 
характера, связанные с движением воды при качке. Как показывают более подроб
ные исследования, эти дополнительные 
обстоятельства можно учесть, условно 
добавляя некоторую массу воды 
(«присоединенную массу») к массе пон
тона.

В заключение рассмотрим еще 
одну задачу.

Задача 2.3. Для определения коэф
фициента сухого трения может быть 
использована установка, изображен
ная на рис. 2.4. Она состоит из двух 
валов, вращающихся с одинаковыми Рнс. 2.4
угловыми скоростями в разные сто
роны, на которые кладется пластина. При совпадении центра тяжести пластины С 
с серединой расстояния между осями (точкой О) пластина находится в равнове
сии под действием равных и противоположно направленных сил трения и fa -  
Исследовать движение пластины, если в начальный момент ее равновесие было 
нарушено.

Если каким-либо способом нарушить состояние равновесия пластины, то она 
придет в движение в горизонтальной плоскости. Вследствие смещения центра тя
жести С давления на диски окажутся неодинаковыми. Соответственно нарушится 
равенство сил трения, причем равнодействующая сил трения окажется направлен
ной к точке О, т. е. в сторону положения р<шновесия, и будет восстанавливающей 
силой. Благодаря действию этой силы возникает процесс свободных колебаний, 
период которых зависит от свойств трения между пластиной и валами. Это позволяет 
по опытным значениям периода колебаний определить коэффициент трения f.

Для вывода соответствующей формулы составим дифференциальное уравненне 
горизонтальных колебаний пластины. Вдоль оси к  действуют сила трения, прило
женная в точке А, равная fN д и направленная вправо, и сила трения, приложен
ная в точке В, равная fN g  и направленная влево. Если центр тяжести пластины 
смещен от положения равновесия на величину х, то

Na =  =

где Q — сила тяжести пластины, 21 — расстояние между осями валов
Дифференциальное уравнение движения пластины имеет вид

mi=, , L z J L Q- , l + L Q.

*) Здесь мы, а сущности, использовали уравнение статики. Уравновешенность 
сил, направленных перпендикулярно к оси Ох, следует из того, что ускорение пла
стины в этом направлении равно нулю.
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Положив fe l l  =  **. получим
* + * • « =  OS

отсюда сразу следует, что период колебаний равен

Т ~ 2 п / Т Ш Ь
Разрешая последнее уравнение относительно / ,  получим окончательную формулу

, 4пЧ

Определив из опыта период колебаний Т  и зная расстояние между осями колес 21, 
найдем отсюда коэффициент трения скольжения.

§ 2 .3 . Свободные колебания 
при линейно-вязком сопротивлении

Рассмотрим прямолинейное движение материальной точки под 
действием линейной восстанавливающей силы и линейной силы 
сопротивления. Совместим начало координат с положением равно
весия точки. Проекция восстанавливающей силы F на ось х  равна
— сх. Так как сила сопротивления R всегда направлена в сторону, 
противоположную направлению скорости точки, то проекция силы 
сопротивления на ось х  равна — Ьх, где Ъ — коэффициент про
порциональности, характеризующий сопротивление среды (рис. 2.5). 

Таким образом, дифференциальное уравнение движения точки
запишется следующим образом:

О R F ц т х =  —сх — Ьх. (2. 10)
л’ Вводя обозначения с/т  =  А2, Ыт =  

=  2h, получим
Рнс. 2.5 х  +  2hx +  k*x = 0 .  (2.11)

Эго — линейное однородное дифференциальное уравнение второго 
порядка с постоянными коэффициентами. Характеристическое урав
нение имеет вид а 2 +  2ha  +  ft2 =  0, и его корни равны

К, =  —Л 4- J//.2 -  k \  а 2 =  —h -  Vh* -  kK

Характер движения точки существенно зависит от соотношения 
величин h и к.

Если А (случай малого сопротивления), то корни харак
теристического уравнения комплексно сопряженные. Если Л ^  k 
(случай большого сопротивления), то корни вещественные. Рас
смотрим подробно каждый из этих случаев.

I .  Случай малого сопротивления (А <  к ) .  Корни характеристи
ческого уравнения будут

а, =  —Л -f- i  V W —H?, аз =  —Л — / V k % — Л3.
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Общее решение дифференциального уравнения имеет вид
х  =  е'м (Cj sin k*t +  С2 cos k*t), (2.12)

где k* =  V № — Л2 . Ci и С» — постоянные интегрирования.
Д ля большей наглядности введем новые постоянные о, е при 

помощи формул Сх — a cos е, С2 =  a sin е. Тогда получим
х  =  ae-ht sin (k*t +  е). (2.13)

Из этого уравнения видно, что х 0 при / ->  оо (так как e-hl ->  0), 
т. е. движение является затухающим. Это затухающее движеиие

носит колебательный характер, так как, приближаясь (при t  <х>) 
к состоянию равновесия, система будет проходить через это состоя
ние бесконечное число раз в моменты времени, равные

4 _  « я  — е
ln ~  " I * "  ’

где п =  1, 2, ... (рис. 2.6).
Движение, описываемое формулой (2.13), не является периоди

ческим, так как с течением времени последовательные максималь
ные отклонения точки от положения равновесия уменьшаются. 
Важно, что максимальные отклонения точки от положения равно
весия хотя и уменьшаются с течением времени, но промежуток 
времени между двумя любыми последующими отклонениями (на
пример, в сторону положительного направления оси х) есть постоян
ная величина, равная 2n/k*. Эту величину условно называют пе
риодом затухающих колебаний.

Рассмотрим подробнее график движения (см. рис. 2.6). На этом 
рисунке кривые x = a e ' ht и х  =  —ае~м являются границами 
области, внутри которой располагается график движения.



Вычислим моменты времени, соответствующие максимальным 
отклонениям точки от положения равновесия. С этой целью найдем 
скорость точки

ji  =  —hae-ht sin (k*t +  e) +  ak*e~M cos (k*t +  e) (2.14) 

и приравняем ее нулю. Будем иметь
tg (k*t +  е ) =  k*/h.

Отсюда следует, что если / ' (наименьший корень полученного 
уравнения) соответствует первому максимальному отклонению в по
ложительном направлении оси х, то последующие максимальные 
отклонения в положительном направлении оси х  будут достигаться 
в следующие моменты в р е м е н и : - =  / ' +  (п — 1) Т * , где п =  I,
2.......  а

r*  =  i i  =  _ J n ==r. (2.15)

Из этой формулы видно, что при вязком трении период затухающих 
колебаний больше периода незатухающих колебаний, равного 
2n/k. Максимальные отклонения Оо, аи  ..., соответствующие момен
там времени ?  +  Т * , t' +  2 Т * ........ / ' +  п Т * , равны

а0 =  ae -" ''s in  (k * f  +  с), —  ае~н « '+ г*> sin (k * t' +  е )........

ап =  ae-h sin (k* t' +  е), ...;

при этом учтено, что 

sin [k* (/' - f  hiT*) +  е] =>

=  sin [V  [ t '  +  m - f  eJ  =  s in (k*C +  e - f  2л/и) =  s in (k*t' -f  e),

где m =  1, 2, 3, ...
Из формул для a#, alt ... видно, что отношение последующего 

максимального отклонения вдоль положительного направления 
оси х  к предыдущему постоянно н равно

ri =  - ^  =  <?-«■’ . (2.16)
Огп-1

Таким образом, амплитуды затухающих колебаний при вязком 
сопротивлении убывают в геометрической прогрессии. Величина rj 
(знаменатель геометрической прогрессии) называется декрементом 
колебаний (или фактором затуханий), а модуль натурального лога
рифма этой величины

Л =  hT* (2.17)

называется логарифмическим декрементом колебаний *).

*) Иногда вводят ц =  в Л  =  НТ* /2, т. е. сопоставляют два последо
вательных наибольших по модулю отклонения в разные стороны.
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Заметим, что если / =  Г  является положительным корнем уравнения 
sin (**< -f- е) — I, то моменты времени, в которые график движения касается kj в- 
вой ae~ht, будут: / " +  Т *, / ' +  2Г", ...

Декремент колебаний можно определить как отношение отклонения при I =» 
=  / '  +  пТ* к отклонению при t  =  С +  (п — 1) Т*.

Д ля определения постоянных интегрирования используем на
чальные условия: х  = х „ ,  х =  х„ при t  =  0.

Подставляя эти условия в равенства (2.13) и (2.14), получим 
уравнения для определения постоянных а  и е:

х0 =  a  sin е, i 0 =  —ha sin е +  ak* cos e,
откуда

“ « - t t f W -

2. Граничный случай (A =  A). Корни характеристического урав
нения в этом случае будут вещественными и кратными: а , .-= а г =  
=  —Л, и, следовательно, общее решение уравнения движения (2. 11) 
имеет вид

х  =  е~м (Cj +  C2t), (2.18)
где С, и Cj — постоянные интегрирования. Принимая во внима
ние, что х  =  —he'ht (Ci +  С,/) +  Cte-hl, получим при начальных 
условиях: х =  х0, х  — х0 при / =  0 следующие уравнения для 
определения постоянных интегрирования и С2: х0 =  Си х0 =  
=  —ЛС, +  С,. Отсюда С, =  х0, С =  х0 +  hx0.

Таким образом, для заданных начальных условий уравнение 
движения точки запишется в виде

х  =  e 'hl lxt  +  (х0 +  hxо) /1. (2.19)
Из этой зависимости следует, что в рассматриваемом случае 

движение точки уже не носит колебательного характера, но оста
ется затухающим движением, так как х -* 0  при t ->  со *).

Такое движение называется апериодическим.
Д ля построения графиков этого движения найдем момент вре

мени, соответствующий максимальному отклонению точки от поло
жения равновесия, и момент времени прохождения точки через 
положение равновесия.

Приравнивая производную по времени от х  нулю:
—Л 1*« +  (*0 +  Лдс«) t  J +  .*о +  hx, =  0,

имеем

/e =  * (* •+ * * )  •
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) При / - »  оо множитель е стремится к нулю, а множитель, стоящий в квэ- 
агатных скобках, стремится к бесконечности. Раскрывая неопределенность (попри- 
т р ,  по правилу Лопиталя), найдем, что х —> 0 при t —> оо.
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«о
Из условия х  =  0 получим

Д ля ха >  0, *0 > 0  имеем /„ >  0, / ,  < j 0 и график движения 
имеет вид, показанный на рис. 2.7, а.

Если х0 >  О, то при *0 <  0 и | х„ I <3 hx0 будет / , <3 0, / t <  О, 
т. е. экстремальных точек нет и график движения имеет вид, пока
занный на рис. 2.7, б; при <3 0 и | £01 >  hx0 получаем, что ta >  О, 
/, >  0. Это значит, что точка, получив начальную скорость, пройдет 
в дальнейшем движении положение равновесия (при /  =  /,) и при

t  = t a достигнет положения, соответст
вующего максимальному отклонению 
точки от положения равновесия. Далее 
точка будет асимптотически приближаться 
к положению равновесия. График дви
жения для этого случая показан на 
рис. 2.7, в.

Отметим, что при х0 <3 0 характер гра
фиков не изменится.

3. Случай большого сопротивления (А >  Л).
В этом случае корни характеристического урав
нения

а ,  => —А +  Vh* — k*. а ,  =  —ft — VOi* -  ft*
являются действительными и отрицательными. 
Общее решение уравнения движения (2.1) имеет 
вид

* =  Csea ,t  -f- Cjf®'*. (2.20)

Так как i  =* a tCtea ,‘ +  a 2Ct ec' , ,> то при начальных условиях: х  =  дг0, к  =- i 0 
при /=» 0  уравнения для определения постоянных интегрирования будут х„ =  
=• Cj +  С», х 0 =  a jC j -j- “ »С|. Найдя отсюда

С  -= и С =  — g l*o
а ' а ,  — а ,  г с , - а ,

и подставив эти Cj и С ,в  выражение (2.20), получим

х  -  а,Гд ~  с0'1* I ~  а | *с ca ,f  (2 .21)
« j — a j a 2 — a ,

Это уразнеипе описывает апериодическое затухающее движение (х->  0 при 
/ —*• сю, так как otj и a s отрицательны).

Продифференцировав выражение (2.21) по времени и приравняв полученный 
результат нулю, получим значение I ■= Са, соответствующее максимальному от
клонению точки от положения равновесия:

1 а 8 Чр — а»У0)
•»А> “

In ■
ai (*»-a , — a ,

Принимая во внимание, что a 1a > =  ft? и a t  — 0 1 =  —2 — ft?, это выражение 

1
можно переписать в виде

■ I,
2 V h
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Очевидно, что будет больше нуля для тех значений ха и Jte, для который

+ 1 <*• I ■*»
Момент времени /(, в который координата х, определяемая формулой (2.21), 

обращается в нуль, найдем по формуле

. 1 ip  — ai^o _____ 1_____, Г, 2 V Аа — ft**!»]
‘ “ о , — a ,  i„  — а д ”  2 K f t * - * J L -*о +  I« а I -»оJ *

Отсюда следует, что / ,  будет больше нуля прн

ft , <0 
■*о + j «2 i *g

Виды графиков движения для рассматриваемого случая (Л >  к) представлены 
соответственно

для х0 >  0, i 0 >  0  на рис. 2.7, в;
для jr0 >  0, io  <  0. но | i 0 1 <  | « , ]  х0 кз рис. 2.7, в;
для *0>  0, < 0 ,  во |* „ |  >  |о ,)* , ,  на рис. 2.7, в.
Задача 2.4. Прн наблюдении колебаний груза массы 3 кг по виброграмме *) 

было установлено, что «огибающая» графика затухающих колебаний имеет вид гра
фика показательной функции (экспоненты), причем за один период амплитуда коле
баний уменьшается вдвое. По той же виброграмме определено, что период колебаний 
равен 0,3 с. Определить коэффициент жесткости пружины и коэффициент h силы 
вязкого сопротивления.

Д ля решения задачи используем следующие соотношения:

Г« ю  ?Л-—  £ 2Ы  «= ент* , к = Л /
¥ k l — h* Cm V m

Подставив в эти формулы числовые данные, получим

‘ - ' К х -
Решая эти уравнения относительно с, h п к, находим h =  2,31 с*> £=21.1 с"1. 
с =  13,36 Н/см.

Задача 2.5. Пользуясь данными предыдущей задачи, определить, во сколько раз 
следует уменьшить массу груза, чтобы свободное движение системы стало апери
одическим.

Пусть ~  новая масса, тогда, введя обозначение >. =  mlm^, будем иметь 

. Ь Ь \  l / ~ c ~  l / ~ c T
1 ~  2/л, “  2/л ' 1 =  V ml “  V m '

Условия задачи будут удовлетворены, если hi =  kf, т, е.

~2in и л и  /Л  =  к^ '

Используя данные предыдущей задачи, получим, что массу следует уменьшить в

раза-
*) Виброграммой (или осциллограммой) называется полученный в эксперименте

график колебаний.



274 ПРЯМ ОЛИНЕЙНЫ Е КО Л ЕБА Н И Я М АТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 1ГЛ. I!

Задача 2.8. Материальная точка совершает затухающие колебания пол действием 
линейной восстанавливающей силы и силы сопротивления, пропорциональной пер
вой степени скорости, причем постоянная А *» Ы(2т) составляет одну десятую от 
частоты ft незатухающих колебаний (A/ft ■“  0,1). Определить разность между пе
риодами затухающих Т* и незатухающих Т  колебаний, а также во сколько раз 
уменьшится амплитуда затухающих колебаний через восемь полных колебаний.

Составим отношение периодов колебаний

Т* 2 n lV k*  — h? I , hfl \ ~ W  
Г  “  2n/ft “ 4  ft2 /

Так как no условию задачи число A/ft мало, то, пользуясь хорошо известной 
приближенной формулой (1 +  х)“  «s 1 +  ах, справедливой при малых значениях 
|* |  и любых а ,  получим с достаточно хорошей точностью

Т* , , 1 А* Т * — Т  1 А’
- Г  =  ' +  — fcT* откУда — -------—  *Г-

Следовательно, период затухающих колебаний Т* превышает период неззту. 
хающих колебаний Т  всего на 0,005 =  0 ,5%  (по условию задачи n / f t=  0,1).

Рассмотрим теперь ряд последовательных амплитуд затухающих колебаний: 
а0, a j........ап. Так как этн амплитуды убывают по закону геометрической прогрес
сии, то

а» =
где t | — декремент колебаний, определяемый формулой (2.16). Отсюда

c j a n =
Заменив период затухающих колебаний Т* ка его приближенное значение 

Т  =» 2п/к, получим

a j a n =  «**"/*
Внеся сюда л =  8  я h/k =  0,1, найдем

ай/ап »  152.
Таким образом, при относительно небольшом Sh-ачении сил сопротивления 

(Ih/k — 0 , 1) период затухающих колебаний мало отличается от периода незатуха
ющих колебаний, но колебания гасятся весьма интенсивно — через восемь колеба
ний амплитуда уменьшается в 152 раза, т. е. колебания практически прекращаются.

§ 2.4. Свободные колебания при трения скольжения

Д ля простоты рассуждений рассмотрим движение прикрепленного к пружине 
тела массы m  по шероховатой горизонтальной плоскости. Совместим начало коор
динат о точкой, соответствующей положению тел» при недефоркироваином состоя
нии пружины (рис. 2 .8).

Дифференциальное уравнение движения тела имеет вид

m i  e  Fx "Ь Тх ,
где Рх =  —сх — проекция на ссь х  силы, действующей на точку со стороны пру
жины (с — коэффициент жесткости пружины), Тх  — проекция на ось х силы сухого 
тревня. Сила сухого трения направлена в сторону, противоположную направлению 
скорости тела, и по модулю равна fN  =■ fmg, где /  — коэффициент трения.

Таким образом, окончательно дифференциальное уравнение движения тела рас
падается на два знакомых нам линейных уравнения:

m i  =  —ск +  fmg ( i  <  0), 
m i  =  —сх — fmg  (£ >  0),
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ВЛН
S + b * x = l e  < * < 0 ) ,  (2.22)
i + k * x = - f g  ( i > 0 ) ,  (2.23)

где по-прежнему кг =  с/т.
Допустим, что груз смещен от исходного положения вправо на расстояние =  о, 

и затем свободно, без начальной скорости, отпущен. Тогда движение начнется при 
следующих условиях: х =  а0 >  0, х  — 0 при /  =  0. Предполагается, что в указан
ном смещенном положении восстанавливающая сила больше силы трення, т. е. 
еа0>  fmg, или о0 >  /g/*3. При нарушении этого условия движение не начнется. 
Для интегрирования уравнения (2.22) введем новую переменную Е =  х — /£/А*. 
Тогда

{ +  к% =  0. N•л п
ОСщее решен ие этого уравнения имеет л  ■ ■■- ■-  
вид

т. е.
С =  a sin ( * /+  е), 

х — о sin ( * /+  е )+  /л’/»3, (2.24)

где а и е — постоянные интегрирования. Д ля их определения воспользуемся на
чальными условиями; получим а =  а0 — fg/№, е =  я/2. Следовательно, груз будет 
двигаться по закону

*= ( a» - - F ) cosW +  'F*  (225)
Однако это справедливо лишь до тех пор, пока скорость

i  =» -  ( о  -  к sln kt (2.26)

остается отрицательной, т. е. до момента =  п/к.
При этом значение я, соответствующее крайнему левому положению, равно

18 /  Is >l 2/S \
ft* V*° *» /

Амплитуда о , — —х , первого отклонения влево определяется равенством c j =  Cj —
— 2/g/ft*. В рассмотрен но» интервале времени тело совершит половину колебатель
ного цикла относительно среднего положения fg /k1.

Дальнейшее (обратное) движение возможно, если Cj >  fg /к1. Допустим, что это 
условие соблюдается; тогда начнется движение вправо при новых начальных усло
виях х =  х , — i  =  0 при < =  0. Дифференциальное уравнение движения на 
этом участке имеет вид

£ +  # х  =  _ f e .  (2.27)

Решение дифференциального уравнения (2.27) при указанных начальных усло
виях запишется следующим образом:

х =  — ( e j  — ^ - )  cos U  — — ■, i  =  -  i f - )  * sln «  ( i > 0). (2.28)

В конце второго участка движения t  — О, откуда следует, что промежуток вре
мени, в течение которого происходит движение во втором этапе, равен / ,  =  я/*, 
т. е. / ,  =

Подставляя значение I— / ,  в уравнение (2.28), получим наибольшее отклонение 
в конце второго этапа: а ,  =  о , — 2/g/A*. Если при этом а ,  >  fg /k1, то вновь нач
нется движение влево. Здесь нужно снова обратиться к дифференциальному уравне
нию (2 .22) и решать его прв следующих начальных условиях: х  =  аг, t  =  0  при
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Понятно, что при этом вновь приходим к уравнениям (2.24)—(2.26), в которые 
а„ следует заменить на Легко ваметить, что на каждый полупериод максимальное 
отклонение тела от начала координат уменьшается на величину, равную 2fg/k*, 
причем длительность каждого полупернода равна п/к.

Имея в виду сказанное, можно записать следующую последовательность макси* 
мальных отклонений через каждый полупериод:

ai »= а0 — Уе
к? о, =  с, — 21й 

к? Од => аг — 2!l
к* оп =* On- 1 — 2/g

к ‘
Складывая почленно все равенства, найдем

ап — в ,  — 2/дп/«а.
Таким образом, при сухом трении последовательные амплитуды колебаний убы

вают по закону арифметической прогрессии, разность которой равна 2/g/*3; период
затухающих колебаний при сухом тре
нии равен периоду незатухающих колеба
ний 2nJk. Напомним, что при вязком тре
нии амплитуды колебаний убывают по 
геометрической прогрессии, а период за
тухающих колебаний больше периода не
затухающих колебаний.

Колебания будут происходить до тех 
пор, пока сила упругости сап в одном из 
крайних положений не сделается мень
ше силы трения fmg: сап <  fmg, или 
ап <  fg/kl . Пользуясь выражением для 
оп, получим

о„ =  ха <  (2 п +  I) fg /k3.
Эго неравенство может служить для опре
деления числа пол у колебаний до оста
новки груза, или начального отклонения 
по известному числу полуколебаний п.

На рис. 2.9 построен график колебаний. Параллельно оси времени проведены 
две прямые: х =  fg/k* =» Ь и х  =■ —fg/k* — —Ь. Около верхней прямой распола
гаются косинусоиды, соответствующие движению влево (нечетные полупериоды), 
а около нижней прямой — косинусоиды, соответствующие движению вправо (чет
ные полупериоды). Если какой-либо полупериод заканчивается в полосе, располо
женной между двумя прямыми, то движение прекращается: эта полоса называется 
воной застоя. «Огибающие» графика движения имеют вид наклонных прямых.

Задача 2.7. В системе, изображенной на рис. 2.8, коэффициент жесткости пру
жины с =  1962 Н/м, масса груза 3 кг и коэффициент сухого трения f  — 0,1. Какому 
условию должно удовлетворять начальное отклонение дг0 груза, чтобы до полной 
остановки он совершил не более 10 полных колебаний?

По условию задачи должно выполняться неравенство
*о <  (2л +  1) fg/k*,

где п — число полупернодов. Подставляя сюда л =  20, № =  с/т  =  1962/3 =* 
=  654 о- ?, получаем

_  41/g 41-0,1-981 
*о *

Рис. 2.9

k1 654
| 6,15 см.

§ 2.5. Вынужденные колебания
Рассмотрим прямолинейное движение материальной точки под 

действием восстанавливающей силы и внешней возмущающей силы. 
Возмущающая сила может быть произвольной функцией времени,



однако мы ограничимся. простейшим, но практически весьма важ* 
ным случаем, когда сила изменяется по гармоническому закону. 
Пусть проекция возмущающей силы на ось х  равна ft  sin (pt +  6), 
где Н  — амплитуда и р  — частота возмущающей силы, б — началь
ная фаза. Тогда дифференциальное уравнение движения матери
альной точки вдоль оси х имеет вид

тх =  —сх +  Н sin  (pt 4- б),
или

* +  ft*x =  Н0 sin (pi +  6), (2.29)
где

&3 =  с(т, //„ о  Him.

Решив дифференциальное уравнение (2.29), мы определим закон 
движения материальной точки. Общее решение неоднородного ли
нейного дифференциального уравнения (2.29) равно сумме решений: 
частного решения уравнения (2.29) н общего решения однородного 
уравнения

Я +  k*x =  0.
Общее решение последнего уравнения мы уже знаем:

«= a sin (hi +  к),
где с  и е — постоянные интегрирования. Если р  ф  к, то частное 
решение уравнения (2.29) будем искать а виде

jf, =  A* sin (pi -f  б),

где Л* — неизвестная постоянная. Для ее определения подставим 
выражения х, и £* =  — А*р* sin '(pt +  б) 8 уравнение (2.29):

—А*р* sin (pt +  6) -f  А*№  sin (pi +  6) =  H0 sin (pt +  б),
или

А* (k4 — р-) sin (pt +  б) =* Но sin (p t +  б).

Д ля тождественного выполнения этого равенства должно быть
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Частное решение имеет вид

*а“ * Г ^ 5 1 п ( р # + 6 ) .  (2.30)

Следовзтельно, общее решение уравнения (2.29) запишется 
в форме

х — a sin (kt +  е) -j- sin (pi +  б). (2.31)



Постоянные а и t  зависят от начальных улозий. Таким обра
зом, искомое движение материальной точки является суммой гар
монических колебаний, происходящих с собственной частотой k, 
и гармонических колебаний, происходящих с частотой возмущаю
щей силы р. Подробно исследуем второе слагаемое в (2.31 )i опи
сывающее чисто вынужденные колебания и не зависящее от началь
ных условий.

Амплитуда чисто вынужденных колебаний равна

» “ - ] (2' 32> 
Перепишем решение (2.30), используя формулу (2.32):

х , =  A sin (pt +  б) (k£> р),
лг, =  — A sin (pt -f  6) =  A sin (pt 4- 6 — я) (к <3 р).

Из полученных соотношений следует, что при р  <3 к фаза вы
нужденных колебаний совпадает с фазой возмущающей силы; при 
p l >  к вынужденные колебания сдвинуты по фазе от возмущающей 
силы на л.

Проследим зависимость амплитуды вынужденных колебаний от 
отношения частот р/к. Для этого преобразуем выражение ампли
туды вынужденных колебаний

<2 3 3 >
где хсг — Н1с — величина статического отклонения точки от поло
жения равновесия при действии силы, равной максимальному зна
чению возмущающей силы. Обозначим

А I
И “  *ет "  11 -  Р*/*3 Г

Величина ц представляет собой коэффициент динамичности; он по
казывает, во сколько раз амплитуда колебаний превосходит стати
ческое отклонение. Из графика (рис. 2.10) видно, что при pik  -> 1 
коэффициент динамичности резко возрастет.

Вернемся теперь к общему решению (2.31). Записав его в виде

х — С, cos kt Са sin kt - f  sin (pt - f  6), (2.34)

определим постоянные интегрирования, если х — я*, Л =  х а при 
/ = 0.

Подставив начальные условия в уравнение (2.34) н в выражение 
для скорости движения

х  — — AC, sin kt 4- АС» cos kt +  j r z r p r  cos W  +  6)>
получим

C , - * . - ^ 5 i n e .  Cs =  ^ - -  f - ^ r C o s 6.

273 ПРЯМОЛИНЕЙНЫЕ КОЛЕБАНИЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ (ГЛ. II



Подставляя С, и С, в соотношение (2.34), будем иметь 

X — До cos kt +  —  sln kt —

— p ’fypa (sln  3 cos k t - c c s  S sln kt') +  у  ^ р1- sln (pt -f- 6). (2.35)

Такая запись решения позволяет установить, что даже при 
нулевых начальных условиях (х0 = 0, х 0 =  0) точка будет совер
шать колебания, происходящие о собственной частотой; они опре
деляются членом — //„ (*2 — Р 'Г 1 (s in  б cos kt +  - j -  cos 6 sin k l'j , 
причем амплитуда этих колебаний не зависит от начальных условий.
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Рассмотрим случай, когда часгота р  вынужденных колебаний 
близка к собственной частоте k ( p ^ k ) .  Тогда выражение (2 35) 
при *0 = 0  и х 0 =  0 примет вид (приближенно полагаем p/k  =  1, 
но кг — р* Ф  0)

k ** к‘ Н- р ‘ lsln (p l  +  6) ~  sln (&  +  e)I.
или

x ~ 2  ^  sin t cos (pt - f  6). (2.36)

Такое движение называется биением (рис. 2.11).
Показанные здесь биения представляют собой колебания, про

исходящие с частотой р  возмущающей силы, причем амплитуда 
этих колебаний медленно меняется, следуя также периодическому 
закону.

Рассмотрим теперь случай, когда собственная частота совпадает 
с частотой возмущающей силы, т. е. р  =  k. Частное решение урав
нения (2.29) в этом случае нужно искать в виде

х , =  A t  sin (pt +  v). (2.37)

Подставив выражение (2.37) в дифференциальное уравнение (2.29),
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получим
2Ар  cos (/7/ Ч- Т) =  Но sin (pt +  6).

Введя обозначение <р =  p t  +  Y. перепишем это соотношение в виде 
2А р  cos ф =  h’a sin ф cos (6 — у) +  Но cos ф sin (б — у)*

Это равенство будет тождественно удовлетворено, если 
На cos (б — v) =  0, На sin (6 — у) =  2А р.

Отсюда А — H J(2p), у  — о — я/2  н, следовательно,

H„t о я \  ил
х* ~  ~2р" Sln +  5 — I f )  в  —  

Общее решение имеет вид

co s(p /+ 6).

х  =  a sin (pt -j- e) — — ■ cos (pt - f  6).

При начальных условиях x — x0, x  — x 0 имеем *)

x  =  *o cos pt -f- sin pt - f  [cos 5 sin pt — p t cos (pt -j- 6)]. (2.38)

Па рис. 2.12 показан график функции лта. Как видно, при k — р  
происходит неограниченное возрастание амплитуды колебаний, при
чем рост амплитуды линеен во вре
мени. Это явление носит название резо- ( 
нанса. 1 \estnpt

Задача 2.8. Груз М массы т  прикреплен к нижнему концу В  вертикально 
расположенной пружины, жесткость которой равна с, а длина в ненапряженном 
состоянии /0. Верхний конец пружины <4 перемещают по закону a sin pt  в верти
кальном направлении (рис. 2.13).

Определить вынужденные колебания груза М, приняв т =» 0,4 кг, с =  39,2 Н/м, 
10 ■= 30 см, р =  7 с '1, а =  2 см.

Выберем начало координат в точке О и проведем ось х вертикально вниз. Если 
1а — длина пружины в ненапряженном состоянии, то удлинение пружины равно

*) Эго решение можно получить из (2.35), раскрывая неопределенность, которая 
возникает при р-*  к,



х  — a sin pt — /0 и, следовательно, сила, действующая на груз со стороны пружины, 
равна

Fx — — с (х — a sin p t  — /о)- 
Дифференциальное уравнение движения имеет вид

m i — — с (х — a sin pi — /„) -j- mg,
или

X +  k * x=  g +  / / 0 sin p / +  c/0/ni,
где ft? =  c/m, //0 =  м/я1.

Введем ноЕую переменную г  согласно равенству
г  — х  — (m g/c-f /0);

тогда дифференциальное уравнение движения преобразуется к следующей форме:
I  +  кгг — Нв sin pt.

Введение новой переменной г равносильно переносу начала координат в поло
жение равновесия груза. Вынужденные колебания груза определяются формулой 
(2.30):

* =  Pt-
П оставляя сюда числовые значения параметров, получим

г =  4 sin I t  см.
Так как * =  г +  mg/c-f- то

х — (4sin 7 t+  40) см.
В этом случае амплитуда колебаний груза (4 см) вдвое больше амплитуды коле

баний точки подвеса пружины. Заметим, что груз колеблется около среднего поло
жения, удаленного от верхнего конца пружины на 40 см; этому положению соответ
ствует состояние равновесия груза при отсутствии колебаний точки подвеса.

§ 2.6. Вынужденные колебания 
при наличии вязкого сопротивления

Рассмотрим движение материальной точки вдоль оси х  под дей
ствием линейной восстанавливающей силы, вязкой силы сопротив
ления и возмущающей силы, проекция которой на ось х  равна 
Я  sin (pt +  6).

Дифференциальное уравнение движения имеет вид
т х =  —сх — bx +  Н sin (pt +  б).

Положив с/т =  кг, Ыт =  2/г, Н/т  =  И0, получим
х  +  2hx  +  k*x =  Н0 sin (p t +  б). (2.39)

Решение дифференциального уравнения (2.39) складывается из 
двух решений: общего решения хt соответствующего однородного 
уравнения и частного решения хг уравнения (2.39).

Как показано в § 2.3, при k >  h решение однородного уравне
ния записывается в виде

х, =  e-ut (Сх sin k*t +  Сг cos k*l), 

где C„ Сг — постоянные интегрирования, a k* =  У  A2 — /12 .
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Частное решение уравнения (2.39) будем искать в виде
xt — A  sin  (pt +  v). (2.40)

где А и Y — неопределенные постоянные величины. Таким образом, 
мы предполагаем, что частное решение описывает колебания по
стоянной амплитуды, происходящие с частотой возмущающей силы.

Находя х , =  рА  cos (p t +  у), =  —р*А sin (pt +  v) и подстав
ляя значения хг, х г, в уравнение (2.39), получим
— рМ  sin (p t +  V) +  2hpA cos (pt +  Y) +

-f  ЛМ sin (pt +  v) =  Ho sin (P{ +  ®)*

Положив p t  +  y =  ф и воспользовавшись соотношением 
sin (pt +  6) =  sin (<p +  6 — 7) =  sin q> cos (6 — -y) +

+  cos <p sin (6 — y)» 
для определения А и у  будем иметь следующие уравнения:

А (А2 — /г) =  Н0 cos (6 — y). 2phA =  Н0 sin (6 — у),

откуда

А =  —р = —= = = г , (2.41)
V  (kz -  р2)* +  4 А V

< g (fi-Y ) =  p ^ -  (242)

Подставив найденные значения А и у  б частное решение, получим

Х% ~  ' / \ к г -  р ‘У‘ -I- 4ЛV* £Ш ^  "Г ^  V 

где у ’ — у  — Ь.
Таким образом, общее решение дифференциального уравнения

(2.39) имеет следующий вид:
х  =  еr~hl (Cj sin k 't -J- С, cos k ’i) +

+  ■ -..... H° -------- sin (pt +  6 +  y’). (2.43)
V  (*' -  P2)2 +

Д ля определения закона движения материальной точки нужно 
найти постоянные Clt С,. Пользуясь начальными условиями: х  =л*, 
х  =  х 0 при t  =  0, получим значения постоянных

=  -р- I*0 +  hx0 — hA sin (6 +  y') — Ар cos (6 +  y')J.

Cs =  x0 — A sin (6 +  v'), 
где A — амплитуда вынужденных колебаний.
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Подставив значения Ct и Сг в уравнение (2.43), найдем закон 
движения материальной точки в рассматриваемом случае:
х  = e- h t  sln k *t _|_ Xq cos w] _

— e~ht t g r  \h sin (6 -j- у ) +  P cos (6 +  V ')lsin "b

Следовательно, движение материальной точки складывается: из 
свободных затухающих колебаний (первое слагаемое), обусловлен
ных начальными условиями; из затухающих колебаний (второе сла
гаемое), имеющих собственную частоту, но вызванных действием 
вынуждающей силы, и чисто вынужденных колебаний (третье сла
гаемое). Так как первые два движения с течением времени затухают, 
то основным колебанием, определяющим характер движения ма
териальной точки, является чисто вынужденное колебание с ампли
тудой А и частотой р . Следует заметить, что при наличии сопротив
ления вынужденные колебания сдвинуты по фазе относительно воз
мущающей силы на у'-

Вводя обозначения г  =  plk, 0 =  hi к, перепишем формулу (2.41) 
в виде

где хст — HJk* =  Н/с представляет собой статическое перемещение, 
вызываемое постоянной силой Н.

Введем в рассмотрение коэффициент динамичности

который характеризует динамический эффект, вызываемый вы
нуждающей силой.

Исследуем зависимость коэффициента динамичности от г — от
ношения частот вынуждающей силы и собственных колебаний в среде 
без сопротивления, а также от коэффициента р, характеризующего 
сопротивление среды. Очевидно, что, найдя зависимость коэффи
циента динамичности от г  и р, мы тем самым определим и зависимость 
от них амплитуды вынужденных колебаний.

Найдем экстремум функции

- f  A s in  (б +  y') cos - f  A sln  (pi - f  6  - f  v')-

A

A
(2.45)

*CT — г1)1 -ь 4P**2 ’

у  =  (1 —  z2)2 +  4 p V .  

Д ля этого приравняем нулю производную
(2.46)

(2.47)
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Корнями этого уравнения будут

*1 =  0, =  J/ 1 -  2р*. га =  — V i  — 2Ра. (2.48)
Так как г 0, то корень г8 должен быть отброшен. Найдем вто
рую производную от /у

* £  =  1 2 г * - 4 ( 1 - 2 р » ) .

Д ля г1 =  0 при 1 — 2,8s <5 0, т. е. при р t>  V 2 i2 ,

^ .  =  4 ( 2 P » - 1 ) > 0

н, следовательно, функция у  имеет минимум, а коэффициент дина
мичности р — максимум. Других действительных корней при этих 
значениях р уравнение (2.47) не имеет.

Если Р <  / 2 / 2 ,  то для гх — 0 d 2yldz2 <  0. Это значит, что р при 
этом имеет минимум. Д ля корня же га =  V l  — 2р^

• g — в ( 1 - г р » » о ,

т. е. при г =  г» коэффициент динамичности имеет максимум.



Заметим, что всегда г2 с  1 и, только когда Р =  0 (среда без 
сопротивления), z, =  1. Ранее было показано, что при р =  0 и 
Zt =  1 решение (2.40) не имеет смысла и его нужно искать в виде 
(2.37).

Максимальное значение коэффициента динамичности найдем, под
ставив г2 =  V 1 — 2Р2 в формулу (2.45):

р'гаах = 1 р У Т *2'49*

На рис. 2.14 показаны кривые, определяющие зависимость ко
эффициента динамичности от г =  p/k. Каждой из кривых соответ
ствует определенное значение 0 =  h/k. Пунктирная линия проходит 
через точки максимума.
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Из рассмотрения этого рисунка следует, что амплитуда выну
жденных колебаний при г, достаточно большом и достаточно малом 
по сравнению с г  == 1, очень мало зависит от сопротивления среды. 
При z, близких к г =  J , влияние сопротивления на амплитуду вы
нужденных колебаний весьма существенно.

При z —► оо амплитуда вынужденных колебаний асимптотически 
стремится к нулю. Это значит, что при большой частоте возмуща
ющей силы по сравнению с собственной частотой амплитуда выну
жденных колебаний весьма мала.

На рис. 2.15 представлена зависимость сдвига фазы вынужден
ных колебаний относительно возмущающей силы в зависимости 
от г и р. Отметим, что при г =  1 сдвиг фазы равен я/2  при любом 
значении р. Резонансом при колебаниях в среде с сопротивлением 
называют вынужденные колебания при г =  1, т. е. при р  =  k, что 
отвечает примерно максимальному значению амплитуды вынужден
ных колебаний.
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Задача 2.9. Под двигатель В  (рис. 2.1S) требуется подвести фундамент. 
Необходимо определить такую толщину кладки а, чтобы коэффициент динамичности 
ие превышал единицы для всех частот вынужденных колебаниб, передаваемых от 
двигателя фундаменту. Сопротивление грунта можно схематизировать как реакцию 
упругих сил F и вязких сил R, вызванных внутренними силами сопротивления.

Отнесенные к единице площади фунда
мента, коэффициенты жесткости н 
вязкости соответственно равны с =  
=  19,6-10* Н/м* и 6 =  588 кН-с/м». 
Плотность материала фундамента 
р =  24,5 кН с-/м*.

Введем систему координат хОу, 
выбрав ее начало О в положении рав
новесия центра тяжести фундамента. 

Обозначим через S  площадь осно
вания и представим проекцию вынуж
дающей силы Q на ось х  в виде Q-. =  
==Я sin pt. Тогда уравнение движения

mvi =  F +  R +  Q +  mg

в  проекции на ось х  дает
аЗрЯ =  —cS {х +  ^,1 — bSx  Н-

Рис. 2,16 +  c S p g +  Я  sin pt.

Здесь мы воспользовались очевидными равенствами т =  cSp, Fx =  —cS (х +  Х0), 
Rx =  — b S i ,  где h0 — статическая осадка фундамента.

Приведем уравнение движения к нормальному виду. Для гтого разделим его 
на aSр и воспользуемся рааенством aSpg  =  с?.0:

,  , 6 . , с Н .Я Н------ х  4--------* =  —р— sm pt.ар 1 ар aSp

Сравнивая с уравнением (2.39), найдем h =  Ы(2ар), ft1 =  с!{ар). Следовательно, 
безразмерный коэффициент вязкости равен {? =  hi к =  Ь/(2 К ар с).

Коэффициент динамичности ц при всех частотах р не будет превосходить еди- 
ницы, если потребовать, чтобы кривая |4 (г) не имела максимума при г ,  =  V 1 —  

Следовательно, должно выполняться неравенство Р >  У  2 /2, или 6/(2 У арс)>  
J )  У  212. Отсюда получим толщину кладки о: а ^ Ь 2/(2рс). Подставляя в это неравен
ство данные числовые значения параметров, получим

а <  3,6 и.

§ 2 .7 . Электродинамические аналогии. Понятие 
об исследовании колебаний материальных систек 
с помощью электронных аналоговых машин

Колебательные процессы, происходящие в различных физических 
системах, описываются часто одинаковыми математическими урав
нениями. Это обстоятельство дает возможность установить аналогию 
между системами различной физической природы. Наиболее полно 
эта аналогия установлена между механическими и электрическими 
системами.
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Рассмотрим механическую систему с одной степенью свободы, 
движение которой описывается следующим дифференциальным урав
нением:

тх +  Ъх +  сх =  Q (/). (2.50)

Здесь х  — координата, т — масса точки, b — коэффициент сопро
тивления среды, с — коэффициент жесткости пружины, Q (t) — 
возмушающая сила. Символически систему, отвечающую уравне
нию (2.50), изображают обычно схемой, показанной на рис. 2.17.

Рассмотрим теперь электрический контур, в котором индуктив
ность L, омическое сопротивление R, конденсатор емкостью С и 
внешний источник энергии э. д. с. £  (/) соединены последовательно

/?

Рис. 2.17 Рис. 2.18 Рис. 2.19

(рис. 2.18). Согласно второму закону Кирхгофа сумма падений на
пряжений на отдельных участках цепи равна разности потенциалов 
на концах зажимов, т. е. э. д. с. источника энергии. Падение напряже-

. diии я  от индуктивности равно L - j f ,  где i — сила тока, падение напря
жения от омического сопротивления равно RI, а падение напряже
ния в конденсаторе определяется равенством -£-<?, где q — заряд
конденсатора. Следовательно, ло второму закону Кирхгофа будем 
иметь

L f  +  Ri  +  ± q  =  E(t),

или, учитывая, что »' =  dqldt,

+  4 - * e £ <0- (2.51)

Сравнивая с уравнением (2.50), видим, что колебания механи
ческой системы с одной степенью свободы и изменение заряда в элек
трической цепи описываются с точностью до обозначений совер
шенно одинаковыми дифференциальными уравнениями. Следова
тельно, между этими системами можно провести аналогию, сопо
ставив заряд q с координатой дг, индуктивность L с массой т, оми
ческое сопротивление R  с коэффициентом сопротивления среды,



величину, обратную емкости 1/С, с коэффициентом жесткости с и 
электродвижущую силу Е  (/) с возмущающей силой Q (t).

Д ля электрического контура с параллельно соединенными эле
ментами (рис. 2.19) на основании первого закона Кирхгофа будем 
иметь (складываются токи)

Х + - Г  J « * + c - S r - / < 0,
где и — напряжение.

Дифференцируя по времени, получим
r  (Ри . I du , I dl
L  dt* +  R  +  L U ~  dt '

Здесь мы имеем другую систему аналогий, в которой коорди
нате х  соответствует напряжение и, массе т  соответствует емкость С 
конденсатора, коэффициенту сопротивления среды b отвечает про
водимость 1//?, коэффициенту жесткости пружины с — величина, 
обратная индуктивности ML, и возмущающей силе Q (t) — скорость 
изменения тока di/d t.

Сведем результаты в таблицу 2 электродинамических аналогий.
Т а б л и ц а  2
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Механические мличивы
Электрические величины

I-я аналогия: силе— 
напряженке 2-я аналогия: сила—ток

1. Координата х Заряд q Напряжение и

2 . Масса т Индуктивность L Емкость С

3 . Коэффициент жестко
сти с

Обратная величина ем
кости 1/С

Обратная величина ин
дуктивности 1/L

4. Коэффициент сопротив
ления среды Ь

Омическое сопротивле
ние R

Проводимость 1/Л

6 . Сила Q (0 Э. д. с. Е  (/) Скорость тока di/dt

Д ля того чтобы электродинамическими аналогиями можно было 
пользоваться без употребления переходных коэффициентов, доста
точно выразить все величины в международной системе единиц СИ.

Пользуясь электродинамической аналогией можно для каждой 
механической системы построить соответствующую электрическую 
цепь, уравнения которой будут с точностью до обозначений совпа
дать с уравнениями движения механической системы. Электрическая



J 3 . l l  ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЯ 289

цепь, б  отличие от механической системы, комплектна; кроме того, 
процессы, происходящие в ней, хорошо наблюдаются на осцил
лографе. Эти соображения лежат в основе конструкции электронных 
аналоговых (моделирующих) машин.

Аналоговые машины имеют набор смонтированных быстро на
страиваемых элементов индуктивностей, емкостей, сопротивлений 
или других элементов, создающих аналогичный эффект. Соединяя 
эти элементы в соответствующие цепи, можно определить все пара
метры, характеризующие движение механической системы, для ко
торой собранная цепь является аналогом. В частности, весьма просто 
определяются частоты собственных колебаний системы. Д ля этого 
достаточно включить в цепь э. д. с. Е0 sin a t  и увеличивать частоту <о 
до тех пор, пока не наступит резонанс. Соответствующая частота — 
собственная частота системы. Эта работа не требует высокой квали
фикации (сложность работы на собранной схеме примерно та же, 
что и сложность настройки радиоприемника) и может быть выполнена 
за сравнительно короткий промежуток времени с относительно боль
шой точностью.

С помощью электронных аналоговых машин можно решать не
линейные задачи, когда линеаризация дифференциальных уравнений 
движения по каким-либо причинам недопустима, а также задачи, 
приводящие к линейным дифференциальным уравнениям с перемен
ными коэффициентами. В заключение отметим, что в современных 
аналоговых машинах устанавливается, как правило, не электроди
намическая, а электроматематическая аналогия, когда математи
ческим операциям сложения, умножения, дифференцирования, ин
тегрирования и т. п. отвечает соответствующий электрический эле
мент. Такие машины более универсальны.

Г л а в а  Ш

ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ ДИНАМИКИ ТОЧКИ

§ 3 . ! .  Теоргма об изменении количества движения
материальной точки

При интегрировании дифференциальных уравнений движения 
б конкретных задачах эти уравнения подвергаются различным од
нотипным преобразованиям, зависящим от характера действующих 
сил. Поэтому целесообразно проделать такие преобразования в об
щем виде. Общие теоремы динамики точки и представляют собой 
преобразования дифференциальных уравнении движения, причем 
в различных теоремах выделены и связаны между собой те или иные 
характеристики движений. В результате получаются удобные за
висимости, широко используемые для решения конкретных задач 
динамики.

10 Н. В. Бутенин и др.
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Заметим, что в основном уравнении динамики
m w  =  F (3.1)

масса материальной точки — величина постоянная и что w — dv/di. 
Это позволяет переписать уравнение (3.1) в виде

4 ( m v )  =  F.

откуда следует, что
d  (mv) =  Fdt. (3.2)

Вектор Q =  mv, равный произведению массы точки ка ее ско
рость, называется количеством, движения материальной тонки.

Произведение силы на элементарный промежуток времени ее 
действия, т. е, F d t, называется элементарным импульсом силы.

Уравнение (3.2) выражает теорему об изменении количества 
движения материальной точки в дифференциальной форме:

элементарное изменение количества движения материальной точки 
равно элементарному импульсу силы, приложенной к этой точке.

Рассмотрим теперь движение материальной точки на конечном 
промежутке времени. Пусть в момент t  =  0 скорость точки равна v„, 
8 в  момент t  равна v. Тогда, интегрируя уравнение (3.2), можно 
записать

I
mv — mv.3 =  J  F dt. (3.3)

о
Интеграл, входящий в правую часть этого соотношения, назы

вается импульсом силы за промежуток времени [0, #1. Таким обра
зом, изменение количества движения материальной точки за конеч
ный промежуток времени равно импульсу силы, приложенной в точке, 
за  тот же промежуток времени.

Если воспользоваться декартовой системой координат, то будем 
иметь

r =  * i - f  y l  - f  гк, ч =  И  + у ] + z k ,  F =  - f  Ftk,

где x, у , г  — координаты точки, х , у , г  — компоненты ее скорости, 
Fx, Fg, Fz — проекции силы, a i, j, к — единичные векторы осей 
координат. Тогда, проектируя векторное равенство (3.3) на оси 
декартовой системы координат, получим три скалярных соотноше
ния:

/ t i
т х  — mxe = J  Fx dt, т у — т у0 =  j  Fe dt, т г — ntz№ =  J Ft di. (3.4)

o - o - o  
Здесь, как и ранее, к, у , г  — проекции скорости материальной 
точки на оси координат в момент времени t; х0, Ц0, i 0 — те же проек
ции в момент / =  0; Fx, F,Jt Fe — проекции силы F.



Как отмечалось в § 1.2, в общем случае F может быть функцией 
координат точки, ее скорости и времени, т. е.

F =  F (*, у, г, х , у , i ,  t)

и, следовательно, проекции силы также являются функциями этих 
величин:

=  Fx {.к, г/, г, .к, у , z , /),
Fy =  Fу (к, у , г, х, у ,  г , /),

Р г =  Рг (х, у , г, х , у , г , /).

Поэтому для фактического вычисления интегралов, стоящих 
в правых частях уравнений (3.4), нужно знать координаты мате
риальной точки как функции времени. Но определение х, у  и г как 
функций времени и есть то, к чему мы стремимся, решая вторую 
задачу динамики. Если эти функции откуда-либо известны, то отпа
дает необходимость пользоваться уравнениями (3.4). Таким образом,
з  общем случае теорема об изменении количества движения н о е ы х  
возможностей для решения задачи не открывает.

Однако, если сила является функцией только времени, инте
гралы в правых частях уравнений (3.4) могут быть вычислены и можно 
получить первые интегралы уравнений движения

тх  — т х0 — Фа (/), ту — т у0 =  Фа (/), m i — т г0 =  Фэ (/), (3.5)

i I t
где <l>i (I) — J  Fx di, Ф2 (0 — \ р у  &> (0 =  J Ft di — проекции им- 

с о ю  
пульса силы на оси координат.

Дальнейшее интегрирование также не представляет принципи
альных трудностей:

I I
x ~ x 0 =  x 0i +  - L j Ф Л О <ff, у - у л =  р 4  + - 5 - | ф . ( 0 Л ,

О О
t

z  — zo — z j  +  ~  |
О

Здесь л-,,, г/„, г,, — начальные значения координат в момент времени 
t =  0.

Если скла постоянна, т. е. =  А-„ Fy =* А 3, Ft =  А% {Ах, А %, А3 — постоян
ные величины), то

m i  — т х  с =  Л j / ,  tmj — тд0 =  Ш  — m i0 =  A^t
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В частном случае при =  i a => 0, =» А я =  0 будем иаеп.
m i  — т£0 ■= А(1 (3.6)

в

* =  *o +  i o / + 4 r -  (3-7)
т. е. материальная точка совершает равнопеременное прямолинейное движение вдоль
ОСИ X.

Задача 3.1. Определить промежуток времгни Т, необходимый для того, чтобы 
митериальная точка массы т, движущаяся по горизонтальной прямой под действием 
постоянной силы F, увеличила свою начальную скорость v0 в п раз.

Примем прямую, вдоль которой движется точка, за ось х; тогда на осаова-
шш (3.6) имеем т  (пи0 — р0) =  FT, откуда Т  =  (п — I).

Г

§ 3.2 . Теорема об изменении момента количества движения 
материальной точки

Вновь вернемся к основному уравнению динамики (3.1) и умно
жим его векторно слева на радиус-вектор точки г, определяющий 
положение материальной точки относительно какой-либо точки О, 
которую будем называть центром:

г х  mw  =  г х  F. (3.8)

Принимая во внимание, что w =  dvldt ,  преобразуем левую часть 
этого уравнения следующим образом:

г X m w  — г X m ~  =  —  (г х mv» — х  mv.a t at dt

Ho dr/di =  v, и векторное произведение параллельных векторов 
v X mv равно нулю. Поэтому г X mw  =  j ( r x  mv), и уравнение
(3.8) можно записать в виде

г х  mv) =  r x F .  (3.9)

Вектор Ко =  г X m v называется моментом количества движения 
материальной точки относительно центра (точки О).

Вектор Mg =  г X F нам известен из курса статики и представ
ляет собой момент силы, приложенной к точке, относительно центра. 

Таким образом,
=  (3.10)

Это уравнение выражает собой теорему об изменении момента 
количества движения материальной точки: производная по времени 
от момента количества движения материальной точки относительно 
какого-либо центра равна моменту силы, приложенной к точке, от
носительно того же центра.
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Векторное уравнение (3.10) эквивалентно трем скалярным ра
венствам.

Принимая точку О за начало системы координат хуг  и записывая 
векторные произведения в виде определителей третьего порядка, 
вместо (3.10) получаем

1 I j к 1 i It
X У г = X У г

1 m i

И

ту m i Fx Fy Fz

т Ч Г ~  =  уГг ~  zF"'

т ~ - (гх  — x i)  — zFx — xFt , (3. П )

т ± ( х у - у х )  =  xFu -  yFx.

Полученный результат можно сформулировать следующим образом: 
производная по времени от момента количества движения матери
альной точки относительно какой-либо оси равна моменту силы, 
приложенной к точке, относительно той же самой оси.

Как видно из уравнений (3.11), при u s интегрировании необхо
димо вычисление интегралов от правых частей. Однако вычисление 
этих интегралов возможно только тогда, когда х, у  и г  известны как 
функции времени, но тогда отпадает вообще надобность в примене
нии равенств (3.11).

Тем не менее сущ ествуют случаи, когда теорема об изменении 
момента количества движения дает возможность эффективно решать 
задачи динамики. К ним относится прежде всего случай действия  
центральной силы. Этим термином мы будем пользоваться приме
нительно к любой силе, линия действия которой проходит через 
некоторую фиксированную точку пространства *) (полюс). Так, 
например, яри изучении движения Земли в Солнечной системе ка 
Землю  действует сила притяжения Солнца, все время направленная  
к центру Солнца

Изучим действие центральной силы. Момент силы относительно 
точки, через которую проходит линия действия, тождественно равен 
нулю. Следовательно, согласно равенству (ЗЛО) момент количества 
движения материальной точки относительно полюса является по
стоянной величиной:

Ко =  г X /»v =  const. (3 .! 2)

Таким образом, мы получим сразу три первых интеграла дви
жения:

т (уг  —  гу) =  си т (гх — хг) =  с2, т (ху — ух)  =  г3. (3.13)

*) В § 3.5 будет дано несколько более узкое определение центральной силы.



294 ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ Д ИНА М И К И ТОЧКИ [ГЛ. III

К а основании зтих результатов можно сделать некоторые об
щие выводы о характере движения материальной точки.

Д ля этой цели введем понятие секторной скорости. Секторная 
скорость вводится как вектор, характеризующий быстроту измене
ния площади поверхности, описываемой радиусом-вектором.

Пусть в момент времени t  материальная точка находится в точке А 
траектории, а в рломент времени t +  Д? — в точке А  ̂ (рис. 3.1). 
Площадь Да треугольника O A A t равна половине модуля вектор
ного произведения радиуса-вектора г на вектор перемещения Дг =

=  г (/ +  ДО — г (t), т. е.
Д е =  */а | г X Дг|.

Разделив обе части этого соотношения 
на At и переходя к пределу при Д/ ->-0, 
получим

Дг( j =  liin =  lirn - i-  | r  X
о дг Л/-»о 'г

Дг

At

|Г  X V |, (3-!4)

так как !im =  v — скорость точки

в момент времени I.
Формула (3.14) определяет модуль секторной скорости. Заме

тим, что модуль секторной скорости может быть вычислен как 
площадь треугольника, построенного на векторах г и v. За направ
ление вектора секторной скорости примем направление векторного 
произведения радиуса-вектора на скорость точки. Тогда вектор сек
торной скорости равен

q  =  1/2 (г х  v), (3.15)

т. е. секторная скорость равна половине векторного произведения 
радиуса-вектора точки на ее скорость.

Сравнивая (3.15) с основным выражением для К0 =  г X mv, 
можем написать интеграл (3.12) в следующей форме:

Ко — 2mq =  const. (3.16)

Следовательно, в случае действия центральной силы секторная 
скорость точки есть постоянная величина, т. е. радиус-вектор точки 
описывает равные площади в любые одинаковые промежутки времени. 
Этот результат называется законом площадей. Но, кроме того, гз 
(3.16) следует, что траектория точки является плоской кривой. 
В самом деле, вектор q сохраняет постоянное направление в про
странстве, поэтому на основании формулы (3.15) можно утверждать, 
что вектор г будет все время расположен в плоскости, перпендику-
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лярной к вектору q, т. е. траектория точки лежит в этой пло> 
скости *).

Предположим, что движение происходит в плоскости и положе
ние точки определяется полярными координатами г  и <р. Тогда г =» 
=  гг0, v =  гг® +  гфр° (том I, § 9.4), и формула (3.15) может быть 
записана в виде

q — Чг rty(r° X рс) =  4Z /-2ф1с, (3.17)

где к == г4 X р° — единичный вектор, перпендикулярный к пло
скости, в которой происходит движение.

Если вектор q является постоянной величиной, то его проекция 
на направление, определяемое направлением вектора к, также по
стоянная величина, т. е.

(Ь — ЧгГ*у =  с, (3.18)
где с — постоянная величина.

Соотношение (3.18) называется законом площадей. Это соотно
шение может быть получено и другим путем. Если плоскость, в ко
торой расположена траектория, будет плоскостью ху, то вместо век
торного равенства (3.16) мож
но записать
2mg. — т (ху — ух) =  const, 

или qt =  »/*(ху — у х ) — с,

где с — постоянная вели
чина.

Так как в полярных ко
ординатах X =  г cos <р, у  =
=  г  sin <р, то, принимая во 
внимание, что Рис. з.2

х  — г  cos ф — лф sin ф, у  =  /  sin ф -Ь пр cos ф,
получим

q, — Чг ГЦ> — с.

Задача 3.2. Траектория наиболее удаленной от Солнца планеты Плутон им*ет 
вид эллипса, причем расстояние от Солнца до Плутона меняется от 4,46' 10* км до 
7,4 10» км (ряс. 3.2). Определить отношение между максимальной и минимальное 
скоростью Плутона.

Секторные скорости точки, движущейся по эллипсу, в моменты прохождения 
через положения максимального и минимального удаления одинаковы: 1/2г’гш,х/’га|п=
— */*Опипгяш- Следовательно, искомое отношение составляет Ршах/ошт =  'т и Л г а т . 
Т- е. с/пиц/кпнп *= 7 ,4 /4 ,4 6 =  1,66.

*) Возможно и другое доказательство. Умножим обе части каждого из уравне
ний (3.13) на х, у , г  и сложим. В результате получим с,дс+ £,у +  с,г =  0. Эго озна
чает, что координаты точки удовлетворяют уравнению плоскости. Следовательно, 
тп-1»<гторив есть плоская кривая.
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Задача 3.3. Шарик, привязанный к нерастяжимой нити, скользит по гладкой 
горизонтальной плоскости; другой конец нити втягивают с постоянной скоростью и 
в отверстие, сделанное на плоскости. Определить движение шарика, если известно, 
что d начальный момент нить расположена по прямой, расстояние между шариком 
и отверстием равно R, а проекция начальной скорости шарика на перпендикуляр 

к направлению нити равна v0 (рис. 3.3).
На шарик действует сила, направленная вдоль 

нити. Так как эта сила центральная, то момент количе
ства движения шарика относительно точки О является 
постоянной величиной и справедливо соотношение 
(3.18).

Постоянную с найдем из начальных условий: при 
t — 0 г — R, <$ — vJR .  Подставляя эти выражения 
в (3.18), находим г];ф0 =  Ru0. Таким образом, для 
всего последующего процесса движения имеем

г2ф =  Rvc.

По условию задачи скорость, с которой втягивается нить, равна и, откуда сле
дует, что t  =  —и. Приняв во внимание начальные условия, после интегрирования 
получим г =  R  — ut. Тогда уравнение для определения ф примет вид

d(f Rv0 
dt =  (R — ut)1 *

Интегр-;,Г'1Я li имея в виду, что <р — 0  при 1 = 0 ,  находим

i*oIЧ> = R - u l

Чтобы построить траекторию шарика, исключим из уравнений для г и q, время I; 
тогда получим величину радиуса-вектора г в функции полярного угла <р:

Г ~
Щ  +  «о *

Траектория шарика представляет собой свертывающуюся спираль. С приближением 
шарика к началу координат угол (р растет все быстрее и быстрее, т. е. скорость 
вращения радиуса-вектора возрастает. При t—* R!u эта скорость стремится к бес
конечности.

§ 3,3, Работа силы. Мощность

Перейдем к понятию работы, с помощью который мы получим 
еще одну общую теорему динамики материальной точки.

В элементарном курсе физики понятие работы вводится следу
ющим образом. Пусть материальная точка М  движется по прямой 
линии ВС  и F — некоторая постоянная по модулю и направлению 
сила, приложенная к точке М . Будем считать, что точка М  движется 
в одном направлении от положения М4 до положения M t . Обозначим 
наименьший угол между силой F и скоростью v точки М  через а  
(рис, 3,4). Тогда работ ой постоянной силы F на прямолинейном



от резке Mi М г называют  произведение м одуля силы на величину 
перемещения s  =  М хМг и на косинус угл а  между ними

A it г =  Fs с os а . (3.19)
Конечно, это равенство можно записать в. форме скалярного про* 

нзведения
_____ Аиг =  F s .  (3.20)

где s == М хМ г — вектор перемещения точки.
Напомним, что единицей измерения работы в системе СИ яв

ляется джоуль (1 Д ж  =  1 Н-м), а в технической системе — 1 кгс-м 
(1 кгс-м «  9,81 Дж).

Приведенное определение работы силы применимо только в том 
случае, если сила постоянна по модулю и направлению, а точка
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Рис. 3.4 Рис. 3.5

сила может изменяться по модулю и направлению, а точка М  при
ложения силы F перемещается по любой криволинейной траектории 
ВС  от M i до М г (рис. 3.5, а). Разобьем отрезок кривой M iM 2 на п 
произвольных, но малых участков, обозначив длину участка с номе
ром k через Ash. Не внося больших погрешностей в вычисление, 
можно считать каждый участок прямолинейным отрезком и что при 
перемещении точки М  вдоль этого участка сила F остается постоян
ной по модулю и направлению. Тогда согласно формуле (3.19), ра
бота силы на k-м участке будет приближенно равна Fh cos a h Ash, a 
на всем пути от М х до М 2 — сумме работ на отдельных участках

П
А . 2 я» 2j Fk cos ah Ash.

A=l

Точное значение работы получим, переходя к пределу, при ус
ловии, что число участков п неограниченно возрастает, а длина каж
дого участка Ash неограниченно убывает:

П
Ai, 2 =  lim 2  Fh cos ah Ask.

/l-М» k — l
As-*-0
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Такой предел называется криволинейным интегралом первого 
рода по дуге М хА1, и обозначается следующим образом *):

Al l t  =  J F cos a d s . (3.21)
м ,м ,

Д ля того чтобы, пользуясь формулой (3.21), вычислить работу 
силы, нужно выразить произведение F cos а  как функцию длины 
дуги s. В подавляющем большинстве случаев это очень трудно выпол
нить, поэтому обычно пользуются криволинейным интегралом вто
рого рода. Д ля того чтобы сделать этот переход, введем в рассмо
трение элементарную работу силы (это понятие имеет самостоятель
ное значение, и мы будем неоднократно пользоваться им).

Под элементарной работой d'A  силы F понимается выражение, 
стоящее под внаком интеграла (3.21);

d!А =  F cos a  ds. (3.22)

В  кинематике было показано, что дифференциал пути ds равен 
модулю дифференциала радиуса-вектора г, т. е. ds =  |a 'r |. Следо
вательно, элементарную работу силы можно представить следующим 
образом;

d'A — F | dr | cos cs, 

или, через скалярное произведение векторов F и dr,
d'A =  ?  dr. (3.23)

Теперь, сравнивая выражения (3.23) и (3.20), можно опреде
лить элементарную работу силы как работу ее на прямолинейном 
перемещении dr при условии, что величина и направление силы на 
этом перемещении не меняются. Напомним, что dr — v  dt. Это озна
чает, что вектор dr совпадает по направлению с  вектором скорости v 
точки (рис. 3.5, б).

Запишем выражение (3.23) через проекции векторов, входящ их 
с скалярное произведение:

d ’A =  Fx dx +  Fu dy +  F, dz. (3.24)

Д а ж е  в тех случаях, когда сила F зависит только ог положения  
точки М , т. е. от координат х, у , г  точки М , правая часть этого ра
венства не представляет, как правило, полный дифференциал не
которой функции координат А (х, у , г). Поэтому в обозначение 
элементарной работы d'A  после буквы d  ставится наверху знак  
«штрих»**) (в § 3 .5 будет рассмотрен особый класс сил, для которых 
правая часть равенства равна полному дифференциалу функции 
координат).

®) Происхожедпие этого термина очевидно: подынтегральная функция F  cos a  
вычисляется на кривой, а в качестве переменной интегрирования берется длина дуги*.

**) В некоторых книгах элементарная работа обозначается символом б А. В на
стоящем руководстве символ йЛ применяется для обозначения работы силы на вир
туальном перемещении бг (см. § 18,3).



« 3.3 J РАБОТА СИЛЫ. МОЩНОСТЬ 299

Все три выражения (3.22), (3.23) и (3.24) для элементарной работы 
силы эквивалентны. Поэтому, пользуясь равенствами (3.21), (3.22) 
и (3.24), получим другую формулу для вычисления работы силы F 
на отрезке М гМ 2 дуги ВС

Ли » =  J Fx dx +  F dy +  Ft dz. (3.25)
м,м,

Правая часть этого равенства называется криволинейным ин
тегралом второго рода (все функции Fx, Fu и Fz вычисляются ка 
кривой М гМъ, а дифференциалы координат dx, dy, dz связаны между 
собой через ее уравнение).

Если сила F зазисит только от положения точки, т. е. от коор
динат х, у , г точки М приложения силы, та работа вычисляется не
посредственно по формуле (3.25) и при этом совершенно не нужно 
знать закон движения точки М  по кривой. Если же сила F зависит 
не только от координат точки приложения, но и от ее скорости и от 
времени t, то для вычисления работы силы нужно знать уразнения 
движения точки

К =  X (о, у  — у  (0. 2 =  г (I). (3.26)

Отсюда
dx =  х  dt, dy  =  у  dt, dz — z  dt. (3.27)

Подставив в формулу (3.25) вместо координат точки их значения 
из (3.26), вместо проекций скорости производные по времени от этик 
величин и вместо дифференциалов координат их значения из (3.27), 
мы сведем криволинейный интеграл (3.25) к обычному определен
ному интегралу

Л , 2=  } (Fxx  +  Fvy  +  F ,i) dt, (3.28)
t.

где fj и t3 — моменты времени, в которые точка М  проходит положе
ния M i и М 2 соответственно (см. рис. 3.5, а).

Пусть теперь на материальную точку М  действует несколько 
сил Fj, Fj, ..., Fn. Легко доказать (читатель без труда сделает это 
самостоятельно), что работа равнодействующей сил, приложенных 
к материальной точке, на некотором перемещении равна сумме 
работ составляющих сил на том же перемещении

А — Л1 +  Л г +  ... +  А п.

Прежде чем перейти к примерам, рассмотрим один частный слу
чай, когда действующая на точку М  сила сохраняет постоянное 
направление и модуль (F =  const). Вычислим работу такой силы при 
перемещении точки М по некоторой траектории ВС  от положения Му
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до положения M t  (рис. 3.6, а). Для этого воспользуемся формулой 
(3.21), учтя, что F  cos a  ds =  F-dr. Имеем

Ah t  =  J F-dr.
М.М,

Вынесем постоянный множитель F за знак интеграла и примем 
во внимание, что при движении точки М от Mi  до М , радиус-вектор г 
меняется от гх до г2 (см. рис. 3,6, а). Тогда последовательно получим

A .t  =  F -} d r  =  F.(r2 — п).
Г« ____

или, учитывая, что ra— =  M iM 2,

Alt г =  Т-МхМг =  Fs cos a,

где s =  M iM t и a  — угол между 
неизменным направлением силы F 
и вектором перемещения M t M 2.

Так как последнее равенство 
совпадает с (3.19), то это озна
чает, что при постоянной силе 

формулу (3.19) можно применять при перемещении точки М  по 
любому криволинейному пути, если только под s понимать кратчай
шее расстояние между начальным и конечным положениями точки 
приложения силы.

Применим полученный вывод к вычислению работы силы тяжести 
Р =  mg. Сила тяжести направлена вертикально вниз; произведение 
s cos а  равно по модулю вертикальному перемещению Н точки М  
(рис. 3.6, б). Поэтому

А и г  =  ± Р Н ,  (3.29)

т. е. работа силы тяжести равна произведению модуля этой силы на 
вертикальное перемещение точки, взятому со знаком «плюс», если 
точка М  опускается, и со знаком «минус», если точка М  поднимается. 
Формулой (3.29) для вычисления работы силы тяжести мы будем 
неоднократно пользоваться в дальнейшем.

Рассмотрим две задачи на непосредственное применение полученных ранее 
формул.

Задача 3.4. Проекции силы определены равенствами 

=  —РУ, -pu =  Рх > =  °»
где р — некоторое положительное число, а к и у — координаты точки приложения 
силы F. Определить работу силы F при движении точки приложения ее от начала 
координат О до точки М о координатами х, у в трех случаях: 1) точка приложения 
силы перемещается от О к М по кратчайшему пути; 2) точка приложения силы пе
ремещается сначала по оси х, а затем по прямой, параллельной оси у, 3) точка при
ложения силы перемещается сначала по оси у, а затем по прямой, параллельной оси * 
(рис. 3.7).
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Прежде всего заметим, что сила F перпендикулярна к радиусу-вектору г точки 
приложения силы. Для того чтобы доказать это, достаточно составить скалярное 
произведение векторов г и F. Имеем

r-F  =  xFx  +  yFy +  2Ft =  x (—py) +  у (px) — 0.
Так как скалярное произведение равно нулю, то векторы г u F перпендикуляр

ны *). Отсюда следует, что при движении точки по первому пути от О до М  по пря
мой ОМ работа /4,- силы F будет равна нулю. Покажем это аналитически, пользуясь 
формулой (3.25). Для этого напишем прежде всего уравнение прямой ОМ: у  *= кх, 
где к — угловой коэффициент. Отсюда dy — к dx.

Применим теперь формулу (3.25), учтя при 
этом заданные проекции сил, уравнение прямой ОМ 
и значение dy. Последовательно получим

Л  =  J Fx dx +  Fu dy +  Ft d z =  J (—py)dx +
ом ом  j

X
■f (px) dy ■= [ [(—/5**) +  (px) k\ dx s  0 .

о Рнс. 3.7
Во втором случае разобьем весь путь интегрирования на два участка: от О до А 

и от В до М  (рис. 3.7). На первом участке от О до В  у  =  0 и dy  => 0, на втором учат 
стке от В до М х  =  const и dx =  0. Имеем

х у у
}  ■= | +  j  -  j  Fx d x + j  Fy d y =  j  pxdy =  рху.

ом OB вм о о 0
В третьем случае разобьем весь путь интегрирования тоже на два участка: 

от О до С и от С до М  (см. рис. 3.7). На участке от О до С х  =  0 н dx  =  0, на втором 
участке от С до М у  =  const и dy  =* 0. Имеем

и х х
=  f =  f +  [ =  f Fy dy +  f Fx dx ~  [ (— py) dx =  — pxy. 

ом ос см  o o o
Итак, работа рассматриваемой силы F на первом пути равна нулю, на втором 

пути рху  и на третьем пути — рху. Этот пример наглядно показывает, что в общем 
случае работа силы зависит не только от начального и конечного положения точка 
приложения силы, но также и от пути, по которому эта точка перемещается. От
метим еще, что во всех трех случаях данного примера для вычисления работы силы 
не нужно знать закона движения точки, ее массу и скорость.

Задача 3.5. Вычислить работу силы сопротивления, действующей на корабль, 
за время, в течение которого скорость корабля после остановки двигателей умень
шится вдвое (см. задачу 1.7).

Так как сила сопротивления направлена в сторону, противоположную движению 
корабля, то угол а  =  180°. Пользуясь формулой (3.21) и значением модуля силы F, 
получим (vx =  dxldt)

t
А = — а  |  v \  dx =  — a  f v* d l, 

м ,м , 6
где t — значение времени, при котором скорость корабля уменьшилась вдвое.

*) Силы такой структуры встречаются весьма часто (следящие силы, действую
щие на упругие стержни, силы радиальной коррекции в гироскопических устрой
ствах и т. п.). См., например, М е р к и н Д. Р. Введение в теорию устойчивости 
движения, — 3-е и з д . — М.: Наука, 1987.



Д ля дальнейших вычислений нужно знать закон движения корабля. Восполь
зуемся результатами задачи 1.7 (стр. 30). При решении этой задачи была установлена 
следующая зависимость скорости корабля от времени t  (см. равенство (1.36)):
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т +  au0t '
Подставна это выражениз для скорости в последнее равенство, будем виеть

1Р ««thrift
■ d i.

о
(т +  avct)s

После интегрирования получим выражение для работы как функции времени

л - 4 Ч т^ + Ь г - ! И -  <3'30)
Пользуясь выражением для скорости, найдем

та,т  -[- a vat=  ■
v

Теперь равенство (3,30) приводится к виду

<3-31>
Д ля того чтобы найти работу силы за время, в течение которого скорость умень

шится вдвое, нужно в последнем равенстве положить v =  v j2 .  Получим
А  =  — *Umvl.

В отличие от предыдущей задачи, здесь работа силы зависит от массы и скоро* 
сти тела.

В § 3.4 будет показано, что формула (3.31), полученная здесь путем анализа 
конкретной задачи, является общей для любых сил, действующих на материальную 
точку.

Остановимся теперь кратко на понятии мощности силы. В эле
ментарном курсе физики мощность определяется как количество ра
боты, производимой в единицу времени. Это определение применимо, 
конечно, только в том случае, если в равные промежутки времени 
сила производит равные работы. Нам остается распространить 
это определение на общий случай, когда работа производится не 
равномерно.

Вычислим работу силыР от некоторой фиксированной точки М х 
до точки М  (см. рис. 3.5а)

А =  [ Fx &х -{- Fy dy  -j- Fi dz.
Л!,Л1

При движении точки М  работа А силы F будет о течением време
ни t меняться. Д ля того чтобы получить работу А как явную функ
цию времени t, достаточно воспользоваться формулой (3.28), заме
нив в ней фиксированный верхний предел интегрирования (3 на пе
ременный предел t:

t
А  (/) =  J  (Fxx  -I- Fuy  - f  Ftz) dt. (3.32)
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Теперь мощность N силы F легко определяется как скорость 
изменения работы:

<3-33)М-+ 0 ш

где А рассматривается как функция времени /.
Легко видеть, что полный дифференциал работы, выраженной 

как функция времени t по формуле (3.32), равен элементарной ра
боте силы d'A . Действительно, если рассматривать работу как функ
цию времени t, то, пользуясь формулой (3.32), найдем

dA (0 =  (Fxx - f  Fvij -j- F2z) di =  Fx dx +  Fv dy  +  Fz dz,

что совпадает с выражением (3.24) для элементарней работы. Таким 
образом, имеем

dA  (0 =  d'A , (3.34)
или, пользуясь равенствсм (3.23),

dA(t )  =  F d r .  (3.35)

В этих равенствах предполагается, что правые части выражены 
с помощью соотношений (3.26) и (3.27) через время t. Теперь мощ
ность N  силы F можно записать следующим образом:

N - — - Г - —  dt ~  dt *

или
N  =  F- v  — Fxx  +  Fvy  +  F2i ,  (3.36)

т. е. мощность N  равна скалярному произведению силы F на ско
рость v точки приложения силы.

Теперь под знак интеграла в формулу (3.28) можно внести мощ
ность:

\•
А,2= J ЛГ(/)Л. (3.37)

<1
Если изменение работы происходит равномерно, т. е. мощность 

постоянна, то А — N t  и тогда
N = A / t .  (3.38)

В этом случае, как уже отмечалось, мощность равна количеству 
работы, производимой в единицу времени.

Единицей измерения мощности в системе СИ является ватт 
(1 Вт =  1 Дж/с), а в технической системе— 1 кгс-м/с. В технике 
применяются также более крупные единицы мощности: 1 кВт =  
*= 1000 Вт и так называемая лошадиная сила (1 л. с. =  75 кгс-м/с).



§ 3.4. Теорема об изменении кинетической энергии

Найдем связь между работой сил, приложенных к материальной 
точке, и изменением скорости точки. Для этого воспользуемся ос
новным уравнением динамики

_  dv _-
т di ~ F'

гле F — равнодействующая всех сил, приложенных к материаль
ной точке. Умножим обе части этого равенства скалярно на диф
ференциал радиуса-вектора dr,

m — d r ^ T d t .  (3.39)

В правой части стоит элементарная работа d'A равнодействую
щей всех сил, приложенных к материальной точке; левую часть 
можно представить в следующей форме:

т ~ -  d r = m —  dv — mv dv =  d  ( - 5—) ‘>

при этом учтено, что скалярный квадрат вектора равен квадрату 
его модуля (v • v =  1̂ ). Теперь равенство (3.39) примет вид

(3.40)

Половина произведения массы точки на квадрат ее скорости на
зывается кинетической энергией материальной точки

Т  =  ~ .  (3.41)

Уравнение (3.40) дает дифференциальную связь между кинети
ческой энергией и элементарной работой! полный дифференциал 
кинетической энергии материальной точки равен элементарной р а 
боте всех действующих на вту точку сил.

Будем рассматривать все члены, входящие в равенство (3.40), 
как функции времени t .  Тогда, учитывая соотношения (3.33), (3.34) 
и деля обе части равенства (3.40) на dt, получим

4 г  ( r P i - n .  (3 -« |

?. е, полная производная по времени от кинетической энергии мате
риальной точки равна суммарной мощности всех действующих на 
точку сил.

Пусть теперь материальная точка М  перемещается по кривой ВС  
от положения M i до положения М г (см. рис. 3.5, а). Обозначим
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через vx и v2 скорость точки М  в положениях и М г соответственно 
и проинтегрируем обе части равенства (3.40) по кривой М^М*;.

И т г ) - ! " -
М ,М , Л»,Л1,

П разая часть этого равенства равна работе ,  силы F на пути

M i M t \ при вычислении левой части следует иметь в виду, что кри
волинейный интеграл от полного дифференциала некоторой функ
ции равен самой функции. Таким образом, будем иметь

(3.43)

т. е. изменение кинетической энергии материальной точки, при 
переходе ее из начального в конечное (текущее) положение равно 
сумме работ на этом перемещении всех сил, приложенных к точке.

С помощью только что доказанной теоремы об изменении кине
тической энергии можно решать следующие две основные задачи. 
В первой определяется скорость материальной точки в конце или 
начале движения. Решение этой задачи с помощью равенства (3.43) 
имеет смысл, конечно, только в том случае, если работу всех сил, 
приложенных к материальной точке, можно вычислить, не зная за
кона движения, т. е. не интегрируя уравнения движения. К задачам 
второго типа относится вычисление работы силы по заданной ско
рости. Использование формулы (3.43) для решения задач такого рода 
особенно полезно в тех случаях, когда трудности, связанные с опре
делением закона движения и вычислением интеграла (3.28), сравни
тельно нзлкки (см. задачи 3.12 и 3.13) или когда неизвестна анали
тическая зависимость силы (см. задачу 10.4).

§ 3.5. Силовое поле. Потенциальная энергия

В этом параграфе рассматриваются позиционные силы, которые 
еависят только от положения материальной точки в пространстве.

Б удем называть силовым полем область (часть пространства), 
в каждой точке которой на помещенную в ней материальную точку 
действует сила, однозначно определенная по величине и направ
лению в любой момент времени. Таким образом , в силовом поле дол 
жна быть известна одна Еекторная функция F, зависящ ая от радиуса* 
вехтора точки г и времени t:

F =  F (г, 0
или три скалярные функция — проекции силы F

Fx =  Fx (*. у, г, t), Fу =  Fu (х, у, z, I), F, =  Гг (х, у , z, t),
где х, у , г — координаты точки.

Силовое поле называется нестационарным, если сила F зависит 
явно от времени t, и стационарным, если сила не зависит ст вре
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мени t явно. В дальнейшем будем рассматривать только стационар
ные силовые поля, когда сила зависит только от положения точки, 
т. е. от ее радиуса-вектора

F — F (г),

а ее проекции являются функциями координат точки

Рх =  Fr. (*, У, г). Рц =  Р» (*. у, г), F, =  Fz (х, у, г). (3.44)

Отметим два общих свойства таких полей!
1. Работа сил стационарного поля зависит в общем случае от 

начального М , и конечного Ms положений и траектории, но не за
висит от закона движения материальной точки по траектории.

2. Имеет место равенство
1 ~  — *= (3.45)

где А и ,  — работа сил стационарного поля при движении мате
риальной точки от Mi к M t , а А$, t — работа сил поля при движе
нии точки по той же траектории в обратном напрззлении от М 2 
к Afj.

Первое свойство следует непосредственно из формулы (3.25), 
а второе — из формулы (3.21) (модуль и направление силы F в каж

дой точке траектории не зависят от направления 
движения н времени t, а угол а  между скоростью v 
и силой if при изменении направления движения 
перейдет в я  — а). Заметим, что для нестационарных 
силовых полей эти свойства не имеют места.

Рассмотрим какое-нибудь стационарное поле и 
вычислим работу сил поля при перемещении мате
риальной точки из положения М г в положение Л1а 
по двум различным траекториям (рис. 3.8). Работу 

Рис. 3.8 сил поля при движении по первой траектории обоз
начим через Л 1.2 > а работу сил поля при движении 

по второй траектории обозначим через Лиг. В общем случае эти рабо
ты не равны между собой! л!, г ф А \ ,2 (см. вадачу 3.4).

Среди стационарных силовых полей важное место занимают 
поля, работа сил которых не вависит от траектории (пути) движе
ния материальной точки и определяется только положением началь
ной и конечной точек пути. Такие силовые поля называются по
тенциальными (консервативными). Согласно определению для по
тенциальных сил работа не зависит от пути и, следовательно, для 
них имеет место равенство

А], 2 =  AW г ~  Л1, s, (3.46)

где I и II — любые пути, по которым материальная точка может 
перейти or к Af3, а А и ,  — общее значение работы.
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Пусть точка М  с координатами х, у, г  является точкой в области 
заданного потенциального силового поля. Выберем в этом же сило
вом поле произвольную точку М0, зафиксируем ее положение и на
зовем нулевой точкой. При движении материальной точки от поло
жения М до нулевой точки М0 работа сил потенциального поля будет 
зависеть только от положения точки М, т. е. от ее координат х, у, г, 
так как положение точки М0 неизменно, а работа сил потенциального 
поля не зависит от пути. Следовательно, работа сил потенциального 
поля Аммо при движении материальной точки от точки поля М 
до точки М0 является некоторой функцией координат х, у , г точки М. 
Эта функция называется потенциальной энергией и обозначается 
греческой буквой П. По определению

П (х, у, г) =  Амм,\ (3.47)
при этом предполагается, что функция 
П (х, у, г) однозначна и непрерывка вместе со 
своими производными до второго порядка 
включительно.

Из приведенного определения потенци
альной энергии вытекает, что нулевая точка— 
это точка, в которой потенциальная энер
гия условно принимается равной нулю.

Покажем, что потенциальная энергия Рио. 8.9
определяется с точностью до аддитивной 
постоянной. Действительно, выберем вместо точки М0 другую нуле
вую точку — точку M l и обозначим соответствующую потенциаль
ную энергию через П*. По определению будем иметь

П* =  ЛmmS•

Так как работа сил потенциального поля не зависит от пути, то 
выберем путь от М  до Мо так, чтобы он проходил через точку М„ 
(рис. 3.9). Разбивая весь путь от М до Мо на два участка: от М  до 
Afo и от Мо до Мо, получим

П* =  А м м, +  Дмо'Мо *

Первое слагаемое равно потенциальной энергии П при старой ну
левой точке M it а второе слагаемое постоянно (не зависит от коорди
нат х, у, г  точки М). Обозначая это слагаемое через С, получим

№  =  0  +  0 ,

что и доказывает сделанное замечание.
Предположим, что потенциальная энергия силового поля изве

стна, т. е. известно значение функции II в каждой точке области 
существования силового поля. Найдем, чему равна работа сил 
потенциального поля при переходе материальной точки из поло
жения Му в положение Ма. Для вычисления работы выберем путь



от точки Мх до точки М0 проходящим через точку М% (рис. 3.10). 
Разбивая путь MiM2M0 на два участка MjAfs и М4М0, получим

Ам,М, =  Ам,м, +  ÂijAl..
По определению Ам,м, — П„ а Лл«,Л1„ — где n t — потен

циальная энергия в точке Ми Па — потенциальная энергия в точке 
Мг, следовательно,

Ам^м, — П, — П2, (3.48)
т. е. работа сил потенциального поля при перемещении материаль
ной точки равна разности потенцимьных анергий с начальной и 
конечной точках пути.
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Силовое поле задается обычно проекциями силы на оси коор
динат, т.- е. функциями (3.44).

Для того чтобы решить вопрос о том, является ли это данное 
силовое поле потенциальным, докажем предварительную теорему:

Для того чтобы силовое поле (3.44) было потенциальным, необ
ходимо и достаточно, чтобы существовала такая непрерывная од
нозначная функция координат П (х, у, г), называемая потенциала 
ной энергией поля, частные производные от которой удовлетворяют 
равенствам

р __р  —  р  — ______________ ЛИ. (3 49)
t x  ~  дх • ду * d t '  '

Докажем сначала необходимость этих условий. Предположим, 
что силовое поле является потенциальным, т. е. работа от пути не 
аависит.

Вычислим работу сил поля на перемещении точки из положе
ния М с координатами х, у, г в положение М х о координатами х +  
+  Дя, у, г (рие. 3.11), выбрав за путь прямолинейный отрезок, сое
диняющий точки М и Mi (он параллелен оси х). Пользуясь форму
лами (3.48) и (3.25), получим

п (*. У. г) — П(аг+Д*. У. 2)=» j  Fx dx +  Fv dy +  Ft dz.



Так как при выбранном пути координаты у  и z не меняются, то 
dy — dz =  0 и полученное выражение примет вид

х+Д*

j  Fx dx =  П (х, у, г ) -  П (дг +  Ах, у, г).
X

По теореме о среднем
х + Ь х

j  Fx (х, у, г) dx — Fx (x -\-0 Ах, у, г) Ах,
X

где число 0 удовлетворяет условию 0 <  0 <  1. Следовательно, 
после деления на Аде будем иметь

с . ц + е д » ,  в. г)-------U > .
Переходя к пределу при Ах -*• 0, найдем

с / \ 5ПFx (х, у, z) — дх *

Аналогично получаются и два других равенства (3.49). 
Перейдем к доказательству достаточности условий (3.49). Пред

положим, что условия (3.49) выполнены.
Используя условия (3.24) и (3.49), получим

d'A =  Fx dx +  Fl/dy +  Fl dz =  - ( § - d x  +  dy +  ~ d z ) .

Так как потенциальная энергия П зависит только от координат 
точки, то выражение, стоящее в скобках, равно полному дифферен
циалу dll; следовательно,

d'A =  —й'П. (3.50)

Пусть точка переместилась из положения в положение М2, 
тогда

п.
Аи2=  J d'A =  — j сШ =  П, -  П2) (3.51)

АМЬ П|
что совпадает о формулой (3.48). Это доказывает достаточность 
условий (3.49) (работа зависит только от значений потенциальной 
энергии в точках и М а и не зависит от пути).

Условие (3.49) часто берут в качестве определения потенциаль
ного поля. Тогда из соотношения (3.5J) вытекает независимость ра
боты от пути.

Перейдем теперь к решению поставленной задачи.' как, зная толь
ко проекции силы (3.49), определить, является ли силовое поле 
потенциальным. Продифференцируем первое равенство (3.49) част
ным образом по у ,  а второе по х. Имеем

dFx ___ _о-П дГи _

ду дхду  # дх дудя  ’
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Так как смешанные частные производные не зависят от порядка 
дифференцирования, то из равенства правых частей следует равен
ство и левых частей; иначе говоря, если поле потенциально, то 
проекции сил должны удовлетворять условию (два других равенства 
получены аналогичным методом)

д?х  _  dFy dry  _  dFt  dFz _  dFx  ш
ду ~  дх ' djT * дх ~  дг *

Справедливо обратное утверждение (мы не будем останавливаться 
на доказательстве его): если условие (3.52) выполнено, то силовое 
поле потенциально.

При решении задач на исследование силовых полей вначале по 
условию (3.52) проверяют, является ли заданное поле потенциаль
ным, а затем, если окажется, что условие (3.52) выполнено, то опре
деляют потенциальную энергию поля, пользуясь определением (3.47): 
потенциальная энергия Г1 в данной точке М (х , у, г) равна работе 
сил гюля на перемещении от точки М до нулевой точки, в которой 
потенциальная энергия условно принимается равной нулю. Так как 
путь интегрирования не имеет значения, то его выбирают обычно 
так, чтобы все вычисления свести к минимуму.

Проиллюстрируем сказанное двумя простыми задачами чисто методического 
характера.

Задача 3.6. Проверить, является ли силовое паче 

Fa =  —РУ. рц =  Рх> Fz=  0
потенциальным.

Воспользуемся первый равенством (3.52). Имеем

ду р ' дх Р'

Так как первое равенство условия (3.52) не выполнено, то заданное поле не по
тенциально (в задаче 3.4 непосредственными вычислениями было показано, что ра
бота такой силы зависит от пути движения и, следовательно, сила не потенциальна).

Задача 3.7. Проверить, потенциально ли силовое поле

Fx =  *У*. Fv =  х%  Рг =  г»,
и если оно потенциально, то найти потенциальную энергию поля.

Так как

_  dFu -  dFy _  dFt  _  dF^ -_ _  — **гху, ду -  дх ■= л

то условие (3.52) выполнено и заданное поле потенциально.
Д ля определения потенциальной энергии поля кулевую точку выберем в начале 

координат, а путь интегрирования построим следующим образом: из точки М  с ко
ординатами х, у, г будем двигаться сначала параллельно оси г  до точки В, располо
женной в плоскости ху, затем ьз точки В — параллельно оси у  до точки С, находя
щейся на оси х, а затем по оси х  от точки С до начала координат (рис. 3.12), Пользу» 
ясь  определением (3.47), последовательно получим

П =  А-мо =  Амв т  Авс +  Асо ’ : I +  1 +  J*м в  ВС со
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На первой пути к — const, dx =  0, у  =  const, dy  =  0, а г  меняется от * доО; 
на втором пути г =  0 , dz — 0 , *  =  const, dx =  0 , а у  меняется от у  до 0 ; на третьем 
участке у  =» 0, dy =  0, г  =  0, dz — 0, а х  меняется от х  до  0. Имеем 

о о о о о  
П =  j F s d x =  |  г* dz -J- J dy

г у x  г у

(в третьем нитеграле Ря =  хф. =  0, так как у  =  0). Интегрируя и учитывая, что во 
втором интеграла * =  const, получим

П =  — Чгг?ф — 1/ ,г э.
Легко проверить, что если вычислить от этой потенциальной энергии частные 

производные по х, затем по у  и г, то получим заданные проекции сил с обратным зна
ком, что соответствует равенствам (3.49).

Наряду с потенциальной энер
гией многие авторы вводят в рас-м

/со

/
-г*»7 1

Рис. 3.12 Рнс. 3.13

смотрение силовую функцию U (х, у, г), которая отличается от по
тенциальной энергии только внаком( т. е.

U =  —П.
Условия потенциальности силового поля (3.49) в этом случае 

имеют вид
Р  __ dU  р  _  6U  „  _  dU
r * ~  дх '  г и ~ д у '  1' г ~ ~ д Г '

Потенциальное силовое поле допускает удобную и наглядную  
геометрическую интерпретацию.

Геометрическое место точек, в которых потенциальная энергия 
сохраняет постоянное значение, т. е. П (х, у, г) — С , образует по
верхность, которая называется эквипотенциальной поверхностью. 
Через каждую точку потенциального поля можно провести только 
одну такую поверхность (рис. 3.13).

Ясно, что работа сил поля при перемещении материальной точки 
из начального положения в конечное, когда оба эти положения 
находятся на одной и той же эквипотенциальной поверхности, равна 
нулю, так как

Ам,м, *= Пд — П2 =  С  — С =  0.
Эквипотенциальные поверхности обладают еще одним интерес

ным свойством. Допустим, что материальная точка перемещается
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вдоль произвольной кривой на эквипотенциальной поверхности, 
и пусть закон движения точки х =  х {(), у  — у  (/)> г =* г  (/). Тогда 
для любого момента времени t должно выполняться равенство
и  (0 , у (0. г (01 з  с.

Продифференцируем обе части этого тождества по ti
дП dx . дП dy . дП dz _  _ 
дх dt ' ду dt ' дг dt ~  '

Согласно (3.49) будем иметь
Fxx - f  Fuy  +  Ftz  — 0, или F-v =  0.

Следовательно, в любой момент времени действующая на точку сила 
перпендикулярна к скорости точки. Но вектор v лежит в касатель
ной плоскости к эквипотенциальной поверхности, поэтому сила F 
нормальна к эквипотенциальной поверхности (см. рис. 3.13).

Введем понятие силовой линии как кривой, в каждой точке ко
торой касательная коллинеарна с силой данного силового поля. Оче
видно, что уравнение такой линии может быть записано так:

d* _  аУ__________ dz И БЪ
Fx (x, у, г) ~  Fu (x. у, г) ~  Ft (х, у. г) *

Уравнения (3.53) выражают условия пропорциональности проекций 
двух векторов: силы F и дифференциала радиуса-вектора силовой 
линии dr (этот вектор всегда направлен по касательной линии).

Из уравнений (3.53) следует система двух дифференциальных 
уравнений с двумя неизвестными функциями у  иг!

dz _  Fz (х . у, г) dy  _  Fu (x. у, г) П
dx Fx {х, У, г) ’ dx Fx (х, у, г) '

Через каждую точку силового поля проходит одна и только одна 
силовая линия, являющаяся решением системы (3.54), кроме особых 
точек — состояний равновесия, где Fx =  Fy =  Ft =  0.

Из определения силовых линий следует, что они пересекают 
все эквипотенциальные поверхности ортогонально (см. рис. 3.13).

В заключение остановимся на понятии градиента силового поля. 
Если задана какая-либо скалярная функция Ф (х, у, г), то вектор Е, 
образуемый по формуле

г  дФ ; I дФ - , дф  .

называется градиентом функции Ф. Обычно пользуются таким обо
значением!

■ . дФ ■ | дФ , I оФ t grad O  =  -5 r i +  -¥ - |  +  -s -k .

Выражение для силы
¥ =  F J + F ui -\-Ftk
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в случае потенциального поля с помощью (3.49) можно преобразо
вать к виду

-  /  дП . , дП . . дП , \  ,г  =  i +  j +  _  к)  =  - g r a d  п.

Таким образом, в потенциальном поле силу можно рассматривать 
как взятый с обратным знаком градиент функции П (х, у , г).

Покажем, как вычисляется потенциальная энергия для некото
рых часто встречающихся силовых полей.

1. Потенциальная энергия поля силы тяжести. Совмещая пло
скость хОу с какой-либо горизонтальной плоскостью (рис. 3.14), 
для проекций силы тяжести будем иметь

Fx =  0 , Fy — О, Fz =  —mg.
Можно проверить, что условия 

(3.51) выполняются.
Элементарная работа равна 

d'A =  Fx dx +  Fy dy +  Ft dz =  —mg dz.
Следовательно, работа силы тяжести 
при перемещении материальной точки 
из точки О в какую-либо точку Л4 
равна согласно (3.25)

г
Аом — — jm g d z  — —mgz. (3.55) Рис. 3.14

о
Но так как потенциальная энергия в точке М поля равна работе, 
которую совершает сила при перемещении точки из положения М 
в положение О, то

П == Ам0 — mgz. (3.55)
Эквипотенциальные поверхности mgz =  С образуют семейство 

горизонтальных плоскостей, а силовыми линиями являются пря
мые, параллельные оси г.

2. Потенциальная энергия поля центральных сил. Централь- 
ной силой будем называть силу, которая в любой точке пространства 
направлена по прямой, проходящей через некоторую точку поля 
(центр), причем модуль силы F зависит только от расстояния г 
точки до центра.

Если этот центр выбрать за начало координат, то для централь
ной силы можно написать

=  (3-57)
где Ft (г) =  dzF (г) (знак «+» для силы отталкивания, а знак «—» 
для силы притяжения).

Проверим, выполняется ли условие (3.52). Так как
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и, кроме того,
Г =  ( /  л 2 4 -  i f  - j-  г а,

— V JL г (Г) 1 Ьг_ _  ХУ_ _d_ г Ft (Г) 1
сф dr \_ г \  ду г dr I г J *

i fk .  — „ JL  Г А Ш  a L - H L A .  Г fr (О 1 
d *  ^  d r L r  J <?* /■ d r |. г  J *

Следовательно,
oFy __ dFx
дх ду

Остальные равенства (3.52) также выполняются.
Для вычисления потенциальной энергии найдем работу централь

ной силы при перемещении точки из некоторого произвольного по
ложения М в фиксированное положение Мс.

Элементарная работа имеет вид

d'A =  F • dr =  Fr (г) =  Fr (г) dr.

Тогда потенциальная энергия будет равна

П (г) =  АмМо =  J Fr (г) dr. (3.68)
Г

Здесь эквипотенциальные поверхности П (г) =  С — сферы с центром 
в начале координат, а силовые линии образуют пучок прямых, 
выходящих из начала координат.

В частности, центральной силой является гравитационная сила. 
Согласно закону всемирного тяготения

F =  —/  — ~~ > FAr) =  - f ^ >

где /  — постоянная тяготения, и m s — м ес сы  притягивающихся 
материальных точек, а г — расстояние между ними.

Примем за точку М0 бесконечно удаленную топку; тогда, приме
няя (3.58), получим

СО
П (/•) — — J /  —pr~ dr— — . (3.5S)

Г

3. Потенциальная энергия восстанавливающей силы пружины. 
Примем за фиксированную точку М0, в которой потенциальная 
энергия равна нулю, положение конца недеформированной пру
жины (положение самой пружины не играет роли). Пусть длина пру
жины в недеформнрованном состоянии равна г0, а в положении М 
равна г (рис. 3.15). Тогда величина Fr (г), входящая в равенства



(3.57) и (3.58), имеет вид F, (г) =  —с (г — г0). При г <  г0 упругая 
сила пружины является по отношению к центру (точке крепления) 
отталкивающей, при г >  г0 — притягивающей. Подставляя F, (г) в
(3.58), получим
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■ о

П (г) =  — с |  (г — г„) dr ■■ с (Г —  г„)г

или

П(л) =  4 - ‘ <3*60)

Здесь \  — \ г — г01 — модуль при
ращения длины пружины.

Из формул (3.51) и (3.60) следует, что работа восстанавливающей 
силы пружины при перемещении конца пружины из положения 
в /Иа равна

a . 2= 4 l - 4 l - (3-61>
Здесь и — деформации, соответствующие начальной и конечной 
точкам пути.

§ 3.6. Интеграл энергии. Понятие о рассеивании 
полной механической энергии

Предположим, что все силы, действующие на материальную 
точку, потенциальны. Тогда элементарная работа сил, приложенных 
к точке, будет d'A — —Л1 и равенство (3.40) принимает вид

* ( = £ )  —  т .

Интегрируя обе части этого равенства, найдем
Т +  П =  А, (3.62)

где А — постоянная интегрирования (она называется постоянной 
энергии).

Равенство (3.62) называется интегралом энергии. Интеграл энер
гии показывает, что при движении точки в потенциальном поле сил 
сумма кинетической и потенциальной энергий (полная механическая 
энергия) есть величина постоянная (закон сохранения механической 
энергии).

Равенству (3.62) можно придать и такой вид:
Тг +  П, =  Т, +  Пь (3.63)

где ^  и Г„ П| и П2 — значения кинетической и потенциальной 
энергий в положениях и М2 соответственно.
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Интеграл энергии (3*62) справедлив при условии, что все силы, 
действующие на материальную точку, потенциальны. Если хотя бы 
одна из сил не потенциальна, то равенство (3.62) будет нарушено. 
Рас:мотрим, какое влияние оказывают силы сопротивления (они, 
как правило, имеются всегда) на полную механическую энергию. 
Итак, будем считать, что на материальную точку действуют потен
циальные силы (их потенциальная энергия равна П) и силы сопро
тивления Fc. Относительно последних мы не будем делать никаких 
ограничений: они могут быть постоянны по модулю (сухое трение), 
пропорциональны любой степени скорости (вязкое трение) или лю

бым иным образом зависеть от скорости 
точки, ее положения и времени t. Единст
венное предположение (оно для сил сопро
тивления естественно) состоит в том, 
что сила сопротивления всегда направ
лена противоположно скорости v точки 
(рис. 3.16).

,  g Элементарная работа потенциальной
ис‘ ' силы F равна — dll, а элементарная ра

бота силы сопротивления будет Fc-dr. Равенство (3.40) принимает вид
dT — —dll +  F0 • dr.

Перегруппируем члены, разделим обе части равенства ка dt и учтем, 
что dr/dt  =  Vi

4 (Г +  n) =  Fc v.

Угол между силой сопротивления Fc и скоростью v равен 180°; 
скалярное произведение Fc-v =  Fcv cos 180° =  —Fcv. Следователь
но,

4 ( Г  +  П) =  - / ^ < 0 .  (3.64)

Так как производная по времени отрицательна, то полная меха
ническая энергия под действием сил сопротивления убывает или 
рассеивается, переходя, конечно, в другие формы энергии, например 
в тепловую.

Модуль мощности | Fc -v | =  Fcv силы сопротивления может слу
жить мерой убывания полной механической энергии. Если модуль 
силы сопротивления равен \ Ьх\ (линейно-вязкое сопротивление), то

Fc v =  - W 2 =  - 2 i | i .

Величина bv"/2. называется диссипативной функцией Релея, удвоен
ная величина которой в данном случае служит мерой рассеивания 
(диссипации) энергии.
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Задача 3.8. Какова длина разЛега самолета, масса которого т — 18 ООО кг, 
тяга, развиваемая двигателем, Ф =  40 кН, общая сила сопротивления Р, — 10 кИ, 
взлетная скорость v =  216 км/час.

Применим теорему об изменении кинетической энергии

£ | 1  _  =  (ф  _  R) ,.

Полагая начальную скорссть va =» 0, получим

ти* 18000-60’

§ 3.7. Задачи

2 ( Ф — Я) 2-30000
1080 м.

Задача 3.9. Самолет, масса которого т = 101 кг, совершает посадку. В момент касания 
колес земли сам олет им еет вертикальную  скорость снижения ы0 = 2 м/с. В ертикальная 
составляющая полной аэродинамической силы равна N  = 80 кН, жесткость амортизационной 
системы с = 10 кН/см. Сопротивление в амортизационных стойках шасси при прямом ходе 
равно R =  30 кН. Определить наибольшую осадку самолета, считая, что за время срабатывания 
стойки горизонтальная скорость остается неизменной.

П рим ен и м  тео р ем у  об  и зм ен ен и и  ки н ети ч еско й  эн ер ги и . В н ач альны й  м ом ен т 
вертикальн ая  составляю щ ая скорости  и„ = 2 м /с, в конечны й м ом ент -и ,  = 0. Работу 
восстанавливаю щ ей силы пружины определим по формуле (3,61). Полагая ОМ = Я, получим 
для работы всех сил (силы тяжести mg, силы сопротивления R, подъемной силы N  и силы 
упругости амортизаторов)

ЛЯ

Величина полной начальной скорости равна V и? -г  Ui, ; величина скорости в конце 
процесса сжатия амортизационной системы равна V. Поэтому приращение кинетиче
ской энергии составляет

mv2 m (y! 4-«ri) тиЪ 
2 2 2~"

По теореме об изменении кинетической энергии имеем

muii 1 m r 2̂------ тр- =  m g l — RX — N) . ------j - ,

откуда

X =  -L -  (m g — R — N ±  V (mg — R  — N)- +  m ule).

Для крайнего нижнего положения следует перед корнем взять знак «плюс». 
Тогда, после подстановки численных значений, найдем

?. к  18,8 см.

Задача 3 .10. На какую высоту Н  над поверхностью Земли поднимается ракета, 
запущенная в вертикальном направлении с поверхности Земли, если ее начальная 
скорость равна и„? Какую начальную скорость надо сообщить ракете, чтобы она 
неограниченно удалялась от Земли? Сопротивлением атмосферы пренебречь. Ра
диус Земли R  =  6370 км (рнс. 3.17).
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Применим закон сохранения механической энергии, имея в виду, что конечная 
скорость ракеты v =  0 , а потенциальная энергия силы тяготения определяется по 
формуле (3.59):

mvl fm M  fmM  
2 R R  +  H '

Здесь т — масса ракеты, М  — масса Земли, f  — гравитационная постоянная. От 
двух последних постоянных можно избавиться, заметив, что при г =  R  (т. с . на 
поверхности Земли) сила притяжения приближенно равна силе тяжеста

. тМ
I -ЦТ =  ms'

откуда /Л1 =  gR*. Тогда
mvj

— mgR =  ■ ngR*
2 R +  H '

Разрешая уравнение относительно / / ,  получим

Рис. 3.17

Rv'
2sR — vl

Теперь нетрудно ответить на второй вопрос. Согласно условию задачи должно быть 
!1 =  оо и, следовательно,

2gR — t*3 =  0, V o -l^ '2 g R  =  V~2 -9 ,8 Ы 0 " а'6370 =  11,2 км/с.

Задача 3.11. С какой скоростью должна быть запущена с поверхности Земли 
ракета, чтобы она могла достигнуть той точки С между Землей и Луной (рис. 3.18) 
гд; силы притяжения Земли и Луны равны. Расстояние между центрами Луны и 
Земли d — 370 ООО км, а отношение их масс М л и М з  равно 1/80. Радиус Земли

R =  6370 км.
г  | d -Г” | В точке С должно выполняться равенство

mfM з

Гд т. е.

Рис. 3.18

rl

г„ =

1тМд
Ы-гоГ- ’ 

d

1 +  V мл/м 3

Потенциальная энергия силы притяжения Луны П д =  Применим

гчкон сохранения механической энергии (полагая, что в точке С скорость ракеты 
равна нулю)

mv~,
~2~

fmM  з  fm M ji
R d -  R 

Используя равенство //И з =  g/??, получим

fmR3 /тМ.д 
d  — r0 ’ri.

[§R + gRx „ R1 gR‘ 1
80 (d — R) Го 80 (d -  r0) J

Задача 3.12. Сани спускаются с горы. Начиная с точки А (рис. 3.19), их при- 
то;>маживэют силой F таким образом, что до конца спуска (точки В) скорость саней 
остается постоянной. Определить работу, совершаемую силой F, если сила тяжести 
санеЛ Р, а высота горы Л.
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В отличие от предыдущих задач, здесь наряду с потенциальной силой — силой 
тяжести Р =  mg — действует непотепцнальная сила F. На основании теорема об 
изменении кинетической энергии имеем

m v ;j 
2 — а а в  +  а а в -

Так как начальная и конечная скорости саней одинаковы, то А рд в  - f  A fa b  =  0. 
Д ля работы силы тяжести имеем А д в  =  Ph, 
откуда A fa b  =  —P/i. Найдем эту работу путем 
непосредственного вычисления.Так как скорость 
саней постоянна, то сумма проекций сил на 
направление скорости равна нулю, т. е. Р sin а —
— F  =  0, и, следовательно, * F *= Р sin а, где 
sin а  можно определить из равенства sin а  =
=  dylds.

Вычислим мощность силы торможения:

JVf = F  .v =  - F v =  - P ^ - ~ .ds dt
Здесь мы приняли во внимание, что сила тор
можения F и скорость v имеют противоположные направления. Работа силы тор
можения за время спуска саней выражается следующим образом:

л J «

А л в =  J NF (t)d t  =  - Р  J - g -  dt =  - / >  J dy =  - . Ph.

Задача 3.13. Материальная точка совершает прямолинейные затухающие коле
бания под действием линейной восстанавливающей силы, создаваемой пружиной 
жесткости с, и силы сопротивления, пропорциональной первой степени скорости 
(R =  —ftv). Определить работу силы сопротивления за одно полное колебание ма
териальной точки,а также максимальную работу этой силы при неограниченной 
продолжительности колебаний.

В момент времени, когда материальная точка достигает максимального откло
нения, скорость ее равна нулю. Поэтому, применяя теорему об изменении кинетиче
ской энергии для перемещения от начального до последующего максимального от
клонения, получим

0  =  Луп +  А с,

где Луп — работа упругой силы пружины, а А с — работа силы сопротивления. 
Так как деформация пружины X при максимальных отклонениях материальной точки 
равна соответствующей амплитуде, то согласно формуле (3.60) будем иметь

А = -уп К - с ] ) ,

где а0 — начальная, а аг — последующая амплитуды.
Следовательно, работа силы сопротивления за один период будет рчвна

Ае =  —~(а-о — а\).

Если выразить последующую амплитуду а1 через предыдущую ав с помощью 
фактора затухания») по формуле (2.16), то последнее равенство примет вид

Ие =  -  - f i - O - t , ) .
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где т| =  е~ьт*, причем А =  t/(2m) (m —  масса точки), Т  —  период затухающи* 
колебаний.

За л полных колебаний работа силы сопротивления будет равна

или, учитывая, что ап — а0т)п,

*  — П*").

Так как т) <  1, то при л-*- со  будем иметь 

И” »* =

Такова максимальная работа, которую совершат силы сопротивления при не
ограниченной продолжительности колебаний.

Работу силы сопротивления можно, конечно, вычислить и путем непосредствен
ного применения формулы (3.25). Д ля этого нужно воспользоваться решением (2.13) 
дифференциального уравнения затухающих колебаний материальной точки:

х  =  ae~ht sin ( k 'i  - f  e) (k"  =  A2 — t?  =  c/m  — h2)-

Отсюда нужно найти к, а затем Rx  =  — Ь:с (Ru — R t — 0). После чего работа силы 
сопротивления определится путем вычисления интеграла 

г*
Ае — —Ьа* |  e~3hl I Л  s!n («"/ +  е) -f- ft* cos \ k ’ t  -f- е)]2 dt.

о
Этот путь непосредственного вычисления работы по общим формулам требует, 

очевидно, значительно больтей затраты труда, чем применение теоремы об изменении 
кинетической энергии.

Г л а в а  IV 

ДВИЖЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ
В ЦЕНТРАЛЬНОМ СИЛОВОМ ПОЛЕ

§ 4.1. Дифференциальное уравнение траектории точки, 
движущейся з центральном поле сил 

В § 3.2 были установлены свойства движения точки в поле цен
тральной силы. Напомним эти свойства. 

Во-первых, траектория движения точки — плоская кривая. 
Центр, через который всегда проходит линия действия силы,^ лежит 
в плоскости траектории. Удобно описывать движение такой мате
риальной точки в полярной системе координат с полюсом в центре 
силового поля. Полярную ось направим пока произвольно. Тогда 
положение точки в плоскости ее движения будет определяться по



лярными координатами г и ф. Для центральной силы имеем вы
ражение

F ~ F Г(г)~ ~ , (4.1)

где F, (г) — проекция силы на радиус-вектор точки.
Во-вторых, имеет место закон площадей (секторная скорость 

остается постоянной). В полярных координатах соблюдается ра
венство (3.18):

Ч Л  =  с. (4.2)
Перейдем к составлению дифференциального уравнения движе

ния материальной точки в центральном поле.
Воспользовавшись найденным в кинематике (том I, глава IX) 

выражением для радиального ускорения точки w, — г  — гф2, за
пишем общее уравнение динамики

mw =  Fг (/')-—»

в проекции на радиус-вектор п

т (г -  r^ ) — FT(r). (4.3)
В соответствии о интегралом площадей (4.2) уравнение (4.3) 

может быть переписано в виде

<4-4>

Для определения траектории движения в полярных координатах 
перейдем в этом уравнении от независимой переменной t к полярному 
углу ф.

В силу интеграла площадей (4.2) имеем
dr _  dr d<p _  2 с dr __ _  d  /  1 \  , .
dt d<f dt r* dip a  d<f \ ~ T ) ‘

Продифференцируем это выражение по времени и вновь воспользу
емся интегралом площадей (4.2):

<Pr d  /  dr \  dip 2с d /  dr \  
dt* ~  “dip V dt )  dt “  г» d y  \  dt )  °

Приняв во внимание соотношение (4.5), перепишем полученный ре
зультат в виде

(«V 4с» tP /  I \  . . .
dt* г* dip* (  г

Подставляя это выражение в уразнение (4.4), получим
АС (Р /  I \  Ас« 1 г  ^

Л ) ' (4,7)
11 Н. В. Бутенин и др.
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Вводя теперь новую искомую функцию и — 1/л, будем иметь
d*u . Fr (1/и) (4.8)r f < ' 4 тсги- ‘

Полученное соотношение (4.8) и есть дифференциальное уравне
ние траектории материальной точки, движущейся под действием 
центральной силы (уравнение Бннэ).

Наиболее важным случаем центральной силы является .гравита
ционная сила планеты или любого другого небесного тела.

Ньютоновская сила притяжения планеты, принимаемой за шар 
с радиальным распределением плотности, действующая на матери
альную точку, находящуюся вне пределов шара, равна

F =  —/  — Г~  • (4.9)

где /  — гравитационная постоянная, т — масса материальной то
чки, М — масса планеты, г — расстояние точки от центра планеты.

Можно избавиться от произведения /М , если известна сила при
тяжения на поверхности планеты, т. е. при г =  R. Для Земли эта 
сила притяжения равна mg, где g  — ускорение свободного падения 
тела относительно неврзщающейся Земли. Аналогично определяет
ся g  и для других планет.

Таким образом, при г =  R из равенства (4.9) получим

тё  ~  * { M = g R i, 

после чего (4.9) принимает вид

р =  — (4. Ю)

Следовательно, в данном случае Fr (г) =  Fr (Ми) =  —mgR^u*.
При движении точки вне пределов земной атмосферы, но в доста

точной близости к ее поверхности, можно пренебречь действием 
гравитационных сил со стороны других небесных тел и считать, 
что на точку действует только сила (4.10). В этом случае дифферен
циальное уравнение траектории (4.8) примет вид

• &  +  « — Г» (4-П)

где р =  Aci!(gR}) =  const.

§ 4.2. Виды траекторий. Круговая и параболическая скорости

Исследуем решение оснозного дифференциального уравнения 
(4.11) Общее решение этого уравнения можно представить в следую
щей форме:

и — -}- a cos (<р — е), (4-12)
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где а и е — постоянные интегрирования. Вспоминая, что и =  Mr, 
перепишем уравнение (4.12) в виде

r ~  1 »созТр^ТГ' 4̂' 13^
где е — ар  — постоянная величина.

Уравнение (4.13) определяет траекторию материальной точки, 
движущ ейся под действием ньютоновской силы притяжения.

Д ля упрощения анализа введем новую переменную $  =  ц> —  е. 
Очевидно, что теперь угол ф будет отсчитываться не от первоначально 
взятого фиксированного направления, а от некоторого нового на
правления 0 * 1 , повернутого относитель
но первого на угол е (рис. 4.1). Конечно, 
вид траектории от такой формальной 
замены переменных не может изме
ниться.

Теперь уравнение (4.13) примет вид 

р (4.14)
Фиксированное

направление
1 4 - е cos у Рис. 4Л

Таким образом, вид траектории определяется единственным 
образом через постоянные р  и е. Несколько дальш е будет показано, 
как определить эти постоянные по начальным условиям.

Из курса аналитической геометрии известно, что кривые (4.14) 
представляют собой конические сечения *).

Тип траектории определяется значением величины е, называе
мой эксцентриситетом конического сечения.

В дальнейшем примем, что е >  0; это соответствует выбору 
положительного направления полярной оси 0хг (ф =  0) от центра О 
на ближайш ую  к О точку траектории, называемую перицентром 
(для земных спутников — перигеем).

Если с < 2 1, то знаменатель в правой части (4.14) никогда не об
ращается в нуль, следовательно, кривая второго порядка не имеет 
бесконечно удаленных точек. Это может быть только эллипс. В част
ном случае, когда е =  0, получаем г =  р =  const, т. е. эллипс 
превращается в окружность.

Если е >  1, то появляются бесконечно удаленные точки при 
двух  значениях угла полученных из уравнения

5 +  е cos ф =  О,
т. е. при

ф =  ia rcco s  ^
Таким свойством обладает только гипербола.

*) В декартовой системе координат, для которой х1 =  г cos t|>, 1,4 =  г sin 
5 равнение (4.14) приводится к'виду х'{ -+- у\ =  (р — е х^г, т. е. все траектории мо
гут быть только кривыми второго порядка.
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Наконец, при е — 1 знаменатель обращается в нуль при if =  я.
Кривой второго порядка, имеющей бесконечно удаленную точку 

только при одном значении полярного угла ф, является парабола.
На рис. 4.2 изображены возможные траектории при е ^  О и 

одинаковом для всех траекторий расстоянии от центра О до пери
центра. Это расстояние в соответствии с уразнением (4.14) равно
Гmln — ro ~  j + р •

Установив, что тип траектории определяется значением эксцен
триситета е, найдем зависимость эксцентриситета от начальных

условий.
Сначала сделаем это, отнеся 

начальные условия к тому моменту 
времени, когда точка пересекает 
ось Хх (см. рис. 4.1), т. е. при 
\|) =  0.

В соответствии с формулой 
(4.14) имеем

сг________ peslntf
dip ~  ( I +  е cos $)■ ’

Следовательно, при \j> =  0 по
лярный радиус г достигает экстре
мума (dr/d\р =  0). Это значит, что 
при ф =  0 и любом е скорость 
точки перпендикулярна к ра- 
диусу-вектору fUl определяющему 
положение точки.

Имея в виду, что ф =  -ф и поперечная скорость vp — гф, 
перепишем интеграл площадей в виде

1krvp =  с.
Пусть 'теперь г  =  r0, v =  и0 при ф =  0. Для этих начальных ус

ловий в соответствии с уравнением (4.14) будет

го — 1 + е  *

Отсюда находим

е =  - £ - ~  1. 
г0

(4.15)

Так как для рассматриваемых начальных условий vp =  va, то с 
=  */ЛЧ> и» учитывая, что р  =  4c*/(gR2), получим

gR* I. (4.16)

Это соотношение является основным и позволяет найти интервалы 
скоростей, которым соответствуют те или иные виды траекторий.



Эллиптические траектории (е <3 1) определяются неравенством 

v0 <  V'2gRVr0.
В частности, если е =  0, то траекторией будет окружность; 

при этом начальная скорость v0 имеет значение

t>i =  v0 — V gR*/ro
и называется круговой скоростью. Круговая скорость, вычисленная 
из условий движенйя вблизи Земли (г0 =  R), называется первой 
космической скоростью:

Vi — V  gR ~  7,9 км/с.

Параболической траектории соответствует значение е — 1, т. е. 
по формуле (4.16) скорость

С1г == fо =  V 2gR2/ra-
Найденное значение скорости называется параболической скоростью. 
Если начальная скорость задана вблизи Земли, то параболическая 
скорость

vt =  V 2gR  (И 11,2 км/с

называется второй космической скоростью.
При сообщении такой начальной скорости точка неограниченно 

удалялась бы от Земли.
Гиперболические траектории характеризуются неравенством 

е >  1, которому соответствуют начальные скорости

ve > V 2 i m ? 0-

§ 4.3. Определение параметров околоземной траектории 
по начальным условиям

Найдем теперь зависимость эксцентриситета от начальных услв- 
вий о случае, когда материальная точка в некоторый момент времени 
начинает движение из точки Аа вне пределов атмосферы (рис. 4.3).

Пусть материальная точка в некоторый момент времени начинает 
движение из точки Аи вне пределов атмосферы только под действием 
силы притяжения Земли (рис. 4.3).

Определим параметры траектории р  и е, если известны: гь — 
расстояние от центра Земли до точки Л0, va — модуль скорости 
материальной точки в положении Ас, 0о — угол наклона вектора 
скорости к местному горизонту, т. е. к плоскости, перпендикулярной 
к радиусу-вектору точки Л0.

Найдя параметры траектории, мы затем легко определим началь
ный полярный угол tfo (см. рис. 4.3) и тем самым узнаем пока не 
известное направление оси Oxv
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Так как в точке А0 скорость гv =  v0 cos 0О, то согласно формуле 
(4.2) секторная скорость равна

С =  l/a r0v„ cos 0О. (4.17)
Подставляя это выражение в формулу для р, получим

Р — - g r  -  — го (т г)" cos20О =  r„vcos20O, (4.18)

где t», — VgR*lr0 — круговая скорость в точке А0, a v =  (v0/Vi)*«
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Из формулы (4.14) следует, что

<?cos\|> =  -у— 1. (4.19)

После дифференцирования этого выражения по времени получим
, t/ф  р  dr

Принимая во внимание равенства dr/dl — vr (радиальная скорость), 
=  ф и ггф =  2с, перепишем полученное выражение в виде

esln$  =  -^-D r. (4.20)

Для рассматриваемых начальных условий ф =  ф0, г =  r0, v, => 
=  i>, sin 0а (рис. 4.4) выражения (4.19) и (4.20) с учетом формул
(4.17) и (4.18) примут вид

с cos фо =  'evcosie°— l =  vcos, 00— 1, (4-21)
го

с sin фо =  "‘*1 1>3 ь>0sin 80 — vsinOocos0o. (4.22)'oua cos "о
Отсюда находим
е — V  (v cos2 0О — I )* +  v4sln- O0cos2 0О =  V  1 — v (2 — v) cos* 0O • (4.23)
Зная параметры траектории р и е, можно найти из формулы (4.19) 
начальный полярный угол ф0. т. е. положение полярной оси Охх:

cosф„ = ( - £ - -  1 )—  =  , vcos е° - ' ---- (4.24)
\  г„ /  е у  j _  v (2 — v) cos'10 ,
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Иногда удобно ввести дополнительный угол =  л — if0 (см. рис. 4.3), 
для которого

__ __ . 1 —  V C O S * 0 „  . .cos&> —— 7r=rr=.rr= ,.---.... . (4.2а)
J У  l -  v ( 2 -  v )co sa 0„ v 7

Таким образом, траектория точки полностью определяется тремя
параметрами г0> v и 0О и формула (4.14) может быть записана в виде

г ___________ У'о cos- Qj
1 +  cos V У 1 — v (2 — vj cos'- U0

Рассмотрим некоторые частные случаи.
Пусть

Отсюда имеем

и, следовзтельно,

е =  V  1 — v (2 — v) cos- 0О =  0. 

v3 — 2v +  sec* 0O =  0

v =  1 ±  V  1 — sec- G0 .
Это значит, что e — 0 может быть только при 0О = 0  и v =  1. При 
этом г =  г0, т. е. орбита будет окружностью, а необходимая началь
ная скорость равна

v0 — vl = V  gR2/r».
Для параболической траектории

е — V  1 — v (2 — v)cas-0o=  1,
что выполняется при v =  2 и любом угле 0О. Начальная скорость v0, 
необходимая для движения по параболической траектории, равна

v0 =  vt У Т  =  У  2gR2/r0 .

§ 4.4. Траектории искусственных спутников Земли
Пусть рассматривается движение материальной точки из положения А0. В этой 

положении точка расположена на высоте ft над земной поверхностью и обладает на
чальной скоростью «о, направленной под углом 0О к местному горизонту.

Как установлено, при v0 <  vs траектория материальной точки есть эллипс, 
один из фокусов которого находится в центре Земли.

Из уравнения траектории (4.14) видно, что максимальное расстояние матерн- 
альиой точки от центра Земли достигается при

cos i|>m =  — 1 (4.2G)
и равко

' ш«  ■= ~ ~  • (4 .27)

Соответствующая точка траектории называется апогеем. Минимальное расстояние 
точки от центра Земли достигается в перигее к равно

Г(П|“ =  1 • (4.29)



Таким образом, максимальное расстояние тачки от поверхности Земля сос
тавляет

■ R ,
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“гам1-  , _ с

а минимальное расстояние равняется

Araln

Б завиеиаостн от конкретных значений р0 в  0„ траектории могут оказаться 
пересекающимися либо ка пересекающимися о поверхностью Земли. Найдем, при 
каком значении и,, и фиксированном оначеяии угла 0О траектории не будут пересе
кать поверхность Зевали, т. е. могут быть траекториями искусственных спутников 
Земли,

Для траектории, на пергсекающей поверхности Земли, должно выполняться 
керавспство г^ п  >  R , т. е. согласно (4.28)

Р
1 4-е > Я .  (4.29)

Принимая вс вникание (4.23), получаем

r„v cos2 0О >  R  (1 +  У 1 —  v (2 —  V) со*а 0д), 
шш, так как г0 =  R  +  А,

[(/? +  A) vcos?  0О —  /? 1* >  R i  {1 — V (2 — v) ccsa 0О J.
После небольших преобразований и подстановки v  — р$/г>[ найдем

4 -  [(R +  Л)а cos’ 0S —  Z?2] >  2Rh. (4.30)
‘'i

Д ля выполнения этого неравенства необходимо, чтобы
COS0O> C O S 0 J ,

где cos Gg => R /(R  +  Л).
Из соотношения (4.30) получаем значение i>0, при котором траектории точки 

не будут пересекать поверхности Земли:
у „ >  vh,

ъ - V - ^ i r V
_________  Ш  ...
R  +  h V  (R +  h y tc o & d o -R *  *

Отметим, что при А =  0 это условие имеет смысл только при 0О =  0  и принимает 
вид

0О >  V&R’
Определим длину большой и малой полуосей эллипса (4.!4). Формула для боль
шой полуоси имеет вид

я  я  Ггоах Лт1п =  .

или, с учетом соотношения (4.23),

____ £ . / _ ! _____ 4___1 N -  _
2 ~  2 \  1 —, * 1 +„• /  "  1 — cJ *

р  - т А г г -  (1.32)v (2 — v) cosa во
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Из формулы (4.32) о учетом равенства v =  (и0М )а следует, что длина большой 
полуоси не зависит от угла 0О и определяется только начальной скоростью va. 

Найдем теперь расстояние между фокусами эллипса 2с.

Отсюда, кстати, видно, что эксцентриситет е =  с/а. Малая полуось эллипса й связг-

Имея в виду, что при 0О =  0  согласно (4.23) е  =  V  1 — v (2 — v) =  | v  — 1 1 
и, кроме того, р — г0\ ,  получим

Следовательно, ф0 =  0, и положительное направление полярной оси совпадает 
с направлением ОАа (рис. 4.5). Напомним, что мы условились считать е >  0. Это 
эквивалентно выбору положительного направления полярной оси от притягивающего 
центра через перигей.

Ка рис. 4 .5  показаны три траектории спутников при различных значениях 
начальной скорости (t>j <  к0 <  i>s) и 0О =  0. Это семейство эллипсов с общим фоку
сом в точке О и перигеем в А й.

Обратимся теперь к случаю v  <  1. При этом е  =  1 — v и в соответствии 
с (4 .36) cos три =  (v — !)/(! — v) =  — 1, т. е. tj>0 =  я . Следовательно, направление 
из перигей противоположно ОА0. Точка Аа становится апогеем, и семейство чллип- 
ссз  (ий О 0 <  имеет вид, изображенный на рис. 4.6.

(4 .33)

на простым соотношением с величинами а иг:

Ь — у  а‘ — с* =  а У 1 — с1 — У  ар • (4.34)

Изучим характер изменения траекторий 
спутника в зависимости от v =  v''Jv\ при

Рис, 4.5 Рис. 4.6

Д ля простоты положим, что 0О =  0. Из (4.20) тогда следует

(4.35)

v
(4.36)

Прежде всего остановимся ка случае, когда v >  I; из (4.36) имеем



Уравнения эллипсов (4.14) при 60 =  0 принимают вид

''“v (4.37)
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1 +  I V  —  1 I СОЗ чр *

Перагсйное расстояние находится из (4.37) при ф =  0. Згкгтив, что при v >  1 
| v — 1 1 =  v — I, а при v  <  1 | v —  1 1 =  1 — v, получим

ГflV
Гт1, = Го  ( V >  I), ( v <  I).

Полагая в последней формуле ra !о =  /?, найдем

, * у -
2 R

2 R  +  li ’

Аналогично, при ф =  я  определим апогейное расстояние

гшх =  о у (v 2* 1 )> гтзх — ro (v <~ I )•
Большая полуось эллипса определяется по формуле (4.32), а малая — из

(4.34); при этом А  — (1 — v)*,

а =  2 ^ 1  у * Ь =  о У  I — ё1 «= а v (2 — v) . v^-38)

Найдем теперь период обращения спутника по эллиптической орбите. Исходя 
из интеграла площадей, имеем S  =  ct, где S  — площадь, описываемая радиусом- 
вектором точки за время t, с —  секторная скорость.

За время Т  полною оборота спутника радиус-вектор опишет полную площадь 
еллипса о =  я аЬ. Следовательно, должно выполняться равенство ziab =  сТ. Вспом
ним, что согласно (4.18) и (4.34) Ь =  ' / ар, с =  1/г V  Pg№ . Теперь получим

7 -_ я ~ . =  2п У  . (4.39)

Таким образом, для двух спутников, движущихся по различным эллиптическим 
opfiiTrjM с большими полуосями а. и o s и периодами обращения ?'j и 7'*, юлеем

Г , =  2я ] /  L  ,  Г£ =  2л ] Л  ^' ! _  V е к 2
Отсюда выводится известное соотношение

1%
Эта формула справедлива не только для задач о движении спутников Земли, но 
и вообще для случаев движения материальной точки но эллиптической орбите вокруг 
любого притягивающего центра. Применительно к Солнечной системе эту формулу 
установил путем обработки наблюдений И. Кеплер (третий закон Keruiepo).

§ 4.5. Определение времени полета 
по эллиптической орбите (уравнение Кеплера)

Пусть движение спутника происходит по эллипсу е  полуосями а и 6 
(рис. 4.7). Опишем из центра эллипса окружность радиусом, равным большой по
луоси. Через точку А на эллипсе проведем линию, перпендикулярную к линии 
апсид (оси х). Пусть точка пересечения этого перпендикуляра с окружностью будет 
А х. Угол Е  между отрезком 0 ,Л | и линией аг.сид называется эксцентрической оно-
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малией. Найдем связь между углами Е и ф (истинной аномалией). Ил рассмотре
ния рис. 4.7 следует, что

a cos Е — г соз ф =  с,
где с — половина фокусного расстояния. Подставляя в это выражение (см. формулу 
(4.14))

Р

будем иметь

a cos Е ■

1 +  е cos ф * 

р cos ф
1 +  е cos ф

Так как е =  с/а и р/а — 1 — е1, то

г  с , Р cos фcos Е — ------- —— г—i-------- -— — =а а I +  е cos ф
•  +  cos ф . 

1 +  е cos ф ’ (4.40)

отсюда следует, что 

cos ф =  ■
cos Е -

,------------ г - .  (4.41)1 — e c o s £
Если теперь в уравнении траектории (4.14) 

заменить угол ф с помощью выражения (4.41) на 
угол Е, то получим

г =  а (1 — е cosE). (4.42)
Для дальнейшего нам необходимо определить еще н 
sin ф. По свойству эллипса имеем (см. рис. 4.7)

АВ Ь

Рис. 4.7

В соответствии с рис. 4.7 получим А ,В  =  a sin Е, А В  =  г sin ф и, следо
вательно.

г sin ф
о. sin Е =  V \ - e - .

Используя выражение (4.42), будем иметь

V 1 — е- sin Еsin ф =  ■
1 — е cos Е (*<3>

Перейдем теперь к определению времени полета спутника. Для йтого восполь
зуемся интегралом площадей (4.2):

dt _ < , ф =  _ « ф .

так как ф =  <р — в. В соответствии с формулой (4.42) получим 

.. аа (1 — e c o s f )1 . d t= ----------------- >— d r (4 .44)

На основании зависимости (4.41) имеем
sin Е ( \  — ег) dE

sin ф йф =  •
(1 — е cos Е)г
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Отсюда, учтя соотношение (4.43), получим

Следовательно, выражение (4.44) может быть переписано в виде

В
n { t  —  *о) =  J (I — ecos E)dE,

о
где ta — момент времени прохождения через перигей,

2с__________ 2с (1 — еа)3/г
а Ц Г  1 — £г Рг

После интегрирования найдем

Е  — е sin Е  =  п (t — /0). (4.45)

Полученное уравнение носит название уравнения Кеплера.
Уравнение Кеплера устанавливает связь между эксцентрической аномалией Е  

и временем движения точки.
Д ля того чтобы определить положение точки в данный момент времени, следует 

по уравнению Кеплера определить угол Е, соответствующий данному моменту вре
мени, затем по найденному Е, используя формулы (4.41) и (4.42), определить ф  
и г.

Решению уравнения Кеплера посвящено много работ.
Сейчас численное решение уравнения Кеплера производится на ЭВМ
В качестве примера применения уравнения К еп лера определим период обраще

ния точки по эллиптической орбите.
Так как ta — момент времени прохождения через перигей, то при / =  fu+  

где Т  — период обращения, Е  =  2л. Из уравнения Кеплера получаем п Т  =  2л. 
Отсюда

Эта формула была уже нами получена в § 4.4.
В заключение этого параграфа найдем выражение для проекций скорости и 

ускорения точки на радиальное и поперечное направления при ее движении по эл
липтической траектории через эксцентрическую аномалию.

Так как vr =  г и vp =  rip =  гф, то в соответствии с формулой (4.42) имеем

2с (1 — е2)3/2
П ~~ п2 >

а р  =  а (1 — е2) =  — <см* § то л =  I/"gtf2/a3 и gK

vr =  ае sin Е tp  — я ( 1 — ecosE) ^  •
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Ранее было найдено
йф У \ —&
dE  1 — е cos £  *

а из уравнения (4.45) следует, что

Отсюда

Таким образом.

dE  с  dE_ _ _ ecos

dE_________ п_________an
dt ~  1 — e cos E  7~

vr —
a?en sln E  a2n [A 1 — e3 

-------7-------- , *p = ------------7---------

Модуль скорости будет

i  /  i— s -  a3n  , _____________1  f  i 4 -  <? cos E
0 — V  v} +  vp — ——  V 1 — e“ cos- E  =  an у  | __ e c o s £  *

Косинус утла между вектором скорости и радиусом-вектором материальной 
точки равен

. . vr е sin Еcos (v, г) — ~  =  ■ ■ ------------.
0 у  1 — е1 cos2 Е

Для получения проекций ускорения на радиальную и поперечную оси исполь
зуем равенства mwr — Fr, mwp — Fp, где F , => —mgR2Ir?, Fp  =  0. Отсюда

gWшг —---------

Модуль ускорения равен

« V е - -  — r ~ t  W p  =  0 .

_  gR* _ n?a*

так как

n =  V eR 4 a * .

§ 4.6. Траектории, пересекающие земную поверхность

В этом параграфе мы ограничимся рассмотрением только тех эллиптических 
траекторий (е <  1), которые пересекают земную поверхность.

Условием пересечения траектории с  земной поверхностью является неравенство
(см. § 4.4)

■Ц- [(/? +  ft) 3 cos2 0О — Л2] <  2Rh.

Эго условие будет выполнено, если cos 0e <  cos 0J, где cos 0J =  R /(R  +  А).
Следовательно, если 0 „ >  0J, то все траектории (эллипсы) пересекут земную  

поверхность.
Если ж е 0О <  ©5, то земную поверхность пересекут только те траектории, 

для которых начальная скорость удовлетворяет неравенству

1>о <  pj у  (/?+hy cosi е0—л2 ' (‘МС)
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Рассмотрим траекторию, которая изображена на рис. 4.8.
Найдем угол (см. рис. 4.8) между прямой ОА0 и большой осью эллипса. 

Д ля апогея cos \j>m — — 1, следовательно, if>m =  л; но 'i’l . значит,

t i  =  Я — ’i’o- (447)
Так как в точке А 0 выполняется равенство

Р

то

COS ij’o ’

Го-

P—Jn

1 +  е cos \*>0 *

Р—г„
ега ти ег0

Таким образом, учитывая, что р =  л0 v  cos? 0е, имеем

tjij =  я  — arccos v  cos’ 0о — I

! —  vcos* 0e ..
;)>, =  arccos------------------2 . (4.48)

Выразим длину дуги окружности ра
диуса г9, проходящей через точки А0 иВ0, 
через скорость t»0 и угол 0О. В силу сим
метрии эллипса относительно его боль
шой оси имеем

:2л,

Принимая во внимание формулу (4.48), получим

s 2г0 arccos 1 —  V  cos! 00 (4.49)

(4.50)
Длина дуги А В  определяется формулой

S/ia =  2/?ф,.
При /( <  R  эту величину будем считать дальностью полета на пассивном участке 
траектории (сы. рис. 4.8).

Исследуем характер зависимости угла ^  от угла 0о при различных фиксиро
ванных v, т. е. va.

Запишем формулу (4.48) в виде
I —  V COS в„ . . С Пcos Ч), =  —у - г - = - . (4.51)

у  I —  V ( 2  —  V )C 0 S -  0(1
При v =  2 формула (4.51) принимает вид

cos iJjj =  1 — 2 cos2 0„ =  —cos 20о

и, следовательно,

При v  =  1 имеем

=  я — 20о. 

cos ^  =  Y 1 — cosJ 0a ■= sin 90i

т. e.

♦ . — 5 — *
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Найдем теперь значение угла 0О, при котором if, имеет максимальное значе
ние при данном фиксированном v. Еведя в формуле (4.51) замену г =  cos2 0О. полу
чим

1 — ?v
cos ф2 =  " ■■■■■.................. —  . (4 .52)

V  \ — v  (2 — v) z ' '

Продифференцировав это выражение по г, найдем

__s ln  о, _  — 2v [1 —  у  ( 2 —  у )  г] +  (1 — у;) (2  —  у) у
2 [1 — у ( 2 — у) ?J3/2

Приравняэ нулю числитель правой части этого равенства, получим уравнение для 
определения того значения г, при котором ф , имеет максимальное значение:

2 [1 — v  (2 — v) г )  — (1 — уг) (2 — у) =  0 .
Отсюда

г =  cos2 ©о =  -2 ~ Г 7  • (4.53)

Следовательно, ф , имеем экстремум только при v  <  1. Формулу для определе
ния максимального значения ф, найдем, подставив результат (4.53) в выпадание 
(4.52):

cos ф™0* =  ' 2 v V • (4 .54)

Определив из выражения (4.53) V и подставиз это в формулу <4.54), получим 
cos Ф Г *  =  sin 200. Отсюда

* Г Х =  - 3 - - 2 0 О. (4.55)

Из этой зависимости Еытекает, что угол будет максимальным при заданном v,
если

0 . =  - j ----- - у - .  (4.56)

На рис. 4 .9  построены зависимости ф, от 0О при различных значениях V. Пунк
тиром показана линия максимумов (4.55).

Предполагая, что v  (т. е. v0) задано, определим угол 0О для получения необ
ходимого угла ф )( при условии пересечения траекторий эемной поверхности.

Рассмотрим случай v  =  v j < l .  По формуле cos 0 j  =  R /(R  -+- Л) находим 
угол 0о (заметим, что при Л «  R  угол 0„ близок к нулю). И з рассмотрения 
рис. 4.10 видно, что при v , <  1 заданный угол фп  <  п/2  может быть достигнут при 
двух значениях угла 0,:

0 о  =  0 « f i  ©в =  6 а  а  ( © и  <  © о»)-

Если 0W <  05, то обе траектории пересекут земную поверхность только при (см. 
условие (4.46))

2Rh
V l <  (R  +  Л)1 cosa 0OI — №  *

Если 0О1 <  0о <  0Оа, то траектория, полученная при 0О =  0Oj, пересечет зем
ную поверхность только при

2 Rh
Vl <  (R  -f- A)J cosa 0oi — Ri  '

При ©0j >  0J обе траектории пересекут земную поверхность.
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Этот ж е еаданный угол чрл может быть достигнут при

* - 4 — - г 1-» <4-б7>

нп уже при v ,  <  т. е. при меньшей начальной скорости (см. рис. 4.10).

Значение v =“  v ,. при которой заданное значение достигается при бц =* 
«= п/4 — >̂| 3/2, пайден, используя формулу (4.53):

„ ______ j _ _  2 cos 20n 2 sin
v* “  cosa й , “  I -|- cos 20,1 *  1 sin Ц>п

Отсюда следует, что начальная скорость должна быть равна

1  /  2 sin ч?„ „  rov
1 Г+ *Ш ЧчГ ' (4'58)

Формулы (4.57) и (4.58) дают возможность по заданному углу фп  найти угол 
0„ и минимальную начальную скорость и0, обеспечивающие получение этого угла ф ц.

Пусть v  =  v „ >  1. В этом случае заданное \J>, =  if>u  или 4 'i=  ’{’l i  может быть 
достигнуто только при одном значении угла 0О== в,’,, или вс =  (см. рис. 4.10). 
При втсм, если 0 ; <  0^ (00 <  0 ^ ), то траектория пересечет земную поверхность 
прп любом v <  2. Если же 0J >  0O;i (8 J >  ®из). то пересечение произойдет только 
tip и выполнении условия (4.46).

§ 4.7. Задачи
Задача 4 .1 . Спутник движется по круговой орбите на высоте А от поверх

ности Земли. Какую дополнительную скорость нужно сообщить спутнику, чтобы 
он перешел на параболическую орбиту?
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Спутник, двигаясь по окружности вокруг Земли на высоте Л, имеет круговую 
скорость, равную

gR‘
+  Л *

Для того чтобы спутник перешел на параболическую орбиту, он должен приобрести 
параболическую скорость, соответствующую высоте А, т. е.

ъ - У -
2gR-
R +  h ‘

Следовательно, спутнику нужно сообщить дополнительную скорость, равную

Од = 0 , - 1 4  «=» У  ( №  —  0 •

Пусть h — 200 км =* 2- 1СЛ и, радиус Земли R  =  6,37-10° м, g =  9,81 м/с®, тогда 
i/д =  3220 м/с.

Задача 4 .2 . На какой высоте Л следует запустить спутник по круговой орбите, 
чтобы период обращения его равнялся периоду обращения Земли вокруг своей оси 
(24 ч) •).

Из Лормулы для периода обращения (4.39) следует, что

с» =  J M 1 .
4л2 *

Так как орбита круговая, то а =* R  - f  Л,
з

> . , у . 4л-

Подстапляя g =  9,81 м/с3, =  6,37• 10е м, 7 ' = 8 ,6 4 - ! 0 4 с, находнм А я* 
«  35вОО км.

Задача 4 .3 . Найти начальную скорость, необходимую для того, чтобы траекто
рия спутника представляла собой эллипс с заданным отношением между максималь
ным и минимальным расстоянием от центра Земли. Принять, что 0О =  0, т. е. в на
чальный момент спутник находится на главной фокальной оси (линии апснд).

При решении будем различать два случая: 1) начальная скорость больше кру
говой скорости, т. е. начальная точка является перигеем орбиты; 2) начальная 
скорость меньше круговой скорости, т. е. начальная точка является апогеем орбиты.

В первом случае, когда v >  I, обозначим rmas =  хг„, гт1я — га, где х >  I —  
заданное число. Пользуясь формулой (4.37), имеем

v
гтвл — ~7)--- ~ го> rm!n —го>

отсюда

v 2и

*) Если орбита спутника лежит в плоскости экватора и направление движе
ния совпадает с направлением вращения Земли, то спутник будет все время рас
полагаться над одной и той ж е точкой земной поверхности; такой спутник называ
ется стационарным.
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Так как v  =* vyo \,  где к, => V g№ /rt , so  нскомг.я а«чальа*л свврэсть разня

1  /  2х
D° “  V  т+1г> Vi'

Большая и малая полуоси соответственно равняются д = 1 Л 1 5 г в1

На рио. 4 .5  возле каждого эллипса указаны соответствующие значения к =  1, 4. 9.
Во втором случае, когда v  <  1, удобно обозначить гл п  =  г0, гт щ =  щг0, 

причем н, является заданным числом, меньшим единицы. Пользуясь формулой (4.37), 
найдем, что

v
fa n e f ii =  2 _  у r*

в  к ( выражаетзя формулой

Отсюда каю дам

2х, -0 f  2к,

v =  T m T  и г'0 =  с'1 к  т р г г ^ 1-

При зтом, если Kj >  Rlr0, то эллипсы кв пересекают поверхность Земли (см. 
рнс. 4.6); если ж е к( <  /?/л0, то вллипсы пересекаются с поверхностью Земли (такие 
траектории могут быть использованы для так называемых еуборбитальных полетов). 
'Соответствующие эллипсы изображены ка рис. 4.11 при Kt =  0,2; 0 ,4 .

Рис. 4.11 Рнс. 4.12

Задача 4.4 . Спутник, движущийся по круговой орбите А радиуса га , переводят 
на круговую орбиту И радиуса гв  (гв  >  ' а )-

Для этого сначала переводят спутник а круговой орбиты А  на эллиптическую 
орбиту, апогей которой расположен на расстоянии гв  от центра Земли (рис. 4.12); 
в ватем, сообщив дополнительную скорость, переводят на круговую орбиту В. Опре
делить дополнительные скорости, которые следует сообщить спутнику па орбите 
Л и в  апогее переходного эллипса, чтобы выполнить предполагаемый перевод
о орбиты А  на орбиту В.

При движении по орбите А  спутник имеет скорость

Via =  V ё П 'Л.
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Для перевода спутника на эллиптическую орбиту, расстояние апогея которой 
от т и тр а  Земли равно /д , его скорость должна быть увеличена. Необходимая 
скорость была найдена в задаче 4.3 и равна

/ 2я г
— , где к  =  — .

Следовательно, добавочная скорость, которую нужно сообщить спутнику будет.

V  =  “л -  U1A =  ViA { V  Т Т х ' 1) -

Скорость спутника v$ в апогее эллипса найден из интеграла площадей v^ a  =* 
«= е»£гв . Отсюда

^  i f -----2----
VB  VA  г  в  И  1 А  У  К  (1  - } -  И )  ’

Так к л к па орбите В  круговая скорость спутника должна бутс. равна с;в  =  
=  V HR‘lru — i \ A V . то дополнительная скорость, которую следует сообщить 
спутнику для перехода на орбиту В, будет равна

= VIB — VB = ° 1  л У  ~Л "ы У  к (I -]- У., — °1А { у -  ~~ У  Х(1 4- и ) )•
Суммарное увеличение скорости спутника при переходе с орбиты А на орбиту В  

определяется соотношением

V +  V - * .A  ( - ^ У ГТ Т 1Г + 7 Г ” 1) °

Г л  s d а V

НЕСВОБОДНОЕ ДВИ Ж ЕН И Е

§ 5.1. Определение несвободного движений. Свлзн,
Оркнцйп освобождаемое™

В первой главе при формулировке основных задач динамики 
точки мы исходили из предположения, что на движение точки не 
наложено никаких ограничений, т. е. все ее три координаты могут 
меняться любым образом. Надлежащим выбором закона изменения 
силы F и начальных условий можно заставить материальную точку 
двигаться по любой траектории. Примером может служить движение 
управляемого космического корабля. В подобных случаях матери
альная точка называется свободной, а ее движение — свободным дви
жением.

В других случаях на движение могут быть наложены те или иные 
ограничения. Рассмотрим, например, материальную точку, нахо
дящуюся на конце нерастяжимого стержня длины /, другой конец 
которого с помощью шарнира закреплен в неподвижной точке О 
(рие. 5.1). При любых силах, приложенных к материальной точке,
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она совершает движение по поверхности сферы, раднуо которой ра
вен длине стержня. Координаты точки не будут независимыми, так 
как они должны удовлетворять уравнению сферы

хг +  уй +  _  р  ^  о. (5.1)

Из этого уравнения одна из координат, например координата х, 
может быть выражена через остальные две:

* =  ± 1/ р - у * - г*. (5.2)
Скорость точки всегда располагается в касательной плоскости, про
веденной к сфере в точке, где находится в данный момент матери- 

27 альная точка.
Таким образом, в рассматриваемом 

примере начальные условия не могут быть 
выбраны произвольно, так как коорди
наты начального положения должны удо
влетворять уравнению (5.1), а начальная 

Ркс 5 | скорость должна быть расположена в ка
сательной плоскости, проведенной к сфере 

в точке начального положения материальной точки.
Итак, существуют случаи движения материальной точки, когда 

некоторые ограничения вынуждают точку совершать движение по 
строго фиксированной поверхности (в рассматриваемом примере 
таким ограничением является стержень). Можно привести примеры, 
когда ограничения принуждают материальную точку двигаться 
по строго определенной линии (например, кольцо, насаженное на 
изогнутую проволоку, будет двигаться только вдоль проволоки). 
Ограничения также вынуждают материальную точку двигаться 
лишь в некоторой части пространства. Во всех этих случаях незави
симо от действующих сил координаты точки определенным образом 
связаны между собой и выбор начальных условий не может быть 
произвольным.

Будем называть материальную точку несвободной, если вслед
ствие тех или иных ограничений она при действии на нее любых 
сил совершает движение по строго фиксированной линии, поверх
ности или находится все время в строго фиксированной части про
странства. Движение такой точки называется несвободным движением.

Ограничения, благодаря которым материальная точка вынуж
дена совершать несвободное движение, называются связями-, это 
понятие уже встречалось в курсе статики.

При изучении несвободного движения пользуются также знако
мым из курса статики принципом освобождаемости, который за
ключается в следующем: при рассмотрении несвободного движения 
следует действие связей на материальную точку заменить реак
циями этих связей и рассматривать материальную точку как сво
бодную, но находящуюся под действием как сил активных, так и 
реакций связей. Если обозначить через F равнодействующую всех
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активных сил, приложенных к точке, а через R — равнодействую
щую всех реакций связей, то основное уравнение динамики примет 
вид

mw =  F +  R. (5.3)
Следует иметь в виду, что реакция связи неизвестна и может воз

никнуть задача об определении этой силы.
В проекциях на оси системы координат Охуг в соответствии 

с уравнением (5.3) получим
тх — Fx +  Rx, my — Fy +  Ry, m & ~ F z -}-R z.

Эти уравнения позволяют решать задачи, когда заданы движение 
и активные силы и требуется определить реакции, а также когда 
заданы активные силы и требуется определить закон движения 
и реакции.

§ 5.2, Уравнения связей; классификация связей

Независимо от фактической реализации тех или иных связей, 
наложенных на материальную точку, они могут быть заданы анали
тически. Уравнения линии или поверхности, по которым совершает 
движение точка, называются уравнениями связи. Если точка при
нуждена оставаться в некоторой области пространства, то связь 
аналитически задается б виде не
равенств.

Если материальная точка дви
жется по линии, то уравнения 
связи имеют вид о
ft (X, У, 2) =  О, /а (*, у, г) = 0, ?

(5 -4 ) Рас. 5.2

где / ,  (х, у , г) =  0 и /. (х, у , г) =  0 — уравнения тех поверхностей, 
линией пересечения которых является траектория точки. В случае 
плоского движения по заданной кривой уравнение связи можно за
писать в форме f  (х, у) =  0. Например, в кривошипко-ползунном 
механизме (рис. 5.2) точка А шатуна движется по окружности ра
диуса, равного длине кривошипа. Уравнение связи получает вид

Л  +  У А -  Г3 =  0.
Ползун В движется по прямой, и для него уравнение связи имеет 
вид у в =  0. Неизменность расстояния между А и В выражается 
уравнением

(х а  — х в )г +  У л —
При движении точки по поверхности уравнением связи является 
уравнение этой поверхности

/  (х, у, г) =  0. (5.5)
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Уравнение сферы (5.S) в рассмотренном выше примере и является 
уравнением связи. Заметим, что если в этом примере вместо стержня 
взята гибкая нерастяжимая нить, то точка получит возможность 
совершать движение не только по поверхности, но и внутри сферы 
радиуса, равного длине / нити. Вместо уравнения связь в этом слу
чае аналитически задается неравенством

х* +  у * +  ?  — <s 0. (5.6)
Следовательно, если какая-либо поверхность, определяемая урав
нением /  (х , у, г) «и 0, ограничивает область движения точки, то 
вместо уравнения связи следует взять одно из неравенств:

/  (х, У, г) <  0 (5.7)
или

f  (х, у, z) £s 0.

Перейдем теперь к классификации связей.
Если связь со временем не меняется, т. е. время t явно в уравне

ние связи не входит, то связь называется стационарной (склероном
ной)I. Таковы, например, связи, удовлетворяющие условиям (5.4), 
(5.5) и (5.7).

Если же связь изменяется во времени заданным образом, то урав
нение связи содержит явно время t. Такие связи называются не
стационарными (реономными).

Например, если длина стержня / на рис. 5.1 будет изменяться 
по какому-либо заданному закону, в частности, пусть I =  /в +  
+  a sin a t (l0 >  а), то уравнение связи будет иметь вид

хг +  уа +  г® — (/„ +  a sin ыО3 =  0.
Следовательно, в общем случае при изменении связей во Бремени 

они могут быть заданы следующим образом: 
при движении точки по поверхности

/  (*, у , г, t) = 0 ;  (5.8)
ври движении точки по кривой

h  (х, у, г, 0  =  0, f t (х, у, г, /) =  0; (5.9)
при движении точки в ограниченной области

f  (х, у , г, 0  с  0 или /  (*, у, г, /) 0. (5.10)
Связь называется удерживающей, если уравнение связи имеет 

вид равенства, как, например, уравнения (5.4). Эго означает, что 
при любых условиях точка движется по заданной поверхности или 
кривой. Связи, которые задаются с помощью неравенств, например, 
в виде (5.7) или (5.10), называются неудерживающими.

Примером неудерживающей связи служит связь, определяемая 
неравенством (5.6). Следовательно, связь является неудерживающей, 
если точка может покидать ее в какую-либо одну сторону.
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Наконец, введем еще понятие об идеальной связи. При движении  
точки по поверхности или но кривой реакция связи может быть 
разложена на нормальную и касательную составляющие. Касатель
ная составляющая реакции представляет собой силу трения. Оче
видно, что чем более гладкой будет поверхность или кривая, тем 
меньше будет касательная составляющая реакции. Если поверх
ность или кривая абсолютно гладкие, то реакция будет направлена 
по нормали.

Для точки идеальными связями будем называть связи без трения, 
реакции которых не имеют касательных составляющих *).

§ 5.3. Движение точки по гладкой неподвижной поверхности

Для изучения движения материальной точки по поверхности 
используем уравнение (5.3).

В проекциях на оси системы координат Охуг имеем
тх =  Fx - f  Rx, ту =  Fu -f- /?„. mz — Ft  -j- Rz. (5. П)

Эти три уравнения содержат шесть неизвестных: три координаты 
точки (х, у, г) и три неизвестные проекции Rx, Ry, Rz реакции. 
Но, как мы видели, координаты точки должны также удовлетворять 
уравнению поверхности, по которой движется точка. Эго дает чет
вертое уравнение

/  (*, у, г) =  0. (5.12)
Конечно, четырех уравнений для определения шести неизвестных 
недостаточно. Для получения двух недостающих уравнений исполь
зуем условие идеальности связи.

Так как поверхность, по которой движется точка, идеально глад
кая, то реакция направлена по нормали к поверхности. Градиент

grad/ =  - f L i + - J - j  +  J g -k

представляет собой вектор, который также направлен по нормали 
к поверхности.

Условие коллинеарности реакции R и grad /  и дает недостающие 
два уравнения:

~djfdx= ~dfjdy=='4 tW "  (ЭЛ3^
Таким образом, уравнения (5.11)—(5.13) в принципе дают воз

можность решить задачу о движении точки по гладкой неподвижной 
поверхности. Из уравнений (5.11) и (5.13) можно исключить реак
ции связей. Для этого обозначим равные отношения (5.13) через А, 
т. е.

Rx  __ Rg R i  j
дЦдх *  д//ду ~  дЦдг

*) Более полное определение идеальных связей будет приведено в главе X V II!,
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Тогда

=  л « - л - 1 - (8.И )
и уравнения (5.11) теперь примут такой вид:

ifi* =  Fs +  X -g-, +  т е  =  Рг +  х | - .  (6.15)

Присоединяя к этим уравнениям уравнения связи (5.12), полу
чаем систему четырех уравнений с четырьмя неизвестными х, у ,  
г и К. После отыскания этих неизвестных по формулам (5.14) мо
жно определить проекции реакции. Модуль реакции равен

R «  VTSTVFFK  - \ц V t w Y  +  {w Y  +  (4-)2* ' 5Л6'
Реакция определяется выражением

•!+ ■ !■  О - ‘ в™*'-
Уравнения (5.15) называются уравнениями. Лагранжа первого рода.

Задача 8 .1 . Рассмотрим движение тяжелой материальной точки нассы т 
по внутренней поверхности цилиндра радиуса г, ссь цилиндра горизонтальна 
(рис. 5.3). Совместно начало координат с  какой-либо точкой оси цилиндра, на

правим ссь х  вертикально вниз, ось у— 
горизонтально по радиусу цилиндра, а 

■JT ось г —  по оси цилиндра.
Примем, что в начальный момент по* 

ложенне точки определяется координа
тами х  =  О, у  =  г, г  =  0. Положим 
также, что начальная скорость направ
лена параллельно оси цилиндра и рав
на Од. Это значит, что в начальный момент
i  =  0, у  ■*» 0, 4 =  v0.

На материальную точку действуют 
сила тяжести mg и реакция R, направ
ленная по радиусу. Уравнение связи 

Рис. 5.3 (цилиндрической поверхности) имеет вид
f  (х, у, г) =  х3 +  у* —  г? =  0.

Подставим Fx =  mg, Fu =  Fz =  0, dfldx  =  2x, dfldy =  2у и Of/дг <= 0  в урав
нения (5.15). В результате получим

m i  =  mg -J- 2Ях, my — 2Ху, m2 — 0. (5.17)

Из третьего уравнения системы (5.17) после интегрирования и использования 
начальных условий получим г — и0/, т. е. расстояние от начальной плоскости ху  
растет пропорционально времени.

Умножая первое уравнение системы (5.17) на у, второе уравнение — на х  
и вычитая из, первого уравнения второе, найдем

m (Ху — ух) — mgy.

Умножая теперь первое уравнение системы (5.17) на х и складывай его со вто
рим уравнением, умноженным на у, будем иметь

m  (Их +  у у) =  mgx +  2А, (х2 +  у'2). (5.18}
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Перейдем к цилиндрическим координатам х =  г cos ф, // =  г sin <р, г — г. 
Так как

Из этого уравнения видно, что при выбранных начальных условиях движе
ние будет происходить в области, где cos ф >  0, т. е. при —л/2 <  <р <  я/2. Под 
ставляя выражение (5.21) в уравнение (5.20), будем иметь

Модуль реакции равен R  — 3mg cos ф. Реакция равна нулю при ф =  ± л /2 .  Мак. 
енмальное значение реакции будет при <р =  0  и равно R  =  3mg.

Для определения закона изменения угла ф нужно проинтегрировать урав 
нение (5.19). Это будет сделано в § 5.5.

§ 5.4. Движение точки по гладкой неподвижной кривой

При. движении материальной точки по кривой уравнения связей имеют вид

где / |  (*, у, г) =  0 и f t  (х, у, г) =  0 — уравнелия поверхностей, линия пересе
чения которых является траекторией точки (рис. 5.4).

В этом случае в уравнении (5.3) реакцию R следует рассматривать как сумму 
реакций, т. е.

где R( п Rj — реакции, заменяющие действие соответственно первой и второй связи, 
уравнения которых имегот еид (5.22). Поэтому дифференциальные уравнения дви
жения запишутся в вндо

т х  =  Г* +  Rix  +  R iX, ту — Fu -f- RVj  4 -  Rtyt n u  =  Ft +  R u  -f- Ra- (5.24)

x  =  —rip sin ф, IJ =  Гф  cos ф.

JK = —Гф Sin ф — Гф2 COS ф, у  — Гф С05ф— Гф- sin ф, 

то уравнения (5Л7) и (5 .18> примут вид тг'ф  =  —mgr sin ф,' или

Ф +  —  sin ф =  0 
и '£2

(5.19)

— /яг2ф2 =  mgr cos ф +  2Яг?. 

Записав уравнение (5.19) в виде

* • ? ф йф = ----- —  Sin ф (%

(5.20)

после интегрирования получим

Так как ф =  я/2, ф =  0  при 1— 0, то с =  0 и, следовательно,

•2 2g 
ф  =  - у -  COS ф. (5.21)

В соответствии с формулами (5.14) получаем

Rx =  -| j j -  =  — 3mg cos’ ф , Ru — k  - | j -  —  — 3 mg sin ф cos ф , Rz =  0 .

f i  (x, У, г) =  0, f t  (x, у, г) =  0, (5.22)

R =  R, -f- R2, (5.23)
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Эти уравнения содержат девять неизвестных: три координаты н шесть проекций ре
акций.

Присоединял к уравнениям (6.24) два уравнения связи (5.22) в условия иде
а л ь н о с т е й  с е я з с й

R ix  __ R j у_________ Riz
d h /d z O h /d y d f jd z

R-2V Rzz
d f jd y  ~  d f jd z

(5.25)

(5.25)dfjdx
получим девять уравнений с девятью неизвестными. Из этих урЕвнений можно

исключить проекции реакций. Для этого отношения в выражениях (5.25) и (5.26) 
соответственно обозначим через Av к Яа и получим

Riy —

Ryrj —

J!h_  »  .  I k .  
11 ~  ! *  '  

•5/. p  _  ,  0/2 
~ d f'  А2 "аГ*

Следовательно, уравнения (5.24) примут следующий вид:

Ml
дх

M l
дг

dh-- , т к = 1 (,Т

гаг =  Fj +  “тт" +

й » = ^ ж -|-Я 1 - 3 7 - + Л г- ^ - ,  ту =  F„ +  ,\j —

dh 
дг '

■ - v*
ду ’

(5.27)

(5.28)

(5.29)

Система (5.2S) совместно с уравнениями связи (5.22) образует систему пяти 
уравнений с пятью неизвестными дг, у, г, Aj и Я£.

Реакции Rj и Р.г определяются формулами

й‘ =  ,г> 1 +  +  к)  =  Xl grad /j“
R, =  ( - g - 8 + - f - 3 + - § - ь) =  яг pad/г.

Модула s th x  реакций равны

* - m V № Y + W + № ) ‘ ‘
(5.30)

(5.31)



5 5 41 Д В И Ж Е Н И Е  ТОЧКИ ПО ГЛАДКОЙ КРИВОЙ 347

Задача 5 .2 . По проволоке, имеющей форму параболы, движется колечко; урав
нения связи (параболы) имеют вид (рис. 5.5)

ft  (*. У. г ) =  2у — х- =  0, / а (*, у, г) =  г  =  0. (5.32)
Найти реакцию связи при нулевых начальных условиях.

Подставляя d f jd x  — — 2х, d f jd y  — 2, d fjd z  =  0, д[г/дх - 0, df j d y  =  0, 
d ft ld z =  1 в уравнения (5.29), получим

т х  =  mg — 2Ахх, ту =  2Хх, тг =  Х4. (5.33)

И з второго уравнения связи имеем 2 =  0 и, следовательно, А » =  0. 
Умножая теперь второе уравнение на х  н складывая его с первым уравне

нием, получим

x + x y  =  g. (5.34)

Так как согласно уравнениям (5.32) у  =  Х/Зх*, то 

у  — х'х и у  =  ifi -f- хх.

Подставим полученное выражение у  в уравнение (5.34):

i ( l  +  *2) +  x'x* =  g.

Пользуясь равенством £ — х , найдем

(хх- — g) dx  +  х  (I +  *2) dx  =  0.

Эго уравнение в полных дифференциалах, и его решение имеет вид
х-. (1 -j- хг) — 2gx =  С,

где С — постоянная интегрирования.
При нулевых начальных условиях (х =  у =  0, х  =  у  =  0  при 1 = 0 )  получаем, 

что С =  0 н, следовательно,
х ‘. (1 +  х*) — 2gx =  0,

или

i 2 =  - j (5-35)

Продифференцировав выражение (5.35) по времени, найдем

2 f ! < l+ x l ) - 2 g x 2 x
----------- (ГТ^ )5-------  *

откуда

в ( I -  х3'х =  ■ (1 +

Учитывая, что у  =  i 3 - f  x i ,  получим

С *(3 +  *2)
У — ■ (1 + * а)г

Тогда ка основании второго уравнения системы (5.33) имеем
1 mg x f 3 - f - x a)
1 2 ( i+ x 2)s ‘



348 НЕСВОБОДНОЕ Д В И Ж Е Н И Е {ГЛ. V

Конечно, это ж е выражение можно получить и из первого уравнении системы (5.33).
На основания формул (5.2?) можно выразкть проекции реакций через абсциссу ко
лечка:

р , JVi____ *' П  -г *2) о - i  dh ... х(3 +  х2)Rx -*1 Ёх -  т  ■ » Rv — Xl f y  - to *  '
Нейдем скорость колечка в зависимости от его абсциссы. Так как у  =  хк  и учитывая 
.4 >  0 , имеем

v =  V  л2 4 * Уг =  *  V I  +  *а» 
или, приникая ео  внимание равенство (Б.35),

о =  V 2gx.
Этот результат можно было получать и сразу, применяя теорему об изменения 

кинетической внергии. Действительно, так как работа реакции,’ направленной по 
нормали к кривой, равна нулю, то

mv42  — mgx  и v — У  2gx.
Рассмотренный пример показывает, что нахождение реакций с  помощью урав

нений Лагранжа периого рода (уравнений (5.29)) приводит к громоздким выкладкам. 
Поэтому этот метод и не нашел широкого практического применения. В следующем 
параграфе будет показано, как эту задачу можно решить значительно короче.

§ 5.5. Естественные уразнеиня движения.
Математический маятник
При изучении несвободного движения материальной точки по 

неподвижной кривей иногда удобно использовать уравнение (5.3) 
в проекциях на оси естественного трехгранника (глава I, § 1.3). 

Эти уравнения имеют вид

n:ai; — Fx - f  R u — 1'п +  Rn. тщ  =  Fb +  Rb-
Подставляя сюда проекции ускорения

dvr к5 пкч =  - ~ ,  г®п=  — , Щ =  О,
цолучим

м  --jf- — F t-j-  Rz, m - £ -  =  Fn +  R n, 0 = * F b +  Rb. (5.36)

Уравнения (5.3d) называются естественными уравнениями дш- 
жения. И з третьего уравнения следует, что бинормальная составля
ющая реакции определяется статически через бинормальную состав
ляю щ ую активной силы и от закона движения точки не зависит.

При заданных активных силах и известных уравнениях связи 
уравнения (5.36) позволяют определить закон движения точки и 
реакции связей. Заметим, что м еж ду проекциями реакции R x, R P{, 
Rs, обычно сущ ествует простая связь.

При движении точки по шероховатой кривой проекция Rx пред
ставляет собой силу трения скольж ения. Модуль силы трения сколь
жения равен

\R %\ - f V K h  +  R l, 
где /  — коэффициент трения скольжения.



Сила трения скольжения всегда направлена противоположно 
скорости, следовательно,

Если движение происходит по идеально гладкой кривой, то 
R t =  0 и естественные уравнения движения принимают вид

=  Ft, т ■£- =  Fn +  Rn, Q ~ F b +  Rb- (5.37)

Отметим, что в этом случае первое уравнение служит для опре
деления закона движения, а второе и третье — для определения 
реакции связн.

При движении точки по плоской, неподвижной шероховатой 
кривой уравнения (5.36) запишутся в виде

т Ft +  R, =  F, -  f VRh  +  /?*-£-, =  Fn +  Rn. (5.38)

Для примера, рассмотренного в предыдущем параграфе, второг уравнение 
системы (5.38) кожно записать следующим образом (см. ркс. 5 .5 ) :

mu’/p =  R  — mg sin а ,
где а  —  угол, образуемый касательной к параболе с осью х.

Исходя из уравнения параболы у  =  Vs*2, имеем
y ' = x — l g a .  ( 5 .3 9 )

Отсюда

х  1
S 'Ji С  =  - т : — --— .  COS Ot =  ■ .  ( 5 .4 0 )
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V T + T *' ^ Г + js
звестно, что

( l+ .v 'T /2

Из курса высшей математики известно, что радиус кривизны кривой нахо
дится по формуле

!/'
Учитывая соотношение (5.39), получим

р =  (1 +  *>)3/2.

Так как v =  l^ 2 g x , то

R  — +  mg sin а  =  т— — 2f!*-s —  +  mg —~ Л  • ■■ • =  mg  +
Р (1 +  **)3'2 а ( ) + ^ ) 3 / 2

Следовательно,

р  - - -  ГЗ +  *2) х ( 3  +  «»)
х ~  S (1 +  *•')» * и ~  g (1 + * 2)2 •

Применим теперь уравнения (5.3S) для изучения движения ма
тематического маятника.

Математическим маятником называется материальная точ
ка, движущаяся под действием силы тяжести по гладкой окруж
ности, располоохеннсй в вертикальной плоскости. Практически это
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можно, например, осуществить, подвесив материальную точку к не
весомой нерастяжимой нити, другой конец которой закреплен. При 
этом начальная скорость подвешенной точки должна располагаться 
в вертикальной плоскости перпендикулярно к радиусу.

Положение точки будем определять углом ф, образованным ни
тью с вертикалью (рис. 5.6). Если т. — масса точки, то действующая 
на точку сила тяжести равна mg. Пусть длина нити равна I. 

Так как
Vt — Ар, F- =  —mg sin (р, Fn — —nig cos ф, 

то уравнения (5.37) будут иметь вид 

mhр — —mg sin ф, tnlq>2 =  —mg cos ф - f  /?„:

,при этом учтено, что реакция направлена вдоль 
нити и, следовательно, R-t =  0.

Перепишем эти уравнения в следующей форме:

Ф +  - j-  sin ф =  0, (5.41)

R n — m lif -j- mg cos ф. (5.42)

Уравнение (5.41) служ ит для определения закона движения ма
ятника, а уравнение (5.42) — для определения реакции нити.

Пусть в начальный момент (t — 0) нить отклонена от вертикали 
на угол ф =  ф0 и отпущена с начальной угловой скоростью ф =  ф0. 
Определим реакцию в зависимости от угла ф, а также и закон дви
жения точки Ф =  ф (0 -

Согласно уравнению (5.42) для определения R n в зависимости 
от угла ф нужно выразить величину ф2 через этот угол. 

Представив го в уравнении (5.41) в виде
• •__ dtp dtp __ • dtp _  1 dq?

dtp dt dtp 2 dtp ’

получим
l/.,l dy2 =  —g  sin ф dtp.

Вспоминая, что при q> — ф0 ф =  ф0, можем записать так:
Ф <?

-2~/ |  dcp2 — — g  J sinф й'ф,
Ф« Фо

откуда

/<р2 =  2g  (cos ф — cos Фо) +  /Фо *) • (5.43)

*) Эгот результат можно получить короче, используя теорему об изменении 
кинетической энергии (см. § 5.6).



Подставляя этот результат в уравненне (5.42), получим 
R„ =  ml% - f  mg (3 cos <р — 2 cos ф0).

Пусть уа =  %  — начальная скорость точки; тогда

Л» =  —р -  +  (3 cos ф — 2 cos фо). (5.44)

В частности, формула (5.44) позволяет найти угол ф =  <рь при 
котором для заданных начальных условий связь перестает быть 
удерживающей (нить сомнется). Эго произойдет, если R n =  0:

—р -  +  (3 cos ф, — 2 cos ф„) =  0.

Отсюда следует, что

COS ф ,  =  (  2 COS фо -  .

Если потребовать, чтобы связь была удерживающей вплоть до 
значения фд =  я, то начальная скорость должна равняться

v0 =  К(3 +  2 cos '!„)£/;
при этом маятник буде? совершать круговое движение. В частности, 
при фо =  0 получим

fo =  K5g7-
Если начальная скорость равна нулю, то % =  0 и формула 

(5.43) примет вид
/фг =  2g  (cos ф — cos Фо). (5.45)

Следовательно, во все время движения должны выполняться 
неравенства cos ф Гэ cos ф0 и ф с  ф0.

Перейдем к определению закона движения маятника. Вводя 
обозначение A2 =g / / ,  перепишем уравнение (5.41) в виде

Ф +  Ла sin ф =  0.
Рассмотрим сначала случай малый отклонений, когда можно 

принять sin ф я» ф. В этом случае дифференциальное уравнение 
движения

<р А2ф  =  0

совпадает по форме с дифференциальным уравнением свободных 
линейных колебаний. Следовательно, угол ф меняется по гармони
ческому закону

ф =  фо cos kt - f  sin kt.

Период малых колебаний маятника равен

t ==j t = 231V t > (5-46)
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т. е. при малых углах отклонения период не зависит от начального 
отклонения <р0 (колебания маятника изохронны).

Теперь найдем период колебаний маятника при любых углах отклонения <р. 
Рассмотрим случай, когда колебания начинаются вследствие начального отклоне
ния фо, причем начальная угловая скорость ф0 равна нулю.

Из уравнения (5.43) следует

-~ g -  =  ±  У - J -  V 2 (cos — соз «го)-

При возрастании угла q> здесь должен быть взят знак «плюс», а при обратном 
движении —  знак «минус».

При указанных начальных условиях движение начинается от значения Ф =  фв 
в сторону уменьшения угла ф. В течение первого полупериода скорость отрицательна 
и в последнем выражении должен быть взят знак «минус». Нели длительность полу- 
периода обозначить через то из выражения для скорости следует равенство

U — —Ф.
[ di =  -  l / —  f ф *
J V 8  £  у  2 (cos ф — cos фо) ’

отсюда находим
Фоr  —— 'ГО

‘■ - ‘ V  т!
о V  2  (COS ф  —  COS фа)

При обратном движении, т. е. при изменении угла ф от значения —Фо ло значения 
Ф 0, скорость ф >  0  и, значит,

\ш =  У  —  f *
J 1 8  J у  2 (cos ф — соз фв)
о  —  Фо

где t .  — время движения.
&Гк>’>да

<Р.

'■ - ’ / - И V  2 (cos ф — cos фо)

Период колебаний Т  равен

Т  =  fi +  tt =  2 'j/ ' j  р = = § = - .

Входящий сюда интеграл не относится к числу элементарных. Преобразуем его 
следующим образом. Так как

cos ф =  1 — 2 sin1 (ф/2),

то
Фэ

Т = — ----- l / Т  С ______dv_________*
sin-S -̂
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Введем переменную tf>)

Тогда

slni|>
sln (ф/2)

в, следовательно,

Интеграл

У >= 4

sin (фо/2) '

2 sin (фр/2) cos tj? dty 
V 1 — sic - (фо/2) sitf  Ц?

Л /2
d\|l

П 1 г т =

31/2
к =  j

1^1 — sin* (ф0/ 2) sin2 'p 

d f

(5.47)

] f  I — sin3 (фо/2) sin* i(>

называется полным эллиптическим интегралом первого рода. Значения этого ин
теграла зависят только от начального угла ф„ н могут быть найдены в таблицах 
специальных функций.

Приближенное вначение К  при достаточно малых значениях ц>0 можно найти 
путем разложения подынтегрального выражения в ряд

^ 1 —  sin1 -22- sin,J i|>) 1/2 =  1 +  sin* - |p -  sin* t|> -f- . . .

Ограничиваясь двумя напнсаннама членами, получим
П/2

к  »  1 ( 1+ “F slca " т - sin2 в  т * + ~тsln2

и, следовательно,

7' яг 2л | /  ~  ( 1  +  sin2 ) .

Если можно принять sin (<р0/2) лг ф0/2, то

Г  йЕ 2 л  | /  ^ ( .  +  4 ) - (5 .48)

Формулы (5.46) и (5.48) для периода колебаний различаются множителем 
(1 +  Ф^/16). Значение этой поправки зависит от начального угла ф0 и приведено 
в следующей таблице:

10° 20*

ОО

60° 90°

1,0019 1,0076 1.0304 1,0684 1,1539

Рассмотрим задачу о движении точка по шероховатой кривой,

12 Н. В. Бутенин и др.
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Задача 5 .3 . Лыжник спускается с горы, причем его траекторию можно принять 
ва окружность радиуса г (рио. 5.7). Коэффициент трения скольжения равен f. Опре
делить скорость лыжника в точке В, если в начальной точке А его скорость рав
нялась нулю.

Так как в данном примере нормальная реакция / ? „  >  0 и о, =  V, то уравнения
(5.3S) будут иметь вид

т — ■ =  /п? cos ф —  //?„, JOlL. =  _ mg s in ф +  Rn. (5.49)

Для исключения реакции умножим второе урапнение на /  и сложны с первым
уравнением:

dv , . mv* , . , .т --ц- +  /  — —  =* mg  (cos ф — /  cin <p).

Учитывая, что v — гф, имеем

Гф* = g ( C O S ( p — /8 1 п ф ) ,

но так как

rfqi _ dq> Лу_____ 1 d  (ф8)
dt ~  dif dt ~  2 dtp *

то

•— jjfp — h 2/фг =  (cos ф —  /  sln ф). (5.50)

Уравнение (5.50) представляет собой неоднородное линейное дифференциальное 
уравнение первого порядка относительно фа.

Общее решение однородного уравнения

0

имеет вид

(5.51)

где С — постоянная интегрирования.
Частное решение уравнения (5.50) будем разыскивать в виде

ф | тя A4.0S ф +  В sln ф, (5.52)

где А  и В —  неопределенные коэффициенты. Для их определения, подставим 
выражение (5.52) в дифференциальное уравнение (5.50); тогда получим

(21А +  В) cos ф +  (2 /S  — A) sin ф =  cos ф ------у -  f  sln ф.

Для тождественного удовлетворения этого равенства необходимо, чтобы коэффи
циенты при sin ф и cos ф в обеих частях равенства была соответственно равны друг 
другу. Это позволяет получить два уравнения относительно неизвестных А и В:

Отсюда

2Л/ +  в =  J£-, _ Л  +  2 / В = —

6gf л  _  (I — 2/®)
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Таким образом, искомое частное решение имеет вид
•? 2g ( l  — 2/ 2) . , и . 
< 6 -  м  1 +  4п  cos <(1 +  "Л Т +  A I T £1П ф- (5 53)

Складывая решения (5.51) н (5.53), получим общее решение дифференциального 
уравнения (5.50):

•2 - 2,'« , ВД , 2g  (1 — 2f*) sin фЧ- -  Се +  м , + 4/2, C0Sl.' ■ , ( 1 + 4/2) (5.54)

По условию задачи ф =  0 при ф =  ot, следовательно,

0 - 2'“ +  , (1 +4—  C°S “ +  - МГТW  Sl" “ =  °-
Отсюда находим постоянную

С -- --------■ ^ 4/а)~ eJ,“ 13/ cos а  +  (1 —  2/ г) sin а ] .

Подставляя полученное выражение в формулу (5.54) и учитывая, что к? =  
=  г2фа, окончательно получаем следующую зависимость к? от угла q>:

v2 =  _  т ^ —  е2' «*-<» |3 / cos а  +  (1 -  г /7) s in a l +

2ог
+  T + l /Г  I3/ cos Ч +  (• — 2/2) sin Ч>]. <5'55) 

Нормальная составляющая реакции /?п равна

Яп =  -^7 -  +  sin<p = -----n f T F  е~ 11 (<t~ a) ^  cos a  +  (1 — 2/ г) sin a ] +

+  I3-' £0S 4 +  (1 —  2/ г) s in  ч )  +  m g sin <p. (5 .56)

В последний момент, рассматриваемого интервала движения, т. е. при <р =  л/2, 
получим

^  =  -  T ~ f 7 f ? ~ 2 l^~2 ^  [3 /c o s a  +  ( l _ 2 P ) s ! n a ] + T ^ r ( l -  2У»),
(5 .57)

* »  =  “  T ^ J J T  «_ 2 , 13/ cos a  +  0  -  2Г-) sin ct] +  у ? —  < * ~  2 /2) +  mg.

(5 .58)

Нели трением пренебречь и п ри н ять /  “  С, то  по ф орм улам  (5.57) и (5.58) 
найдем

v2 =  2gг (I — sin a ) , R n — mg (3 — 2sin a ).

§ 5.6. Теорема об изменении кинетической энергии 
для несвободного движения 
Пользуясь принципом освобождаемое™, запишем соотношение 

(3.40) для случая несвободного движения в виде

где R — реакция связи.

d ( - ^ l ) = F - * + R  с/г, (5.59)
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Результат (5.59) формулируется следующим образом: элемен
тарное изменение кинетической энергии при несвободном движении 
равно элементарной работе как активных сил, так и реакции связи.

Но при наличии идеальной стационарной связи работа реакции 
на перемещении точки равна нулю, и теорема об изменении кинети
ческой энергии для несвободного движения имеет тот же вид, что 
и для свободного движения.

Если же связь идеальная, но нестационарная, то вектор пере
мещения dr может быть не перпендикулярен к реакции R. В этом 
случае реакция направлена перпендикулярно к вектору относитель

ной скорости. Поэтому при нестационар
ных связях работу реакции следует учи
тывать.

Задача 6.4. Тяжелое кольцо М массы т мо
жет скользить без трения но дуге окружности 
радиуса г, расположенной в вертикальной плоско
сти. К кольцу привязана упругая нить МОА, про
ходящая через гладкое неподвижное кольцо О и 
закрепленная в точке А.

Дано, что натяжение нити равно нулю, когда 
Рис. 5.8 кольцо М  находится в точке О, а коэффициент

жесткости нити равен с (рис. 5.8).
В начальный момент кольцо находится в точке В  и имеет скорость, равную 

нулю. Определить давление N, производимое кольцом на окружность. На кольао 
действуют сила Р =  mg, сила натяжения нити F и реакция R. Выразим модуль 
силы F через угол т (см. рис. 5.8). По условию задачи Г  =  с-ОМ (ОМ — уд
линение упругой ш ли). Так как ОМ — ‘2r cos q>, то

F — 2cr cos ф.

Следовательно,

/•'„ =» 2сг cos2 ср, Р„ — — Р cos {̂ ~г,----- — — Р sln 2<р.

Второе уравнение системы (5.36) в данной случае имеет вид

- ^ -  =  />n +  Fn + K n,

т. в.

=  — Р  sin 2ф +  2сг cos2 ср Ч- /?„. (5.60)

Используем теорему ей изменении кинетической энергии для нахождения ско
рости V, принимая во внимание, что начальная скорость кольца v v  =  0:

+  (5 .6 i)

где А р, Ар, А ц  — соответственно работа сил Р , F и R. По условию задачи
связь стационарная и идеальная, следовательно, Л ц  - -  0. Д пя  определения Ар  
заметим, что А =* г sin  2q>. Значит,

АР =  Pk — Pr sin 2<р, -(5,62)
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Далее находим

А®И
2 2Ар — 0 o f

где X,, и Xr — удлинения ннти при положении кольца в точках В  и М.
По услозию задачи длина нити в нерастянутсм положении рагяа ОА, следова

тельно, =  2г, Х.к =  ОМ =  2г cos <р. Поэтому
/4/г =  2сг* (I — соз2 <р) =  2сгг sin2 q>. (5.63)

С помощью выражений (6.62) и (5.63) преобразуем соотношение (5.61) к виду
tntfi

—£—  =  Pr sin 2ф -f- Icr1 sin8 ф.

Подставляя найденное значение тх,3 в выражение (5.60), найдем нормальную реак
цию Rn'-

R n =  3Р  sin 2ф +  сг (1 — 3 cos 2ф) 

и, следовательно, так как R =  —N,
N n “  —2mg — сг —  3 (mg -f- сг) cos 2ф.

§ 5.7, Метод кинетостатики для точки (принцип Даламбера)

Наряду с рассмотренными методами изучения несвободною дви
жения точки удобным для решения первой задачи динамики не
свободной точки является метод кинетостатики. Особенно удобен 
этот способ, хогда требуется определить реакцию связи при заданных 
захоне движения точки и активных силах.

Содержание этого метода заключается в следующем. Перепишем 
уравнение (5.3) в виде

F +  R +  (—mw) =  0. (5.64)
Введя обозначение

—mw — 3, (5.65)
получим

F + R  +  J =  0. (5.66)

Вектор J, разный по модулю произведению массы точка на ее ускоре
н а  и направленный противоположно вектору ускорения, называется 
силой инерции.

Равенство (5.66) представляет собой уравнение движения матери
альной точки, записанное в форме условия равновесия сил. Б этом 
и заключается существо метода кинетостатики.

На основании уравнения (5.66) можно утверждать, что в каждый 
момент движения сумма .активной силы, реакции связей и силы 
инерции равна нулю. При этом следует иметь в виду, что к матери
альной точке приложены только силы F и R, т. е. активная сила 
и реакция. Сила же инерции к точке не приложена. Поэтому на урав
нение (5.66) нельзя смотреть как на условие равновесия активной 
силы, реакции и силы инерции.
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Метод кинетостатики является лишь формальным приемом све
дения уравнения динамики к уравнению статики, однако при ре
шении практических задач такой прием может обладать рядом
достоинств.

Реакция связи в соответствии с уравнением (5.66) равна 
R — — (F —(— J).

§ 5.8. Задачи на применение метода кинетостатики
Задача 5 .S . Самолет, двигаясь в вертикальной плоскости, выходит из пикирую

щего полета на горизонтальный полет по окружности радиуса г  (рис. 6.9). Ско
рость самолета в момент выхода на горизонтальный полет максимальна и равна р. 
Определить, каким должен быть радиус г, чтобы реакция связи, действующая на 
летчика, была в п раз больше нормального веса летчика (число я называется 
перегрузкой).

На летчиха, находящегося в самолете, действует сила притяжения к Земле Q 
в реакция Р.. Нормальное ускорение самолета (и летчика) равно tИ г  и направлено 
и центру окружности. Снла инерции, равная QoVfer), направлена по радиусу окруж
ности в сторону, противоположную нормальному ускорению.

Запишем уравнение (5.66) в проекции на вертикаль в точке выхода само
лета:

R - Q - QiP
К'

= 0.

По условию задачи R — пО, сле
довательно,

n Q -  Q ----- =  0 .

Отсюда находим
у*

S(n— 1)*

Если, например, 900 км/ч =  250 м/с, п  =  5, то

250*
9 ,8 1 -(5 — 1)

да 1600 м.

В этом случае давление тела летчика на сиденье в пять раз больше его нор
мального веса, и летчик будет чувствовать себя так, как если бы его вес возрос 
в пять раз.

Любопытен другой частный случай, относящийся к условиям, имитирующим 
ощущение невесомости. Для этого вужно, чтобы реакция сиденья равнялась нулю; 
при этом давление летчика на сиденье также равно нулю. Здесь следует принять 
п =  0 н тогда по полученной выше формуле найдем

г — —IMg.
Знак «минуса означает, что траектория полета должна иметь выпуклость сверху, 
как это показано на рнс. 5.9, б.

Задача 5 .6 . Летчик на самолете выполняет правильный вираж со  скоростью v. 
Угол крена равен у. Определить радиус виража г.

Правильным виражом называется полет самолета без скольжения по дуге  
окружности в горизонтальной плоскости с неизменным углом хрене.
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Будем рассматривать самолет как- материальную точку, к которой приложены 
сдедуклцие силы: сила притяжения к Земле Р , подъемная сила F, сила тяги и 
сила лобового сопротивления Q (рис. 5.10). Согласно (5.66) будем иметь

P +  F +  <t> +  Q +  J =  0. (6.67)
Ускорение центра тяжести самолета wn =  t?/r, а модуль силы инерции J =

=  P^l(gr).
В проекциях на оси координат уравнение (5.67) дает

- £ £ -  +  F s ln v  =  0 , — P+F cosy =  0. Ф —  Q — 0. (б.Св)

Ич "тследгтего уравнения следует, что при выполнении правильного виража 
Ф  =  !), т. е. снлз тяги уравновешивается силой лобового сопротивления. Из

второго уравнения можно найти, что сила притяжения к Земле уравновешивается 
вертикальной составляющей подъемной силы:

Р — F cos у.
Из первого уравнения определяется рлднус риража

__________ V1
Г ~  g i  S i l l  у  i ' t g V  ’

Если будет нарушено какое-нибудь я з  равенств (5.68), то правильный вираж 
станет неосуществимым (возникает скольжение, а такж е снижение или подъем само
лета). Следует иметь в виду, что данному углу крена у  соотзетствует определенная 
скорость полета (она определяет подъемную силу).

Задача S.7. Ш арнирно-стержнезая система (рис. 5.11) вращ ается вокруг верти
кальной оси А В  с угловой скоростью са. Стержни МЛ а M B  считать невесоиымн 
и имеющими длину I каждый. Определить усилия в стерж нях, если в точке М  на
ходится сосредоточенная масса т п угол ^ А М В  =  2а.

Ускорение массы m равно <л~1 cos а  и направлено по горизонтали к оси вра
щения. Соответстзенно сила инерции ргзна J  =  та>г1 cos а  и направлена по го
ризонтали от оси вращения. Обозначая через Tj и 7*  усилия в стержнях, на
пишем уравасмае (5.66):

m g  +  TI - f 1 z +  J  =  0.
В проекциях на оси х  и у  получим

— 7 \  cos а  — 7» cos а  +  тыг1 cos а  =  0,
—mg -+- 7*1 sin ос — T a sin сг =  0.

Ресаиз эту систему, найдем
_  т<оЧ то ты1! mg

1 2 +  2 siu а  * / г  2 2 sin а  *
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Заметим, что при малых значениях угловой скорости <о усилие Т % отрица
тельно, т. е. нижний стержень сжат (силой тяжести). При о  ■= У g /(l tin се) усилие 7» 
равно нулю, а при больших значениях <о оно положительно.

§ 5.9. Явление невесомости

В этом параграфе рассматривается явление, которое по устано
вившейся традиции, хотя и не вполне точно, называется невесо
мостью.

Предположим, что платформа А движется по вертикали с заданным 
ускорением w, причем на платформе установлены пружинные весы, 
на которых лежит груз С. Стрелка весов фиксирует силу, с которой

груз давит на весы (рис. 5 .12). 
Когда платформа находится 
d покое (или движется рав
номерно), стрелка весов уста
навливается против деления 
шкалы, соответствующего 
силе тяжести груза С. В даль
нейшем это показание пру
жинных весов будем назы
вать весом груза. Выясним, 
какое давление оказывает 
груз на весы, если платформа 
движется с ускорением w.

На груз действуют две силы: сила тяжести mg и реакция R 
(рис. 6.13) со стороны чашки весов. Уравнение движения груза имеет 
вмд

R -f/ng=>»mw, (5.69)
или, в проекции на вертикальную ось х  (положительное направле
ние — вниз),

mw — mg — R.
Следовательно, реакция равна

R = m ( g - w ) .  (5.70)
Ей равна по модулю направленная вниз сила давления R', 

с которой тело действует на весы.
Понятно, что деформация пружины под действием силы R' ока

жется меньше, чем в состоянии покоя. Стрелка весов остановится 
против деления шкалы, на котором мы прочтем новый «вес» груза; 
он окажется равным mg — mw. Его отношение к весу mg составляет 
п =  1 — wig (п — коэффициент перегрузки). Конечно, сила притя
жения тела к Земле не изменилась, так как гравитационное поле 
Земли не зависит от того, движется ли груз или находится в покое. 
Изменились лишь силы взаимодейстзия между грузом и чашкой 
весов.

V)

Рис. 6.12

V ш
R
I
лтд

Рие. Б. 13
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Продолжим опыт далее и будем увеличивать ускорение w. При 
этом реакция, как это видно из (5.70), уменьшается. Наконец, при 
w =  g  она станет равной нулю и стрелка весов установится на нуле
вом делении шкалы. Взаимодействие между грузом и чашкой весов 
исчезает. Говорят, что наступила ^невесомость».

Если ускорение w превзойдет значение g, то груз оторвется от 
ьесов и будет свободно падать. Платформа, опускающаяся с большим 
ускорением, будет удаляться от падающего груза. Если же груз 
связан с весами, то платформа будет увлекать его вниз, при
чем перегрузка станет отрицательной и сила действия груза 
на весы окажется направленной вверх.

Вернемся к состоянию невесомости, когда перегрузка 
равна нулю. Зто состояние приводит к непривычным 
ощущениям у человека, находящегося в лифте, в кос
мическом корабле или самолете. Он действительно пе
рестает чувствовать вес своего тела.

Для того чтобы объяснить смысл этого явления, разбе
ремся в причине ощущения веса (или весомости), к кото
рому приникает человек в обычных земных условиях.

В обычных условиях между отдельными частями че- Рис- 5-14 
лоьеческого тела существуют силы взаимодействия. Рас
смотрим, например, силы, действующие на голень стоящего на полу 
человека (рис. 5.14).

На голень, кроме силы тяжести Р, действует реакция N верхней 
части тела, приложенная в коленном суставе, и реакция пола R 
(речь идет о весьма схематичном представлении действительных 
сил).

Силы Р, N и R уравновешены. Аналогичная картина распреде
ления усилий может быть изображена и для всех других мысленно 
выделенных частей тела.

Таким образом, массовые силы (силы тяжести) и поверхносткые 
силы (реакция пола), приложенные к сложной системе материальных 
точек — человеческому телу, вызывают появление многочисленных 
внутренних сил.

Именно появление этих внутренних сил (натяжение мышц, 
реа.чции суставов, давление на нервные скончания вестибулярного 
аппарата и т. п.) вызывает у человека ощущение весомости. Человек 
привыкает к ощущению всей этой совокупности сил и в земных 
условиях не чувствует ее.

Предположим теперь, что человек опускается вниз с ускорением g. 
Как было установлено выше, при этом исчезает реакция со стороны 
опоры, т. е. R =  0.

Следовательно, уравнение движения голени примет вид
P +  N =  _L g. (5.71)

Отсюда получим N =  0. Рассматривая уравнения движения дру
гих мысленно выделенных частей человеческого тела, придем к ана
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логичному результату: исчезают внутренние силы взаимодействия 
между отдельными частями тела, что вызывает необычные ощу
щения, не имеющие места в земных условиях. Так, у человека, находя
щегося в состоянии невесомости, возникает прилив крови к голове, 
и обычно требуется несколько дней, чтобы летчик-космонавт при
вык к этому явлению и сравнительно безболезненно переносил его.

Оттолкнувшись от опоры, человек приобретает дополнительную 
скорость и движется до тех пор, пока не натолкнется на преграду.

Конечно, внутренние силы могут возникнуть и в таких условиях. 
Однако их происхождение на этот раз не связано с тяготением. Че
ловек может, например, взять в руки эспандер и растягивать его 
обеими руками. При этом обязательно возникнут внутренние силы 
силы натяжения многочисленных мышц, которые будут возрастать 
по мере растяжения пружины эспандера.

На каплю воды (рис. 5.15) продолжают действовать силы поверх
ностного молекулярного натяжения, и они не дадут ей разрушиться.

Эти внутренние силы вызовут появление давления в капле, т. е. 
опять возникнут силы взаимодействия между отдельными матери* 
алЪными точками механической системы.

Перейдем теперь к выяснению более общих условий, при которых 
возможно появление невесомости. Представим себе, что тело Q 
(рис. 5.18) движется поступательно с  ускорением w  относительно  
инерциальной системы координат в поле массовых сил, т. е. сил, 
действующ их на все точки тела. Обозначим через F равнодействую
щую этих массовых сил, действующ их на точки тела.

Выделим в теле Q произвольный объем массы т. На этот объем 
будет действовать два силы) внешняя сила f и равнодействующая  
всех внутренних сил R.

Будем считать, что тело Q находится в невесомости, если равно• 
действующая всех внутренних сил, приложенных х любому элементу, 
выделенному в теле, ровна нулю.

Найдем, каким условиям должны удовлетворять снлы £, чтобы 
тело находилось в состоянии невесомости.

Напишем уравнения движения для всего тела и для выделенной 
части тела Q массы т. Обозначим массу всего тела через Mi

Рис. 5.15 Рис. 5.16

Л1YV =  F, /7JW =  f4"R, (5.72)
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Используя условие невесомости R =  О, из (5.72) получим

Условие (5.73) должно выполняться для любой массы т, выде
ленной в теле. Это условие является также и достаточным. Исполь
зуя (5.73), получаем из уравнения (5.72)

R e m w _ f e m ( - £ - J L ) = o .

Равенство (5.73) имеет простой смысл.
Для обеспечения невесомости необходимо и достаточно, чтобы 

внешние массовые силы, приложенные к выделенным элементам 
тела, были пропорциональны массам этих элементов, а их направ
ление для всех элементов было одинаковым.

Этими замечательными качествами как раз и обладают силы 
гравитации. Они пропорциональны массам тех тел, на которые дей
ствуют, и если тела несоизмеримо малы по сравнению с размерами 
Земли, то направления сил можно считать для всех точек одина
ковыми.

Таким образом, тело будет находиться в состоянии невесомости, 
если равнодействующая всех внутренних сил, обусловленных нали
чием сил гравитации, приложенных к любому элементу, выделенному 
в теле, равна нулю.

Напомним, что равнодействующая внутренних сил, обусловлен
ных наличием других причин (не силами гравитации), может быть 
при этом и не равна нулю.

При полете стабилизированного космического аппарата о выклю
ченным двигателем и вне пределов атмосферы его экипаж находится 
в условиях, близких к невесомости. Условие (5.73), если пренебречь 
размерами тел, для него практически выполняется, так как един
ственные активные силы, действующие на аппарат и его экипаж, — 
гравитационные. Разумеется, это условие соблюдается только при 
поступательном движении аппарата (иначе ускорения всех точек 
нельзя считать одинаковыми и условие (5.73) оказывается неспра
ведливым).

Предположим теперь, что включен реактивный двигатель, разви
вающий силу тяги Ф (рис. 5.17). Тогда к космическому кораблю, 
кроме силы тяготения F, приложена еще сила Ф. В то же время 
активные силы, действующие на тело Р, не изменились. Нарушено 
условие невесомости (5.73).

При включении двигателей все тела, не закрепленные в кабине, 
переместятся в сторону, противоположную вектору тяги. Опять 
возникнет ощущение «весомости», хотя при этом сила тяготения 
может и не действовать.

Такое же явление возникает и при торможении аппаратз з ат
мосфере. Сила сопротивления S (рис. 5.18) действует только на
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аппарат н приложена к его поверхности. К человеку, находящемуся 
в кабине, она не приложена, поэтому нарушается условие невесо
мости — космонавта отбрасывает в сторону, противоположную S, 
т. е. в направлении вектора скорости v (рис. 5.18).

Следует отметить, что на участке торможения реакция R может 
достигать значительной величины. Ее можно определить, исходя 
из обычного уравнения движения (5.72), если только пренебречь 
силой тяготения f, которая мала по сравнению с R. Из (5.72) имеем

ф  \ Р

<Г

Рис. 5.17 Нис. 5.18

R =  mw. Отношение R к весу mg (перегрузка) адесь окажется рав
ным п =  tnw/(mg) =  wig. Перегрузки нередко достигают значений 
порядка 8н-10.

В предыдущей главе было показано, что при маневре самолета 
в вертикальной плоскости может быть достигнута нулевая перегру
зка или невесомость. Для этого должен быть осуществлен маневр 
типа «горки» с радиусом кривизны траектории в верхней точке, оп
ределяемым по формуле

Р =  vVg. (5.74)

Например, при v — 720 км/ч =  200 м/с радиус кривизны должен 
быть равен 4,08 км.

В окрестности этой точки условие невесомости строго не будет 
соблюдаться, тем не менее состояние человека окажется близким 
к невесомости. Такой имитацией явления невесомости пользуются 
при тренировках летчиков-космонавтов.

Совершенно аналогичное явление может наступить и в земных 
условиях — при движении автомобили по мосту. В средней точке 
моста при соответствующей скорости v =  V gp, определяемой в за
висимости от кривизны пролета по формуле (5.74), наступит мгно
венное состояние невесомости.

Состояние, довольно близкое к невесомости, испытывает пара
шютист при свободном падении с большой высоты с нераскрытым 
парашютом. Пока сопротивление атмосферы малб (в начальный пе
риод и на большой высоте), ускорение падения близко к g  и поэтому 
состояние парашютиста мало отличается от невесомости.

Более длительное состояние невесомости можно получить при 
помощи так называемого «баллистического броска» самолета. Для 
этого самолет должен выдерживать строго скорость и траекторию 
полета тела, брошенного под углом к горизонту в пустоте.
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ДИНАМИКА ОТНОСИТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 
МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

§ 6.1. Переносная и кориолнсова силы инерции
В предыдущих главах мы опирались на основное уравнение 

динамики точки (второй закон Ньютона), которое справедливо 
только в инерциальных системах отсчета. Напомним, что инер- 
циалькой называется такая система отсчета, в которой справедлив 
принцип инерции (первый закон Ньютона). Во многих случаях 
задачи динамики сводятся к исследованию движения в той или иной 
неинерциальной системе. В сущности, неинерциальной является 
и привычная для нас система отсчета, связанная с Землей. Впрочем, 
только весьма тонкие опыты (например, наблюдения за отклонением 
падающих тел к востоку, за вращением плоскости качания маятника) 
могут обнаружить неинерциальность геоцентрической системы от
счета. В большинстве приложений систему координат, жестко свя- 
ванную с Землей, можно считать инерциальной.

Значительно заметнее проявляется неинерциальность систем 
отсчета, связанных с ускоренно движущимися техническими объек
тами — от ускоренно поднимающегося лифта до искусственного 
спутника или космического корабля, совершающего взлет с Земли. 
Если связать систему отсчета с кораблем, автомобилем или само
летом, движущимися по криволинейным путям или тем более с рото
ром быстроходной турбины, то неинерциальность окажется столь 
значительной, что основное уравнение динамики окажется неверным. 
Значит, окажутся неверными и многочисленные следствия из этого 
уравнения, доказанные в предыдущих главах.

Настоящая глава посвящена изучению движения материальной 
точки в неинерциальных системах отсчета. Ниже будет дан метод 
составления уравнений движения материальной точки в неинер
циальной системе отсчета. В этом, собственно, и состоит основная 
вадача, которую предстоит решить.

Главная идея, которая положена в основу вывода соответству
ющих динамических уравнений, связана с задачей чисто кинемати
ческого характера, которую мы рассматривали в кинематике: 
по заданному относительному движению точки и при известном 
движении подвижной системы координат определить абсолютную 
скорость и абсолютное ускорение точки. Мы воспользуемся этими 
результатами для того, чтобы научиться составлять уравнения 
движения материальной точки в неинерциальных системах отсчета.

Предположим, что известны силы, которые действуют на мате
риальную точку, а также задано движение подвижной системы коор
динат относительно некоторой инерциальной системы (в дальнейшем 
будем называть ее неподвижной системой).



Поставим своей задачей найти относительное движение точки, 
т. е. движение в неинерциальной системе отсчета.

Напомним, что задать движение подвижной системы координат 
можно при помощи трех координат ее начала (рис. 6 .1): х0 (/), у0 (/),

(0 и трех углов Эйлера: 0, ф.
В неподвижной системе справедливо основное уравнение дина

мики
m w  =  F - f  R. (8.1)

Здесь, как н выше, F — равнодействующая всех активных сил, 
R — равнодействующая реакций связей, т — масса материальной 
точки, w — ее ускорение.

Используем теперь теорему Кориолиса (том 1, § 13.3) и выразим 
абсолютное ускорение через относительное, переносное и кори-

олисово:
w =  w,-f- w, +  we. (6.2)

Подставляя (6.2) в (6.1), получим 
mw, - f  mw, +  mwc =  F - f  R.

Перенося часть членов в правую часть, 
придем к векторному уравнению 

Рве. 6.1 mw, =r F -f- R +  (—mwe) -f- (— m w  J . (6.3)

Отсюда ясно, что произведение массы материальной точки на 
ее относительное ускорение не разно сумме равнодействующей 
всех активных сил, действующих на нее, и равнодействующей реак
ций связей.

Последние два вектора в правой части уравнения (6.3) должен 
ввести наблюдатель, находящийся в неинерциальной системе отсчета, 
для того, чтобы в этой системе отсчета основное уравнение динамики 
сохранило форму второго закона Ньютона.

Векторы —mwe и —mwe называются «силами инерции». Первый 
называется перекосной силой инерции, второй — кориолисоеой силой 
инерции. Будем в дальнейшем пользоваться обозначениями

Je =  — fflw„ Jc =  - m w c =  —2m (<a X  v,), (6.4)
где са — угловая скорость переносного движения.

Таким образом, уравнение (6.3) приобретает привычную форму 
основного уравнения динамики (второго закона Ньютона)]

mw, =  F +  R -(- -j- J0. (6.5)
Мы получили следующее правило:

Для того чтобы составить дифференциальное уравнение движения 
материальной точки в неинерциальной системе координат в форме 
второго закона Ньютона, необходимо к действующим на точку актив-

366  ДИНАМИКА ОТНОСИТЕЛЬНОГО Д ВИЖ ЕНИЯ 1ГЛ. VI



S 6. I J  ПЕРЕНОСНАЯ И КОРИОЛИСОВА СИЛЫ  ИНЕРЦИИ 367

ным силам и реакциям связей присоединить переносную и кориолисову
силы инерции.

В отличие от обычных сил, например силы тяготения, модуль 
« направление которых зависят только от характера взаимодействия 
тел и не зависят от выбора неинерциальной системы отсчета, пере
носная и кориолиссва силы инерции определяются выбором не-
инерциальной системы координат.

В общей теории относительности согласно 
принципу эквивалентности, выдвинутому А.
Эйнштейном, природа сил тяготения и массо
вых сил инерции в относительном движении 
тождественна.

Остановимся на способах определения сил 
инерции и напомним правила вычисления 
соответствующих ускорений.

Для того чтобы найти переносное ускоре- Рис. 6.2
пие, необходимо знать движение подвижной 
системы координат. Формула для определения переносного уско
рения имеет вид (том \ ,  § 13.3)

w . =  we +  <ax(a>xp) +  e x p .  (6.6)

Здесь в , е — угловая скорость и угловое ускорение подвижной 
системы координат, w0 — ускорение ее начала и р — радиус-век
тор точки в подвижной системе координат (см. рис. 6.1).

Во всех случаях вычисления переносного ускорения и переносной 
силы инерции полезно представлять переносное ускорение как абсолю
тное ускорение точки, закрепленной в подвижной системе координат.

Для определения корнолисова ускорения каждый раз необходимо 
перемножать два вектора <• и vr (рис. 6.2), так как

w c =  2<d x v ,.
При составлении уравнений движения материальной точки отно

сительно поступательно движущихся сис
тем отсчета следует иметь в виду, что ко- 
риолисовы силы инерции отсутствуют 
(се =  0), а переносные силы инерции не за
висят от положения, занимаемого точкой в 
подвижной системе отсчета. 0

Задача 6.1. Точка М  неподвижна в неподвиж
ной системе отсчета x-fiy\ (рис. 6.3) и находится 
на расстоянии ОМ от ее начала. Система коорди
нат хОу вращается равномерно против хода часовой 
стрелки вокруг оси, перпендикулярной к плоскости 
рисунка, о угловой скоростью ш. Составить урав
нение движения точки М  в подвижной (вращаю- Рис. 6.3 
щейся) системе координат хОу.

Так как точка М  неподвижна, то ее абсолютная скорость равна нулю. Пере
носная скорость V, =  ® X ОМ. Таким обрааом,

v =  ve Н- v, =  0, vr =  —v6 =  —ш X ОМ.
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Следовательно, в относительном движении точка движется по окружности 
о центром в О, ко в направлении, противоположном вращению подвижной системы 
координат. Для наблюдателя она будет дзигаться по ходу часовой стрелки. В соот
ветствии с этим изобразим вектор относительно скорости (см. рис. 6.3) v r.

Переносное ускорение найдем, закрепив мысленно точку в подвижной системе 
координат. Тогда точка будет вынуждена участвовать во вращательном движении 
подвижной системы. Поскольку вращение разномерное, то вращательное ускорение 
равно нулю, н остается только осестремительное ускорение, равное по величине 
we =  0>*Я. Оно направлено к точке О.

Переносная сила инерции 1в =* — mw, направлена в противоположную сторону 
(от центра); ее часто называют центробежной силой инерции. Модуль этой силы 
Je =  muPR.

Перейдем теперь к определению кориолксовой силы инерции. Вектор угловой 
скорости вращения системы хОу направлен перпендикулярно к плоскости рисунка

на читателя. Следовательно, векторное произведе
ние 2»  X v , направлено в ту же сторону, что и 
переносная сила инерции. Однако корнолисова сила 
инерции противоположна по направлению wc и по
этому направлена к центру О. Модуль кориолк
совой силы инерции определяется из равенства
Jc =  2т | о> х  vr | =  2 m w r sin (я/2) «= 2та», =

=  2mu>1R.
Таким образом, корнолисова сила инерции 

оказалась противоположной переносной силе инер
ции. Равнодействующая этих сил направлена к 
центру и равна по величине ma>*/?. Уравнение 
относительного движения принимает вид mwr =  
=  —m<oaR, где R =  ОМ.

Задача 6.2. Трубка, изогнутая по окружно- 
Рио. 6.4 сти радиуса R, равномерно вращается с угловой

скоростью ш вокруг вертикальной оси А В (рис. 6.4). 
Внутри трубки находится материальная точка М  массы т  . Пренебрегая трением, 
составить дифференциальное уравнение движевия материальной точки М в трубке 
н определить характер этого движения, если в начальный момент точка /И, нахо
дясь на одной горизонтали о центром трубки, была отпущена без начальной 
скорости.

Свяжем е трубкой координатные оси Охуг, выбрав начало координат О на оси 
вращения АВ  трубки з ее центре. Ось х  проведем горизонтально так, чтобы она 
пересекла трубку, ось у  построим перпендикулярно к трубке (на рис. 6.4 ось у  
не показана — она направлена на читателя), а ось г совместим с осью вращения. 
Положение точки М  будем определять углом ф (см. рис. 6.4).

Выбранная система координат Охуг является неинерциальной системой отсчета, 
поэтому движение точки М относительно трубки следует написать в виде уравнения 
(6.5). Так как на точку действуют сила тяжести mg и нормальная реакция трубки 
N, то уравнение движения будет

mw, =  mg +  N -J- +  Jc.

При равномерном вращении трубки переносное ускорение we точки М  состоит 
только из одной осестремительной составляющей, модуль которой равен RuA sin <j>. 
Следовательно, переносная сила инерции чвсленно равная mRuA tin  <р, напра
влена перпендикулярно к оси врзщения от нее (см. рис. 6.4). Так как относитель
ная скорость vr =  г, то ксриолисово ускорение

wc — 2/?ф (и X т)

направлено параллельно оси у. Следовательно, и корнолисова сила инерции
1е “  —2т/?ф (ш X т)
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направлена параллельно оси у  в сторону, противоположную направлению wc. Нор
мальную реакцию N разложим на две составляющие: одну N, направим по главной 
нормали к относительной траектории от /И к О, а вторую N, — перпендикулярно 
плоскости трубки (на рис. 6.4 силы Jc и Ne не показаны).

Уравнение движения теперь можно записать в виде

Запишем это уравнение движения в проекциях на направление т, учитывая, что 
проекция относительного ускорения точки М на касательную т равна /?ф, а проек
ции на т векторов Nu  N*. Jc равны нулю:

Это и есть дифференциальное уравнение движения точки М  внутри вращающейся
трубки.

Заметив, что

Значения угла <р, при которых скорость точки М  обращается в нуль, получим 
из условия

Рассмотрим два случая.
1. Угутовая скорость вращения трубки о> мала и удовлетворяет условию о>2 <  

<  2в/R.
В stom  случае 2g/(R(oi) >  1 и только второй множитель может обратиться в нуль: 

cos <р =  0. Отсюда

(индекс «два» временно пропускаем). Корень ф] соответствует начальному положе
нию точки М.

Из выражения (6.7) найдем

Это означает, что при ш? <  2g /R  точка М  будет совершать во вращающейся трубке 
колебания от одной до другой горизонтали.

2. Угловая скорость трубки удовлетворяет условию и ! >  2g/R.
В этом случае уравнение (S.8) имеет три корня:

mwr =  mg +  4" N» -j- }e +  Jc-

mRif — —mg sin ф +  m/?<oa sin ф cos q>,
или, после деления на mR,

ф = ----- —  stn ф +  <ог sin ф cos ф. (6.7)

получим

После интегрирования имеем

4 " =  7T C0S ф +  т  “ г s,n5 ф +  С‘
По условию задачи ф =  п/2, ф =• О при t =  0. Значит, С =  —ш2/2 и

(6 . 8)

Ф, =  л/2, ф9 =  —л/2

*= —SIR  <  О, =  g!R  >  0.

я
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Согласно уравнению (6.7) будем иметь

Ф<р=иу, * =  дГ > Ф ф = ф , =  7 j "  * ,п  V »  - >  ®-

Следовательно, при <оа >  2g /R  точка М  совершает во вращающейся трубке колеба^ 
_ я  2 в

вия только в первой четверти от (р, =  до q>, =  a r c c o s - ~ j - .
Задача в.З. Балка А С  равномерно вращается с угловой скоростью <в в гори 

вонтальной плоскости вокруг вертикальной оси А В. Одновременно по балке дви
жется с постоянной относительной скоростью 
и ползун М  массы т (рис. 6.5). Опре
делить изгибающий момент относительно 
оси вращения, действующий на балку.

X  Построим систему координат Ахуг, 
жестко связанную с балкой: ось х  направим 
по балке, ось д —  горизонтально, перпен
дикулярно оси х, ось * — по вертикальной 
оси вращения вниз.

На ползун действуют движущая сила F, 
сила тяжести mg, сила трения FTp, нор* 
мальная реакция N балки АС. Эту нор
мальную реакцию балки разложим на вер* 
тикальную Nj и горизонтальную N* соста
вляющие.

Основное уравнение динамики относи
тельного движения (6.5) в нашем случав 
имеет вид
mwr =  mg -f- F -f- FTp -{- N! -f- Nt +  J ,  -f- Jc. 

n o  условию задачи ползун движется равномерно по прямолинейной балке, 
следовательно, wr =  0,

mi  +  F +  Frp +  Ni +  N, +  J„ -f- Jc =  0.
В горизонтальной плоскости балка действует на ползун с силой Na. По третьему 

закону Ньютона ползун действует иа балку с силой —N, ”  Jc. Эта сила, равная 
кориолисовой силе инерции Jc, передается иа балку, в  результате чего создается 
изгибающий момент Л1£зг относительно вертикальной оси *, модуль которого равен 
JcX, где х  — расстояние от оси вращения до ползуна (см. рис. 6.5). Модуль кори- 
олисова ускорения равен 2«ш,следовательно, модуль изгибающего момента относв- 
тельно оси вращения будет

М ™  =  2та>их =  2та>и (х0 +  ut), 

где х0 —  начальное расстояние ползуна от оси вращения.

§ 6 .2 . Условия относительного покоя

И з основного уравнения (6.5), в частности, вытекают условия 
относительного покоя. В этом случае относительная скорость и отно
сительное ускорение точки равны нулю (v, =  0, w , =  0), следова
тельно, н корколисова сила инерции обращается в нуль (так как 
vr =  0). Уравнение относительного покоя приобретает вид

F + R  +  Je =  0. (6.9)
Если выполняется условие равновесия (6.9), то отсюда вовсе 

не следует, что после придания материальной точке начальной
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скорости точка будет двигаться равномерно и прямолинейно, к зя  
это имеет место в икерциальных системах. Д ело  в том, что при сооб
щении точке относительной скорости, во-первых, появляется кори- 
олисова сила инерции J e =  —2т  (и  х  v,) ^  0  и, во-вторых, может 
измениться переносное ускорение (оно зависит от положения точки 
в  подвижной системе отсчета) и, следовательно, изменится пере
носная сила инерции.

И з уравнения (6.5) можно вывести еще одно следствие. Найдем 
такие системы координат, в которых выполняется первый закон 
Н ью тона. Д л я  этого достаточно потребовать, чтобы при отсутствии 
сил точка двигалась равномерно и прямолинейно. И з (6.5) следует, 
что

Je + J e =  0. (6.10)
Отсюда ясно, что условие (6.10) будет выполняться, если переносная 
сила инерции в любой точке равна нулю;

J ,  =  —m w , =  0.
Д ействительно, в этом случае подвижная система отсчета долж на 

двигаться поступательно равномерно и прямолинейно, но тогда 
ее угловая скорость равна нулю и корнолисова сила инерции такж е 
обращается в нуль. Уравнение (6.10) выполняется.

Другими словами, для того чтобы подвижная система координат 
была инерциальной, достаточно, чтобы ее начало двигалось с постоян
ной скоростью, а угловая скорость системы все время равнялась кулю: 
wc =  0, ш =  0.

В этом случае всегда равны нулю обе силы инерции и основное 
уравнение (6.5) приобретает вид

mw,. =  F - f  R.

Следовательно, в этом случае соблюдается и второй закон Ньютона.
Таким образом, если существует хотя бы одна система отсчета, 

в которой выполняются законы Ньютона, то существует бесчисленнс'с 
множество таких систем. Все они движутся друг относительно 
друга поступательно равномерно и прямолинейно.

§ 6 .3 . Применение уравнений относительного движения
к покоя

! .  Вращающийся космический аппарат. Создание искусствен
ного п о л й  тяготен и я . Космонавты недалекого будущего, находясь 
в продолжительном межпланетном полете, будут испытывать изве
стные трудности физиологического характера, в частности, из-за 
явления невесомости. Имеются проекты космических кораблей, 
в которых предполагается использовать вращ ение вокруг центра 
масс всего аппарата или его кольцевой кабины дл я  создания искус
ственного поля тяготения (рис. 6.6).
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Определим, с какой угловой скоростью должна вращ аться коль
цевая кабина, наружный радиус которой R, чтобы имитировать силу 
земного тяготения. Предполагаем, что аппарат вращается с угловой 
скоростью со относительно оси г некоторой инерциальной системы 
координат и летит с выключенными двигателями.

Тогда во вращающейся кабине на человека, находящегося в отно
сительном покое, действует сила реакции опоры N. Кроме того, 
необходимо согласно уравнению (6.9) приложить переносную силу

инерции Je. Получим уравнение рав
новесия

N +  j e =  0. (6.11)
Здесь J e — центробежная сила инер
ции. Если пренебречь размерами че
ловека по сравнению с радиусом R,

X  ТО
J e =  m a 2/?. (6. 12)

Реакция опоры должна быть напра
влена к оси вращения.

Отсюда ясно, что человека будет 
Рис. 6.6 прижимать к наружной боковой

стенке корабля. Эта стенка станет 
для него «полом». На основании выражений (6.11) и (6.12) реакция 
равна N  =  m u 2R. Потребуем, чтобы зта реакция была равна весу 
mg в земных условиях: mg =  maPR. Отсюда найдем угловую 
скорость вращения

ы =  ]/g jR .
П усть, например, наружный радиус кольца R  =  20 м; тогда 

<о =  V 9 ,81/20 «  0,7 рад/с, п — 0,7/(2я) « 0,11 об/с. Таким обра
зом, один полный оборот будет совершаться примерно за девять се
кунд.

2. Измерение ускорений движущихся тел. Д ля управления 
движением ракеты на активном участке, самолета, подводной лодки 
и т. п. необходимо знать положение и скорость какой-либо точки 
аппарата, а такж е угловые координаты аппарата. По вектору уско
рения некоторой точки аппарата можно путем интегрирования 
найти скорость, а затем и координаты этой точки.

Рассмотрим принцип действия простейшего измеритгля ускоре
ний — акселерометра (рис. 6.7). Допустим, что аппарат поднимается 
вертикально вверх. Тогда на груз М, укрепленный на пружине, 
ось которой (ось чувствительности) совпадает с направлением дви
ж ения аппарата, действуют две силы: сила тяжести Р н сила упру
гости пружины F.

Если аппарат поднимается равномерно, то эти силы взаимно 
уравновеш иваются и стрелка акселерометра устанавливается на 
делении mg, указы вая вес груза М.



При ускоренном движении, когда ускорение направлено вверх, 
в  уравнение относительного покоя необходимо включить еще пере
носную силу инерции J„ =» —m w . Тогда уравнение равновесия 
согласно (6.9) примет вид

Р +  F +  J* — О,

В проекции на вертикаль это дает
— Р  +  F  +  (—mw) —  О, F =» т (w -f- g).

Стрелка установится против соответствующего деления, измеряя 
силу F. Величину w +  g  называют иногда кажущимся ускорением. 
Ш калу можно градуировать не в масштабе сил, г 
а в масштабе ускорений, так  как кажущееся 
ускорение wK пропорционально силе, действую
щей на пружину:

« 'к= a > + g = - j £ - .  (6.13)

Отсюда ясно, что при непрерывном измерении 
и)1: *) можно определить из (6.13) ускорение аппа
рата относительно Земли

w =  wK- g .  (6.14) р„с. 6.7

Теперь, чтобы получить текущее значение скорости, нужно 
проинтегрировать сигнал ш, начиная с момента начала движения!

<
v(t) =  | [ ю к (0 - £ 1dl- 

о

Эта операция может выполняться электронным прибором. С по
мощью второго такого прибора интегрируется скорость и опреде
ляется координата г  точки крепления акселерометра:

t
г — |  v (/) di.

о

Д л я  получения трех координат аппарата, очевидно, необходимо 
иметь три акселерометра. Их можно расположить по трем взаимно 
перпендикулярным осям. И змеряя каж ущ ееся ускорение по каждой 
из осей, определяют затем проекции скорости и координаты движ у
щегося аппарата.

Следует, однако, заметить, что при повороте тела на ось чувстви
тельности акселерометра проектируется только часть ускорения g.
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*) Колебаниями массы М  пренебрежем,
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Д л я  определения проекций этого вектора необходимо знать угловые 
координаты (например, углы Эйлера) аппарата. Такую  информацию 
могут дать другие бортовые приборы — гироскопы.

3. Размыв берегов рек. Замечено, что в северном полуш арии 
правые берега рек обрывистые, а левые пологие. Это явление может 
быть объяснено следующим образом (правило Бэра).

Н а некоторый объем воды, заключенный между двумя сечениями 
реки, текущ ей с юга на север (рис. 6.8), действуют три силы; сила 
тяжести Р , реакция дна Q, реакция берега F. Д л я  записи у р ав
нения динамики в неинерциальной геоцентрической системе коорди

нат, которая равномерно вращ ается с 
угловой скоростью со (один оборот в 
сутки), необходимо ввести в уравнение 
переносную и кориолисову силы инер
ции. Тогда согласно (6.5) получим урав
нение движения

М m w , =  F + P  +  Q +  Je +  J c. (6.15)
Переносное ускорение направлено к 

оси вращ ения Земли. Следовательно, пе
реносная сила инерции направлена в 
противоположную сторону. Кориолисово 

Рис. 6.8 ускорение находится по правилу вектор
ного произведения 2w х  v , и поэтому 

направлено по параллели на запад. Корнолисова сила инерции 
направлена в противоположную сторону — на восток.

Если спроектировать (6.15) на направленную на запад касатель
ную к параллели, то получим

F — J e — 0. (6.16)

Здесь мы воспользовались тем, что относительное ускорение рас
положено в плоскости меридиана. Оно направлено при равномерном 
течении к  центру Земли.

И з (6.16) получим (см. рис. 6.8)
F =  2/яши, sin q>, (6.17)

где <р — геоцентрическая широта места (угол между радиусом ОМ 
и экваториальной плоскостью).

И так, реакция берега направлена налево, если смотреть по тече
нию реки. Значит, сила давления воды на берег по третьему закону 
Ньютона долж на быть направлена противоположно, т . е. она дей
ствует на правый берег реки.

Заметим, что это правило справедливо для всех рек, текущ их 
в северном полуш арии. Это объясняется тем, что в северном полу
шарии при любом движении точки по поверхности Земли горизон
тальн ая  составляю щ ая корнолисова ускорения всегда направлена 
влево от относительной скорости (см. том I, задачу 13.7).



В южном полуш арии размываются левые берега рек.
Формулу (6.17) можно привести к виду 

F 2Рогь) sin ф 
‘ ~  gl '

где /  — расстояние между сечениями реки, Р  — вес выделенного 
объема воды. Величина q =  P v j l  называется секундным сбросом 
реки. Величину F/1 — f  назовем погонным давлением. Тогда

с 2а><7 sln ф 
6 •

Д л я  реки со сбросом q =  20 ООО кН /с на широте q> =  604
г 2-20000 У з  2л п  ос  . . и , . .  
f = ~ ---------- 2 - ' _24^3600------- ° ’ 2 6  К Н /М -

Если правый берег считать отвесным с подводной частью глубиной 
в 10 м, то на каждый квадратный метр будет действовать сила р — 
=  260/10 =  26 Н.

В результате длительного воздействия 
таких сравнительно небольших сил берег с 
течением времени размывается. Река «насту
пает» на правый берег, оставляя слева по те
чению низменные луга, а справа крутые 
обрызы.

4. Уклонение линии отвеса от направле
ния раднуса Земли. Рассмотрим силы, дей
ствующ ие на материальную  точку М , под
вешенную на нити (рис. 6.9). Будем пред
полагать, что точка находится в покое от
носительно Земли.

Обозначим силу тяготения через F (F =  mg0, причем g0 — гра
витационное ускорение), переносную силу инерции, обусловленную 
вращением Земли, через J„ и силу натяж ения нити через Т. Тогда 
условием равновесия точки М будет векторное равенство (6.9). 
В нашем случае

T - f  F + А, =  0. (6.18)

Н а рис. 6 .9  геоцентрическая широта обозначена через Угол <р 
между линией отвеса и экваториальной плоскостью называется 
географической широтой. Из чертежа ясно, что угол у между ради
усом Земли и линией отвеса связан с и ф соотношением <р =  
=  t|> +  Y-

Спроектируем (6.18) на направление нити и на перпендикуляр 
К этому направлению:
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Т  — / r c o s y - ) - / e c o s ( ^ 4-Y) =  0, f s t n  у — ye sin(<|)-{-у) =  0.
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Пренебрегая малой величиной у по сравнению с геоцентрической 
широтой i|>, из первого уравнения получим

Т  F — Je cos \р =  mg0 — m<a2R  cos2 =  m (g0 — <oap cos if), (6.19)

где p — радиус географической параллели.
Силу, равную по модулю и направленную противоположно 

натяж ению  Т, называют силой тяясести и обозначают через mg. 
И з этого определения следует, что сила тяжести равна геометри
ческой сумме силы притяжения F и силы инерции переносного дви
жения, вызванной вращением Земли.

И з равенства (6.19) можно найти ускорение силы тяж ести на 
поверхности Земли

Т аким  образом, g  — переменная величина, зависящ ая от широты 
места. Наименьшее значение она имеет на экваторе:

* - * ( 1  — * * ) - » . 8 2  -  6370* 10> =  9,78 м/с*.

И з второго уравнения можно найти угол отклонения у отвесной 
линии от радиуса Земли, т. е. разность между географической и гео
центрической широтами:

Н апример, на широте Ленинграда (ч|з =» 60°) у  =  < о V T /(4 g 0)
=  V 3 /1160  «  5 '. М аксимальное отклонение наблюдается на широте 
!{>•= 45° (у да 6').

Переносной силой инерции, вызванной вращением Зем ли, объяс
няется такж е и сжатие Земли. Зем ля имеет форму геоида, т. е. тела, 
ограниченного поверхностью, в каждой точке которой потенциальная 
энергия силы тяжести (равнодействующая силы притяж ения и силы 
инерции переносного движения Земли при ее вращении вокруг своей 
оси) имеет постоянную величину. Такой поверхностью будет по
верхность океанов и морей в равновесном положении. Поверхность 
геоида заменяют обычно эллипсоидом вращ ения, сж атие которого 
по данным измерений равно

а — b I 
а ~  298,3" ‘

К ак правило, сжатием Земли пренебрегают и считают, что сила 
тяж ести  mg  направлена вдоль радиуса к центру Земли.

5. М аятник Фуко. В 1851 году Ф уко продемонстрировал в Пан
теоне опыт с маятником, подвешенным на длинной нити. Плоскость 
качания маятника медленно вращ алась в направлении, противо
положном вращению Зем#и.
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Д л я  объяснения эффекта Ф уко воспользуемся уравнениями 
относительного движения в системе координат, связанной с Землей. 
Н аправим ось г по линии отвеса в данной точке Земли вверх, ось х  — 
перпендикулярно к оси г на восток и ось у  — по меридиану на север.

Проекции угловой скорости Земли на оси прямоугольной системы 
координат выражаются через географическую широту места q> 
(рис. 6. 10):

И ,  = 0 ,  (Оу “  Cl) C O S  ф , ( 0 ,  =  (0 s l n  (р .

Уравнение движения маятника имеет вид
m w , =  F +  T + J e + J c. (6-20)

Здесь Т — реакция нити, F — сила притяж ения Земли, J c — кери- 
олисова сила инерции, Зе — переносная сила инерции.

Выше было показано, что сила притяж ения F, склады ваясь 
с переносной силон инерции дает силу тяж ести mg, направлен
ную параллельно линии отвеса, т. е. параллельно оси г.

Введем цилиндрическую систему координат (рис. 6 ,1 !) и будем 
определять положеь’иэ маятника при помощи трех координат: р, 0 
и г (см. такж е т. 1, § 9.10). В поло
жении равновесия маятник находится 
в начале координат.

Рио. 6.10

Спроектируем на оси ев, к угловую скорость вращ ения Земли 
Ыр =  to cos ф sin 0, (0е =  0) cos ф cos 0, О), =  to sin ф.

Проекции линейной скорости будут

Vf> — P. vu —  Р0, =  *•
Поэтому кориолнеова сила инерции принимает вид

Jc =  —2m«) х  v, =  — 2т
е9 к

(00 6>2 
t'O Vz

(6.21)

Реакция нити Т имеет проекции на оси цилиндрической системы, 
определяемые равенствами

Р ^  л  ^  Г  t - гT0 =  - T f ,  =  0, 7V I
( 6 .2 2 )



Запишем теперь уравнение (6.20) ь проекциях на оси ер, ее, к. 
При этом воспользуемся тем, что сумма F +  J„ =  mg  направлена 
по оси г  и, следовательно, проекции ее на ер и eg равны нулю. Исполь- 
вуя (6.21), получим

ЯИ2)р =  2шюр0 Sin ф — 2.72(02 cos ф COS 0 — Т  -J- ,

mwd — 2mu>z cos ф sin 0 — 2nmp sin ф, (6.23)

mw, =  — mg  - f  2mcopcosф co s0 — 2w<op0sinф s in 0 +  T l ~ *  .

Заметим, что г — I — У  P — ра =  /  (1 — У 1 — р2//2), а проекции 
ускорения на оси цилиндрической системы координат будут

10Р =  Р — 0 ар. шв =  р0 +  2р0, w, =  z.

У равнения (6.23) содерж ат три неизвестные функции р, в, Т  
(г вы раж ается через р). И нтегрирование этой системы в общем виде 
оказы вается довольно сложным. Поэтому мы ограничимся прибли
женным интегрированием. При отклонениях маятника от вертикали, 
малых по сравнению с его длиной (р /), можно считать г — z  =» 
=  г  =  0.

Тогда из второго уравнения получим р0 - f  2р8 =  —2сор sin ф, 
или (ps0 -j- tap® sin ф) =  0. Отсюда следует первый интеграл (инте
грал площадей)

р20 +  top* sin ф — с.
Предположим, что в какой-нибудь момент времени м аятник про

ходил через начало координат; тогда р =  0 и с — 0. Следовательно,
0 +  со sin ф =  0, 0 =  — to sin ф.

Отсюда видно, что плоскость качания маятника вращ ается в сторону, 
противоположную вращению Земли, но с меньшей угловой ско
ростью.

6. Отклонение падающих тел к востоку. При падении материаль
ной точки вблизи поверхности Земли на нее действует сила тяготения 
F =  Що- Присоединяя к ней переносную и кориолисову силы инер
ции, напишем дифференциальное уравнение относительного движе- 
ния для свободной материальной точки

/HW, =  F +  J e - f  J , .

Сумму переносной силы инерции и силы тяготения можно заме
нить силой тяжести F +  J,, =  mg, и тогда

m w, =  mg +  J,..
Вектор скорости свободно падающего тела близок к вертикали 

места. Поэтому кориолисова сила инерции J c =  —2m<o х  v , почти
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перпендикулярна к плоскости меридиана (рис. 6.12) и направлена 
на восток. Спроектируем последнее уравнение на ось г, направлен
ную по вертикали вверх, ось *, направленную на восток, и ось у, 
направленную  на север:

тх — —2т<а (z cos <р — он/ sln <р), 
ту — —2тых sin <р, (6.24)
mz — —mg 2тхы c o s  ф.

Здесь ф — географическая широта 
места, g  — ускорение силы тяж ести на 
широте ф.

И нтегрирование системы проведем 
скачала для ш =  0. Полагая, что в на
чальный момент времени х 0 (0)=Уа (0) =
=  20 (0) =  0, получим

х 0 (0  5  0 , у 0 (0  =  0 , i 0 (t) =  — g t.  Рис. 6.12

Найдем теперь поправки к этому приближенному решению, полагая 
х =  х0 +  x t , у  — уа + ' y lt г =  г„ +  гх. После подстановки в (6.24) 
получим

х у —  2(ogt c o s  ф, y t =  0 ,  z t =  0.

Отсюда при нулевых начальных условиях имеем

х х —  co g /3 c o s  ф , xt  =  c o s  ф , ^ 1  =  0 ,  ? !  =  0 .  ( 6 . 2 5 )

При падении о высоты h время падения связано о t  равенством Л =  
=  gt2/2, t — (2h/g)i/2. Полное отклонение на восток получим, под
ставляя в (6.25) время t\

I /  2Л \3/2
X  =  T ( D g  С 0 в ф ( — )  .

§ 6.4. Теорема об изменении кинетической энергии 
в относительном движении

Все общие теоремы динамики точки сохраняют свою форму ■ 
в относительном движении. Не надо только забывать присоединять 
в разряд действующих на точку сил переносную и кориолисову 
силы инерции. Некоторое исключение составляет теорема об изме
нении кинетической энергии в относительном движении. Покажем, 
что при ее использовании нет необходимости учитывать кориолисову 
силу инерции.

Уравнение движения имеет вид

т - ^ г  =  F - f  R J„ — 2т (се х  v,). (6.26)
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Умножим левую и правую части (6.26) скалярно на относительную 
скорость

Последнее слагаемое равно нулю, так  как вектор V, перпендику
лярен  к векторному произведению to х  vr.

Отсюда получим

где N  — мощность активных сил, сил реакции и переносной силы 
инерции. Зн ак  относительного дифференцирования теперь опущен» 
так  как дифференцируется скалярная функция времени.

Обозначив кинетическую энергию относительного движ ения через 
Тг, т. е. Тг ■= mv?/2, перепишем (6.27):

К о  интеграл, стоящий справа, — работа всех сил при перемещении 
точки ив начального положения в конечное. Таким образом,

Изменение кинетической энергии в относительном движении 
равно сумме работ всех действующих сил и переносной силы инерции. 
В некоторых случаях переносные силы инерции могут быть консер
вативны (поле однородных сил инерции, поле центробежных сил).

Доставка груза «а стационарный спутник. Спутник, движущийся по круговой 
экваториальной орбите в направлении вращения Земля в периодом, равным одним 
суткам, называете;; стационарным (рно. 6.13). Такой спутник «сиси» над эква
ториальной точкой Земли. Он может быть использован для решения зздгч глобальной 
связм, а также удобен в качестзе межпланетной станции.

Ранее в § 4.7 был кайден радиус орбиты стационарного спутника. Оказалось, 
что г0 я> 42 ООО км. Если теперь из r„ вычесть радиус Земля, то получим высоту 
орбиты над повертя остью Земли Н  =» гв —  R  =  42 ООО — 6375 =  S5 629 км.

Решим следующую задачу.
Задача 6.4. Какую работу необходимо затратить, чтобы доставить груз с поверх

ности Земли ка стационарный спутник, полагая, что движение ракеты о грузом 
происходит в экваториальной плоскости?

Свяжем с Землей в спутником вращающуюся систему координат. К rpysy еле- 
дует приложить салу тяготения Fs ctwy аагрции J* переносного ускоренна и силу

т \г • - ^  =  F*v, +  R vr +  Je v, — 2m (e>xvr) v r,

(6.27)

(6.28)

Интегрируя по времени (6.28) от некото
рого начального момента времени te до теку
щего /, получим

t

Гг" — Tl0) =  J  Ndt.
Рис. 6.13

п 1) -  Г'0» =  Ао\ =  +  А& +  К .
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тяги Т. Будем считать, что в начальный и конечный моменты относительная скорость 
равна нулю. Тогда на основании теоремы об изменении кинетической энергии в отно
сительном движении можно записать

+  1̂2 +  ^ 12 ~
где /-if, — работа склы тяготения, она отрицательна, и А {г — работа центробежной 
силы инерции — положительная величина. Отсюда работа силы тяги

л Т _____ a f  _  a j
" 1 2  —  12 л 12-

Д ля гравитационных сил потенциальная энергия была вычислена ранее (§ 3.5): 
П/г =  — mgW /r.

Найдем потенциальную энергию центробежной силы инерции. В условиях еадачи 
(спутник «висит» над Землей, ракета движется в экваториальной плоскости) имеем 
J t  — muPr. Эти силы центральные, поэтому их поле консервативно.

Примем з  качестве фиксированной точка для вычисления потенциальной энер
гии центр Земли, тогда, по определению потенциальной энергии,

о г
m(D-’r'2Пj  (г) ■» А м о  »  j  ma>*r dr ~  |  тшгг dr 

I о
Отсюда работа силы тяги окажется равной

,т I  [ rngB? , '«ь>2»0 \
1̂2 =  ( - 7 -  + "

Заметим, что a>}R/(2g) ш  Чш , SR/(2r0) к  0,226; следовательно, — 0,776mgR, 
Для подъема одного килограмма массы груза потребуется затратить работу

A f2 =  0,776-6271. JO3-9 81 =» 49,4- 10е Дж,
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М АТЕРИАЛЬНАЯ СИСТЕМА 

9  7.1* Центр масс

В первой части курса динамики мы изучали законы движения 
одной материальной точки, находящейся под действием приложен
ных к ней сил. В практике чаще встречаются более сложные случаи, 
когда движение одной материальной точки или одного тела нельзя 
изучать изолированно от движения других материальных точек 
(тел). Так, например, движение Луны относительно Земли сущ е
ственным образом зависит от движения Земли относительно Солнца, 
вращение коленчатого вала двигателя внутреннего сгорания зависит 
от движ ения его поршней и т» п. Эти и многочисленные другие при
меры заставляю т нас перейти от изучения движения одной матеркаль» 
ной точки к изучению движения материальных систем.

В м еханике под материальной системой понимают совокупность 
материальных точек, движения которых взаимосвязаны. Твердое 
тело рассматривается как  неизменяемая материальная система с рас
пределенной по объему массой. Эта модель представляет, конечно, 
некоторую идеализацию твердого тела, так  как  при этом ке учи
тываются расстояния между молекулами или кристаллами тела. 
Однако эти расстояния настолько малы по сравнению с размерами 
самого тела, что предположение о сплошном распределении массы 
не вносит сколько-нибудь заметных погрешностей в вычисления.

Массой М  материальной системы называется сумма масс Есех 
точек, входящ их в систему!

где ть — масса материальной точки о номером k, а  п ~ ■ число всех 
точек системы.

Центром масс или центром инерции материальной система 
называется геометрическая точка, радиус-вектор г которой опре
деляется равенством

п
(7.1)

(7.2)



5 7-2] ВНЕШ НИЕ И В Н У ТРЕ Н Н ИЕ СИЛЫ 383

т. е. точка с декартовыми координатами

I я 1 n 1 "
*о =  -Ttr Е  Ус =  т у  Б  '«аУ*, *с =  -VJ- £  mAzft. (7.3)

™ *=i ™ *=--1 /и *=i
В этих формулах гл и xk, tjh, zh — соответственно радиус-вектор 
и координата к-й материальной точки.

При непрерывном распределения массы суммы, стоящие в пра
вых частян формул (7.2) и (7.3), переходят в соответствующие ин
тегралы.

Л егко видать, что центр масс твердого тела, находящегося в одно
родном поле силы тяж ести, совпадает о его центром тяж ести. Д ей 
ствительно, умножим числитель и знаменатель правой части 
формулы (7.2) на модуль ускорения силы тяж ести g:

Учитывая, что произведение M g  равно весу Р  тела, a tn^g — весу рн 
k-fi материальной точки, получим

I v  г£ =  —в- Ь  РкГк, r  *=1
что совпадает с выражением для радиуса-вектора центра тяжести 
тьердого тела (том I, глава V III).

В  динамике следует говорить о центре масс материальной си
стемы, а не о центре тяж ести. При определении центра масс 
материальной системы можно пользоваться методами, установлен
ными в статике для определения центра тяж ести (метод симметрии, 
метод расчленения, метод отрицательных масс и т. п.). Необходимо 
отметить, что положение центра масс твердого тела не меняется 
относительно точек тела. Если ж е система состоит из перемеща
ю щ ихся друг относительно друга материальных точек, то положение 
центра масс системы относительно ее точек может изменяться.

§ 7 .2 . Внешние и внутренние силы
В курсе статики мы делили все силы, приложенные к твердому 

телу или к системе тел, на активные силы и реакции связей, понимая 
под первыми силы, не зависящ ие от связей. Там же было показано, 
что силы можно разделить и на две другие группы, а именно на 
внешние и внутренние.

Напомним еще раз определения внешних и внутренних сил. 
Силы, действующие на точки системы, называются внешними, если 
они вызваны действием тел, не входящих в систему. Силы, вызванные 
взаимодействием точек, входящих в систему, называются внутрен
ними. Обозначаются внешние силы верхним индексом «е», а вну
тренние — верхним индексом «'» (от начальных букв ф ранцузских 
слов exterieur — внешний и in terieu r — внутренний):

F c — внеш няя сила, F‘ — внутренняя сила.
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Д ля иллюстрации введенных понятий рассмотри» силы, приложенные к движу* 
щемуся прямолинейно по горизонтальной дороге автомобилю (рнс. 7.1). Прежде 
всего на автомобиль действует сила тяжести G. Эта сила внешняя, так как она вы

звана действием Земли — тела, не входящего в 
рассматриваемую материальную систему (автомо
биль). Она одновременно является н активной, тан 
как не зависит от связей. К активным внешним 
силам относится также аэродинамическая сила соп
ротивления воздуха F0; эта сила непосредственно не 
зависит от связей и вызвана сопротивлением окру
жающей среды. Применим теперь принцип осво- 
бождаемости и заменим действие связи (дороги) се 
реакциями N,, Na, F „  Fa. Первые две силы пред

ставляют равнодействующие нормальных составляющих реакций дороги к пе
редним и задним колесам, а силы F, и F» — равнодействующие сил трения, вы
званных вращением ведомых и ведущих колес (см. раздел Статика, стр. 95). Силы 
Ni, Nt , Fj и F , — внешние, так как они обусловлены действием дороги, которая 

в систему не входит. Таким образом, к автомобилю при
ложены шесть внешних сил: О, Fc, Nj, N*, F,, F,.

Сила давления газов на поршни двигателя, силы дав
ления поршней на шатуны и шатунов на кривошипы ко
ленчатого вала, силы трения на осях колес и т. п. — 
это все внутренние еилы системы.

Отметим, что в некоторых случаях внеш
ние силы появляю тся за счет действия вну
тренних сил. Так, например, внеш няя сила 
трения скольж ения Fa между задними коле
сами автомобиля и дорогой (см. рнс. 7.1) не 
может возникнуть без внутренних сил, пере
дающих вращающий момент на ведущие колеса. 
Точно так  же внешние силы трения F, и F 2 
между подошвами ботинок и полом не могут 
возникнуть без внутренних мускульных усилий 
человека (на рис. 7.2 показаны две внешние 
силы, действующие на идущего вправо чело

века). Если выключить двигатель автомобиля илн если человек не 
будет создавать мускульных усилий, то соответствующие внешние 
силы трения обратятся в нуль.

Рассмотрим еще один пример. Если пренебречь силами притяж е
ния звезд, то нашу Солнечную систему можно рассматривать как 
изолированную механическую систему, на которую не действуют 
никакие внешние силы. Силы притяж ения между отдельными те
лами всей Солнечной системы являю тся активными внутренними 
силами.

§ 7 .3 . Свойства внутренних сил

Из третьего закона Ньютона следует, что внутренние силы вхо
дят попарно, причем, если точка В действует на точку А  с силой F{, 
а точка А  действует на точку В с  силой F£, то эти силы равны по



модулю и направлены по одной прямой в противоположные стороны 
(рис. 7.3):

И  =  —F{. (7.4)

Из этого следуют два свойства внутренних сил системы.
П е р в о е  с в о й с т в о .  Геометрическая сумма всех внутрен

них сил системы (главный вектор внутренних сил) равна нулю :

S F ' = 0 .  (7.5)
k=\

где F* —  равнодействующая внутренних сил, приложенных к точке 
с номером А.

В т о р о е  с в о й с т в о .  Геометрическая сумма моментов всех 
внутренних сил относительно произвольной точки пространства 
(глс&ный момент внутренних сил) равна 
нулю:

S  г* X Fi =  0. (7.6)
/г=»1

Д л я  системы, состоящей из двух точек Т>
А к В с. силами взаимодействия F{ и F‘ (см. 
рис. 7.3), это свойство очевидно. Действи
тельно, так  как F£ =  —F{, а плечи относи
тельно точки О у обеих сил равны, то мо
менты этих сил численно равны, но направ
лены в противоположные стороны. Д оказательство первого и вто
рого свойств для любого количества внутренних сил следует теперь 
из того, что они входят в систему попарно.

Равенство нулю главного вектора и главного момента внутрен
них сил материальной системы не означает, что эти силы уравно
вешены. Это объясняется тем, что внутренние силы приложены 
к разным материальным точкам, которые в общем случае могут 
перемещаться друг относительно друга. Хорошим примером, иллю
стрирующим сделанное замечание, может служ ить Солнечная 
система, планеты которой и их спутники совершают весьма сложные 
движ ения под действием одних внутренних сил.

§ 7 Л . Дифференциальные уравнения движения
системы материальных точек

Рассмотрим систему, состоящую из п материальных точек. При
меним принцип освобождаемости и заменим связи их реакциями. 
Обозначим через F* и F* равнодействующие всех внешних и внутрен
них сил, приложенных к k-Pi материальной точке. Тогда каждую 
точку можно рассматривать как  свободную, движущ уюся под дей-
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ствием сил Р* и F*. Применим к каждой точке второй закон Нью
тона:

И + f{,...........т п = F« +  F«. <7 -7)

или, в проекциях на неподвижные оси декартовых координат,
mkXk =  X'k +  X ‘k, mhyh =  К* +  К*, mhzk =  Z'k +  Z{ (7.8)

( * =  1, 2, . . . .  п).
Векторные уравнения (7.7) или эквивалентные им скалярные 

уравнения (7.8) представляют дифференциальные уравнения дви
жения материальных точек всей системы. Число дифференциальных 
уравнений в векторной форме равно п, а число дифференциальных 

уравнений в координатной форме равно 3п. Следо- 
вательно, общее решение зависит от 6п произэоль- 

ЛгА ных скалярных постоянных. Конечно, если все 
точки движутся параллельно одной плоскости или 
одной прямой, то число дифференциальных уравне
ний (7.8) в первом случае будет равно 2п, а во вто
ром п.

Проиллюстрируем методы составления диффе
ренциальных уравнений (7.8) на элементарном при
мере.
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Тг 
Ср 

т

а тТтТ Задача 7.1. Два тела массы тг и тг связаны между собой 
тросом, перекинутым через блок (рнс. 7.4). Пренебрегая сила-

Рнс, 7.4 ми трения, а также массой троса и блока, определить закон 
движения грузов и натяжения троса.

Система состоит из двух материальных точек (оба тела перемещаются поступа
тельно), движущихся параллельно одной прямой. Следовагельно, мы будем иметь 
два дифференциальных уравнения движения в проекциях на ось х. Предположим, 
что правый груз движется с ускорением j ,  вниз; тогда левый груз будет двигаться 
вверх с ускорением f t  =  —i , .  Мысленно освободимся от связи (троса) и заменим 
ее реакциями Т* и Т,. Считая теперь оба тела свободными, составим дифферен
циальные уравнения движения в проекции на ось к:

ml X1 =  mlg — T 1, mt i*  =  т& — T t .

Учтем теперь, что Я, =  —xt и 7 \  =  Т , =  Т  (так как силами трения, а также 
кассой троса и блока пренебрегаем; строго последнее равенство будет доказано
в примере § 19.1); тогда получим

m ,*! =  rr^g — Г , —т 2*1 =  m g  — Т.

Решая эти уравнения относительно ускорения jP* и натяжения Т  троса, найдем
- Щ г р  __ tn\ГП%

1  ~ 1 м. 8* **« 1 m о*
n i l  I ^*8 ЛЦ Т  ^*1

Из этого решения видно, что правый груз движется равноускоренно вниз, если 
Щ  >  и вверх, если m, <  mt . При т ,  =  т »  оба груза находятся в покое или 
движутся равномерно (это зависит от начальных условий). Отметим, что натяжение 
троса при mj щ  не равно силе тяжести соответствующего груза.
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В качестве второго примера на составление дифференциальных 
уравнений движения материальной системы рассмотрим следующую 
вадачу. Д ве свободные материальные точки М{ и М г с  массами тх 
и т2 соответственно движутся под действием сил ньютоновского 
притяж ения. Определить закон движения системы.

В небесной механике и теории движения искусственных спутни
ков Земли эта задача является одной из основных (она называется 
задачей двух тел). В главе IV решалась аналогичная задача в пред
положении, что тело, обладающее большей массой, неподвижно 
(в теории движения больших планет — это Солнце, в теории движе
ния искусственных спутников — небесное тело, вокруг которого 
движется искусственный спутник).

Введем инерциальную систему отсчета Охуг н обозначим через ri 
и г* радиусы-векторы соответствующих точек, а через г — радиус- 
вектор точки M f  относительно М х. Из 
рис. 7 .5 видно, что

Г =  г.г —  г,. (7.9)

По закону всемирного тяготения 
имеем

— Ft — f  , (7.10)

где /  —  гравитационная постоянная.
Направление силы Fi определяется единичным вектором г/г, 

а  силы Ft  — единичным вектором —г/г (обе силы направлены  по 
одной прямой в противоположные стороны).

Дифференциальные уравнения движения в векторной форме (7.7) 
для рассматриваемой системы будут таковы:

1 d t1 ' r‘ г > «•* * .  —  '  г* г ’

где вектор г определен равенством (7.9), а г — |г |. Умножим первое 
уравнение (7.11) на /я*, а второе на тх и после этого вычтем почленно 
из второго уравнения первое:

т . т  d3r> \  f +  m2) г
l h  \  dt2 dt* ) --------1 -----------------------T ’

или, сокращ ая на mx и преобразовывая левую часть,

^  ~  Г,) =  — /  ^  {т'г +  ^  у  .

§ 7 .5 . Задача двух тел

Учтем теперь равенство (7.9):

” » -£ •  =  ~ / М ' / т2)г .  (7-12)
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И з этого уравнения видно, что материальная точка М* движется 
относительно точки /И, как относительно неподвижного центра, 
масса которого равна не ти  а А! =  тх +  тг- Следовательно, пре
небрежение движением точки большей массы вносит в расчеты 
погрешность, относительное значение которой определяется ра
венством

__ AI — mt _
ГП\ Ш}

Если т% — масса искусственного спутника, а /п, — масса Земли, 
то относительную погрешность е можно только вычислить, но не 
измерить (так как  мы не располагаем столь чувствительными при
борами). Если же /яа — масса планеты, а тх — масса Солнца, то 
погрешность для. Земли равна 0,000003, а для Ю питера (самой боль
шой планеты Солнечной системы) — 0,001.

Перейдем теперь к исследованию движения двух тел относи
тельно их центра масс. Д ля  этого прежде всего покажем, что центр 
масс С рассматриваемой системы находится в покое или движется 
равномерно и прямолинейно. Действительно, сложив почленно оба 
уравнения (7.11), получим

„  d‘r, . n
1 di* ‘ 2 d/a

или, интегрируя,
т х ~ - \ - т 2- ^ -  =  МЛ, (7.13)

где А — произвольный постоянный вектор (скалярный множитель 
М  =  mi +  от* введен для удобства).

Воспользуемся формулой (7.2) и найдем радиус-вектор центра 
масс системы

гс = т й - ( 'п1г1 +  'лаг2).

Дифференцируя по времени, получим скорость vc центра масс Cl

* С  1 /  d t i  . rfr2 N 
с ~  d t  ~  М  \  1 d t  d t  ) '

Сравнивая с первым интегралом уравнения (7.13), найдем
vc =  А.

Пусть при < =  0 vc =  voc. Тогда последнее равенство примет вид
VC =* V0C,

т. е. центр масс находится в покое (если в начальный момент vc — 0) 
или движется равномерно и прямолинейно (если в начальный момент
vc Ф  0) *).

*) Установленное здесь свойство центра масс в задаче двух тел является ча*- 
стным случаем теоремы о движении центра масс материальной системы см. § 8.4 
следующей главы.
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Очевидно, что центр масс С рассматриваемых точек М х и М% 
находится на прямой, соединяющей эти точки (рис. 7.6). Будем те
перь откладывать радиусы-векторы гх и г2 точек М х и М г от точки С. 
Тогда дифференциальные уравнения движения (7.11) примут вид

ту
т :т г

dt* ( 'l +  гг)г г, Ш,
С/®г.

“53 ('Ч +  '’г (7.14)

Центр масс делит расстояние между точками М х и М г на части, 
обратно пропорциональные массам:

/ I .
г%

ГПо
mi

М Г У ,

Рис. 7.6

Составим из этой пропорции две производные пропорции: 

Отсюда

Т\ _ гог г| -f  г ,_ mt -f- т,
7Х + г, ~  т, + m, ’ г, ~  mt

г I .  _  т 1 +  т 2 _ .  I .  ffl! +  т ,  ,  
I • ,  —’ Ш. Г1. > 4 + ^  =  — =Г—Ш, «1

Внесем эти равенства в дифференциальные уравнения движ е
ния (7.14):

агГ!
<«•

mj
(mi +  т ,)г /•{ гх /П, rf«rs

•* dF"
mj mimt r,

(mj +  m,)1 rj r* ‘
(7.15)

Из этих уравнений видно, что движение каж дой точки относи
тельно их центра масс происходит как движение вокруг неподвиж
ного притягивающего центра с массой у,- для первой точки

и — для ВТ0Р0Й- При соответствующих начальных условиях
обе точки движутся по эллипсам, имеющим общий фокус С, совпа
дающий с центром масс системы (рис. 7.7). В частности, траектория 
планеты представляет эллипс, фокус которого совпадает не с центром 
Солнца, а с центром масс системы Солнце — планета (влиянием 
других небесных тел пренебрегаем). Эта точка отстоит от центра 
Солнца на небольшом расстоянии, которым в первом приближении 
можно пренебречь.
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§ 7 .6 . Общне замечания

Н а первый взгляд может показаться, что изучение движения 
материальной системы можно свести к составлению и анализу диф
ференциальных уравнений (7.7) или (7.8). В принципе эта точка 
зрения справедлива, но практически реализовать такой путь иссле
дования удается только для систем, состоящих из небольшого числа 
материальных точек (свободных или имеющих сравнительно простые 
связи, как  это имело место в рассмотренных примерах). Сложность 
использования дифференциальных уравнений движения (7.7) или 
(7.8) состоит прежде всего в том, что, как  правило, мы не знаем 
аналитического выражения внутренних сил и реакций связей.

В теоретической механике разработаны методы, которые поз
воляют обойти основные трудности, возникающие при использова
нии дифференциальных уравнений движения материальной системы 
в форме (7.7) и (7.8). С этой целью прежде всего вводятся некоторые 
Е е к т о р н ы е  и скалярны е величины, характеризующие в какой-то 
степени движение всей материальной системы (так называемые 
меры движения). К ним относятся вектор количества и вектор мо
мента количеств движения, а такж е кинетическая энергия мате
риальной системы. Зн ая характер изменения этих величин, можно 
составить частичное, а иногда и полное представление о движении 
материальной системы.

Г л а в а  VIII

ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЯ
М АТЕРИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

§ 8 . 1 .  Количество движения материальной системы

В конце предыдущей главы было отмечено, что о движении мате
риальной системы можно составить частичное, а иногда и полное 
представление по характеру изменения некоторых векторных или 
схалярных величин, называемых мерами движения. В качестве пер
вой такой меры мы рассмотрим вектор количества движения мате
риальной системы.

Количеством движения материальной точки называется, как 
известно, векторная величина, равная произведению массы точки т 
на ее скорость v , т . е. вектор тх. Количеством движения материа.1»- 
ной системы называется вектор Q, равный сумме количеств движения 
(главный вектор количеств движения) точек, входящих в систему:

Q = £ / h*v*. (8 .1 )

Т ак  как  xh — г*, где г* — радиус-вектор А-й точки, прове
денный из начала инерциальной системы отсчета, то равенство



(8.1) можно преобразовать следующим образом (массы точек по
стоянны):

*=| *=1

П ользуясь выражением (7.2), сумму, стоящую под знаком произ
водной, заменим произведением М гс , где М  — масса всей системы, 
а гс — радиус-вектор центра масс:

Q =  -^- (Мтс), или Q —

П роизводная d r jd t  есть скорость vc центра масс системы. Окон
чательно имеем

Q =  Mvc, (8.2)
т. е. количество движения материальной системы равно массе всей 
системы, умноженной на скорость ее центра 
инерции.

Равенство (8.2) можно прочитать такж е 
следующим образом: количество движения 
материальной системы равно количеству 
движения ее центра масс, если сосредоточить 
в кем массу всей системы.

Задача 8 . ! .  Однородный полый цилиндр массы 
т  =  20 кг катится без скольжения по горизонталь
ной плоскости со скоростью о =  2 м/с (конечно, это 
скорость центра цилиндра; рис. 8.1). Определить ко- Рис. 8.1
личество движения цилиндра.

Количества движения отдельных точен цилиндра имеют различные направле
ния. Их главный вектор Q (количество движения всего цилиндра) совпадает по 
направлению со скоростью центра масс С цилиндра, а его модуль определяется 
равенством Q =  mvc =  40 кг-м/с =  40 Н е .

Вектор количества движения Q может быть задан своими проек
циями, выражения для которых непосредственно следуют из формул
(8.1) и (8.2) и теоремы о проекции суммы векторов:

П
Q* =  S  mhVkx =  MvCx, k=l

ft
Qy =  Ti mkvky =  MvCy, (8.3)

k—l
П

Q , =  S  mkvh2 =  M vCz. 
k=i

Кроме инерциальной системы отсчета О у Х ^ ^ ,  построим посту
пательно перемещающуюся систему координат С х ^ у ^ ,  начало кото
рой совпадает с центром масс С (рис. 8.2). Теперь движение каждой
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материальной точки можно рассматривать как сложное движение: 
переносное вместе с осями С а д 8ге и движение относительно этих осей. 
Поэтому количество движения можно представить как  сумму коли-

Таким образом, количество движения материальной системы 
кервктеризует ее поступательное движение вместе с центром масс.

§ 8.2. Теорема об изменении количества движения
материальной системы

Теорема. Производная по времени вектора количества движения 
системы материальных точек равна главному вектору всех внешних 
сил, действующих на систему.

Д л я  доказательства теоремы перепишем дифференциальные урав
нения движения (7.7) материальной системы в следующей форме:

П ервая сумма, стоящ ая в правой части равенства, равна главному 
вектору F' всех внешних сил, а последняя сумма по первому свойству 
внутренних сил равна нулю (см. формулу (7.5)). После преобразо
ваний левой части получим

честв переносного и относительного дви
жения

Т ак как  в относительном движе-
#  нии vCr =  0 (центр масс системы С сов- 

.  падает с началом координат подвижной

Рнс. 8.2

Л  системы отсчета Сх^угг^ , то согласно фор
муле (8.2) (К =  0 и, следовательно,

О. — (Xе.

i ......... (8.4)

и сложим почленно все уравнения:
» п п

или, учитывая равенство (8. 1),

(8.5)

что доказывает теорему.
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В проекциях на неподвижные оси декартовых координат вектор
ное равенство (8.5) эквивалентно трем скалярным:

=  ^ Г  =  У‘. ^ T  =  Z t- (8-6)

Из этой теоремы вытекает несколько следствий.
1. Внутренние силы непосредственно не влияют на изменение 

количества движения материальной системы (они могут оказать 
косвенное влияние через внешние силы; см. окончание § 7.2).

2 . Если главный вектор всех внешних сил, действующих на си
стему, равен нулю, то вектор количества движения материальной 
системы остается постоянным по величине и направлению.

Действительно, по условию F* ■= 0. Тогда из равенства (8.5) 
будем иметь

<и и*

Отсюда
Q — Q0 =  const, (8.7)

где Q„ —  начальное значение вектора Q.
3. Если проекция главного вектора всех внешних сил, приложенных 

к  системе, на некоторую неподвижную ось равна нулю, то проекция 
количества движения материальной системы на ату ось остается 
постоянной.

Пусть проекция главного вектора всех внешних сил на ось х  
равна нулю: Х ‘ — 0. Тогда из первого равенства (8.6) будем иметь

т = ° -

Отсюда

Qx =  Qox =  const. (8.8)
где — начальное значение проекции Qx.

Первые интегралы (8.7) и (8.8), определяющие второе и третье 
следствия, называются законами сохранения количества движения 
материальной системы.

П ользуясь введенным ранее понятием импульса силы, преобра
зуем равенство (8.5). Д л я  этого умножим обе части на dt и про
интегрируем в пределах от t0 до t:

Jd Q  =  \ f ' d t ,

ИЛИ
/

Q (0 -Q (4 > )  =  jF '< tf . 
t,
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Обозначим количество движения материальной системы в момент 
времени t через Q, а в момент t0 — через Q„, и воспользуемся выра
жением (3.3) для импульса силы. Тогда окончательно получим

Q — Qo — S ', (8.9)

где S* =  2  S* — главный вектор импульсов всех внешних сил.
Таким образом, приходим к  теореме об изменении количества 

движения материальной системы в интегральной форме (теорема 
импульсов): изменение количества движения материальной системы 
ва промежуток времени U0. t)  равно главному вектору импульсов 
всех внешних сил, приложенных к  системе, за тот оке промежуток 
времени.

Векторное уравнение (8.9) эквивалентно трем скалярны м  равен* 
ствам в проекциях на оси инерциальной системы координат:

Qx —  Qox —  Qy —  Qoy —  Sy' (8.10)
В этих формулах 5*, S ‘y и S t  — проекции главного вектора 

импульсов всех внешних сил на оси координат, a Qx, Qy, Qt и Q0x, 
Qov» Qoi —  значения проекций количества движения материальной 
системы в момент времени t и t0.

Теорема импульсов широко применяется в теории удара.

§ 8 .3 . Теорема о движении центра масс

Внесем в равенство (8.5) выражение для количества движения 
материальной системы (8.2):

± ( M v c) =  F‘

или, учиты вая, что масса системы постоянна, получим

(8 . 11)

Это равенство по виду совпадает со вторым законом Ньютона, 
записанным для точки с массой М л  ускорением wc =  d \cldt, к ко
торой приложена сила F*. Равенство (8.11) представляет мате
матическую запись теоремы о движении центра масс: центр масс 
материальной системы движется как материальная тонка, в которой 
сосредоточена вся масса системы и к которой приложены все внешние 
силы, действующие на систему.

Напомним, что Ff — главный вектор всех внешних сил, при
ложенных к системе.

Векторное равенство (8.11) эквивалентно трем скалярным:

М ^  =  Х ‘, М - j 11- =  V е, (8.12)

Здесь предполагается, что оси декартовых координат неподвижны.
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Необходимо помнить, что центр масс представляет геометриче
скую точку (см. рис. 8.1). Кроме того, внешние силы фактически 
приложены не к центру масс, а к точкам системы. Вместе с тем эта 
геометрическая точка при движении системы перемещается по за
кону, определенному приведенной теоремой.

Из этой теоремы вытекает несколько следствий.
1 . Одними внутренними силами нельзя изменить характер 

движения центра масс системы. Внутренние силы могут оказать 
косвенное влияние на движение центра масс только через внешние 
силы.

2. Если- главный вектор всех внешних сил, действующих на си
стему, равен нулю, то центр масс материальной системы находится 
в покое или движется разномерно и прямолинейно.

Действительно, если F* =  0, то из равенства (8.11) будем иметь

Сокращ ая на М  и интегрируя, получим

где voc — начальная скорость центра масс.
3. Если проекция главного вектора всех внешних сил системы 

на некоторую неподвижную ось равна нулю, то проекция скорости 
центра масс системы на эту ось не изменяется.

В самом деле, если X е — 0, то из первого уравнения (8.12) найдем

4. Пара сил, приложенная к твердому телу, не может изменить 
движение его центра масс (она может вызвать только вращение
т е м ) .

Рассмотрим примеры, иллюстрирующие закон движения центра
масс.

Пример 1. Движение с помощью сил трения. Н а человека, стоя
щего на горизонтальном полу, действуют две внешние силы: сила 
тяжести G и нормальная реакция пола N. Д л я  движения в гори
зонтальном направлении (перемещения центра масс человека) этих 
сил недостаточно. В начале движения при перемещении одной ноги 
Елеред за  счет мускульных усилий вторая нога стремится пере
меститься назад, так  как  центр масс человека должен остаться в по
кое. В результате этого между подошвой второй ноги и полом воз
никает сила трения, направленная вперед (см. рис. 7.2). Эта сила 
трения является движущ ей для человека. Если пол будет абсо
лютно гладким, то одними мускульными усилиями человек не смо- 
жет перемещаться.

vc =  Vqc =  const, (8.13)

Отсюда
vCx — const. (8.14)
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Точно так  ж е движение автомобиля по горизонгальной дороге 
осущ ествляется с помощью внешних сил трения сколь жения, кото
рые возникают между полотном дороги и ведущими колесами авто
мобиля (см. рис. 7.1). Эти внешние силы трения возникают за  счет 
внутренних сил, создающих вращающий момент на оси ведущих 
кслес, и наличия шероховатой связи (дороги). Если полотно дороги 
достаточно гладкое (например, при гололеде), то даж е при большом 
вращающем моменте, создаваемом внутренними силами, автомобиль 
не сможет начать движение.

Спортсмен, опускаясь на парашюте, может управлять движением 
центра масс своего тела, в частности, при известном опыте ок может 
приземлиться в заданном круге. Осуществляется это управление 
sa счет изменения внешних сил сопротивления воздуха. Это дости
гается подтягиванием с помощью мускульных усилий (внутренних 
сил) строп парашюта.

Пример 2„ Движение тел Солнечной системы а неподвижной си
стеме координат. Пренебрегая притяжением далеких звезд, нашу 
Солнечную систему можно считать изолированной, т. е. считать, что 
на тела Солнечной системы действуют только внутренние силы. 
По второму следствию теоремы о движении центра масс центр масс 
Солнечной системы, расположенный вблизи центра Солнца, нахо
дится в покое или двигается прямолинейно и равномерно. Наблюде
ния показывают, что он перемещается со скоростью 20 км/с к неко
торой точке небесной сферы, расположенной вблизи звезды Веги 
и называемой апексом. Таким образом, движение планет Солнечной 
системы является сложным: их траектории относительно системы

отсчета, связанной с центром масс Солнечной системы, —  эллипсы 
(если пренебречь силами взаимного тяготения планет), а  траектории 
относительно далеких звезд — пространственныеэллиптические спи
рали.

Пример 3. Движение искусственного спутника Земли при выходе 
из его кабины космонавта. Пусть центр масс С всей системы 
(искусственного спутника Земли вместе с находящимися в нем кос
монавтами) движется под действием сил тяготения Земли по не
которой траектории LL ' (рис. 8 .3 , положение /) . При выходе 
космонавта из кабины спутника их общий центр масс будет пере
мещаться с той ж е скоростью и по той же траектории (так как  внеш
ние силы не изменились), но спутник и космонавт разойдутся по
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разные стороны ст нее (см. рис. 8.3, положение II).  Когда космонавт 
созвратияся в кабину спутника, последний перейдет на прежнюю 
траекторию (положение / / / ) .  Конечно, эти явления будут проис
ходить только в тем случае, если космонавт не пользуется микро- 
регктивными двигателями.

§ 8 .4 . Теорема Эйлера

Дифференциальная форма теоремы об изменения количества дви
ж ения материальной системы имеет важные и интересные приложе
ния в механике сплошной среды. Рассмотрим одно, самое простое, 
но очень интересное приложение *).

Пусть некоторая сплошная среда (жидкость, газ) движется внутри 
трубы переменного сечения. Выделим часть трубы объемом w 
(рис. 8.4). Будем считать, что этот объем 
ограничен боковой поверхностью трубы и 
двумя ее поперечными сечениями ах и а2, 
причем 01 и ст* означают одновременно и 
площади поперечных сечений (см. рис. 8.4).
Обозначим через Vj, v , и v средние скорости 
частиц среды, протекающих соответственно 
через сечения at, с а и некоторое среднее се
чение о. Тогда в единицу-времени через се
чение будет протекать масса жидкости, 
равная а через сечения о2 и о —
массы р2о2у* и pau, где рх, ра и р — плотность Рис. 8.4
среды в соответствующих сечениях.

Будем считать, что движение среды установившееся. Это озна
чает, что скорости отдельных частиц среды н ее плотность в каждом 
сечении не изменяются с течением времени t. В этом предположении 
(око является основным) через каждое сечение в единицу времени 
будут протекать равные количества массы среды, т. е.

М 0 =  PiOitij =  pjCTjOj =  pay, (8.15)
где через М с обозначена секундная масса —* масса среды, протека
ющей через любое сечение трубы в единицу времени. Размерность 
секундной массы в системе СИ равна к г - с '1, а в технической си
стеме — к г с м - 1 с :

Перейдем теперь к  вычислению изменения количества движения 
среды, заполняющей объем w. Пусть г. момент времени t рассматри
ваемая среда занимала объем w, заключенный между сечениями о, 
и <та, а в момент времени t  +  dt эта ж е масса среды занимает объем, 
о г р а н и ч е н н ы й  сечениями v{ и с'2 (см. рис. 8.4). Тогда изменение

*) Доказательство будет вестись в упрощающих предположениях (см., на
пример, С е д о в  Л. И. Механика сплошной среды.— М.: Наука, 1983, 1984; Л о й- 
ц я н с к и й Л. Г. Механика жидкости и газа. — М.: Наука, 1978.
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количества движения рассматриваемой массы среды произойдет 
только за  счет потери количества движения в объеме между сече
ниями oi и а[ и возрастания количества движения в объеме между 
сечениями аг и 0$.

Т ак как  при установившемся движении в единицу времени через 
сечения и о8 проходят одинаковые массы, равные М в, то за  время dt 
через эти сечения пройдут массы М 0 dt. Их количества движения 
будут М с dt v , и М 0 dt уг, а изменение количества движения dQ рас
сматриваемой массы среды за  то ж е время определится равенством

dQ =  M 0d tv t — M Ddt vx.
Отсюда

— • =  Mcvt  — Mcvlt (8.16)

В этом равенстве произведения M cvt и Afcv2 называются секундными 
количествами движения среды в сечениях а, и а,.

Внешние силы, действующие на среду, можно разбить на две 
категории:

1) силы массовые, или объемные, т. е. такие, которые действуют 
на каж дую  частицу рассматриваемой среды независимо от того, 
находятся ли эти частицы внутри выделенного объема или на его 
поверхности;

2) силы поверхностные — силы, действующие только на частицы, 
леж ащ ие на поверхности объема.

К массовым силам относятся прежде всего силы тяж ести. По
верхностные силы — это силы давления стенок на среду, силы 
трения выделенного объема среды о стенки и т. п.

Обозначим через Foe главный вектор всех внешних объемных 
сил, а через FU0B — главный вектор всех внешних поверхностных 
сил. Тогда, применяя к рассматриваемой массе среды теорему об 
изменении количества движения материальной системы в ее диф
ференциальной форме (8.5), получим

^ 0 __ р  I р
*об I г пов»

или, пользуясь соотношением (8.16) и перенося все члены в одну 
сторону,

F„6 +  F noB +  A*cv, -  M cv, =  0. (3.17)

Эго равенство представляет математическую запись теоремы 
Э йлера, которую можно прочитать следующим образом: сумма 
главных векторов объемных и поверхностных сил, а также секундных 
количеств движения среды, протекающей через два поперечных сечения 
трубы, равна нулю, если векторы секундных количеств движения 
направить внутрь выделенного сечениями объема.
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В проекциях на неподвижные оси декартовых координат вектор
ное равенство (8.17) дает

* 0 6  4" ^пов  4" M fVi, — M CV2z —  О,
^ое 4* ^пов 4* M cvlv — М сх1щ =  0, (8.18)
2 06 4" ^пов 4" M tvu  — M Qau  =  0.

§ 8 .5 . Задачи

Задача 8.2. На корме находящейся в покое баржи установлен автомобиль. 
В некоторый m o m c :i t  времени автомобиль начал перемещаться по палубе, напра
вляясь к носу баржи. Пренебрегая сопротивлением воды движению баржи, опре
делить ее скорость v в зависимости от скорости автомобиля и относительно баржи 
(учет сил сопротивления будет дан в следующей задаче 8.3). Масса баржи равна 
nij, а масса автомобиля т 2.

Рассмотрим систему, состоящую из баржи и автомобиля. В условиях задачи 
внешними силами, действующими на систему, будут вертикальные силы тяжести тjg, 
m jg и архимедова сила G (рис.8.5). Проекция 
этит сил на горизонтальную ось х равна г ц  AG
нулю, и, следовательно, проекция колнче- — I---------------- у
ства движения всей системы на эту ось со- \ у пг9 ^
храняет постоянное зкаченне, равное началь- - — ч  ^  д
ному: ----------- - ------  - ±~

Qx =  Qx о =  const. T/”'3
Количество движения баржи равно Рис. 8.5

m,v, а количество движения автомобиля
тг (u +  v) (при вычислении нужно иметь в виду, что количество движения опре
деляется для абсолютных скоростей). Считая, что баржа движется в сторону, проти
воположную автомобилю (рнс. 8.5), найдем проекцию количества движения всей
системы на ось дт:

Qx  =» —mjU +  m , (ц — и). (8.19)

Будем отсчитывать время с начала движения автомобиля. Тогда при t =  О 
и =  О, II =  0. Внося эти значения для и и v в выражение для <?*, получим <?*,, =  0.

Учитывая, что проекция на ось х  количества движения системы не меняется, 
будем иметь

—mtv +  mt (и — v) =  0.
Отсюда найдем скорость движения баржи о как функцию скорости автомобиля

т, +  т2 (8 . 20)

Так ках полученное выражение для скорости о положительно, то сделанное 
предположение о том, что баржа движется в сторону, противоположную движению 
£ мтомобиля, является верным.

Из формулы (8.20) видно, что в условиях задачи (отсутствие сил сопротивления) 
скорость баржи v прямо пропорциональна относительной скорости автомобиля и. 
В частности, в момент остановки автомобиля остановится и баржа. При отсутствии 
сил сопротивления эта остановка баржи должна произойти в результате динами
ческого эффекта, вызванного взаимодействием внутренних сил между баржей и авто
мобилем. Заметим, что за все время движения количество движения системы не 
изменяется, а происходит перераспределение скоростей тел, входящих в систему.

В заключение этого примера отметим, что сделанное предположение об отсут
ствии сил сопротивления движению несущего тела (баржи) является, конечно, иде-
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аливированным и на практике, за исключением аналогичной ситуации в космосе 
(см. § 9.8), оно не оправдано. Поэтому формула (8,20) еправедлива только при сде
ланных предположениях и в реальных аемных условиях она дает весьма приближен
ное решение, которым не всегда можно пользоваться. В частности, вывод, что баржа 
остановится одновременно с прекращением движения автомобиля, не подтверждается 
наблюдениями — после остановки автомобиля баржа, изменив предварительно 
направление движения на противоположное, будет продолжать движение в сторону 
перемещения автомобиля. Это явление, вызываемое взаимодействием внутренних сил 
системы о внешними силами сопротивления, будет разобрано в следующей задаче.

Задача 8,3. В условиях предыдущей задачи определить скорость движения 
баржи, считая, что при ее движении возникает сила сопротивления, пропорциональ
ная первой степени скорости, а автомобиль перемещается относительно баржи по

Риз, 8.8

закону, график которого изображен на рис, 8.6, б (а начальном промежутке э р е -  
пени 0 <  i '  автомо&иь двшкется равноускоренно, затем в промежутке I,
4.; t !а разиоигрио и, наконец, на третьем этапе / г ^  Т  разнозамгдленко).

В отличне от предыдущей гадачи, теперь, кроме внешних вертикальных сил 
тяжести mjg, tntg и архимедовой силы О, приложенных к системе, на 6apxty дей
ствует еще одна ькешняя сила — сила сопротивления F == uv, где а  — коэффициент 
пропорциональности. Эта сила направлена в сторону, противоположную скорости 
Саржи v (рис. 8.6, в). Проекция количества движе.чия систеиы на ось х  была опре- 
дэленр в предыдущей задаче — см. формулу (8.59);

Q* =* — (<Л( -f- m t ) v  +  m t u.

Внося ато выражение для Qx  в первое уравнение (8,6) и учитывая значение силы 
сопротивления Р, получим

— (mL +  mt ) +  шг =  оо,

do
dt +  fc/- / (< ) . (8. 21)

В этом уравнении коэффициент k и функция f  (I) определены равенствами 
« , Щ duк* /(<)■mi +  m4 * ' K’'  mj m, dt

Учитывая, что автомобиль движется относительно баржи сначала равноуско
ренно (й =  const >  0), ватем равномерно (а =* 0) и, наконец, равнозамедленно 
(й =■ const <  0), получим

а, 0 <  t <  It,
0,

—a, tt <  t <  T,
0, 1>Г,

/ < 0  = (3,2?)
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где положительное число о пропорционально ускорению автомобиля на первом ин
тервале 0 <  / времени его движения:

а ____ S i____—  гш — Ез_______ ____ 2! i _  ,е  ft /я 23)
“  па +  т, dt пц +  тг ti  mi +  тг в р

(«начение и0 и угла р видно на рис. 8.6, б). Для простоты мы считаем, что время 
разгона автомобиля (г равно времени его торможения Т  — ta:

h  =  Т  -  h .  (8.24)
Поэтому на третьем этапе f  (t) =  —а.

Для первого промежутка времени 0 <  / <  <j уравнение движения (8.21) со
гласно (3.22) примет вид

~ ~  - f  kv — а. (8.25)

Эго лииейиое неоднородное дифференциальное уравнение первого порядка 
с постоянными коэффициентами решается очень легко, и его общее решение можно 
записать в следующей форме:

v — C ie~kt - f  a/k  (0 < < < < , )  (8.26)

(читателю полезно самостоятельно получить это решение).
Произвольную постоянную интегрирования Ct найдем из начальных условий! 

в начале движение при t — 0 скорость баржи и — 0. Подставим эти значения для t 
н о в  общее решение (8.28): 0 =  С, +  а/k. Отсюда С, =  —а/к. Внеся это значение 
для Ci в (8 26), получим скорость баржи ка первом интервале времени

в =  - ~ ( 1 - е - * ' )  (0 < < < < , ) .  (8.27)

В конце этого промежутка времени скорость барж и будет

t,, = -Я-(1 _<>-**•). (8.28)

На участке равномерного движения автомобиля дифференциальное уравнение 
(8.21) на основании равенства (8 .22) примет вид

dv
• £ - + * , - о.

Общее решение этого уравнения запишем в следующей форме *):

v =  CS£-* <'-'■> (/1 < < < < ,). (8.29)
Постоянную интегрирования С, найдем из условия: при / =  tx t> =  о,-. После 

подстановки получим С8 =  Следовательно, на втором интервале времени скорость 
баржи изменяется по закону

v =  Vle~ k - (< ,< /£ S < s), (8.30)
где Pj определено равенством (8.28).

В конце этого периода скорость баржи будет

fa =  (8.31)

*) Эта форма решения совпадает по существу с решением (8.26) уравнения 
(8.25) при а =  0. Действительно, решение (8.29) можно записать так: v ~
=  Се~к1, что совпадает с (8.26) при а =  0 (С =  Сггк‘1 — новая постоянная).



На третьей интервале времени (участок торможения автомобиля) дифферен
циальное уравнение (8 .21) принимает вид

- J j - + f a - - e  (< ,< < < Г ).

Его общее решение запишем в следующей форме:

v =  Cje—* <'-'■> -  -j-  (<2 <  < <  Г).

Произвольную постоянную Cs найдем из условия: при / =  t t  v =  о,. После под
становки получим С8 =  t»a +  o/fr. Следовательно, на третьем интервале временя 
скорость баржи изменяется по закону

v •= ( у .  +  -£ -)  с " "  <'-'»> -  у  (/, <  < <  Г). (8.32)

Скорость баржи в конце этого периода (при остановке автомобиля) будет

Внесем в это равенство значение и, из (8.31), затем учтем значение р, из (8.28) 
и примем во внимание равенство (8.24). После элементарных преобразований по
лучим

v, «= —01 (1 — *-* '•)•  (8.33)
Из этого выражения видно, что cfe <  0. Это означает, что на участке торможения 

автомобиля баржа изменяет направление движения на противоположное и начинает 
двигаться в сторону движения автомобиля, причем в момент остановки автомобиля 
баржа не останавливается, а продолжает движение. Момент времени t3, когда баржа 
изменяет направление движения, можно найти вз равенства (8.32), положив в нем 
( = ( | И В = 0 :

° - ( -  +  т )
Отсюда <3 =  1г - f  - i-  In

Перейдгм к определению закона изменения скорости баржи после остановки 
автомобиля (! >  Т). Уравнение (8.21) при t  >  Т  принимает вид

A  +  =  0 (<>Г).

В общем решении этого уравнения

о ~  С4е“ * <<- г » (< > Г )
произвольную постоянную интегрирования Cj найдем из условия: при t  =  7" v =  а*
Следовательно, С4 =  ч8, и скорость бзржн будет изменяться по закону

o = c v r * (' - r )  ( * > Г ) .  (8.34)
На рис. 8.7 по равенствам (8.27), (8.30), (8.32) и (8.34) построен график закона 

изменения скорости баржн о =  v (I) (на графике учтено, что за положительное на 
правление движения баржи принято направление, противоположное направлению 
движения автомобиля).

Рассмотрим теперь случай, когда промежуток времени tt =  Т  — I ,  очень мал 
и его практически- можно считать равным нулю (автомобиль за пренебрежимо малый 
промежуток времени набирает скорость и =  и* и так же быстро останавливается— 
рис. 8.8, в).

402 ТЕОРЕМА ОБ ИЗМ ЕНЕНИИ КОЛИЧЕСТВА Д В И Ж ЕН И Я  ЕГЛ. V l l t



|  8 . 5 ] ВАДЛЧИ 403

Воспользуемся равенством (8.23) н подставим в него значение а нэ (8.23):

«1 =
тг н, 1 ■

При / j —>• 0 имеется неопределенность вида 0 : 0. Д ля раскрытия ее вослоль- 
вусмси правилом Лолиталя:

)im Vi — -------р - ------— lim ------77-г ;--------<,-*о mi +  m3 k о (ч)(m i +  т3 k  *,-.0 

Таким образом, при tx

тг 
m i +  т г и0.

О будем иметь 
т,Vi = ■ ■ U q - (8.35)

mi 4- тг
После набора автомобилем этой скорости баржа будет двигаться по зако

ну (8.30), если положить в нем ix =  0:
V =  (О <  / <  Г). (8.36)

Скорость баржи перед началом торможе
ния автомобиля определяется равенством

р, =  v1e~ kT. (8.37)
Скорость движения баржи в конце торможе

ния автомобиля найдем из равенства (8.33) 
при / ,  =  Т :

t’a =  —Pi О — е~ЬТ) =  Pj — 
где и, и и,определены равенством (8.35) и (8.37).

График скорости баржи при tl — Т  —1%—* 0 
показан на рис. 8.8, б.

Явления, описанные в атом примере, читатель может наблюдать самостоятельно; 
при переходе человека с кормы лодки к ее носовой части (или наоборот) лодиа 
сначала начнет двигаться в сторону кормы, а затем при остановке человека движение 
лодки будет происходить в обратном направлении.

Рис. 8.7

а) и
и=и0 6) V

л

_____ Vt
О 1 t 0 т 1 у

%
Рис. 8.8

В заключение этого примера отметим, что качественная сторона закона изме
нения скорости движения не зависит от сделанных предположений (7" — t t  =  fj, 
F  =  ар). Читатель может убедиться в этом самостоятельно, разобрав для примера 
случай, когда сила сопротивления воды пропорциональна не первой, а второй сте
пени скорости движения баржи (F  =  црг, где ц — коэффициент пропорциональности).

Задача 8.4. Груз массы т ,  =  3000 кг скользит вниз по наклонной эстакаде, 
свободно лежащей на земле; Масса эстакады tn2 =  2000 кг, коэффициент трении 
скольжения между грузом и эстакадой /  — 0,2, угол наклона а  =  30°. При каких 
условиях эстакада остается неподвижной?

Эстакада будет находиться в покое до тех пор, пока сила трения F между 8емлсЛ 
и эстакадой не достигнет своего предельного значения, равного f„N, где /„ — коэф-
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фнциент трения покоя, а N  — сила нормального давления. Для определения силы 
трения F и нормального давления N  рассмотрим систему, состоящую из груза 
и эстакады. На эту систему действуют следующие внешние силы: сила тяжести груза 
m,g, сила тяжести эстакады mjg, нормальная реакция земли N и сила трения между 
землей и эстакадой F (рис. 8.9, о).

Обозначим скорость движения груза через v. Очевидно, что скорость v напра
влена параллельно наклонной плоскости, и поэтому проекции количества движения 
груза, а следовательно, и всей системы (количество движения эстакады равно нулю, 
так как она находится в покое) на координатные оси х  и у  будут (рис. 8.9, а)

Qx  =  m,v  cos a , Qy — — m tv sin a.

Применим теперь теорему об изменении количества движения системы в диф
ференциальной форме и равенства (8.6). Пользуясь выражениями для Qx и Q„,

о помощью рис. 8.9, а получим
\и _
ij- cos а  =  F ,

sin а  =  — ним — n ig  +  N. 

найдем силу нормального

. dv .
m iB  +  « 18 —  - j j -  s s n  « •

Эстакада будет находиться в покое, 
если сила трения F не превышает своего 

Р|1С- предельного значения f0N, т. е. при
F < U N .

Из полученных соотношений найдем
dv - /  dv . \

mi cos a  <  lo tm ig + m i E — m , sm a  j  ,

dv
m i - г -  cos a  

to > ---------------—i dvmig +  mig — mt - j j -  sin a

.Д ля полного решения задачи необходимо определить ускорение dv/dl. Для 
этого рассмотрим движение одного груза (рис. 8.9, б). На груз действуют сила тя
жести m,g, нормальная составляющая реакции наклонной плоскости Ni и сила тре
ния Fj, по модулю равная /Л/,. Составим дифференциальные уравнения движения 
груза в проекциях на оси дг' и у'-.

dv
тх m ,g s in a — F\, 0 =  Nx — mig cos a .

Из второго уравнения найдем N1 *= mtg  cos а , следовательно, Ft «= IN t =  
=  f r ^ g  cos a . Внесем это выражение для F в первое уравнение и определим из него 
ускорение груза:

- ^ -  =  (sin a  — /co sct)g .

После подстановки в неравенство, определяющее f0, получим
, ^  т | (sin a  — f cos a) cos a
0 m2 -\- mi cos a  (cos a  - f  I  sin a )  *
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Этому условий? должен удовлетворять f0 — коэффициент трения покоя между 
вемлей и эстакадой, чтобы последняя не пришла в движение. В условиях примера 
(от, =  2000 кг, т ,  =  3000 кг, f  =  0,2 и а  =  30°) найдем /„ >  0,19.

В главе XV! мы решим эту задачу другим методом.
&сдачя р .5. Электромотор прикреплен с помощью четырех болтов к горизон

тальному основанию. В результате затяжки каждый болт создает вертикальную 
силу давления Р < — 12,5Н. Коэффициент трения покоя между мотором и основанием 
fc — 0,2. Определить величину бокового давления на болты, если ротор электро
мотора, имея небольшой эксцентриситет е =  0,5 мм, равномерно вращается с угло
вой скоростью <о =  50я рад/'c (л =  1500 об/мин). Сила тяжести статора Gt — 100 Н, 
сила тяжести ротора G =  30 Н (рнс. 8 .10). .

При вращении ротора центр тяжести его 
(точка С) будет описывать окружность, радиус 
которой равен эксцентриситету е. В результате 
этого корпус алехтромотора будет стремиться 
совершать горизонтальные колебания. Этому 
стремлению препятствуют болты и сила тре- 
кня м&жду электромотором и основанием (фун
даментом).

Обозначим через Гтр силу трения между 
основанием и статором мотора, через Fj — сум
марную горизонтальную составляющую силы 
давления болтов на статор мотора и через F — 
равнодействующую сил FIp и Ft . Так как по
следние направлены всегда в одну сторону, то р ис g |q  

F — ^тр  +  F i-
Нужно иметь в виду следующее: если сила трения FTp по модулю меньше своего 
предельного значения f 0N , где N  — значение нормального давления, то корпус 
мотора будет удерживаться в покое только за счет сил трения. В этом случае Fx =  0 
н F — F tр. Как только сила трения достигнет своего предельного значения, в ра
боту вступят болты, причем модуль силы Fj можно будет определить из последнего 
равенства

Fi ш> F —  FTp — F — ft N.

Таким образом, имеем

/o'V.
если
если

FHUN.
F>UN. (8.38)

Рассмотрим теперь систему, состоящую из статора и ротора. Количество дви
жения статора равно нулю (он неподвижен), а количество движения ротора равно 
(C/g) vc, где vc — скорость его центра тяжести С. Модуль скорости точки С равен 
£<i>, а проекции вектора vc  на оси х н у  будут (рис. 8. 10)

vCt *= еи> cos (о/, vCy =  —еа> sln tot.

Следовательно, проекции количества движения всей системы равны
G G 

Qx =  — еа> соей /, Qu = ------- «aslnw J.
S  g

Внешними силами для системы будут: сила тяжести статора G,, сила тяжести 
ротора G, четыре силы Р, затяжки болтов (их равнодействующую обозначим че
рез Р), нормальная составляющая реакции основания N, сила трения FTp и боковые 
составляющие давления болтов Ft (F — FTp +  Ft). Воспользуемся теоремой об 
изменении количества движения системы в дифференциальной форме и применим 
уравнения (8.6). Пользуясь полученными выражениями для Qx и Qt,, с помощью
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рис. 8.10 получим (рассматриваем первый полуоборот, в течение которого сила F 
будет ваправлена влево)

~  -mocos «  —F, —j- ^ — — е в 5 ) п в / |  =  N — P — 61 — Ot

или, выполняя дифференцирование и умножая первое уравнение на — I,
G G—  ей* sin со/ ■= F, — —  e<os cos <в/= /V — Р  — G, — О.
В 8

Найдем из второго уравнения силу нормального давления

JV =  /3 +  G1- f G -----— eco’ cos tot.
В

Будем считать, что N  всегда положительно, и введем в рассмотрение функцию

Ф (w/) =  F —  loN =  -^-есоа sin to t—■ f ,  ^ P  - f  Gj +  0 — ^ - « a ’ co sw /^  .

Отметим, что входящая в это выражение предельная сила трения покоя f ,N  
является величиной переменной (так как N  изменяется).

Учитывая соотношение (8.38), найдем (0 <  a t  <  я)
Г 0 , если Ф ( и / ) < 0,

1 ( Ф (со, t) ,  если Ф (tot) >  0.

Ф (tot) =  (sin tot +  / ,  cos tot) — ft  (P  +  Gj -J- G).

Преобразуем функцию Ф (tot):

Ф (tot) =  - j  

Воспользуемся равенством

/ .  =  *g Ф.
в котором ф — угол трения. Функцию Ф (tof) можно привести теперь к виду

Ф («Ю =  j  sin (со/ +  Ф) -  /о (Р  +  Сх +  0). (8.40)

Максимальное значение функции Ф (tot) достигается при sin (ш/ +  ф) =  1:

ФпИх =  | - ^ Г - / . ( Я  +  С1 +  С).

Если это выражение неположительно, то при любом значении угла tot функция 
Ф (tot) <  С. В этом случае сила трения не превосходит своего предельного значения 
и болты не оказывают давления на мотор (г**= 0). Эго имеет место при условии

eto‘ ^ - £ - ( P + G 1 +  G)s Шф. (8.41)

Если же неравенство (8.41) будет иметь обратный смысл, то при некотором tot =
— toti функция Ф (tot) обратится в нуль. Угол поворота со/j легко находится из 
уравнения Ф (a><i) — 0, или, после очевидных преобразований,

sin ф) == _ Я _ _  (/> G) sin ф. (8.42)

С момента времени /  =  /4 функция Ф (tot) начнет возрастать и сделается положи
тельной (/1 — наименьший корень уравнения (8.42)). С этого же момента болты нач
нут оказывать давление на мотор, равное F j «= Ф (со/).

При угле а/%, определяемом уравнением
(й/» +  ф =  я  — (to^ +  ф), (8-43)
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функция Ф (®0 опять сделается равной нулю, давление болтов прекратится, и мотор 
снова будет удерживаться одной силой трения. При ш/ >  я  характер распределения 
сил будет повторяться в обратном порядке,

В данном примере
еш* =  0,0005 (50л)* =  1,25л* м/с1,

-g- (Ci +  С +  Р) =  39,2 м/с», /о =  tg ф =  0,2,

$1пфг«0,1Э6, ф ж  0,198 (11°).
Условие (8.41) не выполняется и, следовательно, одной силы трения недоста

точно для удержания в горизонтальном положении мотора. Значение угла <о/( най
дем из уравнения (8.42):

s ln (о>/| +  ф) =  -y-£g~0,196 ~  0,64,

a ti  +  ф =  0,695 (40°), ш/, «  0,497 (29°).
Таким образом, при 0 <  а>1 <  щ !  мотор удерживается одной силой трения. 

Начиная с момента времени в работу вступают болты, действие которых прекра
щается в момент времени (г \ угол ш/2 определяется равенством (8.43):

со/, =  л  — <i)/t — 2ф =  2,247 (129°).
В промежутке a t ,  <  со/ <  со/2 суммарная сила давления болтов найдется из 

равенств (8.39) и (8.40):
Fi — 63 sin (o>f +  <р) — 40.

При о / >  со/, сила F, снова обращается в нуль. График проекции силы F, на 
ось х  изображен на рис. 8.11.

п

Рнс. 8.11

Максимальное давление, приходящееся на один болт (сила давления мотора 
на болты равна по модулю Ff и направлена в сторону, противоположную F,), равно 
5,75 Н, а при отсутствии трения (f0 — 0) оно составляет 15,75 Н. Следовательно, сила 
трения снимает в данной системе две трети всей нагрузки на болты и существенно 
облегчает условия их работы.

При большом эксцентриситете сила давления Fj, меняющая свое направление 
с каждым полуоборотом ротора (в нашем примере 3000 раз в минуту), может 
достигнуть величины, при которой болты будут сломаны.

Если увеличить затяжку болтов, т. е. увеличить силу Р, то можно создать такое 
нормальное давление N, при котором мотор будет удерживаться в горизонтальном 
положении одной силой трения и болты не будут испытывать горизонтальных давле
ний. Критическое значение для силы Р найдем из неравенства (8.41):

р - ^ 1 — — i ) o ~ o t.
\ ё  Sin ф /

В рассматриваемом примере будем иметь Р ^  170 Н. Следовательно, каждый 
болт нужно затянуть с силой 42,5 Н (напомним, что Р  — суммарная сила затяжки 
всех четырех болтов), т. е. затяжку болтов нужно увеличить в 3,4 раза.
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Задача 8.6. Горизонтальный участок трубопровода земснаряда имеет изогнутое 
под углом 90° колено. Определить динамическое давление Р  пульпы на изогнутую 
часть трубопровода, если его диаметр равен 60 см, удельный вес пульпы у  =
«= 12 кН/м3 и скорость ее течения в =  6 м/с.

Рассмотрим изогнутую часть трубопровода а обозначим через о , и о 3 площади 
поперечных сеченкй его в начале и конце изгиба, в через V, к va — векторы соот
ветствующих скоростей пульпы (рис. 8.12, в). Ось х  направим вдоль оси симметрии 
изогнутой части трубопровода, а ось у  — перпендикулярно к ней. По условию

задачи модули ч, — иа =  и, а век
торы V| и Vj составляют с осью х  
углы, равные 45°. Силы тяжести 
направлены вертикально, н их 
проекции на оси х и у  равны нулю 
(на рис. 8.12, а показан вид 
сверху). Обозначим через ХПов и 
У пев проекции главного вектора 
сил давления стенок трубопровода 
на пульпу и составим первые д м  
уравнения (8.18):
Хпов — ''* ■ с» cos 45° —

— M 0v cos 45° =  О, 
Y bob — sin 45° -f-

- f  M cv sin 45° =  0. 
Отсюда находим

Рис. 8.!2
I — V  2> У dob — 0-

Таким образом, главный вектор поверхностных сил направлен по оси * (это оче
видно из соображений симметрии). Сила добавочного динамического давления Р 
на трубопровод равна по модулю Х псв и направлена в противоположную сторону 
(рис. 8 .12,6):

Я =  (8.44)
По определению имеем (см. формулу (8.15)) М с =  pcv. Плотность пульпы р 

связана с ее удельным весом равенством р =  ylg, а площадь поперечного сечения 
трубопровода о =  nd-lA.

Внося выражения для М с, р и о в равенство (8.44), падучим

V_2?
4£

После подстановки численных значений у — 12 кН/ма, d =  0,6 м, v =  6' м/с, найдем 
динамическое давление пульпы на трубопровод: Р  =■ 17,7 кН.

Р  = ■ nd2»*.

Г л а в а  IX

ТЕОРЕМА ОБ ИЗМ ЕНЕНИИ МОМЕНТА КОЛИЧЕСТВ
ДВИ Ж ЕН И Я МАТЕРИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

§ 9 .1 . Момент количеств движения материальной системы

В предыдущей глапе было показано, что, исследуя вектор коли> 
чества движ ения материальной системы, можно составить представ
ление о ее поступательном движении. Вращ ательное движение 
м атериальной системы характеризуется другой векторной величи
ной, а именно — моментом количеств движения. В этой главе мы



g 8 .I J МОМЕНТ КОЛИЧЕСТВ ДВИЖ ЕНИЯ СИСТЕМЫ 409

рассмотрим способы вычислений этой величины и ее связи с другими 
динамическими характеристиками системы, о помощью которых 
можно составить частичное, а иногда и полное описание вращ атель
ных движений материальной системы.

Момент количества движения Ко одной материальной точки 
определяется равенством К0 «= г х  mv. Моментом количеств дви
жения К0 материальной системы относительно центра О назы
вается сумма моментов (главный момент) количеств движения всех 
материальных точек, входящих в систему, относительно того же 
центра:

К0 =  Е  К№ =  S  h X/n„v*. (9 .1)

В этом равенстве г» — радиус-вектор материальной точки М к 
с началом в центре О, т к н v„ — касса и скорость зтой точки. Если 
материальная система представляет непрерывно распределенную 
материальную  среду, заполняющую некоторый объем, то сумма, 
конечно, переходит в соответствующий интеграл.

К ак всякий вектор, момент количеств движения К0 может быть 
задан своими проекциями. В частности, равенство (9.1) в проек
циях на оси системы координат Охуг записывается следующим об
разом:

П
К х = ^ т к ( y k v k . -  z kv n ),  

к=\
П

К„ —  £  mh {zhvkx — xkvht), (9.2)
Afusl

n

К , =  E  (xkvhy -  ykvkx),
*—i

где xh, yk, — координаты точки M h.
По этим формулам можно опреде

лить проекции Кх, Ку, К г (моменты ко
личеств движения материальной системы 
относительно координатных осей), а следовательно, и сам вектор К0.

Момент количеств движения ТЕсрдсго тела, вращающегося вокруг 
неподвижной осн. В этом примере нас интересует не момент коли
честв движения К 0 твердого тела как вектор, а только одна его 
проекция К, на ось вращения г тела.

Пусть твердое тело вращается с угловой скоростью «  вокруг 
неподвижной оси г (рис. 9 .1). Выделим в теле элемент объема М  
с массой dm к будем рассматривать его как материальную  точку. 
При вращении тела вокруг неподвижной оси элемент объема М  
будет двигаться по окружности с центром в точке О и радиусом, 
равным расстоянию Лг от точки М  до оси вращ ения. Проекция ско
рости v элемента объема М  на касательную к окружности равна 

а проекция количества движения на ту же ось будет vx dm ==>
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=  а Д ,  dm. Т ак  как  плечо вектора vdm относительно оси вращения 
равно h„ то момент количества движения элемента объема М отно
сительно оси г равен \% d m h z ~  Д ля  всего тела будем иметь

=  J  со,/!] dm,

где интегрирование распространено на массу всего тела.
П роекция угловой скорости со, одинакова для всех точек тела,

и, следовательно, ее можно вынести за знак  интеграла:

Кг —  W, |  hi dm.

Получивш ийся интеграл зависит только от характера распределения 
массы в теле и не зависит от его кинематического состояния. Он 
называется моментом инерции тела относительно оси г  и обозна
чается символом / г (в § 9 .5 будет показано, что момент инерции тела 
представляет меру его инерции во вращательном движении)!

J, =  jh ld m .  (9.3)

В этих обозначениях будем иметь
=  (9.4)

т. е. момент количеств движения твердого тела, вращающегося 
вокруг неподвижной оси, относительно оси вращения равен произве~ 
дению момента инерции тела относительно этой оси на проекцию 
угловой скорости тела на ту же ось.

§ 9 .2 . Краткие сведения о моментах инерции
Теории моментов инерции будет посвящена специальная 

глава X II. Здесь ж е мы весьма кратко остановимся на основных 
определениях и сообщим некоторые формулы, не останавливаясь 
на их выводах.

Моментом инерции материальной точки относительно некоторой 
оси называется произведение массы т этой точки на квадрат ее 
расстояния h до оси, т. е. величина mh2. Моментом инерции мате
риальной системы относительно оси называется сумма моментов 
инерции всех точек системы относительно той оке оси.

Т ак, например, момент инерции материальной системы относи
тельно оси г равен

К  =  Е*«=|
где hht —  расстояние от точки с номером k до оси г.

При непрерывном распределении массы сумма переходит в инте
грал (9.3).

П о определению момент инерции представляет существенно 
положительную величину. В нуль момент инерции может обратиться 
только в одном частном случае, когда все точки системы располо
жены на оси, относительно которой вычисляется момент инерции.



)  9.3) И ЗМ ЕНЕНИЕ МОМЕНТА КОЛИЧЕСТВ Д ВИ Ж ЕН И Я  СИСТЕМЫ 411

Размерность момента инерции в системе СИ равна к г м 2, а в тех
нической системе — к г с -м с г.

Д л я  примера определим момент инерции однородного тонкого 
стерж ня массы М  и длины I относительно оси г, проходящей пер
пендикулярно к стержню через его конец (рис. 9.2).

Направим ось х  вдоль стержня и выделим на нем элемент длины dx. Расстоя
ние hz от этого элемента до оси г равно х, масса единицы длины стержня равна М/1, 
а масса выделенного элемента dm =  (M /t)dx. Внесем эти значения для А. и dm 
в выражение (9.3) и учтем, что переменная интегрирования х изменяется от 0 до I, 
Тогда

/
г I

ftj dm =  J  jc2 —  dx, 
0

n dx
и

л ^ г |
X

1г =  ‘/,MIK (9.5) Рис. 9.2
или, интегрируя,

Таково значение момента инерции однородного тонкого стержня относительно оси, 
проходящей перпендикулярно к стержню через его конец.

Момент инерции 1сг однородного тонкого стержня длины I и массы М отно
сительно оси г, проходящей перпендикулярно к стержню через его центр тяжести С, 
будет равен

!сг =  Ч иШ ». (9.6)
Не останавливаясь на выводе (см. § 12.3), заметим, что момент инерции одно

родного кругового цилиндра массы М  и радиуса R  относительно оси г цилиндра 
(рис. 9.3) определяется формулой

и  — (9.7Х
Это выражение для момента инерции не зависит от высоты 
цилиндра Н и поэтому оно справедливо н для однород
ного кругового диска.

Очень часто вводят радиус инерции тела 
относительно оси, понимая под ним расстояние р 
от оси до точки, в которой нужно сосредоточить 
массу М  всего тела, чтобы момент инерции точ
ки относительно данной оси равнялся моменту 
инерции тела относительно той же оси. По опре
делению имеем

/  =  Мр*. (9.8)

Здесь М  — масса материальной системы, /  — ее момент инерции 
относительно данной оси, р — радиус инерции системы относи
тельно этой ж е оси.

§ 9.3. Теорема об изменении момента количеств движения 
материальной системы
Рассмотрим материальную систему, состоящую из п материаль* 

ных точек. Мысленно освободимся от связей, заменим их действие 
реакциями и разобьем все силы (включая реакции связей) на внеш-
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mie Fft и внутренние F*. Тогда все точки системы можно считать 
свободными и к каждой из них применима теорема об изменении 
момента количества движения (см. (3 10)):

- j p -  =■ Mo (F f) -j- Mo (F{),

* lo (F »  +  Mo(F^).

С кладывая почленно, получим

S  “  S  M° + S  y*°(F^k*»l «=1 *=i

В левой части равенства вынесем знак производной за знак  суммы; 
б правой части равенства первая сумма равна главному моменту MS 
всех внешних сил относительно центра О, а вторая сумма, на осно
вании второго свойства внутренних сил, равна нулю (см. формулу 
(7,6)). Имеем

П
±  J ]  Ко* =  MS,

или, учитывая выражение (9.1),

Т Т - М о -  (9.9)

Это уравнение представляет математическую запись теоремы
об изменении момента количеств движения материальной системы: 
полная производная по времени вектора момента количеств движе
ния материальной системы, вычисленного относительно неподвиж
ного центра, равна главному моменту всех внешних сил относительно 
того же центра.

В проекциях на неподвижные оси декартовых координат, начало 
которых совпадает с  центром О, векторное равенство (9.9) эквива
лентно трем скалярным:

^  =  =  =  (9.10)

И з этой теоремы вытекает несколько следствий.
1. Внутренние силы непосредственно не влияют на изменение 

момента количеств движения материальной системы (они могут 
оказать косвенное влияние через внешние силы; см. § 7.2).

2 . Если главный момент всех внешних сил относительно некото
рого неподвижного центра равен нулю, то момент количеств движе
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ния материальной системы относительно того же центра не из
меняется по модулю и направленаto.

Действительно, если Мо =  0, то равенство (9.6) принимает вид

= 0 -
dt

отсюда

Ко =  Ко =  const, (9.11)
где К& — начальное значение вектора Ко-

3. Если главный момент всех внешних сил относительно неко
торой неподвижной оси (например, оси х) равен нулю, то момент 
количеств движения материальной системы относительно этой 
оси не изменяется в процессе движения.

Если Л!х =  0, то согласно первому равенству (9.10) будем иметь

=  0- 
at и >

отсюда

Кх — К°х =  const. (9.12)
Первые интегралы (9.11) и (9.12), определяющие второе и третье 

следствия, называются законами сохранения момента количеств 
движ ения материальной системы.

§ 9 .4 . Примеры и задачи

Теорема об изменении момента количеств движения м атериаль
ной системы имеет очень интересные и практически важные прило
ж ения. В этом параграфе мы рассмотрим примеры и задачи, иллю 
стрирующие применение теоремы и ее след
ствия, причем некоторые из них имеют 
самостоятельное значение.

1. Плоскость Лапласа. Солнечная система яв
ляется изолированной (если пренебречь влиянием 
других звезд), и ее движение определяется только 
внутренними силами притяжения. Так как внеш
ние силы отсутствуют, то на основании второго 
следствия момент количеств движения Ко всей 
Солнечной системы сохраняет постоянное напра
вление относительно далеких «неподвижныхэ звезд.
Поэтому сохраняет неизменное положение и пло
скость я , перпендикулярная к вектору Ко
(рис. 9.4). Эта плоскость (ее называют плоскостью Лапласа) имеет большое эпа- 
чение в астрономии, так как относительно нее ориентируют орбиты планет.

2. Скамейка Н. Е. Жуковского. Для демонстрации теоремы об изменении мо
мента количеств движения материальной системы и ее следствий Н. Е. Жуков
ский построил прибор, состоящий из горизонтальной платформы, которая может 
вращаться вокруг вертикальной оси о пренебрежимо малым трением. Мы опишем 
два опыта, хорошо иллюстрирующих теорему.
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а) В примере 1 Л 8.3 было показано, что при отсутствии внешних сил человек 
не может изменить положения своего центра тяжести. Покажем, что, находясь 
в аналогичных условиях, человек может повернуться. Предположим, что человек 
стоит на скамейке Н. Е. Жуковского и держит над головой колесо иди какой- 
нибудь другой предмет, который может вращаться вокруг вертикальной оси 
(рис. 9.5).

Будем считать, что вся система, состоящая из человека, платформы и колеса, 
сначала находилась в покое; затем внутренними силами колесо раскручивается 
(это можно сделать, например, второй рукой). Так как моменты всех внешних сил 
относительно вертикальной оси вращения равны нулю (силы тяжести параллельны

1 \

Рис. 9.5 Рис. 9.6

оси вращения, а линии действия реакций опор платформы пересекают ее), то мо
мент количеств движения К г всей системы относительно этой оси должен сохранять 
постоянное значение, равное начальному:

=  0 . (9.13)

где К \ л  К \ —  моменты количеств движения относительно оси г  колеса и человека 
с платформой.

Равенство (9.13) должно сохраняться все время. Поэтому, если одно нз слагае
мых, например К \, положительно, то второе слагаемое отрицательно. Это озна
чает, что при вращении колеса в  одном направлении человек вместе с платформой 
будет вращаться в обратном направлении. Если, повернув колесо на некоторый 
угол, затем прекратить его вращение, то платформа с человеком, повернувшись 
в обратном направлении на некоторый другой угол, также прекратит свое вра
щение.

В § 9.8 будет показано,как используется этот метод космонавтами для поворота 
и ориентации при свободном полете в космосе.

б) Второй опыт, хорошо демонстрируемый на скамейке Жуковского, состоит 
в следующем. Человек стоит на платформе, держа в руках гантели. Его раскру
чивают, после чего вращение происходит по инерции. Моменты внешних сил, 
действующих на систему «человек—платформа», относительно вертикальной оси 
вращения равны нулю. Поэтому момент количеств движения Kz системы отно
сительно этой оси сохраняет постоянное значение. Предположим, что человек, 
держа руки с гантелями по швам, вращается с угловой скоростью coi (рис. 9.6, а). 
Обозначим момент инерции всей системы в этом положении через /*. Тогда согласно 
формуле (9.4) будем иметь K i  =  / i« i .  Если человек, расставив руки с гантелями.
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будет держать их на уровне плеч (рис. 9.6, б), то момент инерции всей системы от* 
носительио оси вращения г увеличится (увеличатся расстояния от гантелей до оси г). 
Обозначим новый момент инерции через / 2 и новую угловую скорость через ь>а. 
Согласно той же формуле (9.4) в новом положении К г — Так кик момент 
количеств движения Кг относительно оси вращения не изменяется, то

/gb), / [й|.
Из этого равенства следует, что ш* <  «oj (ибо / а >  /,). Таким образом, че

ловек, поднимая руки до уровня плеч, уменьшает свою угловую скорость, а при 
опускании рук увеличивает ее.

Задача 9.1. Тележка D  поворотного подъемного крана движется с постоянной 
по модулю скоростью и относительно стрелы ВС  крана. Мотор, вращающий кран, 
создает относительно оси вращения А В  крана постоянный момент М ьр. Опреде
лить угловую скорость со вращения крана в за
висимости от расстояния s тележки О до оси АВ, 
если масса тележки вместе с грузом равна т ,  а 
момент инерции крана (без тележки и груза) 
относительно оси вращения А В  равен I .  Вра
щение крана начинается в момент времени, 
когда тележка находилась на расстоянии % от 
оси А В  (рис. 9.7).

Рассмотрим систему, состоящую из вращаю
щейся части крана и тележки с грузом. Для 
решения задачи применим теорему об изме
нении момента количеств движения системы 
относительно неподвижной оси вращения крана 
(см. третье уравнение (9.10)):

=  <  (9.14)
Рис. 9.7

На рассматриваемую систему действуют следующие внешние силы и моменты: 
сила тяжести тележки с грузом Р =  rag, сила тяжести крана Q, вращающий мо
мент Л1вр и реакция опор А и В  крана (на рис. 9.7 показаны их составляющие). 
Моменты относительно оси г сил тяжести Р и Q и реакций опор А и В равны 
нулю (силы Р и Q параллельны оси г, а линии действия реакций пересекают ее). 
Поэтому

К ~ М .Г  (9-15)
Перейдем теперь к определению момента количеств движения Кг системы 

относительно оси вращения крана. Система состоит из двух движущихся тел: вра
щающегося крана и тележки с грузом (тележка и груз движутся одинаково, и их 
можно рассматривать как одно тело). Следовательно,

к г = К  +  «1’ <9-1б)
где /С* и К* — моменты количеств движения относительно оси г крана и тележки
соответственно.

Кран представляет собой твердое тело, вращающееся вскруг неподвижной 
оси. Поэтому согласно формуле (9.4) К* =  /со2.

Тележка участвует в сложном движении. Ее относительная скорость равна и, 
я модуль переносной скорости ve равен sa>z, где s — расстояние от тележки до оси 
вращения (размерами тележки пренебрегаем). Абсолютная скорость тележки

v =  и +  ve,
* количество ее движения

mv =  та +  mve.
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Следовательно,

+ * ! , .
где K ir  и K it  — момента количеств относительного и переносного движений 
тележки относительно оси г.

Так как вектор ти пересекает ось г, то К7гГ *= 0. Вектор количества переносного 
движения mve находится в горизонтальной плоскости и перпендикулярен к оси г, 
Поэтому

mves>
или, учитывая, чта с,  *■ osjs,

К \ — m®zs2.

Внося найденные значения для и К1 в (9.16), найдем

Кг — +  тсots* «= (/ +  ms8) <аг. (9-17)

Подставив выражения (9,15) и (9.17) в равенство (9.14), получим дифференциальное 
уравнение движения рассматриваемой системы

~  [(/ +  ms2) а>г] «■ Л4вр. (9.18)

В этом уравнении величина i  является переменной, причем 4 =  и„, где и, — проек
ция относительной скорости и тележки на ось стрелы ВС (и, ■= и. если тележка 
удаляется от оси вращения крана, и и , =  —и в противном случае).

Так как по условию аадачи и — величина постоянная, то
s — % “  и,/.

Интегрируя уравнение (9.18), получим
( /  +  ms1) a>t  о  М вр/ +  С. (9.19)

В начальный момент (/ 0) по условию вадачи ш -  0, Поэтому из формулы (9.19) 
следует, что С*= 0. Заменим в равенстве (9.19) время I через расстояние s и най
дем ш»:

^ в р  (s So)
Шг ”  U, ( /  +  ms1) *

Угловая скорость может быть выражена также как функция времени:

(9.20)

/  +  от (s0 -)- us0* * 

В частности, при неподвижной тележке иа =  0

^вр^
СОг г -

(9.21)

Из соотношений (9.20) и (9.21) видно, что знак шг совпадает со знаком /И„р. 
Эго означает, что направление вращення крана всегда совпадает с направлением 
вращающего момента М вр —  факт физически очевидный.



6 9 . 5 ] УРА В Н ЕН И Е ВРАЩЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА 417

§ 9 .5 . Дифференциальное уравнение вращ ения твердого тела
вокруг неподвижной оси

Рассмотрим твердое тело, вращающееся вокруг неподвижной
ОСИ 2.

Вращение твердого тела вокруг неподвижной оси обеспечивается 
специальными приспособлениями (подшипниками и подпятниками). 
Освободимся мысленно от связей и, заменив их соответствующими 
реакциями, будем в дальнейш ем считать вращающееся тело свобод
ным. Обозначим через 1г момент инерции этого тела относительно 
оси вращения и через шг — проекцию его угловой скорости на ту 
ж е ось. Тогда момент количеств движения К г  твердого тела отно
сительно оси вращ ения будет равен (см. формулу (9.4))

К г —  / л
Внося это выражение в третье равенство (9.10), получим дифферен
циальное уравнение вращения твердого тела вокруг неподвижной 
оси

J z ~  =  M l  (9.22)

П ри вычислении главного момента всех внешних сил, приложен
ных к твердому телу, относительно оси вращ ения нужно учитывать, 
что реакции идеальных (без трения) опор в уравнение (9.22) не 
войдут, так  как  линии их действия пересекают ось вращ ения и, 
следовательно, их моменты относительно этой оси равны нулю. 
Если же опоры создают моменты трения, то последние необходимо 
учитывать.

Сравним дифференциальное уравнение вращения твердого тела 
вокруг неподвижной оси с дифференциальным уравнением прямо
линейного поступательного движения твердого тела

М  ~ ~  -  П - (9.23)

Сравнивая уравнения (9.22) и (Э.23), видим, что между ними 
можно провести глубокую аналогию: линейной скорости v посту
пательного движения тела соответствует его угловая скорость со 
при вращении вокруг неподвижной оси (з уравнениях рассматри
ваются соответствующие проекции скоростей); силам, вызывающим 
поступательное движение тела, соответствуют моменты сил, вызы
вающих его вращение; массе тела в уравнении (9.23) соответствует 
момент инерции в уравнении (9.22). Так как масса тела представляет 
меру его инерции в поступательном движении, то из сделанного 
сопоставления следует, что момент инерции тела представляет 
меру его инерции во враш/гтельнсм движении.

Дифференциальное уравнение вращ ения твердого тела вокруг 
неподвижной оси (9.22) полезно сопоставить с формулировкой вто-

14 Н. В. Бутенин и др.
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рого закона Ньютона: произведение массы точки на ее ускорение 
равно сумме всех сил, приложенных к точке. Аналогично можно 
прочитать и уравнение (9.22): произведение момента инерции тела 
на его угловое ускорение равно сумме моментов всех сил, приложен
ных к телу.

Задача 9.2. К ротору электромотора приложен вращающий момент М вр, 
изменяющийся по закону М вр — М 9 — хо», где М„ и х  — некоторые положитель
ные постоянные, характеризующие двигатель (постоянная х  называется крутизной 
характеристики мотора), а ш — угловая скорость ротора. Определить закон изме
нения угловой скорости со в период разгона ротора, если его момент инерции 
относительно оси вращения равен / .

Совместим положительное направление оси вращения г  с направлением вра
щающего момента М вр. Тогда М г =  М вр =  М0 — хш и о>г =  ш (направление 
вектора угловой скорости в  период разгона ротэра совпадает, конечно, с направ
лением вращающего момента).

Силы трения учтены постоянными />-/„ и к, поэтому сумма моментов веек внеш
них сил, приложенных к ротору, будет равна М вр =  Ма — х а . Дифференциаль
ное уравнение вращения твердого тела (9.22) в данном случае принимает вид

Д ля определения закона изменения угловой скорости со от времени нужно 
решить это дифференциальное уравнение. Д ля этого разделим переменные

и проинтегрируем обе частя равенства

В начале разгона при ( =  0 в  =  0. Подставляя это условие в полученный пер
вый интеграл, найдем постоянную интегрирования

(9.24)

----- |П (Mg — хо>) =  /  +  С.

С =  — —  lnAf„. х •
Внесем это значение для С в последнее равенство

-----~  In (Л1а — хш) =  I -----In Af0.

Группируя члены С логарифмами, получим

(9.25)

Отсюда

и, следовательно,

(9.26)
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Это равенство и определяет закон изменения угловой скорости. С ростом вре
мени I второй член в скобках стремится к нулю. Поэтому угловая скорость ро
тора, монотонно увеличиваясь, стремится к своему предельному значению, соответ
ствующему установившемуся режиму:

<оуст =  М ,Ы . (9.27)
Процесс разгона двигателя называется переходным процессом (его график по

казан на рис. 9.8). Переходной процесс считается для большинства электродви
гателей законченным, когда угловая скорость «о достигнет 0,95 своего предельного 
значения. Продолжительность /Пер переходного процесса легко определить, поль
зуясь формулой (9.25). Имеем

/ = — |n ( l ------- — V  (9.28)
к \  Шуст /

При 0)/(0уСТ =  0,95 время / =  /Пер* Спедова 
тельно,

'лер =  4 1п 20~ 1 Г *

Момент инерции ротора /  и крутизну характеристики двигателя к  подбирают 
из условия, чтобы время переходного процесса находилось в заданных пределах 
(для электроприводов большинства механизмов 1пер не превышает 2—3 с).

§ 9 .6 . Момент количеств движения системы, 
участвующей в сложном движении

Во многих случаях  движение материальной системы относительно 
инерциальных осей рационально представить как  сложное и р азл о 
жить его на простейшие движения. При этом очень часто удается 
упростить вычисление момента 
количеств движ ения.

Введем подвижные координат
ные оси Сх2у.,гг, перемещающиеся 
поступательно относительно инер- 
циальных осей 01лг1у 1г1; начало 
отсчета подвижных осей совме
стим с центром масс С материаль
ной системы (рис. 9.9). Будем 
рассматривать движение матери
альной системы как  относительно Рнс. 9.9 
неподвижных осей 01х1(/1г1, так  и
относительно поступательно перемещающихся осей Схгу2гг. Пусть 
Mh — одна из точек материальной системы. Введем обозначения: mh— 
масса точки М А, гл — ее радиус-вектор, проведенный из начала Ох 
неподвижных осей, рл — радиус-вектор той же точки, проведенный 
из начала С подвижных осей, гс — радиус-вектор начала подвижных 
осей (т. е. центра масс) в системе 0 1л,1у1г1. Очевидно, что

Га =  Гс +  Ра. (9.29)



И з кинематики известно, что скорость vft точки М к относительно 
неподвижных осей складывается из переносной veh и относитель
ной vrh скоростей:

vfc — Vch +  Vrh-
Учитывая, что подвижные оси перемещаются поступательно, 

будем иметь
dPh

V«ft =  v c , =

Следовательно,
vft==vc +  vrfc. (9.30)

Момент количеств абсолютного движения К<м материальной 
системы относительно неподвижного центра Сх равен

П
K o i=  Е  rftx m Av*. (9.31)

*=i
Аналогичным образом определяется момент количеств относитель- 
ного движения Кс материальной системы относительно начала С 
подвижных осей С а д г *  (абсолютная скорость v„ заменяется отно
сительной скоростью vrk, абсолютный радиус-вектор г„ точки Aft
— ее радиусом-вектором рл в подвижной системе координат):

Кс =  Е  Р* X т^гк- (9,32^к=\
Установим д за  тождества, которым должны удовлетворять р а

диусы-векторы р* и относительные скорости vrft. Положение центра 
масс системы в осях С х ^ г определяется равенством (см. фор
м улу (7.2))

П

p c = i S m*pA-

Т ак  как  начало подвижной системы координат совпадает с центром 
касс, то рс ~  0; следовательно,

Е  ЩРн =  0. <?•*>
*=i

Дифференцируя это соотношение по времени и принимая во внима
ние, что dfihldi =  \,ц , получим

Е  тА\ гк =  0. <9 3 4 >
*=I

Таким образом, движение любой материальной системы в по
ступательно перемещающихся осях, начало которых совпадает 
с центром масс системы, удовлетворяет тождествам (9.33) и (9.34).
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Преобразуем теперь выражение для момента количеств абсолют
ного движения K0i- Д ля  этого внесем в формулу (9.31) значения г* 
и v,. из равенств (9.29) и (9.30):

П
К-01 =  ^  (ГС +  P/i)XwA (Vc -f- vrt). 

fc=l
Раскроем в правой части скобки и разобьем все выражение ка че
тыре суммы:

п п п п

K o i =  Е  гc x m h\'c -1- Yj P f tX m ,,V c +  2 j  rcX /H * v r* - f  I ]  p » X % v rJ.
* =  l *f=i <t =  l fe=l

Учтем следующие обстоятельства; а) множители гс и vc не зависят 
от индекса суммирования к, и их можно вынести за знак суммы; 
б) скалярный множитель /и», можно отнести к любому векторному 
множителю; в) последняя сумма в правой части в соответствии 
с (9.32) равна К с. На этом основании выражение для K0i можно 
представить в виде

К 0 1 =  ГС X £  П1к } VC +  I £  ПкРк I X Vc - f  Тс X Ц  nikVrk +  К с-
\ A = l  /  \A = I  /  k = I

Согласно тождествам (9.33) и (9.34) второе и третье слагаемые
/I

равны нулю, a J ]  тк — М, где Л! — масса всей системы. Следова- 
k=l

тельно,

Ко! =  гс xAJvc +  Кс, (9.35)
или

К 01 =  Ко. (Мус) +  К с- (9.36)

Это равенство можно прочитать следующим образом: момент 
количеств абсолютного движения K0i относительно неподвижного 
центра Oj равен сумме момента относительно того же центра 
количества движения центра масс системы, в предположении, что 
в нем сосредоточена вся ее масса, и момента относительно центра 
масс количеств относительного движения системы, причем последнее 
движение рассматривается по отношению к поступательно переме
щающимся координатным осям, начало которых совпадает с центром 
масс системы.

В проекциях на неподвижные оси координат векторное равен
ство (9.36) эквивалентно трем скалярным:

=  К*, (М ус) -f- Ксх„

Ку,  =  Ку,  (M vc) - f  К с у ,, (9.37)

Кг ,  —  Кг ,  (M V C) +  Ксг , -
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Задача 9.3. Эпициклический механизм состоит из неподвижной шестерни / ,  
кривошипа 0 ,С  и сателлита / /  (рис. 9.10). Кривошип 0,С  массы mj вращается 
е угловой скоростью ш вокруг оси, проходящей через центр 0 \  шестерни I радиу
сом Я. Считая сателлит / /  однородным диском массы тг и радиуса г, а кривошип 
однородным тонким стержнем длины / =  /? +  г, определить момент количеств дви

жения механизма относительно неподвижной 
оси вращения кривошипа.

Построим две системы координат: непо
движную 0 , * , ^  и поступательно переме
щающуюся систему начало кото
рой совпадает с центром тяжести сателлита 
/ / ;  координатные оси и Сгг направ
лены на читателя. Так как шестерня I не
подвижна, то момент количеств движения 
К гх эпициклического механизма относитель
но неподвижной оси будет

где K*pt и — моменты количеств движе* 
ния относительно оси 0 ,r j  кривошипа и са* 
теллита соответственно.

Кривошип представляет твердое тело, вращающееся вокруг неподвижной оси 
O fa. На основании формулы (9.4) имеем

где о ) =  <о2 — проекция угловой скорости кривошипа на ось г ,, а /Цр — его мо
мент инерции относительно той же оси. Для однородного тонкого Аержня со
гласно формуле (9.5)

/Ц? =  -  j -  /У 2 =  -у- /л, (К +  г)2.

Следовательно,

Подвижная шестерня участвует в сложном движении. Поэтому для вычисления 
момента количеств движения сателлита относительно оси О.г, воспользуемся треп ей 
формулой (9.37):

* 1! =  М г, (m2vc ) +  К'сг,
Построим в центре тяжести С шестерни II  вектор количества движения mtva 

(см. рис. 9.10). Плечо вектора mav<j относительно оси 0 |? , равно I =  /? +  г. Следо
вательно,

Мг1(т^с)==‘пЧ1(Л^ +  г)
Движение шестерни / /  относительно осей Схгуггг представляет вращение вокруг 

оси Сгг. Поэтому согласно формуле (9.4)

К С г, — 4 !® n-
В этом равенстве /|*  =  Ч2т2гг — момент инерции относительно оси Сг2 шестерни I I  
(см. формулу (9.7)) и ш ц — ее угловая скорость.

Внося М г| (m2vc ) и K rClt в выражение для /( 'J , получим

A j* =  m2 (К -\- г) vc  -f- l/am2/2(0]l*
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Д ля полного решения задачи нам осталось вычислить модуль скороств од 
центра тяжести С шестерни I I  и ее угловую скорость о ц -

Точка С принадлежит одновременно и кривошипу О,С; Поэтому va =  ш ( # + г ) .  
Мгновенный центр скоростей Р  шестерни I I  совпадает с точкой касания обей* 
шестерней. Скорость точки С, как точки шестерни / / ,  определяется равенством

D  -j— f
vQ =  га>ц. Сравнивая оба выражения для скорости точки С, найдем ю ц =  — -—  о>.

Подставим значения ос  и Юц в выражение для и сгруппируем члены: 

К "= т .,(Р  +  г) (R +  V,r) (о.

Теперь найдем момент количеств движения K 2i всего механизма относительно 
ОСИ 0,2)'.

=  (Я +  r ) IVjm, +  т2 (R  +  V i O j  <о.

Эго выражение можно записать в форме (9.4):

(9-38)

где величина

1'„р =  (R -h r )  [l/am i («  +  /■) +  « 2 (R  +  я/*г)1 (9.39)

называется приведенным к оси 0,z1 моментом инерции механизма.
Заметим, что приведение момента инерции механизма к одной и той же оси 

можно производить различными методами. В данном примере это приведение 
выполнено при вычислении момента количеств движения системы.

§ 9«7« Теорема об изменении момента количеств
относительного движения материальной системы

Д оказанная в § 9.3 теорема относилась к абсолютному движению, 
т. е. к движению материальной системы относительно инерциаль- 
ных осей. Кроме того, предполагалось, что точка, относительно 
которой вычислялся момент количеств движ ения, неподвижна. 
Эти ограничения вносят известные неудобства при изучении вращ а
тельных движений тел, не имеющих неподвижных точек (самолеты, 
корабли, ракеты, приборы, установленные на них и т. п.). В этом 
параграфе мы рассмотрим, какой вид принимает теорема об изменении 
момента количеств движения для относительного движения.

Будем изучать движение материальной системы относительно 
подвижных осей Огх гугг2, перемещающихся поступательно относи
тельно инерциальных осей 0 1х1у 1г1. Напомним, что все теоремы ди
намики, доказанные для материальной точки, движущ ейся в инер
циальной системе отсчета, остаются справедливыми для ее относи
тельного движения, если только к силам, действующим на точку, 
присоединить переносную и кориолисову силы инерции (см. 
главу VI).

Подвижные оси Огх^уггг перемещаются по условию поступа
тельно. Поэтому ускорения Кориолиса wAc и соответствующие силы 
инерции, mkwhe, равны нулю. Кроме того, при поступательном
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движении подвижных осей Ozr,.!y tz2 переносные ускорения всех 
точек одинаковы и раЕкы ускорению w0,!

w ks =  w0l.
Следовательно, переносная сила инерции А-й точки определяется 

равенством
h *  =  — mhw he =  — mhw0„ (9.40)

где mh — масса точки.
Н а рис. 9.11 показаны координатные оси ОуХху^гj и О^х^у.^, 

ускорение полюса w 0, и ft-я точка материальной системы, к внеш
ней F* и внутренней F* си
лам которой присоединена 
переносная сила инерции 
—m k w 0t.

Теперь координатные оси 
^ъх2Угг?. можно считать непо
движными. В применении к 
теореме об изменении мо
мента количеств движения 
это означает, что в равен
стве (9.9) момент количеств 
абсолютного движения Ко,, 

вычисленный относительно неподвижной точки, нужно заменить 
на момент количеств относительного движения Ко,, вычисленный 
относительно начала 0 3 подвижных осей Огх.^гг2, и к моментам 
внешних сил нужно присоединить моменты переносных сил инер
ции всех точек системы:

=  М'о, +  jj].Mo. (J*,). (9.41)

Согласно (9.40) имеем (см. рис. 9.11)
п п
Е М о ,(-М  =  2  р*Х (— /n*w0().

С калярны й множитель mh отнесем к вектору рА, а общий множи
тель — wo, вынесем за знак суммы:

П П
Е  Mo, (J*e) =  Е  m m  Х (— Wo,).

k = i  к ~  1

В соответствии с формулой (7.2) сумма, стоящ ая перед (— w 0,), 
равна М р с ,  где М  — масса всей системы, а рс — радиус-вектор 
центра масс в подвижной системе координат. Следовательно,



Произведение — Л1»о, назовем переносной сплои инерции цепгрз 
масс, в предположении, что в нем сосредоточена масса М  всей си 
стемы. (При поступательном движении осей Огх«у^г переносное 
ускорение центра масс С равно ускорению полюса w0 t.) Будем 
считать, что сила инерции — M w 0, приложена в центре масс. 
Тогда произведение рс х  (— Mvv0,) представляет собой момент 
силы — M w o, относительно подвижного центра 02:

Mo, (—Mw0,) — Рс X (— Mwo.). (9.42)
Учитывая введенные обозначения, равенству (9.41) можно при

дать следующий вид:

i ^ i -  =  M ^  +  M o ,( - M w o f). (9'43)

Это уравнение представляет математическую запись в векторной 
форме теоремы об изменении момента количеств относительного 
движения. В проекциях на поступательно перемещающиеся оси

Уъ гг ° н°  Дает следующие три скалярны х уравнения:

^ -  =  М ‘Х, +  М Х, i— M woX

=  +  (9.44)

=  М 'г - f  М г, (— Mwo,).

В частном, но весьма важном случае, когда начало Ог поступа
тельно перемещающихся осей совмещено с центром масс С м атериаль
ной системы, уравнение (9.43) существенно упрощ ается. Д ействи
тельно, в этом случае рс =  О,

М0. ( - M w 0l) =  рс X (—Mwo,) =  О 
и уравнение (9.13) принимает вид

~  =  Mi. (9.45)

В проекциях на поступательно перемещающиеся оси г 2, у,, гг будем 
иметь

акг dKr dl(r
=  - £ * -  =  < •  (9.46)

Сравним уравнение (9.9) с уравнениями (9.43) и (9.45). В первом 
из них при вычислении момента количеств движения Ко, учиты
ваются абсолютные скорости точек материальной системы и за 
центр выбирается неподвижная точка. В уравнениях (9.43) и (9.45) 
при вычислении момента количеств движения Ко, учитываются 
скорости точек материальной системы относительно поступательно

5 9 .7]  ОТНОСИТЕЛЬНОЕ Д ВИ Ж ЕН И Е МАТЕРИАЛЬНОП СИСТЕМЫ 425



426 МОМЕНТ КОЛИЧЕСТВ Д ВИЖ ЕНИЯ СИСТЕМЫ [ГЛ. IX

перемещающихся осей 0 2х.2у 2г1 (или Cx.j/fa) и за центр выбирается 
начало подвижной системы координат.

В правой части уравнения (9.43) к моментам внешних 
сил нуж но присоединить момент относительно подвижного центра 
переносной силы инерции — M w0,.

Отметим, что если за  полюс выбрать центр масс, то теорема
об изменении момента количеств относительного движения (урав
нение (9.45)) по своей форме полностью совпадает с аналогичной 
теоремой об изменении момента количеств абсолютного движения 
(уравнение (9.9)).

Остановимся подробнее на уравнении (9.45). Т ак как оно посвоей 
форме в точности совпадает с уравнением (9.9), то движение мате
риальной системы относительно ее центра масс происходит так же, 
как если бы последний был неподвижен. Все следствия теоремы мо
ментов количеств движения относительно неподвижной точки 
остаются справедливыми и для момента количеств движения отно
сительно центра масс. В частности, если сумма моментов всех внеш
них сил относительно центра масс равна нулю, то момент количеств 
движ ения К с сохраняет постоянную величину и направление; 
если сумма моментов всех внешних сил относительно оси, проходя
щ ей через центр масс и перемещающейся поступательно, равна 
нулю , то момент количеств движения относительно этой оси со
храняет свое первоначальное значение.

§ 9 .8 . Примеры и задачи

Рассмотрим несколько примеров, иллюстрирующих доказанные 
теоремы.

Пример 1. Поворот космонавта. Предположим, что космонавт 
вышел из космического корабля и совершает свободный полет. 
Будем считать, что космонавт отделился от корабля без вращения 
и что силы тяготения небесных тел (например, Земли), действующие 
на космонавта, сводятся к одной разнодействующей F, проходящей 
через его центр масо С. Тогда момент сил тяготения относительно 
центра масс С будет равен нулю и, следовательно, момент количеств 
движ ения относительно точки С сохраняет постоянную величину 
и направление. Возникает вопрос! может ли космонавт без применения 
реактивны х микродвигателей повернуться в нужном направлении?

Чтобы ответить на этот вопрос, вспомним первый опыт на ска
мейке Ж уковского, в котором поворот человека достигался поворо
том колеса (или руки). Т ак  как движение материальной системы 
относительно центра масс происходит по тем же законам, что и от
носительно неподвижной точки, то любая прямая, проходящая 
через центр масс космонавта и перемещающаяся поступательно, 
играет ту  же роль, что и ось скамейки Ж уковского. Поэтому пово
ротом руки космонавт может повернуть свое тело в противополож
ном направлении.
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Пример 2. Изменение угловой скорости спортсмена. Рассмотрим 
вращение спортсмена, совершающего прыжок с вышки в воду. 
Во время прыжка на спортсмена действует одна внешняя сила (со
противлением воздуха пренебрегаем) — сила тяжести. Эта сила 
приложена к центру масс С спортсмена и, следовательно, онз не 
создает момента относительно точки С. Поэтому момент количеств
движения Кс* спортсмена относительно горизонтальной оси г, про
ходящей через его центр масс перпендикулярно к плоскости дви
жения, остается без изменения:

Кс* == const.
Движение спортсмена относительно поступательно перемеща

ющейся оси г представляет собой вращение вокруг этой оси. Тогда 
согласно формуле (9.4)

Ксг =  Л:г<й,
где 1Сг — момент инерции относительно горизонтальной оси г, 
а о) — угловая скорость спортсмена (направление оси г выберем 
так, чтобы и = юг).

В начале прыжка спортсмен, отталкиваясь от трамплина, сооб
щает телу угловую скорость ©х, имея момент инерции l Ct = I L. 
Затем в процессе прыжка он группируется (складывается), умень
шая тем самым момент инерции lCt = I »• Учитывая, что Кс* =• 
= const, получим

/jjto, = /,®1.

Так как /* < l lt то ю2 > Шц т. е. в середине прыжка, когда спорт
смен группируется, его угловая скорость увеличивается.

Перед входом в воду спортсмен снова выпрямляется, увеличивая 
момент инерции / и уменьшая тем самым свою угловую скорость.

Весь процесс изменения угловой скорости спортсмена за счет 
изменения его момента инерции совпадает со вторым опытом на 
скамейке Жуковского (см. § 9.4). Роль оси скамейки играет гори
зонтальная ось г, проходящая через центр масс спортсмена.

Пример 3. Методы стабилизации вращения космического аппа
рата. В  силу различных случайных причин космический аппарат 
при отделении от последней ступени ракеты получает небольшую 
угловую скорость О0. Для выполнения различных работ (фотогра
фирования Земли и небесных тел, изменения орбиты, стыковки 
с другим космическим аппаратом, торможения перед посадкой 
и т. п.) космический аппарат необходимо надлежащим образом 
ориентировать, для чего прежде всего необходимо прекратить его 
вращение.

Рассмотрим два метода, с помощью которых можно остановить 
вращательное движение аппарата.



423 МОМЕНТ КОЛИЧЕСТВ Д ЗИ Ж ЕН И Я СИСТЕМЫ [ГЛ. I 'Л

а) Первый метод осноеэн на введении реактивного момента Мр. 
Предположим, что космический аппарат вращается вокруг оси Сгг, 
проходящей через его центр масс и перемещающейся поступательно 
относительно инерциальных осей координат. Два параллельно 
расположенных сопла реактивного микродвигателя устанавливаются 
на некотором расстоянии друг от друга (на рис. 9.12 ось Сгг направ
лена на читателя, а сопла А и В находятся в плоскости рисунка). 
При отделении продуктов сгорания создается момент Мр (см. 
главу X I), управляя которым можно сначала остановить вращение 
космического аппарата, а затем повернуть его таким образом, чтобы

ось Сх, жестко связанная с ним, приняла нужное направление 
(например, была бы направлена по вектору скорости центра масс 
или на какое-нибудь небесное тело).

Так как вращение космического аппарата может происходить 
вокруг любой оси, то он должен иметь три пары таких реактивных 
двигателей, расположенных в трех взаимно перпендикулярных пло
скостях.

б) Второй метод основан на применении вращающихся масс. 
Пусть по-прежнему космический аппарат вращается с угловой 
скоростью й вокруг поступательно перемещающейся оси Сгг, 
проходящей через центр масс аппарата С. Будем считать, что силы 
притяжения, действующие на космический аппарат, приводятся 
к одной равнодействующей F, проходящей через точку С. Тогда 
момент внешних сил (сил притяжения) относительно центра С будет 
равен нулю.

Поместим внутри космического аппарата небольшой маховичок Г. 
Для простоты будем считать, что жестко связанная с аппаратом ось 
вращения маховичка Г совмещена с осью Сга (рис. 9.13).

Рассмотрим систему, состоящую из маховичка Г и космического 
аппарата (без маховичка). Так как сумма моментов всех внешних 
сил, относительно поступательно перемещающейся оси Сг% равна 
нулю, то момент количеств движения всей системы относительно этой 
оси сохраняет постоянное значение. Поэтому, если заставить вра
щаться маховичок Г в ту же сторону, что и космический аппарат, 
вращение последнего начнет тормозиться.

хв

Рис. 9.12 Рис. 9.13
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Остановимся на этом явлении несколько подробнее.
Система состоит из двух тел, вращающихся вокруг поступательно перемеща

ющейся оси Сг2. Момент количеств движения всей системы KrCZt относительно оси Сг2 
будет равен сумме моментов количеств движения относительно этой же оси косми
ческого аппарата и маховичка Г. В соответствии с формулой (9.4) будем иметь

Ac„-/,P+ M Q  + ®>.
где /0 и / — моменты инерции относительно оси Сг% космического аппарата (оез 
маховичка Г) н маховичка Г соответственно, Й — угловая скорость космического 
аппарата относительно системы осей С*ауагг, перемещающихся поступательно в инер
циальной системе отсчета, и ш — угловая скорость маховичка Г относительно 
космического аппарата; при атом предполагаем, что оба тела вращаются в одну 
сторону, “  Q и <o2i =  <о.

Так как «Сг, =  const, то
/„Q +  / (fi +  со) =■ 1£10 +  / (О0 +  <о0). (9.47)

Здесь £20 и 0)0 — начальные значения Q и ш.
Будем отсчитывать время с момента запуска маховичка. Тогда о>0 =  0. Решим 

теперь полученное уравнение относительно О:

Q r= Qjp — —-— -и.  (9.48)/ О Т'
Положив Q =  О, найдем

(О = J s c t L  Ц . (9.49)

Таким образом, для того чтобы остановить вращёние космического аппарата 
(О — 0), маховичку Г необходимо сообщить угловую скорость 0 , определяем) ю 
равенством (9.49), причем вращение маховичка должно происходить в ту же 
сторону, что и вращение космического аппарата (знаки ю и Q0 одинаковы). Orvt'- 
тим, что торможение космического корабля происходит не за счет сил трении, 
а путем использования динамического эффекта, при котором осуществляется пере 
распределение угловых скоростей тел, входящих в систему. Конечно, так же к;к 
и в первом методе, на космическом аппарате нужно установить три маховичка, 
оси вращения которых должны быть взаимно перпендикулярны.

Первый способ стабилизации, в отличие от второго, требует одновременной 
ватраты энергии. В этом состоит основное его преимущество.

Покажем, что с помощью маховичков космический аппарат можно повернуть 
на заданный угол.

Предположим, что до запуска маховичка Г  космический аппарат не вращался 
<Ц> =  0). Тогда равенство (9.47) примет вид (<о0 =  0)

(/ „+  / )0 + 7 < о = 0 ,
или

(h + /> 4 r+ /~ iF '=0-
Здесь ф — угол поворота космического аппарата, отсчитываемый в поступательно 
перемещающейся системе отсчета Схгу,, а ф — угол поворота маховичка относительно 
аппарата.

Интегрируя последнее равенство, получим
Ut +  1) (Ф — Фо) +  М<Р — Фо) = 0, 

где фо и Фо — начальные вначения углов ф и ф. Отсюда

Ф — <Го = ---- -у—  (Ф~ Фо).
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т. е. для того, чтобы повернуть космический аппарат на угол нужно по
вернуть маховичок в противоположную сторону на угол (x|j — t|><,).

Задача 9.4. Для поворота космического аппарата используется электродвига
тель -маховик, уравнение вращения которого на движущемся аппарате и»еег 
вид

ш =  (9.50)

где а  — относительная угловая скорость ротора электродвигателя (маховика), 
Т — его постоянная времени *), и — управляющее воздействие, принимающее 
значения ±н0.

Определить продолжительность разгона /j, когда и — и0, и торможения /г 
(и =  —и0) маховика, если первоначально невращающийся космический аппарат 
при неподвижном маховике требуется повернуть на заданный угол ip и останозить. 
Ось вращения маховика проходит через центр масс космического аппарата; движение 
считать плоским. Моменты инерции маховика и аппарата относительно общей 
оси вращения соответственно равны / и /в.'

Интегрируя уравнение (9.50) при и =  щ, =  const (период разгона) н начальных 
условиях: ш =  0 при /=  0, получим (см. решение уравнения (8.25))

o) =  7’u0 ( l — е~1/т) (0 < **£ / ,). (9.51)
В конце разгона угловая скорость маховика &>, будет равна

0)j =  Ги, (1 — е~,,,т ). (9.52)
Интегрируя уравнение (9.50) при и =  —и0 (период торможения) и учитывая, 

что а> =  <i>i при /=  получим (см. решение (8.32))
ш = - Т и 0 +  (ы1+ Ти0)е - «~ * ''1Т (/ ,*£ /< / , +  /,). (9.53)

В конце торможения маховик останавливается. Внося в равенство (9.53) ю =  0,
t — к  +  <s. найдем

е-/,/г  = ---(9 54)
Wi + Tug ' '

В условиях задачи космический аппарат и маховик должны вращаться в раз
ные стороны, поэтому из уравнения моментов будем иметь

IqQ +  / (Я — (о) =  0;
момент Q =
: dy/dt, найд<
/. + / <*♦

при этом учтено, что в начальный момент Q =  <а =  0 (Я — угловая скорость косми
ческого аппарата). Полагая Я  =  dyidl, найдем

ti+t,
ф =  j  о, dt, (9.55)

о
где ф — заданный угол поворота аппарата.

*) Постоянный параметр Т  имеет размерность времени /. В  теории автома
тического регулирования и теории управления такие параметры называются по
стоянными времени.



5 ?.С} ПРИМЕРЫ И ЗАДАЧИ 431

Разобьем промежуток интегрирования (0, f, +  /2) на два промежутка: <0, /,) 
и (/,, /, +  1 ^ .  В первом промежутке <о определяется равенством (9.51), а во вто
ром — равенством (9.53). Следовательно, равенство (9.55) принимает вид

/, t,+h 
А + ± у  = jT u 0( l- e ~ ,' r) a  + J  l- T u 0 +  «o1 +  Tu<>)e-<‘- , '>'Tl<U,

или, после интегрирования,

A + J-  $ = Тил [/, +  Т (е-'‘/т -  1)1 -  Tu0tt -  Т («, +  Тао) -  1).

Пользуясь (9.52) и (9.54), найдем из последнего равенства

<i =  t  +  /„ (9.56)

где

т  =  - 7 Й Г *  ( 9 5 7 )

Внесем значение 1, из (9.56) в равенство (9.52) н полученное значение для 
подставим в (9.54). Тогда после сокращения на Ти0 получим

= 1 •2_е—«>-И)/Г *
отсюда

в-ч/Т е-М ,/Т  _  2*-<•/*■ 4. 1= 0.

Решим это квадратное уравнение относительно е~1,/т. Имеем 

,-<./Г= вт / Г ( , _ 1 / , _ е-т/г)

(перед радикалом взят знак «минус», так как е~,,/т <  1).
Последнее равенство преобразуем к следующему виду*

или, умножая и деля на сопряженное выражение.

в/,/Г = j + J/ , _«-1/Т 

Логарифмируя это равенство, найдем /2, затем из (9.56) получим /j!

<j =  T +  r i n ( l  +  1 Л - « -т/г). /J =  7 ' l n ( l+ V / l - « - T/7'). (в.58)

Эти равенства определяют время, в течение которого электродвигатель-маховик 
должен работать в режиме разгона (и =  и„) и режиме торможения,(и =  —ы«) для 
того, чтобы повернуть космический аппарат на заданный угол
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Глава X
ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ 
МАТЕРИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

§ 10.1. Кинетическая энергия материальной 
системы и способы ее вычисления
Как известно, кинетической энергией одной материальной точки 

называется половина произведения массы т  точки на квадрат ее 
скорости. Кинетической энергией материальной системы называется 
сумма кинетических энергий всех точек, входящих в систему. Обо
значается кинетическая энергия символом Т. По определению имеем

mkvl. (Ю.1)

Стоящие в этом выражении скорости vk точек материальной системы 
определяются относительно инерциальной системы отсчета.

Во многих случаях движение материальной системы относительно 
ииерциальных осей целесообразно представить как сложное и раз
ложить его на простейшие движения. При этом очень часто удается

упростить вычисление кинетической 
энергии системы.

Введем подвижные координатные 
оси Охгуггг% перемещающиеся посту
пательно относительно инерциаль- 
ных осей 01д:1е/1г1. Будем рассма
тривать движение материальной си
стемы как относительно неподвиж
ных осей О.х^г,, так и относительно 
поступательно перемещающихся осей 
Ох̂ угг2. Пусть Mh — одна из точек 

материальной системы массы т к. Введем обозначения; г* — радиус- 
вектор точки Mh, проведенный из начала О, неподвижных осей, 
pft— радиус-вектор той же точки, проведенный из начала О под
вижных осей, г0 — радиус-вектор начала подвижных осей в си
стеме О^г^г, (рис. 10.1).

В соответствии с формулой (9.30)
vft =  v0- fvftr, (10.2)

где vft — скорость точки Mh, v0 — скорость начала О подвижных 
осей, v,tr — скорость точки Мк относительно поступательно пере
мещающихся осей 0х^угг2.

Под кинетической энергией относительного движения будем 
понимать выражение

Тг =  —  У  rrikvlr, (10.3)
*=i



получающееся из (10.1) заменой абсолютной скорости vft точки Л1* 
ее относительной скоростью vAr.

Учтем теперь, что скалярный квадрат любого вектора равен 
квадрату его модуля, т. е. а2 = а2. Поэтому выражение (10.1) для 
кинетической энергии можно записать следующим образом:

П
Г  =  -Г 2  т^ 1  к=1

или, пользуясь равенством (10.2),
П

? ’ = 4 *  2  'n* (v° + v^ )a-ftx̂l
Возведем скобку в квадрат и разобьем сумму на три части:

п

Т = ~т 2  щ  (v° + 2v° ,v*' +  = ft=l
п п п

= -g- 2  mbvo +  2  mkV° ' Vkr "Ь “5" 2
fc—i *=I fc=i

Последняя сумма равна кинетической энергии Тг относительного 
движения; в первой и второй суммах множнтели х'о и \о не зави
сят от индекса суммирования и их можно вынести за знаки сумм!

П П
7, = 4 - ^ S /" t + v ° - 2  mkWkr+ T r‘*=1 k=l 

п п
Выражение £  mh равно массе всей системы М, а £  mhxhr — MvCr, *=i *=| 

где vc, — скорость центра масс С относительно поступательно пе
ремещающихся осей. Ох̂ у̂ .г. Докажем последнее утверждение.

В соответствии с формулой (7.2) имеем
П

где рс — относительный радиус-вектор центра масс. 
Дифференцируя по времени, получим
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dPc 1 «Я*». i V
- L mh~dr> или i=l fc=ldt M

что и доказывает справедливость сделанного замечания.
На этом основании последнее выражение для кинетической 

энергии можно привести к следующему виду:
Т =  V 2Mvh +  Mv0 • vc, + Tr. (10.4)
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Если начало подвижных осей О совпадает с центром масс С 
системы, то v0 = vc и ис, = 0. В этом случае последнее равенство 
упрощается!

T =  4tMvh + TCr. (10.5)

Словами его можно прочитать следующим образом (теорема 
Кенига)\ кинетическая анергия материальной системы в ее абсолют
ном движении складывается из кинетической энергии (l/tMvc) центра 
масс, в предположении, что в нем сосредоточена масса всей системы, 
и кинетической энергии Тс, системы в ее движении относительно 
поступательно перемещающихся в инерциальном пространстве вместе 
с центром масс осей Сх^у^.

В следующем параграфе мы рассмотрим, как используются по
лученные формулы для определения кинетической энергии мате
риальной системы.

§ S 0.2. Кинетическая энергия твердого тела
Очень часто материальная система представляет твердое тело 

или совокупность твердых тел. В связи о этим нужно уметь опре
делять кинетическую энергию твердого тела при различных видах 
его движения.

Так как твердое тело рассматривается как непрерывно распре» 
деленная масса, то все суммы, входящие в выражения для кине

тической энергии материальной системы, 
переходят в интегралы, а масса mh отделы 
ной точки заменяется дифференциалом dm. 
Поэтому для твердого тела формула (10.1) 
примет вид

T^-^ jx fidm , (10.6)

Рио. 10.2 где интегрирование производится по массе
всего тела.

1 < Кинетическая энергия твердого тела, движущегося поступа
тельно. При поступательном движении твердого тела скорости всех 
его точек одинаковы (рио. 10.2). Вынося xfl в формуле (10.6) за знак 
интеграла, получим

Т ==* —  v* J  dm,

или, учитывая, что J dm =» М, где М — масоа всего тела,

Т =  -±-МА (Ю.7)
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Таким образом, кинетическая энергия твердого тела, движу
щегося поступательно, равна половине произведения массы теш  
на квадрат его скорости.

Формула (10.7) применима также для случая, когда скорости 
всех точек материальной системы равны между собой по модулю. 
Напрлмер, по такой формуле можно вычислить кинетическую 
энергию ремня, участвующего в передаче вра
щения от одного шкива к другому.

2. Кинетическая энергия твердого тела, 
вращающегося вокруг неподвижной оси* Мо
дуль скорости любой точки твердого тела, 
вращающегося вокруг неподвижной оси, равен 
<o/j2, где «о — модуль угловой скорости твер
дого тела, a Az — расстояние от точки до оси 
вращения г (рис. 10.3). Подставляя в формулу 
(10.6) значение скорости точки v = шЛ,, по
лучим

или, вынося за знак интеграла <оа (угловая скорость одинакова 
для всех точек тела и от переменной интегрирования не зависит),

Полученный интеграл согласно формуле (9.3) представляет мо
мент инерции тела 1, относительно оси вращения. Следовательно,

Г  =  1/»/1о)а, (Ю.8)
т . е. кинетическая энергия твердого тела, 
вращающегося вокруг неподвижной оси, 
равна половине произведения момента инер
ции тела относительно оси вращения на 
квадрат угловой скорости тела.

3. Кинетическая энергия твердого тела, 
имеющего едну неподвижную точку. При рис_ ю.4 
сферическом движении твердого тела модуль
скорости любой его точки М определяется равенством (рис. 10.4)

v =  ыЛц,
где ю — угловая скорость тела, a ha — расстояние от точки М 
тела до его мгновенной оси вращения. С р авни вая с предыдущим слу
чаем, когда v = получим выражение для кинетической энергии 
твердого тела при его сферическом движении

Т =  'М „т г, (Ю.9)
где /а — момент инерции тела относительно мгновенной оси вра» 
хцения.
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Заметим, что, несмотря на внешнее сходство формул (10.8) и 
(10.9), между ними имеется и существенное различие. Положение 
оси вращения г неизменно относительно тела, поэтому момент инер
ции /, в формуле (10.8) с течением времени не меняется. Положение

мгновенной оси вращения в общем 
случае меняется относительно тела, 
вследствие чего момент инерции в фор
муле (10.9) есть величина перемен
ная.

4. Кинетическая энергия твердого 
тела, движущегося произвольным 
образом. Пусть твердое тело дви
жется произвольным образом отно
сительно инерциальных осей. Вве
дем поступательно перемещающуюся 
систему координат Схги^г, начало 

которой совместим с центром масс С тела, и воспользуемся теоре
мой Кенига (формула (10.5)):

Т =  1/гМи?с +  Та .
Движение тела относительно поступательно перемещающихся 

осей Сх̂ уггг представляет собсй вращение с угловой скоростью ш 
(рис. 10.5). Поэтому кинетическая анергия относительного движения 
определится формулой (10.9):

Тс, — */»/ сисА

где /Са — момент инерции тела относительно оси, проходящей 
через его центр масс С и совпадающей с вектором угловой скорости ю. 

Подставляя значение Тс, в выражение для Г, получим
T =  V2«ue + V1/cM(o2. ( 10. 10)

Это равенство представляет математическую запись теоремы Кенига 
для свободного твердого тела, которую можно прочитать следующим 
образом: кинетическая энергия твердого тела складывается из кине

тической энергии поступательного дви
жения вместе с центром масс и кинети
ческой энергии в его движении относи- 
тельно центра масс.

В общем случае момент инерции 1Са 
представляет переменную величину.

5. Кинетическая энергия твердого 
тела при плоском двжекни. При плоском 
движении твердого тела вектор угловой 
скорости <о всегда перпендикулярен к 

плоскости движения, совпадая с поступательно перемещающейся 
координатной осью Сг, (на рис. 10.6 оси 01г1 и Сг8 не показаны).
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Заменив в моменте инерции /Сш формулы (10.10) нижний ин
декс См на Сгг, получим выражение для кинетической энергии 
твердого тела в случае плоского движения:

Т ^ ' и т  +  'М сгУ . (10.11)
Ось Сгг не меняет своего положения относительно тела, и, следо

вательно, момент инерции /сг, не меняется с течением времени. 
Это обстоятельство существенно упрощает все вычисления.

Прежде чем перейти к примерам, сделаем два замечания.
а) При вычислении кинетической энергии твердого тела, дви

жущегося произвольным образом или участвующего в плоском 
движении, формулы (10.10) и (10.1!) не всегда являются самыми 
простыми. Иногда удобнее пользоваться более общей формулой (10.4) 
(см. пример в конце параграфа).

б) Еслм материальная система состоит из нескольких тел, то 
ее кинетическая энергия Т будет равна сумме кинетических энер
гий ТI всех тел, входящих в систему (это непосредственно вытекает 
из определения)!

т =  Т. + Т ,+  ... + Тп. (10.12)
Рассмотрим примеры на вычисление кинетической энергии ма

териальной системы.
Задача 10.!. Каток К  массы лежит иа горизонтальной плоскости. Каток 

обмотан тросом, перекинутым через блок Б радиуса г. К  свободному концу троса 
прикреплен груз I массы т я. При опускании груза со скоростью v трос, разма
тываясь, приводит в качение без скольжения каток К  (рис. 10.7). Определить 
кинетическую энергию системы, если момент инерции блока Б относительно оси 
вращения равен /а; каток считать однород
ным круглым цилиндром, массой троса пре- р „0 
небречь.

Система состоит из трех тел: катка К, 
блока Б и гругч Г. Поэтому ее кинетиче
ская энергия Т будет равна

Т ~  Т& + Тъ -\гТт, 
где Тц, Тъ и Гг — кинетические энергии 
катка, блока и груза соответственно.

Груз Г движется поступательно. Его 
кинетическая энергия 7Y согласно формуле
(10.7) будет равна

Тг = l/2/n3ci?.
Блок Б вращается вокруг неподвижной оси. Согласно формуле (10.3) его ки- 

нетическля энергия Тв = 1/а12а>В’ где <оБ — угловая скорость блока.
Скорость точки касания блока с тросом равна скорости v груза Г. Следова

тельно, v => ro)g, Отсюда <1>Б =  vlr и

Т -  1 / *7Б - —  — .

Каток К участвует в плоском движении. Кинетическую энергию Тц катка най
дем по теореме К?нига (см. формулу (50.11»:

Г к =
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где ид — скорость центра С катка, шк — угловая скорость катка, — его
момент инерции относительно оси С*а (на рис. 10.7 ось Сг, направлена на чита
теля).

Скорость верхней точки Е  катка К  равна о. Точка Р  касания катка с гори
зонтальной плоскостью является мгновенным центром скоростей. Поэтому чс =  и/2. 
Угловую скорость о>к найдем из равенства vq — Ra>̂ , где R  — радиус катка. 
Отсюда

сок =  оc/R =  t>/(2 R).

Момент инерции катка относительно его оси Сг, определяется формулой (9.7); 
>Сг, ■= ’/«ш,/Р.

Внося значения ие, ь>к я /Czi  в выражение для Тк , после очевидных преобра- 
аований получим

7"к =
Теперь находим кинетическую энергию Т всей системы:

Т =  +  V*/* +  4*mav*,

иди

где величина

М,

Т  =  IliMarV*, (10.13)

(10.14)

называется приведенной массой системы.
Рассмотрим задачу на применение формулы (10.4).
Задача 10.2. Твердое тело массы М  вращается вокруг горизонтальной оси Оч  

(ось 0*2 перпендикулярна к плоскости рис. 10.8); момент инерции тела относительно 
оси вращения Оч  равен /. Определить кинетическую энергию тела, если ось под

веса Ozt перемещается горизонтально со ско
ростью vq (эта скорость может быть пере
менной).

Построим неподвижные оси О х^  в 
подвижные оси Oxtyt. Движение тела отно
сительно осей Oxtyt представляет вращение 
вокруг оси Ог2. Обозначив через ф угол 
между осью дг, и прямой ОС, где С — 
центр тяжести тела, найдем кинетическую 
энергию в относительном движении

Г ,-=>/./Ф*.
Модуль скорости точки С относительно 
осей Охгуг равен Лф (считаем ф > 0); 

направление скорости \Gf показано на рис. 10.8. Скалярное произведение векто
ров v0 и уСг будет v0-vCj,=  ОрЛф cos <р. Пользуясь формулой (10.4), найдем 
кинетическую энергию тела

Т — 4tMv'lQ -f ЛЪдЛф cos ф +  V i/ф*. (10.15)

Применение теоремы Кенига потребовало бы больших выкладок, так как нужно 
было бы определить абсолютную скорость точки С и перейти от момента инерции 
относительно оси Сг к заданному моменту инерции относительно оси Ог%.
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§ Ю.З. Работа сил, приложенных к материальной системе
В дальнейшем нам нужно будет вычислять суммарную работу 

внешних и внутренних сил, приложенных к материальной системе. 
При этом возникает ряд особенностей, на которых полезно оста
новиться подробнее.

Предположим, что при своем движении материальная система 
перешла из одного положения, которое она занимала в момент 
времени t0, в другое положение, соответствующее моменту времени t. 
Обозначим через А полную работу, которую совершают при этом 
перемещении системы все приложенные к ней силы, причем работы 
внешних и внутренних сил будем обозначать соответственно через А‘ 
и А1, так что

А - А ' + А 1. (10. 16)

Если через А\ и A i обозначить работу, которую совершают 
внешние и внутренние силы, приложенные к k-fi точке системы, при 
переходе ее из перзого положения во второе, то по определению 
будем иметь

Л '  =  S  A i  А ‘ =  t  А ‘к.А= 1 *=1
I, Работа сил тяжести. Если материальная система находится 

в однородном поле тяжести, то на каждую ее точку Mk массой т к
действует внешняя сила Fl = т кg, элементарная работа d'Al ко
торой равна rr^g-dr  ̂ Направим ось г вертикально вверх.

Тогда проекции силы F£ будут равны 0, 0, — mkg и
d'A'u — mkg-drb =  — mkgdzt.

Найдем теперь сумму элементарных работ всех сил тяжести, 
приложенных к системе:

п п п
Е  d'A'k — —  23 mhgdZk — — gd 2  mkZtt 
*=i к=i ft=i

или, учитывая третье равенство (7.3), будем иметь 

2  d’Aek =  — gM dzc,
к=Л

где М  — масса всей системы, а гс — аппликата ее центра тяжести.
Полная работа сил тяжести при переходе системы из первого 

положения во второе определится равенством
‘с

А‘ — —  M g  [  dzc =  —  M g  (zc — Zoc),
V»
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ИЛИ
А1 =  Mg (гос — гс) ~ Р  (гос -  гс). (10.17)

В этом равенстве гс и гос — значения аппликаты центра тяжести 
системы в ее конечном и начальном положениях, а Р  — вес всей 
системы.

Таким образом, полная работа сил тяжести системы равна 
весу всей системы, умноженному на вертикальное перемещение ее 
центра тяжести.

2. Работа внутренних сил твердого тела. Докажем, что сумма 
работ всех внутренних сил абсолютно твердого тела на любом его

перемещении равна нулю.
Пусть F{ и FJ — внутренние силы 

взаимодействия точек В и D твердого 
тела (рис. 10.9). По третьему закону 
Ньютона они равны по модулю и на
правлены по одной прямой в противо
положные стороны:

Рис. 10.9 F2 =  — F{. (10.18)
Составим сумму мощностей этих сил:

N' — F{ • v„ -+ F r  vD =  F{ • vb -  F {• v0 =  F{ • (ve — vD),
где v„ и V j,— скорости точек В  и D соответственно.

Примем точку D за полюс. Тогда согласно известной формуле 
кинематики

vb — vd +  u>x DB,
где ь> — угловая скорость тела. Внося это значение для скорости 
точки В  в последнее равенство, получим

N1 — Ff .(юхЙё).
Скалярное произведение двух взаимно перпендикулярных век

торов ?[ и се X D B равно нулю (так как вектор ы X D B перпен
дикулярен к вектору D B, коллинеарному с силой F{). Поэтому

N1 = Ел/' =  о,
/=I

причем полную мощность можно распространить, конечно, на все 
внутренние силы твердого тела (они входят попарно).

Так как сумма мощностей внутренних сил твердого тела равна 
нулю, то будет равна нулю и сумма работ этих сил:

А‘ = £ а } =  0, (1.19)
/•=I

что доказывает сделанное утверждение.
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Аналогично можно доказать (мы не будем останавливаться из 
этом), что сумма работ внутренних сил абсолютно гибкой и пера- 
стяжпмой нити равна нулю.

3. Работа силы, приложенной к твердому телу, вращающемуся 
вокруг неподвижной оси. Пусть сила Ff приложена к некоторой 
точке тела, отстоящей от неподвижной оси вращения г на расстоя
нии h. Точка приложения силы описывает при 
движении тела окружность радиуса /г. Раз
ложим силу Fe по осям естественного трех
гранника и обозначим ее составляющие через 
F£, FJI и F£ (рис. 10.10). Работа составляю
щих сил F„ и F* равна нулю, так как эти 
силы перпендикулярны к перемещению 
точки их приложения. Следовательно, ра
бота силы Fe равна работе ее касательной со
ставляющей F?. Д л я  элементарной работы 
будем иметь

d'Ac =  F\ ds =  F[h Af,
где ds = h d<p — дифференциал дуговой ко
ординаты точки приложения силы, a dcp — 
дифференциал угла поворота тела.

Учитывая, что произведение F{h равно моменту силы Fe отно
сительно оси вращения тела, получим

d'A‘ =  M‘t <hР. (10.20)

т. е. элементарная работа силы, приложенной к твердому телу, 
вращающемуся вокруг неподвижной оси, равна моменту этой силы 
относительно оси вращения, умноженному на дифференциал угла 
поворота тела.

Работа силы F' на конечном угле поворота определится равен
ством

Ае =  j  Мег d(f, (10.21)
<Ро

где фо и ф — начальное и конечное значения угла ф, определяю
щего положение тела (если момент М сг зависит не только от угла 
поворота ф, но также от угловой скорости <о и времени t, то нужно 
перейти к новой переменной интегрирования).

Если момент внешней силы не изменяется во время движения 
тела, т. е. М е, — const, то

А1 =  М‘г (ф -  Фо). (10.22)



442 ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ [ГЛ. X

Деля обе части равенства (10.20) на dt, получим выражение 
для мощности силы, приложенной к твердому телу, вращающемуся 
вокруг неподвижной оси:

4. Работа потенциальных сил. Понятие потенциальных, или 
консервативных, сил, действующих на систему материальных точек, 
вводится как естественное обобщение понятия потенциальной силы 
для одной материальной точки.

Позиционные силы, зависящие только от положения системы, 
называются потенциальными, если работа их на перемещении си
стемы из начального положения в конечное положение не зависит 
от пути, по которому происходит это перемещение.

Потенциальная энергия определяется как работа всех сил при 
переходе системы из данного положения в положение, условно 
принимаемое за нулевое (положение, при котором П = 0):

где М  и М в символически обозначают положения системы в данном 
и нулевом положениях.

Так же как и для одной точки, легко показать, что работа по
тенциальных сил при перемещении системы из одного положения 
в другое определяется равенством

где Пх и Па — значения потенциальной энергии системы в ее началь
ном и конечном положениях.

Потенциальная энергия зависит от координат материальных 
точек, составляющих систему, т. е.

Предполагается, что функция П однозначна и непрерывна вместе 
со своими производными до второго порядка включительно.

Легко показывается, что частные производные от потенциальной 
энергии, взятые с обратным знаком, равны соответствующим проек
циям сил:

Часто можно найти потенциальную энергию отдельных сил, 
входящих в систему. В этом случае потенциальная энергия системы 
будет равна сумме потенциальных энергий:

N'  =  М'гаг. (10.23)

П =  Амм„ (10.24)

Л , * — П| — П*1 (10.25)

П =  П(г,, уи г„ .... хп, уп, г„).

(10.26)

п - | л
(10.27)



Наконец, во многих случаях полезно разделить потенциальную 
энергию на энергию внутренних и внешних сил. Общая потенциаль
ная энергия будет равна их сумме:

П =  1Р +  П '. (Ю.28)

Так же как и для одной точки, рационально иногда пользоваться 
силовой функцией U, которая отличается от потенциальной энергии
только знаком:

U  =  —П.
5. Работа внутренних сил тренкя скслыкения сочлененных тел, 

В различных устройствах между движущимися телами возникают 
силы трения скольжения. Эти силы приложены к обоим трущимся 
телам. Вычислим полную работу внутренних сил трения сочленен
ных тел.

Предположим, что тело В  дви- pi I 1 у  
жется поступательно со скоростью v, 
а тело С скользит по нему с относи
тельной скоростью и (ркс. 10.11).
Между этими телами возникают 
силы трения F/p и Frp, работу ко- Рис. 10.11
торых нужно определить.

При указанном на рис. 10.11 направлении относительной ско
рости и сила трения Fjp будет приложена к телу С, а сила тре
ния Fip — к телу В. Конечно,

F;'p =  -  F ‘TP. (10.29)

Мощность NrP этих сил будет равна
<  =  N '1 +  Nl =  F ip-(u +  v) +  f;'p. v;

при этом учтено, что абсолютная скорость тела С равна u + v (на
правление скорости v тела В  не имеет значения).

Принимая во внимание равенство (10.29), получим
Л̂ гр =  F ip • (u + v) -  F(p • v =  Fip • и.

Сила трения F{p, приложенная к телу С, направлена всегда 
в сторону, противоположную относительной скорости и. Следова
тельно, угол между векторами FJ-P и и равен 180° и их скалярное 
произведение будет равно —F [fu. Таким образом,

Л̂ р =  -  F lTpu, (10.30)
т. е. полная мощность внутренних сил трения скольжения двух 
сочлененных тел равна взятому со знаком минус произведению модуля 
силы трения на модуль относительной скорости.
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Рис. 10.12

Из равенства (10.30) найдем сумму элементарных работ d 'A {„ 
внутренних сил трения (d'A — N dt и и — dxjdt)i

c tA r p ^  —  F ^ d x ,, (10.31)
где dx, — элементарное относительное перемещение.

Аналогично доказывается, что для вращающихся сочлененных 
тел (рис. 10.12) полная мощность и элементарная работа всех вну
тренних сил трения определяются равенствами

Л̂ р -= — Л4Трб>г, (10.32)
d’A'Tp =  —  Mrt,d<pr, (10.33)

где М ,р — модуль момента сил трения относительно оси вращения, 
а», — модуль относительной угловой скорости 
и dwr — элементарное относительное угло
вое перемещение тела С.

§ 10.4. Теорема об изменении 
кинетической энергии материальной 
системы

Рассмотрев методы вычисления работы 
сил, приложенных к материальной системе, и 
ее кинетической энергии, перейдем к установ

лению зависимостей, связывающих эти величины. Для этого осво
бодимся мысленно от связен, заменив их соответствующими реак
циями. Обозначим через F* и Fi равнодействующие всех внешних 
и внутренних сил, приложенных к материальной точке Mh системы. 
Рассмотрим два момента времени: начальный t0 и текущий (или 
конечный) I. Пусть модуль скорости точки Мк в момент времени t0 
равняется t/oh, а в момент времени t — vh. Тогда для каждой точки 
материальной системы будет справедлиза теорема об изменении ки
нетической энергии:

mtv? т ,У й ,  ле I «< mnvl  mnvOn _  ,e | л<—2--- -—2— — Ai+ Au  .... —2------ 2---- « T ^ ,
где Л* и /Ц — работа сил F& и Fi на действительном перемещении 
точки M k.

Складывая почленно все равенства, получим

4- 2  щ щ  -  4~ 2  =  2  А* + 2 Ак>
k=1 А=1 *--=1

или, учитывая выражение для кинетической энергии (10.1),
Т  — Т 0 =■ А * +  А ‘, (10.34)

где Т0 — начальное значение кинетической энергии, а А е и А ‘ — 
работа всех внешних и внутренних сил системы.
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Равенство (10.34) представляет математическую запись теоремы 
об изменении кинетической энергии материальной системы: изме
нение кинетической энергии материальной системы при переходе 
ее из начального в текущее (конечное) положение равно сумме работ 
на этом перемещении всех внешних и внутренних сил, приложенных 
к точкам системы.

Продифференцируем равенство (10,34) по времени:

dT dA‘ dA‘ 
dt dt ' dt *

Учитывая, что производная от работы по времени равна мощности Nh 
силы Fft, получим

- | f  =  * '  +  * ' •  ( 1 0 .3 5 )

Это уравнение представляет собой аналитическую запись теоремы 
об изменении кинетической энергии в дифференциальной форме: 
полная производная кинетической энергии по времени равна сумме 
мощностей всех внешних и внутренних сил, приложенных к системе.

Необходимо подчеркнуть, что в правую часть равенства (10.34) 
входит работа (в равенство (10.35) — мощность) всех внутренних 
и внешних сил, приложенных к системе.

Рассмотрим несколько простых примеров.
При движении автомобиля, оснащенного двигателем внутреннего 

сгорания, движущей силой является сила трения F2 между веду
щими колесами и полотном шоссе (см. рис. 7.1). Без этой силы дви
жение автомобиля осуществить нельзя (см. пример 1 § 8.3). Однако 
сила трения F2 при отсутствии проскальзывания колес работу не 
производит (так как эта сила приложена в мгновенном центре ско
ростей Р  ведущего колеса, элементарное перемещение drP которого 
равно нулю). Полезную работу при перемещении автомобиля про
изводят внутренние силы давления газов, образовавшиеся при 
сгорании горючей смеси.

Точно так же при движении человека по горизонтальному полу 
или при его подъеме по лестнице движущими силами являются силы 
трения между полом и подошвами ног человека или реакции сту
пеней лестницы. Однако полезную работу производят не эти внешние 
силы, а внутренние мускульные усилия человека.

Прежде чем перейти к задачам, отметим два класса сил, которые 
не нужно учитывать при применении теоремы об изменении кинети
ческой энергии системы (так как их работа равна нулю):

1) реакции связей без трения;
2) внутренние силы абсолютно твердого тела и абсолютно гибкой 

и нерастяжимой нити (см. п. 2 § 10.3).
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§ 10.5. Задачи
С помощью теоремы об изменении кинетической энергии в инте

гральной форме определяют:
скорости точек материальной системы (в тех случаях, когда, 

зная перемещение системы, можно вычислить работу всех прило
женных к ней сил);

работу одной из сил, приложенных к системе (когда по условию 
задачи скорости точек материальной системы известны или их можно 
определить другими методами).

Дифференциальная форма теоремы об изменении кинетической 
энергии системы применяется для составляния дифференциальных 
уравнений движения, а также для определения ускорений (линейных 
или угловых).

Мы начнем с задачи, иллюстрирующей метод определения ско
ростей.

Задача 10.3. В  системе, рассмотренной в § 10.2, груз Г под действием силы тяже
сти опускается из состояния покоя вниз. Определить скорость v груза Г при опуска
нии его на высоту А. Трением качения катка и трением на оси блока пренебречь.

Рассмотрим внешние силы, действующие на систему. На груз Г  действует 
сила тяжести m,g, на блок Б  действуют сила тяжести т ,g и реакция опоры (на 
рис, 10. S3 показаны ее составляющие X  и У), на каток К действуют сила тяжести

т гg и реакция горизонтальной плоскости, 
которая разложена на нормальную соста
вляющую N и силу трения F (без силы тре
ния F каток не катился бы, а скользил). 
Внутренние силы учитывать не нужно, так 
как согласно § 10.3 сумма их работ равна 
нулю.

Применим теорему о конечном измене
нии кинетической энергии материальной 
системы:

Рис. 10.13 у _  тв = ле.

Воспользуемся выражением (10.13) для кинетической энергии рассматривае
мой системы:

Т =

где приведенная масса определяется равенством (10.14):
kj 3 , /а ,

ПР =  Т Г  !!<i ~г  7 Г  I ,л»'

Движение начинается из состояния покоя, поэтому Т0 =  0. Перейдем к вы
числению работ сил, приложенных к системе. Работа сил m*g, X и Y равна нулю, 
так как точка их приложения неподвижна. Работа сн,;ы тяжсст.ч mtg катка К  равна 
нулю, так как эта сила перпендикулярна к перемещению точки ее приложения С. 
Работа нормальной реакции N и силы трения F разна нулю, так как эти силы при
ложены в мгновенном центре скоростей Р  катка К, элементарное перемещение 
которого dtp =  0. Таким образом, осталась одна сила тяжести груза Р, 
работа которой-равна mjgft. Итак,

А1 — ffijg/t.
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перешла из начального в некоторое текущее положение. Обозначим 
значение кинетической энергии системы в начальном положении 
через Т0, а в рассматриваемом через Т. Применим к этой системе тео
рему о конечном изменении кинетической энергии:

Т — Т0 =  А1' +  А< =  А.
Так как по условию силы, действующие на систему, консервативны, 
то будет справедливо равенство (10.25):

А — П0 — П,
где П„ и П — значения потенциальной энергии в начальном и теку
щем положениях.

Тогда будем иметь первый интеграл
Т  - 7’о=Пд — П,

или
7’+ П  =  Л, (10.36)

где постоянная
Л =  / о -f- П0

равна начальному значению полной механической энергии (напом
ним, что полной механической энергией называется сумма потен
циальной и кинетической энергий).

Уравнение (10.36) называется интегралом энергии и око выра
жает закон сохранения полной механической энергии системы: если 
система движется под действием одних консервативных сил, то  сумма 
кинетической и потенциальной энергий сохраняет постоянное значе
ние. Интеграл энергии (10.36) и неко
торые его обобщения имеют большое 
значение в теории устойчивости дви
жения *).

Рассмотрим пример на применение 
интеграла энергии.

Задача 10.6. Однородный тонкий стержень 
АВ  длиной / движется в вертикальной плоско
сти, скользя своим концом А по гладкой
горизонтальной прямой (рис. 10.16). Оиреде- Рис. 10.16
лить угловую скорость движения стержня, если
в начальный момент она равнялась ф0 и стержень составлял с горизонтом угол ф0.

Освободимся мысленно от связи (гладкой горизонтальной плоскости) м заменим 
ее реакцией N^. Теперь можно считать стержень свободным, находящимся под дей
ствием двух вертикально направленных сил: силы тяжести стержня Mg и реакции 
N^. Работа реакции равна нулю, а сила тяжести Alg — консервативная сила. 
Поэтому будет справедлив интеграл энергии (10.36):

Г  +  П = Л.

*) См., например. М е р к н и  Д. Р. Ввведение в теорию устойчивости движе- 
вия, — 1-е изд. — М.: Наука, 1971. — 2-е изд. — М.: Наука, 1976.
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Выбрав за нулевое положение горизонтальную плоскость, по которой движется 
точка А стержня, найдем потенциальную энергию силы тяжести Mg

II ~  Mgy0,
где ус — ордината центра тяжести стержня.

Имеем (см. рнс. 10.16) до <= '/t / sin ф, следовательно,
П <= l/tMgl sin ф.

Кинетическую энергию стержня найдем, пользуясь теоремоГ: Кенига для пло
ского движении твердого тела (см. формулу (10.11)):

Г  =  ЧгМ ^  +  >/,/С:фг

Здесь «с — скорость центра масс С стержня, а /с» — его момент инерции относи
тельно оси, проходящей через точку С перпендикулярно плоскости движения.

Согласно формуле (9.6) l Cz= 1! l iMP. Кроме того, ti£ =  ig  -(- jijj, где хс — абс
цисса центра масс стержня. Так как ус =  (1/2) sin ф, то ус — (//2) cos ф ф. Внося 
эти значения для 1Сг, v'fc и ус в выражение для кинетической энергии, получим

т  ~  т  м  (  *1 + -J- Ф2 eos2 ф) + М1*ч2'
ИЛИ

7’ =  -i- +  1 + Зсо5г ф)ф2.

Учитывая полученные выражения для Т и П, найдем интеграл энергии для рас
сматриваемой системы

Т Ш с + З Г (1 + 3 cos2ф)ф5+ ̂  Mgl sinф = А,

где А — постоянная энергии, которую можно найти из начальных условий: 
при I =  0 Ф  = Ф0, ф =  ф0, t c — i K ;

адесь ioC — начальное значение проекции скорости центра масс стержня на ось х 
(эта величина по условию задачи не задана).

Внося начальные условия в интеграл энергии, получим

А =  -j- A fiJc  +  - (1 -f 3 cos2 фо) ф2 +  у  Mgl sin ф^

После подстановки найденного значения А в интеграл энергии, приведем послед
ний к виду 

/I4  + -^ (1 + 3 cos2 ф) Ф2 + g/ sin ф = 4-  + -^ (1 + 3 cos2 ф0) ф£ + gl sin ф0.

Покажем, что проекция ic  скорости у с  центра масс С стержня остается постоян
ной во время движения. Действительно, сумма проекций всех внешних сил на не
подвижную ось х равна нулю. Поэтому согласно третьему следствию теоремы о дви
жении центра масс (см. формулу (8.14))

vc *  =  * с  ** cons*>
т. е,

*с  =  *00'



Тогда последнее выражение для интеграла энергии упрощается и принимает вид 

+3cos-<p)cpJ +  gsin(p= (I +3cos2(p0)cp̂  +  gsinq>u.

Отсюда найдем угловую скорость стержня
1;1 Ч /  (I +  3 cos-' (р„) /фг, +  V2g (sin ф„ -  sin q )
|Ч,|= V  -------- 1(1 + ЗС05Гф)--------•

В момент падения на горизонтальную плоскость (ф = 0) угловая скорость 
стерж!м будет

ф =  | /  (1 + 3  соз'2 ф„) ФЗ +  12 -у- sin ф0.

Любопытно отметить, что угловая скорость стержня не зависит от начальной 
скорости его центра масс (если бы горизонтальная плоскость была бы не абсолютно 
гладкой, то st o  было бы несправедливо).

В заключение этого параграфа сделаем одно замечание.
Интеграл энергии в форме (10.36) имеет место для систем, движе

ние которых определяется только консервативными силами. Если, 
помимо консервативных сил, система подвержена действию сил со
противления, то происходит убывание полной механической энергии; 
если же материальная система соединена с источником энергии 
(например, двигателем), то полная механическая энергия возрастает.

§ 10.7. Теорема об изменении кинетической энергии
относительного движения
Если движение материальной системы рассматривается в системе 

координат Охуг, перемещающейся по данному закону относительно 
инерциальной системы отсчета, то в правую часть уравнения энер
гии (10.34) необходимо ввести работу переносных и кориолисовых 
сил инерции, а в левую часть должна входить кинетическая энергия 
относительного движения системы. Тогда вместо уравнения (10.34) 
получим

Тг — Тг0 — Ае +  А1 + 2  +  2  Akc,*=1 А=1
где Аке и Акс — работа переносных и кориолисовых сил инерции. 
Но в соответствии с результатами § 6.4 работа кориолисовых сил 
инерции равна нулю. Поэтому уравнение энергии примет вид

Т , - Т г0 =  А ' +  А‘ +  £ Л в. (10.37)*=i
Если подвижные оси координат перемещаются поступательно 

относительно инерциальной системы отсчета, то последнюю сумму 
в (10.37) можно упростить. Действительно, в этом случае переносные 
ускорения всех точек будут одинаковы и равны ускорению начала
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подвижных осей О, т. е. wAe = wa. Имеем (для поступательно движу
щихся осей dp = dp)

п п П п
Е  d'Ake — S  J*e dp* =  — mhv/kedpk =  — 2  ™hvee-dph.
4=1 *=l *=1

Так как ускорение w0 полюса О от индекса суммирования не за
висит, то его можно вынести за знак суммы:

d'Ake =  — (Д т *  dp„j ■ w0.

Из формулы (7.2) следует £ т к dph = М dpc, где М — масса всей 
системы, а рс — радиус-вектор ее центра масс в подвижной системе 
координат. Поэтому П

2  d'Ake =  —Mw0dpc.*=i
При переходе системы из начального положения в текущее по

ложение сумма работ переносных сил инерции будет равна
Г* П

2 ] лке =  2  j  d'Ak, = j  (—Afw0 dpc) = A (—М щ ),
k-i *=i

где символом A (—Afw0) обозначена работа переносной силы инерцич 
центра масс, в предположении, что в нем сосредоточена масса всей 
системы.

Уравнение (10.37) можно записать теперь в следующей форме:
7 \ - 7 P„ =  /1 ' +  ^ - M < - A * w 0). (1 0 .3 6 )

В этом равенстве кинетическая энергия и работа всех сил, вклю
чая перекосную силу инерции центра масс, вычисляются для движе
ния системы относительно подвижных осей Оху г, перемещающихся 
поступательно относительно инерциальной системы отсчета.

В дифференциальной форме уравнение (10.38) принимает вид
=  +  v,c  (10.39)

где vrC — относительная скорость центра масс.
Если w0 = const, т. е. ускорение полюса постоянно по модулю и 

направлению, то сила инерции переносного ускорения центра масс 
будет консервативна с потенциальной энергией

П*=  —Alw0-pc. (10.40)
Если, кроме того, силы, приложенные к системе, тоже потенциальны, 
то будем иметь ннтеграл энергии

+ 11 +  11* =  /». (1 0 .4 1 )

где П — потенциальная энергия всех внешних и внутренних сил, 
приложенных к системе.
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Задач* 10.7. К  потолку железнодорожного вагона подвешен физический маят
ник (твердое тело, имеющее горизонтальную ось вращения, вокруг которой оно к» 
леблется под действием силы тяжести). В  начальный момент маятник удерживался 
в положении, при котором прямая ОС была горизонтальна (см. рис. 10.17; О, — сс 
вращения, С — центр масс маятника). Затем маятник был отпущен без начальной 
скорости. Определить угловую скорость маятника в момент прохождения его центра 
масс через вертикаль, если масса маятника равна М, его момент инерции относи
тельно оси вращения равен /, а железнодорожный вагон движется прямолинейно 
с постоянным ускорением w и ОС — I.

Пусть ось г укреплена на движущемся вагоне (на 
рис. 10.17 вагон не показан). Направим подвижную 
ось у горизонтально в сторону ускорения вагона w, а 
подвижную ось х вертикально вниз. Мысленно будем 
считать вагон неподвижным, введя одновременно пе
реносную силу инерции центра масс маятника — Му/.
Кинетическая энергия Тт относительного движения 
маятника вычисляется по формуле (10.8) как кинети
ческая энергия твердого тела, вращающегося вокруг 
оси г:

Г г =  ‘/«/ф*.
В начальный момент прямая ОС была горизонтальна, в конечный момент — вер

тикальна. Работа силы тяжести Mg на заданном перемещении будет равна Mgl, а ра
бота силы инерции ±Mwl (энак *+», если з начальный момент центр масс С нахо
дился на положительной части оси у, и знак «—» в противоположном случае). По
этому (Тп  =  0)

V ./Ф1 = Mgl ± М<Ы; 
отсюда найдем угловую скорость маятника в момент прохождения нм вертикали

ф =  V 2 Ml (g ±  w)/i.
Для рассматриваемой системы имеет место интеграл энергии (10.41). Примем 

положение маятника, при котором прямая ОС горизонтальна и ордината точки С 
положительна, за нулевое. Тогда при перемещении маятника из данного положения 
• нулевое работа сил Мg и —Mvi будет

Аг — П4 =  — Mgl cos ф, Aw =  П* =  —Mwl (1 — sln <р).
Следовательно, интеграл энергии (10.41) примет вид

’/»/фа — Mgl cos <j) — Mwl ( I  — sin <j>) = hi,

V j/ф2 — M l (geos <p — о/sln ф) = ft,
где ft =  hi +  Mail.

Г л а в а  X I

ДИНАМИКА ТЕЛА ПЕРЕМЕННОЙ МАССЫ 

§ П Л . Понятие тела переменной массы
В теоретической механике, как правило, рассматривается дви

жение материальных систем и твердых тел, масса которых пред
полагается постоянной. Однако можно привести большое количество 
примеров, когда при движении тела его масса вследствие присоеди
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нения или отделения от него материальных частиц значительно из
меняется. Например, на активном участке движения ракеты от нее 
отделяются продукты сгорания топлива, составляющего значитель
ную часть исходной массы заправленной ракеты на старте. Решение 
задачи о движении ракеты как о движении тела постоянной массы 
в этом случае будет неверным.

В связи с этим возникает проблема разработки методов решения 
задач на движение тел с переменной массой, т. е. задач механики 
тела переменкой массы *).

Перейдем теперь к определению понятия «тела переменней массы». 
Будем считать массу материальных точек, из которых ссстоит тело, 
постоянной. Исходя из этого, под телом переменной массы будем по
нимать тело, масса которого изменяется вследствие процесса отделе
ния от него или присоединения к нему материальных точек. Это зна
чит, что точки, изменяющие массу тела, не возникают и не исчезают, 
а лишь вводятся в рассмотрение или исключаются из него.

Введенное определение тела переменной массы позволяет рассма
тривать механику тела переменной массы как один из разделов 
механики системы материальных точек, так как все исследования 
движения такого тела можно выполнить методами классической 
механики.

В дальнейшем рассматривается только тот случай, когда весьма 
малы как масса каждой отделяющейся или присоединяющейся точки, 
так и время между последовательными отделениями или присоеди
нениями точек. Это предположение делает возможным такую предель
ную идеализацию процесса изменения массы, при которой последняя 
может быть принята непрерывной и дифференцируемой функцией 
времени.

Хотя при мгновенном изменении массы тела на величину массы 
отделяющейся или присоединяющейся частицы скорость тела ме
няется скачкообразно, величина этого изменения также будет убы
вать с убыванием массы этой точки и в пределе скорость тела можно 
считать также непрерывной и дифференцируемой функцией времени.

Пусть масса тела в начальный момент времени / = 0 равна ш0. 
Обозначим через mj (/) массу отделившихся частиц к моменту вре
мени t и через т» (/) — массу присоединившихся к телу частиц 
к этому же моменту времени I. При непрерывном присоединении н 
отделении частиц от тела функции т , (/) и пц (/) будут возрастаю
щими положительными и при t = 0 т х (0) = 0, т г (0) = 0.

Таким образом, массу тела в момент времени t можно определить 
по формуле

т  — то — т х (Q + Щ  (0- (11-1)
Если т х (0 = 0, то происходит только процесс присоединения 

частиц; если mt (f) = 0 — только процесс отделения.
•) В  настоящее время вместо термина «тело переменной массы» часто пользуются 

термином «тело переменного состава».
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§ 11.2. Уравнение движения точки переменной массы
Рассмотрим простейший случай, когда тело движется поступа

тельно и, следовательно, его можно принять эа материальную точку. 
Предположим также, что происходит процесс только отделения.

Пусть масса тела в момент времени I равна т ,  а скорость равна V. 
Количество движения тела в этот момент времени равно

Q = mv. (11.2)
Так как рассматривается случай отделения частиц, то масса тела 

будет уменьшаться. Следовательно, изменение массы за промежуток 
времени At определится равенством

А т — т  (t + At) — т  (f) <$ 0.
Предположим, что к моменту времени t + At отделившаяся от 

тела частица массы |Дот| приобрела скорость и'. Скорость же тела 
переменной массы к моменту времени / + At обозначим через v 4- Av.

Количество движения тела и отделившейся частицы в момент 
времени t + At будет
Q (/ +  А/) =  (от — | Агп |) (v Av) -f | Ат  | и' =

— (от +  Am) (v +  Av) — Доти'. (11.3) 
Согласно теореме об изменении количества движения имеем 

|im Qf/H-.AQ-OW дР>
д/-о м

где F ' — равнодействующая всех сил, приложенных к телу. Пере
пишем это выражение, используя формулы (11.2) и (11.3):

.. Г Av Д т  . , . , ДтДуТ
л й  Г ' Д Г  ~ v > +  —  J  =  ре-

Отсюда получаем
mw -  -Sjp (u — v) =  F*.

пли
o t w  =  F ' +  Ф, (11.4)

где w = dv/dt — ускорение точки, Ф  = (dmldf) vjf, vj, = u — v — 
относительная скорость отделяющейся частицы, u — скорость от
деляющейся частицы в момент времени t.

Вектор

Ф  =  - Й Ч , (11.5)
называется реактивной силой.

Уравнение (11.4) получено, независимо друг от друга, различ
ными авторами. Обычно это уравнение называют уравнением Мещер
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ского, так как его работа *) оказала наибольшее влияние на развитие 
механики тела переменной массы. Более подробно уравнение Мещер
ского будет рассмотрено в § 11.5.

§ 11.3. Количество движения тела переменной массы
Рассмотрим общий случай и не будем считать тело переменной 

массы материальной точкой. Кроме того, будем считать, что частицы 
не только отделяются, но и присоединяются к телу.

Переменная масса тела в момент времени t определяется равен
ством (11.1).

Согласно формуле (8.2) количество движения любой системы 
материальных точек постоянной массы, а следовательно, и твердого 
тела вычисляется по формуле

Q — mve, (П.6)
где т  — масса материальной системы, a va — скорость центра масо 
этой системы.

Рассмотрим теперь тело переменной массы. Благодаря процессу 
присоединения и отделения частиц в теле происходит перераспреде
ление масс и поэтому центр масс тела может не оставаться в какой- 
либо фиксированной точке тела. Он будет совершать сложное дви
жение: будет двигаться со всем телом (переносное движение) и будет 
перемещаться по отношению к телу (относительное движение). Так, 
например, по мере выгорания топлива центр масс ракеты переме
щается относительно ее корпуса.

Итак, абсолютную скорость центра масо можно представить фор
мулой

Vo =  v.c +  v,c. (11-7)
где v,c — переносная скорость центра масс тела, т. е. скорость той 
точки тела, с которой в данный момент / совпадает центр масс, a vfC — 
скорость центра масс по отношению к телу, т. е. по отношению к си
стеме координат, жестко связанной с телом.

Рассмотрим наряду с телом переменной массы тело постоянной 
массы и предположим, т̂о в момент времени I массы точек, их рас
положение и скорости для обоих тел одинаковы. Тогда количество 
движения определится равенством

П
Q = Е  /n*v*,*=!

где п — число точек, составляющих тело, т н — масса А-й точки, 
a vA — ее скорость. Так как, по предположению, массы и скорости 
точек обоих гел одинаковы, то количества движения этих тел также 
будут равны.

*) М е ш « р с н и й И. В. Динамика тела переменной массы. — С.-Петер- 
Сург, 1897.



Для случая равенства секундного расхода и секундного прироста 
масс

t  11.8] УРА ВН ЕН И Е МЕЩЕРСКОГО 461

—'МО+ '«*(0 = о, 4 г  = -̂ г

-lT = F‘ + ^ r< u* - u>)' (U17)
В  заключение этого параграфа отметим, что вывод теоремы об 

изменении количества движения тела переменной массы нами полу
чен в предположении, что отделившиеся частицы сразу же после 
отделения прекращают свое взаимодействие с точками тела перемен
ной массы, а влияние присоединившихся частиц начинается только 
с момента их присоединения к телу.

§ 11.5. Уравнение Мещерского
Пусть тело переменной массы движется поступателыю, тогда 

согласно формуле (11.8) имеем
Q =  mv. (11.18)

Дифференцируя это соотношение по времени, получим 
dQ dm . dv
~df ~  ~dT +  "dT *

Так как согласно соотношению (11.1) 

a w = dvldt, то

dm dmi . dm2
dt ~  dt '  dl

dQ __ dm, , dm, _ = m w -----

Подставляя это выражение а уравнение (11.14), будем иметь
mw =  p _ ^ L ( U l_ V )- f^ S - (u 2- V ). (11.19)

Это уравнение получено И. В. Мещерским и носит его имя. Вектор 
ф =  _ ^ (и1_ У) + - ^ 1 (и ,- у ) (п.20)

называется реактивной силой.
В дальнейшем будем рассматривать только случай отделения 

частиц, имеющий наибольший технический интерес. Для него урав
нение (11.19) сводится к виду

mw — F1’ — (U| v).



Так как Vj, = uf — v есть относительная скорость отделяющихся 
частиц, а

dnti dm
dt dt *

то предыдущее уравнение движения можно записать следующим 
образом:

mw =  F '+ -^ -vl/ =  F'-f-®, (11.21)
где Ф  определяется формулой (11.5). Так как при отделении частиц 
dmldt < 0, то реактивная сила Ф  направлена в сторону, противопо
ложную направлению скорости vu.

§ 11.6. Задача Циолковского
Рассмотрим движение ракеты, запущенной с поверхности Земли 

вертикально вверх (рис. 11.1). Будем предполагать, что ракета дви
жется поступательно. Движение ракеты будем рассматривать в си

стеме координат с началом в точке пуска, ось х ко
торой направлена вертикально вверх.

В проекции на ось х уравнение (11.21) будет
mx =  n — ^ v u, (11.22)

так как Vi, направлена в сторону, противополож
ную положительному направлению оси х. Здесь 
F ‘K представляет собой результирующую силу зем
ного притяжения и силу аэродинамического соп
ротивления атмосферы. Реактивная сила

лч dm=  — З Г ^
будет направлена в сторону положительного направления оси к, 
так как dmldt < 0.

Как уже было сказано, при доказательстве теоремы об изменении 
количества движения предполагалось, что отделившиеся частицы 
между собой и телом не взаимодействуют. Но в действительности в от
брасываемой газовой струе частицы взаимодействуют друг с другом 
и с ракетой.

Кроме того, на ракету действует сила атмосферного давления, 
зависящая от высоты х над поверхностью Земли. Эта сила не входит 
в состав силы аэродинамического сопротивления и не зависит от ско
рости ракеты V.

Пусть s — площадь выходного сечения сопла, р — давление 
в газовом потоке на срезе сопла, а р (х) — статическое атмосферное 
давление. Тогда сила, обусловленная давлением газового потока и 
статическим давлением атмосферы, будет

s ip  — р (*) 1.
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Прибавляя эту силу к реактивной силе, получим тягу двигателя 

Рх =  — ^jj-Vlr +  S lp -  р(х)].
При движении в пустоте р (дг) = 0 и тяга будет 

Px =  — -^-vlr +  sp.
Это соотношение записывают в виде
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dm .
Рх  —  —  dt Vei

где
ve =  vlr +  f ,  ff =  _ ^ L > 0 .

Величина ve называется эффективной скоростью истечения (ve > к,,).
Таким образом, при решении задачи о движении ракеты нужно 

вместо уравнения (11.22) взять следующее:
тх  =  К  — + s|p — р{х)\.

Решение этого уравнения в общем виде представляет значительные 
трудности из-за сложности закона изменения аэродинамического со
противления, входящего в Fcx, и находится за рамками курса теорети
ческой механихи.

При отсутствии атмосферы это уравнение примет вид
тх  — F l'-- v„ (11.23)

где Fex представляет собой силу тяготения.
Если пренебречь силой притяжения Земли и сопротивлением атмо

сферы, то уравнение (11.23) упрощается:
dv dm

m ~dt ~  dTVe'

Поставленную таким образом задачу впервые решил К . Э. Циол
ковский.

Предположим, что масса ракеты т  — т  (/) является непрерывной 
функцией времени, а эффективная скорость истечения постоянна 
(̂ e = const). Отметим, что т  (0) = т 0 — стартовая масса ракеты. 

Перепишем уравнение движения ракеты в виде 
. dmdv =  ~ vt —  .

Интегрируя это уравнение, получим
ti (0 = —ve In т  + С, 

где С — произвольная постоянная интегрирования.
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По условию, при t — 0 v (0) «= 0; тогда 0 = —va In щ  + С и, 
следовательно,

С = ve In т я.
Итак, скорость ракеты в момент времени t равна

v (0 — о, 1п-2&_.4 ’ г m(t)
Эта формула называется формулой Циолковского.

Пусть к моменту времени t = tK произошло полное сгорание топ
лива в ракете. Скорость ракеты в этот момент времени будет

v ft«) — vt In ,
где т к — т  (/„) — масса ракеты без топлива. Введем в рассмотре
ние число Циолковского г — mJmK, тогда формула для скорости ра
кеты в момент сгорания всего топлива примет вид

v = ve In г. (11.24)
Эта формула также называется формулой Циолковского.

Из рассмотрения формулы (11.24) следует, что скорость ракеты 
в момент, когда весь запас топлива будет израсходован, пропорцио
нальна эффективной скорости истечения газов и натуральному лога
рифму от числа Циолковского.

Формула Циолковского (11.24) указывает на два возможных 
пути увеличения скорости ракеты к моменту сгорания топлива. 
Первый путь — это увеличение эффективной скорости истечения 
газов, второй путь — увеличение числа Циолковского.

В настоящее время для используемых в ракетах химических 
топлив эффективная скорость истечения газов ve »  2500 м/с и не
сколько выше. Получение химических топлив, позволяющих полу
чить более высокую эффективную скорость истечения газов, связано 
с большими трудностями. Увеличение числа г также представляет 
трудную техническую задачу.

Найдем, каким должно быть г, чтобы ракета к моменту сгорания 
топлива при vt = 2400 м/с получила первую космическую скорость 
(я»8000 м/с).

При рассмотрении этой задачи, запуская ракету с Земли, нужно 
иметь в виду, что вследствие земного тяготения, сопротивления атмо
сферы, затрат на осуществление программного движения ракеты фак
тическая скорость ракеты после сгорания топлива будет меньше ско
рости, даваемой формулой (11.24). По некоторым данным потери 
в скорости составляют 10—15 % . Поэтому определение числа г про
ведем, исходя из необходимости получения скорости v = 9000 м/с.

Согласно формуле (11.24) найдем
г =  е',А'е==е3'75~42>5.

Это значит, что т 0 — 42,5 шк, т. е. стартовая масса ракеты 
должна быть в 42,5 раза больше массы ракеты без топлива. Иначе
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говоря, вес топлива должен составлять примерно 98 % от стартового 
веса ракеты. Для современных ракет число Циолковского значитель
но меньше 42,5.

Как следует из приведенного расчета, получение космических 
скоростей с помощью одноступенчатой ракеты в настоящее время 
вряд ли возможно. Для этих целей используются многоступенчатые 
ракеты.

§ 15.7. Формула Циолковского для многоступенчатой ракеты
На рис. 11.2 приведена примерная схема многоступенчатой ра

кеты. Многоступенчатая ракета состоит из нескольких ступеней и 
полезного груза. После израсходования топлива в ступени ока отде
ляется от остальной конструкции.

Введем понятие субракеты. Под субракетой понимается совокуп
ность работающей ступени, всех неработающих ступеней п полез
ного груза, причем для данной субракеты 
все неработающие ступени и полезный груз 
являются «полезным грузом», т. е. каждая 
субракета рассчитывается как одноступен
чатая ракета. На рис. 11.2 указана нуме
рация ступеней и субракет.

Применяя формулу Циолковского 
(11.24) к каждой субракете, получим:

после полной отработки первой сту
пени скорость второй субракеты

Pi =  4 ') In г,,
где и'.1’ — эффективная скорость истече
ния в первой ступени, г, — число Циол- Рис. 11.2 
ковского для первой субракеты;

после отработки второй ступени скорость третьей субракеты

V2 =  1>| +  V™ 1П 22 =  In Z\ +  l42> In Zl,

где у'.-’ — эффективная скорость истечения во второй ступени, г, — 
число Циолковского для второй субракеты;

наконец, после отработки л-й ступени скорость полезного груза

1) =  ̂ ”  hi2i -f t42) 1пг2 -f- • • • + i4n) lnz„, (11.25)

где Ve — эффективная скорость истечения из n-й ступени, гп — 
число Циолковского для п-й субракеты

Если приближенно считать, что для всех ступеней относительная 
скорость истечения одинакова:

: - j [n) =  Ve,
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то согласно формуле (11.22) будем иметь
v = V. In foz, ... г„) = v. In Z, (11.26)

где
Z = гхг% ... г„. (11.27)

Для упрощения выкладок положим, что у всех субракет числа 
Циолковского также одинаковы! гх = ц  = • • •=» г„, тогда формула
(11.26) примет вид

v = пц, In г. (11.28)
Отсюда видно, что конечная скорость полезного груза пропорцио
нальна числу ступеней (конечно, при условии, что ef° и г< одинаковы).

Найдем число г, которое должна иметь каждая ракета для дости
жения полезным грузом скорости о = 9000 м/с (ое =» 2400 м/с).

9000
При п — 1 (одноступенчатая ракета) г =  е2400 «  42,5,

9000
при п *=• 2 (двухступенчатая ракета) г =  е2 24и0 «  6,48,

9000
при п — 3 (трехступенчатая ракета) г =  в3 2400 «  3,49.
Из этих данных видно, что при реальных числах Циолковского 

космических скоростей можно достигнуть, применяя только много
ступенчатые ракеты.

§ 11.8. Задачи
Задача 11.1. Ракета движется в однородном поле сил тяжести вертикально 

вверх с постоянным ускорением ш (см. рис. 11.1). Сопротивлением атмосферы прене
брегаем. Эффективную скорость истечения газов ve считаем постоянной. Определить:
1) закон изменения массы ракеты; 2) время Т . за которое масса ракеты уменьшится 
вдвое. Определить также закон изменения массы при отсутствии поля 1яготения.

В рассматриваемой задаче f '  =  —mg (g — ускорение силы тяжести), поэтому 
уравнение (11.23) примет вид

dm
mw “  — dT °е ~  ms'

Разделяя в этом уравнении переменные, получим
dm =  _  w + g d( 
m и, '

Интегрируя и принимая во внимание, что етартовая масса ракеты т(0) =  т 0, будем;
иметь

In m — In /По ---- f L i ®  t* Ve
откуда

_ w+t t 
m =  ,
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Для момента времени Т по условию задачи
_  «>+g . 

m 0 _  _  ~  V.- у  =  m „е *

в, следовательно,

In 2.

Если ракета движется вне ноля тяготения, то g =  0 и

— ~  I
m — m^t °  .

Задача 11.2. Ракета движется вертикально вверх в однородном поле тяжести. 
Эффективная скорость истечения газов ve постоянна. Изменение массы ракеты п| о- 
исходит по вакону

_atm =
(ot и /По — постоянные величины).

К моменту времени t =  /„ топливо сгорает. Определить при каком значении а  
ракета достигает максимальное высоты подъема *).

Уравнение движения ракеты (11.23) для рассматриваемого случая имеет вид
+  amtfTalv „ или i  =  — g +  av, =  (Л — 1) g, 

где k =  av,/g. Интегрируя, получим
i =  ( * -  1 )« ' +  o„ (11.29)

где o0 — начальная скорость ракеты. Считая, что при / =  0 *  =  О, найдем

|)- ^ 1  +  Vot. (11.30)

Полученное выражение описывает движение ракеты при работающем двигателе.
Пусть масса ракеты после сгорания топлива равна ши; тогда момент времени 

сгорания /„ найдется из условия

mH = ши ",
откуда

а  т.и
где р =  In 2 (2 — число Циолковского).

Скорость ракеты в момент временя *== /н определится иэ формулы (11.29):

К этому моменту времени высота подъема ракеты согласно уравнению (11.30) будет 
равна

*1 = < *- !)-fg-+ ».-£.

*) К о с м о д е м ь я н с к и й  А. Л. Экстремальные задачи для точки пере
менкой массы. — ДАН СССР, 1946, т. 63, № 1, с. 17— 19.



Начиная о момента времени /■“  /н, ракета будет двигаться только под действием 
силы притяжения Земли. Высота, на которую поднимется ракета после момента вре
мени I  =  равна

*• ■■*2- *  -w  [ (* - °  в +*]*•
Таким образом, полная высота подъема ракеты будет

н - *  + * - ( * - 1)s + * JL  + ̂ [<*_ 1)а £ +<*]2.
Найдем теперь максимальную высоту подъема, считая Н  функцией а. Применяя 

обычный способ отыскания максимума функции, т. •. находя производную от Я  по о 
и приравнивая «е нулю, мы определим значение а, при котором достигается макси
мальная высота подъема. Эт» максимальная высота равна

и  -  (tM* +  ̂
“ “  ~  2g

и достигается при а  =  оо, т. е. при мгновенном сгорании топлива. Мгновенное сго
рание топлива влечет за собой бесконечно большое ускорение ракеты в начале дви
жения, и, следовательно, полученное условие максимального подъема ракеты (а =» 
■= оо) практически невыполнимо и недопустимо.

При постепенном сгорании топлива ускорение ракета будет конечным, но при 
этом неизбежен проигрыш в достигаемой высок. Коэффициент к *» avjg  называется 
коэффициентом перегрузки (давление любого грува в ракете на свою опору точно 
в k раз превосходит величину силы притяжения грува к Земле) *).

Зададимся какин-либо фиксированным значением коэффициента перегрузки *. 
Тогда а — kg/uc. При этом значении а и при у, "• 0 высота подъема ракеты будет

|А£
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При ол = О 

Следовательно,
Н = Н„

№
2В ‘

k— 1

Из этой формулы (формулы Космодемьянского) следует, что уменьшение коэф
фициента перегрузки влечет за собой уменьшение максимальной высоты подъема 
ракеты. При к — 4 она будет на 26 %  меньше, чем Ншх-

Задача 11.3. Ракета движется вертикально вверх с постоянной скоростью v0 
(см. рис. 11.1). Эффективная скорость истечения газов постоянна. Сила притяжения 
к Земле обратно пропорциональна квадрату расстояния от ракеты до центра Земли. 
Сопротивлением атмосферы пренебречь. Определить закон изменения массы ракеты. 

Так как для рассматриваемой задачи
ы mgR* _ п

то уравнение (11.23) будет иметь вид

*) Пусть груз, находящийся в ракете, имеет массу /я<; тогда на основании прин
ципа Даламбера имеем —mtg (к — 1) — m,g+ R  =  0, где R  — реакция, действую
щая на груз. Следовательно, R  “  km,g.



По условию задачи скорость ракеты v0 постоянна, т. с. dxtdt =  v„ = const, от
куда

аг=  v0t +  С.
При < =  0 *  =  0, следовательно, С = 0 и х =  v0t. Подставляя это выражение 

в соотношение {11,31), получим
1 dm рЯ-
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т  dt vc (R  -f v „!f *
Интегрирование дает

in ,7i ---- + cl-v0ve (R +  v0t)
Так как пря / =  0 т  (0) =  т „, то

л  P.R\j\  е= (Л rUf) — г •VbVe
Подставляя это значение Cf в предыдущее равенство, найдем после очевидных преоб
разований закон изменения массы ракеты

_gRt
т  = тое M*+V>.

Задача И .4. Ракета движется в поле земного тяготения вертикально вверх 
так, что ее масса изменяется по закону т  = т 0е 'а<, где а  и т 0 — постоянные вели
чины. Эффективная скорость истечения газов постоянна. Начальная скорость рапна 
нулю (о* =  0). Пренебрегая сопротивлением атмосферы, определить скорость ракеты 
как функцию *, где х — высота подъема ракеты над поверхностью Земли 
(см. рис. 11.1).

По условию F ‘x =r — m gtfkR -f х)г; уравнение движения ракеты (11.23) имеет
энд

_  dv mgR1 dm
т  dt ~  (R +  х)‘ at V“ '

Так как т  =* т ф 'а1, то после подстановки получим 
dv gR2
dt ~  T r T W  aVe'

Принимая во внимание, что dx =  v dt, и умножая обе части полученного уравне
ния на vdt, будем иметь

вт
°d ° = -  (R + x), dn + av'dx.

Интегрируя уравнение
V  X  х

\ vdv^ - \ - ( ^ f dx^ avA dx'0 0 о
получим

Т "  gR> {  R +  х ~  ~r )  +  aVeX’ 
отсюда найдем закон изменения скорости ракеты от высоты х ее подъема

° = К 2е/?а( т Ь ' т ) +2а1’л  или р°  V - *<я~+е* ?  *•



ДИНАМ ИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА

Главе  XII 
ГЕОМЕТРИЯ МАСС

§ 12.1. Введение
Динамика твердого тела является важным разделом теоретической 

механики, что объясняется прежде всего теми приложениями, ко
торые она имеет в самых различных вопросах техники. Так, напри
мер, конструирование и расчет станков, железнодорожного и авто
мобильного транспорта, управление полетом самолетов и космических 
аппаратов, борьба с качкой судна,конструирование и расчет гироско
пических приборов, сохраняющих заданную ориентацию или авто
номно определяющих нужное направление (гироскопические ком
пасы, гировертикали), и т. п. основаны на динамике твердого тела.

Движение тел существенным образом зависит ст характера рас* 
пределения масс. В этом мы уже убедились на ряде примеров. Так, 
спортсмен при прыжке в воду, группируясь (т. е. меняя распределе
ние масс), увеличивает свою угловую скорость (см. пример на 
стр. ! 99); нр ем я установления угловой скорости ротора электромо
тора зависит от момента пнерции ротора (см. пример на стр. 191); 
скорость вращения маховичка, которую необходимо сообщить ему 
для прекращения вращательного движения космического аппарата, 
з с е и с и т  от соотношения моментов инерции (см. пример на стр. 200— 
203} и т. д. Поэтому изучение динамики твердого тела начинается, 
как правило, с вводной главы, посвященной геометрии масс. Из са
мого названия видно, что в этой главе изучается не движение твердого 
тела, а только характер распределения его массы.

§ 12.2. Основные определения
Как уже отмечалось, в теоретической механике считается, что 

масса твердого тела распределена непрерывно (см. стр. 154).
Возьмем в теле некоторую точку и выделим небольшой объем До 

с массой А т  так, чтобы выбранная точка находилась внутри этого 
объема. Отношение Ycp = Amlhv называется средней плотностью 
объема Av тела, а предел этого отношения

v =  l i m — • (12 .1)
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—- плотностью тела в данной точке (предполагается, что при До -*■ О 
выбранная точка остается все время внутри объема Ли).

Если тело неоднородно, то его плотность меняется от точки 
к точке. Отнесем тело к системе координат Охуг. Тогда для неодно
родного тела плотность v будет функцией координат

V = V (*. У> z).
Масса неоднородного тела вычисляется по формуле

М = | у dv =  j  J j  у (дг, у, z)dx dy dz.
Плотность однородного тела одинакова во всех его точках, при

чем
у = M/V = const, (12.2)

где М — масса тела, а V — его объем.
В 9 9.2 было дано определение момента инерции относительно 

оси: моментом инерции материальной системы относительно оси 
называется сумма произведений масс точек 
системы на квадраты расстояний от то
чек до оси. При непрерывном распреде
лении массы сумма переходит в интеграл.

Возьмем в теле элемент с массой dni=
=Y dv и координатами х, у, г. Квадраты 
расстояний от этого элемента до коорди
натных осей х, у, г будут соответственно 
равны (рис. 12.1)

h i - S  +  z*. / £ - / + * * . a , W  +  jA
Следовательно, моменты инерции тела относительно координат

ных осей определяются равенствами

1* =  J (Уг +  г2) dm, /» = J  (г2 +  х1) dm, /г =  J (х2 +  у2) dm. (12.3)

В этих формулах под символом J F (х, у, г) dm подразумевается 
интеграл, распространенный по массе всего тела. Такое условное 
обозначение вводится для простоты записи. Конечно, при непосред
ственном вычислении интеграла нужно перейти к тройным интегра
лам по объему, причем дифференциал массы dm — у dv = у dx dy dz. 
В дальнейшем будет показано, что в некоторых случаях тройной ин
теграл можно заменить двойным или даже обычным определенным 
интегралом.

Одновременно с осевыми моментами инерции введем полярный 
момент 10, определив его как сумму произведений масс точек мате
риальной системы на квадраты нх расстояний до данного полюса О. 
Если за полюс взять начало координат О, то квадрат расстояния от 
элемента dm до точки О будет равен г2- = хъ + уг + г2 и, следова
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тельно, полярный момент инерции твердого тела можно вычислить 
по формуле

/0=  J (** +  !/*+  г*)Жл- (12.4)
По самому определению полярный момент инерции зависит только 
от выбора полюса и не зависит от направления координатных осей.

Сравнивая равенства (12.3) и (12.4), легко установить формулу
/* +  /„ +  /г =  2/0. (12.5)

Отметим два свойства моментов инерции относительно трех взаимно перпенди
кулярных осей.

1. Момент инерции относительно любой на осей всегда меньше еуммы момен
тов инерции относительно двух других осей, по больше их разности.

Действительно, например,

/ *+  ' у — ! ‘ ~ 2 1я — 1у— 1 j=>—2 | *'•* dm <  0;

отсюда
/*</* + /„, h > lx- l u. (12.6)

Этому свойству можно дать простое геометрическое толкование: из трех отрез
ков, длины которых пропорциональны моментам инерции относительно трех взаимно 
перпендикулярных осей, всегда можно построить треугольник.

2. Сумма моментов инерции относительно трех взаимно перпендикулярных осей 
не зависит от направления этих осей.

Это свойство вытекает из равенства (12.5).
Из первого свойства следует, что моменты инерции тела относительно трех 

взаимно перпендикулярных осей нельзя задать произвольно — они должны удовле
творять соотношениям (12.6).

Напомним, что радиусом инерции тела относительно данной оси 
называется расстояние р от оси до точки, в которой нужно сосре
доточить массу М всего тела, чтобы момент инерции точки относи
тельно данной оси равнялся моменту инерции / тела относительно
той же oesi:

/ = Мрг. (12.7)
Осевые и полярные моменты инерции всегда положительны, так 

как они представляют сумму положительных чисел. В нуль осевой 
момент инерции может обратиться только в одном частном случае, 
когда все материальные точки системы расположены на оси, относи
тельно которой вычисляется момент инерции.

Для полной характеристики распределения массы тела относи
тельно данной системы координат, кроме осевых моментов инерции 
!х, А/ и Л» вводят еще центробежные моменты инерции Для одной 
материальной точки центробежным моментом инерции lXJ назы
вается произведение ее координат х и у на массу точки т , т . е. вели
чина хут (аналогично определяются центробежные моменты инер
ции 1У1 и la ). Центробежными моментами инерции твердого тела 
называются величины, определенные равенствами

Л» *** J *У dm> — J г/г dm, 1гх =  |  где dm. (12.8)
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Как видно из (12.8), центробежные моменты инерции симметричны 
относительно своих индексов:

Центробежные моменты нельзя задавать произвольно. Действительно, из нера
венства

(ива других неравенства получаются аналогично).

Центробежные моменты инерции зависят не только от направле
ния координатных осей, но и от выбора начала координат. В связи 
с этим часто говорят о центробежных моментах инерции в данной 
точке, понимая под этим, что начало координат совпадает с данной 
точкой.

В отличие от осевых, центробежные моменты инерции могут 
иметь любой знак и обращаться в нуль. Главной осью инерции тела 
называется ось, для которой оба центробежных момента инерции, 
содержащие индекс этой оси, равны нулю. Например, если 1хг = 1иг = 
= 0, то ось 2 — главная ось инерции тела. Главной центральной 
осью инерции называется главная ось инерции, проходящая через 
центр масс тела.

Отметим два частных случая, когда можно сразу определить 
характер оси.

1. Если тело имеет плоскость материальной симметрии *), то 
для всех ее точек ось, перпендикулярная к плоскости симметрии, 
является главной осью инерции.

2. Если тело имеет ось материальной симметрии, то эта ось яв
ляется главной центральной осью инерции и называется осью дина
мической симметрии.

Докажем для примера второе свойство (первое доказывается ана
логично). Возьмем на оси материальной симметрии произвольную 
точку О и построим систему координат с началом в этой точке, на
правив ось г по оси симметрии, а оси х и у перпендикулярно к оси г 
произвольным образом. В силу материальной симметрии относи
тельно оси г каждой точке А тела с координатами (хА, уА, гА) и массой 
dm будет соответствовать другая точка В  такой же массы и с коорди

следует

или, пользуясь формулами (12.3) н (12.8),
/хв '̂/а/г, /«sS'/j/y

*) Под материальной симметрией понимается не только геометрическая симме
трия, но и симметричное распределение плотности.
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натами (—хА, —ул, гл) (рис. 12.2). При составлении интелральных 
сумм для центробежных моментов инерции 1„ и /„, будем иметь

xz dm + (—х) г dm = О,
уг dm + (—у) г dm = 0.

Следовательно,
/« =  0, 1уг =  0,

т. е. ось г — главная центральная ось инерции (она будет централь
ной, так как центр масс тела находится на оси симметрии).

Осевые и центробежные моменты инерции часто обозначаются
первыми буквами латинского алфавита!

Ix — A, =  J z ~  С, 1уг — D,
/„ =  £. l*y =  F . <12-9>

Матрица, составленная из осевых 
Jxt 1* 11 взятых с обратным знаком 
центробежных моментов инерции —1ху, 
—Ли* —1гх> называется тензором инер
ции в данной точке *):

(  1х —1ху —!хг\
1 =  I -1,х !» - 1 „  • (12 .10)

Рис. 12.2 \ — 1и —Izy h  J
В силу симметрии центробежных моментов инерции этот тензор 

имеет шесть составляющих. Тензор инерции характеризует распре
деление масс тела относительно данной точки.

Размерность всех моментов инерции (осевых, полярных и центро
бежных) в международной системе СИ равна кг-м2, а в технической— 
кгсмс®.

§ 12.3. Примеры вычисления моментов инерции
Приведем несколько примеров на вычисление моментов инерции.
1. Моменты инерции однородного прямоугольного параллелепипеда. Вычислим 

моменты инерции относительно осей Сх, Су, Сг, проведенных через центр масс па
раллельно ребрам; масса параллелепипеда М, 
длины ребер 2а, 2Ь, 2с (рис. 12.3).

Воспользуемся первой формулой (12.3):

/* = J (У2 + *2) dm.

•) Для того чтобы матрица была тен
зором, необходимо, чтобы ее элементы (в 
данном случае моменты инерции) удовлетво
ряли некоторым условиям инвариантности 

относительно преобразования поворота осей координат. Рассмотрение этого воп
роса выходит за рамки данного курса. Заметим только, что моменты инерции удо
влетворяют этим условиям.
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Заменим дифференциал массы dm на у du :
M i (Babe), н перейдем к тройному интегралу

у dx dy dz, где у =  M/V =

/r~ J J \ y ^  +  * )dXdydz^~batK \ J j (y,  +  ^)dxdydz.
—a —b —c

Этот интеграл можно представить следующим образом: 
ам I

,х"
-а —с —6 —а —Ь

или, интегрируя,
, _  М

3 Т “ “ “ 3
Таким образом, моменты инерции однородного прямоугольного параллелепипеда 

относительно центральных осей определяются равенствами (!у и !г получены кру
говой перестановкой букв)

Г  в с b a f c c l

J dX I * J  * d*  +  1 ЛХ I ЛУ I * *  *I  —О —С '—О J

-  M Г
8abc L

= -y-(e- + a!). M
/г = T  /a* + fr,)- (12.11)

Из этих формул следует, сто момент инерции прямоугольного параллелепипеда 
относительно оси, проходящий через его центр масс перпендикулярно к некоторой 
грани, равен одной трети массы тела, умноженной на 
квадрат половины гипотенузы рассматриваемой грани.

Центробежные моменты инерции равны кулю, так как 
координатные плоскости являются плоскостями матери
альной симметрии.

Очень часто выбором соответствующего элемента 
можно сразу свести вычисление момента инерции к обыч
ному интегралу.

Проиллюстрируем это на следующих примерах.
2. Момент инерции однородного цилиндра относи

тельно его оси. Пусть радиус цилиндра равен R, а его 
касса М. Построим цилиндрическую трубку радиуса 
!> (р <  R) и толщиной dp (рнс. 12.4). За элемент массы 

dm возьмем массу этой трубки. Такой выбор элемента 
кассы объясняется тем, что расстояния от всех его точек 
до оси цилиндра одинаковы и равны р.

ОЗггм трубки с точностью до членов высшего порядка 
равеа

dv =  2лрЯ dp,
а ее мзсса

dm = у dv — у2яр// dp.

В этих равенствах Н — высота цнлиндра, а у — его плотность, 
линдра V =  лR*H. Следовательно,

Рис. 12.4

Объем всего ци-

М
v = —  ■

М dm = 2/Vfp dp
nR*H ’ "  "  К 1 

Умножим элемент массы на квадрат его расстояния до оси цилиндра р*. Тогда
Я

3 dp.
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Вычислив интеграл, найдем момент инерции однородного круглого цилиндра отно
сительно его оси:

/ = V,/Wtf9. (12.12)
3. Момент инерции однородного шара относительно оси, проходящей через его 

центр. Построим прямоугольную систему координат, начало которой совпадает 
с центром шара О. В  силу симметрии все три осевых момента инерции, /х, /у и 
разкы между собой:

/, = /„ = /,= /,
где 1 — их общее значение.

Из формулы (12.5) найдем 31 =  2/о; отсюда
/ =  ?/5/0. (12.13)

Таким образом, задача свелась к вычислению полярного момента инерции шара 
относительно его центра.

За элемент массы возьмем массу шарового слоя радиусом р и толщиной dp. 
Выбор такого элемента массы объясняется тем, что расстояния от всех точек шаро
вого слоя до его центра О равны р.

Объем слоя dv — 4яр! dp, а его масса dm — у dv, где
М М 

У ~  V ~
Здесь М  — масса шара, -у — его плотность, R  — радиус. Полярный момент инерции 
шарового слоя относительно его центра О равен р* dm, следовательно,

R R
10 =  |  р! dm =  |  р» -щ г 4лр5 dp =  3 — ■ J  р« dp,

о о
или

/о =  \ M R \
Зная полярный момент, найдем из равенства (12.13) момент инерции / однород

ного шара относительно оси, проходящей через его центр:
/ = ?/,УИЯ8.

Ниже приведена таблица 3 моментов инерции простейших однородных тел.
Т а б л и ц а  3

Тело Момент инерции

'

Отрезок прямей. 

1 *\
г

Площадь прямоугольника
1 , I
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Продолжение табл. 3

Тело Момент инерции

Площадь зллилса

с а Г Т х

мъ\

1,г = -L- м (а» + 6»)

Прямоугольный
параллелепипед

1
Р Г Т - 7 1ж L«—Q— -

1 1Ь "

/ x ^ - j-М (Ь* +  <г), -  -J- М (о* +  с*),

L  = 4- М (о» + i»)

Прямоугольная пирамида

Л=-^-(а»+6>)

4
(Л П Р Ь
V-х * , г

-1 М (-Lw« + «a),
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Продолжение табл. 3

Тело Момент инерции

Лрят

S:

Ш круглый конус
2L
А  /1 \
А  ,

> т А  •
у "  ТГ?

Ix = Iu = J L m ( ± h* + w ) ,

Эллипсоид

) V

§ 12.4. Моменты инерции относительно параллельных осей 
(теорема Гюйгенса—Штейнера)
Существует простая связь между моментами инерции тела отно

сительно параллельных осей, одна из которых проходит через центр 
масс. Эта связь устанавливается теоремой Гюйгенса—Штейнера: 
момент инерции I  тела относительно некоторой оси равен сумме 
момента инерции 1С тела относительно оси, проходящей через центр 
масс параллельно данной, и произведения массы тела на квадрат рас
стояния между осями.

Действительно, пусть оси l u l l  параллельны, причем ось / про
ходит через центр масс С тела. Возьмем начало координат в точке С,
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совместим ось г с осью I, а ось у направим так, чтобы она пересекала 
ось 11 (рис. 12.5). Выделим в теле произвольный элемент массой dm 
и опустим из него перпендикуляры на оси 1 и И , обозначив их соответ
ственно через р и р|. Согласно определе
нию моментов инерции будем иметь

/с =  J  Рг dm, 1 =  J  р? dm.
По теореме косинусов найдем 

р* =  р2 -(- (р — 2pd cos а, или, учитывая, 
что р cos а = у, где у — ордината эле
мента,

Р? =  Р2 +  &  — %dy.
Подставим это выражение для р? в фор
мулу, определяющую момент инер
ции 1:

/ — J (Р2 "4* d2 — 1yd) dm =  | p- dm~\- (P j  dm — 2d J  у dm.
Первый интеграл равен l c, второй —массе тела М, а третий — 

нулю (согласно формуле (7.3) jydm — Мус — 0, так как начало 
координат совпадает с центром масс). Следовательно,

/ = /с + Md\ (12.14)
что доказывает теорему.

Формула (12.14) широко используется в практических расчетах 
при определении моментов инерции тел относительно осей, не про
ходящих через центр масс. Кроме того, применяя метод разбиения, 
с помощью этой формулы можно определить осевые момен
ты инерции тел сложной формы. Поясним это примером, vws.

Задача 12.1. Маятник, изображенный на рнс. 12.6, состоит из тон
кого однородного стержня длиной I и массой ш, и круглого однород
ного диска радиусом R  и массой т 3. Определить момент инерции /г 
маятника относительно оси его вращения Ог (ось Ог направлена 
перпендикулярно к плоскости рисунка).

Маятник состоит нз двух тел: стержня и диска. Поэтому
= I?  +

О

где /'т в /? — моменты инерции относительно оси Ог соответствующих i ‘Cj
тел.

Момент инерции стержня /|т =  , а момент инерции диска рис ^  g 
найдем по формуле (12.14): /* — /£ -f m2d2, где — >i\m.2R2 — 
момент инерции диска относительно оси, проходящей через его центр масс парал
лельно осн Oi, a d=  /+  R  — расстояние от центра диска до оси Ог. Имеем

!*  =  '/гт Х  +  т 2 (I +  R ?.
Пользуясь выражениями для моментов инерции стержня и диска, найдем мо

мент инерции маятника относительно оси Ог:
>г = + т г |V2/?2 + (/ + /?)*!•
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Установим формулы для центробежных моментов инерции, ана
логичные формуле (12.14). Для этого построим две системы коорди
нат со взаимно параллельными сторонами: Ох̂ у̂ у и Схуг, где С — 
центр масс тела (рис. 12.7). Обозначим череза. Ь кс  координаты точки

С в системе Ox t̂/fa. Тогда формулы 
перехода от одной системы координат 
к другой системе будут
Xi = а + *, yi = Ь + у, г{ = с + г.

По определению центробежных мо
ментов инерции имеем

Ix.vx =  |  Х\У\ dm =  

=  J  (а-{-*)(& + У) dm,
или, раскрывая скобки, группируя члены и вынося постоянные 
множители за знак интеграла,

=  ab |  dm +  a J  у dm -|- b j xdm J  ху dm.
Первый интеграл равен массе тела М, два средних интеграла 

равны нулю (так как они соответственно равны Мус и Мхс), а послед
ний интеграл равен 1Х!1. Таким образом, имеем (две другие формулы 
получены аналогично)

=  МаЬ -f- 1ху, /<,,*,= Мbe -J- /„*, lx,t, — Мас-\- ]хг. (12.15)
§ 12.5. Момент инерции относительно произвольной оси,
проходящей через данную точку
Возьмем в теле точку О и примем ее за начало системы координат 

Охуг. Проведем через точку О произвольную прямую OL, составляю
щую с осями х, у, г углы а, р и у 
соответственно. Требуется опреде
лить момент инерции / тела от
носительно оси OL, считая, что 
известны его осевые 1Х, /г и 
центробежные l xiJ, /„г и 1гх моменты 
инерции.

Для решения задачи возьмем 
у  в теле произвольную точку N мас

сой dm и с координатами х, у, г 
рис. 12.8 и опустим из нее перпендикуляр NP

на прямую OL (рис. 12.8). Момент 
инерции тела относительно оси OL определяется равенством

/ =  J  р2 dm, 
где р — длина отрезка NP.
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Из треугольника ONP найдем
p = rsin «/ = |10хг|,

где 1„ — единичный вектор оси L.
Имеем

I j к
|0 х Г =  cos a cos р cos 7 =

% у г
— (г cos [5 —  у cos v)i (лт cos y —  г COS a) j -j- (У cosa —  л: COS P) к. 

Отсюда
p2 =  110 X  г |2 =  (г cos p — у cos y f +

-{- (x cos у — z cos a)2 -f- (ij cos oc — x cos p)2,
или, раскрывая скобки и группируя члены,
Ра = (у3 + г2) cos2 a + (г2 4- *2) cos2 р + (х2 + у-) cos2 у —

— 2ху cos a cos р — 2yz cos p cos у — 2zx cos v cos a.
Подставим это значение для р2 в выражение для момента инерции 

1, разобьем интеграл на сумму интегралов и вынесем в каждом из 
них cos a, cosp и cos у за знаки интегралов. Тогда получим
/ =  cos2а |  (г/2 +  -г2)dm +  cos2p J  (г2 ~f- х2)dm +  cos2у J  (x1 -j- y1) dm —

— 2 cos a  cosp J  xydm — 2cospcos у J  yz dm — 2 cos у cos a J  zxdm.
С помощью соотношений (12.3) и (12.8) найдем 

/ =  lx cos2 a +  Iу cos2 р -f 1г cos2 у — 2!ху cos a cos p —
— 2/иг cos p cos y — 2/„ cos у cos a. (12.16)

Формула (12.16) является искомой. Пользуясь ею, можно найти 
момент инерции I  относительно оси OL, зная осевые и центробежные 
моменты инерции. Если координатные 
оси являются главными относительно 
своего начала, то центробежные мо
менты будут равны нулю и формула 
(12.16) примет более простой вид:
I  — Iх cos2 а + 1ц cos2 р + 1{ cos2 у. (12.17)

Задача 12.2. Дана однородная прямоуголь
ная пластинка с массой М и сторонами 2а и 26.
Требуется определить момент инерции / отно
сительно диагонали.

Построим систему координат Схуг с началом в центре масс пластинки. Ось х на
правим параллельно стороне 2а, ось у — параллельно стороне 2Ь, а ось г — перпен
дикулярно к плоскости пластинки (на рис. 12.9 ось г не показана — она направлена 
на читателя).

16 Н. В. Бутенин и др.
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Координатные оси являются главными центрсльнымн осями кяерцми, так кен 
тело симметрично относительно этих осей. Имеем (рис. 12.9)

cos “  =  V =  90°t cos у =  0.К а + * V а + ft*
Пользуясь таблицей моментов инерции, найдем

1х = 1/зМЬ\  !у =  'UM a\ !,. =  'UM  (а* +  ft*).
Внося эти значения в формулу (12.17), получим момент инерции однородной пла

ст (шки относительно ее диагонали:
1 .... а* , 1 , ft*-МЬг + Мага8 + й»’

или, после упрощения.

/ = М а*Ь*

§ 12.0. Эллипсоид инерции
Возьмем в теле точку О и проведем через нее ось OL. Пусть момент 

инерции тела относительно этой оси равен /. При изменении направ
ления оси OL будет изменяться момент инерции /. Простое и вместе 
с тем очень наглядное представление об изменении момента инерции

в зависимости от изменения положения 
оси, проходящей через данную точку О, 

*у дает следующее геометрическое построе
ние.

Отложим на прямой OL отрезок ОМ 
(рис. 12.10), длину которого в соответ
ствующем масштабе определим равен
ством

Рис. 12.10
0 М = г=  ’V I

(12.18)

Построим систему координат Ох̂ ухгх (на рис. 12.10 оси лг„ у- и zt 
не показаны). Обозначим координаты точки М в этой координатной 
системе через х%, уг и гх. Так как точка М принадлежит прямой OL, 
то будем иметь

cos а =  -у- =  Xj ]/ "l, cos р — — Ух \^lt cos у = -у-=  zt 1̂ 1,
где а, р и у — углы, определяющие направление оси OL.

Внесем эти выражения для направляющих косинусов прямой 0L 
в формулу (12.16) и сократим полученное выражение на /:

1х,%1 “Ь 1у,У1 h,2l — 2Ix,!/tXiyi — Hy,Ziy& 2 /2l* 1Z|JCt =  1. (12.19)
Этому уравнению второго порядка удовлетворяют координаты точки. 
М на прямой OL. Следовательно, оно определяет поверхность, ко- 
торую описывает точка М при изменении направления прямой OL,.
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Расстояние от начала координат О до точки М , принадлежащей 
поверхности (12.19), определяется равенством (12.18). Так как мо
мент инерции / тела относительно любой оси всегда положителен 
и в нуль не обращается, то все точки поверхности (12.19) находятся 
на конечном расстоянии от начала координат (случай бесконечно 
тонкого стержня из рассмотрения временно исключается). Из всех 
поверхностей второго порядка этому условию удовлетворяет только 
эллипсоид. Поэтому построенная указанным образом поверхность 
называется эллипсоидом инерции.

Из аналитической геометрии известно, что уравнение эллип
соида может быть упрощено, если за координатные оси взять три 
взаимно перпендикулярных направления главных диаметров по
верхности. В таких осях уравнение эллипсоида не содержит членов 
с произведениями координат и имеет вид

+  + /**•= 1- (12-20)
На рис. 12.10 показаны эллипсоид инерции, построенный для 

точки О, и координатная система Охуг, в которой уравнение эллип
соида инерции имеет вид (12.20).

Из формы уравнения видно, что в этих осях все центробежные 
моменты равны нулю. Следовательно, для каждой точки существуют 
три главные оси инерции.

Сравнивая уравнение эллипсоида в канонической форме
ai т  Ьг -Г С1 ‘

с уравнением эллипсоида инерции (12.20), отнесенного к главны» 
осям инерции, найдем

e =  -7L ,  fc =  —U ,  c =  - L - . (12.21)
V V  h  V h

Из этих равенств следует, что большему главному моменту инерции 
соответствует меньшая ось эллипсоида инерции.

Если среди моментов инерции тела относительно главных осей 
в данной точке нет равных, то эллипсоид инерции называется трех
осным. При двух равных моментах инерции (например, 1Х = 1У) 
эллипсоид инерции превращается в эллипсоид вращения. Если же

= Iа = /г, то эллипсоид инерции вырождается в сферу; соответ
ствующие точки называются шаровыми.

Так как между моментами инерции 1Х, 1У н 1г должны существо
вать соотношения (12.6):

£» +  /#>/« +  г. +
то не всякий эллипсоид может служить эллипсоидом инерции. Для 
бесконечного тонкого стержня эллипсоид инерции вырождается 
в бесконечный круговой цилиндр.

В заключение этого параграфа отметим, что для эллипсоида вра
щения любая ось, лежащая в экваториальной плоскости (плоскости
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равных полуосей эллипсоида) и проходящая через данную точку, 
является главной осью инерции. Это следует из того, что за главный 
диаметр эллипсоида вращения можно взять любой диаметр, лежащий 
в экваториальной плоскости. Этот же результат можно получить и из 
формулы (12.17).

§ 12.7. Свойства главных осей инерции
В предыдущем параграфе было показано, что в каждой точке 

можно построить главные оси инерции, т. е. оси, относительно кото
рых центробежные моменты инерции равны нулю.

Пусть некоторая ось, например ось г, является главной для точки 
О. Поставим следующий вопрос. Существуют ли на этой оси точки,

для которых ось Ог также будет главной 
осью инерции? Для решения этой задачи 
построим в точке О главные оси инерции 
Охуг. По определению главных осей будем 
иметь

!*у — [ ху dm =  0, !иг =  {  У? dm =  О,
, (12.22) 

/« — J zxdm =  0.
Покажем прежде всего, что при пово

роте вокруг оси z осей х и у ось г оста
нется главной осью инерции. Действи

тельно, построим систему координат Ох^у^, в которой ось гх совпа
дает с осью г, а оси и уу составляют с осями х и у угол а соот
ветственно (рис. 12.11). Возьмем в теле произвольную точку. Между 
ее координатами х, у, г и хх, уи гх существует очевидная связь:

хх = х cos а + у sin а, ух — —х sin а + у cos а, гх — г.

Вычислим центробежный момент инерции /*,*,. Имеем 
/*,*, — J  ад  dm — |  (xcosa -f- у slna)2 c/m =

=  cosa j  xг dm -f slna J  yzdm.

Так как оси x, у и г — главные оси инерции и для них справед
ливы равенства (12.22), то !Xii, = 0. Аналогично показывается, что 
IyiZl — 0. Таким образом, при повороте вокруг главной оси инерции 
г двух других осей х и у ось 2 остается главной осью инерции.

Перейдем теперь к рассмотрению основного вопроса. Если данная 
ось, например ось г, является главной осью инерции для точки О, то 
существует ли на этой оси другая точка, для которой ось г является 
главной осью инерции? Для ответа на этот вопрос выберем на оси г 
точку Ох и построим систему координат Оуххухгъ в которой ось Zj
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совпадает с осью г, а оси хх и yv параллельны осям х и у соответственно 
(рис. 12.12). Формулы перехода имеют вид

= х, ух = у, гх = г — h,
где h — ООу.

Имеем
/*,*, =  J  ад dm =  jx (z  — h)dm — j  хгdm — h J  xdm, 

lyitx =  J  У&i dm =  J  y(z -  h) dm =  J  yzdm — h J  у dm,
откуда с учетом равенств (12.22) и (7.3) получим для центро
бежных моментов инерции

/*,?,— —Mhxc, lUlZ | = —Mhyc, (12.23)
где M — масса тела, а хс и ус — коорди
наты центра инерции тела в системе Охуг.

Для того чтобы ось г (гх) была главной 
осью инерции для точки Ои необходимо и до
статочно, чтобы оба центробежных момента "  
инерции 1х,г, и 1и,г, равнялись нулю. Но 
согласно формулам (12.23) это возможно *г"< 
только при хс = 0 и ус = 0, т. е. если центр 
масс тела находится на оси г и, следователь- "'У  
но, ось г является главной центральной осью p,ICi 12.12 
инерции. Таким образом, главная централь
ная ось инерции является главной центральной осью инерции для 
всех своих точек, а нецентральная главная ось инерции является 
главной осью инерции только для одной своей точки.

§ 12.8. Вычисление моментов инерции
относительно произвольных осей
При вычислении моментов инерции обычно стремятся восполь

зоваться таблицами моментов инерции и теоремой Гюйгенса — 
Штейнера. Однако очень часто ось, относительно которой необходимо 
определить момент инерции, не параллельна ни одной из главных 
центральных осей инерции и не проходит через центр масс. В этих 
случаях наиболее рационально комбинировать формулу (12.17) с тео
ремой Гюйгенса—Штейнера и данными таблиц.

Пусть для тела известны главные центральные моменты инерции 
/*> 1ц и /г. Предположим далее, что дана прямая L L ', относительно 
которой требуется вычислить момент инерции 1 тела.

Проведем через центр масс тела прямую //', параллельную LL '. 
Так как прямая LL ' задана, то должны быть известны углы а, р, у 
между этой прямой (или, что то же самое, прямой IV) и главными 
осями инерции х, у и г (рис. 12.13). Вычислим по формуле (12.17) 
момент инерции /х тела относительно оси II':

Л — c° s2a - j - 1у cos3 Р +  / г cos2 7. (12.24)



Тогда по теореме Гюйгенса—Штейнера момент инерции относи
тельно оси LL 1 будет равен

/ = 1\ +  М(Р, (12.2Б)
где М  — масса тела, a d — расстояние между осями L L 1 и 11'-.

Углы а, р и » , а также расстояние d необходимо определить из 
условия задания прямой LL\  Конечно, не представляет труда найти 
эти величины, если заданы уравнения прямой L L lt но обычно 
ия значительно проще определить из условий задачи.
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Задача 12.3. Требуется определить момент пнарция I  прямого кругового конуса 
относительнообразующей SB  (рно. 12.14); радиуо основания конуса равен Я, внеотв 
равна И.

Построим систему координат Схуг. Центр масо О конуса находится на его высоте 
OS, причем ОС «=* */s OS =» >/4 Н. Ось г направим по оси конуса, ось у — параллельно 
основанию так, чтобы она пересекла образующую SB, ось х — перпендикулярно 
в плоскости уг. Координатные плоскости уг в хг являются плоскостями симметрии, 
постону оей х, у и г — главные центральные оси инерция конуса. Построим прямую 
ер, параллельную образующей SB ; углы между прямой $4 в осями дг,несоответ
ственно равны: а  *= 90°, (5 «= 90° + ф. V “  ф. где ф — угол полуреспора конуса. 
Внося эти значения углов а, Р и у в формулу (12.14), получим

Л 0=1 lv eta* (f + J i cos* ф.
По таблице моментов инерции найдем

Л г - ^ « ( т д,+ *в) .
Из рис. 12.14 определяем

R  Нsioa> = —■= = •, cos ф =  ■■ —  — ■.
V  «* + R1

Подставляя эти выражения в формулу для получим

Ь  “  20 м ( т  № + ** )'
Расстояние d от центра масс С конуса до образующей найдем из треугольнике.
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Теперь с пжощыо формулы (12.25) легко находим момент инерции I конуса относи
тельно его образующей:

§ 12.9. Вычисление тензора инерции
При решении различных задач динамики, в частности, при определении динами

ческих реакций опор твердого тела, вращающегося вокруг неподвижной оси, необ
ходимо знать не только осевые, но и центробежные моменты инерции относительно 
вполне определенных координатных осей; короче говоря, необходимо знать тензор 
инерции / в произвольно выбранной коор
динатной системе (см. формулу (12.10)). Ко
нечно, при вычислении составляющих тен
зора инерции можно пользоваться основны
ми формулами (12.3) и (12.8). Однако в тех 
случаях, когда известны моменты инерции 
тела относительно главных центральных 
осей, задача может быть существенно упро
щена.

Пусть тензор инерции / тела требуется 
определить для прямоугольной системы ко
ординат Охуг. Будем считать, что нам из
вестно положение центра масс С тела, 
т. е. известны координаты хс , ус, гс в си
стеме Охуг, направления главных централь
ных осей инерции к ', у', г' и соответствующие моменты инерции lx„ I , t  

l z. — см. рис. 12.15 (в отличие от ранее применявшихся обозначений, главные 
центральные оси обозначены штрихами).

Построим вспомогательную систему координат Сх’у’г", оси которой параллельны 
Соответствующим осям системы Охуг. Тогда направления главных центральных осей 
Сх'у'г' будут определяться таблицей направляющих косинусов:

У• г'

X, X? «п аи а »

У. У" а  п « 2 2 а *

г, г" а 31 а 32 “ и

(12.26)

В  этой таблице ац  — косинусы углов между соответствующими осями; так,
вапример, o j, =  cos (z, у ') =  cos (г", у').

Моменты инерции /х, 1у и 1г относительно осей х, у и г можно вычислить по фор
муле (12.25). По формуле (12.24) имеем

Лх = ®?1 ! х ’ +  “ ?2 V  +  а 1згг ’ '

Квадрат расстояния между осями жиж'  равен, очевидно, расстоянию от точки С 
до оси х, т. е. у^ +  г}.. Поэтому согласно формуле (12.25) будем иметь (две другие 
формулы получаются аналогично)

*х =  (?С +  4 )  +  «И +  «?2 V  +  а 1з'г'«

ly  =  М  ( 4  +  4 )  +  +  « W  +  “ гз'*'» f12-27»
1г = м  (*£  +  Ус) +  “ зЛ -  +  аМ^'*
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Перейдем к вычислению центробежных моментов инерции тела относительно осей 
х, у, г. Рассмотрим произвольную точку N тела. Пусть ее координаты в системе 
Сх'у'г' будут х\ у ' и г', а в системе Охуг — х, у, г. Эти координаты связаны форму
лами преобразования

х =  Хс +  апх' + а12у' +  а 18г',

У = У с  +  “ а * ' +  а п У ‘ +  «г/'» 
г =  гс  +  ап х' +  ак у' +  а ^ '.

Так как оси х', у ', г' являются главными центральными осями инерции тела, то 
все центробежные моменты ннерции относительно этих осей и все статические мо
менты равны нулю:

*х‘у' —  f  х'у ' dm =  °> V * '  — }  у'2' dm — 1г х‘ — j  г‘х‘ dm — °>
(12.28)

J  х' dm = О, J  у' dm =  0, J  г' dm =  0.
По определению центробежных моментов инерции имеем

‘ху = J ХУ dm-

Подставим сюда значения х и у из формул преобразования, раскроем скобки и 
сгруппируем члены:

‘ ху =  *с У с  \ dm +  ( « 21* с  +  а п У с )  J  * 'dm +

+  («22*С +  “ 12Ус) J  У' dm +  ( “ 23ХС +  « 13Ус) J  *' dm +

+  “ n “ s i |  х'~ dm +  «12«гг |  У"1 dm +  “ is«M  J  г'~ dm +

+  (“ п“ г2 +  « u «2l) j  Х'У ' dm +

+  <“ jl«23 +  “ n “ 2l) J  * ' * '  d™ +  (“ l2»23 +  ®13“ 22> J  У '2' d™, 

или, учитывая равенства (12.28),

I xu =  Mxcyc +  ancc21 |  x'2 dm +  a,2a22 J  y '2 dm +  a13«,g J  г'* dm.

Так как оси « и ;  взаимно перпендикулярны, то
“ ll“ S l +  « а « 2 2 +  “ 1з « .з  =  0i

отсюда
“ i3a S3 =  — (“ ii“ 2i +  “ 12“ гг).

Подставим это выражение в последнее равенство для 1ху:

‘ ху =  МхсУс +  « !1а 21 j  х'2 dm +  “ 12“ 22 J  У'* dm ~  («П«21 +  а 12« 22)  |  *** dm>

или, группируя члены,

1ху =  Мхсус + a u a21 J  (* '2 — г '2)  dm + а 12а 22 |  (у '2 — г '2)  dm.
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Добазляя и вычитая в первом интеграле у '2, а во втором х'г, будем иметь 

'ху -  МхсУс +  «11«21 [  J  (* '*  +  у '2) dm -  J  (г'2 +  у ’2) dnl\ +

+  “ 1г«гг [ J  (У ’2 +  * '2) dm — J  (г'2 * '2) dm J .
Пользуясь выражениями (12.3) для осевых моментов инерцнн, найдем (две дру

гие формулы получены аналогичным методом)

1ху =  МхсУс +  аИ“ 21 С  г- -  >х-) + «|2«22 Cz- -  V ) ’
<уг =  МУСгС +  «21«31 {? г' ~  >х-) +  а 22а 32 ('г- ~  V ) *  (1229)
1гх =  Мгсхс +  а иа 31 (1г. -  / ,.) +  а 13а  12(1г. -  1у.).

Формулы (12.27) и (12.29) дают решение поставленной задачи об определении тен
зора инерции / в произвольной системе координат Охуг.

§ 12.10. Задачи на вычисление моментов инерции
Задача об определении тензора инерции сводится к определению осевых и цен

тробежных моментов инерции. Если направления главных центральных осей инер
ции нам не известны, то приходится прибегать к основным формулам (12.3) и (12.8). 
Но в тех случаях, когда известен тензор инерции для главных центральных осей 
инерции, его составляющие для произвольных осей определяются формулами (12.27) 
и (12.29).

Задача 12.4. Однородный диск D радиусом г 
и массой М  насажен на вал, установленный в 
подшипниках А и В  (рис. 12.16). При сборке 
были допущены погрешности, в результате кото
рых ось вала пересекает плоскость диска в 
точке О, не совпадающей с центром С лиска; 
кроме того, ось вала не перпендикулярна к 
плоскости диска и составляет с ней угол 90°—а.
Определить момент инерции диска относительно 
оси вращения АВ  и его центробежные моменты 
инерции 1хг и 1уг (положение осей Ох и Оу 
будет указано в дальнейшем).

Пусть прямая ОЕ представляет проекцию 
оси вращения АВ  на плоскость диска. Опустим 
из центра С диска на прямую ОЕ перпендикуляр и примем его за ось Су'\ 
ось Сх' построим в плоскости диска перпендикулярно к оси Су'\ ось Сг' перпендику
лярна к плоскости диска. Очевидно, что оси Сх' , Су' и Сг' — главные центральные 
оси инерции диска. Через точку С проведем ось Сг", параллельную оси вращения г, 
ось Су" совместим с осью Су' , а ось Сх" проведем перпендикулярно к осям Су" и Сг". 
При таком построении угол между осями х' и х" равен а. Оси Ох и Су параллельны 
осям Сх* и Су .

Таблица направляющих косинусов имеет вид

х' у '

X, х" cos а 0 — sina

У, У" 0 1 0

г, г" sin а С cos а

Рис. 12.16



Обозначим координаты точки О в осях С х 'у'г', связанных с диском, через е, 6 ,0 
(см. рис, 12.16), Тогда координаты центра С диска в системе Охуг будут

хс ■= —е cos а, ус «= —6, гс  =  — е sin а.
Из таблицы моментов инерции найдем (§ 12.3)

1Х. = 1У. = }1,мг\ 1г. = ЧМг\
Воспользуемся далее третьей формулой (12.27)-

*= М  ( 4  +  Ус) +  « У *  +  « ffiV  +  а У г "

В нашем случае согласно таблице направляющих косинусов asl =  sin a, a3j=  О, 
0*8 = cos а. Пользуясь соответствующими выражениями, получим

1,>=М (е2 cos3 a  +  б2) +  Ч,Мг* sin2 о  +  4tMr2 cos2 a,
вли, группируя члены,

/, «= М 16* +  (es +  >/✓*) cos- а  +  •/<'а sin2 о]. (12.30)

Теперь о помощью формул (12.29) найдем после очевидных преобразований центро
бежные моменты

] „  =  5/tAJe! sin2a +  VeAlr3sin2a, ! уг =  МЬг sln в . (12.81)

При правильной сборке будем иметь в=* 6=  0, а =  0. Следовательно, “  
«= */1 M ri, !аг *= 1уг с=> о, что очевидно.

Задача 12.Б. Вращающаяся часть подъемного крана состоит из стрелы K F  
длиной I. и массой от,, противовеса D массой mt и груза Е  массой т *  Стрела

составляет с вертикальной осью вращения 
угол а. Определить момент инерции I ,  крана 
относительно оси вращения ж и центробежные 
моменты, считая противовес D и груз Е  точеч
ными массами, а стрелу — однородной тонкой 
балкой. Оси координат в геометрические раз* 
меры показаны на рнс. 12.17; оси х и х ' перпенди
кулярны к плоскости рисунка.

Система состоит из трех тел: стрелы К Р , 
противовеса D в груза Е. Поэтому 

+ !?  + !?.
Для точечных масс имеем

/f = tn.fi1, i f  «= m j ?  sln* a.

Момент инерции i* F  стрелы K F  относительно 
оси вращения крана вычислим по формуле (12,17):

-  1 *Г  COS* ( х О )  +  С р cos2 (1, 0 )  + 1 7  COS2 Л

В нашем случае ( / ,  г) =  90е и cos ( / ,  *) *• О, 1*.F *= 0 (по условию вадачи
стрела K F  представляет собой тонкую балку), cos (г', г) ««sin а  и m2L2.
Следовательно, момент ннерцнн I ,  всего крава относительно оси вращения г будет
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=  +  +  (12.32)
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Центробежные моменты инерции 1ху и 1 „  равны нулю, так как вся система на
ходится в плоскости уг. Учитывая, что система состоит из трех тел, будем иметь

/ =  1 *р 4 -1 °  4- I е  ‘ уг '  уг -Т 'уг  Т  у г
Для точечных масс D и Е

!уг = —т г dh, /®г =  m3£ sin а  (Л — / -f- L cos а).

Центробежный момент инерции стрелы KF  найдем путем непосредственного 
интегрирования. Для этого выделим элемент dy' с массой dm =  (m JL) dy'. Коорди
наты этого элемента —

у — у ' cos а, г =  у' cos а  +  ft, 
где у’ — расстояние вдоль стрелы от точки К  до элемента dy'. Имеем

I
1уг — | yzdm =  -j i- J  (ft4-y 'cosa)^ 'sinarfv ' =  ml ts lna^-^- +  -|-cosa^. 

'о  '
Для всей системы будем иметь

!уг =  L  sin а cos a  -f « э (L  cos a  — /) J +

+  А (m 3L sin a  +  sin a  — mtd^ja

Если центр иасс лежит на оси вращения, то

m3L sin a  -{- — sin a  — msd =  0,

а выражение для центробежного момента упрощается:

l ui = L  sin a  ^-^p-cosee +  m, ( ic o s a  — / ) J .  (12.33)

Задача 12.6. Определить тензор инерции однородной тонкой пластинки, имею
щей форму прямоугольного треугольника, для осей координат, связанных с его ка
тетами; длины катетов равны а и Ь (рис. 12.18).

Так как плоскость пластинки совпадает с плоско
стью лгу, то для всех точек аг == 0; формулы (12.3) и
(12.8) принимают вид

/* =  j  У2 dm, /(, =  !* -  dm, /i =

Ixu =‘ \ ХУ dm, I  xi  =  0, l vi =  0.

Пусть у — поверхностная плотность пластинки.
Тогда ее масса М  будет равна

М => ЧгуаЬ.

В качестве элемента пластинки возьмем прямоугольник со сторонами dx и dyi 
его масса dm =  у  dx dy.

Уравнение гипотенузы можно записать как уравнение прямой линии в отрезках,
отсекаемых на осях:--- Ь -г- =  !• Отсюда найдема Ь

Ь



Пусть х будет внешней переменной интегрирования, о у — внутренней. Тогда 
пределы интегрирования по х будут 0 и а, а пределы интегрирования по у суть 0 в
—  (а — дг). Имеем
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dx-.Ас =  J  У1 dm — у | dx |  у'- dy — -|-J у3 |
о о  о о

Т*5 Г ,л V*’ ( а - х ) г I у ,,
За**" J aX~ — W  --- 4--- ’ I 12О о

Так как у = 2М!(аЪ), то
/х =  '/,МЬ\ 1и =  ЧаМа\ Iг = 4tM  (a3 -f- Ьг) (12.34)

(/„ получено надлежащей заменой букв).
Перейдем к вычислению центробежного момента инерции

ь ь-г (а—*) _ -г (“—*)
J  ху dm = у j  dx j ху dy = J  Ху* 1

0 0 0 и
и а

= ^ \ X (a~ X)* dK = :& \ < a !x-2ax* +  x>)dx^
О о

.1 1  (  _  ±ах>  +  * .)  L  Л
‘/а1 \ 2 3 ^ 4 / 1  24 а2*1.

Подставляя значение v, найдем
1хи = ^ а Ь .  (12.35)

Тензор инерции имеет такой вид:

М м м п~ЬЬ ~ 1 2 аЬ 0
, , М . М . .

I ПГ 0
О О (а’ +  6s) у

Г л а в а  X I I I
ДИНАМИКА ПРОСТЕЙШИХ ДВИЖЕНИЙ ТВЕРДОГО 
ТЕЛА
§ 13.1. Основные задачи динамики твердого тела
В статике нами были рассмотрены условия равновесия систем 

сил, приложенных к абсолютно твердому телу, и условия, при 
которых твердое тело находится в покое. Задание движения твер
дого тела и определение скоростей и ускорении точек твердого тела
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было рассмотрено в кинематике. При изучении динамики твердого 
тела встают более сложные задачи. Эти задачи делятся на две основ
ные группы. К одной группе относятся задачи, в которых по задан
ному движению твердого тела требуется определить систему сил, под 
действием которых происходит это движение. К другой группе от
носятся задачи, в которых по заданным силам, действующим на 
твердое тело, требуется при определенных начальных условиях 
найти закон движения тела, а для несвободного тела найти также 
реакции связей.

Свободное твердое тело имеет шесть степеней свободы, следова
тельно, для определения положения в пространстве требуется шесть 
независимых между собой па
раметров. В качестве таких па
раметров чаще всего выбирают 
координаты центра масс твер
дого тела и углы Эйлера или 
какую-либо другую систему 
углов, наиболее удобных в рас
сматриваемой конкретной за
даче.

Пусть твердое тело движется 
по отношению к неподвижной 
(инерциальной) системе коор
динат 0 1х1у 1г1 (рис. 13.1). Пред
положим, что система коорди
нат СхгУгРг, имеющая начало в центре масс тела, движется поступа
тельно, а система координат Схуг жестко связана с твердым телом.

Очевидно, что координаты центра масс (х1С, у 1С, г1С) и углы Эй
лера 0, ф, ф, которые составляет система координатных осей Схуг 
с осями системы Сх^у^, полностью определяют положение твердого 
тела.

Для того чтобы решать сформулированные задачи динамики 
твердого тела, следует найти уравнения, связывающие эти пара
метры с силами, действующими на твердое тело. Этих уравнений 
должно быть шесть, так как число независимых параметров равно 
шести.

Для получения этих уравнений воспользуемся теоремой о дви
жении центра масс (§ 8.3) и теоремой об изменении момента количеств 
движения в относительном движении по отношению к системе коор
динат, движущейся поступательно и имеющей начало в центре масс 
твердого тела (§ 9.7).

Согласно теореме о движении центра масс:

Mwc =  F*

имеем
M x lc  =  F‘Xl, M y lc =  Fllt M zic =  F 't, (13.1)
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где jqc , yic, Чс — координаты центра масс в неподвижной системе 
отсчета Ох(& & , a F*,, FJ,, — проекции главного вектора всех 
внешних сил на те же оси.

Используя теперь теорему об изменении момента количеств дзи- 
жения в относительном движении (§ 9.7):

аналогично можно получить три соотношения, связывающие углы 
Эйлера с моментами сил относительно координатных осей. Вывод 
этих соотношений будет приведен в главе XIV.

Эти соотношения и уравнения (13.1) и дают возможность решать 
сформулированные выше задачи динамики твердого тела.

§ S3.2. Количество движения, момент количеств
движения и кинетическая энергия твердого тела

Для составления дифференциальных уравнений движения твер
дого тела при различных случаях его дзижения нам придется, как 
уж е говорилось, пользоваться общими теоремами динамики системы. 
Поэтому в этом параграфе приводятся выражения для количества 
движения, момента количеств движения и кинетической энергии 
твердого тела для различных случаев его движения.

Количество движения твердого тела выражается в соответствии 
с формулой (8.2) следующим равенством:

где М —- масса тела, vc — скорость центра масс.
Если твердое тело имеет одну неподвижную точку, то скорость 

его центра масс определяется формулой

где ы — угловая скорость, а гс — радиус-вектор центра масс, про
веденный из неподвижной точки тела.

Проекции вектора количества движения на оси координат, име
ющих начало в неподвижной точке тела, найдем из соотношения

где юх, ши, со* — проекции угловой скорости, хс, ус, г0 — коорди
наты центра масс, 1, J, к — единичные векторы координатных осей. 
Проекции вектора количества движения будут равны
Q* =  М (< v c -  ыгуа), Qy — M  (смь -  <о*гс). Qt =  M  (шхуа — о>„ха).

(13.4)

(13.2)

Q =  Мчс, (13.3)

ус  =  с о х гс ,

i |  k
Q =  A f(w xrc) =  Af ю» Щ a>t 

*а Ус гв*o Ус



При вращении твердого тела вокруг неподвижной оси вектор его 
угловой скорости направлен по оси вращения. Если теперь ввести 
систему координат с началом в какой-либо точке оси вращения, 
а ось г совместить с осью вращения, то вектор угловой скорости пред
ставится в виде

со =  о)гк  —  ф к ,

где <р — угол поворота тела.
Формулы (13.4) в этом случае будут иметь вид

Я х =  —  МУсЧ>, Qy =  Q, =  0. (13.Б)

Момент количеств движения системы относительно начала коор
динат определяется формулой (9.1):

П
к ==  Е  г* х  mk\ h,

*=1

где Гд — радиус-вектор А-й точки системы, mh и v* — ее масса и 
скорость.

Проекции момента количеств движения на координатные оси 
имеют следующий вид (9.2):

Л

К *  =  2 ] Щ  {У&Ьг — *кЩу),
А=1

л
К у  =  Е  m h (zhv hx -  xhvk2), (13.6)

k--i

n
rft := h  (xĥ hy Ук̂ кх)'

Если твердое тело имеет одну неподвижную точку, то скорость 
его любой точки находится по формуле

v =  «  X г,

где «о — угловая скорость.
Выражения для проекций скорости v имеют вид

vx — iOyZ — iozy, Vy =  <X\X — (0лг, vz =  со,// — «„дг, (13.7)

где х, у , г  — координаты рассматриваемой точки.
Подставляя эти формулы в первое равенство (13.6) и переходя 

для твердого тела от суммы к интегралу, получим

Кх=  \ [ у  (w*у — (оих) — г (‘.огх — со*?)] dm —

—  J 1<*>* (У2 +  г2) ~  МуХУ — 1°гхг1 d m -
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Так как <вх, <оу и со, не зависят от переменных интегрирования, 
то

Кх — ®* J {У* +  г*) dm — (Oj, J  ху dm — cot j  xz dm.

В этом равенстве / х =  |  (дъ +  г*) dm — момент инерции твердого
тела относительно оси х, l xy =  J ху dm и 1хг =  j  хг dm — центро
бежные моменты инерции. Проделав аналогичные выкладки с вы
ражениями ДЛЯ Ку И К г, ПОЛУЧИМ

К х  ~  - х а х  ~~ 1ху®у lx z® n  К у  = :  1ху®х  Н “  Л ®и Iy za z,  ^ j g  g j

К,=* I xz®х 1 i/z^y ~Ь I 
Если оси координат, имеющие начало в неподвижной точке О 

тела, будут главными осями инерции тела, то 1Х1) =  / „  =  /„2 =  0 
и формулы (13.8) примут вид

— /х®~, Ки — 1и(ои, /Сг =  / г<ог. (13.9)
Формулы (13.9) определяют проекции момента количеств дви

жения абсолютно твердого тела, имеющего одну неподвижную 
точку, на оси координат, жестко связанные с телом. Из формул (13.8) 
и (13.9) видно, что в общем случае проекции вектора © и проекции 
вектора К не пропорциональны между собой, следовательно, на
правления векторов К и о  не совпадают.

При движении тела вокруг неподвижной оси при условии, что 
ось г направлена по оси вращения тела, имеем

Кх =  — !хг(Ог =  — ! „  ф, Ки =  — 1у<<ог =  — /„*ф, Кг =  Лю, =• ЛФ-
(13.10)

Перейдем теперь к нахождению кинетической энергии абсо
лютно твердого тела, имеющего одну неподвижную точку. Кине
тическая энергия твердого тела определяется формулой (10.6):

Т =  —  J v2 dm,

или (так как v-v =  г/*)

Т  — —  |  v  • v  dm.

Подставляя в эту формулу выражение для скорости точки твердого 
тела v =  #  X г, получим

Т — j  v  • (ш х  г) dm.

Вспоминая свойства скалярно-векторного произведения 
v(coxr) =  ttl(rx v ),
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будем иметь

Т =  J ю (rxv )d /n  =  - i - w |( r x v ) r f /7 i ,

но так как К =  J  (г X v) dm есть момент количеств движения, то

Т =  -±-<й К. (13.11)

Используя формулы (13.8), перепишем выражение (13.11) в 
виде *)
т  =  Vs (® хКх +  ®цКу -f- <OtKz) —  11г (Лгм* “Ь IуЩ  +  1г®г —

xjWjWy — 2 / 2 / у2(о„(*)г). (13.12)
Если оси координат х, у  и г  совпадают с главными осями инер

ции, то 1ху =  1хг =  =  0  и
Т  =  ‘/2 (/,®J +  Iv<ol +  1г со|). (13.13)

При вращении тела вокруг неподвижной оси, например оси г, 
имеем юх =  (Oj, =  0 и, следовательно,

Т  «= — V2/*<f>2. (13.14)
П р и м е ч а н и е .  Из формулы (13.12) следует, что

<)($x ~  Ixy^y Ixi®i ~  Kx,

dT
fxu®x+ Iy® u -  (13.15)

&Г
a  *̂2®* l уг®!! 4" 1 — Kx,

т. в. частная производная от кинетической энергии твердого тела, 
имеющего неподвижную точку, по проекции угловой скорости на 
какую-либо ось, равна моменту количеств движения относительно 
этой оси.

§ 13.3. Поступательное движение твердого тела
Рассмотрим сначала решение первой задачи динамики. Пусть 

тело движется поступательно и координаты центра масс тела яв
ляются известными функциями времени. Это значит, что относи
тельно поступательно движущейся системы координат Сх2у гг2 тело

*) Формулу (13.12) можно получить и другим путем. Представив выражение 

для кинетической энергии в виде Т  =  */а J (vl +  v* +  t'|)  dm и подставляя сюда 
выражения для vx , vu и и* из (13.7), получим формулу (13.12).
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находится в поксе, Следовательно, угловея скорость и момент 
количеств движении тела относительно центра масс равны кулю 
и в соответствии с (13.2) РЛс — 0. Таким образом, для осуще
ствления поступательного движения необходимо, чтобы глав
ный момент всех внешних сна относительно центра масс был 
равен нулю.

Отметим, что условие Мд =  0 ке является достаточным для по
ступательного движения тела, так как при этом тело может совер
шать движение относительна центра масо. Характер этого движе
ния будет рассмотрен подробно в главе XIV.

Легко показать (мы не будем останавливаться на этом), что 
если главный момент всех внешних сил относительно центра масо 
и начальная угловая скорость тела- равны нулю, то тело будет дви
гаться поступательно (необходимое к достаточное условие посту
пательного движения).

Так как координаты центра масо (х{с , y jc, r lt7) являются извест
ными функциями времени, то, вычисляя вторые производные (1с1С, 
Ухе» Zic) и используя соотношения (13.1), получим проекции глав
ного вектора всех внешних сил (FeXl, F'yi, F i j .

При решении второй задачи динамики, если заданы F%t, F*Vt 
и Fl„ соотношения (13.1) будут представлять собой уже дифферен
циальные уравнения движения, и решение ах при определенных 
начальных условиях определит движение центра масс.

Если заранее известно, что тело движется поступательно, то 
на уравнения (13.1) можно смотреть как на дифференциальные 
уравнения поступательного движения твердого тела.

§ 13.4. Дифференциальное уравнение вращения твердого тела
вокруг неподвижной оси н уравнения для определения
реакций подшипников

Твердое тело, вращающееся вокруг неподвижной оси, является 
примером несвободного твердого тела. Следовательно, при изуче
нии его движения необходимо применить принцип освобождаемоети, 
т. е. действие связей (в данном случае подшипников) следует за
менить реакциями этих связей и рассматривать твердое тели как 
свободное.

Введем две системы координат с началом в  какой-либо точке О 
оси вращения (ркс. 13.2): неподвижную где ось zt совпа
дает с осью вращения тела, и подвижную Охуг, жестко связан
ную с твердым телом (ось г  совпадает с осью вращения тела). По
ложение тела будем определять углом да между плоскостями x f iz i  
и хОг.

Отметим, что направления реакций подшипников заранее не 
известны. Пусть Х Л, Ул, ZA — проекции реакции Яд! У я»



Zfl — проекции реакции RB на оси подвижной системы координат 
Охуг; тогда можно записать

Ra =  X Ai -J- Ya j Rb — Xtfi +  ^ s j  4~ (13.16)

где !, j, k — единичные векторы осей Охуг.
Для нахождения закона движения тела и реакций подшипни

ков воспользуемся теоремами об изменении количества движения 
и момента количеств движения системы;

- f — F + R ^  +  R*, (33,17)

^ , =  ft^ +  M0 (R ^  +  M0 (RJ3). (13.18)

Чтобы получить уравнения для опре
деления движения и реакций лодшип- 
ииков, необходимо векторные уравне
ния (13.17) н (13.18) записать в проек
циях на оск координат.

Так как координаты центра масс хс,
Ус я центробежные моменты инерции 
1Х, и / уг в подвижной системе координат 
будут постоянными, то векторные урав
нения (13.17) и (13.18) целесообразнее 
проектировать на оси подвижной си
стемы координат.

Итак, определяем векторы Q и Ко в подвижной системе коор
динат;

Q =  +  +  (13.19)

К0 =  K xi +  / у  +  /(гк. (13.20)

Из курса кинематики известно, что если какой-либо вектор а  
задан в подвижной системе координат, то абсолютная произЕод- 
мая от этого вектора

- £ = * -  +  ® ха, (13.21)

где «о — угловая скорость подвижной системы координат; =
(fciy J | (j0n a I (it2-» I

^  ~dt I ^  ~ d t — относительная производная.
Поскольку векторы Q и К0 определены в подвижной системе 

координат, то согласно формуле (13.21) имеем

i  1 3 . 0  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ВРДШЕНИЯ 499



где со — угловая скорость твердого тела (система Охуг с ним жестко 
связана), причем

<?Q _dQx ; I dQu , . dQt . dKp __ dKx . , dKv , , dKz . , .  о по»
Ч Г  —  ~ d T  1 ' 1 Г  * +  <# * dt ~  dt 1 +  dt • +  dt '
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Уравнения (13.17) и (13.18) с учетом (13.22) принимают вид

(13.24)
J * L  +  m х  к 0 =  MS +  М0 (Ra) +  М0 (RB).

Пусть координаты подшипников /4 и В соответственно будут
0, 0, гА и 0, 0, гв (на рис. 13.2 приведен случай, когда гл — —а, 
гв =  Ь); тогда

га =  2аК  гв =  гвк.

Моменты реакций подшипников определяются по формулам
i j k i J k

M0 (R ^) — Та x  Ra —

ОО

. М0 (RB) — Гд X Rb 0 0 гв
Хл УА г А Хв У в г  в

откуда
M *(R ,0  =  - ^ a .  М„( Ra) =  za X a, M 2(Ra) =  0,

M*(Rb) =  — zBY B, My (RB) — zaX B, M (Rs) =  0.
Учитывая, что о  =  фк, а также соотношения (13.19), (13.20) 

и (13.25), запишем уравнения (13.17) и (13.18) в проекциях на оси 
п о д в и ж н о й  системы координат:

d- ^ - 4 Q u =  F'x +  XA +  XB,

“ j r  +  4>Qx — К - \-Y А-\-Y B,

о =  F Z + z A +  zB,

dJ k . - y K j =  M ex -  zaY a -  zBY B,

~ ^  +  <fKx =  M l +  zAXA +  zBXB,
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В соответствии с (13.5) и (13.10) получим 

-  МУсф -  M x jtf  =  Я  +  ХА +  Х в,

Мхсф — Мусф2 =  F[ -f- Y а +  Y в>
0 =*Fl +  ZA +  ZB-, (13.26)

~  Асгф +  / угф2 =  М‘Х —  ZA Y а  —  ZBY в ,

— ЛгеФ — Лгф2 =  -j- гАХА -f- zBXB,

1г ф =  Л £ .

Последнее уравнение системы (13.26) реакций не содержит и 
было уже получено раньше (§ 9.5). Оно позволяет по заданному 
закону вращения тела ф (/) определить момент главного вектора 
внешних сил М ег относительно оси г  или по заданному моменту 
М ‘г при заданных начальных условиях определить закон движения 
тела.

Первые пять уразнений служат для определения реакций. Про
дольные реакции ZA и ZB входят только в третье уравнение и от 
характера движения не зависят, т. е. будут такими же, как и при 
неподвижном теле. Мы можем определить только их сумму. Если 
предположить, что продольная реакция в подшипнике В равна нулю, 
то реакция ZA =  —F\.

§ «3.5. Добавочные динамические реакции.
Статическая и динамическая уравновешенность тела

Поперечные составляющие реакций, определяемые из первого, 
второго, четвертого и пятого уравнений (13.26), обусловливаются 
характером приложенных сил, законом движения тела, а также 
расположением оси вращения относительно тела.

Предположим, что ось вращения тела является главной цен
тральной осью инерции, т. е. хс — у с =  0, 1хг =  1уг =  0. Тогда 
уравнения для определения поперечных реакций подшипников (13.26) 
примут вид

0 =  Р'х +  Х еАг +  Х св\

0 - ^  +  Y a +  YB ,

0 =  — za Y a — zBY cB , ( 13-27)

0 =  +  гл Х л  +  zBX B .
Реакции, определяемые из этих уравнений, обусловливаются 

действующими на тело активными силами. При этом следует иметь 
в виду, что силы, действующие на тело, могут зависеть от закона 
движения тела (например, силы сопротивления, зависящие от ско
рости вращения).



Уравнения (13.27) имеют такой же вид, как и уравнения ста
тики для неподвижного тела; поэтому реакции X " , Х в ,  У ", У в 
условно называют «статическими» реакциями. Употребляя этот 
термин, следует помнить, что реакции, определяемые из уравне
ний (13.27) при движении тела, могут отличаться от чисто стати
ческих реакций, определяемых по уравнениям (13.27) для непод
вижного тела, так как силы, действующие на вращающееся тело, 
как было уже сказано выше, могут зависеть от характера движения 
тела.

Возвращаясь к рассмотрению уравнений (13.26), представим 
реакции Х А, Х в , УА, Y B в виде суммы реакций, определяемых 
уравнениями (13.27) и реакциями X*, Х в, У ’л, Yb, обусловлен
ными как характером распределения масс в теле, так и характером 
движения тела, которые назовем добавочными динамическими реак
циямиI

Х А =  Х% +  Х '1  Хв =  Хяв +  Х%т.
(13.28)

К в = п + п т-
Тогда в соответствии с уравнениями (13.27) и соотношениями 

(13.28) получим из (13.26) уравнения для определения добавочных 
динамических реакций

— Мус((> — Мхс<(>2 =  *3  +  Х%,

=  +

-  /«Ф +  Ф2 =  -  гАУ \  -  гвУ'о, (13.29)

— ?угЧ> — /*»ф2 =  гА^А +  2вХв.

Выясним теперь, при каких условиях добавочные динамические 
реакции равны нулю. В этом случае уравнения (13.29) будут иметь 
вид
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*сф2 +  УсФ =  0, дгсф — i/сф2 =  0,

А-сгФ — =  о, /х1ф2 +  1иг ф =  0.
(13.30)

Эта система однородных линейных алгебраических уравнений 
относительно хс , Ус, !Хг, 1уг распадается на две независимые си
стемы уравнений с одинаковым определителем, не равным нулю!

I Ф —  ф а I - 2  , *4 , п
•* •• =  Ф +  Ф Ф .0,

I ф ф I
так как для вращающегося тела угловая скорость ф и угловое уско
рение ф  одновременно в нуль не обращаются.
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Следовательно, единственным решением уравнений (13.30) яв
ляется

Если же теперь принять, что условия (13.31) выполнены, то 
уравнения (13.29) примут вид

единственным решением которых является Х \  =  Х% =  Y \  =  Y% => 
=  0, так как гв — гл Ф  0.

Остановимся на условиях (13.31) несколько подробнее. Усло
вие хс =» 0, ус =  0 означает, что центр масс тела находится на оси 
вращения. Если оно выполнено, то говорят, что тело статически 
уравновешено. Как видно из приведенного анализа, для уничтоже
ния динамических реакций одной статической уравновешенности 
тела недостаточно. Необходимо, кроме того, чтобы центробежные 
моменты инерции относительно оси вращения равнялись нулю 
(!хс =  0, =  0). Таким образом, для того чтобы при вращении 
тела вокруг неподвижной оси не возникали добавочные динамические 
реакции, необходимо и достаточно, чтобы ось вращения была глав
ной центральной осью инерции.

Как будет показано в следующем параграфе, динамические реак
ции иногда во много раз превосходят статические реакции. Поэтому 
во всех случаях, когда это возможно, стремятся уменьшить или 
полностью уничтожить их. В особо важных случаях это достигается 
специальной балансировкой.

§ 13.6. Задачи

Задача IS. 1. Центр тяжести махового колеса, масса которого m => 300 кг, 
находится на расстоянии 1 мм от горизонтальной оси вала; расстояния под* 
шипников от колеса равны между Собой. Найти «,
реакции подшипников, если вал вращается рав- “  1

W | > u u « v u i > n  V K " v> Ж U .  \J J , V/Tl- О П Д П и ,  1 I U  II р п  l a n v n i  '

выборе подвижной системы координат *с =  —1 мм, р ис jg g
Ус= 0 -

Так как маховик имеет плоскость симметрии, перпендикулярную к оси вра
щения. то центробежные моменты инерции равны нулю, т. е. / «  =  0, / „ ,= 0 .  

Д ля рассматриваемой задачи

хс — Vc — 0, l Xi — /(,£ =  0. (13.31)



Поскольку маховик находится в середине между подшипниками, то гА — — 112, 
гв  =  112, где I — расстояние между подшипниками.

Статические реакции равны:

Х 1Л =  Щ - =  1470 Н, Х1В =  ^ =  1470 Н.

Д ля определения добавочных динамических реакций воспользуемся уровне* 
инями (13.29). Д ля данной задачи они имеют следующий вид:

- m * 09 2 =  Х \  +  Х%  0 =  К$ +  К&. 0 = ± У * - ± У % ,

о = - 4 л л + т лё-
Решая эти уравнения, получим

X* =  Х« =  — =  - 2 3 5 2  Н, =  0.

Таким образом, добавочные динамические реакции в 1,6 раза превосходят 
статические; направления их линий действия вращаются вместе с маховиком, оста
ваясь все время параллельными линии ОС.

Задача 13.2. Вычислить добавочные динамические реакции в подшипниках А 
и В  при вращении вокруг оси А В  однородного тонкого кругового диска CD, пред
полагая, что ось ИВ.(рис; 13.4) проходит через центр диска, но вследствие непра

вильного рассверливания втулка составляет о 
перпендикуляром к плоскости диска ^А О Е  *= 
= а  =  0,02 рад. Дано: масса диска М  =  
=  3,27 кг, радиус его г — 20 см, число оборо
тов п =  30 000 об/мин, расстояния АО — 50 см,- 
О В — 30 см. Ось А В  считать абсолютно твер
дой и положить sin 2 а  ж  2а.

Начало подвижной системы координат Охуг, 
жестко связанной с диском, выберем в центре 
диска О (см. рис. 13.4). Из условия задачи сле
дует х с  =  0, ус  =  0, гА =  — а =  —50 см, 
гв  =  * =  30 си.

Статические реакции равны 12.05Н и 20Н.
Момент инерции 1г диска и его центробежные моменты 1хг и 1и1 были получены 

в задаче 12.4 § 12.10. По формулам (12.30) и (12.31) для нашего случая (е =  6 =  0) 
найдем

/ 2 =  */2M rl cos2 а  + 1/4уИг? sin2 а ,  1хг =  4 eMrr sin 2а, l vl — 0.

Так как угол а  мал, то, ограничиваясь членами первого порядка малости отно
сительно а , получим

/ г =  ЧгМ г \  !хг =  Ч,М гга , l v . =  0.

Имеем далее п =  30 000 об/мин,

Ф =  - ^ - = 1 0 0 0 л  рад/с.

Уравнения-(13.29) примут вид (ф =  const и ф =  0)

0 =  А ^ +  Х £. 0 = Y * + Y % ,  0 =  в У =  -аХ *А +  ЬХ%,
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о тк у д а  получим

xi — улл =  уЛь =  о.

~  * в  -  ~ 4 (а +  Ь) ■ &  8000 Н.

Реакции опор свелись к паре сил; модуль каждой реакции в 250 раз превосхо
дит силу тяжести самого диска и в 400 раз максимальную статическую реакцию.

Задача 13.3. С какой угловой скоростью должна равномерно вращаться вокруг 
катета АВ  — I однородная пластинка, имеющая форму равнобедренного прямоуголь
ного треугольника АВП, чтобы полное боковое давление на нижнюю опору равня
лось нулю? Расстояние между опорами считать равным длине катета АВ.

Начало подвижной системы координат возьмем в точке В. Ось г  направим по 
вертикали вверх, а ось у  проведем в плоскости пластинки. Следовательно, в этом 
случае гА  =  — гв  =  0.

Из рис. 13.5 следует, что хс  =  0, у с  =  1/3.
Найдем сначала поперечные статические реак
ции. Уравнения для их определения имеют 
вид

* л + * а  = 0 ,  Усдт +  К "  =  0,

Y % i-M g -L ~  о. 0,

где М — масса пластинки.
Из этих уравнений следует
V C T  __ у с тЛЛ = Л Й О, H 'T =  - H "  =  /Wg/3.

Так как по условию задачи ф =  0, то урав
нения (13.29) запишутся следующим образом:

0 - Х *  +  Х§. y . H J  +  K J, / и ф -  / „ ф 2 =  - 1 Х \ .

Центробежные моменты инерции были найдены в задаче 12.6 § 12.10. При рав
ных катетах и выбранном направлении осей из формулы (12.35) найдем / ж(/ =» 
=  —М Р /12, l xz =  0. Поскольку 1хг =  0, то будем иметь

Х*Д =  Х% =  0.

-----T f = YA +  y B- - ^ - Ф2=/К«,

Реакции и определяются из уравнений

Ml • з „ „  , Af/з
Ф

у'Д —. m l m2 Vя ____' Л ------ Г ф ■ ' в  —

откуда
ЗЛИ

12

В задаче требуется определить угловую скорость ф, при которой полная реакция
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Эту угловую скорость найдем из соотношения

Mg Ml л  
3 12 9 = 0,

откуда ф =  2 V g l l .
Задача 13.4. Вращающаяся часть подъемного крана состоит из стрелы KF  

длины L, противовеса D  и груза Е  (рис. 13.6). При включении постоянного по 
модулю тормозящего момента кран, вращающийся до этого с угловой скоростью 
ф =  я/20 рад/с, останавливается через две секунды. Считая стрелу KF  крана одно
родной тонкой балкой, а противовес D  и груз Е  точечными массами, определить

динамические реакции опор А и В  крана в 
конце его торможения. Длина стрелы L —■ 6 и, 
расстояние между опорами крана Н =  3 м, длина 
свисающей части троса /  — 2 м, масса стрелы 
т, =  8000 кг, масса груза ms =  10 ООО кг, 
угол а  =  45°; центр тяжести всей системы на
ходится на оси вращения крана (предпола
гается, что груз Е находится все время в пло
скости крана).

Начало подвижной системы координат 
возьмем в опоре А , ось г  направим по оси вра
щения вертикально вверх, ось у  проведем в 
плоскости крапа. Тогда гА=  0, гд =  И.

По условию центр тяжести всей системы 
лежит на оси вращения. Поэтому х с  — О, 
у с — 0. Так как система плоская, то 1яг =  0. 
Кроме того, в конце вращения крана ф =  О. 

Добавочные динамические реакции опор вращающегося крана найдем из урав
нений (13.29), которые в нашем случае примут вид

0 =  К ^ + У * . 0 =  -H Y%,  - l yi

Отсюда находим

Упл : Y'jj 1= 0.

Угловая скорость вращения крана в начале торможения была <р в» — ■ рад/о.
При постоянном но модулю тормозящем моменте ф ■= const. Так как время тормо
жения 1 = 2  с, то ф =  —ф// =  — я/40 рад/с2.

Центробежный момент инерции IU1 для рассматриваемой системы был найден 
в вадаче 12.5 § 12.10. Д ля статически уравновешенного крана имеем (см. формулу 
(12.33))

t ul =  L sin a  j -̂i— cosa  +  m a lL co sa — /)j .

Подставляя числовое значение величин, входящих в полученные формулы, найдем 
1иг =  18-106 кг-м2, АД =  -  =» — 47 кН .

Таким образом, в конце торможения добавочные динамические реакции опор 
вращающегося крана образуют пару сил, лежащую в плоскости, перпендикулярной 
к плоскости крана. В менее благоприятных условиях (например) при меньшем вре
мени торможения или меньшей длине I свисающего троса, добавочные динамические 
давления резко возрастают.
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§ (3.7, Физический маятник

Физическим маятником называется твердое тело, вращающееся 
вокруг неподвижной оси под действием силы тяжести. Рассмотрим 
случай, когда ось вращения горизонтальна. Проведем через центр 
тяжести С тела плоскость, перпендикулярную к оса вращения. 
Точка пересечения О этсй плоскости с осью вращения называется 
точкой подвеса. Примем эту точку за начало координат. Ось г  на
правим по оси вращения, оси х н у  расположим в плоскости, про
ходящей через центр тяжести и точку подвеса, перпендикулярно 
к оси вращения (рис. 13.7). Дифференциальное уразнение вра
щения тела вокруг оси г  согласно § 9.6 запишется следующим 
образом:

ЛФ =  Л1‘,
где ф — угол между неподвижной осью х  и ли 
нией ОС (см. рис. 13.7).

Так как в этом случае
Ml =  — Mga sin <р, 

где М — масса тела, а — расстояние от точки О 
до центра тяжести (а — ОС), то дифференци
альное уравнение движения тела примет вид

/ гф =  — Mga sin ф, или ф -+- ~ - sin ф — 0.

Рассмотрим случай малых колебаний, для которых можно при
нять sin ф «  ф. Тогда уравнение движения можно записать в сле
дующей форме:

Ф +  ^ - ф  =  0, (13.32)

а его общее решение имеет вид

Ф =  Л 81п ( / З ё /  +  е)_.

Отсюда следует, что угол ф изменяется по гармоническому закону 
с периодом колебаний, равным

Т =  2 п ^ /Г . (13.33)

Сравнивая дифференциальное уравнение движения математи
ческого маятника

ф  - f  - | - 8 1 П ф  =  0 (13.31)



с уравнением движения физического маятника, можно утверждать, 
что математический маятник, имеющий длину

'  =  <13-35> 

будет двигаться так же, как и физический маятник.
Величина /, определяемая формулой (13.35), называется при

веденной длиной физического маятника.
Представляя по теореме Гюйгенса—Штейнера (§ 12.4) момент 

инерции тела относительно оси г в виде / г =  / с +  Ма?, где 1С — 
момент инерции тела относительно оси, проходящей через центр 
тяжести тела параллельно оси г, получим для приведенной длины 
физического маятника выражение
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/ - &  +  *  (13-36)Ма

Откладывая эту величину от точки подвеса в направлении центра 
тяжести, получим точку Ot (см. рис. 13.7), которая называется 
центром качания. Расстояние от центра тяжести до центра кача
ния равно

Jc  
Ма ' (*3.37)

Покажем, что точка подвеса и центр качания обладают свойством 
взаимности (теорема Гюйгенса).

Пусть ось вращения проходит через центр качания; тогда для 
новой приведенной длины согласно формуле (13.36) получим

,l ~  ~ШГ +  °1ш

На основании равенства (13.37) имеем а =  / с/(М аj), следовательно,
/х =  а +  аг — I.

Таким образом, если старый центр качания сделать новой точ
кой подвеса, то старая точка подвеса станет новым центром качания, 
что и доказывает свойство взаимности.

§ 13.8. Экспериментальное определение моментов инерции

Рассмотрим два способа экспериментального определения мо
мента инерции неоднородных твердых тел или тел сложной кон
фигурации: способ качания с использованием теории физического 
маятника и способ крутильных колебаний.

Способ качания проиллюстрируем на следующем примере. Пусть 
требуется найти момент инерции шатуна относительно оси, прохо
дящей через центр тяжести С шатуна параллельно осям его проушин.
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Для определения момента инерции шатуна относительно оси, про
ходящей через точку А параллельно оси проушины, шатун подве
шивают на призму А (рис. 13.8, а) и, отклонив его на малый угол 
от положения равновесия, измеряют период колебания шатуна. 
Зная период колебания, по формуле (13.33) определяют момент 
инерции шатуна относи
тельно оси качания:

,  _  MgaT*
А *  4л‘ •

где а — расстояние центра 
тяжести шатуна от оси ка
чания, М  —масса шатуна.

Затем по теореме Гюй
генса-Ш тейнера вычисляют 
момент инерции относитель
но центральной оси:
/ в =  /д - М а *  =

=  Л 4 а ( - £ £ - а ) .  (13.33)

Для определения величины а шатун подвешивают на нити 
в точке В и определяют реакцию R давления шатуна на штырь 
динамометра D (рис. 13.8, б). Затем из формулы

R l —  M g  (а  —  г) =  0,

где г  — радиус проушины, находят величину
____Rt +  Mgr

Mg ‘

Подставив значения величины а в формулу (13.38), вычисляют 1С.
В рассмотренной схеме эксперимента 

наибольшую ошибку дает определение ве
личины о, поэтому применяют иную схему 
эксперимента.

Если требуется найти момент инер
ции тела относительно произвольной оси 
(рис. 13.9), то способом качания сначала 
определяют период колебаний тела отно
сительно оси, на которую жестко на
сажены два цилиндра, с известными мо
ментами инерции. Затем определяют пе- рис. 13.9 
риод колебаний исследуемого тела отно
сительно той же оси без цилиндров. Тогда, если период колебания

тела совместно с цилиндрами равен Т 1 =  2л +  t а период

Щ
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исключив вели*колебаний тела без цилиндров Г — 2п У & . Г О .  
чину а, получим

г 2/° г *О Jtl'i J1J 3

где Г0 — момент инерции цилиндра относительно его осн. 
Рассмотрим теперь способ крутильных колебаний.
При определении момента инерции тела способом крутильных 

колебаний тело подвешивают на упругом стержне или струне так, 
чтобы центр касс тела лежал на продолжении оси стержня

(рис. 13.10). Закрутив стержень, жестко 
связанный с телом, на малый угол «р, 
измеряют период колебания системы. 
Так как при малом угле закручива
ния момент упругих сил пропорцио
нален углу закручивания, то диффе
ренциальное уравнение крутильных 
колебаний системы имеет вид

/ сф =  _&<р, 
где к — постоянный коэффициент, ха
рактеризующей упругие свойства стерж
ня (струны).

Период колебаний, очевидно, будет равен

Т  =  2nVTJk. (13.39)
Затем на тот же стержень подвешивают тело (например, диск), 

момент инерции которого относительно оси ОС известен и равен Гс, 
и измеряют период колебаний Т’ в этом случае. Этот период коле
баний определяется формулой, аналогичной формуле (13.39):

Т' — 2п ̂ fT cjk . (13.40)

Исключая из равенств (13.39) и (13.40) неизвестный коэффи
циент k, получим формулу для определения момента инерции

§ 13.9. Плоское движение абсолютно твердого тела

Свободное твердое тело будет совершать плоское движение, 
если в нем существует плоское сечение, относительно которого 
масса тела распределена симметрично; силы, действующие на тело, 
расположены в плоскости этого сечения, а начальные скорости 
всех точек тела расположены в плоскостях, параллельных плоскости 
сечения. Движение тела может быть плоским также и в силу нало
женных на него связей, но это уже будет несвободное движение.
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Рис. 13.11

Xi

В кинематике было установлено, что положение твердого тела, 
совершающего плоское движение, определяется тремя параметрами. 
За эти параметры выберем координаты центра масс тела и угол 
поворота тела относительно оси, перпендикулярной к рассматривае
мому плоскому сечению тела.

Пусть система координат Сх^у2> имеющая начало в центре масо 
тела, движется поступательно относительно неподвижной системы 
координат OyXjt/i. Положение тела будет полностью определено, 
если известны координаты центра масс тела (х1С, у 1С) и угол © 
между осью хг и осью х системы координат Cxi/, жестко связанной 
с телом и имеющей начало в центре масс 
тела (рис. 13.11).

В соответствии с теоремой о движе
нии центра масс из уравнений (13.1) по
лучаем зависимости, связывающие коор- ц!с 
динаты центра масс тела и проекции 
главного вектора всех внешних сил (/•*,,
FI,), приложенных к твердому телу:

M x tc^ F ',,, М у 10— Fl,, (13.41)
где М — масса тела.

Используя теперь теорему об изменении момента количеств дви
жения в относительном движении (13.2), получим зависимость 
между углом <j> поворота тела и силами, действующими на тело.

Так как в системе координат Сх^уг твердое тело совершает вра
щательное движение вокруг оси, проходящей через центр масс 
перпендикулярно к плоскости движения тела, то момент количеств 
движения тела относительно этой оси в соответствии с равенством
(13,10) будет равен К с =  1сФ- Следовательно, на основании тео
ремы (§ 9.7) имеем

/вФ“ Л*с. (13.42)
где 1С — момент инерции тела относительно оси, перпендикуляр
ной к плоскости движения тела и проходящей через центр масс 
тела, а М% — главный момент всех внешних сил относительно 
той же самой оси. Уравнения (13.41) и (13.42) позволяют решать 
задачи динамики плоского движения твердого тела.

Если движение твердого тела задано, т. е, координаты центра 
масс (jfjC, Ухе) и угол (р являются известными функциями времени, 
то в результате подстановки вторых производных от этих функций 
(■*1 с. Уюг Ф) в уравнения (13.41) и (13.42) находятся силы, под дей
ствием которых происходит движение тела.

Если же заданы силы, т. е. известны Fi , Fc„. и М‘с, то уравне
ния (13.41) и (13.42):

М х  iq — > М у ю — / сф =  Мс (13.43)
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будут представлять уже систему трех обыкновенных дифферен
циальных уравнений, определяющих плоское движение твердого 
тела *). После решения этих уравнений и определения постоянных 
интегрирования получим закон плоского движения свободного 
твердого тела

*1  с  —  x ic  (О , У \с  =  У \с  (0> Ф — Ф (О- 
Если тело совершает несвободное движение, то в число дей

ствующих сил следует включить реакции связей. Уравнения дви
жения тела в этом случае будут

+  Mylc =  F‘Xl +  RVl, I(fp =  Mh +  M l  (13.44)

где RXl и Ryt — суммы проекций всех реакций соответственно на 
оси и у и а М с — сумма моментов всех реакций относительно 
центра масс. В этих уравнениях Fex„ FeUi и М ‘с относятся к внешним 
активным силам. К уравнениям (13.44) следует еще добавить урав
нения связи.

Заметим, что иногда вместо одного из дифференциальных урав
нений (13.44) бывает целесообразно применить теорему об измене
нии кинетической энергии.

§ 13.19. Задачи
Задача 13.5. Однородный стержень длнны 2/ и массы М  за один из своих кон

цов подвешен на нити длины а, массой которой можно пренебречь, к неподвижной 
точке О. Стержень вместе с нитью отклонили влево от вертикали на угол а  н отпус

тили без начальной скорости (рис. 13.12). В 
момент, когда стержень, пройдя положение рав
новесия, составлял с вертикалью угол Э (Р < а), 
нить оборвалась. Определить закон движения 
стержня "после обрыва нити.

Найдем сначала угловую скорость стерж
ня, координаты н проекции скорости центра 
масс стержня на неподвижные координатные 
оси Ox{yt в момент обрыва нити. В соответ
ствии о теоремой об изменении кинетической 
энергии имеем

.'owV2 =  А’в  (а +  I) (cos р — cos а),
где

/о  =  1с +  м  (я +  W  (1с =  МР/3)

— момент инерции стержня относительно точки
О, /в  — момент инерции стержня относительно 
его центра масс.

Следовательно, угловая скорость стержня в момент обрыва нити равна
• - \ f l M g  (а +  /) (cos р — cos а )  

’Ч — у  1в +  М(а +  1у‘

*) Если траектория центра масо задана, то вместо первых двух уравнений си. 
стемы (13.43) иногда целесообразно взять уравнения в проекциях на касательную 
н нормаль к траектории центра масс.
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Координаты центра ыасс стержня в момент обрыва нити будут
*iс  =  (а -г  0  cos р, ytc  «= (а +  /) sin 0,

а проекции его скорости на оси координат
=■ —(а +  0  to sin р, y ta  =  (а +  /) at cos р.

Угол между стержнем и осью jts в момент обрыва равен ф  =  р.
Дифференциальные уразнения движение стержня после обрыва нити имеют 

вид (единственная внешняя сила — сила тяжести Mg — приложена в точке С)
M xia  =  Mg, М ую  =  0, /сер =  О, 

и, следовательно, общее решение этих уравнений будет
'х\с =  В1 - г  Си ум  => С2, ф =  С3,

*10 — ~^2— 1*^1^+  ЙС =  С2/ + С 8, ф =  С8/ - ) - С 8.

Произвольные постоянные интегрирования определим из начальных условий: 
при t  =  О

хю  =  (a -j- 0  cos р, i/ig =  (а +  /) sin р,

*ic =  — (а +  /) w sin р, ую  =  (а -f- /) со cos Р,

<р =  Р, ф =  (О.
Значения произвольных постоянных будут

С, =  — (а +  0 «в sin р, Сг ~  (а +  /) <в cos Р, С3 =  о>,
Cj =  (a 4- I) cos p, C5 =  (a +  /) sin p, Ce =  p.

Подставив эти значения в общее решение, получим закон движения стержня 
пссле обрыва нити

хю  =  - -  — (а + 1) (ait sin р — cos р),

Ш с=  (а +  0  №  cos р +  sin Р), ф =  <о/-)-р.

Задача !3.в. Конец В невесомого стержня АВ  соединен 
шарнирно с неподвижной опорой. К другому концу стерж
ня прикреплен тяжелый однородный диск радиуса г. В на
чальный момент стержень занимал вертикальное положение.
Получив ничтожно малую скорость, стержень начинает 
вращаться вокруг шарнира.

Определить угловую скорость диска и угол между верти
калью и стержнем в момент, когда составляющая реакции 
шарнира, направленная вдоль стержня, равна нулю.

Центр масс диска движется по окружности радиуса И  г
о центром в точке В, следовательно, уравнение движения центра масс диска в про
екции на нормаль к его трактории будет иметь вид (рис. 13.13)

MU2 А, , П— ■ЦТ)—  =  Mg cos ф +  /?„,

где М — масса диска, о — скорость центра масс, /?„ — нормальная реакция, на
травленная от точки В вдоль стержня. Из этой формулы следует, что

Ми2
Rn =  —  - + 1 -------Л?£С05ф.

17 Н. В. Бутенин и др.
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Д ля определенен скорости о в любой момент вреиеья воспользуемся теоргиоЯ 
об изменении кинетической гяерпш .

Так как стержень вращается вокруг горизонтальной оси, проходящей ^ереэ 
точку В, то

» /,/вф< =» M g (/ +  г) (1 — cos <р), 
где / в  — момент инерции диска относительно точки В, равный

/ s = ^ - + M ( r + f ) » = 4 p  (,+ /} » [2 + ( т т г ) * ] -

Следовательно,
о? 2 (г -{- I) Mg (1 — cos ф)ф -------- ---------  .

Принимая во внимание, что о ? =  ( / +  г)г ф*, имееи

Я» =  ~  И  — (4 +  п ) соз <р1,

где П =  2 + ( Т - 1 Т ) 2.
Пусть в момент, когда /?„ =  0, угол ф =  а ,  тогда 4 — (4 +  п) соз а  =  0. Отсюда

__4__
4 + л *

а угловая скорость в момент, когда /?„ =  0, будет

V (4 +  /if(<+r) ’
Задача 13.7. Однородный стержень длины I и массы М  одним концом укреплен 

при помощи идеального шарнира в точке А, другой конец стержня удерживается 
ннгью ВС, образующей со стержнем угол 90° (рис. 13.14). Стержень составляет с го

ризонтом угол сх. Определить, насколько изме
нится давление стержня на шарнир А в момент 
внезапного обрыва нити ВС.

Д ля определения реакции в шарнира А в 
натяжения нити составим уравнения статике 
(см. рис. 13.14):

Х| А —  RB sin а  =  0 , К "  + f l B cos а - * & =  <*, 

Mgl

cos а  =  •

- cos а  +  R e 1 — О,

откуда

J ' u  =  - ^ r - ( l + s t a * < * ) .  Х?А = ^ - s l n 2 a ,  i?s  =  ^ c o s a .

Если нить оборвется, то стержень начнет совершать вращательное движение 
вокруг шарнира А.

Дифференциальные уравнения движения можно записать в виде *)

M S i c = X i a , М § 1 с — У 1Д — Mg, 1лф = *— — £ -  co sy . (13.45)

•J Здесь используется то обстоятельство, что точка А неподвижна.
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Ив очевидных зависимостей

*iO =-7j-cosq>, y lC sta <р

вайдем

— - у  Ч 8|ПФ — - у  ф4« » ф ,  v i c K -5- ЧРСО*Ф— - j -  »**1Пф.

Так как в момент разрыва нити <р =  а ,  ф =» 0, то

*Ю “ — j  i  8ln “ • МО “  -3- <Г cos а .  (13 46)

Теперь из уравнений (13.45) е учетом выражений (13.46) дла «того момента временя 
получим

sto 2в , YlA ** M g— ^ p c o s 3 o .

Изменение реакций Судет равно

Х 1Л— Л ' \  «= - j ~  sin 2а, =  — -jp- cos® а .

Задача 1S.8. Однородное тело массы М, имеющее форму полуцилиндра ради
уса R , поставлено па горизонтальную шероховатую плоскость в выведено ив состо»- 
ния равновесия, после чего представлено самому себе. Определить период малых 
колебаний, которые будет совершать тело, если нввестно, что проскальзывать по 
плоскости оно не может. Трение каче
ния отсутствует (рве. 13.16).

Составим дифференциальные урав
нения движения тела, учитывая, что 
на Ear© действуют три внешнее силы: 
сила тяжести Р ■= M g, сила трения 
ско^'Жения г'т и нормальная соста- 
в л я ;ж * я  реакции в точке касания N.
Выбрав начало координат в точке О 
касания тела и плоскости в тот мо
мент, когда тело находится в равно, 
веснам состоянии, в направив оси 
координат, как показано на рнс. 13.15, падучим на основании формул (13.43) 
следующие три дифференциальных ураввевия движения:

М хщ  =  — Fs , M yic  «=■ — Mg ■+• N , ici> «* F~ (R  —  a cos q>) — No sin q>,

где h i — момент инерции тела относительно оси, проходящей через центр масс С 
перпендикулярно к плоскости тела, о — расстояние DC.

Исключая Ft  о N  из третьего уравнения при помощи первого и второго, по
лучки

/®Ф =  — ( R —  ocosq>) М '*ю—  a s in <р(Afjric +  Mg). (13.47)

Ио так как диен переквтггвается без скольжения, то
Худ =  /?ф — a sin «у, у м  =  Я  — a cos <р.

Ограничиваясь случаем малых колебаний (sin ф «  q>, cos ф я* 1), находим

*jc =  (/?— й)ф, y ic  =  R  — a, i i c =  (R  —  о) <f, </ic =  0.

Рис. 13.15
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Подставляя последние значения в уравнение (13.47), в котором также полагаем 
cos ф яг 1 a sin ф «  ф, получаем

Isф =  —М (R — а)“ <р — Mgaff,
или

•• . Л/да Л
<? +  /а -Н Я -я )ЕЛ«<р

Отсюда находим период малых колебаний диска

т - ъпУ ' ш щ е ш к : .
V /Y.ga

Вычислим теперь величина а и /с.
Величина а, определяющая положение центра тяжести однородного полу- 

диска, была определена ранее (том 1, глава V1H). Она равна а =  4/?/(Зл).
Определим момент инерции полукруглого диска относительно оси, проходя

щей через точку D. Согласно определению момента ннерции относительно оси он 
равен половине момента инерции круглого диска с массой 2М относительно той же 
оси. Так как последний равен MR% то интересующий нас момент инерции /о  —
— Воспользовавшись затем теоремой Гюйгенса—Штейнера, имеем

/ о =  /с +  Ма\
Следовательно,

/а  =  / D _  Ма? =  */гМ/е2 — М а\

Используя найденные значения a a fa, получи»’ окончательное выражение пе
риода малых колебаний полукруглого диска

r~2:‘V т ( т -2)-
Заметим, что период Т  не зависит от массы диска и определяется лишь его радиусом.

Г л а в а  X I V

ДИНАМИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА,
ИМЕЮЩЕГО ОДНУ НЕПОДВИЖНУЮ ТОЧКУ, 
ДВИЖЕНИЕ ИСКУССТВЕННОГО СПУТНИКА 
ОТНОСИТЕЛЬНО ЦЕНТРА МАСС

§ 14.1. Дифференциальные уравнения движения твердого тела, 
имеющего одну неподвижную точку

Целью этого параграфа является установление зависимостей 
между параметрами, определяющими положение тела (например, 
углами Эйлера), и силами, приложенными к телу. Эти зависимости 
дадут возможность решать основные задачи динамики для тела, 
имеющего одну неподвижную точку.
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Для получения этих зависимостей воспользуемся теоремой об 
изменении момента количеств движения (§ 9.3):

d- ^  =  Meo, (14.1)

где К о — момент количеств движения тела относительно непод
вижной точки О тела, Мо — главный момент всех внешних сил от
носительно той же точки.

Пусть неподвижная система координат Охщхгх имеет начало 
в закрепленной точке тела. Свяжем жестко с телом подвижную 
систему координат Охуг с началом в той 
же точке О (рис. 14.1).

При движении тела его моменты инер
ции и центробежные моменты инерции в 
неподвижной системе координат будут пере
менными величинами, так как тело при 
своем движении изменяет свое положение 
относительно осей этой системы. В подвиж
ной же системе координат, жестко связан
ной с телом, моменты инерции и центро
бежные моменты инерции являются вели- рис_ [ 
чинами постоянными.

Учитывая это обстоятельство, будем считать вектор момента 
количеств движения тела Ко определенным в подвижной системе 
координат, жестко связанной с телом. Тогда в соответствии с за
висимостью (13.21) уравнение (14.1) можно записать в виде

- ^ - + 0>хК 0 =  М£, (14.2)

d K o _dKx j I dKu , dKz ^  / 1 л cn
dt dt +  dt J +  dt K’

a Kx, Kj, K z — проекции вектора Ко на оси системы координат 
Охуг-, i, j , к — единичные векторы осей х, у, г\ ш — углоЕая ско
рость тела.

Имея в виду формулу (14.3), а также известное равенство

» х К 0 =
I J. к
шх <в„ ш2 
/<* Ку Кг

=  • (Шу/Сг -  (ОгК у )  +  j  (О)2К Х —  (йх К г)  - f

+  к  ( и х К у  -  а>иК х),  ( 1 4 .4 )



перепишем уравнение (14.2) в проекциях на оси подвижной системы 
координат:

~ Г +  К  =  ли,

• ^  +  ( М * - « ч Л )  =  Л!;. (14.5)

~ Г  +  «*хКи ~ ы уКх) =  М'г,

где «о*, со,, и шг — проекции угловой скорости тела на оси подвиж
ной системы координат, М сх, М ‘у и M l — главные моменты всех 
внешних сил относительно тех же осей (см. § 9.3).

Если подвижную систему координат Охуг выбрать таким обра
зом, чтобы координатные оси дг, у  и г были главными осями инер* 
ции для точки О, то все центробежные моменты инерции будут 
равны нулю и согласно (13.9)

Кх =  /*сох, K,j =  1и<ли, Кг =  1гыг. (14.6)

Уравнения (14,5) примут следующий вид:

' , - ^ -  +  (Л -/,)< М > ,«=  M l  (14.7)

Уравнения (14.7) называются динамическими уравнениями 
Эйлера. Присоединяя к ним кинематические уравнения Эйлера 
(том 1, § 14.3)

<ол =  -ф sin 0 sin q>+0 cos q>,

to;, =  ф sin 0 cos ф—0 sin ф, (14.8)

шг =  ij> cos 0+ф,

получаем полную систему уравнений, необходимую для решения 
задач динамики твердого тела, имеющего одну неподвижную точку.

Если задается закон движения тела, т. е. задаются углы Эйлера 
как функции времени, то уравнения (14.7) и (14.8) позволяют опре
делить силы, под действием которых происходит заданное движение.

Если же задаются действующие на тело силы, т. е. можно счи
тать известными проекции главного момента всех внешних сил 
Л!£, М ‘и, M l ,  то уравнения (14.7) и (14.8) представляют собой си
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стему шести дифференциальных уравнений первого порядка для 
определения углов Эйлера как функций времени.

Иногда при решении конкретных задач бывает выгодно вво
дить подвижную систему координат, не связанную жестко с телом. 
Пусть такая система координат Ох^уггг имеет также начало в не
подвижной точке тела. В этой системе координат уравнения (14.5) 
запишутся в виде

&  +  ~  <&г,Ку,) —  М х , ,

+  ( ® А  -  ®жД„) =  М'у„ (14-9)

' 41 '  +  — Мг,,

где ю*,, (oyt, ыг, — проекции угловой скорости подвижной системы 
координат на собственные оси.

Интегрирование дифференциальных уравнений движения твер
дого тела, имеющего одну неподвижную точку, представляет зна
чительные математические трудности. Мы рассмотрим лишь наи
более простые случаи, а именно случай вращения динамически сим
метричного тела вокруг неподвижной точки по инерции (случай 
Эйлера) и случай движения под действием силы тяжести, когда 
тело имеет относительно неподвижной точки ось динамической 
симметрии, а центр тяжести лежит на этой оси (случай Лагранжа).

§ 14.2. Движение твердого симметричного тела, имеющего
одну неподвижную точку, по инерции (случай Эйлера)

В этом параграфе будет рассмотрен наиболее простой случай 
движения твердого тела, имеющего одну неподвижную точку, а 
именно случай движения по инерции.

Если главный момент всех сил, приложенных к твердому телу, 
относительно неподвижной точки тела равен нулю, т. е. МЬ =  О 
(Мх =  М ‘у — М ег =  0), то динамические уравнения Эйлера (14.7) 
примут вид

/* § =  +  ( / . - / , ) » , « . - о ,

Л г т г + ( /* -Л )« М » *  =  0, (14.10)



Умножая первое из этих уравнений на 1х(ах, второе — на 1ич>„, 
третье — на 1гсо* и складывая затем уравнения между собой, по
лучим

»о | diHtj . -о d(Oz а
1-х<*х- ±  +  П щ  +  П щ - j r  =  О,

или

4 -  4 ~  W  +  / г ® 2  +  Л ® 2)  =  0 ;

отсюда
-}- Рущ  -j- IW i — Kb — const. (14.11)

Это уразнение представляет собой первый интеграл уравнений дви
жения (14.10) и означает, что модуль момента количеств движения 
сохраняет постоянную величину во все время движения. Конечно, 
этот интеграл можно получить и непосредственно из теоремы об 
изменении момента количеств движения. Так как М" =  0, то

dt и

и, следовательно, К0 =  consi. Учитывая равенства (13.9) Кх =  
«= ] хшх, K v — /„со„, К г =  / гсог, найдем

Рхщ  - f  l'fal +  Ы  =  К6 =  const.

Умножая теперь уравнения (14.10) соотвгтственно на tox, соу 
и сог и проделывая аналогичные выкладки, получим еще один пер
вый интеграл

1х<л1 -f- JU®1 -j- =  2 h — const,

где k — постоянная энергии.
Механический смысл этого интеграла состоит в том, что кине

тическая энергия тела во все время движения остается постоянной 
величиной. Найденный первый интеграл можно также получить 
из закона сохранения полной механической энергии Т  +  П =  h 
(П =  0 , так как тело движется по инерции).

Определение углов Эйлера даже в этом простом случае является 
довольно сложной математической задачей. Поэтому обратимся 
к частному случаю, когда

Ix — ly 'h  /г,

т. е. рассмотрим тело, у которого ось г  представляет собой ось ди
намической симметрии.
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Уравнения (14.10) при этом будут

1, dt

duiy
dt

U i  “  Iи) —  о.

Ux  -  Л) =  о,

I ^  =  0 1 dt

(14.12)

Из третьего уравнения следует, что
(i>£ =  (0г0 =  const. (14.13)

Имея в виду, что момент количеств движения К0 твердого тела 
имеет постоянный мод ль и направление, неподвижную ось гх на
правим по вектору Ко (рис. 14.2). При 
таком выб ре направления оси гх про
екции вектора Ко на оси подвижной 
системы координат Охуг будут равны
Кх — К0 sln 0 sln <р, К  у =  К0 sln 0 cos ср,

„  „  Q (14.14)Kz — К0 cos 0.
С другой стороны,

Кх == Iх^х» К у ~~ I ytoyt Kz ==: 1 г СО;*
(14.15) Рас. 14.2

Сравнивая выражения для Кг в формулах (14.14) и (14.15) и учи
тывая равенство (14.13), найдем К0 cos 0 =  / гсо20, откуда

cos 0 =  cos 0о — 1г(ога/К0 — const.

Таким образом, угол нутации 0 является постоянной величиной:
0 =  0О. (14.16)

Кинематические уравнения Эйлера (14.8) теперь принимают вид

(i)x =  ijjsln0oSln(p, =  ф sin 0О cos ф, (ог0 =  Ф cos 0О +  "ф. (14.17)

Из соотношений (14.14) и (14.15) находим (1Х =  /„)
/(0 sin 0 sln ф =  1Х юх, /С0 sin 0 cos ф =  1хч>и, 

или, учтя формулы (14.16) и (14.17),
Ко sln 0О sln ф =  / хф sin 0О sin ф, Ко sin 0О cos <р — / ?ф sln 0О COS ф.

Откуда

K 0 — L i \  или ф =  ~  — п — const.•X
(14.18)
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Таким образом,
<}> =  л/ + ф0.

где Фо — значение угла ф в момент времени /  =  0. Из третьей фор
мулы уравнений (14.17) имеем

ф =  (о„ — я cos 0О =  пх =  const (14.19)
и, следовательно,

Ф =  n j  +  (ft,,

где Фо — начальное значение угла ф.
Итак, решение дифференциальных уравнений движения твер

дого тела, имеющего одну неподвижную точку, в рассматриваемом 
случае будет
6 =  0о, ф -  nt +  ф0, ф =  nxt +  фй. (14.20)

Произвольные постоянные 0О, ф0, ф0, л и щ, 
входящие в решение (14.20), связаны между 
собой соотношением (14.19), т. е.

со20 — п cos 0О =  П{.
Это значит, что решение (14.20) содержит в 
выбранной системе координат только четыре 
независимые между собой произвольные по
стоянные интегрирования. Однако направле
ние вектора момента количеств движения, с 
которым мы связали систему координат Ох^ухги 

постоянно и определяется в произвольной координатной системе 
двумя независимыми произвольными постоянными.

Поэтому решение (14.20) является общим решением уравне
ний (14.12). Движение, описываемое уравнениями (14.20), называется 
регулярной прецессией. При этом движении ось симметрии тела г  
описывает круговой конус с углом раствора 20о, равномерно вра
щаясь вокруг постоянного направления вектора момента количеств 
движения К0 с угловой скоростью ф =  /г; одновременно само тело 
равномерно вращается вокруг оси симметрии г  с угловой скоростью 
Ф =  пх. На рис. S4.3 показаны неподвижная ось гх (с ней совпадает 
вектор Ко), ось симметрии тела г  и направления вращений.

§ 14,3. Геометрическая интерпретация Пуансо

При отсутствии динамической симметрии решение задачи о движения твердого 
тела вокруг неподвижной точки по инериин описывается эллиптическими функциями. 
Мы проведем лишь качественный анализ, данный Пуансо. В соответствии с форму
лой (12.20) уравнение эллипсоида инерции, построенного для точки О в подвиж
ных осях Охуг (точка О — неподвижная точка тела), жестко связанных с телом, 
имеет вид

J* * 1  +  1уУ* +  •/«*’ =  1 . (14 .21)
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Пусть точка Р с координатами х, у , г  будет точкой пересечения мгновенной 
оси вращения тела с эллипсоидом инерции (рис. 14.4). Обозначая через 1> радиус- 
вектор точки Р , проводимый из неподвижного полюса 0, будем иметь

Р =  х! +  f/j +  гк,

где I, J, к — единичные векторы осей системы координат Охуг.
Так как вектор угловой скорости ш направлен по мгновенной оси вращения, 

то Р/р =  Wo); отсюда
(!) =  —  Р 

Р

<0* ------ X,
* Р

(Оo»z =  — г. (14.22)

Рассматриваемое движение тела происходит по инерции, поэтому кинетическая 
энергия тела является постоянной величиной и 
на основании формулы (13.11)

2Т  — К о * — К р  КуЮу 4* Kz®z 2Л.
(14.23)

Подставляя сюда выражения (14.6) и (14.22), 
получим

- j j - (/***+V * + /**) =  2ft.

Так как координаты х, у, г  точки Р  должны
удовлетворять уравнению эллипсоида инерции 
(14.21), то

(о =  р /2 Л , (14.24)

т. е. длина радиуса-вектора Р точки Р  пропорциональна величине угловой ско
рости тела.

Отметим, что из формулы (14.23) вытекает

=  (14.25)

т. е. проекция угловой скорости тела на направление момента количеств движения 
в рассматриваемом случае является постоянной величиной.

Проведем теперь через точку Р  касательную плоскость к эллипсоиду иуерции. 
Уравнение этой плоскости имеет вид

1хХх' +  1„уу' +  1ггг' — I,  (14.26)

где х ',  у ', г ' — текущие координаты касательной плоскости, а х, у, г  — коорди
наты точки Р.

Используя формулы (14.6) и (14.22), запишем вектор Ко в виде 
Ко =  /*<*>*! -f- /j/WjJ +  /.со-к,

Ко =  —  (/**! +  !uy\ +  h A ).

Тогда, вводя радиус-вектор текущей точки касательной плоскости 
r ^ x ' i+ y ' i  +  z'k.
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средставим уравнение (14.26) в виде

-j j-  Ко-г =  1. (14.27)

Уравнение плоскости, перпендикулярной к вектору момента количеств дви
жения и находящейся на постоянном расстоянии or неподвижной точки тела, как

известно из аналитической геометрии, имеет вид

- ^ - • г  =  а, (14.28)

где г — радиус-вектор текущей точки плоскости, а 
d — расстояние от начала координат.

Эта плоскость будет касаться эллипсоида инер. 
ции в точке Р, если выполняется равенство ш/р =  
=  Kod. вытекающее из соотношений (14.27) и (14.28). 
Отсюда, принимая во внимание (14.24), получим

d =  / ¥ i/K q =  const. (14.29)

Следовательно, касательная плоскость, проведенная 
в точке Р  к эллипсоиду инерции, перпендикулярна 
к вектору момента количеств движения и нахо

дится на постоянном расстоянии d, определяемом формулой (14.29), от неподвижной 
точки тела. Отсюда следует, что эта плоскость будет неподвижной по отношению 
к  неподвижной системе координат, так как вектор Ко является постоянным векто
ром. Эллипсоид инерции касается этой плоскости в точке Р, находящейся на 
мгновенной оси вращения; поэтому скорость точки касания равна нулю.

Таким образом, движение по инерции твердого тела, имеющего одну неподвиж
ную точку можно представить как качение без скольжения эллипсоида по инерции 
ао  неподвижной плоскости, перпендикулярной к моменту количеств движения ц 
находящейся на постоянном расстоянии от центра эллипсоида (рис, 14.5),

§ 14.4. Устойчивость вращения твердого тела
вокруг главных осей инерции

Предположим, что твердое тело, имеющее одну неподвижную 
точку, вращается по инерции с постоянной угловой скоростью О 
вокруг некоторой оси, совпадающей с одной из главных осей инер
ции. Не нарушая общности, будем считать, что ось вращения совпа
дает с главной осью инерции г. Тогда

оз* =  0 , <о„ — 0, шг =  Q =  const.

Эти значения проекций угловых скоростей можно рассматривать 
как решение динамических уравнений Эйлера (14.10).

Выясним, будет ли такое вращение тела устойчивым, т. е. изме
нится ли оно, если сообщить телу произвольное, но достаточно 
малое изменение вектора угловой скорости (например, небольшим 
ударом по телу), или это движение в основном сохранится, вызвав 
только очень малые колебания оси вращения г.

Итак, пусть вектор угловой скорости й  тела, вращающегося 
равномерно вокруг оси г, получил небольшое возмущение, в резуль



тате которого проекции угловой скорости изменили свои значения 
и сделались равными

со* =  со1# <!>„ =  ш2, =  й  4- о>з,
причем в начальный момент возмущения ©lf о>8 и ш3 малы по сравне
нию с Й. Внесем эти значения ю*, а)„ и иг в уравнения Эйлера (14.10) 
и сгруппируем члены:

1* +  (/* -  /*) Йсо, +  (/, -  1У) ш2ш3 =  0,

+  (/* -  h) Й0>1 +  ( / ,  -  1г) -  о,

1 , ^ Г +  ( l y - h )  WiWo =  0 .

Предположим, что во все время движения ©ц сог и <os остаются 
малыми по сравнению с й . Пренебрегая тогда их произведениями 
(члены второго порядка малости), получим

А т ? - +  ( / , - / , )  О ® ,-о ,

J u ^ r  +  V z - L )  ^  =  0.

1 ^ * = 0  ,г dt

Из третьего уравнения следует, что со3 =  «зо! а первые два урав
нения легко приводятся к виду

4 ^ + т ^ ( / , - / , ) ( / , - / , )  « , =  0.

Если (/х — / 2) (/„ — / 2) >  0, то ©1 =  <ох и со2 =  со„ выра
жаются через тригонометрические функции и во все время движения 
остаются малыми величинами (так как их начальные значения были 
малы).

Если же (/* — / 2) (/ у — Iz) <  0, то =  (ох и ю2 =  а>у выра
жаются через показательные функции и с течением времени при
нимают сколь угодно большие значения.

Следовательно, условие устойчивости вращения тела по инер
ции вокруг главкой оси инерции г сводится к неравенству

( / * - / , ) ( / „ - / ; ) >  0,
т. е.

L  >  h , / „ > / „  ИЛИ /* < /* ,  / „ < /* .  (14.30)
Таким образом, вращение вокруг главной оси инерции устой

чиво, если момент инерции относительно этой оси является наиболь-
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шим или наименьшим из трех главных моментов инерции. Заметим, 
что проведенный анализ математически недостаточно строг, так как 
точные уравнения заменялись приближенными, но можно пока
зать (мы не будем останавливаться на этом), что полученные ре
зультаты остаются верными и при строгом рассмотрении.

§ 34.5. Движение твердого тела, имеющего неподвижную
точку, под действием силы тяжести (случай Лагранжа)
Второй практически важный случай движения твердого тела с одной неподвиж

ной точкой (случай Лагранжа) соответствует следующим условиям:
1) эллипсоид инерции для неподвижной точки тела является эллипсоидом 

вращения (/*  =  /„);
2) центр тяжести тела лежит на оси г, которая является осью симметрии эллип

соида инерции и называется осью динамической симметрии тела.
Введем две системы коордннат о общим началом в неподвижной точке О тела. 

Осе подвижной системы Охуг направим по главным осям инерции тела, а неподвиж
ную систему координат выберем так, чтгбы ось zj была направлена вверх (рис. 14.6).

В этом случае Лагранжа можно указать три первых интеграла движения.
Во-первых, имеет место интеграл энергии

Т + П = И .  (14.31)

Так как кинетическая энергия тела с одной 
неподвижной точкой равна

Т =  >/./, (о>1 +  ч>1) +  V 1га>].
у .  то, используя равенство (14.8) можно за- 

писать

Т  =  Vs/* <0* +  t*slp.a 0) +

Рис. 14.6 + lh ' ‘  (Ф cos 0 +  V)*-

Потенциальная энергия выражается формулой 

П =  Mgzic  =  M gtc  cos 9.

Таким образом, интеграл энергии (14.31) записывается в виде

4 J x  +  Ф: Sic3 0) -Ь ‘АЛ (ф cos 0 +  ф)* +  Mgzc  cos 9 =  ft. (14.32)

Во-вторых, интеграл момента количеств движения относительно оси (сила Мц 
параллельна оси гх):

Проекция момента количеств движения на ось г* равна сумме проекций на эту 
ось составляющих момента количеств движ ения по осям подвижной системы коор
динат Охуг, т. е.

К г> =  Кх  sin 0 sin ф +  Ку  sin 9 cos ф +  Kt  cos 0.

Так как Кх  =  / хшх, Kv =  1и<л„ и Кг =  / г(ог, а « г , и юг определяются по 
формулам (14.8), то будем иметь

Kt t  =  / ХФ sin2 0 +  1г (ф cos 0 +  ф) cos 0

н, следовательно,
1Хф  sin* 0 +  / г (ф  cos 0 +  ф) cos 0  =  Cj. (14.33)
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---------- TTsIiPT*----------• (1436)

В-третъих, интеграл момента количеств движения относительно оси г (линия 
действия силы M g  пересекает ось г):

Кг — £j,
». е.

=  h  oi)cosO +  <i>)=:Cj. (14.34)
Интегралы (14.32)—(14.34) могут быть получена н непосредственно из дина

мических уравнений Эйлера *).
Используя интегралы (14.33) и (14.34), исключим из интеграла анергии (14.32) 

■ф и «р. Из формулы (14.34) найдем
ф cos 0 +  ф =  с«/1г. (14.35)

Формулу (14.33) перепишем в виде

ft  — I t  (Ф cos fl +  ф) cos О
1хГ

Подставляя теперь выражения (14.35) и (14.3G) в интеграл энергии, будем иметь

1 » I <С1 — ci cos Й)2 . ..2 +  21 х  sina 0 +  Aig*c  cos 0 — «j,

где с, =  П------
_  2Полученное уравнение перепишем в виде

l i t i2 sin2 0 =  — (с, — с2 cos в)2 — 2M gzc l x  sin2 0 cos 0 - f  2c3l x sin2 0.

Оно представляет собой дифференциальное уравнение первого порядка относи
тельно 0. Для его исследования введем замену и =  cos 0; тогда й =  —0 sin 0 в,
следовательно,

/дй2 =  — («1 — с2и)2 — 2Mgzc l x (и — и3) +  2с31х (1 — и2) .

Вводя обозначение

/ ( « )  =  — — f2“)2 — 2М &гс ! х (а — цЯ) +  2 /хсЗ (1 — «2). (14.37) 
будем иметь

1хйг =  /  (и), (14.38)
откуда

‘ - ± ы \ т т -  " * 3”
Время I выражается через и эллиптическим интегралом, а следовательно, и будет 
эллиптической функцией I. Зная и как функцию /, мы тем самым определяем угол 
иутации 0 как функцию времени I. Используя уравнения (14.35) и (14.36), опреде
ляем затем гр и <р как функции времени. Таким образом, поставленная еадача при
водится к квадратурам.

Мы не будем проводить операции интегрирования, а постараемся выяснить ха
рактер движения, исходя из свойств функции /  (и). Согласно равенству (14.38) 
функция /  (и) >  0. Поэтому в некоторой области значений и, заключенных между 
— 1 и + 1  (так как и =  cos 0), функция /  (и) должна быть положительна. Учитывая 
также, что

I (—оо) =  —со, I  (—1) =  —(Ci +  с»)? <  О,
/ ( + ! ) =  —(Ci — Са)? < 0 ,  /  (+ о о )  =  + о о ,

*) С у с л о в  Г. К. Теоретическая механика.— М,: Гостехиздат, 1944.
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мы заключаем, что кубическое уравнение /  (и) =  О имеет три вещественных корня, 
u(, ut , и, (и, <  и, <  иа), а график функции /  (и) имеет вид, изображенный на 
рио. 14.7. Таким образом, для действительного движения и заключено между м* 
и и2.

Так как и — cos 0, го угол нугаиии 0 при движении тела будет изменяться
в пределах

О, <  0  <  Oj, (14.40)

где 0( =* arccos и,, 0а =  arccos ut .
Для наглядного представления о характере движения тела построим сферу 

единичного радиуса с центром в неподвижной точке тела. Отложим на оси » единич
ный вектор, конец которого назовем апексом. 
Очевидно, что апеко будет все время нахо
диться на поверхности построенной нами 
еферы. В силу уеловия (14.40) апекв асе 
время будет находиться в полосе между 
двумя параллелями, соответствующими углам
0, и 6а (ряс. 14.8). Вид траектории апекса 
в этой полосе вависит от скорости прецес
сии ф.

Приведем без доказательства три воз
можных случая движения апекса.

1. Скорость прецессии ф сохраняет знак и не обращается в нуль. В этом слу
чае траекторией апекса будет волнистая кривая, касающаяся граничных паралле
лей (рис. 14.8, а).

2. Скорость прецессии ф сохраняет знак, но обращается в нуль. Очевидно, что ф 
может быть равной нулю лишь при 0 = 0 ,  или 0 =  0t (доказывается, что только 
при 0 =  0,), иначе ф изменила бы знак во время движения. Траекторией апекса 
будет кривая g  точками возврата (сферическая циклоида). Вид траектории показан 
на рис. 14.8, б.

Рис, 14.8

3. Скорость прецессии ф меняет знак во время движения. В этом случае траек
торией апекса будет кривая с петлями (рио. 14.8, в).

Рассмотрим случай, когда движение Судет регулярной прецессией (0 =  0„ — 
=  const, ф =  const н ф =  const). Эго будет иметь место при и, =  и3 =  и„ (т. е. 
корни уравнения f  (и) — 0 кратны), или

0* =  0» =* 0о»
И

• _  С ( — сг COS 6,  _ п _  const Ф =  -т2-----п  COS 00 =  п, =  const.
Y l x sin2 0О U

Уравнение f  (и) — 0 будет иметь кратные корни, если одновременно f  (и0) =  
=  0, или

«2 —  с ^ о )  —  1 j fM g Z c  ( 1  —  З и 0)  —  2 /iC ^ U Q  =  0 .  ( 1 4 .4 1 )
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Этому уравнению должны удовлетворять начальные условия, чтобы осуществля 
лось регулярное прецессионное движение.

Условие (14.41) можно упростить. Действительно, при регулярной прецессии 
G =  0„ =  const, if =  п =  const, ф =  П( =  const. Следовательно, при t =  0 будем 
иметь

6 — 60, ё =  0, t)> =  п, ф =  п±.
Тогда произвольные постоянные с*, ct  и са будут 

С, «= l x n (1 -  и20)  +  1г (пиа +  /! ,)«„ ,

С, =  1, (ЯЫ0 +  til),

Сз =  ~2'Г ( Г̂  +  Мегси0=  - Г ' У  0 -  "о) +  м&с«с- 

Подставляя эта значения для с3 и с, в уравнение (14.41), получим

/ , / г (пи0 +  л,) я ( 1  -  uj>) -  ( 1  -  -  / У « 0 ( 1  -  «g) =  0.

После деления на 1Х (1 — а§) и замены ы0 =  cos 0О будем иметь

С х  -  К )  " г cos 00 -  l t nnl +  м Вгс  =  0 • (Н .42 )
Это уравнение представляет собой условие существования регулярной пре

цессии в случае Лагранжа.
Отметим, что при движении по инерции при 1Х — 1и ф  / г тело всегда совер

шает регулярную прецессию, а в случае Лагранжа только при начальных условиях, 
удовлетворяющих условию (14.42). При движении по инерции ос;, прецессии совпа
дает с неизменным направлением вектора момента количеств движения, а в случае 
Лагранжа ось прецессии вертикальна.

§ 14.6. Главный вектор и главный момент сил тяготения
С развитием космической техники возникли новые задачи механики, в часткост;; 

большое значение приобрело исследование движения искусственного спутника 
Земли (ИСЗ) относительно его центра масс. Это движение может быть вызвано раз 
личными силами. Учитывая характер настоящего руководства, мы ограничимся 
постановкой задачи и исследованием некоторых частных случаев движения ИСЗ 
относительно центра масс под действием центрального поля сил тяготения, созда
ваемого Землей, в следующих предположениях *):

1. Размеры ИСЗ конечны, но они малы по сравнению с расстоянием R  от центра 
Земли О до центра масс спутника. Иначе говоря, если I — максимальный линейный 
размер спутника, то отношение HR значительно меньше единицы:

Hr  « : 1. (14.43)
2. Предполагается, что равнодействующая сила F, с которой Земля действует 

на материальную точку массы т, находящуюся вне Земли, определяется законом 
всемирного тяготения

F =  -(-I г, (Н.44)

*) Более подробное изложение этого вопроса, свободное от некоторых сделан
ных ннже предположений, можно найти, например, в монографии: Б е л е ц 
к и й  В. В. Движение искусственного спутника относительно центра масс. — М.: 
Наука, 1985. Там же дано исследование влияния других факторов (аэродинамиче
ских сил, магнитного поля Земли, светового давления и т. п.) на движение ИСЗ от
носительно центра масс.
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где ц =  f M — гравитационный параметр Земли (М — es масса, f  — гравитационная 
постоянная), г — радиус-вектор, проведенный из цектра Земли О а  материальной 
точке. Таким образом, предполагается, что Земля создает обычное ньютоновское 
поле сил притяжения.

3. На учитывается движение Земли относительно Солнца, т, о. предполагается, 
что Земля неподвижна.

Построим дсе системы подвижны* координатных осей: первая система 
с началом в центре Земли О н осью Огй, проходящей через центр масс в  спутника; 
вторая снатема вхц/^г% а началом а центре масс спутника и осями Xf, у{, г/, парал
лельными осям хс, уй, г0 (оси Ога и Сг  ̂совпадают — *м. рис. 14.9). Выделим в ИСЗ 
точку мааоа dm, положение которой относительно координатной системы Сх 
будем определять радиусом-вектором Р или координатами хх, y t, ?j. На основа

нии (14.43) будем считать отношения 
*i/Я . y i/R  н z'yiR членаии первого по
рядка мал051 и. Проведем теперь из центра 
Земли раднусы-векторм г а й  (см. 
рио. 14.9).

Имеем
г «= R -j- р. (14.45)

Сила dP, в  которой Земля действует 
«а выбранную точку, определяется фор
мулой (14.44):

Рис. 14.9
dF =  _  J L r dm. (14.46)

Отсюда, пользуясь равенством (14.45), найдем проекции силы dF на оси х%, У(, г* 

dFXt =  — Ц -^g- dm, dF„_ ■= —ц -4 -  dm. dF„ =  —u г‘ dm. П4.47)d F ^ ^ - p - Z ^ - d m .  (14.47)

Возводя обе части равенства (14.45) а  скалярный квадрат, получим

Следовательно,

/-* =  &  2R.P +  ра «= +  2Rzt +  +  у \ +  г |.

■ 3 - ж ( '  +  2Т + Й ± | ± 1 ) ' * -  <»■«>

Разложим легую часть равенства (14.49) в ряд бинома Ньютона а ограничимся чле
нами первого порядка малости *). Имеем.

■ * - т И ' - ’ т ) - (14.50)

Внеся эго варажвние для 1/г® з  равенства (14.47), получим о принятой точностью 

„ . - - H - g - r f m ,  =  — jL -d m  +  t y - j j i - d m .  ,14.51)dF* . ~
»t .-ix - р -  dm, dF,

*) Ряд бинома Ньютона (1 +  ж)* =  1 + * * +  — —~  ** +  сводится абсо
лютно и равномерно для всех х, удовлетворяющих условию |* |  < -1 ,
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Интегрируя эти равенства по массе всего спутника и учитывая соотношения

j j r ,  dm =  0, ^ yydm — 0, ^ z 1 dm =  0 (14.Б2)

(начало координат совпадает с центром масс спутника С), найдем проекции глав
ного вектора F енл пригяження Земли

=  =  ^  (14 53)

где т — масса спутника.
Из этих выражений видно, что с принятой точностью размеры ИСЗ не влияют 

па главный вектор сил притяжения Земли и, следовательно, центр масс спутника 
движется по аллипсу, один из фокусов которого совпадает с центром Земли О. (см. 
главу IV). Заметим, что такая постановка задачи (она называется ограниченной) 
применяется ие только при изучении движения ИСЗ относительно центра маос, 
но и в классических аадамах о прецессии оси Земли и либрации Луны.

В дальнейшем будем считать, что координатная плоскость Cx,2t (следовательно, 
в  плоскость OxgZ,,) совмещена с плоскостью л  орбиты центра масс спутника. Тогда 
оси </] н yv будут все время перпендикулярны к неподвижной плоскости орбиты, 
а ось *у будет совпадать с ее трансверсалью (см. рис. 14.9). Построенная таким обра- 
еом координатная система Схуу,гу называется орбитальной системой.

Перейдем теперь к вычислению главного момента сил тяготения Земли отно
сительно центра масс С. Найдем сначала момент dJA*c  силы dF, приложенной к вы
бранной точке с массой dm. Инеем

=  р х  d f  =
I j  к

*1 У1 г,
d F , dF„ dF,г/i

Огсюда найдем моменты относительно осей xj, уу, г,:

* Мх, =  У\dFz, ~  г1 dFv , , dK ,  =  г1 dF*i ~  *1 dF г , , d K ,  =  *1 dFy, ~  У] dFXi,  

или, пользуясь равенствами (14.51),

dM*, =  3 -£Г dm -  -Цг 'Jl dm,

dK ,  =  - 3 -%Txizi dm +  j i r xi dm> (>4'М)
a Ml =  0.

Интегрируя эти равенства no массе всего спутннка и учитывая (14.52), полу
чим значения моментов сил тяготения относительно орбитальных осей ху, уу, гу:

К К - 0’ <14-55>

где / Si2( и / I iZi — соответствующие центробежные моменты инерЦин.
Так как спутник вращается относительно орбитальных осей, то центробежные 

моменты инерции l Xi2i и / ^ г являются переменными величинами. Д ля того чтобы 
перейти к постоянным моментам инерции, введем еще одну систему координат Схуг, 
в  которой оси, жестко связанные со спутником, направлены по главным централь
ным осям инерции спутника (рис. 14.10). Положение новой координатной системы
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Схуг относительно орбитальной системы Сдодг^ будем определять таблицей направ
ляющих косинусов:

X У г

*1 а , а 2 «3

Ух Р. Р= Р.

Ь Y« Y8

Из девяти величин ал, Р&, у/, (к «= 1, 2, 3) независимых только три, так как на
правляющие косинусы удовлетворяют трем условиям единичности в трен условиям 
ортогональности:

ot +  a j - f  a:j= 1, a,p, +  a 2p2 +  a3ps =  О,
Рт +  Р1 +  Рз=1 .  Yi«i +  Vi«2 +  YA. =  0, (14.56)
Yi +  V2 +  Ya =  1. YiPi +  Y'iP> +  ТзРз =  0.

Таблица косинусов представляет ортогональную матрицу Л, равную обратной 
матрице Л"1. Поэтому каждый элемент этой матрицы равен своему алгебраиче
скому дополнению, в частности,

Yi =  ocjPj -  “эр!. Yi =* «fiPi — « , P j .  Y» “  ®iPs -  a s P i - (14.57)

Обозначим моменты ннептш спутника относительно осей дг, у, г через / х, /„, 
1г соответственно. Тогда, польчуясь'формулами (12.29) и учитывая принятые здесь

обозначения, получим при хс  =  ус  =  гс  =  0

I ,* ,  “  « I Yl Vг ~  , х) +  “2Y2 ( '*~  '„)« 4 _
'и,„ =  Pi Т. ( U - I , У+P 2Y2 ( / г - М -

Момент относительно оси х  вычислим по формуле

Внесем в это равенство вначения М ех , M cUt и из (14.55), а затем восполь
зуемся формулами (14.58). Тогда после очевидных преобразований получим

Мх =  3 7^" (̂ 2 ~  , у) Y2(0tlP2 — a2Pl)1
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шш, пользуясь последней формулой (14.57),

К  =  3 -j^r (>г -  ‘ у) Ь Ъ  К  =  3 - % т ( 'х -  / г) V3V|.

^  =  3 - ^ - ( l , - l x)V,V2 (14-59)

(две другие формулы получены аналогичным методом).
Формулы (14.59), определяющие проекции главного момента сил тяготения, 

действующих на ИСЗ, содержат не переменные, а постоянные моменты инерции; 
кроме того, они симметричны. Этим они выгодно отличаются от формул (14.55).

§ 14.7. Дифференциальные уравнения движения ИСЗ
относительно центра масс

Обозначим через Q абсолютную угловую скорость ИСЗ (скорость относительно 
осей С£т)ь, имеющих начало в центре масс спутника и перемещающихся поступа
тельно относительно инерциальной системы отсчета, — эти оси на рис. 14.9 не по
казаны). Пусть £2Я, Qj,, Qz — проекции этого вектора на оси х, у, г соответственно. 
Воспользуемся динамическими уравнениями Эйлера (14.7), внеся в них значения 
ыоыентов М ‘х , М еу и М ег из равенств (14.59) н заменив одновременно вектор «а на Я. 
Тогда получим ®)

+  Uг ~  <у) 0 , 0 , =  3 - |г (/1- /„) v*Ti>

I y ^ f -  +  Ох -  1ж) « А  =  3 -% т (/х -  h )  VsVi. (14.60)

h  +  (!U -  /х ) 0 « 0 »  =  3 ( /„  -  / , )  ViTj-

Эти три уравнения содержат шесть неизвестных функций: flx , 0 „ , Q*, уи  
<У». Тг- Поэтому их нужно дополнить уравнениями, определяющими закон измене
ния направляющих косинусов. Для этого обозначим через о> угловую скорость вра
щения орбитальной системы координат и через Ij, j lf ki — орты ее осей. Так как  
плоскости Одг0г0 и Сх,?, неподвижны, то орбитальная система вращается вокруг 
неподвижной оси Оу0. Поэтому

<s =  b)J1. ( ! 4 .6 ! )

Воспользуемся формулами (том I, глава ХП1)

^ - = < 0X 1!. -jf- = vxh,  - ф — e x  ki,

нли, пользуясь (14.6!) и формулами
fi X ji  =  kj, ji  X kj =  (,, k j X =  Jt,

d i > _  „ I ,  __л
~dF ~  ~dT ’ ~dt~

(14.62)

*) Уравнения Эйлера (14.7) выведены для случая, когда тело имеет одну не* 
подвижную точку. Так как теоремы об изменении момента количеств движения от" 
нос55Тельно центра масс и неподвижной точки имеют одну и ту же форму, то дина
мические уравнения Эйлера (14.7) применимы и в данном случае (см. формулы (9,9) 
и (9.45)).
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Для того чтобы спроектировать эти равенства на подвижные координатные 
оси Схуг, скрепленные с ИСЗ, нужно выразить абсолютные производные, стоящие 
в левых частях равенств (14.62), через локальные производные. Имеем 

di, <?«, . _
~di dT +  Qx  =

Проектируя обе части этого равенства на оси х, у, г и учитывая, что проекции 
координатных ортов равны соответствующим направляющим косинусам, найдем 
(две вторые группы уравнений получены из (I4.G2) аналогичным методом)

— =  а гЙг ct3Qy tty;. ~Jf~ ~  Рг®2 — Рз^ю ' =  Тг^г — Vs

— “ зФс =  Рз'-^л — Pj&si -~[f- =  УзФг — Т А  +

"■jjjT" ~  а ^ У  — а г-^х — шУз> J^3 =  P i^ j  — ~  V i^ i — УзРх +  «ОТ!д.
(14.63)

Эти девять кинематических уравнений (они называются обобщенными уравне
ниями Пуассона) вместе с тремя динамическими уравнениями Эйлера (14.60) состав* 
ляют полную систему дифференциальных уравнений движения ИСЗ относительно 
центра масс. В этих уравнениях /* , l,Jt / г и ц  -  известные постоянные величины, 
Я  и (о — в общем случае известные функции времени, определяемые из кеплерова 
движения центра масс спутника, QXI Qs , 0 2, otft, pft, yk (k =  1, 2, 3) — искомые 
функции времени. Не останавливаясь на методах решения этих уравнений (в общем 
виде они решаются только для частных случаев), заметим, что шесть первых инте
гралов нам известны — это равенства (14.56).

§ 14.8. Относительное равновесие ИСЗ
Большое практическое и теоретическое значение имеют условия относитель

ного равновесия ИСЗ, т. е. условия, при выполнении которых спутник не будет пе
ремещаться относительно орбитальной системы координат Cxly lzJ. Мы будем ре
шать эту задачу в предположении, что центр масс ИСЗ движется по окружности ра
диуса R . Как известно, в этом случае угловая скорость си сращения орбитальной 
системы Сх1ухг1 определяется равенством

шг =  -j^j- =  const. (14.64)

При равновесии ИСЗ относительно осей дг,, г/,, г, все направляющие косинусы
Рл и у* будут постоянными числами; при этом девять обобщенных уравнений 

Пуассона обращаются в тождества (читатель без труда ыожет проверить это само
стоятельно). Кроме того, при относительном покое абсолютная угловая скорость 
спутника О будет равна угловой скорости ш вращения орбитальной системы Сххухгх, 
т, е. U =  «о, или, учитывая равенство (14.61),

(14.65)
В проекциях на оси х, у, г, жестко связанные с ИСЗ, будем иметь 

“  a p i, • — b i^ i Qj ~  сорз, 
причем все эти величины в силу сделанных предположений постоянны п, следова
тельно, их производные по времени равны нулю.

Внесем эти значения проекций углевой скорости н значение [>//?? из равен
ства (14.64) в уравнения (14.60) и сократим их на и 2. Тогда получим

(^г — 1у) Ргрз — 3 ( / г /у) 7аТз>
(I л — 1г) р3р1 =  3 ( /* — / 2) Y3Y11 (14.66)
U  у  -  >л) Р1Р2 =  3 ( / у -  /* )  ViV2.
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Будем считать, что среди моментов инерции /* , 1и, /* нет равных. Для опре
деленности положим

/ , >  l x >  I f  (14.67)
Тогда, сокращая уравнения (14.66) на не равные нулю множители, получим 

Р ,Р ,=  Зу,у„ PjPi =  3y,Vi. P iP « = 3v IT*. (14.68)

Покажем, что среди корней этих уравнений имеются нулевые корни. Действи
тельно, предположим, что все корни уравнений (14.68) отличны от нуля. Тогда, 
перемножая почленно эти уравнения, найдем P'iPSPg =  27?!?з7з' кли

PiP«Ps =  ±  3 ^ 3  v,Y,Vs- 
Д еля почленно это равенство на уравнения (14.68), получим

Р1 =  ± Г З У 1 , Р, =  ± К З т 2. Р3 =  ±  V h r
Умножив первое уравнение на Pi, второе на р2 и третье на р,, а затем почленно 
сложив, будем иметь

Р? +  PI +  PS =  ±  ^ 3  (plYi +  PhYj +  PjVa) -
Эго равенство невозможно, так как согласно (14.56) его левая часть равна единице, 
а правая — нулю. Это доказывает, что среди корней уравнений (14.68) имеются 
нулевые. Пусть Р* =  у , =  0. Тогда первое уравнение (14.68)_ превратится в тож
дество. а второе и третье примут вид ysVi =  0, p,pt =  0. Отсюда у, =  0, Pi =  0, 
V*=  Рг=  * (так как сумма квадратов одноименных косинусов равна единице). 
Из полученного решения и равенств (14.56) следует, что а г =  а ,  =  0, а , =  I

Таким образом, таблица направляющих косинусов в относительном равнове
сии ИСЗ имеет вид *)

к У г

*1 1 0 0

У\ 0 1 0

*1 0 0 1

Эта таблица показывает, что в сделанных предположениях относительное рав
новесие ИСЗ возможно только в том случае, если его главные центральные оси инер
ции х, у, г  совпадают с координатными осями орбитальной системы С х м г ,.  Иначе 
говоря, в относительном равновесном положении одна ось эллипсоида инерции ИСЗ 
будет все время направлена к центру Земли, вторая ось будет перпендикулярна пло
скости орбиты и третья ось будет лежать в плоскости орбиты, перпендикулярно 
пряной ОС.

Остановимся очень кратко на вопросе устойчивости положения относитель
ного равновесия. В конце § 20.2 будет показано, что если к центру Земли будет 
направлена большая ось эллипсоида инерции ИСЗ (ей соответствует наименьший 
момент инерции), то это положение ИСЗ будет устойчиво **). (Здесь мы пользуемся

*) Заметим, что другие решения уравнений (14.68) не дают принципиально 
новых результатов и они будут совпадать с данным решением при соответствующей 
вамсне обозначений осей л%, y t , г,.

• • )  См. также цитированную на стр. 301 книгу В. В. Белецкого или книгу: Р у - 
м я н ц е в  В. В. Об устойчивости стационарных движений спутников. — М.: Изд-во 
ВЦ АН СССР. 1967.
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интуитивным представлением об устойчивости движения, которое было изложено 
в § 14.4. Строгое определение устойчивости равновесия будет дано в главе XX, 
§20.2.) В следующем параграфе мы дадим аналитическое доказательство этого утвер
ждения для пяоскопараллельного движения ИСЗ, а сейчас ограничимся рассмотре
нием одного примера.

Пусть спутник состоит из двух точечных масс, соединенных невесомым стержнем 
длины 2/ (спутник типа гантели). Согласно формулам (14.51) на каждую точку 
будет действовать сила, проекции которой определяются равенствами

Fur - f r  «■ /Гг1 =  — | г т  +  2М^Г'П,
где т — масса каждой точки.

В выражении для Fti  первое слагаемое не влияет на вращательное движение 
спутника (при вычислении моментов оно выпадает — см. формулы (14.54) н (14.55)). 
Поэтому в дальнейшем будем учитывать только второе слагаемое в Fz . Составим

дифференциальные уравнения силовых 
линий (см. (3.53))

dx 1 _  dyt__________ dz i
*1 '  Vl г. ’2р. - ф т

или, упрощая.
dx 1 _  dy, dzi
*i У1 2Zi '

Отсюда
— C jx \ t z i — С 2 !у\,

где Ci и Сг — произвольные постоянные 
интегрирования.

На плоскости jt,Zj силовые линии и их направления имеют вид, показанный на 
рис. 14.11 (аналогичная картина имеет место на плоскости у ^ ,) .  Из рисунка видно, 
что если спутник-гантель находится в плоскости орбиты (плоскости а д ) ,  то каждая 
точечная масса будет стремиться к оси т. е. к радиусу-вектору центра масс спут
ника. Легко видеть, что если в начальный момент ось тела (стержень спутника-ган
тели) близка к направлению оси ги  то при малом возмущении движение будет 
иметь колебательный характер (то же явление будет происходить в плоскости у ,г,). 
Таким образом, если в начальный момент времени ось спутника-гантели будет на
правлена к Земле, то это равновесное положение будет устойчиво.

Обратим внимание теперь на то, что для гантели /*  =  / 9 =  тР, 1г — 0 (ось г  
направлена по оси спутника-гантели), т. е. момент инерции относительно оси наи
меньший. Это объясняет для данного спутника устойчивость относительного 
равновесного положения, при котором ось спутника с наименьшим моментом инер
ции направлена к центру Земли.

§ 14.9. Плоское движение ИСЗ по круговой орбите
Рассмотрим плоское движение ИСЗ относительно центра масс, предполагая, 

что ось Су все время перпендикулярна плоскости орбиты. В этом случае Pi =  Р3 =  
=  а 8 =  у г =  0. Введем угол в  между осями гг и г  (рис. 14.12). Тогда будем иметь 

Vi =  cos (г,, х) =  —sin 0, -уя =  cos (г,-, г) — cos 6.
Обозначим через Qr угловую скорость ИСЗ относительно орбитальной системы 

координат Сххум ; очевидно, что в плзеком движении $!г *=* 0j.. Абсолютная угло
вая скорость О спутника определяется равенством й  =  со +  йг или, учитывая 
значения й г и со (см. формулу (14.65)), получим

О =  (со +  0) Ь.
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Следовательно, в рассматриваемом случае плоского движения спутника проек
ции его угловой скорости на оси *, у, г жестко связанные с ним, будут равны

Qx — О, Я у = (о +  0, Q, =  0.
Внесем полученные значения для Yft (* =  1, 2, 3) и Qx , Ои, Ог в уравне. 

ния (14.60), считая, что центр масс спутника движется по круговой орбите (в 
этом случав величина <о, определяемая формулой (14.64), является постоянной). 
Из трех уравнений (14.60) первое и трегье уравнения обратятся и тождества, а 
второе уравнение примет вид

/ ив  +  Зш2 (1Х — / 2) sin 0 cos 0 =  0. (14.69)
Будем считать, что 1Х >  / г. Тогда это урав

нение приводится к дифференциальному уравнению 
движения математического маятника для угла 20.
Действительно, положив i|) =  20, преобразуем 
уравнение (14.69) к виду

\j)+  ki sin 1|> =  0, (14.70)
где

k2 =  З ш -- х-~ - г-  . (14.71)

Дифференциальное уравнение <14.70) совпадает по форме с дифференциаль
ным уравнением движения математического маятника. Поэтому все выводы, относя
щиеся к математическому маятнику, справедливы и для ИСЗ, совершающего плоско- 
нараллелыюе движение. В частности, отсюда следует, что равновесное положение 
ИСЗ, при котором большая ось эллипсоида инерции направлена к центру Земли, 
является устойчивым положением относительного равновесия. Точно так же, как 
и математический маятник, ИСЗ может при определенных условиях совершать кру
говые движения. Наконец, период малых колебаний ИСЗ около устойчивого поло
жения относительного равновесия определяется формулой Т  =  2п!к, или, если 
принять во внимание равенство (14.71),

Vi ■т\

где Т* =  2л/ш ■

3 ( / , - /* )
• период обращения спутника вокруг Земли.

Г л а в а XV

ТЕОРИЯ ГИРОСКОПОВ 

§ 15.1. Введение

В современной технике под гироскопом *) понимают твердое 
симметричное тело, которое может вращаться вокруг оси симме
трии с угловой скоростью, значительно превышающей скорость 
вращения самой оси симметрии.

*) Слово «гироскоп», буквально означающее «указатель вращенияэ, обра
зовано французским физиком Фуко из двух греческих слов: уСроо (гирос) — вра
щение и oxoneiv (скопейн) — смотреть, наблюдать. Этими словами Фуко назвал 
построенный им в 1852 г. прибор для демонстрации суточного вращения Земли 
(см. § 15.4).
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Примером гироскопа может служить волчок, имеющий непо* 
движную точку О (рис. 15.1).

Наиболее простым гироскопическим прибором является гиро
скоп в кардановом подвесе (рис. 15.2). Ротор вращается вокруг 
своей оси симметрии А А ', причем ось вращения установлена в под* 
шинниках, укрепленных во внутреннем кольце, которое может 
вращаться вокруг оси В Р'. Вращение внутреннего кольца проис
ходит в подшипниках, укрепленных в наружном кольце. Наконец, 
наружное кольцо может вращаться вокруг оси СС' в неподвижно

укрепленных подшипниках. Таким образом, ротор может совер
шать три независимых друг от друга вращения вокруг осей, пере
секающихся в одной точке — центре ротора, которая при движении 
гироскопа остается неподвижной. Заметим, что точка пересечения 
осей карданова подвеса или неподвижная точка называется точкой 
подвеса гироскопа.

Приведенные примеры гироскопов — волчок н гироскоп п кар
дановом подвесе — представляют примеры гироскопов с тремя 
степенями свободы, так как для описания их движения необходимо 
иметь три независимых между собой параметра. Если же, например, 
у  гироскопа в кардановом подвесе закрепить наружное кольцо, то 
ротор гироскопа будет иметь возможность вращаться только вокруг 
своей оси симметрии и оси внутреннего кольца, т. е. будет иметь 
две степени свободы. Такой гироскоп называется гироскопом с двумя 
степенями свободы.

Гироскоп обладает рядом замечательных свойств, позволяющих 
широко использовать его в технике. Так, на всех морских и оке
анских судах установлены гироскопические компасы, работающие 
значительно точнее и устойчивее магнитных компасов; широко 
применяются гироскопы для получения на движущемся объекте 
(корабле, самолете, ракете) вертикали места, знание которой необ
ходимо, в частности, для определения текущих координат объекта; 
с помощью .гироскопов стабилизируются орудийные платформы 
на корабле; гироскопы используются для измерения с высокой 
степенью точности угловых и линейных скоростей и ускорений;

Рис. 15.1
1(7

Рис, 15.2
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они применяются при прокладке туннелей, бурении скважин и т. п. 
Подробное описание гироскопических устройств и их теории чита
тель может найти в специальных руководствах *), здесь же мы 
дадим только краткое изложение основных свойств гироскопа, 
являющихся теоретической базой современного гироскопического 
приборостроения.

§ 15.2. Основное допущение элементарной (прецессионной)
теории гироскопа

Пусть гироскоп совершает быстрое вращение вокруг своей оси 
материальной симметрии с угловой скоростью ш1( а эта ось в свою 
очередь вращается с угловой скоростью ш3. На основании теоремы 
о сложении вращений тела 
абсолютная угловая ско
рость гироскопа (о равна 
геометрической сумме угло
вых скоростей <»i и (о2, т. е.

О» =  OJt -|- (02.
Построим систему коор

динат Охуг, совместив ось г 
с осью симметрии гироскопа 
(рис. 15.3, а). Тогда оси 
этой системы координат бу
дут главными осями инер
ции; следовательно, проек
ции момента количеств движения на оси х, у, г определяются 
равенствами

Кх === Ix^'Zxm Ку == I K z  ~~ Iz (^1 “f" ^2г)| 
где Ix, 1у и / ,  — соответствующие моменты инерции гироскопа, 
причем 1Х — 1у (так как ось г — ось симметрии).

Таким образом, мы можем назвать три непараллельных напра
вления: направление угловой скорости собственного вращения в>„ 
направление абсолютной угловой скорости ш и направление вектора 
момента количеств движения К (кинетического момента) тела **).

Для современных гироскопов угловая скорость a>j собственного 
вращения достигает 15000 рад/с (порядка 150 000 об/мин) и даже 
более, в то время как угловая скорость со2 оси гироскопа не пре
вышает обычно 0,01 рад/с.

*) См., например, Л у н ц Я. Л. Введение в теорию гироскопов. — М.: Наука, 
1972; И ш л и н с к и й А. Ю. Механика гироскопических систем. — М.: Иэд-во 
АН СССР, 1963; Р о й т е  н б е р г  Я. Л . Гироскопы. — 2-е изд. — М.: Наука, 
1975; М а г н у с  К. Гироскоп: теория и применение. Перевод с немецкого.— 
М.: Мир, 1974.

**) Если нет специальной оговорки, то предполагается, что кинетический мо
мент К вычисляется относительно точки подвеса гироскопа.
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Найдем угол между кинетическим моментом К и осью сим
метрии г. Для этого рассмотрим наиболее неблагоприятный случай, 
когда вектор угловой скорости вращения оси гироскопа и , перпен
дикулярен оси г, т. е. лежит в плоскости Оху, и, следовательно, 
ы-гг =  0 . Найдем составляющую К* вектора К, расположенную 
в плоскости Оху. Имеем

т. е. составляющая К* вектора К совпадает по направлению с век
тором ю2 (рис. 15.3, б).

Согласно последнему равенству и рис. 15.3, б угол 0 между 
вектором К и осью г определится из равенства

Обычно для гироскопов I J I t  «  0,6. Если, кроме того, принять, 
что coj 3000 рад/с, а ы2 <  0,01 рад/с, то получим следующую
оценку: tg G с  0,6 ■ =  0,000002. Отсюда 0 «  0,4". Очевидно,
что эта величина пренебрежимо мала. Поэтому, не внося большой 
погрешности, можно считать, что вектор кинетического момента К 
совпадает с осью динамической симметрии гироскопа, т. е. можно 
положить

где к — орт оси симметрии гироскопа.
Теория, построенная на этом основном допущении, называется 

элементарной или прецессионной теорией гироскопа *).

§ 15.3. Теорема Резаля

Для изучения движения гироскопа удобно пользоваться теоре
мой Резаля, которая представляет по существу кинематическую 
интерпретацию теоремы об изменении момента количеств движения 
материальной системы. Согласно последней имеем

где W  — главный момент всех внешних сил, приложенных к системе, 
относительно неподвижной точки.

' )  Волге строгое обоснование прецессионной теория гироскопов л рассмотре
ние условий, при' выполнении которых она дает приемлемые для практики резуль
таты, приводятся в книге: М е р  к и н  Д. Р. Гироскопические системы.— 2-е 
изд. — М.: Наука, 1974.

К *  =  К х  +  Kj, т= +  1иЩу, 

или, учитывая, что для гироскопа 1Х =
К * —  1х (<°2х +  Щ / )  =  /*«02,

к  — /г(0х =  1г(0г к, (!5.1)

(15.2)
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Производная от К по времени представляет собой «скорость» 
и  конца этого вектора *), т. е. d K / d i  = u  и, следовательно, равен
ство (15.2) можно записать в следующей форме:

и =  (15.3)
Полученная формула представляет собой теорему Резаля ско

рость конца вектора момента количеств движения (кинетического 
момента) равна главному моменту всех внешних сил.

Теорема Резаля имеет общий характер, но особенно удобно поль
зоваться ею в теории гироскопов. Это объясняется тем, что согласно 
равенству (15.1) величина и направление вектора кинетического 
момента нам известна — модуль вектора К равен / 2(о1( а напра
влен он по оси динамической симметрии гироскопа. Поэтому с по
мощью зависимости (15.3) мы можем получить закон движения 
оси симметрии гироскопа по заданному моменту внешних сил или, 
зная закон движения оси гироскопа, определить момент сил, под 
действием которых происходит это движение.

§ 15А . Основное свойство свободного
(астатического) гироскопа
Рассмотрим гироскоп с тремя степенями свободы. Если сумма 

моментов Есех внешних сил, приложенных к гироскопу, относи
тельно неподвижной точки равна нулю, то гироскоп называется 
свободным (иногда его называют астатическим или уравновешен
ным). Из этого определения видно, что центр тяжести свободного 
гироскопа должен совпадать с точкой подвеса его. Если пре
небречь массой рамок и трением в осях, то уравновешенный гиро
скоп, установленный в кардановом подвесе, будет свободным.

Предположим вначале, что гироскоп не вращается, т. е. нахо
дится в покое. Если ударом (толчком) сообщить оси такого невра- 
щающегося гироскопа небольшую угловую скорость, то очевидно, 
что в дальнейшем ось гироскопа будет равномерно вращаться с той 
угловой скоростью, которую сообщили ей при ударе. Совершенно 
иначе будет вести себя ось гироскопа, если до удара гироскоп вра
щался с большой угловой скоростью вокруг оси симметрии. В этом 
случае ось свободного быстро вращающегося гироскопа останется 
практически неподвижной. Действительно, для свободного гиро
скопа Ме =  О и, следовательно, согласно формуле (15.2)

К =  const,
или, учитывая, что в рамках элементарной теории гироскопа спра
ведливо соотношение (15.1),

/ гю1к =  const.

•) Слово «скорость» взято нами в кавычки, так как размерность вектора и 
не совпадает с размерностью обычной схорости (размерность вектора К не равна 
размерности длины). В дальнейшем, помня условность этого слова, мы опускаем 
кавычки.
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Из этого равенства следует, что вектор к, определяющий напра
вление оси гироскопа, сохраняет в инерциальной системе отсчета 
неизменное направление.

Подействуем теперь на свободный гироскоп кратковременной 
силой, возникающей при ударе. Так как скорость и согласно фор
муле Резаля (15.3) не будет равна нулю только в промежутке вре
мен» действия этой кратковременной силы, то ось гироскопа прак
тически (в рамках прецессионной теории) не изменит своего 
направления. Более полный анализ (см. § 14.2) показывает, что 
удар вызывает в свободном гироскопе колебания его оси очень 
малой амплитуды, но большой частоты *). Эти колебания (они 
называются нутационными) не учитываются в прецессионной тео
рии гироскопов.

Доказанное свойство, являющееся основным для свободного 
гироскопа, формулируется следующим образом: ось быстро вра
щающегося свободного гироскопа устойчиво сохраняет свое направ
ление в инерциальной системе отсчета; удары или толчки могут

вызвать вибрацию оси гироскопа очень ма
лой амплитуды, но не отклонение ее от 
первоначального положения.

Из этого свойства следует, что при 
установке на Земле свободного гироскопа 
ось последнего будет сохранять неизмен
ное направление относительно далеких 
звезд. Следовательно, относительно Земли 
ось свободного гироскопа будет повора
чиваться в сторону, противоположную 
вращению Земли. В 1852 г. этот опыт 
показал Л. Фуко (вслед за маятником, 
носящим теперь его имя), дав тем самым 
второе экспериментальное доказательство 

вращения Земли. Этот же опыт дал основание Л. Фуко назвать 
построенный им прибор гироскопом (см. примечание на стр. 399).

Свойство свободного гироскопа используется и в технике. Так, 
если установить быстро вращающийся свободный гироскоп на дви
жущемся объекте (самолете, ракете, торпеде) и придать его оси 
требуемое направление, например, на звезду или цель, то ось такого 
гироскопа будет устойчиво сохранять заданное направление при 
любом движении объекта. Это неизменное направление оси гироскопа 
может быть использовано для управления и коррекции движения 
объекта, ориентации его и т. п.

Проиллюстрируем сказанное. Пусть на ракете установлен сво
бодный гироскоп, ось которого совпадала в начальный момент с осью 
ракеты и была направлена на звезду (рис. 15.4, а). Предположим

*) См., например, книгу, ссылка на которую приведена в примечании на 
стр. 312.

Рис. 15.4
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далее, что ось ракеты должна сохранять заданное ей в начальный 
момент направление, но в силу случайных причин отклонилась 
от него на некоторый угол а. Так как ось установленного на ракете 
свободного гироскопа сохраняет первоначальное направление, то 
возникновение угла рассогласования между осями ракеты и гиро
скопа (рис. 15.4, 6) немедленно зафиксируют чувствительные эле
менты, которые подадут полученный сигнал на устройство, управ
ляющее вращательным движением ракеты (см. стр. 199). В резуль
тате ракета повернется в обратную сторону и ось ее займет перво
начальное направление. Очевидно, что вся эта система может быть 
использована не только для стабилизации заданного направления 
оси ракеты, но и для поворота ее *).

§ 15.5, Закон прецессии оси гироскопа

До сих пор мы рассматривали свободный гироскоп, т. е. гиро
скоп, на который не действуют никакие внешние силы или, точнее, 
для которого сумма моментов всех внешних сил относительно точки 
подвеса равна нулю. Рассмотрим теперь гироскоп, к которому при
ложена внешняя сила, создающая момент отно
сительно точки подвеса.

Пусть к гироскопу приложена сила Р, как 
это показано на рис. 15.5. Если гироскоп не 
вращается, то под действием силы Р ось гиро
скопа будет перемещаться в сторону действия 
силы. Если же скорость собственного вращения 
гироскопа достаточно велика, то действие силы Р 
вызовет совершенно другое движение оси гиро
скопа. Действительно, момент М* силы Р отно
сительно неподвижной точки будет направлен 
перпенднкулярно плоскости, проходящей через рИс. 15.5 
линию действия силы и точку О, т. е. перпенди
кулярно плоскости рисунка, на читателя. Согласно теореме Ре
заля конец вектора К приобретает скорость

и =  м*.
Это означает, что ось гироскопа начнет движение в направлении 
момента М* перпендикулярно к линии действия силы.

Такая же картина будет наблюдаться и у гироскопа в карда- 
новом подвесе, если к внутреннему кольцу приложить силу F 
(рис. 15.6). Момент этой силы F направлен по оси внутреннего

*) Описанная схема использования свободного гироскопа косит принципиаль
ный характер и в практических условиях ока может быть реализована для срав- 
иительно короткого промежутка вреиекн. Это связано с тем, что построить свобод
ный гироскоп очень трудно, так как полностью не устранимые силы сопротивления 
создают моменты, уводящие о течением времени ось гироскопа ст первоначального 
направления.
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кольца, и, следовательно, ось гироскопа начнет совершать враще
ние вокруг оси наружного кольца.

Движение оси гироскопа под действием приложенной силы 
называют прецессией, а угловую скорость вращательного движения 
оси — угловой скоростью прецессии оси гироскопа.

Найдем модуль угловой скорости прецессии Согласно фор
муле v =  ю х  г для скорости точки твердого тела в его вращатель
ном движении скорость и конца вектора К определяется равен

ством
и == о»а х  К.

Учитывая, что u =  М' и К =  найдем
М' =  о>2 х  1гщ.

Отсюда

С03 = М'
1гь)| sin 8 ’

(15.4)

(15.5)

Рис. 15.6

где 0 — угол между осью гироскопа г  и вектором 
угловой скорости прецессии <■>, (на рис. 15.5 угол 
0 =  л/2, но в общем случае он отличен от пря
мого).

Из всего сказанного следует, что под действием внешних сил 
ось быстро вращающегося трехстепенного гироскопа начинает пре- 
цгссировать. Скорость и конца вектора кинетического момента К. 
направленного по оси симметрии гироскопа, равна по модулю и со* 
впадает по направлению с главным моментом относительно точки 
подвеса внешних сил. Угловая скорость прецессии, определяемая 
равенствами (15.4) и (15.5), пропорциональна главному моменту 
внешних сил М* и обратно пропорциональна кинетическому мо
менту I t  oil гироскопа и синусу угла между осью гироскопа г и век
тором угловой скорости прецессии со4. Это свойство гироскопа на
зывают законом прецессии оси гироскопа.

Закон прецессии лежит в основе устройства различных при
боров этим же законом объясняются некоторые явления, на пер
вый взгляд кажущиеся парадоксальными. Приводимые ниже при
меры дают представление о применимости закона прецессии.

Пример !. Гироскопический измеритель скорости подъема ра
кеты. Для определения скорости подъема ракеты применяется 
прибор, состоящий из гироскопа, помещенного в кожух (на рис. 15.7 
гироскоп *) показан пунктиром'; кожух вместе с гироскопом может 
вращаться вокруг горизонтальной оси О, укрепленной на валике О А, 
который в свою очередь может вращаться вокруг вертикальной 
оси £. Таким образом, гироскоп имеет три степени свободы: соб-

*) В технических устройствах гироскопом служит обычно ротор электродви
гателя, помещенный в закрытый кожух, в котором укреплен статор.
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ственное вращение вокруг горизонтальной оси симметрии гироскопа г. 
вращение вместе с кожухом вокруг оси, проходящей через точку О 
перпендикулярно плоскости чертежа, и вращение всей системы 
вокруг вертикальной оси С. Кинетический момент К гироскопа 
направлен, как всегда, по оси г.

Предположим, что ракета поднимается вертикально вверх с ус ко  
рением w. Тогда, применяя принцип Даламбера, можно считать 
ракету неподвижной если к силе тяжести гироскопа mg присоеди
нить силу инерции J =  —m vt. Обе силы m g  и 3 направлены в одну 
сторону и они создают относительно точки О момент W , перпен
дикулярный плоскости Ог£; модуль 
его определяется равенством

Ме — m a(g-\-w ),
где а — расстояние от центра масс ги
роскопа С до точки О (см. рис. 15.7).
По теореме Резаля скорость и конца 
кинетического момента гироскопа К 
будет равна М \ а по закону прецессии 
угловая скорость вращения оси гиро
скопа (di равна М '/К, или

где / ,  — момент инерции гироскопа, а
— его угловая скорость собствен

ного вращения.
Обозначим через ib угол поворота оси гироскопа г относительно 

оси £; тогда со, =  d$ldt. Внося это значение для м4 в последнее ра
венство и учитывая, что ш =  dv/dt, где v — искомая скорость подъ
ема ракеты, получим

_ то. ,
dt ~  l tcoi ■ ( « + * ) •

Интегрируя и принимая во внимание, что при / = 0  v — 0 (на 
старте ракеты ее скорость равна нулю), найдем

Отсюда

Из этого равенства видно, что, зная угол поворота оси гироскопа 
и время подъема ракеты, можно определить ее скорость.

Наличие члена— gi создает некоторые неудобства. Поэтому 
для непосредственного измерения скорости v подъема ракеты уста
навливается дифференциальный механизм (см. рис. 15.7), нижней

18 Н. В. Бутенин и др.
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шестеренке которого сообщается о помощью специального часового 
механизма угловая скорость ю® =  тца/(1гы )̂, где со® — угловая 
скорость прецессии оси гироскопа г  при неподвижной ракете. Оче
видно, что угловая скорость й  вращения корпуса дифференциала
определится равенством

где — угол поворота корпуса дифференциала.
Интегрируя это равенство при прежних начальных условиях, 

найдем

Таким образом, вертикальная скорость подъема ракеты опре
деляется по углу поворота корпуса дифференциала.

Пример 2 . Прецессия артиллерйиского снаряда. При стрельбе 
из гладкоствольных орудий продолговатыми снарядами было обна
ружено, что во время полета снаряды кувыркаются и при паде-

рость собственного вращения вокруг оси симметрии. Это обес
печило устойчивость оси снаряда, кувыркание его "прекратилось, 
и при падении он начал ударяться головкой. Рассмотрим это на 
первый взгляд далеко не очевидное явление более подробно.

Предположим, что быстро вращающийся вокруг своей оси сим
метрии снаряд занимает в некоторый момент времени положение, 
изображенное на рис. 15.8. Так как теорема об изменении момента 
количеств движения материальной системы относительно центра 
масс С имеет ту же форму, что и относительно неподвижной точки 
(см. формулы (9.9) и (9.45)), то при изучении вращательного движе
ния снаряда его можно рассматривать как трехстепенной гиро

или, если учесть значения « а и со!
й =  V* К  “  *>“)»
Я (йа И © J,

_ та do
dt 2 /2«x dt

Отсёрдз

lr нии ударяются, как правило.

Рис. 15.8

т сс С

■z не головкой, где расположен 
взрыватель, а каким-либо дру
гим местом. Для того чтобы 
снаряд в полете не кувыркался 
и при падении ударялся гО- 
ловкой, внутреннюю часть 
ствола орудия начали делать 
нарезной, в результате чего сна
ряд, вылетая из ствола орудия, 
стал приобретать большую ско-
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скоп с неподвижной точкой С. На снаряд действуют сила тяжести mg 
и силы сопротивления воздуха. В простейшем случае можно счи
тать, что последние приводятся к одной силе F, направленной в сто
рону, противоположную скорости vc центра масс снаряда С, при
чем точка А приложения силы F находится на оси снаряда на рас
стоянии а от С (см. рис. 15.8). Сила тяжести mg не создает, оче
видно, момента относительно точки С, а момент силы сопротивле
ния F относительно этой точки определяется равенством

М* =  Fa sin у,
где >у — угол между осью симметрии снаряда г и силой F, или, 
что то же самое, вектором т, направленным по касательной к тра
ектории центра масс снаряда. В сделанных предположениях мо
мент М" направлен перпенднкулярно плоскости стрельбы (в усло
виях рисунка — на читателя).

По теореме Резаля скорость и конца вектора кинетического 
момента снаряда К равна Ме, а по закону прецессии численное 
значение угловой скорости вращения оси снаряда ю2, направленной 
все время по т, определяется равенством

_  ме  
0,1 — К sin v ’

где К — 1г®I — кинетический момент снаряда ( / ,  — момент инер
ции снаряда относительно оси симметрии г, а — угловая ско
рость собственного вращения его).

Пользуясь выражением для М с и К ,  окончательно иайдем

Тах как вектор угловой скорости направлен по тг, то ось сна
ряда г  будег описывать в естественном трехграннике траектории 
точки С конус с небольшим углом раствора, равным 2у (см. рис. 15,8). 
Ось этого конуса совпадает все время с ка
сательной к траектории центра масс, и, сле
довательно, снаряд, летя без кувыркания, 
ударяется о цель своей головкой.

Прхнер 3» Прецессия оси волчка. Рас
смотрим быстро вращающийся волчок, ось 
которого отклонилась от вертикали на 
угол v (рис, 35.9). Сила тяжести mg, при
ложенная к центру тяжести волчка С, на
правлена вертикально вниз. Эта сила соз
дает момент относительно точки опора Рас. 15.9 
волчка, перпендикулярный плоскости, про
ходящей через ось Еолчка г  и вертикаль 01,. Реакция опоры N 
проходит через точку О, и, следовательно, ее момент относительно 
этой точки равен нулю. Сравнивая волчок е артиллерийским снаря
дом, ыы видим, что между ними имеется полная аналогия. Действи*
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Тельно, точка С, вектор т, сила F и сила mg снаряда (см. рис. 15.8) 
соответствуют точке О, вертикали 0£, силе nig и реакции N (см. 
рис. 15.9). Поэтому ось волчка будет описывать вокруг вертикали 
круговой конус с углом раствора 2у, причем угловая скорость пре
цессии определится равенством

где а — расстояние от точки опоры О до центра тяжести волчка, 
/ г — его момент инерции относительно оси симметрии г, сох — угло
вая скорость собственного вращения волчка.

§ 15.6. Момент гироскопической реакции

Рассмотрим теперь случай, когда движение оси гироскопа за
дано и требуется определить возникающие при этом силы. Будем 
считать, что гироскоп вращается с постоянной по величине угло
вой скоростью (о, вокруг своей оси симметрии, а эта ось в свою оче
редь вращается (прецессирует) с .угловой скоростью <ю2. Так, напри

мер, ротор, показанный на рис. 15. 10, 
вращается с постоянной угловой скоро
стью вокруг своей оси симметрии, под
шипники которой закреплены в рамке, 
вращающейся с угловой скоростью ш, 
вокруг вертикальной оси.

Момент внешних сил М1', под действием 
которых ось гироскопа прецессирует с 
угловой скоростью ©2, определяется ра
венством (15.4). Этот момент создается 
силами Q и Q', приложенными к валу 
гироскопа со стороны подшипников А и В. 

р“с- 15-10 На основании третьего закона Ньютона
можно утверждать, что на подшипники 

А  и В со стороны гироскопа будут действовать силы F и F ', рав
ные по модулю и противоположно направленные силам Q и Q'.

Главный момент этих сил относительно неподвижной точки 
равен по величине и противоположен по направлению моменту Ме. 
Такой момент называется моментом гироскопической реакции или 
просто гироскопическим моментом.

Гироскопический момент Мг равен
Мг =  —М* =  1г (% х  (t>2).

Отсюда найдем модуль момента гироскопической реакции
Л1Г =  / гм1о)2 sin 0, (15.6)

где 0 — угол между осью симметрии гироскопа и осью прецессии *).

•) Можно показать, что гироскопический момент Мр равен главному моменту 
кориолисовых сил инерции.
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Пара сил F, F', момент которых относительно точки О равен 
гироскопическому моменту, стремится совместить ось гироскопа 
с осью прецессии.

Отметим, что тело, на которое действует гироскопический момент, 
может под действием этого момента совершать движение. Например, 
пусть наружная рамка гироскопа в кардановом подвесе жестко 
укреплена на каком-либо основании (рис. 15.11). Пусть угловая 
скорость ротора раина %  и направлена так, как указано на рио. 15.11. 
Сообщим теперь основанию угловую скорость и*. Пара сил F, F', 
момент которых относительно неподвижной точки равен возникшему 
гироскопическому моменту Мг, будет поворачивать внутреннее 
кольцо в направлении, указанном на рис. 15.11 стрелкой, т. е.

в направлении кратчайшего пути совмещения вектора со, (оси гиро
скопа) с вектором to, (угловой скоростью вынужденной прецессии).

Это дает возможность сформулировать следующее правило (пра
вило Грюэ—Жуковского): при сообщении оси гироскопа принудитель
ной прецессии ось гироскопа стремится кратчайшим путем уста
новиться параллельно оси принудительной прецессии таким обра
зом , чтобы направления векторов <о, и юа совпали.

Изложенное свойство гироскопа широко используется в тех
нике. Приводимое ниже описание одного прибора дзет об этом ясное 
представление.

Пример 4. Гироскопический измеритель угловой скорости (гиро
тахометр). Рассмотрим простейшую схему гиротахометра с двумя 
степенями свободы (рис. 15.12). Гироскоп вместе с кожухом может 
вращаться вокруг оси у, ось симметрии гироскопа г  удерживается 
в положении равновесия пружиной (на рис. 15.12 показана спи
ральная пружина). Предположим, что корпус прибора вместе с осно
ванием, на котором он установлен, вращается с постоянной угловой 
скоростью со, вокруг оси £. В результате возникает гироскопиче
ский момент, стремящийся совместить ось 1ироскопа г с осью вы
нужденной прецессии £. Модуль этого момента определится ра
венством (см. формулу (15.6) и рис. 15.12)

Рис. 15.11 Рис. 15.12

МР — /*<0,(02 sin -----а )  =  /*(0x0).. cos а,
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или, для малых углов,
M r  t s  / г 0) |0>2#

При повороте оси гироскопа г на угол а  пружина создает мо
мент, равный са (с — коэффициент жесткости пружины), уравно
вешивающий момент гироскопической реакции. Таким образом, 
будем иметь са — / 2ю,{ог; отсюда

(Й2 =  Т5оГ“ *
Шкалу прибора размечают в единицах угловой скорости, и 

стрелка указывает сразу искомое значение.
Вернемся к рассмотрению сил, возникающих при вынужденной 

прецессии оси гироскопа.
При сообщении оси собственного вращения гироскопа или оси 

какой-либо быстро вращающейся части машины принудительной
прецессии возникают гироскопические 
давления на подшипники, в которых 
укреплена ось.

Пусть ротор (маховик) вращается е 
угловой скоростью ю, вокруг оси АВ, 
закрепленной в подшипниках А и В 
(рис. 15.13).

Если масса ротора т, то статиче
ские давления на подшипники будут 
равны пщП для случая, когда ротор 
находится на равных расстояниях от 
подшипников (см. рис. 15.13). Если 

теперь сообщить ротору принудительную прецессию вокруг верти
кальной оси с угловой скоростью о»,, то появится гироскопический 
момент

М, =  1г (щ  х  юг),
где / г — момент инерции ротора относительно собственной оси 
вращения.

Гироскопический момент, приложенный к оси, согласно пра
вилу Грюз—Жуковского будет стремиться повернуть ось так, чтобы 
векторы <Dj и ю> стали параллельными. Но этому препятствуют 
подшипники А  и В. Сила Q, приложенная к подшипнику А, и Q', 
приложенная к подшипнику В, образуют пару сил, момент которой 
равен гироскопическому моменту.

Так как векторы и со, в рассматриваемом случае взаимно 
перпендикулярны, то модуль гироскопического момента равен

M r =  0)г.
Направлен гироскопический момент перпендикулярно к плоскости 
рисунка, на нас. Момент пары сил (Q, Q') по модулю равен Qa, 
следовательно* Qa =  откуда

(15.7)
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Силы Q и Q' и представляют собой гироскопические давления 
на подшипники.

В рассматриваемом случае в подшипнике В статическое давле
ние и гироскопическое давление имеют различные направления, 
а в подшипнике А — одинаковое направление.

Задача 15.1. Определить максимальные гироскопические давления на подшип
ники быстроходной турбины, находящейся на корабле, подвергающемся гармони
ческой килевой качке с амплитудой 9° и периодом 15 с, считая, что ось ротора тур
бины параллельна продольной оси корабля. Ротор, имея массу 200 кг и радиуо 
инерции 0,8 м, делает 18 000 об/мин; расстояние между подшипниками равно 1 и.

Рассмотрим рис. 15.14. При ки
левой качке изменяется угол диффе- »—  -----— —— —— ^
рента корабля. Закон этого измене- _ L ______„ Н ---------- -----  \ti~~ .
лия имеет вид i s . — ------Т  ■ Т

л п • 2л .0 =  D sin —  t.

где по условию задачи D — 9 ° =  Р 1,с- ^ .1 4
=  я/20, Т =  15 с.

Принудительная прецессия ротора происходит вокруг оси, перпендикулярной 
к диаметральной плоскости корабля, т. е. к плоскости симметрии корабля, прохо
дящей через его киль.

Угловая скорость принудительной прецессии равна
л 2яD 2я .
0 =  —j r -  cos - j r

Максимальное значение этой углозой скорости
2я D

а г  —  0 ш а х  —  -

Так как ось вращения ротора и ось принудительной прецессии взаимно перпен
дикулярны, то максимальное значение гироскопического момента будет М с => 
=  где / =  200-0,8я я> 128 кг-mi — момент инерции ротора, а

Oj =- 2 л -18 000
60

=  600л рад/с, ее2 =
2л*- 1

20-15 ~  15 р8д/С'
Согласно формуле (15.7) максимальные давления на подшипники равны: 

/а>,й)2 128-600л
Q =  Q' =  ■ I 15

16,08 кН.

Гироскопический момент направлен по вертикали вверх или вниз в зависи
мости от знака 6. Силы Q и Q ', приложенные к подшипникам, расположены в гори
зонтальной плоскости перпендикулярно диаметральной плоскости корабля. Эти 
силы, превосходящие в данном примере статические давления в 16 раз, периодически 
(каждые 7,5 с) меняют свое направление на противоположное, способствуя тем самый 
преждевременному износу подшипников.

§ 15.7. Уразнешя движения гироскопа в  кардановом подвесе
Изложенная в предыдущих параграфах элементарная теория гироскопов осно

вана на пренебрежении нутационными колебаниями оси гироскопа. Рассмотрим 
теперь более общую теорию.

Сначала выведем дифференциальные уравнения движения гироскопа в кардан» 
вэм подвесе (см. рис. 15.2) с учетом массы наружной н внутренней рамок.
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Пусть неподвижная система координат Охху^ц  имеет начало в  неподвижной 
точке О. Ось щ направим по оси вращения наружного кольца (рис. 15.15). Начало 
подвижной системы координат Охуг возьмем также в точке О и свяжем эту систему 
координат с внутренним кольцом. Ось х  направим по оси вращения ротора, ось у  — 
по оси вращения внутреннего кольца, а ось г  — перпендикулярно осям х  к у , таким 
образом, чтобы система Охуг образовала правую систему координат. Отметим, что 
линией пересечения подвижной плоскости Оху я неподвижной Oxtyt является ось у.

Положение ротора можно определить следующими тремя углами: углом <р 
поворота ротора вокруг осн х, углом О, т. е. углом между неподвижной осью г* 
и осью г  (углом поворота внутреннего кольца вокруг оси у) и, наконец, углом ф — 
углом поворота наружного кольца вокруг оси г,. Угловая скорость ф! направлена 
по оси х, угловая скорость — по оси у, 
и угловая скорость ibk, — по оси ц  
(рис. 15.16).

Рис. 15.15 Рис. 15.16

Векторы i, j, k — единичные векторы осей Охуг, в векторы if, if, kj — еди
ничные векторы осей O x ^Z f.

Найдем теперь проекции угловой скорости внутреннего кольца и ротора на 
оса подвижной системы координат. Д ля внутреннего кольца, которое совершает 
вращение вокруг осей г* и у, имеем

о *  =  Ф cos (я/2 +  д) =  —ф sin <»„=»#, а ,  =* -ф со* д . (15.8)

Обозначая р, q и г проекции угловой скорости ротора на оси х, у  я г ,  получим 

р  =  ф _  tjj g|n {>, q =■ д , г =  ф cos ft. (15.9)

Проекция скорости наружного кольца на ось Z( равна

К  -  i
Мы не будем вводить систему координат, жестко связанную с ротором, так как 

ротор представляет собой симметричное тело относительно оси х  н поэтому любая 
ось в плоскости уг для ротора будет главной осью инерции. Однако для вывода 
уравнений движения ротора можно воспользоваться формулами (14.9). Будем только 
помннть, что введенная при выводе формул (14.9) система координат Охгу£гг в рас
сматриваемом случае является системой координат Охуг. Проекции момента коли
честв движения ротора на оси х, у  и г  согласно формулам (13.9) и (15.9) будут

Кх  — 1хр =  (ф — ф sin #), К и •= l vq =  !]fi, Кг — l tr  =  /у-ф cos d, (15.10)

где / ,  — момент инерции ротора относительно его оси вращения, 1и — 1г ф 1 х ~  
экваториальные моменты инерции ротора.
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Для внутреннего кольца проекции момента количеств движения имеют такой
вид:
К'х =  /> Л = - / ;*  sin в, /С' =  1’л  =  >'иь , к\ =  /> г = /;ф cos О, (15.11)

где / ', !'у, /' — моменты инерции внутреннего кольца соответственно относительно 
осей х, у и г. Наружное кольцо вращается только вокруг оси гг, и для него имеем

Кг, = 1гА  (15.12)
где / '( — момент инерции наружного кольца относительно ее оси вращения.

Перейдем к составлению уравнений движения ротора вокруг оси х *). На осно
вании первой формулы (14.9) имеем

Используя соотношения (15.8) и (15.10), получим

'*  I T  № ~  *  SlU +  ^  C0S °  ~  'у ) =
где A1J  — момент всех внешних сил, приложенных к ротору, относительно оси х. 

Так как l z =  l v, то

/,-^-(ф -*51пв) = м ;. (15.13)

Вокруг оси у вращаются как ротор, так и внутреннее кольцо. Для ротора со
гласно второму уравнению (14.9)

^  + 0> Л - 0> Л  = < ,  (15.14)

где Му — момент всех сил, действующих на ротор, относительно оси у.
Для внутреннего кольца

^  +  согК'х- и хК ' = М ;е, (15.15)

где М"‘ — момент всех сил, действующих на кольцо, относительно оси у. 
Складывая почленно уравнения (15.14) и (15.15), получаем

4  ( * „ + к ) + (к * + ( * . + к ) = к >

где М еу =  М‘‘  +  М"у — момент всех внешних сил, действующих на ротор и вну
треннее кольцо, относительно оси у.

Используя соотношения (15.8), (15.10) и (15.11), имеем

С7» + 1\) ф cos й ( 'х Р ~  sln +  Ф2 sin й cos ® ( 'у + Q  -  К »
или

Су +  Q  *  +  >,р* cos « -  (/ ; -  lu -  Q  #  Sin $ cos в = Л^. (15.16)

*) Н и к о л а и  Е. Н. Теория гироскопов. — М.: Гостехиздат, 1948.
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Перейдем теперь к составлению уравнения движения относительно оси г*. 
Во вращении вокруг оси г, участвуют ротор, внутреннее и наружное кольца. Так 
как ось неподвижна, то для ротора будем иметь

dK>< =  МР 
<U ***

где =  Кг cos 6 — Кх sin 0  — проекция момента количеств движения ротора 
на ось f,; /И̂  — сумма моментов всех сил, действующих на ротор, относительно 
оси г/.

Таким образом,

cos в -  sln 0) = /И?. (15.17)

Для внутреннего кольца уравнение движения относительно оси гх имеет вкд

^  = /И?;к, (15.18) 
ш

К'г =  К'г cos Ъ — К х s!n О (15.19)

— проекция момента количеств движения внутреннего кольца на ось Zjj к — 
момент всех сил, действующих на внутреннее кольцо, относительно оси г*.

Для наружного кольца имеем
dK,
S T  =  K K, (15.20)

где к — момент всех сил, действующих на наружное кольцо, относительно оси г,.
Складывая почленно уравнения (15.17), (15.18) и (15.20) и учитывая равен

ства (15.12) и (15.19), получим

4 -  К *»  +  К 'г)  C0S « - ( « *  +  'Q  Sin * +  £ + 1  = " I , .

где — момент всех внешних сил, действующих на рассматриваемую систему 
(ротор, внутреннее и наружное кольца), относительно осн гу, /J — момент инерции 
наружного кольца.

Принимая во внимание равенства (15.10) и (15.11), перепишем полученное урав
нение в виде

- Jf W e +  >г) 4> eos2 в — (L p  — /'Ч> sin 0) sln О +  / ^ ]  = М 'н ,

[(/ tf +  / ') cos? 0  -f- l'x sin2 +  /’ J  ф — l sp sin 0  — l xpQ cos 0  —

— 2 ( lv +  /' — l'x) sin 0 cos 0  =  Me2i.

Учитывая уравнен не (15.13), найдем

K 'i/  +  'г ) C0S‘! 0 +  'х sin2 Ф — l xP® cos e —
— 2 (/^ -f /г — / j) фО sin cos i) — JHj, +  /и; siD (15.21)
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Таким образом, дифференциальные уравнения движения гироскопа в кардаиовои
подвесе имеют вид

1ХР = М '„

{ 'у  +  Q  ® +  l xW  cos О— (/* — !у — Q  V  sin 0 cos 9 = M J, (15.22)

[ ( I у +  Q  cos2 0 +  l x sin2 t) +  / 'J  >S> — l xpb cos 0 —

-  2 ( I y +  /' -  Гх)  v'tift sin 0 cos 9 = +  Мег sin 0.

Решение этих уравнений представляет собой большие математические труд
ности.

Предположим, что М’х — 0; это значит, что полезный момент, вращающий ротор 
вокруг его оси, уравновешивается моментом сил трения. Тогда 

р = ф — ф sin д = <в = const.
Для современных гироскопов угловая скорость ф собственного вращения ро

тора значительно большз угловых скоростей рамок, следовательно, можно принять 
а> я* ф. Кроме того, предположим, чго угол Ь во все время движения остается ма
лым, и примем sin & = О, cos d — 1. Также пренебрегаем всеми членами, содержа
щнми произведения угловых скоростей 1}  и Э и их квадраты. Уравнения (15.22) 
при этом примут вид

Лд +  М °, Вф— 1хыЬ = Мег1 (15.23)
где А = /, +  /;, в - / ,+  / ;+

Уравнения (15.23) называют техническими уравнениями гироског.а. Введем 
величину Н =  !хы, часто называемую кинетическим моментом гироскопа. Тогда 
уравнения (15.23) примут вид

Ai) +  H$ = M l, B ^ — flb  = M‘Zi. (15.21)

§ 15.8. Частные случаи движения гироскопа 
в карда новом подвесе

Рассмотрим сначала случай, когда /И* = 0, M ‘t =  0. Уравнения (15.24) при 
этом будут

ЛО-|-Яф = О, В$ — Н& =  0. (15.25)

Исключая из этих уравнений ф и i ’, получим
И3 ■

0  +  ̂  = 0 .

Характеристическое уравнение этого линейного дифференциального уравнения 
с постоянными коэффициентами имеет вид

й3 +  Т 5 - “  = 0' 

откуда находим корни характеристического уравнения 

«х = о. = =



Общее решение уравнения запишется следующим образом:

0 = Ci +  C ,co s-^ Lr +  C,sln- Ш
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V А В  V А В ’

где С(, С» и С, — постоянные интеп 
Так как согласно уравнениям (16/25)

Л а  л  г  н  . Н1 х ^ н  Htф =  — -7Г v  =  —С, Sin ---■ -}- С3 COS — r = r ,
*  Н V А В  V А В  [Г а В V AB *

= „  //* lit  r  H* . Ilt
^  —  —-C —■ ■ ту COS ■ -----—  C j - r-r  Sin - |/1Д jГ  AB AB V  AB  *

. H / „  Ht , _ , H I \ ф s= I Co cos ■■■= = ■ 4- C3 sin 1 .
V *  \ 8 / л я  / *

откуда, интегрируя, получим

*  = У  4 -  (с . sin - j^ g  -  С, cos )  +  С,.

где С4 — постоянная интегрирования. Пусть прн / =» О (начальный момент) й = О, 
i|> = 0 , д = 0 „, 4  — ’{'о- Тогда уравнения для определения постоянных интегриро
вания будут иметь вид

С» +  С* «= О, Cs -pr===- = 0О> — •g- +  С4 = 0, -g- С, *= ф,,, 

следовательно,
Г  В I Г  В Г  А г  Л  АС| --- jj- C\ = -JJ- »Ь>, С) —  jj Wj Ci = -j j -  Ve.

Внося эти значения для Ci, Ct, Са и С4 в общее решение, получим частное решение 

j. В  ; / . Ht \ К 'Л В & .
*— тг* ( “ТЖ/ 7 Ж’
t К Я в  I , H I , A I I ,  HI \М, 7 Я .+ Т , 1 ( 1_ И» 7 Ж | .

Из этого решения следует, что ось гироскопа будет совершать колебательное 
движение около положения О =* ~ ~ Jf Ч> = ~ Ч а с т о т а  *  *=* ыазы‘

вастся. частотой нутации. Период нутационных колебаний Г  *=* 2я УАВ/Нг. 
Если 4>0 =  0, то

А ]ГК в  Л , Ht . A k /.

Таким образом, сообщение кольцам гироскопа угловых скоростей приводит их, 
а следовательно, и ось гироскопа в колебательное движение.
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Рассмотрим еще случай, когда к внутреннему кольцу гироскопа приложена
постоянная сила Р  (рис. 15.17). В этом случае М‘ ~  аР, =  0 и уравнения 
движения принимают вид

AQ +  Hyp = aP, В $ — НЬ = 0. (15.20)
Общее решение этик уравнений складывается из общего решения однородных 

уравнений (15.25) и какого-либо частного решения уравнений (15.26). Частное ре
шение будем искать в виде

Oi =  AV . 4>i =  М
Подставляя эти решения в уравнения (15.26), полу
чим

откуда

Таким образом,

НМг = аР, —НМ , = О, 

IМ, =  0, М г = аР/Н.

H i , _ . Ht 
i>= С, +  Cacos-р—  +  С, sin - р ~ .

*=V 4- (с>sin уш ~Сз cos тт )+с*+ Чг '■
Пусть начальные условия будут: при 1= 0

{> = 0 , ^ — О, Ь = Ь0, ф = ■ф0.
Так как

А г- 11 , и ‘ , п н  HtФ = —С % ---S l n ----— j- С3 —-— cos —■ j..j" ,
lA i4B \Га в  V a b  jГ а в

• T /  A~ //-> H Я/ H , Ht \ , aP
~£T\ 2 К Л 5  +  1 S " V~AB / n  ’

40 уравнения для определения постоянных интегрирования имеют вид
Н

откуда

О — С| —j* Cj, 

° - ~ | /  4 сз +  с4, 

В  : , ВаР

^  = СзУ Ж ’
Я  , сР

*Т •

с 1 =  — 7 Г1Ь +  _ №
в, следователыю,

ВаР
Н*

V A B ' H ’

С3 = ¥ ™ - Ъ 0, С, = - £ 0 о._л А 
//

„ В / • а/>\/, w/ \ , JA/1B ■ , Hte = - - F ( ^ - l r ) ( l- C O S 7 ^ ) + -7 r - 0 0 sin7 W ,

,h l / ~  / в  I  оРБ\ . I l l , A j. /. lit \ . аР .♦-Гт(т?*“ тг) 5Ш7 Ж+7/Ч  ?ж)+-7Г'-
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Пусть %  —  0, 1̂  =  0; тогда

Из уравнений (15.27) следует, что внутреннее кольцо будет совершать нута
ционные колебания около положения в* =  аРВ/Н*, а на равномерное вращение 
наружного кольца с угловой скоростью аР/Н накладываются нутационные коле
бания.

Очевидно, что чем больше Н — кинетический момент гироскопа, тем будут 
меньше амплитуды нутационных колебаний. При больших Я  нутационные колеба
ния являются колебаниями очень высокой частоты с пренебрежимо малой амплиту
дой. В связи с этим ео многих случаях нутационными колебаниями пренебрегают 
it считают, что

Поэтому говорят, .что ось гироскопа совершает чисто прецессионное движение 
с угловой скоростью ■ф == оР/Н (§ 15.5).

Г л а в а  X V I
МЕТОД КИНЕТОСТАТИКИ 

§ 16,1, Метод кинетостатики
Так же как и для одной материальной точки (см. § 5.7), диф

ференциальным уравнениям движения материальной системы можнд 
придать форму уравнений статики. Это* метод часто применяется 
в инженерных расчетах, особенно при определении динамических 
реакций опор твердого тела.

Рассмотрим материальную точку Mh системы. Обозначим массу 
этой точки через mh, ее ускорение — через wft и равнодействующие 
всех активных сил, приложенных к точке, и реакций связей соот
ветственно — через FA и R̂ . Тогда основному уравнению динамики 
(второму закону Ньютона), написанному для каждой точки системы:

mh\vh =  Ffc +  Rft (к=  1, 2
можно придать вид уравнения статики

4 " Kb-f- — 0  (A — !, 2 , . . . , « ) ,

где сила инерции J ft определена равенством (см. § 5.7)
J ft =  — mkwh.

Складывая почленно все уравнения (16.1), получим

(16.1)

( 1 6 .2 )

П П п
2  +  >: R t +  2  h i— 0 .k=l k=l I
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Первая сумка 2  F* равна глазному вектору F всех актив-
Л=1 п

ных сил, поиложенных к системе, Бторая сумма 5j  R* — глазному
Л=1п

вектору R реакций связей и последняя сумма £  J A — главному
А=1

вектору J  сил инерции. Таким образом, можем написать
F + R  +  J « 0 ,  (16.3)

т. е. в каждый момент времени сумма главных векторов активных 
сил, реакций связей и сил инерции движущейся материальной системы 
равна нулю.

Выберем произвольный полюс О и проведем из него к точке M h 
радиус-вектор гй. Умножая каждое из уравнений (16.1) векторно 
на соответствующий г* слева и складывая все произведения, получим

п п п
£  Г/, X F/, -f- £  rh х R* -Ь £  г* X J* =  0.
*=1 *=1 *=1

Первая сумма равна главному моменту М0 всех активных сил, 
приложенных к системе, вторая сумма — главкому моменту Мо 
всех реакций связей системы, а последняя — главному моменту MJ0 
сил инерции, причем все моменты должны быть вычислены отно
сительно выбранного полюса О.

Следовательно, будем иметь
Mo + Mg +  M  ̂=  0, (i 6.4)

т. е. в каждый момент времени сумма главных моментов актив
ных сил, реакций связей и сил инерции движущейся материальной 
системы равна нулю.

При вычислении главных векторов F и R и главных момен
тов М0 и Мо активных сил и реакций связей нужно учитывать 
только внешние силы, так как главный вектор и главный момент 
внутренних сил равны нулю.

Двум векторным уравнениям (16.3) и (16.4) соответствуют шесть 
уравнений в проекциях на оси декартовых координат:

/Ч +  Я , +  Л  =  0, F y +  R y +  J y =  0, F z +  R z +  J t *= 0,
Ab + Af  ̂+  M i =  0, M y + M * +  M Jy =  0, -Mz + M ? +  M i =  0.

За оси координат можно выбрать любую систему декартовых 
осей, как неподвижных, так и перемещающихся произвольным 
образом в пространстве, следует только каждый раз определять 
соответствующие проекции главного вектора J  и главного момента 
Мо сил инерции.
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Движение твердого тела вполне определяется этими шестью 
уравнениями кинетостатики, точно так же как равновесие твер
дого тела вполне определяется соответствующими шестью урав
нениями (тремя уравнениями проекций и тремя уравнениями мо
ментов). Если рассматривается система, состоящая из несколькнх 
тел, то можно составить соответствующие уравнения кинетостатики 
для каждого тела в отдельности.

Из всею сказанного следует, что применение метода кинето
статики для твердого тела требует прежде всего умения вычис
лять главный вектср и главный момент его сил инерции. Зная их 
проекции на выбранные оси координат, следует составить урав
нения кинетостатики (они отличаются от уравнений равновесия 
твердого тела только тем, что к активным силам и реакциям связей 
присоединены силы инерции) и затем определить неизвестные ве
личины.

Покажем теперь, что уравнения (16.3) и (16.4) представляют 
математическую запись теоремы об изменении количества, движения 
и теоремы об изменении момента количеств движения материальной 
системы соответственно.

В самом деле, главный вектор всех сил инерции равен
п п п

J  =  2  — — 2  = — 1 Г 2  №*vb

. П
так как w* = Но еумма 2J mhvh = Mvc есть количество 

ш к~\ 
движения Q материальной системы. Следовательно,

J e — " e - M w c> (16.6)

т. е. главный вектор всех сил инерции точек материальной системы 
равен производной по времени от количества движения материала 
ной системы, умноженной на —1.

Главный момент всех кил инерции равен
п п

Mo =  s  гА X  J*  == —  s  Г4 X  mkWk.

~  4vb dvb d JТак как wh =  - ~ ,  а гк Х % у  = -5 -(г(|Х В Д 1 то

=  (16.7)

П
где Ко = 2J rft х — момеит количеств движения матерналь-

A**1
ной системы.



Таким образом, главный момент всех сил инерции равен произ
водной по времени от момента количеств движения материальной 
системы, умноженной на — 1.

Заменяя в уравнении (16.3) главный вектор сил инерции выра
жением (16.6), а в уравнении (16.4) главный момент сил инерции 
выражением (16.7), получим соответственно теоремы об изменении 
количества движения и момента количеств движения материальной 
системы.

§ 16.2. Главный вектор и главный момент сил
ннерцин твердого тела
На основании выражения (16.6) главный вектор сил инерции 

твердого тела может быть найден по формуле
J  =  —M wc, (16.8)

т. е. главный вектор сил инерции твердого тела равен силе инер
ции его центра масс, в предположении, что в нем сосредоточена 
масса всего тела (этот вывод справедлив для любой материальной 
системы).

Перейдем к вычислению главного момента сил инерции твердого 
тела.

Рассмотрим сначала случай, когда тело движется произвольным 
образом. Выбирая за полюс центр масс С тела, на основании фор
мулы (16.7), имеем
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Пусть система координат Схуг жестко связана с телом. Тогда 
в соответствии с формулой (14.2) можно записать

М ^ - ^ - о х К о  (16.9)

и, следовательно,
M b  =  — -  (<оДс, -  согКсу),

Мсу =  -  -  (соДс, -  ахКсг), (16.10)

Мс* =  -  -  (сохК с у -  со,/Сех).

Подставляя в эти выражения значения проекций момента ко
личеств дзижения, вычисленных для неподвижной точки (13.8):

К-Сх ~  ~  by®!/ —
Key в  1ху®х “Ь  Iу®у 1
/СCl ~  Ixt^X — Н" liP tt
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получим

Met — — /хВх ~|~ IXJ {СУ — Ил'Ог) 1гг (е2 -f- WrfcJj) —
11/г Op) (I г I  у) 0у»г,

M cy =  —  lyZy - r  l ’jz ("г — ® «0 ,) - f  IyX (ex - f  й}уЫ2) —
—  /••2 ( « 1  — w") — ( ! x — Iz)  ^

M cz —  —  /ге2 - f / « (e , — ra*®*) +  V  (e„ - f о*о>г) —
“  1X'! (o« “  ® l) Uy — ) (ОхсЛу.

Эти формулы определяют главный момент сил инерция твердого 
тела в общем случае его движения. Если тело имеет неподвижную 
точку, то за полюс следует выбрать эту точку.

Из формул (16.1!) легко получаются все частные случаи.
Случай плоского движения твердого тела, имеющего плоскость 

материальной симметрия. Если ось г перпендикулярна к плоскости 
материальной симметрии, совпадающей о плоскостью движения, то

! , г =  1уг ~  О, ех — гу =  0 , о>* ~  о)а —  О,
Теперь из формул (16,11) найдем, что

M i, =  M JCy =  0, М'сг =  -  /сА. (16.12)
Случай вращения твердого тела вокруг неподвижная оск» Выбе

рем в качестве полюса произвольную точку ка оси зращения, ось г- 
совместим с осью вращения, 8 оси х и у скрепим с вращающимся 
телом. Векторы е й ©  направлены по оси вращения г, и, следова
тельно, их проекции на оси у. и у равны нулю:

to ^ c O y ^ Q , e j =  e!/==o.
Подставив зти значения в формулы (16.11) и принимая во вни

мание, что а>г = ±о), получим проекции главного момента сил инер
ции твердого тела, вращающегося вокруг неподвижной оси:

о2, M i =  1у£г +  /«®*. М .1 ^ - !ггг. (16.13)

§ 16.3. Определение добавочных динамических реакций 
опор движущегося тела
При движении несвободного твердого тела реакции связей 

складываются из статических и добавочных динамических RJ 
составляющих:

R* = R " 4- RS-
Аналогичным равенствам удовлетворяют главные векторы и глав

ные моменты реакций связей
R =  RCT +  RA. М§ -  (16.14)
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Как уже отмечалось (см. § 13.5), статические реакции удовлетво* 
ряют следующим шести уравнениям:

F ,  +  R V  =  0 , f „  +  <  =  0 , Р г +  Я "  =  О,

М х +  -= 0 , М „ +  М *ог =  О, м г +  м ? ст =  о. (16,15)

Подставим в уравнения кинстостатихи (16.5) значения проекций 
главного вектора R и главного момента Мо реакций связей, опре
деленных раЕенствами (16.14):

F, + RV + 1$ + JX = 0,
Fv +  R ? + R* + J u*= О,
Ъ  +  /?Г +  Я ?  + Л  =

м х + м * п + м « я + м 'х ~  о, 

+  +  +  =  о,

М * +  Л1*от - f - f =  0 .

Учитывая равенства (16.15), которым удовлетворяют статиче
ские реакции, получим уравнения для определения добавочных 
динамических реакций опор движущегося твердого тела:

Я2 + Л  =  0, ^  +  ̂  =  0, /?? +  / ,=  О, 
m 5 * + m jx = o , M ^ + M Jy = о, л ^ я + м { = о .

Отметим, что при составлении этих уравнений не нужно учи
тывать активные силы. Наконец, заметим также, что в частных 
случаях число уравнений может уменьшиться; например, при пло
скопараллельном движении твердого тела их число будет равно 
трем.

§ J8.4, Задачи ка определение
добавочных динамических реакций

Добавочные динамические реакции можно определить различ
ными методами, в частности, молено для этих целей использовать 
общие теоремы динамики (см. § 13.4). Одним из наиболее про
стых методов определения добавочных динамических реакций яв
ляется метод кинетостатики. Мы проиллюстрируем его на несколь
ких задачах.

Задача 18.!. Две материальные точки Af, и М 2, массы m каждая, прикреплена 
с помощью горизонтальных стержней к вертикальной оси АВ  (рис. 16.1). Пренебре
гая кассой стержней и оси АВ, определить дополнительные динамические реакции 
опор А и В  вала, если вся система вращается с постоянной угловой скоростью и. 
Длина стержней равна а, расстояние между ними равно ft, расстояние между опо
рами //.
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При равномерном вращении всей системы ускорения точек jWj и Mt будут на
правлены к оси вращения и численно равны аа>г. Силы инерции J t и J s направлены 
в противоположные стороны (см. рнс. 16.1); модули этих сил равны между собою:

/{ = 7S = тааЯ.
Из рисунка видно, что силы инерции J< я J j  составляют пару сил о моментом, 

численно равным таа>гН. Так как пара сил может быть уравновешена только другой 
парой сил, то добавочные динамические реакции R^ н R J опор А я В  составляют 
пару сил, момент которой равен R\H. Из равенства модулей моментов пар

R\Il = mauFk 

найдем добавочные динамические реакции

% А ~  — ~ Jf таи>2.

Задача 16.2. Груз массы пц скользит вниз по наклонной эстакаде, свободно 
лежащей на земле. Масса эстакады mt, коэффициент трения скольжения между

У7

Рнс. 16.1 Рис. 16.2

грузом и эстакадой /, угол наклона равен а (рис. 16.2, а). При каких условиях 
эстакада не начнет движение?

В главе V III эта задача была решена с помощью теоремы об изменении количе
ства движения материальной системы. Решим теперь эту же задачу, используя 
метод кинетостатики. Для этого рассмотрим сначала отдельно движение груза (рнс. 
16.2, б). Так как груз скользит вниз по наклонной плоскости, то сила инерции m,w, 
где w — ускорение Груза, направлена вверх. Применяя к грузу уравнения статики, 
найдем

п'ч g sin а — F i — = 0 , — т г£ cos a — 0.
Из второго уравнения найдем нормальное давление Ny, а затем нз первого 

уравнения найдем силу инерции груза (напомним, что F j=  f/VJ
A'i = Wig cos a, mtw =  m,g (sin a — / cos a).

Рассмотрим теперь систему, состоящую из груза и эстакады (см. рис. 16.2, а). 
Внешними силами для этой системы будут: сила тяжести m,g груза, сила тяжести 
mtg эстакады, сила нормального давления земли N и сила трения F между землей 
ц эстакадой. Присоединим к этим силам силу инерции m,w груза и составим два 
уравнения статики:

F  — m,w cos a = 0, N — mag — m,g +  т хw sin a = 0.
Отсюда найдем силу трения F  и нормальное давление N:

F  — т^ш cos а, N = mtg +  — mju sin a,
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шш, учитывая найденное ранее значение силы инерции m,w,

F — ЩВ («In а — / cos a) cos а,

N =  т%в+ mtg — miB (sin а  — f cos a) sin о = (cos a +  / sin a) cos a.

Эстакада будет находиться в покое, если сила трения F  меньше своего предель
ного значения, равного f„N:

mtg (sin a  — / cos a) cos a  <  /„ [m ĝ +  m,g cos a  (cos a +  f sin a) ].

Отсюда найден условие, которому должен удовлетворять коэффициент трения по
коя f0, чтобы при движущемся грузе эстакада оставалась в покое:

. mi (sin a  — f cos a) cos a
mi + mi (cos a  +  / sin a) cos a  *

Сравнивая решение этой задачи методом кинетостатики с решением, в котором 
использовалась теорема об изменении количества движения материальной системы 
(стр. 176), мы видим, что оба метода приводят практически к одинаковым урав
нениям.

Задача 16.3. Электромотор, установленный на горизонтальной балке, подни
мает с помощью троса груз массы т . Радиус барабана, укрепленного на оси мотора, 
равен г, а момент инерции барабана вместе с ротором равен /. Пренебрегая весом 
троса, определить динамические реакции опор А и В  балки, если груз поднимается 
с ускорением w. Линейные размеры ука
заны на рве. 16.3. Предполагается, что 
плоскость рисунка является плоскостью 
материальной симметрии движущихся 
частей.

Груз поднимается с ускорением w.
Его сила инерции, равная по модулю та/, 
направлена вниз. Угловое ускорение 
вращающихся частей направлено по ходу 
часовой стрелки, следовательно, главный 
момент сил инерции направлен согласно 
формуле (16.12) против хода часовой стрел
ки и равен по модулю /в (на рис. 16.3 
8нак минус у силы инерции груза и у 
момента сил инерции барабана не показан, 
так как их направления указаны на рисун
ке). Главный вектор сил инерции барабана 
равен нулю, ибо его центр масс неподвижен. Вводим динамические реакции опор» 
Активные силы не учитываем и, считая условно барабан и груз неподвижными, 
составляем уравнения равновесия для сил инерции и добавочных динамических 
реакций. МьЬ составим два уравнения моментов (главный момент сил инерции можно 
рассматривать как момент некоторой пары) и одно уравнение для проекции сил. 
Имеем

£  ^1А — 0, /е + Я а* — mwa — 0.
£  MiB = 0, le — Y\b -f mw (b — a) = 0, (16.17)

£ f , x = o. — 0.

Учитывая, что e = w/r, легко теперь найдем

= +  т *  *£ = ( ma~  т О х '  (10Л8)
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Задача 16.4. В одной из конструкций лесовалочной машины конец А дерева АН 
перемещается с помощью захвата Ё  с постоянной скоростью по горизонтальной 
направляющей, причем ствол дерева, поперечными размерами которого пре
небрегаем, все время опирается на каток К. Масса дерева т, его момент 
инерции относительно оси, проходящей через центр масс С перпендикулярно 
К стволу, равен I, расстояние АС = I, превышение катка К  над горизонтальной

направляющей равно Н (рнс. 16.4). 
Определить добавочные динамические 
составляющие реакции катка К  и за
хвата F  в зависимости от угла ф.

Воспользуемся методом кинето
статики. Отбросим активные скла 
(вес дерева) и введем добавочные 
динамические реакции опор (си. 
рис. 16.4). Так как движение является 
плескопераллелькым, то главный мо- 
цент сил инерции будет определяться 
равенством (16.12):

МСг "=
Главный вектор сил инерции согласно форауле (36,8) равен J  =  —mwfll его проек
ции на оси * и у будут

J  х — fiiHq, "'У с •
Предположим, что ?г, Яс и ga известны (мы найден нх несколько позднее). 

Примем центр масс С за центр приведения сил инерции в изгбреэим на рисунке 
составляющие их главного вектора J„ , $у п глазный момент (предполагается, 
что УА< J y и MJCz положительны). Считая а соответствии с методой КЕкетоетатнян, 
что силы инерции и добавочные динамические реакции уравновешены, состава 
три уравнения равновесия этих сил:

J z +  Лд ~  А/д sln 9 = 0,
J u -}- Vя +  N* cos ф = 0, (16.19)

MJCl +  J J  cos <p -  J J  sln (f +  Na = 0.

Из зтих уравнений найдем динамические составляющие реакций 

д/Д -  ‘Л . ( j j  5|п <p _  j j  cos ф — MJCz) ,
(16.20)

Xя =х Na sin ф — J x, Ул =  — <Л/Д cos ф +  /„)•

Для полного решения задачи нам осталось найти хс , ус и е = ф, после чего 
сразу определяются J  х, 1 ц и MJCl. По условию задачи точка А перемещается равно
мерно по оси х со скоростью t)0. Совместим начало координат О с начальным поло
жением точки А. Тогда ОА = t>0<, А К ' =  b — v0l, где b = OR' = const.

Имеем

Дифференцируя по времени, получим
Ф_________Ну с

COS2 ф (6 — Во0* ‘
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Отсюда найдем угловую скорость (b — vul =  U ctg <j>)
Ф — sin"® ф. (16.21)

Дифференцируя по времени еще одни раз, найдем угловое ускорение

е = -jj~ sin 2<)<р,

е — sin 2ф s!n5 ф. (16.22)
вли, пользуясь равенством (16.21),

//
Координаты центра масс определяются формулами (см. рис. 16.4)

хс = v0l+  I cos ф. ус => I sin ф.
Дифференцируя два раза по времени, солучим

Яс =  — /ф sin ф — /ф'г cos ф, ус =  /ф cos ф — /фа sin ф.
Подставляя сюда значения ф.и ф = е из равенств (16.21) и (16.22), после эле

ментарных преобразований будем иметь
Яс =  —3 1 sin1 ф cos ф, ус = — - jjr1 (1— 3 cosJ ф) sin* ф.

Теперь находим
J x «= — т  £с  =  3 т  -JJT I sin1 ф cos ф,

J v =  — т  ус => т  ~ ~  I (1— 3 сое3 ф) sin’ <р,

М сг — — /е = — / sin 2ф sin1 ф.

Подстазляя эти выражения для J х, J  и MJCz в разенстза (16.20), опргделиа 
добавочные динамические реакции N*. X я и КА

№• — 2 ml2 -f / ̂  — ■ sin4 ф cos ф,

Х д = ^2  ̂mi2 -f- -^12—  3 ml j  sin4 ф cos ф,

Кд = — ^2  ̂m l' +  /^ - — 2- -f- ml (1— 3 cos' ф)J  sin1 ф.

Г л а в а  X V II
ТЕОРИЯ УДАРА

§ 57Л „ Основные определения
Во многих случаях можно наблюдать явление, называемое уда

ром, когда за очень малый промежуток времени т скорости точек 
тел изменяются на конечную величину. Так, например, если мяч 
падает на горизонтальный пол, имея в начале соприкоснозе.пш 
с полом скорость v, и отскакивает от пола со скоростью V, то изме
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нение скорости V — v представляет конечную величину, а весь 
процесс удара происходит за ничтожно малое время т.

Чтобы за очень малый промежуток времени т скорости точек тела 
изменились на конечную величину, силы, действующие на тело, 
должны быть очень велики. Действительно, пусть под действием силы 
F материальная точка массы т  за очень короткий промежуток 
времени г изменила скорость на конечную величину V — v, где v 
и V — скорости точки до и после удара соответственно. Применим 
к материальной точке второй закон Ньютона

=  F, (17.1)
или

mdv — F dt.
Интегрируя это равенство от нуля до т, получим

X
/и (V — v) =  J  F Л. (17.2)

Пользуясь теоремой о среднем, найдем 
т  (V — v) =  F c„ t ,

где Fcp — среднее значение силы F за время ее действия. От
сюда

г  ш | V — v |
*ср —  ^ *

Так как числитель правой части этого 
равенства представляет конечную величи
ну, а знаменатель очень мал, то даже 
среднее значение силы F  очень велико. В 
дальнейшем силу, действующую в течение 
очень короткого промежутка времени, мо
дуль которой достигает большого значения, 
будем называть ударной силой.

Как правило, мы не знаем закона изме
нения ударной силы F, но примерный гра

фик ее модуля можно построить. До удара и после него сила F равна 
нулю, а в промежутке (0, т) ее модуль достигает очень большой 
величины. Очевидно, что график модуля силы F должен иметь 
вид, изображенный на рис. 17.1; на этом же рисунке показано сред
нее значение Fcp.

Для того чтобы примерно оценить модуль силы F, рассмотрим 
простейший пример. Предположим, что камень массы т  = 1 кг 
падает вертикально вниз с высоты Н — 10 м на панель, причем после 
падения он не отскакивает. Считая, что продолжительность удара 
г = 0,001 с, найдем среднее значение силы Fcp. ___

В условиях задачи скорость камня в начале удара v =* V 2gH »  
«14,1 м/с (сопротивлением воздуха пренебрегаем), а скорость
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после удара V равна нулю. Пользуясь последней формулой, получим 
/?cp =  m - f ^ l.- i^ r ^ 14 ,l кН.

Это только среднее значение силы F; если считать, что макси
мальное значение силы F вдвое больше среднего значения (см. 
рис. 17.1), то получим Finax = 28,2 кН. Эти числа наглядно пока
зывают, почему иногда при ударе происходит разрушение тел.

Вернемся к равенству (17.2), правая часть которого равна им
пульсу S силы F;

X
s =  J F d/. (17.3)

о
Теперь равенство (17.2) принимает вид

т  (V — v) =  S. (17.4)
Вектор S называется ударным импульсом (или импульсом удара). 

Очевидно, что численно ударный импульс равен площади заштри
хованной фигуры рис. 17.1.

В теории удара материальной точки вместо уравнения (17.1) 
пользуются уравнением (17.4), в котором импульс удара S пред
ставляет собой конечный вектор.

Так как продолжительность удара т очень мала, то в теоретиче
ской механике пренебрегают всеми величинами, имеющими поря
док т. Иначе говоря, в теоретической механике принята следующая 
идеализация удара: при конечном ударном импульсе удар происхсь 
дит мгновенно.

Найдем перемещение точки за время удара. Для этого рассмо
трим ударный импульс в момент времени I, где 0 < t <  т. Имеем

/
S (t) — J f  (t)dt.

и
Обозначив скорость точки в момент времени t через V (/), получим 

из равенства (17.4)
V (0  =  v +  J_ S (/ ).

Так как V (/) = dr/dt, то, интегрируя последнее равенство от О 
до т, получим

га —• П — (v  -J- Scp̂ T,
где Гх и га -  радиусы-векторы точки в начале и конце удара, а 
Scp — среднее значение импульса S (/) в промежутке [0, т].

Правая часть этого равенства имеет порядок т, и ею можно пре
небречь, положив гг — п = 0. Таким образом, в рамках сделанной 
идеализации перемещение точки за время удара равно нулю.
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Если на точку действуют ударная сила F(/) и обычная медленно 
меняющаяся во времени сила Р(/), то их общий импульс Sx за время т 
будет равен

т г
S, =  J F (/) rf/ 4- [Р (/ )Л .

о о
Первое слагаемое равно ударному импульсу S; применяя ко 

второму слагаемому теорему о среднем, получим
Sj =  S -}- Р СрТ.

Так как второе слагаемое имеет порядок т, то им можно прене
бречь. На этом основании при исследовании процессов, происходя
щих при ударе, медленно меняющиеся, ограниченные по модулю 
силы не учитываются.

Все сказанное можно отнести не только к ударным силам, воз
никающим при контакте тел, но и к любым другим силам, характер 
изменения которых во времени изображен на рис. 17.1. Такие силы 
возникают при взрыве в полости, при распространении уаругих 
воли в сплошной среде и при так называемых разрывах в газе.

§ 17.2. Коэффициент восстановления
При соударении двух тел в точке контакта возникают ударные 

силы, приложенные к каждому из тел. Они имеют одинаковые мо
дули и противоположно направлены. Пренебрегая трением, будем 
считать, что ударные силы и их импульсы Sj и Ss направлены по 
общей нормали к поверхности соударяющихся тел (рис. 17.2). Как

показывают наблюдения, гипотеза об абсо
лютной твердости тел является недоста
точной для объяснения процесса удара и 
необходимо учитывать физические свой
ства тел. Сам процесс удара можно разбить 
на две фазы. В течение первой фазы про
исходит сближение тел по линии общей 
нормали, в результате чего проекция на 
нормаль относительной скорости точки 

Рнс. 17,2 контакта тел уменьшается до нуля. Вслед
за этим начинается вторая фаза удара: 

тела, восстанавливая свою форму, начинают удаляться друг or 
друга, нормальная составляющая относительной скорости точки 
соприкосновения, переменив знак, возрастает по абсолютной вели
чине, но не достигает, как правило, своего значения в начале удара.

Полное исследование процесса удара требует подробного рас
смотрения физических свойств тел, что выходит за рамки теорети
ческой механики. Однако, как показывают опыты, в первом прибли
жении можно принять следующую гипотезу (гипотеза Ньютона): 
отношение модуля нормальной составляющей относительной скорости
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точки контакта тел после удара к его значению до удара есть неко
торая физическая постоянная, характеризующая физические свой
ства соударяющихся тел, но не зависящая от их массы и относитель
ней скорости. Эта физическая постоянная называется коэффициен
том восстановления. Обозначая коэффициент восстановления через е 
и учитывая, что полного восстановления скорости, как правило, 
не происходит, будем иметь

O c e c l .  (17.5)
В предельном случае, когда 8 = 1, удар называется абсолютно 

упругим-, во втором предельном случае, когда е = 0, удар назы
вается абсолютно неупругим. В  остальных случаях (0 < е <  1) удар 
называется не вполне упругим или просто упругим. Заметим, что 
при абсолютно неупругом ударе двух тел нормальная составляющая 
относительной скорости точки соприкосновения после удара равна 
нулю. Для таких тел весь процесс удара заключается только з пер
вой фазе; после максимального сближение тел восстановления их 
формы в течке контакта не происходит и оба тела движутся в даль
нейшем совместно (з частности, оба тела могут остановиться) или 
одно тело скользит по поверхности другого.

Перед тем как перейти к дальнейшему, напомним еще раз, чго 
гипотезу Ньютона об ударе и все выводы, которые из нее получаются, 
можно применять только в качестве первого приближения к реаль
ным процессам, происходящим в телах при ударе. Это приближение 
оказывается достаточно хорошим, если при ударе наблюдается только 
местная деформация тел вблизи точки контакта. Если же при ударе 
происходит деформация всего тела, то гипотезу Ньютона применять 
нельзя *).

Обозначим через п единичный вектор общей нормали к поверх
ностям тел в точке контакта, направленный внутрь второго тела. 
Пусть Uj и и2 — скорости точек контакта первого и второго тел 
в начале удара, а 1)* и Ua — соответствующие величины в конце 
удара. Тогда, по определению коэффициента восстановления, будгм 
иметь

(U a-tJ,)- .!
(«а — Uj)-n =  е, (17.6)

или, учитывая, что относительная скорость при ударе изменяет 
направление,

(U4 — Uj) < n =  — е (ua — Ui) • п. (17.7)
Наконец, если ввести два единичных вектора п, и п, (п = с, = 

= —пх), направленные внутрь первого и второго тел соответственно,

*) Подробное рассмотрение процессов, происходящих в твердых тел,к при 
ударе, и анализ различных гипотез даны в книге: Г1 а н о в б о Я. Г. Введение 
в теорию механического удара. — М.: Наука, 1977.
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то последней формуле можно придать следующую симметричную 
форму:

U a.n 2 +  U ,» n x=  — e (u 2-n s - f  U i-n j) . ( 27 .8)

Этими формулами мы воспользуемся в дальнейшем.
Коэффициент восстановления может быть измерен следующим 

образом (рис. 17.3). Представим себе, что одно из соударяемых тел 
выполнено в виде плиты и неподвижно закреплено в горизонтальном 
положении, другое тело — шарик. Шарик поднят на высоту Л, над 

плитой и отпущен без начальной скорости. Ско
рость его в момент соприкосновения с плитой вы
числяется по известной формуле v — V 2gh1. Из
мерив высоту й2, на которую поднимается шарик 
после отскакивания, можно найти его скорость в 
конце удара V = V 2ghv

Таким образом, коэффициент восстановления 
оказывается равным

V777777P7;

Рис. 17.3 e — V/v— V h j h ,  с  1.
Значения коэффициентов восстановления для различных пар 

соударяемых материалов приводятся в справочниках. Так, например, 
при соударении стекла со стеклом е = 15/16, стали со сталью г =г 
= 5/9, дереза с деревом е = 1/2.

§ 17.3. Удар материальной точки 
об идеально гладкую поверхность
Материальная точка после удара о неподвижную поверхность 

(рис. 17.4) изменяет свою скорость. Со стороны поверхности на 
точку во время контакта действует ударная реакция. Полагаем, 

что поверхность идеально гладкая, так что 
реакция и ударный импульс S направлены 
по нормали к поверхности.

Воспользуемся теперь теоремой об измене
нии количества движения при ударе (форму
лой (17.4)):

mV — mv — Sn. (17.9)
Проектируя это уразненне на оси ти п , полу
чим (см. рис. 17.4)

Vn- v n =  -Ls. (17.10)

п

Рис. 17.4

Таким образом, касательная составляющая скорости От сохра
няет свой модуль и направление. Нормальная составляющая 
всегда изменяет направление, модуль же ее меняется в зависимости 
от значения ударного импульса S.



Пусть известны коэффициент восстановления с, модуль скорости 
точки до удара у и угол а, составленный вектором скорости v с нор
малью к поверхности (см. рис. 17.4). Требуется определить угол от
ражения р, скорость точки после удара V и ударный импульс S.

Исходя из определения коэффициента восстановления, найдем 
Vn — е|у„|, или V„ = — ei>„. Из уравнений (17.10), как мы уже 
отмечали, следует сохранение касательной составляющей скорости 
после удара, т. е. Vт = Vx.

Заметим, что
|u„| =  i;cosa, u, =  i»sina, Vn =  V cos p, Vt =  V, sin{$. (17.11) 
Поэтому

V slnp =  i>sln a, (17.12)

Подставим теперь значение V в формулу для V„ и используем связь 
нормальных проекций скорости после удара и до удара с коэффи
циентом восстановления е:

__I Vn I _  V cos ft _  sin д cos ft _  clg ft
6 I «п I ~ и cos a — cos a sin |J — ctg a *

Теперь без труда определяется угол Р:
ctg Р = е ctg a, р = arcctg (е ctg а). (17.13)

Для вычисления модуля скорости после удара воспользуемся 
тригонометрическим тождеством

slnp = — = J= = - .
/ i+ c ig *p

Из равенства (17.12) получим
V — v sin а V I -f- ctg,,!p =  i>slna V l  +  e*ctg2a. (17.14)

Из формул (17.13) и (17.14) следует: а) для абсолютно упругого 
удара (е = 1) Р = сс, V — v; б) для абсолютно неупругого удара 
(е = 0) р = л/2, V — = v sin а. Таким образом, при абсолютно 
неупругом ударе материальная точка «рикошетирует» от неподвиж
ной поверхности, сохраняя лишь касательную составляющую ско
рости.

При любом не вполне упругом ударе (е < 1) модуль скорости 
отражения всегда меньше модуля скорости падения и угол отра
жения больше угла падения. В самом деле,

tgP = 4 " fga- tg р >  tg a, P> a,
V =  v J/sln2 a +  ea cos2 a, V < v .

Определим ударный импульс. Для этого подставим в равенство 
(17.10) Vn = — et)n, vn = —v cos a и найдем S:
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S  = m (У,, — vn) = m (1 4- e) v cos a. (17.15)



Из этого соотношения видно, что максимальное значение удар
ного импульса при заданных коэффициенте восстановления и модуле 
начальной скорости о достигается при прямом ударе (а = 0). При 
абсолютно упругом ударе (е = 1) импульс удваивается по сравне
нию с импульсом при абсолютно неупругом ударе (е =» 0).

§ 17.4. Потеря кинетической энергии
при ударе материальной точки о неподвижную поверхность
Изменение кинетической энергии при ударе определяется как 

разность значений кинетической энергии в конце и в начале удара:
Г . - Л - в * ) .

Но из равенств Vx — vx и Vn — е | v„ | следует, что 

V* — VI -f V\ =  в2уй -f v\, и1 =  v'r, -f- v\.

Подставляя значения квадратов скоростей в разность значений ки
нетической энергии, получим

7\ — 7̂  = -- ^-(1 — z!)vl. (17.16)

Таким образом, при абсолютно упругом ударе (е = 1) кинетическая 
энергия материальной точки не изменяется, а при е <  1 происходит 
потеря кинетической энергии. Наибольшая потеря будет при аб
солютно неупругом ударе, когда е = 0. Уменьшение кинетической 
энергии при е < 1 обусловлено переходом механической энергии 
в другие формы энергии, в частности в тепловую.

Формулу (17.16) можно преобразовать к другому виду. Для этого 
заметим, что из равенства касательных составляющих скоростей 
Vx — и, следует

| V — v | =  -f | v„ | =  е | v„ | -j- J v„ | =  (1 е) | v„ |.

Отсюда
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и, следовательно,
Га -  7\ =  -  - f - J r f  (V -  v)2. (?7.!7)

Разность V — v называется «потгря.нной» скоростью.
При абсолютно неупругем ударе (к = 0) из (17.17) получим

r a - r 1 =  - - f - ( V - v ) ‘ , '
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т. е. потеря кинетической энергии равна кинетической энергии по
терянной скорости. В общем случае потеря кинетической энергии 

1 — в «• составляет — г -ю долю кинетической энергии потерянной ско-I г
рости (теорема Карно).

§ 17.5. Теорема об изменении количества движения
и теорема об изменении момента количеств движения
материальной системы при ударе
Воспользуемся интегральной формой теоремы об изменении ко

личества движения материальной системы (§ 8.2) и перепишем 
равенство (8.9) в форме

Ог — Qj =  S*. (17.18)
Здесь Qj и Q2 — количество движения системы в начальный и ко
нечный моменты времени, S* — главный вектор импульсов всех 
внешних сил.

Применим равенство (17.18) к ударным силам и Еыразим коли
чество движения через скорость центра масс. Получим

М  (Vc — vc) =  Se, (17.19)
где vc и Vc — скорости центра масс в начале и в конце удара, Se — 
главный вектор импульсов всех внешних ударных сил (импульсы 
неударных сил при ударе, как уже отмечалось ранее, не учитыва
ются).

Так как при ударе перемещения всех точек, к которым были 
приложены ударные силы, равны нулю (см. § 17.1), то центр масс 
системы при ударе не меняет моего положения, скорость же центра 
масс меняется мгновенно.

Перейдем к определению изменения момента количеств движе
ния системы при ударе. Сначала в качестве полюса выберем непо
движную точку О.

Для одной материальной точки теорема импульсов (17.3) дает
ь — mkvk — S* -}■ §*• (17.20)

Здесь S* — импульс внешних ударных сил, S* — импульс внутрен
них ударных сил, действующих на точку.

Умножая каждое из равенств (17.20) векторно на гА и склады
вая все равенства, получим

Ко2-Ко.= S r*xsj. <17-21>
А — 1

Сумма моментов импульсов внутренних сил в правую часть (17.21) 
не вошла, так как она равна нулю.

Доказательство этого свойства проводится совершенно анало
гично тому, как это было сделано для главного момента внутрен



них сил в § 7.3. Если обозначить сумму моментов импульсов всех 
ударных сил через Le0, то будем иметь

Коз — Ко: =  L  о*
Изменение момента количеств движения системы относительно 

неподвижного полюса при ударе равно сумме моментов импульсов 
всех внешних ударных сил относительно того же полюса.

Если в качестве полюса выбрать центр масс С системы, то формула
(17.21) примет вид

K c2 - K c i=  Е  r*xS£, (17.22)
a = i

где Kcs и Kci — моменты количеств относительного движения ма
териальной системы в конце и начале удара (см. § 9.7), a rft — ра
диус-вектор точки приложения ударного импульса, проведенный 
нз центра масс С системы. Уравнение (17.22) следует из того, что 
теоремы об изменении момента количеств движения относительно 
неподвижного полюса и центра масс имеют одинаковую математи
ческую форму.

Запишем уравнения (17.21) и (17.22) в проекциях на оси коор
динат. Для твердого тела в качестве осей координат удобнее выбрать 
оси, жестко связанные с телом; начало координатной системы сле
дует выбрать либо в неподвижной точке О тела (если такая точка 
существует), либо в его центре масс С. Следует отметить, что при 
ударе все точки системы, в частности твердого тела, не перемеща
ются. Поэтому можно выбрать любую систему координатных осей, 
жестко связанных с телом, и заменить векторные уравнения (17.21) 
или (17.22) тремя скалярными уравнениями (см. § 13.2):

1х(Рх — “ *) -  1ху (й„ -  о>„) -  / « (Qt -  to,) =  L\,

—  / „  (й, -  <■>,) +  1У (р.у -  ии) -  ! уг (Q , -  со,) =  Ц , (17.23) 

"  /zx (й * W ,) — /£у (£1у —  O iJ) -J- 1г (£2* И2) =  I-Z"

В этих уравнениях е>х, а„, со, и й*, Qu, Qz — проекции вектора 
угловой скорости тела в начале и конце удара, /х, 1У, 1г, /*„, 1ХС, 
I yi — соответствующие моменты инерции тела, Lex , Ц ,  L* — про
екции главного момента импульсов внешних ударных сил.

Если за оси координат приняты главные оси инерции тела, то 
уравнения (17.23) примут такой вид:

I x (Qx -  шх) =  L ‘x, ly (Q y - o )J  =  L i,  / .(0 , - e J  —  L j.
(17.24)

Для плоского движения твердого тела, когда ось г проходиг 
через центр масс С перпендикулярно к плоскости движения, и
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для тела, вращающегося вокруг неподвижной оси, уравнения (17.23) 
упрощаются (со* = = 0):

-IXI (Qj Юг) — Lx> !уг (S j — (Д,) — Ly| 1г (Qj — (02) — L f
(17.25)

Наконец, если тело имеет плоскость материальной симметрии, 
параллельно которой происходит движение, и все ударные силы 
лежат в этой плоскости, то из трех уравнений остается только одно:

/: (Йг -  сог) =  Ц . (17.26)

§ 17.6. Удар, действующий иа тело,
закрепленное в двух точках
На тело, закрепленное в точке В  шарнирно (рис. 17.5) и в точке А 

при помощи подпятника, действует ударный импульс S. Во время 
удара в точках А и В  возникают реакции, имеющие также характер 
ударных сил. При значительных ударных 
воздействиях реакции могут достигать зна
чений, опасных с точки зрения прочности под
шипников и оси.

Возникает задача определения ударных 
импульсов реакций при заданных динамиче
ских характеристиках тела (масса, моменты 
инерции) и при известном ударном импуль
се, действующем на тело.

Пусть S — ударный импульс, действую
щий в точке М па тело. Совместим пло
скость уАг с плоскостью, проходящей через 
центр масс С тела. Теорема об изменения 
количества движения при ударе и теорема 
об изменении момента количеств движения примут для нашего 
случая следующий вид:

A *(vc .- vCi) =  S +  SA +  S*, (17.27)
Ка* — =  fj; X S -|~ Гд X Ss, (17.28)

где SA и SB — импульсы реакций, гм — радиус-вектор точки М.
Заметим, что скорость центра масс параллельна оси х: 

vc =  ю х гс =  — <огус1
и, следовательно, векторное уравнение (17.27) в проекциях на оси 
координат приводит к трем скалярным уравнениям:

Sx +  +  SBx — Му с (о)г — Q J,
Sv +  SAl/ +  S Bu =  0, (17.29)

5д , +  5 г =  0 .
Здесь SAx, SAll, SAz, S Bx, $bv — проекции ударных импульсов на соот
ветствующие оси координат.
19 Н. В. Бутенин и др.



Теперь перейдем к составлению второй группы уравнений, вы
текающей из векторного равенства (17.28). В проекциях на оси ко
ординат эти уравнения в общем виде совпадают с уравнениями
(17.25). Для того чтобы воспользоваться этими уравнениями, вы
числим прежде всего момент ударного импульса (импульсы реак
ций вычисляются непосредственно). Имеем 

I j к 
Гдг X  S =  хм Ум гд/

Sy $2
—  (Ум$г — J -р UmS.x — xmSz) i (xMS y — tJ\iSx} k,

где x,f, ум и zif — координаты точки M приложения импульса S.
Уравнения (17.25) принимают следующий вид:

—  Лег (Рг — а г) —  Ум$г — гМ$и —
— Iyt (̂ г — (0г) — Z\[SX — XMSZ -f- ZaS Bx, (17.30) 

/ 2 (Qz tdj.) — XtfSy yMSx.
Из последнего уравнения определяется приращение угловой ско

рости вращения за время удара:
Qz — са* =  - j— (xMSa — yMSx). (17.31)

Для определения неизвестных импульсов ударных сил остается 
подставить — а>г в уравнения (17.29) и (17.30) и решить систему 
пяти уравнений с пятью неизвестными: 3Л!, SAy, S,u. S Bt, SBu.

§ 17,7. Условия отсутствия ударных реакций. Центр удара

Огачала найдем условия, которые необходимы для того, чтобы 
при ударе не возникали ударные импульсы реакции. Примем, что 
ударные импульсы в точках А и В  равны нулю, и найдем те огра
ничения, которые эти условия накладывают на остальные вели
чины, входящие в уравнения (17.29) и (17.30). При этом будем счи
тать, что й* — Wj Ф  0. Из уравнений (17.29) и (17.30) получим

Sx =  — Мус (Qj — bsz),
Sy  —  0 ,
sz= о,

Ум^г — ZfjSy — — 1хг (й2 — й)г), (17.32)
г М $ х  —  х М $ г  =  —  l y i  (Ф> wz)<

У м ^ х =  Лг (®г ® г)’

Из второго и третьего уравнений следует, что внешний ударный 
импульс должен иметь направление, параллельное оси х, т. е. он
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должен быть перпендикулярен к плоскости, проведенной через ось 
вращения и центр масс тела.

Для удобства дальнейших рассуждений введем новую систему ко
ординат с осями, параллельными исходным осям, и с началом 
в точке О (рис. 17.6), находящейся на оси вращения тела г, причем 
АО = гл,к. В новой системе координат г1М = 0. Импульс S, по до
казанному, должен лежать в координатной плоскости ххОух и быть 
параллельным оси хг (см. рис. 17.6).

В новой системе координат уравнения (17.32) сохраняют свой 
вид. Полагая в них Sy = Sz = 0, а также г1М — 0, используем 
сначала четвертое и пятое уравнения.
Имея в виду условие — <о2 Ф  0, по
лучим

Лг,г, =  0 , —

т. е. ось вращения должна быть глав
кой осью инерции для точки О.

Из первого и последнего уравнений 
находим

УМ =  ~ Щ 7 ' (17*33>

Здесь мы воспользовались тем, что 
Уш = Ум, У\с = Ус, 1г, = /*• Значит, 
линия действия импульса S должна 
отстоять от осп вращения на расстоянии, равном приведенной 
длине физического маятника (см. § 13.7).

Таким образом, если удар не передается на опоры, то должны 
выполняться следующие условия: 1) линия действия ударного им
пульса должна быть перпендикулярна к плоскости, содержащей 
центр масс тела и ось вращения; 2) плоскость, содержащая ударный 
импульс и перпендикулярная к оси вращения, должна пересекаться 
с этой осью в точке, для которой ось вращения является главной 
осью инерции; 3) линия действия ударного импульса должна отстоять 
от оси вращения на расстоянии, определяемом равенством (17.33).

Легко видеть, что перечисленные условия являются также до
статочными. При их выполнении система (17.32) удовлетворяется 
при любых Sx, а тогда из системы уравнений (17.29) и (17.30) выте
кает, что ударные импульсы реакций опор SA и Ss обращаются 
в нуль.

Точка М в плоскости уАг (см. рис. 17.6), в которой приложен 
ударный импульс S, удовлетворяющий всем указанным условиям, 
называется центром удара.

Следует отметить, что центр удара может и не существовать. 
Такая ситуация возникает, например, тогда, когда ни для одной 
из точек на оси вращения сама ось вращения не является главной 
осью инерции.
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Пусть два юла с идеально гладкими поверхностями соударяются в точке В  
(рис. 17.7). Будем считать, что нам известны угловые скорости со, и wa тел, а также 
скорости v, и v2 их центров масс и С2 в начале удара. Считая известными коэф
фициент восстановления в и динамические характеристики тел (их массы и моменты 
инерции), требуется определить угловые скорости tit, ft3 тел и скорости Vf и Vt 
их центров масс в конце удара.

Построим в точках Е , и Е г (при ударе они совпадают) единичные векторы п* 
и По внутренних нормалей к поверхностям тел. Применяя к каждому телу теорему

о движении центра масс, получим
/И, (V, -  v,) =  Stti. /И, (V, -  v2) =  Snz, (17.34)
где S =  Sx = S2.

Применим теперь к каждому телу теорему 
об изменении момента количеств движения (фор
мула (17.22)):

АКс, = (г, X  n,j S, ДК^ ■= (г2 X  п.2) S. (17.35)

Рис. 17.7 Построим в каждом теле системы координат ii
и C ^y^ t, направив оси по главным осям инер

ции (на рве. 17.7 оси не показаны). Тогда два векторных уравнения (17.35). 
будут эквивалентны следующим шести скалярным уравнениям:

Acojx' — SAjx, Bi Ci Ао)хг “  (17.об)
A 2 A(02X '=s C2 ACO22 — 5Agj. (17.37)

В этих уравнениях At, B i, Ci — моменты инерции соответствующих тел, А;*, Лг»1 
А(2 — проекции векторов Г| X  п;, а Дгег-, Дв^, До) ;2 — проекции векторов Aoj => 
= Й, — а>; (( = 1, 2). Для каждого тела проекции берутся на оси системы Ctxiyitt, 
связанные с соответствующим телом (индексы осей в равенствах (17.36) и (17.37) 
опущены).

Уравнениям (17.34) также соответствуют шесть скалярных, уравнений. Таким 
образом, ыы имеем двенадцать скалярных уравнений, содержащих тринадцать не
известных величин: проекции векторов Avx = Vj — Vf, Av2 = V2 — v2, A©lt Ace, 
и модуль импульса S. Еще одно уравнение дает гипотеза Ньютона (17.8):

Ua-na-f-Ui-ni = — e(na<ni +  Oi-ni). (17.38)
Здесь ult ua — скорости точек контакта до удара, Uf, U2 — скорости соответству
ющих точек после удара.

Пользуясь известной формулой кинематики, найдем скорость точки принад
лежащей первому телу, в конце и начале удара

Vi -  Vi X  Ти Vi = v, +  Wi X  rx.
Отсюда следует, что

Uj — Uj =  (V — vx) +  Дач X  rt.
Умножим обе части этого равенства скалярно на Пх и учтем, что 

(Ao>i X  rj)-na = (rj X  n^-Awi,

(Uj — щ )• tii = (V< — v j)• П] +  (rj x Hi)-Aax.

Умножая теперь первое уравнение (17.34) скаларно на п, и учитывая, что ! Пх! — 
= 1, получим

S

§ 17.8. Удар двух тел
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Теперь предыдущее равенство можно записать так:
5

(Ut — Ui)• nj = ду- +  Xj* Affljt +  Altf Awjp -f- ? ij Ao>lf, 

или, пользуясь уравнениями (17.36),

Аналогично для второго тела

Складызая почленно оба равенства, получим
!V n» +  Uj-ni— (uj-iij +  щ-щ) ■= GS,

где
a2z
С» *

(17.33)

Массы тел и их моменты инерции заданы, а числа Я<х, h i представляют 
собой кратчайшие расстояния между линией действия импульсов 5л/, Sna и соответ
ствующими осями координат. Эти расстояния вычисляются подобно току, как в ста
тике определяются плечи сил относительно осей.

Для того чтобы, например, вычислить j^ ix l, необходимо линию действия им
пульса спроектировать на хоордииатную плоскость у^С1г1 и найти плечо проекции 
импульса относительно точки Сг.

В случае плоского удара, когда все линии, изображенные на рис. 17.7, лежат 
в одной плоскости, а ось г, направлена перпендикулярно к плоскости чертежа, 
l^ ii I представляет собой отрезок перпендикуляра, опущенного из точки Cj на ли
нию действия импульса S.

Таким образом, G можно считать величиной известкой. Пользуясь равенствами
(17.33) и (17.39), найдем импульс

Величину, стоящую в скобке, можно выразить через угловые скорости тел а 
скорости их центров масс до удара:

кг п, +  us• я2 = (vt -{- а»! X  rj)nx +  (v, +  ©2 X  r2).na = v1.n1 +  v£.i!a +

Заметим, что — (ul -n1 +  u,-n2) = и1г представляет собой положительную величину, 
равную проекции относительной скорости точки контакта первого тела относительно 
точки контакта второго тела на нормаль па (см. рис. 17.7),

Отсюда следует, что

(17.40)
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— известная величина и можно, всснользокаадись формулами (17.83) — (17.37) 
найти искомые величины после удара:

Vt = Vi + ^ r ni V» = v= + ^ ns’
(17.41)

§ 17.9. Частные случаи удара дву» тел
1. Центральный удар. Удар назтоется центральным, если центры .часе со

ударяющихся тел находятся на общей нормали, проведенной в точке контакта (или 
иа линии действия импульсов). Примером такого удара может служить удар двух 
однородных гладких шаров.

По определению центрального удара г, х  
нулю и формула (17.39) принимает вид

А), + МгС = ■ м ,м г

■■ 0. Следовательно, все ?. равны 

(17.42)

Из уравнений (17.35) находим, что ДК£ =  0. Тогда = 0, т. е. при цен*
трааьноы ударе угловые скорости тел «е изменяются. Скорости же центров масс 
вгигнаютсз согласно ураанеиняы (17.41). Найдем величину ударного нкпульса S.

Для этого определим сначала и1г:
И1Г =  —  (U ,-n j + П * - П 2) « = —  (V j- n j- f  V j- n .J.

Введем углы е  и § (ркс. 17.8), составляемые векто
рами скоростей Vj и v, центре® касс до удара с ли
нией центров. Тогда

=  Cj соз a  -f и2 cos р.
Отсюда

«. _  МлМг
M i +  iW, • (1 +  е) (Vi cos а + со: ft).

Поастапляя это выражение в равенства (17.41), найдем скорости центров масс тел 
после удара

Vj = v, + — A—_ r . %  (Pi cos а + v, cos р) щ,Л*з Л12

V* = V3 + (°1  cos а  +  °2  cos Р) n,.

2. Плосхий удар двух тел. Будем считать, что оба тела имеют плоскости мате, 
рвалыюй симметрии, которые перемещаются в общей неподвижной плоскости. Пусть, 
■роме того, ударные импульсы расположены в той же плоскости (это всегда выпол
няется при цилиндрической структуре тел). При выполнении этих условий удас 
называется плоски*!.

В сделанных предположениях векторы г j X  Щ, а>| и ffij перпендикулярны к пло
скости движения. Имеем

ABix =  A®ii, =  0- ( 1 7 4 3 >
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где Л( — расстояния от центров масс С; тел до линии действия импульсов (плечи 
импульсов).

Формула для вычисления параметра 0 принимает внд
С _ Mi 4- Мг h\ h\

MjM, Cl Са (17.44)

Остальные величины определяются по общим формулам, во из шести уравнений 
(17.36) и (17.37) остаются только два:

Ci (Qiz — о>1г) — Sfti, С2 (Q2; — ^гг) — Sh2l 
причем hi н h2 нужно вычислять, учитывая знак моментов.

(17.45)

§ 17.50. Задачи
Задача 17.1. Два шара с массами mt и т а'движутся поступательно по взаимно 

перпендикулярным направлениям со скоростями v, и v2 (рис. 17.9). В момент удара 
линия центров составляет угол п/4 с направлениями движения шаров до удара. Счи
тая шары идеально гладкими н ко
эффициент восстановления равным 
е, найти скорости шаров после 
удара.

Направим координатные оси 
параллельно прямым, по которым 
движутся центры шаров до удара 
(см. рис. 17.9). Пусть скорость пер
вого шара V ,  направлена по оси х.
В соответствии с теоремой о сохра
нении количества движения систе
мы при ударе имеем

mlv1 + m2vt =  miu1 + т,щ.
Здесь и, и и2 — скорости шаров 
после удара.

В проекциях на оси координат 
это векторное равенство дает пер
вые два уравнения для определения 
скоростей тела после удара:

т &  =  т,и1х +  т гигх,
т & 2 = т & ц  +  т ^ у .

Для получения третьего уравнения воспользуемся формулой (17.8), переписав 
ее в виде

U
Z ' \  / ^ p \
( r } f 4  W 0 ,
\ \ J\  V  \  n/ \ rV ___ /  ч 2 д ^ y \

m, /«A
0г u£/

r 4 \

J

Рис. 17.9

•j" и
Vj-n.-f v,-n,

irtl
v2n.

Так как

x\ni

V2
2

«2„ , :

v2 n , '

u2x'

In,

V2
2y

V I  
2 *

- v2 V L

TO
e _  ua  — Чщ — Ulx Uiu 

Vl +  V2 ■
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Отсюда получим третье уравнение
— Ulx +  и1У +  uix — игу “  е (р1 +  иа)- 

Наконец, четвертое уравнение можно составить, используя условие идеальной 
гладкости шаров. Так как ударный импульс в этом случае направлен по общей нор* 
мали к поверхностям шаров, то проекция количества движения на касательную для 
каждого шара при ударе не изменяется. Таким образом,

у Т  V T  , 1/ТР1Х — « 1Х1 V1 — g—  =  Ulx ---- £------ [- и1у---- ,

или
с, <» и1х +  Uijt.

Вто— четвертое уравнение. Присоединяя к нему предыдущие три уравнения, по
лучим систему четырех уравнений относительно четырех неизвестных: и1х, ц у, 
«и , Решение системы имеет 5 а кой вид:

(1 + 2* — е )с ,- ( 1 + * )с г .. 1 + е »
2 (T+ ft) » Ui« 2(1 +  /г) (У) + 1,̂ )•

и 4 -0 ) и - » ( 1+ 8)р, +  |2+ * (1 ~ в )1^
“  2 (1 + * ) +  “ ч/ ' 3 2 (1  + ft)

Здесь через к обозначено отношение масс шаров Ш {!т2 ш> й. Применим втн формулы 
к частному случаю абсолютно упругого соударения шаров одинаковой массы. При
мем также равными и скорости шаров.

Подставляя в формулы k •= е =» 1, v3 «= vt =я получим
“1* “  Vs» — */г® =■ 0 , Uiy — »/2С +  V &  = о,
Ifu; =* l/jO +  ,/гУ ■=> в, игу >=■ */го — */t° “  0 .

Таким образом, при ударе происходит обмен скоростями. Первый шар после удара 
приобретает скорость, которую имел второй шгр до удара, а второй шар приоб
ретает скорость первого.

Задача 17.2. Элементарная частица Л? массы т  сталкнзается с ядром элемента 
в точка О (рнс. 17.10). Начальная скорость частицы £%. После столкновения частица

и два осколка ядра дзижутса в среде С, где оста
вляют следы О А,, ОА2, 0As. По длине свободного 
пробега частицы М в среде (отрезку O^j) опреде
ляют скорость Ci частицы после столкновения. 
Масса ядра «о также известна. Определить отноше
ние масс осколков ядра, знап углы отклонения а, 
Р, v от начального направления Оу следов все* 
трех частиц после удара. Кроме того, иввестно, что 
сг >  Уд. Удар считать абсолютно упругим.

Обозначим через т г и ms массы частиц со сле
дами ОАг и OAs соответственно: т г +  т ,  «= /щ.

Из теоремы о сохранения количества движе
ния системы ва время удара следует, что 

miVi +  w2Vj +  msvs = mvo.
Счвсектируем на оси хну его векторноз уравнение:

—m%vt sin Р +  m&t sin у +  tmii sin a «  0, (17.46)
mjJz соз p +  т&ъ cos у +  nwt c e s a »  1Щ ,

Кроме того, так как удар пбеолютно упругий, то кинетическая енергня системы 
еа время удара сохраняется (теорема Карно):

то |  ̂  ̂ гщу  ̂ ^  mv%  ̂ (17.47)
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Из (17.46) найдем оа и о,:
т  loo sln у — Vi sln (у — а)] _  т  \уа sln Р — ^  sln (а -f Р)Т

г т г sln (p-f V) * 3 ~  т а Sio (Р +  у)

(17.48)
Поделив первое уравнение на второе н используя условие и2 >  t>,, получим

-S-— <!7-49>
где введены обозначения

a =  Vo sin v — о, sin ( у — <х), b = ц, sin P — о, sln (a +  P).

Подставив вначения p, н щ нз равенств (17.48) в уравнение (17.47), получим

Нам необходимо найти отношение k => т я/т2. Помножим обе части (17.50) на 
иг» +  та = щ :

У ),

или

a,( 1+^ r ) + i4 i + -t-) = - ^ (u3- t,‘)sin2(P+

e’ (1 +  ft) +  6* ( ]  +  _ |_ ) = Jh i, (e,j _  „|) s In 2 (Й +  Т),

откуда получим квадратное уравнение для определения к
a*k* — ск +  й2 = 0, (17.51)

где использовано обозначение

С =  ~ ( » Ъ -  »?) sln» (Р +  г) -  лг -  Ь'К 

Решим уравнение (17.51):
= (17  52) 

Из двух корней следует выбрать тот, который удовлетворяет неравенству (17.49}г 
к >  b/a. Используя соотношение (17.52), получим

> 4 " *  с ± Vc*-4a4*> 2ba,
откуда

У с  — 2ab ± У  с+  2аЬ >  С.
Следовательно, пригоден только знак «плюс».

Теперь окончательно имеем

к =  Л 2̂- =  - J—  (с +  Ус* — 4а‘Ь‘‘), т г 2а% 1 ’
Аналогично можно показать, что при vjv* <  1 в (17,49) нужно взять знак «ми

нус».
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Задача 17.3. При стыковке двух космических кораблей, схематично изображен
ных на рис. 17.11, возникает удар. До стыковки движение кораблей было плоским 
и поступательным, а их скорости vt и v2, направленные вдоль осей симметрии, обра- 
вовывили между собой угол р. Линия действия ударного импульса составляет с 
осью первого корабля угол а. Расстояния от центров масс до точки контакта равны 
н /2. Массы кораблей и Mit а моменты инерции относительно центральных осей,

перпендикулярных к плоскости движения и 
,проходящих через центры касс С, и С,. Коэф
фициент восстановления равен е.

Определить ударный импульс, скорости 
центров масс и углевые скорости кораблей «осле 
удара.

Пользуясь формулой (17.44), найдем пара
метр С:

c = j« v 4 А + - 2 - +  4 - .С,

Здесь hj и hi — плечн импульсов, т. е. расстояния от точек О, и О. до линий дей
ствия S, и S,. Из рис. 17.11 находим Аа <= sin а, А, «= k sin (а Р). Следовательно,

/И, +  Мг , Ц sin2 a /j sln? (а +  Р) 
+  г . • С. (17.53)

Найдем проекции скоростей точек контакта на соответствующие нормали; при 
бтом учтем, что корабли до стыковки двигались поступательно и, следовательно,
«1 =  0|, и2 =  к».

рг щ =  — cjcosa, ua-n2 = OjCOS(a +  p).
Внося найденные величины в формулу (17.40), найдем ударный импульс

£ c s- L d lL  [p,cose — OjCOS(a +  P)]. (17.54)

Отсюда видим, что для стыковки необходимо выполнение условия cos a 
>  ccs (о +  Р).

Перейдем к определению скоростей центров масс после удара. Проектируя 
векторные уравнения (17.41) на оси х и у, получим

Vls «= t>, cos fi---ц -  cos (a +  P), ■ +  —Щ  COS (a  +  p).

Vlu = — c, sin p +  -jg— sin (a +  p), Vw — ---sin (a -|- p).

Из второй группы уравнений, учитывая, что до удара корабли двигались посту
пательно (<вц = <0,2 =  0), найдем угловые скорости после удара. При 9том следует 
принять во внимание, что моменты импульсов относительно осей J i в г$ положительны:

а  с= ^ || о  =  § ! l l"12  --- | “-22 =  ' ^  I

0 Х2 =  lt sin a, Q22 =  -^-Z2 sin(a J-P),Cl c 2

Если после сближения кораблей стыковка состоялась, то относительная скорость 
(точки контакта после удара равна нулю. Следовательно, удар можно считать аб
солютно иеупругим и коэффициент восстановления е =  0.
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Полагая d равенстве (L7.54) е
S  =  [Oj cos с:

0 , найдем ударней кыпулье 
v, cos (ос +  P)J.

Если а =  J5 = 0. то удар будет центральным и в соотвгтствии с общей теорией 
Q „ = Огг = 0. - Корабли после стыковки будут двигаться без вращения. При а 
и Р, отличных от нуля (в реальных условиях небольшие отклонения от прямого 
центрального удара всегда зозможиы), корабли начнут вращаться вокруг точки кон
такта. Так как Qu ф  Ot?, то замок, скрепляющий оба корабля, будет испытывать 
при этом дополнительный удар.

Задача 17.4. Храпсвик, изображенный на рнс. 17.12» подвергается в течке А 
действию ударного импульса S. Плечи рычага О В  =  1Х н ЗА =  /2 можно считать од
нородными стержнями с массами М, н Ме соответственно. Угол между плечами ры
чага ОВА равен я/2 — (5. Требуется определив, 
при каком отношении плеч l j l t ы каком направле
нии линии действия импульса S ударная нагрузка 
не будет передаваться на ось храповика.

Введем оси координат Оху, как указано ка чер
теже. Координаты центра масс С храповика опре
деляем, пользуясь тем, что течки С\ а С3 лежат в
серединах стержней:

ЛЫ2 cos р

vc = ~W  [Л}‘ 4 ~  + Л,‘ ( '» - Т -  s!n0 ]•
Здесь М  — масса всего храповика.

Проведем прямую ОС. Она составляет со стерж
нем ОВ угол «. Очевидно, что

... . . .  Ус lt m x+ m t)- M tlt s\nb 
~  ~х̂ ~ = ------ лГ/ГсоГр------ •

Если взести обозначения 1х/1г <=> и, (М х-\-2М 1̂ М х . 
венство примет вид

ки — sin вctg а = ------—i- .& cos р
Величина и пока не известна. Ее надо найти, пользуясь основным соотноше

нием, определяющим положение центра удара. Прежде всего заметим, что линия дей
ствия ударного импульса S согласно доказанному ранее должна быть перпендику
лярна к линии ОС. Следовательно, она образует с плечом ОВ угол л/2 — а. Опустим 
нз точки А перпендикуляр на ОС и найдем точку Ох — центр удара.

Длины отрезков гс =  ОС и r0t = ООу должны удовлетворять условию

: k (ft >  2), то последнее ра-

где /ог - момент инерции храповика относительно оси вращения. Найдем эти ве
личины.

ХС. Mtl , cos Р

h i  ~

о sin a 2Msina ' 
r0i =  OD cos а = (/j — /г sln p +  l2 cos P tg a) cos a. 

Для ссезого момента инерции получим выражение 
_______________+ 12

‘ -/as ln p y  +-^-cos3 *]■
1= -J- [(**, +  3iVf2) 4  +  М Д  -  3M J J t  sin PI.
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Подставим в основное равенство найденные величина:

(<1 _  /, sin р +  /2 cos р tg а) =
=  */» [(M i +  ЗЛ1,) /| +  МгЦ — 3MtI J t sin PJ.

Разделим обе частя уравнения ка и воспользуемся введенными ранее обо-
еиаченнями:

3 1(« — sin Р) (ku — sin р) +  coe*PJ am 2 ((ft +  I) и* — За sin P +  1 J.
Задача свелась к решению квадратного уравнения

(* — 2) и* — 3и (h — 1) sin Р +  I в  0.
Отсюда найдем отношение плеч

«1, .  -  (-7 7 ) ,  ,  «  2 ( к - 2 )  13 (k ~  Sln Р *  1^9(*-> ), s!n> p -4 (ft-2 )].
Оба корня пригодны, если дискриминант уравнения неотрицателен, т. е.

9 (ft — I)* sinaP — 4 (ft — 2) 0,
Отсюда следует, что

2 V "k^ 2| sin Р | >• 3 (f t- l)

Заметим, что всегда ft =  2 +  M JM t и поэтому правая часть неравенства — дей
ствительное число. Убедимся теперь в том, что это число не может быть больше 
единицы. Для sroro найдем экстремум функции

'< « - 4
Отсюда получим ft — 1 — 2 (ft — 2) = 0, ft = 3. Нетрудно проверить, что при ft = 
«= 3 имеет место максимум, следовательно,

max (ft) =  1/3. 
k>2

Таким образом, при любом соотношении масс можно подобрать такой угол я/2 —
— Р между плечами краповнка, что при *сОЗА *= я/2 — Р обеспечивается безудар
ная работа оси краповнка.

Интересно, что при отрицательных углах Р (угол между плечами тупой) невоз
можно обеспечить безударную работу храповика. Это видно из формулы для и. Ве
личина становится отрицательной, что невозможно.

Линия действия ударной силы определяется углом а. Теперь мы его ысжем вы
числить:

Ьц

cts a  = w tgP =

• [3 (ft -  1) sin P ±  K 9  (* — 1)г Sin3 § — 4 (& — 2)̂  -  tgp.2 (ft — l)cosp



ЭЛ ЕМ ЕН ТЫ  АНАЛИТИЧЕСКОЙ М ЕХАН И КИ

Г л а в а  X V III

АНАЛИТИЧЕСКАЯ СТАТИКА

§ 18.1. Введение
Общие теоремы динамики и полученные из них следствия дают 

наглядные и вместе с тем мощные средства исследования движения 
материальной системы. Умело пользуясь ими, можно сразу по
лучить ответ на поставленные вопросы либо составить дифференци
альные уравнения, решение которых определяет движение системы.

Однако применение общих теорем связано с известными трудно
стями. Прежде всего, практически невозможно строго классифици
ровать задачи и указать, в каком случае какая теорема приведет 
быстрее всего к цели.

Кроме того, при составлении дифференциальных уравнений дви
жения материальной системы с помощью общих теорем динамики 
приходится часто расчленять систему, увеличивать число уравне
ний, наконец, вводить неизвестные величины (реакции связей), опре
деление которых не всегда требуется по условию задачи. Поясним 
сказанное примером.

Предположим, что требуется определить закон движения двух 
грузов, связанных между собой нерастяжимой гибкой нитью, пере
кинутой через блок. При решении этой задачи в § 7.4 мы расчле
няли систему, вводили две реакции связей (натяжения нитей), 
которые затем исключали из полученных уравнений движения. Ко
нечно, эту задачу можно решить, не вводя реакции связей, напри
мер, с помощью теоремы об изменении кинетической энергии, од
нако в более сложных случаях найти простейший путь к решению 
задачи не всегда бывает достаточно легко.

Аналитическая механика дает общие методы, с помощью которых 
можно составить дифференциальные уравнения движения, не вводя 
реакции идеальных связей. Методы аналитической механики оказа
лись плодотворными не только в теоретических исследованиях, но 
и з практических инженерных расчетах.

§ 18.2. Связи
Изложение аналитической механики мы начнем с более под

робного рассмотрения связей. В главе V  уже рассматривались 
связи применительно к динамике несвободного движения одной ма-
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термальной точки. Обобщим эти понятия на систему материальных 
точек.

Система материальных точек называется свободной, если ее 
точки могут занимать любые положения, а их скорости могут при~ 
нимать произвольные значения. В противном случае система назы
вается несвободной. Значит, для несвободной системы должны быть 
указаны ограничения, накладываемые на координаты или скорости 
(или и на координаты и скорости) отдельных точек. Эти ограничения 
называются связями. Они могут быть записаны в виде уравнений или 
неравенств. Конструктивно «связи реализуются в виде шарниров, 
поверхностей, направляющих, стержней, нитей и т. п.

Рассмотрим несколько примеров.
Пример I. Две материальные точки соединены жестким, невесомым и нерастя- 

жимым стержнем длины I. Уравнение связи будет
(*i — *i)2 +  G/j — iTi)1 +  (*i — *i)2 =  f*.

где *!, y „  го xt, у z2 — координаты точек.
Пример 2. Две материальные точки соединены абсолютно гибкой, нерастпжимой 

и невесомой нитью длины I. В этом случае связь запишется в форме неравенства:
(хг — *!>* + (у, — й)* + (г, — г,)* < <*.

Если нить натянута, то имеет место знак равенства, в противном 
случае — знак «меньше».

Прежде чем перейти к рассмотрению других примеров остановимся 
на связях твердого тела. Твердое тело, как система материальных 
точек, представляет несвободную систему. Уравнения связей между 
отдельными точками твердого тела выражают неизменность рас
стояний между ними. Число таких связей и, следовательно, уравне
ний связей бесконечно велико. Однако было показано (том I, глава 
X , § 10.1), что в самом общем случае положение твердого тела вполне 
определяется шестью независимыми параметрами, в качестве ко
торых можно выбрать, например, три координаты полюса и три 
угла Эйлера (том I, глава X II, § 12.4). Поэтому, рассматривая связи

несвободного твердого тела, целесооб
разно. говорить не о связях между от
дельными его точками, а о связях, огра
ничивающих движение тела как одного 
целого объекта. Соответственно этому 
для несвободного твердого тела следует 
составлять уравнения или неравенства 
для параметров, определяющих положе
ние тела.

Пример 3. Однородный стержень АВ  длины 21 
движется так, что его конец А, шарнирно укреп1 
ленный в ползуне, перемещается по горизонталь

ной направляющей, а конец В  опирается на вертикальную направляющую 
(рнс. 18.1). Найдем связи, ограничивающие движение стержня.

Горизонтальную составляющую примем за ось х, а вертикальную — за ось у. 
Плоское движение тела определяется тремя параметрами: двумя координатами цен-

Рис. 18.1
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тра масс хс и ус и углом sp. Направляющие ограничивают это движение. Очевидно, 
что при любом положении стержня справедливы соотношения

yc = /sinq>, я̂  + а 'с ^ 2-
Если стержень опирается концом В  ка вертикальную направляющую, то во 

втором соотношении имеет место анак равенства, если же конец В  отошел от направ
ляющей. то будет знак «больше».

Связи, которые описываются уравнениями, называются удержива
ющими; связи, описание которых осуществляется с помощью нера
венств, называются неудерживающими. В первом примере связь 
удерживающая, во втором — неудерживающая, в третьем примере 
одна связь удерживающая и одна — неудерживающая.

До сих пор мы рассматривали связи, уравнения (неравенства) 
которых не содержат время t явно. Такие связи называются стаци
онарными. Если же связь зависит от времени явно, то она называется 
нестационарной связью.

Пример 4. Трос, наматываясь на барабан, поднимает груз, вследствие чего сви
сающая часть троса укорачивается по заданному закону 1=1  {<).

Примем точку схода трсса с барабана за начало координат, ось г направив 
вертикально вниз, оси х а  у — горизонтально. При подъеме груз может раскачи
ваться. Очевидно, что его координаты должны удовлетворять условию

*= +  >/2 гг <  Р  (/).
В этом примере мы имеем дело с неудержпзающей нестационарной связью (тая 

как время входит явно в условие связи).
Остановимся несколько подробнее на неудержиззющих связях. 

До тех пор пока связь удерживает тело (нить или трос натянуты, 
стержень опирается на направляющую и т. п.), в условии связи 
стоит знак равенства и мы можем применять к системам с такими 
связями все выводы и уравнения, которые будут установлены для 
систем с удерживающими связями. Но, в отличие от последних, 
неудерживающие связи могут не удержать тело (момент отделения 
тела определяется по обращению в нуль соответствующей реакции 
связи). Это следует всегда иметь в виду при исследовании систем 
с неудерживающими связями (см. § 19.4).

Перейдем к рассмотрению связей, зависящих от скоростей точек 
системы.

Пример 5. Конек АВ  движется по поверхности льда. Будем считать, что конек 
имеет выпуклое лезвие, которое касается льда в одной точке (рис. 18.2).

В плоскости ху конек может занимать произвольное положение, но скорость v 
точки касания С конька со льдом должна быть направлена вдоль конька. Иначе 
говоря, конек не может соскальзывать в направлении, перпендикулярном к его 
лезвию. Зададим положение конька тремя координатами: хс , ус и <jp. Условие 
отсутствия соскальзывания принимает тогда вид

ус!*с = ig ф,
ИЛИ

&с s in  <р — ус co s <р =  О,
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Умножив это уравнение на dt, получим
dxa sin ф — dyc eos q> ■= 0 . (18.1)

Так как это уравнение (так же как и предыдущее) нельая проинтегрировать, 
то связь (невозможность конька перемешаться в направлении, перпендикулярном 
к его лезвию) математически выражается уравнением, соцержашим неинтегрируемым 
образом дифференциалы координат или их производные.

Пример 0. Шар движется го шероховатой плоскости без скольжения. Запишем 
все условия, налагаемые на движение шара. Прежде всего, центр шара О удовлет
воряет условию (рис.. 18.3)

H > R ,  (18.2)
где ft — радиус тара, а г* — аппликата его центра О в неподвижной системе коор- 
вднгт Ох\ущ. Это обычная яеудерживающвя стационарная связь.

Учтем теперь, что шар катится без скольжения. Скорость любой точки шара 
определяется равенством

где v0 — скорость центра шара, ш — его угловая скорость и Р — относительный 
рсдпуе-вектор тсчкг. Для точка касания шара Р  скорость vp'=0 и, следовательно,

vo -|- и X  Рр “  0 .
Спроектируем обе части этого равенства на поступательно перемещающиеся 

оси х, у, г:
оСх -}• в у р  — ю.ур ■= 0, t>oy -1- шгхр — 0, сог +  ®*УР — ®vxfj = 0.

(18.3)
Имгеы (см. рис. 18.3)

vqx ■= xit voy ■= fft, VQj = 0, 0, р я » 0 , up *= — R,
где Xt н yt — координаты центра шара О в неподвижной системе координат х,угг/.

Воспользуемся кинематическими уравнениями Эйлера (том I, глава XIV, 
формулы (14.6)):

«=■ ф sla0 sin!{> +  &cosip, ои *= ф sln0 cosф — Ь slnф, B , = ii>cos0 +  5p,
где ф, 0 и ф — углы Эйлера.

После подстановки в уравнения (18.3) получим (третье уравнение обращается 
в тождество)

*i — R (Ф sln 0 cos ф — Й sln ф) «= 0 , 
hi +  R (Ф sin 0 sln ф +  (5 cos ф) = 0 ,
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ели, умножая на dt,
dxt — R (dty sin 0 cos q> — d8 sin q>) = 0 ,
dyi +  R  (d\tf sin 0 sin ф +  dQ cos ф) *= 0 . '

Так как sth уравнения нельзя проинтегрировать, то связь шара с плосхостью 
{отсутствие проскальзывания) математически выражзгтся двумя уравнениями, 
содержащими неинтегрируемым образом дифференциалы или скорости параметров, 
определяющих положение шара.

Связи называются голономными, если их уравнения могут быть 
записаны в виде, не содержащем производных ст координат по 
времени или дифференциалов координат.

Связи называются неголономными, если их уравнения содержат 
неинтегрируемым образом производные от координат по времени 
или дифференциалы координат.

Все связи примеров 1 — 4 голономные, в примере 5 имеется 
одна неголономная связь (18.1), а в примере 6 одна связь (18.2)— 
голономная и две связи (18.4) — неголономные.

Голономная нестационарная и удерживающая связь в общем 
случае имеет следующий вид:

f (*i< Vv Zh •••, хп, уп, zn, f) = 0, (18.5)
а голономная стационарная и удерживающая связь

/ Ĉ i» Ух» 1̂» ...» хп, уп, zn) *= 0. (18.6)
В настоящем курсе мы будем изучать только системы с голоном

ными связями. Системы с неголономными связями излагаются 
в специальных руководствах *).

§ 18.3. Виртуальные перемещения голономных систем
Понятие виртуальных перемещений лучше всего прокллюстри- 

ровать на примере одной удерживающей, нестационарной, голоиом- 
ной связи, наложенной на одну материальную точку. Другими 
словами, речь будет идти пока об одной материальной точке, движе
ние которой ограничено связью

I  (X, у, z, f) = 0. (18.7)
Пусть в момент времени t точка занимает положение М 0 (хс, у6, г0), 

определяемое радиусом-вектором г„. Зафиксируем время / и из 
данного положения М 0 мысленно дадим точке малое перемещение бг. 
Обратим внимание на то, что это малое перемещение or происходит

*) Си., например, Б у т е н и н  Н. В. Введение в аналитическую механику. — 
М.: Наука, 1971; Л у р г> е А. И. Аналитическая механика.— М.: Фнзматгиз, 
1961; Н е й  м ар к Ю. П . ,  Ф у  фа ев Н. А. Динамика неголономных си
стем. — М.: Наука, 1967.
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не под действием приложенных к точке сил и вообще точка может 
не реализовать перемещение бг — это просто малое перемещение, 
которое мы мысленно даем точке из данного положения М„ при 
фиксированном времени /.

Очевидно, что не всякое даже малое перемещение бг можно осу
ществить, не нарушив связь. Для того чтобы выяснить, какое и в ка
ком смысле малое перемещение бг не нарушает связь, учтем, что 
после перемещения на бг точка займет новое положение, определяемое 
радиусом-вектором г0 4- бг. Координаты х’, у , г' нового положения 
точки буд>т

х1 = х» 4- дх, у' = Уо 4- б у, г' = г0 + бг, (18.8)
где бх, бу, бг — проекции вектора бг.

Внесем эти координаты точки в уравнение связи (18.7) и раз
ложим полученное выражение в ряд по степеням б*, б у и бг. Имеем
/ (х0 6х, у„ +  by, г0 •+■ бг. I) =  f (х0, у9, г0, 0 4-

+ (ж )о  Ьх + (^ )о  + М ') 0 6г + • • "
где точками обозначены члены высшего порядка.

Так как первое слагаемое правой части равно нулю (координаты 
*о> У»> го точки М0 должны удовлетворять уравнению связи (18.7)), 
то последнее равенство примет вид

/ (х„ 4- бг, у0 4- бу, ?0 4- бг, /) =

- ( £ ) . Ь + Ш , « * + (■§).«*+••• <189>
Виртуальным перемещением точки называется такое малое пере

мещение бг, мысленно осуществляемое из данного положения при 
фиксированном времени t, которое с точностью до членов первого 
порядка малости включительно не нарушает связи. Из этого опре
деления следует, что виртуальное перемещение бг (дх, 8у, бг) должно 
удовлетворять уравнению, которое получается из (18.9), если при
равнять правую часть нулю, отбросив одновременно все члены
высшего порядка. Таким образом, проекции бх, бу, дг виртуального 
перемещения бг должны удовлетворять уравнению

( ■ £ ) . ' +  (% ) . * ■ + (■ ! ) .• “ -»•
Иначе говоря, проекции дх, б у, дг виртуального перемещения бг 
обращают в нуль первую вариацию уравнения связи при условии, 
что время не варьируется.

6/(*. У, г, /)*„ =  ( - ! ) „  4  ( | - ) 0 Ьу 4  ( - ! ) „  &  =  0.
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Если ввести градиент функции (18.7) при фиксированном вре
мени t в данной точке М 0

(erad о ,-(■!■) 1 + ( | ) , 1 + ( а » .

то левую часть уравнения (18.10) можно представить как скалярное 
произведение векторов (grad f)0 и 6г

<grad/)„-6r = 0. (18.11)
Теперь легко выяснить геометрический смысл виртуального пере

мещения 6г. При фиксированном времени t уравнение связи (18.7) 
определяет в пространстве некоторую поверхность. Как известно, 
градиент функции представляет собой вектор, направленный по 
нормали к поверхности в 
данной точке Ма. Из урав
нения (18.11) следует, что 
любой вектор виртуального 
перемещения 6г перпенди
кулярен нормали к поверх
ности, т. е. лежит в касатель
ной плоскости, проведенной 
к поверхности (18.7) при 
фиксированном времени t в 
данной точкеМ0 (рис. 18.4,а).

Рассмотрим теперь действительное перемещение dr точки. Прежде 
всего отметим, что действительное перемещение dr, в отличие от 
виртуального перемещения 8г, происходит под действием приложен
ных к точке сил за время dt. Это перемещение направлено всегда 
по касательной, проведенной к траектории точки (так как dr = 
= v dt). Рассмотрим два случая.

1. С в я з ь  с т а ц и о н а р н а я .  При стационарной связи 
поверхность уравнения связи / (х, у, г) — 0 не изменяется с течением 
времени и траектория у  точки М  целиком лежит на этой поверхности. 
Касательная плоскость содержит в этом случае скорость v точки М 
(см. рис. 18.4, о), и, следовательно, мы можем всегда построить одно 
виртуальное перемещение 6г, которое будет совпадать с действитель
ным перемещением dr.

Этот вывод можно получить и из аналитических соображений. 
Проекции dx, dy, dz действительного перемещения dr должны удо
влетворять условию

df(x, у, z)Mo =  ( l L ) od x + (4 L )od y + (lL \ d z = 0 .

Это условие будет совпадать с (18.10), если в последнем положить 
б* = dx, by = dy и 6г = dz.

Таким образом, при стационарных связях действительное пере
мещение dr совпадает с одним из виртуальных перемещений 6г.
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2. С в я з ь  н е с т а ц и о н а р н а я .  При нестационарной 
связи поверхность f (х, у, г, t) = 0, построенная при фиксированном 
времени /, не будет содержать траекторию у точки М. Это следует 
хотя бы из того, что при действительном перемещении за время dt 
точка М перейдет на новую поверхность / (*, у, г, t + df) = 0. 
Поэтому действительное перемещение dr не совпадает ни с одним из 
виртуальных перемещений бг (рис. 18.4, б).

Дадим аналитическое доказательство этого утверждения. Проек
ции dx, dy, dz действительного перемещения dr при нестационарной 
связи должны удовлетворять условию

df (х, у, г, 0мо =  (-% r)d x  +  ( " f - )0d*/ +  (-§-) *  +  (-§-)„ dt =  0.

Так как пронзводная (df/dl)a не равна нулю, то это условие не 
может совпадать с (18.10) при 6х = dx, by = dy и бг = dz.

Все сказанное хорошо иллюстрируется простейшим примером.
Пример 1. Рассмотрим математический маятник постоянной длины /.движение 

которого происходит в плоскости ху (рис. 18.5, в). Уравнение связи (предпола
гается, что нить все время на
тянута) будет х?+г/’ = Р, где
I = const.

Это обычная стационарная 
голономная связь. При плос
ком движении поверхность, 
определяемая уравнением связи, 
вырождается в линию — траек
торию движения точки. В на
шем случае точка М движется 
по окружности радиуса !. Из 
положения Af0> которое зани
мает точка в данный момент 
времени, мысленно дадим малое 
перемещение 6г, направленное 
по касательной к окружности. 
Это и будет виртуальное пере

мещение бг математического маятника. Очевидно, что, меняя модуль и направле
ние вдоль касательной, мы можем осуществить бесчисленное множество виртуаль
ных перемещений вг. Действительное перемещение dr будет направлено по каса
тельной к траектории и око будет совпадать с одним из виртуальных перемещений 
(см. рис. 18.5, о).

Рассмотрим теперь случай, когда длина маятника изменяется по заданному 
закону (для определенности будем считать, что она увеличивается). Тогда уравне- 
низ связи примет вид *?+  =» Р  (t). Это — нестационарная голономная связь. 
Зафиксируем время I и через данное положение М0 построим окружность, опре
деляемую уравнением связи при t = const (на рис. 18.5, б она показана пунктиром). 
Виртуальные перемещения бг направлены по касательной к этой окружности. 
Однако, в отличие от предыдущего случая, когда длина маятника не изменялась, 
при действ ггельном движении за время dt изменится не только угол q>, но изменится 
длина маятника I. В результате действительное перемещение dr маятника не буде» 
совпадать ни с одним из виртуальных перемещений бг (на рнс. 18.5, б сплошной 
линией показан участок действительной траектории у маятника при увеличива
ющейся его длине и возрастании угла <р).



Вернемся к общему случаю. Предположим, что на систему мате
риальных точек наложено А голономных нестационарных удержива
ющих связен

fi С̂1> У1* •••» %п* Ут %ти f) ~  О {i “  1, ..., h). (18.12)
Виртуальным перемещением материальной системы называется 

такое мысленное малое перемещение brv ..., Sr„ отдельных се точек 
из данного положения при фиксированном времени t, при котором 
справедливы равенства

t [(& )> + (• & • )> + (• £ ■ )> ]....">■
(18.13)

еде Ьх\, Ьук, Ьгк — проекции вектора 6г&.
Эти разенства можно интерпретировать на языке многомерной 

геометрии. Для этого введем в рассмотрение Зп-мерное пространство 
н изображающую точку М, положение которой определяется ра
диусом-вектором г с проекциями х\, ylt ......хп, уп, гя. Тогда левые
части уравнений (18.13) можно записать в форме скалярных произ
ведений

(grad /;)0-6г = 0 ( i = l ......h).
Здесь (grad /,•)„ — вектор, направленный по нормали к поверх

ности /( = 0 в данной точке М0 при фиксированном времени t. Из 
этих равенств следует, что виртуальное перемещение or изобража
ющей точки М в Зя-мерном пространстве должно находиться в каса
тельных плоскостях, проведенных к 
каждой поверхности (18.12) в данной 
точке М0 при фиксированном вре
мени t.

Пример 2. На материальную точку М  на
ложены две связи: /j (дг, у, г) = 0 , /, (х, у, г) =
=* 0. Найдем направление виртуальных пе
ремещений 6г.

Вектор бг должен удовлетворять двум 
условиям:

grad fx-бг — 0, grad /s or = 0.
Из утих равенств следует, что векгор бг Рис. 1S.6

лежит одновременно в двух касательных пло
скостях, проведенных к данной точке заданных
поверхностей == 0 и /, = 0 . Следовательно, все виртуальные перемещения бг 
лежат на пересечении касательных плоскостей, т. е. на касательной, проведенной 
к линии пересечения данных поверхностей (рис. 18.6).

Пример 3. Рассмотрим плоский рычаг, шарнирно укрепленный в точке О 
{рис. 18.7). Любая точка рычага, например точка ДГ, будет двигаться по окруж
ности радиуса ОМ. Следовательно, виртуальное перемещение 6тм  точки М  будет 
направлено по касательной к этой окружности, т. е. перпендикулярно вектору 
гл г "  ОМ. Таким образом, виртуальные перемещения точек рычага перпендику
лярны к рычагу. Модула этих векторов не могут быть выбраны произвольно.
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Если в качестве независимого виртуального перемещения взять вектор 6гм , то 
виртуальное перемещение, например, точки А’ <си. рнс. 18.7) можно выразить 
через 6гЛ1.

Действительно, для точки Л' имеем r,v = -- Отсюда 6гл -------- --- (гм-
Др)гими словами, модули виртуальных перемещений пропорциональны рассто

яниям от точек до оси вращения. Распределение 
векторов виртуальных перемещений точек рычага 
пеказано на рис. 18.7.

В заключение этого параграфа введем 
понятие виртуальной работы сил, прило
женных к системе.

Пусть система материальных точек за
нимает в некоторый момент времени / ка
кое-то положение. Обозначим через F „ ... 
..., F„ силы, приложенные к точкам систе
мы. Из данного положения при фиксиро

ванном Бремени i сообщим системе виртуальное перемещение бг!, ... 
..., 6г„. Будем считать, что на этом перемещении силы Fj, F2, ..., F„, 
приложенные к системе, не изменяются. Составим сумму работ 
этих сил на Енртуальном перемещении бгх, бг2, ..., бгп

6А= 2  F*.fr*.
*=i

Эта сумма называется виртуальной работой заданных сил.
Наконец, отметим, что очень часто вместо термина «виртуальное 

перемещение» употребляют термин «возможное перемещение». По 
существу это одно и то же, так как латинское слово virtual is означает 
возможный. Однако, если пользоваться словами «возможные пере
мещения», то для нестационарных связей мы должны будем сказать: 
«действительное перемещение невозможно» (ибо действительное пере
мещение dr не совпадает ни с одним из возможных перемещений бг). 
Так как на русском языке такая фраза звучит неестественно, то 
в отечественной научной и учебной литературе чаще пользуются 
латинским термином «виртуальное перемещение» вместо однознач
ного русского — «возможное перемещение».

§ 18.4. Идеальные связи
Введем еще одну классификацию связей.
Связи называются идеальными, если сумма работ всех реакций 

связей на любом виртуальном перемещении системы равна нулю.
Обозначим через R* равнодействующую всех реакций связей, 

приложенных к точке с номером k. Тогда условие идеальности связей 
будет иметь вид

Рнс. 18.7

*=!
(18.14)
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Для одной материальной точки и одной связи / (х, у, г) = 0 усло
вие (18.14) упрощается:

R бг =  0,
т. е. реакция R идеальной связи перпендикулярна к любому вир
туальному перемещению бг точки и, следовательно, она направлена 
по нормали к поверхности связи f (х, у, г) = 0. Это означает, что при 
идеальной связи точка движется по поверхности без трения. Ко
нечно, этот вывод остается справедливым и при движении точки 
по линии. Условие (18.14) является естественным обобщением поня
тия идеальности связи для одной точки на случай п материальных 
точек, подчиненных h связям.

Ввиду фундаментального значения понятия идеальности связей 
мы укажем на три, часто встречающиеся на практике, идеальные 
связи.

1. С в я з ь  — ж е с т к а я  н е и з м е н я е м а я  с и с т е м а .  
Такая связь реализуется в абсолютно твердом теле, жестких, не- 
деформируемых стержнях и т. п. Для примера рассмотрим две мате
риальные точки, связанные жестким невесомым и нерастяжимым 
стержнем.. Покажем, что такая связь 
идеальная.

Реакции стержня на материальные 
точки направлены по стержню, и RB =
= —Ra (рис. 18.8).

Из условия нерастяжимости стерж
ня имеем

(Гл — га)г = (A B f  (AB  = const). Рнс. 188
Варьируя это уравнение связи, получим 

(rA -  тв) • (бгд -  бгв) =  О,
т. е. векторы (гл — гс) и (6гА — 6гл) взаимно перпендикулярны.-

Найдем сумму работ реакций связен на виртуальном перемеще
нии точек. По определению имеем

Ra ' бгд Rfl 1Гя =  Ra • бгд — Ra • 6rB =  Ra  ■ (бгд — 6га) =  0.
Последнее произведение равно нулю, так как вектор RA, совпа

дающий по направлению с вектором (гЛ — гв), перпендикулярен 
вектору (бгд — бг о).

Таким образом, стержень, а следовательно, и внутренние связи 
абсолютно твердого тела представляют идеальные связи. Заметим, 
что в данном примере работа отдельных реакций на виртуальном 
перемещении не равна нулю, но их сумма равна нулю.

В заключение этого случая отметим одно свойство виртуальных 
перемещений точек твердого тела: проекции виртуальных перемеще
ний точек твердого тела на прямую, соединяющую эти точки, равны 
между собой, т. е.

прдвбгд =  прдвбгв. (18.15)
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Действительно, из ортогональности векторов В  А = гА — гв 
и (бгл — 6гв) следует, что прлв (6гА — 6rfl) = 0; это равносильно 
(18.15).

2. С в я з ь  — ш а р н и р  б е з  т р е н и я .  Пусть рычаг укре
плен шарнирно в неподвижной точке (рис. 18.9). При отсутствии 
трения виртуальная работа реакции шарнира О будет 6.4 = R0-8r0. 
Но точка О неподвижна, следовательно, ее виртуальное перемещение

6г0 равно нулю и 6А  — 0. Поэтому шарнир без трения представляет 
собой идеальную связь.

3. С в я з ь  при  к а ч е н и и  бе з  с к о л ь ж е н и я .  Пусть 
по абсолютно твердой поверхности катится без скольжения другое 
абсолютно твердое тело (рис. 18.10). Покажем, что такая связь 
идеальная. Действительно, так как оба тела абсолютно твердые, 
то тренне качения отсутствует (см. том I, § 6.2) и виртуальное 
перемещение бгР точки Р  приложения реакции шероховатой по
верхности равно нулю: бгР = 0. Отсюда следует, что работа 6Л = 
= R6rP реакции связи R на виртуальном перемещении тела равна 
нулю.

§ 18.5. Принцип виртуальных перемещений
В этом параграфе мы будем изучать условия равновесия системы 

материальных точек. Прежде всего следует отметить, что слово 
«равновесие» приложимо скорее к силам, чем к материальным телам, 
и, строго говоря, оно не равнозначно слову «покой». Действительно, 
если мы говорим, что все силы, приложенные к свободной материаль
ной точке, уравновешены, то это означает только то, что сумма сил 
равна нулю. Но из этого, конечно, не следует еще, что точка нахо
дится в покое — она может также двигаться равномерно и прямо
линейно.

Для того чтобы материальная точка находилась в покое, условия, 
налагаемые ка силы, необходимо дополнить, очевидно, требованием 
равенства нулю начальной скорости точки, причем совокупность 
этих условий на основании закона инерции будет и достаточна.

Однако по сложившейся многовековой традиции в динамике 
слово «равновесие» применяется не только к силам, ко и к системе 
материальных точек; при этом под словами «равновесие системы

Рис. 18.9 Рис. 18.10
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материальных точек» понимается состояние покоя системы. При 
такой трактовке этих слов, учитывая сказанное ранее, можно сфор
мулировать самые общие условия равновесия системы материальных 
точек, а именно: для равновесия системы материальных точек необ
ходимо и достаточно, чтобы суммы всех сил, действующих на каждую 
точку системы, и скорости всех точек в начальный момент времени 
равнялись нулю. Если обозначить через F,t и R* равнодействующие 
всех активных сил и реакций связей соответственно, приложенных 
к точке с номером k, то математически условие равновесия запи
шется следующим образом:

F„ +  Ra =  0, v* (0) =- 0 (*= 1 ....... й). (18.16)

Эти условия имеют один существенный недостаток — они требуют 
учета всех сил, включая, разумеется, и реакции связей, действу
ющих на каждую точку системы. При такой общности эти условия, 
за редкими исключениями, не могут быть практически применены 
к исследованию равновесия материальной системы, но их можно 
использовать для доказательства других, более простых условий 
равновесия системы материальных точек.

В 1788 г. Лагранж, обобщая работы своих предшественников, 
сформулировал весьма удобный в приложениях принцип виртуаль
ных перемещений, устанавливающий условия равновесия системы 
материальных точек с идеальными и стационарными связями. Многие 
годы это был именно принцип, т. е. положение, принимаемое без 
доказательства. В  настоящее время предпочитают, пользуясь зако
нами Ньютона и их следствиями, все условия этого принципа строго 
доказывать, иначе говоря, принцип стали рассматривать как теорему. 
Помня об анахронизме названия, мы сформулируем и приведем 
доказательство принципа виртуальных перемещений для частного 
случая, когда связи не только идеальные и стационарные, но и удер
живающие *).

Теорема (принцип виртуальных перемещений). Для того чтобы 
система материальных точек, подчиненная идеальным стационар
ным, голономным и удерживающим связям, находилась в равновесии, 
необходимо и достаточно, чтобы работа всех активных сил на любом 
виртуальном перемещении системы и скорости всех точек в началь
ный момент времени равнялись нулю. Таким образом, нужно дока
зать, что для равновесия системы материальных точек необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялись условия

S  Fft■ £гл = 0, УЛ(0) = 0 (Ы 1 .......я), (18.17)

*) Формулировку и доказательство принципа возможных перемещений для 
неудерживающих связей можно найти, например, в книге: С у с л о в  Г. К. Тео
ретическая механика. — М.: Гостехиздат, 1946,
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Н е о б х о д и м о с т ь .  Предположим, что система находится 
в равновесии. Следовательно, должны выполняться условия

F ft +  R A =  0, v A (0) =  0 ( * =  1....... п).
Из данного положения дадим системе виртуальное перемещение 

бг,, ..., бг„. Умножим каждое из уравнений равновесия на 6rft и 
сложим их почленно:

Е  (Fa +  R*H rfc =  0,
*=i

или

£  F* '^Га +  2  Rft =  0 - *=| *=|
Так как связи идеальны, то последняя сумма равна нулю (см.

(18.14)). Следовательно, при равновесии системы должно выпол
няться равенство

2 s v f r *  =  0,
*=1

доказывающее необходимость условий (18.17).
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Для доказательства достаточности нужно 

показать, что при выполнении условий (18.17) система будет на
ходиться в равновесии. Мы дадим два доказательства достаточности 
условий (18.17).

Первое доказательство основано на применении теоремы об изме
нении кинетической энергии. Предположим, что условия (18.17) 
выполнены, но, несмотря на это, система под действием приложенных 
к  ней сил начала двигаться из состояния покоя. По условию теоремы 
все связи стационарны, поэтому действительное перемещение си
стемы за время dt будет совпадать с одним из виртуальных пере
мещений бгц ..., бг„.

На основании теоремы об изменении кинетйческой энергии сумма 
работ всех активных сил и реакций связей на этом перемещении 
будет положительна, так как при переходе из состояния покоя 
в движение система получит положительное приращение кинети
ческой энергии. Итак,

2 j  ( F a  +  R a )  ■ ^Th >  0 ,
*=1

или
J ]  Fл ■ бг* -J- 2  R* • бг* >  0.
*=i *=i

По условию теоремы связи идеальны, поэтому вторая сумма 
равна нулю. Следовательно,

Е  Fft.6r*>0.
*=1
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Несовместимость этого неравенства с принятым предположением 
(18.17) доказывает достаточность условий принципа виртуальных 
перемещений.

Второе доказательство основано на использовании условий (18.16). Установим 
предварительно, что если скорости всех точек равны нулю, то перемещения, про
порциональные ускорениям точек, являются виртуальными перемещениями си
стемы. В самом деле, для действительного движения системы уравнения стационар
ных, голономных связей должны удовлетворяться тождественно по t:

U [*i (0. Vi (0. г» (0........'п  (0, Уп (0. г„ (01 = 0 (< = 1..........И).
Продифференцировав это равенство по времени, получим

{ i = 1 .................... h ) • < 1 8 Л 8 >*=л

Дифференцируя второй раз, найдем

4=1

+  j -  df‘ -и,: A-JUl  l *  л an \ .
2*1 \ di dx„ +  Jh dt 6yh +  h dt dzk 
k=i

Так как скорости всех точек в данный момент времени равны нулю, то послед
няя сумма исчезает (i*  — Уь — — 0) и проекции ускорений удовлетворяют урав
нениям

(' = ! ........fi)- (18!9)
* = 1

Сравнивая эти уравнения с (18.13) убеждаемся в том, что если положить б**, = 
*= Ьуь. = h ih , =  k0zh, или бгk =  то уравнения (18.13) будут удовлет 
ворены, так как после сокращения на ка они просто перейдут в равенства (18.19).

Заметим, что доказанное утверждение имеет простой смысл: ускорения точек 
при равенстве нулю скоростей направлены по касательным к траекториям движения 
(это очевидно, так как при vk — 0 нормальные ускорения wkn — v-k/pk — 0 ).

Теперь легко доказать достаточность условий (18.17). Запишем первое условие 
(18.17) вместе с условием идеальности связей (18.14):

£ F ft.6rft = 0, J ]  Rft• бг* = 0.
.4=1

После сложения получим

£  (Fft +  R ft)«rft = 0 .
*=1

Предположим, что при выполнении условий (18.17) движение началось и точки 
приобрели ускорения w .̂ Возьмем в качестве виртуального перемещения систему 
векторов, пропорциональных ускорениям точек 6г& =  (это можно сделать.
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так как по условию связи стационарны и голоношш и vA (0) «= 0). Тогда последнее 
равенство' примет вид

П

А=1
или, учитывая, что для иаладой точки справедлив второй аакон Ньютона щ щ  —
=  Fft +

п
k0 2  mkVl\ cm 0. 

k-=l
Это равенство может иметь место только в том случае, если все w/, =  0. Сле

довательно,
fik*’h =  Fft +  R* = 0  (к и* 1.........п).

Значит, условия равновесия (18.16) выполняются, что дает второе доказатель
ство достаточности принципа виртуальных перемещений.

Принцип виртуальных перемещений широко применяется при 
различных технических расчетах. Прежде чем проиллюстрировать 
его на примерах, сделаем несколько замечаний сущего характера.

1. Если есть неидеальные связи, то их реакции (например, силы 
трения) следует отнести к активным силам.

2. В  тех случаях, когда требуется определить реакцию идеальной 
связи, нужно мысленно отбросить эту связь, а соответствующую

реакцию рассматривать как активную силу.
3. В некоторых случаях вместо виртуальных пе

ремещений 8rft рассматривают виртуальные скорости 
V*, пропорциональные 6г*. Действительно, если по
ложить бг* = ka\l, то в уравнениях (18.13) проекции 
bxh, byh, Ьгь сектора бг* заменятся просто на проекции 

У I, z'k вектора \%- При движении системы со стацио
нарными связями действительные скорости vft будут 
совпадать с одной из систем виртуальных скоростей v*.

Задача 18.1. Крнвошипно-ползушшй механизм (рис. 18.11) 
состоит из кривошипа СА, шатуна АВ  и поршня, на который 
действует сила Р. Известны длина кривошипа I, длина шатуна L, 

Рис. 18.11 угол а между осью цилиндра и кривошипом СМ. Пренебрегая тре
нием и силами тяжести поршня, шатуна н кривошипа, определить 

момент пары сил М, приложенной к кривошипу ОА, при котором механизм нахо
дится в равновесии.

Введем вспомогательный угол Р = ^03А ; тогда расстояние ОВ — г можно 
вычислить по формуле

г = I соз «  +  L  cos р.
По теореме синусов имеем

sin в sin ее , „ I— j-  =  —j — , или sin р = —j-  sin а.

Следовательно,
т —  I c o s o +  L У1  — sin® а,
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где (1 =  IIL. Варьируя полученное соотношение, найдем
« . _  Л  , E»sln «Cos« W

\ 1^1 — ц2 sin2 а I
Знак «минус» показывает, что при увеличении угла а  расстояние г уменьшается, 

В соответствии с принципом виртуальных перемещений имеем
6Ар +  б Ам =  О,

где 6Ар и 6ЛМ — работа на виртуальном перемещении системы силы Р п пары 
сил с моментом М соответственно.

Работа пары сил равна произведению момента пары М па угол поворота криво
шипа ба. Следовательно,

6ЛМ = —М ба.
Учитывая, что вектор бг при положительном ба направлен вянз н сила Р также 

направлена вниз, получим
6Лр = Р-!бг| =

* . /, , сое а  \ - “)= P I sin а  11 4- и —г-— 1 ба.
\ V\ - ц 2 sin2а /

Применим теперь принцип виртуальных 
перемещений: б)

[Я/ sin а  (1  + ц — ^ г - )  -  Л^]ба—0 .

Так как бос можно выбрать пронзволь- ^ 
но, то квадратная скобка должна равнять
ся нулю. Отсюда получаем значение иско
мого момента

M ^ P ls in a .  / i + ц —-— C° Sa )
\ К 1 — sin8 а  /

Задача 18.2. Консольная балка АЕ  со
стоит из двух сочлененных шарниром D ба- *) 
лок (рис. 18.12, а). На балку действуют 
вертикальная сила Р  =  16 кН, равномерно 
распределенная нагрузка 9 = 4  кН/м и 
пара сил с моментом М  =  6  кН-м. Размеры 
показаны на чертеже. Определить реакции 
спор А, В  и С.

Заменим действие равномерно распределенной нагрузки силами (?s = 2q = 
= 8 кН и Q, = 1-17 = 4 кН (рис. 18.12, б). Для определения реакции Ro освобо
дим консоль D E  от опоры С и заменим ее реакцией Rc, как указано на 
рис. 18.12, в. Сообщим теперь виртуальное перемещение точкам консоли DE. 
Так как консоль D E  получила возможность поворачиваться вокруг шарнира D, 
то все виртуальные перемещения будут перпендикулярны к DC в исходном 
положении (см. пример 3 § 18.2 и рис. 18.7).

Используем теперь принцип виртуальных перемещений:

« H f r c l - M f r c l - o *
Отсюда Re = Qi — 8 кН.
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Теперь освободим балку от опоры В  (рис. 18.12, г), заменим ев реакцией R Bt 
дадим виртуальные перемещения точкам балки и подсчитаем работу из зтом пере
мещении:

Р"5г, -Ь R^-бгд +  Qa. бга +  М бФ =  О,

р 16г1 1 -  RB ! Ч ! +  Qt I Ч I  +  м  6Ф -  о.
Здесь бф — угол поворота балки AD вокруг оси А. Из рис. 13.12, г видно, 

что модули виртуальных перемещении пропорциональны расстояниям до оси вра
щения:

I бг4 1=1- бф, | 6rB j = 26(j), J 6г„ | = 2,5 6ф.
Следовательно,

<р ■2Rd +  2,5Q3+  М) б<р=0 ;

отсюда RB = -P+ ~ ^  +  M 2! кН.
Освободим телерь все опоры, заменим их реакциями и сообщим одинаковые 

виртуальные перемещения вверх всем точкам балки (рис. 18.12, д). Тогда, поль
зуясь принципом виртуальных перемещений, получим (Ял -f RB -f Ra — Q, —
— Qi — P) I 6m j = 0 и, следовательно, R A — <?, -f Qs+  P  — R s — Rc =  — 1 kH.

Задача J8.3. К шарнирам В  и С четырехззенника ABCD приложены две силы, 
Р и Q, перпендикулярные звеньям АВ и CD соответственно. Считая силу Р  изве

стной, определить силу Q при равновесии системы, 
если ABC — 90°, а .*£ BCD = 120° (рис. 18.13). 
Массами стержней пренебречь.

Дадим системе екртуальное перемещение. Так 
как стержень АВ может вращаться вокруг оса А, 
а стержень CD — вокруг оси D, то виртуальное 
перемещение бгв точки В  перпендикулярно АВ, 
а виртуальное перемещение 6гс точки С перпен
дикулярно CD (см. рис. 18.13). Применяя прин
цип виртуальных перекещений, получим

Рис. 18.13 P .|6rB j- Q - | 6rc | = 0.

Учтем теперь, что проекции виртуальных перемещений двух точек твердого 
тела на прямую, соединяющую эти точки, ргвны между собой (см. равенство (18.15))„ 
Для точек В и С будем иметь

| 4 l  = l 6rc|cos30°-
Подставляя это в предыдущее равенство, получим 

Р  | бгс | cos 30° — 0|бгс |= 0.
■Аз

Отсюда Q = —jj— Р.
Задача 18.4. К  левой и правой частям трехшарнярной арки (рис. 18.14, а) 

приложены соответственно силы Pt н Р». Определить вертикальную составляющую 
реакцию шарнира В. Размеры указаны на рисунке.

Применяя принцип освобождаемости, заменим шарнир В  шарниром, позволя
ющим точке В  перемещаться по вертикали, и введем вертикальную составляющую 
реакции \в (рис. 18.14,6).

Виртуальное' перемещение левой части арки осуществим поворотом вокруг 
неподвижной точки А. Виртуальное перемещение правой части арки можно осу
ществить путем вращения вокруг ее мгновенного центра скоростей. Поскольку
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направленна виртуальны* скоростей совпадают s направлениями виртуальны* 
перемещений, то мгновенный центр находятся как течка пересечения перпендику
ляров к направлениям виртуальных перемещений (на рис. 18.14, б точка C J.

Сообщим арке виртуальное перемещение, т. е. мысленно повернем левую часть 
на угол 6$ вокруг точки А, а правую — на бф вокруг точки Сх.

Согласно принципу виртуальных перемещений
V 6ra +  P2- 4 + pi-6r£ ~ o .

j бг£ | =  За £ф, | бгд | =  (За — с!) 6ср, | бг£ | = Ь бф'

|бгс | = й / 2 б^ = 2с ^ 2 б? , т. е. 6»}) = 2 6 <j>;
следовательно,

[У^За -  Р3 (За -  d) -  2ЪРг\ щ  =  0,
отсюда

v  _2bP1 + J3 e-d )P^  
в ~  За

Аналогично иожно определить н другие составляющие реакций.
Читателю полезно решить последние три задачи с помощью 

обычных уравнений статики твердого тела и сравнить оба метода.

§ 18.6. Обобщенные координаты и обобщенные силы
При решении многих задач механики можно добиться существен

ного упрощения, если ввести в рассмотрение так называемые обоб
щенные координаты и соответствующие им обобщенные силы. 
Определению этих величин и посвящен этот параграф.

Рассмотрим материальную систему, состоящую из п материаль
ных точек. В инерциальной системе отсчета Охуг положение каждой 
течки Mh определяется тремя координатами xh, yh, zh, а положение 
всех точек — Зп декартовыми координатами.
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Будем считать, что движение системы ограничено А голономнымн, 
идеальными и удерживающими связями

fi (*j> Hit zi, •••» *n> Уп< 0 = 0 U ~  1» Л), (18.20) 
Так как 3n координат xk, yk, zk удовлетворяют h уравнениям 

связей, то они не являются независимыми. Очевидно, что число 
независимых координат, определяющих положение системы, будет

s = Зге — к. (18.21)
В качестве независимых координат, определяющих положение 

системы, можно выбрать s из 3п декартовых координат, выразив 
остальные координаты с помощью уравнений связей. Однако такой 
способ выбора независимых координат не будет лучшим, так как он 
часто приводит к сложным зависимостям. Значительно удобнее 
ввести s каких-либо независимых параметров qu q, (они назы
ваются обобщенными координатами), однозначно определяющих 
положение системы. По существу, не употребляя этого термина, 
мы уже неоднократно пользовались обобщенными координатами. 
Так, например, положение математического маятника определялось 
углом отклонения его от Бертикали (q = ф), положение твердого 
тела, имеющего одну неподвижную точку, определялось тремя 
углами Эйлера (qt *= ф, qt = 6, qs *=> ф), а положение твердого тела„ 
совершающего плоское движение, определялось двумя декартовыми 
координатами полюса и одним углом поворота тела (qx — хс, <?* =» 
=  Ус, <?э =  ф).

В общем случае обобщенные координаты могут иметь различный 
геометрический и механический смысл. Ими могут быть линейные 
и угловые величины, а также параметры, имеющие размерность 
площади, объема; обобщенные координаты иногда содержат элементы 
Шиловых и иных физических характеристик системы.

Итак, пусть положение материальной системы определяется $ 
независимыми обобщенными координатами •) qu qv q,. Так как 
положение системы однозначно определяется обобщенными коорди
натами, а каждая точка системы определяется ее радиусом-вектором 
г*, то последние можно выразить через обобщенные координаты 
и время:

г* = rfc (qu .... q„ t) (k — 1......л). (18.22)
Эти n векторных равенств эквивалентны 3п скалярным равенствам

Ч  = xh (qu .... qs, t),

Ук = Ун (Чи ...» Я ; 0# № = 1* •••» П)•
Z/i в  %к {flu ...» Уя* 0

*) Иногда вводят так называемые избыточные координаты. В этом случае число 
обобщенных координат будет больше числа 3п — h. В настоящем курсе иэбыточино 
координаты не рассматриваются (см., например, Л о й ц я н с к н й  Л. Г., 
Л у р ь е  А. И. Курс теоретической механики, ч. I I . — М.: Гостехиздат, 1955; 
Наука, 1983; Л у р ь е  А. И. Аналитическая механика. — М.: Фкзматгнз, 1961,
§ 1.4, 7,11, 7.12).
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Конечно, при подстановке этих выражений для л:*, yh, zh в уравне
ния связей (18.20) последние должны обратиться в тождества.

Заметим, что если связи стационарны, то всегда можно выбрать 
такие обобщенные координаты, при которых равенства (18.22) не 
будут содержать время t явно. Обобщенные координаты удобны 
тем, что они, во-первых, независимы и, во-вторых, их введение 
освобождает нас от необходимости учитывать уравнения голоном- 
ных связей. Последние удовлетворяются теперь автоматически по 
самому смыслу выбора обобщенных координат.

Если система голономна и число независимых координат, опре
деляющих ее положение,равно s, то столько же будет и независимых 
вариаций координат, характеризующих виртуальное перемещение 
системы. Число независимых вариаций координат, определяющих 
положение системы, называется числом степеней свободы системы. 
Для голономной системы, на которую наложено h связей (18.20), 
число степеней свободы равно числу независимых координат, опре
деляющих ее положение. Очевидно, что для голономной системы 
в качестве независимых вариаций координат лучше всего выбрать 
вариации независимых обобщенных координат б^, ..., 6qs.

Для- неголономной системы число степеней свободы не будет 
равно числу независимых координат, определяющих положение 
системы. Действительно, пусть, кроме h голономных связей, движе
ние системы подчинено еще т  неголономным или кинематическим 
связям, уравнения которых содержат неинтегрируемым образом 
производные координат по времени (или их дифференциалы и диф
ференциал времени dt). В большинстве случаев, встречающихся 
в практике, неголономные связи содержат производные координат 
или их дифференциалы линейно. В этом случае движение системы 
будет подчинено от линейным зависимостям вида

«ri dQi + ••• + ®re dq3 + ar dt = 0 {r = I ......от), (18.23)
где Orb и ar — некоторые функции qlt ..., q, и t. Заметим, что при 
стационарных неголономных связях аг — 0 и ни одна из функций 
а,А не будет зависеть от времени t явно.

Условие неинтегрируемости уравнений неголономных связей 
(18.23) является существенным, так как в противном случае после 
интегрирования соответствующего уравнения получилась бы конеч
ная зависимость между qu q„ и t, т. е. голономная, не кинемати
ческая связь. В этом случае координаты qlt qs не были бы незави
симыми и их число можно было бы уменьшить. Таким образом, 
неголономные связи налагают ограничения на свободу движения 
системы и одновременно не позволяют уменьшить число параметров, 
определяющих положение системы.

В силу неголономных связей вариации обобщенных координат 
6qu ..., бq„ определяющих виртуальное перемещение системы, будут 
подчинены от условиям

«ri& 7i +  ... +  Or.bq, =  0 (г =  1 , ..., от),

20 Н. В. Бутенин и др.
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которые получаются из (18.23) заменой dqk на bqk при dt = 0 (знр- 
туальиьге перемещения осуществляются при фиксированном вре
мени).

Из последних равенств следует, что число независимых вариаций 
координат qlt ..., q, будет меньше числа координат и равно s — т . 
Таким образом, число степеней свободы неголономной системы равно 
v = s — т , где s — число независимых координат, определяющих 
положение системы, am  — число неголономных связей. Заметим, что 
число неголономных связей называется степенью неголономности.

Для конька, движущегося по поверхности льда (пример 5 § 18.2, 
рис. 18.2), число независимых координат, определяющих его поло
жение, равно трем (s = 3), степень неголономности равна единице 
(т  = 1 — одна неголономная связь (18.1)), число степеней свободы 
равно двум (v = 3 — 1 =2).

Для шара, катящегося без скольжения по плоскости (пример 6, 
рис. 18.3), число независимых координат, определяющих его поло
жение, равно пяти (s = 5), степень неголономности равна двум 
(т  = 2 — две неголономные связи (18.4)), число степеней свободы 
равно трем (v = s — т  — 3).

Перейдем теперь к определению обобщенных сил. Вычислим 
работу 6/4 всех активных сил на виртуальном перемещении системы 
(если имеются силы трения, то они присоединяются к активным 
силам):

Пользуясь равенством (18.22), выразим вариацию бг» радиуса- 
вектора г», через вариации бqx, бqt, ..., бqt обобщенных координат:

При вычислении бг/, необходимо иметь в виду, что виртуальное пере
мещение системы определяется при фиксированном времени t.

нат равны, конечно, производным от соответствующих координат 
точки:

6Л = £  Fh • бгй. (18.24)

(18.25)

Подставим бгА из равенства (18.25) в формулу (18.24):
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нли, меняя порядок суммирования, получим

6Л  =

Введем обозначения
Л

C' =  £ Fh $ r  0 = 1. 2, ... . S). (18.27)
*=!

Тогда последнее равенство примет вид

М  = £  Q/fyy =  Q,&?i + +  • • • + QM.- (18.28) 
/=1

Множитель Q; при вариации обобщенной координаты 6q, в вы
ражении для виртуальной работы активных сил системы называется 
обобщенной силой, соответствующей обобщенной координате qs.

Обобщенная сила Qj в общем случае не является силой в обычном 
понимании этого слова. Ее размерность зависит от размерности 
соответствующей ей обобщенной координаты qj и определяется ра
венством IQy] = 1А )/\qj 1, где [А ] — размерность работы.

Если обобщенная координата измеряется линейными величи
нами, то размерность обобщенной силы совпадает с размерностью 
силы; если же обобщенная координата представляет угол, то размер
ность обобщенной силы совпадает с размерностью момента, и т. д.

Рассмотрим способы вычисления обобщенных сил.
1. Обобщенные силы можно вычислить по формуле (18.27), ко

торую удобнее представить в следующем виде (использовано равен
ство, выражающее скалярное произведение двух векторов через 
их проекции):

Здесь Fkx, Fhy, Fhs. — проекции силы Fft ка оси декартовой си
стема координат.

2. Для вычисления обобщенной сила, например QJf дадим такое 
виртуальное перемещение, при котором все вариации обобщенных 
координат, кроме равны нулю:

Вычислим на этом перемещении виртуальную работу §АХ всех 
активных сил, приложенных к системе. На основании формулы 
(18.28) будем иметь

Множитель при вариации bqt равен первой обобщенной силе.

Л
(18.29)

& 7i  ¥= 0 , 6 f?2 =  %  =  ... =  бq, =  0 .

М л  =
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Аналогичным образом вычисляются остальные обобщенные силы.
3. Третий способ применим только для консервативных сил. 

Если силы консервативны, то будут справедливы равенства
Р  ___ дП р  ___ дП р  ___ ж
Г  А *---- dXh> Г  hu------*  hi 6zti .

где П — потенциальная энергия системы.
Внося эти выражения для Fhx, Fhu и Fht в формулу (18.29), по

лучим

Q  _  _  V *  / дП дхь . дП дук . ап дгк \
' Z j  \ дхк dqj дук dqj ~Г  дгк dqj ) 5

или, учитывая, что потенциальная энергия П зависит о? обобщен
ных координат сложным образом через декартовы координаты хк, 
Ун и г 4,

<3/=--- -Щ- (/= 1 .2 ....... s). (18,30)

Таким образом, обобщенная сила консервативной системы равна 
частной производной потенциальной энергии по соотаетсп'Лующей 
обобщенной координате, взятой с обратным знаком.

Прежде чем перейти к примерам, еще раз напомним, что при 
вычислении обобщенных сил учитываются только активные силы,

приложенные к системе. Реакции идеаль
ных связей не учитываются (их работа 
равна нулю); если имеются силы тре
ния, то они присоединяются к активным 
силам.

Задача 18.5. В эпициклическом механизме 
кривошип ОС вращается вокруг оси, проходя
щей через центр О неподвижной шестерни / ра
диуса R, и приводит в движение сателлит I I  ра
диуса г (рис. 18.15). К кривошипу приложен вра
щающий момент AfBр. Силы трения создают на 
оси С сателлита момент Л11р. Ввести обобщенную 
координату и определить соответствующую обоб

щенную силу, считая, что механизм расположен в горизонтальной плоскости. 
Положение движущихся частей механизма вполне определяется углом ф по
ворота кривошипа вокруг оси О. Поэтому эпициклический механизм имеет одну 
степень свободы. За обобщенную координату q примем угол <р.

На механизм действуют следующие силы: сила тяжести Р и силы, создающие 
вращающий момент к ним нужно присоединить силы трения на оси вращения С 
сателлита, момент которых равен Л!тр (реакции идеальных связей не учитываем). 
Приложенные к системе силы (за исключением силы тяжести) не консервативны, 
поэтому обобщенную силу, соответствующую обобщенной координате <р, определим 
вторым способом.

Дадим кривошипу виртуальное перемещение 6<р и вычислим работу всех перг- 
чиелешшх сил на этом перемещении:

6Л = б А (Р ) +  ЬА (Мвр) +  б А (МТР).
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Виртуальная работа 6Л (Р) силы тяжести разнз вулю (так как по условию меха* 
вязи расположен в горизонтальной плоскости о, следовательно, перемещение точки 
таяоження свлы тяжести перпендикулярно самой силе).

Виртуальная работа вращающего момента Л1вр при повороте кривошипа на 
г.тол бф будет

6А (AfBp) »  М гр8<?.
РаЗотя аилн тэения на оси врзщекяя сателлита определяется равенством 

£Л <Мхр> =я —Мтрёфп
где 8<?г — относительное угловое перемещение сателлита.

Очеавдао, что новду ©гяоеятздыил! угловым перенешенаем вф, сателлита
з угловым перемещением бф кривошипа ныезтся простая связы

бф,. GX? — бф.

Подвтазляя *то вмражеияо для Сфг з предыдущее резенотво, получим

б А (М?р) ± А 'ТлЗ  Ф.

Соекрая все члены, сейдеы виртуальную работу 
Ди:£лнческому механизму:

R .. ч

сил, приложенных к епн-

9А: М.*Р" ,  - т р ) %■ Мт

Коэффициент яри вариация бф об&бщеыной коордкнаты <р равеа обобщенной силе

'М ар ---~М тр . (13.31)

Таково ?1»аченкв обобщенной гилы, если sa обобщенную координату принять 
угол поворота крквошипа. Заметим, что получеамое выражение для обобщенной 
сала £?ф справедливо ггак для постоянных, tsk я для 
сгременяыя моменте» Л)’ ?0  и Мт-у

Задача 18.0. Двоаиэй математический маятник 
(рас. 13,16) состоит из двух невесомых стержней дли
на !( я If, яа конца:? которых укреплены материала 
уда гочки Щ  в М% ыасси щ  я щ  соответственно. Пер* 
вей стержень может вращаться вокруг неподвижной 
горизонтальной оси О, а второй — вокруг горизонталь
ной оси, связваной в первой точкой, Ввести обобщенные 
координаты я вычислить обобщенные енлы.

При такой конструкции вся система движется в вер
тикальной плоскости, которую ыи прямен'ва плоскость ху 
(ось г направим перпендикулярно к плоскости чертежа).
Положение двойного математического иаятявка вполнэ 
определяется двумя углами и <ft отклонения стержней 
ст вертикали. Следозательно, егхтека имеет две степени 
свободы. За обобщенные координаты q\ и ц% прийем углы ф! п Фз. 
силы вычислим тремя способами.

П е р в ы й  споооб .  Найдем проекции сил Pf =» ntjg, 
ната точек их приложения

Pit/ 33 0 , РU ^  0»
Рей 33 0 | 13 0 ,

Обобщенные 

ffijg и коорди-

Р и Щв, 
Р*х =* m3g. ij/ ui гч '

ДГ, => lt COS ф{, X, =• l( COS ф} + ?j COS Фл, 
у, =  /( s in  ф1, у 3 =» lt s in  Ф 1 +  /3  s in  фя, 
Z( = 0 , Zt =  0 .



Обобщенные сели ваЗдем со формуле (18.29), паписав ее в развернутом виде 
для каждой кз величин Qi u Qe fa  в q% заменены на ф$ а ф*):

QlX=Pia^  + Pi^ + ^ ^ +Р“ Ъ н +Р*т!ъ  +

ж + l + Ри % к + ■р* * + Рп ж +Рагж  •
Подставляя значения проекций свл н координат точек и* приложения, получим

Qi -■» ~~т&!± sin <fi — tttiglt sin ф4 ■=* —(mj +  mt) sh sin ft,
Qa =* —mjg/j s'n q>2,

И т е р о й  о п о а сб .  Вычислим скачала обобщенную силу Q». Сообщим 
системе такое виртуальное перемещение, при котором угол ф< останется без изме
нения, а угол ф| получит прирыцениз 5фа (рис. 18.17). При таком перемещения 

.системы работу будет производить только одна сила Ра (точка приложения силы Pj 
осталась в прежней положении}.
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Работу 6Л9 силы Р8 на виртуальном перемещении 6ф* = 0, 6ф, ф  0 вычислим 
как работу силы, приложенной к твердому телу, вращающемуся вокруг неподвиж
ной оси Щ . Момент силы Hs относительно оси вращения второго стержня равен
—P ;Ji sin <j)3 — —CTt5 /*sln q>s. Поэтому

6Л2 => —m3glt sin фа 6ф,.

Коэффициент пра вариации 8у , равен обобщенней силе 
Qs= —т^ / ^ П ф *

Перейдем к вычислению обобщенной силы Qi. Для этого дадим системе вир
туальное перемещение 6q>{ ф  0, &(>»•= 0 (рис. 18.18). Работу силы Pj вычислим по 
тому же правилу: момент силы 1’(  относительно оси вращения первого стержня 
реген —nt,glj sin ф*. Следовательно, работа этой силы на виртуальном перемещении 
Щ>1 ф  0 , 6фя = 0  равна —nt,gl, sin ф,- 6q>j.

Перемещения точек М, н Mt одинаковы (так как при неизменном угле ®а вто
рой стержень перемещается поступательно). Поэтому виртуальная работа силы Р» по
лучится из предыдущего выражения заменой т ,  на тг, т. е. равна —migli sin

Сумма работ сил Pj и Р* па этом виртуальном перемещении будет зметь вид
дЛ, =  —ntxgli sin ф,- txpt — m3g/j sin ф, бф1(

или
bAt — — {пц +  in») glt sin ф4 бф1.
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Найдем по- 
персмещеиии

(18.32)

о  611
Ъ — 3 * -

Коэффициент при вариация 6<р< равгя обобщенной екле, соответствующей о5- 
общенной координате ф,:

Qi =* —{mi +  mt) git sin фГ.
Т р е т и й  в п о о о б. Активные силы Pf н Р» консервативны, 

тенциальную энергию П, вычислив ее как работу сил Р* и Р) при 
системы из данного положения в горизонтальное;

П =» —m(gl( cos <р/ — mtg (/f cos ф( +  It  cos Ф»).
или

П =* —(m( +  m%) gl( cos ф( — mjgfj cos ф«.

Обобщенные сила и Q, найдем теперь по формуле (18.30)!
О _  3 0

Выполняя дифференцирование, получим
Qi =” —(/fit + ma) g!t sin <ри Q, = »in Фа.

Из самого определения видно, что обобщенные силы зависят не 
только от структуры системы и приложенных к ней активных сил, 
но также и от выбора обобщенных координат. Покажем это на 
примере двойного математического маятника.

Выберем в качестве обобщенных координат углы ф< и 
4>i, как это показано на рно. 18.19. Тогда потенциальная 
терн;я системы определится равенством

П =  — (Л!( +  m,) glf cos iff — m%g’i cos +  ф,).
Обобщенные еилы вычислим по формула (18.30):

дП дП
^  ^ — а̂ йГ*

В результате дифференцирования получим
0 * 1  =  — {« 1  +  ««) gU sin %  — nttfJt sin (ф( 4- t j),

=  —nttgk sin (ф, -г ф*). Рио. 18.19
Как и следовало ожидать, эти выражения для обобщенных сил отличаются от 
Qi и <?,.

Из рассмотренных примеров видно, что наиболее универсальным 
методом определения обобщенных сил является второй метод, осно
ванный на вычислении элементарной работы, но он не всегда наи* 
более прост.

§ 18.7S Условия равновесия в обобщенных координатах
Согласно принципу виртуальных перемещений для равновесия 

материальной системы с идеальными, стационарными, голономными 
и удерживающими езязями необходимо и достаточно, чтобы при 
vft (0) = 0 суммарная работа всех активных сил, приложенных 
к системе, на любом виртуальном перемещении равнялась нулю!

6 А = 0.
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Будем определять положение системы обобщенными коордннг- 
тами qi, q,. Тогда последнее уравнение согласно формуле (18.28) 
примет вид

Qifyi +  Q M t +  • • • +  Q.8q, =  0. (18.33)
Так как обобщенные координаты q{, q, независимы и, следо

вательно, их вариации 6 . . . ,  bq, при голономных связях произ» 
вольны, то из последнего уравнения следует, что все обобщенные 
силы Qlt Qe равны нулю:

Qi = 0, Q, = 0. (18.34)
Действительно, докажем, например, что из равенства (18.33) 

следует Q, -= 0. Для этого возьмем такое виртуальное перемещение, 
при котором 8qt =  ... =  бq3_t — 0, bq, Ф  0, Подставляя эти зна
чения для вариаций обобщенных координат в равенство (18.33), 
получим Q„8q, ~  0, По условию бq, Ф  0, следовательно, Q, ** 0. 
Аналогично устанавливаются остальные уравнения (18.34).

Уравнения (18.34) являются искомыми; для равно&хая механи
ческой системы с идеальными, стационарными, голокомными и удер
живающими связями необходимо и достаточно, чтобы все обобщенны? 
силы системы равнялись нулю (начальные скорости всех точек считаем

равными нулю).
Если силы, действующие на систему, 

консервативны, тс согласно равенствам 
(18.30) уравнений (18.34) примут вид

О, ап
dq. = 0. (18.35)ёП - 6Пзз U, —

'%  ’ д°л
Рассмотрим пример.

Злдача 18,7. Дза груза А я В, находящиеся 
на гладких наклонных плоскостях, удерживают 

Рве. 1S.20 в равновесии груз С силы тяжести Р  прн по
мощи троса, перекинутого через два соосных 

блока I  к I I  в свободней блок /// (рис. 18.2С). Найти силы тгжестк грузов P j и 
Pt, если наклонные плескостз составляют о горизонтом углы « я р .  Трением н 
массой блоков и троса пренебречь.

Нерастяжнмый трос представляет собой голономную и стационарную «вязь, 
уравнение которой можно записать в виде

* i +  +  2xj =  а. (13.26)
Следовательно, система имеет две степени свободе. Примем jej й ~s Sa обобщен

ные координаты. Варьируя уравнение связи (18.3G), получим
6xt +  5r, +  2fi£3 — 0 ;

отсюда
бх3 = —1/г (5xi + б*а).

Сообщим грузам А и В  виртуальные перемещения, указанные на чертеже, 
вычислим работу сил тяжести Р{, Ра и Р на этом пергмещении и в соответствия 
о принципом виртуальных перемещений приравняем ее нулкм

р Г 5га  +  рг,бгв +  р ,8ге *= °>
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или
/>! 18ГА I sin 06 +/>, 16гв I sin р -  Р18гс | = 0.

Имеем
16га | =  8*1, ( вгв | “ Ч ,  |вгс | “ 1 4 1 *“  1/2 ( Ч +  4 )-  

Подставляя в предыдущее равенство и группируя члены, получим

(P i sio а — ~ )  4  +  sin Р — )  5дга = 0.

Так как 6xt и Sz-t независимы, то остается приравнять нулю коэффициента (обоб
щенные силы) пои них:

^ P ‘ 8toe- T “ °- Р'~ - 2 Ш Г ’

р р <i8 ’37> 
(?2 = P,s!nP-— -  = 0,

Эту задачу можно рзшить, воспользовавшись консервативностью действующих на 
систему сил (сил тяжести).

Составим выражение для потенциальной энергии системы. Для этого вычислим 
работу, производимую силами тяжести при перемещении системы нэ данного поло
жения в положение, когда Х{ 0 , х%~ 0 :

П = — px*j sin а  — Ргхг sla fi -f ~  xs'$ P.

Заменяя хг из формулы (18.36), получим

П «=» — Pjjfj sin а  — Psx2 sin Р +  Р  Га .

Условия равновесия имеют вид (18,35);

■5т— - g — f t s i n p +4 - о .

Эти уравнения совпадают о уравнениями (18.37).

Г л а в а  X IX

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА 

§ 19,!, Общее уравнение динамики

Рассмотрим систему п материальных точек, движение которой 
ограничено h удерживающими идеальными и голсномными с б я з я м и . 
Воспользуемся принципом освобождаемости и заменим все связи 
их реакциями. Обозначим через Fft и R* соответственна равно
действующие всех активных сил и реакций связей, приложенных 
к точке Mh. Рассматривая точку Мк как свободную, движущуюся 
под действием сил Fft и Rft, применим к ней второй закон Ньютона:

Щ Щ  =-- Fft -f Rs,
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ИЛИ
Fa — т кщ  -f RA =  0 (k =  1, 2, . . . .  п). (19.1)

Мысленно зафиксируем время I и дадим системе виртуальное 
перемещение 6гА (k — 1, л). Умножим каждое уравнение (19.1) 
скалярно на 6 гА и сложим их:

П П
£  (Fft — mhv/h) ■ бгА -f £  RA • «г* =  0. 

i *=i

По определению идеальных связей последняя сумма равна нулю. 
Следовательно,

^ (P ft  — mAwfc)-6r/l =  0. (19.2)

Это уравнение, называемое общим уравнением динамики, может 
быть прочитано следующим образом: при движении материальной 
системы с идеальными и удерживающими связями работа всех актив* 
ных сил Fft и сил инерции — ffzAwA на любом виртуальном переме
щении системы равна нулю.

Если связи стационарны, то общее уравнение динамики представ, 
ляет собой следствие принципа виртуальных перемещений и прин
ципа Даламбера.

Аналогично принципу виртуальных перемещений, общее урав
нение динамики (19.2) может быть непосредственно использовано для

решения различных конкретных 
задач. Рассмотрим пример.

Задача 29.1. Два тела Af* и М , с 
массами Ш{ и mt связаны между собой 
абсолютно гибкой и нерастяжимой нитью, 
перекинутой через блок К  (рис. 19.1, а). 
Пренебрегая массой нити и блока, а 
также трением, определить вакон движе
ния грузов.

Для решения этой задачи с помощью 
общего уравнения динамики изобразим 
на рдсунке все активные силы (силы тя
жести mig и т ag) и силы инерции. Предпо
ложим, что тело имеет ускорение wj, 
направленное вниз. Тогда сила инер

ции —mxvii первого груза будет направлена вверх. Так как нить нерастяжнма, 
то уравнение связи 1:меет вид (см. рис. 19.1, в) xi -j- xj =  const. Дифференцируя 
два раза по времени, получим i f +  «=> 0, или х2 — —if . Эго означает, что уско
рение w3 второго груза равно по модулю ускорению первого груза, но направлено 
в противоположную сторону, т. е. вверх. Тогда сила инерции второго груза будет 
направлена вниз (см. рис. 19.1, о), а ее модуль равен

т %а>з =  m-Wj =  m2w,
где w — общее значе.чие модуля ускорений грузов.

Дадим системе виртуальное перемещение. Варьируя уравнение связей, полу
чим 6дГ] -J- = 0 ; отежда &cs= —&rlt

Щ  д
б)

Рис. 19.1
•>)
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Бычислкы работу всех активных сил н снл ннерцни на этом виртуальное пере
мещении и приравняем ее нулю:

Сокращал это уравнение на 6хх н решая полученное уравнение относительно w, 
найдем ускорение системы

Применяя к каждому телу принцип Даламбера (рис. 19.1, б и в) к учитывая 
последнее равенство, легко получим, что натяжения нити в обеих ветвях оди
наковы (7j =  Г»), Это доказывает сделанное без доказательства соответствующее 
утверждение в задаче 7.1 (стр. 158).

§ 19.2. Уравнения Лагранжа второго рода

Общее уравнение динамики (19.2) дает возможность составлять 
дифференциальные уравнения движения, не содержащие реакции 
идеальных связей. Для сравнительно простых систем непосред
ственное применение этого уравнения вполне оправдано, однако 
в более сложных случаях использование общего уравнения динамики 
приводит, как правило, к относительно сложным преобразованиям. 
Поэтому значительно удобнее пользоваться не общим уравнением 
динамики (19.2), а вытекающими из него уравнениями Лагранжа 
второго рода, в которых основные трудности преобразования преодо
лены в общем виде.

Для вывода этих уравнений воспользуемся общим уравнением 
динамики (19.2):

Подставим в это уравнение значение вариации 6rft радиуса-вектора 
из равенства (18.25)!

(m,g — 6xt +  (m,g+ к^аг) 6хг =  0 . 
Принимая во внимание, что 6а'„ =  —6xj и а>г =  = w, получим 

ml ( B ~  ®) (8 +  к-1) 5*1 =  0.

т , — т 2 _

П

п S

Умножим это уравнение на —1, изменим порядок суммирования 
и разобьем сумму на дзе части:



Пользуясь выражением для обобщенных сил (18.27), будем иметь 

2  [ S « / ]^  =  0. (19.3)

Первый член, стоящий под знаком суммы, можно, очевидно, за
кисать а следующем виде:

dvh fck _ < * / — „  drh \ d drh /to дч
* cit (Jc,j ~ di \ h h d y / к h dt dqj ’

в чем легко убедиться простои проверкой, применив правило диф
ференцирования произведения.

Найдем скорость vk как производную радиуса-вектора г* по 
времени, учтя при этом, что время t входит в выражение (13.22) 
не только явным образом, но и через обобщенные координаты q{,

Н + Ф -  <1М)
Производная обобщенной координаты по Бремени = dq'dt 

называется обобщенной скоростью.
Дифференцируя обе части равенства (19.5) частным образом по 

обобщенной скорости, получим тождество

W - W -  09 '6)
Составим теперь частную производную скорости v* по обобщенной 

1чСординате qJt учитывая, что обобщенные координаты входят в пра
вую часть равенства (19.5) через коэффициенты при обобщенных 
скоростях:

dvft __ , I д2|>- л i
dqj dqi dqj dqa dqj "*  "I”  dt dqj *

Частная производная drk/dqj зависит от времени t явно и через 
обобщенные координаты q{, ..., q„. Поэтому ее полная производная 
ко времени равна

d dtk * . , &ть А . S!Th
dt dqj dqjdql " 1 ‘ ' ‘ '~ '~dqj dqa "* dqj dt

СрзБнивая оба выражения и учитывая, что смешанные частные про
изводные не зависят от порядка дифференцирования, получим

=  (19.7)
dt dqj dqj

Заменим в правой части равенства (19.4) частную производную 
ее выражением (19.6), а производную по времени ее

ьыражением .(19.7)
dvt' дгк _  d dvt, \ „  d?k

* dqj ~
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Замечая, что

приведем последнее равенство к виду

»* 3 4 f r - 4  [ Ж О * 4)]  -
Теперь уравнение (19.3) можно записать следующим образом:

2  Ё  [ 4 ж ( 4 я*”!* ) - - « ' } * » - *
/~1 'Л— 1 /

или, разбивая сумму по й ка две засти н вынося знак производной
sa знак суммы,

19.2] УРА ВН ЕН И Я ЛАГРАНЖА ВТОРОГО РОДА 621

?  L i  £ _ V 5 Л  V  JU t 'l. _  л  1 л- - о
<* в *  Z j  2 %  Z d  2  Q/ “/=! i ftel J

По определению

^  Uhl1  — -г 
^ 4  2 -  * •
4—1

где Г  — кинетическая энергия системы. Поэтому общему уравне
нию динамики можно придать вид

:j ( w w S . r - Q , ) 6- "- 0-

Так как обобщенные координаты <?{, ..., q} независимы и, следо
вательно, их вариации 5ал, 8q, при голономных связях произ
вольны, то из этого уравнения следует, что все скобки равны нулю 
(для доказательства достаточно повторить рассуждения, с помощью 
которых из равенства (18.33) были получены уравнения (18.34)):

4 - з г г ~ «-••*.......*  о * *
S to  и  есть дифференциальные уравнения движения в обобщен

ных координатах, или, как принято их называть, уравнения Ла
гранжа второго рода; число уравнений равно числу степеней сво
боды *).

*) Уравнения (19.8) составлены для случая, когда число обобщенных коор
динат равно числу степеней свободы. В тех случаях, когда имеются избыточные 
обобщенные координаты, форма уравнений Лагранжа усложняется (см. литера- 
туру, приведенную в примечании на стр. 380).
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Эти уравнения представляют собой систему s обыкновенных диф
ференциальных уравнений второго порядка относительно обобщен
ных координат.

Если силы, действующие на материальную систему, потенциаль
ные, то в соответствии о формулой (18.30) уравнения (19.8) можно 
переписать в виде

Если теперь ввести в рассмотрение функцию Лагранжа L  — Т  — П 
и учесть, что dUldQj = 0, то получим

Уравнения (19.10) являются уравнениями Лагранжа второго 
рода для случая потенциальных сил.

§ Ш .З. Задачи на составление уравнений Лагранжа
второго рода
Прежде чем рассмотреть примеры на составление уравнений 

Лагранжа, сделаем несколько рекомендаций, вытекающих непо
средственно из самой формы уравнений (19.8) и способа введения 
обобщенных координат.

Для составления уравнений Лагранжа второго рода нужно:
1) изобразить на чертеже все активные силы, действующие на 

систему; реакции идеальных связей изображать не следует; если 
имеются силы трения, то их следует присоединить к активным силам;

2) определить число степеней свободы и ввести обобщенные ко
ординаты;

3) вычислить кинетическую энергию системы, выразив ее через 
обобщенные координаты и скорости:

4) определить потенциальную энергию системы, если силы по
тенциальные;

5) найти обобщенные силы системы;
6) выполнить указанные в уравнениях Лагранжа (19.8) или

(19.10) действия.
Задача 19.2. Тонкий однородный стержень длиной it имеет иа концах пол- 

буны А к В, которые скользят под действием силы тяжести стержня по направ
ляющим OD и ОЕ. Направляющие образуют прямой угол DOE, расположенный 
в вертикальной плоскости (рис. 19.2). Пренебрегая массой ползунов и еилами тре
ния, составить дифференциальное уравнение движения стержня н найти его угло
вую скорость, если направляющая ОЕ горизонтальна.

Стержень имеет одну степень свободы, его положение будем определять одной 
обобщенной координатой — углом q>. На рио. 19.2 изображена только активная 
сила — сила тяжести mg; реакции опор N4  u изображать не следует, так кек 
она не войдут в уравнение Лагранжа.

s). (1Э.9)

(19.10)
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Кинетическую энергия» Т  стержня вычислим по теореме Кёнига;
Т = 1̂гтх?с -{- Чг!с ф2,

гда т  — масса стержня, ос — скорость его центра мзсс С, 1С = Ч ц тР  — момия 
«шс.цни стержня относительно оси, проходящей через точку С перпендикулярно 
и плосхостн движения.

Для вычисления скорости центра масо С найдем его координаты (см. рис. 19.2)
Хс  =  Ч г1 s in  ф, Ус  =  Ч 21 COS ф.

Диорфсргнцируя по времзни, получим
&а  =■ д/г'<? c o s  ф, у в  =  —  >/а‘'ф  s in  ф.

Отсюда

“  *с +  Ус =  11' ? ’'?•
Внося значения для tij i: Ус в выражение для кинетической энергии стержня, 

найдем

Т =  »/2т  ~  ф? +  Чг Vis'»/2? 2,

или
Г  = »/втЛр>.

Пеоейдем к вычнелению обобщенной силы. Для этого 
найдем выражение потенциальной энергии системы, считая, 
что при горизонтальном положенин стержня она принимает 
нулевое значение:

П «=■ l/amgl cos ф.

Пользуясь формулой (18.3С), определим обобщенную «илу, соответствующую 
обобщенной координате q>:

л  е п  1 , .

У равнение Лагранжа нмее? вид
J _ d T ___дТ ^
&  с»ф cty =

Иыееа
сТ I ... d оГ d / 1 _  e  _  ml<%  _ _  _  „  _  ф.

Так как кинетическая энергия Т от угла <j не еавнсяг, то d'T/df =» 0, Внося полу
ченные выражения в уравнение Лагранжа, получим
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Это — дифференциальное уравнение движения стержня, полученное вторым методой 
Лагранжа.

Найдем обобщенную скорость ф. Для этого умножим обе части уравнения (19.11)
на d<p;

з®
Ф dq> =  —  sin ф dip.

Имеем

Vdtp = - ^ - d q =

Теперь дифференциальное уравнение принимает вид

*(■?-)=43i d“*v-
Интегрируя п умножая обе частя уравнения ва .2 , наЕдем 

ф3 => — 3 - cos Ф -j- С.

Пусть стержень начинает движение из состоянии покоя, составляя с вертикалью 
в начальный момент угол ф0. Тогда при ф = ф„ ф *=■ О и, следовательно, С =*лг
*■* 3 cos ф0. Подставляя это значение для С в последнее равенство, найдем 

угловую скорость стержня в функция угла ф:

Ф3 = 3 -у- (соз Ф9 — cos Ф). (19.12)

Это соотношение можно получить более простым 
методом из закона сохранения полной механической 
энергии.

Задача 19.3. Определять закон изменения угло
вой скорости ш кривошипа ОС эпициклического меха* 
низка, изображенного на рио. 19.3, если масса кри
вошипа равна пц, а масса сателлита т 5. Кривошип 
считать однородный тонким стержнем, сателлит — 

Рнв. 19.3 однородным диском; вращающий момент Мвр =
= М0 — хю, где М0 и х — положительные постоян

ные н а  — угловая скорость кривошипа; момент трения Мгр на оси сателлита 
«читать постоянным; вееь механизм расположен в горизонтальной плоскости.

Система имеет одну степень свобода; за обобщенную координату возьмем угол Ф 
поворота криэошипа, Сявтема состоит из двух движущихся тел, поэтому ее ки
нетическая энергия

Т ■= Т ,+  Tt,

где Т% — кянетячевкая энергия кривошипа и 7s — кинетическая энергия сателлита. 
Так как кривошип ОС вращается вокруг неподвижной оси О, то

Г, = »/,/, а>\

В этом равенстве /j =» 1/3т< (r~f- /?)’ — момент инерции кривошипа относительно 
оси вращения, ш =* ф — угловая скорость кривошипа. Подставляя значение /j 
в выражение для 7j, получим

Г 1 = ‘/ет ,(г +  Н)‘ фЭ.
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Сателлит I I  движется плоскопараллельно, поэтому его кинетическую »нер- 
гню 7"» найдем о помощью теоремы Кёнига!

^ 2  “  1ltm2 +  1/г/й'®2’
где ос — екорость центра С мясо сателлита, /с — его момент инерции относительно 
оси, проходящей через точку С перпендикулярно к плоскости движения, е>а — 
угловая скорость сателлита.

Имеем
oG =  (г +  R) ф, la =  ~ j  «аг\ <в3 = -£± 1 © = -2dl1 ф. 

Следовательно,

sra -  4 " ”* (г+ *)г ^ + 4 -m/i - % r)1 <Ра.
ИЛИ

Г а= % т а

Скледывая полученные вначекня 7* и 7д, найдем кинетическую энергию Т 
эпициклического механизма:

T ^ y tluP4>% (19.13)
где приведенный момент инерции /ор внстемы равен *)

/пр -  (lV " i +  */,«,) (г +  Я)?. (19. !4) 
Обобщенная вяла был» определена в задаче 18.4 § 18.5 (см. формулу (18.31)) 

Q = iWBp — —  /Мхр «= л;0 -  х ш---£- Л(1р,

или
Q ®   ̂ ^тр кф«

Воспользуемся теперь уравнением Лагранжа второго рода 
d дТ дГ .  
dt =

Имеем
&Г , . d дТ , . дТ .
•^-“ /прф. - ^  = 0 .

После подстановки получаем дифференциальное уравнение движения эпицикличе
ского механизма D

^прФ =  Л10 - у  Мтр — к<р •

*) В понятие «приведенная масса» или «приведенный момент инерции» можно 
вхладывать различный смыел. В данном примере приведенный момент инерции /пр 
эпициклического механизма получен при вычислении кинетической энергии. В при
мере § 9.6 приведенный момент инерции /*р получен в результате вычисления 
момента количеств движения системы. Сравнивая выражения (9.39) и (9.14), мы 
видим, что величина приведенного момента ннерции зависит от метода его вве
дения.
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При постоянном моменте трения Л*тр это уравнение легко интегрируется (:и. 
аадачу 9.2). Считая, что движение началось из состояния покоя, получим

ф  E3S О  S 3 £  (м .- 4  "  ч ' ) .
С течением временя при / со второй член в скобках стремятся к нулю и, сл?дова* 
талько, угловая скорость и криаошипз стремится к предельному виачени»

Рас. 19.4

Задача 59.4. Рассмотрим эллиптический маят
ник, который состоит из тела перемещающегося 
без трения по горизонтальной прямой, о маят
ника //, подвешенного к телу I  (рно. 19.4). Масса 
тела / равна А?*, касса маятника Mt, момент 
инерции маятника относительно оси подзгеа /, 
расстояние от центра тяжести 0 3 маятника до оси 
подвеса ft. Составить дифференциальные уравне
ния движения эллиптического мятника в, считая 
угол отклонения маятника от вертикали малый, 
определить закон движения, если начальные ско
рости равны нулю.

Система имеет, очевидно, два степени свободы. За обобщенные координаты 
выберем абсциссу х тела I в угол <р отклонения маятника от вертикали. Кине
тическая энергия Т системы состоит из суммы кинетической энергии Т\ и Тц 
тел I  и I I )

T*»T i+  Тц.
Тело I  движется поступательно, поэтому

Ti =» V,AftiS.
Скорость точки подвеса маятника равна Л. Кинетическая энергия такого маят

ника была вычислена в § 10.2 (см. формулу (10.15)). В обозначениях данной за
дачи будем иметь

Тц => М»ЛАф cos ф -J- ‘'/д/фЗ,
Таким образом,

Т 2=1 i/j (Alf "Ь Aft) А- J- К гН&ф cos ф4* /ф-«
Потенциальная энергия система

П «= —Mjgft cos ф.
Уравнения Лагранжа для данной системы имеют такой вид»

й dL dL :0, =
dt дх дх dt <3<p д<р

Вычислим соответствующие величины! 
dL 
дх

d i
дх -0,

=  /ф +  M Jif: соз ф,
дф
dL 
&?

d dL
dt fly

■ —  М г sin ф — M 'Jig  Sin ф.

i /ф — AUi<i>£ 8ta ф +  M Jii cos Ф,
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После подстановку к очевидных упрощений падучим дифференциальные уравнения 
движения системы

а
-fir [(Aii +  & 4- М М  cos q>] =■ 0, !q  f  cos ?  +  M,hg sin q> = 0.

йатегркруя первое уравнение, нейдем
(A?j-,L Л<г) к -J- Д4айф cos 9  *= Cf.

По предположенвю А =  0, ф = 0 при j •= 0, Следовательно, Cj = 0 и последнее 
равенство прививает вид

(k it +  Ms) i  4- Л1М  COS ip =  0, или ~  [(AJj -}- АЭД * +  M Ji sin q>] = 0. 

Отсюда
(M i +  M a) x-f- AJsft sin <? =  C,.

Пусть при / =  0 маятник отклонен на угол ф3. Воспользуемся произвольностью 
выбора начала координат О и подберем его так, чтобы при t~ i 0

(AJj -j- AJj) я0 4- M Ji sin tp0 =  0.
Тогда Cj = 0 b из последнего равенства найдем

(Mx +  Мг) х +  МгН sin п> «= 0 или *«= — -J7-4 — -й sin ш."р /Иj
Эти равенствд имеют простой механический сына» центр тяжести С системы 

ввиду отсутствия горизонтальных внешних сил движется по вертикали (при данном 
выбор? начала коордннят ета вертикаль совпадает о есью г).

Пгрейдем ко второму дифференциальному уравнению, считая угол q> малым. 
Таа как для мёлых углов sin q> ж  <p, cos q> »  1, то будем вкеть

Мг
+  М2 ф>

Дифференцируя два раза получим

М> Af./И, +  М.
После подстановки во второе дифференциальное уразвел и® екгчгинй S, sis tp в 
cos <р, найдем

ы2

Легко показать, что когффициент при ф всегда положителен. Дейстгитяльао, 
согласно (12,14)

!  =  ! 0, +  MjA»,

где — мокеит инерции маятника относительно оси, проходящей через его цевтр 
тяжести параллельно оси содзеса. Имеем

t - M T T K *  -  V  +  ^  - ж Т К *  -  'о . +  * > о
(для кзтематичес.чого маятника Л = I и /0j = 0, где I  — длина маятника).
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Поэтому угол ф изменяется по гармоническому закону (учтена начальные 
условия ф = 0, ф =» ф0 ПРИ < =* 0)

Ф =» ф0 cos kt, 
где круговая частота J6 определяетвя равенством

M Jg

‘ о Л - щ + щ И
Центр тяжеети маятнике 0> перемещается по млипсу (читат&нь докажет без 

труда это самостоятельно), чем и объясняется название маятника.
Задача Е9.о. Составить дифференциальные уравнения движения двойного 

кятеаатичастого маятника.
Двойной математической кзятник (см, рчв, 18.16) имеет да® етепвия евеЗода, 

За обобщенные координаты возьмем углы я фа.Снетема состоит as двуз матервмь- 
ныя точек, поэтоау ез кинетическая энергия равза

Т =  г/а<Л[0* г1-хт.р\,
где щ  я т% — иаесн точгк, а Г{ и vt — ns скорости.

Координаты Х(, щ  п xit у$ точгк Mt ti Ms найдем, пользуясь рна, !8Лб>
Х[ h cos <ft, *j «=”  h соз (ft +  h  cos ф«,
Ui =» ti sin ф{, ys ”  tt sin q>i+ I s sin фй.

Дифференцируя по врекенн, получки
fjflij sla (pi, i a ага — /jtpi sin (Pi — ?*фг sin фа

£?1 *= Ii<Pi COS Ф£, J?2 /;(Pj cos ф! +  ?1фг COS (ft*
Тогда

i? -  *1  +  i"? ”  *i 9i>

« I  *= 4  +  &  “  М<?1 +  2 llh  « »  (ф2 —  ф|) Ф [ ф2 +  :Ф ?2
а кнпетяческея энергия системы примет вид

Т  !/з {Щ  +  ш2) l\«>1 +  "b.hh со® (?2 — Ф|) Ф1 Фз +  (59-15)
Обобщенны® вела бклн найдена с а»даче 18,5 § 18.5:

Qi =о —(mi -Н nts) gJj sin фi, Qt ~mtsk  sin Фз» (19.16)
Перейдем к «оставлению уравнений Лагранжа, которые для данной задачи 

имекуг вид
d ST ST .  d дТ 6Т п

iT “ Qc*
Совтавии сначала уравнения для q?j. Имеем

“ Т— =* (« , +  Щ) Фх +  «2*1*2 COS (Ф2 — ф() dtp,

4т~а| - - ( « !  +  % )  ^ 1  +дфх

*Т « 2*1
ЛТ . _

“  sin ;ф2 — Ф1) <piq:f

+  m2*i*., cos (фг — ф() Ф2 — sin (ф8 — Фх) (фа — ф<) фм
дТ
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Подставка получепнае заражения в уравнэпза Лагранжа для координата q>ti
(~>! -Г т 2) +  m2!tl2 cos (Фз — ф,) ф2 —

— т 2?1?2 Sll! (ф2 — Ф1) (  г?2 — Ф1Ф2)

— т г.у а*1£!(фа— Ф,) q>iФз = — (« I -}-irk)gh з!йф(. (!ЭЛ7)
Деля обе частя уравнения на Ц я приводя подобные члена, окончательно получим 
(и в  ыыпизали сраау второе уравнение, которое получастсл аналогична методом)
(nti Jr  т г) If i  1 +  m2l2 cos (фг — ф() Гр2 —

— m2/3 sin (Ф2 — ф|) фз +  (m, +  т г) И sir. ф, «= 0 , (11.18)

h$i +  1\ «и (Фз — Ф|) + h sia (<Pj — Ф1) ф? + g sla ф2 =» 0.
Интегрирование этих дифференциальных уравнений движения двойного ма

тематического маятника связано с большими трудностями, однако, если считать 
углы отклонения Ф» в ф* малыми, то решение упрощается и может быть доведено 
до конца. Задачи такого рода мы будем рассматривать в главе XX .

§ 10.4, Особенности применения
уравнений Лагранжа второго рода к системам
о нендеалышмя и неудержиеэющкмя связями

Рассмотренные примеры хорошо иллюстрируют достоинства ме
тода Лагранжа, состоящие в следующем.

Этот метод применим для широкого класса материальных систем; 
он экономичен в том смысле, что не требует введения дополнительных 
координат и реакций идеальных связей. Наконец, процедура при
менения метода Лагранжа одинакова во всех вадачах, что имеет 
большое аначение, так как не требует от исследователя подчаз 
тонких рассуждгний, в которых допустить ошибку значительно 
легче, чем в математических операциях.

Полезно отметить еще одно достоинство метода Лагранжа. По 
существу этот метод энергетический. Эго обстоятельство дает воз
можность использовать метод Лагранжа в теоретической физике 
для анализа не только механических, но и других физических систем.

Необходимо остановиться н на некоторых особенностях метода 
Лагранжа, создающих подчас дополнительные трудности. Уравне
ния Лагранжа получены для систем о идеальными, удерживающими 
н голономнымн связями. Это не означает, что уравнения Лаграшка 
нельзя использовать для систем с неудерживающкми или неидеаль
ными связями. Но если для системы с удерживающими и идеальными 
связями уравнения Лагранжа полностью решают задачу об опреде
лении закона движения, то для системы с неудерживающими или 
неидеальными связями одних уравнений Лагранжа, составленных для 
независимых обобщенных координат, может оказаться недостаточно. 
Поясним сказанное на задаче 19.2 § 19.3, рассмотрев три случая.

1. С в я з и  и д е а л ь н ы е  и у д е р ж и в а ю щ и е .  На 
концах стержня шарнирно укреплены перемещающиеся без трения
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ползуны, удерживающие стержень на направляющих (см. рис. 19.2). 
Этот случай разобран на стр. 395. Так как с б я з и  идеальные, то их 
реакции учитывать не нужно (поэтому они не изображены на 
рис. 19.2). Кинетическая энергия Т  и обобщенная сила опреде
лены равенствами

Т ~  7в/лРфа, Qi ■= 'l-itng! s!n (p. (19,19)
Уравнение Лагранжа для этой задачи приводится к виду

21 Sin ф. (19.20)

Рио. !9.5

Это уравнение, справедливое для всех ф, полностью решает задачу, 
так как для его интегрирования не нужно знать 
ничего, кроме начальных условий.

2. С в я з и  и д е а л ь н ы е  и н е у д е р 
ж и в а ю щ и е .  Стержень скользит без трения 
по сторонам прямого угла (рис. 19.6). До тех 
пор пока стержень опирается на обе стороны, 
связь не нарушена и движение стержня опи
сывается тем же уравнением Лагранжа (19.20). 
Однако сразу пользоваться этим уравнением 
практически нельзя, так как неизвестно, 
произойдет или нет отрыв стержня от стенки. 
Поэтому прежде всего нужно определить воз
можность отрыва, затем, если отрыв действи
тельно происходит, то нужно определить, при 
каком угле это произойдет.

Возможность отрыва определяется по обращению в нуль соответ
ствующей нормальной реакции. Одного уравнения Лагранжа (19.20) 
для этих целей недостаточно, так как оно не содержит нормальных 
реакций *). Естественно, что дополнительно к этому уравнению 
нужно составить еще уравнение, которое содержало бы реакцию Л'А 
(отрыв может произойти, конечно, от вертикальной стенки). Это 
можно сделать различными методами, но в данном случае проще 
всего приводит к цели теорема о движении центра масс!

mwa =  F*.
Проектируя это равенство на ось х и учитывая рио. 19.5, получим

тХс «= Na. (19.21)
Воспользуемся очевидным равенством, устанавливающим с е я з ь  
между координатами х0 и ф (см. рио. 19.5)!

X q  =  -g- 8 !П ф.

*) Существуют катода, позволяющие определять реакции идеальных cnr.sefl 
с помощью видоизмененных уравнений Лагранжа второго рода (си. Л у р ь е  А. И. 
Аналитическая механика. — М.I Физматгиз. 196!, $  7.12,7.13). эти методы 
сложны и в настоящем руководстве и* научаются.
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Отсюда найдем

ха — -т^фСОЗф, Хс — (фcosф — ф2sinф).

Пользуясь теперь уравнением Лагранжа (19.20) и вытекающим 
из него первым интегралом (19.12)

фг =  з A . (cos ф0 — cos ф),

выразим %с> а затем NА через угол ф (предполагается, что ф = 0 
при t = 0)1

:г0 =  -|-^81Пф(ЗС05ф — 2 cos фа),

з
NA c=-j-mg sin ф (3 cos ф — 2 cos ф0).

Отсюда видно, что при угле фх, определяемом равенством
2COS =  - у  COS ф0,

нормальная реакция обращается в нуль, т. е. происходит отрыв 
стержня от вертикальной стенки.

Таким образом, уравнение Лагранжа (19.20) определяет закон 
движения стержня не для всех ф, как это было в первом случае, 
а только для углов, удовлетворяющих нера
венству

Фо <  Ф <• ФЬ

С момента отрыва от вертикальной стенки 
стержень будет иметь не одну, а две степени 
свободы (по предположению движение проис* 
ходит в вертикальной плоскости), для опре
деления движения его в новых условиях нуж
но составить уже два дифференциальных урав
нения. В  качестве упражнения предлагаем 
читателю определить угловую скорость и по
ложение конца А стержня в момент его паде
ния на горизонтальную плоскость.

3, С в я з и  у д е р ж и в а ю щ и е  и н е и д е а л ь н ы е .  
Учтем силу трения F A в вертикальном ползуне А (для простоты 
выкладок трением в ползуне В  пренебрегаем) (рис. 19.6). Будем 
считать, что сила трения пропорциональна нормальному давлению!

FyA ~  f^ A I
где / — коэффициент трения (предполагается, что ползун А дви
жется вниз, поэтому сила трения VA направлена вверх).
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Положение стержня по-прежнему определяется одной обобщен
ной координатой — углом <р, поэтому выражение для кинетической 
энергии стержня не изменится. Для составления уравнения Лаг
ранжа нужно определить обобщенную силу Q, соответствующую 
углу ф, с учетом силы трения РА. Дадим стержню АВ  виртуальное 
перемещение бф и вычислим суммарную работу 6Л силы тяжести mg 
и силы трения FA на этом перемещении (работа нормальных реак
ций МА и NB равна кулю):

6/4 = 6/.£ +  Рил ®Уа>
где «= Qi бф = V* mgl sin ф-бф — работа силы тяжести mg (ис
пользовано значение для Qu полученное в первом случае).

Имеем (см. рис. 19.6)
у л =  I cos ф.

Следовательно,
б у а — —I sin ф-бф.

Подставим в б А значения &А{, 6уА, РуА и сгруппируем члены!
6,4 = I \ !%r4g — A) sin ф«6ф.

Обобщенная сила равна коэффициенту прп бф!
Q = I (!/а mg ~ fN A) sin ф„

Составим теперь уравнение Лагранжа
d оГ дТ Q 

йр дф 3=5

учитывая, что Г  =  V, тРф*. После подстановки и выполнения не
обходимых действий найдем

1/У?г/®ф = I  (V* mg — fNA) sin ф.

Это дифференциальное уравнение движения стержня содержит 
неизвестную величину Мл. Поэтому необходимо составить еще одно 
уравнение для определения нормальной реакции NA. Для этого, 
так же как и в предыдущем случае, применим теорему о движении 
центра масс относительно оси х (см. равенство (19.21)):

гп%с —
Воспользуемся полученным ранее результатом 

х0 — ~  (Ф COS ф — ф2 sin Ф).

Отсюда
Na — ~  (ф cos ф — ф9 sin  ф).



Внесем это выражение для ЫА в найденное уравнение Лагранжа: 

~  mPfy ^  mFf (<p cos ф — фг sin ф) sin ф.

После очевидных преобразований получки

( j  + -§-fsia 2ф^ф в  л. /фа sin ф^эШф.

Эгэ уравнение может быть проинтегрировано приближенными ме
тодами.

В заключение отметим, что общность способа составления урав
нений Лагранжа, доведенная до математического алгоритма, при
водит иногда к формальному анализу без ясного понимания взаимо
действия сил. Поэтому в тех случаях, когда необходимо провести 
анализ сил, возникающих в системе при ее движении, целесооб
разна пользоваться общими теоремами динамики либо комбинировать 
8ти теоремы с уравнениями Лагранжа, как это было сделано нами 
в этом параграфа при рассмотрении второго случая.

§ 1S.3* Выражение кинетической энергии 
через сообщенные скорости и координата
Для дальнейшего нам понадобится значение кинетической энер

гии Т материальной системы, выраженной через обобщенные ско
рости и координаты.

Кинетическая энергия Т материальной системы определяется
равенством

T r = - L ^ m kv l.
‘  А«=1

Воспользуемся тождеством v\ =  vh-vk и заменим вектор ско
рости v„ точки Мц его значением по формуле (19,5). Тогда выраже
ние для кинетической энергии примет вид

Возведем скобку в квадрат и сгруппируем отдельно члены второй 
степени относительно обобщенных скоростей q, члены первой сте
пени относительно тех же величин и члены, не содержащие обобщен
ные скорости. Обозначив первую группу членов через Тг, вторую 
через Ти а третью через Т0, получим

* 15*53 ВЫ РА Ж ЕН И Е КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИ И 633

Т «  Tt +  Ti +  Т„ (19.22)



где

[(& )'< ?+ ••■ + (& )'*:+k—i

+ "й* + ' * *+ 2~ ё т 'ж  **■»*•] •

То— * к-=1

Введем обозначения

<|9-2«Л=1 Ав1

Тогда функции Т,  и 7\ можно будет записать в следующей форме!

г . — (19-25)

T'j - S M i , 09.26)
<-i

причем из самого определения коэффициентов ац (они называются 
коэффициентами инерции) видно, что они симметричны относительно 
своих индексов:

atj e  аП‘ (19.27)
В  этих выражениях коэффициенты atJ и bt зависят от обобщенных 

координат qu qz, qe и времени t, но не зависят от обобщенных
скоростей qu е/г.......q,.

Равенства (19.22), (19.25) и (19.26) показывают, что в общем 
случае кинетическую энергию материальной системы можно предста
вить суммой квадратичной Тг, линейной Тх и нулевой Т„ форм от* 
носительно обобщенных скоростей.

При стационарных связях для движения в инерциальных осях 
время t явно не входит в выражение радиуса-вектора tj. Все част
ные производные drjdt будут равны нулю, и вместе с ними обра
тятся в нуль слагаемые Тх и Та. Поэтому для этого случая кинетиче
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ская энергия системы представляет квадратичную форму обобщен- 
кых скоростей

коэффициенты которой явным образом не зависят от времени.
Напомним, что кинетическая энергия системы всегда положи

тельна (как сумма произведений положительных величин т/о*/2) 
и в нуль она может обратиться только при условии, что скстема 
находится в покое. Поэтому квадратичная форма (19.28) всегда 
определенно положительна.

§ 19.6. Обобщенный интеграл энергии
Как известно, если силы, действующие на материальную систему, 

потенциальные, то имеет место интеграл энергии — сумма кинети
ческой и потенциальной энергий есть величина постоянная (см. 
§ 10.6):

При выводе этого интеграла предполагалось, что движение изу
чается относительно инерциальной системы отсчета, а связи ста
ционарны. Если же в потенциальной системе связи зависят к иным 
образом от времени t или движение изучается в неикерциалькон си
стеме отсчета, то в общем случае интеграла энергии не существует. 
Э то объясняется тем, что при нестационарных связях движение 
материальной системы частично осуществляется за счет сил, изме
няющих связи, которые при анализе движения не учитываются.

Мы покажем, что если кинетическая энергия Т системы, опре
деленная равенством (19.22), не зазисит явным образом от времени 
t, то дифференциальные уравнения движения допускают обобщен
ный интеграл энергии.

Пусть силы, действующие на систему, потенциальны. Тогда 
уравнения Лагранжа примут вид

Умножим каждое уразкение на а} и сложим все уравнения:

Потенциальная энергия П зависит от времени ( только через 
обобщенные координаты ..., q,. Поэтому

Т = y S  S  all4i$hЛ 1=Л /=л
(19.28)

Г  +  П = ft.



Воспользуемся очевидным тождеством (его легко проверить не
посредственно)

V / ,  d 8Г _  d ЯГ , V )  дТ .
2*i dt dqj iU 2 i  dijj 1 dijj
/=1 /«> У-!

Кинетическая энергия T  рзЕна сумме трех однородных функций 
относительно обобщенных скоростей 4 (см. формулу (19.22)):

т  =  г а +  T i +  7-0.
Следовательно,

§  w  ̂  2  ж  ̂ + §  ̂  + Е  -ft

По теореме Эйлера об однородных функциях будем иметь *)

g $ f t- « r .+  r*

С учетом полученных выражений равенство (19.29) принимает 
следующий вид:

о dTt . dTt V i  дТ - V I  дТ . _  аП
2  “ л - +  Т Г  “  Z j  ~  2 j  w  ш •

/- 1  /=.1

Кинетическая энергия Г  зависит от времени через обобщенные
координаты qu qt.....q, и обобщенные скорости qu q2, •••. <?« (п0
условию от времени t она явно не зависит). Поэтому

^ - t - g j b + t S r b -  
/-1 /=1

Таким образом, последнее равенство приводится к виду
0  rfT, , dTi dT _  dll 
*  dt T* dt dt “  dt »

или, снова пользуясь равенством (19.22),
0  , гГГ, rf7V_____dn_

г  dt dt dt dt dt dt 4

636 АНАЛИТИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА {ГЛ. X iX

*) Напомним вту теорему: сумма произведений частных производных однород
ной функции на соогветсгеующае переменные равна произведению самой фуиканн 
на сгглезь ее однородности.
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Приводя подобные члены, получим

А ( 7 ’4 - Г о +  П) =  0, (19.30)

откуда
7» -— 7о +  П =  А, (19,31)

где h — постоянная интегрирования.
Равенство (19.31) и представляет обобщенный интеграл энергии 

Якоби.
Если связи стационарны и движение изучается относительно 

инерциальных осей, то Та — 0 и обобщенный интеграл энергии 
вырождается в обычный интеграл Т  +
■f II =  А.

Проиллюстрируем общую теорию про
стым примером.

Задача !9.6. На рис. 19.7 изображена схема 
центробежного регулятора. Два одинаковых тела 
M i в М ъ, массой m каждое, могут перемещаться 
в пазу АВ. Одинаковые пружины жесткости с 
неподвижно укреплены на вертикальной ося вра- 
ще.чня О регулятора, а вторыми концами при
креплены к тьлан M i и М£. Составить диффе
ренциальные уравнения движения н показать, что 
при равномерном вращении регулятора она допу
скают обобщенный интеграл энергии.

Прежде всего заметим, что движения тел M i и Afa независимы. поэтому 
достаточно рассмотреть движение одного из них, например Щ . Положение тела М( 
определяется координатой Jrj =* GM{. Тело участвует в сложном движении, его 
относительная скорость равна xt, а переносная *х©. Поэтому абсолютная скорость щ, 
будет определяться равенством

« кинетическая энергия
Т  =  1Umx[ +  г1гте?х\.

В рассматриваемом случае Tt — Ti =  0 и 7'0 =  */j тсв*дг?. При постоян
ной угловой скорости а  кинетическая энергия не зависит явным образом от времени.

На тело М { действуют два активные потенциальные силы: сила тяже-эти mg 
и сила упругости пружины F*. Первую силу учитывать Ев нужно, т«к как по 
условию центробежный регулятор вращается в горизонтальной плоскости (ось 
вращения вертикальна). Потенциальная сила упругости равна

П = */8 с — О?,

где I — длина пружина в недеформированком состоянии.
Следовательно, рассматриваемая система удовлетворяет всем условиям еущв- 

ствованкя обобщенного интеграла энергии (19), который в данном случае прини
мает вид (множитель 1/2 включен в постоянную интегрирования ft)

m.if — moAtf -f с (Ху — i f  =з h.
в " 1 0  бы гру«ой ошибкой считать, что здесь имеет место равенство Т +  П =»

—lUtnsc-t + 4 ttn<olx[ +  Va с (дг, — 1)*. = /г. Физически несправедливость этою ра
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венства объясняется весьма просто — переносное движение тела М ( осуществляется 
ва счет неучитываемых нами сил, приводящих в равномерное вращение регулятор. 

Составим теперь уравнение Лагранжа
d дт _ д т _______ап_
Ш d ii dxL dxL ’

Икеей
дТ d дТ дТ Ш  . ..

Ж  = т *ь  1 Г д 1 Г  11 - ^  = тш 'Х1' -а*—

Внося найденное и уравнение Лагранжа, получим
— rnwVj = —с (xf — I), пли mi, =  —с (ху — /) +  тиРх/.

Эго дифференциальное уравнение движения тела М, во вращающемся пазу АВ, 
справедливое как для постоянных, так и для переменных значений угловой ско
рости со, можно получить, пользуясь обычным дифференциальным уравнением 
относительного движения, причем слагаемое moAtrt играет в этом случае роль пере
носной силы инерции (кориолисова сила инерции перпендикулярна к оси *, и ее 
проекция на эту ось равна пулю). Обобщенный интеграл энергии при ю =» const 
получается из этого уравнения непосредственным интегрированием (обе части урав
нения нужно умножить на dx( и воспользоваться тождеством i j  dx, =  i ,  dxt).

Г л а в а  XX
М А Л Ы Е КО ЛЕБАНИЯ М ЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ
С ОДНОЙ И ДВУМЯ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ
ОКОЛО ПОЛОЖЕНИЯ УСТОЙЧИВОГО РАВНОВЕСИЯ

§ 20. Ь  Определение положений равновесия
Теория колебаний, начав свое развитие с исследования движения 

математического маятника, превратилась в широко разветвленную 
самостоятельную дисциплину с весьма сложным математическим 
аппаратом. Теория колебаний быстро развивается, что объясняется 
значением ее в современной технике.

В настоящей главе мы рассмотрим простейшие вопросы колеба
ний механических систем, а именно — малые колебания систем 
с одной и двумя степенями свободы около положения устойчивого 
равновесия.

Рассмотрим вначале материальную систему с идеальными, ста
ционарными и голономными связями, положение которой опре
деляется s независимыми обобщенными координатами qlt <у2, q,. 
Для изучения колебаний около положения равновесия необходимо, 
очевидно, прежде всего найти те положения, в которых система 
может находиться в равновесии.

В  § 18.7 было показано, что в положении равновесия все обоб
щенные силы системы равны нулю:

Qi = 0, Qt = 0, ..., Q„ = 0. (20.1)
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Для консервативной системы эти равенства принимают вид
ап „ ап™- =  0  

*h  • dqt — о, dq, =  0. (20.2)

Будем считать, что обобщенные силы зависят только от обобщен
ных координат. Тогда равенства (20.1) или (20.2) можно рассма
тривать как уравнения относительно qu qz, ..., <?,. Решая эти урав
нения, найдем те положения, в которых система может находиться 
в равновесии. Если обобщенные силы зависят не только от обобщен
ных координат, но и от обобщенных скоростей qit дг, ..., то при 
решении уравнений (20.1) все обобщенные скорости нужно при
равнять к нулю.

Во многих случаях положения равновесия можно определить 
из элементарных соображений или с помощью обычных уравнений 
статики.

Задача 20.1. Определить возможные положения равновесия маятника со спи
ральной пружиной жесткости с (рис. 20 .1), масса маятника т , расстояние от оси 
подвеса О до центра тяжести С равно /. При верхнем вертикальном положении 
маятника спиральная пружина находится в недеформированном состоянии. Мас
сой пружины и трением горизонтально расположенного 
цилиндрического подшипника пренебречь.

Система имеет одну степень свободы; в качестве обобщен- 
иой координаты удобно принять угол <р.

Потенциальная энергия системы П складывается из по
тенциальной анергии П, силы тяжести и потенциальной энер
гии П, спиральной пружины. За нулевое примем верхнее вер
тикальное положенне маятника. Тогда при переходе маятника 
из данного положения в нулевое работал, силы тяжести будет 
равна потенциальной энергии П,. Имеем

П, = » i = —mg-DE =  —mgl (1 — cos <р).
Опыт показывает, что для закручивания спиральной 

пружины на не очень большой угол ф требуется прило
жить момент М, пропорциональный углу вакручивання:

М =  с<р. Рис. 20.:
Коэффициент с называется коэффициентом жесткости на кручение, его размерность 
равна размерности момента силы (угол ф измеряется, конечно, в радианах).

Момент, создаваемый пружиной, равен —сф, и, следовательно, работа At 
(потенциальная энергия Г12) сил упругости такой пружины при переходе из данного 
положения в нулевое определится равенством

о
П, = А, =  — с J  ф Ар,

n , = lW . (20.3)
1, е. потенциальная энергия спиральной пружины, работающей на докручивание, 
равна половине коэффициента ее жесткости, умноженной на квадрат угловой де
формации.

Потенциальная энергия системы равна
Л =  Ilj  -t- Ua = mgl cos ф +  » / » — oigl.
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Сс:тавим уравнение равновесия (20.2):
дП/ду = 0

или, подставляя значение потенциальной энергии П, будем |:»:еть
—mgl sin ф +  сф = 0 (20.4)

(s?o уравнение легко получить из условия равновесия рычага). Корни уравнения 
(20.4) определяют возможные положения равновесия маятника.

После того кап составлено уравнение равновесия, задачу можно поставить 
двумя различными способами.

1. Как выбрать параметры системы, чтобы маятник мог находиться в веданном 
положении равновесия? Эта задача решается элементарно. Действительно, пусть 
треЗуется, чтобы в одном из возможных положений равновесия маятник соста&яял 
с вертикалью угол ф0. Подставляя это значение угла ф в уравнение (20.4), получим

Сф0 — mgl sin фз = О,
откуда

mgl _  фо
с sin фо *

В частности, если требуется, чтобы пружина удерживала маятник в горизон
тальном положении (ф0 — я/2), будем иметь

. (20.5)

При таком соотношении параметров (т, I, с) маятник может находиться в равнове
сия, занимая горизонтальное положение.

2 . Задача может быть обращена, а именно: все параметры (т , 1 н с) задгны; 
требуется определить возможные положения равновесия маятника.

Как уже отмечалось, возможные положения равновесия определяются корнями 
уравнения равновесия (20.4). Представим это уравнение в виде

*1пф = ^ г ф,

или
sin ф = хф, (20 .6)

где новый параметр х определен равенством

* = - £ г. (20.7)
Рис. 20.2 те ‘

Один корень уравнения (20.6) очевиден: ф( =• 0. Этому корню отвечает верхнее 
вертикальное положение равновесия маятника.

Для определения других возможных положений равновесия нужно найти осталь
ные корни трансцендентного уравнения (20.6). Это можно осуществить различными 
методами, например табличным или графическим. Поясним второй способ. Составим 
два уравнения:

у =» sin ф, у =» Хф

п построим их графики (рис. 20 .2).
Очевидно, что второй корень фа определяется абсциссой точки пересечения обоня 

графиков, причем каждому положительному корню фа отвечает равный по модулю, 
но отрицательный корень —фа. Физически это означает, что положения равновесия 
маятника могут быть как слева, так и справа от вертикали. Кроме того, видно, что,



§ 20.2J УСТОЙЧИВОСТЬ ПОЛОЖЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ 641

при х > 1 (с > mgl) пряу.Зя у =» Хф нг пересекается с синусоидой у =  sin (р. В этом 
случае уравнение (2 0 .6) имеет один тривиальный корень q>j = 0 .

Легко показать (мы не будем останавливаться па подробностях), что при х = 
■= cos ф0 =  (sin Фо)/фо прямая у = Хф коснется второй вслпы синусоида. В этоа 
случае х «0,128 и уравнение будет иметь три корня: q>, = 0, д>« «  2,286 (130° 59') 
н <?, = ф0 да 7,725 (442*37'), причем третий корень двойной. При х <  0,129 пря
м я  у = хф может пересечь но только вторую, но я следующие волны синусоиды,

е. маятник будет иметь больше трех положений равновесия. Мы будем считать, 
что х>  0,129 *).

Таким образом, если х >  1, то маятник имеет о д е з  верхнее вертикальное поло
ж ен и е  равновесия (ф{ — 0), при 0,129 < х  <  1 м аятн и к  имеет два пол о ж ен и я рав
новесия.

§ 20.2. Устойчивость положения равновесия*
Теорема Лагранжа — Дирихле. Критерий Сильвестра
Найдя положения, в которых система может, вообще говоря, 

находиться в равновесии, нужно определить затем, какие из этих 
положений практически реализуемы или, иначе говоря, какие из этих 
положений являются устойчивыми, а какие неустойчивыми. Пояс
ним сказанное простым примером. Обычный, физический маятник 
с горизонтальной осью вращения имеет два возможных положения 
равновесия — верхнее и нижнее. Очевидно, что верхнее положение 
равновесия маятника практически нельзя осуществить, так как 
оно неустойчиво, а нижнее положение устойчиво и оно легко 
реализуемо.

Вопрос об устойчивости положения равновесия является частным случаем 
зядачи об устойчивости движения. Эта задача имеет в современной технике большое 
значение (двигатель должен устойчиво удерживать заданный режим работы, са
молет, ракета, корабль должны устойчиво сохранять веданное направление движе
ния и т. п.). Эти вопросы выходят аа рамки настоящего курса, поэтому желающим 
ознакомиться с общей вадачей устойчивости движения мы рекомендуем обратиться
з специальным руководствам**). Здесь же мы ограничимся только основными опре
делениями и изложением теоремы Лагранжа —Дирихле.

Не нарушая общности, будем считать, что в рассматриваемом 
положении равновесия все обобщенные координаты равны нулю 
(для этого достаточно отсчет их вести от положения равновесия). 
Еыведем систему из равновесного состояния, сообщив в начальный 
момент времени t = t0 небольшие по модулю значения обобщенным 
координатам и их скоростям q0;, <?0s; i}oi> •••* Яо» (эти величины 
называются возмутрниями).

Обозначим значения обобщенных координат и их скоростей при
дальнейшем движении системы через qt (t), qa ((); t)i (0.......Яг (0-
Выберем теперь 2s произвольных сколь угодно малых положитель-

*) При малых значениях параметра х корни будут велики. Им соответствуют 
положения равновесия при угле закручивания, большем одного полного поворота 
маятника. При таких углах формула (20.3) может оказаться несправедливой.

**) Л я п у н о в А. М. Общая задача об устойчивости движения. — М.: Гос- 
гехиздат, 1950; Ч е г а е в  Н. Г. Устойчивость движения. — М.: Физматгиз, 1955; 
М а л к и н  И. Г. Теория устойчивости движения. — М.: Наука, 1966; Мер- 
ки н  Д. Р. Введение в теорию устойчивости движения. — 2-е изд, — М.: Наука,

21 Н. В. Бутепим и др.
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ных чисел ei, е,; ef, ej. Если по этим числам можно найти 
другие 2s положительных чисел б£, 6S; 6|, .... 6̂  таких, что 
для всех возмущений, удовлетворяющих условиям

I^qi I ^  • • •» K l < 8*;
и для всех t ^ t o  будут выполняться неравенства

|<?| (01 < в | ,.... |Ф (0 |< е [....... |^s(0 |< e;,
то рассматриваемое положение равновесия называется устойчивым, 
в противном случае — неустойчивым.

Если при устойчивом равновесии все обобщенные координаты 
и скорости с течением времени стремятся к нулю:

Шп?*(0 =  0, lim & (0  =  0 (* = 1 ,2 ,...,* ),  
t-»00 <-»00

то рассматриваемое положение равновесия называется асимптоти
чески устойчивым. (Эти определения устойчивости равновесия пред* 
ставляют следствия из общих определений устойчивости движения, 
принадлежащих А. М. Ляпунову.)

Достаточные условия устойчивости равновесия консервативной 
системы определяются следующей теоремой Лагранжа—Дирихле: 
если в положении изолированного равновесия консервативной системы 
о идеальными и стационарными связями потенциальная энергия 
имеет минимум, то  это положение равновесия устойчиво.

Доказательство этой теоремы может быть получено как простое 
следствие теоремы Ляпунова об устойчивости движения (см. ли
тературу, цитируемую на стр. 413).

Согласно теореме Лагранжа—Дирихле для доказательства устой
чивости равновесия консервативной системы достаточно убедиться 
в том, что потенциальная энергия имеет в рассматриваемом положе
нии минимум. Для системы с одной степенью свободы определение 
минимума решается элементарно. Действительно, в этом случае 
производная второго порядка от потенциальной энергии по обоб
щенной координате, вычисленная в положении равновесия, должна 
быть положительна (предполагается, что она существует):

(ж).>°- (2М)
Для консервативной системы, имеющей s степеней свободы, устой

чивость рассматриваемого положения равновесия также определяется 
из условия минимума потенциальной энергии. В этом случае критерий 
минимума имеет более сложный вид. Установить его можно следую
щим образом.

Рассмотрим одно из положений равновесия системы. Не нарушая 
общности, будем считать, что в этом положении потенциальная 
энергия равна нулю:

П (0, 0, 0) -  0 (20.9)-



(это можно сделать, так как потенциальная энергия определяется 
с точностью до аддитивной постоянной).

Разложим потенциальную энергию в ряд Маклорена по степеням 
ft. <?«. •••» ?««

Щ<7ь 42, . . . ,  Qs) =  П {0, 0 , . . 0 ) - f  +  •*• +  +

, / ЭТТ ч
gs +  2 [dql dq ,)0CI'(l l +  " •

----- 1-2 ] 4-----
Здесь точками после квадратной скобки обозначены члены высшего 
порядка относительно qi, gt, qt.

Первое слагаемое равно нулю по условию (20.9). Все коэффици
енты при qi, <7а, ..., q, в пергой степени также равны нулю, так 
как в положении равновесия должны выполняться равенства (20.2). 
Коэффициенты при членах второй степени обозначим следующим 
образом:

' м -ю>
Эти коэффициенты, называемые обобщенными коэффициентами жест
кости, вычисляются в положении равновесия при qi — q% = ... 
=  q, =  0, и, следовательно, все Сц — постоянные числа, причем 
они симметричны!

Си =» сп. (20.11)
Учитывая сделанные замечания, получим следующее разложение 

потенциальной энергии в ряд по степеням qx, ..., q,'.

( c ll9 l +  • • • +  css4e +  2Ci2#l92 +  • • * +  2 ” з—1, s9s»l9«) +  • * •»

(20.12)
или, сокращенно,

п 4 И С|л + - <  <20ЛЗ>
где точками обозначены члены высшего порядка.

Предположим, что квадратичная форма в (20.13) определенно 
положительна. В  этом случае вблизи положения равновесия q\ =  
«= qt — ... =  q, = 0 квадратичная часть потенциальной энергии 
и полная потенциальная энергия будут положительны. Так как 
П (0) = 0, то сто означает, что потенциальная энергия будет иметь 
в этом положении минимум и, следовательно, положение равновесия 
устойчиво.

Вопрос о знаке любой квадратичной формы определяется следу
ющей теоремой Сильвестра: для того чтобы квадратичная форма
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бш а определенно положительной, необходимо и достаточно•, чтобы 
все главные диагональные миноры матрицы квадратичной формы 
были положительны. Доказательство этой теоремы можно найтн 
в курсах линейной алгебры.

Матрица квадратичной формы (20.13) и ее главные диагональ
ные миноры имеют вид

(20.14)

Сц ••• Си

Сч

I|cit Ct2 1̂8 а в в си
*23 ff»s • • #

[k t сп с;з • • • Cat 9
В  ‘ * • • • • • •

ik i С*2 сез с • • Cgb

I .
cii Сц cta

• Аз = 2̂8 С23 • • •
1 Csi •• Са«

(20.15)
Таким образом, критерий определенной положительности кзад- 

ратичной формы (20.13) будет
Д ! > 0 ,  А3 > 0, Да > 0. (20.16)

Теперь виден порядок применения теоремы Лагранжа—Дирихле: 
нужно разложить потенциальную энергию в ряд по степеням 
£ii •••» ограничиваясь членами второго порядка малости, опре
делить обобщенные коэффициенты жесткости Сц и составить опреде
лители (20.15). Если все А{ > 0, то положение равновесия устойчиво.

Теорема Лагранжа—Дирихле дает только достаточные условия 
устойчивости равновесия консервативной системы, но она не дает 
никаких оснований судить о том, будет ли равновесие устойчиво 
или неустойчиво, если в этом положении потенциальная энергия 
не имеет минимума. Для одного частного случая ответ на этот воп

рос дает следующая теорема Ляпунова: равнове
сие консервативной системы неустойчиво, если 
отсутствие минимума потенциальной энергии 
определяется членами второго порядка в ее равло- 

П ?? жении в ряд по степеням q.
А. М. Ляпунову принадлежит еще одна теорема

о неустойчивости положения равновесия. Обоб
щение этих теорем дал Н. Г . Четаев (эти тео
ремы, а также доказательство сформулирован
ной теоремы Ляпунова можно найти в курсах 
по устойчивости движения).

Рио. 20.3 Задача 20.2. Дан двойной маятник со спиральным
пружинами, массы маятников т,- и щ , их длины If к 1% 

(рис. 20.3). При верхнем вертикальном положении маятников спиральные пру* 
жины находятся в недеформированном состоянии. Требуется определить жесткости 
пружин ci a Ct так, чтобы верхнее вертикальное положение маятников было 
устойчивым (силами сопротивления пренебречь).
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Система имеет две степени свободы. За обобщенные координаты примем углы ф1 
и фг отклонения маятников от верхнего вертикального положения. Потенциальная 
энергия системы П складывается из потенциальной энергии Г1] сил тяжести маятни
ков и потенциальной энергии П, спиральных пружин. Приняв вертикальное поло
жение маятников за нулевое, вычислим П! как работу сил тяжести пру переходе 
системы из данного положения в нулевое:

П, = т ig/, cos ф, +  mjg (/, cos ф, +  /8 cos фг) — (/, -f /2).
Потенциальная энергия П2 спиральных пружин определится по формуле (20.3):

П2 =  1/2«1Ф1 +  VsС2 (ф2 — Ф ,)2,

где (§>2 — ф]) — угол закручивания второй пружины.
Потенциальная энергия системы будет равна

П = (m, +  т ,) gl, cos ф, +  m ^l, cos фг -f
+  */ас,Ф? +  4tC2 (ф2 — ф,)2 — (т ,  +  щ ) p i, — m2gl2.

Обобщенные коэффициенты жесткости c/j можно определить по формуле (20.10), 
но еще проще они определяются при непосредственном разложении потенциальной 
энергии в ряд по степеням ф] и <р,. Имеем

2  „ 2  
фо

С08ф. =  1 ---g- Ч--- , COSV2= l --- 2* +  -”

Тогда выражение для потенциальной энергии принимает вид 

П = (ш, -{-st2) gl, ( l  - -f tn.̂ l.2(  1 - - { - у  С,ф? +  ~ S j (ф2 - ф,)= —

— (“ l +  ”h) S-1 — +  • • •,
ИЛИ, группируя ЧЛ&ПЫ,

п  =  Vs [C| +  Cl — (m, - f  ms) g l ,] ФI  — с2ф,ф2 +  »/s <«2 — n 2g h )  ф? Ч-------
Сравнивая с общим выражением для потенциальной энергии (20.12), получим 

обобщенные коэффициенты жесткости
Сц = С; -j- ci — (т х -j- т 2) "  — сг, с23 = с2 — т ^ £.

Критерий Сильвестра (20.16) для s =* 2 сводится к неравенствам

Д. = си >  0 , Дг =  I ° и Cl!j > 0 ,
I £*1 С 2 I

или, раскрывая определитель, С ц > 0 , спс2г — е| 2 >  0 .
Так как сц >  0, то вз второго неравенства следует, что с2| > 0. Поэтому эти 

условия можно заменить на следующие:
С22 ^  t l lc22 — ?̂2 ^

После подстановки соответствующих значгний получим
сс — ЩЯ'л > 0, 1с, + Сц — (т , mj) gZj (ct — m ,glj — (-с,)* > 0,

С?cs> с, +  ga — (Щ  +  щa)g.'i>  ^ г t -.

Решая второе неравенство относительно cv  найдем 

ct > 'n 1gl8, с, >  (Щ  +  m2)g l, +  —
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Таким образом, для устойчивости верхнего вертикального положения двойного 
маятника достаточно, чтобы жесткости пружин с, и cs удовлетворяли этим неравен
ствам. Если хотя бы у одного из неравенств изменить знак на противоположный, 
то верхнее вертикальное положение равновесия будет неустойчивым. Это следует 
из сформулированной теоремы Ляпунова (при невыполнении этих условий отсутствие 
минимума потенциальной энергии П определяется членами второго порядка).

В  заключение этого параграфа рассмотрим вопрос об устойчи
вости относительного равновесия ИСЗ, центр масс которого дви
жется по круговой орбите (см. § 14.8). Так как устойчивость рас
сматривается относительно вращающейся орбитальной системы ко
ординат Сх^г! (см. рис. 14.9 и 14.10), то необходимо учесть не 
только потенциальную энергию сил тяготения П „ но и потенциаль
ную энергию центробежных сил инерции П2. Таким образом, общая 
потенциальная энергия П будет равна

п = П1 4"
Согласно формуле (З.Б9) потенциальная энергия силы тяготения 

Земли для одного элемента массы dm равна —ц dm!г, где ц — грави
тационный параметр Земли, а т — расстояние от центра Земли до 
элемента dm (см. (14.44)). Для всего ИСЗ потенциальная энергия 
гравитационного поля Земли определяется равенством

п f dmП4 ------ |х J — ,

где интегрирование распространено на массу всего ИСЗ.
Воспользуемся равенством (14.48) и разложим правую часть 

его в ряд по степеням малых отношений дtJR , y JR  и z JR . Ограни
чиваясь членами не выше второго порядка малости, получим после 
очевидных преобразований (см. стр. 302)

7 " =  ' f [ 1 “ Т Г  +  аS r ( 2z? -  —

e=1 ТГ 0  ~  К 2* “Ь  #?) — 2 (г/? +  •*?) +  (^  +  •

Подставим это выражение для 1 /г в Ц  и проинтегрируем по массе 
всего тела. Учитывая равенства (14.52) и (12.3), найдем

Пх =  —  fi --- O x , +  h i  2/*,).

Здесь m — масса ИСЗ, / ,„  /„„ /*, — его моменты инерции относи
тельно орбитальных осей Хх, и zx соответственно.

Для того чтобы перейти к постоянным моментам инерции, вос
пользуемся формулами (12.27), учтя при этом принятые в §§ 14.6— 
14.8 обозначения и то, что в нашем случае хс =  Ус — *с =  0. 
Имеем

Лг, —  1х&Л -f-

iyx  —  +  h P b  +  /гР 3,

1 г,= 1 гУ 21 +  1 у $ +  1 гУ I



Внесем эти значения для переменных моментов инерции 1Х„  
/„, и /*, в последнее выражение для П. Тогда, используя формулы

•4 +  P J  +  t J - I  ( f t- 1 . 2 . 3 ) ,
получим

п, ----J2- + ( Ixyl + 1,$  +  /гу!) - J L ( / X +  ,U + 1г).

Отметим, что для круговой орбиты первое и последнее слагаемые 
постоянны и, следовательно, их можно отбросить.

Перейдем к вычислению потенциальной энергии центробежных 
сил инерции. При движении центра масс ИСЗ по круговой орбите 
центробежная сила, действующая на элемент массы dm, определя
ется равенством tiA/mr*, где «о — угловая скорость вращения 
радиуса-вектора R центра инерции ИСЗ, а г* — вектор, проведен
ный от оси Оу0 до элемента dm параллельно плоскости орбиты (на 
рис. 14.9 вектор г* не показан). Очевидно, что проекции вектора г* 
на орбитальные оси координат хи уи г, равны * „  0, R  +  zt соот
ветственно. Поэтому потенциальная энергия центробежной силы 
элемента dm будет равна (см. формулы (3.50) и (3.25))

— to2dm j  [*i dxi -f- (R  +  zx)dzt] =  — ш2[ ‘/* (*? -f г2) +  Rz\] dm, 
а для всего ИСЗ

П2 =—о21 [1/, (*i + г?) + Rz\] dm.
Учитывая равенства (14.52) и (12.3), получим

П2 =  — £ - / „. 

или, снова переходя к осям х, у, г,

П2=----у-(/,р,2+
При круговой орбите ц/R9 = <о® =■ const (см. формулу (14.64)). 

Поэтому с точностью до несущественных для нас постоянных чле
нов в Ilj общая потенциальная энергия ИСЗ в относительном дви
жении будет равна

П =  -̂ 7Г [3(/*7? -j- /„vl ~Ь 1гУз) — (/*Р? +  I  +  ̂ гРз)]■
Учитывая соотношения
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представим потенциальную энергию в следующей форме: 

п  =  13 [(/, -  1г) Y? +  (1у -  1г) vIJ -

-  [(/ , -  1у) р? +  (/, -  1у) РП} +  const.
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Положение ИСЗ относительно орбитальной системы координат 
Cxiylz1 определяется тремя независимыми параметрами. Пусть это 
будут Рц Yi. Уг- В  соответствии с результатами § 14.8 мы будем 
рассматривать устойчивость относительного равновесия ИСЗ, когда 
большая ось эллипсоида инерции направлена к центру Земли. 
В этом положении относительного равновесия =  р 2 =  Va ~  U 
а остальные направляющие косинусы равны нулю (см. § 14. 8). 
Поэтому при небольших отклонениях от рассматриваемого положе
ния равновесия направляющие косинусы рх, ps, Vi и Vs будут 
малыми по модулю величинами. На этом основании из соотношения 
ортогональности

piYi -f- P2Y2 ~Ь Рзуз *= PiYi 4*̂ 2 ~ P i — Pi +  Рз У 1 — Yi ~  =  О

с точностью до величин высшего порядка найдем, что р » =  —>у*. 
Внесем это значение для р, в потенциальную энергию, сгруппируем 
члены и снова отбросим несущественную постоянную. Тогда получим

П « = е -у -[3 (/*  — /г) Y l+ 4  (/„ -  1г)  Y22 +  (/„  ~  Iх) р!].

Отсюда видно, что при / „ > / * >  1г (условие (14.67)) в поло
жении относительного равновесия (у, *= Y* — Pi = 0) потенциальная 
энергия имеет минимум. На основании теоремы Лагранжа—Ди
рихле заключаем, что положение относительного равновесия ИСЗ, 
при котором большая ось эллипсоида инерции направлена к центру 
Земли, устойчиво.

Отметим, что Луна имеет указанное выше распределение масс 
(1У > 1Х > /,) и ее большая ось эллипсоида инерции с точностью 
до устойчивых колебаний (либраций) направлена все время к центру 
Земли. Этим объясняется причина, по которой мы видим только одну 
сторону Луны.

§ 20.3. Малые колебания консервативной системы
с одной степенью свободы охоло положения
устойчивого равновесия

Рассмотрим произвольную потенциальную систему с голономкыми 
и стационарными связями, имеющую одну степень свободы. Поло
жение системы будем определять обобщенной координатой q, от
считываемой от положения устойчивого равновесия. Предположим, 
что система отклонена на небольшую величину от положения равно
весия и ей сообщена небольшая начальная скорость. Тогда вслед
ствие устойчивости положения равновесия система будет совершать 
движение вблизи этого положения равновесия, т. е. обобщенная ко
ордината q и ее скорость q будут все время малы по модулю. Это 
обстоятельство дает возможность применить приближенный метод 
исследования движения, основанный на том, что нелинейные в общем
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случае дифференциальные уравнения движения упрощаются и за
меняются на приближенные линейные уравнения. Для этого, оче
видно, достаточно выражения для кинетической и потенциальной 
энергий разложить в ряды по степеням q и q, сохранив в них члены 
не выше второго порядка малости.

Для системы со стационарными связями, имеющей одну степень 
свободы, кинетическая энергия согласно формуле (19,25) имгет вид

Г  =  Уга (<?)<?’, (20.17)

где обобщенный коэффициент инерции а (q) является в общем слу
чае функцией обобщенной координаты q.

Так как кинетическая энергия Т при <) Ф  0 всегда положи
тельна, то коэффициент a (q) также положителен и не обращается 
в нуль ни при каких значениях q, в частности, а (0) = а > 0. Раз
ложим a(q) в ряд Маклорена по степеням </;

«(<?)=«( o ) + ( f - ) 0? + - -

и подставим это выражение в равенство (20.17);

т - г [ « + ( т ) . » + - ] 4 * -

Для того чтобы сохранить члены не выше второго порядка мало
сти относительно q и 4, отбросим все слагаемые в квадратной скобке, 
начиная со второго:

Т  =  %aq*. (20.18)
Это приближенное выражение для кинетической энергии отличается 
от точного значения (20.17) тем, что обобщенный коэффициент инер
ции а (q) заменяется на его значение а в положении равновесия.

Разложение потенциальной энергии было уже получено (см. 
формулу (20.13)). Для системы с одной степенью свободы с приня
той точностью будем иметь

П =  1исд%. (20.19)

Приближенные выражения для кинетической и потенциальной 
энергий представляют квадратичные формы с постоянными положи
тельными коэффициентами. Для кинетической энергии это следует 
из того, что она всегда положительна и в нуль обращается только 
при 4 = 0, а положительность коэффициента с в выражении для 
потенциальной энергии следует из того, что рассматриваемое поло
жение равновесия устойчиво (см. примечание к формуле (20.13)).

Составим уравнения движения, учитывая, что силы пстекцкаль* 
иые:



650 МАЛЫЕ КОЛЕБАНИЯ М ЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ [ГЛ. X X

Пользуясь выражениями (20.18) и (20.19), составляем функцию Лаг
ранжа L  = Т — Пи, принимая во внимание, что а — const, получим 

dL d dL dL „
==a<?’ dt di) ==aq' dq ~

Уравнение Лагранжа будет иметь вид
aq cq =  0, или q + tfq — O, (20.20)

где
k3 =  с/а. (20.21)

Заметим, что число k вещественно, так как коэффициенты а 
и с положительны.

Уравнение (20.20) называется дифференциальным уравнением 
малых колебаний системы около полоокения устойчивого равновесия. 
Для получения этого уравнения не обязательно прибегать к урав
нениям Лагранжа второго рода — можно пользоваться любыми дру
гими методами, например, общими теоремами динамики. Важно, 
чтобы в результате получилось линейное дифференциальное уравне
ние второго порядка с постоянными коэффициентами. Однако из
ложенный здесь метод является общим, одинаково пригодным как 
для простых, так и для сложных систем с несколькими степенями 
свободы.

С уравнением (20.20) мы уже встречались при изучении прямо
линейных колебаний материальной точки под действием линейной 
восстанавливающей силы. Его общее решение можно представить 
в следующих двух эквивалентных формах:

q => Сх cos kt +  С* sin kt,
или

q =  A sin (kt +  e). (20.22)
Произвольные постоянные Ct и C2 или Л и в  определяются 

из начальных условий. Круговая частота k вычисляется по формуле
(20.21), а период незатухающих колебаний

Т =  2n/k =  2л Vajc. (20.23)
Из изложенного видно, что вблизи положения устойчивого рав

новесия консервативная система с одной степенью свободы совер
шает незатухающие гармонические колебания.

Задача 20.3. Чувствительный элемент прибора для регистрации вертикальных 
колебаний фундаментов состоит из ломаного рычага с грузом Е  в осью враще
ния О. Рычаг удерживается в равновеском положении, при котором плечо ЕО го
ризонтально, вертикально расположенной пружиной жесткости с8. При этом дво 
одинаковые горизонтально расположенные пружины жесткости ct находятся d кеде* 
формированном состоянии. Момент инерции рычага вместе с грузом относительно 
оси вращения 0 равен I.  Составить уравнение малых колебания и определить период 
колебаний снстеаы; геоиетрк^гскне размеры указаны на рис. 20.4.
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За обобщенную координату примем угол поворота рычага ф. Кинетическая 
энергия определяется равенством

Г  = 'Уф*.
Пусть масса рычага вместе с грузом равна т , а центр тяжести находится в то

чке С. Потенциальная энергия системы складывается из потенциальной энергии П, 
силы тяжести и потенциальной энергии П, трех 
пружин.

За нулевое положение системы примем ее рав
новесное положение. Тогда потенциальная энергия 
XIj будет равна работе силы тяжести Q — mg при 
переходе системы из данного положения в рав
новесное:

III = —СУз sin q>.
где d-, =  ОС.

Для малых углов
П, = — Рис.  20.4

Перейдем к вычислению потенциальной энергии пружин П,. Обозначим че
рез /ст статическую деформацию вертикальной пружины, ее полная деформация 
при малом угле ф будет fcт +  Деформации горизонтальных пружин равны dtf 
и —dtф. Теперь найдем

П2 =  VjC, (d,<p)2 + _  d.q, ) 2 +  Ч„Съ (/ст + d tf)2 — 'ЧгС212
СТ»

ШШ

П2 = ctdfф2 +  VjC, ( f „  +  d2<p)2 — *W ct-  
Потенциальная энергия системы П равна

П = П, +  П2 =  -  Qd3y  -f. c,rffq>2 +  Чгсг ( f „  -f- ̂ 2ф) 2 — 1ltc J2cv 
Раскрывая скобки а группируя члены, получим

П =  ( — Qd-j +  ф  +  l/s(2c,</f +  с24 ) ф2.

В положении равновесия должно выполняться равенство (20.2):
(<ЯШф)в =  0.

Для данного примера
(дП/дф) 0 = [ (  -  Qd3 + сг/С14 )  +  (2с,df + c2df) ф ]^  “  — %  +  С2^ Л  = 0.

Теперь выражение для потенциальной энергии принимает вид
П = */* (2cxctf +  сг£{) <р2.

Пользуясь выражениями для Т и ГГ, составим с помощью схемы Лагранжа 
дифференциальное уравнение малых колебаний чувствительного элемента прибора

f  | О Д  +  « М ф ./ф  + ( 2 c i « f  +  с 2̂ )  Ф  = 0, или ФН--- -" ’ у ф — 0.

Круговая частота k и период колебаний Т определяются равенствами

■ ц/ ' I 
V  i c i d }  +  c 2d ' i '

Т <=2п

Изложенный метод можно применить к системам, в которых, 
кроме коксерзативных сил, имеются и силы другой природы, на



пример силы сопротивления, или возмущающие силы. Мы не будем 
сейчас рассматривать этот вопрос в общей постановке и поясним 
его на разобранном только что примере.

Как известно, собственные колебания чувствительного элемента прибора ну
жно погасить. Это может быть осуществлено как за счет естественных сил сопро- 
тнвленкя, так н с помощью специального приспособления, называемого демпферо/л.

Рассмотрим ту же схему вибрографа, но присое
диним к нему демпфер D, создающий силу сопроти
вления, пропорциональную скорости поршня (рис.20.5). 
Обозначим расстояние от оси вращения до штока 
поршня через е. Тогда при малых углах <р скорость 
поршня будет равна «ф, сила сопротивления — 
цеф (ц — коэффициент пропорциональности), а соот
ветствующая обобщенная сила — Полная обоб
щенная сила системы равна
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Q =  ~ ^ —

После подстановки соответствующих величин в уравнение Лагранжа полу
чим диффгренцналькое уравнение малых колебаний

/ф s  — (2с,df 4- сг(11) ф — [лг-ф, или <р +  2Аф +  k-q> = 0, (20.24)
где k пмеет прежнее значение, a t »  ■iet/(2l). Обычно h <  ft. Поэтому общее ра
нение будет

Ф =  Аё~м  sin (k j +  е), ~  У  ft3 — ft1, 
что определяет затухающие колебания.

§ 20.4, Слезай произвольной возмущающей силы
До скх пор мы рассматривали свободные колебания консерватив

ной системы с одной степенью свободы около положения устойчи
вого равновесия. При отсутствии сил сопротивления дифференци
альное уравнение малых колебаний имеет вид

а +  АД/ = 0. (20.25)
Если же, помимо потенциальных сил, действуют еще силы сопро
тивления, пропорциональные первой степени скорости, то дифферен
циальное уравнение приводится к следующей форме:

Ч + Щ  + k*q = 0. (20.26)
Предположим теперь, что, помимо потенциальных сил и сил 

сопротивления, на материальную систему действует возмущающая 
сила, явным образом зависящая от времени. Обозначим соответству
ющую обобщенную силу через Q (t). Тогда, после деления на коэффи
циент инерции а, получим вместо уравнения (20.26) следующее диф
ференциальное уравнение:

Я + Щ +  k*q = F  (0, (20.27)
где F  (0 — обобщенная сила, отнесенная к коэффициенту инерции: 
F  (t) ** Q (t)/a (не делая в дальнейшем этой оговорки, будем называть 
функцию F (0 обобщенной силой),



В §§ 2.5 и 2.6 мы подробно исследовали решение этого урав
нения в предположении, что возмущающая сила F  (t) изменяется 
по гармоническому закону. Поэтому в тех случаях, когда функция 
F  (0 имеет вид

F  (0 =  F0 sin (pt + 6),
можно использовать полученные в §§ 2.5, 2.6 результаты. В этой 
параграфе мы рассмотрим случай, когда возмущающая сила F  (t) 
изменяется произвольным образом.

Предположим сначала, что силы сопротивления отсутствуют. 
Тогда уравнение (20.27) примет вид

q +  k*q -  F (t). (20.28)
Общее решение этого линейного неоднородного дифференциального 
уравнения с постоянными коэффициентами складывается из общего 
решения соответствующего однородного уравнения и частного ре
шения данного уравнения (20.28). Соответствующее однородное 
уравнение будет

q +  k*q -  0.
Его общее решение имеет вид

q = D i cos kt +  Dt sin kt, (20.29)
где D , h D , — произвольные постоянные интегрирования.

Частное решение уравнения (20.28) будем искать в форме (20.29), 
предположив, что Dt и Ог являются функциями времени *):

q = D t (0 cos kt + D2 (0 sin kt. (20.30)
Дифференцируя по времени, получим

q => cos kt +  sin kt — Dxk sin kt -j- D2k cos kt.

Нам нужно найти одно частное решение, а мы ввели две неиз
вестные функции D j и 0 2. Поэтому их можно подчинить некоторому 
условию. Потребуем, чтобы сумма первых двух слагаемых в правой 
части последнего равенства равнялась нулю:

-jjr- coskt -{- sin kt =  0. (20.31)

Тогда
q — —D xk sin kt +  D%k cos kt.

Дифференцируя еще раз по времени, получим

q =  — k sin kt +  k cos kt — Dxk2 cos kt — D}k2 sin kt.
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®) Этот метод определения частного решения, предложенный вперяла Лагргщ- 
жеы, назыьйзтся методом вариации произвольных постоянных.



Подставим это выражение для q и выражение (20.30) для q в урав
нение (20.28). Тогда, после приведения подобных членов, получим

-iSs-ftsln/W-f ̂ kcoskt=*F( t ) .  (20.32)

Решая совместно уравнения (20.31) и (20.32) относительно про
изводных dDJdt и dDJdt, найдем

— = j-F(t) cos kt.
Интегрируя, будем иметь

I i
Di =  — т  J р ©  sin k\<%, Dt -  -L J F a) cos kt dg,

0 0

где через £ обозначена переменная интегрирования.
Подставив найденные значения для Dx и £), в равенство (20.30), 

получим частное решение уравнения (20.28):
/ t 

<7 = — cos W J F (£) sin d£ + -i- sin & J F (g) cos kt <&
о и

Так как функции cos kt и sin kt не зависят от переменной интегри
рования то их можно внести под знаки интегралов: 

t t 
q---JLjFG)cosA/slnft£d&+ I j F ®  sin kt cos kt dt.

о 0
Объединяя оба интеграла, получим

1
9=ljFG)(sto«cos#-cos«sln#]d6, 

о
или

t
Q =  ± lF № n lk (t- l)]< * . (20.33)

о

Таково частное решение дифференциального уравнения (20.28) 
при произвольной возмущающей силе F  (/).

Для того чтобы найти частное решение уравнения (20.27), сделаем 
в нем замену переменных, положив q = e~htz, где г — новая неиз
вестная функция. Имеем

^ =  —herhtz -J- егмг, q =» h2e~htz — 2he~Mi  -f- e~htz.
После подстановки значений для q, Q и <j в уравнение (20.27) и при
ведения подобных членов получим
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или, разделив на е~м,
z +  (k?-h*)z =  F (l)e ,4.

Будем предполагать, что h < k (силы сопротивления не очень 
велики). Тогда, положив

k\ =  t i- h \  (20.34)
мы придем к уравнению (20.28), где функция F  (/) заменена на 
функцию F (t)e ht, а коэффициент к на кг. Поэтому частное решение 
последнего уравнения согласно равенству (20.33) будет

t
z =  -i- J  «**/>© sin Ifti (/ - ? )] m,

о
Переходя к старой переменной q =  e~htzt найдем

t
q =  e~ht |  eh*F (3) sin [kx (/ — ?)) ̂  

о
или, внося множитель e~ht под знак интеграла,

/
ч==~ к\  sln I*' V -  £)! *  (20.35)

о

Таково частное решение дифференциального уравнения (20.27) 
при произвольной возмущающей силе F  (/). Непосредственной про
веркой легко установить, что частные решения (20.33) и (20.35) 
удовлетворяют нулевым начальным условиям, т. е.

<7=0, <7 = 0 при t — 0. (20.36)

Общее решение дифференциального уравнения (20.27) имеет вид 
(A < k)

I
q =  (Ci cos ht +  C2 sin feiO +  J F  (£) e~h <'-&>sln [A, (/ - 0 1  dg,

1 о
(20.37)

где Cx и Cs — произвольные постоянные интегрирования.
Интегральная форма частного решения (20.35) дифференциального уравне

ния (20.27) позволяет определять движение системы и после того, как сила F {I) 
прекратила свое действие. Поясним это подробнее. Пусть сила F  (t) до момента вре
мени 1 — 0  равнялась нулю, а затем в промежутке времени (0, t\) она приняла зна
чение F  (/) н, начиная с момента t = /„ она прекращает свое действие. Матема
тически это можно записать следующим образом:

0  при / <  0 ,
F ( < ) - J  F(<) при (20.36)

0  при t >  ti.
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Будем считать, что до качала действия силы F  (0 система находилась в покое. 
Тогда движение системы определится решением, удовлетворяющим нулевым на
чальным условиям, т. е. решением (20.35). Если I >  1и то разобьем промежуток 
интегрирования (0 , 0  на два промежутка (0 , /,) и (<j, t);

ti t 

Q “  * 7 1 e ~ h  ® sln [ki (t ~ 5)1 *  + 1 e~ H u~~i)F  (?) sln [kl (l ~ 5)1 ^

Второй интеграл равен нулю (так как при t >  функция Р (I) — 0). Поэтому 
движение системы после окончания действия силы F  (() определяется равенством

«I
q =  (  e-h (t- t)F  (£) sin [kt (t -  5)] dg. (20.39)

Если силы сопротивления отсутствуют (Л =» 0, kj =я к), то

9 = Т  J  F ®  slD [k {i ~ ?)] dl- (2а>40)

Задача 20.4. Прибор, описанный в 5 20 (см. рнс 20.4 и 20.5), установлен в лифте. 
Сначала лифт находился в покое, а затем начал подниматься вверх с постоянный 
ускорением щ,. По прошествия секунд стал двигаться равномерно. Определить 
колебания прибора при равномерном движении лифта.

Буден изучать колебания рычага относительно корпуса прибора, т. е. отно
сительно движущегося лифта. Для того чтобы можно было рассматривать колеба
ния рычага с помощью тех же уравнений, что и в абсолютном движении, нужно 
ввести переносную силу нкс-рции (лифт движется поступательно, и, следовательно, 
кориолисова сила инерции равна нулю). При движении лифта вверх с ускорение;,! w„

Оскля инерции груза Е, равная по модулю —  сеь, будет напрзвленз вертикально
&

вниз. Ей соответствует обобщенная сила —  (см. рис. 20.4). Учитывая упругие
силы, создаваемые пружинами, и силу сопротивления, возникающую за счет дей

ствия демпфера, вместо уравнения (20,24)
F(t) получим

Ь /ф = — (2с ̂  +  С2<ф <у — цеЦ +  Y

ИЛИ
ф +  2Лф +  £2ф = F0t

it

Рис. 20.6
t  где k* = -j- М  +  h = -^Г •

Qda
8>

■Wа-

Возмущающая сила F (!) удовлетворяет условиям (ее график изображен на 
рис. 2 0 .6 ):

0 при / < 0 , 
f  (I) = F0 =  const при 0 < t <  /j,

0  при I >  <}.
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Нас интересует поведение прибора при равномерном движении лифта, т. е. 
при t >  tv Воспользуемся формулой (20.39):

ф -  I T  I  Fee~ h <<_5)sln lkl (t ~ l)]
0

или, учитывая, что в промежутке (0, /х) функция F F0 «= const,

F г'
Ф <= —  J  e~h sin [At (t — £)] dg.

о

Вычисляя втот интеграл, найдем *)

Ф = ~fc— у +  U~ l) < h sin (* ~  5)1 +  *1 С03 №  (* ~  6)]>|Z2‘-

Подставим верхний и нижний пределы и учтем равенство (20.34):

"~ U) [ j t  sin lA>1 (' “  <l)] + C0S Vh {t ~  tl)l ] “
— e~ht (̂ —  sin kxt cos . (20.41)

Это решение справедливо при t >  tv Им можно пользоваться н ппа t <  tv  если 
только положить в нем <, =  /. Таким образом, при ускоренном подьеке лифта 
стрелка прибора колеблется по закону

ф = е~м (-£  sin *11 +  cos м )  -  — -

и после окончания ускорения при t >  /, закон колебания стрелки прибора опреде
ляется равенством (20.4!).

Если применить обычные методы, то нужно сначала решить уравнение
ф +  2Лф +  А2ф = F0,

эатеи найти постоянные интегрирования по нулевым начальным условиям, после 
чего определить значения угла ф и угловой скорости ф в момент t = Получен
ные значения для ф и ф служат начальными условиями для движения, описываемого 
уразиенаеы

Ф +  2Лф +  Лаф = 0

(первое уравнение справедливо для промежутка 0  <  / <  /], второе для t >  <i).

Несмотря на кажущуюся простоту этого метода (он называется методом при- 
пасоеывания, или методом поэтапного интегрирования), он требует больших пре
образований, чем определение решения в интегральной форме. Однако главный его 
недостаток состоит в том, что он, в отлнчне от интегральной формы, не может 
быгь применен при произвольной возмущающей силе F  (t).

®) Интеграл j е8* sin Ьх dx легко вычисляется по частям (см. также Град-
ш т е й н  И. С., Р ы ж и к  И. М. Таблицы интегралов, сумм, рядов и произ
ведений.— М,: Наука, 1971).
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§ 20.5. Определение периодических решений
Вопрос об определении периодических решений является одним 

из важнейших в теории колебаний. Мы рассмотрим случай, когда 
движение системы описывается дифференциальным уравнением 
(20.28), правая часть которого (возмущающая сила) представляет 
некоторую периодическую функцию периода т

F  (/ + т) = F  (0.
Существует несколько методов определения периодического ре

шения периода т. Мы рассмотрим два из них.
1. Определение периодического движения с помощью ряда Фурье. 

Пусть периодическая функция F  (/) удовлетворяет условиям Ди
рихле и может быть разложена в ряд Фурье

F  (0 = -j- +  а1 sin (pt +  Bi) -f Яг sin (2pt -f e*) +  . . . .
где коэффициенты a0, alt аг, ... и сдвиги фаз каждой гармоники 
определяются по известным формулам, а р — 2п/т,

Уравнение (20.28) примет теперь вид

0 +  №q =  —  -j- ах sin (pt -(- ej) -|- sin (2pt -{- e*) -j- • • •
Для каждого слагаемого правой части легко определяется част

ное решение (см. § 2.5). Поэтому частное решение, отвечающее всей 
правой части, будет иметь вид

Ч “  -W  +  sln (pt +  е‘) +  W-̂ Ь рГ  sln <2̂  +  «*) +  ••• (20.42)
Это решение справедливо, если р Ф  k/n при любом целом п (пред
полагается, что это условие выполнено). Решение (20.42) определяет 
периодическое движение системы периода т.

Применение ряда Фурье целесообразно использовать для опре
деления периодического движения системы в том случае, когда ряд 
быстро сходится и можно ограничиться первыми несколькими чле
нами.

2. Определение периодического решения в замкнутой форме.
Даже в тех сравнительно редких случаях, когда ряд Фурье быстро 
сходится, практически можно получить только приближенное ре
шение. Применение интегральной формы частного решения (20.33) 
дает возможность построить точное периодическое решение (реше
ние в замкнутой форме).

Формула (20.33) определяет частное решение уравнения (20.28), 
удовлетворяющее нулевым начальным условиям. Поэтому решение, 
удовлетворяющее произвольным начальным условиям (q — q0 и 
q = q0 при t = 0), имеет вид

t
q =  Qa cos kt +  A  sin kt 4- -1- J F (l) sin [A (I -  £)] d£. (20.43)

о



Если возмущающая сила F (Г) имеет период т, то вынужденным 
колебаниям того же периода должно отвечать периодическое решение, 
удовлетворяющее условиям

q (0) =  q (т) =  q0, (т) =  q0. (20.44)

Так как дифференциальное уравнение (20.28) не изменяет своей 
формы от замены / на t + т, то условия (20.44) будут не только 
необходимыми, но и достаточными, т. е. решение, удовлетворяющее 
этим условиям, будет периодическим с периодом т.

Решение (20.43) уравнения (20.28) является общим. Для того 
чтобы оно содержало частное периодическое решение с периодом т, 
подчиним его условиям (20.44). Это даст нам два уравнения, из 
которых можно будет найти неизвестные для периодического дви
жения начальные значения обобщенной координаты q0 и обобщенной 
скорости ija.

Представим формулу (20.43) в следующем виде:

q ^ q o co sk t -f-

-f- -у- sin kt -f Ĵ sln kt J  F  (1) cos klcfe, — cos kt J F  (I) sin k% j .

Вычислим производную по времени и разделим ее на k:
— — q0 sin kt -j- *7  ̂cos kt +

5 20.5) ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШ ЕНИЙ 659

k

+ ■j ĵ cos kt J  F (!) cos Ag dg +  sin kt J  F (l) sin .

Подчиним решение условиям (20.44). Для этого положим t — w 
и заменим q на q0, a ij на $0:

q0 =  q0coskx -^-slnfrt+ -^-[ЛзШ&т — Bcoskx],
. * . (20.45)

=  _  q0sm kx -f- -у- cos kx + -j-1A cos kx -f- В  sin frr],

где числа А и В  определены равенствами
» т

Л =  fF(£)cosfc£d£, В  =  JF (|)s ln A |d l. (20.46)
О о

Решая уравнения (20.45) относительно q0 и q jk t найдем 

<lo °  4k ш (W 2 ) И  £Ш *т +  (1 -  cos kx) В],

(1 ~ С05Ь)Л+ Bs[n kx]-



Внося эти выражения для qa и qjk  в равенство (20.43), получим 
после элементарных преобразований искомое периодическое ре
шение

? -  — '[,+S b Z m H H — +4-1 ‘Рg > a n l * g - <20.48)
о

Это решение определяет движение на отрезке [0, т ]. На последу
ющих отрезках |т, 2т ], [2т, Зт ] и т. п. значение обобщенной коорди
наты и ее график (если он построен) нужно просто повторить. 

Множитель sin (fa/2) в знаменателе указывает на возможность
о—

резонанса при кг/2 = ля, или г = п (п = 1, 2, 3, ...), т. е.
резонанс может наступить, если период т возмущающей силы будет 
кратен периоду Т = 2n/k собственных колебаний.
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т .

Го

О ~ 1 r
: X 2t ' t

Рассмотрим пример. Пусть периодн- 
ческаи возмущающая сила изменяется по 
закону, изображенному на рис. 20.7, На 
отрезке [0 , г] будем иметь

р = {  F» "Р " 0  <  < <  т/2> 
Рис. 20.7 0  при т/2 < <*£г-

Вычислим коэффициенты Л и В  по формулам (20.46). Для этого разобьем отрезок 
внтегрирования [0 , т] на два, равных [0 , т/ 2 J и [т/2 , т], учтя, что во втором из 
них Р  (/) =  0. Имеем

Т/2 t  Т/2

л“ 1 +1 =1 focosftgd5= ^ - s ta — , (20.49)
О г/2 0

М2
В== J  F0s!n/£<£ = A (l- co s- y- ). (20.50)

Интеграл, стоящий в формуле (20.48), вычислим сначала для момента времени t, 
лежащего в промежутке (0, т/2), когда F  =  F0:

I
j F (?) sin [* (/ -  £)] 4 = -§- cos [ft (/ - 1)] (' - A  (1 _  cos kt).

Для момента времена t, удовлетворяющего условию т/2 <  t <  т, получим
t Х/2

~ *- j /■ (g) sin [ft(<-S)]d& = -£-J F „s ln[4(/-y jr f5 =

{cos [ft (/ -  -I-) ] -  c°s A/} -
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Таким образом, 
г

-i- Jf(£ )S ln  [k (/-6 )1 *.

-§■(1-cos « ) при

-£Г {cos [a  ( t -- 5 " )  ] -  cos при

0 <<<т ,

Подставляя полученные выражения для чисел А и В, а также значения инте
грала в равенство (20.48), после очевидных упрощений найдем решение уравнения 
(20.28) при заданной возмущающей силе;
„ Г„ cos \k (t + т/4)]

'2k'“ COS (/i't/4) +

+
A ( I - COs « )
F, 
k‘

при s ? T ,

Положим ftt/4 = я, т. e. т =  2-2n/k

« " t K 1- T cosW
а на отрезке [t/2 , t J

|cos [  * ^/---g") ] — cos j  при <  T.

2T. Тогда получим на отрезке (0, т/2)

(20.51)')•

cos kt. (20.52)

Примерный график вынужденных коле
баний показан на рис. 2 0 .8  (на отрезке 
[0 , т] он построен обычным путем по точкам, 
а затем периодически продолжен). Отметим,
что, несмотря на кратность периодов (т = 2 Т). и данном примере резонанс не на
ступил (он имел бы место при т = Т, т = ЗГ, т = 57" и т. п.).

Мы рассмотрели построение периодических решений в предпо
ложении, что отсутствуют силы сопротивления. Учет их не пррд- 
ставляет труда, нужно только при выводе воспользоваться формулой 
(20.37), а не формулой (20.43) *).

§ 20.6. Малые колебания консервативной системы 
с двумя степенями свободы около положения 
устойчивого равновесия
Рассмотрим произвольную консервативную систему с голоном- 

ными и стационарными связями, имеющую две степени свободы. 
Положение системы будем определять обобщенными координатами 
q1 и <72, отсчитываемыми от положения устойчивого равновесия.

*) См., например, Л о й ц я  н е к и й  Л. Г., Л у р ь е А. И, Курс теорети
ческой механики, том 11.— М.: Гостехиздат, 1955.



Вблизи этого положения обобщенные координаты <?, и qt и обоб
щенные скорости Qx и q2 будут все время малы по модулю, так как 
равновесие устойчивое.

Кинетическая энергия системы для s — 2 согласно формуле 
(19.25) имеет вид

Т  =  V* [°„  (?i> <h) Я] +  2а,2 (q,, q2) q tq,2 +  o2l(q ,, q2) q\). (20.53)

Коэффициенты инерции в общем случае зависят от коорднкат 
q, и <7а. Разложим их в ряд Маклорена по степеням qx и qt и ограни
чимся малыми нулевого порядка (для того, чтобы кинетическая 
энергия содержала члены не выше второго порядка малости относи
тельно qlt qlt qx, q2):

On (4i. <7a) «  «и (0, 0) = an,
Oia (<7i. fo) &  «1 * (0, 0) «= a12, (20.54)
e2i  Qi) ~  агг (0 , 0 ) =  fl22.

Теперь выражение для кинетической энергии примет вид
Т  -  V* (а„4? +  2а|а*,*, +  а ^ ) ,  (20.55)

где все обобщенные коэффициенты инерции — постоянные числа.
Так как при скоростях, отличных от нуля, кинетическая энергия 

положительна, то квадратичная форма (20.55) удовлетворяет кри
терию Сильвестра (20.16), который для данного случая имеет вид

ан >  ° ,  в , ^  — а% >  0. (20.56)

Разложение потенциальной энергии в ряд по степеням qt и qt 
дается формулой (20.13). Для системы с двумя степенями свободы 
получим

П =  V* (с„9? +  2c,2<?,<72 +  W iy  (20.57)

Для положения устойчивого равновесия квадратичная форма 
(20.57) определенно положительна и она удовлетворяет критерию 
Сильвестра (20.16):

сп >  0, еиСп — Сц>0. (20.58)

Пользуясь уравнениями Лагранжа
d dL dL л 
dt d q ~

и равенствами (20.55) и (20.57), составим дифференциальные урав
нения малых колебаний. Имеем (aJh — const)

— flll<7l +  fll2<?2. — ОцЯ1 +  впЯь -Щ- = ---+  Cu4i)‘
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Следовательно, уравнение для координаты qv будет 
anQi +  ai2<?2 +  cnqx + cy,q2 =  0.

Второе уравнение может быть получено аналогичным способом.
Принимая во внимание, что ах, — ап и сп = с21, окончательно 

будем иметь
°nQ i +  апЯг +  спЯ\ +  Citfi = О, 
аг1Чх +  a22q а +  c21qx +  с22<72 = 0.

Таким образом, малые колебания консервативной системы с 
двумя степенями свободы около положения устойчивого равновесия 
описываются двумя линейными однородными дифференциальными 
уравнениями второго порядка с постоянными коэффициентами. 
Решение этих уравнений будем искать в форме

qx =  A sin (kt +  е), qt = В  sin (kt +  е), (20.60)
где А, В , k и е — неизвестные постоянные.

Продифференцируем выражения для qL и <7 3 дважды по времени t:
qt = —А№ sin (kt +  е), q2 — —Bk* sin (kt +  e)

и подставим полученные выражения в уравнения (20.59):
—апА k2 sin (kt +  е) — al2Bk2 sin (kt +  e) +

+  cnA sin (kt +  e) +  cX2B  sin (kt +  e) = 0,
—anAk* sin (kt +  e) — a2tBks sin (kt +  e) +

+  cnA sin (kt +  e) +  cMB  sin (kt +  e) = 0.
Для того чтобы эти равенства удовлетворялись тождественно при 

любых t, вычислим коэффициенты при sin (kt +  е) и приравняем 
их к нулю:

fcii — апкг) А +  (с12 — al3k2) 5 = 0 .
(сп -  а21Р ) А +  (сп -  a22k*) В  = 0. ( U )

Эти алгебраические линейные однородные уравнения относительно 
А и В  должны иметь решение, отличное от нуля (в противном 
случае согласно (20.60) qx = q2 = 0, что соответствует покою, а не 
движению). Поэтому определитель этой системы должен равняться 
нулю:

I cn - a nk* ci2 — с12*’ I _  0  (20.62)
\сц — с22- а ггк- \ '  '

Раскрывая определитель, получим
tin  — ахх№) (с22 — a22k2) — (cu — а12к*)г = 0, (20.63)

или
(ап а2г —  a*s) ft* —

— (ацСп +  Offn  — 2alscls) ft* +  (cucM — c JJ = 0. (20.64)

§ 20.01 СИСТЕМА С ДВУМ Я СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ 663
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Уравнение (20.62), или эквивалентные ему уравнения (20.63) 
и (20.64), называется уравнением частот, или вековым уравнением.

Докажем, что оба корня этого уравнения относительно k* вещест
венны и положительны. Для доказательства обозначим левую часть 
уравнения (20.64) или, что то же самое, уравнения (20.63) через Д (ft8). 
Тогда, пользуясь соотношениями (20.56) и (20.58), будем иметь

Д (0) = СпСп — с\2 > 0, Д (оо) > 0,
А (М .)  

\ «п /
(OliCis — 0 )2Си)а

<«• & ( - t )
(@22̂ 12 —

ofl ' ' ' Ws “  \ / с|з
(значения k3 — 0 и k2 = оо подставлялись в левую часть уравнения 
(20.64), а значения k2- <=-- сц/ац и № — с1%!агъ — в левую часть экви
валентного ему уравнения (20.63)).

Это означает,' что между А2 «= 0 и = оо график функции Д =*
Д (&2) пересекает ось абсцисс в двух точках (рис. 20.9), определя

ющих два положительных кор
ня k\ и k\ уравнения частот 
(при построении графика пред
полагалось для определенно
сти, что -Si*< — - и k\ < k\ ).

«и «м /
Прежде чем перейти к даль

нейшему, заметим, что в том 
случае, когда уравнения (20.61) 
распадаются на дез независи

мых уравнения (это буЛет при а1а =  ва  =  0 и сп — %  =  0), соот
ветствующие частоты колебаний будут (они называются парци
альными частотами)

k\ = У  Си/а», Н  — V Сзг/аа.
Из полученных выражений и рис. 20.9 видно, что парциальные 

частоты больше меньшей частоты системы кг и меньше большей ча
стоты системы кг.

Извлечем теперь из k\ и k\ квадратные корни и воспользуемся 
только положительными значениями и кг. Каждому корню 
и &а будет отвечать одно частное решение (20.60), причем каждой 
частоте ft* и отвечают свои значения А , В  и е. Частные решения 
линейно независимы, поэтому общее решение будет равно их линейной 
комбинации:

<7i  — Л-. sin (k j +  ег) +  Аг sin (ktt +  «■,), 
q2 = B i sin (k j +  « i) +  B t sin (k j +  e,J.

Между числами A i и В {, и B t имеется связь, которая уста
навливается уравнениями (20.61). Если подставить в эти уравнения 
ki или k2, то определитель системы (20.61) обратится в куль. Сле
довательно, из двух уравнений этой системы независимых только 
одно. Возьмем одно из этих уравнений, например первое (при ре-
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шении практических задач нужно выбирать наиболее простое урав
нение), и найдем из него отношение

X- = ■■у — ' =  14 (<= 1. 2). (20.65)Ai al2k {- c  i2

Каждому значению частоты кх и кг отвечают соответствующие зна
чения и ца. Вычислив их по формуле (20.65), найдем

В х = цИ ц  В., = цгАг. (20.66)
Теперь общее решение примет вид

9 i = A  sin ( V  + e j + A , sin ( V  + е2), 
q2 = fixAt sin ( V  +  e j +  (х4Л г sin (k2t +  e2).

В  этом решении частоты kx и кг и коэффициенты и — из
вестные числа, характеризующие данную систему, Av Аг, и е2 —  
произвольные постоянные, определяемые из начальных условии 
движения.

Из формы общего решения видно, что движение системы с двумя 
степенями свободы около положения устойчивого равновесия скла
дывается из двух независимых колебаний:

г, I „ я  П —  л(1) Л-л(2>9l —  ?i + 9 1 » <72 — 92 т  <?2 ,
где

9 !1’ = Ах sin ( V  +  e j, q[-' =  Аг sin ( V  + е*),
q'2u =  sin (kYt +  е^, q̂  — ц2А2 sin (k2t +  е2).

Первое колебание в обеих координатах происходит с частотой kif 
а второе с частотой кг. Эти колебания называются главными. Коэф
фициенты ^  и fia определяют формы колебаний; согласно равенст
вам (20.65) они имеют простой физический смысл, показывая, во 
сколько раз амплитуда соответствующего главного колебания в од
ной из координат больше (или меньше) амплитуды другой координаты.

Из определения видно, что все координаты в каждом главном 
колебании изменяются по гармоническому закону, имея одинаковые 
частоты и фазы. Это означает, что они (т. е. координаты) одновре
менно обращаются в нуль, одновременно достигают максимальных 
значений и т. п., причем координаты в каждом главком колебании 
находятся в постоянном отношении цг, не зависящем от начальных 
условий.

Частоты колебаний (точнее, круговые частоты) и й2, а также 
коэффициенты цх и ца являются основными характеристиками малых 
колебаний системы с двумя степенями свободы.

В  заключение отметим, что методы составления и интегрирования 
дифференциальных уравнений малых колебаний системы с двумя 
степенями свободы около положения устойчивого равновесия без 
всяких изменений могут быть распространены на системы с большим 
числом степеней свободы.
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§ 20.7. Задачи
При решении задач на исследование малых колебаний системы 

с несколькими степенями свободы около положения устойчивого 
равноаесия можно, конечно, пользоваться полученными форму
лами. Однако значительно полезнее для каждого примера произво* 
дить все преобразования с самого начала. Это объясняется тем, 
что метод запомнить значительно проще, чем формулы.

Задача 20.5. Определить малке колебания двойного математического маят. 
пика (рис. 2 0 .10).

Выражения для кинетической и потенциальной энергий двойного математи
ческого маятника были получены ранее (см. формулы (18.32) и (19.15)):

Т  =  >/а [(« ] +  ш2) l\if\ +  2m.JJ.2 cos (cf2 — q>,) ф,ф. -)- 
П =  —(от, +  от2) glt cos ф, — OTag/j cos ф2.

Среди коэффициентов инерции только один коэффициент, а именно а „  =  
«= m2M a cos (ф,—ф]), зависит от обобщенных координат ф; и ф2. Согласно общей тео

рии заменим этот коэффициент на его значение о положении равно
весия при фд=  фа = 0 , т. е. положим приближенно

r>hhh cos (фа — ф!> «  mj/j/j.
Кинетическая энергия двойного математического маятника для 
малых колебаний принимает вид

Т =. Va [(m, +  от.) <5ф| Н- +  «п^фЯ.
Потенциальную энергию разложим в ряд по степеням ф] и ф„ 

ограничиваясь членами не выше второго порядка малости. Имеем
cos Ф1 =  1 — ф5/2, cos фа = I — qi/2 .

Следовательно, для малых колебаний (постоянные слагаемые отбро
шены)

П = Ч% (т, + тг)
Пользуясь этими выражениями для кинетической и потенциальной энергий, 

составим дифференциальные уравнения Лагранжа, определяющие малые колебания 
двойного математического маятника:

для координаты ф]!
dL-щ- = (от, +  т . )  /;ф, +  т,/,/.ф2,

=  (от, +  щ ) Ц ъ  +  m JM u  *» — (« 1  +  т 2) g lw ,

для координаты <р2: 
dL * . . , d dL , , - , dL .=  +  = +  --- tnah  q>2.

Следовательно, уравнения малых колебаний имеют вид (первое уравнение 
сокращено на /х, а второе на т г1г\ кроме того, все члены перенесены в левые части 
уравнений)

(от, +  т г) /,ф, +  Ота̂ фа +  (от, +  от,) gq>, = О, 
ij? i +  1-Лг +  еч>г = 0 .



=  0.

Общее решение будем искать в форме (20.60):
<Рх = A slQ (&/ +  с), «ft, =  В  sin (Jkt +  е).

Отсюда следует
ф, =  — Акг sin (kt +  е), = —Bk* sin (kt -f- е).

Подставим значения ер,, Ф*. ф, н ф2 в уравнения (20.68) и приравняем к нулю 
коэффициенты при sin (А/ +  *)■ После группировки членов получим алгебраические 
уравнения (20.61):

(т х +  (g — lik?) А — т,1гкгВ  =  0,
(20.69)

—1хкгА +  (в ~  *«**) S  =  0 .
Так как А и В  не равны нулю одновременно, то определитель этой системы равен 
нулю:

I ( т х +  mt) (g  —  h k '‘ )  I
! - M *  g - l &  I

Раскрывая определитель, приведем частотное уравнение к виду
mxlxl j t  — (т х +  пц) (lx +  fife2 (mx +  m,) ga 0 .

Дальнейшие вычисления в общем виде производить не рационально. Нужно 
вадать числовые значения параметров двойного математического маятника либо 
соотношения между ними. Будем считать, что оба маятника одинаковы: 1х — 1% — I, 
ml = mt — т . Тогда частотное уравнение примет вид

й«_4-|-й* +  2 -^ = 0 .

Отсюда найдем две круговые частоты собственных колебаний:

*i =  V (2 - Z ”2 )g/l, *, =  V W + V W g ft-  (20.70)
Пользуясь вторым уравнением (20.69), найдем отношения амплитуд

В
А ~  g - l tk> *

Подставляя сюда найденные значения для к\ и к?;, получим (lL =  l3— I)

Ах у  2 — 1 Л» 1 +  ^2

Следовательно, Вд = 1^2АХ, Д, = — |^2Л,.
Теперь можно составить общее решение дифференциальных уравнений (20.68)!

Ф1 =  Ах sin (kxt +  tx) +  At sin (k.t +  ег),
(20.71)

Ф , =  V  2Ax sin (kxt +  гх) — \Г2Агsin (Aj/ +  e,),
где к, и кш определены равенствами (20.70),

Произвольные постоянные Ах, А3, et и е, находятся из аачальиых условий. 
Пусть, например, 

при t =  0

<Pi =  0, фа = фо. (20.72)
Ф1 =  0, ф| =  0,

т. е. в начальный момент первый маятник занимал крайнее нижнее положение, вто
рой маитник был отклонен на угол Фи и система была отпущена без начальной ско
рости.
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Продифференцируем <pj и <р» по времени:
ф1 =  Aikl cos (*!< +  ej) +  A%kr, cos (V +  et),
Ф, =  У 1 Aiki cos (k j +  ej) — У"2Ахкг cos (*s/ + e2).

Подставим в эти выражения для ф, и ф2 и d равенства (20.71) начальные условия
0 = Aikl cos ех +  Агкг cos е,, 0 = V iA ^  cos ej — ]/~2A2k3 cos es,
0  = Ai sin e, +  Лг sin e „ ф0 = У~2АХ sin ej — У2Аг sin ег.

Из первых двух уравнений найдем cos ех с= cos еа = 0, откуда ех =  л/2, е2 =* 
: л/2 , Теперь вторая пара уравнений принимает вид

V J
2Ai -{* <4а =  0 , A i»  А% -Фо.

V~2 Фо. — •- J— fOI « 1

ющее начальным условиям (20.72), будет
К 2

Частное решение, соответству*

Ф1 '
I

4 Фо (COS kit — cosfcst), фа ■= — Фо (cos kxt +  COS Ы ).

Главные колебания согласно (20.71) опред ляются следующими равенствами 
первое главное колебание:

= Л1 sin (k j -Ь е,), ф̂ 1> «  1/Т Ai sin (k^ + ех); 
второе главное колебание:

«pi») «= Л2 sin (k.J -f es), ф£2)«  — У 2 А2 sin (k2t -{- e2).
Формы глазных колебаний изображены на рис. 20.11. Если з первом главном 

колебании первый маятник отклонится от вертикали на угол ф[1), то второй откло
нится в ту же сторону на угол ф£1) = 1̂”§ф£1>. Во втором главном колебании при 

Втврсе вш исе
колебание колебание

Рис. 20.12

отклонении псрЕого маятника на угол ф',21 второй маятник отклонится в противопо
ложную сторону на угол ф̂ 5) = — -/2 ф1г>.

Задача 20.6. Определить колебания автомобиля в его средней вертикальной 
плоскости при следующих условиях: масса подрессоренной части автомобиля равна т , 
расстояния от центра тяжести С до вертикальных плоскостей, проведенных через 
оси колес, равны /) н 13, радиус инерции подрессоренной части относительно цеи* 
тральной оси, параллельной оси автомобиля, р, жесткости рессор с, и с2.

Так как колебания автомобиля происходят в его средней вертикальной плоско
сти, то система имеет две степени свободы. За обобщенные координаты примем верти
кальнее перемещение г центра масс С автомобиля и угол ф поворота вохруг ссн, про
водящей. через точку С параллельно осям (рис, 20.12).



S 20.7] ЗАДАЧИ 669

Кинетическая энергия на основании теоремы Кёнига будет равна
Т — »/„ mi2 +  7» /еФа,

где /с = — момент инерции автомобиля.
Потенциальная энергия П системы складывается из потенциальной энергии 

П, = —mgz силы тяжести и потенциальной энергии П2 =  П/. -f Пц рессор А и В. 
Из рис. 2 0 .1 2  видно, что деформация пружины А от положения равновесия для 
малых углов равна г — г, =  г — /[(?, а с учетом статической деформации /л ока Судет 
/л + г — /i9 . Поэтому потенциальная энергия пружины А

Пл -Ч гС ,
Аналогично для пружины В

П д  =  1/гС2 { J в  "Ь  г *Ь  —  */:

Потенциальная энергия всей системы равна
П = —mgz +  Vsc, (/и + z — ^ф)5 + Vsc2 (/3 +  г+  /2Ч,)2— V2c,/^ — Ч-.Со/в.
В положении равновесия при г =  С и ш = 0 должна выполняться равенства 

(20.2):

ап _ 0 ап
дг г=о '

Ф>=0
л = 0 *оф= 0

Имеем
ап
дг l—tng -j- Сх (/а + г — liф) + (/а + г -f /8ф)]г=о =

£ о  «-»
■= —mg +  c j,, +  c JB ,

[— cih(lA '\ '2 — Лф) +  сг1г (1в +  Z +  ?гф)]г=0 =  — cJ J a +  СгУа-
9=0а? =0

ф=0
Следовательно, параметры системы удовлетворяют условиям

—mg +  с̂ а +  cJ b  =  0r —cJ J a +  c2I J b  =  0- (20.73)
Раскроем в выражении для потенциальной энергии скобки и сгруппируем члены: 

П = (—mg c Ja  +  c Jb ) г -j- {сг1г!в  — c J Ja )  Ф +
4 "  Vs (c i +  c2) г2 +  (c2 2̂ —  cî i) Z(P H* 1/г (* V i +  Ф2» 

или, принимая во внимание равенства (20.73),
П =  */2 (с, -f- с2)&  -|- (с2/2 — с,/,) гф l/2 (cJl  -f- с2/|) ф2.

Уравнения Лагранжа второго рода

J L I L - J L ^ O  о L = r - n
di d i дг ' dt дф Лр * 

после очевидных операций приводятся к такому виду:
m i +  (с, +  сг) г +  (сг1г — c,/i) ф = 0 ,

С̂Ф +  (с2/2 — ct/t) г +  (c j]  -f c .Jl) ф = 0 .
Запишем полученные дифференциальные уравнения малых колебаний автомо

биля следующим образом (напомним, что /с = тр2);

г  +  аг +  tф = 0, ф + J L  J L  ф^о,  (20.74)
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где
fl = £L+£5 eA-CtU e = cJi+ c.A  (20 75)

т  т  т
Ищем решение уравнений в форме (20.60):

г =  A sin (kt +  в), ф = В  sin (кI -f- в).
Подставляя г, 2, Ф и ф в дифференциальные уравнения движения и приравнивая 

нулю коэффициенты при sin (kt -f- £). получим систему двух линейных однородны» 
алгебраических уравнений относительно А и В:

(а - к * )А  +  ЬВ =  0, ± A  +  (- jL - k > )B  = 0. (20.76)

Так как при колебаниях А и В  не равны нулю одновременно, то определитель 
системы должен равняться нулю:

a — ft3 Ь 
Ь е

Г  -  К* Р* 1>г
■ 0.

Это уравнение частот после раскрытия определителя и группировки членов примет 
вид

откуда

или

Из первого уравнения системы (20.76) найдем отношения амплитуд 
_  Л, Ь Ai

А, — а * 14 В, А; — а ’

Теперь составим общее решение дифференциальных уравнений малых колеба
ний (20.74):

г — щ S i sin ( V  +  ei) +  sin ( V  +  е«).
Ф  = В, sin (k)t +  ej) -1- B2 sin (ft2/ +  e j.

Здесь kL и kt, |ч  и fi2 вычисляются по установленным формулам, а произвольные 
постоянные B i, В г, e, и ea озределяются из начальных условий.

Рассмотрим численный пример: т  = 4000 кг, р = 1,2 м, /, =  1,5 м, la=  1,3 м, 
Ci =  2,94 кН/см, с2 =  1,96 кН/см. После подстановки этих значений получим kt = 
=  10,00 рад/с, fe2 =  13,9 рад/с, что соответствует 95,6 колеб/мин и 133 колеб/мин. 
Найдем теперь отношения амплитуд: |i| = — 218 см/рад = 3,8 см/град, 
(I, - Аг1Вг =  — 66  см/рад = — l,f5 см/град.

Таким образом, если в первом главно:,i колебании центр масс опустится на 3.8 см, 
(го автомобиль повернется одновременно по ходу часовой стрелки ка один градус. 
Во втором главном ■колебании при опускании центра пасс на 1,15 см автомобиль 
повернется против хода часовой стрелки на один градус. Формы главных колебаний 
показаны на рис. 20.13.
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Если с, = са = с, I, = 12— I (соответствует железнодорожным вагонам), то 
по формулам (20.75) будем иметь

с f /2
а — 2 — , 6 = 0, е= 2  — —.т  ’ /л

Дифференциальные уравнения малых колебаний (20.74) в этом случае разде
ляются:

I  +  аг =  О,
Лавров славное 

яалебание

и, следовательно, колебания в каж
дой координате будут независимыми 
друг от друга.

Задача 20.7. Электромотор массы 
т , = 100 кг установлен на фунда
менте с помощью амортизаторов, сум
марная жесткость которых равна с, = 490 Н/см. Учитывая упругость фундамента, 
определить вертикальные колебания системы, если приведенная масса фундамента 
т г = 1000 кг, а его упругие свойства характеризуются коэффициентом жесткости 
с2 = 245 Н/см (рис. 20.14, а).

Схематично представим фундамент в виде тела //, установленного па пружине 
жесткости с2 (рис. 20.14, б). Тело / (мотор) связано с телом // с помощью пружины 
жесткости с,.

Обозначим через О, и 02 положения равновесия соответствующих тел. На 
систему, состоящую из двух тел, действуют активные силы тяжести m,g и т 2g и

6 ) Ои

И З

п э  

&

л г
Лапотние

-равновесия
мотора
Положение

-равновесия

c2\
V/M '/ZV.

Рис. 20.14

упругие силы пружин. Положение системы будем определять двумя обобщенными 
координатами Zj и г2 (г, — вертикальное перемещение центра тяжести тела /' от 
соответствующего положения равновесия). Кинетическая энергия системы равна

Т = V*«i4 {+  V*m2ij.
Потенциальная энергия складывается из потенциальной энергии сил тяжести 

и потенциальной энергии двух пружин:
П =  — — m,g22 +  V jf, (/, +  г2 -  г,)2 +  1/2с2 (/2 +  г,)’  — J/2c,/f — Ч2с2Ц,

где /, и /2 — статические деформации пружин. Раскрывая скобки и группируя 
члены, получим

П = (—mvg — c ji)  +  (—m̂ g +  с,/, +  c,/2) г2 -f »/2с, (z2 -  +  Чгс-А- 
В  положении равновесия при г, — г2 — 0 должны выполняться равенства (20.2):
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Имеем

(- 5 г )„- , .- о "  ~ mig ~  Clh -  ° '  =о = + C jl + c J *= °-
D силу этик равенств выражение для потенциальной энергии системы примет вид

П = >/„*, (г2 -  г, ) 2 +  Угс-А- 
Воспользуемся уравнениями Лагранжа: 

d dL dL 
dt Ог дг

Для координаты г* имеем 
dL
dti =

d dL ,  dL
л " Я Г “ т А * 1 5 - -

Подставляя соответствующие выражения и перенося все члены в левую часть, полу
чим дифференциальные уравнения малых колебаний рассматриваемой системы (урав
нение для гг составлено аналогично)

misi +  с&  — = 0, m3z2 — С& — (с, +  гг) гг = 0. (20.77)
Будем искать решение в форме (20.60):

h  — A sin (kt +  е), г2 = В sin (kt -f е).
-Продифференцируем эти выражения для Zi и г2 дважды по времени, подставим в диф
ференциальные уравнения движения, приравняем к нулю коэффициенты при

sin (kt +  е) и сгруппируем члены:
Нервов елаеков 

колебание

Сг

Второе главное 
колебание (с, — щкг) А — с+В =з 0, (20.78)

№ Ю-Ц17/Р

W/s/s/s/A

Ш :п ^ - у я р
= о,

Рис. 20.15

—СхА +  (с, +  с» — тМ 1) В — 0. 
Составим уравнение частот 

I Ci — т ik1 —ci
I —Н с, +  с2 — m2k* 

или, раскрывая определитель, 
niitnji* — [m i (c j +  сг) +  ] ft2 - f

+  «у* = 0 .

Подставляя численные значения и деля на коэффициент при А4. получим
№ — 784 А2 +  120 000 = 0.

Отсюда найдем k\ = 209, k\ =  575 н частоты главных колебаний ftj = 14,5 рад/с, 
k« => 24,0 рад/с.

Из первого уравнения (20.78) определим отношения амплитуд для каждого глав
ного колебания:

£ m « tg ,0 .5 7 , 0,17.И, с, Л2 с,
Формы главных колебаний показаны на рис. 20.15. В первом главном колебании 

оба тела перемещаются в одну сторону, во втором— в разные стороны (на рисунке 
по-прежнему точки О, и Ог — положения равновесия тел).

В  заключение отметим, что все методы, изложенные для систем 
с двумя степенями свободы, почти без всяких изменений переносятся 
на системы с любым числом степеней свободы. В частности, уравне-



ние частот малых колебаний консервативной системы с s степенями 
свободы имеет вид (см. уравнение (20.62))

с» — «и*8 сн — агг№ си — ct13k~‘
c%i Q-i\№ C-и. — * • *

* 20. 8 ] НОРМАЛЬНЫЕ КООРДИНАТЫ 573

=  0. (20=79)

Принципиально можно решить задачу о малых колебаниях 
системы с любым числом степеней свободы. Однако в общем случае 
при решении задач приходится преодолевать ряд трудностей чисто 
вычислительного характера. Наибольшие затруднения возникают 
при решении уравнения частот (20.79). Уже раскрытие определителя 
при s >  2 представляет трудоемкий процесс. Действительно, опре
делитель порядка s содержит s! членов, каждый из которых для урав
нения (20.79) состоит из произведения s биномов вида Су — а^кг. 
Таким образом, если раскрыть определитель (20.79), то в общем слу
чае получится 2's! слагаемых. Так, для s =  3 число слагаемых равно 
23-3! — 48, а при s == 4 это число будет 2*-4! =  384.

Д ля того чтобы оценить сложность и значение этой проблемы, 
укажем, что над ее решением работали Лагранж, Лаплас, Гаусс, 
Леверье, Якоби, Лобачевский, Крылов и многие другие ученые. 
Были разработаны различные точные и приближенные методы, 
позволяющие упростить численное решение уравнения частот и свя
занных с этим задач *).

С появлением электронных вычислительных машин многие из 
ранее разработанных методов утратили свое значение, некоторые 
из них легли в основу программ работы вычислительных машин. 
В настоящее время в сложных случаях решение осуществляется 
на цифровых электронных вычислительных машинах дискретного 
действия. Кроме цифровых вычислительных машин, используются 
также аналоговые (моделирующие) электронные машины непрерыв
ного действия. Об этом рассказано более подробно в § 2.7.

§ 20.8, Нормальные координаты

Сложность решения дифференциальных уравнений (20.59) малых 
колебаний консервативной системы:

anQi +  +  СцС1 +  с12дг — 0, (20.80)

*) Изложение некоторых нз этих методов можно найти, например, в следующих 
работах-, Д е м и д о в и ч  Б. П., М а р о н  И. А. Основы вычислительной матема
тики. — М.: Физыатгиз, 1966; Ф а д е е в  Д .  К ,  Ф а д е е в а  В. Н. Вычислитель
ные метода линейной алгебры. — 2-е изд. —М.: Физматгнз, 1963; Б а б а к о в  И, М. 
Теория колебаний. — М.; Гостехиэдат, 1958.

2 2  Н. В. Бутенин и др.
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объясняется тем, что эти уравнения связаны между собой. Если 
бы можно было найти такие координаты 0! и 0а (они называются 
нормальными, или главными координатами), в которых дифферен
циальные уравнения движения имеют вид

01 +  M i  =  0, 0а +  М а  =  0, (20.81)
где А* >  0 и Xj >  0, то решение определилось бы сразу:

0! =  Лхsin ( +  ех), 02 =  А2 sin (1/%< е2) (20.82)
(Av  А г, и еа — произвольные постоянные интегрирования).

Покажем, что существует линейное преобразование, с помощью 
которого можно перейти от обобщенных координат qx и qt к нор* 
мальным координатам 0t и 0*. Д ля этого умножим первое уравнение 
(20.80) на /i, а второе на / , и сложим почленно оба уравнения (lt  
и / , — пока не известные множители). Имеем

-£рг Ка»Л +  <W*) Яг +  (<Wi +  °ia^) ?al +
4" l(cu^i 4~ cnU) <7i (pufi 4* <W*) Яг] =  0. (20.83) 

Возьмем еще одно число Я и подчиним числа 1Х, /» и Я двум усло
виям:

cn h  +  °г\1* “  ^ (a i J i  +  OtM> ™

Cnh +  cttU =  X (а1г1х +  с„ /,) .
Введем теперь новую переменную 0 по формуле

0 “  (anii +  <h +  (ви/i +  a*Ji) Яг- (20.85) 
Тогда дифференциальное уравнение (20.83) примет вид

* “ + М > - 0 .  (20.86)

Уравнения (20.84) можно переписать в следующей форме:
(Сц --- ХЯП ) 1Х +  (Сг \  ----  X S jj)  / а =  0 ,  p g  g y j

(СХ2 2) l\ +  (fjj ^^2г) 2̂ =  0*
Д ля существования ненулевого решения этой системы однородных 
линейных алгебраических уравнений относительно 1Х и 1г необхо* 
димо и достаточно, чтобы определитель системы разнялся нулю:

1CII •* 1 Cgrf Яв.21 I
Cjg — I = 0. (20.88)

Эго уравнение совпадает с уравнением частот (20.62), и, сле
довательно, два корня этого уравнения, и совпадают с k\ и k‘, 
где k, и кг — частоты главных колебаний. Так как каждому корню Xt 
и Я, соответствует своя система значений чисел lt и /* (они опреде
ляются из уравнений (20.87)), то согласно равенству (20.85) мы полу
чим две координагы. 0i и 04, удовлетворяющие двум уравнениям
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вида (20.86). Таким образом, преобразование (20.85) приводит н е с  
к нормальным координатам.

Из приведенного доказательства следует, что переход к нор* 
мальным координатам не сокращает вычисления по сравнению 
с решением исходных дифференциальных уравнений (уравнение 
для определения i  совпадает с уравнением частот, а уравнения 
(20.87) совпадают с уравнениями (20.61), служащими для опреде
ления форм главных колебаний). Поэтому нормальные координаты 
имеют главным образом теоретическое значение для доказательства 
различных положений.

В заключение заметим, что кинетическая и потенциальная энер
гии в нормальных координатах имеют вид

Г =  */2(0?- H i) ,  П =  У а(Ш  +  А*01), (20.89)
где =  k\ и Я2 =  Щ.

§ 20.9. Функция рассеяния Редея
Исследуем, какое влияние оказывают силы сопротивления на 

движение потенциальной системы. Будем считать, что сила сопро
тивления Fft, приложенная к точке М к, направлена в сторону, 
противоположную скорости vft точки Мк:

где Fk — модуль силы Fft.
Пусть, далее, Fh зависит только от модуля скорости vk. Разла

гая Fh =  Fh (vk) в ряд по степеням vh и ограничиваясь членами 
первого порядка, получим

Fk =  Fk (0) +  F'k (0)vk.
Если при покое сила сопротивления не равна нулю (Fh (0) Ф  0), 

то говорят, что имеется сухое трение. Такой случай встречается 
при наличии трения скольжения и трения качения. Если же Fh (0) =  
•= 0, т. е. при покое сила сопротивления равна нулю, то говорят, 
что имеет место вязкое трение. Этот случай встречается при движе
нии в сопротивляющейся среде.

В случае вязкого трения имеем
F* =  —bkvkt (20.90)

где все постоянные коэффициенты bk =  Fk (0) неотрицательны (так 
как Fk и vh — модули соответствующих величин).

Положение системы будем определять обобщенными координа
тами qlt q2, ..., qs. Тогда согласно формуле (18.27) обобщенные 
силы сопротивления Q) будут равны
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Воспользуемся тождеством (19.6) и выражением (20.90) для 
силы Fk:

Функция Ф называется функцией рассеивания Релея, или диссипа
тивной функцией (происхождение этого термина будет объяснено 
в дальнейшем). В этих обозначениях обобщенные силы сопротивле
ния примут вид (для общности мы считаем, что число степеней сво
боды равно s)

Выразим функцию рассеивания Ф через обобщенные скорост и q. 
Д ля этого заметим, что выражение (20.91) по своей форме полностью 
совпадает с выражением для кинетической энергии (10.1) (массы 
точек mh заменены неотрицательными коэффициентами bk). Поэтому 
при стационарных связях выражение функции Релея Ф через обоб
щенные скорости 4 будет совпадать по форме с аналогичным выра
жением (19.26) для кинетической энергии. Изменятся только коэф
фициенты квадратичной формы. Обозначив эти коэффициенты через 
biJt получим

причем bij =  bJt.
Будем считать, что на рассматриваемую материальную систему 

действуют потенциальные силы и силы сопротивления. Тогда обоб
щенные силы

Дифференциальные уравнения Лагранжа второго рода примут 
такой вид:

при этом учтено, что щ — v\. 
Введем обозначение

(20.91)

(20.92)

Ф =  4 - Е4 <=») /-=i
(20.93)

или, учитывая равенства (20.92),

(20.94)

d дТ дТ
! г - | г  0  2..........S ) . (20.95)~dt д<!1 0qt dgl dql
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Покажем, что при наличии сил сопротивления полная механическая 
энергия убывает. Действительно, умножим каждое уравнение на qj 
и сложим почленно все уравнения:

/=1 ' /=1 ' /=I ' /=1 '
Члены, стоящие в левой части этого равенства, и перзая сумма 
правой части преобразуются к виду (см. формулы (19.29) и (19.30))
•— (Г -f- П), так как при стационарных связях Го =  0 и Т г — Т.

Функция Релея согласно равенству (20.93) представляет одно
родную квадратичную форму относительно обобщенных скоростей 
Qi, q-i. .... qe. Поэтому на основании теоремы Эйлера об однородных 
функциях (см. примечание на стр. 408) будем иметь

/=1 1
Теперь равенство (20.96) может быть записано в следующей форме:

- (Г +  П) =  — 2Ф. (20.97)

Так как функция Релея Ф согласно (20.91) неотрицательна, то 

1 ( Г  +  П ) < 0

и, следовательно, полная механическая энергия под действием 
сил сопротивления убывает или рассеивается, переходя, конечно, 
в другие формы энергии (например, тепловую). Из равенства (20.97) 
следует, что функция Релея может служить мерой рассеивания 
энергии, чем оправдывается ее название. На этом же основании силы 
сопротивления называются часто диссипативными силами.

Если функция рассеивания Релея (20.93) определенно положи
тельна относительно обобщенных скоростей, то диссипация назы
вается полной. Если же функция Релея может, кроме положитель
ных значений, принимать значения, равные нулю, когда не все 
q =  0, то диссипация называется неполной, или частичной.

Все выводы этого раздела были получены нами в предположе
нии, что действуют силы Fft вязкого трения, причем их модули 
пропорциональны модулям соответствующих скоростей vk, а по 
направлению силы Fft противоположны скоростям vfc (предполо
жение о линейности самой системы для вывода формулы (20.97) 
не требуется). Полученные результаты можно обобщить на силы 
сопротивления более общей природы *)

*) См. Л у р ь е  А. И. Аналитическая механика. — М.: Физматгнз, 1901, 
гл. 5, § 5.11; М с р к и а Д. Р. Введение в теорию устойчивости движения. — М.: 
Наука, 1976, § 6,2.



§ 20.10. Влияние сил сопротивления на холебания системы 
около положения устойчивого равновесия
Пусть на потенциальную систему с двумя степенями свободы, 

движущуюся около положения устойчивого равновесия, действуют, 
помимо потенциальных сил, еще силы вязкого трения. Обобщенные 
силы сопротивления вычислим по формуле (20.92):

где диссипативная функция Релея определена равенством (20.93). 
Выполняя дифференцирование, найдем

Q/ —  —  Ф ц Я. 4* ^цЯг) ( ~ h  2).
Присоединяя обобщенные силы сопротивления Q/ к  уравнениям 

(20.59) и перенося все члены в левую часть, получим дифференциаль
ные уравнения малых колебаний под действием потенциальных
и диссипативных сил:

ОцЯ -f- an q2 -f- bnqx -f- bn q2 -j- cnqt -j- cnq2 =  0,

atiQi 4" 4” Ь-пЯг 4“ buQi 4" c2i<7i 4" -ггЯг =  0.
Будем искать решение этих уравнений в следующей форме:

<7, =  A ew. q2 =  Л е » , (20.99)
где Л j, А 2 и X — некоторые постоянные числа, которые требуется 
определить. Продифференцируем эти выражения для qlt q2 дважды 
по времени:

q, =  Ajeu , qt =  Ajkeu , q, — AjX2eu .
Подстзеим значения координат и их производных в уравнения

(20.98), сократим полученные равенства на общий множитель еМ 
и сгруппируем члены. В результате получим два алгебраических
уравнения:

(аиЯ* +  Ьп Х +  сп ) И, +  (аи № +  bnX +  сп ) A t  =  О,
(аи Я2 +  ЬпХ 4- са1) А х 4- (аааЯ* 4- b12X +  c2i) <4а =  0.

Так как эти линейные однородные уравнения относительно 
А и Л 2 должны иметь решение, отличное от нулевого, то определи
тель системы должен равняться нулю:

I вц^г + +  а1г\ г +  Ь1гХ +  с1г !_
I +  Ь„Х +  сг1 an V  +  М  +  * «  I ~  '  М

Можно доказать (мы не будем на этом останавливаться), что 
вещественные части корней этого характеристического уравнения 
отрицательны либо равны нулю. Таким образом, корни этого урав
нения могут иметь вид

к =  —h ±  ni, X =  —т, X =  ±ki,  
где ft, п , т и k — вещественные положительные числа.
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Вещественным отрицательным корням (они бывают при боль
ших силах сопротивления; см. § 2.3) соответствует апериодическое 
движение

q =  Ac-mt'

Чисто мнимым корням (они могут появиться при частичной 
диссипации) отвечают главные колебания вида

q =  A sin (kt +  е).
Комплексно сопряженным корням отвечают затухающие глав

ные колебания
q =  Ае~ы sin (nt +  е).

Обычно силы сопротивления невелихи. В этом случае при полной 
(а иногда и при частичной) диссипации все корни характеристиче
ского уравнения (20.101) будут комплексно сопряженными с отри
цательными вещественными частями:

— di —/ij i t
Каждой паре комплексно сопряженных корней отвечает свое 

главное затухающее колебание. Поэтому общее решение уравнений
(20.98) имеет при этих условиях такой вид:

Qi — A\l)e А‘* sin (rti/-f-ei) +  Л{2,е h,ts in (nd -f- ег), /20 102) 
q-г — Ail)e~hit sin (n\t - f  ei) - f  APe~"':,! sin {n-J, -f- e2).

В этом решении из четырех чисел А)к) произвольных только 
два, остальные определяются из уравнений (20.100) подобно тому, 
как это было сделано в § 20.6 при определении форм главных коле
баний.

§ 20,,11, Приближенный метод вычисления
корней характеристического уравнения

Покажем, что при небольших по модулю силах сопротивления 
(случай, чаще всего встречающийся на практике) вычисление корней 
характеристического уравнения значительно упрощается, так как 
их мнимые и вещественные части приближенно могут быть вычи
слены независимо друг от друга. Действительно, при небольших 
силах сопротивления можно считать, что они зависят от малого 
параметра е:

bjk — jki
гд е В л — некоторые, вообще говоря, конечные числа.

Характеристическое уравнение (20.101) в развернутой форме 
будет иметь вид (с точностью до членов первого порядка относи
тельно е)

йоА.* *{* efljX® -J- +  tuiJk -f- =  0. (20.103)



Положим е =  0 и X =  ±,kl; тогда характеристическое уравнение
(20.103) переходит в уравнение частот незатухающих колебаний 
(20.64):

a0k* — o2fe2 +  at =  0. (20.104)
Разложим вещественную и мнимую части корня Я уравнения

(20.103) в ряды по степеням с, ограничиваясь членами первого по
рядка относительно е:

Я =  ае  - f  ф  +  еу) i,
где а , р и v — вещественные числа.

Заметим, что вещественная часть Я не имеет свободного от е 
члена, так как все корни уравнения (20.104) относительно к2 веще
ственны и положительны (см. § 20.7), а следовательно, при е =  0 
корни уравнения (20.103) — чисто мнимые числа.

Вычислим A,8, Я3, Я4, придерживаясь все время принятой точ
ности. Имеем

Я* =  ~ р *  _  2effy +  2есф(, Я3 =  -З еар »  -  (Р3 +  Зер^) /.
Я4 =  Р4 +  4ep8v — 4еар81.

Внесем выражения для Я, Яа, Я3, X* в уравнение (20.103), отделим 
вещественную и мнимые части и сгруппируем члены по степеням е, 
сохраняя члены не выше первого порядка:
1(я0р« — агр2 +  о*) +  2Pv (2ооР2 — os)el —

—Pei |(4а„ра — 2a j  а  +  (а,р* — с3) ] =  0.
Это равенство может выполняться при всех е только в том случае, 
если

аср4 — а*р2 +  о« =  0, Y — 0, (^эР2 — 2аг) а  +  (ajp*—a j  ■= 0.
Так как 7 =  0, то мнимая часть корня характеристического 

уравнения с точностью выше первого порядка относительно в равна 
корню уравнения (20.104). Иначе говоря, частоты затухающих 
колебаний с указанной точностью совпадают с частотами незатухаю
щих колебаний.

Пусть рj  =  kj — одна из частот незатухающих колебаний. Тогда 
из последнего равенства будем иметь (мы перешли к старым обозна
чениям Я =  —ft ±  ni, в которых ft =  —ae)

л' = т г $ р 5 “ <20 105>
Формула (20.105) справедлива при условии, что к} не является 

кратным корнем уравнения частот (20,104), так как в противном 
случае знаменатель правой части этого равенства обращается в вуль.

Обозначим точные значения корней характеристического урав
нения (20.103) через Я/ =  —Л/ ±  п/l, а приближенные значения 
через i j s s —h j ± k j l ,  где hj вычислены по формулам (20Л05),
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a k j — корни частотного уравнения (20.104). Покажем, что сумма 
точных значений корней характеристического уравнения равна 
сумме их приближенных значений. Действительно, пусть к\ и к:г — 
корни уравнения частот (20.104); тогда по формулам Виета будем 
иметь

к] +  k'i =  а2/а0, k\kl — a ja 0.
Вычислим по формуле (20.105) соответствующие значения hi и й 4: 

/, I о.*? —од „ h _  1 a\k\ -  оя „
1 2 2auk[ — аг ‘ 2 ~  2 2 а ^ \  -  а , '

Найдем затем сумму этих коэффициентов
I, _ l I , ___ L Г а )̂ Г ая I — Па 1 _
1 . «2— 2 [2a0ft'5 — Ог — Да J

ИЛИ

f, 1 l ___ 1 — (2АрДа -f- £|£g) (A; +  feg) -j- 2flggg
" I T  "a 2 4аЩ*1 — 2 ^  Щ + kl) + Ц.

Пользуясь выражениями для к] +  k\ и кЩ, после очевидных пре
образований получим

Л> + Л* = т ^ е-

Составим сумму приближенных значений корней характеристи
ческого уравнения. Имеем (Л =  —Л ±  ki)

+  Я* +  Я8 +  Я4 =  — 2 (ht  +  hi).

Учитывая последнее равенство, найдем

+  Я, -(- Яа -J- Я4 =  — -2±- г.

Воспользуемся теперь первой формулой Виета для точных значений 
корней характеристического уравнения (20.103):

Я* 4* Яг -f- Я3 -f- Я| == —  —  е.
“о

Сравнивая оба выражения, видим, что суммы приближенных 
и точных значений корней характеристического уравнения одина
ковы. Это может служить дополнительным оправданием введения 
приближенных формул (20.105).

На основании доказанного при малом сопротивлении можно 
рекомендовать следующий порядок вычисления корней характери
стического уравнения:

1. Выделить малый параметр е и привести характеристическое 
уравнение (20.101) к виду (20.103).

2. Положить е == 0 и составить уравнение частот (20.104).
3. Определить частоты колебаний, положив rtj «  к}.
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4. Вычислить вещественные части корней уравнения (20.103) 
по формуле (20.105).

Заметим также, что при малом сопротивлении формы главных 
колебаний мало отличаются от соответствующих форм незатухаю
щих колебаний.

Задача 20.8. Э лектром отор устан овлен  с помощ ью ам ортизаторов на упругом  
ф ундам енте (см. задачу  20 .7  § 20 .7 ). Гаш ение возникаю щ их собственны х колебаний

осущ ествляется  двум я демпферами А и В 
(рис. 20.16), создаю щ ими силу соп р о ти вл ен и я , п ро 
п орц и он альн ую  относительной скорости ; коэффн- 

. ■ -  -  - - циент суммарной силы соп роти влени я b =
|  |  =  4 ,9 Н -с /с ы . О пределить парам етры  затухаю щ их

И
С корость электром отора  относи тельн о  ф унда

мента равн а 4 ,  —  4,. Будем  д л я  определенности 
счи тать , что 4 2 >  >  0. Т огда относи тельн ая

■ _ _ _ _ _  . скорость  элек тром отора  будет н ап р авл ен а  вверх , а

SS^SSTSSJte r s r s w s s K
Рис. 20.16 F2c. п р и лож ен н ая  к ф ун дам енту, н ап р авл ен а  вверх

(силы сопротивления FI0 и Р8С Для рассматривае
мой системы являются внутренними силами). Из этого следует, что обобщенные 
силы сопротивления, соответствующие обобщенным координатам гх н г2, будут

=  6 ( ^ - 4 , ) ,  Q; =  - t ( 4 2- 4 , ) .

Функция рассеивания Релея (20.93) определяется равенством
0> =  Vs i ( i a- * i ) s.

Легко проверить справедливость равенств (20.92):
<31 =  -дФ/д^, Q; *= -сФ/а*2.

Отметим, что функция рассеивания не яв л я ется  определенно положительной, таи 
как при t j  =  4 , 0 она обращается в н уль .

Присоединяя к правым частям уравнений незатухающих колебаний (20.77) 
обобщенные силы сопротивления, получим дифференциальные уравнения затухаю
щих колебаний

m J i — b ( t2 —  4j) +  с , — cjzt  =  0, 
m2*2 +  Ь (42 — 4,) — е л  +  (с, +  с2) г , =  0.

В соответствии с общей теорией будем искать решение в форме 

?! =  Аеи ,  г2 =  Веи ,
откуда

4 , =  АХе*'1, 2 , =  Л № ,  4 , =  2 , =  ДХУЛ
Подставим эти выражения для г, 4 и S в дифференциальные уравнения движения, 
сократим их на еи  и сгруппируем члены:

(/л,Х* +  Ъ\ +  c j  А — (6Х +  c j  В =  0,
- ( Ы  +  су)А  +  ( m j? + b \  +  с, +  eg) В  =  0.

Приравнивая к вулю определитель этой системы, получим характеристическое урав
нение

I тх№ +  М. +  е* — (М. -f- с,) I 
I — (frX 4* Ci) nig№ -f* bK -J- ci “{* Ci I



Р ас к р ы в ая  оп редели тель, будем ;ш еть

т , т  + b (rn, -f т2) № +  [(с, + с2) т, + с,т. Ьг! лг ЬсгХ +  с,с2 — 0.

П ри  задан н ы х  зн ач ен и ях  (m i =  100 кг, т 3 =  1000 к г , с, =  490 Н /см , с$ — 
=  245 Н /см , & =  4 ,9  Н -с /с м ) коэф ф ициент Ь миж ио п р и н ять  за  м алы й п арам етр  
е  =  й. В п р и н яты х  д л я  у р авн ен и я  (20 .103) обозн ачен и ях  имеем

Си} =  ШуТПц Q| =  ttlj -f- fn2, ™  (Gj -{- Cj) ffl| -{- Cj?7t2, Оэ — Сд, О4 =  с̂ с ,̂

причем в  аг отброш ен малы й член Ь3.
Е сли  в характери сти ческом  уравн ен ии  положим &«=» 0  а  X =  k t,  то получим 

у р авн ен и е  частот
— [(с,- +  са) mj +  C](nt | А2 +  Cjfl2 •= 0.

Корни этого у р авн ен и я  были найдены при решении задачи 20,7 § 20.7: ft? =  209 рад/с*, 
к, <= 14,5 рад/'с, =  575 рад/са, кг =  24,0 рад/с. Внося в ф орм улу  (20.105) соответ
ствующие зн ачен и я  параметров, найдем /ij — 0=105 рад/с, fta ■= 2,60 рад/с.

Положив приближенно nj  =  kj, получим корни характеристического уравнения
Я,( 2 »  -0 ,1 0 5  ±  14,5i, &*,» «  —2,6 ±  24/.

Как уже отмечалось, при малом сопротивлении формы главных колебаний зату
хающих колебаний практически совпадают с соответствующими формами незатухаю
щих колебаний. Поэтому, пользуясь значениями для Jij и ц ,, вычисленными в за
даче 20.7 § 20.7, найдем главные колебания затухающих колебаний

г}1’ <=> Л,*-0’105'  sin (14,5/ +  е ,) ,  •= А^в'2'61 sin ( 2 4 / +  *2) ,

г£1* =  O,57i41e '0,l05< sin (14,5/ +  е ,) ,  Zj2* =  —0,17Аге_2,ы sin (24/ +  е2) .

Первое главное колебание затухает значительно медленнее, чем второе. Эго объяс
няется тем, что в первом главном колебании оба тела движутся в одном направле
нии, скорости вычитаются и сила сопротивления FB =  b (гг — 4 i) будет меньше, чем 
во втором  главном колебании, когда движение тел происходит в разные стороны.

§ 20.92. Вынужденные колебания

Предположим, что к потенциальной системе, движущейся вблизи 
положения устойчивого равновесия, приложены также возмущаю
щие силы. Обозначим обобщенную возмущающую силу, соответ
ствующую обобщенной координате qjy через Qj (/). Тогда диффе
ренциальные уравнения движения можно получить, присоединяя 
к уравнениям (20.59) обобщенные силы Qj (0 (для простоты силами 
сопротивления пренебрегаем):

an<ii +  а 'лЯг +  сп ? 1  +  С\&г =  Qj (0 . д о  Ю6)

йгхЧх +  a-iiM2 +  C2lqL +  Cn qг =  Qa (/).

Общее решение системы линейных неоднородных дифферен
циальных уравнений складывается из общего решения соответ
ствующей однородной системы и какого-нибудь частного решения 
данной неоднородной системы. Соответствующая однородная система 
дифференциальных уравнений совпадает с системой (20.59), ее 
общее решение определяется равенствами (20.67). Поэтому, если
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<?* (0. Qi (0 — какое-нибудь частное решение системы (20.106), то 
ее общее решение будет иметь вид

Я\ — Ai sin (Ы  +  ei) - f  Аг sin (Ш +  e2) - f  <7i (0.
Цг — UtAi sin (k\t -f- Ei) -f- цгЛг sin {Ш -j- ej) -f- q? (/).

Совокупность главных колебаний называется собственными коле
баниями; движение, определяемое частным решением qf (/), qi (/) — 
вынужденным движением (эти термины иногда нуждаются в уточне
нии). В тех случаях, когда возмущающие силы изменяются по гар
моническому закону (Нj, р  и б — заданные числа)

где M j — неопределенные коэффициенты, подлежащие определе
нию. При этом предполагается, что частота р возмущающей силы не 
совпадает ни с одной из частот ku к2 собственных колебаний.

С помощью линейного преобразования перейдем в уравнениях 
(20.106) к  нормальным координатам (см. § 20.8)

где Н) — новые амплитудные значения возмущающих сил, а к} — 
частоты собственных незатухающих колебаний исходной системы.

Из этих уравнений видно, что резонанс в системе наступает 
при совпадении частоты р  возмущающей силы с одной из частот 
собственных колебаний.

В качестве примера рассмотрим динамический поглотитель колебаний. На 
рис. 20.17, а  приведена схема машины, установленной на упругой опоре. Если 
частота ш возмущающей силы И  sin создаваемой движущимися внутри машина 
неуравновешенными массами, близка к собственной частоте У c j m y  машины, то

Q) (0 =  V j sin (pt +  б), 
частное решение ищется в той же форме;

$ ;( /)— М /sin (р /+ в ) ,

Ql +  klQl =  H ;s\n(pt +  b), 
0j -j* ^2̂ 2 =  Hi sin (pt -j- 6),

Рис. 20.17
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система будет работать в гоне резонансе в на фундамент будет передаваться чрез
мерно большая нагрузка.

Подвесим к машине дополнительный груз массой тг (рис. 20,17, б; на 
рис, 20.17, в изображена эквивалентная система).

Сравнивая системы, изображенные на рисунках 20.14 и 20.17, а, видим, что они 
идентичны, поменялись местами только индексы у масс и у жесткостей пружин. 
Поэтому дифференциальные уравнения движения системы, изображенной на 
рис. 20.17, б я в, можно получить из уравнений (20.77), поменяв в них индексы 
н добавив в  уравнение, отвечающее координате обобщенную силу Н sin т :

m ii, -f- (Ci +  »j) г< — Cj2j  *= H tin  (fif,
1 (20Л08)

Щ7.1 — +  Cfti ■= 0.

Частное решение будем вскать в форме
г, и» M i sin Ш, *, и» sin «о/.

Подставим еначекия для ц  и г2 в дифференциальные уравнения, сократи:') и г. м  
eln wt и сгруппируем члены:

(Cl -j- с , — тхч?) M i — cjg.M, =  Н ,

—с^Мг - f  (са — т г»а) Mt s= 0.

Решая эти уравнения относительно Л4{ в Mt , получим
(г„ — т,м-) НMi • (Ci +  Cj — Я1 ,а>'г)(са — m2o)a) — t'i *

д .__________ __________
* (Cl +  с3 — m ,a 2) (с2 — m2o>-> — cjj. *

Теперь находим вынужденные колебания

*1 *= — "Г-----------С? .  ' ----------т;------ -г- / /  sit) <о/,(Ci +  са — m,o<) (cs — тгч>1) — eg

(с, +  c2 — WjW-i (c2 — m2o>2) — ci H sin со/.

Нели параметры подвешенного груза подобрать так, что
са —  т г<й2 «в 0, (20.109)

со машина не будет участвовать в вынужденных колебаниях. Действительно, в этом 
случае

*x =  0, гА <= — — sin (и/.Сг

Таким образом, добавочный груз «поглотил» колебания машины. Из равенства 
(20.109) видно, что для «поглощения» колебаний машины параметры дополнитель
ною  груза должны удовлетворять условию V ct/mt =  о>, т. е. динамический погло
титель колебаний нужно настроить на резонанс с частотой возбуждающей силы. 
Заметим, что частота V ct/m2 не является одной из частот системы «машина +  погло
титель колебаний». Это — парциальная частота; она соответствует динамическому 
поглотителю, подвешенному к неподвижной опоре.
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Г л а в а  XXI

АВТОНОМНЫЕ НЕЛИНЕЙНЫЕ КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМ
С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ*1)

§ 21,1, Введение

В предыдущей главе были рассмотрены колебания динамиче
ских систем, описываемые линейными дифференциальными уравне
ниями с постоянными коэффициентами. Эти колебания называются 
также малыми колебаниями, так как линеаризация уравнений обо
сновывается предположением, что отклонения системы от положения 
равновесия малы.

Достоинства метода линеаризации состоят в основном в следую
щем:

1) во многих случаях этот метод даег вполне удовлетворительные 
результаты, описывая достаточно точно процесс колебаний не 
только с качественной, но и о количественной стороны;

2) интегрирование линейных дифференциальных уравнений с по
стоянными коэффициентами не содержит принципиальных трудно
стей и сводится к чисто алгебраическим вычислениям;

3) метод линеаризации применим не только к анализу колебаний 
механических систем около положения устойчивого равновесия, 
но он также может быть использован для исследования колебаний 
около любого устойчивого движения механических, электромеха
нических, электрических и других систем.

Отмечая достоинства метода линеаризации, следует все же иметь 
в виду, что при упрощении дифференциальных уразнений движе
ния можно упустить ряд явлений, специфичных для систем, описы
ваемых нелинейными дифференциальными уравнениями.

К таким явлениям, например, можно отнести явление «автоко
лебаний» — периодических колебаний, амплитуда и частота кото
рых в широких пределах не зависят от начальных условий и опре
деляются параметрами системы.

Имеются и другие интересные с теоретической стороны и очень 
важные по своим приложениям примеры, которые не могут быть 
объяснены линейной теорией колебаний. Кроме того, существуег 
ряд нелинейных зависимостей, которые принципиально не могут 
быть линеаризованы (например, характеристика кулонова трения 
скольжения).

В связи с этим примерно с конца двадцатых годов нашего сто
летия начала интенсивно развиваться теория нелинейных колеба*

*) А н д р о н о в  А. А,, В и т т  А. А., X а й к и и С. Э. Теория колебаний. — 
М.: Физматгиэ, 1959.

Б у т е н и н - Н .  В. Элементы теории нелинейных колебаний. — М.: Судпрон> 
гиз, 1962.

Б у т е н и н  Н. В., Н е й м а р к Ю. И., Ф у ф а  е в Н. А. Введение в теорию 
нелинейных колебаний. — М.; Наука, 1976.
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пий, т. е. колебаний, вписываемых нелинейными дифференциальными 
уравнениями. Материальные системы, которые описываются нели
нейными дифференциальными уравнениями, называются нелиней
ными системами.

В теории нелинейных колебаний получает более глубокое раз
витие рассмотрение колебаний динамических систем, позволяющее 
изучить явления, недоступные линейной теории колебаний.

Безусловно, что нелинейные задачи значительно многообразнее, 
чем линейные, а изучение их представляет значительные трудности.

В настоящей главе, посвященной рассмотрению колебаний авто
номных нелинейных систем с одной степенью свободы, излагаются 
лишь некоторые методы исследования таких систем. Материалы 
этой главы следует рассматривать лишь как начальное введение 
в обширную и многообразную науку о колебаниях нелинейных 
систем.

§ 21 .2 . Фг.зовая плоскость

Одним из распространенных методов исследования нелинейных 
систем ЯЭЛается метод фазовой плоскости (фазового пространства). 
Изложению этого метода на примере системы с одной степенью 
свободы и посвящен этот параграф *),

Многие задачи теории колебаний материальных систем с одной 
степенью свободы приводят к необходимости исследования диффе
ренциального уравнения вида

х '■ +  f  {X, х )  — 0, (21.1)
где /  (а -, х ) — нелинейная функция х  и х .

Вводя переменную у  =  х , перепишем уравнения (21.1) в видэ 
двух уравнений первого порядка:

X =  у , У =  —!  (X, У). (21.2)

Полученная система уравнений представляет собой частный 
случай системы более общего вида

X -  Р (х, у , (), у  — Q (х , у , (). (21.3)

Если нелинейные функции Р  и Q не содержат явно времени, то 
система (21.3) называется автономной системой, а колебания, кото
рые эта система описывает, называются автономными.

Если же функции Р  и Q содержат явно время, то система (21.3) 
называется неавтономной.

В этой главе будут рассматриваться только автономные системы.

*) Э тот метод, р азработан н ы й  и примененный к реш ению  н екоторы х нелиней
ны х задчч рад и отехн и ки , м ехани ки , автом атического  р егу л и р о в ан и я  Л . И . М ан
дельш там ом , Н . Д .- П алал е к си , А. А. Андроновым и други м и  учены м и, позполнл 
реш ить многие нели ней ны е задачи  и вы явить специф ические особенности нелиней
ны х систем .
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Вводя плоскость переменных х  и у  =  к, будем рассматривать х  
и у  как прямоугольные координаты.

Д ля простоты примем, что функции Р (х, у) и Q (*, у) опреде
лены на всей плоскости переменных х и у. Тогда каждому состоя
нию нелинейной системы, определяемому координатой х и скоростью 
у  =  х, на плоскости ху будет соответствовать точка и, наоборот, 
каждая точка плоскости будет соответствовать только одному со
стоянию системы.

В связи с этим плоскость ху  называют плоскостью состояний, 
или фазовой плоскостью. Каждому состоянию системы на фазовой 
плоскости соответствует одна точка, которую называют изображаю
щей точкой.

При изменении состояния системы, т. е. при изменении коорди
нат х и у  — х, изображающая точка перемещается по фазовой пло
скости. Траектория изображающей точки называется фазовой траек
торией. Уравнение фазовой траектории представляет собой зави
симость между координатой и скоростью движения рассматривае
мой системы.

Целой фазовой траекторией называется кривая, которая опи
сывается изображающей точкой за все время ее движения.

Положение изображающей точки па фазовой плоскости может 
быть определено радиусом-вектором

г =  -vi +  у)
(! и j — единичные векторы осей х и у). Следозательно, скорость 
изображающей точки (фазовая скорость) будет равна

v =  - ~  =  *! +  </j- (21.4)

Д ля исходной механической материальной системы производ
ная х  является скоростью изменения координаты х, а производная 
у  =  х — проекцией ускорения. Значит, точки фазовой плоскостк, 
в которых фазовая скорость равна нулю, для исходной материаль
ной системы будут соответствовать состояниям равновесия (скорость 
и ускорение системы одновременно равны нулю).

Деля второе уравнение системы (21.3) на nepsoe, получим
dy _  Q(x, у) /о  1 к\

i r ^ T W W ’ ( ;
Решение этого уравнения устанавливает связь между х и у, т. е. 
дает интегральные кривые.

Следует иметь в виду, ч го интегральные кривые лиш ьз простей
ших случаях являются фазовыми траекториями. Как это будет 
установлено ниже, интегральная кривая может состоять из несколь
ких фазовых траекторий.

В точках фазовой плоскости, где функции Р  и Q одновременно 
обращаются в нуль, т. с.

Р  (.V, у) *5 О, Q (х, у) г* 0, (21,6)
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скорость изображающей точки равна нулю и, следовательно, для 
■доходной материальной системы эти точки являются состояниями 
равновесия.

Точки фазовой плоскости, координаты которых удовлетворяют 
уравнениям (21.6), для дифференциального уравнения (21.5) яв
ляются особыми точками; з этих точках не выполняются условия 
теоремы Коши о единственности решения дифференциального урав
нения.

Таким образом, особые точки уравнения (21.5) имеют физиче
ский смысл как состояния равновесия исходной материальной си
стемы,

Поведение фаговых траекторий на всей плоскости ху, а также 
вблизи особых точек позволяет судить как о характере движения 
исходной системы, так и о характере ее состояний равновесия. 

В качестве примера рассмотрим простейшую линейную систему. 
Уравнение колебаний математического маятника имеет вид 

(стр. 122)

Ф +  -f- sin (р — 0. (23,7)

Введя обозначения k* ~  g ll и х =  у  и считая колебания малыми,
получим

х +  k*x =  0. (21.8)
После замены у  =  х  имеем

у  =  —№х, х  — у  (21.9)
и, следовательно,

Единственной особой точкой этого уравнения является точка х =  0,
У =  о.

Интегрирование уравнения (21.10) дает
у% +  k*x* — с — const.

Полученная зависимость представляет собой семейство эллипсов. 
Каждый такой эллипс при конкретном значении постоянной с пред
ставляет собой фазовую траекторию, т. е. в этом случае интеграль
ные кривые будут фазовыми траекториями. Полученное семейство 
эллипсов заполняет всю фазовую плоскость, за исключением начала 
координат. В этой точке эллипс, соответствующий с =  0, вырож
дается в точку (рис. 21.1).

Особая точка, через которую не проходит ни одна фазовая траек
тория и которую окружают замкнутые фазовые траектории, назы
вается центром.

Поскольку модуль скорости изображающей точки равен

v  =  V F T F  =  V Y + W ‘,
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то фазовая скорость равна нулю только в особой точке (х — О, 
У =  0).

Рассмотрение фазовой плоскости с нанесенными на ней фазовыми 
траекториями позволяет судить о характере движения системы. 
Направление движения изображающей точки можно определить 
по одному из уравнений (21.9), например, при х >  0 у  <  0, следо
вательно, у  убывает (см. рис. 21.1).

Изображающая точка, начав движение из какой-либо точки фазо
вой траектории, по истечение конечного промежутка времени, воз

вратится опять в ту же точку, так как фазовая 
скорость равна нулю только при х  =  0, у  =  0. 
Следовательно, система вернется в свое исход
ное положение, а это значит, что замкнутая 
фазовая траектория соответствует периодичес
кому движению.

Итак, нами установлено, что малые коле
бания маятника около устойчивого положения 
равновесия при любых начальных условиях 

ис' совершаются по периодическому закону.
Рассмотрим теперь поведение маятника вблизи верхнего поло

жения равновесия (<р =  я).
Введя замену <р =  ф я , перепишем уравнение (29.7) в виде

to ■ -j-  sin \|> =  0.

Д ля малых ф, после замены ф на х  и g!l на ft2, будем иметь
у, — кгх  =  0.

Отсюда
у  — №х, х  — у  (21.11)

ф  __ к*х 
dx у

Интегрируя это уравнение, получим уравнения интегральных 
кривых — семейство гипербол

у* _  кгх =  с, (21.12)

заполняющих фазовую плоскость.
При с =  0 интегральная кривая вырождается в две прямые у  —

— кх, у  =  —kx, проходящие через особую точку системы уравне
ний (21.11) х — 0, у  — 0.

При с Ф  0 интегральные кривые через особую точку не проходят. 
Прямые у  =  kx и у  — —кх являются асимптотами для интегральных 
кривых, для которых с  ф  0. Расположение интегральных кривых и 
направление движения по ним изображающей точки показано на 
рис. 2L2.
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Отметим, что прямая у  =  kx состоит из трех фазовых траектории: 
прямой у  =  кх при х >  0, особой точки х — 0, у  ~  0, прямой у  =  kх 
при х <  0. Это же относится и к прямой у  =  —kx.

Таким образом, в рассматриваемом примере при любых началь
ных условиях, кроме соответствующих прямой у  =  —kx, изобра
жающая точка или удаляется от особой точки или, вначале прибли
жаясь к ней, затем удаляется от нее, причем движение исходной си
стемы не является периодическим. Такая 
особая точка называется седлом.

Скорость изображающей точки равна 
нулю только в особой точке (х =  0, у = 0).

Из этого следует, что состояние рав
новесия, соответствующее этой особой 
точке, является неустойчивым.

Д вижение' по прямой у  — —kx соот
ветствует такому случаю, когда изобра
жающая точка, перемещаясь к особой 
точке со стремящейся к нулю скоростью, 
в конечный промежуток времени ее не до
стигает. Очевидно, что движение по этой 
прямой соответствует такой специально 
подобранной скорости, когда кинетиче
ская энергия в начальный момент равна 
работе, которую должны совершить действующие силы, чтобы система 
попала в положение равновесия.

Такое движение практически получить нельзя, так как нельзя 
точно реализовать такие начальные условия. Поэтому для всякого 
реального движения особая точка типа седла является неустойчивой.

На стр. 40 приведено уравнение движения материальной течки 
под действием восстанавливающей силы в среде с линейным сопро
тивлением

Ш +  2hJc +  k2x  =  0.
Заменяя х  на у, имеем

У =  —2hy — k2x, х  =  у

(21.13)

Единственной особой точкой этого уравнения является начало коор
динат (х =  0, у  =  0).

Уравнение интегральных кривых при h <  k имеет вид
h /y-fftjg

<y‘ +  2 h x y-\-ltlx2)'r2= :cek' arQe к'х , (21.14)

где А* =  {/А2 — IIй.
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Семейство интегральных кривых (21.14) заполняет всю фазовую 
плоскость. Фазовая скорость, равная v — V (2hy +  k2x)2 +  Уг, ни
где не равна нулю, кроме особой точки, и стремится к пулю при при
ближении к этой точке.

Интегральные кривые являются в этом случае фазовыми траекто
риями и представляют собой спирали, навивающиеся на начало 
координат (рис. 21.3) Движение изображающей точки по фазовым 
траекториям происходит к началу координат (это видно из рассмо
трения уравнений движения). Такая особая точка называется устой* 
чивым фокусом.

Рис.. 21.3 Рнс. 21.4

Рассмотрение поведения фазовых траекторий позволяет сделать 
вывод, что при любых начальных условиях материальная точка со
вершает затухающие колебания, асимптотически приближаясь к со
стоянию равновесия.

При h >  k уравнение интегральных кривых будет
h

у +  2 hxy =  ylx +  h +  VKt_ kl J

На рис. 21.4 показано примерное расположение интегральных 
кривых на плоскости ху. В этом случае фазовые траектории не совпа
дают с интегральными кривыми, так как каждая интегральная кри
вая состоит из трех фазовых траекторий: две из них соответствуют 
асимптотическим движениям изображающей точки к началу коорди
нат, а третья является особой точкой.

Особая точка, через которую проходят все интегральные кривые, 
называется узлом. В рассматриваемом случае изображающая точка 
по всем фазовым траекториям движется к особой точке, которая будет 
устойчивым узлом.

Д ля исходной системы устойчивый узел соответствует устойчи
вому состоянию равновесия. Представленные на рис. 21.4 фазовые 
траектории соответствуют апериодическому движению.
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На основании фазовых представлений о простейшей линейной 
системе можно сделать следующие выводы:

1. Характер и расположение фазовых траекторий, направление 
движения по ним изображающей точки дают возможность судить
о характере движения исходной материальной системы.

2. Особые точки и их характер определяют характер состояний 
равновесия материальной системы.

Эти обстоятельства требуют найти способы и приемы определения 
характера особых точек нелинейных уравнений, а также найти ме
тоды построения фазовых траекторий для нелинейных уравнений, 
особенно тогда, когда дифференциальные уравнения интегральных 
кривых ке удается проинтегрировать.

Рассмотрим предварительно вопрос о типах и характере особых 
точек линейной однородной системы общего вида

х — ах 4- by, у  — сх +  dy, (21.15)
где а, Ь, с, а — постоянные числа.

Характеристическое уравнение этой системы уравнений имеет 
вид

а а — (а +  d) а  +  ad — cb =  0. (21.16)
В дальнейшем ограничимся случаями, когда а +  d Ф  Q vi ad —

— be ф  0, т. е. случаями, когда отсутствуют чисто мнимые корни н 
нулевые корни.

Можно показать *), что для системы уравнений (21.15) могут быть 
следующие типы состояний равновесия:

1. Д ля корней уравнения (21.16) Oj и а 2 действительных и отри
цательных — устойчивый узел; изображающая точка движется по 
фазовым траекториям к состоянию равновесия.

2. Для etj и а 2 действительных и положительных — неустойчи
вый узел; изображающая точка движется по фазовым траекториям 
от состояния равновесия.

3. Д ля а,х и а 2 действительных и разных знаков — седло.
4. Д ля а.у и а 2 комплексно сопряженных при отрицательной 

действительной части — устойчивый фокус. Изображающая точка 
по фазовым траекториям (спиралям) приближается к состоянию 
равновесия.

5. Д ля и а а комплексно сопряженных при положительной дей
ствительной части — неустойчивый фокус. Изображающая точка по 
фазовым траекториям (спиралям) удаляется от состояния равно
весия.

Перейдем теперь к рассмотрению нелинейной системы уравнений 
х  =  Р (х, у), у  =  Q (х , у), (21.17)

где Р (х, у) и Q (х, у) — аналитические нелинейные функции х и у. 
Предположим, что система уравнений (21.17) описывает поведение

*) А н д р о н о в  А. А., В и т т А. А„ X a ft к и н С, Э, Теория колебаний, —• 
М.: Физматгиэ, '959,



некоторой динамической системы, а координаты х  и у  являются коор
динатами изображающей точки на фазовой плоскости.

Состояния равновесия исходной динамической системы являются 
особыми точками уравнения интегральных кривых

d y  __ Q (*■ У) /о  1 1 о \
Tx — p W W  (2 U 8 )

и находятся из уравнений
Р (X, у) -  о, Q ( x , y ) ~  0. (21.19)

Пусть координаты особой точки будут х„ и у0. Поставим вопрос 
об определении характера и устойчивости этой точки, т. е. об опре
делении устойчивости состояния равновесия исходной динамической 
системы.

Д ля ответа на вопрос об устойчивости особой точки с координа- 
тами х0, у0 выясним характер движения изображающей точки в окре
стности особой точки. Д ля этого введем новые переменные 6 и т). ха* 
растеризующие отклонения изображающей точки от точки с коор
динатами хв, уо:

X  =  Х0 +  I ,  у  -  Уо +  п- 

Разложим функции Р (х, у) и Q (х, у) в ряды по степеням I  и q. 
Эти разложения имеют вид

Р (х , У)=*Р(Хо, уо) +  Р'Лхо, Уо)1 +  Р'у (Хо, yo)r\ +  Pi(£, Т)),
Q(x, y) =  Q (хо, уо) +  Qx (-го, Уо) £+% (*> . уо) ц +  Qi (?. ч).

где Pi (£, я) и Qi ( |,  я) — функции, в которые £ и rj входят в степени 
не ниже второй.

Так как х0, у0 — координаты особой точки, что
р  (Х0, Уо) =  0, Q (х0, у0) «= 0.

Вводя обозначения
а — Р'х (х0, уо), Ь =  Р'ы(хп, уй), c*=Qx(x0, у0) d =  <&(*•. Уо)

и учитывая соотношения (21.20), перепишем уравнения (21.17) в 
ввде

=  4  +  И  +  - $ ■ - < *  +  * !  + C i ( t  Ч). (21-21)

Если отбросить в этих уравнениях функции Р х ( | ,  л) и <?i (£, я), 
то получим линейные уравнения с постоянными коэффициентами

•jf-dS+H *L-cg + *|. (21-22)
Характеристическое уравнение системы уравнений (21.22) будет 

о* — (а +  d) а  +  ad — cb =  0.
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А. М. Ляпуновым было доказано, что в случае, когда оба корня 
этого уравнения имеют отличную от нуля действительную часть, 
состояние равновесия (особая точка) системы (21.2i) асимптотически 
устойчиво, если действительные части корней отрицательны; если 
хотя бы одна действительная часть положительна, то состояние рав
новесия неустойчизо.

В случае, если действительные части корней характеристиче
ского уравнения равны нулю или если один из корней равен нулю, 
а другой отрицателен, то уравнения первого приближения (21.22) 
не дают ответа на вопрос сб устойчивости состояния равновесия.

Характер поведения фазовых траекторий вблизи простых особых 
точек, т. е. точек, для которых оба корня характеристического урав
нения имеют отличную от нуля действительную часть, также опре
деляется уравнениями первого приближения (21.22) ®).

Изложенное выше позволяет при определении характера и устой
чивости особой точки нелинейной системы (21.17) пользоваться 
уравнениями первого приближения (21 .22).

§ 21.3. Методы построения фазовых траекторий

Рассмотрим некоторые методы, позволяющие в ряде случаев 
точно или приближенно построить интегральные кривые на фазовой 
плоскости для динамической системы, имеющей одну степень сво
боды.

Консервативные системы. Пусть исходная система является 
консервативной. Дифференциальное уравнение движения такой си
стемы можно привести к виду

тх =  f  (х)
(предполагаем, что f  (х) — аналитическая функция).

Эго уравнение можно заменить двумя уравнениями первого по
рядка:

Уравнение интегральных кривых в этом случае может быть про
интегрировано. Так как

y = - ^ f М . * =  У- (21.23)

то
(21.24)

где h — постоянная интегрирования.

*) См., например, М е р к н и  Д . Р . Введение в теорию устойчивости движе
ния. — 2-е изд. — М.: Наука, 1976.
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Уравнение (21.24), представляющее собой уравнение интеграль- 
ных кривых, выражает закон сохранения энергии, так как т хг12 =»
>= ту2/2 — кинетическая энергия, а П =» — J /  (дс) dx — потен
циальная энергия исходкой_сис?ема, поделенная на массу т.

После замены у х — у  V 2  соотношение (2!.24) примет вид

5 > ? ~ /г -П (х ). (21.25)

Постоянная h определяется из начальных условий, причем 
каждому значению начальных условий соответствует одно значе
ние к, каждому же значению h соответствует бесчисленное множе
ство значений х  и у, удовлетворяющих уравнению (21.25).

Построенная на фазовой плоскости в соответствии с уравнением 
(21.25) кривая называется кривой равной энергии. Ветви этой кривой 

являются фазовыми траекториями. Из урав
нений (21.23) следует, что интегральные 
кривые пересекают ось х, имея вертикальные 
касательные (х ~  0). Кроме того, согласно 
(21.25) интегральные кривые симметричны 
относительно оси х.

Интегральные кривые будут иметь гори
зонтальные касательные з  течках, располо
женных на прямых, параллельных оси у, для 
всех х, являющихся корнями уравнения

U  х  / ( * ) -  о.
0 4 *  j?,_т Так как

Рис. 21.5 У1- - V h -  И (х), (21.26)

то для х, удовлетворяющих неравенству h — П (*) < 0 ,  интеграль
ные кривые действительных ветвей не имеют.

Особые точки, соответствующие состояниям равновесия исходной 
динамической системы, будут в точках фаговой плоскости, где /  (х) =» 
=  0 и у  =  0.

Д ля удобства введем в рассмотрение вспомогательную плоскость 
хг и построим на ней кривую г =  П (х) (рис. 21.5, о).

Проведя прямую г — А, замечаем, что действительные движения 
будут только для х, расположенных левее точки пересечения кривой 
г  => П (х) и прямой г  — h. На рис. 21.5, б  показан вид интегральной 
кривой на плоскости хух (для z *= hi > h  интегральная кривая по
казана пунктиром).

Рассмотрим случай, когда функция г  — П (л) имеет минимум. 
Из рассмотрения рис. 21.6 следует, что при h ~ h 0 интегральная 
кривая вырождается в особую точку, где /  (х) — 0 и у  => 0. Для всех 
h > h 0 интегральные кривые будут замкнутыми кривыми, окружа
ющими особую точку (центр).
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Замкнутые интегральные кривые соответствуют периодическим 
движениям. Период этих движений определяется из уравнения (21.26). 

Так как tjt — х /У 2 ,  то

где Xi и хг — абсциссы точек пересечения интегральной кривой 
с осью X.

Пусть потенциальная энергия имеет максимум (рис. 21.7). При 
h — h0 интегральная кривая распадается на четыре фазовые траек
тории, сходящиеся в особой точке. Эти фазовые траектории назы
ваются усами. При Л >  h0 все фазовые траектории расположены выше

и ниже особой точки, а при h  < h 0 слева и справа от нее. Характер 
фазовых траекторий около особой точки подобен характеру фазовых 
траекторий у особой точки типа седла.

Рассмотренные случаи являются элементарным доказательством 
теоремы Лагранжа—Дирихле и теоремы Ляпунова, приведенных 
в § 20.2.

Перейдем теперь к рассмотрению возможных движений на всей 
фазовой плоскости. Будем по-прежнему предполагать, что г  =* П (х) 
является аналитической функцией для всех значений х. Построим на 
плоскости хг эту функцию и выясним возможный характер фазовых 
траекторий для какого-либо определенного значения г.

Возможны следующие случаи:
1. Кривая г — П (х) нигде не пересекается прямой г  =  ft.

dx  _______ dx_dx

откуда следует, что искомый период равен

(21.27)

Рис. 21.6 Рис. 21.7
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Если прямая г — h лежит ниже кривой г =  II (х), то на всей фа- 
8 0 В 0 Й  плоскости не будет движений, так как при этом у  будет мни
мым, т. е. движений с такой полной энергией у исходной системы 
не будет.

Если прямая г — ft лежит выше кривой г =  П (а ) ,  то на фазовой 
плоскости будут две симметрично расположенные ветви интеграль
ной кривой (рис. 21.8).

Д ля любых начальных условий, соответствующих точкам этой 
кривой, изображающая точка будет двигаться в одном направлении 
и уйдет в бесконечность.

Такие траектории называются убегающими траекториями.
2. Прямая z — h пересекает кривую г  =  П (лс), нигде ее не ка

саясь (рис. 21.9).
Для тех значений х, для которых П (х) >  ft, фазовых траекторий 

не существует. Для х, для которых Я (дг) <  ft, фазовые траектории 
могут быть двух видов: замкнутые ветви и ветви, уходящие в беско
нечность. Замкнутые ветви соответствуют периодическим движе
ниям, ветви, уходящие в бесконечность, соответствуют убегающим 
движениям.

3. Прямая г  =  ft имеет несколько точек касания с кривой г  — 
=  П (х). В этом случае фазовые траектории возможны следующих 
видов:

а) изолированные точки, вблизи которых при данном ft нет фазо
вых кривых. При изменении ft мы будем иметь или замкнутую траек
торию (при увеличении ft) или не будем иметь действительных траек
торий (при уменьшении ft);

б) изолированные конечные куски фазовых траекторий 
(рис. 21.10). Это будут или просто замкнутые траектории, соответ
ствующие периодическим движениям, или фазовые кривые с само
пересечением, которые называются сепаратрисами. Точки самопере
сечения сепаратрис являются особыми точками типа седла и соответ
ствуют точкам, где г  =  А касается максимумов кривой г  =  П ( а ) .

Рис. 21.8 Рис. 21.9
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Сепаратрисы имеют очень большое значение, так как они отделяют 
друг от друга области, заполненные траекториями различных типов. 
В самом деле, при увеличении А мы получим интегральную кривую, 
охватывающую всю сепаратрису, при уменьшении h мы получим зам
кнутые траектории, которые показаны пунктиром на рис. 21.11;

в) бесконечные куски фазовых траекторий. Вид возможных фа
зовых траекторий показан на рис. 21.12. Здесь имеют место траекто
рии, уходящие в бесконечность. Эти траектории также являются се
паратрисами, так как при изменении Л мы получим существенно раз
личные траектории.

Задача 21.1 *). Определить характер движения динамической системы, изобра
женной на рис. 21.13. Длина пружины в ненапряженном состоянии равна 1 * > о .  
Жесткость пружины с. Масса тела т. Трением пренебречь.

Потенциальная энергия системы, поделенная на массу тела, равна

где Ы =* I —  Ь —  деформация пружины.

*) Идея задачи заимствована вэ книги: К а у д е р е о  Г. Нелинейная меха
н и к а .— М.: ИЛ, 1961.

Рис. 21.10 Рис. 21.11

X

Рис. 21.12 Рис. 21.13
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Так как / = / о 2 +  / э «= V а ’ +  х%, то

П . ^ - ( 1 Г 3 ^ - ) Г & + 7 Ь У са
2т

П:

Tax ьея

с
2 т

dU
dx

{ V ' + t i T - V ' + m ’Y -
и, ограничиваясь пр 
ми от нуля, получи

L 4и3 2 \  a J ^  4аг ] ’

Рассмотрим малые колебания системы и, ограничиваясь лри разложении в ряд 
первыми членами одного порядка, отличными от нуля, получим

(2 1 .28)

с
2т

<го значения дг» где П (х) имеет экстремальные значения, определятся из уравнения
2̂

Корнями этого уравнения будут Хх ■■ 

Ш(х)

• 0, Jtj j
<РП 
<ь? *

*0. *8
С

2т

I —Xq, Найдя производную 
ь 2 . Зх*

убеждаемся, что при х
О» П
dx ‘ “

■ х, =  0
схjj

< 0 .

равный^П (0) «= cxffiimd1). 
При х  => ±*о

<РП

2 та*

0 функция П (х) имеет максимум.

та‘ > 0

Рие. 21.14
и, следовательно, при этих значениях х  функция 
П (х) имеет минимум, равный П (±*о) =  0.

Примерный вид функции П (х) показан на 
рис. 21.14, в. На рис. 21.14, б показаны фазовые 

траектории динамической системы. Жирными линиями показаны сепаратрисы.
Из рассмотрения рис. 21.14, 6 видно, что для начальных условий в областях 

внутри сепаратрис система совершает периодические движения около устойчивых 
положений равновесия (х= д«  или « а - 4  В начале координат — неустойчивая 
особая точка — седло (неустойчивое состояние равновесия).

Д ля начальных условий вне сепаратрис система совершает периодическое дви
жение, симметричное относительно начала координат.

Метод изоклин. Общим методом построения интегральных кривых 
является графический метод изоклин.

Пусть уравнения движения динамической системы будут

* =  Р ( х , у ) ,  у  =  Q (х, у). (21.29)

Уравнение интегральных кривых на фазовой плоскости имеет вид 

1  =  ф(*. У). (21-30)
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где ф (х, у) =  Q (х, у)/Р (х, у). Кривая
Ф (х, у) =  с  (21.31)

при фиксированном с представляет собой геометрическое место точек, 
в которых интегральные кривые имеют одинаковый угол наклона 
касательных, и называется 1'зоклиной.

Метод изоклин заключается в следующем: на фазовой плоскости 
строится семейство изоклин, т. е. кривые (21.31) при различных эиа- 
чениях с. Пусть эти значения с будут сх, сг, с8, ...

Отметим, что точки пересечения изоклин будут особыми точками 
уравнения (21.30) и, следовательно, состояниями равновесия для 
исходной динамической системы.

Возьмем теперь какую-либо точку А ка изоклине, для которой 
с — сх, и проведем через нее прямую с угловым коэффициентом, 
равным сх, затем проведем через эту 
же точку прямую с угловым коэффи
циентом, равным с» (рис. 21.15). Раз
делим теперь расстояние между точ
ками пересечения этих прямых с изо
клиной, для которой с — с%, на две 
равные части и обозначим точку деле
ния буквой Б . Отрезок А Б  и примем 
за отрезок интегральной кривой 
между рассматриваемыми изокли
нами. Отметим, что для более точного 
построения этого участка интеграль
ной кривой значения сх и с% нужно рИс. 21.15 
выбирать как можно более близкими
друг к другу. Дальнейшее построение проводится аналогичным 
образом, только за исходную точку выбирается уже точка Б.

Перейдем теперь к рассмотрению других приемов построения ин
тегральных кривых, пригодных для некоторых частных случаев.

Метод Льенара *). Метод Льенара является графическим спо
собом построения интегральных кривых для нелинейных уравнений 
вида

* +  Ф1 (*) +  №х =  0. (21.32)
Введем замену г  — kt, тогда

и, следовательно, уравнение (21.32) примет вид

-ё -  +  < р ( £ ) + * = 0* (2,-33)

*) С т о к е р  Дж. Нелинейные колебания в механических и электрических 
системах. —■ М,: ИЛ, 1952.
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где

Обозначив dxldx =  у, получим
dx dy . .

Уравнение интегральных кривых будет 
dy _  — tp(y) — х 
dx у (21.34)

Построим теперь на фазовой плоскости ху кривую
X =  — ф (у).

Возьмем на фазовой плоскости некоторую точку Р  с координа
тами х н у  (рис. 21.16). Проведем из этой точки прямую, параллель
ную оси х, до пересечения с кривой х =  —<р (у). Обозначим точку

пересечения буквой М . Из точки М 
опустим перпендикуляр M N  на ось х.

Так как М Р — х — 1 — ф (*/)! =  
=  х +  ф (у), то тангенс угла наклона 
отрезка NP  к оси х  равен

PL ______у
МР * +  <р (")'

Следовательно, согласно (21.34) напра
вление касательной к интегральной 
кривой, проходящей через точку Р, 
будет перпендикулярно отрезку NP.

Таким образом, построение фазовой 
траектории можно провести следую
щим образом: через точку Р  проводим 
отрезок, перпендикулярный отрезку N Р, 

на этом отрезке берем новую точку Рг и определяем направление 
касательной к интегральной кривой указанным способом и т. д. 
В результате получим ломаную линию, которая будет тем ближе к 
интегральной кривой, чем меньше будут отрезки ломаной линии.

В приведенной ниже задаче показывается, когда построение 
Льенара сразу дает возможность точно построить интегральную 
кривую.

Задача 21.2. Влияние сухого трения на гармонический осциллятор. 
Уравнение движения гармонического осциллятора при наличии сухого трения 

имеет вид

где Тх =  —Т при i  >  0 и Тж =  Т при i  <  0 (Т >  0).
Вводя т в  U, получим
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где

при dx „  
d i< ° -

fdx\  „  Т г? зс_. / dx \  „
П й ) = Г « =  ^  ч »  й > °  я ф (dx) ^  0 =

Построим на фазовой плоскости кривую х =  —<f> (у), где у =  йж/Л.
О чевидно, что  при у'>  0  ф ун кц и я  *  =  — ф (у) будет иметь вид х  =  — Тс, в при

#  <  0 —  вид х  =  Та (ри с . 21.17).
П роводя д л я  лю бой точки  ф азовой плоскости, где у  >  0, построение Л ье н ар в , 

у б еж даем ся , что и н тегр ал ьн ая  к р и в ая , п роходящ ая  через эту  точку , будет о к р у ж 
н ость с центром в  точке  С\.

Д л я  у <  0  и нтегральны е кри вы е будут окруж н остям и  с  центром в точке О ,. 
В ид  ф азовы х тр аек то р и й  п оказан  на рис. 21 .17 . З ам е 
тим , что  отрезок  0 , 0 2 я в л я е тс я  отрезком  сты ка ф азовы х 
траекто р и й  —  зоной «застоя». В точках  втого о трезка  
вели чин а у п ругой  силы  п руж и н ы  меньш е м акси м аль
ной силы тр ен и я  п окоя .

§ 21.4. Метод припасовывания.
Понятие об автоколебаниях
Метод припасовывания является одним из 

точных методов изучения движения нелиней
ных систем и применяется в том случае, когда
нелинейная функция, входящая в дифференциальное уравнение 
движения, может быть заменена ломаной линией, каждое звено ко
торой является прямолинейным отрезком. В этом случае движение 
системы будет описываться линейными 
ургвнениями, сменяющими друг друга.
Каждому звену ломаной линии будет 
соответствовать участок, на котором 
система описывается линейным диффе
ренциальным уравнением.

Метод припасосывания заключается 
в следую:чем. Задавшись начальными 
условиями внутри какого-либо участка 
и решая соответствующее линейное 
дифференциальное уравнение, получим 
решение, справедливое на этом участке; 
затем определяем состояние системы 
(координату и скорость) на границе с
соседним участком, на котором движение описывается уже другим 
линейным дифференциальным уравнением; для решения, соответ
ствующего второму участку, за начальные условия выбираем ко
нечное состояние на предыдущем участке и т. д.

Особенно наглядно метод припасовывания иллюстрируется на 
фазовой плоскости.

Пусть, например, кривая у  =  гр (*) (рис. 21.18) делит фазовую 
плоскость на две области, в каждой из которых фазовые траектории 
определяются соответствующими линейными дифференциальными 
уравнениями. Пусть начальные условия задачи соответствуют точке 
Р0 с координатами х0, у0 на фазовой плоскости в области А.



Точка пересечения Р{ (jq, г/,) фазовой траектории с кривой 
У — Ф (*) будет начальной точкой для фазовой траектории в области
В. Точка Рг (хг, у г) будет начальной точкой фазовой траектории 
в области А.

Производя такое последовательное припасовывание начальных 
условий, мы можем следить за движением изображающей точки и тем 
самым судить о поведении динамической системы.

В качестве примера рассмотрим маятник, находящийся в среде 
с вязким линейным сопротивлением. Предположим, что на маятник 
действует постоянный момент, направленный всегда в сторону дви
жения:

( М  при ф > 0 ,
М (Ф )=  д* (21.35)I — М  при ф < 0 .

Уравнение движения маятника имеет вид
ф +  2/гф -f  k*a — ± М 0, (21.36)

где № — g'l, 2h => bl(ml), M0 — M l (ml) (m — масса маятника, I — 
его длина, b — коэффициент вязкого трения).

Вводя замену ф =  ш, перепишем уравнение (21.36) в виде двух 
уравнений первого порядка:

- 5 -  =  -2 А И - ^ ф +  /И0(ш). (21.37)

Рассмотрим часть фазовой плоскости фоо, для которой ф *= о> < 0 .  
Уравнения (21.37) в этом случае будут

- f -  =  - 2 A a > - A 4 - M 0.

Дифференциальное уравнение фазовых траекторий имеет вид

da —2ha> — fe’q> — М0 оо \
dy а  '

Особая точка ф =  —М0/кг, со =  0 здесь одна, и при h <  k эта — 
устойчивый фокус.

Если предположить, что уравнение (21.38) справедливо для всех 
со, то картина фазовой плоскости будет такой, как показано на 
рис. 21.19, а.

Д ля со >  0 уравнение (21.37) будет
dm __ — 2 to  — fr* у  +  Ма
dtp ш ’

Особая точка ф =  MJk*, со =  0 — устойчивый фокуо (h <  к).
Если бы это уравнение было справедливо на всей плоскости фю, 

то картина фазовой плоскости была бы такой, как на рис. 21.19, б.
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Разрезая теперь обе фазовые плоскости, изображенные на 
рис. 21.19, по линии © =  0, произведем «сшивание» верхней полу
плоскости, изображенной на рис. 21.19, б, и нижней, изображенной 
на ркс. 21.19, а.

На рис. 21.20 изображён характер фазовых траекторий для рас
сматриваемой задачи. Из рассмотрения рис. 21.20 следует, что при 
достаточно больших начальных отклонениях движение системы будет 
колебательным затухающим и, наоборот, при достаточно малых на
чальных отклонениях движение точки будет колебательным нара* 
стающим.

Ркс. 21.19 Рис. 21.20

Эта происходит потому, что при малых значениях угловой ско
рости момент сил вязкого трения меньше возмущающего момента, 
а при больших значениях угловой скорости момент сил вязкого тре
ния больше возмущающего момента.

Исходя из этого, естественно сделать вывод о существовании зам
кнутой фазовой траектории, ка которую наматываются все остальные 
фазовые траектории. Зга замкнутая фазовая траектория соответ
ствует периодическому движению системы, причем параметры этого 
периодического движения не зависят от начальных услознй и опре
деляются параметрами динамической системы.

Докажем, применяя метод припасовывания, что эта замкнутая 
фазовая траектория будет единственной и движение маятника, соот
ветствующее этой фазовой траектории, будет устойчивым.

Движению маятника влево (as =  ф <  0) соответствует урав
нение

ф +  2йф +  — —М 0.
Интегрируя это уравнение, получим

9  =  erM (ct cos k*t +  sin б*/) — -~ f - ,

где к* — V ir  — ti* (предполагается, что к >  h). Отсюда
ф  S 3  e - k t  [ _ / ;  f a  C C S  _ j -  C i  S j n  f > * ( )  +

23  H . В. Бутенин и др.

4- k* ( —q  s in  k*t +  ct cos k*i)].



Подставляя начальные условия, найдем

Фв=” ^ -  ^ г »  О =  —И  +  k*ct .

Следовательно,

0, =  % +  - ^ - .  с*==^ - ( ч ,о +  - ^ - ) .

Ф ш>е-Ь1 (ф„ +  - $ - )  (co sk*t +  -jp  sin k*t) -  .

Первая оотановка маятника а крайнем левом положении произой
дет в момент времени t  «=» я  Ik*. Соответствующий угол обозначим 
через —q>i, т. е. при t =  nlk* ф =» — ф*, ф =■ 0. Внося соответствую
щие значения в последнее равенство, получим

Ля .. . .
—<Pi«ee ** (ф 0 +  - j r ) (— 1)—

Отсюда находим (f ■=> е*/,л/** <  1)

Ф1=/Фо +  ( 1 + / ) - ^ - .

Легко сообразить, что следующее крайнее отклонение вправо опре
делится равенством (ф* заменяем на фь  а ф» на ф,)

Ф а«/ф 1  +  ( 1 + Л - ^ -

Таким образом, амплитуды колебаний маятника последовательно 
могут быть определены из следующей цепочки равенств:

Ф» =  Ф#/ +  0  Ф>*=Фs/ +  ( 4 - / ) - p L» " • »

Фп е=Фп-1/+(1

Умножим первое равенство на второе на последнее
на 1 и сложим почленно все равенства. Тогда получим

Фя “ /"фо +  О +  F) -% г  +  Г ' 2 +  •••  +  !)* 

или, суммируя геометрическую прогрессию,

ф» = ф/ + ( 1 + /) -§ ■ ■ 4 ^ г -

Перейдем к пределу при п -*• оо. Учитывая, чго /  <  I и, следова
тельно, lim  =  0, получим

П-̂ ОО
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Формулу (21.39) можно получить и несколько другим путем. Так как 
«Ра-! =  Ф п - * / - И 1 + / ) ^  и <?» =  ?„_,/ +  (1 + / ) - § * - ,  то, исключая 
отсюда Фп.!, получим

Ф„ =  Ф , - 2/s +  ( i - f / ) 2- ^ ' .  (21.40)

Д ля периодического движения имеем

Фп =  Фп-2 =  Ф*.
т е.

ф* = фТ - Ы 1 + / ) 2- ^ - ;

отсюда имеем

Эта величина ф* и есть искомая амплитуда периодического движения. 
Таким образом, мы убедились, что в рассматриваемой задаче могут 
быть периодические движения, амплитуда которых не зависит от 
начальных условий, а зависит от свойств самой системы.

Однако одного факта определения амплитуды <р* еще недоста
точно, чтобы утверждать, что такое движение физически может быть 
реализовано. Нужно показать, при каких начальных условиях уста
новится это решение и будет ли оно устойчиво. На эти вопросы можно 
ответить, построив соответствующую диаграмму, которая называется 
диаграммой Кенигса — Леме рея.

На этой диаграмме рассматривается графически связь между 
двумя последовательными максимальными отклонениями одного 
знака, т. е. <р„ и фп..*. Согласно формуле (21.40) ф„ можно считать 
функцией фд.*.

На плоскости ф„_гфп эта зависимость между ф„.а и ф„ изобра
жается прямой линией (рис. 21.21). Тангенс угла наклона этой 
прямой с осью ф„_8 равен е~2Ья̂ * <  1. Проведем еще вспомогательную 
прямую ф„ =  ф„_2. Пересечение этих прямых и определяет ампли
туду ф„ =  Фп-J =  Ф*-

Пусть фй-2 — начальное отклонение, меньшее ф*; тогда этому 
отклонению будет соответствовать срй, которому будет соответство
вать максимальное отклонение фл+2. Продолжая эти построения, 
видим, что, как бы мало начальное отклонение ни было, колебания 
происходят с возрастающей амплитудой, пока максимальное откло
нение не достигнет постоянного значения ф*.

Если теперь взять максимальное отклонение фл-j >  ф*, то по 
графику найдем следующее ф^, по которому найдем следующее фл+г 
и т. д. Из этого построения видно, что колебания затухают до тех 
пор, пока отклонение не достигает постоянного значения ф*.
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Итак, в рассмотренном нами примере, несмотря на наличие вяз
кого трения, существует устойчивое периодическое движение.

Амплитуда этих незатухающих колебаний не зависит, как было 
уже показано, от начальных условий, а определяется свойствами 
системы. Такие колебания называются автоколебаниями, а системы, 
в которых возможны автоколебания, называются автоколебателЬ' 
ними системами *).

Изолированная замкнутая траектория на фазовой плоскости, 
соответствующая автоколебаниям системы, называется предельным 
циклом.

Предельные циклы могут быть устойчивые, неустойчивые и полу  
устойчивые.

Если фазовые траектории, близкие к предельному циклу, как 
внутри, так и вне его «наматываются» на него, т. е. изображающая 
точка приближается к предельному циклу, то такой предельный 
цикл называется устойчивым и соответствует автоколебаниям.

Если же траектории разматываются как снаружи, так и внутри 
с предельного цикла, т. е. изображающая точка удаляется от пре
дельного цикла, то такой предельный цикл называется неустойчивым 
и физически реализован быть не может.

Наконец, может быть полуустойчивый предельный цикл, когда, 
о одной стороны, фазовые траектории на него наматываются, а с дру
гой — разматываются.

Картины, показывающие устойчивый, неустойчивый и полуустой
чивый предельные циклы соответственно, представлены на рис. 21.22, 
21.23 и 21.24.

*) Термин «автоколебания* введен в теорию колебаний А. А. Андроновым.
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Таким образом, о математической точки зрения автономные авто
колебательные системы с одной степенью свободы можно определить 
как такие системы, уравнения движения которых характеризуются 
наличием на фазовой плоскости одного или нескольких устойчивых 
предельных циклов.

С физической точки зрения автономные автоколебательные си
стемы, грубо говоря, можно охарактеризовать как системы, способ
ные совершать незатухающие колебания за счет постоянных источ
ников энергии, причем поступление энергии, расходуемой системой 
на преодоление сопротивлений, регулируется самой системой.

Характерным свойством автоколебательных систем язляется то 
обстоятельство, что «амплитуда» колебаний в широких пределах 
не зависит от начальных условий. Это является основным отличием 
периодического движения в автоколебательной системе от периоди
ческого движения в консервативной системе.

Хотя в рассматриваемом нами примере период автоколебаний 
оказался равным периоду затухающих колебаний з  линейной системе, 
в общем случае этот период определяется свойствами самой системы, 
а не навязывается извне. Эго является основным отличием автоколе
баний от вынужденных колебаний.

§ 28,5. Метод медленно меняющихся коэффициентов
(метод ван-дер-Поля)

Существует несколько приближенных методов количественного 
исследования нелинейных систем *).

е) И злож ен и е эти х  методов читатель н айдет, н ап ри м ер , в к н и гах : А н д р о 
н о в  А. А ., В и т т  А. А ., X а й к  и н С. Э. Т ео р и я  колебани й . —  М .: Ф и зм ат
ги з, 2Э59; Б  о  г о  л  ю б о в Н . Н .,  М и т р о п о л ь с к и й  Ю . А. А сим птотиче
ск и е  методы в  теории  нелинейны х колебани й. —  М .: Ф и зм атги з , 1958; Б у л г а 
к о в  Б . В. К о лебан и я . — М .: Г остехиздат, 1954; Л у р ь е  А . И . Н екоторы е н ели 
нейны е задачи  теории  автом атического  р е г у л и р о в а н и я .— М .: Г остехи здат, 1956; 
М а л к и н  И . Г. Н екоторы е задачи  нелинейны х к олебан и й . —  М .: Гостехи здат, 
1956; Н  е  й м а р  к  10. И . М етод точечны х отображ ен ий  в  теории  нелинейны х к о л е
баний . —  М. Н а у к а , 1972; П о п о в  Е.  П. ,  П е л ь т о в  И . П . П рибли ж енн ы е 
методы и сследовани я нели ней ны х автом атически х  систем , —  М .; Ф и зм атги з , 1960.



В этом параграфе рассмотрен лишь один из методов, а именно 
метод медленно меняющихся коэффициентов.

Пусть уравнение движения динамической системы имеет вид
=  цf i (x ,  х), (21.41)

где / i  (х, i )  — нелинейная функция х и i ,  ц >  0.
Мы будем предполагать, что рассматриваемая динамическая си* 

стема близка к линейной консервативной. Коэффициент р (обычно 
безразмерный) и будет тем малым параметром, который будет харак
теризовать близость исходной системы к линейной консервативной. 

Введем «безразмерное время» т =  kt, тогда в силу равенств
*  =  и х  =  -0 -А 3 уравнение (21.41) примет вид

■ д г  +  * - р / ( * . д ) '  ( 2 Ы 2 )

где
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Вводя у  *=* dx/dx, получим

£ - - * + v H x .  У). Ж =  У-

Уравнение интегральных кривых будет
- x  +  v 1 (x ,  y ) . t ( 2 1 .4 3 )

При ц =  0 рассматриваемая система будет линейной консерва
тивной. Фазовые траектории будут представлять собой вложенные 
друг в друга окружности, окружающие состояние равновесия х =  0, 
у  =  0.

Решение уравнения (21.42) в этом случае будет
х =  a cos т +  Ь sin т, (21.44)

где а и Ь — постоянные числа (произвольные постоянные интегри
рования).

Нашей задачей является выяснение вопроса о том, как изменится 
картина распределения фазовых траекторий на плоскости ху, если 
I* будет достаточно мало, но отлично от нуля.

Будем искать решение уравнения (21.42) при ц Ф  0 в виде (21.44), 
но а  и Ь будем уже считать функциями времени. Очевидно, что при 
заданном х  функции а и Ь недостаточно определены, поэтому нало
жим на них условие, заключающееся в том, что производная от х  по т 
должна иметь такой же вид, как при постоянных а и Ь.

Таким образом, имеем
х =  a cos т +  b sin т,
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Но в силу условия, наложенного ка а и Ь,
Jy
^  =  — a  s i n t  -\-b  cost?

и, следовательно,

(21.46)

^ С08т +  Й з1пг==0* (21.47)

Вторая производная от х  по i  будет

— ■ = . —a cos х — b sin х — ^  sin т - f  ^  cos v. (2! .48)

Подставляя выражения (21.45), (21.45) и (21.48) в уравнение 
(21.42), получим

Присоединяя к этому уравнению условие (21.47), получим систему 
уравнений для определения daldx и dbldx:

— л  s!n г  - f  ^  cos т =  ц/ (a cos т - f  b sin т, —a sin т +  бсоз т). 

Решая эту систему относительно daidx и dbldx, будем иметь

Отметим, что уравнения (21.50) — это уразнение (21.42), преоб
разованное к новым переменным. Как видно из (21.50), эта система 
уже неавтономная, хотя исходное уравнение было автономным.

Предположим теперь, что при достаточно малом у функции а (т) 
и b (х) будут медленно меняющимися функциями х, т. е. такими, из
менениями которых в течение одного периода колебаний исходной 
системы можно пренебречь.

Это предположение равносильно тому, что производные daidx и 
db/'dx в течение одного периода (2п) считаются постоянными, имею
щими порядок ц. Тогда, умножая обе части уравнений ка dx и интег
рируя в пределах от 0 до 2п, получим

— |j s l n  х -{-— c o s t =  fi/(acosT - f  bsin т, —a sin v  +  b cos x). (21.49)

=  —Iif (a cos г  - f  b sin t ,  —a sin x -f- b cos t )  sin t ,

— =  {a cos x - f  b sla t ,  —a sin т +  b cos x) cos т.

^ = г — J / ( a  c o s t - f f t  s lo t ,  —a sin т - f  6 cos t )  sin т dx,
о

2Л (21.51)
^  1 / ( я  cos т -f- fcsin t ,  —a sin x -f- ftcos x) cos x dx.



В сущности, эти уравнения отличаются от уравнений (21.50) тем, 
что в правых частях у них стоят средние интегральные значения за 
период 2я от правых частей уравнений (21.50).

Перепишем уравнения (21.51) в виде

g « 0 P ( a , 6 )  g - n Q f o b ) .  (21.52)

где
2Л

Р (а, b) =  — jjj j - J / ( a c o s t-} -6 sin т, —asin т - f  6 cosт ) s in т dx,
о

2л

Q(a, b) — — ■1 /  (д cos т  +  6з1п т, —a sin г  6 cos т) cos т dr. 
о

Уравнения (21.52) называются «укороченными» уравнениями 
или уравнениями ван-дер-Поля.

Рассмотрим теперь плоскость ab. Очевидно, что согласно (21.45) 
состояние равновесия а *= 0, b «= 0 на плоскости аЪ будет соответ
ствовать для исходной системы состоянию равновесия х  *=■ 0, у  «= 0. 
Состояния равновесия на плоскости ab, для которых а Ф  0, Ь Ф  0, 
для исходной системы будут соответствовать периодическим движе
ниям. Таким образом, изучая состояния равновесия, а также распо- 
ложение фазовых траекторий на плоскости ab, мы сможем судить о 
возможных движениях исходной системы. Этот прием был впервые 
применен А. А. Андроновым.

Покажем, что в системе (21.52) при переходе к полярным коорди
натам переменные разделяются. Пусть

а  =  р cos ■&, й =  р sin Ф, (21.53)
тогда

а  cos т  +  b sin т  =  р cos (т — в),
—а sin х +  b cos и =  —р sin (т — д).

Подставляя эти выражения в уравнения (21.52) получим
2я

^  cos д  — р sin О —  » -----J  /  [р cos (т — Ф), —р sin (т — 0)] sin т dx,
о

2Я

2? sin d  - f  р COS Ф => J /  [р cos (т — в), —р sin (т -  о)] cos т dx,
о

откуда будем иметь
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j£-l»®<P>. 1 7  =  ^ (Р ) -  (21.54)
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Здесь

ф (р) = ----- j  /  (Р cos 1. —Р sing) sin
О

2 я (21.55)

о
где £ =  т — ■&*).

Рассмотрим первое уравнение

Ц =  ЦФ(Р>. (21.56)

Это уравнение первого порядка, и фазовая плоскость для него вы
рождается в прямую.

Качественная картина уравнения такого типа полностью опре
деляется характером и расположением состояний равновесия, кото
рые располагаются на фазовой прямой. Координаты этих состояний 
равновесия являются корнями уравнения

Пусть один из корней этого уравнения будет р = р 0. Рассмот
рим поведение изображающей точки вблизи этого состояния рав
новесия. Введем новую переменную и, определяющую положение 
изображающей точки вблизи состояния равновесия, т: е. положим 
Р — Ро +  «• Тогда уравнение (21.56) будет

Разложим функцию Ф (р0 +  и) в ряд по степеням и:

Ф (р0 +  и) =  Ф ' (р0) и +  члены высших порядков.

Ограничиваясь членами о первой степенью и, получим уравнение 
первого приближения

А. М. Ляпунов доказал **), что при Ф' (рс) Ф  0 состояние равно
весия будет устойчивым, если Ф ' (р„) <  0, и неустойчивым, если

*) Эту замену можно произвести, так как подынтегральные функции периоди
ческие.

**) См., например, А н д р о н о в  А. А,, В и т т А, А., X а й к и н С. Э, Тео
рия колебаний. — М.: Физматгиз, 1959.

Ф (р) =  0. (21.57)
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Ф ' (р0) >  0. Качественно это можно объяснить следующим образом. 
Так как при достаточно малом и членами высших порядков можно 
пренебречь, т. е. определяющим знак dutdx будет знак Ф ' (р0), то 
при О ' (ре) <  0 изображающая точка будет стремиться к состоянию 
равновесия, а при Ф ' (рс) >  0 будет уходить от состояния равно- 
весая.

Итак, состояние равновесия р =  р0 уравнения (21.56) будет устой
чивым, если

Ф ' ( Р о ) < 0 ,  (21.58)
и неустойчивым, если

Ф ' Ы > 0 .  (21.59)
Заксн движения изображающей точки по фазовой прямой можно 

найти, интегрируя уравнение (21.56):

КЬ
р '

где р ' =  p i=Ta.
Рассмотрим теперь уравнение

В практике очень часто бывают слу
чаи, когда

V  (Р) =  о,
Ркс. 21.25 тогда di)/ch =  0 и Ф =  ©0 — постоян.

ное число.
Следовательно, ка плоскости ab все интегральные кривые пред

ставляют собой прямые, проходящие через начало координат и 
имеющие различные углы наклона © =  const. Движение по каждой 
из таких прямых происходит одинаково и определяется уравнением
(21.56). Состояния равновесия, определяемые уравнением Ф (р) =  0, 
будут целиком заполнять окружности (на плоскости cb), радиусы 
которых равны корням уравнения (21.57). На рис. 21.25 показан вид 
плоскости ab в случае, когда уравнение (21.57) имеет три корня: 
Pi =  0, ра <  р8.

Перейдем к плоскости ху, согласно формулам (21.45), (21.46) 
и (21.53) получим

х =  р соз Ф cos т  +  р sin 0  sin т =  р cos (т — ©),
у  — —р cos © sin т - f  р sin О cos т =  —р sin (т — О).

Д ля какого-либо корня р =  р( уравнения (21.57) будем иметь 
х =  Pi cos (т — ©о), у  — —Pi sin (т — fla), (21.60) 

т. е. ка плоскости ху будем иметь круговой предельный цикл.
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Величина 00 в формулах (21.60) произвольна, это соответствует 
тому, что на плоскости ab состояния равновесия составляют целые 
окружности.

Если р/ соответствует устойчивому состоянию равновесия, то на 
плоскости ху будет устойчивый предельный цикл. Все соседние ин
тегральные кривые будут спиралями, накручивающимися на этот 
цикл. Если же р/ соответствует неустойчивому состоянию равновесия, 
то на плоскости ху будет неустойчивый предельный цикл (рис. 21.26).

Рассмотрим теперь случай, когда Y  (р) Ф  0. Тогда для какого- 
либо корня р =  р/ уравнения Ф (р) =  0 (мы будем предполагать, что 
корни уравнения Ф (р) =  0 не совпа
дают с корнями уравнения Y  (р) =  0, 
так как в противном случае придем к 
рассмотренному уже случаю) будем 
иметь dO/dx =  pY (р() и, следовательно,

0  =  рЧ> (Р() т  +  0 О.
Движение изображающей точки на 

плоскости ab будет происходить по 
закону

a  =  p , c o s [ n Y ( p () T - f - 0 , ) ,  

ft =  p l s l n l n Y ( p <) T - j - d 0J, Рис. 21.20

т. е. по предельному циклу радиуса р =  р4.
Устойчивость или неустойчивость этого предельного цикла опре

деляется характером состояния равновесия р =  р t. Направление 
движения определяется знаком Y  (р,). Остальные интегральные кри
вые будут спиралями, накручиваюшимися на предельный цикл или 
раскручивающимися с него.

Переходя к плоскости ху, получим
х  =  Pi cos |[ 1 — pY (Pi)l т — #„}, y =  —P i8ln {11 — (Pf)l т — ^t |, 

т. e. будем иметь круговые предельные циклы, соответствующие 
корням уравнения Ф (р) =  0.

Отличием от случая V (р) = 0  здесь является то, что мы получаем 
поправку на частоту Да> =  —р'Р (р4). Картина на фазовой плоскости 
останется прежней.

Задача 23.3. Применить рассмотренный метод к уравнению (21.36). Вводя в рас
смотрение безразмерное время т  =  k t ,  получим

сРф 2Л d<f . ___ , ,  /  rfq> \  Я14
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Сделаем предположение о близости рассматриваемой системы к линейной кон
сервативной. Примем, что 2hlk <  1, M J k 2 <  1; тогда, введя ц =  2Л/А, будем иметь

т 5 - + * “ «‘ Н £ - + " ■ ( ■ & ) ] ’  ( 2 1 6 2 )

где

Mi dw  ̂ Л
W  "Ри Ж > 0 ‘
М1 dq> .

~ ш г  "Р" ж < 0 -

(21.63)

Уравнение (21.62) имеет вид уравнения (21.42).
Нели искать решение уравнения (21.62) в виде

q> =  p c o s ( i  — Ь), —р sin (т — в),

то уравнения (22.54) будут
db
* - 0'd i ~  "2 VP я  / ’

Tax как в  рассматриваемом случае

Ф (р) =  ~ 4 - ( р - “ ' ) .  ¥  =  о, то Ф '(р )  =  — 1 < 0 .

Следовательно, на плоскости фф имеется устойчивый круговой предельный цикл, 
радиус которого равен

_4М1 =  ^ _  
г я яЛА

Рассмотрим формулу (21.39). Если предположить, что Л/А < 1 , и в  разложении 
e-nh/k* ПреИебречь малыми членами, начиная с члена, содержащего Л2, то получим 
ф* =  2Mj(nhk) (принято, что Л* =  к У )  — Ла/А3 «  А).

Следовательно, результат (21,64) можно считать достоверным с точностью до 
членов Лг (ц2).

Задача 21.4. На равномерно вращающийся с постоянной угловой скоростью Q 
вал насажена с некоторым трением втулка с жестко скрепленным с ней маятником. 
Пусть момент силы трения между валом и втулкой является функцией относитель
ной угловой скорости w =  О — ф (ф — абсолютная угловая скорость маятника) 
и может быть представлен степенным рядом

М (со) =  М  (й) -  М ' (Q) ф -  ~  М"ф3 — j|q -A 1(V> (Й) ф5 +  . . .

Ограничиваясь написанными членами ряда, определить возможные движения маят
ника *).

Уравнение движения для малых <р имеет вид

/ф +  6<$ +  mgl ф =  М (Q ~  ф),
где 1 — момент инерции маятника, Ь — коэффициент вязкого сопротивления, т — 
кзеез маятника, I — расстояние от оси вращения до центра масс маятника.

*) С т р е л к о в  С. П. Маятник <5>роуда. — ЖТФ, 1933, т. 3, в. 4; Б у т е -  
и и н Н. В. Элементы теории нелинейных колебаний. —- М.: Сударокгиз, 1962.



Перепишем уравнение движения в виде 

t  , Ь . , mgl . М (Q) М '(Q) . Л Г(Й ) M ™ Q
Ф +  — <p +  - j -< p =  у------------т - 9 -------e T - ^ - w * 6-

с  , .  . M(Q) . i  /  mglЕсли ввести х =  kt и i{> =  ф ------ где ft =  I /  , предположить, что для

безразмерных величин справедливы неравенства

Ь | М' (£2) | _  . ft|M*(ft)| A3|A1<V>(Q)| . . .
Т Г  ’ — 7ft— < 1 - ---- 7----<  *• ------7------<l

И ввести обозначения

„ _  b , Л 1 '(П ) \  я A!M* (Q) A4A1<V>(Q)« ------- p ------------------------------------------------- --------- ,  Y =  ---------------- ---------------- ,

то уравнение движения примет вид

^ + , _ , Н | . + К £ у + , ( ■ & ) • ] .  <»•«>
Параметр ц характеризует близость рассматриваемой системы к линейной консер
вативной.

Используя формулы (21.55), будем иметь

ф(р) =  -5 - р ( « + - | - Р р > +  т ^ 4) «  V (p ) =  0.

Состояния равновесия системы, описываемой уравнением (21.56), найдем из условия

р ( «  + -§ -P P l + T w ‘ ) = 0 ,  (21.66)

Очевидно, что корень Pi =  О соответствует состоянию равновесия исходной ди
намической системы, описываемой уравнением (21.65). Другие состояния равнове
сия получим, решая уравнение

«  +  -jpPp’ +  -g- YP* =  0. (21.67)
Поскольку

®'(P) =  4 ’ ( a + T Pp’ + "T'w‘)* (2,б8)
то при о  <  0 состояние равновесия Pi =  0 будет устойчивым, а при a  >  0 — не
устойчивым.

Состояниям равновесия, определяемым из уравнения (21.67), соответствуют 
только положительные корни.

Введем в рассмотрение плоскость ар* и рассмотрим два случая: 1) Р < 0 ,  у <  0; 
2) Р >  0, у  <  0.

Пусть р <  0, у  <  0. Из уравнения (21.67) следует
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5 у г  25у» 5v ‘
При о  =  0 р5 =  0, p j <  0; при a  >  0 будет один положительный корень, при a  <  0 
положительных корней уравнение (21.67) не имеет.

Кривая
9 25

Ф '(р )  =  0 или «  +  -^ - рр* +  - д -  YP4 =  0 (21.69)

на плоскости ар 8 отделяет область устойчивости, где Ф ' (р) <  0, от области неустой
чивости, где Ф ' (р) >  0.



На риз. 21.27 показано расположение парабол (21.67) в  (21.69). Из рассмотре 
ния этого рисунка следует, что при а  <  0 будет только одно устойчивое состояние 
равновесия р  =  0. При а  >  0 — два состояния равновесия: неустойчивое р =  О 
и устойчивое, соответствующее точкам параболы в первом квадранте плоскости ар1.

Переходя к фазовой плоскости видим, что при а  <  0 есть только одно

устойчивое состояние равновесия в начале координат. Это значит, что исходная 
система совершает затухающие колебания. При а  >  0 на фазовой плоскости бу
дет неустойчивое положение равновесия в  начале координат и устойчивый предель
ный цикл, соответствующий автоколебаниям. При уменьшении а  предельный цикл

718  АВТОНОМНЫЕ НЕЛИ Н ЕЙ НЫ В КОЛЕБАНИЯ СИСТВМ [ГЛ . X X I

р г 1 Ф'(р)>0 

г ф /р )<о

P Z‘ вР Ф(р)-0 

ф ’(р)>0
О а 8!рг Of О ос

Рис 21.27 Рис. 21.28

стягивается к  началу координат и, сливаясь с состоянием равновесия, передает ему 
устойчивость. При увеличении а  от отрицательных значений при переходе через 
а  =  0 возникают автоколебания, амплитуда которых увеличивается с возраста
нием а . Описанный характер возникновения автоколебаний называют мягким воз
буждением.

Пусть теперь Р >  0, у <  0. Вид парабол (21.66) и (21.69) представлен на 
рис. 21.28. Из рассмотрения этого рисунка следует, что при a  < a l (a1>= 9fW(4Qv)) 
имеет место только одно устойчивое состояние равновесия и, следовательно, ис
ходная динамическая система совершает затухающие колебания. При ОС] <  а  <  О 
состояний равновесия три: устойчивое (р =  0), неустойчивое, соответствующее не
жирной линии параболы, и устойчивое, соответствующее жирной линии параболы. 
Значит, на фазовой плоскости существует при этих значениях а  в начале координат 
устойчивая особая точка, неустойчивый предельный цикл и устойчивый предельный 
цикл. Если начальные условия лежат внутри неустойчивого предельного цикла, 
то псходная система будет совершать затухающие колебания, если же начальные 
условия лежат вне неустойчивого предельного цикла, то установятся автоколеба
ния. При а  >  0 состояние равновесия в начале координат неустойчиво, и при любых 
начальных условиях устанавливаются автоколебания.

Таким образом, если начать изменять а  от отрицательных значений к положи
тельным, предполагая, что исходная система находится в устойчивом состоянии 
равновесия, то при а  =  0 в системе возникнут автоколебания конечной амплитуды. 
При дальнейшем увеличении а  амплитуда будет увеличиваться. Такой режим воз
никновения автоколебаний называется жестким возбуждением. Если теперь умень
шать а ,  то амплитуда автоколебаний будет постоянно уменьшаться, и при a — a t 
автоколебания при конечной амплитуде прекратятся, система начнет совершать за
тухающие колебания.

Следовательно, возникновение в исчезновение автоколебаний происходит при 
различных значениях параметра а ,  который иногда называют коэффициентом воз
буждения.

Исследование случаев Р < 0 ,  а  >  0 и Р > 0 ,  V >  0 проводится аналогично. 
Следует иметь в виду, что в этих случаях, при определенных значениях параметров, 
в системе могут возникнуть неограниченно возрастающие колебания. Но такие коле
бания требуют и все возрастающего поступления энергии в систему извне. Практи
чески это невозможно. Следовательно, для суждения о поведении маятника при аре-



нятом в задаче приближении о разложении момента трения в степенной ряд недо
статочно членов; нужно учитывать члены более высоких порядков.

Задача 21.6. Показать, что в первом приближении колебания системы, описы
ваемой уравнением (21.42), эквивалентны (с точностью до величин порядка малости 
(л3) колебаниям некоторой линейной системы. На с. 484 показано, что если искать ре
шение уравнения (21.42) в виде

х — р cos (т — в), 
то получим укороченные уравнения (21.54). Если ввести обозначение

М Р ) =  1 - ^ ( р ) .  (21.70)
то уравнения (21.54) можно переписать в виде

- ^ -  =  И Ч р ) .  - § -  =  < М р ) . !  =  т - 0 .  (21.7»)

Возведем выражение (21.70) в квадрат и отбросим члены с |4в:
2л

®|<Р) =  1 — 2(iV(p) =  l — J L J  / ( pco sg  — р sin g) cos I  dg.
0

Обозначим
2л

*(p) =  - j ^ - |  / (p c o s g  — p sin g ) s ln g d g  = -----^ - Ф  (p) (21.72)
0

н перепишем уравнения (21.71)

-g -  =  -Л  (p) p, -§ - =  0), (P). (21.73)

Дифференцируя x  «= p cos £, получим

- ^ r  ■  cos g — p sin g =  —Л (p) p cos g — pwe (p) sin g. (21.74)

Продифференцировав ехце раз, будем иметь
сРх dh dp t . d p  r . . dg , «
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dp . » dwe dp , r dg-  <0.  sin g -  p - ^ 2 .  -2 L  sin g _  pw , . ^ c o s  g.

Перепишем это выражение, использовав (21.73) и (21.74):

- 0  +  2Л (р) ~  +  ю* (р) * -  <2 (М‘), (21.75)

где Q (fis) — величина порядка малости р8.
Итак, доказано, что решение х  =  р (т — в) с точностью до величин порядка ма

лости Цг удовлетворяет линейному дифференциальному уравнению

- ^  +  2 А (р ) -^ -  +  а>*(р)* =  0. (21.76)

Линейную систему, движение которой описывается уравнением (21.76), называют 
эквивалентной системой. Получение уравнения (21.76) называют методом эквива
лентной линеаризации •).

*) Боголюбов Н. Н., Митрополыкий Ю. А. Асимптотические методы в теории 
нелинейных колебаний. — М.: Физматлит 1958.



ПРЕДМ ЕТН Ы Й  УКАЗАТЕЛЬ

Абсолютная производная вектора 
202, 203 

Абсолютно твердое тело 11, 17 
Автоколебания 686, 708 
Акселерометр 372 
Аксиома п а р ал л е л о гр а м м а  сил 20 
Аксиомы статики 18 — 23 
Аксоид неподвижный 195
— подвижный 195 
Амплитуда колебаний 264
------- вынужденных 282, 283
Аналогии электромеханические

286 -  289 
Аномалия истинная 330, 331
— эксцентрическая  331 
Апекс 396, 528 
Апогей 327

Биения 279 
Бине уравнение 322 
Б инорм аль  139 
Б эро  правило 374

Ван-дер-поля уравнения 712 
Варнньона теорема 60, 61, 95, 96,

109
Вектор перемещения точки 129
— скользящий 20
— углового ускорения 163 
— угловой скорости 163, 192

Векторное произведение 164 
Векторный способ задан и я  д в и ж е 

ния 122, 123 
Векторы единичные 132 
Вес погонный 114
— удельный 111, 112 
Взаимности свойство 508 
В иброграмма 273
Винт динамический 93, 97
— кинематический 227, 231 
Виртуальное перемещение м атери

альной системы 597
----------- точки 594
Возбуждение жесткое 718
— мягкое 718 
Возмущения 641
Вращ ение твердого тела вокруг не

подвижной оси 417 
Время абсолютное 10, 238 
Всемирного тяготения закон 242, 

314, 387 529

Галилея принцип относительности 
239 

Гироскоп 537
— в кардановом подвесе 551 -  555
— с двумя степенями свободы 538 
 тремя степенями свободы 538
— свободный (астатический) 541 
Гнротахометр 549
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Л ем м а  о параллельном переносе 
силы 49 

Л иния действия силы 16
— координатная 152 
Л ье н а р а  метод 701
Л япунова  теорема об устойчивости 

равновесия консерватнвной систе
мы 644, 697

Максвелла — Кремоны диаграмма 80 
М асса  241, 242
— инертная 242
— материальном системы 382

■  приведенная 438, 597
— покоя 243
— секундная 397, 398
— т я ж е л ая  243
М аятник  математический 3 4 8 - 3 5 0 ,  

596, 689 
-------  двойной 666
— физический 507
— Фроуда 716
—  эллиптический 626 — 628 
Мгновенная винтовая ось тела 231
— ось вращ ения  192 — 195 
Мгновенный центр скоростей 172,

174, 176
------- ускорений 176, 178
М еры движения 390 
Метод изоклин 701
— кинетостатики 357, 358, 5 5 8 - 5 6 1
— медленно меняющихся коэффици

ентов 709 — 715
— припасовывания 657, 703
— эквивалентной линеаризации Мс- 

щерского уравнение 457, 458, 461
Момент гироскопический 548
— инерции материальной системы 

относительно оси 410, 471
-----------  точки относительно оси 410
------- механизма приведенный 423,

625
------- твердого тела относительно

оси 410, 4 7 4 - 4 7 6
-------------------- произвольной оси 480,

481, 485, 486

------- центробежный 472
— кинетический гироскопа 555
— количеств абсолютного движения 

материальной системы относи
тельно неподвижного центра 421

------- движения материальной систе
мы 408, 409 

----------- твердого тела ,  вращ аю щ его
ся вокруг неподвижной оси 409, 
410

— количества движ ения м атер иал ь
ной точки 292

— пары 44, 64, 58 
 вращений 222
— полярный 471
— силы относительно оси 42, 43
— силы относительно точки 40, 41, 58
— трения качения 90
Моменты реакций подшипников 500
— статические системы сил 111 
Мощность 302, 303
— внутренних сил трения скольж е

ния 443

Н атяж ення тяжелой подвешенной 
нити 72, 73 

Невесомость 360 — 364 
Ньютон 16 
Ньютона бином 530
— гипотеза (об у дар е)  570, 571
— закон второй 240, 241, 558 
 первый 238
------- третий 21, 240, 241, 384, 385

Опора цилиндрическая 
ш арнирнонсподвижная 25

------- шарнирно-подвижная 25
Орбита  122
Ось динамической симметрии 473
— инерции твердого тела главная 

473, 524
— — ------- центральная  473
— конечного вращ ения 194
— центральная системы сил 94 
Относительная (локальная)  произ

водная вектора 203
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П а р а  вращ ении 221, 222
— сил 40
П а р а м е т р  кинематического винта 

231
Перигей 323, 327
Период затухающих колебаний 269
— колебаний 144, 265 
  маятника  351
— незатухающих колебаний 650 
Перицентр  323
П л ан  скоростей 171 
— ускорений 179, 180 
Плоскости координатные 152 
Плоскость нормальная 139
— соп р ик асаю щ аяся  139
— с пр я м л я ю щ а я  139 
Плотность объема средняя 470
— тела в данной точке 471 
Поверхности координатные 152
— эквипотенциальная 311 
Полюс пл ана  скоростей 171 
Постоянные времени 430 
Прецессионная теория гироскопа

539, 540 
Прецессия 544
— артиллерийского снаряда  546,

547
— оси волчка 547, 548 
 гироскопа 543, 544
— регулярная  522, 528
------- условия существования 529
Принцип виртуальных перемещений 

600 -  602
— освобождаемости 23 
  от связей 340
— отвердевания 22 
Проекция силы на плоскость 41 
П роизводная вектора по скалярно

му аргументу 128
П ространства  и времени модели 

238, 239
П уансо  геометрическая интерпрета

ция 522 — 524
— теорема 50
Пуассона  обобщенные уравнения 

534

Работа  внешних сил 439
— внутренних сил 439
----------- твердого тела 440
------------трения скольжения 443
— потенциальных сил 442
— сил виртуальная 598 
 тяжести 439, 440
— силы 296, 297
------- , приложенной к твердому

телу, вращ аю щ ем уся  вокруг 
неподвижной оси 441

------- тяжести 300
------- элементарная 298
Равенство векторов 18 
Равновесие механических систем 

638, 639
----------- асимптотически устойчивое

642
-----------  неустойчивое 642
------------ устойчивое 642
— плоской системы параллельны х 

сил 56, 57, 64
----------- сил 56, 62, 63
— пространственной системы п а 

раллельных сил 55, 56
----------- сил 54, 55, 99
— сходящейся системы сил 32
— твердого тела с двумя неподвиж 

ными точками 100
----------------неподвижной осью в р а 

щения 101 
----------------одной неподвижной точ

кой 99, 100
----------------тремя неподвижными

точками 101, 102
— тела 18
-------  при наличии трения качения

8 9 - 9 1
-------------------- скольжения 80 — 89
— частично закрепленных тел 70 
Равнодействую щ ая сил 241
— системы двух параллельны х сил, 

направленных в одну сторону 39
------- сил 17
—  способ нахождения аналитичес

кий 30
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------------- г е о м е т р и ч е с к и й  2 9
 —  г р а ф и ч е с к и й  3 0
Р ади ус географической параллели

376
— инерции 472
— кривизны 140, 146, 349 
Радиус-вектор 122, 123, 132
— точки 244
Реакции добавочные динамические 

502, 562, 563
— связей 23
— статические 502, 562, 563 
Реакция  идеально гладкой поверх

ности 25
— норм альная 80
— упругих опор твердого тела, 74,

Т°- _^<ур центробежный 037,638 
^e t ' i  теорема 540, 541, 545 
К о н а н е  280

Релея функция диссипативная 316 
•— — рассеяния 675

Связи 23, 340, 342, 343, 5S0
— внутренние 26
— голономные 593
— идеальные 598, 629, 630
— неголономиые 593
— неидеальные 631, 632
— нестационарные 591, 596
— неудерживаю щ ие 591, 631, 632
— стационарные 591, 595
— удерж иваю щ ие 591, 629 - 6 3 1  
Седло С91
С епаратрисы  698 
Сила 15, 16, 242, 247
— возм ущ аю щ ая 262
— гравитационная 314, 363
— инерции 357, 366
-------  кориолисова 366
------- переносная 366, 425
------- центробежная 293
— обобщенная консервативной сис

темы 612
— равнодействующая 17, 20
— реактивная 457, 461

— трения скольж ения 80
— тяжести 376
— у дарная  568
— центральная 293 
Силовая линия 312
— функция 311 
Силовое поле 305, 306 
Силовой многоугольник 29
------- замкнутый 31
Силы активные 24
— внешние 27, 383
— внутренние 27, 383
— восстанавливаю щ ие 261
— диссипативные 677
— массовые (объемные) 398
— обобщенные 606, 611
— пассивные 24
— поверхностные 398
— потенциальные 442
— распределенные 64
— сосредоточенные 64
— сходящиеся 28
— уравновешенные 18 
Сильвестра теорема 643, 644 
Система координат гелиоцентричес

кая 239
------ орбитальная 531
— материальная  382
------- автономная 687
------- неавтономная 687
— материальных точек несвободная 

590
— — — свободная 590
— отсчета 10, 121
-------абсолютная 238
------- гелиоцентрическая 11
------- инерциальная 10, 15, 365
-------неподвижная 11, 15
------- основная 11
— сил 17
— — уравновеш енная 18, 19,44
— физических единиц м еж дународ

ная 242
— эквивалентная
Системы автоколебательные 708
— нелинейные 687
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------- отсчета инерциальны е 239, 241
------- неинерциальны е 239
— сил эквивалентны е 17 
С корость истечения эф ф ективная

460
—  косм ическая вторая 243, 285 
  первая  285
— круговая  322, 325
— обобщ енная 620
— п араб олическая  285 
— “ п о тер ян н ая” 574
— р ад и ал ьн ая  326
— секториальная  294
— точки 130, 134
------- абсолю тная 160, 203, 205
------- относительная 160, 203, 205
------- переносная 160, 203, 205
-------  поперечная 133
-------  р ад и ал ьн ая  133
------- средн яя 129
------- тела при плоском движ ении

169
— угловая  161, 162 
  мгновенная 194
------- переносного движ ения 366
-------  прецессии гироскопа 544
------- средн яя 162, 194
— ф азо в ая  688
—  центра м асс твердого тела 494 
С татически неопределенная зад ач а

32
С тепень неголономности 610 
С у бр ак ета  465 
С ферический ша рнир  25

Т вердое тело 382
Тело абсолю тно твердое 11, 17
— несвободное 23
— однородное 112
— переменной массы  456
— свободное 23
— статически уравновеш енное 503 
Тензор инерции 474, 487 
Теорема импульсов 394
— о движ ении центра масс 394 
 системе сходящихся сил 28

------- слож ении скоростей 160
----------- ускорении (теорем а Корио-

ли са) 205, 206
------- сущ ествовании мгновенного

центра скоростей 172, 173
------- трех непараллельны х силах 22,

23
— об изменении кинетической энер

гии м атериальной системы 248, 
444, 445

-------------------------точки 304, 305
-----------------------------  в относительном

движ ении 379, 380
-----------------------------  для несвободного

движ ения 355, 356
----------------относительного д в и ж е н -

453, 454
----------- количества дви ж е» # ^

риальной системы 392, 394,
560 ' 59

----------------------------- при у дар е  575
------------------------  точки 290
-------------------- тела переменной м ас

сы 459, 460 
----------- момента количеств д ви ж е

ния м атериальной системы 411, 
412, 559, 560

--------------------------------- при у дар е  575,
576

-------------------- относительного дви ж е
ния м атериальной системы 423, 
425, 426

----------------количества движ ения м а
териальной точки 292

— статики основная (теорем а П у ан 
со) 50

— Э й л ер а-Д ал ам б ер а  193, 194 
Теоремы о п арах  44 — 47 
Точка и зображ аю щ ая 688
— м атериальная  11, 237, 238 
  изолированная 238
— подвеса 507
-------  гироскопа 538
Точки ш аровы е 483 
Траектории убегаю щ ие 698 
Т раектория 122
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— ф азовая  688 
Трение вязкое 675, 676
— гибких тел 86 -  89
— сухое 675

Углы корабельные 190 
Угол дифферента  190
— конечного вращ ения 194
— крена 190 
— нутации 189
— поворота тела 161
— прецессии 189
— рыскания 190
— смежности 140
— собственного вращения 189
— трения 85 
Удар 567
— абсолютно упругий 571
— не вполне упругий 571
— плоский 582
— центральный 582 
Узел 692
— устойчивый 692 
Узлы фермы 77 
Уравнение вековое 664
— винтовой линии 132
— вращ ения твердого тела вокруг 

неподвижной оси 411, 498, 499
— движения И С З  относительно цен

тра  масс 533
-------материальной точки в вектор

ной форме 244
-------------------- полярных координатах

245
--------------------проекциях на оси есте

ственного трехгранника 244 
-----------  — переменной массы 457
— динамики основное 240, 243, 244, 

366
----------- в непнерциальной системе

366, 367 
-------общее 618, 619, 621
— линии действия равнодействую

щей 61
— логарифмической спирали 148
— малых колебаний системы 650

— неподвижной центроиды 184
— относительного покоя 370
— параболы  124, 184
— подвижной центроиды 184
— частот 664
— эллипса 125
— эллипсоида 483
Уравнения движ ения естественные 

348
------- системы материальных точек

386
— связей 341
— плоского движ ения твердого тела 

167
— технические гироскопа 555
— центральной оси системы сил 95
— циклоиды 147
Усилия в стержнях фермы 77 
Ускорение вращ ательное  твердого 

тела 164, 196
— к аж ущ ееся  373
— кориолисово 367
— осестремительное 165, 196
— переносное 367
— силы тяжести 376
— точки 136 -  143
-------  касательное 142
-------  кориолисово 206
------- нормальное 142
----- -- относительное 206
-------  переносное 206
------- свободного тела 200
— -— среднее 136
-------  центростремительное 145
— угловое 161, 162, 196 
 среднее 162
Условие относительное равновесия 

И С З  534 -  536
— потенциальности силового поля 311
— равновесия в обобщенных коор

динатах 615, 616
— устойчивости равновесия консер

вативной системы 642 
Устойчивость вращ ения  твердого 

тела вокруг главных осей инерции 
524 -  526
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— относительного равновесия И С З  
646

Усы 697

Ф аза  колебаний 143, 264
— — начальная  143, 264 
Ф азовая  плоскость 687, 688 
Фазовой плоскости метод 687 
Фактор затухания  270 
Ферма 77
— простая плоская 77 -  80 
Фокус устойчивый 692 
Формы колебаний 665 
Френс формулы 200 
Фуко м аятник  3 7 6 - 3 7 8  
Функция диссипативная 676
— силовая 443

Центр 719
— качания 508
— масс (центр инерции) м атериаль

ной системы 382, 383
— параллельны х  сил 109, 111
— приведения 50
— тяжести 111, 112 
 линии 114
------- методы нахождения 1 1 4 - 1 1 7
------- объема 113
— — поверхности 113
------- простейших фигур 1 1 7 -  120
— у да р а  579
Ц ентроида  неподвижная 115, 176
— подвижная 175, 176 
Цикл предельный 708
— полуустойчивый 708
—  устойчивый 708 
Циклоида сферическая  528 
Циолковского з а д а ч а  462
— ф орм ула 464
— число 464

Частота 264
— круговая  144, 650
— собственная 264
— угловая 264 
Частоты парциальны е  664

Число степеней свободы системы 
609

-----------  твердого тела 158

Ш аг винта 227
Широта географическая 375
— геоцентрическая 375

Эйлера — Д а л а м б е р а  теорема 193, 
194,

— углы 189, 198
— кинематические 220
— формула ( т р е н и я ) 88 
Эйлера динамические уравнения

518
— кинематические уравнения 518, 

521, 592
— случай (движение твердого сим

метричного тела, имеющего одну 
неподвижную точку, по инерции) 
520 -  522

— теорема (о движении жидкости 
внутри трубы переменного сече
ния) 397, 398

------- об обобщенных функциях 636
— углы 366, 493 
Эквивалентность сил 18
— системы сил 17
Эксцентриситет конического ссчсния 

324, 327 
Эллипсоид вращ ения 483
— инерции 482, 483
Энергия кинетическая материальной 

системы 432, 434 
----------------выраж ение через обоб

щенные скорости и координаты 
633 -  635

----------- точки 307
------- относительного движения 432
------- твердого тела 434
----------------вращающегося вокруг не

подвижной оси 435
----------- движущегося поступательно

434, 435
-------------------- произвольным образом

436


