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ПРЕДИСЛОВИЕ

П овы ш енны е требования к апализу и синтезу тяж ело 
нагруж енны х и бы строходны х современных машин при
вели к необходимости расш ирения того раздела общ его 
курса теории механизмов и маш ин, в котором изучается 
динамика механизмов и, в частности, колебательные про
ц ессы  в маш инах. К олебания в машинах могут быть 
полезны м и, когда само действие машины основано на 
эф ф екте колебаний (вибрационны е транспортеры, сита, 
виброударны в маш ины для вабивки свай и т. п .) , но ча
ще они являются неж елательными, так как сниж аю т на
д еж н ость  машин, вы зы ваю т ш ум и оказывают вредное 
влияние на органиэм человека. В этих случаях приме
н яю тся  дополнительные устройства для защиты от коле
баний —  виброзащ итны е системы .

О сн овны е сведения из теории колебаний, используе
мые при расчете механизмов и машин, были впервые 
вклю чены  в программу курса «Теория механизмов и ма
ш ин» в 1982 г. и кратко излож ены во втором издании 
книги автора «К ур с теории механизмов и машин» 
(.М.: В ы сш ая школа, 1985), написанной совместно с

О. Н . Л евитской для студентов втузов. В предлагаемом 
учебн ом  пособии эти сведения изложены более подробно 
прим енительно к тем инженерно-техническим специаль
ностям , для которы х изучение колебаний в механизмах 
п маш инах представляет наибольший интерес.

Терм ины  и условные обозначения в книге даны в со 
ответствии  с Государственны ми стандартами СССР и ре
ком ендациями К омитета научно-технической терминоло
гии А Н  СССР.

А втор  выражает глубокую  признательность Ф. М .Д и - 
м ен тбергу  и Е. П. Солдаткину за ценные замечания по 
р укоп и си  книги.

Н. И. Левитский



Ч А С Т Ь  П Е Р В А Я

О Б Щ И Е  М Е ТО Д Ы  Д И Н А М И К И  М Е Х А Н И З М О В

Г л а в а  I. ХАРАКТЕРИСТИКИ СИЛ В МЕХАНИЗМАХ

§ 1. Характеристики движ ущ их сил

Характеристика силы. При реш ении больш инства за
дач динамики механизмов надо знать с и л ы * ) ,  опреде
ляющие действие одного тела на другое . Силы, действу
ющие на звенья (твердые тела) механизма, могут быть 
функциями времени. Например, движ ущ ая сила, дейст
вующая на лопасть гидравлической м уф ты , зависит ог 
времени истечения жидкости через постоянное отверстие. 
Чаще, однако, переменные силы, дей ствую щ ие на звенья 
механизма, связаны  или с перемещ ениями, или со ско
ростями точек приложения этих сил. Н апример, сила 
пружины связана с ее деформацией, т. е. с перемещ ени
ем точки прилож ения силы; сила взаимодействия про
водника с током  и магнитного поля в электродвигателе 
связана со скоростью  движения проводника относительно 
поля и т. д.

Ф ункциональная зависимость, связы ваю щ ая модуль 
силы и кинематические параметры (время, координаты 
и скорость точки приложения си л ы ), назы вается харак
теристикой силы. М одуль силы в этой  зависим ости мо
жет быть и функцией, и аргументом. О днако для удоб
ства расчетов будем всегда считать, что  м одуль силы 
есть функция указанны х кинематических параметров.

Силы движ ущ ие и силы сопротивления. Д виж ущ ей  
силой  называется сила, элементарная работа  которой на 
возможном перемещ ении точки ее прилож ения полож и
тельна. Силой сопротивления назы вается сила, элемен
тарная работа которой на возмож ном перемещ ении точ 
ки ее приложения отрицательна.

*) Силой называется векторная величина, являю щ аяся мерой 
механического воздействия одного м атериального тела на другое. 
(Теоретическая механика. Терминология. Вып. 90.— М.: Паука, 
1977.)



В ходны е и выходные звенья. В ходны м  звеном  меха
низма назы вается звено, которому сообщ ается движение, 
преобразуем ое механизмом в требуемы е движения дру
гих звеньев. В ы ходны м  звеном  называется звено, совер
ш ающ ее движ ение, для которого предназначен механизм. 
Д виж ущ ие силы  в механизме действую т обычно на 
входные ввенья, а силы сопротивления — на выходные 
звенья.

В едущ ие и  ведомые звенья. В едущ им  (иначе — дви
ж ущ им) звеном  называется звено, для которого элемен
тарная работа внеш них сил, прилож енны х к нему, явля
ется п ол ож и тел ь н ой * ). Ведомым звеном  называется зве
но, для к оторого  элементарная работа внешних сил, 
прилож енны х к нему, является отрицательной или равна 
нулю. Одно и то ж е выходное звено на отдельных участ
ках движ ения м ож ет быть то ведомым, то ведущим. 
А налогично входное звено, которое по признаку дейст
вия сил обы чн о является ведущ им, на некоторых участ
ках движ ения мож ет быть ведомым. Например, электро
двигатель, соединенны й с входным звеном, может в за
висим ости от соотнош ения сил, действую щ их на звенья 
механизма, работать как в двигательном, так и в гене
раторном реж им е.

С татическая характеристика электродвигателя. В ход
ное звено получает движение от привода, под которым 
понимается система взаимосвязанных устройств для при
ведения в движ ение одного или нескольких твердых тел, 
входящ их в состав машины или механизма. Основные ти
пы приводов: электропривод, гидропривод  и пневмопривод.

Д ля всех  типов электродвигателей, применяемых для 
привода маш ин и механизмов, характерно изменение у г
ловой скорости  ротора со при изменении момента М с сил 
сопротивления, приложенных к р о т о р у * * ) .  Для каждого 
значения м ом ента мож но экспериментально опреде-

*) В этом  определении внешними силами считаются силы, 
прилож енны е со  стороны  материальных тел, не входящ их в со
став механизма.

**) Здесь и далее знаком ~  (тильда) обозначены линейные и 
угловы е ск ор ости  и ускорения, а такж е силы и моменты сил, если 
они счи таю тся  скалярными величинами, т. е. величинами, которые 
м огут бы ть  и положительными, и отрицательными. Знак ~  введен 
для того, чтобы  отличить эти величины от векторов или их моду
лей. Н апример, ш — вектор угловой скорости, со — модуль этого 
вектора, "ш — производная от угла поворота но времени, которая 
м ож ет бы ть и положительной, и отрицательной.



лить соответствую щ ее ему значение угловой скорости  со 
на установивш ем ся режиме, т. е. при da/dt — 0. По д ан 
ным измерения со и М с определяется зависимость

ш =  ш (Ж с)', ( 1.1 )

которая называется статической характеристикой эл ек 
тродвигателя. Статической она назы вается потому, что  
определяется при d(o/cZf =  0 , т. е. без учета сил инерции.

В задачах динамики машин зависим ость (1 .1) у д о б 
нее представлять в форме характеристики  дви ж ущ его 
момента, действую щ его на входн ое звено механизма со  
стороны вала двигателя

МЯ- М М  ( 1.2 )
при условии М Д =  М с.

Х арактеристика движущ его м ом ента в асинхронном  
двигателе. Наиболее распространенны м типом эл ектро
двигателя переменного тока для привода машин явл яет
ся асинхронны й двигатель, дей стви е которого основан о 
на том, что трехфазная обм отка статора, получаю щ ая 
питание от трехфазной сети перем енного тока, создает 
вращ ающ ийся магнитный п оток , которы й, пересекая 
проводники ротора (якоря), н аводит в них электродви
ж ущ ую  силу. Если цепь якоря зам кн ута, то по его п р о 
водникам будет протекать ток, которы й , взаимодействуя 
с магнитным потоком, создает вращ аю щ ий момент, ув л е 
кающий якорь в направлении вращ ения магнитного п о 
тока. Однако этот момент дей ствует  только до тех п ор , 
пока угловая скорость ротора не сравняется со ск о 
ростью  вращ ения магнитного п оток а . Отсюда следует, 
что ротор в своем вращении обязател ьн о отстает от вра
щения магнитного поля. О тсю да происходит название 
двигателя — асинхронный. М ерой этого  отставания явля
ется величина s, называемая скольж ением  двигателя

ü)„ —  СО
(1 .3 )

“ с

где со — угловая скорость ротора, со0 —  угловая скорость  
вращения магнитного потока или синхронная скорость 
двигателя.
. Если обозначить через р число пар полю сов обм отки  

статора, то модуль синхронной скорости  двигателя



связан с частотой  питаю щ его тока / с соотнош ением
2^ с

Р '
(ос = (1.4)

а знак шс определяется  способом включения фаз обмот
ки статора.

Статическая характеристика асинхронного двигателя, 
полученная опы тны м  путем, обычно представляется в

виде зависимости мом ента на валу ротора XI от величи
ны скольж ения в (ри с. 1, а ). П риближ енно ее можно 
описать соотнош ен ием

А /
2 Ми

(1.5)

+  ~ 7

где й к — максим альны й или критический момент двига
теля (раньше его называли опрокиды ваю щ им ), «н — кри
тическое скольж ение, т. е. скольжение при М  =  М к.

Для асин хрон ны х двигателей возмож ны  три режима 
движения, отм ечен ны е на графике А 7(«) цифрами 1, II  
и I I I .

Область I  соответствует  двигательному режиму, при 
котором угловая ск ор ость  со и момент на валу двигателя 
Л7 имеют одно и то же направление, причем угловая 
скорость меньш е синхронной ( с о < с о с) , а скольжение 5 
находится в пределах от 0 до 1.



Область I I  соответствует генераторному реж им у, при 
котором угловая скорость вала двигателя больш е си н 
хронной ( с о > с о с) , а мом ент на валу двигателя сч и та ет 
ся отрицательным, т. е. для возм ож ности вращ ения вала 
двигателя с угловой скоростью , превыш ающ ей си н хр он 
ную скорость, надо извне прилож ить к валу двигателя 
пару сил с моментом М . П ри этом режиме «дви гател ь» 
отдает энергию в сеть. Скольж ение s изменяется в п ре
делах от 0 до — оо.

Область I I I  называется областью  режима противо- 
включения, когда угловая скорость  вращения м агн и тн ого  
потока меняет знак при неизменном направлении м о м е н 
та на валу двигателя. Скольжение изменяется от s  =  1 
до s =  оо. Этот режим и сп ользуется  для торм ож ен ия п у 
тем переключения на ходу двух фаз обмотки статор а .

В каталогах асинхронны х электродвигателей для 
двигательного режима приводятся следую щ ие дан н ы е:

1 ) синхронная частота вращ ения пс, изм еряем ая в 
оборотах в минуту и связанная с модулем си н хрон н ой  
угловой скорости соотнош ением т о =  яи о/3 0 ;

2 ) номинальная частота вращ ения ns, и зм еряем ая 
в оборотах в минуту и связанная с модулем н ом и н ал ь
ной угловой скорости соотнош ением  со„ — ппИ/30;

3) номинальная мощность двигателя N a * ) ,  по к о т о 
рой мож но определить номинальный момент двигателя 
М . =  N J  со;

4 ) перегрузочная способност ь двигателя, которая  х а 
рактеризуется коэффициентом % =  M J M n и определяет 
максимальный (критический) момент, развиваемый дви 
гателем;

5) кратность пускового момента М П/МН.
По этим данным мож но найти модуль кри ти ческого  

момента

=  (1 .0 )
Ш11

и номинальное скольжение при двигательном реж и м е

* )  Здесь и далее под м ощ ностью  двигателя поним ается  м о щ 
ность силы, которая обозначается череа N (Т еоретическая м е х а 
ника. Терминология. Буквенные обозначения величин: С борник 
рекомендуемых терминов. Вып. 102.— М.: Наука, 1984). В к а та л о
гах электродвигателей указывается электрическая м ощ ность, о б о 
значаемая Р.



К ритическое скольж ение находится из соотнош ения (1.5) 
при  5 =  « в и М к/Ша =  К:

$к =  ^1 +  |// Г 1 —

П о найдепным значеппям Л/„ и мож но построить 
для двигательиого реж има характеристику движ ущ его 
м ом ента Л/д =  Л/д ((о) (ри с. 1, б ),  используя соотнош е
ния (1 .3 ) и (1 .5 ):

2Л/...9.,ю. ( (о„ — оЛ 
д / д И  1 , (1.9)

( “ с -  “ ) +  5к“ с

У часток  характеристики от <о =  юс до со =  сон (или от 
5 =  0 до в =  «„) назы ваю т устойчивым, так как при уве
личении момента внеш них сил, приложенных к валу 
двигателя, скорость его падает и вместе с тем в соответ
ствии  с характеристикой па этом участке растет движ у
щ ий момент, обеспечивая новое установивш ееся значе
ние скорости. У часток  характеристики от со =  сок до 
со =  0 (или от в =  5Н до я =  1) называют неустойчивым, 
так как при увеличении момента внешних сил и соответ
ствую щ ем  уменьш ении скорости вала двигателя движ у
щ ий момент также уменьш ается и через некоторое вре
мя двигатель останавливается.

Точка характеристики, соответствую щ ая номипальпо- 
м у реж иму (Л/д =  М а, со =  (ов) , лежит па устойчивом 
участке. Этот участок мож ет с достаточной для практи
ки точностью  считаться линейным. Пренебрегая величи
ной $/«„ в знаменателе соотнош ения (1 .5 ), получаем для 
этого  участка

Л /д =  2Л /н— . ( 1.10)
®к

С учетом формулы (1 .3 ) имеем
Л/д — а — Ьо), (1.11)

2 М и . 2 м и

Следовательно, движ ущ ий момент, развиваемый на 
палу асинхронного двигателя, в первом приближении 
вы раж ается линейной функцией модуля угловой скоро
сти вращения вала ротора. В уточненных расчетах мож 
но учесть нелинейность по соотнош ению (1 .9 ). Заметим



только, что для асинхронного двигателя движ ущ ий мо
мент не мож ет бы ть больше Л/„.

Х арактеристики движ ущ их сил в электродвигателях 
постоянного тока. Движ ущ ий момент па валу двигателя 
постоянного тока с параллельным возбуж дением , т. е. 
электродвигателя, у  которого обмотка возбуж ден и я для 
образования магнитного поля вклю чена параллельно с 
обмоткой якоря (р отор а ), определяется по ф орм уле, ана
логичной формуле ( 1.11)

Мл =  а — Ьсо,

где а и Ь — постоянны е коэффициенты, зависящ ие от па
раметров двигателя.

Ф ормула (1 .11) справедлива и для электродвигателя 
постоянного тока с независимым возбуж дением , у  кото
рого ток в обмотке возбуж дения пе зависит от тока в 
обмотке якоря.

Характеристика движ ущ его момента на валу электро
двигателя постоянного тока с последоват ельным возбуж 
дением, у  которого обмотка возбуж дения включена по
следовательно с обмоткой якоря, вы раж ается  нелинейной 
функцией. П риближ енное аналитическое вы раж ение этой 
функции мож ет бы ть получено из рассм отрен ия системы 
уравнений, описы вающ их изменения не только механи
ческих, но и электрических в ел и ч и н * ). Эта ж е система 
уравнений используется в тех случаях, когда использо
вание статических характеристик электродвигателей не 
дает требуемой точности расчетов.

§ 2. Характеристики сил сопротивления

Характеристики сил сопротивления в м аш инах опре
деляются условиями, зависящими от того процесса , для 
выполнения которого предназначена м аш ина. Эти силы 
действую т на выходные звенья механизма и м огут быть 
функциями перемещ ений, скоростей и врем ени. Для м но
гих машин общ им свойством этих характери сти к  является 
их периодичность во времени. Внутри к аж дого  периода 
нелинейные характеристики сил сопротивления представ
ляются приближенными выражениями, получаем ы м и из 
разложения в ряды Ф урье. Если ограни читься  к +  1 
чл ен ам и  этого разложения, то характеристику силы со-

*) См. § 10.



противлепия Fc (í)  внутри периода времени продолжи
тельностью  Т  мож по приближенно представить в виде

h
F c { t )  —  а о +  2  (я «  COS n(út +  Ъп s in  n (ú t)t

n= 1
где

т

*0 =  4 - ] > е ( 0 ,
О

т

ап =  у -  §  (0  сое Л ,
О
т

Ь„ =  - у - Р , -  ( 0  а пШ сИ.
о

А налогичны е формулы получаю тся, если считать си 
лу Рс ф ункцией  перемещения х.

В ы раж ен ие в скобках, стоящ ее под знаком сумм иро
вания в ф ормуле ( 1.12) , называется гармоникой поряд
ка п. С ледует обратить внимание на то, что в характери
стиках сил сопротивления, действую щ их па звенья меха
низма, не обязательно первая гармоника имеет наибольшее 
значение по сравнению с другими. Гармоника, которая 
им еет максимальное зпачепие (п о м одулю ), называ
ется дом ин и рую щ ей  или доминантой. Коэффициенты а„ 
и Ьп каж дой  гармоники находятся по формулам (1 .14) —
(1 .1 6 ), если известно аналитическое или графическое 
представление характеристики 1\{1) с использованием 
м етодов гармонического анализа. Заметим также, что 
коэф ф ициенты  а„, а п и Ьп не зависят от переменной I. 
П о свой ству  определенных интегралов их значения за
висят тол ько от пределов интегрирования и вида ф унк
ции ^ с ( 0 - На этом основании переменную интегрирова
ния в ф орм улах (1 .14) — (1.16) иногда обозначают дру
гой бук вой , чтобы  подчеркнуть независимость коэффи
циентов аи, п Ьп от текущ их значении переменной /.

Е сли сила Рс ( / )  не является периодической функци
ей, то ф орм ула ( 1. 12) используется для приближе-нного 
вы раж ения характеристики силы только на заданном

( 1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)



участке 0 <  í <  Z, полагая Т =  1, или же^ использую тся 
понятия интеграла Ф урье  и спектральной плотности.

Интеграл Ф урье. Для непериодической функции f i t ) ,  
удовлетворяю щ ей условию абсол ю тн ой  интегрируемости 
на всей числовой оси, т. е. у сл ови ю  сходимости ин
теграла

00

/ -  J  1 / ( 0  И »
—  00

предельный переход от ряда Ф урье при Т -*■ »  дает вы 
ражение / ( í )  в интегральной форме

оо

/  (t) =  j  [а (со) cos coi +  b (со) sin  coi] dco, (1.17)
O

г до
оо

а(со) =  -^- I* /(£ ) cos  coi dt¡ (1.18)
—  00 

00

b((û) =  -^- j* f { t )  sin  coi d tt (1.19)
—  00

или, после тригонометрических преобразований,
оо

f i t )  =  j" S (со) cos [ m í  —  0 (со)] dea, (1 .20)
O

где ________________
5 ( c o ) = í a 2( c o ) + b2(cù), ( 1.2 1 )

0 (co) =  a r c t g ^ .  (1.2 2 )

На рис. 2 показано графическое изображ ение соотн о
шения м еж ду формулами (1 .17) и (1 .2 0 ). Для ф иксиро
ванного значения ш отрезок О К  дает S (co ) в формуле 
( 1.20) ,  а проекция его на направление, образующ ее 
с осью  абсцисс угол toi, дает отрезок  О А  -= (to, t ) ,  рав
ный значению подынтегральной ф ункции в ф ормулах
(1.17) и ( 1.2 0 ) , что и доказывает их тож дественность.

В отличие от ряда Ф урье, в котором  угловые часто
ты гармонических составляющ их (гарм оник) м, 2ш, . . .  
. . . ,  п о , . . .  образую т дискретный спектр, интеграл Ф урье 
характеризуется непрерывным спектром  со от 0 до 
причем для каж дого значения t интеграл Ф урье дает



значение ф ункции /(£ )  в виде «сум м ы » гармоник с не
прерывно изм еняю щ ейся угловой частотой со и амплиту
дой 5 ( ы ) .  *

Для четных ф ункций / ( - ; )  =  /( * )  ряд ф урье содер
ж ит лишь слагаемы е с коэффициентами ап (разложение

по коси н усам ), для нечетных функций __
слагаемые с коэффициентами Ьп (разлож ение по сину
са м ). С оответственно интеграл Ф урье для четных функ
ций имеет вид

00

/ ( í )  =  J a  (со) eos coi da. (1.23)
О

Вследствие четн ости  функции / ( í )  коэффициент а (со) 
достаточно вы числить в пределах от 0 до »  и затем 
удвоить:

00

=  J(t) eos a td t .  (1.24)
U

■ Для нечетных ф ункций интеграл Ф урье
ос

/  (0  =  J Ь (со) sin a t d a , (1.25)
О

где
00

Ь(со) =  J  /  (í) sin at dt. (1.26)

Спектральная плотность. На рис. 3 для фиксирован
ного значения t =  tk показан график изменения подын-



тегральной функции интеграла Ф урье 5 (ш , tk)  в зави си 
мости от угловой частоты  со. Площадь, закл ю чен ная 
меж ду этим графиком и осью  абсцисс, дает согл асн о
(1 .17) значение функции f ( t )  при t =  th. Вы делим из 
этой площади элементарную  площадку ш ириной Дсо 
вблизи текущ его значения со =  со(. Тогда средняя ордин а
та графика S (со, tk) дает средн ю ю  плотность р а сп р ед е
ления функции f ( t k) по оси абсцисс на участке Дсо 
вблизи а  =  <в|р При Дсо -*• 0 получаем, что ф ун к ц и я  
5  (со, tk) дает плотность распределения ф ункции / ( f )  по 
частоте со при значении t =  tk. Для того чтобы  ха р а к те 
ризовать плотность распределения функции / ( f )  по ч а с 
тоте со независимо от текущ его значения перем енной  t, 
условимся называть спектральной плотностью ф ун к ц и ю  
iS(co), определяемую по (1 .2 1 ).

Для четных функций Ь (со) =  0 и
оо

5 (c o )^ a (c o )  =  4 j / W  coscofrff. (1-27)
о

В зависимости от ф изического смысла ф ункции / ( f ) '  
спектральная плотность 5 (со) получает соответствую щ ее 
название. Например, если / ( ¿ )  =  F c ( t ) ,  то S (со) н азы ва 
ют спектральной плотностью  силы сопротивления, зави 
сящ ей от времени; если потенциальная энергия си стем ы  
пропорциональна f { t ) = x 2( t ) ,  где х  — обобщ енная к о о р 
дината системы, то 5 (со ) называют спектральной п л от
ностью  энергии и т. д.

§ 3. Х арактеристики сил трения

Х арактеристика силы трения покоя. Силой трения 
покоя  называется составляющ ая полной реакции, л еж а 
щая в общей касательной плоскости к поверхности  к он 
такта. Модуль этой силы и ее направление зависят от 
внешних сил, приложенных к трущ имся телам, но не 
могут превышать предельной силы  трения покоя, п од  к о 
торой понимается сила трения покоя, соответствую щ а я  
началу относительного движ ения трущ ихся тел.

Предельная сила трения покоя зависит от м н оги х  
факторов, которые мож но учесть  только эксперим ен таль
ным путем для каждого механизма в отдельности . П ри 
отсутствии экспериментальных данных пол ьзую тся  о б ы ч 
но приближенными формулами, из которы х наибольш ее
2 H. И. Л евитский



(1 .28)

где —  модуль предельной силы трения покоя, Р —  
м одул ь результирую щ ей силы нормальных давлений на 
поверхн ости  трения, / „  — коэффициент трения покоя. 

И ногда употребляю т формулу Кулона

где А  —  сцепленность, зависящ ая от площади контакта.
Х арактеристика силы трения скольж ения. После до

сти ж ен и я  предельной силы трения покоя начинается 
скол ьж ение трущ ихся поверхностей . Силой трения сколь
ж ения  называется составляю щ ая полной реакции для 
тр ущ и хся  тел, леж ащ ая в общ ей касательной плоскости 
к поверхностям  контакта и направленная в сторону, про
ти воп ол ож н ую  их относительном у смещ ению.

Х арактеристики сил трения скольж ения зависят от 
вида трения. В зависим ости от состояния взаимодейству
ю щ и х тел различают: чистое трение (ювенильное) — 
внеш нее трение при полном отсутствии на трущ ихся по
верхн остях  каких-либо посторонних примесей; су х о е  тре
ние  (трение несмазанных поверхн остей )— внешнее тре
ние, при котором трущ иеся поверхности покрыты плен
ками окислов и адсорбированными молекулами газов или 
ж и дкостей , а смазка отсутствует; граничное трение — 
внеш нее трение, при котором  меж ду трущ имися поверх
ностям и  есть тонкий (порядка 0,1 мк и менее) слой 
см азки  с обычными объемны ми свойствами; жидкостное 
( гидродинам ическое) трение — трение, при котором по
верхн ости  трущ ихся тверды х тел полностью отделены 
др уг от друга слоем ж идкости.

П ри сухом  трении (иногда его называют кулоновым ) 
м одул ь силы трения скольж ения приближенно определя
ется  по формуле, аналогичной формуле Амонтона

где /  —  коэффициент трения скольж ения, который всег
да меньш е коэф ф ициента трения покоя.

Сила трения скольж ения Г , направлена противопо
л ож н о относительной скорости  скольж ения. Отсюда сле
дует, что характеристика силы трения скольж ения при 
су х ом  трении Р г в зависимости от скорости скольж ения
V им еет вид, показанный на рис. 4. При перемене знака

Р Т =  А +  ^ , (1 .29)

(1 .30)



скорости скольж ения функция Р т{%) им еет точку раз
рыва, и, следовательно, эту характеристику нельзя счи
тать линейной несмотря на то, что м одуль силы  трения 
остается постоянны м. Х арактеристики сил с  точками 
разрыва или излома называют сущ ествен н о нелинейны
ми, так как в этих точках нельзя определить производ
ную и использовать обычный путь линеаризации функ
ций посредством линейных ~  
членов ряда Тейлора. т

При граничном трении 
уж е проявляется зависи
мость коэффициента трения
от скорости скольж ения, ко- .____________________________ _
торын обычно определяется О V
по формулам вида

1 =* и +
(1.31)’ Рис. 4

где /о — значение коэффициента трения покоя  при 0 =  0 , 
/к  /г и /з — экспериментальные коэф ф ициенты , которые 
могут быть и полож ительными, и отрицательны ми.

Например, экспериментальные исследования трения в 
направляющих суппорта металлореж ущ его станка пока
зывают, что при увеличении скорости скол ьж ения от ну
ля сила трения сначала уменьш ается, а затем  медленно 
увеличивается.

При ж идкостном трении сила трения определяется из 
формулы П ы отопа

где /'т  — сила сдвига (внутреннего тр ен и я ), которую  
надо приложить к слою  ж идкости площ адью  5  для того, 
чтобы этот слой двигался относительно соседн его слоя 
со скоростью  (1п при расстоянии м еж ду слоями с1у. К о
эффициент пропорциональности ц назы вается динам иче
ской вязкостью и в системе СИ им еет размерность 
Н - с / м 2 или к г / ( м - с ) .  Если производную  йи/<1у, назы
ваемую градиентом скорости, принять равной Ъ/Ъ,, где
V — относительная скорость скольж ения тр ущ и хся  по
верхностей, к — величина зазора, то ф орм ула для опре
деления модуля силы трения Ь\ при ж и дкостн ом  трении 
получит вид

¥ *  -  £



ИЛИ

F  г =  bv, (1.32)'

где b — [iS/h — постоянный коэффициент, называемый 
коэффициентом вязкого сопротивления (кратко — коэф
фициентом сопротивления) .

Л инейная характеристика силы тренпя (1 .32 ), полу
ченная из условий ж идкостного тренпя, справедлива 
только при полном разделении трущ ихся поверхностей 
слоем смазки . Однако ее часто использую т при полуж ид- 
костном  и даж е при граничном трении из-за тех упро

щений в динамических расче
тах, которы е дает применение 
линейной характеристики си 
лы трения.

Силы трения в кинематиче
ских парах. При определении 
направления силы трения 
скольж ения в кинематических 
парах механизма надо разли
чать силу трения FT(J, действу
ю щ ую  па звено i со стороны 
звена / ,  и силу трения FTÎ(, 
действую щ ую  на звено /  со 
стороны  звена i (рис. 5 ) * ) .  На
пример, для поступательной 
пары сила FT<J направлепа про
тивополож но скорости звена i 

относител ьн о звена /, т. е. скорости v«, а сила FIj( — про
тивопол ож н о СКОРОСТИ V j,.

В абсол ю тн ом  движении относительно стойки сила 
трения м ож ет быть как силой сопротивления, так и си
лой движ ущ ей . В случае, показанном на рис. 5, при 
v t >  Vj сила трения FT(i есть сила сопротивления, а сила 
трения F TÎ( —  сила движущ ая. Другими словами, звено i 
увлекает звено /, а звено /  тормозит звено i. Сумма ра
бот обеи х  сил, однако, всегда отрицательна. В рассм ат
риваем ом  примере эта сумма имеет значение

— F rijV, +  F Tjiv, =  F uj(Vj — V t)<  0 .

Рис. 5

*) В индексах сил и моментах пар сил сначала идет индекс 
ввена, на которое действует сила. Аналогично в индексах скоро
стей  и ускорений  сначала идет индекс эвена, к которому отно
си тся  эта  скорость  или ускорение.



Трение всегда сопровож дается  диссипацией (р а с с е я 
нием) энергии, так как сум м арн ая работа обеих сил т р е 
ния (Г тЧ и Г тл), т. е. работа сил трения в отн оси тел ьн ом  
движении, переходит в тепло и рассеивается. На этом  о с 
новании силы трения называют диссипативными.

И ногда силу Г у , которая направлена по норм алп к 
трущ им ся, поверхностям, склады ваю т с силой трения Г тЦ 
и получаю т силу Г (}, назы ваем ую  полной реакцией. У го л  
Ф, которы й полная реакция ^  составляет с норм ал ьн ой  
составляю щ ей Гу,- называется углом  трения. Из ф о р 
мулы (1.30)

7 ^  =  / ,  т. е. Ьц ф =  / .
У

При малых значениях коэф ф ициента трения угол  
трения ф «  /.

Для вращательной пары с зазором  сила трения Р гН 
прилож ена в точке касапия К  и направлена п р оти в оп о 
ложно относительной скорости  \ц. Полная реакция Г^ 
отклонена па угол трения ф от нормали к соп р и к а са ю 
щимся элементам пары 
и при любом положе
нии точки касапия К 
направлена по касатель
ной к кругу трения ра
диуса р с цептром в 
точке 0| (рис. 6 ). Этот 
круг называется кру
гом трения. Из тре
угольника ВОгК радиус 
круга трения

р =  гц в т  ф «  гд/,

где гц —  радиус цапфы, 
т. е. той части звена г, 
на которой располож е
ны элементы враща
тельной пары.

При исследовании динамики ш арнирных м ехан и зм ов  
с учетом трения иногда удобн ее считать полную р е а к 
цию проходящ ей через цен тр  Ои Тогда доп олн и тель
но надо учесть момент сил трения определяем ы й 
по условию

м т„  =  Рнгв/  (1 -3 3 )



и направленный противополож но относительной угловой 
скорости  К оэф ф и циент трения в этой формуле дол
ж ен определяться из экспериментальных данных для 
вращательной пары . Е сли же использую тся данные, по
лученные из опы тов с плоскими поверхностями, то надо 
иметь в виду, что для трения цилиндрических поверхно
стей  с внутренним касанием коэффициент трения полу
чается больше, чем для плоских поверхностей.

В высш их парах возм ож но взаимное качение звеньев. 
Сопротивление качению  звеньев  вы раж аю т моментом 
М„ц, модуль которого  определяется по формуле

М Ы] =  кР %  (1.34)

где к — коэффициент сопротивления качения , имеющий 
размерность длины (обы чн о см ), / ’¿■— модуль результи
рую щ ей силы нормальны х давлений па поверхности 
трения. Н аправление момента Я к<] противополож но на
правлению относител ьн ой  скорости, имеющ ей аналогич- 
ный индекс. Н апример, момент сил сопротивления каче
нию Я „и, дей ствую щ и х на звено I со стороны  звена /, 
направлен проти воп олож н о угловой скорости  щ  звена ¡' 
по отнош ению к звен у  / .

§ 4. Х арактеристики  сил упругости

Силы упругости , возпикающ ие при деформации звень
ев механизма или присоединенных к ним пружин, 
в больш инстве сл учаев  имеют линейные характеристики, 
выражаемые при растяж ении — сжатии зависимостью

Р ^ с х ,  (1.35)

где ¥  — м одуль силы  упругости , с — коэффициент жест
кости, х  — линейная деформация.

При кручении аналогично имеем

Л/ =  Сф, (1.36)

где М  —  модуль мом ента сил у п р у го ст и * ), ф — угловая 
деформация.

♦) Момент внутренн их сил упругости при кручении называет
ся  крутящим моментом .  В общем случае он изменяется по длине 
вала. Момент внеш них сил, вызывающих кручение вала, назы
вается  вращ аю щ им моментом .



Вместо коэффициента ж есткости иногда указы вается 
обратная величина, называемая коэффициентом подат
ливости:

е  =  1/с. (1 .37)

Для типовы х звеньев (зубчаты х колес, цилиндриче
ских и призматических стерж ней и др .) и отдельны х их 
частей (ш арикоподш ипников, резьбовы х соединений 
и др.) имеются справочные данные, в к отор ы х  содерж ат
ся формулы для определения коэф ф ициентов ж есткости  
и податливости или же возмож ные диапазоны  их изме
нения. Например, для цилиндрического участка  вала по
датливость при кручении мож ет бы ть определена по 
формуле

—  (1-38)

Где I — длина участка вала, б  — модуль сдвига, /  по
лярный момент инерции.

Для цилиндрического стерж ня податливость при рас
тяжении — сж атии определяется по аналогичной фор
муле

«  =  — , (1.39)е ЕЯ'

Где I — длина стерж ня, 5  — площадь поперечного сече
ния, Е  — модуль упругости .

Примером расчетной формулы, полученной из экспе
риментов, мож ет служ ить формула для определения по
датливости резьбового соединения

_  0 ,5  ч - 1,0 мкм ( 1 4 0 ч
е ~  Б  Н • 4 '

где Я — площ адь одного витка в см г.
Сила упругости пруж ины , испы ты ваю щ ей растяж ение 

или сж атие, связана с деформацией х , отсчиты ваем ой от 
начального полож ения, линейной зависим остью

^  =  с(Ъ  +  х )  =  /'’о +  сх , (1 .41)

Где ъ — постоянная величина (м онтаж ная деф орм ац ия), 
численно равная отнош ению  модуля силы  уп ругости  
пруж ины в начальном полож ении к коэф ф ициенту 
ж есткости с.



Л инейная характеристика силы упругости  Р ( х ) для 
металлов (прямая 1 на рис. 7, а) сохраняется лишь до 
н екоторого значения деформации х, по достижении ко
торого  наруш ается пропорциональность меж ду силой уп 
ругости  и деформацией, т. е. постоянство коэффициента 
ж естк ости  с. П еременный коэффициент ж есткости, кото
ры й возрастает с увеличением силы Р , наблюдается при

резиновы х элементах. В этом случае характеристику си 
лы  уп р угости  F (х ) называют жесткой (кривая 2  на 
ри с. 7, а ) .  Т акую  же характеристику имеют силы уп ру
гости , действую щ ие на элементы вы сш их пар, так как 
при точечном  или линейном контакте рабочих поверхно
стей  контактная ж есткость возрастает с ростом нагрузки. 
М я гк ую  характеристику (кривая 3  на рис. 7, а) часто 
им ею т звенья, выполненные из полимеров. Кроме того, 
иногда для получения требуемы х динамических харак
теристик вводят в состав механизма специальные дем п
ф ирую щ ие устройства и конические пруж ины с нелиней
ны ми характеристиками типа кривых 2  и 3.

С ущ ествен но нелинейными являю тся характеристики 
типа зазор  (рис. 7, б ). При перемещении элемента кине
м атической  пары в пределах зазора ± Д  сила упругости
Р  равна нулю , а затем изменяется по линейному или 
нелинейном у закону.

В некоторы х случаях деформации эвеньев механизма 
соп ровож даю тся  заметной диссипацией (рассеянием) 
энергии, связанной с учетом  сил неупругого сопротивле
ния. Т огда  график F (x )  имеет две ветви, причем верх
няя ветвь соответствует нагрузке, а нижняя — разгруз
ке (рис. 7, в) . К онтур, образованны й этими ветвями, на-

F F

Рис. 7
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зы вается петлей гистерезиса. П лощ адь, расп ол ож ен н ая  
внутри петли гистерезиса, пропорциональна работе, за 
траченной за один цикл на преодоление сил н е у п р у го го  
сопротивления. Отношение этой  работы  к работе, з а т р а 
ченной на деформацию, назы вается  коэффициентом р а с 
сеяния.

§ 5. Характеристики импульсных и ударных сил

И мпульсная сила. И м пульсом  силы  Р (г ) н а зы ва ется  
сумма произведений /'’ ( ^ ¿ г —  элементарных и м п у л ь сов . 
При непрерывном изменении силы  на участке 0 <  £ г 
импульс силы выражается в виде интеграла

т
5 Л . (1 .4 2 )

о

И м пульсной силой назы ваю т силу, которая д е й ств у е т  
кратковременно на участке времени 0 ^  г <  т, т. е. у д о в 
летворяет условиям

Р(Ь)Ф  0 при 0 « ££ « £ т ,  / ? (г) =  0 при £ > т ,  (1 .4 3 )

где г —  длительность импульса.
Д ействие импульсной силы  обы чно повторяется  ч е 

рез равные или неравные пром еж утки  времени.
Х арактеристики ударны х сил. Если м аксим ал ьное 

значение импульсной силы достаточн о большое по с р а в 
нению с максимальными значениями других сил, д е й с т 
вую щ их на звенья механизма, то ее называют у д а р н о й  
силой, а промежуток времени г —  длительностью у д а р а .  
Вид функции, определяющ ей характеристику у д а р н о й  
силы во времени, называется формой удара. Н а р и с . 8 
показаны типовые формы удара : м гновенный и м п у л ь с  
(рис. 8, а ), прям оугольны й им пульс  (рис. 8 , б ) ,  п о л у 
волна синусоиды  (рис. 8 , в ) и отрицательная э к с п о н е н 
та (рис. 8 , г ) .

Д ельта-функция. М гновенны й импульс со о т в е т ст в у е т  
классическому удару, при котором  за бесконечно м а л ы й  
пром еж уток времени Ц  ударная сила Е (()  стр ем и тся  к 
бесконечности. Однако им пульс ударной силы и м еет  п р и  
этом конечное значение 5 . Д ля аналитического о п и са н и я  
мгновенного импульса и сп ол ьзую т единичную  и м п у л ь с 
ную  ф ункцию  или дельт а-функцию  6 (£), которая р а в н а



нулю  всюду, кроме точки  * =  0 ; в этой точке она обра
щ ается в бескон ечность, причем

j  в ( 0 Л -  1. (1.44)

Эти свойства дельта-функции мож но наглядно пояс
нить, если рассм атривать ее как предел функции

РР (t, р)
я (p*t* + 1)

при {} -*• С

При i =  0 ф ункция ¡5(£, ¡1 )= р /л , т. е. при {$-*•«> 
ф ункция p (f, Р) в точке £ =  0 стремится к бесконечно-

F (t)

d t t  0 t  t

Рис. 8

сти . В любой другой  точке при [} -► <» функция p (i , ¡3) 
стремится к нулю.

На рис. 9 показаны  графики функций р (f, [5) при 
значениях {$ =  1, 2 и 10. С увеличением ¡5 получаем при 
Р -► оо график дельта-ф ункции б (г ), условно изображ ен
ной  на рис. 8 , а.

Площадь, заклю ченная между осью  абсцисс и ф унк
цией p (t, Р) на рис. 9, выраж ается интегралом

оо оо

— «в  — во



Принимая во внимание, что
оо
Г ¿г я

}  «а +  1/р* =  Р '
— оо

получаем для лю бого значения р
ОО
[ р (г , $ )d t  =  1,

—эо

что совпадает с интегралом (1 .44) для дельта-ф ункции 
б (< ). Этот интеграл мож но рассматривать такж е как зна
чение мгновенного импульса ударной силы 6 (£ ), обра 
щ ающ ейся в бесконечность в точке ¡ =  0 и равной нулю

Рис. 9

во всех других точках. Если же требуется  получить 
мгновенный импульс, равный 5 , то следует рассм отреть 
предел функции Sp (t, Р) при ¡ 3 То г да  получаем 
функцию S 6 {t ) ,  которая такж е равна нулю  всю ду, кроме 
точки t — 0. В этой точке S6 ( i )  стремится к бескон ечн о
сти, но мгновенный импульс, равный интегралу

ОО
f  S8 (t) dt =  St (1.45)

—ОО

имеет конечную величину.
Иногда удобнее считать, что дельта-ф ункция обращ а

ется в нуль не при t =  0, а при t — t0. Тогда она обозн а
чается через 6 (t — £0) и определяется как ф ункция,



равная нулю  при всех значениях £, кроме значения 
£ =  £0, при котором  она обращ ается в бесконечность, 
причем

СО
[ 6 ( * — *0) Л  =  1. (1,46)

Г л а в а  II. УРАВНЕНИЯ ДВИЖ ЕНИЯ МЕХАНИЗМОВ

§ 6 . У равнения движ ения механизмов с одной
степен ью  свободы

О бобщ енны е координаты механизма. Положение твер
дого тела, свободно движ ущ егося в пространстве, пол
н остью  определяется ш естью  независимыми координата
ми, за которы е мож но принять три координаты начала 
подвиж ной  системы  координат, связанной с телом, п три 
угла Эйлера, определяющ ие располож ение осей подвиж 
ной систем ы  координат относительно неподвижной. Их 
принято называть обобщ енными, так как они определя
ю т полож ение всего твердого тела. Аналогично обобщ ен
ными координатами механизма  называют независимые

м еж ду собой  координаты, опреде
ляющ ие полож ения всех звеньев 
механизма относительно стойки 
(неподвиж ного звена).

Например, в механизме ш ар
нирного четырехзвенника (рис. 10) 
за обобщ ен ную  координату м ож 
но принять угол поворота криво
шипа ф4, так как положение зве
на 1 , определяемое этим углом, 
определяет также полож ения 

всех  других подвиж ных звеньев механизма. Больш инст
во механизмов имеет одну обобщ енную  координату, 
но м огут бы ть случаи, когда число обобщ енных коорди
нат м еханизма достаточно велико. Оно мож ет быть даже 
более ш ести, т. е. более числа обобщ енны х координат 
свободн ого  твердого тела.

Н ачальны е звенья. За обобщ енны е координаты меха
низм а м ож н о взять любы е переменные координаты 
звеньев. Звено, котором у приписывается одна, или не
скол ько обобщ енны х координат механизма, называется



начальным звеном. П роисхож ден ие термина связан о 
с тем, что определение полож ений всех  звеньев м ехан из
ма начинается с определения полож ений начальных 
звеньев.

В механизме с одной обобщ ен н ой  координатой —  од 
но начальное звено, и за обобщ ен н ую  координату обы ч 
но принимается или угловая координата вращ аю щ егося 
звена, или линейная координата прямолинейно дви ж ущ е
гося звена. Начальное звено не обязательно совпадает с 
входным звеном. М ожно за начальное звено взять вы х од 
ное звено или даже пром еж уточное, если при этом у п р о 
щается анализ механизма. В м еханизм е с двумя о б о б 
щенными координатами м огут бы ть  или два начальных 
звена, если за обобщенные координаты  приняты коорди 
наты двух различных звеньев, или одно начальное зве 
но, если оно образует со стой кой  двухподвиж ную  пару.

Уравнение движения механизма в форме интеграла 
энергии (уравнение кинетической эн ер ги и ). Для опреде
ления законов движения начальны х звеньев по задан
ным силам использую тся уравнения, называемые ур ав 
нениями движ ения механизма. Ч исл о этих уравнений 
равно числу степеней свободы м еханизм а, которое в м е
ханизмах с голономными связям и совпадает с числом 
обобщ енны х к оор д и н ат*).

Уравнения движения м еханизм а м огут быть п ред
ставлены в различных формах. Д ля механизмов с одн ой  
степенью свободы  одна из наиболее просты х форм п ол у 
чается на основании теоремы об  изменении кинетиче
ской энергии

2  г»- 2  2  Л, (2.1)
i—1 i=l h=l

где Ti, Т {о — кинетическая энергия звена i соответствен 
но в начале и в конце рассм атриваем ого пром еж утка 
времени; А к —  работа каждой из внеш них и внутренних 
сил, действую щ их на звенья м еханизм а, за этот п ром е
ж уток времени; п — число п од ви ж н ы х звеньев; т  —  
число сил.

Уравнение (2 .1 ) можно пол учить такж е после ин тег
рирования дифференциальных уравнений движ ения

*) К голономным связям принадлежат все  геометрические свя - 
8и и те дифференциальные связи, уравнен ия которы х могут бы ть  
проинтегрированы,



звеньев механизма. На этом основании (2 .1 ) называют 
уравнением движ ения механизма в форме интеграла 
энергии * ) .

Приведение сил и м асс в плоских механизмах. Урав
нен не (2 .1) представляется  довольно громоздким даже 
для плоских м ехан изм ов с небольшим числом звеньев 
вследствие н еобходи м ости  производить суммирование по 
п звеньям и тп силам. Для механизмов с одной степенью 
свободы  меж по пол учи ть более простую  ф орму записи 
этого уравнения, при которой все операции суммирова
ния вы полняю тся заранее. С этой целью заменим урав
нение движ ения механизма ( 2 .1 ) тож дественны м ему 
уравнением движ ения одного звена (или одной точки 
звен а), которое дви ж ется  так, что его обобщ енная коор
дината совпадает в л ю бой  момент времени с обобщ енной 
координатой м еханизм а.

П усть, например, начальное звено механизма совер
ш ает вращ ательное движение. Тогда уравнение движ е
ния механизма ( 2 .1 ) мож но заменить тож дественным 
ем у уравнением движ ения одного вращ аю щ егося звена,

■ В

К
-*■----

ш а

и  В

Рис. 11

называемого звеном  приведения  (рис. 11, а ). Момент 
инерции этого звена относительно оси вращения обозна
чим через Л  и назовем  приведенным моментом инерции. 
Примем такж е, что на звено приведения действует пара 
сил с моментом М а, который называется приведенным

* )  Дифференциальные уравнения ввеньев содерж ат вторые 
производные от координат по времени. После интегрирования по
лучаю тся  уравнения, содерж ащ ие только координаты и их произ
водные. Эти уравнения называются первыми интегралами. Одно 
из них, получаемое из теоремы об изменении кинетической энер> 
гин, называют и нтегралом  энергии,



моментом с и л * ) .  Полученная расчетная схема назы вает
ся одном ассной динамической м одел ью  механизма. П ок а 
ж ем, что всегда мож но определить такие величины / „  и 
М п, при которы х уравнение движ ения звена приведения 
окаж ется тож дественным уравнению  движения м ехан лз- 
ма и, следовательно, обобщ енная координата звена при 
ведения будет совпадать с обобщ ен ной  координатой м е
ханизма в любой момент времени.

Н апиш ем уравнение движ ения звена приведения 
в форме интеграла энергии для некоторого кон ечного 
пром еж утка времени, за которы й обобщ енная координ а
та изменяется от ф0 до <р, а приведенны й момент и н ер 
ции (в  общ ем случае — величина переменная) —  от 
^по ДО /ц1

Ф
Л У  'п о « ; (2 .2)

где (£> —  модуль угловой скорости  звена приведения, к о 
торая долж на по условию приведения совпадать с у гл о 
вой скоростью  начального звена; (о0 — значение (о 
при ф =  ф0.

Для того чтобы уравнения (2 .1 ) и (2.2) были т о ж 
дественными, необходимо и достаточн о выполнения д в у х  
условий:

Ч>-

М п Й ф = 2 ‘4А* (2 ‘ 3 )
1 т0

^  =  2  Т ь  (2 .4 )
1=1

причем, если удовлетворяется уравнение (2 .4 ), сп равед 
ливое для любого момента времени, то удовлетворяется 
и уравнение

9  11

“ * ^  Т—  =  2 ,  и -
1=1

Из (2 .3 ) мож но найти приведенны й момент сил М а, 
а из (2 .4 )— приведенный мом ент инерции ] п.

О знаке (тильда) см, сноску на с. 8,



П риведенным  моментом сил называется момент пары 
сил, условно прилож енной к звену приведения и опреде
ляемой из равенства элементарной работы  этой пары сил 
элементарной работе сил и пар сил, действую щ их на 
звенья механизма. Равенство элементарных работ одно
временно означает равенство их м ощ ностей:

где N4 — м ощ н ость силы (пары сил)', действую щ ей на 
звено механизма.

Обозначим через V* скорость точки приложения силы 
Р4, действую щ ей на звено механизма, и через со* — угло
вую  скорость звена механизма, на которое действует па
ра сил с моментом М к. Этот момент считаем положитель
ным, если его направление совпадает с направлением 
угловой скорости и отрицательным, если эти направ
ления противополож ны . Тогда из (2 .5) получаем форму
лу для вычисления приведенного момента сил

Указанная сум м а мож ет быть и полож ительной, и от
рицательной, т. е. приведенный момент сил есть скаляр
ная величина. Знак минус указывает, что момент Й а 
направлен противополож но угловой скорости  (о звена 
приведения. П риведенны й момент сил, определяемый по 
формуле ( 2 .6 ) ,  м ож н о рассматривать такж е как обоб
щ енную силу по Л а г р а н ж у * ).

Иногда отдельно приводят силы движ ущ ие, силы со
противления, силы тяж ести, силы трения и т. п. Ф орму
ла ( 2.6 ) остается справедливой во всех случаях, надо 
только указывать, какие силы были вы браны  за при
водимые.

Из уравнения (2 .4 ) следует, что приведенны й момент 
инерции  мож но определить как момент инерции, кото
рым должно обладать звено приведения относительно 
оси его вращения, чтобы  кинетическая энергия этого зве-

*) Обобщенной силон по Лагранжу пазыпается скалярная ве
личина, равная отнош ению  суммы возможных работ сил, прило
ж енны х к м еханической системе, при изменении только данной 
обобщ енной координаты , к вариации этой координаты.

т
М Па  =  2  Ык, (2.5)

т г
—■ V I — IV /  \  О).
Л /„ =  2 л  со8 уй) +  М к - ±  . (2 .6) 

А= 1 1  ® ю J



на равнялась кинетической энергии всех звеньев м е
ханизма.

При плоском движении кинетическая энергия звена

т { и% /  о>*

=  V  +  - Г " '  ( 2 . 7)

где т1 — масса звена I, —  модуль ск ор ости  центра 
масс звена I, м* — модуль угловой скорости  звена г, 

момент инерции звена I относительно оси , п р ох о 
дящей через центр масс перпендикулярно п л оскости  
движения. П одставляя это значение в (2 .4 ) и производя 
преобразования, получаем

/ п =  2

Если начальное звено соверш ает прямолинейное дви 
жение, то динамическая модель механизма представл яет 
собой  материальную точку В  с массой ти ( п р и в еден н ой  
м ассой ), которая движ ется под действием сил ы  Р а, на
зываемой приведенной силой, так, что обобщ ен н ая к оор 
дината в этой точки совпадает с обобщ ен ной  коор д и н а
той механизма в лю бой мом ент времени (р и с . 11 , б ) .  
Ф ормулы для приведенной силы и приведенной м ассы  
имеют вид, аналогичный ( 2 .6 ) и (2 .8 ) :

ТО г  -  ям

^ - т со* ( г * ,У 0  +  ЗЕгк - Н  .(2.9) 
й= 1 и -1

1=1*-
/п { +  «Лз.т (2.10)

где V  — модуль скорости  прямолинейно дви ж ущ егося  на
чального звена.

П риведенную силу такж е мож но рассм атривать как 
скалярную величину, совпадаю щ ую  с обобщ ен н ой  си л ой  
по Лагранжу. Знак минус при определении приведен н ой  
силы по формуле (2 .9 ) указы вает, что при и зобр аж ен и и  
этой  силы вектором его направление надо счи тать  п р о 
тивополож ным направлению скорости  прям олинейно д ви 
ж ущ егося начального звена.
3 и. и. Левитскиа



В общ ем случае динамической модели механизма с 
одной степенью  свободы  за точку приведения, т. е. точ 
ку, в которой сосредоточивается приведенная масса, 
м ож н о выбрать лю бую  точку  механизма. П оэтому приве
д ен н ой  м ассой механизма  называют массу, которую  надо 
сосредоточи ть  в данной точке механизма (точке приве
д е н и я ), чтобы  кинетическая энергия этой материальной 
точки  равнялась кинетической энергии всех звеньев ме
ханизм а. С оответственно приведенной силой  называют 
силу, усл овн о прилож енную  к точке приведения и опре
дел яем ую  из равенства элементарной работы сил и пар 
сил, дей ствую щ их на звенья механизма.

П риведенны й момент сил и приведенный момент 
инерции (или приведенная сила и приведенная м асса) 
не зависят от угловой скорости  звена приведения (или 
ск ор ости  точки приведения), так как в формулы для их 
определения входят только отнош ения скоростей. Н апри
мер, если угловая скорость звена приведения со изменя
ется  в  V раз, то во столько же раз изменяются ик, и
с а  и х  отнош ения к © остаю тся неизменными. Отсюда 
сл едует, что приведение сил и масс (определение М а, Ja 
или Р П, тп) мож но выполнить, не зная еще угловой ско
рости  звена приведения, т. е. до решения уравнения 
движ ения.

П риведенная масса мож ет бы ть переменной величи
ной , если отнош ения скоростей , входящ их в формулу 
( 2 .10 ) ,  являю тся переменными величинами, зависящ ими 
от  полож ения звеньев. Однако точку приведения с пере
м ен н ой  приведенной массох1 нельзя рассматривать как 
м одель тела переменной массы. Изменение приведенной 
м ассы  отраж ает лишь изменение кинетической энергии 
звеньев механизма с постоянными массами.

И так, после приведения сил и масс уравнение движ е
ния механизма в форме интеграла энергии имеет вид

если за звено приведения выбрано вращающееся началь
ное звено, имеющ ее обобщ енную  координату ф. Если за 
звепо приведения вы брано пачальпое звено, соверш аю 
щ ее прямолинейное движение с обобщ енной коордипа-

ф

(2 .11)



той s, то уравнение движения механизма имеет вид
 ̂ &

р = J F ads. (2.12)тУ  п*„о‘Д

Определение приведенных сил п м ом ентов сил по 
теореме Ж уковского. Теорема Ж уковск ого  ф ормулирует
ся следующ им образом : Е сли си- 
лу, прилож енную к какой-либо ‘ 
точке звена плоского механизма, 
перенести параллельно самой се 
бе в одноим енную  точку поверн у
того на 90° плана скоростей, то 
момент этой силы  относительно 
полюса плана скоростей б уде 1 

пропорционален ее  мощности.
П усть, например, сила Г 4, при

ложенная в точке Т { механизма,
перенесена без изменения ее направления в точку и  по
вернутого на 90° плана скоростей  (рис. 1 2 ). Тогда мо
мент силы относительно полю са

M v  ( F >) =  =  Fi - 2- cos (F t, Vi),
Гу

так как угол 0 ( м еж ду отрезком (pU ), изображ аю щ им  
скорость v< точки приложения силы Ft, и плечом равен

углу F j, Vj вследствие взаимной перпендикулярности 
сторон.

Отсюда следует условие теоремы Ж ук овск ого
A M F O - W i i , ,  (2.13)

где N, — мощ ность силы F(.
Если на звено действует пара сил, то на повернуты й 

план скоростей надо переносить каж дую  составл я ю щ ую  
этой пары отдельно.

М ощ ность приведенной силы F B равна сум м е м ощ н о
стей сил и пар сил, приложенных к звеньям механизма. 
На основании теоремы  Ж уковского это усл ови е равно
сильно равенству момента приведенной силы и сум м ы  
моментов приводимых сил относительно пол ю са  п оверн у
того плана скоростей :

m
M p ( F u ) =  S ^ M F * ) .  (2.14)

¿=1



П усть , например, для данного полож ения звеньев 
кривош ипно-ползун ного механизма (рис. 13, а) требует
ся определить приведенный к звену 1 момент сил М п от 
силы Г , дей ствую щ ей на ползун 3. Строим повернутый на 
90° план скоростей  (рис. 13, б) и переносим на него силу 
Р в точ к у  с. П риведенный момент сил М ш представляем

в г

Рис. 13

в виде пары  сил Р п и — Р п, прилож енны х в точках А  и 
В  и направленных перпендикулярно отрезку А В  
(ри с. 13, в ) , причем знак направления силы Р п должен 
бы ть вы бран так, чтобы  на повернутом  плане скоростей 
м ом енты  силы Р п и силы Р относительно полюса р были 
одинаковы м и (условие равенства мощ ностей этих си л ). 
М одул ь силы  Р п находится из условия (2 .1 4 ): Р а (рЬ )= * 
!= Р ( р с )  и, следовательно, модуль приведенного момен
та сил

М и •= Р1ав {р с) /  (р Ь ) . (2 .15 )

Знак приведенного момента сил М а определяется по 
знаку м ом ента силы Р и относительно точки А  на плане 
м еханизм а.

П оверн уты й  план скоростей  мож ет быть построен в 
двух  вариантах (рис. 13, б и г ) .  В обоих случаях сила 
Р п на плане механизма имеет одно и то же направление, 
что доказы вает независимость определения силы Р д и



приведенного момента сил от направления угловой 
скорости звена 1. Заметим такж е, ч то  знаки моментов 
сил на повернутом  плане скоростей  и на плане механиз
ма могут не совпадать.

Кинетическая энергия п ространственн ого механизма. 
Приведение сил и масс ц ел есообразно выполнять при 
динамическом анализе не только п л оски х, но и прост
ранственных механизмов. Для определения приведенной 
массы (приведенного момента ин ерц ии) надо знать вы
ражение кинетической энергии звена, соверш ающ его 
пространственное движение.

Свяжем со  звеном г центральную си стем у  координат 
т. е. си стем у с началом координат в центре м асс 

&, и обозначим ч е р е з / г. м ом ен ты  инерции ввена 
относительно координатных осей, а через

— центробеж ны е моменты инерции. Кроме того, 
считаем известны м и скорость цен тра м а сс звена у й( и  

проекции мгновенной угловой ск ор ости  при сферическом 
движении звена относительно центра м асс на указанные 
координатные оси : соЖ{, соУ{, сог..

Тогда кинетическая энергия звена £ будет равна сум 
ме кинетической энергии в поступательн ом  движении по 
траектории центра масс со скоростью  и  кинетической 
энергии при сферическом движении вок р уг центра масс!

—

^  3  У^^У^г^ 3  (2.16)

Координатные оси х$& , всегда м огут  бы ть выбраны 
так, что все центробежные мом енты  инерции обратятся 
в нуль. Координатные оси, удовл етворяю щ ие этом у у с 
ловию, называются главными осями и н ерции . В дальней
шем всегда считаем, что оси координат, связанные со 
звеньями, являю тся главными центральны ми осями 
инерции.

Приведение сил и масс в пространственн ы х механиз
мах. Из условия равенства ки нетической  энергии эвена 
приведения и кинетической энергии всех  звеньев получа
ем с учетом (2 .16) приведенный мом ент инерции



где ю — м одуль угловой скорости начального звена (зве
на п р и вед ен и я ).

П риведенны й момент сил находится из равенства 
мощ ности приведенной  пары сил сум м е мощ ностей сил и 
пар сил, д ей ствую щ и х на звенья механизма:

где V* —  ск ор ость  точки приложения силы Р», <о* — угло
вая скорость  звена, на которое дей ствует пара сил с мо
ментом М*.

А налогично для прямолинейного движения находим 
приведенную  м а ссу  и приведенную силу:

где V  — м одуль скорости  прямолинейно движ ущ егося на
чального звена (звена приведения).

Д иф ф еренциальное уравнение движения механизма. 
Уравнение движ ения механизма в форме интеграла энер
гии и сп ол ьзуется  преимущ ественно в случаях, когда 
приведенные силы  зависят от полож ений звеньев. В дру
гих случаях используется дифференциальное уравнение 
движ ения механизма, которое мож но получить из урав
нения ки нетической  энергии в дифференциальной форме:

При вращ аю щ ем ся начальном звене после прнведе 
ния сил и м асс имеем

йТ =  ¿А .

или

О тсюда после дифференцирования по углу поворота 
Ф получаем уравнение движения механизма

л,8 —



где е — угловое ускорение начального звена (звена п р и 
ведения).

Уравнение (2 .21) можно получить также из уравн е
ния Лагранж а 2-го рода, которое после приведения сил  
и масс имеет вид

П одставляя выражения для производны х в ур авн е
ние Л агранж а, вновь получаем уравнение (2 .2 1 ).

Аналогичный вид имеет дифференциальное уравн е
ние движ ения механизма при прямолинейно движ ущ ем 
ся начальном звене:

где 5 — перемещение прямолинейно движ ущ егося началь
ного звена * ) .

О бычно приведенный момент сил (обобщ енная си л а) 
зависит только от времени, пути  и от обобщ енной с к о 
рости (производной от обобщ енной координаты по в р е 
м ен и), и тогда дифференциальное уравнение движ ения 
механизма имеет второй порядок относительно обобщ ен 
ной координаты. Однако в некоторы х механизмах, н а 
пример, в механизмах с электроприводом , при учете его  
динамической характеристики, приведенны й момент си л  
зависит от третьей производной обобщ енной координаты  
по в р е м е н и * * ), и тогда дифференциальное уравнение 
движ ения механизма имеет третий порядок.

*) Точка над буквой означает п ервую  производную по врем е
ни, две точки — вторую  производную и т. д.

где Т =  / псо2/2 .
После дифференцирования получаем :

от _  (о2 <’ -Г„
д<р ~  2 (¡ср '

(2.22)

:) См. § 10.



§ 7. Уравнения движ ения механизмов с учетом  трения

Приведенная сила трения и приведенный момент сил
трения. П ри веден н ой  силой трения называется сила, 
условно прилож енная в точке приведения и определяе
мая из равенства элементарной работы  этой силы эле
ментарной работе всех  сил трения в механизме. Анало
гично определяется приведенны й момент сил трения М т 
как момент пары  сил, условно прилож енной к звену 
приведения и определяемой из равенства элементарной 
работы всех сил трения. Из формул (2 .6 ) и (2 .9 ) имеем:

М ,  =  N,/(0, (2.23)

л - # . / » ,  ( 2 -2 4 )

где Л̂ т — м ощ н ость всех  сил трения в механизме, на
зываемая потерями мощности на трение, или, сокращ ен
но, потерями на трение, так как работа, совершаемая

силами трения, переходит в 
тепло и рассеивается.

Силы трения в механиз
мах зависят от реакций в 
кинематических парах. Сле
довательно, для того чтобы 
определить потери на трение 
и приведенную силу трения, 
входящ ую  в уравнение дви
жения механизма, надо в об 
щем случае реш ить задачу
об определении реакций в 
кинематических парах, т. е. 
задачу силового анализа.

Силовой анализ с учетом 
трения. При силовом аиа- 
зе направления относитель
ных скоростей  во всех кине
матических парах считаются 
заданными. П оэтом у в урав
нения равновесия с учетом 
сил инерции (уравнения 

кинетостатики) сил ы  трения входят с известным знаком 
в отличие от и ск ом ы х реакций. П оясним эту  особен
ность силового анализа с учетом сил трения па приме
ре кулачкового механизма. Кулачок 1 (рис. 14) при
водит в движ ение выходное звено 2 , соприкасаясь с ним



по сферической поверхности малого радиуса (практиче
ски в точке, леж ащ ей на оси вы ходн ого звен а ). Трение 
учитываем только в направляющ их поступ ател ьн ой  пары, 
причем считаем, что вследствие достаточн ого  зазора в 
этой паре звено 2  при его перекосе к асается  направля
ющ их в двух точках В  и С, отстоящ их на расстояни е ¿ * ) .

При силовом анализе считаем заданны м и: угловые 
скорость сй! и ускорение звена 1, ск ор ость  у 2 и уско
рение а2 звена 2, момент инерции / ,  звена 1 относитель
но оси его вращ ения, массу тг звена 2, размеры  I и /0, 
коэффициент трения / ,  внеш нюю силу Р 2, дей ствую щ ую  
на звено 2, и угол давления Ф, т. е. угол  м еж ду силой 
давления Р 21 на звено 2  со стороны  эвена 1  и скоростью  
точки прилож ения этой силы. Т ребуется  определить ре
акции Р21, Рго! Гго и ¥ 1о.

Уравнения кинетостатического равновесия звена 2 
при указанных на рисунке направлениях реакций за
писываем в виде уравнений проекций на оси  А х  и А у 
и уравнения моментов относительно точки А :

~ / ( К о  +  К о )  +  ^ 2icos — Щ а 3 =  ° i  (2.26)
F b20 (i -Н о  -  s.2) -  F \о (l0 -  s2) =  0 . -  (2.27)

Из (2 .27) имеем F c20 =  F\0 (I +  l0 — s2)/(l0 — s2). П од-

плюс, т. е. направления реакций были вы браны  пра
вильно. Если бы  величина ( или ^ 20)  получилась от
рицательной, то следовало бы изменить направление 
соответствую щ ей реакции на противополож ное. При этом 
систем у уравнений (2 .25 ) — (2 .27) приш лось бы  реш ать

(2.25)

ставляя значение F \0 в (2 .2 5 ), находим

Наконец, из уравнения (2 .26) получаем

(2.28)

Как видно, величины F\0, F \0 при F zi >  0 имеют знак

*) При малых вазорах давление вы ходного звена на стойку 
распределяется по закону треугольника, и расчетная длпна на
правляющей 1Р =  21/3,



заново, так как в уравнениях (2 .25 ) и (2 .27) знак перед 
/'го (и л и  1'1„) изменился бы , а в ( 2 .20) остался 
преж ним из-за неизменности направления сил трения.

Р еакци я на кулачок со стороны  стойки Р )0 находится 
из соотн ош ен и я Р 10 =  — Р^ =  а уравнение момептов 
относительн о точки О дает тож дество

— /161 — / ' 12̂ 12 =  0, (2 .29)

если закон  движ ения начального звена, принятый при 
определении сил инерции, соответствует заданным внеш 
ним силам.

С ам оторм ож ение. При действии сил трения в кине
м атической  паре возмож ен случай, когда относительное

движ ение звена в требуемом 
направлении не мож ет на
чаться независимо от значе
ния движ ущ ей силы. Этот 
случай называют самотормо
ж ением.

П усть, например, на зве
но г, движ ущ ееся по непод
виж ной направляющей /, 
действует сила Р 4, которая 
составляет со скоростью  у4 
угол  9 0 °— сс( (рис. 1 5 ). При 

а < > ср  звено I движ ется ускоренн о в направлении, ук а 
занном вектором  V,-, так как проекция силы Р< на ось 
х х  больш е силы трения Р ту. П ри ш  <  ф звено £ дви
ж ется  замедленно, если в начальный момент оно дви
галось со скоростью  у (. Если ж е начальная скорость рав
на нул ю , то движение звена не мож ет начаться неза
висим о от значения движ ущ ей силы. При а ; =  ф воз
м ож но равномерное движение звена I со скоростью  у,. 
О днако при  начальной скорости, равной нулю, движение 
такж е не м ож ет начаться. О тсю да следует, что условие 
сам оторм ож ени я выраж ается неравенством с»4 ^  ф, т. е. 
при сам оторм ож ении направление движ ущ ей силы про
ходит внутри  угла трения. В больш инстве механизмов 
сам оторм ож ени е недопустимо, но в некоторы х случаях 
оно и сп ользуется  для предотвращ ения самопроизвольно
го движ ени я в обратном направлении (домкраты, подъ
емные м еханизмы  и д р .).

В  кулачковом  механизме (рис. 14) самотормож ение 
н аступает при условии, что знаменатель в формуле



(2 .28) обращ ается в нуль. Тогда при лю бом  значении 
силы Р2 модуль реакции Р 12 (силы, движ ущ ей  звено 2) 
стремится к бесконечности. У словие сам оторм ож ения 
рассматриваемого механизма вы раж ается соотнош ением

При достаточно большой длине I условие самотормо
жения имеет вид: t g д lS ^ l / /  или 0 5 * 9 0 °  — ф, где ф — 
угол трения.

Кинетостатический метод составления уравнений дви
жения механизма с  учетом трения. О бщ ий метод состав
ления уравнений движения механизма с учетом  трения, 
применимый к механизмам с лю бы м числом  степеней 
свободы , состои т в том, что уравнения движ ения меха
низма получаю тся из уравнений кн нетостатического рав
новесия начальных звеньев, если при силовом  анализе 
с учетом трения ускорения точек звеньев считать не
известными.

Составление этих уравнений поясним  па примере ку 
лачкового механизма (рис. 14 ), в котором  условие рав
новесия сил, действую щ их на кулачок, дает уравнение
(2 .2 9 ). Чтобы получить уравнение движ ения механизма 
с учетом трения в поступательной паре, достаточно под
ставить в (2 .2 9 ) значение реакции Г 21 =  —Г 12 из (2 .28 ) 
и, кроме того, выразить ускорение а2 через угловые ск о
рость (о 1 и ускорение г 1 звена 1.

По правилам дифференцирования слож н ой  функции 
(функции от ф ункции) имеем

где ф! — угол поворота кулачка (обобщ ен н ая координа
та механизма).

*) Первая производная по обобщ еипой координате обозначает
ся штрихом, вторая производная — двум я ш трихами и т. д.

2
соэ 0  <  /  1 +  — (¿о — «г) Э“ 1 ^

или
(2.30)

7, =  ^  £Фг
2  <и ~  ’

(2.31)



Д иф ф еренцирование по времени соотнош ения (2.31)’ 
дает

~  (7$ 2 " о  /еч#
=  1 Г  “ 1 +  *»®1 или а 2 =  ¿¡¡со? +  в, в1. (2 .32)

Д ля определения аналога скорости  4  используем по
строение треугольника скоростей р а ^  (рис. 16) по 
уравнению

гДе Уа л =  у 2— скорость точки А  на звене 2 ,  Уд — скорость

точки А  на звене 1, V a ^ j— относительная скорость, на
правленная по касательной к профилю кулачка.

О тсю да при v Ai =  10А 5

v 2 =  W « i  tg 0  или s ' =  l0A tg ü . (2 .33)

O B A ^84°  СИЛЫ ^ 21 =  ~ ^ 12 нахоДится из треугольника

Ä12 =  Io a  sin ft или h 12 =  s ' cos ft. (2 .34)

У равнение движ ения механизма получаем пз урав
нения (2 .2 9 } после подстановок F 12 =  FUi аа и hlt по
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формулам (2 .2 8 ), (2.32) и (2 .3 4 ) :

у . ) — о .
c o s  0  —  /  [ 1 +  2  J -------- 1 ) s i n  О

Это уравнение можно представи ть в форме, анал огич
ной форме уравнения Л агранж а (2 .2 1 ) :

^  +  ш ̂ ---------7-----Ц г _ ,

со? 2т *'

/  1 +  2 J L _ 2  tg<>

t H

e l  +

1 Z i _________21 2 2___________ __  Д/ __ p  ___________
1 — /  |̂1 +  2 tg 0 1 — /^1 +

(2 .3 5 )

Уравнение (2 .35) мож ет бы ть  такж е получено п у те м  
приведения сил и масс с у ч етом  К П Д  механизма.

К оэф ф ициент полезного действия механизма. П о д  
коэффициентом полезного действия  (КП Д )^ м еха н и ч е
ской систем ы  понимают отн ош ен ие полезной р а боты  к 
затраченной за один и тот  ж е пром еж уток вр ем ен и . 
В применении к механизмам различаю т цикловой и м г н о 
венный К П Д  механизма в зависим ости  от п р ом еж утк а  
времени, за который вы числяется К П Д .

Ц икловой К П Д  механизма  вы числяется за такой  м и 
нимальный промеж уток врем ени, по истечении к о т о р о го  
кинетическая энергия и обобщ ен н ая  скорость (п р о и зв о д 
ная обобщ енной координаты по времени) в озвр ащ аю тся  
к исходны м значениям. Д виж ен ие механизма, п ри  к о 
тором его кинетическая эн ергия и обобщ енная с к о р о с т ь  
являю тся периодическими ф ункциям и времени, н а зы в а 
ется установившимся и, соответствен н о, цикловой К П Д  
мож но определить как отп ош еп и е полезной р а б оты  к 
работе движ ущ их сил за врем я цикла устан ови вш егося  
движ ения. Если под полезной работой  понимать р а б о т у  
движ ущ их сил А я за вы четом  работы  А т, затрачен н ой  
на преодоление сил трения, то цикловой К П Д  п р и  в е 
дущ ем звене 1 и ведомом звене /

ц , =  (А я - А т)/Л я. (2 .3 6 )

М гновенны й К П Д  м еханизм а  вычисляется за б е с к о 
нечно малый промеж уток времени, и потом у в м е с т о



отнош ения работ бер ется  отпошение мощ постей  /

Л„  =  - В Д ,  /  (2.37J

где N) — м ощ н ость внеш них сил сопротивления на ве
дом ом звене / ,  Ni —  м ощ ность внешних сил на ведущем 
звене /. У казанны е мощ ности должны определяться из 
условий статического равновесия механизма, т. о. без 
учета сил инерции.
^  Если ведущ ее звено^ вращается с угловой скоростью  
(о{, то Ni =  Mi(üi, где М ( —  момент движ ущ их сил, опре
деляемый с учетом  трения, a N , =  —  М\ü>i, где М\ — 
м ом ент движ ущ их сил, определяемый без учета трения. 
Тогда

Лц =  М У  M i. (2.3S)

Ф ормула (2 .38) удобн а  для вычислений, так как доста
точно найти аналитическое выражение момента движ у
щ их сил Мц а вы раж епие момента М'\ получается из 
него приравниванием пулю  коэффициентов, учитываю 
щ и х  трение.

При ведущ ем звене, движущ емся прямолинейно, мгно
венный К П Д  механизма определяется через отношение 
сил  по формуле, аналогичной (2 .3 8 ):

%  =  ~p y F i .  (2.39)

При постоянном мгновенном КПД его значение сов
падает с цикловым К П Д , за исключением особого случая 
равенства нулю работы  внешних сил сопротивления, ког
да формулы (2 .38 ) и (2 .3 9 ) приводят к неопределенно
сти  типа «нуль, деленны й на нуль». В этом случае как 
цикловой, так и мгновенны й КПД будем считать рав
ны ми нулю. М гновенны й КПД равен такж е нулю при 
самотормож ении. Н апример, для кулачкового механизма, 
показанного на рис. 14, момент движ ущ их сил й , ,  оп
ределяемый из услови й статического равновесия, т. е. 
без  учета сил инерции, в соответствии с (2 .28 ) и (2.29) 
им еет значение

Л /х = -------------------- _________ .

cos 0 — / 1 1 4- 2 i n — sin ф

Без учета трения, т. е. при /  =  О, момент движ ущ их 
си л  М\ =  /'^ '¿ la /cosО и, следовательно, мгновенный КПД



\

механизма

ill, =  1 -  /  (1 +  2 >g » .  (2 .4 0 )

Отсю да получаем, что самотормож ение (г|12 =  0 )  на
ступает при условии

которое совпадает с условием  (2 .3 0 ). При дал ьн ейш ем  
увеличении угла давления или коэффициента трен и я 
мгновенный КП Д  становится  отрицательным, ч т о  со о т 
ветствует перемене знака мощ ности внешних си л , дей 
ствую щ их на звено 2. 13 наш ем примере при т^г <  0  для 
возмож ности равномерного или ускоренного д ви ж ен и я  
надо, чтобы внешняя сила Г 2, действую щ ая на зв ен о  2, 
была направлена по скорости  т. е. оба звена (1  и  2 )  
долж ны быть ведущими. А налогично в сам оторм озя щ ом  
винтовом механизме грузоподъем ного устройства д в и ж е 
ние груза впиз возмож но лиш ь при одноврем енном  д ей 
ствии движ ущ ей силы, прилож енной к винту, и  д в и ж у 
щей пары сил, прилож енной к гайке винта.

Общий КГ1Д (цикловой или мгновенный) п о сл е д о в а 
тельно соединенных механизмов равен п р ои звед ен и ю  
К П Д  отдельных механизмов. Необходимо только сл ед и ть  
за тем, чтобы трение в каж дой кинем атической паре 
учитывалось один раз.

Приведение сил и м асс с  учетом К П Д . Д ля к у л а ч 
кового механизма, показанного на рис. 14, м гн овен н ы й  
К П Д  т|(2 при ведущем кулачке определяется п о  ф о р м у 
ле (2 .4 0 ). Следовательно, коэффициент при г 1 в  у р а в 
нении движения механизма (2 .35) мож но п р ед ста в и ть  
формулой

/ п =  /1  +  т 2 И ,  (2 .41 )
‘ 12

где / п — приведенный мом ент инерции с учетом  трен и я .
Если К П Д  г|12 считать постоянным, т. е. п р ен еб р еч ь  

отклонениями угла давления б' от его среднего зн ач ен и я , 
то дифференцирование вы раж ения (2.41) по у г л у  п о 
ворота кулачка дает

<Мп 2 т_У„.ч"„



П равую  часть уравнения (2 .35) мож но представить 
к а к  приведенный м ом ент сил с учетом т р е н и я /

~  ~  К 1 (2.43)
'12

П одставляя в л евую  часть уравнения (2 .35 ) выра
ж ен и я  (2 .41) и (2 .4 2 ) , получаем уравнение движ ения 
м еханизм а в форме уравнения Лагранжа

~  со* <Н ~

*̂ ие1 +  Т =  М и *

в котором  трение учиты вается  через КП Д при опреде
лении приведенного мом ента инерции (2 .41 ) и приве
ден н ого  момента сил (2 .4 3 ). Следует обратить внимание 
на то, что КП Д учиты вается  и в приведенном моменте 
си л , и в приведенном мом енте ииерцви, так как силы 
трен и я  в кинематических парах зависят не только от 
вн еш н и х сил, но и от сил  инерции. Если приводимая 
вн еш н яя  сила (или сила инерции) является движ ущ ей 
си л ой , то соответствую щ ий член в выраж ениях приве
д ен н ы х  сил и масс ум н ож ается  на КП Д , если —  силой 
сопротивл ения, то — делится. Это утверж дение справед- 
л и в о  для тех механизмов, в которых силы трения вави- 
с я т  от реакций в кинематических парах. Если ж е тре- 
н и в  приближ ается к ж идкостном у и сила трения в ки
н ем ати ческой  паре зависит от относительной скорости 
ее  элементов, то при составлении уравнений движения 
м ехан изм а трение учиты вается  посредством приведенной 
си л ы  трения,

§ 8 . Уравнения движ ения механизмов с несколькими
степенями свободы

Уравнения Л агранж а 2-го рода. Для механизмов с 
н ескольким и степенями свободы  при голономных связях 
уравн ен и я  движения механизмов составляют обы чно в 
ф ор м е уравнений Л агранж а 2-го рода:

д. ОТ дТ ^  . /о  / /\
7 Г ~ ' Щ  =  1 — 1 , . . . ! « ,  (2.44)

дgi

гд е  Т — кипетическая энергия системы, $ — число обоб
щ ен н ы х  координат, которое и голономных системах сои-



падает с числом степеней свободы , —  обобщ енны е ко
ординаты, — обобщ енные силы.

Обобщ енны е силы будем определять из условия ра
венства элементарны х работ этих сил на возмож ны х пе
ремещениях, совпадающ их с в а р и а ц и я м и *) обобщ енны х 
координат, работе внешних сил, прилож енны х к ввеньям 
механизма, на возмож ны х перем ещ ениях их точек при
ложения:

2  =  2  у } +  (2.45)
(=1 ;=1

где — проекции внеш них сил ¥ 1  на непод
вижные координатны е оси х , у, г\ 6 х }, 6у }, 6г} — проек
ции возмож ны х перемещений точек прилож ения этих сил 
на оси х , у, г, равные вариациям координат этих точек.

Иногда удобнее определять элем ентарную  работу всех 
внешних сил при изменении только одной обобщ енной 
координаты и фиксированных значениях других обоб* 
щенных координат. Тогда:

= й Ь(1{

и условие (2 .45 ) принимает вид

Отсюда следует обычное определение обобщ енной си 
лы по Л агранж у как скалярной величины , равной от 
ношению сум м ы  возмож ных работ сил , прилож енны х к 
механической систем е, при изменении только данной 
обобщ енной координаты, к вариации этой  координаты. 
Для обобщ енной координаты, им еющ ей размерность дли
ны, соответствую щ ая ей обобщ енная сила имеет размер
ность силы, а для обобщ енной координаты , выраж енной 
в радианах,— размерность момента сил. О бобщ енную  си 
лу, имеющ ую  размерность момента сил, будем  называть 
также обобщ енны м  моментом сил. В м еханизм ах с  одной 
степенью свободы  обобщ енная сила совпадает с приве
денной силой, а обобщ енный момент сил — с приведен
ным моментом сил.

*) Для функции, зависящей от времени < и аргументов Х{, 
вариацией  называется изменение функции при бесконечно малых 
изменениях аргументов x^ и фиксирован пом значении времени

4 Н И. Л евитский



Иногда силы , зависящие только от обобщ енных ко
ординат (си л ы  упругости , силы тяж ести  и д р .), не вво
дят в вы раж ение для обобщ енных сил, а учитывают их 
влияние через изменение потенциальной энергии систе
мы П. Т огда уравнения Лагранжа им ею т вид

а дТ дТ дП „  ,
+  1 =  1, (2 .4 /)

пли
йг д^  д 

Л дЬ дЬ
■ д<1. 1 — 1 , . . . ,  я, (2.48)

где Ь — Т — П  —  функция Лаграноюа.
Силы трения мож но учесть при составлении уравне

ний Л агранж а только в тех случаях, когда они не за
висят от реакции в кинематических парах и могут быть 
введены в вы раж ения для обобщ енны х сил. При иссле
довании колебаний в машинах часто считают, что силы 
трения пропорциональны  обобщ енны м скоростям  ди Т ог
да их м ож н о ввести в левую часть уравнений Лагранжа 
через диссипат ивную функцию Р элея

Я 6

ф  =  (2.49)
1=1 3=1

где Ъц — п остоян н ы е коэффициенты.
У равнения Лагранж а с учетом  диссипативной функ

ции и потенциальной энергии им еют вид
А . дГ. | дф д ( Т - П ) _. +  д V ,, I — 1. • • 5 .  (^.оУ)

дд1 дд1

О бобщ ен н ую  координату, которая не входит явно в 
ф ункцию Л агранж а Ь — Т — П, называют циклической. 
С оответствую щ ие им уравнения Лагранж а упрощ аются 
и м огут бы ть  непосредственно проинтегрированы отно
сительно циклических координат.

Составление уравнений движ ения однорядного зуб
чатого дифференциала. Уравнения движения механизма 
с двумя степеням и свободы, показанного на рис. 17, 
мож но пол учить из уравнений Л агранж а:

й дТ ОТ Гг л ОТ дТ -Гг



где ф), фн —  углы поворота звеньев 1 и Н, принятые 
за обобщ енны е координаты; со 1, сон —  угловые скорости  
звеньев 1 и Н\ Т  — кинетическая энергия механизма; 
Л7ш, К1пн — обобщ енны е моменты сил.

Кинетическая энергия механизма при уравновеш ен
ных звеньях имеет вид

Т  =  ( 7 ^ 1  +  KJ.¡а>1 +  +  J н®н  +  ^ з(0з)>

где ] I, ] 2, ¿ 3, *“  моменты инерции звеньев 1 , 2, 3, И  
относительно осей, проходящ их через центры масс звень
ев перпендикулярно плоскости 
движ ения; К  — число сателли
тов, т. е. зубчаты х колес 2, 
соверш аю щ их планетарное дви
жение, тп — масса одного сател
лита; Вн  — радиус траектории 
центра сателлита.

Угол поворота зубчатого ко
леса 3 есть функция двух обоб
щ енных координат ф( и фн:

ф з =  ф з ( ф 1, ф н ) .

Дифференцирование по вре
мени указанной функции двух 
переменных дает соотнош ение м еж ду 
ростями о)3, (01 и сон звеньев 3, 1 и Я :

З ф 3 ~  З ф 3 ~
(О, =  -г—  (О, +  ——  ® н .

3  0 <РХ 1

Рис. 17

угловыми ск о -

Частная производная д($3/д(р1 представляет собой  п е
редаточное отнош ение, т. е. отн ош ен ие угловы х ск о р о 
стей, для звепьев 3 и 1, определяем ое при неизменном 
угле фн (остановленном звене / / ) .  А налогично частная 
производная дф3/5ф л есть передаточное отнош ение для 
звеньев 3  и Н  при неизменном угле ф1.

Введем обозначении:

ы (П )1131
Зфз

И з //  —
д ф 3
0 ф „ *

причем верхний индекс в скобках  указывает, какое зв е 
но принимается неподвижным при определении н ереда- 
4 *



точного о т н о ш е н и я * ). Тогда соотнош ение меж ду угло
выми скоростям и  (о3, и (Он принимает вид

Ю3 =  Ы31,>Ы1 +  Мзн(0д .

У гловая ск ор ость  ы2 находится из аналогичного со 
отнош ения

=  ^ 2 ^ © ! +  н .

П одставляя значения Иг и и 3 в выраж ение кинети
ческой энергии и группируя члены, получаем

2 Т  == /  цсо? +  2 / 1Ны1(0Н +  /диЮ н*
где

/ 1Я =  К / ^ Р и ^  +

•Гни ^  K Jl\ u 'гu\ 2 +  Кт.лИ% J  н Л- «/3 [г4 д ] 2.

К оэф ф ициенты  называют инерционными
коэффициентами. В рассматриваемом механизме они не 
зависят от угл ов ф, и ф„. О тсю да дТ/д ф, =  0 и 
дТ1д(рн «= 0 .

Д иф ф еренцирование выражения кинетической энер
гии по угловы м ск оростям  со, и Ын дает

дТ т "  _ ~  дТ ~  ~
“  11^1 +  •/1Я<0н, =  / ШЙ! +  / НН(0Н.

1 н

Д иф ф еренцируя эти соотнош ения по времени, по
лучаем

d d T j . ~ ~ j . ~ ~  d дТ ~  ~
^  "  Упе1 +  •/ш 8 н ’ 7 Г  ^  =  /1 н е 1 +  *НЯ*Пх

где 81, бн — угл овы е ускорения звеньев 1 и Н.
Следовательно, уравнения движения механизма име

ют вид

^цв| +  /  1нен =  М п1, J¡нгi +  JннEн =  М пн.

*) Передаточпое отношеппе _иы =^о>й/о»г считается положи
тельным, если угловые скорости м* и м; имеют одинаковые зна
ки, и отрицательным, если опи противоположные.



Обобщенный момент сил Ж „1 находится  из усл ови я  
равенства его элементарной работы  на возм ож н ом  пере
мещении работе всех  сил, прилож енны х к звеньям  ме
ханизма, при остановленном звене / / .  Е сли внеш н ие си 
лы действую т только на звенья 1, 3 и II в виде пар сил 
с моментами Я и Я 3 и М н, то это условие, вы раж енное 
через мощ ности сил, имеет вид

М п1Щ  =  М 1Ы 1 +  М 3(ЙзН ) ИЛИ М п 1  ■= М х - ¡ -  М 3и [ х \

Аналогично при остановленном звене 1 получаем

Л /пнШн =  М и ® н  +  М  ̂  или М цн  =  М н  +  М йи^н.

Система уравнений движ ения зубчатого  диф ф ерен
циала может бы ть такж е представлена в виде, разреш ен
ном относительно угловы х ускорений е 1 и е2:

е, = MnxJim ~  MunJiи

н н
. /2 J 1 н

M u H J n

~  j \h

Составление уравнений движения ш арнирн ого меха
низма с двумя степенями свободы . В зубчатом  диффе
ренциале инерционные ко
эффициенты при указанны х 
допущ ениях были постоян
ными. Теперь рассмотрим 
составление уравнений дви
жения механизма с перемен
ными инерционными коэф 
фициентами, зависящ ими от 
положений звеньев, на при
мере плоского ш арнирного 
семизвенника с двумя сте 
пенями свободы  (рис. 1 8 ).

Принимая за обобщ енны е координаты углы  поворота 
ф! и ф2 звеньев 1 и 2, получаем уравнения Л агранж а:

а дТ дТ

Рис. 18

dt
М  d E - - Ï L  в  КТ
M n u  5 (р 2  П 2 , :

где M ai и М аг — обобщ енны е моменты сил.
К инетическую  энергию механизма Т  определяем  в 

предположении, что звенья 1, 2 и 3 уравновеш ены , а мае-



сам и и моментами инерции звеньев 4, 5 и 6 можно пре
н ебречь :

Т — ~  Iе0! +  3 г05!  +  3 г0̂ ) '

где ] и / 2, 7з — моменты инерции звеньев 1, 2 и 3 отно
сител ьно осей  вращения; ю,, ш2, со3 — угловые скорости 
звеньев 1, 2 и 3.

У гол  поворота <р3 звена 3  есть функция углов по
ворота  ф, и ф2 звеньев 1 и 2 :

фз =  фз(ф1, ф2)'.

Д иф ференцирование этого соотнош ения по времени 
дает значение угловой скорости  звена 3 :

«?Ф3 ~  дф ...

Юз ~  Ш1 +  Щ  “ 2’

где частны е производные Зф3/5ф , и Зф3/Зф2 представляют 
собой  передаточные отнош ения от звена 3 к звеньям 
1  и  2 .

В ведем  обозначения

«<*>= , £*2  31 5ф1’ дф^.

причем  верхний индекс в скобках указывает, что для 
частной  производной 5ф3/<9ф, надо считать неизменным 
угол  ф2, а для частной производной Зф3/<?ф2 — угол ф,.

Следовательно, ^как^ и в^зубчаты х дифференциалах, 
угл овы е скорости  а ,,  со2 и ш3 связаны соотнош ением

(о3 =  +  С 5 2,

(<>)причем  передаточное отпош епие щ\ определяется при 
остановленном  звепе 2, а « и — при остановленном звене
1, т. е. задача об определении передаточных отношений 
“ з! и «32 сводится 1« известной задаче кинематического 
анализа плоских шарнирных механизмов с одной сте 
п ен ью  свободы . Заметим только, что в отличие от зуб 
чаты х дифференциалов передаточные отнош ения н
иаг б у д у т  переменными величинами, зависящими от уг
лов ф, и ф2.



П осле подстановки угловой скорости  о)3 в вы раж ен и е 
кинетической энергии получаем

2Т  =  -i- / 2со* +  J 3 [f42i 1 Х +  [«sV l* t»J +

-j- 2 / 3ÍÍ3x̂ l¿32' (;úl t'-)2
ИЛИ

2 T =  J ^(új -j- 2 / jgiOiCdg ~b ^
где

A i  =  J i  +  / з [ и Й Ч \  А г  =  J a u 3 ~ iu 3 2 i  J гг —  +  *^з [ и згЧ •

Дифференцирование вы раж ения кинетической эн ер ги и  
по углам ф! и ф2 дает

дГ 1 9Jn  i dJ22 ( 3/ ]2 ~ ~
^  =  T ^ ¡ T “ 1 +  T ' ^ 7 ®2 ' r 'á í7  “ l(Ú2í 

ОТ 1 Ы и  2 , 1 5У32 ..2 , 5 / 12 ~  ~
W ,  =  -  1 *Г “ 1 +  Т  0ÍT  “ 2 +  * ¡ r

Инерционные коэффициенты зависят от перед аточн ы х 
аошений г4 2) и и (31\ кот 

от углов ф! н ф2. Отсюда
отнош ений ui¡\ и и ^ ,  которы е, в свою  очередь, за в и ся т

0Ju  О Г , / * ) ® " «  ^  _  2 Г „ ( 1) £¡4*
- ^ Г  ~  2^ 3 i  dq>í ~  ¿ J *um gV ít

dJ 12 __ (2) S“ sV , г ..(1) К ?
=  / 8иа1 -Щ -  +  (2 .5 1 )

5,/11 о г ..(2) 5“ 321 ^ 2 2  ОГ ; .(1) д“ 32
”  2 / ®“ »1 1 ф7 * еф2 а<р2 *

Й /12 _  Г „(2) ^  . Г г / 1) ^ 2 1
ёф 7  -  ‘'а“ 31 ^ф7 +  ‘/3 “ 32 0ф2 '

Дифференцирование вы раж ения кинетической эн е р 
гии по угловым скоростям Й! и м 2 с последующ им д и ф 
ференцированием по времени дает



Производные от инерционных коэффициентов по вре
мени находим с  учетом  того, что они зависят от углов 
ф» и фг:

^  , в_ 1 п ~
<11 с»ф1 1 дф2 гх

d J =  аУ12 ~ , ^12 ~
< 1 1  д ( р х  1  2 1

АЗгг =  д'/ 22 ~  , ЙУ22 ~
<н д(р1 1 йф2 2‘

Подставляя значения производных в уравнения Лаг
ранж а, получаем

¿ш, \ дJ д J ----
1 Г  +  Т  0)1 +  Щ  ®1®2 +  Ла - ¿ Г  +

а / 12 1 а / 22 | 2

I ( д 1 12 Гу 
+  ИХ,--------- Г  ~аХГ “ 1 =  М.па-

П роизводные от инерционных коэффициентов по уг
лам  ф, и фа определяю тся по формулам (2 .5 1 ). Частные 
производные, входящ ие в эти формулы, находятся диф
ференцированием ф ункции ф, =  ф3 (ф,, ф2) :

? иа1 _  в\  ди<з\) _  ди<£\ ____ й2(Р3 диз2 _  д2<Р3

Т огда

ЙФХ 5ф\ ’  йФа ¿Фа ¿'Ф^Фа’ ¿Фа йф2 1

нцировать <| 
явном виде

Ф (ф 1 . ф», ф з) =  0.

Иногда предпочтительней дифференцировать функцию 
ф» =  фз(ф1, ф2) ,  представленную  в неявном виде

(2) _  аФ/а<р1 (1)_  _  дФ!д%
31 ЖТь/Лгп * 32дф /дув* 32 дф/дц>3*

д2Ф 1 п д2Ф „(2) а2Ф Г„(2)|2



д у 1 дф.2
д2ф д 2ф  „(2) , д г ф  „(1) . _1_8 0  _ Ц з_

+  дф2йф3 31 +  Оф^фд 32 0ф§ 31 32 ^Фз^Ф^Фа

дФ/ду,3

^ ф , 2^ > _ 4 ’ ) + ^ [ 4 г2)]2
Ц ?  _  аф| + ^ 2а<Р, ц  д ч 1 1 а г 1
дср̂  дФ/дц>3 _ *

Обобщенный момент сил М П1 находится из условия 
равенства его элементарной работы на возможном пере
мещении работе всех сил, приложенных к эвеньям ме
ханизма, при остановленном звене 2. Если внешние си
лы действуют только на звенья 1, 2 и 3 в  виде пар сил 
с моментами Л7 „ М г и й 3, то это условие, выраженное 
через мощности сил, имеет вид

М п1со1 =  М^>1 + Л/Зс4 2) или М П1 =  М х + М 3и(£ , 
Аналогично при остановленном звене 1 получаем 

М а% ~ М 2 + М 3 МзУ.

§ 9. Уравнения движения механизмов 
с неголономными связями

Неголономные связи в механизмах. Д ля механических 
систем с в я з ям и  называются ограничения, налагаемые на 
положения и скорости точек, которые должны выполнять
ся при любых, действующих на систему силах. Уравне
ния, которым в силу наложенных связей должны удов
летворять координаты точек механической системы и их 
скорости (первые производные от координат по време
ни), называются ур а вн ени ям и  с в я з и .

В большинстве случаев кинематические пары в ме
ханизмах накладывают г еометриче с ки е  с в я з и ,  т. е. связи, 
уравнения которых содержат только координаты точек 
механической системы (и, может быть, вр ем я). Однако 
в механизмах могут быть и ди ф ф ер енц и ал ьны е  с в я з и ,  
т. е. связи, уравнения которых содержат координаты то
чек и производные от этих координат по времени (и, 
может быть, врем я). При этом важно знать, может ли 
быть проинтегрирована система уравнений дифференци



альной связи . Е сли да, то после интегрирования полу
чаем уравнения, содержащие только координаты точек 
системы (иногда и время) и, следовательно, в этом слу
чае дифференциальная связь приводится к геометриче
ской. Если уравнения дифференциальной связи не интег
рируются, то связь называется нег олономной.

Пример неголономной связи во фрикционной бессту
пенчатой передаче. На рис. 19 показана схема механиз
ма, в котором отношение угловых скоростей звеньев 1

Х//////Л

Р  д

л г /

У /////Л ь.;: 1
V. 1

V

Р ис 19

п 2 может бесступенчато изменяться путем изменения 
расстояния р от оси фрикционного диска 2 до точки 
контакта с роликом 1. Условие отсутствия скольжения 
во фрикционной паре дает уравнение дифференциальной 
связи

гф! -  рф2 =  0, (2.52)

где фь ф2 — углы  поворота звеньев 1 и 2, г  — радиус 
ролика 1.

Отсюда
Р =  Г ф , /ф 2,

т. е. если считать угловую скорость звена 2 постоянной, 
то при выполнении условия (2.52) значение р показы
вает производную угла ф! по времени £. Цри автома
тическом управлении величиной р угловую скорость ф2 
нельзя считать постоянной, п тогда уравнение (2.52) 
дает дифференциальную связь между обобщенными ко
ординатами ф!, ф2 и р.



В дифференциалах уравнение (2 .52) имеет вид 
гй ф ! — р (¿ф2 =  0 .

Это уравнение при переменной величине р, являю 
щейся неизвестной функцией времени, не интегрируется 
и, следовательно, выражает неголономную связь.

Число степеней свободы механизма с неголономнымн 
связями. Предположим, что в механизме с в обобщен
ными координатами имеется I идеальных голономных 
связей и т. неголономных связей, заданных линейными 
соотношениями между обобщенными скоростями (произ
водными обобщенных координат по времени):

2  Аоы + Аа = 0, 0  =  1 , . . . ,  т.  (2.53) 
(=1

Коэффициенты А„ могут зависеть от всех д, и от 
времени Ь.

Число степеней свободы, т. е. число независимых воз
можных перемещений, в неголономных механизмах рав
но разности между числом обобщенных координат я и 
числом уравнений неголономных связей т, так как  к а ж 
дое уравнение неголономных связей связывает между со
бой вариации обобщенных координат

№ = $ — т.  (2 .54)

Число уравнений движения механизма по-прежнему 
считаем равным числу степеней свободы механизма. Те 
обобщенные координаты, которые определяются из ур ав 
нений движения механизма, условно назовем н е з а в и с и 
мыми. Остальные координаты, которые назовем з а в и с и 
мыми, находятся из уравнений неголономных связей.

Уравнения Лагранжа с неопределенными множителя
ми. Для составления уравнений движения механизма с 
н его ло н о м н ы м и  связями нельзя использовать обычные 
уравнения Лагранжа второго рода, а следует применять 
их обобщение, известное под названием у р а вн ений  Лаг 
ранжа с  н еопр е дел енными множителями'.

— ——  ^ + М и  + ••• "Ь ХтАт11 г = ^  . . .а 
*  4  дя*

1 (2 .55)

где . . . ,  кт — неопределенные множители,^ А „ ,^ . . .  
^  ( Ащ — коэффициенты неголономных связей (2 .5 3 ).



Иногда уравнения (2.55) называют у р а вн ени ям и  Р а у 
с а  — Ф ерр ер с а ,  в работах которых было дано указанное 
обобщение уравнений Лагранжа.

Общее число уравнений (2.53) и (2.55) равно в + т, 
т. е. больше числа степеней свободы на 2т.  Однако чис
ло неизвестных, входящих в эти уравнения, также равно 
в + т  ($ обобщенных координат и т  неопределенных 
множителей), и полученная система уравнений при не
большом числе уравнений связей решается без особых 
затруднений, так  к ак  дополнительные неизвестные (не
определенные множители) входят в уравнения линейно.

Пусть, например, в механизме фрикционной бессту
пенчатой передачи (рис. 19) передаточное отношение ип  
есть заданная функция времени, определяемая измене
нием величины р. Тогда уравнение связи (2.52) при
нимает вид уравнения неголономной связи

ы,1(0ф1 ~ ф2 =  0. (2.56)'

Положения звеньев механизма при переменной вели
чине ии  определяются тремя координатами: р, ф! и ф2. 
Однако число обобщенных координат равно двум: ф, и 
Фг, так как  в нашем случае р есть заданная функция 
времени. Уравнение связи (2.56) не уменьшает числа 
обобщенных координат, так как оно накладывает огра
ничения только на скорости ф, и ф2 (или на бесконечно 
малые перемещения йф, и йф2), но не на положения 
звеньев (координаты ф, и ф2).

Число степеней свободы механизма по формуле (2.54) 
равно разности м еж ду числом обобщенных координат и 
числом неголономных связей

IV = 2 - 1 .

Следовательно, должно быть одно уравнение движе
ния механизма, которое можно получить из системы 
трех уравнений: двух  уравнений Л агранжа с неопреде
ленным множителем и уравнения неголономной связи.

В выражении кинетической энергии Т достаточно 
учесть члены, характеризующие вращательное движение 
звеньев 1 и 2, считая моменты инерции этих эвеньев 
Л и /а постоянными:



Выполняя дифференцирование в левых частях у р а в 
нений (2 .55) и присоединяя уравнение связи (2 .5 6 ), по
лучаем систему трех уравнений для определения неиз
вестных фц ф2 и X:

Лф, = М1 + Ы п ,  /2ф2 =  Л/2 - Я ,
• (2 .5 7 )

И 21ф| —  ф2 =  0 ,

где Я и Я% — обобщенные моменты сил.
Если за независимую обобщенную координату при

нять ф,, то уравнение движения механизма относительно 
этой координаты найдется из системы (2.57) после и ск
лючения неизвестных ф2 и к.

Дифференцирование третьего уравнения системы
(2.57) дает соотношение

• • •• •»
^21ф1 + ^21ф1 фа “  0.

Первые два уравнения системы (2.57) принимают 

ВИД ~  • ~
/1Ф1 “  М1 ХИг\ч /г(^21ф1 + ^21ф1) “  ^ 2  X.

Исключение неопределенного множителя X дает у р а в 
нение движения механизма относительно обобщенной ко
ординаты ф1:

2**21) Ф1 + 3 2̂ 21^ 21Ф1 “  Я  у + и21М 3. (2 .58 )
Решение этого уравнения дает зависимость ф( *= фЛО* 

Обобщенная координата ф2 находится из уравнения не- 
голономной связи или же из уравнения движения м ех а 
низма относительно обобщенной координаты ф2, которое 
получается аналогичным путем из системы (2 .57):

2 ^  1^12) фа ■Ь̂ г 1и12м12Фг “  М 4* М%.
Посмотрим теперь, можно ли было применить обыч

ное уравнение Лагранжа второго рода, принимая за  
обобщенную координату угол ф1:

Кинетическая энергия механизма с учетом неголо- 
номной связи (2.56)

Т *= (Л ф 1 +  У2и21ф1) '



Выполняя дифференцирование, получаем:
ЭТ т ' , г 2 • А/ 1ср1 +  ттг — О,.

Л дТ 1 " ,  г, т ’ ' , г 2 “
, *̂ 1 Ф1 + "Ь ^ 2̂ 21Ф1»

д(р1

Следовательно, уравнение Лагранжа второго рода при 
обобщенной координате ф, имеет вид

( Л  +  и п 1 2) Ф1 +  2 / 2ы21м21ф1 =  М х+  и21М 2. (2.59)

Сравнивая уравнения (2.58) и (2 .59), видим, что 
применение уравнения Лагранжа второго рода без не
определенного множителя привело к увеличению в два 
раза второго члена левой части уравнения, т. е. к су
щественной ошибке в вычислительной процедуре.

Уравнения Л агранж а с неопределенными множителя
ми применимы и при нелинейных неголономных связях 
первого порядка, уравнения которых обычно представ
ляются в неявном виде

фо(?<, Чи 0 = 0 .  о =  1, . . . ,  т .

При нелинейных связях коэффициенты неголономных 
связей в уравнениях (2.55) должны быть заменены на 
дфа/д<̂ . Заметим такж е , что уравнения Лагранжа с не
определенными множителями, как и все другие уравне
ния динамики неголономных систем, справедливы и для 
голономных систем.

Уравнения Аппеля. Применение уравнений Лагран
ж а с неопределенными множителями при составлении 
уравнений движения механизма с неголономными свя
зями приводит к  необходимости совместного решения 
системы уравнений, число которых превышает число сте
пеней свободы па удвоенное число пеголономных связей. 
Поэтому для изучения динамики механических систем 
с неголономными связями неоднократно предлагались 
дифференциальные уравнения, применение которых по
зволяет уменьшить число совместно решаемых урав
нений. Из этих уравнений рассмотрим лишь уравнения 
Аппеля.

При составлении уравнений Аппеля уравнения не
голономных связей записываются в форме, при которой 
производные от зависимых обобщенных координат да



стоят в левых частях уравнений:
8—т в

¿ а  = 2  Ъ а ф  +  Ъа, а  =  8 -  т  +  8. ( 2 . 6 0 )

Уравнения Аппеля составляются только для незави
симых обобщенных координат, число которых равно чис
лу степеней свободы в — т:

=  + 2  1 =  1' - ’ 5- /п’ (2 -61)
д<11 а=8—т+1

где 5  — энергия ускорений, (?,, 0*  — обобщенные силы , 
отнесенные соответственно к координатам и (¡а.

Общее число совместно решаемых уравнений А ппеля
(2 .0 1 ) и уравнений связей (2.60) равно я — т  + т  =  8, 
т. е. равно числу обобщенных координат. _

Энер гия  у с к ор ений ,  иначе называемая ф у н щ и е и  I и о - 
б с а  в общем случае для системы N материальных ч а
стиц с массами т V и координатами ху выражается фор
мулой

ЗN
Б =  гпуХу.

Например, при вращательном движении звена энер
гия ускорений имеет вид

Составление аналитического выражения энергии у с 
корения для общего случая движения твердого тела пред
ставляется довольпо громоздким, и в этом состоит не
достаток уравнении Аппеля.

Для фрикционной бесступенчатой передачи, рассмот
ренной выше, уравнепие Аппеля (2 .61), отнесенное к 
обобщенной координате ф1, имеет вид

- =  М у +  М  2̂ 21- 
0Ч>1

В это уравнение входит лишь частная производная
от энергии ускорения по переменной величине ф|. По
этому вместо полного выражении энергии ускорения до
статочно записать ту ее часть 5*, которая содержит



члены, зависящ ие явно или неявно от ускорения ф^

1Ф1 +  3аФг)«

Имея в виду, что « * / 0 ф, -  55/5ф„ и присоединяя 
к уравнению Аппеля уравнение неголономной связи, 
получаем систему двух  дифференциальных уравнений 
для определения обобщенных координат ф, и ф2:

1 * ( л й  + л й )  -  . .
2 Т7- — Му +  М ги21, и21ф1 ~  '•’а — 0.

(2.62)’
Дифференцирование второго уравнения системы (2 62) 

дает '
• • п . .

и21ф, + н2|ф, — ф2 =  0 .

Из этого уравнения находим ф2 и подставляем в пер
вое уравнение системы (2 .62). Выполнив дифференци
рование, получаем уравнение движения механизма отно
с и ™  обобщенной координаты ф, в форме уравнения
( 2 .5 8 ) .

Кинетостатический принцип составления уравнении 
движения механизма. Из условия кинетостатического 
равновесия (второго закона Ньютона) звеньев 1 и 2 
имеем:

М1 — /V  — ф, =  0 , Мг + ^ тр -  /2ф2 =  0 , (2.63)

где — сила трения покоя (сила сцепления)’ , действу
ющая в плоскости контакта трущихся тел. Для звена 1 
сила является силой сопротивления, а для звена 2 — 
движущ ей силой. Исключая /?т из уравнений (2 63) по
лучаем  ' '  ’

М,р — /,ф,р + Мгг  — /2ф2г = 0.

Это уравнение с учетом передаточного отношения 
Ил — г/р преобразуется к виду

Л/, -  Лф, + Мгип  -  У2ф2м21 = 0
пли



Дифференцирование уравнения неголономной связи 
(2.56) дает

М21ф1 + И21Ф1 — фг =  0. (2 .65)

Подставляя это соотношение в уравнение (2 .63), 
опять приходим к уравнению (2 .58 ), полученному с при
менением уравнений Лагранжа с неопределенными мно
жителями. Кроме того, сравнение уравнений (2.57) и
(2.63) показывает, что члены, содержащие неопределен
ные множители в уравнениях Л агранж а, могут рассмат
риваться как  обобщенные реакции неголономных связей.

§ 10 . Уравнения движения механизмов
с электроприводом

Уравнения Лагранжа — М аксвелла. Механизмы с 
электроприводом можно рассматривать как  электромеха
нические системы. Для исследования их динамики мето
дически наиболее удобными являю тся уравнения Л аг
ранжа — М аксвелла, которые имеют форму уравнений 
Лагранжа второго рода и позволяют автоматически по
лучать не только уравнения движения механической ча
сти системы, но и связанные с ними уравнения элек
трической части.

Составление этих уравнений предполагает, что состоя
ние электромеханической системы описывается обобщен
ными координатами механической части, число которых 
в голономных системах равно числу степеней свободы 
механизма, и обобщенными координатами электрической 
части, определяющими состояние электрической части 
системы.

Обобщенные механические координаты обозначил! че
рез <?(, где 1 =  1 , . . . ,  п, а число п  равно числу степеней 
свободы механизма. За обобщенные механические коор
динаты, как  и раньше, будем принимать линейные или 
угловые координаты звеньев.

Обобщенные электрические координаты обозначим 
через хк, где & =  1 , . . . ,  т ,  а число т  равно числу элек
трических степепей свободы. За обобщенные электриче
ские координаты будем выбирать количества электри
чества.

Производные по времени от обобщенных механиче
ских координат дают обобщенные скорости ^() а произ-
5 н. и, Левитский
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водные по времени от обобщенных электрических коор
динат дают обобщенные токи к.

Уравнения Л агранжа — Максвелла для голономных 
систем имеют вид

I =  1 , . . . ,  п,
(2 .66)

к  =  1 , . . . ,  т.

В этих уравнениях Ь — функция Лагранжа — Макс
велла, равная сумме «электрической» функции Лагран
ж а Ьв и «механической» функции Лагранжа

Е === К  "I- ¿М.
«М еханическая» функция Л агранжа, как  обычно, рав

на разности кинетической энергии Т и потенциальной 
энергии П:

¿ м = г - п ,

а «электрическая» функция Л агранжа для механизмов 
с электроприводом совпадает с магнитной энергией си
стемы

2 Г, 8 = 1
где г и « — ипдексы независимых электрических конту
ров (витков, обмоток), по которым протекают токи г'г 
и г.; Ьгш при г Ф  ж — взаимная индуктивность (коэффи
циент взаимоиндукции), а при г  =  з  — индуктивность 
(коэффициент самоиндукции).

Обобщенная сила определяется как  скалярпая ве
личина, равная коэффициенту при вариации данпой обоб
щенной координаты в выражении возможной работы сил.

Обобщенная «сила» (?„ определяется по аналогии с 
( как скалярн ая величина, равная коэффициенту при 
вариации данной «электрической» обобщенной координа
ты в выражении работы 6Л электрических сил, т. е. из 
выражения

ГП Г СО
6 - 4 = 2  2  (Яг,8 — -Яг.Л.з) бхь,

ь=1 !_’%‘':=1

где Е,', — э. д. с. контура, Яг,, — электрическое сопротив
ление контура.



Уравнение движения механизма с приводом от элек
тродвигателя постоянного тока с независимым возбуж
дением. Пусть электродвигатель постоянного тока с не
зависимым возбуждением приводит в движение входное 
звено механизма, для которого приведенный момент инер
ции ] ш и приведенный момент сил Ша — заданные функ
ции угла поворота якоря (ротора) электродвигателя ф .

Обозначим индуктивности обмоток возбуждения и яко
ря через ¿ в, Ья, взаимную индуктивность через Ьвя — Ьт, 
токи в обмотках возбуждения и якоря соответственно 
через £в и гя. Тогда функция Л агранж а — Максвелла по
лучает вид

Ь  =  - т р ( £ ь ! 'в  +  +  2 / / в я гв г „  +  / п ф2 ) .

Если считать ток в обмотке возбуждения постоянным, 
то состояние рассматриваемой электромеханической си
стемы определяется двумя обобщенными координатами 
Ф и 1я, которые могут быть найдены как  функции вре
мени из уравнений Лагранжа — М аксвелла

дЪ дЬ *7̂ А дТ.! тт • г>
ъ  а ~ ' ' я "

где и  — напряжение, приложенное к обмотке якоря, Ял — 
сопротивление этой обмотки.

При дифференцировании функции Л агранжа — М акс
велла будем считать индуктивности Ьл и Ье постоянны
ми, а взаимную индуктивность Ьш — зависящей от угла 
поворота якоря ф.

Выполняя дифференцирование, получаем
д Ь  т • А д Ь  т "  . ' о ^ п
—  =  / п ф ,  ¿ 7  —  =  -^ п ф  +  ф -¿Гг.

а ь  _  а ь ш  . . 1 - 2 < и „
дф йф 1>>1я 2 ^ ¿Ф ’ 

д Ь  г • I т ^  дГ/ г  А1Я Ь вя • _—  =  Ь Я1Я +  Ь ВЯ1В, ж  —  - ь я — + —  ф ,в .

Теперь уравнения Лагранжа — М аксвелла примут вид



Совместное решение этих двух уравнений дает иско
мые функции ф =  ф(/) и гя =  г„(0 >

Из системы уравнений (2.67) можно найти статиче
скую характеристику двигателя. С этой целью положим
Ф =  0, ¿/п/с2ф =  О и йг'ялй  = 0. Тогда из первого уравне
ния системы (2 .67) получим

М я = т я, (2 .6 8 )

где К= *Ьвя/с1<р для существующих конструкций электро
двигателей постоянного тока может считаться постоянной 
величиной.

Из второго уравнения системы (2 .67) при тех же 
предположениях

и - К !  '(в
¿Я =  — (2. 69)Л1Я

где К1„ф — генераторная э. Д. с., возникающая в обмотке 
якоря.

Обозначая угловую скорость якоря ф через ш, из со
отношений (2 .68) и (2.69) получаем

= а -  Ъ<а, (2.70)

где а =  и К Ц П я, Ъ =  (К1Е) 7/?я.
Итак, при постоянном токе возбуждения статическая 

характеристика двигателя постоянного тока с независи
мым возбуждением представляется в виде линейной за
висимости м еж ду движущим моментом М л и угловой 
скоростью со в форме, аналогичной статической харак
теристике асинхронного двигателя ( 1 .1 1 ) .

Несмотря на то, что эта зависимость справедлива 
лишь при постоянной силе тока в обмотке якоря, она 
часто употребляется при исследовании динамики меха
низмов с электроприводом. Чтобы оценить погрешность, 
допускаемую при использовании статической характери
стики двигателя, сравним упрощенное решение, получае
мое из уравнения движения механизма, в котором дви
жущий момент определяется по статической характери
стике, с более точным решением, получаемым из систе
мы уравнений (2 .6 7 ).

При сравнении получаемых решений приведенный 
момент сил Ш„ будем считать приведенным моментом 
сил сопротивления М а. Кроме того, для простоты срав-



пения примем /в =  const. Тогда упрощенное реш ение 
можно найти из первого уравнения системы (2 .67) пос
ле подстановки выражения движущ его момента из (2 .7 0 ) :

/ псо =  а — Ъш + Л/с. (2 .71)

Для более точного решения надо решать си стем у 
уравнений (2 ,67), которая в рассматриваемом сл уч ав  
имеет вид

~ ~  di„  ~
J  п® K iBia =  Me, Ья —jjj  + K i B со =  U—1яЯ я, (2 .72)

Для того чтобы исключить из этих уравнений ф ун к
цию ¿„ = i„{t), находим ее величину из первого у р а в 
нения:

•/па>— М„
(2 -73)

а производную d i j d t  из второго уравнения. Эта произ
водная с учетом (2.73) имеет вид

d i n UKlB -  RnJ n to +  R nM c  -  (*g*S 
dt  ЬЯК1Ъ

Подставляя сюда значения коэффициентов а и Ь с тати 
ческой характеристики двигателя (2 .70), получаем после 
преобразований

di„ а — /_со +  М„ — Ьсо „

ТТ -  — -------- * я' (2>74)

После дифференцирования первого уравнения системы  
(2.72) по времени имеем

d i a
J дСО K-Iq “  А/с»

Подставляя выражение d i j d t  из (2 .74), получаем у р а в 
нение движения механизма с приводом от электродви
гателя при постоянном приведенном моменте инерции:

^  (/псо — Ме) + / п со =  а  — Ьсо + М с . (2 .75)
**Я

Это уравнение можно назвать такж е у р а вн ени ем  д в и 
ж е н и я  механизма с  эл ектроприводом  при учете динам и



ческой характеристики двигателя. Оно отличается от 
уравнения (2 .71), составленного с учетом только стати
ческой характеристики двигателя, дополнительным чле
ном в левой части, который зависит от отношения Ья/Ия
и производной по времени от функции (/пю — М с). 
Этот дополнительный член называют иногда электромаг
нитной силой ин е рции .  Заметим, что учет электромагнит
ной силы инерции повышает порядок дифференциально
го уравнения движения механизма на единицу. Относи
тельно угловой скорости (о уравнение (2.71) есть урав
нение первого порядка, а уравнение (2 .7 5 )— второго. 
Соответственно уравнение (2.71) относительно обобщен
ной координаты ф есть уравнение второго порядка, 
а  уравнение (2.75) — третьего.

Все полученные результаты справедливы и для ме
ханизмов с приводом от электродвигателя постоянного 
тока с параллельным возбуждением.

Г л а в а  III. РЕШЕНИЕ ЛИНЕИНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ДВИЖЕНИЯ МЕХАНИЗМОВ

§ 11. Типовые линейные уравнения
движения механизмов с постоянными коэффициентами

Линейное уравнение движения механизма с одной сте
пенью свободы. Условимся в левой части линейного диф
ференциального уравнения движения механизма с одной 
степенью свободы записывать члены, содержащие обоб
щенную координату q и ее производные по времени q и q, 
а в правой части — составляющую обобщенной силы, за
висящую от времени Q ( t ) :

aq + bq + cq  =  Q(t) ,  (3.1)

где a — инерционный коэффициент (приведенная масса 
при линейной обобщенной координате или приведенный 
момент инерции при угловой обобщенной координате), 
Ъ — приведенный коэффициент сопротивления, с  — при
веденный коэффициент жесткости.

При определении приведенного коэффициента сопро
тивления b в общем случае учитываются не только силы 
трения, зависящие от относительной скорости трущихся 
поверхностей (трение, близкое к жидкостному), но и дру-



гие силы сопротивления, которые зависят от обобщенной 
скорости д. При определении приведенного коэффициента 
жесткости с  учитываются не только силы упругости, но 
и другие силы, линейно зависящие от обобщенной коор
динаты ?. Постоянные члены входят в выражение состав
ляющей обобщенной силы <?(£)•

Безразмерное уравнение движения механизма. Для 
рассмотрения не отдельного, частного механизма, а груп
пы механизмов переменные, входящие в уравнение дви
жения механизма, представляют в безразмерной форме. 
За модули измерения обобщенной координаты и обобщен
ной силы принимают их средние, номинальные или м ак
симальные значения д с и (?с. Безразмерные переменные 
обозначим через у  = д/дс и х — (?У)/(?С. Тогда уравнение
(3.1) принимает вид

где постоянные коэффициенты Т2 = 1/а/с и Т1 = Ыс  име
ют размерность времени и потому называю тся постоян 
ными в р ем ени ; /с =  (?с/(с^с) — передаточный коэффици
ент или коэффициент усиления.

Изменения обобщенных координат (перемещения то
чек звеньев) происходят в механизмах под действием за
данных сил. Поэтому переменную х (безразмерную силу) 
при исследовании динамики механизмов часто называют 
входной величиной,  а переменную у  (безразмерное пере
мещение)— выходной величиной  или откликом системы. 
Иногда переменную у  называют также р е а к ц и е й  системы 
на воздействие х.

Типовые линейные уравнения движения механизмов 
с постоянными коэффициентами. При частных значениях 
постоянных времени Т1 и Г2 получаем частные виды ур ав 
нения (3.2). Среди них выделим типовые уравнения, час
то встречающиеся при рассмотрении динамики меха
низмов:

у р а вн ени е  п е р в о г о  п ор я д ка  а п е р и о д и ч е с к о г о  типа *)

*) В теории автоматического управления говорят не о типе 
уравнений, а о «динамических звеньях», движение которых описы
вается данным уравнением. Например: апериодическое звено, ко
лебательное звено и т. д.

т\у + 7\У + У = кх - (3.2)

+ У =  кх\ (3.3)
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у р а в н е н и е  второго п ор я д ка  ап ер и о ди ч е с к о г о  типа

Т\у + Тгу  + у  = кх, где (3.4)

у р а в н е н и е  колебательного типа

т\у + Ti У + У =  Ьх, где T1< 2 T ¿  (3.5) 

у р а в н е н и е  кон с ервативного  типа
Т\у + у  =  кх. (3.6)

Уравнения (3.3) и (3.4) называются у ра вн ениями  
а п е р и о д и ч е с к о г о  типа потому, что при х — 0  выходная 
величина у  изменяется во времени монотонно в отличие 
от уравнения колебательного типа (3 .5), в котором у  по
очередно возрастает и убывает. Уравнение (3.6), частный 
случай уравнения (3 .5 ), названо консервативным , так как 
в нем отсутствует член, зависящий от скорости и выра
жающий действие диссипативных сил.

§ 12. Решение линейных 
дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами

Решение линейных однородных дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами. Однородным  
диффер енциальным ура вн ени ем  называется дифференци
альное уравнение без правой части. Линейное однородное 
уравнение порядка п с постоянными коэффициентами 
имеет вид

°° litn + а * ~dtn~^ + • 1 • + а,,~1 Vt + а,гУ = (3 '7)

Общее решение этого уравнения есть сумма слагаемых, 
вид которых определяется значениями корней характе
ристического уравнения

a0r" + a írn~l + . . .  + а„_,г + ап = 0 . (3 .8 )

Каж дому вещественному коршо r¡ соответствует сла
гаемое

У) = С , е ? ,  (3.9)

каж дой паре сопряженных комплексных корней rk =■ 
=  а* ± iXk — слагаемое

¡/ft =  (Clh cos Xht + С2h sin Xht) (3.10)



где

Ch =  ]/ С Ik + Oft — a rc tg  ■—

или

yh — Ckeaht sin (kkt + O*), (3.11)

C1  
'i*

В случае кратных корней кратности к вместо произ
вольных постоянных имеем полиномы P( t )  степени к — 1. 
Например, при и =  2 и г 1 =  г2 =  г получаем

y = (C1 + C ,0 e r‘ . (3.12J

К однородному дифференциальному уравнению мож
но привести уравнение с постоянной величиной в правой 
части:

й° ¿Г" + 4  *dtn~'~ + ’ ‘ ’ + а "- 1  + йпУ =  d
путем подстановки

У =  У1 +  - ^ - '  (3 .1 3 )ип
Имея в виду, что у  = у и у  =  у  i и т. д., после подста

новки получаем
dn y  d ^ - ^ y  d y

а° I F  + Ü1 "Ví"- 1  + ' ' '  an_1 йпУ1 =
Операторный метод решения линейных дифференци

альных уравнений. Общее решение линейного неоднород
ного дифференциального уравнения, т. е. уравнения с 
правой частью, может быть представлено суммой

У =  У i +  Ух,

где y  i — решение однородного уравнения, уг — частное 
решение уравнения с правой частью. В задачах динамики 
механизмов частное решение у г зависит от характеристик 
обобщенных сил, и отыскание его часто представляется 
затруднительным. Поэтому для решения линейных диф
ференциальных уравнений с правой частью предпочитают 
операторный  (по другой терминологии — оп е р ационны й )  
метод р е ш е н и я , основанный на применении п р е о б р а з о в а 
н и я  Лапласа.

Идея этого метода применительно к решению системы 
дифференциальных уравнений с заданными функциями



£; (¿) п неизвестными т/, (¿) состоит в том, что функции 
ж, ( 0  и ¿/¡(0 . называемые оригиналами , по определенному 
правилу (правилу преобразования Лапласа) заменяются 
функциями Х( (я) и ^ ¡(* ) комплексного переменного 5, 
которые называю тся и з о бражениями  данных функций 
(оригиналов). В результате этой замены уравнение, диф
ференциальное относительно x¡(t)  и ¡/¡(0 , превращается 
в алгебраическое относительно -^¡(я) и У^($). После ре
шения алгебраических уравнений, т. е. после нахождения 
функций ^ ( « )  по известным функциям Х Дв), возвраща
емся к  оригиналам ¡/¡(£) и получаем искомое решение.

Оригинал /(£) связан с изображением ^  (я) соотноше
нием (преобразованием Лапласа)

СО

р  («) =  I  /  (0
о

где « =  с + с и Ь — постоянные.
Подставляя в это соотношение простейшие функции 

и вычисляя интеграл ^ ($ ) , получаем табл. 1 , по которой 
можно находить изображение по оригиналу и наоборот. 
В табл. 1 кроме изображений простейших функций даны 
изображения тех функций, которые являю тся решениями 
дифференциальных уравнений движения, часто встречаю
щихся в динамике механизмов.

При переходе от оригинала к  изображению надо так
же учитывать свойства линейности этого перехода:

£[/. (О + Д (0 1 - М О + * ’. ( * ) ,
L[kf ( t ) ]  = kF( s ) , (3.14)

где Ь — символ перехода от оригинала к изображению.
При дифференцировании оригинала используются 

формулы:

й / (0  ( * ) - / „  (0 . (3.15)dt

dt ‘ /(О s2F ( s ) - [ s f 0 (t) + /„ (01, (3-16)

dt‘ f ( t ) =  s 3F (s) — [s2/0 (t) + s f 0 (/) + /0 (£)], (3.17)

где /о(0 , /о( 0  и /'о(i) — значения f ( t ) ,  f ( t )  и f ( t )  при 
i = 0.
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§ 13. Решение линейных уравнений движения
при свободных колебаниях

Основные термины и определения теории механиче
ских колебаний. Механиче скими кол ебаниями  (сокращен
но — колебаниями)  называют движение механической си
стемы, при котором хотя бы одна из обобщенных коорди
нат или их производных поочередно возрастает и убывает 
во времени. Различают с в о б о д н ы е  к ол е б ания , происходя
щие без переменного внешнего воздействия и поступле
ния энергии извне, и в ы н у ж д е н н ы е , вызванные и поддер
живаемые переменной во времени внешней силой (вы
н у ж д а ю щ е й  силой ) .

Колебания называю тся п ери одич е с кими , если состоя
ние механической системы, определяемое значениями 
обобщенных координат и их производных, повторяется 
через равные промежутки времени. Наименьший проме
ж уто к  времени, через который повторяется состояние ме
ханической системы, называется период ом  колебаний.  
Величина, обратная периоду колебаний, называется 
частотой колебаний.  Если период колебаний tv измерять 
в секундах, то частота колебаний / — 1/£н получается в 
герцах (Гц) с размерностью 1/с. Иначе частоту колеба
ний можно определить как число периодов в единицу 
времени. При свободных колебаниях частота зависит 
только от собственных свойств системы (но не от сил) и 
потому называется с о б ств енной  частотой.

Простейшим видом периодических колебаний являют
ся  гармонические колебания, при которых обобщенная 
координата механической системы q прямо пропорцио
нальна синусу от аргумента, линейно зависящего от вре
мени:

q =  A sin (coi + 0),
где А — амплитуда , со — у гловая  частота, coi + 0 — фаза ,
0 — начальная фаза.

Угловая частота гармонических колебаний связана 
с периодом колебаний £„ соотношением со — 2n/tK или со = 
■= 2л/, где / — частота в Гц. Иначе — угловая частота 
есть число периодов в 2 л единиц времени. Происхожде
ние термина «угловая частота» связано с представлением 
гармонических колебаний в виде измепения проекции на 
ось у  вектора длиной А, вращающегося с постоянной угло
вой скоростью со (рис. 2 0 ). Начальная фаза 0 определяет 
положение вектора при t =  0. В дальнейшем, если не ого-



ворено, под термином «частота» понимается угловая ча
стота.

Общее решение уравнения движения колебательного 
типа при свободных колебаниях. При исследовании коле
баний в механизмах предпочитают в уравнении движе
ния иметь коэффициент при старшей производной, рав
ный единице. Тогда уравнение движения (3.1) прини
мает вид

q + 2 yq + k2q = Q ( t )/a ,

(3.18)
где у = Ы (2а ) — коэффици 
ент д емпфирования , К2 =
=  с/а — квадрат собственной 
частоты. Соответственно без
размерное уравнение движе
ния колебательного типа 
(3.5) получает вид

ÿ  + 2уу + Х2у  =  kiX, (3.19) 
где

y  = q/qc, x = Q( t )/Qо, 
kl = Q J ( a q c).

При свободных колебаниях (х =  0) характеристиче
ское уравнение (3.8)

г2 + 2 у  + Л* =  0

имеет при ч < X пару сопряженных комплексных корней
r li2 =  - 4 ± i í l 2- f .

Общее решение уравнения (3.19) согласно (3.10) и 
(3.11) имеет вид

у  = e~yt (Су cos kçt  + С2 sin k^t)
или

(3.20)

у  = Се уг эй] (Х*г + 0), (3.21)

где Я* =  V №— У2', С1, Сг (или С, 0 )— постоянные, опре
деляемые из начальных условий.

При начальных условиях (Ь =  0, у  =  у а, у —У о) по
стоянные С1 и Сг имеют значения

Ci  — Уог Сг — (Уо "Ь УУо)^*'



При тех ж е начальных условиях постоянные С и О 
имеют значения

с - \ ..2 , O'o + Wo)2. д УпиУо + ч3 ; 0 =  arctg ■

Д ля уравнения консервативного типа, т. е. при 7 = 0, 
имеем

У,

или

где

У — Уп COS Xt + s i n  Xt л

y  = Asin{Xt + Q), (3.22)'

А = j/ ^ у\ + 0 =  arctg
Х2: и

Следовательно, в этом случае колебания являются гар
моническими и частота колебаний X есть собственная ча
стота механизма.

Д ля уравнения колебательного типа при у Ф  0 реше
ние (3.21) может быть записано в виде

у  = А* з\п(Х^ + 0), (3.23)

где А,  -  / й  + <5 _  „ „ 1(,  т  ^
Х* у о + УУ0

Переменный коэффициент А называемый амплиту
д о й  затухающих к ол еб аний , уменьшается до нуля при 
t ->■ так  как показатель степени при е  — отрицатель
ный. Уменьшение амплитуды характеризуется логариф
мич е с ким  декрементом , под которым понимается нату
ральный логарифм отпошения двух последовательных 
максимальных (минимальных) значений амплитуды за
тухающих колебаний.

Затухающие колебания, описываемые уравнением
(3 .23 ), не являю тся периодическими, так как амплитуда 
Ai,, есть функция времепи. Однако значения функции 
sin  (X^t + 0 ) повторяются через равные промежутки вре
мени Í+ =  2л/Х .̂ Величину можно назвать условным 
периодом линейных затухающих колебаний. Соответствен
но постоянную величину

X* = V А.- — f



называют частотой линейных затухающих к ол е б аний  или 
с о б ственной  частотой механизма с  д емпфированием .  
С увеличением коэффициента демпфирования к амплиту
да уменьшается, и при к >  X (пли Ь2 >  4а с )  уравне
ние движения переходит в уравнение апериодического ти
па. Значение коэффициента демпфирования, при превы
шении которого в механизме не возникают колебания, на
зывают критическим коэффициентом д емпфирования

Тк = ^ ] / | .  (3.24)

Решение уравнения колебательного типа при ступен
чатом изменении обобщенной силы. Свободные колебания 
могут быть и при постоянной обобщенной силе, если в на
чальный момент времени был скачок модуля этой силы 
от до Тогда уравнение движения (3.18) приводит

к однородному относительно новой переменной ^  под
становкой типа (3.13)

Я -  , г  + %  (3-25)

Если движейие начинается из положения статиче
ского равновесия, то начальные условия имеют вид: “
— ( У с, 9° =  0. После перехода к  новой переменной по
лучаем

■ _ (-1
9ю — 9о с 1 9ю

Подставляя значения и д10 в решение (3.23) при 
у  = 51) у а =  дг10, г/о =  0 и учитывая подстановку (3 .25), 
находим решение уравнения (3.18) при ступенчатом
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изменении обобщенной силы

q =  Л* sin  ( k j  + 0) + ^  (3.26)

где А% =  е~у ‘ ~  0 = a r c t g K  t л* Y
При t -*■ оо обобщенная координата <7 стремится к зна

чению qe = Q J с, соответствующему новому положению 
равновесия (рис. 2 1 ) .

§ 14. Решение линейных уравнений движения
при вынужденных колебаниях

Решения уравнения движения консервативного типа 
при гармоническом возбуждении. Колебания могут воз
буж даться или приложением внешних сил, переменных 
во времени и не зависящих от состояния системы ( с ило
в о е  в о з б у ж д е н и е ) , или сообщением извне принудительно
го движения каким-либо точкам системы (кинематическое  
в о з б у ж д е н и е ) . Силовое возбуждение колебаний вызывает
ся, например, переменной силой, изменяющейся во вре
мени по синусоидальному закону ( г армониче ское  в о з 
б у ж д е н и е ) .  Кинематическое возбуждение колебаний 
вызывается, например, движением профиля кулачка, воз
действующего на упругое выходное ввено, или движением 
стойки механизма, совершающей колебания по заданному 
(известному) закону.

Пусть безразмерная обобщенная сила в уравнении
(3.19) х =  sin  coi. Изображение этой функции по табл. 1 
(п. 3 с заменой К на а>)

V  и

Обозначая через Y изображение функции у,  получаем 
по формулам (3.15) и (3.16) при начальных условиях 
.(i =  0 , у  =  г/0, у  =  г/о):

Ly =  sY — у 0, L¡j = s*Y — s y 0 — у 0.

Тогда уравнение (3.19) при у =  0 и х =  sin wí после 
замены оригиналов их изображениями принимает вид

s2Y -  s y0 - у 0 + l 2Y =  A-j



Отсюда

Обратный переход к оригиналу у  по табл. 1 (п. 3, 4 
п 9) дает

Решение (3.27)' представляет собой сумму четырех 
слагаемых. Первые два слагаемых описывают свободные 
колебания с частотой Я. При нулевых начальных усло
виях Ун =  у» =  0 эти слагаемые равны нулю. Третье сла
гаемое описывает гармонические колебания, происходя
щие с собственной частотой Я, но с амплитудой, завися
щей от частоты вынуждающей силы. Эти колебания 
сопровождают вынужденные, и их называют св о б о дными  
с о пр о в ождающ им и  колебаниями.  Четвертое слагаемое 
описывает вынужденные колебания с частотой ш и амп
литудой

Л -  - Д - , .  (3.28)
Я —0)

При а  <  Я фаза вынужденных колебаний совпадает 
с фазой вынуждающей силы, при <а >  Я четвертое сла
гаемое в решении (3.27) должно иметь вид

т. е. фаза вынужденных колебаний противоположна фазе 
вынуждающей силы. Отсюда следует, что амплитуда вы 
нужденных колебаний при любых соотношениях между 
(о и Я определяется выражением

Решение уравнения колебательного типа при гармони
ческом возбуждении. При  ̂Ф  0 и х ■= в т  уравнение
(3.19) после замены оригиналов их изображениями име
ет вид ш

-  *Уо - У о  + -  2у у 0 + Я2У  =  к ,

6 н, И, Л евитский

1
Я2 -  со1

г, в т  со£.

(3 .27)



Отсюда

_  «У0 +  У„ + 2? у п
\ О „ I ,,2 ' /ll

у  = <?-ví 1 г/о cos я*г + -í-Jl— £ sin я*г I +

-|- 2у.ч +  Я" 1 (s2 -|- ш") (s2 +  2ys +  X¿) '

Обратный переход к оригиналу у  по табл. 1 (п. 10, 
1 1 , 12 ) дает

уу0 + у0т---------------¡3111 /1*1

A-, м
+ е-т< sin (Я*г + 0X) + - J .  sin (coi — 02), (3.30) 

где Я* =  V  Я2 — y 2, R =  Y  (Я2 — to2)2 + 4'\>2co2,

0i =  arctg  -  -  2^ *  02 =  arctg
у — XI +  о 2 Я — со

С течением времени свободные и сопровождающие ко
лебания затухаю т, и амплитуда колебаний, называемых 
у станови вшимися  (стационарными) , определяется выра
жением

А = = , (3.31)
К  (к~ — ш2)2 +  4у2ша

Метод комплексных амплитуд. Во многих механизмах 
внешние силы, действующие на звенья механизма, явля
ются периодическими функциями времени, которые по
средством разложения в ряды Фурье могут быть пред
ставлены в виде суммы гармоник различных частот. Для 
решения линейных уравнений движения при этих воздей
ствиях (силах) используется принцип суперпозиции, со
гласно которому искомое решение является суммой реше
ний, получаемых от воздействия каждой гармоники. 
В свою очередь каж дая гармоника обобщенной силы с ча
стотой со представляется суммой двух членов, один пз ко
торых пропорционален eos coi, а другой — sin coi. В пре
дыдущем примере было показано, что вынуждающая си
ла, пропорциональная sin соi, после затухания свободных 
колебаний приводит к гармоническим колебаниям по за
кону A sin (coi — 02), где 02 — сдвиг фаз между силой и 
перемещением. Аналогично при вынуждающей силе, про
порциональной eos coi, получаем гармонические колеба
ния по закону A eos (coi — 02). Оба случая можно объеди
нить, если безразмерную вынуждающую силу считать



комплексной величиной
я(г'со) = cos (at + i sin  coi

или в показательной форме
х { т ) = е м . (3.32)

Безразмерную обобщенную координату такж е представим 
комплексной величиной

у  ( iсо)= Ле'<“,+9\ (3.33)

где А — амплитуда гармонических колебаний, 0 — на
чальная фаза.

Комплексную величину (3.33) можно преобразовать 
к виду

у { ш )  = Ас‘°е<ш‘
или

у ( т )  = А ( т ) е ш , (3.34)

где A (ico) =  Ае,е — комплексная  амплитуда гармониче 
ских коле баний ,  т. е. комплексная величина, модуль ко
торой равен амплитуде, а аргумент — начальной фазе 
гармонических колебаний.

Из сопоставлений формул (3.32) и (3.33) следует, что 
угол 0 равен сдвигу фаз между перемещением у  (¿со) 
и вынуждающей силой х ( ш ) ,  так  к ак  начальная фаза 
в выражении для я  (гсо) принята равной нулю. В общем 
случае начальная фаза для х ( ш )  может отличаться от 
нуля, и тогда аналогично комплексной амплитуде гармо
нических колебаний вводится к ом п л ек сн а я  амплитуда 
вы н уж дающ ей  силы.  Однако принимать начальные фазы, 
отличные от пуля, для вынуждающих сил целесообразно 
только в случаях, когда па систему действуют несколько 
сил, отличающихся по фазе.

Использование комплексных величин в показательной 
форме для решения линейных уравнений движения пока
жем на примере решения уравнения (3 .19), в котором 
действительные величины х и у  заменим на комплексные 
величины .г (гсо) и у  (гсо):

y ( i a ) +  2уу  (гсо) + k2y ( m ) =  ktx( i со). (3.35)

Частное решение уравнения (3.35) при я  (гсо) по вы
ражению (3.32) ищем и виде у  (гсо) по (3 .34). В этом 
случае

г/(гсо) =  ш А  (гсо)е'“';  у ( ш )  =  (¿со)2Л (гсо)е’“'.



После подстановки выражений для а; (гм ), у  ( im),  у ( ш )  
и у ( т )  в уравнение (3.35) и сокращения всех членов 
на е'“‘ получаем

— А  (tco) со2 + 2уА (гсо) + %?А (гсо) =  к и (3 .36)

Заметим, что уравнение (3.36) получается из исходного 
дифференциального уравнения (3.35) заменой оператора 
дифференцирования d/dt множителем т  и операто
ра d2/dtz множителем (/со)* = —ю2. Кроме того, перемен
ные ж(гм) и у ( ш )  заменяются их амплитудами. В ре
зультате этих замен дифференциальное уравнение (3 .3 5 ) 
переходит в алгебраическое относительно комплексной 
амплитуды A(ia>). Решая алгебраическое уравнение
(3.36), получаем

Л М  = -----2- ^ ---------- *• (3-37)-  со2 +  2vio) +  К2 v '

Для того чтобы отделить действительную часть от мни
мой, умножаем числитель и знаменатель соотношения
(3.37) на комплексное число, сопряженное со знаменате
лем, т. е. на V — а»2 — 2 y l a ,  и получаем

A( i a )  = kl T̂ - - f ~ 2^ 2 
1 (Х1-  ш2)2 +  4 y V

или
А (tco) =  t/(w) + iF (cö ) ,

где

Модуль комплексной амплитуды дает амплитуду гар
монических колебаний

+ » ;
V (%2 — ы ) + 4у а>

Начальная фаза гармонических колебаний находится 
нз соотношения

0 = arctĝ arctgÄ -
Следовательно, искомое решение уравнения (3 .3 5 ) 

в комплексном виде:

У М  =  A'i
/ -  СО2) 2 +  4 yV



И ЛИ

. , eos (wf — 0) +  i sin (coi — 0)
У (Uú) =  к 1 ------ Л /, а -v i , , П — гV  (к  -  о  ) +  4 7  Ш

где 0 = arctg —5------г .
А —  СО

Действительная часть этого решения дает решепне 
уравнения (3.19) при х = eos coi:

.  COS ÍCÚÍ — f i l  n  T r r t r ,  ^ ycov  = k, где 0 =  arctg ------ j".
Y  (Я,2 — со2)2 +  4 уаш ^ ш

Мнимая часть соответственно дает решение ур авн е
ния (3.19) при х =  sin coi:

sin (mt — 9)------ где e =  arctg
* 1 / ( X* _  <„*)» + 4VV  * - f f l

Это решение совпадает с решением (3.30) при 0 =  02 
после затухания свободных колебаний.

§ 15. Решение линейных уравнений движения
с переменными коэффициентами

Уравнения движения многих механизмов могут быть 
представлены линейными дифференциальными ур авн е
ниями с переменными коэффициентами. К этим м еханиз
мам в первую очередь относятся те механизмы, для кото
рых инерционные коэффициенты (приведенные м ассы  и 
моменты инерции), входящие в выражение кинетической 
энергии, представлепы переменными величинами. Однако 
переменные коэффициенты в дифференциальном ур авн е
нии движения механизма могут появиться и при постоян
ной приведенной массе, если па механизм действую т си
лы, зависящие одновременно от положения звеньев и от 
времени.

Линейное дифференциальное уравнение, не содерж а
щее первую производную. Пусть, папример, дифференци
альное уравнение движения механизма с одной степенью 
свободы представлено уравнением

д + 2п(1)^ + кЦ1)д = Р(1) ,  (3 .38)

где 7 — обобщенная коордипата механизма.
Это уравнение может быть приведено к дифференци

альному уравнению, не содержащему первой производной,



если применить подстановку

Я =  E( t ) y ,
t

где Е (í) = 

Тогда
О

q = E ( t ) \ i ) - n ( t ) y ] ,  
q = E( t ) [у — 2п ( t ) y  + n 2( t ) y  -  ñ( t )  z/].

Подставляя значения д, д,  д в уравнение (3.38) и по
делив обе части этого уравнения на Е(1)¥= 0, получаем

Уравнение Матье. К частным видам уравнения (3.39) 
относится уравнение Матье, в котором /(¿) есть периоди
ческая функция, а р 2 (£) — гармоническая функция. Па- 
пример, при исследовании динамики шарнирпых механиз
мов с упругими звеньями уравнения движения в некото
рых случаях приводятся к  уравнению Матье

где a, d  — постоянные величины.
Общее решение уравнения Матье может быть получе

но с применением специальных функций Матье или же 
посредством разложения в ряды Фурье.

Метод ВКБ (Венцеля, Крамерса, Бриллюэна). При ис
следовании периодических движений в механизмах могут 
быть случаи, когда в уравнении движения типа (3 .3 9 ) 
функции p 2(t) и /(г) медленно изменяются во времени. 
Тогда функцию p( t )  по аналогии с уравнением консерва
тивного типа (3.6) можно рассматривать как медленно 
изменяющуюся собственную частоту. При этом допуще
нии приближенное решение однородного уравнения

У +  P 2(t)  =  í ( t ) , (3.39)
где

p2(t) = k2( t ) - n 2( t ) - ñ { t ) ,
t

f ( t )  =  ^ (¿ )е х р  j n (t) dt  .
Lo

y  + (a — 2d  eos 21) y  = f ( t ) , (3.40)

(3.41)
разыскивается в виде

У =  Р~0Го [Сх eos j  р  d t + C.¿ sin j  p  dt ) .  (3.42)
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Отсюда

у  =  — 0,5p~l '6p  (C j cos j  р  d t  + C.¿ sin I  p  dt} +

+ p°'b Cx sin j  p  dt + C2 cos j* p  dt},

или

y  =  — 0 ,5р~лр у  — p 0'5 [ с г sin [ p  dt  — С2 cos j  p  d t ); 

y = 0 , 5 p - 2p y -  0 ,Ьр~лр у  — 0 ,5p -\ n y  —

— OjS/j-0 '5/) sin J  p  dt  — C2 eos | p  dt} —

— p 1'5 eos j  p  dt  + C2 sin  J  p  dt},

или

y  =  0,5р~гр 2у  — 0,5р~'ру + 0,25 p~2p 2y  +

+ 0 ,5p~°'5p [ c x sin j  p  d t  — C2 cos j p  dt} —

— 0,5p~°'5p  [ c í  sin j  p d t  — C2 eos j  p  dt} — p- y .

Следовательно,
y  + (рг — 0,75 р~2р г + 0,5 p~lp ) y  =  0. (3 .43)

Сравнивая уравнения (3.41) и (3.43), видим, что вы 
ражение (3.42) может быть приближенно принято за  ре
шение уравнения (3.41), если

—0,75р~гр г + 0 ,5/г1/) «  О
или

V г
- 0 , 7 5  4

р  \ Р
«  1. (3 .44)

Постоянные Ct и Сг в выражении (3.42) н аходятся 
из начальных условий у ( 0 ) =  у 0, ÿ  (0 ) = г/0:

Уо =  PÔ°’SCV Уо~  — 0 ,5р01РоУо + СгР1* i

где р, =  р{0 ) и Ро = /5(0).
Отсюда

= Р1 % ,  с 2 = у 0р ^ ' ь + 0,5/>о-1  'ър 0У01 

и приближенное решение однородного уравнения (3 .41)



8 8  ГЛ . IV . РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ ДВИЖ ЕНИЯ 

принимает вид

У = Y - J  Vo cos j P di + y L = r  l ŷa + ~ S ~  y aj  sin ^ p d t ,

(3.45)
Приближенное решение неоднородного уравнения 

(3 .40) может быть представлено как  сумма решения 
(3 .45) и частного решения

t t

где £ — переменная интегрирования [6].

Г л а в а IV. РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИИ 
ДВИЖЕНИЯ МЕХАНИЗМОВ

§ 16. Линеаризация нелинейных характеристик сил

Линеаризация на палых участках характеристики.
При малых перемещениях х нелинейная характеристика 
силы F  (х) может быть линеаризована в окрестности не
которой величины х =  х0, находящейся внутри рассматри-

Рис. 22

ваемого отрезка [а, Ъ] изменения х, на основании разло
ж ения функции F(x)  в ряд Тейлора по степеням откло
нения Д (я ) (рис. 22, а)  . Ограничиваясь первыми двумя



членами этого ряда, получаем
F (х0 + Ах) *  F (х0) + F'  (х0) Ах, '(4.1)

где F' (х) — производная от F (х)  по х.
Геометрическое условие (4.1) означает, что на нели

нейной характеристике в окрестности точки х — х0 кривая 
F(x)  заменяется отрезком касательной в этой точке.

Линеаризация на больших участках  характеристики. 
В этом случае для замены кривой F (х)  на отрезке [а, й] 
прямой линией следует применять методы приближения 
функций, которые в курсах теории механизмов и машин 
рассматриваются при изложении методов синтеза меха
низмов [14]. Здесь же ограничимся изложением двух про
стейших способов. По первому способу на отрезке [а, Ь] 
ближе к его концам выбираются две точки с абсциссами 
х{ и хг, и через эти точки проводится искомая прямая, за 
меняющая характеристику на выбранном отрезке 
(рис. 22, б ) . Этот способ соответствует линейному интер
полированию кривой по двум точкам

F( x t) — kxt + d, F ( x 2) = kx2 + d,  (4 .2)

где к — угловой коэффициент прямой, d  — ордината точ
ки пересечения прямой с осью ординат.

Из линейной системы (4.2) находим величины к a d, 
определяющие искомую линеаризацию на участке [a, 6J:

F(x) — кх + d.

При произвольном выборе абсцисс Xi и х2 отклонение 
прямой л и н и и  от заданной кривой по концам отрезка 
[а, Ь] и максимальное отклонение внутри этого отрезка 
в общем случае оказываются не равными между собой. 
Путем изменения абсцисс xt и х2 можно достичь равен
ства указанных отклонений, и тогда па основании теории 
равномерного (наилучшего) приближения функций м ак
симальное отклонение будет минимальным (приближение 
по Чебыш еву). Отсюда следует второй способ линеариза
ции, который приводит к решению системы четырех 
уравнений:

F (а) = ка + d  + Amai,
F (хс ) — кхс “Ь d  Amaxi rty
F(b )  = kb + d + Amas, ( 1

F' ( x c) = k,



где Дша1 — максимальная величина отклонения прямой от 
заданной кривой, ха — абсцисса точки кривой F (х) внут
ри отрезка [а, Ъ\, в которой достигается величина Amai 
(см. рис. 22 , б ) .

Вместо решения системы (4.3) можно с достаточной 
точностью воспользоваться графическим построением ис
комой прямой по условию равенства максимальных от
клонений с последовательным чередованием знаков. При 
аналитическом определении коэффициентов к  и d можно 
также применить условия квадратического приближения, 
при котором минимизируется среднеквадратическое от
клонение.

§ 17. Метод гармонического баланса
и метод Галеркина

Метод гармонического баланса. Линеаризация отдель
ных членов нелинейного уравнения движения механизма 
позволяет привести его к линейному виду, но получаемые 
при этом приближенные решения оказываются близкими 
к точным только в тех пределах изменения обобщенных 
координат и скоростей, которые были приняты при ли
неаризации. Обычно эти пределы соответствуют малым 
колебаниям около положения равновесия, и потому мето
ды линеаризации, рассмотренные в предыдущем парагра
фе, как  правило, не пригодны для исследования перио
дических движений с достаточно широкими пределами 
изменения обобщенных координат и скоростей. В этих 
случаях удобнее методы, основанные на приближенной 
замене нелинейного уравнения движения механизма ли- 

'нейным уравнением определенного тина, решение кото
рого предположительно является близким к искомому ре
шению.

Рассмотрим, например, нелинейное уравнение движе
ния второго порядка

я + i(q, q) = F(t), (í /í)
где q — обобщенная координата, F ( l ) — функция с перио
дом Т и угловой частотой со = 2л/7\

Предположим, что решение уравнения (4.4) будет пе
риодическим с угловой частотой со. Тогда наиболее про
стой формой этого решения будет решение, соответствую
щее гармоническому движению с угловой частотой со:

q* =  + flj cos coi + sin coi. (4 .5 )



Требуется найти коэффициенты а„, a i и b¡, при кото
рых решение (4.5) будет близко к точному решению 
уравнения (4 .4). С этой целыо представим функции 
/((¡г, q) и F( t )  в виде усеченных рядов Фурье:

j ( q,  q) «  а 0 + a¡  cos coi + ^  sin coi,
F (i) »  A0 + Ai  eos coi + B¡  sin соi,

где
2Л/С0 2Л  / со

а . - £  }  / Й , ! ) * ,  Д , - £  j  F ( l ) * ,
О О

2Л/<|) 2Л/Ш

= ^  |  / (9 , 9) eos coi dt ,  Ах =  J F (i) cos coi dt ,
0 o

2JT/W 2Л/С0

J f (q,  q) sin a t  dt ,  B 1 =  J F (i) sin  coi 
0 0 

Подставим в уравнение (4.4) приближенные вы р аж е
ния (4 .6 ), полагая

q =  q*, q =  — Oj© sin coi + btco eos coi, ^
q = —a ta 2 cos o í  — b,co2 sin coi.

Тогда, приравнивая коэффициенты при sin coi и cos coi 
в левой и правой частях уравнения (4 .4), получаем си
стему уравнений для определения неизвестных а 0, и b

2 л

А. / (а0 + а х соз -фЧ- Ьх sin гр, — а хсо sin -ф-f- bxco cosip)dil5=.<40,
J
о

2Я
— d jсо2 + -i- j* f ( a 0 + а х cos г|> + sin if, — а±а sin г|э +

О
+ ¿^ш cos i|)) cos (4 .8 )

2Я

— ЬАС02 + 4" J  / (ао + а1 cos 'Ф + sin — а1ю sin ^ ^
о

+  ЪхСО C O S г|5) sin =  B l t

где г|э =  coi.
Метод Галеркина. Приближенное решение нелинейно

го уравнения, получаемое по методу гармонического ба
ланса, будет близко к точному только при условии, что



форма предполагаемого решения выбрана удачно, т. е. 
движение близко к гармоническому. Большие возможно
сти для выбора формы предполагаемого решения уравне
ния (4.4) предоставляет метод Галеркина,  согласно кото
рому искомое приближенное решение можно выбирать 
из семейства функций, зависящих от I независимых па
раметров:

3* =  ?*(* , Ъ, •••» Ъ), (4.9)
причем все функции, принадлежащие этому семейству,
являю тся периодическими с периодом Т, равным периоду
функции/'’ (^  в уравнении (4 .4).

Д ля вывода условий, которым должны удовлетворять
параметры ^ , . . . ,  *¡1, рассмотрим соотношение 

т

I  {«(*) + / [3 (0 . ¿ (01  -  ^ ( 0 } [ ? 1 ( 0 - 9 ( 0 ] Л  =  03 (4.10)
о

где з  — точное периодическое решение уравнения (4 .4 ) 
с периодом Т, д, — произвольная непрерывная периоди
ческая функция того ж е периода.

Справедливость этого соотношения следует из того, что 
выражение в фигурных скобках тождественно равно ну
лю. На основании принципа Гамильтона — Остроградско
го можно утверждать и обратное: если условие (4 .1 0 ) вы
полняется для любой непрерывной функции ^ ( г ) ,  удов
летворяющей неравенству

Ы О '-  ? (* ) ! <И ,
где ц, — любое заданное сколь угодно малое положитель
ное число, то з  — точное периодическое решение уравне
ния (4 .4).

Обозначим через у®, . . у? значения параметров фупк- 
ции (4 .9), соответствующие искомому приближенному 
решению. Тогда бесконечно близким к этому решению
функциям З1 должны соответствовать бесконечно близ
кие значения параметров, т. е.

З1 (0  =  З1 V? +  бух + . . .  + у г + буг),

где • • •> 6^1 — вариации параметров.
Следовательно, с точностью до малых высшего порядка

^  вя* (<, т?)



п соотпош енио (4 .10 ) принимает вид

J  {Я* (t,  Ti- . . . .  7*!) + 
о

+ lU *  U, Yi> • • •• Y°)> (1* Yi> • • ч Vi)] — F (0} X

d4^ t ' ^  - ‘ " V})6y i d t ^ 0 .  (4.11) 
¿=1 1

Соотношение (4 .11), справедливое при любых комби
нациях 6 f (, дает систему уравнений для определения не
известных параметров ч<, если последовательно считать 
все вариации 6у,  равными нулю, кроме одной 6ук:
т
J  Й* ( ; . Ti. . • ■ i Y?) +
о

+ l b *  ( t ,  Y?, • .  V,  y"). <?* (*, Yii . . . .  Y?)] -  ^ (Q ) X 

X ^ ( t , y ° u . . . , y 4 ) d t - 0 1 k =  (4.12)

Пример. Нелинейное уравпение, приближенное реше
ние которого разыскивается, имеет вид

q + í{q , ? ) = ^ ( 0 .

где F ( t ) — периодическая функция с периодом Т и угло
вой частотой со =  2л/Т.

Предполагается, что движение будет близким к гар
моническому и приближенное решение представляется 
функцией

q* =  aQ + a, eos coi + b¡ sin сoí,

т. e. искомые параметры y¡ для семейства функций (4.9) 
имеют значения 41 =  а0, Уз — а,, ys — b¡. Частные произ
водные, входящие в уравнение (4 .12):

до *  . д о *  . dq* ■ ,
- i -  =  1, =  COS COÍ. тг— =  s in  COÍ. 
óYl ’ Sy2 * ¿Ys

Следовательно, уравнения (4.12) для определения па
раметров аь  a¡ и bi с учетом соотношения (4.7) имеют



вид:
2Я/(0

|  [ —  со2 (ал c o s  соI +  Ъх s in  coi) +

+ / (аа + а х cos соt 4 - sin coi, — г с̂о sin coi 4- bx со cos соt) —
- F{ t ) \  d t -  0 ,

2Л/С0

J  [— со2 (<7j cos cot 4" sin coi) 4"
0
+ f ( ao + a i cos соt 4- bx sin coi, — a xco sin coi 4- bxсо cos coi) —

— F  (i)] cos соt dt  =  0Х
2 Я/ (I)

j* [— w2 (a x cos a t  4- bx sin at )  4- 
0
4- / (a0 4- « i  cos coi 4- bx sin соtt — a Lсо sin coi 4- Ъхсо cos to/) —

— F (i) ]  sin coi dt  — 0 .

Система этих уравнений совпадает с системой (4 .8), 
если сделать замену переменной интегрирования if =  соt 
и принять во внимание значения интегралов:

2 Я

о
2я

|  ( а х c o s  ijj +  bL s in  1J3) d ij) =  0 ,  
о

j  ( а х c o s  я|з 4- by s in  ф) c o s  г|з d ip  =  a ¡ n t 
о
2Л
j  ( a 1 c o s  ip 4- b i  s in  ijj) s in  dty =  Ьхп г

n/(0 

j '
0

I F  ( t) co s  o)¿ dt  =  A .  —J 1 Ü)
f)
l/iO
I /r (¿ )  s in  cot dt  =  Z?j

0
2Л./(0

0
2 П/ (О

0
2 Л /(О



Из приведенного примера видно, что метод гармони
ческого баланса может рассматриваться к ак  частный слу
чай метода Галеркина.

§ 18. Метод малого параметра

Квазилинейные уравнения движения механизмов. М е
тод малого параметра или метод П уанкар е  применяется 
для исследования тех уравнений движения механизма, 
которые содержат малый параметр ¡-I и имеют периодиче
ское решение, когда этот параметр равен нулю. Из этих 
уравнений наибольшее значение имеют ква зилин ейные  
у р а в н е н и я , в которые пелпнейные члены входят умно
женными на малый параметр |х. Происхождение термина 
связано с тем, что при (X = 0  уравнение движения обра
щается в линейное, решение которого при соблюдении 
определенных условий близко к решению нелинейного 
уравнения и может быть уточнено путем введения малых 
поправок. Линейное уравнение, получаемое при |х =  0.
называется порождающим.  „ « л

Определение периодических решений линейных диф
ференциальных уравнений. Для определения периодиче
ских решений квазилинейных уравнений надо в первую 
очередь знать периодические решения порождающих 
уравнений. В задачах динамики механизмов порождаю
щее уравнение обычно имеет вид

у  + агу  = ](1) .  (4.13)'

Для существования периодического решения необходимо, 
чтобы / (0  была периодической функцией. Без ограниче
ния общности можно считать период функции /(£) рав
ным 2я, так как при периоде, равном Т, всегда можно 
перейти к новой независимой переменной =  2л£/2 , при 
которой период становится равным 2 я .

Условие периодичности решения уравнения (4.1о) 
имеет вид

у ( 2 л )= у (0 ) ,  у (2 л )  =  у ( 0 ) .  (4.14)

Из уравнений (4.14) можно найти две постоянные ин
тегрирования в общем решении уравнения (4 .13). Однако 
при этом приходится делать довольно громоздкие вычис
ления. Более простым является способ, основанный на 
разложении функции /(() и искомого периодического
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решения ¡/(¿) в ряды Фурье:

ты а0, а„, Ьп по коэффициентам А0, Ап, В„ заданной функ
ции /(<), дифференцируем ряд (4.16) почленно два раза 
и подставляем в уравнение (4.13) :

Отсюда, приравнивая коэффициенты в левой части 
уравнения их значениям в разложении в ряд функции 
/(О. получаем

т. е. коэффициенты искомого периодического решения 
уравнения (4 .13) отличаются от коэффициентов разложе
ния в ряд функции /(¿) только множителем, не завися
щим от < И МОНОТОННО стремящимся К 1 при п  -*■ ОО,

Если коэффициент а мало отличается от некоторого 
целого числа п,  то при Ап Ф 0  или В п Ф  0 имеем резо
нанс, заключающийся в резком возрастании коэффициен
та ап или Ьп. Если ж е а =  п и хотя бы один из коэффици'

/(*) =  А0 + 2 ] (Ап соя пЬ + В п в т  М), (4.15)
ОО

У ( 1 )  — а о +  2  ( « »  СО.Ч гй +  Ьп э !  п п1),
п = 1

(4.16)
где

о о

у  (I) соя п1й1, Ъп =  У(1)51ПП1<11.
о

Для того чтобы определить неизвестные коэффициен-

+ а2 а0 + 2  (я« соя Ы + Ь„ в т  «£) =  /(¿),



ентов Ап или В п не равен пулю, то периодического реше
ния пет, так как в общем решении уравнения (4 .13) по
является непериодическое слагаемое вида t (ап cos nt  + 
+ bn sin nt ) .  Отсюда следует, что при а — п периодиче
ское решение уравнения (4.13) существует лишь в слу
чае отсутствия в правой части членов а„ cos nt  + bn s in  nt,  
т. e. при выполнении условий

an==J L j  f ( t ) c o s n t d t  =  0 , bn =  ^ - J  / (t) sin nt  dt  =  0 .

0 ° (4.17)

Применение метода малого параметра для квазилннен- 
ных уравнений, в которых правая часть есть явная ф унк
ция времени. Пусть квазилинейное уравнение имеет вид

у  + агу  =  f [ t ) +  \.iF(t, у,  у,  ц)'. (4 .18)

Периодическое решение этого уравнепия ищем в виде 
ряда

y{ t i n j “  И' У*( 0 *  (4 .19)

Функцию F(t ,  у,  у ,  ц)' такж е представляем в виде ряда 
по степеням у  — у  о, у  — y<¡ и ц:

'dF
F (t, у, у,  И) = F (t, у 0, у 0, 0) + (У -  Уо) +

|А=0

+ ({?) + W-2»)
\ д у  /v=va . •

• • v=w0¡/—Vo ц=о
ц = 0

Дифференцируя ряд (4 .19) почленно два раза, по
лучаем

y ( t ,  |а) -  Ш +  w M 0 +  • • • +  • • • ( 4 -2 1 >

Подставляя разложения (4.19) — (4.21) в уравнение 
(4 18) и сравнивая коэффициенты при одинаковых степе
нях ц в левой и правой частях уравнения, получаем
7 ц. U. Левитский



систему уравнений для определения функций у 0, у и , .

Система линейных уравнений (4.22)' решается после
довательно, начиная с первого уравнения, которое совпа
дает с порождающим уравнением. При решении каждого 
из уравнений отыскиваются только периодические реше
ния одним из указанных ранее способов. Возможные пе
риоды решения могут быть лишь равными или кратными 
периоду правой части.

Применение метода малого параметра для автономных 
систем. Автономной системой у р а вн ен и й  будем называть 
систему, составленную из уравнений, в которых правая 
часть не зависит явно от времени. Пусть, например, име
ем нелинейное уравнение

Уравнение (4.23) можно рассматривать как частный 
случай уравнения (4 .18). Однако нахождение приближен
ного решения уравнения (4.23) более сложно из-за того, 
что в отличие от предыдущего случая нам заранее не из
вестен период искомого решения. Если правая часть явпо 
зависит от то периоды решений могут быть лишь рав
ными или кратными периоду правой части. Если же пра
в а я  часть не содержит £, то возможно существование ре
шений любого периода, который, вообще говоря, оказы
вается  зависящим от параметра (.1.

Д ля отыскания искомого периода решения уравнения
(4 .23) преобразуем его заменой независимого переменно
го £ на к виду

Уо + а?у0 =  / (О,

у 1 + агу 1 = Р ^ ! у0, у 0, 0 ), (4.22)

У + о}у =  \^Р{у, у,  ц)'. (4.23)

(4.24)

Примем, что решение порождающего уравнения имеет 
период, равный 2п. Тогда периодическое решение урав
нения (4 .23), если оно существует, будет иметь период



2я + fil-1) - Разлагая ч(ц ) в ряд, получаем
2л + ч (ц )=  2л (1  + й,ц + + . . .  + h n\xn + . . . ) ' ,  (4-25)

где h n — постоянные величины, подлежащие определению.
Чтобы свести задачу об определении периодического 

решения автономного уравнения (4.23) к  ранее рассмот
ренной задаче для неавтономного уравнения ( i . l o ) ,  пе
рейдем к новому независимому переменному t 2 так, чтобы 
периодическое решение уравнения (4.24) имело период 
не 2л + 4 (М-)> а постоянный период 2п. Замена перемен
ных производится по соотношению

^ =  f2( l  + /i,n + Ь,г\иг + . . .  + h„|xn + . . . ) .  (4.26)

Сравнение соотношений (4.25) и (4.26) показывает, 
что при изменении U от 0 до 2л + к(и-) новое переменное 
f2 изменяется от 0 до 2л. После замены переменных урав
нение (4.24) преобразуется к виду

Ë J + (1 + + h 2¡д.2 + . ■ • + hn\in + • • - )2У =* 
d t 2

-= ц (1 + K\i + fe2lu2 + . .  • + h n[in + . . . f X

. . * ? ■ * }  (4 '27) 
Периодическое решение этого уравнения ищем в виде 

»(* ., |i)= У.( i * ) + ^ . ( M + - - - + ^ » (**)+••■ . (4-28> 

где у п ( i2) — периодические функции аргумента h  перио-

Да Подставляя (4.28) в уравнение (4.27) и сравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях [х в левой и пра
вой частях, получаем

Л
—^  + i/i =  —2/г1г/0 + Fx (уа, у 0, 0 )s (4.29)
К

Из первого уравнения системы (4.29) находим 

Уа = С COS ( f 2 — ta) ,



Второе уравнение системы (4.29) тогда получает вид
о

7 + У х -
У

di

=  -  2lh  cos (t2 -  g  + F,  [C cos ( i2 -  g t - c  sin (f2—g ,  О].

(4.30)
Д ля того чтобы это уравпепие имело периодические 

решения, необходимо и достаточно, чтобы п его правой 
части отсутствовали вековые (резонирующие) члепы Это 
условие приводит к соотношениям (4.17), которые для 
уравнения (*1.30) имеют вид
2 Л

J  Fí [С cos (t 2 — g ,  — с  sin ( t2 — g ,  0] sin (t2 — g  d t2 =  0,

- 2 ^ C  +  4 - [C c o s ( í2 - g t (4.31)

-  С sin (t2 -  í0), 0] eos (t2 -  g  dt t =  0.

Из первого уравнения системы (4.31) находим посто
янную С для порождающего уравнения ¿/0=  С c o s ( t t -  í0) 
а из второго h¡. Тогда искомый период периодического 
решения уравнения (4.23)

2 л + т г ( ц ) * 2я (1 + А,ц)’.

Зная С и h¡, можно определить следующее приблпже- 
пиe y , ( t 2) из уравнения (4.30) и, если необходимо, найти 
приближения y 3(t2) из аналогичных уравнений си
стемы (4 .29 ),

§ 19. Метод медленно меняющихся параметров

Д ля многих механизмов в рабочем режиме движения 
начальных звеньев могут быть близкими к стационарным 
т. е. не зависящими от времени. Эти движения могут' 
в частности, рассматриваться как  гармонические с мед
ленно меняющимися параметрами (амплитудами, фазами 
и т. п .) . Гогда для отыскапия приближенных решений 
нелинейных уравнений движения и исследования их ус
тойчивости примепим метод м едл енн о  м ен яющихся  пара
метров  или метод Вап- дер -Поля , оспованпый па усредне
нии медленно меняющихся параметров за каждый цикл 
движения.



Пусть, например, нелинейное уравнение движения 
имеет вид

у  + а гу  = F( y ,  у ) .  (4.32)

Как и в методе малого параметра, считаем, что функ
ция F (у,  у )  состоит из малых нелинейных членов. Тогда 
решение уравнения (4.32) естественно искать в виде

у  =  A eos (coi + 0 ) , (4.33)

по в отличие от решепия порождающего уравнения вели
чины А и 0 считаем функциями времени, т. е. амплитуда 
А и начальная фаза 0 должны медленно изменяться от 
цикла к циклу.

Параметры А и 0 примем за новые неизвестные функ
ции (вместо функции у ) ,  причем кроме уравнения, полу
чаемого из (4.32) после подстановки в него функции у  
из соотношения (4.33), надо иметь для определенности 
еще одно соотношение, связывающее параметры Л и 0 . 
В качестве такого соотношения примем

Л* eos (coi + 0)' — Л0* sin (oof + 0) =  0. (4.34)'

Дифференцируя выражение (4 .33J при переменных А 
п 0 , получаем

у  = Á eos ((oí + 0)' — Л0 sin (ooí + 0) — Лю sin (o í + 0)'.

С учетом соотношения (4.34)' получаем

у  =■* — Лео sin(coí + 0)\ (4.35)

Следовательно, условие (4.34) эквивалентно такому 
выбору Л и 0, при котором для у  получается выражение, 
совпадающее с выражением у  для постоянных Л п 0. 

Дифференцирование выражения (4 .35) дает

у  =  —Ácú sin (сoí + 0) — Лео2 eos ((oí + 0)i —

— Лш0 eos (coi + 0) . (4.36)

Подставляя выражения (4.33) , (4.35) и (4.36) в урав
нение (4 .32), получаем

—Лео sin (coi + 0 )— Лсо0 eos (coi + 0)=*
*= F [A cos(coí + 0 ), — Лео sin(coí + 0)]. (4.37)



Уравнения (4.34) и (4.37) могут быть представлены 
в виде, разрешенном относительно производных Л и 0 :

А =  — F [A eos (coi + 0), — Асо sin (coi + 0)] sin (coi + 0),

0 = — ^  F [A cos (соt + 0), — Аш sin (coi + 0)] cos (coi + 0).
(4.38)

Для решения этих уравнений предполагаем, что за 
один период 2я/со ввиду медленности изменения вели
чин Л и 0 их производные по времени Л и 0 можно счи
тать постоянными и равными средним значениям:

2Л

Ф (Л) =  — j* F (Л cos if, — Л со sin  if) sin i)> dip,

(4.39)

Y  (Л) =  — J  /’(Лсоэ 1)5, — Лео sin Ijj) COS 1)5 í%  
о

где i|5 =  coi + 0.
При вычислении интегралов в выражениях (4.39) ам

плитуда Л считается постоянной. После установления 
вида функций Ф (Л ) и Х1, (Л) получаем систему двух 
дифференциальных уравнений первого порядка

Л =  Ф (Л ), 0 = ^ ( Л ) .  (4.40)

§ 20. Метод точечных преобразований

Фазовая плоскость. Движение механизма с одной сте
пенью свободы в любой момент времени определяется 
значениями его обобщенной координаты q и обобщенной 
скорости q. Скалярные величины q п q можно рассматри
вать как  декартовы координаты точки в плоской системе 
координат х =  q, y  = q (рис. 23). Эта точка называется 
и зо бр аж ающ ей ,  а плоскость ху  — фазо вой  плоскостью.  
При движении звеньев механизма величины q и q изме
няются, и соответственно меняется положение изобра
жающей точки на фазовой плоскости. Геометрическое 
место изображающих точек для данного движения назы
вается ф азо в ой  траекторией.  Совокупность фазовых тра
екторий, описывающих возможные движения звеньев ме
ханизма, назы вается фазовым портретом (фазовой диа~ 
граммой\.



Применительно к уравнениям движения механизма 
не выше второго порядка уравнение фазовой траектории 
можно получить, если заменить уравнение движения м е
ханизма эквивалентной системой двух дифференциальных 
уравнений первого порядка относительно х =  д  и у  =* 
■= д = ¿ :

у  = х, у  = ]{х, у ) .  (4.41);

Интегрирование этой системы дает зависимость У'=  
с=у ( х)  , т. е. уравнение фазовой траектории. Заметим,

что система (4.41) является автономной, т. е. не зависит 
от времени. При колебательных движениях величины х 
и у  не выходят за некоторые пределы, и весь фазовый 
портрет занимает ограниченную часть фазовой плоскости.

Предельный цикл. На участке переходного реж има 
(разгона или торможения) фазовая траектория изобра
жается незамкнутой кривой. При у стано ви вш ем ся  д в и 



ж е н и и , т. е. движении с повторяющимся циклом измене
ния обобщенной скорости <7 в зависимости от обобщенной 
координаты <7, фазовая траектория изображается замкну
той кривой.

Изменения начальпых условий или закона изменения 
сил, действующих на звенья механизма, отражаются на 
фазовой плоскости переходом изображающей точки на 
другую  фазовую траекторию. Если все фазовые траекто
рии, расположенные в окрестности изолированной замк
нутой траектории, неограниченно приближаются к ней, 
то такая  замкнутая траектория называется у стойчивым  
пр е д ел ьным  циклом  (кривая, показанная штриховой ли
нией на рис. 23, а ) .  Неустойчивым пред ельным циклом 
называется изолированная замкнутая траектория, от ко
торой удаляются все расположенные в ее окрестности 
другие фазовые траектории (кривая, показанная штри
ховой линией на рис. 2 3 ,6 ) . Возможен также случай, 
когда фазовые траектории по одну сторону предельного 
цикла приближаются к нему, а по другую отходят.

Диаграмма точечного отображения. Изучение поведе
ния отдельной траектории в фазовой плоскости может 
быть заменено изучением последовательности точек пере
сечения ее с выбранной полупрямой, в качестве которой 
чаще всего выбирают положительную полуось у .  Если 
изображающая точка, взятая на полуоси у ,  после оборота 
относительно начала координат снова попадает па эту 
полуось, то в зависимости от динамических свойств меха
низма она может оказаться выше и ниже первоначаль
ного положения или снова вернуться в него. Например, 
для траектории 1 изображающая точка из положения у и 
переходит в положение у 1и для траектории 2 — из поло
жения у 02 в положение г/12 и т. д. Изображающая точка, 
расположенная на предельном цикле, возвращается в ис
ходное положение.

Диаграммой точечного отображения  называется зави
симость ординат точек пересечения фазовых траекторий 
с полуосью у ,  от ординат у„ исходного положения точки 
(рис. 23, в) .  По этой диаграмме можно судить о числе 
предельных циклов и их устойчивости, если дополнитель
но провести на ней прямую у 1 =  у 0. Число предельных 
циклов равно числу точек пересечения прямой у х =  ¡/0 
с кривой г/, =  г/Дг/о). Точки пересечения позволяют также 
выделить из фазовых траекторий предельпые циклы. 
Д ля устойчивых предельных циклов производная йу^/йу^



меньше единицы, а для неустойчивых — больше единицы 
(рис. 23, г ) .

В пекоторых случаях удобнее рассматривать последо
вательности точек пересечения фазовых траекторий с 
другими прямыми. Если исходные положения изобража
ющих точек лежат на прямой /, а положения, наблюдае
мые после оборота относительно начала координат, ^на 
прямой II, то говорят о точечном отображении прямой  I 
в пр ямую II.  Диаграммы точечного отображения, пока
занные па рис. 23, в и г ,  соответствуют точечному отобра
жению положительной полуоси у  в самое себя.

Для механизмов с несколькими степенями свободы 
изображающая точка должна рассматриваться в фазовом 
пространстве обобщенных координат и скоростей. Тогда 
для изучения многомерных фазовых траекторий применя
ется общая теория точечных преобразований поверх
ностей.

§ 21. Численные п графоаналитические методы

Решение нелинейного уравнения движения механизма 
при силах, зависящих от положения звеньев. Пусть при
веденный момент сил Я а задан как функция обобщенной 
координаты ф (угла поворота начального звен а). Приве
денный момент инерции 1а такж е есть заданная функция 
тон же координаты ф. Тогда для определения закопа дви
жения начального звена удобно применить уравнение 
движения в форме интеграла энергии (2 .1 1 )

с начальными условиями £ =  0 , ф =  ф0, м =  м0.
Из уравнения движения механизма непосредственно 

получаем угловую скорость начального звена к ак  фупк’  
цию обобщенной координаты ф:

ф
(4.42)

(4.43)

В некоторых случаях интеграл в подкоренном выра* 
жении может быть представлен в конечном виде. Тогда 
после интегрирования получаем функцию со =  со(ф) , т, е,



уравнение фазовой траектории. В других случаях при
меняют графическое или численное интегрирование и по
лучают функцию со =  ш(ф) или в виде графика, или в 
виде ряда последовательных значений при изменении 
угл а ф от ф0 до некоторого значения, определяющего ко
нец рассматриваемого этапа движения.

Д ля того чтобы найти закон движения начального 
звена, представим известную нам теперь функцию (4 .4 3 ) 
в виде

5 Г “ ®(Ф)-

Отсюда после интегрирования получаем
ф

1 -  f ¿ г . .•) СО (ф) (4.44)

Это интегрирование также выполняется графическим или 
численным методом. В результате находим функцию 
¿ =  £(ср), зная которую можно найти искомую функцию

ф = ф (0- (4.45)
Если требуется найти угловое ускорение начального зве
на,  ̂ то, продифференцировав функцию со (ф ) по обобщен
ной координате ф, т. е. определив аналог углового уско
рения йсо/йф , находим угловое ускорение

~ ¿со ~
е =  ^ “ - (4.40)

Указанный путь определения функции (4.45) оказы
вается невозможным, если соо — 0. Тогда на участке от 
Ф *= фо до ф =  ф! применяется дифференциальное уравне
ние движения (2.21). Из этого уравнения при ф =  ф0 и 
со =  0  получаем

К  <%)

При достаточно малом приращении времени А1 для 
вычисления со, и ф ,, т. е. следующей точки функции ф ( ( ) ,  
применяются формулы равноускоренного движения:

~ , ч . . 1 ~



Далее можно вычислять интеграл (4.44) в пределах 
от ф, до ф или же продолжить решение дифференциаль
ного уравнения (2 .2 1 ) любым численным методом.

При больших объемах вычислений можно воспользо
ваться усовершенствованными приемами интегрирования 
дифференциальных уравнений, излагаемыми в курсах 
вычислительной техники.

Графоаналитический метод Виттенбауэра. Характери
стики сил, действующих на звенья механизма, как  пра
вило, известны лишь приближенно и часто задаются в 
графическом виде. Поэтому наряду с численными метода
ми интегрирования уравнений движения механизма при
меняются такж е графические и графоаналитические ме
тоды, которые, однако, всегда могут быть переведены на 
аналитический язы к, пригодный для вычислений на ЭВМ. 
Из этих методов рассмотрим только метод Виттенбауэра ,, 
который позволяет при силах, зависящ их от положений 
звеньев, в наглядной форме показать, к ак  изменяется 
угловая скорость начального звена и кинетическая энер
гия механизма при изменении приведенного момента 
инерции.

Рассмотрим, например, установивш ееся движение с 
периодом, равным 2л. На вращающееся начальное звено 
действует постоянный движущий момент сил Приве
денный к этому звену момент всех других внешних сил 

есть заданная функция угла поворота начального 
звена ф. Требуется определить закон движения началь
ного звена, если известно значение угловой скорости этого
звена со = £00 при ф =  0 .

Решение задачи начинаем с построения графиков 
Л/Д(ф) и А/„(ф) (рис. 24, а ), причем для удобства после
дующего определения приращений кинетической энергии 
откладываем Ма вверх от оси абсцисс, если М а — момент 
сил сопротивления, и вниз, если М п — движущий момент. 
Постоянный движущий момент сил Мц  находим из усло
вия установившегося движения

где [Хм и ц , -  масштабные коэффициенты моментов сил и 
углов поворота, равные отношениям этих моментов и 
углов к  отрезкам, изображающих их значения на графи
ках ; ^  — площадь, заключенная м еж ду осью абсцисс и

или М-: ^ 
д — М-мН-ф 2 л’-

О



графиком Л/„(ф), причем площадь, расположенная ниже 
оси абсцисс, должна вычитаться из площади, расположен
ной выше оси абсцисс.

Уравнение движения (2 .1 1 ) для участка, где М„ — 
момент сил сопротивления fiJc, может быть представлено:

[ф
Д7, =  1(Л /д-Л /с)йф , (4.47)

О
где АТ— приращение кинетической энергии по отноше
нию к начальному положению при ф = 0 .

Для того чтобы уравнение (4.47) было справедливо и 
для участка, где Й а — движущий момент, надо на этом 
участке считать Мс =  —М„.

По уравнению (4.47) строим график приращений ки
нетической энергии АТ как функции угла ф (рис. 24, б ) .

Для этого измеряем площадь /'о) "(мм8) , заключенную 
между графиками Л/д и Мс в пределах от ф =  0 до теку
щего аначения^ ф =  ф( (г = 1 , . . 1 2 ) , считая эту площадь 
положительной при Мл.>М„'п.  отрицательной при Мл <



< Мс. С учетом масштабных коэффициентов получаем 
ДТ =  Fo.MmIV Построение графика рекомендуется начи
нать с нахождения экстремумов АТ, которые получаются 
в точках пересечения графиков Л/д и Мс, т. е. в точках 
а, Ь, с  и d. Сначала подсчитываем площади F еа, Fаь, FЬс, 
FCd, Fit . Сумма этих площадей с учетом их знаков должна 
равняться нулю. Затем находим ординаты графика в точ
ках экстремумов:

I J * = F J \ 1 T, y b = ( F ea— Fab)/\lT,
У с  “  е а  F " i*  F ь  с) /  JXy, í/d (Fеа F а ь  4 "  F(¡a Fcdj I  [A j 

или
y i =  - F J \ I t ,

где Цт — масштабный коэффициент приращения кинети
ческой энергии. После построения экстремумов можно 
дополнительно вычислить ордипаты графика в других 
точках но формуле

í/oi = FoiHWVVr.

Далее по (2.8) для исследуемого механизма строим 
график зависимости приведенного момента инерции ] а 
от угла ф, причем с целью упрощения последующего ис
ключения переменной ф из графиков J„ (<р) и Д Т (ф) рас
полагаем координатные оси, как показано на рис. 24, в. 
Пересечение горизонталей, проведенных из точек графи
ка ДУ(ф) с вертикалями, проведенными из точек графи
ка Л.(ф) (рис. 24, г ) , дает график зависимости прираще- 
пия кинетической эпергии ДГ от приведенного момента 
инерции Уп, называемый диаграммой  Виттенбауэра.  
По ней можно определить угловую скорость со началь
ного звена в любом положении механизма, если известно
значение ю =  т 0 при ф =  0 .

Если отложить значение кинетической эпергии при 
ф =  0 от начала координат графика AT (J  „) вниз но ос и 
ординат, то полученная точка От определит начало коор
динат графика T ( J „). Луч, соединяющий любую точку 
диаграммы Виттенбауэра с началом координат От, обра
зует с осью абсцисс угол г|з, тангенс которого пропорцио
нален квадрату угловой скорости т .  Д ля доказательства 
этого положения найдем из прямоугольного треугольни
ка Ot nN



п, учитывая, что Т =  Упсог/2, получим

< 4 ' 4 8 >

Если точка От располагается в пределах чертежа, то, 
пользуясь (4 .4 8 ), можно найти искомую зависимость со =  
=  со (ф) и далее закон движения начального звена, как 
было показано ранее.

Дельта-метод решения нелинейных уравнений движе
ния механизма. При силах, зависящих от времени, поло
жений и скоростей точек звеньев механизма, использу
ется графоаналитический дельта-метод, который поясним 
на примере решения уравнения движения механизма, 
имеющего вид

У + 1(У, у ) + к гу  = Р(1) .  (4.49)

Примем за независимую переменную безразмерное 
время х = Ы и обозначим через V производную й у^х .  
Тогда

¿  =  Ь ;  у  

и уравнение (4.49) преобразуется к виду

¿У +  к2 + У  к*
пли

¿V =  6 (у, V. о — у
¿ У  V *

где
(4.50)

(4.51)

Функцию б ( у ,  V , 2) для малых интервалов времени 
можно считать постоянной. Но если считать, что б (от
сюда название способа)— величина постоянная, то в диф
ференциальном уравнении (4.50) переменные разделя
ются: V ¿V =  (б — у)<1у, и после интегрирования получаем 
V2 =  26 у  — у 2 + С.

Это уравнение может быть представлено как уравне
ние окружности

V2 -ь (б — г/)2 ==/г2, (4.52) 
где И2 =  С + б2.



Зависимость между V и у  или, что то же, меж ду у/к  
п у,  получаемая из решения уравнения (4.50), дает на 
фазовой плоскости с координатами V и у  фазовую тр аек
торию v(z/). Из (4.52) следует, что для малого интервала 
времени отрезок фазовой траектории представляет собой 
дугу окружности с центром в точке у  =  б, V = 0. На этом 
основании можно фазовую траекторию приближенно за 
менить ломаной, состоящей из дуг окружностей, радиусы  
которых определяются графически или по (4.52).

Пусть, например, построение фазовой траектории н а
чинается из точки Вк с координатами (\’ь, у к)> которой

Рис. 25

соответствует время £ = (рис. 25, а ) .  По (4.51) вычис
ляем значение 8к( ук, \к, к ) ,  чем и определяется абсцисса 
центра окружности Ок. Радиус окружности можно вычис
лить по (4.52)

Як — V ̂'к + — УкУ‘

Чтобы получить следующую точку В к+1 фазовой тр а 
ектории, надо через точку В к провести дугу окружности 
радиусом Як из центра Ок. Протяженность дуги ВкВ к+1 оп
ределяется из условия, что для малых приращений врем е
ни Д£к дугу  окружности можно принять равной длине хор
ды В кВ к + Эту длину находим из условия подобия тр е
угольников ОкВкБ к и В кСкВк.и, считая, что угол при 
вершине В к в АОкВкВк + 1 приближенно равен я/2.

Сив к в к°к



Полагая, что отрезок ВкВк+1 приближенно равен дуге 
Я кАук, получаем

ЛАДЪ Лк ‘
Отсюда

Д^* = ДТЛ. (4.53)

При малых приращениях времени Аtk прпращепие 
Ау к можно считать пропорциональным производной й,  в 
точке Вк: у

А у ь ^ у Ы к = к\\Мк. ( 4 .54 );

Из (4.53) и (4 .54) следует

Ат* =  к М к ^  Ат. (4.55)

Пр11 малых значениях для определения искомой 
точки />й+1 фазовой траектория можно восставить перпец- 
дикуляр к отрезку ОкВ к в точке Вк и отложить па нем от
резок ВкВк+г = ПккА1к. Для построения следующих точек 
фазовой траектории надо панти зпачения у к+, и \>4+1 
в точке ¿?й+1. Эти значения можно получить непосред
ственным измерением на чертеже или же вычислить по 
формулам

Ук+г  =  у к +  у кАук, v A+l =  V* +  Ш „  ] / -  х 1 ,

Поело определения у к+1 и у»+| все построения пли вы
числения повторяются. Па рис. 25, б показано построение 
фазовой траектории по точкам Вк при к =» 1 , . . 8 . Цент
ры заменяющих окружностей располагаются на оси абс
цисс в точках Ок. Искомое решеппе уравнения (4.49) на
ходится интегрированием соотношения У ’в=кх( у ) ,  т. е, 
сначала определяется функция I == ? (г/) из условия

V

а затем и функция г/ =■ у  Щ.



Г л а в а  V. ДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
МЕХАНИЗМОВ

§ 22. Кинематические и динамические
передаточные функции

Кинематические передаточные функции. Кинематиче
ск ой  передаточной функци ей  н у л е в о г о  п о р я д к а , илп, ина
че, функци ей  п ол ож ения ,  в механизмах с одной степенью 
свободы называется функциональная зависимость между 
обобщенными (угловыми или линейными) координатами 
выходного и входного звеньев. Первая производная функ
ции положения по обобщенной координате механизма 
называется кинематической пер едаточной  ф ун кци ей  п е р 
во г о  п ор я дка  (передаточным отношением ) ,  вторая произ
водная — кинематической передаточной ф у н к ц и ей  второ
го  порядка  и т. д.

Кинематические передаточные функции не зависят от 
закона движения входного звена и являю тся собственны
ми характеристиками механизма, так к ак  при дапном 
значении обобщенной координаты механизма они зависят 
только от параметров кинематической схемы. Связи меж 
ду кинематическими характеристиками (скоростями и 
ускорениями различных порядков) и кинематическими 
передаточными функциями устанавливаю тся последова
тельным дифференцированием функции положения по 
правилам дифференцирования сложных функций (функ
ций от функции).

Пусть, например, положеппе входпого звена определя
ется углом поворота ф, а выходного звена — углом пово
рота Тогда после дифференцирования функции поло
жения \|;.(ф) по времени получаем

£!? _  ^  £2 
¿ф <н

пли в других обозначениях

^ =  (5.1)

т. е. угловая скорость выходного звепа т|з равна произве
дению кинематической передаточной функции первого 
порядка (аналога угловой скорости или передаточного 
отношения) на угловую скорость входного авена,
& Н. И, Л евитский



Повторное дифференцирование дает

^  (Ё2.')2 I
<и2 ~ ¿ф2 I 1 ¿ф

или в других обозначениях

1|з =  г|/'ср2 +  я|з'ф, (5 .2 )

где г|з — угловое ускорение выходного звена, ^ " — кине
матическая передаточная функция второго порядка (ана
лог углового ускорения), ф — угловое ускорение входного 
ввена.

Аналогичные соотношения м еж ду кинематическими 
характеристиками механизма и кинематическими пере
даточными функциями получаются при прямолинейно 
движущ емся звене.

Д ин ам ическая передаточная ф ункция. Кинематиче
ские передаточные функции определяют только кинема
тические свойства механизмов. Динамические свойства 
механизма при линейных уравнениях движения опреде
ляю тся динамической передаточной функцией, которая 
является собственной характеристикой механизма, не за
висящей от начальных условий и от сил, действующих 
на звенья механизма.

Д инам ич е с к ой  передаточной ф ункци ей  механизма  
IV(я) назы вается отношение изображения по Лапласу 
выходной величины г/(£) в линейном уравнении движе
ния механизма (безразмерной обобщенной координаты) 
к изображению входной величины я  (г) в том же уравне
нии (безразмерной обобщенной силы) при нулевых на
чальных условиях.

Обозначая через У (я) и X (я) изображения функций 
¡/(¿) и х ( 0  , получаем

И 'М  - Щ .  (5.3)

Пусть, например, линейное уравнение движения меха
низма представлено уравнением (3 ,1 ):

а'4 + Ьд + с д  =  @(£)’ 

или в безразмерном виде (3 .2 )

Т\у + Тгу  + у  = кхг

где у  =  д/дс, Т\ = а!{сдй\ Т ^ Ь / ^ д , ) ,  к  = (}й!  ( с д с) .



Подставляя в это уравнение изображения по Л ап л асу  
у, у  и х с  учетом (3.15) и (3 .1 6 ), получаем

Т\ [*2У (*) -  з у 0 -  у и] + тх [зУ  (5) - !/ „ ] + У (в) =  кХ (5) {

где г/о, У о — начальные значения функции у  и ее первой

Динамическая передаточная функция, определяемая 
как отношение У (в) к Х (я) при нулевых начальных у с 
ловиях ( у о =  0 , г/о = 0 ) ,

не зависит от закона изменения безразмерной обобщен
ной силы х{Ь) и начальных условий и, следовательно, я в 
ляется собственной характеристикой механизма, опреде
ляющей его динамические свойства. Другими словами, 
динамическая передаточная функция характеризует вид 
левой части дифференциального уравнения дви ж ен и я 
механизма.

Зная динамическую передаточную функцию м ехан и з
ма, можно при любом заданном законе изменения обоб
щенной силы найти изображение безразмерной обобщен
ной силы Х (я) и затем найти изображение безразмерного 
перемещения У (я) из условия

при нулевых начальных условиях. Искомая функция у  (£) 
после этого находится непосредственно по справочным 
таблицам оригиналов и изображений. Если начальны е 
условия отличаются от нулевых (¿ =  0 , у  = у о, у —у о)> 
то можно использовать замену переменных

или же определять изображение У (в) с учетом н ачаль
ных условий. В рассматриваемом примере

к *?с/̂ с (5 .4 )

У (Я)=

У  = Ж (*) +



Следовательно, если уравнение движения механизма 
представлено линейным дифференциальным уравнением 
с постоянными коэффициентами, то динамическая нере- 
даточная функция полностью определяет динамические 
свойства механизма нри любых заданных законах изме
нения сил. Отсюда и происходит ее название. В теории 
автоматического регулирования употребляется только 
термин передаточная ф ун кци я  без указания слова ди на 
м ич е с ка я ,  так как  в отличие от теории механизмов, в тео
рии регулирования не рассматриваются кинематические 
передаточные функции. Иногда для сокращения текста 
можно опускать прилагательные «кинематическая» и 
«динамическая», если о ч о е и д н о , о какой передаточной 
функции идет речь.

Если безразмерное уравнение движения механизма 
представлено в форме (3.19)

у  + 2 чу  + Хгу  = к кх,
то, подставляя в него изображения функций у, у ,  у  ш х 
при нулевых начальных условиях, получаем

(в* + 2 ’гв + Х *)У (в)=А 1В Д .

Отсюда динамическая передаточная функция для рас
сматриваемого примера

17(5) --  ------- ^ __  (5 5 ^
е2 +  2у* +  а«2 +  Ь* +  с ' ' ‘ '

т. е. для безразмерных уравнений движения (3 .2 )' п 
(3.19) динамическая передаточная функция имеет один 
и тот же вид, а ее зпачения являются безразмерными 
величинами.

Иногда динамическую передаточную функцию опреде
ляют из линейного уравнения движения (3 .1 ) в размер
ном виде как отношение изображения по Лапласу обоб
щенной координаты #(/) к изображению обобщенной 
силы Тогда размерная динамическая передаточная
функция имеет вид

: 7 - И »  =  — ___ í____ _ /5 гл
аз -\ -b s -\ - c  а («* -(- 2у4 +  Я2) ' '

и размерность ее значений определяется размерностью 
отношения 7 (/)/(?■(<),.



§ 23. Переходные функции

Единичная ступенчатая функция. Динамические свой
ства механизмов можно оценивать по виду решений без
размерных уравнений движения при типовых закон ах  из
менения обобщенной силы. В простейшем случае обоб
щенная сила (приведенная сила или приведенный мо
мент сил) является постоянной. Пусть, например, приве
денный момент сил К1а имеет постоянпое значение М0. 
В задачах динамики механизмов время Ь >  0, и поэтому 
закон изменения приведенного момента сил во времени 
можно представить функцией

где [1] — условная заппсь единичной ступенчатой ф унк
ции (рис. 26), обладающей свойствами:

[1] = 1 при ¿ > 0 ,
[1] = 0  при ¿ < 0 .

Переходная функция механизма. В общем случае 
п ер ех о дн ой  функци ей  механизма  называют решение без
размерного уравнения дви- , , 
жения механизма с одной 
степенью свободы при опре
деленном законе изменения 
обобщенной силы. В даль
нейшем будем называть пе- — -------
реходной функцией механиз
ма только решение безраз- рИ0 £6 
мерного уравнения движе
ния механизма 1г(1) при единичном ступенчатом измене
нии безразмерной обобщенной силы х{ь) и н улевы х на
чальных условиях.

Например, для уравнения движения колебательного 
типа (3.19) из решения (3.26) при нулевых начальных 
условиях получаем

(5.7)

где X* =  / А2 — у», 0 = а п ^
Импульсная переходная функция. Переходная ф унк

ция характеризует динамику механизма при ступенчатом 
изменении обобщенной силы, Если уменьшать продолжи

0



тельность действия этой силы, то в пределе получим 
импульсную  силу с мгновенным импульсом. При этом 
единичная ступенчатая сила переходит в е д и н и ч н ую  им
п у л ь с н у ю  с и л у , аналитическое описание которой выража
е тся  дельта-функцией б:

6 = 0 при I Ф  г0, б оо при £ =  г0;
00

]  б (г — г0)сй =  1 .
»00

Соответственно переходная функция обращается в 
и м п у л ь с н у ю  п е р ех о д н ую  ф ун кц и ю , под которой понима
ется  решение безразмерного уравнения движения меха
низма Л„(£) при безразмерной обобщенной силе х(Ь), 
равной единичной импульсной силе.

Импульсная переходная функция ^„(¿) равна произ
водной по времени от переходной функции Л(<):

М г )  =  ^ .

Это соотношение следует из свойств дельта-функции, 
которая может рассматриваться как производная по вре
мени от единичной ступенчатой функции.

Импульсная переходная функция характеризует ди
намические свойства механизма при воздействии импульс
ны х или ударных сил. Кроме того, ее можно использо
вать  для определения переходной функции при произ
вольной безразмерной силе х(Ь), если ее рассматривать 
к а к  непрерывную совокупность мгновенных импульсов.

§ 24. Частотные характеристики

Частотная передаточная функция. Переходные функ
ции дают представление о поведении системы в переход
ны х режимах. Для оценки установившихся режимов 
удобно рассматривать поведение системы при гармониче
ски х воздействиях, так к ак  динамические характеристики 
при этих воздействиях легко определяются эксперимен
тальным путем. Кроме того, во многих механизмах 
внешние силы, действующие на звенья механизма, могут 
бы ть с достаточной точностью представлены в виде сум
мы  гармоник различных частот.

П усть гармоническая вынуждающая сила изменяется 
по закону



ИЛИ
0 ( ш ) = А 1( т ) е ш ,

где ^ ( ш )  =  ^ е 19! — комплексная амплитуда гармониче
ской вынуждающей силы.

Тогда обобщенная координата д, определяемая из ли
нейного уравнения движения, будет тоже гармонической 
функцией той же частоты со, но с измененной амплиту
дой и фазой, причем эти изменения зависят от типа урав
нения движения, от постоянных параметров механизма 
и от частоты со:

или
д ( ш  ) =  л / “,+92)

д(гсо) =  Аг { ш ) е ш
«о.где А.2 (гсо) =  А2е  2 — комплексная амплитуда гармониче

ских колебаний.
Отношение комплексной амплитуды гармонических 

вынужденных колебаний к комплексной амплитуде гар
монической вынуждающей силы назы вается частотной 
передаточной ф ункци ей

и ч и < 5-8)

Например, для механизма, уравнение движения кото
рого представлено уравнением (3 .35) при я(гсо) =  е’“', 
комплексная амплитуда вынужденных гармонических 
колебаний Л2(гсо) находится из (3.37) умножением на дс. 
Принимая (?с =  4 1, получаем, что /с1д0 =  Л 1/а и, следова
тельно,

А1
Аг  =  а ( - с о 2 +  27140 +  ^ )  *

Частотная передаточная функция по условию (5.8)'

И (гсо) — в 2у ш  + %*) — ач? +  Ьгсо +  с '  ̂ ^

Сравнение выражений (5.9)' и (5 .6 ) показывает, что 
частотная передаточная функция получается из динами
ческой передаточной функции заменой комплексной пере
менной в на чисто мнимую величину гсо. Другими слова
ми, переход от динамической передаточной функции 
И7 (я) к частотной передаточной функции РУ(гсо) соот



ветствует переходу от преобразования Лапласа при а =  0 
к преобразованию Фурье. Это заключение справедливо и 
для тех случаев, когда динамическая передаточная 
функция и комплексные амплитуды определяются в без
размерных величинах.

Амплитудно-частотная характеристика. Частотными 
характеристиками  называются динамические характери
стики гармонических вынужденных колебаний, завися
щие от частоты гармонического возбуждения. Наиболее 
употребительной является амплитудно-частотная характе
ристика , под которой понимается зависимость амплитуды 
гармонических вынужденных колебаний от частоты гар
монического возбуждения.

Например, для механизма, уравнение движения кото
рого представлено уравнением (3.1) при Q(t)  = А, sin toí,

амплитуда вынужденных гармо
нических колебаний A¡ находится 
из (3.31) умножением на д с. При
нимая <?С =  Л i, получаем, что 
kiqc = Aí/a н, следовательно, раз
мерная амплитуда

Л А1_________  =  (5 .Ю)
0 Л и> a Y (V  — tü“)‘i-J-4Y!!<i)‘s

Для того чтобы амплитудно
го частотная характеристика была
— собственной характеристикой ме

ханизма, не зависящей от ампли
туды гармонического возбужде
ния, обычно изображают ее в ви
де зависимости Л(со) = Л2/Л,. На 
рис. 27, а  показан график А (со) 
для фиксированного значения ■у < 
< X. При со — 0 значение амили-

-  -тудгл А равно статическому пере-
*Рпс. 27 мещеппю от единичной силы:

Лст =  1/с. При о  °° амплитуда 
Л стремится к пулю. Максимальное значение Л достига
ется при со =  ÍA2 — 2 'к2, т. е. вблизи со =  X.

Фазо-частотная характеристика. Зависимость разности 
фаз м еж ду гармоническими вынужденными колебаниями 
и гармоническим возбуждением от его частоты называ
ется фазо-частотной характеристикой.  Обычно начальная



фаза гармонического возбуждения принимается равноп 
нулю. Тогда фазо-часготная характеристика изображает 
зависимость начальпой фазы гармонических вынужден
ных колебаний 0 от частоты со. На рис. 2 7 ,6  показана 
эта характеристика для рассматриваемого примера при

о . 2y«0е -  _  arctg j j — ¡,

/ V(w)

efe»)

со-Л>

им

Рис. 28

Амплитудно-фазовая частотная характеристика. Ам
плитудно-частотную и фазо-частотную характеристики 
можно объединить в единую ха
рактеристику, которая изобража
ется годографом вектора, модуль 
которого равен амплитуде вынуж
денных гармонических колебаний 
А, а угол, отсчитываемый от по
ложительного направления абс
цисс против хода часовой стрелки, 
равен начальной фазе 0 (рис. 28).
Этот годограф обычно строится 
на комплексной плоскости, и то
гда комплексная величина, мо
дуль которой равен амплитуде, 
а аргумент пачальной фазе гар
монических колебаний, дает комп
лексную амплитуду A (ico). Со
ответственно амплитудно-фазовой частотной характери
стикой называется зависимость комплексной амплитуды 
гармонических вынужденных колебаний от частоты гар
монического возбуждения.

Д ействительная (вещ ественная) часть комплексной 
амплитуды Л (¿со) обозначается через U ( w ) ,  а мнимая — 
через i V (со):

А ( t o ) U  (со) + iV (со)'.

Переход от частотных характеристик Л (со) и 0 (со) 
к характеристикам U(со) и F(co) и обратно производится 
по соотношениям:

U (со) =  А (со) cos 0 (со), V (со) =  А (со) sin 0 (со),

А (со) =  / U* (со) + V2 (со), 0 (со) =  arctg



В рассматриваемом примере:

и  (со) ------------^ ~ (°2______  V (со) =  ~ 2уа
' } а №  -  со2)“ +  4 у2со2] ’ ^  а [ ( х > - ш* Г + Ц ^ У

Д ля того чтобы амплитудно-фазовая частотная харак
теристика была собственной характеристикой механизма, 
зависящей только от типа уравнения движения механиз
ма и его параметров, ее строят в виде годографа частот
ной передаточной функции, представляющей собой отно
шение комплексной амплитуды гармонических вынужден
ных колебаний ^42 (¿со) к  комплексной амплитуде гармо
нической вынуждающей силы 4̂4 (¿со)

\¥ (¿со) =
Л2 (¿о>) 
А1 (гш)*

Тогда модуль этого годографа согласно правилам де
ления комплексных величин равен отношению действи
тельных амплитуд гармонических колебаний и вынужда
ющей силы, а угол, составляемый вектором годографа с 
положительным направлением оси абсцисс, равен разно
сти фаз перемещения и силы,

В рассматриваемом примере амплитуда вынуждающей 
силы равна действительной величине ¿4,, а начальная 
фаза равна нулю. Частотная передаточная функция

УУ (¿со) =  ------- 5— 1
а (— со2 +  2у1а> +  X2)

После отделения действительной части от мнимой, 
умножением числителя и знаменателя на Я2 — со2 — 2 ^¿со 
получаем

И7 (¿ш) =  £7(<о)+ IV {а) ,
где

Следовательно,

А (со) =>------ — 0 (т ) =  — яггАр 2усо
а /  а 3 - ш 2)2 +  4у2со2 ^  Ч ~ •I

и4

т. е. модуль и аргумент частотной передаточной функции 
дают соответственно амплитудно-частотную и фазо-ча- 
стотную характеристики, если принято условие А = А г/А1ч



При построении частотных характеристик А (со) и 
0 (м ) для того чтобы охватить больший диапазон частот, 
откладывают по оси абсцисс частоту в логарифмическом 
масштабе. Соответствующие характеристики назы ваю тся 
логарифмическими частотными, характеристиками.  При по
строении логарифмической амплитудно-частотной х а р а к 
теристики по оси ординат откладываю т обычно величину 
Ь = 201ёА.

Резонансные частоты. Из графика амплитудно-ча
стотной характеристики, показанного на рис. 27, а , видно, 
что амплитуда вынужденных колебаний увеличивается 
по мере приближения частоты гармонического во зб уж де
ния (о к  собственной частоте X. Вынужденные колебания, 
соответствующие одному из максимумов амплитудно-ча
стотной характеристики, называю тся р е з он ан сны ми  к о л е 
баниями  (р е з он ан с ом ). Ч астота, при которой н аступ ает  
резонанс, называется р е з о н а н с н о й  частотой. Н есколько 
максимумов амплитудно-частотной характеристики и, 
следовательно, несколько резонансных частот наблю да
ются в механизмах с несколькими степенями свободы.

Например, для амплитудно-частотной характеристики, 
показанной на рис. 27, а, резонансная частота сор =* 
и  _  2 ч2 и амплитуда колебаний при резонансе имеет 
значение

АЛА0 = -------- у — .
Р а2УУ х 2- ?

При ч = О т. е. при отсутствии трения, резонансная 
частота соР =  Х и К тому же результату можно
прийти путем решения уравнения движения кон серва
тивного типа при условии, что частота вынужденных ко
лебаний равна собственной частоте механизма.

Например, для безразмерного уравнения дви ж ен и я 
механизма (3.19) при ш =  X и  ̂=  0 имеем 

у  + Хгу  =  к 1 з т  М.

Заменяя оригиналы их изображениями, получаем 

в2У — вУо ~~ Уа + ^  =  •

Отсюда



Обратный переход к оригиналам по табл. 1 (п, 3 4 
и 6 ) дает

у  = 1/0 eos U  + sin  Я/ + ^ ¡ ( s in  U — Xt eos Яг),
¿A

т. е. в отличие от реш ения (3.30) при а¥*Х слагаемое, 
выражающее вынужденные колебания, представлено в е 
ковым  (р е з о н а н с н ы м ) членом , который по абсолютной 
величине неограниченно возрастает во времени, если в 
системе нет сопротивлений трения.

Коэффициент динамичности. Коэффициентом дина 
мичности  (иногда коэффициентом динамического усиле
ния) в общем смысле слова называют отношение какой- 
либо величины, характеризующей динамику системы, 
к значению этой величины в статике. Наиболее употреби
тельным является коэффициент динамичности по п е р е 
м ещ ени ям .  При силовом возбуждении коэффициентом 
динамичности по перемещениям называют отношение 
амплитуды гармонических вынужденных колебаний 
к  статическому перемещению под действием силы, равной 
амплитуде силового гармонического возбуждения.

Например, при изменении обобщенной силы по сину
соидальному закопу Q (t)  =  Ai sin coi амплитуда гармони
ческих вынужденных колебаний определяется выражени
ем (5 .10);

А =

а V (К2 — ш2)2 + 4 y V  '

Амплитуда гармонического возбуждения, т. е. ампли
туд а  изменения обобщенной силы, равпа At. Перемеще
ние, вызываемое действием этого момепта, равпо A j e ,  
где с  — коэффициент жесткости. Следовательно, коэффи
циент динамичности по перемещениям при Я2 =  с/а:

ir X2
Л  пин =  ---у  '

V  U '2 -  О)2)2 + 4у V

На рис. 29, а показаны р е з он ан сны е  кривы е ,  выража
ющие зависимость коэффициента динамичности от ча
стотного отношения ,  равного отношению частоты вынуж
денных колебаний к собственной частоте, при нескольких 
вначениях коэффициента демпфирования у.

При кинематическом возбуждении коэффициент ди
намичности по перемещениям равен отношению ампли-



туды вынужденных колебаний к амнлитудо позбуждспия, 
если оно принято гармоническим. При других видах ки
нематического возбуждения продночитают определять 
коэффициент динамичности по  у с к о р е н и ям ,  под которым 
понимается отношение максимального модуля ускорения

Рис, 29

выходного звена с учетом упругости звеньев механизма 
к максимальному модулю ускорения этого ж е звена без 
учета упругости эвеньев.

В рассматриваемом примере максимальный модуль 
ускорения выходного эвена при вынужденных колебаниях

л
?тах —

И, ю4

Без учета упругости звепьев = At/a. Следователь
но, коэффициент динамичности по ускорениям

А. уск  —
1/(V*_<o2)* +  4VV

К дин-^f,

На рис. 29, б  показаны графики зависимости коэффи
циента динамичности по ускорениям от частотного отно
шения м/Х, соответствующие резонансным кривым, по
казанным на рис. 29, а. Коэффициент динамичности по 
перемещениям без учета сил трения ( у  — 0 ) равен 1 при 
ы/Х =  V2 и при ш/А оо стремится к нулю. Коэффициент



динамичности по ускорениям для "(= 0 равен 2 при 
соД ■= У 2 и при со А  -► оо стремится к 1.

Коэффициент динамичности по ускорениям можно 
рассматривать такж е как  отношение максимальных зна
чений силы инерции выходного звена с учетом упругости 
ввеньев механизма и без учета упругости. Аналогично 
вводится коэффициент динамичности по силам как отно
шение максимальных значений какой-либо силы или мо
мента сил (например, момента сил на валу выходного 
эвена) с учетом упругости звеньев и без учета упругости.

Динамическая жесткость. Динамичес к ой  жесткостью 
назы вается отношение амплитуды гармонической вы нуж 
дающей силы к  амплитуде гармонических вынужденных 
колебаний. Величина, обратная динамической жесткости, 
называется д инамич е с к ой  податливостью.  В рассматривае
мом примере динамическая жесткость Б  равна отношению 
амплитуды А1 гармонической составляющей обобщенной 
силы (2(1) к  амплитуде А2 вызываемого ею перемещения

Б  =  -ф  =  а V (^2— ®2)3 + 4у2соа,
А 2

При ч =  0 и со =  0 динамическая жесткость О =  а%г ^  
^  с  совпадает со статической жесткостью, характеризуе
мой коэффициентом жесткости с.  В отличие от статиче
ской динамическая жесткость зависит от частоты вынуж 
дающей силы и, следовательно, является частотной ха
рактеристикой механизма.

В тех случаях, когда между силой и перемещением 
есть сдвиг фаз, определяют к омпл ек сн ую  динамиче ск ую  
окесткостъ к ак  отношение амплитуды гармонической вы
нуждающей силы к комплексной амплитуде вынужден
ных колебаний. В рассматриваемом примере комплексная 
амплитуда

А1
А* №  =  в (_  ш* + 2уш + 1?)'

Следовательно, комплексная динамическая жесткость 
Б  (гсо) =  а (—со2 +  2^гсо +  X2) .

Модуль этой комплексной величины

0  =  а У ( Г -  со2) 2 + 4ч2сог 
совпадает с выражением для динамической жесткости,



Величина, обратная комплексной динамической жест
кости, называется комплек сной  д и н а м и ч е с к о й  податли
востью. По определению комплексная динамическая по
датливость совпадает с частотной передаточной функ
цией. В рассматриваемом примере

* . =  ------- 5---- - --------------- 57- Е= ТУ  (/ со ).О(ш) а (_  ш2 4- 2 у 1ш + V!) 4 '

§ 25. Критерии устойчивости движений в  механизмах

Условие устойчивости движений. Предположим, что 
под действием внешних сил звенья механизма соверша
ют некоторое движение, которое будем назы вать н е в о зм у 
щенным.  Значения обобщенных координат механизма, 
найденные решением уравнений движения для невозму
щенного движения, обозначим через г/( ( ¿ ) , где £ =  1 , . . . ,  5. 
Если в некоторый момент времени происходит внезапное 
изменение внешней силы или какого-либо параметра ме
ханизма, которое вызывает соответствующее изменение 
обобщенных скоростей или ускорений, то дальнейшее 
движение звеньев может рассматриваться к ак  движение 
с измененными начальными условиями. При этом движе
нии, называемом возмущенным,  обобщенные координаты 
механизма будут определяться теми же уравнениями, но 
с измененными начальными условиями, а значения этих 
координат у В1 будут связаны с их значениями при невоз
мущенном движении соотношением

Ун = у 1 + Уы-

Движение механизма называется асимптотически  
устойчивым,  если при £ -*■ °° значения у с( стремятся к ну
лю, и неустойчивым,  если хотя бы одно из значений уы 
неограниченно возрастает. Если значения у с( стремятся 
к некоторым конечным значениям, то движение механиз
ма называется нейтрально устойчивым.

Для исследования устойчивости движения механизма 
предположим, что система линейных уравнений движ е
ния механизма приведена к одному дифференциальному 
уравнению порядка п  относительно обобщенной коорди
наты у.  Тогда г/в =  у  + у с, где у а есть решение соответ
ствующего однородного дифференциального уравнения 
при начальных условиях, соответствующих моменту воз
мущения.



К ак уж е  указывалось, общее решение однородного 
уравнения есть сумма слагаемых, вид которых определя
ется значениями корней характеристического уравнения. 
Если в этом решении какое-нибудь его слагаемое неогра
ниченно возрастает но абсолютной величине, то возраста
ет и вся сумма в целом. Принимая во внимание значения 
показателей степени в слагаемых (3.9) и (3.10), полу
чаем, что присутствие одного положительного веществен
ного корня Г) или одной пары сопряженных комплексных 
корней с положительной вещественной частью а» >  0 
оказы вается достаточным, чтобы значения ¡/0 неограни
ченно возрастали. Следовательно, дл я  асимптотической 
у стойчивости д в и ж ен и я  з в е н ь е в  механизма необходимо и 
достаточно, чтобы в с е  корни  характеристиче ского у р а в 
н е н и я  имели  отрицательную в ещ е ст в енн ую  часть.

Среди корней характеристического уравнения может 
быть корень, равный нулю, т. е. Г) =  0 , или пара чисто 
мнимых корней ±г'Ай. Если при этом вещественные части 
всех остальных корней отрицательные, то общее решение 
будет иметь постоянное слагаемое или гармоническое сла
гаемое с постоянной амплитудой. В этом случае меха
низм будет нейтрально устойчив.

Корни характеристического уравпения для исследова
ния устойчивости движения удобно изображать в виде то
чек на комплексной плоскости. Тогда условие устойчиво
сти при линейных уравнениях движения формулируется 
как  условие расположения всех корней характеристиче
ского уравнения слева от мнимой оси комплексной плос
кости. Если хотя бы один вещественный корень или одна 
пара сопряженных комплексных корней находится спра
ва от мнимой оси, то механизм неустойчив. Мнимая ось 
является границей устойчивости.

Полученное условие устойчивости справедливо не 
только для линейных, но п для линеаризованных урав
нений независимо от членов выше первого порядка мало
сти. В этих случаях говорят об устойчивости движения 
по первому приближению (теорема Ляпунова). Однако в 
случае нулевых или чисто мнимых корней линеаризован
ного уравнения требуется дополнительной исследование 
устойчивости.

Алгебраические критерии устойчивости Рауса и Гур- 
впца. Сформулированное условие устойчивости движения 
требует нахождения корней характеристического уравне
ния, что становится затруднительным, если это уравнение



выше третьего порядка. Поэтому неоднократно предлага
лись критерии устойчивости в виде определенных правил, 
следуя которым можно определить устойчивость движ е
ния, минуя вычисление корней.

Критерии устойчивости подразделяют на а л г е б р а и ч е 
с к и е  и частотные. К алгебраическим принадлежат крите
рий Рауса (1875) и критерий Гурвица (1895). Оба крите
рия основаны на рассмотрении числовых значепий коэф
фициентов характеристического уравнепия, которое при
нято записывать в следующем виде:

й0гп + а1гп~1 + . . .  + ап- 1Г + ап =  0 .

Предварительно заметим, что уравнепия движения 
первого и второго порядка устойчивы, если все коэффи
циенты характеристического уравнения больше нуля. 
Д ля уравнений более высокого порядка положительность 
коэффициентов характеристического уравнения является  
необходимым, но не достаточным условием устойчивости. 
Если все коэффициенты уравнепия положительные, то все 
его вещественные корни отрицательные, но среди комп
лексных корней могут быть и корни с положительной ве
щественной частью.

При равенстве нулю коэффициента а„ движение ме
ханизма соответствует границе устойчивости. При равен
стве нулю какого-либо другого коэффициента движенио 
механизма либо на границе устойчивости, либо неус
тойчиво.

Для более детального исследования соотношений м еж 
ду коэффициентами характеристического уравнения Раус 
предложил составлять таблицу, названную впоследствии 
его именем (табл. 2 ) .

Первая строка таблицы содержит четные коэффициен
ты характеристического уравнения, вторая строка — не
четные коэффициенты. В последующих строках записы
вают вычисления по указанным в них формулам. Всего 
в таблице заполпяют п + 1 строк.

Критерий Ра у с а  формулируется следующим образом: 
для  того чтобы д в и ж ен и е  было устойчивым, н е о б х о д и м о  и 
достаточно, чтобы в с е  коэффициенты п е р в о г о  столбца  
таблицы Раус а  имели о динак о вый  знак.  Обычно характе
ристическое уравнение приводят к виду, когда а„ >  0 . 
Тогда для устойчивости движения все остальные коэф
фициенты первого столбца такж е должны быть положи
тельными, т. е. Сц >  0 , I = 2 , 3, . . . , « +  1 .
9  Н. И, Л евитский



Т а б л и ц а  2

Н омер
стр о к

В спомогательны е
коэффициенты

Номер гтолбца

1 2 3

1 — с1 1 ~ а 0 с 12= а г с13= а 4 • • •

2 — с П ~ а 1 с22= а 8 с23 ~ а Ь • • 1

<41 СЯ1= ^ с я г ~ с33=
3 <? II

*1 ~ с 12— Г3С22 —  с гз— тУгя = с 14— г ,с 24

1 г г - <'* - 2 .  1 СП ~ С1 - 2 ,  2 ~ Ci2 ~ С1 - 2 , Я - Г1.1 =  С{ -2 , 4

С» - 1 .  1 - /У Ч —1, 2 ~ г 1С1 - 1 ,  4
. . . • • • • • • * * ' • • «

Если один из коэффициентов первого столбца равен 
нулю, а остальные — положительные, то характеристиче
ское уравнение имеет пару чисто мнимых корней (грани
ца устойчивости).

Критерий Гурвпца получается из критерия Рауса и 
для уравнений не выше пятого порядка оказывается про
ще. Д ля того чтобы применить критерий Гурвица, состав
ляю т таблицу из коэффициентов характеристического 
уравнения

°1 а з а 5 . . . 0 0

“ о й 2 °4 . . . 0 0

0 ° 1 а з . . . 0 0

0
% а 2 . . . 0 0

0 0 0 . . . а п - 1 0

0 0 0 . . . а п —2 а п

По диагонали таблицы от левого верхнего угла выпи
сывают коэффициенты, начиная с a¡ до ап. Затем каждый 
столбец таблицы дополняют так, чтобы вверх от диагона
ли индексы коэффициентов увеличивались, а вниз — 
уменьш ались. Вместо коэффициентов с индексом меньше
О и больше п  пишут пуль.

Критерий  Гурвица  формулируется так: д в и ж ен и е  
у стойчиво ,  е с ли  при  а 0 >  0  положительны п определите-



лей  Гурвица ,  получаемых и з  (5 .11), т. е.

Ду О, Ах — (¿1 О, Д2 — > 0 ,

Ая =
в 1 “ з  а 5

° а1 Я3
>  0, . . . ,  Ап — а„Дп- 1  0.

Движение соответствует границе устойчивости, если 
Л„ =  0. Для п  =  2 условием устойчивости является лишь 
положительность коэффициентов характеристического 
уравнения. Для п  =  3 должны удовлетворяться следую
щие неравенства:

^ > 0  (¿ =  0 , . . . ,  3 ) , а 1а2 > а 0а3. (5 .1 2 X
Для п  =  4:

>  0 (г =  0, . . . ,  4), а ха 2а 3 >  айа\ + а\а4. (5.13) 

Для п  =  5:
а ( > 0  (¿ = 0, . . . ,  5 ), «1 а2 > а 0а3,

(а^г — а 0а3) (а3а4 — а2а5)>  ( а ^  — а аа ь) 2. (5.14);

Частотные критерии устойчивости Н айквиста и Ми
хайлова. К частотным критериям устойчивости принад
лежат критерии Найквиста (1932) и Михайлова (1938 ). 
Оба критерия используются преимущественно при иссле
довании систем автоматического регулирования, так  к ак  
позволяют учесть влияние обратных связей на устойчи
вость регулирования. Однако и при исследовании устой
чивости движений в механизмах они могут быть полезны, 
в особенности в тех случаях, когда требуется установить, 
в каких пределах можно изменять тот или иной пара
метр механизма.

Критерий Михайлова,  как  и критерий Р ауса и Гур
вица, основан на рассмотрении характеристического урав
нения. С этой целью на комплексной плоскости строится 
годограф характеристического вектора И ( ш ) ,  который 
получается из характеристического полинома

Д =  а0гп + а 1г’1-1 + . . .  + а„ -1Г + а„ 

путем подстановки г  =  к о:

/?(ш ) =  ао(гсо)" + а 1 (1Со) п-1 + . . .  + а„ -1 (гсо) + а„ 53 X + гУ, 
9*



где
А =  ап со2<2п—2 со4(2п_4 — • •
У =  (о (а„_, — со2а л- 9 + (о4а „_5 —

Кривую, которую описывает конец вектора /?(гсо) па 
комплексной плоскости при изменении © от 0 до на
зываю т годо графом Михайлова.  Годограф начинается при

Рпс. 30

со =  0  на вещественной оси в точке а„ и при ю =  °° ухо
дит в бесконечность в квадранте, соответствующем по

рядку характеристического 
уравнения. Для у стойчиво 
сти системы п- го  пор я дка  
необходимо и достаточно, 
чтобы при и зм ен ении  часто
ты от 0 до  °° г од о г раф Ми
хайлова начинался  на п оло 
жительной в ещественной  п о 
л у о с и  и об ош ел  в п ол ожи 
тельном направлении (против 
хода часо вой  стрелки) п о с л е 
довательно п квадрантов, н и 
г д е  н е  о б ращая сь  в нуль.

На рис. 30, а показаны го
дографы Михайлова устой

чивых систем 1-го — 4-го порядков с равными значениями 
коэффициента а„. При четном п годограф уходит в бес
конечность вдоль ос I X, а при нечетном п — вдоль оси У.



Па рис. 30, б  показаны годографы неустойчивых си
стем 4-го порядка для случаев, когда характеристический 
полином имеет один вещественный корень (кривая 1),  
два положительных вещественных корня (кривая 2 ) ,  два 
комплексных сопряженных корня с положительной ве
щественной частью (кривая 3) ,  два чисто мнимых корня 
и положительный вещественный корень (кривая 4) .

При использовании критерия Найквиста  устойчивость 
системы определяется по амплитудно-фазовой частотной 
характеристике, построенной в виде годографа частотной 
передаточной функции W ( i a ) .  Для устойчивости систе
мы необходимо и достаточно, чтобы амплитудно-фазовая 
частотная характеристика (годограф FF(ícd)) не охваты
вала точку с координатами [—1 , /0] при изменении со от О 
до

На рис. 31 показаны три случая: система устойчива 
(кривая Í ) ,  система пеустойчива (кривая 2) ,  система на 
границе устойчивости (кривая 3).

Г л а в а VI. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИИ
ДВИЖЕНИЯ МЕХАНИЗМОВ
ПРИ СЛУЧАЙНЫХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ

§ 26. Вероятностные характеристики
случайных величин

Случайные величины. Случайной в еличин ой  называ
ется переменная величина, значения которой зависят от 
случая. Различают дискретные  и н е п р е р ы вн ы е  случайные 
величины. Дискретная случайная величина V принимает 
конечное число значений ик про к =  1 , . . . ,  в или счет
ное число значений ик при к — 1, . . . * ) .  Непрерывная 
случайная величина может принимать любые значения 
в некотором интервале.

Вероятность случайной величины. Пусть проведено N 
измерений случайной величины £/. При достаточно боль
шом числе N значения случайной величины ик, если еи 
рассматривать как  дискретную (к  =  1 ,  . . . ,  в) ,  будут по
вторяться. Число повторений значения ц* обозначим че
рез V*. Отношение числа повторений значения ик дискрет

*) Здесь и далее случайные величины обозначены прописны
ми буквами; их реализации (выборочные значения) — соответ
ствующими строчными буквами.



ной случайной величины к общему числу ее значений N 
назовем вероятностью Р ( и к) значения ик при данном 
числе всех значений N *) :

^ ы  =  ) .  (6 -1 )

Из формулы (6.1) следует, что вероятность есть без
размерная величина, лежащ ая в пределах от 0 до 1 . 
С увеличением числа всех значений дискретной случай
ной величины вероятность Р ( и к) для каждого значения 
ик стремится к своему предельному значению. Иногда 
только это значение и называют вероятностью, а отно
шение (6.1) при данном числе N называют частотой 
с обытия  или частотностью.

Вероятность того, что дискретная случайная величи
на и  может принять одно из двух значений и1 и и2, 
равна сумме вероятностей этих значений:

Р (и  1, и2) =  Р (и 1) + Р (и 2). (6 .2 )

Сумма вероятностей всех измеренных значений равна
1 , так  как  сумма чисел повторений V* равна общему 
числу измерений N1

¿ ^ ( « 0  =  1. (6-3)
Ь =  1

Плотность вероятности. Дискретная случайная вели
чина полностью определяется значениями вероятностей 
Р ( и к) при к = {, . . . ,  я. Для непрерывной случайной ве
личины II такой способ ее определения непригоден, так 
как  вероятность того, что она примет заданное значение 
и к, равна нулю. Это положение следует из формулы (6.1) 
при условии, что число возможных случаев N бесконечно. 
Однако вероятность того, что непрерывная случайная 
величина примет значение, заключенное в пределах от 
и  до и  -Ь с1и, уж е отлична от нуля и может быть пред
ставлена в виде дифференциала, называемого элементом 
вероятности  распределения непрерывной случайной ве
личины:

Р (и  ^  II <  и + ¿и )  — }(и)йи ,  (6.4)

где / (и )— плотность вероятности. Размерность плотности

*)  Р  — знак вероятности.



вероятности равна единице, деленной на размерность 
случайной величины.

Суммирование элементов вероятности на участке от 
и,1 до пг дает вероятность того, что непрерывная сл учай 
ная величипа V примет какое-либо значение в интервале 
от и,1 до и2:

и2
Р (и 1 < ^ < и 2) -  [ /(и)йи. (6 .5 )

Отсюда следует, что задание плотности вероятности / (и ) 
определяет вероятность появления значений и случайной 
величины II, т. е. дает распределение всех наблю даемых 
или измеряемых значений случайной величины V в з а 
висимости от значений и. Другой возможный путь опре
деления вероятностей случайной величины состоит в  з а 
дании функции распределения.

Функция распределения. Ф у н к ц и е й  р а с п р е д е л е н и я  в е 
роятности (сокращенно, ф у н к ц и е й  р а с п р е д ел е н и я )  сл у 
чайной величины и  называется вероятность того, что ее 
вначение не превышает и:

Р ( и ) = - Р ( и < и ) \  (6 .6 )'

Если непрерывная случайная функция V определена 
на интервале (—00 < ц <  °°), то функция распределения

Н
Р ( и ) =  | 1(и) йи  (6 .7)

— оо

с увеличением и может только возрастать от ^ (  °°) О 
до /?(оо)= 1 . Первое условие следует непосредственно из 
интеграла (6 .7), а второе условие

( /(¡¿)<2и =  1 (6 -8 )
»00

означает, что любое заданное значение и лежит в преде
лах от —оо до оо и, следовательно, вероятность его по
падания в этот интервал равна 1 .

Из соотношения (6.7) м еж ду плотпостью вероятности 
/(ц) и функцией распределения ^ (и)  следует

<6-9)

т, е. плотность вероятности есть пропзводпая от ф упк-



ции распределения по аргументу и. На рис. 32, а пока
зан график функции распределения /'’ (и) и на рис. 32, б _
соответствующий ей график плотности вероятности.'

Математическое ожидание. Для оценки среднего зна
чения случайной величины принимают средневзвешенное

Рис. 32

значение при весах, равпых вероятности каждой из pea* 
лизации случайной величины. Это среднее значение на
зывают также средневероятностным.  Для дискретной 
случайной величины U с учетом того, что сумма вероят
ностей (весов) равна 1 , средневероятностное значение пг„ 
вычисляется по формуле

8

ТПи =  2  uhP {uh)f (6.10)

где ик — реализация случайной величины U, Р  (и*) — ве
роятность этой реализации.

Операцию вычисления средневероятностпого значения 
называют вероятностным осреднением и обозначают уг
ловыми скобками. Тогда формула (6.10) принимает вид

<£/> =  2  uhP ( u h). (6 .11 )
h= l

Иногда средпевероятпостпое значение какой-либо ве
личины называют математическим ожидани ем , и соответ
ственно оператор математического ожидания обозначают 
через М (или Е).  Для непрерывной случайной величины 
V с плотностью вероятности /(и) средневероятностное 
значение (математическое ожидание) получается из фор
мулы (6 .1 1 ) предельным переходом:

00

mu == ¡  u f ( u ) d u .  (6 , 12)



Дисперсия случайной величины. В качество меры рас
сеяния реализаций случайной величины (дисперсии) при
нимается средневероятностное значение квадрата откло
нения реализации и от математического ожидания (сред
невероятностного значения случайной величины).

Для дискретной случайной величины I! дисперсия
°и выражается суммой

= 2  К  ■ к=1
т и)2 Р  (щ ) .

Для непрерывной случайной величины имеем
+  оо

Ои= I (и — т и)2 / (и) йи.

(6.13)

(6.14)

Оператор вычисления дисперсии иногда обозначают 
через £>. Например,

== О {и). Неотрица
тельное значепие квад
ратного корня из дис
персии, обозначаемое 
через оц, называется 
стандартным и л и  с р е д 
ним квадратическим 
отклонением.

Нормальное распре
деление. В задачах тео
рии механизмов и ма
шин наиболее часто 
встречающимся распре
делением случайной ве
личины является нор 
мальное р а с пр е д ел ени е  
(распределение по Га-

Рпс. 33
шаииредслсшю иу * «
уссу ), при котором плотность вероятности имеет вид

( и - т и)г

/(“) = Ои У 2*
— е

22 Ои (6 .15)

На рис. 33 показаны кривые нормального распреде
ления при т и =  0 и а ,  = 0,4; 1,0; 2,5.



§ 27. Вероятностные характеристики 
случайных функций

Случайные функции. Случайной ф ун кци ей  и  (г) на
зывается функция вещественного параметра t, значения 
которой являю тся случайными величинами. Иначе слу
чайную функцию можно определить к ак  совокупность 
случанных величин, зависящих от одного вещественного 
параметра I. Случайную функцию [/(/) времени г назы
вают также сл учайным проце ссом.  Например, на рис, 34

показаны графики зависимости силы сопротивления от 
времени, которые записаны для одного и того же режима 
движения звеньев механизма, но отличаются между собой 
в зависимости от случайных изменений силы сопротив
ления. Эти графики могут рассматриваться как  реализа
ции ц(<) случайного процесса ¿7(£). Для каждого момен
та времени . . . ,  £п значения случайного процесса £/(/), 
которые обозначим через и и . . ип, можно рассматривать 
как  реализации случайных величин £/(^), . . . ,  £/(<„). 
Тогда случайный процесс 11(1) представится как  совокуп
ность случайных величин £/(*,), . . £/(г„). Эта совокуп
ность может быть к ак  дискретной, так и непрерывной.

Функции распределения случайного процесса. Для 
заданного момента времени г, функция распределения 
случайного процесса £/(/) называется о д ном ерн ой  и опре
деляется так же, к ак  и функция распределения случай
ной величины, т. е. к ак  вероятность того, что значение 
и (£4) не превышает и .̂

^ ( в , ,  =  (* !)< «» ]. (6.16)



где Mi — любая реализация случайного процесса U(t)  при

Для любого момента времени t одномерная функция 
распределения случайного процесса U(t)  есть функция 
двух переменных и и i, удовлетворяющая условию

F (a, t) = P [ U ( t ) < u ) .  (6 .17)

Д вумерная  ф ункция  р а с п р е д е л е н и я  сл учайно г о  п р о 
ц е с с а  определяется для двух моментов времени f, и U 
как  вероятность того, что значение £/((,) не превышает 
ц,, а значение U(t2) не превышает и г\

F{uu и ,  и„ h )  = P [U ( t l ) < u l\ U(t2) < u 2). (6 .18)

Аналогично составляются n-мерные (или совместные) 
функции распределения случайного процесса.

Плотности вероятности случайного процесса. О дномер 
ная  плотность вероятности с л у ч а й н о г о  п р оц е с с а  U ( t )  
определяется как  частная производная по аргументу и  
одномерной функции распределения

Для заданного момента времени t t имеем
/(в», t i) d a i = P{ul < U ( t l ) < u l + d u l) .  (6 .20)

Связь между одномерными плотностью вероятности и 
функцией распределения по аналогии с формулой (6 .7) 
имеет вид

F (и, t ) =  J  /(u , t) du.  (6.21)
— 00

Предельное значение одномерной функции распреде
ления случайного процесса при и -*■ °° равно 1 , так к а к  
в заданных пределах изменения и a  t встречается любое 
значение U{t):

j  /(ц, t) du  =  1 . (6 .22)
— 00

Двумерная  плотность вероятности  равна смешанной 
частной производной от двумерной функции распреде
ления по аргументам и i и иг\

Ни t - и t ) =  *V ( 'V  t,: “■*— . (6 .23)/ ( И ц  *1 » T2 )  O U ' d U -



Для двух заданных моментов времени и г2 имеем: 
/(^ 1> ¿1» и2, ¿2) —

■=/, [м1 ^ с / ( г 1) < ц 1 + сгц1; ц2<  с/(г2)<  ц2 + йц2]. (0.24)

Двумерная функция распределения связана с двумер
ной плотностью вероятности соотношением

и1 "«
Р  (иг , и 2, г2) =  | J /(М1) ы2) ¿2) ¿ и 2 йи1ч (6.25)

—  ОО — 00

Предельное зпачепие двумерной функции распределе
ния при и - *  оо) выраженное через двумерную плотность 
вероятности, такж е равно 1 :

00 ОО

1  1  / (и 1> м2! Ь) ^Ц1 йиг =  1 , (6.26)
—  ОС — 00

Аналогично составляются и-мерные (или совместные) 
плотности вероятности случайного процесса.

Математическое ожидание случайного процесса. Для 
вычисления средневероятностного значения (математиче
ского ожидания) случайного процесса ¿7 (г) в момент 
времени можно воспользоваться формулой (6 .12 )

ОО

т и (^ ) =  | 1̂ / ( 1̂ ,  гх) йип  
—  00

где ¿1) — одномерная плотность вероятности при
 ̂*=а t\,

Математическое ожидание случайного процесса £/(£) 
при любом значении Ь есть функция времени £:

00

л*и( 0  =  | и/(и, <)с?и, (6.27)
—  00

где /(и, 0  — одномерная плотность вероятности.
Дисперсия случайного процесса. Для вычисления дис

персии случайного процесса и  (г) ,  как функции времени 
м°жп° воспользоваться формулой, апалогичпой форму

ле (6 .14):
ОО

а " (0  =  I  (И — ™и)2 / К  О л*. (6.28)
—  00

Корреляционная функция случайного процесса. Для
характеристики случайных процессов кроме средневероят-



ностного значения (математического ожидания) и к вад 
рата отклонения от этого значения (дисперсии) надо еще 
зпать, существует ли связь между вероятностными х а
рактеристиками случайного процесса в моменты времени 
t и £ + т. Эта связь устанавливается к о р р е л я ц и о н н о й  
ф ункци ей

Ки (и ,  (6 .2 9 )
т. е. корреляционная функция есть средневероятностное 
значение произведения отклонений случайного процесса 
от его средневероятностного значения в любые д ва  мо-
мепта времени.

Для непрерывной случайной величины корреляцион
ная функция выражается через двумерную плотность 
вероятности:
К и (£1# £2) =“

ОО 00

= 1 1  ̂{ 1̂’
(6 .30)

При ¿2 =  1̂ корреляционная функция совпадает с дис
персией и формула (6.30) переходит в (6.28).

Вспомогательный случайный процесс ?70(4)= С/(О  —
— <?/(£)> называют центрированным.  Тогда формулы
(6.29) и (6.30) принимают вид:

а д ,  ъ ) = < и о у 1) и ° ( 1г)>,
00 00

К и (£ц ¿а) =  | 1 (¿2) 1{и 1^1’ и2г 2̂)  &и2 Зи^,
—00 —00

§ 28. Основные виды случайных процессов

Стационарный случайный процесс. Случайный про
цесс называется стационарным,  если все его вероятно
стные характеристики инвариантны относительно выбора 
начала времени, т. е. не изменяются при сдвиге времени. 
Реальный случайный процесс приближенно может счи
таться стационарным, если его характеристики и зм ен я
ются во времени достаточно медленно. В дальнейш ем 
рассматриваются только те задачи динамики машин при 
случайных воздействиях, для решения которых достаточ
но знать математические ожидания случайных функций 
и корреляционные функции. Поэтому условия стационар



ности случайного процесса можно для этих задач при
н ять  менее строгими, а именно, случайный процесс U ( t ) 
будем считать стационарным, если его математическое 
ожидание не зависит от времени, а корреляционная 
функция зависит только от разности x = ti — t l :

m u ( t ) = m u =  const, K u (tu tz) = K u (ti - t l ) ^ K u (x).

При т =  0 корреляционная функция переходит в дис
персию

Ои =  К и (0 ) =  const.

Отсюда следует, что К и >  0. Кроме того, согласно опре
делению К и(х) = К и ( —т ) ,  т. е. корреляционная функция 
стационарного процесса есть четная функция от т. С уве
личением т корреляциоппая функция стационарного про
цесса уменьшается: К и (т ) <  К  (0 ), так как при достаточно 
большом х функции u\(t)  т u\(t + х) могут считаться 
независимыми и средпевероятностное значение их про
изведения приближается к  нулю.

Эргодический случайный процесс. Стационарный слу
чайный процесс U ( t ) называется эр годиче ским,  если одна 
его реализация u ( t )  содержит всю информацию о вероят
ностных свойствах процесса. Особенность этого процесса 
состоит в возможности замены осреднения по множеству 
реализаций осреднением по времени:

Г/2

(U ( ф  =  mu =  lim  |  u ( t ) d t 1 (6.31)
Г~>°° -г/а

Г/2

К  (т) =  lim J  f  [и ( t) -  тпи) [и (t + т) -  тпи) dt,  (6.32) 
Г"°° -г/а

Принадлежность стационарного случайного процесса 
к  эргодическим процессам утапавливается обычно путем 
обработки экспериментальных данных по нескольким 
реализациям.

Нормальный случайный процесс. Случайный процесс 
U (t)  называется нормальным  или г а у с с о вым , если его 
n -мерная плотность вероятности при любых значениях
11, . . . ,  tn и любом п  является нормальным распределе
нием. Одномерная плотность вероятности нормального



распределения по аналогии с (6.15) имеет вид
[ц (0-тпц(0 ]2

2О2(0

0ц (0 У*пс
(6 .33)

где т „  ( 0  — математическое ожидание, аи — дисперсия.
Белый шум. Стационарный случайный процесс и  ( г) ,  

который характеризуется тем, что в нем отсутствует 
какая-либо взаимная связь м еж ду предыдущими и по
следующими значениями и (0 > называется а солютно  
случайным проц е с с ом  или белым шумом.  Для этого про
цесса корреляционная функция равна нулю при всех 
значениях т, кроме т = 0 , когда она стремится к  беско
нечности. Отсюда следует, что корреляционную функцию 
можно представить в виде

А'и(т) =  Ь6(т), (6-34>
где Ъ — постоянный множитель, характеризующий интен
сивность белого шума, 6 (т) — дельта-функция, т. е. ф унк
ция, равная нулю при всех значениях т, кроме х =  О, 
при котором она обращается в бесконечность, причем

ОО

 ̂ б (г) ¿г = 1.

§ 29. Определение вероятностных характеристик 
обобщенных координат механизма 
по заданным вероятностным характеристикам 
внешних сил

Задачи исследования динамики механизмов при сл у 
чайных воздействиях. Первая з а д ача  состоит в оты ска
нии вероятностных характеристик обобщенных координат 
механизма по заданным вероятностным характеристикам 
обобщенных (приведенных) сил. При решении этой за 
дачи используются стохастические дифференциальные 
уравнения движения механизма, с которых обобщенные 
координаты и обобщенные силы являются случайными
функциями. „

Вторая задача  — обратная по отношению к первой 
состоит в определении вероятностных характеристик обоб
щенных сил по известным вероятностным характеристи



кам обобщенных координат, которые обычно находятся 
из эксперимента.

Третья з а д ача  заключается в построении уравнепия 
движения механизма и определении его коэффициентов 
по известным вероятностным характеристикам обобщен
ных сил и обобщенных координат. Эту задачу называют 
з а дач ей  идентификации.  Иногда форму уравнения дви
жения и часть его параметров считают известными. Тог
да цель идентификации состоит в отыскании остальных 
параметров. Т акая задача ставится в технической диагно-
СТИК6.

Во всех трех задачах коэффициенты (параметры)' 
уравпении движения механизма могут быть также слу
чайными функциями.
кам? Т Г еНИЯ между  вероятностными характеристи- 

ами обобщенных сил и обобщенных координат в линей
ных уравнениях движения. При решении первой задачи 
исследования динамики механизмов с одной степенью 
своооды при случайных воздействиях ограничимся рас
смотрением линеиного уравнения движения механизма, 
которое представим в безразмерной форме

Т% у  + Т ¡у  + у  =  кхх

где х — безразмерная обобщенная сила, у  — безразмерная 
обобщенная координата, Ти Тг -  постоянные времени 
«  — передаточный коэффициент. ’

Примем, что Ти Т2 и к  — постоянные величины, х и 
У случайные процессы ( и х(1 ) и £/„(*)). Тогда каждой 
реализации случайного процесса г/,(<) соответствует реа-

уравнения Л̂ Ча ° Г° “ Р° Че“ а « »

Т\иу + Т гиу + иу = ки :;, (6.35)

ппоп ^И, СЛУЧаЙНЫЙ Пр° ЦеСС есть стационарныйпроцесс с математическим ожиданием ш их и корреляцион
ной функцией К их(т), то случайный процесс £/„(/) так-
* впв? дет стаЧионаРным, но с другими вероятностными 
характеристиками т иу и К Пу(х). Для стационарных про
цессов средневероятностные значения функций й„ и й 

НУЛЮ’ 8 м атематическое ожидание (средневероят
ностное значение иу) т иу определяется из соотношения

" Ч  = кгПих' (6,36)



Чтобы найти соотношение, связывающее корреляцион
ные функции Киу {т) и Ких(т), предварительно введем в 
рассмотрение другую вероятностную характеристику, на
зываемую спектральной плотностью стационарно го  с л у 
чайного  п р оц е с с а ,  которая получается из корреляцион
ной функции преобразованием Фурье.

П р е о б р а з о в а н и е  Фурье. При разложении функции 
/(f) в ряд Фурье с периодом Т угловые частоты гармоник 
имеют дискретные значения on — 2л/Т, ©2 ==4я/ 2\ 
т. е. они образуют точечный спектр частот. При 1 -* °° 
ряд Фурье переходит в интеграл Ф урье с непрерывным 
спектром частот. Комплексная форма интеграла Ф^рьв 
имеет вид

/ (/) =  4  ]  еш [ ]  / £ ) « - “ * # )  ¿ в ,  (6.37)
— 00 \ —00 '

где о) — угловая частота, £ — переменная интегрирования.
Обозначим комплексную величину, стоящую в скоб

ках, через F ( m )  и заменим переменную интегрирования
| на £:

F ( i to) =  J f{ t ) e~m dt .  (6.38)
—oo

Эта формула выражает преобразование действитель
ной фупкции / (0  в комплексную функцию F(ico) и на
зывается пр е о бра зо ванием Ф урь е .  Оно может рассматри
ваться как частный случай преобразования Лапласа пра 
s = m  отличаясь лишь пределами интегрирования (от 
_оо до оо). Обратный переход от функции F { m )  к функ
ции /(f) выполняется по формуле

00

/ (0  =  ^ J  F ( i a ) e m dt.  (6.39)
—  00

Для четной функции /(f) формулы (6.38) и (6.39) 
принимают вид:

Fc (со) =  2 ]  / (0  cos cof dt t (6.40)
О
оо

/ (f) = 1 - j* Fc (со) cos cof dco. (6.41)

10 h , И, Л евитский



В этом случае действительная функция /(f) преобра
зуется в действительную функцию Fc (со), которая назы
вается к о с и н у с - п р е о б р а з о в а н и ем  для данной функции /(f).

Спектральная плотность стационарного случайного 
процесса. Корреляционная функция K a (t) стационарного 
случайного процесса есть функция четная, и потому ее 
спектральная плотность определяется по (1.27):

00

(со) =  I* К и (т) cos сот dr .  (6.42)
О

При т =  0 корреляционная функция дает дисперсию 
о и, которая для стационарного процесса является постоян
ной. Поэтому спектральную плотность (6.42) называют 
также^ сп ектральной  плотностью д и с п е р с и и  стационарного  
с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а  (кратко — спектральной плотностью 
с л у ч а й н о г о  п р о ц е с с а ) .

На основании свойств косинус-преобразования Фурье 
при Fc (m)  =  я5(со) корреляционная функция К и( т) мо
ж ет быть выражена через ее спектральную плотность

00

Ки  (т) =  | Su (со) cos сот с?со. (6 .43 )
о

Следовательно, дисперсия стационарного случайного 
процесса

00

Оц =  J  Su (со) dco. (6 .44 )
о

Отсюда следует физический смысл спектральной плот
ности Su (со) к ак  функции, которая описывает распреде
ление дисперсий гармоник, составляющих случайный про
цесс, по частотам непрерывного спектра. Заметим также, 
что, согласно (6 .44), дисперсия стационарного случайно
го процесса равна площади графика Su ( со) в пределах от 
U до » .

Соотношения (6.42) и (6.43) дают возможность найти 
спектральную плотность дисперсии 5 « (со) по известной 
корреляционной функции Ки (т) и наоборот. Пусть, на
пример, в ограниченном диапазоне частот (0 < со <  оэ0) 
спектральная плотность дисперсии равна постоянной ве- 
л и ш е  S 0, а вне указанного диапазона равна нулю 
(рис. 3 5 ,а ) .  В этом случае случайный процесс принято



называть огранич енным белым шумом.  Из (6.44) следует, 
что площадь графика 5 „((о) равна дисперсии а„ и, сле
довательно, о1 =  5 0о)0. Корреляционная функция опре
деляется по соотношению (С.43)

или ^
К и (т) = 7  э т  со0Т-

График функции К и(х) показан на рис. 35,6 .

Связь между спектральными плотностями дисперсий 
обобщенных сил и обобщенных координат для линейных 
уравнений движения. При гармонических ВЫНУ*Д®НН“ Х 
колебаниях комплексные амплитуды гармонически в ы 
нуждающей силы Л, (¿со) и обобщенной координаты 
Аг ( ш )  связаны соотношением

А2( ш )  =  IV
гле ТУ (¿со) — частотная передаточная функция.

Д е й ст в и т ель н ы е  амплитуды вынуждающей силы -.4.1 и 
обобщенной координаты А2 связаны аналогичным соот
ношением .

Аг =- |И Ч «о)М 1.
Это соотношение сохраняется и при случайных обоб

щенных силах, т. е. амплитуда случайных гаРмо" ™ ' * *  
колебаний равна амплитуде случайной вынуждаю щ ей



силы, умноженной на модуль частотной передаточной 
функции. Соответственно дисперсия обобщенной коорди
наты аЫу равна дисперсии обобщенной силы умно
женной на квадрат модуля частотной передаточной 
функции

°иу =  11¥ (ш )  |2 Оих.

По аналогичному соотношению преобразуются спект
ральные плотности обобщенной координаты Би и обоб
щенной силы у

^ ( с о )  =  |ТУ(гсо)|25 их((о). (б45)

После определения спектральной плотности вероятно
сти ¿>иу можно найти корреляционную функцию К и но
соотношению (6.43) и дисперсию аЬ по (6 .44 ),



Ч А С Т Ь  В Т О Р А Я  
КОЛЕБАНИЯ В МЕХАНИЗМАХ

Г л а в а  VII. ФРИКЦИОННЫЕ КОЛЕБАНИЯ 
В МЕХАНИЗМАХ

§ 30. Колебания, вызываемые скачком силы трения

Колебания в тормозах. Замечено, что при торможении 
вращающегося или прямолинейно движущегося звена 
прижатием тормозной колодки, которая может иметь м а
лые упругие перемещения, возникают колебания колодки 
относительно положения статического равновесия^. В пер
вом приближении возникновение этих колебаний можно 
объяснить скачком силы трепия при переходе от покоя
к  движению. .

Пусть, например, ползун массой тп (рис. оо, а ) леж ит 
на шероховатой поверхности, движущейся с постоянной 
скоростью у0; z — смещепие ползуна от положения, при 
котором пружины не натянуты и не сжаты ; с коэффи- 
циент жесткости (суммарный для двух пруж ин). Нали- 
чие силы трения приводит к тому, что поверхность при 
движении сначала увлекает за собой ползун, и к ак  толь
ко сила упругости пружипы F nv = cz становится равной 
максимальной силе трения покоя FTп, происходит срыв 
ползуна, а сила трения скачком падает до значения силы 
трения скольжения F T. Скачок силы трепия AF =  F T„ —
— Ft  вызывает упругие колебания ползуна, которые на
зывают релаксационными,  так  как после срыва ползуна 
сила упругости пружины некоторое время продолжает 
расти, а затем ослабевает (релаксирует).

До срыва ползуп движется равномерно со скоростью 
£ =  Va. После срыва его движение определяется уравн е-

при начальных условиях £ =  0 , г  =  г„, г  =  v 0, где г а =  
в  р тп/с  — смещепие ползуна в момент срыва.

Введем безразмерное перемещение у  = г/г0, где г 0 =» 
р г/с — статическое перемещение пружины под действием
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силы Р т. Тогда уравнение движения (7.1) получает вид
____ у  + =

где К =  Ус/т — собственная частота системы.

Подстановкой у  =  у 1 + 1 это уравнение приводится к 
однородному, решение которого по (3.22) имеет вид

у  = С в т (М  + 0)+  1, 
где _____________

с  = ]/"(Уо — !)2 + -п-1 6 = а г ^  - - 7  ^ \
1 Уо

Возвращаясь к переменной г, при начальных условиях 
у  а =  г а/гс и у  0 = v J z c нолучаем

г =  С ,8т ( М  + 0 ) + 2о, (7 .2 )

где Сг = ] / (2П -  2с)8 + 0 = агс1" г°)Х,
г /, ‘'о



Отсюда скорость и ускорение иолзупа
z =  КС, eos (Kt + 0 ), z =  - K 2CZ s in (Kt + 0 ).

На рис. 36, б  показаны графики изменения z, z и z 
в зависимости от времени t, причем график z ( t )  дает 
также в другом масштабе график изменения силы упру
гости пружины. Штрихнуиктирной линией показано зна
чение z положения статического равновесия. В отличие 
от обычных гармонических колебаний еще до истечения 
времени, равного периоду колебаний с собственной ча
стотой, скорость ползуна, достигнув значения v 0, пере
стает возрастать, несмотря на то, что ускорение ползуна 
в этот момент времени остается положительным. Скорость 
ползуна не может превысить скорость движущ ейся по
верхности v0, так как  при z >  v 0 изменяется знак отно
сительной скорости i  — vо и, следовательно, изменяется 
направление силы трения, которая из силы, движущей 
для ползуна, превращается в силу сопротивления. В этот 
момент времени движущ аяся со скоростью v 0 плоскость 
подхватывает ползун, их относительное движение пре
кращается и сила трения вновь становится силой трения 
покоя до следующего срыва ползуна.

Прерывистое движение ползуна в направляющих. Ди
намическая модель, показанная на рис. 36, а, путем обра
щения движения приводится к модели, соответствующей 
медленным движениям ползуна в направляющих метал
лорежущих станков и некоторых приборов (рис. 3 6 ,е ) . 
Предполагается, что на ползун действует только сила 
трения в направляющих и сила упругости пружины FПр, 
которая имитирует влияние упругости звеньев. Правый 
конец пружины движется с постоянной скоростью i?o, 
а ее левый конец получает перемещение z¡, отсчитывае
мое от положения, соответствующего началу движения 
ползуна массы т.  Коэффициент жесткости пружины обо
значен через с.

Как и в предыдущем примере, считаем, что сила тре
ния покоя Fтп больше силы трения скольжения F T. На
чало движения ползуна (срыв) произойдет, когда сила 
упругости пружины станет равной Frn. В момент времени 
t  сила упругости пружины, которая является движущей, 
имеет значение F av =  FTU — c ( z l — v„t) , а сила трения F т 
является силой сопротивления. Поэтому дифференциаль
ное уравнение движения ползуна имеет вид

mzi ’= F m - c ( z i — v l¡t ) - F t . (7 .3)



Из условий обращепия движепия видно, что переме
щение ползуна z¡ в модели по рис. 36, в равно относи
тельному перемещению ползуна по плоскости в модели 
по рис. 36, а:

zl =  vQt - z  + za. (7 .4 )

Уравнение движения (7.3) после замены переменной
на z по условию (7.4) совпадает с уравнением (7 .1). 

Поэтому решение уравнения (7.3) находим из решения 
(7.2) после подстановки (7 .4 ):

z¡ =  v at + zn — z0 — C jS in ^ f  + 0 ) , (7 .5 )
где _____________

Y ( z a -  zc)2 + 0 =  arctg

После дифференцирования по времени имеем 
¿i — v 0 — KC¡ cos(Xf + 0 ), z =A,2CI sin(Xí + 0) .

Графики z(, z, и z'i показаны на рис. 36, б  штриховы
ми линиями. Сравнение движения ползуна в двух рас
смотренных случаях показывает, что участку совместного 
движения ползуна (колодки тормоза) и плоскости с по
стоянной скоростью v0 соответствует выстой ползуна в 
направляющих, моменту срыва колодки — момент начала 
движения ползуна после выстоя и т. д.

Автоколебания. Автоколебаниями  называют незату
хающие колебания, поддерживаемые поступлением энер
гии от неколебательного источника, которое регулируется 
движением самой системы. Под регулированием поступ
ления энергии понимается, что силы, подводимые к си
стеме от источника энергии, меняются во времени в за
висимости от самого движения системы и при отсутствии 
движения равны нулю.

В рассмотренном примере источником энергии неко
лебательного характера является движение плоскости с 
постоянной скоростью v 0. Энергия, доставляемая этим 
источником в систему, равна работе сил трения. Регу
лирование поступления энергии в зависимости от дви
жения системы выражается изменением силы трения, 
которая при отсутствии движения равна нулю, а во вре
м я движения изменяется от Р тп до Р г (скачок силы тре
н ия). Ф азовая траектория z(z) при автоколебаниях, вы
зываемых скачком силы трения, имеет вид замкнутой 
кривой, повторяющейся во времени (рис. 37 , а) .



Иногда к указанным признакам автоколебаний до
бавляют еще условие, что характеристики движ ения 
(например, амплитуды и начальные фазы при гармони
ческих колебаниях) определяются свойствами системы 
и не зависят от начальных условий. В рассмотренном 
примере начальные условия для уравнения движ ения

Рис. 37

(7 .1 ) , т. е. условия f =  0 , z =  Fin/c, z = v„ зависят только 
от значений силы трения покоя Ft„, постоянной скорости 
движения поверхности v0 и коэффициента жесткости с, 
которые являются собственными характеристиками ме
ханизма.

Свободные фрикционные колебания при отсутствии 
скачка силы трения. Незатухающие фрикционные коле
бания в механизме по рис. 36, а возникают такж е  при 
равенстве сил трения покоя и движения Рта — F T, если 
вследствие случайного толчка ползун будет выведен  из 
положения статического равновесия zc = Fr/c в положе
ние, определяемое координатой z0. После толчка дви ж е
ние ползуна описывается уравнением (7 .1 ), а его реше
ние отличается от решения (7.2) лишь постоянными С 
и 0 , которые находятся из начальных условий t =  0 , z =■
=  z0, z =  0 : л

z0 =  ze + С sin  0, 0 =  XC cos 0.

Отсюда 0 =  л/2, C =  z „ - z 0, и следовательно:
z =  z0 — (z„ — z0) co sXt , z — X(ze — z0)s in M .

На рис. 37,6  показаны фазовые траектории для двух 
значений z0, удовлетворяющих условию ¿тах <  или, что 
то же, X(z0 - 2„)< у0. Как и в предыдущем случае, неза
тухающие колебания поддерживаются за счет энергии от 
источника неколебательиого характера, т, е. от поверх



ности, движущейся с постоянной скоростью у0, но амп
литуды  этих колебаний и максимальные значения ско
рости х зависят от начальных условий. На этом основа
нии их следует считать свободными колебаниями.

§ 31. Колебания при силах трения, зависящих
от скорости скольжения

В предыдущих примерах предполагалось, что сила 
трения не зависит от скорости скольжения. Теперь по
каж ем , что учет зависимости силы трения от скорости 
скольжения позволяет выявить такие режимы движения, 
которые не обнаруживаются при постоянной силе трения.

Рассмотрим, например, возможные режимы колебаний 
ползуна, прижатого к поверхности, движущейся с по
стоянной скоростью (см. рис. 36, а)  при условии, что за
висимость силы трепия от скорости скольжения = 
*= — 2 представлена экспериментальной кривой 
(рис. 38, а ) , на которой можно отметить значение скоро
сти скольжения г?т , соответствующее минимуму силы

а в

Рис. 38

трения. Если сила трения уменьшается с увеличением 
скорости скольжения, то характеристику силы трения на 
этом участке будем называть падающ ей , если увеличи
вается, то возрастающей.  Для выявления особенностей 
режимов движения ползуна достаточно заменить реаль
ную характеристику силы трения ее приближенным вы
ражением, получаемым при линеаризации участков с воз
растающей и убывающей силой трения (рис. 3 8 ,6 ).

Обозначим через ^ тт модуль силы Р т при скорости 
скольжения определяющей границу между падающей 
и возрастающей характеристикой. Тогда для возрастаю
щей характеристики ^  =  ^тт + /с„(г70 — г — г;т ), где к , — 
положительный коэффициент, определяющий наклон воз-



растающей характеристики. Соответственно для падаю
щей характеристики FT = FTm + к п ( v m — v 0 + z),  где ka — 
положительный коэффициент, определяющий наклон па
дающей характеристики.

Предположим, что вследствие случайного толчка пол
зун выведен из положения статического равновесия, опре
деляемого координатой zc = FT0/c, где FT0 — модуль силы 
трения при скорости скольжения, равной £0, т. е. при 
£ = 0 . Тогда ползун будет совершать колебания, характер 
которых зависит от соотношения м еж ду скоростями v a 
и vm. При v 0 >  v m начало движения ползуна соответству
ет силе трения для возрастающей характеристики, 
и уравнение движения ползуна имеет вид

m z -b k t z + cz  =  FT0. (7 .6)

При v 0< v m, т. е. для падающей характеристики, 
имеем

mz — kaz + cz = F-,0. (7.7)

Уравнения (7.6) и (7.7) отличаются знаком члена, 
содержащего z. Если эти уравнения считать уравнениями 
возмущенного движения, то по знакам коэффициентов 
их характеристических уравнений можно судить оо 
устойчивости движения. При возрастающей характери
стике силы трения все коэффициенты характеристиче
ского уравнения положительны. Этого признака (см. 
§ 25) достаточно для установления асимптотической 
устойчивости систем, движение которых описывается 
уравнениями не выше второго порядка. При падающей 
характеристике возможно получение неустойчивых ре
жимов, так как  в характеристическом уравнении имеется 
отрицательный коэффициент. Такое ж е заключение мож
но сделать, решая уравнения (7 .6) и (7 .7 ). Для этого 
введем безразмерное перемещение y  = z/zc. Тогда урав
нение (7.6) принимает вид

Tly  + Ti y  + y  =  i ,  (7.8)

где T\ = m !c, Т{ = к в/с.
При 7\ >  2Т2 уравнение (7.8) относится к апериоди

ческому типу, а при Tt < 2 T 2— к колебательному. Д ля 
обычных характеристик сил трения коэффициент к в 
имеет небольшую величину и Т1< 2 Т г, т. е. уравнение 
(7 .8 ) принадлежит к колебательному типу и может быть



представлено в виде уравнепия (3.19)
у  + 2чу 4- К2у  = k¡x,

где 2y =  k j m ,  X2 =  с/т, k¡ =  X2, х =  1 .
После подстановки i/ = j/i + 1 опо приводится к одно

родному, решение которого по (3.23) с учетом указанной 
подстановки имеет вид

У =  Ce-' )1 sin (X j  + 0) + 1,
где

K -V TF= f,  с - ] /  (У.-Ц. + Jj. + Ttt.-W

0 =  arctg ——Р— — ,
"о + У ^ о - 1)

Возвращаясь к перемепной z при начальных условиях 
У о — z0/zQ, у 0 — 0, получаем

z =  Сге~У< sin (Xt t + 0) + zc, (7.9)
где

Ct — —- X, в — arctg

Из формулы (7 .9) видпо, что ползун совершает за
тухающие колебания, так как показатель степени при 
числе е  имеет знак минус, и потому коэффициент при 
s in ( V  + 0) с увеличением времени t стремится к нулю. 
Скорость ползуна z получаем дифференцированием (7 .9 ) 
по времени:

я _  Cze - v  [Я,, cos ( V  + 0) — у sin (X¿  + 0)]. (7 .10)

Исключая время t из (7.9) и (7 .10), получаем зави
симость ¿ (z ) ,  графическое изображение которой на фа
зовой плоскости, т. е. в координатах z и i ,  представляет
ся спиралью, стремящ ейся к точке (zc, 0 ) статического 
равновесия (рис. 3 9 ,а ) .  Указанная спираль называется 
фазовой траекторией,  а точка (z„ 0 ) есть особая точка 
этой траектории, называемая устойчивым фокусом.  Штри
ховой линией показана замкнутая фазовая траектория 
для незатухающих колебании при у  =  0  и начальных 
условиях z — z0, z =  0 .



Другой характер движения получится при падающей 
характеристике силы трепия. В решении уравнения (7 .7 ) 
показатель степени при числе е имеет энак плюс, и по
тому коэффициент при sin ( ^ í  + 0 ) с увеличением вре
мени стремится к бесконечности, т. е. амплитуды коле
баний возрастают по показательному закону. Графиче
ское изображение зависимости z(z ) на фазовой плоскости

представляется спиралью (рис. 3 9 ,6 ) , которая проходит 
через точку (г„ 0 ) и может рассматриваться выходящ ей 
из точки (гс, 0 ) статического равновесия при *-*-«>. 1 оч
ка ( г с 0 ) в этом случае назы вается неу стойчивым ф о к у 
сом.  Штриховой линией показана замкнутая ф азовая 
траектория для незатухающих колебаний при к и
при начальных условиях г =  г0, £ =  0 .

Следовательно, как и было показано ранее, из условии 
устойчивости движения при падающей характеристике 
силы трения система неустойчива, и после любого сколь 
угодно малого возмущения происходит самовозбуждение 
колебаний с возрастающими амплитудами. Однако это 
возрастание не будет происходить неограниченно^так к а к  
одновременно увеличивается скорость г  и при г -  у» ско
рость скольжения становится равной нулю (перемена 
знака силы трения). При обратном ходе ползуна возмо
жен такж е переход на участок возрастающей характери
стики силы трепия. „

Эффект возрастания амплитуд при падающей х ар ак 
теристике силы трения, т. е. раскачка колебании, пока
зывает, что не всегда наличие трения способствует демп-



фироваиию колебаний. Иногда даже употребляют в этих 
случаях термин «сила отрицательного трения», который 
нельзя признать удачным. Сила трения может совпадать 
по направлению с вектором скорости в абсолютном дви
жении и, следовательно, быть силой движущей. Но в от
носительном движении трущихся поверхностей она всегда 
(по определению) направлепа против относительной ско
рости. Эффект возрастания амплитуд при падающей ха
рактеристике силы трения объясняется не особым на
правлением этой силы, а тем, что при увеличении отно
сительной скорости сила трения уменьшается.

„ Итак, при фрикционных колебаниях ползуна, взаимо
действующего с движущ ейся поверхностью, в зависимо
сти от характеристик сил трения можно наблюдать три 
режима: незатухающие колебания (включая автоколеба
ния), затухающие колебания и колебания с возрастаю
щими амплитудами. На фазовой плоскости этим режимам 
соответствуют фазовые траектории в виде замкнутой кри
вой, спирали, накручивающейся на особую точку, и спи
рали, выходящей из особой точки. Фазовую траекторию 
при незатухающих колебаниях можно рассматривать как 
граничный или предельный случай по отношению к ре
жимам с затухающими или возрастающими амплитудами.

Г л а в а  VIII. КОЛЕБАНИЯ В МЕХАНИЗМАХ
С УПРУГИМИ МУФТАМИ И ВАЛАМИ

§ 32. Колебания в механизмах с упругой муфтой

Характеристики сил в упругих муфтах. На рис 40
показана одна из конструкций упругой муфты, в которой 
полумуфты 1 и 2 соединены упругими элементами 3 
м ^ СКпЮЩИМИ отно“ тельное угловое смещение полу- 
г/  первом приолижении характеристику сил упру
гости в муфте можно считать линейной:

Л7Ф = сФ, (8 .1 )

где момент сил упругости, с -  коэффициент жест
кости, ф — угловое смещение полумуфт.

При деформации упругих элементов происходит рас
сеяние (диссипация) энергии в муфте, которое зависит 
от скорости деформации. Для малых угловых смещений



*
Ф момент диссипативных сил пропорционален ф:

М т = — £>ф. (8 .2 )

Уравнения движения механизма с упругой муфтой. 
На рис. 41 с применением условного обозначения уп р у 
гой муфты показана динамическая модель механизма,

в котором вал двигателя Д 
соединен через упругую  муф 
ту с валом рабочей маш ины 
М. Углы поворота вала дви
гателя и вала машины обо
значены соответственно через

фд и ф„. Приведенный к валу рабочей магаипы момент 
инерции 7М н момент инерции подвижпых частей дви га
теля /д считаем постоянными. Число степеней свободы 
механизма равно двум, так как  каждое упругое звено 
увеличивает общее число степеней свободы механизма 
на единицу.

Обозначим через приведенный к валу двигателя 
момент движущих сил и через Мс — модуль момента сил 
сопротивления, приведенных к входному валу машины. 
Тогда уравнения движения при обобщенных координатах 
фд и ф„ имеют вид:

/дфд =  Я д -  сф -  Ъф, (8.3);

I  мфм =  сф +  Ьф — Л/с, (8 .4)

где ф = фд — фм — угловое смещение полумуфт.
При достаточно большой мощности двигателя закон 

движения его ротора фд (£) может считаться не завися
щим от изменения Мс и У„. Тогда при известной зависи
мости фд ( 0  уравнение (8.4) записывается в виде

Умф + ¿>ф + с  ф =  Ме + / ыфд, (8 .5)



т. е. может быть решено относительно углового смещения 
Ф независимо от уравнения (8 .3), которое в этом случае 
служит для определения движущего момента Я а, соот
ветствующего принятой зависимости фд(£).

Д ля двигателей с жесткой характеристикой, у  кото
рых угловая скорость ротора мало изменяется при изме
нении нагрузки, часто считают угловую скорость фд по
стоянной. Тогда уравнение движения механизма с линей
ной упругой муфтой имеет вид

/„Ф + Ьф + сф — М0. '(8 .6 )

В этом случае движение звена с приведенным мо
ментом инерции Ум можно рассматривать как состоящее 
из основного движения с постоянной угловой скоростью
фд и дополнительного движения со скоростью ф, которая 
обычно имеет колебательный характер. Иногда говорят, 
что динамическая модель имеет одпу колебательную сте
пень свободы, так как  вторая степень свободы определя
ет движение всех частей системы с одной и той же угло
вой скоростью.

Колебания в механизмах с линейной упругой муфтой. 
Предположим, что модуль приведенного момента сил 
сопротивления изменяется по закону

М0 =  А/, + Я  sin coi, '(8.7J

где Mi — среднее значение Мс, Я  — амплитуда его коле
баний относительно среднего значения. Для общего слу
ч ая  изменения приведенного момента сил выражение 
(8.7) можно рассматривать как приближенное выраже
ние, получаемое при удержании первых двух членов раз
ложения в ряд Фурье.

Подставим Мс в уравнение движения (8 ,6 ) и сделаем 
замену переменных

М.
Ф =  У + —1 •

Тогда уравнение движения (8 .6 ) преобразуется к виду 
уравнения колебательного типа

у  + 2"(г/ + Х2у  — sin coi,

где 2~f =  b/J„, V =  с//м, к,  = Я/7 M.
Решение этого уравнения после возврата к перемен

ной ф получаем из (3.30) при иачальных условиях t — 0,



у =  0 , у  =  0 :

Ф = “Г “  V  е' *  т з1п + 0) +с  с  л*

+ в т  (Я*£ +  0Х) + А вш (со« — 02), (8 -8 )Л*

Следовательно, при постоянной угловой скорости дви-

ставляется суммой ф„ =  фд£ — ф, где угловое смещение 
полумуфт ф характеризуется колебаниями относительно 
положения фс =  Мх/е. В режиме разгона кроме вы н уж 
денных колебаний с угловой частотой со и амплитудой А 
наблюдаются свободные и сопровождающие колебания с 
угловой частотой которые с течением времени зату 
хают, так как  показатель при величине е  имеет отрица
тельное значение. В режиме установившегося движения 
остаются только вынужденные колебания, называемые 
стационарными, так как амплитуда А и угловая частота 
со не зависят от времени:

В качестве основной динамической характеристики 
механизма с упругой муфтой принимают коэффициент  
динамичности по  силам (иначе — коэффициент п е р е д а ч и  
сил) ,  определяемый как отношение максимального зна
чения вращающего момента на входном валу машины 
с учетом упругости муфты к максимальному значению 
того же момента без учета упругости муфты в режимо 
установившегося движения, т. е. при стационарных коле
баниях, определяемых решением (8 .9 ). Полагая ф =  О, 
находим вращающий момент па входном валу машин

Где

гателя фд угол поворота входного вала машины ф„ пред-

ф =  + А в т  (со£ — 02). (8.9)

Л/в = Ьср + сф. (8.10).
И 5 , И, Левитс|!ИЙ
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Дифференцирование по времени выражения (8.9) даег 

Ф =  Am cos(o)i — 02) . (8.11)

Подставляя в формулу (8.10) угловое смещение полу- 
муфт из (8.9) и производную ф из (8 .11), получаем

М, =  Mi + А [с sin  (toí -  0г)+  (ob cos(o)í — 02)]. (8.12)

Выражение (8 .12) преобразуется к виду

М, = Mt + Ac  cos- ’ e sin (©i — 02 + e ) , (8.13)

если принять tg e =  2 f юАЛ
Максимальное значение вращающего момента M,i

(М в)юах =  М х + Ас | /  1 + 4v2

где
А ---------  , Н .

J ы / U 2-c o 2)2 + 4 v V

Максимальное значение того же момента при жест
ком соединении вала двигателя с входным валом машины 
равно максимальному по модулю значению приведенного 
момента сил сопротивления

M n ^ M i  + Н.

Коэффициент динамичности по силам

М х +  Лс у  l - H v 2—4
j/ _ ________V_________
Лс “  л/х + 11 *

При Mi =  0 имеем

Ко  =  К аш j / l  + 4Y2 р  (8.14)

где Кцпв — А!  (///с) — коэффициент динамичности по пе
ремещениям, равный отношению амплитуды вынужден
ных колебаний к максимальному статическому переме
щению под действием переменной составляющей момен
та М,.



Иодстаилня в формулу (8.1-4) значение А из (8 .8 ), 
получаем

К с (8.15)

При отсутствии демпфирования (^ — 0) коэффициент 
динамичности по силам совпадает с коэффициентом ди
намичности по перемещениям.

На рис. 42 изображен график зависимости коэффици
ента динамичности по силам Кс от отношения частот

Рис. 43

соЛ, при нескольких значениях К- Все кривые К с ((л/Х)' 
независимо от значения 1 , характеризующего демпфиро
вание, пересекаются в точке с координатами (У2, 1 ). От
сюда следует, что максимальный вращающий момент на 
входном валу машины при упругой муфте будет меньше, 
чем при жесткой муфте, если выполнено условие^ л с <  1 , 
которое приводит к соотношению м еж ду угловой часто
той вынуждающего момента со и собственной частотой К:

£ > / 2 . (8-16)

Величину, обратную коэффициенту динамичности по 
силам, называют коэффициентом эффективности вибро-  
защитьг Кац,, который должен быть больше 1 .

На рис. 43 показана амплитудно-частотная характе
ристика механизма с упругой муфтой при малом демпфи
ровании, из которой следует, что в режимах разбега и



выбега могут возникнуть резонансные колебания, если 
угловая скорость установившегося движения м ,ст больше 
собственной частоты к . ...............

Колебания в механизме с нелинейной упругой муф
той. Особенности динамики механизма с нелинейной 
упругой муфтой поясним на примере исследования муф
ты, для которой коэффициент жесткости представлен 
выражением

с =  с0 + с,ф2. (8.17);

Тогда уравнение движения (8 .6 ) при 6 = 0 и Ма =  
=  Л/i + / / sin coi имеет вид

/мф + (с0 + С!ф2) ф = Л/, + II sin cot. (8.18 j

Линеаризацию выражения (8.17) па отрезке ( - А , А) 
выполним по методу Чебышева  из условия равенства

предельных отклонений с 
чередующимися знаками 
(рис. 44 ). Тогда ордината 
искомой прямой спп и откло
нение Дта* могут быть най- 
дены из системы уравпений:
С ПП Со  +  А  ш аг?

Саи +  А ш и =  С0 +  CtJ1\

-А О А '~ у. Отсюда
Рис. 44 СПа — Со + 0,5с,^42. (8.19)’

Подстановка приближенного выражения коэффици
ента жесткости (8.19) в уравнение движения (8.18) дает

/мф + (с„ + 0, 5 0 ^ )  ф =  Л/, + Я  sin coi. (8.20)

После замены переменных по условию ф =  у  + (Л/,/спп) 
приводим уравнение движения (8 .2 0 ) к виду линейного 
уравнения консервативного типа

У + К у  = 4-  sin сot,  (8.21)

где

XI =  (cq + OJc .A2)//». (8 .22 )

Амплитуду вынужденных колебаний, описываемых 
уравнением (8 .2 1 ) при получим из решения (8 .8 )

\ t /
ч /

> '

• в -  

to c



при "í = 0 :
н

Подстановка значения из (8.22) при ш < X приво
дит к алгебраическому уравнению третьей степени для 
определения амплитуды А:

А (с0 + 0,5<vl2 -  со2/«) =  Н.
Следовательно, если искать решение уравнения (8 .21) 

в виде у  =  A sin wí, то возможно получение трех различ
ных амплитуд при одной и той ж е частоте ш. Возмож* 
ность возникновения нескольких периодических режимов 
при одной и той же вынуждающей силе составляет х а 
рактерную особенность нелинейных систем. На рис. 45, а  
показана зависимость амплитуды А от частоты со, ила 
амплитудно-частотная характеристика для случая, когда 
коэффициент жесткости увеличивается при увеличении 
силы. Штриховой линией показана скелетная к ри ва я  — 
график зависимости между частотой и амплитудой сво
бодных колебаний. Сравнение полученной амплитудно- 
частотной характеристики с той ж е характеристикой при 
линейном упругом звене (см. рис. 43) показывает, что 
нелинейность упругого звена приводит к возникновению

5

Рис. 45

колебаний с большой амплитудой при частотах вы н уж 
дающей силы, превышающих собственную частоту (з а 
тягивание резонанса в область высоких частот).

Если коэффициент жесткости уменьшается с увели 
чением силы, то наклон скелетной кривой и амплитудно- 
частотной характеристики направлен к оси А (рис.45, б ), 
что приводит к затягиванию резонанса в область низких 
частот. При учете трения в кинематических парах ампли



туда колебаний при резонансе имеет конечную величину 
и обе ветви амплитудно-частотной характеристики смы
каются (рис. 45, в ) .

С наклоном амплитудно-частотной характеристики и 
возможностью существования нескольких режимов дви
жения связана другая  особенность нелинейных систем — 
срыв амплитуды. Представим себе, что частота со увели
чивается начиная от некоторого значения, расположен
ного на ветви 1 (рис. 4 5 ,в). Частота может увеличивать
ся до значения со =  и *. При этом значении частоты про
исходит срыв амплитуды и переход на ветвь 3. Если 
частота со уменьш ается от некоторого значения, соответ
ствующего ветви 3, то срыв амплитуды и переход на 
ветвь 1 происходят при значении со =  со**. Отсюда сле
дует, что ветвь 2 соответствует неустойчивым режимам.

Кроме рассмотренных колебательных режимов с ча
стотой, равной частоте вынуждающей силы со, в нели
нейных системах возможно возникновение режимов с ча
стотами, кратными со. Колебания с высшими частотами 
(2со, Зоо, . . . )  называю тся с у п ер г армонич е с ким и , колеба
ния с низшими частотами (со/2, ю/З, . . . )  — с у б гармони 
че скими ,, колебания с частотой со — о сновными.  Исследо
вание супергармонических и субгармонических колеба
нии производится обычно с применением приближенных 
методов, основанных на разложении периодических функ
ций в ряды Фурье.

§ 33. Колебания в механизмах с упругими валами

Приведение жесткостей упругих звеньев механизма.
Приведенным коэффициентом жесткости кинематической  
ц епи  называется коэффициент жесткости звена приведе
ния, имеющего ту ж е потенциальную энергию, что и за
меняемая кинематическая цепь. Обратная величина на
зывается п ри в е д е н н ы м  коэффициентом податливости.

Пусть, например, кинематическая цепь состоит из п 
последовательно соединенных пар зубчатых колес с упру
гими валами. Обозначим через с { коэффициент жесткости 
звена I и через с„ — приведенный коэффициент жестко
сти. Если вращающие моменты для звена £ и М а для 
звена приведения выражают только моменты сил упру
гости: =  с,Дф(, М а =  СцДфи (где Дф( — угол закручива
ния звена I, Дфп — угол закручивания звена приведения),



то условие равенства потенциальной энергии до и после 
приведения имеет вид:

=  нли й ид Фп_ 2 ^ Д Ф г  (8 -23)
2  4 = 1  ^

Вращающие моменты М а и связаны с передаточ
ным отношением

(8.24)и _ 11 _ *
М„

где (о„, ^ ¡ — угловые скорости звена приведения и звена 
и  Из (8.23) и (8.24) с учетом выражений для М 1 и М п 
получаем

~  Й п VI М пип1
М п —  =  ^  М аи,а1 - . 

сп Я

Отсюда находим приведенный коэффициент податливости 
е а =  1 /с„: п

—  или е п =  ^  е^ п 1* (8.25)
‘и Й  <1 А

Колебания в механизмах с одним линейным упругим 
звеном. Линейным упр у г им  зв ен ом  назовем звено с по
стоянным приведенным коэффициентом жесткости. На

# л  _ _  ________________ 1 Г Л П П  ттт  ИТ О Л 'И Т !  Т.1 Ч \ Т  Я  П

Рис. 46

виде двух вращающихся звеньев с приведенными момен
тами инерции Уд и У„., между которыми помещено линеи- 
ное упругое звено с приведенным коэффициентом ж ест
кости с„. За обобщенные координаты примем угол по
ворота левого конца упругого звена <рд, который обычпо 
равен углу поворота двигателя, и угол поворота правого



конца упругого звена <рп. Если считать, что к левому концу 
упругого звена приложен двшкущий момент Шл, а к пра
вому концу приведенный момент Шп, то при постоян
ных /д и уравнения движения имеют вид:

При достаточно большой мощности двигателя угло
вую ркорость его^ротора ф д =  ш можно считать постоян
ной. Тогда фд =  сог, и второе уравнение системы (8 .2 6 )  
может быть решено независимо от первого. Кроме того, 
учиты вая, что угол ф„ мало отличается от угла фд, удоб
нее взять  за обобщенную координату вместо фд разность 
Ф =  фп фд- Второе уравпение системы (8 .2 6 )  принима
ет вид

Первое уравнение системы (8.26) служит в этом слу
чае только для определения движущего момента Мл, при 
котором выполняется заданный закон равномерного дви
жения^ ротора двигателя. К ак и в механизме с упругой 
муфтой, движение звена с приведенным моментом инер
ции /п можно рассматривать состоящим из основного 
движения с постоянной угловой скоростью и и дополни
тельного движения со скоростью ф, которая обычно име
ет колебательный характер.

На рис. 46, б  показана схема одного из механизмов, 
динамическая модель которого приводится к двухмас
сной системе с одним линейным упругим звеном. Меха
низм предназначен для передачи вращения от вала дви
гателя Д к валу машины М. Коэффициенты жесткости 
этих валов обозначены через с 1 и с2. К звену 1 со стороны 
двигателя приложеп движущий момент М л, а к звену 2 
со стороны машины — момент сопротивления й с. Приве
денный к валу двигателя момент инерции ] л определя
ется с учетом всех движущ ихся частей двигателя, а при
веденный к валу машины момент инерции — с учетом 
движ ущ ихся частей машины. Моменты инерции зубча
тых колес считаем малыми по сравпешио с моментами 
инерции Уд и

/ д ф д  М я  С а ( ф д  фп) ) 

/ пфп — Л7П + сп (ф д -  ф в) .
(8 .2 6 )

/пф + спф =  М а. (8 .2 7 )



Уравнение движ ения звена 1 при постоянном /д име
ет вид

Л ф д =  ^ д — ^ (ф х — фО,. (8-28)

где ф! — угол поворота левого конца вал а  1 , ф! — угол 
поворота правого конца. Аналогично уравнение дви ж е
ния звена 2 при постоянном Уы:

/ыфз =  с г {щ  — ф2) + М с% (8 .29)

где ф2 — угол поворота левого конца вал а  2 , ф2 — угол 
поворота правого конца.

Отношение моментов сил упругости для зубчаты х ко
лес равно обратному отношению угловых скоростей, т. е.

с1 (^1 — ф'О ..
7 Г \ — “ 21«

са ( ‘Ра-Ч>2)
отсюда

, С1Ф1 +  С2Ц21У2
Ф1 — С А- С и 1 1 Фя Ф1м 21>1 ^  2 21

П одставляя зпачения углов ф! и ф̂  в (8 .28 ) и
(8 .29 ), получаем систему уравнений (8 .26) при соотно
ш ениях

фд =  Фи фп =  Ф2Ы12>

Ма  =  Си =  "Ь Сг)*

Из этих соотношений видно, что приведение сил и 
масс к звену 1 выполняется, к а к  и в м ехани зм ах с одной 
степенью свободы. Приведение жесткостей вы п о лн яется 
но формуле (8 .25 ).

Если силы трения в кинематических парах м ехан и зм а 
зависят от реакций, то при составлении уравпений дви
ж ения механизма с упругими валами они учиты ваю тся 
введением мгновенного КПД в приведенный момент 
инерции Уп и в приведенный момент сил М а. Если жо 
трение в кинематических нарах приближается к  ж и дкост
ному, т. е. зависит только от относительной скорости 
элементов пары, то его учитываю т через приведенный 
момент сил трения М тп.

В рассматриваемом примере

$ т а  — &1Ф 1 +  6 2ф2Ы2, ИЛИ Л/1а =  Ьцф !, (8 .3 0 ]



где Ь,, Ъг — коэффициенты сопротивления в подшипни
к а х  валов 1 и 2 , Ьп =  Ь1 +  Ь.2и — приведенный (экви ва
лентны й) коэффициент сопротивления.

Трение в подшипниках валов 1 и 2 отнесем к правому 
концу вал а  1. Тогда уравнения движения (8.26) прини
маю т вид:

^дфд =  Л7я
(8.31)

/ц ф п  - й п  С а  (ф д  ф п )  6 пфп<

При постоянной угловой скорости ротора двигателя 
фд и при фп =  фд + ф второе уравнение системы (8.31) 
преобразуется к  виду

/пф + Ъп ф + спф =  Л п — Ъ пф д • (8.32)

В безразмерной форме это уравнение приводится к 
уравнению  колебательного типа (8 .6 ) и, следовательно, 
все результаты , полученные при рассмотрении колебаний 
в механизм е с упругой муфтой, распространяю тся на ме
ханизм  с упругими валами, если его динамика может 
быть исследована на основании двухмассной динамиче
ской модели (см. рис. 46, а)  в предположении постоянства 
угловой скорости двигателя.

Колебания в м еханизмах с последовательно соединен
ными упругими звеньями. Последовательное соединение 
ж естки х  звеньев (зубчаты х колес, маховиков и т. п .) , со
единенных упругими элементами (упругими валам и и 
м уф там и ), называю т ц е п н о й  системой.  Общее число сте
пеней свободы цепной системы равно сумме числа сте
пеней свободы механизма с жесткими звеньями и числа 
уп р уги х  элементов. Например, число степеней свободы 
зубчатого механизма (см. рис. 46, б )  при двух  упругих 
в ал ах  равно 3. Д л я  анализа динамики этого механизма 
в первом приближении можно рассматривать двухм ас
сную динамическую  модель, которая при постоянной ско
рости вал а  двигателя имеет одну колебательную степень 
свободы и соответственно одну собственную частоту. Од
нако при анализе резонансных режимов такое рассмотре
ние м ож ет оказаться недопустимым, так  к а к  резонанс 
м о ж ет наступить при других значениях собственных ча
стот, число которых равно числу степеней свободы.

М етод определения собственных частот многомассных 
систем  покаж ем  на примере трехмас сной  д и н а м и ч е с к о й  
м о д е л и ,  состоящей из трех звеньев с моментами инерции



Л, Л, /», соединенных упругпми элементам и , имеющими 
коэффициенты жесткости с 1 и с2 (рис. 4 7 ) . За обобщен
ные координаты примем углы  поворота валов в сечени
я х  А (или В ) ,  С (или Б )  а  Е (или ^ ) :  ср,, ср2 и фз. У рав-

Рис. 47

нения движения^ при отсутствии внеш них сил и дисси
пации энергии имеют вид:

/,ф1 + с,(ф 1 - ф 2) =  0 ,

/2ф2 — с ! (ф! — ф2) + с2 (ф2 — ф3) =  0, (8.33)

/зфз + С2(фз -  фг)= 0 .
Частное решение системы уравнений (8 .33 ) ищем 

в виде ф1 — А1 вш (М + 0 ) ,  ф2 =  Аг эш  (М +  0 ) ,  фз =  
=  Л а8т ( М  + 0 ) ,  т. е. предполагаем, что в системе могут 
происходить колебания, при которых все обобщенные ко
ординаты изменяю тся по гармоническому зако н у с одной 
и той ж е частотой, а фазы колебаний либо совпадают, 
либо отличаются на я .

Подставив это решение в (8 .3 3 ), получим после со
кращения всех членов на 8ш(Я£-Н0 ) систем у алгебраи
ческих уравнений

-/.ЯЛ41 + С 1 ( 4 , - Л ,)  =  О,
—1г\гАг — с, (А ! -  А2) + с г (А2 — А3) =  0, (8 .34) 
-Л Х *Л , + с2( Л , - Л , )  =  0 .

Система уравпений (8 .34 ), одпородпых относительно 
неизвестных ам плитуд Аи Аг и 4 3, м ож ет иметь реше
ние, отличное от нулевого, только в сл уч ае , если опреде
литель, составленный из коэффициентов при неизвест
ных, равен нулю :



После раскры тия определителя получаем частотное 
у р а в н е н и е ,  т. е. уравнение для определения собственных 
частот

— (А  +  /2 + J , ) K 2 + (Л/аб, + J J 3e 2 + J iJ se l + J 2J 3e 2)Kl —
- J J t J & e X  =  0. (8 .35)

где e l — l /си e 2 =  l/ c2— коэффициенты податливости.
Н улевой корень означает возможность вращ ения всей 

системы  к а к  одного целого. Корни этого уравнения, от
личные от н ул я  и расположенные в порядке возрастания, 
образую т сп ектр с о б ственных частот

Kt  ^  К 2 ^  Яз.

К аж д о м у корпю соответствует частное решение вида 
ф( =  At s in  (Kt +  0 ) ,  а общее решение представит сум м у 
этих решений

Ф, = A ¡ ,  s in  (Я,г + 0 , )+ Л 12 s in  '(Kit + 02) + А „  sin  (K3t + 0,)',
Фг =  A2í s in  (Kit + 0 i) + A22 sin (K2t + 02) + A2¡ sin  (K3t + 03) ,

(8 .36)
фз = ^ 3 1  S Í n ^ , f  +  O ^  +  ^ s i n ^ í  +  0 2 )  +  Л з з  s i n  (K3t  "H 0 з ) ,

где второй индекс в обозначениях амплитуд означает но
мера корней Я„ Я2, Я3, которым соответствуют амплитуды 
A i, А2, A¡.

В следствие однородности системы уравнений (8 .34 ) 
относительно амплитуд А„ Аг, А3 для каждого корня 
Я|, Я„ Я3 можпо выразить все амплитуды  через какую - 
либо одну из них. Например, дл я  колебания с частотой 
Я1 вы разим  амплитуды  Â2t и А31 через Ац.  Из уравнений 
(8 .34) при Я*=Я! имеем:

, ,  ___  А 21 _  С 1 ~  Л * ' ?  у  —  ^ 3 1  _  ' M l  /О
Х2 1 ---- j ~ ----------- ---------г *31  ¿  — _ /„ ,  , 2Ч (о .о 7 )

i l 4н  2<

где х 21, Хц — коэффици енты формы  для колебаний с ча
стотой Яь Совокупность коэффициентов форм назы вается 
с о б с т в е н н о й  формой .  Число собственных форм равно числу 
собственных частот, т. е. числу степеней свободы. Д ля 
колебаний с частотами Я2 и Я3 коэффициенты форм и22, я зг 
и Хгз, находятся по формулам (8 .37) с заменой Я1 на 
К2 и Я3.

Общее реш ение системы уравнений (8 .33) с помощью



коэффициентов форм зап исы вается в виде:

Ф( =  А и  s in  (Kiti + 0 i) + An s in  (X?t +  62) + A is sin (X¡t + 03) , 
ф2 =  к 21Л 11 sin  (klt i + 0i) + х 22Л и s in  (X2t + 0¡¡) +

+  x 23̂ i s s in (^ 3í + 03) ,  (8 .3 8 ) 

Фз =  х 3,Л „ sin { l ít l + 0,) + x32Au  s in  {X2t + 02) +
+  Хзз-413 s in (^ 3í +  0 з ) .

У равнения (8.38) содержат 6 постоянных (Л и , А,г,  
А и, 01, О,, 03) , которые определяю тся из начальных у с 
ловий. При произвольно задан н ы х  начальных усл о ви ях  
обобщенные координаты изм еняю тся по п о л и г а р и о н и ч е 
с к о м у  з а к о н у .  Специальным выбором начальных усло ви й  
можно достичь того, что все обобщенные координаты б у 
дут изм еняться по гармоническому закону с одпой и тон 
ж е частотой Xi (или Х2, или Х3) ,  а фазы колебаний либо 
совпадают, либо отличаются на л  ( г л а в н ы е  к о л е б а н и я ) . 
Отношения амплитуд при гл авн ы х  колебаниях образую т 
собственную форму, соответствующую частоте колебаний.

М етод матриц переноса. Т еперь рассмотрим реш ение 
задачи об определении спектра собственных частот д л я  
динамической модели, показаппой на рис. 47, по м ето ду  
матриц переноса.

Метод основан па том, что динами ческая модель р а с 
сматривается к а к  совокупность последовательно соеди
ненных участков, для которых справедливы  линейные з а 
висимости м еж ду амплитудами сил и перемещений н а  
входе и выходе из участка. При гармопических ко л еб а
ниях с частотой X эти зависимости имеют вид:

ф ь =  *11 { X)  ф а  +  *12 ( X )  М а , ( 8  3 9 )

Йь =  Sil (А,) ф а  + S 22 (X) М а,

где фа, ф» — амплитуды перемещ ений на входе и на в ы 
ходе, М а, М ь — амплитуды сил (моментов) на входе и н а  
выходе, Su, Su, Su, s n  — коэффициенты, зависящ ие от м асс  
и жесткостей на входе рассматриваемого уч астка  и от 
частоты X. Матрица, образованная коэф фициентами^пра- 
вых частей уравнений (8 .3 9 ) , н азы вается  матрицей  п е 
р е н о с а  (иногда фундаментальной  матрицей) ' .

Sab(X) — • (S.4°)



Д ля динамической модели, показанной на рис. 47, 
имеем 5 участков. Н а участках  АВ, СИ и ЕР  амплитуды 
перемещений на входе и выходе совпадаю т (ж естки е эле
м ен ты ), а ам п ли туды  моментов отличаются на величину 
амплитуды  момента сил инерции. Например, для участка 
АВ  зависимости (8 .3 9 ) имеют вид

ф ь  =  ф а , Я  ь =  —  А Я 'ф о  +  Я  а.

Отсюда получаем  матрицу переноса для участка АВ
1 О

- J ÍV 1

Аналогично д л я  участков СИ и ЕР:

- J 2X* 1 Яр.
I I ' - V 2 ч

Д л я участка ВС  зависимости (8.39) имеют вид
Ма ~  ~

ФЬ Фо “Ь ~~1 Мь =  Ма.
1

Отсюда получаем  матрицы переноса

$ в с  —
I * е
О 1 $ОЕ =

где е 1 =  {/си е г =  1/с2— коэффициенты податливости.
Матрица переноса для всей системы находится как 

произведение матриц переноса отдельных участков

S л F  =  З е г З ццЗ с вЗ всЗ а В-

У множая матрицы по правилу «строка па столбец» и 
возвращ аясь к  записи соотношений типа (8 .39 ) ,  полу
чаем
Ф* =  [(1  ~ А еД г) (1 -  Л е2Я2) -  / ,еД 2] фл +

+ (<?| + е 2 -  е 1е г] 2Хг) Я А,
^  =  [ - ( Л  + Л + Л )Я 2+  (8.41)

(̂ 1̂ г®1 "1" "Ь121 зб2) Я4 — ]\]2]з ф а  -Ь
+  [ (1 -  Ле.Х2) (1 -  ] ге Х )  -  У,е,Я2] Я л.

При свободных концах системы М л =  М Р =  0. Тогда из 
первого уравнения системы  (8.41) получаем соотношение 
м еж ду  углами поворота ф, и ф^, а из второго — частотное 
уравнение, которое совпадает с ураппепием (8 .3 5 ) . Коэф
фициенты формы п ахо дятся из соотношений (8 .39 ) ,  за- 
нисаппых для отдельны х участков.



Г л а в а  IX. КОЛЕБАНИЯ В РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМАХ

§ 34. Колебания в шарнирном четырехзвеннике 
с упругими звеньями

Определение приведенного коэффициента ж естко сти  
для плоского шарнирного четырехзвенника. В м ехан и зм е 
шарнирного четырехзвенника (рис. 48, а ) счи таем , что 
внешние силы приложены только к звеньям 1 и 3 и пред* 
ставлены парами сил с моментами М я и Mi.  Инерцией

с

ш атуна 2 пренебрегаем, и, следовательно, реакц ии , дей
ствующие на него со стороны звеньев 1 и 3, н ап равлен ы  
по линии ВС. В этом случае ш атун испы ты вает только 
деформации растяж ения — сж ати я  и его коэффициент по
датливости можно определить по формуле дл я  цилиндри
ческих стержней: е2 =  /2/ (£ 5 ) , где 1г длина ш атун а , 
Е -  модуль упругости, 5  -  площадь поперечного сечения 
ш атуна. Коэффициент податливости вала звена 1 опреде
ляем , учиты вая только деформации к р уч ен и я , в!
=  г1/(С /р1) , где к  — длина уч астка  вала звена I ,  н а  кото
ром определяется угол закручивани я, в  — м о дуль сдви га, 
Ур1 — полярный момент инерции вала звена 1. А налогич
но для вала звена 3: е3 == 13/ (С/рз) .



Если принять звено 1 за звено приведения, то при
веденны й к нему коэффициент податливости определится 
п °  формуле (8 .2 5 ), которая для данного механизма имеет 
ви д

е п =  е 1 + е2хгп  +  е3и гш  (9 . 1 )

гдо Х12 п е р е д ат оч н о е  о т н о ш ен и е , равное отношению 
угловой  скорости звена 1 к  проекции скорости ув на ли
нию  ВС,  и 13 — передаточное отношение, равное отноше
нию  угловой скорости звена 1 к  угловой скорости
8В6Пв о.

Д л я  определения передаточных отношений х ,а и «и  
строим план скоростей шарнирного четырехзвенника 
(рис. 4 8 ,6 ) .  Из этого плана, построенного с произволь
н ы м  масш табным коэффициентом ц„, определяем переда
точное отпошение и 1} к а к  отношение угловых скоростей 
о)! и со3: - г

(РЬ)^к/1АВ (рЬ) 1с.Т)
“ 13 —

■АВ

Отношение (p b ) / ( p c ) можно вычислить из косоуголь
ного треугольника рЪс  по теореме синусов

(рЬ) =  sin (Фа ~  Ф2)
( р с )  s in  (<рх —

гд е  углы  ф2 и фа как  функции угл а  ф, находятся из ре
ш ени я задачи об определении положений звеньев шар
нирного четырехзвенника. Отсюда

l CD  S i n ( < p  _ ф )

Д л я  того чтобы определить отношение х ,а, т акж е  надо 
построить план скоростей, но но механизма шарнирного 
четы рехзвенника, а кулисного механизма, который полу
ч а е т с я  при закреплении звена 3 и введении дополни
тельного  ползуна, позволяющего изменять длину ш атупа 

С,  т . е. сообщать ем у перемещение, равное его упругой 
деф ормации (рис. 4 8 ,б ).

П лан  скоростей для этого механизма, построенный с 
произвольным масш табным коэффициентом, показан ыа 
рис. 48 , г. Элементарное перемещение эвена 1 пропорцио
нальн о  его угловой скорости, а элементарное переме
щ ение звена 2 в направлении его деформации — скорости



перемещения дополнительного ползуна относительно к у 
лисы. Следовательно,

(Pbl H l »/*Afl_  ( р ъ i )
* 12 ( &А ) ^  ~ 1а в ( ь 1ь2) '

Отношепие [ p b i ) f  (b ib¿)  можно вычислить из прямоуголь
ного треугольника рЪгЬ .̂

( РЪ1)  1
(ЬА )  81п (Ф1 — ф2 ) ‘

Отсюда

* 1г =  ^ ‘“ ( П - Ч ’а Г  (9 ’3)

С учетом формул (9 .1 ) — (9.3) получаем вы раж ение при
веденной податливости е ш к а к  функции у гл а  поворота q>i

. e2 + V c D s i n 2 ( ' Р2 - Ч > з )  / Q / хеа = ех Н--------- ->— ------------- -— •
АВ (<Pl -  Ф2)

Приведенный коэффициент ж есткости находится как  
величина обратная приведенному коэффициенту податли
вости:

________________ ¿a b  síq2 (Ф1 ~  Ф2)_______________ # (9 5)

CU * ¿ a b  s i“2 (Фх “  Ф2) +  *2 +  e 3lCD s in* (Ф2 ~  Фз) ’

Уравнения движ ения шарнирного четы рехзвенника с 
упругими звеньям и . После определения приведенного 
коэффициента жесткости с а приходим опять к двух 
массной динамической модели, показанной на рис. 46, а , 
но приведенный коэффициент ж есткости теперь уж е  я в 
л яется переменной величиной, зависящ ей  от у гл а  пово
рота ф,.

Дифференциальные уравнения дви ж ен и я д л я  этой мо
дели составляем  в форме уравнений Л агр а н ж а : 

d  ( д Т \  дт 5П г ,  d / д Т \  дТ д П _ х 1

4 (9.6)

где фд — угол поворота левой массы , равный угл у  пово
рота вала дви гателя , ф1 — угол поворота правой массы , 
равный угл у  поворота звена 1, М Л =  М i — момент сил 
на валу двигателя, Я пi — приведенный к  звену 1 момент 
сил, приложенных к звену 3. В рассматриваемом  случае 
Jt jni =* Я
12 Н. И. Л евитский



/

При составлении аналитического вы ражения кинети
ческой энергии механизма Т учиты ваем  только моменты 
инерции вращ аю щ ихся звеньев /t и /3:

инерции шарнирного четырехзвеш ш ка, /д — приведенный 
момент инерции движ ущ ихся частей двигателя, который 
считаем постоянным.

П отенциальная энергия механизма П определяется 
вы раж ением

В ы п олн яя дифференцирование в уравнениях (9 .6 ), по
лучаем

Система нелинейных уравнений движ ения с перемен
ными коэффициентами (9.7) реш ается численными ме
тодами по м алы м  участкам  движ ения. При постоянной
скорости в ал а  двигателя фд второе уравнение системы
(9 .7) реш ается независимо от первого и определяет ко
лебания, происходящие от упругости звеньев м еха
низма.

§ 35. М алы е колебания в ры чажны х механизмах 
приборов

М алы е колебания в механизме шарнирного четырех- 
звенника. При постоянных х ,2 и ц13, т. е. при малых пе
ремещ ениях звеньев, уравнения движ ения шарнирного 
четы рехзвенника (9 .7 ) принимают вид:

П усть, например, звено 3 шарнирного четырехзвенни
ка  соединено с указателем  регистрирующего прибора.

или

где / П1 =  +  J jU -h — приведеппый к звену 1 момент

п  Х Ф д - Ф г )2
2

Л ф д  +  с „ ( ф д - ф 1)  =  Л / д,

■^дфд Я д  М ф д  ф | ) ,

( / i  +  J 3U31) ф! =  М 3и31 +  с а (фд — Фх). (9.8)



Звено 1 приводится в движение от двигателя, момент 
инерции которого значительно превы ш ает моменты инер
ции /, и При переводе у к а за т е л я  из одного положения 
в другое вал  двигателя останавливается в новом положе
нии практически мгновенно, а звен ья  механизма и у к а 
затель совершают малые колебания относительно^поло
жения равновесия. Из уравнений (9 .8 ) при срд -  const 
и ф =  Ф1 — фд получаем

или

где у  =  ф —

+ / 3W31) Ф + Спф — М 3и 31, 

У  + хгу  =  О,

(9 .9 )

К  =
с п

J 1+ J 3U31

При начальных условиях £ — 0, ф — фо, ф 0 реш ение 
уравнения (9 .9 ) согласно (3 .22) имеет вид

Ф = _ 1 Л  + ф0 - Л' Я“з1

т. е. указател ь  совершает гармонические колебания с 
собственной частотой X, зна-
чение которой зависит от пе
редаточных отношений Хц 
и ы,3.

Колебания в рычажном 
механизме прибора при виб
рирующей стойке. На рис. 49 
показан кривошипно-ползун- 
пый механизм , применяемый 
в указательн ы х  и регистри
рующих приборах для преоб
разования движ ения ползу
на 3 , связанного с измери
тельным устройством, во вра
щательное движение стрел
ки 1. К аж дом у положению 
ползуна соответствует опре
деленное значение измеряе
мой величппы, которое ук а зы в ает с я  стрелкой ^на ш кал е  
прибора. Это соответствие н ар уш ается , если стоика виори- 
рует. Тогда стрелка 1 соверш ает м алы е колебапия от
носительно среднего положения, которое может не совп а-



дать с положением, соответствующим статическому рав
новесию.

Обозначим через а 0 зпачение у гл а  а ,  определяющего 
положение стрелки  1 при отсутствии вибрации стойки, 
и через осд среднее значение у гл а  а  при колебаниях 
стрелки, t  азность ссд <Хо дает динамическую  ошибку в 
показаниях прибора. Т акая  ж е ошибка получается в слу
чае, если к п олзун у механизма, звепья которого находи
лись в положении статического равновесия, приложить 
периодически изменяю щ ую ся силу F.

Положение устойчивого статического равновесия звень
ев механизма соответствует минимуму потенциальной энер
гии. При определении потенциальной энергии механизма 
П учиты ваем  только массу М, сосредоточенную в точке 
А, и упругость пруж ины  с, помещенной м еж ду стойкой 
и стрелкой 1 :

П =  П0 +  M g R  c o sa  + -|~ca2j  (9.10)

где а  — обобщенная коордипата механизма, П0 — посто
янное значение потенциальной энергии, определяемое на
чалом отсчета, с — коэффициент угловой (крутильной) 
жесткости пруж и ны , R — длина звеньев 1 и 2.

Д вукратное дифференцирование вырая?ения потен
циальной энергии по обобщенной координате дает

—  =  - 7 l / g / ? s m a  +  сое, — 5 =  -M g R c o sa  + c.dOL

При с >  M g R  c o s  а  положение устойчивого равновесия 
характеризуется корнем уравнения

—M g R  s i a a 0 + с а 0 = О. (9 .11)

При определении кинетической энергии механизма Т 
учитываем  только энергию сосредоточенной массы М :

Т =  -i - MRW.

И сследуем сн ач ала  свободные колебания механизма 
около положения статического равновесия, принимая за 
обобщенную координату отклонение

Яо =  “ о -  а. (9 .12)



Тогда выражение потенциальной энергии (9 .10 ) при
нимает вид

П =  П0 +  M g R  cos ( а 0 — qc )  +  \  с  (а о — ? с) 2*

Из разложения в ряд М аклорена в окрестности зн а 
чения д с =  0 получаем приближенное выражение потен 
циальной энергии

П =  П (0) + П' (0)<7С +  4 - И "(0)3?,:

где штрихи обозначают дифференцирование по qc.
В дальнейш ем полагаем П (0) =  0, что со о тветствует 

изменению начала отсчета потенциальной энергии. В е 
личина П '(0 )  такж е  равна нулю  по условию (9 .1 1 ) . С ле
довательно,

И =  - j -  (— M g R  cos а 0 + с ) q h

т. е. приведенный коэффициент жесткости сп и м еет вид  
с„ =  —M g R  cos а 0 +  с.

Уравнение движения м ехан и зм а при свободных ко л е 
баниях имеет вид

j _  дТ_____ ¿П
d t  d q ~  d q c

или
MR2qc =  —с„ по

следовательно, собственная частота механизма 
,  ,  /  — M g R  c o s a 0 +  с

ш
зависит от положения статического равновесия.

При исследовании вы нуж ден ны х колебаний п р ед ста 
вим обобщенную координату в виде суммы

q =  Qc +  Зд,

где Зд — дополнительное перемещ ение, вы зы ваем о е пе
риодически изменяющейся силой F.

П одставляя значение qe из соотношения (9 .1 2 ) ,  по
лучаем



При малых колебаниях можно заменить переменную 
величину а 0 + qл ее средним значением

т

“ д =  " r í ( a <> + d t «

гд е  Т — период колебаний. Тогда q — а л — а ,  и вы н уж 
денн ы е колебания можно рассматривать к а к  колебания 
относительно положения динамического равновесия, оп
ределяемого углом ссд.

Уравнение движ ени я механизма в этом случае имеет 
ви д

d дТ <Ш ^
dt &-q dq + ш (9.13)

гд е  М п — приведенный к звену 1 момент от силы F.
При равенстве длин звеньев 1 и 2 перемещение ползу

н а  связано с углом  поворота а  соотношением s  =■ 
•=2R — 2R cos а .  Отсюда передаточное отношение ds/da  =  
■= 2 f í  s in  а.

Приведенный момент Л7„ находим из условия 

M a =  F —  или М а =  ^ 2 / ? s in (a fl — q).

Приближенное значение приведенного момента Л/„ 
получаем  из разлож ен ия в степенной ряд в окрестности 
<7 =  0 :

Я п  =  F 2R  ( —sin а д + q cos а д) .

Приближенное значение потенциальной энергии нахо
ди м  так ж е  из разлож ения в ряд  в окрестности q =  0 или, 
что то ж е , при а  =  а д:

П =  (— M g R  sin  а д +  с а д) q + - у  ( -  M g R  cos а д + с) q2. 
Отсюда

=  _  M g R  sin  а д +  с а д + (— M g R  c o s a fl + с) q.

П одставляя вы р аж ен и я для Т, Я в и d W d q  в уравне
н и е  (9 .1 3 ) , получаем уравнение малых колебаний меха
н и зм а при действии вынуждаю щ ей периодической си
л ы  F:
М R 2q + (с — M gR  cos а д — 2RF  cos а д) q =

•= M g R  sin  а д -  с а д -  2RF  sin а д. (9.14)



Полученное линейное уравнение с периодическим ко
эффициентом приводится к неоднородному у р а в н е н и ю  
Хилла.  Если сила Р  изменяется по гармоническому 
закону

то уравнение (9 .14) приводится к неоднородному ур ав
нению Матье (3 .40)

По уравнению (9.15) можно исследовать устойчивость 
движения, используя свойства коэффициентов уравнения 
Матье. При этом исследовании достаточно предположить, 
что положение динамического равновесия, т. е. значение 
угла  а я, находится в пределах рабочего диапазона.^ Д ля 
определения самой величины а д, характеризую щ ей ди
намическую ош ибку механизма («уво д »  стрелки прибо
р а ), можно использовать приближенный метод, основан
ный на близости величин а 0 и а д [1 1 ].

К рассмотрению уравнения (9 .15) приводится такж е 
задача о влиянии возвратно-поступательной вибрации 
стойки по гармоническому закону в направлении, совпа
дающем с направлением движ ения ползуна.

§ 36. Самосинхронизация механизмов
на вибрирующем основании

Синхронизация механизмов. Под с и н х р о н и з а ц и е й  
механизмов понимается установление одинаковой (или 
кратной) средней угловой скорости или частоты  колеба
ний вращ аю щ ихся звеньев нескольких механизмов, уста 
новленных на общем основании. Различаю т при н у д и т ел ь 
н у ю  с и н х р о н и з а ц и ю ,  когда синхронизация движ ения 
звеньев достигается с помощью дополнительных связен  
(например, зубчаты х колес), и с а м о с и н х р о н и з а ц и ю ,  когда 
она устан авливается на основании динамических ^свойств 
механизмов без введения дополнительных связей . Наи
большее распространение в технике имеет самосинхрони
зация вибровозбудителей, т. е. устройств для создания

где

а  =

q + (a — 2dcos(£>t)q =  f { t ) ,  (9.15)

с г С0!5 ид ^

/ (0 -
э т  а а  — с а а  — 2 а д сое Ш

л й ?



направленны х колебаний, при условии, что они установ
лены  на общем основании, совершающем малые упругие 
колебани я. В этом случае требуем ая синхронность дви
ж ен и я  вибровозбудителей достигается вследствие взаимо
действия их с вибрирующим основанием без каких-либо 
дополнительных устройств, что упрощ ает конструкцию 
многих вибрационных машин (конвейеров, питателей, гро
хотов, дробилок, мелыш ц и др .).

Самосинхронизация механизмов может быть не толь
ко полезной, но и вредной. Например, если на одном 
ф ундаменте располагаю тся несколько машин с неурав
новеш енными массами вращ аю щ ихся звеньев (роторов), 
то при синхронном движении роторов неуравновешенно
сти от отдельны х машин склады ваю тся, и колебания об
щего ф ундамента могут превзойти допускаемые преде
лы . О днако при правильном выборе параметров механиз
мов, влияю щ их на условия самосинхронизации, можно 
обеспечить взаимную  компенсацию неуравновеш енных 
сил отдельны х механизмов и тем самым снизить уровень 
колебаний.

 ̂равн ен ия движения системы двух  вибровозбудите
лей, установленны х на вибрирующем основании с одной 
поступательной степенью свободы. На рис. 50 показана 
дин ам и ческая модель системы, состоящей из двух деба- 
лансиы х вибровозбудителей (неуравновеш енных роторов)
1 и 2 , установленны х на общей платформе 3. Платформа

м ож ет соверш ать малые упругие колебапия вдоль оси 
Ох, которым соответствую т коэффициент жесткости с х ц 
коэффициент сопротивления Ьх. Вибровозбудители приво
д ятс я  во вращ ение от асинхронных электродвигателей. 
Н еуравновеш енность ротора вибровозбудителя 1 характе
ризуется массой т  1, расположенной на расстоянии е1 от



оси вращ ения. Соответственно д л я  вибровозбудителя 2 
имеем: т 2 и е 2. Неподвижная систем а координат хОу  и 
система координат, связанпая с платформой вы 
браны так , что они совпадают в положении, при котором 
сила упругости равна нулю.

Примем за обобщенные координаты  системы смещ епие 
платформы х и углы  поворота роторов cpi и ср2. Тогда вы 
ражение кинетической энергии системы  запиш ется в 
виде

Т =  —2 i=l

где m x — м асса платформы, m,  и Л — соответственно м ас 
са и момент инерции s-ro вибровозбудителя относитель
но оси, проходящей через его центр масс 5 f, v S l— ско 
рость центра масс S¡, определяем ая из соотношений

Vsí =  (х — eicp.sm <р;)2 +  e 2i<p2i cos2 ф{, i =■ 1 , 2 .

П одставляя эти соотношения в вы раж ение кинетиче
ской энергии, получаем

2 2
т =  ±  тах2 + 4 - 2 J -  *  2  mieW i si n ф4’ 1 =  í( 2у 

1=1 1=1
где пгп =  m x + m 1 + пгг, J nX =  / п2 = / 2 +  ,п2е2*

В ыражение поступательной эпергии имеет вид
2

П -  \ с хх Ч  2  m e i g  (1 +  sin  ф4) .
i=i

где £ — ускорение силы тяж ести .
У равнения Л агранж а второго рода запишем в виде

+ * ==d дТ  _ дТ  _

dt '  дер i ~ d < P i

d дТ дТ  _ а п

dt д х
дх д х

где (?1, Ог и <?* — обобщенные неконсервативные си лы , 
соответствующие координатам ф 1, фг и х.

Примем, что на роторы вибровозбудителей действую т 
постоянные моменты сил сопротивления Мщ п М с2, а д ви 



жущ ие моменты определяю тся по статическим характе
ристикам электродвигателей Л/д1 =  a¡  — 6 ,9 , и Л/д2 =>
=  а2 — Ъ2ф2. Тогда обобщенные силы находятся из соот
ношений

Qi =  a l - b lq l — M ct , Q2 =  аг -  Ь2ф2 -  Мс2, Qx = -  b j ,

и уравнения дви ж ен и я рассматриваемой системы полу
чают вид

/ П1ф. =  a ¡ — Ь4ф. — M Ci + rme i  (.г sin ф,— ^ со зф .), i = 1 , 2 ,

(9.16)
. . .  2

т пх + Ъхх +  с хх — 2  (ф sin ф{ +  фЗ совфЛ.
1=1 '  » г /

Д ля реш ения этой системы уравнений по методу м а
лого параметра примем, что в первом приближении рото
ры вибровозбудителей вращаются равномерно с угловой 
скоростью, м одуль которой равен со. Кроме того, примем, 
что член b j c  в третьем  уравнении системы мал по срав
нению с другими членами этого уравнения. При указан 
ны х допущ ениях в систему уравнений (9 .16 ) можно вве
сти малый параметр

Лиф4 + hi (ф ,— со) =  [i [a ¡ — M d  + ггце{ (х s in  ф{—g eo s фО],

2
т ах + схх =  2  пце\ (cp¡ sin  ф. + ф* cos ф.) — ^bxxt 

i= l

где \ib’x =  Ъх.
П орождаю щ ая система уравнений (|х =  0) имеет вид 

J гиф? +  (ф? — со) =  О,

J 1 12 Ф2 "Ь ^2 ( 1Рг — ®) =  О,

х° + №х° =

=  ^  ^  (ф? sin  фУ + фО cos ф?) + ^  е 2 (q% s in  ф!| + ф» cos ф°),

где ф®, ф®, х" — значения переменных фь ф2, х при ц =  О, 
Я2 =  — квад р ат  собственной частоты системы,



Из первых двух уравнений порождающей си стем ы  
после интегрирования получаем :

<pi =  cof + 0 i ,  фа =  cot + 0г.

Следовательно, третье уравн ен и е порождающей си сте 
мы может быть записано в виде

я 0 +  №х° — о)2 — е ,  cos (coi +  ©i) + е 2 cos (соt +  0 2) та 1 та

Реш ение этого уравнения получаем из (3 .30 ) при 
/с, =  м2 и у — 0 , если на основании принципа н езави си 
мости действия сил (суперпозиции) сложить р еш ен и я , 
получаемые для сил, пропорциональных соз(й)« +  0 О и 
соз(ш« +  02) :

X2 — ш2
T̂ e i cos (cof +  0 ^  + - ^ е г cos И  + 02) j *

В работе [3] показано, что ук азан н ы е синхронные р еш е
ния ф ,(0 , фг(0  и х(<) действительно сущ ествую т и д а л ь 
нейших приближений с учетом  малого параметра ц  не 
требуется, если соблюдены р авен ства:

Л/цзб1 + М в = О, М взм — М „ =  0, (9 .1 7 )

где избыточные моменты М азв1, Л/изог и вибрационный м о
мент Мл для указанной системы  из двух вибровозбуди
телей определяются из соотношений

М я зб1 = а 1 — 61(0 — Д/с, Л/изог = а г — Ьг<а — М сг,

М  =  ___ ^ - _ т л т а 51й (91 - 0 2).в — о г ,  2 т '  1 1ь  (О — X а

Вибрационные моменты при любом числе вибровозбу
дителей можно рассматривать к а к  дополнительные с р ед 
ние моменты, действующие на неуравновеш енные роторы  
вследствие колебаний основания, на котором они у с т а 
новлены. Возникновение этих моментов явл яется  п р о яв 
лением «вибрационной свя зи » , которая, например, в у р а в 
нениях движения (9.16) вы р аж ается  членами в т  ф, 
и т 2е гх в т  ф2. Сумма вибрационных моментов р ав н а  
нулю, так  как  они не изменяю т общего баланса эн ер ги и  
в системе, а лишь перераспределяю т подводимую к  си 
стеме энергию м еж ду отдельными вибровозбудителями 
таким  образом, что обеспечивается их синхронное в р а 
щение независимо от значений избыточных моментов.



У гловая скорость синхронного вращ ения со и сдвиг 
фаз 0 =  0! — 02 находим из уравнений (9 .17) после под
становки в них вы раж ен ий  для Л/нзв1, Мязп  и Д/„:

„  а 1 ~ М СХ +  а 2 ~ М С2 

ь1 + »*
sin 0 = ________^изб!_____ __  -^изб2

i 4 B s g n ( c ú 2 - Л 2)  ~  Ав s g n  ( ш 2 —  я 2)*
где

A i!iü !sía
в СО2- я 2 2« п •

Из вы ражения дл я  s in  0 следует условие самосинхро
низации

\Маац\ =  IЛ/Иэб21 Аа,

т . е. модули избыточных моментов не должны  превыш ать 
максимального значения (амплитуды) вибрационного 
момента.

Эффект самосинхронизации может иметь место даж е 
в случае, когда дви гатель одного из вибровозбудителей 
выклю чен из сети. Н апример, при МягЫ =  —Мс1 из условия 
самосинхронизации получаем

\Müi\ < A „

т. е. для самосинхронизации необходимо только, чтобы 
момент сопротивления вращению ротора выключенного 
вибровозбудителя не превыш ал максимального значения 
вибрационного момента. Эффект вращ ения вибровозбуди
т е л я  при выключенном двигателе посредством колебаний 
его  оси назы вается эффектом в и б р а ц и о н н о г о  п о д д е р ж а 
н и я  н е у р а в н о в е ш е н н о г о  ротора .

§ 37. Колебания в механизме центробежного 
вибровозбудителя с двигателем  
ограниченной мощности

Центробежный вибровозбудитель. При рассмотрении 
уп р уги х  колебаний в механизме для передачи вращ ения 
от двигателя к  в а л у  рабочей машины (см. рис. 46, б)  
считалось, что у гл о в ая  скорость ротора двигателя может 
бы ть принята постоянной. Это утверждение справедливо 
в  тех  случаях , ко гда двигатель практически имеет не
ограниченный зап ас мощности, и потому изменения сил,



L>.

действующих на звенья механизма, не оказы ваю т влия
ния на установивш ую ся скорость вращ ения ротора дви
гателя. При ограниченной мощности д ви гател я  его ха
рактеристика долж на учиты ваться при исследовании ди
намики всего механизма. Особенно яр ко  это влияние 
может проявляться на режимах дви ж ен и я , близких к 
резонансным. Т аки е режимы 
характерны дл я  механизмов 
ви б р о в о з б у д и т ел е й ,  т. е. уст
ройств для создания направ
ленных колебаний.

На рис. 51 показала 
схема одного из простейших 
центробежных вибровозбуди
телей, который состоит из 
звена с массой тпг, упругой 
связи с коэффициентом жест-^ 
кости с и неуравновешенной массы mi ,  приводимой во 
вращение от дви гателя с моментом инерции /я. Колеба
ния 8вена с массой пг2 в направлении оси х могут рас
сматриваться к а к  колебания, вы н уж даем ы е той состав
ляющей силы инерции, которая направлена вдоль оси х и 
изменяется по гармоническому закону. Соответственно ме
ханизм центробежного вибровозбудителя назы ваю т к о л е 
бательной си ст емой с  и н е р ц и о н ны м  в о з б у ж д е н и е м .

Уравнения движ ения вибровозбудителя с двигателем  
ограниченной мощности. При составлении уравнений 
движения примем, что движение м ассы  nti  происходит в 
горизонтальной плоскости, а сила трения в паре «пол
зун-стойка» определяется вы ражением F T =  —Ъх. Кинети
ческая энергия механизма

Т =  у  ( т 2х2 + J дф2 +  тп1у а ) %

где

р® =  х2 + г2ф2 — 2xrq> sin  ф.

Введем обозначения: m =  m l + m 2, J  =  J д+ т ^ 2. Тогда 

Т =  у  т  'х2 + j  /ф2 — т хх г ф s in  ф.

Потенциальная энергия механизма
тт 1



Х ар актер и сти ку  двигателя считаем заданной в виде

Л/д =  Л/д (ф ). У равнения движ ения получаем из уравне
ний Л агр а н ж а  второго рода:

т х  — т.Гф sin ф — т . г т 2 cos ф =  — сх  — Ъх.
. (9 .18)

/ф — m j x  s in  ф =  Мл (ф ).
В отличие от уравнений движ ения, составленных для 

двухмассной динамической модели с двигателем неогра
ниченной мощности, уравнения (9 .18) должны реш аться 
совместно. Их можно записать т ак ж е  в следующем виде:

х +  Хгх =  h iф sin ф + /^ф2 cos ф — hx,

Ф == £(ф ) + h 2x з т ф ,

где V =  c/m,  h  — b/m, h l =  m l r/m, h t — miT/Jt L ( ф)=>

=  Жд(ф)//.
Приведение уравнений движения к стандартной фор

ме по методу медленно меняющихся параметров. Из ур ав
нений (9.19) следует, что при малых значениях коэф
фициентов h i ,  h i  и медленно изменяющейся величине
¿ (ф )  можно приближенно считать, что перемещение х 
и зм ен яется по закону, близкому к  гармоническому, а ус 
корение ф имеет малую  величину. Тогда, к а к  и в § 19, 
искомое реш ение для переменной х будем искать в форме

х — А соэ(ф +  0 ) , (9.20)

где А и 0 — медленно меняющиеся параметры, связан 
ные соотношением

х =  — АК э т (ф  + 0 ) .  (9 .21)
У гловую  скорость вращения вал а  двигателя обозна

чим через ti) =  d(p/dt. Новые переменные А, 0 и со будут 
медленно изменяю щ имися величинами.

П роизводная х  может быть т ак ж е  найдена дифферен
цированием вы раж ени я (9 .20 ):

х — А соэ(ф + 0) —(со + é)¿4 s in (ф + 0 ). (9.22)

П риравни вая правые части соотношений (9.21) и 
(9 .2 2 ) , получаем



Дифференцирование вы раж ения (9 .21 ) дает

х =  - А Х sin  ( ф  + 0) -  (со + 6 ) АX cos ( ф  + 0 ) . (9 .2 4 )

Система уравнений движ ения (9 .19 ) с учетом вы р а 
жений (9 .2 0 ) , (9 .21) и (9.24) принимает вид

АХ sin  ( ф  + 0) -  QAX cos (ф + 0) +  АХ (X -  со)cos (ф + 6 ) -

=  h¡(ü sin ф + fti(úJ cos ф + AXh s in (ф + 0 ) , (9 .2 5 )

ш =  L (ш) -  Кг [ÁX sin  (ф + 0) + (щ + 0 ) АХ cos (<р + 0 )] s in  ф.
(9 .2 6 )

Система уравнений (9 .23 ), (9 .25 ) и (9.26) для опре
деления А, 0 и и может быть у п р о щ е н а  отбрасыванием
членов второго порядка малости: fttco, Ъ,гА и h $ .  Кроме 
того, уравнения (9 .23) и (9 .25 ) разреш им относительно
А и 0. Тогда получаем систему трех дифференциальных 
уравнений первого порядка:

и  =  i  (и) _  Ah2XZ cos (ф + 0) s in  ф,

А =  _  1  [ftjto* cos ф + AXh s in  (ф + 0)] s in  (ф + 0),
Л

0 =  X _  и  _  J L  []h (d2 cos ф + AXh s in  (ф + 0)1 cos (ф + 0).
АК

Эту систему можно привести к  стандартной форме 
метода медленно меняющихся параметров, принимая за 
независимую  переменную угол ф и используя соотноше

ние ¿ф =  © dt\
=  1  [L (a )  — A h .M  c o s  [ у  +  0) s in  ф],

¿ф (О

ÉA ---------— r/i.w2 cos ф + AXh sin  (ф + 0)] sin  (Ф + 0), (9 .27 )

£§. =  ___ L. [k1&z eo sф + AXh s i n (ф + 0)] co s(ф +  0).
¿ф «и ЛХш

Исследование стационарных режимов движ ения. С и
стема уравнений (9.27) м ож ет бы ть подвергнута д а л ь 
нейш ему упрощению, если принять по внимание, что за  
одип период изменения угла ф от 0 до 2л величины со,



А и 0 изменяю тся очень мало, и их производные по у гл у  
поворота ф можно считать равными их средним значе
ниям :

2 Л
rico 1 Г ,  , , Ah А Г
¿9  =  2ñ s J  L ^ d(P ------2Í T J  C0S(<P +  0 ) s m 9 dTí

o o

klú^C 2Jl
^  =  c o sT s in ( T +  0) d T _ ^ . J  s in 2 (ф + 0) dQj,

o o
2Я ^  д я

¿9  1 f  /1 ~ W  f
5ф “ ¿ ñ S J  ( Я _ с о ) ^ф - Ш х ]  созф со8 (ф + 0) й ф _

о о
2Я

— 81п(ф + 0)соз(ф  + 0) ¿ф.
о

При выполнении операции усреднепия величины со, 
Л и 0 считаем постоянными. У читывая, что

Я  2л  2Л

j cos ф sin ф ¿ф =  0 ,  J- J sin2 ф йф =  i - j  COS2 ф йф =  1 ,
0 о о

получаем после интегрирования

d  со_ 1
d(¡> ш L (со) + - у  Жсо s in  o js

¿/1 . д Ак 
(9.28) 

¿0 1 / , ~ V 2 сЛ- ^ ^ - С О - ^ С О з О ^

Система приближенных уравнений (9 .28 ) может быть 
использована дл я  определения переменных со, Л и 0 
в переходных реж и м ах  путем численного тштегрировапия. 
В дальнейш ем ограничимся исследованием стационарных 
режимов движ ени я , под которыми будем понимать ре
ж и мы  движ ения при постоянных значениях величин <о, 
А и 0, т. е. при постоянной угловой скорости двигателя 
и гармонических колебаний ползуна вибровозбудителя.



Условия сущ ествования стационарных режимов:

dco/dcp =  0, dA/dtp =  0, dG/dcp =  0.

При этих условиях уравн ен и я стационарных р еж и м о в  
движ ения имеют вид

^  (w) + Акса s in  9 =  0 (

h .(ú 2

hA + s in  0 =  0Л (9 .2 9 )

~ h ш2
Так cos0 =

Отсюда находим ам плитуду и начальную ф азу ко ле« 
баний:

. h, и* L
А =  ; / ■■ * tg  0 =  ----- ,

У  4Я {X — со)2 +  X¿h2 2 (со — Л)

П одставляя значепия постоянных h,  h t и й2> в ы р а ж е н 
ные через параметры м еханизма, получаем:

А ~ "Г У 4Х2(Х -ш )2 +Х262/т2х (9 ,30)

t g 0 -------<9 *31)т (ы — X)

Угловую  скорость вала дви гател я  и, которую прибли
женно можно считать угловой частотой вы н уж ден н ы х  
колебаний, находим из первого уравнения системы (9 .2 9 )

L H - ¿ ¿ - A W  =  0t
2(úA1

или

М а (5 ) -  4  A W  =  о.
2(0

П одставляя в это уравнение значения амплитуды А по 
формуле (9 .30 ), получаем

Л/д ( ш ) - 5 ( © )  =  0, (9 .3 2 )
где

h ! т Л2 Л*3
<9’33>

13 и. Левитский



Условия прохож дения через резонанс. Уравнение
(9 .32 ) может иметь один или несколько корней, опреде
ляю щ их значение угловой  скорости двигателя в стацио
нарном режиме. На рис. 52 изображен граф ик величины 
S  (со) для некоторой комбинации постоянных параметров

Исследование устойчивости движения показывает, что 
при расположении точек пересечения на уч астке или 
1\°° движение устойчиво, а на участке — неустой
чиво [13].

Регулировка частоты  колебаний, создаваемых центро
бежным вибровозбудителем с двигателем постоянного то
к а , выполняется изменением тока в цепи возбуждения. 
Характеристики, получаемые при различных значениях 
тока, называю тся р е г у л и р о в о ч н ы м и  характеристиками , 
П а рис. 52 ш триховыми линиями показаны две характе
ристики, одна из которы х касается кривой <?(со) в точке 
Т и  а другая — в точке Т2. Исследование устойчивости 
движ ения вибровозбудителя при регулировочных хар ак
теристиках, расположенных м еж ду указанны м и гранич
ными кривыми, позволяет объяснить экспериментально 
наблюдаемое явлени е «сры ва» колебаний при прохожде
нии через резонанс.

П усть, например, угло вая скорость двигателя посте
пенно увеличивается, начиная от некоторого значения, 
соответствующего точке А пересечения кривых Ма (ы)  и 
5 (ш ) на участке ОТ 1. После достижения граничной ре
гулировочной характеристики  в точке 2\ колебания быст
ро («скачком » или «сры вом») переходят на другой ста
ционарный реж и м , соответствующий точке И пересече
ния той ж е граничной характеристики с кривой 5 (со). 
При дальнейш ем увслпчеппи угловой скорости и  паблю-

мехапизма Ь, тпх, тп, Хг и г2. 
Искомые корни уравнения
(9.32) най дутся в пересече
нии графика 5 (со) с характе
ристикой дви гателя Л/д (со).

О
Рис. 52

си

Д ля характеристики 
И д(со), показанной сплошной 
линией на рис. 52, получают
ся три точки пересечения и 
соответственно три корпя 
уравнения (9 .3 2 ) : со!, со2 и со3.



даю тся стационарные режимы , при которых точка пере
сечения кривых Л/д (со) и £(со) удал яется  вправо . С ле
довательно, при таком увеличении скорости д ви гател я  
выпадаю т все режимы стационарных движений, соответ
ствующие уч астку  2\Я  кривой 5 ( а ) .

При уменьшении скорости двигателя, н ач и н ая, н а 
пример, от режима, соответствующего точке Я , стац ио
нарные устойчивые режимы будут получаться до т ех  пор, 
пока точка пересечения кривых Л/Д(и ) и 5 (со) не со вп а
дает ^с точкой Тг. Тогда опять произойдет «ср ы в» ко л е
баний, так  как  граничная регулировочная хар актер и сти 
ка , кроме точки касания Т2, имеет еще точку п ересече
ния В  с кривой 5(со ).

При дальнейшем умепыпепии скорости д ви гател я  точ
ка  пересечения кривых Л/Д(оо) и 5 (со) дви ж ется по кри 
вой £ (со) влево. Следовательно, при уменьш ении скоро
сти двигателя могут вы пасть все режимы стац ионарны х 
движений, соответствующие уч астку  ТгВ  кривой 5 ( т ) .

Г л а в а  X. КОЛЕБАНИЯ В МЕХАНИЗМАХ РЕГУЛЯТОРОВ 
СКОРОСТИ

§ 38. Колебапия в механизме регулятора скорости
с тахогенератором

М еханизм регулятора скорости с тахогенератором. На 
рис. 53 показана схема регулирования угловой скорости 
вал а  теплового двигателя с использованием тахо ген ер а- 
тора 1 , т. е. электрического генератора постоянного то ка , 
который дает напряжение £/, пропорциональное угловой  
скорости вала регулируемой машины. Одна кл ем м а  та - 
хогенератора соединена с усилителем 2 , а д р у га я  — с 
Щеткой потенциометра 3, находящ егося под действи ем  
напряж ения постоянного тока электрической сети. В  ре
зультате такого соединения в усилитель 2 подается р аз 
ность напряжений V — £/н. Щ етка потенциометра у с т а н а в 
ливается так , чтобы напряж ение £/„ было равно С/ при 
заданном значении скорости установивш егося д ви ж ен и я . 
Тогда разность напряжений С/ — £/„ при устан ови вш ем ся 
движении равна нулю, а ш ток электромагнита 4 о стает 
ся  неподвижным.
13*



При увеличении или уменьшении угловой скорости 
в а л а  регулируемой маш ины вследствие изменения сил 
сопротивления соответственно увеличивается или ум ень
ш ается  напряжение С/, на клем м ах усилителя появляется

напряжение !/ — £/«, и 
шток электромагнита 4 
поднимается или опу
скается, воздействуя че
рез рычажную  систе
м у 5 па заслонку 6 
в трубопроводе, подво
дящ ем рабочее вещ ест
во (топливо) в двига
тель. Перемещение за
слонки 6 вызовет из
менение проходного се
чения трубопровода. С 
уменьшением или у в е 
личении этого сечения 

изм еняется количество топлива, поступающего в двига
тел ь , и соответственно изменяется движущ ий момент, 
т . е . восстанавливается равенство работ сил дви ж у
щих и сил сопротивления, необходимое для устано
вивш егося движ ения. Д л я  гаш ения возможных колеба
ний ш тока электромагнита к  нему присоединен демп
фер 7.

У равнения движ ения регулятора скорости с тахоге- 
нератором. Положения звеньев регулируемой машины и 
р егулято р а с тахогенератором определяются двум я неза
висимыми обобщенными координатами, за которые при
мем угол поворота вал а  регулируемой машины <р и 
перемещ ение ш тока электромагнита х, которое отсчиты
вае тс я  от положения, соответствующего номинальной у г 
ловой скорости вал а  маш ины со =  соя, при которой напря
ж ени е на клем м ах тахогенератора 11 =  IIв.

Кинетическую  энергию системы примем равной
1Т =  -¿-(/цсо2 + т п1 2),; (10 ,1)

где  со — угло вая скорость вал а регулируемой машины, 
J a — приведенный к этому вал у  момент инерции звеньев, 
т п — приведенная к  ш току электромагнита масса.

П риведенный момент инерции Уп определяем по (2 .8 ), 
счи тая неподвижным шток электромагнита, а приведен-



ную м ассу т а — по ( 2 .10 ) ,  считая неподвижны м вал 
регулируемой маш ины. В дальнейш ем /„ и т а считаем 
постоянными. Тогда уравнения движ ения системы  в фор
ме уравнений Л агр ан ж а имеют вид:

J a<ù=* М л + Я с, тх  =  Р л +  F c, (Ю .2)

где М д, М е — приведенные к вал у  маш ины момепты сил 
движущ их и сил сопротивления, F 0 — приведенные 
к  ш току электромагнита сила дви ж ущ ая и сила сопро
тивления.

Приведенный движущ ий момент Шл зависит от по
ложения заслонки 6 , т. е. от подачи топлива в дви гатель. 
С достаточной дл я  практики точностью М я можно счи
тать линейно зависящ им от перемещ ения х:

Л7Д =  Л/а -  кнх, (Ю .З)

где Мв — номинальное зпачепие движ ущ его момента при 
х =  0 , К  — постоянный коэффициент.

Приведенная дви ж ущ ая сила F a зависит от н ап р яж е
ния £/ — £/„, поступающего на клеммы уси л и тел я  2. Это 
напряжение в свою очередь зависит от разности со — сон. 
В первом приближении указанн ы е зависимости можно 
считать линейными, и тогда приведенная д ви ж ущ ая  си
ла найдется из соотношения

Л  =  М ® ~Ю н)\ (10 .4 )

П риведенная сила сопротивления F c скл ад ы вается  из 
силы пружины Faç =  —cx  (с — приведенный коэффициент 
жесткости пруж ины ) и силы вязкого сопротивления в 
демпфере F t =  —Ьх:

F c =  —сх — Ьх. '(10.5)

С учетом (10.3) — (10 .5) система уравнений дви ж ен и я
( 10 .2 ) принимает вид

/„со =  Мв -  к их -  Ме, Ï10 .6 J

т пх =  /сР(со -  и в) -  сх  -  Ьх. '(Ю.7)

Д ля решения этой системы уравнений относительно 
переменной х дифференцируем по времени обе части
(1 0 .7 ) :

т ах =  kF со — сх — Ьх.



П одставляя сюда значение со из (1 0 .6 ), получаем

J am ax +  J abx +  J acx +  kFkux =  kFMa — krMc. (10.8)’

С тати ческая устойчивость регулятора скорости с та- 
хогенератором. Исследование динамики регулятора начи
н ается  с построения его характеристики , под которой 
понимается графическое изображение зависимостей =  
«=*F a (х)  и F c =  F c (x)  при установивш емся движении.

т. е. при со =  0, х =  х =  0. В этом случае

Fл — кр  (сОу сон) | F0 “  с х}

где соу — устан овивш аяся угло вая  скорость вала машипы, 
в общем случае отличаю щ аяся от номинальной.

Зависимость Fc (x ) изображ ается наклонной прямой, 
проходящ ей через начало координат, а зависимость

(х)  — прямыми, параллель
ными оси абсцисс, причем к а ж 
д ая  из этих прямых соответст
вует  определенному значению 
шу. На рис. 54 изображена од
на из этих прямых для со, >  сои. 
Точка пересечения прямы х, 

_  изображающих и Fc, пока- 
хц х  зы вает величину х =  ху, при ко- 

Рис. 54 торой ры чаж ная система регу
лятора для данного значения соу 

находится в равновесии под действием силы пруж ины  и 
силы, действую щ ей со стороны ш тока электромагнита.

По характеристике регулятора можно судить о его 
статической  устойчивости, т. е. способности звеньев ре
гулято р а возвращ аться в исходное равновесное положе
ние, если при установивш емся движении с определенной 
угловой скоростью соу заслонка 6 и ры чаж ная система 5 
с пруж и нам и  будут выведены  из этого положения. Д ля 
рассматриваемого регулятора при положительном прира
щ ении Ах =  х — ху сила пруж ины  F„p *= F„ оказы вается 
больше силы, действующей со сторопы^штока электро
м агн и та при неизменном значении со =• соу, что приводит 
к  уменьш ению  х и возврату в исходное положение, ког
да  сила пруж ины  равна силе со стороны штока электро
м агн и та . При отрицательном приращении Да; сила пру
ж и н ы  меньш е силы со стороны ш тока электромагнита,



что приводит к  увеличению х и во звр ату  в исходное по
ложение. Следовательно, регулятор  с тахогенератором, 
характеристика которого показана на рис. 54, статически 
устойчив.

Д инам ическая устойчивость р егулято р а  скорости с т а 
хогенератором. Статически устойчивый регулятор может 
оказаться динамически неустойчивым. Д л я  проверки у с 
тойчивости движ ения воспользуемся критерием Гурвица. 
С этой целью приведем уравнение (10 .8 ) к  однородному 
путем подстановки

М  —  м а
х =  х1 + —5—-----2, (Ю.9)

км
считая момент сил сопротивления Jl70 постоянным или 
равным нулю (сброс н агр узки ). Тогда характеристичесхсое 
уравнение имеет вид

а 0г3 + (¡¡t* + а2г  + а,  =  0 , ( 10 .10 )

где a0 =  J „ m n, a i ^ J ub, az = J ac , а 3 =  kr kM. Д ля того чтобы 
система была устойчивой, кроме положительности всех 
коэффициентов характеристического уравнени я дополни
тельно должно удовлетворяться условие (5 .1 2 ): о1а2 >  
> а0а В рассматриваемом случае коэффициенты а0, a t, 
аг и а,  положительны, а условие (5 .1 2 ) приводит к не
равенству

b J nc - m nkFku > 0 . (10.11)

Из условия (10 .11) следует, что при Ь *= 0 (нет демп
фера) система неустойчива. Обычно стрем ятся удовлет
ворить условию ( 10 .1 1 ) подбором коэффициента b (ре
же — увеличением приведенного м ом ента инерции или 
коэффициента жесткости пруж ин ы ).

Колебания в  механизме регулятора скорости с тахо
генератором. Решение системы уравнений  движения 
(10.6) и (10 .7 ) начинается с реш ения линейного диф
ференциального уравнения третьего порядка (10 .8 ). При 
постоянном моменте сил сопротивления М е для решения 
соответствующего однородного ур авн ен и я  находим сна
чала корни характеристического ур авн ен и я  (10 .10 ). В за 
висимости от значений а0, а,, а г и a s м о гут  быть четыре 
случая: 1 ) один корень действительный и два мнимых, 
2 ) три действительных различных корн я , 3 ) три совпав
ших пулевы х корня, 4) из трех действительны х корней 
два совпали. Колебания в механизме б уд ут  только в пер
вом случае распределения корней,



Обозначим действительный корень характеристическо
го уравнения ( 1 0 .1 0 ) через r t и сопряженные комплекс
ные корни через г2 =  а  + гХ, r, =  a  — iX. Тогда с учетом 
формул (3 .9 ) ,  (3 .10 ) и подстановки (10 .9) получаем 
решение ур авн ен и я ( 10 .8 )

*  «  +  с / 1' + eat (С2 cos I t  +  С3 sin Щ  (10,12)
м

где постоянные Си С2 и Сь н аходятся из начальных ус- 
ловий ( í  =  0 , х  =  х0, х =  ¿о, х =  ё 0) .

Если удовлетворено условие устойчивости (10 .11 ), то 
г, и а  вы р аж аю тся  отрицательными числами. Отсюда 
следует, что при t-*~ °° второй член реш ения ( 10 .12 ) стре
мится к  нулю , а третий член описывает затухаю щ ие ко
лебания. П одставляя решение (10 .12) в уравнение (10 .6 ), 
получаем

5  =  — Ь а  Г + eai (С2 cos U  +  С3 sin  I t )  1,
J n L

т. e. угловое ускорение вала машины^ со при t-*- °° стре
мится к  нулю , а  угловая скорость и  — к  установивш е
м уся значению му.

§ 39. К олебания в механизме центробежного
регулятора

М еханизм центробежного регулятора скорости. На 
рис. 55 п о казан  механизм регулирования угловой скоро
сти вала теплового двигателя с использованием центро
бежного м аятн и ка  в виде двух тяж елы х  шаров 1 , соеди
ненных посредством стержней (ры чагов) с валом регу
лятора 2 и его муфтой 3 , на которую действует пруж и
на 4. Вал р егулято р а, а следовательно, и шары получают 
вращение от вал а  двигателя (обычно через зубчатую  
пер едачу). При увеличении скорости вращ ения шары 
расходятся, и муф та регулятора поднимается, при ум ень
шении — о п ускается , воздействуя через рычажную  систе
м у 5 на эасло н ку 6 , которая изменяет площадь проход
ного сечения трубопровода, подводящ его рабочее вещ е
ство (топливо) в двигатель.

У равнения движ ения центробежного регулятора. При 
составлении вы раж ен ия кинетической энергии регулято
ра будем уч и ты вать  только постоянный приведенный



момент инерции /„ звеньев маш ины, приведенный к в ал у  
двигателя, и м ассу шаров т.  За обобщенные коордппаты  
примем угол поворота <р вала двигателя и перемещ ение 
муфты регулятора г,  отсчитываемое от положения, соот
ветствующ его номиналь
ной скорости вала дви га
теля шв.

Если рычажный м еха
низм центробежного регу
лятора выполнить ка к  
симметричный равнозвен
ный крпвошиппо-ползуп- 
ный механизм (1Ав =  1вс =
— 1в в ) ,  то точка О относи
тельно отрезка АС дви ж ет
ся  по прямой, перпенди
кулярной ему и проходя
щей через точку С. При 
указан н ы х соотношениях 
м еж ду длинами звеньев 
механизма центр ш ара О 
в вертикальном направле
нии перемещ ается, к а к  
и муфта, на величину г.
Кроме того, считаем, 
что расстояния от точек Л и С до осп регулятора м алы  
по сравнению с длиной 1АВ =  (1. Тогда из А АСИ следует , 
что расстояние от центра ш ара до оси регулятора х и 
перемещение ъ связаны  соотношением

* * ~ с Р - ( г в - г ) \  ’(Ю.132

Абсолютная скорость центра ш ара ув м ож ет быть 
вы раж ена через ее проекции в неподвижной системе 
координат

и£> =  (хшо)2 + х2 + г2 $ (10.14)

где а  =  ф _  угловая скорость вала дви гател я , и  =* 
=  йр/и — передаточное отношение, равное отношению 
угловой скорости вала регулятора к  угловой скорости 
вала двигателя.

Из соотношения (10 .13) имеем

хх =  (гд — г )г .



202 ГЛ . X. КОЛЕБАНИЯ В МЕХАНИЗМАХ РЕГУЛЯТОРОВ

Отсюда

(2о - г ) а=  г*
— (*о — *)"

Следовательно, скорость есть функция обобщенной 
координаты  г п угловой скорости со:

иЬ =  и2со2 [й2 -  ( г 0 -  г )2] +  г ’  ^

К инетическая энергия системы найдется из вы раж е
ни я 2Т =  / псо2 +  /пуЬ или

2 Г  =  / псо2 + гпи2 со2 [с22 — (г0 — г)2] + * а-. (10.15)

У равнения движ ения системы в форме уравнений 
Л агр ан ж а  имеют вид

л дТ Гт Л дТ дт _ - р  
¿ « е й  ш а Г “ ^ п»

где Жц — приведенный к  в ал у  двигателя момент внеш 
них сил, Р г — приведенная к  муфте регулятора внеш няя 
сила.

В ы п олняя дифференцирование, получаем:
• «

/„со +  гпи1 [д? — (г„ — г ) 2] со +  2яш 2со (г0 — г ) ъ  = Ма, (10.16)

т ^ а '• •„ т^г ( г . ~ г )  ^

‘  ~  К  -  (- , -  >)’ ]•  ~  т “ ’ а !  (г°
(10.17)

С татическая устойчивость центробежного регулятора.
Д л я  исследования статической устойчивости регулятора
надо в уравнениях (10 .16 ), (10 .17) принять со =  0, г =  0 
и ¿ =  0. Тогда из уравнения (10 .17) получаем

- т и гсо2 (г0 -  г) =■ Р а. (10 .18)

У равнение (10 .18) можно представить такж е в виде 
Р а +  Р И =  0, где Р а -  приведенная к  муфте регулятора 
сила инерции шаров. На рис. 56 показана характеристи
к а  регулятора, т. е. зависимость Р а ( г ) .  Д ля центробеж
ного м аятн и ка с равными длинами звеньев эта зависи
мость изображ ается прямой линией. На том же рис. 56



показана зависимость Л ,(2) для заданного значения 
ш == со,. Точка пересечения этого граф ика с характери
стикой ^ п(г )  определяет положение муф ты , т. е. переме
щение г =  г у, соответствующее угловой  скорости ш =  (оу.

По характеристике регулятора можно судить о его 
статической устойчивости. П усть, например, муф та регу
лятора при установивш емся 
движении со =  со, была выведе- £ 
на из положения равновесия, и 
перемещение г у получило по
ложительное приращение Аг.
Тогда приведенная сила Р п 
оказы вается по модулю больше 
приведенной силы инерции 
Если считать, что при этом 
угловая скорость со не изменя- 0 2
ется, то под действием силы рпс. 59
муфта регулятора вернется в
исходное положение, что следует из (1 0 .1 8 ). При отри
цательном приращении Дг муф та р егулятора такж е воз
вращ ается в исходное положение и, следовательно, р егу
лятор статически устойчив.

Статически устойчивый регулятор  м ож ет оказаться 
динамически неустойчивым. Исследование устойчивости 
движ ения системы, описываемой нелинейными ур авн е
ниями (10 .16) и (10 .17), п р едставляет значительные 
трудности. Однако в большинстве сл уч аев  достаточно у с 
тановить, явл яется  ли система динамически устойчивой 
при малы х изменениях обобщенной координаты  г  и у г 
ловой скорости (о. Тогда ур авн ен и я (10 .16) и (10 .17) 
могут быть сведены к  одному линейному уравнению , для 
которого устойчивость движ ения проверяется по крите
рию Гурвица.

Г л а в а  XI. КОЛЕБАНИЯ В КУЛАЧКОВЫХ МЕХАНИЗМАХ

§ 40. У равнения движения кулачкового  механизма
с упругим  толкателем

Одномассная динамическая модель кулачкового м ех а
низма с упругим  толкателем. Д л я  исследования колеба
ний в кулачковом  механизме с упруги м  толкателем  
(выходным звеном) достаточно рассм отреть одномассовую
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динамическую  модель (рис. 5 7 ) , т а к  к а к  жесткость к у 
лачкового вал а  обычно больше жесткости толкателя. 
Кроме того, угловую  скорость кул ач ка  со будем считать 
постоянной. При этих условиях динамика механизма оп
ределяется дифференциальным уравнением  движения 

массы  толкателя т,  которая считается 
сосредоточенной в одной точке (верх
нем конце то л кател я ). Действие сил 
упругости толкателя представлено пру
жиной, помещенной м еж ду массой т  
и кулачком. На м ассу т  действует 
внеш няя сила Р и сила трения Рт, 
пропорциональная скорости верхнего 
конца толкателя. Нижний конец тол
кателя  (пружины) движ ется в контакте 
с кулачком, т. е. перемещение нижне
го конца то лкателя в, отсчитываемое 
от наинизшего положения, определяет
ся  профилем к ул ач к а . Перемещение 
верхнего конца то лкателя у  вслед
ствие упругости то лкателя отличается 
от перемещения в.

Уравнение движ ения кулачкового 
Рис 57 механизма с упругим  прямолинейно

движ ущ имся толкателем . Для динами
ческой модели, показанной на рис. 57, имеем

т у  =  с (* — у ) ~  Ьу — Р,  (Ц .1);

где Ь — коэффициент сопротивления, с — коэффициент 
жесткости то л кател я .

Из ур авн ен и я (11.1)' получаем

т у  +  Ьу + с у  =  с$ -  ( 1 1 .2 );

Величина в, входящ ая в правую  часть уравнения дви
ж ения ( 1 1 .2 ) ,  полностью определяется профилем кулачка 
и явл яется  заданной функцией времени. Функцию $(г) 
называю т кин ем ат ич е с к им  в о з б у ж д е н и е м ,  т ак  как  от ее 
вида зависит хар актер  упругих колебаний.

П еремещ ения в и у  мало отличаются по модулю, и по
тому, к а к  и при рассмотрении колебаний в механизмах 
с упругими вал ам и , удобнее за обобщенную координату 
принять разность

(11.3)



Тогда уравнение движения кулачкового  м еханизм а 
с упругим толкателем принимает вид

т д  + Ъд + с д  = — тё  — Ь§ — ^  (11-4)
или

д  +  2уд  + Щ  =  — 5 — 2у* — ^  (11 .5)

гд е__ у =  Ъ/(2т ) — коэффициент демпфирования,
=  Ус/ти— собственная частота м ехани зм а.

При ч <  \ уравнение (11 .5 ) явл яетс я  линейным у р а в 
нением движ ения колебательного типа, решение которого 
зависит от вида правой части, т . е. от закона изменения 
силы Г  и от производных в и £, определяемых профилем 
кулач ка . Эти производные связан ы  с угловой скоростью 
кулач ка со соотношениями

^  ** о С? 5 /А А Л\
* - с о ^  * =  со2 ^  (11 .6 )

где ср — угол  поворота кулач ка .
При сравнении характеристик уп р уги х  колебаний тол

кателя , получаемых при типовых закон ах  движ ения н и ж 
него конца толкателя « ( ( ) ,  обычно принимают Р  =  О 
(чисто инерционная н агр узка) и ]  =  0  (отсутствие тр е
н и я ). Тогда уравнение дви ж ен и я (11 .5 ) имеет вид

д + Х гд  =  — (И .7 )

Уравнение движения кулачкового  механизма с у п р у 
гим вращ аю щ имся толкателем (коромы слом). При в р а 
щающемся толкателе обобщенная координата д  опреде
ляется выражением д  — ^  — яр, где — угол поворота 
упругого толкателя, — угол поворота жесткого то л ка 
теля, зависящ ий только от профиля кулач ка . У равнение 
движ ения (11 .7 ) в этом случае преобразуется к  ви ду

д + 12д  =  -ф ,

где Я2 =  с/7, с  — крутильная ж естко сть  вала то л кател я , 
J  — момепт иперции толкателя относительно оси в р а 
щ ения.



§ 41, Типовые законы  движения выходного звена 
в  кулачковы х м еханизм ах

Ф азы  движ ени я выходного звена кулачкового меха
низма. На рис. 58 показана типичная для машин-авто
матов зависимость м еж д у  перемещением толкателя в и 
углом поворота ку л ач к а  ср. В соответствии с видом гра
фика $(ф) уч асто к на угле ф„ назы вается фазо й  п о д ъ 
ема,  а на угле  ф0 — ф а з о й  о п у с к а н и я .  М еж ду ними могут

быть фазы вы сто я: ф — верхний выстой,  ф„, — ни ж ни й  
выстой.  При равномерном вращении кулач ка  график $(ср) 
в другом масш табе дает  график « ( ¿ ) .  В этом случае вре
м я  прохождения ф азы подъема обозначается через 
фазы опускания — 10, фазы верхнего вы стоя — Ьвв, фазы 
нижнего вы стоя — £нв-

Д ля многих кулач ко вы х  механизмов условия выполне
ния технологического процесса определяют только фазо
вы е углы  поворота кул ач ка . Внутри ж е каждой фазы 
подъема и оп ускан и я зависимость перемещ ения выход
ного звена от у гл а  поворота кулач ка или от времени 
может вы бираться различной в соответствии с дополни
тельными условиям и .

Безразмерные коэффициенты типовых законов дви
ж ения выходного звен а в кулачковых механизмах. За
коны  движ ения вы ходны х звеньев, удовлетворяю щ их од
ним и тем ж е  граничным условиям, сравниваю т при 
помощи безразмерны х коэффициентов, выражаю щ их ки 
нематические и динамические характеристики механизма. 
П усть, например, для закона движения толкателя кулач 
кового м еханизма я =  в (£) задапы граничные условия: 
в  пачало фалы подъем а ( =  0 и я =  0 , в конце фазы 
t  — tR и 5 =  ¡1. Тогда максимальные скорость н ускорение



Т а б л и ц а  3

Законы движения График
Безразмерные коэф

фициенты

6т а х £ тах

S
А

Постоянная скорость 1 оо

У *

а

Постоянное ускоренпе
0

11 2 4
1___ j* . *

Косинусоидальное
ускорение

1,57 4 ,93

Синусоидальное уско
рение

а
2 6,28

и
\ >  *

Полином пятой сте
а

n l
1,88 5,77

пени и \s п *

ТОЛКатеЛЯ ^ шах и flmai характеризую тся безразмерн ы м и
коэффициентами

л ушах t  а тах
О тот 7 . ■ йтпат 33 1 . <

В табл. 3 приведены некоторые употребительные з а 
коны движения с указан и ем  коэффициентов бта% и £тах, 
получаемых без учета уп ругости  толкателя. Д л я  к у л а ч -



ково-коромысловых механизмов вместо s a h  должны 
бы ть углы  поворота коромысла и ifmax. Безразмерные 
коэффициенты имеют те же значения и характеризую т 
максимальные угловую  скорость и ускорение коромысла.

Простейшим законом  движения явл яется  аа к он  п о 
с т о я н н о й  ск оро сти  (равномерное движ ение), при котором 
м акси м альная скорость толкателя имеет наименьш ее зна
чение. Но в начале и в конце движ ения происходят 
ж естки е  удары .

Ж естких ударов м ож но избежать, используя з а к о н  
п о с т о я н н о г о  у с к о р е н и я ,  при котором толкатель сначала 
д ви ж ется  равноускоренно, а затем равнозамедленно. Од
н ако  при переходе от равноускоренного к равнозамедлен- 
пом у движению мгновенно изменяется направление уско
рения, а следовательно, и силы инерции (м ягки й  уд а р ) , 
что приводит к  уп р уги м  колебаниям и к  увеличению 
динамических н агрузок .

И збежать мгновенного изменения ускорения по на
правлению  можно, прим еняя з а к о н  к о с и н у с о и д а л ь н о г о  
у с к о р е н и я ,  при котором в  начале и в конце движ ения, 
если  далее следует вы стой , происходит изменение уско
р ен и я только по модулю .

Наконец, можно най ти  законы изменения ускорения, 
в которых нет скачков изменения скоростей и ускорения. 
Н апример, в табл. 3 показан  закон движ ения с ускоре
нием , изменяющимся по синусоиде, и один из тех зако
нов движения, в которы х зависимость перемещ ения от 
времени представлена в  виде степенного полинома.

§ 42. Колебания в  кулачковом  механизме
при законе постоянного ускорения

Колебания в кулачковом  механизме на участке раз
б е га . На рис. 59 показаны  графики перемещ ения, скоро
сти  и ускорения ниж него  конца толкателя на фазе 
п о дъ ем а при условии, что время разбега с постоянным 
положительным ускорением  равно времени вы бега с по
стоянны м  отрицательным ускорением. В этом случав те
к ущ и е  значения перемещ ения s,  скорости s  и ускорепия 
s  н а  участке разбега (0  ^  t 0,5/я) вы раж аю тся фор
м у л ам и :

а, 4® . . .
s  —  ̂ 1 s  — a^t^ s — ößjj (11 ,8)



где а Г1 =  4/г/£а — постоянное ускорение, вы раж аем ое че
рез ход толкателя Л и время подъема £.

Уравнение движ ения механизма на уч астке  разбега 
имеет вид

д  + к2д  =  - а а. (И .9 )'

Это уравнение приводится к однородному после под
становки

ап

Решение однородного 
уравнения находится по 
формуле (3 .10) при а* =  0:

ffi =  Ci cos kt + C2 s in  kt.

Возвращ аясь к  пере
менной q, получаем

q =  Cx cos kt +

+ C2 sinX f —
%

Из начальных условий 
( t =  0 , ? u — 0 , g a =  0 ) 
имеем Ci =  a j k 2 и C¡ =  0. Следовательно, на участке 
разбега

flj-j * О ••
q =  - 7  (cos kt — 1), q = ----- ^  sin  kt, q =  — a u cos kt,

Л Л
(1 1 .1 0)

Д ля верхнего конца толкателя с учетом формул (11 .3) 
и ( 1 1 .8 ) :

(  t2 , cosXí — Л  * L  sinXí^>-[-*+—— j-« »-(<—Н ““< (1U1)
г/ =  (1 — cos kt) a a.

Коэффициент динамичности на уч астке  разбега. М ак
симальное ускорение толкателя с учетом  его упругости 
на участке разбега Ijílmax — 2аа. Отсюда коэффициент
14 Н, И, Л евитекий

Р и с . 59
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динамичности по ускорениям

тг I У I m a x  о
л уси =■ “ =  

п

т. е. р азры в непрерывности в графике ускорений s ( t ) ,  
при котором сила инерции толкателя скачком изменяется 
по модулю , приводит к  увеличению максимального у с 
корения то л кателя в два  раза, если учесть его упругие 
колебания.

К олебания на участке вы бега. Д ля участка выбега 
уравнение дви ж ен ия механизма

<} + k2q =  а п

отличается от уравнения (11.9) только знаком в правой 
части и соответственно его решение имеет вид

q =  eos h t  -Н Сj  s in  %t Ч— j  •
X

Д л я определения постоянных интегрирования примем, 
что в начале уч астка  выбега t =  0, q =  д„ и q =  Тогда

q0 =  Сх +  -£г и 50 =  1С2 или Сх =  q0 — и С2 =  q j l .

В озвращ аясь к  прежнему отсчету времени, получаем

Ч =  ?о соэ ^ № — 0.5*п) ”1— f - sin  М * — 0i5ín) +

+  - ^ [ l - c o a ^ ( í - 0 15 í„ )]í (11.12) 
Я

q =  — Kq0 s in  X (t  — 0 ,5 ín) + q0 cos X (t — 0 ,5 ín) +

+ s in  X(t  — 0 ,5 ín), (11.13)

<¡ =  {an -  Я,*Зо) cos X (t  -  0,5ta) - k q o  sin  l { t  — 0 ,5 ta) . (11.14)

Коэффициент динамичности на участке выбега. Из 
формулы (11 .14 ) следует, что максимальное значение q, 
а  следовательно, и коэффициент динамичности по уско 
рениям  на уч астке  выбега зави сят от значений q  и $ 
в  начале вы б ега . Например, если упругие колебания на 
уч астке  р азб ега  вследствие трения успеваю т затухнуть к 
м оменту времени t =  0 ,5 ía, то q<, =  0, q<> =  0 и ускорение



толкателя с учетом его упругости на участке выбега 
ÿ  =  —аа + а„ cos X (t  — 0 ,5 ta) .

М аксимальное значение м одуля этого ускорения 
IУI mai =  2а п и коэффициент динамичности по ускорениям

v  I У Imax 0
л у с к --------------  —

“п
Если затухание колебаний о тсутствует , то значения 

q0 и q0 для начала участка вы бега м огут быть найдены 
из формул ( 1 1 .10 ) ,  в которых надо положить 0 ,5 in =  
=  m t c + a i c. где т  — целое число, равное числу периодов

Рис. 60

tc колебаний с собственной частотой X, уклады ваю щ ихся 
на отрезке от i  =  0 до t =  0,5ta. Отсюда

*с =  2 Й Т 5 у  или *  =  ^  ( «  +  «)•

При а  =  0, т. е. при Я • 0,5i„ =  2 я т ,  из формул (11 .10 ) 
имеем: д, =  0  и j ,  =  fl. В этом случ ае опять получаем 
К уск =  2. На рис. 60, а  показаны соответствующ ие гр а
фики s  и у.

При а  =  0,5, т. е. при X ■ 0,5£„ =  2 л т  +  я , имеем:
ап •

?0 =  — 2 уг>  Яо =  °i tf =  cos Я (г — 0;5гп), 

у  =  —йи + 3аа cos X [ t  — 0,5£д) .



В этом случае коэффициент динамичности по ускоре
ниям имеет наибольш ее значение

I “ I
г/- I У ' m a x  /
Луск =  ~ 4 г

т. е. сум м ируется влияние скачков ускорепий s ( t ]  от аа 
до 0 и от 0 до — а п.

В промежуточных случаях, например, при а  =  0,25
Ад • 4,

имеем: q0 -- ------- r t q0 -- ------ r - t у  =  ~ а а +  2ап cos Я (f
X к

— 0,5гп) + «п s in  X, (f — 0,5га) , и коэффициент динамичности 
по ускорениям  принимает промежуточное значение

■¡г I V I m a x  о
Л  уск =  --------  =

“п

На рис. 60, б  показаны  для этого случая графики 
s  и у .

§ 43. Колебания в кулачковом механизме 
при косинусоидальном законе изменения 
ускорения толкателя

Колебания при X >  <л. При косинусоидальном законе 
изменения уско р ен и я толкателя перемещение s, скорость 
s  и ускорение s  толкателя без учета его упругости вы ра
жаю тся ф ормулами:

k /. fid) • , Ткй , /ллл
S =  ~2~ (1 — COS S = - у  Sin (Of* S =  -yCOS(Oij (11,15)

где о  =  я /fn.
Уравнение дви ж ен и я механизма (11 .7 ) имеет вид

q +  X2q =  — cos (of, (11.16)

Д ля реш ения этого уравнения по операторному мето
ду  зам еняем  в  нем оригинал q его изображением Q. 
Изображение производной q находим по формуле (3.16) 
при нулевы х начальны х условиях и s  =  s„, а изображе
ние функции cos (of берем из табл. 1 (п . 4 при Я =  ш и



в =  *л )*)- Тогда дифференциальное уравнение (11 .16 ) п ре
образуется в алгебраическое относительно изображ ения @:

,2 ,
+  я2<? =  -

Отсюда
2 (*£ + 0

< ? = -
/г о/

2 ( • !  +  *•) (-5 + « 'У

Обратный переход к  оригиналу д  по табл. 1 (п . 8  при 
в =  «л) Дает решение уравнени я (11.16)

9 = 2 (V* -  со2)
(соэ — совсог). (11 .17)

Перемещение верхнего конца толкателя с уч ето м  его 
упругости у  — 5 4" з  находим с использованием ф ормул 
(11 .15) и (11 .17)

соэМ  —*2 /ч2 К — 0)

* 2 , .2 Л — 0)
созсо<

Д вукратное дифферен
цирование по времени дает

Ыо2па
■ (С 0 8 (й £ —

*  2 (га2 — 1)
— совпав)* (11.18)

X. ^п  
где

Если га — целое четное число, то га/2 дает число п е
риодов ¿о колебаний с собственной частотой X, у к л а д ы 
ваю щ ихся на отрезке от t — 0 до I =  ¡ а. Если п  — целое 
нечетное число, то на отрезке от f =  О до £ =  у к л а д ы 
вается п/2 периодов и один полупериод. На р и с . 61 
показаны  графики ускорения толкателя без уч ета  у п р у 
гости $ и с учетом упругости у  при п  =  10 .

Коэффициент динамичности при X >  ю. В отличие от 
8акона постоянного ускорения при косинусоидальном и з
менении ускорения коэффициент динамичности по у с к о -

*) В преобразованиях Лапласа «л — комплексная величина,



ренпям  зависит от собственной частоты механизма X. Из 
формул (11.15) и (11 .18 ) следует

I у\ 2г г  I » i m a x  п  i . .
•*^уск “ * i ..i — ~~2 1 COS COt — COS лгсог |тах»

i  га — 1
I ' m a x

Где СО =  л /ía, n  =  X/(i>.
Обычно в кулач ко вы х  механизмах п  >  1, и тогда 

с увеличением п,  т. е. с повышением жесткости толка
т е л я  (или с увеличением времени подъема tB) коэффи
циент динамичности по ускорениям стремится к  значе
нию К уск =  2.

Колебания при X =  о . В этом случае уравнение дви
ж ен и я  (11.7) имеет вид

•• /, у 2
q +  X2q = ----- j -  cos Xt. (11.19)

Д л я решения этого уравнения по операторному мето
д у  переходим от оригинала q к изображению Q. Изобра
ж ен и е q находим по формуле (3.16) при нулевы х началь
н ы х  условиях, а изображение функции cos Xt берем из 
таб л . 1 (п . 4 при s  — s n) :

-  -  Ч
Отсюда ,  *i  + 1

П  _  Ы 2  *Л

v  2 ( . 2 + * Г

Искомое решение дифференциального уравнения 
(1 1 .1 9 ) находим обратным переходом от изображения Q 
к  оригиналу q по табл. 1 (п . 5 )

h i  . , q = ----- 1 sin Xt.

Двукратное дифференцирование дает

q =  -  ^  ( — U  sin kt + 2 cos Kt)'

Ускорение толкателя с учетом его упругости 

у  — s  + q =  Цг- t s in  Xt или у  =  h—  t sin я  j - .



К ак и в случае резопапса, максимальпыо значения 
ускорения у  увеличиваю тся со временем  £, но только до
I =  при котором =  я .

Коэффициент динамичности по ускорениям
, . tt s in  л  —

la
При 0 <  г <  получаем К уск 0, 9. При п <  1 коэф

фициент динамичности по ускорен и ям  такж е меньш е 
единицы, т. е. при малой ж есткости  толкателя и, следо
вательно, при низких значениях собственной частоты  
механизма возможно уменьш ение инерционной нагрузки  
на толкатель за счет его упругости . Это свойство ку л ач 
кового м еханизма, которое можно н азвать  виброзащит- 
ным свойством, проявляется только в тех случаях , ко гда 
одновременно с уменьшением собственной частоты м е
ханизма ум еньш ается и время ¿п.

§ 44. Колебания в кулачковы х м ехани зм ах
при законах  движения то л кателя без м ягких ударов

Колебания в  кулачковом м ехани зм е при законе си
нусоидального ускорения. П усть нижний конец толкате
л я  при перемещении h  эа врем я ta дви ж ется по зако н у 
синусоидального ускорения

S =  A  (coi — sin  Cúí), s  =  (1 — COS C ú í), S =  T^SÍnCOÍ(

(1 1 .20)

где со =  2я/£п.
Тогда уравнение движения (11 .7 ) имеет вид

q + X ' q - - ^ a i n a t .  (1 1 .2 1 )

Д ля реш ения этого уравнения по операторному м е
тоду зам еняем  в нем оригинал q его изображением Q. 
Изображение q находим по (3 .16 ) при нулевы х началь
ных условиях , а изображение ф ункции sin  o j í  берем из 
табл. 1 (п. 3 с заменой К на м и s  на s„ ) .  Тогда диффе
ренциальное уравнение ( 1 1 .2 1 ) преобразуется в алгеб
раическое относительно изображения Q :

ha2 ш



Отсюда
h(üS

Q 2" ' М  + I a) «  +  » * ) '

Искомое реш ение дифференциального уравнения 
( 1 1 .2 1 ) находим обратным переходом от изображения 
к  оригиналу q по табл. 1 (п. 9)

ha?
2 яХ  (V* — со2)

(ш sin  Xt — X s in  a t ) .  (11.22)

Перемещение верхнего конца толкателя с учетом его 
упругости на основании (11 .3 ), (11 .20) и (11 .22 ):

со3 V2
4-----/—5------ s i11 "Xt-------- 5------ 5 sin  СОtК ( я 2 -  со2) я 2 — со2

Д вукратное дифференцирование по времени дает

У =  — т ч - ^ si n coi — со sin  Xt),
2 я  (X¿ —■ со ) '

Коэффициент динамичности по ускорениям

тг I У Imax п i • . л . i 
Л у с к  —  Г .. i = =  “ 2 “ I ^  sin C0¿ — ■ S i l l  Л/ jmaxj

М ш ах  Л ” 1

где п  =  — =  — ,ш (с *
При достаточно большом п  коэффициент динамично

сти для рассматриваемого движения очень мало отлича
ется от 1. А налогичный вывод получается для закона 
изменения ускорения в виде полинома пятой степени 
(табл. 3, п. 5 ) и д л я  всех других законов с плавным из
менением ускорени я.

Колебания в  кулачковом  механизме при законе изме
нения ускорения толкателя по трапецип. Если наруш а
ется  плавность изменения ускорения нижпего конца 
толкателя и на граф ике s ( t )  появляю тся точки излома, 
в которых происходит скачок ускорения второго поряд

к а  s ( t ) ,  то коэффициент динамичности по ускорениям 
мож ет в некоторых случаях  заметно превыш ать едини
ц у. П усть, например, закон изменения ускорения нижне
го конца то л кателя s ( t )  изображается графиком, состоя-



щим из двух  трапеций (рис. 6 2 ) . Этот закон получен  из 
закона постоянного ускорения (см. рис. 59) добавлением  
линейных участков, устраняю щ их скачки ускорения п ер 
вого порядка. Обозначим постоянное ускорение ч ер ез а п» 
а продолжительность первого ли
нейного участка через £т. Тогда 
уравнение движения (11 .7 ) для 
этого уч астка получает вид

д +  (11 .23)
Т7

Д ля преобразования этого диф
ференциального уравнения в ал 
гебраическое относительно изоб
р аж ения функции д ( 0  исполь
зуем  формулу (3.16)' и табл . 1 (п . 2 
при 8 =  «л). При нулевы х начальны х условиях и м еем

Отсюда „
**

е  =  -
г* 4  ( 4 + ^2)

Искомое решение ур авн ен и я (11.23) находим о б р ат
ным переходом от изображ ения к  оригиналу по т аб л . 2 
(п . 7 ) :

(11 .24)■ Ш  — в т  М), 
Я3*,

Дифференцирование по времени дает

(11 .25 )

Д л я  второго линейного уч астк а  с постоянным у с к о р е 
нием а„ уравнение движ ен ия (11 .7 ) имеет вид

§ +  Я! д =  — а п. (1 1 .2 6 )
Примем за повое начало отсчета времени ко н ец  п ер 

вого линейного участка. Т огда после приведения этого  
уравпепия к  однородному и применения ф ормулы ( 3 .2 2 )
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получаем  его общее реш ение

3 =  С е т  (Ж + 0) — (11.27)

При начальных усло ви ях  (г =  О, ?  =  д0,  ̂=  $0) имеем:

д0 =  С s in  0 — g0 =  ХС coa 0.

Отсюда

с-/ (*  + $)’ + $  +
Ч0

Введем обозначение т  =  t j t , , .  Тогда пз формул (11.24) 
п  (11 .25) при t =  tT получаем :

_  °п /,s in 2.nm ^  • я„
д ° ~  J* [~ 2 ^ Г  ~  V ’ 9о==^ ( С 0 8 2 л т _ 1 )-

Следовательпо,

С =  — ~\[( *"' 2л/п Г /eos 2л т  — 1
Я2 г V 2лот у  ̂ 2л/« /

или _ ап 1/2 — 2 eos 2лп
О ~  —

Я22лт
Используя ф ормулу дл я  синуса половинного угла 

получаем  ’
яп sin пт 

С/ —— ---
Я пт ( 1 1 .2 8)

После двукратного дифференцирования (11 .27) и под
стан овки  из (11.28) находим

»ni лт .. . Лч
Я =  — а П ——  sin (Xí + 0).

Ускорение то лкателя с учетом его упругости 

у  =  аа [ l  — 2iL í f í  Sin (Xí + 0) . 

Коэффициент динамичности по ускорениям



Отсюда следует, что при зако н ах  движ ения с трапе
циевидным законом изменения ускорен ия нельзя брать 
малые значения т.  Например, при т  =  0,5 коэффициент 
динамичности по ускорениям

К у п  =  1 + ^

§ 45. Синтез кулачковы х механизмов с учетом 
упругости звеньев

При больших нагрузках  и вы соких скоростях дви ж е
ния деформации звеньев оказы ваю т заметное влияние на 
кинематические и динамические характеристики  м ех а 
низма. Это изменение характеристик необходимо уч и ты 
вать при определении профиля ку л ач к а  в быстроходных 
кулачковы х механизмах. Д ля кулачкового  м еханизм а 
с упругим толкателем , динамическая модель которого бы 
ла показана на рис. 57, требуемы й профиль к у л ач к а  
должен удовлетворять условию, получаемому из ур авн е
ния движ ения (11 .1) при Ъ =  0 :

« - 4 + »  + •=■»•

Это условие наклады вает ограничения на выбор з а 
кона движ ения выходного звена кулачкового  м ехани зм а, 
т е. на выбор функции у - у ( 0 -  Рассмотрим, например, 
выбор функции ¡/ =  1/(0 , обеспечивающей отсутствие 
скачков скоростей и ускорений то лкателя (отсутствие 
ж естких и м ягки х  удар о в). С этой целью продифферен
цируем (11 .29) дваж ды  по времени, считая силу сопро
тивления постоянной:

(и -30)

У + —  ут (11 .31)

Из (11 .30) следует, что во избеж ание ж естких у д а 
ров при упругом  толкателе надо вы бирать такие законы  
движ ения его верхнего конца, при которых функции у  и

у  непрерывны и равны нулю в крайних положениях тол
кателя . Поставленным условиям  м ож ет удовлетворить 
закон движ ения в виде степенного многочлена (полинома)
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седьмой степепи

y  =  (aA* +  6Æ5 + cfce + dÆ7)/ü (11.32);

при к  =  t/tn, если определить коэффициенты полинома из 
граничных условий :

У — У — У =  У =  0 при к  =  0,

У — h,  у  — у  =  у  =  о при к  =  I.

Дифференцируя полином (11 .32) по времени, по
лучаем :

у  =  (4  а ¥  +  56Æ4 + 6сА5 + I dk e) h/ta, 

у =  (12 а к 2 +  20 Ьк3 + 30 с/с4 +  A2dks)h/ t l ,  

у =  (24а/с +  606/с2 + 120 с к 3 +  2Ш /с4)/г/г®.

Граничные условия для к== 0 удовлетворяю тся при 
любых значениях искомых коэффициентов. Граничные 
условия для к  =  1 даю т линейную систему уравнений:

а  +  6 +  с +  d =  1 ,
4а  +  5 6 +  6с +  7d =  0,

1 2 а +  2 0 6 +  30с + 42d =  0 ,
24а  +  606 + 120с + 210d =  0.

Определив коэффициенты полинома из этой системы 
получаем ’

у =  (35  к 1 -  84 к* + 70 А* -  20/с7) h.  (11.33)

Если падо и збеж ать не только ж естких , но и мягких 
ударов, то, согласно уравнениям (11 .30) и (11 .31 ), надо 
выбирать законы  дви ж ен ия, удовлетворяющие граничным 
условиям :

У==У =  У =  У =  У =  0 при к  =  0, 

у =  А, у  =  у  =  у  — у  =  0 при к  =  1.

Полином, удовлетворяю щ ий этим условиям , имеет вид 
у *= (126&’ -  420/с6 +  540/с7 -  315А;8 +  70/с9)/г. (11.34)

К улачок, профиль которого определеп по функции 
s =  s ( i )  в соответствии с уравнением (11 .29) при усло
вии, что закон дви ж ен и я у  =  у  ( t ) представляет степен-



ную функцию, называется п о л и д и н а м и ч е с к и м  к у л а ч к о м .  
Н азвание показывает, что д л я  определения профиля к у 
лачка использую тся полиномы, составляемые с у ч ето м  
динамики выходного звена. Зам ети м  только, что при и с
пользовании уравнения (11 .29 ) необязательно вы б и р ать  
закон движ ения у  =  ¡/ (¿) в виде степенпой ф ун кц ии . 
Можно использовать и други е функции, удовлетворяю 
щие указанп ы м  грапичным условиям . Во всех с л у ч а я х  
изготовление этих кулачков требует очень вы со ко й  
точности.

Д ля кулачкового механизма с упругим  вращ аю щ имся 
толкателем (коромыслом) уравнение (11.29) п рео б р азу
ется к  виду

Ф =  Т  +  +  4  (1 1 .3 5 )

где ф — угол поворота ж есткого  коромысла, по котором у 
строится профиль кулачка , а|)у — угол поворота уп р уго го  
коромысла, 1 — момент инерции коромысла относительно 
оси вращ ения, с — крути льная ж есткость вала кором ы сла, 
М — модуль момента сил сопротивления.

Уравнение (11.35) аналогично уравнению (1 1 .2 9 ) .  
Поэтому все выводы, относящ иеся к  выбору эакона д в и 
ж ения упругого коромысла, полностью совпадают с р а с 
смотренными выше выводами д л я  упругого прям олиней
но движ ущ егося толкателя.

Г л а в а  XII. ВИБРАЦИОННЫЕ ТРАНСПОРТЕРЫ

§ 46. Безударные вибрационные транспортеры

Колебания в маш инах имею т полезное прим енение 
в тех случаях , когда колебания (по другой терм иноло
гии — в и б р а ц и я )  использую тся дл я  выполнения техн о л о 
гического процесса и л и  д л я  его интенсификации, или 
для повышения качества выполняемой работы. С о о твет
ственно в и б р а ц и о н н о й  м а ш и н о й  н азы вается м аш и на, и с
полнительному органу которой сообщают вибрацию д л я  
осущ ествления или интенсификации выполняемого про
цесса или повышения кач ества  выполняемой р а б о т ы * ) .

*) ГОСТ 24346—80. Вибрация. Термины и определения,— М .: 
Издательство стандартов, 1930,



Вибрацпонцая м аш ина, предназначенная для транспорти
рования грузов или сыпучих материалов, назы вается 
в и б ра ци он ны м  транспортером.

Действие вибрационного транспортера основано на 
том, что рабочий орган  машины в начале и в конце 
каж дого цикла колебаний занимает одпо и то ж е поло
жение, а транспортируемый груз в каж дом  цикле про
дви гается вперед относительно рабочего органа. В без
ударны х вибрационных транспортерах это продвижение 
происходит без уд ар а  о рабочий орган. В простейшем 
безударном вибрационном транспортере груз массой тп 
л еж и т на плоскости рабочего органа маш ины, который

совершает горизонтальные ко
лебания с размахом 5  (рис. 6 3 ) . 
Груз прижат к  плоскости си
лой тяж ести  тц ,  которая вы 
зывает силу трения, препятст
вующую перемещению груза 
относительно рабочего органа. 
Максимальное значение силы 
трения равно f mg ,  где / — ко

эффициент трения покоя. Если принять коэффициент тре
н и я движ ения равны м  коэффициенту трения покоя, то 
при относительном перемещении груза по плоскости си
л а  трения сохраняет постоянное значение, равное /иг#, 
и  уравнение дви ж ен и я груза при его перемещении впе
р ед (на рис. 63 слева направо) имеет вид

т а г = -/ т£ ,

где а Р — ускорение гр у за .
Отсюда следует, что отрицательное ускорение груза 

не может превысить по модулю величины f g ,  и если на 
уч астке  замедления (вы б ега) рабочий орган будет иметь 
м одуль ускорения а2 >  f g ,  то груз в своем движении бу
д ет  опережать рабочий орган.

П усть, например, рабочий орган приводится в дви
ж ен ие от кулачкового  механизма, в котором профиль 
к у л ач к а  построен по зако н у постоянного ускорения при 
р авн ы х  временах прямого и обратного ходов (рис. 64, а ) .  
При прямом ходе (сл ева  направо) на уч астке  разбега 
продолжительностью £, ускорение рабочего органа а , <  
<  f g ,  а на уч астке вы б ега  продолжительностью модуль 
ускорения (зам едлен и я) a г > f g ,  причем отношение А=> 
■= а2/а1 выбирается достаточно большим ( к  >  4 ) .  При об-

т

Рис. 63



ратном ходе разбег происходит с ускорением  а г, а выбег
с модулем ускорения а и

Продолжительности участков разбега п вы бега могут 
быть вы ражены  через коэффициент /с и период колеба

ний Т,  если принять во внимание систему ур авн ен и и :
+  к  =  Т / 2 ,  -  а 2г 2 =  0 .

Отсюда

<. =  г Ь т .  ' . - Г Т 7 . Т '  (« •*>

Интегрирование графика ускорений дает формулы д л я  
вычисления скорости рабочего органа (рис. 6 4 ,6 ) :

V — а ^  при 0  «£  г *£ г 1(

V =  0.̂ 1 — а г {1— еС) при £1 < г < £ 1 +  2 г 2,

и =  а 1 (г — 2^ — 2и )  при и  +  2к  <  2 (^  +  и ) .

Модуль максимальной скорости рабочего органа 
ит =  =  йзЬ%,



Интегрирование графика скоростей дает формулы для 
вы числения перемещений рабочего органа (рис. 64, в)

период колебаний Т, ускорение а 1 и коэффициент к  =  
с=&г1а и  если подставить в ( 12 .2 ) вы ражения для ^  и £2:

Н а участке разбега прямого хода продолжительностью 
?1 гр уз движ ется вместе с рабочим органом без проскаль
зы ван и я , т. е. ат =  а 1<  f g  (рис. 64, г) . На уч астке вы 
бега груз скользит относительно рабочего органа, так  
к а к  модуль его отрицательного ускорения ат =  f g  меньше 
м одуля отрицательного ускорения с 2. Скольжение пре
кращ ается, когда по истечении времени £„ скорость груза 
сравн яется по модулю со скоростью рабочего органа V =  
•= Щ =  v e (рис. 64, д ) . Из этого условия получаем

Общая скорость гр уза  и рабочего органа в момент 
времени £ =  1е :

а . т

при +  2 ^ < ; < 2 (^  + *,).

М аксимальное перемещение рабочего хода (разм ах)

Отсюда
V* =  4 Б/Т.

Р азм ах  колебаний 5  можно выразить такж е  через

(12.3)

Отсюда
(¿о /ёГ̂ с«

, _  2"т +  2аЛ
+  /г

или г0
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При а, f g  имеем

V c -* ^ fg t2  ИЛИ ,п Т2(1 +  *)■

Следовательно, с увеличением коэффициента к ско
рость ус стремится к нулю.

Скорость скольжения груза относительно рабочего ор
гана на участке <  £ <  £, + 2ьг

v r - v  =  v m -  / ^ (¿ -  * , ) -  ит + а2(г -  и )
или

v r - v  =  (a2- f g ) ( t - t ¡ ) .

Аналогично для участка ^ + 2£2 <  г <  ^ + г0 
v r - v  =  v m - f g ( t - t l ) + v m- a l ( t - t i - 2Ъ)

или
иг - и  =  2а1(1>+12) - ( а 1 + 1ё ) ( t - t í ) .  

Максимальная скорость скольжения при * =  + 2^

(^г — v)maJL =  2 (я2 — /#) или (уг — у)тах =  - 2 ~  ^  г .
1 -р К

График зависимости скорости скольжения груза от 
времени показан на рис. 64, д  штриховой линией. Пло
щадь, заключенная между этим графиком и осью абсцисс, 
дает перемещение груза относительно рабочего органа' 
за время £с:

5 0т„ =  ( У г - ^ ) т а х - | -  ИЛИ 5 0ТН =  — а̂ ~ ^ + к ) Т \  ( 1 2 .4 )

Перемещение 5 0Тн несколько меньше максимального 
значения перемещения груза ¿>г вследствие обратного 
движения груза после обращения в нуль скорости ие 
(рис. 64, е ) . При а 1 f g

* от„ - 4

Разность |5Р — 8 оте стремится к  нулю при увеличении 
коэффициента к. На рис. 64, е  штриховой линией пока
зан график зависимости относительного перемещения

— в от времени.
Отношение 5 0Та/5 с учетом (12.3) имеет вид

^отп _  (а 2 ~ ^ ) 12 8 ( 1 + * )  5 0тн а2 ~ / ^  4
5 +  к или ~ - ^ Т 7 Г Т *

15 Н. Н. Левитский



При о  i f g  имеем
*̂ОТН f) к 1->6' к '

Средняя скорость перемещения груза v c¡¡ = 5ÜTH/7’: 

М "2  - f g )— (12. 5)
VcP ~  2 ^ + /«)(! + *) 

При üí f g  имеем
1 j ^ ^ k  — 1 

^ c p ^ T  f gT k + l ’

Отсюда следует, что средняя скорость перемещения 
груза при заданных a^—f g  и к =  а г/ах увеличивается 
с увеличением периода Т. Однако нри этом, согласно
(12 .3), быстро увеличивается требуемый размах рабочего 
органа 5 . Если задаться максимально возможным разма
хом 5 тах, то из (12.3) при 0 ! =  /# максимальное значе
ние периода колебаний

шах
[  ^ т а х  к + 1

у 1а к •

Пусть, например, коэффициент трения / = 0.15, отно
шение модулей ускорений к  =  а 1/а2 =  8, перемещение 
рабочего органа за цикл 5 = 0,1 м.

Ускорение рабочего органа на участке разбега я, 
должно удовлетворять условию a, < /g =  l,47 м/с. При
нимаем а, =  1,2 м/с. Тогда период колебаний рабочего 
органа найдется из (12.3)

Относительное перемещение груза по (12.4)

W  + М 7Н  °-866‘  -  ° '152 “ ■
Средняя скорость перемещения груза по (12.5)

0.152 „ . - г  м 
-  0,806 -  0 ,1  с •

Частота колебаний в герцах, т. е. число ходов в се
кунду



Для увеличения средней скорости перемещения груза 
при тех же значениях п к  надо увеличить перемеще
ние рабочего органа S. С этой целью обычно вместо 
кулачкового механизма используют кулисный механизм 
с ускоренным обратным ходом. Однако скорость переме
щения груза остается небольшой, и для ее увеличения 
переходят к  вибрационным транспортерам с подбрасыва
нием груза.

§ 47. Вибрационные транспортеры
с подбрасыванием груза

Если перемещаемый материал, который условно назо
вем грузом, допускает подбрасывание с последующим 
ударом о поверхность рабочего органа, то можно полу
чить большую скорость перемещения груза по сравне
нию с безударными вибра
ционными транспортерами.
Увеличение скорости пере
мещения груза в вибрацион
ном транспортере с подбра
сыванием груза объясняется 
тем, что горизонтальное пере- 

. мещение груза в этих транс- рис qs
портерах происходит при сво
бодном полете груза в отличие от безударных транспор
теров, в которых груз всегда находится в контакте с 
рабочим органом.

На рис. 65 показана схема вибрационного транспор
тера, в котором рабочий орган совершает колебания, на
правленные под углом а  к горизонтали, по гармониче
скому закону

s  = A sin a t ,

где А — амплитуда, со — угловая частота, t — время.
Вертикальная и горизонтальная составляющие движе

ния рабочего органа определяются соотношениями
у  — A sin a  sin соt, х =  A cos a  sin соt. (12.6)

Дифференцирование по времени дает:
у  =  А(о sin a  eos coi, ij =  —А со2 sin  a  sin a t ,

(12 7Íx — A a  cos a  cos a t ,  x =  —A a 2 cos a  sin af. '

Рассмотрим сначала вертикальное движение груза 
после отрыва его от рабочего органа, которое происходит 
1 5 *



в момент времени t u когда вертикальное ускорение у  по 
абсолютной величине становится равным ускорению силы 
тяжести g :

Аа>г sin a  sin м ti =  g .

Основным параметром вибрационного транспортера
указанного типа является безразмерный коэффициент  
р ежим а  в и б р а ц и и

к в =  Л(0^ п а ,  (12 .8)

Этот коэффициент показывает, во сколько раз макси
мум вертикальной составляющей ускорения рабочего ор
гана j/max больше ускорения силы тяжести. Момент вре
мени ti,  при котором происходит отрыв груза, связан 
с коэффициентом режима вибрации соотношением

sin(oi, =  -^-, (12.9)

Свободный полет груза в вертикальном направлении 
описывается уравнением

Уг =  У0 + Уо (t — h )  — g (12.10)

где у г — вертикальное перемещение груза, у 0 — начальное 
положение груза в момент отрыва от рабочего органа, 
у,, — начальная скорость груза в этот же момент.

Из соотношений (12.6) и (12.7) получаем
Уо =  A sin  a  sin  (útu yo  =  А а  sin  a  cos a t t.

Подставляя значения г/0 и у 0 в уравнение (12.10) и 
принимая во внимание (12.8) и (12 .9 ), имеем

О COS CÚÍ- п
=  ¿ r  +  -----— 1( t - h ) - - j ( t - t 1)\

Момент времени í 2 падения груза на рабочий орган 
находим из условия у  =  у г:

. . .  a  g k BC O S ( ú l ,  ВA sin a  sin  шг2 =  -£. + — - — 1 ( í2 — t J  — JL (¿2 _  t t f ,

(12.11)
Введем обозначение

w  =  у  ( í 2 -  t j .  (12 .12)



Тогда условие (12.11) принимает вид

A sin a  sin (2 w  + соt j ) = g  2wgkB 
2 "г COS COt 1 —

2 gw

2шг sin míi. (1 2 .13 )

Рис. 66

или со- о)'
sin (2w  + coíi) =  sin coíj + 2w  cos coíi -
Из квадратного уравнения (12.13) при известном зн а

чении coij находим w  и затем í 2 из (12.12). В момент 
времени i2 происходит удар, 
и если нет отскока, груз 
движется в контакте с рабо
чим органом до нового от
рыва при í = í ,+  2n/co. На 
рис. 66 штриховой линией 
показан график y r (t) при 
ti  <  í i + 2л/со. При í2 =  íi +
+ 2я/со наблюдается реяшм 
непрерывного подбрасыва
ния. Д ля этого режима w  ==•
=  я . Подставляя w  =  n  в 
уравнение (12.13), находим значение coi*, при котором 
будет режим непрерывного подбрасывания:
sin COii =  sin coi ! + 2л COS coi*— 2л2 sin coi* ИЛИ tg CO tx =  — .

Jl
Безразмерный коэффициент режима вибрации при не

прерывном подбрасывании

к*в =  — !—  или к в =  / л 2 + Í «  3 ,3.Sinwíj ’■
В промышленных вибрационных транспортерах обыч

но принимают 2 < ка <  2,8. Горизонтальная скорость 
груза ^при свободном полете сохраняется постоянной и 
равной горизонтальной составляющей рабочего органа 
в момент отрыва груза г _____

У  к'1 — 1
1>г =  Aa  cos a  cos (ùt1 или t>r =  ^ co co sa---- ¡2------. (1 2 .14 )

ттПосле удара груз некоторое время находится в кон 
такте с рабочим органом, т. е. горизонтальная составля
ющая скорости груза v r =  x  по соотношениям (1 2 .7 ) . 
Вследствие относительной кратковременности контакта 
груза с рабочим органом считают, что горизонтальную 
скорость груза можно принять постоянной и равной ско 
рости v r с поправочным коэффициентом Ь, зависящим от 
вида перемещаемого материала:



Ч А С Т Ь  Т Р Е Т Ь Я
УРАВНОВЕШИВАНИЕ II ЗАЩИТА ОТ ВИБРАЦИИ

Г л а в а  XIII. УРАВНОВЕШИВАНИЕ МАСС В МЕХАНИЗМАХ

§ 48. Уравновешивание вращающихся звеньев

Статическое уравновешивание вращающихся звеньев.
При вращении звена на его опоры действуют динамиче
ские реакции, т. е. реакции, зависящие от ускорений 
(иначе — от сил инерции). Для полного устранения этих 
реакций необходимо, чтобы главный вектор Р„ и главный 
момент сил инерции Ми были равны нулю в любой мо
мент движения:

Иногда ограничиваются выполнением только усло
вия (13.1), которое равносильно условию постоянства 
положения центра масс звена или, что то же, условию 
расположения центра масс на оси вращения звена. 
Распределение массы вращающегося звена, переводящее 
его центр масс на ось вращения, называется статическим 
у р а в н о в е ш и в а н и е м  в р а щ а ю щ е г о с я  з в е на .

Необходимость статического уравновешивания быстро 
вращающихся звеньев поясним числовым примером. Пусть 
масса звена т  =  10 к г  (сила тяжести —100 Н ), постоян
ная угловая скорость со = 1000 рад/с (частота вращения 
«9 5 0 0  об/мин), смещение центра масс от оси вращения 
г,  =  0,0001 м. Тогда модуль силы инерции =  тпг,со2 = 
■= 10 ■ 0,0001 • 10002 =  1000 Н, т. е. даже при малом сме
щении центра масс сила инерции превосходит силу тя 
жести в 10 раз. Соответственно возрастут реакции в 
опорах звена. Кроме того, следует учесть, что в отличие 
от сил тяжести силы инерции, а следовательно и дина
мические реакции, имеют переменные направления и 
могут вызвать нежелательные колебания звеньев.

И МАШИНАХ

Р, =  0,
ми = о.

(13.1)
(13.2)



За меру статиче ской н е у р а в н о в е ш е н н о с т и , или ста
тиче с ко го  д и с б а л а н с а , принимают статический момент 
масс звена относительно оси вращения Д =  тпг,. Эту 
неуравновешенность называют статической,  так к ак  ее 
можно обнаружить статическим испытанием. С этой 
целью звено цилиндрической формы устанавливаю т на 
два горизонтальных ножа (бруска). Если центр масс 
расположен на оси цилиндра, то звено будет находиться 
в равновесии при любом положении, в противном случае 
оно будет двигаться, пока не займет положения устойчи
вого равновесия, при котором центр масс имеет наиниз- 
шее расположение.

Для статического уравновешивания надо в направле
нии, противоположном центру масс, установить к о р 
р е к т и р у ю щ ую  м а с с у  т к на расстоянии гк от осп враще
ния (рис. 67, а ) .  Если будет выполнено условие

т чг«. — —чгг„ (13.3)
то при вращении звена сила инерции корректирующей 
массы окажется равной и противоположной силе инерции



Р и неуравновешенного звена. Результирующая сила инер
ции при этом условии равна нулю. Условие (13.3) дости
гается обычно путем проб. Иногда установку корректи
рующей массы заменяют удалением (например высвер
ливанием) массы т к. В этом случае центр удаляемой 
массы и центр масс звена располагаются по одну сто
рону от оси вращения.

По условию (13.3) определяют также размеры про
тивовеса, если неуравновешенность звена может быть 
найдена по чертежу.

Полное уравновешивание вращающегося звена. Ста
тического уравновешивания достаточно только для звень
ев, имеющих малую протяженность вдоль оси вращения 
(шкивы, маховики и т. п .). Д ля звеньев другой формы 
(например, для валов) должны быть выполнены оба 
условия уравновешенности звена — (13.1) и (13.2). В этом 
случае полностью устраняется давление на стойку от 
сил инерции. Распределение масс вращающегося звена, 
устраняющее давление от сил инерции этого звена на 
стойку, называется полным у р а в н о в е ш и в а н и е м  в р а щ а 
ю щ е г о с я  э в е н а .  Если звено считать абсолютно твердым 
телом, то при этом условии ось вращения совмещается 
с одпой из главных осей инерции.

Покажем, что полное уравновешивание можно выпол
нить установкой корректирующих масс в двух произ
вольно выбранных плоскостях I  и //, называемых п л о с 
ко стями к о р р е к ц и и  (рис. 67, б ). При равномерном вра
щении звена с угловой скоростью со элементарной ¿-й 
массе соответствует элементарная сила инерции

= г*о гтпн

где г« — радиус-вектор элементарной массы Разло
жим силу на две параллельные составляющие в плос
костях коррекции I  и I I :

^  =  ¥в11\/1

и просуммируем эти составляющие для 2 масс. Тогда 
получим, что все элементарные силы инерции свелись к 
двум силам:

рТ _  V  F  • рТ1 _  у  р И1  и —  1  и ц  *• иг —  1 u n
i i



расположенным в плоскостях коррекции под углам и  а 1 
и а 11 к оси х. Эти силы отличаются между собой к а к  по 
модулю, так и по направлению. Иногда говорят, что они 
образуют неуравновешенный крест, т. е. скрещ иваются.

Силы Ги и Ри1 могут быть представлены как  силы  
инерции масс т 1 и т 11, находящихся на расстояниях г 1 
и г11 от оси вращения. Тогда за меру полной неуравно
вешенности можно принять дисбалансы:

Б 1 =  тпУ, Б 11 =  /»"г",

которые отличаются от центробежных сил инерции по
стоянным множителем, равным квадрату угловой ско 
рости 8вена.

Корректирующие массы должны быть выбраны т а к , 
чтобы их силы инерции Р!ш и Гик уравновешивали 
силы Ри и Ри1. т. е. были им равны и противоположно 
направлены. Значения этих масс и выбираются из 
условий:

т}кг1 =  т 1г 1, т „ г к  =  т п гп, 

и углы их расположения по соотношениям: 

а£ =  а 1 +  л1 а ”  =  а 11 +  я .

Установку корректирующих масс можно заменить 
удалением масс т 1к и пгк. Тогда =  а 1 и ак1 =  а 11.

Для некоторых вращающихся звеньев, например д л я  
коленчатых валов двигателей, корректирующие м ассы  
выполняют в виде противовесов, размеры которых н а 
ходят расчетным путем из обычных условий равновесия 
сил, так  как  расположение неуравновешенных масс мо
жет быть найдено непосредственно по чертежу. О днако 
в большинстве случаев неуравновешенность вращ аю щ е
гося эвена (ротора) может быть найдена только эксп е
риментальным путем на специальных устройствах, н а 
зываемых балан си р о в очным и  станками.

Балансировка жестких роторов. Все конструкции б а
лансировочных станков подразделяются на станки р ам 
ного типа, в которых опоры ротора расположены н а 
общей подвижной раме, и станки с независимыми опо
рами.

На рис. 68 показана схема балансировочного стан к а  
рамного типа, в котором ось ротора вместе с рамой мо



ж ет колебаться вокруг оси О под действием неуравнове
шенных масс. Балансируемый ротор устанавливается на 
раме так, чтобы одна из плоскостей коррекции (напри
мер плоскость I I )  совпала с плоскостью, содержащей 
ось колебаний рамы О. Тогда амплитуда колебаний рамы,

1̂ ------------->
Рис. 68

измеряемая обычно при резонансе, зависит только от 
дисбаланса в плоскости коррекции /. Вынуждающий мо
мент Я  равен моменту силы инерции F i относительно 
оси О:

М  — т'гЧш2 cos со£, (13.4)

где со — угловая скорость вращения ротора, I — расстоя
ние между плоскостями коррекции.

Амплитуду вынужденных колебаний рамы А можно 
считать пропорциональной амплитуде вынуждающего мо
мента

А = к т 1гЧыг, (13.5)

где к  — коэффициент пропорциональности.
Для определения дисбаланса в плоскости I  проводят 

три испытания с измерением амплитуд вынужденных 
колебаний рамы. При первом испытании определяется 
амплитуда А;  при втором испытании в плоскости кор
рекции I  устанавливается в произвольном месте коррек
тирующая масса с дисбалансом т КгК, что соответствует 
появлению дополнительной силы инерции F„„. Суммар
ная сила инерции FHi =  F i + FHK дает амплитуду А,. 
После измерения этой амплитуды корректирующую массу 
перемещают на 180° при том же значении гк и проводят



третье испытание, которое дает амплитуду Аг, соответ-

Из этого построения следует, что для уравновешивания

корректирующей массы на угол а„ против хода часовой 
стрелки и, кроме того, изменить величину т кгк так , чтобы
было выполнено условие Рик =  — Г и.

Учитывая, что для всех указанных сил инерции 
коэффициент пропорциональности между их модулями и 
амплитудами один и тот ж е, можно рассматривать пост
роение по рис. 69, а  как геометрическое суммирование

амплитуд А, =  А + Ак и А 2 =  А — А„, где Ан — ампли
туда силы инерции F„K. Это суммирование может быть 
представлено двумя треугольниками a b d  и b e d  с общей 
стороной bd  (рис. 69, б). Отсюда следует, что для опре
деления неизвестной амплитуды А„ достаточно отложить 
в произвольном направлении отрезок ас ,  равный удвоен
ной амплитуде А, найти точку d  из условия ad  =  Ai и 
c d  =  Az и соединить точку d  с точкой Ъ. Одновременно 
определяется угол а„. Для аналитического определения 
Ак и а к можно воспользоваться соотношениями

Следовательно, в плоскости коррекции / надо уста 
новить корректирующую массу с дисбалансом т кг кА/Ак 
под углом а„ или я  + а„ к первоначальному расположе
нию корректирующей массы с дисбалансом т кгк. Выбор

ствующую силе инерц! 
строены векторы F

силы инерции f f ,  надо повернуть вектор силы инерции

а
5

с

а

Рис. 69



из двух  возможных значений этого угла производится на 
основании пробных испытаний.

Аналогично устраняется дисбаланс в плоскости кор
рекции I I .  Необходимо только установить ротор в опорах 
станка так, чтобы ось качания рамы лежала в плоскости 
коррекции I.

Необходимость перекладывания ротора в процессе 
балансировки является недостатком указанной конст
рукции балансировочного станка. Кроме того, не всегда 
удается  расположить плоскости коррекции так, чтобы 
их можно было совместить с осью качания рамы. От 
этого недостатка избавлены конструкции станков, в ко
торых исключение влияния дисбалансов одной из плоско
стей коррекции или, ппаче, о п е р а ц и я  р а з д е л е н и я  п л о с 
к о ст ей  к о р р е к ц и и , выполняется не путем перекладывания 
ротора, а путем использования соотношений, связываю
щих амплитуды колебаний опор а  величинами дисбалан
сов в плоскостях коррекции.

Д ля вывода этих соотношений рассмотрим, например, 
балансировочный станок, в котором при вращении ро
тора его ось может поворачиваться в горизонтальной 
плоскости (рис. 70). Если учитывать только действие

дисбаланса Б 1 в плоскости коррекции I, то приближенно 
можно считать, что колебания ротора происходят вокруг 
центра качания К 1, и отношение амплитуд колебаний 
подшипников А и В,  вызываемых действием дисбаланса 
Б 1, равно постоянной величине

Аналогично, если учитывать только действие дисба
ланса Б 11 в плоскости коррекции I I ,  то колебания ротора



вокруг центра качания будут происходить с постоянным 
отношением амплитуд

=  к " .  (13.7)
хв

Для линейных колебательных систем справедлив 
принцип независимости действия сил, и следовательно, 
перемещение каждой опоры равно сумме перемещений, 
вызываемых дисбалансами в плоскостях коррекции I  и 
I I  (принцип суперпозиции). Эти перемещения и их 
амплитуды надо рассматривать к ак  векторы вследствие 
того, что дисбалансы Б 1 и Б 11 в общем случае образуют 
неуравновешенный крест, т. е. скрещиваются. Вектор
ные суммы амплитуд колебаний опор имеют вид

=  х а  +  х а ,  х в  =  Х в  +  ж У .

Учитывая (13.6) и (13.7) и принимая во внимание, 
что направления векторов х\ и хЬ, а такж е векторов
х а  и хХд  противоположны, получаем

Х А  =  Х а  —  Х П Х в ,  Х в  =  —  К ТХ д  +  Х в .

Из этой системы уравнений находим составляющие 
амплитуд колебаний в опорах А и В,  вависящие соот
ветственно от дисбалансов в плоскостях коррек
ции I  и II'.

х\ =  (хА + ХПХв)/(1 — хтх п ), ^

Хв =  (хтхА + Хв)/(1 — х тх п ).

Вектор Хл пропорционален силе инерции Р и и имеет 
то же направление. Поэтому искомая корректирующая 
масса в плоскости коррекции I  определяется соотноше
нием

т кг к —
где р  _  коэффициент пропорциональности для данного 
станка. Аналогично для корректирующей массы в плос
кости коррекции I I

п ;.п II т Кг К — А- %в у-

Где /¿п __ коэффициент пропорциональности.
Автоматическая балансировка. Д ля автоматического 

выполнения операций по устранению дисбалансов в



плоскостях коррекции используются балансировочные 
станки, не требующие перекладывания ротора в опорах, 
например станок, показанный на рис. 70.

И зм ерит ельн о е  устройство  этого станка состоит из 
генераторов опорных сигналов, цепи разделения плоско
стей коррекции и индикаторов дисбаланса. Генератор  
о п о р н о г о  с и г н а л а  преобразует колебания опор или силу 
давления на опоры в электрический сигнал, дающий 
сведения о векторе хА или хв. Цепь  р а з д е л е н и я  п л о с к о 
стей к о р р е к ц и и  преобразует сигналы х д и х„ в сигналы 
ха и х в , каж ды й из которых зависит только от одного 
дисбаланса. Индикатор д и с б а л а н с а  по значению вектора 
Хд или хв  дает сведения о необходимой корректирующей 
массе и ее расположении.

И сполн ит ел ьны е  о р ганы  автоматического балансиро
вочного станка действуют по сигналам, поступающим от 

измерительного устройства, и служат для 
удаления части материала ротора сверле
нием или фрезерованием после его оста
новки или же мгновенной наплавкой ма
териала без остановки ротора (взрыв про
волочек в магнитном поле). Без останов
ки ротора возможно такж е устранение 
дисбаланса с помощью лазера, испаряю
щего часть материала.

Гибкие роторы. Если расстояние меж
ду опорами ротора значительно больше 
его диаметра, то при определении допу
стимых дисбалансов следует принимать 
во внимание деформации изгиба ротора 
или его вала. Для установления основ
ных соотношений меж ду деформациями 
изгиба и дисбалансом рассмотрим про
стейший случай вертикального вала, па 

Рис. 71 котором укреплен диск массой тп (рис. 71).
Центр масс 5  смещен от оси вала па 

деличину е .  Массой вала пренебрегаем. При вращении 
вала с угловой скоростью о центробежная сила инерции 
диска вызы вает изгиб вала. Обозначим через у  прогиб 
вала в сечении, где укреплен диск. Этот прогиб связан с 
модулем силы инерции /<’„ =  пг ( е  + у )  со2 соотношением

У =  61т . (е ± у ) (а ‘\ (-13.9)



где _  прогиб от единичной силы в данном сечении. 
Отсюда

(13.10)У =

Угловая скорость вала, при которой знаменатель вы 
ражения (13.10) обращается в нуль, а следовательно, 
прогиб называется к р и т и ч е с к о й  у г л о в о й  с к о р о ст ью

Ик V * '
(13.11)

Критическую угловую скорость вращения вала можно 
рассматривать так же, как собственную частоту системы 
«вал — диск», а состояние вала при со =  со„ считать резо
нансным. Если учесть силы сопротивления, то при кри
тической угловой скорости прогиб у  не стремится к бес
конечности, а имеет хотя и большую, но конечную ве
личину. Из (13.10) имеем

( * ) ■ - '
Отсюда видно, что при со <  сок (докритический, или 

дорезонансный, режим) у  >  0, а при со >  со„ (закритиче- 
ский, или зарезонансный, режим) у  <  0, т. е. в закрити- 
ческом режиме прогиб у  получается отрицательным или, 
что то же, сдвиг фаз между колебаниями вынуждающей 
силы и собственными колебаниями равен п.  В закрити- 
ческом режиме прогиб у  уменьш ается с увеличением 
угловой скорости со и при со °° стремится к смещению 
е .  Центробежная сила инерции в закритическом режиме 
определяется соотношением

Ра = т { е - у )  со2,

т. е. дисбаланс уменьшается с увеличением угловой ско
рости.

Вал, работающий при угловой скорости, меньшей кри
тической, принято называть жестким,  а при угловой ско
рости, большей критической,— ги б ким .  Если на палу 
укреплено несколько дисков, то колебательная система 
«вал — диски» имеет несколько степеней свободы, и тогда 
должно быть несколько критических (резонансных) у г-



ловых скоростей. Наименьшая из этих скоростей называ
ется п е р в о й  р е з о н а н с н о й * ) .

Особенность балансировки гибкого ротора состоит в 
том, что плоскости коррекции не могут быть выбраны 
произвольно. По методическим указаниям к 
ГОСТу 22061-76 можно установить расчетом оптимальные 
плоскости коррекции. Корректирующие массы, установ
ленные в оптимальных плоскостях коррекции, вызывают 
в теле ротора минимальные изгибающие моменты и 
позволяют при балансировке на частоте вращения ниже 
первой резонансной сохранить достигнутую уравнове
шенность в широком диапазоне частот вращения,

§ 49. Уравновешивание масс механизма

Условия уравновешивания масс механизма. У равно 
в еш е н н ы м  м ехани зм ом  называется механизм, для кото
рого главный вектор и главный момент сил давления 
стойки на фундамент (или опору стойки) остаются по
стоянными при заданном движении начальных звеньев. 
Цель уравновешивания механизмов — устранение пере
менных воздействий на фундамент, вызывающих неже
лательные колебания как  самого фундамента, так и зда
ния, в котором он находится. Транспортные машины не 
имеют фундамента, но они также должны быть уравно
вешены во избежание колебаний ввеньев механизма, 
возникающих вследствие переменного воздействия на' 
стойку со стороны ее опоры (дороги, грунта, пола и т .п .) .

Обозначим: Рф и Мф — главный вектор и главный 
момент сил давления фундамента на стойку, Р и М — 
главный вектор и главный момент всех других сил, внеш
них по отношению к  механизму, Ри и М„ — главный 
вектор и главный момент сил инерции эвепьев механиз
ма. Тогда для механизма в целом имеем:

Р + Ри + РФ =  0, М + Ми + Мф =  0.

) С учетом того, что при балансировке роторов принимается 
во внимание упругость опор, ГОСТ 19534-70 дает следующее опре
деление жестких и гибких роторов: «К жестким роторам относятся 
роторы, у  которых после балансировки в двух произвольно выбран
ных плоскостях коррекции на частоте вращения ниже первой 
резонансной системы «ротор — опоры» значения остаточных дис
балансов в плоскостях опор не превзойдут допустимых значений 
на эксплуатационных частотах вращения, Все остальные роторы 
относятся к  гибким».



Отсюда условия уравновешивания механизма, т. е. 
условия постоянства Ёф и Мф, принимают вид:

Удовлетворить этим условиям путем распределения 
масс эвеньев или путем введения дополнительных внеш 
них сил удается только в очень редких случаях. Обычно 
для обеспечения приближенного постоянства и Мф 
принимают частные условия:

которым можно удовлетворить подбором масс звеньев и 
установкой противовесов. Эти условия равносильны ус 
ловиям (13.12) и (13.13) при постоянных Р и М .

Распределение масс звеньев, устраняющее давление 
стойки на фундамент (или опору стойки) от сил инерции 
звеньев механизма, называется у р а в н о в е ш и в а н и е м  м а с с  
механизма .

Статическое уравновешивание масс плоских механиз
мов по методу заменяющих масс. При уравновешивании 
масс плоских механизмов часто ограничиваются выпол
нением условия (13.14), при котором равен нулю только 
главный вектор сил инерции ввеньев механизма, ото 
условие равносильно требованию постоянства положения 
центра масс ввеньев механизма относительно стоики. 
Распределение масс звеньев механизма, переводящее его 
центр масс в точку, неподвижную относительно стоики, 
называется статическим у р а в н о в е ш и в а н и е м  м а с с  м е 
ханизма .

Наиболее наглядное и простое решение задачи ста
тического уравновешивания масс плоских механизмов 
получается по методу заменяющих масс. В плоском дви
жении системой заменяющих масс называется система 
сосредоточенных масс тп1, . . . ,  тпп, которая обладает той 
же массой тп, тем же расположением центра масс и тем 
ж е моментом инерции, что и заменяемое твердое тело. 
Свяжем со звеном систему координат Бху,  поместив ее н а
чало в центр масс эвена. Тогда для четырех замещающих
16 Н, И, Левитский

F + F„ =  const, 

М + М„ =  const.

(13 .12)

¡(13.13)

F . =  О, 

Ми =  0,

(13.14);

(13.15);



масс имеем:

т 1(^1 +

т 1 + т г + т ъ + т 4 = т ,  
т 1х1 + т гхг + т 3х3 + т 1х1 =  О, 
пг,г/, + т гу г + т 3у 3 + т^ъ. = О,,

+ т г {х\ + у*)  + т 3 (а| + ^ )  +
+ (х1 + у1)  = /д. (13.17)

Если выполнены условия (13.16), то размещение 
заменяющих масс называется статическим ; если допол
нительно выполнено и условие (13.17),— д ин ам ич е с к им .

При статическом размещении 
^ масс главный вектор сил 

тс инерции заменяющей систе
мы равен главному вектору 
сил инерции звена. При ди
намическом размещении рав
ны также и главные моменты 
сил инерции.

Статическое уравновеши
вание масс шарнирного че- 
тырехзвенннка по методу за
мещающих масс. В частных 
случаях число замещающих 
масс может быть меньше че
тырех. Например, статиче

ское размещение можно выполнить по двум точкам, ле
жащ им на одной прямой с центром масс. При располо
жении центра масс меж ду массами т 1 и т г из уравне
ний (13.16) получаем:

Рис. 72

Отсюда
т 1 + т г — то, т 111 — тЛг =  0.

т л = т т., = т

Воспользуемся этими формулами для статического урав
новешивания шарнирного четырехзвенника АВСИ,  у  ко
торого центры масс звеньев 5 2 и 53 лежат на. линиях, 
соединяющих центры шарниров (рис. 72). Массу звена
1 заменим двумя массами, сосредоточенными в точках 
А и В,  причем для решения задачи надо определить 
только массу, сосредоточенную в точке В:

т В1 — 1лв*



Аналогично заменяем массу звена 3 массами, сосредото
ченными в точках С и D, и определяем массу, сосредо
точенную в точке С:

Ytlcs — TÏI$Id /̂ cd*

Массу т г звена 2 заменяем массами, сосредоточен
ными в точках В и С:

т В2 =  m.2lCs J h c ,  т С2= щ 1в82/1вс-

В результате замены получаем только две подвижные 
массы, сосредоточенные в точках В  и С: mB =  mBi +  тпВг, 
т с  == тсз + т С2. Чтобы уравновесить силы инерции за
мещающих масс т в и Шс, достаточно установить на 
звеньях 1 и 3 противовесы с массами mai и mai, удов
летворяющие условиям:

ТПц\1ае — ТПц1аву (13.18)
TflazloF — fflclcDi (13.19)

где 1Ле и 1Df  — расстояния от центров А и D до центров 
масс противовесов Е и F.

Статическое уравновешивание шарнирного четырех- 
звенника по методу главных векторов. Метод главных 
векторов основан на использовании формулы для опре
деления положения центра масс подвижных звеньев ме
ханизма. Для механизма шарнирного четырехзвенника 
эта формула имеет вид

m \rS l  +  m 2r S2 +  m3 r S3 / 1 4  9 0\

F s=  « ,  + « ,  + »*, ’ J ( f ) 

где ffii, m 2, пг3 — массы звепьев 1 , 2, 3\ rsi, ï s 2i rss ря* 
диусы-векторы центров масс, которые можно выразить 
через векторы, имеющие направления отрезков, изобра
жающих звенья механизма:

rSi =  ZaSj , r S2 =  1дв +  l s s 2, r S3 =  Ia b  +  I вс +  l c s 3*

После подстановки этих выражений в формулу (13.20) 
и группировки членов получаем

rs = li, + li2 + h3l (13.21)

где векторы hl5 h2 и h3, называемые г л а вным и  в екторами  
16*



з в е н ь е в ,  определяются по соотношениям
+ К  +  тз) >АЯh1 =

Ь.

т !  +  т 2 +  т 3

т 2*В52 +  тз*ВС 
т 1 + т 2 + т 3 ‘  

т з  ] c s ,

3 т1 +  ™2 +  ™3 '

Условие неподвижности общего центра масс подвиж
ных звеньев механизма, необходимое для статического

уравновешивания механизма, 
выполняется, если четырех
угольник, образованный век
торами hi, h2, hj и ta, подо
бен четырехугольнику A BCD 
(рис. 73). Из условия подо
бия имеем

h.
АВ

h Л,
- Г -  =  ~Г-> (13.22)
l BC 'CD

Модули главных векторов 
при указанном на рис. 73 

расположении противовесов определяются по соотно
шениям

=  "7Г [ те1^ в 1 — т п ¿ ае + (т2 + т 3 + т аз)

Л, =  - L

й, =  —

[m2lBs2 + ( т 3 + т 03 ) 1вс\х

( mslcs3 + т пз

где т  =  т ,  + т 2 + т 3 + т а1 + т а3.
Подстановка к, и й2 в первое из уравнений (13.22) 

дает условие для определения массы противовеса т а1 и 
расстояния 1АЕ:

т ÂS, IBS„
т а1 Н- пх  ̂ 4" гп3 /71дз =  нх2 —;—  -{-

АВ ‘ в с1 7l a b  

Отсюда

lAB*



Это условие совпадает с условием (13.18), получен
ным по методу заменяющих масс.

Подстановка Л2 и ^  во второе уравнение (13.22) 
дает условие для определения массы  противовеса т аг и 
расстояния 1о г \

*ВЯ2 1С8„ 1с рт 2 ---------[- т 3 + т аз =  т 3 - ¡ - + -  + т пз — .
в с  ‘сх> со

Это условие совпадает с условием (13.19), получен
ным по методу заменяющих масс.

Уравновешивание вертикальной составляющей сум 
марной силы инерции кривошипно-ползунного механиз
ма. В некоторых случаях уравновешивание масс меха
низма приводит к неконструктивному расположению

противовесов. Например, для статического уравновеши
вания кривошипно-ползунного механизма необходимо 
поставить противовесы не только на кривошип, но и на 
шатун. Если ограничиться одним противовесом, установ
ленным на кривошипе (рис. 74, а ) , то возникает задача 
о приближенном статическом уравновешивании масс ме
ханизма, которую можно решить статическим размеще
нием масс эвеньев в точках В  а  С. Массу, сосредоточен
ную в точке А, как неподвижную, не учитываем. В точке 
В  сосредоточена масса тв, получающаяся от размещения 
масс кривошипа и шатуна:

Отсюда

5а

Рис. 74

ля
АВ ВС



В точке С сосредоточена масса т с, равная сумме 
массы ползуна и части массы ш атуна:

l BS„
™с =  гп2 ------- Ь т 3.

1вс
Сила инерции массы т в полностью уравновешивается 

противовесом с центром масс в точке Е при выполнении 
условия

^П1 1аЕ = т в1Ав.
Остается неуравновешенной только сила инерции от 

массы т с, которая направлена вдоль движения шатуна. 
В некоторых случаях эта сила не оказывает вредных 
влияний на фундамент, и тогда такое частичное уравно
вешивание допустимо. Если же требуется уменьшить 
воздействие силы инерции от массы т с, то масса проти
вовеса с центром масс в точке Е кривошипа увеличива
ется на величину т п2, определяемую из условий полу
чения наименьшей величины неуравновешенной силы 
инерции.

Приближенное уравновешивание силы инерции ползу
на кривошипно-ползунного механизма. Д ля решения по
ставленной задачи естественно применить наилучшее 
приближение функций, т. е. такое приближение, при ко
тором максимальное отклонение приближающей функции 
от заданной имеет минимально возможную величину. 
В рассматриваемой задаче заданной функцией является 
сила инерции массы пгс, а приближающей — сила инер
ции противовеса с массой пгп2. Условия наилучшего при
ближения будут выполнены, если отклонение от задан
ной функции максимальное число раз достигает своих 
предельных значений с последовательно чередующимися 
знаками.

Сначала построим годограф силы инерции FHC массы 
т с  в системе координат, связанной с кривошипом 
(рис. 74, б ) .  Годограф строим по методу обращения дви
жения, при котором всем звеньям механизма, включая 
и стойку, сообщается вращение вокруг центра А с угло
вой скоростью, равной по величине и противоположной 
по направлению угловой скорости кривошипа. В обра
щенном движении кривошип неподвижен, а ползун вме
сте с направляющими вращается вокруг центра А в сто
рону, противоположную направлению вращения криво
шипа.



Выберем точку р  за начало годографа и отложим из 
нее отрезок р с 0 в направлении, противоположном н аправ
лению ускорения точки С. Тогда масштабный коэффи
циент годографа Цг =  пг с а с 0/{Рс о)> гДе а с„ — модуль уско 
рения точки С при ф =  0. Затем проводим из точки р  
луч под углом ф — ф1 к направлению движения ползуна, 
откладывая этот угол в направлении, противоположном 
вращению кривошипа. На этом луче откладываем вектор 
силы инерции Ряс, соответствующий углу ф, и получаем 
точку С1 годографа и т. д.

Вектор искомой силы инерции противовеса Еип с 
массой т п2 изобразится постоянным по величине отрез
ком ер .  Положение точки е  должно быть выбрано из 
условий наилучшего приближения. Эти условия выпол
няются, если выбрать точку е  в центре окружности, в ко
торую вписан годограф, так  как  в этом случае оставш ая
ся неуравновешенность Ри с изображаемая отрезком 
е с и максимальное число раз (три раза) достигает своих 
предельных значений. Измерив отрезок ер ,  получаем 
/̂ ип =  (ер ).

Отсюда
п (&р) 1 С0

ТПп21аЕШ = т Са С0-^р^ ИЛИ т пг1АЕ =  т с '^ (р с ^ ) ‘

Можно решить эту задачу и по методу квадратиче
ского приближения функций. Тогда точка е  должна быть 
выбрана в центре тяжести годографа, который рассм ат
ривается как кривая, представляющая систему точек с 
равными массами.

Г л а в а  XIV. УРАВНОВЕШИВАНИЕ СИЛ В МЕХАНИЗМАХ 
И МАШИНАХ

§ 50. Уравновешивание сил на входном звене
механизма

Уравновешивающие кулачковые механизмы. Цель 
уравновешивания сил на входном звене, совершающем 
обычно вращательное движение,— выравнивание момента 
сил на валу двигателя. Это выравнивание достигается 
посредством аккумулирования избыточной энергии ме
ханизма, равной разности (по модулю) работ сил ^дви
жущих и сил сопротивления, с последующей отдачей на



копленной энергии механизму. В качестве рабочего тела, 
способного аккумулировать и отдавать энергию, приме
няю тся пружины (рис. 75, а ) ,  реже — сжатый воздух, 
действующий на поршень пневмоцилиндра (рис. 75, б ) .  
Накопление и отдача энергии в пружине или пневмо- 
цилиндре^ должны происходить по программе, предусмат
ривающей полное или частичное выравнивание приведен
ного движущего момента. В качестве программоносителя

а 5

Рис. 75

используют кулачок, который профилируется по требуе
мому вакону изменения силы, создаваемой пружиной или 
сж аты м  воздухом, в пневмоцилиндре. Кулачок 1, жестко 
соединенный с входным звеном механизма (или группы 
механизмов), коромысло 2  с действующей на него пру
жиной (или пневмоцилиндром) и стойка О образуют 
уравновешивающий кулачковый механизм.

Условие уравновешивания сил при кулачке-програм
моносителе, установленном на входном звене. Дифферен
циальное уравнение движения механизма при вращаю
щ емся входном звене, жестко соединенным с валом дви
гателя , имеет вид

+ ~2 =  М а — М 01 (14.1)

где ф — угол поворота входного звена, /„ — приведенный 
к  этому звену момент инерции, Мл — момент сил на валу 
двигателя, Л/„ — модуль приведенного момента сил сопро
тивления.

Уравновешивание сил рассмотрим при установившем
ся  движении на участке от <р =  0 до <р *= 2п.  Тогда мо
мент Мд можно представить как сумму среднего эначе-



ния Мср и переменного приращения АМ :
Мл = Мср +  АМ,

где
2Я

М ср = М с<1ц.
О

Кроме того, будем считать, что угловая скорость вала
двигателя ф при изменении приведенного момента сил 
сопротивления остается постоянной (двигатель неогра
ниченной мощности). В этом случае уравнение движе
ния (14.1) с учетом (14.2) принимает вид

^ ^  =  м ср + ш - м с . (14.4)

Для того чтобы момент на валу двигателя Мя имел 
постоянное значение, равное Мср, необходимо выполнить 
условие

М К =  АМ или М к =  М я — Мср, (14.5)

где й к — приведенный момент сил упругости пружин
ного или пневматического нагруж ателя (к о р р е к т и р ую 
щ и й  момент) .  Другими словами, переменная составляю
щая момента А Я ,  необходимая для поддержания посто
янства угловой скорости ф, должна создаваться не дви
гателем, а действием пружинного или пневматического 
нагружателя.

Из (14.4) при условии (14.5) имеем

Л/К = = ^  + М с - М ср. (14.6)

Определение требуемого закона изменения деформации 
пружины. На рис. 76 показана характеристика пружины 
растяжения. Сила упругости пружины Г„р связана с де
формацией х, отсчитываемой от начального положения, 
линейной зависимостью

¿•пр =  с (ь  + х)\ :(14.7);

где с — коэффициент жесткости, Ь — монтажная деформа
ция, т. е. постоянная величина, численно равная отно
шению упругой силы пружины в начальном положении

(14.2)

(14.3)



Г т ш  К коэффициенту жесткости с. Максимальное значе
ние силы пружины Ршах при деформации хтм должно 
быть не больше предельного значения Гпред, допускае
мого по условиям прочности.

Элементарная работа корректирующего момента Л1К 
равна элементарной работе силы упругости пружины

Л7,^ф = Р щ4 х ,  (14.8)

где Р Пр имеет знак минус в режиме накопления потен
циальной энергии пружины и 
знак плюс в режиме отдачи 
накопленной эиергии.

Из соотношения (14.8) пос
ле интегрирования можно полу
чить зависимость я(ф ), при 
которой выполняется заданная 
программа изменения корректи
рующего момента М к. Пусть,

Рис. 76

например, при установившемся движении момент Л/д до 
введения корректирующего момента М к представлен 
функцией, показанной на рис. 77:

* 2 й  Т

М Д(Ф) =  М с + ^ .

Корректирующий момент Л7„ =  Жд -  Л/с, где Мс = 
=  Мср среднее значение момента М а, имеет знак ми
нус па участке 0 ^  ф ^  фт , что соответствует режиму на
копления потенциальной энергии пружппы (рис. 77, б ) .  
Па участке фт ^  ф ^  2л корректирующий момент 
М к положителен н происходит отдача накопленной 
энергии.



Интегрирование соотношения (14.8) на участке на
копления потенциальной энергии приводит к равенству 

ф

о
где

|  М кс1ц =  — ]  с (Ь  + х) йх  или Ан =  у  (2Ъх + х2),
О

ф 
Ан= — ^Мкй ф. (14 .9)

О
Отсюда

Г"Х = - Ь +  У  ь* + у А н. (14.10)

Максимальное значение накопленной потенциальной 
энергии Аты получается при х = хта1:

•^шах =  ~2 (26Хщах +  ^тахХ

г Де <Рт
¿тах  = — 1 ЛМф. (14.11)

О
Отсюда следует условие для выбора коэффициента 

жесткости
9 Ле = ___ 1П̂  2 (14.12) 

^ хтах “Г хтах
Подстановка условия ( 14 .12) в (14.10) дает формулу 

для вычисления перемещений х конца пружины на 
участке накопления потенциальной энергии (рис. 77 , в ) .

X = — Ь + \/~ № + ( 26х,пах + Ящах) ~д • (14.13) у лтах

Для участка отдачи потенциальной энергии имеем
(Р ^тах л
п __ г* схтахМкйф = | с(Ь + х)(1х или Аи = сЬхтах Н-----1 -------

Тт * ,
7 сх  

—  СО Х-------

где
ф

Фт



Отсюда

X =  -  ь + У  {Ъ + хтау?  -  ^  Аа. (14.15)

По условию установившегося движения максимальное 
значение отдаваемой потенциальной энергии равно Ата, 
определяемому по (14.11), и следовательно, коэффициент 
жесткости с  находится по (14.12). Подставляя это зна
чение с в (14.15), получаем формулу для вычисления 
перемещений х конца пружины на участке отдачи по
тенциальной энергии

ж =  — Ъ + л /  (6 +  * тах)2 — (26хтах +  а & а х ) - Д -  (1 4 -16)

Если требуемый корректирующий момент М„ за вре
м я цикла установившегося движения имеет более двух 
экстремумов, то указанная процедура вычисления пере
мещений х повторяется для каждой пары соседних участ
ков накопления и отдачи потенциальной энергии, при
чем коэффициент жесткости с определяется по наиболь
ш ему Л ша1.

Определение координат профиля кулачка. На рис. 78 
показан уравновешивающий кулачковый механизм, в" ко
тором профиль кулачка определен из условия получения

двух  участков накопления и отдачи потенциальной энер
гии 8а время цикла установившегося движения при из
менении деформации пружины х в соответствии с гра
фиком на рис. 77, в. Вычисление координат профиля к у 
лачка начинается с определения угла поворота коромысла



гр в зависимости от перемещения х. Д ля лучшей пере
дачи сил в среднем положении пружины (х =  0,5xmaJ) 
угол между направлением силы Fnv и коромыслом ВС 
принимается равным 90°. Тогда из &EDC находим 
d  ~  Içb'

й  =  Ц а  + 0>5хш>1у  + (1 + 11у\

где а >  Ъ — конструктивно определяемая величина, за
висящая от диаметра проволоки пружины, 1 =  1Во и =
=  Ibd•

После определения размера d  находим угол Ô из 
&EDaC в начальном положении коромысла

(I +  I J 2 +  -  аг
COS 6  = 2 (I + I j d

Искомый угол \|з находим из &EDC:
(l +  М 2 +  d2 — (а +  х)2 

cos (б + * )  =  ( +  ..<1417>

За полярные координаты точек центрового профиля 
кулачка (траектории центра ролика в движении относи
тельно кулачка) принимаем радиус-вектор R  и угол ß, 
измеряемый между R  и начальным радиусом-вектором 
R 0. Эти координаты находятся по формулам, известным 
из теории кулачковых механизмов [14, с. 495]:

R  =  У  1\ + Р — 2 U0 cos (\|> + г)?,,), (14.18)

ß = Ф ± (То — к ), (14.19);

где ф — угол поворота кулачка,

г|50 =  arccos (¿о + I2 — ^o)/(2Z/0),

Yo =  arccos (Rg + — l2)/{2R0l0) t 

у  =  arccos ( R2 + l\ — l2)/(2Rl0).

В формуле (14.19) берется знак плюс, если на фазе 
подъема коромысла направления вращения кулачка и 
коромысла противоположные, и знак минус — если эти 
направления одинаковые.

При выборе начального радиуса кулачка R 0 следует 
иметь в виду, что на участке отдачи накопленной потен
циальной энергии коромысло кулачкового механизма я в 
ляется ведущим звеном, и угол давления на кулачок



(острый угол между нормалью к профилю пп  и ско
ростью точки В  кулачка) увеличивается с увеличением 
начального радиуса R 0. Кроме того, при М„ — 0 нормаль 
п п  проходит через центр вращения кулачка и угол дав
ления на кулачок равен 90°. Вблизи этого положения 
кулачка на участке отдачи накопленной энергии распо
лагается нерабочая зона (зона самоторможения), в ко
торой движение кулачка возможно только при увеличе
нии момента на валу двигателя сверх его среднего зна
чения М с р.

Синтез уравновешивающего кулачкового механизма, 
присоединенного к входному звену синусного механизма.
В синусном механизме (рис. 79) при выбранном направ
лении отсчета угла поворота ф входного звена 1 пере
мещение выходного звена 3: s =  г  sin ф, где г — длина

звена 1 (радиус кривошипа). Скорость и ускорение вы
ходного звена при постоянной скорости входного звена
ю =  ф: s  =  г а  cos ф, s  — —го2 sin ф. Сила инерции звена 
3 F „з =  т 3ш 2 sin ф, где т 3 — масса звена 3.

При Мс =  0 (чисто инерционная нагрузка) из урав
нений кинетостатики, пренебрегая массой звена 2, на
ходим реакцию на звено 1 со стороны звена 2

F и =  m 3riо2 sin ф.

Следовательно, момент на валу двигателя

Л/д =  — т 3г2со2 sin ф cos ф или М й =  — m3r2w2 ?!.П.2<Р,
ы



График Д7д(ф) показан на рис. 80, а, из которого сле
дует, что Мср =  0 и Ми =  Л/д. Накопление потенциальной 
энергии в пружине происходит на двух участках  0 <  ф *£ 
<  я/2 и я  ф «£ Зя/2. Отдача накопленной энергии про
исходит также на двух участках я/2 ф ^  я  и Зя/2 ^  
^  Ф ^  2я . Максимальное значение накопленной потен
циальной энергии для обоих участков по (14.11)

я /2 2 2
Л Г . . .  „ 2 , . 2 S Í n 2 (P __ ПЯГ “■^тах — J  т 3г  (О" 2 ^Ф— 2

о
Для участка накопления потенциальной энергии 

по (14.9)
Ф 2 2

.  Г  ■> 2 s i n  2 ф  ,  т з Г ы  • 2Аа =  т аг-(й2 —^ d(f  == ,¿ ■■ sin ф.
О

Подставляя найденные значения AmaI и 4 ,  в (14 .13), 
получаем формулу для вычисления х на участке накоп
ления потенциальной энергии

х =  — b + Y b 2 + (2bxmax + 4 ia x )  s in ^ .  (14.20)

Для участка отдачи накопленной потенциальной энер
гии по (14.14) и (14.16) имеем:

^  2 2
. Г О » s in  2ф , т з г  03 2

А0 =  | m 3r-(ú2 — ^  ^Ф =  — 2— cos
Л/2

X — — Ъ + ]/"(Ь + ^max)á — ( ¿Ьхщах “Ь ^max) С032ф (14.21)

На рис. 80, б  показан график перемещения х  за один 
цикл установившегося движения. После вычисления 
перемещения х как функции угла ф паходим углы  по
ворота ^ из соотношения (14.17) и полярные координаты 
профиля кулачка по (14.18) и (14.19).

§ 51. Кулачковые разгружатели

Уравновешивание сил на выходном звене механизма.
Цель уравновешивания сил на выходном звепе, соверша
ющем обычно возвратное движение,— выравнивание сил, 
действующих на выходное звено со стороны смежных 
звеньев. Это выравнивание уменьшает максимальные



значения реакций в кинематических парах, и потому 
устройства для выравнивания сил, действующих на вы
ходное ввено, называют такж е р а з г р у ж а ю щ и м и  у стр ой 
ствами или ра з г р ужател ями .  Их действие основано на 
аккумулировании избыточной энергии механизма в пру
жине или пневмоцилиндре с последующей отдачей на
копленной энергии механизму. На рис. 81 показана схе
ма кулачкового разгружателя, в котором кулачок-про
граммоноситель 1, установленный на выходном звене,

Рис. 81

взаимодействует с пружиной 3 через коромысло 2 и соз
дает корректирующий момент, необходимый для вырав
нивания сил, действующих на выходное звено. Смена 
знака корректирующего момента при переходе от на
копления энергии к ее отдаче (или наоборот) происхо
дит в положении, когда нормаль к профилю кулачка про
ходит через центр вращения кулачка. При возвратно
вращательном движении кулачка-программоносителя один 
и тот ж е профиль используется как для рабочего, так и 
для холостого ходов. Отсюда следует, что для полного 
выравнивания необходимо совпадение значений всех сил 
(вклю чая и силы инерции) при одном и том же значе
нии угл а поворота выходного звена как на рабочем, так 
и на холостом ходу. В других случаях можно получить 
только приближенное выравнивание.

Пусть, например, выходное звено механизма совер
ш ает возвратно-вращательное движение. Тогда условие 
кинетостатического равновесия этого звена имеет вид

Л/д -  Л/0 —/Ф =  0, (14.22);

где ф — угол поворота выходного звена, ША — результи
рующий момент сил, действующих на выходное звено



со стороны смежных звеньев (движущ ий момент), Мс — 
модуль момента внешних (по отношению к механизму) 
сил сопротивления, действующих на выходное звено, 
J  — момент инерции выходного звена относительно оси 
вращения.

Закон изменения углового ускорепия ср от времени t 
будем считать заданным. Обычно он определяется в 
предположении, что угловая скорость входного звена 
постоянна. Кроме того, считаем, что выходпое звено по 
имеет выстоев в крайних положениях, и цикл его дви
жения состоит из участка рабочего хода продолжитель
ностью Г р и участка холостого хода продолжитель
ностью Tz. Модули моментов сил сопротивления для 
этих участков соответственно обозначим через А/р и Л/Х) 
а средние их _8начеп_ия на угле поворота выходного зве
на \|:maI через М р и Л7Х:

^ т я х  Ф т а х  

А /р  =  : Д -  f  M v dip ,  м х =  1 Л / х # -
гщах '' чпах ”о о

Тогда м о м еи т^ д  можно представить как сумму сред
него значения Л/р (или M z) и переменного приращения 
ДЛ7Р (или ДЛ7,), и условие кинетостатического равно
весия (14.22) принимает вид

Л7Р + AMV — Л/р — /ф = О, М х + Aif7x — Mz — J  ф =  0.
(14.23)'

Для того чтобы момент М я имел постоянное значе
ние Л/р па участке рабочего хода (или М х на участке 
холостого хода), необходимо приложить к выходному 
звену корректирующий момент ДЛ/кр (или ЛЛ/К1) , рав
ный переменной составляющей А й р  (или ДЛ?Х) . При 
этом условии из уравнений (14.23) получаем:

itfHp =  /ф + Д/р -  Мр, Мы =  /ф + Л/х -  Я х. (14.24);

Если Л?„р Ф  Л7„х, то полное уравновешивание момен
та Л7Я невозможно и возникает задача приблшкенного 
уравновешивания с применением одного из методов при-, 
блнжспмя функций. Обычно используется соотношение

l\fu = y - (Л/ир "Ь Aim)} (14,25)

17 н. И. Левитский



которое при симметричных законах изменения Л7„р и 
дает равномерное приближение.

После определения корректирующего момента М н 
требуемые перемещения х конца пружины и вычисле
ние координат профиля кулачка производятся в том же 
порядке, как и при кулачке-программоносителе, уста
новленном на входном звене.

Синтез кулачкового разгружателя при синусоидаль
ном ускорении выходного звена. Пусть движение вы
ходного звена при Tv — Tl = T (рис. 82, а ) описывается

во времени t при рабочем 
ходе уравнением

ф =  [к ~  ¿  Sin 2лк)  фтах,

(14.26)
где k =  t/T — безразмерная 
величина, изменяющаяся от 
О до 1.

При холостом ходе

Ф =  1̂ — к +  ^  sin 2 л /cj фтах,

(14.27)
где k = (t — Т)/Т.

Дифференцирование по 
времеии при dk =  dt/T дает

ф =  ±  (1 — cos 2пк)

(14.28)

где знак плюс относится к рабочему ходу, а знак ми
н у с — к холостому (рис. 82, б ) .

Повторное дифференцирование дает (рис. 82, е ) :
2лфтя„

ф =  ±  — si n 2пк. (14.29)

При М0 =  0 (чисто инерционная нагрузка)' момент JÍ7a 
равен произведению момента инерции выходного звена
относительно оси вращения J  на угловое ускорение ф 
по (14.29)

ф
=  ±  — ТГ '  sin 2лА. (11.30)



Среднее значение этого момента равно нулю и, сле
довательно, корректирующий момент Л7„ — ЛТД. Д ля 
перехода к функции Л7к(ф) задаемся значениями к  в 
пределах от 0 до 1 и вычисляем соответствующие им 
значения угла ф по (14.26) и корректирующего момента

Л К =  И д по (14.30). График функции ^ к(ф) показан  
на рис. 83, а.

Максимальное значение накопленной энергии (14 .11) 
•Рщах/з

Преобразуем этот интеграл, учитывая, что йк  =  йЬ/Т,

Текущие значения отдаваемой потенциальной энер 
гии по (14.14)

хм.

0

Рис. 83

А,тах
о

йф =  ф и, следовательно, с?ф =  фГ ¿к :
0,5

Л т а х  =  - — ф э т  2лА: й к  =т а х  —
тах

(1 — сов2я/с) 8 т  2 п к  <1к.
о

Выполняя интегрирование, получаем

-^тах =  2 / ф т а  л[ Т 1 •



Выполняя интегрирование, получаем 
Уф2

А0 — (3 — 4 cos 2п к  -f cos Апк).

Текущие значения накапливаемой потенциальной 
энергии по (14.9)

=  ~  j  ^ ^ 8 Ш 2 л Ы ф ^
Фтах/2

к
■̂ 2nr(maJ ( .

=  — р —- J  (1 — cos 2л&) sin 2лк die.
0 ,5  . . . .

Выполняя интегрирование, получаем 

t . =  —^ 2т а - (— 5 — 4 cos 2лк + cos 4пк) .

Выбрав параметры пружины b и хта1, находим по 
(14.12) коэффициент жесткости пружины

,2

Г2 ( 2Чпах + ^ а х ) '
Перемещения конца пружины х вычисляем по (1110) 

и (14.13), подставляя найденные значения Аты, А„ и
Д? =г --  Ъ -|-

+  Y ^  Хп|ах)2 — ^-(2^хшах + Лщах)(3—4соз2л/с+ cos4л/.)

при 0 <  А: < 0 ,5 ;
х  =  — Ь +

+  ]/*Ьг + ■— (2 bzmax +  агтах) (— 5 — 4 cos 2л/с + cos i nk)

при 0,5 <  А <  1.
График а:(ф) показан на рис. 83, б.

~ Угол поворота коромысла ij), взаимодействующего с 
кулачком-программоносителем (рис. 84), определяется и',?- 
соотношения (14 .17), а полярные координаты центрового 
профиля кулачка й  и f  вычисляются по (14.18) а 
(14 .19), если принять за начало отсчета углов ф положе
ние КуЛаЧКа При ф =  фшах/2.



В рассматриваемом примере установкой кул ач ка - 
программоносителя на выходном звене механизма дости
гается полное уравновешивание момента сил инерции

Рис. 85

8вена, при котором равен нулю момент Л7Д, действующий 
на выходное звено со стороны смежных звеньев. Необ
ходимо только иметь в виду, что на участке отдачи энер
гии, накопленной в  пружине, кулачок-програшюнаси-



тель является ведомым звеном и угол давления на это 
звено может оказаться больше допустимого вплоть до 
самоторможения. На участке самоторможения движу
щий момент должен быть приложен со стороны смеж
ных звеньев.

Если Тх <  Гр, то при том же синусоидальном законе 
изменения ускорения выходного звена максимальное 
ускорение при холостом ходе больше, чем при рабочем, 
и соответственно больше момент Я л (кривая 1 на 
рис. 85, а ) . Корректирующий момент Я к принимается в 
этом случае равным полусумме корректирующих момен
тов Я т и М„р на холостом и рабочем ходах (рис. 85, б ) . 
Момент Я я на выходном эвене после установки кулачка- 
программоносителя становится равным полуразности кор
ректирующих моментов Я м  и Я „ 9 (кривая 2 на 
рис. 85, а) .

§ 52. Пружинные разгружатели

Уравновешивание сил на вращающемся выходном 
ввене при пружинном разгружателе. Конструкция раз- 
груж ателя значительно упрощается, если исключить к у 
лачок, присоединяя пружину непосредственно к выход
ному ввену (рис. 8 6 ). При возвратно-вращательном дви

жении выходного звена смена зна
ка корректирующего момента при 
переходе от накопления энергии 
к  ее отдаче (или наоборот) про
исходит в положении, когда на
правление силы упругости пружины 
проходит через центр вращения 

//г выходного звена. В этом случае кор- 
ректирующий момент Я н, создавае
мый СИЛОЙ упругости пружины /'пр, 
найдется по условию

Я к *=*Ра р/г, (14.31)

где плечо И определяется из &ОАВ: 
. _____ Ы втф

Рис. 86 Vr d — 2rd cos ф

Перемещение конца пружины х отсчитывается от 
начального положения, при котором точка В 0 располага
ется в »  линии АО и корректирующий момент равен



х =  у г ‘ + d* — 2rd cos ф — d + г. (14.32)

Сила упругости пружпиы по условию (14.7) F пр =
= с (Ь + х ) ,  где Ъ — монтажная деформация, равная от
ношению силы пружины в начальном положении к коэф
фициенту жесткости с .  Следовательно, корректирующий 
момент М к по (14.31)

~  с (Ь +  х) r d  sin ф
Мк  — ,/  „ о

у  Г +  dT— 2rd cos ф

или с учетом (14.32)
М к _  c ( b - d  +  r) rd sin у  +  crd  g in ф) (14.33)

У  г2 +  d2 — 2r d  cos ф

т е корректирующий момент Я к есть нелинейная функ
ция' угла ф. Для полного уравновешивания (выравнива
ния) момента М я, действующего на выходное звено со 
стороны смежных звеньев, необходимо выполнение ус 
ловий (14.24), которым в общем случае м о ж н о  удовлет
ворить только приближенно. Обозначим через М мт раз
ность между корректирующим моментом, необходимым 
для полного уравновешивания по условиям (1 ь  ) ,  
и корректирующим моментом М„ (14 .33 ), который мо
жет быть воспроизведен пружинным разгружателем. 
Тогда из условий (14.24) имеем

Мост =  /ф + Л/с— М с — М к, (14.34)

где модуль момента сил сопротивления Мс и его среднее 
значение М с равны соответственно для рабочего хода 
Afp, М р и Мг, Мх, для холостого хода.

Параметры пружинного разгруж ателя, входящие 
(14.33) должны быть выбраны так , чтобы функция M 0ct 
наименее отклонялась от нуля как  на рабочем, так и на 
холостом ходах. Это условие достигается применением 
одного из видов приближения функции (интерполирова
ние, квадратическое приближение, наилучшее прибли- 
жение)

Уравновешивание сил на прямолинейно движущемся 
выходном звене при пружинном разгруж ателе. Для вы
ходного звена, совершающего прямолинейное движение 
(вис. 87, о ), корректирующая сила FK должна изменять 
свой знак при переходе от участка разбега выходного



ввепа к участку выбега. Это условие выполняется по
средством установки дпух пружин сжатия 1 а 2  Сила 
упругости пружины 1 (Рпс. 87, б )  Р вр. - 0. ( 6 , + *  ' -  
Сила упругости пружины 2 (рпс. 87, в ) Р арг =  - с, (Т2 + х]\

/ч 5 г  1— ' & Сумма этих сил дает коррек- 
тирующую силу (рис.8 7 ,г ) :

»1 п  ^ к== С‘ Ь1 — с гЬ2 + С,Хт „  —

(с, + с г)х  или 
Рн =  (С| +  Сг) (х„ — х),

где Хц — значение координа
ты х при =  0 , определяе
мое по условию

X =  ~  С2^2 С1Хтах  
С1 +  С2

Если обе пружины имеют 
одинаковый коэффициент 
жесткости с. =» с% = с, то

К  =  2с(х  о - ¡с ) ’, (14.35]

где х0 +

Отсюда видно, что при 
неравных участках разбега и 
выбега необходимое значение 
#о достигается подбором ве
личин монтажных деформа
ций пружин 6 , и ¿>а.

Условие уравновешивания 
сил на прямолинейно дви

жущ емся выходном звене аналогично условиям (14 24У 
запишется в виде ' '*

Л<р =  тх  +  — Р рг Р „ ~ т х  + Рг - Р ж, (14.36);

“  МаССа ВЬ1Х°ДП0Г0 звепа- ^нр, /%, Р„  -  корректи
рующая сила, модуль силы сопротивления и среднее зна
чение силы сопротивления на рабочем ходу, р ,  р  _  
те же величины на холостом ходу. ' 1
тпр{РгпЗП“ЧИМ ,?еРез ^Т°ст Разность меж ду корректирую- 
г а . . т  1 «  ® * “ * '  "  “олпого УРЧШО..ШИМ.М „„
ш  оД ( 14-36), и корректирующей силой пружины 
 ̂ ' К0Т0Рая  может быть воспроизведена пружинным



разгружателем. Тогда из условий (14.36) имеем
Л с, — тпх+ Fc — F c — F K, (14.37 )

где модуль силы сопротивления Fe и ее среднее значе
ние _FC равны соответственно для рабочего хода F f , F р и 
Fi, Fx — для холостого хода. Параметры пружинного раз- 
гружателя с  и х„ выбираются из условий наименьшего 
отклонения от нуля функции F 0CT.

Уравновешивание силы инерции ползуна в синусном 
механизме. Для синусного механизма (см, рис. 79) при 
постоянной угловой скорости со входного ввена 1 пере
мещение ползуна 3 и его ускорение определяются из 
соотношений: s =  rsinco í, s  =  —reo2 sin coi, где г — длина 
эвена 2 (радиус кривошипа), t — время. Если пренебречь 
силой сопротивления Fc, то из условий (14.37) и (14 .35) 
при i  =  r + s И 1 ,  =  г получим

Fon  *= т т 2 sin  соt +  2es .

Принимая во внимание, что sin  o t  =  s/r, получаем 
F0C1 *=(тсог — 2 с )  s,

т. е. при 2с =  то)* достигается полное уравновешивание 
силы инерции ползуна 3.

Из уравнений кинетостатики в этом случае следует, 
что реакция на звено 1 со стороны звена 2 и момент 
равны нулю, т. е. движение ползуна происходит непо
средственно под действием силы упругости пружины. 
Если сила сопротивления Р а ■И* 0, то Ftl *= Fe и М я ■=» 
= Fcr eos <р, т. е. уравновешивание силы инерции ползуна
3 дает лишь разгрузку вращательных пар от действия 
переменной силы инерции ползуна. В обоих случаях , 
однако, механизм остается неуравновешенным на ф унда
менте, так как  на него действует реакция от силы уп р у 
гости пружины.

Уравновешивание силы инерции ползуна кривопшп- 
но-ползунного механизма. Д ля кривошипно-ползунного 
механизма (рис. 88, а)  перемещение ползуна s, отсчи
тываемое от крайнего правого положения,

s  =  г + 1 — г  eos ф — И 2 — г2 sin2 ф,

где ф — угол поворота кривошипа 1, г  — длина криво
шипа, I — длина шатуна 2. Введем обозначение X =  г/1.
Тогда ___________

s  =  I (Я + 1 — X eos ф — У1 — Я2 sin2 ф)/.:



Дифференцирование по времени при ф =  со = const
дает:

s =  гсо sin ф + гХса sin 2ф
2 У 1 — Я2 sin2 ф

ГСО COS
Яс<хч2ф Я,1 sin 2фСОв ф ■ф+ ____ — --------j ----- - У  1 — Xi Sill ф

V i ■ A sincp

В крайних положениях при ф =  0 и ф =  л ускорение 
ползуна равно соответственно /со2(1 + Х) и — гсо2(1 — X).

Рис. 88

В среднем положении, т. е. при ф = л/2, ускорение § = 
=  — Л.гсогV1 — X2. На рис. 88, б  показан график функции 
m3s (s ) , где m s — масса ползуна. Из условия (14.37) сле
дует, что при х — s  и Fa =  0:

F ост s=* M i S  F к,

и, следовательно, параметры 2с  и ха корректирующей 
силы F H должны быть выбраны из условий наилучшего 
приближения функций m3s(s) и F K( s ) .  Это приближение



достигается при равенстве предельных отклонений Д с 
последовательно чередующимися знаками. Графическое 
решение задачи об определении искомых параметров 2 с  
и х0 состоит из двух этапов. На первом этапе соединяем 
точки а и а'  графика m3s (s )  и параллельно хорде аа  
проводим касательную ЪЪ’ к  этому графику. Расстояние 
между хордой аа'  и касательной ЪЪ , измеренное п ар ал 
лельно оси ординат, обозначим через 2Д. На втором эт а 
пе проводим прямую, изображающую график корректи
рующей силы F K( s ) ,  на равных расстояниях Д и  — Д от 
хорды аа'  и касательной ЬЬ'. Пересечение этой прямой 
с осью абсцисс дает параметр х 0, а тангенс угла наклона 
к оси абсцисс — параметр 2с.

Аналитическое определение параметров 2с, х0 и пре
дельного отклонения Д основано на равенстве значений 
F 0CT с последовательно чередующимися знаками по кон
цам интервала и в точке экстремума Рост Эту то ч ку  в 
первом приближении принимаем при s  = r, т. е. при <j> в  

л/2. Указанные условия дают систему уравнений:

Во втором приближении считаем, что экстрем ум  
f oct достигается не в точке s  =  г, а в точке s  =  х0, где Хо 
принимается из первого приближения. Однако, к а к  пра
вило, второго приближения не требуется, если принять 
во внимание точность изготовления пружин.

На рис. 88, в показан график изменения F oc, =  
=ж mss  — F Ki получаемый после уравновешивания силы 
инерции ползуна. Величину Рост моЖно рассматривать 
как неуравновешенную часть силы инерции ползуна, ко
торая равна силе, необходимой для движения ползуна с 
указанным законом изменения ускорения ё. Если треб у
ется учесть влияние сил инерции шатуна, то дл я  раз
грузки кинематических пар целесообразно уравновесить 
не только силу инерции ползуна, но и составляющую

m 3m 2 (1 - f  Я) — 2сх0 =  Д,

— тп3га)2 - — . — 2с  (х0 — г) = — Дс
К 1 — Л,

— пг3п о2 (1 — I) — 2с (х0 — 2г) =  Д.
Отсюда:

2 с =  m  jco2,



главного вектора силы инерции шатуна, отнесенную к 
точке С ползуна [16]. Тогда в предыдущие формулы вме
сто массы т г должна входить масса т г Л-тг&гЦ, где 
Шз, масса шатуна, х2 — расстояние от точки В  до цент
ра масс шатуна 5 2.

Уравновешивание сил инерции толкателя кулачкового 
механизма. Пусть толкатель кулачкового механизма при 
равной продолжительности рабочего и холостого ходов 
движется по закону синусоидального ускорения. Д ля ра
бочего хода (0 г «5 Т)  имеем:

=  {к ~ ' к  §1П 2 лАг) * т а х ,  в  =* ( 1  -  СОЗ 2 п к )  

ГГ~ в т  2пА,

где к  ит ,  «шах — максимальное значение перемеще-
НИН

Д ля холостого хода { Т < К 2 Т )  график ё (1)  симмет
ричен относительно прямой, параллельной оси ординат

и проходящей через точку 
с абсциссой * — Т.  Из ус
ловий -симметрии графика 
¿'(О получаем, что кор
ректирующая сила Р я как 
для рабочего, так и для 
холостого ходов определя
ется по соотношению —

РК- 2 с ( 1 % ! — в)

или ? к =  с (5т а 1 _  2*),:
3

где с — коэффициент жест
кости одной пружины, ко
торый можно найти из 

Рпс. 89 условий наилучшего при*
ближения функций Р„ и 

т э ,  принимая массу т  равной приведенной массе тол
кателя .

На рис. 89, а показано графическое определение ко
эффициента жесткости пружины с  из условий равенства 
предельных отклонений Д . с последовательно чередующие



мися знаками в четырех точках. Для аналитического оп
ределения коэффициента жесткости с и предельного от
клонения Д достаточно составить систему двух  уравне
ний, приближенно считая, что предельное отклонение 
достигается при 4 =  0 и в точке, соответствующей макси
муму ускорения т. е. при к  =  0,25:

Кроне наилучшего приближения для определения кот 
эффициента жесткости пружины с, можно использовать 
также квадратическое приближение [8]. Сначала рас
смотрим обращение в минимум среднего значения Р ост =  
=  т§ — Р К по перемещению в, что равносильно обраще
нию в минимум интеграла

чпах

0

Из условия минимума, д И д с  =  0, получаем

*тах

[лгз — с  (5тах — 2з)] (5шах — 2«) с?5 =  0 или у 0 —с с 00 =  04
о

где
•шах *шах

0 О

Интеграл после подстановки ¿5 =  57’с?А: принима
ет вид . . .  . . . . .  .............



С учетом формул интегрирования:
i i 

j* sin 2лк dk =  0, j* к  sin 2лк  dk =  — 
о о

i
sin2 2 п к dk =  - у , J sin 2л/с cos 2пк dk =  Oj 

о
i

j* к  sin  2лк  cos 2nk dk =  — ̂ »  j* sin2 2лк cos 2nk dk =  0

s-
о

получаем
о с  я тVo — “ i^max *

Интеграл Coo находится непосредственно интегрирова
нием по переменной s:

1Спп === "ГГ" Sп

Требуемый коэффициент жесткости пружиныс =  -—=*
00

=  7,5
Т

На рис. 89, 6 показаны графики m s  и FK как функ
ции перемещения s при квадратическом приближении. 
Из сопоставления графиков на рис. 89, а и б следует, 
что максимальное значение /,ост при квадратическом при
ближении больше, чем при наилучшем. Однако в сред
нем квадратическое приближение дает меньшие значе
ния F 0CT.

Коэффициент жесткости пружины с  можно опреде
л ять  такж е из условия минимума среднего значения F ос, 
по времени t, т. е. из условия минимума интеграла

f  . .
-  I  — J [lIXS С ( sniax ^ •

О

Из условия минимума, 01/00 =  0, получаем с =  Yo/̂ oo*
где т т

Vo =  j  m s  (s ,пах — 2s) dt,  c 00 =  j  (smax — 2s)2 dt .



Интеграл "fo после подстановки d t  =  Tdk  принима
ет вид

i
С 2л«2 / i \

у0 =  \ т  — —  ( 1 — 2к  + — sin 2пк\ sin  2лк  dk.
о

С учетом указанных выше формул интегрирования 
получаем

V -  V  —То — o i max j ,  •

Интеграл с00 после подстановки d t  — Tdk  принима
ет вид

i
С00 =  J  «max 1̂ — 2к + sin 2 n k J  Tdk,

С учетом указанных выше формул интегрирования 
получаем

с оо ^9^  3~) 5т а х Г Л /  О .б в б б в ш а х Г •

Требуемый коэффициент жесткости пружины
\  18л2 т к лл т 

С — ----  — -------------г  —7) 0 , 11 —г*
<00 15 +  2я Т Т2

Отсюда следует, что средние квадратические значе
ния F 0„ по времени t и по перемещению s не совпадают.

В заключение отметим, что уравновешивающие ку
лачковые механизмы и разгружающие устройства позво
ляют уменьшить максимальные значения реакций в ки
нематических иарах или уравновесить переменную сос
тавляющую на валу двигателя, но в то же время они 
могут стать дополнительными источниками упругих ко
лебаний механизма.

Г л а в а  XV. ВИБРОПЗОЛЯЦИЯ 

§ 53. Линейный внброизолятор

Виброзащптпыс системы. Колебания в машинах мо
гут быть полезными, когда само действие машины осно
вано на эффекте колебаний (вибрационные транспорте
ры, сита, виброударные машины для забивки свай



и т. п .), по чаще они являются нежелательными, так как 
снижают надежность машин, вызывают шум и оказыва
ют вредное влияние на организм человека.

Характеристики колебательных систем (амплитуды, 
частоты, силы) могут быть уменьшены или ограничены 
допускаемыми пределами путем оптимального выбора 
параметров соответствующей динамической модели. На
пример, динамические нагрузки в кулачковых механиз
мах могут быть уменьшены за счет правильного выбора 
профиля кулачка. В тех случаях, когда путем опти
мального выбора параметров не удается снизить уровень 
колебаний, применяются дополнительные устройства для 
8ащиты от вредного действия колебаний — вибр о з ащит-  
н ы е  си стемы.

Различают два осповных способа защиты от вибра
ции: виброгашение и виброизоляция. В и б р о г а ш е н и е  ос
новано на присоединении к машине дополнительных ко
лебательных систем, называемых в и бр о га с ит ел ям и , кото
рые создают дппамические воздействия, уменьшающие 
уровень колебаний в машипе. В и б р о и з о л я ц и я  основана 
на разделении исходной системы на две части и в соеди
нении этих частей посредством ви бро и золяторо в .  Одна 
из частей является з а щ ищ а ем ы м  о бъе ктом , а другая — 
и сточник ом  в о з б у ж д е н и я .  Во многих случаях масса од
ной части существенно превышает массу другой части. 
Тогда движение тела «большой» массы может считаться 
не зависящим от движения тела «малой» массы. Тело 
«большой» массы называют о с н о в а н и е м  независимо от 
того, является ли оно защищаемым объектом или источ
ником возбуждения.

Одноосный внбролзолятор. В простейшем случае ис
точник возбуждения и защищаемый объект считаются 
твердыми телами, движущимися вдоль одной и той же 
оси. Па рис. 90, а показана динамическая модель маши
ны, установленной на фундаменте. Машина с общей мас
сой тп является источником возбуждепия, а фунда
мент — защищаемым объектом. Масса фундамента суще
ственно больше массы машины, и потому он считается 
основанием. Виброизолятор, помещенный между маши
ной и фундаментом (основанием), имеет приведенный 
коэффициент жесткости с  и приведенный коэффициент 
сопротивления Ь.

Приведенный коэффициент жесткости с определяется 
из условия равенства потенциальной энергии виброизо-



лятора и эквивалентной пружины и в общем случае мо
жет быть нелинейной функцией перемещения у ,  отсчи
тываемого от положения равновесия, определяемого 
постоянной составляющей внешней силы ¥( г ) .  Приве
денный коэффициент сопротивления Ъ определяется из 
условия равенства работ, затрачиваемых на трение

Рас. 90

в вибропзоляторе и в эквивалентном демпфере, и в об
щем случае также может быть нелинейной функцией 
перемещения у  и скорости у .

Обобщенная (приведенная) реакция внброизолятора 
Q и внешняя сила F (i) направлены вдоль одной п той 
же оси, совпадающей с направлением перемещения у ,  
и потому виброизолятор пазывается о д н о о с ны м .

Ь равнение движепня источника возбуждения, рас
сматриваемого как твердое тело, при указанных предпо
ложениях имеет вид

m y  = F ( t ) + Q ( y , у ) .  (15 .1)

Назначение виброизолятора в этом случае состоит в 
уменьшении динамической (переменной) составляющей 
реакции Q, передаваемой на основание (фундамент) при 
заданном воздействии переменной силы F ( i ) .

На рис. 90,^6 показан другой случай, при котором 
защищаемый объект представлен как  твердое тело с м ас
сой т,  а источником возбуждения является основание, 
совершающее колебания по закопу s ( t ) .  Задача вибро
изоляции здесь состоит в уменьшении динамической сос
тавляющей Q,  передаваемой на защищаемый объект.
18 н. И, Левитский



Уравнение движения защищаемого объекта (меха
низма или маш ины) как твердого тела при колебаниях 
основания имеет вид

m[ y  + S{t ) ]  =  Q ( y , y )  или т у  — — ms ( t )  + Q (у ,  у ) .
(15.2)’

Виброзащитпые системы, показанные на рис. 90, раз
личают по виду возбуждения колебаний. В первом слу
чае (см. рис. 90, а)  колебания вызываются переменной 
силой F ( i)  и возбуждение колебаний называется с и л о 
вым.  Во втором случае (см. рис. 90, б )  колебания вызы
ваются перемещением основания по заданному закону 
движения и возбуждение колебаний называется кин ем а 
тическим.  Уравнение движения (15.2) при кинематиче
ском возбуждении совпадает с уравнением (15.1) при 
силовом возбуждении, если принять F ( t )  — —ms.

Колебания одноосного виброизолятора при силовом 
возбуждении. Уравнение движения (15.1) приводится к 
линейному, если принять, что приведенная реакция виб- 
роизолятора Q складывается из приведенной силы упру
гости, линейно зависящей от перемещения, и приведен
ной силы трения, линейно зависящей от скорости:

Q ( y ,  у ) = - с у  ~  Ь у .  ( 1 5 . 3 )

Вводя обозначения h2 — c/m и 2'¡ =  b/m,  приводим 
уравнение (15.1) к виду

у  +  2  у у  +  №у =  ( 1 5 . 4 )

Пусть, например, внешняя сила F ( t )  изменяется по 
гармоническому закону F( t )  = II sin coi. Гогда уравнение 
(15.4) имеет вид

у  -¡- 2 у у  +  s in  сot ,  ( l o . о)

совпадающий с уравнением (3.19) при = Н/пг, 
X -  sin (OÍ.

Решение этого уравнения для установившихся вы
нужденных колебаний, т. е. после затухания собствен
ных колебаний, согласно (3.30) получаем в виде

у = ------ . И................. — sin(co¿ — 8), (15.6)
щ V — ш2)3 +

где Q — сдвиг фаз силы и перемещения, определяемый
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выражением

lg0 =  5 ? ^ -  (15'7)А — со

Дифферепцированпе выражения (15.6) дает 

У =  — 7/(0 cos ( a t  — 0).
т  V  { х  —  ю ) “ 4 -  4 v “ w 2

Подставляя у  ж у  в (15.3), получаем силу, передавае
мую виброизолятором на основание:

Не
Q =

или
V (хг -  ш2)2 + 4vV

sin ( a t  — 0) -f —  cos (coi—0)

Q  =  — А'д „„ // sin (d)/ — 0) + eos (oi t  — 0) 
A, , (15.8)

где Лд„н — коэффициент динамичности по перемещени
ям, равный отношению амплитуды вынужденных коле
баний по (15.6) к максимальному перемещению Н/с, 
вызываемому статическим действием силы

л2
К  'к/ 1 ДИН

V  (А,2 — ш2)2 +  4 у 2 а)2

Для определения максимального значения силы Q 
преобразуем выражение (15.8), используя известное 
тригонометрическое соотношение

a s in a  + Ъ cos а  = У а г + Ъг sin  ( а  + е ) , (15.9)
где е =  arctg(b/a).

При а =  1 и b =  2"fcúA2 имеем

Л'динН 1 + s in (ю  ̂— 9 + e)f

где е =  агс!г(2усо/Я2).
Следовательно, максимальное значение силы Q равно

Отношение наибольшей силы, передаваемой основа
нию при силовом возбуждении, к амплитуде гармониче* 
ской вынуждающей силы называется к о эффициентом  n e 
is*



р е д а ч и  с и лы  К 0, который совпадает с коэффициентом ди
намичности по силам.

В нашем примере

Qшах__ гг |  f  л |
А 0 =  - JJ— —  Л  дин 1/ 1 +

-  (1 ы в )  
где V =  ©Д — частотное отношение, $ =  у/Х — относи
тельное демпфирование.

Коэффициент передачи сил характеризует качество 
виброзащитпой системы. При жестком соединении источ
ника возбуждения (машины) и основания (фундамента) 
Л'с =  1; при К а <  1 виброзащитная система эффективна, 
так как амплитуда силы, действующей на основание, 
уменьшается; при К с >  1 применение виброизолятора не
целесообразно. График зависимости коэффициента пере
дачи сил совпадает с графиком коэффициента динамич
ности по силам для механизмов с упругой муфтой (см. 
рис. 42 ). Из рассмотрения этого графика следует, что 
все кривые К с ((о/Х),  независимо от величины относи
тельного демпфирования, пересекаются в точке с коорди
натами (У2, 1 ). Следовательно, для того чтобы макси
мальная величина силы Q, передаваемой на основание, 
была меньше амплитуды вынуждающей силы, должно 
быть выполнено условие

т > ^ -
Обычно принимают ю/А ^  4. Если сила F ( t ) пред

ставлена суммой гармопических составляющих
П

F( t )  =  2  Fh cos (cûftf + 0A),
A—1

то под <й падо понимать наименьшую из частот силы а*. 
Отсюда следует, что для улучшения виброзащитных 
свойств линейного виброизолятора надо уменьшать соб
ственную частоту X, а следовательно, и коэффициент 
жесткости с .  Подставляя в соотношение (< аД )^ 4  вели
чину Хг =  с/т,  получаем условие для определения ко
эффициента жесткости



Увеличение демпфирования при (ш Д )> У 2 ухудш ает 
виброзащитиые свойства виброизолятора (см. рис. 4 2 ) .  
Поэтому считается достаточным слабое демпфирование, 
обеспечивающее затухание собственных колебаний.

Для оценки эффективности виброизоляции, кроме ко
эффициента передачи сил, используют также к о э ф ф и ц и 
ент эффективности в и б р а ц и о н н о й  з а щ и т ы * ) ,  под кото
рым понимается отношение пикового или среднего к вад 
ратического значения величипы, характеризующей коле
бания (перемещения, скорости, ускорения защищаемого 
объекта или воздействующей на него силы) до введения 
виброзащиты, к значению той ж е величины после введе
ния виброзащиты. В рассматриваемом случае, т. е. при 
силовом возбуждении гармонических колебаний, коэффи
циент эффективности, определяемый по величине силы , 
передаваемой на основание, равен отношению амплиту
ды вы нуж даю щ ей силы к амплитуде силы, действующей 
на основание:

К в (15.11)
V m ai л о

Колебания одноосного виброизолятора при кинемати
ческом возбуждении. Рассмотрим теперь случай, ко гда 
колеблется основание по закону

s = i4 ,s in co i. (15 .12 )

Если приведенную реакцию виброизолятора опреде
лять по (15.3), то уравнение движения (15.2) принима
ет вид

mij  =  —m s  — с у  — bÿ ,

где у  — перемещение защищаемого объекта относитель
но основания.

С учетом соотношения (15.12) получаем
ÿ  + + 1гу  =  Л.са2 sin  a»i, (15 .13)

где 2у =  Ь/m и \г =  с/т.
Уравнение движения (15.13) совпадает с уравнением 

( 15.5) при условии, что Н *= т А , а 2. Пспользуя решение 
(15.6) и принимая во внимание, что абсолютное переме
щение защищаемого объекта z есть сумма перемещения

*) ГОСТ 24346—80 (СТ СЭВ 1926—79). Вибрация. Термины и 
определения.— М.: Издательство стандартов, 1980,



основания s  и относительного перемещения у ,  получаем 
Лм2

z = === sin (coi — 0) + A, sin coi.
V  (Х 2 —  СО2 ) 2 +  4 y ' V  

При слабом демпфировании и К <  со имеем

At i - и’“ — Я2
sin соt.

Отсюда следует, что амплитуда колебаний защищае
мого объекта относительно неподвижной системы коор
динат может быть к ак  угодно малой в случае, если его 
частота собственных колебаний на виброизоляторе мала 
по сравнению с частотой колебаний основания.

Коэффициентом  п е р е д а ч и  п ри  кин ематиче ск ом  в о з 
б у ж д е н и и  называют отношение максимального ускоре
ния защищаемого объекта к максимальному ускорению 
основания, т. е. при кинематическом возбуждении коэф
фициент передачи совпадает с ко эффициентом дин ам ич 
ности по  у с к о р е н и я м

К с ^  А’уек = (15.14)
Is Imax

Для определения г  предварительно преобразуем вы
ражение z к  виду, содержащему только тригонометриче
ские функции аргумента coi— Ü:

А ла1 sin(coí—0)
z =  —. ■ ■ ■ ........ ............ + А3 cos 0 sin (соt — 0) +

/ и * - ш 2)а +  4 y V
As sin 0 cos (coi — 0). (15.15)

Тригонометрические функции sin 0 и cos 0 в соответ
ствии с выражением для tg 0 (15.7) имеют вид: 

t g  0 ________  2 y<b _________sin0
V 1 +  t g 2e  V  \'к —  cu2 ) -  +  4 y 2 cú2 ’

V 1 +  t g 20  / {\* -  со2)2 +  4 у  V*  
Подставляя эти выражения в (15.15), получаем

-4,
V  U 2 — (D2)2 +  4y2cú2

---- [?v2 sin (coi — 0) + 2yco cos (coi — 0)]



или с учетом (15.9)
г = А s i n ( ( o t — 0 4- е ) ,

где А . . Л ,  л [ 7- /  + ^ -  , ■
V ( г  -  о) ) +  4г<оа Л

Следовательпо, коэффициент передачи при кинемати
ческом возбуждении

^ с = , 4 - /  1+2)У 4В2 Т  (15 .16) А$тг г  и  — V ) +  4р V

совпадает с коэффициентом передачи при силовом воз
буждении. Из (15.16) следует такж е, что коэффициент 
передачи при кинематическом возбуждении можно опре
делять так же, как отношение амплитуды перемещения 
защищаемого объекта к амплитуде основания.

Различают абсолютный коэффициент передачи, опре
деляемый по (15.16), и относительный коэффициент пе
редачи, определяемый как отношение амплитуды пере
мещения защищаемого объекта в движении относительно 
основания к амплитуде основания

^  ________________ ____________________________________________________

°ТН \  ~  / ( Л2 _ и2)2 +  4?2ш2 -  ‘

(15 .17)
Коэффициент эффективности определяется по абсо

лютному коэффициенту передачи

*эф =  ^ .  (15 .18)

Д вухкаскадная виброизоляция. При высокочастотных 
колебаниях, т. е. при со >  К, или, что то же, при V »  1, 
коэффициент передачи силы по формуле (15.10) прини
мает значение

/ 1 + 4 р \ а 
л с ---------------------- 2 *V

При отсутствии демпфирования (¡5 =  0) коэффициент 
передачи силы К а = 1Л>2, т. е. виброизоляция на высоких 
частотах, является достаточно эффективной. Однако эф
фективность виброизоляции на этих частотах м ож ет 
быть еще повышена, если применить двухкаскадную  
виброизоляцшо, схема которой показана на рис. 91 [9 ].



Уравнения движения системы при силовом гармони
ческом возбуждении F  =  // sin сo t  имеют вид

rUiHi + c t (y ¡  — уг) = Н sin Olí,
m2yt — Cl (y l — y2)+  сгуг = 0.

Установившиеся вынужденные колебания с частотой 
вынуждающей силы описываются решением

у, =  .4 1 sin  <аÍ, уг — А2 sin coi.

Подставляя это решение в систему уравнений движе
ния, получаем после сокращения на 
множитель sin coi:

- г М .ш 2 + сх(Л i -  А2) =  Н,  

т 2А2 о 2 — с, (Л, — А2) =  0. 
Отсюда

« г \  I  Л  -  "  ( * 1 - ^  +  0  .  л

1 д ’ 2 “ Т
Рис 91 где Д — определитель, составленный пз 

коэффициентов при Ах и А2 в системе уравнений движе
ния:

Д =  (<?! — т 1ш2) (сI — т 2<.о2 + с 2) — с\.

Сила, передаваемая на фундамент, (7 =  —с гу 2, а ее 
максимальное значение @тах = сг//с,/Д. Следовательно, 
коэффициент передачи силы

К  ^ тях_С2С1
К с  =  - ¡ Г  =  X

пли

А 'с-----------------------------5 ' ------------------------
“ Х " » ,  -  “ 2 [mi (с, +  с 2) +  maciJ +  V i '

При больших значениях со имеем

V ~  2 1 ----  1 2Л С ~  4 =  jО) от,т„ т,ш т„ш 1 2  i  г
т. е. коэффициент передачи силы при двухкаскадпой 
впброизоляции равен произведению коэффициентов пере
дачи силы для каждого каскада. Отсюда следует, что для 
повышепия эффективности вибрттзоляции падо удовлет
ворить условию с 2/т2 <  (о2. Б частном случае при



=  с2/т г получаем К с2 =  К с\, где К сг — коэф ф ициент 
передачи силы при дву хкаскад н ой  виброизоляции, К с1 —  
при однокаскадной.

У чет демпфирования при больших зн ачен и ях  со не 
и зменяет сущ ественно выводов об эффективности д в у х -  
каскадной вибропзоляцпи.

§ 54 . Нелинейный виброизолятор

Особенности нелинейного виброизолятора. В о з н и к н о 
вение нелинейностей в си стем ах  виброизоляции с в я з а н о  
в первую очередь с повыш ением уровня кол еб а н и й  и 
увеличением размеров виброизоляторов в  с о в р е м е н н ы х  
маш инах. Известно, что любой реальный ви б р о и зол я тор  
м ож ет  иметь линейную у пругую  х арактери стику т о л ь к о  
на некотором участке изменения величины деф ор м ац и и . 
С увеличением силы, действую щ ей  на ви бр о и зол я тор , 
увеличивается величина его хода (м акси м альн ого  п е р е 
м е щ е н и я ),  и рабочий у часток  упругой х а р а к т е р и ст и к и  
выходит за пределы линейного участка. При б о л ь ш и х  
величинах сил, действую щ и х на виброизолятор, и н ео б 
ходимости ограничения его хода умыш ленно п р и х о д и т ся  
вы полнять упругую х арактери стику нелинейной.

При больших н агрузках  на виброизолятор н е л и н е й 
ной становится и х арактери сти ка  эквивалентного д е м п 
фера, вы р аж аю щ ая зави си м ость  силы соп р оти вл ен и я  от 
скорости перемещения виброизолятора. Эта н е л и н е й 
ность особенно ярко п р о явл яется  при увеличении д е м п 
фирования, которое стан ови тся  необходимым в т е х  с л у 
ч аях , когда не удается  и зб е ж а т ь  резонанса. У р а в н е н и е  
д ви ж ени я защищаемого об ъ е к та  после его л и н е а р и з а ц и и  
обычно имеет вид, сходный с видом уравнен и я ( 8 . 2 1 ) .  
Х арактерной особенностью реш ения этого у р а в н е н и я  я в 
л я е т ся  зависимость квад рата  собственной ч а ст о т ы  от  а м 
плитуды, изображаемой скелетн ой  кривой (см .  р и с .  4 5 ) ,  
и, как  следствие, наклон амплитудно-частотной х а р а к т е 
ристики в области резон ансн ы х частот. На рис. 9 2  д л я  
одного из типов нелинейны х виброизоляторов п о к а з а н а  
скелетн ая кривая (ш тр и хо вая  линия) и а м п л и т у д н о -ч а с 
тотная характеристика 12. В  отличие от х а р а к т е р и с т и к и ,  
показанной на рис. 4 5 ,  зд е сь ,  кроме основной в е т в и  1, 
им еется дополнительная в е т в ь  2.  Поэтому при од н ой  и 
той ж е частоте ю м ож ет  б ы т ь  несколько у с т а н о в и в ш и х с я  
колебательных режимов с различны ми а м п л и т у д а м и  не



т о л ьк о  и з-за  наклона амплитудно-частотной характери 
ст и к и  (частота  ы *),  по т а к ж е  и з-за  дополнительной вет
ви  (ч астота  со**). В о  и збеж ан и е появления этих реж им ов 
у в е л и ч и в а ю т  демпфирование.

Р е ж и м ы  д ви ж ени я с ударами об опоры. К а к  у ж е  
у к а з ы в а л о с ь  при рассмотрении линейного виброизолято

ра, для повыш ения эф
фективности виброзащ иты 
надо уменьш ать собствен
ную частоту систем ы . Это 
уменьш ение м ож ет  быть 
достигнуто или увеличени
ем м ассы  т, или у м ен ь
шением коэффициента 
ж естко сти  с. Д л я  увел и ч е
ния общей м ассы  маш ины, 

ш установленной на фунда
менте, иногда ввод ят  до
полнительную ж е л езо б е 

тон н у ю  плиту, ж естко  свя зан н у ю  с машиной. В иброизоля
т о р ы  в этом случае п ом ещ аю тся  м еж ду плитой и фун
д а м е н т о м . Чащ е, однако, уменьш аю т коэффициент ж е ст к о 
ст и  виброизоляторов, т. е. увеличивают их податливость.

У вели чен ие податливости виброизолятора делает его 
более  чувствительн ы м  к изменению внешних воздейст
в и й .  П ри внезапном увеличении вы нуж даю щ ей силы или 
а м п л и т у д ы  кинематического возбуждения податливый 
ви брои золятор  начинает соверш ать колебания с амплиту
д ам и , значительно превосходящ ими допустимые по у сл о
в и я м  конструктивного разм ещ ени я виброизолятора. Д л я  
огр ан и чен и я амплитуд колебаний устан авли ваю тся  верх
ний и нижний упоры, которые в положении статического 
р а в н о в е си я  виброизолятора н аходятся  на равны х рассто
я н и я х  <1 от этого полож ения. В  этом случае зависимость 
р е а к ц и и  виброизолятора (7 от относительного перемещ е
н и я  у я в л я е тс я  нелинейной, так  как  ж есткость  упоров 
зн а ч и тел ьн о  больше ж е ст к о сти  пружины  (рис. 9 3 ) .

Р а ссто ян и е  й долж но быть выбрано так, чтобы после 
у д а р а  о какой-либо упор не возникал непрерывный ре
ж и м  с ударами об упор ы . Услови е отсутствия этого ре
ж и м а  получим для кинематического возбуждения коле
бан и й  без демпфирования, считая, что упоры яв л я ю т ся  
в е с ь м а  ж естки м и  и удар  о них определяется коэффици
е н т о м  восстановлени я скорости. Кроме того, считаем, что



\\
\

8а один период колебаний происходит по одн ом у уд ару 
о верхний н нижний упоры. Тогда при к и н ем ати ческ ом  
возбуждении с угловой частотой со граф ик и зм ен ен и я 
перемещения у при движении м е ж д у  упорам и п олучает  
вид, показанный на рис. 94 , если принять, что м омент 
£ =  0 совпадает с моментом отскока от н и ж н е го  упора.

Д л я каждого удара скорость после у д ар а  р а в н а  ск о
рости удара, умноженной на коэффициент в о с с т а н о в л е 
ния к. Кроме того, из условий симметрии с к о р о сть  уд ара  
о верхний упор равна скорости удара о н и ж н и й  упор. 
Отсюда получаем соотношение мея!ду ск ор о стью  о т ск о к а  
от нижнего упора при 4 ■= 0 и скоростью у д ар а  о в е р х 
ний упор при t =  п /ы :

(у)  (=о =  к ( у ) «—я/«! ( 1 5 .1 9 )

При кинематическом возбуждении по з а к о л у  в =* 
«= А ,  з т ( о ) 4  +  0) уравнение дви ж ени я за щ и щ а е м о го  о б ъ 
екта  м еж ду упорами при отсутствии д ем п ф и р ован и я  
имеет вид

т {у  +  § ) = — су или у +  Кгу =* Л.со2 в1п(ш£ +  0 ) ,
( 1 5 .2 0 )

где т  — м асса  защ ищ аемого объекта, А = * У с / т — со б ст 
венная частота виброизолятора.

Частное решение уравнения (1 5 .2 0 )  н ай дем , п о л о ж и в

у =  А в т ( а ) £  +  0 ) .

Двукратное дифференцирование по врем ен и  д а ет

у — — Л и 2 з т ( с о £  +  0 ) .



П о д с т а в л я я  вы р аж ен и я для у и у в уравнение 
( 1 5 . 2 0 ) ,  получаем  после сокращ ений

О бщ ее решение уравнения (1 5 .2 0 )  находим как  су м 
м у  р еш ен и й  однородного уравнения (без правой части) 
и частн ого  решения:

Это решение будет соответствовать  показанному на 
рис. 9 4  р е ж и м у  с ударами об упоры, если учесть соотно
ш ен и е (1 5 .1 9 )  и граничные у сл о в и я  ¿ =  0, у =  — й\ £ =  
=  л/со, у =  (I. Из граничных условий имеем:

Дифференцирование по времени обеих частей уравне
ния ( 1 5 .2 1 )  дает

О т сю д а  находим постоянные С 1 и Сг:

Следовательн о, соотношение (1 5 .1 9 )  имеет вид

соэ (я  +  б)

и ли



П одставляя вы раж ен и е д л я  С и получаем со о т н о ш е н и е  
м е ж д у  d п 9:

( 1  +  f r ) c o c o s 0 ________________________  +  s i n 0-  АУ  
d =  —i— —%■ 

\1 -н>

или

d =
As ш2 

or -  X2

(1 +  *) « t g ^ -  

m - к )  cose +  slne . ( 1 5 . 2 2 )

П р авая  часть соотношения (1 5 .2 2 )  есть ф у н к ц и я  у г л а
0. Максимальное ее значение й0 достигается при у г л е  
0 =  0т , удовлетворяющем у сл ови ю

-4 -  {В  cos 0 +  s in  0) =  О*
OÜ

tt%
(1 -ь  fr) СО tg 2^

где В  =  x ( i  — k) * _______
О тсю д а: tg  0»  -  1/5, cos 0 m =  В / U  +  В \  s i n  0 m -  

=  1/У1 +  B\  . n
П одставляя значения cos 0 m и sin  0 m в со о т н о ш е н и е

( 1 5 .2 2 ) ,  получаем

d =  ^ Ю* - г  / 1  +  В1а0 л 2 г 1ш *— А,

a  V  л [  ( i ± * Y ^ t g » j £  +  l .  ( 1 5 .2 3 )
do =  у  v i - * ;  x2 g 2ш

Следовательно, режим с ударами об упоры  м о ж е т  
быть только при и во и з б е ж а н и е  ударов с л е д у е т
выбирать значения зазоров d из условия а >  »о. Ь  у ч е т о м  
трения значение d0 несколько ум ен ьш ается . Д л я  у м е н ь 
ш ения зазора d реком ендуется у м еньш ать к оэф ф и ц и ен т 
восстановления к, и сп ол ьзу я  м атериалы  с б о л ьш и м  п о
глощением энергии.

§ 55 .  Виброизоляция при ударном воздействии

В  общем случае под уд арн ы м  воздействием п о н и м а 
е тся  воздействие бесконечно больш ой силы в  т е ч е н и е  
бесконечно малого и н тервала времени, в ы з ы в а ю щ е е  и з 
менение количества д ви ж е н и я систем ы  вэ  к о н е ч н у ю  в е 



ли ч и н у . Мерой ударного воздействия считается мгно
ве н н ы й  импульс си л ы  /

S  =  lim  Fty, /
¿у-э !

гд е  ty — время удара. /
При исследовании ударн ы х воздействий на внброизо- 

л я т о р  в первом приближении пренебрегают демпфирова
н и ем , а коэффициент ж естко сти  считают постоянным. 
Т о г д а  уравнение д в и ж е н и я  защищаемого объекта (1 5 .1 )  
м о ж н о  представить в виде

где  Кг =  с/т.
П у ст ь  в момент i  =  ^ к  покоящ ейся системе прило

ж е н  мгновенный и м п ул ьс  S. После приложения импуль
с а  си стем а соверш ает свободные колебания

у =  Cl s in  K(t  —  ! ) +  С2 cosK(t  — I ) .  (1 5 .2 4 )

В  начальный момент времепи перемещение у =  0, 
а  скорость  у находится по теореме об изменении коли
ч е с т в а  движения mij — S .  С учетом этих начальных у с 
л о в и й  получаем: С2 — 0 , C i  =  S / ( m k ) .  Следовательно, 
сво оод н ы е колебания защ ищ аемого объекта после удар
н ого воздействия в рассм атриваемом случае соверш аю т
с я  по гармоническому закон у

?  “  ^  sin Ч *  —  Ê) нли (15 .2 5 )

гд е  R (t ,  ! )  =  s in Л. ( i  l ) / ( m k )  — функция, описы ваю щ ая 
д в и ж е н и е ,  вы зы ваем ое единичным импульсом (им пульс
н а я  реакция си с т е м ы ).

М акси м альн ая величина силы, передаваемой на ос
н ован и е,

Q w - c - t k - b S ,  (15 .26)

т. е. для  уменьш ения Qmüi надо уменьш ать собственную 
ч а с т о т у .  Однако при этом согласно (1 5 .2 5 )  увели чивает
с я  ам плитуда колебаний.

У дарн ы м  воздей стви ем  при расчете виброизоляторов 
с ч и т а е т с я  не только мгновенны й импульс, но и воздейст
в и е  сравнительно больш ой силы за конечный п ром еж у
т о к  времени t =  t}, н азы ваем ы й  длительностью удара.



Зависи мость  силы F ,  д ей ству ю щ ей  на за щ и щ а е м ы й  о б ъ 
ект, от времени t при у д ар е  н азы ваю т формой удара.  
Эту зависимость можно п р ед стави ть  как  б е ск о н е ч н у ю  
последовательность эл ем ен тарн ы х импульсов F ( \ ) d \ .  
П одставив в (15 .25)  dS =  F ( l ) d % ,  получим п е р е м ещ ен и е ,  
вы зы ваем о е  действием одного элементарного и м п у л ь с а

dy «= s in  X (t — I) dl.  
тк

Суммируя влияние в с е х  элементарны х и м п у л ь с о в  на 
у частке  от 0 до t, получаем

1
y =  ± ^ F ( l ) s i n X ( t - l ) d l .  ( 1 5 .2 7 )

О

В с е  основные особенности динамики ви б р о и зо л я т о р а  
п роявляю тся при простейшей форме удара, н а з ы в а е м о й  
прямоугольной формой:

F ( t ) =  F m =  c o n s t  при t <  tT 

F { t ) =  0  при t > t r.

При t ^  iy интегрирование вы раж ен и я (1 5 .2 7 )  д а е т

» - S W < ‘ - e d E - i k c o s l ( , - E> I E -
о

Отсюда

у =  —  (1  —  cos Xt). ( 1 5 . 2 8 )

При t >  íy, разбивая п р о м еж у т о к  времени на д в е  ч а с 
ти, получим

fy  *

y =  A - ^ F ( l )  s i n X ( t - l )  +  ¿  jV  ©  sin X (í—  6) d l .
0 ty

Второй интеграл обр ащ ается  в нуль, так  к а к  F ( ¿ ) =  О 
при t >  íy, а первый интеграл дает

F



Силу упругости виброизолятора, передававшую на ос
нован и е, получим посл е  умножения на коэффициент 
ж е с т к о с т и  с перемещ ен и я у, определяемого'7™  (1 5 .2 8 )  и 
(1 5 ,2 9  j  | ^

Q =  Fm (l  — cos Xt) при t ty,

Q — Fm[c o s A ( £ —  ty) — cos Ai] при t > t , .

Е сли  Xts >  я ,  то макси м ум  силы Q, равный 2F m, до
ст и га е т с я  при Kt — я .  Е с л и  ж е <  л ,  то максимум

с и л ы  достигается при =  (я  +  А£,)/2 и его величина

С т а х  =  2 ^ т  8 Ш - ^ .

Отношение м ак си м ального  значения силы, передавае
м о й  на основание, к м акси м альном у значению силы уда- 
Р а  /̂ шах н азы вается  коэффициентом динамичности при 
у даре

1у ^тах
у — р  •



Для удара прямоугольной формы

Ку =  2 при Му ^  я 1

№
/Гу =  2 в т - т р  при М у < я ,

( 1 5 . 3 0 )

П араметры  виброизолятора д о л ж н ы  быть подобраны  
так , чтобы коэффициент ди нам ичности при ударе б ы л  
меньше 1. Из (1 5 .3 0 )  следует, что это условие об есп еч и 
вается при М,  <  л/3, т. е. соб ствен н у ю  частоту к д л я  
уменьш ения силы () та1 надо у м е н ьш а т ь ,  как и при д е й 
ствии мгновенного импульса.

На рис. 95 , а показаны графики сил Р  и @ для с л у 
чая, когда 1Л, >  л  (длительный у дар),  и максимум с и л ы  
упругости достигается при Хгу =  я .  На рис. 95, 6 те ж е  
графики показан ы  для случая , когда Ы, <  я  (короткий 
удар),  но коэффициент ди намичности все ж е  о с т а е т с я  
больше 1. Наконец, на рис. 9 5 ,  в п ок азан ы  графики Р  и 
@ для сл у ч ая  и ,  <  л/3, и коэффициент динам ичности 
меньше 1,

§ 56. Внброизоляция при случай н ом  воздействии

Определение вероятностных х арактери стик  п е р е м е 
щений в одноосном виброизоляторе. Перемещ ения у в 
одноосном виброизоляторе с в я з а н ы  с изменением с и л ы  
Р  (г) дифференциальным уравн ен и ем , которое следует и з
(1 5 .4 ) :

у +  2уу +  №у =  Т  (г). ( 1 5 .3 1 )

При случайном воздействии си ла Р  (¿) явл яется  с л у 
чайной функцией времени, вер о ятн о стн ы е х ар а ктер и сти 
ки которой будем считать и зв ест н ы м и . Требуется о п р е 
делить вероятностные характери стики  перемещений, т. е ,  
обобщенной координаты у.

П усть, например, из о п ы т н ы х  д ан н ы х устан овл ен о, 
что м атематическое ожидание функции Р  (1) ( ср е д н ев е 
роятностное значение) м о ж е т  бы ть п ред ставл ен о 
функцией

/ ’ ( ¿ ) = Я в т  (15.32)

И з тех  ж е  опытных данны х получено, что с п е к т р а л ь 
ная плотность дисперсии Б? равн а  постоянной вели чи не 
£„ в диапазоне 0 ^  со <  со0 и р а в н а  нулю  при со >  со0.
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Соответственно д и сп ер си я  случайного воздей стви я OuF по 
(6 .4 4 )  равна постоян н ой  величине s o£0o в диапазоне
0  ^  со *£  со0 и р ав н а  н улю  при со >  со0. Ч астота  оз0 иногда 
н азы вается  частотой среза.

Переходя к  центрированной случайной функции 
F ° ( t ) ,  т. е. к ф ункции, значения которой отсчитываю тся 
от ее средневероятпостного значения (математического 
о ж и д а н и я),  пол у чаем , что вероятностные характеристики 
си лы  F  (t) о п и сы в а ю т ся  стационарным случайным про
цессом с м а тем а ти ч ески м  ожиданием m UF «= 0  и диспер

сией OuF, равной SoCüo в  диапазоне 0  *£ со <  со0 и равной 
нулю при со >  со0 (ограниченный белый ш у м ).

М атем атическое ожидание центрированной случайной 
функции, в ы р а ж а ю щ е й  обобщенную координату у, на 
основании сво й ств  стационарного процесса m Uy = 0 ,  т. е. 
средневероятностное обобщенной координаты у (м атем а
тическое ож и дан и е нецентрированной случайной функ
ц и и ) ,  определяется решением уравнения (1 5 .3 1 )  при 
F ( t )  — Н  s in  cot.

Согласно (1 5 .6 )  имеем

у =  . —  Sin (соt -  9). (15 .3 3 )
m У  (К — со ) +  íy (й

Д л я определения дисперсии этой случайной функции 
предварительно н ай дем  ее спектральную плотность S ,  по 
,(6.45)

£ у( с о ) =  |И7(гсо)|25 0 при 0 «S со «Í со0,

5 у( с о ) = 0  при со >  сй0.

Д л я  уравн ен и я д ви ж ени я (15 .3 1 )  частотн ая переда
точная функция РУ(гсо) найдется из соотношения (5 .9)  
при а =  тп:

1
W (iw )

пг (— ы2 4- 2y¿ +  Я2)

ттт  t . \ % —■ СО " (2v cd
или W  ( ico)---------- -------------------1—

т [ ( я 2 — со2)2 +  4v2со2] * 

Модуль частотн ой  передаточной функции



В  рассматриваемом примере это вы раж ен и е м о ж е т  
бы ть получено так ж е  как отношение амплитуд о б о б щ е н 
ной координаты у и силы F ( t ) .  Следовательно, с п е к т 
р альн ая плотность перемещ ений

Sy (со) — г . о»
т г[(Я2— ш2)- +  4 у 2сог]

(со) =  0 при со >  со0.

Дисперсия перемещений, т. е. изменений обобщ ен ной  
координаты у, находится но (6 .4 4 )

“ о
0 2 _  fo .  _____________

иУ ~ т* J U 2 - o ) 2)2 +  4YV 2

или

ш0

a 2 -  A - fи У —  2 ,41 Г О Г  J
С? О)

С02 \ 2 /2vm\2

+($)■
Принимая во внимание, что К2 =  с/т,  и в в о д я  о б о зн а 

чение v =  соА, получаем

%  Л

ol =  f  1 ----------- 5 - т .  (1 5 .3 4 )uy J  (1 _  V2) 2 +  (2y/}.f V2
о

Н а рис. 96 показан график изменения ди сп ер си и  ст 
в зависимости от отноше
ния частоты среза к соб
ственной частоте v0 =
=  со0А .  График постро
ен на основании таблич
ного вычисления интег
рала ( 1 5 .3 4 ) .  Из это
го графика следует, что в 
отличие от дисперсии 
силы 5 0соо, которая стре
мится к бесконечности 
при а  дисперсия перемещ ений стрем и тся  к к он еч
ной величине

(1 5 .3 5 )(о* \ _  J L  =  
p ' y j v * " -  4 C*Y — 2bcl

где b — коэффициент сопротивления в уравнении ( 1 5 . 3 1 ) ,  
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М акси м ал ьн ая дисперсия перемещений, а следова
тел ьн о  и среднеквадратическое отклонение от значения 
обобщенной координаты по ( 1 5 .3 3 ) ,  о к азы вается  тем 
м е н ь ш е , чем больше ж е ст к о ст ь  пружины с и коэффици
е н т  сопротивления Ь.

О пределение вероятностны х характеристик обобщен
ной скорости. Ч а с т о т н а я  передаточная функция для 
обобщ енной скорости ^ „ ( г ш )  есть отношепие производ
ной по времени комплексной амплитуды гармонических 
к ол ебан и й  к комплексной амплитуде гармонической вы 
н у ж д а ю щ е й  силы. В  рассматриваем ом  примере модуль 
ч астотн ой  передаточной функции для обобщенной ск о
рости м ож ет  быть определен к ак  отношение амплитуды 
обобщенной скорости у к амплитуде обобщенной силы  Н. 
П о с л е  дифференцирования по времени вы р аж ен и я 
( 1 5 .3 3 )  получаем, что амплитуда обобщенной скорости

Пт
т Y  U 2 — со2)2 +  4у2ша

Следовательно, м од у л ь  частотной передаточной функ
ции д л я  обобщенной скорости

I^ „ (ico ) | ■= co lP F (fa) I.

С пектральн ая  плотность дисперсии обобщенной ско
рости

S , ( cd) =  ¡W v(i(D)\‘S r  ( с о )  или 5 „ (а» )=  ш25 у( и ) .

Д и сп ерси я обобщенной скорости

°>о

=* 1 Sv (m) d(s>>
О

П о сл е  вычисления этого интеграла можно установить, 
что  при соо -*■ °° дисперсия обобщенной скорости остается  
ограниченной и стрем и тся  к величине

С15.3В)

М ак си м ал ьн ая  дисперсия обобщенной скорости в от
л и ч и е  от максимальной дисперсии перемещений зависит 
от  м а с с ы  объекта т.

Определение вероятностны х характеристик силы во з
д е й ст в и я  на основание. Согласно (1 5 .3 )  сила, передавав-



м ая  на основание, или, что то ж е , п р и веденн ая р еак ц и я 
виброизолятора имеет вид

$  “  — су  — Ъу.

В  рассматриваемом примере модуль ч астотн ой  пере
даточной функции для силы (7 м ож ет  б ы ть  определен 
как  отношение амплитуды силы $  к ам пл и туде обоб
щенной силы Н.  Это отношение совпадает  с коэффици
ентом передачи сил при силовом во збу ж д ен и и . Согласно
(1 5 .1 0 )  имеем

I ттг / • \ I т Г  Я4 +  4у2со2 
I И"« М  I -  У  _  щ2)2 +  472ш2 •

Следовательно, спектрал ьн ая плотность дисперсии 
силы $  в диапазоне 0 <  о  ^  Шо

ИЛИ =  С2£ у +

Отсюда дисперсия силы  (?, передаваем ой  на ос 
нование,

Ои0 =  с2о1у +  Ь-а^у.

При со0 -*• 00 после подстановок (1 5 .3 5 )  и ( 1 5 .3 6 )  
имеем

<1 5 ’з7>

И з (1 5 .3 7 )  видно, что дисперсия силы  <%, п е р е д а в а е 
мой на основание, зависит от коэффициента д ем п ф и р ов а
ния у. При ] - * - 0  и при у -*■ °° дисперсия си л ы  @ в о з 
растает неограниченно. Минимальное зн ачен и е д и с п е р 
си я  силы ф имеет при у =  Я/2. В  этом случае

( а 2 ,,) ■= л 5 0Я. (1 5 ,3 8 )
\ / (00-*оо

Следовательно, при случайном во збу ж д ен и и  т и п а  бе
лого шума (это возбуж ден и е иногда н а зы в а ю т  ш и р о к о 
полосным) для ум еньш ения дисперсии си лы , п е р е д а в а е 
мой на основание, надо вы полнить соотнош ение ч =  Я/2 
или 6 =  Я т .  Кроме того, согласно (1 5 .3 8 )  д и сп ер си я  
ум еньш ается с ум еньш ением  собственной ч а с т о т ы  Я.



О тсю да следует, что эффективность виброизоляцип повы 
ш а е т с я  с ум еньш ением собственной частоты (ум ен ьш е
нием коэффициента ж естко сти  с)  и с увеличением коэф
ф ициента демпфирования до значения  ̂ =  л/2.

§ 5 7 .  У п р авл я е м ы е  системы  виброизоляцип

Э лектро ги д р авл и ческ ая  виброзащ птная система. У п 
равляемыми  или активными, системами н азы ваю т те сис
тем ы  виброизоляцип, в которых эффективность защ и ты  
от кол ебани и  дости гается  компенсацией вы н у ж д аю щ и х 
си л (у правл ен и е по возм ущ ен и ю ) или перемещений (уп
р авление по отклонению) .  На рис. 97, а показана схем а

Рис. 97

электрогидравлпческой виброзащитнон системы, предна- 
значен н ой  для уменьш ения перемещений у объекта с об
щ ей  м ассой  m  относительно неподвижного основания. 
И сточн и ком  во збуж д ен и я колебаний явл яется  перемен
н а я  си ла F ( t ) .  М е ж д у  объектом и основанием помещен 
одноосны й виброизолятор с приведенным коэффициентом 
ж е с т к о с т и  с и приведенным коэффициентом сопротивле
ния Ь. У п р авл яю щ ее  воздействие F ,  создается силовым 
гидроцилиндром 1, поршень которого действует на объ 
е к т  через упругую  прокладку 2  с  коэффициентом ж е с т 
кости  су. Д в и ж ен и е  поршня силового гидроцилиндра уп-



р авляется  по си гн алу от датчика 3  о тн оси тел ь н ы х  пере
мещений объ екта и поршня. Этот си гн а л  п од ается  в 
усилитель 4 с электрическим питанием 5.  У си л и т е л ь  вы 
рабаты вает сигнал, управляющий д ви ж е н и е м  золотника
6,  который регулирует подачу ж и дкости  от н асоса  7  в 
силовой гидроцилиндр. В  среднем п ол о ж ен и и  золотника 
перекрыты оба трубопровода, ведущие в си ловой гидро- 
цилиндр. При движении золотника вв ер х  ж и д к о с т ь  под 
давлением поступает в верхнюю полость си лового  гидро
цилиндра и его порш ень идет вниз. Соответственн о, при 
движении золотника вниз —  поршень идет ввер х . П ере
мещение поршня z вы зы в а ет  изменение си л ы  упругости 
F ,  =  су(у —  z ) ,  действую щ ей на объект  со стороны  уп
ругой прокладки. При надлежащ ем вы боре параметров 
виброзащитной си стем ы  сила F y проти водей ствует  вы 
н уждаю щ ей силе F ( t )  и уменьш ает п ер ем ещ ен и я у. Эту 
силу назы ваю т управляющим воздействием.

Неголономная с в я з ь  в электрогидравлической вибро
защитной системе. З а  обобщенные коор ди н аты  системы 
примем перемещ ения у и z, отсчи ты ваем ы е от п ол ож е
ния статического равновесия. Переменны е у и z с в я за 
ны уравнением обратной связи, в ы р а ж а ю щ и м  зави си 
мость скорости порш ня z от перемещ ения у.  Эта зави си 
мость определяется изменением расхода ж и д к о ст и  Qp, 
поступающей в силовой цилиндр через окн а золотника:

=  (1 5 .3 9 )

где 5 Ц — эффективная площадь поршня.
Допустим, что профиль окон золотн и ка таков, что 

расход жидкости, поступающ ей в силовой цилиндр, пря
мо пропорционален отклонению золотн и ка от среднего 
положения z,:

QB “  k,z„ (1 5 .4 0 )

где к3 — коэффициент пропорциональности, зави сящ и й  
от параметров золотника.

Кроме того, примем, что электр ическая  ч а ст ь  системы  
обеспечивает прям ую  пропорциональность перемещ ений 
золотника и относительны х перемещ ений ф =  у — z, ре
гистрируемых датчиком 3:

z3 =  K ( y  — г ) ,  ( 1 5 .4 1 )

где к? — коэффициент пропорциональности, зави сящ и й  
от параметров настройки электрической части . Т о гд а  из



соотнош ений ( 1 5 .3 9 ) ,  (1 5 .4 0 )  и (1 5 .4 1 )  имеем

z =  k ( y - z ) ,  ( 1 5 .4 2 )

где к =  k3kv/ S a.
У р авн ен и е  дифференциальной связи  (1 5 .4 2 )  не ин

т егр и р у ется , т. е. не может бы ть сведено к уравнению 
геом етри ч еской  свя зи  м еж ду y a z .  Следовательно, урав
нение ( 1 5 .4 2 )  вы р аж а е т  неголономную свя зь .

У р а вн ен и е  дви ж ени я электрогндравлической вибро- 
защ и тной  си стем ы . Д л я  механической системы с неголо- 
номны ми св я зя м и  число степеней свободы равно разно
сти м е ж д у  числом обобщенных координат и числом урав
нений неголоном ны х связей. В  рассматриваемой системе 
две обобщ ен ны е координаты ( y a z )  и одно уравнение 
неголономной свя зи  (1 5 .4 2 ) .  Следовательно, число степ е
ней свобод ы  равно единице. Число уравнений дви ж ени я 
неголономной системы принимается равным числу сте
пеней свободы , т. е. для электрогндравлической системы 
д ол ж н о б ы ть  одно уравнение д ви ж ен и я , которое мож но 
со ст а в и т ь  или относительно обобщенной координаты у, 
или отн осительно обобщенной координаты г.

Д л я  составлен и я уравнений д ви ж ен и я  неголономной 
си стем ы , к а к  у ж е  ук азы вал о сь  в § 9, нельзя использо
ват ь  обы чн ы е уравнения Л а гр а н ж а  второго рода, а сл е 
дует п р и м ен я ть  их обобщение, и звестное под названием 
у равн ен и й  Л а г р а н ж а  с неопределенными м ножителями, 
или ж е  п о л ьзо в ат ься  уравнениями кинетостатики. В  рас
см атр и ваем ой  системе уравнения кинетостатики для 
м а сс ы  тп и д л я  поршня силового гидроцилиндра име
ют вид

* 4 0  — СУ ~ сЛ у — z) —  by —  Щ  =  0 ,  (1 5 .4 3 )  

cI ( y - z ) - F a - m ¡z =  0 ,  (1 5 .4 4 )

где т ,  —  м а с са  поршня и ж естко  с вя за н н ы х  с ним час
тей, F a —  сила давления жидкости на поршень.

С и стем а уравнений ( 1 5 .4 2 ) ,  ( 1 5 .4 3 )  и (1 5 .4 4 )  с в я з ы 
вает  три переменные величины: у, z и /*„. Заметим, что 
сила д а вл е н и я  на поршень F a я в л я е т ся  переменной д а
ж е  при постоянном давлении ж и дкости  на выходе из на
соса ,  т а к  к а к  уравнение неголономной связи  (1 5 .4 2 )  вы 
п ол н яется  только при соответствую щ ем изменении пере
пада д а вл е н и я  м е ж д у  золотником и силовым гидроци
линдром. Н а  этом основании силу можно назвать  
т а к ж е  р еакци ей  неголономной свя зи ,



Д ля составления уравнения д ви ж е н и я  относительно 
координаты у удобно применить п од ст ан о в к у  cp у z. 
Тогда система уравнений ( 1 5 .4 2 ) ,  (1 5 .4 3 )  и ( 1 5 . 4 4 )  при
нимает вид

у — ф =  кц>, ( 1 5 .4 5 )  

F ( t )  — су — су.ф — Ьу — ту =  0,  ( 1 5 .4 6 )  

суф —  —  туку  =  0. ( 1 5 .4 7 )

Из уравнения (1 5 .4 6 )  имеем

Суф =  F { t ) — с у — Ъу — ту.  ( 1 5 .4 8 )

После дифференцирования по времени обеих частей 
этого уравпения получаем

Суф =  F { t )  — су — Ьу — т у.  (1 5 .4 9 )

П одставляя ф и ф из (1 5 .4 8 )  и (1 5 .4 9 )  в уравнение
( 1 5 .4 5 ) ,  получаем уравнение дви ж ени я с и ст ем ы  относи
тельно координаты у в виде линейного диф ф еренциаль
ного уравнения третьего порядка

ту +  (Ь +  к т )у  +  (с +  с, +  кЬ)у +  ску =  k F ( t ) +  F ( t ) ,
(15.50) '

После определения переменной у из у р ав н ен и я  дви
жени я (1 5 .5 0 )  находим переменную ф из уравнения
(1 5 .4 5 )  и силу давления на поршень F a пз ( 1 5 . 4 7 ) .

Для решения уравнения (1 5 .5 0 )  по оператор ном у ме
тоду выполняем преобразования Л а п л а с а  при н у л евы х 
начальных у сл ови я х , обозначая и зо бр аж ен и е  перемепнон 
у через Y  и переменной F  {t) через X:

[ms3 + { b  +  k m )s 2 +  (c +  c, +  bk )s  +  c k ] Y  =  (k +  s ) X

ИЛИ Y  =  WX,

где динамическая передаточная функция

W __________________ ^ -------------------------- (15.51)
ms3 +  ф -J-Ahi) sl +  (с +  су +  Ьк) * +  ск

Пусть, например, сила F ( í )  и зм е н я е т ся  по закону 
F  =  11 sin coi. Тогд а  по табл. 1 (п. 3  с зам ен ой  К на со)



п о л у ч а е м  и зображ ение силы F { t ) :

v  ш
2 j 2 '

S - j -  Ф

И зоб р а ж ен и е  функции у н ахо д и л  умножением X  на 
п ередато ч н у ю  функцию W:

Y  =  _____________  со (Аг +  »)_________ _
(s2 - f  со2) [mi3 - f  (b-j-km) s2 - f  (с - f  cy - f  bk) s - f  d t] '

Д л я  оты ск ан и я  оригинала у по его изображению Y  
м о ж н о  и сп о л ьзо в а ть  подробные таблицы оригиналов и 
и зо б р аж ен и й , аналогичные табл. 1 * ) .  Однако для оцен
ки эф ф ективности управляемой виброзащитной систем ы  
нет надобности иметь решение уравнения движения для 
к а ж д о го  во зм о ж н ого закона и зм енения силы F ( t ) .  Пред- 
п очти тел ьн ее  оценивать эффективность управляемой виб- 
р о защ и тн ои  системы  по критерию, пригодному для любо
го за к о н а  и зм ен ен и я силы  F ( t ) .

Коэф ф ициент эффективности управляемой виброза- 
щ и тнои си стем ы . Д л я  линейной системы , т. е. системы, 
д в и ж е н и е  которой описы вается системой линейных диф
ф ерен ц и ал ьн ы х ^уравнений, коэффициентом эффективно
сти управляемой виброзащитной системы назы вается мо- 

отн ош ени я комплексной амплитуды  перемещения 
у (¿со) в  си стем е без управляю щ его воздействия к комп
л ексн ой  амплитуде перемещ ения у ( ш )  в той ж е системе 
при у п р а в л я ю щ е м  воздействии

*эф  — / ( íW }|  ____г,  ГГ0 (feo)
У { Щ или К яЛ, = ( 1 5 . 5 2 )W (гш)

где W { i ® ) —  частотная передаточная функция системы 
с у п р а в л я ю щ и м  воздействием, IVo(tco)— частотная пере- 
д ат о ч н ая  ф ункция той ж е си стем ы  без управляю щ его 
в о зд е й ств и я .

К а к  у к а зы в а л о с ь  р а н е е * * ) ,  частотная передаточная 
ф ун кц и я п олучается  из динамической передаточной 
функции заменой комплексной величины s на /со. Д л я  
р ассм а тр и ваем о й  системы

W  (ico) ------------- --------------------- *  +  ш _________________ __
m (Ш) +  (Ь f/cm) (íü))a +  (с +  су +  Ь к)(Щ  +  ск

) Д и т к и н  В.  А.,  П р у д н и к о в  А. П. Справочник по 
операционному исчислению.— М.: Высшая школа 1965 

** )  См. с. 119, ’



ПЛИ

117 / • \ к  “Ь  ^(|11V (ко) =  ---------------------- 5--------- 7— ;------- — ---------- Г Г *
ск — (Ь-\-кт) ю“ +  го) ( с  +  су +  Ьк — ты )

После у м н ож ен и я числителя и зн а м е н а т ел я  на комп
лексное число, сопряженное зн а м е н а т ел ю , получаем

ч ( * +  £<о) (Д , — /соЛя)
ТУ (г со) --------------;--------------------«

'  '  д 2 +  ю'Д?

где А ¡ — ск — {Ь +  к т )ы г, А2 =  с +  су +  — т а 1.
О тделяя мнимую часть от д ействи тельной , получаем

Н7( 1 и ) =  и  +  IV,
где

_  +  и Ч  у  =  и (А1 ~ М 2)
Д |  +  (о2Д 2 ’ Д *  +  ш2 Д 2 ’

Отсюда

_ | / Л ( / с Д 1 +  со2Д а ) а +  со2 ( Д 2 —  А Д 2 ) г 

Д 2 +  ш2д ®
| Г ( < « ) | - У ( / ‘ +  г - - -------------------- ш г « » „

Уравнение движения системы  без управляю щ его во з 
действия (& =  0 )  относительно пер ем ещ ен и я у0 получа
ется из уравнения (1 5 .4 3 )  при су =  0  и г =  0 :

т1/ +  Ьу° +  су0 =  Р  У ) .

Д и н ам и ческая  передаточная ф ун кци я этой системы  
равна

1
\Г°

Соответственно частотная п ередаточная функция и ме
ет вид

И’0 (т )  -- ----------- — *------------  или Ц 7° (ш )  =  11° +
— тш +  +  с

„ ТТ0 с — та? тг0  — Ьм
ГД (с — тш2)г +  Ьгшг ’ (с — тш2) +  Ь2ш2 

Отсюда

1ТГ7П /}.,М У  И"* ' Т7'‘2 1



Коэфф ициент эффективности виброзащ пты  по (15 .52)’ 
равен

к  | ТГ° (¿со) 1 _
Лэф |Ж(«в)| =“

^ ( М  +  < о Щ ) л / 7---------(15.53)У  ( А Д ^ с о  Д ^ ) 2 +  ш “ ( Д 1 —  АгА2) 2

где А, =  ск — (Ь +  !ст )со2, Д2 =  с +  су +  Ък —  т а 2.
П арам етры  виброзащ итной си стем ы  (Ь, с, су, Л) 

дол ж н ы  бы ть вы бр ан ы  так, чтобы вы полн ялось  условие

К ,  Ф> 1  (1 5 .54 )

па выбранпом д и апазоне частоты а .
У сто й ч и во сть  движений управляемой виброзащитной 

системы . К р о м е  усл ови я эффективности виброзащитной 
системы  ( 1 5 . 5 4 ) ,  ее параметры д ол ж н ы  т а к ж е  удовлетво
рять условию  устойчивости движений. С этой целью со
ставл яем  х арактери стическое  уравнение системы . В  со
ответствии с у р авнен и ем  движения (1 5 .5 0 )  имеем

а„г3 +  а ^ г +  агг +  а3 =  0,

где а„ — т, а, — Ь +  кт, аг — с +  су +  Ък, а3 — ск.
Согласно критерию  Гурвица для того, чтобы система 

была устойчивой, д о л ж н ы  удовлетворяться условия: а 0 >  
> 0 ,  от! >  0, аг >  0 ,  аа >  0, а,а2 >  ааа3. П ервы е четыре не
равен ства  у д овлетво р яю тся , так как  все  коэффициенты 
х а р актер и сти ческ ого  уравнения полож ительн ы . Пятое не
равенство дает  у сл ови е

{Ь +  кт) (с +  с, + Ь к ) >  тск.  (15 .5 5 )

Д л я  с и с т ем ы  без демпфирования ( Ь =  0 )  это условие 
получает вид с +  с,  >  с, т. е. для устойчивости движения 
необходимо и м ет ь  упругую прокладку с коэффициентом 
ж естко сти  Су.

С тру кту рн ая с х е м а  управляемой виброзащитной си
стем ы . Сравн ен и е управляемы х виброзащ нтных систем 
по критерию эффективности удобно вы пол н ять  по струк
турным сх ем а м , составляем ы м  в предположении, что си
стема о п и сы в а е т ся  линейными уравнен и ям и  движения и, 
следовательно, соотношение м е ж д у  вы ходом у и входом 
х  для всей си ст е м ы  в целом и для к а ж д о й  ее части опре
д еляется  ди н ам и ческ ой  передаточной функцией IV =  У/Х,



где У и X  — изображ ени я по Л а п л а су  ф ункций у и х. 
На структурной сх ем е  к аж д ое  преобразование величин 
х  в у и зображ ается  прямоугольником с обо зн ачен и ем  со
ответствую щ ей динамической передаточной функцин. 
Суммирование входов (или вы ходов) о б о зн а ч а е т ся  з н а 

ком — ( ^ ) — .  Е сл и  какая-ли бо величипа вход и т со зн аком  

минус, то прилегаю щ ая к ней часть обозн ач ен ия з а л и в а 

ется  черным Ответвлепие какой-либо величины

Структурная схем а  элоктрогидравлической виброза- 
щитной системы (рис. 97, б) относится к простей ш и м  
схемам автоматического управления с одной обратной 
свя зью . В  этой схем е  входн ая величина х  су м м и р у е тс я  
(или вы чи тается) с  управляю щ им  во зд е й ств и ем  х у и 
преобразуется в вы ходн ую  величину п оср ед ство м  тон 
части системы, которая хар актер и зуется  д и н ам и ческ ой  
передаточной функцией

где У, X, Ху — и зображ ени я по Л а п л а су  вели чи н  у, х, 
х ,. Величина у затем  преобразуется в вел и ч и н у  у п р а в 
ляю щ его воздействия х у посредством той ч а ст и  с и стем ы , 
которая характери зуется  динамической передаточной  
функцией

Это преобразование н азы ваю т обратной св я зью , так  
как управляю щ ее воздействие з а ви ся щ е е  от вы ходн ой  
величины у, во зв р ащ ается  на вход си стем ы  и су м м и р у 
ется  (или вы чи тается) с величиной х.  О б р а т н а я  с в я з ь  
н азы вается  положительной, если х  и х у су м м и р у ю т ся ,  
и отрицательной, если х  и вы чи таю тся .

Динамическая передаточная функция в с е й  с и ст ем ы

обозначается знаком

(15 .5 7 )

(15 .5 8 )

получается после подстановки в (1 5 .5 8 )  и зо б р а ж е н и я  У



и з . (1 5 .5 7 )  и и зображ ени я X из (1 5 .5 0 )

й ' _ ______, 15 59)
( Г  +  , ? , и ' „ ) 1 1 ' п  - ц » л ‘ '  '

Знак^ м и н ус отпосится к  си стем ам с положительной 
обратной свя зью , знак  плю с —  с отрицательной.

П рои звед ени е ] ¥ 01¥а м о ж е т  бы ть представлено в виде 
ди н ам и ческ ой  передаточной функции

\у _  ТЛ7 ТЛ7 —  ХУ 
р УУо'У а — Х ± Х у'

к о т о р а я  м о ж е т  быть получена из системы, которая ра
з о м к н у т а  в месте, указан н ом  на рис. 97, 6 волнистыми 
л и н и я м и , причем вы ходом явл я е тся  управляю щ ее воздей
ст ви е  х у, а входом — сум м а (или разность) х  — ху. На этом 
о сн ован и и  функцию 1УР в  теории автоматического у п р ав
л е н и я  н а зы в а ю т  передаточпой функцией разомкнутой си
с т е м ы , а функцию ] ¥  —  передаточной функцией за м к н у 
той си ст ем ы .

Д л я  рассматриваем ой электрогидравлической виброза- 
щ и тн ой  си стем ы  имеем:

*  =  ■ ^ (0 .  *у =  С у ( г / - 2 ) ^ с уф.

П р и м е н я я  преобразование Л а п л а с а  к уравнению
( 1 5 . 4 6 ) ,  получаем

{та1 +  Ьз +  с ) У  =  X  — Х у,
О тсю д а

^  =  =  +  (15 .60)

П р и м е н я я  преобразование Л а п л а са  к уравнению ( 1 5 .4 5 ) ,  
и м еем

О тсюда

« У  ■= к +  5 —  или =  —  (к +  в),
У У СУ '  '

Д и н а м и ч ес к а я  передаточная функция по (1 5 .5 9 )  имеет
ви д

IV - = _____________________ !_____________________

(8 4 - к) (ям2 -(- Ьа с)



или

IV
> 4-  к

(* 4" к) (™ 2 4 - + с) +  V

После раскры тия скобок получаем в ы р а ж е н и е ,  совп а

дающее с ( 1 5 .5 1 ) .  „/-О _  \цт
Д л я систем ы  без управляю щ его во зд е й ств и я  

и, следовательно, коэффициент эф ф ективности ви броза
щиты с учетом (1 5 .5 2 )  имеет вид

После подстановки вы раж ен и й  для \¥и (¿со) по (15.60) ;  
и 1У0 (гсо) по (1 5 .6 1 )  с заменой в на Iсо п о л у ч а е м

или

Яаф —

ЯГф =

1 +
суШ

(Ш 4- к) (— пгсо2 4" "Ь с)

(?оз 4- к) (— таг +  ЬШ 4 - с)
(¿со 4- к) (— ты2 4- Ы® 4- с) 4- суШ

После отделения действительной ч асти  от мнпмои и 
определения модуля полученной к ом плексн ой  вели чи ны  
приходим опять к вы раж ен и ю  ( 1 5 .5 3 ) .

Г л а в а  XVI. ДИНАМИЧЕСКОЕ ГАШ ЕНИЕ КОЛЕБАНИЙ

§ 58. П руж инны й динамический гаси тел ь

Пружинный динамический гаси тель б е з  тр е н и я .  П ро
стейший виброгаситель, предназначенны й д л я  га ш ен и я  
колебаний массы  т, в ы з ы в а е м ы х  гарм они ческой  сплои 
Р  =  1<’ 0 8 Ш ( о £ ,  с о с т о и т  и з  дополнительной м а с с ы  т Г, соед и 
ненной с основной массой т  посредством У п р у г о г о  эл е
мента с коэффициентом ж е ст к о сти  с г (рис. 9 8 ,  а ) .  К о эф 
фициент ж естко сти  упругого элем ента, р а сп о л ож ен н ого  
м еж д у  основанием и массой т, равен с. П е р е м е щ е н и е  у 
м ассы  т  отсчи ты вается  от полож ен и я ст а т и ч е ск о го  рав
новесия хх]  перемещ ение м а ссы  т г в  о т н оси тельн о м  дви 
жении, равное у с ~  У, где ^ - а б с о л ю т н о е  ее  п е р е м е щ е 
ние, отсчи ты вается от п ол о ж ен и я ста ти ч еск о го  р а в н о в е -



У р а в н е н и я  дви ж ен и я указан н ой  двухмассовой дина
мическом модели имеют вид

тУ =  Fo sin a>t — су +  сг \уТ — y ) t 
ТПгУ'=*-Сг(ус - у ) .  (16 .1  у

У ст а н о в и в ш и е ся  вы н у ж д ен н ы е колебания с частотой

•ZV

сс- -х

< Лт - у

:  * * х г

JT7 US///A.
177777?.1

X \у

У///Л
л

V777Í

Рис. 98

в ы н у ж д а ю щ е й  силы опи сы ваю тся  решением 

у =  .¡4 sin coi, yr =  A r sin cú¿.

П о д ст а в л я я  это решение в систему (1 6 .1 ) ,  получаем 
два у р авн ен и я  с дву м я н еизвестны ми амплитудами А

(с +  cr — meo2) Л сгА г ~

—crA + ( c r -  m f co2)/lr =  0. (1 6 .2 )
О тсю да

А  =  Т ° (£?г “  m ^ 2), А е =  сГ1 (16 .3)

ГЛ6 £  ~  определитель, составленный из коэффициентов 
при Л  и л г в системе уравнений ( 1 6 .2 ) :

А =  (с +  —  шаг) (сс —  m f to2) — cf.

При Д =  0  ам пли туды  А и А г стрем ятся  к бесконеч
ности (р е з о н а н с) ,  что соответству ет  совпадению частоты 
в ы н у ж д а ю щ е й  силы со с одной из собственных частот 
си с т е м ы , которы е находятся из частотного уравнения

(с +  cr — m иг) (сг —  щ 1 аг) — с] =  0, (16 .4)



Если Д ^ О ,  то из соотношений (1 6 .3 )  м о ж н о  найти 
такую частоту ш, при которой А =  0 . Т а к о е  состояние 
системы назы ваю т антирезонансом, а со о т ве тст ву ю щ у ю  
частоту со* антирезонансной. В  нашем случае

т. е. антирезонансная частота равна собственной частоте 
дополнительного осциллятора, состоящего из груза  с м а с
сой пгг и упругого элем ента с коэффициентом ж е с т к о 
сти сг.

Я вление антирезонанса м ожет быть и сп о л ьзо в ан о  для 
виброгашения. Д л я  этого достаточно подобрать м а с с у  тт 
и коэффициент ж е ст к о сти  сг так, чтобы при заданной 
величине со удовлетворялось равенство

(16.5)

Д л я  гашения крутильн ы х колебаний в д ву х м а ссо в о й  
системе с приведенными моментами инерции Л ,  J z и при
веденным коэффициентом ж есткости  с аналоги чн о у с т а 
навливается дополнительный груз с м оментом инерции 
/г на валу с коэффициентом ж естко сти , р авн ы м  сг 
(рис. 98, б).  В еличины  /г и сг подбираются по условию

Виброгашение по указан н ом у принципу эффективно 
только для одной фиксированной частоты в р а щ е н и я .  У ж е  
сравнительно небольшое отступ
ление от частоты, определяемой А 
соотношением ( 1 6 .5 ) ,  м ож ет  
привести не к уменьш ению, а 
к увеличению амплитуды коле
баний. Кроме того, без виброга
сителя одна резонансная часто
та, равная а * — V  Сг/тГ, а с 0 
виброгасителем будет две резо- Рис. 99
нансные частоты, получаем ы е
из решения частотпого уравнения ( 1 6 .4 ) ,  т. е. у вел и ч и 
вается  вероятность возникновения резонансного р е ж и 
ма (рис. 9 9 ) .

20 н. И. Лввнтсиий



П р у ж и н н ы й  динамический гаси тел ь  с трением. Обо
з н а ч и м  ч ерез  Ьт коэффициент сопротивления, у чи ты ваю 
щ ий потери энергии при перемещ ении дополнительной 
м а с с ы  т г относительно основной м ассы  т. Тогда ур авн е
н и я  д в и ж е н и я  имеют вид

ту — F ( t ) — су — сТ(у -  уг) - b r ( y -  у г) , 

m ryr =  cT{ y - y t) + b t { y - y T) .

Д л я  реш ения этой си стем ы  выполняем преобразова
ни я Л а п л а с а .  Обозначая через У, Уг, X  изображения 
ф ун кц и й  у, уг, F ( t ) ,  получаем при нулевых начальны х 
у с л о в и я х :

ms*Y =  X  — c Y — cr ( Y  — У г) — brs ( Y — Уг) ,  

m rs2Y r — cr ( Y  — Y r) + b cs ( Y  — YT)
или

(m s2 +  brs +  с +  сг) У — ( 6 rs +  cr) Уг =  X,
(bTs +  cr) Y  — (m rs2 +  brs +  cr) Y r =  0 . J

О тсю д а  /

Y ___________________________________ m r .92 +  bvs - f  cT____________________ x

(то/ +  bcs +  с +  cr )  (m re2 +  brs +  cr )  — (6rs +  cr )2 1

у  ___________________ brS +  Сг_________________ X .
Г (m s2 +  6rs +  с +  сг )  (m rs2 +  brs +  cr ) — (6rs +  cr )2

Следовательн о, динамические передаточные функции 
и м ею т  ви д :

] у  =  _ L  =  т г *2 +  bt's +  Сг
х  ( ms2 +  brs +  с +  ег )  (m rs2 +  6rs +  сг)  — (6f s +  сг)2 *

F r 6 rs +  сг
х  ( т о « 2 +  brs +  с +  cr )  (m rs2 +  bcs +  c r )  — (bfs +  c f ) 2 '

П ри  гармоническом возбуждении силой F  (t)  =  F„ s in  © í 
к о м п л е к с н ы е  амплитуды колебаний Л(г'ш) и 4 Г(г'со) м о ж 
но опр еделить через частотные передаточные функции,

( fco)  тт /  > - М * “ )
И7 (ш )  =  -П Г 1 ! W L (Ш) =  " Т 1-----*

' о  о



Имея в виду, что частотн ы е передаточные ф у н к ц и и  
получ аю тся  из динамических зам ен ой  5 на га>, п о л у ч а е м

А (т ) =
=  р  ____________________ т г {Ш)г +  у с о  +  сг_____________________________

0 [то  (/ш)2 +  ¿усо  +  с +  сг ]  (¡Чо) 2 +  6 г /со +  сг ]  —  ( 6 г !Ш +  с г ) 2 ’

Л г ( ш )  =

=  F
ЬГ<со 4- кг

0 [ т  (гш)2 +  fcj.io) +  е +  сг ]  [ л г г (ico)2 +  Ьг ш  + с ,  ]  —  (b r íio +  с Г) 2 * 

После раскрытия скобок и м еем :

и / .  Ч ю cr —  mr (02 +  ¡fcr 0) с +  ¡Ь ГС0
А (ко) -  F 0 +  ,д  ̂ , А г (гсо ) -  F 0 — 1- ¡̂ ~ f

где
Д, =  (с  +  cr -  meo2) ( c r — m rco2) — c?,

Д2 =  ¿>rco (с  — meo2 — m,.co2) .

О тделяя действительную ч а с т ь  от мнимой, н а х о д и м  

А (гсо) =  U +  iV, A r ( i ( ú ) =  Ur + i V r,
где

г ,  с  ( е г - « , • “ * )  Ai +  V r “  тг г. V “A i - Ai ( er - ' n r “ >)
U  0 д 2 i л 2 ’ —  о"

Aí +  A2 Al + A!¡
СгА1 +  Ьг“ А2 Т7 р  ЬгшДг - А 1ер 

U  г —  Т ------1 * г —д2 +  д2 ’ ’ Г ‘ ° д* +  д* ’

Отсюда амплитуды А и Л г:

А = У и ‘ + Г ‘ =  Р ,  | / (»г ( 1 6 .7 )

л, -  / у ;+ к ;  -  ? л | / 1± ^ .  (1в.8)

Е сл и  подобрать массу т г и коэффициент ж е с т к о с т и  
сг так, чтобы удовлетворялось усл ови е  (1 6 .5 ) ,  то с г =  
=  7пг(о1 и амплитуда колебаний о б ъ е к та  А по с о о т н о ш е 
нию (1 6 .7 )

ьг“ *



т. е. для фиксированной частоты вы н уж д аю щ ей  силы 
со =  со *  амплитуда А  0  при Ьг 0.

На рис. 100, а п о к а з а н а  амплитудно-частотная хар а к 
теристи ка пруж и н н ого динамического гаси теля с тре
нием. При м ал ы х £>г минимум амплитуды А  достигается

а  5

Рис. 100

вблизи со =  (о* и м о ж е т  быть определен по ( 1 6 .9 ) .  М ак
си м у м ы  амплитуды А  получаю тся при частотах , близких 
к  со =  Я,! и со =  Я,а, опр еделяем ы х из частотного уравне
н и я  (1 6 .4 ) .

Оптимальная н а стр ой к а  пружинного гаси теля  с тре
нием. Для у м ен ьш ен и я амплитуды колебаний А не толь
к о  на фиксированной частоте со*, но и на некотором диа
пазон е частот, вы б и р аю т  параметры гаси теля так, чтобы 
м акси м альны е з н а ч е н и я  амплитуды вблизи частот X* и 
К2 были бы равны  м е ж д у  собой (рис. 100, б ) . Прибли
ж ен н о можно сч и т ать ,  что это условие вы п ол н яется  при 
соотношениях [5, с.  3 3 9 ] :

/ 3|лсгт г
9М i где ц =  m v¡m.  2(1 +  ¡.i)

§ 59. М ая тн и к овы й  динамический гаситель

М аятниковы й га с и т е л ь  крутильных колебаний. Для
расш ирения д и ап азо н а  частот, в котором д остигается га 
ш ение колебаний, применяют маятниковые гасители. 
Расш ирение д и ап азо н а  достигается за счет того, что соб
ствен н ая частота  м а ят н и к а  в поле ц ентробеж н ы х сил 
пропорциональна ск о р о сти  вращения.

На рис. 101 п о к а з а н а  схема маятникового гасителя 
крутильн ы х кол ебан и й  вала, вы зы ваем ы х гармоническим 
возбуж ден и ем  М =  М 0 s in  coi. Д ля гаш ения колебаний к  
диску вала на р асст о я н и и  г от его оси шарнирно при
креплен м аятн и к с м ассой  mr, сосредоточенной на конце 
невесомого с т е р ж н я  длиною I.



Ур авн ен и я движения с о ст а в л я е м  в системе к о о р д и н а т  
Оху, вращ аю щ ейся со средней угловой скоростью н а л а  £2. 
За  обобщенные координаты принимаем угол поворота д и 
ска ф, отсчитываемый от оси Ох, и угол качания м а я т н и 
ка фг, отсчитываемый от н ап р авл ен и я той ж е  оси. П р и

Рпс. 101

составлении уравнений д ви ж е н и я  по к и н ет о ст ат и ч е ск о м у  
методу учитываем силу инерции массы  тт в а б со л ю т н о м  
движении по приближенной формуле F  =  m rsQ2, где s —• 
расстояние от центра м асс  м аятн и ка до оси в р а щ е н и я  
диска. Р аск л ад ы вая  эту си лу на две составляю щ и е F N и 
F T —  вдоль стержня /15 и перпендикулярно к  н ем у , п о 
лучаем :

F n =  m TQ2s cos ч, F T =  m rQ2s sin у.

Из треугольника CM S н аходим :

s eos у =  1 +  г cos "ф, s s in  y =  г s in  l|3,

где if =  фг — ф. При малых колебаниях маятника, с ч и т а я  
cos ф «  1, sin г]; «  г|), имеем:

F n »  mTQ2 (I +  г ) , F T — mrQ2n|j.

Уравнение ки нетостатического равновесия диска и м е е т  
вид

/ф — F Nr sin г|) =  М0 s in  coi — сф,

где J  — момент инерции ди ска, с — коэффициент к р у т и л ь 
ной ж естко сти  участка вал а  м е ж д у  двигателем и д и с к о м .



П одставляя приближенное значение F N и условие 
s in  г);«  г)), получаем п ервое  дифференциальное уравнение 
д ви ж е н и я  системы

Уф +  сф — тгО,гг (1 +  г) (фГ — ф) =  Mf, sin cof.

При составлении второго дифференциального уравне
н и я  пренебрегаем м а л ы м и  кориолисовыми силами; силу 
инерции в переносном движении учитываем по прибли

ж ен н о й  формуле F „ер ** тпггф, а момент составляю щ ей  
F T относительно точки подвеса маятника принимаем рав
н ы м  ягг£22г(фг — ф)/:

тТР фг +  m tQ2rl (фг — ф) +  mrq>rl =  0.

У стан ови вш и еся  вы н у ж д ен н ы е колебания с частотой 
вы н у ж д аю щ е й  силы оп и сы ваю тся  решением

ф  =  Л Sin COÍ, ф г  =  А с sin Cl>Í.

П одставляя это реш ение в систему уравнений д ви ж е
н и я, получаем д ва  уравнения с двум я неизвестны ми 
А  и Л г:

[с — /со2 +  m rQ2r ( l  +  г )]  А — m rQ2r(Z +  г) Л,. =  Л/0,
—mtrl (Q 2 +  со2) А +  mtl (rQ 2 -  /со2) Л г =  0.

Отсюда
М М

А  =  m j  (rQ,2 —  /со2) ,  Ас — m vr l  (Í22 +  со2) ,

где А — определитель, составленный из коэффициентов 
при А  и А г в си стеме уравнений движения.

Е сл и  А Ф 0, то из вы р а ж е н и я для амплитуды А можно 
н айти антирезонансную  частоту со*, при которой А — 0 :

со* =  й  Y Т-  <Ш 0 >

Следовательно, в маятниковом гасителе в отличие от 
пруж инного ди нам ического гасителя аптирезопансная ча
стота  пропорциональна угловой скорости вращ ения вала.

Обозначая через п  отношение частоты вы н уж д аю щ ей  
си л ы  со к  средней у гл овой  скорости вала Q, получаем из
(1 6 .1 0 )  условие для вы бора параметров гаси теля

■ у - » * .  (16.11)

т .  е, гашение колебаний, вы зы ваем ы х  ге-й гармоникой



вы н у ж д аю щ его  момента, об есп еч и вается  единой н аст р о й 
кой гаси тел я при любой скорости вр ащ ени я вала.

Биф илярны й подвес м аятн и ка . При гашении к р у т и л ь 
ны х колебаний для компенсации изгибающ его д е й ст в и я  
составляю щ ей  силы у ст а н а в л и в а ю т  два м ая т н и к а  в  
диаметрально противоположных точ к ах  диска (рис. 10 2 ,  а ) .

Рис. 102

С оздаваем ы й  ими эффект га ш е п и я  колебаний имеет с у м 
марное действие. Однако эта с х е м а  конструктивно у д о б н а ,  
как  правило, лишь при п =  1. С увеличением п д л и н а  
м аятника I существенно у м е н ь ш а е т с я .  При малом I п р и 
м еняется  бифилярный подвес (рис. 102, б ) ,  при к о т о р о м  
в к ачестве  маятника и сп о л ьзу ет ся  противовес 1,  у к р е п 
ленный с помощью роликов 2  на щ ек е  3  коленчатого в а 
ла. Д и ам етр <1 роликов м ен ьш е, чем диаметр И  с в е р л е 
ний в щ еке.

У к азан н о е  крепление обе сп е ч и вае т  п о ст у п ат е л ь н о е  
движение противовеса, при котором все  его точки д в и 
ж у т с я  по дугам окружностей р а в н ы х  радиусов 1 =  0  — а. 
Р адиус крепления м аятн и ка-п роти во веса  в этом с л у ч а е  
т =  к — I, где к — расстояние от оси  вал а  до центра м а с с  
противовеса, и условие (1 6 .1 1 )  д л я  выбора п а р а м е т р о в  
гасителя принимает вид

М ассу  гасителя тг вы б и р аю т из условия, чтобы  п р и  
допустимы х амплитудах к а ч а н и я  созд аваем ы й  им м о м е н т  
равнялся  п -\1 гармонике в ы н у ж д а ю щ е г о  момента,



§ 60. Поглотители колебаний

П оглотитель колебаний с вязким трением. В  погло
ти тел ях  колебаний уменьш ение амплитуд защ ищ аемого 
объ ек та  дости гается  только за счет демпфирования (рас
сеян и я энергии) при движении гасителя с  массой тг 
относительно о б ъ е к т а  с массой т  (рис. 1 0 3 ) .  В  отличие 
от пружинного га си т ел я  с трением, оптимальная настрой
к а  которого при дан ном  тг определяется двум я н езави 
сим ы ми парам етрам и  (с г, Ьг) ,  поглотитель колебаний 
дает  меньший эф фект виброгашения, так  к а к  его настрой
к а  возм ож н а за  счет  выбора

Рис. 103 рис. 104

довольно широко и з-за  конструктивной простоты и от
су т ст ви я  в них уп р у го го  элемента, склонного к усталост
ны м поломкам.

У равнения д в и ж е н и я  поглотителя колебаний с  вязким 
трением получ аю тся  из уравнений (1 6 .6 )  при сг =  0. Со
ответственно ам п л и ту д а  колебаний определяется из (1 6 .7 )  
при с г =  0 :

____________ "4ы2г +  ь2г
(с — тсо2)2 т£ц>2 (с  — та? — т гш2) 2’

Оптимальпая н а ст р о й к а  поглотителя колебаний с в я з 
ким трепием в д и а п а зо н е  частот, вклю чаю щ ем собствен
ную  частоту с и ст ем ы  без  трения К, получается при соот-



Ьг =
Ъп^Х

У 2 ( 2  +  Ж 1 +  И)’
( 1 6 .1 3 )

где ц =  тпс/т.
При гашении крутильных колебании в формулах 

(1 6 .1 2 )  и (1 6 .1 3 )  вм есто масс т и т г д о л ж н ы  бы ть мо
менты инерции ]  и /,-• Кроме того, под /'о следует  пони
м ать амплитуду вы н уж даю щ его момента, а под с и и? — 
крутильные коэффициенты жесткости  и сопроти влен и я. На 
рис. 104  п оказан а простейш ая к он стр у к ц и я  поглотителя 
колебаний с вя зк и м  трением для гаш ен и я  крутильн ы х 
колебаний вал а  1. Г а си тел ь  выполнен в виде м ахови ка  2, 
свободно вр ащ аю щ и м ся на валу 1. В н у т р е н н я я  полость 
гасителя заполнена вязкой  ж и д костью  с ц елью  создания 
вязкого жидкостного трения м е ж 
ду лопатками ступи ц ы  3, ж естко  
соединенной с валом  1, и диска
ми гасителя 2.

Поглотитель колебаний с су 
хим трением. К онструкци я погло
тителя колебаний упрощ ается, ес
ли вместо вязк ого  трения исполь
зовать сухое трение. На рис. 105  
показана кон струкция поглотите
ля с сухим трением для гаш е
ния крутильных колебаний вала 1.
Г аситель 2  вы полпен  в виде м а 
ховика, свободно вращ аю щ егося 
на ступице вал а  1. П ро скал ьзы 
вание гасителя относительно с т у 
пицы приводит к рассеянию энергии всл ед стви е  су х о 
го трения на поверхностях  фрикционных дисков 3,  по
мещенных м еж д у  гасителем и л о п атк ам и  ступи ц ы . Сила 
сухого трения регулируется сж ати ем  п р у ж и н ы  4.

Уравнения дви ж ен и я системы  при гармоническом воз
буждении колебаний имеют вид

Рис. 105

/ф +  сф =  М„ э т  — Л/Т вдп (ф — фг) , 

Угф Р =  Л/Т 8 г п ( ф - ф г) ,
(1 6 .1 4 )

где ф, / — угол поворота вала 1 и при вед енн ы й  к  ва л у  1 
момент инерции, фг и /г — угол поворота га си тел я  2  и его



момент инерции, Л/т — постоянный момент сил трения, 
М 0 и Wo — амплитуда гармонического возбуж ден и я и его 
у гл о в а я  част о т а .

С и стем а уравнений (1 6 .1 4 )  нелинейная, так  как  в 
вы р а ж е н и е  д л я  момента сил трения входит неизвестный

зн а к  (s g n )  относительной скорости ср —  срг . Д л я линеари
зации м о м е н т а  сил трения применим метод гармониче
ской ли неари зац ии , т. е. определим эквивалентный коэф
фициент сопротивления Ь3 в предположении, что относи
тельное перемещ ение гасителя 2  и вала 1 (i|> =  <р —  срг )  

происходит по гармоническому закон у

=  l|)0 s in  (¿>f,

где гро —  ам пл и туда  относительных колебаний.
Э к ви вал ен тн ы й  коэффициент сопротивления определя

е тс я  из у с л о в и я  равенства  рассеян н ой  за цикл (период) 
энергии при вя зк ом  трении с экви вален тн ы м  коэффициен
том сопр оти влен и я рассеянной энергии в системе с сухим 
трением.

Р а с с е я н н а я  за  цикл энергия при вязком  трении
т

... ... Е 3 =  (f) baif =  J  £>3if2 dt.
o

П ри н и м ая во внимание, что if =  t|)0© cos at, и вы пол
н яя  интегрирование, получаем

т
Е а =  ЬэфоЮ2 J* eos2 coi dt =  Ьэт|)2оэт,

о

Р а с с е я н н а я  за  цикл энергия при сухом трении 

Е  =  4Л/Т1|?0.

Из у с л о в и я  E¡, =  Е  получаем
4Л/_

У р а вн ен и я  д ви ж ени я (1 6 .1 4 )  после линеаризации 
имею т вид:

/ф +  Ьэ1|з +  сф =  М 0 s in  coi,

(16.15)



О бозначая через Ф , Ч', X  и зо б р а ж е н и я  функций <р, 
■ф, х  =  sin coi, получаем:

М Ф  +  ЪШ8 Ч  +  сФ  =  М 0Х ,  

J r { s * < S > - s " ¥ ) - b as ' ¥  =  0.
Отсюда

M0 ( J rs + b a)

( J s 2 +  с) ( J rs +  ba) +  J r bas2 

M nJ Ts
^  =  ____________ — ------------------ A .

b . j /  +  ( V  +  K )  +  c)

Следовательно, динамические передаточны е функции 
имеют вид:

w  =  Ф м п ( - У  +  Ь3)________
X  { j s 2 +  с) (У rs +  6Э) +  J rbas¿

*F MoJ rs
^ 0 =  X ^  V / + ( V  +  6a) ( Л ’Ч * ) '

К ом п л ек сн ую  амплитуду к ол ебан и й  вал а  4  (ico)' и 
комплексную  амплитуду о т н о си т е л ьн ы х  колебаний \|)0(ico) 
можно определить через частотн ы е передаточны е ф ункции

о о

И мея в  виду, что частотные передаточны е ф ункции 
получаю тся из динамических зам ен о й  s на ico, пол у чаем

/píCO -f- 6g
A  (ico) =  M Q --------s—--- Г— ------- — —------ — — 2 i

(— /(O - f  c) (J r i(0  +  b3) — J г6эСО

J r ia>

^  =  M ° -  bdJ r(ü2 4- (-Veo +  b3) ( -  J t f + c ) ’

После раскры тия скобок п о л у ч а е м :

jja>  -f- 6, x , ,  /r¿co
A  (¿ú)) =  M ° Ь3Д1 - н Г 21 ^0

где Ai =  с — со2(7 +  / г) ,  Д2 =  Лео (с — /со2) .
О тделяя действительную ч а с т ь  от мнимой, н а х о д и м

A  (ico) =  U +  ¿F ,  \1?0 ( г со) =  £/0 +  ¿ F 0,



3 1 6  ГЛ . X V I. ДИНАМИЧЕСКОЕ ГАШ ЕН ИЕ КОЛЕБАНИЙ 

где

и ~ м * ь ; а ;  +  д .  ' ¥ - м ° е д  +  д .  *

и  =  Л/ у  _  Д/  ̂гмА 1
0 % | д ?  +  д 2 ’ 0 % 2д 2 + л 2 '

Отсюда ам п л и ту д а  А и ф0:

А  =  У  и  2 +  7 2 =

=  ¥  У г( ^ 1 +  у г«»д 2) Ч ^ г«од, - д >)»

Ч д ;  +  д ;  * (16Л7)

^0 =  V V I  +  VI ^  Л/0 ■,/ — -  • (16.18)
Уь\ь\ +  ь\

Э кви вал ен тн ы й  коэффициент сопротивления Ьэ, кото
рый входит в ф орм улу (1 6 .1 8 ) ,  зави си т от амплитуды \|)0 
согласно ( 1 6 .1 5 ) .  П о д ст ав л яя  это значение из (1 6 .15 )  
в  формулу ( 1 6 . 1 8 ) ,  получаем

Л/„/гсо л ,  Г  „ „ 16Л/2Д 2 
Ч’о =  —  г  —  — - или Фо =  а " 1 /  --------5- 1-1

,  /  16 М | Д 2  ̂ 2 V л*ш * .

V Л2^ со 2 + А 2 ( 1 6 1 9 )

С увели чен и ем  м омента сил трения амплитуда отно
сительны х к ол ебан и й  гасителя у м ен ьш ается . Запирание 
поглотителя (г|)0 =  0 )  наступает при условии

„ 16Л/2Д 2 яЛ/ /  со2
Л/0/ гы2 =  -■■■ или М т =  —-------- ---------------  (16 .20)

п со-* 4 [с  — со (У +  Уг) ]  '■ ;

Услови е о т с у т с т в и я  запирания в ы р а ж а е т с я  условием

л Л / У (о2
Л/т <  0 г

4 ^ - - с о 2 (У +  у г)]*

В ы брав по это м у  условию  значение момента сил тре
ния Мт, м ож н о н ай ти  амплитуду \|>0 по (1 6 .1 9 )  и экви
валентны й коэф ф ициент сопротивления Ьа по (1 6 .1 5 ) .  
Затем  находим ам п л и т у д у  колебаний по (1 6 .1 7 )  и коэф
фициент эф ф ективности поглотителя

К



где Ац — амплитуда колебаний вала без п огл о ти тел я  
(¿>. =  0 ) :

А =- ____ И—0 . 2* с  —

Оптимальный момент сил сухого трения, об есп еч и 
ваю щ ий максимальное р ассеян и е энергии за  ц и кл  [15]:

М т =  Ш  / гю М 0.1 л 1 0

При с =  /юг, т. е. на резонансной ч астоте ,  Д 2 =  0, 
Д! =  —/г(о2. В  этом случае  амплитуда колебани й  ва л а

V b l +  У со

Ьэсо2/г

т. е. при м алы х Ь3 она м о ж е т  быть достаточно больш ой .

§ 61 . Ударные гаси тели  колебаний

Уравнения дви ж ени я плаваю щ его ударного г а с и т е л я  
колебаний. В  ударных га си тел я х  колебаний эф фект вибро
защ и ты  осн овы вается на рассеянии энергии при со у д а 
рении гасителя и защ и щ аем ого объекта. Н а рис. 1 0 6  по
к азан а  схема виброзащ итной системы  с п л а в а ю щ и м  у д а р 
ным гасителем колебаний, в кото
рой гаситель в виде ш ара у ст а н о в
лен свободно с зазором 2Д внутри 
полости, соединенной с  объектом.
Ур авн ен и я дви ж ени я этой системы  
при возбуждении колебаний силой 
F  (t) имеют вид:

Fit)

т

ту =  F ( t ) -  су -  R ,  

тгуг =  R,
(16 .2 1 )

"S
К у

Рис. 106где у — обобщенная координата объ
екта, уг — обобщенная координата га
сителя, с — коэффициент ж естко сти , R  — р е а к ц и я  на га 
ситель со стороны о бъ ек та .

Р еакци я Л  при ударном взаимодействии г а с и т е л я  и 
объекта вы р аж ается  нелинейной функцией п е р е м е щ е н и я  
гасителя относительно о б ъ ек та  ъ — у — уг. В  п е р во м  при
ближении эту реакцию м о ж н о  считать л илейно з а в и с я щ е й



от г и £:
Л  =  сгг 4- Ьгх.

Т о г д а  второе уравнение си стем ы  (1 6 .2 1 )  с  учетом со
отн ош ен и я у — г +  ут м о ж н о  представить в виде

тГг +  Ьгг +  с гг =  т гу. (1 6 .2 2 )

Л и н еари зац и я упругой составляю щ ей реакции на га 
си т ел ь .  Гармоническая линеаризация упругой составляю 
щ е й  реакции на гаситель, т. е. определение коэффициен
т а  сг, осн овы вается  на разл ож ен и и  в ряд Ф урье относи
т ел ьн о го  перемещ ения 2 упругой составляю щ ей реакции

F z

ü 4  -Z ~Rg 0 R0 R
-Д

5
Рис. 107

Л .  На рис. 107, а п о к а за н  график зависимости R ( z ) ,  
а на рис. 107, б — граф ик обратной зависимости z ( f í )

z =  A sgn R. (1 6 .2 3 )

Р е а к ц и я  Л  есть периодическая функция с периодом 
Т ,  р авн ы м  времени м е ж д у  двум я ударами о верхний (или 
н и ж н и й )  упор. В  первом приближении эту функцию 
м о ж н о  считать гармонической с угловой частотой «и =  
=  2 л / Г :

Л  =  /?о sin a l,

гд е  fío — амплитуда реакци и  Л .
О тсю да

7? f í n
z е= —  == —  sin at,  (16 .24)

СГ е г

У се ч е н н ы й  ряд Ф у р ь е  функции z(R )  по (1 6 .2 3 )  имеет 
в и д :

z =  a„ +  a, eos coi +  bt sin coi,



2Л  2Л

a 0 =  ^ - f  zc ty ,  a i = Y j  z c o s ^ d i i? ,  Ьх =  J г s in  ф с %
Я о о о

ajj =  (út.

Вычи слен ие коэффициентов a 0, a t и &i при z =  A s g n R  
дает

/ П 2П \

'О я

/ г  f  ^
a i  =  —  I A cos г|) dip +  J  —  Д cos  ip dip I =  0 t

\0 Л '
( п 2Я \

j  Д sin 1]) dip +  j  —  Д s in  ip dip I =

О я

Отсюда
2 = —  sin  coi. (16 .2 5 )

Л

П риравнивая значения z из (1 6 .2 4 )  и ( 1 6 .2 5 ) ,  имеем

или с Г =  Я3 .  (1 6 .2 6 )

Лин еари зац и я диссипативных си л. Г ар м он и ч еск ая  ли 
неаризация диссипативны х сил, т. е. определение коэф
фициента Ьг, основы вается на р а в е н ст в е  потери энергии 
при ударе работе эквивалентной д и ссип ати вн ой  силы  btz 
за врем я гармонического к ол ебан и я  по закон у  г =  
=  z0 sin (úí.  Потерю  энергии при однократном ударе со 
скоростью z находим по теореме К а р н о :

1 _  г* ттт 
Е °  2 m +  m , Z *

где г _  коэффициент восстановлени я скорости при ударе. 
Принимая, что удары  о верхний и н и ж н и й  упоры про
исходят при максимальной относи тельн ой  скорости i  =■ 
■=z0со, получаем



Работа экви вален тн ой  диссипативной силы bez за пе
риод колебаний Т  — 2л/со равна

2Л/Ш

Е г  =  j* b,z2dt.
о

При z — 20о) cos foi имеем
2Л/0)

Я г =  Ьг2qC02 j  cos2 coi с?/ s= nb,.z2co. (16.28) 
0

П р и равн ивая  значен и я E  и Е г по (1 6 .2 7 )  и (1 6 .2 8 ) ,  
получаем

(i _  r2)mmra>
br =  — г - ------i - , (16.29)

Я (m +  >

Определение амплитуд колебаний. Система уравпений 
движения (1 6 .2 1 )  с учетом (16 .22)  имеет вид

mij +  су +  bei +  crz =  F ( i ) ,

m rz +  brz +  crz =  m Ty.

Обозначая через Y, Z, X  изображения функций у, z, 
F { t ) ,  получаем при нулевых пачальпых условиях:

ms2Y  +  c Y  +  bcsZ +  ctZ =  X,

m rszZ  +  brsZ +  crZ — mrszY  =  0
или

( m s2 +  c ) Y  +  (brs +  cT)Z  — X,

—mrs2Y +  (mrs2 +  6rs +  cr)Z  =  0.
Отсюда

Y  =  _______________ m/  +  V  +  r̂______________  x
( n i j/  +  brs +  cr )  {ms2- +  c) - f  mrs2 (6 pS - f  cr) *

Z  =  r
( ' ¥ 2 +  V  +  cr) +  c) +  mr ( V  +  cr)

С ледовательн о, динамические передаточные функции: 

2 1 = _____________________________ " > /  + У + С т _____________________________

*  ( ' * /  +  V  +  с г )  ( " « *  +  с )  +  щ /  ( Ь с 8 +  Ст)  *

ЦТ г _  7‘ _ ^ ________________
*  ( " ‘г4’2 -i- V  +  сг ) +  *•') +  т/  ( V  +  ‘-г)'



При гармоническом возбуждении силой F  (t)  =  F<> s in  coi 
комплексные ам плитуды  колебапий ¿4(io)) и z0(i(o) м о ж 
но определить через частотные передаточны е функции

%  о

Имея в виду, что частотные передаточны е фупкции 
получаются из динамических заменой s на ico, получаем

Ш г  ( ¡ ( О ) 2  +  Ь Г 1 Ш  +  Г г ___________________________________ _

^  [m r (ico)2 +  V О) +  cr ] [ т  (ico)2 +  с] - f  т г  (ico2) (iy'ü) - f  сТ)

mr (¡со)2

0  ̂ | тг (¡ш)2 +  briсо +  ср] [т  (ico)2 +  с] 4* гаг (^г1Ш 4" сг)

После раскры тия скобок получаем
с — т со2 4- ¡brco — mrCú2

Л(гсо) =  ^ 0 +  .д^ , Z o H - F „ i i + . ^

где Д, =  (с -  т с о 2) (сг -  т гсо2) -  crm rсо2, Д 2 =  (с -  т и 2 -
— т Т со2).

Отделяя действительную  часть от м нимой, находим 
A  (ico) =  U +  iV, z„ =  U, +  iV ít 

где . 2Ч
„  „ ( c r - V 2) Д1 + ДЛ Ш ТЛ Р 6г(0Д1 - А2( С - т г(й )

^  =  ^  Z f T ^ 2 J 0 д ? +  д 1

ТТ F ~ тгы\  v  =  F  " гю2д?--
^ _ ^ д 2 +  д ^  1 ° д ; + д Г

Отсюда амплитуды  Л  и Zoi_______________

Л  =  f  \ [ ( ег ~ т г01гУ + ьУ  ( 1 6 . з о )
л и л !  * v

m„co2
2 о ^ „  1 У Г — . (1 6 .3 1 )

^  Д1 +  Д2
Определение оптимальной настройки га си тел я . Из 

[(16.30) и (1 6 .3 1 )  следует, что при вы п ол н ен и и  условия

сг =  т гсо2 (1 6 .3 2 )

м еж ду амплитудами 4  и г 0 им еется соотнош ение

21 Н. И. Левитский



П о д с т а в л я я  значения г0 из (1 6 .2 4 )  и Ьг из ( 1 6 .2 9 ) ,  
имеем

л _  4А (1 — г2) то 
я 2 (то +  "1г) 1

т. е. при г -> 1 амплитуда колебаний неограниченно 
у м е н ь ш а е т с я .  Однако это заклю чен ие справедливо лишь 
при у сл о в и и , что при определении экви вален тн ы х коэф
ф ициентов ж е ст к о сти  сг и сопротивления Ьг можно пре
небречь ам пл и ту дам и  гармоник с частотами выш е основ
ной оз.

О п ределени е оптимальных парам етров гасителя. Из 
у сл о в и я  (1 6 .3 2 )  оптимальной настройки гасителя после 
п о д ст ан о в к и  значения сг из (1 6 .2 6 )  получаем

я Я .  „ я Я .
=  иггсо2 или т г А =  (1 6 .33)

П у ст ь ,  например, в ы н у ж д а ю щ а я  сила Р  (г) вы зван а  
разгон ом или торможением вр ащ аю щ ей ся  неуравновеш ен
ной м а с с ы  тпА, установленной с эксцентриситетом е :

Р ^ )  =  тпАе со2.

Т о гд а  из первого уравнения си стем ы  (16 .2 1 )  при м а
л ы х  у и у м о ж н о  приближенно принять

Д 0 ~  тпАе со2, 

и соотнош ен ие (1 6 .3 3 )  принимает вид 

тпг А =  -£■ т Ае1

т. е. м а с с а  т г и зазор А одинаково влияю т на настройку 
п л а в а ю щ его  гаси теля.

Г л а в а  X V II. ЗАЩИТА ЧЕЛОВЕКА ОТ ВИБРАЦИИ

§ 6 2 .  Н орм ирование вибрации, действующ ей 
на ч е л о в е к а

Х а р а к т е р и с т и к и  вибрации, определяющ ие ее действие 
на ч е л о в е к а .  Вибрацией  принято н а зы в ать  механические 
к ол ебан и я  с м ал ы м и  перемещ ениями при частотах более 
0 ,8  Г ц .  С о ст а вл я ю щ у ю  перемещ ения, описываю щ его виб
рацию, н а з ы в а ю т  виброперемещением.  П ервую производ-



ную виброперемещения по вр ем ен и  н азы ваю т виброско
ростью, а вторую производную —  виброускорением.  П р и  
анализе действия вибрации на ч е л о ве к а  ви бропер ем ещ е- 
ния и их производные отн ося тся  к  тем элементам м а ш и н  
и сооружений, с которыми со п р и к а са е т с я  тело ч е л о в е к а  
(сиденья, платформы, п ер екр ы ти я  зданий, рукоятки м е 
ханизированного инструмента и т. п . ) .  Д ействие в и б р а 
ции на организм человека о п р ед е л я е тся  четы рьмя о с н о в 
ными характеристиками: интенсивностью, спектральным 
составом, направлением действия и длительностью воз -

П о ка за тел и  интенсивности вибрации. Р азли чаю т р а з 
мерные и безразмерные п о к а за т ел и  интенсивности в и б р а 
ции. К  размерны м п оказател ям  отн ося тся  ам пли тудн ы е 
или среднеквадратические зн а ч е н и я  виброперемещ ения, 
виброскорости и виброускорсния, измеренны е на рабочем  

месте.
Среднеквадратическое зн ач ен и е  виброперемещ ения у 

при гармонических колебаниях оп р ед ел яется  по з а к о н у  
у =  Л у Э т  со<:

у ст„ =  ■/ —  1 ~и в т 2®* сИ. (17 ,1)

Соответственно среднеквадрати чески е значения ви бро- 
скорости о .  и виброускорения ст0:

о = —  (17 .2 )
у г  '

а -  —  (1 7 .3 )
-  у  2 ’

где А,, и Аа — амплитуды ви броскорости  и ви броуско-

^ К  безразмерным  показателям  интенсивности к о л е б а 
ний отн осятся  логарифмические уровни.  В  общем с л у ч а е  
логарифмическим уровнем н а з ы в а е т с я  х ар актер и сти к а , 
сравни ваю щ ая две одноименные ф изические вели чи ны , 
которая пропорциональна д есяти ч н о м у  логарифму о т н о 
шения оцениваемого и исходного зп а ч еп и я  величины. Д л я  
энергетических величин (энергии, мощ ности и т. ^ -¿  л о 
гарифмический уровень, и зм е р я ем ы й  в белах ( Ь )  ) ,

*) ГОСТ 2 4 3 4 6 -8 0  (СТ СЭВ 1926— 7 9 ) . Вибрация. Термины и 
определения.— М.: Издательство стандартов, 1980«

2 1 *



— I или в  д ецибелах  (д Б )  — Ьт =  10 ^  где

и) оцениваемое зн ач е н и е  величины, ю0 — исходное зна
чение величины.

Д л я  п ерем ещ ен и я скорости, ускорения, силы и т. п. 
логарифмический у ровен ь , измеряемый в децибелах, Ью =

— 2 0  И сх о д н ы е значения при определении лога

рифмического у р о вн я  колебаний для перемещ ения у0 — 
м ’ ^ля  СК0Р0СТИ 1>о =  5 • 1 0 - 8 м/с, для ускоре

ния а 0 =  3 • 10~4 м/с2. В  табл. 4  приведены логарифмиче
ские уровни ви броскорости  в д Б  при у0 =  5 • 10-8 м/с и

Т а б л и ц а  4

Уровень, дБ Виброскорость,
см/с Уровень, дБ Виброскорость,

см/с

75 0,028 105 0,8980 0,05 110 1,5885 0,89 115 2,8190 0,158 120 5
95 0,281 125 8 9100 0,5 130 16

соответствую щ ие им значения виброскорости в см/с =  
=  0,01 м/с.

При гарм они ческих  колебаниях с частотой / в гер- 
!̂ а/ 2« Т е®м: У =  А Уё 1н2л/г, v =  2nfAy ш^2nf t ,  а =
— 4 я  / Л #8ш2п/«. Соответствую щие логарифмические 
уровни колебаний, определяемые по амплитудным зна
чениям:

4я2/ 2Л
(17.4)

0 “о

При нормировании вибрации часто у к а зы в а ю т  только 
логарифмические уровни виброскорости. Тогда логариф
мические уровни виброперемещения и виброускорения в 
предположении, что колебания — гармонические, можно 
найти по соотнош ен иям , следующим из ( 1 7 . 4 ) :

1-*у — 1̂ -0 “Ь 2 0
У  ¿ ¿ Л } ■ 

£ .  +  2 0 1 8 ^

5 ^  +  2 0 ^ ^ - 2 0 1  g f í 

'■ 1‘ъ 20  ^  +  2 0  ^  /,



При 1/0 =  8 - 1 0 - 12 и, V, =  5 • 1 0 - 8 м/с, а 0 =  3  • 1 0 " 4 м/с2 

имеем L y — L 0 +  60  — 20  lg  /, L a =  L„ — 60  — 2 0  lg  /.
П оказатели  спектральн ого  состава вибрации. П ри  нор

мировании вибрации ео спектральны й состав ,  т. е. сов о
купность частот гармонических составляю щ и х, о ц е н и в а
е тся  по отдельным полосам частот. Полосой частот н а
зы в а е т ся  совокупность частот  в рассм атр и ваем ы х  п р ед е
лах , определяемых граничными частотами (в ер х н ей  и 
н и ж н е й ).  Полоса частот, у которой отнош ение ве р х н ей  
граничной частоты к ниж ней  равно 10, н а з ы в а е т с я  декад
ной полосой {декадой).  Е сл и  это соотнош ение р авн о  2, 
то полоса частот н а зы в а е т с я  октавной {октавой).  У п о т 
ребляется та к ж е  третъоктавная полоса {треть октавы), 
у  которой отношение верхней граничной ч а ст о т ы  к  н и ж 

ней равно У  2. Д л я  к а ж д о й  полосы у к а з ы в а е т с я  ср ед н е
геометрическая частота, р ав н ая  квадратн ом у корню  из 
произведения граничных частот. В  табл. 5  п р и вед ен ы

Т а б л и ц а  5

С
р

ед
н

ег
ео

 
м

ет
ри

че
ск

и
е 

ча
ст

от
ы

, 
Гц Граничные значения частот

ных полос, Гц

С
р

ед
н

ег
ео


м

ет
ри

че
ск

и
е 

ча
ст

от
ы

, 
Гц Граничные значения частотны х 

полос, Гц

1/3 октавы октава 1/3 октавы октава

0 ,8
1,0
1,25

0 ,7 -0 ,8 9
0 ,8 9 -1 ,1 2
1 ,1 2 -1 ,4

0 ,7 - 1 ,4
12,5

16
20

1 1 ,2 -1 4 ,1
1 4 ,1 -1 7 ,8
1 7 ,8 -2 2 ,4

1 1 - 2 2

1,6
2,0
2,5

1,4—1,78
1 ,7 8 -2 ,2 4
2 ,2 4 -2 ,8

1 ,4 - 2 ,8
25

31,5
40

22.4— 28,2 
2 8 ,2 -3 5 ,5
3 5 .5 -4 4 ,7

2 2 - 4 4

3,15
4.0
5.0

2 ,8 - 3 ,5  
3 ,5 - 4 ,4  
4 ,4 - 5 ,6

2 ,8 - 5 ,6
50
63
80

44.7—56,2  
56,2— 70,8
7 0 .8 -8 9 ,1

4 4 —88

6,3
8 ,0
10

5 ,6 -7 ,1  
7,1—8,9 
8 ,9 -1 1 ,2

5 ,6 - 1 1 ,2
100
125
160

89,1— 112,2
1 1 2 .2 -1 4 1 ,3
1 4 1 .3 -1 7 7 ,8

8 8 — 177

среднегеометрические частоты  и соответству ю щ и е я м  гра
ничные частоты в о к тавн ы х  и третьоктавнш х п о л о с а х .



Д о п у сти м ы е значен и я уровней вибрации. Среднеквад
р ати ческ и е  значения виброскорости и соответствую щ ие 
им логариф мические уровни вибрации могут сл у ж и ть  нор
м ам и  к  ограничению вибрации. В  табл. 6 у к а за н ы  при
м ер н ы е нормы допустимой виброскорости применительно 
к  ограничению  вибрации на рабочих местах о б сл у ж и в аю 
щ его  персонала, производственного персонала и средств 
тран сп ор та . В  зависим ости от места  возникновения и х а 
р а к т ер а  вибрации нормы допустимой виброскорости у ст а 
н о вл е н ы  для шести групп:

1)  средства  транспорта при движении по местности;
2 )  средства  транспорта при движении по специально 

подготовленны м  поверхностям производственных помещ е
ний и горны х выработок (кроме железнодорожного тран с
п о р та)  ;

Т а б л и ц а  6

Явор*

Среднеквадратические значения виЗроскорости, 
см/с

о.и
О*0>а

Направление
вибрации Их уровни, дБ в октавных полосах со среднегео

метрическими частотами, Гц, не более

о
И 1 2 4 8 16 31,5 63

1 По оси х 20
132

7,1
123

2,5
114

1,3
108

1,1
107

1,1
107

1,1
107

По осям 6,3 3.5 3,2 3,2 3,2 3,2 3,2
х , У 122 117 110 116 116 116 116

2 По осям 
г, х, у

— 3,5
117

1.3
108

0,63
102

0,56
101

0,56
101

0,56
101

3 По осям 
г, х,  у

— 1,3
108

0,45
99

0,22
93

0,2
92

0,2
92

0,2
92

4 По осям 
г, х, у

— 0,71
103

0,25
94

0,13
88

0,11
87

0,11
87

0,11
87

5 По осям 
г, х,  у

— 0,5
100

0.18
91

0.089
85

0,079
84

0,079
84

0,079
84

6 По осям 
г, х, у

— 0,18
91

0,063
82

0,032
76

0,028
75

0,028
75

0,028
75



3) постоянны е рабочие м е ста  в производственны х п о 
мещ ениях предприятий;

4 )  сл у ж е б н ы е  помещения на с у д а х ;
5 )  ск л а д ы , столовые и б ы товы е  пом ещ ен и я предприя

тий;
6)  лаборатории, конструкторские бюро, вы ч и сл и тел ь

ные центры и другие помещ ения д л я  работников у м с т 
венного труда.

При определении напраилений, по которым н орм и ру
ется вибрация, считается, что ось  2 н аправлена по ве р т и 
кали. Среднеквадратические з н а ч е н и я  виброскорости у к а 
заны  в см/с, т. е. в  1 0 "2 м/с. С о ответствую щ и е им л о г а 
рифмические уровни вибрации в ы ч и с л ен ы  при н а чал ьн ом

Т а б л и ц а  7

Среднегеометри
ческая частота ок
тавной полосы, Гц

Граничные частоты ок
тавных полос, Гц

Предельно допустимое 
среднеквадратическое зн а 

чение виброскорости

нижняя верхняя см/с д в

8 5,6 11,2 5 • 120
16 11,2 22,4 5 120

31,5 22,4 45 3,5 117
63 45 90 2,5 114

125 90 180 1,8 111
250 180 355 1,2 108
500 355 710 0,9 105

1000 710 1400 0,63 102
2000 1400 2800 0,45 99

значении виброскорости и0 =  5 • 1 0 -8 м/с. Д опустим ы е з н а 
чения виброскорости у стан овлен ы  при про до л ж и тел ьн ости  
возд ей стви я в  течение во сьм и часово го  рабочего дня.

Д л я  обслуживаю щ его п ер со н ал а  и пассаж и ров ж е л е з 
нодорожного транспорта сан и тар н ы е  нормы по о гр а н и ч е 
нию вибрации установлены М и н здр авом  СССР. Д о п у с т и 
мые уровни вибрации при этом н есколько ниже у к а з а н 
ных в табл. 6 , так как д л и те л ьн о ст ь  воздействия в и б р а 
ции м о ж е т  бы ть неограниченной.

При работе операторов с  вибрационными р у ч н ы м и  
маш инами, к которым о т н о ся тся  отбойные молотки, т р а м 
бовки и т. п., нормируются д оп у сти м ы е ср е д н е к в а д р а т и 
ческие значен и я виброскорости. В  табл. 7 п р и в е д е н ы  
примерные нормы допустимой виброскорости для  р у ч н ы х  
ыашин.



§ 63. П о верочн ы й  расчет систем
виброизолнции ч ел овек а

Системы виброизоляции человека. Д л я  ограничения 
вредного д ей стви я  вибрации наибольшее распространение 
имеет ви броизоляция, при которой сн и ж ен и е уровня виб
рации д о ст и гае тся  с  помощью дополнительны х устройств, 
встраи ваем ы х м е ж д у  источником во зб у ж д ен и я и телом 
человека. К  о сн о в н ы м  типам устройств для  виброизоля
ции человека п р и н а д л еж а т :  1) подрессоренные сидения 
(тракторы, се л ьско хо зя й ствен н ы е маш ины , строительно

дорожные м а ш и н ы , вертолеты ),  2 )  виброизоляционные 
кабины (буровы е с т а н к и , пассажирские л и ф т ы ) , 3 )  вибро- 
изолированные пл атф орм ы  (самоходные к ат к и ,  строитель
ные вибрационные м а ш и н ы ).  В о  в с е х  у к а за н н ы х  типах 
виброизоляционные системы  принято р а зд ел я ть  на пас
сивные и ак т и в н ы е . В  пассивных системах виброизоляция 
достигается п у т ем  оптимального выбора параметров ее 
схем ы , которая со ст а в л я е т ся  из комбинаций упругих и 
демпфирующих з в е н ь е в ,  а та к ж е  н ап равл яю щ и х м еха 
низмов и м е х ан и зм о в  преобразования д ви ж ен и я. В  актив
ных  (управляемы х) системах и спол ьзую тся  дополнитель
ные источники эн ерги и , посредством к оторы х создаются 
управляю щ ие в о зд е й ст в и я ,  компенсирующие вы н у ж д а ю 
щие силы или отн оси тельн ы е перемещ ения защищаемого 
объекта.

Поверочный р а сч е т  пассивной си стем ы  виброизоляции 
при гармоническом возбуждении. Поверочный рас
ч е т  системы виброи золяц ии  состоит в  определении ее 
эффективности. С ц е л ь ю  получения сопостави м ы х резуль
татов поверочного расчета  у ст ан авл и вается  рекомен
д у ем ая  п осл ед ов а тел ь н ость  проверки уровня вибрации 
рабочего м еста  ч е л о в е к а  на соответстви е требованиям 
норм, огр ани чи ваю щ их виброперемещения и виброскоро
сти . Д л я поверочного расчета пассивной си стем ы  вибро
изоляции подрессоренного сидения при заданном  кинема
тическом во зб у ж д е н и и  можно предложить несколько ди
н амических м оделей, из которых простейш ей является 
модель, п о к азан н ая  на рис. 90, а. В  этом случае  исход
н ы м и  дапными д л я  р а сч е т а  являю тся : тп м а сса  подрессо
ренной части си д ен ья  п л ю с масса оператора, приходящ ая
с я  на сиденье, р а в н а я  5/7 всей его м а с с ы ;  Ь —  коэффи
ци ент сопротивления; с — коэффициент ж е ст к о ст и ;  закон



кинематического во зб у ж д ен и я  s =  A s s in  mí, где s —  обоб
щ енная координата осн ован ия в абсолютном д в и ж е н и и .

Подлеж ат определению: коэффициент эф ф екти вности  
виброизоляции К яф, среднеквадратическое значен и е ви бр о
скорости 0 „ и расстояние d, необходимое для о т с у т с т в и я  
ударов об упоры.

Расчет  начинается с определения коэффициентов п е р е 
дачи в абсолютном дви ж ени и  К с но (1 5 .1 6 )  и в от н о си 
тельном движении К отв по ( 1 5 .1 7 ) :

где А, А у — амплитуды виброперемещений в а бсолю тн ом  
и относительном д ви ж ен и я х , V =  а/Х  — частотное о т н о ш е 
ние при X =  Vс/ т,  £ =  ■уА — относительное д е м п ф и р о в а 
ние при ч =  Ъ/2т.

Отсюда коэффициент эффективности по (1 5 .1 8 )  К зф =  
=  1 / К в\ амплитуда абсолютного перемещ ения г с и д ен и я  
А = А . К С\ амплитуда виброскорости А» — Ачь\ с р е д н е к в а д 
ратическое значение виброскорости о, =  Л(в/У2 ; а м п л и 
туда относительного перемещ ения А у =  А К 0ТВ] у с л о в и е  
отсутствия ударов об упоры А у <  d.

Пример.  Д л я защ иты  человека-оператора от ви брац и и  
в транспортной маш ине применено подрессоренное с и д е 
ние. Из экспериментальны х данны х известно, что з а к о н  
движения основания, на котором укреплено си д ен и е , м о
ж е т  быть принят в виде гармонического в о з б у ж д е н и я

В  соответствии с конструкцией сидения п р и н ято : м а с 
са подрессоренной части сидения тс =  26  кг, м а сса  о п е 
ратора, приходящ аяся на сидение тч =  8 0 - 5 / 7  =  5 7  к г ;  
коэффициент ж естко сти  с =  6 5 0 0  кг/с2, коэф фициент с о 
противления Ъ — 7 0 0  кг/с.

Отсюда: м асса подрессоренной части сидения с  с и д я 
щим человеком т =  26  +  5 7  =  8 3  кг, коэффициент д е м п ф и 
рования ч =  700/166 =  4 ,2 2  1/с, угловая со б ст в ен н а я  ч а 
стота X =  6500/83 =  8 ,85  1/с, частотное отн ош ени е v => 
=  6л/8,85 =  2,13, относительное демпфирование р =  
=  4 ,22/8,85 =  0 ,477 .

/ ( l - v 2) 2 +  (2 ¡ 5 v ) 2 ’

s =  0 ,0 0 3 5  s in  ( 2 я  • 3 í)  м.



Коэффициенты передачи :

(1 — 2 ,13)2 -f-(2 -0 ,4 7 7 -2 ,1 3 )2 

___________2,132

1 +  (2 -0 ,4 7 7 -2 ,13)2
=  0 ,5 6 ,

К,
V {\  — 2 ,13  2У  +  (2 -0 ,4 7 7 -2 ,132)

=  1,11.

Коэффициент эффективности виброизоляции /£эф =  
=  1/0,56 =  1 ,78. А м п ли туды  абсолютного и относительно
го перемещ ений: А  =  0 ,0 0 3 5  • 0 ,5 6  =  0 ,0 0 1 9 6  м, А и=* 
=  0 , 0 0 3 5 - 1 , 1 1  =  0 ,0 0 3 9  м.

Следовательно, си стем а виброизоляции сн и ж ает  ампли
т у д у  колебаний сидения в 1,78 раза. Расстояние 2 d  м е ж 
д у  уп ор ам и  во и збеж ан и е  ударов должно быть не менее 
2 А у*  0 ,0 0 8  м.

С р еднеквадратическое значение виброскорости

Ч а с т о т а  / =  3 Г ц  н ахо д и тся  в октавной полосе со сред- 
геом етрической  частотой 4  Г ц  (табл. 5 ) .  Д л я  этой полосы 
ч а ст о т  допустимое среднеквадратическое значение вибро
ск ор о сти  при вер ти кал ьн ы х колебаниях сидения транс
п о р тн ы х  маш ин равно 0 ,0 2 5  м/с (табл. 6 ) ,  т. е. практи 
ч е с к и  совпад ает  с полученны м значением а ,  в р ассм ат
р и ва е м о м  примере.

Поверочный расчет пассивной системы виброизоляции при по- 
лигармоническом возбуждении. При экспериментальном определе
нии кинематического возбуждения подрессоренных сидений часто 
наблюдается полигармоническое возбуждение, представляемое сум
мой гармоник

где к — номер гармоники. В этом случае для каждой гармоники 
рассчитывают коэффициенты эффективности и а м п л и ту д н ы е зн а 
чения виброперемещения и виброскорости, как и при рассмотрен
ном выше гармоническом возбуждении. Особенность расчета со
стоит только в том, что среднеквадратические значения виброско
рости вычисляются отдельно для каждой из октавных полос, 
в которых находятся частоты гармоник, по соотношению

п

S =  2  ^ s i n a y ,

h= 1



где I, т — номера гармоник, попадающих в данную октавную  
полосу.

После определения среднеквадратических значений виброско
рости для каждой октавной полосы они сравниваются с  допусти
мыми по табл. 6.

Поверочный расчет пассивной системы виброизоляции при 
случайном возбуждении. Для случайного кинематического возбуж
дения по закону $ =  Л , 8 т ш г  обычно рекомендуется определять 
из эксперимента спектральную плотность ускорения ё в виде ана
литического соотношения

где ш — угловая частота кинематического возбуждения, а  и р — 
экспериментальные коэффициенты в 1/с, о0 — величина в м/с2, 
вычисляемая при данных а  а ¡} по значению спектральной плот
ности при (о =  0. Например, для подрессоренного сидения, рас
смотренного в предыдущем примере, можно принять:

Имея в виду, что é =  а>А, eos coi, s =  —(о2Л , sin (of, можно вы
разить спектральные плотности скорости S . и перемещения S,

Коэффициент передачи =  А/А,  вычисляется, как и при де
терминированном гармоническом возбуждении по (15.16), и, сле
довательно, амплитуда виброскорости А , =  Я 0Л,ш. Отсюда спект
ральная плотность виброскорости

Среднеквадратичные значения виброскорости а» вычисляются 
отдельно для каждой из октавпых полос по соотношению

где сон, <вв — пижняя и верхняя граничпые частоты для данной 
октавной полосы. Например, для первой октавной полосы

Получепные средпеквадратические значения виброскорости 
сравниваются с допустимыми по табл. 6. Если требуется проверить 
среднеквадратические значения виброускорения с амплитудой 
Аа =  К(и2А,, то вычисляется спектральная плотность виброуско
рения

5  V (Ш) "  я {[со2 -  ( а 2 +  P*)J* +  4 а V )  1

2ao„ ((о2 +  а 2 +  Р2)

а  =  1,9 1/с, £ =  18,1 1/с, о0 =  2,7 м/с2.

8
через спектральную плотность ускорения:

4 ,3 9



и затем для каждой октавной полосы находятся среднеквадрати
ческие значения виброускорешш из соотношения

Г  “в

° а  =  " ■ /  j  S a d(0. 

f  “ н

Вероятность удара Р  об упоры определяется по табл. 8 в за
висимости от значений и =  <11 Оу, где й — половина расстояния ме-

Т а б л и ц а  8

и Р и р U р

0,1 0,920 0,8 0,424 2,5 0,012
0,2 0,841 1,0 0,317 3,0 0,003
0,4 0,689 1,5 0,134 3,5 0
0,6 0,548 2,0 0,045

ЖДУ упорами, ау — среднеквадратическое значение перемещения 
сидения относительно основания у =  z — s.

Амплитуда перемещения у находится по коэффициенту пере
дачи в относительном движении Ау =  К0тИА„ где К0ТИ вычисляет
ся по (15 .17). Отсюда спектральная плотность перемещения у:

S ..
^  =  С „ 4 - .

(о

Среднеквадратическое значение перемещения 
на интервале изменения со от 0 до оо:

определяется

После вычисления ст„ находим отношение и =  <1/оу и соответ
ствующую ему вероятность удара об упоры по табл. 8. Обычно 
подбирают значение зазора <1 так, чтобы выполнялось условие 
и >  3,5, при котором вероятность удара Р  =  0.

Заметим также, что для вычисления интегралов, входящих в 
соотношения, определяющие среднеквадратические значения пере
мещений, скоростей и ускорений, имеются достаточно подробные 
таблицы.
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Характеристика амплитудно-фазо
вая 121

— амплитудно-частотная 120
— движущего момента 10, 12
— фазо-частотная 120
— частотная 120
--------логарифмическая 123
Характеристики регулировочные 194 
Хилла уравнение 183

Цикл предельный 103
------- неустойчивый 104
------- устойчивый 104
Цепная система 170

Частота антирезонансная 305
— вращения электродгигателя но

минальная 11
------------- синхронная 11
— линейных затухающ их колеба

ний 79
— резонансная 123
— собственная 76
— среза 290
— угловая 76

Электропривод 8
Эффект вибрационного поддержа

ния неуравновешенного ротора


