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Ïðåäèñëîâèå

Íàñòîÿùèå ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïðåäíàçíà÷àþòñÿ äëÿ ïðàêòè÷å-
ñêèõ çàíÿòèé è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ïî êóðñó �Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà�
äëÿ ñòóäåíòîâ âñåõ ñïåöèàëüíîñòåé ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà.

Â ïîñîáèè èçëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çà-
äà÷ êâàíòîâîé ìåõàíèêè: ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé (ãë. 1), âà-
ðèàöèîííûé ìåòîä (ãë. 2), íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé (ãë. 3),
áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå â òåîðèè ðàññåÿíèÿ (ãë. 6). Â ãë. 4 äàåòñÿ îïèñà-
íèå ñïèíîâîãî ôîðìàëèçìà, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â ãë. 5, ãäå èçëàãàåòñÿ
òåîðèÿ àòîìà ãåëèÿ, áàçèðóþùàÿñÿ íà ïðèáëèæåíûõ ìåòîäàõ. Ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà ñîîòâåòñòâóåò ëåêöèîííîìó êóðñó.

Êàæäûé ðàçäåë íà÷èíàåòñÿ ñ îñíîâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé è
ôîðìóë, çíàíèå êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïðè ðåøåíèè çàäà÷, è ñîäåðæèò óêà-
çàíèÿ ïî èõ ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî-
äðîáíîå ðåøåíèå íåñêîëüêèõ òèïè÷íûõ çàäà÷ è ïðèâîäÿòñÿ çàäà÷è (áåç
ðåøåíèÿ) äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû. Çâåçäî÷êîé ïîìå÷åíû çàäà÷è ïî-
âûøåííîé òðóäíîñòè, íå îáÿçàòåëüíûå äëÿ ðåøåíèÿ.

Ïðèâåäåì ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ êîí-
ñòàíò (â ñèñòåìå ÑÃÑÝ), óïîìÿíóòûõ â íàñòîÿùåì ïîñîáèè:

ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà } = 1.055 · 10−27 ýðã·ñåê;
ìàññà ýëåêòðîíà µe = 9.11 · 10−28 ã;
ýëåìåíòàðíûé çàðÿä |e| = 4.803 · 10−10 åä. ÑÃÑÝ.
Èç ýòèõ êîíñòàíò ìîæíî ïîëó÷èòü òàê íàçûâàåìûå àòîìíûå åäèíèöû

ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Â äàííîì ïîñîáèè èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå àòîì-
íûå åäèíèöû:

àòîìíàÿ åäèíèöà äëèíû (áîðîâñêèé ðàäèóñ)
a0 =

}2

µee2
= 0.529 · 10−8 ñì;

àòîìíàÿ åäèíèöà ýíåðãèè Ea =
e2

a0
= 27.2 ýÂ = 4.35 · 10−11 ýðã.

Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà αe =
e2

}c
≈ 1

137.036
�

ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû.
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Ãëàâà 1

Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

1.1 Òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ ñëó÷àÿ îòñóòñòâèÿ âûðî-
æäåíèÿ

Òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, îïðåäåëÿþ-
ùåãî ýíåðãèþ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, âîçìîæíî òîëüêî äëÿ
íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ èäåàëè-
çèðîâàííûì ñèñòåìàì (íàïðèìåð, ïðÿìîóãîëüíàÿ áåñêîíå÷íî ãëóáîêàÿ ïî-
òåíöèàëüíàÿ ÿìà, ëèíåéíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð, àòîì âîäîðîäà).
Ïðè èññëåäîâàíèè ðåàëüíûõ àòîìíûõ è ÿäåðíûõ ñèñòåì ïðèõîäèòñÿ ïðè-
áåãàòü ê ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ãàìèëüòîíèàíà. Â ÷.II ãë.3 áûë ðàññìîòðåí îäèí
èç òàêèõ ìåòîäîâ, íå òðåáóþùèé ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà, � êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, êîòîðîå ïðèìåíÿåòñÿ
äëÿ ñèëüíî âîçáóæäåííûõ ñèñòåì. Äðóãîé àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä, íàçûâà-
åìûé òåîðèåé âîçìóùåíèé (ÒÂ), ðàçâèò äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ãàìèëüòîíèàí
ñ íåèçâåñòíûì ðåøåíèåì ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , (1.1)

ãäå Ĥ0 � ãàìèëüòîíèàí èäåàëèçèðîâàííîé çàäà÷è, äîïóñêàþùåé òî÷íîå
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, à V̂ � íåêîòîðàÿ ìàëàÿ äîáàâêà, íàçûâàåìàÿ îïå-
ðàòîðîì âîçìóùåíèÿ, èëè ïðîñòî âîçìóùåíèåì. Îïåðàòîðîì âîçìóùåíèÿ
ìîæåò áûòü ëèáî ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà, êîòîðàÿ íå ó÷èòûâàëàñü â èäåà-
ëèçèðîâàííîé çàäà÷å, ëèáî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ
(ïîëÿ). Çàäà÷åé òåîðèè âîçìóùåíèé ÿâëÿåòñÿ îòûñêàíèå ôîðìóë, îïðå-
äåëÿþùèõ ýíåðãèþ è âîëíîâûå ôóíêöèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ÷åðåç
èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèé E

(0)
n è âîëíîâûå ôóíêöèè Ψ(0)

n �íåâîçìóùåí-
íîé� ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ0.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â íåâîçìóùåííîé çàäà÷å îòñóòñòâóåò âûðî-
æäåíèå, ò.å.

Ĥ0Ψ(0)
n = E(0)

n Ψ(0)
n . (1.2)
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Åñëè V̂ ìàëî, òî ñïåêòð En è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ψn îïåðàòîðà Ĥ ìàëî
îòëè÷àþòñÿ îò E

(0)
n è Ψ(0)

n . Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ âîçìóùåííîãî óðàâíå-
íèÿ Øðåäèíãåðà

ĤΨ = EΨ (1.3)
èùóòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä:

En = E(0)
n + E(1)

n + E(2)
n + . . . =

∞∑

k=0

E(k)
n ;

Ψn = Ψ(0)
n + Ψ(1)

n + Ψ(2)
n + . . . =

∞∑

k=0

Ψ(k)
n ,

(1.4)

ãäå Ψ(k)
n , E

(k)
n � âåëè÷èíû k-ãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî âîçìóùåíèþ V̂ , íà-

çûâàåìûå k-ìè ïîïðàâêàìè ÒÂ, èëè ïîïðàâêàìè k-ãî ïîðÿäêà. Äëÿ èõ
íàõîæäåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïî áàçèñó íåâîç-
ìóùåííîé çàäà÷è. Ïåðâûå ñëàãàåìûå ðÿäîâ (1.4) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèìè ôîðìóëàìè:

E(1)
n = Vnn; (1.5)

E(2)
n =

∑′

m

|Vnm|2
E

(0)
n − E

(0)
m

, Ψ(1)
n =

∑′

m

Vmn

E
(0)
n − E

(0)
m

Ψ(0)
m , (1.6)

ãäå Vmn ≡ 〈m|V |n〉 =
∫

Ψ(0)∗
m (ξ)V̂ Ψ(0)

n (ξ) dξ � ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïå-
ðàòîðà V̂ ïî íåâîçìóùåííûì âîëíîâûì ôóíêöèÿì (ò.å. îïåðàòîð âîçìó-
ùåíèÿ â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè; çäåñü è äàëåå V̂ ïðåäïîëàãàåòñÿ
ýðìèòîâûì, è ïîýòîìó Vnm = V ∗

mn), à øòðèõ íàä çíàêîì ñóììû îçíà-
÷àåò ïðîïóñê ñëàãàåìîãî ñ m = n:

∑′
m

≡ ∑
m 6=n

. Î÷åâèäíî, ÷òî E
(1)
n ðàâ-

íÿåòñÿ ñðåäíåìó çíà÷åíèþ �âîçìóùåíèÿ� â ñîñòîÿíèè Ψ(0)
n , à ïîïðàâêà

âòîðîãî ïîðÿäêà ê ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ íå ìîæåò áûòü ïîëîæè-
òåëüíîé. Ñóììó â (1.6) ñ ýíåðãåòè÷åñêèì çíàìåíàòåëåì èíîãäà íàçûâàþò
ñïåêòðàëüíîé ñóììîé. Îáðàòèì âíèìàíèå íà îðòîãîíàëüíîñòü íåâîçìó-
ùåííîé âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ(0)

n è ïîïðàâêè Ψ(1)
n .

Åñëè â óðàâíåíèè (1.3) òðåáóåòñÿ íàéòè ýíåðãèþ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, ïîïðàâêó ê âîëíîâîé ôóíêöèè âû÷èñëÿòü íå ñëåäóåò, ïî-
ñêîëüêó äëÿ ðàñ÷åòà íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí òðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèå ìàò-
ðè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ó÷åòå ïîïðàâîê ê âîëíîâîé ôóíêöèè â ìàòðè÷íûõ
ýëåìåíòàõ ïîÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûå ïî âîçìóùåíèþ ÷ëåíû, ÷òî ÿâëÿåò-
ñÿ ïðåâûøåíèåì òî÷íîñòè. Ïîýòîìó â ôîðìóëå (1.5) ïðè âû÷èñëåíèè E

(1)
n

îãðàíè÷èâàþòñÿ Ψ(0)
n , â (1.6) ïðè íàõîæäåíèè E

(2)
n îñòàâëÿþò Ψ(1)

n è ò.ä.
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Òàêèì îáðàçîì, â îòñóòñòâèå âûðîæäåíèÿ n-ãî ñîñòîÿíèÿ ýíåðãèÿ ñ
ó÷åòîì ïîïðàâîê âòîðîãî ïîðÿäêà è âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñ ó÷åòîì ïîïðàâîê
ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî V̂ îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

En = E(0)
n + Vnn +

∑′

m

|Vnm|2
E

(0)
n − E

(0)
m

; (1.7)

Ψn = Ψ(0)
n +

∑′

m

Vmn

E
(0)
n − E

(0)
m

Ψ(0)
m . (1.8)

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ôîðìóëû (1.7) è (1.8) îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷-
íûìè äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Óñëîâèå èõ ïðèìåíèìîñòè ñâî-
äèòñÿ, î÷åâèäíî, ê âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâà

|Vnm| ¿ |E(0)
n − E(0)

m |. (1.9)

Íà ïðàêòèêå îáû÷íî ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëå íàõîäÿò ïî-
ïðàâêó ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ýíåðãèè ïî ôîðìóëå (1.5). Åñëè îíà îêàçûâàåòñÿ
íåíóëåâîé, ðåøåíèå çàäà÷è çàâåðøàþò. Åñëè E

(1)
n = 0, ýòî åùå íå îçíà÷à-

åò, ÷òî ïîïðàâêà îòñóòñòâóåò âîîáùå, à îáóñëîâëåíî ëèøü îïðåäåëåííîé
ñèììåòðèåé îïåðàòîðà V̂ è ôóíêöèé Ψ(0)

n . Â òàêîì ñëó÷àå ïåðåõîäÿò ê
âû÷èñëåíèþ ïîïðàâêè âòîðîãî ïîðÿäêà ê ýíåðãèè E

(2)
n è ïåðâîãî ïîðÿä-

êà ê ôóíêöèè Ψ(1)
n è ò.ä. Êàê òîëüêî î÷åðåäíàÿ ïîïðàâêà ê ýíåðãèè E

(k)
n

ñòàíîâèòñÿ íåíóëåâîé, âû÷èñëåíèÿ ïðåêðàùàþò âî èçáåæàíèå âîçìîæíîé
ðàñõîäèìîñòè ðÿäîâ (1.4). Äàííàÿ ïðîöåäóðà èíîãäà íàçûâàåòñÿ ïîèñêîì
ïîïðàâîê â ïåðâîì íåèñ÷åçàþùåì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé.
Ïðèìåð 1.1. Íà îñöèëëÿòîð ñ ìàññîé µ è ÷àñòîòîé ω íàëîæåíî âîç-
ìóùåíèå

V̂ =
1
2
αω2x2. (1.10)

Â ïåðâîì íåèñ÷åçàþùåì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé íàéòè ýíåðãèè
è âîëíîâûå ôóíêöèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé îñöèëëÿòîðà. Óêàçàòü
óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ÒÂ.
Ðåøåíèå. Åñëè ãàìèëüòîíèàí ïðåäñòàâèòü â âèäå (1.1), òî â êà÷åñòâå Ĥ0

ñëåäóåò âçÿòü ãàìèëüòîíèàí ëèíåéíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

Ĥ0 = − }
2µ

d2

dx2
+

1
2

µω2x2. (1.11)
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Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (1.11):

E(0)
n = }ω

(
n +

1
2

)
; (1.12)

Ψ(0)
n (x) = [x0n!2n

√
π]−1/2Hn(ξ) e−ξ2/2, (1.13)

ãäå x0 =
√
}/µω; ξ = x/x0; Hn(ξ) � ïîëèíîì Ýðìèòà; n = 0, 1, . . .

Âíà÷àëå íàéäåì ïîïðàâêó ê ýíåðãèè â ïåðâîì ïîðÿäêå ÒÂ. Äëÿ ýòî-
ãî ïåðåéäåì ê ýíåðãåòè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ îïåðàòîðà (1.10) ïî áàçèñó
�íåâîçìóùåííîãî� îñöèëëÿòîðà (1.13) è âû÷èñëèì, ñîãëàñíî (1.5), åãî äèà-
ãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû:

E(1)
n = Vnn ≡ 〈n|V |n〉 =

1
2

αω2 〈n|x2 |n〉 =
1
2

αω2x2
0

(
n +

1
2

)

(ñì. ÷.II, çàäà÷à 19, ëèáî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î âèðèàëå).
E

(1)
n 6= 0, è ïîýòîìó áîëåå âûñîêèå ïîðÿäêè ìû íå èññëåäóåì. Ïîïðàâêè

ê âîëíîâîé ôóíêöèè â äàííîì ñëó÷àå íå òðåáóþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,

E(TB)
n = E(0)

n + E(1)
n = }ω

(
1 +

α

2µ

)(
n +

1
2

)
;

Ψ(TB)
n (x) = Ψ(0)

n (x); n = 0, 1, . . .

Ñîãëàñíî (1.9), óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè ÒÂ áóäåò |α| ¿ µ. Ïðåäëàãàåì
÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî ñîïîñòàâèòü ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
ñ òî÷íûì. ¤

Ñäâèã ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ïîä äåéñòâèåì
âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü ýôôåêòîì Øòàðêà, à
äëÿ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ � ýôôåêòîì Çååìàíà.
Ïðèìåð 1.2. Ýôôåêò Øòàðêà äëÿ ëèíåéíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà. Îïðåäåëèòü â ïåðâîì íåèñ÷åçàþùåì ïîðÿäêå ÒÂ ñäâèã
ýíåðãèè è èçìåíåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé ω, ìàññîé µ è çàðÿäîì e, ïîìåùåííîãî â îäíîðîäíîå
ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íàïðÿæåííîñòè E, íàïðàâëåííîå âäîëü îñè Ox. Óêà-
çàòü óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ÒÂ.
Ðåøåíèå. Îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé
÷àñòèöû â îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå:

V̂ = −eEx.
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Ýíåðãèÿ íåâîçìóùåííîãî n-ãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ è ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ åé âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âûðàæåíèÿìè (1.12) è
(1.13). Íàéäåì ýíåðãåòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà V̂ :

Vmn = −eE 〈m|x |n〉 = −eEx0

(√
n

2
δm,n−1 −

√
n + 1

2
δm,n+1

)
. (1.14)

ßâíûé âèä 〈m|x |n〉 ïîëó÷åí â ïðèìåðå 2.5 ÷àñòè II.
Èç (1.5) è (1.14) âèäíî, ÷òî E

(1)
n = Vnn = 0, ò.å. â ïåðâîì ïîðÿäêå ÒÂ

ñäâèã óðîâíåé íå íàáëþäàåòñÿ (ëèíåéíûé ýôôåêò Øòàðêà îòñóòñòâóåò
èç-çà íå÷åòíîñòè îïåðàòîðà V̂ ), ïîýòîìó íåîáõîäèìî èñêàòü ïîïðàâêó
âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîäñòàâëÿÿ (1.12) è (1.14) â (1.6), ïîëó÷àåì

E(2)
n =

∑′

m

|Vnm|2
E

(0)
n − E

(0)
m

=

=
e2E2x2

0

2}ω
∑

m6=n

(n−m)−1[
√

n δm,n−1 +
√

n + 1 δm,n+1]2 =

=
e2E2x2

0

2}ω
∑

m6=n

(n−m)−1[nδ2
m,n−1 +

√
n(n + 1) δm,n−1δm,n+1 +

(n + 1)δ2
m,n+1]. (1.15)

δ-ñèìâîëû â (1.15) ñíèìàþò ñóììèðîâàíèå ïî m; ïðè ýòîì â ïåðâîé ñóììå
îñòàåòñÿ ñëàãàåìîå ñ m = n+1, â òðåòüåé � ñëàãàåìîå ñ m = n−1; âòîðàÿ
ñóììà öåëèêîì îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîñêîëüêó m íå ìîæåò îäíîâðåìåííî
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ n− 1 è n + 1. Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìî îò n

E(2)
n = − e2E2

2µω2
,

ò.å. ýôôåêò Øòàðêà áóäåò êâàäðàòè÷íûì, à óðîâíè îêàæóòñÿ îäèíàêîâî
ñäâèíóòûìè âíèç. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïîçâîëèëà âû÷èñëèòü êîýôôèöè-
åíò ïåðåä E2, ñâÿçàííûé ñ ïîëÿðèçóåìîñòüþ α0:

∆E = E(2)
n = −1

2
α0E2. (1.16)

Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà α0 =
e2

µω2
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî âû÷èñëèòü è ïîïðàâêó ïåðâîãî ïîðÿäêà
ê âîëíîâûì ôóíêöèÿì:
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Ψ(1)
n =

∑′

m

Vmn

E
(0)
n − E

(0)
m

=

= − eEx0

}ω
√

2

∑

m 6=n

(n−m)−1[
√

n δm,n−1 +
√

n + 1 δm,n+1] =

=
eEx0

}ω
√

2
[
√

n + 1Ψ(0)
n+1 −

√
nΨ(0)

n−1].

Èòàê, â ïåðâîì íåèñ÷åçàþùåì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé

E(TB)
n = }ω

(
n +

1
2

)
− e2E2

2µω2
; (1.17)

Ψ(TB)
n (x) = Ψ(0)

n +
eEx0

}ω
√

2
[
√

n + 1 Ψ(0)
n+1(x)−√n Ψ(0)

n−1(x)]. (1.18)

Äëÿ ïðèìåíèìîñòè ÒÂ ïîëå E äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî ñëàáûì. Èç
(1.9) è (1.14) ñëåäóåò, ÷òî

E ¿ }ω
ex0

.

Äàííàÿ çàäà÷à èìååò è òî÷íîå ðåøåíèå. Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ñàìî-
ñòîÿòåëüíî ñîïîñòàâèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (1.17), (1.18) ñ òî÷íûì1.
¤

Ïóñòü òåïåðü íåâîçìóùåííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè E
(0)
n âûðîæäåíî ñ êðàò-

íîñòüþ gn, ò.å.

Ĥ0Ψ
(0)
nk = E(0)

n Ψ(0)
nk ,

ãäå k = 1, . . . , gn, à îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè
äèàãîíàëåí ïî k, ò.å.

〈n′k′|V |nk〉 = Bn′nδk′k (1.19)

Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë äâèæåíèÿ, îáóñëîâëèâàþùèé êðàò-
íîñòü âûðîæäåíèÿ â íåâîçìóùåííîé çàäà÷å, ïîñëå íàëîæåíèÿ âîçìóùå-
íèÿ ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå ïðè

1Ðàçëîæèòü òî÷íóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ (1.13) â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì E. Ïðè
äèôôåðåíöèðîâàíèè ïîëèíîìîâ Ýðìèòà èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî

dHn(ξ)

dξ
= 2nHn−1(ξ).
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k 6= k′, l = l′ ÷èñëèòåëè ñïåêòðàëüíûõ ñóìì â (1.6) âìåñòå ñî çíàìåíà-
òåëÿìè îáðàùàþòñÿ â 0, ò.å. ïîÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü 0

0 . Åñëè òàêèå
ñëàãàåìûå ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ, òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.19)
ìîæíî ïî-ïðåæíåìó ïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé âîçìóùåíèé äëÿ íåâûðîæäåí-
íûõ óðîâíåé.
Ïðèìåð 1.3. Ýôôåêò Øòàðêà äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ðîòàòî-
ðà. Îïðåäåëèòü â ïåðâîì íåèñ÷åçàþùåì ïîðÿäêå ÒÂ ñäâèãè ýíåðãèé è
èçìåíåíèå âîëíîâûõ ôóíêöèé ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî ðîòàòîðà â îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ
E. Ìîìåíò èíåðöèè ðîòàòîðà I, ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëüíûé ìîìåíò d.
Óêàçàòü óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ÒÂ.
Ðåøåíèå. Îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýíåðãèþ äèïîëüíîé
ñèñòåìû â îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå

V̂ = −d E.

Íàïðàâèì îñü Oz ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âäîëü âåêòîðà E. Òîãäà
V̂ = −d E cos θ. (1.20)

Ýíåðãèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âîëíîâûå ôóíê-
öèè â îòñóòñòâèå âîçìóùåíèÿ èçâåñòíû (ñì. ÷.II, ïðèìåð 1.2):

E
(0)
l =

}2

2µ
l(l + 1), l = 0, 1, . . . ; (1.21)

Ψ(0)
lm(θ, ϕ) = Ylm(θ, ϕ), m = 0,±1, . . . ,±l. (1.22)

Ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü E
(0)
l âûðîæäåí ïî ìàãíèòíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó

m ñ êðàòíîñòüþ gl = 2l + 1. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì äâóõ èíòåãðàëîâ
äâèæåíèÿ (ïîìèìî ïîëíîé ýíåðãèè è ÷åòíîñòè): L2 è Lz. Âû÷èñëèì ìàò-
ðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà (1.20) â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè íà áà-
çèñíûõ ôóíêöèÿõ (1.22) íåâîçìóùåííîãî ðîòàòîðà, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò,
ïîëó÷åííûé â ÷.II (ïðèìåð 2.5):

〈l′m′|V |lm〉 = −d E 〈l′m′| cos θ |lm〉 =

= −d E δm′m

{√
(l −m + 1)(l + m + 1)

(2l + 1)(2l + 3)
δl′,l+1 +

+

√
(l −m)(l + m)
(2l − 1)(2l + 1)

δl′,l−1

}
. (1.23)
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Äàííûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïî ñòðóêòóðå ñõîäåí ñ (1.19). Îí äèàãîíàëåí
ïî ìàãíèòíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó m, êîòîðîå ñâÿçàíî ñ âåëè÷èíîé Lz.
Âîçìóùåíèå (1.20) íå äåéñòâóåò íà ïåðåìåííóþ ϕ, è Lz áóäåò èíòåãðàëîì
äâèæåíèÿ äàæå ïðè âêëþ÷åííîì âîçìóùåíèè. Ïîýòîìó, çàôèêñèðîâàâ m,
ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé âîçìóùåíèé äëÿ íåâûðîæäåííûõ óðîâíåé,
íåñìîòðÿ íà âûðîæäåíèå E

(0)
l ïî m.

Ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ýíåðãèè, êàê ñëåäóåò èç (1.5), (1.23), ðàâíà
íóëþ. Ýòî îáóñëîâëåíî íå÷åòíîñòüþ îïåðàòîðà (1.20). Ïîïðàâêó âòîðîãî
ïîðÿäêà ê ýíåðãèè íàéäåì ïî ôîðìóëàì (1.6), (1.21) è (1.23), ñîõðàíÿÿ
ïîä çíàêîì ñóììû ëèøü ñëàãàåìûå ñ m′ = m:

E
(2)
lm =

∑

l′ 6=l

| 〈l′m|V |lm〉 |2
E

(0)
l − E

(0)
l′

=
2Id2E2

}2

∑

l′ 6=l

[l(l + 1)− l′(l′ + 1)]−1 ×

×
{

(l + 1)2 −m2

(2l + 1)(2l + 3)
δ2
l′,l+1 + 2δl′,l+1δl′,l−1

√
(l2 −m2)[(l + 1)2 −m2]
(2l − 1)(2l + 1)2(2l + 3)

+

+
l2 −m2

4l2 − 1
δ2
l′,l−1

}
=

IE2d2

}2

{
l(l+1)−3m2

l(l+1)(2l−1)(2l+1) ïðè l > 0;

− 1
3 ïðè l = m = 0.

(1.24)

Ïîïðàâêà E
(2)
lm , êàê ìîæíî âèäåòü èç (1.24), áóäåò çàâèñåòü íå òîëüêî îò l,

íî è îò m êàê îò ïàðàìåòðà (òî÷íåå � îò m2). Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî
âîçìóùåíèå (1.20) íàðóøàåò ñôåðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ çàäà÷è è L2 ïåðå-
ñòàåò áûòü èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Âìåñòå ñ òåì îñåâàÿ ñèììåòðèÿ ñîõðà-
íÿåòñÿ; Lz îñòàåòñÿ ïî-ïðåæíåìó èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ è ïîýòîìó E

(2)
lm íå

çàâèñèò îò çíàêà m. Òàêèì îáðàçîì, âûðîæäåíèå íåâîçìóùåííûõ óðîâ-
íåé ïðîñòðàíñòâåííîãî ðîòàòîðà ïî ìàãíèòíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó ïîä
äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ (1.20) ÷àñòè÷íî ñíèìàåòñÿ. Âîçìóùåííûå óðîâ-
íè òàêæå áóäóò âûðîæäåíû, íî ñ ìåíüøåé êðàòíîñòüþ 2− δ0m. Ïîïðàâêà
E

(2)
lm ∼ E2, ò.å. ýôôåêò Øòàðêà êâàäðàòè÷åí. Äëÿ ïðèìåíèìîñòè òåîðèè

âîçìóùåíèé ïîëå E äîëæíî áûòü ñëàáûì, à èìåííî

E ¿ }2

Id
.

Ïðåäëàãàåì ñàìîñòîÿòåëüíî íàéòè ïîïðàâêó ïåðâîãî ïîðÿäêà ê âîëíîâîé
ôóíêöèè, à òàêæå ïîëÿðèçóåìîñòü ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ðîòàòîðà. ¤

Ïðèìåð 1.4. Âû÷èñëèòü â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ðåëÿòè-
âèñòñêóþ ïîïðàâêó ê ýíåðãèÿì ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé âîäîðîäîïîäîá-
íîãî èîíà ñ çàðÿäîì ÿäðà Z. Ìàññó ÿäðà ñ÷èòàòü áîëüøîé ïî ñðàâíåíèþ
ñ µe.
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Ðåøåíèå. Äàííàÿ ïîïðàâêà îáóñëîâëåíà ðåëÿòèâèñòñêîé âçàèìîñâÿçüþ
ìåæäó êëàññè÷åñêèìè ýíåðãèåé è èìïóëüñîì ýëåêòðîíà. Ïîëó÷èì âíà÷à-
ëå îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè. Áóäåì èñõîäèòü
èç ðåëÿòèâèñòñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîé ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà:

Hrel(p, r) =
√

p2c2 + µ2
ec

4 − µec
2 − Ze2

r
. (1.25)

Ðàçëîæèì êîðåíü â (1.25) ïðè ìàëûõ èìïóëüñàõ (p ¿ µec) â ðÿä Òåéëîðà
ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà p4:

√
p2c2 + µ2

ec
4 = µec

2

√
1 +

p2

µ2
ec

2
' µec

2

{
1 +

1
2

p2

µ2
ec

2
− 1

8

(
p2

µ2
ec

2

)2
}

.

(1.26)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.26) â (1.25) è ïåðåõîäÿ îò êëàññè÷åñêèõ âåëè÷èí ê èõ îïåðà-
òîðàì, ìû ïîëó÷èì ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîíà â êóëîíîâñêîì ïîëå ñ ó÷åòîì
ðåëÿòèâèñòñêèõ ýôôåêòîâ:

Ĥrel =
p̂2

2µe
− Ze2

r
− 1

8
(p̂2)2

µ3
ec

2
= Ĥ0 + V̂ , (1.27)

ãäå

Ĥ0 =
p̂2

2µe
− Ze2

r
(1.28)

� íåðåëÿòèâèñòñêèé ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîíà â êóëîíîâñêîì ïîëå;

V̂ = − (p2)2

8µ3
ec

2
= − 1

2µec2

(
Ĥ0 +

Ze2

r

)2

(1.29)

� ðåëÿòèâèñòñêàÿ êîìïîíåíòà âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðàÿ ïî ïðè÷èíå ìà-
ëîñòè (ïðåäïîëàãàåòñÿ p ¿ µec) è áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå âîç-
ìóùåíèÿ.

Ðåøåíèå íåâîçìóùåííîé çàäà÷è ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1.28) â äèñêðåòíîì
ñïåêòðå èçâåñòíî:

Ĥ0 |nlm〉 = E(0)
n |nlm〉 , E(0)

n = − Z2

2n2
Ea, (1.30)

ãäå |nlm〉 � âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ, õàðàêòåðèçóþ-
ùåãîñÿ ãëàâíûì n, îðáèòàëüíûì l è ìàãíèòíûì m êâàíòîâûìè ÷èñëàìè.
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Êàæäîå çíà÷åíèå E
(0)
n âûðîæäåíî ïî l è m ñ êðàòíîñòüþ n2. Îïåðàòîð

(1.29) íå íàðóøàåò ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè çàäà÷è, ïîýòîìó L2 è Lz îñòà-
þòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ, à, çíà÷èò ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé âîç-
ìóùåíèé äëÿ íåâûðîæäåííûõ óðîâíåé.

Âû÷èñëèì ïîïðàâêó ïåðâîãî ïîðÿäêà ê óðîâíþ E
(0)
n :

E
(1)
nl = 〈nlm|V |nlm〉 = − 1

2µec2
〈nlm| (Ĥ0 + Ze2/r)2 |nlm〉 =

= − 1
2µec2

〈nlm| Ĥ2
0 + Ze2Ĥ0r

−1 + Ze2r−1Ĥ0 + Z2e4r−2 |nlm〉 . (1.31)

Ïðè óïðîùåíèè (1.31) âîñïîëüçóåìñÿ (1.30), ñâîéñòâîì íîðìèðîâàííîñòè
ôóíêöèé |nlm〉, à òàêæå ýðìèòîâîñòüþ ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0, ñëåäñòâèåì êî-
òîðîé áóäåò ðàâåíñòâî

〈nlm| Ĥ0 = 〈nlm|E(0)
n ,

ãäå E
(0)
n � òå æå, ÷òî è â (1.30). Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåì:

E
(1)
nl = − 1

2µec2
[E(0)2

n + 2Ze2E(0)
n 〈nlm| r−1 |nlm〉+

+ Z2e4 〈nlm| r−2 |nlm〉] (1.32)

Ïåðâûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò â (1.32) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî òåîðåìå î
âèðèàëå (÷.II, çàäà÷à 7): 〈nlm| r−1 |nlm〉 =

Z

n2e2
Ea. Âòîðîé � ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ÿâíîãî âèäà ðàäèàëüíûõ âîäîðîäíûõ ôóíêöèé (ñì. Ïðèëîæåíèå).
Ïðèâåäåì ðåçóëüòàò: 〈nlm| r−2 |nlm〉 =

2Z2

n3(2l + 1)
E2

a

e4
. Â êîíå÷íîì èòîãå

ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîïðàâêè ê ýíåðãèè:

E
(1)
nl = α2

e

Z4

2n3
Ea

(
3
4n

− 1
l + 1

2

)
. (1.33)

Óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé áóäåò (αeZ)2 ¿ 1.
Êàê âèäíî èç (1.33), ðåëÿòèâèñòñêèå ïîïðàâêè ïîëíîñòüþ ñíèìàþò

êóëîíîâñêîå âûðîæäåíèå óðîâíåé � ïðîÿâëÿåòñÿ èõ �òîíêàÿ ñòðóêòóðà�.
Âûðîæäåíèå ïî ìàãíèòíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó îñòàåòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Ìû íå ó÷èòûâàëè ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå, ïî-
ðÿäîê âåëè÷èíû êîòîðîãî òàêîé æå, êàê è ó (1.33). Ïî ýòîé è íåêîòîðûì
äðóãèì ïðè÷èíàì òî÷íîå ðåëÿòèâèñòñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðè Z ¿ α−1

e

íå ïåðåõîäèò â (1.33), è íàø ðàñ÷åò íîñèò ëèøü îöåíî÷íûé õàðàêòåð. ¤
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Äëÿ ÷àñòèöû ìàññû µ, íàõîäÿùåéñÿ â áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïðÿìîóãîëü-
íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå øèðèíû a, íàéòè â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîç-
ìóùåíèé ñìåùåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ
âèäà (âñþäó 0 6 x 6 a):

à) V (x) =
V0

a
(a− |2x− a|);

á) V (x) =
{

V0, b 6 x 6 a− b;
0, 0 < x < b, a− b < x < a.

Óêàçàòü óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé.
(Îòâåò:

à) E(1)
n = V0

{
1
2

+
1 + (−1)n

π2(n + 1)2

}
;

á) E(1)
n =

V0

a

{
a− 2b +

a

π(n + 1)
sin

2π(n + 1)
a

b

}
;

|V0| ¿ π2}2

µa2
(n + 1); n = 0, 1, . . . )

2. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà E
(1)
n ê ýíåðãåòè÷åñêèì óðîâ-

íÿì ÷àñòèöû èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âîçìóùåíèÿ V (x)
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n íå çàâèñèò îò n.
3. Äëÿ ÷àñòèöû ìàññû µ, íàõîäÿùåéñÿ â áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïðÿìîóãîëü-
íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå øèðèíû a, íàéòè â ïåðâûõ äâóõ ïîðÿäêàõ òåîðèè
âîçìóùåíèé ñìåùåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ïîä äåéñòâèåì âîçìóùå-
íèÿ âèäà V (x) = V0δ(x− a/2). Óêàçàòü óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ÒÂ.
(Îòâåò: äëÿ ÷åòíûõ n E(1)

n =
2V0

a
, E(2)

n = − 2µV 2
0

π2}2(n + 1)2
;

äëÿ íå÷åòíûõ n E
(1)
n = E

(2)
n = 0; |V0| ¿ }2

π2µa
(n + 1); n = 0, 1, . . . )

4. Ïëîñêèé ðîòàòîð ñ ìîìåíòîì èíåðöèè I è ýëåêòðè÷åñêèì äèïîëüíûì
ìîìåíòîì d ïîìåùåí â îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E, ëåæàùåå â ïëîñ-
êîñòè âðàùåíèÿ. Ðàññìàòðèâàÿ âçàèìîäåéñòâèå ñ ïîëåì êàê âîçìóùåíèå,
íàéòè â ïåðâîì íåèñ÷åçàþùåì ïîðÿäêå ñäâèã ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ. Îïðåäåëèòü ïîëÿðèçóåìîñòü îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ðîòàòîðà.
(Îòâåò: α0 = 2Id2/}2. Óêàçàíèå: ñì. çàäà÷ó 18 ÷.II.)
5. Âû÷èñëèòü â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ñäâèã ýíåðãèè îñíîâ-
íîãî ñîñòîÿíèÿ âîäîðîäîïîäîáíîãî èîíà, îáóñëîâëåííûé íåòî÷å÷íîñòüþ
ÿäðà. ßäðî ñ÷èòàòü øàðîì ðàäèóñà R, ïî îáúåìó êîòîðîãî ðàâíîìåðíî
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ðàñïðåäåëåí çàðÿä Ze. Ìàññà ýëåêòðîíà µ. Óêàçàòü óñëîâèå ïðèìåíèìî-
ñòè ÒÂ.
(Îòâåò: E

(1)
1s =

2
5

(
Z2R

a0

)2
e2

a0
; R ¿ a0.)

6. Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû ñ ìàññîé µ è çàðÿäîì e â öåíòðàëüíîì
ïîëå îïèñûâàåòñÿ íåâîçìóùåííîé âîëíîâîé ôóíêöèåé

Ψ(0)
nlm(r) = Rnl(r)Ylm(θ, ϕ).

Â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé îïðåäåëèòü ðàñùåïëåíèå ýíåðãåòè-
÷åñêèõ óðîâíåé ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ B.
(Îòâåò: Enlm = E

(0)
nl − e}B

2µc
m; ∆E =

e}B
2µc

; îñü Oz íàïðàâëåíà
âäîëü B.)

1.2 Òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ áëèçêèõ óðîâíåé è ïðè
íàëè÷èè âûðîæäåíèÿ

Åñëè â äèñêðåòíîì ñïåêòðå èìåþòñÿ óðîâíè, êîòîðûå äëÿ çàäàííîãî
îïåðàòîðà V̂ íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.9), òî çíàìåíàòåëè â ñóììàõ
(1.7) è (1.8) ñòàíîâÿòñÿ áîëüøèìè, è íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿ-
äîâ ÒÂ íàðóøàåòñÿ. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü f -êðàòíî âûðîæäåííûé
óðîâåíü, ïðè íàëè÷èè êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþùèå çíàìåíàòåëè â (1.7) è
(1.8) îáðàùàþòñÿ â íóëü. ×òîáû èçáåæàòü âîçíèêàþùèõ òðóäíîñòåé, âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ óæå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè èùåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè íåâîçìóùåííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííîìó
âûðîæäåííîìó ñîñòîÿíèþ (èëè ñèñòåìå áëèçêèõ óðîâíåé):

Ψ(0) =
f∑

m=1

cmΨ(0)
m , (1.34)

ãäå f � êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ (÷èñëî áëèçêèõ óðîâíåé); ýòè óðîâíè
íóìåðóþòñÿ èíäåêñîì m; Ψ(0)

m � âîëíîâûå ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå
íåâîçìóùåííûì óðîâíÿì E

(0)
m è óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ Øðåäèíãå-

ðà

Ĥ0Ψ(0)
m = E(0)

m Ψ(0)
m . (1.35)

Åñëè Ψ(0)
m ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäåííîìó óðîâíþ, òî E

(0)
1 = . . . = E

(0)
m =

E(0). Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè Ψ(0)
m áóäåì ñ÷èòàòü ïî-ïðåæíåìó îðòîíîð-
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ìèðîâàííûìè (èõ âñåãäà ìîæíî îðòîãîíàëèçîâàòü):
∫

Ψ(0)∗
k (ξ)Ψ(0)

m (ξ) dξ = δkm. (1.36)

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â (1.34) íåèçâåñòíû è ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ.
Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

(Ĥ0 + V̂ )Ψ(0) = EΨ(0)

ïîäñòàâëÿåì âìåñòî Ψ(0) ðàçëîæåíèå (1.35), çàòåì äîìíîæàåì ïîëó÷èâøå-
åñÿ óðàâíåíèå íà Ψ(0)

k è èíòåãðèðóåì ïî âñåìó êîíôèãóðàöèîííîìó ïðî-
ñòðàíñòâó. Òîãäà ñ ó÷åòîì (1.35) è (1.36) èìååì:

f∑
m=1

[(E(0)
m − E)δkm + Vkm]cm = 0; k = 1, 2, . . . , f. (1.37)

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó f ëèíåéíûõ îäíîðîä-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ f íåèçâåñòíûìè � êîýôôèöèåíòàìè cm.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óïîðÿäî÷åííûé íàáîð cm ÿâëÿåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöè-
åé, à (1.37) � óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè
ïî áàçèñó íåâîçìóùåííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé áëèçêèõ óðîâíåé. Óñëîâèå
íåòðèâèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè (1.37), ò.å. êîãäà cm 6= 0 îäíîâðåìåííî, �
ðàâåíñòâî íóëþ äåòåðìèíàíòà

det ‖(E(0)
m − E)δkm + Vkm‖ = 0. (1.38)

Ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìàòðèöû (Ĥ(0) + V̂ )km, íàçûâàåìîå
ñåêóëÿðíûì, îïðåäåëÿåò ýíåðãèþ â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî âîçìóùåíèþ. Ëå-
âàÿ ÷àñòü (1.38) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè f îòíîñèòåëüíî E. Â îáùåì ñëó÷àå
óðàâíåíèå (1.38) èìååò f êîðíåé (ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü è êðàòíûå).

Åñëè â íåâîçìóùåííîé çàäà÷å óðîâåíü E(0) f -êðàòíî âûðîæäåí, à
óðàâíåíèå (1.38) èìååò f ðàçëè÷íûõ êîðíåé, òî ãîâîðÿò, ÷òî âîçìóùåíèå
V̂ ïîëíîñòüþ ñíèìàåò âûðîæäåíèå. Åñëè ñðåäè êîðíåé (1.38) âñòðå÷àþòñÿ
êðàòíûå, òî âûðîæäåíèå ñíèìàåòñÿ ÷àñòè÷íî. Õàðàêòåð ñíÿòèÿ âûðîæäå-
íèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñèììåòðèåé îïåðàòîðà V̂ .

Äëÿ êàæäîãî êîðíÿ (1.38) ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû
(1.37) � íàáîð êîýôôèöèåíòîâ cm. Åñëè èõ íîðìèðîâàòü óñëîâèåì

f∑
m=1

|cm|2 = 1 (1.39)

16



è ïîäñòàâèòü â (1.34), òî äëÿ çíà÷åíèÿ E ìû ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìûå
ïðàâèëüíûå ôóíêöèè íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ.
Ïðèìåð 1.5. Îïðåäåëèòü èçìåíåíèå äâóõ áëèçêèõ óðîâíåé ýíåðãèè E1

è E2 = E1 + ∆ (∆ > 0) ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ V̂ , ìàòðè÷íûå ýëå-
ìåíòû êîòîðîãî ïî áàçèñó íåâîçìóùåííûõ ñîñòîÿíèé èçâåñòíû. Íàéòè
ïðàâèëüíûå âîëíîâûå ôóíêöèè íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ.
Ðåøåíèå. Ïóñòü íåâîçìóùåííîìó óðîâíþ ñîîòâåòñòâóåò âîëíîâàÿ ôóíê-
öèÿ Ψ1, à E2 � Ψ2. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïðè
íàëè÷èè âîçìóùåíèÿ â âèäå

Ψ = c1Ψ1 + c2Ψ2. (1.40)

Â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ïðèìåò âèä
{

(E1 − E + V11)c1 + V12c2 = 0,

V21c1 + (E2 − E + V22)c2 = 0.
(1.41)

(ñì. (1.37), à òàêæå çàäà÷ó 21 ÷.II). Ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåêóëÿð-
íîãî óðàâíåíèÿ

∣∣∣∣
E1 − E + V11 V12

V21 E2 − E + V22

∣∣∣∣ = 0

äàåò 2 êîðíÿ:

E± =
E1 + V11 + E2 + V22

2
±

√(
E2 + V22 − E1 − V11

2

)2

+ |V12|2. (1.42)

(Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè V̂ → 0 E+ → E2, E− → E1.)
Ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ E óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.41) ñòàíîâÿòñÿ ëèíåé-

íî íåçàâèñèìûìè è êîýôôèöèåíòû c1,2 ìîæíî íàéòè, ðåøàÿ, íàïðèìåð,
òîëüêî åå ïåðâîå óðàâíåíèå. Ïîäñòàâëÿÿ (1.42) â (1.41), èìååì:

c1± =
2V12

∆ + V22 − V11 ± δ
c2±, (1.43)

ãäå

δ = E+ − E− =
√

(∆ + V22 − V11)2 + 4|V12|2.
Âñëåäñòâèå îäíîðîäíîñòè ñèñòåìà (1.41) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøå-
íèé. Íîðìèðóåì èõ, èñõîäÿ èç (1.39), óñëîâèåì

|c1±|2 + |c2±|2 = 1.
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Èç (1.43) ïîëó÷àåì:
{

4|V12|2
[δ ± (∆ + V22 − V11)]2

}
|c2±|2 = 1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

4|V12|2 + [δ ± (∆ + V22 − V11)]2 = 4|V12|2 + δ2 ± 2δ(∆ + V22 − V11) +

+ (∆ + V22 − V12)2 = 4|V12|2 + (∆ + V22 − V12)2︸ ︷︷ ︸
δ2

+

+ δ2 ± 2δ(∆ + V22 − V11) = 2δ[δ ± (∆ + V22 − V11)],

èìååì:

c2± =
[
δ ± (∆ + V22 − V11)

2δ

]1/2

.

Êîýôôèöèåíò c1± âû÷èñëÿåòñÿ èç (1.43).
Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåäåëüíûõ

ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó äèàãîíàëüíûìè è íåäèàãîíàëüíûìè ìàòðè÷íûìè
ýëåìåíòàìè îïåðàòîðà V̂ .

à) Áîëüøèå äèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû:

|V11|, |V22| À |V12|; |V12| ¿ |∆ + V22 − V11| ≡ ∆12. (1.44)

Ðàñêëàäûâàÿ êîðíè â (1.42) è âûðàæåíèè äëÿ δ ïî ñòåïåíÿì V12/∆12 (ïðî-
äåëàòü ñàìîñòîÿòåëüíî!), ïîëó÷àåì ïðåäåëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèé
ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ïðè íàëè÷èè âûðîæäåíèÿ è ïðàâèëüíûå ôóíê-
öèè íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ:

E+ ≈ E2 + V22; E− ≈ E− + V22;

Ψ+ ≈ Ψ2; Ψ− ≈ − V12

|V12| Ψ1.

Ôóíêöèè Ψ− è Ψ1 îòëè÷àþòñÿ ôàçîâûì ìíîæèòåëåì è ïîýòîìó ôèçè÷å-
ñêè ýêâèâàëåíòíû. Â ñîñòîÿíèè ñ ýíåðãèåé E+ äîìèíèðóåò Ψ2, à ñ ýíåðãè-
åé E− � Ψ1. Òàêèå æå ðåçóëüòàòû äàåò è òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ íåâû-
ðîæäåííûõ óðîâíåé â ïåðâîì ïîðÿäêå. Äåéñòâèòåëüíî, (1.44) ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ÒÂ äëÿ íåâûðîæäåííûõ óðîâ-
íåé (1.9).

á) Áîëüøèå íåäèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû:

|V12| À |V11|, |V22|; |V12| À ∆12.
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Ðàñêëàäûâàÿ êîðíè ïî ñòåïåíÿì ∆12/V12, ïîëó÷àåì:

E± =
1
2

(E1 + E2)± |V12|; Ψ± =
1√
2

(
Ψ2 ± V12

|V12|Ψ1

)

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî δ > ∆, ò.å. ñèëüíî íåäèàãîíàëüíîå âîçìóùåíèå ïðè-
âîäèò ê �ðàçäâèãàíèþ� áëèçêèõ óðîâíåé. |c1±|2 = |c2±|2 = 1

2 , ïîýòîìó
�íåâîçìóùåííûå� ñîñòîÿíèÿ âíîñÿò îäèíàêîâûé âêëàä â ôîðìèðîâàíèå
�âîçìóùåííûõ� óðîâíåé.

Èç àíàëèçà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî òåî-
ðèåé âîçìóùåíèÿ äëÿ áëèçêèõ óðîâíåé íóæíî ïîëüçîâàòüñÿ â òîì ñëó÷àå,
åñëè â ìàòðèöå îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû äîìè-
íèðóþò íàä äèàãîíàëüíûìè è ïî âåëè÷èíå ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþò ìåæ-
óðîâíåâûå ðàññòîÿíèÿ. ¤

Ïðèìåð 1.6. Ýôôåêò Øòàðêà â àòîìå âîäîðîäà. Îïðåäåëèòü ðàñ-
ùåïëåíèå ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî óðîâíÿ âîäîðîäîïîäîá-
íîãî èîíà â îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå íàïðÿæåííîñòè E. Çàðÿä
ÿäðà Z, ìàññà ýëåêòðîíà � µ.
Ðåøåíèå.

1 ñïîñîá.
Óðîâåíü âîäîðîäîïîäîáíîãî èîíà ñ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì n

âûðîæäåí ñ êðàòíîñòüþ n2. Ïîýòîìó ïåðâîìó âîçáóæäåííîìó óðîâíþ
(n = 2) ñîîòâåòñòâóþò 4 ñîñòîÿíèÿ:

Ψ200(r) = R20(r)Y0 0(θ, ϕ) ≡ Ψ1(r);
Ψ210(r) = R21(r)Y1 0(θ, ϕ) ≡ Ψ2(r);
Ψ211(r) = R21(r)Y1 1(θ, ϕ) ≡ Ψ3(r);
Ψ21−1(r) = R21(r)Y1−1(θ, ϕ) ≡ Ψ4(r).

(1.45)

Ïåðâîå ÿâëÿåòñÿ 2s-ñîñòîÿíèåì, îñòàëüíûå � 2p.
Âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà ñ âíåøíèì îäíîðîäíûì ýëåêòðè÷åñêèì ïî-

ëåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå âîçìóùåíèÿ:

V̂ = −eEz (1.46)

(îñü Oz íàïðàâëåíà âäîëü E; ïðåäïîëàãàåòñÿ e < 0).
Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè çàäà÷è 8 ÷.II, âû÷èñëÿåì ìàòðè÷íûå ýëåìåí-
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òû îïåðàòîðà (1.46) íà ôóíêöèÿõ (1.45) è ïîëó÷àåì ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

E
(0)
2 − E −3a0eE/Z 0 0

−3a0eE/Z E
(0)
2 − E 0 0

0 0 E
(0)
2 − E 0

0 0 0 E
(0)
2 − E

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (1.47)

ãäå E
(0)
2 = −1

8
Z2Ea � ýíåðãèÿ ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ â îòñóò-

ñòâèå âîçìóùåíèÿ. Ðàñêðûâàÿ â (1.47) îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
4-ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî E:

(E(0)
2 − E)2[(E(0)

2 − E)2 − 9a2
0e

2E2] = 0.

Åãî ðåøåíèÿ E1,2 = E
(0)
2 ± 3a0eE/Z; E3,4 = E

(0)
2 . Òàêèì îáðàçîì, âûðî-

æäåíèå ñíèìàåòñÿ ÷àñòè÷íî.
2 ñïîñîá.
Â âîäîðîäîïîäîáíîì èîíå âûðîæäåíèå ïî ìàãíèòíîìó êâàíòîâîìó

÷èñëó m îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî L2 è Lz ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ,
�ñëó÷àéíîå� âûðîæäåíèå ïî îðáèòàëüíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó l îáúÿñíÿ-
åòñÿ ñïåöèôèêîé êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà.

Ïðè íàëîæåíèè âîçìóùåíèÿ (1.46) L2 ïåðåñòàåò áûòü èíòåãðàëîì äâè-
æåíèÿ, à âåëè÷èíà Lz ïî-ïðåæíåìó ñîõðàíÿåòñÿ ïî ïðè÷èíå îñåâîé ñèì-
ìåòðèè V̂ . Ïîýòîìó ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå ìîæíî óïðîñòèòü, ñäåëàâ åãî
çàâèñÿùèì îò m êàê îò ïàðàìåòðà.

Ïðè çàäàííûõ m è n îðáèòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî l ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèÿ |m|, |m|+ 1, . . . , n− 1. Â íàøåì ñëó÷àå n = 2, ò.å. l = |m|, |m|+ 1, . . . 1.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé m = ±1. Åäèíñòâåííûì äîïóñòèìûì çíà÷åíèåì
êâàíòîâîãî ÷èñëà l ÿâëÿåòñÿ 1, ò.å. èìååòñÿ âñåãî îäèí p-ïîäóðîâåíü ñ
m = ±1, è ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé âîçìóùåíèé äëÿ íåâûðîæäåííûõ
ñîñòîÿíèé. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð (1.46) íå÷åòíûé, ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿä-
êà ê ýíåðãèè ðàâíà íóëþ, è ïîäóðîâåíü, ñîîòâåòñòâóþùèé n = 2,l = 1,m =
±1, íå ðàñùåïëÿåòñÿ, ò.å. E3 = E4 = E

(0)
2 , à âûðîæäåíèå ïî m îñòàåòñÿ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé m = 0. Îðáèòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî ìîæåò òå-
ïåðü ïðèíèìàòü äâà çíà÷åíèÿ l = 0, 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðè m = 0 èìåþò-
ñÿ ñîâïàäàþùèå s- è p-ïîäóðîâíè. Â ýòîì ñëó÷àå ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå
ïðèìåò âèä

∣∣∣∣∣
E

(0)
2 − E −3a0eE/Z

−3a0eE/Z E
(0)
2 − E

∣∣∣∣∣ = 0, (1.48)
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êîðíè êîòîðîãî E1,2 = E
(0)
2 ± 3a0eE/Z.

Ïî ñâîåé ñòðóêòóðå óðàâíåíèå (1.48) ïðîùå (1.47).
Òàêèì îáðàçîì, êóëîíîâñêèé óðîâåíü ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ â ñëàáîì îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ðàñùåïëÿåòñÿ íà 3 êîìïî-
íåíòû:

îäíà êîìïîíåíòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ 2p-ñîñòîÿíèþ ñ m = ±1, íå ñìåùà-
åòñÿ (îñòàåòñÿ 2-êðàòíîå âûðîæäåíèå ïî m);

äâå äðóãèå êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå 2s- è 2p-ñîñòîÿíèþ ñ m = 0,
ñìåùàþòñÿ íà ±3a0eE/Z. Âåëè÷èíà ðàñùåïëåíèÿ δ = 6a0|e|E/Z ïðîïîð-
öèîíàëüíà E , ò.å. ýôôåêò Øòàðêà ëèíååí.

Ðàñùåïëåíèå ìîæíî îáúÿñíèòü íàðóøåíèåì öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè
è îòëè÷èåì ïîòåíöèàëà îò ÷èñòî êóëîíîâñêîãî. ¤

Åñëè íà áëèçêèõ óðîâíÿõ âñå Vkm = 〈k|V |m〉 = 0, òî â ñåêóëÿðíîì
óðàâíåíèè (1.37) Vkm íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà

V
(2)
km =

∑

j

〈k|V |j〉 〈j|V |k〉
E

(0)
m − E

(0)
j

, (1.49)

ãäå â ñóììå ïî j îòñóòñòâóþò ñîñòîÿíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå ñèñòåìå f áëèç-
êèõ óðîâíåé. Òîãäà ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå (1.37) îïðåäåëÿåò ýíåðãèþ E âî
âòîðîì ïîðÿäêå ïî V .

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

7. Â ïðèìåðå 1.6 íàéòè ïðàâèëüíûå âîëíîâûå ôóíêöèè íóëåâîãî ïðèáëè-
æåíèÿ.
(Îòâåò: Ψ± =

1√
2
(Ψ2s ∓Ψ2p), ãäå Ψ2s ≡ Ψ200, Ψ2p ≡ Ψ210.)

8. Íàéòè ðàñùåïëåíèå ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî óðîâíÿ ýíåðãèè ïëîñêîãî
ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ìàññîé µ è ÷àñòîòîé ω ïîä äåéñòâèåì âîç-
ìóùåíèÿ âèäà V = αxy ((x, y) � ïëîñêîñòü êîëåáàíèé).
(Îòâåò: E± = 2}ω ± α}

2µω
.)

9. Îïðåäåëèòü ðàñùåïëåíèå è ïîëÿðèçóåìîñòü ñòàöèîíàðíûõ óðîâíåé
ïëîñêîãî ðîòàòîðà ñ m = ±1 â îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå E, ëå-
æàùåì â ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ ðîòàòîðà. Ìîìåíò èíåðöèè ðîòàòîðà I.
(Îòâåò: ∆E = E+ − E− =

d2E2I

}2
, ãäå E± =

}2

2J
+

d2E2J

3}2

[
1± 3

2

]
; α

(±)
0 =

−d2E2J

3}2
(2± 3).)
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Ãëàâà 2

Ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííîãî ìåòîäà ê
ïðèáëèæåííûì ðàñ÷åòàì

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ïåðâûõ äèñêðåòíûõ ñîñòî-
ÿíèé êâàíòîâûõ ñèñòåì ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî
ìåòîäà. Âàðèàöèîííûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà Ĥ íå èñïîëüçóåò òåîðèþ âîçìóùåíèé è ñîîòâåò-
ñòâåííî íå òðåáóåò íàëè÷èÿ â çàäà÷å ìàëûõ ïàðàìåòðîâ.

Ïðè ðàñ÷åòàõ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âíà÷àëå àíàëèòè÷åñêè âû-
áèðàåòñÿ �ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ� Ψ0(ξ; α, β, . . . ), ñîäåðæàùàÿ íåêîòîðîå ÷èñ-
ëî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ α, β, . . . Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî
ôóíêöèîíàëà

J(α, β, . . . ) =
∫

Ψ∗0(ξ; α, β, . . . )ĤΨ0(ξ;α, β, . . . ) dξ∫ |Ψ0(ξ; α, β, . . . )|2 dξ
(2.1)

ïîëó÷àþò âûðàæåíèå J(α, β, . . . ), çàâèñÿùåå îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Îíî
èìååò ñìûñë ñðåäíåé ýíåðãèè ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè, çàäàâàåìîì �ïðîá-
íîé ôóíêöèåé� Ψ0(ξ; α, β, . . . ). Îïðåäåëåíèå èñêîìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè J(α, β, . . . ), ò.å. ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé

∂J

∂α
=

∂J

∂β
= . . . = 0.

Ïðè óäà÷íîì âûáîðå ïðîáíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåìîå çíà÷åíèå ýíåðãèè

E0 = J(α0, β0, . . . )

áóäåò áëèçêî ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ E
(0)
0 äàæå ïðè ñðàâíèòåëüíî ìàëîì

÷èñëå èñïîëüçîâàííûõ ïàðàìåòðîâ. Íåíîðìèðîâàííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû áóäåò ïðèáëèæåííî ñîâïàäàòü ñ ôóíêöèåé
Ψ0(ξ; α0, β0, . . . ).

Óêàçàííûé âûøå ìåòîä îòûñêàíèÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ íî-
ñèò íàçâàíèå ïðÿìîãî âàðèàöèîííîãî ìåòîäà, èëè ìåòîäà Ðèòöà. Âûáîð
ïðîáíûõ ôóíêöèé áàçèðóåòñÿ íà êà÷åñòâåííîì àíàëèçå ðåøåíèé ñ ó÷åòîì
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ñèììåòðèè çàäà÷è. Ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ ïðåæäå âñåãî äîëæíà óäîâëåòâî-
ðÿòü ñòàíäàðòíûì óñëîâèÿì è â ñëó÷àå ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ îáðàùàòüñÿ
â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè. Ñîãëàñíî îñöèëëÿöèîííîé òåîðåìå äëÿ îñíîâíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ îäíîìåðíîé ñèñòåìû ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ âíóòðè ïîòåíöèàëü-
íîé ÿìû íå äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü. Åñëè ãàìèëüòîíèàí íå ìåíÿåòñÿ
ïðè îïåðàöèè èíâåðñèè, ïðîáíóþ ôóíêöèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñëåäó-
åò âûáèðàòü ÷åòíîé. Â ñëó÷àå óäà÷íîãî âûáîðà õîðîøèå ðåçóëüòàòû äëÿ
ýíåðãèè ïîëó÷àþòñÿ óæå ïðè èñïîëüçîâàíèè îäíîãî ïàðàìåòðà.

Ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ Ψ1(ξ; α, β, . . . )
äîëæíà îäèí ðàç îáðàòèòüñÿ â íóëü. Âû÷èñëåíèå ýíåðãèè ïåðâîãî âîç-
áóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ âàðèàöèîííîé çàäà÷è

E1 = min
∫

Ψ∗1ĤΨ1 dξ∫ |Ψ1|2 dξ

ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè
∫

Ψ∗1Ψ0 dξ = 0, ãäå Ψ0 � èçâåñòíàÿ âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âû÷èñëÿåòñÿ ýíåðãèÿ n-ãî âîçáóæäåííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèé ïîäáèðàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ê âîëíîâûì ôóíêöèÿì áîëåå íèçêèõ
ïî ýíåðãèè ñîñòîÿíèé: Ψ0, Ψ1, . . . , Ψn−1.

Çàìåòèì, ÷òî òî÷íûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè E
(0)
n è ïîëó÷åííûå âàðèàöèîí-

íûì ìåòîäîì En óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

E(0)
n 6 En. (2.2)

Âîëíîâûå ôóíêöèè, íàéäåííûå âàðèàöèîííûì ìåòîäîì, íå îáÿçàíû áûòü
ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ãàìèëüòîíèàíà Ĥ. Îíè ÿâëÿþòñÿ òàêîâûìè
ëèøü ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå ïàðàìåòðèçàöèè ïðîáíûõ ôóíêöèé, ïîç-
âîëÿþùåì ïîäáîðîì ïàðàìåòðîâ ïðèâåñòè èõ ê òî÷íûì âîëíîâûì ôóíê-
öèÿì ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé. Â ýòîì ñëó÷àå (2.2) ïðåâðàùàåòñÿ â ñòðî-
ãîå ðàâåíñòâî.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ ïðèìåíåíèå âàðè-
àöèîííîãî ìåòîäà ê âû÷èñëåíèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé ãàìèëüòîíèàíà íåêîòîðûõ ñèñòåì. Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ïðîäå-
ëàòü âñå ïðîìåæóòî÷íûå âûêëàäêè ñàìîñòîÿòåëüíî.
Ïðèìåð 2.1. Âû÷èñëèòü âàðèàöèîííûì ìåòîäîì ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ëèíåéíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ìàññîé µ è ÷àñòî-
òîé ω. Ïðîáíóþ ôóíêöèþ âûáðàòü â âèäå Ψ(x, α) = A exp

(
−1

2
αx2

)
,

ãäå A = const, α > 0 � âàðèàöèîííûé ïàðàìåòð.
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Ðåøåíèå. Ïðè âûáîðå ïðîáíîé ôóíêöèè ó÷òåíî, ÷òî Ψ(±∞, α) = 0. Òàêæå
ïðèíÿòî âî âíèìàíèå îòñóòñòâèå óçëîâ ó âîëíîâîé ôóíêöèè îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ è åå ÷åòíîñòü. Ýíåðãåòè÷åñêèé ôóíêöèîíàë (2.1) âû÷èñëÿåòñÿ
ñ ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ = − }
2

2µ

d2

dx2
+

1
2

µω2x2 (2.3)

è çàäàííîé ïðîáíîé ôóíêöèåé Ψ(x, α). Ïðèâåäåì åãî îêîí÷àòåëüíûé âèä
(2.1):

J0(α) =
1
4

(
}2α

µ
+

µω2

α

)
.

Ìèíèìóì J0(α) ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ α0 = µω/}, ïîýòîìó ýíåðãèÿ
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ

E0 = J0(α0) =
1
2
}ω,

à ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîðìèðîâàííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

Ψ0(x) = Ψ(x, α0) =
(µω

π}

)1/4
e
− x2

2x2
0 , (2.4)

ãäå x2
0 =

}
µω

. Ïî ïðè÷èíå óäà÷íî âûáðàííîé ïàðàìåòðèçàöèè ïðîáíîé
ôóíêöèè çíà÷åíèå ýíåðãèè è âèä âîëíîâîé ôóíêöèè ñîâïàäàþò ñ òî÷íûìè
âûðàæåíèÿìè. ¤

Ïðèìåð 2.2. Âû÷èñëèòü âàðèàöèîííûì ìåòîäîì ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà. Ïðîáíóþ ôóíêöèþ âûáðàòü â âèäå Ψ(r, β) =
Ae−βr ñ âàðèàöèîííûì ïàðàìåòðîì β > 0.
Ðåøåíèå. Ãàìèëüòîíèàí àòîìà âîäîðîäà èìååò âèä

Ĥ = − }
2

2µ
∇2 − Ze2

r
. (2.5)

Â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîëå îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå èìååò óãëîâîé
ìîìåíò. Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè óãëîâîé ìîìåíò ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò r è íå çàâèñèò îò óãëîâ.
Â ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèÿõ ïðè r →∞ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà îáðàùàòü-
ñÿ â íóëü. Ðàäèàëüíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ íå äîëæíà
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èìåòü óçëîâ. Ïðåäëàãàåìàÿ ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò âûøåïåðå-
÷èñëåííûì óñëîâèÿì.

Ýíåðãåòè÷åñêèé ôóíêöèîíàë ñ ãàìèëüòîíèàíîì (2.5) ïðèâîäèòñÿ ê âè-
äó

J1s(β) =
2β3}2

µ

∞∫

0

e−βr∇2e−βrr2dr − 4β3Ze2

∞∫

0

e−2βrr dr. (2.6)

Ïðè âû÷èñëåíèè ïåðâîãî èíòåãðàëà â (2.6) èìååì
∞∫

0

e−βr∇2e−βrr2dr = −
∞∫

0

(
∂

∂r
e−βr

)2

r2dr = −(4β)−1.

Âòîðîé èíòåãðàë â (2.6) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:
∞∫

0

e−2βrr dr = (2β)−2.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â (2.6), ïîëó÷àåì:

J1s(β) =
}2β2

2µ
− Ze2β.

Èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà J1s(β) îïðåäåëÿåì âàðèàöèîííûé ïàðàìåòð β0 =
Z/a0. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå β0 â âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãåòè÷å-
ñêîãî ôóíêöèîíàëà è ïðîáíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì:

E1s = J1s(β0) = −Z2e2

2a0
; Ψ1s(r) =

√
Z3

πa3
0

exp
(
−Zr

a0

)
. (2.7)

Âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè è âîëíîâîé ôóíêöèè ñîâïàäàþò ñ òî÷íûìè áëà-
ãîäàðÿ óäà÷íîé ïàðàìåòðèçàöèè ïðîáíîé ôóíêöèè. ¤

Ïðèìåð 2.3. Âû÷èñëèòü âàðèàöèîííûì ìåòîäîì ýíåðãèþ ïåðâîãî âîç-
áóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ 2s àòîìà âîäîðîäà. Ïðîáíóþ ôóíêöèþ âûáðàòü â
äâóõïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå Ψ(r; α, γ) = B

(
1 + γ

Zr

a0

)
exp

(
−αr

a0

)
ñ âàðè-

àöèîííûìè ïàðàìåòðàìè α > 0 è γ < 0.
Ðåøåíèå. Ïîìèìî ñòàíäàðòíûõ óñëîâèé, ðàäèàëüíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
2s-ñîñòîÿíèÿ äîëæíà èìåòü îäèí óçåë. Äàííûé ôàêò íàõîäèò îòðàæå-
íèå â ïàðàìåòðèçàöèè ïðîáíîé ôóíêöèè. Äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ïðè
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ìèíèìèçàöèè ýíåðãåòè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå îðòîãî-
íàëüíîñòè Ψ(r; α, γ) ê âîëíîâîé ôóíêöèè 1s-ñîñòîÿíèÿ, íàéäåííîé â ïðå-
äûäóùåì ïðèìåðå:

∞∫
0

Ψ∗(r; α, γ)Ψ1s(r) d3r = 0. Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ
ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèîííûìè ïàðàìåò-
ðàìè α è γ:

γ = −1
3

(Z + α). (2.8)

Òåïåðü íà îñíîâàíèè (2.5) è (2.8) ñ çàäàííîé ïðîáíîé ôóíêöèåé ìîæíî
ïîëó÷èòü ýíåðãåòè÷åñêèé ôóíêöèîíàë 2s-ñîñòîÿíèÿ:

J2s(α) =
∫

Ψ∗ĤΨd3r =
Ze2

a0

[
−α

2
+

7α2

6Z
− Zα2

2(α2 − Zα + Z2)

]
.

Èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà J2s(α) ñëåäóåò α0 = Z/2. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå
çíà÷åíèå α0 â âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà è ïðîáíîé
ôóíêöèè, èìååì:

E2s = J2s(α0) = −Z2e2

8a0
; Ψ1s(r) =

√
Z3

8πa3
0

(
1− Zr

2a0

)
exp

(
− Zr

2a0

)
.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ìû ïîëó÷èëè ñîâïàäåíèå ñ òî÷íûìè ðå-
çóëüòàòàìè. ¤

Ïðèìåð 2.4. Âû÷èñëèòü âàðèàöèîííûì ìåòîäîì ýíåðãèþ âòîðîãî âîç-
áóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ ëèíåéíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ìàñ-
ñîé µ è ÷àñòîòîé ω. Ïðîáíóþ ôóíêöèþ âûáðàòü â âèäå Ψ(x;β, γ) =

B
(
1− γx2

)
exp

(
−1

2
βx2

)
, ãäå β > 0, γ > 0 � âàðèàöèîííûå ïàðàìåò-

ðû.
Ðåøåíèå. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ âòîðîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, à ïåðâîãî � íå÷åòíîé, ò.å. îíè áóäóò îðòîãî-
íàëüíû ïðè ëþáîé ïàðàìåòðèçàöèè, ó÷èòûâàþùåé ÷åòíîñòü. Ïîýòîìó
ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü îò ïðîáíîé ôóíêöèè îðòîãîíàëüíîñòè òîëü-
êî ê âîëíîâîé ôóíêöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, íàéäåííîé â ïðèìåðå
2.1:

+∞∫
−∞

Ψ(x;β, γ)Ψ0(x) dx = 0. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ìû ïîëó÷àåì äîïîë-

íèòåëüíîå óñëîâèå, ñâÿçûâàþùåå ïàðàìåòðû β è γ:

γ = β + x−2
0 ,
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ãäå x2
0 =

}
µω

. Ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ ïàðàìåòðèçîâàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ x äâàæäû îáðàòèòüñÿ â íóëü. Âû÷èñëåíèå
ýíåðãåòè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà J2(β) òðåáóåò ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ
ôîðìóëû

+∞∫

−∞
ξ2ne−ξ2

dξ =
(2n− 1)!!

2n

√
π

è ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèì. ßâíûé âèä ôóíêöèîíàëà çäåñü íå ïðè-
âîäèòñÿ. Åãî ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè β0 = x−2

0 . Îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå
âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E2 =
5
2
}ω; Ψ2(x) =

√
1

2x0
√

π

(
1− 2

x2

x2
0

)
exp

(
− x2

2x2
0

)
.

¤

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

10. ×àñòèöà ìàññû µ íàõîäèòñÿ â δ-îáðàçíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå U(x) =
−V0δ(x) (V0 > 0). Âàðèàöèîííûì ìåòîäîì ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå çíà-
÷åíèå ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðîáíóþ ôóíêöèþ âûáðàòü â âèäå
Ψ(x, α) = A exp

(
−1

2
αx2

)
ñ ïàðàìåòðîì α.

(Îòâåò: E0 = −µV 2
0

π}2
.

Çàìå÷àíèå: Îáðàòèòü âíèìàíèå íà ðàçìåðíîñòü âåëè÷èíû V0.)
11. Äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññû µ, íàõîäÿùåéñÿ â îäíîðîäíîì ïîëå òÿãî-
òåíèÿ, îãðàíè÷åíî ñíèçó àáñîþòíî óïðóãîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëàñòèíîé.
Âàðèàöèîííûì ìåòîäîì ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè îñíîâ-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû. Ïðîáíóþ ôóíêöèþ âûáðàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

à) Ψ(z, α) = Az exp(−αz); á) Ψ(z, α) = B z exp
(− 1

2αz2
)
,

ãäå α � âàðèàöèîííûé ïàðàìåòð. Îñü Oz íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ.
Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g.

(Îòâåò: à) E0 =
(

243
32
}2µg2

)1/3

; á) E0 =
(

81
4π
}2µg2

)1/3

.)

12. Îäíîìåðíûé ëèíåéíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ ìàññîé µ è ÷à-
ñòîòîé ω íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Âàðèàöèîííûì ìåòîäîì ïî-
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ëó÷èòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà. Ïðîáíóþ ôóíêöèþ
âûáðàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

à) Ψ(x, α) = A/(1 + x2/α2); á) Ψ(x, α) = B/(1 + x2/α2)2,
ãäå α � âàðèàöèîííûé ïàðàìåòð Ðèòöà. Ñðàâíèòü ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì
ýíåðãèè.

(Îòâåò: à) E0 = }ω/
√

2 ≈ 1,414E
(0)
0 ; á) E0 =

√
7

5
}ω ≈ 1,058E

(0)
0 , ãäå

E
(0)
0 = }ω/2 � òî÷íîå çíà÷åíèå ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà.

Óêàçàíèå: Âîñïîëüçîâàòüñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì èíòåãðàëà
+∞∫
−∞

(β +

z2)−1dz = π/
√

β ïî ïàðàìåòðó β.)
Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó âàðèàöèîííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè â ñëó÷àå á) ïîëó÷àåò-
ñÿ áîëåå áëèçêèì ê òî÷íîìó ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì à).
13. Îäíîìåðíûé ëèíåéíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ ìàññîé µ è ÷à-
ñòîòîé ω íàõîäèòñÿ â ïåðâîì âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè. Âàðèàöèîííûì
ìåòîäîì ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà. Ïðîá-
íóþ ôóíêöèþ âûáðàòü â âèäå Ψ(x, α) = Axe−α|x| ñ ïàðàìåòðîì α.
(Îòâåò: E1 =

√
3 }ω).

14∗. Îäíîìåðíûé ëèíåéíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ ìàññîé µ è ÷à-
ñòîòîé ω íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Âàðèàöèîííûì ìåòîäîì ïî-
ëó÷èòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà. Ïðîáíóþ ôóíêöèþ
âûáðàòü â âèäå Ψ(x, α) = A e−α|x|, ãäå α � âàðèàöèîííûé ïàðàìåòð Ðèò-
öà.
(Îòâåò: E0 = }ω/

√
2.

Óêàçàíèå: Âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâÿçüþ θ-ôóíêöèè Õåâèñàéäà ñ δ-ôóíêöèåé
Äèðàêà: θ′(x) = δ(x).)
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Ãëàâà 3

Íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé (òåîðèÿ
êâàíòîâûõ ïåðåõîäîâ)

3.1 Âîçìóùåíèå, äåéñòâóþùåå â òå÷åíèå êîíå÷íîãî
ïðîìåæóòêà âðåìåíè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè |i〉 =
Ψi(r) (i � initial, ò.å. �íà÷àëüíîå� ñîñòîÿíèå; çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè íå
ïîêàçàíà). Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 âêëþ÷àåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå
âçàèìîäåéñòâèå V̂ (r, t), çàâèñÿùåå â îáùåì ñëó÷àå îò âðåìåíè è äåéñòâó-
þùåå â òå÷åíèå êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè; â ìîìåíò t = τ îíî âû-
êëþ÷àåòñÿ. Âî âñå ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè íàøà ñèñòåìà ìîæåò
áûòü îáíàðóæåíà è â äðóãîì ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè |f〉 = Ψf (r) (f �
final, ò.å. �êîíå÷íîå� ñîñòîÿíèå). Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà
ñîâåðøèëà êâàíòîâûé ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ |i〉 â ñîñòîÿíèå |f〉. Íàáëþ-
äàåìîé õàðàêòåðèñòèêîé äàííîãî ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ åãî âåðîÿòíîñòü.

Ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå â ïðîìåæóòêå âðåìåíè t0 < t < τ ãàìèëüòî-
íèàí ÿâíî çàâèñèò îò âðåìåíè, çàäà÷à ðàñ÷åòà äàííîé âåðîÿòíîñòè áóäåò
íåñòàöèîíàðíîé. Åñëè âíåøíåå âîçäåéñòâèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïðè-
ìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé, âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ìîæåò áûòü âû÷èñ-
ëåíà â ðàìêàõ íåñòàöèîíàðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé. Îãðàíè÷èìñÿ äëÿ
ïðîñòîòû ðàññìîòðåíèåì ïåðåõîäîâ òîëüêî ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè äèñêðåò-
íîãî ñïåêòðà. Àìïëèòóäà ïðîöåññà â ïåðâîì ïîðÿäêå ÒÂ èìååò âèä:

Afi =
1
i}

τ∫

t0

〈f | V̂ (r, t) |i〉 eiωfitdt,

ãäå ωfi = (Ef − Ei)/} � �÷àñòîòà ïåðåõîäà�; Ei è Ef � ñîîòâåòñòâåííî
ýíåðãèè íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèé. Ñ àìïëèòóäîé ïðîñòûì îáðà-
çîì ñâÿçàíà âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà:

Wfi = |Afi|2 =
1
}2

∣∣∣∣∣∣

τ∫

t0

〈f | V̂ (r, t) |i〉 eiωfitdt

∣∣∣∣∣∣

2

. (3.1)
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Åñëè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âîçìóùåíèå V̂ �âêëþ÷àåòñÿ� â ìîìåíò âðåìå-
íè t0 = −∞ è èñ÷åçàåò (�âûêëþ÷àåòñÿ�) ïðè τ → +∞ (òàê íàçûâàåìûé
àäèàáàòè÷åñêèé ñïîñîá âêëþ÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ), òî ïîëíàÿ âåðîÿò-
íîñòü ïåðåõîäà (3.1) åñòü

Wfi = |Afi|2 =
1
}2

∣∣∣∣∣∣

+∞∫

−∞
〈f | V̂ (r, t) |i〉 eiωfitdt

∣∣∣∣∣∣

2

. (3.2)

Ïðåäëàãàåì ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèòüñÿ â áåçðàçìåðíîì õàðàêòåðå âåëè÷è-
íû Wfi. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà íåîáõîäè-
ìî çíàòü ýíåðãåòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ ïî áàçèñó
íåâîçìóùåííîé çàäà÷è.
Ïðèìåð 3.1. Ëèíåéíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ ìàññîé µ, ÷àñòî-
òîé ω è çàðÿäîì e ïðè t → −∞ íàõîäèëñÿ â n-ì âîçáóæäåííîì ñî-
ñòîÿíèè. Äàííûé îñöèëëÿòîð ïîäâåðãàåòñÿ âîçäåéñòâèþ âíåøíåãî îä-
íîðîäíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, èçìåíÿþùåãîñÿ âî âðåìåíè ïî çàêîíó
E(t) = E0e−t/|τ | (τ = const), è íàïðàâëåííîìó âäîëü îñè Ox. Íàéòè â
ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà â ðàçëè÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿõ ïðè t → +∞.
Ðåøåíèå. Âåðîÿòíîñòü âîçáóæäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.2). Îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

V̂ (x, t) = −exE0e−t/|τ |,

è åãî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïðîïîðöèîíàëüíû ìàòðè÷íûì ýëåìåíòàì îïå-
ðàòîðà êîîðäèíàòû â áàçèñå îñöèëëÿòîðà. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 2.4 ÷.II,

〈m|x |n〉 =

√
}

2µω





√
n + 1, m = n + 1;√
n, m = n− 1;

0, m 6= n± 1.

Â íàøåì ñëó÷àå |i〉 ≡ |n〉, |f〉 ≡ |m〉. ×àñòîòà ïåðåõîäà

ωfi = ωmn =
1
}

{
}ω

(
m +

1
2

)
− }ω

(
n +

1
2

)}
= ω(m− n).

Äëÿ âåðîÿòíîñòè âîçáóæäåíèÿ èìååì:
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Wfi = Wmn =
e2E2

0

}2
|xmn|2

∣∣∣∣∣∣

+∞∫

−∞
e−

|t|
τ +iωmntdt

∣∣∣∣∣∣

2

=

=
2e2E2

0

µ}ω
· τ2

(ω2τ2 + 1)2





n + 1, m = n + 1;
n, m = n− 1;
0, m 6= n± 1.

Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé âîçáóæäàþòñÿ
ëèøü ñîñåäíèå ê n-ìó ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà |n± 1〉; ïðè n = 0 âîçáó-
æäàåòñÿ ëèøü ñîñòîÿíèå |1〉. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî äëÿ íàøåãî

îòâåòà íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
∞∑

m=0

Wmn = 1, ïîñêîëüêó íå ó÷èòûâàåòñÿ

âêëàä ñëàãàåìûõ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè ïî âîçìóùåíèþ. ¤

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

15. Èñïîëüçîâàòü óñëîâèå ïðèìåðà 3.1, çàìåíèâ ôóíêöèþ E(t) íà
à) E(t) = E0e−

t2

τ2 ; á) E(t) =
E0

t2

τ2 + 1
.

(Îòâåò: Wfi =
e2E2

0

2µ}ω
I(ω)





n + 1, m = n + 1;
n, m = n− 1;
0, m 6= n± 1,

ãäå

à) I(ω) = πτ2e−ω2τ2/2; á) I(ω) = π2τ2e−ωτ .)
16. Ïëîñêèé ðîòàòîð ñ ìîìåíòîì èíåðöèè I è ýëåêòðè÷åñêèì äèïîëüíûì
ìîìåíòîì d â ìîìåíò âðåìåíè t0 → −∞ íàõîäèëñÿ â ñîñòîÿíèè ñ L̂z = m}
(m 6= 0). Äàííûé ðîòàòîð ïîäâåðãàåòñÿ âîçäåéñòâèþ âíåøíåãî îäíîðîä-
íîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè Ox â ïëîñêîñòè âðà-
ùåíèÿ, èçìåíÿþùåãîñÿ âî âðåìåíè ïî çàêîíó, óêàçàííîìó â ïðåäûäóùåé
çàäà÷å.
(Îòâåò: Wfi =

E2
0d2

4}2
δm′,m±1I(ω), ãäå I(ω) îïðåäåëåíî â ïðåäûäóùåì

ïðèìåðå.)
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3.2 Ïåðèîäè÷åñêîå âîçìóùåíèå è ñïîíòàííîå ýëåê-
òðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå

Âàæíûå ñëó÷àè ïðåäñòàâëÿþò âîçìóùåíèÿ, êîòîðûå èìåþò ïîñòîÿí-
íûå çíà÷åíèÿ ìåæäó ìîìåíòàìè âêëþ÷åíèÿ è âûêëþ÷åíèÿ èëè çàâèñÿò îò
âðåìåíè ïåðèîäè÷åñêè ñ ÷àñòîòîé ω (íàïðèìåð, ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ ýëåê-
òðîìàãíèòíàÿ âîëíà). Â ýòèõ ñëó÷àÿõ, åñëè âðåìÿ äåéñòâèÿ âîçìóùåíèÿ
äîñòàòî÷íî âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûìè âíóòðåííèìè âðåìåíà-
ìè ñèñòåìû (∼ }/En), ñóùåñòâóåò ïîñòîÿíàÿ âî âðåìåíè íàáëþäàåìàÿ
âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ ñêîðîñòüþ ïåðåõîäà. Îíà ïîêàçûâàåò ÷èñëî ïåðå-
õîäîâ, ñîâåðøàþùèõñÿ â ñèñòåìå â åäèíèöó âðåìåíè, è ìîæåò ïðèíèìàòü
ïðîèçâîëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Äëÿ âîçìóùåíèé, èìåþùèõ âèä

V̂ (r, t) = V±(r)e±iωt, (3.3)

ñêîðîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ |i〉 â |f〉

Pfi =
2π

}

∣∣∣〈f | V̂± |i〉
∣∣∣
2

δ(Ef − Ei ∓ }ω) (3.4)

(�çîëîòîå� ïðàâèëî Ôåðìè). Ñîãëàñíî (3.4), ïåðåõîäû ìîãóò îñóùå-
ñòâëÿòüñÿ ëèøü â òå ñîñòîÿíèÿ, ýíåðãèÿ êîòîðûõ îòëè÷àåòñÿ îò Ei íà
âåëè÷èíó }ω. Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè âîçìóùåíèÿ (3.3) ñèñòåìà ìî-
æåò ëèáî ïðèíèìàòü èçâíå, ëèáî îòäàâàòü ýíåðãèþ ïîðöèÿìè }ω.

Ïðè âçàèìîäåéñòâèè çàðÿæåíîé ñèñòåìû ñ ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ýëåê-
òðîìàãíèòíîé âîëíîé ìîæåò ïîãëîùàòüñÿ (èëè âûíóæäåííî èçëó÷àòüñÿ)
êâàíò ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè � ôîòîí. Ñêîðîñòü ïåðåõîäà â ýòîì ñëó-
÷àå òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ èç (3.3). Ñïîíòàííîå èçëó÷åíèå ïðîèñõîäèò ïðè
Ef > Ei â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ôëóêòóàöèÿìè âàêóóìà. Ïîëíàÿ
ïðîèíòåãðèðîâàííàÿ ïî Ef ñêîðîñòü ñïîíòàííîãî ïåðåõîäà ñ ÷àñòîòîé ωfi

â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

W
(Sp)
fi =

4
3

ω3
if

}c3

∣∣∣〈f | d̂ |i〉
∣∣∣
2

, (3.5)

ãäå d̂ � îïåðàòîð äèïîëüíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû, ñîâåðøàþùåé êâàíòîâûé
ïåðåõîä (äëÿ ýëåêòðîíà â àòîìå d̂ = −er). Ðåêîìåíäóåì ñàìîñòîÿòåëüíî
ïðîâåðèòü ðàçìåðíîñòü (3.5).
Ïðèìåð 3.2. Íàéòè âåðîÿòíîñòü â åäèíèöó âðåìåíè ñïîíòàííîãî èç-
ëó÷åíèÿ ôîòîíà âîäîðîäîïîäîáíûì èîíîì ñ çàðÿäîì Z, âîçáóæäåííûì â
2p-ñîñòîÿíèå.
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Ðåøåíèå. Ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ íå ìîæåò çàâèñåòü
îò ïðîåêöèè îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà íà âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå (ò.å. îò
îðèåíòàöèè èçëó÷àþùåé ñèñòåìû). Ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè Lz = 0, òàê ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä

Ψi(r) = Ψ210(r, θ, ϕ) =
r

2
√

6a5
e−

r
2a Y10(θ, ϕ), (3.6)

ãäå a = a0/Z. Âûïèøåì òàêæå ÿâíûé âèä âîëíîâîé ôóíêöèè îñíîâíîãî
1s-ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä:

Ψf (r) = Ψ100(r, θ, ϕ) =
1√
πa3

e−r/a. (3.7)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ â äèïîëüíîì
ïðèáëèæåíèè íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà äè-
ïîëüíîãî ìîìåíòà d̂ = −er ìåæäó íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì ñîñòîÿíèÿìè
èîíà. Â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

x = r sin θ cos ϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ = r

√
4π

3
Y10(θ, ϕ). (3.8)

Âîëíîâûå ôóíêöèè Ψi è Ψf íå çàâèñÿò îò ϕ, ïîýòîìó èíòåãðèðîâàíèå ïî
ϕ îáðàùàåò ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû 〈f |x |i〉 è 〈f | y |i〉 â íóëü, à 〈f | z |i〉 =∫

Ψ∗fzΨi d3r 6= 0. Ïîäñòàâëÿÿ ïîä çíàê èíòåãðàëà âûðàæåíèÿ (3.6)�(3.8) è
ó÷èòûâàÿ íîðìèðîâàííîñòü ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèè Y10, ïîëó÷àåì

〈f | z |i〉 =
1

3
√

2 a4

∞∫

0

r4e−
3r
2a dr =

(
2
3

)5

4
√

2 a.

Ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ â åäèíèöó âðåìåíè (3.5) ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå

W
(Sp)
fi =

4
3

ω3
ife2

}c3
|〈f | z |i〉|2 =

128
3

ω3
ife2a2

}c3

(
2
3

)10

. (3.9)

Ïîäñòàâëÿÿ â (3.9) ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòîòû 2p− 1s-ïåðåõîäà

ωif = (E1 − E2)/} =
1
2

(
1− 1

4

)
Z2e2

a0}
=

3Z2e2

8a0}
,
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ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè ñïîíòàííîãî èçëó-
÷åíèÿ:

W
(Sp)
fi = (Zαe)4

(
2
3

)8
c

a0
. (3.10)

Äëÿ àòîìà âîäîðîäà (Z = 1) èìååì ñëåäóþùåå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå:
W

(Sp)
fi ≈ 0.63 · 109 ñ−1. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ âðåìåíè æèçíè 2p-ñîñòîÿíèÿ

τ = 1/W
(Sp)
fi ïîëó÷àåì τ = 1.6 · 10−9 ñ. ¤

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

17. Îïðåäåëèòü â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè âåðîÿòíîñòü ñïîíòàííîãî èç-
ëó÷åíèÿ ôîòîíà â åäèíèöó âðåìåíè ïðîñòðàíñòâåííûì ðîòàòîðîì, íàõî-
äÿùèìñÿ â ïåðâîì âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè. Ðîòàòîð èìååò ìîìåíò èíåð-
öèè I è äèïîëüíûé ìîìåíò d.
(Îòâåò: W (Sp)

p→s =
4
9
}2d2

I3c3
.

Óêàçàíèå: d̂ = nd, ãäå n � îðò â íàïðàâëåíèè, çàäàâàåìîì óãëàìè (θ, ϕ)
â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.)
18∗. Îïðåäåëèòü â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè âåðîÿòíîñòü ñïîíòàííîãî èç-
ëó÷åíèÿ ôîòîíà â åäèíèöó âðåìåíè ñôåðè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì, íàõîäÿ-
ùèìñÿ â ïåðâîì âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè. Îñöèëëÿòîð èìååò ìàññó µ,
÷àñòîòó ω è çàðÿä e.
(Îòâåò: W (Sp)

p→s =
2
3

e2ω2

µc3
.)
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Ãëàâà 4

Íåðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ ñïèíà ýëåêòðîíà

Îïûòû Øòåðíà è Ãåðëàõà ïîêàçûâàþò, ÷òî ýëåêòðîí, íàõîäÿùèéñÿ
â s-ñîñòîÿíèè, îáëàäàåò ìàãíèòíûì ìîìåíòîì ñ ïðîåêöèåé ± e}

2µec
. Äàí-

íûé ôàêò íåâîçìîæíî îáúÿñíèòü â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè (ñì.
çàäà÷ó 19). Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòîâ Ýéíøòåéíà � äå Õààçà,
ïðîåêöèÿ �ñîáñòâåííîãî� ìåõàíè÷åñêîãî ìîìåíòà òàêæå ìîæåò ïðèíèìàòü
òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ: ±}

2
. Ïîýòîìó ñïèíîâîå ãèðîìàãíèòíîå îòíîøåíèå

âäâîå áîëüøå îðáèòàëüíîãî! Íàêîíåö, ñïèíîâûå ýôôåêòû íå èìåþò êëàñ-
ñè÷åñêîãî àíàëîãà, òàê êàê èñ÷åçàþò ïðè }→ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîíó ïðèñóù �ñîáñòâåííûé� ìåõàíè÷åñêèé ìî-
ìåíò, íå ñâÿçàííûé ñ îðáèòàëüíûì äâèæåíèåì è èìåíóåìûé ñïèíîâûì
ìîìåíòîì èëè ïðîñòî ñïèíîì (îò àíãë. spin � âåðåòåíî). Îí îáëàäàåò
âñåìè èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè ìåõàíè÷åñêîãî ìîìåíòà: åãî îïåðàòîð �
ïñåâäîâåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò òåì æå êîììóòàöè-
îííûì ñîîòíîøåíèÿì, ò.å.

[ŝi, ŝj ] = i}
∑

k

εijkŝk, (4.1)

ŝj ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ýðìèòîâûìè îïåðàòîðàìè.
Ñïèíîâîìó ìîìåíòó, îäíàêî, ïðèñóù ðÿä ñâîéñòâ, îòëè÷àþùèõ åãî

îò îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà. Ïðåæäå âñåãî åãî ïðîåêöèÿ ìîäåò ïðèíèìàòü
òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ: ± 1

2}, ò.å. ðàâíÿòüñÿ ïîëóöåëîìó ÷èñëó } (íàïî-
ìíèì, ÷òî íàáëþäàåìàÿ ïðîåêöèÿ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà âñåãäà ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèÿ, ðàâíûå öåëîìó ÷èñëó }). Íî òîãäà äëÿ êâàíòîâîìåõàíè-
÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ ñïèíà íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü êîîðäèíàòíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå! Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ àíàëîãèåé ñ îðáèòàëü-
íûì ìîìåíòîì, òî â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
îïåðàòîðà ŝz äîëæíà èìåòü âèä: Ψ± 1

2
(ϕ) = 1√

2π
e±

1
2 iϕ. Òîãäà ïîëó÷èì:

Ψ± 1
2
(ϕ + 2π) = −Ψ± 1

2
(ϕ), ò.å. ôóíêöèÿ íåîäíîçíà÷íà!

Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé ââîäèòñÿ ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îïèñà-
íèÿ ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé ìèêðî÷àñòèö. ×èñëî íàáëþäàåìûõ çíà÷åíèé sz

ðàâíî äâóì è ïîýòîìó â êà÷åñòâå ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî èñïîëüçî-
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âàòü êîìïëåêñíûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè 2× 2. Â ýòîì ñëó÷àå âîëíîâûìè
ôóíêöèÿìè áóäóò äâóõêîìïîíåíòíûå ñòîëáöû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë � ñïè-
íîðû1. Àðãóìåíò ó òàêèõ ôóíêöèé äèñêðåòåí. Èì ÿâëÿåòñÿ íîìåð ýëå-
ìåíòà â ñïèíîðå. Â äàëüíåéøåì òàì, ãäå ýòî íå âíîñèò íåäîðàçóìåíèé,
àðãóìåíò ñïèíîâîé ôóíêöèè ìû áóäåì îïóñêàòü. Ñòàíäàðòíûå óñëîâèÿ,
íàëàãàåìûå íà ñïèíîðû, ñâîäÿòñÿ ê òðåáîâàíèþ îäíîçíà÷íîñòè è îãðàíè-
÷åííîñòè èõ ýëåìåíòîâ. Ôîðìàëüíî ñïèíîðû â àëãåáðàè÷åñêèõ âûêëàäêàõ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè 2×1. Â áðà-âåêòîðå ñïè-
íîð çàìåíÿåòñÿ ýðìèòîâî-ñîïðÿæåííîé êîíñòðóêöèåé, ò.å. ïðåâðàùàåòñÿ
â ñòðîêó èç äâóõ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.

Ïðèìåð 4.1. Íîðìèðîâàòü ñïèíîðû: à) χ = A

(
a
b

)
(êðîìå a = b = 0); á)

χ = A

(
3
4i

)
.

Ðåøåíèå. à) Íîðìèðóåì ñïèíîð íà åäèíèöó óñëîâèåì:

〈χ|χ〉 = χ†χ = A
(
a∗ b∗

) (
a
b

)
= A(a∗a + b∗b) = A(|a|2 + |b|2) = 1.

Îòñþäà A =
1√

|a|2 + |b|2 (âûáðàëè äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-

ëî).
á) Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà çàäà÷è, ïîëó÷àåì A =

1
5
. ¤

Îïåðàòîð ñïèíà óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ŝ =
}
2

σ̂, (4.2)

ãäå σ̂ = (σ̂x, σ̂y, σ̂z) � òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè. Äëÿ íèõ, ñîãëàñíî
(4.1) è (4.2), âûïîëíÿþòñÿ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ:

[σ̂i, σ̂j ] = 2i
∑

k

εijkσ̂k. (4.3)

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð ñïèíà ýðìèòîâ, ìàòðèöû Ïàóëè òàêæå ýðìèòîâû:

σ̂†k = σ̂k. (4.4)
1Èõ íåëüçÿ îòîæäåñòâëÿòü ñ ôèçè÷åñêèìè âåêòîðàìè, ïîòîìó ÷òî âîçíèêàþò ïðî-

áëåìû ñ ââåäåíèåì îïåðàöèè èíâåðñèè.
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Ïðèìåð 4.2. Ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä ìàòðèö Ïàóëè2.
Ðåøåíèå. Ñâîéñòâî ýðìèòîâîñòè (4.4) ïîçâîëÿåò ïàðàìåòðèçîâàòü ìàòðè-
öû Ïàóëè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ̂x,y,z =
(

P Seiδ

Se−iδ Q

)
. (4.5)

Çäåñü P , Q, S, δ � ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû,
ïðè÷åì S > 0.

Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî ëþáóþ ýðìèòîâó ìàòðè-
öó ñ ïîìîùüþ íàäëåæàùåãî óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ïðèâå-
ñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Ïîýòîìó äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ ðàñ÷å-
òîâ ïîòðåáóåì, ÷òîáû îäíà èç ìàòðèö, íàïðèìåð, σ̂z, áûëà äèàãîíàëüíîé.
Îñòàëüíûå ìàòðèöû áóäóò íåäèàãîíàëüíû, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îíè áû êîììóòèðîâàëè, âñòóïàÿ â ïðîòèâîðå÷èå ñ (4.3).

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (4.5) è ñäåëàííûõ çàìå÷àíèé ìû
áóäåì èñêàòü ìàòðèöû Ïàóëè â âèäå

σ̂x =
(

X1 Xeiδx

Xe−iδx X2

)
; σ̂y =

(
Y1 Y e−iδy

Y eiδy Y2

)
; σ̂z =

(
Z1 0
0 Z2

)
. (4.6)

Íà ïàðàìåòðû â (4.6) íàëàãàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ:

(X1,2, Y1,2, Z1,2, X, Y, δx,y) = Re (X1,2, Y1,2, Z1,2, X, Y, δx,y); (4.7)
X > 0, Y > 0; (4.8)

σ̂z 6= 0. (4.9)

Áóäåì èñêàòü ïàðàìåòðû (4.6), èñïîëüçóÿ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøå-
íèÿ (4.3), à òàêæå ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (4.6) � (4.9). Ñîîòíîøåíèÿ (4.3)
äàþò 12 óðàâíåíèé, èç êîòîðûõ íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî 9 âñëåä-
ñòâèå àíòèýðìèòîâîñòè êîììóòàòîðà ýðìèòîâûõ ìàòðèö. ×èñëî íåçàâè-
ñèìûõ ïàðàìåòðîâ â (4.6) ðàâíî 10, è îäèí èç íèõ ìîæåò áûòü âûáðàí
ïðîèçâîëüíî. Ïîýòîìó ìû ïîëîæèì δx = 0.

Ðàññìîòðèì êîììóòàòîð

[σ̂x, σ̂y] = 2iσ̂z. (4.10)

Ïîäñòàâëÿÿ (4.6) â (4.10) è ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû ïî ïðàâèëàì ëèíåéíîé
àëãåáðû, ïîëó÷àåì 4 óðàâíåíèÿ:

XY sin δy = Z1,

XY sin δy = −Z2;
(4.11)

2Äàííûé ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì äëÿ èçó÷åíèÿ.
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Y eiδy (X1 −X2) = X(Y1 − Y2),

Y e−iδy (X1 −X2) = X(Y1 − Y2)
(4.12)

Èç (4.11) ñ ó÷åòîì óñëîâèé (4.8), (4.9) èìååì:

Z1 = −Z2 = Z 6= 0. (4.13)

Ïðåîáðàçóÿ ñèñòåìó (4.12) ïî ôîðìóëå Ýéëåðà, ìû ïðèõîäèì ê óðàâíå-
íèÿì:

Y (X1 −X2) sin δy = 0; Y (X1 −X2) cos δy = 2X(Y1 − Y2). (4.14)

Ìàòðèöà σ̂y íå ìîæåò áûòü âåùåñòâåííîé (ýòî íàðóøèò êîììóòàöèîííûå
ñîîòíîøåíèÿ (4.3)), ïîýòîìó èç (4.14) ñëåäóåò, ÷òî

X1 = X2 = X̃; Y1 = Y2 = Ỹ . (4.15)

Áîëåå ïîäðîáíîé èíôîðìàöèè î ïàðàìåòðàõ ìàòðèö Ïàóëè (4.6) èç ñî-
îòíîøåíèÿ (4.10) èçâëå÷ü íåëüçÿ. Íåîáõîäèìî òåïåðü èñïîëüçîâàòü âñå
îñòàâøèåñÿ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ èç (4.3).

Ðàññìîòðèì òåïåðü êîììóòàòîð

[σ̂z, σ̂x] = 2iσy. (4.16)

Ïîäñòàíîâêà (4.6) â (4.16) ñ ó÷åòîì (4.13) è (4.15) äàåò

X̃ = 0; (4.17)
Y Z = −i Xeiδy = i Xe−iδy . (4.18)

Íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ X, Y è Z (ñâîéñòâà (4.8), (4.9)), à òàêæå âåùåñòâåí-
íûé äèàïàçîí ïàðàìåòðîâ (4.7) ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ïîëîæèòü â
(4.18).

δy =
π

2
(4.19)

(âçÿòî íàèìåíüøåå íåîòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå).
Âîñïîëüçóåìñÿ, íàêîíåö, êîììóòàòîðîì

[σ̂y, σ̂z] = 2iσx. (4.20)

Ïîäñòàâëÿÿ (4.6) â (4.20) è ó÷èòûâàÿ (4.13), (4.15), (4.17) è (4.19), ïîëó-
÷àåì

Ỹ = 0;
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XZ = Y. (4.21)

Îñòàâøèåñÿ ïîêà íå îïðåäåëåííûìè çíà÷åíèÿ X,Y, Z íàõîäèì èç
(4.11), (4.18) è (4.21) ïîäñòàíîâêîé â íèõ óæå íàéäåííûõ ïàðàìåòðîâ. Ê
ñîæàëåíèþ, ïîëó÷àþùàþñÿ ïðè ýòî ñèñòåìà

XY = Z; Y Z = X; ZX = Y

îäíîçíà÷íî íå ðåøàåòñÿ. Åñëè æå äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ
óñëîâèÿ Z > 0 (ýòî ñîîòâåòñòâóåò Z1 > Z2 â (4.6) è(4.13)), òî åäèíñòâåí-
íûì íåíóëåâûì åå ðåøåíèåì áóäåò X = Y = Z = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè ÿâíûé âèä âñåõ ìàòðèö Ïàóëè. ¤
Ïðèâåäåì òåïåðü ÿâíûé âèä ìàòðèö Ïàóëè â ïðåäñòàâëåíèè ñ äèàãî-

íàëüíîé σ̂z (σz-ïðåäñòàâëåíèå):

σ̂x =
(

0 1
1 0

)
; σ̂y =

(
0 −i
i 0

)
; σ̂z =

(
1 0
0 −1

)
. (4.22)

Íàïîìíèì åùå ðàç î òîì, ÷òî ìàòðèöû Ïàóëè îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî.
Èñïîëüçóÿ ïðîèçâîëüíóþ óíèòàðíóþ ìàòðèöó Û ðàçìåðíîñòè 2×2, ìîæ-
íî èç (4.22) ïîëó÷èòü äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèö Ïàóëè σ̂′ = Û σ̂Û−1,
êîòîðûå òàêæå óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó (4.4) è ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåí-
íûìè. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ íåíóëåâàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà 2× 2
ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ðàçëîæåíà ïî �áàçèñó�, ñîñòîÿùåìó èç åäèíè÷íîé
ìàòðèöû è òðåõ ìàòðèö Ïàóëè.
Ïðèìåð 4.3. Íàéòè íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ sx,y,z è ñîîòâåòñòâóþùèå
èì ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ.
Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ÿâíûì âèäîì ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ (ñì. (4.2),
(4.22)).

à) Ðàññìîòðèì sz. Çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé:

ŝzχ = szχ.

Â ÿâíîì âèäå ýòî óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèñòåìó äâóõ ëèíåéíûõ àëãå-
áðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a è b, èç êîòîðûõ
ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèíîð χ =

(
a
b

)
:

}
2

a = sza;

−}
2

b = szb,

(4.23)
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èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå
(}

2 − sz 0
0 −}2 − sz

)(
a
b

)
=

(
0
0

)
. (4.24)

Êàê èçâåñòíî èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû, äàííàÿ ñèñòåìà áóäåò èìåòü
íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè ïîòðåáîâàòü ðàâåíñòâî
íóëþ äåòåðìèíàíòà ìàòðèöû â (4.24) (ïî÷åìó íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî
íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ?):

s2
z −

}2

4
= 0. (4.25)

Äàííîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ sz, êîòîðûå ÿâëÿþò-
ñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4.25). Èõ äâà: s(±)

z = ±}
2
.

Äàííûé ôàêò ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî.
Ñîáñòâåííûå ñïèíîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå êàæäîìó èç ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé ŝz, ìîæíî íàéòè íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â ñèñòåìó (4.23):
äëÿ s(+)

z =
}
2

}
2

a =
}
2

a; −}
2

b =
}
2

b, îòêóäà a 6= 0 (âûáèðàåòñÿ
ïðîèçâîëüíî), b = 0;

äëÿ s(−)
z = −}

2
}
2

a = −}
2

a; −}
2

b = −}
2

b, îòêóäà b 6= 0 (âûáèðà-
åòñÿ ïðîèçâîëüíî), a = 0.

Òàêèì îáðàçîì, χ+ = a

(
1
0

)
, χ− = b

(
0
1

)
. Ïðîèçâîëüíûå ïîêà íîðìè-

ðîâî÷íûå êîíñòàíòû a è b íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ñïèíîðîâ íà
åäèíèöó χ†χ = 1. Îêîí÷àòåëüíûé îòâåò:

χ+ =
(

1
0

)
, χ− =

(
0
1

)
. (4.26)

Ýðìèòîâîñòü îïåðàòîðà ŝz âëå÷åò îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.
Ïðîâåðèì äàííîå óòâåðæäåíèå, èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä ñïèíîðîâ (4.26):

χ†+χ− =
(
1 0

)(0
1

)
= 1 · 0 + 0 · 1 = 0.

Óñëîâèå ïîëíîòû ñïèíîðîâ (4.26) ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû ìàòðèöà∑
p=+,−

χpχ
†
p (åå ðàçìåðíîñòü 2 × 2 � îáðàòèòü âíèìàíèå íà ìåñòî äëÿ

çíàêà †!) áûëà åäèíè÷íîé. Äëÿ íàøèõ ñïèíîðîâ óñëîâèå ïîëíîòû âûïîë-
íÿåòñÿ:

χ+χ†+ + χ−χ†− =
(

1
0

)(
1 0

)
+

(
0
1

)(
0 1

)
=

(
1 0
0 1

)
= I,
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è χ± îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2-êîìïîíåíòíûõ ñïèíîðîâ.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ôîðìàëüíî ñâîäèòñÿ ê äèàãîíàëèçàöèè ñîîò-

âåòñòâóþùåé ìàòðèöû Ïàóëè.
á) Ðàññìîòðèì òåïåðü îïåðàòîð ŝy. Äëÿ íåãî íåñêîëüêî èçìåíèì õîä

ðåøåíèÿ. Äèàãîíàëèçóåì ìàòðèöó σ̂y, ðåøàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå

∣∣∣∣
−σy −i

i −σy

∣∣∣∣ = 0,

îòíîñèòåëüíî σy. Ïîëó÷àåì äâà êîðíÿ: σ(±)
y = ±1 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ìàòðèöû σ̂y.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ χ+ ðåøàåì ñèñòåìó: −ib = a; ia = b.

Áîëåå îïðåäåëåííî î ðåøåíèè ñêàçàòü íåëüçÿ íè÷åãî, è ìû ïîëó÷àåì χ+ =

a

(
1
i

)
, ãäå a 6= 0.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ χ− ðåøàåì ñèñòåìó ib = a; ia = −b

è ïîëó÷àåì χ− = a

(
1
−i

)
.

Ïîñëå íîðìèðîâàêè èìååì: χ± =
1√
2

(
1
±i

)
.

Ïðîâåðèì îðòîãîíàëüíîñòü χ+ è χ−:

χ†+χ− =
1
2

(
1 −i

)( 1
−i

)
= 12 + i2 = 0.

Óáåäèìñÿ â ïîëíîòå:

χ+χ†+ + χ−χ†− =
1
2

{(
1
i

)(
1 −i

)
+

(
1
−i

)(
1 i

)}
=

(
1 0
0 1

)
= I.

Òåïåðü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ŝy ìîæåì íàéòè, ïîëüçóÿñü (4.2): s(±)
y =

}
2

σ(±)
y = ±}

2
, ò.å. íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ sy � òå æå, ÷òî è ó sz.

Ïðåäëàãàåì ñàìîñòîÿòåëüíî ðàññìîòðåòü îïåðàòîð sx. ¤
Ðåøàÿ ýòîò ïðèìåð, ìû ñìîãëè óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ ïðîåêöèè ñïèíà íà âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå íå çàâèñÿò îò âûáîðà
ïðåäñòàâëåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñïèíîðû, íàîáîðîò, îïðåäåëÿþòñÿ
ïðåäñòàâëåíèåì; îíè èìåþò îñîáåííî ïðîñòîé âèä â òîì ïðåäñòàâëåíèè,
êîòîðîå äèàãîíàëèçóåò îïåðàòîð ïðîåêöèè ñïèíà: χ+ =

(
1
0

)
, χ− =

(
0
1

)
.
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Åùå îäíî îòëè÷èå ñïèíà îò îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ñïåêòð êâàäðàòà ïðîåêöèè ñîñòîèò ëèøü èç îäíîãî çíà÷åíèÿ }2

4 , ïîýòîìó

ŝ2
i =

1
4
}21̂; ŝ2 =

3
4
}21̂;

σ̂2
i = I; σ̂2 = 3I,

(4.27)

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 2 × 2. ×àñòî åå íå ïèøóò, ïîäðàçóìåâàÿ íà
ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå I.

Ïîìèìî êîììóòàòîðîâ, ïðîñòîé âèä èìåþò òàêæå è àíòèêîììóòà-
òîðû, ñîñòàâëåííûå èç ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ. Ïðèâåäåì ýòè ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ ìàòðèö Ïàóëè:

{σ̂i, σ̂j} = σ̂iσ̂j + σ̂j σ̂i = 2δij 1̂. (4.28)

Ýëåêòðîíû â ñîñòîÿíèÿõ ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì ïðîåêöèè ñïèíà
íà âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîëÿðèçîâàííûìè â ýòîì
íàïðàâëåíèè.
Ïðèìåð 4.4. Ýëåêòðîí ïîëÿðèçîâàí â íàïðàâëåíèè, çàäàâàåìîì îñüþ
Oz. Íàéòè íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ è âåðîÿòíîñòè èõ îáíàðóæåíèÿ äëÿ
ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü Oz′, ñîñòàâëÿþùóþ ñ îñüþ Oz óãîë θ.
Ðåøåíèå. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñïèíîâîãî ôîðìàëèçìà.
Äîñòàòî÷íî ëèøü çíàòü íàáëþäàåìûå ñâîéñòâà ñïèíà.

Ïî óñëîâèþ, ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîåêöèè sz ñîâïàäàåò ñ íàáëþäàåìûì
è ðàâíÿåòñÿ }

2
. Î÷åâèäíî, ÷òî

〈sz′〉 = 〈sz〉 cos θ =
}
2

cos θ. (4.29)

Ïîñêîëüêó îñü Oz′ íå ñîâïàäàåò ñ Oz, ïðîåêöèÿ ñïèíà íà íåå óæå íå
áóäåò èìåòü îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ. Ñîãëàñíî îáùèì ñâîéñòâàì ñïèíà,
åãî ïðîåêöèÿ íà ëþáîå íàïðàâëåíèå ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà-
÷åíèÿ: s

(±)
z′ = ±}

2
(ýòî îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ çàäà÷è). Ïóñòü â íàøåì

ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ýëåêòðîíà ñ ïîëÿðèçàöèåé âäîëü îñè Oz′

ðàâíà w+, à âåðîÿòíîñòü ïîëÿðèçàöèè ýëåêòðîíà â ïðîòèâîëîæíîì íà-
ïðàâëåíèè � w−. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé î ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè, ìû
ïîëó÷èì åùå îäíî âûðàæåíèå, ïîìèìî (4.29):

〈sz′〉 = w+s
(+)
z′ + w−s

(−)
z′ =

}
2

(w+ − w−). (4.30)
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Ïðèðàâíèâàÿ (4.29) è (4.30), ìû ïîëó÷àåì ïåðâîå óðàâíåíèå äëÿ èñêî-
ìûõ âåðîÿòíîñòåé wpm:

w+ − w− = cos θ. (4.31)

Âòîðîå óðàâíåíèå ñëåäóåò èç îáùåãî ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòåé:

w+ + w− = 1. (4.32)

Ñîâìåñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (4.31) è (4.32) äàåò îòâåò è íà âòîðîé
âîïðîñ çàäà÷è:

w+ =
1 + cos θ

2
= cos2

θ

2
; w− =

1− cos θ

2
= sin2 θ

2
.

Ïðåäëàãàåì ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîàíàëèçèðîâàòü îòâåò ïðè ðàçëè÷íûõ çíà-
÷åíèÿõ óãëà θ. Ðàññìîòðåòü, â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àè θ = 0, π

2 , π. ¤

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

19. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýëåêòðîí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâíîìåðíî çà-
ðÿæåííûé øàðèê ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì êëàññè÷åñêîìó ðàäèóñó ýëåêòðîíà
(çàðÿä è ìàññó ýëåêòðîíà ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè). Êàêîâà ýêâàòîðèàëüíàÿ
ñêîðîñòü òî÷åê ýëåêòðîíà, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ñïèíîâûé ìàãíèòíûé ìî-
ìåíò ñîçäàåòñÿ ïðîñòûì âðàùåíèåì ýëåêòðîíà âîêðóã ñâîåé �îñè�?
(Îòâåò: 342.5c.)
20. Ïîëüçóÿñü ÿâíûì âèäîì ìàòðèö Ïàóëè (4.22), ïðîâåðèòü ñâîéñòâà
(4.10), (4.27) è (4.28).
21. Ïîñòóëèðóÿ (4.10) è çíàÿ ñâîéñòâà ñïåêòðà ŝz è ŝ2, äîêàçàòü (4.28),
íå èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä ìàòðèö Ïàóëè.
(Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì (4.27).)
22. Èñõîäÿ èç (4.10) è (4.28), äîêàçàòü òîæäåñòâî:

σ̂iσ̂j = δij 1̂ + i
∑

k

εijkσ̂k.

23. Äîêàçàòü, ÷òî σ̂iσ̂k = i
∑

k

σ̂k.

24. Äîêàçàòü òîæäåñòâî, âàæíîå â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ñïèíà:

(σ̂â)(σ̂b̂) = (âb̂) + iσ̂[â× b̂]

43



(â è b̂ � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðíûå îïåðàòîðû, íå äåéñòâóþùèå íà ñïèíî-
âûå ïåðåìåííûå).
(Óêàçàíèå: Âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåé çàäà÷è.)
25. Àòîì âîäîðîäà ïîìåùåí âî âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå B. Äëÿ ýëåêòðîíà
íàéòè dŝx

dt
è dŝy

dt
(îñü Oz íàïðàâëåíà âäîëü B).

(Îòâåò: dŝx

dt
=

i|e|
}µ

Bz ŝy;
dŝy

dt
= − i|e|

}µ
Bz ŝx.

Óêàçàíèå: Çàïèñàòü ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîíà â ïîëå íåïîäâèæíîãî êóëî-
íîâñêîãî öåíòðà â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.)
26. Óêàçàòü âèä îïåðàòîðà ñïèíà ŝn íà ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåíèå, îïðå-
äåëÿåìîå åäèíè÷íûì âåêòîðîì n.
(Îòâåò: ŝn =

}
2

(
cos θ sin θ · e−iϕ

sin θ · eiϕ − cos θ

)
; óãëû (θ, ϕ) îïðåäåëÿþò íàïðàâ-

ëåíèå âåêòîðà n.)
27. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà F̂ = a + bσ̂ (a � ÷èñëî, b �
÷èñëîâîé âåêòîð).
(Îòâåò: F1,2 = a± b.)
28. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå (aσ̂)n, ãäå a � ÷èñëîâîé âåêòîð, n � öåëîå
íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.
(Îòâåò: an � äëÿ ÷åòíûõ n, an−1(aσ̂) � äëÿ íå÷åòíûõ n.)
29∗. Íàéòè ÿâíîå âûðàæåíèå îïåðàòîðà âèäà F̂ = F (a + bσ̂), ãäå F (x) �
ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x, a = const, b � ÷èñëîâîé âåêòîð.
Ðàññìîòðåòü, â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîð F̂ = exp(ibσ̂).
(Îòâåò:

F̂ =
F (a + b) + F (a− b)

2
+

F (a + b)− F (a− b)
2b

bσ̂;

exp(ibσ̂) = cos b + i sin b

(
σ̂

b

b

)
.)
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Ãëàâà 5

Òåîðèÿ àòîìà ãåëèÿ

Â äàííîé ãëàâå ïîä àòîìîì ãåëèÿ áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ èîí ñ äâóìÿ
ýëåêòðîíàìè. Òàêèì îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ êàê ñîáñòâåííî àòîì ãåëèÿ, òàê è
èîíû H−, Li+, Be++, B+++, C4+ è ò.ä.

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå äâóõ ýëåêòðîíîâ â ïîëå
íåïîäâèæíîãî êóëîíîâñêîãî öåíòðà ñ çàðÿäîì Ze â ïðåíåáðåæåíèè ñïèí-
îðáèòàëüíûì è ñïèí-ñïèíîâûì âçàèìîäåéñòâèåì ýëåêòðîíîâ. Ãàìèëüòî-
íèàí ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ĥ = Ĥ
(0)
1 + Ĥ

(0)
2 + V̂12, (5.1)

ãäå

Ĥ
(0)
i = − }

2

2µ
∇2

i −
Ze2

ri
(5.2)

� ãàìèëüòîíèàí i-ãî èçîëèðîâàííîãî ýëåêòðîíà ñ ìàññîé µ â êóëîíîâñêîì
ïîëå (âîäîðîäíûé ãàìèëüòîíèàí),

V̂12 =
e2

|r1 − r2|
� îïåðàòîð êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ (çíàê �ïëþñ� îòðà-
æàåò îòòàëêèâàþùèé õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ).

Òî÷íîå ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ãàìèëüòîíè-
àíîì (5.1) íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ïåðåìåííûå r1 è r2 â îïåðàòîðå V̂12 íå
ðàçäåëÿþòñÿ, è íà ïðàêòèêå îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå ïðèáëèæå-
íèÿ.

Íàèáîëåå îáùèì äîïóùåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå äâóõýëåêòðîí-
íîé âîëíîâîé ôóíêöèè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îäíîýëåêòðîííûõ ôóíêöèé,
ìåíÿþùåãî çíàê ïðè îäíîâðåìåííîé ïåðåñòàíîâêå êîîðäèíàòíûõ è ñïè-
íîâûõ ïåðåìåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì Ïàóëè.

Òàêèì îáðàçîì, â íåðåëÿòèâèñòñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è äâóõýëåêòðîí-
íóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ψ(r1, 1; r2, 2) = χ(∓)(1, 2)Φ(±)(r1, r2), (5.3)
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χ(∓)(1, 2) � ñïèíîâàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ïåðåìåííûõ �1� è
�2�, Φ(±)(r1, r2) � êîîðäèíàòíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ r1 è r1.
Çíàêè �±� â ôîðìóëå (5.3) ñîîòâåòñòâóþò ñèììåòðè÷íîé (àíòèñèììåò-
ðè÷íîé) ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ è âûáèðàþòñÿ
ñîãëàñîâàííî.

Àíòèñèììåòðè÷íàÿ ñïèíîâàÿ ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâóåò äâóõýëåêòðîííî-
ìó ñîñòîÿíèþ ñ ïîëíûì ñïèíîì S = 0 (òàê íàçûâàåìîå ñèíãëåòíîå ñïèíî-
âîå ñîñòîÿíèå � ñ àíòèïàðàëëåëüíûìè ñïèíàìè ýëåêòðîíîâ) è âûðàæà-
åòñÿ ÷åðåç îäíî÷àñòè÷íûå ñïèíîâûå ôóíêöèè χ± (îíè çàäàþò ñîñòîÿíèÿ
îäíîãî ýëåêòðîíà ñ sz = ±}2 ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

χ(−)(1, 2) =
1√
2

[χ+(1)χ−(2)− χ+(2)χ−(1)]. (5.4)

Ñèììåòðè÷íûå ñïèíîâûå ôóíêöèè çàäàþò äâóõýëåêòðîííûå ñîñòîÿ-
íèÿ ñ ïîëíûì ñïèíîì S = 1 (òðèïëåòíîå ñïèíîâîå ñîñòîÿíèå � ñ ïà-
ðàëëåëüíûìè ñïèíàìè) è òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ïðîåêöèÿìè íà âûäåëåííîå
íàïðàâëåíèå Sz = 0,±}:

χ(+)(1, 2) =

{
[χ+(1)χ−(2) + χ+(2)χ−(1)]/

√
2, Sz = 0,

χ±(1)χ±(2), Sz = ±}. (5.5)

Êîîðäèíàòíàÿ äâóõýëåêòðîííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Φ(±)(r1, r2) â ñà-
ìîì îáùåì ñëó÷àå ñòðîèòñÿ èç îðòîíîðìèðîâàííûõ îäíîýëåêòðîííûõ
ôóíêöèé Ψ1,2(r) àíàëîãè÷íî ñïèíîâîé:

Φ(±)(r1, r2) =
1√
2

[Ψ1(r1)Ψ2(r2)±Ψ1(r2)Ψ2(r1)]. (5.6)

Ìíîæèòåëü 1√
2
â ôîðìóëàõ (5.4)�(5.6) ââåäåí äëÿ ñîõðàíåíèÿ íîðìèðîâêè

(ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî!). Èíäåêñû 1 è 2 èäåíòèôèöèðóþò îäíî÷à-
ñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíîâ. Íà èõ ìåñòå ìîãóò ñòîÿòü ïàðû êâàíòî-
âûõ ÷èñåë: ãëàâíîãî è îðáèòàëüíîãî. Ïîýòîìó äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýëåêòðîí-
íûõ êîíôèãóðàöèé àòîìà ãåëèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü íàáîðû âîäîðîäíûõ
ñïåêòðîñêîïè÷åñêèõ ñèìâîëîâ: (1s)2, 1s2s, 1s2p è äð. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî
îäíîýëåêòðîííûå ôóíêöèè íå îáÿçàíû â òî÷íîñòè ñîâïàäàòü ñ âîäîðîä-
íûìè. Îíè äîëæíû ëèøü âåðíî îòðàæàòü óãëîâóþ çàâèñèìîñòü è íóæíîå
êîëè÷åñòâî ðàç îáðàùàòüñÿ â íóëü.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ñäåëàííûõ äîïóùåíèé çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõî-
æäåíèþ îäíîýëåêòðîííûõ êîîðäèíàòíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé, ñ êîòîðûìè
çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ çíåðãèÿ àòîìà ãåëèÿ. Ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è â
äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçóåì óæå èçâåñòíûå íàì ïðèáëèæåííûå ìåòîäû.
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Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû Ĥ
(0)
i è V̂12 íå äåéñòâóþò íà ñïèíîâûå ïåðåìåí-

íûå, ïðè âû÷èñëåíèè èõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ñîñòîÿíèÿõ (5.3) ñïèíî-
âûå âîëíîâûå ôóíêöèè áóäóò îïóùåíû, ò.å. âìåñòî (5.3) áóäóò ôèãóðèðî-
âàòü (5.6) (ñïèí-îðáèòàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì ïðåíåáðåãàåòñÿ).

5.1 Òåîðèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà ãåëèÿ
Îòìåòèì âíà÷àëå, ÷òî êîîðäèíàòíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî

ñîñòîÿíèÿ îáÿçàíà áûòü ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè r1 ¿
r2, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò ñèëîâîãî öåíòðà
Φ(−)(r, r) ≡ 0. Ïîýòîìó ïîëíûé ñïèí îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñîãëàñíî (5.3),
(5.4), áóäåò íóëåâûì.

Îäíîýëåêòðîííûå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòî-
ìà ãåëèÿ â ñèëó âûñîêîé ñèììåòðèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ åñòåñòâåí-
íî âûáðàòü îäèíàêîâûìè è íàèáîëåå ïðîñòûìè, ò.å. îãðàíè÷èòüñÿ s-
ñîñòîÿíèÿìè, à ðàäèàëüíûå ôóíêöèè âûáðàòü òàê, ÷òîáû îíè íå îáðà-
ùàëèñü â íóëü íà êîíå÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ. Äðóãèìè ñëîâàìè, îñíîâíîå ñî-
ñòîÿíè àòîìà ãåëèÿ áóäåò èìåòü êîíôèãóðàöèþ (1s)2. Äàííûé âûáîð
ìîæíî îñóùåñòâèòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç
íèõ.
Ïðèìåð 5.1. Âû÷èñëèòü ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà ãåëèÿ ñ
çàðÿäîì ÿäðà Ze, ðàññìàòðèâàÿ ìåæýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå V̂12 â
êà÷åñòâå âîçìóùåíèÿ. Íàéòè ïåðâûé ïîòåíöèàë èîíèçàöèè àòîìà ãå-
ëèÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.
Ðåøåíèå. Â êà÷åñòâå íåâîçìóùåííûõ ôóíêöèé â íàøåì ñëó÷àå åñòåñòâåí-
íî âûáðàòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ĥ

(0)
1 + Ĥ

(0)
2 . Ëåãêî ïîêàçàòü,

÷òî îíè áóäóò ñîñòàâëåíû èç ïðîèçâåäåíèé âîäîðîäíûõ ôóíêöèé � ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà (5.2). Äëÿ (1s)2-ñîñòîÿíèÿ

Ψ(0)
(1s)2(r1, r2) = Ψ(0)

1s (r1)Ψ
(0)
1s (r2) =

Z3

πa3
0

e−
Z
a0

(r1+r2). (5.7)

Ôóíêöèÿ (5.7) íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó.
Î÷åâèäíî, ÷òî íåâîçìóùåííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè ðàâíî óäâîåííîé ýíåð-

ãèè 1s-ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà:

E
(0)
(1s)2 = 2E1s = −Z2Ea, (5.8)

ãäå Ea = e2/a0 � àòîìíàÿ åäèíèöà ýíåðãèè.
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Ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ýíåðãèè, êàê ñëåäóåò èç (1.5), ðàâíÿåò-
ñÿ ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ýíåðãèè ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ V̂12 â
ñîñòîÿíèè (5.7):

∆E(1s)2 =
∫∫

Ψ(0)∗
(1s)2(r1, r2)V̂12Ψ

(0)
(1s)2(r1, r2) d3r1 d3r2,

èëè ïîñëå ïîäñòàíîâêè ÿâíîãî âèäà ôóíêöèè Ψ(0)
(1s)2 è îïåðàòîðà V̂12

∆E(1s)2 =
Z6e2

π2a6
0

∫∫
|r1 − r2|−1e−

2Z
a0

(r1+r2)d3r1 d3r2. (5.9)

Èíòåãðàë â âûðàæåíèè (5.9) óäîáíî âû÷èñëÿòü ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñò-
íîãî ðàçëîæåíèÿ:

|r1 − r2|−1 =
∞∑

L=0

L∑

M=−L

4π

2L + 1
rL
<

rL+1
>

Y ∗
LM (θ1, ϕ1)YLM (θ2, ϕ2), (5.10)

ãäå r< = min(r1, r2), r> = max(r1, r2), ïîçâîëÿþùåãî äîñòàòî÷íî ïðîñòî
ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëàì. Ïîäñòàâëÿÿ (5.10) â (5.9) è èñêóñ-
ñòâåííî ââîäÿ â ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ ìíîæèòåëü

4π Y00(θ1, ϕ1)Y ∗
00(θ2, ϕ2) ≡ 1,

ïîëó÷àåì:

∆E(1s)2 =
16Z6e2

a6
0

∑

LM

1
2L + 1

∫∫
rL
<

rL+1
>

e−
2Z
a0

(r1+r2)r2
1r

2
2 dr1dr2 ×

×
∫

Y ∗
LM (θ1, ϕ1) Y00(θ1, ϕ1) dΩ1

︸ ︷︷ ︸
δL0δM0

∫
Y ∗

00(θ2, ϕ2)YLM (θ2, ϕ2) dΩ2

︸ ︷︷ ︸
δL0δM0

=

=
16Z6e2

a6
0

∞∫∫

0

1
r>

e−
2Z
a0

(r1+r2)r2
1r

2
2 dr1dr2 (5.11)

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè â (5.11) ïî óãëàì ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâîì îð-
òîãîíàëüíîñòè ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàäèàëüíîãî èí-
òåãðàëà â (5.11) ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ t1,2 = 2Z

a0
r1,2, ïîñëå ÷åãî

âûðàæåíèå äëÿ ïîïðàâêè ê ýíåðãèè ïðèìåò âèä

∆E(1s)2 =
1
2
ZEa

∞∫∫

0

1
t>

e−(t1+t2)t21t
2
2 dt1dt2. (5.12)
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Äâîéíîé èíòåãðàë â âûðàæåíèè (5.12) ñâîäèòñÿ ê ïîâòîðíûì, êîòîðûå âû-
÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà (âûïîëíèòü ñàìîñòîÿòåëü-
íî!):

∞∫∫

0

1
t>

e−(t1+t2)t21t
2
2 dt1dt2 =

=

∞∫

0

dt1



t1e−t1

t1∫

0

t22 e−t2dt2 + t21 e−t1

+∞∫

t1

t2e−t2dt2



 =

5
4
.

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà ïîïðàâêè ∆E(1s)2 =
5
8
ZEa, ò.å. ïðîïîðöèî-

íàëüíà ïåðâîé ñòåïåíè Z, à âåëè÷èíà ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ

E(1s)2 = −
(

Z2 − 5
8
Z

)
Ea, (5.13)

ò.å. íåñêîëüêî âûøå �íåâîçìóùåííîãî� çíà÷åíèÿ çà ñ÷åò êóëîíîâñêîãî îò-
òàëêèâàíèÿ ýëåêòðîíîâ.

Ïðè ìàëûõ Z óñëîâèå

∆E(1s)2 ¿ E
(0)
(1s)2 (5.14)

íå âûïîëíÿåòñÿ, è ðåçóëüòàò äàâàåìûé âûðàæåíèåì (5.13), âîçìîæíî, îêà-
æåòñÿ íåäîñòàòî÷íî òî÷íûì. Ñ óâåëè÷åíèåì Z �íåâîçìóùåííàÿ� ýíåðãèÿ
E

(0)
(1s)2 âîçðàñòàåò êâàäðàòè÷íî è óñëîâèå (5.14) íà÷èíàåò âûïîëíÿòüñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííîå íàìè âûðàæåíèå (5.13) áóäåò ñïðàâåäëèâûì
ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ Z.

Ïåðâûé ïîòåíöèàë èîíèçàöèè ðàâíÿåòñÿ ðàçíîñòè ìåæäó ýíåðãè-
ÿìè 1s-ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî âîäîðîäîïîäîáíîãî èîíà è (1s)2-
ñîñòîÿíèÿ èññëåäóåìîãî ãåëèåïîäîáíîãî èîíà:

I = E1s − E(1s)2 =
1
2

(
Z2 − 5

4
Z

)
Ea. (5.15)

¤

Ïðèìåð 5.2. Ðåøèòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó âàðèàöèîííûì ìåòîäîì.
Ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äåéñòâèå êóëîíîâñêîãî ïîëÿ ÿäðà íà êàæäûé ýëåê-
òðîí ýêðàíèðóåòñÿ ïîëåì ýëåêòðîíà-ïàðòíåðà, è îäíî÷àñòè÷íîå ñîñòî-
ÿíèå ýëåêòðîíà ðàññìàòðèâàòü êàê âîäîðîäíîå â ïîëå òî÷å÷íîãî �ýôôåê-
òèâíîãî� çàðÿäà Z∗e. Âåëè÷èíó Z∗ ñ÷èòàòü âàðèàöèîííûì ïàðàìåòðîì,
ïîäëåæàùèì îïðåäåëåíèþ.
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Ðåøåíèå. Âèä ïðîáíîé ôóíêöèè áóäåò àíàëîãè÷åí (5.7) ñ çàìåíîé Z → Z∗:

Ψ(1s)2(r1, r2; Z∗) =
Z∗3

πa3
0

e−
Z∗
a0

(r1+r2). (5.16)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà íåîáõîäèìî óñðåäíèòü
îïåðàòîð (5.1) ïî ôóíêöèÿì (5.16) (îíè óæå íîðìèðîâàíû íà åäèíèöó):

J(1s)2(Z∗) = 〈H(0)
1 〉+ 〈H(0)

2 〉+ 〈V12〉,
Î÷åâèäíî, ÷òî

〈H(0)
1 〉 = 〈T1〉 − Ze2〈r−1

1 〉,

ãäå T̂1 = − }
2

2µ
∇2

1 (ñì. (5.2)).

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ 〈T1〉 è 〈r−1
1 〉 ìîæíî âû÷èñëèòü áåç äèôôåðåíöèðî-

âàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, òàê êàê (5.16) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöè-
åé ãàìèëüòîíèàíà, îòëè÷àþùåãîñÿ îò (5.2) çàìåíîé Z → Z∗. Âîñïîëü-
çîâàâøèñü òåîðåìîé î âèðèàëå (âûïîëíèòü âñå âû÷èñëåíèÿ ñàìîñòîÿ-
òåëüíî), ïîëó÷èì, ÷òî 〈H(0)

1 〉 =
(

1
2
Z∗2 − ZZ∗

)
Ea. Ïîñêîëüêó îáà ýëåê-

òðîíà ýêâèâàëåíòíû (èõ îäíî÷àñòè÷íûå êîíôèãóðàöèè îäèíàêîâû), òî
〈H(0)

2 〉 = 〈H(0)
1 〉.

Çíà÷åíèå 〈V12〉 îòëè÷àåòñÿ îò ∆E(1s)2 , íàéäåííîãî â ïðåäûäóùåé çà-
äà÷å, çàìåíîé Z → Z∗: 〈V12〉 =

5
8
Z∗Ea.

Ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ôóíêöèîíà-
ëà:

J(1s)2(Z∗) =
(

Z∗2 − 2ZZ∗ +
5
8
Z∗

)
Ea,

êîòîðîå äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè Z∗ = Z − 5
16

. Íåñëîæíîå âû÷èñëåíèå
äàåò âàðèàöèîííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ

E(1s)2 = J(1s)2(Z∗)
∣∣
Z∗=Z− 5

16
= −

(
Z − 5

16

)2

Ea,

îòëè÷àþùååñÿ îò ðåçóëüòàòà (5.13), ïîëó÷åííîãî ïî òåîðèè âîçìóùåíèé,
ïðè ìàëûõ Z. Êàæäûé ýëåêòðîí äâèæåòñÿ â ïîëå çàðÿäà Z∗e, ìåíüøåãî
ïî ñðàâíåíèþ ñ Ze çà ñ÷åò ýêðàíèðîâêè. Äàííûé ýôôåêò îêàçûâàåòñÿ
ñóùåñòâåííûì èìåííî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ Z.
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Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî äàæå ïðè �ïðàâèëüíîì� çíà÷åíèè Z
ôóíêöèÿ (5.16) íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ãàìèëüòîíèàíà (5.1).
Íî ýòîãî è íå òðåáóåò âàðèàöèîííûé ìåòîä. Ïðîñòî ïðè Z∗ = Z − 5

16
ôóíêöèÿ (5.16) áóäåò íàèáîëåå áëèçêîé ê òî÷íîé, àíàëèòè÷åñêèé âèä êî-
òîðîé íåèçâåñòåí.

Âû÷èñëèì òåïåðü ïåðâûé ïîòåíöèàë èîíèçàöèè:

I =
1
2

(
Z2 − 5

4
Z +

25
128

)
Ea. (5.17)

Îò ïîòåíöèàëà (5.15), íàéäåííîãî ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, îí îòëè÷àåòñÿ
êîíñòàíòîé 25

256
Ea. Ïðè áîëüøèõ Z ýòî ðàçëè÷èå íåñóùåñòâåííî. ¤

Ñðàâíèì ïîòåíöèàëû èîíèçàöèè, íàéäåííûå ïî ôîðìóëàì (5.15) è
(5.17) äëÿ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé ðàçëè÷íûõ äâóõýëåêòðîííûõ èîíîâ, ñ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûìè çíà÷åíèÿìè. Äàííûå ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Ïîòåíöèàëû èîíèçàöèè I äâóõ-
ýëåêòðîííûõ ñèñòåì (ýÂ)
He Li+ Be++ C4+

Ïî òåîðèè âîçìóùåíèé (5.15) 20,4 71,4 150 338
Âàðèàöèîííûì ìåòîäîì (5.17) 23,1 74,0 152 391
Ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå 24,5 75,6 153,6 393

Âèäíî, ÷òî ïîòåíöèàëû, íàéäåííûå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ìàëûõ
Z, çàìåòíî îòëè÷àþòñÿ îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé. Äåéñòâèòåëüíî,
â ýòîì ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíûå ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ýëêòðîíîâ ñ ÿäðîì
è äðóã ñ äðóãîì îêàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè, è èñïîëüçîâàíèå òåîðèè âîç-
ìóùåíèé áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íåçàêîííûì. Ñ ðîñòîì Z ïðèòÿæåíèå ê
ÿäðó óâåëè÷èâàåòñÿ áûñòðåå ïî ñðàâíåíèþ ñ îòòàëêèâàíèåì ýëåêòðîíîâ,
òåîðèÿ âîçìóùåíèé ñòàíîâèòñÿ áîëåå îïðàâäàííîé, è ìû ïîëó÷àåì ýíåð-
ãèè, áëèçêèå ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèÿì.

Íåïëîõîå ñîãëàñèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ âàðèàöèîííûì ìåòîäîì, ñ
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè äàæå äëÿ ìàëûõ Z ìîæíî îáúÿñíèòü òåì,
÷òî ôóíêöèÿ (5.16) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ëó÷øèõ íå òîëüêî ñðåäè ïðîèçâåäå-
íèé îäíîýëåêòðîííûõ ôóíêöèé, íî è îïòèìàëüíîé ñðåäè äâóõ÷àñòè÷íûõ
ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò êîîðäèíàò ÷åðåç ñóììó r1 + r2.

Îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ çàñëóæèâàåò ñëó÷àé îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
èîíà H−. Ïîëó÷åííûå íàìè ôîðìóëû (5.15) è (5.17) ïðè Z = 1 äàþò
îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå ïåðâîãî ïîòåíöèàëà èîíèçàöèè, ò.å. íåñòàáèëü-
íîñòü H− îòíîñèòåëüíî ðàñïàäà H− → H + e−. Íî ýêñïåðèìåíò ïîç-
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âîëÿåò ðåãèñòðèðîâàòü äàííûå èîíû â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî ïðîìåæóò-
êà âðåìåíè, çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿùåãî õàðàêòåðíûå àòîìíûå ïåðèîäû,
ïîäòâåðæäàÿ ñòàáèëüíîñòü íàøåé ñèñòåìû! Äàííûé ïàðàäîêñ îáúÿñíÿåò-
ñÿ òåì, ÷òî èñïîëüçîâàííûå íàìè â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ ïðèáëèæåíèÿ
áûëè ñëèøêîì ãðóáûìè: åñëè â ãåëèåïîäîáíîì èîíå ñ Z > 1 óäàëèòü
îäèí ýëåêòðîí, òî ïîòåíöèàë ïîëó÷èâøåãîñÿ âîäîðîäîïîäîáíîãî èîíà áó-
äåò èìåòü êóëîíîâñêóþ àñèìïòîòèêó; åñëè æå óäàëèòü îäèí ýëåêòðîí èç
îáîëî÷êè èîíà H−, ïîëó÷àåòñÿ àòîì âîäîðîäà ñ êîðîòêîäåéñòâóþùèì ïî-
òåíöèàëîì. Ïîëó÷èòü ñòàáèëüíóþ êîíôèãóðàöèþ èîíà H− ìîæíî äàæå â
ðàìêàõ âàðèàöèîííîãî ìåòîäà, èñïîëüçóÿ êàê ìèíèìóì äâóõïàðàìåòðè-
÷åñêóþ ïðîáíóþ ôóíêöèþ1.

Ðàññìîòðåííàÿ íàìè òåõíèêà áåç òðóäà ìîæåò áûòü îáîáùåíà è íà
ñëó÷àé âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé òèïà (nl)2 c n > 1, êîòîðûå, îäíàêî,
íåñòàáèëüíû (Îáîñíîâàíèå ñì. â [6]).

5.2 Òåîðèÿ âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà ãåëèÿ
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì äâóõýëåêòðîííûå êîíôèãóðàöèè òè-

ïà nln′l′ äëÿ íåñîâïàäàþùèõ ïàð (nl) 6= (n′l′).
Ïðèìåð 5.3. Íàéòè ýíåðãèþ âîçáóæäåííîãî nln′l′-ñîñòîÿíèÿ ãåëèåïî-
äîáíîãî èîíà ñ çàðÿäîâûì ÷èñëîì ÿäðà Z. Êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå
ýëåêòðîíîâ ðàññìàòðèâàòü êàê âîçìóùåíèå. Äâóõ÷àñòè÷íóþ âîëíîâóþ
ôóíêöèþ âûáðàòü â âèäå ñèììåòðèçîâàííîãî äîëæíûì îáðàçîì ïðîèç-
âåäåíèÿ îäíîýëåêòðîííûõ ôóíêöèé.
Ðåøåíèå. Áóäåì îáîçíà÷àòü ñîñòîÿíèå (nl) îäíèì èíäåêñîì �1�, à ñîñòîÿ-
íèå (n′l′) � èíäåêñîì �2�. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûé ýëåêòðîí ïðèâåäåí
â îäíî÷àñòè÷íîå âîäîðîäíîå ñîñòîÿíèå Ψ1(r) ñ ýíåðãèåé E

(0)
1 , à âòîðîé �

â ñîñòîÿíèå Ψ2(r) ñ ýíåðãèåé E
(0)
2 .

Íåâîçìóùåííàÿ äâóõ÷àñòè÷íàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïî-
ñòðîåíà èç îäíî÷àñòè÷íûõ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè â çàâèñèìîñòè îò ñïè-
íîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Íèæå ýòè ñïîñîáû ðàññìîòðåíû ðàçäåëüíî.

à) Â ñèíãëåòíîì ñîñòîÿíèè ñ àíòèïàðàëëåëüíûìè ñïèíàìè (S = 0,
Sz = 0) ñîãëàñíî (5.3), (5.4) êîîðäèíàòíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ñèì-
ìåòðè÷íîé. Åå âèä äàåòñÿ ôîðìóëîé (5.6) ñî çíàêîì �ïëþñ�. Ðåêîìåíäóåì
ñàìîñòîÿòåëüíî ïîêàçàòü, ÷òî íåâîçìóùåííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè ãåëèåïî-
äîáíîãî èîíà

E
(0) = E

(0)
1 + E

(0)
2 . (5.18)

1Ïîäðîáíåå ñì. [6]
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Ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ýíåðãèè âû÷èñëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì.
Èñïîëüçóÿ (5.6), ïîëó÷àåì:

∆E(S=0) = 〈nln′l′| Ŵ |nln′l′〉 =

=
∫∫

Φ(+)∗(r1, r2)
e2

|r1 − r2| Φ
(+)(r1, r2) d3r1d3r2 =

=
1
2





∫∫
Ψ∗1(r1)Ψ∗2(r2)

e2

|r1 − r2| Ψ1(r1)Ψ2(r2) d3r1d3r2

︸ ︷︷ ︸
A1

+

+
∫∫

Ψ∗1(r2)Ψ∗2(r1)
e2

|r1 − r2| Ψ1(r1)Ψ2(r2) d3r1d3r2

︸ ︷︷ ︸
A2

+

+
∫∫

Ψ∗1(r1)Ψ∗2(r2)
e2

|r1 − r2| Ψ1(r2)Ψ2(r1) d3r1d3r2

︸ ︷︷ ︸
A3

+

+
∫∫

Ψ∗1(r2)Ψ∗2(r1)
e2

|r1 − r2| Ψ1(r2)Ψ2(r1) d3r1d3r2

︸ ︷︷ ︸
A4





. (5.19)

Òàê êàê â (5.19) ïî ïåðåìåííûì r1 è r2 ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå, òî
ýòè ïåðåìåííûå ìîæíî ïåðåèìåíîâûâàòü. Åñëè â ñëàãàåìûõ A2 è A4 îñó-
ùåñòâèòü ïåðåîáîçíà÷åíèå r1 ¿ r2, òî A1 ñîâïàäåò ñ A4, à A2 � ñ A3.
Âûðàæåíèå (5.19) äëÿ ïîïðàâêè ê ýíåðãèè ïðè ýòîì íåñêîëüêî óïðîñòèò-
ñÿ:

∆E(S=0) = Q + A,

ãäå

Q =
∫∫

Ψ∗1(r1)Ψ∗2(r2)
e2

|r1 − r2| Ψ1(r1)Ψ2(r2) d3r1d3r2 � (5.20)

ýíåðãèÿ ïðÿìîãî êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (�êóëîíîâñêàÿ� ýíåðãèÿ);

A =
∫∫

Ψ∗1(r1)Ψ∗2(r2)
e2

|r1 − r2| Ψ1(r2)Ψ2(r1) d3r1d3r2 � (5.21)
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ýíåðãèÿ îáìåííîãî êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (�îáìåííàÿ� ýíåðãèÿ).
Êëàññè÷åñêèì àíàëîãîì Q ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèÿ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåé-

ñòâèÿ äâóõ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûõ çàðÿäîâ. Íàëè÷èå �îáìåííîé�
êîìïîíåíòû A îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî êàæäûé ýëåêòðîí ñ íåêîòîðîé âåðî-
ÿòíîñòüþ ìîæåò íàõîäèòüñÿ êàê â ñîñòîÿíèè �1�, òàê è â ñîñòîÿíèè �2�.
�Îáìåííàÿ� ýíåðãèÿ ïî ñâîåé ïðèðîäå ÿâëÿåòñÿ òîæå êóëîíîâñêîé, õîòÿ
êëàññè÷åñêîãî àíàëîãà íå èìååò. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ðàçáèåíèå ýíåðãèè
âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ íà �ïðÿìóþ� è �îáìåííóþ� êîìïîíåíòû âåñü-
ìà óñëîâíî, ïîñêîëüêó îíè îáå âõîäÿò â âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè
àòîìà:

E
(S=0)
nln′l′ = E

(0)
1 + E

(0)
2 + Q + A. (5.22)

Åñëè îáà ýëåêòðîíà íàõîäÿòñÿ â îäèíàêîâûõ îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ,
êàê, íàïðèìåð, â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè àòîìà ãåëèÿ, àíòèñèììåòðèçàöèÿ íå
òðåáóåòñÿ, è �îáìåííàÿ� ýíåðãèÿ èñ÷åçàåò.

Ñîñòîÿíèå àòîìà ãåëèÿ ñ àíòèïàðàëëåëüíûìè ñïèíàìè ïðèíÿòî íàçû-
âàòü ïàðàñîñòîÿíèåì èëè ïàðàãåëèåì. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ïà-
ðàñîñòîÿíèåì.

á) Â òðèïëåòíîì ñîñòîÿíèè ñ ïàðàëëåëüíûìè ñïèíàìè (S = 1, Sz =
0,±}), ñîãëàñíî (5.3), (5.4), êîîðäèíàòíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò àíòè-
ñèììåòðè÷íîé. Åå âèä äàåòñÿ ôîðìóëîé (5.6) ñî çíàêîì �ìèíóñ�.

Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íû ïðîäåëàííûì âûøå çà òåì èñ-
êëþ÷åíèåì, ÷òî â ôîðìóëå (5.19) âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå ïîìåíÿþò
çíàê. Â êîíå÷íîì èòîãå äëÿ ýíåðãèè àòîìà ãåëèÿ èìååì:

E
(S=1)
nln′l′ = E

(0)
1 + E

(0)
2 + Q−A, (5.23)

ãäå âåëè÷èíû Q è A îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâåííî âûðàæåíèÿìè (5.20) è
(5.21).

Ñîñòîÿíèÿ àòîìà ãåëèÿ ñ ïàðàëëåëüíûìè ñïèíàìè ïðèíÿòî íàçûâàòü
îðòîñîñòîÿíèÿìè èëè îðòîãåëèåì. Ïîñêîëüêó ãàìèëüòîíèàí (5.1) íå äåé-
ñòâóåò íà ñïèíîâûå ïåðåìåííûå, ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè îðòîãåëèÿ â íåðå-
ëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè òðåõêðàòíî âûðîæäåíû ïî âåëè÷èíå Sz. Ó÷åò
ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïîçâîëÿåò ñíÿòü äàííîå âûðîæäåíèå
è óâèäåòü òðèïëåòíóþ ñòðóêòóðó óðîâíåé îðòîãåëèÿ. ¤

×òîáû îáúÿñíèòü ðàçëè÷èå ýíåðãèé îðòî- è ïàðàãåëèÿ, îáðàòèìñÿ ê
âèäó ôóíêöèè (5.6). Â ïàðàñîñòîÿíèÿõ Φ(+)(r, r) 6≡ 0, è ýëåêòðîíû ìîãóò
íàõîäèòüñÿ íà ëþáîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà. Â îðòîñîñòîÿíèÿõ íàî-
áîðîò Φ(−)(r, r) ≡ 0, ò.å. ýëåêòðîíû, ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ïàóëè, íå ìîãóò
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ñáëèæàòüñÿ íåîãðàíè÷åííî, ïðñêîëüêó èõ ñïèíû ïàðàëëåëüíû. Òàêîå �îò-
òàëêèâàíèå� íàáëþäàëîñü áû è â ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêè íåéòðàëüíûõ ôåð-
ìèîíîâ! Ïîýòîìó âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà ýëåêòðîíû íàõîäÿòñÿ â ñðåäíåì
äàëüøå äðóã îò äðóãà, ýíåðãèÿ èõ êóëîíîâñêîãî îòòàëêèâàíèÿ áóäåò ìåíü-
øå, ÷åì â ïåðâîì. Ýòà ðàçíîñòü ýíåðãèé

∆ = E
(S=0)
nln′l′ − E

(S=1)
nln′l′ = 2A

ìîæåò áûòü èçìåðåíà è ÿâëÿåòñÿ ÿðêèì ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïîäòâåðæäå-
íèåì äåéòâèÿ ïðèíöèïà Ïàóëè.

Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íå èçìåíÿ-
þò ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ, âñå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïåðåõîäû (äàæå ñïîí-
òàííûå!) ìåæäó îðòî- è ïàðàñîñòîÿíèÿìè çàïðåùåíû. Ïîýòîìó îðòî-
ãåëèé ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé áóäåò ñóùåñòâîâàòü äîñòàòî÷íî äîëãî, íå
ïåðåõîäÿ â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå (ïàðàãåëèé). Òàêèå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþò-
ñÿ ìåòàñòàáèëüíûìè. Îíè ìîãóò ðàñïàäàòüñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
ïðîèñõîäèò ñòîëêíîâåíèå ñ êàêèì-ëèáî òðåòüèì ýëåêòðîíîì, ïðèâîäÿùåå
ê îáìåíó ñïèíîâûìè ñîñòîÿíèÿìè ñ îäíèì èç ýëåêòðîíîâ àòîìà ãåëèÿ.

Â äàííîì ïàðàãðàôå áûëè ðàññìîòðåíû ëèøü íåêîòîðûå ìåòîäû ðå-
øåíèÿ ìíîãî÷àñòè÷íûõ çàäà÷, îñíîâàííûå íà âûáîðå ïðèáëèæåííûõ âîë-
íîâûõ ôóíêöèé â âèäå äîëæíûì îáðàçîì ñèììåòðèçîâàííûõ ïðîèçâå-
äåíèé îäíî÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé. Íàèáîëåå òî÷íûì ìåòîäîì ïîèñêà îäíî-
ýëåêòðîííûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä Õàðòðè�Ôîêà, êîòîðûé
çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Äàëüíåéøåå ïîâûøåíèå òî÷íîñòè òðåáóåò îò-
êàçà îò âûáîðà îäíîýëåêòðîííûõ ôóíêöèé è óñëîæíåíèÿ ðàñ÷åòîâ.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

30∗. Ðåøèòü çàäà÷ó ïðèìåðà 5.1 äëÿ ñîñòîÿíèÿ 1s2s. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü
ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè (ñì. [6]).
(Îòâåò:

I
(S=0)
1s2s =

(
1
8
Z2 − 169

729

)
Ea, I

(S=1)
1s2s =

(
1
8
Z2 − 137

729

)
Ea.)

31∗. Ðåøèòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó âàðèàöèîííûì ìåòîäîì (ñì. ïðèìåð
5.2).
(Îòâåò:

E
(S=0)
1s2s = −5

8

(
Z − 676

3645

)2

Ea, E
(S=1)
1s2s = −5

8

(
Z − 548

3645

)2

Ea.)
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Ãëàâà 6

Óïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ â áîðíîâñêîì
ïðèáëèæåíèè

Óïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ � ýòî ñòîëêíîâåíèÿ, ïðè êîòîðûõ íå ìåíÿåòñÿ
âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö. Íàïîìíèì, ÷òî â ñèñòåìå
öåíòðà èíåðöèè äâèæåíèå äâóõ ÷àñòèö ñ ìàññàìè m1 è m2, âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ïî çàêîíó V (r1−r2) (r1, r2 � ðàäèóñ-âåêòîðû ÷àñòèö), ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê äâèæåíèå ôèêòèâíîé ÷àñòèöû ñ ïðèâåäåííîé ìàññîé
µ = m1m2/(m1 +m2) â ïîëå V (r) íåïîäâèæíîãî ñèëîâîãî öåíòðà. Äâèæå-
íèå ñèñòåìû êàê öåëîãî ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì.

Ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ ÷àñòèöû ìàññû µ íà ñèëîâîì öåíòðå ñ ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèåé V (r) (ìèøåíè) çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íà÷àëüíîé ñòà-
äèåé ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå ÷àñòèöû ïî íàïðàâëåíèþ ê ìèøåíè íà
áåñêîíå÷íî áîëüøîì óäàëåíèè. Âëèÿíèå ïîòåíöèàëà èñ÷åçàþùå ìàëî, è
ñîñòîÿíèþ íàëåòàþùåé ÷àñòèöû ìîæíî ïðèïèñàòü îïðåäåëåííûé èìïóëüñ
}ka. Ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ÷àñòèöû ê ñèëîâîìó öåíòðó åå ñîñòîÿíèå ìå-
íÿåòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîïðåäåëåííîñòè â èìïóëüñå. Êîíå÷íîé ñòàäèåé
ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ óõîä ðàññåÿííîé ÷àñòèöû íà áîëüøîå ðàññòîÿíèå îò
ìèøåíè. Åå äâèæåíèå âíîâü ñòàíîâèòñÿ ñâîáîäíûì è òåïåðü õàðàêòåðè-
çóåòñÿ èìïóëüñîì }kb 6= }ka.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàññåÿíèÿ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü íå îäíó ÷àñòèöó,
à èõ ïîòîê. Îñíîâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ � äèôôåðåí-
öèàëüíîå ñå÷åíèå dσ(ka,kb), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ïîòîêà
÷àñòèö, ðàññåÿííûõ â çàäàííûé ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà dΩb, ê ïëîòíîñòè
ïîòîêà ïàäàþùèõ ÷àñòèö. Ðàçìåðíîñòü ñå÷åíèÿ ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ
ïëîùàäè (ïðîâåðèòü!).

Ïðè óïðóãîì ðàññåÿíèè |ka| = |kb| = k =
√

2µE/}, ãäå E � ýíåðãèÿ
ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü óïðóãîå
ðàññåÿíèå ÷àñòèö ñ çàäàííîé ýíåðãèåé E. Äëÿ ðàñ÷åòà ñå÷åíèÿ íåîáõîäèìî
âíà÷àëå íàéòè âîëíîâóþ ôóíêöèþ ÷àñòèöû èç óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

(∇2 + k2)Ψ(r) =
2µV (r)
}2

Ψ(r). (6.1)

Èíôèíèòíûé õàðàêòåð äâèæåíèÿ òðåáóåò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèí-
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ãåðà (6.1) â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå. Îò çàäà÷è ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì
äàííàÿ çàäà÷à îòëè÷àåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå òðåáóþò îò
âîëíîâûõ ôóíêöèé èõ íåèñ÷åçíîâåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì êîðîòêîäåéñòâóþùåãî ïî-
òåíöèàëà, êîòîðûé íà áåñêîíå÷íîñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå êóëî-
íîâñêîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V (r) îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî â íåêîòîðîé
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà |r| 6 d. Ýòó ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà áó-
äåì íàçûâàòü îáëàñòüþ äåéñòâèÿ ñèë. Âíå îáëàñòè äåéñòâèÿ ñèë ÷àñòè-
öû äâèæóòñÿ ñâîáîäíî è èõ ñîñòîÿíèå, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ïðè÷èííîñòè,
ìîæíî îïèñàòü ñóïåðïîçèöèåé ïëîñêîé âîëíû

Φa(r) = exp(ikar), (6.2)

óäîâëåòâîðÿþùåé âîëíîâîìó óðàâíåíèþ (6.1) áåç ïðàâîé ÷àñòè, è ñôåðè-
÷åñêîé ðàñõîäÿùåéñÿ âîëíû:

Ψa(r) = Φa(r) + A(ka, kb)
eikr

r
, r À d. (6.3)

Óðàâíåíèå (6.3) çàäàåò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè íåïðå-
ðûâíîãî ñïåêòðà. Êîýôôèöèåíò A(ka,kb) íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé ðàññå-
ÿíèÿ. Àìïëèòóäà ñâÿçàíà ñ ñå÷åíèåì ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì

dσ(ka,kb) = |A(ka,kb)|2 dΩb. (6.4)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàñ÷åòà ñå÷åíèÿ íåîáõîäèìî íàéòè àìïëèòóäó ðàññå-
ÿíèÿ. Îáùàÿ ôîðìóëà, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷àòü àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ ïî
çàäàííîìó ïîòåíöèàëó, åñòü

A(ka, kb) = − µ

2π}2
〈Φb|V |Ψa〉 , (6.5)

ãäå âîëíîâûå ôóíêöèè Φb(r) è Ψa(r) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âûðà-
æåíèÿìè (6.2) è (6.3). Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå (6.5) çàòðóäíåíî, òàê êàê òðå-
áóåò èñïîëüçîâàíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè Ψa(r) (ñì. (6.3)), è ìîæåò áûòü
âûïîëíåíî òî÷íî ëèøü äëÿ îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà ïîòåíöèàëîâ. Îäíèì èç
ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà àìïëèòóäû ÿâëÿåòñÿ èòòåðàöèîííûé ìå-
òîä. Â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè (6.3) èñïîëüçóåòñÿ
Φa(r). Ñ íåé âû÷èñëÿåòñÿ àìïëèòóäà (6.5):

A(B)(ka,kb) = − µ

2π}2
〈Φb|V |Φa〉 , (6.6)

ãäå

〈Φb|V |Φa〉 =
∫

V (r)ei(ka−kb)rd3r ≡ V (q); (6.7)
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}q = ka − kb � èìïóëüñ, ïåðåäàâàåìûé ïðè ðàññåÿíèè ðàññåèâàþùåìó
öåíòðó. Ôîðìóëà (6.6) äàåò àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ â ïåðâîì áîðíîâñêîì
ïðèáëèæåíèè. Ïîäñòàâëÿÿ A(B)(ka, kb) â (6.3), ìîæíî ïîëó÷èòü óòî÷íåí-
íóþ ôóíêöèþ Ψb(r) è ò.ä. Ìû îãðàíè÷èìñÿ èñïîëüçîâàíèåì ïåðâîãî áîð-
íîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Îíî ïðèìåíèìî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî
èç äâóõ óñëîâèé:

|V̄ (r)| ¿ }2

2µd2

èëè

|V̄ (r)| ¿ }2

2µd2
kd,

ãäå V̄ (r) � õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â îáëàñòè äåé-
ñòâèÿ ñèë.

Êàê ìîæíî âèäåòü èç (6.6), (6.7), äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â ïåðâîì áîðíîâ-
ñêîì ïðèáëèæåíèè íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê èìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

Ïîëíîå ñå÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ èç äèôôåðåíöèàëüãîãî èíòåãðèðîâàíèåì
ïîñëåäíåãî ïî òåëåñíîìó óãëó.
Ïðèìåð 6.1. Çàïèñàòü âûðàæåíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî è ïîëíîãî
ñå÷åíèé óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ öåíòðàëüíîãî ïîëÿ.
Ðåøåíèå. Â öåíòðàëüíîì ïîëå çàäà÷à ðàñ÷åòà ñå÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ
àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî îñè Oz, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñèëî-
âîé öåíòð â íàïðàâëåíèè, çàäàâàåìîì âåêòîðîì ka. Â ñôåðè÷åñêîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò ñå÷åíèå íå çàâèñèò îò óãëà ϕb, è îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü óãëîì
ðàññåÿíèÿ θb è ýíåðãèåé ÷àñòèö E.

Àìïëèòóäà â ïåðâîì áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå (6.6). Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì (âûïîëíèòü
ñàìîñòîÿòåëüíî)

A(θb) =
2µ

q}2

∞∫

0

V (r) sin(qr)r dr, (6.8)

ãäå

q = |kb − ka| = 2k sin
θ

2
. (6.9)

Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâîì áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè àìïëèòóäà è ñå÷åíèå
ðàññåÿíèÿ çàâèñÿò îò óãëà ðàññåÿíèÿ θb ëèøü ÷åðåç q.
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Ïðè âû÷èñëåíèè ïîëíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ϕb äà-
åò ìíîæèòåëü 2π, à âìåñòî ïåðåìåííîé θb óäîáíî èíòåãðèðîâàòü ïî q.
Òîãäà

sin θ dθ =
}2

2mE
q dq, E =

p2

2m
,

è âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ ïðèíèìàåò âèä

σ(E) = 2π

π∫

0

∣∣∣∣A
(

2k sin
θ

2

)∣∣∣∣
2

sin θ dθ =
π}2

µE

√
8µE

}∫

0

|A(q)|2q dq,

ò.å. â öåíòðàëüíîì ïîëå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ðàññåÿíèÿ çàâèñèò ëèøü îò ýíåð-
ãèè ÷àñòèöû. ¤

Ïðèìåð 6.2. Âû÷èñëèòü äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ÷àñòèöû
ýêðàíèðîâàííûì êóëîíîâñêèì ïîëåì

V (r) =
Z1Z2e

2

r
exp

(
− r

r0

)
.

Ðåçóëüòàò èññëåäîâàòü â ïðåäåëå r0 →∞.
Ðåøåíèå. Ïîäñòàâëÿÿ äàííûé ïîòåíöèàë â (6.7) è ó÷èòûâàÿ (6.8), ïîëó-
÷àåì:

dσ

dΩb
=

{
2µZ1Z2e

2

}2[4k2 sin2(θ/2) + r−2
0 ]

}2

. (6.10)

Ïðè r0 → ∞ ýêðàíèðîâàíèå îòñóòñòâóåò è (6.10) ïåðåõîäèò â èçâåñòíóþ
ôîðìóëó Ðåçåðôîðäà:

dσ

dΩb
=

{
µZ1Z2e

2

2}2k2 sin2(θ/2)

}2

.

¤

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

32. Âû÷èñëèòü ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ïîòåíöèàëå Ãàóññà

V (r) = V0 exp
(
− r2

2r2
0

)
.
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(Îòâåò: dσ

dΩb
=

2πµ2r6
0V

2
0

}4
exp

(
−4k2r2

0 sin2 θ

2

)
.)

33. Â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíîå è ïîëíîå ñå-
÷åíèå ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö ñôåðè÷åñêîé ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìîé

V (r) =

{
−V0, r 6 R,

0, r > R.

Äëÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ èññëåäîâàòü ïðåäåëüíûå ñëó÷àè âûñîêèõ è íèçêèõ
ýíåðãèé.
(Îòâåò:

dσ

dΩb
=

4m2V 2
0 R2

}4q4

[
cos qR− sin qR

qR

]2

;

σ(E) =
2π

k2

(
µV0R

2

}2

)2 [
1− 1

(2kR)2
+

sin(4kR)
(2kR)3

− sin2(2kR)
(2kR)4

]
.

Ïðè E → 0 σ(E) ≈ 16πµV 2
0 R6

9}4
.

Ïðè E →∞ σ(E) ≈ πµV 2
0 R4

}2E
.)

34∗. Ôóíêöèÿ Ãðèíà ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

G(r, r′) = (4π2ix)−1

+∞∫

−∞

qeiqx

k2 − q2
dq, (6.11)

ãäå x = |r−r′|. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â (6.11) èìå-
åò 2 ïîëþñà íà âåùåñòâåííîé îñè: q± = ±k. Èõ îáõîä âîçìîæåí ÷åòûðüìÿ
ñïîñîáàìè. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ñäâèãå ïîëþñîâ â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü
ïî ïðàâèëó q± → q± ∓ iε (ε → +0) âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò ïðàâèëüíóþ
àñèìïòîòèêó (6.3). Îáîñíîâàòü îøèáî÷íîñòü îñòàëüíûõ òðåõ ñïîñîáîâ îá-
õîäà ïîëþñîâ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ.
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