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Гидравлика является основополагающей дисципли
ной при подготовке инженера-гндротехника, которому 
в практической деятельности при проектировании и 
строительстве гидротехнических сооружений приходит
ся решать вопросы, связанные с механикой жидкости.

Основой для составления данного учебного пособия 
послужил многолетний опыт чтения автором курса лек
ций на факультете гидротехнического строительства 
Московского инженерно-строительного института имени 
В. В. Куйбышева. Это определило содержание данной 
книги.

Книга предназначается в качестве учебного пособия 
для студентов гидротехнических специальностей: «Гид
ротехническое строительство» и «Водный транспорт и 
морские порты».

Учебное пособие состоит из 16 глав, в которых после
довательно освещены все вопросы, включенные в про
грамму курса гидравлики. Подробно освещены основ
ные законы равновесия и движения жидкостей. Рассмот
рены законы движения жидкостей в некоторых слу
чаях, имеющих прикладное значение, а также вопросы 
теории ветровых волн и неустановившегося движения. 
Дополнительно рассмотрен вопрос об использовании 
ЭВМ при технических расчетах и экспериментальных 
исследованиях гидравлических явлений.

В книге основное внимание уделено изложению фи
зических явлений. Справочные данные, как правило, опу
щены, поскольку при написании настоящей книги автор 
руководствовался тем, что студенты гидротехнического 
факультета широко пользуются Справочником по гид
равлическим расчетам под ред. П. Г. Киселева, на кото
рый и приводятся ссылки в тексте.

При написании книги автор стремился к возможно 
большей простоте изложения с тем, чтобы книга могла 
быть полезной более широкому кругу читателей.

ПРЕДИСЛОВИЕ
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Большую помощь оказали сотрудники кафедры гид
равлики Киевского автомобильно-дорожного института, 
возглавляемой доктором техн. наук проф. В. В. Боль
шаковым, а также зав. кафедрой гидравлики Саратов
ского политехнического института доктор техн. наук, 
проф. Л. И. Высоцкий, внимательно прочитавшие руко
пись и сделавшие полезные замечания и пожелания. Эти 
замечания с благодарностью приняты автором и учтены 
при подготовке учебного пособия к изданию.

Глава 16 «Понятие о моделировании гидравлических 
явлений. Использование ЭВМ при гидравлических расче
тах» написана совместно с доктором техн. наук проф. 
Л. И. Высоцким.

Все замечания и пожелания просьба направлять по 
адресу: 113114, Москва, М-114, Шлюзовая наб., 10, 
изд-во «Энергия».

Автор



ВВЕДЕНИЕ

Понятие «жидкость» можно определить различным 
образом в зависимости от назначения такого определе
ния. Так, при необходимости дать наглядное представле
ние о жидкости как физическом теле, отличном от твер
дого тела и газа, следует отметить свойство текучести 
жидкости при сохранении ее объема.

При изучении физических свойств различных тел 
жидкость определяется как характерная фаза состояния 
вещества и различие между жидкостью, твердым телом 
и газом устанавливается на основании различия в моле
кулярных связях и движениях молекул этих тел.

При изучении гидравлики, т. е. законов равновесия 
и движения жидкости (другими словами, законов ме
ханики жидкости), движение молекул не изучается и 
все тела рассматриваются в виде сплошной среды, спо
собной деформироваться под воздействием внешних сил. 
Поэтому понятие о жидкости в нашем случае определя
ется в зависимости от механических свойств тел, от осо
бенностей их сопротивления деформирующим усилиям.

Известно, что силы можно разделить на силы сжа
тия, растяжения и сдвига (скалывания). Жидкости со
противляются сжатию, очень мало изменяясь в своем 
объеме (их часто считают несжимаемыми), разрыву 
(растяжению) почти вовсе не сопротивляются, но они 
сопротивляются сдвигу в прямой зависимости от скорос
ти деформации сдвига. Такими же свойствами сопротив
ления обладают и газы. Основное различие между жид
костью и газом в этом отношении заключается в том, 
что газы при сжатии в значительной мере уменьшают 
свой объем, подчиняясь законам термодинамики. Твер
дые тела оказывают сопротивление всем трем видам уси
лий (сжатию, растяжению и скалыванию), чем явно 
отличаются от жидкости и газов.

В связи с этим все физические тела можно разделить 
на две группы: жидкие (включая и газы) и твердые.
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В первой группе при этом следует различать жидкости 
обычные— капельные (часто именуемые «несжимаемы
ми» жидкостями) и газообразные (или «сжимаемые»).

Помимо сказанного, относительно понятия термина 
ж и д к о с т ь  отметим следующее.

Свойство жидкостей (газов) сопротивляться сдвигу 
называется вязкостью. Все р е а л ь н ы е  ж и д к о с т и  
являются в я з к и м и .

При рассмотрении многих задач гидравлики полез
ным бывает пренебрегать тем или иным свойством жид
кости, вводя в качестве теоретической модели понятие 
и д е а л ь н а я  ж и д к о с т ь  (или газ). Наиболее часто 
под идеальной жидкостью понимают жидкость абсолют
но несжимаемую и лишенную вязкости.

Для ознакомления с физическими свойствами жид
кости, а также с историей развития гидравлики, связью 
ее с другими дисциплинами и т. д. следует обратиться 
к соответствующим главам курса физики и другим спе
циальным источникам.



Г л а в а  п е р в а я  

РАВНОВЕСИЕ ЖИДКОСТИ

1.1. РАВНОВЕСИЕ ЖИДКОСТИ. ДЕЙСТВУЮЩИЕ СИЛЫ

Равновесие жидкости будем рассматривать при дей
ствии на нее внешних сил.

Внешние силы могут быть п о в е р х н о с т н ы м и ,  
т. е. действующими непосредственно на граничную по
верхность данной жидкости, и м а с с о в ы м и ,  т. е. дей
ствующими на все частицы этой массы. Если данная 
масса жидкости однородна (плотность р одна и та же 
во всем объеме), то массовые силы можно называть и 
о б ъ е м н ы м и .

Очевидно, поверхностные силы прямо пропорциональ
ны площади, а массовые (объемные) — массе (объему) 
жидкости.

1.1.1. Условие для поверхностных сил при равновесии 
жидкости

Выберем массу жидкости, ограниченную некоторой 
поверхностью (рис. 1.1). Пусть во всех точках этой гра
ничной поверхности, как, например, в точке М, дейст
вует сила R. Разложим ее на две составляющие — нор
мальную к граничной поверхности силу N и касатель
ную Т. Совместное действие 
сил N и Т тождественно 
действию силы R.

Представляется очевид
ным, что сила N, направ
ленная по внутренней нор
мали, как показано на рис.
1.1. будет силой сжатия, и 
если во всех точках гранич
ной поверхности будут дей
ствовать такие силы сжа
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тия, то жидкость как среда, способная сопротивляться 
сжатию, может остаться в равновесии в результате воз
никающих в таком случае сил сопротивления сжатию 
(реакции жидкости). Если бы силы N были направле
ны по внешней нормали, а ле по внутренней, то они были 
бы силами растяжения и равновесие не сохранилось бы.

Равным образом равновесие не сохраняется и при 
воздействии на частицы жидкости касательных сил Т 
(сил сдвига), так как сопротивление сдвигу возникает 
только при движении *.

Приведенное рассмотрение особенностей воздействия 
внешних сил на граничной поверхности позволяет сфор
мулировать условия, при которых данная масса жидкос
ти может находиться в равновесии: жидкость может 
сохранять свое равновесное состояние в том случае, если 
внешние силы, действующие в точках граничной поверх
ности, направлены только по внутренним нормалям 
к этой поверхности.

1.1.2. Взаимодействие между частицами
при равновесии жидкости. Гидростатическое давление
в точке

Для того чтобы выяснить силовое взаимодействие 
между частицами жидкости внутри некоторой ее массы, 
находящейся в равновесном состоянии, пересечем эту 
массу произвольной поверхностью Q на две части 
(рис. 1.1). Для каждой из частей поверхность сечения, 
очевидно, представляет собой часть граничной поверх
ности. Выберем на этой поверхности какую-либо точ
ку АГ, считая ее принадлежащей, например, нижней 
части тела. Силовое воздействие первой (верхней) части 
на нижнюю будет представлять собой действие внешних 
сил на граничной поверхности, а потому на основании 
сказанного ранее воздействие верхней части на частицу 
жидкости в точке ЛГ приводится к сжимающей силе по 
направлению нормали к поверхности в этой точке. Про
водя через точку ЛГ ряд других поверхностей Qi, Q2 .... 
приходим к заключению, что частица жидкости в точке 
ЛГ испытывает сжатие со всех сторон.

‘ В рассматриваемой здесь теоретической схеме принимаем жид
кость как абсолютно неспособную сопротивляться разрыву и «на
чальному» сдвигу.
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Г и д р о с т а т и ч е с к о е  д а в л е н и е  в т о ч к ё .  
Выделим внутри жидкости очень малую площадку До>. 
Действующая на эту площадку сила нормальна к ней. 
Предел отношения ДР/Дш представляет собой напряже
ние сжатия в точке АГ:

Это напряжение сжатия в гидравлике называется 
г и д р о с т а т и ч е с к и м  д а в л е н и е м  в данной точке.

Итак, любая частица жидкости внутри данного объе
ма испытывает только сжимающие напряжения.

О с н о в н а я  т е о р е м а  г и д р о с т а т и к и .  Гндро- 
статическое давление в данной точке не зависит от на
правления (т. е. остается одинаковым по всем направ
лениям).

Докажем, что

где рх, ру, рг и рп представляют собой гидростатическое 
давление соответственно в направлении координатных 
осей Ох, Оу, Ог и в  некотором произвольном направле
нии N—N.

Выделим внутри массы жидкости, находящейся 
в равновесии, малый объем в форме тетраэдра с ребра
ми dx, dy и dz, соответственно параллельными коорди
натными осями, и с массой р-|т- dx dy dz (здесь р —

плотность).
Допустим, что жидкость внутри выделенного объема 

отвердела, что не изменяет условий равновесия. Тогда, 
поскольку масса dm представляется как твердое тело и 
остается в равновесии, можно воспользоваться извест
ными уравнениями статики твердого тела, а именно 
уравнениями проекций сил и уравнениями моментов:

Стягивая элементарный тетраэдр в точку, действую
щие на него силы сводим к системе сил, проходящих че
рез одну и ту же точку, и потому уравнения моментов

( 1. 1)

Рх—Ру— Рг—р п.

£РХ =  0; £Afx =  0; 
£F„ =  0; 2Afy =  0; 
£ f ,  =  0 ; Ш г =  0 .

( 1.2)
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такой системы удовлетво
ряются тождественно. 
Таким образом, остаются 
только три уравнения 
проекций сил. Составим 
первое из них: 2FX= О 
(остальные два напишем 
по аналогии).

Действующими сила
ми будут поверхностные 
и объемные.

П о в е р х н о с  т н ы е 
с и л ы — это силы давле
ний жидкости, окружаю
щей элементарный тетра

эдр, на его грани. Таких сил будет четыре по числу 
граней (рис. 1.2).

На грань АВС действует сила

dPx =  px-^-dydz, (1.3)

где рх — среднее гидростатическое давление для тре
угольника АВС с площадью -я- dy dz. Сила dPx парал

лельна оси Ох, направлена в положительную сторону 
оси и, следовательно, войдет в уравнение со знаком 
плюс.

Силы dPv и dPz, т. е. силы давления на грани ABD 
и ACD, параллельны осям Оу и Oz, и их проекции на 
ось Ох равны нулю. Четвертая сила dPn — сила давле
ния на грань BCD, равна dP„=pnda  (где рп — среднее 
гидростатическое давление для грани BCD, a da — пло
щадь этой грани). Проекция этой силы на ось Ох:

dPn cos (N, Ox) =  pndm cos (N, Ox)

и войдет в уравнение со знаком минус, так как направ
лена в отрицательную сторону оси Ох.

Произведение da cos {N, Ох) представляет собой 
проекцию площади треугольника BCD на плоскость уОг 
и равно:

dw cos (N, Ox) =  -^-dy dz,
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потому что угол между нормалью N и осью Ох равен 
линейному углу, измеряющему двугранный угол, обра
зованный плоскостями граней АВС и BCD.

Итак, проекция силы dPn на ось Ох численно равна:

dPn cos(tCbx) =  pnda>cos ( C Ox) =  pn-^-dydz. (1.4)

О б ъ е м н ы е  (массовые) силы, действующие на те
траэдр, приводятся к равнодействующей dR, образую
щей с координатными осями углы а, р и у и равной:

dR—dmj,

где dm — масса тетраэдра, равная р-^-dxdydz  (р — плот

ность жидкости, a -^r-dxdydz — объем тетраэдра); / —

ускорение объемной силы (в частном случае ускорение 
свободного падения).

Обозначим проекции ускорения / по координатным 
осям X, Y и Z, т. е. примем что

/ cos а=Х\
j cos р=У;
/ cos у=Z.

Тогда проекции объемной силы dR

dRx =  dmj cos a =  p-i- dx dy dzX\ 

dRt  =  dmj cos fi — p-^r-dxdy dzY\ ( 1.5)

d R ,= dmj cos у =  p -i-  dx dy dzZ.

Из них в уравнение проекций сил на ось Ох войдет 
только dRx.

Таким образом, уравнение 2FX= 0 выразится так:

( 16 )
M

=  рх dy dz — рп - i -  dy dz -f- p dx dy d z X = 0



или после сокращения на —  dydz

Рх — Рп +  9- ^ d x X ^ O .

Пренебрегая p-^-dxX  как бесконечно малым относи

тельно рх и рп, получаем рх—дп= 0  или
Рх— Рп.

Аналогично доказывается, что

Pv—Рп!
Рг— Рп-

Следовательно,
Рх—Ру—Pi— Рп • ( 17 )

Это равенство показывает, что гидростатическое дав
ление в точке по любому направлению оказывается оди
наковым, т. е. не зависит от направления, что и дока
зывает теорему.

С л е д с т в и е .  Так как давление р одинаково по 
всем направлениям в данной точке, а в различных точ
ках данного объема жидкости в общем случае различно, 
то гидростатическое давление в точке будет функцией 
только координат

В самом общем случае р является и функцией вре
мени

Это возможно тогда, когда во времени изменяются 
внешние условия, например, при изменении атмосферно
го давления. Однако подобные случаи в дальнейшем 
рассматриваться не будут.

1.2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ ЖИДКОСТИ 
(УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА1

Рассмотрим равновесие выделенного элементарного 
параллелепипеда ABCDA'B'C'D' (рис. 1.3). Полагая его 
твердым телом, составляем три уравнения проекций дей- 
12
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ствуюших сил: IF x= 0 ; 1FV= 0 и 2 /^= 0 . Уравнения мо
ментов исключаются.

Составим уравнение проекции сил на ось Ох, т. е. 
уравнение 2F*=0.

П р о е к ц и и  п о в е р х н о с т н ы х  сил.  По числу 
граней параллелепипеда шесть проекций. В уравнение 
2Fx=Q войдут только две силы dP и dP' (рис. 1.3).

Рис. 1.3,

Сила dP давления на грань ABCD 

dP = pdydz,

где р — среднее гидростатическое давление на грани 
A BCD.

Сила dP' давления на грань A'B'C'D' 

dP '= p'dydz,

где р' — среднее гидростатическое давление на грани 
A'B'C'D' (р'Ф р).

Определим р'. Так как p= f(x, у, z), то при переходе 
от одной грани к другой давление должно изменяться 
в зависимости только от одной координаты. Действи
тельно, при переходе от любой точки грани A BCD 
к сходственной ей точке грани A'B'C'D' (например, от 
точки А к точке А', от В к В' и т. д.) для каждой такой 
пары сходственных точек изменяется только одна коор
дината х, а потому изменение среднего гидростатичес
кого давления р зависит только от изменения одного 
аргумента х. . у
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/

Следовательно,

Сила dP' войдет в уравнение проекции со Знаком 
минус.

П р о е к ц и и  о б ъ е м н ы х  сил.  Проекция объемной 
силы dR равна произведению массы на соответствую
щую проекцию ускорения объемной силы, т. е.

где р — плотность жидкости; dxdydz  — объем выделен
ного элемента и X — проекция ускорения силы dR на 
ось Ох.

Суммируя указанные проекции поверхностных и 
объемных сил, получаем уравнение 25*=0:

После приведения подобных членов и деления на 
произведение dxdydz  (объем параллелепипеда dW) по
лучим уравнение проекций сил, отнесенных к единице 
объема:

Аналогично получим и два других уравнения 2 5 у=О 
и 252=0. Итак, при равновесии жидкости имеем три 
дифференциальных уравнения

Эта система называется с и с т е м о й  д и ф ф е р е н 
ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  р а в н о в е с и я  ж и д к о с 
ти Э й л е р а  и относится как к несжимаемой, так и 
к сжимаемой жидкости.

dRx= р dxdy dzX,

( 1. 10)

(1. 11)

14



' Ос н о в н о е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е 
ний г и д р о с т а т и к и .  Умножая первое уравнение 
Эйлера на dx и последующие на dy и dz и складывая 
их, получаем:

- f f i d x + % d y  +  d-£ d z )+ p (X d x + Y d y  +  Zdz) =  0.

\ (U2)
Здесь dx, dy и dz представляют собой дифференциа

лы координат, а не ускорений X, Y, Z.
Так как гидростатическое давление р является функ

цией только координат, т. е. независимых переменных 
х, у, г, то первый трехчлен уравнения (1.12) как сумма 
всех трех частных дифференциалов представляет собой 
полный дифференциал. Поэтому уравнение (1.12) можно 
записать так:

dp=p (X dx+ Y dy+Z dz). (1.13)
Это уравнение является о с н о в н ы м  д и ф ф е р е н 

ц и а л ь н ы м  у р а в н е н и е м  р а в н о в е с и я  ж и д 
к о с т и .

Так как dp есть полный дифференциал, то для одно
родной жидкости (при p=const) и трехчлен (Xdx+  
+ Y dy+ Zdz) — тоже полный дифференциал некоторой 
функции U{x, у, z). Следовательно,

X dx+ Y dy+ Zdz= dU (x, у, z). (1.14)
Но в таком случае, как известно,

у - — - у — — . Z = —
Ох ’ Оу ' дг ‘

Рассматривая X, Y и Z не как проекции ускорения, 
а как проекции объемной силы, отнесенные к единице 
массы, видим, что поскольку частные производные функ
ции U (х, у, г) по координатам х, у, z определяют собой 
проекции объемной силы, постольку эта функция явля
ется так называемой силовой функцией. Силовая функ
ция равна потенциалу сил \  взятому с обратным 
знаком.

1 Как известно, £/(х, у, 2) = — П(х, у, г), см. курс теоретиче
ской механики.
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Таким образом, жидкость может находиться в пвкое 
только под действием таких объемных сил, которые 
имеют потенциал. /

Уравнение (1.13) содержит две неизвестные ватичн- 
ны р и (». Связь плотности р с давлением р и темпера
турой Т может быть определено х а р а к т е р и с т и 
ч е с к и м  у р а в н е н и е м .

Так, для газов

где р — гидростатическое давление; g — ускорение сво
бодного падения; R и Т — соответственно газовая по
стоянная и абсолютная температура.

Для несжимаемой жидкости характеристическое 
уравнение имеет вид:

p=const.

В этом случае плотность р можно считать известной, 
и тогда дополнительного уравнения не требуется.

П о в е р х н о с т ь  у р о в н я .  Поверхность, точки ко
торой имеют одинаковое значение данной функции, на
зывается п о в е р х н о с т ь ю  у р о в н я .  Физическое зна
чение функции может быть различным: поверхности 
равного давления, равной температуры (изотермическая

поверхность), равной плотно
сти и т. д. являются поверх
ностями уровня. В гидравлике 
наиболее интересной поверхно
стью уровня является поверх
ность равного давления. В 
дальнейшем, говоря о поверх
ности уровня, будем иметь в 
виду поверхность равного дав
ления.

Составим уравнение по
верхности уровня (равного 

давления). С этой целью обратимся к основному диф
ференциальному уравнению гидростатики (1.13). Для 
поверхности уровня dp= 0. Тогда, поскольку плотность 
не равна нулю, получим:

\п
\

16
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Это есть д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  
п о в е р х н о с т и  у р о в н я  (здесь X, Y и Z являются 
функциями координат).

Первое свойство поверхности уровня заключается 
в том,(Что две различные поверхности уровня не пересе
каются между собой. Докажем это от обратного.

Допустим, что они пересекаются. В таком случае во 
всех тачках линии пересечения этих поверхностей дав
ление одновременно должно быть равно р\ и р2» что не
возможно, так как по основной теореме гидростатики 
гидростатическое давление р одинаково по всем направ
лениям. Следовательно, две различные поверхности 
уровня действительно не пересекаются.

Второе свойство — внешние объемные силы направ
лены по нормали к поверхности уровня (рис. 1.4).

Известно, что уравнение работы dA силы R на пути 
ds имеет вид:

dA =Rxdx+ Rvdy+Rzdz,

где Rx, Rv и Rz — проекции силы по координатным осям 
Ох, Оу и Ог. Но Rx=dmX; Ru=dm Y  и R:=dmZ. Здесь 
dm — масса, а X, Y и Z — проекции ускорения силы R 
по тем же координатным осям.

Таким образом,

dA=dmX dx + dmY dy+dmZ dz=  

= dm (X dx+ Y  dy + Zdz).

Но для поверхности уровня

X d x + Y d y+ Z d z= 0.

Поэтому работа силы R (в данном случае внешней 
объемной силы) равна нулю.

Следовательно, для поверхности уровня

dA=R  cos pds=0,

где p=Z_(/?, s). Это возможно лишь при со.ч р=0, т. е. 
внешняя объемная сила нормальна к поверхности 
уровня.
2— 235 17



1.1. р а в н о в е с и е  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  в п о л е

ЗЕМНОГО ТЯГОТЕНИЯ

1.3.1. Поверхность уровня и основное уравнение 
равновесия

В данном случае объемной силой является сила тя
жести, и полное ускорение объемных сил равно ускоре
нию свободного падения g=9,81 м/с2 (будем считать 
g= const).

Направим координатную ось Ог вертикально вверх. 
Тогда получим значения проекций ускорения силы тя
жести равными:

Х=0; Y= 0 и Z = —g
(знак минус, поскольку ускорение силы тяжести направ
лено в отрицательную сторону оси Ог).

П о в е р х н о с т ь  у р о в н я .  Имеем уравнение поверх
ности уровня в общей форме

X dx+ Y  d y+ Z d z= 0.

Подставляя в него указанные выше значения X, Y и 
Z, получаем:

- g d z = 0 (1.17)
и, следовательно,

z=C =const, (1.18)

где С — произвольная постоянная. Уравнение (1.18) 
является у р а в н е н и е м  с е м е й с т в а  г о р и з о н 
т а л ь н ы х  п л о с к о с т е й .

Рис. 1.5.

Таким образом, при равновесии жидкости в поле зем
ного тяготения поверхности уровня представляют собой 
горизонтальные плоскости.

Так, давление в точке А равно давлению в точке В, 
так как обе точки лежат на одной и тон же поверх
ности уровня (рис. 1.5).
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О с н о в н о е  у р а в н е н и е  р а в н о в е с и я  ж и д 
к о с т и  в п о л е  з е м н о г о  т я г о т е н и я .  Из основно
го дифференциального уравнения гидростатики (1.13)

dp= p(X dx+ Y dy+ Z dz)
после подстановки Л=0, У=0 и Z = —g получим:

dp= —р g d z  (1.19)

или
dp_ 
Р8 dz,

после интегрирования для несжимаемой жидкости 

——|-г =  С =  const.р е
Постоянную интегрирования находим из граничных 
условий. Для свободной поверхности жидкости (рис. 1.6) 
имеем:

р= р0 и z= z0
(Ро — давление на свободной поверхности 
обычно р0=Рат). Следовательно,

С =

Отсюда

жидкости,

—  4-г =  — -(-г = /У ' =  const. (1.20)
?g 1 ге 1 • ' '
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Это уравнение называется о с н о в н ы м  у р а в н е 
ние м р а в н о в е с и я  ж и д к о с т и  в п о л е  т я г о 
т е н и я .  Это уравнение можно записать и так:

p= p0+pg(z0—z). (̂1 20а)

За единицу давления в СИ принят паскаль: 1 Па =  
=  1 Н /м2 е̂0,1 кгс/ м2= 1 0 -5 бар^Э.в-Ю-6 ат^7,5Х 10-3 
мм рт. ст.

В (1.20а) рg представляет собой силу, с которой по
ле земного тяготения действует на массу жидкости 
в объеме 1 м3, т. е. представляет собой вес, отнесенный 
к единице объема.

Слагаемые уравнения (1.20) выражены в единицах 
длины, при этом г и z0 представляют собой высоту рас
положения точек над координатной плоскостью (уОх). 
Поэтому целесообразно назвать высотой также и все 
остальные слагаемые (в том числе и Н'). Однако эти 
величины различны по своему физическому смыслу: г и 
2о— высоты расположения точек, a p /p g — высота, зави
сящая только от р (при p=const), и ее можно назвать 
высотой гидростатического давления. Что касается ве
личины Н', то она как сумма двух высот (p /p g + z ) бу
дет также высотой, но постоянной (одинаковой для всех 
частиц жидкости), и поэтому Н' явится координатой не
которой горизонтальной плоскости, параллельной коор
динатной плоскости (хОу). Она расположена выше плос
кости свободной поверхности жидкости на АЛ=
=  ( t f '- 2 o ) = - g -  (РИС. 1.6).

Из уравнения (1.20) получим:

^ = 2 . - 2  =  Л. (1.21)

Величина А, очевидно, представляет собой глубину 
погружения данной точки под уровень свободной по
верхности жидкости (рис. 1.6). Очевидно также, что 
р—ро представляет собой то давление, которое имело 
бы место при отсутствии внешнего давления (р0= 0). 
Назовем его, как обычно принято, «избыточным давле
нием» и обозначим ртб=Р—Ро- Понятно, что избыточное 
давление обусловлено влиянием весомости самой жид
кости, как находящейся под силовым воздействием поля 
тяготения.
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( 1.22)

учетом (1.21) можем написать:
& £ = г ,, - z = h
9S *

ИЛИ
Ризб=р£Л.

Назовем действительное давление р «абсолютным». 
Тогда будем иметь

Р&бс= Ризб + Ро-
Абсолютное давление равс всегда положительная ве

личина Рабе ̂ О , НО Ризб как разность (Рабе—Ро) может 
быть и отрицательной величиной:

Рнзб==(р  Ро) Щ0-
Если Р и з б < 0 , то из (1.22) получим (при p»6 /p£<  

<0)Л=2о—2 < 0  или z>Zo- Это обозначает, что данная 
точка А расположена выше свободной поверхности жид
кости, где имеем атмосферное давление, например, как 
показано на рис. 1.7.

Закон распределения абсолютного и избыточного дав
ления выражается следующими формулами.

Для абсолютного давле
ния (1.20)

Рлбс==Рё (Н z) = /  (2),
а для избыточного давления 
из (1.22)

Ризб=Р£(г0—z).
В обоих случаях имеем 

линейный закон, при этом 
как абсолютное, так и из
быточное давление возрас
тают с уменьшением коор
динаты г, т. е. с увеличени
ем глубины расположения 
данной точки.

Графическое изображение абсолютного и избыточно
го давления представлено на рис. 1.8 в координатах г 
и P/pg.

Треугольник 0AB0 изображает закон изменения 
абсолютного давления, а два треугольника с общей вер
шиной в точке G изображают закон изменения избыточ
ного давления. При этом нижний треугольник BGE изо
бражает р„зб/р£>0, а верхний р,„e/p g < 0 .
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В соответствии с этим можно сказать, что максималь
ное значение вакуума устанавливается для точек на вы
соте Н', там, где абсолютное давление равно нулю.

1.3.2. Энергетическое понимание основного уравнения 
гидростатики

Основное уравнение гидростатики (1.20) записано 
в единицах длины:

——f-z =  Н’ =  const.
?g

Но легко выразить его в единицах работы (или энер
гии), для этого достаточно умножить уравнение на еди
ницу, придавая ей размерности силы (1 Н), тогда все 
слагаемые будут выражены в единицах работы или энер
гии, т. е. Дж. Понятно, поскольку жидкость находится 
в равновесии, постольку она обладает только потен
циальной энергией. Следовательно, каждое слагаемое, 
входящее в уравнение, представляет собой соответст
вующий вид потенциальной энергии:

Дж, — потенциальная энергия, определяемая
гидростатическим давлением. Поэтому это слагаемое 
можно рассматривать как энергию давления •; *

* Существует и иной взгляд на трактовку этого понятия. См., 
например [7]. П р н м. р е д.
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\ Дж, — энергия положения (данная маеба ЖИДКОС
ТИ расположена на высоте z ) ;

Д ж ,—полный запас потенциальной энер

гии ^отнесенной к той массе, вес которой равен 1 Н, т. е. 

к массе т  =  - ~ = < ^  кг =  0,103 w j.

1.3.3. Закон Паскаля. Поверхность раздела
Из основного уравнения (1.20а)

P=Po+pg(zo—z)
можно видеть, что в случае изменения внешнего давле
ния р0 на р'0=Ро+Дро давление во всех точках данной 
жидкости, находящейся в равновесии, изменится на то 
же значение Др0. Таким образом, жидкость обладает 
свойством передавать давление. В утверждении этого 
свойства и заключается з а к о н  П а с к а л я ,  который 
можно сформулировать так: давление, которое возника
ет на граничной поверхности жидкости, находящейся 
в равновесии, передается всем частицам этой жидкости 
по всем направлениям без изменения передаваемого дав
ления.

П о в е р х н о с т ь  р а з д е л а  н е с м е ш и в а ю щ и х -  
ся  ж и д к о с т е й  (рис. 1.9).

Если в резервуаре помещены две различные несме- 
шивающиеся жидкости (например, вода и ртуть) с раз
личными плотностями pi и 
р2, то они разместятся сло
ями одна над другой.

Определим форму по
верхности раздела N — N 
(рис. 1.9). Переходя от точ
ки М к точке АГ вдоль этой 
поверхности, можем запи
сать для верхней жидкости 
dp= —pig dz, а для нижней 
dp= —p2g dz, и, следователь
но, вычитая одно равенство из другого, будем иметь: 

g(pi—P2)dz=0.
Здесь, если р ^ р г , то неизбежно 

dz= 0 и z=const,
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t. e. поверхность раздела будет горизонтальной пло
скостью.

Расположение жидкостей по высоте определяется 
условием устойчивости материальной системы. Как изве
стно, в устойчивом состоянии центр тяжести системы 
находится наиболее низко. Поэтому жидкость с большей 
плотностью расположится ниже жидкости с меньшей 
плотностью.

1.3.4. Относительное равновесие

О т н о с и т е л ь н ы м  р а в н о в е с и е м  жидкости на
зывается такое ее движение, при котором не происходит 
смещения одних частиц относительно соседних и вся 
масса жидкости движется как твердое тело.

Рассмотрим некоторые частные случаи такого равно
весия.

Р а в н о у с к о р е н н о е  д в и ж е н и е  по в е р т и 
к а л и  (рис. 1.10). Определим форму поверхности уров
ня. Имеем общее дифференциальное уравнение

X dx + Y dy+Z dz=0.
При равноускоренном движении по вертикали внеш

ними объемными силами будут силы тяжести и силы 
инерции (рис. 1.10,а). Их проекции или проекции их 
ускоренй Л=0; К=0 и Z = ( —g ± j)  [при спуске (+/') и 
при подъеме (—/)]. Таким образом, в обоих случаях 
уравнение поверхности уровня составляет:

( -g ± j)d z = 0 .  (1.23)
24



Отсюда следует, что если g ^ j ,  то dz= 0, а потому 
z=C=const,

а это есть уравнение семейства горизонтальных плоско
стей. Таким образом, как при спуске, так и при подъеме 
поверхности уровня (равных давлений) представляют со
бой горизонтальные плоскости, а гидростатическое дав
ление изменяется только по высоте.

Интересно отметить, что если g= j, то в (1.23)
(— g + j ) = 0 ,  а потому dz может и не равняться нулю, 
(1гф 0 и поверхность раздела может иметь любую фор
му (рис. 1.10,6):

гф  const.
З а к о н  р а с п р е д е л е н и я  д а в л е н и я  получим 

из основного дифференциального уравнения
dp= р (X dx+ Y dy+ Z  dz),

которое в данном случае [с учетом Х=0, У=0 и Z— 
=  (—g ± j)  ] имеет вид:

dp=p{—g ± i)d z . (1.24)
При равноускоренном спуске (—g+ j) (1.24) можно 

записать следующим образом:

d p = - p g ( l - - L j d z ,  (1.24а)

а при равноускоренном подъеме (—g —/)

d p = - p g ( l  +  ^ j d z .  (1.246)

Из этих дифференциальных уравнений непосредствен
но следует, что связь между р и z оказывается линейной 
(как и при обычном неподвижном состоянии жидкости).

Напишем дифференциа чьное уравнение при спуске в форме (обо-

dp — — ?gkdz.
Рg представляет собой вес жидкости, отнесенный к единице объема 
(для воды 9,8 кН/м3« 1 0  кН/м1); произведение pgk (Л — безразмер
ная величина) может рассматриваться как условный вес. отнесенный 
к единице объема той же жидкости. Обозначим его тогда при 
спуске и при j< g ,  Аг<! и y '< p g  жидкость оказывается как бы

более легкой, а при j= g  получим к — 1— — • = 0  и, следовательно,
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^ = 0  (жидкость стала невесомой — рис. 1.10,6).

При равноускоренном подъеме Л = ^ 1 + — ] и Рв* =  т ' >

т. е. жидкость становится как бы тяжелее. На этом закончим рас
смотрение задачи о равноускоренном движении жидкости по верти
кали, и не будем его развивать далее.

В р а щ а т е л ь н о е  д в и ж е н и е  о т н о с и т е л ь н о  
в е р т и к а л ь н о й  оси (рис. 1.11). Допустим, что жид
кость, помещенная в цилиндрический резервуар с верти

кальной осью, вращается вместе с резервуаром относи
тельно этой оси с постоянной угловой скоростью и так, 
что с той же угловой скоростью вращаются все ее ча
стицы. Определим форму свободной поверхности. Исхо
дим из общего дифференциального уравнения поверх
ности уровня

X d x + Y d y+ Z d z= 0.

Учитывая осесимметричность движения (относитель
но оси Oz), запишем это уравнение в цилиндрических 
координатах:

R dr+Z dz=0.

Здесь Z = —g, a R — проекция ускорения центробеж
ной силы, равного /= н 2/г, где и — окружная скорость,



а г — радиус вращения. Учитывая, что ы=о)Г, имеем:

Итак, дифференциальное уравнение поверхности 
уровня в данном случае имеет вид:

<a2rdr—g dz= 0.
Интегрируя, находим:

или

<оггг
2 ez =  C '

coV* _ |_ r
4 1 (1.25)

Это есть уравнение параболы в плоскости гОг. Оче
видно, что для всей массы жидкости поверхность уров
ня будет параболоидом вращения. Постоянная интегри
рования С представляет собой координату вершины па
раболы. Так, при г=0 из (1.25) получаем:

С=2о.
В соответствии с этим уравнение свободной поверх

ности имеет вид:
г — г.

Ч
—h, (1.26)

где h — глубина (рис. 1.11) на расстоянии г от оси вра
щения.

Таким образом, глубина увеличивается с увеличе
нием расстояния от оси.

Закон распределения давления находим из уравне
ния

dp=р(Х dx + Ydy+ Z dz).
Учитывая сказанное выше относительно трехчлена 

правой части уравнения, можем написать:
/и»гг dr
. Т

или

dp =  р (<»V dr — gdz) =  -\- ?g f ^ - r dz)

— =  —f- ш*г dr — dz. 
? В
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Интегрируя и изменяя порядок слагаемых, 
чаем:

Р_
pg —г (О VJ 

2g fC .

полу-

или

Примем г=0, г=Л0 и р= р0, тогда 

С =  — +А,.pg *
В резул!.тате интегрирования получим: 

^ - + г  =  А. +  ̂ г *pg I * 1 2g

£™ l+z =  ht +  £ - r '.  pg 1 * ' 2^

(1.27)

(1.27a)

Из (1.27a) легко усматривается, что для любого за
данного r=const (т. е. для любой вертикали на расстоя
нии г от оси вращения) закон распределения давления 
по высоте является линейным, т. е. таким же, как и без 
вращения (см. рис. 1.11):

А. +  ̂  г* =  const 

и

— - f  z =  C. 
pg

1.4. ДАВЛЕНИЕ ЖИДКОСТИ НА ПЛОСКИЕ СТЕНКИ

1.4.1. Сила давления жидкости на стенку

Пусть требуется определить силу Р давления жид
кости на площадь м, лежащую в плоскости стенки, рас
положенной под углом п к горизонту (рис. 1.12,а).

Сила dP давления жидкости на элементарную пло
щадку

dP=p dm= (ро +  pgh)da>.
Равнодействующая системы сил dP, параллельных 

между собой, равна их алгебраической сумме, т. е.

Р =  \pd<o= pgh) d«>.
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Расположим коор
динатные оси в плос
кости наклонной стен
ки так: ось Ох совме
стим с линией пересе
чения плоскости сво
бодной поверхности с 
плоскостью стенки 
(перпендикулярно чер
тежу), а ось Oz' напра
вим вдоль стенки вниз.
Дополнительно для 
большей наглядности 
повернем плоскость 
стенки вместе с вы
бранной на ней пло
щадкой вокруг оси Oz' 
до совмещения с пло
скостью чертежа (т. е. 
на 90°). Тогда коорди
натная ось Ох займет 
положение Ох!, ось Oz'
останется на месте, а площадка м изобразится на чер
теже в натуральную величину.

Обозначим координату точки М через г', тогда Л= 
= z ' sin а и

Р =  j(A  +  Рgh) du> =  j P,dm +  f Pg2' sin

Рис. 1.12.

Первый интеграл

второй

А®.

J pgz' sin idm =  pg sin a f z'da>.

Здесь J z'dm — SnX равен статическому моменту пло-
ш

Щади (о относительно координатной оси Ох' (или Ох), 
так как подынтегральное выражение представляет со-
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(Soft статический момент элементарной площадки отно
сительно этой оси.

Известно, что статический момент некоторой площа
ди о относительно заданной оси равен произведению 
площади (о на расстояние от ее центра тяжести до оси 
моментов. Поэтому

Рg  sin а z'dm =  pg sin аг'ст,
т

где г'с — расстояние от оси Ох' до точки с (центра тя
жести площадки ©). Итак, искомая сила

Р=р0и> + pg sin az'сю,
или, заменяя z'csin a=he, где Лс— глубина погружения 
центра тяжести площади © под уровень свободной по
верхности, получаем силу полного (абсолютного) дав
ления

Р=РоО)+р^Лс(о. (1-28)
Сила давления самой жидкости (т. е. не считая 

внешнего давления)
Ртб=р£ЛсШ (1.28а)

или (так как рghc= pc)
Р=рс<й, (1.286)

где рс — гидростатическое давление в центре тяжести 
площади.

Рассматривая Ас© как объем W, формулу (1.28а)
можно прочитать следующим образом: сила давления
жидкости на наклонную площадку равна весу цилин
дрического столба этой жидкости с основанием, равным 
заданной площади ©, и высотой, равной глубине Лс по
гружения центра тяжести площади © под уровень сво
бодной поверхности.

Давление жидкости на горизонтальное дно представ
ляет собой частный случай, избыточное давление на дно 
будет равно (рис. 1.12,6):

Риэб=Р£Л©, (1.29)
где Л — глубина воды в резервуаре.

Из формулы (1.28а) следует, что сила Р не зависит 
ни от формы, ни от размеров самого резервуара 
(рис. 1.12,6).
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1.4.2. Центр давления
Ц е н т р о м  д а в л е н и я  называется точка приложе

ния силы давления жидкости на заданную площадку. 
Это относится как к силе абсолютного давления (т. е. 
включая и внешнее давление), так и к силе избыточного 
давления. Способ определения центра давления в обоих 
случаях один и тот же. Для практических целей интерес 
представляет сила избыточного давления (например, при 
расчете устойчивости сооружения атмосферное давление 
с противоположных сторон сооружения уравновешива
ется и исключается из расчета).

Рассмотрим задачу для Ртц. Центр давления, как и . 
всякая иная точка, определяется в пространстве тремя 
координатами, а на плоскости двумя. Обозначим центр 
давления точкой d и найдем его координаты z'd и x’d 
(см. рис. 1.12,а).

Так как сила Р давления является равнодействую
щей системы параллельных сил dP, то точка ее прило
жения (т. е. центр давления) является центром парал
лельных сил, координаты которого определяются с по
мощью теоремы о моментах, согласно которой момент 
равнодействующей силы равен алгебраической сумме 
моментов сил составляющих.

Найдем координату z'd. Для этого составим урав
нение моментов относительно оси Ох" (или, что то же, 
Ох). Момент т элементарной силы dP равен:

т (dP)0x=dPz'= pgz' sin adaz',
поэтому

Е/л (dP),x =   ̂pg sin а (г')* dm.
т

Момент равнодействующей, т. е. момент силы Р,
т (Pz'd) =pgz'c sin aaz'd.

Итак, получим уравнение
Рgz’c sin aer'd=  J pg  sin а. (г')* dm,

CO

откуда искомая координата z'd после сокращения на 
pgsina:



Здесь j  (г’)* dm представляет собой момент инерции
<i>

площади со относительно оси Ох, поэтому

z d = lox
z'jti» '

Но известно, что момент инерции некоторой площади 
(о относительно заданной оси равен моменту инерции 
этой площади относительно оси, проходящей через центр 
тяжести площади и параллельной данной оси, плюс про
изведение площади со на квадрат расстояния между ося
ми. В данном случае

/о*=Л>+ (z7г)2(0 .
Таким образом,

Г, .
г'сш ’ г'сЛ> k -(- z'c. (1-30)

где k=Io!(zcсо) представляет собой, как видно из 
рис. 1.12, расстояние между точкой d и горизонтальной 
осью, проходящей через центр тяжести площади со (т. е. 
проходящей через точку с), которое называют иногда 
э к с ц е н т р и с и т е т о м .

Величина k= I0/ (г'сш) всегда положительна, и пото
му центр давления лежит всегда ниже (более глубоко), 
чем центр тяжести данной площади со. Для данной пло
щади величины /о и о> постоянны, поэтому расстояние k 
уменьшается с увеличением г'с, т. е. центр давления 
(точка d) приближается к центру тяжести (к точке с) 
с увеличением глубины расположения площадки со: 
z'ar-^z'c при г'с-*оо.

В пределе k=0  в двух случаях: а) когда г 'с=оо; 
б) когда площадка расположена горизонтально.

Действительно, так как
Л, . /. /.sin аz . = - r£-, то Ь — —г—=-Ч----- ,е sin а Z <*> hc<s> •

а поэтому, если ллощадь ю горизонтальна, то а = 0  и 
sin а=Ю и. следовательно, k=0.

Определим координату x'j. Аналогично предыдущему 
запишем:

32
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момент равнодействующей силы
m(P)o:'=pgz'c sin шо х'г, 

момент элементарной силы
m(dP)oz.=pgz' sin adax'.

а их сумма
£т <dP)M, — j" pgz'x’ sin *dm.

Отсюда
[  z'x'<-/(О

^ = - 7г с т (1.31)

Заметим, что на практике обычно силу давления 
жидкости и центр давления приходится искать только 
для правильных фигур, имеющих по крайней мере одну 
ось симметрии, и, кроме того, расположенную так, что 
ось симметрии параллельна координатной оси Ог'. В та
ком случае центр давления (т. е. точка d) лежит на 
этой оси симметрии, и искать координату x'd не нужно. 
Достаточно определить только одну координату z'd.

1.4.3. Графический способ определения силы давления 
на плоские стенки

На рис. 1.13,я показана стенка АВ, наклоненная 
к горизонту на угол а, и изображен треугольник рас
пределения давлений pm6lpg(AABC), у которого сто
рона ВС=Н. Выберем площадку со и определим для нее 
силу давления Р.

По формуле (1.28а) имеем:
P=pghc<i)=pgW,

где W — объем цилиндра с основанием со и высотой Лс.
Обратим внимание на то, что заштрихованный на 

рис. 1.13,я объем (пп'т'тп) изображает скошенный 
сверху цилиндр с тем же основанием со и со средней 
высотой hc [т. е. равновеликий по объему W, входящему 
в формулу (1.28а)].

Таким образом, силу давления жидкости на площад
ку со можно определить как силу веса жидкости 
в объеме цилиндра, расположенного нормально 
к стенке и ограниченного с одной стороны площад- 
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кой <0 , а с другой сечением цилиндра плоскостью, изоб
раженной на рис. 1.13,6 линией АС. Эта плоскость, пер
пендикулярная плоскости чертежа, рисует закон распре
деления давления по поверхности всей стенки.

Для всей стенки АВ при постоянной ее ширине В 
(перпендикулярно к плоскости чертежа) сила давления 
Р будет равна силе веса жидкости в объеме трехгран
ной призмы с основанием, равным площади треуголь
ника АВС (площади эпюры давления), и высотой, рав
ной В (ширине самой стенки).

Рис. 1.13.

Тогда для искомой силы давления получим:

8W' О-32)
И9

где jifiTT представляет собой площадь ЬАВС, а Пр

обьем призмы (иногда именуемой т е л о м  д а в л е н и я ) .
Центр давления (точку d) находим как проекцию 

точки 0 (центр тяжести треугольника АВС) на пло- 
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скость стенки АВ (рис. 1.13,6) (как точки приложения 
силы Р при сплошной нагрузке, распределенной по 
закону треугольника).

Этот способ широко распространен при решении раз
личных задач в области гидросооружений.

1.5. ДАВЛЕНИЕ ЖИДКОСТИ НА КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ПОВЕРХНОСТИ

Расположим координатные оси Ох и Оу в плоскости 
свободной поверхности и направим ось Ог вертикально 
вниз (рис. 1.14). Допустим, что внутри неподвижной 
жидкости расположена 
твердая бесконечно тон
кая поверхность произ
вольной формы. Очевид
но, что у нее имеются две 
стороны: «верхняя» и
«нижняя». Силы давления 
на них R и R' равны 
между собой, но направ
лены в прямо противопо
ложные стороны и взаим
но уравновешены.

Найдем одну из них, 
например, действующую
на верхнюю поверхность R. Эта сила является равнодей
ствующей системы непараллельных элементарных сил 
dP. Поэтому силу R находим, определяя сначала ее про
екции по координатным осям, а именно силы Rx, Rv и /?2.

Тогда искомая сила R найдется по формуле

к =  У +
Силы Rx, Ru и Rz определяются так: 

/?х=  ! jpdiocosa;
ш

Ru =  j  pdm cos p;
CD

Rz — j" pda> COS Y>

где p гидростатическое давление в точке. 
3*

(1.33)

(1.34)

35



Ёсли силы Rx, R„ и Rz найдены, то сила R опреде
ляется по указанной выше формуле, а ее направление 
по соответствующим косинусам углов а, р, у:

cosa =  -^-; cos^ = — \ cos у =  •

Прямое решение задачи описанным способом во мно
гих случаях вызывает большие затруднения при опре
делении сил Rx, Ry и Rz. Ниже рассматривается графо-

Рис. 1.15.

аналитический способ определения этих сил. Сила Rz — 
это вертикальная проекция, а силы Rx и Rv — горизон
тальные проекции силы R полного давления.

Определим сначала силу Rz. Выделив массу жидкос
ти в объеме вертикального цилиндра, построенного на 
данной поверхности S и ограниченного сверху пло
скостью свободной поверхности (рис. 1.15), запишем 
уравнение проекций на ось Ог всех действующих на эту 
массу внешних сил, т. е.

2Fz=0. (1.35)
Два других уравнения проекций сил в данном случае 

бесполезны, так как искомая сила Rz входит только 
в уравнение (1.35).

Легко видеть, что если исключить силы атмосферного 
давления, то в уравнение (1.35) войдут только две силы: 
вес жидкости в объеме цилиндра (сила G) и проекция 
силы давления на нижнее основание цилиндра, т. е. 
искомая сила Rt.

Получим
ZFt= G -R z = 0,
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откуда искомая сила /?,
Rl=G =pgW , (1.36)

где у  __ объем жидкости.
Итак, вертикальное давление жидкости на криволи

нейную поверхность равно весу жидкости в объеме ци
линдра, опирающегося на заданную криволинейную 
поверхность, ограниченную заданным контуром, а свер
ху плоскостью свободной поверхности.

Определим силы Rx и Rv. Так как обе эти проекции 
силы R являются горизонтальными, то, очевидно, спо
соб их определения будет одним и тем же.

Для определения силы Rx воспользуемся следующим 
построением (рис. 1.16). Выделим массу жидкости 
в объеме изображенного горизонтального цилиндра, 
ограниченного с одной стороны заданной криволинейной 
поверхностью, а с другой стороны цилиндра координат
ной плоскостью yOz. Очевидно, площадь этого сечения 
будет проекцией криволинейной поверхности S на ука
занную координатную плоскость.

Пользуясь, как обычно, методом отвердевания, на
пишем уравнение проекций сил на ось Ох (в это уравне
ние войдет искомая сила Rx).

Из числа действующих сил в это уравнение войдут 
также только две силы: сила Рх — давление на сечение 
в плоскости координат yOz со знаком плюс и искомая 
сила Rx со знаком минус. Остальные силы в проекции 
на ось Ох дают нуль и исключаются (это вес G и силы 
давления на боковую поверхность цилиндра).

Таким образом,
2FX= P X- R X= О,

откуда
Rx=Px.

Сила Рх представляет собой силу давления на пло
скую стенку и, следовательно,

Px=Pghcxlо*,
где о , — проекция заданной криволинейной поверхно
сти 5 на плоскость yOz, a hcx — глубина погружения 
центра тяжести этой площади шх под уровень свободной
поверхности.

Таким образом,
(1 .371
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Аналогично найдем и силу /?„=рghcywv.
Отметим особое свойство сил Rx и Rt . Поскольку 

в правой части равенств множители сох и и„ (т. е. пло
ские проекции криволинейной поверхности S) не зависят 
от формы поверхности S, а зависят только от контура, 
ограничивающего эту поверхность, постольку силы Rx и 
Rv (т. е. горизонтальные проекции силы R давления на 
криволинейные поверхности) не зависят от ее формы, 
а зависят только от очертания контура и его располо
жения в пространстве.

Таким образом, система уравнений для определения 
проекций силы R имеет вид:

Кх =  Р gKx*x\

R , =  PgW.
Очевидно, как указано было выше, R найдется по 

(1.33).

1.6. ЗАКОН АРХИМЕДА И ПЛАВАНИЕ ТЕЛ

З а к о н  А р х и м е д а  можно выразить в такой фор
ме: сила, с которой жидкость действует на погруженное 
в нее тело, равна весу жидкости в объеме тела, направ
лена снизу вверх и проходит через центр тяжести объ

ема погруженного тела.
Пусть погруженное в 

жидкость твердое тело 
имеет произвольную фор
му (любого веса и даже 
неоднородное по плотно
сти). Удержим это тело в 
равновесии с помощью 
жестких связей (напри
мер, с помощью трех не
подвижных опор).

Силу полного давле
ния жидкости на тело 

найдем как силу давления на криволинейную поверх
ность тела.
Тогда

Сила Rx= 0, так как
RX= R 'X- R " X= О,
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где R'x — сила давления на тело давления (рис. 1.17) 
саева направо, а сила R"x, наоборот,— справа налево. 
Но эти силы равны между собой, так как поверхности, 
на которые они действуют, опираются на один и тот же 
контур CD.

По тем же причинам и Rv= 0. Таким образом,

я = у ! ? 7 = я , .
Для определения силы Rt проведем контурную ли

нию АВ и разделим поверхность тела на две части — 
верхнюю и нижнюю. На верхнюю часть поверхности 
жидкость давит с силой /?'*, а на нижнюю—с силой R"z. 
Сила Rz равна:

Rz=R'z—R”t.
Но

R'z= Pgw АЛ’В'ВСА, a R"2= —pgW"AA’B’BDA
(знак минус у силы R"t поставлен потому, что положи
тельное направление оси 0г принято сверху вниз). Итак,

R1=R'z- R " I= pg W '-p g  W "=—pgW, (1.39)
где W — объем тела, a pgW — вес жидкости в объеме 
тела.

Знак минус указывает на то, что сила R направлена 
снизу вверх.

Сила R проходит через центр тяжести объема тела 
(а не массы), так как если бы тело было однородно 
с плотностью, равной плотности жидкости, то, будучи 
свободным, оно находилось бы в равновесии (сила тя
жести G и сила давления жидкости Rz не образуют мо
мента, и, следовательно, эти силы проходят через центр 
тяжести объема).

Итак, сила давления жидкости на погруженное в нее 
тело равна весу жидкости в объеме тела, направлена 
снизу вверх и проходит через центр тяжести объема 
тела.

Силу Rz часто называют а р х и м е д о в о й  п о д ъ 
е м н о й  с ил о й .

П л а в а н и е  тел.  Различают два вида плавания — 
в полностью погруженном состоянии и в частично погру
женном состоянии. Условия плавания в обоих случаях 
одинаковы: если G>PW, тело тонет: если G<Pw, тело 
всплывает; если G=Pw , то тело плавает (G — вес тела, 
а — архимедова подъемная сила).
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Различие заключается в условиях устойчивости пла
вания или, как принято говорить, в у с т о й ч и в о с т и  
п л а в а ю щ е г о  т е л а .

П л а в а н и е  в п о л н о с т ь ю  п о г р у ж е н н о м  
с о с т о я н и и .  На плавающее тело действуют две силы: 
сила тяжести G, приложенная в центре тяжести тела 
в точке с (рис. 1.18), и равная ей по значению сила 
Pw — результирующая сил давления жидкости на пла

вающее тело, приложенная 
к центру тяжести его объе
м а— в точке d. Объем пла
вающего тела в этом случае 
равен в о д о и з м е щ е 
н и ю 1, а точка d будет ц е н 
т р о м в о д о и з м е щ е н и я .  
Линия, проходящая через 
точки c u d ,  называется 
о с ь ю п л а в а н и я .

Допустим, что в нормаль
ных условиях плавания точ
ка А (рис. 1.18) должна 
быть верхней. Если в равно
весном положении точка d 
лежит на оси плавания вы

ше точки с, плавание будет устойчивым. В таком случае 
при любом отклонении оси плавания от вертикали силы 
G и Р\у создают восстанавливающий момент. В против
ном случае (т. е. если точка d лежит ниже точки с) тело 
не вернется в свое начальное положение — тело опроки
нется и точка А окажется внизу, а не вверху — плава
ние не устойчивое.

Итак, критерием устойчивости плавания тела под во
дой является взаимное расположение точек d и с.

Если точка d при равновесном положении лежит вы
ше точки с, то плавание будет устойчивым, и наоборот. 
Устойчивость будет тем больше, чем выше лежит точ
ка d.

При совпадении точек d и с плавание будет безраз
личным.

П л а в а н и е  в не п о л н о с т ь ю  п о г р у ж е н 
ном с о с т о я н и и .  При плавании в не полностью по
груженном состоянии (рис. 1.19) водоизмещением назы

1 При плавании на поверхности водоизмещением называют 
объем погруженной части тела.
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вается объем той части тела, которая погружена в воду.
Линия пересечения свободной поверхности воды с бо

ковой поверхностью тела называется в а т е р л и н и е й .  
Площадь, очерченная ватерлинией, называется п л о 
щ а д ь ю  в а т е р л и н и и .

Архимедова подъемная сила равна весу жидкости 
в объеме водоизмещения W:

Условия устойчивости (остойчивости) плавания 
в данном случае иные, чем при плавании в полностью 
погруженном состоянии. Плавание может быть устойчи
вым и в том случае, если при равновесном положении 
точка d лежит ниже точки с, как указано на рис. 1.19.

Критерием устойчивости при плавании тела в не пол
ностью погруженном состоянии является местоположе
ние не точки d, а точки т, называемой м е т а ц е н т р о м  
(метацентр представляет собой точку пересечения оси 
плавания и направления архимедовой силы Pw при кре
не на угол а) (рис. 1.20).

Степень устойчивости будет тем больше, чем выше 
расположен метацентр.

При малых углах крена (а<12°) метацентр практи
чески не изменяет своего положения на оси плавания, 
пРи этом центр водоизмещения, т. е. точка d, описывает 
Дугу круга с радиусом Rm, равным расстоянию от мета
центра (точки т) до точки d (на оси плавания).

Рис. 1.19. Рис. 1.20.

Pw=pgW.
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Этот радиус Rm называется м е т а ц е н т р и ч е с к и м  
р а д и у с о м .

Т е о р е м а  о ц е н т р е  к а ч а н и я  п л а в а ю щ е 
го т е ла .  При малых углах крена качание плавающего 
тела происходит относительно горизонтальной оси, ле
жащей в плоскости свободной поверхности и проходя
щей через центр тяжести площади ватерлинии.

Действительно, прн 
повороте плавающего те
ла на угол а из жидкости 
выйдет клин объемом W, 
и погрузится клин с объ
емом W2. Так как водоиз
мещение плавающего те
ла при этом не изменит
ся, то объемы Wi н W2 
равны между собой: W t=  

,= W 2 (рис. 1.21).
Элементарный объем 

dW по теореме Гюльдена равен (как для тела враще
ния):

d W = a x  da).
Тогда объем левого клина

U7, = j  а х  dm

О

и аналогично объем правого клина

IF ,=  Ja  xdm.
•*

По условию равенства объемов U7i=№ 2 имеем: 

jaxdiL =  jaxilm  или \ 'x d * = jx d » .
Я ,  ш ,  <°1 » ,

Но интеграл | xdta — S, представляет собой статичес-

кий момент левой части площади ватерлинии относитель
но оси вращения 00 (оси качания тела), а интеграл 
\ xdw — S, — статический момент правой части площади

в,

ватерлинии.
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Итак, S i= S 2, и тогда статический момент всей пло
щади равен нулю:

5= S -f-(—S)= 0.

Следовательно, ось вращения (она же ось статиче
ского момента площади ватерлинии) проходит через 
центр тяжести площади ватерлинии, что и доказывает 
теорему.

О п р е д е л е н и е  м е т а ц е н т р и ч е с к о г о  р а 
д и у с а  Rm. Если бы при крене тела на угол а сила Pw 
была бы закреплена в точ
ке d, то надо было бы 
допустить возникновение 
еще двух дополнительных 
сил: Р\ — вес левого кли
на видоизмещения и Р2 
(равной Р\) — вес жидко
сти, вытесненной правым 
клином (рис. 1.22).

В действительности 
этих трех сил нет, их за
меняет одна сила P'w, 
приложенная в точке d'.
Эта сила, следовательно, 
является равнодействую
щей трех сил Pw, Р\ и 
Р2. Очевидно, сила P'w,
приложенная к точке d', равная силе P"w и направлен
ная вниз, будет уравновешивающей силой.

Итак, система четырех сил P"w, Pw, Р\ и Р2 уравно
вешена, и если бы такая система была приложена к не
которому свободному телу, то это тело было бы в рав
новесии, а потому сумма моментов этих сил относитель
но любой оси также равна нулю.

Момент сил Pw и P"w равен:

m(Pw , P"r ) =  Pr °  =  />r^nSina,

Момент силы Pi относительно оси вращения

— j  Pgzx dmx =  f pgcueV®,
*»
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а тогда момент пары Р\, Р2

т(Р„ Р , ) =  f pg<xx*rf<D,

где интеграл должен быть взят по всей площади ватер
линии (о, а не только по ег частии юь 

Итак,
m(Pw, P"w)=fn(P\, Рг)

и, следовательно,
pgWRm sin а =  J pgajfdat,

откуда (полагая sin а = а  и сокращая на pg) получаем:
x’rfw

Rm =  ̂ - w - = ± r .  (1.40)

Эту формулу можно прочитать так: метацентриче- 
ский радиус равен отношению момента инерции площа
ди ватерлинии (относительно оси качания плавающего 
тела) к водоизмещению.

Если расстояние между точками с и d назвать экс
центриситетом а, а между точками с и т  метацентриче- 
ской высотой hm (рис. 1.20), то

hm =Rm -a  (1.41)
и условие остойчивости плавающего тела можно сфор
мулировать так: плавание устойчиво, если Лт >0.

П р и м е ч а н и е .  Для торгово-пассажирских парохо
дов метацентрическую высоту hm принимают равной 
около 0,5 м.

Г л а в а  в т о р а я

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ О ДВИЖЕНИИ жидкости

Т<. ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ О ДВИЖЕНИИ ЖИДКОСТИ

Как уже отмечалось, жидкость рассматривается как 
сплошная легко деформируемая среда. Физический про
цесс такой деформации весьма сложен. Отдельные ча
стицы жидкости движутся по различным траекториям и 
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по своим законам. Изучение этих законов и математи
ческое их описание связаны с большими трудностями. 
Поэтому в рассмотрение вводится та или иная теоре
тическая модель реального движения и изучаются ее 
кинематические и динамические характеристики, для 
чего вводится понятие о э л е м е н т а р н о й  с т р у й к е  
и понятие о п о т о к е  — со
вокупности элементарных 
струек.

Остановимся на усло
виях возникновения и на
правления течения. Изве
стно, что движение тела 
обусловлено воздействи 
ем на него внешних сил.
Рассмотрим это положе
ние на примере движения 
жидкости в поле земного тяготения. На рис. 2.1 показано 
соединение трубопроводом области А, занятой жидко
стью, с областью В. Свободная поверхность области А — 
выше таковой в области В. Легко показать, что невесо
мый жесткий поршень, помещенный в сечении п — п, 
должен двигаться по трубопроводу в сторону области В, 
так как на него действуют только две силы Р\ и Р2 (рис. 
2.1), причем P 1=pgG>A/1> P 2=pga)tf2 и сила АР, равная 
их разности:

AP=pga (Н |—Я 2) , (2.1)
направлена в сторону области В.

Обращая внимание на то, что Hi и / /2 определяют 
собой энергетический уровень жидкой среды в указан

ных на рис. 2.1 двух 
областях и учитывая 
условие Я |> / /2, можно 
сказать, что жидкость 
всегда движется при 
наличии разности энер
гетических уровней 
(или, как говорят, раз
ности напоров, что од
но н то же) и движет
ся в сторону области с 

меньшим энергетическим уровнем.
В и д ы  д в и ж е н и я .  Движение жидкости, как и вся

кого тела, может быть равномерным и неравномерным
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(по пути движения). Кроме того, движение жидкости 
может быть постоянным и переменным во времени, т. е. 
установившимся и неустановнвшнмся. Эти определения 
следует уточнить.

Р а в н о м е р н ы м  д в и ж е н и е м  называется такое, 
при котором скорости в сходственных точках двух смеж
ных сечений равны между собой, а траектории частиц 
прямолинейны и параллельны оси os. Следовательно, 
поле скоростей не изменяется вдоль по течению 
(рис. 2.2). Ускорение частиц жидкости при этом равно 
нулю. В этом случае для всех параметров потока част
ная производная по пути равна нулю, например

- ^ - = 0 ,  = 0  и т. д., или в символической форме

( /) =  0. Здесь (f) означает тот или иной параметр.

например скорость и. глубину Лит .  д., a s — расстояние 
вдоль траектории. (Аналогичной условной записью бу
дем пользоваться и далее, например, в форме ~  (f) = 0

и т. д. | ,

Н е р а в н о м е р н о е  д в и ж е н и е  — движение, не 
удовлетворяющее определению равномерного движения,
в этом случае -^-(/)=^0.

У с т а н о в и в ш и м с я  д в и ж е н и е м  называется 
такое, при котором в любой точке пространства скорость 
течения не изменяется ни по направлению, ни по величи
не. Установившееся движение может быть и равномер
ным и неравномерным.

Н е у с т а н о в и в ш е е с я  д в и ж е н и е  — движение, 
изменяющееся во времени. В этом случае частные про
изводные по времени всех кинематических параметров
не равны нулю, например ̂ < ^ 0  и т. д. Иллюстрацией

немстановившегося движения может быть истечение из 
резервуара при его опорожнении.

Д в и ж е н и е  с п л о ш н о е  и п р е р ы в и с т о е  не 
требует особых разъяснений; если движение происходит 
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без образования пустот внутри занятого жидкостью 
пространства, то это движение сплошное, в противопо
ложном случае прерывистое. Обычное течение в реках— 
сплошное, а на водопадах прерывистое.

При дальнейшем изложении будет предусматривать
ся движение только сплошное.

2.2. ТРАЕКТОРИЯ, ЛИНИЯ ТОКА И ЛИНИЯ ОТМЕЧЕННЫХ ТОЧЕК

Геометрическими характеристиками потока являются 
три линии — траектория, линия тока и линия отмечен
ных точек.

Т р а е к т о р и я  — линия, по которой движется неко
торая частица жидкости.

Л и н и я  т о к а  — крива 
частицы, скорости которых 
направлены по касательной 

Система линий тока 
характеризует направле
ние течения потока в дан
ный момент времени 
(рис. 2.3). При неустано- 
вившемся движении ли
нии тока изменяют свою 
форму и расположение, и 
вся картина движения из
меняется во времени. При 
неустановнвшемся двнжс-

я, проходящая через такие 
в данный момент времени 
к этой линии.

Ь
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нин линия тока и траектория не совпадают друг с другом 
(рис. 2.4). Две различные линии тока во всех случаях 
не пересекаются между собой. Так, полная скорость 
в точке А, скорость и (рис. 2.5) направлена по касатель
ной к линии с—с, а следовательно, линии а—а и линия 
b—Ь не являются линиями тока.

Л и н и я  о т м е ч е н н ы х  т о ч е к  — линия, на кото
рой в данный момент времени лежат частицы жидкости, 
прошедшие в свое время через одну и ту же начальную 
точку. Иллюстрацией такой линии может служить линия 
расположения поплавков, последовательно выпущенных 
из одной и той же точки.

При установившемся движении все эти три линии со
впадают между собой.

2.3. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ СТРУЙКА И ЕЕ РАСХОД

Введем понятие о т р у б к е  т ок а .  Трубкой тока на
зывается трубчатая поверхность бесконечно малого по
перечного сечения, образованная системой линий тока, 
проходящих через точки бесконечно малого замкнутого 
контура (рис. 2.6). Жидкость, протекающая внутри этой 
трубки, называется э л е м е н т а р н о й  с т р у й к о й .

Элементарная струйка изолирована от окружающей 
массы жидкости, так как линии тока не пересекаются 
между собой и, следовательно, ни одна частица из окру
жающего пространства не может войти в пространство 
элементарной струйки.

Для оценки объемного количества жидкости, проте
кающего в этой струйке, введем понятие об э л е м е н 
т а р н о м  р а с х о д е  как об объеме жидкости, проходя
щем в единицу времени через данное поперечное сече
ние струйки.

is  * udt

Рис. 2.6. Рис. 2.7.



Уравнение элементарного расхода составим следую
щим образом (рис. 2.7). За время dt все частицы из се
чения п—п переместятся на расстояние ds, равное:

ds=u dt,
где и — скорость их движения, и перейдут в сечение 
п'—п'. При этом пространство, равное по объему

dW=d(o ds,
будет занято другими частицами.

Таким образом, за время dt через сечение п—п про
ходит жидкость в объеме dW=d<audt.

За единицу времени проходит количество жидкости 
в объеме

j r , dW dv>udt j  /n  m
dQ = u r = - w - = ud,D’ M

где dQ называется э л е м е н т а р н ы м  р а с х о д о м ,  
или расходом элементарной струйки, определяющим ко
личество жидкости в объемных единицах (м3/с). Ана
логично можно ввести понятие о массовом расходе

(
Н \

2.4. РАСХОД И СРЕДНЯЯ СКОРОСТЬ ПОТОКА. 
УСЛОВИЕ СПЛОШНОСТИ

П о т о к  представляет собой совокупность элементар
ных струек (рис. 2.8). Поскольку скорость течения в от
дельных струйках в общем случае разная, постольку и 
скорость в разных точках поперечного сечения будет 
разной. Закон распределения скоростей характеризуется 
э п ю р о й  с к о р о с т и  (рис. 2.8).

Р а с х о д  п о т о к а  Q равен сумме расходов элемен
тарных струек, т. е.

Q = fd Q  =  ju d * .  (2.3)

Скорость течения потока можно охарактеризовать 
с р е д н е й  с к о р о с т ь ю  по данному поперечному се
чению: fuda

V = со (2.4)

<— 235 49



или
Q=U)V. (2.4а)

В такой форме это равенство называется у р а в н е 
н ие м р а с х о д а .

У с л о в и е  н е р а з р ы в н о с т и ,  или с п л о ш н о 
сти т е ч е н и я .  Для двух сечений 1— 1 и 2—2 элемен-

Рис. 2.8. Рис. 2.9.

тарной струйки в установившемся движении (рис. 2.9) 
можно записать:

dQi=U\dw\ и dQ2= u 2d(i)2.

Видно, что dQi >  dQ2 по условию несжимаемости 
жидкости (иначе пространство между сечениями должно 
возрастать) и dQ\ <  dQ2 по условию сплошности тече
ния, иначе в указанном пространстве между сечениями 
образуется пустота — р а з р ы в  с п л о ш н о с т и .

Следовательно, условие неразрывности течения 
должно быть записано так:

dQi=dQ2 или U\dwi=u2du>2
или

dQ=u d a =  | const |
Очевидно, что для всего потока это условие будет 

записано в виде
(Oll>l=O)202

или также в форме
Q =d)u= | const |»,

т. е. расход потока вдоль по течению один и тот же.
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Г л а в а  т р е т ь я

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ КИНЕМАТИКИ И ДИНАМИКИ
н е в я з к о й  ж и д к о с т и

3.1. ДВА МЕТОДА ИССЛЕДОВАНИЯ ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ —  
МЕТОД ЛАГРАНЖА И МЕТОД ЭЙЛЕРА

Как было указано ранее, жидкость рассматривается 
как легкодеформируемая непрерывная среда. В качест
ве мельчайшего элемента жидкости принимается «ча
стила» бесконечно малых размеров.

По методу Лагранжа предусматривается изучение 
законов движения каждой индивидуальной частицы.

По методу Эйлера задача заключается в изучении 
поля скоростей, ускорений и других параметров движе
ния и оставляет в стороне вопрос о том, как движется 
та или иная индивидуальная частица.

Оба метода математически связаны друг с другом, и 
возможен переход от уравнений, составленных по одно
му методу, к уравнениям, составленным по другому.

3.1.1. Метод Лагранжа

Движение одной какой-либо частицы жидкости опре
деляется системой трех уравнений:

* = М 0 ; y= fi(t)  и z= fs(t),
где х, у, г — координаты данной частицы, a t — время 
(х, у, г  являются функциями времени).

Для описания движения всех частиц данного потока 
потребовалось бы иметь бесконечное множество таких 
Уравнений, что невозможно.

Это затруднение можно устранить. Заметим, что 
в начальный момент времени t0 (принятый за начало от
счета) каждая частица находится в определенной точке 
пространства, положение которой определяется коорди
натами Хо, уо и 2о. Для удобства записей примем такие 
обозначения: х0=а; у«=Ь и Zo=c, где, следовательно, а, 
Ъ, с будут начальными координатами. Понятно, что, вы
бирая числовые значения для а, Ь и с, тем самым выби
раем в потоке некоторую конкретную частицу. Ее теку
щие координаты х, у и г будут другими, нежели теку
щие координаты частицы с другими начальными
<* 51



координатами. Поэтому для потока в целом текущие 
координаты зависят не только от времени, но и от на
чальных координат а, Ь и с.

Таким образом, движение всей массы жидкости бу
дет известным, если известна следующая система:

x = f ,  (а, Ь, с, t);
У— ft (а> Ь, с, t)\ 
г= [ ,(а , b, с, t).

(3.1)

В этой системе начальные координаты а, b и с могут 
рассматриваться как независимые переменные. Следо
вательно, координаты х, у и г являются функциями че
тырех независимых переменных а, Ь, с и t. Эти перемен
ные называют к о о р д и н а т а м и  Л а г р а н ж а .

Если система (3.1) известна (задана или найдена), 
то движение жидкости определяется в полной мере. 
Действительно, составляющие скорости любой частицы 
определяются как первые производные по времени от х, 
у  и г  и записанные в виде частных производных в со
ответствии с (3.1):

„ __ <*/, (а, Ь. с ,( )  .. __ dft (я, Ь,
и*— м • иу— At

о

df , (я, Ь, с. б 
— dt

а составляющие ускорения определяются как вторые 
производные

, _ * / ,  , __*f, , _  ау,
'*  Л* • >•—  дП '• дР ■

Тогда полная скорость и ускорение будут найдены по 
формулам

и = У и 'х +  и \  +  и \ ,  1 = У ? Х +  Г,+Гш- 
Направление и будет определено по косинусам углов

а. Р. ?:
cosа==— ; cos9 = — ; cosY =  Jf*.. 

и г  и и
При исследовании движения жидкости по методу 

Лагранжа геометрическими характеристиками движения 
являются траектории и линии отмеченных точек.

Траектория выбранной частицы N (по выбранным 
as, Ьn , Су) определяется или непосредственно системой 
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(3.1) , путем вычисления х, у  и г  для ряда моментов вре
мени / | ,  / 2, *з, . . . .  t n , или путем исключения из системы
(3.1) времени /, что приводит к двум уравнениям:

Oi (а, Ь, с, х, у, z )= 0 ;
Ф2(а, Ь, с, х, у, z)= 0 .

Совместное решение этих уравнений дает искомую 
траекторию.

Покажем на примере, как рассматривается то или 
иное движение жидкости в координатах Лагранжа.

Пример 3.1. Пусть задана основная система уравнений движе
ния некоторого потока (рис. 3.1,а):

х  =  а -f- ut ; Л
У=Ь; 
z =  с.

(3.1а)

Определить характер движения и кинематические его параметры.
Из заданной системы (3.1а) видно, что координаты у и г  любой 

частицы (т. е. при любых значениях я, ft и с) не зависят от време
ни t и. следовательно, данное движение будет параллельным оси 
Ох. т. е траектории любой частицы, например частицы М ( я = 0 ; 
ft= 2 ;  с = 3 ) ,  представляют собой прямые, параллельные оси Ох.

Определим для частицы М размер и направление скорости и 
ускорения

Проекции полной скорости
df, д(а +  и 1) _  

и* ~  dt = dt

d f,_ d (b )  
l» ~  dt dt

* dt d(



П олная  скорость

и =  У  и*х +  и* у +  и*2 =  и.

Направление движения определится по косинусам углов а, Р,

О* и . 1 О м л _ Г) •~ “ SSи и I «и и а =  vj

и„ 0
—о и Р =*-£*;и = и

и
0
и

к
= 0  и г — ~2~-

Таким образом, движение действительно параллельно оси Ох. 
Определим составляющие ускорения

и-
аналогично

~дР‘

~дР

д* (а 4- иО
дР

= 0 и / г . ?h .
1 дР

Следовательно, движение равномерное.
П р и м е ч а н и е .  Понятно, в данном примере простейшего дви

жения все указанные вычисления являются излишними, так как все 
выводы очевидны из системы (3.1а). Эти вычисления даны лишь 
для иллюстрации последовательности решения задачи.

Пример 3.2. Составить общие уравнения движения и опреде
лить скорости и ускорения для случая вращения жидкости с по
стоянной угловой скоростью со относительно оси Ог, одинаковой 
для всех отдельных частиц.

Выберем произвольную точку M (tо) с координатами а = Хр, Ь— 
— Уо и с = 20, так что ее радиус-вектор, равный г = У а г+Ь*, на
правлен под углом а  к оси Ох (рис. 3.1,6). За время t точка М 
переместится в положение А((0 и радиус-вектор повернется на угол 
а'=соЛ  Тогда координаты рассматриваемой точки определятся так:

X =  г cos (а +  «О =  У<Р +  ft* со* (а +  се/); 

у =  rain (а 4- o') =  У  а* 4- 6* sin (a4-«f);
2 е.

что соответствует
x = f i ( в ,  ft, е, /) ;  
y = h (a . Ь, с, 0 : 
г = М а ,  Ь, с, t).

Полученная система трех уравнений и будет о с н о в н о й  с и 
с т е м о й  у р а в н е н и й  д в и ж е н и я  в ф о р м е  Л а г р а н ж а  
для данного случая,



Н а й д е м  теп ер ь  с к о р о с т и  и уско р ен и й :

их =  -ф  IV а 1 +  Ь1 cos (а +  «01  = — <orsin (а +  « 0 ;

ut  =  ^ j f “‘-^ -[y ra T f b i iia  (а +  н<)1 =  «т cos (а +  « 0 ;

“* =
Of, д{с)
at ~  at

Полная скорость

=  «Г V sin (а +  (Iit) 1* +  (cos (а - f  «/)(* =  «Г.

Но угловая скорость и  и радиус г неизменны для данной части
цы, следовательно, ш г = const.

Итак, полная скорость частицы и « = и г= /(г ) .
Определим направляющие косинусы:

cos а
— иг sin («+«<) 

w =  — s in ( a - f  » 0 ;

COS P uu w  cos (» +  и t) 
и w cos (a +  Ы);

C03f =  1T=0-

Для данной частицы они являются переменными и зависят от 
угловой скорости ш и времени I.

И, наконец, определяем ускорения:

i =  Y T 7+ j\ .
НО

d*/i дих д
i*=z ~tfrz=~dT  “ i r l - +  = — «•'•cos ( a - f  (Ot);

=  =  c o s (« - f  и/)1 =  — wVsin ( a - f  Ы).

Следовательно,

/  =* ^ T T + T y  ■= V l— «''■ cos (а +  И/)]* +  (—«'Г  sin (a - f  SSOl* =
и*г* и*

А это, как известно, представляет собой ц е н т р о с т р е м и
т е л ь н о е  у с к о р е н и е .
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Н а п р а в л е н и е  н ах о д и м  по  с о о тв е тс тв у ю щ е м у  к о си н у су

сое а
— <о*т cos (а +  <Ы)

5V — COS (а +  to/).

Таким образом, полное ускорение /  направлено по радиусу 
к центру, т. е. является центростремительным ускорением.

3.1.2. Метод Эйлера

Рассмотрим движение жидкости в некоторой обла
сти. В каждой точке этой 
области в данный момент 
частицы жидкости имеют 
скорость и. Вся совокуп
ность векторов, изобра
жающих соответствую
щие скорости, составляет 
так называемое в е к т о р 
ное  п о л е  с к о р о с т е й  
(рис. 3.2).

В общем случае, т. е. 
при неустановившемся 

движении, все поле изменяется во времени и, следова
тельно, компоненты скорости являются функциями не 
только координат, но и времени:

«х =  Л (* . У* *» 0 ;; 1
и , =  Ft (x , у, г , О |  (3-2)

=  F, (х , у, г, t). )

Для установившегося движения поле скоростей 
остается во времени неизменным, и поэтому для уста
новившегося движения взамен системы (3.2) получим 
систему:

«ж =  F ,(x, у, г)\ 
ur =  Ft (х, у, г); 
“, = Р ш(х. у, г).

(3.2а)

Аналитическим условием того обстоятельства, что 
движение является установившимся, будет:

<*<д _ <*иу _  ди, -
ot Ы dt
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Заметим, что равенство нулю частной производной
полной скорости и по времени, т. е.

£ = 0 .  (3.4)

еще недостаточно для того, чтобы движение было уста
линовившимся, так как частная производная определяет

ди плишь изменение скорости во времени, и если -^ -= U, то

это обозначает лишь, что и не изменяется по величине. 
Однако при этом направление скорости и может и из
меняться, т. е. движение может быть и неустановившим- 
ся. Для того, чтобы полная скорость оставалась одной 
и той же как по направлению, так и по значению, надо, 
чтобы соблюдалось условие (3.3).

Если основная система уравнений движения (3.2) 
известна, то можно определить полную скорость и по 
направлению, и по его значению, а также можно опре
делить и ускорение.

Полное ускорение определится по формуле

/== УГх +  /** +  /**•
где проекции ускорения по координатным осям будут 
соответственно равны:

1- ди,/ c o s « = T i

/ ; = ; c o s p = : ^ :

i i ди,/ ,  =  / cosy= - ^ .

Составим выражение полных производных ди, . диу ' dUt 
dt ’ dt dt

Так как проекции полной скорости их, иу и и, явля
ются в общем случае функциями координат и времени 
[по системе (3.2)], то полный дифференциал, например 
скорости их, равен сумме четырех частных дифферен
циалов:

dux = ди,
dt d t-

ди,
дх dx du^ dy +  ̂ dz.

ду дг
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Разделив на dt, получим выражение для полной про
изводной по времени

dur ди, | ди, dx , диг dy 1 дих dz
Ч Г = - д Г + - д Г Ж + 1 &  !Г+~дГ  Ж -

Это выражение полной производной можно записать 
иначе. Заметим, что дифференциалы координат dx, dy 
и dz в общем случае произвольны, но можно ввести 
ограничение. Будем считать, что dx, dy и dz представля
ют собой не что иное, как проекции элементарного пе
ремещения частицы ds на осях координат Ох, Оу и Oz:

dx—ds cos а;
dy—ds cos p и dz=ds cos y. (3.5)

В таком случае производные 4г» 4f> 7Г представят

собой соответственно проекции скорости их, иу и иг:
dx------U •
dt *' И (3.6)

где ds — элементарное перемещение данной частицы 
жидкости.

Тогда после подстановки получим следующую форму 
записи для ускорения

dux
~ЗГ

— r)u* °"х 25  4-н
— U r 

du диг дих (3.7)

Здесь полная производная ^  представляет собой пол

ное ускорение движения данной частицы (в направле
нии оси Ох), она называется иногда с у б с т а н ц и о 
н а л ь н о й  п р о и з в о д н о й .

Частная производная -^р, представляющая собой

ускорение в данной точке, обусловленное неустановив- 
шимся движением жидкости, называется л о к а л ь н о й
п р о из в о д н о й ,  а сумма (и , - ^ - 4  -% г),

представляющая собой ускорение, связанное с неравно
мерностью движения при перемещении частицы жидко- 
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сти в пространстве, называется к о н в е к т и в н о й  пр о 
и з в о д н о й .

Таким образом, полная, т. е. субстанциональная, 
производная равна сумме локальной и конвективной.

При установившемся движении локальная производная
^ f = 0 ,  но конвективная при этом может и не быть рав- 
<А

ной нулю (случай неравномерного установившегося дви
жения).

Рис. 3.3.

Аналогичные выражения можно составить и для 
du„ du, производных -JL и —1.

При исследовании движения жидкости по методу 
Эйлера геометрическими характеристиками движения 
являются линии тока, а не траектории, как то имеет ме
сто в методе Лагранжа.

Уравнение линии тока легко составить, пользуясь та
кими рассуждениями. Допустим, что в данный момент 
времени имеем плоскую линию тока ab (рис. 3.3). 

Уравнение этой линии можно записать так:
У={(х),

где у и х — координаты точек данной линии. 
Непосредственно из рисунка имеем:

Здесь угол а равен углу, который образует касатель
ная к линии тока с осью Ох.

Но, дифференцируя уравнение линии тока, имеем:
dy__df (х)
dx dx =  tga,
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где а есть также угол, образуемый направлением каса
тельной к линии тока с направлением оси Ох.

Поэтому
—
dx

или
dx du dx du---=  — ИЛИ у— .--------- 77 ~  у—;---2----г ,их uv F , (х. у, г, t) F , (х , у, г, t) > (3.8)

это и е с т ь  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  
л и н и и  тока .

При пространственном движении уравнение линии 
тока запишется так:

dx dy __dz
“7

(3.9)

или более полно
dx dy____________ dz

F, (x , у, z, i) F , (x, y. z, t) —  F , (x, y. z, <) * (3.9a)

Чтобы получить уравнение линии тока в конечной 
форме, надо это уравнение интегрировать.

Принимая время t  как параметр и интегрируя, полу
чаем два уравнения:

ф,(х, у, z, t) =  C,; ) 
Ф, (х, у, г, t) — Ct. J

(3.10)

Совместное решение этих уравнений и даст у р а в 
н е н и е  л и н и и  т о к а  в к о н е ч н о й  фо р ме .

Заметим, что для установившегося движения линия 
тока совпадает с траекторией, а потому полученные 
уравнения будут одновременно и уравнениями траек
торий.

Пример 3.3. Рассмотрим вращательное движение жидкости отно
сительно оси Ог с постоянной угловой скоростью в», одинаковой для 
всех частиц.

Движение будет установившимся (<o=const), т. е. не завися
щим от I (по условию вращения).

Запишем основную систему уравнений в координатах Эйлера 
(3.2а):

u « = F |(x . у, г);
Uy-Ft (x, у, ? ) ;
u« =  Fs(x, у. г).
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Учитывая отмеченные особенности данного движения и полагая 
н, =  0, будем иметь:

ux =Fi(x,  у); 
u,  =  Ft (x. у); 

н, = 0.
Определим скорости и* и и».
Полная скорость любой частицы

и = ыг =  ш V  х* +
тогда основная система будет иметь вид:

их — — U sin а =  — <0 VX* +  у2 sin a;

Uy =  и cos а =  (о V х г +  у1 cos а; 
иг =  0.

Определим вид траектории. Уравнение ланий тока в данном слу
чае будет одновременно и уравнением траектории (движение уста
новившееся). Итак, из уравнений

dx dy dx dy
Fi (*. У) ~  Ft (x. у) "лч « 7 ~  “7*

делая подстановку, получаем
% ________ dx____________________dy______

— o> V X* -|-y* sin e  <0 VX1 -f- y2 COS a

Далее сокращаем на <o V x '  +  y*:

cos cufx+sin a d y = 0.
Ho sin a = y/r ,  a c o s a = x / r ,  поэтому можно записать 

x dx+ y d y = 0
или после интегрирования 

а это — у р а в н е н и е  о к р у ж н о с т и .

3.1.3. Переход от координат Лагранжа к координатам 
Эйлера и обратно

П е р е х о д  от  к о о р д и н а т  Л а г р а н ж а  к к о 
о р д и н а т а м  Э й л е р а .  По методу Лагранжа движе
ние жидкости определяется системой (3.1):

* = /i (о, Ъ, с, t)\ 
y= h(a , b, с, 0 ;
2 = f3(a, b, c, t ).
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Определяем скорости их, иу и и„ дифференцируя си
стему (3.1) по времени t, а именно:

иж =  I/, {а, Ь. с, t)I =  Ф, (а, Ь, с, /);

ии =  I/. (о. Ь, с, /)) =  Ф, (а, Ь, с, 1)\

и , =  § -= ■ £ -1/. (а, Ь, с, ()1 = Ф . (а, Ъ, с, *).

Исключаем начальные координаты, решая систему
(3.1) относительно а, b и с:

а=у\(х , у, г, /);
&=фj (jc, У, г, 0 ;
е=фз(*. У, г, t).

Далее находим:
ы*=ф,(а, Ь, с, / )= Ф 1 (фЬ ф2, фз, 0 ;
ц„=Ф2 (а, Ь, с, <)=Ф2(ф1, фг, фз. t)\
иг=Ф 3(а, Ь, с, 0=Фз(ф1. фг. фз. 0-

Но ф1, фг и фз являются функциями координат х, у 
и 2 , а поэтому

Ф1= Л (* . у, 2 , 0 ;
<&2= F 2(x, у, г, /);
Ф з=^з (х, у, г, t),

и тогда получим:
ux= F  1 (х, у, г, t ) : 
uv= F 2(x, у, z, 0 ;
Uz=F3(x, у, г, t).

что и представляет собой уравнения движения в коор
динатах Эйлера (3.2).

Итак, переход от координат Лагранжа к координа
там Эйлера производится путем дифференцирования, 
что всегда возможно.
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П е р е х о д  от  к о о р д и н а т  Э й л е р а  к к о о р д и 
н а т а м  Л а г р а н ж а .  Обратный переход должен осу
ществляться путем интегрирования, что всегда сложнее, 
а иногда и невозможно.

Проекции элементарного перемещения dx, dy и dz 
в координатах Эйлера (3.2) получим следующим об
разом:

dx=uxdt=Fi(x, у, z, t)dt; 
dy= uydt=F2 (х, у, z, t)d t; 
dz= u2dt= F3{x, у, z, t)dt.

Интегрируя эту систему (если возможно), получаем: 
<M*. У, г, t)= C \\
Ф2(х, у, г, t)= C 2;
Ф3(х, у, г, / )= С 3.

И, наконец, решая эту систему, найдем: 
x= fi(C u С2, Сз, /); 
y = f2(C\, С2, Сз, /); 
z = /3(Ci, С2, С3, О-

Но Ci, С2 и С3 — произвольные постоянные, которые, 
понятно, можно рассматривать как начальные коорди
наты C i=a; С2=Ь и С3=с, а тогда эта система может 
быть написана и в такой форме:

x=f\ (а, Ь, с, /);
y= fi(a, Ь, с, /);
z= f3(a, Ь, с, t),

что и дает окончательную систему уравнений движения 
в координатах Лагранжа.

3.2. ДВИЖЕНИЕ ЖИДКОЙ ЧАСТИЦЫ

Движение жидкой частицы отличается от движения 
твердой частицы (абсолютно твердой). Твердая части
ца может двигаться или поступательно (хотя бы и не 
прямолинейно), или вращательно, или поступательно 
с вращением (рис. 3.4,а), но ее форма сохраняется не-
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изменной. Жидкая ча
стица, сохраняя свой 
объем (если жидкость 
несжимаемая), может 
в своем движении, кро
ме того, и деформиро
ваться (рис. 3.4,6). 
Эти возможные виды 
движения жидкой ча
стицы зависят от ха
рактера данного поля 

скоростей. В общем случае жидкая частица осуществля
ет все указанные три вида движения (рис. 3.5), а пото
му движение жидкой частицы можно разложить на дви
жение поступательное, вращательное и деформацион
ное— теорема Коши — Гельмгольца [12].

В частном случае, если в постранстве, в котором на
ходится данная частица, скорости во всех точках равны 
между собой и параллельны друг другу, частица дви
жется только поступательно.

В теоретическом отношении большое значение имеет 
деление движений жидкости на две группы: движения 
с вращением, которые обычно именуются в и х р е в ы 
ми,  и движения без вращения — б е з в и х р е в ы е .

3.3. КИНЕМАТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ВИХРЕВЫХ 
И БЕЗВИХРЕВЫХ ДВИЖЕНИИ

3.3.1. Уравнения компонентов вихря

Основной кинематической характеристикой вихревого 
движения является вектор угловой скорости со, опреде
ляемый его проекциями по координатным осям:
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(3.11)
? =  т„ =  « cos а;
T =  “j, — ® cos p;
£ =  а>г =  ш cos у.

Эти проекции g, ti и £ именуются к о м п о н е н т а м и  
вихря .  Обычно вихрем называют удвоенную угловую 
скорость, т. е. 2ш, но не исключается возможность и 
другой терминологии, т. е. можно вихрем назвать про
сто угловую скорость, что принято в данной книге и 
в некоторых других изданиях [15].

Выделим частицу в форме тетраэдра с ребрами, па
раллельными координатным осям Ох, Оу и Ог. В проек
ции на плоскость уОх он проектируется в треугольник 
АМВ (рис. 3.6). За время Л/ частица переходит в новую 
позицию (на рис. 3.6 А'М'В'). При этом биссектриса 
угла с вершиной М смещается и переходит в положение 
М'т, поворачиваясь на угол Лт|. Очевидно, скорость по
ворота относительно вертикальной оси Ог, т. е. угловая 
скорость £=мг, будет равна:

* = § г -  (З .12)
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Угол Дц =  45° — “ч,---- Y  , а угол а =  90° — Дц, — A v

Следовательно,'

Д ц=  45° — Д ц , - 9°, ~  ** ~  ^  а«  ~  ̂ . 

В дифференциальной форме тангенс угла dr\2

(ч»+ЯГ*е) Л “ Ч Л
tg (d-%) = dx

Но

да»
~ d x  dL

дии
tg (chi') «  d \ ,  поэтому dT\t — fc-'dt.

Аналогично находим:

и тогда угол поворота биссектрисы

d-Ht — d-ц, I (дну диЛ
<' ч = — 2— = Т  (5Г - г г Н

Следовательно, угловая скорость относительно оси 
Ог, т. е. компонента вихря £, равна:

‘=£=-И£-£)- «|з>
Таким же путем находим ц и £, и результативно 

уравнения компонентов вихря выразятся следующей си
стемой:

(3.14)

_!_ |/диг <ЧЛ.
2 1\ду ‘ дг Г
1 /<Ч диЛ

т (дг дх ) ;

1 Л Ч < Ч \
т ~  ду )
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3.3.2. Аналитические условия безвихревого движения 
и потенциал скорости

Безвихревым движением будет, очевидно, такое, при 
котором вихрь равен нулю, т. е. угловая скорость <о==0.

Это требует равенства нулю всех трех компонентов 
вихря

!=Л =С =0
или, если иметь в виду систему (3.14), требует следую
щих аналитических условий:

<ч ^
дх ду ’

диг_диу
ду дг

дих_диг
дг дх '
дау_дих
d x " ~ W

(3.15)

Аналитические условия безвихревого движения (3.15) 
определяют собой существование особой функции коор
динат <р(х, у, г, t), именуемой п о т е н ц и а л о м  с к о 
рости,  частные производные которой определяют со
ответствующие компоненты скорости по тем же коорди
натам, т. е.

(3.16)

Такая функция действительно существует и удовле
творяет условиям (3.15), в чем легко убедиться простой 
подстановкой значений их, и„ и иг по (3.16) в (3.15).

Наименование для функции ф(х, у, z, t ) — потенци
ал скорости — обязано аналогичному условию известной 
Функции потенциала сил П(х, у, г), равной — U(x, у , г), 
Для которой проекции силы данного поля определяются 
также соответствующими частными производными

Х  = ди_. 
Ох ’

у  OU и Z =  Т—.дг

В соответствии с введенным наименованием рассмот
ренной функции ф — потенциалом скорости — безвихре
вое движение называется потенциальным.

Итак, имеем две основные группы движения жидко
сти: в и х р е в о е  и п о т е н ц и а л ь н о е .
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Среди вихревых движений имеет место частный слу
чай— в и н т о в о е  д в и ж е н и е ,  при котором вектор 
угловой скорости совпадает с направлением вектора ли
нейной скорости в данной точке1.

3.4. ОБЩИЕ УРАВНЕНИЯ ДИНАМИКИ ЖИДКОСТИ

3.4.1. Уравнения Эйлера
Воспользуемся основным законом механики, а имен

но: равнодействующая всех внешних сил, действующих 
на данное тело, равна массе тела, умноженной на уско
рение, с которым движется это тело:

R=mj. (3.17)

Выделим в потоке идеальной жидкости элементар
ную массу в форме параллелепипеда (рис. 3.7) и запи
шем основное уравнение (3.17) в проекциях по осям:

dRx =  dmj cos a =  dmjx; 1
dRy —\dmj cos p == dmjt \ ! (3.17a)
dRt =  dmj cos у =  dmjx. J

Рассмотрим первую строчку
dRx=dm jx- (3.176)

Масса тела
dm = р dx dy dz.

1 См., например Васильев О. Ф. Основы механики винтовых и 
циркуляционных потоков. М. — Л.: Госэнергоиздат, 1958.
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Ускорение вдоль оси Ох равно первой производной
.  < /и »

с к о р о с т и  по времени t, т. е. /* =  -гг, и так как 

du! _dux 0их дих 0их
м -зг+ u« а г + + ■ “* з г  *

то правая часть уравнения (3.176)

dmjx == рdxdi/dz/V, =  ?dxdydz ^  +  ut

_J_U * i J - U 
' »oy ' * Oz J •

Перейдем к определению силы dRx.
Внешними силами являются поверхностные силы (си

лы давления жидкости, окружающей выделенную эле
ментарную массу, на ее боковые грани) и силы объем
ные (или массовые). В соответствии с расположением 
выделенного объема получим (рис. 3.7):

проекция силы давления на боковую грань ABCD 
равна dPi, а на грань A'B'C'D' равна dP2 и

dPi=p dy dz, a dP2=p'dy dz,
здесь p и p' — среднее гидродинамическое давление для 
указанных граней:

dx-
Таким образом,

dP, = р ' dy dz =  (/>.+ dxjdy dz.

Сила dP2 войдет в уравнение со знаком минус.
Итак, сумма проекций сил давления на боковые гра

ни будет равна:

dPi dPt =  р dy dz— \р  +  и£  dxjdy d z = - ° £ - d x d y  dz.

Проекцию объемной силы d f x определим так:
dFx= d f  cos tt=p dx dy dzX,

где X — проекция ускорения объемной силы; р — плот
ность; dx dy dz=d W — объем.
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Так как иных сил нет, то проекция равнодейст
вующей

dRx =  dP, — dPt + tdFx'=  — *£-dxdydz+ ?dx  dy dzX.

Таким образом, уравнение (3.176) получим в таком 
виде:

—j^d xd yd z-\-  tfflxdydzX  =

fd xd yd z  ( д г Ь +

или после сокращения на pdxdydz, т. е. относя уравне
ние к единице массы, в таком виде:

(3.18)

Аналогично составим выражения для сил dRv и dRt
и для величин dmjy и dmjz.

Тогда результативно получим три у р а в н е н и я
Э й л е р а :

1 > I У_UUx t 9“ ои* 1 и UUx _L и ии*.
р дх dt  ̂ ' * * дх ' * ду ' * dz '

I d p  Zduy диу . duv диу
'T  d i" ^ Y^[dT +-“* 57 +Ar 5Г +  “* 5Г ’

■ т £ + г = £ + : “ « £ + “ .  £ + : “ *£ -*•

(3.19)

Или в краткой записи

----- Г  5 7 ‘+ А' :
xdux 
1 dt

1 d£_
— Г  _НГ =  5Г’

_ L  —
p dz ' ■

(3.19a)

Эта система уравнений относится к движению как 
капельной, так и газообразной жидкости. Здесь в систе
му трех уравнений входят пять неизвестных: составляю
щие скорости их, uv, «ж, давление р и плотность р. По- 
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этому требуются дополнительно еще два уравнения. Та
ковыми будут уравнение неразрывности и характеристи
ческое уравнение.

3.4.2. Уравнение неразрывности

Определим расход жидкости, проходящий через эле
ментарную площадку do> некоторой криволинейной по
верхности. За единицу времени через эту площадку 
проходит объем, равный объему dW цилиндра (рис. 3.8), 
с площадью основания 
du> и высотой «п, а это и 
будет искомый расход.

В действительности 
dQ=dW. Но объем

d W — h doi,

где Л — высота цилиндра.
Из рис. 3.8 видно, что 
h = u  cos а, где u cos а 
представляет собой про
екцию скорости и на нор
маль, проведенную к по
верхности S в точке, при
надлежащей площадке rfw. Поэтому

dQ—dW =u  cos a d(o=Unrfw. (3.20)
Итак, расход, проходящий через элементарную пло

щадку diо, равен произведению ее площади rfo> на про
екцию скорости на нормаль к площадке.

Чтобы получить полный расход через некоторую 
ограниченную замкнутым контуром часть поверхности S, 
надо просуммировать все элементарные расходы

Q = [  и„ d*.

Рис. 3 8

Здесь скорости «„ различны по направлению, так как 
нормали к криволинейной поверхности в разных точках 
этой поверхности не параллельны друг другу.

Этот результат можно использовать в частном случае 
для определения расхода, проходящего через боковые 
грани A BCD А, АВВ'А'А и AA'D'DA параллелепипеда, 
изображенного на рис. 3.9 Допустим, что поток имеет 
направление, как показано на рисунке Тогда он, прони
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зывая пространство параллелепипеда, входит внутрь па
раллелепипеда через указанные выше три его грани и 
выходит через три остальные, т. е. через грань CC'D'DC, 
грань A'B'C'D'A' и ВВ'С'СВ.

Искомый общий расход, проходящий через паралле
лепипед, по изложенному выше, будет равен сумме трех 
расходов, проходящих через каждую грань, т. е.

dQ=dQx+dQv+dQ;,
где dQx, dQy и dQz — расходы, проходящие соответствен
но через грани ABCDA, АВВ'А'А и AA'D'DA.

Вывод уравнения неразрывности. Внутри потока по
строим параллелепипед ABCDD'C'B'A' (рис. 3.9) и бу
дем рассматривать его как некоторое пространство, че
рез которое протекает данная жидкость.

Если жидкость движется так, что внутри ее не обра
зуется пустот, т. е. жидкость не претерпевает разрыва, 
то для несжимаемой жидкости количества массы жидко
сти, входящей в данный объем и выходящей из нее, рав
ны между собой, а их разность равна нулю, а для сжи
маемой жидкости эта разность равна изменению массы, 
обусловленному изменением плотности. Чтобы записать 
это условие неразрывности течения в математической 
форме, составим уравнение изменения массы жидкости 
внутри выделенного параллелепипеда.

За время dt через грань A BCD А внутрь параллеле
пипеда войдет масса ЬМ'Х. очевидно, бесконечно малая-

f>M'x=pUxdt dy dz, (3.21)
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а выйдет через грань A'B'C'D'A' масса
bM"x=p'u'xdt dy dz. (3.22)

Здесь плотность р и скорость их на входе (в плоскости 
грани ABCDA) в общем случае не равны плотности р' 
и скорости и'х на выходе (в плоскости грани 
A'B'C'D'A'). При этом изменение р и и обусловливается 
изменением только координаты х, так как втекание и 
вытекание происходят одновременно. Поэтому обе функ
ции (р и их) изменяются только на значение частного
дифференциала dx— -j^-dx:

Р' — Р + 3 7 ^  

u 'x =  ux + d£ [ d x ,  

и, следовательно, выходящая масса

+  fux - \-^ -d x jd td y d z= :

=  [?их +  ? £ dx +  “* £ * x + £ ? £ ( d x y \ d t d , j d z .

Но

t £ d x + u x£ d x = ^ d x ,

а есть!бесконечно малая величина высшего по
рядка, и ею можно пренебречь.

Поэтому получим:

Ш "х=  (ры,-|- д- ^ -  dxj dt dy dz. (3.23)

Если за время dt масса жидкости внутри параллеле
пипеда увеличилась за счет притока на бМ'х, а умень
шилась за счет вытекания на 6М"Х, то приращение мас
сы вследствие движения вдоль координатной оси Ох бу-

[ЪМХ == Ш ’х — 6Л1"Х =  р их dtdydz —

— (р«*+ dx'j dt dydz =  — dt dx dy dz. (3-24)
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Аналогично найдем, что в результате движения жид
кости вдоль осей Оу и Uz приращение массы за время 
dt составит:

5/И =  _  dt dx dy dz\
y ~dv

Ш а =  — dldx/lykdz.
(3.24a)

А следовательно, общее приращение массы за вре
мя dt

т  =  Ш х -I- Ш ,  -{- 8Л1, =

д (fUx) d.(fuu)
i dx ' dy d‘(̂ ) dt.dx.dy dz.- (3.25)

Это изменение массы при условии неразрывности 
движения должно равняться изменению массы, обуслов
ленному изменением плотности.

В начальный момент / масса внутри параллелепипе
да будет равна:

6m<=p dx dy dz. (3.26)
В конечный момент t+ dt средняя для объема плот

ность р изменится и будет равна р'. Это изменение 
плотности происходит независимо от координат (так как 
пространство параллелепипеда неподвижно). Поэтому

Р' =  Р +  -д5-Л. (3.27)

Следовательно, в конечный момент t+ dt масса жид
кости в объеме параллелепипеда составит:

+  dt 'j dx dy dz. (3.28)

Таким образом, приращение массы за время dt

8 т =  Ьт, +Л— 8/п,= -^-dxdydz.

В условиях неразрывности 
дМ=6т,
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т. е.

После сокращения на dtdx dydz

ж + ^+ Т + ^.-о - <за»
Это и есть искомое у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о 

сти.  Уравнение неразрывности является четвертым, до
бавочным к уравнениям Эйлера.

В частном случае при установившемся движении 
плотность р, как и все остальные параметры движения,
от времени не зависит и =0. Поэтому уравнение

неразрывности получит вид:

<*((«,) , d(f*v) , д ((•“*) _  п 
- д Г + ~ д Г + ~ Я ~

(3.31)

Для несжимаемой жидкости p=const (как при уста
новившемся, так и при неустановившемся движении), 
и уравнение неразрывности примет вид:

дх ду “““dz =  0. (3.32)

дих дуй
Рассмотрим физический смысл производных

диг
дГ • Пусть в момент времени t некоторый объем жидко

сти занимает положение ОасЬО, и размеры его сторон 
будут dx и dy. За промежуток времени dt, т. е. к мо
менту t+ dt, он переместится и займет положение 
О'а'с'Ь'О' (рис. 3.10).

Определим изменение длины отрезка 0а при его пе
ремещении за время dt 
в положение 0'а', опре
деляя это изменение в 
проекции на ось Ох.

Легко видеть, что ис
комое изменение длины 
указанного отрезка равно 
разности расстояний, про
ходимых точками 0 и а за Рис. 3.10.

3 ъ’ с"

ь d а'
Г _ L
0 dx а 0ч а"
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время dt в направлении оси Ох.
Очевидно, что расстояние, проходимое точкой 0 за 

время dt, равно uxdt, а расстояние, проходимое точкой а.
равно |их -f- ^  dxj dt.

Следовательно, разность этих расстояний dl будет 
равна:

dl =  (ux +  ^ d x ) d t - u 4 t  =  ̂ x dxdt.

Это будет абсолютное изменение длины отрезка Оа, 
т. е. деформация за время dt. То же за единицу времени
будет в dt раз меньше, т. е. ^ - = ~ d x .  Тогда относи

тельное изменение длины отрезка (на единицу длины 
вдоль оси Ох)

dx dx дх •

Итак, производная — представляет собой скорость

относительного удлинения (или укорочения) отрезка Оа, 
т. е. скорость относительной линейной деформации реб
ра Оа выделенного жидкого элемента вдоль оси Ох.

Не повторяя рассуждений, видим, что производные 
диц диг
■jjjj- и тр- представляют собой соответствующие скорости
относительных линейных деформаций в направлении осей 
Оу и Ог.

Таким образом, уравнение неразрывности

диц I duy | диг
дх ~  ду ~Т"дГ =  0

показывает, что в условиях сплошности движения не
сжимаемой жидкости сумма скоростей относительных 
линейных деформаций ребер параллелепипеда равна ну
лю (коэффициент объемного расширения равен нулю) 
Другими словами, это уравнение указывает, что движе
ние жидкости осуществляется так, что данная масса все 
время занимает один и тот же объем.
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3.4.3- Характеристическое уравнение

Пятым уравнением, добавляемым к уравнениям Эй
лера, является х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е 
ние,  которое определяет физическое свойство жидко
сти

Р=ф(Р, Т ),

где плотность р является функцией давления р и темпе
ратуры Т.

Таким образом, для решения задачи о движении 
идеальной жидкости мы располагаем пятью уравнения
ми, что позволяет считать составление общей системы 
уравнений Эйлера законченным.

3.4.4. Уравнения движения невязкой жидкости 
в координатах Лагранжа

В системе уравнений Эйлера (3.19) правые части 
уравнений представляют собой полные производные
компонентов скорости, а именно ^!f, ^  и — , поэто-

dt dt dt
му можно, изменив порядок слагаемых, эту систему за
писать в такой форме:

X  - dux 1 dJ L .'  dt —Г*» м Р дх '

г -
duv

~ Ж ~
1

Ж
дР . 
W '

Z - duz 1 др_
~ Ж ~ р дг •

(3.33)

Далее, так как их =  -^-г dzи =  , то те

же уравнения могут быть записаны и так:

у _dlx__  1 др
dF  о дх ’

Y _____  И дрщ.
dt* р idy '

Г — d*z I др
Т Р ~ ~ д Г  •

(3.34)
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В системе (3.34) ускорения выражены производными 
5 ? ’ IF ' в методе Лагранжа, где х,[у, г являют
ся функциями независимых переменных (а, Ь, с, t), скоро
сти и ускорения определяются как частные производные

/х =  ̂ т  и т. д. Поэтому (3.30) [перепишется

так:
У __д*х др

дР в  р дх '

у  <?У _ |_ др
дР р ду '

у  d*z___ 1_ др
дР —  f дг ■

(3.35)

Чтобы записать эту систему в функциях независимых 
переменных Лагранжа, поступим так. Умножив первую
строчку этой системы на вторую на ~  и третью

дгна —  и сложив, получим:

Производя аналогичные операции с производными
дх ду дг дх ои дг
д Г » Ж  и дГ> а также с производными W t  и щ,
окончательно получим:

( у  д*х\  дх I ( у  )^*У\ ду , д*г\ д г  ’А1 др
 ̂ дР J да '  ̂ 1 'д/г )  да ' ( дР J да р да'

[ X - Я ?) W + ( Y - % )  & + { * - & )  5 = 7  t h

{ X - Щ  & + ( г - Щ  £ + ( * - £ )  1 4  £ •  _

(3.36)



3.4.5. Уравнение неразрывности в координатах 
Лагранжа

В некоторый момент времени /0 выделим массу жид
кости, заключенную в объеме bW=dadb dc, и плотно
стью ро:

f>M=(M)da db dc.
В другой момент времени t масса остается той же, 

но изменяются объем и плотность и, следовательно,
^ = - £ - ( P . d a d b d c )  =  0. (3.37)

С учетом зависимости координат х, у и 2  от началь
ных координат (a, b, с, t) можно записать:

dW—dx dy dz—D da db dc.
Так как масса в новом положении равна началь

ной, то
(>M=poda db dc=pD cia db dc, (3.38)

где D — функциональный определитель:

D =

По условию

дх_ djL дг I
da да да ;

дх ду дг
db дЬ дЬ :

дх д±_ дг
dc ос д$ *

д»М,
=  0.~дГ‘

Поскольку объем dW =dadb dc, то

или

£ (P D ) =  °

<МР D)
dt — dt

дх ду дг
Я Г да д Г

дх ду дг
дЬ дЬ

дх
5 Г

„ &"4 L

t
dzH
dt

sO . (3.39)
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Для плоского движения (например, в плоскости гОх) 
получим более простое выражение

d(pD)
ut

дх
да

дх

дг
з г

dz
дс дс

или, что то же,
JL  Гр|'дх дг дх дг \ |
dt [ р(i* дс дс (3.40;

3.5. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ОСНОВНОЙ СИСТЕМЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ 
НЕВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ

3.5.1. Предварительные замечания

Интегрирование системы Эйлера (1.15), (3.19), (3.30) 
позволяет получить значения скоростей и давлений 
в потоке невязкой жидкости

их[— F, (•*. у, г, I);
ui у, г, t)‘, (3.41;
uf =  Ft (x, у, г, t)]

у, z,t).

Для получения траекторий частиц жидкости надо от 
координат Эйлера перейти к координатам Лагранжа, 
т. е. получить выражения

x=fi(a, Ь, с, /);
У=М °. Ь, с, 0 ; 

z=fs(a, Ь, с, t).
Однако для практических целей такие детали часто 

не представляют интереса, и вполне достаточным ока
зывается знание поля скоростей. Решения эйлеровой си
стемы уравнений содержат произвольные постоянные 
и произвольные функции, поэтому для их определенно
сти необходимы дополнительные условия. Таковыми 
являются граничные и начальные условия.
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Граничные условия могут быть двух родов: динами
ческие (например, давление на свободной поверхности 
р=Ро) и кинематические (например, условие — проек
ция полной скорости и на направление нормали к гра
ничной поверхности должна быть равна нулю, если гра
ница неподвижна).

Начальными условиями являются заданные значения 
искомых функций в начальный момент.

Интегрирование системы (3.19) в общем виде осу
ществлено для двух случаев: для случая потенциального 
движения жидкости и для случая установившегося (хо
тя бы и вихревого) движения.

3.5.2. Интегрирование уравнения для потенциального 
потока

Уравнения Эйлера являются общими. Преобразуем 
их так, чтобы можно было бы исключить из них вихре
вые движения, т. е. исключить компоненты вихря.

Всегда имеем:
+ +  (3.42)

где « — полная скорость, а их, иу, иг — ее проекции по 
координатным осям. Эти скорости являются функциями 
х, у, г  и t.

Определим частные производные функции и(х, у, z, 
t) по х, у  и z и запишем их после деления на 2 в виде

д ( и' \  , , дии , dut.i
дх_ { 2 ) — и* дх дх + “* дх ’|

д (,2-Л ъди* .  „  < 4  .  ,  ди*.
ду [ 2 )~ ~ u^dy ду ду ’

д ( и* Х  <*** , . диж
д Г  Ы ) ' =  и* д Г +  +  “ * а Г ' ,

(3.43)

Далее из первого уравнения эйлеровой системы (3.19)

дР _ дих I „  I f . ,  fax  I „  fax
дх dt ' х дх ' '* ч ду > 9 дг

вычтем соответственно из левой и правой частей напи 
санное выше выражение частной производной по х

X 1 др 
f дх *2*л-идх ^  ч ду ^
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Сопоставляя выражения, стоящие в скобках правой 
части уравнения (3.44), с уравнениями компонентов вих
ря (3.14), видим

0ии дих _ ди. 0иг7-Z___ t  — or- _i __ — о-в
dx dy ’ dz d x ~ z ^'

т. e. выражения, стоящие в скобках, равны удвоенным 
компонентам вихря соответственно по осям Ог и Оу.

Поэтому для первой строки уравнений Эйлера по
лучим:

- *  ~ Т « - з г  ( х Н & + 2 ( “ . 1 - “ А  <3 - « >

а произведя аналогичные операции со второй и третьей 
строчкой, получим соответственно:

Y
sir

Г *
Z

1 др д / и1 \ диу
р Оу dy \  2 /  dt

др^__d / ц1 \ __ dug
p Oz dz p T  J dt

+  2 (uxt — Ugt); 

- f  2(u„E- ихщ).
(3.45a)

Записанные в такой форме уравнения Эйлера позво
ляют отделить вихревые движения от безвихревых (т. е. 
потенциальных).

Действительно, для потенциальных движений компо
ненты вихря равны нулю, т. е. £=0, т|=0, £=0, потому 
вторые слагаемые правых частей уравнений (3.45) и 
(3.45а) также равны нулю, и, следовательно, для потен
циальных движений система уравнений Эйлера получит 
вид:

1 dp ___ H i
р '  d x dx ( T j — dt

1 dp d (u ' ' \ _ <Vт ду ~ W  П

1 dp d /и'• \  dux
р dz ~дт h ~ — 5Г■

(3 .46)

82



Эта система и подлежит интегрированию. Рассмот
рим слагаемые, входящие в систему (3.46).

Ранее (§ 3.3.2) было указано, что при движении 
жидкости в условиях, когда внешние силы имеют потен
циал П (х ,  у , z ) = — U (дс, у , г ) ,  проекции ускорения внеш
них объемных сил X, Y и Z определяются как частные 
производные по координатам функции U (x , у , г ) .  По
этому имеем:

v  dU (х , у, г) v __  d U ( x ,y , z ) '  у  dU (х, у, г)
л — Тх : г — Ту • 35 •

_  I др 1 др I др _Далее слагаемые —  ■/—, —  ~  и —  ■£- также мо-р дх '  р оу р ог
гут рассматриваться как частные производные некото
рой функции Р (х , у , г )

/ > = № .  (3.47)

Действительно, частная производная от этой функции 
по х  будет равна:

дР__дР_ д р _ _ \ _  др_ 
дх др дх  р дх '

Аналогично
д Я ____ 1_ д р _  д Р ___ 1_др_
ду ~~ р ду 35” р дг ‘

Следовательно, функция Р (х ,  у , г ) ,  которая удовлет
воряет равенству (3.47), действительно существует, если
существует интеграл Такой интеграл имеет ме

сто, если или p=const или р = /(р ).
П р и м е ч а н и е .  Условие р = f(p) относится к сжи

маемой жидкости (например, к воздуху). Такую непре
рывную среду часто называют б а р о т р о п н о й  ж и д 
костью.

Итак, имеем:
I д р __д Р ___ д Г dp '
р дх дх в ЗЗГ J  р *

1 д р __д Р __ ~ д Г dp
р ЗгГ ду в ду ) р »

_ L  dp==df - = JL Г <£.
р дг дг дг J  р *
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дих du„ даг
Рассмотрим также производные и

Так как движение потенциальное, то, как известно, 
существует функция ф(х, у, г, /), для которой

С и II S'1
-S' д?

U*= T y
d<f

- и “**=£••

Поэтому
дих д /ф|1 \ д*<3 _ д*<? _ д /д? \
Ж ~~Ж  (дЗс 1 dt ох dxdt дх j

и аналогично

«и II
<ё

'|й
. (*>

диг___ /ду \
dt ~ d z  [dt )•

Воспользовавшись приведенными зависимостями, мо
жем записать первую строку уравнения Эйлера в такой 
форме:

1 др д /и* \ дих dU (х, у, г) д
Р дх I 2 J dt — дх дх

- S -  С Я - з г  ( £ К ( М т ~ т - £ ) = °

В результате, меняя знак, получаем следующую си
стему:

s - ( - t , + r f + T - + l ) = ° -

(3.48)

Отсюда|следует, что^—(/- f представляет
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собой некоторую функцию времени. Следовательно, по
лучим такой интеграл:

I  +  (3.49)

Это есть и н т е г р а л  Л а г р а н ж а .
Если объемной силой является сила тяжести, то при 

вертикальном расположении координатной оси Ог
ДГ=- 0; У=0 и Z = —g

и, следовательно
dU=X d x+ Y dy+ Z  d z = - g  dz,

откуда
U——gz+C\ f]= gz+ C

(произвольную постоянную С можно принять равной 
нулю).

Тогда интеграл Лагранжа можно записать так:

г * + 1 т  + £ + з г = ff f l  + ;с .  (3.49»

Для установившегося потенциального движения несжи
маемой жидкости под действием силы 'тяжести име
ем: — U =  gz\ так как p =  const и ^  =  0,

J *
поскольку~движение установившееся.

Подставляя значения этих величин в уравнение 
(3.49), получаем:

или
г +  =  С =  const. (3.496)

3.5.3. Интегрирование уравнения для установившегося 
движения

В этом случае движение может быть и вихревым, но 
так как оно установившееся, то частные производные по 
времени равны нулю и, следовательно, 

дпх_дии__диг 
dt dt dt
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Тогда уравнения Эйлера будут записаны так:

х — Г З * “* З Г + +  “« дГ'
I др диу диу дав

У — ---  •?---=  Н, Т---ии т-------1- и, Т— »Р ду х дх 1 у ду ' * дг

7 ___ L ZE-— U ^ Л - и  ^ L , ,  <*“*
£ — Г З Г  Х5 Г +  '  Щ + и 'д Г -

(3.50)

Умножим эти уравнения: первое на dx, второе на dy 
и третье на dz, понимая под dx, dy и dz соответствую
щие проекции элементарного перемещения ds.

Для первой строки (аналогично и для других) запи
шем:

%-<bc +

Преобразуем теперь правую часть этого уравнения 
Поскольку

и иг= dz
1Г  >

то можно записать:

& d x  +  UyJ^ d x  +  u* ^ F d x  =  u* l t i  d x  +

dy dû  j  | dz dtir * daK • ■ dx du% • ■
—  '-d i dx  + I F I T d x =<и* Ж dx + ~W dy +

+  dx dux . dux , , du. , .
- i r - g r d7= u- s r d x + u-i> F ‘‘'/ +

+ u , & . , b = u ,

, du,x
=  M « ,=  - y J

Итак, первое уравнение получит вид:

Х * х - ± ~ £ < и - ф .
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Второе и третье уравнения по аналогии:
1 др  ,  du*y

1 +  ,

* * - ? % ■ * -

Сложим полученные уравнения, сгруппировав сла
гаемые соответственным образом:

{X dx  + .Г  dy+ Z.dt)— i .  ( | £ - dx +  \ d y  +

d u \  +  d u \  - f  du't  
---------2-------------

d (u'x +  u \  +  и'ж) du1 (3.51)

Здесь и представляет полную скорость в данной 
точке.

В левой части уравнения можно записать:
X dx+ Y dy+ Z dz= dU (x, у, г),

где U(x, у, г) — силовая функция.
Трехчлен во второй скобке представляет собой пол

ный дифференциал dp, поэтому

ли*, у.
или

- d U ( x ,  у , * ) + - ^ - + ^ = 0 .  (3.52)

Так как это уравнение (3.52) дано в полных диффе
ренциалах, то, интегрируя, получаем:

—U (x, У. ! * ) + |‘У '+ Т _== с005!- (3.53)

Это выражение называют и н т е г р а л о м  Б е р н у л 
л и — Эй л е р а .
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Если движение происходит под действием только сил 
тяжести и жидкость несжимаема (плотность p=const), 
то

U(x, у, z) =  — gz и

и тогда, разделив на g, получим

* +  =  const* (3-М >

т. е. получим известное уравнение Бернулли в его обыч
ной форме.

3.6. УРАВНЕНИЕ БЕРНУЛЛИ

Отметим, что уравнение Бернулли в виде (3.54) было 
получено выше как один частный вывод из интеграла 
Лагранжа (3.496). Однако между уравнениями Бернул
ли (3.496) и (3.54) имеет место существенное различие. 
Интеграл Лагранжа в частном виде [как уравнение

Бернулли (3.496)] относится ко всему пространству 
данного потенциального потока, т. е. величина Н оста
ется одной и той же во всем пространстве. Тогда как 
для установившегося вихревого движения Н постоянно 
только вдоль одной линии тока или траектории (для 
элементарной струйки). Это заключение следует из 
условий интегрирования для потенциальных течений (су
ществования потенциала скорости).
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Уравнение Бернулли имеет большое практическое и 
теоретическое значение.

Прежде всего обратим внимание на то. что все сла
гаемые уравнения Бернулли записаны в линейной раз
мерности: г — геометрическая высота данной точки, 
pips  — высота, определяемая величиной гидродинамиче
ского давления, и иг/2 р — высота, определяемая скоро
стью движения данной частицы, величину м?/2# в ги
дравлике принято называть с к о р о с т н о й  в ы с о т о й ,  
или с к о р о с т н ы м  н а п о р о м .  Согласно уравнению 
Бернулли сумма этих трех высот остается неизменной 
вдоль данной элементарной струйки, что иллюстрируется 
рис. 3.11.

3.6.1. Энергетический характер уравнения Бернулли

Уравнение Бернулли можно рассматривать и в энер
гетическом смысле, подобно тому как рассматривалось 
основное уравнение гидростатики (§ 1. 2)

г 4- = Н =  const.

Сопоставляя основное уравнение гидростатики 
с уравнением Бернулли (3.34), легко видеть, что первые 
два слагаемых уравнения Бернулли по написанию и по 
энергетическому смыслу совпадают с левой частью 
основного уравнения гидростатики и представляют собой 
потенциальную энергию положения и давления, отнесен
ную к единице веса жидкости1. По совокупности потен
циальная энергия здесь равна:

Но в уравнение Бернулли входит третье слагаемое, 
связанное со скоростью движения этой массы. Очевидно, 
иг12g можно рассматривать как ее кинетическую энер
гию, также отнесенную к единице веса жидкости

9 __ Д*•“'кли  2g •
Тогда правая часть уравнения

—~̂ ПОТ -f- ЭКИП
* См. прим, на 22 с.
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и выражает полный запас энергии элементарной струй
ки, отнесенный к весу жидкости.

В связи с этим уравнение Бернулли часто называют 
у р а в н е н и е м  э не р г ии .

Использование уравнения Бернулли основано на на
писании этого уравнения для двух выбранных попереч
ных сечений 1—/ и 2—2 (рис. 3.11):

г, (3.55)

для одного из которых все три слагаемых известны 
Тогда во втором сечении по двум заданным или незави
симо определенным слагаемым находится третье.

Рис. 3.12.

Покажем это на простейшем примере. Требуется 
определить скорость истечения из резервуара (рис. 3.12) 
Заданы zt и г2. Давление pi=pz=pa4. Тогда из уравне
ния (3.55) находим

« .=  j / 2 *

или, пренебрегая малой величиной ии

Ut —  V % g ( z \ — г.).

3.6.2. Уравнение Бернулли для потока с поперечным 
сечением конечных размеров

Прежде всего рассмотрим закон распределения дав
ления в поперечном сечении потока для двух случаев— 
при свободном движении н плавноизменяющемся дви
жении.
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С в о б о д н ы м  д в и ж е н и е м  потока называют та
кое, при котором движение каждой частицы происходит 
только под действием внешних объемных сил (напри
мер, в свободном полете струи), и, следовательно,

Х = Ж '  у “ т г  " Z = T ? --  <3 *>

Обращаясь к системе уравнений Эйлера

х 1 др _ d u x
Р дх dt •

у ll- l-S
' duy

Р ду “  dt ‘

^  1 др  da,
L  * -jdz ~  d t •

видим, что в таком случае производные и
каждая в отдельности равны нулю:

г $ г = о ;  « - £ ” *• (з е т >

что означает, что гидродинамическое давление р не за
висит от координат х, у и г .  Другими словами, при сво
бодном движении давление во всех точках потока одно 
н то же. Так, на водопаде (рис. 3.13) давления в точках 
1, 2 и 3 равны между собой:

Pi=Pl=P>

Но в точке 3 давление атмосферное ру=рЛт, следо
вательно, и во всем потоке давление равно атмосфер
ному.

П л а в н о и з м е н я ю щ и м с я  д в и ж е н и е м  назы
вают такое, при котором угол расхождения линий токов 
настолько мал, что проекциями скоростей и ускорений 
на плоскость, нормальную общему направлению потока, 
можно пренебречь, а также можно пренебречь и кривиз
ной этих линий.
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Так, если общее направление потока параллельно 
оси Ох, то иу^ и г^ 0, а т а к ж е О ,  тогда си

стема уравнений Эйлера примет вид:

х 1 dp dux
P dx dt

Y 1 dp o-
P dy

7 1 dp — 0
P dz

(3.58)

Легко видеть, что в плоскости гОу (нормальной к на
правлению потока) распределение давления р опреде
ляется двумя последними уравнениями Эйлера, которые

Рис. 3.14.

совпадают с соответствующими уравнениями равновесия 
жидкости. Итак, при плавноизменяющемся движении 
распределение давления в поперечном сечении потока 
происходит по закону гидростатики (рис. 3.14).

Определим теперь удельную энергию потока, т. е 
подсчитанную в среднем для единицы веса жидкости.

У д е л ь н а я  э н е р г и я  э л е м е н т а р н о й  с т р у й -  
к и

Е =  г (3.59)

а полная энергия элементарной струйки при ее весовом 
расходе

dQ c;=pg dQ — pgu dio
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будет

de=(z+_&"+_ir)p*udu,‘
Полный запас энергии потока равен сумме энергии 

элементарных струек

'■=Яг+7г+ж)р®‘‘‘‘'-
удельная энергия потока

К- р g 2* )
pgu /<о

Р«<?

где pgQ=Qc.
Вычислим числитель

P«Q
(3.60)

(3.61)

<0

“ К 1 + ^ ) р*“ '* + } ' ё ' р*“ ‘‘* -
CD «О

Первый интервал в правой части

J >+Tr)p*“‘t* = (*+Tr)''*j“d"=
(О (О

= ( * + - £ - )  Р*е.

так как по гидростатическому закону =  const;
второй интеграл

(3.62)

Для распределения скорости в поперечном сечении 
можно записать:

ы=о +  е,
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где у — средняя скорость по сечению, а г= и—о^О . 
Сделав подстановку, получим:

| u'dm =  J (о* —|- Зу'. -|- Зу.’ -|- «*) dm =
• •

=  y‘m-|-3y  ̂ «'dm.

так как
j  Зу*. do =  Зу* j « dm =  0, а •'= 0.

Второй интеграл уравнения (3.61)

i f "  j  u’d * = -М - |'у*. -f- Зу j  .'dm

=̂ -,Ч|+з4 )̂-
Обычно выражения в скобках обозначают

f «*</«
< = Н - 3. Ч ч г -

и называют к о э ф ф и ц и е н т о м  К о р и о л и с а .  Тогда

-ff- f u'dco =  р£ у» =  PtfQ- (3.63)

Подставляя (3.62) и (3.63) в (3.61), получаем пол
ный запас энергии потока

• - =  ( г + “^ )  р sQ
или

е ,=  ( Н — j  P#Q- (3.64)

Тогда удельная энергия потока, т. е. 
к единице веса, составит:

ар*
т г

отнесенная

(3.65)
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Итак, уравнение Бернулли для потока (3.65) отли
чается от уравнения Бернулли для элементарной струй
ки (3.59) только введением коэффициента Кориолиса а 
и применимостью лишь к сечениям с плавноизменяю- 
шимся движением.

3.7. ДВИЖЕНИЕ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ

3.7.1. Уравнение Навье— Стокса
Известно, что реальные жидкости сопротивляются 

сдвигу одних частиц относительно соседних или одних 
слоев жидкости относительно других. Ньютон установил 
что сила сопротивления сдвигу у жидких тел в проти

воположность закону Кулона для твердых тел не зави
сит от давления, но зависит от площади, по которой 
происходит сдвиг, а также от скорости сдвига.

В математической записи эти законы выражены фор
мулой

F - I ( 3. 66)

именуемой з а к о н о м  Нь ют о н а .  Здесь/7—сила сопро
тивления; S — площадь сдвига (расчетная), а ----

градиент скорости по нормали к направлению потока 
(рис. 3.15).

Из (2.66) получим касательное напряжение

(3.66а)
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Законы Ньютона позволяют составить общие диффе
ренциальные уравнения с учетом сил сопротивления, 
которые будем называть с и л а м и  в я з к о с т и .

Силы вязкости можно условно свести к объемным 
силам и ускорение этих сил определять отношением

F = R
о 'W '

Обозначим проекции ускорения сил вязкости срответ- 
ственно через Fr, Fv и F. и введем их в уравнения Эйле
ра. Тогда

у 1 ’ др Лих F =  0;*р д х*■ rwt dt r  X

у* . 1 ''др < 4 F =  0 PТ Г ’ ду ' ‘ dt г ч

7 I др F =  0 .
р дг dt ~ z

(3.67)

Допустим, что на некоторую площадку dydz  в пре
делах координатной плоскости yOz действует сила вяз
кости dF (рис. 3.16).

Разлагая эту силу на проекции по координатным 
осям, получим dF cos a=dPx— нормальную к площади 
dydz: dTv — касательную к площади dydz  в направле
нии оси 0у\ rfT. — касательную силу в направлении 
оси Oz.

Отнеся эти проекции силы вязкости к единице пло
щади, т. е. разделив на dydz , получим три напряже
ния:

нормальное — — * направлении оси Ох:

касательное ху 

касательное *г

(ГГц
dfdz
(ГГг
dgdz

в направлении оси 

в направлении оси

Оу:

Oz.

Итак, сила вязкости определила собой три напряже
ния в пределах выделенной площадки — нормальное 
(напряжение сжатия или растяжения) и два касатель
ных. Эти напряжения действуют по разным направле
ниям, каждое по своему. Таким образом, при проекти
ровании напряжений (и сил, ими определяемых) на ка- 
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кую-либо координатную ось в число действующих 
напряжений войдет только одно из трех напряжений 
(два других проектируются в точку).

Рассмотрим теперь напряжения, действующие по гра
ням прямоугольного параллелепипеда ABCDA'B'C'D' 
(рис. 3.17). Здесь из шести граней параллелепипеда три 
принадлежат трехгранному углу с вершиной А и три 
трехгранному углу с вершиной С'.

Будем считать, что течение имеет направление от 
угла А к углу С', и определим сначала проекции на ось 
Ох всех напряжений трех граней угла А.

Для удобства записей введем двойную индексикацию 
напряжений, например, для напряжений грани ABCD: 
нормальное напряжение рхх; касательное напряжение 
тх„; касательное напряжение тх2.

Здесь первый индекс х обозначает, что напряжение 
принадлежит к грани, нормальной к оси Ох, а второй 
индекс указывает, в направлении какой оси действует 
данное напряжение. Например: напряжение рхх дейст
вует параллельно оси Ох, а напряжение т*. действует 
в направлении оси Oz и т. д. Аналогично будут записы
ваться напряжения и для двух других граней угла А.

С учетом таких обозначений составим сумму проек
ций на ось Ох сил вязкости, действующих на грани 
угла А:

dui'dxcty

\ гг
z

Рис. 3.16 Рис. 3.17.

7—235
pxxdy dz + jyXdx dz+T; ,dx dij.
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Составим теперь аналогичную сумму сил вязкости 
для граней угла С':

p'xxdy dz+x'yxdx d z+ x \xdx dy.
Эти силы будут действовать в противоположном на

правлении, и тогда общая сила в направлении оси х

dF'x— (рхх—р'хх )dydz+
+  (tVx—x'yx)dxdz+  (т«—т 'tx)dxdy.

Определим теперь напряжения р'хх, х'ух и t ' « :

p'xx =  Pxx +  - ^ ~ d x \  t ' rjr =  v -f- ^ f - d y ;

—  Т -4-
дг dz.

Сделав соответствующую подстановку в предыдущее 
уравнение и вынеся за скобку общие множители 
dxdydz , получим:

fan \S T ) dxdydz.

а отнеся эту сумму проекций сил к единице массы, т. е 
разделив на р dxdydz, получим проекции ускорения сил 
вязкости на ось Ох [т. е. то ускорение, которое введено 
в уравнение Эйлера (3.67)1:

1 (д р „ L  <V 1- <>%ХХ )р \  дх ' ду Н дг )
(3.68)

Определим теперь касательные напряжения, поль
зуясь законом Ньютона:

и х,

Аналогично можно принять нормальные напряжения 
Рхх определяемыми по закону Ньютона, т. е. принять
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при этом если > 0 , то рхх — напряжение растяже

нии. а при < 0  — сжатия. Сделав подстановки в
уравнени 1 (3.68), получим:

(3.69)

Но p/p=v, поэтому можно записать первую строчку 
уравнений (3 67) в виде

1 др _1_ у IГ д'их I * •* , д'их
р дх м  +  v lк дх' НГ ду1 г  Ог*

Аналогичные выражения получим и для двух сле
дующих строк системы (3.67).

Принимая несколько иное расположение слагаемых, 
запишем окончательно систему уравнений движения вяз
кой жидкости в таком виде:

V 1 др dux V ( д' и* , d'ux , д'их \
р дх dt V [ ox ' +  d f +  dz* t

Y 1 др duy д'“» , д'ии
? ду dt V U * , + ду1 ' дг'  ) ’

7 1 др диг V ( ° 'u* д'иг
р <)г ' dt v [ Ox' 1 O f +  dz' J

(3.70)

Эти уравнения называются у р а в н е н и я м и  
Н а в ь е  — Ст о к с а .

3.7.2. Уравнение Бернулли

Уравнение энергии (Берну1ли) для реальной жид
кости может быть написани как для элементарной 
струйки, так и для потока с поперечным сечением ко
нечных размеров. В обоих случаях это уравнение отли
чается от уравнения для идеальной (т. е. невязкой) 
жидкости дополнительным слагаемым, учитывающим ра
боту сил сопротивления.

Для элементарной струйки реальной жидкости будем 
иметь

9R +  2« (3.71)
7* 90



а для потока

V Ро
98

av\
ч ■“ * + pg

atr . (3.71а)

В обоих случаях левая часть уравнения определяет 
собой полный запас удельной энергии в некотором по
перечном сечении, принятом за начальное.

В обоих случаях в правой части вводится четвертое 
слагаемое hw, о-n, определяющее собой ту часть началь
ного запаса удельной энергии, которая расходуется по
током на преодоление гидравлических сопротивлений на 
протяжении потока жидкости от начального сечения 
О—0 до данного п—п. Графически это иллюстрируется 
на рис. 3.18. Сопоставим его с рис. 3.11: вдоль по тече
нию hw непрерывно возрастает.

Линия энергии непрерывно опускается, так как

• £ - > 0 .  * - З Г < ° :  (3.72)

пьезометрическая линия может и повышаться и пони
жаться, т. е. может быть
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Отметим, что величину Л,г в курсе гидравлики налы 
вают п о т е р я н н ы м  н а п о р о м ,  а величину dhw/ds--  
г и д р а в л и ч е с к и м  у к л о н о м  и определяют его ра
венством

Отметим, что линию а—Ь на рис. 3.18 называют л и 
нией э н е р г и и ,  а линию с — d — п ь е з о м е т р  и че- 
с к о и.

3.8. УРАВНЕНИЕ ИМПУЛЬСОВ

Для решения многих вопросов механики жидкости 
оказывается необходимым использование уравнения им
пульсов или (что то же) уравнения изменения коли
чества движения.

Известно, что для материальной точки это уравнение 
может быть записано в проекции на данную ось так:

(mu)t+di— (mu) ,= 2 /? cos a dt,
где т и и— масса и скорость материальной точки; R — 
действующая сила.

Для системы материальных точек это уравнение по
лучит вид

2 А (ти) = 2 2 /?  cos a dt (3.75)
и может быть прочитано так: приращение количества 
движения данной системы равно сумме импульсов сил. 
действующих на массу этой системы за тот же промежу
ток времени dt.

Жидкость представляет собой материальную систему, 
сплошь занимающую пространство своего движения, 
поэтому уравнение импульсов должно записываться 
в интегральной форме в проекциях по координатным 
осям, например, в проекции на ось Ох:

\ <#/яй),+л — j  d (niu), =  ( Rxdt. (3.76) 
i’ w о

Аналогичные выражения получим и в проекции на 
оси Оу и Ог.

В целях краткости изложения ограничимся рассмот
рением использования уравнения импульсов на примере 
решения одной из многих возможных задач.

101



Допустим, что в условиях установившегося движе
ния требуется определить реакцию стенок напорного 
водовода (рис. 3.19) для участка от сечения / —1 до 
сечения 2—2. Для решения этой задачи составим урав
нение импульсов для массы жидкости, заключенной 
в водоводе между указанными двумя сечениями (мас
сы гп).

За время dt эта масса переместится и займет новое 
положение между сечениями Г —/' и 2'—2'. В простран
стве от сечения 1— 1 до 2’—2' можно выделить три об
ласти а, /; и с.

Количество движения массы т в начальный момент 
равно (в условной записи):

(mu),=K.n(a)t + K.Ji(b)t,

а в момент t+ dt

( n w ) l+<u = z K . M ( b ) l+<u  +  K - a ( c ) t + d i '  

тогда приращение количества движения будет:
d(mu) =  [K^(b) + к .л (с )]<+а,— [к.л(я) +  к.л(/>)],.

Но при установившемся движении 

K.yi(b)t+<„ =  K л(Ь),, 

поэтому для d(mu) получим:
d(mu) =  к.л(с)—к. л (а).

Определим к.л(с)=?
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В общем случае распределение скоростей в получен
ном сечении неравномерное, поэтому к. л(с) определим 
как

(с) =  f d (mu) —  [ Р dW u =  [ р d m  dtu —  pdt f u'dm.
m m »  »

(3.77)
Вычислим  ̂ u*dw, полагая « =  £>,-}-«, где о, — средняя

(О

скорость по сечению, а « =  « —о , > 0 :

ij" u*dm =  J (о, -{- •) * d® —  ̂(о‘, -f- 2о,« »') d® =
• W •

• f «'din.

Как известно,
( 2 c,e dm — 2v, \ • dm =  0 .
•’ J« w

Таким образом,
* н. л  (c) =  pdt -f- **de)

(  l " *  \

Обозначив

I  . V .

H - - 4 c - = * .  <3 -7 8 >

(uo — коэффициент Буссинеска), получим: 
к. д(с) =роогО dt Vj.

Аналогично получим к л  (a) =  p«o2Qd( v\. 
Прирлщенне количества движения d(mu) для выде

ленной массы жидкости между сечениями / —/ и 2—2, 
если полагать оь,2 *  ctoi ~  «о, будет равно:

(mu) =paoQ dt(v2—vi). (3.79)
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Сумма импульсов сил
2'.R d t= ( P l + P2 + G + R)dt,

и тогда все уравнение в векторной форме получит вид
pQaodt (i»2—V\) =  (P\-\-P2-\-G-\-R)dt, (3.80)

откуда и находим силу R построением многоугольника 
сил.

П р и м е ч а н и е .  При сопоставлении коэффициента Буссинеска 
а,, с коэффициентом Кориолиса

j" t*rf<0 

0 = 1 + 3  Л>'
видим, что а>Оо.

Заметим, что в тех условиях, когда возможно и = 1 ,1 0 , получим 
ао% 1,033% 1,00.

Г л а в а  ч е т в е р т а я

ПЛОСКОЕ ПОТЕНЦИАЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ

4.1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

П л о с к и м  д в и ж е н и е м  называется такое, при 
котором траектории всех частиц являются плоскими 
кривыми, лежащими в параллельных между собой пло
скостях. Очевидно, что все движение в разных парал
лельных плоскостях в общем случае может быть и раз
личным.

Как известно, если траектории частиц представляют 
собой пространственные кривые, то поле скорости опре
деляется системой

ux =  F, (k, у , г, /); ^
uy= F t {x. у , г, /); ( (4 1 )
u, =  F,(x, у , г, f). I

Для плоского движения, параллельного осям Ох и Оу 
(рис. 4.1), поле скоростей определяется системой

ux— F,(x, у, г , (); |
uu =  F,{x, у, г. /); , (4 2)
иг =  0 . I
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В частном случае, когда 
в каждой из параллельных 
плоскостей движение тож
дественно, поле скоростей 
не зависит от координаты z 
и определяется системой

их== Ft {x, у, /), j 
uy =  Ft (x, у, t); ; (4.3) 
иг =  0 .

Такое д в и ж е н и е ,  называемое п л о с к о п а р а л 
л е л ь н ым ,  и будем рассматривать ниже.

4.2. ОСНОВНАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ 
ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ

4.2.1. Общие уравнения

Пусть движение совершается параллельно плоскости 
хОу (рис. 4.1), тогда скорость иг= 0, также будут равны
нулю и частные производные —L = z ^ L —0 а уравнения

дг дг
Эйлера примут сокращенную форму:

=  .идх dt
fox
Ox

0ux

dp fo„ _L„ foy ■ 4 -
0y ot x дх у 0y

(4.4)

Уравнение неразрывности примет также более крат
кую форму:

Ж + ^ - = ° - (4.5)

Характеристическое уравнение останется без изме
нения

Р — ф ( Р >  Т ) . (46)
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4 .2 .2 . У с л о в и е  п о т е н ц и а л ь н о с т и  д в и ж е н и я

Потенциальное движение — движение безвихревое, 
поэтому все три компонента вихря должны быть равны 
нулю. Однако для плоского параллельного потока два 
первых компонента вихря £ и ц равны нулю даже и 
в том случае, если бы движение было вихревым, что 
следует из рассмотрения уравнений

__ 1 /диг <4
2 \ оу дг ) ’

1 = 1 / <*х диг \
2  ̂ дг дх ) ’

Г_ 1 / <4 dut \
ч — 2 \  дх ду )

дих 0Uy
Здесь, как указано выше, иг =  0 и - ^ - = —  — 0. Та

ким образом, аналитическим условием потенциальности 
будет равенство

г— =°  (4.7)

или
дии ^  дих 
дх ~~ ду (4.7а)

4.3. ПОТЕНЦИАЛ СКОРОСТИ

Ранее было указано, что проекции скорости по коор
динатным осям при потенциальном движении опреде
ляются по формулам

где ® — потенциал скорости.
Для установившегося движения или для данного мо

мента времени потенциал скорости выражается функ
цией координат х и у

ф =  ф(ДС, у).

Линин <р(дс, y)= const называются э к в и п о т е н -  
ц и а л я м и, или л и н и я м и  р а в н о г о  п о т е н ц и а л а  
(рис. 4.2).
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Потенциал скорости <р(ж, у) удовлетворяет уравне
нию Лапласа

(х, у) л (*. у) п 
дхг “  ду*

Действительно, имеем уравнение неразрывности

•0 ;fox ди, 
дх +

-Z.
ду

так как их= -£ ~ ,  то

__ г) /  Of \   d*f Му д f  Of \  d’f
дх дзГ { дх 1 дх* " ду ду \ ду ) ду1

После подстановки в уравнение неразрывности получим

.£ ? -+ * L = oд х * ~  dtf

Введение в анализ уравнения Лапласа формально 
упрощает задачу исследования потока жидкости, так как 
приводит к задаче по определению одной только функ
ции ф (вместо двух и, и ut ). По ф находим скорости
и» и ы„ как производные и Однако решение

уравнения Лапласа очень часто представляет собой бо
лее сложную задачу, нежели прямое определение функ
ций их, иу.

«•4 . Ф У Н К Ц И Я  Т О К А  ф  Iх. у)

Кроме потенциала скорости ф(х, у), существует еще 
°лна важная функция ф(х, у) =  С, которая характери
зуется тем, что компоненты скорости их и иу оиреде-
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ляются так же, как частные производные функции ф 
по дс и у, но следующим образом:

»У
и и,.— дх ’

Напишем выражение полного дифференциала для 
непрерывной функции ф(х, у ) = С

d^(x, y) =  -£ r d x + - l j jr dy- <4-8)

Условия и ,— —— и и.. = ---- Л- имеют место толькох ду у Ох
в том случае, если выражение

*/ф =  — uydx+uxd y = 0  (4.9)

представляет собой также полный дифференциал, а для 
этого требуется, чтобы существовало следующее равен
ство:

0(—ии) _ д и х 
ду дх

А оно действительно существует, так как, перенося 
слагаемые в одну сторону, получаем:

что представляет собой уравнение неразрывности. 
Итак, функция ф(дс, у), для которой

аф
ду И д±_

дх >

действительно существует.
Рассмотрим теперь, что выражает собой уравнение 

Ф(.т, у )= С .
Из уравнения линий тока

дх  __ dy
". —

получим

!08

—uvdx + uxdy=Q.



Сравнивая эти уравне
ния линий тока с уравнени
ем полного дифференциала 
^ф (4.9), видим, что они 
тождественны. Следователь
но, при графическом изо
бражении линий ф(дс, у) =
=  С (для ряда Сь С2, ...

Сп) они тождественно 
совпадают с линиями тока.
По этой причине функция 
ф(дг, у) и именуется ф у н к 
цией тока .  Уравнение
фОк, у) =  С представляет собой с е м е й с т в о  л и н и й  
т о к а  (рис. 4.3).

Функция ф(х, у) удовлетворяет уравнению Лапласа. 
Действительно, для потенциального движения имеем:

но

Поэтому

диу Н<3
1

дх ду

()ф <Н>
их=-~ду~' дх *

Оих д (  <Н '\ С>*Ф
ду ' ду \  ,/ ду1 ’

дии _
д ( di \  (>’+

дх дх 1 дх ) ~~ дх*

После подстановки получим
дЦ дЦ----- — или -з-Vдх* Г  ду* и *дх* —  ду*

что и представляет собой уравнение Лапласа.

4.4.1. Физический смысл функции тока

Пусть имеем систему линий тока (линии ф) (рис. 4.4). 
Очевидно, между двумя соседними линиями тока про
ходит некоторый расход. Пусть между линиями ф и 
Ф~Мф проходит расход dQ. Проведем произвольную ли
нию А В. Она пересечет указанные линии тока в точках
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/ и 2, и на рис. 4.4 получим треугольник /, 2, 3. По 
условию неразрывности все количество жидкости, кото
рое войдет внутрь треугольника1 через сторону /—2, бу
дет равно тому количеству жидкости, которое выйдет 
через стороны 1—3 и 2—3, поэтому

dQ=dQx + dQv.

Определим dQx и dQv:
dQx= uxdy • 1 = u xdy,

где dy-\= dm x, и аналогично dQv= —uvdx.
Тогда расход, проходящий между двумя соседними 

линиями тока—линией со значением функции тока, 
равным ф, и линией со значением функции тока, равным 
ф + Л|>, равен:

d Q = - u udx-\-uxdy. (4.10)
Но правая часть равна dip, следовательно, dQ =d\f 

Поэтому, интегрируя, получаем:

Q =  f dQ — f rf$» =  4>, — <Jv (4.11)
<h Ф.

Таким образом, расход Q, проходящий между двумя 
данными линиями тока, равен разности значений функ
ций тока ф, отвечающих этим линиям. *

* Точнее — треугольной призмы с основанием, равным площади 
треугольника /, 2, 3, и высотой, равной единице (перпендикулярно 
плоскости чертежа).
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Заметим, что, зная расход AQ между двумя данными
л<?пиниями тока, можно определить скорости и =  ,

где ДЬ — расстояние между указанными линиями тока 
в выбранном сечении, например в сечении т—т 
(рис. 4.4).

Так, имея систему линий тока с равными интервала
ми приращения функции тока, очень легко приближенно 
определить все поле скоростей в данном потоке (тем
точнее, чем меньше интервал Л-ф).

Это свойство линий тока, очевидно, имеет большое
практическое значение.

4.4.2. Связь между функциями ср и ф

А н а л и т и ч е с к а я  с в я з ь .  Как было указано 
выше, скорости их и ни могут быть определены как по <р, 
так и по ф. По потенциалу скорости <р находим:

Аналогично по функциям тока ф находим:

и

Сопоставляя между собой эти уравнения, получаем:
_  <Н ■

дк ду н ду дх ‘

Эти равенства и дают необходимую аналитическую 
связь между функциями <р и ф. Следовательно, если 
известна одна нз них, то по ней может быть найдена и 
другая.

Например, известна <р, тогда

"ли Но d4f =  — U'/i x  +  uxdy,

а потому

— w dx +  - w dy-

Г е о м е т р и ч е с к а я  с в я з ь .  Построим семейство 
линий тока ф и семейство линий равного потенциала <р 
(рис. 4.5).
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Из уравнения потенциала скорости (4.9) находим:
‘‘у __ Цд 
dx иу

и  ЛулНо производная геометрически представляет со

бой тангенс угла а, который образует касательная 
к кривой с осью абсцисс, в данном случае касательная 
к линии равного потенциала скорости <р(дс, у) с осью 
Ох. Таким образом,

dy . и.- £ - — \.ага — --------------— .rf* 6  Uy
Аналогично из уравнения функции тока 

е?ф =  —uvdx +  uxdy= О
находим

7 Г =  * р = 2 г

Тогда, умножая tg а на tg р, получаем:

иУtgaig:P-= —— — =  — 1

или

1 + t g a t g  р= 0 ,
а это уравнение, как изве
стно, выражает собой усло
вие перпендикулярности 
двух прямых, в данном слу
чае — перпендикулярности 
касательной к линии <р и ка

сательной к линии ф в точках пересечения этих линий 
(точка М на рис. 4.5).

Таким образом, семейство линий тока и семейство 
линий равного потенциала образуют о р т о г о н а л ь 
ную сетку.

В общем случае эта сетка представляет собой 
систему криволинейных прямоугольников (рис. 4.6,а), 
а в частном случае, если линии <р и ф построены с оди
наковыми интервалами Д<р и Аф (Дф =  Аф), — сетку 
криволинейных квадратов. Сетка линий тока и эквипо-
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тенциалей называется г и д р о д и н а м и ч е с к о й  с е т 
кой,  или сеткой движения (рис. 4.6,6).

Гидродинамическая сетка имеет большое практиче
ское значение, ее можно построить приближенно, не зная 
аналитического выражения функций ф и ф, а зная 
только границы потока, т. е. расположение жестких 
неподвижных стенок канала, в пределах которого про
исходит движение данной жидкости.

Если сетка будет построена, то можно считать всю 
задачу о движении данного потока разрешенной. Дей
ствительно, как указано выше, можно для любой точки
определить не только размер скорости ^как указано вы- 
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ше, u = — -Jl ио и ее направление (касательная к лини
ям г))), т. е. все поле скоростей.

При построении гидродинамической сетки следует 
иметь в виду, что жесткие стенки канала являются край
ними линиями тока ф (рис. 4.7), линии п—п и т—т 
являются соответственно линиями тока фо и ф„, и между 
ними проходят промежуточные линии ф|, ф2, . . фп-ь 
Линии равного потенциала ( ф 0 , ф Ь  <р2 , ф п )  должны 
быть нормальными к линиям тока, а следовательно, и 
к границам канала и отстоять друг от друга на таком 
расстоянии, чтобы вся сетка состояла бы только из кри
волинейных квадратов. Проверкой правильности по
строения явится равенство средних линий в каждом 
квадрате. Так, на рис. 4.8 средняя линия а—а должна 
быть по длине равна линии b—Ь в квадрате ABCD, 
так же как линия а'—а' должна быть равна линии 
Ь'—Ь' в каком-либо другом квадрате.

4.4.3. Сложение потенциальных потоков

Как известно, всякое тело может одновременно участ
вовать в двух и более движениях, при этом действитель
ная скорость и ускорение этого тела определяются как 
соответствующая сумма векторов скорости (или ускоре
ния) каждого из движений. Это относится и к каждой 
частице жидкости данного потока.

Суммарное движение является в таком случае слож
ным движением, а процесс определения движения по его 
составляющим называют сложением движений или «на
ложением» движений.

При сложении потенциальных движений новое, слож 
ное движение будет также потенциальным, причем по
тенциал скорости сложного движения будет равен 
алгебраической сумме потенциалов скорости слагаемых.

Допустим, даны потенциалы скорости слагаемых 
движений ф|, ф2, . . . ,  фп. Тогда соответствующие компо
ненты скоростей будут найдены как соответствующие 
частные производные от ф..., а именно:

1 . дх ’

IIЧ3 • U = г ^ -  > ЖП Зх ’

и д . и —
~у< ду ’ (ь ду ’ • и Уп—  ду
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Но проекция полной скорости сложного движения на 
данную ось равна сумме проекций скоростей слагаемых 
движений на ту же ось, поэтому

• • • + “#■*
Следовательно,

„ _  T̂l I I | я.. ' >(?■+?!+••• + Ы
ж <5х ' дх ' ‘ ‘ ' дх

Сумма функций фЬ ф2 . . .  координат х н у  представит 
собой, очевидно, фнукцию тех же координат х, у, т. е.

<Р1-|-фа4 " • • • +фп=ф(*, у)-
Следовательно, проекция полной скорости сложного 

движения на ось Ох будет равна:
и  _  Фр ( * .  У)
и* ~  дх

Аналогично получим:
_ df (х, у) 

ду
Итак, компоненты скорости сложного движения опре

деляются как частные производные некоторой функции 
координат х и у, а поэтому эта функция является по
тенциалом скорости, а само сложное движение — движе
нием потенциальным.

Заметим, что метод сложения потенциальных потоков 
позволяет по найденному значению функции потенциала 
скорости ф(дс, у) для нескольких простейших движений 
находить потенциал скорости для целого ряда новых 
движений (вообще бесконечное множество) путем про
стого их суммирования.

4.S. ПРОСТЕЙШИЕ СЛУЧАИ ПЛОСКОГО ПОТЕНЦИАЛЬНОГО 
ДВИЖЕНИЯ

4.5.1. Плоскопараллельный поток

Пусть жидкость движется параллельно оси Ох, и 
каждая ее частица имеет скорость м0= const.

Определим для этого движения потенциал скорости 
ф(*. у) и функцию тока ф(х, у).
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Известно, что d(p=uxdx + uydy. По условию задачи 
для данного движения проекции полной скорости и на 
координатные оси Ох и Оу будут:

Ux —Uo и иу-=0.
Следовательно,

d(f==uxdx + uyiy  — tuydx.
Интегрируя, находим:

tp =  I* d f =  j  ux dx - {- Uydy — ( U'dx — u,x  -f- C.

Полагая произвольную интеграции C=0, имеем:
cp(x, y)=UoX. (4.12)

Геометрически это будет семейство прямых, парал
лельных оси Оу (рис. 4.9).

Так как потенциал скорости должен удовлетворять 
уравнению Лапласа, то, найдя ф(х, у), требуется про

верить, будет ли эта функ
ция действительно потен
циалом скорости.

Для рассматриваемого 
движения (f> = u0dx. Опреде
лим вторые производные 
этой функции по X и по у 
и сложим. Их сумма по 
уравнению Лапласа должна 
быть равна нулю.

Находим значение вто
рой производной функцииф 
по х:

потому что ы0= const.
Далее находим вторую производную по у:

-Цг (“.-*) =  О,

поюму что и0х не зависит or у. Итак,

(и,х) -f- - (и,*) =  О,
т. е. функция ф удовлетворяет уравнению Лапласа и яв
ляется действительно цо унциалом скорости,
пи



Найдем теперь функцию тока ф(дс, у). Как указано 
выше, ux=UvX и ц„=0. Следовательно,

с/ф =  — uydx+ ux<ly — uxd y — Uody 
и

ф =  =  J  иАУ = и»У +  С. (4.13)

Функция ф(х, у) также удовлетворяет уравнению 
Лапласа, что аналогично предыдущему легко проверяет
ся прямым вычислением. Линии ф параллельны оси Ох 
(рис. 4.9).

Таким образом, для плоскопараллельного движения 
найдены обе функции: <р и ф.

4.S.2. Источники и стоки

Источником называется точка, из которой радиально 
равномерно во все стороны вытекает жидкость 
(рис. 4.10,а), а стоком— такая точка, в которую также 
радиально втекает жидкость (рис. 4.10,6). В рамках 
плоской задачи источник-точка превращается в источ
ник-прямую (перпендикулярную плоскости движения). 
Очевидно, физически такие точки не существуют, но они 
характеризуют поле скоростей, которое создается ими. 
Такое поле в ограниченной области может существовать 
реально.

Определим функции ф и ф для источника.
Имеем общую запись

d(f =  uxdx +  Uydy.

Определим компоненты скорости их и м„.
Полагая распределение скорости по окружности рав

номерным, можем записать:
Q=2nruo, (4.14)

где Q -  расход источника на единицу длины (перпен
дикулярно плоскости х0у)\ и0 — радиальная, т. е. пол
ная, скорость на расстоянии г от источника.

Тогда
их =  u,cos« =  -~ c o s a ;  (4.15)

(4.16)О— ы, s i n i = - ^ -  sin a.
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У_
г '

Аналогично
Q

и«~~  2пг* У'

Следовательно,

d<p= uxdx +  Uydy =  ̂ x d x + - £ - t ydy  
или

d f  =  - ^ i ( x d x - \ - y d y )  — 0. (4.17)

Очевидно, x dx-\-y dy=0.
Левая часть этого уравнения равна г dr, где г — ра

диус.
Действительно, из треугольника ОМт (рис. 4.11) 

имеем:
х2+у2= г 2.

Дифференцируя, получаем (сокращая на 2):

x d x + y  dy= rdr,
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Итак, можем записать:

d f =  5 ~г ( х d x +  У аУ) =  S ? rdr 

или после сокращения на г

““ 2я г •
Интегрируя, получаем выражение для потенциала 

скорости
<р= ^ - ln r  +  С.

(4.18)

(4.19)

Полагая С = 0 , окончательно находим:

? = - | 1пг (4.20)

Найдем теперь функцию тока ф.
d f  =  — Uydx +  uxdy.

Подставляя найденные выше выражения для их и и„, 
получаем:

< * = - 4 " т * ' + 4 г - ^ » = ° -

Q;
откуда после сокращения на найдем

dх  dy
* У

или

или
In г/ =  J n j t - f  С

или
у = С х .  (4.21)

Уравнение (4.21) представляет собой семейство пря
мых, проходящих через начало координат. Таким обра
зом, линии тока, а следовательно, и линии функции 
тока ф(х, у ) = С  есть радиальные прямые.

Очевидно, что функция ф(дс, у) =  С может изменяться 
только в зависимости от координатного угла а (рис. 4.11)
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и находится в линейной от него зависимости. Следова
тельно, для if можем написать:

|  =  С'а =  С  arctg

Определим С.  Ввиду того, что ф2—if, =  Q, т. е. рав
няется расходу жидкости, можно записать:

*. =  ♦.=0 = ^  0  =  0 ;

+! — +„=2« — ^ ' 2 *.

Следовательно, разность значений функции ф 
фг—ф), — С'а г—C'ai =  С'2п—С' -0=С'2п.

Эта же разность равна расходу источника:
ф2—if, =  Q.

Поэтому
Q=C'2n,

откуда

Таким образом, окончательно для функции тока ф 
получим выражение зависимости от х и у:

+ =-§Г  arctg (4.22)

4.5.3. Плоское вращательное движение жидкости

Рассмотрим движение жидкости, при котором ее час
тицы движутся по концентрическим окружностям 
(рис. 4.12). Очевидно, они представят собой линии тока, 
а радиальные прямые — линии равного потенциала ско
рости <р=С.

Пользуясь обратимостью функций ф и ф для потен
циала скорости, имеем ф = С  arctg

Определим скорость движения частиц по окружности
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Н аходим

Рис. 4 13

Поэтому

« = W ,  +  « \  =  C | /  ( х. +  у - ') '+ (  >

откуда
и — Q

Но х2+у2— г2, где г — радиус окружности, а поэтому 
окончательно получим

или
^ r = C = c o n s t , (4.23)
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а это — известный з а к о н  п л о щ а д е й  (рис. 4.13). 
В предельных условиях

4.6. ПРИМЕРЫ СЛОЖЕНИЯ ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ ПОТОКОВ
4.6.1. ПЛОСКОЕ ДВИЖЕНИЕ

Определим движение при сложении двух источников (при рав 
ных их напряжениях). Известно, что потенциал скорости для источ
ника точки при плоском движении

Допустим, имеем два источника 0\ и 0г (рис. 4.14). Обозначив 
их потенциалы скоростей q>i и <р2, найдем выражение для потенциа
ла скорости сложного движения:

В системе координатных осей уОх, например для точки Л(.

л-*-0; Ы—*-оо; 

г-*-оо; и-*-0.

ф = ф«-Нр*-

X

Рис. 4.14. Рис. 4.15.

Тогда

н, следовательно,



Далее, имея q>=<p(x, у), находим поле скоростей 

ду Фо
u* = d T ~ Fi (*■ у) и ut =x~^jj‘ ‘F* (*• у)

н уравнение линий тока
dx dy

F i  (-*• У ) =  I '  1 ( * •  ») '

Не приводя самих вычислений, укажем на рис. 4.15.

4.6.2. Сложение вращательного движения 
и движения при наличии стока

Потенциал результативного движения

ф =  ф1+ф2-
Для стока в точке М имеем (рис 4.16):

Г, =  С In K x l + J /2.

Для вращательного движения

I »
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(4.25)? (* . у) =  С, In V х1 +  у* + С, arctg (- |- j

Дальнейшее решене задачи осуществляется но схеме, указан 
ной в предыдущем примере.

Линии тока в этом случае представятся семейством спирален 
Архимеда (рис. 4.16).

Таким образом, потенциал сложного движения

4.6.3. Сложение поступательного движения 
с вращательным

Для поступательного движения

<p, =  u»x+C.

Рис. 4.17.

Для вращательного движения

?, =  С arctg

Таким образом.

? =  »i +  ft и„х С arctg 14.26)
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возникающее при атом течение жидкости схематично изображе
но на рис. 4.17. В заштрихованной зоне имеем замкнутую цирку
ляцию

В точке А скорости и, =Мо--и<*=0, а в точке В аХд=и,-{-и*,
поэтому давление рл больше рв, что определяет собой силу, дей
ствующую на массу заштрихованной области, под влиянием кото
рой эта масса перемещается (на чертеже вверх), — э ф ф е к т  М а г 
н у с а .

ГЛАВА ПЯТАЯ

ОСНОВЫ ТЕОРИИ ГИДРАВЛИЧЕСКИХ СОПРОТИВЛЕНИИ

5.1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Гидравлические сопротивления делят на две группы: 
с о п р о т и в л е н и я  по д л и н е  и с о п р о т и в л е н и я  
ме с т ные ,  т. е. такие, которые зависят от каких-либо 
препятствий движению потока, сосредоточенных на ко
ротком участке (например, задвижки, клапаны, решетки 
и т. д.).

Источником сопротивлений в обоих случаях является 
вязкость.

Сопротивления зависят от различных факторов: ско
рости течения, геометрических параметров поперечного 
сечения потока и других факторов.

Рис. 5.1.

Важнейшими характеристиками поперечного сечения 
являются площадь поперечного сечения потока м, име
нуемая живым сечением, часть периметра этой площади, 
по которой поток соприкасается со стенками русла %— 
с м о ч е н н ы й  п е р и м е т р  (рис. 5.1) и отношение 
(л/х — г и д р а в л и ч е с к и й  р а д и у с :

Я =  ю/х-
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Гидравлический радиус для прямоугольного русла 
(рис. 5.1,а)

п <*> ЬЛ
Ь +  2й *

для трубопровода круглого поперечного сечения 
(рис. 5.1,6)

п _  Л  _  J ______ D
X «о — 4 •

Заметим, что гидравлический радиус /? не опреде
ляет ни форму, ни размеры поперечного сечения потока, 
а определяет размеры только геометрически подобных 
площадей и характеризует отношение о>/х- Например, 
каналы прямоугольного сечения глубиной Л| =  3 м и 
/1г= 2  м и шириной соответственно Ь= 3 и 4 м, а также 
труба диаметром D= 4 м имеют один и тот же гидрав
лический радиус R = \  м При этом площадь попереч
ного сечения соответствен по равна coi =  9 м2, <0 2 = 8  м2 
и <оз= 1 2 ,6  м2.

З а м е ч а н и е .  Для отличия площади поперечного сечения 
открытого потока от площади поперечного сечения его русла был 
введен термин ж и в о е  с е ч е н и е ,  получивший широкое раслро 
странение и используемый в настоящее время. Однако в этом нет 
необхсдимости, так как в инженерной практике живое сечение 
отождествляется с поперечным сечением. Живое сечение определяет
ся как поверхность, нормальная к линиям тока. В приложении 
к прямолинейным руслам живое сечение по Павловскому практиче
ски совпадает с плоским юперечным сечением.

S.2. ОСНОВНОЕ УРАВНЕНИЕ РАВНОМЕРНОГО ДВИЖЕНИЯ

Рассмотрим равномерное движение жидкости в тру
бопроводе (рис. 5.2) С помощью двух сечений / —/ и 
2—2 выделим массу жидкости, заключенную между эти
ми сечениями, и для нее, пользуясь принципом Д ’Алам
бера, напишем уравнение динамического равновесия.

Так как движение равномерное, то ускорение равно 
нулю и, следовательно, силы инерции также равны ну
лю. Поэтому в проекции на ось s

[ — Г  а к т ] я = [  — F  лопр].ч- (5 .1 )

Составим выражение левой части этого равенства — 
активные силы FaKT:
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1) сила земного притяжения G =  pg(o/; ее проекция 
на ось s—s

G sin a=f)g(o/ sin a=pgio(Zi—z2),
так как

/ sin a =  (Zi—z2);
2) давление жидкости на торцевые сечения, т. е. 

силы Р\ и Р2 (воздействие жидкости, расположенной до 
сечения / —/ и за сечением 2—2).

Так как движение жидкости в трубе равномерное, то 
распределение давления в поперечных сечениях проис
ходит по законам гидростатики. Поэтому Р\=рхы и 
P2 — P2W, где Р\ и Pi — гидростатические давления в цент
ре тяжести площадей о в точках / и 2 на оси трубы 
(рис. 5.2).

Сумма пр екции сил и Р2 на ось s—s 
[1Р ]8= Я ,—P2=a)(P i—р2);

3) проекции сил N, N . . .  (сил давления стенок трубы 
на боковую поверхность выделенной массы) на ось s—s 
будут равны нулю, так как они перпендикулярны оси 
проекции.

Левая часть уравнения (5.1) будет выражена так:
[S/7 aierj«==p (̂i) (Zi—Z2)+U)(Pi—Pi). (5.2)



Составим выражение правой части уравнения (5.1). 
Заметим, что сопротивление движению возникает вслед
ствие тормозящего действия неподвижных стенок трубы 
Поэтому силы сопротивления FCoap можно определить по 
касательным напряжениям на стенке (рис. 5.2).

Обозначим через dF силу сопротивления, приходя
щуюся на элементарную полоску шириной dy_ и длиной I 
(рис. 5.3): dF=ildx-

Тогда

1̂ 004,1. =  [ d F ^ ^ l d i .  (5.2а)
X X

Касательное напряжение т считаем величиной по
стоянной вдоль этой площадки, но оно может изменять
ся по смоченному периметру.

Интегрируя (5.2а) и пользуясь при этом понятием 
о среднем, получаем (заменяя т величиной то):

ISF.сопр|« =  \ 'I */. =  V  f dZ. — (5.3)

где то — среднее значение касательного напряжения на 
стенке.

С учетом (5.2) и (5.3) можно записать уравнение 
динамического равновесия (5.1)

Р ^ ( г 1— гг) + w ( P i— Рг) = W x
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(5.4)

или, разделив на pga, в таком виде:
Ч _1____Ч J_
Рg “ /X — Р8 R •

где w lx= R  — гидравлический радиус.
Запишем теперь уравнение Бернулли для тех же двух 

сечений / — 1 и 2—2 (рис. 5.2):

Поскольку движение равномерное, т. е. vi—v2, опу-

(5.5) находим:

<«•«)
или, так как h j l = i  (i — гидравлический уклон), то

Это уравнение акад. Н. Н. Павловский назвал 
о с н о в н ы м  у р а в н е н и е м  р а в н о м е р н о г о  д в и 
же н и я .

Заметим, что если рассматривать уравнение динами
ческого равновесия не для всей массы жидкости в трубе 
между сечениями 1 и II (рис. 5.2), а для части жидкости 
в объеме внутреннего соосного цилиндра радиуса т 
(рис. 5.4), то, повторив все приведенные выше рассуж
дения, неизбежно получим аналогичный результат, 
а именно т = р gR'i вместо то=рgRi и

вместо (5.6), в котором в отличие от уравнения (5.7) 
вместо то (касательного напряжения на стенке трубы) 
было бы т — касательное напряжение на боковой по
верхности внутреннего (малого) цилиндра, и вместо R 
стояло бы R' — гидравлический радиус для внутреннего 
цилиндра радиуса г.

Обращаясь к формуле (5.6), заметим, что всегда 
можно записать равенство

полагая при этом, что безразмерный коэффициент £ 
величина переменная.
9-2 3 5

скаем

или %, =  pgRi. (5.7)

Ч__ г
Рg ~g ’
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После подстановки в уравнение (5.6) получим
h — t - L ’-Л* — С R 2g .

Это формула Всйсбаха, а заменив гидравлический 
радиус диаметром но условию R =  получим:

Л .=  4С L * L
J  2g

или, обозначив 4£=А,

Л.

где А. и  ̂— безразмерные коэффициенты.
Эта формула именуется ф о р м у л о й  Д а р с и  — 

В е й с б а х а .  Она используется для расчета трубопро
водов.

По формуле (5.7)

с учетом
__- о1 X р*

?g~~^2g =  4

после подстановки найдем

v

Обозначив С получим формулу

v =  C y R i.  (5.8)

С — есть коэффициент Шези, а формула именуется 
ф о р м у л о й  Шези,  она получила широкое применение 
в расчетах открытых потоков.

S.3. ОСНОВНОЙ ЗАКОН ВЯЗКОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ

Ньютоном была предложена гипотеза о том, что за
коны сопротивления жидких тел противоположны зако
нам Кулона трения твердых тел и что сила сопротивле
ния между смежными слоями жидкости, движущимися 
с разными скоростями, пропорциональна площади этих 
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слоев, не зависит от давления, но зависит от относитель
ной скорости и природы самой жидкости. В работах 
Н. П. Петрова 1 * эта гипотеза была развита и з а к о н  
в я з к о с т н о г о  с о п р о т и в л е н и я  записывается 
в следующей форме:

F =  iiS-7^^  dn •
Здесь F — сила сопротивления; 5 — площадь двух со

прикасающихся слоев жидкости; du/dn — градиент ско
рости; |i — д и н а м и ч е 
с к а я  в я з к о с т ь ,  раз
личная для различных жид
костей.

Градиент скорости изме
ряется вдоль по нормали 
к направлению течения по
тока. Очевидно (рис. 5.5),

(5-9>
Вязкость можно понимать 

как касательное напряже
ние при градиенте скорости, 
из рис. 5.5, градиент скорости du/dn может быть ^ 0 .  
Он равен нулю в том месте, где мы имеем максимальную 
скорость.

Пользуясь условием однородности всякого физиче
ского уравнения, находим д и н а м и ч е с к у ю  в я з 
к о с т ь  р:

В системе СИ

И  =  [ ! £ ] = |П* с|-

Оценка вязкости возможна и через отношение р/р, 
которое обозначают v и называют к и н е м а т и ч е с к о й
в я з к о с т ь ю :

равном единице. Как видно

M = > / p | = [ v J -

1 П е т р о в  Н .  П .  Гидромеханическая теория смазки. М.: Изд-во
АН СССР. 1948.
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S.4. РЕЖИМЫ ДВИЖЕНИЯ РЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ

Экспериментами установлено, что движение жидкости 
наблюдается в двух существенно различных фор
мах. При малых скоростях наблюдается слоистое тече
ние, а при больших скоростях в форме сплошной массы 
мельчайших водоворотных (вихревых) образований

с перемешиванием всей 
жидкости. Первая фор
ма движения называ
ется л а м и н а р н ы м  
д в и ж е н и е м ,  вторая 
т у р б у л е н т н ы м .  Су
ществование ламинар
ного и турбулентного 
течений было известно 
еще на рубеже XVIII и 
XIX в.

Классические опы
ты Рейнольдса (1868 г.) показали, что переход ламинар
ного течения в турбулентное происходит при определен
ной характерной с к о р о с т и ,  которую Рейнольдс назвал 
к р и т и ч е с к о й .  Она равна (в современной записи)

Ш г

)  Краска.

= vОкрашенная струйка при 
ламинарном движ ении

to

Рис. 5.6.

Re*p* 
V*v ~  ~Ч~' (5.10)

где ReI(p— безразмерное число и по Рейнольдсу ReKp=  
=2000 (по более поздним исследованиям ReKP =  2350); 
d — диаметр трубопровода, a v  — кинематическая вяз
кость. Примем ReKP=2300. Схема экспериментальной 
установки Рейнольдса показана на рис. 5.6. При лами
нарном течении краска, выходящая из отверстия
вспомогательной трубки, вытягивается в виде тонкой ни
ти, а при турбулентном движении (о>У|ф) краска рас
плывается и равномерно окрашивает всю массу жидко
сти.

Определить, будет ли течение ламинарным или тур
булентным, МОЖНО Не ТОЛЬКО ПО УСЛОВИЮ У ^ У ,ф ,  н о  и п о  
условию Re^ReKp. -

Действительно, запишем формулу (5.10) так:

Очевидно, что при Укр число Re будет равно Re =  
=ReKj,=2300, а при у^Укр соответственно будет 
Re 2с Ке,ф.
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Условие
Ke>ReKP(ReKp =  2300) (5- И)

называется к р и т е р и е м Р е й н о л ь д с а .  Этот крите
рии широко используется как в теоретических исследо
ваниях, так и в практических расчетах.

Если движение жид
кости происходит в от
крытом канале или тру
бах некруглого сечения, 
то, замечая, что диаметр 
трубы равен d — AR (R— 
гидравлический радиус), 
формулу для Re пишут 
так:

7 2

Re уЛ __t>4ff
» v (5.12) Рис. 5.7.

ИЛИ

о R 
4v »

где R — гидравлический радиус.
По опытам А. П. Зегжда *, для открытых русл Rckp=» 

=  800-г-900.
Следует иметь в виду, что приведенные числовые 

значения Re относятся к равномерному движению. При 
неравномерном движении условия резко изменяются, и 
при сужении канала течение является более устойчивым 
(рис. 5.7). Сходящиеся твердые стенки канала (трубы) 
оказывают стабилизирующее действие, и ламинарный 
режим может сохраниться и при числах Рейнольдса, 
больших 2320. Некоторым исследователям удалось со
хранить ламинарный поток при Re= 4 0  000.

S.S.  Л А М И Н А Р Н О Е  Д В И Ж Е Н И Е

Основными характеристиками ламинарного движения 
являются его струйчатый характер и отсутствие пере
мешивания масс жидкости.

Рассмотрим кинематическую структуру ламинарного 
потока и возникающие при этом гидравлические сопро-

• Зегжда А. П .  Теория подобия и методика расчета гидротехни
ческих моделей. М.: Госстройиздат, 1938.
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тИвления. Движение предусматривается установившимся 
и равномерным в трубах цилиндрической формы с неиз
менным диаметром вдоль по течению.

Р а с п р е д е л е н и е  с к о р о с т е й  в п о п е р е ч 
ном с е ч е нии .  Воспользуемся схемой, изображенной

на рис. 5.8, и напишем основное уравнение равномер
ного движения для внутреннего цилиндра радиусом г.

По уравнению (5.7) имеем:

^ • = Т Т '  (5-13)

Касательное напряжение т на боковой поверхности 
выделенного цилиндра определим в соответствии с зако
ном Ньютона о силе сопротивления в жидкости, а именно

Т (5.14)

При направлении координатных осей « и л ,  указан
ном на рис. 5.8, — ось скорости м вдоль оси трубы, ось 
нормали к направлению скорости — вдоль радиуса т мо
жем записать:

(5.15)

Знак минус потому, что здесь при dr> 0 имеем 
du<  0 .

После подстановки в (5.13) получим дифференциаль
ное уравнение распределения скорости в таком виде:
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Проинтегрировав, найдем

- “ = $ ? j ' - ‘f r= !$ ?' , + c - (5-|7>

Определим постоянную интегрирования С по усло
виям на границе. В точке у стенки трубы г=ги, т. е. 
радиусу трубы, а скорость м=0. Тогда

0 = мК ,,»
V / • - f  С и С =  — PgV _»

4jjl/ Г ••

Следовательно, уравнение (5.17) получит вид:

или окончательно (после умножения на —1)

и *l!h£(r* _ г»\ 
V  '  * Л

(5.18)

Очевидно, что на оси трубы скорость будет макси
мальной ( г = 0 ), и тогда

Итак, распределение скорости по сечению трубы под
чиняется параболическому закону. Изотахи будут пред
ставлять собой концентрические окружности.

С р е д н ю ю  с к о р о с т ь  v определяем по формуле

(О (I) (5.19)

Элементарную площадку da выберем в форме кольца 
радиусом г и толщиной dr (рис. 5.9), в пределах кото
рого скорость одна и та же:

Площадь кольца d a — 2nrdr (с точностью до малых 
второго порядка).
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Тогда расход потока в трубе

Q =  J u</« =  ̂ 2 * i ( r * , - r * ) r d r  =
ш 6

=  ^ 2* ( T - :r j = f 7 :* 'V  (520)

Разделив (5.20) на иг*,, найдем среднюю скорость 
J и <1ы

° = - * г - - £ г г'-(5 2 |)

Рис. 5.9.

Следовательно, средняя скорость равна половине мак
симальной.

Потерянный напор найдем из (5.21) (заметим, что
p /p = v ) :

Умножив и разделив правую часть на 2v и затем пре
образовав, получим:

L 8v/p 2v 64 / ог
Л“’— / d \» W ~ 7 T ~ T 2 F  •

VIПо —  =  Re, поэтому окончательно получим

64 /
h*~ ~ R t d Jg (5.22)
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ИЛи. обозначив А =  ̂ г>

(5.23J

Формула (5.23), как известно, называется формулой 
Дарсн — Вейсбаха. Здесь А, — к о э ф ф и ц и е н т  г и д 
р а в л и ч е с к о г о  с о п р о т и в л е н и я  в трубах. Как 
видно, при ламинарном движении коэффициент А являет
ся функцией числа Рейнольдса

A=64/Re. (5.24)
Л а м и н а р н о е  д в и ж е н и е  в т р у б о п р о в о 

де  — д в и ж е н и е  в и х р е в о е .  Действительно, компо
ненты вихря определяются такими уравнениями:

Чтобы движение было безвихревым (потенциальным), 
необходимо соблюдение условия

Проверим это условие. При ламинарном движении 
в трубах скорость в любой точке поперечного сечения

Запишем выражения для скорости и в функции ко
ординат х, у, г. Учитывая, что r2 =  i/2+ z 2 (при располо
жении оси Ох вдоль оси трубопровода) и что ы„ =  « ,=  
= 0 , получаем:

(5.25)

1 __ диЛ
2 \  дх ду ) '

S = ti =  £ = 0 .

(5.26)

(5.26а)
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Таким образом, два компонента вихря, а именно 1| 
и £, не равны нулю и вихрь ы (или 2ш) не равен нулю, 
а потому рассматриваемое ламинарное движение ока
зывается вихревым.

5 .6 .  Т У Р Б У Л Е Н Т Н О Е  Д В И Ж Е Н И Е

В развитии теории турбулентного движения большое 
значение имеют работы Прандтля. Дальнейшее изложе
ние основано преимущественно на работе Прандтля.

5.6.1. Основы теории переноса количества движения

Турбулентное состояние потока характеризуется не
прерывным перемешиванием множества мельчайших во
доворотных образований, возникающих у твердых гра
ниц и перемещающихся внутрь потока.

З а р о ж д е н и е  в о д о в о р о т н ы х  о б р а з о в а 
ний  обязано вязкости жидкости. На поверхности кон
такта жидкости и твердых стенок молекулы жидкости 
и молекулы твердых стенок находятся на расстоянии 
силового их взаимодействия. В связи с этим частицы 
жидкости непосредственно у стенок задерживаются, и 
скорость их равна нулю. Соседние с ними частицы при
ходят в движение, и их скорость возрастает с удалением 
от стенок. При этом возникает вращательное движение

Рис 5.10.

К и V

л — *-
иг ‘и-и<и,

~б)

отдельных малых масс жидкости. Диагональ 1—3 ча
стицы /, 2, 3 переходит в положение 1—3', т. е. пово
рачивается относительно координатных осей на угол о 
(рис. 5.10,а). Аналогично возникают вращательные дви
жения и других частиц внутри потока (по часовой стрел
ке на рис. 5.10,6). Сложение двух движений — поступа- 
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тельного и вращательного — возбуждает силу, прило
женную к массе частицы и направленную нормально 
к продольной скорости потока ( э ф ф е к т  Ма г н у с а ) ,  
на рис. 5.10 сила направлена в сторону от стенки. Под 
действием этой силы частицы жидкости перемещаются 
в центральную область потока, образуя процесс пере
мешивания. Наличие шероховатости стенок содействует 
такому перемешиванию и в некоторых случаях может 
оказаться даже главной причиной явления. Этот про-

Рис. 5.11.

цесс, очевидно, возможен при достаточно больших ско
ростях течения, при которых стабилизирующее воздей
ствие вязкости не может воспрепятствовать такому пе
ремешиванию. Известно, что турбулентное движение 
возникает при скоростях больше vl<v (когда число Re 
больше Ке,ф=2300).

Процесс перемешивания обусловливает возникнове
ние п у л ь с а ц и и  с к о р о с т и ,  т. е. такое изменение ее 
величины в данной точке, при котором отклонения от 
некоторой средней происходят в обе стороны. Объяс
няется это тем, что через данную точку пространства по
следовательно проходят разные частицы жидкости с раз
ными скоростями как по величине, так и по направ
лению.

Обычно наибольшее внимание уделяется явлению 
пульсации продольной скорости их, измеряемой в точке 
поперечного сечения с помощью различных гидрометри
ческих приборов, например трубки Пито. Продольная 
скорость является проекцией полной скорости и на на
правление движения данного потока их= и  cos а. Схема 
установки трубки Пито при измерении скорости показа
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на на рис. 5.11,а. Таким образом, в данной точке ско
рость является функцией времени ux= f(t) , рис. 5.11,6. 
Следует иметь в виду, что эта скорость есть скорость 
разных частиц, проходящих через данную точку.

В связи с явлением пульсации турбулентное движе
ние оказывается неустановившимся, и в любой момен! 
времени имеет место м г н о в е н н о е  п о л е  с к о р о 
с т е й  (и других кинематических параметров потока). 
При этом возможно говорить о средних значениях ско
рости за тот или иной промежуток времени. Чем боль
ше промежуток времени осреднения, тем точнее опре
деляется данная величина. Определенная таким обра
зом скорость называется о с р е д н е н н о й  с к о р о с т ь ю  
в д а н н о й  т очке .  Математически она определяется 
следующей формулой:

Графически средняя скорость определяется как вы
сота прямоугольника, равновеликого площади, ограни
ченной кривой ux= f(t) , осью абсцисс и ординатами 
в моменты времени t\ и /2 (рис. 5.11,6).

Связь между м г н о в е н н о й  и о с р е д н е н н о й  
с к о р о с т ь ю  определяется так:

где их, йх и и'х — соответственно мгновенная, осреднен- 
ная и пульсацпонная составляющие скорости.

Осредненное значение пульсационной скорости и'х, 
очевидно, равно нулю, так как

(5.27)

их= и х+ и 'х,

<1 1

«Л —  «л =  О

так как

1 ,0

М О



dco * dxd y

и
Ux

Рис. 5.12.

5.6.2. Касательное напряжение

Процесс перемешивания вызывает перенос количест
ва движения из области малых скоростей потока в об
ласть больших скоростей и обратно. Очевидно, массы 
с малыми скоростями при входе в область течений 
с большими скоростями будут тормозить движение 
в этой области, т. е. оказывать силовое противодейст
вие движению. Это будут силы инерции, и, следователь
но, физическая природа тур
булентных сопротивлений — 
инерционная. Массы жидко
сти с большими скоростя
ми, оказывая давление на 
присоединенные массы, уско
ряют их движение и расхо
дуют при этом свою энергию 
(при этом ускорении возни
кают силы инерции).

Определим к а с а т е л ь 
ные  н а п р я ж е н и я .  Рас
смотрим два слоя: слой а—а и слой b—Ь (рис. 5.12). 
Пусть слой а—а движется со скоростью их, равной про
екции полной скорости частицы и на ось Ох(их=  
= и  cos а), а слой b—b движется со скоростью ux-\-dux. 
При этом за время dt из слоя а—а в слон b—b через 
площадку dm=dxdy, параллельную координатной пло
скости хду, проходит масса dm=pdx dyuzdt и внедряется 
в слой Ь—Ь, приобретая там скорость ux-\-dux.

Составим уравнение изменения количества движения 
для массы dm:

d m [ (u x-\-dUx)—U x\= d F  dt. (5.28)
Здесь dF — сила, действующая на массу dm в тече

ние времени dt, представляющая собой воздействие 
жидкости за пределами слоя а—а на массу dm в про
цессе ее перемещения в слой Ь—Ь.

С учетом равенства d m = p d x d y u td t получим
р dx dyuzdt dux=dF dt.

Сила F направлена параллельно оси Ох и приходится 
на площадь dm=dxdy, поэтому касательное напряже
ние х для площадки dm равно:

dF _...
% =  <529)

Ml



После подстановки и сокращения на dt получим

р dx dyu2dux= rdx dy, (5.30)
откуда

т= р  uzdux.

Здесь скорость иг= й г-\-и'г, но осредненная скорость 
ы2= 0 , так как расход потока Q=(ov направлен вдоль 
оси трубы, т. е. вдоль оси Ох, а вдоль оси Ог равен нулю 
(препятствуют жесткие стенки самой трубы). Поэтому 
и2=0-\-и'2. Примем далее условие dux<^u'x, что возмож
но допустить, выбирая соответственно расстояние меж
ду слоями а — а н Ь  — Ь.

Итак, для касательного напряжения можно записать:

т=ры'*и'1. (5.31)

Это будет м г н о в е н н о е  к а с а т е л ь н о е  н а п р я 
же ни е ,  а о с р е д н е н н о е  к а с а т е л ь н о е  н а п р я 
ж е н и е  т определится по известной формуле осред
нения

X (5.32)

Здесь, очевидно, осредняется значение подынтеграль
ной функции u'xti'i, и таким образом будем иметь выра
жение осредненного касательного напряжения

•* =  ри'хи ',. (5.33)

5.6.3. Закон распределения скоростей 
if

Прандтль при установлении закона распределения 
скоростей принял следующую схему течений в трубо
проводе.

У стенок трубы скорости принимаются нулевыми, 
к центру (оси трубы) они постепенно увеличиваются,
т. е. у стенок трубы создается л а м и н а р н ы й  с л о й  
небольшой толщины, за пределами которого распола
гается центральная основная часть потока— т у р б у 
л е н т н о е  ядро .  В связи с малыми скоростями тече- 
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ниЯ В ламинарном 
( п р и с т е н н о м)  слое 
скорости быстро нара
стают, градиент ско
рости здесь велик, и 
его можно приближен
но считать величиной 
постоянной. В преде
лах центрального ядра 
турбулентное течение и 
изменение скоростей 
происходят не так ин
тенсивно. Иллюстрация такой схемы показана на 
рис. 5-13.

Будем рассматривать закон распределения осреднен- 
ных скоростей в центральном турбулентном ядре.

Для установления этого закона надо иметь зависи
мость касательного напряжения т от градиента скорости 
(так же как и при решении этого вопроса при ламинар
ном движении), т. е. т = f ( ^ r ' j -  Тогда, интегрируя та

кое дифференциальное уравнение, получаем искомую за
висимость й x= f(z) .

Воспользуемся формулой (5.33). Входящие в нее 
пульеационные компоненты и’х и и'г по физической при
роде зависят от градиента скорости dux/dz, но такая за
висимость неизвестна. Поэтому введем гипотезу

где коэффициенты к\ и к2 должны иметь линейную раз
мерность.

Тогда нз (5.33) после подстановки получим:

■*=рМ*

Произведение двух коэффициентов к\, къ можно за
менить одним множителем и написать:

Ы 2= / 2,
ИЗ



где /, так же как и коэффициенты k\ и k2, имеет лиыей- 
ную размерность:

<5-34)
/

Эта формула принадлежит Прандтлю.
Введенный множитель / Прандтль назвал д л и н о й  

пу т и  п е р е м е ш и в а н и я ,  понимая этот путь как рас
стояние, проходимое частицей с начальной скоростью 
их для приобретения скорости и(,)х того слоя с координа
той г, в который внедряется эта частица.

Касательное напряжение т, определяемое (5.34), не 
зависит от вязкости, но в реальных условиях при не
равномерном распределении скоростей в поперечном се
чении (т. е. при наличии градиентов скорости) возника
ет и вязкостное касательное напряжение (как и при ла
минарном движении) и, следовательно, результативно 
полное касательное напряжение

Эту формулу можно записать иначе:

• - [ * +  " ’ ( # ) ] ( # ) ■  <5-м >

Легко видеть, что выражение jp -j- р/* | играет

роль вязкости турбулентного потока (подобно вязко
сти {I для ламинарных потоков), тогда, обозначив

можно записать:

' ' =  ^ Ч Г  =  ( ч г )  • (5-36)

Уравнение (5.36) ( р '— вязкость при турбулентном 
движении) было предложено Буссинеском в 70-х годах 
прошлого века без теоретического обоснования, а по ана
логии с законом Ньютона т =  р ~ .dn
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При больших числах Re вдали от стенок касательное 
напряжение зависит в основном от турбулентного со
стояния потока (ртурв»р»язк) и наоборот.

Рассмотрим распределение скоростей в условиях, 
когда можно пренебречь рВЯзк» т. е. касательным напря
жением вязкости.

Извлекая квадратный корень из уравнения (5.34) и 
решая относительно dux, получаем:

Для интегрирования этого уравнения Прандтль огра
ничивает пределы интегрирования пространством от ла
минарного пристенного слоя внутрь турбулентного ядра, 
принимая т=то и линейную зависимость / от координа
ты г в виде

/=xz, (5.37)
где коэффициент x=const и называется по Прандтлю 
у н и в е р с а л ь н о й  п о с т о я н н о й ,  а то — касательное 
напряжение на стенке, определяемое по (5.7). По опы
там Никурадзе х=&0,40.

После подстановки получим дифференциальное урав
нение

^  =  <5-38)
где

Интегрируя (5.38), находим:

« . =  [/ Щ - г 1п' + с - (5-39)

Итак, распределение скорости йх по нормали к стен
ке трубы подчиняется логарифмическому закону.

Поскольку величина У  %,/р выражается в м/с, т. е. 
единицей скорости1, Прандтль ввел понятие с к о р о с т ь

'  В СИ единица напряжения т0 Па: I П а = 1  Н /м1= 1  кг/(м -с); 
единица плотности р кг/м1, тогда единица величины У т0/р  м/с, 
т. е. единица скорости.
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Kaca te . i bHoro  н ап ряж ен ия ,  обозначив ее и.:)

V t = u* Г М )
Эту скорость в отечественной литературе обычно име

нуют д и н а м и ч е с к о й  с к о р о с т ь ю  (по М. Й. Ве
ликанову).

Пользуясь основным уравнением равномерного дви
жения (5.7), можем определять ы„ м/с, иначе:

ил =  У  g R i.  (5.40а)

Используя понятие динамической скорости, (5.39) 
запишем проще:

^ = - ^ 1 п  г + С .  (5.41)

Определим з н а ч е н и е  п о с т о я н н о й  С.
Значение постоянной интегрирования С находим по 

граничным условиям. Для турбулентного ядра имеем две 
границы: первая — наружная поверхность перехода ла
минарного течения у стенки в турбулентный, отстоящая 
от оси трубы на расстоянии г—Аг, и вторая — внутрен
няя, также цилиндрическая, вырождающаяся с прибли
жением к центру в осевую линию трубопровода. На оси 
имеет место максимальная скорость йМакс, а на границе 
ламинарного слоя йл.с.

В соответствии с этим получим на оси йх=ПыаКс и 
г= г0, и тогда

=  ^  I "  Г . + С -

Определив отсюда С, получим (5.41) в таком виде: 

йх =  им с - ^ - \ п ^ - .  (5.42)

Для построения эпюры скоростей по этому уравне
нию надо иметь в виду, что координата г лежит в пре
делах

5<г<г„
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где А — толщина пристенного ламинарного слоя (лами
нарной пленки).

Определим т о л щ и н у  л а м и н а р н о й  п л е н к и  б. 

Известно, что t =  pv^~ mn  "рГ= у ^ »  н о ^  =г=

Поэтому
I lln сU \  =  V - у -  или «»8 _ «л.с 

v U, ’
По опытным данным ы.б/v, сходная по структуре 

с числом Re, равна 11,6. Обозначив m,6 /v= W = 11,6, най
дем т о л щ и н у  п л е н к и

и,  6* 11,6* 
«. ~VgRl ' (5.43)

Очевидно тогда, что ыл. с / и . =  11,6.
Из (5.43) видно, что толщина ламинарного слоя 

уменьшается с увеличением гидравлического уклона, 
а так как число Re= vd/x  при этом возрастает, то тол
щина 6  убывает с увеличением Re.

С р е д н ю ю  с к о р о с т ь  определим по формуле 
v= Q l о.

Расход
Q =  \ Uxdta.

(О
Скорость их можно определить по (5.42), так как 

г—го—г, то

«* Г,
(Г,-Г) •

Элементарная площадка сечения трубы 
d<o=d (:it2) =2nr dr.

Итак, расход
Г

Q =  |*М ® =  \  (йщя — ^ - l n  jftr) 2xrdr-
и> О

Интегрируя, получаем:
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Тогда средняя скорость

2  ксо Itr*,
Обозначив 3/(2x)= D , получим из (5.44) 

у = й м а к с —U.D
ИЛИ

D = и ма кс —  ®

(5.44)

(5.44а)

(5.45)

По своему физическому смыслу D представляет не
достачу средней скорости до максимальной (определен
ной в безразмерной форме), поэтому эта величина и 
получила название д е ф и ц и т  с к о р о с т и .  Опыты по
казывают, что дефицит скорости оказывается малоизме
няемой величиной, и ее можно считать постоянной, что 
и надо было ожидать, так как D зависит только от уни
версальной постоянной Прандтля х. Если принять х =  
=0,40, то для дефицита скорости D получим:

D =  " !r= 2^ h ^ 3’75-
П р и м е ч а н и е .  Многочисленные опыты показали, что универ

сальная постоянная Прандтля х колеблется приблизительно в пре
делах

0 ,3 < х < 0 ,4 5 ,
а дефицит скорости в пределах

3 ,3 < D < 4 .

П о т е р я н н ы й  н а п о р  в трубах определяется по 
формуле Дарси — Венсбаха

h — I - L S L— l  d 2g •

Входящий в эту формулу к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о 
т и в л е н и я  к при ламинарном движении (5.24) равен 
64/Re, т. е. зависит только от числа Рейнольдса.

При турбулентном движении он зависит от многих 
факторов, при этом зависимость от числа Рейнольдса 
оказывается более сложной.

Вводя в формулу Дарси—Вейсбаха взамен диамет
ра d гидравлический радиус R (равный R=djA) и учи
тывая известное соотношение /ie //= t, можем записать:
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а так как gRi=u?t , то

1 = 8 ( * ) ‘

или после извлечения квадратного корня

Р Т = 7 т ( '^ г ) -

С учетом формулы (5.44а) можно записать и так:

K r - F T ( ' ¥ - D ) '  <5 - 4 в >

Но поскольку неизвестно отношение йм*нс/«♦ для вы
числения X по этой формуле, произведем некоторые пре
образования. Из формулы (5.42) имеем:

При 2 = 6  имеем их= и л.с (обозначения известны). 
После подстановки и деления на и„ получим:

цт к е  —  Ц.ч.с I__]_
U ,  U ,  '  *

Здесь, как известно, ил.с/«*= 11,6. 
Определим отношение го/6:

%  _  rf И»
в Т  11,6v *

(5.47)

но так как и ,=  v то

г.____ р К х  _  Л **  \  / X ______________Rc У\
* “  -  l l , 6 v V T  \ » 1 2-И,бКв 65.5

Тогда (5.47) можно записать так:

11.6 4 - —  !п1 К
Яе УХ

65,5и, (5.48)
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С учетом (5.48) перепишем формулу (5.46) в таком 
виде (переходя к десятичным логарифмам):

1

Й ТГ ” (т ( 11,6+ ¥ |* 'Т 3 7 — ° )  <5“ 9)

или в самой общей форме ( ф о р м у л а  П р а н д т л я )

7 = =  A lg Re К Г  — В. (5.49а)

Здесь числовые значения А и В зависят от принято
го значения х, при х=0,4 получим:

pU==21g Rej/ Г  - 0 ,9 .

На основе экспериментальных исследовании Ннку- 
радзе формула Прандтля получила окончательный вид:

pJ= = 21gR eV T  - 0 . 8  =  - 2 1 g ^ L .  (5.50)

При х=0,45
p L = 1 .8 1 g R e |/ r  - 0 ,4 .

На основании опытных данных получена более удоб
ная формула (формула Конакова):

1’8 % Re— Ко. (5.51)

Формула Прандтля (5.50) получена теоретическим 
путем в предположении, что толщина пристенного лами
нарного слоя й больше высоты выступов шероховато

сти е (рис. 5.14), благо
даря чему пристенный 
слой как бы устраняет 
влияние этих выступов на 
развитие водоворотных 
образований турбулентно
го потока. Однако во мно
гих случаях это условие 
не соблюдается. Толщина 

пристенного слоя 6  уменьшается с увеличением числа 
Re, поэтому в одной и тон же трубе с данной неизмен
ной шероховатостью, но с увеличением расхода Q, а сле
довательно, с увеличением Re наступает нарушение 
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условия 6>е и шероховатость начинает оказывать СЙОё 
влияние. При очень больших числах Re шероховатость 
играет большую и даже решающую роль.

5.6.4. Способы определения потерь напора 
при равномерном турбулентном движении

Основной формулой при расчетах напорных трубо
проводов является формула Дарси—Вейсбаха

а при расчете течений в открытых руслах формула 
Шези

v — С  I R i.

Для использования этих формул требуется знать 
числовые значения коэффициентов А. и С.

При ламинарном течении коэффициент А для труб 
определяется по формуле (5.24): A=64/Re. При турбу
лентном течении в условиях прямого влияния шерохова
тости стенок на формирования турбулентного состояния 
потока широко используются результаты опытов. Боль
шое теоретическое и практическое значение имеют 
исследования Никурадзе, представленные в графической 
зависимости (рис. 5.15). График Никурадзе составлен 
в логарифмических координатах (lg 100А и lgRe). 
Исследования проводились на различных трубах с ис
кусственно созданной однородной шероховатостью путем 
нанесения (наклейки) на внутреннюю поверхность труб 
песчинок одинаковой крупности.

На графике Никурадзе нанесены две прямые линии: 
линия для А при ламинарном движении / и линия для А 
по формуле Блязиуса 1 для турбулентного потока в тру
бах с гладкими стенками 2 (рис. 5.15)

0,3164
Re».*» (5.52)

Кроме этих прямых, на графике показаны опытные 
точки и линии для труб с искусственной шерохова
тостью, о которых было сказано выше.

' Формула Блязиуса была предложена в 1913 г. до опубликова
ния работ Прандтля и Никурадзе.
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Рассмотрение графика позволяет установить ТрИ ха
рактерные зоны: зону сопротивления ламинарного пото
ка при Re < 2300, когда X=/(Re), промежуточную зону
при Re от 2300 до примерно Re^lO4, когда коэффициент 
сопротивления X является функцией и числа Re, и отно
сительной шероховатости Л=(е/го)( т. е. когда

Х = /(Re, к), (5.53)

Рис. 5.15.

и третью зону — зону квадратичного сопротивления, ког
да коэффициент X является функцией только относитель
ной шероховатости к и практически не зависит от Re:

Х=/(*). (5.54)

Для квадратичной и промежуточной зон существуют 
многочисленные эмпирические формулы (см. справочную 
и специальную литературу), ниже приводятся наиболее 
распространенные из них.

Для квадратичной зоны (при Re ^10*) предложена 
формула Никурадзе

^ = 2 1 g ( - J - ) + l ,7 4  =  -2 1 g 0 ,2 7  -i- (5.55)
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(5.55а)

где ka — так называемая э к в и в а л е н т н а я  ш е р о 
х о в а т о с т ь .  Под эквивалентной шероховатостью по
нимается такая высота выступов равнозернистой шеро
ховатости, которая при введении ее в формулы для X 
(содержащие ka) приводит к вычислению коэффициента 
сопротивления X для данной категории русл в реальных 
условиях. Числовые значения k3 приводятся в справоч
ной литературе.

Существуют формулы Ф. А. Шевелева, Н. 3. Френ
келя, Л. А. Тепакса и других ученых.

Для промежуточной зоны, когда X=/(Re, e/d), отме
тим формулу Колбрука и формулу А. Д. Альтшуля. Обе 
эти формулы представляют собой сочетание одной из 
формул для гладких труб с формулой для шероховатых 
труб.

Колбрук, использовав формулу Прандтля для глад
ких труб (5.50) и формулу Никурадзе (5.55) для шеро
ховатых труб (представив их в другом виде), вывел для 
промежуточной зоны формулу

и ф ор м ула Б. А. Ш иф ринсона

А. Д. Альтшуль, использовав формулу Блязиуса 
(5.52) для гладких труб и формулу Б. Л. Шифринсона 
(5.55а) для шероховатых, предложил формулу

Л =  0 ,1 1 (5.56)

При очень больших числах Re, когда можно пре-
2 51небречь величиною а также величиною 6 8 /Re,

формулы Колбрука и Альтшуля превращаются в форму
лы для шероховатых труб — первая в формулу Нику
радзе, а вторая в формулу Шифринсона. Аналогично, 
когда можно пренебречь для гладких труб величинами 
e/d и ka/d, формула Колбрука переходит в формулу 
Прандтля для гладких труб, а формула Альтшуля 
в формулу Блязиуса.
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При равных исходных условиях рассмотренные фор
мулы дают примерно одинаковые результаты.

Формула Шези имеет большое теоретическое и прак
тическое значение при расчетах движения жидкости 
в открытых руслах (каналах, реках и т. п.). За время ее 
существования (в течение двух столетий) было предло
жено множество эмпирических формул для определения 
коэффициента С. Ниже приводятся лишь формулы, по
лучившие самое широкое распространение для квадра
тичной зоны сопротивления.

Формула Маннинга (1890 г).

C = - i - f f ,/r>, м ° - '/с .  (5 .5 7 )

Формула Форхгеймера (1923 г.)

C =  - L r '<\ м°-5/ с . (5 .5 8 )

Формула акад. Н. Н. Павловского

С = ~ Я » ,  м*’* /с . (5 .5 9 )

Здесь R и п — соответственно гидравлический радиус 
и коэффициент шероховатости, с/м0'5-»; числовые значе
ния п приводятся по шкале Гангилье — Куттера в спра
вочных руководствах,

В формуле (5.59) показатель степени у является 
функцией п и R, т. е. y= f(n , R).

Для облегчения вычисления коэффициента С в спра
вочной литературе приводятся специальные таблицы.

З а м е ч а н и е .  Наличие равенства C =  \8g[}L не опре
деляет собой возможности автоматического использова
ния данных значений А, для труб в целях вычислений 
коэффициента С для каналов.

S.7. МЕСТНЫЕ СОПРОТИВЛЕНИЯ

Потери на местные сопротивления оцениваются об
щей формулой
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где £ — коэффициент местных сопротивлении, зависит не
только от вязкости и скорости течения основного потока, 
но главным образом от геометрической формы и разме
ров препятствий на пути потока.

Теоретические решения известны только для некото
рых частных случаев: внезапное расширение трубы (тео
рема Борда—Карно), плавный поворот потока (работы 
А. Я- Миловича) и др.

Здесь рассмотрим только вопрос о потере напора при 
внезапном расширении трубопровода.

Пусть имеем трубопровод с внезапным измененном 
его диаметра (площади поперечного сечения) (рис.5.16). 
Поток жидкости, выходя из трубы с меньшим диамет
ром сечения в трубу с большим диаметром, постепенно 
расширяется и затем занимает все сечение трубы боль
шего диаметра (предусматривается турбулентный по
ток). В кольцевом пространстве между стенками трубы 
и струей жидкость находится в сложном цнркуляцион-
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ном движении с обменом масс. Частицы жидкости основ
ного потока (на участке его расширения) заходят в это 
пространство и, совершив там петлеобразные движения, 
снова входят в основной поток. На поддержание этого 
процесса главным образом и расходуется энергия основ
ного потока.

Теорема Борда—Карно. Потерянный напор при вне
запном расширении трубы равен скоростному напору 
потерянной скорости

К . (Pi —  р«)*_ (Др)*
" 1 в Ч  '

(5.60)

где разность Ao=ot—t/2 называется п о т е р я н н о й  
с к о р о с т ь ю .

Докажем теорему.
Масса жидкости, заключенная в трубе между сече

ниями (/—/  и II—II) за время dt переместится и зай
мет положение между сечениями / '—Г  и IV—IV. На 
рис. 5.16 отметим три области: а и с — заштрихованы на 
рисунке и средняя область Ь.

Составим уравнение изменения количества движения 
для выделенной массы за время dt. Определим величи
ну d(m v) :

d (mv) ={к. д (Ь) + к .д  (с)},+^«—

—(к.д (а)+к. Д(Ь)},,

но при установившемся движении, какое и предусмат
ривается в данном случае,

к.л (Ь)1+а1=к. д (Ь),.

Поэтому, опуская индексы t и t-{-dt и полагая коэф
фициент Буссинеска а<>=1,0, получаем:

d(mv)=K.M (с)—к .д(а), (5.61)
где

и
К.Д (С ) = р  dWcV2=p(^2VidtV3=p dtW2V72

к.д (а )= р  d/o)ii»2|.

Таким образом, равенство (5.61) надо записать так: 

d(m v)= p dt(ut2V22—wiu2i). (5.62)
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Составим выражение импульсов действующих сил
в проекциях на ось движения

2Pcos(P, l)dt.
П о в е р х н о с т н ы е  с и л ы — силы давления жид

кости на торцевые сечения оц и ©2, т. е. силы Р i и Р
Pl=Pl<Dl И Р г= Р 2 © 2 -

Давление стенок трубы на боковую поверхность вы
деленной жидкой массы— силы N, N  . . .  Их проекции 
на ось трубы равны нулю, и, наконец, сила Р3 — сила 
давления стенки трубы в плоскости 1-го сечения — опре
делится так:

Рг=Р\ (©2—©1) >
где ©г—ом — площадь кольца (рис. 5.16).

О б ъ е м н а я  сила .  Сила тяжести жидкости в объ
еме от сечения / —/ до сечения II—II

G=pg©2/,
ее проекция равна G sin a=pg©2/ sin а.

Но I sin a=Zi—Z2, где Z\ и z3 — координаты центра 
тяжести сечений ©t и ©г, поэтому можно записать:

G sin а=р£©г/ sin a=pg© 2 (zi—гг).
Составим выражение суммы импульсов всех сил 

ЕР cos(Р, /)dt =  [Р, — Р, +  Р, -{-О sin a] dt =

=  IP.®. — Р.®. +  Pi (". — *.) +  Ptf®. (*, — 2.)1 dt =

=  к (P, — P.) +  P£®, (г, — г,)1 dt =

=  98".dt [ —  ~ +(*, -  г,) j .

Тогда уравнение изменения количества движения по
лучит вид:

Р.Л(-,о\ — »lv \ ) = ? g " , d t [ - ^ j ^ - + ( z l — 2,)J. (5.63) 

Сокращая на рgwtdt, получаем:

8 8 - V l + ( ^ - ^  ■ (5б3а)
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П оскольку l<t)2 = V 2 i v it то запиш ем :

у’г —
г г

Умножая затем числитель и знаменатель на 2 и пре
образовывая далее, получаем:

2»!, — 2о,р,_v*t — 2o,t;, +  о!, — */*, +  »*,
2* “  2г -

( 5 .6 4 )

Заменяя теперь левую часть уравнения (5.63а) вы
ражением (5.64), получаем:

(О, — о,)1 Уг, — Уг, _ _ р, — рг . _  V
2* 2^ W

или, группируя слагаемые несколько иначе,

При сопоставлении этого уравнения с уравнением 
Бернулли легко видеть, что четвертое слагаемое правой 
части представляет собой потерянный напор на уча
стке от первого до второго сечения, т. е. потерянный на

пор при внезапном изме
нении площади попереч
ного сечения потока.

Итак, окончательно

(5.66)

что и доказывает теоре
му Борда — Карно.

Потеря напора при 
слиянии двух потоков. Допустим, что в трубопроводе
с площадью поперечного сечения о> в плоскости п — п 
(рис. 5.17) одновременно входят два параллельных друг 
другу потока.

Первый поток с расходом Qi=<t>iCii, второй — с рас
ходом Q2=ti)202- В плоскости п—п начинается их слия
ние, и на некотором расстоянии (в сечении т—т) они 
образуют единый поток с расходом

Q =  «do„  где co =  ® , - f o ) , .  a vm—
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Пусть в плоскости п—п давление для обоих потоков 
общее и равно р, тогда, если удельная энергия первого 
потока Ей а второго £ 2, то их разность A £ = £ i—£ 2=

Удельная энергия объединенного потока в сечении 
т —т

е  _  E ,Q , +  H,Qt  -*«,<<?.+ Q,) _  E ,Q , _+£,<?, _  и  _  
Ь —  Q.+Q, _  Q П” ~

____Pm . °*т
?g g '

Если один из двух этих потоков, например второй 
поток, имеет удельную энергию 'в начальном сечении

п - п ,  равную £. =  7к + 3 7 < £ = ^ + $ .  и- следова
тельно, при смешении его удельная энергия возрастает, 
то первый имеет больший начальный запас энергии 
( £ i > £ 2) ,  и  о н  расходует свою энергию £ipgQi как на 
преодоление всех гидравлических сопротивлений при 
смешении, так и на увеличение энергии второго потока. 
Потерянный напор по отношению к первому потоку 
равен

и ____(®1 —  О т )*  , Q i  (о, —  От )г
2g *+■ Q, 2g

ГЛАВА ШЕСТАЯ

УСТАНОВИВШЕЕСЯ ДВИЖЕНИЕ ЖИДКОСТИ В ТРУБАХ

6.1. ПОНЯТИЕ О КОРОТКИХ И ДЛИННЫХ, ПРОСТЫХ 
И СЛОЖНЫХ ТРУБОПРОВОДАХ. РАСЧЕТНЫЕ ФОРМУЛЫ

Физический процесс движения жидкости в трубах 
был рассмотрен в гл. 5, здесь рассмотрим только мето
дику технического их расчета.

Обычно различают трубопроводы простые и сложные, 
короткие и длинные.

П р о с т ы м и  трубопроводами называют такие, у ко
торых диаметр трубы, а также и расход жидкости на 
всем протяжении остаются неизменными, а с л о ж н ы -  1

1 Подробнее см. f 10, с. 207—210].
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ми — все остальные, включая различные разомкнутые 
и замкнутые сети труб с устройством регулирующих ре
зервуаров или без таковых.

Наряду с этим делят трубопроводы на короткие и 
длинные. К о р о т к и м и  трубопроводы называют в том 
случае, когда по техническим условиям гидравлические 
расчеты проводятся подробно с учетом скоростного на
пора и всех сопротивлений, т. е. сопротивлений и по 
длине, и местных. Д л и н н ы м и  трубопроводами назы
вают такие, у которых доминируют потери напора по 
длине, а местными сопротивлениями и скоростным на
пором можно пренебречь.

При инженерном расчете трубопроводов используют
ся следующие закономерности и формулы.

У р а в н е н и е  Б е р н у л л и

Ф о р м у л а  Д а р с и  д л я  о п р е д е л е н и я  по
т е р ь  н а п о р а  по д л и н е  т р у б о п р о в о д а

Ф о р м у л а  Ш е з и

Ф о р м у л а  д л я  о п р е д е л е н и я  г и д р а в л и ч е 
с к о г о  у к л о н а

Все обозначения здесь общеизвестны.
Наряду с этим широко используется понятие о р а с 

х о д н о й  х а р а к т е р и с т и к е .  Формула Шези может 
быть записана в таком виде:

где К — аС Y R  и называется расходной характеристи
кой.
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Единица расходной характеристики соответствует 
единице расхода, м*/с, что легко усматривается из этого 
равенства (гидравлический уклон i является безразмер
ной величиной). Очевидно, что если уклон равен едини
це, то расход Q будет равен расходной характеристи
ке К.

Можно сказать, что расходная характеристика К 
представляет собой расход при гидравлическом уклоне, 
равном единице.

6.2. ПРОСТОЙ ТРУБОПРОВОД. ИСТЕЧЕНИЕ В АТМОСФЕРУ 
И ПОД УРОВЕНЬ

При расчете простого трубопровода следует иметь 
в виду две основные расчетные схемы: истечение в ат
мосферу и истечение под уровень

Схема истечения в атмосферу показана на рис. 6.1, 
на котором изображены линия начального напора, ли
ния энергии и пьезометрическая линия. Эти линии, как 
известно, иллюстрируют последовательное изменение 
слагаемых уравнения Бернулли вдоль по течению.

Схема истечения под уровень показана на рис. 6 .2 , 
на котором показаны такие же три линии, но уже для 
случая истечения из резервуара А в резервуар В.

Напишем уравнение Бернулли для сечений /—/ и 
2—2 для каждой схемы.

И с т е ч е н и е  в а т м о с ф е р у  (рис. 6 .1)

iz

х
О

Рис. 6.1.
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Сокращая po/pg, пренебрегая по малости величиной 
av20/2g и обозначая г0—z=H , получаем:

" = £ + Ч ~ £ + *2g d 2g-
vl
4

или, полагая коэффициент Кориолиса а = 1,

н = Ц 1+ 1 - т + к У  <6'2>

И с т е ч е н и е  под у р о в е н ь  (рис. 6.2)

Опуская и пренебрегая и ^  По их малости,

можем записать:
/ о*

2л гв +  Я d 2g
о* j_ (o  — ‘'в)’

Ч (6.3)

В этом уравнении два последних слагаемых пред
ставляют собой потери на местные сопротивления, при
чем последнее слагаемое определяет потерю напора при 
выходе из трубопровода в резервуаре В (по теореме 
Борда)

ь (£’- £'в)’K = — g-----

Здесь скорость vB очень мала (vBC v ) ,  и ею можно 
пренебречь в сравнении со скоростью в трубопроводе v. 
Имея это в виду и обозначая гА—гв—Н, можно уравне- 
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ние (6 .3 ) записать в виде Я = 2 Л«, или в подробной за
писи окончательно

Сопоставляя уравнение (6.2) для случая истечения 
в атмосферу с уравнением (6.4) для случая истечения 
под уровень, можно видеть, что они по форме написания 
совершенно тождественны между собой, и отсюда легко 
можно сделать правильный вывод, что методика и по
рядок решения расчетных задач в обоих случаях будут 
также тождественны.

Различие же по физическому смыслу между уравне
нием (6.2) и уравнением (6.4) заключается лишь в том, 
что единица, стоящая в скобках правой части уравнения
(6 .2 ), относится к скоростному напору на выходе потока 
из трубы в атмосферу и, следовательно, определяет со
бой ту кинетическую энергию, которую поток уносит 
с собой и которая может быть в дальнейшем использо
вана, например, с помощью ковшовой турбины.

Что касается единицы, стоящей в скобках уравнения 
(6.4), то при истечении под уровень эта единица опреде
ляет собой потерянный напор на внезапное расширение 
при выходе потока из трубы в резервуар В ,  поэтому

Таким образом, п р и  и с т е ч е н и и  п о д  у р о в е н ь  д е й с т 
в у ю щ и й  н а п о р  Н  р а в е н  с у м м е  в с е х  п о т е р я н н ы х  н а п о р о в  
в д о л ь  т р у б о п р о в о д а ,  т. е. вся энергия, которой распола
гает поток, переходя с уровня г А  на уровень г в , расхо
дуется только на преодоление сопротивлений.

6 .3 .  ТРИ ОСНОВНЫЕ ЗАДАЧИ РАСЧЕТА ПРОСТОГО 
ТРУБОПРОВОДА

Воспользуемся уравнением Бернулли в форме (6.2)

(6.4)

H—l h w.

" = 5 - ( ' + 1 - з -+ а :)

и уравнением расхода Q=o)H, откуда
Q 4Q
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Подставляя выражение скорости в уравнение Бер
нулли, получаем основную расчетную формулу

Поскольку длина трубопровода определяется произ
водственными условиями, т. е. всегда является извест
ной (заданной), при расчете трубопровода возникают 
три основные задачи: определение или расхода Q, или 
напора Я, или диаметра трубы d, т. е. три задачи по 
числу трех указанных параметров, связанных уравне
нием (6.5).

Рассмотрим решение этих задач.
Задача первая. Требуется определить необходимый 

действующий напор Я для трубопровода длиной /, м, 
диаметром d, м, для пропуска расхода Q.

Р е ше н и е .  Очевидно, решение сводится к прямому 
вычислению напора Я по (6.5). При этом, понятно, по
требуется определять коэффициенты сопротивления А. и

что не вызывает затруднений, хотя эти коэффициен
ты, как известно, могут быть связаны с числом Рей
нольдса Re=vd/v. Однако это число при заданных d 
и Q определяют без затруднений.

Задача вторая. Требуется определить расход Q при 
заданных Я, I и d.

Р е ше н и е .  Расход Q вычисляется по формуле, ко
торую можно получить из (6.5):

Однако вычисление по формуле (6 .6 ) встречает не
которое затруднение, связанное с тем, что коэффициен
ты сопротивления А, и £, как было только что отмечено, 
могут зависеть от числа Re, а для определения числа Re 
необходимо знать скорость v или искомый расход Q 
(Re=m//v=Qd/tov). Поэтому вычисление расхода Q 
по (6 .6 ) возможно или методом попыток или графоана
литически, путем использования формулы (6.5) и по
строения графика H=f(Q).

Построение кривой //= /(Q ) производится достаточ
но просто (рис. 6.3). Задаваясь рядом значений Qb 
Q2. • • Qn, по формуле (6.5) вычисляют ряд значений 
Ни  Я2.......Я ,.

(6.5)

(6 .6)



Задача третья. Требуется определить диаметр трубо
провода d по заданным Н, Q и /.

Р е ше н и е .  Легко видеть, что определить диаметр 
трубопровода d наиболее просто графоаналитическим 
путем. Строя кривую d=[(H ), аналогично решению вто
рой задачи, т. е. задаваясь рядом d\, d2.......d„, вычисля
ют Ни Н2, . . . .  Нп (рис. 6.4). При этом для каждой точ

ки графика вычисление Н\, Н2, Нп проводится без 
подбора, так как при каждом d\, d2, . . . ,  dn число Рей
нольдса вычисляется непосредственно по формуле Re= 
=Qd/<ov.

З а м е ч а н и е  1. Для длинных водоводов, когда по
терями на местные сопротивления можно пренебречь, 
все три основные задачи решаются на основе использо
вания формулы

н = * - т % = 1
8(?1 
gn4* ' (6.7)

Следовательно, методика расчета сохраняется, но 
вычисления оказываются проще.

З а м е ч а н и е  2 . Особенно просто решаются эти за
дачи, если при расчете принимается допущение о том, 
что течение в водоводе проходит в условиях квадратич
ного закона сопротивления, т. е. когда X, а также коэф
фициент Шези С не зависят от Re.

В этом случае, пользуясь понятием о расходной ха
рактеристике, запишем формулу Шези для расчета в та
ком виде:

// = ( 6 .8)
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Легко видеть, что определение И и Q (т. е. решение 
первых двух задач) сводится к простому вычислению их 
по формуле .(6 .8 ), причем значение расходной характе
ристики К находят для заданного диаметра по заранее 
составленным таблицам для К в зависимости от диа
метра d [18].

Для решения третьей задачи (определить d по дан
ным Н, Q и /) сначала вычисляется по (6 .8 ) необходи
мое значение К, по которому затем из таблиц находятся 
ближайшее большее и ближайшее меньшее значения 
К\ и Кг (ATi >  /С>/Сг) и по технико-экономическим усло
виям окончательно принимается d.

6.4. ОСНОВНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ СЛОЖНОГО ТРУБОПРОВОДА

К числу элементов сложного трубопровода можно 
отнести следующие: последовательное соединение труб 
разного диаметра; параллельное соединение; трубопро
вод с переменным по пути расходом; кольцевой трубо
провод; разомкнутая сеть.

Последовательное соединение — трубопровод, уло
женный в одну линию из труб различного диаметра. 
Схема такого трубопровода показана на рис. 6.5 *.

Допустим, что трубопровод состоит из п участков 
труб разного диаметра. Очевидно, имеем такое равен
ство:

где Ав1, ..., hw представляют собой потерянные на
поры для труб с диаметрами dt, d, , ..., dn.

Потери напора можно определить по (6 .8 ):

Ня1= К \ 1‘'
Расход здесь одинаков, но расходные характеристи

ки К\, Кг, Кз, .... /Сп и длины участков 1и / 2....... /„ раз
ные. После подстановки в (6.9) получим:

* Для упрощения изложения здесь и далее будем пренебрегать 
местными сопротивлениями и оценивать потерянный напор, поль
зуясь (6.8).
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Из рассмотрения (6.10) видно, что первые две зада
чи (определение Н и Q) решаются путем прямого вы
числения, так как все величины, кроме искомой (или Н, 
И1и <?), являются известными.

Третья задача (определение диаметра труб), если за
даны расход Q, действующий напор Н и длины отдель
ных участков /ь /2, - • In, а требуется определить du

di, ..., dn, будет неопределенной (имеющей множество 
решений), так как имеется одно уравнение (6 .1 0 ) и п 
неизвестных: К\, /С2, . . . .  Кп• Необходимо, помимо одно
го диаметра, задать диаметры всех отдельных участков.

Параллельное соединение. Схема параллельного со
единения труб показана на рис. 6 .6 . Допустим, что ма
гистральный трубопровод с расходом £' делится в точке 
Л на п веток (различной длины /ь /2, . . . ,  /п и различно
го диаметра du d2.......dn), которые объединяются в точ
ке 5, образуя далее продолжение магистрального тру
бопровода.
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Основной задачей является определение расхода 
каждой ветки Qt, Q2. •••, Qn и потерянного напора 
на пути от точки А до точки В.

Решение этой задачи основано на том, что напоры 
Яд и Я в в узлах магистрали в точках А и В являются 
общими для каждой из веток, а их разность

А Я = Я д - Я в
представляет собой одну и ту же потерю напора hw 
одновременно для каждой из веток (потери напора на 
каждой ветке равны между собой). Поскольку АЯ= 
=Q2l/K 2, можно записать такую систему равенств:

(6. 11)

В системе (6.11) имеем п уравнений (по числу ве
ток) и п-(-1  неизвестных величин, из них п неизвестных 
расходов Q'i, Q2, . . . ,  Qn и один неизвестный потерянный 
напор А Я.

Для замыкания системы (6.11) требуется еще одно 
уравнение, которым может быть уравнение узловых рас
ходов, а именно

Q =Q i+C'2+  ••• +Qn- (6 .1 2 )
Таким образом, имеем л- f l  уравнений (6.11), (6.12) 

и можем решить поставленную задачу: определить рас
ходы каждой из веток (п веток) и общий для них по
терянный напор А Я.

Порядок решения может быть таким: пользуясь си
стемой (6 .1 1 ), все расходы выразим через один из них, 
например через Q,:

« •= < ? . £ -  / ? • • • •

• • • '« . = « .  К  У х -  ,613)
после чего из (6 .1 2 ) получим

«=«■(>+£/?+£/£+•••+&• К®. <614>
и, наконец, из (6.14) находим расход Q’, первой ветки. 
Зная теперь значение Qu найдем Q2, Q3........Q„ из ра
венств (6.13),
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Потерянный напор ДН находится по одному из ра
венств (6 .1 1 ), например

З амеч ание .  Если при заданных диаметрах dt, d2, . . . .  d n 
и длинах /ь /*, . . . .  In задать, кроме того, и потерянный напор ДИ, 
то задача о параллельном соединении перейдет в задачу о простом 
водопроводе.

Разомкнутая сеть.
Схема разомкнутой сети 
(иногда говорят етупи- 
ковой» сети) показана на 
рис. 6.7. Рассмотрим наи
более простой случай, 
когда магистральный 
трубопровод (водовод) 
делится на две ветки. Из
вестны отметки 2 0, Z\ и гг, 
а также длины и диамет
ры всех труб и требу
ется определить расходы 
магистрального трубо
провода Q и двух ответвлений Q\ и Q2. Для решения 
задачи требуются три независимых уравнения. Первые 
два уравнения

где h„, hWi, hWt— потерянный напор соответственно на 
магистрали и на ответвлениях,

и третье уравнение
Q=Ql+Q2-

Из уравнения (6.15) получим:

w  r' = A z i — т?;11 = ь г , —
откуда Q2 определим через Qt:

(при А*.=Дг, получим Q, Q,Kt V i , \
Т У 1 Г  J

(6.15)

(6.16)

(6.17)
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П осле этого  с учетом (6 .1 5 ) получим уравнение

(6.18)

из которого найдем расход Qi. Расход Q2 находится по 
(6.17), а суммарный расход Q =Q i+ Q 2.

Кольцевой водопровод (рис. 6.8 и 6.9). Расход маги
стрального трубопровода Q делится в узле А на расхо
ды Qi и Qi, проходящие в кольце по двум противопо

ложным направлениям 
при сбросе по пути в уз
лах 1, 2, 3, .... п расхо
дов Ц\, q2, • • • > fln-

Среди этих узлов дол
жен быть один узел, к ко
торому вода поступает 
по кольцу с двух сторон. 
Такой узел (2 на рис. 6.9) 
называется точкой схо
да. В точке схода гидро
статический напор будет 
минимальным, а потерян

ный напор по кольцу от точки А до точки схода будет 
один и тот же по обоим направлениям кольца
(Лл.1.2......с*=Ла.п,(п- 1),...,«с). Какой из узлов на кольт.
окажется точкой схода, заранее неизвестно.

Заданными величинами являются магистральный 
расход Q, узловые расходы qu q2, ..., qn (очевидно, Q= 
=<71+ 02+  ••• -H/n) и все геометрические элементы во
допроводной сети (диаметры d\, d2, . . . ,  dn и длины Л, 
/2, .... In кольца, а также D и L — для магистрали). 
Основной задачей является определение расходов по 
участкам кольца и общего потерянного напора от нача
ла магистрального водовода до точки схода.

Рассмотрим эту задачу для простейшего случая 
(рис. 6.9), когда на кольце имеются только два выпуска, 
т. е. два узловых расхода <71 (узел 1) и q2 (узел 2).

Определим точку схода — это может быть узел 1 или 
узел 2. Допустим, что точкой схода будет узел 2, тогда 
потерянный напор будет равен потерянному на
пору Л а- 2:

(6 .19)
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причем на участке /3 расход Q3 будет направлен от уз
ла / к узлу 2. Поэтому равенство (6.19) можно запи
сать так:

(?■+<?,)*, . 0 1 ,  _
К\ * /С*, * /с*, *• ( 6 .20)

Отсюда видно, что если точкой схода является узел 2, 
то

(?,+<?,)»/, ^ (<7,-0,)*
к*, ^  /С1,

и тем более (опуская Q3)

Я2 А  ^ Я 2А  
К2г ^  К \  •

Таким образом, это неравенство явится критерием 
того, что точкой схода будет узел 2 и, наоборот, если 
окажется, что

<?У. ^
/С*, ^  К'х >

то точкой схода будет узел 1.
Определив точку схода (пусть это будет узел 2), 

найдем расход Q3 из уравнения (6.20), после чего опре
делим расходы Q. и узла А:

Ql=<7!+Q3 И Q2=<72—Qn,
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а затем искомый общий потерянный напор

2А„ QV, QVi ■ (Q, +<?,)*/-
/са, +  /с*

или, что одно и то же,

VL У»/. , «?, +  Q»)* £
K't т-------К*

ГЛАВА СЕДЬ МАЯ

ИСТЕЧЕНИЕ ЖИДКОСТИ ИЗ ОТВЕРСТИЙ

Движение жидкости при истечении из отверстий 
представляет собой значительный интерес в инженерной 
практике. Так, расчеты отверстий гидротехнических со-

1
I  а)

Рис. 7.2.

оружений, расчеты наполнения и опорожнения шлюзо
вых судоходных камер и т. д. опираются на сведения об 
этом движении.
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Изучение явления истечения жидкости имеет боль
шую давность. Еще ученики Галилея Торичелли и Ка- 
стелли занимались определением скорости истечения, 
и формула v =  V2gH  широко известна как формула 
Торичелли. Условия истечения могут быть весьма разно
образны: оно может происходить при постоянном или 
переменном напоре, в атмосферное пространство 
(рис. 7.1,а) или в пространство, занятое той же жид
костью (рис. 7.1,6), через малые и большие отверстия, 
через отверстие в «тонкой» (рис. 7.2,а) и «толстой» 
стенках, через «насадки» (рис. 7.2,6) и т. д.

Условия истечения оказывают влияние как на ско
рость истечения, так и на расход.

7.1. ИСТЕЧЕНИЕ В АТМОСФЕРУ ПРИ ПОСТОЯННОМ НАПОРЕ 
ЧЕРЕЗ МАЛЫЕ ОТВЕРСТИЯ В ТОНКОЙ СТЕНКЕ

Уточним понятие т о н к а я с т е н к а  и м а л о е  о т 
в е р с т и е .  Будем считать стенку тонкой тогда, когда 
отверстие имеет острую кромку и стенка не влияет на 
форму струи (не соприкасается с ней) (рис. 7.2,а). 
В противном случае будем называть стенку толстой 
(рис. 7.2,6). Через отверстие в толстой стенке жидкость 
течет как бы в короткой трубе.

Введем понятия м а л о е  и б о л ь ш о е  о т в е р с т и е .
Отверстие будем считать малым тогда, когда в по

перечном сечении струи после выхода из отверстия 
(в с ж а т о м  с е ч е н и и )  (рис. 7.3) можно считать ско
рости во всех точках сечения равными между собой 
(при этом коэффициент Кориолиса а=1,0); u1=u2=  . . .
. . .  = v. В противном случае отверстие будем считать 
большим.

Малому отверстию круглой формы отвечает условие 
d< О,\Н.

Рассмотрим истечение жидкости из резервуара боль
шой емкости через круглое малое отверстие с острой 
кромкой при постоянном напоре Н (рис. 7.3). На выходе 
струи из отверстия форма поперечного сечения струи 
изменяется, а площадь сечения уменьшается. В резуль
тате подтекания жидкости к отверстию со всех его сто
рон происходит уменьшение площади поперечного сече
ния. Это явление называется с ж а т и е м  с т руи ,  а пло
щадь поперечного сечения в плоскости п—п (рис. 7.3) — 
п л о щ а д ь ю  с ж а т о г о  с е ч е н и я  шс. Оно располо



жено (для круглого отверстия) на расстоянии около 
0,5d. Отношение е=о>с/<о называется к о э ф ф и ц и е н 
том с ж а т и я .

По данным опыта, диаметр струи в сжатом сечении 
dc^0,8d, поэтому коэффициент сжатия

Кроме сжатия струи, наблюдается явление и н в е р 
сии с т руи .  Оно заключается в том, что форма попе
речного сечения струи изменяется по ее длине. Например,

квадратное сечение переходит в крестообразное и т. д. 
(рис. 7.4). Это явление обусловлено влиянием непарал- 
лельности скоростей отдельных частиц жидкости при 
выходе из резервуара и действием сил поверхностного 
натяжения.

С к о р о с т ь  и с т е ч е н и я  из резервуара опреде
ляется как скорость в сжатом сечении (рис. 7.3). За
пишем уравнение Бернулли для двух сечений: для пло
скости свободной поверхности в резервуаре и плоскости 
сжатого сечения

Отметим, что давление в сжатом сечении равно атмо
сферному ро (так как струя находится в свободном дви
жении) и коэффициент Кориолиса равен единице (в сжа
том сечении скорости течения во всех точках сечения 
можно считать равными и параллельными между собой). 
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Тогда, определяя потерянный напор по формуле /!*= 
=£y2/2g и опуская ao2o/2g ввиду малости, получаем:

I °г , г

или

* . - > = / / = ( 1 + С ) - £ ,

где Н — напор над центром тяжести отверстия. 
Итак, скорость истечения

(7.1а)

Обозначая
V— Y f + Г 1 (7.2)

VT+T. ' (7.3)

получим
v =  <fV2gH. (7.4)

Коэффициент ф называется к о э ф ф и ц и е н т о м  
с к о р о с т и .

Для малых круглых отверстий при больших числах 
Re по опытным данным (для воды) ф=0,97, т. е. близок 
к единице.

По коэффициенту скорости ф легко определить и ко
эффициент сопротивления из (7.3)

Для круглого отверстия при ф=0,97 получим £«» 
^0,06.

Коэффициенты ф и С зависят от напора Н (и, следо
вательно, от скорости истечения), вязкости жидкости, 
формы и размеров отверстия, а поэтому и от числа Рей
нольдса.

Обычно принимают ф =/ (Re).
Р а с х о д  определяется по формуле

Q—u)V.
В данном случае целесообразно воспользоваться сжа

тым сечением, для которого Q=<acvc- Площадь
t i> c = e t o ,
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где (i) — площадь отверстия, а средняя скорость опреде
ляется по формуле

Oe — <fV2gH.
Тогда расход

Q — шсос =  sa>f У 2gH — 6<f*D У 2gH.

Объединив коэффициенты е и ф произведением, рав
ным ц=еф , расход опре
делим по формуле

Q — [ 2gH. (7.5)
Коэффициент р назы

вается к о э ф ф и ц и е н 
том р а с х о д а .  При 
е=0,64 и ф=0,97

р=еф=0,64- 0,97=0,62.
(7.6)

Значения коэффициен
тов е, ф и р приводятся 
в справочной литературе.

Д а л ь н о с т ь  п о л е т а  с т р у и  п р и  и с т е ч е н и и  
(рис. 7.5) при небольших скоростях и и небольших вы
сотах падения Дz, когда можно пренебречь сопротивле
нием окружающего струю воздуха и принять форму 
струи параболической (в случае горизонтального на
правления скорости при выходе из отверстия), получим

I =  v \t  =  <? У 2gH [ /  ̂  

или
I =  2? \ ГШ .  (7.7)

Этой формулой часто пользуются при эксперимен
тальном определении коэффициента скорости

? 1 У Ш ' (7.8)

предварительно измеряя дальность полета /, напор Н 
и снижение струи Аг.
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1 .1 . ИСТЕЧЕНИЕ ЧЕРЕЗ БОЛЬШИЕ ОТВЕРСТИЯ В АТМОСФЕРУ

Основной задачей при истечении через большие от
верстия в атмосферу является определение расхода. Ре
шить эту задачу так, как она была решена для малого 
отверстия, оказывается затруднительным, так как скоро
сти в сжатом сечении 
не равны друг другу и 
распределение скоро
стей происходит по не
которому сложному 
закону (рис. 7.6).

Наиболее просто 
задача решается сле
дующим образом.

Всегда можно запи
сать, что расход, про
ходящий через данное 
отверстие любой фор
мы и размера, определяется по формуле

Q=(i)ct>c>
где юс — площадь сжатого сечения, a vc — средняя ско
рость в этом сечении. При этом всегда о)с= 80), a ос=  
= q | 2gH (здесь Я — напор в центре тяжести площади 
отверстия).

Тогда
Q =  etpe) 2gH ,

или, обозначив е<р буквой т, р а с х о д  ч е р е з  л ю б о е  
о т в е р с т и е  можно определить по формуле

Q =  m m ]2gH . (7.9)
Здесь т — к о э ф ф и ц и е н т  р а с х о д а ,  его зна

чения заключены в широких пределах, в зависимости от 
условий входа т ^ 0 ,6  до 0,95.

Можно, конечно, определить расход и по уравнению
Q = \ и dm.

(О

Если отверстие прямоугольное и расположено в вер
тикальной стенке, то для элементарной площадки Ао= 
— b d H  расход можно определять по формуле расхода 
Для малых отверстий

dQ —  \kdm V * g H  =  JdH .
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Тогда для всего отверстия расход определим путем 
интегрирования

н,
Q =  j  V * V fyH lp dH—  ± vb V 2g(H 3* - H 3iP)

или
d^m !bV 2k< <H3p- H 3p). (7.9a)

Этот прием определения расхода возможен, но он, 
очевидно, не представляет собой строгого решения, так 
как здесь при интегрировании принимается p=const, 
что не отвечает действительности.

На практике часто принимают р==0,62 (как для ма
лых круглых отверстий). Тогда /п'=4о,41.

7.3. ИСТЕЧЕНИЕ ЧЕРЕЗ ЗАТОПЛЕННОЕ БОЛЬШОЕ ОТВЕРСТИЕ

Опыт показывает, что при малом заглублении отвер
стия свободная поверхность снижается как перед от
верстием, так и непосредственно за ним (рис. 7.7). Б ре
зультате возникает прорыв воздуха через отверстие 
(«захлебывание» отверстия) и нарушается стационар
ность движения.

Здесь будем рассматривать истечение только при до
статочно большом заглублении, когда указанным явле
нием можно пренебречь.

Определим с к о р о с т ь  в с ж а т о м  с е ч е н и и .  Вы
брав сечение 1—1 и сечение п—п (рис. 7.7), напишем 
(для точек 1 и 2):

Здесь Vo — с к о р о с т ь  п о д х о д а ,  определенная 
как ue=Q/U; о — скорость в избранной точке сжатого 
сечения; и — коэффициент Кориолиса; £— коэф ф ициент 
сопротивления; Q — площадь сечения / —/.

Из этого уравнения, обозначив # i—Я г= Az и приняв 
о=1,0, найдем скорость истечения
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или, обозначив, как обычно, <р= получим

" = ? j / 2 * (  Д* +  т £ ) -  (7.10)

Нетрудно видеть, что полученная формула аналогич
на формуле (7.4) при истечении в атмосферу.

Р а с х о д ,  проходящий через затопленное отверстие, 
получим по формуле

Q =  m » y  2 * ( д г + ^ .

т л .  ИСТЕЧЕНИЕ ЧЕРЕЗ НАСАДКИ

Н а с а д к о м  называется короткая труба, присоеди
ненная к отверстию, через которую происходит истече
ние. Насадки могут быть внешними и внутренними, 
а также различной формы (рис. 7.8).

Характер течения жидкости в различных насадках 
имеет много общего. Рассмотрим это явление на приме
ре внешнего цилиндрического насадка, именуемого на
садком Вентури (рис. 7.9).

При наличии острой входной кромки возникает сжа
тие струи и площадь сжатого сечения <ос= е а . Числовое 
значение коэффициента сжатия зависит от условий вхо-



да, и в данном случае (круглое отверстие с острой вход
ной кромкой) приблизительно можно принять e=0,64. 
Далее струя расширяется, заполняя поперечное сечение 
полностью. Отметим, что поскольку струя на выходе за
полняет все сечение, постольку коэффициент сжатия на
выходе равен единице: е =  
=  1,0 (тогда как на входе 
е=0,64).

На участке от входа идо 
сечения т—т (рис. 7.9) 
в области между внутрен
ней поверхностью насадка

Рис. 7.8.

струи Ар,сш =  ~ с 2g~ ' (по Борда). Тогда уравне
ние Бернулли получим в таком виде:

ар* Р*с 
’“ 2g

(Ос — Р) *
Ч  '

Исключая vc (пользуясь равенством (ocOc= (op) и 
принимая о=1, 0, получаем:

» = £ + ' 4 + ( 4 - - | ) ‘ | - .  <™*>

С к о р о с т ь  на в ы х о д е  из  н а с а д к а  опреде
лим по формуле

2 gH

У

=  ? К 2 gH, (7.12)

где коэффициент скорости

(трубы) и боковой поверхностью струи жидкость нахо
дится в сложном циркуляционном движении, аналогич
ном описанному ранее при рассмотрении задачи о вне
запном расширении. На этом участке гидродинамиче
ское давление р оказывается меньше атмосферного 
(вакуум), так как скорости течения здесь больше вы
ходной скорости, где давление равно атмосферному.

Определим с р е д н ю ю  с к о р о с т ь  на в ы х о д е  
и в с ж а т о м  с ече нии .  Запишем уравнение Бернул
ли для сечений 1— 1 и 2—2 (опуская атмосферное дав
ление)

В этом уравнении можно пренебречь величиной - У

и потерями напора X —  на участке от сечения п — п
до выхода (по их малости). Тогда потери напора в на
садке будут состоять только из потерь на вход (до сжа
того сечения п — п) ha и потерь на расширение

1 »

8
7
5?

т:

При £=0,06 и е=0,64 получим <р=0,82, а общий ко
эффициент сопротивления для насадка

С „ . с = -  1 =  W  -  1 ^  ° * 5 - V - 1 3 >

Р а с х о д  определим по формуле
Q =  <wo=»? y2gH : (7.14)

Здесь ф — коэффициент скорости; ш — площадь се
чения насадка (коэффициент сжатия на выходе е =  
=1,0). Коэффициент расхода р=еф=1,0*0,82=0,82.

Перейдем к определению в а к у у м а  в с ж а т о м  
с е ч е н и и .

Известно, что

* » = * = * .  Д-15)

где р0 и р — соответственно атмосферное давление и аб
солютное давление в данной точке.
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Запишем уравнение Бернулли для сечения 1—/ и 
сжатого сечения п—п

Отсюда

Р *  I U ____  P c  I ° гс  | г  У \

Р8 +  ?g ^* g  Ч ‘

_Ро — Р
р g : ( ! +С ) Ц ~ Н ,

но ос =  о/в, а р=<р]/2gH. После подстановки 

л „ к = [ - ^ ( 1 + С ) - 1 ] я .

(7.16)

(7.17)

Если принять £=0,06, <р=0,82 и е=0,64, то
Лвак^0,75Я. (7.18)

Из этой формулы можно определить предельное зна
чение для напора Я. Максимум Лвак равен po/pg, поэто
му предельный напор

Я,"р 1,3-^.
?g

При напоре свыше предельного нарушаются сплош
ность и стационарность истечения.

С о п о с т а в л е н и е  к о э ф ф и ц и е н т о в  <р, ц, £ и е 
для круглого отверстия в тонкой стенке и для насадка 
Вентури:

Ф с •
Круглое о тв ер сти е ......................... 0,97 0,62 0,06 0,64
Насадок Вентури............................. 0,82 0,82 0 ,5  1,00

Коэффициент расхода ц, а следовательно, и расход 
Q для насадка больше, чем при истечении черед отвер
стие без насадка. Создается противоречивое положе
ние— несмотря на увеличение сопротивлений, расход 
через насадок увеличивается. Кажущееся противоречие 
объясняется тем, что благодаря возникновению вакуума 
в сжатом сечении насадка скорость в этом сечении ока 
зывается большей скорости в сжатом сечении при исте
чении в атмосферу.

Числовые значения указанных коэффициентов для 
других насадков приводятся в справочной литературе.
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7.5. ИСТЕЧЕНИЕ ПРИ ПЕРЕМЕННОМ НАПОРЕ

Если в резервуар поступает расход Q, неравный рас
ходу q, выходящему из него, например, при истечении 
через отверстие (рис. 7.10), то резервуар будет или на
полняться (при Q>q) или опорожняться (при Q<q). 
В этом случае будет изменяться напор Н над отверсти
ем. С увеличением напора Н увеличивается расход q, 
который в пределе стремится к расходу Q, когда напор 
Н достигает своего предела Нпр. В этом пределе будем 
иметь

q =  Qz=iuo^2gH ai>, 1(7.19)
откуда

Н,пр
Q2

([MO)a-2g ' (7.19а)

Основной задачей является установление зависи
мости

//= /( / )  или q= F(t).
Условия истечения могут быть весьма разнообраз

ными. Внешний приток Q может быть постоянным или 
переменным, форма резервуара может быть простой 
(например, призматической) или геометрически слож
ной. Истечение возможно в атмосферу или под уровень 
(постоянный или переменный). И, наконец, площадь от
верстия, через которую 
происходит истечение, мо
жет быть неизменной или 
может изменяться во вре
мени в связи с техниче
скими условиями его от
крытия (или закрытия).

Составим дифферен
циальное уравнение изме
нения напора во времени 
при истечении жидкости 
в атмосферу (или под не
изменный уровень).

За время dt в резервуар поступает жидкость 
в объеме

dW\—Q dt.
За это же время из него выходит объем dW i= qdt— 

=цо» ^/2gH dt.
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Таким образом, изменение объема жидкости в резер
вуаре

dW = dW x— dWt =  {Q — [im\^2gH)dt. (7.20) 
Поскольку 

dW=SldH
(Q — площадь свободной поверхности в резервуаре, 
a dH — приращение напора), то можно уравнение
(7.20) записать так:

(Q — IUB V2gH) dt =  ШН. (7.20а)
Это равенство и представит собой д и ф ф е р е н ц и 

а л ь н о е  у р а в н е н и е  и з м е н е н и я  н а п о р а  во 
в р е м е н и .  Решая (7.20а) относительно dt, получаем:

d t =
QdH

Q— V.u>V2gH ' (7.21)

Рассмотрим некоторые, наиболее характерные, част
ные случаи. При решении этих задач будем считать, что 
емкость резервуара велика и изменение отметок свобод
ной поверхности происходит настолько медленно, что 
нестационарностью процесса истечения можно пре
небречь и определять расход при истечении по формуле

<7 =  1*® К 2 gH.
1. Истечение в атмосферу (или под постоянный уро

вень) при Q=const, £2=const и w=const. Учитывая по
стоянство указанных величин, а также равенство Q— 
=  р(1) / 2g#np и считая p=p.cp=const, записываем:

^ ________ ОdH_________________Ш _________
Q —  (J.M /  2gH ixto V2gH„p —  VIgH

ИЛИ

<7-и >

Введем новую переменную г ~ У Н щ — ̂  тогда

dz =  - - ^  и d H = - 2 V H d z .2VH
Но так как — 1/77 =  z— VНщ,, то

dH =  2(z — Y H J d z .
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После подстановки в (7.22) получим:

dtb 2 ( г - У  4^)12 =  2Q
ц »  V 2 g

Интегрируя в пределах от t\ до /2 и от Z\ до z2, на
ходим:

Но z = Y Иар — |/Я ,  поэтому

(7.23)
Из рассмотрения формулы (7.23) видно, что для то

го, чтобы напор Я от начального значения Н\ достиг 
своего предельного Ящ,, необходимо время Д/=оо, так 
как при Я2=Ящ, будем иметь

2. Опорожнение резервуара при Q = 0  (остальные 
условия те же). Пользуясь формулой (7.23) и замечая, 
что при отсутствии внешнего притока (Q=0) предель
ный напор Япр=0, получаем:

Д /=  — Е = Г  (УТГ, -  \ПГШ), (7.24)
)хш V 2g

а время полного опорожнения при Я2= 0

Д/ =
^ 7

(7.24а)

Эту формулу можно преобразовать так: 
2Q УТГу У7П 2QH,

- р-соV2~g V7T, ~и.<Утвн ,‘ (7.25)

Легко видеть, что QHi=W0 ( W0 — начальный объем 
жидкости в резервуаре), а рсо V2gH\ представляет со
бой начальный расход q0 (в момент открытия отвер
стия), поэтому

9 WД /=  (7.25а)
Я щ
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Эта простая, легко за
поминающаяся формула 
показывает, что время 
опорожнения резервуаров 
цилиндрической (призма
тической) формы равно 
времени протекания через 
отверстие двойного на
чального объема жидко
сти при постоянном рас
ходе <7о-

3. Опорожнение резервуара сложной геометрической 
формы при Q = 0 . В этом случае площадь свободной 
поверхности резервуара (например, водохранилища) 
изменяется с изменением ее отметки, т. е. Q =f (H) .

В таких условиях уравнение (7.21) получит вид: 
d( Qj.H1 _ _  f(H )d H

u «  V I g H  [A<o V Ig H '

после интегрирования 
н.

т н ~'п*н
Н\ Hi

Решение зависит от характера f(H)  и часто не мо
жет быть получено в конечном виде. Тогда решение на
ходят методом конечных разностей.

4. Истечение под переменный уровень. Пусть в отсут
ствие внешнего притока происходит истечение из резер
вуара А в резервуар В (рис. 7.11). При этом напор Hi 
буйет убывать, а Я2 возрастет. Определим время, в те
чение которого разность напоров (h=H \—Я2) умень
шится до нуля, т. е. произойдет выравнивание уровней 
свободной поверхности в данных резервуарах.

Допустим, что в некоторый промежуточный момент 
разность уровней равна h (рис. 7.11). За время dt из 
резервуара А перейдет в резервуар В объем жидкости 
dW, равный:

dW =  v»V2ghdt,
и объем резервуара В возрастет на объем dW , равный:

dW=Q^dH2.
Тогда
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откуда
т = jxw V ‘Igh (7.26)

Преобразуем это равенство.
Очевидно, h=H \—Н2. Находим дифференциал h и 

получаем dh=dHx—dH2.
Но

— QtdHl =  QtdHt и dHt =  — %-dHt.

После подстановки

dh =  — %-dHM— dHt =  - 1
— ЛИ. =. — Q» +  g| dHt 

*1

dHt : Q,<ih
а . + 2 , •

Подставляем dHt в (7.26): 

dt =  — Q,Qtdh

(2, +  2j)n.ii>K2gh -

Интегрируя (7.27), получаем: 

д — f ------| _ £ ___ _ I ____ __________
* J ( o T + a ^ T p '"

(VTTt - y n - t).22,2»
(о Г + С ^ ё Т ^

(7.27)

(7.28)

Время полного выравнивания уровней в данных ре
зервуарах определится по формуле

22,2, К/Л  _  20,0,7/, (7 29
(Q, +  0 , ) j x « K ^  ^ ,  +  a i | 1*a>K2jW1 * 1 ‘ '

а при 0, =  0 , =  й

Д7: 2./Л Начальный объем
}А<|>

— "нам  чипимпши иуосж (7 29а)
V2gHt <7иач Начальный расход • '  ’ '

т. е. это время равно времени выхода из верхнего ре
зервуара объема QW, при неизменном начальном расхо
д е  4u»4=[iu>\/r2gHl.
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Выше были рассмотрены случаи истечения при неиз
менной площади отверстия, из которого происходит 
истечение. В практических условиях, особенно в период 
эксплуатации судоходных шлюзов, открытие отверстий 
происходит медленно, что существенно отражается на 
всем процессе истечения. Остановимся на важнейших 
задачах.

5. Опорожнение резервуара при линейном законе от
крытия отверстия ®= ш° t, где шо — площадь отверстия

при полном открытии; Т — период открытия; 
от начала открытия до данного момента.

При Q =0 уравнение (7.21) примет вид:

ш н _______ т ш н
[j.® V 2gH У 2gH

t — время

(7.30)

После разделения переменных перепишем (7.30):

Тогда

2 ГО
(iio, V 2g (7.31)

Если <i=0 (момент начала открытия затворов), 
a ti= T, т. е. времени полного открытия, то из (7.31) 
можно определить Н2:

V IГ ,=  1 /Я ; - ? И Ь £ 5 .  (7.31а)

В дальнейшем истечение происходит при полном от
крытии отверстия со=соо-

Для опорожнения резервуара при ©=const требуется 
время, равное по (7.24а)

д / =
ixce /  2g i f

(7.32)
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В данном случае

н = н ш= 1 у н г -

и определяемое время
22//,

(х«о, К 2g//,

Итак, время полного опорожнения резервуара со
ставит:

20//,
н-со. К 2*//, '

/ — Т-* ПАЯ 4 (7.33)

Указанным здесь способом решаются и другие за
дачи *.

Заметим, что во всех приведенных здесь расчетах ко
эффициент расхода р был принят постоянным [средним 
из его крайних значений Рс= ( Р 1+ й2) / 2 ].

Для уточнения расчеты ведутся по этим формулам 
по выбранным интервалам АН.

ГЛАВА ВОСЬМАЯ

ВОДОСЛИВЫ

8.1. ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ

В о д о с л и в о м  называется любая преграда, через 
которую переливается вода (рис. 8.1). По своей конст
рукции водосливы могут быть весьма разнообразными.

О с н о в н ы е  э л е м е н т ы  в о д о с л и в а .
Высота водосливной стенки:
со стороны нижнего бьефа р;
со стороны верхнего бьефа р'.
Длина порога водослива или ширина водослива /, Ь.
Напор на водосливе (разность отметок свободной по

верхности верхнего бьефа и порога водослива) Н.
Перепад на водосливе (разность отметок свободной 

поверхности верхнего и нижнего бьефа) г.

* Подробнее см. Михайлов А. В. Судоходные шлюзы. М.: Транс- 
ПоРт, 1966.
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По очертанию поперечного профиля водосливной 
стенки водосливы делятся на три группы.

1. В о д о с л и в  с т о н к о й  с т е н к о й  или с острым 
порогом (рис. 8.2,а).

2. В о д о с л и в  с ш и р о к и м  п о р о г о м:  горизон
тальный порог (уклон i=0) с большой протяженностью 
по направлению течения.

Обычно считают, что длина порога / (рис. 8.2,6) дол 
жна находиться в следующих пределах:

(1,5—2,0) / / < / <  (10—12)//.
Если /< (1 ,5-t-2)//, водослив считают водосливом 

практического профиля, а если /> (10^—12)//, то тече
ние на пороге водослива рассматривается как течение

в канале с нулевым укло
ном.

Заметим, что если /<
< 2 ///3 , то струя, отрываясь 
от входного ребра порога 
водослива, переходит в сво
бодный полет. В таком слу
чае водослив рассматрива
ется как водослив с острым 
порогом.

3. В о д о с л и в  п р а к т и ч е с к о г о  п р о ф и л я .  
К этому тину относятся все иные водосливы (см., на
пример, рис. 8 1).

По условиям высотного расположения свободной по
верхности нижнего бьефа водосливы могут быть подтоп
ленными или свободными.

Водослив называется п о д т о п л е н н ы м  в том слу
чае, если свободная поверхность в нижнем бьефе рас
положена так высоко (обычно выше порога водосли- 
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ва), что поток нижнего бьефа оказывает влияние на 
величину расхода, идущего через водослив, в противном 
случае водослив будет н е п о д т о п л е н н ы м .

По своему расположению в плане водосливы делят
ся на п р я м ы е  (линия порога водослива перпендику
лярна направлению потока), к о с ые  и б о к о в ы е

Косой Криволинейный
водослив водослив

водослив

Рис. 8 3.

а) 6) в)

Рис. 8.4.

(рис. 8.3). Кроме того, водосливы могут иметь в плане 
к р и в о л и н е й н ы е  о ч е р т а н и я ,  в частности круго
вые (кольцевые). Наконец, по форме выреза в стенке 
водосливы делятся на п р я м о у г о л ь н ы е  (а), т р е 
у г о л ь н ы е  (б), т р а пе цеи д а л ьн ы е (в) и к р и 
в о л и н е й н ы е  (г) (рис. 8.4).

8-2. ОСНОВНАЯ ФОРМУЛА РАСХОДА ВОДОСЛИВА

Если водослив рассматривать как частный случай 
истечения через большое отверстие, для которого рас
ход можно определять по формуле (7.9а)

то, полагая Н\=--0 и Н2= Н  (рис. 8.5), получаем:

Q =  - § - ^  V 2 iH 3/a.
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Оодос/шв 
Рис. 8.5.

Обозначив т = 2ц/3 
('л называется к о э ф ф и 
ц и е н т о м  р а с х о д а  
в о д о с л и в а ) ,  получим 
общую основную форму
лу р а с х о д а  ( пр о 
п у с к н о й  с п о с о б н о 
сти)  в о д о с л и в а

Q =  mb V2g  Я3/2. (8.1)
Эту формулу можно по
лучить и иначе. Всегда

[ Q 1 - M W ;
так как площадь поперечного сечения потока м всегда 
пропорциональна произведению ЬН (произведению дли
ны порога b водослива на напор Н), а скорость потока о 
всегда пропорциональна выражению У 2gH, то для во
дослива можно записать Q=wn. Но u>=kibH, а

и тогда, обозначив произведение коэффици
ентов k\ и k2 через т, получим общую формулу (8.1)

Q =  mb \S2gH3/2.
Эта формула применима ко всем водосливам. Оче

видно, что для различных водосливов при одной и той 
же длине порога Ь и одном и том же напоре И расходы 
будут различны и коэффициент расхода т также будет 
различным (по опытным данным 0 ,3< т< 0 ,6 ).

8.3. ВОДОСЛИВ С ОСТРЫМ ПОРОГОМ

8.3.1. Формы струй

С в о б о д н а я  с т р у я  образуется в условиях, когда 
в пространстве под ней имеется атмосферное давление. 
Такая струя является весьма устойчивой (рис. 8.6,а).

О т ж а т а я  с т р у я  образуется в условиях, когда 
под струей возникает вакуум и струя отжимается в об
ратном направлении, т. е. в сторону водосливной стенки 
(рис. 8.6,6). Эта форма струи менее устойчива. Вакуум 
изменяется (пульсирует). Изменение давления под стру
ей создает непрерывное изменение расхода.

Ст р у я ,  п о д т о п л е н н а я  сн и з у , образуется в ус
ловиях, когда вакуум под струей достигает такого значе- 
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ння, что все пространство занято водой (предельное по
ложение предыдущей формы) (рис. 8.6,в).

П р и л и п ш а я  с т р у я  образуется при малых удель
ных расходах в условиях постепенного медленного на
растания напора на водосливе (рис. 8.6,г). В таком 
«прилипшем» состоянии струю удерживает поверхност
ное натяжение. Такая струя характеризуется наимень-

СдоМпая струя Отжатом струя Пядтопяепнвя струя
при. $*0 .+  и \> Н  при $ >0Л

Линия спада

шей устойчивостью. Если под струю подать воздух, то 
она оторвется и уже более не возвратится в свое исход
ное положение. Струя перейдет во вторую или третью 
форму, или в первую, если будет обеспечен доступ воз
духа под струю.

В о л н и с т а я  с т р у я  образуется при затопленном 
водосливе (рис. 8.6,д).

По опытам французского ученого Базена свободная 
поверхность воды начинает снижаться на расстоянии 
/=5гЗ// от порога водослива. Эпюра скоростей и давлений 
приобретает вид, указанный на рис. 8.7.
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8.3.2. Основные задачи гидравлического расчета

При расчете водосливов любого типа можно поста
вить три основные задачи, что непосредственно следует 
из основной общей формулы расхода (8.1)

Q =  mb V2gH3/2,
содержащей три переменные величины Q, b и Н. 

З а д а ч а  I. Найти расход данного водослива Q. 
З а д а ч а  II. Найти ширину водослива (т. е. длину 

порога) Ь.
З а д а ч а  III. Найти напор на водосливе Н. 
Решение этих задач в простейшем случае не вызы

вает затруднений. Некоторые осложнения появляются 
лишь в связи с определением коэффициента расхода.

8.3.3. Определение коэффициента расхода

При определении коэффициента расхода основными 
факторами, которые должны быть учтены, являются ско
рость подхода, боковое сжатие и затопление.

Коэффициент расхода для свободной струи по фор
муле Базена

т = т ,  =  0 , 4 0 5 + ^ .  (8.2)

Эта формула справедлива при напоре 0,05 м. 
Уче т  с к о р о с т и  п о д х о д а .  С к о р о с т ь ю  п о д 

х о д а  называется средняя скорость потока v0 в русле 
перед сооружением (перед водосливом), следовательно,

v, —  ■§-. (8.3)

Здесь Q — расход, a Q — площадь поперечного сече
ния потока перед сооружением.

Скорость подхода ц0 при прочих равных условиях 
повышает расходы водослива. Поэтому можно написать:

т = т 0гпи

где /»о определяется по (8.2), как для свободной струн, 
а ,'П|>1,0 и определяется по различным эмпирическим 
формулам, например по формуле Базена:

Н Г



(8.5)
Тогда расчетный коэффициент расхода

т = т . [ 1  +  0.55(7Г̂ ) ‘] .

Можно поступить иначе. Сохраняя коэффициент рас
хода т отвечающим свободной струе, напор Н в форму
ле (8.1) заменить напором Но, равным:

« . = « + £ .
и тогда расход определить по формуле

Q = m J b V 2 g H * .  (8.6)

Формула (8.6) используется главным образом при 
расчете водослива практического профиля и водослива 
с широким порогом. Для водослива с острым порогом 
обычно применяется формула (8.5).

Уче т  б о к о в о г о  с ж а т и я .  Явление сжатия прн 
истечении через водослив сводится к уменьшению ши
рины водосливного потока в сравнении с шириной водо
сливного отверстия. Физические причины этого явле
ния те же, что и при истечении из отверстий, — непарал-

лельность элементарных струй перед входом потока на 
водослив. Таким образом, можно записать:

bc=eb, (8.7)
гДе Ь с, е й  b соответственно — ширина струи, коэффи
циент сжатия и ширина отверстия водослива.

При этом формулу расхода можно представить в та
ком виде:

Q =  rmbYYgHln (8 .8)
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или, если обозначать Ьа=еЬ (Ь3 — эффективная ширина 
водослива),

Q = m b ,V 2 g H 3‘

Если водосливное сооружение состоит из нескольких 
пролетов, разделенных промежуточными опорами (на
пример, мостовыми), то эффективная ширина водослива

может определяться по фор
муле Френсиса

Ьа=Ь—OAnlH (8.9)
или с учетом скорости под
хода

ЬЛ= Ь — 0,1л|#о. (8.9а)
В этих формулах п — 

Рис 89 число боковых сжатий;
коэффициент g — к о э ффи-  

ц и е н т о б т е к а е м о с т и  (рис. 8.8).
У ч е т  з а т а п л и в а е м о с т и  и е г о  к р и т е р и й  

Водослив становится затопленным, если перепад г<Н  
или глубина подтопления Л>0 (рис. 8.9). Однако при 
соблюдении этих условий может иметь место о т г о н  
г и д р а в л и ч е с к о г о  п р ы ж к а  (рис. 8.10).

Рис. 8 10.

Второе условие (отсутствие отгона прыжка) опреде
ляется по исследованиям Базена так: 

водослив затоплен, если

(т)<(т)щ
(критическое значение относительного перепада 
(г/р)нр=0,75).



Позднейшие исследования показали, что критическое 
о т н о ш е н и е  не есть константа, равная 0,75, а зависит от 
отношения (Н/р) : (г1р)нр=Ц Н /р) .

Значения функции f (H /p ) приводятся в справочной 
литературе.

Для затопленного водослива будем иметь

(8. 10)

Числовые значения коэффициента затопления оп при
водятся в справочной литературе.

8.4. ВОДОСЛИВ С ШИРОКИМ ПОРОГОМ

Согласно основной схеме водослива с широким поро
гом течение на его пороге устанавливается почти с не
изменной глубиной li<H и, таким образом, возникают 
два перепада: г  — разность отметок свободной поверх
ности верхнего и нижнего бьефов и г '  — разность отме
ток свободной поверхности верхнего бьефа и свободной 
поверхности на пороге водослива (рис. 8.11).

Здесь следует рассмотреть две основные задачи: 
определение глубины воды на пороге h и коэффициента 
расхода.

Теория водослива с широким порогом впервые была 
изложена Беланже в первой половине XIX столетия. Он 
исходил из г и п о т е з ы  о н а и б о л ь ш е м  р а с х о д е  
(принцип Беланже), состоящей в том, что глубина на 
пороге водослива h (при любом напоре Н перед водо
сливом) устанавливается такая, при которой через во-
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доел и в проходит наибольший расход. Эта гипотеза не 
должна бы вызывать возражений и позволяет задачу 
о глубине воды на пороге водослива решить просто.

Имея Q — /(Л), решение находим из уравнения'- -̂ =  0.

Итак, запишем (рис. 8.11):

Q=<pbh \ 2g(Ht — h)— f(h). (8.11)
Тогда

э г = ж  =

=  f* K 2 * [ ^ H - f t - T F i = ] = 0 ,  (8.12)

откуда

V Н — Л =  -

и
Л=2/ЗЯ. (8.13)

Следует отметить, что по теории Беланже отношение 
Л/Я0 постоянно и равно 2/j. Опыт показывает, что очень 
часто глубина на пороге Л действительно приблизитель
но равна 2/3Я, но не всегда — бывают и существенные 
отклонения.

Определим теперь расход Q.
Принимая Л=2Я0/3, получаем:

2г(».—f«.) =

- f j T v . v m . (8.14)

Q ^ m b V T g H ^ , (8.15)

/П = ? з 7 ? =0,385(?' (8.16)

Это решение является приближенным.
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Уточнения вносит теория Бахметева, построенная на 
г и п о т е з е  о н а и м е н ь ш е й  у д е л ь н о й  э н е р г и и .  
Этот принцип заключается в следующем: так как всякая 
система в поле тяготения стремится занять положение, 
при котором запас ее энергии имеет минимальное зна
чение, то н поток как некоторая материальная система 
движется по порогу водослива таким образом, что в кон
це своего движения (т. е. на пороге водослива, за кото
рым начинается новый вид движения — свободное дви
жение) энергия потока приобретает наименьшее значе
ние.

Пели исходить из этого принципа, то глубина на по
роге водослива h соответствует такой глубине, при ко
торой удельная энергия потока приобретает наименьшее 
значение. Такую глубину называют к р и т и ч е с к о й  
г л у б и но й .

Напишем выражение удельной энергии потока, про
ходящего по порогу водослива:

E = z + h  +  - ° £ = z + h - (8.17)

Дифференцируя, находим
о (8.18)

откуда критическая глубина
(8.19)

По теории Бахметева это и будет глубина на пороге 
водослива. Или иначе, обозначая Qjb=q , где q — удель
ный расход (расход на 1 м ширины водослива), нахо
дим:

или, учитывая, что q=hHVvKр, после подстановки полу
чаем:

=  (8 .20)

Установим связь критической глубины /i„p с напором 
"о. Из уравнения Бернулли для двух сечений /  и // 
(рис. 8.11) получим:

(8.21)
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С учетом равенства (8.20) и известного соотношения
С =  ----1 уравнение Бернулли можно переписать в таком
виде:

Н . ау\ I + 2У  
' 2g  —  2f* "*Р‘

Отсюда ^обозначив Н =  Н, j  получим:

L _ гг
*Р —  1 +  2f * •• (8.22)

Если бы сопротивлений не существовало (т. е. <р= 
=1,0), то Л„р=2Яо/3 и результаты теории Беланже и 
Бахметева совпали бы.

Однако решение Бахметева более точное, так как 
учитывает реальные условия течения.

Составим теперь уравнение расхода.
Введя обозначение (по Бахметеву)

hKp= kH o,

где * =  запишем уравнение расхода

Q =  « ,  =  bh1tp?V 2 g ( H . - h rp) (8.23)
или

Q =  ЫгН,у V 2 g ( H , - k H , )  =  f k V T = k  b V Tg  t f f .

Сопоставив эту формулу с общей формулой расхода 
через водослив

Q =  m bV2~gH 30'2,

получим
m = < fk V ~ - f l .  (8.24)

Если <р=1,0, то т=0,385, что является наибольшим
значением для коэффициента расхода водослива с широ
ким порогом. Обычно ш =0,32-t-0,35.

Современные теоретические построения (проф.
М. Д. Чертоусов, В. В. Смыслов и др.) привели к уточ
нениям коэффициента расхода. Ограничиваясь сказан
ным, заметим, что для практических целей теория Бах- 
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метева во многих случаях дает допустимое по точности 
решение и поэтому не потеряла своего значения и в на
ше время.

Затопленный водослив с широким порогом. По Бахме- 
теву водослив с широким порогом становится затоплен
ным, как только уровень нижнего бьефа достигнет высо
ты свободной поверхности на пороге водослива, т. е. 
когда глубина подтопления Лп станет равной критиче
ской глубине Лкр (рис. 8.12), т. е. когда Лп^Лкр.

Однако этот критерий не точен. Опыты показывают, 
что затопление начинается лишь при условии

ha>nH0, (8.25)
где коэффициент п достигает значения 0,8 и более.

Нами предложена формула для определения крити
ческого значении глубины затопления

Лп=1,25ЛКр. (8.26)
Если ha> 1,25Лкр, то водослив затоплен (эта формула 

получена теоретическим путем в условиях плоской за
дачи ').

Скорость течения и расход в этом случае определя
ются по следующим формулам:

o =  <f]^2g(H,— ha); (8.27)

Q =  <pbh„ У  2 g (H, — hn). (8.28)

1 Киселев П. Г. К 
порогом _  Сб. трудов.

ритерий затопляемости 
1976, № 148/МИСИ.

водослива с широким 
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8.5. ВОДОСЛИВ ПРАКТИЧЕСКОГО ПРОФИЛЯ

Водосливы практического профиля могут иметь лю
бую форму поперечного профиля водосливной стенки и 
соответственно могут быть полигонального, крнволинеи- 
ного или комбинированного очертания.

Среди большого числа возможных вариантов формы 
водосливной стенки особое значение в практическом от
ношении имеют водосливы криволинейного очертания, 
так называемые в а к у у м н о г о  и б е з в а к у у м н о г о  
п р о фи л я .

Безвакуумный профиль образуется, если его сливная 
поверхность очерчивается по форме нижней поверхности 
свободной струн, сходящей с водослива с острым пори-

Свободная
ст руя
Водосливная 

Р‘Рат
Водосливная

Рис. 8.13. Рис. 8.14.

гом (линия ЛВС на рис. 8.13). Практически водослив
ную стенку делают в запас несколько полнее (пунктир
ная линия АВС).

Для безвакуумного профиля по опытным данным 
коэффициент расхода т=0,49. Координаты профиля 
АВС по Офицерову приводятся в справочной литера 
туре.

Вакуумный профиль образуется, если его водослив
ная грань очерчивается не по форме свободной струн 
(линия АВС на рис. 8.13), а в сокращенной форме (по 
линии А'В 'С  на рис. 8.14). В этом случае под струей 
(между струей и водосливной гранью) воздух постепен
но отсасывается и возникает вакуум. Струя ложится на 
сливную грань водослива, и под ней вдоль сливной гра
ни, следовательно, давление р < р ат- 
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Такой профиль по сравнению с безвакуумным имеет 
больший коэффициент расхода /л„ак>"«<-„*, „ак. что пред
ставляется физически совершенно понятным, так как 
скорости течения (например, в точке М) вследствие ва
куума больше соответствующих скоростей для безва
куумного профиля. Как показывают опыты, коэффици
ент расхода достигает большого значения ( т Вак=0,55 и 
более).

Общая формула расхода остается в силе и для водо
слива практического профиля. При расчетах обычно при
ходится учитывать скорость подхода, боковое сжатие и
затопление.

Первые два фактора учитываются так же, как и для 
водослива с острым порогом. Но учет затопления имеет 
некоторую особенность, 
заключающуюся в том, 
что затопление для ваку
умных профилей начина
ется несколько раньше, 
чем для безвакуумных.

Для вакуумных про
филей затопление начи
нается в тот момент, ко
гда свободная поверх
ность нижнего бьефа ока- Рис. 8.15.
жется расположенной 
около или выше некото
рой точки А (рис. 8.15) и вакуум уменьшится или будет 
устранен полностью. В таких условиях скорости течения 
уменьшатся и уменьшится расход.

По исследованиям Н. П. Розанова, затопление начи
нает сказываться, как только

2'<0,15//о. (8.29)
Практически считают, что при z'>0,15tf0 водослив 

не затоплен; при z'<0,15tfn водослив затоплен (рис. 8.15).
З а м е ч а н и е .  Коэффициент расхода т всецело за

висит от формы водосливной стенки и напора Н. Чем 
меньше напор и чем более водослив приближается к ти
пу водослива с широким порогом, тем коэффициент рас
хода становится меньше.

Следует отметить, что с увеличением напора любой 
нодослив практического профиля, в том числе и водо
слив криволинейного безвакуумного профиля, может пе
рейти в вакуумный водослив
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ГЛАВА ДЕВЯТАЯ
РАВНОМЕРНОЕ ДВИЖЕНИЕ ЖИДКОСТИ 
В ОТКРЫТЫХ РУСЛАХ

9.1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

При равномерном движении скорости в сходственных 
точках двух смежных сечений равны между собой. При 
соблюдении этого условия все параметры движения и 
все геометрические характеристики поперечного сечения 
должны быть неизменными вдоль всего потока, т. е. глу

бина Л, площадь живого сечения ш и средняя скорость v 
являются величинами постоянными (рис. 9.1) и для всех
иных параметров = 0 , где (f ) соответственно тот 

или иной параметр.
Следствием этого будет равенство уклонов: уклон 

дна /дн равен уклону свободной поверхности /  и гидрав
лическому уклону /:

t*H=/=i\ (9.П
а потому линия дна, линия свободной поверхности и 
линия удельной энергии параллельны друг другу 
(рис. 9.1).

Строго говоря, такое движение ни в искусственных 
каналах, ни в естественных руслах (реках и пр.) не су
ществует, но во многих случаях реальные потоки весьма 
близки к описанной выше теоретической схеме.
204



9 .2 .  Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Е  С К О Р О С Т Е Й  Т Е Ч Е Н И Я  В П О Т О К Е  

П Р И  Р А В Н О М Е Р Н О М  Д В И Ж Е Н И И

Распределение скоростей в открытом потоке значи
тельно сложнее, чем в замкнутом напорном трубопрово
де (см. § 5.6.3). Форма поперечного сечения русла 
(твердая неподвижная граница потока) и наличие сво
бодной поверхности оказывают влияние на распределе

ние. 9.2.

ние скоростей. В качестве 
иллюстрации рассмотрим 
распределение изотах 
( линий р а в н ы х  ск о 
р о с т е й )  для канала 
прямоугольного сечения 
(рис. 9.2,а) и профиля 
речного потока (рис. 
9.2,6). Для многих верти
калей поперечного про
филя максимальная ско
рость располагается не

TSS-

^макс н\

/  ^а у

Рис. 9.3.
p v r \ . l D  J J d d H J v l t l l  d  С  1 V_ 71 П С

на свободной поверхности, а на некоторой глубине. Это 
видно на рис. 9.3, на котором приведено распределение 
осредненных скоростей по вертикали п—п (рис. 9.2). 
Для других вертикалей распределение иное.

Теоретичегких решений, подобных решениям Прандт- 
ля для цилиндрических труб (см. § 5.6.3), для открытых 
каналов со сложной геометрической формой еше нет. 

Приводим предложенную Базеном формулу

«, =  uMKt — ~  V R i  (г — г,)*, (9.2)

гДе г I и г  — координаты точек со скоростями ммакс и 
“ (рис. 9.3).
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Для русл прямоугольного сечения с шириной B>h 
распределение осреднснных скоростей можно оценить 
в соответствии с логарифмическим законом Прандтля 
следующим образом.

Имеем по (5.41)

их =  и ^ \ п г - \ - С .

Определим С из граничных условии г=Н, йх= иыаяс-

С =  «иакс--^1П//

и тогда получим формулу (5.42)

Для практических расчетов (при ит  >  20 V Ri) часто 
рекомендуют следующую формулу:

и =  ит - 2 0 У ш ( ^ ^ - у ,  (9.3)

где и — скорость на глубине h.

9 . 3 .  ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ЭЛЕМЕНТЫ ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ 
КАНАЛА. ОСНОВНЫЕ РАСЧЕТНЫЕ ФОРМУЛЫ

Наиболее распространенными являются каналы пря
моугольного и трапецеидального сечения, а также с се
чением криволинейного очертания.

Важнейшими геометрическими элементами для рас
чета являются площадь поперечного сечения (живого 
сечения м). смоченный периметр х и гидравлический ра
диус R.

Для к а н а л о в  п р я м о у г о л ь н о г о  с е ч е н и я  
(рис. 9.4) геометрические элементы определяются по 
следующим формулам:

площадь поперечного сечения o>=6/i; 
смоченный периметр х=& + 2Л;

гидравлический радиус R =  =  ь .

Для очень широких русл 6 » /i  можно принимать 
R ^ h .
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Действительно,
bhR —  lim . --„г =  1 iin ъ-* ос b + гп Ь_¥(Я 1 +  2h'b h.

R ^ h .  (9.4)
Для к а н а л о в  т р а п е ц е и д а л ь н о г о  с е ч е н и я  

(рис. 9.5) геометрические элементы определяются по 
следующим формулам:

Рис. 9.4. Рис. 9.5.

площадь поперечного сечения (площадь трапеции) 
w=(b+mh)h,  (9.5)

где т — к о э ф ф и ц и е н т  о т к о с а ,  равный отношению 
заложения откоса к высоте, m = a fh = ctga (рис. 9.5); 

смоченный периметр

Х =  6 +  2 А ^ й М ? ; (9.6)
гидравлический радиус

р  _ш_____ (Ь +  «Л) Ь   (I +  mh/b)h
X ~~b + 1hVГ + ^ г  I +  2hVTT^7b *

Для очень широких русл А»А,  очевидно.

J - О и  2Л |/Тр^*/А  —о

и тогда
R b ^ ^ h . . (9.7)

Заметим, что для каналов любой формы при условии 
А̂ >А смоченный периметр равен приблизительно ширине 
канала по верху (по свободной поверхности) х ^ В

* - ■ {9-8)
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Р а с ч е т н ы е  ф о р м у л ы  
Уравнение расхода Q=o>o.

Формула Шеэи для скорости v - ^ C Y R i .
Формула Шези для расхода Q =  mC | й .
Формула Н. Н. Павловского (для коэффициента 

Шези)

/I
или формула Маннинга (для приближенных расчетов)

Отметим, что при гидравлических расчетах каналов 
любого поперечного сечения удобно пользоваться рас
ходной характеристикой К:

K =  <oC]/R. (9.9)
Тогда

Q = K  VT.

9.4. ОСНОВНЫЕ ЗАДАЧИ

Методика решения задач для каналов любых форм 
сечений аналогична. Рассмотрим эту методику примени
тельно к наиболее характерному случаю — расчету кана
ла трапецеидального сечения.

Основными задачами гидравлического расчета от
крытых каналов являются следующие.

З а д а ч а  I. Определение расхода Q.
З а д а ч а  II. Определение необходимого уклона i.
З а д а ч а  III. Определение размеров канала — глуби

ны h или ширины канала Ь.
Первые две задачи решаются прямым вычислением 

из формулы Шези:

Q =  » C yR i  и i — 'Jc ig

Все остальные параметры потока, кроме искомых, 
должны быть заданы или известны. Для трапецеидаль
ного русла должны быть заданы b, h и i в первой зада
че (или Ь, h и Q во второй). Коэффициент заложения 
откоса т и коэффициент шероховатости п устанавли- 
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ваются в связи с конструктивными и строительными 
условиями, и поэтому они могут рассматриваться (в-ги
дравлических расчетах) как известные величины.

Решение третьей задачи сложнее. Третья задача за
ключается в определении размеров канала (для трапе 
цеидального русла А и А) при заданных Q и i, поэтому 
одного уравнения Шези недостаточно. Очевидно,

Q =  o»C у Ri =  F(b, A, i), (9.10)
и при заданных Q и i получим одно уравнение с двумя 
неизвестными.

Требуется дополнительное условие. Надо задать или 
ширину канала по дну b, тогда искомой будет глубина h 
(или наоборот), или задать соотношение р=А/А. В по
следнем случае будем иметь два уравнения, из которых 
находим одновременно и глубину и ширину канала.

Решение этих задач не вызывает затруднений, но 
в первых двух случаях (когда задается b и надо най
ти А, или наоборот) удобнее решать задачи графоанали
тическим построением: в первом случае — функции Q =  
=/(А) (рис. 96,а), во втором — Q=f(b)  (рис. 9.6,6).

Заметим, что кривая Q=f(h)  проходит через начало 
координат (рис. 9.6), а кривая Q=f(b)  при Ь=  0 пере
секает ось 0—Q (ось абсцисс) в точке А, когда при 
уменьшении ширины канала до нуля трапеция превра
щается в треугольник. Отрезок 0—а на оси 0—Q опре
деляет собой расход канала Q с треугольным профилем 
при глубине А.

В третьем случае, когда дополнительно задано отно
шение р=А/А, задача приводится к логарифмическому 
виду

Q = A h ^ v t (9.11)
откуда находим А, а затем и А(А=рА).
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9.5. НЕКОТОРЫЕ ПРАКТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА КАНАЛОВ

Ме т о д  р а с х о д н о й  х а р а к т е р и с т и к и  осно
ван на использовании уравнения Шези в такой форме:

Q = K V l  (9.12)
где К — расходная характеристика, по (9.9) K — vCVR

Решение первых двух основных задач (определения
Q или () указано в § 9.4. 
Здесь по Л, Ь, т и п вычис
ляем сначала К, а затем 
или Q или i.

Аналогично решается и 
третья задача, но сначала 
по заданным Q и i вычисля
ется расходная характери
стика по (9.12), а затем 
строятся кривые /С=/(Л) 
или K— f(b), по которым и 
определяют Л или Ь.

М е т о д  г и д р а в л и ч е с к о г о  п о к а з а т е л я  р у с- 
л а. Для любого поперечного сечения канала можно для 
выбранных двух произвольных глубин hi и й2 (рис. 9.7) 
написать такое равенство:

( £ ■ ) ’  = ( Щ = ( * г ) ‘ - <913)

Б. А. Бахметев указал, что для открытого канала, 
для которого расходная характеристика К является м о
нотонно возрастающей функцией глубины, можно напи
сать:

K=f(h)=ahP.  (9.14)
Тогда равенство (9.13) получит вид:

или, обозначив 2р=х, получим:
(9.15)

Ш * ) ’ -
Бахметев предложил с ч и т а т ь  п о к а з а т е л ь  с т е 

пени х (по предложению Н. Н. Павловского г и д р а в 
л и ч е с к и й  п о к а з а т е л ь  р у с л а )  приближенно п о 
стоянной величиной для данного поперечного сечения. 
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Числовое значение этого показателя вычисляете;, из
(9.15):

2ig (К, (К,)
lg (*■/*,) ’ (9.16)

при этом для конкретного русла (например, приведен
ного на рис. 9.7) вычисляем К\ и Кг для выбранных 
глубин Л) и Лг.

Зависимость (9.15) служит для определения глубины 
воды в канале при равномерном движении и известна 
как п о к а з а т е л ь н ы й  з а к о н  Б а х м е т е в а. В даль
нейшем такую г л у б и н у  будем называть н о р м а л ь 
ной и обозначать

Покажем на примере определение Ло для канала про
извольной формы (рис. 9.7).

Пусть требуется определить h0 при заданном расходе 
и заданном уклоне /.

Сначала определяем необходимую расходную харак
теристику канала по (9 12)

Тогда, определив предварительно по (9.16)
? ig  Ж,/К,)
Ig (Л,/Л,) •

получим по (9.15)

Следовательно, искомая нормальная глубина опреде 
лится по формуле

в правой части которой все величины известны.
Для некоторых форм сечений русла значения гидрав

лического показателя русла известны:
Для прямоугольного сечения при b^>h х=3,0; 
для параболического русла .г=4.0; 
для треугольного русла дс=5,5.
Существуют и другие методы расчета каналов, на

пример метод абстрактной модели (И. И. Агроскина), 
графические методы (Н. Н. Павловского, В. Д. Журина, 
*». Г. Киселева).
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9.6. КАНАЛЫ С ГИДРАВЛИЧЕСКИ НАИВЫГОДНЕЙШИМ 
СЕЧЕНИЕМ

Каналы, обладающие наибольшей пропускной спо
собностью при одной и той же площади поперечного се
чения, уклоне и коэффициенте шероховатости, называ
ются к а н а л а м и  с г и д р а в л и ч е с к и  на и вы
год и ейш ими с е ч е н и я м и  (но они могут быть эко
номически нецелесообразны).

Обратившись к формуле Шези

Q = m C V R i = m ^ L R tl+» =  AR, t * r

можно видеть, что QManc имеет место при /?Макс. Но ги
дравлический радиус R равен /?=<о/х, а потому для до
стижения Qмакс при заданной площади <о требуется наи
меньший смоченный периметр.

Известно, что для т р а п е ц е и д а л ь н о г о  п о пе 
р е ч н о г о  с е ч е н и я  смоченный периметр по (9.6)

y —  b + 2 h V T + H ?
и, следовательно,

X =  - -̂--- rnh -f- 2h Y 1 +  /я*.

Таким образом, при co=const смоченный периметр 
является функцией глубины канала

X = /W .
Эта функция имеет минимум, так как всегда х>0. 

а глубина h может изменяться в пределах 0<Л<оо, при
чем в обоих этих предельных условиях f(fc)-*-oo. Глуби
ну И для хм™ находим из уравнения

~м— ~~тг— mJT ^  i / T + ^ = о,
td Ьили, так как <a=(b-\-mh)h и то после под

становки

£ = _ . ‘_ _ 2 и + 2 у Ч Т 5 ? = 0 .

Обозначив $ =  b'h, запишем
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Очевидно, что для к а н а л а  п р я м о у г о л ь н о г о  
с е ч е н и я  т = 0, р=2 или b—2h.

Гидравлический радиус в обоих случаях R=h/2.

9 .7 . КАНАЛЫ СО СЛОЖНЫМ ОЧЕРТАНИЕМ 
ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ

Методика гидравлического расчета каналов со слож
ным очертанием поперечного сечения имеет свои особен
ности. Каналы могут быть разнообразной формы и ча
сто имеют замкнутый профиль (рис. 9.8). В последнем

случае они имеют ограничение в глубине воды. Макси
мальная глубина равна строительной высоте профиля 
канала (И„ак<•=//). С увеличением расхода и увеличени
ем глубины при достижении 1г=Н наступает переход 
к течению в напорных водоводах.

Рассмотрим методику расчета на примере каналов 
с круговым сечением (рис. 9.8).

Имеем очевидное соотношение

<9Л7)

где К  и Ко — расходные характеристики при глубине 
h<D  и H=D.

Так как каналы с круговым сечением геометрически 
подобны друг другу, то соотношение (9.17) оказывается 
инвариантным относительно диаметра D (если в фор
муле С= ~  Rv показатель i/=const).

В связи с этим можно построить универсальный рас
четный график в координатах a=h/H  и К/Ко (рис. 9.8), 
с помощью которого можно решать упомянутые ранее 
основные задачи. График К /Ko=f(h/H) имеет макси-
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мум при /i^0,95tf, т. с. максимальный расход проходит 
при глубине, равной h—0,95H, а не при полном заполне
нии сечения. Это объясняется тем, что для каналов кри
волинейного замкнутого профиля максимум расходной 
характеристики К имеет место при глубине Л <  Амане, 
(для круглого сечения при Лч=0,95£>), когда производ

ите ,пая становится равной нулю.

На практике часто используют таблицы значений 
расходной характеристики K=f(D)  для труб разного 
диаметра.

Описанный прием расчета относится и ко всем иным 
каналам замкнутого профиля.

9.8. КАНАЛЫ СЛОЖНОГО ПОЛИГОНАЛЬНОГО ПРОФИЛЯ

Среди множества форм поперечного сечения каналов 
отметим профиль, указанный на рис. 9.9. Он характе
ризуется тем, что функция K=f(h)  является не моно
тонно возрастающей, а при глубине, близкой к h„

(h^h„) (рис. 9.9), претерпевает разрыв. Определение 
расхода по формуле Шези без учета этой особенности 
может привести к недопустимой погрешности*.

Действительно, запишем выражение для отношения 
расходов Q,/Qo и, вычислив их, для глубин Л|=АП и

• В уравнении Шези предусматривается непрерывность возрас
тания функции /С =/(Л ).

Рис. 9.9.

Опуская Дм, получаем при хг>Х»:
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что не отвечает реальности, так как с увеличением глу
бины расход в открытом канале указанного профиля 
(рис. 9.9) всегда возрастает.

Для получения хотя бы и приближенного, но физи
чески правильного результата надо разделить попереч
ное сечение канала на части, для которых условие не
прерывности возрастания функции K=f(h)  соблюдается 
(рис. 9.9).

Тогда расход определится по формуле

Q -^sQi+ Qz+ Qi-
З а м е ч а н и е .  Для расчета речных русл надо ис

пользовать данные натурных измерении для установле
ния расчетной связи Q=f(h).

ГЛАВА ДЕСЯТАЯ
НЕРАВНОМЕРНОЕ УСТАНОВИВШЕЕСЯ ДВИЖЕНИЕ 
ЖИДКОСТИ В ОТКРЫТЫХ РУСЛАХ

10.1. ОСНОВНОЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 
НЕРАВНОМЕРНОГО ДВИЖЕНИЯ

При неравномерном движении средняя скорость и, 
глубина h и уклон /  свободной поверхности изменяются 
вдоль по течению. Гидравлический уклон, уклон свобод
ной поверхности и уклон дна не равны между собой 
и определяются по следующим формулам:

гидравлический уклон (как обычно)

. dzуклон дна 1 — - - ^ - ;

уклон свободной поверхности / =  — 

где Н =  г -j- А.
Если глубина h возрастает вниз по течению (dh/ds> 

> 0 ), то линия свободной поверхности представляет со
бой к р и в у ю  п о д п о р а  (рис. 10.1,а) и движение ока-
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зывается замедленным. Если глубина уменьшается 
(dh/ds<0), то линия свободной поверхности представ
ляет собой к р и в у ю  с п а д а  и движение становится 
ускоренным (рис. 10.1,6). Определение очертаний сво
бодной поверхности является важнейшей задачей при

Рис. 10.1.

Линия
энергии

I п
Рис 102.

цией глубины K=f(h ) при условии

расчете неравномерного 
движения потока. Реше
ние ее позволяет получить 
и все необходимые гео
метрические и кинемати
ческие параметры потока.

Общее решение такой 
задачи крайне затрудне
но вследствие сложности 
геометрической формы 
русла естественных водо
токов. Поэтому здесь бу
дем рассматривать более 
простые русла, для кото
рых расходная характе
ристика К=*йС\'г R яв
ляется непрерывной функ-

дК
Ж > 0 .

При этом будем различать п р и з м а т и ч е с к и е  
(или цилиндрические) и н е п р и з м а т и ч е с к и е  
рус ла .

Форма и ширина поперечного сечения призматиче
ского русла одни и те же на всем их протяжении, а ось 
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s — прямая. Следовательно, для таких русл ы является 
функцией только глубины:

о,=/(А).
Форма поперечного сечения н е п р и з м а т н ч е с к о -  

го русла изменяется вдоль русла, и, следовательно, и> 
является функцией двух независимых переменных h и s:

(o=f (Л, s),
где s — расстояние от начала отсчета *.

Запишем уравнение Бернулли для сечений т—т н 
п—п, приняв первое из них за начальное (рис. 10.2). 
Дьижение здесь и далее считаем плавноизменяющимся:

*m +  Am+  гац г - = * + Л  +  1 Г  +  А* == const.

Обозначим z + h=H.  После дифференцирования урав
нения Бернулли получим следующее выражение:

dH +  d ^ -  +  dh9 =  0. (10.1)

Разделив на ds, получим:

d s ^ d s  { 2g ) + d s  u 
или

- £ = * - ( £ ) + £ •  ( 1 0 -2 )

Здесь — ' - ^ = / — уклон свободной поверхности, а

35^ = 1/ — гидравлический уклон (в сечении п — п), кото
рый приближенно можно определить по формуле Шези 

,,==<?Я’ ^Ри неРавномеРном Движении уклон if изме
няется вдоль по течению.

После необходимых подстановок в уравнение (10.2) 
получим:

( , а з )

Здесь и далее будем считать положительным направлением 
оси расстояний s вниз по течению, а глубину h вверх от дна, т. е. 
e s > 0  вниз по течению, a d h > 0 вверх от дна.
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Это уравнение и является п е р в о й  ф о р м о й  ос
н о в н о г о  у р а в н е н и я  н е р а в н о м е р н о г о  д в и 
ж е н и я .  Обратим внимание на то, что здесь v, С и R 
соответствуют действительной глубине потока h в дан
ном сечении, а не глубине равномерного движения ho.

Преобразуем левую часть (10.2). Так как H=z+h,  
то dH=dz+dh.  Разделив на —ds, получим:

_ d H _____ dz dh
ds ds ~ds •

dH . 
ds * ~-  уклон свободной поверхности, a

— — уклон дна. Поэтому после подстановки получим:

/ = < - ■ § .  (Ю.4)

Преобразуем правую часть того же уравнения 
(10.2). Первое слагаемое

(op* '\ * \ »<?’ d ( \ \
ds 1l 2* , )— ds l 2*“ ’ ,Г ds у со* J

Так как в общем случае
м = / ( Л ,  s ) ,

то полный дифференциал функции ы 

Поэтому можем записать:

В таком случае производная j будет равна:

ds \  «о* j  ю* ds • dh ds J '

Поскольку производная равна ширине русла по 

верху В (рис. 10.3), можно записать:
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Второе слагаемое правой части (10.3) запишем fak:
V* 0’

C*R =  ««С*/? • ( 10.6)

Сделав необходимые подстановки в уравнение (10.3), 
получим:

ЛА____ aQ« /до , д Q2
(/.V go)’ ( ds 1 ds J 1 in2C*R '

Решив уравнение 
дем:

- <*А .относительно производном — , нан-

dh__
ds

«• +
aQ3 dco Q2 

gw1 ds <i>*C*R

1 — В
(10.7)

Это уравнение является в тор  о й ф о р м о й  о с н о в 
н о г о  у р а в н е н и я  н е р а в н о м е р н о г о  д в и ж е 
ния.

Рис. 10.3.

Поскольку для призматических русл w=/(/i) и част
ная производная ^ - = 0 ,  основное уравнение (10.7) по

лучит вид:

dh_
ds

i  — Qs
«*С‘В
aQ« „i — —v  в

( 10.8)
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(10.8а)

Для русла с нулевым уклоном (/=0)
Q2

dh
ds аОг

Для русла с отрицательным уклоном (i<0) введем 
понятие о б р а т н о г о  у к л о н а  и, обозначив i = —i' (где 
i '>0),  получим:

О с н о в н а я  з а д а ч а  теории неравномерного дви
жения заключается в построении линии свободной по
верхности потока для любого конкретного русла и в лю
бых условиях, т. е. сводится к нахождению функцио
нальной зависимости

10.2. УДЕЛЬНАЯ ЭНЕРГИЯ ПОТОКА И СЕЧЕНИЯ.
КРИТИЧЕСКАЯ ГЛУБИНА

У д е л ь н а я  э н е р г и я  п о т о к а  — полный запас 
удельной энергии, определяемый по уравнению Бернул
ли относительно некоторой произвольно выбранной гори-

( 10.86)

h=f(s). (10.9)

г 2

зонтальной плоскости уОх 
(рис. 10.4). Эта пло
скость одна и та же на 
всем протяжении потока. 
Применительно к сечени
ям 1—1 и 2—2 имеем:

£ 1=£ 2+Л«, (10.10)
где Л„ нарастает вниз по 
течению и, следователь
но, Ег — удельная энер
гия потока, всегда непре
рывно убывает.

О Гу) 1 £г <£, г

Рис. 10.4.

х У д е л ь н а я  э н е р 
г и я  с е ч е н и я  опреде
ляется также по уравне
нию Бернулли, но в отли-
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чие от удельной энергии потока определяется не относи
тельно одной и той же для всех сечений горизонтальной 
плоскости уОх, а относительно горизонтальной плоско
сти 0—0, проходящей через самую низкую точку дна для 
каждого сечения в отдельности. Следовательно, при пе
реходе от одного сечения к другому поток будет изме
нять свое положение. Удельная энергия сечения без 
учета внешнего давления р0 (обычно равного атмосфер
ному) определяется так:

*Э =  А +  Ж -  (Ш1, )
Удельная энергия сечения может и убывать и возрас

тать вдоль потока (рис. 10.4). При равномерном движе
нии она остается неизменной, так как hi=h2 и Vi=v2.

При заданном расходе Q удельная энергия сечения 
3  является функцией только глубины и всегда Э>0.

Г р а ф и к  ф у н к ц и и  у д е л ь н о й  э н е р г и и  се 
ч е ния .  Так как

Э = к Л г ^ - г = Э ( И ) ,  (10.11а)
то возможно следующее:

1) если А—»0, то — ► оо и, следовательно, Э-*
—  о о ;

2) если Л-*-оо и, следовательно, о)-*-оо, то Э-+ оо. 
Изобразим функцию 3(h)  в координатах Э и Л

(рис. 10.5). Очевидно, что при h-*~0 линия, изображаю
щая функцию 3(h),  асимптотически стремится к оси 
ординат (оси Э ) ,  а при Л->оо стремится к биссектрисе
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координатного угла. Действительно, вследствие того, что 
при И-+оо о>—*-оо и -----*0, уравнение (10.11а)

в своем пределе превращается в уравнение /1=3. а это 
есть у р а в н е н и е  б и с с е к т р и с ы  к о о р д и н а т н о 
го у г л а .

Таким образом, функция Э(Л) изменяется от +ос 
до —оо, проходя конечные значения. Такая функция 
имеет минимум.

Глубина Л, при которой функция Э(Л) имеет мини
мум, называется к р и т и ч е с к о й  г л у б и н о й  Л,(р. 
Чтобы найти Лир, определим производную, приравняв 
ее нулю:

4 г = / ( А )  =  о .  ( 10 . 12)

Тогда
d3  _  d / ,  | aQ1 \  . _  »Q2 ti<o q 
dA dA ^ 2g<o2 ) '  gu>3 ilh

Поскольку TO

1 — ^ - B  =  0g(0»

или
(0* aQ2 (10.13)

Решение этого уравнения и дает ответ.
Очень просто решать (10.13) построением графика 

функции и3/B=j(h)  (рис. 10.6).
Для прямоугольного русла ы=ЛЛ и критическую глу

бину можно легко вычислить. Подставив вместо ю 
в (10.13) произведение ЛЛкр, получим:

Ь'Л'кр _  aQ 2

в  й '
Отсюда найдем (при Ь=В):

Здесь q — удельный расход, q=Q/B,  т. е. расход, 
приходящийся в среднем на 1 м ширины русла, м3/с на 
1 м ширины.
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Критическая глубина позволяет делить потоки жид
кости на две группы. Потоки с глубинами больше кри
тической называются с п о к о й н ы м и ,  а с глубинами 
меньше критической — б у р н ым и .  Бурный поток обте
кает донные препятствия с образованием неустойчивой 
волновой поверхности.

К р и т и ч е с к и м  у к л о н о м  /кр называется такой 
уклон русла, при котором глубина потока при равномер
ном движении равна критической.

Таким образом, если обозначим при критической 
глубине соответственно (окр, Скр и /?кр, то критический 
уклон найдем из формулы Шези

, -'"р— <о»К|)С‘К1Ар • (10.15)

Для критического уклона можно составить и другие 
выражения. Имеем для |кр

м>кр   оQ2  ай>,крС,кр̂кр̂кр
в  8 8

откуда

•кр_ _  8 
аС3к

Хкр
кр Вк р

Для очень широких русл при В,;р̂ кр получим

(10.16)

/ _  * «Р-  аС>,кр
(10.16а)

10.3. ФОРМЫ СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ
ПРИ НЕРАВНОМЕРНОМ ДВИЖЕНИИ В ПРИЗМАТИЧЕСКОМ РУСЛЕ

Воспользуемся уравнением (10.8) и 
в таком виде:

, <У
</А «оС V  R) *
ds ~  , афВ

1 — £<о*

запишем его

(10.17)

Преобразуем его в более удобную для дальнейшего 
анализа форму.

Известно, что Q =  Kt ]/~i, где К , — расходная харак
теристика при нормальной глубине /i0, и, следовательно, 
9 ~ * V .  а выражение ыС У  R = K ,  где К  — расходная
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характеристика при действительной глубине И в данном 
поперечном сечении потока.

Поэтому ч и с л и т е л ь  п р а в о й  ч а с т и  можем за
писать так:

Второе слагаемое знаменателя запишем так:

g  Q'B  а  Q V g  

gw* и>*/В »

или, обозначив aQ2/g= N l(p и о)3/B=N,  где W — контроль
ное число (по В. Д. Журину), a NKp— его критическое 
значение, получим:

aQ* В __
g w *  N ’

тогда з н а м е н а т е л ь  примет вид*:
Njm

1----- jp~- (Ю.176)

Преобразовав таким образом числитель и знамена
тель, можем уравнение (10.17) записать в такой форме:

dh _ \-{К,/К) '
ds — * 1 1 — NKp/N ■ (10.18)

Пользуясь этим уравнением, можем проследить, ка
кой вид приобретает свободная поверхность в различных 
условиях.

Построим вспомогательные графики (рис. 10.7) зави
симостей JV=io3/fi= /i(ft) и Л'=о>СКЯ=ЫА) и перей
дем к рассмотрению форм свободной поверхности.

Русло с прямым уклоном дна ( t> 0 ) . Здесь могут быть 
три случая: 1) х<*кр; 2) i=iKp; 3) i> iKp.

‘ Различные авторы записывают этот знаменатель в различном 
виде, например, в учебнике И. И. Агроскина, Г. Т. Дмитриева, 
Ф. И. Пикалова «Гидравлика» он записан так:

о Q2
1- ^ * й = 1- Р г
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1-й с л у ч а й :  (<<кр. Очевидно, что при этом нормаль
ная глубина Л0 больше критической Лкр. Изобразим на 
продольном профиле две вспомогательные линии: линию 
нормальных глубин Л0 (линию п—п) и линию критиче
ских глубин Лкр (линию к—к). Это будут прямые ли
нии, параллельные линии дна русла (рис. 10.8).

Все пространство 
выше линии дна рус
ла делится указанны
ми прямыми на три 
области или на три 
зоны: зону А — выше 
линии п—п, зону В — 
между линиями п—п 
и к—к и зону С — 
между линиями к—к 
а линией дна.

Действительная свободная поверхность может нахо
диться в каждой из этих зон.

Зона А. Здесь действительная глубина больше нор
мальной Л>Ло. Поэтому расходная характеристика К 
больше расходной характеристики Ко(К>Ко) (рис. 10.7) 
и контрольное число JV больше NKV(N>NKP) .

Определим знак производной пользуясь уравне
нием

dh , 1 -  (KJK)*
ds ~ l 1 — A/Kp/A/ (10.18а)

Так как К Ж о, то числитель 1—(Ко/К)2>0, а так 
как N >NKр, то и знаменатель 1—Wkp/ jV>0.
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(10.18а) условно, показывая лишь знаки числителя и 
знаменателя. В данном случае имеем:

Д ля установления знака производной запиш ем

dh . (+)
ds ( + )

> 0 .

Следовательно, глубина потока возрастает вниз по 
течению, а линия свободной поверхности будет к р и в о й  
по д по р а .

Рассмотрим предельные условия. Вниз по течению 
глубина Л, возрастая, в пределе стремится к бесконечно
сти (Л—►оо). В таком случае Л'-*-оо и N->-oo, а поэтому

■4̂ — * i и dh =  i ds.

Это равенство показывает, что свободная поверх
ность стремится стать горизонтальной, так как увеличе
ние глубины на dli равно падению дна русла на ids. 
Следовательно, кривая подпора вниз по течению асим
птотически стремится к горизонтальной прямой.

Вверх по течению глубина потока уменьшается и. 
оставаясь в зоне А, стремится стать равной Л0. Но в та
ком случае К-*-Ко, a N-*-Nо. Следовательно, применяя 
условную запись, получаем:

dh .. 1 - (К . 'К У  , (0) Л
ds —  ‘  ( + )  - и ‘

и dhНо если отношение - j f ,  уменьшаясь в пределе, стре

мится к нулю, то это значит, что вверх по течению 
кривая подпора асимптотически стремится к линии нор
мальных глубин.

Зона В (рис. 10.8). Здесь действительная глубина 
/|<Ло, но Л>Л„р и, следовательно, /С<АГо. a No>N>Nup.
Поэтому /Св/АГ> 1,0, a .VKp/(V< 1,0 и dh[ds =  i <  0.

Следовательно, если свободная поверхность потока 
будет располагаться в зоне В (между линиями нормаль
ной и критической глубин), то < 0  и глубина по-
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тока Л убывает вниз но течению и, конечно, возрастает 
вверх по течению. Это будет к р и в а я  с п а д а  
(рис. 10.8).

Проследим аналогично предыдущему за этой кривом 
в ее пределах. В зоне В глубина потока ft, будучи боль
ше ЛКр и уменьшаясь вниз по течению, стремится стать 
равной ЛКр, тогда /С->-Л'„р</Со и Ко/К-^Ко) Ккр> 1,0, N-* 
—̂Л̂ кр II  ̂кр/^~ '̂Vkp/Л/кр—► 1,0, поэтому

т. е. касательная к линии свободной поверхности ста
новится вертикальной (рис. 10.8).

Вверх по течению глубина возрастает и стремится 
к Ло, тогда К.—►/Со и ,V-*-<V0>AfKp. Поэтому 

dh _  1 -  (/С.//С)* _  . (0) п
i -Лкр/N (+)

и, следовательно, кривая спада вверх по течению асим
птотически стремится к линии нормальных глубин.

Зона С. Глубина потока ft<ftKр, поэтому К<Ккр<Ко 
и N < N Hр. В соответствии с этим

dh (1 - { К , / К ) '  
ds l - N Kp/N — i (-)

1- )
> 0 ,

т. е. глубина потока возрастает вниз по течению и сво
бодная поверхность приобретает вид к р и в о й  по д 
пора .

В пределе вниз по течению ft-*-ftnp и, следовательно.

линия свободной поверхности круто поднимается 
вверх и стремится стать касательной к вертикали. В пре
деле вверх по течению ft может стремиться к нулю, что,
впрочем, не имеет физи
ческого смысла (при 
Л =  0 и Q = 0 ).

Итак, для русла с ук
лоном «> 0 возможны 
только три формы сво
бодной поверхности, схе
матично показанные на 
рис. 10.8.

Возможные формы

А
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свободной поверхности для случая /> 0  приведены на 
рис. 10.9. Условия возникновения этих видов свободной 
поверхности могут быть различны. Так, на рис. 10.10,а 
показана кривая подпора при преграждении плотиной, на 
рис. 10.10,6 — при истечении из-под затвора.

Рис. 10.11.

2-й и 3-й с л у ч а й  («>»кр и t= iKp). Опуская разъ
яснения. аналогичные разъяснениям для 1-го случая, 
приводим на рис. 10.11 результативные схемы возмож
ных форм свободной поверхности.

Русло с уклоном дна г'=0 и i< 0 . Также опуская разъ
яснения, аналогичные разъяснениям для 1-го случая, 
приводим на рис. 10.12 результативные схемы возмож
ных форм свободной поверхности.

Вывод.  1. Как показывает анализ, иных форм сво
бодной поверхности, кроме указанных на приведенных 
здесь схемах, физически существовать не может.
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2. При неизменном уклоне русла ни одна кривая сво
бодной поверхности (из числа указанных выше) не пе
ресекает ни линии нормальной глубины, ни линии кри
тической и, следовательно, не может перейти из одной 
зоны в другую.

Рис. 10.12.

3. Точность описания уравнением (10.18) линии сво
бодной поверхности в области глубин, близких к кри
тической глубине, понижается, так как в этой области 
нарушается условие плавнонзменяющегоея движения по
тока.

10.4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ОСНОВНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
УРАВНЕНИЯ НЕРАВНОМЕРНОГО ДВИЖЕНИЯ

Интегрирование дифференциального уравнения имеет 
свою многолетнюю историю. Широкое распространение 
в прошлом получили методы Дюпюи (1848 г.) — Рюль- 
мана (1880 г.) и особенно метод Бресса (1879 г.), отно
сящиеся к руслам прямоугольного профиля большой ши
рины, а также метод Толкмита (1892 г.) для параболи
ческого профиля. В XX в. широкое распространение 
получил метод, предложенный проф. Б. А. Бахметевым 
(1914 г.). Метод Б. А. Бахметева отличается от ука
занных выше наибольшей общностью, благодаря чему 
сохраняет свое значение и в настоящее время. Позднее 
был предложен ряд новых решений: метод проф. 
Н. И. Павловского, проф. И. И. Агроскина и других уче
ных

Здесь отметим, что . дифференциальное уравнение 
(10.7) для непрнзматических русл решения не имеет, так 
как в общем случае неизвестна функция <o=/(s), а сле-
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метева (как равным образом решения и других авторов) 
относится к призматическим руслам.

довател ьн о, и п рои зводная  П оэтом у реш ение Б ах-

10.4.1. Интегрирование уравнения при i> 0

И н т е г р и р о в а н и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  
у р а в н е н и я  по м е т о д у  Б а х м е т е в а. Имеем урав
нение

d h _.1 — (К ./*)*
ds aQ*B ■ (10.19)

Здесь величины К, В и w являются функциями глу
бины h, а остальные величины постоянные, поэтому пра
вая часть представляет собой некоторую функцию F(h), 
и, следовательно, (10.19) есть обыкновенное дифферен
циальное уравнение с разделяющимися переменными. 

Для интегрирования преобразуем правую его часть 
Пользуясь показательным законом Б. А. Бахметева

(9.16), запишем:

где х — гидравлический показатель русла. Напишем 
ч и с л и т е л ь  в виде

Второе слагаемое знаменателя преобразуем последо
вательно (с учетом Q2=iK2o) ■
oQ'B a iK '.B  Ы К \В  С* у. a СЧ В К \
got* gio*<o g<o*ci> C2 x R X w’C* (w x) '

Но отношение (<о/х)=Я, где R — гидравлический ра
диус.

Поскольку m2C2R =  K2, з н а м е н а т е л ь  (10.19) за
пишем так:



а учитывая равенство 
переписать в виде

Hh _  ■ 1 — (*'./*>*
,/s — ' «ф*Я

1 — с»’

(9.16), можем уравнение

— ' аС*( В
1 -  - j -  —  (*.'*)*

(10.19)

Для упрощения записей [примем [ofозначение X
D

X  —  = / .  Тогда, разделив числитель и знаменатель на 

(/»о/Л)х, получим уравнение (10.19) в виде
(/А . (Л/А#)Х— 1
rfs —  '  (А Л,)ж — / ■

( 10.20)

Вводя в уравнение (10.20) новую переменную rj=  
=Л/Л0 и учитывая равенство dx\=dhlha, откуда d/i=  
=hodr), получаем:

h,it\ . Tf* — I
( 10. 21)

или, разделяя переменные,
»is ^ - | ' ^  =  ̂  +  ( 1 - / ) i"1]

V -  1-

Интегрируя, находим:

it

Вводя /сри обозначая | — =  ?(ч) +  С. получаем 
окончательно:

Ч, - 1, -  (1 -  /ср) {? (ч.) -  ?(Л,)}* (10.22)
Здесь s3—s\= l — длина участка русла между двумя

его сечениями (рис. 10.13); ц; и тц — соответственно
^г/Ло и Л|/Лв; /ср= ■аС 1 —  —для данного участка;е х 1
ТНЫ и ф(г)|) соответствуют r\2= h 3lh0 и г|i =  /*i /*о для 
концевых сечений участка.
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Числовые значения функций <p(ij)=J ( опре
деляют на практике не прямым вычислением интеграла, 
а по заранее составленным таблицам для различных

значений гидравличе
ского показателя рус
ла х.

В проектной прак
тике Советского Союза 
используются таблицы 
Н. Н. Павловского, со
ставленные для значе
ний от х= 2 ,0  до х =  
=  5,5 с интеовалом 
Ах=0,25 [18].

Уравнение (10.22) 
позволяет решить две 
о с н о в н ы е  з а д а ч и .  

З а д а ч а  1. Определение расстояния /= s 2—s, меж
ду двумя створами потока, когда известны (или заданы> 
глубины hi и ho (створ с глубиной Л2 расположен ниже 
по течению). При этом предполагается, что все пара
метры потока Q, Ао, », п и форма русла известны.

В таком случае искомое расстояние находится путем 
прямого вычисления по уравнению

'=т- {£-£-<1 -  Ц* (£)-»(£-)]! • (10-23)
при этом здесь /ср может вычисляться как

/ -  /. +  /»/ср— 2
ИЛИ

,  a £*cpf ^ср

/с р —  е Хер ’
где Сср, Вср и уср соответствуют средней глубине Аср=  
=  /|’ 2 ~ ~ » а Функции ^(li) и <р (■!),) определяются по
соответствующим таблицам для предварительно подсчи
танного гидравлического показателя русла 

____2 lg  (Kt/K,)
lg (Л,/А,) •

Все остальные величины расчетного уравнения за
даны 
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З а д а ч а  2. Определение глубины hi в створе на за
данном расстоянии / от створа, в котором известна глу
бина Л2. Все остальные параметры потока и русла из
вестны (как и в первой задаче).

Решение этой задачи более сложно, так как глубину 
1ц находим из условия

hi=h0r\i,
а определение величины rjj по уравнению (10.20) воз
можно или методом последовательного приближения 
(задаваясь рядом hi, 
h'u h" i . . . ,  определяем 
lu l \  . . .)  или путем 
построения графика 
/= /(* .)•

З а м е ч а н и е .  Так 
как решение первой 
задачи менее трудоем
ко, чем второй, то в 
практических расчетах 
(например, при по
строении кривых под- Рис 1014
пора или спада) следу
ет пользоваться первой
задачей. Так, применительно к рис. 10.14 для построения 
кривой подпора следует по глубине Л2 у плотины опре
делить расстояние 1\, 1\ .... задавая глубины А( и A'i =
=h\-\-Ahi и т. д.

10.4.2. Интегрирование уравнения при ( =  0

Основное уравнение при i=0  имеет вид:

dh *C4t
ds ad}* В ] *

g<0* *

Чтобы исключить из уравнения расход Q, можно вос
пользоваться условием

Q = /С, v T =  / / ;  =  ••• =

Примем

Q = K KpV iKp-
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Гогда получим:
dh _. [Кщ^/КУ
Js «inpA'Kprt

Преобразуем первое слагаемое знаменателя подобно 
тому, как это было проведено в предыдущем случае 
(при 1>0). Будем иметь для знаменателя

а̂ ,|кп В х К \ р  . а̂ **'кр В К \
£«’« ^  X — _  к X Кг 

Итак, получим:
dh __. )*

~ЗГ ~  *счк? и ! ккр ^ 7
g X I к  )

(10.24)

aCsiKp ft
Обозначив —-----— = / кр 11 РазДел 1В числитель и зна

менатель на (Д„р//С)2, получим:

dh *кр __ _______<кр_______

ds /кр (Л//Скр)г /кр (Я’Лкр)”

а затем, введя новую переменную г=Л/Лкр (при этом 
dh=hKVd\), найдем окончательно

>ЫРЧ __ <кп

/кр — БЛ

ИЛИ

к̂р
( Ю 25)
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Интегрируя, находим

*кр (S1 — *|)
г,кр =  /к р (« . —  6.) —

;*+■ _ £*+•
* П

Во многих случаях можно принять /кр%1,0, а тогда 
получим очень простую н удобную формулу для практи
ческих расчетов

■кр * +  i (10.26)

Если принять гидравлический показатель русла дг=3 
(как для широкого русла прямоугольного сечения), то 
получим еще более простое выражение

^ - = S I - e , - 0 , 2 5 ( ; % - ; \ ) .  (10.26а)'•кр
Определение / или ;i(b ) при заданных прочих ве

личинах не вызывает затруднений (рис. 10.15).

10.4.3. Интегрирование уравнения при (< 0

Опуская вычисления н разъяснения, приводим ре
зультативное уравнение

Т 7  1 +  /кР) I?(«,) ~ ? Ы  (Ю.27)

где :, =  h jh \  и С, =  Л,'Л',;
. _  аС*‘кр В 

в х

? « ) = (  г т е + с -

Этот интеграл табулирован так же, как табулирован 
аналогичный интеграл к уравнению (10.22).

На практике часто используют различные приближенные мето
ды. основанные на методе конечных разностей.

Учитывая, что правая часть основного уравнения (10.8) пред-
dh

ставляет собой F(h),  можно написать ~ ^ —F (Л) или в конечных 

разностях
Д$ — Ф(А)ДЛ.
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Вычисления могут производиться методом Эйлера, методом тра
пеций и другими методами.

Интересным является метод1, заключающийся в том, что Ф(Л)

10.5. ПОСТРОЕНИЕ ЛИНИИ СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
В ЕСТЕСТВЕННЫХ РУСЛАХ

Естественные русла характеризуются сложной, изме
няемой на пути геометрической формой неоднородной 
поверхности и сменой уклона и направления течения.

Поэтому установленные выше функциональные связи 
между параметрами потока могут применяться здесь 
с учетом некоторого приближения.

Для построения кривых подпора и спада существуют 
различные методы. Рассмотрим один из них — метод 
использования уравнения Бернулли. *

* Зубов Л. Б., Ромадин В. А., Цветков А. А. О построении кри
вых свободной поверхности потока в открытых призматических рус
лах .— Гидротехническое строительство, 1977, Xs 9.
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\  Русло реки делят на ряд расчетных участков с бо- 
лёе или менее однообразными характеристиками (пре
имущественно по уклону свободной поверхности). Протя
женность этих участков для одной и той же реки может 
быА приблизительно от 0,5 км до нескольких десятков 
километров. Затем на базе полевых изысканий для каж
дого йз расчетных створов определяются <o=/i(W) и R=  
= f2(H\, где Н — отмена свободной поверхности (Я =  
=z-fA )\ по рис. 10.16.

Запишем уравнение Бернулли для двух сечений / —1 
и 2—2. Второе сечение для упрощения берем у проек
тируемой плотины, благодаря чему отметка Я2 извест
на. Итак,

Н1+3 £ -= -.Н , +  * £ - + hw. (10.28)

Потерянный напор на участке от первого до вюгого 
створа определим по формуле Шези

А— *==,7= ,

где значение Кср можно определить, например, как сред
неарифметическое значение расходной характеристики 
К\ на первом створе (верхнем по течению) при отметке 
Я 1 (рис. 10.16) и К2 на втором (при Я2):

V _  к, + кг

После подстановки уравнение (10.28) для участка / 
запишем так:

ДН, =  - И , =  I.(10.29)
4

Из этого уравнения методом последовательного при
ближения и определяется ЛЯ/ (или Н\).

На практике величиной можно пренебречь

по малости в сравнении с hwi_2 и уравнение (10.29) на
писать проще:

(10.29а)
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Закончив вычисление Д//ь т. е. определив отметку 
свободной поверхности Н\, переходят к расчету второго 
участка (вышележащего), пользуясь темн же уравне
ниями (10.29) или (10.29а). И далее, произведя расчеты 
по участкам и переходя от нижнего к соседнему верхне
му, находят отметки свободной поверхности для всего 
ряда промежуточных створов реки, что и позволяет по
строить искомую кривую подпора.

З а м е ч а н и е .  При определении кинематических и 
других параметров открытых потоков при неравномер
ном движении (также и при равномерном) точность 
результатов в значительной мере зависит от знания точ
ных значений различных факторов, определяющих гид
равлические сопротивления (шероховатость, геометри
ческая форма русла). Поэтому необходимо накопление 
данных исследований для установления точных исход
ных расчетных величин.

ГЛАВА ОДИННАДЦАТАЯ 

ГИДРАВЛИЧЕСКИЙ ПРЫЖОК

11.1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ

Г и д р а в л и ч е с к и м  п р ы ж к о м  называется рез
кий переход от глубины потока меньше критической 
к глубине больше критической (рис. 11.1). Гидравличес
кий прыжок может быть или с образованием п о в е р х 
н о с т н о г о  в а л ь ц а ,  как показано на рис. 11.1, или
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т н Л - п р ы ж о к - в о л н а  (рис. 11.2). В первом случае 
гидравлический прыжок называют совершенным.

О с н о в н ы е  г е о м е т р и ч е с к и е  э л е м е н т ы  с о 
в е р ш е н н о г о  г и д р а в л и ч е с к о г о  п р ы ж к а :  

г л у б и н ы  hi и h2— глубины до и за прыжком, их 
называют с о п р я ж е н -

глубин; \
д л и н а  п р ы ж к а  Рис. 11.2.

/„ — длина горизон
тальной проекции поверхностного вальца (рис. 11.1).

Точку М называют т о ч к о й  р а з д е л а .
Длиной прыжка иногда называют не длину /„, а дли

ну /'„> /„  (рис. 11.1), т. е. расстояние от начала прыж
ка до того створа п—п, где заканчивается изменение 
эпюры распределения скоростей по высоте и устанавли
вается существующее их распределение в нижнем бьефе.

Возникновение гидравлического прыжка объясняется 
тем, что плавный переход от глубины /ii< /iKp к глубине 
h2> Нкр, т. е. с образованием кривой подпора (h2> h i ) ,  
физически невозможен. Известно, что кривая подпора 
(так же как и кривая спада) не может пересекать ни 
линию критической k—k, ни нормальной п—п глубины, 
оставаясь всегда в пределах только одной зоны (или 
зоны А, или зоны В, или зоны С), см. рис. 10.8.

В связи с этим переход от ft|</i„p к h2> h Kp проис
ходит в форме гидравлического прыжка, особой формы 
движения жидкости, удовлетворяющей основному усло
вию движения реальной жидкости — движения с непре
рывным уменьшением энергии данной ее массы.

11.2. ОСНОВНОЕ УРАВНЕНИЕ ГИДРАВЛИЧЕСКОГО ПРЫЖКА 
В ПРИЗМАТИЧЕСКОМ РУСЛЕ

Основным вопросом теории гидравлического прыжка 
является установление связи между сопряженными глу
бинами.

Воспользуемся уравнением импульсов. Как обычно. 
Д вум я сечениями / — 1 и 2—2 выделим массу жидкости. 
Для которой и составим уравнение импульсов.
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За время dt масса займет новую позицию от сечения 
/ '—1' до сечения 2'—2' (рис. 11.3). 7

Приращение количества движения выделенной мас
сы равно:
Д (т й)= \к. д(Ь) +  к. д (с)],+4, — [к. л(а )-\-к . д(Ь)1. 

Для установившегося движения

*• a (b)t+u  =  K- Mb)t, /
и приращение количества движения выделенной массы 
определится как разность

2 t

Д (тй) =к. Д  (с) —к. д (а).
г  «...

Определим к. л области с, т. е. к. Д(с):
к. д (с) =pao(0 2V2dtV2=paadt(ii2V22.

Аналогично запишем к.д(а), и тогда приращение ко
личества движения массы m составит:

Д (m u)=paodt{u>2V22— W|t>2i)< (111)
Здесь принято 001^ 002^ 0 0 .
Действующими силами являютсй силы Р\ и Рг— си- 

лы давления на торцевые сечения / —/ и 2—2; сила 
веса G данной массы и Р — сила сопротивления — реак
ция неподвижного русла. Итак, в проекциях на ось дви
жения или, пренебрегая уклоном русла (т. е. считая его 
горизонтальным) в проекциях на горизонтальную ось. 
получаем сумму импульсов в таком виде:

2 Р cos a dt= (P i—Р2—F)dt. (И-2)
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\Обы’)бычно пренебрегают и силой сопротивления русла 
F Ао малости в сравнении с силами Рi и Р2, и тогда 
уравнение импульсов получаем в виде

paodt ((02U32—<oiU2i)= ( P i—P2)dt. (11.3)

Есл!\принять во внимание, что

(02^2= 0) lO| =  Q ,

а по законам гидростатики Pi=pgo)i«/i; P2==pga>2y2 (уи 
1/2 — соответственно глубины погружения центра тя
жести площади О) и юг), то уравнение (11.3) (после со
кращения на dt) примет вид:

— -^ - )= p g (a>tyl -<°,ytb

Затем деля на pg и распределяя слагаемые по их 
индексам, окончательно получаем:

g.Q2
-Уг'°г- (П.4)

Это есть о с н о в н о е  у р а в н е н и е  г и д р а в л и 
ч е с к о г о  п р ы ж к а .

Поскольку о) и у являются функциями глубины (0=  
=со (Л) и y= y(h), а остальные величины постоянны, 
можно записать:
^ +|Ло= Я (А ). (11.5)

Функцию Я (Л) назы
вают п р ы ж к о в о й  
фу н к ц и е й ,  и тогда 
основное уравнение мож 
но записать в краткой 
форме

Я (А ,)=Я (А 2), (11.6)
что можно прочитать так: 
прыжковые функции со
пряженных глубин равны 
между собой.
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Определение второй сопряженной глубины /12 при .за
данной глубине hi производится непосредственно /по 
уравнению (11.4). Так, вычислив fl(h i), получим: (

*"2
- У х т х  =  П  (Л,),

откуда и находим h2, например, графическим путем — 
путем построения графика прыжковой функции Я (Л) 
(рис. 11.4).

Прыжковая функция Я(Л) =  (ао<32) / (go>) +уы  имеет 
минимум, так как, оставаясь большей нуля, изменяется 
от +оо при /i—►-О до -foo при /i-ооо (рис. 11.4).

Определяя производную и приравнивая ее нулю

dl! (h)__ q находим< что минимальное значение П (Л)Н11Н 
ап

имеет место (если принять а ^  а,) при h йкр, так же 
как и для кривой удельной энергии сечения 3(h) =  h-\-

+ - ^ -  <РИС- 1 1 4 )-

Для прямоугольных русл сопряженную глубину h2 
можно определить, зная hi, по формуле, которую най
дем из (11.4). Поскольку io=Bh, a y= h/2, то после со
ответствующих подстановок получим:

«.Q3 . Л,
цЧЬ, +  2 ВЛ.= _2jQL

«йл, - А+  2 АЛ,-

Разделив на В, запишем:

«,<? / 1 _ 1 \  Л».-ft*.
\ л ,  Л, 5

или

2 Ts/ (-Т7Г')= <*■ — Л.НЛ. +  Л.>-
Затем сскратим на (Л, — Л,), а поскольку =  /г'кр

(знак приближенного равенства поставлен потому, что 
вместо а имеем а0), то получим квадратное у р а в н е н и е

(117)
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ешим уравнение (11.7) и найдем

11.3. ПОТЕРИ НАПОРА. ДЛИНА ПРЫЖКА

П о т е р и  н а п о р а  в гидравлическом прыжке для 
прямоугольного русла можно найти, воспользовавшись 
уравнением Бернулли и уравнением прыжка. Преобра
зовывая уравнение Бернулли, можем написать:

так как (aQ2) I (gB2) = h \ p, то из уравнения (11.9) 
найдем

и подставив в уравнение (119), получим формулу для 
определения потерь напора:

Д л и н а  п р ы ж к а  обычно определяется по эмпири
ческим формулам М. Д. Чертоусова, Н. Н. Павловского 
и других ученых [18, 22].

Можно рекомендовать формулу О. М. Айвазьяна, по
лученную теоретическим путем на основе гипотезы о том, 
что длина прыжка должна быть такой, на протяжении 
16* 2АЪ

Определив затем /i3Kp из уравнения (11.8)



которой потери напора достигают значения, определяе
мого по формуле (11.10):

где
10 +  KFr

ГЛАВА ДВЕНАДЦАТАЯ 

СОПРЯЖЕНИЕ БЬЕФОВ

Подпорное сооружение на реке делит ее на два уча
стка: в е р х н и й  и н и ж н и й  бьеф.  Течение потока 
при переходе из верхнего в нижний бьеф называют с о 
п р я ж е н и е м  бьефов. Иногда под сопряжением бьефов 
понимают совокупность технических мероприятий, свя
занных с переводом потока из верхнего в нижний бьеф.

На практике различают два вида сопряжения — со
пряжение при смене уклона и сопряжение при подпор
ном сооружении.

12.1. СОПРЯЖЕНИЕ БЬЕФОВ ПРИ СМЕНЕ УКЛОНА

Известно, что при разных уклонах дна нормальная 
глубина h0 будет различной, и чем меньше уклон, тем 
больше нормальная глубина. Поэтому если уклон в ниж
нем бьефе меньше, чем в верхнем, то возникнет к р и - 
в а я  п о д п о р а ,  в противном случае — к р и в а я  с п а д а  
(рис. 12.1, случаи / и 2).

Сопряжение бьефов при смене уклона td V p  в верх
нем бьефе на уклон />/кр в нижнем бьефе показано на 
рис. 12.1, случай 3.

Рассмотрим более сложный случай сопряжения 
переход от уклона i> r„ p к уклону idV p  (переход 
от бурного потока к спокойному). В таких условиях 
образуется гидравлический прыжок. На рис. 12.1, слу
чай 4 приведены различные формы гидравлического 
прыжка: /  — прыжок отогнан; / /  — прыжок в крнтнчес 
ком положении; III — прыжок надвинут.
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ш ш
Определим местоположение и высоту прыжка. До

пустим, что прыжок образовался непосредственно у раз
дельного створа. В таком случае бытовая глубина ниж 
него бьефа будет сопряженной с глубиной верхнего 
бьефа! которую можно считать равной глубине сжатого 
сечений.

У

Назовем глубину, сопряженную с глубиной сжатого 
сечения, р а з д е л ь н о й  г л у б и н о й ,  тогда она опре
делится по формуле

( 12. 1)

Итак, бытовая глубина равна глубине раздельной.
Очевидно, что если бы глубина нижнего бьефа была 

меньше Лраз, то прыжок переместился бы вниз по тече
нию и наблюдался бы отгон прыжка и, наоборот, пры
жок переместился бы в верхний бьеф, если ho2>hVB3\.

Таким образом, для определения местоположения 
прыжка имеем критерий

Лр.3 = Лб; (12.2)
если /1Раз>-Лб — прыжок сместится вниз по течению, 
если ЛразСЛб — прыжок переместится вверх по течению.
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12.2. СОПРЯЖЕНИЕ БЬЕФОВ ПРИ ПЕРЕГОРАЖИВАЮЩЕМ 
СООРУЖЕНИИ 1

Рассмотрим сопряжение за водосливной плотиной 
Возможны три случая сопряжения (рис. 12.2): I — пры
жок отогнан; II — прыжок находится в критическом по
ложении (надвинут); III — прыжок затоплен.

Рнс 12.3.

Критерием того, какая из этих трех форм будет 
иметь место, служит неравенство

Лд = ̂ р»э' (12.3)
Очевидно, что и в данном случае, если h6< lipa3, то 

прыжок отогнан, если Лб=Лраз, то прыжок в критичес
ком состоянии, т. е. возникает непосредственно у подош
вы плотины, если йб>Лраз— прыжок затоплен.

Заметим, что этот критерий остается в силе и в том 
случае, если истечение происходит из-под затвора 
(рис. 12.3).

• Рассмотрение данного вопроса ведется в рамках плоской за
дачи.
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В обоих случаях расчеты сводятся к вычислениям 
глубины сжатого сечения и раздельной глубины. Опре
делим глубину сжатого сечения при переливе воды че
рез плотину.

Пусть заданы: удельный расход q, напор Т0= Т  + 
+ ао20/2g, где v0 — скорость подхода.

Для сжатого сечения Лс (рис. 12.2) уравнение удель
ного расхода можно записать в таком виде:

q =  hevc =  hc<f V  2g  (Г,—Лс). (12.4)

Это уравнение 3-й степени с одним неизвестным Лс- 
Обычно его решают или подбором, или графоаналити
чески. Можно рекомендовать метод итераций.

Рис. 12.4.

Из уравнения (12.4) имеем:

К Q
y V 1 R[T , - h z) ’ (12.5)

Так как глубина Лс мала по сравнению с Т0, то, при
няв ее в знаменателе правой части за нуль, найдем Лс 
в первом приближении по формуле (12.5):

Л'С
<7

( 12.6)

Далее, во втором приближении учтем найденное зна
чение первого приближения и тогда получим формулу 
для определения г л у б и н ы  с ж а т о г о  с е ч е н и я

Л ",= (12.7)

Обычно при более или менее высоких плотинах 
третье приближение не требуется.
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После того как глубина сжатого сечения определена, 
р а з д е л ь н а я  г л у б и н а  находится как ей сопряжен
ная по формуле

* » = ■ $ - [ /  4 - « ( - v ) " - i ] -

Если /1б</ц>аз, то прыжок отогнан. Дальность отго
на прыжка найдем по общей формуле

- £ - =  \  \  —  ( 1  —  / с )  [ ?  Ы  —  ?  Ю ) -

При использовании этой формулы надо иметь в виду, 
что i)2= h 2/h0; t) i = A i / / i 0, где h0 — нормальная глубина; 
h\—hc — глубина сжатого сечения, а Л2 — глубина, со
пряженная с бытовой глубиной (рис. 12.4).

Приняв iW), можно упростить вычисления, и тогда 
д а л ь н о с т ь  о т г о н а  п р ы ж к а

кр

•кр
Ег + 1

* + 1
( 12.8)

Если поток переходит из верхнего бьефа в нижний 
путем истечения из-под затвора, то вопрос о сопряжении 
бьефов решается так же, как и в предыдущем случае.

12.3. ВОДОБОЙНЫЙ к о л о д е ц  и  в о д о б о й н а я  с т е н к а

В обычных случаях отгон прыжка вызывает опасе
ние размыва русла. Для устранения отгона прыжка 
устраивают водобойные колодцы, водобойные стенки и 
другие устройства — гасители энергии.

Если в о д о б о й н ы й  к о л о д е ц  (рис. 12.5) устроен 
достаточной глубины и длины, то схема течений уста
навливается такой, как показана на рис. 12.5. В этом 
случае гидравлический прыжок размещается в колод
це, и из него поток выходит с глубиной, равной бытовой 
глубине нижнего бьефа. При недостаточной глубине или 
длине колодца бурный поток вылетает из колодца, и он 
не отвечает своему назначению.

Расчет водобойного колодца, очевидно, заключается 
в определении необходимой его глубины d и длины /.

В нормальных условиях работы водобойного колодца 
глубина воды в нем должна быть не меньше глубины 
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раздельной, т. е. не меньше сопряженной с глубиной 
у дна колодца:

| +  8 ( т г ) ' _  ' ] •

Вместе с тем эта глубина равна:
Лкол= ^"ЬЛв4" Az. (12.9)

Или, иначе, вводя по Чертоусову коэффициент запаса 
cr(а =  1,05-+-1,10), получаем:

Лко л '^<}hpa3==d  А б +  AZ .

Итак, для определения необходимой г л у б и н ы  к о 
л о д ц а  d имеем уравнение

d = a [!T \ /  1 +  8 ( т г ) 4- ^ - Л б - Д г .  (12.10)

Здесь Лс определяется в соответствии с (12.5):
h __________ 1______

Г *V2g(Tt +  d - h c) *

a Az определяется как перепад при входе в канал:
д - __  о*б о*го1 _  дг___________

?*2g  2g ?*2gh'-6 2gh'KO_, ■

Числовое определение величины d производится ме
тодом последовательного приближения (или графоана
литически), на чем останавливаться здесь не будем.

Д л и н а  к о л о д ц а  /кол для рассматриваемой схемы 
определяется по условию размещения гидравлического 
прыжка в колодце:

/кол— /пр +  /зал-
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Но практика строительства показала, что колодец 
может быть и меньшей длины. По рекомендации 
Н. Н. Павловского длину колодца можно принять

Л<ол==0.8/пр- (12.11)
Гидравлический расчет в о д о б о й н о й  с т е н к и  

(рис. 12.6), как и водобойного колодца, ограничивается 
определением высоты стенки и расстоянием, на котором 
надлежит установить стенку.

Расчеты здесь несколько проще, так как определение 
глубины воды в образуемом стенкой водоеме Лкол про
изводится просто, как раздельной глубины:

причем глубина сжатого сечения находится по извест
ной формуле

Я______

Поскольку /1кол=о/1раэ, высоту стенки с находим из 
условий пропуска заданного расхода q через стенку как 
через водослив

о/: раз—// Ч- с
и

С— oh раз— Н ,

где напор Н водослива определяется из известной фор 
мулы
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12.4. ВОДОСЛИВНАЯ ПЛОТИНА С НОСКОМ НА СЛИВНОЙ ГРАНИ

В зависимости от сбросного расхода Q, глубины 
верхнего бьефа Т, бытовой глубины ha, высоты носка р 
и угла а (рис. 12.7) течение потока в нижнем бьефе (не
посредственно за плотиной) может осуществляться по 
двум схемам.

Рис. 12.7.

С х е м а  I. Основное течение с расходом Q сосредо
точено у дна и покрыто вальцом (затопленный прыжок), 
как указано на рис. 12.7,а.

С х е м а  11. Основное течение сосредоточено у по
верхности, а под ним у плотины образуется донный ва
лец (рис. 12.7,6).

Эти два характерных течения в нижнем бьефе очень 
часто именуют д о н н ы м  и п о в е р х н о с т н ы м  р е ж и 
мом.

В реальных условиях наблюдаются дополнительные 
сопутствующие явления, например при поверхностном 
режиме может образоваться ниже по течению поверхно
стный валец и др.

Последовательность этих режимов такова.
Допустим, что при данном расходе Q и глубине ниж

него бьефа ha имеем затопленный гидравлический пры
жок, т. е. донный режим (рис. 12.7,а). При увеличении 
глубины ha донный режим сохраняется до тех пор, пока



эта глубина не достигнет некоторого значения, при ко
тором донный режим переходит в поверхностный. Со
стояние потока при этой глубине называют п е р в ы м  
к р и т и ч е с к и м  р е ж и м о м ,  а глубину — п е р в о й  
к р и т и ч е с к о й  г л у б и н о й ,  обозначим ее Лцф*.

о

При дальнейшем увеличении глубины нижнего бьефа 
поверхностный режим сохраняется, пока глубина не 
достигнет второй критической глубины (обозначим 
ftiiKp), при которой волна не свободной поверхности при 
обретает наибольшую высоту и, как бы опрокидываясь 
в сторону против течения, образует у водосливной грани 
плотины поверхностный валец (рис. 12.8). Состояние по
тока при этой глубине Лцнр называют в т о р ы м  к р и 
т и ч е с к и м  р е ж и м о м .

* Не смешивать с Лкр, отвечающей минимуму удельной энергии 
сечения Эиав.
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Итак, поверхностный режим сохраняется в пределах. 
от первого критического состояния до второго, от первой 
и до второй критической глубины.

Рассмотрим кратко, почему донный режим перехо
дит в поверхностный.

При донном режиме давление в точке А (рис. 12.9) 
оказывается меньше атмосферного (под струей образу
ется вакуум, как под струей за водосливом). Поэтому 
сходящий с носка плотины поток прижимается ко дну. 
С увеличением бытовой глубины вакуум уменьшается 
и при некоторой глубине исчезает. При дальнейшем уве
личении глубины ha давление под струей возрастает и 
вызывает отклонение сходящего с плотины потока вверх, 
создавая поверхностный режим.

Впервые изучение этих режимов было проведено- 
А. А. Сабанеевым при проектировании первенца плана 
ГОЭЛРО — Волховской ГЭС. В последующем этот во
прос изучался проф. М. Д. Чертоусовым. Наиболее пол
но он освещен в обширных и сложных теоретических 
и экспериментальных исследованиях проф. С. М. Слис- 
ского [19].

Здесь кратко рассмотрим более простое решение 
А. А. Сабанеева.

При заданном расходе Q, глубине верхнего бьефа Т 
и соответствующей глубине нижнего бьефа ha переход 
от донного режима к поверхностному зависит от высоты 
уступа р и угла а (рис. 12.9). Бытовая глубина при этом 
является первой критической глубиной /i6=AlKp. Требует
ся определить р и а.

Воспользуемся уравнением об изменении количест
ва движения (уравнением импульсов)

A(m u)=Z#cos рд/. (12.12)

Двумя сечениями I—/ и / / —II выделим массу жид
кости (рис. 12.9), по отношению к которой запишем 
Уравнение (12.12).

По истечении времени At выделенная масса жидкос
ти переместится и займет положение между сечениями 
I —I' и II'—II'. Тогда при установившемся движении 
изменение количества движения выделенной массы

A(mv)=phvAlv—рhru \tu  cos а.
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или поскольку hv= hcu=q, где q — удельный раскол 
(расход на единицу ширины русла), то

A(mv)=pAtq(v—и cos а). (12.13)

Сумма импульсов внешних сил за это же время At 
равна:

LR cos ЗД( =  (Р, — Р,) At =  |__Г (/lc cos a -f р)г
Р g

Л1
■pg—

=  1(ЛС cos а 4- Р)* — Л*|.

А ( =

(12.14)

Теперь можем написать все уравнение (12.12) в це
лом

рД(<7 (о — и cos а) =  " gf*-[(/tc cos г pj1 — Л* j

или, разделив на pgAt/2 и с учетом v=q/h, a u= q/hc, 
написать так:

[ 4 —  c o s  а ] =  c o s  1 +  Р)* — h'- (12- 15)

Если угол а рассматривать как параметр, то имеем 
два неизвестных р и Лс. Очевидно, требуется еще одно 
уравнение (независимое от первого). Таковым будет 
уравнение Бернулли для сечения 0—0 и / —/ (рис. 12.9):

Т, =  Р +  Ьс cosa+ JI f  +  : -T f  

или, так как u= q/hc, то же уравнение в таком виде: 

/ ? = r . - A cc o s a - ( l  +  C ) ^ 5- .  (12.16)

Итак, для определения р и Лс имеем два уравнения

Flip, Лс) = 0;
F,(p, Лс)=0.

Первое уравнение (12.15) квадратное относитель
но р. По предложению М. Д. Чертоусова проще всего 
эта система решается графоаналитически. Это видно из 
рис. 12.10.
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Определение второй крити
ческой глубины Лцкр представ
ляет сложную задачу. Не оста
навливаясь на ее решении, 
здесь приведем одну из самых 
простых эмпирических фор
мул— формулу Т. Ч. Астафь-

Р
F,

евой, которую можно исполь- р
зовать для предварительных 
ориентировочных расчетов:

1.22 p + IZ -H -g

где D =  T0—Н—р (см. рис.
12.7).

Рис. 12 10

Ограничиваясь этими краткими сведениями относи
тельно вопросов сопряжения бьефов, отметим, что 
в практике гидротехнического строительства встречает
ся множество иных схем сопрягающих сооружений, прос
тые и многоступенчатые перепады, различные быстрото
ки и ip . Расчеты таких случаев приводятся в специаль
ной литературе [18, 19, 21, 22]

Г Л А В А  Т Р И Н А Д Ц А Т А Я

ДВИЖЕНИЕ ГРУНТОВЫХ ВОД (ОСНОВЫ ТЕОРИИ 
ФИЛЬТРАЦИИ)

13.1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ

В естественных условиях грунт представляет собой 
сложную неоднородную пористую среду, структура кото
рой изменяется во времени (хотя и медленно) под воз
действием геофизических факторов. Характеризовать 
грунт будем по крупности отдельных зерен, оценивая их 
по размеру условного диаметра. Так, у с л о в н ы й  д и а 
ме т р  глинистого грунта 0,005 мм; песка от 0,01 до 2 мм; 
гравийного грунта от 2 до 20 мм.

Пористость грунта характеризуется к о э ф ф и ц и е н 
том п о р и с т о с т и
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где Г„ор — объем nop, а № — общий объем грунта с уче
том пор. Чем мельче зерна грунта, тем коэффициент по
ристости больше. Например, для песка диаметром 1,0 мм 
р^0,3, а для глины 0,5.

Вода в порах грунта может находиться в различном 
состоянии — п а р о о б р а з н о м ,  п л е н о ч н о м ,  к а 
п и л л я р н о м  и г р а в и т а ц и о н н о м .  Под термином 
г р а в и т а ц и о н н а я  в о д а  понимают ту ее массу, 
которая находится вне молекулярного взамодействия 
твердых частиц грунта и жидких и может перемещаться 
под влиянием земного тяготения.

Ввиду сложности физического процесса движения 
жидкости в порах грунта процесс движения рассматри
вается как теоретическая м о д е л ь  р е а л ь н о г о  п о 
т о к а ,  представляющая собой поток, занимающий все 
пространство грунта, включая пространство пор и про
странство твердых частиц самого грунта, другими сло
вами, эта модель представляет собой сплошную дефор
мируемую среду, имеющую плотность р и динамическую 
вязкость ц данной жидкости.

С к о р о с т ь  ф и л ь т р а ц и и — это средняя скорость 
модельного потока. Следовательно, если площадь попе
речного сечения грунта <о (ю=о>пор + (|>эер), то скорость 
фильтрации

где Q — действительный расход грунтового потока.
И с т и н н а я  с р е д н я я  с к о р о с т ь  жидкости, про

ходящей через площадь шпор, больше расчетной скорос
ти фильтрации

«пор
(13.2)

Если коэффициент пористости p=WnoplW^a>„0Pla>, то 
©пор= Р® и тогда

Г — Q _  Q _  р
НСТ «пор /*> Р

или скорость фильтрации o=pyBCi(p < l ,0 ) .
Ф и л ь т р а ц и о н н ы й  р а с х о д  Q определится по 

формуле, как и обычно,

1256
Q=<ov. ( 13.3)



0 .2 . ОСНОВНОЙ ЗАКОН ФИЛЬТРАЦИИ —  ЗАКОН ДАРСИ

Скорость фильтрации и истинная скорость течения 
в порах весьма малы, поэтому течение в порах будет 
ламинарным 1 и скорость фильтрации будет пропорцио
нальна гидравлическому уклону в первой степени, т. е.

Формула (13.4) именуется з а к о н о м  Д а р с и .
Здесь коэффициент к  ̂— к о э ф фи ц и е н т  фи л ь т р а 

ции.  Гидравлический уклон /  — величина безразмерная, 
и, следовательно, коэффициент фильтрации имеет едини
цу измерения метр в секунду.

Формула Дарси позволяет записать формулу для 
фильтрационного расхода в виде равенства

Эту формулу также называют ф о р м у л о й  Да р с и .
Коэффициент фильтрации к определить теоретиче

ским путем крайне сложно, поэтому его определяют или 
по эмпирическим формулам, или в лабораторных усло
виях на образцах грунта, или специальными исследова
ниями в полевых условиях.

Определение к^ на образцах грунта в лаборатории
производится по следующей схеме (рис. 13.1). Образец 
грунта помещается в цилиндр, через который пропуска
ется некоторый расход Q. Измерив перепад АН—Н\—Н2 
и расход 0, коэффициент фильтрации определяют по 
формуле

где I — толщина слоя данного грунта в цилиндре.
Так как образцы грунта при доставке могут терять 

свою структуру, то точность результата может оказать
ся недостаточной. Более надежных результатов можно 
достигнуть в полевых исследованиях.

1 Если предположить, что диаметр пор (условный) в среднем 
</ =  0,1 см, а скорость течения » =  0,1 см/с, то R e = 0, l -0,1/ 0.01 =  
=  1.0 (Re<2300).
17—235

(13.4)

(13.5)

Qi
> - И(А7,-//,) »
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Рис. 13.1.

предложен к р и т е р и й  
з о в а н и я  з а к о н а  Да  
тической скорости

Для определения коэф
фициента фильтрации по эм
пирической формуле может 
быть рекомендована форму
ла Хазена

^  =  0,75d(0,70-f-;0,03^).
(13.6)

В практике гидротехни
ческого строительства встре
чаются случаи,когда фильт
рующей средой является не 
грунт, а искусственные на
сыпные преграды с крупны
ми порами, и тогда течение 
в них перестает быть лами
нарным и закон Дарси не
применим. Н. Н. Павловским 

д о п у с т и м о с т и  и с п о л ь -  
рс и  в виде формулы для кри-

_  (0,75/> +  0,25) Rev 
°*Р  5  > (13.7)

где р, v и d — соответственно пористость грунта, кине
матическая вязкость и диаметр зерен.

Д в и ж е н и е  г р у н т о в ы х  вод,  так же как и движе
ние других потоков жидкости, может быть н а п о р н ы м  
и б е з н а п о р н ы м ,  р а в н о м е р н ы м  и н е р а в н о 
ме р н ым,  у с т а н о в и в ш и м с я  и н е у с т а н о в и в 
ши м с я.

13.3. РАВНОМЕРНОЕ ДВИЖЕНИЕ

Все вопросы о равномерном движении (рис. 13.2) ре
шаются с помощью формулы Дарси (13.5)

Q = k"  ш/.
Обычно это уравнение записывают иначе, вводя вмес

то Q удельный расход q=Q/B, тогда
4 =  k'h,l. (13 8)

Здесь возможны четыре задачи (по числу величин, 
входящих в уравнение), решение которых не требует 
пояснений.
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0 .4 . НЕРАВНОМЕРНОЕ ДВИЖЕНИЕ

Основное дифференциальное уравнение движения.
В соответствии с рис. 13.3 запишем для сечения п—п

2 +  Л+ - £ -  =  Н 03.9)

Кинетическая энергия грунтового потока oJ/2g  весь
ма мала. Так, при Л^=0,05 см/с и /=0,5  скорость v =

Рис. 13.3.

=  k? /=0,025 см/с, т. е. oa/2g в миллионы раз меньше
z+h. Поэтому можно опускать величину о*/2g, и тогда 
полный запас удельной энергии Н в сечении п—п

H = z + h.
Продифференцировав и разделив на —ds, получим:

d f i _____ dz dh
ds ds ds •
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а так как —dH/ds=I  есть уклон свободной поверхности
и —dzjds — уклон дна, то запишем:

Подставив это выражение в уравнение расхода, по
лучим:

или

Это дифференциальное уравнение является о с н о в 
ным у р а в н е н и е м  д в и ж е н и я  г р у н т о в о г о  
п о т о к а  (первая форма).

Можно поступить и иначе. Так как всегда можно на
писать q= k4t hoi, где Ло — глубина при равномерном дви
жении, a i — уклон дна, то, сделав подстановку в левую 
часть (13.10), получим:

* А » = М ( ' - - з г ) .

откуда после сокращения на k:

dh . h — Л, 
1 Г ~ ‘ А ' (13.11)

Это в т о р а я  ф о р м а  о с н о в н о г о  у р а в н е н и я  
д в и ж е н и я  г р у н т о в о г о  п ото  к а. В это уравнение 
не входит коэффициент фильтрации, следовательно, фор
ма свободной поверхности (иначе говоря, д е п р е с -  
с и о н н о й  к р и в о й )  зависит только от граничных 
условий.

Форма свободной поверхности. Рассмотрим три слу
чая: t > 0; «=0 и i< 0 .

1. П ри у к л о н е  /> 0  (прямой уклон дна). На 
рис. 13.4 показана вспомогательная линия — линия нор
мальной глубины п—п. Здесь будут только две зоны: 
зона А и зона В. Зона С для грунтового потока исчеза
ет, так как линия критической глубины сливается с ли
нией дна. Критическая глубина Лкp= v 2lg, так же как и 
v2/2g, весьма мала.
2G0



В зоне А глубина Л больше нормальной (Л>Ло), 
тогда по уравнению (13.11) получим dh/ds>0, т. е. кри
вую подпора.

В зоне В глубина h меньше нормальной (Л<Ло), 
тогда получим кривую спада. Предельные условия обеих 
линий аналогичны таковым для открытого потока, что 
видно на рис. 13.4.

Рис. 13.5.

Дневная
поверхность

2. П ри у к л о н е  /=0. Для этого случая следует 
воспользоваться уравнением в форме (13.10), так как 
формула (13.11) приводит к неопределенности типа 
[Ох оо]

dh \
ds ) '

Из этого уравнения следует:

<7= — V dh
ds

dh_
ds < o ,

т. e. получим только кривую спада (рис. 13.5,а). Повтор
но заметим, что при »=0 нормальная глубина Ло->оо, и 
здесь будем иметь одну зону В, а зона А уходит в бес
конечность.
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3. П ри у к л о н е  /< 0 . Тогда

и получим также кривую спада (рис. 13.5).
Интегрирование основного дифференциального урав

нения.
П ри у к л о н е  i> 0. Имеем по (13.11)

d h '_  / h ' - h ,  
ds h '

Разделив переменные, получим:

dH= M + h4 ^ : -  <»•'*>
Интегрируя (13.12), находим:

i(st - s >) = h t - h , + h . l n  • (13.13)

При у к л о н е  i= 0  имеем:
dh q

~ ~ ~  1QT ’
откуда

d s = —^ -h d h ,

и, интегрируя, получим:
А*,-**.

т - (13.14)

Случай при  у к л о н е  i< 0  оставляем без рассмо
трения.

П р и м е р .  П р и т о к  в о д ы  к  г р у н т о в о м у  к о л о д ц у .  Рассмотрим про
стейший случай— дно колодца в плоскости водоупора. Допустим, 
что в результате непрерывной откачки воды из колодца (рис. 13.6) 
достигнуто стационарное состояние притока при глубине воды в ко
лодце Л„ и глубине Н  на большом расстоянии R от оси колодца. 
Определить приток Q. Пусть течение происходит только радиально 
к центру колодца, тогда поперечное сечение потока ш представляет 
собой площадь боковой поверхности кругового цилиндра с осью, 
совпадающей с осью колодца и радиусом г =  х. Тогда

расхо,'
0)=2ягА,
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Отсюда
dx_
X

и после интегрирования

Таким образом, расход, т. е. приток к колодцу, определится по 
формуле

Q =  V .  1п (X, — *,) •

Приме ча ние .  Пользуясь этой формулой, можно определить 
коэффициент фильтрации k^ в полевых условиях; Q определяем 
путем откачки воды из колодца, глубины Л2 и Л| — измерением

ДнсВпал noScpxnocrm

ВоЗоупор

Рис. 13.7.
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в специально заложенных буровых скважинах на расстоянии х2 и 
Х\ от колодца, тогда

«■“ т 1 Ч = Я Г

Пример. Приток к водосборной галерее. Расход, поступающий 
из области водонасыщенного грунта в водосборную галерею, опре
деляется так же, как и приток к водосборному колодцу. Если по
ступление фильтрационного расхода в галерею предусматривать как 
двустороннее (рис. 13.7), то расход можно определить по формуле

Q dh
2/V  ЗхГ

откуда после интегрирования получим:
V  (*».- Л1,)

x t —  x ,

1 J . J .  Ф И Л Ь Т Р А Ц И Я  П О Д  Г И Д Р О Т Е Х Н И Ч Е С К И М И  С О О Р У Ж Е Н И Я М И

13.5.1. Общие дифференциальные уравнения 
движения грунтового потока

Движение грунтового потока под гидротехническими 
сооружениями весьма сложно —оно является напорным 
и формируется под влиянием геометрически сложных 
границ потока. Основной задачей является определение 
поля кинематических и динамических характеристик 
фильтрационного потока.

Рассмотрим задачу применительно к схеме, изобра
женной на рис. 13.8, где в качестве гидротехнического 
сооружения представлена водосливная бетонная плоти
на на водопроницаемом основании, ограниченном водо
упорной породой с горизонтальной поверхностью.

Запишем систему уравнения Эйлера

X -

Y —

Z -

1 др dux
р. Ш5 Г = dt ■

1 др _ .
р ду ,11 ’
1 др duz
р дг dt '

(13.15)



Проекции ускорения фильтрационного потока малы, и
dux duv

ими можно пренебречь, т. е. можно] принять

0, и тогда^уравнение Эйлера занисать^так:

Определим выражение для ускорений объемных сил 
X, Y и Z.

К числу объемных сил в данном случае отнесем силы 
земного притяжения, а также (условно) силы сопротив
ления, которые являются непрерывными функциями ко
ординат в области движения фильтрационного потока.

Поскольку в уравнении Эйлера все силы отнесены 
к единице массы, то силы земного притяжения здесь вы
ражены проекциями ускорения g (т. е. в проекциях на 
координатные оси gx, gy и g2).

Обозначим силу сопротивления, отнесенную к едини
це массы, через F, а ее проекции через Fx, Fv и Fz. Тогда

(13.16)

2

Рис. 13 8
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В этих уравнениях gx и gv приняты равными нулю, 
a gz= —g, так как предусматривается вертикальное рас
положение координатной оси Ог и горизонтальное для 
осей Ох и Оу.

Проекции Fx, Fy и Ft найдем следующим образом.

Определим силу сопротивления dR, приходящуюся 
на некоторую массу жидкости dm=pdW, тогда сила со
противления, отнесенная к единице массы,

а ее проекции на координатные оси соответственно 
FX= F  cos a; FU= F  cos р и Ft= F  соз у.

Итак, надо определить силу dR. Рассмотрим динами
ческое равновесие сил, действующих на элемент жидкос
ти (рис. 13.9). Элемент выделен в форме цилиндра 
с осью, совпадающей с направлением линии тока, кото
рая будет и траекторией (движение установившееся). 
Силу сопротивления dR будем считать направленной по 
линии движения. Поэтому уравнение динамического рав
новесия запишем в проекции на ось движения (на на
правление линии тока).

Имеем:
—dR+dPi—dP2+pg dads  sin a=0.

Ho dP\=p\da, dP2= p2da, a ds sin a = (z i— z2).
После подстановки получим:

dR= (pl—p2)da+ pgda(z i—z2).
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Отнесем уравнение к единице массы, т. е. разделим 
на р dW=p da ds, тогда

dR____/>■ — P i . g
p dW p ds ' ds (z .—*,).

или поскольку -yiW~= F ' т0

Здесь p'?g p-*--|-(2 | — г,)| представляют собой по

терю на участке ds, равную dhv. Итак, сила сопротивле
ния, отнесенная к единице ма:сы (ускорение силы со
противления),

F=gl. (13.18)
Поскольку v =  k I, то после подстановки в уравнение

(13.18) получим:
F =  -f-o . (13.18а)

Затем находим проекции Fx, Fv и Ft:

Ft =  F cos л —-4- v cos <*=-£-

Fy — F cos(l=-jp0cos{3=y- и„;

Ft =  F cos Y=-~-ocos

Итак, выражение ускорений объемных сил в уравне
нии Эйлера можем записать так:

X =  — j ~ u x\ Y =  — -jLuy и Z =  — g  — j -̂ ut .

Рассмотрим далее частные производные

и i£ -и ^ Г -
Из рис. 13.10 видно: Н = г - \ и  p = p g (H  — г). 

Тогда
d p  d / /  do  d / /  dp [ дН . \
0Л ^  да ' ду ^  dy ’ дг ~  ^  ( дг J '
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_ После соответствующих подстановок в 
Эйлера (13.16) получим:

у _  1 йр 
Р дх

Р дН Л

дН

— ~  £ “•

уравнение

г т 1 = - Ъ - ! ^
(13.19)

Рис. 13.10.

Решая эту систему относительно компонентов ско
рости, находим:

д(к,Н) _ д  ( - * , / / )  

U* ~  ~~di Тх •
д{к ,Н) д ( - к , Н )

и» Ну ду ’
д (к̂ И) _ д  ( - * / / )  

U* дг дг

(13.20)

Это у р а в н е н и е  Ж у к о в с к о г о .
Из уравнений (13.20) видно, что проекции скорости 

по координатным осям определяются частными произ
водными некоторой функции [—k f H(x, у, z)J по соответ-
2М.



ствуюшнм координатам. Сопоставляя (13.20) с известны
ми равенствами

и _ Фг
у ду

где ? —потенциал скорости, видим, что (—k^H) =  
=  <р(х, у г), т. е. выражение (—kJH) является потенциалом
скорости и, следовательно, течение грунтового потока 
под гидротехническим сооружением является потен
циальным.

Очевидно, поскольку потенциал скорости q>(jt, у , г) 
удовлетворяет уравнению Лапласа, то и функция 
(—кщН] также отвечает этому уравнению

д 'Н  д‘ Н  д, Н  _ п
ах’ ду* ' д г’ (13.21)

Таким образом, задача о движении потока грунто
вых вод сводится к решению уравнения Лапласа в со
ответствии с заданными граничными условиями. Пря
мое решение его крайне затруднено, поэтому на практи
ке используют различные методы, рассматриваемые 
ниже.

13.5.2. Метод гидродинамической сетки

Поскольку движение грунтового потока рассматрива
ем как потенциальное, постольку полное решение задачи 
о грунтовом потоке находим построением гидродинами
ческой сетки. По гидродинамической сетке (рис. 13.11) 
для любой точки можем найти скорость фильтрации v 
и гидродинамическое давление р. Понятно, решение бу
дет приближенным.

С к о р о с т ь  ф и л ь т р а ц и и  в точке М  (рис. 13.11) 
определим по формуле Дарси v =  Ь1. Коэффициент фильт
рации kv считаем известным, поэтому надо определить 
только'гидравлический уклон /.

Известно
/ =  - ^ .  (13.22)

Потерянный напор АЛ,„ определим как разность AW 
значений Н для двух соседних линий равного напора 
следующим образом.
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Разность напоров у сооружения, равная A tf= //i—Н2 
(рис. 13.11), известна по заданию; число фильтрацион
ных полос п определяется по построенной гидродина
мической сетке (на рис. 13.11 число л =  12), тогда

Определив As (измерением по чертежу), найдем гид
равлический уклон

l= z ^
As nAs

и, следовательно, скорость фильтрации

Г и д р о д и н а м и ч е с к о е  д а в л е н и е  в точке М. 
Пользуясь известной зависимостью для избыточного 
давления, находим

Напорную функцию Н для точки М определим по на
чальному значению Ни для чего вычтем потери до точ
ки М. Таким образом,

Итак,

z

Рис. 13.11.

P=pg(H—г).
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где л — общее число фильтрационных полос (на 
рис. 13.11 л=12), а л '— число полос до точки М (на 
рис. 13.11 п '= 8). Итак,

Рм=РЯ [Hi — 1Г (Л “5") — 2j •
У д е л ь н ы й  ф и л ь т р а ц и о н н ы й  р а с х о д  п о д  

с о о р у ж е н и е м .  Линии тока делят пространство филь
трации на т поясов (на рис. 13.11 т = 3). Обозначив 
расход одного пояса через AQ, найдем общий расход

Q=ZAQ=mAQ
(по условиям построения гидродинамической сетки все 
расходы отдельных поясов равны между собой). 

Вычислим расход одного пояса

AQ= А*о=  ЬЬ-\.к9 *Ь ф .  -  кщ

(поскольку Ab=As по построению гидродинамической 
сетки).

Общий расход
Q = mAQ=kf  (Н, -  Н,) -2L (13.24)

13.5.3. Метод ЭГДА

Метод ЭГДА — метод электрогидродинамических 
аналогий — впервые был предложен акад. Н. Н. Пав
ловским и получил всемирное распространение.

Теоретическим обоснованием является аналогия диф
ференциальных уравнений электрического поля уравне
ниям гидромеханики. Потенциал скорости соответствует 
напряжению электрического поля, а функция тока — 
силе тока.

Следовательно, если (применительно к плоской за
даче) границы распространения тока геометрически по
добны границам плоского потенциального потока жид
кости, то линии равного напряжения, а также линии то
ков будут геометрически подобны соответственно линиям 
равного потенциала скорости и линиям тока. Поэтому 
оказывается возможным, определяя на электропрово
дящей пластинке точки с одинаковым напряжением, тем 
самым определять линии равного потенциала скорости, 
пользуясь которыми можно построить и линии тока.
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Исследования проводятся на приборе ЭГДА. Схема 
установки показана на рис. 13.12. С помощью источника 
питания на станиолевую пластинку подается напряже
ние Wi и W2 (flPi>UPj), и таким образом создается на 
ней электрический поток. Определение точек равного на
пряжения производится с помощью подвижной поиско
вой иглы, гальванометра и специального резистора, 
смонтированных по схеме Уитстона.

Таким образом, с помощью прибора ЭГДА можно 
с большей точностью получить изображение гидроди
намической сетки и, следовательно, более точно решить 
все вопросы фильтрационного потока под сооружением 
[ 21] .

13.5.4. Метод конформных отображений

Метод конформных отображений основан на теории 
функций комплексного переменного. Известно, что ком
плексная величина z= x+ iy  в плоскости координат (х, 
у) определяется, например, точкой М (рис. 13.13). Про
ведем через точку М линию y= f(x),  тогда эта линия 
изобразит собой соответствующую закономерность из
менения комплексного числа г. Плоскость переменного 
z= x+ iy  будем называть плоскостью г.
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Возьмем произвольную функцию 
o>=/(z).

Очевидно, что со также комплексная величина:
о)=Р (х, у ) +iQ (х , у) (13.25)

и выражена точкой в плоскости координат Р и Q. Назо
вем плоскость комплексного переменного со плоскостью 
о (рис. 13.14). Легко видеть, что любой точке М в пло
скости 2  соответствует единственная точка М' плоскости 
to, любой линии т—п соответствует линия т'—п' и, сле

довательно, линия т'—п' отображает на плоскости со 
линию т—п плоскости г. Функция со=/(г) является 
о т о б р а ж а ю щ е й  фу н к ц и е й .  Геометрическая фор
ма отображенной фигуры зависит от характера отобра
жающей функции и, следовательно, может быть различ
ной и не похожей на исходную фигуру.

Среди множества возможных отображений большое 
значение имеет к о н ф о р м н о е  о т о б р а ж е н и е  — 
такое отображение, которое в пределах малых площадей 
Дсо имеет геометрически подобные фигуры относитель
но исходной.

В этом случае две линии, выходящие из одной точки 
в плоскости г  и образующие угол а, отображаются 
в плоскости со так, что соответственные линии, выходя
щие из соответственной точки на плоскости со, образуют 
такой же угол а, причем имеет место пропорциональ
ность между соответственными отрезками.

Этим свойством конформных отображений можно 
воспользоваться для построения гидродинамической сет- 
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ки в плоскости о) по заданной гидродинамической сетке 
в плоскости г.

Однако для осуществления такого построения необ
ходимо прежде всего, чтобы отображающая функция <о 
была бы не произвольной, а такой, которая дает кон
формное отображение, так как только тогда, отобразив 
ортогональную сетку с одной плоскости на другую, по
лучим и на ней также ортогональную сетку.

Следовательно, надо знать, что выбранная функция 
удовлетворяет такому требованию.

Теория функций комплексного переменного показы
вает, что все те функции

ш=Р(х, y)+iQ(x, у),

для которых удовлетворяется условие Коши—Римана, 
т. е. для которых существуют равенства

дР( х. у) dQ(x, у) _ .дР (х, у) oQ,(x, у) /10 
д*— Ту—  и ^ ~ d i— =  ~ х — *

дают конформное отображение плоскости г  на пло
скость ©. Тем не менее задача еще не решена.

Следует иметь в виду, 
что таких функций может 
быть множество, а необхо
димой отображающей функ
цией o)=(o(z) будет лишь 
та, которая удовлетворяет 
данным конкретным гра
ничным условиям.

Полезным в этом случае 
является использование ин
теграла Кристоффеля — 
Шварца. В своей работе эти 
авторы показали, что лю
бая область, ограниченная 
замкнутым контуром мно
гоугольника, в плоскости г 
может быть конформно ото

бражена в положительной полуплоскости £, если для 
всех вершин многоугольника известны координаты а\, 
аз . . .  (рис. 13.15) на вещественной оси полуплоско
сти £, соответственно вершинам указанного многоуголь
ника /, 2, 3, 4, п.
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Интеграл Кристоффеля—Шварца имеет вид:

г =  /(С) =  /1 j  (С — а .)— 1 (С— а.)’*"' ... ( С - в я)‘" " 'л + В .

(13.27)

Здесь г — комплексная величина (плоскости г), для 
которой задано (известно) поле внутри замкнутого мно
гоугольника; аь аг . . .  — коэффициенты, определяющие 
углы при вершинах многоугольника, выраженные в до
лях я, затем a t, a2, .. . ,  a„ — координаты на веществен
ной оси |  плоскости £ и, наконец, постоянные величины 
А и В, которые должны быть определены заранее изве
стными значениями £i и & и значениями Z\ и г2.

В этих условиях после интегрирования будем иметь 
последовательно

z= f( t ,  А, В).
Составляя затем систему двух уравнений

г, =  НС„ А, В)\ 1 
А, В) I (13.28)

и решая ее, находим постоянные величины А и В. Тогда 
окончательно получим

* = /(< ) )
или (13.29)

С =  Ф(2). I

Дальнейшие разъяснения опускаем, но отметим, что 
в связи с известной трудоемкостью вычислений на прак
тике решение производят несколько иначе.

Пусть требуется построить гидродинамическую сетку для филь
трационного потока при напорной функции H =  (рис. 13.16).

Выбираем вспомогательную плоскость <о, полагая
ш =  Д г)=<р(х, у)-Н ф(х, у), (13.30)

где ф — потенциал скорости, а ф — функция тока.
В этой плоскости построим прямоугольник, уходящий вдоль 

оси 0ф в бесконечность, который можно рассматривать как тре
угольник с высотой h^oo. Таким образом, третья точка замкнутого 
контура уходит в бесконечность (рис. 13.17). Отобразим этот пря
моугольник на полуплоскость г, охватывающую область фильтрации 
под плотиной (см. рис. 13.10). Тогда

<о =  П * ) = С  f  ( г - в , ) - - '  (г— в*)"*- 1 dz +  C,. (13.31)
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В подынтегральном выражении остаются только два множителя, 
третий отсутствует, так как вершина треугольника лежит в беско
нечности.

Обращаясь к граничным условиям, видим, что: 
д л я  т о ч к и  1' (рис. 13.16) 0| =  —6/2, причем потенциал ско

рости <р =  к^Н  или в приведенных единицах при k^=  1 и Н =  1
значение ф = —1, и тогда соответственная точка в плоскости о> 
имеет значение <р =  — 1;

д л я  т о ч к и  2" 02= 6/2 и <р=0, поэтому точка 2" совпадает 
с началом координат.

— - 
_ л г р ,

■А/• ь  
Т  г i  I 2' Г£

Рис. 13.16.

I 2

Углы при вершинах прямоугольника (рис. 13.17) равны л/2. 
а коэффициенты a i = a 2= —1/2.

Таким образом, интеграл Кристоффеля — Шварца принимает
вид:

« =  /(*) =С  J(* +  -§") " ( г “ - т )  ' ' *  +  £.• О3-32)

В результате интегрирования находим 

ш = / ( 2, С, С,).

Определяем постоянные С и Сi:

* * ,= « * , .  С, С ,); | 
=  /(* ..  С. С ,) (

(13.33)

(13.34)

и тогда получим расчетную связь < o= /(z) или г=Ф (о>). Но г« - 
=  x+iy, а ш =  ф + |ф , следовательно,

x + /y = ® ( e > ) = f [ ( 4)+ i i |) ) ]= ® 1(<p, ф)+М>2(ф. Ф)-

Поэтому можем принять

* =  Ф, (у. +); \ 
У = Ф| (?•+)• I

(13.35)
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И с к л ю ч а я  ф , п о л у ч аем

у = Ф (х , ф), (13.36)
что позволяет построить линии равного потенциала ф| = C i;  ф2= С } 
и т. д*

Аналогично решается задача и по определению функции тока ф

13.5.5. Метод коэффициентов сопротивления

Метод коэффициентов сопротивления предложен 
проф. Р. Р. Чугаевым.

Основными задачами при расчетах движения грунто
вых вод под гидротехническими сооружениями являются 
следующие: 1) определение фильтрационного расхода Q;
2) определение скорости фильтрации о в различных точ
ках потока; 3) определение вертикального давления Р 
на подземный контур сооружения.

Допустим, требуется решить указанные задачи при
менительно к схеме, приведенной на рис. 13.18.

Разделим подземный контур точками /, 2, 3 . . .  на 
ряд участков (на рис. 13.18 — на шесть частей) и из 
этих точек проведем линии, пересекающие поток, пред
полагая, что они являются линиями равного потенциала 
(и, следовательно, линиями равных напоров Н\, / /2, . . .  
. . ., //„). Выбор точек /, 2, 3 . . .  производится так, что
бы линии, выходящие из этих точек, делили всю область 
фильтрации на характерные в геометрическом отноше-
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нии фрагменты. На рис. 13.18 показано шесть таких 
фрагментов /, //, III, IV, V, VI.

Из такого построения ясно, что общая потеря напора 
\H = H i—H2 разделится на части Ae , А^ . . .  (на
рис. 13.18 на шесть частей) и

Для любой части расход можно определить по фор
муле Дарси

Здесь кщ и hw не требуют пояснений; « — некоторая
средняя площадь поперечного сечения фильтрационного 
потока; L — средняя длина линий тока в пределах дан
ной части.

Из (13.38) можно найти:

или, обозначив L/®=£,

Коэффициент £ в этой формуле называют к о э ф ф и 
ц и е н т о м  с о п р о т и в л е н и я ,  числовые значения его 
определяют по специальным формулам Р. Р. Чугаева 
(18.22). В дальнейших наших рассуждениях будем счи
тать этот коэффициент известным. Тогда основные зада
чи фильтрации под гидротехническими сооружениями 
можно решить по следующим формулам.

1. Общий фильтрационный расход Q (удельный, т. е. 
на единицу длины плотинного преграждения): 

из (13.37) и (13.39) имеем

ДЯ =  == (13.37)

(13.38)

(13.39)

а потому

(13.40)
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2. Скорость фильтрации в заданной точке

где hw определяется по формуле (13.39), a As измеряет
ся по схеме (рис. 13.18).

3. Сила вертикального давления Р фильтрационного 
потока на сооружение.

Определяем Л» для каждой части и строим пьезомет
рическую линию (а, Ь, с . . . ) ,  тогда

P=pgQ,
где площадь £2 легко находится по схеме (рис. 13.18).

Г Л А В А  Ч Е Т Ы Р Н А Д Ц А Т А Я

НЕУСТАНОВИВШЕЕСЯ ДВИЖЕНИЕ ЖИДКОСТИ

14.1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Н е у с т а н о в и в ш и м с я  д в и ж е н и е м  жидкости 
называется такое, при котором его параметры изменя
ются во времени, т. е., например при условии

и т. д.
Примерами неустановившегося движения могут слу

жить неустановившееся движение в напорных трубопро
водах и в открытых руслах, наполнение и опорожнение 
резервуаров (судоходных камер и т. д.), гидравлический 
удар в трубах.

Здесь остановимся на рассмотрении неустановивше
гося движения в трубах и открытых руслах, а также на 
явлении гидравлического удара.

14.2. ОСНОВНОЕ УРАВНЕНИЕ НЕУСТАНОВИВШЕГОСЯ ДВИЖЕНИЯ 
ДЛЯ ЭЛЕМЕНТАРНОЙ СТРУЙКИ

Напишем уравнение динамического равновесия для 
элемента элементарной струйки, выделенного двумя се
чениями 1— 1 и 2—2 (рис. 14.1). На этот элемент дейст
вуют следующие силы:
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1) давление на торцевые сечения элемента

dP i = » >  и dP, =  [p 'A 'J fa  ds^dm ;  ̂

2) вес выделенного элемента жидкости
dG=pg d(о ds;

3) сила сопротивления со стороны окружающей эле
ментарную струйку массы жидкости

dF= i d% ds.

где т, dx и ds — соответственно касательные напряже
ния на боковой поверхности, периметр поперечного сече
ния и длина элемента (произведение dyds представляет 
собой площадь боковой поверхности выделенного эле
мента);

4) сила инерции массы данного элемента, проявляю
щаяся в связи с изменением во времени скорости те
чения:

dFM — d m '~  =  р dmdS'jj-.

Здесь dm — масса элемента: dm =pdads,  а -^ -—пол

ное ускорение
Проектируем все силы на направление движения (на 

линию s—5 рис. 14.2) и запишем уравнение динамичес
кого равновесия в таком виде:

dP, — dP.-f-dQ sina— tdXds — pd® ds^- =  0. (14.1)
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Введем некоторые преобразования (14.1). Третье сла
гаемое уравнения запишем так: если учитывать, что 
проекция силы тяжести на ось движения s—s равна 
dG sina=pgdci)dssina, где rfssina=Zi—z2 (рис. 14.2),

Поскольку скорость движения частиц и в общем слу
чае является функцией двух независимых переменных 
/ и s, т. е. u= f (s, t), можно записать:

тогда ускорение определится таким равенством:
du _ д и _  ди r fs  ди_ . ди___ди , ди*
Ж - Ж + Ж  Ж  dt ' U ds dt '5ds'

После необходимых подстановок в уравнение (14.1) 
получим:

pdm — dsj dm - f  р g dm (z,'— z.) —

— id yd s  — pdmds (-Vj] =  0 (14.1a)

или, разделив на pg deads с учетом Z\—z2= z —(z+dz) =  
= —dz, получим уравнение в таком виде:

Уравнение (14.2) называют о с н о в н ы м  д и ф ф е 
р е н ц и а л ь н ы м  у р а в н е н и е м  н е у с т а н о в и в -  
ш е г о с я  д в и ж е н и я  н е с ж и м а е м о й  в я з к о й  
ж и д к о с т и .

Его можно написать и несколько иначе (группируя 
слагаемые в удобной форме):

Умножив на ds и проинтегрировав в пределах от Si 
До s2, получим в конечной форме

dG sin a=pg du> (zi—z2) .

* « 5 - * + S r * *

1 dp  dz   x d%   1 du_
og ds ds pg dio g dt

(14.3)
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или, что то же самое,

PT+Zi+&=S-+z’+¥+i w 1 т ̂ *■
«» «I

(14.4)

Уравнение (14.4) называют также о с н о в н ы м  
у р а в н е н и е м  и е у с т а н о  в и в ш е г о с  я д в и ж е 
н и я  ж и д к о с т и  в к о н е ч н о м  виде.  Легко видеть,

что уравнение (14.4) 
представляет собой урав
нение Бернулли при не- 
установившемся движе
нии. Здесь два последних 
члена (имеющих линей
ную размерность, как и 
другие слагаемые) пред
ставляют собой соответ
ственно на участке от пер
вого сечения до второго 
потери на трение 

*

и так называемый инерционный напор

* - = Г т 1 г *

Если ввести обозначение

H = J L  +  z + f t
?е 1 1 2* *

то уравнение (14.4) можно записать очень кратко
Hi=Hi+hw+hm (14.4а)

и его можно иллюстрировать графически. На рис. 14.3 
показана графическая интерпретация этого уравнения 
для некоторого момента времени. Расположение изобра
женных линий изменяется во времени.
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<4.3. ОСНОВНОЕ УРАВНЕНИЕ ^УСТАНОВИВШЕГОСЯ ДВИЖЕНИЯ 
ДЛЯ ПОТОКА В ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ ТРУБОПРОВОДЕ

Будем рассматривать течение в трубопроводе, внут
ренний диаметр которого остается неизменным на всем 
протяжении. В таком случае имеем всегда

_ О*, 0*1
° .  =  ° .  И ~2g ~ 2 g  ' (14.5)

Потерянный напор определим по обычной формуле 
Дарси

h- = l i r £ -  <|4 -6>
Определим теперь инерционный напор

*■
Здесь скорость и заменяем обозначением средней 

скорости, т. е буквой v.
При неизменном диаметре скорость о, как уже отме

чено, не зависит от расстояния s, следовательно, частная
производная равна полной производной

до___do
dt dt •

и тогда для инерционного напора будем иметь

«I

5,  — «, do   I do
8 :dt 8 V**

или, обозначив sj—Si=l (длина участка трубопровода), 
получим

(14-7)
С учетом уравнений (14.5) — (14.7) о с н о в н о е  

У р а в н е н и е  д л я  п о т о к а  в ц и л и н д р и ч е с к о й  
т р у б е  можно записать так:

Й-+*.=^+*.+*4 -£+т£ (148)
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или, обозначив гидростатический бином через //, 
а /У1—//2= Д //, можем записать в краткой форме

ДА/ =  Я I V3 I dv
~d 2g ' е ~dt' (Н.Ьа)

«4.4. ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ

П е р е х о д н ы м и  п р о ц е с с а м и  называется не- 
установившееся движение жидкости при переходе из 
одного стационарного движения в другое. Это явление

в гидроэнергетических 
установках наблюдается 
во многих случаях '.

Рассмотрим случай 
переходного процесса, 
связанный с истечением 
жидкости из резервуара 
большой емкости, когда 
можно принять истечение 
происходящим при посто
янном напоре (рис. 14.4).

Предположим, что в 
начальный момент /отру

ба заполнена жидкостью, находящейся в неподвижном 
состоянии при закрытой задвижке (в конце трубы). От
кроем задвижку мгновенно в момент /о. Очевидно, на
чнется истечение, и скорость истечения (равная средней 
скорости в поперечном сечении) начнет изменяться от 
нуля до максимального значения, равного скорости исте
чения в стационарных условиях, т. е. скорости, равной

--------  ----------- *1/2gH. (14.9)
1 +  X -j- ■+- 2?

Это будет м а к с и м а л ь н о й  ( п р е д е л ь н о й )  с к о 
р о с т ь ю .

Время А/, в течение которого скорость истечения, из
меняясь от нуля до указанного максимального своего 
значения, будет определять собой длительность переход
ного процесса. 1

1 Гидромеханические переходные процессы в гидроэнергетиче
ских установках/ Под ред. Г. И. Кривченко. М.: Энергия, 1975.
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Это время определяем, пользуясь основным уравне
нием (14.4)

& -4-Z  £ i-4 -z  _L Hli - L i  J -  —  I — 'l l -fg ' ' * ^ 2 £ “  pf ' * ^  Л 2g ^  g rf/ *

Запишем это уравнение для сечения 0—0 в резервуа
ре перед входом в трубу и для концевого сечения, 
тогда, пренебрегая v2o/2g в резерв) аре и учитывая, что 
р ,= р 2=Рат, получаем:

z, — —  —  ^  +  Х —  в -  Ч Л . 2Г + —  di-

или

д н = ( и - а 4  +  с ) | - + ^ ^ .

Перепишем это уравнение в другой форме:

21 (Ч-<^ег)-?Г = h21 ~‘7Г
откуда

или

Но

dt — 2ldv

dt =  7-г

ЧЬН- ( I  +  ? с с т )  » *

21 dv
1 -ЬСс 2 g L H

I 5сист
— и»

1 + ? с и с т

(14.10)

(14.10а)

где Ост — скорость истечения из трубопровода в уста
новившемся режиме, т. е. предельная (максимальная) 
скорость. Обозначим далее для краткости

21
1+«сн

= а .

Тогда уравнение (14.10) получим в наиболее простой 
форме

=  а  гг—| ~ г . П4.11)
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Уравнение, описывающее переходный процесс в на
шей задаче, получим интегрированием (14.11):

Рст +  Р 
1>ст — о • (14.12)

Скорость v в переходном процессе непрерывно воз
растает от нуля до Р с * ( о - к /ет ) .  и в пределе v= vCT- 
Уравнение (14.12) показывает, что в этом случае At-*- 
-*-оо, следовательно, установившегося движения быть не 
может.

Но практически можно принять приближенно, что 
движение будет установившимся, когда v--pvcт (напри
мер, р=0,95) *, тогда

In Рст +  Р 
Ост —р

0ст (14-0,95) 
оет (1 -0 ,9 5 ) In 39 *= 3,66.

* Зелькин Г. Г. Явление гидравлической индукции т и  неустано- 
вившемся движении несжимаемой вязкой жидкости. — ИФЖ, 1971, 
т. 21, N* 6.
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Это условие дает возможность определить рабочее 
время переходного процесса.

Имея в виду введенное условие и обозначение а — 
21=  4-7-5—  перепишем уравнение (14.12):

■  " Г  * с и с т

A f =  77 г г ~ -  1п 0ет+0 ,
0  +  » с и с т )  ° с т  П е г —  V

и для практического расчета (приближенно
А/,__________ 3,66/

П р и м е р  I. Дано: /= 1 0 0  м ; Д //= 2 5  м ; </=1,0 м ; Х =0,02; £»х =  
=  0,5. Определить время переходного процесса.

Р е ш е н и е :
3,66/ 3,66-100

4 ,_  i / 7 ------1— ~  v \ \  ’
V  ( * + * - * + с«) 2* 4Я

П р и м е р  2. Дано: /= 1 0  м; Д //= 1 0 0  м; </=0,1 м. В этих усло
виях Д /= 0 ,45  с.

Графическое представление развития переходного процесса для 
рассмотренного случая показано на рис. 14.5.

14.5. ^УСТАНОВИВШЕЕСЯ ДВИЖЕНИЕ В ОТКРЫТЫХ РУСЛАХ 
(ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ)

14.5.1. Уравнение движения

Воспользуемся общим дифференциальным уравнением 
одноразмерного неустановившегося движения (14.2), на
писав его в несколько иной форме:

-£ (£ ) -*  4  (£ )-£ -т  а-=°- <|413>
Примем г равной координате дна русла, тогда 

p/pg=h (h — глубина потока) и уравнение (4.13) мо
жем написать так:

дг д (и  l  \  | 1 до

Здевь — gj---- уклон дна русла; h +  ̂  = Э ,  т. е. уде ль

нам энергия сечения, a ~ =  т. е. гидравлический
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уклон. В связи с этим имеем
. дЭ . . I dv 
, - 1 Г = , ' +  Т  Ж  

или

' - ‘f - T F + T * - -  <1414>
Допуская возможность оценивать гидравлический 

уклон по формуле Шези, можем написать и так

‘ - ^ w + T i r -  <14|4а>
Это и есть о с н о в н о е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  

у р а в н е н и е  н е у с т а н о в н в ш е г о с я  д в и ж е 
ния  в о т к р ы т о м  русле .

14.5.2. Уравнение неразрывности

Для установившегося движения жидкости в трубо
проводах уравнение неразрывности записывалось как
Q=a)o=const и л и ^ - = 0 . Для неустановившегося дви

жения в открытых руслах это уравнение будет более
сложным. Любое измене
ние расхода в каком-либо 
створе руслового потока 
влечет за собой измене
ние глубины и возникно
вение волнового процес
са. Это изменение расхо
да будет распространять
ся вдоль потока не мгно
венно, а с некоторой ско
ростью. В связи с этим 
происходит изменение во 
времени как глубины, так 
и расхода.

Выделим в потоке некоторую массу жидкости, за
ключенную между двумя поперечными его сечениями 
/ —1 и 2—2 (рис. 14.8), расположенными на расстоянии 
ds друг от друга. За время dt в этот объем войдет через 
первое сечение объем жидкости dWi=Q\dt, а выйдет че
рез второе сечение dW2= Q 2dt или dW2=  (Q, -f- ~  ds\ dt
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Таким образом, в зоне между сечениями объем жидкос
ти изменится на величину dW, равную:

d W = d W i-d W 2.
Опуская индексы 1 и 2 расхода (Qi и Q2), запишем: 

dW =  Q dt — (Q +  Q  ds'j dt =  — ̂  ds dt. (14.15)

Этот дополнительный объем жидкости вследствие ес 
несжимаемости вызовет увеличение глубины потока на 
участке ds (между выбранными двумя сечениями) на 
dh, а также и увеличение площади живого сечения на 
du> (за время dt):

d<a =  c—  dt. at
Поэтому увеличение объема dV за счет увеличения 

глубины составит:

dV =  d«>ds=^-dtds.Ot

Очевидно, dV=dW, т. е.

^ - d ld s — - Щ -dsdt.ot OS

Отсюда получим

ж + § = °  <•«•«*>
или

дч> . дш - dv п 
W + V ЙГ +  <0 а Г = ° -ds

которое определяет собой с п л о ш н о с т ь  по т о к а .  
Следовательно, оно является у р а в н е н и е м  н е р а з 
р ы в н о с т и .

Для прямоугольного призматического русла ы=ВИ, 
где fl=const, а потому

£ = 4  т = в % г .

Производная равна:

dQ __д (Bhv) _ p d(hv)
да ds ds *
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После соответствующих подстановок
dh__ | д (hv) __п
dt ' ds ~~ (14.17)

Можно записать и иначе (учитывая, что hv=q, где 
q— удельный расход):

ж + % = ° -  <14- ,7а>

14.6. ГИДРАВЛИЧЕСКИЙ УДАР В ТРУБАХ

Гидравлическим ударом в трубах называется резкое 
увеличение давления при очень быстром (практически 
мгновенном) уменьшении скорости течения (например, 
при очень быстром закрытии крана на трубе).

Гидравлический удар как физическое явление был 
известен и изучался давно. Но только на рубеже XIX и 
XX вв. Н. Е. Жуковским была впервые создана теория 
удара. Позднее итальянский ученый Альеви предложил 
свое (аналогичное) решение. Основная схема физическо
го процесса явления гидравлического удара по теории 
Н. Е. Жуковского заключается в следующем (рис. 14.7). 
Причем жидкость считается не вязкой, но сжимаемой

и подчиняющейся закону 
Гука, трубопровод — аб
солютно жестким.

П е р в а я  фа з а .  
В момент внезапного и 
полного закрытия за
движки в конце трубо
провода вся движущаяся 
в нем жидкость должна 
остановиться. Но реаль
ная жидкость, будучи уп
ругой, будет останавли
ваться не мгновенно, а по

степенно сжимаясь от слоя к слою (начиная от слоя 
у задвижки). При этом одновременно будет повышаться 
давление на некоторое значение Ар (ударное давление).

Упругая деформация сжатия и повышение давления 
распространяются вверх по течению и за время Т дости
гают конца трубы. При этом освободившееся простран
ство на расстоянии заполняется жидкостью из резер
вуара. В этот момент заканчивается первая фаза гид- 
эдо -



равлического удара, частицы жидкости в трубе находят
ся в неподвижном состоянии (ц=0), в состоянии сжатия 
под действием увеличенного на Ар давления. Плотность 
жидкости при этом увеличена до р '= р  +Ар.

Скорость распространения упругой деформации (гид
равлического удара)

с — 1__
т  *

где / и Г — соответственно длина трубы и длительность 
первой фазы.

В т о р а я  ф а з а  (фаза расширения). В конечный 
момент первой фазы жидкость в трубе, находясь под 
давлением р'=р + \р ,  не уравновешена давлением в ре
зервуаре, где имеется давление р. Поэтому жидкость 
в трубе начнет расширяться в сторону резервуарами ее 
частицы постепенно приобретут скорость V ,  направлен
ную в сторону резервуара (в сторону, обратную направ
лению движения до возникновения гидравлического уда
ра), при этом гидравлическое давление уменьшается до 
начального давления р. К концу второй фазы вся жид
кость в трубе окажется в движении со скоростью v 
в сторону резервуара.

Т р е т ь я  ф а з а  (фаза растяжения и остановки 
движения). В начальный момент этой фазы вся жид
кость движется в обратную сторону и стремится отор
ваться от задвижки. Если отрыва не произойдет, то нач
нется растяжение жидкости с дальнейшим понижением 
давления до р"=р—Ар, при этом частицы жидкости 
останавливаются, и к концу третьей фазы вся жидкость 
останавливается и находится под действием пониженно
го давления. Это состояние оказывается также неурав
новешенным. Давление в резервуаре равно р, а в трубе 
р"=р—Ар.

Ч е т в е р т а я  ф а з а  (фаза восстановления движе
ния до состояния, имевшего место перед закрытием 
задвижки). Под влиянием разности давления Ар= р—р" 
происходит также послойно (но уже начиная от резер
вуара в сторону задвижки) увеличение давления до на
чального р с одновременным возникновением скорости 
и увеличения ее (в пределе) до значения v в сторону 
задвижки. Таким образом, к концу четвертой фазы жид
кость в трубе будет находиться в таком же состоянии 
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движения, в каком она находилась до момента закрытия 
задвижки.

Очевидно, поскольку задвижка закрыта, а движение 
соответствует движению до ее закрытия, то в конце чет
вертой фазы снова возникает гидравлический удар, и 
процесс будет повторяться неограниченное число раз.

В реальных условиях, когда существуют гидравли
ческие сопротивления и упругие деформации стенок тру
бопровода, процесс гидравлического удара будет более 
сложным и затухающим.

Допустим, что в горизонтальной трубе, присоеди
ненной к резервуару неограниченной емкости, на рас
стоянии / от резервуара установлен затвор. Пусть ско
рость течения в трубе равна v. Закроем мгновенно за
твор, тогда возникнет гидравлический удар, и к концу 
первой фазы вся масса жидкости остановится.

Запишем уравнение импульсов для массы жидкости, 
находящейся в трубе на участке / от резервуара до за
движки, в проекциях на ось движения (пренебрегая со
противлениями)

(И к о н — Н н а ч ) = Р At,

где масса т=рю /; конечная скорость уКон= 0, начальная 
скорость 1»„ач= ц . Результирующая сила Р=Р\—Р2— 
=рш—(р +  Ар) w = —©Ар.

Время первой фазы

где с — скорость распространения гидравлического уда
ра; / — длина трубы.

Итак, получим:

— pWu =  —тДр

откуда
Ap=pvc. (14.18)

Этот результат является основной ф о р м у л о й  
Н. Е. Ж у к о в с к о г о .

Для практического использования формулы надо 
знать скорость с. Определим ее сначала для случая, ког
да упругостью стенок трубы, считая трубу абсолютно 
жесткой, можно пренебречь.
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Воспользуемся уравнением кинетической энергии
д/

т  ̂Pd/, (14.19)
6

Левая часть равенства определяется так:

W (Ргка,—  Р*) ро>/ уО —  t>g) _____ . о*
--------- 2 —  2 ^  2 *

Д/
правая часть [Рс// представляет собой работу внешних

6
сил, действующих на массу т. В данном случае имеем 
две силы: силу давления со стороны задвижки (силу 
Pi), работа которой А\ равна нулю, так как перемеще
ние площадки dl=0, и силу давления Р2 на площадку со 
у входного отверстия трубы (у резервуара). Эта сила
изменяется от нуля до Арсо, и ее работа Л, =  А̂ -А- ,

(работа на пути А/ — пути сжатия цилиндрической мас
сы жидкости в трубе).

Итак,

f p < e = i £ i i .
О

Результирующее уравнение энергии запишется так:

рш/и* ДдшД/
2 "  2 ’

откуда

Д Р = - Р * ’ *Г===§7ТГ. (14.20)

где А/// — относительное сжатие жидкости.
По закону Гука при сжатии

_д/___ Ьр
1  ~~ К  •

где К — модуль упругости тела (в данном случае мо
дуль упругости жидкости).

293



Сделав подстановку в предыдущее равенство (14.20), 
получим

Лгт_  рр* рр1*
и  — М/1— Ьр/К— Ьр '

откуда
А /?  =  роЧ(

или

A p = v \ rpK. (14.21)

Сопоставляя (14.19) и (14.21), получаем 

p v c = v \ rpK,

и, следовательно, скорость распространения гидравличе
ского удара (ударной волны) равна:

c= Y t ' (14-22)
Заметим, что скорость звука определяется по анало

гичной формуле

—Vf.
и, следовательно, скорость ударной волны равна скорос
ти звука.

Для воды модуль упругости /(=19,62-10® Па, а плот
ность р =  1000 кг/м®, поэтому для воды

/ X  ,/1 9 ,6 2 -1 0 *  . лпг. , 
у = У  1 0 0 0 — =  1400 м/с.

Теперь можно определить Ар по формуле (14.19):

Ap =  ?vc =  pv / 2 L

или, разделив на pg, получим в метрах
& р __ У С

Р 8 ~  g '

Для воды р=1000 кг/м3 и с=1400 м/с. Тогда Ар=  
= v • 1,4 • 10® Па.
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1
s — .

р ■? р'яр*др
OJ / L-• — — — -Я ( ;

ш

Если учесть упругость 
материала стенок трубы, 
то скорость распростра
нения ударной волны бу
дет меньшей. Это объяс
няется тем, что при уве
личении внутреннего дав
ления в трубе (вследствие 
гидравлического удара) 
стенки трубы растягива
ются и площадь попереч
ного сечения увеличивается на Лю. Поэтому на участке 
длиной I* (рис. 14.8) внутренний объем трубы увели
чивается на ДН7=Дю/. Это пространство заполняется 
жидкостью, и кажущееся значение сжатия увеличивается, 
а наблюдаемый модуль упругости К0 уменьшается, сле
довательно, и скорость ударной волны уменьшится до 
значения

(14.23)

«oj+дси 
Рис. 14.8.

~ У Ч -
где Ко— к а ж у щ и й с я  м о д у л ь у п р у г о с т и .

Для вычисления кажущегося модуля упругости вос
пользуемся ф о р м у л о й  К о р т е в е г а

_1___1__ ,D_
К, К ' в* » (14.24)

откуда

Здесь К — модуль упругости данной жидкости; D, е 
и б — соответственно диаметр трубы, модуль упругости 
материала стенок трубы и толщина стенок.

Сделав подстановку в (14.23), получим формулу для 
скорости распространения гидравлического удара

(14.25)

* Наблюдаемое сокращение длины жидкого цилиндра в трубе 
Л/ увеличится, и, следовательно, наблюдаемый модуль Ко уменьшает 
модуль упругости К=Ар1/А1.
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Далее находим формулу для ударного давления Др\

Д р =  р vc =
И О О р у (14.26j

П р и м е р .  Для стальных трубопроводов (/С/е=0,01) примем 
0 /6 = 1 0 0 . Тогда

В частности, если у =  2 м/с и р =  1000 кг/м5, то скорость удар
ной волны с= 1000  м/с, а ударное давление Д р = 2 1 0 *  Па.

ГЛАВА ПЯТНАДЦАТАЯ 

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕТРОВЫХ ВОЛН

1 5 .1 .  О Б Щ И Е  С В Е Д Е Н И Я

Теория ветровых волн имеет многовековую историю. 
Начало ее возникновения связывают с именем Леонар
до да Винчи (1452—1519 гг.), который отметил различие 
между движением поверхностных волн и движением 
масс самой жидкости. Вопросами теории волн занима
лись Ньютон, Лагранж, Стокс, разработавший теорию 
волн в условиях безвихревого движения, и другие уче
ные. В 1802 г. Герстнер опубликовал теорию трохои- 
дальных волн, получившую широкое распространение. 
Глубокое развитие теории ветровых волн связано с име
нами многих ученых: в Советском Союзе уже в наше 
время успешно в этой области работали А. Й. Некрасов, 
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Л. Н. Сретенский, Н. Е. Кочнн, А. Н. Крылов, В. В. Шу
лейкин, М. Н. Кожевников и другие ученые.

Движение ветровых волн на поверхности моря, озера 
или иного водоема не следует понимать как перемеще
ние массы самой жидкости. Масса жидкости, оставаясь 
примерно на том же месте, совершает своими частицами 
у свободной поверхности сложные колебания по высо
те, быстро затухающие с увеличением глубины распо* 
ложения самих частиц.

Волновал поверхность

Рнс. 15.1.

Ветровые волны могут быть в ы н у ж д е н н ы м и ,  
т. е. находиться и развиваться под непрерывным воз
действием ветра, и с в о б о д н ы м и ,  т. е. при отсутствии 
ветра ( в о л н ы  з ы б и ) .  Различают волны р е г у л я р 
ные  — волны одного и того же размера и формы 
(рис. 15.1,а) и волны н е р е г у л я р н ы е  — различных 
размеров (рис. 15.1,6). При этом рассматриваются два 
случая — волны морские, т. е. в водоемах большой глу
бины Н > 0,5А, и волны на водоемах малой глубины 
(на мелководье) при Н < 0,5А, где Н — глубина водое
ма, а А, — длина волны.

О с н о в н ы е  г е о м е т р и ч е с к и е  и к и н е м а т и 
ч е с к и е  х а р а к т е р и с т и к и  в о л н :

длина волны А — расстояние между вершинами двух 
смежных волн;

высота волны Л, м, — превышение ее вершины над 
подошвой впадины (рис. 15.2);

скорость распространения волн с, м/с; 
период колебаний т, с ,— время, в течение которого 

осуществляется один полный цикл колебаний;
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частота колебаний — величина, обратная периоду ко
лебаний п=  1/т (число колебаний в единицу времени).

Г р а ф и ч е с к и е  х а р а к т е р и с т и к и  в о л н о в о 
го п р о ц е с с а :

волновой профиль z= f(x)  (рис. 15.2,а); 
волновой график z= f(t)  (рис. 15.2,6).

Размеры волн и скоросгь их перемещения могут быть 
весьма большими. В Индийском океане наблюдались 
волны длиной А.^400 м при высоте 13 м и скорости 
с ^=20 м/с.

15.2. ОСНОВНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ВЕТРОВЫХ ВОЛН

Рассмотрим свободные волны, возникшие в резуль
тате воздействия одного кратковременного импульса 
внешних сил на покоящуюся массу невязкой и несжи
маемой жидкости. При этом будем полагать, что воз
никшие таким образом волновые колебания находятся 
под действием сил земного тяготения и сил инерции. 
Очевидно, что эти колебания будут незатухающими (си
лы сопротивления отсутствуют).

В о л н о в ы е  д в и ж е н и я  — д в и ж е н и я  п о т е н 
ц и а л ь н ы е  (не вихревые).

Воспользуемся уравнением импульсов, которое мож
но записать для элементарной массы в таком виде:

d m d v— IR c o sa  dt, (15.1)
298



где v — проекция скорости на направление движения.
Запишем это уравнение сначала в проекции на коор

динатную ось Ох:
dm=pdx dy dz.

Равнодействующая внешних сил Rx в проекции на 
ось Ох равна сумме проекций поверхностных dPx и 
объемных dFx сил.

Проекция равнодействующей поверхностных сил (сил 
гидродинамического давления)

dPx =  — j^ d x d y d z .

Проекция объемной силы

dFx=pdWX=pX dx dy dz.
Таким образом,

Rx =  dPx -\-dFx —  — d̂- d x  dy dz +  pX dx dy dz,

где p, p, X — соответственно гидродинамическое давле
ние в точке, плотность жидкости и проекция ускорения 
объемной силы на ось Ox, a dx, dy, dz — ребра паралле
лепипеда.

Уравнение импульсов в проекции на ось Ох име
ет вид:

dmdu=Rxdt (15.1а)
или

р dx dy dz du =  j — ̂ -d x d yd z - \-  pXdxdydz^ dt. (15.16)

Сокращая на p dxdydz, т. e. относя уравнение к еди
нице массы, получаем дифференциальное уравнение

du= [ - r d£ + x ) dt= - T dir<“ + X d ‘- <15-2>

Интегрируя это уравнение, находим

5 > = ( - Т З Г Л + И ‘«-
о б  6

где т — время действия импульса.
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Но

0Х

J du =  u — 0 =  ы;
о

j-ffc*— т М *о о
Учитывая, что p = f ( x ,  у, z, t) и, следовательно, 

j — ~~dt —  ’ f> , а также Л" =  const, j  Xdt=

— (так как t^ O ,  принято очень малым), получа
ем:

dF . „  dF
“ = л г + ^ ’ =  гг -

Аналогично найдем соответствующие уравнения 
в проекциях на ось Оу и Ог.

Напишем теперь всю систему *:
dF \и —

v =

w =

dx ‘

dF_ 
ду *

dF 
dz •

(15.3)

Из (15.3) видно, что проекции скорости частицы 
жидкости в волновом процессе определяются как част
ные производные некоторой функции F по координатам, 
причем

F(x, у, г, t ) =  -j-d t.

Но известно, что при безвихревом движении проек
ции скорости определяются как частные производные от 
потенциала скорости <р(дс, у, г, t), т. е. как

d<f df d?u = - r - ;  0 =  -r-; ю =  -г -.dx ’ dy • dz

' В этой главе проекции скорости по координатным осям обо
значены и, v и w, а не их, иу и и,.
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Следовательно, функция F(x, у, z, t) представляет 
собой потенциал скорости волновых движений

I  ? = (  P- f .  (15.4)
О

Итак, волновые движения оказываются потенциаль
ными. Потенциал скорости, как известно, удовлетворя
ет уравнению Лапласа, следовательно, указанная функ
ция определяется из уравнения

d*F (х, у, г, t) d*F (х, у, г, I) d*F (х,у, г. <)  
dx* ' dy’ ' d?1

О с н о в н о е  у р а в н е н и е .  Поскольку волновые 
движения являются безвихревыми, т. е. потенциальны
ми, постольку можно воспользоваться интегралом Лаг
ранжа

U ( x ,y , z ) ~  \ Ц —  4 - ^ - = f ( 0 + C .  (15.5) •

Здесь U(x, у, г) — силовая функция; р, v и ф — соот
ветственно гидродинамическое давление в точке, ско
рость и потенциал скорости; F(t) и С — соответственно 
произвольная функция вре
мени (не зависящая от ко
ординат пространства) и 
произвольная постоянная 
интегрирования.

Рассмотрим слагаемые 
уравнения (15.5).

Первое слагаемое — си
ловая функция t/(х, у, г).

В условиях поля земного 
тяготения и обычном рас
положении координатных осей (ось Ог направлена вер
тикально вверх) функцию U(x, у, г) найдем из урав
нения

U(x, у, z) =  j £ - d x - d y  +  ̂ - d z =  j  X dx +

-\-Y dy Z dz.
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При указанном расположении координатных осей 
(рис. 15.3) имеем: X= gx=  0, Y=gu= 0 и Z = g , = ~ g t 
поэтому в нашем случае

U ( x ,y , z ) =  j “ — gdz =  — gz +  C. (15.6;

Второе слагаемое для несжимаемой жидкости (р=  
=const) равно:

l T “ f b = f + c - <15-7»
Третье слагаемое у2/2 мало, так как скорость пере

мещения частиц жидкости в волновом процессе невели
ка в сравнении с другими параметрами волн, например 
со скоростью перемещения волн. Это слагаемое опуска
ем: v2! 2=&0.

Рассмотрим сумму остальных трех слагаемых того 
же уравнения, а именно

£ ~ К « ) + с .

В производной потенциал скорости <р является функ
цией четырех независимых переменных ?(.*, у, г, t), функ
ция F (t) является функцией только времени /, а С — по
стоянная величина, поэтому, полагая и С =

dft (t)=  1 ’ . напишем:01 9
фр I еум I Фр , «) , df , (t) d[? +  /«) + / |  «)1 <¥
d t ' r  ь  ~ ' dt +  dt +  dt — tit ~ d t  ■

(15.8)

Введенную функцию <p' можно рассматривать как 
потенциал скорости того же движения, которое опреде
ляется потенциалом <р, так как производные этих функ
ций <р и <f' по координатам (г, у , г) соответственно равны 
между собой:

<У <9 +  f (0 4- С1) ^d<f 
дх дх дх 0 +  0 =  %- =  и.

аналогично
ду dip 
Оу ду
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Т
В связи с этим далее вместо ф' пишем ф, понимая 

под ф потенциал скорости данного волнового движения.
С учетом приведенных замечаний интеграл Лагран

жа (15.5) можем записать в таком виде:

К .  *• "5.9>

Преобразуем (15.9), прибавляя и вычитая р0/р(Ро— 
атмосферное давление):

- „ г ___
о dt +  Р

или

Очевидно,

Р*_
Р '

__ £•_____ -  -L  (шЛ. Ь - 1)
dt г -  +  Р ) dt р )•

или, обозначая |(р t j — f ” (х, у, г, t), имеем:

_ _ < * р _____р»________ < ¥ '
dt р

Учитывая сказанное ранее о функции ф ' в уравнении
(15.8), функцию ф" принимаем также потенциалом ско
рости того же движения; тогда, опуская индекс, имеем 
уравнение

L 7 CL— *I - T r -  <1 5 |0 >
Уравнение (15.10) можно назвать о с н о в н ы м  

у р а в н е н и е м  в е т р о в ы х  в о л н ,  так как с его по
мощью, зная потенциал скорости ф (х , у, z, t), можно 
решить ряд важнейших задач теории волн.

Так, можно получить у р а в н е н и е  в о л н о в о г о  
п р о фи л я .  Поскольку для точек свободной поверхнос
ти давление р=р0, из (15.10) следует:

_L
g dt • (15.10а)

Понимая здесь г как ординату свободной поверхнос
ти г0 и вычисляя ф(дс, у , г, t), полагая z= z0, получаем 
у р а в н е н и е ,  о п р е д е л я ю щ е е  з а к о н  р а с п р е 
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д е л е н и я  г и д р о д и н а м и ч е с к о г о  д а в л е н и я  
по г л у б и н е .  Поскольку рИзб=Р—Ро, то уравнение бу
дет иметь вид:

Отметим, что использование этих и других уравнений 
теории волн требует определения потенциала скорости 
<р(х, у, г, /), что возможно путем решения уравнения

которое будем считать горизонтальным, и подвижная 
граница — свободная (открытая) волновая поверхность, 
на которой атмосферное давление р0 будем считать по
стоянным.

Определим, каким условиям должен удовлетворять 
потенциал скорости <р(х, у, z, t ) на нижней неподвиж
ной границе.

Известно, что для неотрывного обтекания жидкостью 
твердой неподвижной границы полная скорость движе
ния должна быть направлена по касательной к этой по
верхности (рис. 15.4) или (что одно и то же) проекция 
полной скорости на нормаль к поверхности о„ должна 
равняться нулю.

Таким образом, дожно соблюдаться условие

Но при безвихревом движении проекция полной ско
рости по любому направлению определяется как част
ная производная потенциала скорости по этому направ
лению. Следовательно, граничным условием на непод
вижной границе является равенство

(15.106)

Лапласа, удовлетворяющего 
граничным и начальным усло
виям.

Неподбижпая
гр а н и ц а

Рис. 15.4.

Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я .  
Будем рассматривать волны 
в водоеме, свободная поверх
ность которого безгранично 
велнка (береговая линия уда
лена в бесконечность). У та
кого водоема будут только две 
границы, а именно: неподвиж
ная граница — дно водоема,

vn= v  cos ct=0.
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Рассмотрим теперь условие на подвижной волновой 
свободной поверхности.

Обратимся к основному уравнению (15.10). Для сво
бодной поверхности давление равно атмосферному, т. е. 
р=Ро- Поэтому можем написать:

____ 1_ <»р(*.у. г. <)
г * в. dt

Здесь г  — координата точек свободной волновой по
верхности, а ф(лс, у, г, t ) — потенциал скорости, опре
деленный при значениях z= z0.

Дифференцируя это уравнение по времени, полу
чаем:

дг„_____ 1_
Ht~~ ~ f  дР- (15.11)

Но производная ~  =  о>, т. е. равна проекции ско

рости на ось 0г, а скорость w можно определить как 
производную потенциала скорости по г:

После соответствующей подстановки получим:

д?_____ ]_
дг g dt1 " (15.12)

Уравнение (15.12) и определяет собой условие для 
потенциала скорости на подвижной границе.

Н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я .  Начальные условия, так 
же как и граничные, ставятся для потенциала скорос
ти q>. Очевидно, надо иметь математическое выражение 
этой функции. В теории потенциальных волн имеются 
два пути решения этого вопроса.

Можно использовать выражение для потенциала ско
рости (15.4) и в этом случае за начальное значение фо 
можно принять значение ф в момент т=То, т. е принять

о
Однако более удобным оказывается другой путь. 
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Составим общее выражение для потенциала скорости, 
имея в виду периодичность колебания регулярных волн. 
Примем для ф такое выражение:

ф(дс, у, г, /) = c o sotF(х, у, г). (15.13)
Здесь t — время, с; о — параметр, определяющий ско

рость изменения угла 0, равного Q=at.
Очевидно, что единица измерения о, с-1, и, следова

тельно, параметр о представляет собой угловую скорость 
(иногда параметр о называют угловой частотой). Пол
ный цикл колебания определяется углом 0=2л. Время, 
в течение которого осуществляется этот цикл, представ
ляет собой период колебаний. Таким образом, при 0 =  
= 2 л  время t= х и, следовательно, 2л=от, и поэтому па
раметр о = 2л/т.

Итак, начальное значение потенциала скорости мо
жем принять в форме

<{o=cosot0F{x, у, г).
Время /0 можем выбрать произвольно.
Рассмотрим функцию F(x, у, г). В уравнении (15.13) 

функция F является функцией координат пространства 
и не зависит от времени, а потому она не связана с на
чальными условиями, но при этом она не может быть и 
любой произвольной. Действительно, поскольку на по
тенциал скорости, как указано выше, налагаются гра
ничные условия (15.11) и (15.12), a cos at не зависит от 
граничных условий, так как параметр a=const, а t  не 
зависит от х, у, г, то граничным условиям должна отве
чать функция F(x, у, г).

Граничных условий два: на неподвижной границе 
имеем условие

и на подвижной условие
d f   1

Oz g ut1 '

Таким образом, этим условиям должна удовлетво
рять функция F(x, у, г). Рассмотрим этот вопрос. На 
неподвижной границе

lcos ilF (х- у• * ) \= cos - - ^ Т п - г) =  °-
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Отсюда видно, что на неподвижной границе требу
ется условие

dF (х, у, г) __q
дп (15.14)

На подвижной границе по (15.12) должно сущест
вовать равенство

д у ____ l_ o’f
д Г  g dt* ’

В левой части уравнения определяем производную 

5Г= 5Г tcos (*’ У' =  cos at------ 55----- •
d»«В правой части определяем вторую производную

^ r = | r  (cos itF (х, у, г)| =  F {х, у, г) д* cos at 
dt* »

НО

d1 cos »/ д Г ^ /1 ^ (— о sin at)
- d F — =~dt I aT cos zt] = ----- a ------ =  — O* COS з/.

После подстановки получим
____ (х, у. г) , F (х. I/. г) о» cos of
cos *  d z  ----- r  g

или после сокращения на cos яt

Fix. у, г).(15.15)

Формулы (15.14) и (15.15) и определяют собой гра
ничные условия для F(x, у, г).

1S.3. ПЛОСКИЕ ПОТЕНЦИАЛЬНЫЕ ВОЛНЫ

Будем рассматривать только п л о с к о п а р а л л е л ь 
н ы е  в о л н ы,  тождественные в плоскостях, параллель
ных координатной плоскости гОх. Координатную ось Ох 
расположим в горизонтальной плоскости, а ось Ог на
правим вертикально вверх (рис. 15.3).

Потенциал скорости для плоских волн в соответст
вии с (15.13) выражен в виде

<р(х, г, t)=cosotF(x, z).
20*

(15.16)
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Чтобы воспользоваться этой формулой, необходимо 
выяснить общую структуру функции F(x, г), что воз
можно, если знать условия, которым она должна удов
летворять. Эти условия, очевидно, связаны с условиями, 
которым должен отвечать потенциал скорости <р. Из
вестно, что функция (р(х, г) должна удовлетворять урав
нению Лапласа и двум граничным условиям.

Функция F(x, г) отличается от функции <р(х, г, t) 
только множителем cos at, поэтому она должна также 
отвечать уравнению Лапласа

д* F (х, г) d*F (х, г) _  q
дх* дг* (15.17)

Далее, потенциал скорости должен отвечать гранич
ным условиям:

на неподвижной границе ^ -  =  0, поэтому для F(jc, г),

полагая дно водоема горизонтальным, имеем следую
щее равенство:

£  lcos atF (*• г)1= cos П Г = одп дп 

или в соответствии с (15.14) 
dF (х. г)

дп 0; (15.18)

на подвижной границе (т. е. на свободной поверх
ности) для потенциала скорости <р имеем:

д<р (х, г, t ) 
дг S dt* ‘ (15.19)

Определяя производные ~  и ^  и учитывая (15.16),dt*

находим условия для функции F (х, г) на подвижной 
границе в виде равенства

* Z £ 3 - = ± F ( x , z), (15.20)

что соответствует (15.15).
Поскольку функция F(x, г) должна отражать перио

дическую связь координат х и г  для любого момента 
времени, примем для F(х, г) такую структуру:

F(x, z )= P (z )  sinkx. (15.21)
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Напишем уравнение Лапласа
d*F . d'F__ д* [Р (г) sin кх] . d* \Р  (г) sin кх 1 
d 3 ?+ 3 7 * ------------- а ? ---------Н----------- d ? ---------= ° '

Вычислим производные, входящие в это уравнение:

j ^  [Р (г) sin kx\ =  — Р (г) £* sin kx\

-Ц? IP (*)sin M  =  »in *■* - ^ & r -  ■

Тогда уравнение Лапласа будет иметь вид:

—Р (г) £* sin kx  -{- sin kx  ^  =  0.

Сокращая на sin for, получаем:

-----k*P(z) =  0. (15.22)

Легко видеть, что это есть однородное уравнение 
второго порядка с постоянными коэффициентами, кото
рое, как известно, решается с помощью характеристиче
ского уравнения. Для (15.22) оно будет иметь вид:

г2—£2=0.
Находим корни этого уравнения 

r i= + k  и г2= —к.
Оба корня вещественны и не равны между собой, 

а потому решением уравнения (15.22) будет уравнение
Р (г) =С\екг + С2е~кг.

Для водоема большой' глубины (Л-+-оо) второе сла
гаемое правой части стремится к бесконечности, что 
приводит к нереальным результатам. Поэтому надо счи
тать С2= 0  (т. е. принять С2е-кг=0),  а тогда п о л у ч и м  
(обозначив С,=С)

P(z)=Ce**, (15.23)
что определит функцию Р(х, г) и потенциал скорости 
Ф(*. г, г):

F(x, г )—Секг sin kx
и •

<р(дг, г, t)=Cehz cos at sinkx. (15.24)
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В уравнение (15.24) входят два параметра, функ
ционально связанные между собой: о — угловая ско
рость и k — волновое число.

Эту связь находим, используя уравнение (15.20):
dF (х, г)   о*

дг g F(x, г).

Определяем производную в левой части уравнения

dF (*' z)  = kCeht smkx. дг

Тогда
k Секг sin kx  =  —  Секж sin kx  в

или после сокращений общих множителей 

k =  -у- или з == Y g k .

Имея теперь конкретные выражения потенциала ско
рости (15.24) и отмечая, что он выражает стоячие вол
ны (в отличие от прогрессивных волн гребни их не пере
мещаются вдоль свободной поверхности), можем рас
смотреть их основные характеристики.

Волновой профиль. Воспользуемся уравнением 
(15.10а)

Здесь г — координата точек линии свободной поверх
ности.

Определим производную

= -^ - [Секг cos о/ sin kx] =  — Спек* sin з/ sin kx.

Поскольку для точек свободной поверхности коорди
ната 2 мала, можем принять е*г =5=1,0 и тогда после под
становки в (15.10а) получим у р а в н е н и е  в о л н о в о 
го п р о ф и л я

г =  y-sins/slnfejc. (15.25)
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Рассмотрим волновой профиль в тот момент времени 
/, когда sino /= l,0 . Для этого момента

Z =  ̂ Y smkx. (15.25а)

Здесь Ca/g=const. Очевидно, линия свободной по
верхности, определяемая (15.25а), представит собой си
н у с о и д у  (рис. 15.5). Синусоида пересекает ось Ох тог
да, когда 2 = 0 , что 
имеет место при 
sinfcje=0, т. е. когда 
угол Ъ— kx приобрета
ет значения 0 = 0 ; л;
2я; ...; ля при п — це
лом числе.

Указанные точки 
пересечения синусои
дой оси х называются 
у з л а м и .

Расположение уз
лов вдоль оси Ох определяется координатами Х\\ X j . . ,  
удовлетворяющими условиям kx=Q, т. е. x=Q/k. Под
ставляя значения угла 0, при которых sinfex=sin0 ра
вен нулю, имеем независимо от времени следующий ряд 
значений координат узлов (z = 0 ):

Л .  я  2 я  З я  л к

Х k ' к ' k к •
Поскольку расположение узлов не зависит от вре

мени, т. е. узлы не изменяют своего положения, то ко
лебания линии свободной поверхности происходят по 
высоте (сверху вниз) и волновой профиль не перемеща
ется вдоль оси Ох. Поэтому такие волны называют 
с т о я ч и м и .

Р а с с т о я н и е  м е ж д у  у з л а м и
А  V ______  V  * .  ( л +  1 ) к  л к  Я

Хп+, — ----------- * г = т »

и оно оказывается одинаковым вдоль оси Ох для всех 
волн.

Из рис. 15.5 можно видеть, что д л и н а  в о л н ы  рав
на двойному расстоянию между узлами:

i  =  2Дл‘ — . (15.26)

Рис. 15.5.
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Из рис. 15.5 видно, что в ы с о т а  в о л н ы  равна 
удвоенной амплитуде:

h=2a.
Амплитуда колебании различна для различных вер

тикалей вдоль оси Ох и изменяется по своей величине 
от нуля в узлах до максимального значения a=Ca/g  
в вертикальных плоскостях, нормальных к оси Ох 
и расположенных посредине между узлами, когда 
sin at sin &дс=1,0.

Траектория частиц. Известно, что траектория частицы 
(материальной точки) определяется уравнениями

* = М 0 : У=М О и 2= Ы 0 -
Напишем для элементарного перемещения частицы 

дифференциальные уравнения (в условиях плоского дви
жения) dx=udt  и dz=wdt. Здесь под dx и dz понима
ем проекции элементарных перемещений. Определяем 
скорости и и w:

ц =  (Секг cos it sin kx) =  Cekt cos stk  cos kx\

w =  ̂ te~~dr(Ceka cos it sin k x )= kCek* cos it sin kx.

Тогда
dx=u dt=kCehz cos at cos kx dt\ 
dz=w dt=kCehz cos at sin kx dt,

dzоткуда, определяя отношение находим:

§ - £ £ = * * *  и d z = ig k x d x = * k x d±

Интегрируя, получаем у р а в н е н и я  т р а е к т о р и и  
ч а с т и ц ы

г _ _  j£casfex__|_£ или nc0s*x =  C

или иначе
In e^ +  ln cos fex=ln С

или
In ehzcos fex =  ln C. 

Окончательно запишем:
ehz cos kx=C.
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Таким образом, пере
мещения частиц в процес
се волновых колебаний 
происходят по линиям, 
не изменяющим своего 
положения в простран
стве. Задавая ряд значе
ний С\, С2 и т. д., нахо
дим траектории ряда от
дельных частиц. Семей
ство линий, описываемых 
уравнением (15.27), изображено на рис. 15.6.

Распределение гидродинамического давления. Распре
деление давления в пространстве, занятом жидкостью, 
при наличии волн, очевидно, непрерывно изменяется по 
времени и для любого момента определяется из общего 
уравнения (15.10)

Если потенциал скорости <р выразить по уравнению
(15.24), то для стоячих волн запишем:

=  — gg-f- Cog** sin э/ sink*. (15.28)

Затем, разделив на g, получим о с н о в н о е  у р а в 
н е н и е  р а с п р е д е л е н и я  д а в л е н и я  д л я  с т о я 
ч и х  в о л н

— = — —г - |-— е** sin з /sin Ьс, (15.28а)Р g  ?8 ' g  v

или так как р—р0=Рпэб, то

— z -4- —  ек* sin з/ sin kx.
?g 1 g

Рассмотрим распределение Ризб/pg по трем вертика
лям в момент t, когда s in a /= l,0 .

По в е р т и к а л и  В — В (рис. 15.7). Здесь sinftx=0, 
и тогда рИзб/р£=—z, что графически представится ли
нией В—Ь, т. е. р а с п р е д е л е н и е  д а в л е н и я  п р о 
и с х о д и т  по з а к о н у  т р е у г о л ь н и к а .
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По в е р т и к а л и  А—А. Здесь sinЛдс=1,0; Ca/g=a\ 
«**=!,0, и тогда pH3(i/pg=—z+a.

В т о ч к е  А: г= а ,  и тогда рИзс/р£ =  —а + а = 0 .
В т о ч к е  /: z=0; ► 1,0, и тогда рИэв/р£=—0 + а =

=*а.

Рис. 15.7.

Форма эпюры для ртв/pg указана на рис. 15.7. На 
этом рисунке изображена эпюра распределения избы
точного давления и по вертикали С — С.

15.4. ПРОГРЕССИВНЫЕ ВОЛНЫ

В реальных условиях встречаются преимущественно 
п р о г р е с с и в н ы е  волны,  т. е. перемещающиеся в го
ризонтальном направлении. Координаты узлов (точек 
пересечения волнового профиля с осью Ох) перемеща
ются вдоль оси Ох, т. е. они являются функциями вре
мени. Это указывает на то, что потенциал скорости дол
жен содержать в себе тригонометрическую (периодиче
скую) функцию (непрерывно изменяемый угол должен 
связывать время и координату х).

Сложим два потенциала <pt и ф:.
Пусть

ф1=Се** cos at sin kx\
фг=Секг cos kx sin at,
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тогда
ф=срt +  ф2=Cehz (sin kx cos at +  sin at cos kx) , 

и так как sin a cos {J-t-sin p co sa= sin (a+ P ), t o  

Ф=Cekz sin (a/+fex).
Очевидно, ф есть потенциал скорости прогрессивных 

волн, так как координата х равна:

т. е. является функцией времени.
Волновой профиль. Уравнение волнового профиля при 

потенциале скорости находим из основного уравнения 
(15.10а)

Определив производную ■~=С‘зек* cos(st -{-kx) и сде
лав подстановку в основном уравнении, найдем у р а в 
н е н и е  в о л н  ов ог о  п р о ф и л я  (полагая, как и ранее, 
е*^1 ,0)

г =  — —•cos (3* 4 “ *•*)•

Координаты узлов находим из условия 
cos (at+kдг)=0,

что имеет место, когда угол Q=ot-\-kx равен:
6 к 3« 5* пк

=  — ; -3 - ;  - 5 - ; . . . :  f

прн п — нечетном, и, следовательно, можно написать для 
координат узлов

X — 9 —  в/ 
к~

в/
X  >

где п — целое нечетное число.
Р а с с т о я  н и е м е жд  у у з л а м и

* ___Г(л +  2) ’5 «М Г ait «М п
Д д с = [ Т -------- X j  — [ 1 F — T j = X *
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при этом д л и н а  в о л н ы  (рис. 15.8)

* =  2 Д * = £ ,

т. е. та же, что и для стоячих волн.
Период колебаний т= 2л /о  представляет собой вре

мя, в течение которого перемещающаяся волна пройдет

1

расстояние, равное дли
не волны.

С к о р о с т ь  в о л н ы  

с =  . (15.29)

Для скорости с мож
но написать ряд других 
выражений. Поскольку 
Я,=2л/Л, а т = 2 я /а , то

2п а а
к 2п k *

а так как з = ]  gk, то можно написать

и, наконец, так как А=2лД, то получаем

а приняв g=9,81 м/с2, получаем следующую прибли
женную формулу для определения скорости волны:

c ss l ,2 5 V T . (15.29а)

Отметим, что в этой формуле \  должно измеряться 
в метрах. Например, пусть длина волны >.=100 м, тогда

с — 1,25 у  100 =  12,5 м/с.

Траектории частиц. Уравнение траектории частиц со 
ставим так же, как указано для стоячих волн.
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Определяем:

d x = u d t — £ d t ;

dz =  wdt =  ^ d t ;

и =  ijU *  A  [Секг sin (at +  Jfejc)] =  Cek,k cos (at - f  kx );

и.’= - 3*-= -jp1Секг sin (at-f-Atjc)] =  kCeiz sin (at -f- kx). 

Делая подстановку и интегрируя, имеем: 

х  =  j* Cektk cos (at -f- kx) d t= Cekxk X

x  J  cos (at +  kx)_d (■<_+fa1  =  - ™ e kz sin (at +  kx) +  c , ;

* = j  Cekzk sin (at - f  kx) dt =  Cekzk X  

x f  »»"(«<+  »*H(«< +  »x) = _ ^ . g*«cos(3/ +  ̂ ) +  Cr

Полагая Ct= 0  и C2= 0 , а затем составляя сумму- 
x2+ z2, получаем:

У  +  г* =  ̂ 2 . <?*«)* [sin* (at +  kx) +  cos* (at +  kx)].

Но выражение, стоящее в квадратных скобках, равно 
единице, тогда, обозначив

получим у р а в н е н и е т р а е к т о р и и  ч а с т и ц ы
хг+г*=/?2, (15.30)

которое, как известно, представляет собой у р а в н е н и е  
о к р у ж н о с т и  в плоскости гОх, радиус которой в дан-
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«ом случае равен R = — eKz, или так как k= azlg, то

Я = — аекг

где а — амплитуда колебаний.
Итак, траектория частиц жидкости в прогрессивных 

волнах является окружностью (рис. 15.9).

Рис. 15.9. Рис. 15.10.

Радиус окружности очень быстро уменьшается с уве
личением глубины центра вращения данной частицы.

Распределение гидродинамического давления. Как н 
для стоячих волн, воспользуемся основным уравнением 
(15.10)

Р — Р* 
9

Для прогрессивных волн потенциал скорости имеет 
вид:

<f= Ceh: sin (at + kx).
О с н о в н о е  у р а в н е н и е  р а с п р е д е л е н и я  

д а в л е н и я  д л я  п р о г р е с с и в н ы х  в о л н  имеет 
вид:

- ~ - Р- — — gz — Сов** cos (at kx)

или

—2 — екг cos (at 4- kx) =  — г — аек* cos 0.

Г р а ф и к  р а с п р е д е л е н и я  д а в л е н и я показан 
на рис. 15.10.
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15.5. ТРОХОИДАЛЬНЫЕ ВОЛНЫ

Как отмечено было выше, теория трохоидальных 
волн была опубликована Герстнером в 1802 г. Вол
ны, изученные Герстнером, называются т р о х о и д а л ь -  
н ы м и, потому что волновой их профиль имеет форму 
трохоиды (рис. 15.11).

Теория Герстнера 
построена на гипотезе 
о круговом движении 
частиц жидкости при 
убывании радиуса тра
екторий с глубиной.
Так в соответствии с 
этой гипотезой дви
жутся все частицы 
жидкости, жидкость 
считается невязкой и 
несжимаемой. Описа
ние движения должно 
удовлетворять основным уравнениям гидромеханики — 
уравнению неразрывности и уравнению движения.

Рассмотрим в краткой форме эту теорию в рамках 
плоской задачи (в плоскости хОг).

В координатах Лагранжа уравнения движения запи
сываются в форме системы уравнений

x = f ,  (а, с, t); \ 
z = ft (fli с, /), |

(15.31)

где а и с — начальные координаты данной точки.
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В нашем случае начальными координатами движу
щейся точки (частицы) М будут координаты ее в со
стоянии равновесия, т. е. координаты точки 0 — центра 
окружности, по которой она движется. В соответствии 
с этим будем иметь (рис. 15.12):

jc = a - |- rs in 6 ; 1 
г = с  — г cos0. I

Здесь радиус г уменьшается с глубиной, т. е. r=f(c), 
а угол 0 принимается равным:

Q=ka—at= f (a, t),

что соответствует прогрессивным волнам. Параметры k 
и а имеют известный нам физический смысл.

Уравнения неразрывности в координатах Лагранжа 
записываются так:

или

dx dz
da da

dx dz
dc dc

d (dx dz dx d z \
at (do dc dc oa J (15.33)

Рассмотрим условия, при которых удовлетворяется 
уравнение неразрывности.

Определим частные производные, входящие в урав
нение (15.33):

[а +  r sin (ka — о/)] =  1 + r k  cos (ka — of);

w = £ l a + rs in (*a ~  «01 =  W  sin (ka -  °0;

Iе — r cos (ka — of)] =  rk sin (ka — of);

-£■= Iе “  r  cos (k a  — =  1 — ж  cos (k a  —  0<>-
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Вычисляя выражение в скобках (15.33), получаем:

S r l r = 1 -  cos (ka ~ at)+ rk cos {ka ~ at) -

— 4 c r^ cos* (&1 -  °0 — 1 — rt*)cos f ta — °*) —

— ^ -r k c o s 'ik a — oty,

L  • ~ ~ = ^ - s \ n ( k a  — at) rk sin ( k a -a t)  =

=  -j^rk  sin* (ka — o/).

Итак, получим для выражения в скобках (15.33)

1 — 0 —  rkj cos (ka — at) — ^  rk cos* (ka — at) —

— ^  rk sin* (ka — at) =  1 — [ 0 £ ~  r^j cos №  — at) —

~ l f c rk lcos* (ka — 3f) +  sin* (ka — o/)jf

а так как cos2a +  sin2a = l ,  то окончательно можем на
писать:

е т - п - ' - ( Ъ ~ л ) ~  < * • - - >  *

По условию неразрывности производная этого выра
жения по времени должна быть равной нулю. Заметим,
что 1 и не зависят от времени. По условию не

разрывности должно быть:

-If [ ( -§  -  '* )  cos (ka -  at)\ =  0, (15.34)

но [cos (ka — of)J Ф  0, поэтому необходимо, чтобы 

имело место равенство

|  : ( £ • - ' * ) = 0 (15-35) 
или

dr 1 _  --т—=ГК.dc
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Решая это дифференциальное уравнение, находим 
In r=kc + C.

Но kc= \neke, поэтому можем записать: 
ln r= ln e Ac+ ln  С

или

С,

откуда получим
г=Сек'. (15.36)

Для частиц жидкости, находившихся в условиях рав
новесия с= 0 (начальное значение координаты г),  по
стоянная интегрирования С равна радиусу R (это 
будет максимальным значением для г), тогда можно 
написать:

r=Rehc.
На бесконечно большой глубине с——оо (с < 0 |,  и 

тогда
'■=0.

Итак, система уравнений движения жидких частиц 
(15.32) удовлетворяет уравнению неразрывности, и при 
этом имеет место условие (15.36).

Рассмотрим теперь условия, при которых та же си
стема (15.32) удовлетворяет основным уравнениям ги
дродинамики.

В рамках плоской задачи основные уравнения ги
дродинамики, записанные в координатах Лагранжа 
в условиях, когда внешними массовыми силами являют
ся силы земного притяжения, имеют вид:

d*х  дх (  | <J*z\ д г __ 1 др
dt2 да I dt* J да р да •
d*z дх /  ■ <1*г\ дг________I др
dt* дс ' dt*)  дс р ~дс'

Вычисляем вторые производные jjr  и jjr  (т- е- проек

ции ускорения движения)
зс d̂

J o = dF Ia +  f sin (ka — °0l =  — re* sin (ka — at)\

~  r cos (ka — e0l =  ro* cos (ka — at).

(15.37)
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Затем вычисляем отдельные слагаемые левой части- 
каждого из уравнений системы (15.37), используя при 
этом уравнения (15.32) и вычисленные ранее частные 
производные.

Результативно после необходимых подстановок по
лучим основную систему уравнений гидродинамики 
(15.37) для рассматриваемого случая волновых движе
ний в виде двух следующих уравнений:

(.gk — o') г sin (ka — a =  —

(g — krW) — (gk — o‘) г cos (ka — at) =  — -y-

(15.37a).
Умножая первое уравнение на da и второе на dc  

и складывая, получаем:
(gk — о*) г sin (ka -o t)d a - \- (g  — £rV) dc-f- 

+  [(’* — gk) т cos (ka — o/)l dc =  - - y [ d̂ d a - \ -

^  0C “*7 p •
Интегрируя это уравнение, получаем:

г Ptkc- ( g k  — a')-j r cos(ka — ot) +  gc — kRt - ^ a t +

+  (о* — gk) eos (ka — at) ^ - + C  =  — - p

или, замечая, что — (gk—о2) = o 2—gk, а также что Rehc=  
= r ,  после подстановок и сокращений имеем:

f =  — gc +  2 (о* -  gk) -J- cos (ka -  at) +  C. (15.38)-

Определим постоянную интегрирования из условий 
на свободной поверхности.

На свободной поверхности имеем давление р0 (атмос
ферное давление), с= 0  и радиус r—Rekc=R. 

Следовательно, можем записать:

—— 2 (о* — gk)-J- cos (ka — at) =  C =  const.

(15.38a)
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В левой части уравнения (15.38а) все слагаемые 
должны быть постоянными величинами, поэтому и 
третье слагаемое должно быть постоянной величиной, 
т. е. должно быть

2 (o' — gk) - j -  cos (ka — at) =  const.

Очевидно, что производная по времени левой части 
этого равенства должна равняться нулю, так как про
изводная правой части равна нулю ^-=0. Следовательно,

[2 (о* — gk) ~  cos (ka — at) J =  О,

что возможно только при условии следующего равен
ства:

а2—g k= 0 или a ^ g k .
Отметим, что таким образом известная связь между 

параметрами а и k сохраняется и для трохондальных 
волн.

Итак, постоянная интегрирования С равна:
п - Р *  «***

Р 2
Делая подстановку этого значения С в уравнение 

(15.38) и учитывая условие а2—g k= 0, получаем:

Р
о‘/?1 
2 »

откуда
Р — Р,

Р
£С +  4 ( г , - К ,) .

Но известно, что r=Rehe, а поэтому

-Е1у ±- =  - g c + 3- ! r  («*“  -  О (15.39)

или
P- = ^ = - g c - ~ -  (1 -  е'к‘) (15.39а)

или иначе

Ет г=  ~ с -  {- $ Г (1 ~  е'ке)■ (15>40)
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Волновой профиль. Отметим наличие некоторого сход
ства между рассмотренными выше прогреснвными вол
нами и волнами трохондальнымн.

В обоих случаях имеем:

Но волновой профиль по Герстнеру — т р о х о и д ы ,  
а для потенциальных прогрессивных волн — к о с и н у 
соиды.

Составим у р а в н е н и е  в о л н о в о г о  п р о ф и л я ,  
исходя из исходных уравнений круговых движений ча
стиц жидкости:

Для точек, лежащих на линии свободной поверхно
сти, центр окружности (т. е. центр траектории этих ча
стиц) лежит на уровне свободной поверхности в равно
весном состоянии жидкости, т. е. с=0.

Угол 0, как было принято, равен:

r=Reke (или r—Rekz) ; a2=gk\ 

в обоих случаях д л и н а  в о л н ы

и, очевидно, с к о р о с т ь  в о л н ы

(15.41)

9=ка—at,
откуда

Здесь для момента t= О

Учитывая, что Я=2л/?тр (рис. 15.11), получаем
в= /?тр0
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и тогда из (15.41) получаем с и с т е м у  у р а в н е н и й  
в о л н о в о г о  п р о ф и л я

Система (15.42) и представляет собой у р а в н е н и я  
т р о х о и д ы .

15.6. ГРУППОВАЯ СКОРОСТЬ

В естественных условиях регулярные волны могут 
наблюдаться очень редко. Почти всегда волновая по
верхность имеет очень сложную форму, которую можно 
рассматривать как результат сложения ряда волн с раз
личными параметрами. Для изучения таких волновых 
движений приходится вводить теоретические модели, при 
этом стремясь возможно ближе подойти к реальному 
явлению.

Наблюдения показывают, что морские волны при 
больших глубинах и достаточном удалении от береговой 
зоны (с известным приближением) могут рассматри
ваться как плоские, образованные сложением плоских 
волн, различной длины и высоты. В теоретическом и 
практическом отношении эти волны имеют существенное 
значение.

Остановимся здесь на рассмотрении простейшего слу
чая, когда данный волновой процесс возникает в резуль
тате сложения двух прогрессивных волн, определяемых, 
например, такими уравнениями:

С л а г а е м ы е  в о л н ы  относятся к потенциальным 
движениям, поэтому рассматриваемое суммарное волно
вое движение будет также потенциальным.

Построим профиль такой волны. Допустим, что в ка
кой-то момент времени узлы слагаемых волн совпали 
в точке 0, которую примем за начало координат. Тогда 
в результате сложения двух различных косинусоид по
лучим профиль рассматриваемой волны. На рис. 15.13 
показан волновой профиль, построенный при сложении

-v =  /?Tp6-}-/?sin0; 
z =  —  R  COS0.

(15.42)

(15.43)
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двух прогрессивных волн с произвольно принятыми дли
нами и высотой.

Здесь можно видеть образование ряда тождествен
ных групп волн, чередующихся одна за другой. В рамках 
каждой группы находится несколько отдельных волн, 
различных по высоте и форме.

Волновой профиль. Уравнение волнового профиля по
лучим в результате сложения уравнений (15.43) в таком 
виде (полагаем Ci=C2):

г — ~  [о, cos (a,t -f- kxx) -f- о, cos (о,/ -f- £,*)]. (15.44)

С учетом известного равенства

cos а cos ̂  =  2 cos —— ■ cos ——

перепишем уравнение (15.44) в таком виде (полагая 
Cioi/g=C2a2/g = C a /g ) :

г =  2 ^  cos  ̂ Д|1р* t + -  x j x

Хсо5( я' У г / +  *■-*» Jc). (15.44а)

Рассмотрим случай, когда параметры k\ и k2 по 
своему значению мало отличаются друг от друга, а сле
довательно, мало отличаются и параметры о\ и а2 
(A a=oi—о2=  I- g (У kx — V кг). В пределе ki-*-k2 и
Дст-»-0). При таких условиях угол 0i, равный:

мало изменяется на значительной длине Дд: ^например,

при kx =  0,0314, kt =  0,0294 получим изменение угла Дб =
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=  б", — б', = 0 , 10тс, 
Ах 0 . 10д 2 -0 ,Юл _

которое происходит на расстоянии

2
0,002 314 а тогда косинус угла

cos 0J будет мало изменяться, и, следовательно, на этом 
расстоянии Ад: можно принять величину cosBj неизмен
ной, т. е. принять

cos  ̂ g' ~ at t -f- k' ~ k* Kj =s const

[для указанного выше участка длиной Дх^ЗОО м изме
нение косинуса угла 0i составляет cos0i—cos(0 + 
+0,1 л) ,00—0,98=0,02, т. е .^2% ].

В связи с этим можно считать, что

2 cos  ̂ 1 -[- *' *г jcj=const =  А. (15.45)

У р а в н е н и е  в о л н о в о г о  п р о ф и л я  для участ
ка Ах получим из (15.45) в таком виде:

z =  y4 cos 

Нетрудно

к ,  + ft, л:^=Л cos ва. (15.46)

видеть, что в этом уравнении величина А 
явится наибольшей ам
плитудой для отдельных 
волн данного участка Ах.

Но cos 01 изменяется 
от 0 до 1,0, и, следова
тельно, в пределах дан
ной группы волн ампли
туда А изменяется от 0 
до А.

Определим длину од
ной из волн с амплитудой 
А в пределах данной 
будет иметь координатыгруппы. Первый узел волны 

(при 02= 0 )
,  — о и х  — ° —(д, +»,) t z, — v n x t -------- ,

а второй узел (при 02= л ) 

z =  0 и jc, 2я— (д, 4- »,) <
ft, +  ft,

328



Таким образом, длина полуволны (рис. 15.14)
X 2я

— —Хх •*. — ki + ki ■

Д л и н а  в о л н ы  Х.=2Дх, т. е.
.  4« 2я
* — *, +  * , — *, +  *, •

~ ~ Г ~
(15.47)

С к о р о с т ь  о т д е л ь н о й  в о л н ы

Здесь т — период колебаний; т=2я/<т. 
Итак,

или

с = / 5 *  05-48)

Длину одной группы волн можно определить следую
щим образом. Рассмотрим уравнение волнового про
филя

z =  A cos  ̂ а‘ ~2 ~а* •/ -f* к' ^ -  Jcj=i4cosOt. (15.49)

Здесь, как было указано выше, величина Л опреде
ляется выражением

А =  2 у - cos ( ~ а> / +  ■ xj*=2a cos 6,. (15.50)

Эта величина мало изменяется на небольшом про
тяжении вдоль оси Ох («медленно изменяется*, т. е.
А- ^  я&О), но в пределах одной группы волн величина А

изменяется от 0 при cos0i=O, т. е. при 0 = л л /2, и до 0 
также при 0=0, но уже при 0 i= (n  + 2)л/2, где л — не
четное число, проходя при этом свой максимум Л =2а 
при cos 0 i= l (рис. 15.15).

Очевидно, что косинусоида 2acos0t описывает гра
ницу максимальных значений амплитуды А отдельных 
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волн внутри данной группы. Д л и н а  к о с и н у с о и д ы  
(равная расстоянию между узлами этой косинусоиды) и 
определит собой длину данной группы волн.

Определим l—xi—x Имеем:

cos 6, =  соз  ̂ а' ^ - - 1 -f- - - x j .

В т о ч к е  1 (первый узел, рис. 15.15) имеем z=0npii 
0=л/2 .

В таком случае из уравнения
О

И 2

находим Х\:
„ _ *______ («!—»») t

В т о ч к е  2 (второй узел, рис. 15.15) имеем z= 0  при 
0,=Зл/2, и тогда

„   Зп —  (а, —  а,) <• — *, -  *,
Таким образом, д л и н а  г р у п п ы  в о л н  равна:

, __________ Зк—  (а, —  at ) t  « —  (в, —  в , ) /  2*
ГР « *1—  _  А, — *, •

(15.51)
Определим теперь скорость, с которой рассматривае

мая группа волн переходит из одной позиции в другую. 
Такую скорость называют г р у п п о в о й  с к о р о с т ь ю  

Очевидно, что при таком переходе каждый узел дан
ной группы волн проходит расстояние, равное длине
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Этой группы, т. е. /гр. Этот переход осуществляется за 
время t, равное полупериоду:

% 1 2*
~ г —т  •

Следовательно,
равна:

г р у п п о в а я  с к о р о с т ь

*гр 2̂ гр
С'»==^2 ==“ Г

в о л н

Период T=2n/(oi—о*), где величина (oi—о*)/2 
представляет собой параметр о, именуемый иногда угло
вой скоростью данного волнового движения.

. 2« 2яНо 1п — -7--- г—, a t  = ----------- следовательно, ско-*1 — *1 — ■« ’
рость с,р равна:

2к  2» в , —о, До
Сг*  А, — А, : —  А ,— А, —  ДАТ'

Можно принять

Как известно, о= /(А )=У ^(А , поэтому

с**= 4 к  = ^ = 4 - / ? ' ■  <>5-52)

Но V g /k  представляет собой скорость одиночной
волны с, т. е. у g у&=с, поэтому групповая скорость 
оказывается равной половине скорости одиночной вол
ны, входящей в состав данной группы.

15.7. ВОЛНЫ ПРИ НЕБОЛЬШОЙ ГЛУБИНЕ ВОДОЕМА 
(ВОЛНЫ НА МЕЛКОВОДЬЕ)

При глубине воды, меньшей половины длины волны 
(А<Х/2), водоем называют в о д о е м о м  м а л о й  г л у 
бины,  или м е л к о в о д ь е м .  Параметры волн на та
ком водоеме отличаются от параметров волн при боль
ших глубинах. Особенно заметно это различие при на
бегании волн на пологий береговой откос.

Рассмотрим зависимости, определяющие характери
стики этих волн. Прежде всего отметим, что все основ
ные дифференциальные уравнения теории волн являют- 
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ся общими для волн на водоемах как большой, так и 
малой глубины. В соответствии с этим волновые дви
жения на водоемах малой глубины оказываются потен
циальными, потенциал скорости для которых можно 
принять равным (для плоских волн)

<p=cos atF(x, г), (15.53)
где функция F(х, г), определяется уравнением

F(х, z) =  (Cie*t + C 2e-fcI)sinftjc, (15.54)
и, следовательно, для потенциала скорости можно на
писать:

<р= (Ciehz +  Сге~кг) cos (at) sin (kx).
Ранее было указано, что если глубина водоема не

ограниченно велика (г —оо), то слагаемое C2e~fcz 
приводит к нереальным результатам, и было принято 
С2=0.

В данном случае z = —ft, где А — конечная величина, 
и Сг#0.

Для установления значений Ct и С2 воспользуемся 
граничными условиями на неподвижной границе (счи
тая дно водоема горизонтальным). В этом случае

дп ~  дг

Определяем производную

SjL=(kC,ek* — кСгс~кг) cos nt sin kx  =  О,

откуда находим 

и при z= —А
Ciehz—C2e~hz= 0

С1е ' кк =C,e+kh —  const=-^-.

Из этих равенств находим выражения для Ct и С2:
/■»   С  , Се*

1 2с-* ~2~
и аналогично

С .= 2е*
С е - *  2

2
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Делая подстановку в уравнение (15.54), получаем 
для потенциала скорости

, - 1Ле - кг \
'■— г,----  cos зt sin kx.

2 Jl *
Ho ehhehz—eĥ +z\  a e~ktle~hz=e~k̂ 2+h\  поэтому 

<p =  C------------------------cos Ы sin Ax.

С учетом известной формулы 0,5(е*+е- *) = c h  х окон
чательно получаем:

ф=С  ch к (г+А) cos at sin kx. (15.55)
Связь между параметрами a u k  находим из условий 

на подвижной границе (на свободной поверхности). Как 
известно, на подвижной границе имеем условие

i f  ____ L^!i
дг —  g dt2 •

Находим производные, входящие в это равенство: 
~ = С А  sh k (z -f- A) cos it sin Ax;

—з*С ch k (z -f- A) cos it sin kx.

Делая подстановку в условие на подвижной границе 
и сокращая подобные члены, получаем:

Ash A (z-}-A) =  -f--y  chA(z-j-A).

В этом равенстве можно принять 2 ^ 0  (как малую 
величину для свободной поверхности в сравнении с глу
биной Л) и тогда записать его так:

A sh АЛ =  —  ch АА,
в

откуда
az= gk  th АА

и, следовательно,

з =  К#А th АА . (15.56)
Волновой профиль. Имеем основное уравнение для 

волнового профиля в таком виде:
_Li?
g dt • (15.57)
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Вычисляя производную -~-t считая так же, как и

ранее, для <р координату свободной поверхности малой 
величиной (z=te0) и <p=Cch £Л cos о /s in /где, после подста- 
новки получаем:

л»
z =  -f- —-chkhsiaotsinkx. (15.58)

Можно записать и иначе. Обозначим

A =  0 -c h k h (=  const), (15.59)

тогда
z= A  sin at sin kx.

Легко видеть, что это у р а в н е н и е  в о л н о в о г о  
п р о ф и л я  с т о я ч и х  в о л н  (15.25).

Формула (15.59) позволяет написать уравнение по
тенциала скорости в виде (15.55).

Определим из (15.59) значение постоянной интегри
рования С:

Подставляя значение С в уравнение (15.55), нахо
дим

<f(x, г, t) = * ^ -- Ьксъ м ^  co»3fsinfejc. (15.60)

Очевидно, что, имея уравнение потенциала скорости 
Ф и связь между параметрами о и к, можно установить 
и все другие характеристики волн. Так, поле скоростей 
найдем, определив

и

а р а с п р е д е л е н и е  д а в л е н и й  по уравнению

9 gz — •dt ’

Прогрессивные волны. Потенциал скорости прогрес
сивных волн получим тем же способом, что и для волн 
на большой глубине.
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Напишем для двух потенциалов скорости q>i и ф2 два 
таких выражения:

? .= 4 г  £T ^ Lcostjt,ln<rf-
Суммируя эти потенциалы, находим искомый ре

зультирующий потенциал ф=ф1+<рз, а именно

? = g4  chkr! z + h) *\n(*t +  kx). (15.61)

Это и есть потенциал скорости прогрессивных волн. 
Имея в виду обозначение А =  — chfc/i, можно написать

и другое выражение для функции ф:
Ф=СсЬ k (z+ h) sin (at+kx). (15.62)

Связь между параметрами о и k сохранится той же, 
что и для стоячих волн.

Для определения этой связи используем условия на 
подвижной границе

д?____ ' <*?
дг g dtx ' (15.63)

Вычислив производные —■ и t принимаем «р по 

(15.61), a z =  0, тогда получим:

4 = C k  sh k (z +  Л) sin (vt -f- kx)\

-щ -=  — a'Cchk (z-\-h) sin (?t-\-kx).

После необходимых подстановок и сокращений на
ходим (при г=0)

k sh kh =  —  ch kh 
8

и, следовательно,
з =  У  gk th kh,

т. e. то же, что и для стоячих волн,
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Волновой профиль. Запишем основное выражение дл»
волнового профиля

Определяя так же, как и ранее для свободной по

верхности (г=&0), а поэтому принимая 
chfc(z+A)^sch kh

и

находим
<р= С  ch kh sin(o/+fcx), 

-^-=С з ch kh со» (з/ -f- kx).

Тогда

г =  — ch kh cos (зt -|- k x ) ' (15.64)

Это уравнение сходно с уравнением волнового про
филя для прогрессивных волн при А=оо.

С к о р о с т ь  в о л н  определится по формуле

с =

Полагая, что v =  \ rgkihkh  , получаем 'для определе
ния скорости с формулу

— V T  \hkh . (15.65)

Для волн в водоемах большой глубины (kh-*-оо) 
thfe/r- И Д  и тогда скорость распространения волн

Для волн в водоемах малой глубины (kh — мало) 
th kh-+kh (thx-*-x при .t-»-0), и тогда скорость

с =  У - f k h = ] ^ h .  (15.66)

Это — ф о р м у л а  Л а г р а н ж а  д л я  в о л н о в о й  
с к о р о с т и ,  она является предельной для волн в во
доемах малой глубины.
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Отметим также, что и иные параметры для прогрес
сивных волн на мелководье определяются (подобно 
изложенному ранее; но известному потенциалу скоро
сти ф н лззесгной связи между параметрами о и k.

ГЛАЗА ШЕСТНАДЦАТАЯ

МОДЕЛИРОВАНИЕ ГИДРАВЛИЧЕСКИХ ЯВЛЕНИЙ. 
ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ЭВМ ПРИ ГИДРАВЛИЧЕСКИХ 
РАСЧЕТАХ

16.1. МОДЕЛИРОВАНИЕ ГИДРАВЛИЧЕСКИХ ЯВЛЕНИЙ

Во многих случаях не удается о п и с а т ь  т о  и л и  иное 
явление, связанное с движением жидкости, системой 
уравнений с надлежащей точностью. При этом стано
вится невозможным аналитическое решение гидравличе
ской задачи. Такая ситуация вынуждает инженера (или 
исследователя) прибегать к экспериментальному изу
чению данного явления с помощью его моделирования 
К моделированию иногда прибегают и в тех случаях, 
когда исходная система уравнений надежна, но слнп- 
ком сложна, когда требуется проверить или уточнить 
теоретическое решение и т. п.

М о д е л и р о в а н и е ,  т. е. исследование объектов по
знания на их моделях, является понятием достаточно 
широким. Если модель и моделируемый объект (нату
ра) имеют одну и ту же физическую природу, то такое 
моделирование называют ф и з и ч е с к и м .  Например, 
моделирование натурного фильтрационного потока жид
кости фильтрационным же потоком является физиче
ским. Явление может исследоваться и на основе изуче
ния его модели иной физической природы, если 
математически они описываются одними и теми же 
уравнениями. Такое моделирование широко применяется 
для замены изучения потоков жидкости рассмотрением 
других явлений, более удобных для лабораторного изу
чения и позволяющих, в частности, измерять ранее не
известные величины. Такое моделирование называют 
а н а л о г о в ы м .  Например, замена натурного фильтра
ционного потока течением электрического тока по про
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воднику является аналоговым моделированием (сЫ. 
§ 13.5.3. Метод ЭГДА).

В тех случаях, когда уравнения, описывающие дви
жение жидкости, достаточно надежны, а решение их 
оказывается затруднительным, широко используется вы
числительная техника, в частности аналоговые вычисли
тельные машины (АВМ). В этой связи можно говорить 
о м а т е м а т и ч е с к о м  м о д е л и р о в а н и и .

Конечной целью физического моделирования потоков 
жидкости является перенос полученных опытных дан
ных на натурные условия. Последнее можно уверенно 
сделать лишь при обеспечении подобия явления в на
туре и на модели. В этом случае значения натурных 
величин получаются простым умножением опытных зна
чений на соответствующий масштаб.

16.2. ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ О ГИДРОДИНАМИЧЕСКОМ ПОДОБИИ

Два потока жидкости считаются г и д р о д и н а м и 
ч е с к и  п о д о б н ы м и ,  если все параметры, характе
ризующие их движение, взаимно пропорциональны во 
всех следственных точках.

Гидродинамическое подобие возможно, если соблю
дается геометрическое, кинематическое и динамическое 
подобие.

Г е о м е т р и ч е с к о е  п о д о б и е  общеизвестно, оно 
состоит в том, что все сходственные линейные элементы 
двух подобных потоков находятся в одном и том же 
соотношении:

y - = i ,  =  idera,

где /j и l t~  соответственно длины сходственных элемен
тов модели и натуры; Xj —линейный масштаб. Сходст
венные площади и объемы также находятся в одном 
и том же соотношении:

— вЯ. = Д\ =  idem и , • I
и

=  idem,w I
при этом углы между двумя соответственными направ
лениями равны между собой.
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К и н е м а т и ч е с к о е  п о д о б и е  состоит в том, что 
в сходственных точках все кинематические параметры 
находятся в одинаковом отношении, причем векторные 
величины имеют соответственно одинаковое направле
ние.

Следовательно, во всех сходственных точках для ли
нейной скорости имеем

— =X„ =  idem, 

так же н для линейного ускорения 

-р = Д .у =  idem.

Время прохождения сходственными частицами сход
ственных расстояний находится (как следствие первых 
двух условий) также в одном и том же соотношении

-£ -= 1 , =  idem.•1
Аналогично в одинаковом соотношении будут нахо

диться и другие кинематические параметры — угловая 
скорость и т. д.

Эти условия дают связь между м а с ш т а б н ы м и  
к о э ф ф и ц и е н т а м и .  Например, для масштабного ко
эффициента скорости Х„ получим

так же и для масштабного коэффициента ускорения

Д и н а м и ч е с к о е  п о д о б и е  характеризуется по
стоянством отношения сил, действующих на сходствен
ные массы:

р  ■ Xr =  idem

Здесь Xf — масштабный коэффициент сил. Легко 
установить связь этого коэффициента с другими коэф
фициентами. Так как сила F=mj, а масса т = р!Г, то 
для отношения сил
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Ho V  =  iV  
лучим

а Я,
2

— Я;Я̂ , поэтому результативно по-

16.3. КРИТЕРИИ ПОДОКНА

На практике полного динамического подобия пото
ков жидкости достигнуть не удается, так как одновре
менно действующие на жидкость внешние силы могут 
быть различными по своей физической природе, напри
мер, силы земного тяготения, силы поверхностного дав
ления, силы вязкости и up. Однако часто возможно 
выделить среди реально действующих сил одну из них 
в качестве доминирующей, пренебрегая влиянием 
остальных сил. В таком случае будем иметь не по л 
ное,  а ч а с т и ч н о е  по д о б ие .

Рассмотрим так называемые к р и т е р и и  по д о б ия .
К р и т е р и й  Н ь ю т о н а  — основной критерий, 

определяющий полное динамическое подобие по усло
вию (в соответствии с законом Ньютона F=mj)

Запишем это равенство несколько в иной форме. Как 
указано было выше,

U__ , _  h
1Г—Я/ —

Поэтому, умножая и деля на Я*, имеем:
U____h  } ± _ ( } ± \ '± _
it h  ~ [ h  ) h  ’

но Я|/Я|=ЯГ, поэтому после подстановки получим 
Л 1 idem,
F> 'Hj/t п% \  X/ ) Я»

или так как Xj/X(=A.r=Oi/t»2, a Я;=Л//2, то
-р- =  —  (— V — — Idem.Ft mt \ v t ) I,

Отсюда находим соотношение
F, h _1Л—
—t T - ^ t m



Ne =  idem.

или окончательно
W|P*i _w,^1,
Т 7 Г  ^А

Таким образом, критерий полного подобия запишем 
так:

^ j  =  Ne =  idem, (16.1)

Здесь число Ne — к р и т е р и й  Нь ют о н а .
Рассмотрим некоторые критерии частичного подо

бия.
К р и т е р и й  Фр у д а .  Допустим, что основными си

лами являются силы земного тяготения, а всеми осталь
ными можно пренебречь (например, при рассмотрении 
явления водопада).

Тогда j= g  и сила F равна:
F=mg.

Подставляя в формулу критерия Ньютона 
вместо F его частное значение mg, получаем:

то* __то1 _
~ F f ~ m g T ~ j f =  idem.

(16.1)

Таким образом, в том случае, когда можно прене
бречь всеми силами, кроме сил земного тяготения, кри
терием подобия будет число v*/gl, именуемое ч и с л о м  
Фр у д а ,  или к р и т е р и е м  Фр у д а :

Fr =  - |j-=  idem. (16.2)

К р и т е р и й  Р е й н о л ь д с а .  Допустим теперь, что 
доминирующими силами являются силы вязкости. Как 
известно (см. § 5.3), эти силы определяются по фор
муле

Подставляя значение силы F в формулу критерия 
Ньютона (16.1), получаем:

то* рУо» Wv* dn
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Обозначая производную в конечных разностях
dn _^
rfu ~~ Ьи v * а произведение S/ в виде объема

IP (5/ =  \Р), получаем
mv* Wv'kl
И  v Мо — =  idemV

и, опуская коэффициент (A==const), получаем
mv* vl
т г  т =  idem.

Это есть к р и т е р и й  Р е й н о л ь д с а .
Итак, в условиях, когда доминирующими силами

являются силы вязкости, критерием подобия будет чис
ло Рейнольдса Re:

R e= -^ -= id em . (16.3)

Не повторяя аналогичных рассуждений, приводим 
некоторые другие критерии.

К р и т е р и й  Э й л е р а  — доминирующими силами 
являются силы давления:

Eu =  idem. (16.4)

Здесь р — плотность; v — скорость; р — напряжение
сжатия.

К р и т е р и й  В е б е р а  — для сил поверхностного на
тяжения;

We =  Idem. (16.5)9
Здесь о — поверхностное натяжение на единицу ши

рины.
К р и т е р и й  С т р у х а л а  — для сил периодического 

действия:
S t=  —  =idem , (16.6)О

где п — частота повторения явления.
Существуют и другие критерии.
Рассмотрим вопрос о соотношении между кинема

тическими параметрами в условиях различных крите
риев частичного подобия.
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Соотношение скоростей t>i/Oa в двух потоках, подоб
ных между собой по критерию Фруда (16.2), находим 
из равенства

О*. Р*.
F I  ТГ*

откуда скорость первого потока равна (если сократить 
на g):

о, =  о. f /  V *

где А*— масштабный коэффициент длины: A,j= ( / i//j).
Рассмотрим то же соотношение скоростей в условиях 

подобия по критерию Рейнольдса (16.3).
В этом случае

Pi Л рЛ

Если жидкость в обоих потоках одна и та же, т. е. 
если vi=V2, то 01/1= 02/2, следовательно, скорость пер
вого потока

___ _ i/»__ Pi__ 3—1
• • 77 ТГ ,1‘ *

где Я( — масштабный коэффициент длины.
Таким образом, при одном и том же масштабном 

коэффициенте длины А.< соотношение скоростей oi/oi 
оказывается различным при моделировании по Фруду 
или по Рейнольдсу.

В реальных условиях при движении жидкости всегда 
одновременно существуют действующие силы — силы 
земного тяготения и силы вязкости (и другие), поэтому 
полного подобия между двумя потоками одной н той 
же жидкости, как это было указано выше, быть не мо
жет.

16.4. ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ И НЕОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ КРИТЕРИИ 
ПОДОБИЯ

В общем случае течение жидкости может быть пол
ностью описано некоторой замкнутой системой уравне
ний, краевыми и начальными условиями. Оно полно
стью определяется условиями ( у с л о в и я м и  о д н о 
з н а ч н о с т и ) ,  к которым относятся геометрия потока,
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основные физические характеристики жидкости, началь
ные условия, условия на границах потока.

Перечисленные условия однозначности являются 
внешними и независимыми по отношению к исходной 
системе уравнений и поэтому определяют течение жид
кости.

Безразмерные критерии, составленные из условий 
однозначности, называются о п р е д е л я ю щ и м и  к р и 
т е р и я м и ,  остальные критерии являются н е о п р е д е 
л я ющ и м и .  Например, потери напора hi по длине 
в круглом трубопроводе зависят от режима движения 
жидкости (определяемого значением Re= vd/v), кинема
тической вязкости жидкости V , шероховатости стенок 
Д, диаметра трубопровода d, средней скорости v и дли
ны трубопровода I. Очевидно, безразмерные критерии 
Re; Д/d; l/d  являются определяющими. Потери напора
hi=Splpg  входят в критерий Эйлера Е и = ^ - —
который является неопределяющим, и зависимость 
Eu=/(Re; Д/d; l/d) описывает все возможные решения 
рассмотренной задачи.

16.5. ПИ-ТЕОРЕМА

Моделирование гидравлических явлений требует 
глубокого предварительного проникновения в сущность 
изучаемой проблемы. Значительную помощь исследова
телю может оказать теория размерностей. При предва
рительном анализе обычно пытаются переменные вели
чины, определяющие течение, свести в возможно мень
шее число безразмерных комплексов. Эта задача облег
чается тем, что, как известно, уравнение, описывающее 
тот или иной процесс, должно иметь слагаемые с оди
наковой размерностью.

Достижение поставленной цели осуществляется обыч
но использованием Пи-теоремы. Суть ее заключается 
в следующем. Пусть имеется некоторое уравнение, опи
сывающее какой-либо физический процесс и содержа
щее п переменных:

(p(ai, .......... а„)=  0. (16.7)
Если эти переменные могут быть выражены через 

т основных размерных единиц, то их можно сгруппиро
вать в п—т безразмерных членов я:

ф(Л1, Я2, . . . .  яп-т )= 0 . (16.8)
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Каждый из новых членов л будет состоять из т + 1  
сомножителей (из числа величин аи аг, . . а„),  при* 
чем первые т сомножителей возводятся в некоторые 
степени (подлежащие отысканию) и выбираются произ
вольно, а последний сомножитель имеет первую степень 
и меняется от комплекса к комплексу.

В системе СИ для механических процессов, напри
мер, т =  3 (М, L', Т). Тогда, учитывая сказанное, можно 
написать структуру членов л в виде

Показатели степени а, р, у определяются из условия, 
чтобы комплексы л были безразмерными.

Покажем применение Пи-теоремы на примере.
Допустим, изучаются вопросы, связанные с истече

нием через водослив. Очевидно, расход Q, проходящий 
через водослив, зависит от напора Н, ширины водослива 
b, g и плотности жидкости р. Поэтому Q=f(b, р, g, Н) 
или

Здесь пять связанных между собой физических величин.
Воспользуемся Пи-теоремой. Для уравнения (16.9) 

имеем п—т = 5—3=2 безразмерных комплекса

Размерность [Q ]=L9T-*; [£>]=L; [p]=ML~*; [g]=
=LT-2.

Тогда для Л1 запишем

Чтобы комплекс Л| был безразмерным, надо, чтобы 
сумма показателей степеней для каждой размерности

it

<p(Q. Ь, Р. g . Н)=0. (16.9)

Ф(Я1 , яг) =0 . (16.10)
Определим ni и лг:

\  =  Q "W 'g \
it , =

*.=[<гг [ЬГ wT,,ifl. ( 16. 11)
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была равна нулю. Составим соответствующие уравнения 
для размерности длины, времени и массы: 

для L 3ai +  Pt—3yi +1 =0; 
для Т —ai—2=0; 
для М yi=0.
Получили систему трех уравнений с тремя неизвест

ными at, ^1 и у»-
Находим yi= 0. a i= —2, Pi=5.
Результативно находим комплекс щ:

« , = = ОТ2 ьуе= $ .
Аналогично находим второй комплекс лг: 

xt =  Qa'b9‘puH.
Составляя (подобно предыдущему) три уравнения, 

находим значения аг=0, Рг=—1 и уг=0, и тогда

* . = * " « = 4 - (16.12)

Теперь напишем уравнение (16.10)

(16.13)

Выражение для ni можно преобразовать, воспользо
вавшись обратной зависимостью:

_1_____Q* у** у'Ь'Н* уЧ Н '
*  b*g ~  b'g ~  Ь'в —

Но выражение v4gb  представляет собой число 
Фруда, поэтому можно записать:

T (Fr, £ ) = 0 .

Это равенство определяет собой зависимость явле
ния истечения через водослив от числа Фруда. Очевид
но, что в других случаях может оказаться, что рас
сматриваемое явление зависит от числа Рейнольдса 
и т. д.

Следует сказать, что Пи-теорема имеет широкое при
менение. Пользуясь этой теоремой, удается определять 
структуру формул, описывающих данное движение жид
кости, правильно организовать экспериментальные ра
боты и пр. Однако нельзя считать, что применение
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Пи-теоремы является универсальным средством реше
ния гидравлических задач. Возможности теории размер
ностей по существу достаточно ограничены.
16.6. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ АВМ ПРИ РЕШЕНИИ 
ГИДРАВЛИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

Аналоговое моделирование основано на аналогии уравнения, 
описывающих явления различной физической природы. Примером 
может служить рассмотренное применение метода ЭГДА при реше
нии фильтрационных задач [см. § 13.5.3].

В настоящее время довольно широко используются аналоговые 
вычислительные машины (АВМ). Особенно эффективно их примене
ние при решении гидравлических задач, описываемых обыкновенны
ми дифференциальными уравнениями.

АВМ состоит из отдельных частей, называемых операционными 
блоками, каждый из которых осуществляет какую-либо математиче
скую операцию (сложение, умножение, интегрирование, дифферен
цирование и т. д.). Для решения задачи на АВМ операционные 
блоки соединяют в порядке, определяемом структурой формулы или 
уравнения. Чтобы решить другую задачу на данной АВМ прихо
дится разрушать связи между операционными блоками и установить 
новые. В этом смысле АВМ являются узко специализированными 
вычислительными машинами

Таким образом, АВМ делятся на две группы:
1) моделируют процессы по составным частям, т. е. являются 

устройствами, воспроизводящими решение задачи в физической по
становке на основе использования аналогии;

2) проводят математическое моделирование, расчленяя по опера
циям подлежащие решению уравнения, т. е. являются счетно-ре
шающими устройствами.

Решение гидравлической задачи с помощью АВМ второй группы 
(называемых также структурными АВМ) проводится в следующем 
порядке:

1) анализируются исходные математические данные задачи и 
разрабатываются способы соединения операционных блоков АВМ, 
т. е. производится программирование АВМ;

2) исходные математические переменные представляются физи
ческими величинами путем выбора необходимых масштабов;

3) составляется программа в виде структурной схемы с пока
зом в условных обозначениях используемых операционных блоков 
и связей между ними в виде линий.

Решение задачи на АВМ может быть получено приборным изме
рением значений физических величин либо в виде записи их измене
ний регистрирующей аппаратурой.

16.7. РЕШЕНИЕ ГИДРАВЛИЧЕСКИХ ЗАДАЧ С ПОМОЩ ЬЮ  
ЦИФРОВЫХ ЭВМ

Современное развитие технических наук (и в том числе гидрав
лики) существенно связано с широким использованием электронных 
цифровых вычислительных машин (ЭВМ). ЭВМ способны произво-

'  Урмаев А. С Остовы моделировакяя аа АВМ. М.: Наука, 
1974,
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лить вычисления быстро и точно, запоминать и хранить большие 
массивы информации, реализовать длинные и громоздкие вычисле
ния без участия человека

Естественно, это позволило инженерам от простейших расчетов 
оценочного плана перейти (там, где это целесообразно) к детально
му математическому моделированию, что позволяет сократить и 
даже исключить потребность в натурных и лабораторных исследо
ваниях. Допустимо говорить о переходе от физического к вычисли
тельному эксперименту.

Таким образом, умение работать на ЭВМ является элементом 
технической грамотности современного инженера.

Сказанное не означает, что в настоящее время логарифмическая 
линейка и клавишные вычислительные машины стали архаизмами. 
Еще долгое время они будут служить инженеру, и их использование 
при решении многих и многих гидравлических задач вполне оправ
дано.

Обычно к услугам ЭВМ прибегают при необходимости решить 
большое число однотипных задач (например, с целью составления 
таблиц), при решении большой и сложной задачи, при поиске опти
мального решения, когда оно зависит от многих параметров, и т. п.

Основой решения сложных задач является использование чис
ленных методов. Их применение базируется не на использовании 
формул, а на алгоритме, т. е. на соответствующей последовательно
сти вычислительных операций, позволяющей из ряда чисел, харак
теризующих исходные данные задачи, получить решение также 
в виде ряда чисел. На основе алгоритма составляется программа 
для ЭВМ, представляющая собой по сути дела тот же алгоритм, но 
записанный на языке машины. Численные методы обычно громоздки, 
однако для современных ЭВМ это обстоятельство не имеет сущест
венного значения.

Какова же последовательность решения сложной задачи гидрав
лики с помощью ЭВМ?

Понятие «решение задачи» ни в коей мере не сводится к про
изводству вычислений на ЭВМ. а содержит следующие этапы:

1) сначала глубоко прорабатывается существо задачи, что тре
бует от инженера соответствующих специальных знаний по гидрав
лике, формулируются необходимые условия, которым должно удов
летворять решение, выбираются критерии и параметры и т. п.);

2) выбирается или разрабатывается математическое описание 
задачи * *;

3) так как ЭВМ могут выполнять лишь арифметические и логи
ческие действия, необходимо разработать алгоритм, сводящий все 
вычисления к последовательности указанных действий *;

4) необходимо убедиться, что никакие (допустимые) погрешно
сти в исходных данных или связанные с вычислительной процедурой 
не влияют заметным образом на точность результатов:

5) численный алгоритм решения задачи выражается в виде точ
но определенной последовательности операций ЭВМ. Обычно сна

1 В работе над этапами 1 и 2 ЭВМ не может оказать инжене
ру помощи.

* Выбирать математическую модель и алгоритм необходимо 
с учетом быстродействия и объема памяти ЭВМ: слишком сложный 
алгоритм машина может «не осилит», а слишком просто! ве обес
печит необходимой точности.



чала ее изображают графически в виде блок-схемы, а затем изла
гают алгоритм на языке данной ЭВМ (например, АЛГОЛ-60, Форт
ран и т. п.);

6) производятся вычисления на ЭВМ:
7) производится анализ полученных результатов, т. е. осмысли

вается математическое решение. Если оно удовлетворяет контроль
ным экспериментальным данным, то это свидетельствует о правиль
ности выбора математической модели. В противном случае следует 
ее заменить либо внести коррективы.

Из сказанного полезно усвоить следующее:
а) ЭВМ сама задач не решает, а лишь производит вычисления 

в заданной последовательности;
б) использование ЭВМ ни в малейшей степени не освобождает 

инженера от необходимости тщательного осмысливания решаемой 
задачи (скорее наоборот);

в) необходимость применения численных методов требует и со
ответствующего их изучения.

Современные численные методы и мощные ЭВМ позволяют ре
шать такие задачи, о которых в недалеком прошлом можно было 
лишь мечтать.

Более подробно об искусстве использования цифровой ЭВМ 
см. в специальной литературе *. Овладеть им можно лишь на прак
тике.

* Например, Калиткин Н. Н. Численные методы. М.: Наука, 
1978. Мак-Кракен Д , Дорн У. Численные методы и программиро
вание на Фортране. М.: Мир, 1977.



П Р И Л О Ж Е Н И Е

ЕДИНИЦЫ ФИЗИЧЕСКИХ ВЕЛИЧИН. КРАТКИЕ СВЕДЕНИЯ

В 1978 г. утвержден СТ СЭВ 1052—78 «Единицы физических 
величин», которым устанавливается применение Международной си
стемы единиц СИ.

О с н о в н ы м и  е д и н и ц а м и  СИ являются:
метр (м) — единица длины;
килограмм (кг) — единица массы;
секунда (с) — единица времени;
ампер (А) — единица силы электрического тока;
кельвин ( К ) — единица термодинамической температуры;
моль (моль) —единица количества вещества;
кандела (к д )— единица силы света.
Д о п о л н и т е л ь н ы м и  е д и н и ц а м и  СИ являются; 
радиан (р а д )— единица плоского угла; 
стерадиан (ср) — единица телесного угла.
Производные единицы СИ устанавливаются по определяющим 

уравнениям связи между физическими величинами Производные 
величины, часто употребляемые в гидравлических расчетах, приведе
ны в табл. П.1.

Физические величины имеют наименование и буквенное обозна
чение в соответствии с государственными стандартами. Для выра
жения больших и малых значений физических величин образуют 
десятичные, кратные и дольные единицы, используя приставки и мно
жители, приведенные в табл. П.2.

Т а б л и ц а  П.1

Вел « т а Единица Выражение единиц

размер
ил именование обоэна-

через
другие

через
основныеяаныевоюние ■ость чение единицы

СИ
единицы

СИ

Площадь L* квадратный метр м*
Объем, аместимость L* кубический метр м» _ _
Старость LT*1 метр •  секунду м/с та та
Ускорение LT*» метр ■ секунду в 

кавдргге
М/С* — —

Плотность L-*M килограмм на куби
чески?! метр

кг/м* — —
Сила, аес LMT-* ныотон Н та кг-м /о
У дальний аес LM**T*« ньютон на кубиче

ски! метр 
и скаль

Н/м* — кг/(м*/с>)

"'̂ ■еДуаь уи р ггта
Па Н/м* кгАи-е»)



Пробохженис nutb’i. П.1

Величию Единица Выражение единиц

наименование резмер-
ностъ наименование обозна-

через 
Д ругне 

единицы 
СИ

через
основные
единицы

СИ

Энергии. работа 
Мощность
Динамическая вязкость 
Кинематическая вяз

кость

L*MT-«
L»MT-»

L -‘MT-«
L*T-‘

джоуль
ватт

паскаль чгшунда 
квадратный метр 

на секунду

Дж 
Вт 

Па с 
м»/с

Н-м
дж/е
H c V

кг-м»/с» 
кг м»/с» 
кгД м с)

Т а б л и ц а  П.2

Множитель
Приставка

Пример
наименование обозначение

10» мега М МН (меганьютон)
10* КН.Ю К кПа (килопаскаль)
ю -* деци д дм (дециметр)
10-* санти с см (сантиметр)
ю -* милли м мм (миллиметр)
10-* микро мк мкм (микрометр)

В табл. П .З показаны единицы, временно допускаемые к приме
нению наравне с единицами СИ и используемые в гидравлических рас
четах.

Т а  бл'и ц а П.З

Едненца

Величина,
—

обоз на- Соотношение с адпицами СИ
чение

Села, еес килограмм-силе к  ГС 1 кге = 9.81 Н-10 Н
тонна-с ила тс 1 тс =  9810 Н -10 кН
г ре мм-сила ГС 1 гс =  9.8110-» Н -10 мН

Давление, напря
жение. модуль 

_ У * Р У гости 
Энер! ия, работа

килограмм-сила на квад
ратный сантиметр

кгс/см» 1 кгс/см» =  98100 П а-100 кПа

кмлограмм-енла-метр кге-и 1 кге-м =  9,81 Д ж -  Ю Дж
тонна-сила - ме тр т е м 1 те м — 9810 Д ж - 10 кДж 1 л. с. =  735,« В т

Мощность
лошадиная сила л. с.
килвгремм-стла-метр в 

секунду
кгс-м/с 1 кгс м/с =  9,81 Вте>10 Вт

Масса т 1 т =  1000 кг
Объем литр л 1 л =  10-» м*
Объемны* -астеД литр а секунду б/с 1 л /с  =  10*» м»/с
Динамическая виз- 
^  кость

■ум п
От

1 П =  0,1 Па-с 

1 От =  10-* м»/е
вязкость

ЗГ>1
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А
Архимедова сила 39 

Б
Бьеф:

верхний 244 
нижний 244

В
Вакуум 22
Вакуумметрическая высота 22 
Валец поверхностный 238 
Ватерлиния 41
Векторное поле скоростей 56 
Вихрь 65
Водобойная стенка 248 
Водобойный колодец 243 
Водоворотное образование при тур

булентном движении 138 
Водоизмещение 40 
Водослив:

безвакуумный 202 
боковой 191 
вакуумный 202 
косой 191
криволинейный 191 
неподтопленный 191 
подтопленный 190 
практического профиля 190, 202 
прямой 191 
прямоугольный 191 
с тонкой стенкой (с острым греб, 
нем) 190, 192
с широким порогом 190. 197 
трапецеидальный 191 
треугольный 191 

Водоупор 263 
Волновая поверхность 287 
Волновой профиль 310, 315, 326, 333 
Волны ветровые: 

вынужденные 287 
морские 297 
на мелководье 297, 331 
нерегулярные 297 
плоские 307
плоскопараллельные 307 
потенциальные 307 
прогрессивные 314, 334 
регулярные 297
свободные (волны зыби) 297, 319 
слагаемые 326 
стоячие 310
трохоидальиые (Герстнера) 296,
319

Высота: 
волны 297 
прыжка 239 

Вязкость:
динамическая 131 
кинематическая 131

Г
Гасители энергии 248 
Гидравлически наивыгоднейшее се

чение 212
Гидравлический показатель русла 

210
— прыжок 238
— радиус 125. 206

ПРЕДМЕТНЫЙ
Гидравлический удар 290 

-  уклон 101. '29. 204 . 215 
Гидродинамическая сетка 113, 269 
Глубина: 

бытовая 245
затопления отверстия 201 
колодца 249 
критическая 199, 222 
нормальная 211 
раздельная 245 
сопряженная 239 

Гравитационная вода 256 
Градиент скорости 143 
График: 

волны 298 
Никурадзе 151 
прыжковой функции 241 
пульсации скоростей 139 
удельной энергии сечения 221

УКАЗАТЕЛЬ

Д
Давление:

абсолютное 21 
атмосферное 12 
гидродинамическое 313, 318 
гидростатическое 8, 12 
избыточное 20 

на горизонтальное дно 30 
на криволинейные поверхности 35 
на плоские стенки 28 
ударное 290

Дальность отгона прыжка 248 
Движение жидкости: 

безвихревое 64, 67, 81 
винтовое 68 
вихревое 64, 67 
вращательное 64
— относительно вертикальной 

оси 26
грунтовых вод см. Фильтрация 

255
------  неравномерное 259
------- равномерное 259
деформационное 64 
ламинарное 132 
неравномерное 46, 215 
неустановившееся 46, 279, 287 
плавноизменяющееся 91 
плоское 104 
поступательное 64 
потенциальное 67, 81. 104, 114. 

122
— вращательное 120, 123
— плоскопараллельное 105, 115 
равномерное 46, 204 
равноускоренное по вертикали 24 
свободное 91
сплошное 47 
турбулентное 132, 138 
установившееся 46. 159, 215 

Дефицит скорости 148 
Длина:

волны 297. 311 
колодца 249 
прыжка 239, 243 
пути перемешнваняя 144

е
Единицы физических величии 350
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ж
Ж идкость 5

— баротропная 83
— идеальная (несжимаемая) 6
— реальная (вязкая) 6. 51

3
Закон:

Архимеда 38
Бахметеаа показательный 211 
вязкостного сопротивления 131 
Дарси (фильтрация) 257 
Ньютона (сопротивление жидко

сти) 96
П аскаля (давление жидкости) 23 
распределения скоростей 142 

Зона турбулентного течения: 
промежуточная 152 
сопротивления квадратичного 152
— ламинарного потока 152

И
Иэотаха см. Линия равных скоро

стей
Инверсия струи 174 
Истечение жидкости 172 
Источник (жидкости) 117

К
Канал:

с  гидравлически наивыгодней
шим сечением 212 

сечения круглого 213
— прямоугольного 206, 212
— трапецеидального 207 

Колодец водобойный 248 
Конформное отображение 273 
Кододинаты:

Л агранжа 52 
Эйлера 53 

Коэффициент:
Буссинесха (количества движе

ния) 103
затопления водослива 197 
Кориолиса (кинетической »нер- 

гик) 94. 104 
масштабный 339 
обтекаемости 196 
откоса 207 
пористости 255
расхода водослива 176, 192. 194 
сж атия 174. 195 
скорости 175
сопротивлений местных 155 
сопротивления в трубах 137, 148 
фильтрации 257 
Шеэи 130 
шероховатости 154 

Кривая:
депрессия 260 
подпора 215. 226. 244 
свободной поверхности см. Ли

ния свободной поверхности 
спада 216. 227, 244 

Критерий:
Павловского (к закону Дарси) 

258
подобия Вебера 342
— ньютона 340
— Рейнольдса 341
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К р и т е р и й :
подобия Струхала 342

— Фру да 341
— Эйлера 342 
Рейнольдса (число) 131

Л

Линия:
отмеченных точек 48 
пьезометрическая 100 
равновесного состояния волны

297
равного потенциала 106 
равных скоростей 205, 223 
свободной поверхности 204. 236 
тока 47 
знергии 100

М

Магнуса зффект 125, 139
Метацентр 41
Метод:

абстрактной модели 211 
гидравлического показателя рус

ла 210
гидродинамической сетки 269 
конформных отображений 272 
Л агранж а 51. 61
Чугаева (коэффнцвентов сопро

тивления) 277
ЭГДА 271 
Эйлера 53, 61 

Моделирование: 
аналоговое 338 
математическое 338 
физическое 337 

Модель реального потока 256 
Модуль упругости кажущийся 285Н
Напор:

инерционный 282 
на водосливе 189, 250 
потерянный 101 
скоростной 89, 156 

Насадок:
Вентури 180 
внешний 179 
внутренний 179

О

Остойчивость 41 
Ось плавания 40 
Отверстие водосливное: 

большое 173 
малое 173

Отгон гидравлического прыжка 196 

П

Перепад на водосливе см. Напор 
на водосливе 

Переходные процессы 284 
Периметр смоченный 125. 206 
Период колебаний волн 297 
Пи-теорема 344 
Плавание тел 38 
Площадь:

ватерлинии 41 
живого сечении 126, 206



Поверхность: 
раздела 29 
уровня 16, 18

Подобие гвдродинамнчесжое: 
геометрическое 338 
динамическое 338 
кинематическое 338 

Поле скорости мгновенное 140 
Пористость грунте 255 
Порог водослива 189 
Потенциал скорости 67, 106 
Потери напора:

в гидравлическом прыжке 243 
местные 164
— при внезапном расширении 

трубы 116
— при слиянии двух потоков 158 

Поток:
бурный 223 
понятие 46, 49 
спокойный 223 

Прибор ЭГДА 272 
Прыжковая функция 241 
Прыжок-волна 239 
Прыжок гидравлический 238
------ затопленный 238 261
Пульсация скорости 139

Р

Радиус:
гидравлический 126, 206 
метацентрический 42 

Разрыв сплошности 60 
Расход: 

потока 49 
удельный 222 
фильтрации 256 
элементарный 48 

Расходная характеристика 160 
Расчет каналов 210 
Режим течения: 

донный 251 
критический 252 
поверхностный 2SI 

Русло:
нспризматическое 216 
призматическое 216

С
Сетка:

гидродинамическая (сетка дви
жения) 113, 269 

ортогональная 112 
Сечение:

гидравлически наивыгоднейшее
212

живое 126. 206 
сж атое 173 

Сжатие струи 173
— боковое (для водосливов) 195 

Силы внешние:
вязкости 96
массовые (объемные) 7, II 
поверхностные 7. 10 
сопротивления 96

Скоростная высота см. Напор ско
ростной 

Скорость:
волн, групповая 331 
волны ударной 295 
в сжатом сечении 178 
динамическая 146 
истечения 174, 284

скорость:
критическая 132 
мгновенная 140 
осредменная 178 
подхода 178 
потерянная 156 
потока 49
предельная (а переходных про

цессах) 284 
пульсациониая 140 
распространения ветровых волн

297
средняя 135 
фильтрации 256

Слой ламинарный (пристенный) 142 
Соединение трубопровода: 

параллельное 167 
последовательное 166 

Сопротивления: 
местные 125. 164 
по длине 125 

Сопряжение бьефов:
при подпорном сооружении 246 
при смене уклона 244 

Сопряженные глубины 239 
Сплошность течения 50. 289 
Стейка водобойная 250 
Сток жидкости 117 
Струйка элементарная 46, 48 
Струя:

волнистая 193 
отж атая 192 
подтопленная 192 
прилипшая 193 
свободная 192

Т

Теорема:
гидростатики 9
Борда—Карно (потери напора 

при расширении трубы) 156 
Коши—Гельмгольца (движение
частицы жидкости) 64 

Точка раздела прыжка 239 
Траектория частицы: 

волны 312, 316 
жидкости 47 

Трубка тока 48 
Трубопровод: 

длинный 159 
короткий 160 
простой 159. 161 
сложный 159, 166

У
Угол крена 41
Удар гидравлический 290
Уклон:

гидравлический 101, 129. 204 215 
дна 204, 216 
критический 223 
свободной поверхности 204 215 

Уравнение:
Бернулли 88. 90. 99 
ветровых воли 303 
волнового профиля 310 
гидравлического прыжка 241 
движения грунтовых вод 260
— неустановившегося 280 
 в открытом русле 288
— равномерного 129
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Жуковского (фильтрации) 268 
количества движения (импуль

сов) 101. 253 
Лапласа 107 
линии тока 60

Навье—Стокса (движения вязкой 
жидкости) 99 

неразрывности 79, 10$. 288 
поверхности уровня 17 
потенциала скорости 108 
равновесия жидкости см. Урав

нение Эйлера
------  в поле тяготения 19
расхода потока $0 
функции тока 112 
характеристическое 16. 77. 105 
Эйлера 12. 70
анергии см. Уравнение Бернулли 

Устойчивость плавающего тела см. 
Остойчивость

Ф
Фаза гидравлического удара 290 
Фильтрация 255, 264 
Формула:

Альтшуля 153
Астафьевой 255
Базена 194
Блязнуса 151
Буссинеска 144
Дарси (фильтрация) 257
Дарси—Вейсбаха 130, 137, 151
Жуковского (удар) 292
Колбрука 153
Конакова 150
Кортевега 295
Маннинга 154
Никурадэе 152
Павловского 154
Прандтля 144. 1S0

Формула:
Форхгеймева 154 
Френсиса 196 
Хазеиа 258 
Шези 130. 161 

Шифринсона 152 
Функция:

отображающ ая 273 
потенциала скорости 106. I l l  
тока (течеиия) 109. I l l

Ц
ц еитр:

водоизмещения 40 
давления 31

Ч

Частота колебаний волны 298 
Число Рейнольдса 131, 341

111
Шероховатость: 

абсолютная 151 
искусственная 151 
эквивалентная 153

Э
Эквипотенцмаль см. Линия равного 

потенциала 
Энергия:

кинетическая 89 
потенциальная 89 
удельная 9Q. 220 

Эпюра скорости 49 
Эффект Магнуса 139

Я

Ядро турбулентное 142
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