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П Р Е Д И С Л О В И Е

Развитие обширного раздела теоретической физики — меха
ники сплошной среды, служащей научной базой многих при
кладных технических наук, связано с широким применением, 
математических методов исследования различных процессов и 
явлений, происходящих в сплошной среде при нагружении ее 
внешними силовыми факторами.

Характерной особенностью решения задач механики сплош
ной среды является получение численных значений искомых ве
личин. Это требует, во-первых, правильной и обоснованной по
становки задачи, способной учесть все главные особенности 
изучаемого явления или процесса, протекающего в реальной 
среде; во-вторых, выбора эффективного метода решения по
ставленной задачи и, в третьих, обстоятельного анализа ре
зультатов исследования, приводящего к установлению опреде
ленных закономерностей, которыми описывается изучаемое яв
ление или процесс, с выходом на непосредственное использова
ние их в практике решения техничских задач, возникающих при 
расчете и проектировании новых конструкций и сооружений.

В настоящее время как в России, так и за рубежом почти 
отсутствует литература, в которой концентрированно были бы 
изложены с достаточной полнотой математические методы, ис
пользуемые в механике сплошной среды, обеспечивающие ус
пешное решение перечисленных вопросов. Предлагаемая книга 
должна хотя бы частично устранить указанный пробел. В ней 
подробно изложены и обоснованы возможные аналитические 
методы решения ряда задач механики сплошной среды, позво
ляющие построить точное решение рассматриваемой задачи, за 
писать его в конечной компактной форме и наиболее полно 
провести анализ изучаемого явления или процесса.

Данная книга была подготовлена к печати в рамках выпол
нения программы «Университеты России» по разделу «Фунда
ментальные исследования».

Считаем необходимым отметить, что своим появлением 
предлагаемая вниманию читателя книга во многом обязана 
проф. В. Н. Ионову, который осуществил первоначальную ме
тодическую проработку исходного материала, составил план-' 
проспект книги и руководил подготовкой первого варианта ру
кописи. К сожалению, тяжелая болезнь помешала ему закон
чить начатую совместно с нами работу, поэтому дальнейшая 
подготовка рукописи к изданию осуществлена нами во испол
нение долга перед нашим коллегой и соавтором и в память о 
нем.



Г Л А В А  1
ОБЩ ИЕ ТЕОРЕМ Ы  И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ 

МЕХАНИКИ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ

1.1. Общие принципы и законы сохранения

Газообразные, жидкие и твердые среды под влиянием внеш
них воздействий, к которым относятся объемные F* и поверх
ностные р(П) силы, тепловой поток qi или температура Т и дру
гие силовые факторы, деформируются. Анализ напряженно-де
формированного состояния среды и характеристик движения ее 
частиц проводят математическими методами. Это связано с за
меной атомно-молекулярной структуры материальной сплошной 
средой, непрерывно размещенной в пространстве и характери
зуемой плотностьюр = dm/dV (где m  — масса, V — объем), ко
торую рассматривают как непрерывную дифференцируемую 
функцию координат х‘ и времени t.

Механика сплошной среды изучает движение частиц среды, 
заключенных в определенной односвязной или многосвязной 
области D трехмерного эвклидова пространства Е, объемом V, 
ограниченной поверхностью S. Область D отнесена к матери
альной криволинейной системе координат х* ( i— 1, 2, 3) с на
чалом в точке О. Система координат должна быть ортогональ
ной; её выбирают в соответствии с условиями рассматриваемой 
задачи так, чтобы граница области D входила в число коорди
натных поверхностей, тогда граничные условия формулируются 
наиболее просто. Форма области D произвольная при условии 
выполнения требований однозначности системы координат; гео
метрия области D задается уравнениями ограничивающих по
верхностей S. Системе координат соответствует метрический 
тензор

(ff)= g i f lr J = g ikr tr k =  g i ! r lr  j
и совокупность символов Кристоффеля Г^*, Г;у, где  r t, r j  и 
г 1, г '  — соответственно векторы основного и взаимного базисов 
системы координат.

В общем случае деформированное состояние среды харак
теризуется тензором деформаций

(е) == Zijrlr> — E^rir J =  e / r tr J 
с компонентами

e4j= 0 ,5 (V iuj+ V ju4+ /V 4«'lV j«x), (1-1.1)
где щ  — компоненты вектора перемещений частиц среды, или 
тензором скоростей деформаций

(в) =  г1}г {г3 =  е^>;г j =  e,i}'rir J



с компонентами
e'«=0,5(V1oJ+,VJt»l), (1-1 -2)

где Vi — компоненты вектора скорости частиц среды.
Как тензор деформации (е), так и тензор скоростей дефор

маций (е) должны удовлетворять условиям совместности: 
/пь(е)=0; 1„ь(е )=0.  Развернутое представление оператора 
несовместности / „ * ( . . . )  позволяет записать уравнения совме
стности деформаций и скоростей деформаций с точностью до 
малых первого порядка:

Лб̂ Лр“ V  / V*eaY =  0; Л16}А pV/Vfte.Y =  0, (1.1.3)
выполнение которых обеспечивает сохранение сплошности сре
ды при деформации и однозначное определение компонент и{ 
вектора перемещений по известным компонентам e i} тензора 
деформаций. Здесь Л,-,-* — компоненты абсолютного дискрими
нантного тензора (А ).

В тех случаях, когда перемещения частиц среды при ее де
формации малы, деформированное состояние характеризуется 
тензором малых деформаций

(е) = e t =  e4 r i r }= е чг 1г 3
с компонентами

e,j=0,5 (Д  V ,ы,). (1.1.4)
Компоненты тензора деформаций могут быть выражены 

через компоненты е i} тензора малых деформаций (е ) и тензора 
поворота (со)

Btj =  e i }+ 0 , 5 ( e lk — &ti ) ( e lSj+&kj),
если ввести в рассмотрение тензор поворота с компонентами

tD„=0,5(V(u — V 3«<)
и воспользоваться очевидными соотношейиями

V jUj Bij (0{j.
Напряженное состояние среды характеризуется тензором 

напряжений
(а) =  ач г 1г ] — j  =  а ^ г ‘г  г

компоненты которого на поверхности 5 области D удовлетво
ряют соотношениям

Р(П)‘ = а <;(5)п^ (1.1.5)
а в объеме V области D подчинены уравнениям равновесия

V ,a1J+ F ‘ =0, (1.1.6)



где щ  — компоненты вектора внешней нормали к поверхно
сти S.

Основу механики спошной среды составляют законы сохра
нения массы, [количества движения и энергии:

а) масса среды в процессе деформации остается постоянной 
для фиксированной области D объема V с поверхностью S;

б) изменение количества движения частиц среды, заключен
ной в области D, равно импульсу всех внешних сил, действу
ющих на среду при ее движении;

в) работа внешних сил, затраченная на деформацию среды 
в изменяющемся тепловом потоке, равна сумме внутренней и 
кинетической энергии частиц среды при их движении или рав
новесии.

Следствием этих законов являются:
а) уравнение неразрывности
d p / d t + y l ( p v , )=Q;  (1.1.7)
б) уравнение движения
pd0 7 df=V,CT ( 1.1.8)
в) термодинамические соотношения
p d O / d t = a iie i i— V ^ ;  p T d s /d /=  — V ^ '+ .U P * ;

dF , + s 'd T = d < b '— T ds' =  o i}Bijdt— W*dt,

причем

/7/ =  р/г =  р(Ф — х7’ ) =  Ф/ — s ' T ;

—S'a"de<y; W* =  p% =  D " (a) D tj (e) >  0,

где Ф — удельная энергия деформации; s — энтропия среды; 
W* — мощность роста необратимых потерь энергии (рассеяние 
энергии). Из термодинамических соотношений следует условие 
необратимости ds/d£>0, так как W*/T>0.

Тепловое воздействие на среду характеризуется распреде
лением температуры в ней в соответствии с уравнением тепло
проводности

pcd7'/d/=AV27’—3 $ T d e / d t + y  tq*, (1-1.9)

где с  — удельная теплоемкость среды; Л — коэффициент тепло
проводности; р — коэффициент объемного расширения; е= 
= Г((е)/3 — средняя деформация среды.

В механике сплошной среды фундаментальную роль играют 
принцип возможных перемещений и принцип возможных изме
нений напряженного состояния.



Принцип во зможных п ер ем ещ ений ,  характеризуемый урав
нением

 ̂F tbulW + ^  p{n)6utdS=  J oVbetjdV, (1. 1.10)
V S  V

указывает на то, что виртуальная работа внутренних сил сре
ды, находящейся в равновесии, равна работе напряжений на 
соответствующих вариациях деформаций. Так как

jj o iJ6eijdV =  jj (дФ/деи)6 ечй У = д  J ФйУ=Ш ,
V V V

а объемные и поверхностные силы не варьируются, уравнение
( 1.1.10) можно переписать в виде

( 1. 1. 11)

гд е  U  —работа деформации. Выражение

Q ^ U - ^ F t U i d V - ^ p ^ U t d S  ( 1.1.12)
V S

назовем полной энергией среды при равновесии, тогда уравне
ние ( 1.1.10) принимает вид

6Q=0, (1.1.13)
т. е. в истинном (действительном) напряженно-деформирован
ном состоянии среды функционал й  имеет стационарное зна
чение.

Принцип во зможных и зм ен ений  н а п р яж ен н о г о  с о стояния,  
характеризуемый уравнением

jj * i;-6o W =  jj f iF 'M V'+ jj 6p 'n)M S .  (1.1.14)
V v s

указывает на то, что при равновесии среды работа вариаций 
внешних сил на истинных перемещениях равна работе вари
аций напряжений на истинных деформациях среды. Так как 
внешние силы не варьируются (6F‘=0;  6р(„)‘= 0 ), а граничные 
условия заданы на поверхности ( u f (S)  = u iS на Sjj 
/’(„)<= oi<(S )n J на S2), то уравнение (1.1.14) принимает вид

Выражение

R =  R —  ̂UistijO^dS (1.1.15)



называется полной дополнительной работой, а выражение

v  о
•дополнительной работой деформации среды, цричем 

6R —  ̂ e i j6 a lidV.
v

С учетом этого рассматриваемый принцип можно записать так: 
8# = 0 . (1.1.16)

Следовательно, при равновесии истинному (действительному) 
состоянию среды соответствует стационарное значение полной 
дополнительной работы R, в частности дополнительной работы 
деформации R.

При конечных деформациях среды различают два рода

Удополнительной работы деформации. Величина \ e -̂dа1}
о

представляет собой удельную дополнительную работу дефор
мации первого рода, вычисленную в предположении, что 
в течение всего процесса деформации компоненты тензора 
(о) сохраняют одни и те же значения, равные их окончатель
ным значениям в положении равновесия. Полная дополнитель
ная работа деформации первого рода среды определяется 
интегрированием по объему V области D,  занятой средой,

ац
т. е. =   ̂/?(1)dl/. Величина /?(2) =   ̂ ViUjda11 — удельная

V о
дополнительная работа деформации второго рода, вычисленная 
в предположении, что в течение процесса деформации компо
ненты тензора (а) остаются постоянными, равными их оконча
тельным значениям в положении равновесия, которому соот
ветствует вектор перемещений и. Полная дополнительная
работа деформации второго рода /?(2) =   ̂ В выражения

v
/?(1) и /?<2> входят компоненты тензора обобщенных напря
жений (а). Для малых деформаций /?(1)=/?(2), для конечных 
деформаций R (X)4=R(2).

Уравнение (1.1.16) указывает, что истинному напряженно- 
деформированному состоянию среды соответствует стационар
ное значение Т?(2). При малых деформациях среды дополнитель
ные работы деформации и R <2) совпадают и принимают ста
ционарные значения для истинного поля напряжений и переме



щений. Очевидно, что при конечных деформациях дополнитель
ная работа деформации #(1) должна также принимать ста
ционарное значение для истинного напряженно-деформирован
ного состояния среды, т. е. должен иметь место принцип ста
ционарности полной дополнительной работы которому со
ответствует уравнение (1.1.16).

Пусть среда, занимая область D объема V с поверхностью S, 
находится в движении. Принцип возможных перемещений ди
намики сплошной среды характеризуется уравнением

§(/7;- p & /“d'ya/ d 0 6 « idl/+^ p[n)b a ld S =  $ о"6 e i}dV (1.1.17)
V s  V

и указывает на то, что при движении частиц среды работа 
внешних сил и сил инерции на вариациях перемещений равна 
вариации энергии деформации среды. По аналогии с преобра
зованием уравнения ( 1.1.10) и с учетом равенств 6и; = а46£; 
6Ф= (dQ>/dt)8t;. . . ,  соотношение (1.1.19) приведем к виду

 ̂9 g laVa-VidV=U.
V S V

Введем в рассмотрение кинетическую энергию

£;к=0,5р  ̂v ^ i d V .  
v

Тогда

dEk /d?=p  ̂g iav av i d v
v

и последнее соотношение можно записать в форме 

^ ( Z v f t / H j j / ^ d i ' + j j  p [n)vA S ,
v  s

которая выражает закон сохранения энергии при адиабатиче
ском процессе деформации: суммарное приращение во времени 
кинетической энергии и работы деформации равно мощности 
внешних сил, действующих на среду, заключенную в области D 
пространства.

Рассмотрим непрерывно изменяющуюся в промежутке вре
мени t0. . .  tt конфигурацию деформированной области D. Воз
можные перемещения ы,=м4+ 6и,- выберем так, чтобы их от
личие от действительных перемещений u t ( J ,  t) было подчи
нено условиям

8и{( г ,  М = 0 ; бы,(г, /() = 0 .



Соотношение принципа возможных перемещений, записанное в 
виде

6Л — р  ̂g iav a6tiidV=f)  ̂Фс11/,
v V

проинтегрируем по времени от t0 до t\.
 ̂1  ̂l 11
J M d f  =  5 P  ̂g iav*dUidVdt+^  6 jj 0dKd*, (1.1.18)
<0 <0 v t „ V

где  A — работа внешних сил. Интегрируя вариацию кинети
ческой энергии

&Ек= р   ̂■o'6o idl/'=p  ̂ j j ( v l6ui)dV — р  ̂v^UidV
V V к

по времени от t0 до f u  получаем
t 1 t J i -у
jj 6£ Kd*= J p jj ^ { v t b u ^ d V d t - ^  p ^ ' 6« ;d ^ t
to t О V t„ V

HO

<1
j j p ^ ( t > '6 tt0dKd*=O
<0 v'

. в силу сделанных предположений, поэтому
* 1 * 1
 ̂6£ Kd*= —  ̂р  ̂g ia"Va.&UidVdt.

и  V'
Подстановка полученного интеграла в уравнение (1.1.18) 

приводит к соотношению, выражающему принцип Гамильтона:
<. ti 

b ^ ( U - E ^ d t ^ b A d t .  (1.1.19)

В левой части соотношения (1.1.19) знак вариации вынесен 
за знак интеграла, что допустимо, так как U и Ек являются 
функциями состояния среды, т. е. зависят от ее мгновенного 
состояния и не зависят от того, как оно было достигнуто. 
В правой части этого соотношения знак вариации можно вы
нести за знак интеграла только тогда, когда внешние силы 
потенциальные, т. е.

АЛ Й а ,  . (  д



Очевидно, потенциал внешних сил существует в том случае, 
-если силы не зависят от перемещений, и тогда

*0
Пусть n=£/+ft—полная потенциальная энергия системы, 
тогда соотношение (1.1.19) имеет вид

б J(II  —£,)<tf=0. ( 1. 1.20)
*0

причем L= E K — П есть функция Лагранжа, а интеграл 
f 1

LAt выражает действие по Гамильтону. Уравнение (1.1.20)

указывает на то, что истинному состоянию среды соответ- 
•ствует стационарное значение действия по Гамильтону.

Если при движении частиц среды на части Si поверхности 
области D задано распределение скоростей u , ( S ) = u iS, то 
принцип возможных перемещений переходит в принцип  в о з 
можных скоростей,  характеризуемый соотношением

J о^бё0 (Й/=^ (F 1 -  р&о‘/Аt)  6г>4(1У4-jj ,dS. (1. 1.21)
V V S

•С учетом равенства 

J o ‘j()Eij<lV=f)U,
V

где U =  ̂^ ( e ^ d K  — полная мощность деформации, а ^ ( 6^)=
v

=  \ o iJde t j  — удельная мощность деформации, соотношение
о

( 1. 1.21) принимает вид

—pdo '/dfje^dK + J У?г(я)б М 5  (1.1.22)
V S

и означает, что мощность внешних сил воспроизводится в виде 
мощности внутренних сил и изменения кинетической энергии 
среды при соответствующих вариациях скоростей.

Принцип возможных изменений напряженного состояния при 
движении частиц среды характеризуется соотношением

 ̂(Vy«i6cri-'-fMipd6'yi/d0dK==^ u i s t i j b o liAS. (1.1.23)
V s,



При Uis=0  на или 5 j= 0

§ (V jUfioV-if-Uipdbv1 /dt) dV=0.  (1.1.24)
v
Если на поверхности области D задано распределение 

скоростей v i ( S ) = v is , тогда справедливо соотношение

 ̂ j v ib o ii J r ‘Vlp d b v l/ d t ) dV = <\) Vistijb o iidS.  (1.1.25)
V Si

При Vis=0  на Sj или S j= 0

 ̂ (Vj 'v16 o iJ-j-‘v lp d 6 v i/dt )dV=0.  (1.1.26)
к

Вводя в рассмотрение удельную дополнительную работу де
формации

е„=дф/да
как функцию, характеризующую физико-математические свой
ства среды, полную дополнительную работу деформации R 
представим в виде интеграла

взятого по объему V области D. Соотношения (1.1.23) и 
(1.1.24) запишем в форме

б/? +   ̂ (u,ip d b v i/dt)dV =  jj uisfi jboVdS; 
v s t

б / ^  ̂ ( U i p d b v ^ d t ) ^  =  0 .
(1.1.27)

Из уравнений (1.1.27) следует, что при движении частиц 
среды в области D истинному напряженному состоянию соот
ветствует равенство нулю суммы вариаций полной дополни
тельной работы

R  =/? —  ̂UistijoUdS

или полной дополнительной работы деформаций R и работы 
сил инерции на перемещениях

Вводя в рассмотрение удельную дополнительную мощность 
деформаций Ф’(ст^), связанную с компонентами Etj зависимостью 
Ej^c^Pyda^), представим полную дополнительную мощность



деформаци среды в области D интегралом

v

а полную дополнительную мощность разностью

S

Соотношения (1.1.25) и (1.1.26) в этом случае принимают вид

bW  +   ̂ (p®(d6®l/d0 dy = 0 ;

(1.1.28)
(pt^dfizjVd^) dV =~ О,

v
откуда следует, что при движении частиц среды в области D 
истинному напряженному состоянию соответствует равенство 
нулю суммы вариаций полной дополнительной мощности или 
полной дополнительной мощности деформаций среды и мощ
ности сил инерции.

Рассмотренные принципы возможных перемещений и воз
можных изменений напряженного состояния являются осново
полагающими в механике сплошной среды, именуются вариа
ционными и выражают законы сохранения, сводящиеся к ут
верждению, что при равновесии и движении среды некоторый 
функционал рассматриваемого процесса должен достигать ста
ционарного значения.

1.2. Основы постановки задач механики сплошной среды

Располагая уравнениями и соотношениями механики 
сплошной среды, можно перейти к постановке задач, которая 
включает:

1) выбор модели изучаемого процесса, протекающего в ре
альной среде, и системы координат, в которой рассматривается 
изучаемый процесс;

2 ) запись замкнутой системы уравнений и соотношений для 
выбранной модели сплошной среды, называемой исходной и 
описывающей изучаемый процесс;

3) выбор основных неизвестных, характеризующих изуча
емый процесс, и сведение системы исходных уравнений и соот
ношений к системе разрешающих уравнений относительно ука 
занных неизвестных;

4) задание или выявление системы внешних сил, темпера
туры и других факторов, действующих на среду, и выбор или 
установление соответствующих начальных и граничных усло-

V



вий, которыми учитывались бы основные специфические аспек
ты реального процесса. „

Выполнение перечисленных требований обеспечивает кор
ректную в математическом отношении постановку задачи ме
ханики сплошной среды. Понятие корректности постановки за
дачи основано на следующем. Задача механики относится к 
классу количественных задач, решение ее заключается в по
строении решения и(х)  по заданным исходным данным х. Бу
дем считать их элементами метрических пространств U и X с 
расстояниями между элементами pu(«i, и2) и рх{хи х2) ,  причем 
и,, ы26£/; Xi, х2£Х. Задача нахождения решения и(х)  из про
странства U по исходным данным х£Х называется у стойчивой  
на пространствах (U, X), если для любого е> 0  можно указать 
такое 6 (e) > 0 , что из неравенства px{*i, *2X iS (e )  следует 
неравенство р и ( и 1г ы2)<Ж  Определение решения u&U по исход
ным данным х&Х называется корректно  поставленной задачей 
на паре метрических пространств (U, X), если удовлетворяются 
три условия: 1) для всякого элемента х£Х существует решение 
U&U-, 2 ) решение определяется однозначно; 3) задача устойчи
ва на пространствах (U, X).

Поведение сплошной среды при движении (равновесии) не
зависимо от ее агрегатного состояния и физико-механических 
свойств характеризуется различными явлениями и процесса
ми, определяемыми множеством факторов, влияние которых 
учесть невозможно. Поэтому при изучении того или иного про
цесса возникает потребность в выборе и построении рациональ
ной модели. Выбор модели — предмет специальных исследова
ний—'всегда связан с идеализацией, схематизацией и введе
нием различных понятий и гипотез. Все это необходимо для 
того, чтобы сохранить в модели основные определяющие свой
ства процесса с целью их математического описания и отбро
сить второстепенные.

Решение задач механики сплошной среды связано с выбо
ром системы координат, в которой описывается движение и со
стояние сплошной среды. В качестве системы координат выби
рают любые неподвижные и движущиеся системы, однако все
гда необходимо указать инерциальную систему координат, так 
как только в этом случае можно пользоваться данными о си
лах инерции.

Замкнутая система уравнений и соотношений, с помощью 
которой описывается состояние и движение сплошной среды с 
учетом ее агрегатного состояния и физико-механических 
свойств, называется исходной. Эта система устанавливает связь 
между объектами р, и,  v  , (а ) , ( е ) , . . .  и их производными, a 
также связь с действующими внешними силами, температурой 
и другими факторами. В зависимости от выбора основных неиз
вестных система исходных уравнений и соотношений различна, 
однако всегда должна содержать записанные в удобной для



данной задачи форме уравнения, соответствующие законам 
сохранения массы, количества движения и энергии, причем 
исходная система уравнений и соотношений должна быть зам
кнутой.

Исходная система уравнений и соотношений, как правило, 
содержит достаточно большое число неизвестных функций. Ре
шение выполняется для разрешающих уравнений. Разрешающи
ми называются уравнения, которые содержат наименьшее чис
ло независимых искомых функций и получены исключением 
остальных неизвестных функций из уравнений и соотношений 
исходной системы. При математически корректной постановке 
задачи механики сплошной среды число разрешающих уравне
ний соответствует числу искомых неизвестных. В большинстве 
случаев разрешающие уравнения — дифференциальные в част
ных производных, интегродифференциальные, интегральные, но 
могут существовать и в конечной функциональной форме.

Решение разрешающих уравнений связано с введением про
извольных функций интегрирования, определение которых тре
бует задания начальных и граничных условий для рассматри
ваемой задачи. Начальными  называются такие условия, кото
рые определяют искомые функции и их производные по 
времени t в начальный момент t0. Интервал времени, в котором 
изучается рассматриваемый процесс, может быть конечным или 
бесконечным; он начинается в некоторый характерный момент 
времени /=£0, принимаемый за начальный. Число начальных ус
ловий определяется числом неизвестных функций и порядком 
высших производных по времени от этих функций, входящих в 
разрешающие уравнения.

Движение частиц сплошной среды проходит в некоторой 
области D, которая задана или определяется в процессе реше
ния задачи. Форма области — произвольная; задается уравне
ниями ограничивающих поверхностей, наличие которых вызы
вает необходимость формулировать некоторые условия на 
поверхности S. Эти условия, которые определяют искомые 
функции и их производные по координатам на поверхности S 
области D, называются граничными,  формулируются на основа
нии дополнительных физических соображений и разделяются 
на геометрические, кинематические, динамические и смешанные.

Пусть ограничивающая поверхность S  области D задана 
уравнением Ф (г ,  /) =0, тогда известна внешняя нормаль «  ней:

п  = п  (г , / )= grad® /|grad0 l.
Представим поверхность S  в виде суммы поверхностей S = 

= S v + S p+ Sp F. В зависимости от свойств рассматриваемой 
среды геометрические условия, заданные на части S i—S v  по
верхности, сводятся либо к заданию вектора перемещений

M S ) = « IS, (1.2.1)



либо к заданию нормальной составляющей от вектора переме
щений u - n  = un ( S ) = u nS.

Кинематические условия, заданные на части S ,= S V поверх
ности, сводятся либо к заданию вектора скорости

либо к заданию нормальной составляющей v n вектора скоро
сти v .  v - n  = v n (S)  = vnS.

Динамические условия; заданные на части S z—S p поверх
ности, сводятся к заданию на Ф (г ,  t ) =  О либо нормального на
пряжения ст„=Р(„), либо полного вектора напряжений яп =  Р(л)> 
где р ( п) — вектор внешних поверхностных сил. На произволь
ной площадке а — (а )  ■п , поэтому

а п =  (а)'& =  a d r i f t  =  P\nf i  =  Р(я).

Отсюда на Ф ( г ,  £)= 0 имеем условие, аналогичное (1.1.5):

Смешанные условия, заданные на части S Vp поверхности, 
сводятся к заданию на Ф=0 двух (одной) составляющих век
тора v  и одной (двух) составляющей вектора о„, т. е. всего 
трех скалярных условий. В противном случае задача механики 
сплошной среды поставлена некорректно.

Температурные граничные условия сводятся либо к заданию 
на части S T поверхности температуры T=Ts ( r  , t ) ,  либо к за
данию на части S q поверхности теплового потока q - n  =  
= Qs{r , t ) .  В большинстве случаев поток qs  пропорционален 
разности температур: q s= a{ T—Ts ), где а — коэффициент теп
лоотдачи. Если имеет место собственное излучение, то qs оп
ределяется согласно закону Стефана—Больцмана.

Граничные условия могут быть заданы в любой форме, од
нако они должны отражать специфику рассматриваемой задачи 
механики сплошной среды. Число граничных условий опреде
ляется прежде всего числом неизвестных функций и порядком 
высших производных по координатам от этих функций, входя
щих в разрешающие уравнения. Для каждой функции число 
граничных условий не должно превышать порядка высшей про
изводной от этой функции, входящей в разрешающее уравне
ние. Порядок и структура граничного оператора определяются 
видом граничных условий. В частности, порядок оператора не 
должен превышать порядок разрешающего уравнения.

Таким образом, общие требования, сформулированные в дан
ном пункте, являются необходимыми и достаточными для мате
матически корректной постановки задач механики сплошной 
среды.

у<(5)==у1Я, ( 1.2 .2)

(1.2.3)



1.3. Механика жидкости и газа

Жидкими (газообразными) называются среды, сдвиговое со
противление которых при любой деформации стремится к нулю, 
если скорости деформации равны нулю в течение достаточно 
большого промежутка времени. По определению, частица отно
сится к жидкой (газообразной) среде, если при е4 =  const a t - ^ o o  
сдвиговые напряжения Т12 =  т2з= т з 1 =  0, т. е. 01 =  02= 03= —р, 
где Ti2= 0 ,5 (oi—о2); т2з=0 ,5(о2—о3); т31= 0 ,5 (оз—Oi); 01, 02, 
03 — главные напряжения; р  — давление.

Реальные жидкие (газообразные) среды обладают всеми 
основными свойствами сплошной среды: вязкостью, упругостью, 
пластичностью. Причем, первостепенное значение имеет вязкость; 
упругость и пластичность проявляются слабо и их можно не учи
тывать. В различных жидких и газообразных средах свойство 
вязкости проявляется различно. Имеются жидкости (газы), в 
которых вязкость выражена слабо, тогда вязкостью можно пре
небречь и считать жидкие (газообразные) среды идеальными. 
Если в жидких (газообразных) средах свойство вязкости выра
жено сильно, тогда имеем вязкие жидкости (газы).

Рассмотрим идеальную жидкость ( г а з )— среду, в которой 
отсутствует рассеяние (W,* = 0 ), и сдвиговое сопротивление при 
произвольной деформации и скорости деформации в любой мо
мент времени равно нулю, т. е. — —р ( i =  1, 2 , 3) для любого t.

Тензор напряжений идеальной жидкости (газа) (о) =  
= —p ( g ) — шаровой с компонентами о,; = —p g t Уравнения 
движения ( 1.1.8 ) можно привести к виду динамических уравне
ний Эйлера

р ( d v  J d t + v 1'V ,Vt) =  F,— v„p.  (1.3.1)
Уравнения, (1.3.1) и (1.1.7) образуют систему совместных 

дифференциальных уравнений в частных производных первого 
порядка относительно неизвестных р, р, v {. В общем случае сис
тема уравнений (1.3.1) и (1.1.7) незамкнута, так как содержит 
шесть неизвестных: р, р, Т, v it и требует введения дополнитель
ных уравнений, которыми будут уравнение состояния

Р=Р(Р ,  Т) (1.3.2)
и три уравнения распространения теплоты

pCydT/dt—^,(XgfaVe7,)+ p V <o‘ = 0 ,  (1.3.3)
где Я — коэффициент теплопроводности.

Полученная замкнутая система из шести уравнений с шестью 
неизвестными является системой разрешающих уравнений меха
ники идеальной жидкости и газа.

Дополнительные уравнения (1.3.2) и (1.3.3) требуют некото
рых пояснений. Уравнение состояния (1.3.2) может быть задано 
в форме Е = Е ( р, Т) или s = s ( p ,  Т).  Сюда входят внутренняя



энергия Е и энтропия s жидкости, взаимосвязанные термодина
мическим соотношением

d Е— (р/р2) dp =  Т ds+2p,idA^i,
i

записанным для переменного числа частиц N( при наличии хими
ческого потенциала р,.= (d£/cWi)s,p. Из приведенного термоди
намического соотношения следует уравнение закона сохранения 
энергии

d£ р  dp ds . d Ni-п ------5г-тг =  Т -r r  +  > u, —гг-.

При A^i=const имеем уравнение энергии для неадиабатиче
ского процесса с выделением или поглощением энергии, но без 
изменения фазового состояния жидкости:

<13.4)

В адиабатическом процессе dQ/d* =  0, т. е.

где Я — тепловая энергия и, дополняя условие (1.3.5) соотно
шением

получаем уравнение энергии для адиабатического движения сжи
маемой жидкости при неустановившемся движении. Для уста
новившегося движения, когда ds/dt— 0 и d i j d t = 0 , из уравнений
(1.3.5) и (1.3.6) находим jS= 0 и и ^ ; = 0 ,  т. е. s и i по
стоянны вдоль линии тока, тогда как для неустановившегося 
движения энтропия и энтальпия торможения переменны вдоль 
линии тока и зависят от скорости изменения давления. Если в 
начальный момент t0 энтропия s для всех частиц жидкости оди
накова, то в силу адиабатичности процесса она постоянна в 
течение всего движения, а условие адиабатичности (1.3.5) пре
образуется в равенство s = s 0=const.

В частном случае несжимаемой (<Эр/д/=0) и однородной 
(V jp = 0 ) жидкости при постоянной температуре уравнения 
(1.3.1) и (1.1.7) принимают вид

d* р* d/ dt

(1.3.5)

Вводя в рассмотрение энтальпию торможения 

i = H + v 4 2 = E + p l p ,

(1.3.6)

pod v i/d t= F i—g iav ap ;  v 4c/f= 0



и образуют замкнутую систему разрешающих уравнений. Для 
баротропной жидкости р = р { р), в частности

Р=Ро(р/ро)", (1.3.7)
где л> 1  — показатель баротропы.

Уравнения (1.3.1), (1.1.7) и (1.3.7) образуют замкнутую систе
му разрешающих уравнений относительно неизвестных р, р, v ( 
при условии постоянства температуры.

Газ, в котором молекулы взаимодействуют только при столк
новениях, называют совершенным газом; его уравнение состоя
ния есть уравнение Клапейрона p = R p T ,  где R — газовая посто
янная,.

Для идеальной несжимаемой жидкости (газа), находящейся 
в силовом потенциальном поле, когда действующие внешние си
лы Fi — Vfi  имеют потенциал Ф, справедлива теорема о  ц и р к у 
ляции-. циркуляция Г вектора скорости V по произвольному замк
нутому жидкому контуру в процессе движения остается постоян
ной:

4r = i- ^ ^ ^ = 0'
i

откуда

Г =  ( v  tdx1) =  const. 
t

Следовательно, если движение возникает из состояния покоя, 
то циркуляция по произвольному замкнутому жидкому контуру 
тождественно равна нулю. В соответствии с формулой Стокса

§(t),cUr,) =  J(A *‘V;V<«*)d5,
/ 5

где S — поверхность, натянутая на контур /, приходим к усло
вию отсутствия вращения при движении:

w* =  A^V;®i =  0, (1.3.8)

где со*— компоненты завихренности, которыми определяется 
угловая скорость вращения элемента объема жидкости.

Равенство (1.3.8) представляет собой необходимое и доста
точное условие потенциальности поля скоростей, т. е. сущест
вования потенциала скоростей

и( =  у (ф. (1.3.9)

Подстановка равенства (1.3.9) в уравнение неразрывности
v iV{—g taVaVi=0



приводит к у р а в н е н и ю  Лапласа  
g iav .v a(p =  У2ф = 0 , (1.3.10)

т. е. потенциал скоростей ф — гармоническая функция. 
Воспользуемся соотношениями
v ’ VjVi =  Aki}b>kV j+  V i (г>2/2 ); v* =  г>*г>а 

и запишем уравнения Эйлера (1.3.1) в форме
р [dVi/dt +  Aki J(akVj +  V i (t>2/2)] =  F t — Vi/?.

Тогда для потенциала скоростей (1.3.9) имеем

где f ( t )  — некоторая функция времени, эквивалентная уравне
ниям (1.3.1).

При установившемся (стационарном) движении, когда поле 
скоростей не зависит от времени, уравнение Лапласа (1.3.10) 
полностью описывает поле скоростей, а соотношение (1.3.11) 
принимает вид

называемый и н т е г р а л о м  Б е р н у л л и .
Таким образом, задача об установившемся движении иде

альной несжимаемой жидкости (газа) сводится к отысканию 
гармонической функции, соответствующей условиям задачи. 
Интеграл Бернулли является конечным соотношением, связываю
щим скорость движения © с давлением р  жидкости (газа).

Если движение не потенциальное, обладает некоторой завих
ренностью со, а внешние силы имеют потенциал О, то можно вве
сти функцию  Лэмба

а уравнения движения записать в форме

Умножив скалярно уравнения Эйлера (1.3.1) на вектор скорости 
частиц, получим соотношение

откуда следует запись и н т е г р а л а  К ош и -Л а гр анж а

(1.3.11)

(1.3.12)

р {dvt/dt  +  Aki Ja>kVj) =  — ViH. (1.3.13)



Для сжимаемой или несжимаемой баротропной жидкости вве
дем функцию Р, определяемую с точностью до постоянной соот
ношением

и допустим, что объемные силы Ft — V f i — потенциальные. Тог
да соотношение (1.3.14) принимает вид

где B =  v2/2-\-P—ft/p.
Если течение стационарное и д ( . . ,)/dt — 0, то =  

=  dB/d t—0, т. е. величина fi =  const на каждой линии тока, при
чем значение постоянной может изменяться при переходе от од
ной линии тока к другой. В этом случае имеет место теорема  
Б ерн улли : в стационарном течении идеальной жидкости при ус
ловии, что объемные силы — потенциальные, величина В посто
янна на каждой линии тока.

Дивергенция
V i (pfio1) = S V ( (pw<)

с учетом соотношений (1.3.14) и( 1.1.7) может быть записана 
в виде

Интегрируя это равенство по объему V области D внутри жидко
сти, ограниченной поверхностью 5, получим

где в левой части равенства записано выражение для потока ве
личины рВ через поверхность S. Соотношение (1.3.16) можно 
истолковать как интегральную форму записи теоремы Бернулли. 
Для стационарного течения правая часть (1.3.16) равна нулю, 
следовательно, поток величины рВ через поверхность S равен 
нулю.

Свойство сжимаемости становится существенным при движе
нии идеальной жидкости (газа) с большими скоростями, срав
нимыми со скоростью с  распространения звука в среде, при 
этом плотность р не постоянна, ее необходимо определять. Для 
упрощения системы разрешающих уравнений можно принять ус
ловие изэнтропичности: во всем объеме области D энтропия s =  
=const. В этом случае вместо уравнения (1.3.3) следует исполь
зовать термодинамическое уравнение (1.3.5), которое выражает

( 1/р )V ,.p=V jP,

(1.3.15)



условие отсутствия теплообмена между частицами и указывает 
на постоянство энтропии s каждой частицы. Тогда уравнение 
состояния р —р ( р, s) упрощается и принимает вид р = р (р ) ,  что 
указывает на баротропность процесса. Для баротропной жидко
сти

A" “V ,  ( у  =  Аг/“ v ; (-jj- jjj- V,-p) =  Ai laV i 4 j P  (Р) =  0. 

следовательно,

ф A ^ V , ( у -  V,p)  «ad5  =  О,
■S . '

т. е. для изэнтропических движений справедлива теорема о цир
куляции, которая позволяет рассматривать изэнтропические по
тенциальные (безвихревые) движения сжимаемой жидкости.

Следует отметить, что при определенных условиях в идеаль
ных сжимаемых жидкостях в отличие от несжимаемых даже при 
гладких начальных условиях могут иметь место сильные раз
рывы — поверхности, на которых характеристики состояния ме
няются скачком. Из законов сохранения и термодинамических 
соображений следует, что при прохождении частицы через та
кой разрыв ее энтропия s меняется скачком и изэнтропичность 
нарушается.

Теперь можно сформулировать систему разрешающих урав
нений для задач о движении идеальной сжимаемой жидкости 
(газа) относительно неизвестных р, р, Т и v t:

dp/d t+Vi ip v* )  = 0 ;
( l/p) v,p==:/v,

p =  p( P, T) ; (1.3.17)
di ds . 1 dp , , f d v i  . 1 __ \
dF =  Г W + 1 Г W  +  * ' ( i F  +  T  =
_T _ds_ . 1  dp __ dQ .__1_ dp

d̂  p dt dt p dt '

Рассмотрим вязкую жидкость — изотропную сжимаемую сре
ду, сдвиговое сопротивление которой отлично от нуля и линейно 
зависит от скорости деформации сдвига: (а) = П ( ^ ) + 2ц(е), где 
П = —p-f-ЗЛе; ц и к  — коэффициенты вязкости, которые не зави
сят от деформаций и скоростей, но могут зависеть от температу
ры. Для вязкой жидкости (газа) характерны определяющие 
уравнения

о = —р+ЗЯ'е; D1J (o )= 2 j i f l i j (e). (1.3.18)
где Я'=Л+2^/3 — коэффициент объемной вязкости. Второе опре
деляющее уравнение характеризует линейный закон вязкости



сдвигового сопротивление, поэтому ц — коэффициент сдвиговой 
вязкости.

Уравнениям (1.3.18) соответствуют физические соотношения
Oij =  —p g t i +  (ЗА'—2\i) e g ij+ 2 n e ij . (1.3.19)
При движении вязкой жидкости ее состояние характеризует

ся функциями р, Т, р, V, (о), (е), подчиняющимися уравнению 
неразрывности (1.1.7), уравнениям движения (1.1.8), кинемати
ческим соотношениям (1.1.2), физическим соотношениям (1.3.19) 
и уравнениям совместности скоростей деформаций ( 1. 1.3 ). 
Пусть основными неизвестными будут р, р, Т, v f, относительно 
которых должна быть написана система разрешающих уравне
ний. В этом случае исходная система уравнений и соотношений 
должна быть составлена из уравнений (1.1.7), (1.1.8), (1.1.2) и
(1.3.19), однако эта система не замкнута и ее необходимо до
полнить другими уравнениями и соотношениями. Объединим фи
зические и кинематические соотношения:

o<j=— P g a + W —2fx/3)V aye^ li+ fj,(V1t)j-(-Vjy i) (1.3.20)

и подставим их в уравнения движения ( 1. 1.8 ) в форме pdt>j/d/ =
— Fi-{-giaS7aOih полагая коэффициенты вязкости 1 ' и |i посто
янными. Полученные соотношения

p d v il d t = F i—Vip +  (%'—2|л/3) V,V„t;»+liV lVeo«+
+  ̂ a V a V j y i =  V 2 t 'i

с учетом g iaS7a^jVi — V2yf образуют уравнения Навье—Стокса
p d v i/dt =  Fi—V<p + ( r  +  jx/3)ViVpt;P+nV2yi (1.3.21)

и вместе с уравнением неразрывности (1.1.7) формируют систему 
из четырех дифференциальных уравнений с шестью неизвестны
ми р, р, Т, Vt.

Для установления дополняющих уравнений рассмотрим част
ные случаи. Для несжимаемой вязкой жидкости (n =  const, р =  
=const, е =  0) уравнение неразрывности (Ы-7) и уравнения 
Навье—Стокса (1.3.21) принимают вид

VjU^O; p d v j d t —Fi-|-Vjp =  p,V2t!j
и образуют замкнутую систему разрешающих уравнений относи
тельно неизвестных р  и v {. Для несжимаемой вязкой жидкости 
с коэффициентом ц(^) уравнения (1.3.21) приводятся, к виду

p d v j d t —/\-+Vip =  2|i/g j“e ijVa7’+ lxV2ui> (1.3.22)
где |х' =  du/dr, а уравнение неразрывности (1 .1 .7)— к виду 

У<у<=0. (1.3.23)
Из термодинамических равенств 
p6£ = 6Q + № * 6/, pT6s = 8Q + W * 6t



имеем 6E=T8s,  причем Е(Т)  и s (T) .  Для покоящейся жидкости 
е,-3= 0 ,  d Q = p c r bt, тогда

£ '= cv7’+const; s = c vln Г+const.
Из закона сохранения энергии с учетом закона теплопровод

ности Фурье при Я =  const получим уравнение

<'-3 -24)

В результате имеем замкнутую систему разрешающих урав
нений (1.3.22), (1.3.24) относительно неизвестных р, Т, v it кото
рая характеризует движение вязкой несжимаемой жидкости и 
определяет ее состояние.

Для вязкого совершенного газа уравнения Навье—Стокса
(1.3.21) и уравнение неразрывности (1.1.7) дополняются уравне
нием состояния (1.3.2) и уравнением энергии

pdE/dt=V,(Xgiav aT) — p V iV*+ W * .

Полагая Е(р, Т) известной функцией и
№* =  №вяэ=9Яе2+2це‘„еЧ ^

совместно с уравнением энергии имеем замкнутую систему раз
решающих уравнений (1.3.21), (1.1.7), (1.3.2) относительно не- \ 
известных р, р, Т, у,-.

Если при постановке задач механики вязкой жидкости (га
за) в качестве основных неизвестных принять р, р, T , v ,  (а) ,  
то система исходных уравнений и соотношений будет формиро
ваться из уравнения неразрывности (1.1.7), уравнений движения
(1.1.8), уравнений совместности скоростей деформаций (1.1.3), 
уравнения состояния (1.3.2), уравнения теплопроводности

р ж  - ж  =  V ,  ( ^ Ч а Т ) - р Ч ^  +  W* 
и физических соотношений

+  ( зХ7 ~Щг) a g i J +  2]Г °ч-  (1.3.25)

Подстановка соотношений (1.3.25) в уравнения совместности
(1.1.3) позволяет записать их в форме

■ Ла*Лр V/Vi ( р  +  °) +  ЛаЛp*V/Vi-0;& (°) =  0.

Система разрешающих уравнений, составленная из послед
него соотношения, уравнения теплопроводности и уравне- ! 
ний (1.1.7), (1.1.8), (1.3.2), содержит 12 уравнений с 12 неиз- i 
вестными, т. е. является замкнутой.

Системы разрешающих уравнений механики жидкости (га
за) — дифференциальные в частных производных; решение их



связано с введением неизвестных функций интегрирования. Вы
делить из множества допустимых решений истинное можно с 
помощью начальных и граничных условий. Для разрешающих 
уравнений механики жидкости и газа начальными условиями 
при t = t 0 являются: р=ро; Р = Р<ь Т=Т0; Vi=vi0; о ^ — Оо*1'.

Граничные условия характеризуют специфические особенно
сти рассматриваемого течения. Например, условия прилипания 
на неподвижной поверхности имеют вид г> = 0. При обтекании 
тела жидкостью граничные условия на поверхности раздела те
ла с жидкой средой характеризует равенство

где v T, иср — скорость частиц твердого тела и жидкости соответ
ственно. Физически это означает прилипание частиц жидкости к 
поверхности тела.

Для идеальной жидкости в случае полного прилипания ре
шение уравнений Эйлера не существует. В этом случае необхо
димо допускать возможность проскальзывания частиц жидкости 
на поверхности раздела, а три условия (1.3.26) заменять одним 
скалярным условием обтекания

Если движение потенциальное (и ,= ^ гф), то условие (1.3.27) 
на поверхности 5 принимает вид дц>/<?п = ит(п) и выражает как 
сохранение контакта между жидкостью и поверхностью 5 тела, 
так и непроницаемость поверхности для жидкости. Касательные 
составляющие векторов скоростей на поверхности S  различны: 

т. е. имеет место проскальзывание частиц жидко
сти вдоль поверхности.

На неподвижной поверхности 5  условие непроницаемости 
определяется равенством v n— v - n  = 0 , а на движущейся по
верхности — v n= u s (-n'>.

На свободной поверхности S  имеют место граничные усло
вия

Р(п)= ( а ) - я  =  О,

эквивалентные двум скалярным сгп = рп(л)==—р и сгт = т (,!), где 
р — давление; т(п) — касательная нагрузка. Для идеальной жид
кости граничное условие на свободной поверхности S  имеет вид 
рп<'п) = —р, так как условие идеальности жидкости ot = 0. Гранич
ные условия p w = ( a ) - t t  эквивалентны трем скалярным 
ai i(S)n>=pi(nK Подставив сюда физические соотношения
(1.3.20), получим

Возможны и другие граничные условия, соответствующие 
рассматриваемой задаче.

О ср  — (1.3.26)

(1.3.27)

Р«(п) = [ (—Р+ .(А/—2ц/3) Vau“) g i j  + ц (V  iVi+VjVi) ]s n<\



В жидкости (газе) возмущения распространяются с некото
рой конечной скоростью в виде волны возмущений, образуя об
ласть возмущений. С течением времени область возмущений 
расширяется; она отделена от области покоя поверхностью S<p 
фронта волны возмущений. На поверхности 5ф некоторые ха
рактеристики состояния терпят разрыв. Существуют поверхности 
слабого и сильного разрыва. Поверхность, на которой искомые 
функции непрерывны, но разрывны только некоторые их произ
водные по координатам х* и времени t, называют поверхностью 
слабого разрыва. Поверхность, при переходе через которую 
терпят разрыв непрерывности искомые функции, называют по
верхностью сильного разрыва. Волны возмущений в жидкости 
(газе) разделяются на слабые — звуковые и сильные — удар
ные. На поверхности фронта волны возмущений выполняются 
законы сохранения массы, количества движения, энергии. При 
переходе через поверхность фронта волны возмущений переме
щения частиц жидкости должны быть функциями непрерывны
ми. В противном случае нарушается сплошность жидкости 
( г а з а ) .

Рассмотрим движение вязкой жидкости, происходящее под 
действием сил, не зависящих от времени, и в некоторый мо
мент времени £ = 0 определим поле скоростей. Изменим направ
ления всех скоростей на обратные и примем это распределение 
скоростей за начальное, тогда жидкость будет совершать неко
торое движение. Если жидкость идеальная, то каждая частица 
будет проходить в обратном направлении ту траекторию, по ко
торой она двигалась до момента t = 0 , с той же скоростью, но 
противоположного знака. В случае вязкой жидкости этого не 
происходит — новое движение жидкости не имеет непосред
ственной связи с первоначальным. Такое утверждение формаль
но сводится к следующей записи; если имеем решение v i(x!, t ) ,  
р(х>, t) разрешающих уравнений вязкой жидкости, то функции 
Vi ' (x>,  t ) = —Vi(xi, —t) ,  р '  (xi, t )=p (x i ,  —t) не будут давать ре
шения разрешающих уравнений. Это объясняется ди с с и п ац и е й  
э н е р г и и ,  т. е. процессом перехода части механической энергии в 
тепловую.

Оценим величину диссипации энергии. Для этого рассмот
рим внутри жидкости произвольный объем V, ограниченный по
верхностью 5, на который действуют объемные F{ и поверхност
ные p iw  силы. Работа внешних сил за время At равна

Преобразовав поверхностный интеграл в объемный, получаем



Учитывая уравнения движения ( 1. 1.8), имеем

А =   ̂ (pz)id'«y//d̂  + a^Eij) dl/ctf. 
v

Кинетическая энергия жидкости

Ек =  0,5  ̂ p v lVi&V, 
v

но

0,5d ( v lVt) =  Vtdv‘ =  Vi d t, 

тогда

v
В результате приходим к равенству 

А =  d f K +   ̂ a^ i jdVdt ,
с)v

которое указывает, что производимая объемными и поверхност
ными силами работа только частично идет на увеличение кине
тической энергии Ек жидкости. В случае несжимаемой жидко
сти количество диссипируемой энергии в единицу времени опре
деляется формулой

a ^ e i j= 2 n e l3Blj.
Движение вязкой жидкости связано с диссипацией (рассея

нием) энергии, характеризуемой удельной мощностью дефор
маций

^ ( е гу)=  —рГ, (в)+(Л ,'_2ц/3)Г12(ё)+2|хГ2(ё) (1.3.38)
или удельной дополнительной мощностью деформаций

* Ы = W  г , М + ( ^ - ^ ) - г Г | !<<’ >+2т;г *<'’ >- <'-3-29>

Интегрируя (1.3.28) по объему V области D,  занятой жид
костью, определим мощность деформации

£/=$ ^ ( e iy)dV"=5 [ —P r t (в)+(Я,'-2|*/3)Г,2(ё)+2цГ2(ё)] dK,
V V

которая должна удовлетворять соотношению ( 1.1.22 ) принципа 
возможных скоростей, записанному в виде

6t f  +  §p(dt>'/d0 6 * ^ = 0 .  (1.3.30)
v



где  U = U  — ^/ri®idl/— /̂7|п)г)гд5 —полная мощность жидкое*
v  s  ~

ти. Интегрируя (1.3.29) по объему V области D,  определим 
дополнительную мощность деформаций

w ~ \ ф [ £ ,  Г, (о)+ (34 7  - i )  i  г ;  ( о ) + ^  г г („)] Л ' .

которая должна удовлетворять соотношению (1.1.28) принципа 
возможных изменений напряженного состояния. Полная допол
нительная мощность

W = W  —  ̂VisfijoVdS 
s

подчинена соотношению (1.1.28), т. е.

p'Oi (d6t»Vd0dl/=0. (1.3.31)
v

Следует заметить, что мощность деформации жидкости 
(газа)

C / ^ ' P G j d V ^ o U k t j d V
V V

является аддитивной величиной U=Uv)-\ -U (2). где  U {п=  
=  _ J /, r 1 (e)dV"; £/(2)= $ XdlA

v  v
Для несжимаемой жидкости U^—O, а для сжимаемой, с уче

том уравнения неразрывности (1.1.7),

v  v  ' '
Для баротроцной жидкости

V V

где е  — массовая плотность внутренней энергии Е.
Величина i/(2) называется скоростью диссипации энергии и 

выражает мощность сил трения вязкой жидкости. Термодина
мические соотношения указывают, что энергия диссипации не 
может быть отрицательной, а потому квадратичная форма

%=(к' — 2ц/3) ( g lhз i ; )2+2цё"егу=0
должна быть положительно-определенной и, следовательно, ее 
коэффициенты подчинены условиям р,>0 и ЗА/—2ц> 0.



При решении задач механики вязкой жидкости (газа) можно 
использовать две известные теоремы.

Теорема о  минимуме п олной  мощности  жидкости (газа) при 
стационарном движении ее частиц утверждает, что истинному 
(действительному) состоянию жидкости при движении ее ча
стиц соответствует экстремум функционала U*(Vi)

6 t/* = 0, (1.3.32)
причем экстремум будет минимумом. Функционал

£/*=£/-{-  ̂pv'VidV^U —  ̂F iv ldV —  ̂p ^ v ^ S - ^
v v  s

+  $P®'®idV (1.3.33)
v

представляет собой полную мощность U жидкости в состоянии 
стационарного движения и изменение во времени ее кинетиче
ской энергии ip vh tdV .  Вариация функционала (1.3.33) при
варьировании компонент вектора скорости равна

6£/*=&г7+5 P&bVidV.

Сравнение ее с соотношением (1.3.30) приводит к уравнению 
(1.3.32).

Теорема о  минимуме п олн ой  дополнительной  мощности  
жидкости (газа) при стационарном движении ее частиц утверж
дает, что истинному (действительному) состоянию жидкости 
при движении ее частиц соответствует экстремум функционала 
W * ( a „ )

6W* = 0, (1.3.34)
причем экстремум является минимумом. Функционал

l^*-=W’+ Jp® ‘ (dw</dOdV’=.J?r - 5 « « / t y a V d 5 +
V S

+  ̂  pz)i (d‘» //d/)dVr (1.3.35)
к

представляет собой полную дополнительную мощность жидко
сти при движении, учитывает полную дополнительную мощ
ность жидкости W и мощность сил инерции / pv* (di' i/dt)dV.

v
Вариация функционала №*(оц)  вида (1.3.35) определяется как



Сравнение ее с соотношением (1.3.31) приводит к уравнению
(1.3.34).

В заключение рассмотрим вопрос о законах подобия в ме
ханике жидкости и газа, используя разрешающие уравнения 
механики вязкой несжимаемой жидкости. Прежде всего устано
вим достаточные условия механического подобия двух течений 
жидкости около или внутри двух геометрических подобных тел. 
Обозначим через tk, х\ , v i , Fk, pft, p k, \ik величины, относящи
еся к 6 -му течению (6=1,2). Если течения механически подоб
ны, то после надлежащего выбора начала координат и начала 
отсчета будем иметь соотношения

h/ti~Ct\ x(2)/x\i)=l2/li=Ci, (1.3.36)
где Ct, Ci — постоянные; h  — размеры подобных тел.

При механическом подобии
И(2)(дс<2), tz) =Cvv{i)(x{\), ^i); F(2)= C fF(1);

(1.3.37)
P(2>= Cpp(i); P(2)=C’tlp(1),

где Cv = Ci/Ct, Cf, Cp, Сц — постоянные.
Уравнение Навье—Стокса для второго течения

(2\ 1 1 
_dF7 ‘ + 'Z,/2)^7/(2)‘°(2)==̂ '(2)"— S'i“Voc(2)'IP(2) +  ̂ (2)V  (2)^(2)

с учетом соотношений (1.3.37) запишем в виде

57 d4 r + CJ r  v (n g * v a{i)p m +

0 -3-38>
Если первое течение действительно имеет место, то должно 
удовлетворяться уравнение

« Ч ц  ^  1

ai

c v _ c v _ r  __c nc v  . _ Cv GpCi
c t Ci F c e  ’ p (2) c t , p v y  u-^.oyj

то уравнение (1.3.38) и аналогичные ему будут справедливы и 
существует второе течение, подобное первому, 
через Су и Ct:

Равенства (1.3.39) позволяют выразить все постоянные С 
CtCv/Ci— 1; CfCi/Cv2=1\ CJCyCt=  1; Р(2) — CpCv2P(,i).

Следовательно, если



Подставляя сюда значения С из (1.3.36) и (1.3.37), прихо
дим к соотношениям

I (1.3.40).
^(2)____ ^(1) . Р(2)_____ Р( 1)

и(2)гг V(I>̂ 1 Р(2)и(2) Р(1)и(1)
Следовательно, достаточными условиями механического по

добия будет выполнение соотношений (1.3.40) для любых двух 
соответствующих точек рассматриваемых течений. Первое со
отношение (1.3.40) является условием кинематического подо
бия, последнее — определяет P(Z) и всегда выполняется; осталь
ные два выражают условия механического подобия:

Обозначим для данного движения характерный размер I, 
характерную скорость v и положим, что внешней массовой си
лой является сила тяжести F = —m g ,  тогда можно ввести чи с 
л о  Р ейн ол ь д с а  Rе=и//ц, и чи сло  Ф р у д а  Fr = v 2fg l .  Таким обра
зом, для вязкой несжимаемой жидкости, находящейся под дей
ствием силы тяжести, два течения, обладающие одинаковыми 
числами Рейнольдса и Фруда, будут подобными.

Следствием условий механического подобия (1.3.41) являет
ся з а к о н  п о д о б и я  Р е й н о л ь д с а : для вязкой несжимаемой жидко
сти при отсутствии внешних сил или при действии силы тяже
сти, но при отсутствии свободных поверхностей, два течения,, 
обладающие одинаковыми числами Рейнольдса, являются по
добными. При малых числах Рейнольдса течение жидкости 
ламинарное, при больших числах Рейнольдса оно становится 
турбулентным.

В случае сжимаемой жидкости фундаментальное значение 
имеет скорость с  распространения звука, а потому кроме чисел 
Re и Fr вводится чи сло  Маха M.= v/c. При одновременном дей
ствии сил тяжести и вязкости два течения сжимаемой жидкости 
около или внутри геометрически подобных тел с одинаковыми 
числами Re, Fr, М будут подобными.

Следует заметить, что всякое движение вязкой несжимаемой 
жидкости является вихревым, а при плоскопараллельном или 
осесимметричном обтеканиях неподвижного тела воздействие 
жидкости на тело зависит от распределения по его поверхности 
давления и вихря

где е — базисные векторы системы координат х* ( t= l ,  2 , 3 ).

^(2) ^ ( i)

^ ( l)  . ^ (2/ ?  __p (i)^  1 (1.3.41)

R —  ̂( — ре\-\-2 \ьы3C2) dS .



1.4. Упругость и термоупругость

Теория упругости изучает изменения геометрического и ме
ханического состояний упругого тела, а также напряжения, 
возникающие при деформации. Теория термоупругости изучает 
напряженно-деформированное состояние упругого тела, вызван
ное температурным полем при условии )АГ/Г0|<С1, где 
АТ=Т—Т0 — температура, отсчитываемая от температуры тела 
в естественном состоянии; Г0 — абсолютная температура тела в 
естественном состоянии. Под упругим телом будем понимать 
такое идеализированное твердое тело, которое после снятия 
внешних воздействий возвращается в свое первоначальное со
стояние. При этом допускается существование только одного 
первоначального состояния, называемого естественным и ха
рактеризуемого отсутствием напряжений и деформаций.

Основное внимание сосредоточим на линейной теории упру
гости и термоупругости, основанной на предположениях о ма
лости деформаций тела и линейности физических соотношений. 
Наличие больших (конечных) деформаций, как показано в 
п. 1.1, может быть учтено по результатам линейной теории уп
ругости и термоупругости. Изучаемое упругое тело отнесем к 
материальной криволинейной системе координат x*(i= 1 ,2 ,3) 
с  началом в точке 0 , которую считаем ортогональной с метри
ческим тензором (g ) .

Деформированное состояние упругого тела характеризуется 
тензором малых деформаций (е ) с компонентами e ijt опреде
ляемыми по формулам (1.1.4) и подчиненными уравнениям сов
местности деформаций (1.1.3). Напряженное состояние упруго
го тела характеризуется тензором напряжений (о) с компонен
тами Oij, подчиненными уравнениям равновесия ( 1.1.6 ) или 
уравнениям движения ( 1.1.8 ), к которым следует присоединить 
уравнение неразрывности (1.1.7).

Для изотропного линейно-упругого тела приняты и под
тверждены экспериментально следующие положения:

а) деформации е ц являются малыми, т. е. вектор переме
щений и  удовлетворяет условиям |ViUj|^6^ 1;

б) рассеяние №*=0 ;
в) свободная энергия зависит от деформаций e {j и темпе

ратуры АТ:
F ( e ih AT) =A0—S0AT+BliTl ( е )  + 0 ,5 (ЯГ? (е) —
—2рДЛ\ ( e ) - c vp„A Р/Го+гцГ* ( е ) ),

где Л, н S0 — постоянные.
В рамках указанных положений свободная энергия яв

ляется потенциалом напряжений, поэтому
о °  = д  ( p f )  / д е „=  ( f io+ ^r ,(e )—pA7')gij+2(.ie<.



Но В0~ 0, так как предполагается, что ДГ=0 и oij= 0  при 
е ц —0. Этому соответствуют определяющие уравнения

а = З К ( е —аД7’) ;  Di l ( o )=2GD iJ( e ) ,  
которые образуют физические соотношения

Оц=2 G[ei j+  (ЗК/2 G— 1) e g ( ЗКа  A Tg tj/2 G J . (1.4.1)
В ряде случаев целесообразно использовать обратные опре

деляющие уравнения
е=а/ЗК-\-аАТ; D{i(e )  =Di}{o)/2G, 

которым соответствуют физические соотношения
e ii=( l/2G)[Gi j+ ( 2 G / 3 K - l ) o g ij+ 2 G a M g ijl  (1.4.2)

В эти уравнения входят упругие постоянные
Р=3аК;  /C=?i+2p./3=2G(l+v)/3(1—2v); n=G,

где К — модуль объемного сжатия; К — постоянная Лямэ; v — 
коэффициент Пуассона; G — модуль сдвига.

Тепловое воздействие, приложенное к упругому телу, харак
теризуется распределением температуры в соответствии с урав
нением теплопроводности (1.1.9) при р=р0 и Т=Т„. Для линей
но-упругого тела 3$T0de/dt  — малая величина, поэтому ею мож
но пренебречь и уравнение теплопроводности записать в виде

PoCdAT/dt^AVtAT+Viq*. (1.4.3)
Таким образом, исходная система уравнений и соотношений, 

составленная из уравнения неразрывности (1.1.7), уравнений 
движения ( 1.1.8 ) или равновесия ( 1.1.6 ), уравнений совместно
сти деформаций (1.1.3), а также геометрических (1.1.4) и фи
зических (1.4.1) соотношений, является полной, необходимой и 
достаточной для постановки задач линейной теории упругости 
и термоупругости.

Прежде чем перейти к непосредственной постановке задач 
статической теории упругости и термоупругости, рассмотрим 
общие теоремы этих теорий. Следствием принципа возможных 
перемещений при равновесии является утверждение, что пол
ная потенциальная энергия упругого тела Q, определяемая фор
мулой (1.1.12), принимает эстремальное значение (1.1.13), при
чем экстремум будет минимумом. В соответствии с этим су
ществует простое доказательство теоремы о  минимуме п олной  
потенциальной э н е р г и и  упругого тела: из всех возможных пере
мещений, удовлетворяющих заданным граничным условиям, 
только перемещения, соответствующие состоянию равновесия, 
дают минимум полной потенциальной энергии тела при его де
формации. При отсутствии объемных сил и при заданных пе
ремещениях на поверхности S имеем уравнение

6*7=0, (1.4.4)
причем функционал U достигает минимума.
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Справедлива и обратная теорема: если полная потенциаль
ная энергия при деформации упругого тела достигает абсолют
ного минимума для некоторого поля перемещений uit удовлет
воряющих граничным условиям Ui(S) = uiS на части по
верхности, то это поле должно удовлетворять уравнениям рав
новесия (1.1.5) на поверхности 5 и уравнениям равновесия
( 1.1.6 ) в объеме тела.

Следствием принципа возможных изменений напряженного 
состояния при равновесии является утверждение, что полная 
дополнительная работа упругого тела R, определяемая форму
лой (1.1.15), принимает экстремальное значение (1.1.16), при
чем экстремум будет минимумом. В соответствии с этим суще- ! 
ствует простое доказательство теоремы о  минимуме полной  j 
дополнительной  роботы упругого тела: полная дополнительная j 
работа при деформации тела достигает абсолютного минимума 
тогда, когда тензор напряжений (а) удовлетворяет уравнениям 
равновесия ( 1.1.6 ), уравнениям совместности деформаций
( 1.1.3 ) и заданным граничным условиям, при этом вариации 
напряжений 60 ij должны удовлетворять уравнениям равновесия 
Vj6ou= 0 и граничным условиям 6cri;l(S )tt j=0 на части S 2 по
верхности, а на части поверхности вариации Scrij произволь
ны. Если поверхностные силы Р(П)* приложены на всей поверх
ности S  тела, то имеет место уравнение

6R=0,  (1.4.5) j

а функционал R имеет минимум.
Справедлива и обратная теорема: если полная дополнитель

ная работа R достигает абсолютного минимума, то тензор на
пряжений (а) должен удовлетворять заданным граничным ус
ловиям и уравнениям совместности деформаций, а также урав
нениям равновесия.

Пусть на упругое тело действуют две системы причин и 
следствий. К причинам первой системы отнесем объемные F‘ и 
поверхностные р („>* силы, приложенные на части S 2 поверхно
сти, и перемещения u iS на части S, поверхности. Эти причины 
в качестве следствий вызывают перемещения и{ и связанные с 
ними деформации вц  и напряжения о 11. Причины обозначим 
символом I={F\ р\п), u iS}, следствия — символом C={Uj}.
В этой системе должны выполняться уравнения равновесия
(1.1.6) и граничные условия (1.2.1) на S t и (1.2.3) на S 2.

Для второй системы причин и следствий 7 =  {F‘ , рг(л), Uts};
С ={«(} также должны выполняться уравнения равновесия
(1.1.6) и граничные условия (1.2.1) и (1.2.3), где переменными 
являются сгЧ F 1, р^п), u t , Uis• Умножим уравнения равновесия 
и граничные условия для первой системы на иг, а для второй —



на щ,  вычтем одно из другого и проинтегрируем по объему V 
области D тела:

С ( ■ -  V yo«a ,)  dK +  J { F l i t i - F % )  dV  =  0.
V V

Учитывая соотношения

V/T"a( =  V j( o V u t) —  a fJ s 7 ^ i\  4 j a lJu t =  Ч ^ о Ч щ )  —  a t ] 4  

и применяя теорему Остроградского — Гаусса, получаем

^ ( F l u i — F lu i ) d K +  J  (аЧщ  —  5 Ч щ ) п ^ = ~
V S,

=  5 ( pljv } U i ) d V .
v

Воспользовавшись граничными условиями p l{n) — a 4 ( S ) n j ; /^л) =
=  o iJ'(S)ri j ,  а также соотношениями о'-'УуИ/ =  =  ?,
приходим к равенству

jj (F lu i —P lut) d v  +  5(P ‘(m)«<~lp\n)Ui)dS —
V s

=  5 (atJe i} — o lJe l j )dV,  (1-4.6)
к

которое выра^кает теорему взаимности Бетти в том случае, 
если

o 4 e tj  — o 4 e tj =  0. (1-4.7)

Теорема взаимности Бетти утверждает, что работа, выпол
ненная в упругом теле первой системой причин на следствиях 
второй системы, равна работе, выполненной второй системой 
причин на следствиях первой системы, т. е.

J F la tdV +  J p\n)u,6S =  jj F lu tdV + J p\a)u t6S. (1.4.8)
V s v s

*
Теореме взаимности соответствуют соотношения 

jj F lu,dV +  jj p\n)UidS =  jj e(/o 'W ;
V S V

U F i u l dV  + ^ ' (л)и ^ 5  =  ^ e y a ' W ,
V s к
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откуда при выполнении (1.4.8), находим

§ e tp lW  =  J etjoVdV.
v  к

Условие (1.4.7) для линейной теории упругости выполняется, 
что легко показать подстановкой физических соотношений.

Общие теоремы термоупругости формулируются аналогично 
изложенному, полагая известным распределение температу
ры АТ внутри тела. Согласно принципу возможных перемеще
ний, справедливо уравнение

 ̂ F'butdV +   ̂p\n)bu tdS  =  b U -  З К а  J ATg^beiJdV,
V S  V

где  U  =  2G  ̂ И  +  ( S K f t G - D e g u f a j d V .
v

Полагая объемные F* и поверхностные Р(п{ силы при воз
можных перемещениях Ьи{ неизменными, получим уравнение

6QT=0, (1.4.9)

где fir — U —  ̂F lUidV —  ̂Р[П)и № ~ \  ATgli e u dV — потен-
V S V

циальная энергия упругого тела при нагреве.
Уравнение (1.4.9) указывает, что среди всех геометрически 

возможных положений равновесия в действительности реали
зуется то, для которого £27* достигает минимума.

Преобразовав слагаемое ЗА^а^ ATg^bet jdV:
v

J ATg^be^dV ATg iav f i u ^ V = ^  [V i (Д Г ^ -в и . ) -
V V V

— g '“V iATбиа] dV =   ̂ATglan ibua.dS —  ̂g laS7 ATbuadV, 
s v

можно привести уравнение (1.4.9) к виду

bU  =   ̂ (F ‘ - З К а ^ ^ А Т ) Ь и ^ У  +  (р\п) +  3КаАТп1) b u tdS
V' s  •

Сравнение этого уравнения с уравнением (1.1.11) указывает 
на справедливость аналогии внешних сил. Перемещения и де
формации в нагретом теле будут такими же, как и в ненагре
том, если на части S t поверхности задать перемещения u it, а 
на части S2 поверхности принять

P ^ - p U  +  Ш аАТпК
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При этом объемные силы 
=  3 / C a g iPv sA7\

В общем случае тепловому воздействию соответствуют дефор
мации ei30, именуемые ди стор си ей  и представляющие собой не
прерывные дифференцируемые функции координат, не удовлет
воряющие уравнениям совместности деформаций. Частный слу
чай дисторсии — температурные деформации e ljT — aATg i}. Так 
как дисторсия не удовлетворяет уравнениям совместности дефор
маций, то в теле возникают деформации e i} и напряжения oiJ, 
связанные между собой следующими физическими соотноше
ниями:

В соответствии с (1.4.10) правую часть уравнения (1.1.10) 
представим в виде

Напряжения а ‘у  или о°1}, вызванные дисторсией, называются 
с об ственными напряжениями,  причем

Полагая 6«i =  0 на части Si поверхности, запишем уравнение, 
выражающее принцип возможных перемещений:

— полная потенциальная энергия упругого тела при дисторсии.
Уравнение (1.4.11) выражает обобщенную теорему о мини

муме полной потенциальной энергии упругого тела при наличии 
дисторсии. Это уравнение можно преобразовать к виду

е Ч — e °i/ + O/2G)[0(y +  (2G/3K— l)o g i;];
о и  =  2 0  ( e l j - e ° l j ) +  ( K  — 2G/3) (<?«*—e°p) g ^ g i j .

(1.4.10)

V V V

тогда

J F l6ut6V +  p[n)6u,6S =  W  -  J o y 6 e tj<iV.
V V

a ,j =  g t og j eaOj ^  =2 Ge°afS +  ( K  - 2 0 / 3 )  e ^ g ^ .

6Qd =  0, (1.4.11)
где

Hd — U —  ̂F lUi<iV— J p\n)u tdS  — J o y e t j dV
V V

J (F1 — V РУ) but&V +  J (p[n)+ o y n j )  6u,dS = t>u



и сравнить с уравнением упругого тела с теми же перемещения
ми и деформациями, но при отсутствии дисторсии. В результате 
устанавливаем, что учет дисторсии требует введения фиктивных 
объемных и поверхностных сил:

F * l =  F l — v / t f ;  =  р[п)+ ^  (S) п ,  (1.4 .12)

Следовательно, задача о дисторсии сводится к задаче теории 
упругости для тела, находящегося под действием фиктивныу 
объемных и поверхностных сил (1.4.12).

Запишем принцип возможных изменений напряженного со
стояния, определяемый уравнением (1.1.14):

и применим его к задачам термоупругости. В случае темпера
турных деформаций, пользуясь физическими соотношениями

в1 }  =  Ф + а А г ё ‘] ° ,]) -

где  cF=(l/2G)[of,; a ,^+(2G/3A' — l)o g i;a''], представим инте
грал ^e i jb a^dV  в виде 

к

J  e tf i oVdV=   ̂(дФ/даЧ)Ьа1̂ У + <\) a b T g lfiaVdV =
V V V

=  6/?+ 5 аАТgi jba^dV  
v

и подставим его в уравнение, характеризующее принцип воз
можных изменений напряженного состояния. Тогда

6/?+ ̂  «Д7’g i f ioVdV -   ̂U i s U jW d S  =  О,
V S,

но учитывая, что диг =  0  на части Si поверхности, получаем 
уравнение 6RT =  0, где  =  aATgtjG^dV —■ UistijOiJdS —

К Si
полная дополнительная работа при тепловом воздействии, т. е. 
среди всех статически допустимых состояний равновесия 
в действительности реализуется только то, для которого 
функционал достигает минимума, так как 6tRT> 0 .  Если на 
поверхности тела действуют только поверхностные силы, то 
S j =  0  и



Принцип возможных изменений напряженного состояния рас
пространяется и на задачи о дисторсии тела. Если воспользо
ваться физическими соотношениями

то после необходимых преобразований приходим к уравнению 
б£о =  0. (1.4.13)

где  R d — полная дополнительная работа при наличии дистор
сии, равная

Rd = R +  ̂  е\рЧdV -  ̂  UistipV&s.
У Si

Уравнение (1.4.13) соответствует теореме о минимуме полной 
дополнительной работы при наличии дисторсии тела.

Теорема взаимности Бетти (1.4.6) обобщается на задачи дис
торсии и термоупругости:

 ̂(F lui —F lUi) dV + ̂  (pUii i  — pwU t )  d S +
V s

+  ̂  ( O o e , j  —  d o  e i ] )  dV' =  0 ;
v

 ̂(F ‘ut ~ F lUi) dV+J (PwUt — p\n)4i)d5+
V s

+ ̂ е Ь ^ е Ь)йу  = 0 .
v

При e(j0—eijr —aATgij уравнение (1.4.14) переходит в урав
нение

 ̂F lUidV +  ̂ p\n)UtdS +  ̂ a (o liАТ —о1*AT)gijdV = ̂ oiJetJdV,
v  s  v v

которое выражает сущность теоремы взаимности термоупруго
сти.

При постановке задач теории упругости и термоупругости в 
перемещениях за основные неизвестные принимают р, ы,-, ДГ. 
Тогда исходная система уравнений и соотношений формируется 
из уравнений равновесия ( 1.1.6 ) , уравнения теплопроводности
(1.4.3), геометрических (1.1.4) и физических (1.4.1) соотноше
ний. Из уравнения неразрывности (1.1.7) следует р=ро- Для 
построения системы разрешающих уравнений подставим геомет
рические соотношения (1.1.4) в физические (1-4.1) и выразим

(1.4.14)



компоненты тензора напряжений через компоненты вектора пе
ремещений:

aij =  G[ (Vi“ i+ v i« .) +  ( ^ —О'ОЛ?.-,—
— (З т— 1)аД7’йги], (1.4.15)

где m = K /G -\-\/3 — упругая постоянная тела.
Подставив в уравнения равновесия

физические соотношения (1.4.15), получим уравнения равновесия 
линейно-упругого тела в перемещениях:

V^+ZttV^VaU*) — (3m— l ) a V iA r + F j/G =  0, (1.4.16)
которые необходимо дополнить уравнением теплопроводности 

<74= 0 . (1.4.17)
Таким образом, система разрешающих уравнений статической 

теории упругости и термоупругости в перемещениях для изо
тропного линейно-упругого тела представляет собой совокуп
ность уравнений равновесия (1.4.16) и уравнения теплопровод
ности (1.4.17), Характерной особенностью этой системы 
является независимость уравнения теплопроводности от других 
разрешающих уравнений. Это позволяет рассматривать задачу 
статической термоупругости как задачу теории температурных 
напряжений при известном распределении температуры АТ 
внутри тела, установленной в результате решения уравнения 
теплопроводности (1.4.17) с учетом соответствующих граничных 
условий. Задачу термоупругости легко привести к  соответству
ющей задаче теории линейной упругости, если ввести фиктив
ные объемные и поверхностные силы

F t* = F i  — 3KaS7AT  и =  р}л>+ЗЛгаА7,5я,.

Тогда система разрешающих уравнений приводится к виду
vau<+ m V l (VeU« ) + f <*/G5=0. (1.4.18)
Статической задаче теории упругости и термоупругости соот

ветствуют следующие граничные условия: (1.2.1) на Si и (1.1.5) 
на 5 2, а на всей поверхности S

AT(S) =  ATS или dAT/dn\s =  — q/A. (1.4.19)
При постановке задач теории упругости и термоупругости в 

напряжениях за основные неизвестные принимают р, АТ", (о). 
Тогда исходная система уравнений и соотношений формируется 
из уравнений равновесия ( 1.1.6 ), уравнений совместности дефор
маций (1.1.3), уравнения теплопроводности (1.4.17) и физиче
ских соотношений (1.4.2). Как и в предыдущем случае, из урав
нения неразрывности (1.1.7) имеем p=po=const. Уравнение



теплопроводности (1.4.17) является независимым от других 
уравнений и соотношений исходной системы, а потому его реше
ние с учетом граничных условий типа (1.4.19) может быть по
строено отдельно, что позволяет в дальнейшем считать распре
деление температуры АТ внутри и на поверхности тела задан
ным.

Системе разрешающих уравнений статических задач линей
ной теории упругости и термоупругости для изотропного тела в 
напряжениях

соответствуют граничные условия (1.1.5) на S 2 и (1.2.1) на S b 
Граничным условиям в перемещениях на части Si поверхности 
можно поставить в соответствие граничные условия, записанные 
через компоненты тензора напряжений:

Рассмотрим общие теоремы динамической теории упругости 
и термоупругости, а также постановку соответствующих задач. 
При движении упругой среды следствием принципа возможных 
перемещений является утверждение, что работа внешних сил и 
сил инерции на вариациях перемещений равна вариации по
тенциальной энергии деформации:

Отсюда следует также закон сохранения энергии при адиаба
тическом процессе деформации

V j o 4 + f i = 0 ;

AjvAp“V/V*Ootv -  3 A'vA*Y V/V fto+

+ 2 0 oA ^a*¥V/'VftAr = 0 (1.4.20)

где  e \ f  =  0,5 (ViUJS + VjUis)-

jj (F t -  Pg l*d2ua/dt2)6utdV+ J  p ‘{n)6uidS  =  bU,
V

_d_
d<

v

Принцип Гамильтона для упругого тела характеризуется 
уравнением



которое показывает, что истинному напряженно-деформирован
ному состоянию соответствует экстремум действия по Гамильто
ну (здесь Ь = ( Е к—П) — функция Лагранжа упругого тела).

Следствием принципа возможных изменений напряженного 
состояния при движении упругой среды является утверждение, 
что истинному напряженному состоянию соответствует равенст
во нулю суммы вариаций полной дополнительной работы и ра
боты сил инерции:

V

гд е  R определена соотношением (1.1.15), a /?=(1/G)X
X

к
Теорема взаимности имеет место и при движении частиц 

упругой среды при деформации:

5 (F ‘ - Р « ') М К + J p ^ A S ^ F W V + ^ p l ^ u A S .  (1.4.21)
К S V S

Для динамических задач теории температурных напряже- \ 
ний принцип возможных перемещений определяется уравне- ' 
нием

(F l - 3 K a g V s 7  A T - p u i) d u ldV+ 
v

+  S (P[n)+3J<a b T n ‘) 6UidS=6U. (1.4.22)
s

Рассматривая то же упругое тело, находящееся под действием 
внешних фиктивных сил

F ^ F ‘ - 3 K a g ^ A T ,  rQV;

Р ^ п ^ Р и + Ъ К а А Т п 1, r€S2; 
u*iS=UiS , res, 

при ДГ=0, приведем уравнение (1.4.22) к виду

S (/?* , - p £ o e « i d v + $  Р1, {п)ь и А 8 = ь и .
V Ч

\ [Г2 (о)+(20/3/Г — 1) Г,а (сг)/3] dV.



Лусть вариации b u ^ v f i t —действительные, то гда  b U = { jb t
i уравнение

J {Fl — P g laua) b u f f i + J j tw b u f i S =
V S

^ b U S K a ^ b T g U b e t f l V  (1.4.23)

финимает вид

^ ( U + E ^ F ^ t i V + ^ p ^ v A S + Z K a  J  ATS7*v*dV
V S  V

я выражает основную энергетическую теорему теории темпера
турных напряжений.

Интегрируя уравнение (1.4.23) по времени в промежутке 
fo. . .  t, и принимая во внимание би ( ( г  , t0) =бы< ( г , f ,) = 0 , при
водим к уравнению

*l t t
6 J (U -  EK) d*=J ЪАМ+ЪКа J  АГg i]b e tJdV,

где b A = ^ F lbu t dV-\-<̂p l(n)b u ldS.
v

Обозначив

[ОГ2 (e)'j-(A' /6 — C?/9) Г,» (e)\ d H - 3  К  a  jj Д7Т, (,e ) dV,
v V

зацишем последнее уравнение в виде 
* 1

в J ( # —■£,) d*=$M d<. (1.4.24)
tQ tti

Интегральное уравнение (1.4.24) выражает обобщенный 
принцип Гамильтона теории температурных напряжений. Если 
внешние силы обладают потенциалом д, то

6Л = — ^ д 6и,=  - б д ,

а уравнение (1.4.24) принимает вид

б J (£ / + 0  - £ к) d*=0.

Пусть имеют место две системы причин и следствий, отне
сенные к упругому телу. К первой системе причин относятся 
внешние силы F\ р(п)‘ и температура АТ, следствием ее будут



перемещения и{; ко второй системе причин относятся внешние 
силы F*, p in)* и температура АТ, ее следствием будут переме
щения Применяя к физическим соотношениям (1.4.1) преоб
разование Лапласа и проводя известные в теории упругости и 
термоупругости выкладки, можно получить первую форму тео
ремы взаимности теории температурных напряжений:

/

 ̂ d t^  [о'-Чг, т)е1}(г, t  — %) — a4  (г, t  — x)e t j{r ,  x)]dV=
О У

t

=  — З К а   ̂dr  ̂[АТ (г, x ) e i J (r, t  — т) —
О V

- А Т  (г.  t - x ) e t J(r, t)J g4&V.
Применение интегрального преобразования Лапласа к урав

нениям движения с учетом однородных начальных условий и об
ратного преобразования Лапласа приводит ко второй форме 
теоремы взаимности теории температурных напряжений (урав
нениям Граффи):

t

 ̂ d t  ̂J/71 (/*, т)щ ( г ,  t  — x)—F l {г, t — x)Ui(r, x)] dK+
0 V

t I
+  S dTS И « ) ( г ’ T) M r ,  t  — x) — ~p{n){r, t - x ) u l ( r ,  x)]dS+

0 V 
t

+ 3 K a  J  d t  ̂ [ДГ (r, x) e tj (r, t - x )  — 
о v

- A T ( r ,  t - x ) e , j ( r ,  x)\g4dV. (1.4.25)
Обобщение принципа возможных перемещений приводит к 

формулировке вариационной теоремы термоупругости при варь
ировании деформаций, предложенной Био. Теорема состоит из 
двух частей. Первая основывается на принципе Даламбера

J вЩ e t j d V ^  ( F ' - p t t ' ) S M V ’+ 5 ^ ) 6ttid5, (1.4.26)
V V s

где вариации 6и{ и 8e i} считаем непрерывными произвольными 
функциями, независимыми от времени и согласованными с усло
виями, ограничивающими движение частиц тела. Подстановка 
в уравнение (1.4.26) физических соотношений термоупругости

о и =  2G{e i j+[ (K./6G— 1/3) е ^ ' - З Я а Д  772G]g, ,} 
и введение функционала

U —2G j  [ r 2(e) +  (/f/6G-l/3)r,a(e)]dVr 
v



в котором подынтегральное выражение — положительно опреде
ленная квадратичная форма, приводит к уравнению

6 £ / =  jj ( F 1 -  р « ' ) 6 и гс11/+ ^ р '(п)6 М 5 +
V S

+ Ъ К а .^ А Т ^ Ъ еч №. (1.4.27)
v

Во второй части теоремы используется закон теплопроводности, 
представленный соотношениями между тепловым потоком qi, 
температурой АТ и энтропией s,

qi — —AoViAT;

qiaVaqi = T s= 3K aT o gkle ki + c e A T,
где c e — теплоемкость при постоянной деформации. Для удоб
ства здесь используется функция с компонентами s = —g ‘“V ;# ai 
qi=TQHi, тогда

Т о Н  ( =  —  A<0V iA 7 ’ ;

-  TaglaV iHa=*SKaTogkle kl-\-ceA f .

Умножим первое соотношение на и проинтегрируем
по объему тела:

{ (ViA T+TQN M g ‘-6NadV=0.
V

Преобразовав интеграл с учетом второго соотношения, полу
чим уравнение

jj АТп!ЪНid S + (ce/7'0) J A r 6 A 7 W +
s V

+ (T 0/ h )  $ H i g ,abH ad V + 3 K a  J ATg^bei jdV^O.  
v v

Исключив интеграл ЗЛ^а  ̂A T g iib e lf W  с помощью (1.4.27),
v

приходим к окончательной форме уравнения вариационной 
теоремы:

6 ( t/ + P + D )= (j (F‘ -  p«0 bu l&V+ J  p\n)t>u,dS -
V s

— ^ A T n^H idS ,  (1.4.28)



виси\.
peu,^ входят температурный потенциал Р  и функция дисси- 
дв>.(ии D:

* 1  Р={Се/2То) jj (ДГ)2dV'; Г )= (Г0/2Х0) J ^ Н ^ А У .
S V V

/ При адиабатическом процессе деформирования ДГ =  
=  — v\TXgiJe i j ,  а уравнение (1.4.27) принимает вид

и выражает принцип Даламбера для динамической теории уп
ругости, где

UW =  j  2 G(e)[ r s ( е)  .+ (3/С(а)/2 G(a)- 1) Г ,2 ( е)  /3]d У; 
v

G(a), К (а )  — адиабатические упругие постоянные.
Полагая вариации 6щ, 6Я,-,. . . ,  совпадающими с действи

тельными приращениями бы,= у/б̂ , 6Я< = Я«6  ̂= — (Л0/Г0) V /ДГ- 
бt , . . . ,  и подставив их в (1.4.28), получим уравнение, определя
ющее основную энергетическую теорему термоупругости:

- ^ + f/+ P )+ xT=  jj p [nlv , 6 S + ^  J  AT  dS,

V s 0 s

где

■£*=0,5р J v ‘v ,dV;  хт= Ь = А 0Г „ J ( j -  V A T ) 2 йУ  =
V V

Пусть к изотропному упругому телу приложены две систе
мы причин

Pin). Q, a Ts y, f = { F l , ~p{n), Q, Afs}, 
которым соответствуют следствия

С=(м;, ДГ}; C={u, АТ}
при однородных начальных условиях. Применив к уравнениям 
движения, уравнению теплопроводности и физическим соотно
шениям преобразования Лапласа и проведя известные выклад
ки, получим уравнение взаимности термоупругости

грс к  <1У  ̂[Z7* (г, t — т) d u t (г,  х)/дх — 
i v  о

— F l (r, t  — x)dUi(r,  x)/^T]dT-f



+  5 dS  ̂ [p\n) (r, t — x) d u t (r , x)/d i
5 0

— p\n)(r, t  — x)du l {r, x)/<?x]dt

- f x  \ dS \ [ ATs (r , t — x) dAT (r , x)/dn

— ATS (r , t -  x) dAT (r, x)/dn\ dx}. (1.4.29)

При постановке динамических задач теории упругости и тер
моупругости в перемещениях исходная система уравнений и со
отношений формируется из уравнения неразрывности (1.1.7), 
уравнения движения ( 1.1.8 ) ,  уравнения теплопроводности
(1.4.3), геометрических (1.1.4) и физических (1.4.1) соотноше
ний. Процедура построения системы разрешающих уравнений 
сводится к подстановке геометрических соотношений (1.1.4) в 
физические (1.4.1), в результате чего компоненты тензора на
пряжений (а)  выражаются через компоненты вектора переме
щений и  в форме (1.4.15). В уравнения движения (1.1.8), пред
ставленные в виде

подставим соотношения (1.4.15) и получим уравнения движения 
изотропного линейно-упругого тела в перемещениях:

V 2u,- + т V/ (Vaua) — (3m— 1) а'V /Д Т+ F,/G = Ui/as2, (1.4.31)
где a s =  (G/p) I/2— скорость распространения волны сдвига в 
упругом теле.

Уравнения (1.4.31) необходимо дополнить уравнением не
разрывности

Система разрешающих уравнений (1.4.31) . . .  (1.4.33) состо
ит из пяти уравнений, содержащих пять неизвестных р, AT, ut. 
Характерной особенностью полученной системы является неза-

g a/'V a< Jii+F i = p u i , (1.4.30)

p +  V;(pU‘) =0 
и уравнением теплопроводности 

росД Т = AV2AT.

(1.4.32)

(1.4.33)



юсть уравнения теплопроводности (1.4.33) от других раз
дающих уравнений, что позволяет рассматривать задачу о

ижении изотропного линейно-упругого тела как чисто дина- 
ическую при известном распределении температуры в теле, 

система разрешающих уравнений чисто динамической задачи, 
составленная из уравнений (1.4.31) и уравнения (1.4.32), содер
жит четыре неизвестные величины р, щ. Начальные условия для 
системы разрешающих уравнений при i = to следующие: ы; = 
~и°\ Vt^Vi0; р=р„; А7’=0. Граничные условия могут быть за
даны различно; в виде (1.2.1) на S i ; в виде (1.1.5) на S2 и в 
виде p = ps и (1.4.19) на поверхности S.

Если упругое тело несжимаемо, то
<yi)—<jgij + 2G (вц—ak T g i j ) ,  

а уравнения движения принимает вид

V 2u,+At  (cr/G—2аД Г) + F tfG = Ui/as2.
Если их дополнить условием несжимаемости

V pue—ЗаДГ=0
и уравнением теплопроводности (1.4.33), то в результате имеем 
систему из пяти разрешающих уравнений относительно пяти не
известных а, А Т, ut.

Динамическая задача термоупругости сводится к соответ
ствующей динамической задаче теории упругости, если ввести 
фиктивные объемные и поверхностные силы:

F * —F i  — 0 (3 п г  — l) «V iA 7 ';
/>*(л)=/4я)+ 0 ( З т . - 1 ) а Д Г 5я г. (1.4.34)

Система разрешающих уравнений принимает вид

^ U i + m V d V k U ^ + F i * / 0 = щ / а 1 \
(1.4.35)

Р+ V/ (ри')=0; Ау2ДТ -  рГ0УаМ*=Ро^АГ

и интегрируется с учетом приведенных выше начальных и гра
ничных условий, причем динамические граничные условия долж
ны быть представлены в форме

[ (ViUj+VjU,)+(m — \) VkUkg i j ] s t i J=p*w/G .  (1.4.36)

При постановке динамических задач теории упругости и тер
моупругости в напряжениях исходная система уравнений и соот
ношений должна включать: уравнение неразрывности (1.1.7), 
уравнения движения ( 1.1.'8 ) , уравнения совместности деформа
ций (1.1.3), уравнение теплопроводности (1.4.3) и физические 
соотношения (1.4.2). Исключая с помощью физических соотно



шений компоненты ец  тензора деформаций, запишем уравнения 
совместности деформаций в виде

—g ^ A ' v A ‘ Yv,V *3a+2G aA 'vA ‘ YViV*A7,= 0 , 

а уравнение теплопроводности в форме
p0cA7"’= A v 2A2n — За Т 0 [cr+G (3 m, — 1) аД2^].
В итоге получим систему разрешающих уравнений динами

ческой теории термоупругости

P+V|(P®')=0'. Р
р0сАГ = A V 2A7’ —ЗаГ0 [a-\-Q(3rn — 1)аА7; ]; 4

^ A ‘ “V ,V * o „ Y - ^ i A 'v A ‘ v V /V * 3 a +

+2G«A'VA*V V iV *A r= 0.

При ДТ=0 имеем систему разрешающих уравнений динами
ческой теории упругости.

Для несжимаемого линейно-упругого тела физические соот
ношения имеют вид

<?,•/= (сг;/—erg;/) /2 G + aATgn,
а уравнения совместности деформаций (1.1.3) записываются в 
форме

AevAp“ V/V a К г  — а^ау)+20аЛбУЛз¥ V/V *A r= 0.

Система разрешающих уравнений динамической теории тер
моупругости содержит уравнения

V*(P®')=0; pvl= V jO lJ' + F ‘ ; p0cA7’+ 3 a 7 > = A v 2A7’ ; ^
A6YAp“V/V* K v  — ag‘«v)+2GaAftVApY V/V *A r= 0.

При A7=0 имеем систему разрешающих уравнений динами
ческой теории упругости.

Разрешающим уравнениям соответствуют при t = t 0 следую
щие начальные условия: р=р0> ■г>/=ту0/, а"=сг^, ДГ=А7'о, 
а также граничные условия (1.2.1) на поверхности 5! и (1.2.3) 
на S 2■ Граничным условиям в перемещениях на части S t 
поверхности соответствуют соотношения

(S ) - °«е (S) £ * ^ = 2 0  {е$) - аДГ { S ) g tJ).

Итак, поставлены задачи теории упругости и термоупругости, 
записанные как в перемещениях, так и в напряжениях.

При наличии конечных деформаций в упругом теле, полагая



в первом приближении справедливыми физические соотношения 
GU=2G[eit— (3K/2G—l ) e g , i —(3K/2G)aATgij\ (1.4.39)

и геометрические соотношения
е,, = 0,5 (У ,ы ,+ V jm4+'V 4«*V }uh, (1 .4.40)

ч •  *
построение системы разрешающих уравнений динамической тер
моупругости в перемещениях проводим в следующем порядке. 
Подставляя геометрические соотношения (1.4.40) в физические 
(1.4.39), получаем

o t j =  G [ { V t U j + V j U i )  +  ( m — 1)  V a u ag .{j—  ( 3 m — 1)  осЛ 7 g u ] +

+  G[V tuK'V jUk+  0,5 ( m - 1) V T V Tu*g«].
Подстановка найденных физических соотношений в уравне

ния движения, представленные в виде
p d v i/ d t = g 3a'Vao ij+ F i,

приводит к уравнениям движения в перемещениях
V ^ i+ m V , ('Vaua) — (3m—l ) a V tAT+[g )aVa (А , № , и к) +
+0,5 ( m - l )  V 4 (V #« V TV Tu*) ]+ / У  G= (1 /а/) d v t/dt, (1.4.41)

которые следует дополнить уравнением неразрывности
dp/dH-V4(pi>,)*=0 (1.4.42)

и уравнением теплопроводности
росдД T/dt= A V 2A7—3$T0de/dt, ( 1.4.43)

где е= (1/3) (V i« ‘+ 0 ,5 V i« ftgi/V/Uft).
В результате приходим к нелинейной системе разрешающих 

уравнений (1.4.41) . . .  (1.4.43), включающей основные неизвест
ные р, АТ, ы4.

Этой системе соответствуют следующие начальные условия 
при t —t0: Ui = Ui°; V[ = Vi°; р = ро; АТ=АТ0, и граничные условия
(1.2.3) на Si, (1.1.5) на S 2, а также p = ps и (1.4.19) на всей по
верхности 5  тела.

При АТ=0 система разрешающих уравнений соответствует 
динамической теории упругости при наличии конечных дефор
маций, а при Vi = 0 — статической теории упругости и термо
упругости.

Приведенные системы разрешающих уравнений теории упру
гости и термоупругости предполагают, что упругое тело 
изотропное.

1.5. Пластичность и ползучесть

Теория пластичности изучает изменения геометрического и 
механического состояния упругопластического тела при его де
формации, т. е. характеристики напряженно-деформированного



состояния упругопластического тела. Свойство пластичности 
проявляется при достаточно высокой интенсивности внешних 
воздействий, когда деформируемое тело при снятии внешних 
воздействий не возвращается в свое естественное состояние 
(имеются остаточные деформации), т. е. изменяются форма и 
объем тела.

В общем случае деформированное состояние упругопласти
ческого тела описывается тензором деформаций (е) и тензором 
скоростей деформаций (е), а его напряженное состояние — тен
зором напряжений (о). Компоненты тензоров определены зави
симостями, подробно рассмотренными в п. 1.1. Связь между 
характеристиками напряженного и деформированного состоя
ний упругопластического тела устанавливается физическими со
отношениями, вид которых определяется характером процесса 
деформации.

Процесс деформации будет активным (именуется нагруз
кой), если выполняется условие e ( (t2) при Про
цесс деформации будет пассивным (именуется разгрузкой), ес
ли выполняется условие 6/(̂ 2) при t2>t\,  т. е. с тече
нием времени интенсивность деформаций е,- не увеличивается.

При нагрузке определяющие уравнения моделей упругопла
стического тела устанавливаются с помощью постулата изотро
пии  Ильюшина,  согласно которому зависимость о ( е )  можно 
представить в виде

d < 3 = N d e - ( N - P ) e- ^ - v ,
° м

где  AT{le , q e)\ | d e  \=dle= V d D ‘i ( e )dD i ,{ e ) ;  P ( t e , q e); q e =  
= e  • de/{3dle) = D 4 (e) d D "  (e)/(3d l e )\ Э= V  D l} (e) D "  (e)

или в виде

de =  -L-d* +  (1.5.1)

где N (I a, qa)', P { l0,qa)\ \d<3\=dla = V d D ii ( a ) d D i l {o); qa =  
=  a • d<j/(ad/0) =  D  (a) d D i} (a)/(aiMd/a).

Отсюда, в частности, следуют определяющие уравнения де
формационной теории

о = З К ( е —аД Г); Dtj(a) = (2ai/3e,)Dij(e) (1.5.2)

и обратные определяющие уравнения
е=сг/3/С+аДГ; Д ,  ( е)  = (Зе,/20 ,) Dt, ( а ) , (1.5.3)

куда входят величины 2cr,y3e; = 2G(1—со); Зе,/2ст,= (l+q>)/2G.
Функция пластичности Ильюшина <в(е,) и функция пластич-
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ности Хенки <р(а,) связаны между собой зависимостью <р = 
= <в/(1—со), причем 0 ^ ш < 1 ;  dw/dejX). Функция пластич
ности о)(ег) определяется по диаграмме аДе;) (рис. 1.1) соглас
но формуле

<о(е,) =MiM/MiM2= (3 Get—a,)/3G£,-.

Определяющие уравнения (1.5.2), (1.5.3) деформационной 
теории справедливы при простом нагружении, когда направля
ющий тензор деформаций остается неизменным с течением вре
мени (траектория нагружения — прямая линия). В этом слу
чае имеет место теорема Ильюшина о  простом на гр уж ении :  для 
того чтобы направляющие тензоры деформаций были неподвиж
ны во всех точках тела произвольной формы при действии про
извольных внешних сил, возрастающих по мере их приложения 
пропорционально общему параметру К, достаточно, чтобы зави
симость ai{ei) в рассматриваемом диапазоне деформаций ( е / ^  
^ е ^ е " )  могла быть представлена в виде о; = АеД где А и 
к  — произвольные постоянные, а зависимость а ( е )  была заме
нена условием несжимаемости е=0. Иначе говоря, справедливо 
утверждение: деформационная теория дает правильные (согла
сованные с опытом) результаты тогда, когда процесс нагруже
ния тела является простым (внешние силы, действующие на те
ло, возрастают пропорционально общему параметру). При 
сложном нагружении определяющие уравнения (1.5.2) или
(1.5.3) справедливы в том случае, если траекторией нагруже
ния будет гладкая непрерывная кривая малой кривизны. Опре



деляющим уравнениям (1.5.2), (1.5.3) соответствуют физические 
соотношения

оц  = 2  G[ea +1,5 (m— 1) eg,/— 1,5 (т —1/3) а Д Tgij\—
—2G<o(eil—e g u ),

(1.5.4)
вц=  (l/2G)[<r,7 (m— l ) 3a g i j/ (3m— 1) + 2GaATgu]+
+ ф(сг(/—agn)/2G.
В основу теории пластического течения положен постулат 

пластичности Ильюшина,  который утверждает, что на произ
вольном замкнутом по деформациям изотермическом процессе 
работа напряжений неотрицательна:

/l = ;a ° 'd e i3> 0 .
Работу напряжений А можно представить в виде

/(Т‘Ме,7= 3 § <xde+ § о -d e  ,
е е

однако ade = 0 , поэтому 
8

•fal7de,y =  фа-de .
е

Для замкнутого по параметрам состояния (х процесса из 
термодинамического соотношения

o iid z i f= p0dF-\-W*dt
имеем

Л„= # o ‘/de,y= § W * d t ^ 0 .
|Д ц

Так как  0 , то $ d/7(|u) = О, однако отсюда не следует
I*

справедливость утверждения постулата пластичности, посколь
ку компоненты е,/ при пластическом деформировании не явля
ются параметрами ц,. Процесс замкнутый по е,/ не замкнут по 
ц, а потому А^ФА. Полагая ц = е (е) и W * d t = a - d e i'p'> при Т — 
= const, имеем cr=2Ge(p>, a - d e  (р>^0.

Определяющие уравнения теории пластического течения сле
дуют из соотношения (1.5.1) при N=2G,  когда Р  зависит от на
пряжения а  и пластической деформации или работы напряже
ний на пластических деформациях Э(р>= V О ц ( е р) О ц ( е р) . 
Тогда

е =  а/ЗК  +  аДГ; D 0 (e') =  £>г,(ст)/20 +  ADiy(o). (1.5.5)
Для идеально пластической среды при выполнении условия 

пластичности Мизеса a t =  aT имеем
i  =  ( 3 / 2 a T2) Лр =  (3/2 a T2) D "  (a)



а для среды с изотропным упрочнением (Лр =  Ф (т*) =  Ф(ог))

А =  (4/Зтг2) ф' (Т{) Т/ =  (2 К2/<тг2) ф' (аг) а г.

Определяющим уравнениям (1.5.5) соответствуют физи' 
ческие соотношения

е*/, =  e j p  +  A (al}—ag^) =

=  ~2СГ [ а<-/— Зяг—■ 1 ’ 2GaATgi jJ + А (р^  ОД/)- (1-5.6)

Тепловое воздействие, приложенное к упругопластическому , 
телу, характеризуется распределением температуры, подчиняю- i 
щимся уравнению (1.1.9), а при малых деформациях — уравне- ! 
нию (1.4.3). Таким образом, имеем систему уравнений и соот
ношений, необходимую для постановки задач теории пластич
ности и термопластичности.

Определяющие уравнения разгрузки для упругопластическо
го тела устанавливаются в соответствии со следующими сооб
ражениями. Поскольку интенсивности упругих и пластических 
деформаций обладают свойством аддитивности, можно считать 
истинную диаграмму о«(е«) эквивалентной диаграмме растяже
ния образца не только при нагрузке, но и при разгрузке. Если 
принять, что с некоторого значения ai (M)  в точке М  диаграммы 
ст;(е;) (рис. 1.2) интенсивность напряжений стг начинает убывать 
ffi(Af)«r/(Af), то разгрузке отвечает прямая ММ.', параллель
ная начальному линейному участку ОА диаграммы, т. е. спра
ведливо соотношение Да, = 2бДе;.

&1(М) ______________ - J t — —

б р

6 \(М)

L \  А  1 , .

Рис. 1-2. Д и агр ам м а  нагрузки  и разгрузки



Определяющие уравнения разгрузки имеют вид ,

Аа=ЗК(Ае—аДГ); ДД7 (ст) =2GADl7 (e) (1.5.7)
или

Де=Д0 /3/С+аД7;; ДД-/(е) = ADij(o)/2G,
~ ~ ~ '-J 

где Д а = а (М )—а (АТ); Де = е(Л1)—е(Л1); АТ=АТ(М)—гАТ(М).  
Из рис. 1.2 также следует, что Дсг,=сгг(М)—сг,(М); Де,=
= e i ( M ) - e i (M).

Определяющим уравнениям (1.5.7) соответствуют физиче
ские соотношения

Д (Гу = 2 б[Д е ц + 1,5 (m— 1) Aegi j— 1,5 ( т —1/3)«Д Т £;/],
(1.5.8)

Aei j=( l/2G)[Aoij—(m—l)3Aogi i/(3m—l)+2GaATgu] .

Компоненты характеристик напряженно-деформированного 
состояния тела, отмеченные знаком Д, должны удовлетворять 
геометрическим соотношениям (1.1.4), уравнениям совместности 
деформаций (1.1.3), уравнениям равновесия на поверхности
(1.1.5) и в объеме (1.1.6) или уравнениям движения (1.1.8), 
уравнению неразрывности (1.1.7), в которых необходимо заме
нить е  на Ае, и  на Ди, р на гДр, а  на Дст, F на AF, v  на Ду, а так
же уравнению теплопроводности ДрСДГ=ЛУ2Г и физическим 
соотношениям (1.5.8).

Приведенная система исходных уравнений и соотношений, 
■записанная относительно неизвестных со знаком Д, является 
полной и соответствует задачам теории упругости и термоупруго
сти, рассмотренным в п. 1.4. В результате приходим к важному 
утверждению: вектор перемещений частиц среды тела в некото
рый момент процесса разгрузки и  (М ) отличается от вектора 
перемещений в момент начала процесса разгрузки и (Л1) на 
вектор упругих перемещений А и ,  который возник бы в теле, 
если бы в естественном состоянии к нему были приложены 
внешние объемные Д F  и поверхностные Д р  <п> силы, а также 
температура АТ, соответствующие указанным моментам.

Следствием этого утверждения является теорема о б  остаточ
ных напряжениях ,  д еформациях  и п е р ем ещ ен и ях  при полной 
разгрузке: если для тела решена задача теории пластичности, а 
заданным внешним силам F  и /?<„> соответствует истинное со
стояние А и если для тела решена задача теории упругости, а 
тем же внешним силам соответствует фиктивное упругое состоя
ние Л(е), то в результате полной разгрузки тела вектор переме
щений, тензор деформаций и тензор напряжений остаются рав
ными разности соответствующих характеристик в истинном и



фиктивном состояниях, причем остаточный тензор напряжений 
в результате разгрузки вторично не выходит за пределы упру
гости. Таким образом, имеем систему исходных уравнений и со
отношений, необходимую для постановки задач теории пластич
ности и термопластичности при разгрузке тела.

Д ля описанного упругопластического тела справедлив, по
с т у л а т  устойчивости Друккера,  который утверж дает:

а) если ot}— напряженное состояние на поверхности плас
тичности, которому соответствую т скорости пластической 
деформации ej^K то для всех безопасных и допустмых 
напряженных состояний имеют место соотношения 
( o u - o f c )  г\р) >  0 , [ а ч - ofa)  ё#> > 0 ;

б) если Otj — скорости изменения напряжений, которым со
ответствую т скорости пластической деформации ejp, то 
oVejp) >  0 ;

в) поверхность пластичности выпукла и характеризуется 
уравнением / (а" ) =  0 .

Если принять аЧ =  а ^ у  то из постулата Друккера следует 
критерий устойчивости деформирования за пределом упругости 
в общ ем  случае напряженного состояния dcriyde(p> >  0. Если 

т о величина ail— °{}a) может быть сколь угодно 
больше dаЧ и тогда из постулата Друккера следует соотно
шение (o,J — d e ^ > 0 .  Отсюда получаем неравенство 
а гМе<р> >  cr^def^), которое выражает математическую формули
ровку принципа максимума работы пластической деформа
ции : при любом заданном значении компонент приращения 
пластической деформации приращение работы пластической 
деформации аЧde<j> имеет максимум для действительного на
пряженного состояния по сравнению со всеми возможными на
пряженными состояниями, удовлетворяющими условию / ( о ^ ) < 0 .

Поверхность S Q ограничивает область Q упругих состояний 
тела в пространстве напряжений (рис. 1.3), а ее точки соот
ветствуют пределам упругости или пластичности. Эта поверх
ность имеет следующие свойства: а) она замкнута, но в некото
рых направлениях может простираться до бесконечности; б) не 
проходит через начало координат, и любой луч, выходящий из 
начала координат, пересекает ее не более одного раза.

Тело, для которого поверхность S Q фиксирована, называется 
идеально пластическим. Д ля идеально пластического тела ха
рактерна диаграмма а,(е») (рис. 1.4) и справедливо равенство 
сг‘7ер =  0  для всех скоростей изменения напряжений и скоро
стей пластической деформации.

Если поверхность текучести регулярна в окрестности точки,



$

ь /  \ ____ ^

Рис. 1.3. Поверхность текучести

то она может быть описана уравнением f (a ii)= 0 ,  а скорости 
пластической деформации подчинены соотношениям е / / '  =  
—Xdf/dai{, где

Я =  0 , если 0  и / =  (dffdaif)a if< 0 ;
Х^О ,  если / = 0  и / = 0 .

Здесь функция f  играет роль потенциала скоростей пластиче
ской деформации и называется пластическим потенциалом.

Упрочняющееся упругопластическое тело характеризуется 
тем, что для получения отличных от нуля приращений пласти
ческих деформаций необходимо увеличение напряжений выше 
предела текучести. Поверхность пластичности S Q такого тела, 
именуемая поверхностью нагружения, может изменяться при 
изменении напряженного состояния. Точки поверхности, при
надлежащие вектору о действительного напряженного состоя
ния, называются точками нагружения. Д ля регулярной поверх
ности нагружения направление вектора скоростей пластической 
деформации должно совпадать с направлением внешней нор
мали к поверхности S Q. Пропорциональное возрастание скоро
стей изменения напряжений влечет за собой пропорциональное 
возрастание скоростей пластической деформации, а потому

е(р) =  0 , если / < 0  и /  =  ( д / / д а г' ) а ^ <  0 ;

е(р) — h (d f / д oiJ), если /  =  0  и /  >  0 ,

где h > 0 — функция упрочнения.
В общем случае состояние упрочняющегося упругопластиче

ского тела характеризуется совокупностью параметров вц, АТ,

Рис. 1.4. Диаграмма нагрузки 
для идеально пластического тела



8</ > %i> ki, где Xi — параметры упрочнения, связанные с оста
точными деформациями неголономными связями; £<• — констан- ( 
ты среды.

Пусть процесс деформирования — изотермический (Т=
=  const), тогда поверхность нагружения определяется уравне
нием / ( с 17, гц'* , %i, ki )=  0. Процессы нагрузки и разгрузки 
определяются следующим образом. Если напряженное состо
яние принадлежит поверхности S Q и приращения напряжений 
До приводят вектор о внутрь области Q, то процесс является 
разгрузкой (рис. 1.5, а ) . При этом de / у) =  0; d%;=0 ; d'f  =
= (dffda‘>)daij. Если приращения напряжений До таковы, что , 
конец вектора о в любой момент времени остается на фиксиро- . 
ванной поверхности Sq  и пластические деформации не изменя
ются, то нагружение является нейтральным (рис. 1.5,6) и 
d e ;; ' = 0 ; dxi =  0; d ' f = ( d f / d a ii)daii=0.  Если же приращения 
напряжений До сопровождаются приращением пластических де
формаций, то процесс называется нагрузкой (рис. 1.5,в). Про
цесс нагрузки связан с изменением поверхности Sq:  de;/*  # 0 ;  
dx,=#=0 ; d ' f= (d f /d a ii)d<jii> 0 ,  причем

V - ■ &  а *

d у^ =  A\i)ds,\f =  B(k)d' f .

Введенные понятия разгрузки, нейтрального нагружения, 
нагрузки согласуются с ранее данным определением разгрузки 
и нагрузки, устанавливаю т ограничения на свойства упрочня
ющегося упругопластического тела, находятся в полном соот
ветствии с физическими соотношениями (1.5.4) и (1.5.6) при 
нагрузке и (1.5.8) при разгрузке.

Работа компонент тензора напряжений (о), совершаемая 
при переходе элемента тела единичного объема из естествен-

Рис. 1.5. Процессы разгрузки (о), нейтрального нагружения (б) 
и нагрузки (в) в пространстве напряжений



ного состояния О в деформированное состояние М, опреде
ляется интегралом

и называется удельной энергией деформации. Подынтегральное 
выражение есть полный дифференциал, т. е. Ф зависит только 
от начального и конечного состояний, а потому

Следовательно, работа внутренних сил Ф будет потенциалом 
напряжений

Удельной потенциальной энергией деформации называется 
та часть работы внутренних сил, которая будет возвращ ена 
элементом среды при полной разгрузке, она равна работе ком
понент тензора напряжений (с) на компонентах тензора упру
гих деформаций (е(е>):

где Ф(р) — необратимая часть работы внутренних сил.
При неполной разгрузке остаточная удельная потенциаль

ная энергия деформации

Энергия деформации тела, потенциальная энергия деф ор
мации и остаточная потенциальная энергия деформации опре
делены соотношениями

М  е и

Ф =   ̂ а1Ч1е^= alJdei}
о о

ф<е> = 0 , 5 0 ^  =  l,5ae<«> +  ateje), 
но о, =  3Gejeh а 0  =  3Ке^е\  поэтому

фМ _  ф _  ф«> _  -Jg- ^(Дс,)! +  Щ .  (До)!].

[ W  +  I f  (4«)>].



£ /<e)= j j  Q(e)d V = (1 /3 G ) ^ (ap-\-bQrfl/2K)<SV',
к v

£/0= J  ®0d V = ( l/3 G )  jj [(Aa,)2+ 3 G (A a)2 /2 /q  dV.
V  V

Принцип возможных перемещений для упругопластического 
тела характеризуется вариационным уравнением

(1-5-9)
V  S 2

гд е  £ /= ^ ® d l 'r; 0==2G {(1 — ю)Г2(е)+  [0 ,5 (/re— 1)+ю/3]Г12 (е) —

— 1 ,5 (д а -1 /3 )а А 7 ’Г1 (в)}.
Уравнение (1.5.9) можно привести к виду (1.1.13), который 

указывает, что функционал Q принимает экстремальное значе
ние, причем экстремум будет минимумом, так  как fi2Q > 0  — 
положительно определенная форма. Это соответствует теореме
о минимуме полной потенциальной энергии тела при деформа
ции. При отсутствии объемных сил и при заданных перемеще
ниях на всей поверхности S уравнение (1.1.13) переходит в 
уравнение (1.4.4).

Величину
м at е1

Ф = е г/ т ^ =  jj e td<тг= а гг г —  ̂ atdei
0 0 о

назовем удельной дополнительной работой деформации, к о т о 
рая представляет собой потенциал деформаций е ^ —дФ/дсг1’; 
ег=дФ/да{. Принцип возможных изменений напряженного со
стояния для упругопластического тела характеризуется ва 
риационным уравнением

6# = ^  tiisnfiaU&S,
s

г д е  eijdli6V  — дополнительная работа деформа-
V  V

ции тела, причем

ф = 2̂  {о ■+*>Г* (° ) -  р ё ^ Г '+ 'Р ]  Т  Г> (° )+ 2 0 а А Г Г 1 (о)}.

Вариационные уравнения можно записать в виде (1.1.16), 
который указывает, что функционал R принимает экстремаль
ное значение, причем экстремум будет минимумом и 62Ф > 0 , 
что соответствует теореме о минимуме полной дополнительной



работы тела при его деформации. Если поверхностные силы 
Р(П)* приложены на всей поверхности S тела, то уравнение 
(1.1.16) принимает вид (1.4.5).

В теории пластического течения имеются дополнительные 
вариационные теоремы, для формулировки которых необходи
мы дополнительные определения. Распределение скоростей из
менения напряжений о ^ ’ в упрочняющемся упругопластиче
ском теле назовем статически возможным, если оно удовлетво
ряет уравнениям равновесия V ja ij+ , / ', =  0 и граничным усло
виям (1.2.3) на части S 2 поверхности. В идеально пластическом 
теле статически возможное распределение скоростей напряже
ний должно удовлетворять дополнительному условию

f = ( d f / d e U ) 6 ‘J < 0 ,

так как тело не может воспринимать напряжения, превосходя
щие предел текучести а т. По заданным a[i) при данных ai}, 
e \ f  и Xi с помощью формул

(д / /даЧ)  (1.5. Ю)

если / = 0 ;  f = (д  f  / д(Р$) сг1̂  > 0  и

если / < 0  или / = 0 ; / < 0 , можно определить компоненты 
тензора скоростей деформаций е{^; при этом функция упроч
нения

Д ля произвольного статически возможного поля напряжений 
скорости деформаций несовместны.

Поле скоростей деформаций назовем кинематически
возможным, если оно может быть определено соотношениями
( 1. 1 .2 ) для поля скоростей удовлетворяю щ их граничным
условиям (1.2.2) на части S , поверхности. П о компонентам 

при данных ai!, e f f  и Xi из обращ ения формул (1.5.10) 
определяют соответствую щие компоненты ои . Д ля произ
вольного кинематически возможного поля скоростей д еф о р 
маций изменения напряжений h l̂k) не удовлетворяю т уравне
ниям равновесия и граничным условиям на части S 2 поверх
ности тела.

Перейдем теперь к формулировке вариационных принципов



ш м п ж н н К° Гп течения, основанных на использовании принципа 
х перемещении, характеризуемого соотношением

jj aVe/yd K =  J / , |®Jd K + J aVtijVidS,

1 ! ДпЛ1 ВЫМ ДЛЯ действительных о*1, и vt. Этим принципам 
можно поставить в соответствие функционал

м “нимУма для скоростей изменения напряжений 
утверждает: абсолютной минимум функционала

^ aJ ^ d V - J  hUa)n.VlSdS,

определяемого для всех статически возможных распределений 
скоростей напряжений 0(а)3, отвечает действительному распре
делению скоростей изменения напряжений о'7, т. е.

Принцип максимума для скоростей деформаций утверждает: 
абсолютный максимум функционала

Г (*) =  - 0 , 5   ̂ p[n)̂ S ,
V  V St

определенного для всех кинематически возможных распреде
лений скоростей деформаций е ^ ,  отвечает действительному
распределению скоростей деформаций etJ и соответствующих 
ему скоростей <plt т. е. W > W (k ) -

В теории пластичности общих экстремальных принципов для 
напряжений и деформаций нет, так как напряженно-деформи
рованное состояние упругопластического тела зависит от исто
рии нагружения, но, если в теле задано распределение пласти
ческих деформаций, то для распределения напряжений и де
формаций формулируются экстремальные принципы.

Будем считать пластические деформации заданными 
Распределение напряжений а1̂  назовем статически возможным, 
если оно у д овл етворяет  уравнениям равновесия ( 1.1.6 ) и гра
ничным условиям (1.2.3) на части S 2 поверхности. Поле де
формаций назовем  кинематически возможным, если оно 
определено соотнош ениям и (1.1.4) для поля перемещений 
u\k\  удовлетворяю щ их граничным условиям ( 1.2 . 1) на части 
i»! поверхности. Очевидно, поле упругих деформаций «)<*)== 
= e f )  — кинематически возмож но, ему соответствуют
напряжения где Л ‘;“р= Л г/ар —компонен



ты тензора упругих констант среды. Для идеально пластичес
кого тела нельзк произвольно задать пластические деформ а
ции, так как они должны быть такими, чтобы напряжения а1} 
нигде не превосходили предел текучести.

Запишем принцип возможных перемещений в виде

0,5 ^ -A/yapa*''c'IPdV'+^ a ^ e ^ d V  — { oiJnJuiSd S =  
v  v s ,

= 0,5  J oVe <.p)dV+0,5 J dlAf 0,5 jj p ^ d S  -
V v s ,

- 0 ,5  jj o iJi i j t i isdS= —0,5 J a 4 { e 4 - e \ f ) d V +
S .  V

+  jj F ^ i d V + ^ p ^ U i d S ,
V  S J

где левая часть равенства есть функционал Q.
Принцип минимума для напряжений утверждает, что абсо

лютный минимум функционала

Q(a)= 0 ,5  ^ ^ « p o ^ a ^ d K + j j  a[>a)e\p?dV - ^ o ^ r i j t i i s d S ,
V  V  S i

определенного для заданных пластических деформаций e \ fn  
всех статически возможных распределений напряжений a \ f  , 
отвечает действительному распределению напряжений а т. е.

Принцип максимума для деформаций утверж дает, что аб
солютный максимум функционала

£!,»,— 0,5 J А'** ( « } » - « ! ? )  (« $ --< { > )  A V +
V

+ \ F ‘u f ) d V + ^  p{n)u ^ d S ,
V S ,

определенного для заданных пластических деформаций е\ ^я  
всех кинематически возможных распределений деформаций е\*\ 
отвечает действительному распределению деформаций ец и со
ответствующих ему перемещений ы(, т. е.

Упрочняющемуся упругопластическому телу при граничных 
условиях ( 1.2 . 1) на Sj и (1.2.3) на S 2 поставим в соответствие 
геометрически равное упругое тело при тех же граничных 
условиях, которое назовем фиктивным. Его тензор напряже
ний (о<е>) имеет компоненты о}*>; соответствую щ ие ему упру
гие деформации ejj)=Aijaport совместны, а их перемещ ения 

связаны с компонентами тензора деформаций форму-



лами (1.1.4). Д ля упрочняющегося упругопластического тела 
напряжения и деформации можно представить в виде суммы 
аи = а ^ + в и  и причем ст  ̂—остаточные напряже
ния, которые самоуравновешены и удовлетворяют на части 
S 2 поверхности граничным условиям cr^ (S )= 0 . Остаточные 
деформации e°lf совместны, им соответствуют остаточные 
перемещ ения мг°, удовлетворяющ ие на части 5 t поверхности 
граничным условиям Ui°(S)—0. Разность е ^ — е ^  определяет 
упругие остаточные деформации, которым соответствую т 
остаточные нацряжения

Действительным остаточным напряжениям соответствует 
функционал

Р = 0 ,5  J IK + jj o‘0Je\?dV.
V  V

Д ля остаточных напряжений справедлив принцип мини
мума: абсолютный минимум функционала

Р (а, =  0,5 jj A tĴ o l0(a)a-fa)d l^ + J  oVa)e\ f6V.  
v v

определенного для всех заданных пластических деформаций 
и для всех распределений статически возможных оста

точных напряжений оЦа), отвечает действительному распреде
лению остаточных напряжений сг'А т. е. Р(а)~>Р.

Д л я  остаточных деформаций имеет место принцип макси
мума: абсолютный максимум функционала

P ( k ) — 0 , 5  J Л "'ар —  е \» ) - е $ )  d ^+ $
V  V

определенного д,ля всех заданных пластических деформаций 
effi  и для всех распределений кинематически возможных 
остаточных деформаций отвечает действительному рас
пределению  остаточных деформаций е°]> т. е. Р > Р ( к).

П остановка статических задач теории пластичности может 
быть реализована как в перемещениях, так и в напряжениях. 
При формулировке задач пластичности в перемещениях (основ
ные неизвестные р, ии АТ)  исходная система уравнений и соот
ношений формируется из уравнений равновесия ( 1.1.6 ), геомет
рических соотношений (1.1.1) или (1.1.4), физических соотно
шений деформационной теории (1.5.4) для аи уравнения теп
лопроводности (1.4.17), а такж е граничных условий (1.2.3),
(1.2.1) и (1.4.19), заданных в напряжениях на части S2 по



верхности, в перемещениях на части S, поверхности и на всей 
поверхности 5  соответственно.

Следует заметить, что уравнение теплопроводности совмест
но с граничными условиями решается независимо от других 
уравнений и соотношений исходной системы, а потому считаем 
в дальнейшем распределение температуры АТ  в теле зад ан 
ным.

Д ля построения разрешающих уравнений подставим гео
метрические соотношения в физические, выразив компоненты 
вч тензора напряжений через компоненты вектора перемеще
ний:

tfi3= G [( l—со) < VjW4) -f-Дт.—1—2со/3)Vauagij—
( — (3/л— l)aATgi,].

Найденные соотношения подставим в уравнения равновесия 
й запишем их в перемещениях

V*ui-fm V iV«u(t— (3m— l)a V iA7'+Fi/G = ^ j(co), (1.5.11) 
где Ri (со) =со[ V 2u<+ (5/3) V 4 V aua] +  (2/3) V a«aV  4co+ (V  4u“+

V aco, а соответствующие граничные условия выраж а- 
> ются соотношением ( 1.2 .1) на части S t поверхности и равен

ством
G[ (ViUj +  VjUi) +  (m— 1) V atiagi]]sni =  p«<"> (1.5.12)

на части S 2 поверхности, где  p \n> =  +  ql}(S)n)  -f- (3m — 1)X  
X a  (ATgh) s ni\ qtj (S) =  Geo [ (v ,a ; +  Vy«i) +  (2 /3) V«ttag/yb-

При наличии конечных деформаций уравнения (1.5.11) и 
граничные условия ( 1.2 .1) и ( 1.5 .12) сохраняют свой вид, одна
ко объемные и поверхностные силы будут другими:

/?<(со) =  a)(V2«i +  (5/3) ViVa^a +  (2/3) - f
+  (V<K° +  g Ja4jt t i )  VaO) +  V; [(1 — 0)) 4 t U kg J6S76tlk +
+  0,5 (/77- — 1 +  2o>/3) V a^ g“PVp«*gy];
p(n) ^  pin) qiJ{S)n> +  (Зяг— 1 )а (Д Г g tJ)s nJ +  i^ ( S ) / i ' ,

гд е  rii ; (5) =  G [ ( l - © )  +  0 ,5 (от— 1 +  2a>/3) V a a ^ X
X V&Ukgi^s-

Для поставленной задачи при произвольных внешних силах 
существует единственное решение, так как  уравнения (1.5.11) 
относятся к эллиптическому типу с положительно определен
ными операторами.

При формулировке задач пластичности в напряжениях (ос
новные неизвестные р, AT, c ij) исходная система уравнений и 

соотношений формируется из уравнений равновесия ( 1.1.6 ), 
уравнений совместности деформаций или скоростей деформа-



ций (1.1.3), физических соотношений деформационной теории 
(1.5.4) для ei} или теории пластического течения (1.5.6), урав
нения теплопроводности (1.4.17), а такж е граничных условий
(1.2.1), (1.2.3) и (1.4.19). Как и в предыдущем случае, урав
нение теплопроводности решается независимо, а потому счи
таем распределение температуры в теле заданным.

Д ля построения системы разрешающих уравнений в напря
жениях подставим физические соотношения деформационной 
теории в уравнения совместности деформаций. В результате по
лучим

+Лс/Лр V/Vft jo  +  ф) aij—  ̂ Зт— I  ̂ ^  aStj 

+  20аЛ в;Арг V / V * ( A T g i J ) =  0. (1.5.13)

Система разреш аю щ их уравнений в напряжениях форми
руется из уравнений равновесия ( 1.1 .6 ) и уравнений совмест
ности деформаций (1.5.13) с граничными условиями (1.2.1) и 
;(1-2.3).

Система разрешающих уравнений в напряжениях может быть 
построена на основе физических соотношений теории пластиче
ского течения и уравнений совместности скоростей деформа
ций. П одставляя физические соотношения в уравнения совме
стности, находим

ЛвУЛp'V /V * [ — 36gij +  2 GK (ач -  0g iy)] +

+  2 G a A i JA l l V t V k  (Д T g l J ) =  0. (1.5.14)

Система разреш аю щ их уравнений формируется из уравне
ний равновесия ( 1.1.6 ) и уравнений совместности скоростей 
деформаций (1.5.14), которым соответствуют те же граничные 
условия.

Разгрузка является упругим процессом. Это означает, что 
изменения характеристик напряженно-деформированного со
стояния тела при разгрузке, к которым относятся величины 
Д(ог), А(е),  Л и и  другие, связаны между собой уравнениями 
и соотношениями теории упругости. Компоненты характеристик 
Д(сг), А(е),  Л и , . . .  подчинены уравнениям равновесия
(1.1.6), геометрическим соотношениям (1.1.4), уравнениям сов
местности деформаций (1.1.3), физическим соотношениям 
(1.5.8), уравнению теплопроводности V 2A 7 = 0, а также гранич
ным условиям (1.2.1) на части поверхности Sb (1.2.3) на ча
сти поверхности S 2 и (1.4.19) на всей поверхности 5 , причем во 
всех уравнениях, кроме (1.5.8), необходимо заменить е на Ае, 
и на Аи, а на До, F на AF, р на Ар и АТ  на АТ.

К ак и при нагрузке, распределение температуры АТ в теле 
полагаем известным. Систему разрешающих уравнений сформи-



руем в перемещениях или в напряжениях. Если за основные 
неизвестные принять Aut, то получим уравнения равновесия в 
перемещениях

У 2Дм4+ т У V aAua— (3m— 1) aV 4 Д f + AFi/G =  О, 
которым соответствую т граничные условия Aut (5) =  A tits на 
Si  и [(V iA « ;+  Ч]Ащ) +  {/п— 1) s /aAuagtj \sni  ^ A p W / G  на S 2, 
гд е  Др(") =  Арw  +  (3/га — 1) а (ДГg tj)s пК

Если за основные неизвестные принять Aa<J, то имеем си
стему разрешающих уравнений, составленную из уравнений 
равновесия ( 1.1.6 ) и уравнений совместности деформаций

Лв'Лр V /V * [ А ° у - з ^ = Г  З Д ^ !;] +

+  2G «A ^A pV /V a (ATglj) =  0, (1.5.15)

которым соответствуют граничные условия (1.2.1), (1.2.3) и 
(1.4.19).

Полными характеристиками напряженно-деформированного 
состояния тела при разгрузке будут вектор перемещений, тен
зоры деформаций и напряжений с компонентами ы([ ) =  и4—Аи{; 
ejp = e ij—Авф ayj '>=’a fj—Аоц, т. е. разгрузка является вторич
ным процессом, следующим за нагрузкой, и ее решению пред
шествует решение задачи о нагрузке.

В динамической теории пластичности справедливы законы 
сохранения и общие принципы механики сплошной среды, рас
смотренные в п. 1.1. Принципу возможных перемещений соот
ветствует соотношение

в£/ =  $ ( / ^ - p d - D ' / d O ^ c r + \  p^bU idS .  (1.5.16)
К

следствием которого является закон сохранения энергии, где 
б U — вариация энергии деформации тела. Рассм атривая урав
нение (1.5.16) в промежутке времени приходим к м а
тематической записи принципа Гамильтона, которая позволяет 
ввести в рассмотрение функцию Л агранж а L = E h—£2, где £2 — 
полная энергия тела. Действие по Гамильтону есть

t я
Г =  ^ Ldt,

и
следовательно, для принципа Гамильтона справедливо вари
ационное уравнение

6 Г =  0. (1.5.17)

Уравнение (1.5.17) отображает принцип стационарности, ко
торый утверждает: стационарное значение функционала Г со



ответствует действительной траектории между заданными со
стояниями при деформации тела. Выражение вариации б U при 
нагрузке с учетом физических соотношений деформационной 
теории имеет вид

bU  =  2G J} [(1 -  со) ЬТ2(е) +  f c l -  +  Г, (е) 6 Г, ( е ) -
< £  L \  /

~  Т  (w  ~  т )  а А г б г 1 (*)] d^>

причем 6 Г2(е) = е 4,'6 е{,-; бГ ^е) =ц^Ье13.
Принципу возможных скоростей соответствует соотношение

бЦТ' =   ̂(Fl ~  pdv f/ d t ) b v p l(n)b v t6.S,
V  S t

гд е  b W  —  ̂ — вариация мощности деформации тела ,
у

Относя силы инерции к внешним силам и вводя в рас
смотрение полную мощность тела

W  =  W — ( F '- p d 'o ' / d O 'M V '-  ^ P ^ d S ,
К «' 5 , ■

приходим к вариационному уравнению 6 ^ = 0 , которое 
характеризует принцип стационарности: действительному со
стоянию тела при динамическом деформировании соответствует 
стационарное значение полной мощности тела. Выражение ва
риации 8 № при нагрузке с учетом физических соотношений де
формационной теории имеет вид

6 W  =  2 0  jj [(1 -  ю)6Г2(е) +  ( 2 = ± -  +  -f-) Г, (е)6Г, ( е ) -

~ ( т - ± - \ а А Т Ь Т х(е) dV,

гд е  6 Г2 (е) =  е11Ьг1}\ ЬТг(е) =  g^bt^ .
Принципу возможных изменений напряженного состояния 

тела соответствует соотношение

bjR -f-  ̂ p t i i idb^ /d fydV  =  UisfijboVdS,

где bR — вариация дополнительной работы деформации тела. 
Вводя полную дополнительную работу

R  =  R  +  § Р“ г (d t)7 d 0  dV' — ^ UistijoUdS,



получаем вариационное уравнение 8R—0, которое характери
зует принцип стационарности: действительному состоянию тела 
соответствует стационарное значение функционала R.

Вариация дополнительной работы деформации тела при 
нагрузке с учетом физических соотношений деформационной 
теории определяется выражением

+  2(ЗаДГ 6Г\ (а)] dV, 
гд е  бГ2(а) =  bTi (o) =  gtfio^.

Если на поверхности тела задано распределение скоростей 
(S) = u s !, то принципу возможных изменений напряженного 

состояния тела соответствует соотношение

 ̂ visrijbo^dS,
v S1

гд е  6R =   ̂ E,j6a^dV — вариация дополнительной мощности
V

деформации тела.
Вводя полную дополнительную мощность

=  +  pv i (dvi/d t )dV  — ^ vistijoUdS,
V  s t

получаем вариационное уравнение 6R =  О, которое характери
зует принцип стационарности: действительному состоянию тела 
соответствует стационарное значение полной дополнительной 
мощности тела. При этом вариация дополнительной мощности 
деформации тела при нагрузке с учетом физических соотноше
ний теории пластического течения имеет вид

б/^  S [ 6 fv  Г» ^  бГ> (^ )+ 2 С а Д /б Г 1 (а)] d K +
v

+  $ х [ б Г 2 ( o ) - i - r ,  (а)АГ, (о)] AV.
v

гд е  6Г2' ( а ) = а губсггЛ
Если при деформации тела частицы среды находятся в дви

жении, то компоненты характеристик напряженно-деформиро- 
ванного состояния тела при нагрузке должны удовлетворять 
исходной системе уравнений и соотношений, составляющих м а
тематическую модель динамической задачи. Это уравнение 
неразрывности ( 1.1.7 ), уравнение движения ( 1 .1.8 ) , геометриче
ские (1.1.4) или кинематические (1.1.2) соотношения, уравне-



ния совместности деформаций или скоростей деформаций 
,(1.1.3), физические соотношения деформационной теории 
,(1.5.8) или теории пластического течения (1.5.6), уравнение 
теплопроводности

PoC A T = A V 2AT— 3$T0e+W*,
которое во многих случаях можно рассматривать в форме

p0c A T = A V 2AT-\-W*,
пренебрегая малой величиной 3$Т0е. При этом необходимо вы
полнение начальных условий щ = и ° ,  y i= u i°, р =  р0, Оц=аца, 
А Т = А Т 0 при t —t0 и граничных условий (1.2.1) на S lt (1.2.3) 
на S 2, а такж е (1.2.2) и p ( S ) = p s на S.

Д ля динамических задач теории пластичности система раз
решающих уравнений формируется в зависимости от выбора 
основных неизвестных. Принимая за основные неизвестные р, 
АТ  и uiy приходим к системе разрешающих уравнений в пере
мещениях:

p + v <(p fi) = 0 ;  росД Г=Л ''?2Д7’—3$T0e-\-W*\
(1.5.18)

V2M._(_m v iVaua— (3 m— l) a V 4A r +
+F, t /G—R{ (со) =  (1 / a s2) dVi/dt,

которой соответствуют начальные условия р = ро , и{ — и/3, v t —  
=  Vi°, А Т = А Т 0 при t — t0 и приведенные выше граничные усло
вия, дополненные соотношениями (1.4.19).

Принимая за основные неизвестные р, AT, vt и о'Л приходим 
к системе разрешающих уравнений в напряжениях

Р + V i (px»‘)= 0 ; pdvi/dt=gi*\7*Oij+Fh

Ae/Ap'V /Vft (1+Ф )0(У — ( з ^ и т + т ) 30ёг^ ']+  (1.5.19)

+ 2 0 а Л ^ Л «  V iV *  (^Tg i j )= 0 :

р0сА Т = Л V 2A7’ -3 P 7 V + V T * ,
которой соответствую т начальные условия р=ро, Vi=Vi°, Oij= 
=o°tj , Д Г = Д Г 0 при t = t 0 и граничные условия, справедливые 
в предыдущ ем случае.

Если же в основу построения системы разрешающих уравне
ний положены физические соотношения теории пластического те
чения, то в системе уравнений (1.5.19) уравнения совместности 
должны быть приняты в виде

Л "Л *‘А tVn  3ag /y+ 2O X (o ly- o g , y)] +

+2(7аЛб^Лр( V /V* (A T g tJ)=0.  (1.5.20)



0 t
Рис. 1.6. Кривая ползучести

Теория ползучести изучает напряженно-деформированное со
стояние тела, вызванное действием внешних сил и температуры, 
изменяющееся с течением времени, причем механические и тер
мические характеристики предполагаются переменными. Про
цесс ползучести характеризуется кривыми ползучести (рис. 1.6 ), 
получаемыми экспериментально. Анализ этих кривых выделяет 
две стадии ползучести: установившуюся, для которой характерно 
постоянство скорости деформации, и неустановившуюся, когда 
скорость деформации переменна.

При изучении установившейся, ползучести следует различать 
два случая:

а) скорость деформации постоянна с самого начала, так как 
упрочнение среды отсутствует;

б) скорость деформации становится постоянной вследствие 
того, что среда вырабатывает ресурс упрочнения, т. е. теряет 
способность к дальнейшему упрочнению при продолжающейся 
деформации.

Первый случай проявляется при достаточно высоком уровне 
температур и напряжений, что обнаруживается в опытах на 
кратковременную ползучесть. Второй случай отмечается при 
относительно низких температурах, когда скорость деформации 
становится постоянной по истечении достаточно большого про
межутка времени, так как установившейся ползучести предше
ствует начальная фаза, в течение которой происходит упрочне
ние среды.

При сложном напряженном состоянии упрочнение вследствие 
ползучести или кратковременной пластической деформации соз
дает анизотропию среды по отношению к последующей ползуче
сти, характеристики которой чрезвычайно чувствительны к сте
пени анизотропии. Поэтому возникает потребность в различии 
изотропной и анизотропной ползучести. Анизотропия опреде
ляется следующими факторами:



а) исходным состоянием среды (в первую очередь тексту
рой), связанным с технологией изготовления изделия;

б) упрочнением или изменением текстуры, вызванными мгно
венной пластической деформацией, возникающей в момент на
гружения при достаточно больших нагрузках или в процессе пол
зучести, если напряженное состояние неоднородно;

в) упрочнением, происходящим на начальной фазе ползу
чести.

Установившейся будем называть такую ползучесть, при ко
торой все компоненты тензора скоростей ползучести сохраняют 
постоянные значения на фоне неизменного напряженного состоя
ния. Физические соотношения теории установившейся ползуче
сти представляют собой зависимости вида е !^  =q>tj(oftI), где

— изотропные компоненты тензора скоростей деформаций 
ползучести. Напомним, что зависимости между симметричными 
тензорами вида <рц{Ьм) = а (] являются изотропными тогда, ког
да  они не изменяются при изменении системы координат, а по
тому они должны иметь вид

Фи (bM) = 9 g i j + a / 4 lj-f-pBij+ ''[C4j+  . . . ,

где a, fi, у, . . .  — скаляры; А а, Вц, Cih . . .  — произвольные тен
зоры, имеющие те ж е  главные оси, что и тензор Ьм. В данном , 
представлении имеет смысл удержать только линейно независи
мые тензоры Aij, Bf j( . . . ,  набор которых ограничен.

Поскольку число компонентов конечно, тензоры имеют одни 
и те ж е главные направления и сконструированы с помощью 
тензора Ьм. С учетом сказанного можно показать, что наиболее 
общ ая форма закона изотропной ползучести имеет вид

bte?'=Pgti+Q<*ij+R°t*°kj> (1.5.21)

где Р, Q, R — функции инвариантов тензора напряжений Г 1 (о),,
Гг (а), Г з(а), выбор которых основан на разумных физических и 
экспериментальных соображениях. В частности, установлено, 
что деформация ползучести не совопрождается изменением 
объема, т. е. е (е>= 0 .  Тогда можно исключить функцию Р и пред
ставить зависимость (1.5.21) в форме

’e l& *= Q 'D tJ ( о )+ Я  [Z V  (<r) D kj (a)- Г2 ( D a) g tJ/ 3].

Предположение о несжимаемости среды дополняется предпо
ложением, что Ti (о) не влияет на ползучесть, тогда Q' и R з а 
висят только от Гг(Д ,) и Гз (D„).

Ползучесть представляет собой процесс рассеяния механиче
ской энергии, что позволяет ввести в рассмотрение мощность 
рассеяния



так  как е (с)= 0  и среднее напряжение о работы не совершает. Б  
этом случае
, L =  Q'Y2(Da) + /?Г з(Д ,),

но L > О, поэтому функции Q' и R  должны удовлетворять уело-
В И Ю

<2'Г2 (А ,)+ Я Г 3 (Д ,)> 0 .
П олагая L = c o n s t, в пространстве напряжений имеем по

верхность постоянной диссипации, в точках которой мощность 
диссипации равна k. Поверхности постоянной диссипации не пе
ресекаются, они вложены одна в другую и образую т семейство 
поверхностей; в противном случае мощность не вы раж алась бы 
однозначно через напряжения.

Рассмотрим путь нагружения из точки Mi  на поверхности 
L = k  1 в точку М2 на поверхности L = k 2 (рис. 1.7), который пе
ресекает каждую поверхность семейства L — k  (А ^& ^& г) толь
ко один раз, т. е. в процессе нагружения мощность диссипации 
не убывает. Пусть на пути нагружения мощность дополнитель
ных воздействий неотрицательна: dL ^O . В этом случае для 
каж дой точки М пути M^M2

0, (1.5.22)

откуда следует, что вектор скорости ползучести направлен по 
нормали к поверхности L = k ,  а потому

'el?=h(oV)dL/doV.  (1.5.23)

Условие (1.5.22) представляет собой постулат Д руккера для 
установившейся ползучести. Если существует некоторая функция 
h { o iS),  называемая потенциалом скоростей ползучести и удов
летворяющая равенству

к(а^)д1/да{1= д и д а <}, (1.5.24)

Рис. 1.7. Путь нагружения и поверх
ности постоянной диссипации в прост

ранстве напряжений



то  равенства (1.5.23) принимает вид г\с/ = д / Из равен
ства (1.5.24) следует существование функции U (s}f),  с помо
щью которой определяю тся напряжения ali = d U /дг\с/ .  Выпол
нение условия (1.5.24) обеспечивает выпуклость поверхности 
/ ,  (a ^ )= c o n s t в пространстве напряжений и поверхности 

)= С  в пространстве скоростей деформаций.
В изотропной среде потенциал ползучести может зависеть 

только от инвариантов тензора напряжений f i = f i [ r x(о ); Г2 (о); 
Гз(о)]. Условие несжимаемости позволяет принять /^ f r U M A ,) ;  
Гз(А»)]> тогда соотношения (1.5.23) преобразуются к виду

'  <'?“ 2  ащ б ^ ° ч <в>+3 з щ Ь 7) [ D '* <с > D ‘i W  -  т Га •

откуда
Q' =  2dftJdTa(De); R — 3dfiJdTz(Da).
Д ля того чтобы учесть анизотропию среды при ползучести, 

будем считать среду несжимаемой и предположим, что потен
циал ползучести f i зависит только от инварианта Гг, составлен
ного из компонент тензора напряжений и компонент постоянно
го тензора анизотропии r 2= ^ ijfcia iia'ii, который симметричен от
носительно пар индексов ij и kl, а такж е относительно индексов
i и /, k и I. Тогда

е>> =  Ф ' (Г2)<ИУ<?о« =  2Ф ' (Г2) А т1о*!.

Согласно условию несжимаемости е<с, =  0 , тогда A ijhia13= 0  и 
i ,2 — A ijhiaiiakl==AijhlDii(o)Dhl (о). Закон анизотропной ползуче
сти имеет вид

e ^ = 0 ' ( T 2)2AijhlDkl(a).

Экспериментальная зависимость скорости ползучести от на
пряжений имеет один и тот ж е характер для различных типов 
напряженного состояния, что указывает на определенную форму 
зависимости потенциала f i от инвариантов Г2(D„) и Г з(А ,). Для 
несжимаемой среды достаточно общим является равенство

/ . = Ы ^ ( о ) , 9 (Ю].
Здесь

Д 2 (а) =  1,5Г2(£>0); 1 =  К б Г з (Д )/[Г 2(Д ) ] 3/2,



Вместо функции q(%) возьмем функцию <7 (<р), где ср — угол 
напряженного состояния <7 (0 ) =  1. В этом случае д л я  простого 
растяжения аргумент функции f \ (D u q) становится равным вели
чине растягивающего напряжения Оо, следовательно, f\ (Du q) =  
= v (oq, q), где v — функция, устанавливаю щ ая зависимость ско
рости ползучести при растяжении от растягивающего напряж е
ния и определяемая экспериментально.

Экспериментально установлено, что при ползучести ряда сред 
для определенных условий влияние инварианта Гз(А>) неве
лико, им можно пренебречь и считать f i = f i ( D i ) ,  тогда из 
(1.5.25) находим

^(5)= b 5 x » (£ )<) D i / (a ) /D <; г> (£ > ,)= /,' (£>,)• (1.5.26)

Соотношения (1.5.26) квизилинейны в том смысле, что 
зависимости между е\с/  и О 1}{о) линейны; нелинейность 
скрыта в  множителе, зависящем от инварианта D t (a).

При неустановившейся ползучести скорость ползучести пере
менна, зависит от напряжений; при неизменных напряжениях 
скорость ползучести постоянна, упругие деформации малыми не 
считаются. Д ля простоты изложения будем опираться на ква- 
зистатические соотношения (1.5.26), считая среду упругосжимае- 
мой, т. е. а=ЗКе.  Тогда

e \ f  = D u ( e ) - D ti(a)l2G, 

а скорость ползучести

D  и ( e ) = D i;- (o)/2G + 1 ,5  v ( D , ) D  i} (a)/D ,. (1.5.27)

Мгновенная деформация, возникаю щ ая при приложении на
грузки, может быть не только упругой, но и упругопластической, 
тогда

e < ^ D ll ( e ) - D lJ( a ) / 2 G - D iJ(eP). (1.5.28)
Полагая, что начальная пластическая деформация сопровожда
ется изотропным упрочнением

^ / • )== Т  g- ^ l d D l6 D l j (a). 

объединим (1.5.27) и (1.5.28) в единое соотнош ение

D i j ( е ) = D  i j (a)/2G
+  1 ,b[g, ( D i ) D f \ - v ( D i ) \ D t j i o y D t  при D < > 0 ;

D l]{ z ) = D ij{o)/2G +  \ , b v { D i) D t j { o ) / D t при D ; < 0.
В соответствии с изложенным физические соотношения тео

рии ползучести будут следующими:

6 (0= 1 ,5  v i D M o t j - o g r f / D f ,  (1.5.29)



+ [ |  ( Г Ф < ) Д г+ ^ ) ] ( о 1;- < ^ )  при D t >  0; (1.5.30)

при z3j < 0 .

Здесь соотношение (1.5.29) относится, к установившейся, а урав
нения (1 .5 .30)— к неустановившейся стадии ползучести.

Предположение о существовании потенциала ползучести хо
тя и ограничивает класс возможных видов теории установившей
ся ползучести для пространственного напряженного состояния, 
однако позволяет сформулировать общие вариационные теоре
мы, открывающие возможность развития приближенных методов 
решения задач ползучести.

Рассмотрим тело, находящееся в состоянии установившейся 
ползучести под действием температуры АТ, внешних объемных 
F1 и поверхностных р‘*п) сил, приложенных на части S2 поверх
ности; на остальной части Si поверхности заданы компоненты 
вектора скорости v is частиц тела. В результате действия ука
занных внешних факторов в теле возникает поле скоростей © и 
напряженное состояние, определяемое тензором напряжений I 
(о). Ползучесть является равновесным процессом, протекаю
щим в условиях статического нагружения тела, когда внешние I 
силы и температура действуют на тело в течение достаточно дли- , 
тельного промежутка времени, а потому компоненты a li тензора 
напряжений удовлетворяют уравнениям равновесия ( 1.1.6 ) и 
граничным условиям (1.2.3) на части S 2 поверхности. Компонен
ты вектора скорости V должны быть непрерывными дифферен
цируемыми функциями, удовлетворяющими граничным условиям ;
(1.2.2) на части Si поверхности. При вычислении поля скорос
тей деформаций ( 1.1.2 ) необходимо, чтобы о°' и e j^  были свя
заны соотношениями e,)ft — df jdo1’ или а ^ ^ д и / д г 1̂  . Выпол
нение перечисленных условий указывает на то, что имеется точ
ное решение задачи установившейся ползучести.

Предположим, что наряду с найденным решением а°, v* су
ществует другое сколь угодно близкое решение у '+бу*, 
удовлетворяющее тем ж е граничным условиям, тогда на части 
S 1 поверхности 61^ = 0 , а на части S2 поверхности 6 aiJnj = 0 , при 
этом уравнения равновесия 0 — однородные.

П реобразуем интеграл:

^ Vy6 o-^6 z;idV/ = ^  [V ;(S d i-,6 'Oi) — d V =
v  v

= j j  beVnfiVi&S— jj b a ^ V jb v A V ,
S  V



но в силу граничных условий

^ boUfijbVidS^O и баг-'У;бг’г=бог/-'бегу, 
s
тогда

* ^ 6 a ^ 6e^dV —0 . 
v
С учетом требований для скоростей ползучести e f f  и 

напряжений о11 можно записать

Лe(f) = — __haki. a\aij ___ Ag(ff)
do"tfo« ’ 0 8 ^ * 8 $  ft/ ’ ‘

тогда

' f  — 6 ^ 6 q f t W= 0 ;  Г — ^ т т г  бЁ М бё^дИ = 0,J da^da*' J de c>de<?> "  kl
у  у  l J Rl

что невозможно при отличных от нуля Ьо11 и бе/^ . если стоящие 
под интегралом квадратичные формы знакопеременны. В этом 
Случае сколь угодно близкое состояние ползучести, удовлетво
ряющее тем же граничным условиям, что и найденное, не суще
ствует. Д ля  устойчивости найденного состояния необходимо, что
бы квадратичные формы были положительно определенными. 
Очевидно, измененному состоянию olj+ 6o<J, у '+ 6 у* должны со
ответствовать измененные объемные /•’i+ 6 .Fi и поверхностные 
P\n)-\-8pi (я) силы, что приводит к равенству

J 6/ ^ 6 z>idK+'J в/>'я)б 0 Д 5 = 5  6o‘J6et/ lV.

Следовательно, для устойчивой среды б а ^ б е ^ Х ) , так  как  ле
вая часть равенства представляет собой мощность, развивае
мую дополнительными силами на дополнительных скоростях, 
т. е.

6 a"fio r« > 0 ; б ё ^ б ^ )  >  0 .

Эти условия указывают на то, что поверхности fi =  const в 
пространстве напряжений и U — const в пространстве деф орм а
ций выпуклы.

Пусть для устойчивой среды решение аи, v t задачи устано
вившейся ползучести соответствует действительному состоянию 
тела. Н аряду с действительным полем скоростей v { рассмотрим 
возможное поле скоростей vtia), которое предполагаем непрерыв-



ным и дифференцируемым, т. е. для него можно определить поле 
тензора скоростей деформаций . В этом случае

^ F't»<a> d V 4 - o‘ie\fdV,  (1.5.31)
V s V

поскольку внешние силы F{, р1(п) и внутренние силы аи находят
ся в равновесии и работа их на виртуальных скоростях равна 
нулю. М ожно показать, что соотношения (1.5.31) отмечают урав
нениям равновесия как в объеме, так и на поверхности тела. 
Представим возможное поле скоростей в виде u iM =  v i-\-би<, 
причем на части Si поверхности 6 и, =  0 , и подставим его в соот
ношение (1.5.31). Тогда

J F l6 v lW +  J  / ^ 6 ^ 5 =  J V,
V S V

так как действительное поле скоростей и,- удовлетворяет (1.5.31). 
Согласно приведенным формулам,

crlJde f f= (dU /дг\°)) 6е^>=6£/,
поэтому

b (U  — Л )= 0 , (1.5.32)

гд е  U = ^ U & V \  />г(л)М 5 .
V V s

Уравнение (1.5.32) вы раж ает принцип минимума полной 
мощности: действительному состоянию тела при установившейся 
ползучести соответствует минимум полной мощности.

Н аряду с действительным полем напряжений а1' рассмотрим 
некоторое возможное поле напряжений » для которого 
справедливо соотношение

J  F\a)°i№+ S alJa)E4dV- ( 1 Л З З >
v s  V
П одставим al̂a)==(Si}-\-ba^ в (1.5.33), тогда 

J 8 iy.6 a ' W = 0 ,
v

так как  действительное поле напряжений а'1 удовлетворяет соот
ношению (1.5.33), а вариации сил б ^ ^ О ,  6рг(л)= 0 '.  Согласно 
приведенным формулам,

е ^ 6 а ° '=  (df1/daii)8aii=8f i ,  
поэтому

6 Ф =  0, (1.5.34)
где Ф =  J" fidV — дополнительное рассеяние, 

к



Уравнение (1.5.34) выражает принцип минимума дополни
тельного рассеяния: действительному состоянию тела при уста
новившейся ползучести соответствует минимум дополнительного 
рассеяния.

В теории неустановившейся ползучести такж е имеют 
место общие вариационные теоремы. Предположим, что д е 
формация тела состоит из мгновенной деформации £(/у — 

и деформации цолзучести е\у.  Будем считать, что 
мгновенная деформация е0̂  = d f / d a iJ, а скорость деформ ации 
ползучести

=<?/,/<?<т", 

тогда скорость полной деформации

e V = < * (j4 - /i  )/доЧ.  (1 .5 .35)

Пусть на тело действуют внешние объемные F‘ и поверхност
ные рг(л) силы, а такж е температура А Г. В теле возникают поля 
напряжений а<} и скоростей vt. Н аряду с истинным напряж ен
ным состоянием (о) рассмотрим сколь угодно близкое статиче
ски возможное напряженное состояние с тензором напряжений 
(о ,.,), соответствующее тем же внешним объемным и поверх
ностным силам и температуре. Компоненты тензора (о(а)) пред
ставим в виде о,^ )= o i' + 6a<i. Вариации 6ai} образуют само- 
уравновешенную систему напряженней, которая на части S 2 
поверхности удовлетворяет условиям 6 a u (S)r i)=0  и подчинена 
соотношению

^ е^ й а 'М !/— ^ ba^tijVisdS.  
v s

Внося (1.5.35) в это соотношение, получаем вариационное урав
нение теории неустановившейся ползучести

й J ( / + / 0  VistifloVtS,  (1.5.36)
у s t

в котором варьируются только напряжения а*1, но не скорости 
изменения напряжений ои , а такж е предполагается существова
ние потенциала мгновенных деформаций f, т. е. используется де
формационная теория пластичности.

Если мгновенная цластическая деформация е \я  подчиняется 
:оотношениям теории пластического течения, то вместо урав- 
1ения (1.5.36) необходимо составить д р у го е  вариационное 
фавнение. Допустим, что деформация тела при ползучести 
:остоит из мгновенной упругопластической деформации effl
I деформации ползучести е^К т. е. С огласно



теории пластического течения def)=aijktdokl, причем компо
з и т ы  a i}ki=ak4 j для упругих деформаций ejp являются упру
гими константами, а для пластических деформаций e f f  равны 
a iJkl= h ( d f / d o 4 ) ( d f / d o kl), и тогда е,??=а1}к10 м.

Наряду с действительным полем скоростей напряжений а13 
рассмотрим сколь угодно близкое статически возможное поле 
скоростей напряжений о[}а)= о 1}-|-бсг^, при этом вариации б а^  
удовлетворяют уравнениям равновесия в объем е и на поверх
ности тела:

V j t > 6 lJ + !> F l =  0  и бe 4 ( S ) r t n t>p[n)

и подчинены соотношению

J бо^ег/Ц /= ^  6F % d l / + §
V V s

С учетом равенства

б ^ ё ^ . б б ^ ' ^ + ё ^ ) ]

получим вариационное уравнение теории неустановившейся 
ползучести

основанное на теории пластического течения, в котором 
варьируются скорости изменения напряжений о1}, а следова
тельно, и зависящие от них скорости полной деформации г1}, 
но не скорости ползучести е |; \  зависящ ие только от а11.

Истинное поле скоростей деформаций e tJ вызвано полем 
скоростей VI, а вариациям скоростей бг>г соответствуют вариа
ции скоростей деформаций 6s iy-. Рассматривая вариации бv t 
как возможные скорости, составим вариационное соотношение

^ oi;'6 e ^ d l/= ^  F ^ V i d V p [ n)dvtdS,  
v  s

левая часть которого не является вариацией функционала, так 
как компоненты o<J не определяются через скорости полной де
формации е ‘г, и не вы раж ает какого-либо вариационного прин
ципа, позволяющего отобрать среди различных кинематически 
возможных полей скоростей такое поле, которое наилучшим об



разом аппроксимирует истинное поле скоростей. Запишем 
функционал

[ol'e <;- 0 , 5 a l'(e,<3)+ 2e |5 )) ] d K - $  bvti j ivt — v ^ d s  — 
v St

— ^ P w V td S ,  
s,

полагая, что на части Si поверхности заданы скорости v ls, 
а на части S 2—скорости изменения поверхностных сил р[П). 
Будем считать величины о1! и v t независимыми переменными, 
причем e.ij=0,5 (Vi®j-\-VjVi), тогда как компоненты 8^  зави
сят от a li и alf, а компоненты e j p — только от al]. Вариация 
функционала

б /Г = $ [б а г̂ г/+ а ^ б £ гу -О ,5 (ё /(0у)+ 2 ё ^ )) б а ^ -
v

- O ^ a ^ e ^ d ! / -  J б6‘Jiij (®, -  v ls ) dS  -  J b ^ n f i v id S  —
s ,  s ,

— ^ p ‘n)bvidS.  
s,

Учитывая равенство

перепишем вариацию ЬК в виде

6 *T=jj (ё-1}- ё I®’ —в}?) f io 'W  — J a " 6 e , / i l / -
v  v

— ^ boUfij (vt — Vis) dS — a^n fiV idS  — ^
5, Si S,

но первый интеграл равен нулю, так как тогда

6 К =  — ^ V ;a*;6 ,a id l /+ ^  [aUrij — р[п)) b v tdS  —
V s

— ^t>otinj ( v i — v ,s)dS.
s

Вариационное уравнение 8 K = 0  эквивалентно уравнениям 
равновесия и граничным условиям для a ij, если вариации 6vit 
6о<} подчинены поверхностным условиям 6v{= 0  на Si и 8о'*п}— 0 
на S2.

Задачи теории ползучести удобнее формулировать в напря- 
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жениях раздельно для установившейся и неустановившейся пол
зучести, полагая среду несжимаемой: е (с>= 0 .  Установившаяся 
ползучесть, как было показано, характеризуется физическими 
соотношениями

eij(c) =  l,5/(Oi, AT, t) (Oij—agij).
В систему разрешающих уравнений установившейся ползуче

сти входят:
а) уравнения равновесия

• g iaV aoti+ F t =  0, (1.5.37)

б) уравнение теплопроводности

p0c A T = A V 2AT— $ToolK+W*, (1.5.38)

в) уравнения совместности, записанные в напряжениях: 

A lJ A Ik j / S7iV i{Ojk- aS j k ) + ( ^ r  V / (°jk- ogjU)+

= 0.
dx1 1 1 j  1 dxldxl

Неустановившаяся ползучесть характеризуется физическими 
соотношениями

e fJ =  6 ,-/0) +  l,5 f(o j, AT, t) (oij—agij).
Система разрешающих уравнений формируется из уравнений 

равновесия (1.5.37), уравнения теплопроводности (1.5.38) и 
уравнений совместности, записанных в напряжениях:

d f
Л й'Л В* { / V / V ,  (Oja -  Cgja)  +  

+  V I (°ja. —  Ggja)

dxi ^ 1 (a ia ~~ CT̂ / “)"b  

+  (°J *  ~  Ogja) =  -  Л ' ' Л «  V ,

Разреш аю щ им уравнениям установившейся и неустановив
шейся ползучести соответствуют граничные условия (1.4.19),
(1.2.2), (1.2.3), заданные соответственно на поверхности S, Si 
и S 2 области тела.

И так, выше сформулированы основные соотношения задач 
теории пластичности и ползучести, которые включают замкнутую 
систему разрешающих уравнений и соответствующие им началь
ные и граничные условия.

1.6. Вязкоупругость и вязкопластичность

Теория вязкоупругости изучает поведение среды, облада
ющей свойствами вязкости и упругости, под действием внеш
них объемных F* и поверхностных р1{п) сил, температуры и дру
гих факторов. При низких температурах среда почти упругая,



при повышенных температурах она значительно деформируется 
при малых напряжениях и обладает сильно выраженными 
реономными свойствами.

Деформированное состояние вязкоупругого тела характери
зуется тензором деформации (е), а его напряженное состо
ян и е— тензором напряжений (о). Компоненты тензоров и з а 
коны сохранения подробно рассмотрены в п. 1.1. При нагруж е
нии внешними силовыми факторами состояние вязкоупругого 
тела характеризуется величинами р, АТ, и , (а ) , (е), компо
ненты которых подчинены соотношениям (1.1.1) или (1.1.4),
(1.1.3), (1.1.6) — (1.1.8), образующим незамкнутую систему. 
Д ля записи полной системы уравнений необходимы физические 
соотношения, устанавливающие взаимную связь между компо
нентами тензора напряжений (о) и тензора деформаций (е) с 
учетом вязкоупругих свойств среды. Характерной особенностью 
поведения вязкоупругих сред является их м алая деформиру
емость и сильное влияние времени деформирования на их по
ведение. Эта особенность оказывается определяющей при м а
тематической формулировке задач теории вязкоупругости. 
В общем случае, согласно постулатам макроскопической опре
делимости и изотропии, физические соотношения имеют вид

<JlJ =  F l j [ek, (т), АТ  (х)!^ при tQ< x < t .  (1.6.1)

где Ftj — функционалы по времени от деформаций и темпе
ратуры АТ.

В некоторой области исходного естественного состояния вяз
коупругих сред имеет место линейность их физико-механиче
ских свойств, т. е. функционалы Fi} удовлетворяют условиям

Fij  К ?  W  +  «$> Wl =  F 4  №  (х)] +  F 4 [е«> (т)];

F i] \агк1 (т)] =  aFtj [е4/ (т)]. ^ ,6 '2)

Д л я  изотермических процессов деформирования изотропной 
вязкоупругой среды определяющие уравнения, соответствующие 
соотношениям ( 1.6 .1) при условиях ( 1.6 .2 ) , имеют вид

t t
D,,-(cr, *) =  J f ( f ,  x)dD ij(e, x); a (t) =  3 $ Г, (/, т) de(x), (1.6.3)

о 0

где Г, f t  — универсальные для данной среды функции, опреде
ляемые экспериментально.

Свойства вязкоупругих сред, описываемые уравнениями
(1.6.3), неинвариантны относительно изменения начала отсчета 
времени, что типично для сред, в которых происходят процес
сы старения и разупрочнения. В тех случаях, когда явлениями 
типа старения можно пренебречь, ядра Г, 1\ интегральных опе



раторов (1.6.3) имеют разностный характер и вместо соотно
шений (1.6.3) имеем

t
Di](a, t) =  ^ f ( t  — x)dDij(e,  т);

о

(1-6.4)
а(*) =  З^Г,(* —T)de(x),

о

где Г ( /) , f i ( 0 — соответственно функции сдвиговой и объем
ной релаксации.

Если функции Dfj(e, т ), е(т) имеют при интегриру
емые производные d D „ (e )/d r, de/dx, то уравнения (1.6.4) мож
но записать в форме

о

Р -  d , <Ь б-5>a ( 0  =  3 ^ r ^ - T ) - g - d t .
о

Проводя в первом соотношении (1.6.5) интегрирование по 
частям, находим

t
D 4 (a, t) =  f ( 0 ) D tJ( e , t ) + ^ f ' ( t - i ) D l j (e,T)d-c, (1.6.6)

о
где T ' { t ) = d r / d t .

Если потребовать, чтобы при малых временах соотношения 
,(1.6.6) асимптотически переходили в закон Гука, то следует 
положить Г ( 0 ) = 2 0  и тогда уравнения (1.6.6) примут вид

t
D l}(о, t) =  2GDij(e, t ) - ^ T ( t - T ) D lj (e,T)dz,  (1.6.7)

О
гд е  r (* )  =  - d f  (t)/dt.

Аналогичным образом второе соотношене (1.6.5) можно 
привести к виду

о ( / ) = З Я е —3 /  Г,(^—x)e(T)dT, (1.6.8)
0

где K. — T i (0 ) ; Г4( * ) = —d f ^ O /d f .  Функции T( t )  и Г ,(0 ,  вхо
дящ ие в (1.6.7) и (1.6.8), называются соответственно ядрами 
сдвиговой и объемной релаксации.



Из определяющих уравнений (1.6.7) и (1.6.8) легко полу
чить физические соотношения

Oij =  2 0  [et )+  l , 5 (m — \ ) e g tj\ — 
t t

-  J Г (t -  т) е ч (т) d i -  J [ЗГ, (t -  т) -  Г (t -  x) e (x) dtgi;,
0 0

а из определяющих уравнений (1.6.4) следую т физические 
соотношения

/ t 
а /у=  § Г (t — х)йеи {х) +  ^ [ЗГ, (t г -  т) — Г (/ — x)de(x)g lJ. (1.6.9)

о о
При достаточно общих предположениях определяющие 

уравнения (1.6.4) могут быть разрешены относительно дефор
маций и записаны в виде 

t
Di;(e, t) =  j j# (*  — x)dDil(o, т);

о
1 (1.6 .10)

3e (f) = § / ? i ( f  — x) da (x),

где R(t )  и Ri(t)  — соответственно функции сдвиговой и объем
ной ползучести.

П олагая, что функции D{j(a, х) и о(т) имеют при 
интегрируемые производные d b u (a ) /d x  и d a (x )/d x , представим 
соотношения ( 1.6 .10) в форме

D tJ(e, t) =  § # ( / - г) dD‘^ g,. T). dx;
0

3 e ( 0 = ^ , ( ^ - t ) d- ^ - d t .
0

После интегрирования по частям имеем
t

D tJ(e. 0  =  2U D ti(a> +  t)dx;
0 ( 1.6.11)

е w= ° w+4" S ̂  ̂  ~ °  ̂ dt’о

’д е  Я(*) — d £ ( f ) /d f ;_ /? , ( 0  =  d£,(0/<W ; Я ( 0 ) = 1 / 2 G; R A 0 ) «  
=  1 /К ,  причем Г (0) (0) =  1; Г, (0) /?, (0) =  1.



Функции R(t )  и Ri(t) ,  входящие в выражения ( 1.6 .11), име
нуются ядрами сдвиговой и объемной ползучести соответствен
но. Из определяющих уравнений (1.6.11) легко получить об
ратные физические соотношения

t

=  2 ?̂ [ ° i j - £ = T 3aS ‘j]  +  +
О

t

+  ^ Т) ~ — Т)] a (T) d tSV
О

а из определяющих уравнений (1.6 .10) —физические соотношения 
t

^  =  — »)dM T) +
о

+  $ [/?, V  -  Т)/3 ~ R ( t -  X)] do (т) gij. (1.6.12)
о

Следует заметить, что из четырех ядер Г, R, Г\ и Я, только 
два независимы; причем между ядрами существует взаимная 
связь, устанавливаемая соотношениями

2 G Г (t) +  J г  V  -  х) R  (т) dx =  2GR (t);
О

t

^  Г, (/) +  $ Г1 (*■-*> Ri (т) d<t =  KRi (t).к

Функции R( t ) ,  ^ i(if), Г (0  и f i ( / ) ,  входящие в физические 
соотношения (1.6.12) и (1.6.9), не зависят от вида напряжен
ного состояния и могут быть определены из простейших опы
тов. Например, функции ползучести ~R{t) и Ri{t)  можно опре
делить из простого растяжения, если будут замерены продоль
ная и поперечная деформации образца. Действительно, пусть 
в испытаниях на ползучесть при простом растяжении 
{On =  Oi°h ( t ) ) измерены продольная еп и поперечная е22=е„  

деформации как функции времени. Здесь единичная функция 
Хевисайда

(0  при ^ < 0 ,
A W  =  ( l  при < > 0 .
Из физических соотношений (1.6.12) находим

Зеи ( 0  =  о* [Rt ( /) /3  +  2R  (/)]; 3<?22 (t) =  a, 0 [&  ( t ) / 3 - R  (01 >



откуда следует

[ей ( 0  — ̂ 22 (01; &  (<)=-55 1*11 (0 + 2^22 (*)]■

Таковы физические соотношения линейной теории вязко
упругости при изотермическом, деформировании.

Известно, что физико-механические свойства вязкоупругих 
сред существенно зависят от температуры, поэтому наличие 
температурного поля требует изменения полученных физических 
соотношений. При их уточнении необходимо учитывать следу
ющее.

Во-первых, в ряде случаев вязкость среды проявляется 
лишь по отношению к сдвиговым свойствам, а относительно 
объемных свойств среда ведет себя упруго. Тогда определяющие 
уравнения ( 1.6 .10) и ( 1.6 .11) принимают соответственно вид 

t ,

D 4 {e, t)=*\>R ( t  — T )dD lj(o, х); е о {t);
О

*
Dij(e,  t ) = ^ D 4 (a, * ) + § # ( *  — ^ ) О ч (а, x )d t; (1.6.13)

О

Простейшее обобщение определяющих уравнений (1.6.13) 
при наличии температурного поля АТ (х \  t) сводится к следу
ющему: а) принимают, что объемная деформация есть сумма 
изменения объема а/К,  определяемого напряженным состо
янием, и температурного расширения ЗаД Т\ б) считают, что 
параметры и функции, характеризующие свойства среды, зави
сят от температуры АТ. При указанных условиях обобщение 
уравнений (1.6.13) дает систему 

/
Dij(e,  — х, A T ) 6 D iJ(a, х);<

О

e ( t ) = ± o ( i ) + a ( T ) A T ( t ) .  (1.6.14)

При независимо определенной температуре АТ  уравнениям 
1.6.14) соответствуют физические соотнош ения

t
e i;= 3 ^ g iy+ a A r g <y+ ^ ( ^ — т, AT )d{a lJ — a g lJ).

о
Эксперименты показали, что для некоторых вязкоупругих 

:ред в определенном диапазоне температур функция ползуче- 
:ти R(t ,  AT}=R[ t ' ) ,  где t '  =  t /a {A T ) — приведенное время;



а (АТ) — экспериментально определяемая функция температу
ры. В этом случае определяющие уравнения (1.6.14) прини
мают вид

(D 4 e, * ') = $ t f ( < '- T ') d D „ ( a ,  т'); е У > ) = ± о У ' ) + а А Т  ( f )  
о

и им соответствую т физические соотношения
<г

e4 ==w S 4 + aM ' g i i + \ R t f ’ — 't/) d (o iy— egij)%-
о

Во-вторых, при небольших изменениях температуры АТ 
функции Г и R  в линейной по ац, е<} и АТ теории не должны 
зависеть от АТ,  определяющие уравнения (1.6.4) и (1.6.10) со
храняются, если только среднюю деформацию е заменить на 
ет= е —пАТ.  Тогда

t
О и (а, t ) = 2 G D tJ(e, t) — ^ T ( t  — t ) D t](e, x)dx;

0
t

a ( t )= 3K  (e — a A T ) — 3 ^ Г, (t — x) (e -  аД Г М х,
0

а соответствую щ ие физические соотношения имеют вид 

otj= 2G  — I)e g t j— 0,5 (3m — tya&Tgtjl —
i t

+ 3  J r ,  (t — x)aATdxgiJ. (1.6.15)
о

Итак, в простейших случаях установлены физические соот
ношения линейной теории термовязкоупругости, которые учи
тывают влияние температуры на состояние среды вязкоупруго
го тела при нагружении.

Постановка задач  линейной теории вязкоупругости может 
быть реализована как в перемещениях, так и в напряжениях. 
При формулировке задач вязкоупругости в перемещениях (ос
новные неизвестные р, АТ, ы<) исходная система уравнений и 
соотношений состоит из уравнения неразрывности (1.1.7), урав
нений движения ( 1.1.8 ), уравнения теплопроводности

p c d A T / d t= A V 2AT+W*,  . . (1.6.16)



геометрических (1-1.4) и физических соотношений (1.6.15). 
С целью построения системы разрешающих уравнений подста
вим геометрические соотношения (1.1.4) в физические (1.6.15) 
и представим компоненты тензора напряжений в виде

Oij^off  — off-iSaQgtj, (1.6.17)

где
a / ; )==G[ViM y+V/tti+ ( w - l )  V k ^ g i j - i S t t i - ^ c t A T g i j ] ;  

t

ai/)==0.5  ̂Г (t — i)(V/My-(-VyMi)td t +

о
t

+  J [ r i  { t - x ) - T { t - t)/3 ] VkUkdxgtj ; 
о
t 

е = $ Г ,( * -т )Д 7 М т .
0

Подставляя (1.6.17) в уравнения движения (1.1.8), после 
некоторых преобразований находим уравнения движения в пе
ремещениях

^ ^ = M v 2M/) + M V iV f t« ft) + ^ .  (1.6.18)
as

куда входят интегральные операторы 

. А ( . . . ) = 1 - ( 1 / 2 0 )  ^ Г ( * - т ) ( . . . ) б т ;
(1-6-19)

t
L2( . . .  )= m  -  (1 /G)  J [Гх (t  -  т )+ Г  (t -  т ) /6 ] ( . . . )  dx

0

и фиктивные объемные силы

F i*= /• ';+ 3aV,[0— G(m— 1/3) Д ]̂. (1.6.20)

Система разрешающих уравнений с основными неизвестны
ми р, AT, Ui формируется из уравнения неразрывности (1.1.7), 
уравнения теплопроводности (1.6.16) и уравнений движения
(1.6.18). Система содержит пять уравнений относительно пяти 
неизвестных и является замкнутой системой разреш аю щ их 
уравнений линейной термовязкоупругости. Она разреш има при 
следующих начальных условиях ( ^ = 0 ):

Р = Р о ,  Д Г = Д Г 0, U i = u m  (1.6.21)



а такж е граничных условиях p ( S )= p s и (1.4.19) на поверхно
сти S, (1.2.1) на части S, и (1.2.3) на части S2 поверхности, 
эквивалентных условиям

Ml сV i U j + V ;tt()+ A 2̂ (VkUk)=pW*.  (1.6.22)
В уравнение (1.6.22) входят интегральные операторы

t
Л М - . . Н G ( . . . )  — 0,5 Г (  ̂— t) ( . . . )  d l п>;

s

2 ( . . . ) = [ G ( m - l ) ( . . . ) -
t

s

t
[Г, (t — x) — Г (^ — x)/3] ( . . . )  rft

о
n-i

s
и фиктивные поверхностные силы

р(п)* =*=/>)»> л-Gcc Г(3т — 1) АТ - ( 3 / 0 )  $ Г, (* — т) А7Мх
L о

И;.
S

Система разрешающих уравнений допускает ряд частных 
случаев. Так, при А7’= 0  исключается уравнение (1.6.16) и 
соответствующие начальные и граничные условия, т. е. обра
зуется система уравнений для задач линейной вязкоупругости.

При квазистатической постановке задачи термовязкоупру
гости, когда пренебрегают силами инерции, имеем

Lt (V 4 )  + L 2 (V,V*«*) + F t* /G = 0;

V i (pui) = 0 ;  W * + V 2AT=0.
Этим уравнениям соответствуют граничные условия ( 1.2 .1),
(1.2.3) и (1.4.19).

При формулировке задач термовязкоупругости в напряж е
ниях (основные неизвестные р, AT, v{, Оц) исходная система 
уравнений и соотношений состоит из уравнения неразрывности
(1.1.7), уравнений движения (1.1.8), уравнения теплопроводно
сти (1.6.16), уравнений совместности деформаций (1.1.3), фи
зических соотношений

e ‘J=jQ [ ~  °g i ;+ 2G aArg , j ] +<$>,
t t 

гд е  e j f = ^  R ( i  — x)o iJ (x) d x +   ̂[/?, (t — x)/3 R ( t  x)] cf (x) dxgtJ.
о 0

Д ля построения системы разрешающих уравнений линейной 
термовязкоупругости в напряжениях подставим физические со



отношения в уравнения совместности деформаций и получим 
уравнения

£бр(о,;)+/.вр (а)+М ва (А Г)=0, (1.6.23)

в которые входят интегродиффзоемциальные тензорны е 
операторы

L ‘4 ( . .  .)=A pyAp'V/V* 2G

i

(• • • ) + § # ( *  — *)(• • O cdt
0

£ » ( . . .  ) = л V,  V* [ -  ^ ml\} ( • • • ) +

Alep— АУАр/V /V * ( . . . ) •

Система разрешающих уравнений состоит из уравнения не
разрывности (1.1.7), уравнений движения ( 1.1.8 ) , уравнения 
теплопроводности (1.6.16) и уравнений совместности (1.6.23). 
Система замкнута, так как содержит 11 уравнений с 11 неиз
вестными р, AT, Vi и сГг/.

Полученная система разрешающих уравнений линейной тер- 
мовязкоупругости интегрируема при следующих начальных ус
ловиях (^ = 0 ):

р =  р0, АТ = АТ0, vi = vi0, а /  =  ац° (1.6.24)

и граничных условиях ( 1.2 .1) на части Si, (1.2.3) на части S 2, а 
такж е p ( S ) = p s, (1.2.2) и (1.4.19) на всей поверхности S.

Система разрешающих уравнений допускает частные случаи. 
Например, при Д 7 = 0  имеем систему разреш аю щ их уравнений 
линейной вязкоупругости, а при d( . . . ) /d t= 0  и И?* =  0  — систему 
разрешающих уравнений квазистатической термовязкоупру
гости.

Необходимо отметить, что в приведенных системах разреш а
ющих уравнений уравнение теплопроводности не зависит от 
других разрешающих уравнений, а потому решать его можно 
отдельно с учетом соответствующих начальных и граничных ус
ловий, т. е. распределение температуры в теле полагается из
вестным.

В общей нелинейной теории вязкоупругости связи между 
компонентами тензора деформаций е»-/ и компонентами тензора



напряжении а,-/ представляются в виде суммы интегралов возра
стающей кратности: 

t
£tj(О =  J /?<%/. ( т) o*«'* (тО dt, +

О

* t

+  §  §  R ? L u k , u  (t> T2)  (T j )  ( t 2) dijdxj +  • . .
о 0

t t

• • • +  ^ • ■ • § R u l 1it...knin (t , t j ,  . . . ,  x„) ( t j ) . . .
о 0

. . .  сЛ'л(тл) dt, . . .  dr„ +  . . .  (1.6.25)

В настоящее время разработаны некоторые нелинейные тео
рии вязкоупругости, являющиеся частными случаями общей 
теории (1.6.25).

Перспективной представляется тензорно-линейная теория 
вязкоупругости для изотропных сред, основанная на фундамен
тальных постулатах механики деформируемых тел. В этой тео
рии связь между девиаторами тензора деформаций (D.) и тен
зора напряжений (Д,) представлена зависимостью

t
2 G D i j (е, t) =  Dij(o,  / ) +  §#(*> т ) Z>/y(qr, x )d t +

0
< * I

+  jj D tJ(a, t)d x  ^ ^ R 3(t, x, | ,  T]) D  (o, g, T))d|dr], (1.6.26)
0 0 0

где R  и Rz — экспериментально определяемые ядра ползучести, 
причем ядро R 3 симметрично по 1 и г), т. е. /?з(^. х, rj) =  
= R3(t, Т, л. I); I. r \ ) = r 2(De)=Dij(o,  I )D4(a,  ri).

Теорию, в которой сдвиговые свойства вязкоупругой среды 
определяются соотношениями (1.6.26), называют квазилиней
ной квадратичной теорией вязкоупругости. Решение интеграль
ных уравнений (1.6.26) относительно компонент девиатора на
пряжений Dtj (a, t) приводит к соотношениям

I
(1 /2 0 ) D tj (a, t) =  D l} (e, 0  — J Г (t, x) D tJ (e, t) d t +

0

t 1 I
+   ̂D tj (e, t)  d t  ^  Г3 (t, x, rl) D  (e, g, rj) dSdTl>

0 0 0

где Г и Г5 — ядра релаксации; D (е, g, г)) =  Г2( Д ) = Д , ( е ,  g )X  
Х Д Ч е , Л).



Д ля вязкоупругих сред, в которых явления типа старения 
отсутствуют, ядра ползучести R, R 3 и ядра релаксации Г, Гз 
определены равенствами

R(t, х) = R (t т ) ; R3(t, х, I, r))=R3(t— т, t— g, t— я ) ;
Г(*, т ) = Г ( ^ - т ) ;  T3(t, т, | ,  п) =  Г3 —х, t - l ,  t- ц ) .
Если учесть физически наиболее существенную главную 

часть ядра R3, то соотношения (1.6.26) преобразуются в урав
нения главной квадратичной теории вязкоупругости, в которой 
связь между девиаторами тензора деформаций (Dt) и тензора 
напряжений (D„) устанавливается соотношениями

2GD ч  (е, t) =  [1 +  Л (t, D  (о))] D u (a, t )+  
t

+  J [ R ( t - x ) - B ( t ,  х, D (a))] D tJ (о, x)dx. (1.6.27)
о

Отметим, что здесь временной коэффициент модуля упругости и 
коэффициент нелинейности ядра ползучести, равные

A(t ,  D(a))  =  K D (o ,  t, t) +

t
+   ̂ — t) D  (a, t, x) +  R 2 (t — r) D  (a, x, x)] dx;

о

B(t ,  x, D  (o)) =  R 3(t — x) D  (a, t, t) +  (1.6.28)

+  R i ( t  — x) D  (a, t, x) - f  /?5(t — x) D  (or, x, x), 

выражаются через инвариант напряжений

D(a, t, / ) = Г 2 (Д ,)=£>‘7(ст, t)D„(o,  x)
и вторичные простые ядра Ri ( /=  1, 2 , . . . ,  5 ), а jK =const.

Соотношения (1.6.27) и (1.6.28) допускают обобщение, при
водящее к главной нелинейной теории вязкоупругости, в кото
рой связь между девиаторами (Z)e) и (Д,) имеет вид (1.6.27), а 
коэффициенты А и В определяются выражениями

t
А  =  Ф0 [D (a, t, /)] +  ^ Ф [t — х, D  (a, t, х), D  (а, х, х)] dx;

о

B =  '¥[t  — x, D(a,  t, t), D(a,  t, x), D  (o, t, x)],

где Фо, Ф, Ч*1 — экспериментально определяемые функции.
В простейшем случае, когда Ri =  0, D(a, t, t) =  2a;2(/) /3 , т. e.



A =  2Kei2( t) /3, B = О, соотношения (1.6.27) преобразуются к виду
t

2G D tj (е, t) =  [1 +  2 А"<7,2 (*)] D u (а, < ) + $ / ? ( * -  т) D tj (от, т) dx.
О

П олагая 0, /?5=^0, из (1,6.28) находим
t

A ( t ,  D  (a)) =  ^ -A '0 i2 ( O +   ̂ т ) - |- а ;2 (х)ск;
0 (1.6.29)

Б ( ^ х ,Л ( а ) )  =  /?5 ( ^ - х ) | - а г2 (х),

и тогд а  соотношения (1.6.27) принимают вид

2GDij(e,  t) =  [1 +  A (t, D  (о))] D tJ (cr, t) +  
t

+  § — *) — R s (t — i)  ^ - о г2 (x)J D ,y(a, x)dx. (1.6.30/,
0

Если ж е в (1.6.29) положить i?2 =  0, а а ;2 заменить произволь-j 
ными функциями аргумента с*, то (1.6.30) будет иметь вид

2G D 4  (е, t) =  [1 +  со, (о,)] D tj (a, t) +

t
+  \  [R it — ̂  +  Rs i t  — x) « 2 (<*/)] А-Дс- t) dx, (1.6.31)

о

где coi(cri) и co2 ((T;) — функции, не зависящие от вида напряжен
ного состояния.

Используя условие подобия кривых ползучести, можно’ по
казать, что ®1 (о,-) =со2 (о;) =f(Oi) — 1, R = Rs, после чего соотно
шение (1.6.31) принимает вид

2 G D u {z, *) =  f  (о,) D t j  (о, *) +  
t

+  ̂ R ( t  — x ) f  (cr, (x)) Dtj  (a, x) dx. (1.6.32
о

Здесь f(Oi) определяют из опытов на нелинейную ползучесть пс 
кривым ползучести в координатах f ( a ;) — при различных зна 
чениях времени t, причем f (Gi)= 2 Gz\2 (t)i(<S\?$(t)), где sn(t)  i 
CTi2 — соответственно деформация и напряжение в опыте на пол 
зучесть при чистом сдвиге; cp(t) — известная функция, характе 
ризую щ ая кривую ползучести; /(ст;) =  1 при сг^ст;*.

Таким образом, (1 .6 .3 2 )— первое определяющее уравнени 
простого варианта нелинейной теории вязкоупругости, оно яв



ляется тенозрным и связывает компоненты девиаторов (Dt) и 
(Da). Уравнение

t
3К г  =  / ,  (о) а +  J R* (t -  х) / ,  (а (т)) а  (т) dx, (1.6.33)

о
— второе определяющее уравнение этой теории; это скалярное 
уравнение, оно связывает среднюю деформацию е и среднее на
пряжение о. Ядро объемной ползучести R* (t) определяют из 
опытов на линейную ползучесть при объемных деформациях, а 
функцию / i(a ) — аналогично тому, как была определена функ
ция f(Oi).

Определяющим уравнениям (1.6.32) и (1.6.33) соответству
ют физические соотношения

Е" =  ш  ( К + Л  - 1) °S‘j] +  
t t

+  \  R  V -  г) f  (а, (X)) аи  (х) dx +  $ [ r * (t -  х) / ,  (а (х)) -
о б

— R  (t — т) /  (О, ( т))] а (х) dx£,y}.

Если Г — резольвента ядра а Г* — резольвента ядра R*, 
то уравнения (1.6.32) и (1.6.33) разрешимы относительно на
пряжений:

D п (о) =  ■
20

а =

iJ v~; f  (щ) 

3/С
/ 1(°)

е —  ̂Г* (t — х) е (х) dx

Этим определящим уравнениям соответствуют физические 
соотношения

3m—1 /  (Of) 
2 f i  (a)

«

■ l ]  effiy — J Г(* — x)e iy(x)dx

З т —1 f i a t )  
3 / ,  (a) ■Г (г! — x)J e(x)dxgriy

Задачи нелинейной вязкоупругости могут быть сформулиро
ваны в перемещениях и в напряжениях. При формулировке за 
дачи в перемещениях (основные неизвестные р и щ) исходная 
система уравнений и соотношений формируется из уравнения



неразрывности (1.1.7), уравнений движения (1.1.8), геометриче
ских соотношений ( 1.1.1), а такж е физических соотношений

а ‘}==т Щ т
в которые входят интегральные операторы

/
ZI ( . . . ) = b ( . . . ) - 5 r ( ^ - t ) ( . . . ) t d x ;

— S [г*  (̂  — т) ~ Т ~  ТПа)— Г (̂  х) ( . .  .)т(1т.
о

Д ля построения системы разрешающих уравнений подставим 
геометрические соотношения в физические и представим компо
ненты тензора напряжений в виде

° lJ==7WiУ JUi^r ^ ' iUk'^ iUk̂

+ i -  L2(2\7kUk+ g ^  V attftVvM*)g^]- (1.6.34)

П одставляя (1.6.34) в уравнения движения (1.1.8), записан
ные в виде g’/“V o0(7 +  Fi=pAvi!d.t, и учитывая равенства

gJaV a L i ( .  . .)= /• !  [g '“V . ( . . . ) ] ;

g!“4 M . . .  ) = I 2 [gl* V* (• • • ) ]+ 3- ^  W  ( . . . ) ,

причем

t

-  \  Г* (t -  T) g^«Va (• • . fcdr;
0 \  1 /

где  
( f ( o i ) \  I fdy (CTi) , 4 f  (oi) d/,((T) /a„  „

? l " ^ T ? V “ (a,) A W  da 8  Vatfj,

получим уравнения движения в перемещениях 

■ ^ ■ ^ ~ ^ + L i {V iU j+ V jU r{ -V itik4 jUk)+  

+ L 2(2Vktik+ g ^ V 6 U kVytik), (1.6.35



в которые входят интегродиффаренциальные операторы

г°л-• -)=т тк) [i2g!a'Va (* •

Система разрешающих уравнений нелинейной вязкоупруго
сти является замкнутой и состоит из уравнения неразрывности
(1.1.7) и уравнения движения в перемещениях (1.6.35). Этой си
стеме уравнений соответствуют начальные условия р =  ро, «/=■ 
=  иД vi — vp при t=to и граничные условия p ( S )= p s ,  на по- 
(ерхности 5  области D тела, а такж е (1.2.1) на части Si и 
' 1.2.3) на части S 2 поверхности, которые с учетом (1.6.34) мож- 
ю записать в виде

L\ (V 4a y+ V jUkjn1+
1 1 Р (Л) f !  \

+ T  L2(2 V * a* + g eY V ett*V va*)^  =  - g -  J W -

При квазистатической постановке задачи вязкоупругости си- 
ы инерции не учитываются и система разрешающих уравнений 
эстоит из трех уравнений равновесия в перемещениях:

Li(ViU/ +  V /ui+V,u*V/u*)+-La(2V*u*+gt’V eu*Vru*)+F,/G  =  0

приведенными выше граничными условиями.
Если задачи нелинейной вязкоупругости формулировать в на- 

эяжениях (основные неизвестные р, Vi и а / ) ,  то исходная систе- 
а уравнений и соотношений состоит из уравнения неразрывно- 
и (1.1.7), уравнений движения (1.1.8), уравнений совместно- 
и деформаций (1.1.3), физических соотношений

bi/ =  [Mi (оц) + M 2(a)gij]/2G,

которые входят интегральные операторы
t

Ж, ( . . . ) = 1  • ( . . . ) +  J Я (< -  X) /  (а, (т)) ( . .  . )Tdx; ;
О

" * < . . . ) - [ з ^ т / , « » - 1] ( . . . ) +  ::
t

1 +  С | >  (/ _  t ) f x  ( а (т)) — — (т)) 1 ( . . . )Tdx.
о



Д ля построения системы разрешающих уравнений подста
вим физические соотношения в уравнения совместности дефор
маций (1.1.3). В результате получим соотношения

£ & Ю + £ в р ( о ) = ° ,  (1-6.36;

в которые входят интегродифференциальные операторы

L l6i ( о гу)=А бУАрг [M iV tVk iO iD + M uЧь (<ty)+

+ М \ п V , ( О ц ) +М ш  (о,,)];

L6р (а)=Лв'Ару [ ^ 2V /V * (o )+ ^ a /V * (c r )+ jW a V /(o )+ ^ 2/ft(o)].
содерж ащ ие производные операторы 

t
M\k ( . . . ) = \ R  (t — т) X (о-i (т)) ( . . .  )tdx;

О
t

М ш ( -  • — т)зс' (Oi(T))(.. .) tdx;
О

л г » ( . . - ) = 3^ i r r  Xi (<y)(. • ■)+ 
t

+  5 [ ^ !i!( ^ - T) 3 ^ z r r ^ ( a (T) ) - ^ ^ - T)5C((TiW )](- - - ) td T ;
0

а 4 / ( . . . ) = з ^ п  Xi' (o) ( . . . ) +  
t

- f  § [/?* (t — x) 3^ j - j -  X' (a ( t))—/? (* -  x) x ' (Oi (t))J ( . .  .)*dx.
о

Здесь
7C (<ri)==y/ (<Ti)V*(of);

X' (a * )= /"  (a,) V a (о,) V , (o() + / '  (a,) V , V a (a,);
X i ( o H ' ( o ) V » ( a ) ;  7 i ' (o )= / , //H V ft(o )V /(a )+ /1'(o )V /VA(«
В систему разрешающих уравнений входят уравнение к 

разрывности (1.1.7), уравнения движения (1.1.8) и уравнен 
совместности деформаций (1.6.36), т. е. всего 10 уравнений с 
носительно 10 неизвестных. Этой системе уравнений соотв< 
ствуют начальные условия р=ро, Vi=vi0, в 1/ = оц° при / =  О 
граничные условия (1.2.1) на Si; (1.2.3) на S2, а такж е p(S) 
= p s  и (1.2.2) на поверхности S области D тела.

Д ля квазистатических задач вязкоупругости уравнения Д1 
жейия переходят в уравнения равновесия g iaV a<yij-\-Fi=0, i 
торые с уравнениями совместности (1.6.36) образуют систе



разрешающих уравнений при соответствующих граничных ус
ловиях.

Успешному решению поставленных задач линейной и нели
нейной теории вязкоупругости во многом содействует приме
нение общих теорем теории вязкоупругости.

Теорема взаимности теории вязкоупругости утверждает: 
изотропное вязкоупругое тело, подвергнутое двум различным 
состояниям нагружения с соответствующими объемными F', 
F‘ и поверхностными р1(п), р 'п) силами и перемещениями а;,
и-с, имеет поле переменных, которое удовлетворяет соотноше
нию

Перейдем теперь к формулировке вариационных теорем 
теории вязкоупругости. Рассмотрим функционал

ля которого справедлива первая вариационная теорема; для 
•ункционала Q, 6Q t= 0  тогда и только тогда, когда удовлет- 
оряются все уравнения поля

граничные условия (1.2.1) на части ^  и (1.2.3) на части S’2 
эверхности.

Рассмотрим функционал

J р{я)ёи,<1$+J p 'n)dw ;dS + ^ F ldutdV.
S  V  s  V

v

eij—0,5(V;U/-(_ V;Wj);

t
o‘J= r>y«dew= 5  Г ( t -  x ) ±  ekl (t) d t

0



для которого справедлива вторая вариационная теорема: д/ 
функционала 6Q2 =  0 тогда и только тогда, когда удовле 
воряются уравнения поля

0; ei;=0
i

e i j = R i j k t < i o k l ^  R l j k l  (t —  x) ̂  a * '  ( t )  dx
0

и граничные условия ( 1.2 .1) на Si и (1.2.3) на S2-
П ервая и вторая вариационные теоремы дают строгое обо 

щение на теорию вязкоупругости приближенных методов те 
рии упругости, основанных на вариационных теоремах. Ук 
жем еще две вариационные теоремы, имеющие ограниченн 
применение, поскольку требуют допущения о разделен: 
пространственных и временных переменных, т. е. возможное 
представления

щ {хк, t ) =  ut (х*) и (t) ; ец (х*, t) =  ец (хк) и (/);
(1.6.3

Оц(хк, t)=Oij(Xk)x ( t ) .
Необходимое условие такого представления — постоянст 

коэффициента Пуассона вязкоупругого тела v ( t ) = v  = con\ 
Вследствие этого условия отношение функций релаксац 
Г ( t) /T i( t)  =  ( l + v ) / ( l —2 v )= co n st, а две изотропные функц 
ползучести R(t )  и Ri(t)  должны быть связаны зависимост:
^ ( 0 A ( 0  =  ( l - 2v ) / ( l + v ) .

Н а поверхности S области D тела перемещения и напрял 
ния должны иметь форму, определяемую на части Si и S 2 со< 
ветственно следующими условиями:

щ{хк, t ) = u iS(xk)u{t) \  <уЧ{хк, ^ п / ( х к)=Р(П)‘(хк) ^ ( 0 ,
причем u(t)  и х ( 0  здесь связаны зависимостью 

t
V. (*) =  m  ^ Г (t — т) и (t) d t,

оо
где m =  const. Ограничения, накладываемые на физико-меха 
ческие свойства, сводятся к тому, что среда считается изотр 
ной, а вязкоупругий коэффициент Пуассона — действитель 
константой среды.

Рассмотрим функционал 
/

Qs==2 I  ̂ +



d td l/-+  d7  D i l ^ (х ~ ^  3 ^ D 4 (е> ^ dTl
О

-*S sV « w ^ * « -2 j
5 ,0  5 , О

возьмем первую вариацию от этого функционала, учитывая 
эи этом представления (1.6.37). Воспользовавшись теоремой 
строградского—Гаусса, после некоторых преобразований по- 
/чим вариации 

t
6 Q3 — 2 ^ jj |7 — е i] ~2 {V  iU j bo11 -|- б аЧ -|-

V о '

+  f>Dij(e)ii(x) ^ — D4(o,  т ) -f- 2  ̂Г (х — г)) D lJ(e, r])dr]j +

+  беи (т) 3 ^ — а (т) +  — 4 ^  ^ Г (т — т]) е (11) dr) j  —

t

— {VjOiiJt - F i)6i t i] dtdl/—2  ̂ (P[n)~<ylln j ) 6 i h(x) dS  —
s -

t
— 2 ^ ^ 6 a litij(ui — Uis)dxdS.

s, 0

5 , 0

зсь точка сверху означает дифференцирование по времени. 
Приведенное выражение вариации 6 Q3 показывает, что урав- 
ия равновесия (1.1.6), геометрические (1.1.4) и физические 
тношения

аЧ =  2/ l - 2vV)' J r ( f — T ) ^ - e <y(T)dT;
О

t

D iy(o) =  2 $ f ( * - T ) ^ - D „ ( e ,  T ) d t ,

1кже граничные условия (1.2.1) на поверхности Si и (1.2.3) 
>2 будут выполнены, если б й з  =  0. Этот результат соответст-
- третьей вариационной теореме: для краевых задач теории



вязкоупругости, решение которых допускает представлен 
(1.6.37), первая! вариация функционала 8£2з=0 тогда и толь 
тогда, когда удовлетворяются уравнения поля и гранича 
условия. При этом допускается варьирование только зависящ 
от координат частей переменных поля. Аналогично формулируе 
ся и четвертая вариационная теорема.

Доказанные вариационные теоремы теории вязкоупругое 
устанавливают условия стационарности функционалов. При с 
ределенных ограничениях можно показать, что некоторые 
функционалов имеют минимальные значения. Более «сильны 
теоремы минимума, которые будут рассмотрены ниже, связаны 
основном с двумя последними вариационными теоремами, т 
как краевые задачи вязкоупругости описываются зависимое! 
ми, соответствующими этим теоремам, причем компоненты т« 
зоров напряжений и деформаций, а такж е вектора перемещен 
представляют собой непрерывные и непрерывно дифференци! 
емые функции.

Первая теорема: для краевой задачи теории вязкоупругое 
которая допускает представление решения в виде (1.6.37), onj 
деляю тся как допустимые только те состояния, в которых пе] 
мещения удовлетворяют граничным условиям в перемещения> 
отличаются от перемещений, получаемых в решении, толь 
частью, зависящей от координат, но не частью, зависящей 
времени. Из допустимых состояний только одно, которое явлж 
ся решением краевой задачи, приводит функционал

dxdV-

^ 1==S S 3g (т) -/ j j "  jj f  (x — t]) e (n) dr] — 2F‘ (t) (t) +
v  о L о

T

x) Jj Г (x — r])bi](e,  rj)drj 
о

t

~ 2 $ § p\n)w « i w dTd5
Sa 0

к минимуму по сравнению со значениями Qi*, найденными i 
любого другого допустимого состояния, если для рассматрив 
мого процесса выполняется условие 

t

S 0 'У(т) ж  e i ; ( T) dx> ° -
о
Теорема справедлива для всех сред, для которых произве; 

ная работа неотрицательна (выполняется для вязкоупру 
сред).



Следствием этой теоремы служит теорема о минимуме пол
юй энергии при деформации вязкоупругого тела: действитель- 
гому напряженно-деформированному состоянию вязкоупругого 
■ела при нагружении соответствует минимум полной энергии:

Вторая теорема утверждает: для. краевой задачи теории вяз- 
оупругости, которая допускает представление решения в форме 
1.6.37), определяются как допустимые только такие состояния, 
которых напряжения удовлетворяют уравнениям равновесия 

1.1.6), граничным условиям (1.2.3) и отличаются от получен- 
jx  в решении состояний только зависящей от координат частью,
з этих допустимых состояний одно, которое является решени- 
л краевой задачи, приводит к минимуму функционала

=  5 — Р(т))<1тсИ/ — 2  ̂ J -^■a4(x)nJuis(x)6xdS,
\ /  -п '  ' с» п

V s
де

- J ( 3 r ,  ( t - x ) - r ( t - T ) ) e ( T ) g 4  +
О

О

t t

О о
t tt t

+  T § r - 4 ) - f c D 4 ( a ,  X ) - ^ D lj{a, rj)drdr];
0 0

t t



по сравнению со значениями йг*, найденными для любого допус 
тимого состояния, если для рассматриваемого процесса 

t
5 -^г a /^(x)e/y(x )d T > ° .
о
Выполнение этого условия для реальных вязкоупругих сре; 

связано с определенными ограничениями на процесс деформи 
рования, поэтому применимость теоремы ограничена, однако су 
ществуют такие частные условия, при которых теорема приме 
нима.

Следствием второй теоремы является теорема о минимум< 
полной дополнительной работы при деформации вязкоупругой 
тела: действительному напряженно-деформированному состоя 
нию вязкоупругого тела при нагружении соответствует минимун 
полной дополнительной работы

R  =  R —  ̂UisnpVdS,  
s

• °iJ
R =  J 0>(a^)dl/=jj J <?i;da" =

V  V 0

-  $ (к г  S ( ° ‘I + 2 0 Л rs<i) <*'  +

Г *
+  ^ K  R V  — T)Oi/(T)dt +

o Lq 
t

+  J ^ R i ^ — T) —R ( f — T̂ ° ( r ) dtsw - Ida"J dV.

Таковы основные общие теоремы вязкоупругости, которы 
будут использованы при построении решений краевых зада 
теории вязкоупругости.

Теория вязкопластичности изучает поведение среды, обл: 
дающей явно выраженными свойствами вязкости и пластичност 
Поведение такой среды характеризуется определяющими ура] 
нениями

D i { ( a )  = 2 r \ D i / ( s ) ;  ст=—р+Я е, (1.6.3*

причем т! =  ц + т i/yu а зависимость t<'(y<) предполагается извес 
ной. Определяющим уравнениям (1.6.39) при нагрузке соотве 
ствуют физические соотношения

Ou=2T][e<j+ (Я/2т]— 1 )eg<*]—pgu- (1.6.35-



Обратные определяющие уравнения имеют вид 

Dii( e ) = D ij(a)j2\]; ё = ( а + р ) Д ,

им соответствуют физические соотношения

*4 =  [аЧ +  ( i f  -  1) +  Ч  Р8ч ■ (1.6.40)

Очевидно, что при rj =  |u физические соотношения (1.6.39) и
(1.6.40) справедливы для вязкой жидкости.

П олагая неизвестными р, о и v{ ( t = l ,  2, 3 ), исходную систе
му уравнений и соотношений сформируем из уравнения нераз
рывности (1.1.7), уравнений движения (1.1.8), кинематических 
соотношений (1.1.2) и физических соотношений (1.6.39). Д ля по
строения системы разрешающих уравнений объединим кинемати
ческие и физические соотношения:

Система разрешающих уравнений включает уравнение нераз
рывности (1.1.7), уравнения движения (1.1.8), уравнение сжи
маемости о = а ( р ) = о ( е )  и является замкнутой относительно 
указанных неизвестных. Системе разрешающих уравнений соот
ветствуют начальные условия р =  ро, о=Оо, v t — v i0 при  ̂=  0 и 
граничные условия (1.2.2) или (1.2.3),

на поверхности S области D.
Задачу теории вязкопластичности можно поставить такж е в 

напряжениях, принимая за основные неизвестные р, р, v f, otj. 
В этом случае исходная система уравнений и соотношений фор
мируется из уравнения неразрывности (1.1.7), уравнений дви
жения (1 1.8), уравнений совместности скоростей деформаций
(1.1.3), физических соотношений (1.6.40) и уравнения состояния 

р =  р ( р). Д ля исключения неизвестных ёц и записи уравнений 
совместности в напряжениях подставим физические соотношения
(1.6.40) в уравнения совместности. В результате получим

о ц—og'jj+Ti (^ iU j+^jfi) +  (А./3—|—2г|/3)

и подставим их в уравнения движения. Тогда 
pdfli/d^—Fi—Vio =  r]V2yj-f- (Я+Ц) v ,  (V*i,*) /3 +  

+ V „ ( T1) D i* ( e ) .

PiM—arti =  [r) (V.yj+ V jyi)n ,'+ (V 3 —2t}/3) Vkvkn{]s

A ^A pV /V * |27 j-Jo i; +  ( t - - l ) a£*y } +

+ 4 -A e /Ap/ V ,V ft =  0.



Система разрешающих уравнений задачи теории вязкоплас
тичности в напряжениях состоит из уравнения неразрывности
(1.1.7), уравнений движения (1.1.8), уравнения состояния, урав
нений совместности скоростей деформаций (1.6.41). Этой систе
ме уравнений соответствуют начальные условия р =  ро> Р— Ро, 
Vi — Vi о, a{j —  Oij° при ^ =  0 ,  а такж е граничные условия, заданные 
на поверхности S области D: p ( S ) = p s, V i ( S ) = v iB, p ( S ) = p s, 
0i j(S)ni  =  p i<-nh

Таковы формулировки задач теории вязкопластичности в ско
ростях деформаций и в напряжениях.



ОБЩИЕ РЕШЕНИЯ, ИХ РЕАЛИЗАЦ ИЯ

2.1. Решения разрешающих уравнений 
механики жидкости и газа

Система резрешающих уравнений для идеальной жидкости 
(газа) является системой дифференциальных уравнений (1.3.17) 
в частных производных, в которой последнее уравнение может 
быть заменено уравнением распространения теплоты

pc^dr/d/— V 4(A,g*“Va7 ')+ p V (t;, =  0.

Эта система нелинейная и имеет весьма общий характер. С о
держательное приложение приведенных уравнений к решению 
ряда задач возможно в том случае, если на рассматриваемые 
движения жидкости наложить дополнительные условия. Н апри
мер, в п. 1.3 показано, что условие потенциальности движения 
(безвихревые движения) приводит для несжимаемой однородной 
жидкости к потенциалу скоростей q>, являющемуся гармониче
ской функцией, определяемой уравнением Л апласа (1.3.10) и со
ответствующими граничными условиями задачи. Уравнениям 
движения Эйлера эквивалентен интеграл Коши—Л агранж а 
(1.3.11), но при установившемся движении / ( 0 = c o n s t  и инте
грал Коши—Л агранж а переходит в интеграл Бернулли (1.3.12). 
Однако и в этом случае гармонические функции столь разно
образны, что отыскание той из них, которая отвечает условиям 
задачи, затруднительно, поэтому очень немногие пространствен
ные задачи механики идеальной жидкости (газа) удается ре
шить до конца. Все это вызывает необходимость ограничивать 
класс движений и выбирать наиболее характерные, например 
плоские и осесимметричные движения.

Плоским называется такое движение жидкости, для кото
рого существует направление п  такое, что ему перпендикулярны 
все скорости поля, причем во всех плоскостях, перпендикуляр
ных п  , картина поля одинакова. Такое движение описывается 
полем скоростей в одной из плоскостей, перпендикулярной п.  
Пусть направление п  совпадает с направлением оси z декарто
вой системы координат (х, у, г ) , тогда, обозначив через vx, vv 
компоненты вектора скорости v  по осям х  и у, приходим к ус
ловиям несжимаемости и потенциальности:

dv jdx+dvy/dy— o и d v j d y —d v j d x — 0. (2.1.1)



При этом потенциал скоростей ср будет гармонической функцией 
вида

V 2<p=д2<р/дх2+ <?2<р/ д у 2= О,
а компоненты вектора скорости равны 

Vx— ду/дх; vy=d<p/ду. (2 . 1.2 )
Из уравнений (2.1.1) устанавливаем, что выражение 

— Vy&x+Vx&y является дифференциалом некоторой функции 
ty(x>y), если принять

причем направление касательной к линии ф(х, y ) = c o n s t  совпа
дает с направлением вектора скорости и поэтому линии уровня 
(ij}r=const) будут векторными линиями поля скоростей. При 
установившемся (стационарном) движении эти линии совпадают 
с траекториями движущихся частиц и называются линиями тока, 
а Ф(*> У) есть функция тока. Из уравнений (2.1.1) видно, что

— гармоническая функция, а сравнение (2.1.2) и (2.1.3) пока
зывает, что функции \|) и ф — сопряженные, т. е. дц>1дх=д^1ду, 
дф/ д у = —д-^/дх. Совокупность функций ф и if образует аналити
ческую функцию ^= ф + 1 ф , называемую комплексным потенциа
лом.

При наличии завихренности, характеризуемой скалярной ве
личиной

в предположении стационарности движения, подставляя 
(о=сое3 в уравнение Лэмба (1.3.13), приходим к двум скаляр
ным равенствам (nvx= d H / d x  и —соvy= d H /ду.  Вводя функцию 
тока по формулам (2.1.3) и приравнивая смешанные производ
ные функции Я , получаем тождество

д а  дгр дса drj?__»
дк ду  ду дх  ’

откуда следует, что (о=со(г|)), причем вид функции ш предпола
гается известным. Подставляя функцию тока в выражение
(2.1.4), приходим к уравнению

V 2‘ty—d2ty/dx2-\-d2\i) /дуг=  —а (ф ) .

Движение называется осесимметричным, если все векторы 
скорости леж ат в полуплоскостях, проходящих через некоторую 
прямую, называемую осью симметрии, причем во всех полупло
скостях картина поля одинакова. Принимая ось г цилиндриче
ской системы координат (г, 0, z) за ось симметрии и обозначая 
через vT и vz компоненты вектора скорости, запишем условия 
несжимаемости и потенциальности:

и*=дг|з/дг/; vy= — д^/дх, (2.1.3)

<o=dvy/dx— d v j d y (2.1.4)



Из второго уравнения (2.1.5) следует, что выражение 
vzdz-\-vrdr есть дифференциал функции ф, называемой потен
циалом скоростей, причем

иг= д ф /дг\ vz=d<p/дг.  (2.1.6)

Из первого уравнения к(2.1.5) видно, что ф удовлетворяет 
уравнению Л апласа

V  Ч* d z 2̂ T о г г - Г  г  д г  V

и является гармонической функцией.
Первое уравнение (2.1.5) указывает на то, что выражение 

—rvTdiZ-\-rvzAr есть дифференциал функции называемой
функцией тока, причем vr= — [l /r)dty/dz; vz=  [ \ / г )д ^ /д г ,  а 
линии уровня (\|)=const) будут линиями тока. Функция тока 
удовлетворяет уравнению

д2г|) , <?2я|) 1
д7*~т~I F  ~  ~r дг~Л}’

которое не является уравнением Л апласа, а потому функ
ция ф — негармоническая. Функция тока о|з и потенциал скоро
стей ф взаимосвязаны соотношениями rdy/dz=dty/dr\  
гду/дг=  —dty/dz.

При наличии завихренности со в осесимметричном движении 
рассуждения, аналогичные ранее приведенным, приводят к 
тождеству

д / а> \ду  д / а> \ дф_„
d z ^ r j d r  dr\~Fjdz  ’

из которого следует, что со—rcot (чр). Здесь coi(i|))— некоторая 
функция, причем функция тока -ф удовлетворяет уравнению

. с/Н1) 1 dib о , . ч

Итак, при безвихревом движении задача механики идеаль
ной несжимаемой жидкости (газа) сводится к решению урав
нения Л апласа с учетом некоторых дополнительных условий, 
которые отражаю т специфику задачи. Дополнительными яв
ляются начальные и граничные условия, причем начальные ус
ловия необходимы только при неустановившейся движении.

Начальные условия сводятся к заданию в начальный мо
мент времени t0 области D0> занятой жидкостью, и распределе
ния потенциала скоростей ф в этой области ф( г ,  0 ) = f ( r ) ,  
где f ( r )  —г армоническая функция в области D0.

Граничные условия задаю тся на поверхности S t области 
течения Dt для любого момента времени t ^ t 0. Во многих 
задачах S t делится на три части: жесткая неподвижная грани
ца Si, жесткая подвижная граница S2, свободная граница S3.



При неустановившемся движении граничные условия на 
твердой неподвижной границе S , ( r ) =  0 есть заданная функция

дср/дп=0 или g ^ V jtp V jS ^O . (2.1.7)

На жесткой подвижной границе S2( r ,  t ) = 0  задается функ
ция

a S a /d f + ^ 'V ^ V jS .- O .  (2.1.8)

Свободной границе S 3 соответствуют граничные условия
(2.1.7) или (2.1.8) как  кинематические с неизвестной функ
цией 5 3 и дополнительное граничное условие

d(p/<^+0,5g-“ Viqp—# /р  =  const, (2.1.9)

где ■О— потенциал внешних сил, действующих на границу.
При установившемся движении граница не зависит от вре

мени t, поэтому на жестких (известных) участках должно вы
полняться граничное условие (2.1.7), а на свободных участках— 
условие (2.1.7) с неизвестной функцией S и условие (2.1.9), в 
котором отсутствует дер/dt.

С учетом изложенного, рассмотрим подробнее осесимметрич
ное установившееся движение идеальной несжимаемой жидко
сти в цилиндрических координатах (г, 0, z) ,  для которого при 
отсутствии источников и стоков справедливы уравнения

гд(р/дг=д\р/дг; rdq>/ д г — —di^/dz. (2.1.10)

Уравнение Л апласа для потенциала скоростей <р запишем в 
виде

Д ля каждого решения этого уравнения выражение Adz-\-Bdr, 
где А =  —гду/дг, B =  rdq>/dz, удовлетводяет условию полного 
дифференциала: д А /дг—дВ/дг.  Единственными гармонически
ми функциями, зависящими только от г и z, будут соответст
венно функции c p = lo g r + b — линейная функция и ф = az-\-b„ 
где а, b — постоянные; далее в решениях по возрастающей 
сложности идут гармонические полиномы любой степени. Под
бирая к <р сопряженные функции, получаем простейшие век
торные функции вида

g* =  log r— iz; 1г = 2z + i r 2; £3= г 2—2z2—2tr2z;
(2 . 1. 12)

£4= 4 г (3 г !— 2zz) —3ir2(4z2—r2) ; 

удовлетворяющие системе уравнений (2.1.10). Любое решение



системы в некоторой окрестности произвольной точки можно 
представить в виде ряда

А-0

где £—z + tr  и — функции вида (2.1.12); а * — постоянные.
Кроме этих элементарных решений, соответствующих поло

жительным степеням £, можно написать решения, правильные 
на бесконечности и соответствующие отрицательным степеням. 
Простейшим таким решением уравнения (2.1.11) будет функ
ция y= l/ R , где R=  J^z2+ r2, а сопряженной к ней — функция 
ij:=z/R. Остальные решения имеют следующий вид:

i-i= {r+ iz)/R ; r 2= ( - « + i r W ;  • • • ; ,0 1 1 оЧ
Е-Л==_ ^ ^  ( '  ® ri 9TI I £> f i yдгп  ̂R '  дг

Любое решение системы (2.1.10), правильное на бесконеч
ности, представляется в окрестности точки бесконечным рядом 
по степеням:

Следовательно, комплексный потенциал f(£) в окрестности 
точки может быть представлен в виде ряда

/ а ) =  2  «*£*.
А——оо

Компоненты вектора скорости осесимметричного течения 
жидкости определяются по формулам (2.1.6), причем из систе
мы (2.1.10) видно, что векторные линии поля скоростей совпа
дают с линиями i|)==const, т ак  что ^  служит функцией тока; 
линии 9 = const и \|) = const ортогональны, однако отображение 
/=Ф+г-ф не является конформным.

Решения (2.1.6) имеют простой физический смысл. Вычис
ляя по формулам (2.1.6) вектор скорости движения, находим, 
что для комплексного потенциала вектор равен vz-\-
+ ty r= — (z+ tr)/ i?3. Так к ак  все векторы поля направлены к 
началу координат, а их величина убывает обратно пропор
ционально квадрату расстояния R от начала координат, то, 
следовательно, поле создано точечным источником (стоком), 
расположенным в начале координат. Размещ ая два источника



интенсивностью ± q  в точках ± а  оси z, получаем осесиммет’ 
ричное течение с комплексным потенциалом

Предельное образование, получаемое при слиянии таких 
источников с возрастающей интенсивностью (а->0, q-*-оо, так 
что 2aq-*-\i), называется точечным диполем с моментом, на
правленным вдоль оси z. Комплексный потенциал поля такого 
диполя

Другие отрицательные степени Ъ,~к трактуются к а к  комплекс
ные потенциалы полей мультиполей. Комбинируя элементарные • 
решения системы (2.1.10), можно построить решения, описыва- | 
ющие сложные течения жидкости с осевой симметрией. ;

Пусть течение жидкости характеризуется комплексным по- \ 
тенциалом f ( ! )  = «1 г—р£-2, где £2 и |~2 определяются соответ
ственно по формулам (2.1.12) и (2.1.13); а  и р — положитель
ные постоянные. Функция тока этого течения \|)=aг2—]xr2/R3 
обращ ается в нуль при г—0 и на окружности i?=/?0=  { р/а. 
Жидкость обтекает шар радиусом Ro с центром в начале коор
динат так , что ось z является линией тока и осью симметрии 
течения. Если заменить точечный диполь системой источников 
интенсивностью ±q, расположенных в точках ± а  оси г, то по
лучим течение с комплексным потенциалом /(£) = 
= 0 ,5  и ,»!2—fa i l) .  Линия тока -ф=0 распадается на ось г и 
овальную кривую, окружающую точки z = ± a . Жидкость обте
кает поверхность, вытянутую  вдоль оси вращения z, со ско
ростью v направленной вдоль этой оси. П олагая, что источни
ки размещены на произвольном множестве Е оси z с перемен
ной плотностью распределения интенсивностей, имеем течение с 
комплексным потенциалом

Д л я того чтобы на участках оси г вне обтекаемого тела 
функция if(z , 0 )= 0 , необходимо и достаточно потребовать ра
венства нулю суммарной области источников:

которому соответствует функция тока

§ Я On) dTj=0.
Е



При соблюдении этого условия уравнение /ф[г, г ) — О распа
дается  на равенство г —0 и уравнение профиля обтекаемого те
л а вращения.

Теперь рассмотрим установившиеся пространственные дви
жения идеальной несжимаемой жидкости (г а з а ) . Если предпо> 
дожить, что движение безвихревое и не имеет источников в 
области течения, то существует потенциал скоростей q>, пред
ставляющий гармоническую функцию трех переменных;

Пространственные гармонические функции хорошо изучены, 
они обладают многими свойствами, аналогичными свойствам- 
гармонических функций двух переменных, однако в простран
стве нет понятия сопряженности гармонических функций, ко
торое связывало бы потенциал скоростей с функцией тока, как , 
например, на плоскости. Было бы желательным наряду с по? 
тенциалом скоростей ф(**), i=  1, 2, 3, иметь еще две гармони
ческие или удовлетворяющие другим простым уравнениям 
функции ^М**) и i|)2(* ‘ ) , но такие, чтобы поверхности уровня 
ipi—Ci, ф2 = С2 пересекались по линиям тока течения, а три се
мейства поверхностей ф = С ,  \|)i=C1( \|з2= С 2 были бы взаимно 
ортогональны. К сожалению, в общем случае построение таких, 
функций пока затруднительно. Поэтому условие обтекания при-, 
ходится формулировать через одну функцию ф к ак  условие; 
ортогональности вектора grad  ф с нормалью п к  обтекаемой 
поверхности:

где п — единичный вектор нормали; д/дп — производная по 
нормали.

Если область течения содержит бесконечную точку, то необ
ходимо существование предела grad  ф при Rl-+oо, которым я в 
ляется скорость © „ н а  бесконечности, причем этот вектор счи
тают заданным. Необходимо иметь в виду, что для области D 
с достаточно гладкой границей гармоническая внутри D функ
ция ф, удовлетворяющая граничному условию (2.1.15) и усло
вию на бесконечности, если D содержит бесконечную точку, 
всегда существует и определяется с точностью до действитель
ной постоянной.

Уравнение Л апласа (2.1.14) имеет простые решения, кото
рыми можно пользоваться для локального приближения про
извольных решений. К ним относятся различные полиномы в 
декартовых координатах (х, у, z) вида ax-\-by-\-cz\ ху, yz ; zx\ 
ax2-\-by2— (a-{-b)z2\ xyz; x[ax2-\-by2— (3a-\-b)z2\ и им подобные, 
получаемые круговой заменой х, у, z и т. д . При этом необхо
димо опираться на теорему Рунге: линейными комбинациями 
гармонических многочленов можно с любой степенью точности 
приблизить в произвольной ограниченной области D со связан-

•V = g rad  ф; \72ф=0. (2.1.14)

( д ^ ф ,  п )^ д ф / дя= 0 , (2.1.15)



ным дополнением любую функцию ф, гармоническую в окрест
ности D. Н аряду с гармоническими полиномами, которые имеют' 
особенность на бесконечности, можно рассматривать правиль-' 
ные на бесконечности функции вида

Чф ( Р ) = ^ “  =  ..........-  ^^ а р  У ( х — а ) г'+ ( у — Ь) 2 +  ( г — с)г

г д е  ^ — постоянная; Ra p—расстояние от произвольной фикси
рованной точки А(а, Ь, с) до точки P (x ,y ,z ) ,  а такж е ее 
производные dfc'+ka+k*p/dxktdykidzkK

Функция ф(Р) является потенциалом течения точечного 
источника, расположенного в точке Л, и в силу гармоничности 
подчинена теореме Остроградского: поток вектора скорости 
v  = g r a c ^  через любую замкнутую поверхность, содержащую 
внутри точку А, имеет одно и то ж е значение. Вычисляя поток 
через сферу 5  радиусом r0= R AP с центром в точке А, нахо
дим

5 з З И —  $ 7 F dS— '*"*■
S S

т. е. q характеризует интенсивность источника. Предельное об
разование, получаемое слиянием источника и стока интенсив
ностью ± q, расположенных в точках А и А', когда А'-*-А по 
прямой направления I =  (cos a , cos р, co sy ), a qr'AA, на
зывается диполем с осью I и моментом Потенциал диполя 

д [ I \ cos 0

где R = R a p ; 0 — угол м еж ду векторами R = A P  и осью дипо
ля I . Аналогичное толкование имеют и старшие производные 
функции ф.

Внесем в стационарный поступательный поток, движущийся 
со скоростью v„ вдоль оси х декартовой системы координат, 
два источника одинаковой интенсивности q, расположив их 
перпендикулярно к этой оси в точках ± а  оси z. Такому тече
нию соответствуют потенциал скоростей и компоненты вектора 
скорости

Ф—  ОссХ+ q  [ у  х * + у* + (2 — а у  +  :\Псг + у г + (г + а)г

v x= v 00 — qx{l/R1*+l/R#y, 1>у=-<7У(1//?13+1//?23); (2.1.16)
— q[(z — a)/Rl*+(zJra)/R2%

г д е  /?1,2=|^л:2-1-г/2+ ( 2  + а)'* — расстояния точки (л:, у, z) от 
источников. При 2 = 0  ^*= 0 , следовательно, поток обтекает 
плоскость (л:, у). В этой плоскости получим векторное поле

г>,=г>оо —2 qx/ V  ( r 2- f  а2)з; v  „= — 2qy/V(r2Jra?Y,



которое не является потенциальным. Построим семейство по
верхностей, образованных линиями тока течения, зависящ его 
от параметра h. Такие поверхности z= z(x ,y )  должны удовлет
ворять уравнению

с коэффициентами, определяемыми по формулам (2.1.16). Р е
шение асимптотической задачи Коши для уравнения (2.1.17) 
(z-v/i при х->---- оо, где 0<Ch<a) представляет собой поверх
ность z=z(x, у) с единственным максимумом на оси х вблизи 
начала координат, асимптотически стремящуюся к плоскости 
z—h при г=  У хг-\-у2-+ оо, причем z—h имеет порядок 1/г2, так  
как  влияние источников сказывается только в окрестности на
чала координат, а при удалении в бесконечность их влияние 
затухает со скоростью 1/г2 и преобладающим становится по
ступательное движение.

Описанное течение можно обобщить, если вместо одной па
ры источников рассмотреть семейство таких пар, расположен
ных над кругом |2+ rj2< r 2 в точках £, т]± а(£ , т)). Варьируя 
функцию а(1, г]) и плотность распределения интенсивности 
источника <7(5 , т]), получим потенциал

течения, обтекающего пространственный слой 0 < iz< z(x , у ), 
где z= z(x, у ) — поверхности достаточно широкого класса.

При движении жидкости (газа ) с большими скоростями, 
сравнимыми со скоростью с распространения звука в среде, 
становится существенной ее сжимаемость. Систему разреш а
ющих уравнений (1.3.17) в этом случае рассматривают пол
ностью, причем вид третьего уравнения (1.3.17) определяется 
свойствами изучаемой жидкости (га за ) . Вследствие нелинейно
сти этих уравнений и отсутствия общего метода решения для 
произвольных начальных и граничных условий точное решение 
этой системы невозможно. Возникает потребность прибегнуть 
к  упрощающим предположениям, чтобы проинтегрировать 
уравнения (1.3.17).

Упрощение системы (1.3.17) проводят поэтапно. На первом 
этапе движение жидкости (газа ) предполагают изэнтропиче- 
ским, тогда два последних уравнения системы (1.3.17) зам е
няют уравнениями

vxdz/dx-\-vvdz/dy=vz (2.1.17)

ф (х  у, z )= v соЛН-  ̂ q(t, г))
V  (х — ЪУ + (у—Ч)2 + (г—а)2S '+ t l 'c r '

р= р (р , s ) ;  О
или

р= р{р, £ ) ; dE/df+ 0'V iE— (р/р2) (dp/df+ o 'V jP) = 0 .



Такое упрощение согласуется с условием изэнтропичности 
s= co n st и позволяет рассматривать потенциальные (безвихре
вые) изэнтропические движения жидкости (га за ) . На этом 
этапе, как  частный случай, рассмотрим плоские установив
шиеся движения, для которых уравнение неразрывности и ус
ловие отсутствия завихренности принимают вид

дСр^г) ■ д (pty)= n . dvx_dvy= (2.1.18) 
dx dy ' д$ дх

Уравнения движения заменим интегралом Бернулли
0,5 {vxz+ v v2) +  Р (р) =  const, (2.1.19)

при этом внешними силами пренебрегаем, так как  при больших 
скоростях они несущественны, а функцию

р (р)= § d/7/р 
р.

назовем энтальпией среды. Из второго соотношения (2.1.18) сле
дует существование потенциала скоростей <р, т. е.

vx=d<f,/dx-, vv— d(f/dy, (2.1.20) ■

а из первого соотношения (2.1.18) — существование функции то
ка г(з, для которой

д$/ дх= —ри„; dty/dy=pvx. (2.1.21)
Сравнив выражения (2.1.20) и (2.1.21), установим систему 

дифференциальных зависимостей
dq>/dx=(l/p)d^/di/; ду/ду= — ( 1/р)д^/дх, (2.1.22)

где р = р (и ) — известная функция скорости v =  У  (фх)2+(ф и)2> 
ф*=дф/дх; ф„=(?ф/ду.

Исключая из (2.1.22) функцию rf, получаем уравнение

( д гу  , ^аф\ , d y d p d v  , d (p d p d v _ n  ( 9  * ооч
Р  ydx i ':~dy* дх dv д х '  ду dv ду ’

а дифференцируя по р интеграл Бернулли (2.1.19), находим
dp/dv=—pv/p' (р) = —ри/с2,

причем

(фд-фдгдг+фуфуд:); d y~ ~x T  (Ф^Ф^У^ФУ̂ УУ)’ 

dsm <?гФ Йгф d2 ф
гд е  ф^==^р; Фдгу=5^ = ^ ^ = Ф у д : ;  Фуу—



Подставляя приведенные соотношения в (2.1.23), после не
которых пробразований получим уравнение

(с2—фх2)фи— 2фхфуф*„+ (с2—ф„2)ф№= 0 , (2.1.24)
где с — скорость звука в среде. Уравнение (2.1.24) относится к 
квазилинейным уравнениям второго порядка вида

где А, В, С — известные функции х, у, ф, ф*, ф„. Тип уравнения
(2.1.25) определяется знаком дискриминанта А = А С —В2. При 
Д > 0  имеем эллиптический тип уравнений, а при Д < 0  — гипер
болический.

Дискриминант уравнения (2.1.24)

следовательно, оно эллиптическое при дозвуковых скоростях 
и < с  и гиперболическое при сверхзвуковых скоростях v > c .  
Переход через скорость звука v — c сопровождается изменением 
типа уравнения (2.1.24), что приводит к принципиальному изме
нению свойств его решения, при этом характер движения в сжи
маемых средах резко меняется.

Одно из наиболее существенных отличий сверхзвукового и 
дозвукового режимов среды связано с различным характером 
распространения локальных возмущений. При дозвуковых ско
ростях возмущения распространяются по всей среде, при сверх
звуковы х— только внутри некоторого сектора, границы которо
го есть линии, называемые характеристиками и отделяющие 
возмущенную зону от невозмущенной. Д ля уравнения (2.1.25) 
характеристиками будут кривые y, удовлетворяющие в каждой 
звоей точке уравнению А у2—2Вху-\-Сх2— 0, где точкой обозна
чено дифференцирование по параметру т. П олагая y '= y lx ,  
запишем уравнение характеристик в виде А (у ')2—2Ву'-{-С—0 , 
эткуда следует, что для уравнений эллиптического типа (Л >  
> 0 )  действительных характеристик не сущ ествует, а для. урав- 
1ений гиперболического типа (Д < 0 )  через каж дую  точку про
водят две характеристики, которые зависят не только от точки, 
ю и от рассматриваемого решения.

Д ля уравнения (2.1.24) характеристики определяются урав- 
!ением

d</_—Ф-гЧУ ± с V  уг—сг 1 26)
d* с2—ф*г ’ I • ■ J

1 сли обозначить через 0 угол наклона вектора скорости к оси 
а через а  угол М аха, определяемый соотношением sin a — c/v, 

•о уравнение (2.1.26) можно записать в форме

(2.1.25)

А =  (с2—фх2) (с2—ф^)— q>x2q>v2= c 2 (с2— v2),



Уравнение (2.1.27) означает, что в каждой точке сверхзвуко
вой зоны вектор скорости служит биссектрисой угла м еж ду х а 
рактеристиками, причем скорость движения каждой из хар ак
теристик в направлении нормали к ней vn — v s in a = c .  Это оче
видно, ибо характеристики представляют собой фронты распро
странения возмущений со скоростью звука с.

Второй этап упрощения системы разрешающих уравнений
(1 .3 .17 )— их линеаризация, но прежде выполним некоторые 
преобразования. Интеграл Коши—Л агранж а

запишем в форме интеграла Бернулли

5 F + T + $ T =CQnst’
так  как  функция /(/) произвольная и может быть введена в по
тенциал скоростей ф без изменения соотношений и( =  У 4ср. Диф
ференцируя интеграл Бернулли по времени t, находим

о. (2.1.28)dt* 1 dt ' р dt
Уравнение неразрывности (1.1.7) запишем в виде 

7 3 ? + V * P + | « > 'V ;P - 0 .  |

НО

то гда

7 $ + ^ - - г г  о

и уравнение (2.1.28) принимает вид

□ 2Ф =^г (2®1 (2.1.29'

где Ш2( . . . )  =  V 2( . . . )  — (1 /с2)д2( . . .),fdt2— оператор Даламбера 
которому должен удовлетворять потенциал скоростей при изэн 
тропическом движении.

Д л я линеаризации уравнения (2.1.29) воспользуемся методоь 
итераций и рассмотрим уравнение возмущений первого порядкг 
в случае однородного исходного потока с постоянной ско 
ростью vc в направлении координаты хк, причем k — фиксиро 
ванный индекс. Пусть

ф = у с(л:'!+ф1), (2.1.30



где ф! — потенциал возмущений скорости потока, который пред
полагается малым. Подставляя (2.1.30) в (2.1.29) и сохраняя 
члены первого порядка малости, для потенциала ф1 получим 
уравнение

Здесь предполагалось, что система координат х* связана с 
телом, движущимся в жидкости со скоростью vc. Если система 
координат xri неподвижна относительно жидкости, то уравнение 
потенциала ф! находим из (2.1.31) с помощью преобразования 
Галилея

Заменив координаты в (2.1.31), приходим к волновому урав 
нению

где П '2( . . . )  =  V /2( . . . )  — (1 }c2)d2(...)/dt'2— оператор Д алам бе- 
ра в системе координат х'\

При установившемся движении жидкости уравнение (2.1.31) 
упрощается:

где M = v jc  — число М аха исходного однородного потока. Л и
неаризация уравнения (2.1.33) с помощью преобразования Г а 
лилея приводит к уравнению

Итак, поэтапное упрощение системы разрешающих уравне
ний (1.3.17) приводит к уравнению Л апласа (2.1.34) для ус та 
новившихся движений и к волновому уравнению (2.1.32) для не- 
установившихся движений идеальной жидкости (г а з а ) .

Система разрешающих уравнений механики вязкой жидкости 
(га за ) , как  следует из п. 1.3, определяется выбором основных 
неизвестных. Если в качестве неизвестных принять р, р, Т, v u то 
система разрешающих уравнений имеет вид

+ v cg laV a X kg ^ S 7n X kV  j V /<Pl) • (2.1.31)

х'*= хк — vct\ х'* =  х\ j^ k ;  t' — t\ 
q>i(x'f, t')=<pl (xi, t).

□  ' 2Ф. =  0, (2.1.32)

(2.1.33)

V 'V  =  0. (2.1.34)

} 5 7 + V ^ = 0 ’ P - P ( P’ П- 

*  V i / » + ^ + j  uj V iV pvP-j-n'v2v ,; (2.1.35)

cv p ̂  = ' ф Т + А ц & ^ ч + А V « » “( — P+b"V*v*),



где q* — внешний тепловой поток; X — коэффициент теплопровод
ности; А — термический эквивалент теплоты.

Нелинейная дифференциальная в частных производных сис
тема уравнений (2.1.35) имеет весьма общий характер, и в силу 
этого ее применение имеет существенные ограничения. Более 
широкое приложение дают частные случаи.

В первую очередь изучим движение вязкой несжимаемой 
жидкости (Q =  po =  const), когда уравнение Навье—Стокса по
зволяет провести строгий математический анализ разрешимо
сти краевых задач . В этом случае система (2.1.35) имеет вид

V ,» ' =  <); pd»4/d t = F i—V ip + iiV 2vi-,
pcTdTJdt= V  V 2r  ±АцгЦг*‘; j

а при отсутствии теплового воздействия

V,x>*=0; * g + v t-V jv t -  f  V 4 = ^ + V , f  • (2.1.36)

Задача состоит в определении движения вязкой жидкости, если j 
известны объемные силы, действующие на жидкость, и гранич
ные условия, а для неустановившихся движений — начальные , 
условия. Неизвестные р и vt удовлетворяют системе уравнений
(2.1.36) при начальных условиях (t = 0 ) vi =  vt°, р=Ро и гранич
ных условиях <т„=—рт, а т= 0  — на свободной границе и v{(S) =
=  v iT — на твердой стенке, где viT — заданные на S  функции, 
подчиненные условию J и4т/гМ5=0, которое считается всегда
выполненным.

Существование и единственность решений краевых задач 
механики вязкой несжимаемой жидкости (газа) подробно изу
чалось О. А. Ладыженской. Д ля стационарных краевых задач в 
общем нелинейном случае было доказано, что они имеют реше
ния при любых числах Re, причем границы обтекаемых тел и 
внешние воздействия могут быть при этом весьма нерегулярны
ми. Устойчивость таких решений имеет место только для неболь
ших чисел Re.

Нестационарные краевые задачи для уравнений (2.1.36) од
нозначно разрешимы во все моменты времени, если данные з а 
дачи не зависят от одной из пространственных координат или 
задача обладает аксиальной симметрией. В общем тречмерном 
случае однозначная разрешимость во все моменты времени до
казан а при условии потенциальности внешних сил и малости 
числа Re в начальный момент времени, при несоблюдении этих 
условий во все моменты гремени существует по крайней мере 
одно «слабое» решение t), которое имеет производные
Vi, 'Vh'VjVt, входящие в уравнения Навье—Стокса, суммируемые 
по (xj, t) со степенью 5/1. Единственность этого решения на всем 
интервале времени 0 не доказана. Если начальные данные 
достаточно гладкие, то решение единственно в течение некоторо



го промежутка времени, величина которого определяется данны
ми задачи.

Относительно устойчивости решения нестационарных задач  
на конечном и бесконечном интервале времени доказано сле
дующее. Если с течением времени внешние силы затухаю т, а гр а
ничные условия соответствуют покою (у4 (S ) = 0 ) ,  то и движение 
затухает независимо от того, каким оно было в начальный мо
мент времени. Если значения внешних сил Ft (x>, t) при t-*-оо 
приближаются к  некоторым стационарным значениям 
для которых соответствующая краевая задача имеет решение 

с небольшим числом Re*, то решения о{(х*, t) нестацио
нарной задачи, отвечающие произвольным начальным условиям 
e °tixj)> стремятся (причем очень быстро) к и4*(л:*) при t-*-оо. 
Если ж е числа Re* велики, то решения t) вообще не стре
мятся к каким-либо определенным пределам при t-*-оо. На ко
нечном интервале времени t имеет место непрерывная зависи
мость решений vt (x3, t) от начальных условий vi°(xi) и внешних 
сил Fi (xi, t), причем для произвольных трехмерных течений ин
тервал времени фиксирован.

Д ля линеаризованной системы уравнений (2.1.36) краевые 
задачи всегда однозначно разрешимы, причем свойства операто
ров, соответствующих стационарным задачам , весьма близки к 
свойствам операторов Лапласа V 2( . . . )  — g^'ViV j( . . . ) ,  а свой
ства операторов нестационарных задач — к  свойствам операто
ра теплопроводности Ог2( . . . )  =A,V2( . . . ) —pcvd ( . . .)/dt. Приве
денные результаты исследований О. А. Ладыженской подтверж
дают разумность использования системы уравнений (2.1.36) 
для описания движений вязкой жидкости при числах Re, не 
превышающих некоторых пределов, и указываю т на их недоста
точность при больших Re.

Общего метода построения решений системы разрешающих 
уравнений (2.1.36) в силу их нелинейности не сущ ествует, по
этому при изучении отдельных движений вязкой жидкости при
ходится использовать две возможности: либо заранее зад авать  
виды траекторий всех отдельных частиц жидкости и устанавли
вать отвечающие этим траекториям частные решения уравнений
(2.1.36), либо прибегать к приближенным методам, позволяю
щим в той или иной мере упрощать уравнения (2.1.36) и приспо
сабливать их к характеру отдельных типов конкретных задач . 
При этом существенно предположение о возможности выбора 
такой инерциальной системы координат х\ в которой область 
D, заполненная жидкостью, неизменна.

Воспользуемся первой возможностью и рассмотрим ряд 
'очных решений задач механики вязкой несжимаемой жидкости. 
1усть движение вязкой несжимаемой жидкости (p = c o n s t) , от- 
[есенное к ортогональной криволинейной системе координат х* 
\ прямолинейной координатной осью хг, является установившим- 
:я (dVi/dt— 0) и таково, что траектории всех частиц прямоли



нейны, параллельны м еж ду собой и направлены по оси х3. Тог
д а  Vj =  0, /== 1, 2 и из уравнения неразрывности (2.1.36) имеем 
dv3/dx3= 0 ,  а уравнения Навье—Стокса (2.1.36) принимают вид

/?3-g£+HVa®3=0. (2.1.3 7)

Представим давление р в виде суммы статического давления 
р с, обусловленного действием объемных сил и подчиненного 
уравнениям равновесия Ft—dpjdxi = 0, и динамического давле
ния рд, непосредственно связанного с движением жидкости, 
т. е.

Р=Рс+Рд. (2.1.38)1
Подстановка (2.1.38) в (2.1.37) с учетом уравнений равнове

сия приводит к следующим уравнениям:

—т=0; у 2г>з=тг— > (2.1.39)дх1 ^ дх3
где V 2Vz=gihV jV hvз, /, k— l, 2 — оператор Л апласа. Отсюда 
следует, что выполнение уравнений (2.1.39) возможно только 
тогда, когда дрл/дх3 =  const.

Следовательно, задача о прямолинейно-параллельном уста
новившемся движении вязкой несжимаемой жидкости сводится 
к решению уравнения Пуассона с постоянной правой частью

V 2v3 =  (др ц/дх3) /ц, (2.1.40)

которому соответствуют граничные условия либо на неподвиж
ной границе (v3= 0 ) ,  либо на подвижной границе (v3= v r=
—  const).

Предположим, что течение жидкости проходит в круглой 
цилиндрической трубе вдоль ее оси, совпадающей с осью z ци
линдрической системы координат (г, 0, г ) ,  и обладает симмет
рией dv3/dQ—0. Тогда уравнение (2.1.40) и граничные условия 
принимают соответственно вид

dat>3 | J L  dv3____1 дРл
dr2 ‘ r dr ц дг ’

-1)3 = 0  при г= а.
Общее решение уравнения

V3==4^^F r2+ Cl ln r + ° 2

содерж ит постоянные С] и С2, определяемые при г—а  и г=С 
соответственно. Отсюда

1 др„
C l=  0; С*— ъ - £ Ф .



Скорость течения жидкости в трубе радиусом а  равна

Соответствующий ей полный расход Q определяется фор
мулой Пуазейля

широко используемой для определения значений коэффициента 
вязкой капельной жидкости.

Рассмотрим установившееся движение вязкой несжимаемой 
жидкости (р = const; d v jd t^ 0) при отсутствии объемных сил 
(/7< =  0 ) , когда траектории всех частиц представляют собой дуги 
концентрических окружностей. При этом vr = 0, vz= 0. Из урав
нения неразрывности (2.1.36) находим dvefdQ = 0, т. е. скорость 
частицы на траектории неизменна, но может изменяться в зави
симости от г и z. Уравнения Н авье—Стокса, записанные в ци
линдрических координатах, для данного случая имеют вид

v%/r=(dp/dr)/p; dp/dz=0;
/д*ув 1 дув д*ув ув \ ] др (2.1.41)

dr* ' г дг ‘ дг гг ) г d0‘

Дифференцируя первое уравнение (2.1.41) по г  с учетом вто
рого, устанавливаем dvb/dz = 0, т. е. круговое движение жидко
сти должно быть плоскопараллельным, а из третьего уравне
ния (2.1.41) следует др/дО=С. Д ля определения скорости v% с 
учетом приведенных равенств из третьего уравнения (2.1.41) 
имеем

Проводя интегрирование, приходим к общему решению

вызванное наличием сил вязкости. Постоянные интегрирования 
С и Ck определяются из граничных условий конкретной задачи.

Предположим, что траектории всех частиц вязкой несжима
емой жидкости при установившемся движении представляют

/7=Св+р J -j- d r+ С 3,

которому соответствует касательное напряжение



собой прямые линии, расходящиеся от оси z, тогда ue = 0, у2= 0.
Уравнения (2.1.36), записанные в цилиндрических координа

тах, имеют вид
dvr 1 d p  |X ( d*v r _i 1 dvr | 1 d*vr I d‘ v r ___г Л .

®r dr ~~ 7 ^  p \<?r* r  dr г* r* y  (2.1.42)

_ ^ + 2l ^ = 0 . Ё£= 0 - ± i . f r „ w )r  </0 u’ dz ’ r  d r'™ "

Движение считаем плоскопараллельным, т. е. dvr[dz=0. По
следнее уравнение (2.1.42) указывает, что величина u= rvr не 
зависит от г. Интегрируя второе уравнение (2.1.42) по 0, полу
чаем

p = 2\ivrfr+ f( r ) .
Подстановка выражений для vr и р в первое уравне

ние (2.1.42) приводит к равенству

1 р 1 р do* р dг
Так как  его левая часть не зависит от г, а правая зависит толь
ко от г, то обе части равенства равны постоянной А:

—~ = А ;  «2+4Ha + J i * “ 4.р dr 1 р 1 р d0s

Из первого соотношения находим / = —0,5 Лр/г2 + В и давле
ние при радиальном течении

р = 2 ц ^ - Л ^ + В .

Умножим второе соотношение на d«/d0. После интегриро
вания получаем

(а)!—
г д е  F  (u)—u3-i-6nu2/p — 3Au-i-C. откуда находим решение 

-_(*_______ da_______. ^
J  ± У = 2рГ(»)/3fi

Постоянные А, С, D здесь определяются из граничных условий 
конкретной задачи, дальнейшее построение решения проводится 
такж е для конкретной задачи.

Пусть вязкая  жидкость несжимаема (р = const), объемные 
силы отсутствуют (F i= 0 ) , а траектории всех частиц жидкости 
полагаем прямолинейно параллельными (v/ = 0, /= 1,2). При 
таких предположениях из уравнения неразрывности (2.1.36) по



лучим dv3fdx3=0, а уравнения Навье—Стокса '(2,1.36) примут 
вид

0 - = ° ;  Р ^ — n V 2v 3= —др/дх?. (2.1.43)

Из первых двух уравнений (2.1.43) заключаем, что давление р 
не зависит от переменных х>, тогда как  л евая  часть третьего 
уравнения, содержащая v3, зависит только от х1. Это возмож
но в том случае, если —dp/dx3= f(t) . Тогда компонента скоро
сти v3 подчинена уравнению

pdv3/dt—(j,V2i>3= f (/), (2.1.44)

причем функция f(t) предполагается известной. Уравне
нию (2.1.44) соответствуют начальные условия v3(xf, t) = 
= u3°(x/) при t= О, а такж е граничные условия i>3 (S ) = 0  на не
подвижной границе S i и u3(S ) = v T(t) на подвижной границе S 2. 
Следовательно, изучение неустановившегося прямолинейно па
раллельного течения вязкой жидкости сводится к решению 
уравнения (2.1.44) при заданных начальных и граничных ус 
ловиях.

Поставленную краевую задачу можно разделить на две от
дельные задачи, из которых первая будет учитывать действие 
перепада давления др/дх3, а вторая — движение границы и на
чальное распределение скоростей. П олагая v3= v 3'-\-v3", запи
шем соответственно для первой и второй задачи

pdvs’/dt—nV zv3'= f  (t) ; v/ = 0  при t= 0 ; a / = 0 на S t и на S 2;
(2.1.45)

pdv3"/dt — ц у г ^ з ^ О ; v 3" = v3°(xJ) при ^=0,
©3"= 0  на Sp  v 3" = vT(t) на S 2.
В свою очередь вторая задача разделяется такж е  на две от

дельные задачи. Первая представляет задачу о выравнивании 
начального распределения скорости, а вторая характеризует 
распространение скорости движения от границы к промежуточ
ным слоям жидкости. П олагая v3" — wi + w2, запишем для пер
вой задачи

pdwifdt—nV 2o>i = 0; Wi = vз°(х/) при /=0;
a»i =  0 на S i и на S 2; (2.1.46)

i для второй »

рdw2jdt—jj,V2®2 = 0; w2 = 0 при / = 0;
w2= 0  на S i и w2 = vr (t) на S 2. (2.1.47)

Таким образом, решение поставленной краевой задачи со- 
тоит из решений трех отдельных задач (2 .1 .45), (2.1.46) и 
2.1.47). Решение задачи (2.1.47) при произвольном задании



функции vr (t) может быть построено на основании решения той 
ж е задачи, отвечающей значению W2, равному единице на гра* 
нице S 2, с помощью интеграла Дюгамеля. Действительно, 
обозначим через щ решение задачи

pduifdt—p,V2Ui = 0; щ — 0 при £ = 0; «1= 0 на S i и Ui = l на S2.
Тогда решение задачи (2.1.47) будет представлено формулой 
Дюгамеля

t
w 2 (xJ, t ) = v T(0) ux (xJ, О + ^ т '  (t) щ (x1, t — t) d i.

0

Д ля кругового движения частиц вязкой несжимаемой жид
кости радиальную компоненту скорости vr следует положить 
равной нулю: с/г= 0 , тогда из уравнения неразрывности (2.1.36) 
получим dvefdQ =  0. Считая давление р не зависящим от угла 0, 
уравнения Н авье—Стокса представим в виде

1 др. < ^ е _ ц  (д*Ч , 1 dve ve (2.1.48)г р дг ’ dt р \dr2 ‘ г dr rs
Решение второго уравнения (2.1.48) совместно с начальны

ми условиями Ve — Vo при  ̂= 0 и граничными условиями ve(S)=  
= ves на S  дает нам скорость ve. Решение первого уравне
ния (2.1.48) определяет распределение давления р жидкости. 
Скорости деформации сдвига

Er» =  0,5(dvefdr— ve/r)
соответствует касательное напряжение

о>е = т = ̂  (dve/dr—ve/r) ,
которое характеризует силу вязкости кругового движения ча
стиц жидкости.

2.2. Решения разрешающих уравнений 
статической теории упругости и термоупругости

Рассмотрим построение общего решения разрешающих урав
нений статической теории упругости и термоупругости, записан
ных в перемещениях и в напряжениях. Разрешающие уравне
ния в перемещениях можно представить в операторной форме

Au=f,  (2.2.1)

где А — матричный линейный оператор эллиптического типа 
элементы которого суть непрерывные ограниченные операторы 
и(Р ) — перемещение; f{P) — функция внешних причин, вызыва 
ющих перемещение.

С труктура разрешающих уравнений показывает, что соответ



ствующий им матричный оператор А положительно определен в 
гильбертовом пространстве Я , которым очевидно будет прост
ранство квадратично суммируемых функций Ь2. Записывая си
стему разрешающих уравнений в операторной форме (2 .2 .1 ), 
можно сформулировать теорему единственности решения: если 
оператор А положителен в гильбертовом пространстве Я , то 
уравнение A u= f для /бЯ имеет в этом пространстве не более 
одного решения. Теорема единственности позволяет такж е у т 
верждать, что операторному уравнению (2.2.1) с положитель
ным оператором А можно поставить в соответствие функционал 
энергии F(u) = (Au, и) — (и, /) — (f, и), причем области опреде
ления оператора А и функционала F(u) совпадают. Так к а к  
оператор А положительный и F(u) =  (Аи, и) —2Re(u, /), то 
F(u) принимает только вещественные значения. Если при этом 
гильбертово пространство Я  вещественное, то (и, f ) —f(u) и 
функционал F(u) =  (Au, и) —2 (и, {).

Д ля операторного уравнения (2.2.1) справедлива теорема
о функционале энергии: если уравнение A u—f с положитель
ным оператором А имеет решение, то это решение сообщает 
функционалу энергии F (и) наименьшее значение, и наоборот, 
элемент гильбертова пространства, реализующий минимум 
функционала энергии F(u), удовлетворяет операторному ур ав 
нению A u —f. Следовательно, задача о решении операторного 
уравнения (2.2.1) эквивалентна задаче об отыскании минимума 
функционала F(u), т. е. существование минимума функционала 
F(u) равносильно существованию решения операторного ур ав 
нения (2.2.1), подчиненного соответствующим граничным усло
виям.

Перейдем теперь к непосредственному построению общего ре
шения задач статической теории упругости и термоупругости, 
что сводится к интегрированию уравнений равновесия в переме- 
цениях (1.4.18) совместно с граничными условиями (1.2.1) на 
Si и (1.4.36) на S 2, причем температура АТ определена интег
рированием уравнения теплопроводности (1.4.17) с граничными 
условиями (1.4.19).

При построении общего решения уравнений (1.4.18) важ ное 
значение имеют частные решения, удовлетворяющие этим урав- 
1ениям, но не удовлетворяющие их граничным условиям или 
удовлетворяющие только некоторым из них. Следуя Треффцу, 
13 частных решений и*т  можно построить общее решение в ви- 
ie ряда

dmUim,
m

юэффициенты am которого выбирают такими, чтобы были вы- 
юлнены все граничные условия.

Прежде всего заметим, что при отсутствии объемных сил



(F i= 0) средняя деформация е будет гармонической функцией. 
Дифференцируя (1.4.18) по координате х\ находим

V2 (V*a*) (V*u*) =0,
но g^ViV^ — V 2 — оператор Л апласа, поэтому ( l+ m )V 2- 
{VkUk)=  0, откуда

V 2e=0. , (2.2.2)
Применяя к уравнениям (1.4.18) оператор Л апласа и учи

ты вая (2 .2 .2), устанавливаем, что при F i~ 0
V 2 V 2«j = 0, (2.2.3)

т. е. компоненты и, вектора перемещений являются бигармониче- 
скими функциями.

При отыскании частных решений уравнений равнове
сия (2.2.3) воспользуемся теоремой Альманси: к аж д ая  функция 
вида f = ф -h jc‘4J3 удовлетворяет бигармоническому уравне
нию (2 .2 .3), если функции ф и ^ — гармонические в рассматри
ваемой области. Справедливо и обратное утверждение; для 
каждой функции f, бигармонической в области D, существуют 
функции ф и ijj такие, что /=ф-{-*'1|>.

Выбор частных решений уравнений (2.2.3) во многом зави 
сит от формы тела. Д ля упругого полупространства (х3^ 0 )  
Треффц выбрал перемещения щ (/=1, 2, 3) в виде ыг=ф.+дс3х<, 
причем У 2ф1 = 0, V 2x<=0. Удобство такого выбора состоит в 
том, что при х3 = 0 заданные перемещения u;s равны функциям 
<pi, поэтому функции ф/ можно определять как  решения уравне
ния Л апласа V ^ ,  = 0 с граничными условиями фг^с1, х2, 0) =  
*=uis(x\ х2). Функции ф,- и хг взаимосвязаны с помощью ур ав
нений (1 .2 .1), (1 .4.18), (1.4.36), из которых следует соотношение

2ga'*VaXi+ triV , (x3+ V  + *3 V*xfc) = 0.
Это соотношение упрощается, если принять Х‘= ^ ‘"Ф> ГДе Ф — 
гармоническая функция. Тогда

2 Г ^ аУ ^  + т У ; ( я зрУ Р̂ + У аф“) =0, 
а после интегрирования имеем

dty/ дх3 — У 0ф“/ (3—4 v ).
Так как  функции ф4 можно считать известными, то интегри

руя по координате х3 и определив функцию ф, в результате по
лучим перемещения

и, = ф, + ;с^л|>. (2.2.4)
В задачах о действии сосредоточенных сил в пространстве 

деформации ш ара и цилиндра удобно представление



R

где a = c o n st, ~ 2 (з—4V)  ̂#o~'Vft<P*d/?0+C/?~g; « =
b

1—2v 
~ 3 - 4 v ’

а постоянную С выбирают так, чтобы ^ была гармонической 
функцией.

При изучении напряженно-деформированного состояния 
пространственных упругих тел большое распространение полу
чило решение уравнений (1.4.18), предложенное Папковичем и 
Нейбером. Компоненты вектора перемещений выражаю т че
рез скалярную функцию ср и компоненты г|з,- векторной функции

u/ = A V t( cp+x'ip/) +Brpi, (2.2.5)

причем постоянные А и В выбирают такими, чтобы функции <р 
и удовлетворяли наиболее простым дифференциальным ур ав 
нениям. Подстановка (2.2.5) в уравнения (1.4.18) приводит к 
соотношению

А (1 + т )  V,-СV 2<f>+xiV2$i) + [ ( l  + m) (2А + В) —
- В ]  V i (g^Vatfp) +  B V 2̂ ,-+ Fi/G =  0.

Так как  постоянные А и В подчинены условию (1 + /п)(2Л+ 
+ В )—5  = 0, то последнее соотношение принимает вид

А (1 + т )  V ; (V 2(p+х*'V2̂ /) + B V 2̂ i+FifG  = 0.
Если положить А = 1, то В — —2 ( l  + m)/m и последнее соот

ношение будет выполнено, если функции ф и ф; подчинить усло
виям

V ^ + * 'V 2̂  = 0; 2 (1+ m ) V 2̂ /m —Ft/G = 0.
Исключая из первого уравнения V 2i|>y и учитывая равенство 

2 ( l  + m )/ m = 4 (l—v ), получим окончательную форму уравнений 
для функций ф и ^ :

V4>+ V) ~ 0; V 4 . - 7 0(T = 7 ) - 0 .  (2 .2 .6)

При F ,=  0 искомые функции ф и г|),- — гармонические, т. е.

У 2ф = 0; V 2̂  = 0.
Итак, определение перемещений основано на решении ур ав 

нений (2.2.6) с учетом заданных граничных условий, выраж ен
ных через функции ф и %. Зная функции ф и \|находим  ком
поненты вектора перемещений

Ш= У;ф + V  i (xMJJ/) —4 (1 —v) ф,-, (2.2.7)



аи= 2 0  [V f V / D -  2 -(1_ v) ( V ^ y + V ^ O - v V ^ g iy J .

где Ф = ф+ '̂г|з/; У 2Ф = 2gia'Vî a.
Решение (2.2.7) называют решением Папковича—Нейбера 

Компоненты гр* векторной функции подчинены соотношениям

что позволяет однозначно определить неизвестные Ф и Ч'-

В решении Папковича—Нейбера три компоненты щ вектора 
перемещений определяются через четыре функции ф и грг, од-) 
нако для решения многих задач достаточно трех функций. Так] 
при действии сосредоточенной силы в упругом пространстве 
полагаем ф = 0, а тр* определяем из уравнений (2 .2 .6); при реше
нии задачи об упругом полупространстве, нагруженном нормаль-1 
но к границе, достаточно трех функций ф, tpi, ip2. Возникает 
вопрос, будет ли решение, содержащее только три функции 
Папковича—Нейбера, полным. j
Ответом на это служ ат утверждения, сформулированные Сло- 
бодянским: |

1) функцию ф можно без ограничения общности принять 
равной нулю, если область ограничена и односвязна или она 
является внешней для некоторой замкнутой поверхности;

2) без ограничения общности одну из функций гр,- всегда 
можно положить равной нулю.

Покажем, что функции Треффца и функции Папковича— 
Нейбера взаимосвязаны. Решение Треффца (2.2.4) представим 
в виде «i =  a i+ * 3V«p, где а ; и р — гармонические функции, и 
подставим его в однородные уравнения (1.4.18). В результате 
находим d$jdxi = g iiV т. е. производная функции Треффца р, 
взятая по координате х3, связана с дивергенцией векторной 
функции Папковича—Нейбера tp. При этом использовано пред
ставление

« i = У ,(л:3р )—4 (1 —v)ipi,

где —4 (1 —-v)ip= (ab а 2, а 3—р).
Интегральное представление поля перемещений через три 

функции предложено Галеркиным; при отсутствии объемных 
сил (Fi — О) эти функции бигармонические. Уравнения (1.4.18) 
представим в операторной форме

причем

g iaV i4 fa= 0 ; V 2(V i< D -A f v/F *)= 0 ,

{k = l, 2, 3 ).



где  Lij { . . . ) = g y v 2( - • ■)+m\/igafV a (- ■ •)> и выразим компо
ненты iii вектора перемещений через компоненты t i  вектор
ной функции х :

X, 1,2 Lf V  х, V  V  Л 2 Xi
щ— Хг ^ 22 ^ 23 ; и2=  ^ 2' Хг -̂ 23 ; и3=  Lг' L& Хг 

Хз -̂з2 -̂з3 ^з1 Хз И  W  Хз

откуда следуют уравнения

(2.2.9)

Вводя новые функции Г, = У 2х,-, запишем выражения для ком
понент щ вектора перемещений:

а уравнения (2.2.9) приведем к виду 
( l  + m )V 2V 2r ,+ / yG  = 0.
Вектор Г называется вектором Галеркина, а его компоненты 

Г,- — функциями Галеркина. Простота уравнений (2.2.9) приво
дит к сложной структуре граничных условий. Если на поверх
ности тела заданы перемещения, то с учетом (2.2.10)

куда входят вторые производные функций Г,-. Если на поверх
ности 5  заданы поверхностные силы p,(n> = a,7 (S )n /, то в гранич
ные условия входят третьи производные функций Г,-, так  как

П окажем, что функции Галеркина взаимосвязаны с функци
ями Папковича—Нейбера. Поскольку V 2r  — гармоническая век
торная функция, то положим V 2r= 2 ip . Выполним опе- 
•рацию дивергенции V 2(g'‘/V,T/) =2g"‘/V ,%  и сравним получен
ное соотношение с соотношением V 2fl> = 2g ‘/V;i|>/. В результате 
имеем зависимость

V,T/= Ф ;= ф+ АС%,

Ui =  (1 + m) V 2r (— m V i  (gklV kTi) , (2 .2 .10)

Uis=  ( 1 + m)  V 2r , - m V,- (* « 'V *H ),

Oij/G =  (\ +/n)V2(V ir; +  V ,r/)-/re(V iV ;+  V jV d X  
X (gkl V/J1,) +  (m - 1 )  gijgkl4 1 [(m +  1) V 2r ft -  

Гв)].



которая связывает функции Галеркина Г/ с функциями Папко
вича—Нейбера <р и -ф/.

При решении задач с осесимметричным распределением де
формаций и напряжений, возникающих в телах при осесиммет
ричном нагружении, функции Галеркина ^  = 0, Гг=0, Г3=х> 
причем в цилиндрической системе координат справедливо урав
нение

где % — функция Лява. Перемещения и напряжения определяют 
по формулам

Упрощение формул (2.2.11) и (2.2.12) для компонент век
тора перемещений и тензора напряжений основано на использо
вании функций Буссинеска, которые получают с помощью функ
ций Папковича—Нейбера. Так, если в представлении компонент 
вектора перемещений через функции Папковича—Нейбера

Щ = V,- (ф+ хЩ5/) —4 (1 —v) тр; 

положить oj)i =  0, -фг = 0, г|зз="ф. то 
«>=V< (ф +х3̂ ,) —4 (1—v) о|)4.

Переходя к цилиндрическим координатам, находим 

иг=дф /дг ; uz= d Ф!дг—4 (1 —v)<D,

где Ф = ф +2\)?, а функции ф и ^ называются функциями Бус
синеска и составляют частный случай функций Папковича— 
Нейбера.

Компоненты тензора напряжений (ст) имеют вид

Функция Л ява % — бигармоническая, но V 2%= 2^, поэтому 
функция ф — гармоническая. Дифференцируя это соотношение 
по z, получим V 2(дх/dz) — 2d^/dz, а сравнивая с 'Ч2Ф = 2д^/дг,

V 2V 2x + mF3fG(m+  1 )= 0 ,

Ur = —d2xldrdz\ иг= [ (1 + 1 /т) V 2—<32/дг2]х, (2.2.11) |

< r , . « 2 0 [ ^ - ( 2 - v ) V ’ ® ]; o,. =  2 0 [ ^ : - 2 ( l - v ) g L ] .



устанавливаем связь между функцией Л ява % и функциями Бус- 
синеска ср и т|з:

д%/дг = Ф= ф + zip.
Простейшим представлением компонент щ вектора переме

щений, которое следует из решения (2.2.7), является
ui = V i?> (2.2.13)

где функция ф, введенная Ляме, называется потенциалом упру
гого перемещения. С помощью потенциала Л яме ф найдено мно
го простых решений статических задач теории упругости в пе
ремещениях.

Например, рассмотрим действие объемной силы в упругом 
пространстве, полагая ее потенциальной /r,=  V,#, где •& — по
тенциал сил, действующих в ограниченной области D объема V. 
Подставив (2.2.13) в уравнения (1.4.18), получаем

V 2«,-f-mV i (gikV  jUk) +Vid/G = 0,
а после преобразований — равенство

V ,[ ( l+ m )V ^  + fl/G] = 0.

Отсюда следует уравнение Пуассона
V 2<p+0/G(m+ 1) = 0,

частное решение которого

ф  в  4 л О  (m + 1) S  R (г, r „ )  d V  ( г о ) ;
к

/?2 =  (X‘ - Xot)g l.( y j- .y ol)

будет окончательным для неограниченного тела. Компоненты Ui 
вектора перемещений, компоненты ец тензора деформаций и 
компоненты о;/ тензора напряжений соответственно равны

=  £f/ =  V/V/P> £ = -g -V 2(P!

oiyS= 2 G V iV / P -£ = f< te ,; .

Если тело ограниченное, то к решению и/ =  У,ф следует доба
вить решение и" однородных уравнений (1 .4 .18), определенное 
по формулам (2.2.7), и выбрать его так, чтобы выполнялись за 
данные граничные условия.

При отсутствии объемных сил (Ф = 0) потенциал Л яме удов
летворяет уравнению Л апласа У 2ф =  0, а его частными решени
ями будут выражения 1/#, 1п(г/с), 1п(/? + дс3), х31пг, . . . .  где 
#2 =  (xl)z+  (х2) 2+  ( г 1) 2; r2= (x ‘ ) 2+ (х2) 2. Указанные частные ре



шения широко используются при рассмотрении различных за 
дач теории упругости.

Например, потенциал ф = С In (r/с) является частным реше
нием уравнения

v ^ = ( ^ + 4 - ^ ) <p(r > *)= °>

связанного с осесимметричным деформированием. В этом слу
чае

иг = С[г\ ыв =  0; uz = 0;
етт= —С/r2', евв =  С/г2; ezz= 0 ; е—0;

(тгг = 0; ст„ = —2GC/r2; osa=2GC/r2.
Если к полученному состоянию добавить равномерное растя

жение, характеризуемое напряжениями O r r  — aee = 2GD, то при 
суммировании получаем

orr=2G (D—C/r2) ; а ве = 2G(D—C/r).
Такое напряженное состояние возникает в бесконечной толстой 
трубе при действии равномерного давления на внутренней г=а  
и внешней г = Ь поверхностях. Постоянные С и D определяются 
из граничных условий агг(а )= —ра\ аГг(Ь)=—рь-

Пусть в неограниченном упругом теле действуют объемные 
силы Fi, распределенные в ограниченной области D. Действие 
этих сил вызывает деформацию тела, убывающую по мере уд а
ления от области D и принимающую на бесконечности нулевое 
значение. При определении перемещений, вызванных объемны
ми силами, в частности сосредоточенными, можно воспользо
ваться как  решением Папковича—Нейбера, так и решением 
Галеркина.

В методе Папковича—Нейбера компоненты вектора переме
щений

щ = V i (<р + xttyj) —4 (1 —v) ар/.
Здесь можно положить ф = 0, а функции if; определять из ре
шения уравнения Пуассона

4(1—v)V2i|)(=i\/G.
Если сила действует в направлении х ъ, т. е. F i=  

= ё ‘1 (б) ( г —Г о ), то ipi = i|)2 = 0, а 1|)3 определяем из уравнения

4 (1—v) V 2i{>3—6 ( г) /G, 
решением которого будет функция 

ipB=l/[16nG(l—■v)/?].



Подставляя значения функций ( р и ^ в  выражения для пере- 
«ещений, находим

и<3>*3) 16я(? (1— v) gla Rl 4 v  ̂ R ^ 3] ‘

В общем случае построение общего решения однородных 
фавнений равновесия в перемещениях

У 2и ,+ т У г ( ^ У аыэ)= 0

юновано на представлении компонент вектора перемещений в 
[юрме

U; =  V i/  +  Ai* V  jHk> 
гри условии gii'ViH/ = 0. Полагая [=Лф, запишем

ui =  A'ViV +  Ait*VjHk, giJVtH  у = 0 ,  (2.2.14)

[ подставляя (2.2.14) в уравнения равновесия, получим 

у *  [А (1 +  да) V<<P +  M k4 jH k] =  0,

•ак как g“pV<xA^V;^ft =  0.

Принимая постоянную Л =  1/(1 + да), находим уравнение 

V 2 (Vi<p + А/* V ]Н а) =  0, 
соторое преобразуется к виду

У 2(У (ф+<7;Я * -У * Я / )= 0  (2.2.15)
1ри условиях i^j=j£=k= 1, 2, 3. Уравнение (2.2.15) будет выпол- 
•ено, если принять

■де ft(x ‘) — гармонические функции. Последним соотношениям 
юответствует система

Ф ^ + У .Ф * ;  Я к=УкЙх? У .Ф Ч У А ,  (2.2.16)
-де ФА(х/); Йл(х ;) — произвольные функции. Д ля полного вы- 
юлнения уравнений (2.2.15) необходимо принять

(2-2.17)

'де Ф* — бигармонические функции, подчиняющиеся уравнени
ям V 2V 2® *=0, а -ф4 (л:1) —гармонические функции. Подстанов- 
sa (2.2.16), (2.2.17) в (2.2.14) определяет компоненты вектора 
1еремещений



и(0= (Л  — 1) V iV k® k+ A V ifr ,
и ]г)= (Л  - 1 )  V  jVk®k +  A'V ///+Vftip,; (2.2.18)

«<*> =(A  - 1 )  V* У *Ф *+ У 2Ф *-М  V*/* -  Vyipi.

причем Л— 1 = —m/(l-\-m). Выражения (2.2.18) содержат три 
возможных комбинации: первая i=  1, j — 2, & =  3; вторая i = 2, 
/ = 3 , & = 1; третья i= 3 ,  /= 1, й —2, из которых в силу линейно
сти уравнений (2.2.15) формируется общее решение

щ =(А - 1) V /« +  V</o+У 2Фг+ А 'й'V /Ф*. (2 .2.19)

Здесь со =  У аФ“= У 1Ф1+ У 2Ф2+ У 3ф3; f0= A  (/,+/2+ fs), причем i 
V 2/0= 0, так к ак  V 2/t=  О (Ф*— произвольные бигармонические, i 
a — гармонические функции).

При Ф *= 0 решение (2.2.19) переходит в известное решение j

ui==V//o+A-̂ V/i|)ft, j
а при ^0=0 и -фк= 0 — в решение Галеркина

Ut= (А— 1 )У (сй+У2Ф‘, (2.2.20)

выражающее компоненты вектора перемещений через три бигар
монические функции Ф\

Введем функции |(~ У 2Ф’, подчиненные уравнениям V 2g j= 0  
и независимые м еж ду собой. Действуя оператором Л апласа У 2 
на со, находим

V 2co= V 0 (У 2Ф“) =  У .Е .+ У .Ы -V.E..
Общее решение этого уравнения имеет вид

ю =  <»о+0,5(.г,| ,)>
где юо — гармоническая функция. Из (2.2.20) следует решение 
Папковича

и<=(А— 1)У,ш+1<.

Общее решение уравнений термоупругости
V ^ + m V ,  (gafV aV t) =  (3/C/G) а У  ,А Т (2.2.21)

представим в виде суммы частного решения и/ уравнений 
(2.2.21) и общего решения ut"  соответствующих однородных 
уравнений

V 2u<+ m y <(g “sV aU(i) = 0 ,  (2.2.22)

т. е.



Частное решение и '  определено в форме Гудьера

u(' =  V i Ф, (2.2.24)

где Ф — потенциал термоупругого перемещения. Подставив
(2.2.24) в (2.2.21), получим уравнение

У 4[ ( 1 + т ) У 2Ф— (З т — 1)аА7’]= 0 ,

которое будет удовлетворено, если потенциал Ф подчинен ур ав
нению

у 2Ф = —х т  а А7\ (2.2.25)т  + 1

решение которого определяет потенциал Ф и частное решение
(2.2.24). Частному решению соответствуют деформации

е,/ =  У,У,Ф; е' =  ( g ^ V 4 V ̂ Ф) /3 
и напряжения

а ,/  =  2 С (У 4У ,Ф - У 2Ф ^ ) .

Решение уравнения (2.2.25) записывается через интеграл 
Пуассона

(2-2-26>
V

где R (r, г о) — расстояние м еж ду точками г и г о. Подстановка
(2.2.26) в (2.2.24) приводит к частному решению

ff >_ ^)а  Г-» С (Го) JI/ /_ \ _
U l ------ 4 п ( т  + 1 ) г 0) й У (Го>~

v

= (3 т  — 1) а   ̂А Г (г0) и, (г, г0) &V (г0).
v

где Ui(r, r 0) = —V 4(l//?)/4n (m + l).
Функции «4(г, Го) следует рассматривать к ак  перемещения 

точки г в направлении оси х\ вызванные действием центра 
растяжение—сжатие, перемещенного в точку Го неограничен
ного тела.

Если тело ограничено, то к решению ы / = У 4Ф необходимо 
добавить общее решение и/' однородных уравнений (2.2.22), 
причем требуется, чтобы перемещения (2.2.23) удовлетворяли 
всем заданным граничным условиям.

Уравнения термоупругости (2.2.21) можно решать методом 
Папковича—Нейбера, вы раж ая перемещения через четыре 
функции

ы ,=  У 4Ф- f V 4 {x ^ j)—4 (1—у)



где Ф и -ф, удовлетворяют уравнениям

v 2̂ = 0 .

Трудности применения метода Папковича—Нейбера связаны 
с удовлетворением граничных условий, куда входят вторые про
изводные функций Ф и г|>|.

В ряде случаев тепловое воздействие на упругое тело связано 
с медленным изменением температуры во времени, что позволяет 
в уравнениях движения пренебречь инерционными членами и 
трактовать задачу как  квазистатическую. Уравнения термоупру
гости в перемещениях принимают вид

V 2U i+ m V i (gk‘V hut) +/7</G= (3m— 1) a V , Д T\
(2.2.27)

V 2 Д T—A TJx— V *u,=■— QIA,

где х= Л /р0с; г| =  р7’0/Л.
Систему (2.2.27) необходимо дополнить начальными условия

ми АТ(г , 0) = A T o (r); U i(r, 0 )= м ,° ( г )  при t =  t0 и граничны
ми условиями. Решение представим в виде суммы частного ре
шения и/, VT' уравнений (2.2.27) и общего решения u / ', АТ" 
однородных уравнений

У 2ы(+ т У ; (gklV hut) =  (3m—1) aV ,A T ;
(2.2.28)

V 2AT— AT/x— r\ghlV hul =  0,
т. e. принять и{ =  и{' ; AT =  AT'-\-AT". Особенно просто 
определяется частное решение уравнений (2.2.27) в упругом про
странстве, когда помимо тепловых источников действуют объем
ные потенциальные силы F 4 =  V <■&, где f t— потенциал сил. При
нимая частное решение в форме ы/ =  У 4Ф и подставляя его в 
первое уравнение (2 .2 .27), находим

V < [ v ! ® + S T ^ n r - t ¥ T “ A7' ] - 0 '

откуда имеем уравнение

а д г -  »  (2.2.29)v /я + 1 G(m+l)

Учитывая соотношение gklV tiii—V 2̂ > приведем второе 
уравнение (2.2.27) к ви ду

V 2AT — АТ/х — r i v 2^ =  — Q M .



Исключая V 2® с помощью (2.2.29), получаем уравнение 

V-.AT- ( ± + 1£=1 щ) A t ------

сходное по структуре с уравнением теплопроводности и решае
мое известными методами.

Решение уравнения (2.2.29) имеет вид

где R2(r, r 0) =  (xi—x0i)gij (x1—x0i); f ( r Q, t) =  (3m— l)aA T X  
X  ( r 0, t)/(m + 1 )—0 (  r 0, t)/G . Этому решению соответст
вуют перемещения ы/ =  У 4Ф, деформации е(/ =  V 4V и напря
жения о{1' = 2 G (V iV j® —g (jV 2®) —■

Для ограниченного тела частное решение и/, АТ' можно оп
ределить так , чтобы часть граничных условий была удовлетво
рена, если это возможно, либо принять их в качестве частных 
решений для пространства. Общее решение и А Т "  должно 
быть выбрано так, чтобы на ограничивающей тело поверхности 
граничные условия выполнялись полностью. Определим напря
жения и температуру в ограниченном теле методом Био. Р ас 
смотрим однородные уравнения (2 .2 .28). Исключим температуру 
\Т с помощью выражения для энтропии

s — (3m— l)a g hlv  „Ui+ATcJTo
i получим систему из четырех уравнений с неизвестными u,, s:

V 2Wj+  ( m + f  р) V , (gh,V kU:) V <S;
(2.2.30)

V 2s—s/%—"i'V2(gh,'VkUi) = 0 ,

де (3m— l) a ;  $ — T0/ce, причем gMV hut= 0 для квазистатиче- 
ких задач. Дифференцируя первое уравнение (2.2.30) по коор- 
инате х\ получим соотношение

V 2(g iiV jw()= T p V 2s / ( l+ m + T2p),

оторое при подстановке во второе уравнение (2.2.30) приводит 
уравнению

V 2s—s/xi =  0, ' (2.2.31)
;е  x i= x ( l- fm )/ ( l+ m + -y 2p).

Вектор перемещений представим в форме Папковича—Ней- 
;ра

V i (9 + x 5'\)3j )-ffi\(3<; £ = 2 ( l+ m + f !p )/ (m + '1f2p )> (2.2.32)



полагая tp гармоническим. Подстановка (2.2.32) в (2.2.30) при
водит к равенству

V i[ ( l + m + ^ ) V 29 + -fH = 0 )

откуда, в частности, следует уравнение
V 29+ -fp s/ (l+ m + -f2p )= 0 . (2.2.33)

Исключая из (2.2.31) и ( 2.2.33) энтропию s, для функции <р уста
навливаем уравнение

v 2 ( v s - 4 | ) <P - ° '

решение которого будем искать в виде <р=ф1+ф2, где функцию 
Ф1 считаем гармонической (У 2ф1= 0 ), а функцию Ф2 — подчинен
ной уравнению

И так, решение задач термоупругости методом Био для огра
ниченного тела приводит к определению функций фь фг, фо 
удовлетворяющих уравнениям

у 2 ф1= 0 ; ( у 2- ^ ^ - ) ф2= 0; v 2i|>i=0. (2.2.34]

Решив уравнения (2.2.34) с учетом начальных и граничных 
условий, найдем функции ф и ipi. Затем по формулам (2.2.32) 
определим компоненты вектора перемещений. По известно
му потенциалу ф с помощью (2.2.33) найдем энтропию s, а по 
формуле

A T ^ is-y g V V M )/ ^
вычислим температуру.

Система разрешающих уравнений (1.4.20) статических задач 
теории упругости и термоупругости в напряжениях состоит иг 
трех уравнений равновесия и шести уравнений совместное™ 
деформаций, которые необходимо преобразовать прежде, чел 
перейти к непосредственному решению. Уравнения совместно 
сти деформаций запишем в виде

V V s £ i  V « V , 3 a - 3i = i A ( V !3< ,-

-  (Vigkl\7lO*j+Vjgkl'V/O*;)=0>
полагая пока A7’= 0 . Учитывая уравнения равновесия, приведе] 
их к виду



V ^ + з ^ г ,  V iV y3 a - 3̂ - l  g ‘/V 23 a + ( V </7, +  VjF,)=0. 

Выцолнив операцию свертывания, находим соотношение

v ’ 3a“  -  § т ^ >  £■'< v .^ + V / 7 ) .

с помощью которого в уравнениях совместности деформаций 
можно исключить V 23ct и привести их к окончательной форме

V !aiy+ 3- ~  V i V ^ - t V ^ + V , ^ ) -

“ S r i  ^ g i j -  (2-2.35)

Если объемные силы — потенциальные (/7i =  V iф; У 2ф = 0), 
то уравнения (2.2.35) принимают вид

^ 2аи+Щ=Г\ V / V ,3 a= -2 V / V / P - (2.2.36)

Проведя в уравнениях (2.2.36) операцию свертывания, полу
чим V 2o= 0, т. е. a  — гармоническая функция. Применив к
(2.2.36) оператор Лапласа, имеем У 2У 2сг  ̂=  0, т. е. компоненты 
тензора напряжений — бигармонические функции.

При наличии теплового воздействия (ДГ=^0) уравнения 
совместности деформаций можно записать в форме

V 2<J(y +  з~ZJY V iVy3a +  2Ga(viS7jAT  +  f^'+T  ‘Ь 

+  m + f  ^lkFkgi] +  (V i 7̂j +  V / 7;) =  0,

где учтены уравнения равновесия. В общем случае дисторсии 
уравнения совместности деформаций имеют вид

V 2ai; + gl^rr V/Vy3o =  —(Vi^ j + V j F d -

“ S t T  V * / ^ - 2 G { V 2(g ^ < p) g , , -

-  (V ;^ a V»e% +  V  jgka4 a  e%) +

+  - ^ T p r g i j  [ V 2( g ^ ^ J - g ^ V a  V t i e l ) }

t являю тся обобщенными уравнениями Бельтрами—Митчелла, 
(ричем компоненты тензора деформаций etj и компоненты тен
ора напряжений сг,-,- должны быть функциями класса С2, а 
омпоненты Ui вектора перемещений — функциями класса С3.



Выполнение уравнений равновесия возможно только пр 
наличии их общего решения, которое представимо к а к  сумм 
частного решения уравнений равновесия ( 1 . 1 .6 ) и общег 
решения однородных уравнений равновесия

Разложим вектор объемных сил на потенциальную и вихре 
вую части:

X ( l/ i)v  dV' — компоненты вектор-потенциала объемных сил.
Любому вектору a ~ a i r i можно поставить в соответстви 

антисимметричный тензор (Л ), компоненты которого совпадаю 
с компонентами вектора а .  В этом случае можно показать, чт<

AiaPV aap= V aAai,
а подстановка этого равенства в (2.2.38) дает соотношение

F,*=gtaV a(p+VaAa,=‘ V a(g'aip—A ia)-

Тогда уравнения равновесия (1.1.6) принимают ви, 
У ,Ф “ = 0 , где Ф4, = о^'+фgii—AiK

Умножим тензор (Ф) скалярно на произвольный векто 
=  bib r i и определим вектор М с компонентами

ЛГ'*=Ф"&«, (2.2.39
удовлетворяющими уравнениям VjM}= 0. Если считать векто 
постоянным, что возможно без каких-либо ограничений, то

где Pi — компоненты произвольного вектора Р, которые мо» 
но представить в виде скалярного произведения произвольног 
тензора (N) на вектор Ь, т. е. Pi=Naiba. В результате получи

Mi= A)hlV kNaiba.
Подстановка этого выражения в (2.2.39) приводит к раве] 

ству

V;Oij =  0,
т. е. общее решение уравнений равновесия имеет вид

(2.2.37

дЧ =  а11 -1- а11 и(1 )-Г и(2)

(2.2.38

а затем  к соотношению



куда  входит симметричный тензор Следовательно,
тензор gaiAiklV KNai-\-A‘J должен быть такж е симметричным, но 
тогда

gaiA i'‘̂ VllNal+ A ii=ĝ îA ik̂ VhNal+ A i,,
откуда

2АЧ =  g^KlklS/kNai — glaA ^l\/uNai =  A f S?kN>1—A / V *# "- 
Пользуясь тождеством

A fV k N 11 — A/*v*A^ =  V j l - N ' i  +  g4Ti (N)], 
перепишем последнее соотношение в форме 

2ai= V j [gijr l (N )-N %  

а представив компоненты а* в виде 

a ‘ = V/(i|>gtf—РЧ), 
получим уравнение

V/fe^T, (N) 2$g‘i + 2P‘i] = О,
решение которого запишем как

g'Т» (N) - N il—2qgii+ 2P ii = A ilkAhT»> (2.2.40)

где Г" — компоненты произвольного тензора (Г ) .
Умножив (2.2.40) на gij и применив операцию свертывания, 

получим
Г. (N) = g u [A\k V hT},+ 2 y g i3- 2 P il) .

Подставив это выражение в (2.2.40), определим компоненты 
тензора (N) :

№  =  -  А‘,‘  7 * Г "  +  2Р ‘"  -  2yg li +

+ +  2 ^ Г р- 2 P ^ )g 11

Учитывая выражения компонент N lj и Nil, находим компоненты

о " =  Л}‘ у * A 'V aI1"1 Л'*gl’gtj — 1 +

+  gikVkPJ +  gikVkP1 — 2 (VkPk +  Ф) g li>
подстановка которых в уравнения (1.1.6) с учетом равенства 
V iA j^ V ^ . . . )  = 0  приводит к уравнению

V  kp! + g'kV kp‘—2 ( ф) gu]+ Fl= 0.



Отсюда следует, что тензор (<Ti) с компонентами

ct'Jj = 2е1> ( р ) — 2 ('V kpk+ ф) ё ‘‘

будет частным решением уравнений (1.1.6), где ei{(p )  = 
= 0,5 {gikW kP! + g lkV  kp‘) — компоненты тензора деформацш
вектора р  с компонентами р 1 =  (1/4я) \ (Fi/QdV.

где — компоненты тензора (iV), подчиненные условия» 
—Г\ (iV )g‘'] = 0, так как  тензор (ст)— симметричный. Эт1 

условия будут выполнены, если

где Пг/ — компоненты тензора (П ), называемого тензорол 
функций напряжений. Подстановка (2.2.43) в (2.2.42) опреде 
ляет общее решение уравнений (2.2.37): а{о> = A fA p“V *V an ^ ).

Тензор функций напряжения (П) — симметричный, его ком 
поненты удовлетворяют условиям 1Г/==Ш‘, число их равно ше 
сти. Тензор (П) определен с точностью до тензора (Г ) , компо 
ненты которого удовлетворяют условиям

Следовательно, компоненты тензора функций напряжений (П 
равны

а общее решение уравнений равновесия (1.1.6) имеет вид

оч =  2е» (р) -  2 (■VkPk +  Ф) gli +  A{*A^.V* V »n p/. (2.2.45

Компоненты тензора (П) называются функциями напряже 
ний, они произвольны. Матрица тензора (П) имеет структур

Если принять П“=т̂ =0, П‘7= 0, i=̂ =j, то получим тензор функц* 
напряжений М аксвелла, а если принять П“ = 0, n i;V=0, то п 
лучим тензор функций напряжений Морера. Следует заметит 
что для полного выражения шести компонент тензора напряж

v
Общее решение уравнений (2.2.37) имеет вид 

&’ =К\к V hNil, (2.2.42)

(2.2.43

A/*A|Tv*V«r,p - 0 .

Пг; == П(о) - f  e li (a), (2.2.44



ний (сг) необходимо и достаточно трех функций напряжений, 
поэтому общее решение (2.2.45) содержит CJ? различных экви
валентных форм.

Наличие уравнений совместности (2 .2 .35), которым долж 
ны удовлетворять компоненты тензора (о ) , указы вает на су 
ществование вполне определенных уравнений, которым подчи
нены функции напряжений. Д ля вывода этих уравнений общее 
решение

0г/ =  Л ? ,Л л ^ ^ 3 1 Р'
сл едует  подставить в уравнения совместности Бельтрами — 
Митчелла

V 2̂  +  3 ~ T V <V y3a =  0,

учитывая при этом выражение

3<T=V23 I I -V a V fin a,i.
Выполнив подстановку, приходим к уравнениям для функций 
напряжений

Ai/A“pV*Va (V 2He/) +

+  Ш = Г  V A M v S n - V - V p i r * )  =  0, (2.2.46)

или

Ai/A“pVaV * (V 2Hp/) +  з ^ - р  V /V уЗо = 0 .  (2.2.47)

Определим интегралы уравнений (2.2.46) и (2 .2.47), восполь
зовавшись соотношением

V *V /P—ffyV 2?  ■= —AfApyV«V*<p. 

согласно которому цри v 2o =  0

VtVjSa  =  -A fA p;V « V*3a.
Подстановка найденного выражения в (2.2.47) приводит к р а
венству

л£ 'Л ? V i V .  ( V 2n pft -  з| ^ 1 - 3agfl*j=0, 

следовательно, соотношения

V 2n pft —^ —3 ag»=e& (v) ( 2.2.48)



являются интегралами уравнения (2.2.47), где ePfr(© ) = g f!*ViU* + 
+&ft/V/ufi — деформация вектора v  с компонентами v{.

Пользуясь неопределенностью тензора функций напряжений, 
из (2.2.44) находим П(У) = Пу + е у ( « ) ,  где а  — произвольный 
вектор. Тогда приходим к равенствам

V 2n (0 )= V 2n i;+ e^ ' (V 2« A); V 23 n (0) =  V 23 n + 2 (V 2a k);

V JVyn|0/) = V iV ;n ^ - f 2 V t  (V 2a*)> 

пользуясь которыми, запишем интегралы (2.2.48) в форме

У 2П " — ( у 2З П -  V aV pnaP) (n*—V*a*). I

Учитывая произвольность векторов v  я а, полагаем v k= , 
= V 2a* и в результате имеем

V 2n" -  (v 23n -  Va v Pn “p) £Г"=0.

Приведем преобразованные интегралы к удобному виду. Д ля 
этого умножим их на g,y и проведем операцию свертывания. 
В результате получаем соотношения

-  Й = г  ^ п + ш ^ т  3 V .  v en * " -o .

С ПОМОЩЬЮ которых МОЖНО ИСКЛЮЧИТЬ V aV pIIeP или V 23II. 
В первом случае имеем

У 2(П‘/—П£г/)= 0 . (2.2.49)

во втором —

V 2n,y- 3 ^ V a V 3 n “V ' = 0 . (2-2.50)

Таким образом, определение функций напряжений П1; тре
бует интегрирования уравнений (2.2.49) или (2.2.50) с учетом 
соответствующих граничных условий.

Влияние объемных сил на деформируемое упругое тело не 
может быть учтено частным решением (2.2.41), т ак  как оно не 
удовлетворяет уравнениям совместности деформаций и требует 
соответствующего дополнения. Чтобы получить желаемое част
ное решение, воспользуемся уравнениями совместности дефор
маций

Л^Лр* V iV ft (вау -  з  agay )= 0 ,



которые указываю т, что тензор traT—3vcr «̂XT/ ( l+ v )  есть дефор
мация вектора q = Gu,  где и —  вектор перемещений, т. е.

<г«т—3v<r£aT/ ( l+ v )= 2 e eT($r) .  (2.2.51)

Рассмотрим выражение

а‘/= К11+ 2е ‘1 ( р ) — 2 (А ар“ + ф) gli,

для которого

За= gn&i= gijK‘i—4 V  ap“—6ф,

где  K ,J= A i V* Компонен-A f V Pr " * + ^ ' g р _ 1 AnPV p r“ 

ты тензора (К ) преобразуем к виду

^ ^ = A " A ^ V ,V Ar ap, 

а его первый инвариант к виду 

Г1 (К) = g ijK‘l = V 2 Г, (Г )-У ,У / Г " .

Д ля компонент тензора напряжений и его первого инва
рианта соответственно имеем

о'Л -Л " A g V i ' + 2е" (р) — 2 (v«/>“+q>)

(a) = 3<т= У 2Г! (Г) — V iV /Г1'/—4V«P“—6ф.
Подстановка выражений 0,7 и Зет в (2.2.51) приводит к ур ав
нению

[A ^ A p YV ,V * r mp - ^ ( V 2̂  (Г) — V ,V yr")g -„Y]  -  

- 2 ( l Ф + г ^ 7  V a P ^ g a v ^ 2еау (q - p ).

Выражение в квадратных скобках в левой части этого  ур ав
нения содержит деформацию

2<?aV(V ;l 7 —О .буД 1! (Г ))= V a V il1 ,+ V v V ,r£  -  V a V Yr i  (Г),

а потому оставш аяся совокупность слагаемых здесь  должна 
быть деформацией вектора v:

V 2r ev— ( У 2Г,  ( Г ) - V iV yrW)ff-v -

- 2 ( if ^ > + I - = 7  VaP“)ffaV= 2 ^ Y (©).



Представим компоненты тензора (Г) в виде суммы Гат= 
=  n aT+il5gaT, где if — произвольный скаляр, и подставим их в 
полученное соотношение. Тогда

[  V 2n av -  ( V 2r ,  (П) -  V I V y ll" ) gay ]  -  v 2H>gaV _

ф+ 1 Т 7  4&pk) ^v= 26av (*>)•

Скаляр ijj подчиним условию

Т Т 7 - W  ( ’- j= £  Ф + ГТ7 V .P *)= 0 , 

о ткуда находим уравнение

у 2ф = -2(ф + 1^  V*P*)- (2.2.52)

Таким образом, искомое частное решение, которое учитыва
ет действие объемных сил и удовлетворяет уравнениям совмест
ности деформаций, должно иметь вид 1

alJ = 2е1> (р) - 2  (V*P*+<P)fff/+A?'A^VaVe^-
Следовательно, решение задач теории упругости в напряжени
ях при отсутствии объемных сил сводится к интегрированию 
уравнений (2.2.49) или (2.2.50) с учетом соответствующих гра
ничных условий. В результате определяются функции напряже
ний Пи и вычисляются компоненты тензора напряжений

ог'= Л ,гЧ ^ * У Л е ' .

Наличие объемных сил, действующих на тело, требует ре
шения дополнительного уравнения (2.2.52), которое определя
ет скаляр if через потенциал <р и вектор-потенциал р  объемных 
сил. Компоненты тензора напряжений вычисляются по форму
лам

аЧ=2еЧ (р ) — 2 (V a/ 74 -ф) gi}+

+A?'Ae'VftVs'l>+ArA£,V*VJIp/, (2.2.53)

причем функции напряжений Пг/ те же, что и при отсутствии 
объемных сил. Если объемные силы потенциальные, то ра = 0 
и формулы (2.2.53) упрощаются.



. 2.3. Общие решения разреш аю щ их уравнений
динамической теории упругости и термоупругости

Рассмотрим построение общих решений разрешающих ур ав
нений динамической теории упругости и термоупругости, запи
санных в перемещениях и в напряжениях. Разрешающие ур ав
нения в перемещениях (1.4.35), где фиктивные объемные и по
верхностные силы определены соотношениями (1.4.34), следует 
интегрировать с учетом начальных и граничных условий (см. 
п. 1.4), причем динамические граничные условия должны быть 
представлены в форме (1.4.36).

Непосредственному построению общего решения разрешаю
щих уравнений (1.4.35) предпошлем теорему единственности: 
если решение динамической задачи теории упругости сущ еству
ет, то оно единственное. Вначале рассмотрим построение об
щих решений задач динамической теории упругости. Решение 
характеризуется системой гиперболических уравнений, образу
ющихся из уравнений (1.4.35) при ДГ = 0 и Q = О,

V 2ui + m 4 i { g af'Vauls) + Fi/G  =  Uilas2;
P + V,(ptt‘0=O , (2.3.1}

и соответствующими начальными и граничными условиями;

Ui (г, 0)= и г° (г); iit(r, 0)=vt°(r) при t= t0\ (2.3.2)

И/(г, t)=uiS(r, t) на Sx; оij (г, t) til (r)=pW (г, t) на S2- (2.33.)
Применив к  уравнениям (2.3.1) операцию £‘,Л7 / ( . . . ) ,  полу

чим уравнение

G (m + 1 ) g ‘/V i (V 2u,) + g 4 V / F ^ g ' i V i  (pu t) , 

которое запишем в форме

□ 2е (Зе) = —g ‘iV jF i/G (m +1 ) ,

1 д2где  □ * ( . .  . )= V 2( . • •) — — оператор Д аламбера про
дольной волны; a e—V О (/га+1)/р — скорость распространения 
продольной волны.

Применение к уравнениям (2.3.1) операции A ^ V y ( - - - )  
с учетом равенства 3A{ftV/V* (^ )= 0 приводит к уравнению

M kV j  (V 2«fe) —(1 /as) A/*Vy«*+A/*V <Fk/G=0, 

которое можно записать в виде

□  *«>,=- A / ‘ V / V G ,



если ввести оператор Даламбера сдвиговой (поперечной) волны

□ ! ( . . . H v * ( . . . ) - 4 r
as

а такж е компоненты вектора поворота а)г=Л/*У;ИА-
Пусть объемные силы Ff=0, тогда уравнения движения 

можно записать в виде

a s 2 V 2 +  (а / — ааг) V  f (g ihV  ,ик) — = О

и представить вектор перемещений как  сумму с до
полнительными условиями A/ftVjUs= 0; g^W jW^O. Подставляя 
в уравнения движения указанные представления компонент ии 
а затем  применяя к этому уравнению операцию дивергенции и 
используя второе дополнительное условие, получаем 
g tjV j( a e2V 2y i—и*)= 0. Ротор выражения, стоящего в скобках, 
равен нулю в силу первого дополнительного условия. Если 
дивергенция и ротор вектора в рассматриваемом объеме обра
щаются в нуль, то этот вектор тождественно равен нулю, т. е. 
□ e2Ui=0. Применяя к тому ж е уравнению операцию ротора и 
учитывая при этом дополнительные условия и равенство

Mk V ;  V ^ V a U , )  =Л/*У,У*.(Зе) = 0, 
находим

A jiftV j(a s2V 2a>A—wh) = 0 ,

откуда следует уравнение □ s2̂ ,= 0 .
Вектор перемещений v  связан с волной, при распростране

нии которой происходит изменение объема при неизменной 
форме тела, ибо выполнено первое дополнительное условие. 
Вектор перемещений w  связан с волной, при распространении 
которой происходит только изменение формы тела, ибо выпол
нено второе дополнительное условие. Следовательно, напря
женно-деформированное состояние упругого тела при динами
ческом нагружении связано с распространением продольных и 
сдвиговых волн внутри тела.

Общее решение уравнений движения в перемещениях

aS2V 2« 1+ ( a e2- a s2) V j ( ^ V AUi) - « <+ ^ i/p=0 (2.3.4)

может быть представлено в виде суммы слагаемых ui= v i-\-wi, 
подчиненных условиям g i jV iw J—0, A i* V 3-y*=0. Этим требова
ниям удовлетворяет решение Ляме

M (= V ^ + A / V ; f̂c- (2.3.5)

Если объемные силы записать в форме



F i= V fi+ A { kVjXk. (2.3.6)

□*Ф =  — &/а2е'> п Ц n =  - b / a s .  (2.3.7)

распространяющуюся со скоростью ае, и характеризует без
вихревое поле, ибо

Первое уравнение '(2.3.7) описывает продольную волну,

A/*V V y V i® = 0;

при этом средняя деформация 

e = l g ‘/V iv  У 2Ф ¥=0.

Второе уравнение (2.3.7) описывает сдвиговую волну, рас
пространяющуюся со скоростью as, которая не вызывает изме
нения объема и связана с изменением формы тела, ибо

g ';'V i® y= g ''V iA « V ^ i= 0 .

Д ля неограниченного тела введем постулат: объемные си
лы F, действуют в ограниченной области, только в этом слу
чае напряжения и деформации на бесконечности обращаются в 
нуль. Граничные условия (2.3.3) отпадают и частное решение 
уравнений (2.3.7) является окончательным решением задачи. 
Зная функции Ф и ajj,-, по формулам (2.3.5) можно определить 
компоненты ut вектора перемещений. Следует заметить, что в 
упругом пространстве волны обоих типов распространяются 
независимо одна от другой.

В ограниченном теле продольные и сдвиговые волны рас
пространяются от места их возмущения до границы, а затем 
отражаются. Если граничные условия заданы в перемещениях, 
то

M r ,  t)=‘ 'Vi0+ A ./r V ^ k= u i8(r , t), r 6 S ;
аналогично записываются другие граничные условия (2 .3 .3), а 
такж е начальные условия (2 .3 .2). Следует иметь в виду, что в 
ограниченном теле функции Ф и г|)< связаны м еж ду собой гр а
ничными условиями.

Воспользуемся теоремой о полноте Клебша—Дюгамеля: для 
полного определения вектора перемещений и достаточно знать 
динамические потенциалы Ф и f . Пусть ы<(г, t) — частное ре
шение уравнений (2.3.4) при Ff — О в области D тела при 
ti-< t< it2, тогда существуют скалярная функция Ф (г ,  t) и век
торная функция с компонентами 1|э4( г ,  I) такие, что



причем потенциалы Ф и ^  удовлетворяют уравнениям 
□ е2Ф—0 и □ s 2̂ »==0. Теорема легко обобщается и на случай 
Fti¥=0.

Разновидностью решения Ляме является представление
Ui~

предложенное Сандру для определения фундаментальных ре
шений уравнений (2.3.4). П одставляя это выражение в указан 
ные уравнения, получим соотношение

V  <[ае2 □  е2ф +  (ае2—as2) J У 3-шй]+ as2 □  s2 до 4 /р=0 .

Функции wt выбирают такими, чтобы выполнялись уравнения
□  s2a>4+ i\ / G = 0 , 

тогда

а/  □  е2ф+  ( a 2—as2) g*’ V  0.

Применяя к  последнему выражению оператор Д аламбера, на
ходим для функции ф биволновое уравнение

;(m + l)D e2n sV = m ^ V j (/7</G).
Д л я  иллюстрации применимости решения Ляме рассмотрим 

осесимметричные относительно оси г цилиндрической системы 
координат (г, 0, г) динамические задачи. Выразим перемеще
ния иг и uz через потенциалы:

дФ дЧ d® , дЧ , 1 ,тг
u'= W ~ d I  и “^ d F + W + T 4*’

а затем  подставим их в уравнения движения (2.3.1) при Ft= 0. 
После некоторых преобразований приходим к двум  волновым 
уравнениям

□  ,*Ф =0;

причем второе из них можно привести к виду □ s2\fi=0, если 
с помощью зависимости Чг=  —dty/dr ввести функцию гр. В ча
стном случае, когда имеет место только радиальное перемеще
ние иг, приходим к волновому уравнению 0 е2ф=0, которое х а 
рактеризует распространение цилиндрических волн.

Д л я динамических задач  с центральной симметрией, рас
сматриваемых в сферических координатах R, 0, ф, справедлива 
зависимость ип=дФ/дЯ, а потенциал Ф удовлетворяет волново
м у уравнению □ /© = (), которое характеризует распростране
ние сферических волн. Уравнения движения в перемещениях 
(1.4.35) запишем в операторной форме

U ^ + F J G ^  0, (2.3.8)

где L ,J ( . . . )  = ^ П в2( . . .)+ m V ig }hV h( . . . ) .



Введем функцию % и выразим с помощью ее компонент 
компоненты и, вектора перемещений:

Xt А 2 U 3 w Xi V w L? Xi
и ,= to А 2 Lf \ «2= w x2 A 3 у «3— w X2

Хз Li w Хз £з3 и L# Хз

Проводя вычисления определителей и учитывая выражения для 
операторов LJ, запишем компоненты в виде

щ =  [ (C V + m V 2) ^ —m V ^ V jq p , ,

где q>,“ CVXi-
Принимая во внимание соотношение
□ s2= (m —1) □ / —m V 2,

преобразуем выражения для к виду
и<= ( т + 1 )  П .\ с - т ? * 7 лЧ& „  (2.3.10)

выразив их через компоненты ф* вектора ф. С целью определе
ния функций %{, подставим (2.3.9) в ,(2.3.8) и получим уравне
ния

W  A 2 
Z.22 L$

Ы  L32 L$

Затем, выполняя необходимые преобразования, устанавливаем  
уравнения

□ / □ s V + 7 y G ( m + l) = 0 ,  (2.3.11)

которым подчинены компоненты ф< вектора ф. Выражения 
'(2.3.10) и уравнения (2.3.11) получены Яковаке. Это решение 
удобно в случае действия объемной силы в пространстве, когда 
частное решение уравнений (2.3.11) является окончательным. 
Д ля ограниченного тела предпочтительнее решение Л яме
(2.3.5).

При отсутствии объемных сил уравнения (2.3.11) однород
ные, (к ним применима теорема Боджио утверж даю щ ая, что- 
самым общим решением уравнения

Л,Л2-"Л п(ф) = 0,
где Ah, k—\..........п — некоторые операторы, действующие на
функцию ф , а удовлетворяют уравнению Л', (ф(*))= 0 , я в 
ляется функция

Ф = 2
и

%i+g^—о*



Полнота решения задачи методом Яковаке устанавливается 
теоремой Стернберга—Юбенса. Пусть компоненты ( г , t) 
вектора перемещений являю тся частным решением уравнений 
[(2.3.8) в области D для —oo<ct<oot тогда существует вектор
ная функция ф с компонентами ф, ( г ,  t) такая , что компонен
ты ил вектора перемещений выражаются через функции ф< по 
формулам (2 .3 .10), при этом функции ф4 должны удовлетворять 
уравнениям (2.3.11).

Однородные уравнения движения (2.3.8) преобразуем к ви
ду  □ в2П 82ф<= 0, а решения этих уравнений в силу теоремы Бод- 
жио представим в форме ф<=ф 1̂) +  Ф/2)> гДе функции Ф(/> и ф((2' 
удовлетворяют уравнениям

□  2ф р  =  0; П|ф(2)= 0 . (2.3.12)

Подстановка ф,- в (2.3.10) с учетом (2.3.12) приводит к выра
жению

« ,= ( / » + 1 )  n y p - m V t g ' * ? }  (<р^+ф42))-

Используя соотношения 

(m + 1) П е2= □ s2+ m V 2, 
находим

[ У 2Ф{2) -  V iglkS7} (ф̂ ‘>+ф£2>) ].

но

V ^ * V ^ £ 2 )= V 2(P£2 ) + A / * A f v ; A ^ < 2 ) ,

поэтому

иг= -  m {gJk4 i V f * {P + H kA t V y V ^ f ) .

В вед ем  функции

Ф =  — mg3k4 ^ \  г|>й=  — даЛ*ву ,Ф (б2). (2.3.13)|

то гда имеем представление !

« i = A i ® + A / * V / i | ) * ;  g <yV i i | J y = 0 .  " j

эквивалентное решению Л яме, что указы вает на связь между 
решениями Л яме и Яковаке. 1

Л егко показать, что функции Ф и *Р( удовлетворяют урав
нениям Ое2Ф = 0; □ s 21Fi = 0. Действительно, подействуем опера 
торами Ое2 и D s2 на выражения (2.3.13):

□  2Ф =  -  mg1*V / П М 0 ; O h k  =  -  тпАТ v yD ^ 2).



но, учитывая (2.3.12), устанавливаем, что функции Ф и трь удов
летворяют волновым уравнениям.

Представление компонент и,- вектора перемещений с по
мощью функций Папковича—Нейбера

U i= V ,(e  + x 'x / ) -  4 (1—v)x i (2-3.14)
такж е может быть использовано при решении динамических за 
дач теории упругости. Подставляя решение Папковича—Нейбе
ра в уравнения движения (1.4.35), получаем соотношение

V i ( m + lH V ^ - M 'V 2*/)— |
as as

-4(1 - v )  ( v 2X ; - ^ X i  )+ / V < ?= 0.
s

Функции %{ следует выбирать такими, чтобы удовлетворя
лись уравнения

| _ 4 ( i _ v) Ds2x .+/r./G = 0( (2.3.15)

тогда имеем дополнительное уравнение

□  е2# + ^ П ,2Хз.= 0 . (2.3.16)
Совокупность (2.3.15) и (2.3.16) образует полную систему 

волновых уравнений. Функции О и х  запишем в виде

■»(r, t ) = —mgiiV iql—xi%j\ %,(г, t) = —0,5 т П в2ф/,

тогда представление Яковаке (2.3.10) переходит в представле
ние Папковича—Нейбера (2.3.14), причем для Ф и %( имеем 
уравнения (2.3.15) и (2.3.16).

Среди рассмотренных представлений компонент ы,- вектора 
перемещений наибольшее практическое значение имеет решение 
Ляме, так  как  оно приводит к простейшей форме волновых ур ав
нений.

Динамические задачи теории температурных напряжений 
изотропного упругого тела описываются системой разрешающих 
уравнений

V z« i+ m V ig J'lV iMfe+/7i/G=M1a s2+  (3m— 1) a V 4AT;

A V 2 А T—росД Т=—Q,

к которым необходимо добавить соответствующие начальные и 
граничные условия. Здесь уравнение теплопроводности не свя
зано с уравнениями движения, а потому его можно решать от
дельно, т. е. считать распределение температуры в теле извест
ным.



Уравнения движения интегрируют различными способами. 
Наиболее распространенным является способ представления 
компонент Ui вектора перемещений в виде

щ = V  ,Ф + A/4 A/if*,
после чего уравнения движения можно привести к системе вол
новых уравнений

□ е2ф = ? ДГ; □ s2^ ,= 0, (2.3.17)
где у=  (3т — 1 )а / (т + 1 ) , причем объемные силы Fi — 0.

К уравнениям (2.3.17) следует добавить уравнение теплопро
водности

D A T = — Q / A ,  (2.3.18)
где D = V 2— (1 /x{d/dt)\ х = Л / р 0с.

Исключая из (2.3.17) и (2.3.18) температуру Д7", приходим к 
уравнениям

□ e2£)<D = _ YQ/A; 0 ^  = 0. (2.3.19)
Реш ая уравнения (2.3.17) или (2.3.19), находим функции Ф и 
Чг,-, а затем  с помощью приведенных соотношений компоненты 
щ вектора перемещений.

Обобщением рассмотренных решений являю тся динамиче
ские задачи термоупругости, характеризуемые взаимосвязанной 
системой разрешающих уравнений:

V 2A T - A T / k — Q/A;
(2.3.20)

Д  2u ,+ m V  i g^Vj Uk +  F i f G = m/as2 + (3 m— 1) a V ( А Г,

где г) =  G ( 3 m — l ) a T 0fA.
Механические граничные условия задают в форме перемеще

ний ms или поверхностных сил (1.2.3) на поверхности S- Темпе
ратурные условия, определяющие теплообмен через поверхность 
S , в общем случае, записывают в виде

a d A T / d n  + $ AT = f( г , t), r£S,
где а  и р — постоянные. Если р=оо, то на границе Д 7= 0, 
если а  = оо, то поверхность является теплоизолированной. На
чальные условия определяют при t = t0:

ut(г, 0)=Ut°(г); щ{г, 0)=г>го(г); АТ (г, 0 )= А Г °(г).

Система разрешающих уравнений (2.3.20) достаточно слож
на, а потому ее приводят к системе простых волновых уравне
ний, что достигается с помощью представлений

« i—Vi®+A{*Vyit>*; F i—V iO+a / V a *-



□ е2Ф—уА Т= —О/а/; D / if,= —%{/а8г;
(2.3.21)

D M —ЛУ 2Ф = — Q/A,
причем первое и третье уравнения взаимосвязаны. Исключая из 
этих уравнений температуру АТ, приходим к  уравнениям про
дольной волны

( a e2D—y nV 2d2fdt2) ф = —7(Э/Л_Ш /аЛ (2.3.22)
тогда как  второе уравнение (2.3.21) описывает поперечную 
волну.

Необходимо отметить, что функции Ф и ^  связаны м еж ду 
собой граничными условиями, куда входят производные этих 
функций, заданные перемещения U;s и температура ATs. Исклю
чая из первого и третьего уравнений (2.3.21) функцию Ф, при
ходим к уравнению

|
( □ e2£ - W 2^ ) A r = - ^ n e2 Q _ J L V ^ .  (2.3.23)

Уравнения (2.3.22) и (2.3.23) имеют одинаковую структуру, 
которая указывает, что процесс деформации тела связан с рас
пространением затухающей волны, обладающей дисперсией.

И так, динамическая задача термоупругости сводится к ре
шению системы волновых уравнений (2 .3 .21), причем первое и 
третье уравнения эквивалентны либо уравнению (2.3.22), либо 
[(2.3.23) в зависимости от того, что требуется определить.

В упругом пространстве продольные и поперечные волны 
распространяются независимо. Пусть причиной движения бу
д ут  источник теплоты Q и объемная сила F/=V'iO, a %i=-0. При 
однородных начальных условиях \|>г = 0 во всем пространстве и 
возникают только продольные волны, для которых

D; ^ = V i V ;Q; 3 e = v 2®;

0„= 2 G  [V iV / D -

Если в пространстве действуют объемные силы Ft=A^Vftk, 
а  источник теплоты Q = 0, то при однородных начальных усло
виях отличными от нуля будут только функции if,-. Следователь
но, распространяются только сдвиговые волны, которые не со
провождаются выделением теплоты и для которых

tti=Afv/iJ>*; 3 e = g ^ V ;A f  V â = 0; 

e / y = (V iA f+ V yA f ) V a ^ ;  < V = G (V iA y+ V /A ?') V ^ , .



В ограниченном теле возникают волны обоих типов. Реше
ние второго уравнения (2.3.21) и уравнения (2.3.22) строим в 
форме двух слагаемых: частного решения Ф', тр/ этих уравне
ний и общего решения Ф", ty" однородных уравнений

( n e 2D ~ y n V 2d2/dt2) 0 ^ 0 ; D s 2ty  =  0,

причем функции Ф" и фг" выбираем такими, чтобы были выпол
нены граничные условия.

Система разрешающих уравнений динамической теории уп
ругости и термоупругости в напряжениях для сжимаемого
(1.4.37) и дл я несжимаемого (1.4.38) тела содержит уравнение 
неразрывности, уравнения движения, уравнение теплопроводно
сти и уравнения совместности деформаций, записанные в напря
жениях. С целью построения обобщенных уравнений совместно
сти Бельтрами—Митчелла в уравнения движения в перемеще
ниях типа (1 .4 .35):

V ^ + m V i t e - ’VaU,) +FtlG = putIG
подставим геометрические соотношения (1.1.4) и преобразуем 
их к виду

W ^ + m V 1V J(g»|,eeS) +  (V 1FJ+ V Jf 1)/2G=pe„/G.
Затем используем физические соотношения

e4 =1'TG (а ‘ 1 ~  3ag */) 

и после некоторых преобразований получим уравнения

V!<7'J + з != Т  V i V , 3 a - 5 ^ = i  V ^ + V ^ + V / , -

<2 Л 2 4 >

Свертывая уравнения (2.3.24), получим соотношение

□ e 23 c T + 5 ^ r V ^ '= 0 .  (2.3.25)

С помощью соотношений (2.3.25) уравнения (2.3.24) приводим) 
к виду

□ ! < v t - a £ r  ( i - ± . ) з * 1гК , ,= 0 .  (2.3.26)

где h j = V t F j + V 1 )4kFkgi}f{tnJr\)-
Уравнения (2.3.26) называются обобщенными уравнениями 

совместности Бельтрами—Митчелла для динамических задач



□ Л ^ - т й т  V iV ;( V ^ * )+ 5 = y -  П Л  V*/:•*)gг,+

+ □ Л v г/:• ,+ v / 'г)= 0,

которому подчинены компоненты тензора напряжений. При от
сутствии объемных сил ( ^ = 0 )  имеем □ e2D s2a ij =  0; □ ,2о = 0 .

Компоненты тензора -напряжений можно разделить на д в е  
части: с т ^ с г^ + a ^ , причем □ в2ог’у= 0  и

Уравнения (2.3.26) являются необходимыми, но не достаточ
ными для решения конкретной задачи. Исключая из уравнений 
движения в перемещениях, уравнений движения в напряжениях 
и геометрических соотношений перемещения и деформации, при
ходим к соотношениям

4 ( ^ _ З ^ Г  3 ^ )= V / V A O f?+ /:' i ) + V i ( V ^ + / :'/), (2 .3 .2 7)

которые являются необходимыми уравнениями динамической 
теории упругости.

Единственность решения динамической задачи теории 
упругости, если оно сущ ествует, устанавливается теорем ой  
единственности:, пусть на поверхности S  односвязного тела 
действуют внешние силы рм  (г, t )n J (r), r(<S, а внут
ри тела компоненты a tJ тензора напряжений удовлетворяю т 
начальным условиям при 0)= 'а°и (г); о ^ (г , 0 )=
= с г б 5 ,  тогда при выполнении указанных условий реш е
ние динамической задачи теории упругости —единственное.

Продифференцируем уравнения (2.3.26) по х1 при /г4 =  0 
ib i—О). Результатом будут соотношения

□  V a ^ + з ^ Ё т  S/ l4jgIa V a3 a -f

но П ^Зс^О , то гда получим уравнения

V « < t y + 4 У г3<?=0.  (2 .3.28)
as

Разрешая уравнения (1.4.37) при F t—0 и однородных 
начальных условиях относительно ut, находим



t
pUi(r, — x)gibVaOijir, T)dt.

0
П одставляя это выражение в (2.3.28) и учитывая при этом 

'(2.3.27), приходим к динамическим уравнениям в перемещениях, 
т . е. постановка задач теории упругости в напряжениях одно
значно связана с постановкой задач теории упругости в переме
щениях.

Динамические задачи теории термоупругости характеризую т
ся системой разрешающих уравнений

+  2G a ( v iV A T  +  - ^ Т Г  рaATgiJ +  l i }= 0

с соответствующими начальными и граничными условиями.
Таким образом, решение разрешающих уравнений динамиче

ских задач, записанных в напряжениях, основано на сведении 
их к  системе волновых уравнений с соответствующими началь
ными и граничными условиями, выбранными с учетом специфики 
.конкретно рассматриваемой задачи.

Разрешающие уравнения задач пластичности и ползучести 
](см. п. 1.5) имеют общие решения, структура которых аналогич
на общим решениям разрешающих уравнений задач упругости 
и термоупругости, рассмотренных в пп. 2.2 и 2.3.

Д ля статических задач пластичности система разрешающих 
уравнений в перемещениях (1.5.11) при АТ—0 и Ri(ш )= 0  
приводится к виду

с граничными условиями (1.2.1) на части S i поверхности и 
(1.5.12) на части S 2 поверхности. Структура разрешающих урав
нений (2.4.1) и граничных условий (1.2.1) и (1.5.12) полностью 
совпадает со структурой разрешающих уравнений и граничны? 
условий статической задачи упругости, если внешние объемные 
F{ и поверхностные р\п) силы заменить соответственно на фик 
тивные объемные и поверхностные силы

2.4. Общие решения разрешающих уравнений 
теории пластичности и ползучести

У 2Ы ;+ тУ (УаЫа+ ^ / О = 0 (2.4.1)

F t* = F l —Ri (o)) — {3m.— \)a'vAT; 
р*(п) =  pin) +  [qi](S) +  ity(S)] +
+  3 (т  — 1/3) а  (ДТgtj)s ч3,



считая их известными. Это позволяет использовать результаты, 
полученные в п. 2.2, при решении статических задач пластично
сти в перемещениях. В частности, можно утверждать, что реше
ние статической задачи в перемещениях существует и оно един
ственное.

Д ля динамических задач пластичности система разреш а
ющих уравнений в перемещениях (1.5.18) имеет вид

V 2Ui -\-rriV iV aua-\-FJG =  u{/as2;
(2.4.3)

P+ V ^py*) = 0 .
Начальными условиями (^=^0) являю тся равенства

u({r, 0) = u , ° ( r ) ,  r ,  0) = v {° ( r ) ,  p=po, (2.4.4) 
а граничные условия выражаю тся в форме

и, (г, t) =  uis(r, t), reSi', (2 4 5)
0 [ ( 4 i U j  +  V ; « i )  +  ( w - l ) V a « “g i y b ft/ =  ^ (n)’ r 65 2- v '

Структура разрешающих уравнений (2.4.3), начальных 
(2.4.4) и граничных (2.4.5) условий совпадает со структурой 
разрешающих уравнений (2.3.1), начальных (2.3.2) и граничных 
(2.3.3) условий динамической задачи упругости, если внешние 
объемные F{ и поверхностные р\п) силы заменить соответствен
но на определяемые по формулам (2.4.2) фиктивные объемные 
F\ и поверхностные р*(л) силы, считая их известными. Это об
стоятельство позволяет использовать результаты, полученные в 
п. 2.3, при решении динамических задач пластичности в переме
щениях и считать, что решение такой задачи существует и оно 
единственное.

Построение общих решений разрешающих уравнений задач  
пластичности в напряжениях и использование при этом резуль
татов, представленных в пп. 2.2 и 2.3, требует предварительных 
преобразований и использования известного доказательства 
единственности решения статической задачи пластичности, сфор
мулированной в напряжениях.

Преобразуем уравнения совместности деформаций (1.5.13) по 
формуле

в  V ,V H « ,=
(2.4.6)

—V M ep—V eV er ,  (Л) + V 2r ,  H ) g ep- V aV H “^ .
Применяя выражение (2.4.6) к уравнениям (1,5.13), исполь

зуя определяющие уравнения деформационной теории (1.5.2) 
для D jj(a ), учитывая уравнения равновесия (1.1.6), а затем  
исключая с помощью операции свертывания тензора из уравне
ний совместности величину V 23a, приведем уравнения совмест
ности к окончательной форме:



V2°6P +  зйГГГ Vo Vp3a +  (V 6F P +  Vp^e) +

+  -S t r  V ^ e p  +  ^бр(Ф. о) =  0. (2.4.7)
гд е

£«p (ф, a) =  v 2 (ф£><* (о)) +  2̂ Т Т Г  Va Vft {ф° ak (a)) (2-4 '8)
Таким образом, для определения шести компонент тензора 

напряжений (о) имеем три уравнения равновесия (1.1.6) и шесть 
уравнений совместности деформаций (2.4.7).

Если объемные силы потенциальные (Fi =  'Viф: V 2qp =  0),TO 
уравнения (2.4.7) можно записать в виде

V 2<ty +  3 ^ r j -  ViVy3cr +  2ViVy4> +  £iy(q>. <г) =  0. (2.4.9)

Проводя операцию свертывания, находим V 2o = 0 , так как 
g iiLi j (ф, а ) = 0 ,  т. е. среднее напряжение a — гармоническая 
функция. Применяя к (2.4.9) оператор Л апласа, имеем

У 2(У 2аи+ ^о(ф , а ) ) = 0 ,
т. е. функция т<,= V 2oj j+L|j (9 , а ) — гармоническая ( V 2T i , = 0 ) ,  
а компоненты тензора напряжений подчинены уравнениям

V 2o jj =  Tij— L i j  (ф, a) .
Преобразование уравнений совместности скоростей деформа

ций (1.5.14) такж е возможно с помощью формулы (2.4.6), опре
деляющих уравнений теории пластического течения (1.5.5) для 
£>1J(e) и следующих из них определяющих уравнений теории уп
ругости при >, =  0, а такж е уравнений равновесия (1.1.6). Пре
образования приводят к окончательной форме уравнений сов
местности скоростей деформаций

• * 2 тп. •
V 2<y6p +  VaVftO“*£efi +  j — r  V6 V|j3a +  2GL№ =

=  (Ve^p +  Vp/^o) — 2>tn\7o.Fagw< (2.4.10)

г д е  Z.ep=  V 2(^£>6p(a)) +  S7 a4 k(i-Dak(o))g6fi.
Таким образом, для определения шести компонент тензора 

напряжений (о) имеем три уравнения равновесия (1.1.6) и шесть 
уравнений совместности скоростей деформаций.

Если внешние объемные силы Fa =  0, уравнения совместности 
скоростей деформаций упрощаются:

V 2oftp +  Va V  AOaftg6p +  Ve Vp3a +  2GZep =  0.



Нетрудно показать, что в этом случае V 2o = 0 . Применяя 
тогда к уравнениям совместности оператор Л апласа, находим

V 2(V 2o4S+2G L(Sp) = 0 ,
т. е. функция

Tee=V2(jes-f-2GZ/j3

— гармоническая ( V 2t6P= 0 ) ,  а компоненты тензора скоростей 
напряжений а40 подчинены уравнениям

V 2Oep=Tep—2GLep.
При разгрузке уравнения совместности деформаций (1.5.15) 

принимают вид

У 2Довр +  Ve УрЗАст +  ( v e +  y pAFe) +

+  -S t T  V * A / ^ e  =  0. (2.4.11)

Таким образом, для определения тензора напряжений А (о) 
имеем три уравнения равновесия (1.1.6) и шесть уравнений сов
местности (2.4.11).

Д ля динамических задач пластичности уравнения совместно
сти деформаций, входящие в систему разрешающих уравнений 
(1.5.19), с помощью аналогичных преобразований можно при
вести к виду

V 2̂ P +  Ve Vp3a-  у  23agep +  у 2 (ф/)лэ (а)) +

+  VaVft(tpJD“*(a))g-ep- ( y e^ V f t ^ p +  Vp£*Vfttfi6)=0. (2.4.12)
Тогда с учетом уравнений движения (1.1.8) и физических 
соотношений (1.5.4) для etj при АТ =  0 получаем соотношение

+  ~ т г  =  3̂ т т  v * ^ p> (2 -4 л з )

а также обобщенные уравнения совместности Бельтрами — 
Митчелла для динамических задач  упругопластического тела:

□ W + з ^ т  v . v „ 3 0 +  5= = l O j . — +

+  (ф> о) +  Елв==т)('Э> (2.4.14)
ТП —— t • •

где Уб^&+ Vp^6 +  -/n + 1 4 k F k\ Ллв — ipVeP +  ^оУрр +
. m —  1 • .

+  -F + T ®  V *P-



Следует заметить, что уравнения (2.4.14) являются необхо- 
мыми, но не 
именяя к ур; 

чим уравнение

днмыми, но недостаточными при решении конкретных задач. 
Применяя к уравнениям (2.4.14) оператор Д аламбера П2, полу-

nldsO tfi +  П З Д  - - H 2 L -  V e Vр (4k F k)+т  + 1

+  D l(V ^ p  +  VpF6) +  - £ = f  □ * (VkF*) g,p .

’ □  2(®3V«P +  v 6 V p p ) -  Ve Vp (vkVtp) +

+ - J + f  D K ^V fcP). (2.4.15)!

которому подчинены компоненты тензора напряжений. |
Д л я однородного тела (V*p =  0) уравнения (2.4.13) и (2.4.15) j 

упрощаются:

□ >  +  3- S = r V ^ ‘ = 0 ;  . !

□ ’ □ k p  +  О В Д  -  Ve Vp сVkF*) +  I

+  D 2 СVe^p +  V fiF6) +  O l (VtF*) g6f> =  0.

При отсутствии объемных сил (Ft = 0 )  имеем

□ f3 o  =  0; D 2e ( П ^ бр +  Z-ep) =  0.
Если АТфО, то рассуждения, аналогичные ранее изложен

ным, приводят к следующей форме уравнений совместности:

+  3 ^ = Т  V 6  V p 3 a  +  ------- 3 a ^ p +

+  £ $ ( Ф. а) +  Ж ^) (ДТ’ ) +  5бР =  т1бр( (2.4.16)

гд е

"J8pM № ~ 2G a _  _  . -г т 3m — 1 / „А~ бот—I ЛГ 1
V eV pA ^ +  ,ra + 1 ГV AT 2(3m—1) д2 J

(2.4.17

Применяя к (2.4.16) оператор Даламбера ШД получаем урав
нение

□ * □ !< * «+ □ *  Vs 

+ n 2e (V6/?p + V p ^ + ^ l  □ | ( v ^ ft)^ p =



Пе (wpvep+fevpp)— VeVp(©ftVftP)+

~ \ n 2s {vk4 k p), (2.4.18)

которому подчинены компоненты тензора напряжений при тепло
вом воздействии на тело. Д ля однородного тела уравнения
(2.4.18) принимают вид

□ * □ !  Ощ+ n l  v . v ,  < v»p*)+

-I- □ ;  (У Л + V t^ 6)+ J= |  (V .F ‘ >&,=0, 

з при отсутствии объемных сил

□ 2Л а ^ % + ^ )+ ^ е ))= °-
Итак, компоненты тензора напряжений оц удовлетворяют 

/равнениям (2.4.15), если тепловое воздействие отсутствует 
(A r = 0 ) ,  и уравнению (2.4.18), если А Г^О . Решение указанных 
/равнений должно быть подчинено начальным условиям

0 iS— 0°i r  о^=о°г; при t =  t0 (2.4.19)

я граничным условиям, заданным в напряжениях на части S 2 
поверхности (1.2.3) и в перемещениях на части S i поверхности 
(1.2.1), которым соответствуют вполне определенные значения 
компонент тензора напряжений

=  G[( l —(us) (V iUjs+VjUjg) -f- (m— 1—2cos/3) 'VkUksg ii—

— (3m— l) a A r sgij]
i фиктивные поверхностные силы p^s)= a jŝ nf. Это позволяет 
вписать граничные условия в единой форме:

на S ,;

р ^  на 52-

Уравнения совместности скоростей деформаций (1.5.20), 
(ходящие в систему разрешающих уравнений динамических 
адач пластичности и полученные с помощью физических соот- 
юшений теории пластического течения, а такж е преобразова
ли, аналогичных изложенным, можно привести к виду

V 2cr6p+ V aV ftO ^gep+ ^ rr Va Vti3o — V 230£ep+

+ 2 G L ^ ( i ,  a ) - ( V 6 ^ V f t O i p + V p ^ ' V ^ 6 ) +



g klV ^ = F ^ ;  / ^ « p d c p / d f - F , ,  (2.4.21)

приведем уравнения совместности к окончательной форме:

* * 9 / и  •  *

V 2aae+VaVftO“^ ep + 3^zrT У бУРЗ а + 2С?1 йр(А, ст)=

=  -  СV Л ?)+ У в ^ ^ + З д а 'V a F w g # ,  (2-4.22)

где (р F$. В этом случае компоненты тензора

напряжений должны удовлетворять уравнениям движения
(2.4.21) и уравнениям совместности (2.4.22) при начальных
(2.4.19) и граничных (2.4.20) условиях.

Перейдем теперь к  построению общего решения статической 
задачи пластичности в напряжениях. Решение системы разре
шающих уравнений в напряжениях, составленной из уравне
ний равновесия ( 1.1.6) и уравнений совместности деформаций
(2.4.7) с граничными условиями (2.4.20), имеет следующий 
порядок. Выполнение уравнений равновесия возможно только 
при наличии общего решения, которое построено в п. 2.2 и 
имеет вид (2.2.45). Оно содержит в себе Св3 различных экви
валентных форм. Наличие уравнений совместности (2.4.7), ко
торым должны удовлетворять компоненты тензора напряже
ний (а), указывает на существование вполне определенных 
уравнений, которым должны подчиняться функции напряже
ний П^.

Если объемные силы Ff—0, то общее решение (2.2.45) упро
щается:

oiy=A ‘ A»jJV *V eniM, (2.4.23)

причем ему соответствует соотношение

З а = У 2ЗП—V aV pn ap.
Так как

V 0V pn “p= g aeV aV P( n “p£ aP) /3 = V 2n ,

то 3 a = 2 V 2II, а учитывая, что V 2a= 0 , находим V 2V 2II= 0 . Вы 
полняя подстановку общего решения (2.4.23) в (2.4.9) npi 
Ф = 0 , приходим к уравнениям для функций напряжений

K A%VkVa ( V ^ O + g ^ j  ViV;3a+L,j(q>, o ) = 0. (2.4.24



Рассмотрим выражения (2.4.8) функций Ly (<р, о)  с учетом 
общего решения (2.4.23) уравнений равновесия. С этой целью 
преобразуем соотношение

V i Vyi|> -  g i fV 2»l>= -  AfAJp V« V

С учетом тождества

V  i V g l}g i j V  i V / ^ = 3 - g t j V 2\|)

.девая часть этого соотношения равна

V i V /ф — ffi/V 2ip=  — -§• V 2̂ gi/. 

следовательно,

AfA*pV a V ^ = - |  g t j 4 2̂ .

Компоненты девиатора напряжений D tj ( o ) с учетом общего 
решения (2.4.23) можно записать в форме

£ > 1 ;(с г )= ^ -< ^ = Л * А “рУ *V alie '- у  V 2ll§<y

Н О  j

9 "Г*"* а h
у  g i / V2n = A f  Л/3 V* V -П. 

тогда

/^ (C T H A uA ypV ftV anP '-A fA ypV ftV JI^

- A ^ A ^ V .  (Пр,- П ^ ') ;
D ^ i o ^ i g V D t j i o ) .

Нетрудно показать, что второе слагаемое в (2.4.S) равно 
нулю, тогда

Ltj(<p, o ) = v 4 < p D i j ( o ) ) = A u A %  VftVa [ф(Пр( — Ug^1)). (2.4.25) 

Подстановка (2.4.25) в (2.4.24) приводит к уравнениям

A U y eV ftV aV 2 [Пр/+Ф ( n ^ - I ^ ' M + a ^ j - V i V ^ O .  (2.4.26) 

Интегралы уравнений (2.4.26) определены соотношением

V 2[nB/+ ? (nB,- l V /) ] - g | ^ T 3 a ^ = ^ ( ® ) .  (2-4.27)

где еи (г> )— компоненты тензора деформаций произвольного 
вектора V . В связи с неопределенностью тензора функций на-
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пряжений (П) его компоненты n <j =  IIo +,е<,( л ) ,  где а — про
извольный вектор. Подстановка этих выражений в (2.4.27) при
водит к соотношениям

V 2 [(1+Ф) По6' -  фП(̂ Ч  _ з ^ у -  ( v 23II0 -  V aV Pn 0ap) g p '=

= е &  ( v ) ~  V 2 [(1+ф) ер/ (a) — q>e (а )£ р'] +

+ З Ш = Т  I'v *3e  (а) _  Va Vpe“P (a)] g v .

В силу произвольности векторов v  и а  выбираем их такими, 
чтобы ер/ (о) = 0  и ер/ ( а )= 0 , тогда имеем j

V 2 [(1+Ф) По' — фПо§р/] —

(V 23IIo -  V« УрПо“р) g * = 0 . (2.4.28)

Умножив уравнения (2.4.28) на g ti и выполнив операцию свер
тывания, получим соотношение, с помощью которого уравнение 
(2.4.28) преобразуется к виду

У 2[(1+ ф ) ( П ^ - П о ^ ) ] = 0 -  (2.4.29) ,
Итак, определение функций напряжений ПРг приводит к ин

тегрированию уравнений (2.4.29) с учетом соответствующих J 
граничных условий.

Влияние объемных сил на деформированное состояние уп
ругопластического тела не может быть учтено частным реше
нием (2.2.41), так как оно не удовлетворяет уравнениям сов
местности деформаций и требует соответствующего дополнения. 
Чтобы получить требуемое частное решение, воспользуемся 
уравнениями совместности деформаций

AavAp°V/Vft {(1+ф ) o«v ~  р з ^ - Т  +ф ] °£«у}=0>

которые указывают, что тензор
(1+<р)'Оат—[ 3 ( т —1 ) / ( З т — 1)+ф ]а£ат= 2 еаТ( q ) ,  (2.4.30)

где q = 2 G u \  и  — вектор перемещения.
Рассматривая выражение

о » - К и + 2е” ( р ) - 2  (V ap“+ $ ) g 4 ,  
устанавливаем, что

0^=Л"Лр V / V ftr ap+ 2 e ^  (р )—2 (V«A“+ Ф) g lJ >

а его первый инвариант
r 1(0 ) =  V T t (Г)—V iV jT^—4Vap“—6ф.



Подстановка а *1 и Г( (а) в (2.4.30) приводит к соотношению 

{ ( l+ ? )AiiA ^ V /V ftr “p- ( ^ l - + ^ j [ v 2r 1( r ) - V a V p r fi]g i/. } -

-  2 (з^ = Т  ^<*/>°+ф) g t j ^ e i } (q) —(1 +  ф) 2e tJ (р ).

Выражение в квадратных скобках левой части равенства со
держит деформацию

(1+Ф) 2еау [V yr ? - 0,5У |Г, (Г)]=

H H -9 ) [ V « V ir J + V vV yr« — v « V vri (Г)],
поэтому оставшаяся совокупность слагаемых левой части долж
на быть деформацией вектора <о :

(1+Ф) V 2r ee- ( | - ? + ^ T j [V 2r, (Г) -  V »V *r“*] £ар+ 

+ 2 ( з ^ Т  Va/»*+^ge|J-=2eep(e).

Представим компоненты тензора (Г) в виде Глр=Пвр+‘ф̂Глр» 
где ■ф — произвольный скаляр, и подставим их в полученное 
соотношение:

[(1+Ф) V 2n 6e -  Ф + з ^ - )  [V 2r ,  (П) -  v «  v * n a*] g 6pJ -

( т + з £ = г )  - 2  V a P ° + ф )g ^ 2e ^ ( v ) .  

Подчиним скаляр г|э условию

( " f + З ^ т )  V 2il>+2 (3̂ r f  Va/?“+q>)=0 , 

откуда

( 1 + з £ т ) ^ - - 2 ( s^ t V./>“+5.). (2.4.31)

Следовательно, искомое частное решение, учитывающее дей
ствие объемных сил и удовлетворяющее уравнениям совместно
сти деформаций, должно иметь вид

a ^ = 2 e ^ ( p ) - 2 ( V a ^ a+5>)g'/'+ A ?iAp/V * V p ^ . (2.4.32)
Итак, решение задач пластичности в напряжениях, основан

ных на деформационной теории, при отсутствии объемных сил 
сводится к интегрированию уравнений (2.4.29) совместно с 
соответствующими граничными условиями. При их решении на-
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a i'= A /i4 p “V * V J lp'. (2.4.33)

Наличие объемных сил, действующих на тело, требует ре
шения дополнительного уравнения (2.4.31), которое определяет 
скаляр ^  через известные потенциал ср, вектор-потенциал р  
объемных сил и компоненты тензора напряжений

о Ч = 2 е Ч ( р ) — 2 ( V ap a+ ^ ) g lJ+ A T A ?uV k V  

+ A f A ^ V ftV .n B'. (2.4.34)

Граничные условия (2.4.20), соответствующие рассматрива
емой задаче о равновесии упругопластического тела, с учетом 
решения (2.4.33) запишем в виде

А'*Ара V*VanP/ l s n j  =  р{п ) .

Воспользуемся формулой (2.4.6) и преобразуем левую часть 
этого выражения к виду

V* =  Л “ Л^'V a V « A / =  V i g klViflif> +

+  Vpg*1 У*П« -  V 2n ;p -  V /V pl\ (П) +  у 2Г, (II) gVp -

-  V« V*n“W

С учетом тождества V i g kiV /A p =  V 2Hp//3 можно записать 

v  A p  +  Vp g*1 =  (2/3) v 2n p;;
VzVpr, (n) =  (l/3)g-p/V 2r 1 (П) =  v ^ p , ;

V . V j T * g v  =  (1/3) v 2r, (П) gfu =  V 2H^/.

В результате имеем

A fA ^V ftV an3' =  - ( 1 /3 )  у 2(П р/-ЗП № ), 
т. е. граничные условия (2.4.20) определены соотношением

V 2 (П«—ЗП£«) | sn*= —3р £ \  (2.4.35)
Следовательно, определение функций напряжений ПРг сводится 
к интегрированию уравнений (2.4.29) с граничными условиями
(2.4.35).

Уравнение (2.4.31) представим в форме



[(я + 1)/(Зя1-1)1 Vap“ + ? 
где Р =  ■ ф/з + (т  + 1 )/(З т-1 ) • г Раничные условия, соответ
ствующие уравнению (2.4.36), получаются из (2.4.20) при под
становке (2.4.34):

2 [в1* (р) п , — (VkPk -!- ф) п 1] +  V * V 3 ̂  +

+  А/*Л =  /?[„).

С учетом граничных условий (2.4.35) для функций напряжений 
имеем

2 [eiJ ( p ) n J~ ( V a P № +  Ф)яг] +  A rA e'V f t V t i ^  =  0, 

однако

Л|*АВ,ЛV *V e W j  =  (2/3) V 2̂ ' ,  

тогда на поверхности S должно выполняться равенство
У*Ч> =  3[(У .р“+ ф )— е, } { р ) п {п ^ .  (2.4.37)
Решение уравнений (2.4.29) и (2.4.36) с учетом граничных 

условий (2.4.35) и (2.4.37) определяет функции напряжений ПРг 
и скаляр -ф. Затем по формулам (2.4.33) и (2.4.34) можно вы
числить компоненты тензора напряжений (ст).

Рассмотрим решение системы разрешающих уравнений в на
пряжениях, состоящей из уравнений равновесия ( 1.1.6) и урав
нений совместности скоростей деформаций (2.4.10) с граничны
ми условиями (2.4.20). Выполнение уравнений равновесия тре
бует знания общего решения (2.2.45). Уравнения совместности 
(2.4.10), которым должны удовлетворять компоненты тензо
ра (а), указывают на существование уравнений для функций 
скоростей напряжений Пч.

Если объемные силы Fp= 0, то общее решение упрощается:

6t, =  A?,A]fcv*V.lIpi. (2-4.38)

причем ему соответствует соотношение

З о =  у 2ЗЙ — V«VpH“p,

где a =  ( 2 /3 )v 2H, а потому v 2V 2li =  0. Выполняя подстановку 
общего решения (2.4.38) в уравнения совместности (2.4.10) 
п р и /7а = 0 , приходим к следующим уравнениям для функций 
скоростей напряжений:

V 2 [Л^Лру V* V all;/] +  Ve Vb3o +  2 Q L bb =  0.



Так как VaV* [*■£>“* (cr)] = 0 ,  то

0) =  v 2 f^D 0p(а)] =  AwApyVtVa'V 2 (Ц” -U gU )\-
Подстановка этого выражения в рассматриваемые уравне

ния приводит к соотношению

Лб/Лр/VftVa {V2l i /y +  2G V 2 (Ш /-П ^ ) ]  +

+  3 - j 5 T v «v »3" } “ a

которое с учетом равенства 

VpVe3o =  — AeyAp,VaVft3or 

преобразуется к виду

Ae/ApyVftVa [ v 2 [П" +  2GX (ЦЧ— Щ Ч ) ] 3ig«} =  0 .

Отсюда следуют интегралы уравнения

V 2 [П" +  2Gk  (П« -  П£'0] -  з^ = гг  S° gt l  =  (г,)- (2-4.39)

Пользуясь представлениями

П " =  Г #  +  е " (а ) ; П ^ = П  оУ +  ё ^ (а )

и подставляя их в (2.4.39), получаем соотношение

V 2 [йо' +  2 С # ( 1 # - П 0£")] -  (V 23il0 -  VdVpft^) g li =  

=  eU (®) +  fV23® (e) — v«  Vp8“«, (a)] gU —

— V 2 w 1 (a) +  2 GK (e li (a) — e (a) g lJ)].

В силу произвольности векторов г» и а  выберем их такими, 
чтобы е 11 (г>) =  0 , e l} (а) =  0 , тогда

V 2 [ПоУ +  2 0 Я ( П ^ - 110̂ ' ) 1-

~ з £ = Т  (V 231I0- V .V p H o V ''  = о -  (2-4Л0>

Проводя свертку уравнений, имеем 

V« V p l'lf =  V 231I„,

т. e. выражение 
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v 23ii0 -  VccVgiif =  v 23ii0 

и уравнения (2.4.40) преобразуются к виду

V M O 'lo '- lV ')  +  2GX (П" —n og^)l =  0. (2.4.41)

Таким образом, функции напряжений Пс/ можно определить 
интегрированием уравнений (2.4.41) с учетом соответствующих 
граничных условий.

Частное решение уравнений равновесия, учитывающее дей
ствие объемных сил и удовлетворяющее уравнениям совмест
ности скоростей деформаций, строится аналогично предыдуще
му. Воспользуемся уравнениями совместности вида

A'evApaV/ V* [ аау -  Заg ay + 2G i  (oeV -  ogay) ]  = 0 ,

которые указывают, что

Г‘ ^  g * y + 2G i  (оау — agay) = 2гау (q), (2.4.42)

где q =  2G и; и  — вектор перемещений. Рассматривая выра
жение

ач=К*>+2е*} ( р )  —2.( Vep“+<p) g'l,

устанавливаем, что

a ^ = A ^ V / V ftf a3+2e'/ ( р ) - 2  (V a ^ +Ф) g". 
а его первый инвариант

Г ,  ( о ) = V 2T 1 ( Г )  —  V  i — 4  V a P *  —  6 ф .

Подстановка b l! и Г, (о) в (2.4.42) приводит к равенствам

£aLAvpV/V*Гкр— (V 2r  1 (Г) -  V < V /" )  g«v] -

------Зт—Т ' VxP*gaV 3m— \ (Pfi“ V = 2 e aV (q p);

[ AL ^ YBV /V ftr ^ - | ( V 2r 1 ( Г ) - V<Vyr'0 ffav ] -  

— |  Vx/?*gaY+ 2eay (p)=  0.

Выражение в квадратных скобках в левой части первого соот
ношения содержит скорости деформаций



2еау ( V Д 7 - 0 , 5 v tTi (f)) =  V a V ir7 + V YV / i - V c c V v r ,  (Г),
а в левой части второго соотношения — деформации

2еау (V y r ,^ -0 ,5 V jr ,  ( r ) )= V eV ^ + V vV yr ^ -  V aV ,I \ (Г).
Оставшаяся совокупность слагаемых в левой части первого со
отношения должна быть скоростью деформаций вектора :

 ̂V*r.v -  з й п  (V’r, (Г)— V/V;Ti;)] V * № Y+

+ 3^ZIT W «y*28«  («).

а соответственно в левой части второго соотношения — дефор
мацией вектора v:

V 2r aY- J - ( v 2r ,  ( Г ) - V i V j T li)g«v+ j  4 * P Kgay= 2 e ay(v).

Представим компоненты тензора (Г) в виде Га^П ^+гр^ат, где 
■ф — произвольный скаляр, и подставим их в полученные соот
ношения:

V t f i a v - g J ^  (У 2Г, (II) —

+  [ v 4 - 3 ^  (3 V 2̂ - V i V ^ + ^ S ^ T

+ 3~ T ]  $ ]  Sav = 2eev (®);

V 2n av —y ( V 2r i  (П)—
2

+  [ V 2̂  — 3 (3V 2̂  — V jV ^ g iy) + T  gaY= 2eaY (®).

Подчиним скаляр гр условиям

V 4  -  3̂ T i  (3 V 2̂  -  V /V ^ y)+
2 (m + 1) • ,___

+  3 m - 1 V x P  ' 3 m —  1 ^

V 2̂  — |  (3 V 2̂  — V  t V M li) + 4  V x ^ = o ,

которые можно записать в форме

— ( т + 1) V 2ip+ 2  [ ( « + 1) Ух>х+ 2ф]=0 ; — V 2i1>+2Vh/>k= 0 ,

откуда находим уравнение

V 4 = 2  (Vxi»x+2q)/ /те). (2.4.43)



Таким образом, искомое частное решение, учитывающее дей
ствие объемных сил и удовлетворяющее уравнениям совместно
сти скоростей деформаций, есть (2.4.32), однако скаляр \|з под
чинен уравнению (2.4.43) и граничным условиям (2.4.37).

Ползучесть, как показано в п. 1.5, характеризуется разре
шающими уравнениями (1.5.37) и (1.5.38), а также уравне
ниями совместности для установившейся ползучести

A'e'A*'ViV* (//>«; (°))= 0

и для неустановившейся ползучести

AJ/Ag'V/V* (ёг(5> +  1.5/£>гу (о))=  0 .

Предположим, что процессу ползучести среды предшест
вуют упругие деформации, тогда

'(0) ‘ 3 (т—1) •2G e l /= 0 iy— ~ ^ = г П ч

и уравнения совместности для неустановившейся ползучести 
можно записать в виде

A't' A « v ,V .  i lT iH -f  f D  „ < ° ) ] - 0 .

Проводя преобразования, аналогичные ранее изложенным, 
приходим к уравнениям совместности в форме

V 2®ed-fVaV*o“*g6p + 3“ i V flV p3a-h|-L6p =  

= ( v 6 ^ p + v / c ) - 3 m v ^ a^ p . (2.4.44)

где  Ь р ( / ,  a ) = v 2 ( / ^ f p H ) + V a V ft( /£ > “* (a ) )^ 6.
Если объемные силы отсутствуют (/7р=0), то уравнение 

(2.4.44) упрощается:

V 2O ep+ V aV > V ep+ 3^ i  VeVp3o-]-|- Z,ep=0. (2.4.45)

Общее решение уравнений равновесия (1.5.37) есть 

aii=A?/A“pV*V«n|M,

'де ПР/ — компоненты тензора функций напряжений. Диффе- 
>енцирование дает

ог;/=Л ?/Л“еУ*Уа11р' (2.4.46)
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и соответственно 0 = ( 2/ 3)V 2II. Подставив (2.4.46) в (2.4.45), 
приходим к следующим уравнениям для функций скоростей на
пряжений:

V 2 [Лб/ Лру V* V  «Пи]+ з ^ ~ Г  V« V p3a+ |- Z«p=0.

Так как V<*V£ (o))=Q,  то

£ e p = v 2( /£ e p H H A iA p ;v * v « v 2[ / ( n ' ' - n g ' 0 ];

Лв/Лр/V*V« jV 2!!^+ у  V 2 [ /  (П« - n ^ l J + g - J ^ V a  Vp3a=0.

Учитывая равенство

Ve V b 
получаем

Ve V e 3 a =  -  Ae^Apy v «  Vft3a,

A& A pyVfeV «|v2 [й У + 4  /  (П ''- n g 'o ]  - g j z r -  3og«}=0,

откуда следуют интегралы уравнения

V 2

Преобразования, аналогичные предыдущим, при произ
вольности векторов v  и а  приводят к равенствам

V 2 [r iw + J- /(П «  —IJgW)] -

-  З ^ Т  (V 23̂  -  V» V Bli“P) g"=0. (2.4.47

Если провести свертку соотношений (2.4.47), то

V a V p i r ^ ^ J 1  v 23ii; v 23ii -  V a v Bi'IaP= 3- ^ -  v 23ii 

и уравнение (2.4.47) преобразуется к виду

V 2 [(ii;/_ i'ig //)+ i,5  / ( ц и  —ng-'Ol—0. (2.4.48

Итак, функции напряжений Пи определяются интегрирова 
нием уравнений (2.4.48) с учетом соответствующих граничны 
условий.

При установившейся ползучести уравнения (2.4.48) приш 
мают вид

V 2[ f ( U li— U g li) ] = 0 .  (2.4.4S



Если мгновенные деформации упругопластические, то ')

D <J <“>]•

а функции напряжений П11 при неустановившейся ползучести 
подчинены уравнениям

V 2 [(Йг/-П ^ )+ (2 С ? Я + 1 .5  / ) ( Ш / - П ^ ) ] = 0 .  (2.4.50)

При наличии объемных сил (/^=/=0) необходимо пользовать
ся общим решением

o ‘i = 2 e {!(p)— 2( v «  Ра+ ф) g ll+A*'!ЛВ' 1V *Vpip+ л!*А$аv * V » n pi, 

причем скаляр ф определять в результате решения уравнения 

v 4 = 2 ( v a > “+2<p//re), . . . . ( 2 .4 .5 1 )

где р — вектор-потенциал объемных сил; ф — потенциал. Функ
ции напряжений Пи остаются теми же, что и в случае отсутствия 
объемных сил.

Для уравнений (2.4.48)— (2.4.50) имеют место граничные 
условия

V 2( n iJ- 3 I I g !j) | sn, =  - 3 р{а). (2.4.52)
где р {п)— компоненты поверхностных сил. Д ля уравнения 
(2.4.51) граничное условие на поверхности S определено равен
ством

У 2ф =  3( V«p“+<p—е„ (,р ) п ' п >). (2.4.53)

Таким образом, при ползучести функции напряжений П ‘* 
вычисляют путем интегрирования уравнений (2.4.48) . . .  (2.4.50) 
с учетом граничных условий (2.4.52), а скаляр г]з — в результате 
интегрирования уравнения (2.4.51) с учетом граничного условия 
(2.4.53).

2.5. Решения разрешающих уравнений вязкоупругости 
и вязкопластичности

Система разрешающих уравнений термовязкоупругости, как 
показано в п. 1.6 ., в зависимости от выбора основных неизвест
ных, может быть записана в перемещениях или в напряжениях.

Если основными неизвестными считать р, AT, u iy то система 
разрешающих уравнений состоит из уравнений (1.1.7), (1.6.16),



(1.6.18), куда входят интегральные операторы (1.6.19), объем
ные силы ( 1.6 .20) и функция рассеяния

t
W * = ' \ j T ( t - x ) D li {e ,  т ) D l}{ i  t) dt.

о
Системе разрешающих уравнений соответствуют начальные ус
ловия (1.6.21) и граничные условия (1.2.1) и (1.2.3) на поверх
ности S области D.

Решение поставленной краевой задачи линейной вязкоупру
гости может быть построено операторным методом, сущность 
которого состоит в следующем. Вводятся операторы

t

О
t

( . . . ) = * ( . .  . ) - $ Г ,  ( * - ! ) ( . .  .)d t.
о

с  помощью которых определяющие уравнения термовязкоупру
гости (1.6.7) и (1.6.8) принимают вид i

D i j  (o ) = 2 G D i j ( e ) ;  о = З К е т\ ет= е  — аАТ,

а физические соотношения задаются соотношениями

о  t j = G  (V ««;+ V jUi)-\-(K — 20 /3 ) v ^ g i j  — ZKaA Tg i j ,  

причем операторы (1.6.19) определяются выражениями ,

ы . . . ) = ± -  О ( . . . ) ;  . ) + у  б  ( . . .) ] .  (2.5.1;

Подстановка операторов (2.5.1) в уравнения движения
(1.6.18) позволяет записать их в форме

V 2u r \ - m V i  VaUa+ F * / G = U i / a 2s , (2.5.2

гд е  /г е = Д 7 0 + 1 /3 ; F i* = F i — ЗД'аУгДГ; а |= 0 / р .  Это ука 
зывает на эквивалентность соответствующих краевых зада1 
вязкоупругости и упругости, что достигается заменой упруги] 
констант О, К ,  ш  операторами О, К ,  пг и позволяв 
использовать результаты пп. 2.3 и 2.4 при решении зада 
линейной вязкоупругости.

Частным случаем сформулированной динамической задач 
линейной вязкоупругости является квазистатическая задачг



Квазистатическими называются задачи, связанные с процесса
ми, протекающими настолько медленно, что инерционными чле
нами, входящими в левую часть уравнений (2.5.2), можно пре
небречь и заменить их уравнениями равновесия

V 2Hi+ m V 1V«a“+ / :,«*/6 = О,

которым соответствуют граничные условия (1.2.1) и (1.2.3).
Проведенные рассуждения приводят к принципу Вольтерра: 

решение квазистатической задачи линейной вязкоупругости мо
жет быть получено из решения соответствующей задачи линей
ной теории упругости путем замены упругих констант интеграль
ными операторами. При использовании принципа Вольтерра 
получается решение, в которое входят алгебраические или 
трансцендентные функции операторов по времени и которое на
до расшифровать, что в общем случае связано со значительными 
трудностями. Принцип Вольтерра позволяет получить простые 
решения для таких задач вязкоупругости, в которых решение 
задачи теории упругости записывается как произведение рацио
нальной функции упругих постоянных на функцию координат. 
Расшифровка указанных операторов осуществляется сравни
тельно просто в случаях, когда ядра интегральных операторов 
являются вырожденными или представляют собой комбинации 
экспоненциальных функций (обыкновенных или дробного по
рядка), одним из представителей которых является функция Ра- 
ботнова

Ч (я »  V  &*t"V+a>
Эа (р, t )—t 2 и  г* [(„ + I) (1 + а)]’

П

где Г.[ (« + 1 ) (1 + а )  ] — гамма-функция.
Другие методы решения краевых задач линейной вязкоуп

ругости связаны с применением интегральных преобразований 
и будут рассмотрены в гл. 3.

Для задач вязкопластичности, как показано в п. 1.6 , в зави
симости от выбора основных неизвестных система разреш а
ющих уравнений может быть записана в скоростях или в на
пряжениях. Если основными неизвестными считать q, р, v it то 
уравнения движения имеют вид

p d v jfdt =  Fj- V jp-{-4V 2v i+ ( l / 3)i'(]+ l ) V jV av ° +
+  (V^A-f v  hV j )  g haV  ац— (2/3) V j X ) S7ava,

где =  в предположении известного уравнения механи
ческого поведения среды т; =  т((^<). Подстановка выражения 
для ri в уравнения движения позволяет представить их в виде

pdoJ/ d / = / 7J- V Jp + n V 2oJ+(A.+ | i )V ,V«w“+Z)i (t»),



где ;

D j { v ) = Z i  ( V Z V j + V j V a V ^ + i V j V b + V k V j g ^ V *  M  —
Тг \Vi /

— |  Vat)“V y(^ -) . (2.5.3)

В этом случае система разрешающих уравнений, основанная 
на использовании кинематических (1.1.2) и физических (1.6.40) 
соотношений, принимает вид

d p /d /+ pV au“= 0 ;  р — р (  р);
(2.5.4)

p d v f/ d t = F j— V sp + n V 2v j+  (А,+ц) V 3V au“+ D J (v )

и является системой разрешающих уравнений вязкопластично- 
сти. Этой системе уравнений соответствуют начальные условия 
р = р 0, р = р о  vi =  v i0 при / = 0, а также граничные условия

p ( S ) = p s, v j ( S ) = = v js на 5  и akj(S )n h=
— p j n) на S 2. (2.5.5)
Таким образом, совокупность уравнений (2.5.4) с начальны 

ми и граничными условиями образует краевую задачу вязкоплас 
тичности, сформулированную в скоростях.

Структура уравнений движения, входящих в (2.5.4), показы 
вает, что при Ь 3(и) = 0  и К ~ К ' —2(я/3 имеем уравнения движе 
ния Навье—Стокса для вязкой жидкости. Это позволяет при ре
шении краевой задачи вязкопластичности воспользоваться мето 
дом последовательных приближений, считая исходное и после 
дующие приближения решениями соответствующх краевых за 
дач механики вязкой жидкости. Учитывая (1.6.40) и (1.1.2) 
представим граничные условия в напряжениях (2.5.5) в форм<

Р(/ °  + p n 3 =  n',[|x(V;iy;. + v jy)i) +

+  (1/3) (А—2ц) Vav agk j ]+ n hqhj, (2.5.6)
где

? « =  (Ti/^ ) [ ( v ^ ; + v ^ * ) - ( 2 /3 )  v e0-gw]. (2.5.7)
Д ля несжимаемой вязкопластической среды dp/d^=0, урав

нение неразрывности упрощается и система разрешающих урав
нений (2.5.4) принимает вид

Vay“= 0 ;  р = р (  р); 
p d o , / d / = / V - ( v  ),

где

D i И  =  Ы ь )  v2^ +  (v  j ^ + ) g hav* b i l v )  •



Граничные условия в напряжениях (2.5.6) также упрощают
ся:

p / n)+ p n j = n V ( v *t»j+ V ju)!) + n ^ (tj,

где q k j =  (тi/Yi) ( V ^ + V ^ ) .
Системы разрешающих уравнений краевых задач вязкоплас

тичности в скоростях являются нелинейными, их точное решение 
возможно только в частных случаях.

Если основными неизвестными считать р, р, и,- и ohj, то сис
тема разрешающих уравнений основана на использовании фи
зических соотношений (1.6.41) в предположении известного 
уравнения механического поведения среды т< =  т<(^) и вклю
чает в себя уравнения (1.1.7), (1.1.8), (1.6.42) и уравнение сжи
маемости р = р ( р). Уравнения совместности (1.6.42) с помощью
(2.4.6) можно преобразовать к виду

Таким образом, краевой задаче вязкопластичности в напря
жениях соответствует система разрешающих уравнений, состав
ленная из уравнений совместности (2.5.8), уравнения неразрыв
ности, уравнения сжимаемости среды, уравнений движения, а 
также начальных и граничных условий. Система разрешающих 
уравнений краевой задачи вязкопластичности является нелиней
ной, поэтому возможно только приближенное ее решение.

Многие задачи механики сплошной среды, по крайней мере в 
линейной постановке, сводятся к интегрированию типовых урав
нений математической физики, к которым относятся уравнения 
Лапласа и Пуассона, волновое уравнение, уравнение теплопро
водности, бигармоническое и биволновое уравнения и другие, а 
потому возникает необходимость в их решении с учетом задан
ных начальных и граничных условий.

Рассмотрим указанные уравнения в евклидовом простран
стве Е т размерностью т. Точку пространства будем обозна
чать х = { х > } ,  /=  1, 2 , . . . ,  т, а область пространства — D  с по
верхностью S. Символом D6 обозначим пограничную полоску

±  V2£>eP (а) +  S'*'V: -J- (о) +  i .  £>вр (о) -

-  V* щ- (V*o* +  V K )  +-§-  - 4 - )  V 2<^p +

+  —- Vfttf +  V» ~  Vpo) =  -Jj; V 2pg60 +

(2.5.8)

2.6. Типовые уравнения, способы их решения



поверхности. Она представляет собой совокупность точек обла
сти, расстояние от которых до границы S области D  не превос
ходит заданной постоянной 6, называемой шириной полоски,
причем предполагается, что lim |A s |= 0.

в-* о
Пусть G — множество в пространстве Ет. Множество функ

ций непрерывных и ограниченных в G, обозначим C (G ); множе
ство функций, имеющих в G непрерывные и ограниченные про
изводные до порядка k включительно, обозначим C(ft)(G). Функ
ция и (х ) ,  определенная на множестве G, удовлетворяет усло
вию Липшица с показателем К, если для любых точек х и x'&G 
справедливо неравенство

| и ( х ' ) —и(х)  —х \ ,

где А и К — положительные постоянные. Если Х > 1 , то и — 
=  const, поэтому считают

Функция, определенная почти всюду в области D, называется 
локально суммируемой в области Д  если она суммируема на 
любом компакте, содержащемся в этой области. Множество 
таких функций обозначают L\0c{D).  Замыкание множества 
точек, в которых непрерывная функция и(х)  отлична от нуля, 
называется ее носителем и обозначается символом supp и.

Большинство линейных задач механики сплошной среды 
описываются дифференциальными уравнениями в частных про
изводных второго порядка, линейными относительно старших 
производных:

л у . < * ) з ^  +  « ( * » . а £ ) ~ о .  <2 .6 . 1)

Уравнение первого порядка

(2-6-2)
называется уравнением характеристик дифференциального 
уравнения (2.6.1). Построение уравнения характеристик (2.6.2) 
проводят в следующем порядке. Составляют квадратичную 
форму

(At ,  t) = A jk tH k,

соответствующую матрице А старших коэффициентов уравне
ния (2.6.1). В этой форме полагают t k =  dajdxk  и полученное 
выражение приравнивают нулю. Если функция о)(*/) удовлет
воряет уравнению характеристик (2.6 .2), то поверхность 
d ) ( X f ) = C  называется характеристикой уравнения (2 .6 .1), где 
С  — постоянная. Характеристики инвариантны при преобразо
вании независимых переменных Xj. Далее в любой точке прост



ранства с помощью линейного преобразования независимых пе
ременных yk(Xi) уравнение (2 .6 .1) приводят к виду

Akkdykdyk +  Ф1 [у*  дук ) _  ° ’

называемому каноническим. При Ajk постоянных уравне
ние (2 .6 .1) можно привести к каноническому виду во всем 
пространстве Ет. Уравнения Лапласа, теплопроводности и вол
новое имеют канонический вид.

Дифференциальный оператор

L u a j“ +  Лк Ш  +  А °и 

называется сопряженным  с оператором 

М и  — _  дЛ ^ 1  « & и

тогда и только тогда, когда эти операторы можно пред
ставить в виде

L* — k ( Al‘ s k )  +  B' j k + Cai 

м “ = £ т { А> ' ъ к ) - к ( в ^ + Си-
где B k= A k—dAjk/dXj) С = А 0.

Если М = Ь ,  то оператор L называется самосопряженным.  
Условием самосопряженности оператора L является равенство 
В к = 0 ; самосопряженный оператор имеет вид

Оператор Лапласа V 2« и волновой оператор П 2м — самосопря
женные, оператор теплопроводности d u jd t—V 2u не является 
самосопряженным.

Пусть уравнение
L u = f  (2.6.3)

имеет решение ибС(,)ф ) ,  которое удовлетворяет тождеству
Л u M y d V  =   ̂ f y d V ;  ЛфбЖ(0 (£)), (2.6.4)
Ъ D

где М  — оператор, сопряженный с оператором L; M(()(D) — 
множество I раз непрерывно дифференцируемых в области D  
функций, которые обращаются в нуль в пограничной полос
ке D 6.



Предположим, что функция f {x)  локально суммируема в 
D  (fGLioc(D)),  тогда функция u&Li0c(D)  называется обобщен
ным решением  уравнения (2.6.3) в области D,  если она удов
летворяет тождеству (2.6.4). Обобщенному решению соответ
ствуют обобщенные производные

дх^'дх*’ • ■ •

Упорядоченная последовательность т целых неотрицатель
ных чисел « =  (аь  02, . . . ,  а т) называется мультииндексом по-

m
рядка тп, а число | а | =  2  а* — длиной мультииндекса.

*-i '• 
Для обобщенного решения уравнения (2.6.3) справедлива I 

следующая теорема: пусть и ( х ) — локально суммируемое обоб- j 
щенное решение уравнения (2.6.3) в области Z); если функция 
и(х)  имеет обобщенные производные, входящие в (2.6.3), то 
эта функция почти всюду в области D  удовлетворяет указанно- 1 

'  му уравнению.
Функция f ( x )  называется обобщенной, если функционал

( / -  Ф ) =  \  / ( х ) ф (л ) с11/; У Ф 6 Й ( £ > )
Ъ

линеен и непрерывен в пространстве £2, причем пространство Q 
суть множество M<">(D) вещественных функций, финитных в 
области D c z E m. Пространство обобщенных функций обозна
чается символом Q '(D ).

Локально суммируемые обобщенные функции называются 
регулярными,  остальные обобщенные функции — сингулярны
ми. Важнейшей сингулярной обобщенной функцией будет 
6-функция Дирака, определяемая формулой

[6(JC—у), <р(у)]=[б(у—х ) ,  ф(2/)] =  ф(*); УфС=й; Y x e D .

Отсюда следует, что [б(а:), ф ( * ) ] = ф ( 0 ) ,  б-функция равна 
нулю всюду, кроме начала координат; носитель б-функции со
стоит из одной точки х = 0.

Обобщенная функция f имеет порядок сингулярности s ( / ) ^  
,<Г/, если ее можно представить в виде

' ' / =  2  g«£Lioc(D).
J«l <J

;\Если число / уменьшить невозможно, то порядок сингулярности 
_ обобщенной функции s (f ) =  j. Порядок сингулярности локально 

суммируемой функции равен нулю.



В области DczEm рассмотрим дифференциальное уравнение 

Lu  =  2  (х) D au =  f { x ) ,  (2.6.5)
|а |-0

коэффициенты которого A,GC(/+,a*>(D), где 0 <  j  <  оо —целое 
число. Если и есть решение уравнения (2.6.5) в классе £2/ ,  
то 5 ( и ) < / ,  s(-Aa£)att)<  j  +  | ос j, левая часть уравнения будет 
обобщенной функцией класса Q^+ i(D), а потому свободный 
член уравнения feQ'J+s(D).  Если решение и класса Q / ( D )  
существует, то можно рассматривать и как обобщенное 
решение уравнения (2.6.5), определяемое тождеством

(и, Afq>) =  (f, ф ); V<p6Qi+s(D),

где М  — оператор, сопряженный с L. Отсюда следует, что ло
кально суммируемое обобщенное решение уравнения (2.6.5) бу
дет регулярной обобщенной функцией.

Особо важную роль играют решения уравнения
i . 1 

(L v ) (y )  =  ^  A 0( y ) D ayV =  6 (x — у),
|a|=0

называемые сингулярными решениями уравнения (2.6.5). Они 
являются функциями двух точек х, yGD, v ( x , y )  и удовлетворя
ют соотношеяию

[ v ( x — y) ,  (МФ) ( 1/ ) ] = [ 6 (х—у) ,  ф(у)]=ч>(*); УфбQ i+. ( D ) .

Д ля самосопряженного оператора L соотношение принимает 
вид

Ь>{х— У), {L^ ) { y ) ] = < f ( x ) - , y ^ Q 1+. {D ) .

Сингулярное решение уравнения Лапласа V 2u = 0 строится 
как обобщенная функция класса Q'(Em),  подчиняется уравне
нию — Д 2и =  6 (х—у)  и имеет вид

v  ^ = (7л—2) | 5 С| г^*"’ т > 2 ’

где S c — поверхность единичной сферы; г = \ х  — у\ .  При т = 2 

•°(Х. у ) = ± I n i .

Сингулярное решение, уравнения теплопроводности 
d u / d i  — v 2m—0 строится в виде v ( x  — y . t  — т), подчиняется 
уравнению



и имеет вид

. , . {— 7 ~  т= :— е 4<'~т) при х <. t ;
v ( x  — y , t  — x ) = U 2 V n { t — x))m к

I 0 при т > t .

Сингулярное решение волнового уравнения □ 2 « = 0  
строится в виде v ( x — у, t  — т), удовлетворяет уравнению

‘̂ r - V l ' 0= 6 ( x - y ,  t  — т) 

и имеет вид
1 дт~1 I t_т

v ( x  — y, t  — x ) =  (ni_ 2j j |Sc| ^рп=гЯо

где
£ т- 3

gQ(X) = ^ (z 2 — I ) 2 d-г при. Я >  1;
1

О при Я <  1.
При /71=2 получаем

1
v ( x  — y, t  — т )= ( 2л У(*—х)‘—гг 

{ О

при t — x > r \  

при t  — t < r ;  

а при т =  3
v ( x —y, t— x ) = & { t — x—r)l4nr.

Рассмотрим подробно уравнение Лапласа 
V 2u = 0  (2.6.6]

и уравнение Пуассона 
V 2u =  f,

где и(х)  — искомая, a f (x)  — заданная функции. Это уравнени 
эллиптического типа, соответствующие статическим и стацис 
нарным задачам механики сплошной среды, поэтому их инте1 
рирование следует проводить совместно с граничными услс 
виями.

Уравнению Лапласа J2.6.6) соответствуют гармонически 
функции. Функция и(х)  называется гармонической в конечно 
области D  с поверхностью S,  если она в этой области дважд



непрерывно дифференцируема и удовлетворяет уравнению Л ап
ласа. Функция и(х)  будет гармонической в бесконечной обла
сти D,  если в каждой точке этой области, находящейся на ко
нечном расстоянии от начала координат, она дважды непрерыв
но дифференцируема, удовлетворяет уравнению Лапласа и для 
достаточно больших |* | справедливо неравенство |и ( д : ) |^  
s^ C lx l2-"1, где С — постоянная; т  — размерность пространства. 
Данное определение гармонической функции относится к от
крытой области и не накладывает никаких ограничений на по
ведение функции на поверхности S. _

Гармонические функции и (*) GC(2) ( D ) , для них существует 
интегральное представление

и справедлива теорема: функция, гармоническая в некоторой 
области, имеет в этой области производные всех порядков.

Для гармонических функций характерны прямая и обрат
ная теоремы о среднем. Прямая теорема о среднем утверждает: 
если функция гармоническая в некотором шаре и непрерывна в 
соответствующем замкнутом шаре, тогда значение этой функ
ции в центре шара равно среднему арифметическому ее значе
ний на сфере, ограничивающей данный шар

где jR — радиус шара.
Формулу (2.6.7) можно преобразовать к виду

где <аа(/‘)= (оа( |? —* | ) — усредняющее ядро с радиусом усред
нения а.

Обратная теорема о среднем утверждает: если D  — конеч
ная область пространства Е т и абС (Ь ), а также если для лю
бого шара вместе со своей границей, принадлежащей области 
D, функция и(х)  удовлетворяет формуле (2.6.7), то эта функ
ция гармоническая в области D.

Пусть D<^Em конечная область, uGC(2>(D) и V 2« ^ 0 ,  тогда 
для гармонической функции имеет место принцип максимума-.  
если и(х)  принимает максимальное значение во внутренней точ
ке области D, то и(х)  =  const.

(2.6.7)



При uGC(2) (D) и V 2u < 0  для гармонической функции имеет 
место принцип минимума : если и(х)  принимает минимальное 
значение во внутренней точке области D, то функция и{х)  =  
=  const. Следствием этих принципов будут утверждения: 1) ес
ли гармоническая в конечной области функиия достигает мак
симума или минимума во внутренней точке этой области, то 
функция и(х) =  const; 2) если гармоническая в конечной обла
сти функция непрерывна в соответствующей замкнутой области, 
то эта функция принимает как максимальное, так и минималь
ное значения на границе области.

В заключение остановимся на оценке сходимости последова
тельностей гармонических функций в конечной области. Пусть 
{и„(х) } — последовательность функций, гармонических в ко
нечной области D,  и пусть функции ип(х) непрерывны в замкну
той области D =  D{jS.  В этом случае справедлива теорема Хар-  
нака: если последовательность {«„(х)} равномерно сходится на 
5, то, во-первых, последовательность {ип(х)}  равномерно схо
дится в замкнутой области D; во-вторых, предельная функция , 
и(х)  гармоническая в D; в-третьих, в любой замкнутой подоб
ласти D'  области D  производные любого порядка от функции 
ип(х) равномерно сходятся к соответствующим производным 
предельной функции и (х ) .  Следствием этой теоремы является 
утверждение, что локально суммируемое обобщенное решение 
уравнения Лапласа есть функция, гармоническая в области D.

Для эллиптических уравнений типа уравнения Лапласа су
ществуют внутренняя и внешняя краевые задачи. Краевая з а 
дача называется внутренней, если искомая функция и(х ) опре
деляется в конечной области, и внешней, если функция и(х)  
определяется в бесконечной области. Важнейшими краевыми за 
дачами для уравнения

<2 Л 8 >
являются задача Дирихле (первая краевая задача) и задача 
Неймана (вторая краевая задача).

Внутренняя задача Д ирихле  формулируется так. Пусть в ко
нечной области D  с поверхностью S на границе задана непре
рывная функция (р(х). Требуется найти решение и(х)  уравне
ния (2.6.8), принадлежащее классу С<2>{D)f \C(D)  и подчиняю
щееся на границе условию ы(х)=ф(л:).

Внутренняя задача Неймана  заключается в том, чтобы най
ти решение и(х)  уравнения (2.6 .8), принадлежащее классу 
C<2)Df|C ( D ) , причем на множестве тех точек *6S, в которых су
ществует нормаль п  к поверхности S, должно выполняться ра
венство



где if (л:) — функция, заданная на указанном множестве точек 
поверхности S.

Если A ,k = g jk ,  то уравнение (2.6.8) преобразуется к виду

- S ? 2u + A * ^ + A o u * = F ( x ) .  

а граничное условие (2.6.9) имеет вид

Внешние задачи формируются аналогично, однако требуют 
введения дополнительного условия и(х)  =  0 ( |х |2_т), где х^-оо.

Единственность решения сформулированных задач Дирихле 
и Неймана для уравнения Лапласа устанавливается следующи
ми тремя теоремами:

1. Как внутренняя, так и внешняя задачи Дирихле для урав
нения Лапласа имеют не более одного решения.

2. Два решения внутренней задачи Неймана для уравнения 
Лапласа могут отличаться только на постоянное слагаемое, при 
этом необходимым условием разрешимости задачи будет усло
вие

$/=■(*) d l / + U ( ^ ) d S = 0 .
D S

3. Если размерность пространства т > 2, то внешняя зада
ча Неймана для уравнения Лапласа имеет не более одного ре
шения.

Для шара радиусом R решение задачи Дирихле определяется 
формулами Пуассона:

для внутренней задачи

И(*)= Г5~Т$ Ф(1) - ^7a - < №  при р < /? ;  (2 .6 .10)
S R

*ля внешней задачи

g ( ^ ) = r ^ T  $ Ф(Б)Р* ^ - <иЗ/г при P > R .  (2.6.11)

Соотношения (2.6.10) и (2.6.11) справедливы для любой гар- 
юнической функции класса C(2>(Dr), когда область D R есть 
цар радиусом R или «внешность» этого шара.

Ядро Пуассона есть (R2—p2) / R r m при р ^ /?  и (р2—R 2) / R r m 
ри р> R ,  причем условие |*1= р  обладает следующими свой-



ствами: 1) ядро Пуассона неотрицательно, при р =  /? оно всюл 
равно нулю, кроме точки х=%,  вблизи которой оно неогран) 
чено; 2) если точка х  меняется внутри шара, то ядро Пуассон 
есть гармоническая функция. Можно показать, что если фуш 
ция ф(х) непрерывна на сфере S R, то формулы Пуассона onpi 
деляют гармоническую в шаре функцию, которая имеет в лк 
бой точке х0 сферы S r  предельное значение ф(*о)-

Из формул Пуассона следует теорема Лиувилля,  котора 
утверждает, что функция, гармоническая в конечной области 
ограниченная сверху или снизу, есть постоянная функция.

Для производных от гармонической функции на бесконе’ 
ности существует оценка для больших |х |, и для любого мул! 
тииндекса справедливо неравенство

\D au(x)  | ^ C a |x |2_m~*; k =  lal,

где Ca не зависит от х.
Решения внутренней и внешней задач Неймана для шара pi 

диусом R имеют вид

Т 1 2 г
« ( * ) = — R   ̂ у  j-^j  ̂ при р <

о с S R

Гх
а ( ^ ) = / ? ^ у т ~ -j ^ при р > £ ,

оо S #

где Г] — расстояние до точки хх от начала координат.
Рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядк

т - А > ч щ к + А ^ , + А ^ П х ' ‘ )‘ (2'6Л!

которому соответствует матрица

Ап о \ \  
а 2п о \ \

К п  0 ) Г 
о о / /

составленная из старших коэффициентов уравнения. Одно ] 
характеристических чисел этой матрицы равно нулю, остальш 
отличаются от характеристических чисел матрицы ((Лу*)) зн 
ком. Если все числа имеют один знак, то уравнение (2.6.12) я 
ляется параболическим и называется уравнением теплопр 
водности. Входящий в него дифференциальный оператор



будет эллиптическим и зависит от переменных X/, / =  1, 2, . .  . ,  т- 
Пусть матрица ((Л ;* ))— положительно определенная, все 

ее характеристические числа — положительные. Характеристики 
уравнения теплопроводности суть m-мерные плоскости, нормаль
ные к оси t. В дальнейшем будем рассматривать уравнение теп
лопроводности вида

— невырождающимся, а его коэффициенты A jh — не зависящими 
от < и непрерывно дифференцируемыми по x s. При f (x,  t ) — О 
имеем однородное уравнение

соответствующее уравнению (2.6.13).
В евклидовом пространстве Ет (плоскость t — 0) рассмотрим 

конечную область D с границей S и построим цилиндрическую 
поверхность с направляющей 5  и образующими, параллельными 
оси t. Часть поверхности, заключенную между плоскостями t — 
= 0  и t = T ,  где Т > 0  — постоянная, обозначим В т; проекцию 
области D на плоскость t = T  обозначим DT и область простран
ства (х}, t) с границей D[}BT[]DT обозначим QT. Если £2 — некото
рое множество в пространстве (xj, t ) ,  то C(P+5) (Q) будет озна
чать класс функций, которые на множестве £2 имеют непрерыв
ные производные по х} порядка и непрерывные производные 
по t порядка ^ 9 .

Для уравнения теплопроводности можно сформулировать 
п р и щ и п  максимума.  Пусть функция и(х, t) принадлежит пере
сечению C(QT)nC (2’l) (QrUAr) и удовлетворяете QT однородному 
уравнению (2.6.14), а наибольшее и наименьшее свои значения 
в замкнутой области DT функция и(х, t ) принимает на D\JBT. 
Если L u ^.0 всюду в QT, то на D\JBT функция и(х,  t ) достигает 
максимума; если же Lu^ 0 всюду в QT, то на D[jBT функция 
и(х, t) достигает минимума.

Краевая задача теплопроводности сводится к поиску ре
шения уравнения (2.6.13), определенного в полубесконечной об
ласти D x ( 0, оо) пространства переменных х }, t с границей 
D\]B. При t =  0 решение должно удовлетворять условию

(2.6.13)

считая эллиптический оператор

(2.6.14)



а на цилиндрической поверхности В — одному из трех гранич
ных условий:

й |в = г 1>(л:, t )—для перво.й краевой задачи;

^  — ДЛЯ ВТ0Р°^ краевой задачи; (2.6.16)

0  —для третьей краевой задачи.

Краевая задача для уравнения теплопроводности (2.6.13) 
при начальном (2.6.15) и граничных (2.6.16) условиях имеет в 
классе

С(Пх[0, oo))DC‘*-‘>(Z?x(0, оо))
не более одного решения. Если A Sk= g jkt то эллиптический опера
тор L  превращается в оператор Лапласа V 2u, тогда уравнение

^ + V 2#=/(-*> О

имеет в классе С (Е тх[0, оо))ПС(2>и (£тх(0, оо)) не более одного 
ограниченного решения, удовлетворяющего начальному условию
(2.6.15).

Слабым решением краевой задачи теплопроводности бу
дем называть абстрактную функцию u(t )  класса

С ([0, оо), 1 2(Д))ПС((0, оо), Я£)ЛС(1\((0, оо), L 2(D)),  

удовлетворяющую соотношению

.(d«(0 /d/,r, ( /) )+[«(/ ) .  л(0]ь= ( / ( 0 .  ч (0 )
и начальному условию и |,= о = ф - Здесь L — эллиптический опе
ратор уравнения (2.6.13) для конечной области D<ziEm с грани
цей S; r j ( 0 — произвольная абстрактная функция от t со зна
чениями в энергетическом пространстве H L", f ( t )  — абстрактная 
функция со значениями в L 2(D),  причем f6C(1) ([0, оо), L 2(D) );  
Ф — элемент пространства L2(D).  Следует заметить, что слабое 
решение u (t )  есть обычное решение, если u(t )&D(L)  при любом
^ > 0  и если и(х, t) ->ф(х).

t-*0
Слабое решение задачи строят методом Фурье в предполо

жении, что решение u ( t ) = u ( x ,  t) существует ,при любом О 5О 
оно является элементом пространства L2(D) и разлагается вряд 
по системе собственных функций ип— ип(х) оператора L с соот
ветствующими им собственными числами Кп. Тогда

и ( 0 = 2  (О М - 4
п



Здесь Cn(t) =  (u(t ) ,  ип) — неизвестные коэффициенты, подчи
ненные уравнению

С /  (/)  + K C k (t) = h  ( t ) ; U ( 0  =  i f  ( t ) , ик) , 

решением которого является функция

)= < T V  ^ с л+ JС г \ - \ е х* / м(х)йт

причем постоянные Ск определяются из начальных условий и 
будут равны С » = (ф , ик).

Обобщенное решение краевой задачи теплопроводности име
ет вид

t

, и  (■*. 0 = 2  (ф* “ ») е ~ %п* и* ( * ) + 2 г'" (■*) S е ~ Хп1<~ х) / п  (* ) d t .
п о

I Для неоднородного уравнения теплопроводности

! да
dt — V 2 U = / ( X ,  t )

при начальном условии а |<_а==ф(^) реш ение определяется  
формулой Пуассона

s(d ^ e'5ifes/(!'-t>dKd'+
® Em

11 Em

i В о л н о в ы м  у р а в н е н и е м  называется уравнение второго по- 
|рядка

<2-6-17)

В котором матрица коэффициентов ( (A jk) )  является положи
тельно определенной. Матрица старших коэффициентов уравне
ния (2.6.17) имеет вид

- А и — А\2 • • А\т 0
— А-21 — Л 2 2 • . А'1т 0

— A mi ~ А т 2 . . А тт 0
0 0 .. 0; 1

13--5526



одно из ее характеристических чисел равно единице, а осталь
ные совпадают с характеристическими числами матрицы
— ((^«))>  следовательно, отрицательны. Волновое уравнение — 
гиперболическое, его характеристики являются вещественными 
и подчинены уравнению

причем функция со(х, t ) — t не удовлетворяет этому уравнению, 
а потому плоскости i =  const не являются характеристическими 
поверхностями уравнения (2.6.17) и при ^= const можно зада
вать оба данных Коши.

В дальнейшем будем рассматривать волновое уравнение

коэффициенты A jk которого не зависят от t, непрерывно диффе
ренцируемы, а матрица ((Л д)) не вырождается. В частном 
.случае, когда Л j;i= co n st, что справедливо для однородной cpej 
ды, уравнение (2.6.18) приводится к простейшей форме

В прикладном отношении большой интерес представляет 
уравнение

-^р— a 2V 2« =  f ( x ,  t)\ a 2 =  const,

которое заменой переменного t ' = a t  приводится к виду (2.6.19).
Для волнового уравнения краевая задача формулируется так. 

В плоскости / = 0  задана конечная область D с границей S. 
В области Q = ‘D x ( 0, оо) требуется найти решение волнового 
уравнения

ih6xj дхк
do) д  са

(2.6.18)

(2.6.19)

удовлетворяющее начальным условиям

и|ь_0 =  <? (*); (2.6.20)

и граничным условиям
и\в =  \j)(x, t)  — для первой задачи;

второй задачи;

третьей задачи.



Пусть решение и(х, t) краевой задачи принадлежит классу 
С(2’2)(Dx[0, о о ) )  и трактуется как абстрактная функция и (t) со 
значениями в области D ( L ) ,  причем эта функция имеет две не
прерывные производные в интервале (0, о о ) .  Функцию f ( x , t )  
будем рассматривать как абстрактную со значениями L2(D), 
функцию фо(*) считаем элементом энергетического пространст
ва H L, а функцию ф1(х )— элементом пространства Lz(D) .  Сла
бым решением краевой задачи для волнового уравнения будет 
абстрактная функция, если «6/С=С([0, °°), H L)()CU) ([0, о о ) ,  
L2 (£>)); « (0)= ф о; u(t )  удовлетворяет тождеству

/«
~ $ ( т >  T|(0]<tf-(<Pi.Ti(0))-=

О о

( / ( 0 .  ч (*))«•
и

Здесь т\ { t )  — произвольная функция класса Кт, а через К т обо
значен класс функций т}(/) таких, что г\^К и т ](* * )= 0 ; * * > 0 — 
произвольный момент времени. Следует заметить, что слабое ре
шение u ( t ) ,  принадлежащее пересечению оо), D(L))U  
ПС<2) ((0, о о ) ,  D ( L ) ) ,  есть обычное решение краевой задачи для 
волнового уравнения.

Для волнового уравнения (2.6.19) характеристикой будет ко
ническая поверхность, определяемая уравнением a>(t) =  
=  t0—t—r = 0; f  =  | x—Xq J и называемая характеристическим,  
конусом волнового уравнения с вершиной в точке (*о> М и осью, 
параллельной оси t. Направление внешней нормали п к харак
теристическому конусу определяется углом нормали с осью t, 
косинус которого положителен и равен

COS (п.  о - ---------- , ~
1/  <«»/>)<)■ + v
V л—I

Отсюда следует соотношение

m

2  COS^ (Я, Х/ь) ==1 —COS2 (Л, 0 = 4 - -  
* - 1

Задача Коши для волнового уравнения (2.6.19) ставится так. 
При любом х£Ет и любом / > 0  найти решение уравнения
(2.6.19), удовлетворяющее начальным условиям (2.6.20). Р ас
смотрим две задачи Коши:



| i L _  V 2« =  / (л, t); a | , . 0 =  ф0(х), =  ф, (x);

i l ^ . _ V 2' y = ^ ( x ,  t)\ г>|<-0 = ф 0(*)- 4 r  L_0 =  ^  (л)-=o
Пусть в характеристическом конусе \х—* о !^ о — t с вершиной 
,(х0, t0) совпадают свободные члены f(х, t )= * g ( x ,  t ) ,  а в шар« 
\х—дго|^^о. который конус вырезает из пространства  ̂=  0, сов
падают начальные условия ф0(л:) = ‘фо(^) - Если обе задачи име
ют решения, непрерывные вместе со своими производными пер
вых двух порядков, то эти решения совпадают внутри и на грани
це конуса \х—x0\ ^ i o —t. Областью зависимости для точки 
(*о, to) называется множество точек плоскости £ = 0 , на котором 

достаточно знать значения начальных функций, чтобы опреде
лить и ( х 0, t0). Для уравнения (2.6.19) за область зависимости 
можно принять шар \х—лс0| ^ о .  Для уравнения

-^ г  — a ? V 2u =  0 ; а 2 =  const

областью зависимости точки (*о, *о) будет шар х—xQ\^ato ,  а в 
случае нечетного значения т >  1 — сфера \х—Хо = a t 0.

Слабое решение и(х,  t ) — u(t)  краевой задачи для волнового 
уравнения строят методом Фурье. Представим искомое решение 
u( t )  в виде ряда по собственным функциям оператора L:

«(О =  2 с л( 0 =  (“ (0> ««) — в метрике L2{D)\
П

« ( < ) - 2 v x ; c  n(t) t in /Y ^n  — в метрике t t L.
П

Коэффициенты ряда C n(t) подчинены дифференциальному 
уравнению

^ + Л лС„ =  Л (0

с начальными условиями С„ (0) =  (ф0, и п)] С п' ( 0) =  (уи ип). 
Решением задачи будет выражение

С„(*) =  (ф0. и п) c o s V K t  +  (Ĵ s i n V K t  +

t
+  — S l n V l n (t  — t ) / „ ( t )  dx.

У Лп

Искомое слабое решение краевой задачи имеет вид 

и ( х ,  t )  = 2  [(Ч>0> и п) co s У М  +  (<y f -~ si^ У Хп* +

I
+  r £ = r { s l n V K ( t r - x ) f n ( x H r  

У Л'Я «J



Г Л А В А  3
ТОЧНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ Л И Н Е Й Н Ы Х  ЗАДАЧ

3.1. Интегральные преобразования, их применение

Описание точных методов решения линейных задач механи
ки сплошной среды начнем с метода интегральных преобразо
ваний, который применялся в предыдущих главах при доказа
тельстве некоторых общих положений и теорем.

Интегральным преобразованием с ядром К{хн,  а*) назы
вается преобразование

^ f ( X j ) K ( x k, a h)<$.xx<ix2 . . .  йхт, т < п ,  (3.1.1)
D

с помощью которого функция f(Xj)n  переменных ( / = 1, 2 , . . .  
. . . ,  п) сопоставляется с функцией /(a*, Xt) т  переменных а* 
(&=J_, 2 , . . . ,  т) и п—m переменных xi ( l= k - \ -  1 , . . . ,  п ) . Функ

ция /, определенная интегралом (3.1.1), называется изображе
нием по переменным х/, функции /(* /), которую называют ори
гиналом.  Переменные xh, по которым ведется интегрирование, 
называют переменными преобразования. Интегральное преобра
зование определяется ядром K(Xk, а*), областью интегрирова
ния D и множеством М  функций } (х / ) ,  к которым оно приме
няется. Преобразование, которым функция /(a*, x t ) снова пре
образуется в функцию /(* /), называется обратным, тогда как 
преобразование (3.1.1) называют прямым.

В дальнейшем, как правило, будет применяться интеграль
ное преобразование только по одной переменной. Схема при
менения таких интегральных преобразований при решении 
задач механики сплошной среды сводится к следующему. С по
мощью интегрального преобразования исключают дифференци
рование по одной переменной и получают более простую задачу 
относительно преобразованной функции. Найдя последнюю, с 
помощью обратного преобразования определяют неизвестную 
функцию, являющуюся решением первоначальной задачи. При 
необходимости интегральные преобразования применяют 
повторно, последовательно исключая дифференциальные опе
рации по ряду переменных. Решив преобразованную задачу, 
последовательно осуществляют обратные преобразования, по
лучая искомую функцию.

Рассмотрим задачу, поставленную в некоторой области D 
для дифференциального уравнения



u(xj, t ) — искомая, a f(xj,  t) — заданная функции переменных 
Xj и t\ A jh= A ki— дифференциальный оператор с переменны
ми коэффициентами. В общем случае среди дополнительных ус
ловий задачи, обеспечивающих единственность решения, могут 
быть начальные и граничные условия, условия на бесконечно
сти, условия периодичности решения по каким-либо координа
там, условия сопряжения на границе сред и др. Преобразование 
задачи включает как преобразование заданного уравнения, так 
и преобразование дополнительных условий задачи, предполагая 
при этом, что все функции, подвергаемые интегральному пре
образованию, обладают свойствами, которые делают такое пре
образование возможным. Пределы интегрального преобразова
ния должны соответствовать пределам изменения переменной 
преобразования х,-, которые могут быть конечными и бесконеч
ными, а потому интегральные преобразования различаются на 
конечные и бесконечные. j

С помощью интегрального преобразования можно исклю
чить дифференциальные операции по переменной л м е н я ю щ е й 
ся в конечном интервале (а, Ь), при выполнении ряда приве- 1 
денных ниже достаточных условий. Оператор уравнения (3.1.2) j 
вида (3.1.3) представим в виде суммы \

Lu =  Liu-\-L' и.

Первый оператор

с коэффициентами, зависящими только от переменной Xi, со
держит операции дифференцирования только по переменной 
преобразования x it причем коэффициенты Ац~^О, Л0^ 0  и про
изводная dAa/dXi  непрерывны в интервале (а, Ь). Второй опе
ратор

с коэффициентами, не зависящими от Xi, не содержит операций 
дифференцирования по xi (/, к Ф  1). Интеграл

имеет непрерывную производную по Xi в интервале (a, b),  a 
также существует такое число е^О , что интегралы

г л  д‘и . , ди . .L iu = A il — т——\-А0и
дх ,  a x i



где p(xi )  = A u p ( X i ) ,  сходятся.
Если по переменной преобразования Xi заданы граничные 

условия, то при р ( а ) Ф  0 и р ( Ь ) ф  0 они должны иметь форму

где величины и |3г>, а также у а и уь неотрицательны и не рав
ны нулю одновременно, а фа и ф* — известные функции пере
менных Xk (k^=i).  В случае р ( а ) =  0 ( р ( Ь ) =  0) граничное усло
вие при Xi =  a (Xi =  b) должно удовлетворять требованиям разло
жения в ряд по собственным функциям соответствующей зада
чи Штурма—Лиувилля (обычно это условие конечности и при 
X i = a ,  Xi  — b ) .  Условия задачи по переменным х к ( k ^ = i )  не со
держат ни производных du /dXi ,  ни зависящих от *,• коэффици
ентов.

Ядро преобразования можно представить как

К ( х и a ) = p ( x i ) K a {Xi), 

где Ka (Xi) — решение однородного уравнения

Уравнение (3.1.5) удовлетворяет однородным граничным 
условиям

если по переменной Xi заданы граничные условия вида (3.1.4), 
и условию периодичности, если по переменной х; задано усло
вие периодичности. При р(а )  = 0  (р(Ь) = 0 ) первое (второе) ус
ловие (3.1.6) должно быть заменено условием, вытекающим из 
требований теоремы разложения по собственным функциям со
ответствующей задачи Штурма—Лиувилля.

При выполнении указанных требований можно принять сле
дующие утверждения. Уравнение (3.1.5) имеет решения, отлич
ные от нулевого при значениях X2, образующих бесконечную 
дискретную последовательность {ta2} возрастающих положи
тельных чисел Ка2 (собственных чисел). Если по переменной 
Xi заданы граничные условия, то каждому собственному числу 
Ха2 соответствует только одно линейно независимое решение 
Ka(*i) уравнения (3.1.5), т. е. при фиксированном значении пе
ременной Xi есть только одно выражение для ядра

(3.1.4)

л т г ^ й г - ^ + Х2Р ^ = ° ;  ? = - А ) р . (3.1.5)

(3.1.6)



К  (Xi, a ) = p ( X i ,  Ka \ X i ) .

Если по переменной xi задано условие периодичности, то 
каждому собственному числу Х„2 соответствуют два различных 
линейно независимых периодических решения уравнения (3.1.5), 
которые с помощью линейного преобразования могут быть сде
ланы взаимно ортогональными. Обозначим их как (*;) и
к 2м .

Уравнение (3.1.2), представленное в виде 
L i u + L ' u = f ,

при помощи интегрального преобразования с ядром
K ( x it a )  = ( ) { X i ) K a ( X i )  

может быть приведено к виду

L ' u - k l u = * f + N a- N t . (3.1.7)
Здесь

N .

Р (а) К а (я)
c j a

kp{fl)d£  
Р (Ь) К а (Ь)

Фа

■Фл

1 n l h\ д1<

при

аФа при ра= 0 ;

при р*=т̂ 0 ;

Фй при р*=0 ;

(3.1.8)

Ча— — 1; 46= 1. если по переменной x t заданы граничные
ь

условия типа (3.1.4); Са= ^  PC**)[Я*С**)]2 — нормирующий
а

делитель. Если же по переменной х { заданы условия перио
дичности, то

N a ~ N b= 0. (3.1.9)
Дополнительные условия по переменным Хь (k=£i) ,  необходи
мые для постановки задачи и решения уравнения (3.1.7), полу
чают заменой в соответствующих условиях по переменным x k 
первоначальной задачи каждой функции переменной Xi ее изо
бражением и.

Решение и исходной задачи выражается через решения иа 
преобразованной задачи с помощью ряда



Сформулируем последовательность действий при конечном ин
тегральном преобразовании:

1) установить возможность преобразования рассматрива
емой задачи;

2) вычислить по значениям коэффициентов An, Л<, Ао функ
ции р (х{) , р (xi) , q (*;);

3) определить функцию Ка (xi);
4) установить ядро прямого преобразования;
5) записать с помощью соотношений (3.1.7) — (3.1.9) преоб

разованную задачу;
6) найти решение преобразованной задачи;
7) записать решение исходной задачи в форме ряда (3.1.10).
Если необходимо исключить дифференциальные операции

по переменной Xi, меняющейся в бесконечном интервале, то яд
ро прямого интегрального преобразования должно быть с точ
ностью до постоянного множителя равно произведению

Если же нижний предел а изменения переменной конечен и 
по переменной xt задано граничное условие, то на этом пределе 
функция К  должна удовлетворять однородному условию, соот
ветствующему условию задачи. На бесконечных пределах функ
ция К  должна быть такова, чтобы выражение

эбращалось в нуль, а величина а  пробегала не дискретную, а 
непрерывную последовательность значений. Ядро прямого ин
тегрального преобразования рК  должно принадлежать к чис- 
iy ядер, для которых возможно обратное преобразование.

Уравнение (3.1.2) в результате преобразования в бесконеч- 
ш х пределах принимает вид

'де функция N a определяется соотношением (3.1.8), если ниж- 
шй предел а изменения х, конечен и при л:, =  а задано гранич
ите условие, или равна выражению (3.1.12) при х ,= а , если за- 
1аны условия Коши (начальные условия).

Сформулируем последовательность действий при бесконеч- 
гом интегральном преобразовании:

1) установить отсутствие признаков, делающих интеграль- 
гое преобразование задачи невозможным;

p(Xi)K(Xia),  

где K(Xi, а) — решение уравнения
(3.1.11)

(3.1.12)

(3.1.13)

L'u — 42u = f + N a, (3.1.14)



2) вычислить функции p(*;)> p(xt ) ,  q{xi )\
3) найти общее решение уравнения (3.1.12) и с помощью 

формул (3.1.11) определить общий вид ядра прямого преобра
зования;

4) исходя из требований, связанных с преобразованием ус
ловий рассматриваемой задачи, уточнить выбор ядра прямого 
преобразования;

5) с помощью формул прямого и обратного преобразований 
установить преобразование с этим ядром;

6) с помощью формул (3.1.8), (3.1.13), (3.1.14) записать 
преобразованную задачу;

7) найти решение преобразованной задачи;
8) с помощью формулы обратного преобразования записать 

решение исходной задачи в интегральной форме.
Существует ряд формул прямых и обратных интегральных 

преобразований. Для применения преобразования Фурье
оо

ц (а )=   ̂ и ( 1 ) е ~ 1а*д1 ;
—оо

оо

2^-  ̂ и ( а ) е ‘агй а = и ( х )
—00

00
достаточно, чтобы интеграл /  | w (л:) j djc сходился, а функция

— 00
была кусочно непрерывна и имела ограниченное изменение в 
любом конечном интервале.

Для применения косинус-преобразования Фурье
ОО

й (а )= ^  u ( l ) cosagdg; 
о

2 ? - /  ч , («(•*) при д :> 0 ,—  \ и (a)cos а х 6а = )  v 7 г 
п J 1« ( — х)  при л: < 0

и синус-преобразования Фурье
ОО

й (а )= ^  u (g )s in a s d |;
о

A b ( a , s l „ « « d « - / “ W  "РИ * > 0 '
П J \ — и (  — х) при л: < 0

оо

достаточно, чтобы интеграл ^|^(Jc)|dA: сходился, а функция
о



и(х)  при х > 0  была кусочно-непрерывна и имела ограниченное 
изменение в любом конечном интервале. Условия примени
мости преобразования Ханкеля

можно использовать, если функция и(х)  при л: > 0  кусочно-не
прерывна в любом конечном интервале и существует такое чис
ло а, что при х-*-оо произведение и (х )е ~ах ограничено; при 
этом в формуле для обратного преобразования следует принять 
Ti>a.

Для применения преобразования Меллина

достаточно, чтобы функция и (х )  была кусочно-непрерывна, 
имела ограниченное изменение на любом конечном интервале 
полуоси х > 0  и чтобы существовали числа <z>0 , а , и а 2

сходились, причем в формуле обратного преобразования сле
дует принять а 1< т ) < а 2.

Применим описанные интегральные преобразования к ре
шению линейных задач механики сплошной среды. Д ля иллю
страции соображений, высказанных в п. 2.1 по поводу плоско
параллельного движения вязкой жидкости и о возможности 
применения интегрального преобразования Лапласа к решению

оо

о"
оо

^ и(а) J n( a x ) a d a = u ( x )  при л: > 0
о

те же, что и для преобразования Фурье.
Преобразование Лапласа

0000

и (а )= ^  H(£)e-»Sd£;
О

оо

a(a)=$a(£H-«d£;
о

ц+/оо

а ОО

( а , < а 2), такие, что интегралы  ̂ | u ( l )  l a,_11 dg и  ̂ | и (£ ) |“*-1 [d£
о о



такого типа задач механики жидкости и газа, рассмотрим зада
чу о движении вязкой несжимаемой жидкости между неограни
ченными параллельными стенками.

Допустим, что неограниченная стенка, совпадающая с пло
скостью xz,  является неподвижной, а параллельная стенка, рас
положенная на расстоянии h от первой, в момент £=0  начинает 
перемещаться с постоянной скоростью vc в положительную 
сторону оси х. Предполагая движение частиц жидкости прямо
линейным и используя условия прилипания, получим систему 
соотношений:

d v / d t = v d 2v /dy2; v =  ji/p; I
и =  0 при у > 0 и £ =  0 ; |
и= 0  при у = 0 и 0 ; (3.1.15) J
v — vc при y  =  h и ^ > 0.
Выполнив преобразование Лапласа над (3.1.15), получим ' 
d2o/dy2—p v f y = 0; (3.1.16) .
и =  0 при у  =  0 ; 
v =  v c при y = h ,

ОО

причем v / p = ^  ve~ptdt.  
о

Решение задачи (3.1.16) для изображения v  можно пред
ставить в виде

v  (У> p ) = v c { s h y V p / v ) / ( s h h y " p / v ) .

Пользуясь формулой обращения преобразования Лапласа, 
для скорости движения частиц имеем

Т|-{” too

=   ̂ e P i K s h y V p / v y i s h h V p T ^ ) ] - — --
Г1—too

Вычислив интеграл, приходим к формуле

°  1 i  < - 1у  г  ̂ ' si° ̂  ,

которая указывает на то, что при /-j- оо распределение ско
рости становится линейным lim v  (у, t) =  v cy /h ,  что соответ-

/ -ьсс
ствует установившемуся дви^ке^нию жидкости между параллель- 
ными стенками. Сила вязкости на движущейся стенке



Если стенка перемещается с переменной скоростью v c (t)> то
t

v ( y , t )  =  v c (0) v t (у, t)  - f  ^ p e> (t) v x (y, t  — x) dt,
0

oo k*ic*

k—l

Рассмотрим задачу о неустановившемся движении вязкой 
несжимаемой жидкости в круглой цилиндрической трубе. Ее 
решение будем строить в предположении, что по двум сечени
ям трубы, находящимся на расстоянии /, распределены давле
ния р ь р 2. Пусть давления р\ и р2 не изменяются во времени, а 
при / =  0 жидкость находится в покое, тогда ее движение будет 
осесимметричным и dt>/d0=O. Запишем уравнение движения 
жидкости:

dv fd !v  1 dv \  1 др /0  ,
W  =  +  (3-1.17)

причем в силу сделанного предположения
й£_ _ а - й  =

р 0*  рI 1

Начальное условие и условие прилипания частиц жидкости к 
стенке имеют соответственно следующий вид:

v = 0  при / =  0; у =  0 при г = а .  (3.1.18)
Проводя преобразование Лапласа в уравнении движения 
(3.1.17) и граничном условии (3.1.18), получим

d*u I 1 du р — Р 1 — г> /о 1 1 о\1 F - +  - ~ — ^ v = -----— ; г» =  0 при г — а. (3.1.19)

Общее решение уравнения (3.1.19) определено выражением

v  (г, р)  =  A I 0{ r V p h )  +  В К 0\ г  V p h )  +  P i ! p ,

но /С0=оо при т=0, поэтому следует принять В =  0 и опреде
лить из граничного условия А. В результате приходим к следу
ющему выражению для изображения скорости и оригинала со
ответственно:



V(r ,  P ): 

v ( r ,  t )  =

P i I<,(r V p / v ) ~ I A a V p l v )  
P I0(a Y'pJv)

Pi
Tl+foo

2 л/
r|—:oo

I A r V p Iv) ~ V p M  dP
l A a V p P * )  P

Вычислив интеграл в (3.1.20), находим решение задачи в виде 
ряда

4v 1 - 8 2 g" v^ r '  Jo (Mr/а)
£=! 1 (̂ й)

где Я* —корни функции Бесселя
Расход жидкости определяется формулой

Q = ^ - (  1 - 3 2  2  е *
4

8v *=i
-v — t 1

V  ’

а формула Пуазейля получается предельным переходом при 
t  ->■ о о .

Сила вязкости на стенке трубы

р а 1 - 4 2
4

r v ^ - ‘ ±
к=1

Рассмотрим задачу о движении шара в вязкой жидкости. 
Пренебрегая силами инерции, не учитывая объемных сил и счи
тая движение частиц жидкости осесимметричным, запишем 
уравнения движения вязкой несжимаемой жидкости в сфериче
ских координатах:

д (R • sin 0&я) +  ^q (R sin 0f  е) =  0 ;d R

dvr
dt

dt

p d R

2vq

R*
2 dve 

R 2 dti

v 0
+

2 <*vA
R 2 sin2 e n  R 2 d0

Первое уравнение позволяет ввести функцию тока -ф, тогде

v r --
1 dij).

R 2 sin 0 d 0 ’ Ve=
1

R  sin 0 d R ‘



1 d2ij) 1 др . v д ~
R* sin 0 dtdQ  — IT dR~'~R2 sin 0 dQ U ^'

1 d 2i|) _  _  J_ d p ___ v_ d_
sin 0 d t d R  p d O ^ s i n  0

где D ( .  . . - ) + ^ ^ п Г ё - ^ ) ( .  • • ) - оператор Стокса.
Исключая давление р,  получим для функции тока г|) диффе
ренциальное уравнение

^ D \ f = v D D %  (3.1.21)

Пусть шар радиусом а движется с постоянной скоростью 
параллельно положительному направлению оси z  в неограни
ченной вязкой несжимаемой жидкости. Условия прилипания 
частиц жидкости к поверхности шара при R = a  и на бесконеч
ности определены соотношениями

V r ~  ~  я 2 s in 0 <Жz==v° cos 0: R  sin 0 d ^  =  “ 'y oSin 0; (3.1.22)

v r = 0  и  z)0==O при £>= оо.
Вид граничных условий (3.1.22) позволяет искать функцию 

тока в виде произведения i|3 =  sin20 F (^ , £), тогда уравне
ние (3.1.21) и граничные условия (3.1.22) будут следующими:

д / d 2F  2F \  /  д г 2 \ / o * F  2F \  
d t [ d R * R ‘ ) ~ ' V [ d R ‘ R i J \ d R i /?2j ’

2F 1 dF r,— x i = V 0' -Щ dR =  — ̂ 0 при /? = а ; (3.1.23)
F  _ 1 dF  Л n  
R* ' R  d R  ПрИ R — ° ° -

Применяя преобразование Лапласа и вводя обозначение
оо

^ e~ptF ( R ,  t ) 6t = F / p ,
о

запишем (3.1.23) так:

(d*F 2 /Л  d 2F___ _____ 2 \/d ;F  2 F \
[ d R 2 R > ) t = o ^ d R *  R 1 V \ d R 2 R ' ) \ d R 3 R 1) '

2 F I d  F r, .— при /? = о ,

F  n  1 dF n  ’
^ = ° ’ - R d R ^ 0 При



Пользуясь неопределенностью начальных условий, потребуем, 
чтобы первое слагаемое в уравнении обращалось в нуль, тогда

/ « о

где / = 4 ^ г  —^  Общее решение последнего уравне
ния имеет вид

/ = С , / / ? + С 2̂ .
Итак, для изображения F  получим уравнение

S ^ ( v + ! ) - r + c^  <зл-24)
частное решение которого равно— (v/p) (Cj/i?+C2i?2) . __

Однородное уравнение для F подстановкой F — у У  R приво
дится к уравнению Бесселя |

&У ■ 1 АУ___ „ (  Р ] 9 \  л
d R ^ R  R d  у \ ’

решением которого будет выражение 1

У—А 1  з/2 (/? У  р/ч)- \ -ВКъ !2 (R У  р/ч)-  !

Таким образом, полное решение уравнения (3.1.24) опре
делено соотношением

F = y ~ R  [ A I з/2 (/? У 7 7 ч) + В К ъ12 (R У р 7 ^ ) } +

-\-Су'/  R - \ -C 2,R'2- (3.1.25)

Выполнение условия на бесконечности требует равенства 
нулю постоянных А и С/ .  Представим функцию /Сз/г(^) в виде

/ С з / г ( х ) = У  п / 2х  е~х (\ +  1/х) ,  

тогда решение (3.1.25) будет следующим:

F ^ B i e - x V p i *  [\ + R - 1 ( p / v ) - ' l 2] + C S R - ' .

Из граничных условий при R =  a находим постоянные В t и С /
В результате решение уравнения (3.1.24), удовлетворяющее 

всем граничным условиям, имеет вид

2 L \ y j  +  p R )  R R V J  PR J

Проводя обращение преобразования Лапласа, получаем
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( / т + г * )
аг 3a I  Г  v 3v 1 dp 
R  R  V  р  p R \  p  '

Асимптотическое значение оригинала при бесконечно боль
ших значениях переменной t можно получить разложением 
изображения в окрестности той особой точки на плоскости 
комплексного параметра р, для которой действительная часть 
этого параметра имеет наибольшее значение. В данном случае 
такой особой точкой изображения (3.1.26) служит точка, для 
которой р = 0. Этому соответствует функция

(F)r+о = 0,25 a v 0 (3 R — a2/R)  
и функция тока

Отсюда следует, что при t-*~оо решение (3.1.26) вырождает
ся в решение Стокса об установившемся движении шара в не
ограниченной вязкой жидкости.

При решении задачи начальные условия не были сформули
рованы, так как начальное распределение скорости следует из 
решения (3.1.26). Полагая в (3.1.27) р —оо и учитывая выра
жение для функции тока, получаем

(■ф) о =  —а3уо sin2 0/ 2/?.
Следовательно, решение (3.1.26) имеет место при том на

чальном условии, что распределение скоростей в момент начала 
движения совпадает с распределением скоростей при движе
нии шара в неограниченной идеальной жидкости. Давление в 
произвольной точке вязкой жидкости

Результирующее воздействие вязкой жидкости на шар, движу
щийся прямолинейно и равномерно, определяется формулой

(^)<-оо = —0,25a v0(3R—a2/ R ) sin20. (3.1.27)

P , =  ~ ^ a v 0 ( \ ^ Y  jjL),

а при движении шара с переменной скоростью

P z-= — j  ла2цъ'  (t) — 6я \ iav (t ) —

—  б У т  рЯ2 ^ Щ -| -   ̂ V '  (т) /. dT:v



Перейдем теперь к решению некоторых задач теории упру
гости и термоупругости. Рассмотрим напряженно-деформирован
ное состояние упругого полупространства дг3^ 0  при различном 
характере нагружения. Пусть на поверхности полупростран
ства л:3 =  0 заданы перемещения U i ( x l , х2, 0)= « /s (* 1, х2). Задача 
состоит в том, чтобы в области х3> 0  определить поле напря
жений и перемещений, подчиненное уравнениям равновесия

V 2m +  m V i { g k‘V ku i ) =  О
с граничными условиями щ ( х \  х2, 0 ) = U i S ( x \  х2).  Компоненты 
вектора перемещений возьмем в виде

U i= x 3Vity +  q>i, (3.1.28)
где if и ер; — гармонические функции, связанные между собой 
зависимостью )

(3—4 v ) d ^ / d x 3 — —g k‘Vk(f>i. j
Из граничных условий и представления щ следует, что при 

х3=0

и , ( х \  х2, О) — ufS(xt, х2, 0) = ф <(х1, х2, 0), 
поэтому функции фг находим в результате решения уравнения 
Лапласа У 2ф,- =  0 (*3> 0 )  с граничными условиями qn(xl, х2, 0) =
— Uis(xl, х2)-, на бесконечности ф; =  0 и \|з =  0 .

При нахождении функций ф; и г|з воспользуемся интеграль
ным преобразованием Фурье

оо

Ф, («р а 2, л :з )= ^  ^  фг (л:1, X2, X3) exp [/ (ocjjc'-f а 2х )̂] cbc'dA?
— ОО

и его обращением

оо

ф, ( х 1, х 2, -*3) = 7̂  ^  Фг (а,, а 2, л:3) exp [ — i {ахх '^ -а 2х 2)\ dajda*
—оо

Умножим уравнение Лапласа на exp [ i (&\Х1 +  а 2х2)] и проинтег
рируем по х 1 и х2, используя при этом формулы преобразования 
Фурье. В результате приходим к дифференциальному урав
нению

а^ - Т 2Ф/=0 ; т2= « ? + < 4

Применение преобразования Фурье к граничным условиям дает 

Ф*(а,, a 2, 0 ) = a JS(a,, а 2),



в предположении ограниченности интеграла —
оо

I U is{x l, х?)\ dx'd*2.
—00

Здесь
оо

uiS (а!, а 2) = ^   ̂̂  Uis (Л1, J0) ехр [г (а^ 1 -\-а2х?)] dx'd.*2.
—оо

Решение преобразованного уравнения с учетом соответст
вующих граничных условий приводит к выражению

ф< (oil, «2, x 3) = u l s {а,, а 2) exp ( — 4.x3).

Функция т|з — гармоническая. Уравнение Лапласа V 2ip=0 
переходит в дифференциальное уравнение

решением которого, стремящимся к нулю на бесконечности, бу
дет функция

^ (а ,, а г, х3) = В ( а и а 2)ехр( —у*3).
Функции ф( и яр взаимосвязаны. Применяя к связывающему их 
соотношению преобразование Фурье, находим

d\J) 1 /  d<jp* . — .
5 ^ =  -  3=Tv llF* - Ia^  ~

Подставив сюда выражения для Ф/ и ф, определим

В  (a,? a 2)=  — у з̂.!_4?) (axa 2)- \- ia2ti2s (a1a 2)+ ^ « 3s ( a ^ ) ] .

Выполнив обратные преобразования Фурье, получим
ОО

фI (JC1, л:2, л3) = ^  Uis (ai«2) exp .[ — 7л:3 — i ( a ^ '+ a ^ ) ]  dctjdt^.
— OO

00

[x', jc®, x 3) =  2jT'(3—■ 4v) $ S ( t  “ 2S+ “*S) x
—00

X exp [ —“ул:3 —i ( а ^ ’+ аг^ 2)] dajd^-

Подставив (3.1.29) в выражения (3.1.28) для компонентов ве 
тора перемещений, находим неизвестные ы<.



Пусть на границе х3= 0  заданы поверхностные силы 
р\п) (х1, х2) = р $ п 3. Задача состоит в том, чтобы решить урав
нения равновесия

V 2U t + m  V; Для хз> 0

с граничными условиями

o i3 (д:1, х 2, О) =  — р\ з) ( х 1, х 2),

полагая, что нагрузки действуют в направлении координатных 
осей.

Решение задачи представим в виде (3.1.28), а граничные 
условия запишем в перемещениях, используя физические соот
ношения

<*«!“ 6 [(V ,u j+ y J«4) +  (m—
Тогда при jc3= 0

^'3ф1+ У 1ф3+ У 1о1з= — Pu/G)
V 2\(3= —Р ы / G;

V*9 j4-.(1—2v) V si|3=  — p 3S/G.

Введем гармонические функции удовлетворяющие урав
нению V 2£2<=0 для х3> 0, с граничными условиями 
Q t (x l, х 2, 0) ■=—Р и ( х 1, x 2) / G  для х3= 0 .  Тогда на границе 
лг3=-0 имеем уравнения

V  V , ф j+ V ji})= Q j;

VЗф2~|"'^2ф3-(-Va'Vf)==Q2',
У зфз+ ,(1—2v) V si|)=Q 3/ 2,

которые справедливы и при х3> 0  в силу свойств гармониче
ских функций. Дифференцированием полученных уравнений по 
координатам х1, х2, х3 соответственно находим уравнение

g MV ,V ,t= 0 ,5 g ,'V JQi.
При определении функций ф4 и г|) воспользуемся интеграль

ным преобразованием Фурье, тогда решение уравнения Лапла
са можно выразить в форме

Q <:(«!, а», х 3) =  —р 43(а ,а 2)ехр(—ух3); у 2= а 2+ а 22.

Здесь
оо

'р,?Хал, сх2)—^  ^  Р а { х \  х 2)ехр [ i (ахх 1+ а 2х2)] йх'йх2,
—оо



причем ^  | р 13 ( х 1, х?)\ й х 1дх2 — величина ограниченная, а на бес-
—с»

конечности й г= 0 . Гармонические функции фг и ф представим 
в виде

а 2, *3) —В (а 1а 2)ехр(—у*3) ; 

ф4(a ja2, x3) =  C i(aia2)exp(—у*3).
Величину В ( а ,а 2) определим из уравнения связи функций if 
и Q,, применяя преобразование Фурье и учитывая трансфор
манту решения уравнения Лапласа:

5  =  (—I / 2G72) (ta 1p13-+-ta2PM+YPsi) •
Применяя преобразование Фурье к соотношениям на границе 
(х3= 0), устанавливаем

УзФ1 — г«1Фз — ю ,ф = й ,;

V  3Ф2 — г«2Фз — ia 2ij)=02>

V 3̂ 3+ ( l - 2v) V 3̂ = £V 2.
Подставляя сюда выражения для фг и ф, приходим к уравне
ниям

4Cx-\-iaiCa-\-ialB = p l3/G; 

У С2~\~ i<X2C3-\-i<X2B = p 23/ G ; 

TfC;H-(l — 2у) y B = p 33/G,
решая которые, находим C/ (a1a 2). Применяя обратное преобра 
зование Фурье, получаем соотношения

оо

Ф* (л1, х 2, х 3) = 2 ^ " ^  С ^ а ^ е х р  [ — -ул:3 —
—оо

оо

у ( х 1. х 2, *3)= — ^  ^  [(ia1p 13+ i a 2p23 + ,tp 33)/,fal X
—00

Хехр [ — 7л:3— i (ocjx'+cvc2)] dajda2>
подстановка которых в выражения (3.1.28) для компонент щ 
вектора перемещений определяет последние. В частном случае, 
при действии только силы Рзз(Р1з= Р2з==0 ), следует принять 
Q i= Q 2= 0 , тогда В — —p Si/2 G y  и решение упрощается. Реше
ние этой задачи следует строить в форме Папковича—Ней- 
бера



«<=V<9 +V< (x ^ j)  —4 ( 1— v̂) ijji, (3.1.30)
полагая cp=( l—2v)% и ■ф<=ё':] V3x, где x — гармоническая функ

ция. Тогда имеем

Дальнейшее решение следует проводить в цилиндрических 
координатах г, 0, г. Компоненты вектора перемещений опреде
лены уравнениями

откуда следует, что при конечных значениях производных 
д*х/дгд г2 и (1 / r ) d 3%/dQdz2 на поверхности 2 = 0  а » г = а гг= 0. Оп
ределение функции х требует решения уравнения Лапласа 
V 2x ~ 0 , с граничными условиями при 2 = 0  oZ2=  —2Gd2%/dz2=  
=  —Р»(Г ,в).

При осесимметричном деформировании, когда р « = р 2(г), 
целесообразно воспользоваться интегральным преобразованием 
Ханкеля

где / 0( а г ) — функция Бесселя первого рода нулевого порядка.
Применяя к уравнению Лапласа это интегральное преобра

зование и учитывая

u{= x 3V (VзХ~Ь( 1— 2v) V(X— (3—4v) g^Vsx-

а соответствующие им напряжения—уравнениями

оо

0
00



§ ( ^  +  Т Н ? Ы Г’ г ) Л (аг)(1л =  —а 2х(а),
о ' '

приходим к дифференциальному уравнению

Ф у А г 2 — а 2х = 0 ,

решение которого с учетом условия на бесконечности х = 0  
имеет вид

х (а )= Л (« )е х р (—az ) .

При этом Л (а) определяется из граничных условий при 2 = 0 : 
[2 0 а 2Л ехр ( — а  z )]*_0 =  р г (а),

СО

где p z (а) =  J р г (г) г7 0 (аг) dr.
о

Тогда А  (а) =  р г (a)/2Ga2 и, следовательно,

X (а) =  (Я  (a)/2G a2) exp ( — az).

Последовательное применение прямого и обратного преоб
разований Ханкеля приводит к формулам для перемещений

СО

ит=  — § (1 — 2v — a z)~pz (a) exp ( — a z )  / ,  (ar ) da;

0 (3.1.31)
00

и* =* -20 5 I2 (1 — “*) +  a«] P* (a) exp ( — a z ) J 0 (a r ) da,
о

которым соответствуют напряжения
оо

azz =  — ^ a  (1 -f  az) /Гг (a) exp ( — az ) J 0 (a r)  da;
0

CO

orz =  — г  ̂a 2/^ (a) exp ( — a z )  J x (ar)  da;
о

oo

arr =  — ^ a ( l  — a z )  /?г (а)ехр ( — a z )  7 0(ocr)da — 
о

oo '

-  -Jr J [az -  (1 — 2v)] ^  ~pz (a) J x (a r) da;
о



оо

(Т00 =  — 2 (1 +  v)  ̂а р г (a) exp (— a z )  J 0 (а г ) d a —(оп  +  о«).
о

Частным случаем этих задач является задача Буссинеска,  
в которой рассматривается упругое полупространство х 3̂ 0, 
нагруженное в начале координат сосредоточенной силой р ,3=  
= Р 6 (х*)8 (х2),  направленной по оси х3. Решение задачи строит
ся в цилиндрических координатах в форме Папковича—Нейбе- 
ра (3.1.30). Для сосредоточенной силы p 33= p z ( r ) = P 8( r )  / 2пг, 
приложенной в начале координат, имеем pz ( a ) = P / 2 n .  Под
ставляя это выражение в (3.1.31), находим

где R z= r * + z \  г2=  (**)’+ (хг)2.
Частное решение разрешающих уравнений термоупругости 

в перемещениях (2.2.27), характеризующее действие в про
странстве сосредоточенной силы, приложенной в начале коор
динат, может быть построено методом интегральных преобра
зований. Представим объемные силы в виде

а компоненты вектора перемещений в форме

Щ =  Vi® +  A /Vyxpft.

Подставив эти выражения в первое уравнение (2.2.27), получим

так как = 0 ;  Q = ° -  Подстановка тех же выра
жений во второе уравнение (2.2.27) приводит к уравнению

T ^ V i O  +  Л FVjXb.

V i[(l + т )  V 2® +  &/ 0  — (Зте— 1)аДГ] +

+  Л/*'V j  ( V 2̂  +  Xk/Q)  +  т V i (g ^V -A T Ve^Y) =  0.

Отсюда находим уравнения

V 2A r — Д Т/% — г] V 2Q =  0 , 

так как g“pV«ApvVe^v =  °! Q = 0. 
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Пусть в направлении оси х1 в начале координат действует 
сосредоточенная сила Fi =lb (x x) b ^ ) b ( x 3) g ilf ( t ) .  Применим к 
уравнениям (3.1.32) и (3.1.33) преобразование Лапласа

оо

Я {г,  р )  =  ^ я { г ,  t ) e x p i - p t ) d t

и предположим, что начальные условия однородны, тогда 
имеем уравнения

V 2A^ — -f- Д T  — f]pV 21> =  О,
(3.1.34)

причем

V  4 '

ХЛг, Р) —  ±  J F,(r'p)
V  4 1

Подставив сюда выражение для сосредоточенной силы Fj,  
получим

<>(Г, Р) =  - т ! г  V if4 - )7 (p );  Xi = 0 ;4п V 1 { R  t

b  =  ̂ T V a  Щ / ( Р У >  Хз =  — ^ V 2 ( i - ) f ( p ) ,

где W  =  g lsx lx }. _
Исключив из (3.1.34) функцию Ф, находим

( - г ) / »

где Р2 =  р (1 + е ) /х ;  е =  грш; тп =  (3/гс— 1)а/(/ге +  1); ^ 2  =
— 1). Частным решением этого уравнения будет функция

A f =  еЛ V ,[ (exp (—р/?) — 1) /Я J (р );
(3.1.35)

Л =  1/[4лС 12т (1 + е ) ] .

Подставив (3.1.35) в первое уравнение (3.1.34), приходим к 
уравнению



у 2Ф = 5 У 1[ ( е е х р ( - ^ )  +  1 )Щ (р ); В =  1/4яС,2(1 + е ), 

частное решение которого

2ех

Решение второго уравнения (3.1.34) известно:

% = 0 ;  il32 =  8 ^ 0  V 3R fQ ) \  4>з =  — в̂ Q 4 i R f ( t ) .

Выполнив обратное преобразование Лапласа и подставив Ф и У 
в выражения компонент вектора перемещений, получим

«у>= 2 / ( * ) +

г  By.
'Т + Т g

/ (т) erfc Я / 1 + 8 M/2-
_ 2 c)J dx,

где e r fc (z )= -7=  \  exp ( —M2)d«. Температура AT  определяет- 
У л J

ся формулой

д г = в л г пУ 1{ т _ 5 Л 1 ) [ _ ! « _ ] - х
0

X e x p [ - - ^ j ; -g - ] d ,4* { t—t)

Если действующая в точке Го сосредоточенная сила 

/ ^ = 6 (*1) 6 (*2) 6 (* 3) £ / / ( 0  

направлена по оси х*. то имеем решение

и Т =  {~2 ~~8п о ) / ( ^ ) +

4 Г « ------ ^ v , { ^ - | / W [

х « » [ - д а - н  ’



В ряде случаев при решении динамических задач теории уп
ругости особенно эффективным оказывается прием объединения 
решения Ляме, изложенный в п. 2.3., с интегральными преобра
зованиями. Здесь мы имеем дело с соотношениями

a ,= V i® + A iV ^ * ;  ^ i= V /^ + A /V y X *  (3.1.36)

и волновыми уравнениями

(3.1.37)

Применим ко второму соотношению (3.1.36) интегральное 
преобразование Фурье

Fk=  — i (акЪ-\-Ак а  д ,) .

Разрешая эти уравнения относительно ft, X/ и учитывая при 
этом равенство

g fcl VkXi— — i g nka n%k= 0 ,  

находим трансформанты правых частей уравнений (3.1.37)

f t=  — iglka jFk/'i'1', Х>—— гргАй'а Т2= 2 а Л
r j  

Применяя к уравнениям (3.1.37) преобразование Фурье, имеем 

(Т2—« 2) Ф = ^ /а е2; ( t2 — со2р2) ^ = Х у /« 1-

Выполняя теперь в полученных уравнениях обратное преобра
зование, находим

ф (г ’ S [М Т2~ “ 2)1 exp [ — i (afcX*+a>t)]dV;
v

^ (г’ т )= (2л1~  I _  ехР f “  ̂  («*-**+<■> т)] йУ.
s  v

По известным функциям Ф и if, с помощью формул (3.1.36) 
определим компоненты ы< вектора перемещений. Представление 
вектора перемещений в форме Ляме, как показано ранее, по
зволяет свести уравнения движения в перемещениях к системе



волновых уравнений, поэтому возникает потребность в подроб
ном изучении решений волновых уравнений, в частности урав
нения

( ^ - г 7 з £ ) ф( г ' «)— ^ 1 (г. О, (3.1.38)

характеризующего распространение продольной волны в упру
гом пространстве при однородных начальных условиях. Можно 
считать, что единственной причиной, вызывающей волновое дви
жение, будет источник "f(r ,  t ) ,  который является заданной 
функцией переменных r u t .  Для решения уравнения (3.1.38) 
воспользуемся функцией Грина G ( R , t ) ,  где Rz =  g ijx'xi , кото
рая удовлетворяет уравнению

(d#5" ^  ЛГ Jr ~ " ^  &р)  G =  —4лА (/?)б(t)

с однородными начальными условиями G(R,  0 ) = 0 ;  G(R,  0 ) = 0  
и описывает сферическую волну, вызванную действием точеч
ного источника мгновенного возмущения в начале координат. 
Уравнение волны запишем в цилиндрических координатах

( £ + 7 £ + £ - 3 7  Й ° ” - 4” 5 £ М г ) 6 ( Л
а при его решении воспользуемся интегральным преобразовани
ем Ханкеля—Фурье. Вначале применим к уравнению волны пре
образование Лапласа, учитывая при этом однородные началь
ные условия. В итоге получим

( д* . 1 д . <f* р * \ - _____д  « (О
(dr* +  г d r + d *2 а2е )

ОО

где О (г, г, *)ехр ( — p t ) A t .  Умножим полученное урав

нение на r J 0( a r ) c o s y z  и проинтегрируем по объему:

/ 1 S 5 (^+7 £+a?-£)TWo(etr)cos ',zd r 'dz“о е
___оо со

=  —2 j / " —-  ̂гб (г) Jo (аг) dr ^ б (г) cos "fzdz.
о о

Согласно правилам интегрального преобразования Ханкеля — 
Фурье получим



оо

7> ( г  ? П\__1  С С Л  ( « О  « C OS  у г й а й у
я  J J  а* +  у * + р Ч а е*

о
Учитывая, что

оо ^ ________
Г cosV^dy л  ехр [ — г  У  а* +  р 2/ а ег]
J  а 2 +  Р* +  рЧ &е ~  2 У  а* +  р г/ а ег '

Г ехр [— г  У  а г +  р Ч а ег] ,  . , 1 .
\ ------- Y * + ? W  ' <a r >dtt“ « еЧ > < . - Я Р М

находим

G==^- ехр  ̂— J L y z 2+ г 2 j= - i-  ехр ( — R p / a e).

Перенесем возмущение в точку г0. запишем уравнение 
волны в произвольных координатах

(у 2 ~ Н 7 3 7 * )° (г ’ г°’ 4л5 (г -Г о )б  (О

и применим к нему преобразование Лапласа. Тогда получим 
уравнение

(V 2—p 2/ a 2) G ( r , г  о, р ) = —4 я б (г —Го), (3.1.39)

решением которого является функция

G (г, г0, />)=£- ехр ( — R p / a e),

где R 2— g i j (x<—хо)  (х*—Хо1). Применяя к этому выражению об
ратное преобразование Лапласа, находим

G (г, го, 0 = в  (R / a e -  t ) / R  (г, г0). (3.1.40)

Функция (3.1.40) является фундаментальным решением вол
нового уравнения и представляет собой мгновенный импульс, пе
ремещающийся в направлении возрастающих значений R от 
точки г  о до бесконечности. Применяя к уравнению (3.1.38) 
преобразование Лапласа и учитывая однородность начальных 
условий, имеем

(s72—p 2/ a 2) < f ( r , р ) = — у (  г, р ) / а 2.



_  Умножим это уравнение на О, а уравнение (3.1.39) на 
Ф, вычтем одно из другого и проинтегрируем полученное 
выражение по объему:

^(< Зу2Ф — O V 2G )d l/= (  — 1 /а ,2) jj fCM Af
v к

- f  4я ^ б (г — г0) Ф (г) dl/. 
v

Так как

j  (GУ 2Ф • -  Ф V 2G ) d l / = j  (о ̂ -  Ф dS;
К 5

 ̂б (г—го) Ф (г) d l/= Ф  (г0, р),
V

то

 ̂ ) ^ - 4 л ф ( , „ .  r t - i j W .
5 V

Для бесконечной области, считая интеграл  ̂ | ^ I dV огра- 
_  v

ниченным, имеем Ф->0 при7?->оо. В полученном уравнении 
поверхностный интеграл исчезает, поэтому

ф (г°’ $Т(г, р ) Ъ  ('г, Го, р) dV (г).
V

Применяя к этому выражению обратное преобразование Лап
ласа и используя при этом теорему о свертывании, получаем 

t
ф (г°’ $ d * $ t ( r , * - t ) G  (г, г 0, т) d V  (г).

е О V

Подставляя сюда фундаментальное решение (3.1.40) и меняя 
местами точки г 0 и г, находим при R ^ a . t

^ У % ‘ ~ г Т >л у ^  < зл '41)

т. е. решением уравнения (3.1.39) является запаздывающий по
тенциал (3.1.41), а неравенство R ^ a et указывает на интегриро
вание внутри шара. При наличии в начале координат сосредото
ченного возмущения к ( г ,  t) = 4 я а ,26 ( r ) f { t ) ,  изменяющегося во



времени с момента  ̂=  0 по заданному закону f( t ) ,  решение 
(3.1.41) принимает вид

Ф(г,  t ) = f ( t - R l a e) / R( r ,  0).
Решение (3.1.41) волнового уравнения (3.1.38) справедливо 

при однородных начальных условиях, однако для большинства 
динамических задач теории упругости начальные условия неод
нородны, поэтому возникает потребность в решении однородного 
волнового уравнения

(v 2 - i S ) 0 (r - ^ = °  (3.1.42)

с неоднородными начальными условиями

ф (г ,0 )= /(г ); Ф (г, 0)—g (г), reD ,  (3.1.43)

т. е. необходимо изучить распространение вызванной начальны
ми возмущениями волны в упругом пространстве. Применяя к 
уравнению (3.1.42) преобразование Лапласа, находим урав
нение

(V 2- p 2/a2) Ф ( г ,  р) = — (1/а2) [ p f ( r )  + g (г )],

правую_часть которого p f ( r ) - } - g ( r )  можно трактовать как ис
точник ч (г, р) .  Тогда

Ф (г°’ S [ P f  <г ) + £ ( г )] О {г,  г0, р)  d \/ (г),
к

где функция G (r, г  о, р) определена формулой (3.1.40). Приме
ним к приведенному уравнению обратное преобразование Л ап
ласа и заменим переменные. В результате получим следующее 
соотношение:

Ф (г> *)==4^ (S g (Го) 0 (г°’ г’  ̂dV (Го)+
W

+  Ц [ /( г о )С ? (г 0> г, O ]d l/(r0)L (3.1.44)
v  J

Первый интеграл 
1 I* 1

ф>(г> 3 g  (Го) G (г°’ г ’ d V  (Го)
v

запишем в сферических координатах /?, 0, ф с помощью соот
ношений х 0‘—х 1-{ -#п 1, где п ‘ — направляющие косинусы пря
мой, соединяющей точки г0 и г: n ’= s in  0eos ф; «2= sin 0  sin ф; 
n 3= co s0 ; О < 0 < л ;  0 < ф < 2 л .  В этом случае



Л 2jc п

ф 1 = 4 г 5  S § £ ( * 4 - rti# ) e ( T ~ * ) ^ s,n0d(pdft
О О О  '

Используя свойство функции Дирака 

^Л (г])б( r\— t ) d r \ =h ( t ) ,
V

приведем полученное выражение к виду

2п п
ф 1 (г. 0 = 4 ^ -  \  \  S  (х ‘~\- n lat )  sin ed<f>de=*Ma( [g (г, t )].

О О

Тогда (3.1.44) принимает вид

Ф(Г, t ) = t M a t [ g ( r ,  Ц ] + ± { Ш а Л / { г .  0]} (3.1.45)

и называется и н т е г р а л о м  Пуассона.
Выполним в (3.1.45) дифференцирование по. времени t :

Ф= t M a t [g ( r ,  t ) ] + M a t [ f ( r .  t ) ] + t £ - t M a t [ f ( r ,  t)].

Тогда при ^ = 0  имеем
2tz  я

Ф (г, 0 ) = M ai [ / ( г ,  0 ) ] = * / ( г ) ^  5 d<P 5 sin 0 d 0 = /(r).
О 6

Вторично, дифференцируя ф(г, t) по времени t, находим 

j r = M a t [ g ( r ,  t)] +  t ^ M ai [g(r ,  t )]+

+ 2 §-t M at[ f ( r .  t ) \ + t £ M ai[f {r .  *)].

Легко показать, что

U m ^ M at[ / ( r ,  t)]=0,
<-*o 01

производная d ^M ai /d t t  при г!-> 0 — ограниченная величина, а 
потому

2я п
^  Ф (г, 0 ) = M at[g(r ,  0 ) ] = g i r ) ^   ̂d? J sin 0d9=g (г).

О о



Следовательно, интеграл Пуассона (3.1.45) удовлетворяет 
начальным условиям (3.1.43) и является решением однородного 
волнового уравнения. Совокупность решений (3.1.41) и (3.1.45) 
определяет решение неоднородного волнового уравнения (3.1.38) 
для упругого пространства при неоднородных начальных усло
виях (3.1.43).

Рассмотрим распространение термоупругих волн. При от
сутствии объемных сил и предположении об однородности на
чальных условий функций г|э(= 0  имеем безвихревое поле, харак
теризующееся первым уравнением (2.3.17) или (2.3.19). Для 
определения достаточно найти частное решение первого урав
нения (2.3.17). Для этого применим преобразование Лапласа к 
уравнениям (2.3.17) и (2.3.19) при однородных начальных усло
виях АТ ( г ,  0) = 0 ;  Ф( г ,  0 )= 0 ;  Ф (г, 0 ) = 0 .  В результате по
лучим

(V 2 — Р2/ а ,*) Ф =ч АТ;  (V 2 — P / к )  А Т =  — Q /А.

Исключая А Т ,  находим уравнение

( V 2 — Р2/ а е2) ( V 2 — р / Ф) Ф =  — ч Q  /А,

частным решением которого будет функция

Ф=(АГ — AS) ч/(Р2/йе2 — Р/*)<

где А Т — решение уравнения (V 2 — р / х ) А Г =  —Q/Л, a 'AS — 
частное решение уравйения (V 2 — Р2/ а е2) A S — — Q / x  с одно
родными начальными условиями AS (г, 0 )=0; A S  (г, 0)=0.

Интегрирование указанных уравнений не содержит трудно
стей. Применение обратного преобразования Лапласа к функции 
ф  завершает решение задачи. Для ограниченного тела решение 
уравнений (2.3.17) состоит из частного решения Ф' уравнения
□  е2Ф =  '!(А7’ и общего решения Ф " и г|?4 уравнений □ ,%  =  () и
□  ,2t|>,=0. Полное решение складывается из суммы решений 
и<==ы/+«<", где w / = V (Ф'; и / '  —  У<Ф"4-Л/Ч^гр*. Функции 
а / '  можно представить через функции Яковаке

и ,"  =  [ (D ,2+ m  V 2) У 2]ф;,
где функции ф,- удовлетворяют биволновым уравнениям
□  , 2Ш , 2Ф , = 0 .

Решение разрешающих уравнений динамических задач, за 
писанных в напряжениях, также основано на сведении их к 
системе волновых уравнений с соответствующими начальными 
и граничными условиями или на использовании интегральных 
преобразований, выбранных с учетом специфики конкретно рас



сматриваемой задачи. Рассмотрим действие объемных сил в уп
ругом пространстве в предположении, что напряжения и пере
мещения на бесконечности обращаются в нуль. Задаче соответ
ствуют уравнения движения (1.4.30) и физические соотношения 
(1.4.15) при А Т = 0. Введем переменную т — aet и перепишем 
уравнения движения в виде

g iaV*Pij  (г, т) + F t (г, т)= р аг2_1г Ul (Г> т). (3.1.46)

Для решения уравнений (3.1.46) воспользуемся интегральным 
преобразованием Фурье:

/  (а*, ю ) = ^  §/(***• т) ехР V (“ ***+ют)] d V ; '
V  ;

/  (л*, и )= 4^   ̂7  (а *- т) exp [ -  i (а*х*4-сот)] dV. '
v

Умножая уравнения движения (3.1.46) и физические соотноше
ния (1.4.15) при А7’= 0  на е х р ^ а ^ + ю т ) ] ,  а затем, интегрируя 
по объему переменных т с учетом

(Vy/> d2/ /d T 2)e x p [t(a ftxft +  coT)]dl/ =  — (ta*, ш )/,

приводим уравнения (3.1.46) к системе алгебраических уравнений

— i a jgVot t  - i -F ,  +  рае2ю2к; =  0; i ^

• okl ±= — i G [ ( u ,a k +  uka t) — ( m — \ ) u na ng kl.

Исключая отсюда трансформанты напряжений, получаем 

(v2_ ш2р2)йА +  ф 2 _  1 ) а ]а кй> =  F h/G ,
3

где у2 =  2  а у2! Р2 ^  (a e/a 5)2. Решение этих уравнений опре- 

деляет трансформанты перемещений

uj =  IP2 (Y2 — Ь)2) F j  — t>2aj<z.kFk] / [pa*2 (у2 — со2р2) (if2 — ®2)]. (3.1.48'

Подставляя (3.1.48) во второе соотношение_ (3.1.47), находим 
выражения для трансформант напряжений а*(. Применяя теперь 
к (3.1.48) обратное преобразование Фурье, находим
ч „ ( г г ) -  1 *ay«*F*
: У'' ’ 4  4лграег } (у*—со’р*) (у2—о>«) А



где 62= р 2— 1, а подстановка выражений (3.1.49) в физические 
соотношения определяет компоненты тензора напряжений.

Для решения квазистатических задач вязкоупругости, учиты
вая специфику операторов (1.6.19), воспользуемся интегральным 
преобразованием Лапласа—Карсона,  которое заключается в 
том, что всякой функции f ( t ) ,  определенной на интервале 0 ^ <  
< о о  и называемой оригиналом, ставится в соответствие функ
ция f*(p)  комплексной переменной р

именуемая изображением функции f ( t ) .  Как видно из (3.1.50), 
такое преобразование линейно. Если функция f* (p )  известна, то 
с помощью обратного преобразования Меллина

определяют функцию f ( t ) ,  причем интегрирование ведут в ком
плексной плоскости вдоль вертикальной прямой с абсциссой т].

Пусть имеет место характерное для вязкоупругости соотно
шение между функциями f ( t ) ,  g ( t )  и iK 0 :

Возьмем от этого соотношения интеграл (3.1.50) и получим со 
отношение в изображениях

Поменяв местами порядок интегрирования и введя переменную 
x = i —т, находим

Принимая g (0) = 0 ,  получаем изображение (3.1.51) в форме

причем соотношение (3.1.52) выражает теорему свертывания.

(3.1.50)
о

ТН-*оо

Г\—1оо

(3.1.51)
о

oo t

V  (p ) = f * ip )g * ( p ) (3.1.52)



Применим соотношение (3.1.51) к определяющим уравнениям 
линейной вязкоупругости (1.6.4) и (1.6.10). В результате опре
деляющие уравнения в изображениях будут следующими:

D h ( e ,  P) =  $ * ( P ) D ; j {o. ру, е * ( р ) - а Ь Т * ( р ) ^ & * ( р ) а *  (р).

которая указывает, что выражения (3.1.53) — определяющие 
уравнения линейной теории упругости при Г* (/?)->- 2С7 
и Г]* (р)-*-А\ Для полной аналогии принимаем Г* =  2 0 * ' 
иГ ]*= А Т *. причем звездочки над модулями означают, что 
в оригиналах им соответствуют интегральные операторы по 
времени. Это позволяет формально вводить различные опера
торы, например:

при этом, если оператор Пуассона v* есть число v, то опера
торы Г* и подобны, а их отношение является также числом:

Квазистатические задачи термовязкоупругости решают в 
предположении, что температурное поле однородно и нестацио
нарно, т. е. AT (t ) .  При этом вводят приведенное время

о
где а т — некоторая функция температуры, характеризующая 
зависимость вязкости среды от температуры и определяемая 
формулой Вильямса—Ландела—Ферри

где Ci и Сч — экспериментальные постоянные среды; Тв — темпе
ратура приведения, а (Г в) =  1. Следовательно, задаваемые по
верхностные силы р г(л) и перемещения ui8, а также объемные

£>Гу(о, p) =  Y * ( p ) D ; j ( e ,  р); 

а* (р)  =  3 f ,* (р) [е* (р)  -  аДТ* (р)]; (3.1.53)

Отсюда видно, что между ядрами Г(^), Г, (t) и ядрами R ( t ) ,  
/?! (t ) существует связь

£ * (Р )Г * (Р )= 1 ; Я .*(/>)Г .*(/> )=Ь

2 0 *  =  Г*; v * = ( 3 r ,* —Г*)/(6Г,* +  Г*).

Г ^ /Г *  =  (1 +  v )/3 (l —2v).



силы F{ и температуру АТ  рассматривают как заданные функ
ции координат х1 и приведенного времени f .

Разрешающие уравнения квазистатической задачи в изобра
жениях и соответствующие граничные условия имеют вид

V 2u I+ m *V ,V * i4+ 2 R * F l = 0
или

io l jn ’—Eitb) r ‘n= K ,  (3.1.54)

и*г т =  umS на Si; =  p*m на S2,
где m* =  1/(1—2v*) — l/3 + 2 ^ * fi* ; ni — компоненты вектора 
внешней нормали; Е2 — функция координат х \  имеющая размер
ность модуля, деленного на длину; r h — компоненты базисных 
векторов rn; N n — заданные величины. Учитывая изображения 
напряжений

о*/ =  Г *[е*; +1,5 (т * — 1) e*g ii— 0,5 (3 т*—  1) <хА T*g tj], 
граничные условия, входящие в (3.1.54), преобразуем к виду

* I  *
t tir т === UmS*

(e*Jn i-\-0,5(m*— l ) V hu*ni) r h = R * P n +

+ 0 , 5 ( З т * — 1)аАТ*п{Гп (3.1.55)
или

[0,5 СV.-ы.* + V ^ )  nj+0,5  (m*—  1) У ки*п{— E 2R*u*]  гп =
=  R*N* +0,5 (3m*— 1) а Д T*n{r l„.

Итак, система разрешающих уравнений (3.1.54) вместе с гра
ничными условиями (3.1.55) соответствует квазистатической 
краевой задаче линейной вязкоупругости, представленной в изо
бражениях и эквивалентной статической краевой задаче стати
ческой теории упругости, записанной в перемещениях, а потому 
к ней применимы результаты, изложенные в п. 2.2.

В произвольной точке х1 тела компоненты вектора переме
щений Ui являются линейными функционалами от 2R*F i и 
£*p*+0,5(3m *— 1)аД7’*п(Гп. При этом коэффициенты R* и
0,5 (З т* — 1)аД7’* не зависят от координат, поэтому ui будут 
неоднородными линейными функциями этих коэффициентов. 
Общее решение задачи всегда имеет вид

ttt= /?+£*<p!+0,5(3w * - 1 )  а<?Т1АТ*;

а*у=Г */*^+Ф*^+ЗаГ*ф*(;.Д7'* +

+  [3(да* - 1 )  П д * / / $ ; » *  -  1)4-0,5 (rn* - 1 )  V*4>2+
+  1 ,5а (/re* — l)ftv*4>r,] gi j  — 3aT*A T*g lJ, (3.1.56)



где все функции /*  и q>* зависят только от упругих харак
теристик t n * ,  4 * — E 2R *  и  координат, а пбтому будут линей
ными функционалами от u*mS, р*п, N*,  причем f * j —
= 0 . 5 ( V | / / + V ;/|* ); Ф*у==0,5('\7гФу*+'^7уФ/:|!).' Ф;г/=0,5(У<Ф*Г/ +  
+ V /P J ,) .

Так как задача теории упругости предполагается решенной, 
то в уравнениях (3.1.56) компоненты f*, ф* и ф^ известны: 
компоненты /* возникли в связи с заданием на границе вектора 
перемещений u*mS и равны нулю, если umS не заданы или равны 
нулю; компоненты ф* возникли в связи с заданием хотя бы од
ной из сил F u р \п> или N {, они обращаются в нуль, если объем
ные силы F< равны нулю и ни одной из сил р (гл), N t не задано; 
компоненты ф*Г/ возникли в связи с заданием температурных 
граничных условий, они не существенны при Д Т = 0 .

Введем обозначения

и Ь = / * >  ^ * = ф Д  Г,*=0.5(3да*-1)Ф *<
и

U  0.5 (т * — 1) V kfkgip

Р ; у-ФГу+ ° .5  (т.* — 1)УаФIgij, 

T \ j= 4 r Tlj+ Q &  (т*  -  1) V r tr b g i j .

— для векторов и тензоров, которые можно выразить через 
векторы следующим образом:

U * j = 0 , 5  { V t U * + - 1 )  V k U l g r f

P ;y= 0 ,5 (V /P ’+ V y/3I)+ 0 ,5 (TO* - 1 )  4 k P k,gii,

7^ =0,5  (ViT'r f-VjTb+0,5  ( m * - 1) VkT*gii-

Тогда общ ее решение (3.1.56) принимает вид

u-,=u \ + r >p : + « t -at >-,
o ^ - f ' u h + p ’i + t e i y ’A T *

и требует решения системы дифференциальных уравнений

0,5 (■V t Z j * + V  }Z i *  ) = Z * t j  -  3 (да* ■- 1) Z * g i]/ ( 3 m *  -  1 ); 

Z * ^ g 4 Z \ j / Z



е однородными гранцчными условиями. Решение уравнений 
имеет вид

:7 *_7'* 3 (те* — 1) 7 , ,

г Зт*— 1
(

где Z '* и Z "*— известные линейные интегральные оцераторы 
по координатам от Z*tJ и Z *. Решение справедливо для век
торов

U , * = U ' ; - r 3 ( m * -  l ) U ' ; / ( 3 m *  - 1 ) ;

Т * = Т \ *  — 3 (т *  — 1) Т"*/(Зт* — 1).

Отсюда следует, что трудности построения точных решений 
рассматриваемых краевых задач линейной вязкоупругости сво
дится к переходу от изображений к оригиналам в уравнениях 
(3.1.57).

Для дифференциальных уравнений с производными по коор
динатам точек тела краевых задач не возникает, так как пред
полагается известным решение соответствующих задач теории 
упругости. Координаты точек тела, его размеры и области при
ложения нагрузок являются параметрами, зависимость от кото
рых в изображениях остается такой же, как в задачах теории 
упругости. Поэтому для произвольной точки тела можно рас
сматривать величину V типа перемещения и величину Н  типа 
напряжения, для которых существуют выражения

V =  {/v+ P v/2G +a7VAT;
(3.1.58)

H =  2GUH+ P H+ 3 a K T B\ T ,

представляющие решение линейных задач теории упругости. 
Сюда входят Uv и UH — однородные линейные функции или 
функционалы заданных граничными условиями величин типа 
перемещений; P v  и Р н  — функции заданных величин типа сил; 
7V и Тн — функции, не зависящие от заданных сил и перемеще
ний. Все шесть типов функций зависят от координат и разме
ров, от коэффициента Пуассона v и параметра 4— E 2/2 G, но 
не от G и К. Переходя в (3.1.58) к изображениям решений вяз
коупругих задач, имеем

Н* =  Р*н, V * = R * ( P ' v - P v )  +  R\ Pv / 3 .

Изложенный материал позволяет сформулировать следую
щие утверждения:



1) напряжения упругого и термовязкоупругого тел совпада
ют, а перемещения получаются заменой нагрузок операторами 
ползучести;

2) если кривые сдвиговой и объемной ползучести среды по
добны, то решение задачи термовязкоупругости при заданных 
объемных силах и граничных условиях получается из решения 
задачи теории упругости заменой нагрузок и заданных переме
щений на соответствующие операторы ползучести и релаксации. 
Иначе говоря, в выражениях

V* =  Uv+R*P*v + aT vA T *;
(3 .1 .59)

Н * = Г * и * н + Р * н + З а Т  ]ТнА Т*

для функций V* и Р * линейный характер имеют только изобра
жения нагрузок и заданных перемещений, тогда как v и у в 
них постоянны, Т* — Т и, следовательно, оригиналами будут

t
V = U v + a T vA T + 5  R  (t  -  т) dP v  (т);

О
t t

t f = / > „ + jj f  (t  — T) dU „  (т)+3а Т н  J Г, (< -  x) dAF (t);
о b

3)  общее решение задачи термовязкоупругости при произ
вольных допустимых граничных условиях, налагаемых на пере
мещения, для упруго несжимаемых тел ( К — оо) имеет вид

t
I/= £ /»  + а Г “ АГ +  $ Я V  -  т) t P v  (т);

О
^  t 

/ / = Р я + 1 Г  (t -  X) dU %  ( а )+ а Т н  J Г, (t -  х) dAТ (т),
о о

где U v ,  T v ,  P v ,  U%, —пределы соответствующих величин 
в (3 .1 .5 8 )  при v->-0 ,5 ;  7 ' я = [ З Г я / 2  (1 — 2 v)]v_*i/2.

Динамическим задачам термовязкоупругости соответствует 
полная система разрешающих уравнений (1 .1 .7 ) ,  ( 1 .6 . 1 6 ) ,
(1 .6 . 18)  с начальными (1 .6.21)  и граничными (1.2 .1)  и (1.2.3)  
условиями. При сведении их к динамическим задачам теории 
упругости будем исходить из представления физических соотно
шений в форме

a tj =  2 ( G —G*) e tj+  (I— К*) 3egtl—3a (K — Q*) A Tg„,  

куда входят операторы 
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2G = f(0); G* ( • • . ) = §  Г ( f - t ) ( . . . ) d i ;
о

k = /C - 2 G /3 = f ,  ( 0 ) - f  (0)/3; 
t

Л* ( . . .  )=  5 [I\ ( t  — t) -  Г ( t  — T)/3] ( . . . )  dt;
0
/

в * ( . . .)= 5  Г, (  ̂— r ) ( . .
о

С учетом геометрических соотношений (1.1.4) запишем фи
зические соотношения в виде

ot j= ( G - G * )  (У ,ц ,+ У ,и ,) +  (X- Я * ) V kuhgi i -  
- 3 a ( K - Q * ) A T gi]

и подставим их в уравнения движения (1.4.30). После преобра
зования (1.4.30) к виду

p U t = L t ( u ) + F i —За/(У(ДГ—L* (и)+ЗаЭ * (У<ДГ) (3.1.60) 

операторы Ляме

L i (и) = G V 2ut+  (G-И ) V,V»a*;
L t* ( u ) = G * V 2ut+  (G * H * ) V,V*u»

связаны с операторами L i (V2u4) и L2(V iV )1u'“) соотношениями 
L4( « ) - L j*(U)= G [L 1(V2a 1) + L 2(V iV ,uft)].

Это указывает на эквивалентность различных записей уравнений 
движения. Для уравнений (3.1.60) имеют место начальные усло
вия щ =  ию, v t =  v i0 при t = 0 и граничные условия

u,(S) — uiB на Si;
[(G -G * ) (V iUj+ V jUi) +  (Я,—A*)

(3.1.61)

—3a(K —0*)ДГ§^]8̂ = р < /)  на S2.

Таким образом, краевая динамическая задача вязкоупруго
сти при заданном температурном поле сводится к системе урав
нений (3.1.60) и граничным условиям (3.1.61) простой заменой 
констант G и Я, входящих в динамические уравнения теории уп
ругости, на операторы (G—G*) и (X—А,*) соответственно.



I " ‘ V iv s»

где Z7**—^<+3a[0*— G ( m — l/3 )]V iA7’ и где отчетливо видна 
интегродифференциальная структура уравнений (3.1.60),

Если основными неизвестными считать р, AT, v u a i}, то си
стема разрешающих уравнений состоит из (1.1.3), (1.1.7), 
(1.1.8) и (1.6.16) при физических соотношениях 

t t
R ( t  —  t ) a i;. ( x ) d t + J  [ - 1 - ^ ^  — т )  — ^ ( <  — t ) J  a(x)dxglJ+

о 0

- \ -aAT gij.
В этом случае диссипативная функция

Г * = Л ^ ( а ) ^ Л е ) - а м а м /Г ( 0 ) ;  а 2ж =  D iS (о) D „ (а ) ,

а системе уравнений соответствуют начальные (1.6.24) и гра
ничные (1.2.1), (1.2.3), (1.4.19) условия.

Для квазистатических задач термовязкоупругости примени
мо интегральное преобразование Лапласа—Карсона. Запишем 
в изображениях уравнения равновесия

g''“Vaor;a-!-/r<* = 0 , <̂ J=D*iJ (o)-ir a *g iJ; 

уравнения совместности деформаций 

A 'YA*“V*Vft<Y= 0 , e \ r D \ j { e ) \ e * g lj 

и физические соотношения

е ' ч - Р  К - ^ Е ? о * Л / ] + “ А Г * ^  '

Граничные условия имеют вид

U * r m==Ums н а  5 г !

**ЦП*Г1пГ=Р*т На 5 2- У (3.1.62)

или (о*и п1— Е 2и*) гп1=М*П'

Подстановка физических соотношений в уравнения совместно
сти с учетом формулы (2.4.6) позволяет записать их в форме

234



V 4 , + s | £ n  V , V , ° * + | ;  ( W j i r ’ + g ^ l  У ’Д Г * г ч) +  

+ S t t  v » /j! ? 1j+ ( v , p ; + v , f ; ) = o .  ( a  i.63)

При Д7’* = 0  из (3.1.63) следуют уравнения Бельтрами—М ит
челла

V 4 , + 3T & V , V / i * + ^ V » / V ? ^ V / 1*+ V ,F ,* = -0 .

Итак, квазистатическая задача термовязкоупругости в изо
бражениях характеризуется уравнениями равновесия

fir,eV«<jj;+F* =  О,

уравнениями совместности (3.1.63) и граничными условиями
(3.1.62) при известном температурном поле, что эквивалентно 
краевой задаче термоупругости в напряжениях, рассмотренной 
в п. 2.2. Общее решение уравнений равновесия есть

a;y= 2 < /.(p ,!) - 2 ( V (Ip :4-9!,!) + A f iAP'VftV p ^ + A ? /A;0VftVa№ ,

причем изображения функций подчинены дифференциаль
ным уравнениям

V 2 ( n y - n * g '0 = o

с учетом граничных условий (3.1.62), а изображение скаляра 
г!)* подчинено уравнению

V 2if>* = —2[Ф*+0.5  (т* + 1 ) V„pk]

с граничными условиями (3.1.62).
Для динамической задачи термовязкоупругости в напряже

ниях система разрешающих уравнений, записанная в изобра
жениях, имеет вид

P (p * -p o )+ V i (p*Di)=0; £*»V.o;, +  / 7 = 0 ;  

р*с*рД7'*=Л*У2А Г *+ ^* ; (3.1.64)

AJ'A*>V/V*o:Y ■- 3- ^ З Г  AaYApv V / +

+ f * A6Y\\V /V * A 7 '* = 0 , 

куда входят изображения фиктивных объемных сил



F r ^ r - p V K - ^ . - t W P )
и диссипативной функции

W* =  D lJ  (о) D * j ( г ) - о * мр<У*м1Т* (0).

В совокупности с граничными условиями (3.1.62) система 
(3.1.64) соответствует квазистатической краевой задаче термо
упругости, решение которой изложено в п. 2.2.

Рассмотрим теперь более общие методы решения задач тер
мовязкоупругости.

Эффективное решение ряда задач механики сплошной среды | 
в замкнутой интегральной форме возможно с помощью функ- j 
ции Грина. Для получения искомого поля и ( г ) ,  порожденного 
некоторым распределением источников, определяют эффект от 
каждого элементарного источника, затем все эти эффекты сум
мируют и решение представляют в интегральной форме. Дей
ствительно, если К  (г, г0) представляет собой поле в некоторой 
точке г  {*’}, порожденное единичным точечным источником в 
точке г о{хо*}> то поле в точке г , порожденное совокупностью 
источников, распределенных с плотностью р ( г ) ,  равно ин
тегралу

где D v  — область объема V, занятая источниками; К (г , г0 ) — 
функция Грина.

Решение, удовлетворяющее заданным граничным условиям, 
строят также: определяют поле в точке г ,  где граничные усло
вия равны нулю в каждой точке поверхности 5, за исключе
нием точки г  5 , где граничное значение имеет характер 
6-функции, поэтому интеграл от него по малому участку по
верхности вблизи Гоз равен единице. Если это поле обозна
чить К  (г , r 0s), то общее решение для произвольных граничных 
условий us (rso  ) определено интегралом

где Дэ — область поверхности 5 с ненулевыми граничными ус
ловиями; K ( r ,  r 0s) — функция Грина. Функции Грина в (3.2.1) 
и (3.2.2) не являются различными, по существу это одна и та 
же функция, так как задание граничных условий на поверхно
сти 5  эквивалентно заданию распределения источников на этой 
поверхности.

3.2. Функция Грина, ее приложение

и ( г ) =  j  р (г0) К  (г, Го) d v  (Го). (3.2.1)

и ( г ) =  j  Us (ros) К  (г, Гоs) dS  (ros),
ds

(3.2.2)



Таким образом, функция Грина  представляет собой общее 
решение для случая, когда однородность уравнения и гранич
ных условий краевой задачи имеет место всюду, кроме одной 
точки, в которой расположен источник любой природы.

Разрешающие уравнения механики сплошной среды имеют 
различную структуру, они могут быть дифференциальными в 
частных производных, интегродифференциальными, интеграль
ными, а потому их можно записать в операторной форме 
L u = f , которой соответствует однородное уравнение L u —0, где 
L — оператор, действующий на все переменные, от которых за
висит и, включая пространственные координаты х} и время t. 
Большинство задач механики сплошной среды, как это показа
но в гл. 2, можно привести к типовым уравнениям: статические 
и стационарные задачи — к уравнениям Лапласа, Пуассона, 
Гельмгольца:

L u = V 2u, L u — (V 2-f-£2)w;
нестационарные температурные задачи — к уравнению тепло
проводности

L u ^ f v 2- a 2£ ) м;

динамические задачи —к волновому уравнению

z “ = Q 2« = ( v 2- - i ^ ) “-

Для функции Грина К  (г, г  о) имеет место уравнение

L K  (г, г0) =  — 4иб (г — г0),

причем оператор L действует только на г, а величина б (  г —Го) 
представлена произведением б-функции по отдельным перемен
ным. В частности, соотношение

з
6 (г  — г0) = П  б (x> — xd)  б (t — 10)

У-1
целесообразно записать в виде 

( L - X ) K ( r ,  г 0) = - 4 л б ( г - Г о ) .

Сопряженная функция К ( г ,  Го), подчиненная теореме 
Грина

uLv—v L u = ' V iP i (u, v) ,



{1 — Х) К  (г, г0) =  — 4я6 (г—г0)

и сопряженным граничным условиям на поверхности S, выте
кающим из требования

^ п , Р ‘ [ K ( r s , го) us (г*)] dS = 0 .

Функция Грина К ( г ,  Го) должна удовлетворять соотноше
нию принципа взаимности

К  (г, Г о ) = К  (г0, г).

При выполнении указанных условий, наложенных на функ
цию Грина, справедливо представление

a ( r 0) = $ P ( r ) ^ ( r , r 0)d l/(r).

Для эрмитова оператора L функция Грина К  также является 
эрмитовой и может быть представлена в виде

К  [г,  ■

так как собственные значения %п — вещественны, а собственные 
функции ifn — взаимно ортогональны, где N n= S  Если
же оператор L не является эрмитовым, то собственные функ
ции ф„ эрмитова сопряженного уравнения

(Z* — ц„) Ф„=0, Z*=Z, ц„=Я„
могут отличаться от собственных функций tj)„ и могут быть не 
взаимно ортогональными. Однако двойная система функций г|зп 
и ф„ биортогональна, а потому

* < г . г. ) - 4 я 2 % Й Й $ -П
где N n=  S фпг)зпдУ.

Следует указать, что функцию Грина можно представить в 
виде суммы двух слагаемых

К  (г, г0) = ’9(г, r0) + w ( r ,  г 0),
где ■6'(г, г0) — сингулярное решение рассматриваемой краевой 
задачи, a w  ( г, Го) — регулярная дважды непрерывно дифферен
цируемая функция точки г  .



Для уравнения Гельмгольца (V 2+ £ 2) u = —4яр функция 
Грина является решением уравнения

(V 2 +  £2)A%(r, г0) =  —4 я 6 (г—г0),
удовлетворяющим однородным граничным условиям на поверх
ности S; при этом соотношение взаимности имеет вид

К  k (г, г 0) =  К  к (г0, г),

так как уравнение — самосопряженное. Если и представляет 
собой решение уравнения (V 2-(-&2) u = —4яр с граничными 
условиями

и (r s ) =  us  или (du/dt i)s  =  N 0 (rs ), 

то внутри области D  и на ее поверхности S

и (г) =  j Р (га) Къ ( г ,  r 0) dV (г0) +  
к

+  ^os) ^V0(ros)— Us (ros) fa- К  к (г, m ) ] t

причем первый интеграл взят по объему V области D с по
верхностью S, а второй представляет собой поток через по
верхность S (нормальная производная берется по внешней нор
мали). Для бесконечной области функция Грина равна

где R * = g  ц(х'—Ха) (х*—х0О — расстояние между точками 
г и г0.

Для уравнения Пуассона s?2u = — 4яр параметр k = 0 ,  
тогда функция Грина К  (г, г0) — К с(г, г 0) и для бесконечной 
области К 0 (г, г й) — 1 /R .

Для волнового уравнения □  2и = —4яр функция Грина яв
ляется решением уравнения

Щ2К  (г, t ; r0, t0)=*— 4яб(г — г0)6(/ — ta),
удовлетворяющим однородным граничным условиям на поверх
ности S и подчиняющимся требованию, что К = 0 и d K / d t  =  О 
всюду при t < t 0. Тогда соотношение взаимности имеет вид

К  (г, t; r0, t 0) =  К  (r0, - 10-, г, — t).
Если u ( r , t )—решение уравнения □]2« =  — 4яр(г, t), имею

щее на поверхности S граничные условия u(r s )  =  u s ( r s ), 
dii/dn.\s — N $  (rs )> а при t  — 0 u(r ,  0) =  u0(r), d u / d t j t=,o =  v 0(r),  
то при ^ > 0  внутри области D  и На поверхности при е->0



« (г, t )  =  j  d t0 j  к  (r, t ; r 0, *0) p (r0, t 0) dV  (r0) +
0 V

t+e

+  4 ^  5 d'o $ [* ( '■  *' r °s ' i o)N s ( f ‘Os) —
0 s

— us ( r o s ) - ^ - K ( r ,  t ; r 0s, * )J d S (r 0) —

4яа*~ ^ [( ‘̂ 7)<_0“0(Г°) — K t =°v o(r o) d \/( r0).

Для бесконечной области функция Грина равна 

К  (r, t- r 0, t 0) =  б { (R /a ) - ( * - /„ ) ] / /? .

Функция Грина волнового уравнения связана с функцией 
Грина уравнения Гельмгольца интегральным соотношением 
Фурье

w

К  (г, t; г0, 0̂) =  2Г § к *(г ’ г й) е - 1ка« - 1° т .

Для уравнения теплопроводности (V 2—a ? d / d t ) u = —4яр(г,£) 
функция Грина К  (г, t ; r„, t0) является решением уравнения

(S7* — c f l d / d t ) K a (r, t; r 0, t 0) =  — 4яб ( г —г0)б (t — £0),

удовлетворяющим однородным граничным условиям на поверх
ности 5  и подчиняющимся требованию, что /С=0 при t < . t 0.
Сопряженная функция Грина К а (г > ^  го> *о) — К а (г, — t, r 0, — t 0)
удовлетворяет сопряженному уравнению

(V 2 +  a ? d /d t )  К  =  — 4яб (г —г0) б (t  — г0).

Соотношение взаимности имеет вид

а {Г, t, /"g, tg) =  К Q (Гд! Г, )̂.

Если решение м ( г ,  t) уравнения

(V 2—a2d/d t )  и =  —4яр (г  , 0 .

имеющее на поверхности S граничные условия u (r s )  =us(r$)',  
( d u f d n i s ^ N s i r s ) ,  а при f= 0  u ( r ,  0)= ы 0( г ) ,  то для <>0 
при е-*-0
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*+e r е
к (г, t) = j d̂0 J p (r0. о А” (r. r0, /„) dl/ (r0) +

О К . ' 1
<+8

+  £Г S <; n»s, t 0) N s ( r o s ) -
O S

— tis { l r s ) 4 z ; K ( r , t ; r a s , i 0) ] d S ( r 0) +

+  4 c W r 0)K {r ,  t i r v  0)dK(r0). ’
к , ,

Для бесконечной области функция Грина равна

; к - '• *  ч - £ ■  { p m m f  -
'  Рассмотрим упругое тело объемом V, ограниченное по
верхностью 5, причем на части Si поверхности тело закреплено 
\ (u t s= 0) ,  другая часть S 2 поверхности свободна от нагрузок 
(Pi(n)= 0 ) .  Пусть в точке r 0£D действует единичная сосредото
ченная сила, направленная параллельно оси х1 и характеризу
емая выражением

F U) =  6 ( r  — r 0) g / ,  (3.2.3)

Которое следует рассматривать вместе с интегралом

J /*'u)dV =  j б ( г -  г0) g / d V  (г) =  g / ,  (3.2.4)
V V

3
причем б ( г — г 0) =  Г1 6 (л:'—x j ) .  

l - i
Выражение (3.2.3) означает, что компонента силы направле

на по х1 и отлична от нуля; символ Дирака указывает, что 
сосредоточенная сила равна нулю при г  ф  г  о, а в точке Го 
принимает бесконечное значение, однако интеграл (3.2.4) ра
вен единице. Определенная единичная сосредоточенная сила вы
зывает в теле поле перемещений причем индекс i указыва
ет компоненту вектора перемещений «</>( г, г0), а индекс (/)' 
указывает причину перемещений (сосредоточенную силу, на
правленную параллельно оси х>). Компоненты uf(]) вектора пе
ремещений являются решением уравнений равновесия

V ^ j + m ^ V ^ V * ^ , )  +  (1 /G )6( r - r o) g lj = 0  

совместно с граничными условиями



И(Л (г,  Го)=0 на 5 1, Р{п)и)(г, г0)=О на 5 2. (3.2.5)

где K ^ V p a ^ + g * * 'Улиг(л) «*+(Зте - 1 )  V*a*y)/»'].

Компоненты и^}) именуются функциями перемещений Грина  
и представляют собой фундаментальные решения уравнений тео
рии упругости. Совокупность и1(1  ̂ образует симметричный тен
зор (и,(Л)> называемый тензором Грина  и характеризуемый 
матрицей

Рассмотрим силу F lu)—^ ( r —r 0) g j l, действующую в точке ' 
Го, направленную параллельно оси х } и вызывающую поле j 
перемещений ul(j) (г,  г 0), и силу F '* )=6  (г — ro)gnl, приложен
ную в точке Го. направленную параллельно оси x k и вызы
вающую поле перемещений u‘(k)(r, г 0). Применим к ним тео
рему взаимности

jj F lU A V - f  jj />'(n)5,dS=jj F ' a t i V  f j j  p \ n)u AS ,
V S  V  s

учитывая при этом, что в силу граничных условий (3.2.5) по- 
;верхностные интегралы исчезают. Тогда

J б (г — r o )g j lu\n (г,  r Q) d V  (г)=^ б (г f  о) gklu[k) (г, r 0)dVr (г).
V  V

Пользуясь свойством функции Дирака 

 ̂б (г — г0) /  (г) dV  ( г ) = /  (г0),
V

приведем последнее равенство к виду
(г,  г0)=ы^> (го, г), (3.2.6)

выражающему теорему Максвелла  о взаимности работ сосредо
точенных сил.

Пользуясь тензором Грина щ/)‘, установим формулы, выра
жающие компоненты щ вектора перемещений упругого тела че
рез поверхностные интегралы, куда входят заданные граничные 
условия. Пусть компоненты щ удовлетворяют уравнениям рав
новесия (1.4.18) с заданными на S граничными условиями. 
В точке Го неограниченной области, принадлежащей телу, по
местим сосредоточенную силу ^(/>‘ =  6 ( г — ro)g i l, направленную



параллельно оси х1, которая вызывает поле перемещений «» =  
=  н<-') (г, г0), удовлетворяющее уравнениям

+  m V i  (VkUkU)) +  6 ( г - r0) g f  =  О

с нулевыми значениями перемещений на бесконечности. Опреде
лим напряжения <з\  ̂ ( г  , Го), соответствующие перемещени
ям и у \  и с их помощью образуем равенство

Р\п (г, г0)=<2 [(У*а1(Л+ 'У гм^))/гй+ 3 ( / л -  1) V » u kU)n t].

Подставив u t =  u t p  и p 'n) =  g ^ p ^  в соотношение, выражающее 
теорему взаимности,

S -?%) <̂  +JJ (р\п)Щ -~ р[п)щ)  dS = 0 ,
v s

получим ф о р м у л ы  С омили аны

и1 (ГоН 5 [р{п) И  «,(Л (г. Го)— g ^ p ^  (г, Го) И; (г)] dS (Г) +

+ $ F « (r)a< '> (r. ro)dK (r),
к

которые позволяют по известным распределениям объемных сил 
F‘ внутри тела, а также перемещений и поверхностных сил на 
поверхности 5  тела, определить компоненты и1 ( г )  вектора пе
ремещений в точке r 06D. Если точка расположена вне области 
D, то и/ ( г 0) =  0. Меняя точки г  и г  о местами и используя при 
этом теорему Максвелла (3.2.6), перепишем формулы Соми
лианы в виде

Ч ] ( г ) = ^  [р(л> (г0) и(р  (г, n ) - p f  (г0, г) а,  (г0)] dS  (г0) +

+  5 F ,  (Го) u f  (г0, г) dV (г0).
к

Задачи теории упругости в перемещениях можно решать с 
помощью функции Грина K j J)(r  , г 0). Пусть упругое тело, за
нимая область D  объема V с поверхностью 5, находится в рав
новесии под действием объемных сил Ft и заданных на S пере
мещений Uis. Требуется определить компоненты вектора переме
щений Ui(r ), геЬ , удовлетворяющие уравнениям равновесия
(1.4.18) с граничными условиями (1.2.1) для r6S i. Введем 
функции Грина KiJ) ( г  , г  о), удовлетворяющие уравнениям

V * K l J)+ m V t  (g“v V v ^ /}) + ( l / О )  й ( г - г о )  g i '= 0
16* 243



с однородными граничными условиями к \ п  (г, Го)=0 для rQS 
и r 0£ D ,  которые характеризуют церемещения точки гб5, 
вызванные силой F \ })= 6  (г — r 0)g i f, приложенной в точке г0 и 
направленной параллельно оси х 1. Пользуясь теоремой 
взаимности

J ( F ' u t - F ' u d  ( р ^ ' щ - ~ р \ а)щ) dS—О
V s

и полагая ut= K i }), F l= g l^F̂ , запишем

и’ (го)= J g ° F a (г) К \ п (г, г0) dl/ (г) -  J Л < > ( г ^ 5 ( г ) ,  (3.2.7)
V S

где р ¥ } (г, r 0) =  G [ { V k K i n +  V p tf l 'V *  +  3 (w — l ^ V v ^ S ] -

Выражение (3.2.7) представляет собой решение рассматри
ваемой задачи теории упругости, которое определяет компонен
ты и} (го )  вектора перемещений в точке Го при заданных объ
емных силах Fi и перемещениях uis на S. Заменив Го на г и 
учитывая (3.2.6), запишем (3.2.7) в форме

ul W = 1  F i (го) К ) 1) (г, Го) dV (г0) — j  p f 1 (г, г0) Щ (г0) dS (r0).
V V

При построении решения уравнений равновесия (1.4.18) с 
граничными условиями (1.2.3) для r £ S  тело полагаем закреп
ленным в точке r^GD (вектор перемещения и вектор поворота 
равны нулю), что исключает его вращение как абсолютно твер-
дого тела. Введем функции Грина К) (г, г о), подчиненные 
уравнениям

V 2£ i(/) +  m v t  ( ^ V y K ^ )  +  (I/O ) б ( г - r 0) gi1 =  О
о о

с граничными условиями р (р  =  (г, г0) nk (г) =  0 и условиями
закрецления в точке K i J) (г*,  г0) =  0, «^ (г* . г0) =  0. Поль
зуясь теоремой взаимности, имеем соотношение

J [ №  (г) К \ п (г , го) -  б (г -  г„) g №  (г)] dl/ (г) +

+  J \р[п) (Г) к \ п (г, Го) — р\п (г, r0)g taUa (г)] dS (г) =  О,



куда входит работа сосредоточенных сил и моментов в точке 
г., так как в этой точке перемещения и повороты равны нулю. 
Из приведенного соотношения находим

и1 (Го) =  j  (г) К \}) (г, го) dV(r) +
v

+  f p t(n) ( r ) K i n (r, ro)dS(r).
S

Переставив местами г и г0, с учетом теоремы Максвелла по
лучим

Uj (г) =  J F t (Го) к ) 1) (г, Го) dl/ (Го) +  J р\п) (Го) K f  (г, г0) dS ( г 0).
V S

Если уравнения равновесия (1.4.18) следует рассматривать 
совместно с граничными условиями (1.2.1) на Si и (1.2.3) на S2, 
то при построении решения задачи использовать функции Гри
на К \ } ) ( г  , Го), подчиненные уравнениям равновесия

V ’K in  +  mVi  ( r vVyK i n) +  (1/G) б (г -  г0) glJ =  О

с граничными условиями К \ ^  (г, Го) =  0 на Si и р\}) =  
=  о\1) (г, г 0)п к(г) =  0 на S2. Пользуясь теоремой взаимности, 
найдем соотношение

J dl/+ j (p{n)K {iJ)- p il1)ul)dS +
V S ,

+  f (pln)KlJ)- p l J)u‘)dS =  0. 
s,

Учитывая граничные условия ц полагая F t =  6 ( r  — r 0) g^,  из 
триведенного соотношения имеем

(го) =  J g'PFp (г) К \ п  (г, Го) dV (г) -
к

-  j* р\!) (Г, Го) и1 (г) dS (г) +  J р\п) (Го) к \ 1) (Г, Го) dS (г).
Si S.

Таким образом, решения задач теории упругости в пере- 
[ещениях могут быть получены с цомощью специального 
остроения функций Грина К \ ]) (г, г0). Основные трудности 
ешения рассмотренных задач упругости сводятся к опреде- 
ению функций Грина для заданной формы тела. Следует



заметить, что при необходимости функции Грина К \ }) можно 
также представить в виде суммы К \ !) — и\!) +  v \ f), где первое 
слагаемое — решение с особенностью для упругого пространст
ва (компоненты тензора перемещений Грина), а второе — 
регулярные функции, выбранные так, чтобы на поверхности 
выполнялись условия v \ J) =  —

М етод построения решения задач теории упругости в пере
мещениях при наличии дисторсии и теплового воздействия, 
основанный на использовании теоремы взаимности, предложен 
Майзелем. Пусть тело объемом V,  ограниченное поверх
ностью S,  находится под действием дисторсии е°и  при отсут
ствии объемных сил F 1 =  0 и поверхностных сил р{п) — О, 
причем на части S\  поверхности Uis =  0. Систему обозначений 
для того же тела, но свободного от нагрузок на части S% 
поверхности (р[п)=  0) и «защемленного» (uts =  0) на части S t 
поверхности, будем записывать со штрихом. Предположим, 
что в теле отсутствуют дисторсии е^ =  0  и в точке Го в на-
правлении оси х 1 действует сосредоточенная сила F(f) =  
=  6 ( г — r o ) g / ,  вызывающая перемещения U i ' = u \ f ) {r), которые 
удовлетворяют уравнениям

V 4 0) +  mS7i (gayVyai})) +  (I/O) 6 ( г - г 0) g,1 =  О

с граничными условиями — 0 для rgSj; р \ п) =  о^> (5) nk =  О 
для r e S 2. Перемещениям uSp соответствуют напряжения

o’U) =  G [ ( V ^  +  V*«j'>) +  3 ( /r e - l ) g “YV v < /) f̂t]-

Применяя к указанным системам причин и следствий урав
нение взаимности, получаем соотношение

— j  б (г—г0) g M  (г) d V  (г) - f  j  (г) dV  (г) =  О,
V V

где о'{j* =  g ^ g ^ o ' V h  Тогда перемещения, соответствующие 
дисторсии ePyV равны

^  (г0) =  j  (г, г0) е \% (г) dV" (г),
V

причем напряжения о'(̂ (г, Го), вызванные действием сосред 
точенной силы в точке го, являются функциями Грина дл 
рассматриваемого тела.



Пусть в упругом пространстве действует источник теплоты 
интенсивностью Q, помещенный в начале координат. Задача 
термоупругости, соответствующая заданным условиям, сводит
ся, как показано в п. 2.2., к решению уравнений

V 2A7’= Q 6 ( г)/Л ; V 2<D= (3m— 1 )аД Г /(т  +  1).

В силу сферической симметрии поля температур и потенци
ала Ф формируется однородная одномерная задача с независи
мой переменной R. Решение разрешающих уравнений в сфери
ческих координатах имеет вид

Д Т =  Q /4лRA; Ф =  [ (3m— 1) а /  ( m + 1) ] (<2/8яЛ),

так как V 2(l//? ) = —4лб(7?).
Этому решению соответствуют напряжения

^  (Зи— 1)и Q . п  (Зт— 1) a Q
** °  т+ 1 2 nR A'  аев—<7ФФ— G т +  1 - щ .

Поместим источник теплоты Q =1 в точку г0, тргда 

г \ _ 0 3 и — О *  R ( r .  г 0)
ф г̂ ’ г °>------ЙГП

где Q  (г,  r o ) =Vg ! j  (xf— V )  (х ‘ — V ) .
Перемещения и напряжения, возникающие при действии 

единичного сосредоточенного источника теплоты, определяют
ся (Соотношениями

\ __ (Злга— 1) a g u  х 1— x j  .
I f .  Го)- - - - - ^ Т Т ~ 8 Ж ^ ( ' г .  г . )  ’

^ ( г . г о н -

X [gzy+g'ii (*А—*0*) g;7 (** — V ) / /? 2 (г, Го)],

которые следует трактовать как функции Грина для задачи об 
упругом пространстве. Если в упругом пространстве источни
ки теплоты Q занимают область D,  то вызванные этими источ
никами перемещения и напряжения определяют по формулам

u-i (*■)=■ $ Q (го) и *  (г0, г) dV  (го);
v

° 1] Q (г0) o*tJ (Го, г) dK (г:).



Стационарные задачи механики вязкой несжимаемой жидко
сти, как и статические задачи теории упругости, также могут 
быть решены методом функций Грина. Рассмотрим задачу 
Стокса о стационарном движении вязкой несжимаемой жидко
сти. Необходимо определить скорость V и давление р в обла
сти D  исходя из уравнений

vV 2O i=V ip—fr, V«u“ =  0 (3.2.8)

и граничных условий (1.2.2). Решение краевой задачи для одно
родного уравнения (/, =  0) при неоднородных граничных услови
ях (внутренняя задача Стокса) позволяет построить матрицу 
функций Грина ((К г</>)) с элементами

К  1! ( г й, r ) = u tJ (г0, r ) — w ti ( r 0, г); 

г ’ (го, r)=<7' ( r 0, г) — w> (г0, г),

куда входят основные сингулярные решения задачи, определя
емые по формулам

„ 1 Г SiJ , gik(x<>k — x k) ( x j — x J ) 1 .
Ui (r°’ r ) =  ~ L | 7 w l + --------H w ? -------- J ’
„1 x } )Я (r0, г )— 4я)г0_ г |з.

где | r 0- r | = | j / g ap (XS-Л * )  (Jcg—jc»)|.
Функции Wi} (r0, r ) ,  w 1 (r0, г )  находим в результате решения 

задачи Стокса, определяемой уравнениями и граничными усло
виями g iaV a W ^ = 0 ,  •wiJ \ s = u ii \s .

Решение неоднородной системы (3.2.8) при нулевых гранич
ных условиях имеет вид

f  < ( / ■ ) = $ / ^ ( г о ,  г ) / , ( г 0)  d V ( г 0);

V

Р  (r)= jj П  (го, г) f j  (г0) dV (г0).

Пусть в точке г  о действует единичная мгновенная сосредо
точенная сила F \ j ) ~ 6 ( r — r o ) g i ‘6 ( t ) ,  направленная по оси х> 
и создающая в бесконечной области поле перемещений кг(У)(г,
Го, t ) .  В точке Го приложим силу F ^ )  =  б ( г — г 0)^ ’6 (0 , на
правленную по оси хк и создающую поле перемещений м/й)(г, 
Го, t ) .  Уравнение теоремы взаимности для пространства в 
данном случае принимает вид



/

• § dx § i-6 ~  r °) gji& ^  (r> ~r °; t ~~T) ~  
о к

— б ( г —r 0) ga'fl ( t  — т) (r, r 0> t)] dV" (r0)= 0 , 

откуда следует соотношение

и(/ >(''о. го. i ) = u i n  (г0, г0. *), (3.2.9)
которое является обобщением теоремы взаимности Максвелла 
на динамические задачи упругости.

Можно показать, что соотношение (3.2.9) справедливо и для 
ограниченного тела при однородных начальных условиях. 
В этом случае уравнения Граффи, представляющие вторую 
форму теоремы взаимности, имеют вид

t
С <3т С [Fl (r, т)й,(г, t  — x)—F ‘ (r, t  — x)ul {r, x)]dl/(r)+

+  jj d* jj [P{n) (г , t) u , (r , t  —  t )  —
0 s

- P w  (r, t - x ) u t (r, T)] dS (r)= 0 . (3.2.10)

Полагая, что в точке Го действует сосредоточенная сила 
F[j), а  в точке г0 — сила F[k), и считая, что на части S 2 ЦО- 
верхности р { п ) =  О, Р(Л)=0, а на части Sj поверхности uiS= 0 ,  
U i s = 0, приходим к соотношению (3.2.9).

Теорема взаимности, представленная в форме (1.4.21), поз
воляет использовать фундаментальные решения статической 
теории упругости для определения перемещений при решении 
динамических задач. Пусть пермещения щ (  Го, t ) ,  вызваны дей
ствием объемных сил F‘( r , t )  в пространстве. Для их определе
ния воспользуемся перемещениями u \ J) (г, г0), соответствую
щими действию статической сосредоточенной силы, приложен
ной в точке Го и направленной по оси хК Из уравнения (1.4.21) 
следует уравнение

иу(г0. <Ж> J « ‘ (г. t)u,\n {r, r 0)d K ( r )=
v

* ) й \ 1 Ц г .  ro)d^(r),
v

решение которого определяет перемещения и1 ( г  о, t ) .



Пусть на тело действуют объемные силы, а на поверхности S 
заданы перемещения uiS, причем начальные условия для пере
мещений — однородные. Пользуясь теоремой взаимности 
(3.2.10) и принимая тело ограниченным, определим перемеще
ния ы/(го, t) в точке г б Д  выражая их через граничные усло
вия и соответственно выбранные перемещения и;. Предположим, 
что ui= u \ k'> ( г , Го, 0  вызваны действием сосредоточенной 
мгновенной силы /7 * ) = 6 ( г — Го)ёУб(0> приложенной в точке 
Го пространства и направленной параллельно оси х к. Переме
щения получим в результате решения уравнений

Ч 2и\К> + n V t  (g“PV a « D + ( l / 0 ) 6 ( г - r 0) g t kb ( t ^ u P / a s

в пространстве с однородными начальными условиями. По 
найденным перемещениям и\к), пользуясь физическими соотно
шениями, определим компоненты тензора напряжений <у^ =  
= о \ к) (г, r 0, t) и построим вектор напряжений на поверхности

р 1( п ) = р \ * ) ( г ,  г 0, < ) = G [ ( v ^ ) + A a a f ) ) ^ V +

+ ( m - l ) ( r eV pttiA)) ^ / 3 ] .

Подставляя « г= г4* \ p l(n)= p [ k), F c= 6  ( r — r 0) g kJ6 ( t )  в урав
нение (3.2.10) и принимая во внимание, что

t
j* с?т J [ F l (г, t  — T)ui (г, т)] dV (г)=
О V 

t
= j  dr J (6 (r—r 0) g klb ( t  — х)щ(г, x)]d V(r)=uk(r, t),

0 V

получим соотношения 
t

и* (r0, *)=j  dx J F l (r, x) и<*> (г, г 0, t  — x)d V  (r)+
0 V

t

+  1 dT I  И « )(г ’ x) u ik) (r ’ r °’ t - x) -
0 s

— p ‘w  (г,  Го, t  — x)Ui (г , т)] dS  (r),

представляющие обобщения формул Сомилианы на динамиче
ские задачи и справедливые для всех точек области D ( r o ^ D )  
Если перемещения щ выбрать так, чтобы они соответствовали 
силе F‘ =  8 ( r — r 0)gk ‘8 ( t ) ,  действующей в ограниченном теле,



то определение перемещений Uk{ г  о, /) приобретает практиче
ский смысл.

Пусть поле перемещений (г, r 0, t )  удовлетворяет
уравнениям

(gaPVaH^)) + ( l / G ) 6 ( r - r 0)^6 (O = M < ft)
А. /

с граничными условиями и[кЦг, r 0, t ) = Q  для гб5 и однород
ными начальными условиями. Подстановка F 1, 
fe уравнение (3.2.10) приводит к формуле Сомилияны

ик(г0, 0 = ^  dx ^ '( '■ >  т)и\к)(г, г 0, f — x)dV (г) —

I
{j dx ^ p f )  (г, г0, t  — x)u l (г, т) dS (г),

представляющей решение краевой динамической задачи теории 
упругости.

При тепловом воздействии в ограниченном теле возникло 
температурное поле ДТ( г , t ) . Пусть на поверхности S тела за 
даны граничные условия (S) = u iS (г, t) для rGS и требуется 
определить перемещения щ в точке г 0. Для этого в качестве 
второй системы причин принимаем мгновенную сосредоточен
ную силу F‘= 8 ( r  — ro )g lj?>{t), приложенную в точке г  о, на
правленную параллельно оси х1 и действующую в неограничен
ной области, причем r 06V, а температура Д7'=0. Этой системе 
соответствуют перемещения (г , г о, t), удовлетворяющие 
уравнениям

V 2m,(/) +  M V } (g*y Vvtttf>) +  (1 /О )  б (г -  го) g {б (t) =  и у \
однородным начальным условиям и условиям на бесконечно
сти ы|Я =  0. Подставляя указанную систему в (1.4.25), прихо
дим к формуле

ч1 (г0, t ) =

= G  (3m  — 1) сс  ̂dx  ̂АГ (г, х) (г, r 0, t  -  х) dK(r) +
О V -I

t

+ S dT \ И я) “ *Л (Г> Г0' t  — т) —
О S

— gyiP{yi 4 r ,  Го, t  — x)uiS (г, x)]dS (г), (3.2.11)



которая является обобщением формулы Сомилианы на динами
ческие задачи теории температурных напряжений. Уравнение: 
преобразуется к виду

(Зт — 1 )а ^  dt  ̂u \» g ktV kA T d V +

i

+  S dt S {[/»?в)+0(Зот-1)аД Г я*] a«>-/><'>a*}dS, (3-2.12)
о s

где p \ n ( r ,  r 0, i  — x ) = G [ ( V k U ^ + V t U ^ ) t i ,l+ ( m ~ l ) g ^ V ^ n 1]*

Если перемещения щ выбирать так, чтобы «,•=0 на поверх
ности 5, то получим формулы, более удобные для определения 
перемещений щ. Для этого воспользуемся функциями Грина 
K i J) и положим ut =  K i J) (г , Го. t ).  Функции Грина удовлетво
ряют уравнению

4 * K \ n + m 4 i  V ^ ;)) + ( l /G)  Ь (г  - г0) g,i* (<)=( 1 / а \ )  К \ !)

с граничными условиями /С/;) (г, г0, /)—О Для rQS и однород
ными начальными условиями. Тогда формула (3.2.12) прини
мает вид

и{1) (г0. <)=

= G ( 3 m  — 1)а ^ d t ^ ДГ(г, T)g*fVp r0, * - t ) d l / ( r ) -
О V

t
— § d t р \ »  (г, г0, t  — i ) u ls  (г, т) dS (г),

о ^

причем выражение для ру> np:i этом не меняется, а и\Я'
следует заменить на

Если тело жестко закреплено на поверхности 5  («is=0), то-

(г0, 0 =
<

= G  (Зто — 1) a  jj d t J AT  (г , т)g ^ V a K k J) (г, г0, < — т) dV  (г)=
О V  

t
=  — G (Зт - 1) а  jj d t ^ (г, г0, t  - 1) dV  (г).

О V

Если на поверхности 5  ограниченного тела заданы смешан
ные условия; ш ( г ,  t ) =  0 на Si и р[п)(г , t ) —0 на 5 2, то пере



мещения «*(го, t) можно получить по формуле '(3.2.11), прини
мая г  о, t ).  Перемещения вызваны действием сосре
доточенной силы Fl =  б( г  — rd )g i {b { t ) ,  приложенной в точке Го 
и направленной по оси х1. Пр этом функция Ф»(/) должна удов
летворять уравнению

4 2®\}) jr m 4 i  (gftpV 0'I>i/))+ ( l /C ? ) 6 ( r - r o ) ^ 5 ( O = ( P .F V 4

С граничными условиями Ф} })(r, г0, t ) = 0  для rgS i; />{л (г, А>. 0 = 0  
для гбб’г и однородными начальными условиями. .В резуль
тате имеем

м(/) (г0, 0 =
/ * 

= G ( 3 / r c - l ) a  x ) g ^ v ^ l J)( r , r 0, < — x)dVr( r )+
0 V  '

t '

+  5 dT S И ») (n  т) ф,(/) (r - r °> * - т ) -
0 s

— (Г, r 0, * —  t )  Uls  (г , т)] ds (r),

но поверхностный интеграл равен нулю в силу граничных ус
ловий, тогда приходим к формуле Майзеля

и(Л(г0, 0 =
t

= 0 (3 /7 t — l ) a  ^ d i  ̂А Г  (г, т) g W v f l P  ( f ’ fo> t  — x) d V  (г )=
О V 

t
—  О (3 «  -  1) a  J dt J V A T  (г , т) £ г* Ф Р  (г, Го, t - x ) d V  (г).

о v
Из уравнения (1.4.29) теоремы взаимности термоупругости 

штекает ряд интересных следствий.
1. Пусть в точке r Q£D действует мгновенная сосредоточен

ия сила F t== 6( г —r 0) g /6 (0 ,  направленная по оси х >, а в точ- 
:е го — сосредоточенная сила F(= 6 l  r —r 0) g lk6 { t ) ,  направлен
ная по оси хх. Полагая граничные условия однородными, можно 
аписать

иДг0, г 0- t)=Un(fo> Го, t).

2. Для источников теплоты Q = 6 ( r  — r 0) b ( t )  и Q== 
=S(r— г0) 6 (0  справедливо • < ,



AT (r0, Го, t )=AT  (г0. r0, <)•

3. Если в точке го приложить мгновенную сосредоточен
ную силу F l= 8 ( r  — ro )g / f ) ( t ) ,  а в точке го поместить источ
ник теплоты Q = 6  (г —г0)6 (*), то имеет место соотношение

А Т ( г 0, г 0, 0== — Спи/З/СоОйДго, Го, *)•

4. Пусть в пространстве с постоянной скоростью v переме
щается источник теплоты Q —6 ( x l)8 (х 2) 6 ( х 3—vt )  в направле
нии оси X s. Принимая в системе 7 источник Q =6 ( г —г0 )6(0> 
можно определить температуру

А Т  (Ха1, ^ ) = |  А71 (0, 0, г>т, -V» f — т)с1т,

обусловленную движущимся источником, с помощью темпера
туры, вызванной действием неподвижного источника теплоты. 
В теории температурных напряжений ti= 0. В этом случае 
имеет место уравнение Майзеля

\  - F u t) dK+5 lp{n ~Ul- Р [ п)и д  ds +
V s

+ 0  { З т  - 1) а  ̂(A f е — A fe)  d V = 0 .

3.3. Метод собственных функций, его реализация

Большинство линейных задач механики сплошной среды, 
как показано в гл. 2, сводится к решению краевой задачи для 
дифференциального линейного уравнения в частных производ
ных. Одним из возможных методов решения краевой задачи яв
ляется метод собственных функций, основанный на построении 
собственных функций и разложении искомого решения в ряд 
по собственным функциям с последующим вычислением соот
ветствующих коэффициентов разложения.

В гильбертовом пространстве Я рассмотрим линейный опе
ратор L, соответствующий дифференциальному уравнению 
краевой задачи. Число К и функция ф называются соответ
ственно собственным значением (числом) и собственной функ
цией оператора L, если ф не является нулевым элементом про
странства Н и выполняется равенство £ф=Хф; при этом соб’ 
ственная функция 1ф соответствует собственному значению X 
Из данного определения следует, что

(^Ф» ф)/11фИ*; ||ф(13=  <Ф, ф ) -



Собственному значению Я может соответствовать несколько 
собственных функций <pt, ф2. . .  •, фп, тогда любая отличная от

Т1
нулевого элемента, линейная комбинация 2  Скф* также будет

k=i
собственной функцией, соответствующей тому же собственному 
значению. Поэтому необходимо рассматривать только линейно 
независимые собственные функции, соответствующие данному 
собственному значению. Число независимых собственных функ
ций определяет ранг (кратность) соответствующего собствен
ного значения. Совокупность собственных значений операто
ра L принято называть его собственным спектром, который мо
жет быть как дискретным, так и непрерывным.

Линейный оператор L, действующий в пространстве Н у 
будет симметричным, если D ( L ) = H  и если для любых и, 
v£ D (L )  справедливо тождество (Lu, v) — (u, L v ) ,  где (Lu, и) — 
симметричный билинейный функционал, a (Lu, и ) — квадра
тичная форма. Собственные значения и собственные функции 
симметричного оператора обладают следующими свойствами:

1) собственные значения вещественны;
2) собственные функции, соответствующие различным соб

ственным значениям, нормированы, т. е. Цф|| =  1, и ортогональ
ны, т. е. (фл> фт ) = 0  и k¥=m-,

3) в сепарабельном гильбертовом пространстве оператор 
имеет не более чем счетное множество собственных значений;

4) собственные функции оператора образуют ортонормиро- 
ванную систему.

Предположим, что оператор L, действующий в пространстве 
Я, положительно определенный, а его спектр дискретен. 
Пусть %„ и ф„ — собственные значения и соответствующие им 
собственные функции оператора L. Полагая систему {<р„} ор- 
тонормированной в Я, имеем систему; {ф„/ У Х„}, ортонормиро- 
ванную в энергетическом пространстве H L. Так как система 
{ф„} полна в Я, то для любого элемента цбЯ справедливо раз
ложение в ортогональный ряд

u = 2 (u , ф„)ф„, (3.3.1)
П

сходящийся в метрике пространства Я. Если uGHl , то ряд
(3.3.1) сходится в метрике пространства H L. Пусть uGD(L), 
тогда Lu£H,  а следовательно,

Lu==Z(Lu,  ф„)ф„,
П

НО

(^^1 фп) ф„] ХП(М I фп) »
тогда

L u = 2  Хп(и, ф„)ф„.



Дифференциальные уравнения в частных производных вто
рого порядка любого типа содержат дифференциальный опе
ратор эллиптического типа

Lu ~ - <а з -2) 

определенный в замкнутой области D ( L ) с кусочно гладкой 
граничной поверхностью S. Вследствие эллиптичности опера
тора L (3.3.2) все собственные_значения Х^х) ,  Хг ( х ) , . . .  ,Хт(х) 
матрицы {(А]к[ х ) ) )  имеют в D  один и тот же знак, _поэтому 
будем считать А*(*):>0 при х&D, где Xk( x ) ^ i i 0, Yx&D-, ц0=  
= const> 0 .  Отсюда следует условие невырождения (невырож- 
даемости) эллиптического оператора L

ТП

о 2 ( ^ ) 2’fc=i
которое дополним требованием С(х)~^0, V*GD.

Можно показать, что при указанных ограничениях оператор 
Lu,  действующий в пространстве L 2(D),  будет положительно 
определенным и имеет форму

где р ( х ) ,  q \ x ) — известные функции координат х{х}), состав
ленные из коэффициентов Л** (я) и С(х)  эллиптического опера
тора (3.3.2).

Рассмотрим оператор

(3-3-3)

на множестве D (L )  функций и, непрерывных , на отрезке 
\а,  Ь], имеющих абсолютно непрерывную первую производную 
и суммируемую с квадратом вторую производную, при гранич
ных условиях

и (а) —и(Ъ) = 0 . (3.3.4)
Коэффициенты р { х ) ,  я{х)  оператора (3.3.3) подчиним усло
виям

р \ х ) ,  р ' { х ) ,  q(x)ZC[a,  b] \  
р ( х ) ^ р 0 =  сo n s tX ) ; q ( x ) ^ 0; 
p „ < p (x )< p i;  0 * 6 [a, b l

где р,, qi — положительные постоянные. Так как оператор 
|(3.3.3) положительно определенный, то нетрудно показать, что 
оператор L имеет в пространстве L2{a, b) дискретный спектр —



бесконечную последовательность собственных значений
• • •, и соответствующие им соб

ственные функции qpt (*), фа(-х),..  . ,  ф „(х ),. . . ,  причем (|фII == 1, 
(ф*, фт ) = 0  и k¥*m. Функции фп(*) образуют полную систему 
функций в каждом из пространств Lt (a, Ь) и H L, однако в 
энергетической метрике собственные функции ортогональны 
(1ф* ф т ]= 0  и кФт),  но не нормированы, так как |фп| “  У  Х„. 
Определение спектра оператора L вида (3.3.2) равносильно за 
даче Штурма—Лиувилля о нахождении таких значений пара
метра А,, при которых существуют нетривиальные решения 
уравнения

^ ( ^ ё ) - ^ “ + Я и = а

удовлетворяющие граничным условиям (3.3.4). Система соб
ственных функций {ф„(*)} задачи Штурма—Лиувилля полна в 
Lt (a, Ь), и любая функция «6L,(a, b) разлагается в ряд

и(х)  = 2  С„фп(х) ; С„= (и, фп), (3.3.5)
П

сходящийся в метрике L, (а, Ь), причем ряд (3.3.5) сходится на 
отрезке [а, Ь] равномерно, если и&Нь , т. е. если и(х)  абсолют
но непрерывна на указанном отрезке, и ( а ) = и ( Ь ) =  0 и 
u'£Lx(a, b).

Рассмотрим общую схему метода собственных функций при
менительно к построению слабого решения смешанной задачи 
для уравнения теплопроводности и волнового уравнения. Оп
ределение «слабого* решения смешанной задачи для указан
ных уравнений было дано ранее.

Для смешанной задачи теплопроводности «слабое» решение 
представляет собой абстрактную функцию u(t )  класса

С([0,оо), L2( D ) ) [ \ C ( ( 0 , oo),  Н ь)()С* ((0, сю), L2(0 ) ) ,  

удовлетворяющую соотношению

(d u ( t ) / d t ,  л ( 0 ) + .[ и ( 0 ,  n ( 0 U / ( 0 .  ч ( 0 )  (3.3.6)
и начальному условию ы(0)=ы„, где т ] (0 — произвольная аб
страктная функция от t со значениями в пространстве H L; L — 
оператор вида (3.3.2) для конечной области D c z E m с кусочно 
гладкой граничной поверхностью 5; f (/)6С ‘ ([0, оо); La(D )) — 
абстрактная функция от t со значениями в L2(D); и0 — элемент 
пространства L2{D).

Пусть решение смешанной задачи теплопроводности суще
ствует. При любом t >  0 оно является элементом пространства 
L%(D)  и разлагается в ряд по собственным функциям ф„(*)



оператора L, которым соответствуют собственные значения Я„, 
т. е.

и ( о с ,  (о  Ф; : * ' (з.з.7>
П

Следовательно, задача сводится к вычислению коэффициен
тов Cn (t) =  (« (/), ф„).

В соотношении (3.3.6) положим тогда

( d u ( 0 /d / ,v* + [« (0 , 9 J b- ( f ( 0 ,  Фа)-  

Так как фА не зависит от t, то

<?.)-£(<«(<). ч с ,  <<>;
[“ (О, ф .Ь -М “ (0, ф,)~х.с,((); (1(4,

В результате приходим к обыкновенному дифференциальному 
уравнению первого порядка

^  с* (0 + ^*с*  (<)=/*(<).

решение которого имеет вид

C *(*)=*"V  ^ * + 5 e V / k(t )dT

а постоянная A h определяется в соответствии с начальным ус
ловием Сй(0) “  (ы0, Фа) • Отсюда имеем Л*— С*(0) =  (и0, Ф„). 
Подстановка постоянной А к приводит к формуле

t
Ск (*)=Н«о. Фй) e - K*(i- x)f k (t) dt. (3.3.8)

о

Из (3.3.7) с учетом (3.3.8) находим искомое решение 

и (х ,  0 = 2 (“о- <Рп)е~%п‘(рп( х ) +
П

t

+ 2 1 (т) d tФл (х), (3.3.9)
п О

которое позволяет сделать следующее утверждение: если сме
шанная задача теплопроводности имеет обобщенное решение, 
то его можно представить в виде ряда (3.3.9). Это решение яв
ляется «слабым» решением задачи теплопроводности по четырем 
причинам:



1) ряд (3.3.9) сходится в метрике L 2(D) равномерно по t на 
любом отрезке времени [О, Г];

2) ряд (3.3.9) сходится в метрике H L равномерно по t на лю
бом отрезке [tu Т], где О о т к у д а  следует u(t )  6 
6С((О, оо); я ь);

3) ряд, полученный дифференцированием по  ̂ ряда (3.3.9)*' 
сходится в метрике L 2(D) равномерно по t в любом отрезке
Рь П

4) сумма ряда (3.3.9) удовлетворяет начальному условию 
для соотношения (3.3.6).

В смешанной задаче для волнового уравнения «слабое» ре
шение и(х, t) =  и (t) есть абстрактная функция от t, принадле
жащая классу К, удовлетворяющая соотношению

г
_  5 № i * I ,  м .  \ d t+  j  [и (0> л (0] 6t  _  {Vot ч (0))==

О ' О
т

= -$(/(* ). л ( 0 ) # .  Т1б/Ст (3.3.10).
о

и начальному условию и ( 0 ) = и 0, причем u0£HL, u0€L2(D); f ( t )  =  
— f(x, t) — абстрактная функция класса С([0, оо); L 2( D ) ) .  Н а
чальное условие имеет смысл предельного перехода,

Пш |ы(£)—Ыо| = 0  в энергетической метрике. 
t—о

Пусть существует решение u(t )  смешанной задачи для вол
нового уравнения. Разложим его в метрике L 2(D) в ряд по соб
ственным функциям оператора L:

u (t) = 2 С п(/)фп, (3.3.11)
П

где Cn(t) =  (u ( t ) ,  фп) — неизвестные коэффициенты ряда, под
лежащие определению.

В соотношении (3.3.10) положим т] ( t )  =  (T—^)ф», тогда
т т

S ( т - фл)dt+S [“ (r -  фл] 6t - {v°’Гфл)=о * о
т

= $ ( / ( 0 .  { T - t ) < $ n)d.t.
о

Так; как

/da (О 
d t Ф («(<).



[“ (0 . { T - t ) y n] = ( T - t ) [ u ( t ) ,  ф „ ] = ( Г - о м « ( 0 .  ф-) =  
=  ( T - t ) K nCn(i)-  
{v0, 7фп) =  Т (v0, ф„);
(/( /), (T— t)cpn) =  (T— t) (f (t ) ,  сря)  =  ( Т - П Ш ,  

то в результате находим соотношение 
т т
S £  с „  (0  d<+§ ( T — t) %пС п (t)&t — T  (Vo, Ф„)=
О

г
“ $(7, - 0 / я ( 0  d*.

о
Дифференцируя его по Г  и заменяя Т  и t  соответственно 
на t  и т, получаем

t
&_ 

dt

t t 

•C „ ( /)+ J  ЯлС„(т)(1т —(®0> ф„)=^ /„(T)dT,

а, дифференцируя no t, приходим к уравнению

£ ; C n( t ) + K C n ( t ) = f n ( t )  (3.3.12)

с  начальными условиями С п (О)=(ц0> фл); С п' (О)=(г>0, ф„). Ре
шение задачи (3.3.12) имеет вид

C„(t )=(uo,  фл)c o s К М + % ^ s in V K t -Ь
У ^п

t

+ ^ = r j s l n V K ( t - % ) f a (T)6r. (3.3.13)
о

Подстановка (3.3.13) в (3.3.11) приводит к «слабому» реше
нию смешанной задачи для волнового уравнения

и(х,  t ) = W x ( x ,  t ) - \ - w 2(x, t ) .  (3.3.14)
Здесь

w x (*, *)=■=

= 2 [ ( tto> ф„)С08 К М + ^ у ^ 8 1 п К ^ | Фя(х); (3.3.15)

____ t

w 2(x,  ФЛ-*0 sin (t t)  f n(t)d t. (3.3.16)
rt 0



Относительно первого слагаемого Wt (х, t) можно утверж
дать следующее:

а) ряд (3.3.15) сходится в метрике H L равномерно по t на 
всей оси;

б) ряд, полученный дифференцированием (3.3.15) по t, схо
дится равномерно по t в метрике L 2(D);

в) сумма ряда (3.3.15) удовлетворяеи начальным условиям 
a M ,-0= u 0l d w i / d t \ t^ 0 = v 0',
г) сумма ряда (3.3.15) удовлетворяет соотношению 

т т

Относительно второго слагаемого w 2(x, t ) следует сказать, 
что для ряда (3.3.16) справедливы все утверждения, указанные 
для ряда (3.3.15), за исключением того, что равномерная схо
димость имеет место не на всей оси t, а только на отрезке 
[О, <i], где < i= co n s t> 0 .

В совокупности сформулированные утверждения указывают 
на справедливость «слабого» решения (3.3.14) и обоснован
ность метода собственных функций при решении смешанной за 
дачи для волнового уравнения. Д ля применимости метода соб
ственных функций существенным является линейность диффе
ренциального уравнения и граничных условий данной краевой 
задачи. В остальном метод в одинаковой степени применим к 
дифференциальному уравнению в частных производных любого 
типа.

Проиллюстрируем реализацию метода собственных функций 
при решении задач механики сплошной среды. Рассмотрим не- 
установившееся круговое движение вязкой несжимаемой жидко
сти, для которого радиальная компонента скорости уг =  0. Тогда 
из уравнения неразрывности

находим d v e/ d B = 0 .  Считая давление р  не зависящим от коор
динаты 0, запишем уравнения движения

« в ___1_др_. dve (6>vo , 1 dve ve )
r p dr ' dt V \ dr* ’ r dr r* /'

Пусть цилиндр радиусом а, заполненный вязкой жидкостью, 
с момента / = 0  начал вращаться с постоянной угловой ско
ростью ш. С учетом условия прилипания частиц жидкости к стен
кам цилиндра задача сводится к решению уравнения

'dw, (t) dT] (О 
d t ’ d t d* +  \  to (< ). 4(01 <И-(®о-л(0)) =  0.

0

(3.3.17)



с  начальным v e= ( o a = v о при / = 0  и граничным v e= :coa при т—
— а условиями. Собственные функции q>п(г) краевой задачи оп
ределим в результате решения уравнения

r2R " + r R ' + ( k r 2—  l ) R = 0

с граничным условием R ( a ) = R B при г = а .  Решение уравнения 
имеет вид 1

R  (г) =  а д ,  (J/T r) +  С 2К, (j/Xr).

При г =  О обращается в бесконечность, поэтому
принимаем С2 =  0. Согласно граничным условиям при г — а  
постоянная С х =  R s / J \  ( V ^ a )  и решение уравнения будет I 
следующим: ]

R  (г) =  R sJ ,  ( V ^ r ) / J x ( V i a ) .  I
i

Итак, собственные функции краевой задачи есть

Фл(г) =  У1(КЯг)/У 1( К М ) ,
а соответствующие им собственные значения равны Х„ =
=  (ц„/г)2, где |х„— корни уравнения (|д.) == 0; п =  1, 2 ,----

В соответствии со схемой метода представим решение уравне
ния (3.3.17) в виде ряда

v e= 2 C n(t)<Pn(r)Rs (3.3.18)
П

и подставим его в (3.3.17). В результате приходим к уравне
нию

Cn'+ v b nC„ =  0,
решение которого будет следующим:

C n(t) =  C„0e - vK"‘.

Подставив найденное выражение для C n(t) в (3.3.18), получим

v e / R s  = 2  С пое ~ ^ ^ (р п (г).
П

Начальное значение скорости v0 разложим в ряд по собст
венным функциям:

va( r ) =  Е Л„ф„(г),
П

а

где  А п =  |  сосрп(г)с1г, и подставим в начальное условие
о

к уравнению (3.3.17). В результате получим С по =  A n/ R s- 
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Таким образом, скорость кругового движения жидкости

Пусть полый упругий цилиндр конечной длины I с толщиной 
стенки h = b —а, где Ь и а — соответственно внешний и внутрен
ний радиус цилиндра, находится под тепловым воздействием с 
начальным распределением температуры ЛТ0(г, 0, г ) ,  а поверх
ности и основания цилиндра удерживаются при температуре, 
равной нулю. Требуется определить закон распределения темпе
ратуры и (г, 0, г, t) в цилиндре, если уравнение теплопроводности 
имеет вид

Граничные условия: « |I=0= « | I=i =  0, w | u | r=6= О, началь
ные условия: и ),= 0= Л Т 0(г, 0, г ) .

Собственные функции ф определим в результате решения 
краевой задачи, описываемой уравнением

с граничными условиями ф |1= о = ф |2= 1 = 0 , ф |г= „ = ф  | г= ь—0. По
ставленную задачу будем решать в цилиндрической системе ко
ординат (г, 0, z ) .  Тогда оператор Лапласа

Частное решение уравнения (3.3.20) будем искать в виде 
произведения ф =  # (г )ф (0 )2 (г ) ,  которое подставим в уравнение
(3.3.20). В результате для функций произведения получим урав
нения
Ф " + т 2Ф = 0 ; Z " + n 2Z = 0;

R " + R ' / r + ( k 2r2— m2)R =  0; — к2= Х + ц . 2,
где т, \l, k — произвольные постоянные.

Общие решения этих уравнений следующие:
Ф (0) =  С] cos mQ-\-C2 sin m0;
Z (z) =  C3 cos цг+С* sin \iz\
R ( r ) = C J m (kr) +  C J m (kr).

a
- / . ( V X r ) d r

'A ( V K r ) ,
n

а соответствующее давление
Г

0

(3.3.19)

У 2ф=Аф (3.3.20)



Так как внутри цилиндра температура является периодиче
ской функцией по координате 0 с периодом 2л, то постоянная m 
должна быть целым числом ( т = 0, 1, . . . ) .  Для функции Z (z )  
из граничных условий к уравнению (3.3.20) находим Сз = 0  и 
ц = п п / 1 ,  причем п — целое число ( п = 0, 1, . . . ) .  Тогда функция

Z ( z )  = С 4 sin (nnzj l) .

Д ля функции Я (г) из граничных условий к уравнению
(3.3.20) устанавливаем

rw -ч Jm(kb)Ym( k r ) - Y m{ka)Jm(kr)
R  (г) -  Сб----------------7 z m --------------- *(kb)

Неизвестную постоянную k определяем в результате решения 
уравнения Jm(k b)Ym(ka) =  Ym (ka)Jm(kb),  причем число реше
ний есть бесконечное множество ka (а = 1 , 2 , . . . ) .

Таким образом, решаемой для цилиндра задаче теплопровод
ности соответствуют две системы собственных функций

... J m(k b)Y m(k г)— (Л а) (Л г) ппг
ф<П = ------ 2--------- -------- ----2------------ sin - j -  COS тВ',тпа Jт (k b) I

/3 3 2П
в  sln nju  sin  m9|

mna Jm (kab) I

подчиненные граничным условиям к уравнению (3.3.20).
Общее решение уравнения (3.3.19) представим в виде ряда 

по собственным функциям
оо оо

и =
m - О  л * »0  а«=»1

подстановка которого в исходное уравнение дает уравнение 
для коэффициентов ряда Стл<х(0:

CX L  +  Цпл/ l f  +  kl] C l iL  =  0.

Решение этого уравнения есть функция

г М  ( t \ — n U) p-Unnll''+kl ] t'-'тпауь/ — £*/тпа& »

где Dmla — произвольные постоянные, определяемые из на 
чального условия к уравнению (3.3.19).

Общ ее решение уравнения (3.3.19) принимает вид

“  =  2 2 2  (0 2 U S U . +  д м . )  (3.3.22)
т п



Разложим Л7о(г,0, z) в ряд по собственным функциям
(3.3.21):

ДГ0 =  222 {A^WmL +  a £W«$L).  (3.3.23)
т п а

коэффициенты которого равны

21C I b )2п 1 Ь

= И  S A7'°rcpm idrd2d0 / 5 5 S г к » ) *  drdzde-
О 0 о 10 0а

Подставив (3.3.22) и (3.3.23) в начальное условие к уравне
нию (3.3.19), определим неизвестные Dmm =  Ami*-

Итак, общ ее решение задачи теплопроводности для ци
линдра конечной длины определяет закон распределения 
температуры

“ “ 2 2 2  U S U f iL  +  4 Й .Ф Й .) *. (3.3.24)
т  П а

Если задача теплопроводности осесимметричная и искомая 
температура не зависит от координаты 0, то система собственных 
функций

А  №аЬ) Y„ (kar) Y 0 (kaa) J„ (k jr ) nnz
фя“в --------------- T J k J ) --------------- sin — •

решение (3.3.24) упрощается и принимает вид

“= 2  2  А*«<Рпае-[  (3.3.25)
П а

где коэффициенты ряда

I Ь j i b
Апа=== J J* ДГ(/•фпadгdг /  j  J г  (фла)2 drdz.

О а I 0 а

Рассмотрим напряженно-деформированное состояние полого 
цилиндра длиной I, с толщиной стенки h — b—а и жестко заде
ланными торцами, находящегося под действием внешнего 
Рг(2, /) и внутреннего P i ( z ,  t) давлений в тепловом потоке с тем
пературой ДT(r, z, t),  распределенной по закону (3.3.25). Р е
шим задачу в цилиндрических координатах (г, 0, г)  с учетом 
эсесимметричности по координате 0, принимая за основные неиз-



вестные р и и{ (» =  1, 2, 3), причем в силу осесимметричности за
дачи «е =  0 и <Э(.. ,)/д0=О . Основные неизвестные подчинены 
уравнениям (1.4.31) и( 1.4.32) с начальными и граничными ус
ловиями

Ui(r, 0) = и (0(г), lit (г, 0 ) = о (°(г), р =  р0 при t = 0;
(3.3.26)

Ui (r,  t ) =  0 при 2 = 0  и z = l ;  
a i j ( S ) n 1= p iM при и г = Ь .

Так как задача поставлена в перемещениях, то, пользуясь 
физическими соотношениями (1.4.15), преобразуем граничные 
условия в напряжениях к виду (1.4.36): j

[ ( V tU j + V j U t) + ( n ~  1) VkUbgij] ШIr_a=/7*(n)/ 0 ,  I
I r=b

где p ^ = [ p \ f + G ( 3 m  — \)< iS T g i , ] n i^ -a -  !
Решать задачу будем в форме Ляме J

a,=V*<I>+A/*V/P*. (3.3.27)'

Подстановка (3.3.27) в уравнения (1.4.31) и (1.4.32) приводит к 
уравнениям

v ! ® - ; 5 ^ w - ^ a47 ' ; <3'3-28»'

при условии Л/*У/ф*=0. Начальные и граничные условия 
(3.3.26), записанные для функций Ф и tp*, принимают соответ
ственно следующий вид:

\7гФ=Мг°. V i^,= <z,i0’ (3.3.29)

д Ф / д г = 0 ,  A |* V ^ = 0  при z = 0  и z = l \

I(Vi V /D +  VyVi®)-H/re— 1) V 2®gi;] ] r - a = P t in)/G;  (3.3.30) 

A '* V ^ a = 0  при r = a  и r = b ,

где p \ (n)= [ p ^ - \ - G ( 3 m — \ ) a M g i j ] n ^ r-a-

Определение функций фЛ требует интегрирования уравнени{ 
(3.3.28) с учетом начальных (3.3.29) и граничных (3.3.30) уело 
вий. Собственные функции найдем в результате решения краевое 
задачи



V 2<p*—Л<р*=0 

с граничными условиями

Л/* V /ф* 1г-=о=0; Л1* Vii|)*=0 |,_в= 0 .
I z-=l I г-=Ь

Системы собственных функций имеют вид

: д , т —  у о ( M ) Y 0 (ixr)-—Y t ( i x 6 ) y i, ( l ) ( b ) J 0 (l>cr) n n z .
/ . f ix*) с / ’

Ф<?=0;
Т т  _  -Л ( i *b )Y  t ( lnr)— Y  Х(ЫЬ) J t (lnr)  . п п г  

/,(/к6) sin I '

где х =  (Я+ц,2) 1/2; ц=пл, /1; п = О, 1, 2.........
Параметры x lM ( k = \ ,  2, 3) определим в результате решения 

следующих уравнений:
. x (1W y 0( i V ’a ) / e(tx (1>6) = / 0(tx “ >a) K„(ix(1>6);

х<3)̂ У ,  (ix(3)a) / ,  (tV3)b) =  У, (ij<<3>b) / ,  (ix(3)a ) .
Число корней этих уравнений — счетное множество; они нуме
руются индексом а  ( а = 1 ,  2, . . . ) ,  а потому имеем счетное мно
жество величин х а, которому соответствуют собственные значе
ния

W - W ’ - ( n x / t y .

Искомые функции ip* представим в виде ряда

п a

и подставим в уравнения (3.3.28). В результате получим урав
нения

ё<*> —а 2Ш С<*>= Оrta, S па па

с начальными условиями С ^ —0  и с } £ )== 0 при t =  0. Решением 
является равенство C J £ ( t ) = 0 ,  следовательно, г|)*=0, 6 = 1 , 2 ,  3.

Определение функции Ф  сводится к интегрированию уравне
ния (3.3.28) совместно с начальными (3.3.29) и граничными 
(3.3.30) условиями. Представляя искомую функцию Ф в виде 
Ф  =  ф(г, z )F ( t )  и подставляя ее в уравнение (3.3.28), получаем

У 2ф+ Я ф = 0; Г+Яа82( т + 1 ) Г = 0 .  (3.3.31)

Таким образом, собственные функции можно определить 
в результате решения краевой задачи, описываемой первым



уравнением системы (3.3.31) с граничными условиями dq>/<?z=0 
при z = 0  и 2 = / ;  <?Ф/дг=0; (о т + 1 )д 2ф /дг2+ ( / я — \ ) д щ /д г * =
=Pu(k)/G  ПРИ г= а  и г=^> где

г
Р - п % = ( 1 / т) $ ^Г/у) (2. О sin (Л*/г) d/

о

—коэффициенты Фурье нагрузки; p*U'>=p\{''-\-G (3m — 1)«ЛГ; 
Г  — время действия нагрузки.

Собственные функции имеют вид
ф(г, z)  =  R ( r )  cos (nnz / l ), 

где функции /? (г) удовлетворяют уравнению 
R" +  R ’/ r + x 2R =  0-, к 2= Х — {ппЦ)2 

и граничным условиям
R' =  0, (m - \ - l ) R " — (m —1)(пл / l )  R = A W  G при r = a  ц г = Ь ,

где
i

Лл£) = (1 /0  5 Pu(k) (Z) cos ( n n z / l )  d z .
0

Решением последнего уравнения будет функция
R (г) = C J 0 (хг) + С 2У0 (хг),

содержащая постоянные С i и С?, определяемые из граничных 
условий при г = а  и г=Ь . Чтобы воспользоваться этими усло
виями, вычислим производные

R' ( r ) = — y[C lJl (Y .r )+C2Yi (Y.r)\,
R "  (г) =  0,5х2 [С, (J2 (кг) - J 0 (иг)) + С 2 (У2 (хг) -  Ус (хг) ]. 
Выполнение первого граничного условия приводит к урав

нению
У,(хб)/, (иа) = / ,  (хб) У! (ха), 

решение которого определяет множество собственных значений

Япа =  Ха2+  ( ПП/ l ) 2,

где Хо ( а =  1 , 2 , . . . )  — корни уравнения.
Выполнение второго граничного условия приводит к уравне

ниям
С ф % ( а ) + С 2В < £ { а ) = А % / 0 - ,

C i B % ( b ) + C 2B % ( b ) = A % / G ,  

куда входят функции



Bnl  ( r )= 0 ,5 (w + l)x 2  [72(xar ) — j 0{y.ar)] — 

— ( m — 1) (n n / l ) i J Q (xar);

B %  ( r ) = 0 ,5  (да + 1) x* [K2 (xar )  — F 0(xar) ]  -

— ( m — \ ) ( r m / t f  K0(xar).

Решение уравнений определяет постоянные

/> 1 Д| . р  _ I Да
Ul==G Д ’ 2~“ G Д ’

куда входят определители

Ai—
А& Bjg (а) 
А $  В % ( Ь )

Д9=
В % ( а ) А №  

В % ( Ь )  А ®

в№  (a) B (nV (а) 

В %  (Ь)  В %  ( Ь)

Функции R ( r )  определены выражением 

R  ( Г ) ^  /о  (« -T )+ f  - П(ХаГ)].

Собственные функции фла(г, z)  имеют вид 

Ф [ f  - Jo  М + ^  У  o ( x « r ) ]  COS 

оторому эквивалентны две системы собственных функцийТС

^ )= ^ T 7°(Xar)cos{L7£':

Ф,(2> =  -i-1 Д:1 1л 9 т/* / \  Ti 3X5?
ё - х Го(5<аГ) c o s — -

Решение первого уравнения (3.3.28) представим в ви 
по собственным функциям

* - 2 2 ( « + Э Д .

де ряда

(3.3.32)

полагая, что правую часть этого уравнения можно разложить 
в ряд по собственным функциям:

(Зщ - 1 )  а Д 7 7 ( а д + 1 ) - 2  2  ( Л ’ +  О М )  •
п а

l b  j i b  "I
S $ ^T r^ JJdrdz  I  ( ф <£>)2 d r d z  I.n t n  Zrrt— 1 где D n a—— — a



Подставив указанные представления в уравнение (3.3.28), 
для неизвестных коэффициентов (t) ряда (3.3.32) получим 
уравнение

Г ^ + а !  (д а + 1 )  КаТ^ = - D M  ( / / i+ l ) ,  

решением которого будет функция

Где = Л ^ )(/) cos а , К (m +1) Яяа^ + л £ )0) sin a s К (от+1)Х па г! — 
____  t

- a s  V ^ ± I  \  D {£  (t) sin as К(да+1 ) * « ( * - * )  di. (3.3.33) 
r 0

Постоянные АЩ(/) и A („l)(/) определим из начальных усло
вий (3.3.29), эквивалентных условиям

Г“ > (0)=Л/ Ш; Г ^ ( 0 ) = 1 / ^ ,
где

l b  j i b  
§ Ui°rVi?^>drdz /  ̂  ̂r(V/9^)2drd2:;

0 a I 0 a
l b  l i b

§ ^ W P ^ d r d z  / J ^ ( V r t ^ d r d * .
0 a I 0 a

Подстановкой выражения (3.3.33) в начальные условия» 
находим неизвестные постоянные

А&Ю)=СГ}&; A % {i)= V \ H / a s У ( т  +  1 )*,„«.

со результате для функций Y m ( t )  получаем

Tna=U\na COS as У  (m + l)^n a^  +

(Vtil/as  У { т лг \)'кпа) Sin a s У ( т + 1) W  —
*

— as K(OT+l)/^na ^ D^a ( t ) s in a S K (W +l)^na(*  — T) dx-
0

Компоненты вектора перемещений ut в цилиндре при д е 
формации вычисляем по формуле

“ ' = 2 2  W V iV w + r S /V i? » ) ;  (3.3.34)
п а

им соответствуют компоненты тензора напряжений 
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<V=G 2  2  №  ( V i V ^ n a + V /V /Фпа ~ { t n  — 1) Я„аф™£г/) +
n a

+ r£>  ( V i V / i f i > + V y V ,4 » 2 > - - ( « - i ) ^ £ ) ^ )  -
—(3m — 1)аДГ£г;].

Итак, определены все характеристики напряженно-деформи
рованного состояния цилиндра при действии внешнего и внут
реннего давления в тепловом поле с температурой AT (г, z,  t ) .

Дифференцируя (3.3.34) по t, находим компоненты вектора 
скорости

•tif== 2 2 (Wi’VrtH.’+fffVi'rfS)- (3.3.35)

Подстановка (3.3.35) в уравнение (1.4.32) приводит к урав
нению

d p / di‘+.pVio<= 0 , 

где -  v , t > '= / = 2  2  + f J M )  Ка.
п а

Интегрируя это уравнение с учетом начальных условий^ 
получаем соотношение

р= р0 exp ^ j  /  (г, t )  ctf j ,

завершающее решение поставленой задачи о деформации ци
линдра.

Рассмотренные задачи указывают на эффективность метода 
собственных функций при решении задач механики сплошной 
среды.

3.4. Теория потенциала и интегральные уравнения 
механики жидкости и газа

Рассмотрим функцию « ( |)6 C (2)(D) в конечной области D  ев
клидова пространства Ет (тГ>2), ограниченной кусочно-глад
кой поверхностью S. В области D  возьмем произвольную точку 
х, которую вырежем шаром г = | | —* |< е ,  причем радиус е по
лагаем настолько малым, чтобы шар целиком лежал внутри об
ласти D. В области функция и ( |)  и сингулярное решение 
уравнения Лапласа

® (*> &)= (/л_ 2 ) | Sc | г™-*’ г==1£ — -*1

финадлежат классу C<2) (D (E)), т . е. к ним применима фор
мула Грина



5 ( v V * u - u v > v ) d V = U v d£ - u j n)<ll S +
0(8 )  5 V

+  s ( « й — а а д »
S(e) '

В пределе при е->-0 существует интегральное представле
ние функций класса С (2);

и (■*)="5 ( v  f a — d55 ~  5 ®V2«dl/, (3.4.1)
s '  '  о

где л  —внешняя нормаль к поверхности 5  в точке | .  Учиты
вая сингулярное решение v ( x ,  Q  при т  > 2 ,  из (3.4.1) следует,

2 ) | S C| S d ~n~u dh г™3*) ~

— ( т - 2 )  | S c  | S 7 ^  V 2“ dV.

Это интегральное представление при замене функций 
V 2u ( |) ,  ди ( \ ) / д п ,  и (£) соответственно произвольными функци- 
ями р ( |) ,  fx(|), v ( |)  позволяет ввести три интегральных опера
тора, называемых объемным потенциалом Ф, потенциалом про
стого слоя V и потенциалом двойного слоя W:

< i> = $ r^ p (£ )d l/ ;
0  5 S

причем функции p ( i) ,  M-(i); v (£) будут плотностями этих 
потенциалов, каждый из которых обладает определенными 
свойствами.

Объемный потенциал Ф есть интеграл со слабой особен
ностью и с показателем % — т —2, а потому он обладает сле
дующими свойствами. -

1. Если плотность pGLi(D), то Ф гармоничен в каждой из об
ластей, дополнительных к области D.

2. Пусть р£LP(D),  тогда Ф£С(Ет) при р > т / 2, фбLq(Em) и
1 < q < m p i ( m —-2р) при \ ^ р ^ т / 2 ,  ФбС(’>(£т ) при р > т ,  
фбТ^9(1)(Ет) и K q < Z m p / (т—р) при l ^ p ^ m .

3. Если p^L2(D),  то существуют обобщенные вторые произ
водные от ф, принадлежащие классу L2(D) и определяемые 
формулой

(м—2 )IS CI г* д2 1 , , ,
dxjdxk ~  т g J P W ' b )  Р(§) dxjdxk rm-* AV’

D



а если р£LP(D) и 1 < р < о о ,  то производные d 2(^ldXjdxk .̂Lp\D)  
и определяются той же формулой.

4. Если р6LP(D), p ^ l ,  то Ф есть обобщенное решение урав
нения Пуассона V 2<D=(m—2) I Sc |р (х ).

Описание свойств потенциалов простого слоя V (х) и двой
ного слоя W (х) требует введения понятия поверхности Ляпуно
ва. Поверхностью Ляпунова  принято называть такую поверх
ность, которая в каждой своей точке имеет определенную нор
маль и для которой существуют такие постоянные d > О, а > О, 
O ^ a ^ l ,  что если х — произвольная 'точка на S, то сфера 
S<j(x), называемая сферой Ляпунова и имеющая радиус d с 
центром в х, вырезает из S участок S ( x ) ,  который в местной 
системе координат (£ь . . . ,  £т ), связанной с точкой х, может 
быть задан уравнением Штрихом здесь отмечена про
екция данной точки на плоскости, касательной к S в точке х, 
т. е. на плоскости £т  =  0. Если |  и £ — две точки участка S  (х),  
а I — произвольное направление в плоскости | т  =  0, то

Потенциал простого слоя V(x)  непрерывен во всем простран
стве Ет, если 5  — замкнутая поверхность Ляпунова, а плот
ность |л(£) измерима и ограничена. Нормальная производная 
потенциала

так как дг2~т/ д п =  (т—2 )rI-mcos(r, п), причем, если ц ( |)  из
мерима и ограничена (1ц(£) |^ A f  =  const), то интеграл (3.4.2) 
сходится. Значение интеграла (3.4.2) при называется пря
мым значением нормальной производной потенциала простого 
слоя и обозначается d V (x ) [ d п. Предельные значения (если они 
существуют) нормальной производной dV(x )f dn ,  когда х-*- 
->-Xo6S изнутри и извне S, обозначим соответственно через 
dV(Xf))jdni и d V ( x 0)/dni. При этом можно утверждать, что ес
ли S — замкнутая поверхность Ляпунова, а плотность ц(£) не
прерывна на S, то на поверхности S существуют равномерные 
пределы нормальных производных потенциала V[х)  как изнут
ри, так и извне S, причем предельные значения нормальной 
производной потенциала V (х) выражаются формулами

df  (£') д /  Ц')
a /2

dl dl < a

(3.4.2)



Потенциал двойного слоя Щ х) является гармонической 
функцией как внутри, так и вне поверхности S. Значение потен
циала Щ х) при x£S  (на поверхности) называется прямым 
значением потенциала, для которого справедливо утвержде
ние: если S — замкнутая поверхность Ляпунова и плотность 
v ( |)  непрерывна на S, то прямое значение потенциала W (х) 
существует и непрерывно на S.

В частном случае, 'когда v(£) =  l, потенциал двойного слоя 
принимает вид

и называется интегралом Гаусса,  значения которого можно вы
числить по формулам

W 0( x ) =

— (от— 2)| 5 с  |=  
=  — 2 (иг — 2 )nmi2/ S ( m / 2 )  для х  внутри S,  

О для х  вне 5 ,
- ( т - 2 ) |  Sc | / 2 =

== — ( m — 2) nmi2/ S  (m/2)  для x£S,

если поверхность S является замкнутой поверхностью Ляпу
нова.

В общем случае потенциал W (х) терпит разрыв, когда точ
ка х пересекает поверхность S, однако при довольно широких 
условиях существуют пределы значений потенциала W (x ) ,  
когда точка х стремится к произвольной точке x06S либо изнут
ри, либо извне S. Предельные значения потенциала двойного 
Слоя в точке x0eS, когда х^-х0 изнутри и извне S, обозначим 
соответственно через W i ( х 0) и W i ( xq) .  Прямое значение этого 
потенциала в точке х0 обозначим через U^(x0). Для потенциала 
W  (х) при x0GS справедливы предельные соотношения

Wi (хо) =  - 0 ,5  (т —2) | Sc | v (*<>) +  W (х0) ;
(3.4.3)

Wi (*„) =  0,5 (m -2 )  I S c | v (*„) +  W (х0) ,
если S — замкнутая поверхность Ляпунова и v(£) непрерывна 
на S. При этих условиях потенциал W (х) равномерно стремится 
к своим предельным значениям как изнутри, так и извне по
верхности S.

Следствием формул (3.4.3) будет соотношение

W i ( x 0) — W e ( x 0) =  —  ( т — 2 )  | S c | v ( * o ) ,

связывающее плотность v ( x 0) потенциала W (х) с его предель
ными значениями.



Пользуясь потенциалами и их свойствами, можно постро
ить интегральные уравнения теории потенциала. С этой целью 
обратимся к краевым задачам для уравнения Лапласа V 2u = О, 
имеющим следующую формулировку: найти функцию и (х ) ,  гар
моническую во внутренней D или внешней D'  области и удов
летворяющую либо условию задачи Дирихле u \ s =  us (x),  либо 
условию задачи Неймана d u j d n \ s ==v s (x), где функции us(x)  и 
Vs{x) непрерывны на поверхности S. Решение задач Дирихле 
(внутренней D, и внешней De) будем искать в виде потенциала 
двойного слоя

а решение задач Неймана (внутренней и внешней N e) —■ 
в виде потенциала простого слоя

требуя при этом, чтобы искомые плотности v(£) и |л(£) были 
непрерывны на S. При таком представлении решений, получив 
функции, гармонические в соответствующей области, остается 
выполнить только граничные условия. В результате для каждой 
краевой задачи имеем свое интегральное уравнение:

к (*)==$

V ^  (т—2) j S c j j V ^  дп г т- г (т— 2) | S c  | Us  ^

для (£>/);

V W + ( m - 2 )  | S c  | \  V ®  dn rm-* (m— 2) | S c  | Us  ^

для (D e); (3.4.4)

** 2) | S c | S 14 ^  дп г т-г (m—2) | S c  | V s  ^

для (N,);

ДЛЯ ( N e),
где jc6S.

Уравнения (3.4.4) обладают рядом свойств:
1. Имеют слабую особенность.



2. Ядра дг2~т/дп задач Дирихле и ядра дг2~т [дп задач Ней
мана получаются одно из другого перестановкой точек х  и 
Так к ак  ядра вещественные, то они сопряженные, а потому пер
вое и четвертое, а такж е второе и третье уравнения систе
мы (3.4.4) — попарно сопряженные.

3. Любое суммируемое с квадратом решение каждого из 
уравнений (3.4.4) непрерывно на S.

Д л я  первой пары сопряженных уравнений имеют место сле
дующие два утверждения:

1. Если S  — поверхность Ляпунова, то внутренняя задача 
Дирихле для этой поверхности разрешима при любых непре
рывных граничных условиях, а решение можно представить в 
виде потенциала двойного слоя. ,

2. Если S  — поверхность Ляпунова, то внешняя задача Ней
мана для этой поверхности разрешима при любых непрерывных 
граничных условиях, а решение можно представить в виде по- 
тенциала простого слоя. >

Д л я  полупространства хт > 0  решение задачи Дирихле оп
ределяется формулой

ОО оо

“ W  =  (B - 2)|SC | 5 "■  \ ‘
—оо — оо

а решение задачи Неймана —формулой

ОО оо

М(Х) =  (/я—2) I s c | S ' "  § Vs№ 7™=* d ’̂ • • •
—  CO — o o

Д л я  второй пары сопряженных уравнений имеем такж е два 
утверждения:

1. Если S  — поверхность Ляпунова, функция vs£C(S) и вы
полнено условие J v s (х) dxrS = 0 , то решение внутренней задачи

Неймана существует в виде потенциала простого слоя с не
прерывной плотностью ц (1 ) .

2 . Если условие / «sM i-io  (*)d*S = 0 выполнено, то второе
интегральное уравнение (3.4.4) разрешимо, а решение внеш
ней задачи Дирихле существует в виде потенциала двойного 
слоя. Если ж е указанное условие нарушено, то решение вто
рого интегрального уравнения не существует, и решение внеш
ней задачи Дирихле не может быть представлено в форме по
тенциала двойного слоя.

Применим изложенные положения теории потенциала к ме
ханике жидкости и газа . Прежде всего определим сингулярное 
решение линеаризованной системы уравнений Навье—Стокса 
для несжимаемой вязкой жидкости:



V x?2Vf )  _  v . (P/P)W =  A 6<f) (x_ y)- gjfiV p ® J*:' =  0, (3.4.5

’Де A = F / р= 1  для единичной сосредоточенной силы, причем 
see операции дифференцирования проводятся по координатам X/ 
теременной точки х, а точка у  играет роль параметра, в ней 
1риложена сосредоточенная единичная сила, направленная 
здоль k-й координатной оси.

К системе уравнений (3.4.5) добавим требование на бесконеч- 
юсти: у/*)-*-0 и (р/р) (А)—*-0 при |jc|-»-oo.

Определение неизвестных и (р/р)(А) основано на ис- 
юльзовании преобразования Фурье, характеризуемого соотно- 
цениями

Применив к уравнениям (3.4.5) преобразование Фурье, 
элучим

— v a 2 ^ W  — гау(р/р)< *) =  g j k/(2n)312; a j g ^ v ^ ' 1 ==0. 

ешая эти уравнения, находим изображения

во оо

/ (* )  =  ^ зЛ Г  5

V 2 [ l/ 4 n (x  — у)] =  — Ъ(х — у); 

V 2V 4\x-y\/8n) =  -t> (x -y ),
13 которых следует

оо

оо

4л (х—у) (2 я ) :
—  ОО

3 3

k-i

= »-------:--------
i  v (2п)3/2 а* Р ) (2л)3/2а*

зторым соответствуют оригиналы



оо

г>w  (х, у) =  —^  jj 5  w  (a ) e«“(*-»)da =
—оо

1 / S'/* 1 х —-t/
=  l pV p — g j -

oo

( f  )‘V .  = I i g - e ^ M a ^ g ^  4̂ |7 - 7Г-
— OO

Из этих представлений следует искомое сингулярное реше
ние уравнений Н авье— Стокса

v (*) ____ __
1 8nv +х—У I 1 \х—у\г

( f )
(*) Л xk—yk Г3  4 6)

4л | х —у |* ’ ‘ '

которое указы вает, что по параметру у функции о/4 и (р/р )№) 
удовлетворяют сопряженной системе уравнений (3.4.5).

По аналогии с теорией потенциала, определение гидродина
мических потенциалов основано на использовании формул Гри
на, соответствующих уравнениям Навье—Стокса. При выводе 
этих формул воспользуемся тождеством

V*fa*/(u)u//p] = 0,5vg-/Ve(Vp«6 + V iiUp) (Vyi>*—V fti>/) + 
-\-[vg^V2U(,—g^ V p (р/р)]У/,

где а’к(и) = —  g ^ p + jA g '^ ^ e U e + V e U fs ) .
Интегрируя тождество по объему области D, получаем пер

вую формулу Грина

[v v 2% — Vp (p/p)] jdV =  —  ̂ 0,5vg P̂gM (Vp«e +  V йЩ) x
D

X  (■V jV k -b S7kVj) dV +  jj [o «  (и)/р] ®/i*dS, (3.4.7
s

где Пк — компоненты внешней нормали к поверхности S обла 
сти D.

М еняя местами щ и v} и вводя наряду с р любую гладкук 
функцию q с размерностью давления, получаем вторую форму 
лу Грина

 ̂ {[vV2n - 4 p { q / p ) } g ifiU j - v iigW[v\7iUj +  S7j(p/p)]}dv  =  
b

=   ̂[ot*(v)Ujnk/p — o'J*(u)Vjnk/p\ dS,  (3.4.6

где ст''* (w) = g lkp + ngPg*6 (У выр+ У рив) .



С помощью формулы (3.4.8) и основного сингулярного ре
шения (3.4.6) можно написать соотношение

для любого x&D, причем индекс у  при a'^iVj^^x, у ) ) у показы
вает, что дифференцирование в оге ведется по переменной у.

Давление q, соответствующее Vj, можно получить из ур ав 
нений Навье—Стокса вида

если воспользоваться соотношением (3.4.9) и тождеством

Формулы (3.4.9) и (3.4.10) указываю т на возможность вве
дения гидродинамических объемных Потенциалов

u j v f H x ,  y ) F k(y) dV; Ф (л:)=^ [р(х, y)/p]w F k(y)dV,
Ь  D

которые в силу (3.4.5) удовлетворяют линеаризованным ур ав 
нениям Навье—Стокса

так как  тип особенностей ядер a/(S) и (р/р)(*> такой ж е, к ак  у  
сингулярного решения уравнения Л апласа 1/4я(х—у) и его 
первых производных соответственно. В этом случае справедли
вы два утверждения.

1. Если Fj удовлетворяют условию Гельдера с показателем 
Я (0 < А < 1 ) и D ограничена, то Uj и Ф, а такж е V*t// непре
рывны во всем пространстве, a и V /Ф принадлежат 
классу С0,*(£>') в любой области D 'c D , причем если поверх-

У

(3.4.9)

vW2vj—V j(q / p )= F 1/p-, g/fVeyy = 0 ,

=  -  V i  V ;  (p/p)w  — Vy V i (p/p)w  =  - 2V  г V ,  (p/p)<*>.
В результате имеем

(3.4.10)

v V 2[//—V /Ф = Fj/ p; g ’*VeU, =  0,



ность 5  области D есть поверхность Ляпунова с показателем Я, 
то Uj и Ф обладают указанными свойствами во всей области D.

2. Если Fj квадратично суммируемы по конечной области D, 
то Uj и Ф имеют соответственно обобщенные производные по хк 
до второго и первого порядков включительно, квадратично сум 
мируемые по любой конечной области D\, и для них справедли
вы неравенства

. Формулы (3.4.9) и (3.4.10) позволяют такж е ввести гидро
динамические потенциалы простого слоя с плотностью ^ ( л ) -

а такж е гидродинамические потенциалы  двойного сло я  
с плотностью фй(т])

то гидродинамические потенциалы двойного слоя принимают 
вид

V j (х , ф*)= — jj ®<S) (х, л) гр* (л) dч5 =

Q (х, ф ,)= —  ̂ (х, г]) а|5й (т]) d „ S = ^   ̂ f x - n f 1 ^  ’

5

П (х, ф ,)=  — 2v v  j jj ri) фй (ц) п’ (л )  d„S=

5
Если ввести обозначения

W w  (х, ф,)=^ K k& (х, л) Фр (т|) d 4S ; 

П (х, Ф /)=  jj К j  (х, л) ф' (л) dn5 .



Формулу (3.4.9) в этом случае можно представить следую
щим образом:

Vf(x) =  Ui (x) +  W i (x, Vi )  + Vj(x,  <Тгрп7р).

Потенциалы простого V,- и двойного Wj слоя суть аналитиче
ские функции вне S , удовлетворяющие однородной системе ур ав
нений Навье—Стокса. Д ля потенциала двойного слоя Wj с по
стоянной плотностью фj = Cj справедливы равенства Гаусса

( C j  при X&D;
W j (х, Су)=|°>5Су при * e S ;

(О при x£D,

которые дают возможность установить значения скачков на S  
для Wj(x,  ф/) при любой непрерывной плотности ф/, т. е.

Wi (1) (0=0,5 Ф/(1) + ГЙ1); W,( !)( !,=
= _ 0 ,5 Ф/(| )+  Щ 1 ) ,  (3.4.13)

где Wj(%)(i) и №/(£)(*>— соответственно предельные значения 
№/(£) на 5  изнутри и извне области Z); №>(!) — прямое значе- 
яие Wj(x,  ф/) на S , причем все значения существуют и являют- 
;я непрерывными функциями на S, если ф/ — непрерывны, а 
5 — поверхность Ляпунова с показателем X.

Ядро потенциала Vj имеет слабую особенность вида 
/\х—г)|, а потому потенциал V/ непрерывен во всем прост- 
1анстве, включая поверхность S, если плотность ф/(г]) непре
рывна, тогда как  потенциал давления Q имеет скачок первого 
ода. Рассмотрим поведение потенциала простого слоя 
М *. %) на поверхности S при непрерывной плотности ф/. Со- 
тавим для него тензор напряжений

т  J  (3 .4.14)

При приближении х к точке | по нормали к 5  функции 
"Ф/)]«в(1 ) /р имеют вполне определенные предельные 

1ачения изнутри и извне поверхности S, которые обозначим со- 
гветственно [crpe(V/)/гв/ и  [tf*(V')nt/р](е). При этом на 5  в 
>чке | существует прямое значение opfl(V/)ne/p, которое связа- 
) с предельными значениями соотношениями

( V j )  / р ] ( ,)П в =  0 , 5 ^  ( | )  + C ^ T V 7 )  « . / р ;

[ ,#(V,/)/p](/)rt. = - < W ( 6) +o>*(Vj)n6fp.
Подстановка выражений (3.4.12) в соотношения (3.4.13) 

вводит к первой паре интегральных уравнений



(|){1)-0,5фДб)-ь\ Kjkih  л)Ф<*> (Ti)dr,5;
i  (3.4.15)

^;(S)(0 =  — 0,5фу (S)+ $ (I. л) ф(*> (n) d„5.
s

а подстановка выражений (3.4.14) в (3.4.15) с учетом (3.4.11) 
приводит ко второй паре интегральных уравнений

(V0 )/p](i)« 5= 0 ,5 ^  (| )-   ̂К рв (л. I) Ц» (Л)№  (3.4.16)
s

[ap5 ( ^ ) / p ] ( / ) ^ = - 0 , 5 ^ ( i ) - 5  к ^ ( Л. 1)Ч »(л )^л5
5

механики вязкой несжимаемой жидкости, причем интегральные 
уравнения (3.4.15) и (3.4.16) — попарно сопряженные.

С целью установления условий разрешимости интегральные 
уравнений механики вязкой несжимаемой жидкости рассмотрим 
две краевых задачи для уравнений Н авье—Стокса внутри v 
вне S:

v V zv }— V j ( p / р) = 0 ; VjU<=0.
В первой задаче граничные условия заданы в виде u/(S)= 

= v/s — aj, а во второй — в виде ajk{S)nklp=bj, причем дл5 
внешней задачи граничные условия дополнены условиям! 
V/(x)->-0 и р(х)->0  при |*|-*-оо.

Будем считать, что при больших \х\' функция V/ ведет себз 
как  1/\х\, ее производные — как соответствующие производный 
от 1/1*1, а р(х) — как  \/\х\2. При указанных предположения: 
относительно о,- и р первая формула Грина (3.4.7), применен 
ная к Uj = Vj в области А , дает интеграл

 ̂0,5vg^g-w (V p,ye +  V e,yp)(V jVk+VbVj) d V =  
hi

=  § [CT^(z))/p]t); reftd5 ,
s

а в области D t —

jj 0,5vgJtgM ( Veva  +  Ve®eX V jVn+VkV,) dV =
Di
=  —  ̂[aik (»)/p] VjtikdS, (3.4.1

s
причем из формулы (3.4.17) видно, что краевые задачи д 
области Di имеют не более одного решения.



Будем искать решения первой краевой задачи в виде гидро
динамического потенциала двойного слоя, а второй — в виде 
гидродинамического потенциала простого слоя. При этом для 
первой краевой задачи в области D; поле ау не может быть про
извольным, так  как

 ̂ jVJ'dV =   ̂v }rtjdS =  0 .
D t s

Первая краевая задача в Д  однозначно разрешима на 5  при 
непрерывном поле ау, удовлетворяющем условию

 ̂ a }nJdS =  0,
s

причем плотность фу потенциала додчинена уравнению 

« ; ( ! )  =  0,5ф ; (£ )+  ^ K j k i b  т))ф*(п) <VS.

Первая краевая задача в области Di однозначно разрешима 
при любом непрерывном поле а/, причем плотность ф/ потенци
ала подчинена уравнению

а,.(£) =  -0 ,5 ф ,.(£ )+  $ * > (£ , Л) ( Л ) d,5 ,
S

которое разрешимо только при условии

j j a / ^ d S ^ O ,  (3.4.18)
5

где А =  1 , 2 ..........6 ; \1̂ A)(£)—линейно независимые решения
уравнения

- 0 , 5 ^ ^ ) +  $ * > ( 4 .  ? ) ^ ft(Tl)ctr15  =  0,
■S

Следовательно, решение внешней первой краевой задачи су 
ществует только при тех граничных условиях (значениях) а/(1 ) ,  
..которые удовлетворяют условиям (3.4.18).

В общем случае для любых ау(|) решение задачи можно 
строить в виде

6
V j(x) — W j(x ,  ф; ) +  2  C mV j (х, г1>/”),

т =1

тогда для фу получим систему уравнений



CLj ft) -  2  C mV j  (£, ф/») =  -  0,5Фу (I) +
1

+  $*> (£ .il)< P ‘ (n)d4S , (3-4.19)

причем постоянные С ет должны быть такими, чтобы

m=l
^ d S - O .

Тогда система уравнений (3.4.19) однозначно разрешима при 
любых а), следовательно, первая краевая задача для D; одно
значно разрешима при любом векторе а/. Условия разрешимо
сти краевых задач обеспечивают полную разрешимость интег
ральных уравнений механики вязкой несжимаемой жидкости.

3.5. Интегральные уравнения теории упругости 
и термоупругости

Решение разрешающих уравнений теории упругости и тер
моупругости в конечном виде с помощью аналитических мето
дов, изложенных ранее, не всегда возможно, а если возможно, 
то, к а к  правило, мало эффективно. Эффективное решение за 
дач теории упругости и термоупругости, основанное на широком 
использовании ЭВМ, можно получить с помощью интегральных 
уравнений.

Рассмотрим прежде всего упругое пространство, в точке у 
которого приложена единичная сосредоточенная сила 
бл‘ (л:—у),  направленная вдоль оси х*. Ей соответствуют пере
мещения ик, определяемые формулой Сомилианы

" (п т д ^  (х — у) г Гу‘
Ub =  8nG(m + 1)

„ (x l—y1) (х‘—у‘) , т  + 2 1 Л
gjk-----------р -------------\ r - ^ ~ — gk J.

где r ' ^ g ^ x ’—y*) (хк—ук).
Приложим в точке у  силу Fh (k = l,  2, 3 ), тогда в произволь

ной точке х пространства вектор перемещений и (х) имеет 
компоненты

ui (x ) = T i j (xy)Fs(y). (3.5.1)
Здесь

Г "  Ш  =  2С?я"(да + 1) [ ,П ~В~ £ г  +  {ТП +  1} gl]  ^  (ЗЛ2)

— элементы матрицы Кельвина—Сомилианы ( ( r 4J (лгг/)) ) .
Допустим, что в пространстве на некоторой замкнутой по

верхности Ляпунова 5  заданы поверхностные силы Р м {у ) ,



удовлетворяющие условиям Гельдера—Липшица, тогда сум
марные перемещения во всем пространстве равны

и} (х) =   ̂Г;* (ху) р\п) (y)dyS

и представляют собой непрерывные функции, удовлетворя
ющие уравнениям Ляме во всем пространстве, исключая по
верхность S.
Интеграл

называется обобщенным упругим потенциалом простого слоя, 
который может быть определен в точках поверхности, причем 
его предельные значения изнутри и извне совпадают между 
собой и равны прямому значению. Следовательно, потенциал 
Vj(x) представляет собой вектор-функцию, непрерывную во 
всем пространстве с особенностью на бесконечности типа

Проведем в точке х косую площадку с нормалью п} и опре
делим вектор напряжений о(п), действующий на эту площадку. 
Введем оператор напряжений T(Vn)  с компонентами

Матрица Гt (jcf/) = ( (Г^^р(хг/)) )  есть результат действия опе
ратора напряжений T(Vn)  на матрицу Г(дсг/) = .(( r jfc(xt/)) ) ;  ее 
элементы имеют вид

Рассмотрим точки, расположенные в непосредственной бли
зости к поверхности 5  так, что в каждой из них можно одно
значно определить нормаль п к поверхности. Построим вектор 
напряжений, порождаемый потенциалом и нормалью л,:

(3.5.3)

1/М.

Tjk ( V n) = G[ (m— 1) n}V ft+rcftV  j+gjbd/dn],  

тогда компоненты вектора напряжений

” =  TiK (V n) и"=Tjh ('Vn) ghaua.
Подставив сюда выражение (3 .5 .1), получим

a y V )  =  T o m (xy)F*(y), 

где Г(1)»  (ху) =  Tjh( 4 n ) g haГаР(х у ) .

Г(.,;э  (ху) Т jk (V /г) (ху) =

(3.5.4)



o p { x )  =  Tjft{S7 n)r\Vh{x) =  J Г (1) (xy)tf(y)dyS\
s

при этом точка в которой нормаль попадает в точку
Д ля вектора напряжений выполним предельный переход к точ
кам поверхности изнутри и извне соответственно:

lim  Тjh (V « )  V h (х) =  lim \ T0)jk(xy)^k(y)dyS  =  (V « )  V k (ц); 
r-n  s 

Urn =  ? r (I)/t(xi/)ip*(y)dyS =  ( v n ) V k (r\)
x-4  ^

Здесь прямое значение интеграла J" Г<1)^(л:1/)\|з’‘ {y)dyS  нельзя
5

считать несобственным, поскольку в элементах (3.5.4) послед
ние слагаемы е имеют особенность второго порядка, поэтому его 
следует рассматривать как  главное значение.

Введем матрицу Г2 (ху) =  ( (Г<2),-р (лс^)) ) ,  сопряженную с мат
рицей Г1! (ху) =  ( {Т(1)щ(ху) ) ) .  Элементы матриц связаны соотно
шениями r (2)jP(яг/) = Г(1)^ (ух), откуда следуют выражения эле
ментов Г(1)й (ху). Каждый столбец матрицы Г2(;о/) удовлетво
ряет уравнениям Ляме по переменным х. Этим же уравнениям 
за исключением точки у удовлетворяет произведение 
Гг (ху) ф (у), которое можно рассматривать как  поле перемеще
ний в пространстве, порожденное сосредоточенным моментом 
<p(t/), приложенным в точке у  плоскости с нормалью п. 
Интеграл

=  S r u m ( x y ) ^ ( y ) d yS,  (3.5.5)
s

где S  — поверхность Ляпунова, называется обобщенным упру
гим потенциалом двойного слоя, прямое значение которого яв 
ляется сингулярным интегралом.

Опираясь на теорему взаимности Бетти и пользуясь пред
ставлениями элементов введенных матриц Г (ху ) и Г2(х1/), для_ 
точек xGD области с поверхностью S и для точек x 6D(i)= £ m\D  
получим соотношения

— 5 г <2);р (*у) dy5  +   ̂ gk*r  № 6ys  =
S  S

2Uj(x) при XeD ,  (3 .5.6)
О при x£Dt\



] Г (2)Л) (ху) (у) dyS —  ̂ Tjk (ху) gkaTсф (Vn) Ф (у) dyS =

I 0  при x£D,
(2Uj(x) при x£D(i).

Рассмотрим теперь предельные свойства для перемещений, 
порождаемых потенциалом двойного слоя, и напряжений, по
рождаемых потенциалом простого слоя. В области D зададим 
постоянную векторную величину с компонентами ыД которые 
будем рассматривать как  перемещения всей области D. Тогда
интеграл ^T' )̂№(xy)uatdvS  есть интеграл Гаусса, для которого 

имеевд

f — 2Uj° при .KgD,
Г(2)/р (ху) UodyS =  | О при xeD(i),

У — up при хб5 .

Потенциал W j(x)  представим в виде

W t (x) =  ^ r {,m ( x y ) t f W yS ~
S

Г(2)/в(лг/)[фР (у) — <рр (г))] dyS  +  jj Г (2)уэ (ху) фр (ri) dyS , (3 .5 .7  
s i

где ri — точка поверхности S , в окрестности которой изучают 
предельные свойства.

Пусть точка х стремится изнутри или извне к точке т̂ , тогда 
первый интеграл (3.5.7) является равномерно сходящимся 
несобственным интегралом и представляет собой непрерывную 
функцию, если Фе(г/) удовлетворяет условию Гельдера—Лип
шица (поведение второго интеграла уж е  изучено). В результа
те приходим к  равенствам

W ?  (Т,) -  W(P  (rj) =  -2 ф J (г,); W(P  (Г)) +  W f  (т)) =

=  2 (3 -5-8> 

откуда находим

W (P  (Л) =  -  ф; ( tj)  +  vF^J); W f  (г)) =  ф, (t|) +  Wj(4),

гд е  U^(r)) — прямое (сингулярное) значение потенциала W j(x).  
Представим интеграл

T№(vn)V*(x) =  J Г (i)/p(ху)т$ ( y ) AyS  
s



Tw (V « )  ( . * ) = [Г(1)/эixy) (У)+т (2)/P Фр (Л)] dyS  —
s

— S Г(а)/Э (JĈ) (Л) dys. (3.5.9)

где г| — некоторая точка поверхности S , в окрестности которой 
изучают предельные свойства.

Второй интеграл в правой части уравнения (3.5.9) подчи
нен соотношениям (3.5.8). Подынтегральное выражение перво
го интеграла (3.5.9) состоит из двух групп слагаемых. С лага
емые одной группы имеют особенность интегрируемого поряд
ка, однако составляют такую комбинацию, что определяемый 
ими интеграл оказывается равномерно сходящимся, а потому 
непрерывным в точках поверхности. Д ругая группа состоит из 
слагаемых, имеющих особенность второго порядка, однако оп
ределяемый ими интеграл оказывается непрерывным в силу 
выполнения условия существования сингулярного интеграла. 
Следовательно, получены соотношения, которые указываю т на 
существование соответствующих предельных значений:

[Т'ур Сvn) l/е (т1)]«>=ф, (ri)+7^(vH) V» (л); g
[ r /p(V « )  КЭ(Т1)](0 =  - q ^ r O + ^ f V ^ f t ) ,

гд е  Тjfi (v « )  (г)) —прямое значение оператора напряжений 
от потенциала простого слоя.

Д ля предельных значений оператора напряжений от потен
циала двойного слоя справедлива теорема Ляпунова—Таубера: 
если существуют предельные значения оператора напряжений 
от потенциала двойного слоя с одной стороны поверхности, то 
они существуют и с другой стороны этой поверхности. При 
этом имеет место равенство

[ ^ ( V n )  W" (* ) ]“>= [T№(Vn)  I F (*)]<».

Объемный интеграл

U j  (*)==J  Г ;Р (х у ) рР (у) dyV

называется обобщенным объемным упругим потенциалом с 
плотностью рр(г/), причем функция ре(г/) является ограничен
ной измеримой функцией и на бесконечности удовлетворяет ус
ловию |р(у) |<С/|г/|3.



Потенциал Uj(x) удовлетворяет неоднородному уравнению 
Л ям е, правая часть которого равна удвоенной плотности

V 2£;j+ m V ,(V At;'‘) = 2pJ-,
при этом функция плотности должна быть гладкой.

Введенные потенциалы позволяют свести решение основных 
краевы х задач теории упругости к интегральным уравнениям 
второго рода. Рассмотрим сначала первую краевую  задачу 
теории упругости, когда граничные условия заданы  в переме
щениях. Пусть для упругого тела с областью D, ограниченной 
поверхностью S, требуется определить перемещения, предель
ные значения которых будут принимать заданные значе
ния uss(y).

Искомые перемещения ц (х)  представим в виде обобщенно
го упругого потенциала двойного слоя (3 .5 .5). В этом случае, 
согласно соотношениям (3.5.8), имеем интегральные уравнения

фj(y) ± J Г(2)/з(ул) Фр (л) <VS= + uJS,
s

где верхний знак соответствует области Бщ (внешняя краевая 
зад ач а ), а нижний — области D (внутренняя краевая з ад ач а ) .

Вводя параметр А = ± 1, представим уравнения в единой фор
ме интегральных уравнений Фредгольма второго рода

Ф/ (У) — J  Г (2)/Р {ут\) (т)) dr,S= % s. (3 .5 .1 1)
■S’

При решении второй краевой задачи теории упругости (на 
поверхности S  граничные условия заданы в напряжениях 
T'ifi ( V n ) u >s( y ) = p jln)(y))  искомые перемещения и}(х) представим 
в виде обобщенного потенциала простого слоя (3 .5 .3), тогда, 
согласно (3.5.10), получим интегральные уравнения второго 
рода

— ^ ( ^ ^ ( T O d ^ S * * / ^ " ^ ) .  (3.5.12)
s

Пользуясь соотношениями (3.5.6) и осуществляя предельный пе
реход к  точкам поверхности, можно построить сингулярные ин
тегральные уравнения для второй краевой задачи, считая из
вестным интеграл ФДу) от граничных значений напряжений. 
Пользуясь соотношениями (3 .5 .8), приходим к уравнениям

u , t o ) + l  Г (2)/а ( п )  ир (л) с1„5=Ф} (у),
S

которые являются сингулярными интегральными уравнениями 
этносительно перемещений на граничной поверхности. Вводя 
параметр Я, запишем их в единой форме



4j{y)—Ь 5 Г<2)Л» Un1) (4) сЗ„5=Ф, (у),
S

причем параметр А= 1  соответствует внешней, а К— — 1 — 
внутренней задаче. Индекс уравнений (3.5.13) равен нулю, сле
довательно, существует оператор, который преобразует их в эк 
вивалентные регулярные интегральные уравнения второго рода. 
Поэтому к уравнениям (3.5.13) применимы альтернативы Фред- 
гольма. Уравнения (3.5.13) тождественны уравнениям (3.5.11) 
первой краевой задачи (отличаются от них физическим смыслом 
искомых функций и правыми частями уравнений).

Уравнения (3.5.11) и (3.5.12), а такж е (3.5.12) и (3.5.13) 
взаимно сопряжены (союзные уравнения). Д ля уравнений
(3.5.12) и (3.5.13) значение параметра Я = 1 не является собст
венным значением, а потому они разрешимы при произвольной 
правой части, причем получаемые решения являются единствен
ными. Краевые задачи 1(<) (первая внутренняя) и П<0 (вторая 
внешняя) имеют единственное решение при произвольно за 
данных правых частях уравнений.

При Я = — 1 интегральные уравнения (3.5.11) — (3.5.13) име
ют собственные функции, число которых равно шести. Обозна
чим их для уравнения (3.5.11) через ф/)\ для уравнения
(3.5.12) через ф */2), где i— 1 , 2 , . . . ,  6 . Согласно альтернативе 
Ф редгольма, необходимым и достаточным условием разрешимо
сти интегральных уравнений, расположенных на спектре, яв 
ляется ортогональность правых частей и собственных функций 
союзных уравнений. Поскольку собственные функции уравнения
(3.5.11) установлены, то условия разрешимости уравнения
(3.5.12) следующие:

§ Р{«)(У)ЧУ (y )d S = ° .

Смысл этих условий сводится к равенству нулю главного век
тора и главного момента сил, приложенных к телу. Следова
тельно, при К—— 1 уравнения (3.5.12) всегда разрешимы. Само 
решение оказывается неоднозначным, так как  к любому част
ному решению необходимо добавить все его собственные функ
ции. Однако ранее было показано, что потенциалы Vj(y, ф</и) 
соответствуют перемещению тела как жесткого целого, а по
тому задачи 1<0 (первая внешняя) и II(i> (вторая внутренняя), 
вообще говоря, решений не имеют. Использование представле
ний перемещений в виде потенциала двойного слоя при решении 
внешней первой краевой задачи приводит к ограничению пове
дения решения на бесконечности | us {х) | <zCJ\x\2, хотя в поста
новке задачи такого ограничения не требуется, поэтому уравне
ние (3.5,11) может оказаться неразрешимым. В этом случае 
можно выбрать какую-либо точку х0, расположенную в D, за-



дать в ней сосредоточенную силу и момент и накладывать полу
ченные перемещения на искомые. В результате приходим к 
интегральному уравнению (3.5.11), однако граничные условия 
будут содержать шесть числовых параметров, определяющих 
величины силы и момента, которые можно найти из условий 
ортогональности.

Введение термоупругих потенциалов аналогично предыдущим 
рассуждениям и основано на использовании фундаментального 
решения уравнений статической термоупругости, характеризуе
мого матрицами

Ф (х—у) =  ( (ф)к (х—у ) ) )  (4 X 4 ) ;
Ф *(х—у) =  ( (Ф3„* (х—у ) )) (4X 4) 

с элементами

(Х у)—(1 — б;4)(1 —6ft4) ТJk (X— */) +  6y4dft4 ̂ —+

ф;* ( х - у ) = Ф к;( у - х ) ,  

куд а  входят элементы матрицы Кельвина — Сомилианы (3.5.2)

т А х -У )= *Тпа\ т+  в  { g/*+g;«g*i» (ya~ ^ rr - ~- - ]  у .

причем

П при j = k ,
о ikz==\ п • / t  О.-4= 0 , 044=  — 1 .1 10 при j  =£k\ 1 44 

Интеграл

Vj (-*)=  ̂  Ojb ( х — у) (у) dyS
s

называется термоупругим потенциалом простого слоя. Он оп
ределен в точке х пространства и представляет собой непрерыв
ную вектор-функцию, удовлетворяющую уравнениям статической 
термоупругости во всем пространстве, исключая поверхность S. 
Функция tyh(y) является, плотностью потенциала V}(x) и под
чинена условиям Гельдера—Липшица на замкнутой поверхности 
Ляпунова. Предельные значения потенциала Vj(x) изнутри и 
извне совпадают м ежду собой и равны прямому значению V.j(x) 
на поверхности S.

Введем оператор термоупругих напряжений. /?(V nf) =  
=  ( (Rjh(Vri4 ) ))  с элементами



^jk(Vny)— TJk(Vn) ;  
f i j4(V ny) = —G (3m— l) a g j4l 
jR4h(Vny) =  0;
R 44(V ny)  = d / d n = n aV a,

где j, k= \ , 2, 3.
Составим интеграл по поверхности S

Wr/(A:)=  ̂[/?;а(УуЯч)^рФр*С*— У)]'Ф* (У) dyS, гДе У. 6 = 1 .2 ,

3, 4,

называемый термоупругим потенциалом двойного слоя. По
тенциал определен в точке х  пространства и представляет собой 
непрерывную вектор-функцию, удовлетворяющую однородным 
уравнениям статической термоупругости во всем пространстве, 
исключая поверхность S, причем

[^а(УуП)8^Фп' ( х - у ) Г с ? ( у ) = Ф к ( х - у ) ё >°Я,а' ( V vn ) t f ( y ) .
Здесь оператор ^ '(V ^ n ) действует в точке у на матрицу 
Ф(л:—у),  стоящую слева, что следует из смысла операции.

Поведение потенциала W3(x) при стремлении точки х из D 
или D(l) к  точке z 6S  характеризуют соотношения

W(P  (2)= -  Ф; (2)4- W {P  (г)=фу (г )+W, (г),

гд е  W j( z ) =  J (z—y)]' ф* (У) dyS —прямое зна-
s

чение потенциала Wj{x).
Аналогично упругому потенциалу простого слоя для термоуп

ругого потенциала Vj(jc) получим соотношения

[Rj* (V ,« )  ^ V k  (z)](,)=l>y(z)+fl/» (v,«)

(Vzfi) g*kVb (г ) ]( ')=  — (z)+ R ja  (V ,« )  (Z), 

гд е  V$ (z )= \  Фр*. (z — y) a|>* (у ) dyS  — прямое значение потенциала

Vj(x).
Объемный интеграл
U}( x ) =  f  OiK(x—y )g ’,axa(y)dvV 

о
называется термоупругим объемным потенциалом с плот
ностью %а(у), причем функция /а (у) является ограниченной из-
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меримой функцией и на бесконечности удовлетворяет условию 
|х»(У) |<С/|г/|3.

С помощью введенных термоупругих потенциалов решение 
статических задач термоупругости сводится к решению инте
гральных уравнений. Действительно, если решение первой крае
вой задачи термоупругости искать в виде

«,(*) =  ИМ*, ф)+*/,(*, /72),
то приходим к следующим интегральным уравнениям для внут
ренней (область D) и внешней задачи (область А )  соответст
венно:

-  Ф /(«)+§ [#/«(Ууга)Г рФр*(2 -{ / )] ' Ф* (у) dyS =
S

=  W JS(z)- 0 , 5  ^ 0 Jk( z - у)g*»Fi(y)<lyV;  (3.5.14)
D

Ф/ (z )+ jj [tf/« (■Vyft) g»PФ (z — у)]' ф* (г/) dyS =

= V  js (z) —0,5 \ <S>jk( z - y ) g * F » ( y )  AyV, (3.5.15)
Dd)

где WjB(z), j — 1, 2, 3, 4 — компоненты перемещений uj8, j =  1, 2,
3, W4B =  uis, причем U4= A T ; F t= Q Jx ;  Fe ({$= 1, 2, 3, 4) — компо
ненты объемных сил.

Если решение второй краевой задачи термоупругости искать 
в виде

U )(x)=  V, (х, ip) + U } (х, F/2),

то интегральные уравнения для внутренней и внешней задачи 
имеют соответственно следующий вид:

Ь  («)-Ь§ [Rio. (V **) — у)] -ф* (у) dyS =
5

=  W js  (z) -  0,5 5 ^  Ja iv / i )  (z -  У) F * (y) dyK; (3 .5 .16  
b

-  (« )+  5 (V *«) (z -  У)] ¥  (#) dy S =
s

= W j s ( z ) - 0 , 5  С R Ja (V  гп) g ^ t x i z - у) F* (у) dyV, (3 .5.17) 
°U)

где WJe(*) =/>,*( V/i) и» (S ) ; W4s= d Ui(S)/dn; P (V rtT) =  
=  ((Pjh( V n ) ) — оператор с элементами P jA(Vn) = T jk( 4 n )  при



j, k = l ,  2, 3; Pj4(Vn)  = —G(3m— 1)сспД4; P4h( Vn) — 8ih; 
P 44 (V n ) =  — 6 4 4 .

Интегральные уравнения (3.5.14) — (3 .5 .1 7 )— сингулярны и 
для них справедливы теоремы и альтернатива Фредгольма.

Динамическая задача теории упругости определена разре
шающими уравнениями

V 2U + jf f lV jV a U b -A r  =

Начальные и граничные условия Uj(x, 0 ) = u j° (* ) ; d u jd t |(=о=
=  г^°(х); Uj(S, t ) = u jB(y, t), y£S при 0 подчинены следующим 
требованиям:

F j ( x , t ) ,  x£D\ Uj°(x), v f(x)£D ; ujS {y ,t) ,  yQS;

w w  * eZ3, p + « < *
и/>(х%СЦ5); v f(x )e C H D );

ujS(xt)£C2l>(S) при p > 0 ; UjS(y)6C7[0, оо) для y£S.

Кроме того, для них выполняются условия согласования 

ui° (y )~ U jB{y, 0 ) ;  v j0( y ) = u }n)( y ) = d u S8(y, 0 )/dt\
(3.5.18)

(У) = d % s (y, t) Jdtk\t=0, yeS, k = 2 ,  . . . ,  5,

где pu(P  (x) = G ( V 2u(Jk- 2)(x ) + m V jg ^ V au ^ - 2) ( x ^ —d ^ F ^ x ,  /)/ 
Jdth~2.
Д л я рассматриваемой задачи существует единственное решение 
Uj(x, t), которое можно представить интегралом Лапласа

К+1оо

ui 5 ePt~ui (х/?) йр’%—1оо
00

гд е  Uj(хр)=  ̂  (Р) и{Р  (ХР)> причем ряд равномерно сходит- 
1=0

ся, a Q i(p) и иуЦхр) выражаются в квадратурах с помощью 
исходных данных задачи.

Введенные функции и/к)(х) и условия согласования (3.5.18) 
позволяют привести краевую  задачу к аналогичной задаче с ну
левыми начальными условиями, специальной правой частью раз
решающего уравнения и специальными граничными условиями 
на поверхности S . Д л я  этого используется некоторая вектор- 
функция %j(x, t),  удовлетворяющая двум требованиям: 1) для 
х£Е3, / ^ 0  функция Xj(x, t) пять раз непрерывно дифференцируе-



ма по t, 2 ) производная d\ j(x ,  /)/Лл|(==0= м (/ ) (* ) , где & = 0 , 
1, . .  . ,  5, a xGD, для больших значений t обращается в нуль. 

Пусть

и}*{х, t)= U j{x , ty—Kjix, t),

где Uj(x, t ) — решение исходной динамической задачи , тогда 
и*{х, t) будет решением задачи с разрешающими уравнениями

V 2u * (x ,  0 + / »V  jV«u.*a (x, t ) -----J- °
as

и следующими начальными и граничными условиями:

и}*(х, 0 ) = 0 ; ди,(х, 0 )/d t= 0 ; и}* (у, t) |8 =  и%’ (у, t) при ybS. 
Здесь

F* (х, t) = F j  (х, t )—G\y*xj(x, t ) + m V sV aHa (x, / )]+
+ p d2xj(x, t)/dt2;
u)s (У> 0 = “ js(y , 0 — хЛ у> 0 .

причем

(x, t) /dth | ,=0= < ^  (x, t) /dth | ,'=0- G [V 2u</> (x) +  

+ m V JV «uWe(x)]+pK/fc- a>(je) = 0  при xeD, где k =  0, I, . . . ,  3; 

«—o= 0 при y£S, где £ = 0  , 1 , . . . »  5.

Сформулированная краевая задача для Uj*(x,t) интеграль
ным преобразованием Лапласа

ОО
tij* (xp)=^e~ptuj* {х, t)At . . .  ,

о

сводится к статической задаче теории упругости в изобра
жениях

V 2« ; * { х р ) - \ - т Ч {xp)— (pi/a2 )Uj* ( x p ) = F f  (xp)/G; "
(3 .5 .19)

«7* (-*7>) |5=«*s (г//;), X6D y, yes.

Решение задачи (3.5.19) единственное и сущ ествует  
в виде

(
Uj* (xp)—W j (х, Ф) - U , (х, F * /2),



W ,( x ,  ф)=^ [Г )i(S/yri)g laY^ (х  — у , ip)]' фр (у) dy5 ;

U j( x ,  F */2)=0,5  ̂Т „ ( х - у ,  ip)gl«F*a (y, p)dyV.
D

Здесь плотность ф}(у) потенциала Wj (x, ф) есть решение 
сингулярного интегрального уравнения

— Фу ( « )+  jj [Тл ( v yп) g !aTafi (г -  у, ip)Y фр (У) dyS =

= « % (* .  р ) + и }(г, F*/2),

которое разрешимо по первой теореме Фредгольма.
В торая краевая динамическая задача упругости отличается 

от первой граничными условиями, заданными в напряжениях,
Тj i { V xn )u l (x, t ) = p nj (у, t) при х-+у и уб5.

Граничная вектор-функция p jn (y,t)  такова, что для t^Q от
носительно у

(y,06C‘ p(S), р>о,
дл я Vг/65 относительно t 

р(»> {у, /)еС7[0, оо),

а полная система условий согласования имеет вид

т л  ( Ч УП) gl«uw (у)=  Pjj ! ~  t_ o>

где 6 = 0 , При этих ограничениях решение краевой за 
дачи единственное и сущ ествует в виде интеграла Лапласа

T + ioo

и№> S ePtUj(xp)dp,
X —'l o o

г д е  ряд
оо

М * р ) = 2  H i (Р) (*Р)/=1

равномерно сходится, а # г(р) и ф'- (хр) выражаю тся в квадра
турах  с помощью заданных функций. К ак и в предыдущем слу
чае, поставленная краевая задача с помощью представления

Uj* (X, t) =  Uj (X, t) — Xj (х, t)



сводится к эквивалентной задаче

V 2«/* (•*, t)+mVjV*u*a (х , t) —
1 d ' u j *  (x. t )  P* j ( x , t )

— 2-------~A7i— ~= " -----  nP« XGD и 0 << <  со;4 dt Q (3.5.20)
Uj* (x, 0 )= 0 , duj* (*, t)/dt |<„o=0 ,
Tj i ( V yn)u*l (y)=p*W(y, t) при y e s ,

где  p*W(y, t)=>pf(y, t) — Tji(S79n )g ,axa (y, t).
В свою очередь, краевая задача (3.5.20) интегральным 

преобразованием Лапласа
оо

5 j* {хр)=^ e~ptu *  (л, t)&t
о

сводится к статической задаче теории упругости в изобра
жениях

( х р ) - ^ т у }ЧаЧ*а{хр) — (p ya2s)Hj* (х р )=

= F j*  (xp)/G ; (3.5.21)

Тл(ЧуП)и*10/р)^р^Ц ур)  при yeS.

Решение задачи (3.5.21) единственное и сущ ествует в виде

u * ( x p ) = V ;( x ,  q ) - U j ( x ,  F*/2), 
где

V j{x ,  ф)=^ T j,{x—y, t » V ( « / )d y5 ;

и ^ х , Р * / 2 ) = 0 , 5 ^ Т л ( х - у ,  ip ) F * l (y, p) dyV.

Здесь плотность ^ ( y )  потенциала Vj{x,  ijp) есть решение 
сингулярного интегрального уравнения

(У)+ § Тj, (V yп) g laTa$ (у — z, ip) ijj*» (z) dZS =

(y, p )+ T j ,(V n )g laU a (y, F*/2)

при yeS, которое разрешимо по первой теореме Ф редгольма.
В заключение рассмотрим динамические задачи термоупру- 

гости. П ервая краевая задача определяет в области Dx[0, оо)



компоненты щ(х, i) и ut (x, t) вектора перемещений, подчинен
ные системе разрешающих уравнений

/о чч 1 d>ui Fi.
j - \ -  t n * \ 7 j S 7 a U a (З/ге 1 ) a \ y j t i 4 2 7 ~q  'as

1 dut диа 1 n
V U4~~IT~dt~ TlVa'57 ~~ x ® ‘

Начальные и граничные условия имеют вид

ui (x ,t)\ t^o=uj°(x), d u ^ ^ / d t ] ^ 0= у / (х ) , «*(х, O l t - 0=

=  A f W ;

О I *-*»■= “ js (у. 0> 0  U ^ = « 4s (y . О при y e s .

При QsO F}(x,t) , Q(x, t), xdD; u°{x), < (*)>  'AT°(x), xtD; 
u>s{y,t), Ui.a (y ,t) ,  t/6S  — заданные функции, удовлетворяющие 
требованиям непрерывности, гладкости и дифференцируемости.

Решение краевой задачи Uj(x,t) и ut {x,t) ищем в классе 
C{Dx[0, oo))f)C2(£>*[0 , оо)). Д ля существования решения необ
ходимо выполнение условий согласования

dkuJ (x, *)/<?**Ь-о = м/А>(*) при 6 = 0 , 1 , . . . , 7 ;  

дкик(х, t)/dtk\t^„=utih) (х) при &=0 , 1 , . . . ,  6 .

Здесь

и<°> (x)= uJS (у, 0), « у > (x)=dujs (у, 0)/dt, и<°> (лг)=м45 (</, 0), 

* - * 0  и ySS;

u w  (х)=о| [ S72u f  ~2) (л)+/71УуУаГр« ^ -2) (■*)] — 

- a | ( 3 m - l ) a v ; < - 2) W - ( 1 / P ) < ? ^ ; ( ^  0 / ^ ^ _21<=о; (3-5'22)

u(k-\) (x )= K V 2Mf~2) (.*) — xri -2) (-*) —

—  ^*“2Q (x , i)/3tk~ 21 /=0*

Сформулированной динамической задаче, как  и в предыду
щем случае, поставим в соответствие динамическую задачу тер
моупругости с нулевыми начальными условиями. Решение по
следней Uj*(x,t) и uk*\x,t) связано с решением исходной за 
дачи щ(х, t) и ы4(х, t) соотношениями

и}* (х, t) =u.j(x, t )—n}{x, t); U f (x ,  t) =  uk{x, О—ХьЦх, t)



V 2«*+ /reV /VaK‘ “ - ( 3 w  — l )a V jU * — -57т  =“ — j f ;

S (3.5.23) t и Ид ОН, « —“
V 2K4— — -щ----W ag® ' ~дГ=Р * ПРИ Х£ ° -

Запишем начальные и граничные условия:
uj*(x, t) |^о=0 , и\ (х, t) |t_„= 0 , du* (x, t)/dt |t=o= 0 ; 

Ui*(x,t)\x^ u * s (y ,t) ,  u l{x ,t)\x^vu*s (y ,i)  при yeS .

Здесь
F*(x, f)=Fj(x, t) — G [V 2Kj(x. f) l :b
-\-G(3m — \)aS7jKiix, t)-{-pd2Xj(x, t)/dt2’,
F^(x, t)—F4(x, t) — \yiY.4(x, t)-\-(\/y,)dK4{x, t)/dt-\- 
+ nV ag<,p<?xp( ,̂ t)/dt\
и%(У' t)*=Ujs{y. t) — X;(y, 0; «4S(y- 0 = “4s(y, t)—%4{y, t). 

Дополнением к (3.5.22) служ ат формулы 

dkF*(x . t) | _ d kFj(x ,  t)
dtk |(=o dtk t=. о

+ G (3m  — l ) a V f ) (.*:)-fpaj*+2) (-*0=0 при k = 0 ...........5;

dfc- ' F *  (x. t) 
dtk-* d-~ h .*-Г~~ I ~  V 2̂ - 1 W + W a « (S)l (*) +dtk- 1 |/—о

+«<*)(jc)/x=0 при 6 = 1 , . . . .  5;

(и. t\
= 0  при fc=0, . . . ,  7;

dku)s (y. t)
dtk 

dka\s {y. t)
dtk

i-0

= 0  при ^ = 0 ...........6 .
,/-0

По аналогии с предыдущим случаем, краевую  задачу
(3.5.23) интегральным преобразованием Л апласа

и *  (хр )= ^  е р1и *  (х , t)d t  при у =  1, . . . .  4

можно свести к статической задаче термоупругости с разреш а
ющими уравнениями



V 2w/ (xp)+mVjVaM*a(xp) — (3rti— \) ctS7 jU* (xp) —

— (/>2/ 4 ) “j* (xp)=F* (.xp)/Q\
(3.5.24)

V 2«4 C*/?) — (p/x) « 4  (х/7) — ЛР V aM  (xp)=F4 (Xp)

при .*6:.D.
Здесь граничные условия ~и*(хр)=и%(ур), причем л:->-г/ 
и y£S, а (л:/?)|<С/|/?|7, |Л*(■*/*)!<С/|р|6, \й%(у, р)|<
<С/|/?|9, | uls (у, Р)\< С/\р\ь.

Решение краевой задачи (3.5.24) единственное и сущ ест
вует в виде

Uj*(x)—Wj(x, ф)+Uj(x, F*/2),

где ф, плотность потенциала Wj(x, Ф) , определяемая в резуль
тате решения сингулярного интегрального уравнения (3.5.14).

И так, статические и динамические задачи теории упругости 
и термоупругости могут быть сведены к соответствующим син
гулярным интегральным уравнениям, разрешимость которых 
следует из теорем Фредгольма.

3.6. Метод возмущений и метод усреднения, их сущность

Одним из возможных методов решения задач механики 
сплошной среды, который можно отнести в какой-то степени к 
разряду точных, является метод возмущений. Отклонения от 
задачи, допускающей точное решение, будем называть возму
щениями, которые могут быть поверхностными и объемными. 
Поверхностными возмущениями принято называть отклонения 
граничной поверхности или граничных условий или того и дру
гого соответственно от поверхности и условий, допускающих 
точное решение. Объемными возмущениями будем называть 
отклонения внутри объема сплошной среды, которые выводят 
задачу из класса точно разрешимых задач. Возмущения, 
объемные и поверхностные, предполагаются малыми, а потому 
может быть осуществлено разложение по степеням параметра, 
измеряющего величину возмущения; главный член разложения 
будет решением при отсутствии возмущения.

Метод возмущений особенно успешно применим тогда, когда 
рассматриваемая задача близка к задаче, имеющей точное ре
шение. При этом предполагается, что отличия не носят сингу
лярного характера, так  что переход от точно разрешимой зад а
чи до рассматриваемой можно провести непрерывно. Аналити
чески это означает, что возмущения должны быть непрерывны
ми функциями параметра е, измеряющего величину возмуще
ния.



Задачи механики спошной среды характеризую тся вполне 
определенными разрешающими уравнениями, которые могут 
быть представлены в операторной форме

Аи=}, (3.6.1)

где и — искомая, a f — заданная функции координат х{ и вре
мени t. Оператор А операторного уравнения (3.6.1) известен, 
он в большинстве случаев является дифференциальным, одна
ко может быть интегральным или интегродифференциальным.

Сущность метода возмущений сводится к следующему. Если 
оператор А допускает разложение вида Л = Л (0)+ еВ , причем 
Л(0) — оператор некоторой решенной, невозмущенной задачи, а 
возмущение еВ с параметром возмущения е мало по сравне
нию с А т , то можно указать процедуру, позволяющую вслед за 
решением невозмущенной задачи получить точное или приб
лиженное решение возмущенной задачи с оператором А. 
С этой целью применяется разложение по степеням парамет
ра е

Если старшей степенью в (3.6.2) будет е\ то говорят о k-ы 
приближении, при этом решение исходной невозмущенной з а 
дачи рассматривается как  нулевое приближение.

В сложных задачах следует, если это возможно, исходное 
операторное уравнение (3.6.1) преобразовать в более простое 
уравнение, к которому затем применять метод возмущений.

Если имеется несколько параметров возмущения, то выгод
нее проводить вычисления вначале для того параметра, который 
приводит к более точным и более простым решениям, а затем 
использовать полученные возмущенные решения как  невозму
щенные в процессе применения метода возмущений к  осталь
ным параметрам. Правильный выбор последовательности па
раметров позволяет значительно упростить построение решения 
и сделать его более точным.

Применим метод возмущений к решению задачи о собствен
ных значениях для уравнения (3.6.1). Пусть невозмущенная 
задача имеет вид

где собственные значения Я/0) и собственные функции ср/0) из
вестны. Определим собственные значения и собственные 
функции cpj возмущенной задачи о собственных значениях

k
А - А т -\- 2  е*5(*>+ . . . (3.6.2)

Л<°> М 0><й<°>=0 , (3.6.3)



где Л=Л(°Ц-еВ, с теми ж е однородными граничными усло
виями. Иначе говоря, установим характер изменения собствен
ных значений и собственных функций при возмущении гВ.

Предположим, что невозмущенное собственное значение 
АЛ°> является простым и ему соответствует собственная функ-

где — собственные значения, а ф(/')— собственные функции, 
подлежащие определению.

Подстановка выражений (3.6.5) в (3.6.4) и приравнивание 
нулю коэффициентов разложения по степеням е приводит к 
системе операторных уравнений вида

с помощью которой можно последовательно вычислять А<П> и
Ф ^ , исходя из низших приближений А<°>.......... A<n_1); ф<°>, . . .
• З д есь  функция ф*.0) сначала известна лишь с точ
ностью до произвольного кратного ф<°\ а потому для устр а
нения указанной неопределенности положим

где я = 1, 2 , . . .
Неоднородные операторные уравнения (3.6.6) разрешимы 

только в том случае, когда их правые части ортогональны к 
решению ф,]°>* однородного уравнения (3 .6 .3), т. е. когда

Однако в силу условия (3.6.7) при нормированном фФ)# это 
сводится к зависимости

И так, если известны собственные функции (п— 1 )-го приб
лижения, то квадратурой можно найти возмущения собствен
ных значений n-го приближения.

ция фФ>. Пусть

оо оо

Я ,= Я  <°>+ 2  enq><">; елф(.п), (3.6.5)

П
Л(°)ф(л> — АД°>ф(/>>= — Я ф ^ -^ + ^ Я  *), (3.6.6)

(3.6.7)

(3.6.8)



Д л я самосопряженного оператора А имеют место формулы: 
при четном n —2tn ( т =  1, 2 , . . . )

т  т —I

i . f  -  2  М*’*. ч1Р).
А=1 / — I

при нечетном п =  2 /л. +  1 { т  — 0 , 1 , 2 , . . . )
от т

«ф Г  ') -  2  2  фП-
л- i  /=1

Если собственные функции m-го приближения известны, то, 
пользуясь ими, можно определить возмущения собственных 
значений до (2m + l)- ro  приближения конечным числом к в ад р а 
тур.

Неизвестные приближения собственных функций ф̂ О будем  
искать в виде разложений по собственным функциям ф<0) не
возмущенного уравнения (3.6.3), которые должны образовать 
ортонормированную систему,

f i n) =  K < P / 0). (3 .6 .9)
I

гд е  =  (ф/(0), фуп)). В соответствии с (3.6.7) =  0, по
этому суммы (3.6.9) не содержат слагаемого ф}”* (I =  У) с не
возмущенной исходной функцией ф<°).

Используя уравнение (3.6.3), находим

« W V 1.
/

а такж е

[ФГ ,  ( л (0> ф Г -М 0)ф ^)] =  (М0) - М 0))ф<?>.

Введя обозначение (ф;(0)*, £ф}0)) =  в\)\ умножим уравнение 
(3.6.6) при п =  1 на ф<°>* и проинтегрируем по переменным. 
В результате получим соотношение

[фГ .  М фУ > - л }">фУ’)1 -  М » - * ? 1)®5!> _  

- W .  W V ’ - вфП ] — в !? ’-

Так как из соотношения (3.6.8) следует

*у> =  (ф Г . 5ф Г ) -  Bf}, (3 .6 .10)



то
Ф ^ = < / М 0>_М°>)

и, согласно (3 .6 .9), имеем первое приближение собственной 
функции (jpj возмущенного уравнения (3.6.4)

Фу ) = 2  ^ 4 / 0)/ W 0)- ^ ) 0)). (3.6.11)
i+i

Второе приближение (п = 2) собственного значения, опреде
ляемое формулой (3 .6 .8), будет равно

*<*> =  (фТ \  дф<‘>)= 2  в № 1  № 0) - М 0)).

Умножая уравнение (3.6.6) при п = 2 на ф^* и интегрируя по 
переменным, находим

№>’, и иЧГ -J.r«p?’)] -  W01 -J-D ®S? -  
Ч ф Г . ( W + W - b t J " ) ] -
— я у ’ф^’ —2 £!‘°>-в '// (х У” —

1*1
Принимая во внимание (3.6.10) и (3.6.11), получаем

Ф<2) — 1 Я>ву B fp B $  I

-М0)) J
Bf)B<$

4 (Ху»_а,<°») (я<°>

и, согласно (3.6.9), имеем второе приближение собственной 
функции ф̂  возмущенного уравнения

Ф<*> _  v  ф)0) г  У  В“ Ь‘У -  -
' L w r - "  “

xpj) (x W Z Im y
i* j

Аналогично можно построить третье и последующие прибли
жения для собственных значений и собственных функций воз
мущенного уравнения (3.6.4).

Если одному и тому ж е невозмущенному собственному зна
чению уУр принадлежат т  различных ортогонализированных 
функций ф ла) ( а  = 1, 2 , ,  т ) ,  то прежде всего необходимо 
нулевое приближение собственных функций приспособить к 
возмущению. Д л я этого подставим в (3.6.5) более общие выра
жения

т

ф <°>= 2  с < 1)- (3 -6Л2>«—I



тогда дл я  первого приближения (га= 1) из уравнений (3.6.6) 
имеем

т

^ v - n y y ,"— 2  с .  ( в - А п) < * •
0=1

Здесь правая часть уравнения должна быть ортогональна ко 
всем . следовательно,

т

2  с .  W AV M > , - * ) V c ,.>)]-o.
а=1

где а '= 1 ,  2..........т .  Эти равенства представляют собой систе
му из т  уравнений, определяющую Са. Запишем эту систему с 
помощью сокращений

В*УЪ)
и с нормированными в  виде

т

0, (3.6.13)
а=*1

причем условием ее разрешимости будет уравнение

det| 5уа ',уЪ—Ау’ба'а 1= 0 ,

г д е  а ' ,  а = 1 , 2, Оно им еет щ корней ^yI)==̂ У(*)
(/= 1 ,2 , . . . ,  т.), каждому из которых, согласно (3.6.13), соот
ветствует система коэффициентов Ca= C ai, а остающийся 
неопределенным множитель фиксируется нормирующим 
услрвием

т

2  I Cat l2= l .
1-1
В этом случае нормированные собственные функции нуле

вого приближения (3.6.12), приспособленные возмущению, 
полностью определены. Обозначим их через в отличие от 
неприспособленных функций ф ^ .  Таким образом,

т

* )?> = 2

гд е  (х^ >
Собственные значения А.;0), имеющие кратность т> рас

щепляю тся на щ различных значений Ау7=Я,/0)-}-еА(}))( при этом



высш ие приближения вычисляются аналогично^случаю простых 
собственных значений. Принимая

щ  я ;1«яу> > + 2
и « Ж'* к- п

гд е * £ = 1 . 2 , . . .  m ,J получкм'к систему, аналогичную (3.6.6)4
г f п

л<°> Х(п) -  -  B x ? r1)+ '2  xW T k)T Г(3.б. 14)
i=i

с помощью которой можно последовательно вычислить 
точностью до суммы произвольных кратных т  различных 
Неопределенные т  коэффициентов определяют так, чтобы 

п равая часть того из уравнений (3.6.14), в котором впервые) 
встречается %<">, была ортогональна ко всем т  функциям 
Х^» что приводит к щ условиям. Первое из этих условий
(/'=/) д а ет  приближение собственного значения Л}£У> (бли
жайшего более высокого порядка), а остальные ( т  — 1) 
определяют т  — 1 неизвестных коэффициентов. При этом 
остается неопределенным коэффициент, соответствующий 
1'=1,  который может быть определен из условия типа (3.6.7) 
или из условия нормированное™. Окончательные значения 
функций определяют параллельно с вычислением Я(ул(+1> 
подобно ранее изложенному случаю.

Вычисление высших приближений при полностью расщепля
ющемся кратном собственном значении аналогично вычисле
нию при простых собственных значениях. В частности, возмож
ны разложения в ряд по собственным функциям невозмущенной 
задачи или по приспособленным собственным функциям. Д ля 
первого приближения

b % = u j ‘ .jr,
j ’l'

гд е

Х ц . п ' = { г (рГ’> при j ' ^ j ;

х ^ ^ 'г== (Яо )-я< ') ,)  S  ( № ~ х т  при V ф 1 ’
и-)

М етод возмущений нашел широкое применение в механике 
жидкости и газа . Рассмотрим комплекс связанных м ежду собой 
задач  регулярных возмущений. Поскольку точные решения чрез



вычайно редки, естественно стремление использовать их воз
можно более полно, поэтому рассмотрим различные возмуще
ния какого-либо одного точного решения для различных эф
фектов.

В задаче об обтекании тела безграничным потоком жидкости 
возмущения могут быть вызваны граничными условиями в на
бегающем потоке, граничными условиями на поверхности тела, 
уравнениями движения. В свою очередь, к аж д ая  из указан 
ных возможностей может быть осуществлена различными спо
собами.

В качестве основного точного решения возьмем бесциркуля
ционное обтекание круга радиусом а безграничным потоком 
идеальной несжимаемой жидкости (рис. 3 .1 ). Н аряду с потен

циалом скоростей у4= У 4<р введем функцию тока сЬ)); ==Л«уг-с1л:\ 
подчиняющуюся уравнению V 2̂  = —o)(if>), которое указы вает 
на неизменность завихренности со вдоль линии тока при отсут
ствии вязкости. Это уравнение нелинейное, если завихренность 
со не является линейной функцией от if; для равномерного на
бегающего потока завихренность обращается в нуль и г|з удов
летворяет уравнению Лапласа V 2i|;=0.

Плоское течение в полярных координатах г, 0 описывается 
уравнением

Дополним это уравнение условием симметрии течения относи
тельно линии 0 = 0 г|)(г, 0) = — (г, —0 ) и граничными условиями 
ij)(r, 0 ) -> tv  sin 0 при г- уоог г{>(а, 0)=О на поверхности тела. 
Решение находим наложением на равномерный поток течения 
от диполя, помещенного в центре круга . Тогда основное реше
ние

Рис. 3.1. Схема обтекания круга потоком жидкости

(3.6.15)

^ = V o {r—a2lr)s'm 0 

и соответствующий ему потенциал скоростей 

фо = vo (г+ а2/г) cos 0



можно представить в комплексной форме 

<P0+*4 >0= M 2 + a 2/z); z = r e ‘\
Рассмотрим малые возмущения условий в набегающем по

токе, представляющем собой параллельное течение малой по
стоянной завихренности. Скорость потока

Vao=v0 (1 + е (r/a) sin 0 ) ,  

функция тока ij)oo с точностью до аддитивной постоянной равна 

г|)оо = v0[г sin 0 + 0,25ег2 (1 —cos 20) /а], 
а завихренность

со с» =  — V 2t|)oo =  — svo/a- 
Очевидно, что полная краевая задача определена уравнением 

V 2\|)=eu0/a (3.6.17)
в совокупности с требованием отсутствия дополнительной цирку
ляции ■ф-’-'фоо при г-^оо; 1]з(а, 0 )=О.

Если параметр завихренности е мал, то течение слабо от
личается от безвихревого, а потому решение будем искать в ви
де ряда

ОО
ф(г, 0, е) =  ф0 (г , 0) +  2  е> л (г > 9)> (3.6.18)

Л=» 1

где г|э0(г, 0) — основное решение (3.6.16). Подстановка (3.6.18) 
в (3.6.17) и приравнивание членов с одинаковой степенью е при
водит для возмущения первого порядка tJjj к краевой задаче

V 2of)i = Uo/a,
где ifi-^0,25Uor2( l —co s20)/a при г-*-оо; -фх(a, 0 )=О.

Представим решение задачи в виде

= 0,25 v0r2( l —cos20)/a + Xi(r, 0),
причем функция %i (г, 0) удовлетворяет уравнению V 2%i = 0 и 
граничным условиям X i^const при r~*~ оо; %i(a, 0 ) =  
= —0 ,2 5 y0a ( l —cos 20). В результате полное решение первого 
порядка является точным и имеет вид

ф =  ®0 —4 * )  sin 0 +  Т  [ т ^ 1 ~ cos 20  ̂+  ~ г cos 20 — a  J.

Пусть на поверхности тела имеется возмущение, форма ко
торого определяется уравнением r —a(  1—e s in 20). Возмущенное 
решение представим в виде разложения по степеням е:



и подставим его в уравнение (3.6.15) с учетом граничных усло
вий. Затем приравняем члены с одинаковыми степенями е и 
получим для первых двух членов разложения (3.6.19) две з а 
дачи:

У 2,фо=0 , г|з0->-Vor sin 9 при г-»-оо;
У 2г|н = 0 , при г-*-оо.

Точная запись условия обтекания будет следующей:

■фо[а(1—е sin20) ,  0] + e ^ i[a ( l—e s in 20 ) ,  0] + . - - = O .
Параметр возмущения е имеется здесь как  в явной, так  и в 

неявной форме, а потому приравнивать нулю члены разложения 
по степеням е нельзя. Предполагая функции г(?0 и аналитиче
скими и разлагая их в ряд Тейлора при г= а ,  получаем

%)(а, 0 ) —еа sin2 0(9ipo (a, 0 )/'dr + ei|n (а, 0) + . . . = О .
Сравнение коэффициентов при одинаковых степенях е дает 

соотношения

■фо(а, 9) = 0 ; \|)i(a, 0 ) ==а sin2 0Л|)о(а, 0 ) /дг=
= 0,5 voa (3sin 0—sin 30).

Обе задачи имеют ту же форму, что и основная задача, а 
потому их решение может быть написано непосредственно. 
Полное приближение первого порядка имеет вид

Рассмотрим теперь возмущение, связанное с уравнением 
движения для несжимаемой жидкости, когда число М аха набе
гающего потока мало. В этом случае уравнение для потен
циала скоростей задано в виде

где М — число М аха; у  — показатель адиабаты. Масштаб удоб
но выбрать так, чтобы радиус круга был равен единице, тогда 
граничные условия будут определяться следующими соотноше
ниями: в набегающем потоке cp->rcos0 при г-*-оо; на поверхно
сти тела <?(р(1, 0)/дг=О. К ним следует добавить условие сим
метрии, исключающее циркуляцию. Решение этой задачи ана
логично предыдущему. Полное приближение первого порядка 
имеет вид

ф-=г>о j  sin 0 -|—g- ^3 -р- sin 0 — -yj- sin 30 j  +  0 (e2).

1 d<p d 
7i~~W dO

1 dfq> 
r 2 d0 2

1 V 2<P .



при этом следует указать на независимость решения (3.6.20) 
от множителя (7 — 1) ,  что свидетельствует о независимости сжи
маемости от термодинамических свойств газа.

Отметим ряд общих положений, характерных для метода 
возмущений. Применение метода возмущений связано прежде 
всего с построением приближенных решений уравнений движ е
ния жидкости, зависящих от предельного перехода. Эти реше
ния становятся точными при стремлении величины возмущения 
к нулю или некоторому критическому значению. В ряде случа
ев встречаются двойные или множественные предельные пере
ходы, в которых две или более величин возмущений стремятся 
к своим предельным значениям. Поскольку порядок выполнения 
предельных переходов не может быть изменен, приходится 
уточнять относительную скорость стремления к пределам, что 
требует введения параметра подобия задачи. Например, в ги- 
перзвуковой теории малых возмущений для тела с относитель
ной толщиной е принимают следующий параметр подобия:

Величина возмущения никогда не определена однозначно, 
поэтому параметр подобия выбирают в удобной форме. Напри
мер, в гиперзвуковой теории малых возмущений и в смежных 
режимах сверхзвукового течения вместо 1 /М лучше принять 
\/У М2— 1.

Решение задач механики жидкости и газа зависит от коор
динат х1 и времени t, а такж е от различных параметров, при 
этом одна или несколько из этих величин при их определении в 
решении с заданным возмущением могут быть малыми. Р ас
смотрим зависимость решения от одной такой величины возму
щения при фиксированных остальных координатах и парамет
рах, т. е. опишем поведение функции / (е ), когда е приближает
ся к нулю, что может быть проведено при сопоставлении функ
ции с некоторым набором функций сравнения. Функции сравне
ния являю тся простыми, их предельное поведение можно считать 
известным. Д ля сравнения используются символы 0 и о, которые 
служ ат необходимым средством учета степени приближения в 
возмущенных решениях. Символ 0 применяется тогда, когда 
сравнение [(e) с функцией сравнения 6 (e) показывает, что от
ношение f (e)/6 (e) остается ограниченным при е-*~0. Например, 
/ (е )  =  0 [6 (е)] при е->-0, если lim (/ (e )/ 6 (e))<  со. Если



/(е)/б(е)->-0 , то применяют символ 0: / (е ) =  0 [б(е)] при е-»-0 , 
если Иш(/(е)/б(е)) =  0 .

е-*-0
Опираясь на результаты сравнения, можно написать / ( е )~  

~ сб (е ) при е->0, если lim [/(е)/б (е)] =  с. В этом случае мы
8-+0

имеем асимптотическую форму (представлен и е ) функции / (е ) :

f (е) =  сб (е) +о\б (е) ]. (3.6.21)

Уточнение представления, функции /(е) возможно последова
тельным применением формулы (3 .6 .21). Его результатом я в 
ляется асимптотическое разложение (ряд)

П
/ (е )—Cjfi^e) -j- Сгб2(е) +  . . . -f-C„6„(e) =  2  Сфк{ъ) при е->0;

(3 .6.22)
/ ( е) =  2  c &6A(e)-|-o[6n(e)] при e-s-O.

fc=i

Если функция /(е) известна вместе с функциями сравнения 
б4(е) ,  то коэффициенты СА асимптотического разложения могут 
быть вычислены по формуле

П—1
/ (в)—2  (в)

С* “ 'Г „ --------с т а — •

При п-*~оо ряд (3.6.22) будет бесконечным сходящимся или рас
ходящимся асимптотическим рядом.

Описанный процесс асимптотического разложения более эф
фективен, чем метод построения возмущенных решений, т а к  как  
в этом случае для построения возмущенного решения задачи тре
буется специальная система функций сравнения 6 1 (e) ,  62 (e) ,
63( е ) ..........расположенных по убыванию порядка 6n+i (е) = 0 (бп).
Такая асимптотическая последовательность связана с задачей, 
ее нельзя задать произвольно, поскольку она должна быть до
статочно полной, чтобы описать заданную функцию. Оценка схо
димости и точности асимптотических рядов (3.6.22) является 
предметом особых исследований и здесь не проводится.

В механике деформируемого тела метод возмущений назы
вают методом малого параметра, сущность которого рассмотрим 
на примере задач о плоском напряженном состоянии упругого 
тела. В декартовой системе координат (х, у, z) для плоского на
пряженного состояния примем о( =  0 , cxz= 0 ,  ayz= 0 ; остальные 
компоненты тензора напряжений ох, оу, а^ мало изменяются в на
правлении оси z, т. е. их можно считать функциями координат 
х, у.



При отсутствии внешних объемных сил уравнения равновесия 
имеют вид

d(7i* d(Ti*fi d(7rH (?(j«
* Г +  * Г = = ° ; V  +  =  (3.6.23)

Деформированное состояние, соответствующее плоскому напря
женному состоянию, характеризуется тензором деформаций (е) 
с компонентами

дих диу диг
е* =  ~дГ' еУ =  ~W ’ бг ^  "dF’

£  1-V ----
1 (диу ди х

j ’ ^yz — &хг О,'** —  2 \ д х  ^  ду  

которые подчиняются условию совместности деформаций

(3-6-24>

В физические соотношения для упругого тела

е* =  4 а  [ з ^ = Г  к (So)ст +  ё  (т°2) —° ) ] ’

=  [ з ^ ~ Г  k ('s°)0 +  8 (V ) (сту — <!)]; (3.6.25)

е*у = - f i -g  Ы )  вху

входят среднее приведенное напряжение 

so =  (?* +  Oy)/3G (3т  — 1) 

и приведенная интенсивность касательных напражений

т0 =  (V2/3G) У о 1  +  о 1 - о хоу +  Зо1д.

Функции k(s0) и g{to2) характеризуют упругие свойства тела и 
дл я  линейной упругости &(s0) =  l , g (T o 2) =  l. Подстановка физи
ческих соотношений (3.6.25) в (3.6.24) приводит к уравнению 
совместности деформаций в напряжениях

{ [ .im - l  +  8 ltT* +  °»)} “

“ 4 h T + ” > T I + 2 ^ i = r ] '  <3 -6 - 2 6 >



Таким образом, уравнения равновесия (3.6.23) и уравнение 
совместности деформаций (3.6.26) образуют систему разрешаю
щих уравнений для плоского напряженного состояния упругого 
тела.

Уравнения равновесия (3.6.23) позволяют ввести функцию 
напряжений Эри Ф:

<Э2Ф д гФ <?2Ф /0 „ л , ч
■ * дуг ’ аУ ~  д х г ’ а*У — dxdy ’ (3.6.27)

которая подчинена уравнению (3.6.26). Подстановка (3.6.27) 
в (3.6.26) определяет для функции Напряжений Ф (л:, у) уравнение

[ 9 - ^ - g ( v )  +

+  7 ? ? - ^ r ? ( V ) - 2 ^ ^ g W ) ] - 0 .  (3.6.28)-

Здесь

s°°~з о '(з 1 —i) V ’ O: V - ^ [ < V * ® H - 3 ( ^ - 3 f £ ! g . ] .

При £ (s0)= 1 и ^ (т02)== 1 _j_g-2т02 уравнение (3.6.28) прини
мает вид

V 2У 2Ф + е [ V 2 (̂ о2У 2Ф) —
3 [дгФ a sV  , d '®  д ‘ Го1 о д ’ Ф д*То2 \1 п го a  о т
2 \ д у г д х г dx* дуг дхду д х д у  j j  (o. v .a v j

где е = ( 3 m— 1)£ г/3т— малый параметр; — определяемая 
экспериментально величина.

Применим к уравнению (3.6.29) метод малого параметра, по
лагая отклонение закона упругости материала тела от закона 
Гука незначительным, т. е. считаем параметр е малым. Реше
ние уравнения (3.6.29) представим в виде разложения в ряд 
по степеням

оо

Ф(ЛГ, у, е )= Ф (0) (X, г/ )+ 2  е*ф w  (х, у). (3 .6.30)
1

Подстановка (3.6.30) в уравнение (3.6.29) и приравнивание ко
эффициентов разложения по степеням е нулю приводят к беско
нечной системе бигармонических уравнений относительно неиз
вестных функций Ф(к) {х, у), k = \ ,  2, . . . :

\72У 2Ф(,о+ Л А= 0 . (3.6.31)
Здесь величины Л„=0 для k = 0  и А к для k¥=0 представляют 
юбой выражения, составленные из функций Ф(0), Фс1), . . . ,  Ф^-11



и их производных, уж е известных из последовательного решения 
предыдущих уравнений (3.6.31).

И так, последовательные решения, уравнения (3.6.31) с учетом 
соответствующих граничных условий рассматриваемой задачи 
определяют члены разложения (3.6.30) Ф(0), Ф(1), Ф(2), . . . ,  а 
следовательно, и функцию напряжений Ф(лг, у).

Пользуясь разложением (3.6.30), выразим компоненты тен
зора напряжений в виде степенных рядов относительно е:

k

oy= aW + 2e*o(,*> ; (3.6.32)
к

a  =a<o)- *У x у 1 xy
к

Здесь

о?>-ФЙ>; о 'й)= Ф ^ ;  (3.6.33)

При этом среднее напряжение и интенсивность напряжений

а= = а(о )+ 2 еАа(*), 0,2=а<°>*+2е*0<*>' (3.6.34)
k k

связаны с интенсивностью касательных напряжений т£ соот
ношением тг=(|/г2 /3) а ,, причем

s °“ 5 « i = T T ( ‘,,“,+ 2 ^ w )  v - n s

Здесь
ow  = ( a f  >+aW)/3; _  a №CT(o)+ 3ow»);

- 0 , 5  (о'((»с?П)+(т(/())0 П ))+ З а ^ а ^ ; 

а (2),=а(0)ст^)+а<0)(т(/2)+ О ,5(а[,)»+стП)а) _  (3.6.35)

- 0 ,5 ( o W a f + ^ ,H I)+ ( T .f ^ ) + 3 ( T V ^ H 1’5< )2; •••
Компоненты вектора перемещений us и соответствующие 

деформации etj такж е представим в форме рядов по степе
ням е:

иу;=ц(о)+ 2 е*и(*); (0/ + 2  (3.6.36)
к к

гд е  j ,  1 =  1 , 2 ; k = 0 ,  1 , 2 , . .



Воспользуемся физическим соотношением

el}=  (1/2G )[(1+£2t 02) loI~ o g l})+ 2 a g , j/ ( 3 m - l ) ] .  (3.6.38)

Подставив в него выражения (3.6.32), (3.6.34), (3.6.36) и прирав
няв коэффициенты при одинаковых степенях е в обеих частях 
этого уравнения, получим

Таким образом, по известным решениям Ф(0), Ф (1), Ф(2), . . .  
уравнений (3.6.32) с соответствующими граничными условиями 
и формулам (3.6.33) можно вычислить a fy  , а такж е компонен
ты тензора напряжений (3.6.32). Д алее по формулам (3.6.35) 
можно найти величины от  и o(ft), а по формулам (3.6.34) —
среднее напряжение о и интенсивность напряжений о4. Затем, 
вычислив по формулам (3.6.39) коэффициенты разложения е/у* 
и деформации (3.6.36), можно интегрированием соотношений 
(3.6.37) определить величины и^К по которым затем  с помощью 
(3.6.36) вычислить компоненты вектора перемещений. Так как  
функция Ф (х, у, е) при е =  0 должна совпадать с функцией 
напряжений Ф*(х(/), определяемой законом Г ука, то из пред
ставления (3.6.30) следует, что Ф (ху, 0) = Ф (0) (ху) =  ф*(ху). 
Значения всех величин, вводимых в процессе вычислений с ин
дексом (0 ) , такж е равны значениям, полученным дл я соответ
ствующих величин типа Ф (х, у, 0) в соответствии с законом 
Гука. Следовательно, если полностью известно решение задачи 
о плоском напряженном состоянии, удовлетворяющее закону 
Гука, то существуют все функции типа Ф (ху, 0 ).

Решение уравнений (3.6.1) может быть найдено методом 
усреднения, который особенно успешно применяют при построе
нии приближенных решений дифференциальных уравнений в 
частных производных, близких к уравнениям гиперболического 
типа. Метод усреднения проще всего реализовать в тех слу
чаях, когда, применяя метод собственных функций (метод 
Ф урье), в уравнениях можно провести разделение переменных, 
после чего полученные счетные системы обыкновенных диффе-

CT(o) ((7(o) _ a (0)gr/y)];

(3.6.39)

^З ^Т = гИ 0) ( ° $  Ку* — <*0>£/у)]}-



рендиальных уравнений привести к стандартной форме. По тер
минологии Н. Н. Боголюбова уравнениями в стандартной фор
ме называю тся такие уравнения, правая часть которых пропор
циональна малому параметру е > 0 .

Рассмотрим дифференциальное уравнение в векторной 
форме

dx/d t = e X { t ,+x), (3.6.40)

где е — малый параметр; t — время; х — точки «.-мерного ев
клидова пространства Еп. При определенных ограничениях, на
клады ваем ы х на правые части уравнения (3.6.40), заменой пе
ременных

т
(3.6.41)

k=i

уравнение (3.6.40) можно привести к эквивалентному уравнению

I
d |/d *-e X 0( g ) + 2 e*P ^ + e m+W .  I). I

k = 2  <

П ренебрегая слагаемым em+1R(t, £), получим «усредненное» I 
уравнение т - го приближения I

I
d g / d * = e * 0( i ) + 2 eft/M £).

fc=2
Функции Fh(t, I )  находятся элементарно. Функции ^о(%) и 
Ph(%) определим в результате усреднения правой части уравне
ния (3.6.40) после подстановки в него выражения (3.6.41). В ре
зультате получим *

х а ) = M { x ( t ,  ш ,  t
где М — оператор усреднения при постоянных х, или оператор 

t
усреднения по явно содержащ емуся времени.

М атематическое обоснование метода усреднения сводится к 
следую щ ему: 1 ) отыскание условий, при которых разность меж 
д у  решениями точной и соответствующей ей усредненной систем 
дл я  достаточно малого параметра е > 0  становится сколь угодно 
малой на сколь угодно большом, но конечном интервале време
ни; 2 ) установление соответствий между различными свойства
ми решений точных и усредненных уравнений, зависящих от их 
поведения на бесконечном интервале времени.

П ервая задача разрешима с помощью первой основной теоре
мы Боголюбова. Пусть функция X(t, х) удовлетворяет следую
щим двум  условиям:



1) для некоторой области D можно указать такие положи
тельные постоянные М и Я, что для, всех вещественных значений

0 и для любых точек х, х', х "  из этой области выполняются 
неравенства

|*(<, |X(f, x ')—X{t, х")  | < Ш '—х"\\
2) в области D равномерно относительно х сущ ествует пре

дел ,
т I

lim  - i -  \ X ( t ,  x ) d t = X 0 (л:).
Г -► с о  * JО

Тогда любым сколь угодно малым положительным р, г] и сколь 
угодно большому L можно сопоставить такое положительное ео, 
что если |(^) — решение уравнения d|/d^=e^0 ( l ) ,  определенное 
на интервале 0</-<оо и лежащ ее в области D вместе со своей 
р-окрестностью, то для 0 < е < е о  в интервале 0< it< L / e  спра
ведливо неравенство \x(t)—| (f) | <г|, где x{t) — решение урав
нения (3.6.40), совпадающее с %(t) при t = 0.

Д ля решения второй задачи воспользуемся второй основной 
теоремой Боголюбова. Пусть функция X(t, х) уравнения (3.6.40) 
удовлетворяет следующим четырем условиям:

1) усредненное уравнение de/df=eX0 ( l ) ,  гДе
г

-Яо(£)=Ит \ Л’ (Л |)d^,
Т-+ со и0

при Т-*-оо имеет квазистатическое решение |=|о‘,
2 ) вещественные части всех п корней характеристического 

уравнения
Det | р / - Г О5( Ы 1 = 0 ,  

составленного для уравнения в вариациях
d6|/d  ̂= ео '̂оЕ (|о) dg,

соответствующих квазистатическому решению £ = £о. отличны от 
нуля;

3) можно указать такую р-окрестность Dp точки |о> в кото
рой X(t, х) — почти периодические функции t, равномерные от
носительно x6Dp;

4) функция X(t, х) и ее частные производные первого по
рядка по х ограничены и равномерно непрерывны относительно 
х в области —оо < 7 < оо, x&Dp.

Тогда можно указать такие положительные постоянные е ',  
<Уо, (ffo^CTiCp),  что для всякого положительного е < е '  
справедливы следующие четыре утверждения:

1. Уравнение (3.6.40) имеет единственное решение * * ( 0 ,  
определенное на всем интервале ( —оо, оо), для которого 
1* * (0 ~ io I < ог0, — o o c t c o o .



2. Решение x*(t) почти периодическое с частотным базисом 
функции X (t, * ) .

3. Можно найти такую функцию б(е) ,  стремящуюся к нулю 
вместе с е, что будет выполняться неравенство |**(0 —
^ б ( е ) ,  —о о < ?< о о .

4. Пусть * ( / ) — решение уравнения (3.6.40), отличное от 
x*(t),  при t = t 0 удовлетворяющее неравенству |я(£)—|о|<сто- 
Тогда, если вещественные части корней характеристического 
уравнения отрицательны, разность |х(0 —х*(£)|->0 при t-*~оо, 
причем |x ( t ) —х* (t) | \ где С, y > 0  — постоянные. 
Если вещественные части корней характеристического уравне
ния положительны, то можно найти такое для которого 
|х(/4) —|0|>Оь если s вещественных частей корней отрицатель
ны, а остальные п—s положительны, то в сго-окрестности точ
ки |о существует s -мерное точечное многообразие mta такое, 
что из соотношения x(t)Gmt° следует экспоненциальное стрем
ление к  нулю разности |*(0 —x*(t) | при t-*-оо. \

Из четвертого утверждения следует, что решение х* (t) ус
тойчиво асимптотически, когда вещественные части корней ха- i 
рактеристического уравнения отрицательны. Если вещественная 1 
часть хотя бы одного из корней положительна, решение x*(t) ' 
оказы вается неустойчивым. 1

Применимость метода усреднений к дифференциальным I 
уравнениям в частных производных проиллюстрируем на урав
нении гиперболического типа с постоянными коэффициентами

где е > 0  — малый параметр; F (/, х, и, du/dt, ди/дх) — нелиней
ная функция; коэффициенты А, В, С удовлетворяют условию 
Вг- А С > 0 .

Заменой зависимых и независимых переменных приведем 
уравнение (3.6.42) при соблюдении указанного условия к виду

решение которого будем искать при следующих граничных и 
Начальных условиях

где f(x)  и F(x) — непрерывные функции.
Невозмущенное уравнение, соответствующее уравне

нию (3 .6 .43), имеет вид

(3.6.42)

dhi 
d t 8 = U + e F ( (3.6.43)

u(t, 0 ) = u (t,  I) = 0 ; u (Q ,x )= f{x ) ,  
du(t, x)/dt\t=o=F(x), (3.6.44)



и (t , л: ) = 2  (А п cos соnt-\-Bn sin &nt) sin (nnx/l),
П

г д е  A n и B n— постоянные, определяемые из начальных усло
вий; vin=Y(tma/Vf — Х > 0 .

Принимая во внимание решение невозмущенного уравнения 
и предполагая, что в связи с малостью параметра е формы ко
лебаний нормальных тонов при наличии возмущения с доста
точной точностью определяются функциями sin (nnxfl), реше
ние возмущенного уравнения (3.6.43) представим в виде ряда

u(t, х, e)='LzJl(t) sin (плх/l).
П

Здесь zn(t) — неизвестные функции, определяемые бесконечной 
системой уравнений

d2z„/dt2+(x>n2Zn = EFn(t, Z\..........Z\,. . . )  (3.6.45)

с начальными условиями zn( 0 ) = fn, dZn(t)/dt\t=o= Fn, где Fn,
fn — коэффициенты Фурье функций F(x) и f(x)  при разложе
нии в ряд по собственным функциям sin (ппх/l) для п — 1, 2 , . . .  

С помощью формулы

Zm= Xmeia>m< +-*-m£ Ш,п*
систему уравнений (3.6.45) можно привести к стандартной фор
ме

dxnfdt = eXn(t, хи ■ ■ ■, х - и - (3.6.46)
где « = ± 1, ± 2 ...........

При некоторых предположениях к уравнениям (3.6.46) при
меним принцип усреднения. В результате получаем усреднен
ные уравнения в первом приближении

dT-n/dt=eM{Xn(t, £ь • • •. 1-1» ••■)}>

решение которых определяет неизвестные
Рассмотрим уравнение, близкое к уравнению гиперболиче

ского типа, с запаздывающим аргументом

W ~ a2d7‘= e ^  I*’ х ' и ^ ’ м (* — т’ х )> х )> u'(t — T,'x)r 

и/  (t , х), и/  (t — х, л:), е], (3.6.47)

где F — нелинейная функция, периодическая по < с периодом 
2п и имеющая достаточное число непрерывных частных произ
водных по всем аргументам. Уравнению (3.6.47) соответствуют 
начальные и граничные условия u(t, x)=q>(t, х) и du(t, x)fdt=>



=<D(f, x) при u(t, x)\x=0= u(t, x) |*=г=0 , где q>(t, x) и
>Ф (t, х) — непрерывные по t и достаточное число раз дифферен
цируемые по х  функции. По аналогии с предыдущим случаем 
решение уравнения (3.6.47) представим в виде ряда

u(t, х, e ) —I>Tn(t, е ) s in (nnx/l), (3.6.48)
П

где функции Tn(t, е) подлежат определению. Подстановка 
,(3.6.48) в уравнение (3.6.47) с выполнением известных преоб
разований приводит для определения функций T„(t, е) к бес
конечной системе дифференциальных уравнений с запаздываю 
щим аргументом

^ + o > „ 27 > = eF „| 4  T k(t ,e) ,  T k( t ~ x , e ) ,  .?■>-,

ATk{t~x. e)>ej > (3.6.49)

Которые разрешимы при следующих начальных условиях: 
T„(t,  е ) = ф n(t) и dTn{t, e)/d^=® „(0 для to—r ^ t ^ t o ,  где фn(t),  
Фя ( 0 — коэффициенты Фурье функций ф(/, х) и Ф(^, х) при 
разложении в ряд по собственным функциям sin (щи;//).

Приведение уравнений (3.6.49) к стандартной форме выпол
няется с помощью формулы

p  m  Д . ? »  p  m 
m < 'm K'  i ^ —/72е' >

уравнения (3.6.49) можно привести к стандартной форме
ё гл/Ш=е;г„[/, Z k ( t ) ,  zk{t—т ) , е] (3.6.50)

с начальными условиями

Z* ( 0 = 4  W  е~Шп* + 2 h  Ф" {t) в~Шп(

для jf0 — T < ^< z '0. Здесь 2r„=(F„/2 icon) 0_i“n<. шге=о)_п; F „=/7_л.
Применение метода усреднения к системе (3.6.50) сводится 

к тому, что ее решение с соответствующими начальными усло
виями может быть с достаточной точностью аппроксимировано 
более простой системой

dE„/d*=eZ«» [h  (0 . Ik (t -  x), e], (3.6.51)
т

гд е  Z<0) (x, e )= lim ( l /Г) \ Z n(t, x, e)dt, с теми ж е начальными
Т - о о  J

условиями.
Задача существенно упрощается, когда запаздывание мало. 

Тогда вместо системы (3.6.51) приходим к усредненной системе
dt„/dt = e Z ^ l b ( i ) ,  в],

решение которой определяет \п.



Г Л А В А  4 
ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ

4.1. Задачи о течении жидкости и газа ,  
их линеаризация

Приближенные решения нелинейных разрешающих уравне
ний механики жидкости и газа применительно к задачам  уста
новившегося и неустановившегося течений как  идеальной, так  
и вязкой жидкости (газа) можно построить различными мето
дами. Линеаризация разрешающих уравнений (1.3.17) механи-; 
ки идеальной жидкости (газа) приводит для потенциала скоро
стей ф1 возмущенного течение к уравнению Л апласа при уста 
новившемся и к волновому уравнению при неустановившемся 
течении (см. п. 2 .1 ). Однако линеаризация уравнений (1.3.17) 
возможна только в случае потенциального течения при нали
чии малых возмущений (см. п. 3.6). В силу важности метода 
линеаризации и его широкого применения в механике идеаль
ной жидкости (газа) построим решения ряда задач обтекания 
тел потоком жидкости.

Поскольку основное уравнение (2.1.32) линеаризованной тео
р ии — линейное, то возможно применение принципа суперпози
ции. В этом отношении особый интерес представляют фунда
ментальные решения уравнения (2 .1.32). Одним из таких ре
шений является решение для точечного источника. Пусть имеем 
течение несжимаемой жидкости (с = оо), тогда уравне
ние (2.1.32) переходит в уравнение Л апласа

Д ля точечного источника, помещенного в начало координат, 
потенциал скоростей ф] — функция переменных r u t ,  причем 
r =  V  gat,x x̂ ,̂ а уравнение (4.1.1) преобразуется к виду,  
d2(rq>\)/дг2= 0  и имеет решение cpi(r, t)= f(t)/ 4n r,  где f(t)  — 
мощность источника (при установившемся течении /(< )=const). 
Если источник расположен в точке Хоа, то

При дозвуковом течении сжимаемой жидкости ( Ж < 1 ) ,  
когда ф!(/■',/')> г ' = У ga$xa’х&', хР'=х& («=^(5), t'=v.4-\-
+(М /сх )х*, х2=1 — Л/2, уравнение (2.1.32) преобразуется 
к виду

У 2ф1= 0 . (4.1.1)



<р, (г', Г )  = [ / ( Г - т )  + g ( t ' - x ) ] / 4nr ' ,

где т = г'/Ссх>, а произвольные функции f a g  характеризуют 
соответственно расходящуюся и сходящуюся волну. При уста
новившемся течении f u g  — постоянны, а решение принимает 
вид

Ф ,= т47= ------ А ■■ ■■--------• (4-1.2)
4 n V g aaxax a + ^ { g ^ x y )

Если источник находится в точке то

4п V gaa (*“—*jf) (*“—*?) + X2 (xp- * g )  (*V~*o)

При сверхзвуковом течении (Л1> 1) основное уравне
ние (2.1.32) имеет тот ж е вид, что и при дозвуковом течении, 
его фундаментальное решение определено соотношением (4.1.2) 
за  исключением того, что x= im , причем т г> 0, i2= — 1. Сверх
звуковое течение по характеру принципиально отличается от до
звукового течения и течения несжимаемой жидкости. Так, при 
установившемся течении потенциал скорости

А<Pl=--------= = = = =
4л V S aax ax a — т 2 (£'pY* P*'v)

и его производная будут действительными и физически опре
деленными не во всем пространстве, как  в случае дозвукового 
течения, а только внутри конуса М аха, т. е.

gaaX^X^m1 (gprt<V) ,

где р, у ф  а. Д л я угла конусности % характерно c t gx  =
— т .  Если источник находится в точке х0а, то 

А(pj = ..................................
4л У S aa ( * “ — *о) [ха — х%)— т ‘ (х$ — дс§) ( * Y— х-у)]

(4.1.4)

В силу линейности уравнения (2.1.32) сумма вы раж е
ний (4.1.3) или (4.1.4) для разных х0а и А будет решением ур ав
нения (2 .1 .32); решениями будут такж е функции, получающи
еся путем дифференцирования или интегрирования по коорди
натам  ха. Если ф! является потенциалом источника, то произ
водная от ф! по любой координате дает диполь.

Распределение мощности источника по линии приводит к 
линейному источнику, а распределение мощности источника по



поверхности — к поверхностному источнику. Поместим во всех 
точках х0а поверхности обтекаемого тела источники с потенциа
лами (4.1.3), считая Л (*<>“), и составим потенциал скорости

Ф' J  4л У gaa ( v“ — [ ^3y ( * v - * ? ) ]

(4.1.5)

распространенный по всей поверхности тела, так  к ак  подкорен
ное выражение в (4.1.5) положительно во всем пространстве 
при М <  1. Вид функции А(х0а) определяется из граничного ус
ловия на обтекаемой твердой стенке

где фо=Уо*“ — потенциал скорости невозмущенного течения, 
которое с точностью до первого порядка малости может быть 
записано в виде УоЯа+ У аф1 = 0 .

В качестве примера рассмотрим задачу об обтекании тела 
вращения потоком жидкости, направление которого совпадает 
с осью ха. Д ля возможности применения линеаризации предпо
ложим, что тело сильно вытянуто и задано уравнением r = R ( x a), 
причем R и dR/dxa — малы. Поле такого течения можно найти, 
если задать распределение источников вдоль оси тела ха с плот
ностью Л(£)с15 в точке дс“ = £, хр = 0 (а=^р). Интегрируя по 
всем источникам вдоль оси ха, получим результирующий потен
циал скоростей возмущенного потока

Пределы интегрирования в (4.1.7) устанавливаем исходя из 
следующих соображений. Если вычислить потенциал cpi в точке 
пространства (ха, г), где г = g^x^x7— расстояние от оси ха, 
при верхнем пределе £ i = a m r ,  то для приращение по
тенциала ф! в интервале (£ь £) будет мнимым,  т. е. отсутству
ет влияние на точки (ха, г) источников, распределенных на 
(Si, £)• Возмущение Л(£),  вызываемое заостренным узким те
лом, равно нулю для 5 ^ :0 , поэтому нижний предел интегра
ла (4.1.7) можно считать равным нулю.

Пользуясь преобразованием £ = *“—т гс Ь б , запишем интег
рал (4.1.7) в виде

(4.1.6)

xa —m r

У (х а—Ог—т гг‘
(4.1.7)

оо оо



то гда компоненты вектора скорости будут равны
оо

v a =   ̂А' (л?1 — m r ch 6) d6 =

(ЗЛ
0-  d*5 у  ’

оо
 ̂т  ch б А' (Xх — mr ch б) =

о
xa —m r  / в  а \

= ___1_ jj d А______ (* —*о

с17

d*o У  ̂ -х^У-т'г*

Функция Л(£) определяется из граничных условий (4.1.6), 
которые эквивалентны интегральному уравнению

v 0R dR
dx' [x a - i

s
n

-c dA =  0 . (4.1.8)
0- yy'—tY—tfi* dS J r _,

По известной функции /4(5) с помощью соотношения

UoV«<pi + ///p = 0 (4.1.9)

можно найти давление р ' возмущенного потока, а затем и си
лу Р, действующую на обтекаемое тело:

I
Р  =  2 п  { p ' \ , - R R  <!*“=

*) QX

{  Г dA_ d£ 
= —2яр0г)0  ̂  ̂ d£ у (х« _ ог_ прг2 R - ^ d x * ,

d*

где I — длина тела.
Пусть тело вращения находится в потоке жидкости, движу

щемся со скоростью t>o и направленном под углом р к оси сим
метрии. Разложим скорость потока v0 на две составляющие:

— параллельную оси и v± — перпендикулярную оси, тогда

u= = y0cos р~ и0; f x = —uosin р^=—и0р,
причем v= — конечная величина, а ох — м алая величина в си
лу  малости угла р. Поместим начало координат в вершине те
ла и направим ось вдоль оси симметрии. Потенциал скорости 
Ф1 запишем в виде ф ^ф ^+ ф /'+ ф /", причем потенциал ф/ =



=  vxr cos 0~ po|3rcos 0 представляет собой плоскопараллельный 
поток, бегущий с малой скоростью параллельно плоскости, про
ходящей через направление Уо и через ось тела; qn" — потенци
ал осесимметричного обтекания тела потоком со скоростью v=; 
ер/'' — потенциал, не обладающий осевой симметрией и возника
ющий из-за наличия составляющей скорости vx. Потенциал ф," 
находим в форме (4.1.7):

х а —т г

ф ,"=  \ - _ M L = d g ,
$ У  (ка—£У—т !г‘

гд е  А  (С) —функция, определяемая уравнением (4.1.8). П отен- 
циал ф/" можно представить в виде ф/" =  cos Ф, тогда 
Ф =  дщ"/дг и потенциал скорости

д:а—тг
т  cos 8 С A , ( i ) ( x a- Q  ^

' Г )  V  (ка—1)г—т 2гг
где Лг(^) — подлежащая определению функция.

Граничные условия (4.1.6) с точностью до малых первого по
рядка можно записать в форме

УоПа-МоР cos e(dy"/dr)r=R + (d<p"'/dr)r=R = О, 
откуда

Уо«а4 -,(^ф1///^г )г -л = 0 ; у0р cos Q+(dq>l" '/dr)r^R= 0.
Эти условия приводят к двум уравнениям ,

Г х а ~г

• M i
xa —m r

(jc“-C)* <М»
Г Xa~i

« # —  4 -  S . .  Ч г ъ
L о К ( A—O8 —

=  0 ;
r - R

r - R

решения которых определяют функции Aj(t,).
Давление р' находим с помощью соотношения (4 .1 .9):

Р '= Р \  + Р 2  COS0.

Здесь
х а —т г

Pi
d4, d£

о
ха —т г

d£ У ( х а — 0 3 — т гг!! ’ 

(М, (х“ —C)dC. С (x“-C)dCPi — — Pô o m \ ~Tf — = ri  dS V{xa- tY -m * r*



Найденному давлению р' соответствуют продольная сила
I Г ха —т г  "1

Р пр =  2npoVo  ̂ \ i t  i 7 = ^ = =  d*° ’
oJ dx L oJ ? J r -й

поперечная сила
l  Г  xa —m r

Pmn =  — npoVom j j t f   ̂
о L о

сM2 (*“ — £) d£ 
d£ V ( x a — S)2 — rn‘r* ‘ R0

и момент относительно вершины тела

Л1 =  —яр0г>0/тЛ .*“/ ? [ ^ Д  ( t j Q i i S ,  _ 1  ^
J |_ J d£ y (x* _ D2 _ m2r* j raR

Пусть Vo/ — компоненты вектора скорости невозмущенного 
потока, Vj — компоненты вектора скорости возмущенного пото
ка и Wj — компоненты вектора скорости, характеризующего воз
мущение потока массы, тогда

Ро(ш/+^о/) =p(Voj + Vj) , 
где ро, р — плотность невозмущенного и возмущенного потоков 
соответственно. В этом случае уравнения поля имеют вид

A fV « » , = 0 ; g * V aw, =  0 , 
а для линейного приближения

Wj=Vj— V%VaVojlc2Q-, р' = — poDjJWa.
Если Vj и Wj удовлетворяют линеаризованному уравнению и 

являю тся ограниченными и непрерывными на замкнутой поверх
ности 5  и внутри нее, то легко показать, что интеграл

/ (VjWkn k—0,5 v kw kn j)d S  = 0, (4.1.10)
5

где tij — компоненты вектора внешней нормали к поверхности S.
Пусть и*.1*, и v p ,  w (p  соответствуют двум различным

линеаризованным течениям, тогда из (4.1.10) имеем

J  {vy>wWn*+vY>wMnh — vW w M nj)d S= = 0.  (4.1.11)
s

Опираясь на тож дество  (4.1.11). установим т е о р е м у  об 
обращенном течении. С этой целью рассмотрим д ве  гранич- 
пые поверхности тонких тел, имеющих одинаковую среднюю 
новерхность ( 5 ) .  Пусть v ip  и v (p  —компоненты векторов 
скорости возмущенных потоков соответственно для v 0j и
— Voj. Граничные условия на средней позерхности опреде



лены равенствами /&“«£>= —®0аЛ( и nav ^ = v Qa.n^)a. Умножая
(4.1.11) скалярно на v 0j и используя условия ограниченности 
г»у> и г><2), получим равенство

 ̂{vbvWwjfinP+v^vWw^nP — vV^w W /ipv^dS—
<s>

= ®о 5
<s>

которое выражает теорему для обращенных течений. В част
ности, когда тела одинаковы и /гу>=/г<2>=я;., имеем

v o $ p[1)na(lS=  — v% \ p\2)n A S .  (4.1.12)
<s> <5>

Равенство (4.1.12) указы вает, что в этих двух течениях силы 
лобового сопротивления имеют одну и ту ж е величину. Сфор
мулированная теорема справедлива для тел, имеющих одинако
вую среднюю поверхность, но не обязательно абсолютно одина
ковую форму.

При решении ряда задач течения идеальной сжимаемой 
жидкости необходим учет более сильной нелинейности, чем 
допускает метод линеаризации разрешающих уравнений. В т а 
ких случаях решение возможно методом характеристик, сущ
ность которого рассмотрим применительно к общему квазили
нейному дифференциальному уравнению в частных производ
ных второго порядка

а » ф”л -  Ь = 0, (4.1.13)
где a ,k и b — коэффициенты, являющиеся функциями х1, ф, <р 
<р/ =  дц>/дх‘ и (fjk" = д г(р/дх}дх? — производные; j  и k — индексы, 
по которым идет суммирование; ф(*0  — искомая функция пере
менных х< (/= 1, 2, 3 ). Рассмотрим поверхность, заданную ур ав
нением

Х' = х1{$и Ра), (4.1.14)
где Pi и р2 — параметры, определяющие поверхность, и предпо
ложим, что величины ф и ф/ существуют во всех точках на этой 
поверхности, тогда во всех точках поверхности имеют место 
уравнения

д , „ dxk д , , дхк /л « ..r-v
^  “ V  dfc Vj (4.1.15)

причем только пять из них будут независимыми. Решив совмест
но любые пять уравнений (4.1.15) вместе с уравнени
ем (4.1.13), получим частные производные ф/*" во всех точках 
поверхности (4.1.14) в виде функций от первоначально задан 
ных величин. Введем в рассмотрение объекты



, _jdx^ дх^ дх■* <№' , _дхг дх1 дхг дх*.
1— др,<?рг~ W idfc’ 2 _ < ^ Ж _  <^Г^РГ’

j  __д х 1 д х г дхг д х 1
*~~Widf2~WtWt’

тогда из соотношений (4.1.15) следуют равенства
<4 А —ф! 2 А»= А  (ф|)— А  (ч>; )=  Хи; 

%iL3~ф[8 А  =  А(ф;) — А  (ф|) =  Х12\

Ф32 А  ~~ Ф31 А  =  А  (Ф3) — А  (фз) =  *33-
Независимыми из девяти соотношений (4.1.17) будут только 

пять, так  к ак  величины Х/к удовлетворяют тождествам

Следует отметить, что запись А ( ф & )  означает действие А  

на которое получается заменой переменной Хк на ф  ̂ в вы
ражениях (4.1.16). Решение уравнений (4.1.17) определяет про
изводные ф"jk =  YjkfZ, где У/й и Z — миноры матрицы шестого 
порядка с шестью строками и семью столбцами. Если Z не 
стремится к нулю, то производные ф”̂  определены во всех 
точках поверхности (4.1.14), третья и высшие производные от 
Ф такж е могут быть определены, следовательно, функция ф го
ломорфная и задача Коши с начальными условиями имеет ре
шение. При стремлении Z к  нулю во всех точках поверхности
(4.1.14) все значения У/* должны стремиться к нулю, если су
ществует нетривиальное решение. Это соответствует дополни
тельному условию

ФцА2 =  А  (ф^— ^2(Ф,) =  ̂ 13; 
Фгз А  — Ф22 А  =  А  (ф 2)  — А  (ф 2) =
Ф21 Аз — Ф23 А  =  А  (Ф2)  —  А  (ф2) =  А 22 '. 

Ф22 А  —  Ф2 1 А  =  А  (ф2) —  А  (ф2) =  Х 2?;, 

Фзз А  —  Фз2 А  =  А  (ф ;) -  А  (% ) =  Х 3 1 ; 

Ф31 ■L * —  Ф33 А  =  А  (Ф3) — А  (Ф3 ) =  ^ 32 !

(4.1.17)

LiXji-\-L2Xj2-\-L3Xj3—0 ; -Хп-Ь-Хгг-Ь-^зз- 0 , где /—1 , 2 , 3.

Z = a ’kLjLkT= 0, (4.1.18)
с помощью которого матрица

, ,0 0  0  0  Ly — A  .Ач
/ / А  о о о  — а  о ;
1 1 о — и  о а> о о ;

о а  о о  о —и  ;  
\до  о — а  о z 3 о ;

aw 0-22 а зз 2 а 33 2 а :л 2а12
I



сводится к матрице пятого порядка. Уравнение (4.1.18) ук азы 
вает на то, что нормаль (L\, L2, L3) к  поверхности (4.1.14) 
должна лежать на конической поверхности. Если вы раж е
ние (4.1.14) везде положительное или везде отрицательное (ко
нус мнимый), то дифференциальное уравнение (4.1.13) отно
сится к эллиптическому типу; если выражение (4.1.18) являет
ся полным квадратом в любой точке (конус вырождается в две 
совпадающие плоскости), то уравнение (4.1.13) относится к па
раболическому типу; если уравнение (4.1.18) дает действитель1 
ный конус возможных нормалей, то уравнение (4.1.13) относит
ся к гиперболическому типу. Д ля гиперболического уравнения 
нормаль (Li, Z-2, L3) к поверхности (4.1.14) в любой точке ле
жит на конусе. Касательняа плоскость

Li (х1—лго1) +Ь2(х2—х02) + L3(x3—х03) = 0  
в точке х0} имеет огибающую

А*(х*—х,*) (хк—*«л) = 0 , (4.1.19)
где Ajk — алгебраическое дополнение элемента а1к определи
теля

а" а12 а"
Д= а21 д22 а23 

а31 а32 а33
Действительный конус (4.1.19) называется характеристичес

ким конусом в точке х0}. Смещение вдоль поверхности
(4.1.14) образует огибающую, задаваемую  уравнением

A jhdx!dxh= 0  (4.1.20)
и называемую характеристическим коноидом. Нормаль (Lx, L2, 
L3) к общей характеристической поверхности в любой точке ле
жит на местном конусе (4.1.19), при этом общие характеристиче
ские поверхности, проходящие через какую-либо точку, касаю тся 
местного характеристического коноида (4.1.20), который являет
ся особым видом характеристической поверхности, связанной с 
точкой.

Итак, при двух независимых переменных существуют два се
мейства характеристических кривых (характеристик), тогда как  
при трех независимых переменных имеем бесконечное множество 
семейств характеристических поверхностей, зависящих от про
извольных функций. Если задана произвольная поверхность, ко
торая не пересекает характеристических конусов, и если задано 
семейство кривых k на этой поверхности, то существуют два се
мейства характеристических поверхностей, проходящих через 
кривые k (бихарактеристические кривые), которые образуют 
характеристические коноиды, исходящие из кривой k. Обраще
ние в нуль всех У ^ п р и 2 = 0  эквивалентно выполнению р а
венств



djjLjXjb—ahhLkXki-\-au (LkXik—LiX}s) -j-
-f-2 aklLkXkk—2ai}LjXjj-\-LjLkb =  0,

справедливых вдоль любой характеристической поверхности, 
удовлетворяющей условию (4.1.18) в каждой точке (/, к, 1 = 1 ,  2,
3 и j ^ k ^ l ) ' .

Д ля установившегося сверхзвукового течения сжимаемой 
жидкости без циркуляции в качестве функции <р можно принять 
потенциал скорости. Уравнение (4.1.13) для <р имеет вид

( у Ч —с2)ф'.у + u itAp'.*=0, (4.1.21)
где Vj — компоненты вектора скорости частиц жидкости. Нор
маль (Lu L2, Ьг) к характеристической поверхности удовлетво
ряет условию

(v^vj—c ^ L f + v W L jL ^ O ,  (4.1.22)
а условием, при котором (4.1.22) является квадратичной фор
мой, будет неравенство v’v f ^ c 2, где с — местная скорость звука. 
Очевидно, что уравнение (4.1.21) относится к эллиптическому 
типу, если течение дозвуковое, к параболическому типу, если 
течение звуковое, и к  гиперболическому типу, если течение 
сверхзвуковое.

Характеристический конус с вершиной в точке Хо\ с осью v} 
и полууглом при вершине, равном углу М аха х — 
=  arc sin (с/ У  v ’vj), описывается уравнением

S ( v hvk-i-v‘vi—с2) (xi—x0i)2—vjvk(x}—x0i) (Xh— Xoh) = 0 ,  

характеристический коноид — уравнением
—с2) (dx}) 2—vjvkdx}dxk= 0 ,  

а дифференциальное соотношение К12= 0  имеет вид
(у 'и,—c2)L iX l3— {v2v2—c2)L2X23+  {уЧъ—с2) (L2X22—
—L3Xn) + 2  v2vzL2X22—2u3u1L 1X 11 =  0.

Пусть rij — компоненты вектора внешней нормали, выбран
ные так, чтобы они были положительными в направлении, имею
щем с направлением течения жидкости угол (я/2+ х). Тогда 
уравнение (4.1.22) принимает вид vinj= 0, причем v i =  
=  t»o sin 0cos ф; v 2 = v 0 sin 0sin -ф; &3= o o c o s0 , где Vq — скорость; 
0 и ф — углы , определяющие направление течения жидкости. 
Следовательно, уравнение можно представить в виде

rtjsin 0 cos ф +Пгэт 0 sin i])-f-n3cos 0 =  —sin %.
Введем угол м еж ду диаметральной плоскостью характерис

тического конуса, проходящей через бихарактеристику, и плос
костью, проходящей через ось х1. Введение тригонометрических 
функций угла 6



g ___Л , COS 0  COS l|) +  пг COS 0  S in  l |) — n3 s i n  0  _

cos % ’
sin § _ ti% cos ti\ sin t|)

cos x

позволяет выразить все tij в виде функций параметра б.
Если бихарактеристики рассматривать как параметрические 

кривые Рг== const, а их ортогональные траектории как парамет
рические кривые Pi=const, то уравнение К12= 0  преобразуется 
к виду

to у /— +sin  у sin я ^  -  (—  —  -  sin* sin6 ^ Л - 0 -  
t g x (v̂ l + s l n 5 c s , n 0 d p 2j  [  V d p ,  V d § . J  ’ ( 4 . 1 . 2 3 )

t r Y ^ i n Y d0 1 / s i n x c o s S  d v  s in6  d v \  n  
s in 0 tfp ;j+ (---- v-----

Соотношения (4.1.23) служат основой для численного расчета 
характеристик течения жидкости.

Неустановившееся осесимметричное течение сжимаемой 
жидкости также можно изучать методом характеристик с тремя 
независимыми переменными х1 ( /= 1 , 2), t. При потенциальном 
течении потенциал скорости ф выражается соотношениями

Oj=V,4p; v3=d(p/dt=— [0,5и3'и ,+с2/(/г— 1)]; k ^ c pfcv
и подчиняется уравнению

2  ( v h j  — с2)ф"7+ ф;, + 2  ^  v^"](+ v ^ v % 2 =0. 
у-1 \)-1 1

Нормаль (Lb L2, L3) к характеристической поверхности удовлет
воряет уравнению

j — с2) /./+ -£ з2+ 2  ( ^ lv*LjL3-\-v,v 2LiL2>\=0,
i  '  i  ' 

которое будет гиперболическим при с ф 0. Характеристический 
конус в точке (х0’у to) описывается уравнением

2  \{х! —х01)2 — 2Vj(x>—XoJ)(t — *о)] +  ( 2 г’Л° i ~~c2W “ о̂)2̂ ,
1 '  1

характеристический коноид —уравнением

2  (сЫ — v>'Aty=(c&)^,
i

а дифференциальное соотношение имеет вид

(v^V\—C2)L\X\%— (d2V2—с2) ̂ 2-̂ 23“Ь 2̂-̂ 32--^3^11
+2{ v2L2X22— v 'LxX u)= 0 .  (4.1.24)



Если параметр б выбрать так, что
Li/sin 6 = L 2/cos б = —L2/(vi sin 6+ и2 cos б+с),

то бихарактеристическим будет направление (vt-\-с sin б, и2+  
+ с  cos б, 1). Если бихарактеристики выбраны так, что [}2=const, 
а кривые пересечения с плоскостью £=const так, что Pi =  const, 
то дифференциальное соотношение (4.1.24) принимает вид урав
нений

которые лежат в основе численных расчетов рассматриваемого ) 
течения жидкости. При i>i =  0 и 6 =  0 соотношения (4.1.25) сво
дятся к инварианту Римана для, одномерного течения и2±  
±2cj(k—I ) — const вдоль характеристики dx2/6 t=  (v2dzc). '

Поскольку метод характеристик при трех независимых пере
менных является громоздким, целесообразно использовать метод 
линеаризации. Дифференциальное уравнение потенциала скоро
сти <р для неустановившегося течения невязкой сжимаемой жид
кости без циркуляции в трехмерном пространстве можно запи
сать в форме

причем скорость звука с связана здесь с потенциалом скорости 
соотношением

Пусть имеется однородный поток, обтекающий со скоростью 
и0 в направлении оси х тонкое тело. Тогда потенциал скорости 
можно записать как

Ф =  у 0* + е 1 > 0/ ф 1 ( £ ,  г], д ,  т ) ,

где ф1 — безразмерное возмущение потенциала скорости; I — 
характеристическая длина тела вдоль оси; £= * //; т\=Ху/1\ е =  
=  \iz/l-y т = 7 v0T/I, причем параметры К, ц, у, е должны быть опре
делены так, чтобы функция ф! и все ее производные были поряд
ка единицы. Компоненты вектора скорости заданы формулами

f  1 =  Уо(1+еф'1Е) ; и2=иоеЛф;п; и3 =  иобЦф,'с ), 

а если возмущение скорости мало, то

(4.1.25)

□ 2Ф = 4 [gi+-5-(ff'*V/pV*)] (g^V^Vptp). (4.1.26)

k ~ i  - 

I *



Условие малости коэффициента давления

приводит к сильным неравенствам
еМ2<С 1; е^Л12<С1; еА,М<^1; ец,М<С1.

С учетом условий (4.1.27) и (4.1.28) получим эффективное урав
нение Д Л Я  ф !

где коэффициент давления ср определяется выражением

чины g — 0 (1) и 6<С1, тогда Х6<1, и граничные условия при 
£ =  |A6g' задаются равенством

причем (I и е определяются из граничного условия (4.1.30) и 
уравнения (4.1.29).

Достаточными условиями линеаризации уравнения (4.1.26) 
в окрестности тонкого тела будут сильные неравенства 6<С1; 
уб<С 1; Af8<C 1; у^б<С1, а также любое из следующих: | М—11 »  
!Э>62/3; y^>62/3. Если эти условия удовлетворяются, то линеари
зированное уравнение имеет вид

в противном случае уравнение для потенциала скорости возму
щенного течения будет нелинейным.

Для линеаризации разрешающих уравнений механики не
сжимаемой вязкой жидкости при отсутствии теплового воздей
ствия (2.1.36) можно использовать критерии подобия, к которым 
относятся числа Эйлера Е =р/ри2, Фруда Fr =  t>2/g7, Струхаля 
St =  l/Tv, Рейнольдса Re=vl/v,  где v — ц/р. Уравнения движе
ния в безразмерных величинах с помощью критериев подобия 
могут быть представлены в виде

W  ^  лл+лё ‘Р1:с==ЧГаЧ>1™+2ТФ;Е* +  

~НО ~М ~2) +  е (£ +  1)фц] ф,££, (4.1.29)

(Ф,:)= (б /ц е )  [ч£т+ (  1 + е Ф;5) ^5+еА,2ф;г1̂ ] , (4.1.30)

и выражение для давления



где при квадратичных членах инерции находится множитель в 
виде одного числа Re. Следовательно, если число Re считать 
малым (Re«Cl), то квадратичными членами инерции в левых 
частях уравнений (4.1.31) можно пренебречь. Однако требова
ние R e ^ l  является только достаточным, но не необходимым, 
чтобы считать квадратичные члены инерции малыми величина
ми. Они могут быть малыми и в том случае, когда число Re не 
является малым, но траектории частиц близки к параллельным 
прямым или концентрическим окружностям. Для сохранения в 
уравнениях (4.1.31) остальных слагаемых, содержащих мно
житель Re, необходимо предположить, что по порядку величин 
имеют место неравенства S tR e > l;  R e /F r> l; £ R e > l .  Из по
следнего неравенста следует условие p>\ iv j l , которое указыва
ет, что при отбрасывании в уравнениях (4.1.31) квадратичных 
членов инерции давление находится в прямой зависимости от 
коэффициента сдвиговой вязкости ц. и характерной скорости v 
в первой степени. В результате отбрасывания квадратичных 
членов инерции уравнения (4.1.31) принимают вид

S t  R e  W = F 7  F J -  E  R e  V ; P + V 2^ ;..

Система разрешающих уравнений (2.1.36) может быть записана 
в форме

У ^  =  0; dvil d t = F }— 'Vj {p/p)+vW2vj (4.1.32)
и представляет собой систему приближенных уравнений Стокса 
механики вязкой несжимаемой жидкости.

Дифференцируя (4.1.32) по координатам х} и учитывая при 
этом уравнение неразрывности, получаем уравнение для вычис
ления давления S72p = p g hiV kF}-, при отсутствии объемных сил 
(Fj =  0) или их постоянстве это уравнение представляет собой 
гармоническую функцию V 2p =  0. При отсутствии объемных сил 
(Fj =  0) путем дифференцирования (4.1.32) по координатам по
лучим для компонент вектора вихря уравнения d a j l d t = v 4 2Oj, 
совпадающие по своей структуре с уравнением, описывающим 
процессы свободной теплопроводности, где /= 1 ,  2, 3.

Считая вязкую жидкость несжимаемой (p =  const), течение 
установившимся (d v jd t— 0) и плоскопараллельным (vz=0,  
dv\/dz— dv2/ d z = 0) , а также пренебрегая, действием объемных 
сил (Fj — О) и квадратичными членами инерции по Стоксу, из
(4.1.32) получим уравнения

д р /д х= |i,V2tv, dp /dy= \ iV 2v2\ dvJdx-\-du2/dy= 0 . (4.1.33)

Введем функцию тока ■»]), полагая vl=d^/dy ,  vz= —dip/dx„ 
тогда величина вихря



*г— ^ ( - 2 ц М)

и представляют собой соотношения Коши—Римана. Следова
тельно, можно ввести функцию f ( z ) = p —Йцш комплексного пе
ременного z=x-\-iy, а, исключив из приведенных равенств дав
ление р, получить для функции тока г|з бигармоническое урав
нение

V 2V >  =  0. (4.1.34)
Таким образом, изучение плоскопараллельного установив

шегося течения вязкой несжимаемой жидкости сводится к ре
шению бигармонического уравнения (4.1.34) для функции то
ка г|), если исключить квадратичные члены инерции.

Известно, что любую бигармоническую функцию двух пе
ременных х, у можно представить с помощью двух функций 
комплексного переменного z в виде

2хр=гФ(г)+гФ  (-z)-f x(z)+x (z), (4.1.35)
где черта сверху указывает на сопряжение переменной г 
функций Ф, х- Дифференцируя (4.1.35) по х, у, находим

гг14-г!у2= -г [Ф (2 )+ 2 :Ф '(г )+ х / (2)];
р — /2 ц со= /(г)= р0+г4^Ф/ (г),

причем со= — Ф.'(2 )-{-Ф'(2 ); р=1‘2ц(Ф '(г) — Ф'(г))+/?0.
! Используем изложенные соображения для решения задачи 
jo поступательном движении круглого цилиндра радиусом а в 
вязкой несжимаемой жидкости параллельно оси х с постоян
ной скоростью v0. Считая течение жидкости установившимся, 
пренебрегая действием объемных сил и квадратичными члена- 

и инерции, получим для функции тока г|> уравнение (4.1.34), 
. е. для компонент вектора скорости частиц жидкости в по- 
ярных координатах (г, 0) находим

vr— (\fr)dty/d$\ ve= —д\р/дг.
Из условия прилипания частиц жидкости к стенке следуют 

раничные условия при г=а\
(l/r)chj)/d0 =  uocos 0; —д ^ / д г = —u0sin 0. (4.1.37)
Из предположения, что возмущения, вызываемые движе- 

[ием цилиндра, будут малыми на некотором конечном рас- 
тоянии Ь, устанавливаем дополнительные граничные условия 
[ри г—Ь:



Вид граничных условий (4.1.37) разрешает искать решение 
уравнения (4.1.34) в виде ij)=sm 0/(г), тогда

V 2/= s in  Q {f"+ f ' / r—f / r2) =  sin bF(r);
V 2V 2f= sin  Q(F"-\-F'/r—F/r2).
Решение дифференциального уравнения
F " + F ' / r —F/r2 =  О

можно представить в виде
F=Ar-\-B/r,

тогда

2со= —sin 0(Л г+В /г), р—р0= ц  cos 0(Лг—В/г), 
т. е.

р—i 2ц(о=Ро+^(Лг—B/z) .  (4.1.39)
Определение компонент вектора скорости требует решения ] 
дифференциального уравнения

/ " +  у  Г - h  f - Ь  ( / ' + Т

интегрируя которое, находим 
/ '+ / / r = 0 ,5  Ar2+ B  In г+С ;
/=0,125Лг3+0,5£г (In г—0,5) +  Cr+Z>/r.
Итак, функции тока и компоненты вектора скорости опреде

ляются выражениями
-ф=sin 0[О,125Лг3+О,5Вл(1п г—0,b) +  Cr+D/r\\  
vr=cos  0[О,125Лг2+О,55(1п г—0,5)+C -)-D /r2]; 
ye=  —sin 0[О,375Л/-2+О,5В (In r+0,5) + С —D/r2].

С помощью граничных условий (4.1.37) и (4.1.38) устанав
ливаем уравнения для определения постоянных интегрирова
ния:

0,125Ла2+0,5В(1п а—0,5) + С + £ /а 2 =  и0;
0,375Ла2+0,5В (In а+0,5) + С —D/a2= v 0;
0,125ЛЬ2+0,5£ (In Ь—0,5) + C+D/b2= 0;
0,375ЛЬ2+0,5В (In 6+0,5) + С —D/b2=0.

Исключая С и D, находим уравнения
0,5Л(Ь2—a2)+ B \n {b /a )  = — 2v0; 0,5Л (Ь2+ а 2)+ В  =  0,



;_______ . д___п„. ______R + 1______
д2 (6s + l ) l n £ — {№■ — 1)’ D ~  °(А2 4 - 1 ) 1п £ — (кг — 1)’ 

где k=b/a.
Сопоставление выражений (4.1.39) с (4.1.36) приводит к 

соотношению
i4ji<D' (г) =  ц (Аг—В / г ) , 

откуда следует

4Ф (z) =  — i (0,5Лг2—В In z + K ) ,
где К — произвольная постоянная. Тогда для результирующего 
воздействия на цилиндр имеем соотношение

Rx-^riRy=2n\xB,
следовательно,

г, 4л1Ш0 {кг +  1)
К х  (й2 +  1) In £ — (Л2— I)’

т. е. сопротивление жидкости пропорционально коэффициенту 
сдвиговой вязкости р, и скорости р0 поступательного движения 
в первой степени.

Уравнения движения вязкой несжимаемой жидкости, входя
щие в систему разрешающих уравнений (2.1.36), имеют вид

d v r f d t + x t V b V r F r -  (1 /р) V jp + v V ’t/,,
при этом координаты х* рассматриваются для фиксированной 
точки пространства по отношению к неподвижной системе ко
ординат, множители vh=dxh/dt  представляют собой компоненты 
вектора скорости абсолютного движения фиксированной части
цы жидкости. В подвижной системе координат, имеющей посту
пательное движение со скоростью v 0 и мгновенное вращение 
с угловой скоростью Q, множители vh=dxh/dt  представляют 
собой компоненты вектора относительной скорости v h(r̂  фик
сированной частицы жидкости, причем абсолютную v k, пере
носную v\e)= v 0*+Лрх'£2ал;Р и относительную v\r) скорости свя
зывает зависимость ,ok= ,v\e)Jr'v\ry

Уравнения абсолютного движения вязкой несжимаемой жид
кости, отнесенные к подвижной системе координат, имеют сле
дующий вид:

d v jd t+  {vh—vl — \ f  Q*^) — (1/р) V jP+



Если система координат имеет только поступательное движе
ние, совпадающее с поступательным движением рассматрива
емого тела, то уравнения (4.1.40) упрощаются:

dv,/d t+ (vh—v0h) ( 1/p) Vjp+vV*»,.
Предполагая число Re малым, можно аналогично линеари

зации по Стоксу квадратичные члены инерции, содержащие 
компоненты vh вектора переменной скорости, считать малыми, 
т. е. о*У*Ч)й!0. Тогда уравнения (4.1.40) могут быть представ
лены в форме

d v j /d t—  i/o’1'V hv }= F }— ( I/p) V jP+vV 2̂ ,
которая была предложена Озееным и называется обобщенными 
уравнениями Стокса. В результате система разрешающих урав
нений (2.1.36) принимает вид

dvl/d t+ v t*Vkvj= F i+ v V ivi— f,l/p)'Vip-, V,t>i=0. (4.1.41)
Сопоставляя уравнения (4.1.41) с уравнениями (4.1.32), при
ходим iK заключению, что обобщенные уравнения Стокса ча
стично учитывают квадратичные члены инерции.

Для установившегося течения жидкости без учета действия 
объемных сил уравнения (4.1.41) упрощаются:

P(»*VaUj*= — (1/p) V jP+v V 2̂ -; V ^ = 0 .  (4.1.42)
Дифференцируя уравнения (4.1.42) по координатам Xs и прово
дя операцию суммирования по индексу j приходим к уравне
нию Лапласа V 2p = 0 . Предположим, что компоненты вектора 
скорости можно представить в виде суммы

(4.1.43)
причем потенциал скоростей <р удовлетворяет уравнению Лап
ласа

Vaq>=0. (4.1.44)
Подставив (4.1.43) в уравнения (4.1.42), получим 

V y(W i9 + /» /p )+ ® o ftV ^ (/ )= v V 2t)(/ ),
но потенциал скоростей ф и давление р — произвольные гармо
нические функции, которые можно связать, положив р =  
= —p i^ V ^ , тогда уравнения (4.1.42) представляются в виде

gy*V/0£°=O; — v V 2v {j2)JrV (4.1.45)
Пусть поступательное движение происходит в направлении 

координатной оси х1 со скоростью v0, тогда 1>‘=г>0, t)̂  =  ̂ = 0 ,  
а уравнения (4.1.45) принимают вид



Полагая ®£2>=(v/z>0) V 2X. v W = ( v /v 0) V 3X. приведем уравне
ния (4.1.46) к виду

Vi (®}2>- J v , x ) + J v * X * 0 ;  

v 2( ^ v 2x - v ,x )= 0 ; v 3( J v 2x - v ,x)= o.

Пусть функция х удовлетворяет уравнению 

ViX — — V 2X=0, (4.1.47)

тогда имеем соотношение 

Vi

которое выполняется при 

f f2)= - X + ^  ViX-
Итак, для установившегося течения вязкой несжимаемой 

жидкости без учета объемных сил решения обобщенных урав
нений Стокса определены соотношениями

vs= V 3(jp+ (v/u„) V3x; v2= V2̂ +,(v/wo) V 2x;
(4.1.48)

^ i= V19—X+iv/v^ViX; p =  — pa„V(q>,
причем функция ф удовлетворяет уравнению Лапласа (4.1.44), 
а функция х — уравнению (4.1.47). Компоненты вектора вихря 
будут равны

ft»i =  0; а>2=  —0,5V 3x; (Os=0,5V2x,
т. е. решения (4.1.48) могут иметь место только тогда, когда 
все вихревые линии располагаются в плоскостях, перпендику
лярных к скорости потока на бесконечности, что имеет место 
для плоскопараллельного и осесимметричного течения жидко
сти. Следовательно, для этих видов течения можно строить ре
шения обобщенных уравнений Стокса (4.1.41) в форме 
(4.1.48).

Условия прилипания частиц жидкости к поверхности S, 
ограниченной контуром Г неподвижного тела, запишем как

Vi<P — X +  (v M )  Vi X =  0; V 2«P +  (v/v0) V 2X =  0;

Vs'P-Hv/'Oo) V 3X =  0, 

при этом компоненты вектора вихря на поверхности 5 равны 
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2 w2=  (u0/v) У 3ф; 2 (о3=  — (Уо/v) V2(p.
Если принять 

X =  eVKiv°V (x;),
то уравнение (4.1.47) приводится к уравнению Гельмгольца 

V 2K— (t>0/ 2v)2y = 0  

для функции У.

4.2. Метод последовательных приближений 
в нелинейной теории упругости

В задачах теории упругости нелинейность может быть гео
метрической, когда имеют место конечные деформации

== 0,5 (VjUft-f-VftMj-)- V jU“VtHa) , (4.2.1)
и физической, когда определяющие уравнения упругой среды 
имеют форму

о=3/Сх*(е)е; (Da) =2Gy*  (е{) (Dt),

где х*(е) и ^* (е*)— функции объемной и сдвиговой деформа
ции, определяемые экспериментально. В частности, для линей
но-упругой среды х*(е) =  1, ч*(е<) =  1. В дальнейшем функции 
jc*(s), 7 *(г() целесообразно представить в виде

х * ( е )  =  1 + х ( е ) ;  ( е<)  =  1+ y '(e <),  

а определяющие уравнения записать в форме
o=3/C [l+x(e)]e; (Д ) = 2 G [l+ ^ (ei)] (^ .) . (4.2.2)

Уравнениям (4.2.2) соответствуют соотношения
о » =  G[ СV jUh+ V kus) +  ( m - 1) V ^ J + o '» ) ,  (4.2.3)

где
0 <H) =  G^ (ei) ( у з.ы ,+У Л«3) +  (2/3)Л(е, e<) Vnttp̂ * +
+ [1+ T  (e<)]Vj«aV AHa+0,5[(m—1) +

+  (2/3)Л(е, (4-2-4)
Величина A (e, 8<)=0,5(3m—l)x  (e)—ч (е4) для линейно-уп

ругой среды равна нулю, так как х (е )= 0 , у(е{) = 0 .  В частных 
случаях для линейно-упругой среды при малых деформациях 

==0 ; Для линейно-упругой среды при конечных деформа
циях (геометрическая нелинейность)



о% >= G[V  }и«V ^ + 0 ,5  ( m - 1) Vs«“'4 ,u agj J;
для нелинейно-упругой среды при малых деформациях (физиче
ская нелинейность)

о ^  =  0[т(е() .(У,и»+У*и,) +  ;(2/3)Л(е, в,') V .a ’&J.
В общем случае при конечных деформациях необходимо вве

дение обобщенных объемных и поверхностных сил

; dik = V g 1Jgkk 1 д Р  
D

F* — D  (Fj  +  gaj V au ^ ) ;  p){n) =  d Y  da4 an , p f \  (4.2.5)

а также тензора обобщенных напряжений (о*) и вектора обоб
щенных скоростей v* с компонентами

0 ;% = 0 ^ ( ^  +  ̂ V Y tt“); ^  =  +  (4.2.6)

1+2б(п) 6(12) 6(13) 
где D  — В(12) 1+ 28(22) 6(23)

6(13) 6(23) 1 + 2 6 ( 3 3 )

Указанные компоненты связаны между собой уравнениями 
равновесия, неразрывности и движения на поверхности S:

a*k (5 ) «*== р*(«); dp /d t  +  V ; (р*»0 =  0;

pdv* /d i  =  F *  +  gka4a.o*jk.

Компоненты тензора обобщенных напряжений o*Jk и компо
ненты вектора перемещений us связаны между собой соотноше
ниями (4.2.3) и (4.2.4) при условии совпадения главных осей 
напряжений и деформаций, что выполняется, в большинстве слу
чаев.

Так как в теории упругости используются материальные (ла- 
гранжевы) координаты, то dv*̂  / d t = d iui/dt2 и уравнения дви
жения можно записать в форме 

pd2Uj/d/2= g “kVaa % + rr  

Подставив сюда производную 

gak VaCT** =  G (V 2My +  TOVyVa^“) +  
получим

O '?7^ =  v 2 ^  +  +  r * V  «

С учетом обозначений G/p =  a2, ajJJ'/C?==о(Д)> F*/a=F*j 
уравнения движения принимают вид



1 d*ut
V*uj +  mVjV«u° - s r -52 -  +  F p  =  0,

— фиктивные объемные силы, причем

<*№ =  1 (ei)(V ;K* +  V*My) +  (2/3) Л (e, e,) Vp«eg> +  

+  [1 +  Ч(8г)1 VjUaVkUa +
+  0,5 [(/»— ! ) +  (2/3)A (e, e,)] g^V p^V e«»S>
Итак, система разрешающих уравнений нелинейной теории 

упругости в перемещениях имеет вид

Системе уравнений (4.2.8) соответствуют следующие начальные 
условия при /= 0 :

Граничные условия заданы в перемещениях на части Si поверх
ности:

Решение краевой задачи (4.2.8) — (4.2.11) строим методом по
следовательных приближений раздельно для геометрической и 
физической нелинейностей. Исходным этапом решения служит 
решение задачи линейной теории упругости с разрешающими 
уравнениями

которым соответствуют начальные и граничные условия
(4.2.9) —(4.2.11), где Fj  =  Fj /G;  =  p ^ / G .  Решение этой 
задачи обозначим символами р(е), ■u<f ) (J =  1 ,2 ,3) и считаем 
его известным.

□ 2иу +  m V  jVaii“ +  F ^  =  0;
(4.2.8)

р =  р0; и} =  и}°; duil d t = v j°. (4.2.9)

Uj (5) = u iB (4.2.10)
и в напряжениях на части S2 поверхности:

[(V  jtik +  v#«y) +  (/» — !) Vp«pg > b  nk = (4.2.11)

где фиктивные поверхностные силы

Р*/п) =  P*{n)/G  — (4.2.12)

□ 2и,- +  т  V j V a U a - f  F j  =  0;
(4.2.13)



Учет геометрической нелинейности проводим с помощью про
цедуры последовательных приближений, причем исходным счи
таем решение задачи (4.2.13). Первое приближение строим в 
следующем порядке. По известному решению р(<,), и'-р и фор
муле

+  0,5 (от - \)g*V»*ie)T76ttpgjk

определяем величины сК*Ие). С помощью геометрических со
отношений (4.2.1) вычисляем компоненты тензора деформа
ций, затем определитель D (e) и значения d{ey По формулам
(4.2.5) находим

F)M=DM(Fj+VjU!ie)F.); V d ^ n ^ p f ,

а также F*/e) и Затем в соответствии с (4.2.7) состав
ляем фиктивные объемные силы

F l; m =F }le)+ g«v*o% ne\
а по формулам (4.2.12)—фиктивные поверхностные силы

р * ( п т ^ Ш е ) _ - (рНе)пк^

Подстановка полученных значений в уравнения (4.2.8)
и /зу(л)(1) в граничные условия (4.2.10), (4.2.11) приводит 
к краевой задаче первого приближения, решение которой 
определяет и

Второе приближение строим так же как и первое. По фор
муле

,̂)VA«<1)+ ° .5 ( m - l ) ^ V p M tI)Ve«i,)^

определяем значения <jy*)(1). С помощью соотношений (4.2.1) 
вычисляем компоненты тензора деформаций, затем опре
делитель Z)*1) и dffy По формулам (4.2.5) находим F*(I) 
и /?*(л)(1), а также F*(1) и р}(п)(1К С помощью (4.2.7) опреде
ляем фиктивные объемные силы / гу*)(2), а по (4.2.12) — фиктив
ные поверхностные силы Подстановка найденных 
фиктивных сил в уравнения (4.2.8) и граничные условия
(4.2.10), (4.2.11) приводит к краевой задаче второго приближе
ния, решение которой определяет р<2> и м<2>. Третье и после
дующие приближения строим аналогично.

Учет физической нелинейности проводим для каждого 
приближения с учетом результатов решения задачи о геомет
рической нелинейности для рассматриваемого приближения. 
Пусть имеем для 1-го приближения решение задачи по учету



геометрической нелинейности, которое обозначим р (,) и и (Р~ 
С помощью геометрических соотношений (4.2.1) вычисляем 
компоненты е** тензора деформаций, затем находим среднюю 
деформацию е(г)=Г 1 (е)/3 и интенсивность деформаций е\1)=
=  [У 2/3) V 3 T 2 (i) -  Г \21 (в), _где Г, (i)=g^e<4>; Г2(^)=8^~е'У. По 
известным значениям ег(/) и данным эксперимента опреде
ляем функции x<z)(e) и Ч(/)(8;)> а также функцию Л<,)(е, ег) для 
рассматриваемой среды. По формуле

O/*>(0=Tf(,)(e,) ( v 7̂ )+VftMy)+ V ;tt“oVft«a)) +

+(1/3) (е, е j)(2V3M(;)+g‘6̂ VpM(/)V6Ka

находим величины aj*)(,). Обозначив фиктивные силы для /-го 
приближения задачи об учете геометрической нелинейности 
соответственно через и с помощью формул

вычисляем фиктивные объемные и поверхностные силы, которые 
затем подставляем соответственно в уравнения (4.2.8) и гранич
ные условия (4.2.10), (4.2.11). В результате приходим к краевой 
задаче, решение которой определяет неизвестные рш и иа) для 
рассматриваемого приближения. По найденным компонентам us 
вектора перемещений и геометрическим соотношениям (4.2.1) 
определяем компоненты ejh тензора деформаций. С помощью 
формул (4.2.4) и (4.2.3) вычисляем и компоненты тен
зора обобщенных напряжений, а затем по формулам (4.2.6) — 
компоненты ojh тензора напряжений упругой среды.

При решении технических задач достаточно ограничиться 
двумя приближениями. Оценка погрешности приближенных ре- 
щений и сходимости их к точному требует особых исследований, 
которые здесь не рассматриваются, так как процесс считается 
сходящимся a priori.

4.3. Методы решения задач пластичности

По своей природе задачи пластичности являются нелинейны
ми. Их нелинейность связана прежде всего со свойством пластич
ности среды (физическая нелинейность), а также с наличием 
больших деформаций (геометрическая нелинейность), которые 
необходимо учитывать в равной мере. В силу нелинейности задач 
пластичности построение точных решений сопряжено с большими 
трудностями, а в большинстве случаев невозможно, поэтому 
возникает необходимость в приближенных решениях этих задач. 
В основу методов построения приближенных решений задач 
пластичности положены различные виды процедуры последова



тельных приближений, согласованные с постановкой рассматри
ваемой задачи пластичности.

Рассмотрим статическую задачу пластичности в перемеще
ниях, приняв за основные неизвестные р, АТ, и} ( /= 1 , 2, 3). Для 
статической задачи из уравнения неразрывности находим р =  
=po=const. Система разрешающих уравнений (1.4.17) и 
(1-5-11) имеет вид

V2AТ= 0 ; V 2u,+m V ,'V aua— (3m— 1)a  V,A Г +
+ F il G = R i {<a), (4.3.1)

a граничные условия на поверхности заданы равенствами 
Uj(S)=Ujs на Si;
G[V,mx+ V * a ,+  (от—1) V auagjk]suh=
=p(p-^.q(n) на s 2; (4.3.2)

AT(S)=A Ts или dAT/dti\s— q/A  на S.
Формулы для определения величин #j(co) и q(p  входящих 

в уравнения (4.3.1) и граничные условия (4.3.2), имеют вид 

Rj{ (о)=(о VyVaK“) + | -  VaM“V /® +

+ ( V ^ a + g * a V ft« ^  V a ® ;

q f - U j u  (5)+(Зда - 1 )  a  (ATgJk)s] п*

— для малых деформаций и

/?у(®) = © ( v 2«y + 4  VyVaW“) + -J- Va«“VyW +

+  (S7jUa +  gkaS7ktij) Va® +  v*{(l -  «>) VyttagMVeaa +

+  [ ( «  -  0  +  4  ®] V a ^ V p M ^ /} ;  (4.3.4)

4{jn) =  [яIk (S) +  Ti,ft (S) +  (3m - 1) a  (ATgJk)s] nk

— для конечных деформаций,
где qjk (S) =  Geo ^ v jUk +  r\Jk (S) =

=  G j(l -  ©) Vy«a V*Ma + 4 -  [(Я* -  1) +  -f - ©] V a^g^V e^g/*}^

Приближенное решение разрешающих уравнений (4.3.1) с 
граничными условиями (4.3.2) будем искать методом, упругих
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решений, предложенным А. А. Ильюшиным. Для реализации ме
тода введем фиктивные объемные и поверхностные силы

L. W  =  Я / И  +  (3/га - 1 )  asjjUT - / у  G;
р*(п) =  ^(П) +  (4.3.5)

с помощью которых упрощается запись уравнений (4.3.1) и гра
ничных условий (4.3.2). В результате приходим к решению за
дачи теории упругости (линейной) с неизвестными фиктивными 
объемными и поверхностными силами, которое требует примене
ния процедуры последовательных приближений, когда каждое 
приближение является решением соответствующей краевой за
дачи теории упругости с известными внешними объемными и по
верхностными силами.

В исходном приближении полагаем деформации малыми, а 
функцию пластичности co(et)= 0 , тогда fij(a>)=0; qjk(S )=0;  
r)jk(S) = 0 , а фиктивные силы

/?;<«> =  (3/я — 1) a  -  Fj/Q,
р *(п)(е)  =  р (п) +  (3да _  j ) а  ( Д T g j k ) s  я *. (4 -3 -6 )

Разрешающие уравнения (4.3.1) принимают вид

V 2A Т =  0; V 2m;° +  m4jS7aUa{e) =  F*fe\  
а граничные условия (4.3.2) задаются равенствами 

u f ( S )  =  u%> на S,;

G [■Vjule) +  V * u f  +  (m - 1 )  Vaa^jg^ls nk =
=  p*(n№) на S 2; (4-3.7)
AT (S ) =  AT s или dAT/dn\s =  q/ А на 5.

В результате решения такой краевой задачи ранее изложенны
ми методами определяем АТ и и'-р.

Построение первого приближения начинаем с вычисления 
компонент тензора малых или конечных деформаций:

<$> = 0 , 5  ( Д,к<*> +

еЯ) =  0,5 ('VyaW +  V*«Je) +  V /f o 'Ч ки ^ ) .  (4.3.8)
Затем вычисляем среднюю деформацию и интенсивность 
деформаций:

g(«) = r t (е)/Ъ или = Г ] (е)/3;

е\е) =  (К2/3) К ЗГ2 (е) -  Г2 (в) или е(ге) =  (4.3.9;



Рис. 4.1- Функция пластичности

С помощью истинной (аг —е,)-диаграммы среды для интер
вала (е,т, е,в) строим функцию пластичности <о(ег) (рис. 4.1), 
по которой для вычисленных значений е<е> находим значения 

Затем по известным значениям АТ, с по
мощью формул (4.3.3), (4.3.4) последовательно вычисляем 

д%\ rfk,  а по формулам (4.3.5) находим фиктивные 
объемные и поверхностные силы, соответствующие первому 
приближению. В результате система разрешающих .уравнений
(4.3.1) принимает вид

У 2АГ =  0; V 2tt^) +  отV^Vaы“l ) = /:7 I), 
а граничные условия (4.3.2) задаются равенствами

A T ( S ) = A T s или dAT/dn\8 =  q/A на S; «y)( S ) = « js на Sr,
G [V ,a«)+ V lkUy) +  ( m - l ) V . i i - )firJ1Jen » = p j(»)(I) на S2.

В результате решения краевой задачи теории упругости извест
ными методами определяем неизвестные компоненты вектора 
перемещений.

Аналогично проводим построение /-го приближения по из
вестному (/—1)-му приближению с помощью формул (4.3.3) —
(4.3.5), (4.3.8), (4.3.9), которые дают возможность записать 
систему разрешающих уравнений (4.3.1) и граничные условия
(4.3.2) для l-то приближения и определить неизвестные компо
ненты и/  вектора перемещений. Доказательство сходимости ме
тода упругих решений применительно к пластинам и оболочкам 
при условиях 1 > o )+ e id(i)/deJ> c o ^ 0  и 0 < v < 0 ,5 , которые 
обеспечивают эллиптичность разрешающих уравнений (4.3.1) с 
учетом (4.3.5), дано В. М. Панферовым.

При постановке задачи в напряжениях (основные неизвест
ные р, АТ и (а)), как и в предыдущем случае, из уравнения не
разрывности имеем р =  ро= const. Распределение температуры 
АТ в пластической среде можно получить в результате реше
ния уравнения теплопроводности (1.4.17) с граничными усло



виями (1.4.19) на поверхности S. Определение тензора напря
жений (а) пластической среды, как показано в п. 2.4, основано 
на использовании общего решения уравнений равновесия, кото
рое выражает компоненты aik тензора напряжений через ком
поненты IP ' тензора функций напряжений (П) при отсутствии 
или наличии объемных сил:

о/А =  Л/лЛ ^ ^ а П р'; 

о »  =  2е>* (р ) -  2 СVp Р* +  ф) Slk+ A^ABZ v „  Vptj;+
+  A ^ aV nV anp'. (4.3.10>

При этом функции напряжений Пе' подчинены уравнениям
У 2[(1 + Ф)(П е'—П£р,) ] = 0  (4.3.11)

и граничным условиям
u , ( S ) = u iB на Sjj V 2[ ( n PI-3 n ^ ) ^ ] s = = -3 p P n) на St. (4.3.12) 

Скалярная функция \fi подчинена уравнению
V 2r|>=— 2Р, (4.3.13)

где Р=  (МУар“ +  ф )/(ф /3+-М ); М= ( m + l ) / (Зт—1), и гра
ничным условиям на поверхности

V 4  =  3[ (Уар“+ф) —eik ( р ) n,nk]s. (4.3.14)
Уравнения (4.3.11) с граничными условиями (4.3.12) и урав

нение (4.3.13) с граничным условием (4.3.14) решаем с помощью 
процедуры последовательных приближений. Исходному прибли
жению при ф =  0 (упругое решение) соответствуют уравнения

v 2 ( < ) - n (e)̂ 0  =  o
с граничными условиями (4.3.12) и уравнение V 2if>(<.)=—2Р{е)

с граничным условием (4.3.14), где Р (е)= У ар“+ ф /М .
Решение указанных уравнений с учетом соответствующих 

граничных условий определяет функции напряжений 11%) и 
скаляр гр(е). Подстановка их в (4.3.10) приводит к компонентам 
ofy тензора упругих напряжений (сТ(е)), по известным компо
нентам которого с помощью формулы

о, =  (1/У2) V ЗГ2 (о) -  Г,2 (a) (4.3.15)-
находим значения интенсивности упругих напряжений ст/е).

С помощью (сг;—е,)-диаграммы среды для различных значе
ний Oi, задаваемых произвольно, строим кривую функции пла
стичности ф(сг,), а затем по найденным значениям cr̂ e) опреде
ляем значения функции пластичности ф(о}г)) и интенсивности 
напряжений



Построение первого приближения выполняем в следующем 
порядке. По известным значениям ф(<т|в)) устанавливаем 
уравнения (4.3.11) с граничными условиями (4.3.12) и уравне
ние (4.3.13) вида

V 2if0) =  — 2Р<'>
с граничными условиями (4.3.14), где ро) =  \М'Чара + 
Ч"ф)/[ф(о^))/3+М ].

Решение указанных уравнений с учетом соответствующих 
граничных условий определяет функции напряжений и ска
ляр г|з(|> для первого приближения. Подставляя их в (4.3.10), 
получаем компоненты ofo тензора напряжений (о(1)), откуда 
с помощью формулы (4.3.15) находим значения интенсивности 
напряжений а}1). Затем по формуле (4.3.16) определяем интен
сивность напряжений at в первом приближении, а также зна
чения функции пластичности

Пусть известно (п— 1)-е приближение, для которого най
дены а<л_1) и ф(ст<л- 1)). Тогда для ti-го приближения можно 
использовать порядок решения, аналогичный первому прибли
жению. В результате вычисляем компоненты тензора 
напряжений (сК4)), значения интенсивности напряжений or<n> и 
О;, а также функцию пластичности ф(ог|л)) в п-и приближении. 
Затем с помощью физических соотношений

определяем компоненты еу* тензора деформаций в п -м прибли
жении.

Таким образом, применение процедуры последовательных 
приближений позволяет построить приближенное решение ста
тической задачи пластичности, сформулированной в перемеще
ниях или напряжениях и основанной на физических соотноше
ниях деформационной теории, с любой степенью точности. При 
решении конкретных задач пластичности обычно достаточно 
двух приближений.

Применение физических соотношений теории пластического 
течения, как показано в п. 2.4, сводит решение статической за
дачи пластичности, записанной в напряжениях, к определению 
функций напряжений Пи, подчиняющихся уравнениям

с граничными (4.3.12) и начальными (Пе' =  0 при f= 0 ) услови
ями. Кроме того, необходимо вычисление скаляра гр с помощью 
уравнения

w—1 
3 т—1

V 2 [(П0; - r i g p')+2GA (npz- I I g e/)]=0 (4.3.17)



при соответствующих граничных (4.3.14) и начальных (-ф =  0 при 
7 =  0) условиях. Подстановка функции напряжений ГР и ска
ляра в общее решение (4.3.10) определяет компоненты <jik 
тензора напряжений пластической среды.

Для решения уравнений (4.3.17) и уравнения (4.3.18) с соот
ветствующими начальными и граничными условиями воспользу
емся процедурой последовательных приближений. В исходном 
приближении полагаем Я,=0, тогда уравнения (4.3.17) принима
ют вид

V 2(rip'- iV ') = o >

решение которых с учетом начальных и граничных условий | 
определяет функции напряжений ПР .̂ Уравнение (4.3.18) 1 
с учетам начального условия в исходном приближении имеет | 
вид

V 2i|)=2(Va/>“+2ip/m).
Решая его совместно с граничными условиями (4.3.14), нахо
дим скаляр ар. Подставив найденные функции напряжений 1

поненты тензора напряжений ((Т(е)), а интенсивность напряже
ний о\е) вычисляем с помощью формулы (4.3.15).

Полагая известной истинную (а;—ег)-диаграмму среды, по
строим кривую функции пластичности ф(сг>) в интервале от <гт 
до сгв и по значениям о\еJ установим степень пластического де
формирования среды. Работа напряжений на пластических де
формациях для упрочняющейся упругопластической среды есть

ПРе) и скаляр гр в общее решение (4.3.10), устанавливаем ком

А р= \  ст/ds, — 0,5а2/3 0 = Ф  (стД
о

а ее производная

2 L  
3 G

Подстановка Ф' (ot) в формулу

приводит к выражению



Если истинную ( а —е,)-диаграмму среды задать уравнением 
е;=0г(1 +  q>)/3G,

Если упругопластическая среда не подвержена упрочнению 
(аг= а т), то

Первое приближение строим в следующем порядке. Для 
вычисленных значений по кривой <р(сгг) находим соответ
ствующие значения функции пластичности ф(с^е)), а по форму
лам (4.3.19) —(4.3.21)—-соответствующие им значения пара

решение которых с учетом соответствующих начальных и гра
ничных условий определяет функции напряжений 11^. Подста
новка и о]; в общее решение (4.3.10) определяет компо
ненты тензора напряжений (tf(i)) в первом приближении.

Построение п-го приближения основано на использовании 
известного (п—1)-го приближения. Его выполняют в том же 
порядке, что и первое приближение. Доказательство сходимо- 
:ти процедуры последовательных приближений требует особых 
исследований, которые здесь не рассмотрены, однако при реше
нии конкретных задач пластичности достаточно ограничиться 
цвумя приближениями.

При постановке динамических задач пластичности в переме
щениях Основные неизвестные р, AT, Uj (/= 1 , 2, 3) подчинены 
разрешающим уравнениям

V 2U/-|-mV /V atia— (3m— 1) a V /Д T + F j f  G—R / (со) =  pdvjfdt-

соторым соответствуют граничные (4.3.2) и начальные (при 
^=^о=0) условия

де</до(=  (l+<p)/3G, 

и формула для Я принимает вид

(4.3.20)

(4.3.21)

р + V , (ри3) = 0 ; р„сДГ=ЛУ2ДГ—Зр7>', (4.3.22)



Во многих задачах пластичности слагаемое 3$Тов мало, по
этому им можно пренебречь и рассматривать уравнение тепло
проводности в упрощенной форме

p0cAT=AV2A7\

Это позволяет решать задачу теплопроводности независимо от 
решения задачи пластичности, т. е. считать распределение тем
пературы АТ в среде известным.

Введем материальные (лагранжевы) координаты, для кото
рых Vj=dujldt,, &Vj!<it=d2Uj/dt2, и учитывая соотношения
(4.3.3) — (4.3.5) запишем уравнения (4.3.22) в виде

V 2« , + тпЧ F  ,*=(1 /а |)  дщ}1д&\
. . . (4 3.24)

р +  V j  (ри1)=0; росА Т= А ^2АТ  —ЗрТае.

Уравнения (4.3.22) решаем при начальных (4.3.23) и граничных 
,(4.3.2) условиях с помощью процедуры последовательных при
ближений.

В исходном приближении полагаем функцию пластичности 
•<й(ег)=0, а слагаемое ЗрТ0е — пренебрежимо малым. Тогда 
уравнения (4.3.24) упрощаются, а фиктивные силы задаются 
уравнениями (4.3.6). В результате в совокупности с начальны
ми (4.3.23) и граничными (4.3.2) условиями имеем динамиче
скую задачу термоупругости, решение которой подробно изло
жено в предыдущей главе. Следовательно, р(е>, АТ(е) и и /е) 
известны в области возмущений, где тензор напряжений (сг(е)) 
и тензор деформаций (е^)) могут быть определены по извест
ным АТ(е) и « /е> с помощью геометрических и физических соот
ношений термоупругости. Область возмущений ограничена по
верхностью среды S и поверхностью S<j> фронта упругой волны, 
распространяющейся со скоростями

— 1)/р и a(.e>’ =  G/p.

Построение первого и последующих приближений основано 
на использовании результатов предыдущего приближения.

Пусть известно (k—1)-е приближение, т. е. известны ос
новные величины р(*-1), AT(fe_i) и Построение &-го прибли
жения будем выполнять в следующем порядке. По решению 
'■(к— 1)-го приближения вычислим среднюю деформацию е^-о  
и слагаемое ЗрТ0е^-\), а затем установим уравнение теплопро
водности (4.3.24), которое решим с учетом начальных (АТ=АТ0 
при t = t0=0)  и граничных на поверхности S условий (4.3.7). 
В результате определим распределение температуры А7\*) в 
среде в k -м приближении. По решению (k—1)-го приближения



находим интенсивность деформаций в различных точках
среды и устанавливаем, в каком состоянии находится среда- 
если е(к~1) < е ((т) — состояние упругое; если е\к~1) >  е\т) —упруго) 
пластическое. По известной (at — е^-диаграмме среды опре
деляем кривую функции пластичности ®(ег) в интервале* 

и для вычисленных значений е\к~{) вычисляем значе-* 
ния функции пластичности ш и скорости распростране*
ния пластических волн:

а,а =  0 (д а+ 1  -4 м /3 )/р ; а\  =  О 0  — ю)/р. (4.3.25)

Затем для данных (k — 1)-го приближения и значений 
ш [еТ~1)) Функции пластичности по формулам (4.3.3) или (4.3.4)
находим {со) и а по формулам (4.3.5) —фиктивные
объемные и поверхностные силы. Уравнения (4.3.24) прини
мают вид

\72u]+m \7 j4 ^ - F ) {k) = (l/a^') fru,ldt*\
p +  V y(p»/) =  0

и решаются при соответствующих начальных (4.3.23) и гранич
ных (4.3.2) условиях на части Si и на части S2 поверхности. 
В результате приходим к динамической задаче упругости в пе
ремещениях, решение которой (p(fe) и ) считаем известным 
в области возмущений. Тензор напряжений (сГ(<е)) и тензор де
формаций (е(*)) определяем последовательно с помощью гео
метрических и физических соотношений термоупругости и физи
ческих соотношений деформационной теории пластичности. При 
решении конкретных задач пластичности достаточно построения 
двух приближений.

При постановке динамических задач пластичности в на
пряжениях основные неизвестные р, АТ и (о) связаны между 
собой уравнениями неразрывности и теплопроводности (4.3.24), 
а также уравнениями (2.4.18), которые в совокупности состав
ляют систему разрешающих уравнений при следующих на
чальных условиях (/ =  £о=0):

р =  р0; Vj =  v  />; АТ =  А Г»; oJk =  <jaJk; a jh =  (fjk. (4.3.26) 
Граничными условиями являются равенства

U/(S) =  U/S на Si; cr/ft(S)nfr =  p<"> на S2; (4.3.27)
A T (S) =  ATs или dAT/dn\s = q/A  на S.
В дальнейшем будем считать среду однородной У*р =  0, что 

приводит к упрощению системы разрешающих уравнений, ре
шение которых совместно с начальными (4.3.26) и граничными



(4.3.27) условиями можно построить с помощью процедуры по
следовательных приближений.

В исходном приближении полагаем функцию пластичности
Ф(crt) =  0, а слагаемое ЗрГое в уравнении теплопроводности пре
небрежимо малым. Тогда разрешающие уравнения для одно
родной среды упрощаются:

p-f- V /(p w ;) ==0; pqcKT = Л  У 2А Г; ' = 0 ,

г д е  F ‘4 f) =  D e2(V 6/ :'p +  V e V p ( V ^ )  -h

+  [3s(VkFk)g&p, т. e. имеем динамическую задачу термо
упругости в напряжениях, решение которой изложено в пре
дыдущей главе, а потому в области возмущений считаем 
величины р(е), АТ (*>. и" aW известными. Область возмуще
ний ограничена поверхностью среды S  и поверхностью 
фронта упругой волны, распространяющейся со скоростями

a ^ ‘ =  Q (да+ 1)/р(е) и a ^ ! =  G /p(e).

Построим первое и последующие приближения, используя 
результаты предыдущего приближения. Пусть (k—1)-е прибли
жение известно, т. е. известны величины p(*-i), Д T’(ft-i) и сК*-1>. 
По решению (к—1)-го приближения вычисляем среднюю де
формацию e^-j) и слагаемое Краевую задачу тепло
проводности сформулируем на основе уравнения теплопроводно
сти (4.3.24), решение которого определяет распространение тем
пературы АТ(к) в среде в к-м приближении. Затем по решению 
(к—1)-го приближения находим интенсивность напряжений 

в различных точках среды и устанавливаем состояние по
следней: если о(/ ~ 1><От — состояние упругое; если 
^<Тт — упругопластическое. По известной диаграмме сг;—е,- вы
числяем функцию пластичности ф(ст,) в интервале (ат, ав) и 
для найденных значений определяем значения функции 
пластичности ф (о ^ -!>). По формулам (4.3.25) с учетом пересче
та функций пластичности ф(а() и со(е,) с помощью соотношения 
ф(о,) =  со (е,-)/(1—о>(£;)) устанавливаем скорость распростра
нения пластических волн в среде.

Для данных (к — 1)-го приближения и значений ф (о)*-1)) 
функции пластичности, пользуясь формулами (2.4.12), (2.4.17), 
находим £f,p(q>,a) и (АТ), затем определяем

F T  =  П е(  +  м  $  +  VsFfi +  V$F,)  -



p =  V y(paO=0; □«□Saep+ / ?$ )= 0 . (4.3.29)
Уравнениям (4.3.29) соответствуют начальные при t = to — 

=  0 и граничные условия:
Р =  Р<>; Vi =  Vj°; a /fe =  a®ft; cr/*=a“ft;

(4.3.30)
Uj(S)=UjS на Si; o ik ( S ) n k = p iJn'> на S 2-

В результате приходим к динамической задаче упругости, ре
шение которой считаем известным. Тензор деформаций (£(*•)) 
находим по известному тензору напряжений (<Т(*>) с помощью 
физических соотношений деформационной теории пластичности. 
Полагая компоненты сг<*> тензора напряжений известными, 
запишем уравнения движения в форме

р dv i /d t=F \{ ); FU) =  4ko{fck)+FJ

и учтем соотношение р0 =  р(1+3е), тогда1 уравнения движе
ния примут вид

dvj (1+Зе) -» /
1 F = —

Интегрируя их по времени t с учетом начальных условий
(4.3.30), находим

Уравнение неразрывности (4.3.29) представим в виде 
д In р/ d t = —V/vi

и проинтегрируем по времени t с учетом начальных условий
(4.3.30):

Итак, определены все основные неизвестные р^, 
динамической задачи пластичности в k-м приближении для 
однородной упругопластической среды. Если среда неоднород
ная (Уйр^О), то выражение (4.3.28) принимает вид

F й$ = □« (Z.ep +  -Мер +  Ve^p-b — ̂ pVaP— x>aVpp) —

- V e  V p  СV kF k -  v k  V ftp ) + ^ f  D |  ( ' 4 k F h -  v k V f t p )  g e p .



Сходимость процедуры последовательных приближений 
здесь не рассматривается. При решении конкретных задач пла
стичности достаточно ограничиться двумя приближениями.

При формулировке динамической задачи пластичности в 
напряжениях, основанной на физических соотношениях теории 
пластического течения, система разрешающих уравнений в со
ответствии с (2.4.21), (2.4.22) имеет вид

(2.4.10). Задаче соответствуют начальные (t =  t0=  0) и гра
ничные условия:

Прежде чем перейти к непосредственному построению приб
лиженного решения сформулированной динамической задачи, 
рассмотрим уравнения движения и уравнение неразрывности 
из (4.3.31). Полагая компоненты авв тензора (о) известными, 
составим функции

Интегрирование их с учетом начальных условий (4.3.33) при
водит к выражениям для компонент вектора скорости

Уравнение неразрывности представим в форме
д In p/dt=  —V }v}

и проинтегрируем по времени t с учетом начальных условий
(4.3.33). В результате получим

о +  V ; (р®0=0; gkiVi,Ojfs = ^р ?);
• • 2 т * *

V 2aep+  V»V*aa*ge3 +  3— г V 6 Vp3o=P«p. (4.3.31)

Здесь
F P  =  QdVb/dt -Ff i  F ^ ^ d { p d v ^ / d t ) / d t - F ^  

Рлр — — 2GLb$ (̂ > 0 ) — — Vp^e7'-
а величины Z.«p(X, a) определяются так же, как в формуле

Р =  Ро; v j  =  v f ;  Ojk =  a0Jk-,

tij(S) =  tijS на 5,; a ^{S )n k =  на S 2. (4.3.33)

Fp—g}hV hOft-]-F р
и преобразуем уравнения движения к виду

=  v°  +   ̂(Fp/ро) [ 1 +  Г, (0) / G  (3т  — 1)] dt. (4.3.34)



Интегрируя компоненты стер по времени t с учетом начальных 
условий (4.3.33), находим компоненты тензора напряжений 

t
°rep =  or“p +   ̂o6pd̂ . (4.3.36)

Как и в предыдущем случае, для приближенного решения 
уравнений (4.3.31) с начальными и граничными условиями
(4.3.33) воспользуемся процедурой последовательных прибли
жений. В исходном приближении полагаем LW(X, ст)=0, ир=0, 
что упрощает уравнения (4.3.31). Из формулы (4.3.35) следует 
P= Po= const. Уравнения

V 2o6p +  У а У л ^ в э  +  з ^ у  V e V p 3 o  =  Р( ,р);

gJk'\7kaj&=F&< =  3/reVa^'“g,6g —
с граничными условиями (4.3.33) можно рассматривать как 
статическую задачу упругости, записанную в напряжениях, с 
неизвестными компонентами Об4>'у тензора (<%)), решение кото
рой подробно изложено в предыдущих главах. Компоненты тен
зора напряжений (0 (е)) будем определять по формулам 
(4.3.36), а интенсивность напряжений о /е) вычислять по фор
муле (4.3.15). Ее значения укажут состояние, в котором нахо
дится среда.

Построение первого приближения проводим в следующем 
порядке. При известной истинной (at —е{) -диаграмме в интер
вале (от, ов) строим кривую функции пластичности ф(oj). Для 
вычисленных значений 0 <в) по кривой ф(оЛ) определяем соот
ветствующие значения функции пластичности ф(о<г>). В зави
симости от физико-механических свойств среды по формулам
(4.3.19) находим параметр Пользуясь выражением (2.4.10), 
устанавливаем значения 1бр(Л,а). По известным компонентам 
тензора (а(е)) и формулам (4.3.34) находим компоненты век
тора скорости ©(в), а по формуле (4.3.35) плотность среды 
Р(е). По результатам вычислений перечисленных величин 
с помощью формул (4.3.32) определяем /гр‘г)(1), Ар<г)(|), Р $ .  
В результате вновь получаем статическую задачу упругости 
в напряжениях с граничными условиями (4.3.33), где неиз
вестны компоненты тензора (оц)). Решение задачи считаем 
известным. Компоненты тензора напряжений определяем 
по формулам (4.3.36) и т. д. Второе и последующие прибли
жения строим аналогично изложенному по известному преды
дущему приближению. При решении конкретных задач плас
тичности достаточно ограничиться двумя приближениями.



Разновидностью метода упругих решений для задач пла
стичности является метод переменных параметров упругости, 
предложенный И. А. Биргером. В основу метода положено 
представление физических соотношений деформационной тео
рии в форме соотношений обобщенного закона Гука, в которых 
параметры упругости зависят от напряженного состояния в 
точке, а потому различны для разных точек области, занятой 
средой.

Введем переменные параметры упругости

G .=c«/3e4; =  m. =  K3e,/a,+ l/3 . (4.3.37)

Если принять 0 i=3G ei(l—ю), то параметры (4.3.37) будут рав
ны G.*=G(1—со); m *=(m —о>/3)/(1—ю).

Если принять et= ai(l+ cp)/3G , то параметры (4.3.37) будут 
равны

G* =  G/(l-f-<p); т » = т + ф ( т —1/3).

Физические соотношения деформационной теории представим в 
форме

G„[e;X+ 1,5 (m,— 1) egjh—0,5 (3m,— 1) <zA T’g,-*]; (4.3.38)

^ + 2 0 * а А Г ^ ) .

При решении упругопластических задач как в перемеще
ниях, так и в напряжениях этим методом используется проце
дура последовательных приближений. В исходном приближе
нии полагаем © (ei)=0 или ф(о()= 0 , а параметры G*, т*  — 
соответствено равными G, т .  В результате приходим к задаче 
упругости в перемещениях или в напряжениях, решение кото
рой может быть получено методами, изложенными в предыду
щих главах, и приводит к определению р^, и/е), (ог(в)), (е<е)). По 
характеристикам напряженно-деформированного состояния 
вычисляем интенсивность напряжений о\е\  инте«1сивность де
формаций eje> и устанавливаем состояние, в котором находится 
среда. По диаграмме ot—е{ в интервале (от, ав) определяем 
функцию пластичности ф(<т«)» а в интервале (ет, ев) — функ
цию пластичности ш(е4).

Построение первого приближения основано на использова
нии результатов исходного приближения. По найденным 
значениям о\е) или е te) с помощью кривых функций пластично
сти ф(о,) или о»(е() определяем значения ф (о |е)) или co(eje)),
вычисляем значения G ^ , и составляем физические соот
ношения (4.3.38). В результате получаем задачу упругости 
неоднородной среды, для которой параметры упругости в раз



ных точках области различны. Решение такой задачи возмож
но методами, изложенными в предыдущих главах, и приводит 
к определению р(1), и /1’, (сг )̂), (£(,>) в первом приближении. 
В каждой точке области нужно вычислить интенсивность на
пряжений а /1’ и интенсивность деформаций е,(1), а по диаграм
ме о i—е i в первом приближении определить <т< и е (. Второе и 
последующие приближения строят аналогично изложенному с 
использованием результатов предыдущего приближения. До
казательство сходимости процедуры последовательных прибли
жений метода переменных параметров упругости отсутствует, 
однако практически сходимость существует, причем скорость 
сходимости значительна. При решении конкретных задач пла
стичности достаточно двух приближений.

Для гладкого процесса внешнего нагружения с плавным пе
реходом от упругой работы среды к пластической работе де
формации решение задачи пластичности может быть построено 
методом разложения по параметру нагружения, предложенным 
В. Д. Клюшниковым. Метод основан на представлении напря
жений и деформаций в виде разложения по параметру нагру
жения б для теории пластического течения. Пусть материал 
среды несжимаем, изотропно упрочняется и для него 
dX= ( l/2oi)f'(di) dai, причем зависимость М^*) предполагается 
гладкой, а внешнее нагружение таково, что ни в одной из то
чек среды не происходит разгрузки. В этом случае

где функция Я((Т,) может быть определена из опыта на простое 
растяжение только для о ;>0.

Пусть объемные F} и поверхностные pjn) силы изменяются 
с ростом параметра нагружения б:

где FW и ipMW—функции координат. В качестве параметра б 
можно взять характерное внешнее усилие или его отношение 
к модулю сдвига G. Поскольку имеют место соотношения 
(4.3.39), то решение задачи для напряжений следует искать 
в виде

2GdejS=d£)rt(cr)-fdXDjA(cr); dO(>0, (4.3.39)

k k

а/Р =  2 ° у з )б*- k
(4.3.40)

которому соответствуют выражения

k k
где a(*> =g/0aW /3; D ^ (a )  =  a ^  — aik)gjV-



Для функции Я(сгг) существует разложение 

(а Л =  2  Krfia/ n>
Л — 1

так как

D jt  (a) D Л» (а) =  2  D $  (а) б* 2  D & (а) б" =  2  *«*".
/1=1 л=2

где
т=л—1

И„=Л -Лга CLk\dk2 • • • ал =  4®)-^(л—т)( )̂'
а=1 ft,+...+£a=n m=l

Учитывая проведенные представления, перепишем (4.3.39) 
в форме

2G^3 =  D(;)(a)6 +  D(.2)(cT)62 +  2 (D < /) (<т) +  /? $ ) 6*. (4.3.41)
*=3

1
где /? $  =  / ? $ =  О, /?<*> =  (1/£) 2  ‘Г ( ° ) -  параметры, ко-

л=2
торые можно записать в виде 

tfW =  7 V $ - r , <*<*>)*л /3. 

если ввести в рассмотрение тензоры (ЛМ*>) с компонентами
n — k —l

jV(0 =  7V<2)=  0; ДГ(*) =  (1/й) 2  *па%~п)- Вводя тензоры (oW)

и (e<k'>) с компонентами ==v%] и 20е(/р)=/У$(а)+Л?;р\
нетрудно доказать справедливость соотношений

2G i$  =  D $  (а) =  о%> -o(*>g* 

и показать, что соотношения (4.3.41) можно привести к виду

^  =  2 ^ р )б*> (4-3-42) ft

причем каждая компонента еур* , входящая в (4.3.42), должна 
удовлетворять уравнениям совместности, так как компоненты 
тензора деформаций е/s подчинены уравнениям совместности и 
они должны выполняться при любом значении параметра б.

Подстановка (4.3.40) в уравнения равновесия и граничные 
условия, записанные в напряжениях, с учетом представлений



для F } и /К”) приводит к тому, что каждое слагаемое 0^  
удовлетворяет уравнениям равновесия

g^VaOj^  +  /7р*) =  О

и граничным условиям в напряжениях о(*> (S) п1 =  р ^ к\  Под
ставляя сюда_ выражение =  0$  — N fJ , устанавливаем, что 
компоненты 0$  подчинены уравнениям

= g ia4*N%) 
в объеме V  и соотношениям 

-e^{S)n i =  p ^ w  +  N {%ni

на поверхности S  области, занятой материальной средой.
Итак, определение тензоров 0 $  и e{J$ требует решения 

задачи упругости при наличии объемных

F (s?)=Fl?)-gi«S7«N%) (4.3.43)

и поверхностных

p(i Hk) =  p (en m  +  N {$n> (4.3.44)
сил, причем

£М 7аМ з>=4- 2  ( ^ r )d~ g ia- * n F \ k- n)\
л ~2  \  ° Х  }

^ s v - 4 ’ 2
я=2

Структура выражения для указывает на то, что ком
поненты jVjp* определены через решения с индексом, меньшим 
k, т. е. применима процедура последовательных приближений.
Так как N (/r = N j f  =0,  то для нахождения аУр^Ож* и <?$ =  

(2^=  имеет место задача упругости в напряжениях при 
н рр"**** =  ррп)1*\ которая решается методами, изло

женными в предыдущих главах. По найденным решениям 
вычисляем компоненты Nf$ = х 20ур/3. Решая задачу упругости 
при внешних силах, определяемых по формулам (4.3.43) и
(4.3.44), находим ojp и ef$, а также of$ =  0 ^  — Nf$.  По из
вестному 0(3) вычисляем компоненты



а затем процесс вычисления повторяем в указанной последо
вательности и определяем ......... Следует заметить,
что значения N]™'* выражаются через упругое решение с ин
дексом (т — 2) и ниже. Таким образом, решение задачи 
пластичности, основанное на теории пластического течения, 
сводится к последовательному решению задач упругости 
с фиктивными внешними силами. Другие возможные аналити
ческие методы, например метод малого параметра, также 
приводит к использованию процедуры последовательных при
ближений и не содержат ничего принципиально нового.

К общим методам решения задач термовязкоупругости сле
дует отнести метод аппроксимации А. А. Ильюшина, экспери
ментально-теоретические методы, метод усреднения для дина
мических задач, метод малого параметра для неоднородных за
дач, метод последовательных приближений для нелинейных за
дач. Каждый из указанных методов характеризуется своими 
вполне определенными особенностями, а потому требует от
дельного описания.

Метод аппроксимаций Ильюшина основан на том, что ре
шения задач термовязкоупругости в изображениях (3.1.59) по
лучаются из решений задач термоупругости (3.1.58). Запишем 
решение задачи термоупругости в символической форме

H=G{(P/G)f l (rlu m) +  (m— l/3)[Uh(rti, m)-\-a\Tfs(rlit m)]};

-f- T  lj)3 (г33, /7l)J,

где P — внешняя сила; г [riU . . . ,  rS3) — некоторые совокупности 
геометрических размеров; U — заданное перемещение какой- 
либо точки тела. Если задана совокупность сил Р и перемеще
ний U, то вследствие принципа суперпозиции искомые величи
ны Я и V получаются суммированием решений (4.4.1). Следуя 
А. А. Ильюшину, функции fh и представим в виде трехчле
нов:

где со=2/(3/ге — 1), а функции и (у = 0 ; 1; — 1) опре
деляются приемами математического приближения. Если 
воспользоваться приближением по методу наименьших квад

4.4. Методы решения задач вязкоупругости

(4.4.1)

Л  (г, /я) =  /<°> (/•) +  /( ')  (г) С О+  / ( - • )  (г )/со ; 

■фА ( г ,  т. )  =  г | 4 0) ( г )  +  Ф * 1 > ( г )  СО +  ) ( г ) / со,
(4.4.2)



ратов, то коэффициенты / | 0), /<*), / | -1) будут определены 
соотношениями 

1
Л 0) = 4 - 1 - Л *

— J  2k
ш2г—®i2 /_!

ш

+  •̂ 3*

/ г - т Н л *

— J  2*

+  Л*

+

' (со22 — со,г)(со2— со,) &г3—  СО,3
2 2

со,2— ш.

(&)2 — C0j) (----- -М — In —V 1 W*>1 ©2 J 0)х

/  \ л  ( 0 2 2 —  ( 0 , ? % CO* (0,2-0)02----

1
s r ' - T { J

— J*k ^(w2— ®i)2
ш 2*— CO,

со,2 — со,2 , . co,8— os,8 , <o2

+  -̂ 3*
Здесь

(co2 — COj)-
(fi>22 — CO

* ■ } }

C02 — Cl), ( g)22 —  0 ) j 2 ) / 2  l n ( © 2/C0i)

Д —  ( ci)22 —  (0,2) / 2  (Ci)23 —  Q)j3) / 3  w 2 —  cot

In(co2/co,) Ct)2 — cot 1/Cl), — 1 /co2
0)j Id,

•A* =  § /* ( г- vre) dco; / 2A =   ̂ / ft(r, /rc)codo>;

Q)g
^3te=5 /* (r. m)-^-dco;

tOi
со, и co2 — минимальное и максимальное значения со в. интер
вале аппроксимации.. Решение для Н  в (4.4.1) с учетом
(4.4.2) можно записать в форме

Н  = G { i f  Л(0) (/■>.) +  3- ^ ( U f f \ r y2) +  аДГ/ f  (г,з))+

+ ^ Л ,)(г„) +  3- ^ - ( ^ Л 1)(г12 )+ «Д Г /0 )(г1з))]со +

+ [ 5 - / г ,)ы +

( ^ Л - ’Ч п ^  +  аАГЛ-'ЧПз))]^-}-

Р_
U 

3 т—1



Аналогично преобразуются выражения для V в (4.4.1). Об
ласть изменения со устанавливают из следующих соображений. 
Так как коэффициент Пуассона v изменяется в пределах 
0 ,5 > v i^ v ^ v 2> 0 , а параметр т имеет пределы оо

1, то 0<С(о, ^ со̂ ( й2<  1, где со1= 2 /( З т 1—1); ю2=  
= 2/  (Зт2— 1).

Решение задачи термовязкоупругости в изображениях пред
ставим в виде

H* =  G {/<») (ги) £  +  ̂ = 1 ( / » )  (г12) U* +  /§» (г,3) аЛ7'*)+

+  [ / , ( 1 ) +  ( /£ > (Гг2)г /*  +  / ‘‘> (Л з)«Л Г*)] ®* +

+  [ A ~ l) ( r n ) ^  +  3ĵ ± ( A ~ l) (rl2)U*  +  Д-'ЧПэ)аАТ*)] ^ } ,

jp* 1 ~

где ю* =  ё?(3от_ 1) ’ co*=P*G (3m — 1). Аналогичное выражение
имеет место для V*. Переходя от изображений к оригиналам, 
находим выражение для

H(t ' )  =  f W ( r n)P ( t ' )  +

Т

j  Г (Г -  т') dP (тО+ { l l p l L  j  f  (t' -  x') й и  (х' ) +

+  G 3rn_± [ f(o)(ri2)U ( t ' ) + f ^ ( r u )aAT(t ' ) }  +

/,(1) (Ггг) 'Г ~ ............... . Л 1)(Г,ш) ‘
G (3/и— 1) о

t '
+ y / i 1)(r13) $ f ( ^ - i0 d A r ( T ')  +

0

+  G ( 3 m -  1 ){/<-■> (ru) $ R  (t> -  x') dP ( t ') +
1 о

+  G 5 2 = 1  [ / ( - » (r12) (*' -  t')  d i/ ( t ' ) +

L о
V

+  / r i)(r,3) S p ( ^ - t ' ) d A r  (tO

а также аналогичное выражение для V (t'). В окончательном 
решении необходимо от приведенного времени t' перейти

к физическому времени t с помощью формулы / ' =  (d^/aT).



Изложенную аппроксимацию можно обобщить, если принять

м г .  / й ) = 1 л - ,)( г ) + 2 л л)(°л-
п

Тогда решение в изображениях будет содержать операторы ти
па Р*1 со* и со*пР* = Рп*/ (ЗК)п, а при переходе к оригиналам 
будет использоваться рекуррентная формула

с

о

Экспериментально-теоретические методы решения задач тер
мовязкоупругости базируются на следующем утверждении 
А. А. Ильюшина: решение задачи идеальной упругости может 
быть представлено в символической форме

Я=/+соф+ф/со+х*/(1 + Р*“ ). (4.4.4)
где f, ф, \|), х* — функции координат, внешних сил, заданных 
граничных перемещений и температуры соответственно; р* — по
стоянные величины. Форма (4.4.4) является обобщением (4.4.3) 
и отличается от нее последним слагаемым, в котором по индек
су k предполагается суммирование.

Решение задачи линейной термовязкоупругости в изображе
ниях с учетом (4.4.4) представим в виде

Я* =  /*  +  а*Ф* +  ф*/<о* +  # х : .  (4.4.5)

где £в* =  (1 +Р*ю*)-1. Если обращения операторов g**, т. е. 
функции найдены, то решение задачи линейной термо
вязкоупругости, согласно. (4.4.5), запишем в форме

Н(х/.  n = / ( M  ' O + o j s b r  5 Г +
о

+  0 ( З о т - 1 ) $ £ ( < ' - т О ? ^ >- ) d T '  +
о

+  № « ' - * )  '  } di'.

Аналогичное выражение имеем для V { х / ') .
Построение функции g»h(t) будем проводить эксперимен

тальным методом, предложенным А. А. Ильюшиным и назван



ным поэтому экспериментально-теоретическим. Введем функ
ции z(t' )  и y(t ') ,  связанные между собой соотношением

f
—^ )d y ( t ')  (4.4.6)

о

или в изображениях

г* =  ф * .

Учитывая введенное обозначение, имеем 
2* +  Р*со*2*=у* 

или в оригиналах

2(* ')+ Р а§ ю(*' — T')d?(T') =»/(*')• (4.4.7) ,
0

Таким образом, установлена связь между интегральным 
уравнением (4.4.7) с ядром ю(/) и интегральным соотношени
ем (4.4.6) с ядром ge*(0-

Пусть проведен эксперимент на чистый сдвиг при кручении 
тонкой трубки длиной I и радиусом г0, причем к левому торцу 
трубки прикреплена пружина с постоянной жесткостью на кру
чение С, т. е. крутящий момент М и угол поворота cpi связаны 
соотношением М=Сц>\. Если угол поворота правого торца труб
ки равен ф2, то деформация

6 1 2  =  Го (фз— ф1 > /2 /  =  г0ф / 2 / .

Среднее напряжение о  и средняя деформация е  равны нулю, а 
потому

Так как оп =  М/(2пг0Щ, где Л—толщина стенки трубки, то 
из приведенных зависимостей находим

Ф2==Ф +  Р § “ (*' — йф(т'), (4.4.8)
о



Полученное интегральное уравнение полностью совпадает с 
интегральным уравнением (4.4.7), следовательно, должно иметь 
место соотношение вида (4.4.6), которое запишем как 

t '
ф( * ') = § Ы * '—'O d'M*');

о
Пусть в опыте реализуется релаксация при заданном посто

янном угле поворота ф2= ф 2 ° и измеряется угол поворота 
ф1(О=ф20—ф (0>  тогда из приведенного соотношения следует

Ы О  =  (фг°—ф1(П)/ф2°. (4.4.9)
Таким образом, определив р из решения задачи идеальной 

упругости (4.4.4), можно вычислить параметры эксперимента из 
условия (4.4.8) и соответствующее ядро gp(t') по результатам 
эксперимента (4.4.9).

Если температурное поле АТ(х!, t) неоднородно (дАТ/дх'Ф 
фО), а вязкоупругие характеристики среды зависят от темпе
ратуры, то функции релаксации Г (t '—т') и ползучести 
R( t '—т') зависят от координат х>, так как от координат х> за
висит время

t
t> =  ф (х>, /) = Л  —  ** х' =  Ф (xJ, т). (4.4.10)

J ar [АТ (х >, <)]

В этом случае изложенные методы решения задач линейной 
термовязкоупругости неприменимы, поэтому возникает потреб
ность в использовании новых методов, одним из которых будет 
метод малого параметра. Воспользуемся уравнениями

t
D jk(a, t) =  ^ Y { t ’ -T ' )& DJk{e, т); o(t)--=3K ( е -а А Т ) .

о
Следуя Б. Е. Победре, введем малый параметр е соотношением 

/'= ф о(0  +е[ф(a:j, t )— ф0(/)],

где ф0( )̂ =  1/-1|  *)dK — функция ф(л:А t), усредненная по
v

объему. Функция Г (t) может быть разложена в ряд по степе
ням параметра:

Г (г') =  Г(0) (0  +  2 е"Г(л) (-к'’. ty  (4 4 п )
П

Воспользуемся уравнениями равновесия



Здесь
t

D Jk (a) =  i -   ̂Г (t' -  x') d (V juk+Vkuj  — 

о =  Л" (V»«a — ЗаАГ). * (4.4.13)

Этим уравнениям соответствуют граничные условия 

Uj(S) =  UjS на 5 t;

0,5 С Г (*' — T')d[Vy«*+ V*My-(2 /3 )g > V a«a] +  
о

+  g> tf(V a«a — ЗаЬТ)}п* =  рМ на S2. (4.4.14)

Решение задачи в церемещениях us будем строить в виде 
ряда по степеням е:

и,(л», <) =  и<о>(.**, 0  +  2 е"иул)(*“• 0; (4.4.15)
П

при этом

(a, ^ )  =  £)$> (0 , x-t) +  2  e»£>$ (о, .х»*);
п

<г(х“, £) =  о(°Цха, < ) + 2 e',<T(">(JC“I О-
(4.4.16)

Подстановка соотношений (4.4.11), (4.4.15), (4.4.16) в
(4.4.13) и приравнивание величин в левой и в правой частях 
равенств при одинаковых степенях е приводит к выражениям

t
Dfk (о)= 0 ,5  J f (0)( * - i ) d [ v X 0) + V*40)-(2/3)g>V*«?o>];

О
t

D ^ (o )  =  0,5  ̂Г(0) ( < - i ) d [ v / ) +  V ^ 1)- ( 2 / 3 ) ^ v X . ) l  +
о

an.+  £>}*’(a);



<

DjV (a)= 0 ,5   ̂Г(0> {t — t) d [ V y ^ 1 +  -  (2/3)*»V - ^ I  +
о

7(«>,+  В Д И ;
o < ° > = A * (  У а И ^ - З о с Д Г ) ;  a < ‘ > =  K V . и “ 0 ;  . . . ;  о < л > =  К Ч * и ° п),

где
*

/ ) $  (a)= 0 ,5 ) ^ Г(1)(л^, < —x)d[Vyal0) +  V *^0)—(2/3)g;ftVaa“0)];

Я f *
ДЙ) (о) =  0.5 2  Ц  r (' V .  # - T ) d J V ^ " - ,) +

/-1  о

—(2/3) }-

Подстановка указанных выражений в уравнения равновесия 
(4.4.12) и граничные условия (4.4.14) приводит к следующим 
уравнениям:

g^aVa^y*)(o)+V*cr(0) +  /7A=0; ,ЛЛ1Я\... (4.4.18)
g ^ V a D f t  (о) +  v*ar(0 = 0 , I >  1

и условиям на поверхности 

u f ( S )  =  ufs на S,;

{о,5  ̂Г(0) (t - т )  d [ Vy«i0) +  V*»?» - ( 2 /3 )  gyftVaM“0)] +  (4.4.19)
l о

+  gyfctf (Va«?0) —ЗаДГ)} л* =  /><") на S2, 

ву)(5)=0 на 5„ l >  1;

(о,5 J Г(0) (t -  х) й [V y<> +  V*»y> -  (2/3) ̂ V .a f o ]  +  (4.4.20)

+  ̂ АГУа«?;)}я* =  £>уУИ п* на S2,
причем необходимо выражения (4.4.17) подставить в уравнения 
равновесия (4.4.18) и записать их в перемещниях, а затем рас
сматривать совместно с граничными условиями (4.4,19) и
(4.4.20).



Очевидно, что дальнейшее построение решения ^ебует при
менения процедуры последовательных приближений. Для опре
деления исходного приближения ы(;.0) (ха, t) следует решать кра
евую задачу на основе исходной системы уравнений и соотно
шений (4.4.12) — (4.4.14), причем функция релаксации Г°(/—т) 
не зависит от координат ха. В этом случае имеем однородную 
задачу термовязкоупругости, решение которой можно построить 
ранее изложенными методами. Для определения последующих 
приближений и (р ( х а, t) решаем аналогичную краевую задачу,
в которой функция релаксации Г<°>(̂ —т) не зависит от коорди
нат, т. е. снова формируем однородную задачу термовязкоупру
гости при условии отсутствия на части Si поверхности переме
щений, отсутствия температурного поля, но при наличии
дополнительных объемных g }â 7aDjk (а) и поверхностных сил 
В /л (о)пк на части 5 2 поверхности. Решение такой задачи 
строим темй же методами, что и исходное приближение. 
Искомое решение общей задачи определяем как сумму соот
ветствующих приближений и^р (ха, t), что следует из (4.4.15) 
при е =  1, так как в этом случае (4.4.10) обращается в тож
дество.

Итак, метод малого параметра сводит решение задачи не
однородной термовязкоупругости к решению задач, в которых 
функция релаксации или ползучести являются однородными 
функциями координат при неоднородном температурном поле.

Построение приближенного решения статической задачи не
линейной термовязкоупругости (см. п. 1.6), основанной на со
отношениях

t
D ]k (а) =  2Gqp (et) D Jk (e) — \  Г (t ' — x') <p (et) D jh (e, x) dr;

I (4.4.21)
cr =  3 K  (e — &AT),

может быть выполнено методом последовательных приближе
ний. Пусть основными неизвестными будут компоненты вектора 
перемещений и/(хр, t). Представим функцию <р(е;) в виде 
ф(е,) =  1—<а(е,), тогда при а (е ,)= 0  соотношения (4.4.21) со
ответствуют уравнениям' линейной термовязкоупругости. 
В уравнения равновесия

S’J“V0bDjft(a) -(- V Kcx+.Fk= 0
подставим соотношения (4.4.21) и, учитывая представление 
компонент ejh тензора деформаций через компоненты щ векто
ра перемещений, после очевидных преобразований получим си
стему разрешающих уравнений



dx;

Ik  (и)=  G [ V 2«*+ /reV* (V««“)] -
t

-  4- 5 £У“ V . [Г (t' -  T') ( V  jtlk +  VkUj -  gjk VaKa)

/
/=■»* =  5 ^ “V . [Г (t' — x') 0) (et) D jk (e, t)] dx —

0
—2Gg'“V« [® (e,)Djk (e)].

Граничные условия
Uj(S) =  Ujs на S,; D ]k(o)n1+<m* =  p™ на S 2 (4.4.23) 

после аналогичных преобразований принимают вид 

М к (и) =/?<">+/»(") +  ЗаАГ Д Т п к,

где

M k(u) =  G(S7jUk-{-S7kttj)ni-\-G(m— 1) 4 aUank — 
t

—4 '5 r (2f,~  T') [(VjUA+VkUj)^ — 4  dx;
0

t

Pvh =  20® (et) £>yft (e) л ' —  ̂Г (f' — x') со (etx) D Jk {ex) Wdx.
о

Итак, имеем систему разрешающих уравнений (4.4.22), запи
санную в перемещениях, которой соответствуют граничные ус
ловия (4.4.23). Для решения такой задачи воспользуемся про
цедурой последовательных приближений.

В исходном приближении со(е4)= 0 , тогда Fah= 0 и Р ^ ))==0, 
а уравнения (4.4.22) образуют систему разрешающих уравне
ний линейной термовязкоупругости с граничными условиями
(4.4.23). В результате решения этой задачи ранее изложенными 
методами будут определены компоненты и<0) вектора пере
мещений. Первое приближение строим по найденному исход
ному и<°) приближению. Далее последовательно определяем
efk, е{°\ со (е;0)), Fail, Рш*(0) и записываем систему разрешаю
щих уравнений первого приближения с соответствующими 
граничными условиями. Решение этой задачи может быть 
найдено методами решения задач линейной термовязкоупру
гости, в результате определяются компоненты и(р  вектора 
перемещений. Аналогично строится решение любого 1-то 
приближения.



Решение задачи нелинейной термовязкоупругости может 
быть сведено к отысканию решений соответствующих задач 
идеальной упругости с дополнительными объемными и поверх
ностными силами. Рассмотрим соотношения

t
20ф (et) D jk(e) =  f  (о,) D ]k (а) +  jj ( f  — %') f  (otx)D jk(a t )di; 

e =  o /3K +  aAT (4.4.24)

ИЛИ

/ (0 ,) D p  (o)/2G =  Ф (<?*) Djk (e) — ^ Г  (t' — т') Ф (etx) D Jk (ex) dr;
0

o =  3K(e — aAT),

для которых справедлива зависимость 
t

R( t )  =  T ( t ) + ^ T ( t - x ) R ( x ) d x .
о

Функции /(0j) и ф(е4), входящие в соотношения (4.4.24), 
характеризуют степень физической нелинейности среды (в об
ласти линейности /=  1, ф = 1 ) .  Указанные функции можно оп
ределить из опытов на ползучесть. Предположим, что известны 
кривые ползучести при чистом сдвиге el2(t), соответствующие 
различным значениям постоянного напряжения 0 ,(̂ , тогда
0г =  ̂ З о 12>О; 0 = 0 ; et =  2е12/К З > 0 ;  е =  0, При чистой 
ползучести из (4.4.24) следует

3 0 Ф(е( (t))et (t)/o?)f (о»)) = ̂ ) ;  
t

г|э (t) =  1 —  ̂R (t — г) dr.

(4.4.25)

Пользуясь кривой ползучести при 0 (°><0 г*, когда сохраняется 
линейность ( / = 1, ф = 1), определим функцию ф(0 » а затем 
и ядро R(t)  с помощью соотношения (4.4.24). Кривые ползу
чести при о(°) >  0 г* позволяют построить кривые /  (а;(0))/ф (et) ~ t ,
соответствующие различным значениям 0 (°>. В основу построе
ния указанных кривых доложено соотношение (4.4.25), которое 
при о (° )< 0 г* принимает вид 3Gei(t) =  a f ^ ( t ) ,  причем отноше
ние ординаты точки кривой ползучести, соответствующей 
о(о)> 0 г*, к ординате точки кривой ползучести соотв.етствую-



щей 0 <О)< а (*, при одном и том же выбранном времени t b 
равно / ( o j0))/<p (£/(**)). что согласуется с (4.4.25).

Отношения ординаты точки, выбранной на построенной 
кривой при заданных значениях и af)n), к ординатам любых 
точек на той же кривой oj0())t но соответствующих разным 
моментам времени tk, равны ф(е; (/*))/Ф(ег(^*)), т. е. функция 
Ф(ег) известна для любого момента времени t k с точностью 
до неизвестной постоянной С] =  ф(<?г(<*, Однако соглас
но кривой ползучести, соответствующей известно соот
ветствие et~ t ,  а потому становится известной функция ф (е*) 
с точностью до постоянного множителя С\.

Отношение ординат точек, взятых на различных кривых 
e^ly  но при одном и том же времени tm, к ординате выбран
ной точки (tm, определяет функцию /(о{0)) с точностью 
до постоянной Сг =  /  (ai°l))- Действительно, в это отношение 
входят значения ф(£/(^т )), соответствующие различным 
но соответствие ~  ~  известно из кривых ползучести, 
а функция ф (et) определена с точностью до множителя С\, 
который не входит в рассматриваемое отношение, поэтому 
значения ф(et (tm)) известны.

Отношение Ci/C2 можно определить, выбрав одну или не
сколько точек на ранее построенных кривых, так как для них 
известно отношение f (сг̂ (0)) /ф(е<). Таким образом, функции 
f ( o t) и ф(е() будут известны с точностью до общего постоян
ного множителя, который несуществен, так как отношения
(4.4.24) однородны по / и <р.

Статической задаче нелинейной термовязкоупругости соот
ветствует исходная система уравнений и соотношений (1.1.4),
(1.1.6), (4.4.24) с граничными условиями (1.2.1) и (1.2.3). Ре
шение такой задачи ищем методом последовательных прибли
жений, для чего функции f{a{) и ф(е<) представляем в виде

f(a<) =  l+Wi(ff1); ф (^) =  1—(о2(е4),
причем в области физической линейности й)ц(0 ()=О, со2(е{) = 0 . 
В исходном приближении принимаем co1(a i)= 0 , co2(ei)==0, 
тогда исходные уравнения определяют линейную задачу термо
вязкоупругости, решение которой возможно ранее изложенны
ми методами.

Динамические задачи термовязкоупругости, в которых воз
никает необходимость учета инерционных сил, лучше решать 
методом усреднения, основанном на усреднении функций, вхо
дящих в уравнения. Средним значением функции f(t) назы
вается величина

I
7  =  Пт /(*)<!*.

Т -«-оо 1 J



Для функции двух и более переменных, например t их® (а =
=  1, 2........п), можно вычислять среднее значение по какой-ли-
бо переменной, например ft, fxа.

При динамическом нагружении задачи вязкоупругости из
вестными методами могут быть сведены к системе интегродиф- 
ференциальных уравнений относительно ха вида

t
=  0 + еФ* (■*“. * )+ е J Л. 0 ^ 4 . (4.4.26)

о
где /*, фА, гр* —известные функции своих аргументов; е — ма
лый параметр; k, а  =  1, 2.........п.

Рассмотрим систему уравнений

е*. =  /*(■*“. 0. 1
I

решение которой задано в форме j

xh=g*lxi(Ca, t ) .  (4.4.27)

Считая величины Са функциями времени Ca(i), соотношения
(4.4.27) можно использовать для перехода от переменных хк 
к новым переменным Ca(t), при этом система уравнений
(4.4.26) принимает вид

dy.i dС Г (*
£*' 3 5 . “dT  =  8 («а (Са. <), 0  +  } -ф* (« . (С . (Т)), Т]), Л- 0 . dTl >

“ L о

аналогичный уравнениям
t

Ska U “. /) +  е J Ф* (jc“ (п), п. О dr], (4.4.28)
о

С целью применения метода усреднения к системе урав
нений (4.4.28) вычислим интеграл

t

по переменной т], считая х а  t параметрами. Усредним по. t 
функцию F (х, /) +  Ф0(л:, t), т. е. определим

т
Z 0(x) =  lim 4 -? [^ (-* , *) +  <М*. t ) W .Т+со J



Системе уравнений (4.4.28) вида
t

dx/tit =  eF (л, t ) +  e  ̂Ф (x (rj), rj, t) drj; x  (0) =  x0
о

поставим в соответствие усредненную систему уравнений

d^/dt=eZ0&)-, ЦО)=*хо] £=£*, ? ........ (4.4.29)

Можно показать, что при определенных ограничениях, на
кладываемых на функции F(x,t) ,  Ф(х, t) и Z0(x), решение 
£*(*) усредненной системы уравнений (4.4.29) близко к реше
нию xk(t) исходной системы уравнений (4.4.28). С этой целью 
сформулируем условия, при выполнении которых решения x(t)  
и £(f) достаточно близки.

1. Пусть функции F(x,t)  и Ф (л:, п, непрерывны и удовлет
воряют условию Липшица по х:

\ F (x ' , t )~ F ( x" ,  0 |< Л |х ' - * " | ;
\Ф(Х', Т], 1)~Ф{Х", Т], t) | | jc'—x " \ .

Пусть также условию Липшица удовлетворяет предел
]Z0( x ' ) - Z 0( x " ) \ ^ v \ x ' - x " \ ,

если считать функцию Z0(x) ограниченной, т. е. |Z0(x)|<jVf. 
Тогда для любых выбранных %>0, L > 0 можно указать та
кое е0, зависящее от х и L, что при е < е 0 на отрезке 0^ t ^ L e ~ in 
будет выполняться неравенство

|х (0 -Е (0 1 < Х . (4-4.30)
2. Пусть функции F(х, t) и Ф(х, rj, t) удовлетворяют усло

вию Липшица по х, а исходная система уравнений (4.4.28) не 
имеет особых точек. Пусть также равномерно относительно t 
существует предел

t+ T

Z 0(x) =  lim ~  \  [F(;c, т)-}-Ф0(л:, т)] dr,
Т —► оо * J

удовлетворяющий условию Липшица и условию ограниченности, 
а решение £ =  £(т), %— et усредненной системы (4.4.29) устойчи
во. Тогда для любого можно указать такое ео,  зависящее 
от х, что при е< ео  для всех t ^ O  будет выполняться неравенство
(4.4.30).

Таким образом, метод усреднений сводит задачу нахождения 
решения системы интегродифференциальных уравнений (4.4.28) 
к значительно более простой задаче решения дифференциальных 
уравнений (4.4.29), для которой во многих случаях можно по-



строить эффективное решение. Точность решения, получаемого 
на основе метода усреднения, может быть повышена путем по
строения высших приближений. Разность |л:(0—£(01 зависит 
от величины малого параметра е, однако параметр е — величина 
вполне определенная, которую нельзя уменьшить так, как тре
буется для решения задачи, т. е. в изложенном методе нет воз
можности улучшить аппроксимацию. Такая возможность суще
ствует, если воспользоваться построением высших приближений. 
С этой целью решение системы уравнений (4.4.26) аппроксими
руем выражением

*  =  S +  О. (4-4.31)
]

а задачу сведем к отысканию функций £(0> / = Ь 2, . . .
. . . ,  п. Для вычисления функции £(f) воспользуемся уравне
нием

d£/d* =  2 8''M £)’ (4.4.32)
j

где tf>/(£)— неизвестные функции. Функция x{t) должна удов
летворять уравнению

djc/dt=E[F(x, f)-f<D0(JC, /)], (4.4.33)
причем сумма F{x, 0+Ф о(*, 0  может быть разложена в ряд с 
учетом (4.4.31). Подставляя ряд (4.4.31) и ряд для функции 
F(x, f)+<Do(*> t) в уравнение (4.4.33), учитывая (4.4.32) и при
равнивая выражения при одинаковых степенях параметра е, 
получим для искомых функций следующие соотношения: в пер
вом и во втором приближении соответственно:

гр] =  F  +  Фо', бщ/ d t  =  Р-\- Фд — F  — Фо; 
г|)2= — т^дщ/дЪ +  ЩдР/д^ +  Фо-,

=  % dtti /  <? £ — ̂ д щ /dt ,— (дР/д  £) И] +
+(dF /<H )«i +  Z i - Z „  

t
где А(^> 0  =  5 ^  щ (С, r))dri. Аналогично можно заци-

о
сать для последующих приближений.

4.5. Задачи ползучести и вязкопластичности, 
методы их решения

Задачи ползучести, как и задачи пластичности, по своей при
роде являются, нелинейными и связаны с реономными свойства
ми среды. Решение задачи ползучести может быть только приб-



лиженным, построение его основано на использовании различ
ных процедур последовательных приближений.

Задачу ползучести, как показано в п. 1.5, целесообразноре- 
шать в напряжениях, с помощью системы разрешающих р а в 
нений

i T V S f i + F , - *  
лУ л?У ,У „<«8’ +  1.5/Ду*(°))=0.

где при установившейся ползучести ejhi0) =  0. Выполнение р а в 
нений равновесия, входящих в (4.5.1), будет обеспечено, если 
компоненты ajk тензора напряжений представить в форме обиего 
решения этих уравнений

а 1к =  2 e j* (р) -  2  ( V  аРа +  ф) g Jk+ Л ?*Л Р"  V „  Vpi|> +

+ Л ? * Л р “ v  n V a I I B/, ( 4 . 5 . 2 )

которое выражает компоненты тензора напряжений «ерез 
компоненты тензора функций напряжений (П) и скаляр if.

Функции напряжений ГР, как показано в п. 2.4, удовлетво
ряют уравнениям

V2[D“' (П) +  1ДО» (П )]=0, (4.5.3)

а при наличии пластических деформаций — уравнениям

V2[DP' (il) +  (2GA+1,5/)Z)P' (П )]= 0 . (4.5.4)
Для установившейся ползучести выражения (4.5.3), (4.5.4) 

упрощаются:

У2( ^ '( П ) ) = 0 .  (4.5.5)

Уравнениям (4.5.3) — (4.5.5) соответствуют граничные условия

где р(п)р — поверхностные силы, действующие на тело, а урав
нениям (4.5.3), (4.5.4) дополнительно начальные условия при 
*= 0

DS'(II) = D (0)P1 (П). (4.5.6)
Скаляр Ф удовлетворяет уравнению 

V2rf>=2 (Vap“+2<p/m), 
которое решается при граничном условии

V2* | s==3[V„p“+<p—е}к (/>) nJn*]s,
ш



где ф — потенциал; р — вектор-потенциал объемных сил, дейст
вующих на тело. Однако объемные внешние силы в основном 
являются потенциальными ( р = 0), поэтому в дальнейшем при
нимаем, что скаляр ф внутри рассматриваемой области подчинен 
уравнениям

Ja ограничивающей эту область поверхности.
Для полного определения компонент тензора напряжений до

статочно трех функций напряжений. Выберем их такими, чтобы 
инвариант П = 0 . Этому требованию удовлетворяет решение
(4.5.2) в форме Морера с матрицей

где П1 =  П12= П 21* П2= П 13= П 31; П3= П 23= П 32. При этом 
Я « (П )= П « —Щ г«=П« $ф1; 
n = g « H « /3 =  (g u ll11 +^22П22+^ззП33) =0.

Вводя обозначения при неустановившейся и при установившей 
ся ползучести соответственно

а для неустановившейся ползучести с учетом начальных усло
вий (4.5.6)

У 2ч|з=4ф/т; У 2ф=3ф (4.5.7)

S Bl (П) =  D &1 (П )+ (2GX +  1,5/) D &1 (П), 
5 p,(II) =  / D pz (П),

(4.5.8)

запишем уравнения (4.5.3) — (4.5.5) в единой форме 
V*S«j(II)=0. (4.5.9)

(4.5.10)
Из (4.5.8) находим для установившейся ползучести

(4.5.11)

(4.5.12)

гд е
t



Итак, решение задачи ползучести в напряжениях сводтся 
к решению уравнений (4.5.7) при определении скаляра г|> i р е 
шению уравнений (4.5.9) с учетом (4.5.10) при определит 
■функций напряжений Пег. Применение формул (4.5.11| и
(4.5.12) основано на использовании процедуры последова:е.ъ- 
ных приближений. Исходным приближением при решеню за
дачи ползучести является решение соответствующих зада! уп
ругости или пластичности, построенное ранее указанными leto- 
дами, т. е. при f(OiAT, t)= 0 .

По известному решению uf)  или <х<°> исходного при&ике- 
ния находим интенсивность напряжений о(°\ параметр I и 
выбираем кривую ползучести до значениям oj°> и А Т. Пгрвое 
приближение решения задачи ползучести строим по данным 
исходного приближения. Для значений o f ' и ДТ  по кривой 
ползучести устанавливаем функцию / ,  (of)AT, t). Для уста
новившейся ползучести по формулам (4.5.11) и известной 
функции /,(о№ДГ, t) находим функции напряжений Л(!) =
=  Sp/(II)//,, которые подставляем вместе со скаляром 
в общее решение (4.5.2) и определяем компоненты тен
зора напряжений в первом приближении. Для неустановившей- 
ся ползучести по формуле (4.5.13) и известной функции 
fxiof'iAT, t ) определяем функцию

t
x , ( 0  =  $ ( 2 G A + l , 5 / , ) d * ,

о
а затем по формулам (4.5.12), учитывая выражение и, {t), 
находим функции напряжений

nf.'> =  [ D%) (II) +  5 e*‘S &l (П) dt
V о

Подстановка найденных функций напряжений и скаляра ^ 
в общее решение (4.5.2) определяет компоненты тензора 
напряжений в первом приближении. Построение п-ro прибли
жения задачи ползучести выполняется по известному (п— 1)-му 
приближению в том же порядке.

Таким образом, приближенное решение задачи ползучести 
может быть построено с любой степенью точности. Сходимость 
процедуры последовательных приближений не рассматривается. 
При решении конкретных задач ползучести достаточно ограни
читься двумя приближениями.

Задачи вязкопластичности, как и задачи ползучестя, нели- 
яейные, поэтому они имеют только приближенное решение, по-



троение которого основано на использовании процедуры после- 
;овательных приближений. Если задача вязкопластичности по
давлена в скоростях и основными неизвестными являются 
h Р, Vj, то, как показано в п. 2.5, система разрешающих урав- 
(ений с соответствующими начальными условиями имеет вид 
2.5.4), а граничные условия подчиняются соотношениям 
12.5.5) — (2.5.7).

В исходном приближении считаем т<(у<)=0, что соответ
ствует вязкой жидкости, для которой согласно (2.5.3) и (2.5.7) ; 
Aj(v)=0  и qjk—О. Разрешающие уравнения (2.5.4) и граничные I 
условия (2.5.5) переходят соответственно в разрешающие урав
нения и граничные условия задачи механики вязкой жидкости.
Ее решение может быть построено методами, изложенными в 
предыдущих главах и предыдущих параграфах данной главы, 
так что считаем основные неизвестные р, р и и,- известными 
функциями координат и времени. По кинематическим соотно
шениям

8j&= 0,5(Vji\-)-VkVj-)

определяем компоненты тензора скоростей деформаций, а по 
физическим соотношениям

—P<7jft+2(A[ejft+  (Я,/2|д,— 1) egjb]

— компоненты тензора напряжений. По известным компонен
там тензоров (е) и (а) вычисляем интенсивность скоростей де
формаций ё(г0), среднюю скорость деформации е(0) и интенсив
ность напряжений 0 г(о> исходного приближения.

Первое приближение задачи вязкопластичности строим по 
известному исходному приближению и при наличии кривой 
т*(Чг) среды. По известным значениям о<0) и е<0) путем пере
счета по формулам т; =  (У^2/3)стг; n{i — V"2el определяем соот
ветственно и ч<0). Затем с помощью кривой тг(ч;) уста
навливаем функцию т<!> (^1;0)) и определяем ее значения.
С помощью формул (2.5.3) и (2.5.7) находим функции D)'*{v) 
и подстановка которых в уравнения (2.5.4) и граничные 
условия (2.5.5) приводит к задаче механики вязкой жидкости 
с фиктивными объемными

F f "  =  F j + D {P ( v )  

и поверхностными

1) _ pin) pWrij — q($ t ik



внешними силами. Решение задачи механики вязкой жидкости 
приводит к определению р ({), р(1), компонентов е^> и оК ,̂ а 
•следовательно, и ej1), е^), оу> в первом приближении. 
Построение т.-го приближения по известному ( т — 1)-му 
приближению выполняют в том же порядке.

Таким образом, применение изложенной процедуры после
довательных приближений позволяет построить приближенное 
решение задачи вязкопластичности с любой степенью точности. 
Сходимость этой процедуры не рассматривается. При решении 
конкретных задач вязкопластичности достаточно ограничиться 
двумя приближениями.

Если задача вязкопластичности поставлена в напряжениях 
и основными неизвестными являются р, р, vh ajk, то система 
разрешающих уравнений, приведенная в п. 2.5, также может 
быть решена с помощью процедуры последовательных прибли
жений. Исходному приближению вновь будет соответствовать 
модель вязкой жидкости, т. е. T((vi)=0. Другие приближения 
формируют в соответствии с изложенным выше алгоритмом на 
основе известной кривой т{(у<).

Таким образом, задача вязкопластичности в напряжениях 
также может быть решена приближенно с любой степенью точ
ности. Сходимость процедуры последовательных приближений 
не рассматривается. При решении конкретных задач вязкопла
стичности достаточно ограничиться двумя приближениями.
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