
МИНИСТЕРСТВО ВЫСШЕГО И СРЕДНЕГО СПЕЦИАЛЬНОГО 
ОБРАЗОВАНИЯ РСФСР

Куйбышевский ордена Трудового Красного Знамени 
авиационный институт имени академика С.П.Королевг

В. И. Л Е О Н О В

СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА ЭЛЕМЕНТОВ КОНСТРУКЦИЙ 
ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ В ВИДЕ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ

У т в е р ж д е н о  
редакционно-издательским 
советом института 
в качестве учебного пособия

КУЙЕШЕВ 1987



Л е о н о в  В. И. Строительная механика элементов конструкций 
летательных аппаратов в виде оболочек вращения : Учебное пособие.-  
Куйбышев: КуАИ, 1987. -  с . 88.

Излагается безмоментная и моментяая теории оболочек вращения 
при осесимметричном нагружении. Даются выводы основных дифференци
альных уравнений и рассмотрены методы их решения.как точные, так 
и приближенные. Наряду с аналитическими методами рассмотрено при
ложение метода конечных элементов к расчету оболочек вращения. 
Предназначено для студентов дневного обучения, изучающих курс 
.«Строительная механика летательных аппаратов и теория упругости".

Иллюстраций -  59, библиогр. -  I I  назв.

Р е ц е н з е н т ы :  к .т .н . , доцент А. Н. Б е л и к о в
к .т .н . , доцент В. В. Г о р б а т е н к о

Куйбышевский авиационный институт, 1987



П Р Е Д И С Л О В И Е

В учебном пособия излагаются вопросы теория и метода расчета 
на прочность тонкостенных конструкций летательных аппаратов в виде 
ободочек вращения. Оболочки вращения находят широкое применение в 
силовых конструкциях летательных аппаратов благодаря своей эффек
тивности в весовом отношении. В процессе эксплуатации на оболочку 
действуют локальные и распределенные нагрузки, а ташке температур
ные поля. Все это делает актуальным изучение теории оболочек и 
методов их расчета на прочность и жесткость.

Пособие предназначено для студентов, изучающих курс ..Строи
тельная механика летательных аппаратов и теория упругости" и сос
тоит из четырех частей. В первой части рассматривается безмомент- 
ная теория оболочек вращения при осесимметричном нагружении. Поду
чены основные соотношения безмоментной теории, указаны условия 
существования безмоментного напряженного состояния, рассмотрены 
различные примеры расчета оболочек.

Вторая чаоть посвящена моментной теории цилиндрической оболоч
ки при осесишетричном нагружении. Рассмотрен вывод дифференциаль
ного уравнения осесимметричного изгиба цолиндричеокой оболочки, 
приведены примеры расчета оболочек при силовом и температурном 
на*р ужении.

Третья часть посвящена расчету краевого эффекта в оболочках 
вращения при осесимметричном нагружении. Получены уравнения Мейс- 
снера и приведены различные приближенные способы их интегрщэования 
для сферических оболочек. Для произвольных оболочек вращения изло
жен приближенный метод расчета, называемый методом Штаермана-Гек- 
келера. На ряде примеров продемонстрирована высокая эффективность 
этого метода.

В четвертой части рассмотрено применение метода конечных эле
ментов к расчету подкрепленных шпангоутами оболочек вращения цри 
осесимметричном нагружении. Получена матрица жесткости изопарамет- 
рического конечного элемента оболочки вращения, имеющего вид усе
ченного конуса. Рассмотрен также конечный элемент кругового шпан
гоута. Эффективность предложенных конечных элементов и сходимость 
решения к точному продемонстрирована на примере кольцевой пластины 
и сферической оболочки.



I .  БЕЕЫШЕНТНДЯ ТЕОРИЯ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ

1.1 . Основные определения, гипотезы 
и геометрические характеристики поверхности вращения

О б о л о ч к о й  называется тело, ограниченное двумя криво 
линейными поверхностями, расстояние между которыми мало по сравне
нию с прочими размерами тела. Геометрическое место точек, равно
удаленных от обеих поверхностей, называется с р е д и н н о й  
п о в е р х н о с т ь ю  оболочки. Если в произвольной точке 
срединной поверхности восстановить перпендикуляр, то его отрезок, 
заключенный между поверхностями, называется т о л щ и н о й  обо
лочки, а его длину в дальнейшем будем обозначать буквой К, .

Виды оболочек весьма разнообразны и различаются они формой 
срединной поверхности. В дальнейшем будем рассматривать оболочки, 
срединная поверхность котсрыЛЬвйквм^^поверхность вращения.

При построении теории ободочекЧНЦРЦВтся те же гипотезы, 
что и при построении теории пластин /5 / :
-  гипотеза прямой нормали;
-  гипотеза об отсутствии давления между слоями.

Существенной особенностью оболочки является то, что из-за ее 
большой кривизны нельзя пренебрегать силами, возникающими в сре
динной поверхности Часто именно эти силы определяют прочность, 
а нагибными напряжениями можно пренебречь, т .е . можно считать 
напряжения не изменяющимися по толщине.

Рассмотрим произвольную оболочку вращения, срединная поверх
ность которой представлена на рис.1 .1 . Линии, образующиеся цри 
пересечении поверхности с плоскостями, проходящими через ось 
вращения, называются меридианами. Один из меридианов показан на 
рисунке и обозначен буквами ЖВ. Линии, перпендикулярные меридиа
нам, представляют собой огфужности и называются параллелями.

Каждая точка- поверхности может быть задана как точка пересе
чения некоторого меридиана и некоторой параллели. Так например, 
чтобы задать положение точки М, достаточно задать угол 1р , отсчи
тываемый от некоторого нулевого меридиана, и расстояние Б , 
измеряемое от края оболочки вдоль меридиана. Иногда вместо коорди
наты 5 более удобно использовать угловую координату 9  , пред
ставляющую собой утол между осью вращения X- и нормалью к



срединной поверхности оболочки. Углы 0 и , характеризую
щие положение произвольной точки на поверхности, обычно называют 
широтой и долготой. В некоторых случаях применяют также цилиндри
ческие координаты 1р , х  , % ( £> отсчитывается вдоль оси 
оболочки; ъ  -  радиус параллели).

а -  общий вид; б -  сечение по меридиану ¿В

Рассмотрим меридиональное сечение оболочки (рис. 1.1 б ) .
Радиус кривизны меридиана в точке М обозначим через ^  . На 
рисунке этот радиус изображается отрезком О,М. Радиус кривизны 
поверхности в направлении, перпендикулярном меридиану, обозначим 
через Й* . Этот радиус дня оболочки вращения равен отрезку нор
мали 02Ы, заключенному мввду рассматриваемой точкой М и осью вра
щения. Действительно, если на параллели взять две рядок располо
женные точки М и I  (рнй.1.1 а) и восстановить нормали к поверх
ности в этих точках, то они пересекутся на оси вращения в точке Эя . 
Следовательно, последняя будет центром кривизны. Радиусы и 
называются главными радиусами кривизны поверхности вращения. Эти 
радиусы обладают свойством экстремальности; это значит, что радиус 
кривизны поверхности в любом другом направлении, наклоненном к 
меридиану, принимает значение, находящееся мезду и .

Б&сше радиусов кривизны поверхности Р, и ттям в дальней
шем потребуется еще радиус параллели, проходящей через рассматри
ваемую точку. Этот радиус ъ  = 0^ М связан с радиусом кривизны Я2
2 -6 0 9 0



зависимостьи (рис.1.1 б)

г = Я 1 М л д .  ( 1 . 1)
Радиусы Я, , $ 1  и угол 0  являются функциями Я (или Ъ ) .  

Для т ого , чтобы эти величины в совокупности определяли поверхность 
вращения, необходимо, чтобы они подчинялись определенной зависи
мости. Из р и с.1.1 б следует:

¿ г  = Лэ собв 
или, учитывая равенство ( 1 . 1) :

. сои 9  ( 1 .2)
а З

Бели в качестве независимой переыенной используется угод 0  , 
то дифференцирование по 5  необходимо заменить дифференцированием 
по б  , используя соотношение

Тогда равенство (1 .2 ) можно записать в виде
< Ц Я г М П б ^  ( 1 .3)

Соотношение (1 .3 ) представляет собой частный случай общих 
соотношений Кодацци-Гаусса, которым должны удовлетворять радиусы 
кривизны любой поверхности, и является условием неразрывности 
(сплошности) поверхности вращения.

Оболочки разделяются на тонкие и толстые. Граница между тон
кими и толстыми оболочками условна и обычно определяется отноше
нием «  1/ 20, где Я тИ !“  шкшальное значение одного из 
главных радиусов кривизны срединной поверхности. Подавляющее боль
шинство оболочек, встречапцихся в конструкциях летательных аппара
тов, имеет параметр Н /Я т^п  . намного меныпий, чем 1/20. Именно 
такие оболочки и будут являться предаете*,! нашего дальнейшего рас
смотрения.

1 . 2 . Безмоментное напряженное состояние.
Условия существования безмоментного напряженного состояния

При нагрунвнии оболочек возможно появление различных видов 
напряженного состояния. В оболочке может возникать только растяже
ние или ожатие без изгиба (безмоментное состояние); растяжение 
совместно с изгибом (смешанное состояние) или только изгиб без 
растяжения (чисто моментное состояние).



Характерной особенностью безмоментного состояния является то , 
что напряжения, возникащие в сечениях оболочки, по толщине не 
изменяются. Примером безмоментного состояния может служить напря
женное состояние, возникающее в сферичеокой оболочке под действием 
равномерного внутреннего давления.

Преимущества оболочки как конструктивного элемента реализу
ются в том случае, когда она работает на растяжение (сжатие) в 
условиях безмоыентного напряженного состояния или оостояю я, близ
кого к безмоментному. Мшентное состояние целесообразно только в 
том случае, когда оболочка используется в качестве гибкого элемен
та, подучающего в процессе работы значительные упругие деформации 
( например, сильфоны).

Для реализации безыомеатного напряженного состояния в оболоч
ке необходимо удовлетворение следующим условиям / 6 , 10/ :

1. Форма оболочки должна быть плавной, т .е . без скачкообраз
ного изменения радиусов кривизны и толщины оболочки.

2 . Нагрузки долмы быть равномерными или плавно изменяющимися, 
без сосредоточенных сил шш моментов.

3 . Края оболочки закрепляются таким образом, чтобы реактивные 
силы не имели значительной поперечной составляющей, а также чтоСЬ 
не возникали реактивные жшенты.

Следует заметить, что даже если эти условия не полностью 
соблюдаются и в оболочке возникает растяжение и изгиб, безмомент- 
ная теория не теряет своего значения, так как уже на небольшом 
расстоянии от зоны изгиба ( от места приложения сосредоточенных сил 
иди скачкообразного изменения радиусов кривизны или толщины обо
лочки) напряженное со
стояние обычно можно 
рассматривать как без- 
мсыентное.

На рис.1.2 пока
заны четыре зоны, в 
которых нарушаются ус
ловия существования 
безмоментного напряжен
ного оостояния.

Оболочки, восприни
мающие нагрузку за счет 
растяжения ( т .е .  испыты-

Р и с.1 .2 . Участки оболочки, в которых 
нарушаются условия сущест
вования безмоментного напря
женного состояния



вашще безмоментное состояние), я в л я е тс я  наиболее легкими. Поэтому 
при создании несущих тонкостенных конструкций всегда стремятся 
обеспечить их работу в основном как безмоментных оболочек. Этим и 
определяется большое практическое значение безыоментной теории.

Существенно таюке отметить, что при увеличении нагрузки на 
оболочки, выполненные из пластического материала, роль изгибвых 
напряжений снижается за счет пластической деформации, и в предель
ном состоянии напряженное состояние рационально спроектированной 
оболочки шло отличается от безмоментного.

Рассмотрим произвольную оболочку вращения, нагруженную симмет
рично относительно оси вращения (рис.1 .3 ) . Распределенную поверх
ностную нагрузку представим в виде двух составляющих и , 
действующих вдоль нормали и, -к поверхности и по касательной £ 
к меридиану, причем в силу осевой симметрии нагрузка будет являть
ся  только функцией утла 0  / и не будет зависеть от угла

Выделим бесконечно малый элемент оболочки а  , 6 , С , о1 , 
ограниченный двумя близкими меридиональными сечениями и двумя 
коническими сечениями, нормальными к срединной поверхности (рисД.4>. 
Длины сторон и ё с  обозначим через с1зг и соответ
ственно, причем

1 .3 . Расчет безмоментных оболочек вращения 
при осесимметричном нагружении

Рис.1 .3 . Сечение оболочки Рис.1 .4 . Оболочка вращения 
вращения



= = Рг ¿ у  -н л б .

е<

(1 .4 )

В сечениях оболочки а& и 6 с  возникают нормальные напря
жения (2>̂  и (5гг соответственно. Касательные напряжения 6 ^  
и в силу осесимметричного характера нагружения будут равны
нулю. Введем нормальные погонные силы в меридиональном и окружном 
направлениях А/.,. и , которые выражаются через нормальные 
напряжения по формулам:

N. = /У2 = <оа2 п, . ( 1 . 5)

Тогда в сечении а  В элемента оболочки будет действовать 
сила /^с|З г (сы .рис.1 .5 ). Награни С(С сила получит црщэаще- 
ние, обусловленное как изме- N ¿ ¿ г
нением напряжений, так и '  1
длиной стороны. Эту силу 
запишем как N ^ $¿ * - ¿ (^ ¿ 3^ .
На гранях ас/ и £с в силу 
осесимметричности напряжен-  ̂
ного состояния действующие 
сшш будут одинаковы и 
равны N ¿ 4 $ ^ .  1фоме рас
смотренных внутренних уси
лии на выделенный элемент 
действует также и поверхно
стная нагрузка, которая дает 
составляющие на нормаль к
срединной поверхности и на касательную к меридиану 

соответственно.
Составим уравнение равновесия элемента а ё с с [  в проекции 

на нормаль к срединной поверхности оболочки в центре адемента.
С этой целыо покажем на рис.1.6 проекции элемента на плоскости, - 
перпендикулярные касательным к параллели и меридиану. Проектируя 
все силы на нормаль п  , будем иметь

N 2. -  ^22

^ 1с15г *с1(^1с1Вг )

Рис. 1 .5 . Бесконечно малый элемент 
оболочки вращения

, ¿9
2

¿и>

Отбросив бесконечно малые третьего порядка малости и учитывая 
соотношения с/0 =, =-^- и ¿070с/и>= .^ -^ , получим после сокрадания 
на ¿Я , с/Зг : н * г
3 -6 9 9 0



= Рп
(1 .6)N 1 , N1

Уравнение (1 .6 ) известно под названием уравнения Далласа. Оно 
содержит две неизвестных величины: меридиональное усилие N1 и 
ощэужное -  N2 . Второе уравнение равновесия можно получить,

составив цроекцию всех сил на
/V*

Л/г<̂  ̂

Рис.1 .6 . Проекции бесконечно 
малого элемента оболочки 

. вращения

касательную й меридиану t  . 
Однако мокно поступить и иначе. 
Еыделим чаоть оболочка от 
полюса до произвольного сече
ния, характеризуемого углом
8 (ри с.1.7), и рассмотрим 

равновесие этой отсеченной 
части в проекции на ось враще
ния. Равнодействующую всех 
внешних сил, приложенных к 
рассматриваемой отоеченной 
части ободочки, обозначим 
через ф  (б.) . Под действием 
внешних сил и внутренних, уси
лий , возникающих в се
чении с углом 0  , отсечен
ная чаоть оболочки вращения 
находится в равновесии. Это 
позволяет записать следующее

уравнение равновесия:

или
Ф ( б )  = А/* б<л 9 

Ф(9)
4ш  б

Так как Ъ = ^ ¿ ■ м г б  . то

А
Ф(0)

(1.7)

(1.8)
2ЯЙг Щ }г в

Таким образом, задача расчета ободочки вращения является 
статически определимой; для нахождения двух неизвестных величин 

N 1 и Нг мы располагаем двумя уравнениями: уравнением Далласа



( 1 .6) и уравнением равновесия отсеченной части оболочки в форме
(1.7) или (1 .8 ) .

Рассмотрим вычисление функции Ф (0 ) для некоторых частных 
случаев нагружения.

Для оболочки вращения,на
груженной сосредоточенной силой 
Р в полюсе (ри с.1.8 а ) , вели

чина ф  , очевидно, не зависит 
от угла 0  и имеет вид:

Ф ( б ) =  Р CI.9)
Для оболочки, замкнутой в 

вершине, нагруженной равномерным 
давлением (ри с.1.8 б ) , функция' 
Ф (0) вычисляется как произведе

ние ДЯШГЙЯЯЯ р на гтягчщяттт. 
круга радиуса Ъ :

Ф(0)=ЗГггр. (1.10) Рис.1 .7 . Отсеченная,часть 
оболочки вращенияЭто становится очевидным , 

если шсленно заменить гладкую
поверхность оболочки совокупностью сколь угодно малых цилиндричес
ких участков о кольфвыми участками плоскш пластин.

Рис.1 .8 . Некоторые случаи нагружения оболочки вращения:
а -  сосредоточенная сила; б -  внутреннее давление ; 
в -  гидростатическое давление



Для оболочки, заполненной жидкостью (рис.1.8 в ) , функция ф (0) 
складывается на основании законов гидростатики из веса жидкости, 
заключенной в объеме отсеченной части -  ^ г п * , и веса жидкости 
с̂ ГПц , заключенной в объеме цилиндра, основание которого совпа

дает с рассматриваешь! сечением с -  с , а высота равна глубине Н . 
Тогда будем иметь:

Ф(б) == £ (т* + Щц ) (1.П)

Рассмотрим оболочку вращения, нагруженную произвольной осе
симметричной поверхностной нагрузкой. Выделим из оболочки сечением,

'характеризуемым углом 0  (рис.1.9), 
конечный участок. Для общности 
будем считать, что вершина оболоч
ки срезана и по верхнему краю 
действует нагрузка, равнодействую
щую которой обозначим через Ф0 . 
На бесконечно малый пояс, принад
лежащий рассматриваемому участку 
оболочки, будут действовать на
грузки р и pt  , равнодейст
вующая которых на ось симметрии 
макет быть вычислена как

(рп <иХ1}-р± 6'и11)') 2 % р с 1 3 1 .

$
Рис. 1 .9 . К оцределению равно-

к°“ о е ч е ™  £ & »  Р—  -  ЩРОТН.И-ИШЩПОЯ 
оболочки диапазоне

Здесь через р  и ХГ обозна
чены текущие значения радиус® па-

в

г.
Суммируя вклада всех участков ободочки в равнодействующую 

внешних сил и учитывая .составлдаицую ф с на верхнем срезе, полу
чим для функции ф ( 0) следующее выражение: 

б
+ Ф 0 . ( 1 .12)

I Р
Производя подстановку ц 21 = ——

ссл'д'
формулу ( 1 . 12) можно

(1.13)



Для оболочки, замкнутой в вершине и не нагруженной сосредото
ченной нагрузкой, 0 О = О, Ф0 =0 , и тогда формула (1 .13) мсисет 
быть записана как

(1.14)

Следует иметь в виду, что для ¡фактического вычисления в 
формулах (1.13) и (1.14) следует выразить либо р  через 'д' , 
либо $  через ^  , т .е . записать рС тЬ  либо & =  $ ( р ) .

Рассмотрим более подробно вопрос о расчете замкнутых сосудов, 
находящихся под действием равномерного внутреннего давления. В 
этом случае рп = р = сопл£. = 0 и

Ф<9)= :7Ггг р -З Г я |  ш ь г Эр,
Из уравнения равновесия отсеченной части оболочки (1 .8 ) и 

уравнения Лапласа (1 .6 ) найдем меридиональные и окружные усилия

(1.15)

N Яг (1.16)

Формулы (1.15) и (1.16) справедливы для сосуда любой формы 
при условии, что меридиональное сечение имеет односвязный контур.

Для цилиндрической оболочки 1̂ * 0 0 , йг -  ^ . Тогда из (1.15) 
и (1.16) имеем рд

~  ~ Т ~  3
д /,=

е = р£ -  
"  г  к

« г = рК 

р <?
(1.17)

0 гг =

Для сферического сосуда ^  = Я* г -
-  Р , усилия и напряжения соответствен
но будут равны

Из сопоставления формул (1 .17) и
(1.18) видно, что при одинаковом дав
лении и при одинаковых радиусах и тол
щинах максимальное нормальное напряже
ние в сферическом сосуде будет в два
4 -6 9 9 0

Рис Л . 10. Коническая 
оболочка



раза меньше, чем в цилиндрическом.
Для конического сосуда , Цг = х 1 £ а (  , где х . -  рас

стояние от произвольной точки меридиана до вершины (ри с.1 .10) ,
2о(  -  угол раствора конуса. Цри этоы усилия и напряжения будут 

равны

/ У , - ряУ ; л/г = р х ^ о (

_ р х ^ о (  ( 1 ’ 19)
“н" г и, ’ г г '  к

1 .4 . Расчет эллипсоидальной торовой оболочки на действие 
внутреннего давления

Рассмотрим эллипсоидальную торовую оболочку, нагруженную 
равномерным внутренним давлением (ри с.1 .11). Меридиональное сече
ние такой оболочки представляет собой эллипс, большую и малую 
полуоси которого обозначим через & и ё  . Введем декартову сис
тему координат х  , у. , начало которой поместим в центре право
го эллипса 0  на расстоянии от оси вращения (рис. 1 .11) .

Каноническое уравнение эллипса в декартовых координатах имеет 

а *  &г 1•



Соложение произвольной точки эллипса А мокко задать с 
помощью координат X- и ^ либо ъ  и ^  , где х  = £ -  г 0 • 
Используя формулы аналитической геометрии, можно найти выражения 
для главных радиусов нривизш ^  и рассматриваемой оболоч
ки. Доя этого предварительно введем безразмерную координату ^  
и квадрат эксцентриситета эллипса £  :

г ^ Ь  е = 1 ~ ^  у - 20)
Тогда для эллипсоидальной торовой оболочки будем иметь

Для определения меридионального усилия Л/< , в соответствии 
с ффмулой ( 1 .8) ,  необходимо выделить такой участок оболочки, 
чтобы внутренние усилия на одном из его краев не давали проекции 
на ось сишетрии. Легко заметить, что таким краем является сече
ние, проходящее через точку Е> . Выражение для равнодействующей 
всех внешних сил, приложенных к кольцевому участку оболочки АВ 
(ри с.1 . 12) ,  будет иметь вид

Ф т = р ( . Я г г - Я г ' ) - Я р а ‘ ( / - / 1 )  ( 1 .22)

Подставляя (1.22) в (1 .8 ) и учитывая соотношения (1 .2 1 ), 
получим I

= и - г з )

Из уравнения Лапласа
( 1. 6) запишем выражение для ~ 
окружных усилий Иг :

1 N1 &

-------------- г 0 
г

г.Х дД
Р

м _ г) р _ к/ -Е1 . Рис.1.12. Отсеченная часть
мг “ г  * I?! эллипсоидальной торовой

Внося сада (1.23) и (1 .2 1 ) , оболочки 
определим



Рассмотрим некоторые частные случая,
а) К р у г о в о й  т о р .  Для кругового тора а  = К 

£ = О, о(  * I .  Тогда из (1 .23) и (1.24) имеем:

Р »
(1.25)

Отсюда видно, что для д у гов ого  тора оедужные и меридиональ
ные усилия всегда положительны при действии внутреннего давления.

б) Э л л и п с о д  д в р а щ е н и я .  Для эллипсоида враще
ния = 0 , Из (1 .23) и (1.24) с учетом этого получим;

¿в <р( ;
^ г ~  26

р ог  1 - 2 р  6
о(

(1.26)

В вершине оболочки при р  
усилия будут одинаковы и равны:

-  О окружные и меридиональные

р а _

г%^1(0)  *  ^ г ( о )  -  

На экваторе оболочки р  = I ,  и тогда

^1(1) - N2(1)
РР
г

Характер эпюр меридиональных и окр/длых усилий в эллипсоидаль
ной оболочке вращения показан на рис. 1.13.

Из анализа полученных формул видно, что меридиональное уси
лие всегда полски-

Раг

Рис.1 .13 . Характер изменения 
меридиональных и окружных 

усилий в эллипсоиде вращения

тельно. Что же касается 
окружного усилия N1  , то 
оно цри некотором значе
нии Ъ переходит через 
нуль и изменяет свой знак 
на противоположный, если 
а  > | . В такой обо

лочке при действии внут
реннего давления будут 
возникать нежелательные
с точки зрения устойчи
вости сжимающие напряжения.



1 .5 . Примеры расчета оболочек до безмсыентной теории

1 .5 .1 . Рассмотрим сферическую оболочку радиуса , толщи
ной к  , опертую по экватору и нагруженную нормальным давлением 
р 1̂ = '  р  по части поверхности, ограниченной углом ¿Ь (ри с.1.14). 

Для сферической оболочки Р1 е. я Д . в  силу характера внешней 
нагрузки расчет усшшй будем проводить для двух участков оболочки.

Рассмотрим первый участок оболочки, для котсрого 0 .
На этом участке рп = -  р . Проекция равнодействующей внешней 
нагрузки на ось вращения для отсеченной части оболочки (рис.1.14а) 
будет иметь вид:

Ф (е )  ~ Я р ъ *  ~ -  31р&1 ‘Я п г в ,

тогда из уравнения равновесия ( 1 .8) получим выражение для меридио
нального усилия

у*1 —/V , г

Из уравнения Лапласа (1 .6 ) на первом участке оболочки будем 
иметь:

и 1 . - п ./У г 2
ЛРассмотрим второй участок оболочки, для которого ^  0  ^  у  

и рп = 0 (ри с.1.14 б ) ,  Для этого участка функция ф ( е )  запишется 
так: н г _  г ? >

Ф (е > - ~ ^ Р г о = “ Я р я  ш ъ  ^  = со н м :



При этом
_________ _ р_^ Я П Д

2 Я Я М гв ~  2 Ыпге
г

-¿-•ИЛ

г  <нпг в

График изменения меридиональных и окружных усилий по меридиа
ну оболочки представлен на 
р и с.1.15. В качестве харак
терной особенности следует 
отметить, что на участке 
оболочки, свободной от 
поверхностной нагрузки , 
окружное усилие явля
ется растягивающим, а на 
границе дрвдскения нагруз
ки, т .е . при 9 = р  , из
меняется скачкой.

1 .5 .2 . Рассмотрим сфе
рическую оболочку радиуса 

к и толщгнн К , .  сво
бодно опертую по экватору 
и находящуюся под действием 
собственного веса (ри с.1.1$). 

Плотность материала, из которого изготовлена оболочка, обозначим 
через ^

От сил тяжести на единицу площади поверхности оболочки будет 
приходиться с т а ,  равная р = 1г  и направленная вниз.

Здесь £ -  ускорение 
свободного падения тела. 
Проектируя эту составляющую 
на направление нормали к 
поверхности оболочки и каса
тельную к меридиану (рис.ЫБ), 
найдем

Рас.1 .15. Изменение усилий//, 
и Л»2 вдбль меридиана 
оферической оболочки

р „ = - п к “ * ^



Выражение для проекции на ось вращения равнодействующей внеш
ней нагрузки для отсеченной части оболочки с учетом того , что

= R Mti & ,  a d p  = R cos '3'd'd' , запишется так:

Ф (е> =  23Г R2 J Cpn - р  i g  т?*) t o i - i  d

Подставляя свда выражения для р и pt  и проводя некоторые 
преобразования, подучим^

Ф (е)= R2 j  w i ' f r  ^ = - 2 3 Г ^ к я 2 ( 4 - с о б б )
о

Тогда из уравнений равновесия (1 .6 ) и (1 .8 ) получим выражения 
для меридиональных и окружных усилий:

_Ф1£2_  = - f q h R  j
2?гр я п гб 

^2 = Рп К " Л/1 = “ Г З Ь Я ( с о 5 0 -

График распределения усилий 
л очки показан на рис. 1 .17. Мери
диональное усилие -  всюду сжи
мающее и увеличивается по мере 
роста угла 8  . Окружнне усилия 
Л/г при малых углах б также 

сжимавдие. При 0 = 51^827° 
усилие А/̂  изменяет знак и с 
последующим увеличением 0  ста
новится положительным.

1 .5 .3 . Рассмотрим бак, со 
стоящий из цилиндрической обо
лочки и сферических днщ радиу- - 
са I? . Стык днищ о обечайкой 
осуществляется при 9 =

п  
1

i *  coi  О

)1* со$9  
и Hi вдоль меридиана обо-

Рве. 1.17. РаслредедениЭ 
усилий в сферической оболочке 
под действием собственного

- веса
(рис.1 .18 ). Бак опирается на опорное кольцо до-стыку нижнего днищ» 
о обечайкой и находится под действием гидростатического давления 
и наддува рд . Выоота столба' жидкости в баке -  Н . плотнооть 
жидкости -  у-' . Найдем усилия, возник апцие в рдосыатривавмом баке.

Сначала рассмотрим нижнее днище. Давление на поверхность ниж
него трттпу* мажет <Ьть записано в таком виде:

С£3 0 -  с а р )  = р  + (СО3 0  -  с о у ь ) ,



где через р  обозначено давление жидкости на уровне стыка днища 
с обечайкой: ^

При этом функция Ф с э ; , в соответствии с (1 .1 4 ), запишется
так:

Ф ( в )  = Я р я г м л г 6+  Я3]  ю р ) т ? с о п } с/г?.
Вычисляя интеграл, будем иметь 3

Ф (е )= з г Р 1?г б ш ге ♦ г з г ^  к 3 ^ - с^ _ 1  _  ^з а
Тогда меридиональное усилие в нижнем днище, на основании

( 1 .8) ,  примет вид: _ ,
V д  <-СО&Чг __

^ о , : : * л  -  о « - д е к21ГК *и1г 0  2 ¿ 3 "  ч З-<ЙЛг(9 2.
Из уравнения Лапласа (1 .6 ) найдем окружное усилие Л/̂  в днище

л ^ Р п к - ^  = - х  + 1 | ^ ( 2 м и е - 7 7 ^ е - Т  “ * /* > .
В нижней точке днища ( 9 = 0 )  усмия /V, и достигают 

своих наибольших значений:
^ >  = ^2(05 = 1  [ р ^ И П - а * ^ ) ]  .

Легко заметить, что выражение, 
стоящее в квадратных скобках, пред
ставляет собой давление в самой 
низшей точке бака.

Верхнее днище нагружено посто
янным давлением наддува р0 , и уси
лия в нем могут быть вычислены по 
формулам (1 .18):

* ( ♦ Г т  Г

н

—  /
р

Ро*

Р(С05б-ЬО4]Ъ)

Рис.1 .18 . Цилиндрический 
бак со  сферическими 

днищам/и

1  2.
В цилиндрической обечайке мери

диональные усилия определяются давле
нием наддува бака: 0  о

А/ -  ' 0 ГС°/у< -  2
Здесь Р о -  радиус обечайки,

#0 = к мм .
Окружные усилия определяются 

давлением р^= рв + ( Н -  х )  и вычис
ляются по формуле;

(Н-х)] И-мм^.



1.6 . Определение перемещений в безмоментных
оболочках вращения

Рассмотрим оболочку вращения и возьмем на ее срединной поверх
ности произвольную точку А. Пусть вследствие каких-либо осесиммет
ричных нагрузок 9болочка деформируется и рассматриваемая точка 
перейдет в новое положение А1 (р и с .1 .19 ). Через и и IV обозная 
чим проекции полного перемещения Д 
точки срединной поверхности оболдчки 
на направление, касательное к мери
диану в данной точке, и на направле
ние внешней нормали. Обозначим через 

и £ 2г деформации срединной 
поверхности оболочки, характеризующие 
удлинения элементов поверхности вдоль 
меридиана и параллели.

Эти деформации, а таюке углы пово
рота внешней нормали к срединной по
верхности оболочки относительно каса
тельной к параллели -  $  (ри с.X .19) 
представим в виде суммы двух величин, 
одна из которых обусловлена только перемещением Ц (0 )  , а вторая 
только \л/(б) :

г р  ̂ с "
°11 “  с -н * °  11

£ гг = £ г г » £  гг ( 1 ‘27>

Я  -  т Г *  Я " .
Угол поворота нормали 1?* будем считать положительным,если 

нормаль поворачивается в сторону увеличения угла б  .
Установим связь между компонентами деформации и перемещензалли 

срединной поверхности оболочки при осесимметричном нагруяении. Для 
этого рассмотрим деформацию бесконечно малого элемента меридиана 
АВ, длина которого =• . Первоначально будем предполагать,
что в результате деформирования точка А получила только перемеще
ние 11 ( 0 )  , а IV = 0 (рис. 1.20 а) .

В этом случае удлинение в меридиональной направлении будет

равно. ¿ 5* -  с|51 \ с)и
11 *  ¿ в ,  "  _ ¿ В Г  Я, сШ

6 -6 0 9 0

Рис. 1.19. Положительные 
направленна перемещений 
точек срединной поверх
ности оболочки вращения



Перемещение и (в) вызывает изменение первоначального радиу
са параллельного 1фуга Ъ на величину Д2,* Ы ояб • Следователь
но, относительное удлинение в окрупном направлении будет (рис.1.2С&): 

с и 2 Ж г +  л г ) - 2 Я г  _  д г  и о * 0  _  1 Мл+Л л 
¿ Я г  ^

Угол поворота внешней нормали к срединной поверхности, обу
словленный перемещением точки А вдоль меридиана (рис. 1.20 а ) , 
ыо&но записать так:

¿ ■ н -
Далее рассмотрим деформирование оболочки, вызванное перемеще

нием IV (0 )  . В этом случае точки меридиана А и В после деформации 
остаются лежать на нормали к первоначально недеформированной по
верхности (рис. 1,20 б ) .

Относительное удлинение элемента АВ при этом будет происходить 
за счет изменения радиуса кривизны Rj на величину W(e; . С точ
ностью до бесконечно малых высшего порядка малости можно записать

£ w . - L w11 R, •
Относительное удлинение в окружном направлении, как и в 

предыдущем случае, связано с изменением первоначального радиуса 
параллельного круга на величину AZ=MiinQ (ри с.1.20 б)'

pw й г  w a n e  1 , ,



И,наконец, угол поворота внешней нормали к срединной поверх
ности оболочки обусловлен поворотом касательной к меридиану за 
счет появления црогиба У  (9) :

-I ¿VI

Сушируя все полученные выражения в соответствии с (1 .2 7 ), 
получим:

14 R i УdQ

& г г =  Т 1  с* 3 01' ^  С1*28)

3  _  ̂ /  г I а IV ч
 ̂ ' ¿ 9 ^  ■ ( 1 *29>

С другой стороны, меридиональные и окружные деформации средин
ной поверхности оболочки маяно выразить с помощью закона Гука через 
компоненты напряжения

£ „ 4 ( 6 ( ( - ^ 6 г 2 )

£ зг  = у  ( 6 гг )  (1.30)

Учитывая, что

е « - о .

г~ N1 г- N ь 
е и = ~ Г  > е гг = -Г“  ’Ь ’ *2 Ь

соотношения (1.30) можно представить в таком виде:

^ у/ -  -  у  Д/2 )

£ ,*  =
(1.31)

Усилия и Л/г находятся из решения уравнений равновесия
( 1 .6) и ( 1 .8) .

Считая деформации (1.31) известными, из уравнений (1.28) макно 
найти перемещения. Дня этого прежде всего исключим из уравнений 
(1.28) перемещение V/ :

■ -  и 0 = В, £  ̂  -  £2г . ( 1 .32)



Компоненты деформации, стоящие в правой части (1 .3 2 ), опре
деляются по формулам (1.31) , Представим уравнение (1.32) в виде

МГ\ _4_ ( _ и ___
¿ о

и проинтегрируем его. В результате получим:

и = ^ е ( [  »^ «твд -^ -с 16 + с).
4 •} -¿-010

(1.33)
в.

Здесь С -  постоянная интегрирования. Перемещение I*1(9) 
определяется из второго соотношения (1 .28):

к/ = Яг £ гг - и  с^ , 0 (1.34)

или п о с л е  п о д с т а н о в к и  с в д а  (1 .3 3 ):
9

и/ . в , б м - е о а е с |  К|£,,^ , ге - - ^ е . с ) .  и . 35)

Постоянную интегрирования С можно определить из условия 
закрепления оболочки на каком-либо краю. Чтобы выяснить ее физи
ческий смысл, предположим, что £ ^ = О и ^¿¿ = 0 (оболочка не 
деформируется). Тогда из (1.33) и (1.35) находим

и = с  и п в  и /»  -  С солв.

Это компоненты перемещения дяя недеформируемой оболочки, 
т .е .  перемещения и и VI , соответствующие смещению оболочки 
как жесткого целого вдоль оси вращения.

Следовательно, постоянная инте
грирования С характеризует пере
мещение оболочки как жесткого целого 
вдоль оси вращения.

Для практического решения неко
торых задач бывает удобно вычислить 
не нормальные к срединной поверхнос
ти и касательные к меридиану переме
щения к/ и и , а радиальные /£Рис.1 .21 . К определению 

осевых и радиальных пере
мещений точек срединной 
поверхности оболочки 
вращения

и осевые £ (рис.1 .21) .
Проектируя компоненты перемеще

ния на эти направления, будем иметь:



£ = и млт б  -  и/ соб9

В частности, для радиального перемещения ^ 
новки (1.34) получим

^ * и с о 5 0  + (Й 2 £ г г - и с ^ 0 ) -4й10 -  £ гг  МЛ б

после подста-

или
г  а гг (1.36)

Рассмотрим теперь расчет перемещений по Оезмоментной теории 
для цилиндрического бака с полусферическим днищем (р и с .1 .22) ,  
находящегося под действием '
постоянного внутреннего дав
ления р  . Толщины обечайки 
и днища одинаковы и равны Ь .

Напряженное состояние 
сферического днища определя
ется по формулам (1 .1 8 ), а 
цилиндрической обечайки -  по
(1 .1 7 ).

Вычислим радиальное пере
мещение ^ оболочки в районе 
стыка цилиндра с днищем. Для 
этого воспользуемся формулой
(1 .3 6 ), вычислив окружнут дефар- 
машш € ¿ 2  для днища и цилиндра 
в соответствии с (1 .3 1 ), (1 .17) 
и (1 .1 8 ).

Для днища будем иметь

и =
а для цилиндрической оболочки

* ч -

перемещения 
по безмомент- 

ной теории

Рис.1.22. Радиальные перемеще
ния в районе стыка обечайки с 
полусферическим днищем

Р/?
гЕН

г£И
( 2 - ^ Х

(1.37)

(1.38)

Таким образом, по безмоментной теории получается, что ради
альное перемещение оболочки в зоне стыка цилиндрической обечайки 
со сферическим днищем изменяется скачком (ри с.1 .22) ,  чего в дейст-
7 - е е е о



витальности быть не макет в силу совместности деформаций оболочки. 
Следовательно, в месте стыка этих оболочек устранение разрыва в 
перемещениях (1.37) и (1.38) осуществляется за счет возникновения 
изгибающих моментов и перерезывающих сил, т .е . напряженное состоя
ние в зоне стыка уже не будет безмоментшш. Из приведенного приме
ра видно, что для существования безмоыентного состояния необходи
мо, чтобы ¡фивизна меридиана оболочки, также как и ее толщина, 
изменялась плавно, без скачков.

2 . 1.ЮМЗНТНАЯ ТЕОРИЯ ОСЕСИММЕТРИЧНО НАГРУШШХ 
ШИВДИОДСКИХ ОБОЛОЧЕК

Рассмотрим круговую цилиндрическую оболочку постоянной ТОЛ
ЩИНЫ Ь с радиусом срединной поверхности Й . Будем предпола
гать, что нормальная к срединной поверхности оболочки нагрузка 
осесимметрична, т .е . рп = р (к) ( 3£пг0) ,  а продольная поверхностная 
нагрузка отсутствует, рх = О.Чфоме того, оболочка находитоя под 
действием установившегося осесишетричного температурного поля, 
изменяющегося вдоль образующей оболочки и по толщине Т = Т (х ,ё ) .  
Оси координат расположим так, как это показано на рис.2 .1 .

Ввиду полной осевой симметрии налрякенно-дефсрмированное со
стояние оболочки не будет зависеть от окружной координаты 1р .

Через IV и и 0 будем обоз
начать перемещения точек сре
динной поверхности оболочки 
в радиальном и осевом направ
лениях (ри с.2 .1 ). Причем в 
ем у  осевой симметрии эти вели
чины будут являться функциями 
только координаты X  .

При поотроении теории 
осесишетричного изгиба цилин
дрической оболочки используются 
гипотеза прямых нормалей и 
гипотеза об отсутствии надав
ливания между слоями, т .е .

Рис.2 .1 . Шшшдапеская предполагается, что 6 г г = 0.
оболочка



2 .1 . Геометрические соотношения

Исследуем перемещения и деформации, возникающие в цилиндри
ческой оболочке при осесимметричной нагрузке. Для этого рассмот
рим часть оболочки, выделенную двумя осевыми сечениями (рис.2 .2) 
Обозначим через т п  элемент дуги .

Пусть вследствие деформации 
оболочки элемент 171П переместился 
по нормали к срединной поверхности 
на величину V} и занял полскение 

(рис.2 .2 ) . Тогда новая дли
на элемента т п  будет равна

Обратимся теперь к перемещениям и деформациям вдоль образую
щей. Рассмотрим сечение оболочки плоскостью, проходящей через ос*->
X  (рис.2 .3 ) , и точку а, в этом сечении, отстоящую на расстоя

нии г  от срединной поверхности. В результате деформирования 
точка 0 , ледащая на срединной поверхности оболочки, получит 
перемещения и 0 и IV . Согласно гипотезе прямых нормалей отре
зок о а  , нормальный к срединной поверхности до деформации, зай
мет после деформации положение О, и останется пряши и нор
мальным к деформированной срединной поверхности оболочки. При 
этом он окажется повернутым относительно первоначального полевения

сечения, находящийся на расстоянии
2 от срединной поверхности обо

лочки. Длина с|52 этого элемента 
равна произведению радиуса на цент
ральный угол с^ф :

с! =  ( я  +

, а удлинение его 
меяет быть вычислено так: Рис.2 .2 . Деформация 

сечения оболочки в 
окружном направлениис п ш - т п  V] V/

• 14 ̂  к * Ь \
Мы рассматриваем тонкие оболочки, для которых —  <  •

В этом случае в (2.1) мокно пренебречь членом по сравнению
с единицей, так как 2 ^ " ^  • Тогда окончательно будем иметь:

(2 .2)



на угол , который вследствие малости прогибов будем считать 
равным производной от прогиба IV :

сЫ

Учитывая сказанное, можно записать выражение для перемещения
произвольной точки а  в 
осевом направлении (рис.2.3):

л *  • С2*3> а х
Используя соотношения 

Ковш, получим относительную 
деформацию оболочки в осе
вом направлении:

Эи ¿и* ¿ г М 
'  а х *

Рис.2 .3 . Деформация сечения 
оболочки в ' меридиональном 

направлении
о Л у

где через £ , = 2 ^ -”  (]Х

(2.4)

обозна
чено относительное удлинение 

срединной поверхности в осевом направлении.

2 .2 . Физические зависимости

Будем предполагать, что температура в оболочке изменяется 
в таких пределах, при которых коэффициенты упрут ости и линейного 
расширения материала не изменяются; удлинения пропорциональны 
температуре и по всем направлениям одинаковы.
‘ Цри сделанных предположениях и окно считать, что полные дефор
мации в каждой точке нагретого тела состоят из двух частей. Первая 
часть -  это равномерное расширение, пропорциональное повышению 
температуры Т . Вторая часть представляет собой деформации, необ
ходимые для сохранения непрерывности тела, а также деформации, 
возникающие под действием внешних нагрузок. С учетом гипотезы о 
ненадавливалии слоев полные деформации в осевом и окружном направ
лениях равны сумле этих двух частей и связаны с напряжениями и 
температурой посредством следующих зависимостей:

= о ( Т  + (<ои )



где о< -  коэффициент линейного расширения материала оболочки. 
Разрешая соотношения (2 .5 ) относительно напряжений, будем

иметь

( £ н + Гйй
■Г
Е

(2 .6)

(°2 г  = ^— £ ( £г г + } л£’ н') 1 - н с* Т. у  ~
Подставляя в (2.6) владения (2 .2 ) и (2 .4 ) ,  получим:

С «  = С £ « - г
№

*■ d x г
и/

У  я  ;  1-
с̂г и/

) "

о( Т

<*: т .
(2 .7 )

к « -  -  ¿X*-' 1- у
Касательное напряжение 0 )2  = 0 в силу осевой симметрии 

напряженного состояния.
Рассмотрим, какие усатая создаются напряжениями (2 .7 ) в сече

ниях оболочки, нормальных к ее сре
динной поверхности. На р и с.2 .4  изо
бражен бесконечно малый элемент 
оболочки, вырезанный четырьмя сече
ниями.

Обозначим через /V* и 
погонные, т .е . приходящиеся на еди
ницу длины сечения, осевую и окруж
ную нормальные силы. Они определя
ются через сумму проекций на соответ
ствующие направления элементарных 
усилий в рассматриваемых сечениях.

В осевом направлении проектиру
ется нормальное напряжение 6 // 
Равнодействующее элементарное усилие 
на бесконечно малой площадке Н 5 И 2 
равно б у ^ гс^ Я  .где с/Э = (Й + 2)<^Ь 

% Яс1ц> . При этом на 
единицу душны сечения срединной

Рис.2 .4 . Бесконечно малый 
элемент цилиндрической 

оболочки

8 -6 9 9 0



поверхности приходится сила 6 м а г  . Аналогично, на единицу 
душны срединной поверхности в окрушюм направлении действует сила 
{о ге  с !г  • Сушируя эти силы по всей толщине оболочки, получим 

выражения для погонных нормальных сил:

Далее определим погонные изгибающие моменты в осевом и окруж
ном сечениях, которые мы будем обозначать через и М2 соот
ветственно. Изгибающий момент в осевом сечении обусловлен напряже
ниями 6 ц . Элементарное усилие, создаваемое этими напряжениями 
на площадке единичной ширины и высоты <А 2 , равно , а 
изгибающий момент -  <оц £ ¿ 2  . Аналогично, изгибающий момент в 
окружном сечении будет равен (Ь1г £<^2 . Сушируя моменты элемен
тарных усилий на всех таких площадках по толщине оболочки, получим

П\ = [  6 н ^ г  мг = \ б , ,  Л г

I I ■ I 1Г11ИП ^

>2. .г

Замечая, что11 А

(2 .8)

(2.9)

( 2 . 10)

Отсюда легко получить связь между ^  и ^  :

Нг = Из. VI + Ц  /И, -  Е Ы  т с ( 2 .11)



выражения для погонных изгибающих моментов: 
it i. • г. . . . г г

J V j e „ i d  г  / V j e ^ i d

1  -1
н Подставляя сюда выражения для напряжений (2 .7 ) и имея в виду, 

ЧТО J l ZZ<jl = Ь У,2 , получим формулы для погонных изгибающих 
моментов:

Mt = - H L j^ z  + =<4 bju) Т, ]

где

T J ,

E h 3
Б =

Т , =  h*

Положительные направления 
погонных усилий и изгибающих мо
ментов показаны на рис.2 .5 . Выра
жение для погонной перерезывающей 
силы 0  ̂ , возникающей в осевом 
сечении, будет получено далее.

(2 .13)

(2 .14)

Рис .2 .5  .Положительные 
Направления внутренних 
силовых факторов

2 .3 . Дифференциальное уравнение равновесия

Выделим из цилиндрической оболочки бесконечно малый элемент 
с размерами Н и с !л с!$  , где ¿ 5 -  1?с1ц> , и покажем действую
щие на него силы (рис.2.6 а ).

Рассматриваемый элемент оболочки находится в равновесии. 
Записывая сумму проекций всех сил на ось х  , получим, что

АЫ1 = О ,
т .е . погонная меридиональная сила Ы1 не изменяется вдоль обо-



лочки ( при рх  = 0) .
Составим далее сумму проекций всех сил на ось 2 . Из 

рассмотрения рис.2.66 видно, что нормальное давление рл и 
01фужные усилия Иг дают сушарную цроекцшо на ось 2  , равную:

<РЛ- Р , ) ^ х
где через р1 обозначено = • Дли» 0СЛИ воспользоваться 
формулой ( 2 .11) :

п У  N1  Нй . .  ЕЬ , т , о т с ,

Рис.2 .6 . К выводу дифференциального уравнения равновесия 
цилиндрической оболочки цри осесимметрична 

нагружении

Добавив проекцию на ось 2 перерезывающих сил О* , полу-

Ч Ш : п  г, Л
¿ х .  + Рн '  Р< *  0  ■ (2.16)

Подставляя сюда значение р1 , согласно формуле (2 .1 5 ), 
будем иметь

(2Л7)



Запишем уравнение равновесия моментов всех сил относительно 
оси 1- 1 , касательной к направляющей срединной поверхности оболоч
ки (рис.2 .6 а ). Опуская величины второго порядка малости, получим

0 - = ^ ’1 ¿ х
что с учетом (2.13) дает окончательное выражение для погонной 
перерезывавшей силы

^1 = “  Д [т ~ ^  (2 .18 )1 6 х *  а х  -1

Остальные уравнения равновесия выполняются тождественно в 
силу осевой симметрии напряженного соотояния оболочки.

После подстановки (2.18) в ( 2 .Г7) получим дифференциальное 
уравнение изгиба цилиндрической оболочки при осесимметричном 
нагружении:

11 &  '  Т  “  = Рп •- Г  Т  + Т  '•< 'Т . - м ь у )  0  . (2 .19 )

2.4. Решение дифференциального уравнения изгиба 
цилиндрической оболочки при осесимметричном нагружении

Решение уравнения (2.19) будем искать в виде:

Ц / « и / %  и/ ** (2.20)
Здесь W -  частное решение неоднородного уравнения (2 .1 9 ) , 

зависящее от нагрузок рп , и параметров температурного 
поля Т0 и Т< ; и  -  общее решение однородного уравнения

п & . % и . о
или

+ Ц к* У ■■= 0 , (2.21)

Если ввести параметр Л = , характеризующий тонкостенность 
оболочки, то выражение для к мскно записать иначе:

к = Уз И 2 У ¿К .  (2.22)
0 -0 0 0 0



Для дифференциального уравнения (2.21) характеристическое 
уравнение = мскно преобразовать к виду

( г г * 2 к ? , - - 2 к г х г г - 2 к г - 2 к г ) = о
и записать его корни как

г 1 2 = к ( 1 ± ( . )  , г ЗЛ= - к ( * ±  О .
Тогда общее решение однородного уравнения (2.21) мсишо пред- 

ставить в форме:
о "кя: кх.

У ( х ) - е  (В ,с г * к х  + В2 * т к х ) + е  (В3с # к х +  м ь н х ) .  (2,23)

Характерной особенностью решения (2.23) является то, что оно 
состоит из двух частей. Первая часть решения, содержащая произ
вольные постоянные В* и 5 ;  , является быстро затухающей функ
цией аргумента X  ; вторая часть -  быс1ро возрастающая функция 
аргумента X  + кх

Используя формулу в  — С'ккх -  ¿ к к х .  , решение (2.23) 
иногда записывают иначе:

о
^ с к к х с т  к х *  Сг ¿1ьк х  з ш к х  *■ С$ ск к х  я п  кя+С^/десойкй 2.24)

Такая ферма записи решения удобна для коротких оболочек.
Если поверхностная нагрузка рп , а также Т0 и 

представляют собой полиномиальные функции, то частное решение 
уравнения (2.19) мсишо ваять в виде полинома, коэф(|ициенты кото
рого находятся путем подстановки его в уравнение (2 .1 9 ).

Произвольные постоянные, входящие в решение (2.23) и (2 .2 4 ), 
находятся из граничных условий, количество которых равно двум на 
каждсы терце оболочки.

Рассмотрим основные вида граничных условий, встречающихся 
при расчете оболочек (2 .7 ) .

В случае жесткого защемления торца оболочки (ри с.2.7 а) имеем:

« . О ,  ^  = 0
В случае свободного (шарнирного) опирания (ри с.2.7 б)

Ы = 0 , М , « 0  шш М=>0 ,1 ' ая
Лдя свободного, ненагруженного 1фая оболочки (ри с.2 .7 в)

^ г» п <-> ¿ г Ц П с|3 и/ л



и/ * IV
с!х

<Ш" 
6 х

I  у I т
о  . - а *

Рис.2 .7 . Различные вида граничных условий дзш цилиндрической 
оболочки (а  -  жесткое защемление; б -  свободное 
опирание; в -  свободный край; г -  стык двух оболочек)

В качестве примера рассмотрим задачу о деформации оболочки 
под действием равномерного внутреннего давления = сОПьЬ  
(рис.2 .8) .  Длина оболочки t  , торцы оболочки будем считать 
жестко защемленными. Част
ное решение уравнения
(2.19) в нашем случае мож
но взять как ,

* Р» рV/ *  —— •ЕЬ
Поместим начало коор

динат в середину оболочки, 
т .е . на расстояние -  от 
обоих торцов и возьмем ре
шение однородного дифферент- 
циального уравнения изгиба 
оболочки в форме (2 .24).
Тогда в силу симметрии кон
струкции относительно начала’
координат в (2.24) следует удержать только четные функции, т .е .  
положить С3 = С* = 0. Полное решение в нашем случае будет иметь 
вид: р п 2

‘- ' - Т Г
С1 Ьккх,  с о б к х , + С2 б к к х  м л  к х ..



Постоянные С1 и С г. ложны, быть найдены из граничных 
условий ,.

при х  = ±  £/ г и  = 0 , = 0 .

Проделав соответствующие вычисления, получим:
п ^ _ Е Л 2 

1 ЕЬ е о ^  + с к р

п Рн ^  ск Р  м я р - Ж р с м р  
г *  Ш1{Ъс(Хр + с,}гр>4кр *

Где г ^ - М -
Р  “ г

2 .5 . Расчет цилиндрического сосуда, заполненного жидкостью. 
Понятие о краевом эффекте

Рассмотрим решение задачи об определении напряженного состоя
ния в вертикальном цилиндрическом баке, полностью заполненном жид
костью с плотностью р  . Никний терец бака заделан в жесткое

основание, верхний 'терец 
свободный (ри с.2 .9 ) . Бак, 
представляющий собой круго
вую цилиндрическую оболоч
ку, имеет следующие размеры: 
радиус срединной поверхнос
ти оболочки I? = I м, высо
та бака Н = Ц , толщина 
оболочки И = 0,01 ы, мате
риал -  сталь, Е =2-10^ МПа, 
^  = 0 ,3 . Плотность жид
кости р  = 1*103 кг/м3.
[Сак известно из гидроста
тики, давление жидкости про
порционально глубине. Если 
координату х  отсчитывать 
от дна бака, то

= ̂ ><| ( Н - х )  (2.25)



При этом, если пренебречь собственным весом бака, меридио
нальное усилие N 1 = 0 ,  и тогда уравнение (2 .19) примет вид: 

л ЕЬ , ,
155?  * "й1 м * Ри (2-26)

Частное решение этого уравнения, соответствующее нагрузке
(2 .2 5 ), имеет вид: р о Р г

и  ‘  = С Н -  г  )

Общее решение однородного дифференциального уравнения (2 .26) 
возьмем в форме (2 .2 3 ). Тогда

Р Я к г  " к х  к г
М(х)“ -^л“ (Н-х)+е (В,с^ка>В2ялкх)+е (В3смкх*-8г/Ш1кх)(г.27)

Для нахождения произвольных достоянных ........  6  ̂ рас
смотрим граничные условия. Нижний край оболочки жестко защемлен, 
следовательно, на этом крае имеем следующие условия:

при х  = 0 М = 0 ^  “  0  . (2 .28)

Верхний край оболочки свободен от закрепления, поэтому для 
него имеем:

с|2 и / п  с ! 3 и / л
при Х = Н  Т х 7  = с / х 5”  ~  (2 .29)

На основании этих условий мскно составить четыре уравнения 
для определения четырех произвольных постоянных.

Однако душ тонких длинных оболочек решение мскно упростить. 
Для этого рассмотрим значения функции (2 .2 7 ) на верхнем крае 
при X  = Н :

-кн нн
Мс ю= е  (В<с05кн+Ва* ш к н ) + е  (в3 « * к н - ( 2 .зо)

Для рассматриваемой наш оболочки

н = Ь к ,  к «  К Н « 5 У .

Таким образом, первое слагаемое в (2 .30 ) -  величина малая, 
порядка е ' 51 , а второе слагаемое порядка е ** • Поскольку 
прогиСЬ оболочки малы, то очевидно, что произвольные постоянные В 
и должны быть величинами малыми, порядка . На основа
нии этого при исследовании напряженного состояния в о!фестности
10 -690 0



сечения х  = 0 можно полагать В3 = = 0 , т .е . отбросить 
возрастающую часть решения и записать решение (2.27) в виде:

-к*.
У ( х ;  = - ^ - ( Н - х ) +  е  ( б , с о 5Кх ♦ е>г м л к х . ) .  (2.31)

Для отыскания постоянных В, и &г имеем два граничных 
условия на низшем торца (2 .2 8 ), что приводит нас к двум уравнениям:

р % * г Н
,а 

БН" 5 1 » 0

_  Р 1 ^ 1 * к ( - Б 1+ в £ ) « 0 ,
Е л

откуда 2

В ’ = - Ч г ~  6 ^ в < ( Ь к 7 Г )

При этом граничные условия на другом торце оболочки никак 
не будут оказываться. на напряженном состоянии вблизи заделки.

В выражении для Б а вторым слагавши в круглых скобках мож
но пренебречь по сравнению с первый, что приводит к погрешности 
ыенее 2 %, и тогда

В2 а В, .
С учетом этого окончательное решение задачи будет иметь вид: 

Р9К*г _кх
+ 4^ 7' (2.32)

По формулам (2 .11) и (2.13) мсошо найти погонные усилия и 
изгибающие моменты, возникавдие в оболочке:

ы г  = ^ к ( Н - х ) - ^ / г н  е~ ( « и к х  + м л к х )  

рд н - к *
~ _  2 К 7  е  ( с<?5 К х  -  мл ь  К х  )

Мг = ^  М 1 . (2.33)
Строго говоря, полученное решение является справедливым 

вблизи никнего торца бака. Если нужно исследовать функции прогиба 
V/ в области верхнего терца» то следует перенести начало коор

динат к верхнему терцу, направить ооь X вниз и соответствую
щим образе« изменить краевые условия, а затем отбросить возрастаю
щую часть решения. Полученная таким образом затухающая функция Ь/(х; 
даст возможность весьма точно определить напряженное состояние



цилиндрической оболочки и в окрестности второго края.
Изложенный прием отбрасывания возрастающей части функции VJ(x) 

и исследование оставшейся затухающей части решения в области рас
сматриваемого края позволяет во многих случаях исследовать особен
ности напряженного состояния (или, как говорят, краевой эффект) 
на обоих торцах оболочки независимо друт от друга. йготро затухаю
щее напряженное состояние вблизи края оболочки носит название 
к р а е в о г о  э ф ф е к т а .

Ясно, что этот метод мажет применяться только в тем случае, 
если длина оболочки Н настолько велика, что величиной &~ын 
можно пренебречь по сравнению с Q .

На рис.2.10 дня рассматриваемой задачи приведены эпюры 
о!фужного усилия Nz  и изгибающего момента П ̂  , построен
ные вдоль образующей оболочки. Из рис.2 .10 видно, что изгибающий 
момент имеет наибольшее значение в заделке и быстро уменьшается 
по мере удаления от дна бака. Растягиваллее окружное усилие N¿ 
в заделке равно нулю, и сначала оно быстро возрастает, а затем 
убывает по линейному закону. Уравнение этой прямой легко найти 
из (2 .3 3 ). При достаточно больших значениях х

С2.Э4)
Nt  a J D J R ( H - X ) .

Существенно заметить, что выражения ( 2 . 34) ,  соответствующие 
частному решению неоднородного дифференциального уравнения ( 2 . 26 ) ,  
совпадают с тем, что дает расчет по безмоментной теории оболочек. 
Действительно, из уравнения Далласа (1 .6 ) с учетом (2.25) и 

Ni = 0  имеем R( H- x ) .
Следовательно, на достаточно большом р-. :стоянии от заделки 

расчет напряженного состояния по изложенной выше теории может быть 
заменен расчетом по безмоментной теории.

Скорость затухания краевого эффекта определяется поведением
• К ыСфункции С . Значения этой функции для различных значений 

х  а и  параметров тонкостенности оболочки 3  = при Н = 4  R 
представлены в таблице. Из анализа приведенных результатов видно, 
что чем более тонкостенной является оболочка, тем быстрее затухает 
краевой эффект. Для рассматриваемого нами примера значение изги
бающего момента на расстоянии 5 % длины от нижнего торца состав-



Рис.2 .10. Распределение внутренних усилий в вертикальном 
цилиндрическом сосуде

Таблица 2.1
-  Ка;

Значения функции в

0 0,01 0,025 0,05 0,075 и ,1 0,15

50 I 0,6923 0,3988 0,159 0,0634 0,0253 0,004

100 I 0,5945 0,2725 0,074 0,0202 0,0055 0,0004

200 I 0,4793 0,1591 0,0253 0,0040 0,0006 0,00002

500 I 0,3X26 0,0546 0,0030 0,0002 0,00001

1000 I 0,1231 0,0164 0,0003

Таким образом, если правая часть дифференциального уравнения
(2.19) меняется вдоль координаты х  не слишком быстро, то 
напряженное состояние тонкой цилиндрической оболочки мскно вычис-



лить как суш у безмоментного решения ( частное решение неоднород
ного уравнения) и паевого эффекта.

2.6.  Примеры расчета цилиндрических оболочек 
на температурные воздействия

2 .6 .1 . Рассмотрим длинную цилиндрическую оболочку, находящуюся 
под действием установившегося температурного поля, постоянного по 
толщине и изменяицегося скачком вдоль образующей (ри с.2 .I I  а ) .

Рис.2 .I I .  Цилиндрическая оболочка со скачкообразным 
изменением температуры

На одном участке, назовем его первым, температуру оболочки 
обозначим через Т  , на втором -  Т  "  . Такой температурный режим 
возмокен, если оболочка частично заполнена холодной или горячей 
жидкостью.

Начало координат псместим на границе участков и направим ось
X  для первого участка вверх, а для второго -  вниз (р и с.2 .I I  б ) , 

обозначив их соответственно Х 1 и .
По формуле (2.8) мскно вычислить значения функции Т0 для 

обоих участков оболочки:

т ' . л 1 -, т ; - т 1
1 1 -6 9 9 0



функция Tj будет равна нулю на обоих участках оболочки, так 
как температура не изменяется по толщине.

Црогибы на каждом из участков оболочки должны удовлетворять 
дифференциальным уравнениям изгиба:

* 7 > и * - т г * т 1
Решения дифференциальных уравнений (2.35) после отбрасывания 

возрастающей части запишутся как:
- к х ,  I

(51солкх1 v в2 кх1)+ Т
- кх2 й

U/ 2 ( з с 2 е  ( A 1 to$K xz + A 2 4 u i k x 2 )  +  R o < T "  . ( 2.3 6 )

Для определения четырех произвольных постоянных, входящих в
( 2 . 36) ,  используем условия сопряжения участков оболочки. На общей 
границе участков необходимо иметь одинаковыми: перемещения W , 
углы поворота нормали к срединной поверхности , изгибащие
моменты t fj и перерезывающие силы Q; .С  учетом принятых направ
лений координатных осей -X 1 и эти условия моано записать в 
виде:

( Х 1 = 0 )  =  ^ 2  ( Х г = о )

d U/f _  _  d W2
d x 1[Xi  = o> =
d* _  d a U/z
d x J ( x , - o )  d x |  ( ж 2 *о;

d 3 W. d 3U/z (2.37)

^ 1(11=0) ^ х г (x2 = o;
Подстановка решений (2 ,36) в граничные условия (2.37) приво

дит к системе четырех алгебраических уравнений относительно произ
вольных постоянных:

B . j - A . j s R o i a T  
B i -  В 4 *  A f -  А а - 0  
В а -  А г = 0  
В ( В *  + А,  + Ла = 0 ^



-г  т *  т ггде А Т -  1 -  1 .
Решение этой системы имеет вид:

Используя соотношения ( 2 . 11) ,  (2.13) и ( 2.36) ,  окончательное 
решение задачи можно записать для обоих участков оболочки следую
щим образом:

г I  д Т  - * х 1  

и/1 ( Х 1) = Р ^ [ Т  + —  £  С 0 5 К Х , ]

П д Т  ~кхг 1^(х2) = £о<[Т -  е и х кх2]
I  д Т  -КЛ<

/У2 ( х 1 ) = ЕЬс< -=у в  ( и и к х 1

к д т  г
N1 ( Х г ) = -ЕЬо( -^2“ е  С£*КХг

I  О ' _  “ К Х <
1у11 ( х О  = " ^ к  Я Ы д Т е  со5 к х 1

II 5 — к х <
М ^ с х , ) *  Б к  й о и Т е  с о б к х а 

( Х < ) ;  й г' с х г ) - ^ П ; ( Л г ).

Рассмотрим цилиндрическую оболочку, у которой Р = I м,
Ь = 0,01 м, Е = 2 ‘ 105 МПа, ^  = 0 ,3 , о< = 1 ,2-Ю “ 5 1/град,
X 1 = 80° С, Т "  = -100° С. Для этой оболочки распределение про

гибов \л/ . окружных усилий N £ и меридиональных изгибающих 
моментов вдоль образующей представлено на рис.2 .12 . Наиболь
шие окружные и меридиональные напряжения в этом случае в оболочке 
равны

б  * 216 Ш а ; = 123 МПа.
р

Следует отметить, что на расстоянии порядка -у -  от сечения, 
где реализуется скачок температуры, паевой эффект, обусловленный 
этим скачком, фактически затухает.

2 .Б.2 . В качестве второго примера рассмотрим длинную цилиндри
ческую оболочку, находящуюся под действием установившегося темпе
ратурного поля, измеыявдегося по толщине оболочки по линейному



Р и с.2 .1 2 . Распределение прогибов и внутренних усилий 
в цилиндрической оболочке со скачкообразным 

изменением температуры



закону и не изменяющегося вдаль образующей. Температуру оболочки 
на внутренней поверхности обозначим ч ер ез Те , а  на наружной 
поверхности -  Тн . Торец оболоч
ки будем предполагать заделанным 
в ненагретый массивный шпангоут 
(р и с .2 .1 3 ) .  функции Тс  и Т, 
в этом случае могут быть вычисле
ны по формулам:

Те -  у  ( Т н -*■ Т е )

T ' l - f  < V T e > - (2 .3 8 )

Дифференциальное уравнение 
изгиба цилиндрической оболочки
(2 .1 9 ) имеет вид:

■п с^К/ £ Ь \ / Е|} / т  ,
+ = 10 .(2 .3 9 )

т.*

7 7 7 7 7 7 7 7 Т Г 7 Т 7 7 7 7 ТГ

Рис.2 .1 3 .  Цилиндрическая 
оболочка цри действии 
температуры, линейно изме
няющейся по толщинес ! х 4 ' Кг ”  К

Поместив начало координат в 
терце оболочки, запишем решение уравнения (2 .3 9 )  следующим образом: 

- к х
У(х) = е (В, и>бкх -  Бг < и л - к х ) ♦ 9.оС то . (2 . 40)

Произвольные постоянные В 1 и В>г  найдем из граничных усло 
вий на терце оболочки:

¿ V /при X  = 0 , W = О dx = 0 .

В результате  получим 5^ *  Е>г  = -  2 Ы  Т 0 .
Окончательные выражения для прогибов и внутренних силовых 

факторов запишутся:
-  к х .W(x)= Ro< ro И~ е ( с/>5 кх + м л  и х  ) ]

-  к х
Ы г (х) = - Е hoi Т а е ((и>*кх + ¿ ¿ а к х . )

— КХ
Mltx ) — ZDK^RoiT.e ( c o iK x -  i u i K x j - D d ^ ) ^ ^  

M2(x)= -  2 В K zj * R o ( T 0 e . K:C( < x x K x - 4 i n K x ) - I ) ( i + j j ) o ( T 1 . 

Здесь величины T0 и T Y подсчитываются по формулам ( 2 . 3 8 ) .





Для оболочки с параметрами (2. = I ы, Ь = 0,01 м,
Е = 2*105 Ш а, у  = 0 ,3  , о( = 1 ,2 - К Г 5 1/трал, Т8 = 20° С,

Т н = 120° С распределение прогибов W » окружных усилий 
и изгибающих моментов и Р12 вдоль образующей представлено 
на р и с .2 .1 4 .

Так же, как  и в предыдущей зад ач е , краевой эффект от заделки
горца оболочки затухает  на расстоянии .

3 . МСМЕНТНАЯ ТЕОРИЯ ОСЖШШРИЧНЫХ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ

3 .1 . Основные соотношения моментной теории оболочек вращения 
при осесимметричных деформациях

В общем случае осесимметричного нагружения оболочек вращения 
она испытывает как  растяжение, так  и и зги б . Как уже отмечалось 
ранее, при рассмотрении безмоментной теории оболочек изгиб возни
кает около мест нар утаения плавности црилакения поверхностных сил 
или приложения сосредоточенных н агрузок , а  также там , где  скачко
образно изменяются радиусы кривизны или толщина оболочки. Характер 
изгибной деформации может быть различным. При нагружении со средо 
точенными силами изгиб оказывает решающее влияние на прочность, 
так как в этом случае с увеличением н агрузки  изгибная деформация 
растет вплоть до исчерпания несущей способности конструкции.

В местах соцря&ения оболочки с другими элементами или в 
местах скачкообразного изменения радиусов ¡-фивизны изгиб имеет 
другой характер ; здесь изгиб р азви вается  лишь в  той мере, в  какой  
это необходимо для услизия сопряжения. При пластическом материале 
оболочки изгибные .напряжения этого типа с увеличением нагрузки 
обычно снижаются и практически не влияют н а  несущую способность.
При хрупком материале оболочки напряжения изгиба остаются пропор
циональными нагрузке вплоть до разрушения и могут привести к 
значительному снижению прочности конструкции.

При выводе уравнений моментной теории оболочек вращения исполь
зуются гипотезы К1фхгофа-Лява (см .р аздел  1 ,1 ) .

Рассмотрим перемещения и деформации точек срединной поверхнос
ти оболочки вращения, возникающие при ее  осесимметричном нагружении. 
В силу симметрии нагрузки в оболочке отсутствую т перемещения в



о!фужном направлении, и следовательно, угловая деформация в каса
тельной плоскости равн а  нули. Остальные перемещения и деформации 
представляют собой функции лишь одной независимой переменной -  
у гл а  6

Сохраним обозначения перемещений и деформаций срединной поверх 
ности оболочки такими ж е , как  и цри рассмотрении безмоыентной
теории (р и с .3 . 1 ) .

Р и с.3 .1 .  Положительные 
направления Перемещений 
точки срединной поверхности 

оболочки

Р ис.3 .2 .  К определению 
перемещений слоя, отстоящего 
на расстоянии 2- от сре
динной поверхности

Выражения для деформаций срединной поверхности, а  также для 
у гл а  поворота нормали (1 .2 8 )  и ( 1 .2 9 ) ,  полученные нами примени
тельно к безмоментной оболочке, останутся полностью справедливыми. 
Перепишем их: ,

и Л с 1е  ;

( и с ! д  б* IV) (ЗЛ)

(3 .2 )

Перейдем к  определению деформаций в произвольном слое оболоч
ки , расположенном на расстоянии 2  от срединной поверхности 
(р и с .3 .2 ) (эквидистантного сл о я ). Все величины, относящиеся к 
этому слсю, будем обозначать верхним индексом 2  в  скобках. 
Главные радиусы 1фивизны эквидистантного слоя можно записать так :

И = ( г Д П - § - )



я г  = (?2 + г  -  к г ( ь | - 2 ) .

Для тонких оболочек, а  именно такие оболочки ш  будем р ас 
сматривать в дальнейшем, членами и по сравнению с 
единицей можно пренебречь, и тогда

(2) (£)
Я ,  ^ 2  ~ г  * ( 3 *3>

В силу гипотез пряш х нормалей и с  иакадятигивянии между 
слоями перемещения точки А, отстоящей на расстоянии 2  от сре
динной поверхности (р и с .3 .2 ) ,  можно зап и сать :

Ц 1 г , = и + н #

и/ С2; = и/. (3.4)
Для нахождения деформации слоя, отстоящего на расстоянии 2  

от срединной поверхности, мозшо воспользоваться формулами ( 3 .1 ) ,  
подставив в них (3 .3 )  и ( 3 .4 ) :

с (г> - _ ! _  1/1г\  р
«  I? <11>  ̂ ¿ 9  ) ” £ и

ЬТг  = - ^ 1 5  (  Ь1 ( г , с ^  0  *  и  "  V  £2 г .  г / ,  ,  (3 .5 )  

где введены обозначения

Ж  ( 3 -6 >

Величины X 1 и / г  называются изменениями кривизны средин
ной поверхности оболочки.

Перейдем от деформаций к напряжениям. По формулам обобщенного 
закона Гука

б « - ф ( С ^ С )

(з -7>
По напряжениям можно вычислить внутренние погонные силоше 

факторы:
меридиональные и ощэужные  ̂нормальные силы ^

Л / , - р б  „ ¿ г ,  е и ^ ;
•Ь -Ь



изгибалцие моменты ^

М1 - ] е н г с |г 1 Мг = ^ е 2 2 г< Ь .

В р езул ьтате  подстановки выражений ( 3 .7 )  и интегрирования
получим

= С  ^  11 & 2 2  )

М , - 1К ; * ,  + ^  г  )

П г ~ Ъ { % 2 . * у ^ 1 )  ,  (3 .8 )

ГД6 ^  “  12 и - ^ 2)  '
Кроме нормальных напряжений (о^  и с оответствуищ х им соло

вых факторов N4 , Мц в осевых сечениях оболочки возникает еще 
касательные напряжения 6 ( 3 , перпендикулярные поверхности обо
лочки. Им со о тветствует  поперечная сила

А . 
й , ~ 1  е п 4 г .

£
На срединной поверхности касательные напряжения 6 , 3 дости

гают максимума, а  при 2  = ± -^ - обращаются в нуль. Эти напряжения 
не имеют существенного значения при расчете оболочки на прочность, 
однако их равнодействующая -  поперечная сила 0.̂  -  играет важную 
роль в уравнениях равновесия элемента оболочки.

Напряженное состояние осесишетрично нагруженной оболочки 
вращения будем представлять в виде суш и двух  состояний: безмомент- 
вого напряженного состояния, обусловленного распределенными поверх
ностными нагрузками и р г  , и смешанного напряженного состоя
ния, обусловленного краевым эффектом. Безмаментная теория рассмот
рена нами в гл ав е  I , поэтому в дальнейшем будем рассматривать 
напряженно-деформированное состояние оболочки, вызванное самоурав- 
новешенными силами и моментами, прилаженными к крап оболочки.

На р и с .3 .3  изображен элемент оболочки с действующими на него 
силами и моментами. В силу сказанного выше, поверхностная нагрузка 
на элемент оболочки принята равной нулю. Приравняв нулю суш у  про
екций всех  сил на нормаль к  поверхности оболочки и на касательную



Мг,с13/ (3<с15г

М А

с 1 3 , - Я ^ в  

с|5г  = ̂ г с11р 5010

Рис.3 .3 .  Бесконечно малый элемент оболочки вращения

к  меридиану, а  также суыму мсыентов относительно оси, касательной 
к параллельной окружности, получим следующие три уравнения:

1 М< Ыг = 0 ( 3 .9 )

Г с К М ^ г ^ б )  с{(йг*<*}9)

Гс К М ^ г Я ^ б  с/0 ?г *< Л б) м  ]  (3  11)
*■ ¿ 6  ¿ е  2 } '

Однако как  и в безыоыентной теории вместо уравнений 3 .1 0 ) 
будем использовать уравнение равновесия зоны (конечной части обо
лочки) в проекции на ось вращения (р и с . 3 . 4 ) .  В силу отсутствия 
поверхностной нагрузки это уравнение имеет вид:

а >4 9  ■ 2 Я*г -  0  • 2 х г  *  0 .

Откуда

^ 1 = ^ 1  ^ § 9  • (3 .1 2 )

Яг 5<Лв *- с! 9



Мы имеем три уравнения равновесия, содержащие пять неизвест
ных силовых факт ер о в , т . е .  задача является статически неопредели
мой. Для раскрытия статической неопределимости воспользуемся урав

нением неразрывности деформирован
ной поверхности оболочки.

Все величины, относящиеся к 
деформированному состоянию, будем 
в дальнейшем обозначать звездоч
кой сверху. Запишем применительно 
к деформированному состоянию тож
дественное уравнение

¿ г  = с] 3, •
Р и с .3 .4 . К выводу уравнения 
равновесия зоны оболочки

(3 .1 3 )
из которого ранее было получено 
соотношение Кодавди-Гаусса ( 1 .3 ) :

*  I г .*
(3 .1 4 )¿ г * -  d s *  схи0

г г )

При этом будем иметь в виду, что

г* = г ( U  
d s *  = d s , 0 + £ f, )

0 -  я ? .0
Тогда

ck + d u £ 22) = (dsi * ds, Би)Си»ем>5?)’-5й?бяЛ,г>)(3.15)
В салу малости у гл а  т?1 полагаем cos т?1 % 1 , а

Учитывая (3 .1 3 ) и сохраняя члены одного порядка малости, из (3 .1 5 )
имеем , , I о, . _d (г £ 22 ) = • £и ■ 0050 - d S; ■ тЛ мл0 .

Подставим сюда dŝ  * R<d0 , 1 -  К г М л в  и разделим обе части 
на ¿ S t i i n O  . В р езул ьтате  получим уравнение неразрывности дефор
маций в виде:

1 с К К г Е г г ^ б )
de

Приведем полученную систему уравнений к двум разрешающим 
уравнениям с двумя неизвестными /1,9/ .

Следуя Мейсснеру, в качестве основных неизвестных возьмем две 
функции (переменно Мейсснера) -  угол поворота нормали $  и



V -  0 ,  • й г (3 .1 7 )

Через них выразим все  остальные величины. Из (3 .1 2 )  и ( 3 .9 )  
получим , _

*  -  ^  ( 3 .1 8 ,  ■

(ЗЛ9)

По закону Г ука маяно найти деформации:

( 3 -20)
Подставим в  (3 .2 0 ) выражения (3 .1 8 )  и ( 3 .1 9 ) .  В р езул ьтате  

будем иметь:
р -  _!__( * +л  д  У А V \
^  ЕИ Т , ж *

< 3.21 ,

Выражения для изгибающих моментов и Мг  в  соответствии
с (3 .8 )  и (3 .6 )  будут иметь вид:

М г  + ^ 7  ^ б " )  ( 3 . 2 2 )
Для получения разрешающих уравнений подставим в уравнения

(3 .1 1 ) и (3 .1 6 )  соотношения (3 .2 1 ) и ( 3 .2 2 ) ,  а  также учтем , что
(3 . = X -  . В результате приходим к  двум  уравнениям1 Мейсснера:

Кг

Г и м и у ч  = - Е Ь К , I ?1

1  V ( 3 .2 3 ,

Здесь введен  дифференциальный оператор Ь :

и -)- | ^ [ ¿ Ф ^ е<? в^ - 1 : е*9 ,в<- > (3-24)



Система дифференциальных уравнений (3 .2 3 )  имеет четвертый 
порядок. В р езул ьтате  ее  интегрирования определяются функции т?' 
и V с точностью до четырех постоянных интегрирования, которые 
подложат отысканию из граничных условий.

Если функции ф  и V удовлетворяющие уравнениям ( 3 .2 3 ) ,  
а  также граничным условиям на краях оболочки, будут найдены, то 
до ним мскно л егко  определить и все  остальные величины. Изгибающие 
моменты вычисляются по формулам (3 .2 2 ) ;  мембранные усилия -  по 
формулам (3 .1 8 )  и ( 3 .1 9 ) .  Поперечную силу 0^ определяют на осно
вании равен ства 0  -  .

1 " г

3 .2 .  Приведение уравнений Мейсснера к  одному уравнению 
относительно комплексной функции для оболочек 

с постоянной кривизной меридиана

Уыноким второе уравнение (3 .2 3 ) на коэффициент ^  и сложим 
его  с первым уравнением;

Перепишем последнее уравнение в следующем виде:

(3 .2 5 )
“  “  ъ

Коэффициент (Ъ подберем из условия 

откуда получаем квадратное уравнение относительно (Ь •

р ' -  * ы ъ .  о
Если СхЖ>А. , то  решение э т ого уравнения имеет вид

МБ / р 2ъ  '

Мокно легко  п о к азать , что подкоренное выражение в этой формуле 
в с е гд а  отрицательная величина, следовательно, Д -  комплексное 
число:

^ - ^ ( ^ - ¿ 1 ) ,  (3 .2 6 )



где /--------------------1 1

3  (3 .2 7 )

Проанализируем порядок величин, входящих в (3 .2 6 )  и ( 3 .2 7 ) .  
Под радикалом в (3 .2 7 ) величиной по сравнению с первым
членом мовдо пренебречь, так  к ак  для тонких оболочек ] .
Тогда можно приближенно записать:

51= 2 (3 .2 8 )

Б свою очередь, для тонких оболочек в (3 .2 6 ) членс»1 ^  ысишо 
пренебречь по сравнению с 3  . В  р езультате  этого

р  -  -  I ^  (3 .2 9 )

Если ввести обозначение

е  = V* р  $ ,  (з.зо)
то уравнение (3 .2 5 ) мсскно записать в  следувдем виде:

Ц < 5 ) + Ь А  6  * 0  (3 .3 1 )

Таким образом, вместо решения систеш  дифференциальных урав
нений четвертого порядка (3 .2 3 )  для  оболочки с  постоянной кривиз
ной меридиана можно решать комплексное уравнение второго поряд
к а  ( 3 .3 1 ) .

3 .3 .  Сферическая оболочка. Приближенные метода 
расчета сферической оболочки

В случае сферической оболочки, ко гда = в
ренциальный оператор (3 .2 1 ) упрощается и имеет вид

при этсы уравнение (3 .3 1 ) превращается в  следующее:

^ ■ +с^ 0 5 § * +^ ^ ' с̂ г^ е * 0 » С3‘32)
где .  л

6  = Я О , -  I  т?1 ( 3 . 33)



Общее решение однородного дифференциального уравнения (3 .3 2 ) 
запишется т а к :

© -  С , 6 < + Сг б г  (3 .3 5 )

Здесь С-1 и С г -  комплексные произвольные постоянные, 6  ̂ и 
б 2 -  д в а  частных, линейно независимых решения однородного урав

нения ( 3 .3 2 ) .  Выделим действительные и мнише части в решениях б 1 
и 6 г  :

( 3 -36)
Что к а с а е т с я  комплексных постоянных С1 и С2 , то их для 

дальнейшего удобно представить в  виде

М - Ь - т г С А , - ^ )

С2 = - ^ ^  (  Аг ~ с- В2 ) ,  (3 .3 7 )

где  А 1 , Аа , и В а  -  вещественные постоянные.
,  Т огда подстановка (3 .3 6 ) .  и (3 .3 7 )  в (3 .3 5 ) дает

0 - -  )  - 1 Щ -  ( Аг -  1 В2 ) ( ^ +  Ь ^ 2 )

Отделяя действительную и мнимую части, в соответствии с (3 .3 3 ) 
получим

^  • (3 .3 8 )

Произвольные постоянные » А г ., В-} , В г оцредвляются 
из граничных условий на 1ф аях оболочки.

Для пояса оболочки на обоих е го  краях должны быть заданы пс 
д в а  граничных условия. Если же оболочка замкнута в  вершине, то 
должны быть заданы два  условия н а  крае и два  в вершине ( условия 
конечности усилий и перемещений при 6 = 0) .

На практика могут встр ети ться следующие варианты граничных 
условий:



а) 1фай оболочки жестко заделан  (р и с .3 .5  а ) :  

при 8 ~ 0 К т?1 =* О

&22 = 0 или /7г  - у .  = 0 ;

б) край оболочки закреплен шарнирно (р и с .3 .5  б ) .

В этом случае

при 0 = 0 * -  О

£2 2 =*0 али Л12 0 ;

в ) край оболочки свободен от закрепления (р и с .3 .5  в ) .  

Здесь

Рис .3 .5 .  Различные вида граничных условий для оболочки
вращения



г )  край оболочки нагружен краевыми силами и 
моменте») М (р и с .3 .5  г ) .  В этом случав

при 9  *  0 К М 1 =

Й1 = 0  (к ?
д) при сопряжении д вух  оболочек (р и с .3 .5  д) необходимо запи

сать  четыре условия. Эти условия состоят в следующем:

N1 сой 9 М + (}< МП В К) = <и>5 0 К2+-0< -ял б кг  ;

е ) если оболочка замкнута в  вершине, то при 0 = 0  долкны 
выполняться следующие условия:

т Ь о ,  С!, = 0 .

Уравнение (3 .3 2 )  можно проинтегрировать точно через гипер
геометр ические р яда , однако их вычисление связано с целым ряд мл 
трудностей . Рассмотрим поэтому приближенные способы интегрирова
ния дифференциального уравнения изгиба сферической оболочки.

Одним из приближенных методов являвтся метод асимптотического 
интегрирования / 1 ,9/ . Осуществим замену переменных

^  => (о '/■ЯП 9  (3 .3 9 )

Дифференциальное уравнение (3 .3 2 ) при этом примет вид:

( 3 -40)

Если оболочка не явл яется  пологой, то подчеркнутей член в 
1ф углых скобках -  величина малая по сравнению с Л и им мсишо 
пренебречь.

Таким образом, приходим к дифференциальному уравнению относи
тельно новой переменной , имеющему вид:

0 * 1 Я а - °  (3 .4 1 )

Линейно независимыми частными решениями этого уравнения будут 
функции

(<-¿0 * 0  - ( М ) к е
у г е  ,  е  ,



где
К ■ f í

В соответствии с (3 .3 9 ) будем иметь 

р  кв* f* + * 7 —г (с-озкв - ¿ м л к б )
?  У И п в

- к в

6 2 = f 2 +  (  C O S K 0  + 0 Г Я Л К 0 )  ( 3 . 4 3 )
Далее, по (3 .3 8 ) и (3 .4 3 ) находим
/j j . к в  р - К б

Q = - ^  [ Í L = ^  (6, COiKS * А, МП кв) м  к е Л  н е )1

к б  -  н е

t Í=  % = } (  А ,  С О 5 К 0 - В <  4 t f lK Q )  + 7 = -  ( A 2 CO Ó K0< -B2 Я Л  К б ) ]  ( 3 . 4 4 )  
Vlit ld У М в

Произвольные постоянные, входящие в  решение ( 3 .4 4 ) ,  как  отме
чалось р ан ее , подлежат отысканию из четырех условий на двух  краях  
оболочки.

Из приведенного ранее анализа изгиба цилиндрической оболочки 
нам известно, что напряжения и зги ба , вызванные краевым эффектом, 
быстро затухают по мере удаления от к р а я . Аналогичная картина 
наблюдается также и в тонких сферических оболочках. Заметив, что 
с уменьшением угл а  0 первые д ва  члена в  решении (3 .4 4 )  умень
шаются, в  то время как два почледутсщих увеличиваются, мы приходим 
к выводу, что в случае сферы без отверстия на полюсе необходимо 
сохранить в решении (3 .44 ) лишь д в а  первых члена, положив

Аг. =  & г .  ~  0  -

Если для оболочки бкг- 0 кj > 2  (см . р и с .3 . 6 ) ,  то гранич
ные условия одного края не влияют на 
надрякенное состояние другого кр ая / I/ .
Такие оболочки называются .«длинными", 
и для них постоянные интегрирования 
могут быть найдены попарно из хранич- 
ных условий на соответствующих кр аях .

В случае пологой сферической обо
лочки для упрощения уравнения (3 .3 2 )  Рис.3 .6 .  Элемент сфери- 
запишем разложение котангенса в ряд  ческой оболочки 
по степеням аргумента 0



Если угол 0  ^  1 5 ° , то  в  выражении (3 .4 5 ) с достаточной сте
пенью точности можно отбросить все  члены, 1фоме первого, в  резуль
тате  чего  уравнение (3 .3 2 )  принимает вид

с1г (о { ; Ч 1 ч /V л
И ё *  Т Ч Т  + ( а - 0 1 ) е “ °  (з .4 б )

Уравнение (3 .4 6 )  яв л яется  дифференциальным уравнением типа 
Б есселя . Его решением являю тся функции Бесселя и Ганкеля /4/ комп
лексного аргумента. Действительные и мнимые части этих функций 
называются функциями Теме она и обозначаются

6е*,х, кегх, кеьх,
цричем функции 8е * с х  , & е1 х  являются возрастающими до мере 
увеличения аргумента, а  К 62 .Х  , ке1х> -  убывающими, функции 
Томсона табулированы, а  при необходимости их ма&но вычислить через 
известные степенные р я д а , которые приведены в справочной литера
туре по специальным функциям /2/ .

Таким образом, для пологой сферической оболочки будем иметь

fг= кег’х, = 

х  - /А 0
Здесь штрихом обозначена производная по аргументу х, .
При рассмотрении оболочки без отверстия в полюсе функции 

и опускаются.

3 .4 .  Приближенный метод расч ета произвольной оболочки 
вращения яри осесишетричном нагружении 

(метод Штаврмана-Геккелера)

При рассмотрении цилиндрических и сферических оболочек было 
установлено, что прогиб и в с е  внутренние силовые факторы могут 
быть представлены в зависимости от б  при помощи функций двоякого 
р ода -  быстро затухающих и столь же быстро возрастающих. Это дает 
возмсшшость для достаточно длинной оболочки рассматривать деформа
ции и напряжения в о!фестности одного ¡фая независимо от'условий



закрепления на другом крае.
Поэтому можно считать, ? т о  все  функции, характеризующие напря

жения и деформации в оболочке около кр ая , а  также и х  первые произ
водные малы по сравнению с их старшими производными. Это допущение 
основано на том факте, что рассматриваемые функции содержат мн(жи
тель вида е  , где  СО -  угол  или д у г а , отсчитываемая от 
рассматриваемого края оболочки, к  -  параметр. При дифференциро
вании этой функции достаточно большой параметр К выходит каасдай 
раз в  виде множителя. На этом основании в системе уравнений (3 .2 3 ) 
члены, содержащие сами функции и их первые производные, отбрасыва
ются. В результате разрешающие уравнения (3 .2 3 )  принимают вид 

*1 ¿ V  *
К, ¿ 0 4  * 1 ^

^  А у  (3 .4 7 )
*1 6 В г  В

Кроме то го , предполагается, что радиусы кривизны 1?̂  и 
около края оболочки изменяются незначительно. Это допущение точно 
выполняется в случае сферической оболочки. Для оболочек других 
видов это допущение выполняется тем точнее, чем ближе ферма оболоч
ки к  сферической.

Приведем систему (3 .4 7 ) к  одному уравнению с одним неизвест
ным. Продифференцировав первое уравнение (3 .4 7 )  дважды и подставив 

^ 0 4  во второе уравнение, получим разрешающее уравнение крае
вого эффекта: . ц .

с|Ч , у дП
г' к \ ъ

(3 .4 8 )

Обозначим:

ИЛИ

г , -  о

Тогда уравнение (3 ,4 8 ) принимает вид

0 (3 .5 0 )

Уравнение (3 .5 0 ) аналогично однородному уравнению осесиммет-



ричной деформации цилиндрической оболочки.
Введем новую независимую переменную о) , представляющую 

собой угловую координату, отсчитываемую от края оболочки. Если. 
р ассм атривается низший край (р и с .3 .7  а ) ,  то

со з  о( -  0
Если рассматривается верхний край (р и с .3 .7  б ) , то угол (0

отсчитывается в  обратную сторо
ну,

ях

и тогда
(л) = 0 -  о (

Так как в обоих этих случа- 

¿"V  ¿ " 1/

Р и с .3 . 7 .  К определению утл а  О)

¿ 0 " ¿(О * 
то при переходе к  новой перемен
ной дифференциальное уравнение 
(3 .5 0 ) не изменяет своего  вида, 
т .е .

¿ 4  I -о

Решение дифференциального уравнения (3 .5 1 ) записывается так 
же, к ак  и для длинной цилиндрической оболочки:

^ (1)
(С,со5рСО+С3-ИЛ(5(0)+е (С3СОЗуЗ (3.52)

Ввиду то го , что функция V с возрастанием утла СО дож на 
за т у х а т ь , второе слагаемое в выражении (3 .5 2 ) ,  содержащее ынсиситель 

е  ^  , должно быть опущено. Поэтому постоянные С3 и 
следует приравнять нулю, то гда  

-р ы
У = е  (С, + С2 - ял ^ со ) (3 .5 3 )

Точность р асч ета , выполненного по излокенному методу, тем 
выше, чем ближе угол н и то н а  нормали на 1фае оболочки к 90° и чем 
меньше величина ф актически  этим методом мскно пользо
в а т ь с я , если утол на крае с/, > 3 5 ° .

В качестве первого примера рассмотрим сферическую оболочку 
без отверстия на полюсе, нагруженную по 1фаю 0 ~Ы  равномерно 
распределенными моментами М (р и с .3 .8 ) .

Параметры оболочки следующие: I? = I м, Ь -  3 мм, £ =
= 2»10 МПа, о< = 6 0 ° , М = I  Н.



Решение дифференциального уравнения (3 .4 8 )  запишем в  форме 
( 3 .5 3 ) .  Для сферической оболочки параметр р  , входящий в реше
ние ( 3 .5 3 ) ,  будет иметь вид:

Постоянные интегр1фования 
С* и С г  долкны быть найдены 

из граничных условий на крае 
оболочки

лрн ы » 0  0 ^ = 0 ; ^ = N (3 .5 4 )

Для отыскания угл а  поворота 
нормали $  можно воспользо
ваться  первым из уравнений си сте
мы ( 3 .4 7 ) ,  которое с учетом заме
ны переменной дает

Рис.3 .8 .  Сферическая оболочка, 
нагруженная по краю изгибаю
щим моментом

т> —
4

(3 .5 5 )Н И Р ?  СО2-
Нормальные погонные усилия N ̂ а  А/* и погонная перерезы

вающая сила 0^ могут быть записаны с помощью формул ( 3 .1 8 ) ,  
(3 .1 9 ) и (3 .1 7 ) через новую переменную (О в  ви де :

ы
1 У

¿V
60

а ^ ’У .

И  М ;

(3 .5 6 )

Изгибающие моменты М* и ысано определить, пользуясь 
соотношениями (3 .2 2 ) .  Пренебрегая в (3 .2 2 ) функцией & по срав
нению с ее производной и подставляя туда ( 3 .5 5 ) ,  получим:

в  а3V
М 1 * £ Ь R г

Ь а3\/

Подставим в граничные условия (3 .5 4 ) выражения (3 .5 6 )  
и (3 .5 3 ) и найдем значения произвольных постоянных и

(3 .5 7 )

(3 .5 7 )
С*



С учетом этого соотношения (3 .5 6 )  и (3 .5 7 ) примут вид 
2(04  , ч .

= ~ к ~  с*:2 ( о<~(*) ) е  я л р с о

О Ъ *  М “ ̂  ̂
А/г  = - ^ - ^ г  ( с о б р и ) - м л р о > )

М ^ М е  ( с о 5 0 ) ] 5 ^ ^ г а ) ] з )

-̂ ЗСд>
(3 .5 8 )



На р и с .3 .9  показано расцределение вдоль меридиана рассматри
ваемой оболочки мембранных окружных напряжений 6  г  » а

е ?  и (¿1изгибных меридиональных и окружных напряжений 
ляемых по формулам:

« - ■ I -  -  ь

также
вычис-

.  N1 . г - * -  . р г *  &Мг 
г “ Х  ’ Ь 1 - ~ й Г >  * 1 -  Ь г

Сплошные линии соответствуют точному решению задачи, а  то ч ка
ми показаны результаты , полученные по формулам ( 3 .5 8 ) .  Для н ал - и с
больших напряжений и погрешность приближенного решения 
составляет 0 ,5  % и 0 ,2  % соответственно, а  для напряжения <о  ̂ -  
около 8 %.

В качестве второго примера рассмотрим т у  же самую сферическую 
оболочку, нагрукеняую по краю равномерно распределенными погонными 
радиальными силами N (р и с .3 ,1 0 ) .

Решение дифференциаль
ного уравнения (3 .4 8 )  так же, 
как и в предыдущем случае, 
возьмем в виде ( 3 .3 5 ) .

Выражения для внутренних 
усилий и изгибающих моментов, 
действующих в сферической обо
лочке, имеют вид (3 .5 6 ) и 
(3 .5 7 ) .

Произвольные постоянные, 
входящие в решение (3 .3 5 ) , 
найдем из граничных условий на
1фае оболочки, которые мскно записать в  следующем виде:

при СО = О М1 = 0,
Подставляя ( 3 .5 6 ) ,  (3 .5 7 ) и (3 .5 3 )  в  ( 3 .5 9 ) ,  получим

Рис.ЗЛ О . Сферическая оболочка, 
нагруженная по краю радиальными 

силами

(3 .5 9 )

= /Уй маъсЛ С2 - -  .
В результате  выражения для внутренних усилии и изгибающих 

моментов, возникающих в рассматриваемой сферической оболочке, 
запишутся т а к : -]ЬЬ)

Л/2 = 2 А/р м л  и  е 60



У*
Р

I 
>

Л'/?
“ 1 * - - р - 5 й г о (  е

^  ы ъ р о . ;з.бо)

Рио.3 .1 1 . Распределение напряжений в сферической оболочке, 
нагруженной по крас радиальными силами

На р и с .3 .1 1  показано распределение напряжений в рассматривае
мой рферической оболочке для /V = I Н/мм. Сплошные линии соот
ветствуют точному решению задачи, а  точками показаны результаты 
вычислений по формулам ( 3 .6 0 ) ,  соответствующим приближенной мето-



дике, описанной в  настоящем параграф е. Погрешность вычислений 
наибольших напряжений 6 £ в  (¿^ по сравнению с точный решением 
составляет 0 ,5  % я I % соответственно, а  для напряжений £ 2 -  8 %.

Таким образом, два рассмотренных примера демонстрируют д о с т а 
точно высокую эффективность приближенного метода Ш таермана-Гекке- 
лера.

4 . ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ К РАСЧЕТУ ОБОЛОЧЕК 
ВРАЩЕНИЯ ПРИ ОСЕСИММЕТРИЧНОМ НАГРУЖЕНИИ

4 .1 . Дискретизация оболочки

Рассмотрим произвольную оболочку вращения при осесимметричном 
нагружении (р и с .4 .1 ) .  Произвольный характер  изменения кривизны 
меридиана затрудняет применение ан а
литических методов расчета, рассмот
ренных в предыдущей главе . В связи  с 
этим широкое распространение в 
настоящее время получили численные 
метода р асч ета , и в  частности, метод 
конечных элементов /3,7/ .

Рассмотрим применение метода 
конечных элементов к расчету оболо
чек вращения при осесишетричном на
гружении. Для этого мысленно разобь
ем оболочку плоскостями, перпендику
лярными оси вращения, на ряд поясов 
(р и с .4 . 1 ) .  Эти пояса и будут я в л ять ся  конечными элементами, а  
узлами -  узловые окружности.

В качестве узловых перемещении выберем осевое перемещение 
узловой окружности Vкх, , радиальное и угол поворота
нормали к  срединной поверхности оболочки (р и с .4 . 1 ) .  Т огда 
для произвольного узла К будем иметь матрицу узловых перемеще
ний в виде

т



На оболочку могут действовать нагрузки двух типов. Во-первых, 
распределенные поверхностные силы р и и , а  во-вторых, равно
мерно распределенные по некоторым окружностям силы , ^ к г  и 
моменты 1ЛК (р и с .4 . 1 ) .  Поверхностную нахрузку, действующую в 
пределах каждого конечного элемента, следует привести к эквива
лентным узловым силам. Равномерно распределенные по окружности 
силы и моменты будем рассматривать как внешние узловые силы. Кроме 
то го , оболочка мскет находиться под действием осесимметричного 
температурного поля.

Оболочка мсвкет иметь подкрепление в виде кольцевых шпангоутов, 
которые рассматриваются к ак  конечные элементы.

Если для каждого из конечных элементов мы будем располагать 
матрицами жесткости и матрицами эквивалентных узловых сил, то 
мсишо сформировать общую матрицу жесткости конструкции с учетом 
полаженных на нее кинематических связей , а  также матрицу нагрузок 
обычным образом, т . е .  путем суммирования по всем конечным элемен
там компонентов, соответствующих перемещениям с одинаковыми индек
сами.

Перейдем далее к  выводу жесткостных характеристик простейшего 
изопараметрического конечного элемента оболочки вращения и кольце
вого  шпангоута. Описание др уги х , более сложных конечных элементов 
можно найти в / 3 ,7/ .

4 .2 .  Матрица жесткости конечного элемента оболочки 
вращения в  местной системе координат

Рассмотрим конечный элемент оболочки вращения с двумя узловыми 
окружностями, имеющий вид усеченного конуса (р и с .4 . 2 ) .  Через X^ , 

обозначим координаты узлов I  и £ . Координата 
X  отсчитывается вдоль оси оболочки от некоторой начальной плос

ко сти . Координаты произвольной точки на образующей оболочки могут 
быть выражены через значения координат узлов с помощью линейных 
соотношений

х  = 2  ц)к х к ; г  = 2 , ц)к г к , (4.2)

гд е  (1* £ )  -  т а к  называемая функция формы.
Здесь ^ -  безразмерная координата, изменяющаяся от - I  до

I  при движении от у зл а  I  к  узлу ^  и связанная с расстоянием
равенством



где ¿  = КХ^-Х-1г) длина образующей элемента,
координата соответствующего у зл а  ( £ •  = - ! , £ •  = 1) 
ф к ( £ )  принимает в , 
узле К значение , 
равное единице, и обра
щается в нуль в другом 
узле (р и с .4 .3 ) .

Для рассматривае
мого элемента угол 0 
определяется равенствами 

.  Х±-Х:
м л 9 = - *-п 0

-

Функция

СО*. (4 .4 )

Для построения эффек
тивного конечного элемента
в работе / II/  было преддо- Р и с.4 .2 .  Конечный элемент оболочки
жено использовать независи- вращения в форме усеченного конуса
мую аппроксимацию для пере
мещений точек срединной поверхности и углов поворота нормали.

В соответствии с этим перемещения точек срединной поверхности 
и угол поворота нормали будем аппроксимировать в пределах элемента 
так ж е, как  и координаты, линейными 
зависимостями: ‘

и - Д , ' Л
и

V I -  £

$  -  £  \  .
« х 'ы  . .

Здесь и к. , №к 
} ) - -  узловые перемещения конечного 

элемента в местной системе координат 
(р и с .4 .2) .

Л

(4 .5 )  

( К = I

ф. -  т  О * £ ) 
V

^ - 1

&

*
И

Р и с .4 . 3 .  функции формы 
конечного элемента



Деформации слоя оболочки, располоконного на расстоянии 2 
от срединной поверхности, в меридиональном и окружном направлениях 
определяются по формулам ( 3 .5 ) .  Входящие в (3 .5 )  деформации и 
изменения кривизн срединной поверхности оболочки (1 .2 8 ) и (3 .6 )  с 
уч ете« т о го , что для конуса = о о , ^  ■= Б я  Ъ=Яг м п в  , 
могут быть записаны таким образом:

и 11
с{ и
с! 3 

с{ Э

1

и> , ( г >

(4 .6 )

в  оболочке возникает также иПомимо удлинений * ^ 22.
деформация поперечного сдви га , которую мы обозначим через £ {3 . 
Она равна изменению у гл а  между нормалью к срединной поверхности 
оболочки и касательной к меридиану, и ее ыокно найти как сумму 
двух у гл о в , один из которых равен $  , а  второй есть угол 
поворота касательн ой . Через перемещения срединной поверхности угол 
поворота касательной выражается дл я  конуса как 4 —  . так что
для будем иметь ¿Б

15  с !  Б
(4 .7 )

Подст|шим (4 .5 )  в  (4 .6 )  и ( 4 . 7 ) .  Переходи г а  основании равен
ства  с/б * с1 £ к  дифференцированию по £  , получим

Б „-

,3

/ < = 4 - е  ( ¿ я ,

Здесь тр и х о м  обозначено дифференцирование по £ 
Вводя матршде

[ £  ] *
'г г

г я -
а



*
будем иметь согласно ( 4 .8 ) :

’ и *

Л ,

где

^ = 4 [ К * п и

Г£<5 ]=к? .Г ] 5 £к][йк ]

о4 к
г

ММ0

О

М к ^
]

о о £

о  о 1 * Е к£  
2 г СО50

(4 .1 0 )

(4 .1 1 )

Черта сверху в обозначениях [  у к ]  у казы вает  на то , что узло
вые перемещения взяты в местной системе координат.

Матрицу деформаций [£ . ] * [£ ^  £ « £ « ] •  используя соотношения
(4 .1 0 ) ,  мсишо выразить через узловые перемещения в  следупцеы виде:

[ е ^ к . ^ ^ к 3 ^ к З

где типовая подматрица С ^ к  3 равна 

[ ] ^ к ]  =

1
¿с 

* 
«О

1

♦ i
Р х к

Р е к 0

(4 .1 2 )

(4 .1 3 )



Полученную с в я з ь  между деформациями и узловыми перемещениями 
можно представить и_ в  стандартной доя метода конечных элементов 
форме [ Е ]  = V ]  . если доложить [ У ]=  [

Нормальные напряжения могут быть выражены через деформации 
по формулам ( 3 . 7 ) .  Касательное напряжение ( д ц  выражается через 
деформацию сдви га

(4 .1 4 )

6где для учета неравномерности напряжения по толщине оболочки
/7/ принимается (? =

Из (3 .7 )  и (4 .1 4 Т  получим связь  между матрицей напряжений 
[ б >  <ог г  6 , 3  ] и деформаций Г £ ]  :

[< 5 ]  = [ э е Н £ ] , !4 .15 )

где
Г Е ■ а - " 0

[ э е * ]  = П  Г '

.  о 8  _ ^  < ]
Матрица ж есткости  конечного элемента в местной системе коор

динат может быть записана в блочном виде следующим образом:

К и  к 
К ;;

г к е ] =

Лля вычисления четырех блоков Г К Кд ] ( К , 3  = 1 , ^  ) вос
пользуемся формулой /3/:

^ к з З  = 1 1 р к 1 ТШ [ ^ ] 6 Г  (4 .1 6 )

Подставим сюда полученные выражения (4 .1 3 )  и (4 .1 5 ) ,, Если 
положить ¿ X я =  и выполнить интегриро-

2 в  пределах от -  до , где  Ь -  толщинавание по
оболочки, то получит/ следующее выражение для [ К к з З :

*
(4 .1 7 )£ к К5 ] = [ к „ ]  + [ к к в ] 

[ С  ] = « ] (  в к ] Т[ а 5 ^ [ / £3] ^ [ ^ к] Т[ж’ ] [ ^ 3] ) г ^ ( 4 . 1 8 )

[ к К5] = 5 г е | [ р £к] т []56 3 ] г и 5 (4 .1 9 )



е ь  е ь  ®Здесь ~ ж есткость оболочки на расстояние
и изгиб соответственно. •'

При вычислении подматриц Г К *3 ]  и [ К ^ д ]  по формулам (4 .1 8 )  
и (4 .1 9 ) целесообразно /7, II/  пользоваться одноточечным интегри
рованием по схеме Г аусса .

Рассмотрим вопрос о приведении распределенных нагрузок р  и 
р^ к эквивалентным узловым силам. Обозначим через [р 7  = [р  р п } Г 

матрицу распределенных нагрузок, а  через 1о (и ]  -  матрицу функций, 
аппроксимирующую перемещения [ и ] - [и  и/]7 через узловые перемеще
ния в соответствии с равенством [иЗ~[о^и][\ / ]  • Матрица 1 о ( ц  ]  
может быть записана в блочной форме:

С С< и ]  =« Г о ( и\ о (  ьу. ]  ,

где типовая подматрица [ с ^ ц ^  согласно ( 4 .2 )  и (4 .5 )  равна

Г О О

I О т  0
Отметим, что последний столбец в матрице Сс/ик] нулевой, 

поскольку перемещения и и V/ не зави сят  от узловых значений 
угла поворота нормали.

Приравнивая работу эквивалентных узловых сил [  р  ]= [р ^  р .  ]  
на узловых перемещениях С У З  работе распределенных нагрузок [р З  
на перемещениях [ Ц ]  , ш^придем х  следующей формуле для [  р  ]  :

[р]= 2
О

Переходя к интегрированию по £ и учитывая блочное пред
ставление матрицы [с^и  ]  , дущ типового блока С р к ] матрицы
эквивалентных узловых сил будем иметь

■1
[рк Ь т г |  [°<'цк] т [р ]г с | ?  (4.21)

-1
Матрица С р к Л состоит из трех сил , действующих в направлении 

узловых перемещений Ц к . IVк и . Как видно из (4 .2 0 )  и
( 4 .2 1 ) ,  отличными от нуля будут лишь первые д ва  компонента, у зл о 
вые эквивалентные моменты оказываются для рассматриваемого конеч
ного элемента равными нулю. Для вычисления интеграла (4 .2 1 )  восполь
зуемся одноточечным интегрированием по Г а у с с у , которое приводит к 
следующим значениям матрицы [  р к J  :

( 4 .2 0 )



Р *-

Р п  О 

10
Здесь р^ , р Ло -  значение нагрузок р̂ _ и р п 

знта, т .е .°п р и  Р = 0 , а  *20 = тг(1.♦ 2- ) -  радиус соГэлемента, т . е .  при | 
щего 1 = 0  параллельного кр уга .

При действии установивш егося теплового поля, такого , 
температура в оболочке изменяется до закону

в середине 
соответствую-

что

Г - Т.О С?) ( 5 )
где  Т0 (£) -  температура срединной поверхности оболочки, -
градиент температуры по нормали к поверхности, в оболочке возник
нут температурные деформации, которые имеют вид:

\
[ £ т ]  = Ы  ( Т в С£) 1 )  (4 .2 2 )

0 0 .
Здесь о( -  коэффициент температурного расширения материала 

оболочки.
Связь между напряжениями и деформациями (4 .1 5 )  в этом случае 

примет вид

] * Г а е К с е ; 1 - Г £ г ; 0
За счет температурных деформаций в узлах конечного элемента 

появятся эквивалентные узловые силы, которые для типового блока 
мсашо подсчитать / 3  / п о  формуле:

с Р г к   ̂=  ̂ тГ зе ]С е г ]  (4 .2 3 )
Подставим в ( 4 .  Й )  выражения (4 .1 3 ) и ( 4 .2 2 ) .  Интегрирование 

по координате н осуществим аналитически, а  при интегрировании 
по координате воспользуемся одноточечным правилом по Г ауссу . 
В результате получим:

То(0)
7 1 (о )

С0 5 0 )

(4 .2 4 )

_ т , ( 0)
где  Т 0 (о) , Т*(о) -  значения температуры То и градиента темпе
ратуры 7  ̂ в  середине конечного элемента, т . е .  при £ = 0.



Для нормальных аогонных усилий /V, и ^  в срединной 
поверхности оболочки, а  также для изгибающих погонных моментов 
введем следующие матричные обозначения:

[ / V ] « Nг  -I
[ М ]  =

М г .
Эти величины могут быть выражены через узловые перемещения 

по формулам:

[А Л  - ] £  . [ / £к ] [  у к ] -  Г . [ \ ] }

[ М ] - В { [ * ‘ ] 1 Е . ^ « к ] [ 7 к ] - ( ^ ) о < Т 1 [ 1< ] }  (4 .2 5 )

Мембранные напряжения в срединной поверхности [€>с] - Г б * б С] Т 
и изгибные напряжения на внешней поверхности оболочки [&и] - [& и1а ц ] Г 
могут быть записаны следующим образом: г

[ в “ > ^ Г м  ] .

4 .3 .  Матрица жесткости шпангоута. 
Преобразование координат

Шпангоут (р и с .4 .4 ) будем рассматривать как  тонкое д у г о в о е  
кольцо. Поперечное сечение кольца сч и тается не деформируешь!: 
пренебрегается тагеке эффекте»! надавливания волокон друг на д р у г а .

Рис.4 .4 .  Конечный элемент в  виде кольца и его  поперечное
сечение



Обозначим через Ъ* радиус окружности, проходящей через 
центр тяжести поперечного сечения кольца, а  через £ и ^  -  
соответственно площадь его  поперечного сечения и момент инерции 
сечения относительно центральной оси, лежащей в плоскости кольца. 
Окружность, проходящую через центр тяжести поперечного сечения 
шпангоута, будем считать узловой с номером I  , а  сам шпангоут 
будем рассматривать к ак  конечный элемент.

Обозначив через , осевое и радиальное перемещения
центра тяжести , а  через -  угол поворота сечения, введем мат
рицу

(4 .2 6 )

Перемещения Ц ̂  т ^ £ произвольной точки С поперечного 
сечения шпангоута выражается через и следующим
образом (см . р и с .4 . 4 ) :

или в матричной форме:

[ и ]  « Г * Н У :  3 ,

4 .27 )

(4 .2 8 )

где

Г и л -
и,

1. ^  
Деформация

или

о 1 ч  

* 0 -41
в  окружном направлении:

/
1г

(4 .2 9 )

где

£  4 ; ] (4 .3 0 )

Если для произвольного элемента установлена зависимость типа
( 4 .2 9 ) ,  то матрица жесткости шпангоута С К* 3 мажет быть вычис
лена по формуле

[ К ,  ] = ]  []?>] [ Е ] ф ] Л Т ,  (4 .3 1 )



С Ю *
23ГЕ,

где £ е ~ объем конечного элемента, С Е ] -  матрица упругости, 
связывающая матрицу деформаций и напряжений соотношением

[ б ]  - С Е ] [ £ ]
В нашем случае тлеет место одноосное напряженное состояние, 

так что матрицы , С Е ]  и С £ ]  превращаются в скалярные
величины (о , Е * и £ .

Подставляя (4 .3 0 ) в  (4 .3 1 ) и п олагая  с! Т = 2Ж'Zî d F  » гд е  
с1Р -  элемент площади поперечного сечения, находим

О О 0 *

О Р О (4 .3 2 )
О О

Для составления общей матрицы жесткости конструкции необхо
димо перейти к  общей системе координат. Узловые перемещения типо
вого узла к конструкции в общей системе координат имеют вид (4.1).

В том м есте , где элементы оболочки соединяются со шпангоутом, 
будем вводить один общий узел , совпадающий с центром тяжести с еч е - 
ния ш ан гоута (р и с .4 .5 ) .  Узловые перемещения шпангоута согласно
(4 .2 6 ) совпадают с узловыми перемещениями конструкции в общей сис
теме координат. На р и с .4 .5  показано соединение конечного элемента 
оболочки со шпангоутом в узле I  .

Р и с .4 .5 .  Соединение шпангоута с  элементом оболочки



Поперечное сечение шпангоута считается недеформируешм, так 
что угол поворота этого сечения равен угл у  поворота нормали обо
лочки в  узле 1> . Обозначим через (X- и è  размеры, характери
зующие расстояние у зл а  ь  конечного элемента оболочки от центра 
тяжести сечения шпангоута

а = Х - - 2 * ,  (4 .3 3 )

Осевое И  ̂х  и радиальное U h  перемещения у зл а  L элемента 
оболочки связаны с перемещениями центра тяжести сечения шпангоута 
соотношениями

^  i-x  = ^ » U î z  =* -  C L ^
Спроектировав эти перемещения на касательное и нормальное к 

меридиану направления, будем иметь

U i  = - U i X 4 i n , 9 i +  U - ц  COiQi  =

= -  V i x  M * i  0î, + 6 ^  ■ ш ь  Q i  + V i % cos 0¿ - c m  Q ï  ,
W^= ULx  «>5 0 ; ,+  U i i  û n , Q i  =

=■ y  их, «>5 6 i, -  6 ct>5 0 i-*- ¿ ¿ л б ; , .

Добавив свда  тождество tJî »  ^  , представим эти результаты 
в  таком виде:

Матрица [  А ¡, ]  оказы вается при этом равной

' - m x i B i  c o t Q i  -Cet w i Q i - è M n Q i  
. WW 0;,  H t v 9 i  - C C L * i n , & i  + ê c o s  0 £

0  0  f 
При отсутствии шпангоута в указанном узле следует в (4 .3 5 ) 

считать CL *  6 «  0 .
Боли ввеоти для конечного элемента оболочки матрида

(4 .3 4 )

(4 .3 5 )

[ V l - L V - ,  V j . ] T В С V е J = Е V;. V:  1

то  мокно записать

[ V ] - [ A H V e ] , (4 .3 6 )

где



о

о

Я ;
Типовой блок С р к ]  матрицы эквивалентных узловых сил в 

общей системе координат состоит из трех сил, действующих в  направ
лении Vк х  » ^ к г  и Л Эту матрицу можно выразить т а к :

с р к ] [ Л к Г с Р к ] (4 .3 7 )

Типовой блок матрицы ж есткости  конечного алемента оболочки
(4 .1 7 ) при переходе к общей системе координат преобразуется сле
дующим образом:

[ К ‘ , ] - [ * К ] Т [ К К, ] [ А * ]  <4 -38>
Если помимо рассмотренных выше поверхностных н агрузок ,

р п к оболочке пршюкены также силы и моменты, равномерно распре
деленные по узловым 01фужностям, то из них следует дополнительно 
сформировать матрицу [  Р„ ]  :

ГОV КХ

% к ъ
т к

(4 .3 9 )

При действии на оболочку температурного поля в  у з л а х , где  
имеются шпангоуты, необходимо добавить радиальную н агр узку

~ 2
обусловленную температурной деформацией самого шпангоута.

Формирование общих матриц жесткости конструкции С К ]  и 
нагрузок С Р 2 осуществляется обычным образом путем суммирования 
по всем конечным элементам (вклю чая шпангоуты) компонентов, соот
ветствующих перемещениям с <уштякпннми индексами.

4 .4 . Реализация и сходимость расчетов

С использованием вышеописанных конечных элементов н а  кафедре 
прочности летательных аппаратов КуАИ разработана программа р асч ета  
на ЭВМ подлепленных шпангоутами оболочек вращения при осесиммет
ричном нагружении /8/. Программа написана на алгоритмической языке 
ФОРТРАН-4, реализована на машинах ЕС-ЭШ, СМ̂ -4 и БЭСМ-6 и ориенти-



рована на использование только оперативной памяти ЭВМ, что обеспе
чивает высокое ее быстродействие. Для С01фащения объема исходной 
информации в программе предусмотрено автоматическое разбиение обо
лочки на конечные элементы. По любил узловым окружностям могут 
быть приложены силы и моменты, образующие матрицу ( 4 . 3 9 ) ,  и нало
жены. кинематические связи  на узловые перемещения ( 4 . 2 6 ) ,  заключаю
щиеся в  требовании р авен ства их нулю. Кроме того , на оболочку может 
дей ствовать нормальное давление рп либо температурное поле Т . 
Для каждого из конечных элементов на печать выдаются значения узло
вых перемещений и значения мембранных и изгибных напряжений в 
средине элемента, т . е .  при £ = 0 .

Рассмотрим результаты расчетов ряда простейших задач , которые 
позволят нам оценить сходимость решения по методу конечных элемен
тов к точному. В качестве первого примера возьмем кольцевую плас- • 
тину, свободно опертую по внешнему контуру и нагруженную до внут
реннему контуру поперечной нагрузкой (р и с .4 .6 ) .  При вычислениях

были приняты следующие значе-
_______ ^  ния параметров: 1 0 = 50 мм ,

'1 * / 'г 0 = 5 , ¡1 = 3 мм, £ =
= 2-Ю5 МПа, р  = I и/т .

Расчеты проводились для 
четырех вариантов равномерно
го  разбиения пластины на

Р и о .4 .6 .  Кольцевая пластина конечные элементы (т а й л .4 .1 )
и сравнивались с  точным ана
литическим решением /9/ . На 

р и с .4 .7  и 4 .8  сплошными линиями показано точное решение задачи, а 
точками -  результаты по методу конечных элементов для четырех раз
личных вариантов разбиения пластины. В таблице 4 .1  приведены погреш
ности вычисления максимальных прогибов пластины и изгибащ их напря
жений 6 ^  . При разбиении пластины на 16 конечных элементов погреш
ность вычисления наибольших напряжений составляет около 0 ,5  '%. Пог
решность вычисления напряжений ( д 1 несколько выше, как это видно из 
р и с .4 . 7 ,  но сами эти напряжения значительно меньше, чем 6 2и

В качестве второго примера рассмотрим оболочку в виде полу
сферы, нагруженную силой Р  через жесткий центр в вершине 
(р и с .4 .9 ) .

При вычислениях приняты следующие значения параметров: I? =
= 100 см , к  = 0 ,2  см , Е = 2-Ю 5 Ш а, Р = I  кН, о (  = Ю°.



Рис.4 .7 .  Распределение напряжений в кольцевой пластине
1.1 точное решение; X -  2 конечных элемента;
0 - 4  конечных элемента; Д -  8 конечных элементов; 
о - 1 6  конечных элементов

Таблица 4 .1
Погрешности расчета кольцевой пластины

варианта
Количество
конечных
элементов

Количество
степеней
свобода

Погрешность
вычисления
* т а х . г

Погрешность вычис
ления напряжений

<о1 ' *

I 2 8 8,6 27 ,68
2 4 14 2 ,19 14 ,9
3 8 26 0 ,32 5 ,6
4 16 50 . 0 ,0 2 0 ,5

Расчеты проводились дл я  трех вариантов сетки  разбиения оболоч
ки на конечные элементы, характеристика которых приведена в табли
це 4 .2 .

На рис.4 .10и  4 .И сплошными линиями показано распределение 
изгибающих и мембранных напряжений в сферической оболочке, соответ
ствующее точному решению. Точками на графиках обозначены результаты



Характеристики сетки разбиения

№ Общее Количество конечных элементов на участках
варианта к . э . 10° + 15° 15° + 30° 30° + 90°

I 8 2 2 4
2 16 5 5 6
3 ' 32 10 10 12

50 100 150 200 г ,м м
Р и с .4 . 6 .  Распределение прогиба в кольцевой пластине

точное решение; х -  2 конечных элемента; 
0 - 4  конечных элемента; Д -  8 конечных 
элементов; о  -  16 конечных элементов



Рис.4 ,9 .  Сферическая 
оболочка

расчетов д а я  указанных выше сеток 
разбиения. Для рассматриваемой зада
чи погрешность вычисления смещения 
жесткого центра составила 1 ,7  % ,
0 ,28  % и 0 ,0 7  % дл я  трех вариантов 
соответственно (р и с .4 .1 2 ) .

Приведенные числовые результаты 
показывают высокую эффективность 
рассмотренных конечных элементов , 
обеспечивающих хорошую сходимость 
численного р асч ета  к  точному.

Рис.410. Распределение изгибных напряжений в сферической-
оболочке:

— точное решение; 0 - 8  конечных элементов; 
А -  16 конечных элементов; о -  32 конечных 

элемента



Р и с.4 . I I .  Распределение мембранных напряжений в сферической 
оболочке: ■ —— точное решение; в -  32 
конечных элемента; Д -  16 конечных элементов; 

ф -  8 конечных элементов
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