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В кннге рассмотрен широкий круг задач по расчету оболо­
чек вращения и элементов тонкостенных конструкций на проч­
ность, жесткость и устойчивость при различных видах сило­
вого воздействия Многие из этих задач возниклн за послед­
ние годы в связи с развитием новой техники. К числу таких 
задач относятся, например, расчеты всевозможных торовых 
оболочек, нагруженных внутренним давлением, сферических 
оболочек, нагруженных локальными нагрузками, и. т. д.

Задачи устойчивости оболочек в книге даются в новой 
постановке, в основе которой лежит тот факт, что на контуре 
ямок и выпучин, образующихся в результате потери устойчи­
вости, имеют место естественные граничные условия. Эти усло­
вия на контуре полуволн определяются условиями нагружения 
и предполагаемой формой потери устойчивости.

Новый подход к этим задачам уточняет и расширяет пред­
ставление об устойчивости оболочек и дает возможность ре­
шать практически важные задачи.

Книга рассчитана на научных работников и инженеров 
авиационной и других отраслей промышленности и может быть 
полезна студентам вузов.

Табл. 14. Иллюстр. 233. Библ. 30 назв.

Рецензент д-р техн. наук, проф. С. Н. Кан 

Редактор канд. техн. наук А. И. Свердлов



П Р Е Д И С Л О В И Е

В настоящее время в распоряжении инженера-расчетчнка 
имеется ряд фундаментальных трудов по теории пластин, тон­
ких упругих оболочек и тонкостенных пространственных систем, 
авторами которых являются известные советские ученые 
( В .  3. Власов, В. В. Новожилов, И. Ф. Образцов, С. Н. Кан, 
В . И. Феодосьев, А. С. Вольмир и др.).

В  этих трудах изложены не только общие принципы и методы 
расчета пластин, оболочек и тонкостенных конструкций, но и 
приведены решения многих практически важных задач, с кото­
рыми сталкивается инженер в процессе проектирования и рас­
чета летательного аппарата.

Настоящая книга содержит решения многочисленных новых 
задач, возникших за последние годы в связи с развитием кон­
струкций летательных аппаратов. Для некоторых из них, 
в основном задач по прочности и устойчивости оболочек враще­
ния, найти рациональные решения в рамках существующей тео­
рии оболочек весьма затруднительно. Д ля получения эффектив­
ного инженерного решения необходимо использовать некоторые 
дополнительные упрощения, вытекающие из анализа действи­
тельной работы конструкции. Конечно, введение таких упроще­
ний делает решение сложной задачи менее строгим, но зато дает 
возможность использовать его непосредственно в процессе про­
ектирования. А это именно та основная цель, которую преследо­
вал автор. Приведенные в книге решения некоторых наиболее 
сложных задач получены без оценок точности величин компонен­
тов напряженного и деформированного состояния конструкций.

Вопросы теории в книге затрагиваются лишь в том ограни­
ченном объеме, в каком они необходимы для пояснения решений 
тех или иных задач.

Для получения численных результатов в книге широко 
используется энергетический метод, эффективность которого 
показана на многочисленных примерах.

Книга состоит из трех разделов. В небольшом разделе «Проч-' 
ность и устойчивость стержней и пластин» читатель знакомится 
с наиболее распространенными прикладными методами решения 
типичных задач строительной механики, которые иллюстри-
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руются примерами расчета стержней и пластин. В дальнейшем 
эти методы используются в остальных разделах книги при реше­
нии задач прочности и устойчивости оболочек. Кроме того, в этом 
разделе приведены некоторые новые результаты по расчету круг­
лых и квадратных мембран.

Раздел «Прочность оболочек* посвящен расчетам на проч­
ность и жесткость гладких и подкрепленных оболочек вращения 
при различных видах силовых воздействий. В этом же разделе 
лриведены решения некоторых задач расчета на прочность тон­
костенных пространственных систем.

Последний раздел посвящен вопросам устойчивости оболочек. 
При рассмотрении этих вопросов автор основывался на своей 
трактовке проблемы устойчивости оболочек. Некоторым читате­
лям, привыкшим к традиционным методам исследования задач 
устойчивости, эта трактовка может показаться спорной. Однако 
многочисленные экспериментальные результаты, полученные 
в последнее время при испытании моделей цилиндрических обо­
лочек отечественными и зарубежными исследователями, удов­
летворительно согласуются с результатами расчетов, полученны­
ми на основании теоретических предпосылок автора.

Автор с благодарностью примет все замечания читателей, на­
правленные на улучшение книги. Направлять их следует в адрес 
издательства (Москва, К-51, Петровка, 24).

Автор выражает благодарность А. Н. Елпатьевскому и 
А. И. Свердлову за ценные замечания, сделанные ими при про­
смотре и редактировании рукописи.



Р а з д е л  I

ПРОЧНОСТЬ И УСТОЙЧИВОСТЬ СТЕРЖНЕЙ И ПЛАСТИН

Г л а в а  I

ПРОЧНОСТЬ П РЯ М О У ГО Л ЬН Ы Х  ПЛАСТИН И М ЕМБРАН

§ I. ОСН О ВН Ы Е СВЕД ЕН И Я ИЗ ТЕОРИИ 
П РЯМ О УГО Л ЬН Ы Х ПЛАСТИН М АЛОГО ПРОГИБА

Под пластинами малого прогиба понимают такие пластины, 
прогибы которых, отсчитываемые от срединной плоскости малы 
по сравнению с толщиной пластины. В таких пластинах мембран­
ными напряжениями в срединной поверхности2 можно прене­
бречь в сравнении с напряжениями изгиба.

В основе.исследования этих пластин в пределах упругих 
деформаций лежит следующее дифференциальное уравнение:

D ,»m_ + 2 _ * Е _  +  * * \  (1. 1}
U -*4 г  дх? ду! д у * }  4 1 ’

где w  — искомый прогиб в любой точке пластины;
<7 — интенсивность внешней нагрузки;

г»
=  р7>— 2) _  цили,,лРическая жесткость пластины;

8 — толщина пластины;
1* — коэффициент Пуассона.

Изгибающие и крутящие моменты определяются по фор­
мулам 3

A/x = - D & - f t > — V  М в = - 0 ( * * + ^ \ ,
х \д*  д у * )  " \ду* д я 9 )

M xy = - (1 - V )D -

1 Плоскость, разделяющая толщину пластины пополам, называется сре­
динной.

2 Срединная плоскость после изгиба пластины называется срединной по­
верхностью.

* В  этих формулах прогиб считается положительным, если он направлен 
в сторону вогнутости срединной поверхности пластины.



Наибольшие значения нормальных напряжении имеют место 
у поверхности пластины и равны

_  fi-M, ___. =
z x  max —  ’ аУ max ~  .  xV max - I -  - 2 •

При решении уравнения (1 . 1)  необходимо задать четыре гра­
ничных условия в направлении каждой оси координат. Эти усло­
вия могут быть следующими.

I. Край свободно оперт (рис. 1).

Рис. I . Р»с. 2.

В этом случае на краю пластины должны быть равны нулю 
прогиб w  и изгибающий момент Мх (или М „):

w  =  0, М х = 0  (или Afj, =  0).

2. Край жестко заделан (рис. 2 ) .
В этом случае должны быть равны нулю прогиб и угол 

поворота:
dw  „  /  dw . Л

w  =  Q, ----- —0 или — =  0 ).
дх  \ ду )

3. Край свободен (рис. 3 ) .
В этом случае на краю должны обращаться в нуль изгибаю­

щий момент и перерезывающие усилия:

М х =  О (или М и — 0),

1 / , = 0  (или 1/„ =  0).

Перерезывающие усилия через прогиб выражаются следую­
щими формулами:

V х=  — D  Г—— -|- (2 — ц) J^HL.1
х  L ^ 3 дхду*\

V t = - D \ * L  +  { 2 - i » ) ^ - l .  
у [ дуЗ у дудх*  |

4. Край упруго оперт на балку с жесткостью на изгиб E J  
и жесткостью на кручение С. В этом случае граничные условия 
на краю х — а  будут (рис. 4 ) :

E J  -  ( V X - 0  -  -  D  f —  +  (2 -  a) J * L ]  .
\ ду4 >х- a  L дх3 dxdy l  J



Второе условие будет состоять в равенстве изгибающего мо­
мента пластины и крутящего момента балки:

= ( /И)  .

Рис. 3.

Аналогично, если кран х =  0 упруго оперт,

c(£ L - w ~ ~ d(£+-$L-
§ 2 М ЕТОДЫ  РЕШ ЕНИЯ УРАВНЕНИИ ИЗГИБА ПЛАСТИН

Метод двойных тригонометрических рядов

Этот метод особенно удобен для свободно опертых по кон 
гуру пластин. Искомый прогиб пластины разыскивается в норме 
двойного тригонометрического ряда, каждый член которого 
удовлетворяет граничным условиям 
задачи и снабжен неопределенным 
коэффициентом.

В аналогичный ряд расклады­
вается и действующая на пластину 
нагрузка, причем в практически 
встречающихся случаях никаких 
ограничений на характер нагрузки 
не накладывается, т. е. она может 
быть как распределенной, так и 
п виде сосредоточенных сил.

После подстановки принятого выражения для прогиба w и 
представленного двойным рядом действующей на пластину на­
грузки в уравнение ( 1 . 1) можно определить все коэффициенты 
в w.

Например, для свободно опертой по всему контуру пластины

Рис. 5.
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со сторонами а  и Ь, находящейся под действием равномерной 
нагрузки q  (рис. 5 ) ,  примем

w
т - 1  п- 1

Составим от этого выражения необходимые производные и 
подставим их в уравнение ( 1 . 1 ) .  Тогда

°Ё Ё Ч (т К т )7$1п~*,п?= ?- <1- 2 )т —  1  л — 1

Теперь разложим в ряд по синусам правую часть этого урав­
нения

m — 1  я — 1

Для определения коэффициентов В тп умножим правую и
. т 'юс  . п’пц , ,

левую части последнего выражения на sin -------sin —f - d x a y  и
а b

проинтегрируем по всей площади пластины. Учитывая при этом 
ортогональность тригонометрических функций на интервале ин­
тегрирования

и
\ . тих\ s in -----

J  а

a
тпх , т 'ях  . , 
------ s in ----------- а х =

T при т = т '
а  а

0 при т  ф  т'

b

плу S \ nn'ny d y -  
b b *

2 при п — п'

0 при п ф п ' ,

получим

Тогда

В т = - ^ > -  
я !ип

т-1 я — 1

Если бы нагрузка была приложена на ограниченном участке 
поверхности пластины, то интегрирование в левой части разло­
жения q  необходимо было бы производить только в пределах 
этого участка, так как вне его всюду q =  0.



Из уравнения (1 .2 )  получим выражение для коэффициен­
тов Атп-

1в<7_____________
Г/ тп N* Inn  VМт" [(т) + (т)

Тогда выражение для прогиба примет вид

w
_1 б ?

во во

II
/пдл: ля// 

s in ---- s in ----

/ /  Г//яя\2 /лл \212

т —  1 л  — 1 Кт)Чт)Т
Подставляя соответствующие производные от прогиба в вы­

ражения для моментов, можно определить напряжения а х и а ь 
в любой точке пластины. При этом полученные ряды будут схо­
диться медленнее, чем ряд исходный. Например, ряды для на­
пряжений в точке приложения сосредоточенной силы будут даже 
расходящимися.

Суммирование двойных рядов производят для заданного зна­
чения x =  a lt y  =  b\ следующим образом:

ш *° тпа, ппЬ, -  ”  . - * ■-
Ж  %  sin-----  s in ----  Ж  ЖЖ m ________ а_______ b ж %

m — 1 л- 1

=  ̂ 11+ ^ 1* + ^ 1 3  "Г- • • + ^ 21+^22  +  • • • + ^ 3 1  + ^ 3 2  +  ^33 4" • • •

Метод Бубнова— Галеркина

Для решения уравнения (1 . 1 )  методом Бубнова— Галеркина 
задаются подходящим выражением для прогиба в форме ряда 
функций с неопределенными коэффициентами

w ^ A t f t i x ,  1/ ) + А гъ ( х ,  у) +  . . (1 .3 )

где ф!(jc, у ) ,  ф2(д:, у ) , . . .  —  линейно-независимые функции, удов­
летворяющие всем граничным условиям задачи и более или ме­
нее правильно отображающие форму деформированной поверх­
ности пластины.

Неопределенные коэффициенты A t, Л2, . . .  определяются из 
уравнения

Ш°(%+2̂ +% Н ^ = 0 <‘-4)s
/ =  1 , 2 , . . .



Интегрирование в уравнении ( 1 . 4)  производится по всей пло­
щади пластины. При этом получается столько уравнений, 
сколько неопределенных коэффициентов Л,. Результат решения 
задачи будет тем точнее, чем больше членов в выражении ( 1 . 3 ) .

Пример. Рассмотрим изгиб жестко заделанной прямоугольной пластины 
постоянной нагрузкой q (рис. 6).

Граничным условиям задачи можно удовлетворить, еслн для прогиба ш
принять выражение

где
w -  ^ 1*1 +  Л2?2 +  . . . .

?1  =  (дг2 -  д 2)2  (у1 _  /,2)2. 

«2 =  (_с2 —  д 2)2 (у2 — / ,2)3

Ограничиваясь первым прибли­
жением, примем

w — Ax(jfl — а *)2 (*2 _ * 2)2

Составим от этого выражения соответствующие производные к подста­
вим нх в уравнение Бубнова— Галеркина (1 .4 ) :

а  Ь
\ {8D.4, (3 (Jf2 -  а2)2 +  4 (Здг2 — л2) (За2 _  /,2) +  з (̂ 2 _  />2)2] _  д } Х

—а —Ь
X  (*2 — а2)2 (^2 _  /,2)2 d x  dy --  0 .

После интегрирования получим следующее выражение для Ax\

__________ ТЯ__________

1 2 8 0 ^ <  +  —  a W  +  b*j

Тогда для прогиба w будем иметь

7q (зА — д2)2 ( j,2 — /,2)2
а, = --------------------------------- .

128о(а* +  —  аП* +  н )

В рассмотренной задаче функция w  должна была удовлетво­
рять только геометрическим граничным условиям. Поэтому ее 
легко было подобрать В случае смешанных условий на границе 
такую функцию подобрать трудно, поэтому целесообразно поль­
зоваться обобщенным уравнением метода Бубнова— Галеркина 
в следующем виде:

^Dv2V2®  — g )b w  d x d y -\ -
S

+  f  [ VV> ( - ^ - ) ]  d x + j  ( V J t o )  d y + \  (Vy;w) d x  =  0,

10



где одинарные интегралы берутся вдоль границы области. При 
пользовании этим уравнением необходимо удовлетворять всем 
геометрическим и необязательно всем силовым граничным усло­
виям задачи, так как приведенное уравнение выражает собою 
равенство нулю первой вариации полной энергии, а на основа­
нии начала возможных перемещений этого вполне достаточно 
для равновесия любой механической системы. Об этом более 
подробно см. § 3.

I
Метод Канторовича— Власова

Этот метод более точный, чем метод Бубнова— Галеркина, и 
. состоит он в следующем. Чтобы избежать интегрирования урав
I нений в частных производных, решение разыскивают в форме 

/ произведения двух функции

w =  X (x )Y (y ) ,

когда одна из них подбирается заранее так, чтобы были удовле­
творены граничные условия задачи. При этом для определения 
второй функции подставляют принятое выражение для w  в урав­
нение (1. 1). Умножают его на выбранную функцию и ннтегри 
руют в пределах изменения данной функции. Например, при вы­
бранной функции Y(у) указанное уравнение примет следующий 
вид, аналогичный по форме уравнениям метода Бубнова— Галер­
кина:

f  [D [ X ' v (* )  V (у) +  2 Х и (х) К "  (у) f  *  (х) KIV (</)] -  q\Y (у) d y = 0.

(1-5)9
Отсюда после интегрирования получим обыкновенное диффе­

ренциальное уравнение для функции Х (х ) .
Принятое выражение для искомой функции w  можно подста­

вить и в функционал полной потенциальной энергии данной з а ­
дачи. После интегрирования этого функционала по переменной 
выбранной функции и применения к нему после этого известных 
правил вариационного исчисления можно получить уравнение 
для определения неизвестной функции X (х).

Пример. Пусть имеется пластина, нагруженная равномерно распреде­
ленным давлением с жестко защемленными двумя противоположными сторо­
нами. а две другие стороны как угодно заделаны.

Возьмем для решения этой задачи первое приближение, использованное 
нами при иллюстрации метода Бубнова— Галеркина. В методе Канторовича— 
Власова выражение для прогиба можно взять в виде двух форм:

W =  W (X) (** — *2)2
или

W = (дг5 — д2)2 \Г((/).

Примем первое из этих выражений, которое удовлетворяет условию 
жесткой заделки по концам у ~ ± Ь .

11



Составим необходимые производные от этого выражения и подставим их 
в уравнение (1 .5 ) :

ь
j  {£) [у1 — * 2)2 w vw(x)  +  8 (3«,2 — * i)  W n ( jt)  +  2 4 Г  (jc)J - q } (t/*— 62) dy  =  0 .  
—b

После интегрирования этого уравнения в указанных пределах получим

------ 32
VT1 v(jf) -  (дг) +  в г  (JC)

63 '  63 '  ' 3 0

Это уравнение уже решается точно.
В теории дифференциальных уравнений доказывается, что общий инте­

грал неоднородного уравнения состоит из частного решения, соответствующего 
правой части Я7о, и общего интеграла W однородного уравнения. В нашем 
случае это будет

16М 32*» „
—  i r IV( j r ) - - ^ w , l l <*) +  8ir  (*) =  о,

т. е.
w  =  w 0 + W.

Если q =  const, то 1Г0 = Л  и 

Тогда

W =  ^  +  А ^ ' х+  А2ех‘х+  Аяек>х+  ААе у*х ,

где Xi — корни характеристического уравнения

16*4 32*2 
-------- Х4— --------- Х2 +  8 =  0 .

63 63 •

Произвольные постоянные интегрирования будут определены из гранич­
ных условий на концах х = ± а .

Таким образом, находим окончательное выражение для прогиба и>:

v  =  ( ^ + А\еХ'Х+  V * X+  Азвх,х+  А ^ х ) (v>- * * ) * •

Метод конечных разностей

Метод конечных разностей основан на замене исходного дифференциаль­
ного уравнения уравнением в конечных разностях. Д ля этой цели необходимо 
перейти от дифференциальных операций в исходном уравнении к операциям 
в конечных разностях. Д ля вывода этих соотношений будем в основном ис­
ходить из возможности разложения искомой функции в ряд Тейлора.

Если известно значение некоторой функции в точке х, то значение этой 
функции в точке (х + й ) будет

/ ( *  +  * ) = / ( * )  +  j j f  W + - 5 7 / * W +  —

12



Пусть нам известно значение функции / в точке к (рис. 7) на прямой Ох, 
Значение функции в точке / будет

,  A3 , л з ,  " з  •
/i *=/*+ Y f  /* +  з7

Из этого разложения можно получить выражение для первой производ­
ной в точке к:

f ' f-  , Аз f  , Аз л\  )
/ л =  А3 \ 21  31 41* ( 1 .6)

Л/

А

Рис. 7.

Первый член в правой части этого выражения представляет собой тангенс 
угла наклона хорды АВ к оси х (рис. 8).

Аналогично можно получить значение функции f  в точке I, для чего в ряд 
Тейлора необходимо поставить (— Л»). В этом случае для производной функ­
ции I в точке к получим выражение

| f k ~ f l  / A j • ^5 • |v \f k — ft  
Л2

В этом разложении первый член правой части представляет собой тангенс 
угла наклона хорды СА к оси х.

Таким образом, для производ­
ной в точке к получим два выра­
ж ения— (1 .6 ) и (1 .7 ) .

Отбрасывая в этих выраже­
ниях члены, заключенные в скоб­
ки, получим приближенные выра­
жения для производной от функ­
ции f в точке k справа и слева:

/ »-/ *
+  О (А),

/ * + ^ ~  +  0  (Л)- Л2

Рис. 8.
Точность этих формул будет 

оцениваться первым наиболее 
крупным отброшенным членом.

Более точное выражение для первой производной в точке к будет равнь 
среднеарифметическому выражений (1 .6 )  и (1 .7 ) :

/ . -да+ V K <'*в>
Отбрасывая в этом выражении члены во второй скобке справа, получим 

приближенное выражение усредненной первой производной в точке к:

>--т (V*+V ')+0'4- (1.9)

13



Точность этой формулы будет порядка Л. Если положить, что Л| — Л2—Аэ — 
= ht = h, то для первой производной получим выражение

/ * = ^ = р  +  о<Л2>-

Точность этой формулы будет выше. Наиболее крупный из отброшенных 
членов здесь имеет порядок Л2.

Для получения выражения второй производной в точке к исключим из 
разложений ( 1 . 6) и (1 .7 )  /Л:

Л2+  A3
2  ( f , - f K А - / Л  _ 2 [ _ *

\ Л.ч й2 / Н М

3 “ *2

(A3 +  Ао)

А* + hi
* 4! (A3 +  Л2)

Отбрасывая здесь члены, заключенные в квадратные скобки, получим 
приближенное выражение для второй производной в точке к с точностью 
порядка Л:

/*=
2 /»-/<

А2+  *3 \ А3 А
(Л).

Если А| =  А2 =  Аз =  А,| =  А, то получим более точное выражение для 
второй производной

Таким образом, мы получили выражения для первой и второй производ­
ных функции I в точке к через значения этой функции в прилегающих точках 
справа и слева.

Используем эти формулы для получения производных более высокого 
порядка в точке к:

2  t f l - f *  f k ~ f i \
■+■ яз v A3 Л2

Л3 +  А2— 2

1>тЛ>'-У тЛ̂ Х1 
/* +

lh
h\ —hi

3! (Л3 Л2)
2

(Л2 +  А3) A3 

(.2

(-)\dx),

4 I (A3 +  Л2) 

2

/iV +

f

• 2 —  

d x

(Л2 +  A3) A2

A;‘ + A j

31(A 3 + Ao) /* +  4 !(A j  +  A2)

\dx 11 A2A3 \dx  /,

Ait Aj
/iV+ -

Применяя к первым производным в точках /, i и к разностную операцию 
по формуле (1 .9 ) ,  получим с точностью до Л выражение для третьей произ­
водной

/* -Л

f//

1 / 1  1 \ 1 f-i-  - Y 1Aj+Аз л2л3 Ua А3 /1

1 f 1 1 1 1 ' 1
Ло (Ло "Ь з̂) уAj А2, 1 +

14



+/I
Г 1 , 1 1

A3 (A2 4- Ад) U 3 Л4 J м  .; |

’ + '
Л|Л2 (Л2 4" Л3) А3А4 (Л2 ■+■ Л3)

О (А ).

Аналогично можно получить и выражения для производных по перемен­
ной I/, заменив в полученных формулах / на п, i на т, s на и, t на v и рас­
стояния А с соответствующим подстрочным номером на расстояния ft (рис. 9 ) :

Л/

т

и

Рис. 9.

/* =  -7Г {fjLT ^  4 f±i r )  +  0  (к)'2 \ b3 b2 /
( 1. 10)

/*

f\

f П ---fn
2b

+ 0(A2),

{ fjn z la  _ £ z / a )  +  о  (*),
2̂+  3̂ '  *3 2̂ /

Покажем, как можно получить смешанные производные в точке А. 
Например,

(  # f  \ _ d  ! d f\  d  Г 1 ,/ l - A  , /»— /Л  ,
1------- 1 --------f c r J H T l  * ,  + * ,  ) +

+

+

. \i)xdy )„ dy

h \ + h l

t (*2 —А.Ч ,■ 
2 ! 31 A  +

J . / - L  - U  Ш  * а  +  * з _  .  V
2 \ A2 h3 ) \dy )„ 2 dy  \ 21 *  3 !  * /
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Применяя к производным в точках /, i и k разностную операцию по фор­
муле ( 1 . 10) ,  получим

(  * f  \\ A , f J L  _ L 1
И

( ± - ± )  + Л ( ± _ ± . )
\ d x d y ) I . "  4  1v a 2  a 3 1 \  A2  A3 /  4A 3 \  A2 A3 /

+  ______ 'Л— . М
4* з  V  Л 2  Л 3 /  4 А2 \ А 2  А 3 /  4А 2»2 4АоАа 4А

ip
4А 2 А3 4Л 3 А3  4А 3 А2

Точность этой формулы может быть порядка О(А) или 0 ( 6 )  в зависимости 
от того, в каком порядке брались производные.

Аналогично можно получить и любую другую производную. Все необхо­
димые в дальнейшем производные выписаны ниже:

Ш.=т(-£+£ Ьт< Ч )-
(а  4

( Щ  _  _ 2 _ / ' / 1 = £ _ 4 = й у
\ d x * Jk А2 +  А з\  Ад А2 /

 ̂ 2 1/̂я—fit fit—/ч»\
Л  *2+ A 3 1I A3 A2 /

V А а  h j \ b 2 b3 ) ^ h 2 \ b 2 A ,  /  h3 \  A2  6 3 /•

f e " ) * ~  [ h -+ ('~hf ~  * 1 )  ~  ( 'лГ ~  ~hl)  ] Л  +

j Â3(A2 +  A3) ( A3 A< )  AiA^j^ [ a 2(A2 +  A3) (  A, A2 }

Л'Л3
1 / / /  >

a 2 + a 3 Л 1 Л 2 А З А 4 У

1 \ 1 /  1

А з ( А 2 +  Ая )  ̂ A3 6 4 )  * 2 * 3  [  A2 (A 2 A3 ) ( i j  A2  )

*2*3
\ f m - 1 / / « / г  \

A2 4 -  A3 \ A |  A2 А 3 А 4 /

(  * /  1
t - l

Г _ L / _ L _ _ L Y
H

[ 1 if —  - Ц 1
L V s  v A2 Ач ) [  *2 ( * J  +  * 3) Л2 Л3 /  1

fm +

lfi



\ 1 1( 1 M l / , +  |Г ' 1
\fp + \

1
1 63 (62 •■(- 63) 1V *2 *3  / J 1*2*3 (*2 + *з) 1 [*2*3 (*2 +  *з )  1

f  г 4-

[ * 262*3 ] [ * 362*3 ] [ * 263(62+ 63)]"^ 1* 2*2 (*2 +  *з)]^0'

[djfldy  [ *2 *3  (  62 *3 )  | ^ ‘ [  *2 (*2 +  * з )  (  62 63 ) ]

[ * з (*2 + *з) V 62 63) ] ^  [*2 *3  ( * 2+ * з ) ] ^

[*3*3 (*2+ *з)]^Г [*2* 2*s]^m [*3*2* 3]

[*2*3 (*2+ *з) 1 [*2*2 (*2+ *3)1

т (А̂+Аз) ̂ +*з) (-£&)> - +i) (~k+i)'*~

( * ♦ i :

\ 1 1 1 
г1 * 3  1  62 + i ) " Ч ( i + i ) -

(—  +
1 >\ х , _А_ , /? А_

\ *2 * 3 > г я * 262 * 2 6j)
+ —  +  

* 362 *363

I (Лг+Ач) L7* )r + ~k)+ ( i +*+*)]h ~
| * i + * 2 ( * i * 2  Л *  )  * 2 * 3  | I * з + * 4 ^ * з * 4  * 3  )  +  * 2 * 3  

[  * 1 * 2  ( * 1  +  * 2 )  \ ^ S  [  * 3 * 4  ( * 3  +  * 4 )  \ ^ ‘

* l + * » ( * ) * 2 +  * 2 )  * 2 * s ] " ^ m  [ * 3 + 6 4 ( 6 3 6 4 ^  6 * ) ^  6 2 6 |  j  “*■ 

[б|63(б1 +  62)] [б3б4 (63 +  64)] ̂

Полагая в этих выражениях * j  =  Л2 =  *3 =  *4 =  * ,  6, =  62 =  *з  ’ 
*= 64 =  6, получим

(1.11)
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<Ш ^,л+/'“гл|' 
(§■)/
P ' i  < / .-/ .  +  2/ / - З Д .\rfjc3 /д. 2Л3 

1
2*з (/t, —/а +  2/т — 2/я) ,(—ь

w w *

(^ )г^(6/*~4/,_4/'+/'+Л)’ 

/ j k _ \
\ длг ду /* 4А* Vo- /р +  /г —■/«)•

(ггЦ- isr w- +л-*.+/'-'*••
( - Й - ) ,
Чддг di/2 /* 2Л*2

1/ * £ 4  
\djfldyy,, hU 2

" (2/i — 2/| +  /р — /о +  f t  ~ fq )>

< 4 / *- V l - V t -  2/ „ - 2 /m f/ o  f/ „  f / r + / ,)  ■

( 1 . 11)

Заменяя в уравнении (1. 1) дифференциальные операции операциями 
в конечных разностях по формулам ( 1. 1 1 ), получим

6^ *  ( l  + - ^ -  5 +  - 4 ( 1  +  5) ( Г ,  +  1Г ,  +  ; Г л +  \Wm)

qh *
+  w , +  Ws +  =2(ITU +  1Р Г) +  2« <1Г 0 +  IF ,  +  1F ,  +  1Г„) =  -=2Р  ( 1 . 12)

где

8‘ (тГ
Перечисленные выше возможные типы граничных условий также следует 

представить через конечные разности.
1. Край свободно оперт:

Mx = - D  

2. Край жестко заделан:

1Г* =  0,

W ,+  W , - 2 W k Vrn +  Wm - 2 W k
-----------------------------  + ц -------------------------

Л2  ̂ *2
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3. Край свободен:

W ,+ W, -  2U7t Wn + Wm -  2W> 1
D -------------------------  t - u ----------------------------- -

Л- Л2 j
o.

r VC’, -  W, +  2W, — 2W, 
[  2A3

+ ^ T < 2 r < “  2Wl ~  r ° +  w p+  w ' ~  ffr«)] =  °-

При решении задач методом конечных разностей на- поверхность пластины 
наносят сетку со сторонами, параллельными осям координат. Точки пересече­
ния линий этой сетки нумеруют. Для каждой из этих узловых точек состав­
ляют затем уравнение (1 .1 2 ) . Таких уравнений будет столько, сколько номе­
ров на сетке. Чтобы уменьшить число этих номеров, там, где это возможно, 
используют условия симметрии задачи. Решив полученную систему уравнений, 
находят значение прогиба в каждой узловой точке нанесенной сетки. Исполь­
зуя найденные значения прогибов, можно определить в этих точках и изги­
бающие моменты. Точность решения задач этим методом будет тем выше, чем 
чаще нанесена сетка.

Одновременно с этим, конечно, растет и трудность решения большогс 
числа совместных уравнений. Можно значительно снизить эту трудоемкость, 
если воспользоваться экстраполяционными формулами, позволяющими по пер­
вым двум-трем приближениям получить уточненное следующее приближение, 
не решая самой задачи. Наиболее простыми в практическом отношении 
являются экстраполяционные формулы Ричардсона, которые основаны на сле­
дующих рассуждениях. При вычислении производных через усредненные раз­
ности в разложении ряда Тейлора мы ограничивались первыми двумя чле­
нами и допускали наибольшую погрешность порядка h2. Отброшенные члены 
имели вид

Следовательно, если мы решили какую-то задачу с помощью приближен­
ных конечно-разностных уравнений и нашли результат, равный А, то этот 
результат можно было бы уточнить, прибавив к нему отброшенную погреш­
ность е. Ввиду того что эта погрешность при такой постановке вопроса 
остается неизвестной, можно поступить следующим образом. Допустим, мы 
решили данную задачу при двух различных шагах сетки h, и Лг и получили 
значения искомой функции при данном значении х, соответственно равные А\ 
и А3. Тогда более точные значения искомой функции в точке ж будут

Ограничиваясь в правой части этих выражений наиболее крупными сла­
гаемыми, можно написать

Исключая отсюда fi(x ),  получим уточненное значение искомой функции, 
которую обозначим через /)ЭКстр (экстраполированное):

* — f\ ( * )  Л2 +  / 2 (■*) Л4 +  • • •

А — А] +  «j — А\ +  f\ (.V) h] +  / 2 (х) h\ -1- . . .  

А — у42 +  *2 =  -42 4- f\ (х)  A*, 4 -/ 2(-v) А|

А «  .4, +  / , ( * ) * ? .  A ^ A 2 + f x(x)h\.



Аналогично можно получить уточненное значение искомой функции по 
первым трем приближениям:

hih

( Л ? - Л * )  ( * ? - Л з )  ' '  ( л? — Аа) ( А2 - * з )

Г ‘з

ii.2hih.1 3
Л,-

+  ( * ? - * ! ) ( * ? - * ? )  3 
Полагая в этих формулах

а 2 —  а \ 

"1
а2~  а1 

Я ,

А3 = ^ - ,л3
где в|, в» — пределы изменения пере­

менной интегрирования дс; 
Д|, «г я3—  числа делений длины

(a*—ai).
получим следующие формулы Ричард­
сона:

„2
л 1

•я,.я, Л« ЛI

л....... .( < * - « ? ) « - » ! )  ^  W - " S )

( ” ’ - » ! )  ( " I - » ? ) '
При решении задач методом конечных разностей мы имеем возможность 

определять значения искомой функции в заранее намеченных точках нанесен­
ной сетки. Д ля определения значений этой функции в промежуточных точках 
воспользуемся формулами Лагранжа, которые выводятся следующим обра­
зом. Пусть мы нашли значения искомой функции в трех последовательно рас­
положенных точках k. I, i (рис. 10).

С достаточной точностью уравнение кривой, проходящей через три точки, 
можно заменить параболой второй степени

/(дг) =  д0 +  в ,^  +  А2дг2.

Коэффициенты этой параболы найдем из условий

лг =  0 / (0 )  = / л, дс =  А /  (А) =  //, 

х  ——  А / ( — А ) = / , .
Отсюда находим 

ао =  /*. a i A - L
2А ’

д2 = / < + / / - 2/»
2А2

Тогда получим следующую интерполяционную формулу Лагранжа по 
трем точкам:

. f l ~ f l х  I / ( * ) - / *  +  2A *  +  2A1
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Аналогичные формулы можно получить и для большего числа точек. По 
этим формулам можно определить значения искомой функции в любой про­
межуточной точке х по значениям этой функции в смежных точках.

Покажем применение метода конечных разностей к задаче об изгибе 
прямоугольной пластины равномерной нагрузкой при различных, но симмет­
рично расположенных граничных условиях (рис. 1 1 ) .

Первое приближение:
а  е

*  1 - Y *  * , =  Т ’

Ш т ) ’

Шарнирное опирание
II

1

+ W ,

№
Рис. 11.

Составим уравнение (1 .1 2 ) для точки 1:

fiW", ( l  +  у  £ +  6» ) — 4 (1 +  5) (0  +  0  +  0  +  0) +  1Г , +  +

gh J
4 - 52 ( _  w x -  IT i)  +  25 (0  +  0  +  0  4- 0 ) =  .

©тсюда получаем значение прогиба в точке /:

д а *
1 =  64 (2  +  25 4  5*) D '

Если пластина квадратная, 5 —1, то

да*
IP , =  0,0341

ЕЬ з

Второе приближение (рис. 12):



В этом случае в силу симметрии прогиба, относительно середины пла­
стины все узловые точки помечены одной н тон же цифрой /. Составим уран 
нение ( 1 . 12)" для любой из этих точек:

6Г, (l +-jj-5 + gj)_4(l + 5)(0 + 1Г1+0 + 51Г|) + Г ,+  0 +

qh\
+  52 ( -  W x +  0 ) +- 25 (0  +  W7, -г 0  +  0) =

\

+W,

-W,

я

- щ
Рис. 12.

-Щ
D

Отсюда получаем 

да*

SL
♦w,

-W ,

81 (3  +  25 -f  52) D 
При 5 = 1  будем иметь

Wi =  0 ,0 2 2 4  — .1 £83

Пользуясь интерполяционной фор­
мулой Лагранжа, найдем значение 
прогиба в точке т:

Г - Г . +  ( 1 Г | + 0 - - 2̂ )0- ^ ^ 1 . 1 2 5 Г ,

Для того чтобы определить значение прогиба в центре пластины в точ­
ке О, необходимо применить еще один раз интерполяцию по точкам т При 
очень высоком требовании к точности решения задачи такое двойное интер­
полирование может привести к ошибкам. В данном случае мы не ставим себе 
цель получить точное решение, а иллюстрируем метод, поэтому позволяем 
двойное интерполирование:

т..г.+ г-*™  +<r-+*-J->,-ag- ..«r.
или

1Г0 =  1 ,1 2 5 -1 ,1 2 5 IF , -  0 ,0 2 8 4
да*
£8J

Определим уточненное значение прогиба в центре пластины по полученным 
первым двум приближениям, пользуясь экстраполяцией:

Г . к с т р =  ( - 0 ,8 - 0 , 0 3 4 1  +  1 .8  0 . 0 2 8 4 ) ^ -  =  0 , 0 2 3 9 ^ - .
£ 8 3

Точное решение данной задачи дает для прогиба в центре пластины коэф­
фициент 0,0209. Таким образом, погрешность приближенного решения 
равна 14%.

§ 3 П РИМ ЕНЕНИЕ НАЧАЛА ВОЗМ ОЖ Н Ы Х ПЕРЕМ ЕЩ ЕН И Й  
К ИССЛЕДОВАНИЮ  ИЗГИБА ПЛАСТИН. М ЕТОД РИТЦА

Начало возможных перемещений является одним из основ­
ных принципов механики, который утверждает, что если теле 
находится в состоянии равновесия, то сумма работ всех сил, прн-
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ложенных к-этому телу, на любых дозволенных связями весьма 
малых (виртуальных) перемещениях равна нулю.

При рассмотрении деформируемых тел это начало применяют 
к полному выражению потенциальной энергии системы. Под по 
генциальной энергией системы понимают ту работу, которую 
совершают силы системы как внутренние, так и внешние при 
переводе системы из деформированного состояния в недефор- 
мированное.

Под внутренними силами системы понимают те силы, кото­
рые возникают между частицами тела при его деформировании. 
Это силы упругости.

Сумма этих работ численно равна потенциальной энергии 
системы:

Э = У + Т ,

где V —  энергия деформации или работа внутренних сил;
Т — работа или потенциал внешних сил.

Поскольку рассматриваемая система находится в равнове­
сии, то согласно началу возможных перемещений

8.9 =  81/ +  8Г =  0,

где Л указывает на возможное изменение координат точек тела 
от положения равновесия.

Этим уравнением пользуются при решении многих практи­
чески важных задач при расчете на прочность различных кон­
струкций.

Полная потенциальная энергия для пластин, выраженная 
через прогиб w, имеет вид

2 J J  I W  ) I fV  / W
s

+*о-а(£|)’Н»+г.
£ * 3 < где D — ---------------------жесткость пластины на изгиб.

1 2 ( 1  - ( 12)

Для решения конкретной задачи необходимо подобрать под­
ходящее выражение для w, удовлетворяющее заданным гранич­
ным условиям, с неопределенными параметрами,

да =  а,<р, (х , у ) -\ -а # 2(х ,  </) +  •••

и подставить его в 3 .  Неопределенные параметры a j опреде­
ляются из условия

8 3  =  ^ ? . 8a 1 + ^ . g a 2 - f . . .  =  0 , 
до| дй2
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которое является полным дифференциалом функции многих пе­
ременных. В данном случае, исходя из начала возможных пере­
мещений, этот дифференциал должен равняться нулю.

Так как вариации ЙЯ|, ба2, . . .  являются произвольными и не­
равными нулю, то для выполнения условия й9 =  0 необходимо 
положить

* 1  =  0  ^ - = 0V/, ----  V/, • .  .
0й\ 002

Каждое из этих уравнений представляет собой не что иное, 
как равенство нулю суммы работ при варьировании того или 
иного параметра.

Эти уравнения дают возможность определить все неизвест­
ные параметры, входящие в выражение прогиба.

Пример. Изгиб шарнирно опертой прямоугольной пластины равномерной 
нагрузкой (рис. 13). Подходящее выражение для прогиба, удовлетворяющее 
заданным граничным условиям, в данном случае можно взять в форме двой­
ного ряда по косинусам:

•• м
ппу

—  У ; У ; I A m n  COS ——  COS ----------
_  _  24

т - > 1,3,5. . .  л —1,3,5..

Подставляя принятое выражение для w в выражение для Э и интегрируя 
в пределах (— a, - fa )  и (—Ь, + 6) ,  получим

Dab ,  Г/тп \2 / л я  \212
— м Ы +Ы 1+  Т.

Работа нагрузки q будет 

а Ь
С С 16abq Атп тп пп

Т  —  , J  —
—а —Ь

Тогда

Dab
Э =

,5 |/тя\5 . (пп  У ф  16abq Атп . тп , пп[(&) +1 мjJ -~  W "Т*1пТ2
Неизвестные параметры Атп находим из уравнений

тп пп
sin —  sin  —

дЭ  Г / т я \ 2 / л я \ 2 ]2 \6abq 2 2

дАтп
откуда

\ lm n \ i / л я \ 2 ]2 \6abq 2 2
) + ( - ) ]  - ^ ----------------- --------------0 .

. т п  пп 
16? sin  —  sin  —

-Ч © ’+Нг)Т
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Тогда

all
m — 1 . 3 , 5 . . .  л - 1 , 3 , 5 . »

т я  пя  т ях пяу
sin  —  sin ~ c o s  ——  c o s ------

2 2 '2a 2b

кт л \2 /ля \212

Если бы на пластину действовала сосредоточенная сила Р в точке 
дс=аь у = 6| (рис. 14), то работа внешних сил была бы

у -Ь , £  Sт - 1 , 3 , 5 . . .  я - 1 , 3 , 5 . . .

mnat nnb 1 
Лт „ cos — —  C O S ---------

2а 26

Рис. 13.

Тогда для w получим выражение

Рис. 14.

Р
Dab II

т - 1,3. . .  л - 1,3,5 . . .

т я й ]  пяЬ, т ях пяи 
cos — —  cos - - - cos ——— cos — —

2 a  2b 2b 2b
Г / т Л \ 2  / Л Я \ 2 " ] 2

Полученные ряды сходятся достаточно быстро, и ‘два-три члена в разло­
жении дают хороший результат.

§ 4. ОСН О ВН Ы Е СВЕД ЕН И Я ИЗ ТЕОРИИ П РЯМ О УГО Л ЬН Ы Х 
ПЛАСТИН БО ЛЬШ О ГО  ПРОГИБА

Если прогиб пластины соизмерим с ее толщиной, то уже 
нельзя пренебрегать напряжениями в ее срединной поверхности, 
как это имело место при выводе уравнения (1. 1). Эти напряже* 
ния будут соизмеримы с напряжениями изгиба. Дифференциаль­
ное уравнение равновесия такой пластины имеет вид

/>(?=- + 2V& ri
д*и> .

1 д*9\
djfldy* ду* )

SHw

(1 .13)
В правой части этого уравнения наряду с поперечной нагруз­

кой q  появились вертикальные составляющие от усилий, дейст-
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вующих в срединном п о в е р х н о с т и . Для определения этих усилий 
необходимо иметь дополнительные уравнения, которые можно 
получить из условия равновесия элемента пластины в касатель­
ной плоскости.

Из условия равновесия сил по направлению осей х  и у 
(рис. 15) получим

dNx . дЫУх _ 0  дЫхУ . dNy Q 

дх  ду ' дх  ду

Из условия равенства нулю моментов всех сил относительно 
оси г  найдем,что

N xy^N yx-

d x

Тогда уравнения равновесия сил в касательной плоскости 
окончательно примут вид

д \ ’х  ■ d N xy __ q  d N ху . d N у ___^  , j

дх Т  ду дх  ' ду ' '

Таким образом, для определения четырех неизвестных функ­
ций (до, N x, N y, Nxv) мы имеем три совместных уравнения. Чет­
вертое, недостающее уравнение можно получить на основании 
следующих соображений.

Для двухосного напряженного состояния закон Гука записы­
вается в виде

(1. 15)
С другой стороны, для компонентов деформации е х, е и, е Х1/ 

можно получить выражения через компоненты перемещения и , 
унк? точек срединной поверхности пластины. Из рис. 16 видно, что 
точки .4, Я и С после деформации перешли в положения А ,, В, 
и С |. Стороны элемента dx, dy  изменили свою длину и стали
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равны (l+p.v)efo и (1 +  e v)d y . С осями координат дс, у, г  они 
образовали углы, косинусы которых соответственно равны /,, 
ГП\, П\ И /2, rtl2, П2.

Спроектируем замкнутые пространственные многоугольники 
О ааА \ В ф 'Ь В  и Оаа'А\С\С'сС  на оси дс, у, г. Поскольку эти мно­
гоугольники замкнуты, то проекции их сторон на эти оси будут 
равны нулю. Снабдим стороны этих многоугольников стрелками

по направлению обхода. Проекции сторон многоугольника 
О аа' А\В\Ь'ЬВ на оси х, у, z  будут

— dx-\- и4-(1 -\~tx) l]dx  — u — (y - d x  =  0,

z> + (1 + е,) mxdx — V — ^ - d x = 0 ,

w  - f ( l  -\-ex) riid x  — w — Y ~ d x  =  0.

Отсюда получаем 

(1 +  0 /, =  1 - ^ , - ( l  +  s , ) m , = £ ,  ( !  +  , , ) « , — £ .  .

Возведем правые и левые части этих равенств в квадрат и 
сложим. Тогда при /?+ т ?  +  п \ =  1 получим

2-.+'*-2£+(:тТ+вд£)’-
Пренебрегая величиной е2г по сравнению с ех, будем иметь



_ dv , 1 /
T ( “

Обычно для получения приближенных выражений для ком­
понентов деформации квадратами производных от функции и и v
пренебрегают в сравнении с • Тогда

•*-£+-H£f <1Л6>
Аналогично можно получить

мнршрнв £)’■
Для получения деформации ъХу, характеризующей изменение 

прямого угла между отрезками dx  и dy, воспользуемся следую­
щей формулой, известной из аналитической геометрии для коси­
нуса угла между двумя прямыми:

co s?= / ,/ 2- f  m,m2-}-/i,«2.
Подставим сюда

ди dv dw
! __ ^  дх  __ дх  __  дх

1 1 +  **  ' 1 +  *х ' 1 . +  *х

и аналогичные выражения для /2, т 2, л2:

ди j dv dw

m i= = — * I L t n7= - ^ ~ .  
1 +  . , ’ 2 i +  «f  1 -»-.,

Тогда будем иметь
т п \ i du . dv . dw dw  ,  очCOS *=COS (9 0 - « , , ) = s in e , ,  —  +  —  +  —  —  . (1 .18)

Исключая из полученных выражений для ех, е„ и e*v произ­
водные от функций и и v, получим

dOix , (fitу d^txy __/ (ftw \2 (fiw <Pw
дуЧ ' djfl дх  ду \djtdy / дх? dyl

Подставим сюда вместо компонентов деформации их выра­
жения по закону Гука. Тогда

- L \ (*Z i—  u. f  2 Л г -\ -2 (i + . ) ^ 1 -
£1 Ц й»!  ̂ d ft ! 1 дхду J

( diw  \ 2 __iflw d?w
д х д у ) дх? ду*

Таким образом, мы получим четвертое недостающее уравне­
ние, которое называется уравнением совместности деформаций 

Для решения полученной системы уравнений с четырьмя не­
известными функциями можно поступить следующим образом.
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Введем новую неизвестную пока функцию ф, так чтобы она 
удовлетворяла уравнениям (1, 14). Для этого достаточно поло­
жить

х дуг и дх* х" дхду

Подстановкой этих выражений в уравнения ( 1 . 14) можно 
убедиться, что они тождественно удовлетворяются. Таким обра­
зом, из системы четырех уравнений останутся лишь два следую­
щих совместных уравнения относительно функций <р и w:

y j  /d*w , g  с Н « '  d*w w ' й2w о  d*w 
I d * * *  djfldyi ‘ ~ d y * )~ q °y* ~д* ~ду*~ дхду дхду ' 

d*<f . () (>*9 - д*у _  Г /  Qlw \ -  dPw (flw I  
дх* дх2ду2 dy* [ \  дхду j dx? dy* J

Если жесткость црастины на изгиб мала, то такую пластину 
называют мембраной. В этом случае уравнения принимают вид 
(D  =  0)

дЪудП-д () ift<f (flvo . №tf ^
дхду дхду ~дх? f  ’

dx* 1 dtfdyl 1 dy* [\
Г / <flw \2 iflw 0 2 »  I

L W « w dx2 < ¥ J

(1. 19)

Несмотря на то, что выписанные уравнения известны более 
50 лет, точные методы решения их почти не разработаны. По­
этому в практических случаях для решения задач чаще всегс 
пользуются началом возможных перемещений, применяя его 
к полному выражению потенциальной энергии пластины или 
мембраны. Иногда для интегрирования этих уравнений можно 
с успехом применить метод Бубнова— Галеркина или метод 
конечных разностей.

§ 5. П РИМ ЕНЕНИЕ НАЧАЛА ВОЗМ ОЖ Н Ы Х ПЕРЕМ ЕЩ ЕН И И  
К ИССЛЕДОВАНИЮ  П РЯМ О УГО Л ЬН Ы Х М ЕМ БРАН

Пусть мембрана находится под действием распределенной 
нагрузки q. Тогда полная потенциальная энергия ее

Э  — —  j  | ( N xtx - f N y iy - f  N xVixU)d x d y -\ -T ,
S

где через T обозначен потенциал нагрузки q и интегрирование 
ведется по всей площади мембраны. Коэффициентом '/а учиты­
вается то обстоятельство, что усилия в мембране возрастают 
от нуля до их конечной величины по линейному закону (закон 
Гука) и работа этих сил на соответствующих перемещениях бу­
дет равна площади треугольника.
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Заменяя в подынтегральном выражении усилия Nx, N u, Nx,, 
их выражениями через компоненты деформации по формулам 
закона Гука ( 1 . 15) ,  а компоненты деформации по формулам
(1. 16)  — (1. 18)  через компоненты перемещения, получим

2(1
£ i  (*(• (7du \2 , ди [  dw \2 , /dv V , dv / dw .
Г Д J J  i t )  ^ 5 7 ( * Г )  + Ш  U r )

s
, 1 Г(  dw  \2  | / dw \2]2 [ди dv . 1 dv t  dw  \2 .

+ т К * г )  + ( - * ) J ' Ч т  v  т *  Ы  +
i 1 du_ t dw \21 j 1 —  (л Г / г ) ц  \2 j  (•);/ rt^ /  d t ;  v2

r T  d 7  U 7 / J : 2 ‘ 1 ^ д 7 ~ [ д 7 )

-|-2  —  —  — +  2 —  —  - ^ - 1 ) d x d y — [ [ q w d x d y .  
dy dx dy 1 Лс Лг tty J )  J J

5

Применим это выражение к задаче о квадратной мембране
(рис. 17) со стороной 2а, нагруженной 
постоянным давлением </.

Исходя нз того, что прогиб w  дол­
жен быть четной функцией относи­
тельно центра мембраны, примем для 
него следующее выражение, которое 

| обращается в нуль на контуре:
,, лдг „ яг/W — C c o s ----- cos —  .

2а  2 а

У

а а  J Для выбора подходящих выраже­
ний для перемещений и и v будем 

Рис. 17. руководствоваться следующими сооб­
ражениями. Если принятое выражение 

для w  подставить в правую часть уравнения (1. 19), то получим 
уравнение для функции ф с известной правой частью. Частное 
решение такого уравнения можно искать в форме, соответствую­
щей его правой части. Определив таким образом структуру 
функции ф, затем по формулам закона Гука можно определить 
и структуру функций и и V. Описанный только что прием опреде­
ления структуры функции и н у  чрезвычайно громоздок, и его 
можно обойти следующим образом. В выражении для Э  имеются

( 1. 20)

следующие произведения функций и и w.
ди / dw \2 си I dw \2 ди_ dw dw 
dx  \ dx )  ' dx \, dy J  dy dx dy

Оказывается, что структура функции и будет совпадать 
с этим результатом, если определять ее нз условий
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которые получаются нз произведений (1 . 20) .  Постоянные интег­
рирования здесь опущены. Складывая полученные после интег­
рирования значения и\, u2, и3 и снабдив каждый член неопреде­
ленным пока коэффициентом, получим общую структуру для 
функции и. Таким образом, будем иметь

, . ЯЛГ Ли а !„ЛЛГм =  sin —  c o s —  A2s in —  .
a a  a

Аналогично

v  — В  x cos —  s i n ^ -  f  # 2s i n '^ - .
a a  a

Граничные условия для этих перемещений примем следую­
щими: при х = ± а ,  у = ± а  должно быть и =  0, » = 0 .  Из этих 
условий получаем

А х =  А 7= А ,  В Х =  В 2 =  В .

Тогда окончательно

и =  А  ̂1 -f- cos —  j  sin — , 

v  =  В  (1 +  cos —  j  sin —  .

Теперь полная потенциальная энергия мембраны будет 
иметь вид

21L=-£> э =ЦЛ(л*+в-’)+(1 +|1) а в  -

— я **) ■ (Д +  Д) С ^ + ———-  — <у0аС .
8а V 25(а 2  0

Здесь обозначено

32 (1 — ц2) да
Яо-

Для определения параметров А, В  и С  применим к получен­
ному выражению полной энергии начало возможных перемеще­
ний. Это даст нам следующие уравнения:

* 1 = 0 ,  * 1 = 0 ,  ^ 1 = 0 .  дЛ дВ дС

Из решения этих уравнений находим

А — В  — Я ^  ^  С2 С  =  ъ /  (1 — цд) да
М а ’ у  (10 — (2 — (»)’ ]£ «  '
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Имея выражения для А, В  и С, по формулам (1 . 15)  — (1.17)  
можно получить выражения для напряжений:

0 _ * « _  8 Eq™  у
•r S л! у  (1 -  f*2) [ 10— (2 — |*)«ря 

X  [ ( 2 - f n )  (cos2 - g - + ц COS2 J -  2a (1 - f  |i) cos2 COS2 ^ j  ,

* 8 I f  ^  X
V 8 | /  (1 —  fx2) [10 — (2-ц> *]П2

X  [(2 + 1*) (cos2 Ц -  + 1* COS2 ^  -  2a (1 +  ц) cos2 — ■ COS2 ^ - ]  .

Д ля перемещений будем иметь
з

« = 8 ( 2 -(2 — ц) а У  _ _ i L z ± M £ L _ _ c o s 2 ^ s i n  —
яз |/ [10 —(2 — (i)2]2£ 2«J 2а а ’

=  8 (2 - ц ) а  у  d - ^ ^ 2------- cos2 2 L sin^ ,
яЗ У  [10 —(2— “|ж)2р £ 2!S2 2а а

16а 3 /  (1 — ц2)? а  „ я.« я уW = ---- 1/ ----- :----- ——------- COS-----COS—
л» У  [10 — (2 — 11)2р  ЕИ 2а 2а

Наибольшие напряжения и наибольший прогиб будут 
в центре мембраны. При ц = 0 ,3

, _ . , _ 0 . 4 9 9  ^ * Й £Ь

Глава //

ПРОЧНОСТЬ К РУ ГЛ Ы Х  ПЛАСТИН И М ЕМБРАН

§ в. ОСН О ВН Ы Е СВЕД ЕН И Я ИЗ ТЕОРИИ К РУ ГЛ Ы Х  ПЛАСТИН 
М АЛОГО ПРОГИБА

Дифференциальное уравнение равновесия круглых пластин 
получим из уравнения ( 1. 1 ) путем преобразования его в поляр­
ные координаты.

Пусть мы на пластине имеем точку М  (рис. 18). Прямоуголь­
ные координаты х, у  этой точки связаны с полярными коорди­
натами а , г следующими равенствами:

•x =  r c o s a  =  <p(a, г), y  =  r s l n a — ty (a ,r ) .
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Имея связь старых координат с новыми, по известным фор­
мулам дифференциального исчисления можно перейти от диф­
ференцирования по переменным х, у  к дифференцированию по 
переменным а, г по формулам

d w __ dw Of , dw <Ц/
da dx da  1 dy da '

dw __ dw d<f . dw  дф

dr dx dr dy dr
Ho

—  =  — r s in a ,  — = r
du da

cos a,

dv—  =  cos a, 
dr

Тогда

—  =  sina. 
dr

dw dw dw----- =  — r  sin a --------f-r cos a  — ,
da dr dy

dw dw . . dw----- — cos a --------r  sin a  — .
dr dx dy

Из этих выражений нахо­
дим

dw dw—  =  cos a -----
dx dr

dw , dw ----- =  sin a ------
dy dr

1 . dw—  sin a -----
r  da

1 dw—  cos a -----
r da

Вторые и смешанную производные можно найти следующим 
образом:

(ftw ( dw
H —

/ dw» 
c o s a ----------

1
dx  2 dx  1I Ox tI dx V dr r

d dw= —  c o s a -----
dr dx

d , dw------ sin a ------ =
rda dx

d (  dw 1 . dw \=  cos a —  cos a -------------- sin a ------  —
dr \ dr r  da )

1 . d f  dw 1 , dw N--------sin a —  cos a --------------- sin a ------  =
r  da \ dr r  da J

,  <fiw , 1 . „  dw  1 . „  &*w=  cos2 a ------- ------ sin 2a ---------------sin 2a ---------
dr2 л2 da r  da dr

• 1 . ,  dw , 1 . ,  iftw--------sin2 a -------- ------ sin2 a ------ .
r dr r2 da2
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Аналогично
№w д Idw \ , п d^w I 1 , n -----==—  — | =  s i n u -------- ------ sin 2a
dy* dy \dy j  dr? ' r*

(P-W
da dr

1 ,  dw-----cos2a-
r

cftw
dr

sin 2a dw
da

1 о d^w
—  COS2 a ------ ,
/■2 da*

dx dy dx
( * L )  =  ± ( * ! L )  =  ± -  sin 2a
I  dy )  dy \ dx )  2

ifiw

d?w1 ,  dw . 1 ,--------cos2 a ------- -------cos2 a •
/•2 da r da dr

sin2a

dr*
<T-w

da dr

1 . n dw  1 , „  d^w , 1  . ,  dw--------sin 2a ---------------- sin 2a -------- ------ sin2 a ------ .
2 r dr ‘2r- da- r2 da

В дальнейшем ограничимся рассмотрением симметричного 
изгиба круглых пластин. В этом случае все производные пс 
углу а  должны обратиться в нуль. При этом получим

62 W

d.& 

d-w

,  62w , 1 . ,  dw: co s3a ------- ------ sin2a ------
dr- r  dr

, ,  Й2 w , 1  „ dw■- s in -a ----- -------- cos2a ------
dr* r dr<v

dow I , „  dPw 1 . dw-------- =  —  sin 2a -------------- sin 2a -------.
dx dy 2  dri 2 r dr

(2. 1)

)
Так как угол a  выбран произвольно, то если поменять наиме­

нование старых осей, т. е. ось дс обозначить через у, а ось у  че­
рез х, то правые части выражений (2. 1 ) не должны измениться. 
Структура правых частей этих выражений не будет изменяться 
только в том случае, если положить а =  0. Тогда окончательно 
получим

dfi w cftw d?w 1 dw rfiw
r drdx- dr1*

= 0.
di,2 r dr dx dy

Теперь уравнение (1 . 1)  для круглой пластины можно запи­
сать так:

d-w , _ 1_  dw \____£_

dr* г d r  /,==  D

или после выполнения указанных операций дифференцирования 

<Hw , 2 d3w 1 d^w 1 d w __  q

(  d*w  , 1

\ dr* rr d r  J  \

d r 4 d r3 dr* r3 dr D

Это уравнение для удобства интегрирования иногда записы­
вают в такой форме:

_L j q r  _ q _ L - ± / ,
г dr  I rfc [  г d r  V

dw
d r

_  Я
D ‘

(2 . 2)
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Выражения для изгибающих моментов будут иметь вид
dW\

d r ) '

м , ~ м . =  - о ( ± ' г а + г * * ) .
\ г dr dr* J

Выражение для перерезывающей силы можно найти из урав­
нения (2. 2 ) :

q ^ I J ± ±  i r - l -  - ( г - )  } 
г d r  ( d r  [ г d r  \ d r  }\)

Перерезывающая сила Qr на единицу длины
2s г

я(Т о

-® -  f f-i- ± \ r ±  [-1  ± ( r  — )|j r d r d a -  
*2nr J  J  r d r  { d r l  r  d r  \ d r  /JJ

2s r

Q r = ~ ^ r  1 { q r d a d r  =

2n r

0 0
r

=  -^ -2 л  I'd [г — [— — ( r — Yll =
2я r  J  I d r  I  r  dr  \ d r  ) JJ

0

^ J L [ r ± \ ± ± l r ^ \ \ \ = D M - - { ^ \ Ur \ d r  \_ r d r  \ d r  у J J d r  I r  d r  \ d r  )  J

V dr*  1 r
d^w 1 dw\
dr* /-2 dr ]

Уравнение (2 .2 )  можно интегрировать в такой последова­
тельности.

Предварительно введем новую безразмерную величину q 
по формуле

1 0 = г ^ '  
где R  — наружный радиус пластины.

Следовательно, 0 < р < 1  и d r = R d $ .
Тогда уравнение (2 . 2 ) перепишем в виде

d I d  Г 1 d (  dw  

d<i r W l  С- ^ К л Г ) 1 )
Интегрируя, г.олучнм

*-с : -

[т у Ш т Н т
d  f 1 d I dw\ 1 __R< 1 ( * ____ , , C ,

dQ
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т  i  (« fH rJ (т imdQ) "t'+c;c+c;'
i i  К т ) = ^ ° И т  I  » < » ) ‘« | + с ;« 1 п * + с л

W * ( t  j * w rfo j r f e ] r f e + c i | о 1п о ^ е + - 1 - С л 2+ С з ,

5г- £ тЯ *Я т^ И ?+
+  C i —  j* о In q</q4- —  C20 -j— ,

*” ^ 1!тЯсЯ т Н оЯ Н Л!+
4* Cj  J  ( —— j" q in o</pj </q+—  £ jq 2 -|-Сз in о + C 4, 

или окончательно

•НЭДтЯвН71,в*И *}‘*+
+CiQ2lno4-C2c24 ‘ C8lnQ c 4.

Постоянные интегрирования в этом выражении определяются 
в каждом конкретном случае расчета из граничных условий; два 
граничных условия будут на внешнем контуре и два — на внут­
реннем, если пластина имеет отверстие, или из условий в центре 
пластины, вытекающих из физической сущности задачи, если 
пластина не имеет отверстия в центре.

В качестве примера рассмотрим изгиб шарнирно-опертой 
пластины равномерной нагрузкой <7 =  const. В этом случае вы­
ражение для w  принимает вид

w = = ~~. ?;• + C i Q * i n e + C je J + c 3 i n e 4 - c 4.о4 L)

Для определения постоянных интегрирования имеем сле­
дующие граничные условия при q =  1 :

w  =  0 , A fr = 0 ,

+  С, (2clne + 0)+2C20 +&■.
dQ 16D Q

— = i i ^ L - f C ,(2 lno +  3 ) - f  2C2— — ,
d t f  16D I?1

M r =  -  D  ( ( 3 + ^ ^  +  § -  1 ( 3 ■ +  2 (1 + 1») In o] +

I 2(1 + ц ) c  ( l - n ) C 3 \
R? 2 K V  J ’
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При о = 1  будем иметь (на контуре)

fS+ c.+ c.-o ,
(З +  r iq W  3 + _ К с  _|_ 2 С1 4 -  (*) Q  (_1_— ^  р  

16 D 1 /?2 1 R? № 3

К этим двум уравнениям, вытекающим из условий задачи 
при е = 1, следует присоединить еще два из условий в центре 
пластины (о =  0 ) .  В центре пластины прогиб и момент должны 
иметь конечные значения. Для этого необходимо положить 
Ci =  0, С3= 0 .  Тогда окончательно

п  _ (3 +  !*)<7/?4 п  (5 +  |»)?Л’4 
. .  ---- “7 “  » Ь 4 '3 2 ( 1 +  V-)D 64 (1 +  («)О

Выражения для прогиба и момента Afr примут вид

qR4w  — - —  
(i4D

■ 4 _ 2 ( 3 + j *)_ 2 + ! + | Л

1 + ( *  Г 1 + Н

( Q » - l ) .r  16 VV /

Для напряжений ог получим

, r  =  4 -  +  ( q J - 1) .
'  М ~  16*2

Наибольшие напряжения и прогиб будут в центре пластины 
(0 =  0 ):

. ( 5 +  [*)?/?* __ , 3 (3  +  |ж)у/?2
га“  MD ’ г,п',х 31  8?2

§ 7. П РИМ ЕНЕНИЕ НАЧАЛА ВОЗМ ОЖ Н Ы Х ПЕРЕМ ЕЩ ЕН И И  
К СИММЕТРИЧНО НАГРУЖ ЕННЫ М  КРУГЛ Ы М  ПЛАСТИНАМ 

И МЕМБРАНАМ

Выражение для потенциальной энергии симметрично нагру­
женной круглой пластины можно получить из соответствующего 
выражения для прямоугольной пластины (§ 3 ) ,  если в последнем 
перейти от переменных х, у  к новой переменной г по формулам 
предыдущего параграфа. При этом получим

Э=тШШ+(т г
5

После интегрирования по а

3 =nUf e ) ’+(
V
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где R„, R„ — внутренний и наружный радиусы пластины;
Т — работа внешних сил.

В качестве примера рассмотрим изгиб жестко заделанной 
круглой пластины, нагруженной сосредоточенной силой в центре. 
В этом случае /?„ =  0.

Как обычно, для решения задачи этим методом необходимо 
задаться подходящим выражением для w, удовлетворяющим 
заданным граничным условиям:

да -^(•-тГ+М‘-?У+
Ограничиваясь первым членом этого ряда, примем

да =  Л0(1 - ^ - )2. (2.3)

Подставляя необходимые производные от этого выражения 
в Э  и проинтегрировав в пределах 0 — /?„, найдем

ЗА?; 0 0

Начало возможных перемещений дает следующее уравнение 
для определения параметра Ао:

dA$
Из этого условия находим

3 PR*.
Ао — —64л£) 

Тогда
ЗРЯ ? г 2_\2

Е4лО\ /? * )

Прогиб в центре

да
6-

DD-
да = 0 , 0 1 5  — - .

D

Точное решение данной задачи для прогиба в центре дает 
следующее значение:

да =  0 ,0 2  — — .
D

Для улучшения приближенного результата необходимо уве­
личить число членов в выражении для w.

При исследовании симметрично нагруженных круглых мем­
бран также выгодно воспользоваться началом возможных пере­
мещений.
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Выражение для потенциальной энергии симметрично нагру­
женной круглой мембраны можно получить из соответствующего 
выражения § 5.

В силу симметрии нагружения компонент деформации сдвига 
в данном случае буя.ет равен нулю, и выражение для полной 
энергии получит вид

Э  =  J  | ( N rs, 4- N вге) r d  r d  a - f  Т.
S

Для связи напряжений с компонентами деформации имеем 
формулы закона Гука:

£« =  —  (Л'в — ̂ , ) -Ь'1
Выражения для ком­

понентов деформации 
можно получить из рис. 19 

I (см. рис. 16).
Спроектируем зам к­

нутый многоугольник 
АА\В\СВ на оси г, z  и
суммы проекций приравняем нулю. Из полученных при этом 
уравнений найдем

(1 +  0 /1 = . * *  ( i  +  o / - i + f i L .
d r  dr

Если левые и правые части этих равенств возвести в квадрат 
и сложить, то, опуская рассуждения, аналогичные сделанным 
в § 4 при выводе е*, e v в прямоугольных осях, поручим следую­
щее выражение для ег:

du . 1 / dw  \2•'“ jr+тЫ-
Компоненту деформации в окружном направлении определим 

по выражению

2г. (г 4- и) — 2я г и sb =  ---------------— —  .
2пг г

Тогда, учитывая формулы закона Гука и полученные только 
что зависимости для е г и от перемещений и и ьу, получим 
следующее выражение для полной энергии симметрично нагру­
женной круглой мембраны при постоянном давлении q :

а
Q я ЕЬ р \(du\2 . du I dw \2 . 1 dw \* . и2 .

+ 7 7 ( — ) + ~ \ ~ )  1 7Т +
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+ t f T « + f  fw r d r -
0

Последним членом в этом выражении представлена работа 
нормального давления q. Имея выражение для полной энергии, 
можно перейти к выбору подходящих выражений для и и w.

Для прогиба w  примем выражение ( 2 .3 ) ,  которое было нами 
использовано при исследовании изгиба круглой пластины

W
а 2 У

Структуру функции и определим, как было оговорено в § 5, 
исходя из выражения потенциальной энергии:

С / d w \2 . 1 / dw  \2Н Ы * '  %‘ тЫ -
Подставляя сюда производные от ш, получим

ы =  Л ;г  +  Л / 3 + ^ / 5 + ^ / 7-

Чтобы данное выражение удовлетворяло условиям на контуре 
и =  0 при г =  а , надо положить

л ; = - а 2 л ; - а м : - а м ; .

Тогда окончательно

" “ М 1 ~ % ) Г + А г  ( 1 - £ ) г + л » (1 ~ i ) r -

После выбора функций w  и и можно подсчитать потенциаль­
ную энергию.мембраны Э  и, пользуясь началом возможных 
перемещений, определить постоянные А 0, А\, А 2, А3 из уравнений

д Э ____, ,  <>Э ______. .  (УЭ_____ . .  дЭ  _____ р

дЛ0 _  ’ ’ 0А2~  ' дА3~

Решая полученные при этом уравнения, найдем

л =  a \ f  21 (1 — ^2) да
0 у  2 ( 2 3 +  14(1 —  V )  ЕЪ '

Л г - {  3 - . ) § ,

2 (.■>-(*) А20
А , =  —

А3 =  *3 fie2

З а2

( 7 - М )  Л\
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Напряжения в мембране а г и <т« определятся по формулам 
закона Гука:

3, =  r ^ J (s ,+ lA g -

В развернутом виде эти напряжения будут

2 11(1  — (*2) V a 2 Г5 +  2н —  Зи2
г1 !

4 ( 2 3 +  14(* — V ) 2£ W  

2 л< га 1

1 f i ( l - . “2) Д2 '

1 3  а*  баб J
»

212(1  _ u 2)2v2a2 Г 5 - З ц Зл2 ,
4 ( 2 3 +  14|i — 9(л2)2£282 1 6 (1  - ( * 2) ■ a'i

. Юг4 7 г6 
-t 3а* 6а*>г]-

Полагая ц =  0,3, найдем напряжения и прогиб w в центре 
/• =  0 и на контуре г —а  мембраны

(° ,) ,-„ = Ы ,- .= 0 ,4 ^ 5 Е  | / g - ; 

Ы „ .- 0 .2 4 2 Еу/ g - ;  

W '- « “ 0 .0 7 3 £ y /  g - .  

(® ),.«= 0.71а | / И . .

1 Числовые коэффициенты в полученных формулах для напряжений не­
сколько отличаются от коэффициентов в аналогичных формулах, приведен­
ных в книге С. П. Тимошенко «Пластинки и оболочки». Это различие, по- 
видимому, является следствием, во-первых, разных методов решения данной 
задачи и, во-вторых, разного подхода к выбору аппроксимирующих функций 
для перемещений в касательной плоскости к деформированной мембране.

Второе замечание относится и к формулам, полученным для квадратной 
мембраны в § 5.
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Г л а в а  I I I

УСТОЙЧИВОСТЬ ПЛАСТИН

Явление потерн устойчивости связано с возможностью появ­
ления отличных от исходной форм равновесия упругих систем. 
Если, например, пластину нагрузить сжимающими усилиями, 
действующими в ее срединной плоскости, то при некотором зна­
чении этих усилий исходная прямолинейная поверхность пла­
стины может перестать быть единственно возможной. Наряду 
с этой формой могут существовать и другие формы равновесия, 
связанные с искривлением поверхности пластины. Та нагрузка, 
при которой происходит это явление, называется критической.

В дальнейшем будут рассмотрены только такие случаи, когда 
нагрузка не изменяет своего направления после потери устой­
чивости пластины. Такие нагрузки называются консервативными.

Ниже рассмотрены только два метода решения задач устой­
чивости, которые широко применяются в расчетной практике: 
метод статический и метод энергетический. Первый метод осно­
ван на использовании уравнения ( 1. 1 ) ,  второй— выражения 
полной энергии (§ 3 ) .

Начнем с рассмотрения первого метода.

§ 8. СТАТИЧЕСКИЙ М ЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ УСТОЙЧИВОСТИ 
П РЯМ О УГО Л ЬН Ы Х ПЛАСТИН

В этом случае дифференциальное уравнение равновесия 
имеет вид

j j  /d*w , г ,  d*w , d*w
дхЮу* 1 ду*

Под поперечной нагрузкой q  здесь следует понимать ту фик­
тивную распределенную нагрузку, которую дают распределен­
ные усилия в срединной поверхности при проектировании их на 
недеформированную плоскость пластины. Таким образом, 
можно получить (см. § 4)

а -  v  I .У  o7w I о у  * 2 .
Я ~  х д *  u дуг хидхду '

Тогда уравнение для исследования устойчивости пластин 
принимает вид

d*w . d*w \ »г д3и> . т <fiw . п х , (fiwI )  l ^  +  2 - l ^ —  +  ̂ - \ = - N x ,̂ - N y (̂  +  2 N <u 
№ *4 d x id y l ду* J х дзА и <hр  л д х ду

Здесь знаки у Nx и N v изменены на обратные — сжатие. В ы ­
ражения для моментов и перерезывающих сил, а также форму­
лировка граничных условий в данном случае остаются такими 
же, как и при исследовании прочности пластин.
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Усилия Nx, N u, Nxy, связанные с действующими контурными 
силами, в самом общем случае могут быть величинами, пере 
менными в каждой точке пластины. В этом случае вначале не­
обходимо решить плоскую задачу теории упругости о распреде­
лении этих усилий по плоскости пластины, а затем уже можно 
решать задачу устойчивости этой пластины, находящейся под 
действием заданной системы в е ш н и х  сил.

Но в наиболее важных случаях и в наиболее часто встречаю­
щихся в практике расчетах эти 
силы можно считать равномерно 
распределенными по плоскости 
пластины и совпадающими с рас­
пределением их по контуру.

Приведенное уравнение устой­
чивости точно решить не удается, 
и поэтому приходится пользо­
ваться приближенными мето 
дамн, о которых говорилось 
выше (§ 2 ).

Приведем некоторые примеры. Вначале рассмотрим устойчивость равно­
мерно сжатой пластины, шарнирно опертой по коя гуру (рис. 20).

В этом случае JV .,=const по всей плоскости пластины; Л/„=0, JV*y= 0 . 
Тогда \

(d*w „ d*w 
~дх* +

V

дх* ду2 ду* ,

При шарнирном опирании должно быть:

/ (ftw (ftw \ „  п
Л,' = ~ ° ( ц г  +  (‘ ^ г 0, а, =  0 пр" J f = 0 ,  Jf =  a ’

( (ftw u*w \
° , w =  0 ПРИ y =  °> </=” *•

Этим граничным условиям мы удовлетворим, если для прогиба примем

т ях пяц
w =  Л sin ---- s in ----

а b
(3 .1 )

Конечно, можно было бы принять и другое выражение для прогиба, удов­
летворяющее тем же граничным условиям.

Выражение для прогиба (3. 1) показывает, что после потери устойчиво­
сти поверхность пластины в направлении оси х изогнулась по т полуволнам, 
а по оси у — по п полуволнам.

Подставляя принятое выражение для w в уравнение равновесия, полу­
чим при АфО

/тя\1
° [ ( т И т ) Т - Ч т 7 -
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Отсюда найлсм

Nx= n W КтИтЛ
№

Д ля целей расчета необходимо найти наименьшее значение сжимающей 
силы Nx■ Из структуры последнего выражения видно, что минимум Nx будет 
при n=> 1, т. е. когда в направлении оси у пластины будет только одна полу­
волна. Тогда

*.-?[-+т(тУГ
Как видно из этого выражения, при заданных размерах пластины вели­

чина сжимающего усилия Nx зависит 
от числа полуволн т.  В каждом кон­
кретном случае нужно было бы поло­
жить т  =  1, 2, 3 . . .  и из всех полу­
ченных при этом значений Nx взять 
наименьшее для расчета. Однако для 
получения обозримой конечной фор­
мулы будем считать, что пластина 
достаточно длинная и количество все­
возможных значений чисел т такж е 
достаточно большое. При таком пред­
положении можно считать, что уси­
лие Nz явится непрерывной функцией 
параметра т. На основании такого 
предположения приведенное выраже­
ние можно дифференцировать. Тогда 
для отыскания минимума нагрузки 
имеем уравнение

^ 2  _ 2я2 —  [ 1 -  — VI [*. +  — ( — ) * ] - 0.
dm 62 [  т 2 \ ь )  J [ т \ Ь  )

Отсюда находим
а

Так как числа т должны быть целыми числами натурального ряда, то 
наименьшие значения для усилия Nx будут при

а а а
/и =  —  =-■> 1; т — —— — 2; m =  —  =  3 . . .

О О О

и все этн наименьшие значения будут равны друг другу. Поэтому

я  2D f a  а  2 4д2£)

^ т ,п = — ( т + T j

Построим кривые зависимости усилия Nx от отношения а/Ь при равных 
значениях т  (рис. 21).

Найдем точки пересечения кривых при переходе от ш к т + 1 полуволнам. 
Из условия равенства критических сил в точках пересечения найдем

1 / а  \2 , 1 / а \2
т Н------- | — ) «- т +  1 +  ■ - I ~ ) •

т \ b /  т +  \ \ Ь )
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Из этого уравнения получим

—  =  > т ( т +  1).
о

Д авая различные значения параметру т,  найдем точки пересечения кри- 
а .— а .—

вых на рис. 21. При т=  I —=  у  2 , при. m = 2  —— К б и т. д. При очень

большом т получаем — » т ,  т. е. достаточно длинные пластины после потерн 
ь \

устойчивости делятся примерно на квадратные полуволны. При этом для кри­
тического значения усилия Nx получаем

N КР =
АпЮ

*2 '

Если для заданной пластины отношение а/Ь не очень велико, то, подста­
вив его в выражение для JV* вме-

нтт

Гб

1М

'!1
А'.

т ш

г* ш-3 

111

и тт

-6 ^*-s *-*

Рис. 22.

- i — i

сто т, можно определить крити­
ческое значение сжимающего уси­
лия для данной пластины. Это мы 
рассмотрели случай шарнирного 
опирания пластины по контуру. .
При других граничных условиях •—  
необходимо было бы взять и дру­
гое выражение для прогиба, удов­
летворяющее этим граничным 
условиям, и воспользоваться дру­
гими приближенными методами, 
описаннымп в § 2 .

Покажем, как можно доста­
точно просто получить решение 
задачи устойчивости, пользуясь
методом конечных разностей, для пластины, шарнирно опертой с трех сторон 
и четвертой стороной свободной при равномерном сжатии (рис. 22).

Уравнение устойчивости в конечных разностях в данном случае прини­
мает вид

^  [201F* -  8 ( Г ,  +  W, +  Г „ , +  1Г„) +  2 ( Wp +  Wq +  I F ,  +  Г 0) +

+  Г ,  +  Wt  +  Wu +  \Vv) = -  (W, +  IV , -  2 Г * ) .

t; Граничным условиям мы удовлетворим, если положим

iflw \
Ми

U*W \

при *=0  " 

]d^w d^w
а * + ( 2 ” ц)£ ^ .

при у — с,

при * = , ±  —( a"w (ftw \
----- 4 (1-------1 =  0
дхг *  d y i)

и на контуре прогиб всюду равен нулю, кроме стороны у= с.
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В конечных разностях эти граничные условия имеют вид

. J W „ + W n- 2Г»)  . Г ,  +  Г , - 2Г *  \ „
м “ - ° ( ----------7*-------------Ь |1 ------------- ^ ----------- Г 0,

п
Г ,  —  £>^-

W 'v- Wu + 2W „-2W „

2Wm -  2Г .  +  W„ -  Гр  - f lT ,  -  Wp 
2Ш

+  Г ,—  21F* Wm +  Wn -2 W „
= - 751 ---------SJ---------+ 11-------------й ----------- )  °-

Из этих уравнений для принятой нумерации узлов сетки по рис. 22 
получаем

IF* - 0 ) 1Г * = 0  )
! длинные стороны короткая сторона слева

"  / “  "  / ) ™ п =="" "  m /

Для короткой стороны справа при ц = 0 ,3  получаем следующие два урав­
нения, связывающие законтурные точки / и 2 с внутриконтурными точ­
ками 3, 4, 5:

М

( W ,-V rs+2W 4-2 W 3 21Г ,— 2УГ2+  0— 0+  0—0\
[ 2*3 ’ 2Ш  )  ’

_ р /  + 0 | , 0 + 0 - 2 Г , Ч
'  \ Ы А2 J

(3 .2 )

Из приведенных уравнений получаем связь законтурных точек с внутри- 
контурными. Для внутрнконтурных точек получим следующие четыре урав­
нения равновесия.

Точка 3:

■7 7 [-201^ 3- 8 (0 + 0 +  1Г 4 +  W2) + 2 (0 + 0  t-0 ^-0) -  Г я —  Г :, +  1Г ,  +  W5\ =
04

= - - £ f ( o + o - 2r 3).

Точка 4:

-7 7  [20Г 4 - 8  (0+ 0 +  1Г 3+  1Г 5) +  2  (0 0 + 0 +  0) -  Г 4-  1Г 4 +  Г 2 +  1Г 6[ «04

(°+°—21Г4).

Точка 5:

[20ИР5 -  8 (0+ 0+ Г 4 +  Г«) +  2 (0 + 0+ 0+ 0) -  1Г 5 -  \Г5 +  W3 +  0] «

—  (0+ 0- 21Г6).
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Точка 6:

~  [201F6 -  8 (0 + 0 -f  W r, +  0) + 2  (0-\ 0 + 0  + 0 ) -  W 6 —  W 6 +  -  1ГЙ] t

—  (0+ 0 -2  VT6).

Исключая из этих уравнений VTi и W2 с помощью уравнений (3 .2 ) ,  полу­
чим следующую однородную систему четырех уравнений:

— т я +  0 7  — 2к)\Х'г, 0,
I F , — 8Г 4 +  (18 — 2 *) 1Г5 -  8lF (i = 0 , 

- 5 , 4 Г г + (17 — 2 * ) Г 4 —81FS+  Г 6 0 . 

(1 1 .2 4  — * )  1Г3 — 1 0 ,8 Г 4 +- 21FS =  0 ,

(3 .3 )

где

ш -
В этой системе уравнений всего пять неизвестных величин: в точках 3, 

4, 5 и 6 прогибы Ц73, U^, Û 5, и 6̂ и парамелр нагрузки к. -
Из всех этих неизвестных нас интересует только параметр к. Для его 

определения можно из второго уравнения определить, например, и под­
ставить его значение в остальные три. Затем из одного из этих уравнений 
определить и подставить его значение в оставшиеся два. в которых уже 
будут содержаться только W'5 и tt76. Исключая из этих уравнений, например, 
VFs, получим одно уравнение

W , (8*4 — 29 7 ,9 *3  +  3641*2 _  1662* +  23 320) = 0 .

Так как IFst^O, то должно быть

8f  — 2 9 7 ,9 *3  +  3(141*2 _  1662* +  23 320 =  0 . (3 .4 )

К точно такому же результату мы прндем, если приравняем нулю опре­
делитель уравнений (3 .3 ) .

Поскольку нас интересует наименьшее значение нагрузки Nx, нам необ­
ходимо определить наименьший корень уравнения (3 .4 ) .  Путем подбора 
можно убедиться, что * min= 2,55 . Тогда

*(тГ- 2 ,5 5

N KV =  4 0 ,8  — .
Ь1

Точное решение задачи приводит в этой формуле к коэффициенту 43,4. 
Из приведенных примеров задач по устойчивости прямоугольных пластин 

видно, что формулу для критической нагрузки можно всегда представить 
в виде

я Ю
~  к

или при <* =  0 ,3
*2

0 , 9 £
1кр =  Ь , . ■■■ ( 3 .5 )

(тГ
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Числовое значение коэффициента к в этой формуле будет зависеть как 
от характера действующей на пластину нагрузки, так и от граничных усло­

вий задачи. В справочниках по строи­
тельной механике имеется достаточное 
количество этих коэффициентов для 
различных случаев нагружения и за ­
делки контура пластин.

Как видно из самой структуры 
формулы (3 .5 ) ,  она справедлива 
только в пределах упругости
< Т кр< О р. ЕСЛИ ТОЛЬКО <Т«р>Ор
(а практически 0кр> 0 , ) ,  то приве­
денной формулой пользоваться нель­
зя. В этих случаях пользуются фор­
мулой Тетмайера— Ясинского, кото­
рая хорошо зарекомендовала себя на 
практике. Эта формула иллюстри­
руется рис. 23, откуда

или

(т).
тп

Щ Ш Ш Ш  ( т ) „ , - ( т )
Отсюда получаем формулу Тетмайера—  Ясинского

(т)
о. — (о. — °i)

ж е | 

ского.

а '

( ± \  . , Л Ж .
I * Л,р X

Если ’ то слелУет пользоваться формулой ( 3 ,5 ) ,  если

, то следует пользоваться формулой Тетм айера — Ясин-

§ 9. ПРИМ ЕНЕНИЕ НАЧАЛА ВОЗМ ОЖ Н Ы Х П ЕРЕМ ЕЩ ЕНИЙ 
К ИССЛЕДОВАНИЮ  УСТОЙЧИВОСТИ ПЛАСТИН

В более сложных случаях нагружения пластин для решения 
вопросов устойчивости с успехом может использоваться энерге­
тический метод, основанный на начале возможных перемещений.

Рассмотрим пластину в деформированном состоянии после 
потери устойчивости. Полная энергия пластины в этом состоя­
нии будет равна работе внутренних сил упругости и раббте внеш­
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них сил. Работа сил упругости численно равна энергии изгиба 
и кручения пластины и выражается формулой

э  D (* (• Г l ^ w \ 2 I l ^ w X2 , п .[Ы +Ы +211«
S

где интеграл распространяется по всей площади пластины.
Упругая энергия, накопленная в пластине до выпучивания, 

в вопросах исследования устойчивости роли не играет, и мы ее 
не рассматриваем. Работа внешних сил, действующих в средин­
ной плоскости пластины:

г = - т  HN£)’+MI)!+2̂ T  %]*“ >
Полная энергия выпученной пластины после потери устой­

чивости

* - э ~ + т = т ш + т + ^ % +

Поскольку пластина в рассматриваемом состоянии находится 
в равновесии под действием заданных внешних нагрузок, то, 
применяя к этому состоянию начало возможных перемещений, 
можно сказать, что сумма работ всех сил на возможных пере­
мещениях будет равна нулю, т. е.

6Э =  0.

Практически при пользовании этим условием предварительно 
необходимо задаться подходящим выражением для прогиба w, 
удовлетворяющим обязательно всем геометрическим граничным 
условиям задачи и необязательно (но желательно) силовым:

®  =  а,/,(л\ у) +  a j i ( х , у ) +  . .

где /1, /2, . . .  — известные функции, удовлетворяющие гранич­
ным условиям; 

flu Аг— неизвестные коэффициенты (параметры).
Подставив эту функцию прогиба в выражение энергии и про­

интегрировав его по площади всей пластины, получим, что пол­



ная энергия будет выражена в функции неизвестных парамет­
ров а (, а 2, . . . :

Э =  Э ( а и а 2, . . . ) .

Начало возможных перемещений приводит к уравне­
ниям ( §3)

—  =  0, —  =  0 ....................  ( 3 .6 )
да\ да^

Таких уравнений будет столько, сколько неизвестных пара­
метров <1,-.

Полученные при этом уравнения будут однородными. Реше­
нием такой системы уравнений будет равенство нулю определи­
теля. Приравнивая нулю определитель, получим одно уравнение, 
из которого определится критическое значение внешнего усилия.

Возьмем в качестве примера задачу об устойчивости прямо­
угольной шарнирно опертой пластины, находящейся под дейст­
вием сжимающей нагрузки Nx, равномерно распределенной по 
сторонам дг =  0 и х = а  (см. рис. 20).

В  качестве выражения для прогиба w  примем

— « ( 1  -  f ) ( i  - f  )+ « Л С (|  -  T - H ' - f  )’ •

Для простоты выкладок ограничимся первым членом 

• - « . * »  ( i - f ) ( i - f ) -

Данное выражение удовлетворяет только одному условию 
до =  0 по контуру и не удовлетворяет силовым граничным усло­
виям, тем не менее этим выражением можно пользоваться для 
приближенного решения задачи. Полное выражение для потен­
циальной энергии будет иметь вид

D a b a ](  8 , Л2 \ Nx at»a\
~  15 \ 3  1 а 2 / 180

Условия (3 .6 )  в данном случае приводят к уравнению 

дЭ = ‘2U abas / 8  , Ь* \ 1Nx a t fla x 
< 1 а ~  15 \ 3  а-1)  180

Отсюда получаем
120 / 8 . *2 \

Эту формулу можно записать в таком виде:
Л, _ * ,Я 2 0



где

* ' = " ' 2 2 ( т + £ ) -

Точное решение данной задачи приводит к следующему зна­
чению этого коэффициента:

В табл. 1 приведены для сравнения значения этих коэффи­
циентов для некоторых отношений а/Ь.

Таблица I

•

а
Ь 0,2 1 1.41

*1 3 3 ,7 4 ,4 8 3 ,8 7

^точк 27 4 4 ,4 9

1
Из этой таблицы видно, что наибольшая ошибка приближен­

ного решения получается для малых значений а /b . Достаточно 
увеличить число членов в выражении для прогиба, как ошибка 
приближенного решения уменьшится. Однако несколько лучшего 
результата можно добиться, если взять для прогиба такое выра­
жение, которое по возможности будет удовлетворять и силовым 
граничным условиям. Например, возьмем

w = a iX ^ \  — — js in ^ |- .

Опуская все промежуточные выкладки, приведем готовый 
результат для коэффициента ki (табл. 2 ).

Таблица 2

а
Ь 0,2 1.0 1.4

*1 32 ,4 4 4 ,2 4 ,5 6

^точн 27 4 4 ,4 9
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Во всех случаях можно получить надежный результат, если 
подходящее выражение удовлетворяет всем граничным условиям 
задачи. Например, выражение

w =  А (х* — 2ajc34 - a 3jr) sin —
b

удовлетворяет всем условиям шарнирного опирания. В этом слу­
чае для коэффициента k\ получаем следующие значения 
(табл. 3 ) .

Таблица 3

а
т 0,2 1,0 1,4

*1 27,2 3,98 4,43

т̂очи 27 4 4,49

Г л а в а  IV  

УСТОЙЧИВОСТЬ с т е р ж н е й

§ 10 Э Й Л ЕРО ВА  ФОРМА ПОТЕРИ УСТОЙЧИВОСТИ СТЕРЖ Н ЕЙ

Критические нагрузки для стержней, так же как и для пла­
стин, могут быть определены как из решения дифференциаль­
ного уравнения задачи, так и энергетическим методом.

Дифференциальное уравнение равновесия изогнутого стер­
жня, как известно, имеет вид

E Jy "  =  M.

В случае нагружения стержня по рис. 24 выражение для из­
гибающего момента в произвольном сечении стержня будет

М =  Р ( Ъ - у ) .
Тогда

E J  у"  =  Р  (6— у)
или

" \ Ь2 __
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Решение этого дифференциального уравнения будет состоять 
из решения однородного уравнения (без правой части) и реше­
ния уравнения с правой частью (частное решение) :

у  =  А cos kx  +  B  sin kx+t>.

Для определения постоянных интегрирования имеем следую­
щие граничные условия:

при *  =  0 у =  0, у ' = 0, 
при х = 1  у  =  6.

Из этих граничных условий находим

В  =  0 ,

Л =  — б.

Тогда у =  б (1 — cos Лх).
Это выражение для прогиба должно быть 

справедливым на всей длине стержня. Чтобы 
получить значение прогиба на свободном конце 
х =  1, равное у = б, необходимо положить 
(cos k x ) x^ i= 0 ,  
т. е. должно быть

л / = <2* ± 1 ) я
2

Рис. 24.

или

откуда

k = * =  I /~ Е -
11 у  E J

p _ n i E J  (2л 4 - 1 ) 2  

4/2

Наименьшее значение для силы Р  будет при л =  0:

Р  * E J  
кр 4/2 '

Это эйлерова критическая сила для стержня.
При других граничных условиях числовой коэффициент в при­

веденной формуле будет другим. В  общем случае можно на­
писать

.Л2 EJ



где С —  зависящий от граничных условий числовой коэффициент 
(табл. 4 ) .

Таблица 4

Х арактер гр а­
ничных усло­

вий

Один ж естко 
заделан, др у­

гой свободный

О ба конца 
шарнирно 

оперты

Одни ж естко 
заделан, др у­
гой шарнирно

Оба конца 
ж естко за­

деланы

С
1
4

1
1

2
4

Установим пределы применимости формулы ( 4 . 1 ) .
Поделив Я,;р на площадь поперечного сечения стержня, полу­

чим критическое напря­
жение

или

-|к)>'
C n -E J

11F

(4 .2 )

где

Ся2£

' " ( т У  

' = /т-
Формула (4 . 2)  приме­

нима. если

В предельном случае
®кр^-вр.

Ся-Е

( г )
откуда

(т),- /
Сл2£

Если <С ^ - j - j  ,то формула ( 4 . 2 )  становится непримени­

мой, так как критическое напряжение получается выше а р. 
В этом случае следует пользоваться формулой Тетмайера— Ясин­
ского (рис. 2 5 ) .
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Из подобия треугольников b e d  и а с е  находим
ь

3 кР = « *  -  (« »  -  з „ )  - j - — .

W Ар
После умножения оКр на площадь сечения стержня получим 

выражение для критической силы за пределом пропорцио­
нальности.

§ I I .  МЕСТНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ СЖ АТЫХ С Т Е Р Ж Н Е Й '

Если стержень состоит нз отдельных пластинчатых элементов 
(рис. 26 ) ,  то, кроме рассмотренной в § 10 формы потерн устой­

чивости, сопровождаемой общим изгибом оси, может быть еще 
местная потеря устойчивости полок или стенок как пластин. 
Величину критических напряжений для полок и стенок профиля 
можно определить по формуле
(3 .5 ) .  Эта формула была получена 
для длинной прямоугольной пла­
стины, сжатой в направлении длин­
ной стороны и теряющей устойчи­
вость с образованием квадратных 
полуволн, причем по ширине такой 
пластины образуется только одна 
полуволна.

Величину коэффициента к в
(3 .5 )  следует брать в зависимости 
от граничных условий на контуре 
полуволны. Например, рассчиты­
вается профиль постоянной ТОЛ­
ЩИНЫ, изображенной на рис. 27

1 Здесь, так же как и в § 10, предполагается, что стержень при сжатии 
не закручивается. Такая расчетная схема не противоречит экспериментальным 
Результатам для авиационных прокатных профилей.

Рис. 27.
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(верхняя полка показана после потери устойчивости; пунктир­
ными линиями показаны границы полуволн). Каждую полуволну 
верхней полкн рассматриваем как квадратную пластину со сто­
роной, равной ширине полки. Граничные условия для нее будут 
следующие: сторона a b — шарнирно опертая, стороны a d  и Ьс — 
шарнирно опертые, сторона d c  —  свободная.

В этом случае коэффициент 6 = 1 ,4 4 .
При определении критических напряжений для стенки коэф­

фициент Л= 4  как для шарнирно опертой квадратной пластины 
со стороной, равной ширине стенки.

Для того чтобы рассматриваемый профиль был равнопрочен 
как по общей, так и по местной устойчивости, необходимо, чтобы 
критические напряжения в обоих случаях были равны друг 
другу:

для пластины

Из условия равенства критических напряжений получаем 
связь всех геометрических параметров профиля с коэффициен­
тами к  и С:

Профиль, удовлетворяющий условию ( 4 . 4 ) ,  будет нанвыгод- 
нейшим.

Формулы (4 .3 )  и (4 .4 )  будут справедливы, если критические 
напряжения в профиле не превосходят предел упругости. Если 
критические напряжения в профиле, подсчитанные по формулам
( 4 . 3 ) ,  ( 4 . 4 ) ,  выше предела упругости, то следует пользоваться 
соответствующими формулами Тетмайера— Ясинского.

Д ля определения критических напряжений в стенке и полке 
имеем формулу Тетмайера— Ясинского

(4 .3 )

для стержня
Сл2£

ь

ь_
г

где
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Из условия равнопрочности профиля по местной и общей 
устойчивости получаем

А I

откуда

или

i

( т 1

(1L Ш
( т ) . Г ( т )

Л 1 I f  0 ,9*  
/ я | /  С

( Я

Таким образом, условия равнопрочности профиля как в упру­
гой, так и в неупругой областях совпадают, т. е. профиль, наи­
выгоднейший в упругой зоне, остается наивыгоднейшим и в не­
упругой зоне работы материала.

§ 12. ЭФФЕКТИВНАЯ ШИРИНА ОБШИВКИ,  
РАБОТАЮЩЕЙ СОВМЕСТНО СО СТЕРЖНЕВЫМ НАБОРОМ

Если пластина, прикрепленная по периметру к профилю, 
потеряла устойчивость от сжатия, то она выключается из д ал ь ­
нейшей работы и только небольшие 
узкие полоски, прилегающие к профи­
лям, продолжают воспринимать до­
полнительную нагрузку.

Такое явление будет наблюдаться 
в том случае, если критическое напря­
жение пластины меньше критического 
напряжения профиля. На рис. 28 по­
казана подкрепленная по контуру п ла­
стина после потерн устойчивости.
Ц ентральная часть пластины после 
потери устойчивости условно обведена 
волнистой линией. Прилегающие к 
профилям полоски пластины шири­
ной с с каждой стороны, которые про­
долж аю т воспринимать нагрузку, 
приближенно можно определить из 
деннй.

Рассмотрим пластину шириной 2с как свободно опертую и

следующих рассуж-
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применим для определения ее критического напряжения форму­
лу (3. 5) при k=4:

cKj) =  3,6- Е

(тГ
Подставив сюда вместо Ь размер 2с, получим

ЕзкР=--3,6

Ь:
(т)!

Рис. 29.

откуда найдем

=  19 о I /  — . (4 .5)
У  ®к|.

Это так называемая формула Кармана. Полоска пластины 
размером с, прилегающая к профилю, называется эффективной 
шириной.

Из условия совместности деформаций прилегающей полосы 
и профиля

3 ,6  °к |лтр  

2 г \ 2 —  Е 
Ь ) 

получим

2г =  1,9 8 \ / ~ —- —  , (4 .6)
г °кр.стр

где п,.,,.стр — критическое напряжение стрингера.
Размер с обычно отсчитывают от места прикрепления про 

филя к пластине в сторону пластины (рис. 29).
Подсчитанная по формуле (4.6) эффективная ширина с учи­

тывается затем при определении площади поперечного сечения 
профиля при его расчете на сжатие. Формулой (4 .6 ) поль­
зуются и при расчете искривленных панелей.



Р а з д е л  II 
ПРОЧНОСТЬ ОБОЛОЧЕК

Глава V

Б ЕЗМ О М ЕН ТН Ы Е О БО Л О Ч К И  ВРАЩ ЕНИЯ

В данном разделе рассмотрены некоторые вопросы расчета 
оболочек, широко применяемых в различных конструкциях. 
В гл. V остановимся на расчете безмоментных оболочек вращ е­
ния. Под безмоментнон оболочкой принято понимать такую обо­
лочку, напряженное состояние которой определяется в основном 
мембранными («цепными») напряжениями. Н апряжения изгиба 
в таких оболочках обычно бывают малы в сравнении с мембран­
ными. Формулы, вытекающие из безмоментнон теории, играют 
основную роль в расчетах на прочность тонкрстенных сосудов 
и емкостей на внутреннее давление. Безмоментное напряж ен­
ное состояние в таких конструкциях обычно нарушается или 
в местах закрепления краев оболочки, или в местах скачкообраз­
ного изменения толщины, или в местах сочленения оболочек р аз ­
личной геометрической формы, а такж е  в местах скачкообраз­
ного изменения нагрузки. Задачи этого типа рассмотрены 
в гл. VI.

§ 13 НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ГЕОМЕТРИИ ОБОЛОЧЕК

В дальнейшем будем рассматривать только оболочки в р а ­
щения. Под оболочкой вращения принято понимать тело, образо­
ванное вращением двух плоских кривых вокруг оси, лежащ ей 
в их плоскости и не пересекающей эти кривые. Расстояние между 
этими кривыми образует толщину оболочки.

Поверхность, делящ ая толщину оболочки пополам, назы­
вается срединной.

З а д а в а я  форму срединной поверхности и толщину оболочки, 
мы исчерпывающим образом определяем оболочку в геометриче­
ском отношении. В дальнейшем будем рассматривать только 
оболочки постоянной толщины.

След пересечения оболочки с плоскостью, проходящей через 
ось вращения, называется меридианом (рис. 30). Меридианы 
совпадают с образующими оболочки. След пересечения оболочки
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с плоскостью, перпендикулярной оси оболочки, называется па­
раллелью или параллельным кругом.

Радиус меридиана называется первым главным радиусом 
кривизны и обозначается R ь

Радиус кривизны кривой, полученной от пересечения мери­
диана плоскостью, перпендикулярной к этому меридиану, назы­
вается вторым главным радиусом и обозначается R2.

Оба радиуса леж ат  на одной прямой, являющейся нормалью 
к меридиану. Точка пересечения этой нормали с осью оболочки 
/?2 и точка k\ конца нормали являются центрами кривизны по­
верхности в данной точке. Угол между нормалью к меридиану и 
осью оболочки «р называется углом шпроты рассматриваемой 
точки.

§ 14. УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ ОБОЛОЧКИ 
ПРИ ОСЕСИММЕТРИЧНОИ НАГРУЗКЕ.  УРАВНЕНИЕ ЛАПЛАСА

Рассмотрим условия равновесия оболочки, нагруженной сим­
метрично относительно ее оси.

На рис. 31 показана оболочка, из которой мысленно вырезан 
элемент s i«2 двумя меридиональными сечениями под углом dU 
одно к другому и двумя коническими сечениями под углом dq>, 
к которому для равновесия приложены внутренние неизвестные 
пока усилия N9 и Nt, а такж е  внешняя нагрузка интенсив­
ностью </. Составим уравнение равновесия выделенного элемента 
в направлении радиуса кривизны меридиана (рис. 32):

ЛУ^, d'f db sin < р (N f + d N J ( r  +  d r jd b d ? -^ q R xr d<) d f  — 0.

Пренебрегая в этом уравнении бесконечно малыми величи­
нами dr и dNf и сокращ ая на dtidy, получим

jVeA>, sin <р -р N fr -(- qR,r =  0.
Согласно рис. 31 имеем

г =  /?2 sin ф.
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V

Тогда
ЛУ?, +  Л ^ ? 2 =  0.

Поделим это равенство на R iR2. Тогда

—  -j— — q.
R\ R2

Это и есть уравнение Л апласа .

- r d  0

___________

(5 .1 )

Рис. 31.

В уравнении (5.1) два неизвестных — и Л/е. Д л я  получе­
ния второго уравнения рассмотрим равновесие части оболочки, 
расположенной над параллельным кругом, определяемым 
углом ф (рис. 33):

2л r N 9 sin ср -j- Q =  Q.

откуда

N , = 2яг sin  <p 2n/?2sin*? ’
( 5 .2 )
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где Q — равнодействующая всей нагрузки, расположенной выше 
рассматриваемого сечения.

Из уравнений (5. 1) и (5 .2) можно определить оба мембран­
ных усилия при осесимметричном нагружении оболочки вращ е­

ния. Рассмотрим некоторые част­
ные случаи применения этих 
уравнений.

На рис. 34, а приведена сфе­
рическая оболочка, нагруженная 
внутренним равномерным давле­
нием q.

В этом случае

N--= N  ъ— N , А», =  /?2 =  А»,

Рис. 33. 2 2»
где й — толщина оболочки. 

Сферическая оболочка под нагрузкой, меняющейся по закону 
<7 =  <7о cos2 <р, приведена на рис. 34,6.

В данном случае для равнодействующей силы Q имеем вы­
ражение

Q — J  | qR dtyr db cos 0.
о о

Рис. 34.

Тогда

Nf — 2яR sin2?

—  1oR
sin2 <р

J  cos3 sin •!» (1 -f- cos2 ®).

Из уравнения Л ап л аса  получим

N* =—  qvR
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Из этих выражений видно, что усилие Л/* всюду сжимающее, 
а усилие jVe меняет свой знак. При угле ф « 5 5 °  оно обращается 
в нуль, а при ф > 5 5 °  будет растягивающим.

В случае цилиндрической оболочки, нагруженной внутренним 
равномерным давлением (рис. 35), имеем /?1 =  сю, /?2 == /?, 
где R — радиус цилиндра. Тогда

ЛГ. qR

К и л У
Рис. 35.

Меридиональные напряжения определим нз~уравнения (5 .2):  

д '  = * ^ 1  — 3JL 3 _  qR
2л R 2 т 2&

В случае конической оболочки под внутренним равномерным 
давлением q (рис. 36)

# 1  =  00, A?2= x t g u ,

N t = - q R n  =  q x i g u ,  a t = gArlg<f- .
О

Меридиональные напряжения определим из уравнения (5 .2 ):

ЛГ? =  - Л ^ -
2n r c o s a

или
___qxtgaЯа— ----------.

2»

На рис. 37 приведена эллипсоидальная торовая оболочка, на­
груженная внутренним равномерным давлением. В данном слу­
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чае из условия равновесия участка оболочки АВ  в направлении 
оси у получим

!'InrN,  sin <р= л (г2 — г J) q, 

откуда для меридионального усилия

(5.3)

Выражение для окружного сечения N » получим из уравне­
ния Л ап ласа ,  подставив в него найденное значение М>:

N t =  q ^ J \ ------- Г° ) .
4 а\  2  sin «р /

(5.4)

В формулах (5.3) и (5.4) удобнее всего главные радиусы 
кривизны /?| и Ri, а такж е  sincp выразить в функции г.

Д л я  /?| имеем следующее выражение из аналитической гео­
метрии:

1 - © ТR v

По рис. 37

/?, =  -Sin <f
По этому ж е рисунку находим

~ ~ =  — t g ?  dr
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или

=  — Ctg'f.
d y

Пусть нам задано уравнение эллипса в осях дс, у\\

-  +  —  - 1 = 0 .  
а* 1 Ь

Это уравнение в осях г, у  будет иметь вид

( ' - / 0 ) 2
а2 *2

откуда

Найдем от этого выражения первую и вторую производные:

d r __ а ] /  а* — (г — г0)2
dy Ь {г — г0) 

d * r __ а*
А р  *2 (г — г 0)3 ‘ ^

Таким образом, первую и вторую производные мы выразили 
б функции радиуса г. Теперь для главных радиусов кривизны 
R\ и /?2, а такж е  для sin<p получим следующие выражения:

Rx

Ъ -

s in ?  =

| ( * 2 - а 2) ( ,  -  г 0)2 +  а 4|

а*Ь

г [lb2 — д2) (г — г0)2 +  а412 
Ь(г — г0)

_________ Ь(г — г0)_________
_1_

[(*2 _  а 2) (г  _  rQ)1 4 . а 4] 2

(5.5)

Если подставить выражения (5 .5) в (5 .3) и (5 .4 ) ,  получим 
формулы для напряжений:

У  а' ~ " м . Г0>1 '«Я
— а4) (г — /-р) +  а-*

* 2*8 / (*2 _  а 2) ( г— г0)2 +  а* '

( 5 .6 )
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Из этих формул видно, что напряжение аг будет всегда поло­
жительным, если на оболочку действует внутреннее давление. 
Что же касается напряжения о е , то оно при некотором значе­
нии г проходит через нуль н меняет свой знак.

Например, если действует внутреннее давление, то при г<г<> 
кольцевое напряжение ств будет растягивающим, при г > г 0 — 
сжимающим. Поэтому эта часть торовой оболочки при некото­
ром значении таких напряжений может потерять устойчивость.

Д ля  круглого тора (рис. 38), нагружен­
ного постоянным внтуренним давлением q, 
при а = Ь выражения (5.6) для напряжений 
принимают вид

д (г +  г0) а
'2гЬ

з , =  — . 
28

(5 .7)

Щ
а

г -

Рис. 39.

Из (5. 7) для круглого тора можно получить соответствующие 
формулы для цилиндрической и сферической оболочек. Вторая 
из приведенных формул не связана с характерным параметром 
тора радиусом г0 и поэтому сразу может быть использована для 
подсчета осевых напряжений в цилиндрической оболочке 
(рис. 39).

Формулу для напряжений о. перепишем в следующем виде:

При увеличении радиуса г0 одновременно с ним увеличи­
вается и текущий радиус г. Тогда в пределе

lim [— ) = 1 .
\  г

Поэтому можно записать

Этой формулой определяются окружные напряжения в ци­
линдрической оболочке при постоянном внутреннем давлении q.
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В случае сферы в формулах (5.7) необходимо положить 
Го =  0.

В случае эллипсоидальной оболочки, нагруженной равномер­
ным внутренним давлением, в ф ор­
мулах (5 .6) необходимо положить 
г0= 0 .  Тогда выражения для напря­
жений в этой оболочке (рис. 40) 
будут иметь вид

У г Ц Ь ' - а ' )  \ а \

3, q 2г 2 (62 _  д 2) +  „4 

~ 268 / / - 2(42 — а1) +  а* ' (5.8)

Из этих формул такж е видно, что напряжение а? всюду бу­
дет одного знака при .любом значении г; напряжение ов при 
некотором значении г переходит через нуль и меняет свой знак 
в такой точке, которую можно найти из уравнения

2 r2 (b- — a 2) - f  а 4 =  0,
откуда

а*
2 (А2 _  а7) (а >  Ь).

§ 15 НАПРЯЖЕНИЯ В ОБОЛОЧКАХ ОТ ГИДРОСТАТИЧЕСКОГО
ДАВЛЕНИЯ

Все жидкие тела в отличие от твердых принимают форму 
того сосуда, в котором они находятся.

Д авление внутри жидкости слагается из давле­
ния на свободной поверхности (q„) и давления 
столба жидкости высотой от рассматриваемой 
точки до свободной поверхности. По рис. 41 сила 
давления на площадку F внутри жидкости 

P = \h F  + q„F, 
где у — удельный вес жидкости.

Поделив это выражение на F, получим сум мар­
ное удельное давление в данной точке:

<7 =  =  + О п ­

л ав л ен и е  жидкости на площадку F называется 
гидростатическим давлением. Гидростатическое 
давление в данной точке жидкости совпадает с нор- 

Рнс. 41. мальным напряжением внутри жидкости. Нор-

, ?н 
Ш Ш  +
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мальное напряжение в данной точке жидкости одинаково по всем 
направлениям (закон П аскаля) .

Гидростатическое давление направлено всегда нормально 
к той поверхности, на которую оно действует. Величина гидро­
статического давления в данной точке измеряется высотой 
столба жидкости над этой точкой и не зависит от формы сосуда, 
в котором находится эта жидкость.

Н а рис. 42 приведены примеры эпюр давления для некоторых
сосудов.

Д ля  определения мембранных напряжений в оболочках вра­
щения от гидростатического давления используются уравнения 
(5.1) и (5 .2 ) .  В эти уравнения необходимо подставить значение 
гидростатического давления, выраженного в зависимости от вы­
соты столба жидкости.

В случае цилиндрической оболочки (рис. 43)

# 1  =  оо, R2 =  R, q =  — (Н — х ) \ .

Из уравнения Л ап ласа  следует, что

или
\ ( H - x ) R  

* , = — - — .

В данном случае N 9 = 0 .
В случае конической оболочки (рис. 44, а) имеем R | =  оо,

/?2 =  -V tg  а:

q =  — у [■* cos а  — (/ — H)\,

N t =  — qR^ =  \ x  [х cos а — (I— H)\ tg a .

Д ля  определения усилий N 9 рассмотрим рис. 44,6.
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Из условия равновесия этой части конуса в направлении его 
оси получим

2* х
f  Г <7 rfEslnardO =  2 n r 1jV,,cosa.
о 1 -Н  

cot a

Подставив сюда
<7= Y [ ? c o s a  — (/ — /У)], 

r = £ s i n a ,  r , = j c s i n a ,

Рис. 43. Рис. 44.

после интегрирования получим

N  v t g a | (/ - / y ) 3  3 cog a  — 3 (/ — /У) дс2] . 
f  6x  I cos2 a Г J

В приведенных формулах значения х  л еж ат  в пределах

c o s a cos a

Наибольшие значения усилия Nt и N,  получают при х-
cos a

JVe,
\ IH  tg a  

cos a  

V№  (31 — H ) tn a
fi/ cos a

Если конус полностью залит жидкостью, то Н = 1. Тогда 
выражения для усилий получат следующий вид:

N v =  Y-*2 sin a, Ar»=Y-:c2s*n a -3
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Рассмотрим случай нагружения конической оболочки, при­
веденной на рис. 45:

# 1 = 00, # 2= j f l g a ,

q — — Y(A/ — jccosa),

iVj =  — qR2= \  (H  — Jccosa)x tga .

Д л я  определения меридиональных усилий Nf  рассмотрим 
равновесие нижней части конуса, определяемой расстоянием х 
от его вершины (рис. 4 5 ,6 ) .  Из условия равновесия всех сил,

Рис. 45.

действующих на эту часть оболочки в направлении на ее ось, 
получим

2 n r N v c o s a  =  V/ Y.

где V — объем уравновешиваемой части жидкости;
Vy — вес этой жидкости.

Объем жидкости

V =  - у  л г 2х  cos a  яг* ( / /  — х  cos a).

Учитывая, что r  =  x s i n a ,  и используя приведенное значение 
для V, окончательно получим формулу для усилия N? i

-----^ . c c o s a  ) t g u .

Это усилие достигает наибольшей величины при х = з н
4 cos a

т .
3 уА/Д t g a  

16 cos a

Как легко убедиться, наибольшее значение кольцевого уси­
лия Nt будет при х -

2 cos a

т .
V№  tg  a
4 cos a



V

Если коническая оболочка в форме днища бака будет нагру­
жена согласно рис. 46, то для усилии Nf и N о имеем следующие 
выражения: /111 111. tin//и

ух  ( l i 1  —- j - x  cos uj  tg a ,

Nb =  yx(/i-\-l — x c o s u) tg a .

Рассмотрим нижнее днище, выполнен­
ное в форме торовой оболочки эллипсои­
дального сечения, нагруженное гидро­
статическим давлением. Вес заш трихо­
ванной части жидкости (рис. 47) будет

G =  Y j > r 2-n r - ;W 0  +  Y ( n r ^ n r 2 ) ( t f  +  0 ) =  ^  ^

— n v  j  ( Г1 -  г 2) d y + л  Y (Г 2 -  г 2)  (Н  +  «,).

V
П одставляя в подынтегральное выражение значение г2 по 

формуле г = г 0 +  а | //  1 и интегрируя в указанных пределах, 

получим

С = п у \ ± - Пг0а Ь - г 0ау  1 — £■ -  r0abarc sin -(-

I  + ± a > b - a ' y  +  - L  * g + l r * - r $ ( H + y ) .

Заменим здесь у  его выражением через г по формуле

I :  »■ »(/'-“ •



Окончательно

G = n y  (—  л r^flb -j- —  a?b- f  H  ( r 2 — rj)  — r0ab arc sin X [ 2 3

1 ~ l 2(a2 “ f i ) + r °(r° + r ) i} •

Теперь составим условие равновесия веса жидкости в з а ­
штрихованном объеме и меридиональных усилий Nf  на ось обо­
лочки. Имеем

2 n rA ^ s in »  =  G',
откуда

N  -  G
9 2nrs in<p

После замены sin<p в последнем выражении его значением по 
формуле (5 .5) получим

N^ ^ ^ { i ^ ab+ T a2b+H^ -

— г0 ab arc sin J , / "  1 — (r ~ r°*-—

~ \ b \ f  1 - ^ ^ 1 2 ( а 2- г 2) +  Го(г0 +  г ) ] ) х

X V (Л2 — a 2) (r  — Гд)2 -)- a 4. (5. 9 )

Выражение для усилий Nt найдется из уравнения Л ап ласа  

*--(»+&)*■

, =  _ у ( « + ! , ) _ - т [ я + ц / 1

Подставляя в формулу для N% значения R\ и /?2 по формулам 
(5.5) и найденное выше значение N9 , получим

УН [2л (62- д 2) (Г - Го) +  а 4)

где

N t =

| / ' ( ' о - ' ) 2
<22

(2г (г — г0) К*2 -  а 2) (г -  г0)2 +  a 4]-h
2(Г—Г0)2 К ( 6 2 - в 2) ( г _ Го)2 +  а 4 V

+  - i - a 4 [ 2 ( a 2 - 6 2)  +  r 0 ( r 0 +  r ) ] j -
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_______________Yflf______________ v
2 (г -  ro)’ V W  -  a2) (r -  г0Я+ ««

х[тяг°+т а~г°агС8‘п jX1 (S-10)

Приведенные выражения для N,  и jV8 при r= r0 дают неопре­

деленность вида -jj-. Применяя к ним правило Лопиталя, при 

/ = г 0 получим

* , = - L v a . ( 1 + ^ ) .

Рассмотрим нижнее днище, выполненное в форме эллип­
соида вращения, нагруженное гидростатическим давлением. 
П одставляя в формулы значение г =  0, получим (рис. 48)

I л,’= ^ [ т 0,*+"г,- т 4<а,- г!,х
1 | Г ( » ’ - а ’) г Н я \

д; У/У[2(»2-а2) Г» +  а4] ,

6 2* /  (*2 — а*) ГЪ +  А4

| Г2 [(А 2_ Л2) +  в 4] + - 1 -  а4(л2 _  л2) j j /  1 _  _  - i .  в 6

r 2 / ( W  —а2) /-2 +  д4 • (0- И)

Выполняя в этих формулах предельный переход при г =  0, 
найдем

Г  W , = J - v a . ( , + f ) .  J V . - l - v a » ( . + f ) .
Из формул (5.11) при а =  6 можно получить формулы для 

полусферы (рис. 49)

Л ^ = ! ! ( / У г 2 + —  а3— — а ( а 2 — г2) l / *  1 -  —  
2/-2[ ' 3  3 v у  Я2

УаЯ , .. (2а2л2 +  л4 ) | /  1 - ^ - _ ач

2 Зг2

При г =  0 в пределе будем иметь

N  \ а ( а  +  Н) N  \ а ( а  +  Н )
f 2 • « 2
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При г —а получим

Л Г , = Д - т « ( н + - | - а ) .  Y 0 ) '

2
И з последнего выражения видно, что при п  =  — а кольцевое

о
2усилие будет равно нулю. При / У < —  а это усилие становится 

сжимающим, и при Н  — 0 оно достигает своего максимума

— 5 - * *

Если нижнее днище выполнено в форме кругового тора, то, 
полагая в формулах (5 .9) и (5. 10) а = Ь (рис. 50), получим

Л,- = 1 ^ ^ г ( т лг“а ! + т а * + " ( г , - г« ) -

— г0а2 a rc sin

__1_а [2 (а * -г * )+ г 0(г0+ г ) ] у А 1

N b- \Н а
2 ( г о - г ) *

! ± а Ч 4г’ - 5 г 0г +

+  2а ' + г \ )  у  1 [ - 1  лг0+

+  2 _ a _ ro arcs in  j /  1 _ < ^ > - 2] } .

(5. 12)
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Формулы (5. 12) для усилий при г = г 0 дают неопределенность
— . Путем предельного перехода было получено:

jVt  =  y На,  7V9 =  Y Y a 2 [ l  +  “ )•

§ 16. РАСЧЕТ ВЕРХНИХ ДН ИЩ  БАКОВ ОТ ДЕЙСТВИЯ 
ВНУТРЕННЕГО ГИДРОСТАТИЧЕСКОГО ДАВЛЕНИЯ

Выше рассматривались задачи расчета нижних днищ емко­
стей, нагруженных внутренним гидростатическим давлением.

В данном случае рассмотрим расчет верхних днищ, когда 
они подвергаются действию внутреннего гидростатического д ав ­
ления. Так ж е как и ранее, решение поставленной задачи начнем 
с рассмотрения эллипсоидального торового днища (рис. 51).

Уравнение равновесия в направлении оси у для верхней части 
тора п—п  будет иметь вид

2 к  Н —у  2*

J j  ^ £r{Cos<pjrfO</s=j’ r J,Â f sin ^ydb, (5 .13)

где qt =  y (H  — (y +  Ol — гидростатическое давление в сечении
(*/-Н). отсчитываемое от точки О,;

Н  — высота уровня жидкости, отсчитываемая 
от основания тора;

Y — удельный вес жидкости.

Остальные обозначения ясны из рис. 51.
Д л я  текущих радиусов г* и гу имеются уравнения:

(гу — г0)2 i L _ j  ~  г°)2 (у +  £)г j
а2 ' />2 ’ а2 ’ 62 ~  ’
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а такж е следующие очевидные соотношения:

d s  — ' sin

dy
dy

Рис. 51.

Используя приведенные соотношения при вычислении интег­
ралов в уравнении (5 .13),  получим следующее выражение для 
усилия N*1

д т  Vа У  (** — а д) (/• — '•о)а+ fl* j аНз  ̂ ^  ^
*3/* (Г — г0) I 6 0

X

X

н — L b  \ Г 1 - < й = 2
2 V  а 2

а6 2Х

- Г ) 2» / , _ * » = * ] [ ,  _ й = г

—5-/*•.** ] / i  “ Т  '••**[aresln7— 
- a r c s l n j / l - t s ^ - ’ ] } .

Усилие Nt определяется из уравнения Л ап ласа

где /?i, /?2 даются формулами (5 .5).
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N  в

В развернутом виде для N» получаем формулу

E - [ / / - * j / l - \ (Ьг — а2)(г — г0)2-|- а 4 +

•[у гой3[агс s i n T “

6(г-

+
Ye5

t 3 ( r - r 0)2 /  (62 _  а 2) (г -  г0)2 4-

/ '
— arc sin | 1 — r->>‘2a2

Л //2

+  aft2 I —  H -----5- b l / l
L 2 3 r  a2

+ Т ^ 2[ /  1 - J T  +  (5->5)

(/• — 'o ) 2 1  

0,1

I Н ----- -  b 1 / ,  ( Г - Г о)2 г — г0 аА/з

L 2 у fl2 а 6

Из формул (5.14) и (5.15) можно получить различные част­
ные формулы для других форм оболочек, находящихся под воз­
действием гидростатического давления. Например, прн г0 =  0 по­
лучаем формулы для эллипсоида вращения

[ т 'М т  » / '  -£ )( ' ~ i ) ] х
X  У(Ь*- а 2) г 24 - а 4, (5.16)

[ н - Ь ^  1 - ^ - ) v > 2- a 2) r 2 +  a 4 +

Y<2G
X63Г2 / (6 2  — д2)л2 -f д4

[ х [ 6'  ( т " - т * l A 1 ? ) ! '  - £ ) - - Н  (5л7)
П олагая  в этих формулах г=а,  получим выражения для уси­

лий на экваторе эллипсоида вращения
\ а Н 3 „  д2/ у г \N ,  =  -662 , =  Y a / / ( l

66“ г
,—

При / / = — У 2 это усилие получает наибольшее значение 
а

^ • » . * = - Г  V w .

В случае сферической оболочки в формулах (5.16) и (5.17) 
следует положить a = b = R. Тогда
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( « - *  j / 7 3 Z )  +

+ £ N i " - - r V 7Z£)(1-£)-£]■
При r — R

TV,  =  Ш - , N t=yRH (\ -
9 <>/? V W  J

Если уровень жидкости будет равен радиусу сферы H=R.  
то для усилий на экваторе получим следующие значения:

А ^ 7 ^ -  Nt=±yR>.
О О

В случае круглого тора в формулах (5.14) и (5. 15) следует 
положить а = Ь. Тогда при г= г0 + а получим значения усилий на 
экваторе

-----— г0а - ( arc sin —— л
2 0 \  а

JV, =  Y/y(r0 +  a ) 4 - - ^ - ^ r 0a 2(arc s in У- — л  j  —

- ' И - ч / й £ ) - И -
При г = Го—а получим формулы для усилий на внутренней 

стороне тора

Л''= ^ Ь 1 -т"а+'-«''"(1 +Т / ' =Щ +

+  - J  r0a2(aTCsin~-- ix  ) | ,  

^ = - Y / / ( r 0- e ) + j [ - Y W 3+ r 0a w ( l + i j /  l ~ ^ ) +

+ т г°а2 (arcsinv -Jl )]•
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§ 17. НАПРЯЖЕНИЯ В СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ,
ОПЕРТОЙ ПО НЕКОТОРОМУ ПОПЕРЕЧНОМУ СЕЧЕНИЮ 
И НАГРУЖЕННОЙ ГИДРОСТАТИЧЕСКИМ ДАВЛЕНИЕМ

Из рис. 52 видно, что интенсивность гидростатического д ав ­
ления

q — — \ R  (cos cto — cos a).

Из условия равновесия части сферы, определяемой углом a 
в направлении на ось оболочки, получим

2* a

|  J  ^ 2sinacosarfcu/0  +  2n/^.V¥sin2a  =  O,
о «о

Подставим сюда выражение для q и проинтегрируем. Тогда
yD2

N v = ------------(cos a  — cos a0) [2 cos2 a  — (cos Oq -}- cos a) cos a0],
6 sin2 a

(5.18)
Выражение для усилия jVe получим из уравнения Л ап ласа  

. V , =  — qR — N 9

или

\т гл / \ [л 2 cos* a — (cos ал +  cos a) cos an 1 N t — \R* (co sa ,  —cosa)  1 ------------------ 5-----—---------- ------ —  .
V 0 I  6 (1 — cos- a)

(5. 19)
Выражения (5. 18), (5. 19) справедливы в том случае, если 

a o ^ a < a i .  Теперь получим выражения для усилий при a > a j  
(рис. 53). Выражение для давления остается прежним.

Из условия равновесия части сферы под углом а  найдем
2* к
J J qR- sin a  cos ш/u db -f- 2 n R N f sin2 a  =  0.

После подстановки в подынтегральное выражение значения q 
и интегрирования получим

^ = - ^ v W 3 e o s a 0+ 2 + - ? cos8a У  (5.20)
о v 1 — cos a /

Выражение для усилия Nt определяется нз уравнения 
Л ап ласа

N t = - q R - N ,
или

jV 8 =  — Y #2 l^ co sc^  — 2 — 6 c o s u ---- 2 cos?a \  (5.21)
6 \  1 — cos а /
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При а о = 0  формулы (5 .20),  (5.21) несколько упрощаются 
н принимают вид, удобный для исследования:

Из сравнения полученных выражений для усилий N? наД опо­
рой и под опорой видно, что они в месте опирания оболочки из 
меняются скачкообразно на величину вертикальной реакции 
по опорному сечению. Из сравнения выражений для № видно, 
что они такж е изменяются скачкообразно. Таким образом, мем­
бранная теория не удовлетворяет требованиям непрерывности 
усилий по опорному сечению, и в этой зоне должен возникнуть 
изгиб оболочки.

=  у # 2 / 5 — 6 c o s a  4 2 cos* a

)
0 < a < a ,  (5.22)

1 +  cos a) ’

Рис. 52. Рис. 53.

Если в (5.22) и (5.23) положить а = а\ = ~  , то получим сле­

дующие выражения для усилий: 
над опорой (верх)

под опорой (низ)

М  =  -±гуф.
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Рассмотрим далее случай, когда а 0=«=̂ -. Будем иметь следую­

щие выражения для усилий:

v W i  +  p 2^ - ) ,3 \  1 — cos а /

AV=  — Y Я 2 (1 +  3 cos а  +  .
3 \  1 — cos а /

Из этих выражений видно, что усилие N 9 будет всюду растя­
гивающим, усилие Nt  — сжимающим. Наибольшее его.значение
будет при а= ^  :

^ ’o,na* = -  y Y t f 2.

§ 18. НАПРЯЖЕНИЯ В ПОЛУСФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ,  
НАХОДЯЩЕЙСЯ ПОД ВОЗДЕЙСТВИЕМ 

ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ АЭРОДИНАМИЧЕСКОЙ НАГРУЗКИ

На рис. 54 представлена схема нагружения полусфериче- 
| ской оболочки аэродинамической нагрузкой, изменяющаяся по 
[ закону

(cos в — cos ®о)2q — q i-------------- 2^- .
70 (1 — cos Vo)2

Чтобы получить выражения для 
внутренних усилий N? , рассмотрим 
равновесие части сферы, определяе­
мой углом <р. Составим условия рав­
новесия всех сил на ось оболочки:

2 к (р
|  ̂ qRr  cos ' sdvd0 - f

2к
+  J  A ^r sin 'frf0=O, 

где r = R sirup.
После подстановки выражения для q и интегрирования 

получим

ЯоКN , = [ - L + - L ,
I 4 1 4

COS2 Ф —  COS'* <?
(1 — cos  <?o)2 sin* <f

— — (1 — cos3cp) cos 90 “|—r-  cos2 90 sin2 <p]. (5. 24)
3 2 |
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Выражение для кольцевого усилия Nt, определяется из урав­
нения Л ап ласа

N,- Ч оЯ /  — (COS <р — COS % )2 -----!— Г—  4 -  —  COS2 ?  —
(1 — cos «Ро)21 *1п2<р [ 4 4 г

— cos4? — jj-(l — cos3 (?) cos ?0- ( - у  cos2<?0sin2 < p j j . (5.25)

Формулы (5 .24),  (5 .25) справедливы, если 0<<р«мро. Д ля  
получения формул, справедливых при <р>фо, необходимо рас­
смотреть равновесие ненагруженной части оболочки. При этом 
было найдено

A^sin2 <f0 
sin2 9

, N « = - N , .

Здесь  A ^ = ( j V f)f _T„  N v дается формулой (5.24).

§ 19 ПЕРЕМЕЩЕНИЯ В СИММЕТРИЧНО НАГРУЖЕННОЙ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ ОБОЛОЧКЕ

Вопрос об определении перемещений в безмоментных оболоч­
ках вращения целесообразно начать с рассмотрения круговой 
цилиндрической оболочки. На рис. 55 изображен элемент этой 
оболочки с размерами dx, dy в положении до и после приложе­

ния к цилиндру осесимметричной нагрузки. Здесь и и w компо­
ненты полного перемещения в направлении осей х  и г соответ­
ственно;

/ь  /г — значения косинусов углов элемента А \В Х после де­
формации с осями х и г\ 

ех — относительное удлинение элемента АВ  после дефор­
мации; 

еу — то ж е элемента AD.

82



Д л я  определения ех можно спроектировать замкнутый много­
угольник АаА\В\ЬВ на оси х и г. Стрелки по концам сторон 
этого многоугольника указывают порядок обхода:

u- \ -dx ( \  -\- t x) l x — u  — du —  d x = 0 ,

w  - f  d x (  \ -\-tx) l2 — w  —d w  =  0.

Отсюда имеем

Возводя эти выражения в квадрат и складывая, получим

[ о+ ^ + /9 = 0 + £ • № ’• ' .

или при /? -}- / 1 =  1

,+2-*+‘- i+2S+Ct ) 4 t )'-
Пренебрегая здесь малой величиной е* (по сравнению с 2), 

получим
du , 1 Г / ^ и \2 / d w \ 2l

. о [ Wjf j + [  dxd x  ' 2

Ограничимся в этом выражении первым линейным членом
du

вх — --- •х dx

Компонент деформации в окружном направлении

2я (/? +  *») — 2 я R w 
4 ---------------2яЛ ~ ~ R -

Кроме того, компоненты деформации можно выразить через 
напряжения по закону Гука для двухосного напряженного со­
стояния:

ех = - £ - К - ! * 3*). £* =  у  (3* - ! « * ) •

Т о г д а

Например, в случае нагружения бака давлением наддува, 
гидростатическим давлением и осевой силой сжатия (рис. 56) 
для напряжений будем иметь следующие выражения:

Ун# Р
28 2я Rb ’

q„R , V (Н — х) R
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Д ля определения перемещения и будем иметь уравнение 
d u __ 1 ( q„R Р
d x  £» I 2 2nR 

После интегрирования этого уравнения получим

— £ ( ( ■ * £ ■ И " - Т ' ) +  , -"])+С- <**>
Постоянная интегрирования С определяется из условия 

и = О при х =  0 и должна быть равна нулю.

Рис. 56.

Выражение для w получает вид

(5.27)

Применим выражения (5 .2 6 ) ,  (5 .27) для определения опу­
скания уровня жидкости в результате деформации бака от дей­
ствия указанных на рис. 56 нагрузок.

Выражение для приращения объема бака можно получить 
из рис. 57. Приращение объема dV  рассматриваемого элемента 
будет равно разности его объемов до и после деформации. Т а ­
ким образом, с точностью до малых членов первого порядка 
получим

Л ' — J - (1 +  * .)< < » < Л + » > (1 + * . )< '- '  

- ( » + - f  *£■)■Kdxm.
Полное приращение объема для заполненной части бака

j  | ( * + Т Л 5 7 )  « а * " - 2 ” »  | ( " + Т я ^ ) А г -



После подстановки сюда выражений и и w и интегрирования 
получим

ЛК: 2я / ? 2Я

£ 8
V-А>н - 1 - 2 и

4я 4/? J

Опускание уровня жидкости 

я R1 £ 8  Ц  4 г /  /и '
( - Н . .yA>//

1 — 2(Х Р_ 
Rп№  £8  Ц  4 '  /  1 2 4я
(5. 28>

Если толщина оболочки будет переменной, то можно посту­
пить следующим образом. Разделить  длину оболочки на участки 
с одинаковой толщиной и применить формулу (5.28) к каждому 
из этих участков. З а  высоту столба жидкости для каждого 
участка следует брать расстояние от рассматриваемого сечения ' 
до зеркала жидкости. Полное опускание уровня жидкости будет 
равно сумме АН, полученных для указанных участков.

§ 20 ПЕРЕМЕЩЕНИЯ В СИММЕТРИЧНО НАГРУЖЕННОЙ 
КОНИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ

Выражения для компонентов деформации конической обо­
лочки можно получить из рис. 58, где / |,  12 —  направляющие 
косинусы элемента dx в дефор­
мированном состоянии с ося­
ми х  и г.

Поступая так  же, как и в 
случае цилиндрической оболоч­
ки, получим

~ d u  — d x — 0,

"W - f  (1 -{- е9) dxl2 — w — dw =  0.

И з этих уравнений найдем величину е? с точностью до линей­
ных членов:

du

Рис. 58.

£» =  -
dx

Компонента деформации в окружном направлении 
2я  (г  •}- w cos а  +  и£j = --------------

2яг
Но так как г = х  sin а, то

2л  (г  +• хе cos а  +  и sin а )  — 2я г w , ие6 = ----- ---------------------------- ---------- = —  cos а  -4------ sina.
2я г  г г



Исключим из полученных выражений перемещение и. Тогда

dx L dx I
Интегрируя это выражение, найдем, что

d  ( x t t )

•]•ffij =  t g a j  j — ^— ------sf | dx-\-C.  (5.29)

Согласно закону Гука компоненты деформации можно вы ра­
зить через усилия в виде

(Л ^ -р Л Г .) ,  „ = - 1 ( л г , - | » л и .
Е о Ео

Имея в каждом конкретном случае выражения для усилий 
iVf и jVe, можно определить перемещения « и в .

Применим изложенную теорию к определению приращения 
объема конического днища бака (рис. 59). Выражения для уси­
лий N? и N(, в данном случае имеют вид

+ Ц - [(л+.О - - j j - x c o s o j t g o ,

iV, =  ^ t g a - f y x [ ( A - f  /) — x c o s a ]  tg a .

При этом для компонентов деформации получаются выра­
жения

{(0.5 -  (а) +  Y [(0,5 - 1*) (А -И )  - f  ^  - - j-  j  х  cos a  j  J ,

(•■- т ) 'Н )  •
После подстановки этих выражений в (5.29) и интегриро­

вания получим для w

- ( - f ? . + Y [ T ( / ' + / ) - T x c o s a ] } + C -ЕЬ

Перемещение и найдем из уравнения 

u = x i t — w  ctg a =

= ^ { 4 ^ - М ^ (/'+')- ^ ЛСЧ 1“Сс'в“-
Для определения постоянной интегрирования С имеем уело-

л /вие ц = 0  при х = ------ , из которого
COS и
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Тогда

ЕЬ

— Y ( х 3 cos a ------- — )  ] .
I \  cos5 о /  /9

(5.30)

Д ля  перемещения w получим

• = ^ { [ т * + П п ( 1^ г)] l».+(*+')vI-
-  Y [**cos a  +  ! = *  /  . (5.31)

Из выражения (5.30) видно, что при х =  0 и у =  0 самая ниж ­
няя точка конической оболочки при нагружении только внутрен­
ним давлением q„ стремится приподняться 
вверх. Формулы (5 .30 ) ,  (5 .31) не отвечают 
всем граничным условиям задачи, связан ­
ным с закреплением конуса, что является 
следствием безмоментной теории, которой 
мы пользовались при получении этих ф ор­
мул. Поэтому на них надо смотреть как на 
приближенные.

Применим эти формулы для определения 
опускания уровня жидкости в конической

I оболочке.

тт
П реж де всего необходимо получить вы­

ражения для приращения элементарного 
объема. На рис. 60 элемент dxdy представ­
лен в положении до и после деформации.
Д ля  вычисления объема призмы OABCDO\ 
применим формулу для усеченного конуса

у = 55.(#2_1_г*+ # г).

После деления правой части этой формулы на 2л и умноже­
ния на do она может быть использована для определения объема 
клинообразной конической призмы.

Объем до деформации (рис. 61)

r =  x  s ina ,  #=(*-}-</.*:) sin u, h — d x  cosa ,

V0 «о- a ■ | ( j r - f  djr)2sin2a - f  ̂ s i ^ a - t - j c  (jc-f-rf-*)sin2al.
6

Объем после деформации (см. рис. 61) 

rssjcs ln a -f w  coso -j-« sina,



#  =  (.*-}- dx)s\na-\-(w -\-dw)  cos a - | - (и -\-du) sin a, 

h — (dx-\-du)  co sa ,

V =  ('dx + d“) co* °  |[(jc-{-</jc) s i n a - f  (® +  ̂ ffi;) c o s a 4 '

- f ( a - j - ^ « ) s i n a ] J - f  (-^sina +  w c o s a - f - u  sin a)J -(- 

- f  [(дс -f- dx)  sin a  -f- (w - f  ̂ “ 0 cos a  +  sin a l X 

X ^ s i n a - j - x t i c o s u  +  u  sina)).

Разность объемов с точностью до величин второго порядка 
малости

d V  =  V — V 0 =  * C”S °  (w sin 2 a - f  2и sin2a)dxdQ.

После подстановки сюда выражений (5 .30),  (5.31) и интегри­
рования получим

Используем полученное значение AVK для определения опу­
скания уровня жидкости, находящейся в конусе.

Так как объем конуса увеличился на ДКк, то уровень жидко­
сти опустится на величину (/—V) (рис. 62). Д л я  того чтобы 
сохранить в конусе прежний уровень, в него следует добавить
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Полное приращение объема конуса
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количество жидкости, равное AVK- Тогда по формуле для усе­
ченного конуса

где
Л =  /—/',

R*-=RK — h i"a .

Тогда

^ [ * к  +  А \ , (Я к -Л 1 е а )  +

+  (RK- h t g a y \ = \ V K.

Так как величина снижения уров­
ня Л всегда существенно меньше, чем 
/?,„ то приближенно можно записать

З/?2 ~  ЪУк. з к
Отсюда получаем следующее выражение для снижения 

уровня жидкости в конической оболочке:

§ 21. ПЕРЕМЕЩЕНИЯ В ОБОЛОЧКАХ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФОРМЫ 
ПРИ ОСЕСИММЕТРИЧНОИ НАГРУЗКЕ

Если оболочка вращения описывается произвольной поверх­
ностью вращения (рис. 63), то выражения для компонентов де­
формации можно получить точно так же, как это было сделано 
ранее (см. § 20).

Проектируя замкнутый многоугольник на оси х  и г, получим

и-\- (1 + e f) dx lx — и — du — (w -\-dw) —  — d x = 0 ,
R\

и;-}-(1 -j- if) dxl2-\-(u-\-du)——  w — dw  — 0.

Отсюда

Учитывая, что -j-/ |  =  1, и пренебрегая малой величиной е<р 
по сравнению с 2, получим
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' - s + ^ t I « №
+ f i V  +  2

dw
dx

В дальнейшем ограничимся только линейной частью этого 
выражения

(5.32)itu , W
г? =  - ---- Ь т г  •</ЛГ

Выражение для компоненты деформации в окружном направ­
лении получим из отношения

2л (г 4- tv sin <р +  и cos ») — 2лг w . . а __
С| --------- ---------------- 1------------- —------------ = -----  s in ?  4-------COS?.

2лг г г

Учитывая, что r = R2 sin ср, окончательно найдем

ee =  — - f  —  ctg? .  
r 2 r 2

(5. 33)

Имея выражения для компонент деформации (5 .32),  (5 .33), 
можно определить перемещения и н w.

Из (5.32)
/) п  АИ

dx
Тогда для е» найдем

R\ R\ du , и .
£9 =  —  S . ------- !----------- -------- Ctg ? .

Ro R2 dx R2
Так как dx=R\dq,  то

R\ du , и=  — h —  ctg ?,
R2 R\d<f R2

или
du------ u c t g ?  =  # ,£ f — R2et,
d<f
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или
S in  <р J -  ( - ! L - R ^ —  # 2s e. 

dy  \ s in  if J

Интегрируя последнее выражение, получим

(5.34)

Здесь компоненты деформации еv и ее должны быть выра­
жены через напряжения а? и ае согласно закону Гука для слу­
чая двухосного напряженного состояния:

В качестве примера определим перемещения u i i s i  для эллип­
соида вращения, находящегося под внутренним равномерным 
давлением.

В этом случае для напряжении были получены формулы

Кроме того, выражения для R h R2 и sin<p даются форму­
лами (5 .5 ) .

, Эти формулы для эллипсоида выражены через переменную г. 
Поэтому в выражении (5.34) необходимо перейти от интегриро­
вания по ф к интегрированию по г. Из рис. 64 имеем

s? =  —  (3? — Р3е), е» =  —  (ае — f« ?). Е Е

39=i ^ 2“a2)r2+^’
q Чг1 (ЬЧ. - а 2) -f  а*

2ЬЬ J (*2 — а*)гг+а*  '

Кроме того, ранее было получено
d y __ ____ br
dr  а У  а2— г-2

Учитывая все приведенные формулы и подставляя их в выра­
жение (5 .34),  будем иметь

Ъг__________  [ д(ЬЧ. —  дЧ) р  I (1 _  2(л) г }/~(»2 —  д2) r 2-f. а 4( 1 - 2 ц ) г / ( » 2
V (42 — д2) г2+  I 2 Е Ш я У  <?2—,*2
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После интегрирования этого выражения с помощью подста 
новкн r = a sin £ получим

и — да*Ь (№ — а-) г

*■■[/•-£/ • - ( т Г + / ‘-0 -5 Х тЯ -
с 5)(тЯ+

+  :
ЬгС

V(Ы — <j2) л2 -t- а4

Постоянную интегрирования найдем из условия ы =  С 
при г = а :

Тогда

с  ?а2 (А2 - а2)Г _  1 -2 (х / » \21 |п Ь
IE U 2 I 2 \  а  /  J а

да2 (Л2 — a2) г (f ,  1 _ 2 ц / * у г
2£8* уА(/>2— а2) Л2 ■̂Ц1 ^ ( т / X

х ( 4 / ,- ( Я г / - ( т У +

1 — 2а
Е1А ги 7 у ;м н ? т а

Выражения для w найдем из соотношения (5.33)

® =  — MCtgf,
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2- ~ -  W  =  ( 2 - t x )  { Ь ' - О ? )

_ дЗ (62- g l )  || f  1 -2fx (±_\*] ^
/ ( M - a 2) r 2 + a <  {[ 2 \ a  /  J

*('- [ / 4 ? T  / H i 7 +  / Я Я т Ш ’]-

Перемещения на полюсе и на экваторе эллипсоида будут 
соответственно:

на полюсе при г —О 
и п= 0 ,

2Eb№wn = ( 1  _ ц ) а 4 _ в 2(*»__в 2) (Ji

^ Н / Я т Г + 'Н '- г ) - ^

X

на экваторе при г=а

При —  =  2, ц = 0 , 3  получимь

« ' = 3 — , =  — 1,15
п £8 * £5

т. е. эллипсоид вытягивается в направлении оси вращения и сж и­
мается по экватору.

В случае сферы при а = Ь для экватора и для полюса полу­
чаем одно и то же значение w, равное

(1 — [Qgg»
2ЕЬ

§ 22. О П РЕ ДЕ ЛЕ Н И Е  ПОНИЖЕНИЯ УРОВНЯ ЖИДКОСТИ 
В СФЕРИЧЕСКИХ БАКАХ ОТ ВНУТРЕННЕГО ДАВЛЕНИЯ

Задача  определения опускания уровня жидкости в сфериче­
ских баках в точной постановке (с позиций безмоментной тео­
рии) приводит к очень сложным формулам, неудобным для прак­



тического использования. Здесь дается приближенное решение 
этой задачи.

Пусть имеется сферический бак, уровень жидкости в котором 
определяется углом cto. Б ак  опирается по окружности, опреде­
ляемой углом ai (рис. 65). Д л я  определения приращения объема

д1/ — -_•<* 1(^2+  Дгг)2+ ( г 1+ Д г i)2 +  (r i “t" Дг i) (г 2 +  Аг 2>1 —
3

_  ( г* +  г] +  Г,г2) — 2- М  (2ДГ, +  Д Г 2) +
3

+  г2Л (2ЛГ2 -Ь д г,) +  ЛЛ ( r i  +  r l - b  г ,г 2)].

Здесь введены следующие обозначения:

/-, =  /? s in ? ,, r 2 — # s in ® 2, Ar, =  r! (ет)т_ ь  =  #(£? )? -,,,-sin

ДГ2=/"2(8?)?-?. =  # ( * » ) » - ?2>

7  (у» + у,2)]ния ° /  и 08 ' по верхнему и ннжне-

бак разбивается на зоны. Д ля 
каждой зоны вычисляются напряже-

му сечениям каждой зоны) по соот­
ветствующим формулам § 17.

Затем определяются компоненты 
деформации в меридиональном и 
окружном направлениях:

Е Т- *|>

t j --  ~ ( 3в t*3?)?-?,’
Е f t p ,

/7777

Рис. 65,

/7777 После этого приращение объема 
усеченного конуса можно опреде­
лить по выражению

= —  К*»)?-»,

R — радиус сферы;
/ — длина хорды, определяемая углом (фг—q>i); 

Л — высота зоны.
Остальные обозначения ясны из рис. 65.
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Имея выражение для увеличения объема каждой зоны, 
можно определить суммарное приращение объема всего бака:

Д Гс =  \ ] д 1 / „  
i- i

где п — число зон.
Величину опускания уровня жидкости можно определить из 

условия, если объем деформированного бака дополнить объемом 
жидкости, равным ДУС, и поднять уровень жидкости до перво­
начального. Из этого условия по аналогии с § 21 приближенно 
получим величину опускания уровня

Н = ------^ -----.
sin2 u0

§ 23 РАСЧЕТ ОБОЛОЧЕК НА ПРОИЗВОЛЬНУЮ НАГРУЗКУ 
ДИ ФФ ЕР Е Н ЦИ АЛ ЬН Ы Е  УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ ‘

В данном параграфе рассмотрены некоторые практически 
важные задачи, связанные с расчетом оболочек вращения на 
произвольную неосесимметрнчную нагрузку. В общем случае 
такие оболочки следует рассчитывать с учетом работы их на из­
гиб. В данном случае эти оболочки будут рассмотрены только

Рис. 66.

с позиций безмоментной теории. Поэтому на полученные в д ал ь ­
нейшем результаты следует смотреть как на приближенные.
I Обратимся к рис. 66, где представлен элемент оболочки со 

боронами rdb и R\dq> и компонентами внешней нагрузки X, Y,Z, 
п°лож нтелы 1ые направления которых совпадают с направлением 
Р-стиых осей координат х, у, г. По сторонам выделенного эле- 
Мента приложены внутренние усилия N9, No, N*? и N ^ ,  выра­
жающие влияние отброшенной части оболочки. Составим суммы
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проекций всех сил, действующих на выделенный элемент обо­
лочки, на оси х, у, г  подвижной системы координат.

На ось х

Л \rdO  +  ^ A V +  d '? f r  +  ̂  d<̂  d0 — N  * R id<f  +

+ R 'd* ~

— R\d'idQ cos <f-\-Xrd()Rxd<? =  0.

Н а ось уJ^D у

N tirdQ-f -f d? j { r d ^ d b  — N ,/?,</?-f
/  dNt \

4r ,+^ r rf0)
+  ( ^ , т+ ^ - ^ б )  R xd^db cos ^ + Y r d b R xd<f=0.

Н а ось z

(ЛГ’+^Г</?) (r+ ̂ d?) d0d?+
-^— -dO^R^fdO sin cp-|- ZrdQRxd ? = 0 .

Из этих уравнений с точностью до величин первого порядка 

малости получим

—  (R2N ,  sin ?) - f  R x ^  -  R xN t cos <? +  X R xR2 sin <р =  О,
Of (10

±  (RtN t t  sin ?) +  N tfR i  cos ?  - f  R x +  Y R XR 2 sin ?  =  0,
«со Ov

^ + ^JL +  Z  =  0. (5.3.5) 
Ri Ra 

Здесь

sin <p

Кроме того, из закона парности касательных напряжении 
следует, что jVe? =  AV*.

9*>

Уравнения (5.35) относятся к типу линейных дифференциаль­
ных уравнений первого порядка в частных производных с пере- 
кенными коэффициентами. Исключив из этих уравнений усилие 
дГ», получим

дЛ ^  +  2 R2N ,  c tg ? + - * i - ^  +  Z R xR2 ctg ? + X R xR2 «  0,
! <79 sintp 09

(5.36)
,■ Д л я  дальнейшего упрощения этих уравнений введем новые 

неизвестные функции по формулам

R2N , = U ,  R 2N h *=V.

Тогда уравнения (5.36) примут следующий вид:

В  Т - i - ( I + i L) l ' ctB T — Т ~  - f 1 - —д? \  /?2 / 8*п¥ ^0 sin <р дв

I  ^ -  +  2^c tg< p  +  - ^ —  ^ ■ + Z / ? l/?J c tg < p + ^ /? 1/?J= 0 .  (5.37)д<? /?jsimp ofl
.

Одним из общих методов решения этих уравнений является 
метол, основанный на разложении искомых функций в ряды 
Фурье. Д л я  этой цели необходимо вначале разложить внешние 
нагрузки в ряды Фурье по координате 0. Пусть эти разложения 
имеют вид

X  — ^ X „ c o s n O ,  Y =  ̂ Y asinnO, z  =  2 z ncosn0.

В соответствии с этим решение полученных уравнений имеем 
в форме

V =  2  V„ sin rtO, и  =  ̂ и л соьп<).

! После подстановки указанных разложений в уравнения они 
примут более простой вид

f c L+ ( , +  | ) ^ c t g ? + ^ l / , + ^ Z ,  +  W j = ° .

+2 и ,  ctg ? + - j£ b - V . + Z , R lH1' l g , + X . K , R , ~ 0 .  (5.38)

^ Несмотря на кажущуюся простоту структуры этнх уравне- 
«ий, они допускают не всегда простое решение. Поэтому рас­
смотрим наиболее простые формы оболочек с простейшими ви­
дами нагружения.
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Нагружение полусферической оболочки ветровой нагрузкой.
В этом случае R\ = R2 = R. Тогда уравнения (5.38) примут вид

^ у ^ + ^ - и . + ^ - г . + у ^ о .

^ + 2 t / , d g f + - i - V ' . +  Z , / ? 4 t 8 T + A 7 P = 0 ,
ay  sin у

После сложения и вычитания этих уравнений и введения но­
вых неизвестных функций

P . = V , - U „  Q . =  V . + U .  (5 .39)

получим два следующих независимых уравнения:

^  К 2' " ”  -  - з г ) ,J” - 'z-*!(c,e' - г г )  -  * , - ° -

^ Г + ( 2 < ^ +  7 t ) C/- + Z - * , (c,g » + T i f r ) +<A' - + K -) V = 0 -
(5. 40)

Эти уравнения относятся к типу дифференциальных уравне­
ний первого порядка с разделяющимися переменными следую­
щего типа:

у' +  Я(х)у +  / ( • * ) = 0 .
Решением этого уравнения, как известно из теории диф ф е­

ренциальных уравнений, будет выражение

(5.41)

В нашем случае для первого уравнения (5.40)

</(•*)— 2 c t g s -----
sin 9

/ ( * ) =  - Z J ?  (ctgcp _  - ^ _ ) _ ( ^ _ к я) ^ .

Кроме того,

“ ! ( * “ -, UW  tg-0 .59€ — С — С t
sin2

J  Я(*)А*_ I  ( 2t,* V - iia7 )  dr l"lg'l0,r»» sin2 9
Г  “  tg-0.59'-

Тогда из (5.39) для Q„ и P„ получим следующие выражения:

■- "S? К *  I И- ( * ^ = г ) + < * - - к . , ]  - g j . 4



Аналогично

| - = ^ f ( c-  Ч а & Ч
После определения Рп и Qn легко определяются искомые 

усилия:

N tt=  Р " *  s in пО, N v= ® n~ Pn- c o s /гО, 
f  2 R 2 R

N t = - R Z a- N , .

Рассмотрим случай действия ветровой нагрузки на полу­
сферу по закону

Z  =  Z osincpcos0, /? =  1, Z n— Z 0 s in? ,

* = 0 ,  К =  0.
Д л я  усилий iV?, Nt-f в этом случае получим следующие выра­

жения:
N  jcosO_ Г С2 - С ,  +  C2± C i  CQs _j_ Z R  /  со§2 _1_ 4 \1

9 s i n3? [  2R 2R ' 0 v 3 V J

N if=  s ln 0 . [ c J—l~.-̂ 3-{-Ca~~c lco s  ? + Z 0t f ( c o s ? ----- ^ -cos3 .
? s i n3? [ 2/? ‘ 2/? \  3 / J

Постоянные C\ и C2 должны быть определены из граничных 
условий. Будем считать, что полусфера прикреплена к неподвиж­
ному основанию (рис. 67). Тогда граничные условия будут сле­
дующими:

д
1) проекция касательных усилий jVev, при <р= — на направ­

ление 0 = 0  равна проекции ветровой нагрузки на то же направ­
ление:

1C
2* 2к 2

f  (Nfrf). *_ H sin 0db -f- j* j ’ Z 0ffr  sin ? cos Q d fd 0 =  0;

U 0 0

2) сумма моментов усилий N,  при < р = у  относительно д и а­

метра полусферы 0 =  ~  равна моменту ветровой нагрузки отно­

сительно того же диаметра:

J ( W T) # 2 cos 0 dO =  0.
Т “  2

Момент ветровой нагрузки равен нулю, так как давление Z 
имеет радиальное направление.

Из первого условия получаем
С\ + Cj 2 7  ГУ)

2 _  -  3 •
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Второе условие дает
С ,— Сг =  0.

Тогда для усилий N 9, No, N ^  получим следующие выра­

жения:
Zf)/?COS ® cos в ,п „  , ,  ч

Л ? = --------- Г Т ^ -------(2 — 3 cos ? -j- cos8 ?),
*3 s in * ?

N% =  6 (2 cos <p — 3 sin2? — 2 cos4 9),
3 sin3^

No-r— — z Q/?sinli (2 — 3 costp4 -cos39).
.$ s 1 nJ 9

Если бы мы определяли постоянные С i и С2 из того условия, 
что при ф =  0 должны обращаться в нуль усилия N 9 и Ntf , то 
мы обнаружили бы, что онн получают те же самые значения, что 
н приведенные выше.

Нагружение конической оболочки нагрузкой типа ветровой. 
В этом случае (рис. 68)

— а, # ,  =  00, R xd y = d x ,  # 2= j c t g a .

Тогда уравнения (5.35) примут вид

д ( х  1 d N bf

дх

дх

sin а  дй
N t + X x  =  О,

s i n a  дб

TV9=  — Z x  t g a .

После исключения из этих уравнений усилия No и проведе­
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ния с ними аналогичных преобразований, как  и для случая 
сферы, получим

— +  — —  V n + Z nX t g a  +  ^ ^ O ,dx  1 х  s i na
(5. 42)

- + — v ' . + - 2£- £ ■ + * > = 0 ,
rfjf дг cos a

где
Л' =  A',, cos лО, K = K „ s in / t0 ,  Z  =  Z e cos/t0,

x N f = U  я cos /10, x / V e ^ l / j S in / iO .

Применим уравнения (5 .4 2 )-для случая ветровой нагрузки, 
изменяющейся по закону

Z  =  Z o( f - ) 8co s0 ,

X  = 0 ,  У = 0, >1=1. •
В этом случае уравнения (5.42) примут вид

^ + 7 ^ - + Ч т )’1|!““0'd x

dVj_ , _ L , /  | Zpx 
d x  x V i + - ^ -  (— f = 0 .

cos a  \  /  /

(5.43)

Второе уравнение интегрируется по формуле (5.41) 

1 ( г  г ь*5vt=—(ct -  ZoX° ■).
х  \  5/2 cos a  /

После подстановки V\ в первое уравнение (5.43) и интегри­
рования найдем

£ / , = . £ -----1---------tg a ]  х*-\— —----- |-С2.
4/2 V 5 sin 2а  6  )  1 х  s in a  2

При этом для усилий получим следующие выражения:
2

5 s in 2a
1 c , 1 C 2 1
1 Jt2 sin a 1 - J

COS 0,

=  -------£ 2 £ Ц 81п 0.
\  jfl 5/2 cos a  )

Постоянные C| и C2 в данном случае надо взять равными 
нулю, чтобы избежать неопределенности в значениях усилий 
при х = 0. Тогда окончательно получим

Z q If 2
4/2 1l 5 sin  2a

N»=  — Z(?tg a a^cos 0, j V » . = ------— sin 0.
/2 5/2 cos a
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Нагружение конической оболочки изгибающим моментом и 
поперечной силой. Вначале рассмотрим нагружение конической 
оболочки изгибающим моментом (рис. 69).

В этом случае уравнения (5.35) при ЛГ=0, У = 0 ,  Z =  0 прини­
мают вид

дх
dNa.

X
2

дх
N .

х  s in a  

= 0, 7Ve= 0 .

Интегрируем второе уравнение (5 .44).  После
переменных получим

N t9= с (В)
Д-2

(5.44)

разделения

(5. 45)

дящеи
лучим

через точку О,

где С ( 0 ) — произвольная функ­
ция угла 0.

П режде чем проинтегрировать 
первое уравнение, определим уси­
лие JV¥. Д л я  этой цели на рас­
стоянии х  от вершины конуса 
проведем сечение, по периметру 
которого приложим внутренние 
усилия N?, распределенные по 
закону косинуса.

Из условия равенства нулю 
суммы моментов всех сил, прило­
женных к отсеченной части ко­
нуса относительно оси, прохо- 

перпендикулярную чертежу, по-

2 г.

С 7V°cosacosOn/Qrcos0 =  ,1f.

Отсюда

N м
Ю —  у

ядг2 sin2 a  cos a

где N° — меридиональное усилие в наиболее удаленном волокне. 
Меридиональное усилие при произвольном угле 0 будет

N r=  N r cosO = М  cos 0
л х 2 sln2 a  cos a

Подставив полученное выражение Nf  в первое уравнение
(5 .44),  получим

дКй М  cos в
дв лдг2 sin a  cos a
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После интегрирования этого уравнения найдем, что
Af sin n

N t t — -
ядг2 sin a  cos a

- c ,  (x ) , (5

где Cj (лг) — произвольная функция x.
Таким образом, для усилия Nil? получены выражения (5. 

и (5. 46). Из условия их равенства

C ( Q ) = r  'V f-Si.n . fl-------- ^ - jc 2C ,  ( j c ) .

46)

45)

л  sin a  cos a

Рис. 71.

Так как функция C i(x) не зависит от угла 0, то из послед­
него выражения вытекает, что C j ( a ) = 0 .  Тогда для функции 
С( 0) получаем

С (9 )=  ■ Msin9  ■.
л  sin a  cos a

Касательное усилие определим из формулы (5.46)

N,вг:
Af tR a  sin Ч
лдг2 sin2 a

Распределение усилий Ntf и показано на рис. 70.
Как видно из этого рисунка, касательные усилия УУе? дают 

равнодействующую поперечную силу
2*

Q , =  j* N t-rdO sin 0: Af tg a

Так как
Л1 =  nx? sin2 a N f cos a,

TO

Q ^ n A ^ j c  sin2 a.
Эта сила уравновешивается в сечении равнодействующей ка­

сательных усилий Nzl (рис. 71), равной 
2*

Q j = J  NfSinardQ cos 0 = л Л ^  sin2a.
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Из сравнения правых частей выражений для Q{ и Q2 видно, 
что они равны. Следовательно, Q\ = Q2. Как следует из рис. 70 
и 71, усилия Qi и Q2 направлены по вертикальному диаметру 
в прямо противоположные стороны и л еж ат  в плоскости дейст­
вия изгибающего момента.

Рассмотрим далее нагружение конической оболочки попереч­
ной силой Q (рис. 72).

Дифференциальные уравнения задачи в данном случае 
остаются в форме (5 .44).  Функцию С (0 )  в выражении (5.45) 
для касательного усилия N*? найдем из условия

или

где

Тогда

( N  ,?)*-*„ =  Nbt sin 0 

^ = < S i n 0 ,
■*о

я -Vq sin a

N  С (9) ..
Jt2 jfl

QxQ sin 6 
яд:2 sin a

Подставив найденное значение Nt? в первое уравнение
(5 .44),  получим

, ^ 9  _ Q * 0 COS О
дх л * 2 sin a

В результате интегрирования этого уравнения определим
усилие Nf :

Qx  о cos О 
ялг? sin2 a

doo
х

где D(0)  — произвольная функция угла 0.
Д л я  определения этой функции служит условие

(N  ?)jt—jro== 0 ,

выражающ ее отсутствие нормальных напряжений в сечении, где 
приложена сила Q.

Используя это условие, находим

D ( 0 )
Q cos Я 
я  sin2 a
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Тогда для Nf  получим окончательно выражение

дг =  — cosfi 
яд:2 sin2 а

Л егко убедиться, что момент усилий Nv в заделанном сече­
нии конуса относительно его горизонтального диаметра равен 
моменту силы Q. Действительно,

Суммарные напряжения в конической оболочке при одновре­
менном ее нагружении изгибающим моментом и поперечной 
силой будут

Из последнего выражения видно, что при некоторых соотно­
шениях входящих в него величин можно получить N», = 0 .  
Действительно, имеем

Из этого условия можно сделать вывод, что если в некотором 
сечении конической оболочки приложены поперечная сила и из­
гибающий момент, причем момент силы Q относительно вер­
шины конуса равен приложенному моменту Af, то касательные 
напряжения в оболочке всюду будут равны нулю.

Если изменить направление изгибающего момента, то нор­
мальные напряжения от М и Q будут вычитаться, а касатель­
н ы е— складываться. >

Нагружение цилиндрической оболочки ветровой нагрузкой. 
В этом случае R\ = oo, R2 = R, ср= — , Ridq> = dx. Тогда исходные 

уравнения (5.35) примут вид

) (Nf)x-i R2 cos °  cos = Q ( l  — х 0) cos а.
о

Q лг0 sin Я Af tg а  sin 0 __q
n AT2 s i n a  я .*2 sin2 a

Отсюда получаем
Qx0 c o s  a  _  |

Af

N t = - Z R .
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Подставив сюда Х = 0, У=О, Z =  Z0 cos 0, из третьего уравне­
ния получим

7 V j=  — Z 0Afcos6.

Из остальных двух уравнений найдем

,Ve?=  — Z oX sinO -f-/ ,  (в),

^ T= - ^ [ l c o s e - j c ^ w + / 2(e).
* 2R Rdn ' •/2V

Здесь M fl)  и / г ( 0 ) — произвольные функ­
ции угла 0, структуру которых следует уста­
новить нз следующих граничных условий.

1. Сумма проекций всех сил ЛЧ? при х = 0  
на направление 0 = 0  долж на равняться равно­
действующей силе ветра в том же направле­
нии (рис. 73):

2* 2* I
j' ( j V s t ^ - o s i n  0 — j* j* ZRdbdxcosQ =  0.
O r  0 0

И з этого условия находим

/ ,  (0) =  Z ol sin 0.

2. Момент сил при х =  0 относительно диаметра 0 =  —

должен быть равен моменту сил ветра относительно того же 
диаметра:

2* 2* Ij (NJx-oRdbH  cos0 =  j ’ j Z R d b d x  cos 6a\

Рис. 73.

откуда

A W — f ^ C O S  б-

Тогда для усилий Л^, jVe, Л^в¥. получим следующие выра­
жения:

N 9= ^ - ( x - l f  cos 0, jVj =  — Z „ # c o s0 ,
2/?

t f * - Z , / ( l - y )  sine.

Изгиб цилиндрической оболочки моментом на конце. В этом 
случае дифференциальные уравнения (5.35) будут иметь вид

AV„ <WVa
Л* л<эо

О, , dN*
Л*

=  0, А^( =  0. (5.47)
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Из второго уравнения (5.47)

^ = 0 ,  л\,=с,(в),
од:

где C j (6) — неизвестная функция угла 0. Подставив найденное 
значение в  первое уравнение, получим

^ 1 + йС1{в)= 0  (5.48)
дх R09

Выражение для усилия можно получить по известной 
из курса сопротивления материалов формуле

где 6 — толщина оболочки;
J — момент инерции сечения оболочки; 
у  — расстояние от горизонтального диаметра до рассматри­

ваемого волокна.
Д л я  момента инерции /  имеем выражение

2х 2х
У = = | d F  у* =А?38 1  cos2 0*/0 =  л /^S,

y = R  cos 0, 

d F  =  ld s= lR db .
Тогда

i f  MbR « Ai cos fl / r  /V« = ------- cos 0 = ----------- . (5.49)f л/?35 n/w v
Из этого выражения видно, что нормальные напряжения 

в поперечном сечении оболочки распределяются по закону 
косинуса.

В случае нагружения оболочки моментом (рис. 74) нормаль­
ные напряжения не зависят от продольной координаты х. П о­
этому в (5.48) следует положить

1 7 = ° -
Тогда

откуда

дС, (В) 0 
Rdо

С, (0) =  С72= const 

А Ч = с 2.
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Постоянная интегрирования С2 долж на быть равна нулю, 
так как крутящего момента к оболочке не приложено.

Следовательно, при нагружении оболочки чистым изгибом 
в ней возникают только нормальные усилия N ¥ , определяемые

формулой (5 .49).
Нагружение цилиндриче­

ской оболочки поперечной 
силой. В данном случае вы­
ражения для внутренних уси­
лий получим из уравнении 
(5 .47).  Из второго уравне­
ния этой системы

Wef = C , (  6).

Кроме того, для мери­
диональных усилий остает­
ся в силе формула (5 .49),  
в которую следует подста­

вить выражение изгибающего момента через силу Q (рис. 75)

M = Q(l—x).
Тогда

д г  _  Q ( l ~  х)  cos я
т Я/?2

При этом уравнение (5.48) примет вид
Q cos 6 , дСj (8)

nfV ЯдЬ
= 0.

откуда получаем выражение 
для С, (0 ) :

С ‘ (0)==‘2 ^ 1  +  Сз- 
Следовательно,

л г * = с , ( е ) = - 2 ^ - + с 3.
Рис. 75.

Постоянную С3 в данном случае следует положить равной 
нулю, так  как к рассматриваемой оболочке внешнего крутящего 
момента не приложено. Поэтому для касательных усилий в ци­
линдрической оболочке, нагруженной поперечной силой на конце, 
имеем формулу

я R

Распределение нормальных N v и касательных усилий 
по поперечному сечению оболочки показано на рис. 76.
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Напряженное состояние опертой по концам цилиндрической 
оболочки от веса залитой в нее жидкости. Схема нагружения при­
ведена на рис. 77. Исходные уравнения (5. 35) в этом случае будут 
иметь вид

(М,
дх

ON. dNt
Rd6 дх Rdli

:0, N t = - Z R ,

(5.50)
где

Z  = y A =  —yR  (cos 0 — cos 0O).

Из последнего уравнения следует

=  у К1 (cos 0 — cos 0O). 

Тогда второе уравнение приводится к виду 
dN^
— ^ - = Y # s i n  0. 

дх

Рис. 77.

В результате интегрирования этого уравнения имеем

— у R x  sin 0 -|- С, (0).

Подставим найденное значение Nt9 в первое уравне­
ние (5 .50):



После интегрирования по х получим

N . — — — уде2 cos 8 — х  — - ^  -f-С2 (0).
* 2  /?д в

Неизвестные функции Ci(Q) и С2(0) найдем из следующих 
граничных условий:

П Х =  0,N f — 0  при
X =  1.

Тогда

С , ( в ) - 0 .  — i - v / c o s f l  — ^ - = * 0 ,

откуда
дСI (0) 1 г.* п— —  ----------- у AV cos 0.

Й0 2
Интегрируя, получим

С, (0) = — i-y tf /s in O  +  C.

Тогда для касательного усилия Ntv будем иметь выражение 

N t9= \ R x s i n b — ^-y /^ /s lnO + C '.

Постоянную С следует положить равной нулю, так как к кон­
цам оболочки касательных усилий не приложено.

Тогда окончательно получим следующие формулы:

N v=  — ^ - \ 7 x ( l  — f " ) 008

N t = у # 2 (cos 0 — cos 0O),

J V * = Y/ ? / ( - y ~ y ) s i n 0 .

§ 24. ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРЕМЫ КАСТИЛЬЯНО К ЗАДАЧАМ 
О ПР ЕД ЕЛЕ НИ Я ПЕРЕМЕЩЕНИИ В ОБОЛОЧКАХ

В некоторых случаях для определения перемещений в обо­
лочках может оказаться полезной теорема Кастильяно. Согласно 
этой теореме перемещение, соответствующее данному обобщен­
ному силовому фактору, равно частной производной от потен­
циальной энергии по данной обобщеннной силе:
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При этом потенциальная энергия данной упругой системы 
должна быть выражена в функции внешних сил.

В случае безмоментной оболочки потенциальная энергия 
деформации

э=тИ  ̂N^ + N^ + N^ dF- 
р

Зам еняя  здесь компоненты деформации через усилия по з а ­
кону Гука, получим

■ j* j  [Л^ +  W i -  2 | i A +  2 (1 +  ji) Aft]  dF.  (5.51)
2£5

некоторые задачи, имеющие практическийРассмотрим 
интерес.

Перемещение точки приложе­
ния радиальной сосредоточенной 
силы, действующей на сфериче­
ский сегмент. Пусть на оболочку 
в виде сферического сегмента 
действует сосредоточенная сила 
Р, приложенная через жесткую 
шайбу. Тогда из условия равно­
весия верхней части сегмента 
(рис. 78), определяемой углом 
t f +фо, получим

N f = --------------- ----------- .
2n#sin2(?0 +  4»)

Выражение для усилия jVj получим из уравнения Л апласа

N t=  - A r. = ---------- ------------- .
2n/?sin2 (<f0 +  +)

В силу симметрии нагружения касательное усилие в обо­
лочке Â j¥ =  0. 

t Д ля  энергии деформации получим выражение

Э = (1
4Я2 ЕЬ

« 2х

И ;О о
sin3 (tp0 +  <J/)

После интегрирования найдем

e B t ± £  
Э - . У Т ^ - I .  щ  "

4 л £5
c tg  у о c tg  (у о +  а )

t g 15-h 2
sin <р0 sin ( f g  +  а )
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Пользуясь теоремой Кастильяно, получим перемещение 
точки приложения силы Р :

7, ■_= (14- у)Р 
>р dP 2я ЕЬ

In 2 1 ctg?0 ctg<?o +  a )
?0 sin<fo s in (?o  +  a )

,RT

Определение угла поворота жесткой шайбы, скрепленной 
со сферическим сегментом и нагруженной изгибающим моментом.
Д л я  определения внутренних упругих усилий vV9, jV«, имеем 
следующие дифференциальные уравнения:

~  [Arf sin(?0 +  +  — J V |C o e ( ^ + t ) — О,

-2- [JV,?s in (То+401 +  - ^ | р  + W * c o s ( % - H ) = 0 ,

N t + N , =  О,

полученные из уравнений (5.35) путем замены ф на фо+\|з. 
После исключения из этих уравнений усилия Nt  будем иметь

ON 1 dNk,
» J- 2 N 9 ctg (?0 +  <1») -p — т ~ 7 7  - т г -  =  О,

' sin (yo Н“ Ф) ^8

. .v  1
, - 2A^»f c tg  (?0 * f  Ф)-------------------------------— = 0.^  , s v r o  Т /  s i n ( ? 0  +  + )  ,J6

Решение этих уравнений можно искать в форме 

N 9= S ? co s 0, iV»?= 5 e?sin6.
Тогда

^ + 2 S k c .g (% +  » + 7 ^ ^ = 0 .

Сначала сложим оба эти уравнения, а затем вычтем из пер­
вого второе. При этом получим

dV± 
dif 

dU2 
dif

где обозначено
Ui — S v-\-S% f, — S&f.
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Полученные уравнения допускают разделение переменных 
и поэтому интегрируются просто:

l n t / ,= l n C , - J [ 2 c l g ( ,b + « + V|<(^  +  t)  ]

In Jn С, -  J  [2 ctg ( ,„ + «  _  _ i _ _ ]

После интегрирования этих 
уравнений получим

и х= .
Sfn2 (<р0Ч-ф) tg

Уо -4- ф ’

U о
C2 tg ?о +  ?

sin2 (<р0 +  ф)

Теперь можно написать вы ра­
жения для внутренних усилий

cos в С ,

Рис. 79. 

То +  «|>'
2 sin2 (?0 +  Ф)

sin в 

2 sin2 (yo +  40

N t = - N , .

<g

tg

_С]----
?о +  * 2

)■

)'
(5.52)

Д ля  определения постоянных Ci и С2 используем условия:
1) момент усилий N? при \|> =  а  (рис. 79) относительно оси, 

перпендикулярной чертежу и проходящей через точку А,  равен 
заданному моменту:

2«

М =  j1 [jV -ds sin (<p0-j-<j») R  sin (?0+ <i') cos 
о

2) сумма проекций усилий N*  и Nf  при \|>=a на линию пере­
сечения плоскости действия момента с плоскостью основания сег­
мента должна быть равна нулю:

2к 2* ,

f  ( jV ^ -^S C O S ^ o  +  о) COSO—  j* (iV»T)4,_ ar fS S in e  =  0 .

Из этих условий следует, что

С, =  С2= — .
1 2 я /? 2
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Тогда усилия N f , No, jV e? определяются по выражениям

--- f̂cosB----  ,---1--- ig 4o±±\
? 2л/?2Ят2(?о+Ф) и ?о +  ф ' 2 )

2

N ) — —

лг,?==— ---- /— I----- tg ?o+ i\ (5 53)
2n/?2 sin2 (y0 +  ^ )  Уо+<|'  2 I

Теперь можно подсчитать потенциальную энергию деформа­
ции рассматриваемого сегмента при нагружении его изгибаю­
щим моментом:

1 j*

3= чк~ J ] * + N* ~ 2?NfXt+2(1+р)л/У х
X  A? sin (<?„+•»

Подставив сюда выражения (5.53) для усилий Ni,  N%f 
и проинтегрировав в указанных пределах, получим

э _ ( 1  +v)F.W
2л/РЕЪ

Отсюда по теореме Кастильяно найдем угол поворота 
шайбы:

<*Э (1 +  ц) FM  
d \ f  л  № Е Ь

Здесь обозначено

. c t gyp  , 1 | n  ‘ 
s in3e0 2 s i n ? o  2

g 2 c tg  ( ? p +  a )  c tg(T o  +  g)
4>0 ' 2 sin  fo  1 2 jpo sin3(?„ +  a )  2sin(<p0 + a )

g 2

Если внутри сферического сегмента действует внутреннее 
давление интенсивностью q, то для определения усилий Nf и Nt  
получаются выражения:



Подставляя эти значения для усилий и значение для No?
(5.53) в выражение (5.51), можно убедиться, что внутреннее 
давление в сегменте не влияет на угол поворота, возникающий 
от действия момента М. Такой результат получается вследствие 
того, что рассматривается безмоментное состояние оболочки.

Определение угла поворота жесткой шайбы, скрепленной со 
сферическим сегментом и нагруженной крутящим моментом. Из 
условия равновесия части сегмента, лежащей выше параллель­
ного круга, определяемого уг­
лом tfo +  *l' (рис. 80), найдем

ДГ _ ______ЧкР______
** 2я/?2 sin2 (<р0 +  ф)

В данном случае остальные 
усилия безмоментного состоя­
ния в оболочке равны нулю.

Выражение для потенци­
альной энергии деформации 
будет иметь внд 

2*

' - 4 г И N],dF.
Рис. 80.

о о
значенииПосле подстановки сюда 

=  /?2sin2((po+T|))efy*/0 и интегрирования в указанных 
получим

То +  Ц
2 . c tg ? 0 c tg  (?о +  а)

и dF=  
пределах

(1 +  н)
4я/<2£Л

tg -
In

К 2
sin 9о sin(?0 +  o)

Угол

d.W

поворота шайбы вокруг оси Ох будет 
г  То +  а

2___ , c tg y p  c t g (уо 4- а )d3 _ ( 1 + ц ) .М кГ
кр 2яЛ2£8

tg
In

t g ^  Ь 2
sin  !р0 tsin  («р0 +  о)

Перемещение точки приложения касательной сосредоточенной 
силы, приложенной к жесткой шайбе, которая прикреплена к сфе­
рическому сегменту в его полюсной части. Эту задачу можно 
решить, используя результаты, которые были получены при на- 
гРужении сферического сегмента изгибающим моментом. Напря­
жения в этих обоих случаях определяются выражениями

7Vf =  5 9cos9; =  sin 0.

Следовательно, для усилий Nf, Art, N tf можно воспользо­
ваться формулами (5.52).
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Для определения постоянных интегрирования в данном слу­
чае имеем следующие условия:

1) момент усилий Nv при я|з =  а  относительно оси, проходящей 
через точку пересечения вертикального диаметра сегмента с пло­
скостью его основания, будет равен моменту силы Р относитель­
но той же оси:

2*
PR  [cos 90— cos 0ро+«0] =  f ds sin (% -j-a) r  cos 0;

2) равнодействующая проекций упругих усилий N? н N*? при 
\f =  a на направление силы Р равняется этой силе:

2х 2 г
J  cos (<p0- f  a) cos 0 — j* (jVef)+_.rfssin0 =  P.

Подставляя сюда ds = R sin(i|>o+a) и r= R  sin(q>0+ a ) ,  после 
несложных вычислений для постоянных интегрирования получим 
следующие значения:

С , =  sin2- ^ ,  С2 =  —  cos2 —  .
1 я/? 2 2 я R 2

Подставляя найденные значения постоянных интегрирования 
в формулы (5.52), получим следующие формулы для внутренних 
усилий в сферическом сегменте при нагружении его силой, дей­
ствующей в плоскости шайбы:

I . sin2ЛГе =  _ Р с о 1 6-----  cos2 +  i -----------2_
nflsinJ («ро +  Ф) | 2 2 То + Ф

sln2 —
ЛГН = ----- ---------  -----2---1_ cos^ _?о_ tg

я /?  s in 2 (?0 +  Ф) I t g ? c rr_ £  2

N t =  — N f.

Теперь можно подсчитать потенциальную энергию деформа­
ции:

3  = (± t£ V j < )s in (% -ft)rf'M0.
£«

После подстановки сюда значений для Nf  и и вычисле­
ния интегралов получим следующее выражение для энергии:

а  (1 +|х)А:Я2 
я £8
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Перемещение по направлению силы Р будет

2 (1 -Ь ц) КР
пЕЬ

Здесь обозначено
r c tg ? o  | CtR <p0 |
|.sin3 <j)0 1 2 sin  ?o

tg
4 - — In
' 2

c tg (? o  +  g) c tg  (то +  
s in 3 (f0 +  a )  2 sin  ( f 0 + 31+

+[
1

Sin< (?0+ °) sin*
ч
4 ?oJ

COS <p„.

M

Рис. 82.

’ Остальные обозначения видны из рис. 81.
Линейные и угловые перемещения жесткой шайбы, скреплен­

ной со сферическим сегментом и нагруженной изгибающим момен­
том и касательной силой. В этом случае выражения для внутрен­
них усилий можно получить путем наложения решений, полу­
ченных при нагружении сегмента силой Р и моментом М



M  sin О 1 rT0 + t \
2n/?2sin2(?0 +  4() I y0 +  4< 

\  8 2

P s i n  в
sin2 —  

2
n/?sin2 («o +  W tg

COS2- ^ - t g
90 + * ' 2

(5.54)

N t = - N , .

Для потенциальной энергии деформации имеем выражение
« 2*^  /1 I ..\ И(1 +  ц) №

ЕЬ
j ( A / ’ + A ^ s i n ( ?o+*)rf*</0.

о о

После подстановки в выражение для Э величин усилий [см
(5.54)] и подсчета интегралов получим

(1 +f*)
4яЛ2£8

| (Л* -  2PR  sin2 & -J  (F ,  -  F 2) +

+  (.И +  2PR  cos2 & .J  (F l +  F 2)

Для определения перемещения по соответствующему направ 
лению необходимо взять частные производные от потенциальной 
энергии по усилию Р или М.

Перемещение по направлению силы Р

8 , = ^  = 1 ± £  [М (/=■, cos Ъ +  ̂  +  
р дР n№Fb  1 '

+ 2 Р / ?  [-1- Л  (1 +  cos2 9о) +  F 2 cos То]} .

Угол поворота по направлению момента М будет

В приведенных формулах обозначено:

ctg?0 , CtR <Pn tg
In •

s in 3 ? 0 1 2 s i n ? 0 2  _fo_
g 2

ctg(To — a) ctg(?o +  a) 
sin3 (?0 +  u ) 2 sin  ( ? o +  a ) ’

E* _ I__________ 12 1 • 
sin * (?0 +  a )  sin* <f0
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Глава V/

ОБОЛОЧКИ, НАГРУЖ ЕННЫ Е МЕСТНОЙ 
ОСЕСИММЕТРИЧНОИ п о г о н н о й  НАГРУЗКОЙ

Приведенные в предыдущей главе формулы, полученные 
по безмоментной теории, точно определяют напряженное и де­
формированное состояние тонкостенных оболочек в тех зонах, 
где нагрузка изменяется плавно. Если нагрузка претерпевает 
разрыв, т. е. изменяется скачкообразно, то на этих участках бу­
дет иметь место изгиб оболочки. Изгиб оболочки вознпкае1 
п в том случае, если скачкообразно изменяется сечение, а также 
в местах сопряжения оболочек разной геометрической формы.

В указанных случаях изгиб будет носить местный характер, 
и область его распространения будет сравнительно небольшой. 
Для этих участков приведенные в гл. V формулы безмоментной 
теории оказываются недостаточными. Необходимо рассмотреть 
изгиб оболочки и сложить напряжения от изгиба с напряжения­
ми безмоментного состояния. Однако здесь же следует огово­
риться, что несущая способность оболочек во многих случаях бу­
дет определяться безмоментным напряженным состоянием, а ме­
стный изгиб существенной роли играть не будет. Поэтому в прак­
тических расчетах изгибные напряжения часто не определяются 
п весь расчет ведется по безмоментной теории.

Однако без знания основ моментной теории в некоторых 
случаях нельзя правильно понять работу конструкции и решать 
вопросы конструирования. Поэтому в следующих параграфах 
будут даны основные предпосылки для расчета оболочек на 
местный изгиб.

§ 25 ДИ Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН Ы Е УРАВНЕНИЯ КРАЕВОГО ЭФФЕКТА 
ПРИ ОСЕСИМ М ЕТРИЧНОИ ДЕФ ОРМ АЦИИ ОБОЛОЧКИ

Рассмотрим оболочку вращения, нагруженную, как показано 
на рис. 83, усилием Q0 и моментом М0.

Вырежем из этой оболочки бесконечно малый элемент 
RdyrdQ, приложим к его граням неизвестные нам пока внут­
ренние упругие усилия и составим уравнения его равновесия.

Для равновесия тела в пространстве необходимо иметь шесть 
Уравнений статики. В данном случае из этих шести уравнений 
0станутся только три. Остальные три уравнения будут тождест­
венно удовлетворяться.

Составив сумму моментов всех сил, действующих на элемент, 
и°круг оси у, получим

(AVW? sin ?) — Q ^ / ^ s i n ?  — Af(/?,cos? =  0. (6. 1)

119



Из условия равновесия сил, действующих на элемент, в на­
правлении оси 2 будем иметь

—  (R2Qv sin <?) +  JVotf i sin ? - f  N 9R2 sin о = 0 . (6. 2)

Для получения третьего уравнения рассмотрим равновесие 
отсеченной части оболочки под углом <р (рис. 84). Спроектируем 
погонные усилия N? и Q? на вертикаль:

2 ж 2*
N?r db sin ? -f" f Q9r db cos <? =  0. 

S

P iic. 83.

Отсюда для Nr получим выражение

jV9=  - Q ? ctg?. (6.3)
Таким образом, мы имеем три уравнения, в которые входят 

пять неизвестных внутренних усилий Nf, Ne, Qf, Л19
Исключив с помощью выражения (6.3) усилие .V? из урав 

нения (6.2), получим

—  (tf2Q. s i n<р)4 - sin? — Qc/?2cos <? =  0.
09 (6.4)

Обозначим произведение R2QV в виде V=RiQv . Тогда урав 
ненне (6.4) можно записать в форме

—  (V  sintp)-{-A^e/?i sin? — Kcos<?=0. 
d f

После дифференцирования из этого уравнения получим
dV7V,=

Ri d<f
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При этом уравнения (6. 1) и (6.3) будут-нметь вид

W » = -  —  c t g ? ,

—  (/?2Af,,sin?) — V R X s in? — M%RX cos<?=0. 
d \p

(6. 5)

Имея выражения для и Nv и используя закон Гука,
получим

4 = ± - ( N 9- № ) ,  —
ЕЬ ЕЬ

Кроме того, для компонентов деформации были получены 
формулы (5.32) и (5.33):

du . wе- = ------------- -------- ,
/?, rf? /?,
и , , W . .  =  - C t g T +  - ,

Подставив эти выражения для 
tr и ев в формулы закона Гука, 
получим

ф  +  — =  ̂ - ( ^ - t i / V , ) ,
1 r f ?  ЕЬ

® +  «ctg<? =  ^ - ( iV e — цЛ^).
C O

Вычитая из первого уравнения второе, найдем

^  -  и ctg ? =  g -  (ЛГ„ -  ̂ 6) -  (А̂ « -  ̂ V f).
e/f ЕЬ ЕЬ

Продифференцируем второе выражение (6.6):
и 1 d

(6 . 6)

(6.7)

dw . du----- ----- Ctg о ------------ =  —
dy d f  sin2<p ЕЬ

Исключая из этого выражения производную — с помощью
d <f

соотношения (6.7), получим

-  ̂  №  №  -  * * 0  № 1  ctg ? .со
Обозначим

dw п  , ,и — — — R\U, 
df

(6. 8)

(6.9)
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где U — новая неизвестная функция, выражающая собой угол 
поворота сечения оболочки.

Тогда уравнение (6.8) после подстановки в него Nv и Nt 
окончательно получит вид

(6. 10)
Таким образом, вместо уравнении (6.2) и (6.3) получим одно 

уравнение (6. 10) с двумя неизвестными функциями V и U. Для
получения еще одного урав­
нения, связывающего эти 
функции, можно использо­
вать уравнение (6.5). Пред­
варительно запишем выра­
жения для моментов через 
изменения кривизны

M f =  - £ > ( * ?  +  и-Хв),

М в =  — £> (/.в +  РХ^- 
Выразим компоненты из­

менения кривизны через 
компоненты перемещений и 
и ш 1.

В нашем случае угол 
смежности между касатель­
ными, проведенными через 
точки /  и 2 (рис. 85), в по­

ложении после деформации будет равен разности углов пово­
рота сечений, проходящих через эти точки:

У

Рис. 85.

и
dw I й dw \1

U /?, d<f )\ — ------ ^ —) = d  (—------ ) .
) \  V K  R i d ? )  \R i R i d f l

Учитывая обозначение (6.9), найдем, что угол смежности 
будет равен dU. Поэтому для изменения кривизны меридиана 
получаем формулу

dU /с , 1,
h ~ R ^ '  ( 6 П )

Выражение для кривизны будет

1 1 
/ в ~ * ;  '

1 Под кривизной кривой понимают отношение угла смежности к длине 
дуги, когда последняя стремится к нулю.
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■
Из рис. 85 имеем

. н := - , + ir
sin  у sin (у +  U)

Следовательно,

sin  (у +17) sin у _  s in ( y 4 - £ / )  sin  у
Хб----------—--------------- ------------------------------r +  \ r  r  r  r

_sin у -f  U cos у s in y  __ U c o sy  __ U
r r r R„

C tg ? .

Тогда выражения для моментов примут вид

М  -_= - D  + |»  —  ctg? ),
\ /? i </у ' /?2 г  I

M t = - D U L ci g ? + | i ^ - ) .
\R 2 R I rfy /

Подставив эти выражения для моментов в (6.5), получим

I & .  <!1Е+  f J L f a . ) + A . d g ,  ] * L - (  и — ™ l .
^ *1 I rf? U i  /  J rfy l  /?2  / D

(6. 12)

Два полученных совместных уравнения (6. 10) и (6. 12) пол­
езностью решают задачу расчета оболочки вращения, нагружен- 
|  нон краевыми усилиями Q0 и М0■ Однако в практических расче- 
Г тах в своей полной форме эти уравнения применяются очень 
J редко в виду сложности их решения. Чаще всего приходится 
I  пользоваться приближенными уравнениями краевого эффекта. 

Эти приближенные уравнения получаются из уравнении (6. 10) 
и (6. 12), если отбросить в их левых частях подчеркнутые члены.

В основе этого упрощения лежит принцип Сен-Венана, со- 
1  гласно которому действие самоуравновешенной краевой ра-
I диальной или моментнон нагрузки носит быстро затухающий 

характер. Это подтверждено и теоретическими исследованиями 
|  некоторых частных задач, в которых было обнаружено, что ука- 
к  занный процесс в оболочках носит, кроме того, и колебательный 

характер. Функции, описывающие такие процессы, имеют вид 
■ « - '“ /(аг), где f ( x ) — ограниченная периодическая функция. Со­

множитель е~кх определяет быстроту затухания; для оболочек 
показатель затухания k — величина большая. Из свойств таких 
функций следует, что их первая производная всегда больше 
самой функции, вторая производная больше первой производ­
ной и т. д. Поэтому в указанных уравнениях отбрасываются сла­
гаемые, содержащие первую производную и самую функцию 
в сравнении со второй производной.
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Таким образом, упрощенные уравнения краевого эффекта 
будут иметь вид

^  — =EbU ,  % - - =  . (6.13)
R\  rf?2 R\  rf?2 D v

Применим эти уравнения к решению некоторых частных 
задач.

§ 26 ПОЛУБЕСКОНЕЧНАЯ Ц ИЛИ Н ДРИ ЧЕСКА Я ОБОЛОЧКА, 
НАГРУЖЕННАЯ РА СП РЕД ЕЛ ЕН Н О Й  ПОПЕРЕЧНОЙ СИЛОЙ 

И МОМЕНТОМ НА КОНЦЕ

В этом случае Ri=oo, ф = 9 0 :’, R2—R. R\dy=dx.  Тогда урав­
нения (6. 13) примут вид

(PV _ Е Ъ  ц  d W  V
dx  2 R dx2 DR 

Исключая из этих уравнений, например, функцию V, получим

—  | 4 W  =  0,dx*
где

^  =  3(1- а 2) (6 И)
«2?2 '

Кроме того, в данном случае

V =  - D R  —  , U  =  -  —  , Q9= — = - D — , N 9= О,
d x 2 ’ .d x  ' R dx? ' '

кг n r , ^ U  M r> dU  i f  АЛ vD R  d4JN t =  D R  ——, M f =  — D — , Afe= - n A f T, ,*/л: </дгЗ
D/? tc* dU  n

гв =  —  — , £б =  —  , =  — , Zf =  — . Xe =  0.
£#  /? rfjr d x

Этими формулами полностью описывается напряженное и 
деформированное состояние цилиндрической оболочки при ес 
нагружении краевой распределенной осесимметричной на 
грузкой.

Решение уравнения (6. 14) имеет вид 
U = екх(C jcoskx  - f  С2sinkx)-\-e~*x (C3c o sk x + C 4sinkx). (6.15)

Применим это выражение к расчету' оболочки, нагруженной 
по рис. 86.

По физическому смыслу данной задачи функция U по мерс 
удаления от места приложения усилий должна убывать. По 
этому в выражении (6. 15) следует положить

C |“ C j= 0 .
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Тогда
U — e~kx (С3 cos kx  -j-C4 sin кх).

Постоянные С3 и С4 должны быть найдены из граничных
условий.

При х =  0 должно быть 

(Qif)jr-0 —  Qo' (^K)x-0—Mo 
Эти условия нам дают 

2Z)A2C,=Q0,
Ш ( - С 3 +  С4) =  Л/0, 

откуда

<?о
(

м0

Afoi
<?о

Л10 <?о
О* 20*2

Рис. 86. 

<?0

20*2

Тогда

6/ =  е_ *-г |  7д^2~ (cos s,n *•*) cos *•*] •

Q t= e -* x [Qo (cos bx  — sin kx) — 2kA10 sin kx\, 
iV9 =  2Rke~kx [Qo cos kx-\- kM 0 (cos kx  — sin Ал)],

Af9—£- *r |.W0(cos Ao:-(-sin Ад:)4--у- sin Arjcj, 

eg =  g-*-1 [kM 0 (cos Ajc — sin Ajc) - f  Qo cos *■*]•Eo

w =  e~kJC [ АЛ/0 (cos k x  -г sin kx) -f- Q0 cos kx\,

—- =  — e~kx [ —"° (cos Алг-fs in  Ajc)-(--^-cos kx  \ . dx [ 20*2 v 1 Dk J

(2AAf0+ Q 0).

Прогиб и угол поворота при х= 0  будут
12/<2* . . . .  I л  ч dw

20*2

(6.16)

Функции, через которые выражаются компоненты напряжен­
ного и деформированного состояния, затубулированы, и их 
Можно найти в справочниках по математике. В табл. 5 приве­
дены некоторые комбинации этих функций, встречающиеся 
в формулах (6.16).



Таблица 5

kx
е -кх

(cos Ъг+fcin kx)
e *x 

(cos kx—sin kx)
e- k x  
sin  kx

e *x
cos kx

kx

0 1,0000 1,0000 0,0000 1,0000 0
0.1 0,9907 0,8100 0.0S03 0,9003 0.1
0 ,2 0,9651 0,6398 0,1627 0,8024 0 .2
0 ,3 0,9267 0,4888 0,2189 0,7077 0 ,3
0 ,4 0,8781 0,1564 0,2610 0,6174 0 ,4
0 ,5 0,8231 0,2415 0,2908 0.5323 0 ,5
0 ,6 0,7628 0,1431 0,3099 0,4530 0 ,6
0 ,7 0,6997 0,05£9 0,3199 0 ,37!8 0 ,7
0 ,8 0,6354 —0,0093 0,3223 0,3131 0 ,8
0 ,9 0,5712 —0,0657 0,3185 0,2527 0 ,9
1.0 0,5083 —0,1108 0,3096 0,1988 1.0
1.1 0,4476 —0,1457 0,2967 0,1510 1.1
1.2 0,3899 —0,1716 0,2807 0,1091 1.2
1.3 0,3355 —0,1897 0,2626 0,0729 1.3
1.4 0,1849 -0 ,2 0 1 1 0,2430 0,0419 1.4
1.5 0,2384 - 0 ,2 0 ( 8 0,2226 0,01 = 8 1.5
1.6 0,1959 -0 ,2 0 7 7 0,2018 —0,0059 1.6
1.7 0 , 157ti —0.1047 0,1812 —0,0235 1.7
1.8 0,1234 —0.1985 0,1610 —0,0376 1.8

.1 .9 0,0932 —0.1899 0,1415 —0,0484 1.9
2 .0 0,0667 -0 ,1 7 9 4 0,1230 —0,0563 2 .0
2.1 0,0439 —0,1675 0,1057 —0,0618 2,1
2 .2 0,0244 -0 ,1 5 4 8 0,0295 — 0,0652 2 .2
2 .3 0,0080 —0,1416 0,0748 —0,0668 2 .3
2 .4 —0,0056 -0 ,1 2 8 2 0,0613 —0,06 (9 2.4
2,о —0,0166 - 0 ,1 1 4 9 0,0492 —0,06=8 2 .5
2.Ь —0,0254 —0,1019 0.0383 — 0,0636 2 ,6
2 .7 —0,0320 —0,0895 0,0187 —0,0(08 2 ,7
2 .8 —0,0369 —0,0777 0,0204 —0,0=73 2 .8
2 .9 —0,0403 —0,0666 0,0132 —0,0534 2 .9
з .о —0,0423 —0.0563 0.0071 —0,0493 3 ,0
3.1 —0,0431 —0,0419 0,0019 —0,0450 3.1
3 .2 —0,0431 —0,0383 —0,0024 —0,0407 3 .2

• з . з . —0,0422 —0.0306 —0,00=8 —0,0364 3 .3
3 .4 —0,0408 —0,0237 —0,0085 —0,0323 3 .4
3 .5 —0,0389 —0.0177 —0.01C6 —0,0283 3 .5
З .о —0,0366 -0 ,0 1 2 4 -0 ,0 1 2 1 —0,0245 3 .6
3»7 —0,0341 —0,0079 —0,0131 —0,0210 3 .7
3 .8 -0 ,0 3 1 4 —0,0040 —0,0137 —0,0177 3 ,8
3 .9 —0,0286 —0,0008 —0,0140 —0,0147 3 ,94 .0 -0 ,0 2 5 8 + 0 ,0 0 1 9 —0,0139 —0.0120 4 .0
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Из этой таблицы видно, что функции, через которые выра­
жаются компоненты напряженного и деформированного состоя­
ния оболочки в краевых задачах, носят быстро затухающий 
характер. Это свойство, как было сказано выше, и лежит 
в основе упрощения исходных уравнений (.6 10) и (6. 12). Быстро 
затухающие функции краевого эффекта обладают тем свойст­
вом, что их низшие производные малы по сравнению с высшими 
производными, а сама функция меньше, чем ее первая произ­
водная.

Подчеркнутые члены в указанных уравнениях отброшены иа 
этом основании.

Применим изложенную выше теорию к решению некоторых 
частных задач.

Бесконечно длинная цилин­
дрическая оболочка, нагружен­
ная распределенной радиаль­
ной кольцевой нагрузкой.

Для определения неизвест­
ных краевых усилий Q0 и Af0 
имеем условия (рис. 87)

I « ь— f  •

р
2

Р
2

»о М0 I
-----з----- V
МруМр __________J

f iF f
Рис. 87.

откуда

р *= т -  » + ж »= 0 -

Тогда для этого случая получаем формулы
Р

Qv— —  е~кх cos kx,

N t t= е~кх (cos kx  - f  sin kx).

M f = -------e~kx (cos kx  — sin kx),
4k

w  =  e~kx (cos k x +  sin kx).

Бесконечно длинная цилиндрическая оболочка, нагруженная 
распределенным моментом по кольцу. В данном случае для опре­
деления краевых усилий Q0 и М0 имеем условия (рис. 88)

( Л Ц г - о = - у ,  (»)дг-0=0.

127



откуда
M 0= — т, Q = — — km.

Тогда
Qf =  — — kme~kx cos kx, 

N%= Цк?те~Ъх sin kx,

Af„ =  —  me~kx cos kx,* 2

M  |S= PAfT,
FPtflmw = ----------

£i
e~kx sin kx.

Od
CM

___  ___

m

Vl /

-X-Д7

Рис. 88.

Бесконечно длинная цилиндрическая оболочка, одно из сече­
ний которой повернуто на угол 0о. В данном случае для опреде­

ления неизвестных внутренних 
JQ J 14_________ упругих усилий Q0 и Af0 имеем

условия (рис. 89)

__V-____  ̂ (SL.=V <*>'-•=о-од 1\у
Рис. 89.

откуда
Qo— 2Dk70o, Л10=  — 2Dk60.

Тогда
Qr= 2Dk20oe~*x (cos kx  4- sin kx), 
N t — 4Dk3W 0e-*x sin kx, 
vVfv=  — 2Dk%e~kx cos kx,

°-e->*Sinkx.
Eb

128



§ 27. О П РЕ Д Е Л Е Н И Е  СИЛЫ  ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
М ЕЖ ДУ ШПАНГОУТОМ И СТЕНКОЙ БАКА 

ПРИ ВНУТРЕННЕМ ДА ВЛЕНИ И

Изложенная в предыдущем параграфе теория краевого 
эффекта цилиндрической оболочки может быть использована 
для определения усилия взаимодействия между шпангоутом 
и стенкой бака, когда последний находится, например, под дей­
ствием внутреннего давления.

Рассмотрим два сечения шпангоута — прямоугольное и 
z-образное.

Шпангоут прямоугольного сечения. Под действием внутрен­
него давления радиус бака уве­
личится на (см. § 19)

_<2 - V)q„Rl \ х- "П ТТ^ ГЛ ТТТТ
В результате этого перемеще­

ния в стыке между шпангоутом 
и стенкой бака возникает сила 
взаимодействия Р (рис. 90).
Уменьшение радиуса бака от дей- Рис- 90-
ствия сил Р будет

L - Д ,

A j= (« > ) * -о  =
PR? к

2 ЕЬ

Увеличение радиуса шпангоута под действием силы Р будет
PRi

Д з - " Ё Г ’
где F — площадь сечения шпангоута.

Составим условие равенства радиальных перемещений бака 
и шпангоута:

Д| +  Дг =  Аз- 
Из этого уравнения найдем

п  (2~  MQhF (6. 17)

Шпангоут z-образного сечения. Увеличение радиуса бака 
от внутреннего давления

(2 - ч ) д и&
' 2£,8,

Уменьшение радиуса бака от сил взаимодействия Р

Д з = _ ^ 1 .
2£,8,
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Теперь перейдем к рассмотрению перемещений шпангоута. 
Под действием сил Р радиус шпангоута увеличится на

Да —
PR*
EnF '

где F — площадь сечения шпангоута.
Вследствие того что силы Р приложены к шпангоуту экс­

центрично, сечение шпангоута повернется на угол (рис. 91)
M/R*
E,J

Jv — момент
■Ра\

инерции 
шпангоута относи­
тельно оси у —у.

От этого поворота точка 
приложения силы Р получит 
линейное перемещение, рав­
ное

д4 =  аа - PaiRi 
E2J ц

Рис 9| Кроме того, сила Р вызо­
вет изгиб полки шпангоута. 

При этом прогиб под силой можно определить как для балки-по­
лоски единичной ширины:

А — Ра3
* 3(1 — ц2) e 2j ' 

г д е / = —  —момент инерции балки-полоски.

При этом сечение балки-полоски под силой повернется 
на угол

_  Г>Рд2 
Y _  (1- u2)E2»|

В действительности этого поворота не должно быть. Рассмат­
ривая балку-полоску как консоль с неповорачивающимся кон­
цом, для ликвидации указанного поворота к ней под силой не­
обходимо приложить момент

М =  ̂ - .
2

Этот момент вызовет уменьшение прогиба балки-полоски 
под силой на

ЗРаЗ

e ~  ( 1 - j* ) £ 2»5 '
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Кроме того, момент М вызовет уменьшение угла поворота 
шпангоута а

М№ PaR*да = ------= --------
Е2) у 1E2J у

и соответственно уменьшится прогиб точки приложения силы Р 
на величину

Ра* R*Д7=  — а Д а =  — ------- .
7 ЧЕ21у

Теперь имеются все необходимые данные для составления 
условия неразрывности системы оболочка—шпангоут. Это усло­
вие будет иметь вид

Si +  Дг= Дз Д< 4" Дб +  Дб +  Д7- 
В развернутом виде это условие будет

(2 — ti)g„R* PR*k, _  PR* , Pa*R* , РдЗ________
2 £ ,8 , 25,1s, E2F Ег]у ' 3 ( 1 — |i2 ) £ 2;

ЗРдЗ Pa* R*
( \-V ? )E 2b\ 2E2JU

Отсюда получаем
2-1*

k q«
P — --------------------------------------------------------- . (6.18), 2£,«, I, Fa* Г aJy Ц v ’

1 H----- *-*-11 + ----- 0,5 H------------ ----- T- 1
^  E2Fk, I ^  У Л  ( \ - M R n i  Jj

Сравнивая формулы (6.17) и (6.18), можно видеть, что 
в последнем случае сила взаимодействия Р будет меньше, чем 
в первом случае, так как z-образный шпангоут менее жесткий, 
чем прямоугольный, при одной и той же площади поперечного 
сечения. Это явление благоприятно сказывается на работе свар­
ных точек, которыми шпангоут приваривается к стенке бака.

Если дополнительно к давлению наддува прибавить давление 
от гидростатического столба жидкости, то получим формулу, 
позволяющую определить силу взаимодействия от суммарного 
внутреннего давления в баке

р о—
Т -[(2 -(х )  q„ + 2\H) 
*1_________________

2 £ Д _ |  J V [ ______--------- _П

где у — удельный вес жидкости;
Н — высота столба жидкости над рассматриваемым шпан­

гоутом.
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Пользуясь этим выражением, можно подсчитать погонную 
силу взаимодействия между оболочкой и шпангоутом.

Если шпангоут приварен к оболочке точечной сваркой, то 
усилие на одну точку будет

|  ^отр Q = Pot,

где t — шаг точек.

0й м Зная силу Q и силу, при которой разрушается 
сварная точка, можно определить запас прочности 
сварного соединения

_Фпэ
IB _ Q
( Для сварных точек в данном случае можно при­

б о р  нять фраз =  (0,3-т 0,4) Qorp,/где Q0Tp — усилие отры­
ва для сварной точки, полученное на образцах, на- 

Рис. 92. груженных по схеме рис. 92.

§ 28 РАСЧЕТ СФЕРИЧЕСКИХ О БО ЛО ЧЕК  С ОТВЕРСТИЕМ В ПОЛЮСЕ

В этом случае R\ = Ri = R. Тогда исходные уравнения крае­
вого эффекта (6. 13) примут вид 1

* 0 .= E IR U , -------
о

Исключая из этих уравнений функцию V, получим

4 р Ч / = 0, (6.19)
dy*

где

- V 1* - 1 /

Решение этого уравнения также известно и имеет вид

U  =  ер?(С, cos f»<p - f  С2 sin fty) +  е ~ ( С 3 cos fty 4- С4 sin fa).

Применим это решение к сферической оболочке, нагружен 
ной, как показано на рис. 93. Для удобства в дальнейшем целе 
сообразно ввести новую переменную по формуле

ф =  фО +  ̂ -

1 Эти уравнения применимы к рассматриваемой задаче в том случае, 
если угол (j>0 (рис. 93) не менее 15°. В противном случае надо пользоваться 
уравнениями (6. 10) и (6. 12).
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Тогда решение для U будет иметь вид

U =  е? <*•++> [С, c o s '? (?0 +  Ф) +  C2 sin fl (ср0 -{- *)] +
-f  е -  f (т.+« [С3 cos р (<?0 +  ф) +  С< sin р (?0 +  ДО.

Опуская первое слагаемое, как не удовлетворяющее смыслу 
данной задачи, после некоторых преобразований получим

U =  е ~ (D, cos fty-f sin ЭД)-

В этом выражении переменная отсчитывается уже от края 
отверстия.

Для усилий и перемещений 
будем иметь выражения

кг и  d W  . KJ DN f — ----------ctg о, Л в — — х
”  R2  </<р2 & ‘ R2

П _ ___£_
d f 3 ’ ?  /?2 r f ? 2 ’

,  , _  D dU/Wf— .

1ж , = Р.и „

и .dw
R R d<f

Через новую переменную эти же выражения будут иметь 
вид (й?ф =  (Л|з)

Q ____ D_
/?» rf(|/2

—  _ L  d3 L
= e' _4Э< d+3 ’

\ f  _  i i  dU
R dty

dw u.
.R Rd4»

Постоянные интегрирования £)| и D2 найдем из условий

(ЛГ.)+_0=* — / / 0cos?0. (Mf)+_0 =  .Vf0,
Откуда

Af0 +  -

R^H  q sin  y0 
2^2

/? / /0 sin <Pq 

2? )•
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Тогда

N f =  BeR [ ^ -  (sin ty -  cos B'» -  A/0 sin Ctg(?0 +  >1'),

94» —?♦
Â e =  — —  IPÂ o (cos РФ — sin р<|»)-b / /„  Я sin % cos РФ].H

Qf— [ Р/ / °2Г П ?° -  (s'n  Рф — co s  W) — A^o sin W»j, 

Л/?= е _р+ |.И 0 (sin рф -j- cos ЭД) - f  ■ ff/V*in!fo-  sjn ftyj f

M t = p M „

^  ^'lyW°̂C0S ̂  ~ Sin + cos ’

(6 . 20)

2D?2
ц  _  и dw  __

/? /?^ф

= [  " o*2; in?0- *sin ^ + c° s ^ ) + cos .

Приведенная теория позволяет обследовать ряд практически 
важных случаев нагружения сферической оболочки. Рассмотрим 
некоторые примеры.

1. Через ось цилиндрического бака, имеющего сферические 
днища, проходит тоннельная цилиндрическая труба (рис. 94). 
Бак находится под действием внутреннего давления. Обследо­
вать напряженное и деформированное состояние в области стыка 
днища с тоннельной трубой.

В данном случае поставлена задача расчета оболочек различ­
ной геометрической формы при их совместной работе, нагружен­
ных распределенным давлением q. Поскольку у этих оболочек 
в месте их сопряжения деформации будут различными, то в этом 
месте должны возникнуть дополнительные внутренние усилия. 
Задача расчета состоит в определении этих усилий и вызванных 
ими деформаций.

При рассмотрении подобного рода задач на применение тео­
рии краевого эффекта вначале необходимо решить соответствую­
щую статически определимую безмоментную задачу оболочек, 
определив линейные и угловые перемещения в месте их стыка. 
Затем в этом же стыке приложить неизвестные внутренние упру­
гие усилия Н0 и М0 и найти от них линейные и угловые переме­
щения. После этого можно составить условия неразрывности 
линейных и угловых перемещений и из этих уравнений опреде­
лить Н0 и Мо.
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Рассмотрим вначале безмоментную задачу для днища 
(рис. 95).

Из условия равновесия сил на ось днища получим
?^c[sin2 (fo  f  40 — Sin2у01  ̂

f  2 s rn 2 ( f0 +  Ф)

I ] 
i

. V.

I J u  I

:  ^  J
&

Г 7  7 :

1‘WJI
Рис. 94. Рис. 95.

Выражение для кольцевого усилия N  о определим из уравне­
ния Лапласа

N l  — qR N ' — »/?̂ sinI<|yo +  lt/) -Ь SI42 уо] 
с * 2«№ <»о +  *>

где Rc — радиус сферы.
Имея выражения для усилии N ■ и , можно определить 

компоненты деформации:

« , = - s l - c v ; -  i ^ D ,  (А^г—?N'f ).
E f>c ЕЪС

Увеличение радиуса отверстия

=  («>,)♦-о Sin v H « ,) + -0 cos э0.
Перемещение точки края отверстия днища в направлении 

оси бака от давления q будет
Д "  =  (®?)+-о cos % — (и?)*_о sin <р0.

Перемещения и и w найдем из уравнений (5.32) и (5.33). 
При R i= R 2= R c

— — « c tg c p = tf  (г, — se),
(6.21)

w =  Rcst — u c tg? .
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Правая часть первого уравнения в данном случае будет 
иметь вид

(1 +f») qRlslT\2<f0 
£ * c s i n 2 ( « о  +  ф )

Тогда при ф =  фо+1]з получим 

~  -  и ctg (?0 +  ф) => -а ф
(1 +  ц) 0/?2sin2yo

ЕЪС s in 2 (То +  <Ю 

Это уравнение можно записать в следующем виде:

(1 +  ц) qRl *in2Г “ Г — _  _ _  
I  s i n  ( Т о  +  Ф )  J

Интеграл этого уравнения будет
(1 4-  IX) q R l s i n 2<р0

и
Е *  с I;

s l n 3 ( ? 0 - f  <Ю

it*
sin3(f0 +  ф) . sin ('Po+'W.

или 

и =  {С
( l + f » ) ^ / ? *  s i n 2 9о

2Eh

Для определения постоянной С имеется условие: ы =  0 при 
^ = ^ 0  (см. рис. 94). Тогда окончательно

ия =
(l +  f) q^c sin2 То

2Е1С

tg
Т о + ф р

In ctg (то -f 4»)
To+fro sin(«p0 +  4')tg

sin (<p0+  +o)J

Выражение для прогиба w найдем из уравнения (6.21): 

w =  Rcs<> — ыс!р(?0+ ' Я  

После подстановки сюда значений f j  и  и получим

д К \  \  ( I  —  ц )  s i n 2(<р0 4-  i} i)  4-  (1 + ( « ) s i n 2?0w a

- о + р )
tg

2ЕЬС

Т о + ф о

In -

s i n 2 ( T o  +  ф )  

c l K ( 1o  +  * )  C t g  ( у о  +

tg
Т о +  *  s i n  (<р0 +  Ф )  s i n  (<j>o +  <|<о)

Sin2<p0COS (?0 +  4')
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В результате нагружения бака внутренним давлением в ме­
сте стыка трубы с днищем возникнут силы взаимодействия, на­
правленные вдоль оси трубы. Под действием этих сил труба бу­
дет удлиняться, а днище прогибаться. Напряжения и перемеще­
ния от сил взаимодействия между трубой и днищем можно 
определить следующим образом (рис. 96). Из условия равнове­
сия сил на ось бака получим

д г1 1 _  р  sin То
sin2(?0 +  40

(6.22)

Для кольцевого усилия нз уравнения Лапласа найдем

- N "  =  - P —
sin2 (?o +  40

(6. 23)

По выражениям (6.22) и (6.23) можно определить компо­
ненты деформации:

е _  U + I * )  Я  sin у0

f  £iic sin2 (?0 f  40 ’

£ _  (1 +  Ц) P s in ? 0
* £«c sin2(<?0+  ф) ’

имеем уравнение

у -  — «ctg(cp0+4») = ay

_ 2 (1 +  ц) PRc
£ * c sin2 (y0 +  (j,)

h  Интеграл этого уравнения
Рис. 96.

\В (1 4- ц) РРС sin у0

£ '*  с
I n t g Уо +  Ф CtR (9о +  Ф) 1

2 ®in (уо Ф)
Jj sin Ofo +  Ф).

Постоянную В найдем из условия ы =  0 при t|> =  \|‘o. Тогда 
окончательно будем иметь

(1 + ц) РУС
£ИС

tg
Уо-4-фо

In ctg (Уо +  ф)
Уо +  Ф Sin (у0 +  ф)

tg 2
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Д ля прогиба w в данном случае  получаем выражение 

(Г

Увеличение радиуса о т н е р с т н я  о т  сил Р

д у 1= (® р )+ -ов,п 'Po +  ̂ pV o^S 'F o-

Перемещение края отверстия вдоль оси бака будет

Ajv =  (wP\ „  о cOS _  (" A -о sin %•

Теперь рассмотрим перемещения трубы и цилиндрической 
части бака.

Под действием внутреннего давления q радиус трубы умень­
шится на

Под действием снл Р радиус трубы увеличится на
VI рРРс sln Уо

Под действием этих ж е  сил длина трубы укоротится на

где /т — длина трубы.
Под действием давления q длина трубы увеличится на

„VI I I  м Р с / т  siti <р0 '
ЕЪГ

Кольцевое усилие в стенке бака определим из уравнения 
Лапласа

jVj1 1 = qRa =  <7# с sin (?о+%).
Теперь можно определить удлинение бака в осевом направ­

лении от внутреннего давления q и усилий Р:

(1 4- (*) Pf?c s'n То 
ЕК

<g 2 | Ctg (То 4-I) _  Ctg(4>p+ фр) ^
®0 -Н ф  s in  (<f0 +  ф) sin  (<р0 -f- фо)

18 2 ~

qR\  sin - ?0 

ЕЛ т



Здесь L — длина цилиндрической части бака.

ДГ” 1. 4Rc sin2 <V0 +  Фо) +  sin'-' fO I P 4in fn
2 sin  (<p0 -t- <j/0) 1 sin  (fg  +  ’I'o) *

Определим перемещения и и w для днища от действия крае­
вых усилий Н0 и М0.

В данном случае дифференциальное уравнение для и будет 
иметь вид

~ ~ U  ctg(<?0 +  * ) = (1+; ?)/?с ( N , - N t).ау сос

Подставив сюда выражения для усилий и Nt через функ­
цию U, получим

£ — * ( *  +  «  [ % ■  .

Такое уравнение можно упростить, отбросив в нем низшие 
производные по сравнению с высшими и искомую функцию по 
сравнению с ее первой производной. Это допустимо здесь на 
том же основании, как и при получении упрощенных уравнений 
краевой задачи.

Таким образом,
du  __ (1 + \ 1 ) U  d4J  
d<\> EbcRc d*3

После подстановки сюда функции U будем иметь
d ^  _  _  <' +  ?>*« Г _  2 1 ^  ^  ŝin ^  _  cos ^
d* ЕЪ с L R

- f  2 Н $  sin <?0е~М cos jty]. (6.24)

В результате интегрирования уравнения (6.24) получим

« я 0.жа =  — ( * Г£ д)/?с [ ^ -  е ~ п  s in  М* +  /)Го s in  —  c o s  ЭД>)| .

Постоянная интегрирования в данном случае будет равна 
нулю, так как должно быть ы =  0 при г|) — оо.

Д ля перемещения w имеем уравнение

'00h„m.— R сЧ -  и ctg (<р0 +  -}>) =  (sin f t  -  cos ЭД») +

j ^  1{ {E h K ^ D Sil1 Ctg (<?0+  +  ~ J T ' e ~ H  C° S№  +

f  ctg (% +ф) (sin t y ~  cos ft»)l sin <p0.
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Составляющая полученных перемещений и и w в направле­
нии оси бака

= ( * « . .  м.)+_о cos fo —(«//„..и.)+_о sin ?0.

Соответственно перпендикулярно к оси бака

( « я » .л » 0)ф _ о  c o s  90-

Перемещение w конца трубы под действием краевых сил Не 
и М0 можно определить по формуле (6.16), если в нее подста­
вить Q0= —И0 и у Af0 поменять знак на обратный:

( М * о +  //„)•

Теперь определим углы поворота края отверстия и конца 
трубы. Край отверстия днища получит угловые перемещения от 
действия внутреннего давления q, краевых сил Но, М0 и усилия 
взаимодействия трубы с днищем Р.

Углы поворота от указанных сил будут определяться по 
формуле

ъ= и = — — ^ ~ ,
Rc Яс

применяя которую получим

H r L r l S L
•!- e L r ( S - L

V /ф. О \  Яс'/ф /ф_о

Для трубы поворот концевого сечения будет происходить 
только от краевых сил Н0 и М0:

< ^ т . . г ъ к ( ^ + ^ у
Теперь составим условия неразрывности деформаций днища 

и трубы по месту их сочленения.
При составлении условий неразрывности необходимо обра­

щать внимание на знаки соответствующих перемещений.
За положительное направление нормального перемещения ш 

принято направление по внешней нормали к оболочке. Для угло­
вых перемещений следует руководствоваться следующими сооб­
ражениями. При выводе выражения для изменения кривизны х* 
(6.11) перемещение w увеличивалось с возрастанием угловой
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координаты «р. При этом элемент меридиана Ridy поворачи­
вался по часовой стрелке. Это угловое перемещение принимается 

. за положительное.
При переходе к отсчету угловой координаты со стороны эква­

тора в сторону полюса указанное направление поворота эле­
мента меридиана не изме­
нится, т. е. будет направлен­
ным по часовой стрелке.

Все сказанное относи­
тельно направления пере­
мещений совершенно не 
зависит от направления 
приложенных к оболочке 
сил.

Условия совместности 
линейных и угловых пе­
ремещений будут иметь 
вид

д ^ +  Др" +  ДН0,Л10—  “ ( T U ,  - г  “ //„..И.»

д ! ! 1  a 'V - L - L ’ a ! I aX _ J L  AV" 4 -  —  д\Л И  
а д ^  Г 2 а „ , р Т  а н 0,М0 2 р 2 4 '

n’ lfill  Lfinl fiIV°<Г T* Мф — "Н,. .и„.

Эти уравнения в общем виде решить не удается, и лучше 
всего решать их численно. Из этого решения будут определены 
неизвестные усилия Р, Н0 и М0. Затем можно определить напря­
женное и деформированное состояние трубы и днища по соот­
ветствующим формулам, приведенным выше. Результирующие 
напряжения будут равны сумме соответствующих напряжений 

\ от внутреннего давления q и краевых сил Р, Н0 и М0.
2. В качестве второго примера расчета сферической оболочки, 

имеющей отверстие в полюсе, рассмотрим рис. 97.
Как видно из этого рисунка, сферическая оболочка нагру­

жена внутренним давлением q и силой Р, приложенной к обо­
лочке через жесткую плиту. Определим напряженное и деформи­
рованное состояние этой оболочки.

Из условия равновесия части сферы, определяемой углом 
' фо +  Ч1- находим

iVf = ------------------------- .2n/?sin2(?0 +  <|/)

* Числовым коэффициентом '/г в этом уравнении учитывается то обстоя­
тельство, что полные удлинения трубы и цилиндрической части поровну рас­
пределяются относительно середины бака.

_  лV I *VII ! лXII
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Выражение для окружного усилия найдем из уравнения 
Лапласа

= --------------------- .
2n/?sin2 (?о +  Ф)

Имея выражение для внутренних усилий, можно перейти 
к определению перемещений. Для перемещения и имеем урав­
нение

du . , , . ч (1 + ц) р-------и ctg (% +  Ф) = ---------- 1-----—-------- ,
<*ф V 0 ' Т п Е Ъ  s ln 2  ( т 0 +  ф )

интеграл которого нам известен и равен

(1 -НО Р
2яЕЬ

Постоянная интегрирования С определится из условия и — О 
при ■ф =  115о- Тогда окончательно

ПЧчО Р 
ЧпЕЪ

tg
То+Фо

In ■ Ctg (<Po -4- Ф) ctg (To +  Фо)
То +  ф sin (то -+- Ф) sin (то Фо)

tg

Выражение для w найдем из уравнения (6.21):

,?o+io

w p =_  (1 4- к) p
2пЕЬ

1
sin2 (то +  ф)

In
tg

Ctg (То +  Ф)
То +  Ф sin (то -f- Ф)

tg

COS (ТЬ +  Ф)}-
__Ctg (To +  Фо) 1

sin (To +  Фо)]

Определим угол поворота от силы Р. Имеем

и dwО =  -
Rdty

dwПосле подстановки сюда и и —  получим
</ф

°<-=(~ т ^ г г  [clgg<J<> V IT+ clg <*>+♦>+clgi (?° +  •»! •2nEf>R L sin2 (то -H Ф) • J

Проекция перемещений и и w при \f> =  0 на направление, пер­
пендикулярное силе Р,

(1 -НОРДр=(®'р)+-о81п ?о +  (“ А - о  coscp0=
2я £8  sin то
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Определим компоненты перемещения от внутреннего давле­
ния q при \|з =  0. В данном случае отличаться от нуля будет 
только нормальное перемещение

(1 - ц )  д№W - -
2 £8

Перемещение и и угол поворота Я будут равны нулю. Это 
следует из того, что правая часть уравнения для и при нагру­
жении постоянным давлением q обращается в нуль. Следова­
тельно, решением этого уравнения бу­
дет и — 0.

Горизонтальная проекция переме­
щения w

(1 — fx) д№
Д * = - 2£<1

Вследствие линейных и углевых 
перемещений оболочки по месту сты­
ка ее с плитой, которая принимается 
абсолютно жесткой, получается раз­
рыв непрерывности. Вследствие этого
по месту их сочленения должны возникать внутренние усилия 
Н0 и М0, компенсирующие этот разрыв непрерывности (рис. 98).

Перемещение от этих усилий по направлению Н0 будет 
Н>=0)

Aw„.*.=(ee***Jt-oflsin% =  —  sin?0) sin<p0.

Аналогично для угла поворота при г|> =  0

Для определения неизвестных краевых усилий Н0 и М0 имеем 
следующие два уравнения неразрывности деформаций:

Д7 +  Др +  Д//0.л0= о ,
0Р+в//„ .* ,=  О.

После решения этой системы уравнений и определения Н0, 
М0 можно определить все внутренние усилия и деформации в обо­
лочке по формулам (6.20).

§ 29. КРАЕВАЯ ЗАДАЧА Д Л Я  Ц И Л И Н Д РИ ЧЕС К О ГО  БАКА.
РАСЧЕТ СФЕРИЧЕСКИХ О БО ЛО ЧЕК  БЕЗ ОТВЕРСТИЯ В ПОЛЮ СЕ

Рассмотрим порядок решения краевой задачи для цилиндри­
ческого бака, имеющего сферические днища. Прежде чем пе­
рейти к такой задаче, приведем формулы для компонентов на­
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пряжений и деформаций сферической оболочки, нагруженной 
по краю распределенными усилиями Н0 и М0 (см. рис. 100). При 
получении этих формул отсчет угла в уравнениях (6. 13) целе­
сообразно вести не от полюса, а как показано на рис. 99:

ф  =  фо— Ч> •
Кроме того, имеем

R[ — /?2= R-
Тогда решением исходного уравнения (6. 19) в соответствии 

со смыслом задачи будет функция
U =  e~9*(Dl sin D 2 созрф).

Рис. 100.

Для усилий и деформаций получим выражения 

iV. =  —  -^-c tg(<p0 — ф),R2 <Л|/2 v “

TV ___—  d4J
* R4- d ^ з ’

Q j L * u _  
№ dty 2

1 d 4 J. .  D dU . .

" =  4?.

После подстановки сюда соответствующих производных от 
функции U получим

N 9= (d 2 sin рф -  D x cos РФ) ctg (?0 Ф),
Л*

N t =  — [(О ,- Da) s inрф+ (D, +  D2) c o s  рф],

(d 2 sin N  -  cos w .

At, =  [ _ ( D ,  4-D 2)"sin ?> +  (D, - D 2) c o s  p f l ,
H
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\

„ -3+
«•== [(D, — D2) sin ЭД»4- (D, -f  Do) cos 8'}].

Для определения постоянных интегрирования имеем усло­
вия (рис. 100)

(Л )̂ф_о ==//() COS ?о< 0~Mq-
Тогда

дг?= е - ?'1 [ Н 0 sin % (cos f t  -  sin f t)  — sin ?'>]ctg (<p0 — ■»,

Мь — — 2fle~M (sin ?5<— cos f t)  — A/0 sin cos (tyj,

Qf = e ~ ^  | / / 0sint?0(cos f t  — sin f t )  — sin f t ] ,

м<р
р 1 R

R^e-M 1 МоЭ
2003 1 R

Rie-9*
2 ОГ-

H 0 sin ®0 (sin 'ft - f  cos f t)  4 2AW ai--— COS ft
R

4*j.

*]■

(fi. 25)

В дальнейшем эти формулы будут использованы при реше­
нии поставленной в этом параграфе задачи.
& Сделаем несколько замечаний о так называемых распорных 

силах в оболочках. Рассмотрим сосуд, составленный из двух 
оболочек (рис. 101), который находится под действием внутрен­
него давления наддува. Если мысленно разрезать этот сосуд 
по линии стыка оболочек (рис. 102) и уравновесить действующую 
на них нагрузку усилиями S\ и S2, направленными по касатель­
ной к срединной поверхности, то из условия равновесия этих сил 
ка ось сосуда получим

Sj COS <pi = S2 COS <f2.
т. e. вертикальные проекции этих сил взаимно уравновешивают 
Друг друга. Проекции этих сил на плоскость стыка оболочек 
будут S | sin ф| и S 2 sin <рг.

Г Из рис. 102 видно, что эти проекции направлены в одну и ту 
*е сторону и поэтому они друг друга не уравновешивают. К аж ­
дая из распорных сил, приложенная к одной из оболочек, может 
существовать только в том случае, если со стороны другой обо­
лочки будет иметь место реактивная сила противоположного 
Направления. Так как тонкие оболочки слабо сопротивляются 
Изгибу от распорных сил, то для восприятия последних в кон- 
^Рукциях баков обычно ставят кольца (шпангоуты).
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Распорные силы в сосудах будут отсутствовать лишь в том 
случае, когда q>i =  0, q>2 =  0. Примером такого сосуда является 
цилиндрический бак с полусферическим или эллипсоидальным 
днищем.

Теперь перейдем к решению поставленной задачи. Сначала 
рассмотрим решение безмоментной задачи для бака (рис. 103),

Для днища:
— перемещение точки А днища по направлению H t от внут 

реннего давления
R \  sin <Ро / АТ АТ Ч — И) 9,/?1 sin То

------ ш , ------- •'

— перемещение той же точки А по направлению Hi от крае 
вых сил Hi и М { будет

/?? sin  «о /  м л  \
Д<’> »  (е.)*-о  /?, sin % =  ( - ^  +  Hi sin ?0) ;

— угол поворота краевого сечения днища от усилий Hi и М,

.
— угол поворота того же сечения от действия внутренней 

давления равен нулю.
Д ля цилиндра:
— перемещение точки В цилиндра по направлению Н2 от дей 

ствия внутреннего давления и сжимающих сил N

“ (*f- ")];
— перемещение точки В от действия краевых сил Н2 и М.

2
Д ^ = - Б Г - ( ^ + / У а);* tlfi2

п __угол поворота краевого сечения от сил, действующих
в этом сечении:

i  «л
__ угол поворота рассматриваемого сечения от внутреннего 

д а в л е н и я  и сжимающих сил N  будет равен нулю.

Рис. 103.

Для шпангоута:
— поворот сечения шпангоута от скручивающего момента М 

будет выражаться формулой

М»1 
1 Е1Х ’

где 
I M = ~ M i  +  M 7- S i d - S 2c - \ -H ia -H ib - \ -N \ - \ - q (a  +  b)l- 

N  — погонная осевая сжимающая сила;
I — перемещение центра тяжести сечения шпангоута под дей­

ствием равнодействующей силы Р

I  AF--4?.В  Ергде

P = S i  c o s ^  +  A/j-f H 2- q ( a  +  b);



F — площадь поперечного сечения шпангоута;
— перемещение точки А шпангоута по направлению силы //,  

от поворота сечения

M3)= - e i 3,a ;

— аналогично для точки В

д!,3>=б13'ь.

Для определения неизвестных краевых усилий Н и Н2, Af j, AT 
в результате получим следующие уравнения совместности дефор­
маций системы днище—шпангоут, шпангоут—цилиндр:

д Р Ч д ^ - д ^ + д Р » .  0<,!)=аеР\ 

д!2>+ Д22>=  Д13>+  Дз8>, 6i2> = е(,3>.

Эту систему уравнений необходимо решать численно, так как 
в общем виде решение получается чрезвычайно громоздким 
После определения неизвестных усилий можно подсчитать пс 
соответствующим формулам настоящего параграфа напря 
жения в днище, шпангоуте и в цилиндрической части бака.

При определении напряжений в шпангоуте необходимо опре 
делить положение его главных осей инерции. Имеем (см 
рис. 103)

х 0=  — j/sin а  4* Jt cos а, Уо~У cosa-f-*s inu .

Главные моменты инерции относительно осей *о, Уо будуi 
равны

J x, =  \ y*dF =  Jx cos'2a-{-У*, sin2 a s i n 2 a ,
F

J Ut=  ^ x \d F  y^sin2a 4 -y „ c o s2a  — J xU sin2u, 
p

J*) +  JXV cos 2a.

В главных осях центробежный момент инерции должен б ь т  
равен нулю:

J.г,|/» =  0.

Из этого условия получаем выражение для угла а:



Тогда напряжения в шпангоуте

иа=х +  -4-м '~  Я/?3
J x  ~  ] и FЛ0 1/0

где
Afr „=Aftf3cos а,

M Ve= A f ^ 3 s in  а.

§ 30. ПОЛУСФЕРИЧЕСКАЯ ОБОЛОЧКА, НАГРУЖ ЕННАЯ ПО КРАЮ 
РА СП РЕДЕЛ ЕН Н О Й  ПОПЕРЕЧНОЙ НАГРУЗКОЙ И МОМЕНТОМ

Выражения для внутренних усилий и деформаций получим 
из формул (6.25), если в них подставить <ро= —■ (рис. 104):

Рис. 104.

= 2РГ̂ - (Dj sin р ф -  D x cos рф) tg ф,

•V, =  -  [(D, -  D 2) sin Рф+  (D, +  D s) cos W»],

(? » * = -  “ ТТ""" (£>2 sin Ц  -  D x cos рф),

M 9-

Ri 

D?e~M [ -  (D, +  D 2) sin Рф +  (D, -  D 2) cos рф],

4  = 29
[(D1- D 2) s i n ^  +  (D1 +  D 2)cosp->],

U  =  e~W (D, sin рф -j- D 2 cos рф).

I Д ля  определения постоянных D, и D2 имеем условия 

(Q9\ - o= Q o, ( Ĵ ( ) l |* o B f ^ o t

Тогда
N v =  e~ Qo (sin Рф — cos рф) -  sin рф] tg ф,

N t =  — 2p£-p+ |ф 0СО8рф +  ̂ - ( 8 1 п  рф — COS РФ)],
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M f  =  — е-Ы  | q 0 sin рф -  ^~<sin рф- f  cos (ty)j, 

e , =  — ĵ Q0 cos jty -f*^-  (sin рф — c o s ^ ) j ,

U = -/?и у  |Qo (shl ̂  + C°S ̂  ~ ~^R~  C°S '

Применим эти выражения к некоторым частным случаям на 
гружения сферической оболочки.

Нагружение сферической оболочки распределенной по эква 
тору кольцевой нагрузкой. В этом случае для определения не­
известных усилий Qo и М0 имеются условия (рис. 105)

((?,)*-о = ^ - ,  ( ^ - о = 0 .

Тогда для внутренних усилий и деформаций получим еле 
дующие выражения:

N r-= — е~М cos рф tg ф;

N t =  — ~  е-М  (sin Рф -j- cos йф), 

Q?= - ^ - e - H c o s ; ^ ,

M ? =  — (sin — cos рф),
4?

n  =  — ~  е~?* (sin рф - f  cos рф).



\

Нагружение сферической оболочки погонным моментом 
В этом случае для определения усилий Q0 и Л10 имеем условия 
(рис. 106)

( % о = у / п ,  Ы * -о  =  0,

тогда

N , =  — ̂ - e - ? * ( s i n ^ - f c o s ^ ) tg 4 » f 

jVj =  — е~ ?* sin ЭД»,
/?

Q, =  е -м  (sin ty - f  cos ?/»,

Aft =  - i -  me~M cos

s j =  — ——е~М sinp'li.
EbR vr

> Сферическая оболочка, одно сечение которой повернуто на
угол *)0. Для определения неизвестных Q0 и Л10 имеем следующие 
условия (см. рис. 106):

(£/)ф_о= — 0q> (sj)4>-o= 0.
Тогда

N f  = — (sin рф-f-cos f t)  tg ф.

д Ге =  _4ОЭЗЙ0е_ Рф s in^
Ri

Щ  * - “ ( s i n f t + c o s W ,

jy  2— 1 e-M  cos р-Ь,9 Л Г.,

_ 4D ^epe_(i+sIll ^
£*Л2

§ 31 РАСЧЕТ ЭЛЛИП СО И ДАЛЬНЫ Х  ТОРОВЫХ ОБО ЛО ЧЕК 
НА ОСЕСИМ М ЕТРИЧНУЮ  ПОГОННУЮ НАГРУЗКУ

I В случае торовых оболочек, нагруженных погонной осесим­
метричной нагрузкой (рис. 107), также можно воспользоваться 
Упрощенными уравнениями краевого эффекта для получения 
приближенных решений. Имеем

d *U  -f-4pV7=0,
d<f*
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где v * 1 **
ua 3(1 I*2) R j

r '№

В этом уравнении удобно вести отсчет угла от экватора
Ф = -------Опуская все промежуточные выкладки, выпишем

основные формулы для внутренних усилий и деформаций:

(D, sin f t  -  D 2 c o s  f t)  tg •!',

Л/j =  — [( _  D, +  Do) sin f t  - f  (D, +  D 2) c o s  ft],

Q ,=  — ( A  sin  f t -  D 2 c o s  f t ) ,

pr —

к •- ■°y+ D*) cos PI—(A + Di) sin ftl,
" t

* . =  -  К “  A  +  Dt) sin f t  +  (D, +  D 2) sin ft],

L/ =  0 =  e - P+(D1 cos f t - j - D 2sinft),

причем будем считать, что в зоне приложения нагрузок радиусы 
кривизны /?! и /?2 являются постоянными и равными их значе 
ниям на экваторе. Такое допущение вполне приемлемо для узкой 
зоны к р а ^ о го  эффекта. Применим выписанные формулы для 
решения некоторых задач.

Нагружение эллипсоидальной торовой оболочки погонном 
кольцевой нагрузкой. В этом случае постоянные интегрирования 
определяются из условий (см. рис. 107)

(Qf)+.o  =  - y *  (0)+-° =  0 -
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Тогда для усилий и деформаций получим формулы

N f =* — Y  e - ^ c o s

N t  =  —  ••Я/?2ор"~Ф-  (sin W +  cos W*IK  j

Р--РФ
Q ,=  — — cos рф,

M f  =  P R ] ‘ “— (c o s  И» —  s in  14»),43

*• =  — PRn —  (sin W»+cos W>).1EbRx 

p p i P— РФ
£/ =  0 =  —-if___ _ sin рф.

4032

Нагружение эллипсоидальной торовой оболочки распреде­
ленным моментом. Для определения постоянных интегрирования 
в этом случае имеем условия (см. рис. 107)

( А д * _ о = у т ,  Ы +- о = 0 .

Тогда

N f =  е~М (sin рф +  c o sрф)t g ф,1К\

^ . « - ^ e - W s l n p t ,
"1

QT= ^ - W (sin рф+ cos ад,

=  m e ^ c o s

sin ft.

U  =  Q =  ^“ ^ (s in  рф — cos ад.

|  Эллипсоидальная торовая оболочка, экваториальное сечение 
Которой повернуто на угол Оо. В этом случае постоянные интегри­
рования находим из условий (рис. 108)

(U)*-о =  — ©о. (sj)+_o=0.
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Тогда
N r = — e~f*(sin рф-f cos рф)tgФ, 

Ai

Л^„= — <?-?♦ sin рф,
Л1

Qyg= fl°  e~^ (s in  рф-j-cos Рф),
Ai

^^__2O0«o CQS ^

t g _ . ^ 0 r w s | n ^ ,
£is Af T

{/ =  0 =  Q0e- ^  (sin рф — cos рф).

В заключение отметим, что после решения соответствующем 
краевой задачи следует получить оценку прочности данной кон 
струкции оболочки. Обычно этот процесс сводится к суммирова 
нию соответствующих напряжений и сравнению этого суммар 
ного напряжения с разрушающим напряжением, т. е.

Опыт эксплуатации конструкций, выполненных из пластич 
ных матераилов, показывает, что составляющими напряжения 
от моментов Мч и Л16 следует пренебрегать в этой оценке и за 
пас прочности выводить только по отношению к мембранным 
напряжениям. Таким образом, запас прочности будет равс; 
отношению Оразр к наибольшему мембранному напряжению.

Выше рассмотрены краевые задачи для цилиндра, сфер" 
и тора. В расчетной практике могут встретиться оболочки и др> 
гих геометрических форм. В этих случаях с достаточной дл»1
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ррактнки точностью можно пользоваться формулами, получен­
н ы м и  для сферы, если рассматриваемую оболочку разделить на 
несколько мелких участков и к каждому из них применить эти 
формулы.

В пределах каждого такого участка радиус кривизны можно 
считать постоянной величиной, равной среднему радиусу уча 
стка. При этом напряжения на границе каждого участка будут 
являться начальными условиями для последующего, т. е. расчет 
такой оболочки будет совершаться последовательными перехо­
дами от одного участка к другому до тех пор, пока напряжения 
краевого эффекта не станут малыми. Для практических целей 
достаточно разбить оболочку не более чем на 3—4 участка.

Глава VII

ОБЩИИ СЛУЧАЙ РАСЧЕТА ОБОЛОЧЕК

| В этой главе рассматриваются вопросы расчета оболочек без 
каких-либо упрощающих предположений относительно напря­
женного состояния и характера действующей нагрузки. Полу­
ченные здесь дифференциальные уравнения применимы к реше­
нию широкого круга задач, встречающихся в практических 
расчетах.
I  Д ля  вывода уравнений равновесия использован аппарат ва­

риационного исчисления.

§ 32. КРАТКИЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ

| Вариационное исчисление является математической дисцип­
линой, занимающейся отысканием максимальных или минималь­
ных значений функционалов, отвечающих заданным граничным 
условиям данной физической задачи.
L В этом смысле задачи вариационного исчисления формально 

аналогичны задачам отыскания максимумов и минимумов функ- 
чий в дифференциальном исчислении.
I  Если решается задача об экстремуме данной функции, то все 

сводится к определению тех значений независимых переменных, 
при которых эта функция получает максимум или минимум. 
В слу чае функции одной переменной для этого необходимо ре­
шить уравнение

у'(х) = О,

корни которого и определяют экстремум.
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В данном случае функция у(х)  нам известна и требуется, 
определить только ее экстремальные значения. Вариационное же 
исчисление имеет дело с так называемыми функционалами 

Под функционалом понимают определенный интеграл от 
сложной функции, вид которой нам известен. Задача вариациси 
ного исчисления состоит в том, чтобы определить то дифферен 
циальное уравнение, которому должна удовлетворять эта функ 
ция. Полученное уравнение будет обладать тем свойством, чте 
функция, удовлетворяющая ему, обращает заданный функцио 
нал в максимум или минимум, т. е. в данном случае экстремаль 
ные значения функционала определяются не координатами от 
дельных точек, как это было для заданной функции в дифферен 
циальном исчислении, а целым дифференциальным уравнением 

В качестве простейшего примера найдем дифференциальное 
уравнение для прогиба балки, нагруженной равномерной на 
грузкой. Полная потенциальная энергия для прямой балки 
имеет вид

где первое слагаемое выражает работу деформации изгиба, 
а второе — работу внешних сил.

В данном случае мы имеем дело с функционалом в виде 
интеграла полной потенциальной энергии. Требуется определит! 
то дифференциальное уравнение, которому удовлетворяет функ 
ция у(х) ,  обращающая данный интеграл в экстремум.

Применим к этому выражению полной энергии начало воз 
можных перемещениъ (принцип Л агранжа).

Применяя начало возможных перемещений, допустим, чк 
прогибы балки получили бесконечно малые приращения. Тогд;: 
изменение энергии деформации балки должно быть равно работ i 
внешних сил на тех же приращениях прогиба. Это условие можш 
записать следующим образом:

где значок б обозначает бесконечно малое приращение кривой 
прогибов от ее равновесного состояния и называется вариацией 
Понятие вариации идентично понятию дифференциала в ана 
лизе. Поэтому справедливы записи

о
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Таким образом, имеем

Р я т у - ч м К ^ - н ^ 0-о о

Проинтегрируем по частям выражение

± [ l ( * L ) ' d x = { ^ b ( * J ! L ) d x  =  
2 J  \dx* )  J  dxг \dx* )

= JL U dJL)dx*=\^b ( -
J  dx2 d x  \  d x  J ydxt \ d x )  Jo
о

[ - f e
Тогда для вариации 6Э

«И£У 2- *(£)Н" 3- *»I+f (EJ %  - ty * * * -0-о

где два первых слагаемых относятся к концевым сечениям балки 
и определяют граничные условия, а третье слагаемое определяет 
вид дифференциального уравнения, решения которого обращают 
в экстремум интеграл полной потенциальной энергии балки.

1 Поскольку все три слагаемых в полученном выражении не 
зависят друг от друга в силу произвольности вариаций 6// и б у', 
то каждое из них должно быть равно нулю. Таким образом, 
получаем

\E J * ! L b ( dJ L \ \ = o t 
L dx* \d x  /Jo

\ E J ^ - l y ] ‘ =  0,
I dxi y \0 (7.2)I - » ) * * « - « ■

[ При произвольности вариации by нз последнего выражения 
Получаем известное уравнение изгиба балки с прямой осью

<>•dx*
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а первые два выражения определяют граничные условия на ее 
концах.

Таким образом, методы вариационного исчисления в прило 
женин к задачам строительной механики позволяют, мннуя 
обычный прием составления дифференциальных уравнений из 
условия равновесия бесконечно малого элемента, получить их 
чисто формальным путем.

В более общей форме приведенные выкладки можно было бы 
представить следующим образом.

Имеем функционал

J = j  F (x ,  у, y*)dx, (7.3)

вариация которого будет равна нулю в случае экстремума:

•М (£  *+£ *)<*-«■
О

Здесь F — подынтегральная функция выражения (7 .3);
dF dF . с  »— , -------производные от функции г  по у и у .
ду ду"
Проинтегрируем по частям слагаемое:.

/ /

Отсюда получаем равносильные с (7.2) выражения

[ £ * № *  [ ^ Л = ° -
rf2 dF . (IF _ Q  

dx? ду" ду ’
из которых два первых относятся к концевым сечениям балю 
и определяют граничные условия, а последнее является уравне 
нием Эйлера данной вариационной задачи.
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Приведенные рассуждения можно распространить и на такие 

случаи, когда функционал зависит от нескольких функций мно­
гих переменных. К таким функционалам, например, приводятся 
все задачи теории упругости, теории пластин, теории оболочек.

§ 33. В Ы РА Ж ЕНИ Е ПОЛНОЙ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЭНЕРГИИ 
Д Л Я  О БО ЛО ЧЕК

Под полной потенциальной энергией упругой системы пони­
мают ту работу, которую совершают силы системы при переводе 
ее из деформированного состояния в недеформированное. При 
этом внутренние упругие усилия совершают работу на тех упру­
гих перемещениях, которые были вызваны этими усилиями.

Р '  В случае тонких оболочек элементарное значение для полной 
энергии

d 3 = — N xdytJ[d x  +  Y  Nydxiydy  +  ^ d y y d x  +  

+  у  MUxd x a d y + - j -  M jd y /sd x  f  у  Mudx/Mdy  +  

+ y  g d y /^ d x  MUxdx-/Mxd y  -  qxd x  dya -

— qy d x  d yv  — qt  dx  dyw. 
t Первыми четырьмя слагаемыми представлена работа мем­
бранных усилий, равномерно распределенных по толщине сгенки 
оболочки. Вторая группа четырех слагаемых дает работу изги­
бающих и крутящих моментов. Последние три слагаемых выра­
жают работу внешней нагрузки на соответствующих переме­
щениях.

Работа всех внутренних усилий берется с коэффициентом 
1/2, так как по определению потенциальной энергии внутренние 
усилия возрастают от нуля до конечного своего значения посте­
пенно по линейному закону. Поэтому работа каждого внутрен­
него усилия будет выражаться площадью треугольника. На 
рис. 109 представлены внутренние и внешние усилия, приложен­
ные к элементу оболочки площадью dxdy , и соответствующие им 
перемещения. Поскольку для бесконечно малого элемента все 
кривые линии можно заменить прямыми отрезками, то на 
рис. 109 кривизна оболочки не указана.
I  Для дальнейшего удобно выразить все внутренние силовые 

факторы через соответствующие деформации по закону Гука. 
Для двухосного напряженного состояния закон Гука имеет вид

1— и8

N y —  ( l V  +  P-jr)i

Mxi/—Gsxv — 0 / i , Г *•»*'2(1 + | i )
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А налогично

М

М

£Г,3

Х 12(1 — fx)2
ЕЬ з

(X, 4-F/v).

11)-
£63

12(1- К 2)
Xjr» =  0  - р )

£fj3
12(1 -(х*)

V ,

6 ] / nT

4 -------------- 1' ^xy

Рис. 109.

Справедливость последнего равенства вытекает из равенства 
углов поворота по рис. 109, е, ж.

Выразим компоненты деформации и изменений кривизны че 
рез перемещения и, v и ш, направленные по осям х, у, г  подвиж 
кого трехгранника (пне. 110. П П .

Для этой цели выделим из оболочки элемент dxdy, стороны 
которого направлены по линиям главных кривизн, и представим 
положения сторон этого элемента в деформированном состоянии 
Выражения для компонентов деформации можно получить, если 
спроектировать замкнутый пространственный многоугольник 
1—2—3—4—5—6—7—8— 1 на ось х, а многоугольник 4—9— 
10— I I —12—1—2—3—4 на ось у.
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Рис. ПО.

Рис. 111.
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Таким образом, получим

- f  t . ) d x — и — —  d x  — d x  — (w-\- d x ) ‘—  — 0,
'  '  d*  \  ' dx ) R t

v +  ( \ + s u) d y  — v - ~ d y  — d y - ^ w  +  ~ - d y Sj  ^ -  =  0 .

При составлении этих уравнений принималось 
c o s ^ / tp ^ l ,  cos [dx, (1 -f-sJJ jc]  %  1, 

co s rf> ^s l ,  c o s l ^ ,  (1 4 -е„ )^ ]с&  1.

Для изменения угла между направлениями dx и dy в дефор­
мированном состоянии имеем выражение

ov ди
—  (I х  —  d и

,  д* I «У
ЕлУ - (1 t - l x ) d X  ( l - f c ^ ) r f i /

Здесь следует положить 1 + е * « 1 ,  l - t -e^» ! ,  так как для ме­
таллов деформация е*. ev«0,003 : 0,005.

Таким образом, с точностью до малых первого порядка
получаем

0и w __dv w ди dv
£лУ~ " ъ + ^ -

Получим формулы для изменения кривизны оболочки.
В плоскости меридиана

\ — + - IL дх дх  1( £ )
(rfjcj

dw

\ ~ ~ t e  , /  1 м
(1 + * x )d x 1 V /?,+ w  Ri )

где первое слагаемое дает отношение угла смежности между 
касательными к элементу dx в его деформированном состоянии 
к длине этого элемента *; второе слагаемое дает изменение кри­
визны элемента вследствие нормального перемещения w. Р а з ­
ложив в ряд по формуле бинома Ньютона дробь ------- , с точ-Ri + w
ностью до малых величин первого порядка получим

1
R ,+ w

= — / 1 - — ) .
» I \  « 1 1

1 Знак минус перед этой дробью указывает на то, что поворот элемента 
dx при переходе из недеформированного состояния в деформированное со­
вершается в направлении, противоположном положительному направлению 
отсчета угла d<( (см. рис. 111).

162



Тогда для изменения кривизны х* получим выражение
d^w w

f-X л .л о2 *Р\

Аналогично в плоскости, перпендикулярной меридиану:
_  d-w w 

'Lu~ ~  ’

В результате кручения изменятся углы наклона касательных, 
проведенных к противоположным сторонам элемента dxdy. Для 
изменения кривизны кручения получим выражения

д ; dw \

/их ~

d^w
дх ду

— I' d a ' d2w
дх  'v ду ) ~ dxdy

Выражения для усилий и моментов выразим через компонен­
ты перемещения:

ЛГ £S \ди , w , /dv  . w \1

[ 4*T+/Fr+|,U7+*)|-
£S Г dv , w . idu . w \1

( du , dv \  
d y + d7 ) '

Eh

M = D

M y ^ l )

2(1+1*) 
d?w ,

dxn- *1

d*w , w , /d^w , 
Т Т + 7 Т  +  1 Ч 1 3 Г  +dy2 R\

d7w
dxdy

(№w . w \ 

*) .

Здесь D El  3
12(1 -(12) цилиндрическая жесткость оболоч­

ки.
Имея эти выражения для внутренних усилий, потенциальную 

энергию оболочки можно записать в функции компонентов пере­
мещений. Предварительно перепишем выражение для Э в сле­
дующем виде:

3  =  Y  |*J(N xtx + N yty + N x^xy)djcdy +
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+ т  Я  (М*г *+ Ми/*  f  2М« Ъ » )d x  <*У -
5

“ И (?Д* +  +  ?**) «**dy-
5

Здесь два первых двойных интеграла распространяются на 
всю поверхность оболочки; последний интеграл распростра­
няется только на те участки оболочки, на которые действуют 
компоненты внешней нагрузки.

Выразим потенциальную энергию через компоненты дефор­
мации и изменения кривизны:

5

+ T Dff [£ + < + +  2 (1 ~ !А) ^  dy -
S

~ 5 5  +  9*w ) d x J y* (7- 4>
S

D ЕЬгде В = -----------жесткость на растяжение.1 -- |х2

Если подставить сюда выражения для гх, ■ • ■, Х*> • • •» то 
получим

5 - т в Ш ( , т + , т ) ' + ( ! + 0 +
S

+ *£+ *) (% + Z )+ ' ^ + £ J } d*d*+

+ -° Я р + * т )’+ (^ +#),+2

+*(£+#)
-  j S to*"+ q«v+ q‘w) dx dy-

§ 34. ВАРИАЦИОННЫ Е УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ О БОЛОЧЕК 
И ГРАНИЧНЫ Е УСЛОВИЯ

Полученное в предыдущем параграфе выражение для полной 
потенциальной энергии оболочки представляет собой функцио­
нал от функций U ,  V  и w и их производных. Пользуясь этим
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функционалом и применяя к нему методы вариационного исчис­
ления, можно получить дифференциальные уравнения и гранич­
ные условия, необходимые для решения задач. Для удобства 
выкладок перепишем выражение для энергии в следующем виде:

5  =  И  F  (“ • х у> v > v x* Vv< w jv) d x  dy,s
где

du (ftwu . —— ......... w .u — --------.
дх хУ дхду

Поскольку выражение полной энергии записано для обо­
лочки, находящейся в равновесном деформированном состоянии, 
то сумма работ всех сил на возможных перемещениях будет 
равна нулю:

8 3 =  f f  (д£ -  5ы +  —  5м,+  —  Ьии+  —  bv-\- —  bvx+
"  ‘ ’ \ди дих * диу dv dvx х

S

I . dF' , dF „ . dF * dF * , dF * \  . . ЛH-s; to+-ŝ 78®" ^ lw-  + ^ w«)“x jy = 0-
Проинтегрируем каждое слагаемое последнего выражения 

по частям и сложим результаты. Покажем выполнение таких 
операций для некоторых слагаемых, входящих в это выражение. 
Пусть а—Ь, с—d  — границы области интегрирования. Тогда

bd

I № £ l“'dj“‘H \ £ £ iiu)dxdy=s а с

I  = \ \ b t b“\» dy ~ j f  S x i l t badxdsl'
с а с

I  [ \ ^ - ^ dxdy=l l ^ t  ^  H ^ ) ] dxdy=
s a с

с а с

- f  f  I — -----bw d x  dy.
J . )  djfl dwxx y

I е c

a с
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После аналогичного преобразования каждого слагаемого 
вариации полной энергии получим

с с с

J  |Дс>.г dwxx ду i,wxU!  J,j
С

- m
dF , d dF

dwyy dx dwxy 

d dF  , d

■Щ

Ж

dx dux 

d dF

\dd x  +  \
J|c

dF
duu du /

dF d F \
dt'x dv Jk dy dvy

S

+  f ( 7 J L  ^ _ + ^ L  _ ^ _ - j — —  J L - + * L \ t o d x d y - o.
J . )  \  Ox2 dwxx dy- dwyy dxdy dwxy dw j  
s

Первые девять слагаемых этого уравнения относятся к гра­
ницам области интегрирования и характеризуют граничные усло­
вия данной задачи. Остальные три слагаемых, стоящих под зна­
ками двойных интегралов, должны быть распространены на всю 
область интегрирования.

Эта вариация полной энергии согласно началу возможных 
перемещений будет равна нулю при любом сочетании входящих 
в нее слагаемых. Однако можно поставить следующие требова 
ння: 1) все контурные интегралы, входящие в выражение вариа 
ции полной энергии в любой произвольной точке границы обла 
сти, должны быть равны нулю; это требование в дальнейше.' 
надо выполнить при решении частных задач, исходя из граним 
ных условий; 2) в силу произвольности вариации fiu, bv, Ли 
сумма последних трех слагаемых может быть равной нулю и 
в том случае, если каждая функция, стоящая под знаком двои 
ного интеграла в круглой скобке, в произвольной точке области 
будет равна нулю. В силу сказанного получим следующие три 
группы уравнений:

A -  J1L. д (,F dF — Q
дх оих ' dy du у du
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d dF , d dF

J L .
dx*

dF
dx dvx 
. &

dy
dF

dvy
eft

dF
dv

= 0 ,

dw.

( -Id*

(~  \  du

dy3

dF
dux
dF
di'x
dF

dwxx
dF

dwxx

dF
duv
dF
dvy
dF

dw,

dF

dF
dwvv dx dy dwxy

8и =  0,

■ =  0.

* (

+ ■ £ — 0. ow

при 
x — a 
x  -  b

dF
dy dwxy 

&Я = 0,

5^ =  0,

>
w  — 0.

vv

>
dF

dy dwUy dx dwxy
l w — 0.

при
y = c
y = d

Первая группа дает уравнения равновесия оболочки. Две 
другие группы уравнений определяют граничные условия, кото­
рые должны быть выполнены при решении конкретных задач.

Каждое из уравнений последних двух групп представляет 
собой произведение силового’ фактора на соответствующее ему 
перемещение. Поэтому на контуре должен быть равен нулю 
силовой фактор или соответствующее ему перемещение. 

Значения частных производных от функции F имеют вид 
dF

---- = - < 7 , .О и
dF ЕЬ Г

dttx i - A
dF
day
dF
dv

dF

£>•
2(1+1*) \ 

=  (Jy,

i Qi- 1 !!}L\ ~ 
[ d y ^ d T j

.V.riy<

El
I
du dv

dvx 2 (1  + |л )  \ d y  dx ) -
N хУ>

lfi7



<)/=• Fb Г dv
dvy 1 — ц2 1 ду

dF £83

'к>

dwxx

dF
d W y y

12(1
■ Z r \ = M .

dF
dw

= 2 ( 1  - ц ) ------ — ----------- —  =  2 M xy,
dwxy к r /  1 2 ( 1 - ^ 2 )  d x d y  xV

E l
(1-Ц2)/?, [c[ du , i f  /  dv , w  \1  ■ £8  Г dv i w - 

Ihc R7 1 Ло j  1 (1 — h-2) /?2 [dy P2 ~
, /du , w  \1 , £83 [02W w  | w V i i

+', t +^)]+i2(i-,4*i[^+^+,‘(v’+^)j+
1 Е** I

. W . !d*w
” \1

12(1 — (»2) /?2 | « V  1 R\  +  !* ^Л*2
1 - ! Л

лг* ! Ну , м х . Af„

/?. 1 4 -* *?  ! <
Яг-

Представим граничные условия и уравнения равновесия 
в следующем виде:

N / t u — О,

N xyb v = О,

*)2и

Ж , « ( £ ) = 0 .

[dMx | .j дМхУ \  -ч л— -  4- 2 — — 8w =  О,
\ Л е  ду )

N ybv =  0,
N  хУЪи =  О,

/ЛИ|Г+ 2 
I ду длг )

. 1 — |* №и | 1 +  ц &*v

при 
х  =  а ,  х — Ь

дх2 di/2 2 ()дг dy дх

(1 — ,“а) Ях

при 
у  =  С, y  =  U

(»т)+
+>£(£)- £8

<fft> , 1 — fi д^у , 1 4- (* dlu

ду2 дх* 2 ддг ду ду ш +

(7 .5 )
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+ 2 - ^ -  
1 dx* oxidyi

+ lk

d*w

i .. d 0  — v*)qu+1v U j — » ’
ffi /  w  . w  \  , дя /  w  I t e » \ .

(̂*f *r)
+ ^ (f+ f)]+ il!

d-te> i w 
djfl 1 R\ (7 .5)

+ ^ + f ) l + s № + ^  (£+£)]+ 

+ £ lv+^ h‘£ + £ ) ] K
Из этих уравнений легко могут быть получены уравнения как 

плоской задачи теории упругости (to =  0), так и уравнения из- 
шба пластинки при R\ = oo, R2 = oо, и = О, у =  0, а также изгиба 
балок.

Если компоненты поверхностной нагрузки qx и qv отсутствуют 
и радиусы кривизны оболочки не зависят от * и у, то приведен­
ные три уравнения допускают значительные упрощения. Введем 
для этого случая функцию напряжений по формулам

-1*фдг Л, **л1 <¥>
N .

N l
ЕЬ

N

-  ду 

ЕЬ /

|  dv , w

Я*

XV' 2(1 +  (х)
ди , dv
ду ' дх

+>(£+£)]-£•
У -

д?<(
дхду

(7.6)

Если подставить эти выражения в (7.5), то первые два из 
них будут удовлетворены, а третье примет вид

J L  _ L  D  [—  2
/?] ду- /?2 дх''- [  дх* ' dx^dyi

d*w | d*w
<V

+

№ 2d2RiR:1 2 R*
W =  Яг

(7.7)

Решение многих конкретных задач показывает, что удельный 
вес подчеркнутых слагаемых, стоящих в квадратных скобках, 
по сравнению с остальными слагаемыми сравнительно мал. По­
этому для упрощения (7.7) можно отбросить эти слагаемые 
и уравнение заменить приближенным:

(Hw_ L  _;__L * *  I p ( d*w  1 2-
R\ dyi R2 д:Г- ‘ \  dx* : dxidyi

d*w
dy*■)"

=  Я,- (7.8)
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Второе уравнение, связывающее функции ф и гг», можно полу 
чить из выражений (7.6) путем исключения из ннх перемеще 
ннй и и и:

, о f)4<? I **? _  1 &w I 1 &2w \
дх? )(*Т +

где

дх* дх2ду2 ду4 \ R t ду2 ' R2

Запишем уравнения (7.8) и (7.9) в символической форме:

V*¥-f-£>V2V2a ' =  <7z,
V2V2?= £S V *«/,

д* , д?

(7.9)

(7. 10)

_2 1 
V*= ^T

дх? J di/2 

( f t *L
ЙЛ-2

Применим к первому из полученных уравнений операцию
V̂ V*, а ко второму— V а затем из первого уравнения вычтем 
второе. Тогда получим одно разрешающее уравнение восьмого 
порядка 1

E b v W k W  +  D v 2V2V2V2®  =  V2Y2<7*.

С введением функции напряжений граничные условия для 
мембранных усилий и касательных перемещений примут вид

ду2

д?<р

Ьи =  0, при
х  = а

8г =  0, х = Ь

Зг/ =  0, при
у=гс

?и =  0. y = d

дх ду 
д-у 
дх?
д'<( 

дх ду

Уравнения (7.7) и (7.9) вместе с соответствующими гранич 
ными условиями позволяют решить обширный круг практически 
важных задач по прочности и устойчивости оболочек. Однако 
следует отметить, что эти уравнения только в некоторых част 
ных случаях допускают точное решение в пределах гипотез при 
кладной теории оболочек. В большинстве случаев они могут 
быть решены или известными приближенными методами или 
с применением ЭБЦМ.

Рассмотрим некоторые частные задачи, в которых показано’ 
использование уравнений (7.10).

1 Это уравнение впервые было получено В. 3. Власовым.
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§ 35 РАСЧЕТ Ц ИЛИН ДРИЧЕСКОЙ  ОБО ЛО ЧКИ  
ОТ ДЕЙСТВИЯ СОСРЕДОТОЧЕННЫ Х СИЛ И МОМЕНТОВ

Рассмотрим расчет цилиндрической оболочки, закрытой 
< обоих концов днищами, к которой через жесткую бобышку, вде­
ланную в стенку оболочки, приложен сосредоточенный момент М 
{рис. 112). Предполагается также, что концы оболочки имеют 
шарнирное опирание. Определим напряженное и деформирован­
ное состояние оболочки для указанного случая.

При /?, =  ос., /?2 =  /? дифференциальные уравнения (7.8) и 
(7.9) будут иметь вид

Решение этих уравнений будем искать в форме двойных 
тригонометрических рядов, поместив начало координат 
<рис. 112) на левом конце оболочки:

Эти функции удовлетворяют следующим граничным уело 
виям:

Кроме того, при 0 = 0  прогиб и функция напряжений, как этс 
следует из характера нагружения, обращаются в нуль и яв 
ляются нечетными функциями угла 0.

Для определения коэффициентов А\тп и f l |mn необходимо 
выражения гсз\ и cpi подставить в уравнения (7. 11). Прежде чем 
это сделать, разложим внешнюю действующую нагрузку также 
в двойные тригонометрические ряды по искомым функциям. 
В нашем случае внешняя нагрузка представляется в виде сосре- 

! доточенного момента, что статически эквивалентно паре сил

' i) tH'f j  д4? _  E l  д-w
~дх* ‘ д&ду* ' 1к*~ ~гГ  Их*'

п т

п т



с плечом d =  [(2n— р2) +  Pi]/? (рис. 113). Поэтому можно написать
0 .5 . I U

Л?,
0.3.Ц..Д

(2л — Э?) R

Таким образом, в рассматриваемом случае внешняя нагрузка 
представляется в виде двух сосредоточенных сил | 1 =  | Р21 - 
Чтобы привести эту нагрузку к размерности распределенного 
давления дг, необходимо ее представить в виде

<!г =_ Р _ l
A F

\м,'об

где S F = \s \S x \  — малая площадка, на которой приложена 
сила Р\\

Asi, Axi — размеры этой площадки в окружном и осевом 
направлениях.

Тогда
y . y . ^ s i n ^ s i n t t e .

ASiAxx

Умножим правую и левую части этого выражения на 
sin sinnfldOdx и проинтегрируем правую часть по х от О

до / и по 0 от 0 до 2л, а левую часть по х от значения Х\ до 
х | -Ь A.v| и по 0 от значения р, до Pi +  Ap,. Решая полученное после 
этого интегрирования уравнение относительно Стп, найдем

А̂ Ал?!
я  RI

—  [cos
ят  [

тл  (ДГ| •+ АлГ|) 
I

cos X

R

Переходя к пределу при Д«, —»0, Д*, —«О (причем дЗ, =
=  i£i_ 

R *)• получим
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\

т п  (Xf  -+- Лдг.) т п х ,  
c o s ------------------------— c o s ----------

lim
п-т п i Xl-o \ х X

X lim
ij, -о

n (s t 4- Ai]) ns
c o s -------------------— ro s  —

R R
Ss

ИЛИ

С =  sin sin rt'if 
nR l I 1

<7,  =  - ^  V  V  sin ” л-л-  sin //,3, sin —л— sin /гв. 
nR l l 1 l

n m

Здесь jci и Pi — координаты точки приложения силы Р\. 
Подставив в уравнения (7. 11) соответствующие производ­

ные от функций ф, и i£>i и значение внешней нагрузки qt, получим

Решая эти уравнения относительно параметров Л 1тп и В1т„, 
найдем

„ . - E l

~ l  D  t /m x R  \1 14 /rn.iR  У |  ’,е‘' (iwli'r) +" i +(т)1
* > ,* > (= £ .)■  . I . .5 ! £ L  . I , * ,

Чтя

В\тп — f D \(m n R  \2  "М /m n R \* \
Н + ( -г М

Подставив в эти выражения значения силы Р х по формуле
IM

\ tm n R  \2 

°*f( i )

Р\ = 0,5**"4. t получим

•^1 тп

\2 12 т пх, sin лЭ]
-f  Л 2  s i n ---------------------

I____  I »|
Г D  Г,'mnR  \  2 14 im n R Y )  ’

, т Ы ( т )  Н  +(— )|
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(m nR  \2 m nxi sin i

™\mn ( D  Г Im nR  \2 14 (m n R  \4)Н+(т)!
Для силы P2 получим аналогичные выражения, но с обрат­

ными знаками и заменой Pi на Рг и «Pi на п ( 2 я —Рг), т. е.

\ / m n R \ -  I2 т пх\ sin /ifo 
. .U„6| ( - r ) ^ | s in —  —

■тп | D  Г Im nR  \2 1< im nR  \Ц  '
я̂ (-^г[(— М +(—))

^ : т Я

tmixR  \2 /лл.г, sinn3o 
— ) .1 .—  ^

( L) Г /т л /?\2  14 / m n R  \*\
* '(в* Г г)  +"J +г г ) )

Переходя в полученных выражениях для Л 1тп, В\тп, Л2тп, 
В2тп к пределу Pi—*0, р2—»2я, имеем

■̂ 1шл

т лх  1
+/»2 sin

/

Almn —

I D  Г / т я / ? \ 2  14 (m n R \* \

гоЫ * Г г М  +(— ))
Г , т л / ? \ 2  12 тлдГ)

м "бП ( ~ Т ~ ) + " 2 8111 /

^1 тп~

I D  Г/ / п л /? \2 |4 (m nR  \4)

”£,' Ы 1Ы Н  +Ы 1
ImnR \2 тлдг1 

Л<ов/ ?л ^ - у - |  sin -—

В ь  =-тП

I D  Г /’m nR  \2 14 / т л / ? \ 4 )

/ m nR  \ 2  тпх<
М 0бр п у - J sin — -----

( L) \ im n R \ -  I4 [m n R \* \
+Ы )

Полное решение задачи найдется путем наложения получен­
ных решений

W — 7У, -j- —
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во воI Im —1 я —1

2М„Л
яЕЫ  /  /  D

Г/m n R  V  12 т ях, т я х
п | —-— I + л 2  sin — -—  sin —-—  sin лЛ

f / я я / г  v  l 4 / и я / ? \ <н\Т") J +(-г)

Я /

во во

/Я*“ 1 Л — 1

EbR*

=  ?1 +  'р2 =

(/ил/? \2 mxv̂ i /яллг 
— -— j  s i n — ;— s i n — :— s i n  /10

D Г//ия/? \2  I4 /и я /?  V
да (— ) Н +ЫE lk

Имея выражения для прогиба и функции напряжении, можно 
получить все внутренние силовые факторы, возникающие в обо­
лочке от момента М0а:

N  _**_  N N ху— ----- ,
* R?d№ в дх '- У Rdf) дх

М Х = D  ( x .r  +  МС»). М у = О  (у„ 4- Ц / Д

В случае действия двух диаметрально противоположных из­
гибающих моментов (рис. 114) выражения для w и <р принимают 
вид

«Г= 4Л,"«

■3 =

k/яя/? \ 2 12 т ях, т ях  
—-— !+/»-’ s i n —-— s i n —-— sin nO

во во

4.И „д/?2 V " 1LL
я Е Ч  /  /  D  Г , т я / ? \ 2  14 / / п я / ? \ 4

£Й?[(”г) + п 1 + \Г)
/т я Р  \2 т ях  j т ях

п ------- I s i n ---------s i n --------- sin пв\ I I I_______ I_______
| / / п я Л \ 2  14 / т я Л  \*
l(—) H +(— )

L)
EbRi

m - 1 n -  1,3,5..

Эти выражения также получены путем наложения решений, 
найденных раздельно для двух случаев нагружения (рис. 115).

Иногда в местах крепления лонжеронов к корпусу аппарата 
последний может иметь различного рода подкрепления в виде 
стержневых рам или шпангоутов.

В качестве иллюстрации расчета конструкции подобного 
рода допустим, что рассмотренная выше оболочка подкреплена 
квадратной или кольцевой рамой (шпангоутом) или прямым 
стержнем, пропущенным через оболочку по диаметру ее попе­
речного сечения.

Определим, во-первых, какую часть изгибающего момента 
берет на себя оболочка и какую часть подкрепление, и, во-вто­
рых, определим силу взаимодействия между указанными под­
креплениями и оболочкой, если последняя находится под дейст­
вием внутреннего давления.
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Распределение момента М между оболочкой и подкрепле­
нием найдется из уравнении

о ’ (7 .12)
в-*

где ('Я,од — угол поворота узла подкрепления;
— Уг°л поворота касательной к оболочке в месте при- 

\Roft J ложения момента М ;
М„ол — момент, воспринимаемый подкреплением;
7ИоЛ —момент, воспринимаемый оболочкой.

Поворот касательной
dw I dw  I
RdD

Sо:о«Г1

Х - Х х

'uYY
/  /

"2fl|тл/? у■+*|2 т пх,
sin2--------1

—  1£«/?2 Ir f |2 + л2н
Im nR  у

m—1 я— 1,3(5.н
Теперь необходимо определить угол поворота (Ч)под. Сна­

чала шпангоут (рис. 116) разрежем мысленно по вертикальному 
диаметру; в месте разреза приложим силу N и момент т0. 
а нижнее сечение закрепим. Неизвестные внутренние усилия Л 
и т0 найдем, пользуясь теоремой Кастильяно. Таким образом, 
имеем следующие уравнения:

^ -  =  0, = 0 ,  (ф)“ д = т ^ - ,  (7.13)
oN  от о оМш

где Э — внутренняя потенциальная энергия полукольца. Для ее 
подсчета имеем выражение

!§Г<\м'и>+4г\
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где момент для участков /  и 2 шпангоута 
«  M ^ N R { \  — c o s p )  — т0;

Л12=  N R ( \  —cos р) — ш0 — Мт;

J — собственный момент инерции шпангоута относительно 
‘оси, параллельной образующей обо­
лочки.

После взятия квадратур в выраже- к
нии для Э и использования уравнения
(7.13) получимi) получим J

* = - £ - •  - т ( т

(Со* =  <>.149 Ми,/?
E J

Теперь в качестве подкрепляющего Р|1С ц 6
элемента рассмотрим квадратную
раму (рнс. 117). Для данного случая уравнения для определения 
угла поворота (ф)^,. имеют вид

где

дЭ
6N

г ПОД

ОЭt \  Us~* Г\ ^  Л /I \Р  д Э
—  * “ Г7Г =  ^ ( у ) п о д —  —  .др с т 0 дМр (7. 14)

а  а

Э  =  —  f  M \ d x +  —  Г M \dx ,  
2EJ  J  2EJ  J

о о
М } =  - m 0~\-Nx,

М 2 =  — m0 — M p-\-N a  — Px;

J — момент инерции сечения стержня относительно его соб­
ственной оси.
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Выполнив указанное интегрирование и используя условия
(7.14), получим

/ 2 RM,,no,̂ ----  р
4 / 2  R ' 0 ~  4 ’ ' т,п°д 8EJ-----

Рассмотрим влияние стержневого подкрепления (рис. 118). 
В этом случае угол поворота определится по формуле

(V/поя —  ~  •

Сравнивая полученные выражения для углов поворота при
различных подкреплениях, можно 
видеть, что наиболее «жест-

и С-------------------------•)■v 2R У
М. (------------------------ j Mr ким» подкреплением является шпан-

2R '  с гоут. 
р||с 1|8 Используя условия (7.12), мож­

но получить распределение при­
ложенного момента М между оболочкой и подкреплением. Н а­
пример, в случае подкрепления шпангоутом

■, 0.149ЛГм об-------------------------- -------- -------------------------------------------- — .

II°’,49+̂ /  /  - з
EIR2

Г / т л / ? \ 2 12 т ях,
* [ ( — )  + л * |  sin? —y - L

т  —1 n —1,3.5...

м 2 л= м - м ой

О I /  m x R  I4 I т я R  \*

* l(— ) Н +Ы

Аналогично можно получить выражения для М0ц и Afno« для 
остальных случаев подкрепления.

Рассмотрим задачу определения сил взаимодействия между 
подкреплением и оболочкой, когда последняя находится под 
действием внутреннего давления. Будем считать, что в данном 
случае оболочка нагружается четырьмя сосредоточенными си­
лами согласно рис. 119. Для удобства в дальнейшем обозначим 
действующие силы индексами 1, 2, 3, 4.
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( Для решения этой задачи опять воспользуемся уравнениями 
(7.11). В данном случае выражения для функции про­
гиба и функции напряжений должны быть четными относительно 
угла 0, т. е. ку( +  0 ) = а ' ( — 0), ср( +  0 ) = ф ( —0). Исходя из этого 
примем

^!m4S i n ^ C O S « 0 ,  

Выя  s i n  c o s  , / 0 '

Решение задачи начнем с рассмотрения случая действия 
одной силы Р\. Представим внешнюю нагрузку qt в виде

A5]AjC|
и разложим ее в двойной ряд по искомым функциям: 

Р IЯ г ~ ----- — У1У1 C m Sin COSЧг дs ^ XlU U  тп I
п 9.

li Умножим правую и левую части этого выражения на 
sin cos nQdxdty и проинтегрируем — правую часть в преде­

лах по х от 0 до /, по 9 — от 0 до 2л, а левую часть по х в преде­
лах от *i до Xi +  Aa:i и по (j в пределах от р, до pi +  APi. Тогда 
при Д*1 — 0, Api —► 0 получим

^  2Р\ ■ т пх,С _ „ = — s:n------Lcos«p..
тп л Rl I 1

С учетом значения коэффициента Стп для qz имеем выра 
жение

— У У  sin тзххУ- cos п'Ах s i n ^ ^  cos /гО.Чх пт i i

Подставляя выражения для функций ф! и шь а также qt 
в уравнения (7.11), получим два уравнения для определения 
параметров А\тп и S imn

^ - s i n ^ ^ c o e r e p ! .  
л Rl I

_  В ш „ | m n R  J  Р А тп ^ и л /?  J  л2 j

Из этих уравнений найдем

К  m nR  \2 12 т пх,
— — J + п 2  s i n — -— cos л?,

Г Р  \ /m n R  \2 14 (m nR  Hi
л£''{“Ёда К~р)+ ] +Ы )

^1тя
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R\mn —

„  Im nR  \2 m nx,
2 P \R - \ -------- ) s i n ------------c o s  n ? ,

Ч Ж | ( ¥ Я ч ¥ л
Подставив эти значения А\тп и В\тп в выражения для <р: 

и a>i, получим

2 Р\да, =  1ilL Г/ m n R \ 2 I2 т ялг| т пх
I — -— J 4 -л 2 s i n — -— cos иЗ, s in—-— cos/i4

n E l l  /  /  D  Г / т л Я \ 2  _T* Im nR  \ 4
EbR1

2P ,R  2
<Pi = -------- —л I

kmjiR \2 //пл/? \*~T~)+ J +(-r)
I m nR  \2 т пх, т л х

-------  s i n ------- cos n'i, s i n --------- cos nfl\ I ) _ _ / ______ 1 /________
f /m nR  \2 I-* / /ял/?  \4

По аналогии с полученным решением для силы Р, можно на 
писать выражения для прогиба и функции напряжений для 
остальных сил путем замены угла р, на р2, Рз. Р4:

w У  У
2 я  ЕЫ

? 2

\(m n R  \2 12 т пх, т п х
I I —-— I + п 2 |  s i n —-— cos/ij i2 s i n —-— cos пО

D  | / т л / ? \ 2  14 / т л / ? \ 4
EbR* [( I ) + " J : ( l )

(m nR  \2 т пх, т пх
—-— I sin —-—  cos я32 sin —-—  cos nO

D I (m n R  \2 14 im nR  \*

Г / т я / ? \ 2  12 т пх, т пх
Ц — -— j +  л2 sin —-—  cos ярз sin ——  cos пП

D  Г , т я / ? \ 2  14 /1ял/?\4
я д а  [1“Г ) Н  +(—)

%— 1 ш---- » I m nR  \2 тлдГ| т пх
_ 2£ , «  \  \  ( — ) Ч » - у  « о . с о . ^

. . « V V s
n m

*IL2P. 
n E 'l

к  m nR  \2 14 / т л / ?  \4

“ Г  M  + (— )

_  2P4/? \   ̂ \  +n2|  sin ^ y ^ c o s  n?4sin^y^co«

Л/ ,/ Z — Z — . _ 0 _ | ^ j a+n2j 4 +  ^ j 4

cos яв

m £8/?2
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I . .—.id I4 I mnR \*
l(— ) H  +Ы

л /  /  /  / j
Et>№

Окончательные выражения для прогиба и функции напря 
женин найдем путем наложения полученных решений. Полагая, 
что оболочка работает в пределах упругости, и принимая Р\ =
= .р2 =  р 3 =  Я4 =  р , р, =  0, р2= у .  Рз =  л, Р4= у ,  найдем

W =  Wx-\-W2-\-'Wz -\-'WA —
« ■> Г/тя/?\2 12

Y "  I г г ) + " I s
У /  I / «И 'ПГ О

/пялг] тллг
_  _  . . .  . , -  . s i n --------s i n -------- cos пЧ

8P R  \  \  \ \  I I \ I I
/  /  П \ (  m nR  \2 "|4 / т я й  \4

Z —  Z -  М + г п
т - 1  л - 0 , 4,8,12

?  =  ?1 +  <? 2 + Т З  +  ?4  =

(тп/? \ 2 тлдГ| тлдг
------- ] s i n -------- sin -------- cos лв

I ) I ItP/?2 \  * %  ' j I 

m —1 n - 0,4,8,12

Г / т л / ? \ 2  |4 / т л й  \4

l(—)+я2г Ы
Пользуясь полученными выражениями для функций ф и w, 

можно определить все внутренние усилия в цилиндрической обо­
лочке, находящейся под действием одной, двух, трех и четырех 
сосредоточенных радиальных сил, используя метод наложения

Теперь приведем выражения для перемещений в направле­
нии радиуса оболочки рамы, шпангоута и стержня, нагруженных 
сосредоточенными силами. При рассмотрении шпангоуте 
(рис. 120) как кольцевой рамы было найдено, что радиальное 
перемещение под силой

n nnc PR3wm =  0,006— .

В случае квадратной рамы (рис. 121) было получено 

Wp=  0 , 7 0 7 - ^ .

В случае растяжения стержня
P Rw .  = -----.

с EF

Увеличение радиуса цилиндра под действием внутреннего 
давления

(1 — 0 ,5ц) ?Д2



Условие совместности деформаций системы цилиндрическая 
оболочка—подкрепление будет иметь вид

® „ - ( ® о б ) х - ж .  =  « W  1-0

Рис. 120. Р и с. 121.

Так, например, в случае подкрепления оболочки шпангоутом 
для силы взаимодействия Р получим выражение
р _ _____________________(1 — 0..V) ?/?г ________________

«  •  1 / / п я Л \ - '  J 2  . т я д г ,
V----1 к  ч ( ------- ) -+■ Я2 ; Sin2 ------

0.00в/?3о 8Д \  \  [У / /  | /
J "г я /  /  /  D  Г - т я / ?  \2 14 / т я / ? \ 4

Lmmmt « м  £ « /?2  | (  / ) "‘J /  )
т - 1  я - 0.4,8,12

Аналогично можно получить выражение для силы взаимо­
действия и при других видах подкреплений, рассмотренных выше

§ 36 НАГРУЖЕНИЕ Ц ИЛ ИН ДРИЧЕС КОЙ  ОБОЛОЧКИ 
Л ОКАЛЬНЫ М И ОКРУЖ НЫ М  И ОСЕВЫМ ИЗГИБАЮЩИМИ 

МОМЕНТАМИ

Рассмотрим нагружение цилиндрической оболочки мест 
ными окружными или осевыми изгибающими моментами. С по 
добного рода задачами приходится встречаться, например, при 
расчете подвесных баллонов или баков, опирающихся на ряд 
кронштейнов, или прикрепленной тем или иным способом трубо 
проводной арматуры (фланцы, патрубки и т. п.).

Как видно из приведенных схем нагружения (рис. 122 и 123). 
задача сводится к расчету оболочки на распределенное давле 
ние <7„ равное удельному давлению на поверхность оболочки 
со стороны приложенного момента М.

Для расчета можно принять, что давление qt изменяется по 
линейному закону, как указано на рис. 122, 123. Разложив эт\ 
нагрузку в двойной ряд Фурье по искомым функциям ф и w
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п подставив все эти выражения в (7.11), получим искомое ре­
шение задачи.

В данном случае мы ограничимся приведением готовых ре­
зультатов такого расчета *.

При нагружении оболочки окружным моментом М значения 
внутренних упругих моментов Мх и М , а также значения внут­

ренних мембранных сил Nx и Nt  приведены на рис. 124 и 125. 
Эти значения подсчитаны для точки Q, (см. рис. 122) при квад­
ратных опорных площадках С| =  С2 =  С. Графики справедливы 
при l / R ^ l .

К ' Из схемы нагружения рис. 122 видно, что в точке Qi напря­
жения от изгибающих моментов будут сжимающими во внешнем 
волокне; мембранные усилия также вызывают напряжения 
сжатия.

На рис. 126 приведены графики углов поворота 0. Этот угол 
равен отношению прогиба в точке Q | (см. рис. 122) к размеру C t. 
Кривые А, В, С, D построены для ///? =  4. Прн других значениях 
1/R угол 0 можно определить, пользуясь корректирующей кри­
вой, помещенной в правом нижнем углу рис. 126. Для этой цели

1 Сб. «Вопросы прочности цилиндрических оболочек», пер. с англ., Обо- 
ропгиз, 1960.
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вначале определяют угол поворота по кривым А, В, С, D при 
///? =  4. Затем этот угол уточняют, пользуясь корректирующей 
кривой в процентном отношении по сравнению с ///? =  4.

Если опорная площадка приложения окружного момента бу­
дет прямоугольной, то угол поворота 0, а также изгибающие

*в._
M/Rp

О.Ю
0.03

0.06
О.Ой

002

1 '

Г -1  ■■ ■ i
0.05 О.Ю 0.15 0,20 р -~

Рис. 124.

моменты Мц и Мх в точке Q, можно определить следующим 
образом.

Сначала находят величину ] /

данной прямоугольной площадки. Затем эту величину умножают 
на коэффициент кс и получают величину р, равную

? — ке У ?1?2>

v w  т
для

Рис. 125.

где коэффициент к,- берется из табл. 6 для данного отношения 
С|/С2 и RI6. По полученному значению р по рис. 124 или 126 
находят изгибающие моменты или угол поворота.
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Таблица 6

1 С , / С , /?/» kc
для О

К
для /Ив

кс 
для Мх

с ,
для jVe

Сс
ДЛЯ N x

1/4 15 1,09 1,31 1,84 0,31 0,49
[ 1/4 50 1,04 1,24 1,62 0,21 0,46

1/4 100 0 ,97 1,16 1,45 0,15 0,44
1/4 300 0,92 1,02 1.17 0,09 0,46

> 1/2 15 1,00 1,09 1,36 0,64 0 ,75
1/2 50 0,98 1,08 1,31 0,57 0,75
1/2 100 0,94 1,04 1,26 0,51 0,76
1/2 300 0,95 0,99 1,13 0,39 0,77
2 15 1,00 1,20 0,97 1,70 1,30
2 100 1,19 1,10 0,95 1,43 1.12
2 300 — 1,00 0 ,90 1,30 1,00
4 15 1,00 1,47 1,08 1,75 1,31
4 100 1,49 1,38 1,06 1,49 0,84
4 300 1.27 0,98 1,35 0,74

I К. >

0.05 ЦЮ 0J5 0.20 0.25 

Рис. 126.



При определении мембранных сил N t и Nx сначала подсчи 
тывают

V W W Y
По полученному значению р на рис. 125 для заданного зна­

чения у =R/f> находят величины Nt  и Nx, которые затем умно 
жают на коэффициент С,., указанный в табл. 6.

При нагружении оболочки осевым моментом (см. рис. 123) 
внутренние усилия и моменты, а также угол поворота опреде

О 0.05 0.10 0.15 0,20 0 0,05 ЦЮ 0,15 0.20 рр%

ляются по кривым рис. 127, 128, 129. Этими кривыми можно 
пользоваться, если l / R ^  1.

При подсчете углов поворота (отношение прогиба в точке R 
к размеру С2) и изгибающих моментов Me и Мх для прямо 
угольных областей сначала определяют величину

которую затем умножают на коэффициент ki и получают

По полученной величине р определяют по рис. 127 и 129 уго/, 
поворота и изгибающие моменты Мо и Мх. Коэффициент ki 
в данном случае берется из табл. 7. При определении мембран 
ных усилий N t, Nx сначала определяют

а по полученной величине р находят по рис. 128 для заданного

Рис. 127.

значения \ =  — усилия Ne и Nx. Затем эти усилия умножают ь
на коэффициент С;, взятый из табл. 7.
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Таблица  7

с , / с 2 Rt b
к,

для 0
*/

для М ь
*1

для М х
С |

для N 9
Ci

для N x

1/4 15 1.14 1,80 1.24 0,75 0,43
1/4 50 1,13 1,65 1,16 0,77 0,33
1/4 100 1,18 1,59 1.11 0.80 0,24
1/4 300 1,31 1,.с6 1 .И 0.S0 0 ,07
1/2 15 1,00 1,08 1,04 0,90 0 ,76
1/2 100 1,00 1,06 1,02 0,97 0,68
1/2 300 1,00 1,05 1,02 1,10 0 / 0
2 15 — 0,94 1.12 0,87 1.3
2 100 1,09 0,89 1,07 0,81 1,15
2 300 — 0,79 0,50 0,80 1,50
4 15 1,39 0,90 1.24 0,68 1,20
4 100 1,18 0,54 1.12 0,51 1,03
4 300 0,64 0,83 0 ,50 1,33

§ 37. РАСЧЕТ Ц И Л И Н Д РИ Ч Е С К О И  О БОЛОЧКИ 
НА ОСЕСИММЕТРИЧНУЮ НАГРУЗКУ

Рассмотрим цилиндрическую оболочку, нагруженную осе 
симметричной поперечной нагрузкой.

Дифференциальные уравнения для решения этой задачи 
можно получить из уравнений (7. 11), положив в них все произ­
водные по у  равными нулю. Тогда, переходя от частных произ­
водных к обыкновенным, будем иметь

</■*? Ef> d-w  
d x 4 ~  R d x з" ’

(7.15)1 d2® , d*w
--------- -f- U ------=  q,.

.  R dx* dx* 41

Запишем первое из этих уравнений в виде

dx* \d x i  R  )

После двухкратного интегрирования получим

~ С , Х + С. ,7.161
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\

Покажем, что C|.v +  C в данном случае равно нулю. Выраже­
ние для окружной деформации при осесимметричном нагруже­
нии цилиндрической оболочки имеет вид

w 1 , ч

Так как рассматриваемая оболочка нагружена только попе­
речным давлением, то осевые напряжения <тх =  0. Тогда

И’ __  Су

' и ~ R ~  Е  '
Поэтому

О у -Е  —  =  0.
"  R

После умножения этого уравнения на толщину оболочки £ 
и введения функции напряжения получим

— —  £8 — =  0. 
d x 2 R

I  Сравнивая это уравнение с уравнением (7.16), видим, что 
С\Х + С=0. Исключая из второго уравнения (7.15) функцию 
напряжений, имеем

d*w \-4 k * w = Z ± ,  (7.17)
dx* D

где

DR?

При qz=0  получаем уже известное нам однородное уравнение 
краевого эффекта для цилиндрической оболочки (6. 14), где оно 
записано относительно функции U, равной углу поворота 
d w /d x .
j Решение уравнения (7. 17) будет складываться нз решения 

однородного уравнения и какого-либо частного решения, т. е.

I  tei =  a )-}-e*JC(C , cosArx t-C2 sin kx) -\-е~кх (C3 cos kx-\-C4 sin kx).

К Постоянные интегрирования в каждом конкретном случае 
Должны быть определены из граничных условий. Выражения для 
внутренних усилий в данном случае будут иметь вид

■  ‘ , = 0 ,  M X= D - g L ,  М у = ? М х.

г Применим полученное решение для случая нагружения обо 
ломки нагрузкой, состоящей нз наддува и гидростатического 
Столба жидкости удельного веса

Яж=Я.-\-\(Н —х),
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где Н — высота столба жидкости;
х  — текущая координата, отсчитываемая от нижнего торца 

оболочки.
Для данной нагрузки частное решение уравнения (7. 17) еле 

дует искать в форме
w ='А0+А \Х.

После подстановки выражений qz и w в уравнение (7.17) 
получим

4£4(Л о+  ^ ijc) * ~ 1 ^ h +  Y ( ^  — •*)!•

Приравнивая в этом уравнении коэффициенты при одинако 
вых степенях х, найдем

Ап =  ̂ т - ( Ч Я +  \Н ) ,  Л, =  - ~ У

Г

•Ш/г* ADk*

Тогда
-  ?, +  Y ( / / - * >ТВ) =  ■

W k*

Следовательно, общее решение уравнения (7.17) в данном 
случае будет иметь вид

w  =  ~|<7н"+   ̂ ^  ~ х -f- екх (С, cos k x  -(- С2 sin kx) -\-

-f-e~kx(C3 cos k x  - f  CA sin kx).

Положим, что оболочка достаточно длинная и граничные 
условия по ее концам не влияют друг на друга. В этом случае 
должно быть С) = 0 ,  С2 =  0. Тогда

W 1<УН +У (£>, Г)1^~- +  е~ГХ (Сз C0S кХ 'С* Sin kX)'

Допустим, что нижний конец оболочки жестко заделай 
в абсолютно жесткий шпангоут. Тогда граничные условия на 
этом конце

(S L  г ° -

Эти условия приводят к уравнениям

г  I _ _ о
Сз Ъ  *

* (С 4- С 3) - ^ = 0 .
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Отсюда находим

3------------- £» ’
(1 -  Н  к)

С<- КЕЬ ЕЬ

Р Тогда выражение для и  примет вид
Т ( 1 — / / * )  у/?2 Чп& 1
1  кЕЬ ЕЬ

sin^x-

^ b L ± m B L C0Sk x ) .
ЕЬ j

* Для окружного усилия .V„ и изгибающего момента Мх полу­
чим формулы

^ “ ^ 8 - ^ - = [ 9 » + Y ( ^ - J f ) l / ? + e - * ' r sin t o -

— (Яш +  \ 'H )ftcos k x \ t

Л1 г, dbv Rbe~kx (f l — Hk) Y 1 . ,M r =  D ------= ---------. . .  -----  ----------—------ qH cos kx  '
2 / 3 ( 1  — ц-) L * Jd x-

+  ( ^  +  Y / / ) s i n ^ j .

Пользуясь этими формулами, можно определить напряжения 
в произвольной точке оболочки. Например, в заделке х =  0

N u= 0,
Rl

2 / 3 ( 1  - у » )
(1 -  H k ) \  1 

к Чп\

Напряжения от этого момента найдутся из выражения
( \ - Н к ) \„ , 6(Л<х)х _о ... , ЗЯ.»

х — „  — / 3 ( 1  _ |« 3 )R2 ~Яш

§ 38 П РИМ ЕНЕНИЕ НАЧАЛА ВОЗМОЖНЫХ ПЕРЕМ ЕЩ ЕНИИ 
К ЗАДАЧАМ РАСЧЕТА ОБО ЛО ЧЕК

[ Во многих случаях энергетический метод может оказаться 
Полезным для приближенного решения задач прочности и устой 
чивости оболочек. Общие основы этого метода были изложены 
в разделе I при рассмотрении стержней и пластин. При расчете 

И Ь л оч ек  этим методом усложняется только подбор аппрокси 
■Ирующих функций. Но при наличии некоторого навыка эта 
трудность легко может быть преодолена. В данном случае выра- 

■tenik- п о л н о й  энергии является функцией трех компонентов 
Черемещения и, v и w, и при решении конкретной задачи необхо-
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димо подобрать такие выражения для этих функций, которые 
удовлетворяли бы заданным граничным условиям и были в со 
гласим с физическим смыслом задачи. Чем полнее будут удов 
летворены эти требования, тем точнее будет результат решения 
поставленной задачи. Снабдив выбранные функции перемеще­
ний неопределенными коэффициентами, не зависящими от теку 
щих координат, можно подсчитать полную потенциальную энер 
гию оболочки, которая будет выражена в функции этих коэф 
фнциентов. Для определения последних следует составит! 
частные производные по каждому из них и приравнять эти про 
изводные нулю. При этом получится число уравнений, соответ

Рис. 130.

ствующее числу неизвестных коэффициентов. После определения 
коэффициентов можно определить все внутренние силовые фак 
торы по формулам закона Гука. Проиллюстрируем на конкрет 
ном примере применение этого метода.

Пусть имеется весьма длинная невесомая цилиндрическая 
оболочка, одни конец которой заделан неподвижно, а второй 
свободен. Поместим в каком-либо произвольном сечении этой 
оболочки подкрепляющее кольцо а (рис. 130) прямоугольного 
поперечного сечения. При этом центр тяжести сечения кольца 
расположим на срединной поверхности оболочки.

Приложим к этому кольцу сосредоточенную силу Р.
Для решения задачи мысленно разрежем оболочку, как пока 

зано на рис. 130. Здесь же показана выбранная система коорди 
нат как для оболочек /, / / ,  так и для кольца а. По местам раз 
резов приложены неизвестные нормальные силы qu Яг и каса 
тельные усилия п  и тг. Оболочка считается безмоментной.

Начнем с рассмотрения оболочки /. Потенциальная энергия 
оболочки может быть записана следующим образом:

1 1 ('* + Е? +  2^ V i r+  - ^ Г
о ‘о

где
ди dv  __ ди . dv

®jr "Т > п , "Г ""T *d x  Pd-f Rd-f дх

u, v — компоненты перемещения точек срединной поверх 
ности в направлении осей х и ф. Составляющей w/R 
в г9 пока пренебрегаем;
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E, \i — модуль упругости и коэффициент Пуассона;
R, f t— радиус и толщина оболочки;

Т — работа сил q\ и t i ;
/ — длина оболочки. Считается, что 1^>R.

. Далее в соответствии с принятым методом решения необхо­
димо задаться подходящими выражениями и и у с неопределен­
ными коэффициентами и выразить потенциальную энергию 
п функции этих коэффициентов. В качестве таких подходящих 
функций примем

ПХ

а= Д)Х+2 (Ли+Лг/1л:)е /?cos«9.П
пх

v = ' 2 i (B XH-\-B-2l1x ) e  R s in /г<р.
П

Первый член в выражении для и не зависит от угла ф и про­
порционален расстоянию х  от начала координат; второй член 
этого выражения быстро затухает с удалением от начала коор­
динат и введен для учета местного эффекта от сосредоточенной 
силы.

В выражении для v взят только быстро затухающий член, 
так как это перемещение должно уменьшаться с удалением от 
места приложения силы.
| Кроме того, перемещение и должно быть функцией четной 

относительно координаты ф, а перемещение v — нечетной.
Прежде чем выписать выражение полной энергии, подсчи­

таем работу сил <71 и ть  Для удобства определения этих сил 
в дальнейшем представим их в виде рядов Фурье:

< / . = ^ + 2 ? ; co s^ .  т, = 2  T" s in '1'?- (7- 18)п п

I  Силы q\ должны быть функцией четной относительно ф, по­
этому разложение взято по косинусам; силы ti  долж ны  быть не­
четной функцией, поэтому разложение взято по синусам. При­
чем в первом разложении взят свободный член, который легко 
определяется из условий статики

В  J’ qxRd<?=P,

откуда

Свободный член во втором разложении равен нулю.
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Теперь подсчитаем работу сил <71 и п :
I 2*

Т = j  j  Я\ ~  dxR d 'i  -  j* т, (v)x_0Pdv.

Знак минус перед вторым слагаемым поставлен потому, чт< 
усилие Ti и перемещение v направлены в противоположны» 
стороны.

После вычисления указанных интегралов получим
i

T = 2 n R A 0q'() j’ d x —n R q 'A in — nR x 'B le.

Теперь можно выписать выражение для полной потенциаль 
ной энергии оболочки /:

\  о

+ ' ! т ! т  в ] ' + ъ г  т  в - в - +

+ ' - = Г  Т  А '-в " + L r A '-B " -

-  2nRA0q’0§ d x - \-x R q 'A ]n- \-n R i 'B ]n.
0

При вычислении интегралов в силу весьма большой д л и т  
оболочки принималось

1 пх

Таким образом, потенциальная энергия оболочки / выражен 
в функции коэффициентов А0, А \п, А2п, В щ, В2п■ Для их опре;ь

.  дЭления составим частные производные от полной энергии —-од,
— - , и приравняем их нулю. При этом число ураi
дАщ  д В 2п
нений будет соответствовать числу неизвестных параметров 
которые определяются из решения этой системы уравнений. 

Таким образом, имеем

( AgEi------j  d x  =  0t
(1 — f̂2)

3 — ц П я 1 +  a j, 1 1 — 3|i Я 0  l + f i 0  1

2 T  A |"— —  A * +  —  T B " — r  e , * +

(7 .2 " )
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2 ( 1 - ^ )
1 E l n

( i + iO A , H 3 - fO— A . - o + i ' O a ^ o ,
n

3 — (i n—  B
2 R i/i" 1+1» В

2 0 - ^
1 ЕЬ Я 1

(7. 20)

(1+1*) Я .„ +  ( 3 -  ц ) - у  в 2я- ( 1  + |» )  j4 |„ =  0 .

Из первого уравнения (7.20) следует 

л _ (1 — V*)4q
А* ~  ъ  •

После подстановки сюда значения q'0 из (7. 19) получим

(1— цД) Р
0 2nR?>E '

Из решения остальных уравнений системы (7.20) следует:

»—
2 Rq R х.
ЕЬп ЕЬп

I Ль-вы--2±»&=<I.
В  Подставляя найденные значения постоянных А0, А \п, Л2п, 
В и , В2п в выражения для и и V, найдем

( 1 — р ? )Р х

V,

2 n R l1E l Е ,»!

+ ^ -  1̂1 — 1* +  (1^ )ялг | |  <?_5Г cos ««p.

11±Г Н +
+  ̂ [ 2 -  (1+ ^ )пд: ]} Г * 5 Sinn*.

(7.21)
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Индексом 1 обозначены величины, относящиеся к оболочке / 
а индексом 2 — к оболочке //.

Имея выражения для перемещений их и v u можно написал 
выражения для напряжений, используя известные зависимости 
вытекающие из закона Гука:

r 1 — fx2 Vdjc ^ Rdv) ' 

Е  /  dv ди \
1 — dx ) '

( ди , dv \  
R d f dx )"  2 (1 +|

Подставляя сюда соответствующие производные от и{ и г, 
получим

— ¥ )  —  \ е  cos «<р,

- H h

i S ^ f f + ^ ' - т )

cos Я<р,

nx
’Л sfn л<р.

(7.22)

Получив выражения для перемещений и напряжений обо 
лочки /, можно по аналогии, не повторяя промежуточных вы 
кладок, написать соответствующие выражения и для of» 
лочки / / ,  имея при этом в виду, что свободный член в разлож» 
нин для нормального усилия q2n равен нулю (q'0=0) и что коор 
дината х отсчитывается от нуля в сторону отрицательных зна 
чений. Кроме того, касательное усилие т* направлено в сторон\ 
противоположную т̂ ,.

Сделав эти замечания, для оболочки II  можно написан

, -Ц  1- - ц±Г ] ) "
е сопя?,

( 7 .23)
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В этих выражениях значения х  следует брать с минусом. 
Теперь перейдем к рассмотрению напряженного состояния 

подкрепляющего кольца. При этом будем исходить из обычной 
теории изгиба балок. Это можно считать вполне допустимым 
в данной задаче хотя бы потому, что зона влияния сосредоточен­
ной силы в окружном направлении имеет резко выраженный 
местный характер и концентрация усилий q'n, q’n, х'п, т ’ проис­
ходит на сравнительно небольшой части кольца. С учетом этого 
замечания напишем выражение для полной энергии кольца

э=ш  1 ($■ 1 “г+* 1 1,1+'^  ~
О о

к
-  j  (т» +  Tj) Rd<t ■ h ^  -  Р  (zOr-o,

• —*

где / ,  R — центральный момент инерции и радиус кольца. Мо­
мент инерции вычисляется относительно оси, леж а­
щей в плоскости кольца.

Первым членом здесь представлена упругая энергия дефор­
мации изгиба кольца. Остальными слагаемыми представлена 
работа внешних сил: нормальных сил q\, q2, касательных сил 
Т |,  гг и внешней силы Р.

Нормальные силы qit q2 производят работу на прогибах 
кольца ук из его плоскости; касательные силы ti,  х2— на удли-

. d v K ,нении краиних волокон кольца, равного п —— , где h — поло-
Rdf

вина высоты кольца; сила Р производит работу на перемеще-



нии кольца vK в точке <р=0. Знак плюс во втором слагаемом 
взят потому, что силы qu </2 направлены в сторону, противопо­
ложную положительному перемещению vH. Два последних сла­
гаемых взяты со знаком минус, поскольку направления сил Ть 
Тг и Р совпадают с соответствующими перемещениями.

Теперь необходимо подобрать подходящее выражение для 
у,; с неопределенными коэффициентами и затем определить их 
так же, как при рассмотрении оболочки. Это перемещение можно 
представить рядом Фурье

v K=  2 i  С „cos ns.
П

Свободный член здесь опущен, так как он отражает переме­
щение кольца как твердого тела.

Подставив выражение для ук, а также выражения для q1 и 
Т| и аналогичные им выражения для q2 и тг, которые могут быть 
представлены в виде

<72 =  21] 9«c o s «?, T2 =  2 Tn sin//? (7.24)
П П

(и которые уже использовались при определении перемещений 
«2, V2), в выражение для энергии кольца, после взятия квадра­
тур получим

Э = П- ^ Г - + * Щ ‘1. +  < ) С , - * Ц \ + \ ) п С ~ Р С , .

dПараметр С найдем из усл ови я------= 0 :
dC n

с  \ р - л р {я'п +д'п\ +яh (т; + т;)я| /?з
п я )Еп*

Подставив Сп в выражение ук, получим

„  /?3 у  [я  -  я/? + у;)  +  яд ( т ; + т;) #.] со*
nJE и  П* '

п

Таким образом, получив все необходимые данные для неиз­
вестных усилий q'n, q'n, тп и т ’, можно для их определения соста­
вить следующие четыре условия сопряжения оболочек /  и II 
с кольцом:

- ( и , ) , _ о = г > к; - ( * * , ) , - < > = * « ;

(^2)jr-0=  ®к» (*?«)jr—0=  *к»
где ек — относительное удлинение наиболее удаленных волокон 
кольца, которые примыкают к оболочкам /  и II.
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Первые два условия выражают равенство линейных переме­
щений оболочек /  и / /  с перемещениями кольца по месту их 
стыка, вторые же два — равенство относительных деформаций 
оболочек и кольца.

Выражения для (sT>l)JC_0, (*9,)х-о и sK имеют вид

[ - ( |  - |*) * - + 2т-)
п

п

s k = — = —  =  У  —  \ р -  л /?(<7' +  <7’ ) 4 -
Е W E  я E W  Ц  п.1 I ' п п>

П

+  Л А ( Т П + Т« ) Л ] C O S / i ? ,

где W — момент сопротивления кольца изгибу.
Последнее выражение получено из известного в теории из­

гиба балок соотношения

М =

Знак минус здесь взят потому, что распределенная по кольцу 
нагрузка направлена в сторону, противоположную принятому 
положительному направлению координаты у  для кольца (см. 
рис. 130).

Условия сопряжения оболочки и кольца в развернутом виде 
могут быть записаны следующим образом:

где A =  P - n R ( i i ' n-\-q'n)+ n h (x 'n+T’n)n.

В этих уравнениях индекс 0 относится к кольцу, остальные 
индексы объяснены ранее.

Решая полученные уравнения относительно qn, q'n, т'п и t ' f 
получим



o _ n  £ 0 Г 1 £ ,
( l + З Д  
I  £ i 8i /

4- ' " 3 ( l
E\hn f

£ i [ 2 £ 0 /?38, I 2k ) 2E0R k \

л' ' — ^r _ •_ Qn
4n""i

где
^ n ~ £ ,8 ,  <?n’ n k  ’ n k

1 - Ц  +
к — -

t ' —n
Яп
k ’ Tn —

2 RW 2/?
1 _ f l + nAIn

2 , d - H ) W  2 , d - r t / ?  
In  '  nil

Подставляя найденные значения <7̂ , и т '  в 
ния (7.18) —(7.25), будем иметь

__ Р  | Р  y - '  _________ cos яу  _______
q x ~ 2 n R ' ^ R j  ~  £ 282 2 7 £ 0я З / 1 - ^ N  А л /  £ г8а ч 

£,&, '" /?38,£, 1 2 * /  / ? Н  £ j 8 , /Я™1

т  _  Р  | _______________________sin  лу_______________________ .

1 я / ? 7  . Г. . E ih  . 2-/£рлЗ / ,  1 - ц \  Ал_ /  ^ ч Г
L * " \  Г£,8, + Л38,£, ( 2 А / /?Лг \ £,8,/J

Яч п/?£,8,

л - 1

Р £ 282 _ -Z ,  cos яу________________________________________"Г_______________________________________________  ,

, £ г 8а 2 У £ 0яЗ /  1 - , Л __Л л /  £ 28г \  '

£,8, +  «з^Е,  ̂ 2Л /  У?Л V £ 1*1/

Tj =

Я«" 1

PEfi*i  s in  /if
^ £ , 8 ,  >  Г £ 2?2 , 2 - /£0лЗ /  l - f i \  Ал/ £ г8а\ ]

— -  [ £ , 8 , ~  /?3S,£, (  Ik  )  R k \ ~ £ j 8 J J
Л —1

_  ( \ - v > ) P x
“ i

n £ i 8
H

nx
\e R cos n<f

H
Г, З г ' г  2 7 £ 0лЗ /  1—|*ч Ал 
[ 1 £ j8 ,  * 3 8 ,£ ,  { 2k )  Rk

/  £ 28a\ 

I 1

n£jOj

X Z _Л — 1
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H

i p  ( i + r t « , j
и - i

\ , _ е ± р ц
п х

1 е R sin л<р

л
г £ Л  » « * > / ,
|  £ ,» ,  » и , £ ,

1---fl\ Лл
" /  Rk о - » : ]

BihX] *
£ |b JJ

выраже-

(7 .26)



2л Rt>,

яRЪ

о*

I;
' +

И '~ т ) т Г COS Л ?

1 1тшшшл \ +  g ^ a о. 2У£0лЗ /  ^  1—|Х\ ^  Ал I  _ £ 2Ь2\  ’ 
* 7 ^1  £ ,* ,  /?зг>,£, \  2к )  R k \  £ , » J

2л/?Л.

[■ ~Н -т)т]

«дге,

> /  ■ 1 +  З Д .  л _ ь д \ _ * 1 л _ з д \
£ ,« J /?38,£ ,  V 2А У /?А \  £ ,И |/

* 1 ;

Глл: 1 / п х  \1  -
пх

Я + т ( ~ * ) г
п sin /17

1 ,в а » 2 , 2У£ол3 Ал / £2М
£,» +

1 /?3»,£1 1 2Л j /?а V £,»,/

и2 —

(1±_|*) ЛДГ1 1« ----II 1„ l « f W » w | . 4 .  ( l + “)«*ll 7Гр \ п 2- —̂—[+т| — — г со*
”£[,‘4 г  * [,+Ш+ £(■-£)]

t>2 = _ р  
л £

о. = Р£>
Я /^Е ]

Р £ 2 1[ - Н ( - т ) т | 1 -\ек  cos л<р

. В * , 2 JF * *  , 
£ ,Ь , 1

Ал / £ 28? ч 
ЯА \  ~ £ i V

Р £ 2
nR b ,E

1

Г лл- 1 , 
11 _  R  +  А (( > + т )

1 -ел  sinn<p

£ гЬ, 2J £ 0л3
( 1 1 _ ^

hn  ,| . £ 2*2\
+  £ , i ,  /?38 ,£ i 11 2А / /?А

(7 .26)

L

, E 2Sq 2 7 £ о л З  /  l — j * \ _  А л /  £ 2» 2ч» 

' E jS ,-1 /?ЗЬ,£х V 2ft j  /?Л I  £ ^ 1/

£
(7.27)
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Af: 2JEo p \  
n/WjEi /

Л—1

______________
1 I *bJE0rib /  1— ц \  hn  /  ■

~ £ ,8 ,  /£»«,£, \  '2k )  R k \  £ ,  8 ,J

cos n<p

(7. 27')

Наличие в выражении для o 9l первого члена связано с пред­

положением об отсутствии прогиба оболочки (icj=0) при нагру­
жении ее аксиальной сосредоточенной силон. Предполагается, 
что оболочка как бы находится под действием не только силы Р, 
но и постоянного внутреннего давления интенсивностью q =
=  —— , от которого и получилась постоянная составляющая на­

пряжения . В действительности внутреннее давление отсут­
ствует. Поэтому необходимо к полученному выражению для <гт, 
прибавить кольцевые напряжения от наружного равномерного

IiPдавления интенсивностью q=>---------- с учетом того, что один ко-

нец рассматриваемой оболочки жестко заделан в кольце.
В этом случае для расчета оболочки будем исходить из диф­

ференциального уравнения (7.17)

d*w 4k*w = —  ,
dx* ' D

где

4k*- E,8, 1 2 ( 1 - ^ )  
DiR

Решением данного уравнения в рассматриваемом случае 
будет

w = - 4 z ■e~*x (C3cos kx-\-CA sin kx).
Ak*Dx

Начало координат поместим в сечении, совпадающем с з а ­
делкой оболочки. Определяя постоянные С3 и С4 из условий

да =  0, =  0 при д := 0 ,  получим

w - [1 — ̂ “ ^ (c o s  kx-\- sin kx)\.
4 k*D



Кольцевые напряжения при этом будут

з! =  £ ,  —  =  Е'?г [1 — ^ - ^ ( c o s  Ъ г -fsin  £jc)1.* 1 R \Rk4Di 1 v i /I

Подставляя сюда qt = — . получим

з̂  = ----- [1 — ^“ ^ (c o s  Arjc-f sin £;t)|. (7.28)
2a /?& i

Складывая эти напряжения с напряжением ог9| , будем иметь

зТ1 =  ? р  е~кх (cos kx  - f  sin kx) +
2nRbi

r \  [ l _  — _ ( l _ — )  “ 1 «“ *%<>* n9 
-J-----J  ---------------1-------i ----- \----- J .-------------------------------- . (7. 29)

Я/?»! /  f r t ,  2JEpn3 /  1—(Л _  hn  /  B2b ,\
“ T -  ‘ E 1». л * « ,£ ,  I  2k ) R k \  E , » J

Формулами (7.26) — (7.29) представлены все компоненты 
напряженного и деформированного состояния оболочки, а так­
же внутренние усилия в месте стыка оболочки и кольца и изги­
бающий момент, действующий в кольце.

Как показывают численные расчеты, полученные ряды схо­
дятся довольно быстро, за исключением ряда, входящего в вы­
ражение для изгибающего момента кольца.

Получим другое выражение для изгибающего момента 
кольца, более удобное для практических расчетов. Для этого 
используем известную дифференциальную зависимость, уста­
навливающую связь между производной от момента и перере­
зывающей силой.

В нашем случае это будет
Q _ J M _

R d f
где

Q — j  q R d v + D ^

оиимать распр 

<7 =  ?1 +  <72 +  ?3>

Здесь под q надо понимать распределенную по кольцу на­
грузку, т. е.

где

. =  /7„ -L-
Л—1
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а <7з — проекция касательных усилии п  и т2 на направление 
оси у. Эта составляющая

______<*vK
Уз— Т1 7ГГГ— *2Т ,iv* __ Сп (т" ~ т") п

R d f  Rd<f

Сюда следует подставить абсолютные значения х'п и т ’  ̂ так 
как их знаки уже учтены при составлении выражения для q3, 
а в выражении С„ их следует брать по формулам (7.26).

Тогда будем иметь

' V I  ' ”\  С п  (т  — Х-) п sin2 n<f
<7 =  <7o+2j (?«+  ? " )cos ----- J ------- :

Я - 1 Л — 1

Q « J ? o + — <«" +  4" )с05
Л -  1

-  —  J ]  Cnti (x'n -  х'п) sin2 rtf
Л — 1

Dj.

После интегрирования этого выражения получим

Л — 1

00

- 7 г Е С я Л ( т ' , “ т ; )  ( т  ~  ~L  8 Ш 2 я ? ) ] + А .
л —1

Постоянную интегрирования Dt определим из условия, что
Р

при ср =  0 должно быть Q =  — — . Тогда

Q =  R  <7о? +  5 ] “ (^л +?■) sin /г? —
Л — 1

Л — 1

Теперь можно подсчитать изгибающий момент:

A f = /?  J  Dj.
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\ Подставив сюда значение Q и произведя интегрирование, 
получим выражение

M = R Y  <7о?2 -  (<7«+  q ’n) cos я? -
Л — 1

I  ~ 4 Я  S  С *П ( т " 2 л ^  С0§ 2 л ' р ) ] - у />? )  + А -
Л-1 I

! Для определения постоянной интегрирования D2 используем 
условие, что при ф =  0 должно быть Af =  Af0, где Мо — момент 
в корневом сечении кольца. Из этого условия получаем

I  (? ; + т ; ) + а £ с -
я - 1  я - 1

К Следовательно,

М
оо

= - L  q ’o R Y -  -1 P R ?  +  2Я2 J ]  ±  (q '„-f q„) sin2 J2- +
Л — 1

+  -J- К  J ]  ~  (тя - T „ )  (sin2 /i? -  я2?2) - f  Af0.

■ Момент M0 пока остается неизвестным. Чтоб определить его, 
будем исходить из условия, что корневое сечение кольца вслед­
ствие симметрии нагружения не поворачивается. Составим для 
определения этого момента выражение энергии деформации 
полукольца

I о

I или

Э = -
2 E0J

с

j
± q ^ _ P ^ L + 2 R ^  -L .{qn + q ’n) s № nf  +

Л - 1

+4-* У! — К-О (sin2/!? - /iv) + м0



Продифференцируем выражение под знаком интеграла пс 
Мо и производную приравняем нулю:

во

j P R ? + 2 ^ ± ( c , ' n +  q-n) SM
Я — 1

во

+  Y  R  £  ^  К -  ■т'„) (sin* п? - п У )  +  М 0
я —1

d<?=a 0.

Из этого выражения после интегрирования получим 

« * * • * 0  , я RP

Я — 1

- L< ,

- т * Г т М ( т - ^ ) -
Я — 1

Тогда, учитывая приведенные выше выражения для qn, q 
ьно

_я R P  /  1 f  , <р2 \
2 1~3 я  1~ Ы Г

(1+Й )

10, т„, тя, окончательно

М

РЛЛ
P R  (1 + I

Я — 1

г ££, v e a f i l
I  £ ,1 ,  / » , £ ,  \  2* I R k \  E ,» , / J

P’('~S) \  (‘“ if) [<“2"» + 2"г(^-Т ”г)1
■ Е л ,Г | + 5й«+ " й ! 1 Л _ ! = * ) _ * ! . Л _ й >)1 

[  £,», / )« ,£ , I  2 t I  R t \  £ ,»,/J

Как показывают расчеты, в последнем выражении для мо 
мента М ряды сходятся быстрее, чем по формуле (7.27').

Структура всех приведенных формул получилась достаточж 
сложной и поэтому не представляется возможным сделап 
какие-либо общие выводы о напряженном и деформированноу 
состоянии рассматриваемой системы. Поэтому были проведень 
расчеты некоторых конструкций. На рис. 131 — 135 для иллю 
страции приведены кривые для напряжений ах, и о?, , получен 
ные при расчете оболочки, подкрепленной кольцом, при различ 
ных предположениях относительно материала кольца и обо 
лочкн, а также с учетом и без учета касательных усилий, дейст 
вующих в месте стыка кольца с оболочкой. Если касательньн
206
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Рис. 131.
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Рис. 133.
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Рис. 134.
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усилия не учитываются, то во всех формулах следует отбросить 
члены, содержащие величину k.

Кривые напряжений построены для случая действия одно 
временно четырех сил, расположенных под углом 90° друг 
к другу.

гооо- \

Рис. 135.

Если оболочка II отсутствует (Е2 = 0, б2= 0 )  и не учиты 
ваются касательные усилия в месте оболочки и кольца, то фор 
мулы для оболочки / и для изгибающего момента кольца (7.26) 
и (7.27) переходят в формулы для балки на упругом основании 
Причем в эти формулы следует подставить R = l/n, <р =  лу/1, 
6i*= 1, где I — половина ширины пластины.

Из приведенных кривых напряжений ах„ af, можно сделать 
некоторые практические выводы.

1. Наличие оболочки / /  резко снижает концентрацию мем 
бранных напряжений. Поэтому при наличии в конструкции этой 
оболочки она должна быть проверена на устойчивость от дейст­
вия сосредоточенной силы Р.

2. Учет касательных усилий в месте стыка кольца с оболоч 
кой существенно сказывается на величине и характере распре 
деления напряжений в оболочке.

3. На расстоянии радиуса от места приложения силы Р про 
исходит почти полное выравнивание напряжений по сечению 
оболочки. Отсюда следует вывод, что полученные формулы при 
менимы и к оболочкам, если их длина удовлетворяет усло­
вию l ^ R .



Глава VIII

РАСЧЕТ ПОДКРЕПЛЕННЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ
ОБОЛОЧЕК НА ОСЕВЫЕ И ПОПЕРЕЧНЫЕ НАГРУЗКИ

В данной главе рассмотрен порядок расчета цилиндрической 
оболочки, подкрепленной стрингерами и шпангоутами и нагру­
женной изгибающими моментами, осевой и поперечной силами. 
Будем считать, что обшивка рассматриваемой оболочки доста­
точно тонкая, способная терять устойчивость задолго до разру­
шения всей конструкции в целом (элементов силового набора). 
После потери устойчивости обшивка практически выключается 
нз работы и не воспринимает нормальные напряжения от изги­
бающих моментов и осевых сил. Только узкие полоски обшивки, 
прилегающие к стрингерам, будут участвовать в восприятии нор­
мальных напряжений. Однако обшивка будет в состоянии ра­
ботать на поперечные нагрузки, передавая сдвигающие от них 
усилия на подкрепляющий набор.

Из сказанного следует, что тонкая обшивка неэффективно 
используется как несущий элемент конструкции.

Несмотря на это, оболочки с тонкой обшивкой находят при­
менение в технике ввиду того, что, как показывают сравнитель­
ные расчеты, подкрепленные оболочки в весовом отношении 
получаются более выгодными, чем неподкрепленные, с толстой 

[ обшивкой.

§ 39. ЭФФЕКТИВНАЯ ШИРИНА ОБШИВКИ
п о д к р е п л е н н о й  ц и л и н д р и ч е с к о й  о б о л о ч к и .

НАХОДЯЩЕЙСЯ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ОСЕВОГО СЖАТИЯ 
И ВНУТРЕННЕГО ДАВЛЕНИЯ

В § 12 была получена формула для эффективной ширины 
пластины в предположении, что она свободна от поперечной

I нагрузки.
В данном параграфе выведена аналогичная формула для 

цилиндрической панели с учетом действия на нее поперечной 
распределенной нагрузки. Влияние этой нагрузки на приведен­
ную ширину будем учитывать через меридиональные и окруж­
ные напряжения, возникающие в цилиндрической оболочке от 
давления наддува и гидростатического столба жидкости. Для 
решения поставленной задачи применим уравнения (7.10)

_ 2_2 Е?> d-w 
V2V2?  =  —  — — ,

R dx*

- L ^ +  D W w  + N 2 —  +  ^ - = 0 ,
R dx* 1 1 dx* u dy*
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где
К = - - * £ - + К г,

№y = - q R , q =  q„+\h,  

q„ — давление наддува;
А — высота столба жидкости над рассматриваемым сече­

нием;
Л̂ нр— критическое значение осевого сжимающего усилия. 

Будем предполагать, что обшивка жестко прикреплена 
к стрингерам в своей плоскости, но может свободно поворачи­
ваться вместе со стрингером вокруг его оси. Этим условиям на 
контуре панели будут удовлетворять следующие выражения 
для прогиба и функции напряжений:

. , тпх , пП w  — A s in ------ sin — ,
/ «о

г, , тпх , яЧ 9 — В s i n ------sin — ,
/ »0

где 0о — центральный угол, ограничивающий искомую ширину 
обшивки, прилегающую к двум смежным стрингерам. 

Подставим принятые выражения для w и <р, а также N°v и 
№  в исходные уравнения. Из условия равенства нулю определи­
теля этих уравнений было получено

[xj+ (—\21‘ ( — ) 2 
дг - _________________ I г) I Уво' -I I а п  ̂8q ' I Чп*

р -  |̂ о ь (— Х2/?2

где \  =  — параметр волнообразования.

Правая часть полученного выражения состоит из слагаемых, 
характеризующих энергию растяжения и изгиба оболочки и ра­
боту поперечной нагрузки (давления). При рассмотрении узкой 
полоски панели, прилегающей к стрингеру, ее потенциальная 
энергия будет в основном состоять из энергии изгиба. Поэтому 
для приближенного решения задачи представляется возможным 
отбросить первый член в правой части этого выражения. Тогда

кр /?2 * 1 v
где

x = W .

ЯнЯ
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Минимум усилия j V k p  по параметру х  будет

28
^кр _  20 /  ” \2 | 2D j l  ,  f  ( * У* qR* I 9*r  
8 /РВ \ «о / ' /Рв 90 у  \ в0 / D

Д ля определения угла 0о имеем условие
К | ) ____ к р

6 о б --- е СТр*

выражающее равенство относительных деформаций стрингера и 
прилегающей к нему обшивки. В развернутом виде это условие

2 D 
RV,

Решая полученное уравнение относительно 0О, найдем при 
I* =*0,3 следующее значение для эффективной ширины обшивки:

A?0o =  2 C = l ,9 S  - Г  А _
V  °СТР

1 . qR <7нЯ
В Остр 2Вистр
, _

8ос у

Полагая в этой формуле <7 =  0, <7п =  0, получим известную фор­
м у л у  эффективной ширины плоской пластины.

§ 40. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Н А П Р Я Ж Е Н И И
в  п о д к р е п л е н н о й  ц и л и н д р и ч е с к о й  о б о л о ч к е

П Р И Н А Г Р У Ж Е Н И И  ЕЕ И З Г И Б А Ю Щ И М  МО МЕ НТ ОМ,
О С Е В О Й  И П О П Е Р Е Ч Н О Й  С И Л А М И

Расчет цилиндрической подкрепленной оболочки от действия 
изгибающих моментов и осевой силы (рис. 136) основан на из­
вестной формуле

а — МхУ! [ М „ х ,___ N _
JX п р  1 и п р  F п р

где М х, Л1„— изгибающие моменты в сечении относительно 
главных осей Ох, Оу;

N  — равнодействующая осевая сила в сечении;
J х пр, J VnV, — приведенные моменты инерции и площадь по­

перечного сечения; 
x h /// — координаты центров тяжести элементов сече­

ния относительно главных осей Ох, Оу. 
Приведенные площадь и моменты инерции для растянутой 

, зоны сечения определяются по выражениям



пР Г - F  стр 1 4 - 0 , 8 6 / 8 , , ( 8 . 1 )

J x  np 2 /  ^ П Р  i y 2'
l-l

J  — V  FJ V  IIP  —  Л  ‘  

1-1
x~ пР I**/»

где F nV, — площадь сечения /-го стрингера;
Л, — расстояние между стрингерами;
8, —толщина обшивки;

/ — порядковый номер стрингера.
Коэффициентом 1 0,8 во второй из приведенных формул учи­

тывается то обстоятельство, 
что обшивка, получив на­
чальные неправильности при 
изготовлении оболочки, не 
полностью включается в ра­
боту для восприятия дейст­
вующих нагрузок.

В сжатой зоне сечения 
для приведенной площади и 
моментов инерции имеем 
следующие выражения:

Г . ,

Рис. 136.
п

^ П Р I —  ^  стр / (2C)nV jb0e /♦ (8 . 2)
/ - 1

л - р - 2/-1
ПР1УЬ пР

где (2C)nPi — эффективная ширина обшивки, которая опреде­
ляется по последней формуле предыдущего пара­
графа. Если обшивка в рассматриваемой зоне те­
ряет устойчивость от сдвига, то эффективную ши­
рину обычно уменьшают в 2 раза.

Для того чтобы выполнить приведенный выше расчет, необхо­
димо знать положение главных центральных осей инерции х, у 
сечения. При расчете в первом приближении вначале определяют 
сжимающие напряжения в рассматриваемой оболочке от дейст­
вия нагрузки, равной

t U ^ + ^ + n ) / , (8.3)

1 Величина этого коэффициента установлена экспериментально.
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гяе f — принятый для расчета коэффициент безопасности; 
Г D — диаметр оболочки, 
f Тогда напряжение сжатия

Т Р
экн

где F — полная площадь сечения оболочки.
I  Учетверенные произведения изгибающих моментов, поделен­

ные на диаметр оболочки, стоящие в правой части выражения 
(8 .3 ) , по эффекту в сжатой зоне оболочки эквивалентны равно­
мерным сжимающим силам.
■ После подсчета напряжения сгРкв его сравнивают с критиче­

ским напряжением сжатия для цилиндрической панели, которое 
определяется по формуле

aKP= 0 , 1 5 £ - ^ + 3 , 6 £ ( - L ) J , (8.4)

Где ft, R — толщина и радиус оболочки;
Ь — расстояние между стрингерами.

I  Эта формула, по-видимому, является полуэмпирической. Она 
дашла широкое применение при» расчетах авиационных кон­
струкций.

Г  Если рассматриваемая оболочка находится под действием 
внутреннего давления, то для определения критического напря­
жения сжатия можно получить формулу

о R

где с т * р  определяется по выражению (8.4). Остальная часть этой 
формулы построена на основании теоремы о выпуклых поверх­
ностях устойчивости (см. гл. XVII).
I  Если на рассматриваемую часть оболочки действуют и каса­

тельные напряжения, то в этом случае можно построить гипер­
плоскость в трехмерном пространстве.
I Из сравнения оРкв и  а кр  устанавливается возможность потерн 

датойчивости обшивки в сжатой зоне оболочки, после чего опре­
деляются координаты центра тяжести всего сечения по форму­
лам

П
^пР Iх I £пр Wi

t-1 I- 1
У в-

2  ^.Р, 2  "̂Р 1
1 - 1  1 - 1

|fte л ц т, уи.у — расстояние от геометрического центра сечения 
оболочки по направлению осей х, у до центра
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тяжести сечения после потери устойчивое 
обшивки;

— площадь сечения оболочки, подсчитываемая 
формулам (8.1) — (8. 2).

После определения дсцт, Ун.т можно приступить к определепц,, 
напряжений в подкрепленной оболочке при действии на и 
изгибающих моментов и осевых сил.

Определение касательных и дополнительных нормальных м 1.1 
пряжений в элементах подкрепленной цилиндрической оболоччи 
при нагружении ее поперечной силой. Если обшивка подкреп.п 
ной оболочки теряет устойчивость от действия поперечной сил и, 
то происходит дополнительное догружение силового набора но

мальными напряжениями. Щ 
Для определения касап 

ных напряжений в обш т 
подкрепленной оболочки м о  
но воспользоваться диффер< 
циальными уравнениями б< 
моментной теории оболочек

дг

дЫ,

ds
: 0,

- =  0, (8. .1)
дг ds 

А'’« =  <71»,

которые в данном случае записаны в координатах г, s (рис. 137 
Полагая здесь ^ =  const, получим

N„ = f(s) ,

где f(s)  — некоторая неизвестная функция дуги s.
Из первого уравнения (8.5) следует

/ ( s ) ^ - ^ d s + N

N „ — ^ * £ - d s + N О
Z S  « (8. (’)

где — постоянная интегрирования.
Под знаком интеграла в уравнении (8.6) стоит производив 

от нормального усилия, возникающего в оболочке от действ!1'1 
поперечной силы. Для определения Nt используем формулу, и 
вестную из курса сопротивления материалов:

AV Qu^yt
JX пр 1X пр
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1
Тогда

j  ldsy i + № „ (8. 7)

К Это выражение является уравнением равновесия элемента 
3bcd в направлении оси г  (см. рис. 137).
f  Неопределенный интеграл в (8.7) представляет собой стати­

ческий момент площади аЬЬ относительно оси х. Таким образом, 
и0жно записать

р Д л я  определения постоянной N°s составим уравнение момен 
гон всех сил в сечении относительно некоторой точки 0\\

линией поперечного сечения оболочки.
I Так как при составлении уравнения моментов точка выби­

рается произвольно, то, помещая эту точку для удобства на ли­
нию действия силы Q„, получим Qua =  0. Тогда

I В итоге для текущего значения касательного усилия имеем 
формулу

I  Аналогичное соотношение можно написать и для случая дей- 
твия поперечной силы Qx

•'х пр

Qyd — (j) N zsQds =  О
или

Qua +  (jj 5 ^  ds -  №„ (f) Qds= 0 ,
'  X  np tJ J

откуда

ч

где 2F=S> Qds — удвоенная площадь, ограниченная средней

Касательные напряжения в оболочке

гДе / — принятый коэффициент безопасности.



При подсчете суммарного напряжения т необходимо учиты 
вать направления действия сил Qx и Q„.

После вычисления касательного напряжения тр необходим 
сравнить его с критическим напряжением сдвига для данное 
оболочки. Это напряжение можно определить по полуэмпириче 
ской формуле

tkP= 0 , I E ±  +  5e ( ± J .

Если в рассматриваемой части оболочки действуют нормаль 
ные напряжения сжатия от продольной силы и изгибающего м< 
мента и внутреннего давления, то их следует учесть при опреде

Рис. 138. Рис. 139.

лении ткр, воспользовавшись для этой цели теоремой о выпуклых 
поверхностях устойчивости (гл. XVII), на основании которой 
строится гиперплоскость в трехмерном пространстве. На рис. 138. 
приведенном в качестве примера.

Окр — осевое критическое напряжение сжатия;
02 — кольцевое растягивающее напряжение от внутренней 

давления.
На тех участках оболочки, где произошла потеря устойчиво 

стн обшивки от сдвига (что видно из сравнения т1’ и ткр), силово, 
набор дополнительно нагружается за счет разности касательных 
напряжений (тр—ткр). Обшивка «натягивается» по стрингерах 
и шпангоутам и дополнительно нагружает их. При этом оболсчк 
в зоне сдвига будет работать как балка с тонкой стенкоп 
(рис. 139).

Из условия равновесия элемента 1 в направлении оси - 
можно получить

(тр — ткР) sS =  os8 sin a cos а, 

откуда для растягивающего напряжения в обшивке

sin a cos а
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I  Напряжение, подсчитанное по этой формуле, используется 
Кри проверке обшивки на прочность. В противоположность этому 

р , стрингерах будут возникать напряжения сжатия. Усилие, ежи- 
кающее стрингер, будет

Z = а„р cos а • Sa cos а  =  а стР8 (тр — ткР) ctg а.

[ Тогда дополнительное напряжение сжатия в стрингере опре­
делится по выражению

а *  —  Z  ^ a c Tp b ( t p — t KP) c t g a  

СТ|) F с т р  ^ СТР

I Кроме того, от напряжений а стрингеры нагружаются и попе- 
Ьечным изгибом. Погонную нагрузку от действия этих напряже­
ний можно определить из условия равновесия элемента 1 в на­
правлении касательной к поперечному сечению оболочки:

3^8 = s  sinaSa sina,
откуда

3„ =  (T p - T KP) t g a .

I  Аналогично из условия равновесия элемента 2 можно 
получить

ог =  (тр- т кР) ctg а.

I  Напряжение в шпангоуте

amf<av йш8 (тр — т кР) tg a  
ш —  р F

• Щ * Ш

; Напряжения оу вызывают нагружение и стрингеров. Ради­
кальная составляющая от этих напряжений будет

Щ ^ E- =  ( t P- t l(p ) 8 - ^ t g a .

[ На рис. 140 представлена схема нагружения стрингеров рас­
пределенной нагрузкой q. Для уточнения решения данной за- 
аачн следовало бы рассмотреть совместную работу стрингеров 
и шпангоутов от действия нагрузки q. Однако это уточнение свя­
зано с серьезными трудностями вычисления. В практике инже­
нерных расчетов, упрощая эту задачу, упругие опоры стрингеров 
заменяют шарнирными и схема расчета стрингера на попереч­
ную нагрузку q сводится к элементарной задаче расчета балки 
На двух опорах (рис. 141). Иногда к расчету стрингера применя­
ют теорему о трех моментах.
I  Суммарные напряжения в стрингерах

 ̂ I I I  I
З с т р =  вМ х ~ Г  3 Af<, +  3ЛГ + ° г  + ° «  .
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где aMjc, аМи, вд,— напряжения от изгибающих моментов , 
Q' Q осевой силы;

Яг", QqU — дополнительные напряжения от попер» 
ной силы Qu.

Если на оболочку будет действовать поперечная сила Qx, г  
от нее также необходимо определить дополнительные напряж» 
ния в стрингерах.

Полученные наибольшие сжимающие напряжения сравни 
ваются с критическими напряжениями для стрингеров, которы 
обычно подсчитываются по формуле для плоской пластшп

0,9кЕ
*КР'

(тГ

Рис. 140.

п п и И н н
а ш_________

Рис. 141.

Если по этой формуле критические напряжения получаются 
выше предела пропорциональности, то их подсчет ведето 
по выражению

Ь

"кР

( т ) „ „
где

(тL - / 5
9 кЕ

Ь — ширина полки стрингера;
k — коэффициент, зависящий от граничных условий пла 

стинки.
Полученные значения критических напряжений по приведен 

ным формулам при определении запаса прочности нескольк< 
уменьшают, учитывая тем самым неблагоприятное влияние н 
работу стрингера обшивки, потерявшей устойчивость. Это умеж> 
шение критических напряжений на основании опыта можно при 
кимать в следующих пределах:

на 10% при толщине обшивки 6 =  0,5-=-1,0 мм
218

на 15% при толщине обшивки 6=1,0-5-1,5 мм 
» 15—20% » » » й=1,5ч-2,0 *

К Напряжения в шпангоутах, возникающие в связи с потерей 
Обшивкой устойчивости, обычно не являются расчетными и не 
р.щяют на величину запаса прочности.
|  Запас прочности для стрингеров

Л =  -
КР

> 1 -
стр

■ Э тот запас прочности должен быть получен с учетом темпе­
ратур обшивки и силового набора. Учет температуры ведется 
дутом соответствующего изменения механических характери­
стик материала по данным экспериментов, 
щ Все результаты расчета для удобства вычислений и контроля 

йодятся в таблицу (табл. 8).
Таблица 8

в----
ГС
г

1
л

а 5
В*

5

От
Б

*
а.
с

аси,
1

со
«э

со
<1

1
со

•с»

«о
о #

«о

О
со

1

Qpy S i

J X пр

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Продолжение

11

1  £
7
1  
О. N

V s 1*°
л а .

н5 * O n н *  и  *
< н о о о О

! 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

У ц.т

f«v IУ i i-1______

V fnP i
4 - 1

■  Для выполнения расчета по приведенным выше зависимо­
стям необходимо знать угол наклона волны а после потери 
Устойчивости обшивки от сдвига. Для определения этого угла 
воспользуемся энергетическим методом.
1  Потенциальная энергия деформации отдельно взятой панели 

'[прилегающим к ней силовым набором записывается в виде
\ °с тР  ° ш

э  =  £т  J  j b J - K  — 2n v rt - f 2 ( l  +  |*)T* ] d z d s  +

о 0
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Я,и \ * d z  V  N l d s  . "J? M*dz
2EJcrP

6 о 0
где первым двойным интегралом определяется энергия деформ 
ции обшнвки, а вторым и третьим — энергия деформации учас 
ков стрингера и шпангоута. Последний интеграл определя( 
энергию изгиба стрингера распределенной нагрузкой q на уч 
стке между шпангоутами.

В приведенное выражение для энергии деформации след\. 
подставить значения напряжений и усилий:

о „ = ( т р -  TKP) t g a ,  а ,  =  (тР — TKP)c tg < x ,  т =  т Р - т и „

JVCTP= (зл, +  °лг) ^ стр -Ь « стр5 (тР -  ткр) ctg a,

ЛГш =  а ШЧ'ГР- ' Гкр)‘ё а .

м = ~ и Г  ^  ~  ТкР* ^ шг -  tg а '
После несложных вычислений получим

Ъасг1,ат

2 Е

2EF.СТР
(аМ +  °лг) -̂ СТР ■

t g a

2

+

Переменной величиной в этом выражении является tg a .  По 
берем его так, чтобы потенциальная энергия стала минима.п 
ной. Используя условие

— О,
d ( t g a )

получим следующее уравнение для определения угла а:
<аж + У ) ^ а________tg4a-
/ ошЬ астр5я* 

( t  — т кр)  1 +  ~  +V Fm ' 120УстРА!2/ 
eCipR

1 +
Л:тР

вш8 а стр^вщ
1 +  — +

= 0,

Fm 120УС1рЛ2
где 1 схр момент инерции стрингера относительно его собстве 
ной оси, параллельной касательной к окружности оболочки.
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Глава IX

РАСЧЕТ НЕКОТОРЫХ УЗЛОВ И ДЕТАЛЕЙ 
ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ

§ 41. Р АСЧЕ Т Э Л Е М Е Н Т О В .  П О Д К Р Е П Л Я Ю Щ И Х  О Т ВЕ Р С Т И Я  
В С Ф Е Р И Ч Е С К И Х  О Б О Л О Ч К А Х

Неподкрепленное отверстие. Рассмотрим сферическую обо­
лочку, нагруженную внутренним постоянным избыточным дав­
лением q. Пусть эта оболочка ослаблена круговым отверстием, 
определяемым углом фо (рис. 142).

Уравнения равновесия для безмоментной сферической обо­
лочки при осесимметричном нагружении имеют вид 

dN„
+  2 N ,  ctg <? =  qR  ctg <р,

N t- \ -N ? = q R .  (9.1)
Интегрируя первое уравнение этой группы, получим

------ - ^ ( c t g 2? — 1). (9.2)sin2<p 4
Постоянную интегрирования С найдем из условия, что

Тогда
7Vv =  i « / l _ ! ! 2 ! l o \

: * 2 \  sin*? )
Из решения второго 

уравнения (9.1) получим

j v . — i S - A + i a n v
|  2 ^ sin*? }
откуда видно, что это уси­
лие достигает наиболь­
шего значения на контуре 
отверстия:

А̂ вша i —qR-

Следует отметить, что выражение для Шах не зависит от 
диаметра отверстия.

Отверстие, подкрепленное фланцем (рис. 143). Если сфериче­
ская оболочка имеет подкрепленное отверстие, то в месте стыка 
этого подкрепления (фланца) с оболочкой возникает усилие, 
величина которого обозначена через No (рис. 143,6). Считается, 
что усилие в месте стыка направлено по касательной к обо­
лочке.

Распределение усилий в оболочке в данном случае можно
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определить из выражения (9.2), если в нем положить </ =  0. 
Тогда

Sin2 <р

При <р =  фо должно быть N v = No. Поэтому

C = A r0 s i n 2 qi0-
Тогда

кт _  N 0 sin2  <Ро 
•*“  ———— —  , 

s in 2 ?

Выражение для Nt имеет вид

Аг| = - Л ^ = - ^ ^ - 0 .
sin2  <р

Для определения неизвестного усилия N0 составим условие
неразрывности перемещений 
системы оболочка—фланец.

Радиус отверстия от вну­
треннего давления при ф =  
=  Ф о увеличится на

<7 £ 2  sin 2  <р0

ЕЬ

Уменьшение радиуса от­
верстия от краевого усилия 
N0 будет

дг2= ^ 2 . ( Л Г в- | г Л д =
_  (1 4 - I») MpR s in  у0 

ЕЬ
Увеличение радиуса фланца от усилия N0 можно найти 

по выражению
_  iV0/?2 S in2 ypCOS <Pq 

3 EF
где F — площадь сечения фланца.

Так как
Дг,-|-Дг2= Д г „  (9.3)

то, считая, что оболочка и фланец выполнены из одинакового 
материала, получим выражение, определяющее усилие N0:

q№

у  б)

Рис. 143.

N n Г/?2̂
I :

sin 2y0 (1 -f u) R '
IF  b \

Теперь можно подсчитать напряжения в оболочке и фланце.
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Напряжения в оболочке будут складываться из напряжений от 
внутреннего давления и напряжений от краевого усилия No'-

2 R_ sini у0
8 sin2<p

ое =

28

qR_
28 sin2 у

Напряжение во фланце

1

Н

sin2jP0
sif|2 у

sin2 tp0

/?2sin2<p0 ( l - f - ц ) / ?  
2 F  +  8 

2 _Я_ sin2 ?0 
8 s i n - tp

/?2 sin2<p0 (1 +  (*)/? 
2/=- +  8

qR 3 sin 2y0

28£ Г/?г sin 2?q (1 +  ft)/? 
2 F  +  8

Отверстие, подкрепленное кольцевой пластиной (рис. 144). 
В данном случае для определения напряжений в подкрепляю­
щей кольцевой пластине можно воспользоваться формулами 
Ляме:

_______ W — — ( 1 “ — )» -----------( 1 + - ) .h (62 — а2) \  г2 )  Л (62 — а 2 ) \  г2 )
где Л — толщина пластины.

Выражения для напряжений в оболочке от внутреннего дав­
ления q и усилия N0 будут

N , -Я * . 1 sin2 9 ] 
Sin2 if )■  ( * + £ ? ) ■  

N 0 sin2 <p,
sin2

Для составления уравнения совместности перемещений 
имеем следующие выражения, полученные на основании закона 
Гука:

qR2 sin tp

Д Г j  —

£8
(1 и.) N qR sin у | 

ЕЬ

д г = ---------------[(1 - ц )  +  (1 +  ц) — 1
3 Eh (62 — а2) I *2 JEh (62 ■

Тогда из условия (9.3) получим
qR2sin  у| 

8N n

h(6 2
— ----[(1 —-a2 )L l (*) +  ( ! + ( * )  —  I +

a.2 1 (1 +  ( i)/?sinjpi
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Рис. 144. Рис. 145.

После определения усилия Ы0 можно подсчитать напряжения 
в подкрепляющей пластине по формулам Ляме, а напряжения 
в оболочке — по выражениям

* 28 \

«.=■ *£-(1  28

sin2 «РЛ 1 No sin2 ¥i
sin2 f  )1 8 sin2 ?

. sin2 f i \ No Rin2 Ti
sin2 ? / 8 s in2 <p

Отверстие, подкрепленное кольцевой пластиной и фланцем
(рис. 145). В данном случае для определения напряжений в под­
крепляющей кольцевой пластине используются следующие фор­
мулы Ляме:

г ~  Л (А2 —  «2^ Г2 "** А (62 —  д 2 )  ’

3 =  а2*2 (УУ2 — лг,) —ЛГдаД
3,' _  Л (*2_а2),-2 ' Л (*2 _  а2)

Применяя закон Гука, найдем выражения для изменения 
внутреннего и наружного радиусов пластины:

Аа л — —  fN ,  — — -------jv 2[ ( 1 + j»)— ll ------- f-(l — ц) — —— 1),
пл Eh I f t2_ fl2 1 r /  А2_в2 1 v rj ЬЗ — а* Jj 

Д *пл= — |д ^ 1  [(1 +  1*)— --- -------+ ( l - p ) — — ] -  N r — - - ) .£A I I 1 62 — al V ki — a2 J *2 _  a2‘ J

Изменение радиуса отверстия оболочки будет 
( 1 + f » ) / ? j V , s i n v i  . ^ /? 2  s i n  <р,



\

Изменение радиуса фланца определится по формуле

да N 2R? sin? у0
Ф EF

Так как

Д#ф —  Д й „л, -if/o6ДЛи6=Дб„

то, считая, что материал оболочки, пластины и фланца один и 
[гот же, определим усилия и N2:

q№  sin у |

где

N  \ =
AtMi + А2)-

N j  =  -

(Л 1 4- +  ^б) ‘

y/ftsinyi 
Ь

ЬА я

Лз ( Ч +  At) (.!< +  i4e) • М 3

^  ___ а Г(1 4- ц)»2 , (1 — н)а21
1 А [ f t 2 —  а- 1 62 _  а 2 J ’

А2 ■ 

Лз

R? sin2 у0 

F ' 

Н(Ы— а1)
2аЫ

* ГО +  и) а2 (• — ц) *2
bi — ai ' ft* — в2 

(1 +  ft) R  sin yi

После определения усилий N\ н N 2 можно подсчитать напря­
ж е н и я  в оболочке, пластине и фланце.

Напряжения во фланце
N 2R  sin у0

Зф —

Напряжения в оболочке

F

sin2 уЛ I S i n 2 y ,

s i n 2 y  / 1 Ь s i n 2 у

| s i"2 У,\ AT] s in 2  у !

1 sin2 у  ) 8 s in -’ у
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§ 42. Р А СЧ ЕТ  Ш П А Н Г О У Т О В  Д Н И Щ  
НА С О С Р Е Д О Т О Ч Е Н Н Ы Е  Р А Д И А Л Ь Н Ы Е  С И Л Ы

Рассмотрим шпангоут цилиндрического сосуда, нагружен 
ного двумя диаметрально противоположными сжимающими си 
лами (рис. 146). Поскольку примыкающая к шпангоуту цилинд­
рическая оболочка слабо сопротивляется радиальным нагруз 
кам, то в расчете следует учитывать только днище, которое бу 
дем считать достаточно пологим.

Расчет шпангоута проведем по предельному состоянию, 
исходя из диаграммы идеально пластического материала.

На рис. 147 приведена рассматриваемая расчетная схема, 
подтвержденная экспериментом. Шпангоут имеет прямоуголь 
ное сечение.

Процесс разрушения шпангоута при нагружении его силами 
будет происходить следующим образом. При укорочении верти 
кального диаметра одновременно будет удлиняться горизонталь 
ный диаметр шпангоута. При этом днище будет нагружаться 
сжимающими напряжениями, при критическом значении которых 
оно потеряет устойчивость. В результате этого на шпангоут с< 
стороны днища будет действовать распределенная нагрузка

q — (oKVo cos a) sin <р,

гце Л — толщина днища;
оКр — критическое напряжение сжатия для сферической обо 

лочки.
Эта нагрузка направлена перпендикулярно тому диаметру, 

который получает укорочение.
До момента разрушения шпангоута можно различить ди< 

стадии его работы. Первая стадия будет характеризоваться по­
явлением первого пластического шарнира под силами Р. Посл> 
этого шпангоут еще не превратится в механизм и будет в состоя 
нии воспринимать дополнительную нагрузку до момента появлс 
ния второго пластического шарнира в точках, лежащих на го 
ризонтальном диаметре. После этого шпангоут превратите 
в механизм, и его несущая способность будет исчерпана.
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Предельный момент под силой Р будет 

г

у̂ (т~а')Ья*-

| Силы Q приложены в центре тяжести незаштрихованных 
площадок (рис. 148).

, Кроме М пр, в рассматриваемом сечении будет приложена
* сила N\, распределенная по заштрихованной площадке. Пре- 
i  дельное значение этой силы

N  \ — 2а xbas. (9.4)

1 С другой стороны, эту силу можно определить из условия 
равновесия четверти кольца. Для этой цели составим сумму

I  проекций всех сил на направление N\:

N 1 —  | t / ( / s  s in  <р — J ( ^ p S c o s c O s i i K p ^ t f t f  sin<p) =

=  cos u j  sin2 =  аыр cos a.
о

Приравнивая выражения (9.4) и (9.5), получим
л/?оокР cos a

(9. 5)

ЬЬя.

8* 227



Тогда

M ' — obпр ■»

I h Y2 ^я/?8 oK|, cos a y

|т ;  ~\ )
JVj =  - j-  /?8зкр cos a.

В конце этой стадии нагружения в сечении под углом «р=

(на горизонтальном диаметре) пластический шарнир развился 
не полностью и часть сечения продолжает оставаться в упругой

стадии. Напряжения текучести 
начинают появляться сначала 
в волокнах, наиболее удален­
ных от нейтральной осн. По­
этому дальнейшее увеличение 
силы Р возможно только за 
счет распространения пласти­
ческой зоны по сечению, нахо­
дящемуся на горизонтальном 
диаметре. При этом момент 

пр в сечении, расположенном на 
вертикальном диаметре, до­
стигнет предельного значения 
и при дальнейшем увеличении 
силы Р он не увеличи­
вается.

Рассмотрим равновесие четверти кольца в его предельном 
состоянии при наличии пластических шарниров в сечениях по 
горизонтальному и вертикальному диаметрам (рис. 149).

Сумма моментов относительно оси / —/  будет

Рис. 149.

P RМ ’ + А Г  -f7V,A>- — -пр I пр * 1 '  9 J  q J- sin I (A1 cos I — #  cos ?) =  0.

90“

Отсюда получаем

K „  +  К Р +  AV< -  ̂  -  у  А*Ц,Р cos a  =  0. 
Предельное значение для М '  будет

л \■ — а,

(9.6)

2

Выражение для а2 можно определить следующим образом. 
Из условия равновесия четверти кольца в направлении верти­
кального диаметра получаем
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С другой стороны,

N 2=2a,aJ>. 
Из этих выражений находим

Р

Тогда
4 i sb

м :пр

Теперь уравнение (9.6) можно представить в следующей 
форме:

/  Л \ 2 /л/?8 0К|, cos u \ 2"l Г / h \2 /  Р  \2

. ( - ) - ( - к г - ) М ( т ) - Ы
-|- Р2ьз3 cos а — ^-/^S3KPc o s a =  О

+

или

Р2 4- 8Rb*tP  -  8 bWo]+ A»2S232p cos2 a _

—  le /p w o n p o , ^ --------^ - j c o s a = 0 .

Решая это уравнение относительно Р, получим 

Р - т , .  [ | /  1 *+•

4

Пользуясь формулой V 1 + j c « 1  -}----- х , где Jt<£l, оконча­

тельно будем иметь

^ - * Ч т ( т М т т а т р “+

Эта формула определяет предельное значение сжимающей 
силы, действующей на шпангоут, подкрепленный пологим сфе­
рическим днищем.
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Как следует из экспериментов, в этой формуле можно при 
нять

ь_
~R'акр =  0 ,2 £

где R и 6 — радиус и толщина днища.

§ 43. К Р У Ч Е Н И Е  К О Л Ь Ц А .  О С Л А Б Л Е Н Н О Г О  О Т В Е Р С Т И Я М И

Рассмотрим круговое замкнутое кольцо, ослабленное отвер­
стиями и нагруженное распределенным крутящим моментом.

Размеры поперечного сечения такого кольца будем считать 
малыми по сравнению с его радиусом. К числу таких деталей 
относятся всевозможные фланцы, силовые шпангоуты сосудов, 
которые имеют отверстия для стыковки с ответными узлами со­
прягаемых деталей или агрегатов. В некоторых случаях с целью 
экономии веса фланцы делаются с фигурными вырезами.

Рассмотрим влияние отверстий на прочность кольца при на 
груженни его крутящим моментом.

Полная потенциальная энергия такого кольца
2*Я 2

3  =  | z id F  d s — J  M flds.
f  о о

Здесь 1
£BV Hv

я =  — - ;  t — — - 
R R

0 — угол поворота сечения кольца;
Mi — погонный скручивающий момент.
Тогда

2 r.R 2

F  О О
2 *R  2i-.R

= т
Допустим, что момент инерции сечения кольца J является

'I*:

J  — f  (9) ~  J q ±  А^о-

величиной переменной2:

1 С. П. Т и м о ш е н к о ,  Сопротивление материалов, ч. II, 1934.
г А. Н. Д  и и и и к, Продольный изгиб, ГОНТИ, 1939.
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Тогда выражение для Э примет вид
2 *Я 2*/? 2*Л

Э _  EJo f й2 ,/e j__
2/?2

О 0 0

, После интегрирования получим

Э =  - £jf-°f12 4 - —  V дУ0(As)- 2л Af ,0.
/? ~2Л2 '  1

Здесь под знаком суммы стоит произведение, состоящее нз 
величины, характеризующей изменение момента инерции сече­
ния шпангоута на ту длину осевой линии, на которой изменяется 
момент инерции. Суммирование производится по всем ослаблен 
ным (усиленным) местам шпангоута.

Применим к последнему выражению начало возможных пере­
мещений 6.9 =  0.

Решая полученное из последнего условия уравнение относи­
тельно О, найдем, что

д • Л1,&________
Е) и  f 1 ■ * Д' (Л5) 1 '

2я/?У0 J
Пользуясь этим выражением, можно оценить влияние ослаб­

лений (усилений) отдельных сечений кольца на его несущую 
способность.

§ 44 Р А С Ч Е ТЫ  К Р У Г О В Ы Х  К О Л Е Ц

Рассмотрим расчет кругового кольца, скрепленного с тонкой 
цилиндрической оболочкой и нагруженного усилиями Р, Т, М 
(рис. 150). Указанный на этом рисунке узел является типичным 
для ряда конструкций.

При нагружении кольца сосредоточенными усилиями Р. Т, М 
по линии стыка его с оболочкой возникает поток касательных 
усилий, закон распределения которых будет зависеть от харак­
тера приложенной нагрузки. При этом оболочку считаем без- 
моментной.

При нагружении кольца сосредоточенным моментом этот по­
ток будет постоянным по периметру кольца, а при действии 
силы Р его наибольшая величина будет на диаметре, перпенди­
кулярном линии действия силы Р. При нагружении кольца си­
лой Т уравновешивающий поток касательных усилий можно 
получить путем наложения указанных выше потоков.

При решении задачи будем рассматривать каждый вид на­
гружения раздельно. На рис. 151 представлено нагружение 
Кольца сосредоточенной силой Р. В этом случае закон измене­
ния касательных усилий определяется выражением

i  =  T0 sincp,
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где

В этом случае для изгибающего момента в произвольном 
сечении кольца, определяемом углом tp, можно получить выра­
жение

Мр= М 0 — N 0R  (1 — cos i )  - f  т0Л?'-’ ( - ! •  <p sin ?  - f  cos ?  — 1^,

где Mo, No — неизвестные внутренние усилия в поперечном 
сечении.

Для определения неизвестных внутренних силовых факторов 
воспользуемся началом наименьшей работы.

Потенциальная энергия деформации полукольца
•к

2RJ ) р т

Для определения усилий М0 и N0 имеем условия

— =--0, —  =  0. 
дМ0 дА’о

Из этих уравнений находим

А/0 =  -  - J" V ? 2, N 0=  -  t0R.4  4

Тогда

P R !  1Afp = ^ ( —  costp-j-cpsintp—l j .
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Для нормальной н перерезывающей сил в сечении q> полу­
чаем следующие выражения:

•Vp= £ - ( y  c o s ?  — ? sin? у

Qp = £ • (?  cos ? + Y  sin ? ).
Функция, определяющая изменение прогибов кольца, най­

дется из решения дифференциального уравнения вида
d-w , — МPR- —PR3 / 1  , , Л
---------- L  W  — --------- - ------= ------------------ I -------COS ?  ?  sines — 1 .
df'- EJ 2nEJ \ 2 /

' Здесь положительное направление прогиба принято к центру 
кольца. Применяя к этому уравнению метод вариации постоян­
ных интегрирования, получим

w  — A s in ? - f  В  cos ?  —

---- Р№_ , 2 cos __ 2^sin? — cos ? )---- ,
8л£7 v 2nEJ

где А и В — постоянные, определяемые нз граничных условий. 
В данном случае граничные условия будут иметь вид 

dw  п-----=  0 при ? = 0, ?  =  я ;
Rd<f
W =  — Йр при ?  =  я,

где ft,.— прогиб оси кольца в точке приложения силы Р.
Для определения этого прогиба воспользуемся теоремой 

Кастильяно. Составляя от приведенного выше выражения потен­
циальной энергии производную по силе — Р, получим 1

d 3

'(f)
или

0,043/>/?з8
р  EJ

Значения постоянных А и В будут равны
_ роз

л = 0 ,  В =  -  0 , 1 5 2 - ^ - .

Таким образом, для прогиба w  получим выражение

Wp =  - ^ i ( 0 , 1 6  +  0 , 0 4 ? 2 c o s ? - 0 , 1 9 2 c o s ? - 0 , 0 8 ? s i n ? ) .  
EJ

1. Выражение для энергии должно быть проинтегрировано в преде­
л а х  0 — я .

233



Теперь рассмотрим нагружение кольца сосредоточенным мо 
ментом (рис. 152). В этом случае касательные напряжения опре 
деляются по формуле

М
2я/?2

Текущие значения изгибающего момента, нормальной и rtepe 
резывающей сил определяются по выра­
жениям

А/,

Рис. 152.

М (  . 1 \ - ,  .11 .

г , Af / 1 \
<?“ ~ г д т - с м т )-

Как и в предыдущем случае нагружения, 
для определения прогибов кольца исполь­
зуется дифференциальное уравнение

d'-w . MR* [ . 1 \--------V- w  — --------- 1 s inср--------о ) .
d<?2 nEJ \ 2 }

Полный интеграл этого уравнения имеет вид 

a>M =  C ,sin  ? + C 2cos?+-^|^<p4-<pcos<p— — s i n ? ) .

Для определения постоянных С\ и С2 поставим следующие 
граничные условия:

те) =  0 при <р=л;

при <?=л,

где у м — Угол поворота сечения кольца в месте приложения 
сосредоточенного момента Af.

Для определения угла \\w применим теорему Кастильяно

Уж —
d 3

dM
где

тс
—— \ М* d v  

2 EJ ) м

/ я2 , \ MR{м==(т
Тогда для Ci и С2 получаем значения

0,395 Af/?2Ci — nEJ
С , =  0 .
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При этом функция прогиба имеет вид 
Л1Л2XVм EJ

(0,5 (р -(- 0,5'? cos 9 — 0,645 sin 9).

Рассмотрим, наконец, нагружение кольца касательной си­
лой Т (рис. 153).

Для получения выражения касательных усилий в дан­
ном случае можно поступить следующим образом. Приложим 
в центре кольца две равные и противопо- 

[ ложно направленные силы Т, параллельные 
{заданной. Тогда кольцо будет нагружено 
|силой Т, проходящей через горизонтальный 
■диаметр, и моментом. Для равновесия та- 
5 кого кольца необходимо наложить касатель­

ные усилия, рассмотренные в первых двух 
| случаях, одно на другое, после чего

т = I cos ? -----
nR \ 2 )

Поток этих усилий показан на рис. 153.
Для изгибающего момента, нормальной и перерезывающей 

сил в данном случае имеем следующие выражения:
TR / 3 \

Л1т =  —  ( - J - s i n ? - ! ? c o s ? - ® J  ,

N = -

-\~w = MR*

■(? cos ?  +

— 9 sin 9 — 1
2

получим из
77?3 /• 3
2л£7 1 2 !

9  cos 9—<P
) •d<p2 EJ

интеграл которого равен
T /?з / 1  1 \

w r — A s in9 В  cos 9 ----------- ( —  s in?  — 9 cos9 -----— ?2s in?  —? ) .
5 2л EJ \ 2 4 /

Для определения постоянных интегрирования Л и в  поста­
вим следующие граничные условия:

w =  — Ь7
dw

Rd<f

,т при ?  =  л; 

— \т ПРН ? —*•

' где й г — радиальный прогиб от силы Т в точке ее приложения; 
у г  — угол поворота сечения в месте приложения силы Т.
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Для определения 6Г и у*- вновь воспользуемся теоремой 
Кастильяно:

g _ / аЭт р  \ _ НЭТ м \
т \ dP /р-o’ Г \ dM / и-о’

где
X

э т+Р = ^ Г \ ( М г  +  Мр)2**,
—1C

X
э т + м = - £ - \ ( м г + м му а ? .

—X
Значения М т, МР, Мм даются приведенными выше выра 

жениями.
Из этих условий находим

А =  —0,279 13— £  = 0 .
EJ

Тогда
тш

w T = -----(0,16 ?  4- 0,16 <р cos ф - f  0,04 92 sin ® — 0,36 sin о).

Г лава X

РАСЧЕТ БАЛЛОНОВ ИЗ СТЕКЛОВОЛОКНА

В данной главе рассмотрены вопросы расчета на прочность 
баллонов из стекловолокна, работающих на внутреннее давлс 
ние. Такие баллоны изготовляются путем намотки стеклово 
локна, пропитанного специальной смолой, на оправку или па 
выплавляемую модель. 1

После окончания намотки полученный сосуд подвергают 
термической обработке при определенной температуре. При этом 
смола затвердевает и намотанное стекловолокно получается 
склеенным по всей толщине стенки.

Несущим элементом полученной конструкции является стек 
лонить. Смола выполняет роль связующего вещества и ввиду 
ее низких механических характеристик в расчет не прини 
мается.

1 Библиографию по этому вопросу см. в [31].
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§ 45 О П РЕД ЕЛ ЕН И Е ОПТИМАЛЬНЫХ УГЛОВ НАМОТКИ 
СТЕКЛОНИТЕЙ И ПОТРЕБНОЙ ТОЛЩИНЫ СТЕНОК БАЛЛОНОВ

Вначале рассмотрим цилиндрическую часть сосуда, изготов­
ленную из продольно уложенных и спирально намотанных стекло­
нитей (рис. 154). Пусть этот баллон находится под действием 
внутреннего давления. При этом волокна нитей будут работать 
только на растяжение. Касательные усилия в направлении попе­
рек волокон будут восприниматься смолой. Можно 
показать, что на площадках, определяемых некото­
рым значением угла наклона стеклонитей и к оси 

гоал.юна, скалывающие усилия отсутствуют. По 
рис. 155, а можно получить следующие соотношения 
между усилиями в прямоугольной и косоугольной 
системах координат:

I  N x sin [J — S , COS -4 — ;V : cos «  — N  xV cos =  0, 

jV „ c o s  Й-f-Si sin Э +  ЛЛ sin a  — N Vx sin 2 =  0, 

jV ^sina-(-52 cos a  -\-NTi cos 'i — N  xy cos a  =  0,

N u cos a  — 5'2 sin a  — jV, sin '$ — N„x sin a  =  0.

В данной задаче грани dx и d y  в силу симмет­
рии нагружения будут свободны от касательных 
напряжений (Nxy=Nyx=Q).

Кроме того, из условия равенства нулю моментов сил, при­
ложенных к выделенному элементу, относительно оси, перпен­
дикулярной чертежу и проходящей через начало координат, 
можно получить, что S i = S 2= S . Тогда при р = л—ы из приведен­
ных уравнений найдем

ъТ . .  sin2 a 4  Л'g, cos2 a
/ V  с —  J \  Г )----- . -  ,

sin 2u
^  Ar„cos2a — N x sin2 a 

sin 2a

Для случая цилиндрической оболочки имеем

Рис. 154.

N y= q R .

Тогда
qR (*in2 a + 2 cos2 a) 

2 sin 2u
^ q R (2 cos2 a — sin2 u)

2 sin 2u

Ввиду того что связующее вещество (смола) обладает весьма 
низкими разрушающими напряжениями на сдвиг, целесообразно 
угол намотки стеклонитей а выбирать таким, чтобы сдвигающее
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усилие в смоле было минимальным. В предельном случае, когдл 
S = 0, получаем а = 54°40'. При этом для растягивающих усилие 
в нитях находнм значения, равные

=  1,42 -^ -= 0 ,7 1  qR,

которые будут значительно ниже, чем при других углах наклон; 
стеклонитей (т. е. найденный угол а  является наивыгоднейшим)

В)
Рис. 155.

Поэтому в дальнейшем будем считать, что рассматриваемая 
конструкция цилиндрического баллона выполнена с углом на 
клона нитей, близким к оптимальному. Легко убедиться, что для 
сферического баллона этот угол а = 45°.

Теперь обратимся к рис. 155,6. Составим условие равновесия 
элемента 2 в окружном направлении. При этом получим

FjSaJ =  5 л 2 sin a-j-S/t2 sin а = 2 5 л 2 sin а , ^ю. 1)

где S  — прочность элементов стеклонити в кГ;
— число элементарных нитей на длине F2, уложенных 

в одном направлении;



йст£ — погонное расчетное усилие, действующее в окружном 
направлении;

F2 — шаг намотки;
а  — угол наклона нитей к оси цилиндра.

Из рис. 156 имеем
F \ = F 2 t g a  =  2n/?.

Кроме того,
йзр =  q*R.

Тогда из уравнения (10.1) найдем

n / ? - g p c t g  аПп =  -
S sin а

(10. 2)

Теперь рассмотрим равновесие элемента / в осевом направ­
лении (см. рис. 155, б )  :

F f i a ' i = S n 2c o s a - \ - S n 2co^a-\- Srt l — ‘2Sn2c o s a  (10.3)

Здесь n | — число элементарных нитей, продольно уложенных 
на длине F\\

6<т'’ — погонное расчетное усилие в осевом направлении от 
внутреннего давления;

F | — размер выделенного элемента 1 в окружном направ­
лении.

Соотношение между размерами F \ и F2 можно получить 
из рис. 157:

F x= F 2tga=2nR .
Кроме того, имеем

О

Тогда из уравнения (10.3) , используя выражение (10.2), 
получим

(Ю.4)

Составим отношение числа нитей, уложенных на единицу
длины в окружном направлении — , к числу нитей, уложен-

F1
2 «гных на единицу длины под углом a  —  , т. е.
F2

— =  (1 — 2 ctg-’ a) sin a,
2/г,и2

От к у да

-^ -= (1  — 2 ctg2a )s in a .  
2п2

(10. 5) 
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Из уравнения (10.5) можно получить угол наклона намотки 
в зависимости от отношения числа нитей ri\ к ti2. При п( = 0 полу 
чаем конструкцию цилиндрической части баллона, изготовлен­
ную только из спирально уложенных нитей. При этом угол на 
мотки будет

1 — 2 ctg2a  =  0,

Рис. 156. Рис. 157.

По выражениям (10.2) и (10.4) можно определить потреб 
ную толщину стенки цилиндрической части баллона.

Общая толщина слоев продольных нитей (рис. 158)
я  rf2 « г-
—  « 1= ^ 1.4

где d  — диаметр элементарного волокна,
.  _  <*2"1

откуда пр—"i/T’

Общую толщину слоев спирально уложенных нитей можно 
получить из рис. 159:

я  d- с 1 спР-----П,=  Г , sin U-----  ,
4 2 2 2

откуда

спР ■
</2Л?

4R cos a

откуда a  = 54°40'.
Как указано выше, при таком угле намотки нитей к оси 

цилиндра наклонные площадки элемен­
тов / и 2 (см. рис. 155,6) будут сво­
бодны от касательных напряжений. Это 
является весьма важным фактором в по­
вышении срока службы баллонов, арми­
рованных стекловолокном.

Fg- tnRc ia c*
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Полная толщина стенки цилиндрической части баллона

После подстановки сюда выражений для П\ и п2 (10.2) и
( 10.4 ) получим

3 — ( 10. 6)
85

Из этой формулы видно, что толщина стенки баллона при 
; совместной укладке продольных и спиральных нитей не зависит 
[ от угла наклона последних. Однако из этого еще не следует, что

можно изготовить цилиндрическую часть сосуда только нз одних 
продольно уложенных нитей. Угол намотки нитей может выби­
раться произвольно, но при соблюдении соотношения ( 10. 5).

. Если в формулу (10.6) подставить

где о" —предел прочности стеклонити на растяжение, то полу- 
: чим

После подстановки значений п , и /12 в выражения для йПр и 
Лс„р и замены 5  через <т" будем иметь

Рис. 158. Рис; 159.

Если в этих формулах положить а = 90°, то



При а = 54°40' найдем

Из этих примеров видно, что суммарная толщина стенки 
остается одной и той же.

Подсчитаем погонный вес цилиндрической части баллона:

Если цилиндрическая часть будет изготовлена из металла, то 
для определения погонного веса получим формулу

где фев—коэффициент сварного шва '.
Из сравнения выражений (10.7) и (10.8) найдем, что

Этим отношением можно пользоваться при весовой оценке 
баллонов, изготовленных нз металла и стекловолокна.

Теперь рассмотрим случай сферического сосуда, изготовлен 
ного из стеклонитей (рис. 160). Из условия равновесия элемен­
тов / и 2 получим

Для сферической оболочки имеем

Кроме того, положим F\ — F2. Следовательно, должно быть 
rti = n 2. Тогда

Из этого соотношения видно, что для сферического баллона 
угол намотки а  = 45°, т. е. нити должны пересекаться под 
углом 90°.

Потребная толщина стенки

1 Этот коэффициент равен отношению предела прочности при растяжении 
сварного образца к пределу прочности образца, изготовленного из исходногс 
материала.

0  =  2лЯ8/уС1,
откуда

(10.7)

( 10. 8)

О с т  Y c T  а „ ? с в

/:',S3j=--2« 15 sina, F 2ba2=z2n2S  cosa. (10.9)

sin u =  cos а.



► . Эта формула может быть получена на основании любого из 
^равнений (10.9) при а=45°.

2qpRF
2У25
qpPF

грани выделенногоТак как площадь поперечного сечения 
элемента 1 или 2

п • > лd̂F  sina<.CI = -----п,01 4
то после исключения из последних двух выражений размера F 

1 получим формулу ДЛЯ бет-
Для оценки веса сферическо- 

t го баллона имеем формулу
G =  4лА'2 8у.

Отношение весов сферических 
баллонов, изготовленных из ме­
талла и стекловолокна, будет

Ум «Г 
—

Рис. 160.

Y c t  3В ? С В

; В приведенном выше расчете 
[не учитывалась работа внутрен­
него герметизирующего слоя, без 
которого вряд ли целесообразно
применять емкости, работающие на внутреннее давление.

В качестве герметизирующего слоя могут применяться или 
специальные резины или тонкие металлические оболочки. Учиты­
вать в приведенном выше расчете герметизирующий слой из ре­
зины не имеет смысла, так как несущая способность этого мате­
риала будет незначительной по сравнению со стеклонитями 
Влияние металлического слоя можно учесть следующим образом 
Рассмотрим сначала этот вопрос на примере цилиндрической 

■части баллона. Для относительной деформации этого слоя 
| в окружном направлении в момент разрушения бака можно на­

писать выражение
1 ,

«— “= (32м ‘
(1 —0,5ц) q„R

с м
этот момент должно выполняться равенство ем - е Ст< 

[где ест — относительная деформация стекловолокна при разру­
шении.

Кроме того, в момент разрушения баллона металлический 
герметизирующий слой будет находиться в состоянии текучести. 

[Следовательно, ц = 0,5. Тогда металлическая оболочка примет 
^на себя следующее внутреннее давление:

4£8utCT
<fu=-------3 R
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Несущая часть конструкции баллона, состоящая из стекло 
волокна, воспримет на себя давление, равное ( q—</м), на кото 
рое и следует вести расчет баллона. Значение касательного мо 
дуля Е (в точке, где е м = е<т) надо брать по графику рис. 162 
Толщина стенки герметизирующей оболочки должна выбираться 
из условия устойчивости при ее нагружении внешним давлением 
со стороны натянутых стеклонитей.

В случае сферического сосуда герметизирующая оболочк, 
будет нагружена внутренним давлением, которое определяется 
выражением

<7- R ■

Дальнейший расчет несущей части баллона производится как 
и для случая цилиндрической оболочки.

§ 46. РАСЧЕТ КОМБИНИРОВАННОГО ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО БАЛЛОНА 
УСИЛЕННОГО СТЕКЛОНИТЯМИ ТОЛЬКО В ОКРУЖНОМ 

НАПРАВЛЕНИИ

Как известно, толщина стенки цилиндрического бака опреде
ляется по величине окружных напряжений (Т2= — . В то ж>й
время в осевом направлении бака будут действовать напряже 
ния, в 2 раза меньшие:

в !— * * - .  ( 10. 10)

Таким образом, материал бака в осевом направлении полу 
чается недогруженным и конструкция в осевом и окружном на 
правлениях оказывается неравнопрочной.

Для того чтобы сделать конструкцию баллона равнопрочной, 
необходимо толщину стенкн определять исходя из величины 
напряжений а ь а недостающую толщину стенки в окружном на 
правлении компенсировать намоткой стеклонитей, имеющих 
более высокую удельную прочность по сравнению с металлом 
Такая конструкция более выгодна в весовом отношении.

Расчет баллона этой конструкции должен проводиться в та 
кой последовательности.

Из формулы (10.10) при (Т| = а„фсв получим выражение для 
толщины стенки

где ф,в — коэффициент сварного шва.
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Для определения потребного количества стеклонитей га2 
в окружном направлении обратимся к рис. 161. Из условия рав­
новесия всех сил в направлении S  получим

2zj>J +  2Sn2= 2 R l q p ,

куда потребное количество волокон будет
Rlqp — а ?КМ/'  Пп-

S

По графикам рис. 162 видно, что напряжение о2 в момент 
разрушения будет равно ом. Поэтому

Rlqp - * „ K !

где S  — разрушающее усилие для элементарной стеклонити. 
Последнюю формулу удобно переписать в виде

«о Rql
I

( 10. 11)

п2где — — число стеклонитеи, приходящихся на единицу длины 

бака.
После исключения из (10. 11) величин п 2 и S,  которые можно 

получить нз соотношений
с Jid- ст 
5==—

—  « 2 =  /0ст,

получим выражение для потребной толщины намотки стекло­
нитей

г ( ' - ^ о г ) -  (,012)
Вес цилиндрической части комбинированного бака будет 

Ск<жб =  2л#/ (?j uYm +  ̂ ctYci)-
После подстановки сюда значений бм и йст по формулам 

( 10. 11) и ( 10. 12) получим

( - )  = 
\  I / ю  Мб

л R'-q' YM (|0
\ °в »м°в /

13)

При изготовлении цилиндрической части бака нз металла 
Для определения погонного веса была получена формула ( 10. 8)
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IСоставив отношение весов из формул (10.8) н (10. 13), получим

П =  - а  и
о,комб

1+2
<5b <PcbVct Yct° k

» CTV V „с

' Пользуясь этим отношением, можно определить, во сколько 
раз металлический баллон тяжелее комбинированного.

§ 47. О П РЕД ЕЛЕНИ Е УСИЛИЯ НАТЯЖЕНИЯ СТЕКЛОНИТЕЙ

[ Для того чтобы стеклонити работали равномерно по толщине 
стенки баллона при нагружении последнего внутренним давле­
нием, необходимо обеспечить требуемое усилие их натяжения 
в процессе изготовления сосуда. Для определения этого натя­
жения рассмотрим конструкцию цилиндрической части сосуда,

Рис. 163. Рис. 164.

имеющую по толщине стенки п слоев стеклонитей (рис. 1G3), 
причем крайний внутренний слой считается герметизирующим 
и выполнен из металла (м). Рассмотрим вначале двухслойную 
конструкцию (рис. 164).
j Из условия равновесия сил, действующих в наружном и внут­

ренних слоях, в направлении вертикального диаметра цилиндра 
получим

(Т.чЛм—<т0|Л0| =  0, (10 14)
|Где ft„, 6oi — толщина металлического слоя и слоя намотки; 

оо| — напряжение растяжения в слое намотки;
Ом — напряжение сжатия в герметизирующем слое.

I Из уравнения (10. 14) находим

*о . =  < > Г Г .  ( 1 0 - 1 5 )
С01

где а ’ оп допускаемое напряжение сжатия в металлическом 
слое.

После намотки второго слоя стекловолокна будем иметь 
(рис. 165)

К  4* ^ i )  — (°oi +  ^ i )  8qi — Ooafy)2= 0
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или
°мУ'м ~  а01^01 "Ь —  X  1®01 ~  302^02 —  0 . (1 0 . 16)

Первые два подчеркнутых члена в уравнении (10. 16) на осно­
вании уравнения (10. 14) равны нулю.

Тогда из (10.16) для неизвестной величины Xi получим вы­
ражение

где Х| — дополнительное напряжение сжатия в слое металла 
от намотки второго слоя стекловолокна;

Х1 — дополнительное напряжение в первом слое намотки 
после намотки второго слоя.

в „ * х ; * л , н
Рис. 166.

Тогда суммарные напряжения в металлическом слое будут 

* , = ви, ^ - + ^ + 3o2if L= « i on-

Отсюда получаем

^ = Г г - ^ - ^ Г  *01 *01
Суммарные напряжения в слое / намотки

(10 . 17)

= зо . + ^ ; = с \ - - зо2^
°01 °01

Допустим, что баллон имеет только два слоя намотки стекло 
волокон. Поставим требование, чтоб в обоих слоях напряже 
ния были одинаковыми:

302 =  в01-
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Из этого условия получим величину натяжения во втором 
слое намотки

3« ’" “
°02=  Ц / 01 . (10.18)

1 +  * S L  
«01

Сравнивая формулы (10.15) и (10.18), можно видеть, что 
натяжение во втором слое уменьшилось по сравнению с натяже­
нием первого слоя.

Теперь допустим, что конструкция имеет три слоя намотки 
( 1 , 2 , 3  на рис. 166) :
I (Зм +  + -^г) ?,м — (3oi +  X х 4 - ^ i )  ^ 1— (302 +  -^2)^ й —аоАз==0
или

Зы5м — 3oi^oi X ]#„ — X ,801 — з02802 -|-

4- * А , -  х\ьт -  Х^0п -  з03803 = 0. (10.19)
, Сумма подчеркнутых членов на основании уравнения (10. 16) 

равна нулю. Из оставшейся части уравнения (10. 19) получим

у  _ У' 0̂1 | у  | - *03
2— 1 чГ ■ ЛГаТ 7 + ° 03Т7*

Суммарные напряжения в слоях будут равны: 
в слое металла

«2  = « „ + * ■ + * . - ( « * + А - ; + .y ; )  ^  +

в первом слое намотки 

°01 ~  301 +  X 
во втором слое намотки

3ozi = + * ; + = т  г  -  ч»«01 «01

Зм ~  °02+  X'v 
Поставим условие равнопрочности слоев:

g S  —— 3 S  --- п =  дДОП
a 0 i —  °02» 0 2 “  03* ° м “” а м •

В развернутом виде эти условия будут иметь вид

зг г - а< **-+ *;= з< *+ ^’«01 *01

302 +  -^2  =  303>
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Решая эту систему уравнений, получим И
02»

03
°01 °01

т ;  =  2 зг  ii- _ 0о1_ вм!оз _ 0ад/ 1 +
?01 01 \ *'01 °01 /

Из сравнения выражений (Ю .!7) и (10.20) найдем
К
Г01

J 03 ‘
1 +

П01 foi

(Ю. 20)

( 10. 2 ')

Из сравнения структуры формул (10.15), (10.18), (10.21 
можно видеть, что для любого п -го слоя намотки напряжешь

К,
” 01

1 + —  +
»01 »01

т
(10.22)

uoi —
А_
1 ■*02-

Л_
о °03 —

А

где
А — ад»п _л 

м ,' П1
Таким образом, для того чтобы после намотки все слои на\> 

лились под одинаковым натяжением, необходимо уменьшат 
натяжение в каждом последующем слое в сравнении с первы 
в п  раз. Сказанное графически представлено на рис. 167.

Натяжение каждого слоя намотки вызывает сжатие внутреп 
него герметизирующего слоя. Напряжение сжатия в этом сло1
f t v r i P T

Таким образом, если напряжения в слоях после намотки б\ 
дут определяться по формуле ( 10. 22), то в каждом из слоев н 
тяжение будет одинаковым. Прн этом все слои при нагруженн 
баллона внутренним давлением будут одновременно вступат. 
в работу, что особенно важно для максимального использования 
материала.

Из формул (10. 18) — (10.22) видно, что натяжение в каждо 
последующем слое должно быть меньше, чем в предыдущем 
Если толщина всех слоев одинакова, то можно записать

(10.23)

- £ ( ' + ± + ± + • • ■ + - 9 .
j-де п  — порядковый номер слоя намотки.
■  Допустимое напряжение в металлическом герметизирующем 

р о е  можно подсчитать следующим образом.
I Кольцевые напряжения в этом слое

?кРЯ
I ° к р  — —Г .

где критическое давление определяется по формуле Папковича 
(11.17)

<7кР =  0,92 Е

Тогда

о„,=0 ,92£

—  ] /  — . 
Rl V R

- л / - -I У  R
Из условия

- 3 доп _ _  а кР- м f  .

Где f — коэффициент безопасности, 
Найдем выражение для q0:

Откуда
l f ( ' + T + T + -  ■ - + т Н ^ / т ’



Имея выражение для q0, можно подсчитать натяжение 
в слоях при намотке по формулам (10.23), в которых

д о п !м = _ 0 ,92  Е »?
'01 1 1

' " ' Т  + Т  +
Тогда напряжения должны быть: 

в первом слое

п
1 »0| I f

01=  0,92£—  I
>о,// V R

во втором слое 

1 0 ,92£

J _  >0\lf
1 2

7 \
К_
R

в третьем слое 

1 0 ,92  £

Рис. 168.
1 1

1 "г 2 + 3
Roi I f V 5

в п-м слое 
0 ,92  Е

1 1 
1 + т +т + + •

----------—  ~ \ f
>01// У  R

Теперь рассмотрим вопрос о натяжении стеклонитей при ко 
сой намотке.

В этом случае во внутреннем герметизирующем слое возни 
кает двухосное напряженное состояние сжатия. Величину еж и  
мающих напряжений в осевом и окружном направлениях можш 
определить по рис. 168. Составим уравнения равновесия вы и 
ленных на этом рисунке элементов после намотки первого слоя.

5«|,s«-°oA)iCOs2a  =  0,

a°„K8« — 3oi8oi sln2<x =  0 .
Из этих уравнений можно определить напряжение натяжения 

нитей в первом слое намотки

01' 01"* 0 1 cos2 a  ’ *01 s in 2 a
Здесь 3ЦР — интенсивность продольных сжимающих напряжс 

ний в герметизирующем слое в направлении ос ' 
цилиндра; 

оок — то же в окружном направлении.
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После намотки второго слоя с наклоном в противоположную 
сторону по отношению к оси оболочки уравнения равновесия 
будут иметь вид

( Змр +  * i )  l u -  ( 301 +  -V ;) «01 co s2a  4- V '02 co s2a  =  0 ,

(°“  +  K 0  8« -  ( 901 +  Y'l) 8oi sin2«  -  °02502 s in 2a  =  0.

Здесь Ль Л,’, Ki, — дополнительные напряжения в слое 
металла и в первом слое стеклонитей после намотки второго 
слоя.

f Из этих уравнений при использовании выражений для Ooi 
находим

К  Л ’, =  ^ р - Я ’’ +  ^ - 3 02j c o s 2a ,

I Kl=;(tKi + t  302)Sin2a-
I Суммарные напряжения в металле после намотки второго 

слоя

■  Зпр =  Зпр _|_ Х х =  з01 +  ^  a 02J  COS2 a,

I  * , = « ? + » ' ,

Из этих равенств получим

>„/ U 1Л 01 • a  - >02 ^

>01'^COs2 и ,  301 
>м

/ м  £ >01 —  ^ 3  о

>01 \ sin2 a °01
м

( Тогда результирующие напряжения в первом слое намотки 
можно представить в виде

I V '_ >ы °мР1 >0' -он*== 01 т  х \ — ;----- -----—  о2>а01 cos2 a «ci

> a°K_ М мГ о0>
0 1 1 = " ------ — -------- Г 02’»0i sin2 a 8„i

Приравнивая напряжения в первом и втором слоях

302 =  3011,
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находим, что
0"|- °м £

“02-
1 + ~  

°01

“мЕ

ь0} sin2 а
02------------: •

• + -  601
Аналогично можно получить выражения для напряжении 

в последующих слоях намотки:

* 9 пр,> м м £

4)3"
t 0i cos2 а

1 + х + х 
«01 Л01

„ОК°н1

°03
80) sin2 а

1 «о? »оз 
*01  *01

и т. д.
Таким образом, мы получили формулы, связывающие напря 

жения в металлическом слое с напряжениями в слоях, получен 
ных намоткой нитей. Для определения допустимого натяжения 
волокон при намотке воспользуемся формулой (17.7)

„"Р оок
J ? __ I— Ч— С  1П|> т  ОК ^  > Кр Кр

где

Знр — о  —  ■ док— 9к’’Я ■ п —о F  1 ,/Г Ьи •

R — радиус цилиндра, а / — его длина.
Если подставить в эту формулу значения продольных и 

окружных напряжений <тЦр и о ’* ,  возникающих в герметизирую 
щем слое после намотки каждого слоя, то можно получить вы 
ражения для определения допустимого натяжения в слоях. 
Например, после намотки первого слоя имеем

°м >=  —■ °oi cos2 а , а' и = ~ - °oi sin2 о.Ом 0М

254



Тогда

ft01 ôi— • о01 cos2 a  —  o0l sin2a
I J

0t»P 0OK
Kp кр

Отсюда находим

3oi< cos- a sin2 a 
H------n7г"**кр кр

Для второго слоя получим

к
______ *0»°02<. *о> \ /cos2 a ^ sin2 a

о"!* ооккр кр

Для л-го слоя

°0Я< ®01
/, , ®о? , 'оз . г0n\/cos2« sin*a

1 +  —  +  —  +  . .  .  + —  --------------+ ---------------

\ *01 *01 *01 / у oJJP а"*

Если толщина слоев будет одинаковой, то



Если подставить в эти формулы — — вместо о"*’, — — вместо
/  « р /

в“р, где /  — коэффициенты безопасности, то вместо неравенств
получим равенства

3оГ /cos2 a  sin*а  \
I 0"Р * о"* )\ "кр "кр /

302: (cos2 а  sin2 а  \
+ I

0 "Р <,<* I
кр “ кр /И Т. Д .

В случае сферы при а=45° (рис. 169)

3Л .  ~  3oi®oi =  0,
откуда

301 =  г Ч 3ы)„о„.
*01

Аналогично для второго слоя

,  ( ° м ) л о п

-  _  01302—-------- :------•
• +

Для л-го слоя
*01

ьы
,  ( 9ы)лоп 

_ __  Й01
°л — I 7 ii—  *i -21 . -21 . 0п

б01 °01 б01 

Для сферы в качестве (<тм)доп следует принять

а  ° ’ 2 £ ^

Ы , . . = ^ = ------- 7 *

где f  — коэффициент безопасности.



Р а з д е л  III
УСТОЙЧИВОСТЬ ОБОЛОЧЕК

Глава X/
у с т о й ч и в о с т ь  ц и л и н д р и ч е с к и х  

и к о н и ч е с к и х  о б о л о ч е к

В предыдущих главах рассмотрены вопросы, касающиеся 
расчета оболочек на прочность. Полученные в этих главах фор­
мулы дают возможность с достаточной для практики точностью 
оценить величину и характер распределения напряжений в обо­
лочках различных геометрических форм от заданных внешних 
нагрузок.
I После определения напряжений их следует сравнить с раз­

рушающими: в случае растяжения — с пределом текучести или 
пределом прочности материала оболочки, в случае сжатия — 
с критическими напряжениями.

' При действии растягивающих напряжений разрушение кон­
струкции связано с нарушением сплошности материала — 
с образованием трещин.

I  Если нормальные напряжения будут сжимающими или в кон­
струкции действуют касательные напряжения определенной 
величины, то в качестве разрушающих могут быть в основном 
критические напряжения. В данном случае разрушение конст­
рукции связано с изменением ее формы, ее поверхность стано­
вится волнообразной. В этом случае говорят, что конструкция 
'^работает на устойчивость».

Если характеристики прочности материала конструкции — 
предел прочности и предел текучести — получаются из испыта­
ний образцов на растяжение, то критические напряжения могут 
быть получены только теоретическим путем с последующей их 
экспериментальной проверкой.

В данной главе рассмотрены различные случаи нагружения 
Ьболочек и получены формулы для критических напряжений.

§ 48. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ УСТОЙЧИВОСТИ ОБОЛОЧЕК
Тонкостенные оболочки после потери устойчивости обычно 

■Покрываются ямками и выпучинами. Напряжение, при котором 
■Произошло это явление, называется критическим.

[ Метод, который в дальнейшем будет применен к решению 
«отдельных частных задач устойчивости оболочек, поясняется

1
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на примере потери устойчивости сжатой в осевом направленш 
тонкой цилиндрической оболочки

Пусть указанная оболочка при некотором значении сжимаю 
щей силы потеряла устойчивость и ее поверхность покрылаа 
регулярной сеткой ямок и выпучин. Выясним, какие граничные 
условия могут быть на контуре ямок и выпучин. Для этого 
напишем выражение полной потенциальной энергии для какой 
нибудь ямки или выпучины

и = т \ 5 ( £“ + ! 5 + 2 ^  +  T i ^ ) t o / -l' + f  i s
0 0 0 0

a h
+  2|*X.rX# +  2 ( l - t i  )f*xv\ d x d y — q j f w d x d y .  (11.1)

Выражение (11. 1) полностью совпадает с выражением (7 .4) 
если в нем положить qx = q v = 0.

В приведенном выше интеграле энергии интегрирование рас 
пространяется только на поверхность ямки или выпучины. Кроме 
того, для простоты выкладок внешняя нагрузка q  в данном слу 
чае считается постоянной, так как вид этой нагрузки не влияет 
на характер граничных условий.

Кроме того, в приведенном выражении энергии опущены ела 
гаемые, которыми выражена работа внутренних реактивных 
усилий, распределенных по контуру ямок и выпучин. М ож т 
показать, что работа этих усилий равна нулю. В самом деле 
допустим, что в ( 11. 1) должны быть слагаемые, выражающие 
работу этих усилий. Тогда вместо (11. 1) можно написать

V=U+A,  (11.2)
где А — работа реактивных усилий, a U определяется выраже 

нием ( 11. 1).
С другой стороны, известно, что если рассматривать век 

оболочку в целом, покрытую одинаковыми по площади ямками 
и выпучинами, то для нее полная энергия будет равна сумме 
выражений ( 11. 1)

Э = и  + и +  . . .  =2mnU,  (11.31
где 2т п  — общее количество ямок и выпучин;

m — количество ямок и выпучин в осевом направлении 
2п  — четное число ямок и выпучин в окружном напран 

лении.
Так как после потерн устойчивости оболочка находится в со 

стоянии равновесия, то в состоянии равновесия будет находиться

1 В данной главе автор излагает свое представление механизма потг| 
устойчивости тонких упругих оболочек. Метод определения критических и.' 
пряжений, которым автор пользуется, был им разработан впервые н не оп: 
сывался в известных монографиях по устойчивости упругих систем 
(Прим. ред.) .

258



и любая ямка или выпучина. На этом основании мы можем при­
менить к выражениям ( 11. 2) и (11.3) принцип возможных пере­
мещений, согласно которому, если любая механическая система, 
в том числе и упругая, находится в состоянии равновесия, то 
сумма работ всех сил, приложенных к данной системе, на воз­
можных, согласных со связями произвольно малых перемеще­
ниях равна нулю:

Здесь символом б обозначено возможное перемещение 
(вариация).

При применении начала возможных перемещений к выра­
жениям полной потенциальной энергии (11.2) и (11 .3) , как 
обычно считалось, все заданные внешние силы не изменили ни 
первоначальной величины, ни направления.

Из второго уравнения системы (11.4) следует, что f>U=0, 
а  из первого — М = 0, т. е. работа реактивных усилий в выраже­
нии (11.2) сводится к некоторой постоянной величине А, которая 
в дальнейшем несущественна и может быть принята равной 
нулю. Тогда выражение для полной энергии в форме (11.2) сов­
падает с выражением (11.1). Этим самым доказано, что 
в ( 11. 1) представлена полная потенциальная энергия для изо­
лированной ямки или выпучины, и поэтому из этого выражения 
методами вариационного исчисления можно получить как диф­
ференциальные уравнения равновесия, так и граничные условия 
по контуру ямок и выпучин.

I  Мы не приводим здесь всех выкладок специально для цилинд­
рической оболочки, а сразу же оговоримся, что высказанные 
выше рассуждения будут справедливы для любой замкнутой 
оболочки вращения, которая после потери устойчивости покры­
вается одинаковыми ямками и выпучинами. Поэтому можно 
сразу воспользоваться уравнениями § 34. Только в данном слу­
чае они будут отнесены к отдельно взятой ямке или выпучине:

lj чилицс I представлены граничные условия на сторонах 
ямок или выпучин, перпендикулярных меридиональным сече- 
■иям оболочки; в столбце II представлены граничные условия 
Вв сторонах, перпендикулярных параллелям.

81/ =  8{У +  оЛ =  0, ЪЭ =  2 т п Ъ и  =  0. (П .4 )

(11.5)

| N/ju  =  0 ,

kr n
N yb v = 0 ,  

N  xJbu =  0,

II
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При использовании этих граничных условий в задачах Meet 
ной устойчивости оболочек следует руководствоваться следую 
щи ми соображениями. На контуре ямок и выпучин w  = 0, так как 
на границе ямок и выпучин прогиб оболочки равен нулю. Поэтом , 
последнее условие в столбцах I и II автоматически выполняется

При выборе граничных условий, содержащихся во второ:; 
строке снизу, следует исходить из физически возможного харак 
тера волнообразования после потерн устойчивости. Поясним эт< 
примерами. Если поверхность оболочки после потери устокчи 
вости покроется только ямками, обращенными внутрь оболочки 
то на границе этих ямок должны отсутствовать углы поворот;! 
Граничные условия в данном случае будут следующими:

—  =  0, ^ = 0.дх ду
Такая форма волнообразования возможна, например, npi 

осесимметричной потере устойчивости цилиндрической оболочк! 
при ее осевом сжатии.

Если оболочка может терять устойчивость с одновременным 
образованием ямок и выпучин, то на границе их раздела углы 
поворота будут отличаться от нуля. В этом случае граничные 
условия выражаются в форме

Мх = 0, М„ = 0.
Такая форма волнообразования может иметь место при осе 

вом сжатии тонкой цилиндрической оболочки.
Из этих двух примеров видно, что выбор тех или иных rp;i 

ничных условий по моментам и углам поворота должен быть 
в согласии с ожидаемым характером волнообразования поело 
потери устойчивости.

Из остальных двух строк каждого столбца можно получит! 
граничные условия для мембранных * усилий и касательно  
перемещений.

В данном случае в отличие от предыдущего ожидаемая форм 
деформированной поверхности оболочки не дает нам никаких 
сведений о характере распределения этих усилий и перемещенш 
по контуру ямок и выпучин. Поэтому выбор граничных условии 
по мембранным усилиям и касательным перемещениям необхо 
димо подчинить единственно возможному требованию получение 
минимального критического напряжения. Схематично выбо| 
этих граничных условий можно представить в следующем виде
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Задавая различные комбинации граничных условий по при­
веденным схемам при выбранных граничных условиях по момен­
там и углам поворота, можно обнаружить, что среди всех этих 
комбинаций есть только одна, которая приводит к наименьшему 
значению критической силы. В результате таких проб оказалось, 
что граничные условия I I I—III дают самое низкое значение для 
критической силы.

При решении некоторых задач это утверждение будет пока­
зано на конкретных примерах.

В уравнениях (11 .5 ) ,  ис­
пользуемых при решении з а ­
дач устойчивости оболочек, по­
перечная нагрузка должна 
быть заменена некоторой фик­
тивной нагрузкой, равной про­
екции внутренних сжимающих 
усилий на нормаль к срединной 
поверхности оболочки,

1 . =  —^ , - ^ 7 , - 2 ^ , .

где /х, /и, /*„•— соответствующие изменения кривизны;
А\., N°u , N°xv — интенсивность внутренних усилий в оболочке, 

критическое значение которых требуется опре­
делить.

Тогда первое уравнение системы (11.5) примет вид 

V»? +  D v ^ w  +  N %  +  +  2 N ^ xy =  0.

При этом уравнение совместности деформаций останется без 
изменений.

Приведенная фиктивная поперечная нагрузка может быть 
получена следующим образом.

Рассмотрим элемент оболочки d x d y  в положении после де­
формации и составим проекцию меридионального усилия №х. на 
ось г .  Проекция линии действия этого усилия на плоскость хОг  
подвижной системы координат xyz  показана на рис. 170. Сумма 
проекций на ось г  будет равна

- / V < ^ a  +  (yV0 +  d x j d y [ a + d- ± d x y

Раскрыв скобки и отбросив малые величины, получим

N * d~ ^ jcdy + - j f a c jx <,y'
I да .где а, а + т — а х  — углы наклона касательных к элементу dx .
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Аналогично и для усилия N° получим
<й д\°

№  —  d x d y +  d x d y ,
v  д у  д у

где р, $ d y  — углы наклона касательных к элементу d y .  
дУ

Проекции касательных усилий №ху на ось г  получим 
из рис. 171:

-  N°„ d x a + (jV J , +  d y )  d x  (  a  +  d y )  -

da dN°
=  N xu - ^ d x d y  +  - ^ d x d y a -

Аналогично и для второй пары касательных усилий

-  W +[K,+d-%-‘‘*)<‘y(n£dx)=
лч д№

=  N«i £ d x d y + 1f d x d y t .

После сложения всех проекций будем иметь

(д№. d N °\  IdN° д№хЛ

Из условия равновесия элемента dxd y  в плоскости хОу  мож­
но получить такие уравнения:

д№. д№... d№v д№



Из дифференциальной геометрии известно, что отношение 
угла смежности к дифференциалу дуги численно равно кривизне 
кривой в данной точке. Поэтому

д а  др
5 7 “ * ’

Кроме того, имеем (см. § 34)
д а __ (Ри> ___ d(3 __ (fiw  ___
д у  дх  д у  t-xV' qx дх  д у  "̂xV

Тогда сумма проекций мембранных усилий на ось г, отнесен­
ная к единице поверхности, после изменения знака будет

I  ^ / ,  +  A >  +  2A ^ x ,* -

В следующих параграфах перейдем к решению конкретных 
задач.

§ 49 УСТОЙЧИВОСТЬ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
ПРИ ОСЕВОМ СЖАТИИ

В этом случае /?i = ос, R2 = R, N° =0, =0, и дифферен­
циальные уравнения задачи принимают вид

V2V2»  — —  - —  =  0,R дх'-

J -  ZJV2V2w  +  W ° —  =  0. ( 1 1 . 6 )
R Ох'- т х дх- к

Покажем на примере этой задачи выбор граничных условий 
на контуре ямок и выпучин.

Пусть оболочка теряет устойчивость по осесимметричной 
форме с образованием гофрообразных складок в окружном на­
правлении. Тогда функции напряжений и прогиба будут зави­
сеть только от переменной х. Вследствие этого исходные урав­
нения значительно упрощаются и принимают вид

(Н? е̂ _ d^w  у  

dx 4 ~~R дх* ’

J _  +  £ 2 = 0 .  ( 1 1 . 7 )
R dx: 2 1 dx* x dx 2 '

Граничные условия на контуре полуволн сводятся к отсутст­
вию изгибающего момента М* = 0, так как угол поворота в точ­
ках перегиба отличен от нуля ) .  Этому условию можно 
удовлетворить, если для прогиба принять выражение



где А — неизвестная амплитуда гофра; 
а — размер полуволны гофра.

Граничные условия для функции напряжений <р вследствие 
осесимметричной потери устойчивости могут быть только в виде 
.V* = 0. Этому условию может удовлетворить функция, анало­
гичная прогибу w :

’f =  В  sin —  .
а

После подстановки принятых выражений для ср и w  в урав 
нения (11.7) получим

H f  ) ‘ + л  Ш К т - » •

[  -  i  ( т ) ! + ОЛ ( т ) '  -  N °A ( т Л  s , n T “ ° -

После сокращения на ( —  J s in—  найдем

-т+л h f  Г-^Н-
Так как А и В в этих уравнениях не равны нулю, то из уело 

вня равенства нулю определителя этой системы получим

№ = —------1------+  D  ( — V.
* № ( я  \2 \ а )

( т Г

Рассматривая в этом выражении длину полуволны как пара 
метр, можно определить минимум критического усилия Л7° .

Обозначим j~ =  S. Тогда

т +т- <"-8'
Для определения минимума имеем условие

££5-=  —  +  0  =  0,
d\ А? £2

откуда

Тогда
V UR-

ОЕЬ £82 82



<5к|> =  0,6£  -р- .
' R

Теперь решим эту задачу, исходя из предположения, что обо 
лочка после потерн устойчивости покрылась одинаковыми ям 
нами и выпучинами. Такую форму деформированной поверх 
ности оболочки приближенно можно представить следующим 
выражением для прогиба:

zc/ =  Л sin —  sin ^ - . (11.10)
а  Ь v

Из (11.10) следует, что по контуру ямок и выпучин прогиб 
и изгибающий момент равны нулю. Здесь а и Ь — размеры ямок 
и выпучин в осевом и окружном направлениях соответственно 
Функцию напряжений примем в виде

о  —В  sin — sin —  .
а Ь

Можно убедиться, что принятое выражение для <р удовлетво­
ряет следующим граничным условиям.

При jc=0. х = а

N x= ? l - = - B  ( — У sin ™ sin *2- =  0
*  ду '- \ а )  а Ь

С л е д о в а т е л ь н о ,  критическое н апряж ен ие  сж а ти я  при о сеси м ­
метричной ф орме потери устойчивости

д у  

N
ХУ д х д у - й ( т ) ( т ) с < в т  C 0 S T ^ ° -

Так как ЫХу Ф 0, то должно быть у= 0 . В этом легко убе­
диться, если определить перемещение v  согласно закону Гука 

При у  =  0, ц —Ь
N y = — — — В  (— sin —  sin — =  0, 

у djfl \ a J а Ь

N..u=
д х д у - M T ) ( f ) c o s ”f c o s ”f  * ° -

Так как МХу Ф 0, то должно быть и —0, т. е. принятое выражение 
для функции напряжений удовлетворяет граничным условиям 
I— 1 (с тр .260).

Подставим необходимые производные от выражений ф и ш 
в уравнения (11.6) . Тогда из условия равенства нулю опреде­
лителя этих уравнений получим

: -  Ш  KfHf)T
КтМтП т г
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Введем обозначение

( т /

Тогда
jV° =  —  5 +  — . 

ж /?2 £

Из сравнения этого выражения для Л'® с выражением
(11.8) видно, что по структуре они полностью совпадают. Сле 
довательно, для критического напряжения в данном случае полу 
чим формулу (11.9) .

Рассмотрим граничные условия для функции напряжениГ|
I I I—III  (стр. 260). При этом выражение для прогиба сохраним 
в форме (II.  10). Граничным условиям I I I—III будет удовлетво­
рять следующее выражение1 для q>:

? =  /?, sin2 —  sin2 — -f  fio sin2 —  sin2 ^ - -| -  
a b 1 a  b

-|- B 3 sin2 —  sin2 +  B .  sin2 —  sin2 .
a  b a b

Вначале рассмотрим первое приближение при В 2= 0, fi3 = 0, 
Ач = 0. Составим необходимые производные от выражений ф и 
и: и подставим их в уравнения (11.6) . Так как эти функции не 
удовлетворяют уравнениям ( 11. 6) , то решение целесообразно 
искать, используя метод Бубнова—Галеркина. Согласно этому

методу умножим первое уравнение на sin2 —  sin2 d x d y , а вто-
а b

рое —на sin —  sin — d x d y , проинтегрируем в пределах 0—а, 0—Ь 
а  b

и результаты приравняем нулю. При этом получим следующие 
два уравнения:

В , = ■в £ м ( т !

2̂

9я2 R |[о ,75  +  0 , 5 ^ - ) *4-0 ,75  j
[ т П

лл/“ =  - ^ + о л ( т ) ’ [ 1 + ( т ) 1 -

V  А7 ^ 1 . кт •* — J  > ' h y — а _„ I ЛГ*уд у г  ’ У d x i  ' ху  д х д у

1 В этом легко убедиться, если составить выражения
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Исключая нз этих уравнений параметры А и В ,, найдем

а  *  * К
1024 |

й )
f  m2

Е ЕЬ I 
8 1 я * |2/п - п2 - f  0 ,7 5  j

1

ш
Здесь обозначено

m2

»2_____ _
1 2 (1  — Ц-) /?2 ’

I я Rт  — — ; «  =  —  ;а Ь
I — длина оболочки.

Результаты подсчета по этой формуле для оболочки, имею-
я/? Ьщей — = 1, —=0,005, помещены в табл. 9. 

/ R
Таблица 9

п—2 л—3 я —4

т =  15
00134

т —15 
ях=0,00131

т —14 
9Х=0,00136

т ~  1Г> 
ох=^0,00127

т=16 
ох= 0,00130

т=15 
зх=0,00132

/п =  17
==0,00127

т=17
ох=0,00129

т=16 
ах=0,00131

m= 18 
ох=0,00129

т - - 1 8  
ох = 0 ,00131

т =  17
ох=0,00132

Из этой таблицы видно, что наименьшее значение для кри 
тнческого напряжения

( i l r 0 ’ 0 0 1 2 7 '
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Ф о р м у л у  д л я  критического напряж ен ия  с ж а ти я  представи м
в форме

где k — числовой коэффициент, который при первых наших ре 
шениях получался равным 0,6.

В данном случае этот коэффициент

Таким образом, при реализации на контуре ямок и выпучин 
граничных условий III—III (стр. 260) получалось более низкое 
критическое напряжение. Поскольку граничные условия на кон 
туре ямок и выпучин формируются самой оболочкой в процессе 
потери устойчивости, то эти граничные условия будут такими, 
при которых критическая нагрузка для данной оболочки будет 
наименьшей. Снижение критического напряжения при граннч- 
ных условиях III—III указывает на то, что эти граничные усло­
вия, по-видимому, будут реализованы и в эксперименте. Гранич­
ные условия на контуре ямок и выпучин должны быть естест­
венными. Всякое произвольное изменение этих граничных усло­
вий при решении задачи влечет за собой увеличение критическо­
го напряжения.

Увеличивая в последнем решении число членов в выражении 
для функции напряжений, можно получить более точное значе­
ние для критического напряжения При удержании в этом вы­
ражении трех слагаемых (В4 = 0 ) и четырех было получено одно 
и то же значение критического напряжения:

При решении данной задачи конечно-разностным методом 
при граничных условиях вида III—III для функции напряжений 
и шарнирным опиранием по контуру ямок и выпучин по функции 
прогиба в последней формуле был получен коэффициент 0,3 (как 
для прямоугольных, так и для ромбовидных ямок и выпучин). 
Формулой (11.13)  определяется критическое напряжение для 
случая длинных оболочек. Под длинными оболочками следует 
понимать такие, на длине которых может свободно уложиться 
одна полуволна. Если на длине оболочки свободно не уклады 
вается одна полуволна, то коэффициент в формуле увеличится 
и будет зависеть как от длины, так  и от толщины оболочки

1 Увеличение числа членов в функции напряжений в первых двух решс 
ниях не изменяет величины критического напряжения.

откуда
(11. 12)

о = 0 ,2 6 £  — .KI  R (11.13)
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Чтобы получить формулу для коротких оболочек, обратимся 
к табл. 9. Из нее нндно, что минимум критического напряжения 
получается при сравнительно малых значениях чисел п  по срав­
нению с т.  Поэтому представляется возможным в исходном 
выражении (11.11) отбросить слагаемые, содержащие п.  Тогда 
приближенно при ц = 0,3 получим

0,017(5

обозначить |=m2^-y-j и определитьЕсли в этой формуле

минимум напряжения, то 
найдем

* „ „ = 0 ,2 51  Е ± .

I Полученный здесь чнс- 
[ .товой коэффициент отли­

чается от более точного 
[его значения ( 11. 12)
[только в третьем знаке.

На рис. 172 приведены 
кривые критического на­
пряжения в зависимости 

[от длины оболочки при 
различном значении чи- 

[сел полуволн в осевом на­
правлении.

Многочисленные экс­
периментальные резуль- Р „ с . 172. 
таты исследований по
осевому сжатию тонких цилиндрических оболочек лежат весьма 
близко к тому, что дает формула (11. 13). Разброс эксперимен­
тальных данных находится в пределах 0,15—0,3. Чем точнее из­
готовлена оболочка, тем выше для нее коэффициент к. Поэтому 
в практических расчетах это следует учитывать соответствую­
щим изменением k в (11. 13).

Разберем решение этой задачи, исходя из рассмотрения всей 
оболочки в целом. Граничные условия на контуре ямок и выпу­
чин сохраним в форме III—III (стр. 260). В этом случае можно 
принять

w  =  A sin s in  я 0 .

И\ sin3”liIA-  sin /10 -f ^2 sin5mjT~y s in « б -j- H sin7 тпл sin n't -j - . .
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Эти функции на концах оболочки и на контуре ямок и выпу­
чин удовлетворяют следующим граничным условиям:

w -О ,  Л1Х — О, °х = 0 ,  ахУ= 0 .

Рассмотрим первое приближение:

w  — A sin т ях - sin п 6,
/

q =  В'\ sin3 тя*-  sin пЬ — В\ (3  s i n ^ —  sin ' ^ л v.j sin пО.

В результате интегрирования уравнений ( П . 6) по методу 
Бубнова—Галеркнна имеем

i ----------------  А '  '  - + Л L l J --------i ,  ( П . 1 4 ,
ImnR  V» (m nR  \2 ( mnR \*

“ Ы + П т )  ( — )

где

12(1—|*2) R2

Расчеты, проведенные по (11,14) ,  показывают, что наимень­
шее критическое напряжение получается при малых значениях 
чисел п, а удельный вес слагаемых, содержащих этот параметр, 
невелик и без ущерба для точности их можно отбросить. Тогда

a _ 0,1 . (mnR \2

Минимум этого выражения по параметру т  определяет окр 
в виде

oKP =  0 ,1 9 2 £ - i- .

При втором приближении

да =  Л sin ИШ- s in яб 
/

<р= В 1 sin3 sin n fJ -f- B j  sin5 sin nO.

В этом случае



В результате последовательного увеличения числа слагаемых 
в функции напряжений (вплоть до sin '3 s in nQ) при том же 

выражении для прогиба было получено

окр= 0 ,2 43 £  4 - .
R

Дальнейшее увеличение слагаемых в функции <р не изменило 
численный коэффициент в этой формуле.

Можно убедиться, что к этим результатам придем, если 
используем для решения данной задачи энергетический метод. 

Полная потенциальная энергия оболочки будет
I 2«#

э_- L f  f Г(£^+(*гЛ’_ 2|. * 1 £s.+
2£«.l .M W W  l v /  v0 0

l 2 */?

Для связи функции напряжений ф с функцией прогиба w  
имеем уравнение совместности

v2v2? = — —  • (11.15)
r  R дх? v

Выражения для ф н ю  можно оставить из предыдущего реше­
ния. Для первого приближения

w — A sin -  sin лО,
1

9 - В \ sin3 sin пЬ.
I

После интегрирования уравнения (11.15)  по методу Буб­
нова—Галеркина и получения связи между параметрами А и fli 
для полной энергии получим выражение

_ л £ 8 Ы 2 / т я Л  \2
~~ 4/?2 1 / ;

9 РгГ
€0

imnR у
Г г ) + 3 6

(mnR \2
—— J  п* +  10я<
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+ . К —
у ____ D  \ О Г »  *

Г/тл/? V 12

где
_______»2
~  12(1 — J*2) /?2

Из условия ЬЭ = О получаем выражение для критического 
напряжения, в точности совпадающее с первым приближением 
по методу Бубнова—Галеркина.

Можно убедиться, что и все последующие приближения 
в энергетическом методе будут совпадать с соответствующими 
приближениями предыдущего решения.

Таким образом, идея раздельного рассмотрения ямок и вы­
пучин — это лишь удобный образ для построения приближен­
ного решения, и он совершенно необязателен. Можно рассмат­
ривать и всю оболочку в целом, но с использованием в прибли­
женном решении естественных граничных условий по контуру 
полуволн.

Эта идея может рассматриваться как дальнейшее уточнение 
методов расчета оболочек на местную устойчивость. Критическая 
нагрузка зависит не только от выбранной формы деформирован 
ной поверхности оболочки после потерн устойчивости и физиче­
ских граничных условий, но также от того, какие граничные 
условия действительно реализуются на контуре ямок и выпу 
чин, т. е. ставятся определенные требования к выбору аппрок 
симирующих функций.

З а м е ч а н и е  к о п р е д е л е н и ю  к р и т и ч е с к и х  н а ­
п р я ж е н и й  д л я  ц и л и н д р и ч е с к о й  о б о л о ч к и  п р г  
ч и с т о м  и з г и б е .  Если цилиндрическая оболочка нагружена 
по концам парами сил, то распределение осевых напряжений по 
сечению будет изменяться по закону синуса или косинуса (в за 
висимости от начала отсчета угла, см. § 23). Вследствие этого 
следует ожидать, что критическое напряжение для сжатой зоны 
в отличие от действия равномерного сжатия должно быть не 
сколько выше: в пределах одной ямки или выпучины напряже 
нне сжатия не остается постоянным и как следствие этого формЕ 
деформированной поверхности будет отличаться от чистого ежа 
тня. При нзгнбе граничные условия на сторонах у  — 0, у  = Ь ямоь 
и выпучин, выраженные через функцию w  и ее производные, 
по-видимому, будут ближе к упругой заделке, чем к шарнир 
ному опиранию. Надежное теоретическое решение этой задачи, 
по-видимому, отсутствует. Экспериментальная проверка по из­
гибу цилиндрических оболочек указывает на то, что коэффи 
циент к  в этом случае по сравнению с чистым сжатием выше 
на 15—18%.

^m n R  |2 ЕЬ

Ь1
12(1— и2)/?2
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§ 50 УСТОЙЧИВОСТЬ ц и л и н д р и ч е с к о и  о б о л о ч к и  
ПРИ РАВНОМЕРНОМ ВНЕШ НЕМ  ДАВЛЕНИИ

Для решения этой задачи может быть применен метод разде­
ления переменных. Используем для функции прогиба w  и функ­
ции напряжений ср выражения вида

w  =  W ( x ) c o s n b ,  <? =  F  (jc ) cos /1 0 ,

которые удовлетворяют условию периодичности в окружном на­
правлении. Концы оболочки считаем шарнирно опертыми.

Подставив эти выражения в исходные уравнения § 49, полу­
чим два совместных уравнения в функции координаты х:

р \ \ _ № _ f  _±.£l F  — — W " = 0
/?2 /?4 R

F" +  DR  ( r l v — U / ) - —  №„W +  RN°XW"= 0 .\ /?2 / R

Выразим эти уравнения через конечные разности:

j 4̂6+4( )̂М )̂144+2(тЛ(/г,+/Г|)+л+
+  F , - ^ - ( W , +  \ H ' , -2 \ t ' . )= О, (11.16)

| ^ , + ^ - 2/ = - . + ^ [ 6 + 4 ( ^ - y + ( ^ ) ' ] -

-  [4 + 2 (W , + W ,) +  w  , + w , } -

-  { n h fq W K-\-RN°x (W l ^ W l - 2 W k)=Q.

Здесь обозначено N°y =  qR.

Как было оговорено выше, концы оболочки будем считать 
шарнирно опертыми. Используя граничные условия, для контур­
ных и законтурных точек получим следующие значения 1 функ­
ций U7 и F :

WK= 0 , Wt = - W t , F  к= 0 ,  F t = F , .

Далее будем считать, что на длине оболочки образуется 
гголько одна полуволна, в то же время в окружном направлении, 
как это следует из выражения ю, образуется 2п  полуволн. 

Первое приближение (рис. 173): Л = //2, где h  — шаг сетки.

V

1 Дополнительные напряжения ах и аху по концам оболочки отсутствуют.
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Составим уравнения (11.16) для точки /:

f '[6 + 4 (t )i+ (t ) 1 + [ 4 + 2 (t )1<0 + 0,+

+  Л + ^ — Р + о - г и г о - о ,  

0 + 0 - 2 F , + ^ . { r 1[ 6 + 4 ( ^ ) 1+ ( f ) <] -

- [ 4  +  2 ^ ) ] ( 0 4  0 ) - r , - r , j - ( / i / / ) 2<7r1 =  0 .

V7=0 
F*0

Рмс. 173.

После некоторых преобразований эти уравнения можно 
переписать в форме

M a + 2) + ^ V , = 0 ,

F ' ~  ° * <‘,̂ 2|lr ' -  Т  < **> W

Здесь обозначено

Исключая из этих уравнений функцию F\ и полагая, что 
1Г | ^ 0, получим выражение для q,<p:

I. Л2 Н* \
( Щ  +
U L  12(1 !‘2) n’2h* л1(8 + 4 я 2 | .  + /И̂  •

Для получения наименьшего критического давления необ 
ходимо исследовать полученное выражение на минимум по па­
раметру п.

Аналитическое решение этой задачи приводит к очень гро 
моздким выкладкам. Для приближенного определения qKp допу 
стим, что по окружности оболочки после потери устойчивости
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бразуется много полуволн и параметр п  будет большим числом. 
Тогда приближенно можно написать

f i t )  = — н — . » + J L l L .
V £ » /кр 12 (1 — (i2) /?-’ п6

4/? 7———Это выражение получает минимум при п 2——  л / — V 1 — р2. 

Тогда при (* =  0,3 получим

, ; p= 0 , 8 4 5 f i  j / X .

д _ £ — ч . .  ■ , ~ 1  Г '

W'O 
F  =0

Рис. 174.

Это значение е/'кр можно несколько уточнить путем подста­
новки в исходное уравнение значений п 2, немного больших и 
немного меньших, чем дает формула для п 2. При этом следует 
помнить, что п  — целые числа натурального ряда.

Если взять сетку с двумя точками (рис. 174), то для <7” 
лолучим выражение

[ / , я у  _________1_________
I I  а ) . ,  й о - л л м  + „ , ( 3+2л!| . +л, ^  •

Исследование этого выражения при тех же допущениях, что 
и в первом случае, приводит к следующему наименьшему зна­
чению <7” :

-  0,884£ £ -  j / X  „р„ „= = 3Л  .

Применяя к полученным значениям q\ и экстраполяцию 
(§ 2) , получим

при » : „ тр= 7 , 7  Л - y ^ Z v r r p .

( 1 1 . 1 7 )
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Полученная формула в точности совпадает с известной фор 
мулой П. Ф. Папковича.

В случае всестороннего сжатия цилиндрической оболочки 
внешним давлением при тех же граничных условиях, что и выше, 
получим следующие формулы.

Первое приближение: h = l/2:

4 л -а ( — V  +  ( ^ г У  / qR у 82___________\ R )  \ R  I ^
\ ЕЬ j Kp ~ 1 2 ( l- ( i2 )A2 ] /nhД2

("т)!
4 hi

■ЛИ

" 1 '+ т ы т М т П
т

i  - « s
Ъ г  F,

I
'Z

F, + *  г  1 1 2 г'г
W-0
F=0

Рис. 175.

Второе приближение: Л = //3:

(— ) \ В* I

1+2ы
(nh  V  Inh  \< 

( / ? ) " ( / ? )
кр 6 ( 1  — ,*2) Л2 1 2

2Л2

« Ы т П Ы т ь т
Определив по этим формулам q\v и , более точное значе 

нне этих величин найдем посредством экстраполяции:

<7кр.9к с т = ~ 0 .8 < 4 +  1,8?Ц,.

Теперь рассмотрим решение с более мелким шагом: h=  1— 

(рис. 175). В этом случае получим

V ЕЬ /кр Ш [  2 \ 8 а\- аха3 )  ~

± 1  ~ r ( a a 8 --------\ + o » ( e J — в , Л 5 )  +  — — +  - j — !------------------------ 1  .У  4 у а\ - в , д 3 J  v '  аг2- а ха3 а]—а {а3 |
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З д е с ь
625/?w

12(1—Ц2) /4’

- - * + * ( 5 У + ( г ) 4- 

- - 7+ 4 ( ^ + © ^

(ПЛ8>

-•+*ЙГ+*(5Г-
a 6==3 a4-f  (а3 1) л 5,

■” = в + 6 © ! + 7 © 4 ’ 

- - 7+»(гУ+*йГ-
Более точным выражением для //'[,' следует пользоваться 

ь тех случаях, когда требуется получить уточненное значение 
для критического давления. Если этого не требуется, то можно 
пользоваться формулой Папковича, которая для оболочек сред­
ней длины дает вполне надежные результаты.

Применим полученное выражение для (у" 1 для определения 
критических давлений обшивки в клетках подкрепленной ци­
линдрической оболочки при действии на нее равномерного на­
ружного давления.

Будем считать, что докритическое напряженное состояние для 
такой оболочки можно определить по безмоментной теории соот­
ветствующей гладкой оболочки. Пусть панель опирается на два 
соседних стрингера. При этом концы панели опираются на 
шпангоуты.

Чтобы перейти в выражении от замкнутой оболочки 
к панели, необходимо заменить п на л/ыо. Это следует из условия
fcos/?a = cos — , где «о— центральный угол панели (рис. 176). 
L  “о
Тогда для коэффициентов (11.18) будем иметь аналогичные 
Выражения, если в последних заменить

nl nl—  на — .
5/? 5а

Рассмотрим два случая сочетания размеров клетки.



Клетка б л и з к а  к  ква дратной :  a l l~  1. 
В этом случае для qKp будем иметь

-2 £ .= (— V . +  0,844] ±
ЕЬ V nR/ \ 2 I ( 1 —  г ? )  а*  1 J

49 ООО#»»-» . 13в/?̂ Ь2 
(1 — ix2)2 а» (1 —(*2) а* -0,0885 .

Заменив здесь подкоренное выражение приближенно!
величиной

Г 222ЯШ 1»
L (1 — (*2) a4 J

получим 
чЧ (  а
ЕЬ

/ « . V L L  Г « М ™  +0,8441 +
U r ) \ 4 L ( 1 - ^ )  а4 ]

. (_Г— 222Л282----  0,Э0б1] .
L (1 - ц 2 )вЧ т  JJ

Сохраняя в этом выражении знак минус, имеем

_g* =  » •» »_ ■  +  о ,о ц 7 ^ - У .
ЕЬ (1— р.2) Д2 \ R j

Рассматривая в этой формуле размер панели а  в качестве 
параметра, найдем минимум критического давления (ц = 0,3):

<7кР =  0,4£ при <х =  4 ,1 2 у 7 ? 8 .

Клетка с и л ь н о  вытянута в  о с е в о м  нап ра вл ен ии :

“ « ' •  ( т Г » 1 -

В этом случае исходное уравнение можно приближенно за 
писать в виде

q R _ д2»2 17од6
~ЕЬ 12 (1 — (*2) д2 2я«Д 2/4

Рассматривая в этом выражении размер а  как параметр 
найдем минимум <7Кр(ц = 0,3):

</KP =  0 , 8 9 £ | i l / i  при а = 0,68 / Т у Ж

Как и следовало ожидать, полученное в этом случае значс 
ние q,<р совпадает с критическим давлением для замкнутой обо
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лочки, которая после потерн устойчивости делится в окружном 
управлении на ряд пологих цилиндрических панелей.

Приведем без вывода формулы для наружного критического 
давления цилиндрических панелей, полученные при других 
граничных условиях на контуре.

I. Панель жестко заделана по всему контуру и дополнитель­
ные напряжения на нем отсутствуют (< Т х  = 0, а„ = 0, а х„= 0).

В этом случае для функций <р и w  были приняты выражения

w  =  W (дг)cos2 —  , <p=F (x)cos2 — ,
2а0 2oq

где

S, R — ширина и радиус панели.
В результате первого (Л = 1/2) и второго (Л = //3) приближе­

ний было получено

( £ ) '
у  ° ’Я |

г 1 \2
k Л / -

16 (nl  Y»1 /я/ \2 1
3 \2S j  J \2S /

( Ш К т Г
Я/ \2
2 s )

•

qR \Ч ________________(///?)2№ , Г 8  / я /  V  16 /  я /  \ 4 ]  / Я /  \2
[ г 3 (з5 )  + 3 ( 3S )  J (3s  )

i s|
[3+т ( й

2 1 
1 + - 3 IШ К т Г

1
i6 (i --H*)|13 R ) ’

В с л у ч а е  квадратной пан ели  ( l~ S )  было найдено 

^кр= 0,37£‘ ( - i -)2 при S 1 = 5,7 У Ж

<7i'=0,413Z :(-^2 при S " = 5 ,8 3 K W , 

4'кр.,кстр=0.45£, ^ ) ‘ при 5 экстР =  5,94 \'Т{Ъ .
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то

l / Т  ПРИ 5 ' = 1’8 К Л ^ ,

< = 1 ,5 3 ,Е ^ - у ^ -  при 5 п =  1 , 5 ^ Г р Ж .

Vkp.,kctp =  1 , 6 £ ^ -  j / ^  при S , KCTP=  1,2541 / Т у Ж .

2. Панель жестко заделана по торцам н шарнирно оперт;, 
по продольным кромкам. Дополнительные напряжения отсут 
ствуют ( a r = 0, (Tv=0, (ТГ|/ = 0).

В этом случае для функций ф и w  были использованы выра 
жения

w  =  W (х) cos —  , ср =  /г (jc) cos —  ,
«о а0

Sгде а° =  — •

Для первого и второго приближения были получены следую 
щие выражения:

\а , Л ( ? L Y ^ I * L V ] ( ± ' 2
у  = _________ (///?)»

Если панель сильно вытянута в осевом направлении ( l ^ S )

М ^ Ш т У

(

И1гН1г)ШГ
(//Я) 2 >И2У+(£Шу/? у 1 

£» /

Для пан ели ,  б л и з к о й  к  ква дратной,  было получено 

<7ip =  0 , 4 9 5 £ ( - ^  при S '  =  / = 3 ,8 1 / ^ ,

q " = 0 , 5 5 E ( ± J  при 5 п = / = 4 ,1 5  У Ж

к̂р.экстр =  0 ,6 f  при 5 9КСтР = 4,5 ]/# 8  •
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В случае сильно вытянутой панели

? Jp=0,835Zf|i- j/ ~  JL  пр.. 5 '  =  1,2 / /  У Щ ,

^ » - 0,88£ ^ .  i / X  при 5 П = 1,2 | Л у / ? 8 ,

<7кр.,кстр=0,92£-^- т / Х  при 5 , кетР =  1,2 |/ / ]/ /?8 .

§ 51 УСТОЙЧИВОСТЬ ДЛИННОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
ОТ ДЕЙСТВИЯ ВН ЕШ НЕГО  РАВНОМЕРНОГО ДАВЛЕНИЯ.

П РЕД ЕЛЫ  ПРИМЕНИМОСТИ ФОРМУЛЫ ПАПКОВИЧА

В данном случае для решения задачи необходимо использо­
вать уравнение равновесия, полученное в § 34, с сохранением 
в нем всех слагаемых, зависящих от переменной у .  Все произ­
водные по х пропадут, так как для длинной оболочки волно­
образование после потери устойчивости не будет зависеть от 
координаты х, если не считать небольших участков у концов 
оболочки.

Таким образом, разрешающие уравнения задачи имеют вид

Для получения критического значения внешнего давления 
[Необходимо решить второе уравнение, для чего можно положить

d*w  . 2  d-u  
d y 4 ' R1 д у !

Так как N°y —qR , то
U(rfi — 1)

Наименьшее значение этого давления будет при и = 2:
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Подставим сюда D

<7кр ( 11. 20)

Таким образом, для подсчета внешнего критического давле­
ния цилиндрической оболочки имеем формулы Папковича и 
( 11. 20), причем последняя, как это видно из ее вывода, справед 
лива только для очень длинной оболочки. Поэтому необходимо 
установить предел применимости этой формулы.

Из условия равенства критических давлений по рассматри 
ваемым формулам при ц = 0,3 получим

Этим выражением устанавливается граница применимости 
формулы Папковича. Если

то следует пользоваться формулой ( 11. 20).
Условие (11.21) устанавливает одну из границ применимо­

сти формулы Папковича. Вторую границу ее применимости опре 
делим из условия, что критическое напряжение в оболочке ж 
Превосходит предела пропорциональности материала, из кото­
рого она изготовлена, т. е. а,ф^ о р. Отсюда получаем второе 
условие

Таким образом, формула Папковича применима ко всем обо 
лочкам, если их длина удовлетворяет условию

При выводе формулы (11.17) предполагалось, что концы 
оболочки шарнирно оперты. Если на концы оболочки наложены 
дополнительные связи, что часто встречается в реальных кон 
струкциях, то по формуле Папковича для коротких оболочек 
получается заниженное значение критического давления, так 
как при более «жесткой» заделке концов оболочки критическое 
давление должно увеличиться.

(11.21)

/ > 3 ,3 5 *  l / X ,

0 ,9ЧЕЪ
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З а м е ч а н и е  к р а с ч е т у  к о н и ч е с к и х  о б о л о ч е к .  
При оценке устойчивости конических оболочек, нагруженных 
внешним равномерным давлением, как это было показано неко­

торыми авторами, можно пользоваться формулой Папковнча, 
если в ней заменить R на /?/co sa  (рис. 177), т. е.

если a  ̂ 25 ° .

§ 52. УСТОЙЧИВОСТЬ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
ПРИ РАВНОМЕРНОМ ВНЕШ НЕМ  ДАВЛЕНИИ.

ЕСЛИ ПОЛУВОЛНЫ ПОСЛЕ ПОТЕРИ УСТОЙЧИВОСТИ 
НАПРАВЛЕНЫ  ВНУТРЬ

Этот вид потери устойчивости можно ожидать в конструк­
циях, состоящих из вставленных без зазора одной в другую 
цилиндрических оболочек, причем на наружной оболочке 
имеется сетка небольших отверстий. При действии на такую 
конструкцию внешнего давления внутренняя оболочка может 
потерять устойчивость с образованием полуволн, направленных 
внутрь оболочки. Такая форма потерн устойчивости может быть 
описана следующей системой функций:

[которые дают четные значения прогиба и кольцевых напряже­
ний, что отвечает характеру волнообразования.
! Дифференциальные уравнения для решения задачи в данном 

УСлучае имеют вид

Рис. 177.

да =  A s in—  sin2 «0

<р — В  sin —  sin2n9,

—  i ^ 4 .D v2V2w +  A/°— = 0. 
R ддг2 1 v difl



ч

После подстановки в эти уравнения значений функций у  и 
и интегрирования их по методу Бубнова—Галеркина получим 

^  / я у _______________3еьл____________

М " " « [ т ^ Г + " 0 5 П '  

-£в(т Г +"ЧтПт+-Ш>-
Приравнивая определитель этой системы уравнений нулю 

получим
___ ____________9ЕЬ____________  .

2 №

Для получения приближенного значения jV°k[) будем счи 
тать, что

Тогда

64
El c, f  I V п6 3(1 —(Х2)

После определения минимума усилия №у по параметру вол 
нообразования п2 получим формулу для критического внешней 
давления

1 Р. с  52 . /Г~  1 Зя V 1 — / ? , / / ?
^ к р  =  1 . 0 £ -----  1 /  -----  1ЮИ П = ------! -----у-= ^------------ I / ----------

кГ RI У R Р 2 ./ 2  / К  J
( 11. - -

По структуре данная формула совпадает с формулой 
П. Ф. Папковича, но числовой коэффициент, как это и следо 
вало ожидать, увеличился.

§ 53 УСТОЙЧИВОСТЬ ДЛИННОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
ПРИ ВНЕШ НЕМ  РАВНОМЕРНОМ ДАВЛЕНИИ, ЕСЛИ ПОЛУВОЛНЫ 

ПОСЛЕ ПОТЕРИ УСТОЙЧИВОСТИ НАПРАВЛЕНЫ  ВНУТРЬ. 
П РЕД ЕЛ Ы  ПРИМЕНИМОСТИ ФОРМУЛЫ (11.22)

В данном случае приближенное решение можно получить 
если принять для прогиба следующее выражение, согласую 
щееся с характером волнообразования:

w  =  A  s i n 2 « 0 .
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После подстановки этого выражения в (11.19)  и интегриро­
вания его по методу Бубнова—Галеркнна получим

Как легко убедиться, наименьшее критическое давление из 
этого выражения получится при п = 2:

После подстановки в это выражение значения жесткости D 
при ц = 0,3

Из условия равенства критических давлений по формулам 
(11.22)  и (11.23)

Если / R У /?/S, то следует пользоваться формулой для 
длинной оболочки.

Нижний предел применимости формулы (11.22) получим из 
условия (Т,ф = а р, т. е.

Таким образом, формула (11.22) применима к таким обо­
лочкам, длина которых удовлетворяет условию

При пользовании формулой (11.22), так же как и формулой 
Папковича, следует иметь в виду, что для сравнительно корот­
ких оболочек эта формула будет давать заниженное значение 
критического давления, так как принятое в решении шарнирное 
опирание не всегда реализуется в действительности.

Р(8п*— 4л? + 1.5) 
(2 п" — 1,5) £з

17,40

(11.23)
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§ 54. УСТОЙЧИВОСТЬ Ш АРНИРНО ОПЕРТОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ПАНЕЛИ ОТ ДЕЙСТВИЯ ОСЕВОЙ НАГРУЗКИ, ПРИЛОЖЕННОЙ 

ПО КРИВОЛИНЕЙНЫ М  КРОМКАМ И РАСПРЕДЕЛЕННОЙ 
ПО ЗАКОНУ КОСИНУСА

Вопрос устойчивости цилиндрической панели под действием 
сжимающих нагрузок, отличных от равномерного распределе­
ния, часто возникает при расчете подкрепленных оболочек, так 
как распределение сжимающих напряжений не всегда равно­
мерно.

Рассмотрим задачу об устойчивости цилиндрической панелп,
нагруженной в окружном направлении 
по закону косинуса (рис. 178). Для 
того чтобы решить данную задачу, не­
обходимо сначала найти распредели 
ние напряжений в пластине до момента 
потери устойчивости.

Для этой цели используем уравне 
ния равновесия усилий, действующих в 
срединной поверхности панели:

Мх  | dNgU 
дх  +  ду

d N ^ ^ d N j L ^  о, Д Г =  0. 
дх  д у

Так как W„ = 0, то ^ ^ = 0 ,  Nxv=f ( y ) ,  где f ( y ) — функция

только переменного у.  Но так как на концах Nxy = 0 всюду, то
dNдолжно быть f ( y ) —0. Следовательно, — £ =0, V̂x = const вдоль
д.*

образующих, т. е. распределение усилий в плоскости пластины 
совпадает с распределением их по ее торцам. Этот вывод, по 
видимому, будет справедлив только для недлинных пластин.

Для решения поставленной задачи примем следующие выра 
жения для функций ф и w:

w  =  W (х )cos —  , ?  =  /7 ( j c ) c o s  —  .
С С

Тогда исходные уравнения устойчивости (11.5) при R i = oo, 
R2 = R примут вид

F IW — 2 F" +  f ~)* F -^ -W " = 0 ,

J/7■* -f  D R | V rv — 2 W" +  W ] j co s2L  +

-f  RN\W"  cos2 ^ - = 0 . (11.24)
С
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После умножения второго уравнения на cos — d y  и интегри-
С

рования в пределах —с/2, +с/2, а также замены дифферен­
циальных операций конечными разностями получим

Ч6+4(^Нт)144Мт)У-+̂ >+
+  F t  +  F .  -  (W,  +  W , -  2W„)= О,

F , + F ,  -  2F ,+  М  {W> [6  +  4 +  ( ^ ]  -  

_ [ 4 + 2 ( ^ J ]  ( Г , + Г 4) +  г , + « / , ) +

+ - ^ (Г /- Ь Г /- 2Г , ) = ° .

тН1' ; ° ; 1
Рис. 179.

Будем считать, что панель является шарнирно опертой и 
дополнительные напряжения на контуре равны нулю: о.х = 0, 
а „ = 0, о Ху — 0.

Первое приближение: Л=— а (рис. 179). В этом случае было
3

получено

_  Н[l+2|IZ)Г+i(01 I, k2
1я£« 12(1 -

H[.1+21(if)r+im
где /г =  —  , а  =  k \' R<>.

а
Минимум этого выражения по k2 будет

г

— = 0 ,7 1 5
ЕЬ

1+ 21

3 + 2 1Ш +1
fJL\*

о RВ табл. 10 приведены значения — в зависимости от п.
ЕЬ
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Таблица lo

п 1 2 3 8 15 то

с_/?
0,592 0,478 0,444 0,418 0,414 0,413Е 5

Из этой таблицы видно, что наименьшее критическое напря 
женне получается для сильно вытянутой в окружном направле­
нии панели.

Поэтому вопрос о размере панели в окружном направлении 
остается открытым, а параметр k будет

3
У  2 / 3 ( 1  — j»2)

При рассмотрении второго приближения ( Л = — а, рис. 180)
5

было найдено, что
— = 0 ,3 7  при 6 =  3.

-W,
Ан ? н------h

Рис. 180.

| £ )  = 0 , 3 4 6 f 4 - -  (11-25)

Путем экстраполяции по первым двум приближениям 
получили

№  =  0 ,3 4 6 £ -
\ЕЬ /экстр R

При равномерном сжатии цилиндрической оболочки, как ука 
зано в § 49, при решении задачи методом конечных разностей 
коэффициент в (11.25) получился равным 0,3.

Сравним предельные значения критических сил для случая 
равномерного распределения напряжений по концам и напря 
ження по закону косинуса.

В первом случае
С/2

QKP= 0 ,3 / : -^  j  ( J y= 0 ,3E
-СП
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Во втором случае

QkP =  0,346/: —  j  c o s ^  d y  =  0 ,2 2E ^ ~  .
сП

Из сравнения этих усилий видно, что нагружение панели по 
закону косинуса более опасно, чем нагружение равномерной 
нагрузкой.

Пользуясь приведенным выше результатом, можно получить 
I формулы для случая нагруже- 
I ния панели согласно рис. 181 
при тех же граничных условиях

I на контуре, если при решении 
[этой задачи принять

w  =  W (х ) cos— .
С

tp=r F  (д:) cos
V

Тогда первое исходное урав­
нение (11.24)  останется без 
изменений, а второе получит 
вид

__ t i i
с

<3 У

уЛГл
ч ц ] 2 лЪ °(г- СО S

F " +  DR J V » ' -  2^— ) V " +  ( у J 4 Г  |

Рис. 181.

2 /?JV° „ 
* W " =  0.

Зя

Сравнивая коэффициенты при №х в этих уравнениях, можно 
видеть, что он стал меньше в 4 раза. Остальные коэффициенты 
В этих уравнениях совпадают. Поэтому можно воспользоваться 
формулой (11.25), увеличив в ней коэффициент в 4 раза. Таким 
образом,

°кр— 1.384Я .

Суммарная критическая сила в этом случае

Г/2

Qkp =  1 . 3 8 4 Я j  ( l - c o s ^ j  d y = 0 ,6 9 2 E  .
-</2

Как видно нз последнего выражения, предельная сила полу­
чилась более чем в 2 раза выше по сравнению с равномерным 
нагружением и более чем в 3 раза выше по сравнению с нагру­
жением по закону косинуса.
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§  55. УСТОЙЧИВОСТЬ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПАНЕЛИ 
ПРИ ДЕЙСТВИИ СОСРЕДОТОЧЕННОЙ СИЛЫ

Вопрос о расчете цилиндрической панели от действия на нее 
сосредоточенной силы возникает при проектировании тонкостен 
ных конструкций, которые имеют люки с крышками. Крышки 
люков могут нагружаться сосредоточенными силами, передаю 
щимися стрингерами или какими-либо другими элементами 
жесткости конструкции.

Для определения критического значения силы Р, действую 
щей на панель (рис. 182), можно применить метод разделения 

переменных. Будем считать, что панель яв 
ляется шарнирно опертой и дополнительны г 
напряжения на ее контуре равны нулю, т. е
( Т х = 0 ,  < т„  =  0 ,  аXV = 0 .

напряжений

Р
Рис. 182.

Для функций прогиба и 
примем

w  — w  ( у ) cos ~  »а
гг / ч лдг? =  /• (^)cos —  .

а
Подставив эти выражения в исходные 

уравнения (11. 5)  и заменив производные по 
у  конечно-разностными выражениями, полу­
чим

р»[6 + 4 ( т ) ’ + ( т ) 1 - [ 4 + 2 ( т ) ] (/г" + ^ , +

R

- f - ' Л
D

( т ) ’
bi

К . [ 6 + 4 ( т ) ' + ( т ) 1 -

- [ 4 + 2 ( т ) 1  ( г « + ^  +  г «-+г » } - ^ ° г * = 0 ’

где b — шаг сетки в направлении оси у.
Первое приближение: Ь= — с  (рис. 183).
Сосредоточенную силу Р  будем считать равномерно pacnpi 

деленной на длине шага №Х = Р/Ь. Тогда приведенные уравнения 
для любой точки / будут

= 0 ,
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- ' ■ + ( г У т £ г И " + 4 ( т ) ’ + ( т П -

~ [ 4 + 2 ( т ) ' ]  (0 + Г , )  +  0 - 1Г , ) - £

где

-щ

г, -i — V -1 ;  I - i '

/• = 0

Рис. 183.

Исключая из этих уравнений И7! и F u получим

3 Р А* л'-£8л5*з 1 + 2
( т ) Ч т ) ‘ 1

* 81 И т И т У ]
я-1плк

Рассматривая здесь к как параметр, найдем минимум Р по к: 

Р  = 0,28£V l /

где

Я I/ ~ „1пя \2
Г  3 + 2  ( т )

ЛЯ \2 /ЯЛ \«
т )  + ( т )

ЛЯ \2 /ЛЛ \4
т )  + ( т )

На рис. 184 представлен график функции £(л) в зависимости 
[от п. На основании этого графика можно написать

Р жръ 0 ,3 1 &  i / ± .

Вопрос о размерах панели, при которых получается нанмень 
та я  критическая сила, в данном случае решается полностью. 

Для параметра к имеем выражение



После подстановки сюда п= 1 получим £ = 2,63. 
Тогда

а= с= 2,63  У Ш .

-*i j
с P

,_l
. . 1

Fz 2 \  2 J J  Z

Рис. 185.

Второе приближение: Ь = ~  с (фиг. 185). В этом случае

Р кр= 0.3Е8’ j / J L

Это приближение в точности совпадает с первым.
Размеры панели в этом случае равны: а = с = 3,5|^/?6 и

(О =  С) в котр=  4 | /?Л.

§ 56 УСТОЙЧИВОСТЬ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
ПРИ КРУЧЕНИИ С УЧЕТОМ ДЕЙСТВИЯ НА НЕЕ РАСТЯГИВАЮЩИ> 

УСИЛИЙ В ОСЕВОМ И ОКРУЖНОМ  НАПРАВЛЕНИЯХ

При решении данной задачи в прямоугольной системе коор 
дннат для функции прогиба необходимо принять такое выра 
жение, которое отражает винтообразную форму волнообразова­
ния после потери устойчивости. Наиболее подходящей функцией 
будет

w W  (х) cos ^ —  noj .

Аналогично для функции напряжений примем 

с? =  /•'(*) cos п oj.

Составим необходимые производные от этих функций и под 
ставим их в исходные уравнения (11.5). После подстановки 
получим

S - { [ ' , V ( » ' + 3X,) +  F  l ^ + ^ c o s  ( f -  П 0 )+
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— ^(w /" -  ~  w/jcos ^  - л 0| 4- ^ - Г ' s i n ^ -  л0| =  0,

J _ / > " ---- /^jcos/— — лб\--Н—̂ 's ln /—  -  /10W
tf I  R? )  \ R  )  №  \ R  Г

+ D  ( [ ^ IV  - ; § - ( * ’ + » * ) » ' "  + y > 2 + X2)2W/J C0S ( т ~  " 6)  +

+  [ £  (*2+ 'n2) w '~  T  r ' " ] s in  ( t  -  n 0 ) j  +

+  ^ ; [ ( « / - _ i « ' ) c°s  ( f -  « • ) - • £ * "  « • ) ] +

+  ̂ k  [ r . , t ) + i f  cos - „ . ) ] +

+ £ [ - " ’ Г с м ( т - ' , 0) Н -  

В этих уравнениях W и F  — функции только переменного х 
Пользуясь методом Канторовича— Власова, умножим каждое
из этих уравнений на cos^ —nl>J ^  и проинтегрируем в пре­
делах 0—2л. В результате этих операций имеем

F 1V -  ~  («2 + Зл2) F  '  -)■ (я2 + a2)2 F  -  ̂  ( W"-  U/) =  О,

F " ~  £  F + l ) R  К ' v “  £  ^ + 3a2) w ‘’’ + ( " 2 + X2)2147 J +

0 / , X2 \ 2 ЛГ° Хл i V V
+  /?лг£ u r —  — r  U ---- ^ -- W -----y—  i r = o .\ R* I  R R

Здесь штрихами обозначены производные по х.
Запишем последние уравнения в конечных разностях:

/•>, -  a, (Ft+ F,) + F,+F, - {Wt+W, - aaW„) =  О,

F ,  +  F  г ~  +  2 j } - [ W * i - a t (W l + W l) +  W i i- W , ]  +

+  R N % W l +  W l - 0j i r j +  2RN*XU [ ± ^ W k~  R N t y ^ W  Л=Ъ.
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Здесь обозначено:

«1 = 6 + 4 (± J  (я* + 3X2) + (д2 + ф '

а ,= 4 + 2 Ш 2( я Ч W),

Сформулируем граничные условия для функций F  и W. При 
выбранных выражениях для функций фи ш наиболее просто за 
писываются граничные условия для жесткой заделки. В этом 
случае на концах оболочки должно быть

^  w — W  (jc) cos —  лО j =  О,

U7'(jc)cos /——  л о )— — W  sin ( ——  л(А =  0 
дх У ’ \ R  )  R \ R  )

или U/ й =  О, W  = Wl~ Wl = 0 , W, = Wt.
2 h

Для функции напряжений ф на концах оболочки примем 
условия, что дополнительные усилия Nx и Nxu после потери 
устойчивости равны нулю:

М х= — =  —  —  F  cos(-'-—  л 0) =  0, 
х dyi R? \ R  )

■■ — — /г' sin  ̂— —  лб) — —  /^ co s f——  я б )= 0 .  
дхду R \ R  ) R i \ R  j

T V _______* *xV—

Отсюда

Первое приближение: h = 1/2 (рис. 186):

/ ^ в . - М О  +  О + Л  +  Л  - - ^ ( 0 + 0 - а 31Г 1) =  0 ,

0 +  0 - a 3F ,  + ^ 1Г 1а , - а 2 (0 +  0 ) +  № , +  !» / ,]-

- ^ ( О + О - а з И / , ) - ^ ^ XnW l +  № уК п > ( ± у  I F , = 0 .

Здесь обозначено:
— Nx — осевое растягивающее усилие;
— — кольцевое растягивающее усилие;

M kP =  2nR-№  — момент, скручивающий оболочку.лу
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Исключая нз этих уравнений функцию F ( и считая, что 
U /i#0, получим выражение для М,ф в первом приближении:

К
[2 + 1

Г
л£»/?2

[в+<|( £ ) V  + 3 « ,+ ( £ ) V + * > ’]1“
ARW je+4 ( J^ j («2+3XJ) + (л» + X2)2J

3(1 —  (i2) „Х/4

« Я 2 + ^ » N"n
+ J - .  (11.26)

1Г -0
/ ■ -0

Рис. 186.

Проделав аналогичные выкладки для второго приближения 
(рис. 187), Л = — /, получим выражение для М1ф во втором при­
ближении:

М пк|> _  
п Е Ы Г ~

1и [ ш ) г » j
2

[ 5 + 2 й |2<«1* + 3>.2) + j
( . 4 :

| V  + >2)2]|«х

7JWV [3 + 2 (^ )2(/i* + 3X2)+ (^ - )4(я2 + Х2,г|

4(1 — ц2) лА/4

• " И ' + Ш ’ Ч  i
БЬпкР Е U

I
-w, Г  ------------- *1 -w.

(11.27)

- J t '  — * ; — i . -

F  = 0

Г ,

Рис. 187.

I Для анализа выражений (11.26) и (11.27) разделим обо­
лочки на два класса — длинные и средние.
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и л2»А,2. Тогда выражение (11.26) приближенно можно запи­
сать в виде

Л!"р---Л —  +  В  —  + С — , (11.28)

В случае длинных оболочек можно считать, что

где
я EIR- пг> X я X

12(1 ЕЬ ЕЬ
Рассмотрим случай, когда №х= № ц=0. Тогда

К  _  хэ лз
я ЕЫГ- л5 X

Найдем минимум этого выражения по X:

j L ( 4 ! k ) = » L _ , 4  *  о,
<ЭХ \л£6/?2' л5 X2

откуда

Тогда при п = 2 будем иметь следующее наименьшее значе­
ние :

M\ =\JEVR  (11.29)
1 , / ( 1  _  u2)3

Это выражение для критического значения крутящего мо­
мента на 14% больше того значения М кр, которое приводится 
в опубликованных работах [8], [26].

Рассмотрим случай, когда N °^ 0 .  Найдем минимум
выражения (11.28) по параметрам \ и п, для чего продифферен 
цируем это выражение по Я. и л и производные приравняем нулю. 
Прн этом получим два следующих уравнения:

ЗХ4 -  А и» +  BnW -  Сп6 =  О,
5к* -  3 Ап*+ Bn*V -  Сп6= 0.

Решая эти уравнения, найдем

? с У а _  Ус
2 А + Ву^А ' У2А+В/А
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Подставляя найденные значения для Я, и л в выражение 
(11.28), получим

(11.30)
Легко проверить, что из выражения (11.27) второго прибли­

жения результаты анализа будут совпадать с результатами, по­
лученными нз первого приближения (11.26). Поэтому для длин­
ных оболочек нецелесообразно приводить исследования второго 
приближения.

Из формулы (11.30) видно, что она применима не при любых 
значениях кольцевых усилий N °. Из нее нельзя получить фор­
мулу критических усилий при кручении оболочки, не нагружен­
ной усилием N °. Это произошло потому, что было использовано 
приближенное выражение для изменения кривизны в окружном 
направлении. Поэтому необходимо найти то наименьшее значе­
ние N° , начиная с которого можно пользоваться этой формулой. 
Для этого приравняем правые части формул (11.29) и (11.30) 
и из этого равенства при N °= 0 найдем, что усилие А/® должно 
удовлетворять условию

0 ,128£8
( т У

» 1 —

Если N °= qR , где q — интенсивность давления на боковуюу
поверхность оболочки, то 

Я >

Этим условием определяется то давление, начиная с которого 
следует пользоваться формулой (11.30).

Из условия (11.31) видно, что наименьшее давление для тон­
ких оболочек будет весьма малым. Это давление для стали 
и алюминия приведено в табл. 11.

Таблица 11

Материал Е.кГ/см?
9ш1п. кГ/см2

— = 0,001
А* Т - 0 ’01

Сталь
Алюминий

2 -10<> 
7-103

0,00028
0,0000985

0,28
0,0985
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Если в оболочке усилие №  меньше определяемого формулой 
(11.31) или оно совсем отсутствует, но на оболочку действует 
осевое растягивающее усилие jV “ , то  м о ж н о  пользоваться выра­
жением (11.29), умноженным на

/ 3 (1  - и 2) N ° R
1 + —  *

т. е.
Е>, 2

М ' =  -т- 1-’7 E V R 1 4 - X  
' V R

V / 3 (1  — ц2) .V°r fl
X V  (П . 32)

Рассмотрим оболочки средней длины. Будем считать, что 
п2'^>№,  ̂+  4 *2 | • Тогда при №х = № у = 0 выра­
жение для первого приближения можно записать в виде

(11.33)м 1 4 + 4 1i,fKp и \ Х41 Я2Л3
л ЕЫ &  |(£)| л5Х

1 12(1 — (i2) /?2Х

Для определения наименьшего значения М запишем про 
изводные от этого выражения по X и л и приравняем их нулю, 
получив при этом два уравнения:

где

.а = ---------
(1 (*2) /гг

Из этих уравнений найдем

х = 4- * ,  ' / Ш .
I у  5а

Подставляя значения X и п в (11.33), получим формулу для 
наименьшего значения крутящего момента

M L - -  3,58кр ( l _ itl2)5 8
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Исследование выражения для второго приближения приво­
дит к аналогичной формуле, поэтому здесь его не даем.

Теперь перейдем к рассмотрению случая, когда 
Л̂ =#=0, и ограничимся рассмотрением выражения для первого 
приближения, так как из предыдущего ясно, что это приближе­
ние дает вполне надежные результаты:

, 4 4 . 4  ( — V *a  + / — *4
•»к,, _  \ 2 R )  \‘>r I »?яз ,

я / _ / _ у  12(1 — f*2) R ? l

\2r )  "

4 J V j , P [ 2  + ( w f M l Л'0 n + -------- 1-----j------------- -—  . ( 1 1 . 34 )
EW nl Eb a v

Дифференцируем это выражение по к и л и производные при­
равниваем нулю, получая два следующих уравнения для опреде­
ления К и л, которые обращают выражение (11.34) в минимум:

Зх2 +  4 х (  1 + —  '?пА) - 4 ---- $ п *— -  \л«— — л8= О,
 ̂ 1 16 1 / 2 16 192

х~-\-4х (  14-—  8лЛ 4- 4 -f —  — —уп6— — «8=0.
1 V 1 80 / 1 10 80 320

Здесь введены обозначения:
К п  ^ _ _ ^  , м
EbR2 (1 — tS)R6 EbR4 \2R j

Решая эту систему, получим следующие уравнения для опре­
деления параметров к и л:

2Ra sy s +  a iy * + a 3ya — a 2y 2- {a iy - ^ a 0= 0 ,  Х =  —  X

х
I I  40 1( 0 480\ 40 и / V 80 /

где у =  t i 1, а 0= у .  a , =  4 ' ( (Х - 3 ^ ), =
4 4U

a3— — /a' i _ 3  7Jj3— — у2) , a 4 =  -^~, a- =  —-—({52---— a ) .
3 480 \ 8 / 3840 3 15360 V 3 /

Таким образом, задача о кручении оболочки средней длины 
при наличии в ней усилий №х и N°u приводится к решению урав­
нения пятой степени относительно л2. Найдя по заданным зна 
чениям а, р, у параметры Х и л ,  подставим их в уравнение
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(11.34), которое и дает наименьшее значение крутящего мо 
мента. Определим пределы применимости полученных формул. 

При отсутствии усилии N ° и N ° были получены формулы: 
а) для длинных оболочек

На границе средних и длинных оболочек должно быть

Из этого условия получаем, что если длина оболочки удов­
летворяет условию

то оболочка длинная.
Если на оболочку действуют усилия N° и N° , то пределы 

применимости полученных формул в замкнутом виде получить 
не удается. В этом случае необходимо установить пределы при­
менимости выражений для М «р при конкретных числовых исход­
ных данных путем приравнивания правых частей выражений
(11.30) или (11.32) и (11.34), и подобрать такую длину /, кото­
рая разделяет все оболочки на два класса. Найденная таким пу­
тем длина / будет представлять собой наиболее длинную обо­
лочку из класса оболочек средней длины при заданных а, р, у- 
Для этой оболочки критический момент, подсчитанный по фор­
мулам (11.31) или (11.32) и (11.34), будет одним и тем же.

Нижний предел применимости формулы для оболочек сред­
ней длины можно определить из условия

где х, — предел текучести материала оболочки на сдвиг

В заключение отметим, что решение данной задачи с шар­
нирным опиранием концов приводит к результатам, полученным 
выше.

б) для оболочек средней длины

/ Rто оболочка принадлежит к классу средних. Если />4,3/? 1/ —,

(т ,— 0,6с,).
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§ 57. УСТОЙЧИВОСТЬ СЖАТОЙ ЗОНЫ КРУГОВОЙ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ. ПОДКРЕПЛЕННОЙ КОЛЬЦОМ 

ПРИ ЕЕ НАГРУЖЕНИИ СОСРЕДОТОЧЕННОЙ АКСИАЛЬНОЙ СИЛОЙ

В § 38 приведено приближенное решение для цилиндрической 
оболочки при нагружении ее аксиальной сосредоточенной силой. 
Там же получены формулы для мембранных напряжений в ра­
стянутой и сжатой зонах оболочки. В этом параграфе приводим 
приближенное решение для определения критической силы, при 
которой произойдет потеря устойчивости сжатой зоны оболочки. 
При этом предполагаем, что рассматриваемая оболочка нахо­
дится под действием внутреннего давления. Тогда формулы для 
мембранных усилий сжатой зоны такой оболочки будут иметь 
вид

дго _  Р Е Л 7 
х я  /?£,»гЕ

Л—1

пх 
' R cos nfl

' 3|А>

N o

N % = - nREi^ i

\   ̂ (* — e Л СОЯЛв
2*? ^  I______ R_[_________

"  A
n- 1

Y "- 1  \—  — {\ nx \
g»a >  [  R ^ к [ ~  R J

a)

ПХ

R sin лО

где <xM, ok — мембранные осевые и кольцевые напряжения от 
внутреннего давления.

Экспериментально установлено, что ямка после потерн устой­
чивости образуется непосредственно над силой и по форме 
близка к квадратной (рис. 188).

Поставленную задачу можно решить, пользуясь аппаратом 
конечных разностей. При квадратной сегке уравнения В. 3. Вла­
сова в данном случае примут вид
b0F lt- .B (F t +  F l +  F m +  F l)  +  2 ( F p+ F '+ F f +  F J  +  F t +  F t +

+  F V +  F U =  * ^ ( W ,  +  W ,  
DR,

■2W„),

F , + F , -  2 F k+ ^  [20 W „ -  8 (W t + W , +  W a +  W m) +- 

+ 2 {W '+ W q +  \ X ',+ W J+ W t +  W ,+ W v+ W u]+  (11.35) 
+  (W ,  +  W , - 2 W „ )  +  R N l  (W a + W m- 2 W k) +

+  4 - #NOx, Wo -  W, + W,- Wq) =  0.
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Здесь Л — шаг сетки;
Л'о, TV0, N °  —мембранные усилия, даваемые формулами (а).

Граничные условия по контуру ямкн примем в следующем 
виде:

W m~ W „ . Q
w.

I  дх /* 2Л \ ду Л 2Л

_ * L  о, о„= —^-=0 ,
1 "  dx2

д*<(
-xv дхду

= 0.

После интегрирования этих выражений найдем

С\\ ? =  С,// + С2;
ду

tttW

& ~ в л
дх

Ч =  Н хх-\гВ2\

W,
F,

F t

F,

Г, Щ  
h

Р,

3
Р,
Щ
Рг

V2 f 
■2 I Р  Рг

W -0  В
Щ  р =о

Рис. 188. Рис. 189.

p - = / ) i: ? = D , *  +  D 2.
дх

Полагая здесь все постоянные интегрирования равными нулю 
(поскольку они не влияют на напряженное состояние), получим 
для контура значения функции напряжения

ду F .  — F, п &t _  F m — F n
0 . = 0 , * ■  

ду
■= о.

дх ‘2h ду ‘2h
Таким образом, для контурных и законтурных точек имеем 

значения
^ *  =  0 , /•'*=0 ,

W t= W h F,=Fh 
F=F„,
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которые соответствуют отсутствию углов поворота и мембранных 
напряжений в точках контура ямки после потерн устойчивости 

Вследствие того что во втором уравнении (11.35) три послед­
них слагаемых являются переменными, получить решение 
при достаточно мелкой сетке практически не удается, так как 
расчетная формула для критической силы получается чрезвы­
чайно сложной. Поэтому ограничимся рассмотрением только 
одного приближения (рис. 189). Шаг принятой сетки Л = //3, 
где I — размер стороны ямки.

Для получения решения задачи необходимо составить урав­
нения (11.35) для любой пары точек / и 2, причем в каждой из 
этих точек следует взять соответствующие значения усилий 

№ху. Не приводя промежуточных выкладок, связанных 
с составлением уравнений для точек I  и 2, выпишем окончатель­
ный результат этого решения:

f  д ,  Y ------------------
F\FA- F 2F j  F \ F  + — FoF3F XF A- F 4F j

(11.36)
Здесь обозначено:

9_ Г J __________60 _  Ш Р а кз е м ч

9fi ООО , 549 , 198*о Г 1 . КО .
( 1 - ^ 2 )  *< +  (1 —  н«) ‘ »2 £ ,  L «  J 1' “  Т

F i =  4/i-f-2/ 2 —/ 3 —0,5/4,

f"  3 =  2 / !  -f / 2 — 2 / 3— / 4, 

/ % = - / , 4 4/ 3 + 2/5 + 0,5/6,

Я —  1



L
,  2 nl \ -  nD0 — —  — a —  e w  cos — - 
I  ft 3/?/____________ 3 _

f l
n-1

fx

M

-E-t
Ini2nl\ — -ss- nOn 

1 + . -  .  л cos —

Л
n-1

. y g+f('-g)l
/

/1 — 1

2n/\l — ^  n0o
~ s,n T

V  Q - j - j g )
A

n-1

j|f " no 
e K cos_3_

V f s b f  ( ' - £ ) !

f . _ nl
nt W . ~ W я ,оe лк sin

~ = n k o/ y ' 9o = 0 *5^ / t - .  l - к о У Н Ь ,  a  =  1 “ T -
2 RW

l - | i  +
* =  Л7

2 <1 — fx) RW
n)

a __i_ i ЕпЦ | 2У£ряЗ / __ 1 — _  Ал_ [ . __ £ Л Л
1 £ ,», £,»,/?3 [ 2k J Rk [  £ , » J ’

2Л, У, Ŵ  —высота, момент инерции и момент сопротивления 
кольца (см. рис. 188);

Еи 8j — модуль Юнга и толщина растянутой зоны обо-
. ЛОЧКИ;

Еъ 82 —модуль Юнга и толщина сжатой зоны оболочки;
Е0—  модуль Юнга материала шпангоута.

Если материал оболочки в сжатой и растянутой зонах, атак 
же подкрепляющего кольца одинаковый, то в формуле (11.36) 
следует положить Е\=Ез=Ео=Е. То же самое относится и 
к толщинам стенок: если они одинаковы, то 61 = 62 = 6.

Порядок определения наименьшего значения критической 
силы следующий. Зададимся размером стороны вмятины I 
(или &о) и подсчитаем суммы f 1—/б, F 1—F 4, а затем определим

304



Р„р. Такой подсчет необходимо повторить для нескольких зна­
чений / (или ko), пока не будет найдено наименьшее значе­
ние Р к р.

На рис. 190 представлены результаты определения критиче­
ской силы для конструкции цилиндрической оболочки при нали­
чии внутреннего давления и без него. Были проведены также

Рис. 190.

испытания этой оболочки в лабораторных условиях, в резуль­
тате которых было установлено, что формула (11.36) дает зна­
чение критической силы, завышенное в 1,3 раза. Этого следовало 
ожидать, так как одного приближения для решения такой за­
дачи при сложном напряженном состоянии недостаточно. Однако 
этой формулой, по-видимому, можно пользоваться в расчетах 
для весьма приближенной оценки несущей способности обо­
лочка, имея в виду, что она дает завышенные значения.

Глава X I/

УСТОЙЧИВОСТЬ С Ф ЕРИ ЧЕС КИ Х  
И ЭЛЛИПСО ИД АЛЬНЫ Х ОБОЛОЧЕК

§ 58. УРАВНЕНИЯ МЕСТНОЙ ПОТЕРИ УСТОЙЧИВОСТИ 
СФЕРИЧЕСКИ Х ОБОЛОЧЕК В РАЗНОСТНОЙ ФОРМЕ. 

УСТОЙЧИВОСТЬ СФЕРИЧЕСКИ Х СЕГМЕНТОВ

Будем исходить из общих уравнений В. 3. Власова, которые 
для случая сферы, находящейся под равномерным внешним дав­
лением, принимают вид |Я ,= /?2=/?, N °  =  N°i/=-^- qR^,

^ - v 2v 2<p=4 - v 2® ,ЕЬ R
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J - V 2<p +  D r2V2w +  —  qR?*w=*0, (12.1)
/? 2

где

v 2=  — +  — .дх- ' dyl

Вначале рассмотрим осесимметричные формы потери устой 
чивости сферических сегментов. Представляя оператор Ла­
пласа V 2 в виде

v a= —dr2 г dr 

получим следующую запись системы ( 12. 1):
ЕЬ (d lw  , 1
R (rfr2 г

d2 l A . ± dJ L A . D R ( ^ Z -  +  ±
d rl ' Г d r \ dr4 Г dr3

1 d'-w 
r i dr*

1 dw 
r3 £)+

+ T ^ ( ^ + T ^ ) = 0 ' ‘ 12 ' 2 )

Для изгибающих моментов и мембранных усилий имеем 
выражения

м * а  ~ D (X x + W v \  М „ = - D ( t y +  i v j ,

N.=
d*2 ’ N n = ~d*i

В случае осесимметричной формы потерн устойчивости сфе 
рической оболочки эти выражения принимают вид

М.

М и
) •

мн=

N

I dw d°-w
dr*

(12.3)

N u

N  J _  dj_
r r dr

N $ =  —  . 
dr-

Заппшем уравнения (12.2) — (12.3) в конечных разностях: 

£ . [ e + (- l ) ! ] - f , [4 + 2 ( A ) + ( A ) 4 | . ( f ) ’ ] -

- ^ [ - 2 ( т ) + ( т Г Н ( т ) 1 +

(12.4)

Ж



=  0,

+'41+f)+'4,-f)—
- “ N i + £ ) + * ,' ( , - £ ) - * r *

f . ( l + | r )  +  ' 7. ( ' - “ ) - ^ . + f ? ( » ' , [ 6 + 2 x  

X(f),]---h+2(f)+(f)>-f(f)1 
->44-2(f)+№f(fn+ I <«M>
+ W ,  h  +  -J-)+ r ,  ( l -  - i- ) )+ - i .  Я & Х  

X  [ r ,  ( l  +  A )  +  r ,  ( l  -  A ) - 2 r , ]  =  0 , 

A , , _ - i | r , ( 1 + f )  + r , ( l - ^ ) - 2r » ] .

Здесь h — шаг сетки.
Для того чтобы написать исходные уравнения (12.2) в ко­

нечных разностях в точке г= 0. необходимо сначала найти пре­
делы некоторых дифференциальных выражении при г=0. При­
меняя правило Лопиталя, получим

/ — \
(//•3 I __</•*<?
г / r-«o dr* ’

liml

lim
( — \I dr I __ d'>w
\ r J r -о dr2

lim ( ^ )  Д Й ,
\ r l Jr~o 2 dr2

lim rfr j __ 1
k Г3 Jr-0 6 rfr*

Тогда исходные уравнения (12.2) для точки г = 0 примут вид 
d* <f 3 £ft

4/? dri 
rf2<f 40/? 
rfr2 3 dr* ~r ~2

=  0.

1 ^ 2 ^ L _ o ,
rfr2



или в конечных разностях

6F „ - 4F, - 4F, +  F,  +  F a - + W , - 2 Г * )= 0 ,3 £ Ш

F, + F ,~ 2 F k+ ^ (6Wк- 4 W, — W t-\-Wt -f W,) +
oh-

+  ± .q H * (W l +  W l - 2 Г , )  =  0 . (12.5)

Используем уравнения (12.4) и (12.5) для определения кри­
тического внешнего давления сферических сегментов. Вначале

рассмотрим случай шарнирного опирания сегмента. Граничные 
условия для этого случая будут

Afr = 0, w = 0.

Дополнительные радиальные мембранные напряжения на 
контуре сегмента примем аг= 0. В развернутом виде эти гранич­
ные условия при шаге сетки Л = г0 (рис. 191) примут вид

На контуре сегмента функция напряжений <р будет равна 
кулю. Это вытекает из связи функции напряжений с изгибающим 
моментом от нагрузки, действующей на контуре [4]. В нашем 
случае контурная нагрузка ог=0. Следовательно, ф(! = /гь=0.

Уравнения равновесия для точки 1 будут иметь вид

F = o  '

Рис. 191.

М, =  — £  [W, (1 + 0,5ц) +  W| (1 -  0,5ц) -0 )= 0 ,

откуда
Г | = —0.7391Г,, F ,= F , .

Г ,  =  0 ,



Из этих уравнений найдем
6£> . 3£»А2<1 = ---- -------.

/?Л-> 1 8 /?2

Рассматривая в этом выражении шаг сетки h как параметр, 
найдем :

qlp= 0 ,9 E (± y  при г0= 1,1 /£ б .

Теперь рассмотрим сетку с двумя точками (рис. 192)

И — —  г — -1 —  =  —
~  2 Г° ’ г, ~  ’ г0 ~~ 2 •

Рис. 192.

В этом случае для законтурной точки Wt имеем уравнение 

(A f,),_„:--- -^-ЦГ; (1+0,25ц) +  ̂ | (1-0,25ц)]=0,
откуда

- 0 .86Г , .

Точка /:

6 ^ 1  -  4F2 -  4F 2 -  (U/ 2 -  iP ,)= О,

F a+ F x -  2 F ,+ ^ ( З У / ,  -  2 Г  2) +  <//?* ( Г 2 -  Г  ,)=0.

Точка 2:

/=-J (6 + 2 )- ^ 1 (4 - 2  + l +  i - ) + f J (l- f 1 )-

^И ’-тНЧ-0*
Л ( ! — 5-)-2^ + ^ [ ^ 2(6+ 2)- ^ i (4 -2  + 1 +  y ) -

— 0 ,861Г2 (1 +  1 ) ]  +  ± -q R *  [VT, ( l  - - i- )- 2 W/2] =  0 .
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где

Исключая из этих уравнений F \ и F2, получим

Г ,  +  их2 — 1 4"~  — О,

ax 2 _ 1 + l ^ :̂ + r 2 ( ^  « * + 4 — у р х ) = 0 ,

»а В * * *  х = (- ^ \ 2
12(1 — ! > * ) № '  1 £8 ’ \ Л / '

и —  -

Из условия равенства нулю определителя этих уравнении 
получим

(да )" “  Т  ( ^ +а807 *! ) ± / т г 1 -  °-084+°’23“
где

У  Ль
В табл. 12 даны значения qx* в зависимости от параметра к.

Таблица 12

к 0,6 0,7 0,8 0,9 1

\ EV-) 0,685 0,621 0,617 0,644 0,696

Из этой таблицы найдем

(2^ . у  ^0,62 при к 0,8 и г0=  1,6 У R I .
\ Е 82 / К|,

Более точное значение критического давления можно опре­
делить экстраполяцией (§ 2 ) :

окр-=0,264£-^- при г0% кетр — 1.8^/?*.

При решении этой же задачи для случая жесткой заделки
{/tVконтура (рис. 193) —  =0 и при тех же граничных условиях для 

функции напряжений в результате первого (Л =  г0) и второй’ 
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(^ = 7Г го) приближений и экстраполяции получим следующее
значение критического давления:

(
=0,73,

£ » 2 /»КСтР

0,36.5/:' —- 
R " Р "  ^"о»кстр; 3  V № .

Теперь рассмотрим устойчивость 
| сферического сегмента с жестким 
недеформируемым контуром при 
внешнем давлении.

В этом случае, кроме требова­
ния равенства нулю угла поворота, 
необходимо поставить дополнитель­
ное требование об отсутствии удли­
нения окружности опорного контура, т. е

Рис. 193.

г \ dr* гq d r ) г-гу
d<f

=  0.

В конечных разностях эти условия имеют вид

F , + F , - 2 F k I* F , - F ,
Л-’ го 2Л

0 .

В рассматриваемой задаче ввиду недеформируемости спор­
ного контура после потери устойчивости возникнут дополнитель­
ные мембранные напряжения стг. Если осевую линию контура 
сегмента рассматривать как кольцо, нагруженное равномерной 
нагрузкой Nr=t>ar, где 6 — толщина сегмента, то изгибающий 
момент в этом кольце от такой нагрузки будет равен нулю. Учи­
тывая указанную выше связь изгибающего момента с функцией 
напряжений, можно показать, что эта функция на контуре будет 
Ч к^Л ^О . Тогда

цЛ
,  , + ^ F  

Т  г  I-
1 —

_(дЛ
2г0

Первое приближение: Л=г0 (рис. 194):

6/=-, —0,739/-', — 0,739/-', +  •!£!*! Г ,  =  0,
2 R

4 DR
ЗЛ-

311



Из этих уравнений получим
, 10,65 D , 0,ЫИЕ?.Л? 

q ~  R№ /?з

Минимум этого выражения по параметру Л2

при г ^ л т .

1 > Ф
, 0,

Рис. 194.

В результате второго приближения h — (рис. 195) было

получено

Ц Е ) 1' -  + 1,25 /С2) ± j/ ^  -  0,24 + 0.633Л4,

где
k=. L0— .

2 V R t . '

Рис. 195.

В табл. 13 приведена зависимость от параметра к.

Таблица 13

к 0,5 1,0 1.2 1,5 2

( Ч & \ "
\ Е м ) 2,5 1,32 1,26 1,95 2,1
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( £ ) " = 1 2 6  при г0 =  2 ,4 1 Ж\£о2 /Кр

Более точное значение критического давления можно опре­
делить экстраполяцией:

№ - )  = 1.2 при г0>кстР =  2,8 у Ж
/»кстР

*кр=0,6 Е ± .

§ 59 УСТОЙЧИВОСТЬ ЗАМКНУТОЙ СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
ПРИ ВНЕШ НЕМ  ДАВЛЕНИИ

При определении величины критического внешнего давления 
замкнутой сферической оболочки предполагаем, что ее поверх­
ность после потери устойчивости покрылась одинаковыми 
ямками и выпучинами, имеющими форму, близкую к квадратной. 
Такая форма деформированной поверхности сферы при малых 
перемещениях, по-видимому, возможна, так как в момент потерг 
устойчивости площади ямок и выпучин будут небольшими.

Конечно, можно предположить, что ямки и выпучины могут 
иметь и другие формы, отличные от квадратной.

По аналогии с задачей устойчивости цилиндрической обо­
лочки при осевом сжатии будем считать, что на контуре ямок 
и выпучин реализуются следующие граничные условия:

д а = 0 , А гх— О,

М х = 0, N y= О, 
М и= 0, N xU= 0.

Как известно из решения задачи для цилиндрической обо­
лочки, этим граничным условиям удовлетворяют следующие 
выражения для прогиба и функции напряжений:

. . пх , л«w —■ A sin — • sin — , а а

®= В , sin2 —  sin2 ^- + В 2 sin2 —  sin2 +  а а а а

+  В 3 sin2 —  sin2 ^  sin2 —  sin2 ^ .3 а а а а
После подстановки этих функций в уравнения (12. 1) и интег­

рирования их по методу Бубнова— Галеркина в результате тре­
тьего и четвертого приближений по функции <р при одном и том

Из этой таблицы найдем
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же выражении для w получим следующее значение критическом 
напряжения:

окР=0,315Я— .
R

Экспериментальные данные по испытаниям замкнутых сфе 
рических оболочек в литературе отсутствуют. Поэтому трудж 
что-либо сказать о том, насколько доверительна последняя фор 
мула. Если же судить по формальным признакам самого реше 
ния, полностью базирующегося на принятой формулировке 
граничных условий на контуре ямок и выпучин, то можно на­
деяться, что полученный результат приемлем для практического 
использования и не слишком завышен по сравнению с нзвест 
ными в литературе.

§ 60 у с т о й ч и в о с т ь  с ф е р и ч е с к о г о  с л о я
ПРИ ВНЕШ НЕМ  ДАВЛЕНИИ

Рассмотрим вопрос об устойчивости сферического пояса, 
находящегося под действием внешнего равномерного давле­
ния q. При этом предполагаем, что образующая пояса симмет 
рична относительной оси у, а заделка краев пояса шарнирная 
(рис. 196).

Мембранные усилия в докритнческом состоянии оболочки мо­
гут быть представлены выражениями, полученными из решения 
безмоментной задачи:

s in 2 ( « 0 -!. ? ) — s in 2 « o 

v 2  sin2 (« о  -f <f)

ДГ0 —  l ! L  sin~ 6*о + 4in~ »o
2 sin2 (tty + sp)

Все дальнейшие выкладки проведем для сравнительно невы 
сокого сферического слоя. При этом считаем, что меридиональное 
усилие значительно меньше, чем кольцевое jV “, и им можно

314

пренебречь. Усилие можно принять в запас надежности рав­
ным его максимальному значению при <р = 90--ао. Тогда

N \ ^ q R ,  0 .

Уравнения устойчивости при этом будут иметь вид

V2V2? = ~ V 2W,

—  V2? -f D v2v2w + №. —  =  0.
R  ‘ dif-

Разделяя переменные по формулам 

w =  W (y ) cos^H ,

? = F ( y )  со*тях
l

и переходя к конечно-разностным уравнениям, получим

К F A F m-a2Fb+ ^ [W kal-2at(Wa + Wm)+Wv+Wu\+

F kar -2а3(F„ + F J  + F u + F v= ^ ~  (Wn+ W m- a 2Wk). 

Здесь обозначено

( тяЬ\* . . (тяЬ\Ъ , с 
— ) + “ ( — ) + 6 ;

I  < . , = ( = - 7  +  2 ;

Ь — размер полуволны в окружном направлении; 
т  — число волн в направлении оси х.
В качестве размера / следует брать высоту слоя. Будем счи- 

'тать, что на контуре ямок и выпучин в окружном направлении 
[реализуются следующие граничные условия:

Л1„ — 0, Л:„ = 0, N xy=0.
Из этих условий для точек на контуре и законтурных получим 

(соотношения

F k= 0, F, =  F,.
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Q
Первое приближение: b =  —  (рис. 197):

г)п 2N°«R
- a l /?1 + g 5 ( » ' 1 - r 1 - r l) — —  u / .= o ,

■ ^ - 1 — J ------------- А - I ;
w - o
F= 0

Рис. 197.

Исключая из этих уравнений функции F t и W u получим для 
Nf* выражение

К  qR _ [
2 + |Г-г) !(т12

-l-
E l  E l [в  + 4 |, Я mb

Г Г Г + '(?)>1I
( т У К - г П  

Ш24(1 — (i2) |

Из структуры этого выражения видно, что минимум критиче­
ского давления будет при m=< 1, т. е. когда в продольном на­
правлении пояса образуется только одна полуволна:

l2+(тГГ^ПтГ
£* 2 [ l  

, Ш
1 + 4(Й

■ и
- h
7)1

(t )1
2

/  I \2/ Л *  V
! , " - й И ( т )

При анализе полученного выражения учитываем, что сфери­
ческий пояс является коротким. Поэтому можно ожидать, что
параметр  ̂—|2 будет большим числом, дробь

(т)72 + 1

о * 1яЬ \2 /Л* \ 4
( ~ г )  + ( т )
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( - L ) '  ( — V
gR _ _ \яВ/  х  ,_______ V R )_________ (2 + х)Ч
ЕЬ 2 / М а ■*

24

мало отличается от единицы, и приближенно можно написать

Здесь обозначено
/ЯЬ \2

Ч т )  ■

Г, "г*9 ) 1 F j
W -0  
F  =0

Рис. 198.

Для определения наименьшего значения q необходимо взять 
от последнего выражения производную по х и приравнять ее 
нулю. Решив полученное при этом уравнение относительно х 
и подставляя его в выражение для q, найдем

Г  I я ' Rf,Y  ( — ?
I.9JL) ь \ /  1 j * /а / I w  )
l f W Kp / 3 ( l- t i2 ) / ?  f  Т 12(1 — f*2) ' 6 (1 — ,х2)

Аналогичные выкладки для более мелкой сетки с шагом 
6= — С (рис. 198) приводят к формуле, найденной из первого 
приближения.

§ 61 УСТОЙЧИВОСТЬ СФЕРИЧЕСКО Й ОБОЛОЧКИ 
ОТ ДЕЙСТВИЯ ВНУТРЕННЕГО  ГИДРОСТАТИЧЕСКОГО ДАВЛЕНИЯ

Как показано в § 17, прн нагружении сферической оболочки 
гидростатическим давлением окружные усилия N ° могут прини­
мать отрицательные значения. При некоторой величине гидро­
статического давления эти усилия могут достигать своего крити­
ческого значения и оболочка может потерять устойчивость. Для 
определения критического давления жидкости считаем, что 
интенсивность внутренних усилий в сжатой зоне оболочки можег 
быть определена формулами § 18:

д - о _ _  _ у № _  j s j o — . Y B L

х 3 ’ и 3 ’

где знак минус указывает на растяжение.
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Для решения задачи усилия Л/°н jV® принимаем максималь­
ными и ранными их значению на экваторе. Такое допущение 
пойдет в запас надежности, и мы получим несколько занижен­
ное значение критического напряжения.

Уравнения В. 3. Власова будем решать, пользуясь методом 
Бубнова — Галеркнна. Ограничиваясь первым приближением, 
примем для функций прогиба и напряжений следующие выра­

жения:
w — A sin2 —  sin — , 

а Ь
г) • ЯДГ • п Л ИВ  sin — sin2 —  . 

а Ь
Эти выражения отно­

сятся к одной какой-ни 
будь ямке или выпучине 
(рис. 199). В силу сим­
метрии нагружения все 
ямки и выпучины будут 
совершенно одинаковы по 
площади. Размеры их а 

нагрузки. Граи b будут определены из условия минимума 
ничные условия на контуре ямок и выпучин:

и»--=0 ,

^  =  0 , 
дх

д-<(о, — — —
diГ-

v =  0.

=  0 ,

w — 0, 

M v 0 ,
x = 0

х —а

.41/

- ^ = 0 , 
дх2

д-у 
дх ду

-0.

0

Ь

функ-
н ы\

Этим граничным условиям удовлетворяют принятые 
пин ф и w. Подставим необходимые производные от (р 
а также усилия №х и в уравнения Власова и проинтегрируем 
их в пределах 0—о, 0—Ь. После соответствующих вычислений 
будем иметь

( т ) 116 ЕЬА 1 4-
И

16
[ ' ♦ ( т Ц

Чп-iR
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Исключая из этих уравнений параметры А и В , получим вы­
ражение для q= (\R)

VГГ- 256(1 4- лг)2
\‘2ЕЬ

81
я , ( ^ - + т дгН ( т  * - ' ) •

и ( ' + Т Л : + ‘Р Г * ’ ) !'
3

Т  Х ~ 1

Здесь обозначено

(т1 12(1 - ( . 2)

Минимум приведенного выражения по параметру у будут
1 3

1 4- —  ДГ4- —  X2
2 16

3 1--  4  -- JC 4- д-2
16 2

Придавая различные числовые значения параметру х, можнс. 
убедиться, что минимум для \R будет при больших значениях х. 
В пределе (при л:—-оо) получим

Этим выражением дается критическое значение гидравличе­
ского давления при уровне жидкости, проходящем через экватор.

§ 62 УСТОЙЧИВОСТЬ ЭЛЛИПСОИДАЛЬНЫХ ТОРОВЫХ ОБОЛОЧЕК 
ОТ ДЕЙСТВИЯ ВНУТРЕННЕГО  ДАВЛЕНИЯ

Эллипсоидальные торовые оболочки, использованные как 
самостоятельные конструкции емкостей или в качестве днищ ба­
ков, при определенном внутреннем давлении могут терять устой­
чивость с образованием складок в окружном направлении. 
Потеря устойчивости таких оболочек происходит в зоне сжимаю­
щих кольцевых напряжений. Как указано в § 14, эта зона опре­
деляется условием

г >  1 -----——  при а^>Ь.У  2 (А2— в2) 1

В том же параграфе были получены выражения для напря­
жений о? и а».



Поставленную задачу будем решать методом конечных раз­
ностей, считая, что в данном случае форма волнообразования 
после потерн устойчивости, как следует из эксперимента, со­
стоит из одинаковых ямок и выпучин в окружном направлении 
сжатой зоны оболочки. Поэтому будет приведено решение только 
для случая шарнирного опирания ямок и выпучин в окружном 
направлении и жесткой заделки их в направлении меридиана. 
Уравнения В. 3. Власова, выраженные через конечные разности, 
будут иметь вид

6 F k [ \ + ± l + P y 4 ( \ + b ) ( F l + F l + \ F „ + t F m) + F l +  F , +

Е Ш  
Я ,

ЕЫ  Л2

+  S2 (Fv+ Fu) + 25 (Fp -f F04- Fr-+  Fq) =  ■£5*1 (W, -f W, - 2 W k) +

(W  n-\-Wm — 2 W  k).

F t +  F l - 2 F „ + l& - ( F n+ F m- 2 F k) +  [б1̂ *(1 + ±  5+52) -

-  4 (1 +  5) (W , + W , +  W V + \Wm) +  W , +  W , + 5a ( Г .  +  W u) +

+  2* (W , +  r 04- r , +  \Vq)] +  R 2N ° (W , +  w ,~ 2 W „)  +

+  5/?2Л ^ в+ Г т - 21Г , )= 0. ( 12. 6)

Здесь обозначено

Выражения для изгибающих моментов и углов поворота:

М ж =  -  ±  [w, +  W , +,15 (W„+ W J  -  2 (1 - f  ц5) W k],

( Г ,  +  W,) + 5 (W  „ -+ W J  -  2 (5 + 1*) W„],
t l-

дх 2A ay 2b

Эти выражения будут в дальнейшем использованы при фор­
мулировке граничных условий на контуре ямок и выпучин 
(см. рис. 201—204).

Граничные условия для функции напряжений получим из ре­
шения следующей системы уравнений относительно дополни 
гельных напряжений, которые на контуре ямок и выпучин пола­
гаем равными нулю:

л ____ _ л  „  _  ____ л



«

Рассматривая эти условия как дифференциальные уравне­
ния, получим (см. § 57)
! ^ = 0 , F i-О, F m —  F  „.

Рассмотрим сжатую зону эллиптического тора (рис. 200) и 
составим уравнения ( 12.6) для предполагаемой ямки или выпу- 
чины с размерами 1Х и /г-

Рис. 200.
Размеры вмятин при испытаниях таких оболочек обычно не­

велики, и поэтому можно принять, что радиусы кривизны и 
напряжения в зоне этих вмятин — величины постоянные, равные 
их соответствующим значениям на внешнем контуре тора. Такое 
допущение идет в запас устойчивости при определении крити­
ческого значения внутреннего давления.

Рис. 201.

I) Первое приближение (рис. 201):

/2= л / „  Л — / Ь =  —  1Ъ £ =2 I. 2 I. 2 2. \ Ь J  V

6 ^ , ( 1  + - £ - Н - Р ) + /?1 + Л + Р ( ' ? . + / г.)
ЕЫ 2 Е Щ ]

2/?2
' 1 w x- - ^ ± W x,

2 Л,

_ 2 /ri _ 2 S ^ F 1 + i ^ L [ 6r I ( l+ - i- 5 + 5 2 )  +  V^I +  Vr1 +

Н - 52 (  —  Г ,  -  W, )  J +  2№xR2W1 +  2;  Л/® - 0.
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Исключая из этих уравнений W7, и F lt получим

1 f 2*2 (2 + 2S + 52) kV]
(?: + £<??[ 3 (1 — /2 1 1 6 (1 + 5 + 5j )/?2

Здесь обозначено:

H 2( f +,xs- ‘H i ’
* = 1 + & £ - ,  / ? ,= г 0+ а ,

R 1 а

Рассматривая в полученном выражении размер вмятины 1\ 
как параметр, найдем относительный минимум давления q по 1\ :

qR?a* 0,8.55* / 2 + 2J 4-52

E m  (Oi+5<?2) / i + e  + ?2 ‘
Расчеты, проведенные по этому выражению, показывают, чтс 

наименьшее значение для q получается при достаточно большн> 
значениях параметра {■. Поэтому в правой части последнего 
выражения можно пренебречь единицей по сравнению с | и Q 
по сравнению с &Q2. Тогда

qcfl _____0.855
Е Ш  ~  QzRx

или
, _____________ 0,8ад£82___________

Второе приближение (рис. 202):

* = т ' "  ‘ - т ' -
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Составим уравнения (12.6) для любой из точек 1. В этом 
случае получим следующее выражение для qKV\

qg '- =  _  I |3?,-’ (3 2; + ; 2) k'i\ '
■ , 2E U  Qi + ;Q j 4(1 — (I-)/? * 9 (3  + 2£ + 352)/?2 •

Анализ этого выражения, проведенный по аналогии со слу­
чаем первого приближения, приводит к следующей формуле 
для второго приближения:

„и ______________о.7£м_________

Не приводя громоздких выкладок для третьего приближения 
(рис. 203)

* - т * - т ' »  ! = ( f ) = f  ■

выпишем окончательный результат, полученный по аналогии 
с результатом для двух первых приближений:

«41 =■»кр
0,574£>12

[2(т + ,)(£-,Н ‘в
Следующее, четвертое, приближение можно получить экстра­

поляцией:
<7кр, кстр=  0 ,267*4 - 2,314^> +  3 ,048^», 

или окончательно
0.358Я82 /10

*7кр.экстр---- ; т~ . . ,,, : ;  • •)

[ 2 ( f + ’ )  ( о Г — 1) + ' ] в2
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При г0 = 0 получим формулу для оболочки в форме эллип
соида вращения, находящегося под действием внутреннего дав 
лення:

0,358£ft2 /1 0  о\
4kv= — г г ;— :•  <12-8)

В литературе довольно широко распространена формула 
Геккелера, имеющая вид (в наших обозначениях)

?кр =  ' : 2\ЕЬ\ - ( 1 2 .9 )

" ( т И )

В последние годы X. М. Муштари и В. И. Королевым была 
предложена формула

1' 21£* -~ . ( 1 2 . 10 )/к|>

Сравнивая формулу (12.10) с (12.8), видим, что они по
структуре совпадают и отличаются 
только коэффициентом. Что касает 
ся формулы (12.9) Геккелера, то 
она, как было отмечено X. М. Муш 
тарн и В. И. Королевым, ошибочна.

Так как при получении формулы 
(12.7) были использованы те же 
граничные условия на контуре ямок 
и выпучин, что и при исследовании 
устойчивости цилиндрической и сфе­
рической оболочек, для которых по­
лученные формулы удовлетвори 

тельно согласуются с экспериментом, то и данная формула, по- 
видимому, будет давать удовлетворительный результат. Поэтому 
формула ( 12. 8), полученная из (12.7), также будет давать 
удовлетворительный результат. Формула же (12. 10) получена 
при более жестких граничных условиях на контуре ямок и поэто 
му результаты вычислений по ней будут завышенными.

В случае эллипсоидального тора (рис. 204), вытянутого в на 
правлении вертикального диаметра (Ь> а), формула для крити­
ческого внутреннего давления принимает вид

0,358£»2
Як\>:



Глава X III

УСТОЙЧИВОСТЬ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ 
ПРИ НАГРУЖЕНИИ ИХ 

ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ПОГОННОЙ НАГРУЗКОЙ 
И ВНУТРЕННИМ ДАВЛЕНИЕМ

§ 63 УСТОЙЧИВОСТЬ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
ПРИ НАГРУЖЕНИИ ЕЕ  ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ РАДИАЛЬНОЙ 

ПОГОННОЙ НАГРУЗКОЙ И ВНУТРЕННИМ ДАВЛЕНИЕМ

В гл. V I рассмотрены некоторые задачи по расчету оболочек 
пращения при нагружении их погонной осесимметричной нагруз­
кой. При некотором значении действующих на оболочки сил они 
могут потерять устойчивость в сжатой зоне. При определении 
критического значения этих сил считаем, что оболочки нахо­
дятся под действием внутреннего давления.

1. При нагружении цилиндрической оболочки согласно 
рис. 205 для внутренних усилий имеем выражения

2

№к = e~kx (sin kx -f- cos Ъг) — qR.

Знак минус указывает на то, что напряжение является рас- 
тягивающн м.

Для решения этой и всех последующих задач данной главы 
будем пользоваться методом Бубнова— Галеркина. Для получе­
ния приближенного решения считаем, что прогиб оболочки после 
потери устойчивости по переменной х совпадает с соответствую­
щим выражением докрнтического состояния

w =  y4e_ *jr(sin£x-|-cos^)cos//0. (13. 1)
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Функцию напряжений примем в форме
y = e ~ kx ( В х sin kx-\- Д2 cos kx) cos nO.

Из выражения для w видно, что прогиб оболочки после по­
тери устойчивости убывает по мере удаления от места приложе­
ния нагрузки и он является периодической функцией угла О 
в окружном направлении, т. е. оболочка после потери устойчи­
вости в районе приложения нагрузки примет вид, соответствую­
щий рис. 206.

Из этого рисунка видно, что поверхность лунок в силу осе­
симметричного характера нагрузки Р  будет обладать свойством 
симметрии относительно координаты х=0. Поэтому можно ска­
зать, что при лг=0 касательных напряжений в оболочке после 
потери устойчивости не будет. Пользуясь этим обстоятельством, 
определим один из параметров в выражении ф из условия

= 0 .
\ дх ду /х_ 0

Отсюда

Тогда функция напряжений примет вид
о— Ве~*х (s\nkx-\- cos kx) cosnO.

Подставив эти функции в уравнения В. 3. Власова, после 
интегрирования их получим

4 л 2 * 2  , 3 Я 4\ 2 *2  ЕЬАв
2*2 В

R
, 4Л2*2

1 3 " Л
, 4qn2A ,

1 R 2 RV R

V /?2 R*)

DA ( — \‘2k*
R  \

, qRk'iA 6Pkn?A _ 0
2 5/?

Исключая из этих уравнений параметры А и В, найдем
/ о м з_____________1____________| 12 + 4х 4- Зх- ,

ЪЕЬ х (— 12 + 4jc + 3jt2) ~  4х
Зу/?з*2 , gR*k2

ЕЬ ' Чх
где

В некоторых случаях осевое усилие №л=0. Тогда, отбрасы­
вая последнее слагаемое в приведенной формуле, будем иметь

J> P _ ( n k )з _ __________ 1 | — 12 + 4дг + Зл? , 3qR3№
5ЕЬ 1 jc(— 12 + 4jc + 3jc2) Т  4х  ЕЬ
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На рис. 207 представлен график функции
*  ____________ 4____________ , — 12 4- 4х 4- Здг2
• 1 х (— 12 + 4х + 3x2) 1 4л-

Из второй ветви этого графика видно, что наименьшее значе­
ние функции f(x) равно 1,135. Тогда

Р кр=0,444£* j / (-|-)3 +  1.94.7А» | / ±  (13.2)

при

Чтобы учесть усилие N° в осевом направлении от внутреннего
давления, следует пользоваться л . 
формулой 4 *
вр 
5 ЕЬ т з= х ( —  12 +  4х +  3*2) 

—  12 4- 4х •+- 3^2
4л:

?/?2
ЕЫ (4 .9 5 + lf).

При решении данной задачи 
во втором приближении для 
функции напряжения можно не- 
пользовать выражение о
о— И Хе~*х (sin A'jc -f- cos kx) cos nb +
+  5 2e_2*jr(sin2^x+cos2^x)cos/i6. -2

При этом для w было исполь­
зовано прежнее выражение 
(13. 1). Для критического значе­
ния усилия Р  в этом случае

ОР
5ЕЬ ( W

16 256 16
—  / 1 — f__—  fi 4  —15 225 15

х (f'.f* — f /я) 
ZqRW- , 2 Л^/?2*2

Рис. 207.

-Ь /з +

где

/ .
28 16л-

ЕЬ

, 7л2
15 15

ЕЬх

/ 2= -  2 4 + 2 X  +  -J-JC»,

3/ 3= _ 3  +  * + - ^ 2, / « =

- ГR k ]

15 15 15

4> JC

ЗЛ



7V°— осевое усилие в оболочке. Если это усилие создается внут­
ренним давлением, то №х — qR.

Полагая в приведенном выражении jV°=0 и определяя ми­
нимум полученного при этом выражения по параметру лг, най­
дем значение Р ,ф во втором приближении:

/\Р=0,415Е*./ (- £ - )' +  IM q R  | / ”̂  при л =  1,72

Из сравнения двух приближений видно, что с достаточной 
степенью точности можно ограничиться только первым прибли­
жением. Поэтому решения задач, изложенных ниже, даются 
только в первом приближении.

2. Рассмотрим случай потери устойчивости, когда прогиб 
всех лунок обращен к центру кривизны оболочки. Такую форму 
потери устойчивости можно получить, если снаружи на оболочку 
надет без натяга бесконечно длинный цилиндр. Тогда волны, 
образующиеся после потери устойчивости, будут обращены 
внутрь оболочки.

Форму деформированной поверхности оболочки приближенно 
можно представить выражением

w =  /te~**(sln Ъг-fcos kx) cos2/iO.
Хотя это выражение не полностью удовлетворяет поставлен­

ным требованиям однозначности прогиба вдоль оси оболочки, 
так как функция e_*x(s in  Arx+cos &*) носит колебательный ха­
рактер, однако ветвь этой кривой, содержащая наибольшую 
амплитуду, будет обращена внутрь оболочки.

Для функции напряжений примем выражение
у — Ве~>х (sin £jc-|-cos kx) cos2 л9,

которое обращает в нуль касательные напряжения при х = 0. 
Квадратом косинуса учитывается однозначность напряжении 
по углу (I. Опуская все промежуточные выкладки, аналогичные 
рассмотренному выше случаю, приведем окончательные резуль­
таты для критического значения усилия Р  (при этом осевое уси­
лие №Л равно нулю):

Р кР=2,5ЕЪ W  (-А-)3*  ,,94?* J f  ±  при п =  1.29 j / - f .

(13.3)
Сравнивая формулы (13.2) и (13.3), видим, что наложение 

стеснения на форму деформированной поверхности привело к по­
вышению коэффициента в первом члене (13.3) в 5,5 раза.

3. Рассмотрим вопрос об устойчивости цилиндрической обо­
лочки, нагруженной согласно рис. 208, при наличии в ней внут­
реннего давления q и осевого растяжения №х.
328



В докрнтическом состоянии оболочки имеем следующие вы­
ражения для внутренних усилий:

№ х=  - № х,

№у = mkk2e~kx sin kx — qR.
Для функций прогиба и напряжений примем выражения

w =  Ае~*х sin kx cos nb,

® — e~kx (В  х sin kx-\- B^coskx) cos nO.

Учитывая характер нагружения и ожидаемую форму дефор­
мированной поверхности оболочки после потери устойчивости 
от момента т ,  видим, что при х=
=0 дополнительные нормальные
напряжения о* должны пройти / \  I H t t t l t t t H f t /
через нуль, т. е. -С4 4

г =  1— ) = 0 - г [дуЧх-о

Рис. 208.

Из этого условия находим, что t Н  П  | I Н  П  П
В 2 = 0. Опуская все промежуточ- ^ т
ные выкладки, связанные с ин­
тегрированием уравнений Власо­
ва по методу Бубнова — Галерки- 
на в пределах 0—оо, 0—2л, выпишем окончательный результат:

4т (W = = ------ 1---- _ + ~-4+.4* + *2 +
\bElR х (— 4 + 4х + xi 4х

, 4R №  2 N°XR W  
' Е>. E lx  '

где

* - № ■
Минимум приведенного выражения при jV° =  0, |* =  0,3 

т кР— + 2,28<7/?В при и =  1,72 | /  .

Если осевое усилие N ° не равно нулю, то критическое значе­
ние момента т  определяется из приведенного выше полного 
выражения путем минимизации его по параметру лг.

4. Из выражения для т , ;р легко получить формулу для кри­
тического значения угла 0о (рис. 209) с учетом внутреннего дав­
ления q и осевого растягивающего усилия N °.

329



В этом случае выражения для усилия N ° и прогиба w в до-
крнтнческом состоянии совпадают с аналогичными выражениями

при нагружении оболочки распре-
деленным моментом т .  Из срав-

п  I I 1 1 1 I | ц  1 I —т—ч. нения этих выражений следует,
I I М  М  I Г I I Т ! f f А  что m = 4Dk%, откуда

:t п ) 1 1 < ) 1 1 1 1 1 1 у
0О = —  
0 40*

Подставляя в это выражение 
Рис. 209. т кр, при №х—0 получим

иРкР

Из этой формулы видно, что при q = О критическое значение 
угла 0о не зависит от упругих постоянных материала оболочки.

§ 64. УСТОЙЧИВОСТЬ СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
ПРИ НАГРУЖЕНИИ ЕЕ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ПОГОННОЙ 

НАГРУЗКОЙ И ВНУТРЕННИМ ДАВЛЕНИЕМ

При нагружении сферической оболочки согласно рис. 210 
о докритическом состоянии имеются следующие выражения для 
внутренних усилий:

№ х= -  JV 2 +-j-<?-P+cosftytg<}>,

№ и=  — +  ^ ♦ (s in ^ - f- c o s  Рф),

где
N °x= - ± q R .

Здесь знак минус указывает на наличие растяжения. Для ре­
шения задачи примем, что

w =  Ае~м (sin -{- cos ЭД>) cos яО,

9 = В е ~ ^  (sin jty -(- cos Эф) cos я9.

Выражение для w по структуре совпадает с выражениями 
для ео в докритическом состоянии. Выражение для <р удовлетво­
ряет условию

0, „ = - ( - * Ц  = 0 .
[дхду/у-о
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Подставляя соответствующие производные от выражений q 
и ay в уравнения Власова и интегрируя их по методу Бубнова— 
Галеркнна в пределах по if от нуля до оо, по 0 — от нуля до 2л, 
получим

+ 1,5я2)В = -
2 (-3 3 «  + взЯ2 + ~  /hJ

- A ( p + i t5 » f )+ ^ x

т _ щ  An 
\ 10 8 /

+ (Р / + 1 г ) Л-3=0-
Исключая из этих уравнений па­

раметры А и В, будем иметь

P i  з
ЕЬ 0 л Ь  [ -

(1 +  1,5дг)2
1 2 + 4 *+  3*2 

qRp.

Рис. 210.

— 12 + Ах +  Злг2 
16

4£8

где

(1 +  1,5^)],

- ( т  ) ■

/  =  — J  е~3?* cos рф cos 2УЬ tg 
о

По формуле Симпсона значение последнего интеграла будет

/ = -  —  ( 1 .66^J  24 \

з*э з*Э
-  8 « Э  Л ?  | 4 Я ?  . . .  Л ЭЛ р  л ?  I о  4 Л 1  Л-1 .cos —  cos —  4- 2е cos—  cos—  4- 

4 8 ' 2 4 '
9*3 з*3
8 ЗлЗ ЗлЗ , , осс о 2 U л3 I ---  ---  .< ,с с о -  COS Лр COS —  J+  9,66<? 8 cos —  cos —  4- 1255,8 е 

4 8 1

Этим выражением учитывается меридиональное усилие N? , 
которое возникает в оболочке от действия нагрузки Р кр. Под 
счеты величины f приведены в табл. 14.

Из таблицы видно, что слагаемым f в знаменателе дроби пе 
ред квадратной скобкой можно пренебречь по сравнению с 0,3х,
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Таблица 14

э 10 30 50 90

/ 0,5-10-8 0 ,7-10 59 0,9-10-98 0.13-10—181

так как последнее будет значительно больше, чем \ (на не 
сколько порядков). Тогда

р р  (1 + 1.5дг)2________ ___  \2+4х + *х'- , qRV I j 5  _1_\
ЕЪ 0,3л- (— 12 + 4лг + 3*2) 4,8л: 1,2 £ 8  [ '' х )  '

Если в этом выражении учитывать только кольцевые напря 
жения от внутреннего давления, то, опуская в последнем члене 
слагаемое 1/х, получим

P i  3 (1 +  1 ,5jc)2________ . —  12 +  4.Г +  3*2 , 1 ,2gRV
ЕЬ О.Зх (— 12 +  4.*+ 3*2) ' 4,8* 1 ЕЪ

Минимум этого выражения по параметру х 

/ > „ = ! . « «  / ( 1 7 + 0 , 9 7 ^  

при /1 =  2,15 1̂ /-^-.

Если требуется учесть и меридиональную составляющую на 
пряжений от внутреннего давления, то следует пользоваться 
полным исходным выражением, определяя его минимум по па­
раметру х.

При нагружении сферы распределенным моментом m соглас­
но рис. 211 для внутренних усилий имеем следующие выражения:

N °  ^  е~М  (sin Рф -4- cos ft) tg ,

N °  Ч Р - е - П  Sin f t —  v R  1Г 2
Для приближенного решения задачи примем, что 

w  =  A e  ~?* sin ft cos //9,
f  — He~№  sin ft cos «0.

Эти выражения удовлетворяют всем необходимым кинемати 
ческим и статическим граничным условиям на контуре ямоь 
и выпучин:



После подстановки принятых выражений для прогиба и функ­
ции напряжений в уравненин Власова и их интегрирования по 
методу Бубнова—Галеркина в пределах 0- оо и 0—2л получим 
следующее значение для момента т :
т?н 1

2 £«/? л:
7 Г  + /

(2 + x)i_____ — 4 + 4х + л* дРф ^
8 (— 4 + 4х + х1) 32 16£*

15
где

iff-
Т 2

f  —  | е~ 3^  (sin2 ЭФ cos + cos2 Эф sin ЭФ) tg ф */ф.
о

После подсчета этого интеграла по формуле Симпсона было 
получено

/ “ й Ы 1'66* ' 3’ '  х  

X s i n ( f + f ) s l n f +

+  2 <- * s|n ( y  +  x ) s ln T " f‘

+  9,66<f “ sin ^  +  -2L) sin 25? -f

5 .

з*3 Рис. 211.
+ 1255,8* 2 sin ̂  +  -5-) sin яр].

Этим выражением, так же как и в случае действия распре 
деленной силы Р , учитывается меридиональное усилие Л/*, воз 
пикающее в оболочке от действия момента т щ>. Подсчеты вели­
чины f для различных р показывают, что, как и в предыдущем 
случае, они намного меньше, чем ожидаемое значение пара­
метра х. Поэтому величиной / можно пренебречь по сравнению
с -р х. Тогда

___15(2 + *)? . 15 (— 4 -I 4х + х*) , 15у/?р2 ^  2 \
2E*R 8х (—4 + 4х + х*) 32х 16£8 \ х /

(13. 4)
Если в этом выражении отбросить меридиональную состав­

ляющую напряжения от внутреннего давления, то можно полу­
чить следующую формулу для критического момента

15 (2 + -г)? . 15 (— 4 4 4х + х2) 15у/?Э?
2E tR  8*  (—4 + 4х + х2) 32дг 16£»
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Минимум этого выражения по параметру х будет равен
. ЕЬз (13.5)

при
«=2,04 i / —

Для определения т „ р с учетом меридиональной составляю­
щей напряжения от внутренне­
го давления необходимо ис­
пользовать полное выражение 
(13. 4), определив его минимум 
по параметру х.

Если нагружение сфериче­
ской оболочки осуществляется 
согласно рис. 212, то формулы 
для критического значения 
угла 0О можно получить по ре­
зультатам примера, приведен­
ного на стр. 330, используя за­
висимость

0П =
mR
ш

Тогда при использовании, например, формулы (13.5) полу 
чим выражение для По

К|*

у0кР =  5,4 , / ±  +  L*1 *  / ± t
У  R  ЕЬ у  Ь

§ 65. УСТОЙЧИВОСТЬ ТОРООБРАЗНЫХ ОБОЛОЧЕК 
ПРИ НАГРУЖЕНИИ ИХ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ 

ПОГОННОЙ НАГРУЗКОЙ И ВНУТРЕННИМ ДАВЛЕНИЕМ

При нагружении торовой оболочки согласно рис. 213 для 
усилий N ° и N ° докритического состояния имеем выражения

№ х- М°х -f —  е~м cos » tg <j»,

N °U =  — №y -f e~H (sin Рф-|- cos ЭД).

Как видно из предыдущих параграфов этой главы, метод 
решения рассматриваемых задач весьма однообразен. Поэтому 
в данном случае ограничимся сводкой окончательных резуль 
татов.
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Для рассматриваемого случая выражение для Р к,, имеет вид
З Л к„Зз/?? _  (1 +  1,5у.г)-__________ ,

10£8 /?, 4.г (— 3 + Y2*  + 0.75Y4* 2)

- 3  + y-ajc + 0,7г>\*х- , К Ф 1 , 3^2»

где
4дг 2EbR\x АЕЬ

Х  ==(iJ

В случае эллиптического тора

Н\ — — , Кг — го-га> Y-- — — , ■а /?«> а(г$-\ а)

д ,0 _  (2г0 +  д) 
2 (го + а )

О__— Л") (2Го + fl)'+ Л*2]
262

Если тор кругового поперечного сечения, то

R\—a, R i= r 0+ a, \ =  

В случае сферы
Го + о

дго _ да (2г0 4- д)
2 (г0 +  д)

</Д

г0=0, R l =  R 2= a  =  b =  R, Y =  l, №х=  №y= ^ f- .

аз5



При нагружении тора согласно рис. 214

N °  -  №х+ е- '*  (sin ft  +  cos ?•», 
ZH1

Тогда
4 (1 — ц 2 )тк|>/?2 (2 + Удг)2

5£t»ff3 л: (— 4 + 4\’2* f

- 4 4 4у’2дг + Y4-*-
4.г Т

гл^/фг л^°й2

£*/фг £«

Яры нагружении оболочки согласно рис. 215 выражение для 
критического значения угла Оо .можно получить из соотношения

т к, /?,
■'Окр 4/Л

Глада Х / К

УСТОЙЧИВОСТЬ ШПАНГОУТОВ. СВЯЗАННЫХ 
С ОБОЛОЧКОЙ, ПРИ НАГРУЖЕНИИ ИХ 

ПОГОННОЙ РАВНОМЕРНОЙ НАГРУЗКОЙ

При конструировании баков и других емкостей, состоящих 
из оболочек различной геометрической формы, в местах их пере­
сечения обычно ставятся элементы жесткости — шпангоуты, вос­
принимающие распорные силы, которые возникают в сечении 
стыка оболочек при действии внутреннего давления. При неко­
тором значении этого давления распорные силы могут достигать
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такой величины, при которой возможна потеря устойчивости 
шпангоута.

В данной главе рассмотрены задачи по определению крити­
ческого значения внутреннего давления в баках, при котором 
возможна потеря устойчивости подкрепляющего шпангоута.

Полученными формулами можно пользоваться и в том слу­
чае, если шпангоут будет нагружен распределенной нагрузкой 
какого-либо другого происхождения.

§ 66. УСТОЙЧИВОСТЬ ШПАНГОУТА 
ЧЕЧЕВИЦЕОЬРАЗНОЙ ЕМКОСТИ

Рассмотрим чечевицеобразную емкость, нагруженную внут­
ренним избыточным давлением q (рис. 216).

Из этого рисунка видно, что погонные усилия S, и S 2, прило­
женные к шпангоуту со стороны 
днищ, сжимают его, и при некотором 
значении внутреннего давления q 
шпангоут может потерять устойчи­
вость. В дальнейшем будет рассмат­
риваться потеря устойчивости шпан­
гоута только в его плоскости.

Для определенности считаем, что 
шпангоут имеет прямоугольную фор­
му поперечного сечения и линия пе­
ресечения срединных поверхностей 
оболочек / и 2 совпадает с линией 
центров тяжести этого шпангоута.

Поставленную задачу целесооб­
разно решать энергетическим ме­
тодом. Полная потенциальная энер- Рис. 216. 
гия рассматриваемой системы

э  =-. V ("  -f V ll l+ v ™+ vlVr+ v Koa + т,
где V — энергия деформации оболочек Vrp, Wu- и кольца 
а Т — работа внешних сил. При подсчете работы внешних сил 
учитываем только работу радиальных составляющих усилий Si 
и S 2, а работой давления q на прогибах оболочек пренебрегаем.

Кроме того, при решении всех рассматриваемых ниже задач 
исходим из того, что потеря устойчивости оболочек, связанных 
со шпангоутом, носит местный характер. Ямки и выпучины обра­
зуются только в узкой зоне, прилегающей к шпангоуту. Исходя 
из этого считаем, что в данном случае применим аппарат теории 
пологих оболочек.

Полученные при указанных выше допущениях результаты 
дают значения для критических сил в запас устойчивости, что 
особенно важно при анализе несущей способности рассматривае­
мых сложных систем.
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В развернутом виде выражение для полной энергии записы 
вается так:

ОО 2к/?1
Э ___ 1_ Р  С Г I I& V | У  о. . ^ 1  I

2£Я, J  .) I U * 2/ ' I  ду*)  д*2 +

+*с+̂ ет*-»+̂ П‘[(^+(5-у+о о

+ ^ « а .  * !ъ _ + 2 ( 1 _ | 0  № Y ] Ox'dy+ 
дх* ду* \ дхду) J

~ 2*й,

*2 J  J | W '/  Vду'-1 ^ дх* ду* v Г1ла*«»/2 £5
б о

tlxdy+

+ t J  J '

+f I (т̂ +̂ ч+т f (=?+-5f-У»л./ d3w„ ,, wk '
( dy* «1

В этом выражении два первых интеграла определяют энер­
гию деформации оболочки /, третий и четвертый — энергию 
деформации оболочки 2, пятый — энергию деформации шпан­
гоута. Последний интеграл выражает работу сжимающего уси­
лия S, равного проекции погонных сил S x и S 2 на плоскость 
шпангоута.

Для связи функций напряжении <р, и ф2 с прогибами оболо­
чек и W2 используются уравнения совместности деформаций:

-■2-1 £*1 /' w Tl= , _ ( (T-wx I \
, dx* dy* )

d*w2 , d*W ; \
, dx* dy* J

Так как прогиб ямок и выпучин убывает по мере удаления 
от шпангоута, то в выражениях для прогибов и функций напря­
жения оболочек / и 2 необходимо учитывать это и, ограничиваясь 
только первым приближением, примем

■ад, =  Ае~*'9 (sin p,tp -}- cos \<?) cos nO,
w 2=  Be~ 9tf (sin +  cos cos rtO,
tp, = C e_p<’’(sin cos £,<?) cos n 9,
<p2= D e~ №  (sin fVf+cos j32?) cos nQ.
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В этих выражениях координата q> отсчитывается так, как по­
казано на рис. 216. При <р = 0 проекции прогибов wx и W2 на 
плоскость шпангоута должны быть равны друг другу:

A  sin<p, — Z? sin<p2. 
Кроме того, здесь обозначено:

(14.1)

3(1-,12) Л* 3 (1 — f*2) /?2

ц

Выражения, принятые для функций w и ф, совпадают с ана­
логичными выражениями, получаемыми при решении задачи 
краевого эффекта. Аналогичные выражения были использованы 
в § 64 при определении критического значения погонных нагру­
зок Р  и т  для сферической оболочки. После подстановки соот­
ветствующих производных от функций w и ф в выражение пол­
ной энергии и вычисления интегралов получим

3  =  ^ ?+ я^ + ° * 75й4> + ^ ^ +лар? +0,75Я<) +

+
ЯС2

2Eb2R\% (Р2+Л2?! -|-0,75я4)- ( ^ + « 2?2 + 0 ,7 5 « 4)-t-

nEJA- (п-— 1)2 sin??!
2 R i

л£>1 Д-
’ Щ ь

л5Л2 (п- — 1 ) sin2 if, 
2/?к

Связь между параметрами С и A, D и В  получим из уравне­
ний совместности деформаций после интегрирования их по ме­
тоду Бубнова— Галеркина:

С =

D —

Eb,R,A (2Э? +3л2)
— 123} +4ф |2+  Зл<

Е Ь ^ В  (2Э*+Зл2) 
’— 12р4+4?2л2+3л4 ‘

(14.2)

После использования соотношений (14.1) и (14.2) выраже­
ние для полной энергии примет вид

2Э И2 N 't sin ¥> \2
л ЕЬ, Pi ksintfi ) QI + 12 (1  - К 2) +

э2», 05 12(1 - м 2)
J  (п2 — 1)2 sin2 5 (я2— 1) sin2

E i ^i R k

азэ



N 1 =  Р» +  я2?* + 0,75д<, N ,«  £ +  п»& + 0,75я\
23? + 3 n i

Здесь обозначено:

-12Э}+4я2р?+Зл4 ’

Q2
2324-3я2

-1292 4- 4я2?2 -г 3/И '

Применим к полученному выражению энергии начало воз­
можных перемещений, согласно которому в условиях равновесия 
сумма работ всех сил, приложенных к данному телу на возмож­
ных перемещениях, должна быть равна нулю, т. е. 6*9 = 0.

Из этого условия находим

Р  —'  к Р  —
E J  («2— 1)

К

+ 0 ’ 7 5 1 ? Г )

_ / / l ! ! L 2L V  Л +  »
4pi (я2 — l)s in 2 ? 2 |\s in ?, / I 3

t " 2 \ 2 
( l + M i r )

i +

(
+

Здесь

Ь!» /1 +  4  + 0,75-Sj 
M i \ ?2 '2/

+

1 +

Я2 \2
4-1.5-2 

?2 ) ’

/ „  Я2 Я4 .2( _ з  + 1 г + о.ге^

(14.3)

lJ  ДкР .
'  кР—  - <R K

RK — радиус шпангоута (кольца).
Если погонная нагрузка Р, действующая на шпангоут, скла­

дывается нз проекций сил S, и S 2, возникающих в днище за счет 
внутреннего давления, то

,, , о <7/?, cos?, /, Rn cos <р,\P=S, cos ?,+5,cos ? ,= ---- ----

Здесь q — интенсивность внутреннего давления.
Тогда для определения критического внутреннего давления 

получим формулу вида
<7кР/?, cos?, E J  (n i— 1)

4-



Формулами (14.3) и (14.4) охватывается весь круг задач 
по расчету на устойчивость шпангоутов, подкрепляющих чече­
вицеобразные емкости. Эти шпангоуты могут нагружаться рас­
порными силами от внутреннего давления или распределенной 
погонной нагрузкой какого-либо другого происхождения.

В том и другом случаях приведенные формулы позволяют 
определять критические значения указанных нагрузок, причем 
эти нагрузки будут несколько заниженными для тех емкостей, 
которые отличаются от полной сферы, что пойдет в запас 
устойчивости.

§ 67. УСТОЙЧИВОСТЬ ш п а н г о у т о в  
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ЕМКОСТЕЙ, ИМЕЮЩИХ 

СФЕРИ ЧЕСКИ Е ДНИЩА
На рис. 217 представлена схема цилиндрической емкости 

со сферическим днищем. Так как емкость находится под дейст- 
ствнем внутреннего давления, то 
шпангоут будет нагружаться рас­
пределенным сжимающим усилием 
со стороны днища, равным Sicosq)!, 
и усилиями краевого эффекта, влия­
нием которых в дальнейшем пренеб­
регаем.

Для решения этой задачи вос­
пользуемся энергетическим методом, 
использованным в предыдущем па­
раграфе.

Для компонентов прогиба и функ­
ции напряжений в данном случае 
можно принять

— Ае~Ъ'* (sin jij? -f cos ?»?) cos я9, 
да2 =  Be~"'k (sin кчХ -j- cos k>x) cos nO,
9, =  Се-?'*(sin pj?-f cos ?,?) cos nf),

(14.4)

<p2= De~k*x (s in k^x -f- cos k^x) cos n S.



Здесь

Остальные обозначения те же, что и в предыдущем пара­
графе.

Опустим промежуточные выкладки и ограничимся приведе­
нием окончательного результата:

Здесь S  — сила в поперечном сечении шпангоута.
Если шпангоут находится под действием распорных сил, 

вызываемых внутренним давлением, то в левую часть этой фор­
мулы следует подставить

В этом случае получим формулу для определения критиче­
ского давления в баке, при котором шпангоут теряет устойчи­
вость.

§ 68 УСТОЙЧИВОСТЬ ш п а н го у та , 
П ОДКРЕПЛЯЮ Щ ЕГО  ЦИЛИНДРИЧЕСКУЮ  ЧАСТЬ БАКА

В некоторых случаях цилиндрические баки снабжаются 
шпангоутами, поставленными вдали от днищ, которые в процессе 
эксплуатации могут нагружаться равномерно распределенной 
сжимающей радиальной нагрузкой. Определим критическое 
значение этой нагрузки.

На рис. 218 представлена схема такой емкости. Для решения 
задачи воспользуемся теми же приемами, что и в предыдущих 
параграфах. Для функций прогибов и функции напряжений 
примем выражения

SK„ _  Е )  (п* — 1) . E l  |
Я?. Я] * 4М'»2-1 )

(14.5)

$кр _ gKpfllCOS?! 
Яо 2

w x — А е~к'х (sin &,jc -(- cos k, x) cos n 0,
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w 2 — B e ~ k‘* (sin k^x -j- cos k.yx) cos лО,
9 j =  Ce~*iX (sin ,̂jc -j- cos £,jc) cos n 0,
sp2= D e~k>x (sin k^x -f cos k^x) cos n0.

При * = 0 должно быть W\=-W2. Отсюда следует, что А = В. 
Результат решения этой задачи можно выписать по аналогии 
с предыдущим параграфом, где рассматривалось сочленение

цилиндрической оболочки со сферической. Для этой цели в фор­
мулу (14.5) следует подставить k\Rx вместо Pi и положить 
tpt = 90°. Тогда

E J  (л2— 1)■SkP
R,

X

Л» — - — I I4/?,*, (/|2 — 1)

1 +
[ —3 -f*'

/12
9  9  +0, 75

П* \2 
/?<*« j

Я2

Л**?

| * 1* 1»

•0,75 ж) X

Л2

R]kl

+  0,75
/?<*<) 1 + Я2 Л* \2

о д ;

Значение погонной нагрузки найдется из соотношения
5кр

§ 69. О П РЕД ЕЛЕН И Е ЭФФЕКТИВНОЙ Ш ИРИНЫ ОБОЛОЧКИ 
ПРИ РАСЧЕТЕ НА ПРОЧНОСТЬ ИЗОЛИРОВАННЫХ ШПАНГОУТОВ

Формулы (14.3) — (14.5) справедливы только в пределах 
пропорциональности. Если критические напряжения в шпангоуте 
будут выше предела пропорциональности, то такой шпангоут 
можно рассматривать как изолированное кольцо.

Для такого расчета необходимо знать, какая часть прилегаю­
щей оболочки будет работать совместно со шпангоутом. Эту 
часть обшивки следует учесть при расчете изолированного шпан­
гоута. Вначале рассмотрим работу прилегающей к шпангоуту
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цилиндрической оболочки. Допустим, что для шпангоута при­
нята допустимая деформация е0- Тогда для прогиба оболочки 
будем иметь выражение (рис. 219)

w - Rt^e~kx (sin kx -j- cos kx),
которое получается из общей формулы для прогиба бесконечно 
длинной цилиндрической оболочки, нагруженной краевыми уси 
лнямн Мо и Q0 (§ 26):

w — ̂  —  IQ„ cos kx -f M 0k (cos kx — sin kx)\,
Eb

если Q0 и M0 определить из условий

( £ ) , _ - < > .

Эффективную ширину будем искать из условия равенства 
энергии деформации оболочки, прилегающей к шпангоуту, и 
энергии деформации эффективной ширины оболочки, которая 
должна быть включена в работу шпангоута при его расчете как 
изолированной рамы (рис. 220).

Энергия деформации оболочки, прилегающей к шпангоуту 
(рис 219), будет равна

о о

+ W ^ r j S [ « + * } + * * « * * .

где
__ w_ __d-w w

Ч -  R . t x -  —  , Yv ~ -
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Подставив сюда принятое выражение для w, после интегри­
рования получим

Энергия деформации оболочки на участке эффективной ши­
рины алф (см. рис. 220)

Выражение для о.,ф можно также получить, если исходить из 
других предпосылок. Подберем, например, такую площадь ча­
сти оболочки, присоединенной к шпангоуту, чтобы она могла 
передать то же окружное усилие, что и прилегающая к шпан­
гоуту оболочка. Погонное окружное усилие, действующее в обо­
лочке:

N t — ЕЬ-^- ЕЬ.^е~кх (sin kx-\- coskx).

Полное окружное усилие

С другой стороны, для присоединенной части оболочки можно 
напнсать соотношение вида

Э
Зл E R ^ l  л£*з«2

Э 2 24 ( I —
£53/?

о о о о
где

Тогда
л£ 8/?«ов,ф , л£ЛЗ|2а ,ф

1 — 1»2 12(1 — (*2) /? 

Из условия Э| = Э 2 получим при ц = 0,3

~  0,76 У RI.

Q i — ^ N  ъ^х

Q2 E F i 0— Eba^tQ.
Так как по условию

Q l =  ( ? 2.
TO

а,ф ж  0,785 \ A'S.
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Теперь рассмотрим определение эффективной ширины обо 
лочки для случая сочленения шпангоута со сферической оболоч 
кой. В этом случае выражение для окружного усилия имеет вид

С другой стороны, полная сила, действующая в сечении 
присоединенной части оболочки, определяется в виде

Q2= E F s 0 =  Eba3<t,z0.
Из условия, что Q,=.Q2, получим

а}ф=0,785 У Щ .

УСТОЙЧИВОСТЬ ПОДКРЕПЛЕННЫХ ОБОЛОЧЕК
Подкрепленные оболочки находят широкое применение 

в различных инженерных сооружениях.
В дальнейшем будем рассматривать только такие оболочки, 

в которых силовой набор расположен вдоль линий главных 
кривизн. Такие оболочки называются конструктивно-ортотроп- 
ными. Методы расчета таких оболочек основываются на хорошо 
разработанных методах расчета изотропных оболочек. Для этой 
цели подкрепленную оболочку обычно заменяют некоторой экви 
валентной ей гладкой оболочкой с разными жесткостями вдоль 
линий главных кривизн. После такого приведения для расчета 
конструктивно-ортотропных оболочек можно использовать рас­
четный аппарат теории гладких оболочек.

§ 70 ВЫВОД ВЫ РАЖ ЕН И И  ДЛЯ П РИ ВЕД ЕН НЫ Х ЖЕСТКОСТЕЙ 
ЗАКОН ГУКА ДЛЯ П ОДКРЕПЛЕННЫ Х ОБОЛОЧЕК

Рассмотрим цилиндрическую оболочку, подкрепленную в осе­
вом и окружном направлениях стрингерами и шпангоутами. За 
меним эту оболочку некоторой эквивалентной ей гладкой обо 
лочкой. Под словом «эквивалентная» понимается равенство 
жесткостей подкрепленной и гладкой оболочек.

•/Ve=£'5s0e~p','(sin Sty-|-cos рф).
Полная сила в сечении оболочки

о

Глава  X V
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Жесткость на растяжение — сжатие в осевом направлении.
При сжатии гладкой оболочки в осевом направлении силой Р 
последняя совершит работу, равную

АХ=»Р\1,
где А/ — укорочение оболочки.
Но

М = Ф . Р ' Р1
F E X 2л RbEx 

Тогда
P V

Л . 2л/?8£ ,

При сжатии подкрепленной оболочки силой Р  часть этой 
силы будет воспринята стрингерами Р стр, а часть — обшивкой 
Р  of>* При этом сила Р  совершит работу, равную

0

Но
А2 — пР  стрА/стР +  РобА/0л.

Ястр/
стр^стр

д/ __g /__
об еоб* —  _  „

* об^об
Тогда

с̂тр^стр ^«б^об /
Должно быть i4| =  i42

или

- --------- " ^ 1 - 4 - ,  ( 1 5 . ! )
2 n R bEx F стрСстр £  об^об

Имея в виду, что
стр+ ^об-" ^CTP= ^ » f l

из этих условий
/J' с т Р

£стр£стр _____ Я
£ ( ,б £ о б  J С Т Р^ С Т Р

£..б^..б

J I стр£стр
^ <>б£<>б

Подставив значения Р стр и Р 0б в (15. 1), получим
— / £ с т р  Я ^ с т Р  \



Теперь рассмотрим определение эффективной ширины обо­
лочки для случая сочленения шпангоута со сферической оболоч 
кой. В этом случае выражение для окружного усилия имеет вид

С другой стороны, полная сила, действующая в сечении 
присоединенной части оболочки, определяется в виде

УСТОЙЧИВОСТЬ ПОДКРЕПЛЕННЫХ ОБОЛОЧЕК
Подкрепленные оболочки находят широкое применение 

в различных инженерных сооружениях.
В дальнейшем будем рассматривать только такие оболочки, 

в которых силовой набор расположен вдоль линий главных 
кривизн. Такие оболочки называются конструктивно-ортотрои- 
ными. Методы расчета таких оболочек основываются на хорошо 
разработанных методах расчета изотропных оболочек. Для этой 
цели подкрепленную оболочку обычно заменяют некоторой экви 
валентной ей гладкой оболочкой с разными жесткостями вдоль 
линий главных кривизн. После такого приведения для расчета 
конструктивно-ортотропных оболочек можно использовать рас­
четный аппа'рат теории гладких оболочек.

§ 70 ВЫВОД ВЫ РАЖ ЕН И И  ДЛЯ П РИ ВЕДЕННЫ Х ЖЕСТКОСТЕЙ 
ЗАКОН ГУКА ДЛЯ ПО ДКРЕПЛЕННЫХ ОБОЛОЧЕК

Рассмотрим цилиндрическую оболочку, подкрепленную в осе­
вом и окружном направлениях стрингерами и шпангоутами. За 
меним эту оболочку некоторой эквивалентной ей гладкой обо 
лочкой. Под словом «эквивалентная» понимается равенство 
жесткостей подкрепленной и гладкой оболочек.

N 6— E 8е0е-^  (sin Эф -f- cos рф).
Полная сила в сечении оболочки

о

Qi = E F t 0= E b a ^ t0. 
Из условия, что Qi=‘(?2, получим

азф=0,785 VR7‘-

Глава XV
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Жесткость на растяжение — сжатие в осевом направлении.
При сжатии гладкой оболочки в осевом направлении силой Р 
последняя совершит работу, равную

Л ,= .Р д / ,

где Л/— укорочение оболочки.
Но

д/=е/ = Pl Pl
FEX 4nRbEx 

Тогда
.  PV A i —  .
1 2л/?8 Ex

При сжатии подкрепленной оболочки силой Р часть этой 
силы будет воспринята стрингерами Р гтр, а часть — обшивкой 
Роб. При этом сила Р совершит работу, равную

* ^ J  =  стР^СтР “I” ̂ об^об*
Но

Д/стр — ест|У
^стр^стр

А/0б =  е0б / -  Рп6‘

Тогда
П̂сгр j г о6

F  «б^об

ь .
С̂ТР̂ СТР /

Должно быть Л, =  Л 2
или

Я 2  п / > с т р  ,  ^ о б

2 nRbEx F стг^стр ̂  об̂ об 
Имея в виду, что

Л^стр <̂>6 ==г: Д̂ стр ~
из этих условий

Г> С̂ТР̂ СТР ^
' с т Р — ^обЯоб |  ̂ /у/7стр с̂тр

Л**об

1 + ■ CTD̂Iст р с стр

^  об £ о 6

Подставив значения Р СТр и Р 0б в (15. 1) ,  получим
— / £ стр  л/7стр \

(15 .1)



В большинстве случаев Еоб = Естр=Е, и выражение (15.2) 
упрощается.

Определение жесткости на растяжение—сжатие в окружном 
направлении. При определении жесткости в окружном направле 
нин можно исходить из предположения, что оболочка находится 
под действием равномерного внутреннего давления q, которое 
производит работу

A x = q\V,
где ДУ — приращение объема оболочки, равное 

А1/ .= [ л (R +  w)2 -  л/?2) / ж  2лА7те>.
Но

откуда

Тогда

Следовательно,

w <зи qR
R Еу ЕуЬ

qR2 
W  —

Е у Ь

д1/ — 2я/?3/9

Л , =

Еу й 

2я /?3/?2
ЕуЬ

В случае подкрепленной оболочки давление q совершает 
работу

A2= q o6\Vo6+  mSuM

где 5 Ш = quiQuiR — сила, приходящаяся на один шпангоут;
Яш — расстояние м еж ду шпангоутами;

InRVgW o6 =  [л (Н - f  да)2 — л#2] / 

_  qu\au\R а

Ей*

А/ц, — ч"""—  2  л А*.
Z7ш Си,

Тогда
, ?я/?з/(/2б ( 2лт/?3а^^

Как и в первом случае, должно быть Л|=Л2. Кроме того.

Ч iu +  Чоб== Ч» г об “Ш *

Опуская все промежуточные выкладки, представим оконча
тельный результат:
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Если материал обшивки и шпангоутов одинаков, то
= Ещ~ Е.
Определение жесткости на сдвиг. При расчете конструктивно- 

ортотропных оболочек считается, что в работе на сдвиг участвует 
только обшивка. Поэтому примем, что

2 (1 + 1*)
(15 .4)

Определение приведенных жесткостей изгиба и кручения.
Жесткости на изгиб для подкрепленной оболочки можно опреде­
лить в следующем виде:

JJ Enf,** I £ст1'^ст1‘
Х 12(1 - f tr iv )  дстМ

q  £„Лм  j ЕШ1Ш 
У 12(1 —  ош

где /СТр и ]ш — моменты инерции стрингера и шпангоута;
Остр. ош — расстояния м еж ду стрингерами и шпангоутами 

В запас прочности моменты инерции стрингеров и шпангоу­
тов нередко вычисляются относительно их собственных осей.

Приведенную жесткость на кручение у подкрепленных тонко­
стенных оболочек обычно принимают без учета влияния силового 
набора согласно выражению

12

Имея выражения (15 .2 ) — (15 .4) для модулей нормальной 
упругости и сдвига, можно записать согласно закону Гука соот­
ношения для деформаций и напряжений

9v Ом 0|/ С»-
t x  t L y  t y  L x

#  .  __  QxU
xy -  a '

E  E
ax= -.— 5— (!/ + 1* Л ). V = - — ----- (»#+ftAr). 9xV =  G txV

1 —  V-xVu 1 —  PxHy

Выражения для погонных усилий и моментов будут иметь вид

N X=  . ЕхЬ ( « x + tV » ) .  Ny T= («>+1* а ) ,
1 — M y  1 —

Nx t ^ Gtx& Mx= - D x (xx +  Vllrv\ (15 .5 )

M , — Dy (Xu 4“ Р.г’/д:)* ‘ х̂У — ^̂ кУ.хУ-
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Компоненты деформации и изменения кривизн определяются 
по формулам

ди . w dv * w
дх ' Rx " ду ' R2

ди . dv r)2o> w / l c  . . . .
* " = 5 7  +  5 7 -  ('5.5')

д-w w №w
~ ~ w  ~  / ? f ' ”  IT *}

Кроме того, справедливы следующие соотношения:

= E&xi DxV-v= DyV-x. (15 .6 )
Эти соотношения можно получить на основании следующих 

рассуждений.
Закон Гука при двухосном напряженном состоянии ортотроп- 

кого тела имеет вид
,1x= C nix-\-Cuzy, 3y=C22iv-\-Cl2sx.

Рассмотрим случай, когда о ,,=0:

с и _  v  _______£12

‘ж х Сп
и для напряжения ах будем иметь выражение

а  =  F  £^  Jf дг*
где

г 2
Е , - С п- р .

С. 22
Если зх = 0 ,  то

*х v  ____ £ 12
«у * С П 

и напряжение ow определится в виде

где
г 2/г __/ " • ____ I2Су— 0 22 .
С 11

Составим произведения



Так как  правые части этих выражений равны друг другу , то 
отсюда следует равенство (15 .6 ) .

§  71 Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я  И Г Р А Н И Ч Н Ы Е  У С Л О В И Я  
Д Л Я  Р А СЧ Е ТА  П О Д К Р Е П Л Е Н Н Ы Х  О Б О Л О Ч Е К

Д ля  вывода уравнений равновесия подкрепленных оболочек 
воспользуемся энергетическим методом.

Выражение полной потенциальной энергии оболочки имеет
вид

а b

Э — у  ^  ( V . r + V »  +  a x u '- .x v )d x  d y  +
О О

a b a  b

■*" Т  \ \ (MjLx+ МуЪ+ 2  M* Xxv) d x d y ~ \  \ q™dxdy-
0 0 0 0

Здесь через а и b обозначены размеры оболочки. 
Представляя выражение для Э через компоненты переме­

щения и, v и w, получим
а Ь

э = \  j  F  (их, иу, vx, Vy, w, wxx, wm, w a)d xd y,

где
F = 1 Г Ex (du I w 'j2 I Ey I60 1 WY '

2  L1 —  PxH W  I 1 — '  дУ R> )
,E xiii, + Evfix /ди dv | w du_ . _w_ dv_ , w- \ .

1 — ItxlJy I A* dy ' R-> dx R\ dy 1 R\R> J
+с(|+£)1+т[Чjffiw 1

V, dj»r2 1 о IWf /

Sr+
w №w . w <Pw , w - \ , . I d-w  V

R\Rl j  [ d x d y )'2
du d?wu r -----dx dx dy

Так как  рассматриваются условия равновесия, то сумма ра­
бот всех сил, действующих на оболочку, на возможных соглас­
ных со связями перемещениях должна быть равна нулю, т. е. 
t>3 = 0. Выполнив условие, получим

а  Ь
* а  Г Г / дЕ * I дЕ * . dF * , dF ,  dF - ,ЬЭ — \ \ ( -----8и .Ч ------- Ьи„И--------8®. 4------- ov, ,-4------ йгу- f

J ; ' d n x r d u y  v  d v x x d v y  v  1 d w
0 о

-\— b w  x -|— I w y y  -|— b w  y \ d x d y  — 0 .
1 d w xx *x 1 d w y y  vu  1 d w xy  xU )  J
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После интегрирования каждого  слагаемого этого выражения 
по частям, используя соотношения закона Гука (1 5 .5 ) ,  будем 
иметь

-------Ц2М„К 8. ] ‘  -  U ( ^ ' + 2  ' ■ t w £  А ,  -
О

b b b 

-  \ [ ( 7 7 + 2  d- j f Y ™ l  d x +  \ \ » M * y  \ +
0 0 0
h a a

-t- \ b f ^ ( £ ) J V / j ,  + j  \Nubv)>dx+ \ [N xybu]bQd x  +
о о 0

0 ■ 0 0

0 0 0 0 

. &.\tu . M x  . M u  , N .  . N y  \ * . , n

Из этого выражения, как  известно, можно получить и диф­
ференциальные уравнения и граничные условия задачи.

Поскольку вариации бы, 6 у, бw произвольны, то из условия 
равенства нулю вариации 6 .9= 0 следует, что

d N х  .  d N  х у  q  d N у  . d N х у  q  

дх "Г  ду  ’ д у  ^  дх
& М Х , о  #  A f x V  , ( f t M y  , . i f ,  ,  M y  N x  , Л ' „

djfl дх ду ду* К\ /?2 /?

Каждое из остальных девяти слагаемых вариации полной 
энергии должно быть обращено в нуль в точках контура обо­
лочки. Они определяют граничные условия задачи.

Путем введения функции напряжений ?  по формулам Nx=  
. JVj/ =  у ~ .  Nху— —-f - y -  первые лва уравнения будут 

удовлетворены тождественно, а третье примет вид

Ox * L  +  2  +  2D*) - * * -  - f  /Л —  +
* Лг* 1 v иГх : к’ дх* дуг V I



("'(^+ж )4 ®+?Г $■+
+ £ £ - « - 0 -. 1 ,5 ' 7) 

Д л я  связи функции напряжений <р с функцией прогиба можно 
получить следующее уравнение.

Согласно закону Гука (15 .5 )  и соотношениям (1 5 .5 ')  получим
ди __ 1 д?<( |iu д?<( w
дх ЕХЬ ду-  ЕиЬ dxi Р\
dv  1 д-<р к ,  w
ду  ЕуЪ дх - ЕХЬ ду-  К >

ди | dv  __ 1 <P<f
ду  дх 01 д х д у

После исключения из этих выражений и и v получим
й4? . 1 д*у __L <»? • / 1__

Еи дх* ' [ G Ех Ей J dx? dy- Ех ду*

= ± * W _ , ± * W  ( 1 5 8 )
/?, ду !  1 Р? дх2 v

На основании уравнений (15 .7) и (15 .8 ) с использованием 
выражения (стр. 261) для поперечной нагрузки можно получить 
решение широкого круга задач устойчивости подкрепленных
оболочек.

§ 72 УСТОЙЧИВОСТЬ ПОДКРЕПЛЕННОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ОБОЛОЧКИ ПРИ ОСЕВОМ СЖАТИИ И ВНУТРЕННЕМ ДАВЛЕНИИ

Критическое напряжение осевого сжатия для подкрепленной 
цилиндрической оболочки можно определить, если для функции 
прогиба и функции напряжений принять выражения, которые 
использовались при решении аналогичной задачи для гладкой 
оболочки (стр. 266). Ограничиваясь первым приближением, вы­
берем функции w и ф в виде

. . ял: . лг w — A sin —  sin , 
а Ь

«  = sin2 —  sin2 — , (15 .9)
a b

где а и b — размеры сторон ямок и выпучин.
Принятые функции удовлетворяют следующим условиям на 

контуре ямок и выпучин:
Мх — 0 ,  ах —0,
М у  —  0 ,  3^ =  0 ,

w  -  0 ,  <зх„ 0 .
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Так как  на оболочку действует осевая сжимающ ая сила jV.J 
и внутреннее давление q, то

, =  _ д r . ^  +  W * * + * . ) ,  (15 .10)
1 х д&  и \ду2 Rn- J

гд е  N °^qH ;
q — интенсивность внутреннего давления.
Подставляя выражения ( I5 .9 )  и (15. 10) в уравнения (15 .7) 

и (15 .8 ) предыдущего параграфа и применяя процедуру Буб­
нова—Галеркина, при Е„ц=ЕС1р=Еш = Е; = получим 
выражение для критического напряжения

/aR ч д 7 (m * J -  а<п* -1 a«m-rii — — 2 д t/t -* Д|)
\£8 /кР m2

4-------------- --------------------- ---------------------------! ,-(15 .11)
0 ,75m 4 4- Л5/14 4- a,,m2n2 £?2 m4 /л/?\2

где

m -

nRn —

m
- L ,

(?)’
0 . 1 3 ( l + - ^ i\ Дщп° * 

- •  — { f f — ' 

Dy 0,75gy

*(?)' Ч т)‘
г ( .  + 2 ^ )  < > • * ( £ - * )

— i---------- —— a 6 = -------------------- ,

■ m  m
8 / Л# \2

a R * 1 M l 1 ]} E’ 3
12(1 — 1»2) [ астр83 J ’ * 2 4 (1 4 !* )’

E (\ - f - Dv - -----— ------[ l +  , 2 <I —
{ «стр»/ 12(1 - r t  L

D El3 [ l  4  12 (1 1
J r '  1 2 ( 1  - a J )  I a c , p * 3  J '

E
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Зная величину критического напряжения, можно определить 
предельное значение сжимающей силы:

P KP= { 2 n m + n F „ p)oKP.
Формула (15. 11) может быть использована для определения 

критического напряжения в том случае, когда обшивка теряет 
устойчивость одновременно с силовым набором. Наивыгодней- 
шей конструкцией будет, очевидно, та, которая при минимальном 
весе выдержит наибольшую осевую нагрузку, т. е. оболочка бу­

дет оптимальной, если — ) , где G — вес всей оболочки.
'  О /т1х

§ 73 у с т о й ч и в о с т ь  п о д к р е п л е н н о й
ЦИЛИНДРИЧЕСКОИ ПАНЕЛИ ПРИ ОСЕВОМ СЖАТИИ 

И РАВНОМЕРНОМ ПОПЕРЕЧНОМ ДАВЛЕНИИ

Рассмотрим цилиндрическую панель, подкрепленную про­
дольным и поперечным набором и сжатую  в осевом направлении 
при одновременном действии давления, равномерно распреде­
ленного по ее поверхности. Д л я  определенности будем считать, 
что давление приложено с вогнутой стороны панели. Тогда фор­
мулой для критического напряжения сжатия можно будет поль­

зоваться и в том случае, если давление действует на выпуклую 
сторону панели. При этом предполагается, что давление меньше 
его критического значения для данной панели.

Из общего решения можно получить к ак  частный случай фор­
мулу и для неподкрепленной панели.

Разрешающие уравнения задачи остаются в форме (15 .7 ) ,  
(15 .8 ) .

Применим эти уравнения к исследованию подкрепленной 
панели (рис. 221). Крайние продольные профили будем считать 
достаточно жесткими на изгиб и на кручение.
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Пусть на контуре панели реализуются следующие граничные 
условия:

w — 0

Мх=О

d w

д У
•—О

х  =  0  
х  =  а

у =О
у ^ Ь

3jr= o

3^ = °

х  =  0  
х = а

3 у  =  0

и =  О
У = о  
у = ь ,

где а — размер полуволны в осевом направлении.
Эти граничные условия можно выполнить, если принять 

функции w и ф в виде следующих аппроксимаций:

w — A sin s in2 ĴL=  a  s in —  s in2 — ,
l  b a b

if  — B sin2 —  sin — .
a b

Подставив эти функции в исходные уравнения и проинтегрн 
ровав их по методу Бубнова—Галеркина, получим

Зокр
2 56 1&г-

,6 £ '  8 1 » . |["•+ т-”1 (т) п1
я R )

+Ч(тГ+т(тГШ'+^Ш1)++̂шшм
+  16£„»Я|2

где обозначено

а*— 7 Г ’ a s — Н’ ~ ‘ + 2
____ . .  Р щ  I 9

А D .

£'=£(, + w)- £'=cK t ) '
п  ЕЬЗ h  I

* 12(1 —1*2, [ "Г а„рЬ3 J ’

3.56



D„ = ----- — ------[ l  - f
У 12(1-|X5) I

12 (1 — ц?) J a

D„ £83 
24 (1  + И

m =

ашьз

a

' ] •

Критическая сила для панели, которая теряет устойчивость 
совместно с набором, будет

кр 'кр*

Полученным выражением для <тКр подкрепленной панели сле­
дует пользоваться в том случае, когда размер панели b меньше 
размера полуволны, образующейся в окружном направлении 
в замкнутой круговой оболочке при сжатии, подкрепленной так 
же, как  и рассматриваемая панель. Поэтому сначала необхо­
димо определить для  замкнутой круговой оболочки размер полу­
волны в окружном направлении. Если этот размер будет больше 
размера b рассматриваемой панели, то полученная выше фор­
мула для оКр будет применима.

Если ж е  этот размер будет меньше, чем размер панели Ь, то 
критическое напряжение для панели можно принять равным 
критическому напряжению замкнутой оболочки.

В предположении отсутствия подкрепляющего набора 
получим

#i— 1 , f l j —2 , а3 (»/*)»
12(1 -  и*) 

а 4= 1, а 5= 1 , Ех= Е и=-Е.

а ,

Тогда

Зокр
256 ) ’ *>

16£ 81»<|[-+т(гг)1̂ М т П

+Тту7(^*+т 1(т)'-тШ ,]-+Ш,+
\ я » 7

"1~ 2 \ Ь ) \nR  )  Т  16 / J Т 16£*щ2
(15. 12)

Формулой (15. 12) определяется критическое напряжение 
сж атия обшивки неподкрепленной цилиндрической панели 
(в клетках м еж ду силовым набором). Д ля  оптимальной цнлинд-
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рической оболочки необходимо, чтобы критическое напряжение 
по формуле (15 .11) было равно критическому напряжению, 
определяемому формулой (15 .12 ) ,  прн отсутствии местной по­
тери устойчивости полок силового набора.

§ 74. УСТОЙЧИВОСТЬ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ, 
ПОДКРЕПЛЕННОЙ РАВНООТСТОЯЩИМИ УПРУГИМИ 

ШПАНГОУТАМИ, ПРИ ВНЕШНЕМ ДАВЛЕНИИ

В данном случае для решения задачи используем упрощен­
ные уравнения устойчивости в виде

J _ ^ L + n  ^ L + 2 ( D ^  +  2D4) - ^ -  +  D ^  +  ̂ ° „ — = 0 ,
R dxi * д jt» V * дх? dyi  ду* « д у2

1 I / 1_____ М_____f*_\ d*<f , 1 д*у __ Ь d*w
Еу дх* \ О Ех Еи )  d j f l d y i  ' Ех ду* R дх> '-у 

где

Е -  ЕX---
£83

£83 g .  G83
v 12(1 —1*2) аш 12

Уравнения (15 .13) позволяют определить критические уси­
лия №y = qR. Поскольку метод решения этой задачи аналогичен 
тому, который был применен к решению соответствующей задачи 
для гладкой оболочки, ограничимся приведением окончатель­
ных результатов. Дополнительно примем, что £ v~ £ . Тогда

7КР= 0 , 9 2 £ ^  у  Do±\TD 0, (15. 14)

где L — длина оболочки;

А > = 1 +  12(1~ ' i 2 ) V : (15 .15)о^ш

Уш — момент инерции шпангоута;
Ош — расстояния м еж ду шпангоутами;

6 — толщина оболочки.
Если оболочка длинная, то уравнение для определения кри­

тического давления можно получить из (1 5 .7 ) :

где
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Аппроксимируя функцию w выражением

w =  A cos «О,

для определения внешнего критического давления получим 
формулу

д ЗРРр 
- R3 '

где

D - - ----- — ------
12 (1 — f»2)

D0 — дано по формуле (15 .15 ) .
Предел применимости формулы (15 .14) определяется 

условием

Отсюда находим, что в пределах упругости формула (15.14) 
будет применима к тем оболочкам, длина которых удовлетво­
ряет условию

L < 3 , 3 5 ^ - V r = r  
/£>о

§ 75. УСТОЙЧИВОСТЬ ПОДКРЕПЛЕННОЙ ШПАНГОУТАМИ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОИ ОБОЛОЧКИ ПРИ ВНЕШНЕМ ДАВЛЕНИИ 

И ОСЕВОМ РАСТЯЖЕНИИ

При решении данной задачи используется упрощенное ур ав ­
нение равновесия (1 5 .7 ) ,  в котором отброшены слагаемые, со- 

d?w д* w „
держащие w, —— , ——. При этом уравнение совместности де-дх* ду2 
формаций остается без изменения.

Д л я  решения системы разрешающих уравнений применим 
метод разделения переменных в сочетании с методом конечных 
разностей. Аппроксимируя функции ш и ф

w —  W ( j c ) c o s  пО, <f=F(x)cosnb 
и подставляя нх в систему разрешающих уравнений задачи, пре­
образуем эти уравнения к виду

/=>. -  a t (/ ? ,+  F,) +  F , + F , -  £ £ ( Г , + W ,  -  2Wk)= 0 ,

(15. 16)



Здесь обозначено:

- , = 6 + 4  „* ( А ) ’ + « * ( - £ - ) ' .

а , - * + ы ( ± ) \

‘■- "̂■(тГ+Мт)*-

D-- ЕЬ 3

( 15. 17)

12 (1 — (*2) ’

/ — момент инерции шпангоута;
/ — растоянне м еж ду  шпангоутами:

R, 6 — радиус и толщина стенки оболочки;
2п — число волн в окружном направлении.

Уравнения (15 .16) используются в предположении, что после 
потери устойчивости от действия внешнего давления в осевом 
направлении оболочки может образоваться только одна полу­
волна. Такое предположение реализуется, например, в случае 
действия растягивающей осевой силы N°. Если эта сила будет 
сжимающей, то принятое допущение правомерно тогда, когда 
абсолютная величина сжимающего усилия N° мала по сравне­
нию с- его критическим значением. Т акая  ситуация возникает 
при создании в замкнутом цилиндрическом баке глубокого 
вакуум а .

В дальнейшем в приведенных уравнениях считается, что 
N°=<]R, где q — интенсивность внешнего давления.

Граничные условия на концах оболочки

w = 0 , Мх= О, N x= 0, Nx„ =  0.

Эти условия, выраженные через конечные разности, имеют 
вид (см. § 50):

=  0, W ^ - W h F k= 0, F t= F t.

Первое приближение: h=>~ L (рис. 222).

В этом случае приведенные уравнения принимают вид

^ a l + F l + F l + 2- ^ - W l = 0 ,

- 2/? 1 +  ̂ ( Г 1а 3 - Г 1- Г 1) Rb
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ИЛИ

Л ( а ,  +  2 ) = - Ц £ - Г ,

i F . - g f t . - e r . - f H E . r . - i S S . r ,

откуда после исключения 1Р| и Fi получим

g ' / ? » , W  2 < / ?  _  4£ А ,. р у ? ( а з - 2 )

Л8 »  Л  ( а , +  2 )  Л28

-W , -г ; 1 -̂
\У/=ЛW=0
Г - 0

Рис. 222.

( 15. 18)

Второе приближение: Л =  —  L (рис. 223). В этом случае имеем
3

q " R n W  , Л̂ О/g _  £Д2 , р/?(Дз- а ; - 1) j
/?8 1 8 /? ( а х — л2 -f- 1) Г А28 ^

В выражениях первого и второго приближений в каждом 
конкретном случае необходимо вместо усилия N° подставить его 
значение, вытекающее из конкретных условий задачи.

Устойчивость внутренней оболочки кольцевого бака 
(рис. 224). Составляя сумму проекций всех сил на направление 
оси бака (рис. 2 2 4 ,а ) ,  получим

2 лЯЛ” = л 1(/? +  г)2-/?Ч<7,
откуда

"И ' +2т),г-
Подставив полученное выражение для в формулы

(15.18) — (15 .19) со знаком минус (растяжение), после неслож­
ных преобразований будем иметь
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-W, ■£ 1- w ,

w=o
F=0

Рис. 223.
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где

Л , = 8 - И „ > ( А ) Ч я < ( £ ) ' .

*-*+*t£f+a*Hgf. 
B<=3+™(£f+n'(£f' <15-20) 
e>=,+2“,(.̂ )1+D«",(s-r'
d „ - i + ! 2 £ ^ m .

После определения q и q"v более точное значение критиче­
ского давления можно определить путем экстраполяции:

< 7 кр . ,кстр = -0 ,8< ,+  1,8 </” .

Устойчивость наружной оболочки кольцевого бака под внеш­
ним давлением (рис. 2 2 4 ,6 ) .  Составим сумму проекций всех сил 
на направление оси бака. Из условия равновесия получим

2л (2 г  +  R) N° = я  [(2 г  +  ф  -  ( г +/?)*] ? ,
откуда

После подстановки выражения N° в формулы (15 .18 ) , 
(15. 19) со знаком плюс (сжатие) эти формулы примут вид



Значения величин Л,- и В( остаются теми же, что и в первом
случае.

Устойчивость подкрепленной шпангоутами цилиндрической 
оболочки при всестороннем внешнем давлении. Усилие N ® 
в этом случае определяется выражением

Подставляя это значение в уравнения (1 5 .18 ) ,  (15 .19 ) ,

где значения Ai, В,- см. (15 .20 ) .
Если шпангоуты отсутствуют, то в выражении D0 сле­

дует положить / = О, и тогда эти формулы можно принять для 
расчета гладких оболочек. Уточненное значение критического 
давления находим экстраполяцией:

§ 76. УСТОЙЧИВОСТЬ СФЕРИЧЕСКОЙ ПОДКРЕПЛЕННОЙ ОБОЛОЧКИ 
ПРИ ВНЕШНЕМ ДАВЛЕНИИ

В случае подкрепленной сферической оболочки размеры кле­
ток м еж ду  набором, вообще говоря, получаются переменными, 
поэтому интегрирование уравнений равновесия становится до 
вольно сложным. Д ля  того чтобы упростить решение и получить 
результат в запас устойчивости, будем считать размеры клеток

получим

^ ; л« « т р = - ° . 8 ^ р + 1.8 ^ ,р.



приближенно постоянными и равными их наибольшим значе­
ниям. Тогда дифференциальные уравнения устойчивости будут 
иметь вид

t* И 1 д*ч j 1
Eqx Еоу | djf ldy* f a r  ду *

d*w

_  ЕЛ_ IdPw \
“ T U t f *  r d iF/'

± ( * L + * L ) + D j o  2 ( 1  — j a - { -pDou)
R \ d.tf d,P J  [  d.r* V dx2 dy*

_LО + &2w t 2 ( 1-f p)Qw tftw .
^  dy* : R°~ dxT- 1 Ri dy* '

+ ! ± e < « V . + / W - ] + ^ ( £ + 5 - + b ) - a

Здесь обозначено:
D = -----— ------ Q 0 = \  12 ( ■ JcjP.

12(1 —1*2) 0x дстрЛ8
12(1 —1*2, y„ , f CTp 

и 0У — * 1---------~rz------- • E-Ox — 1aj.3 встр*

f o r = l + - ^ .ашь l

Будем считать, что после потерн устойчивости оболочка 
покроется ямками и выпучинами (см. § 59), близкими к к вад ­
ратным.

Наименьшее значение нагрузки получим, если для функций 
w и <р примем выражения

w  =  A sin —  sin —  , 
а а

<f= В sin2 —  sin2 —  .
а а

В дальнейшем ограничимся только первым приближением, 
так  к ак  в этом случае результат решения будет мало отличаться 
от более высоких приближений (см. § 49).

В результате интегрирования разрешающих уравнений по 
методу Бубнова—Галеркнна имеем

qR _______________  2048 .
2ЕЬ

81л4 [ (0 ,75  — 0,25;*) (m2 -  1)

^ [ А * + 0  +  Э Д Я о г+ 2 ( 1 - | 0 -т.1 ■

- ( i + r t d v * i u £ - £ ) ] .
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а ' ■ 24 (1 — (i-)
Следует ожидать, что поверхность оболочки после потери 

устойчивости покроется большим количеством ямок и выпучин. 
В этом случае m2»  1. Тогда приближенно можно принять

q R ______________________2048 ________________ L
2 ЕЬ 81я4 (0 .75 -  0 .2 5 ,)  ( j i -  + ^ )  +  i i S ]  * .

+  am 2 [D0x+ ( 1 4  2i*) Dw +  2 (1 +  ц)]. 

Минимум этого выражения по параметру т 2 будет

<7 ., =  0,438 £  (А Л 2 Г  Р0л; + ( 1 + 2ц)Роу + 2 ( 1-|*)--------

UT
Д л я  гладкой оболочки D0x = l ,  D0y—>\, Е0х= 1, Е0и=1 получим 

</кР= 0 ,6 2 Е  ( - j -')2 или зкР= 0 ,3 1 Я - £ - .

§ 77. УСТОЙЧИВОСТЬ ПОДКРЕПЛЕННОЙ СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
ПРИ НАГРУЖЕНИИ ЕЕ БЫСТРО ВОЗРАСТАЮЩИМ 

ВНЕШНИМ РАВНОМЕРНЫМ ДАВЛЕНИЕМ

Если скорость приложения внешней нагрузки вызывает уско­
ренное движение частиц тела, то в уравнениях равновесия необ­
ходимо добавить члены, содержащие силы инерции. При рас­
смотрении устойчивости сферической оболочки можно ограни­
читься добавлением инерционной нагрузки только в направле­
нии радиуса оболочки. Тогда уравнение равновесия примет вид

_ 1 ( £ » + £ L \ + D I d 0x ^ + 2 ( 1 - p + p D0j,)
R  U * 2 < v /  L ^  M d y Z  ^

I Q  d*w  . 2 ( 1  +  p)Dgx , 2  (1  +  | i ) P 0y  (ftw  .

' 0V dy* ' R* d# ~  R* dy*

1 + 1*
R*

(D0x+ D 0v)w  1 + 2 s e 2 » + ^ / ^ + ^ + | = W o ,V Од: Г  01// j - r  g  d f 2  I \ d x 2 ' d y 2  ' R 2  )

где бпр— приведенная толщина оболочки.
Уравнение совместности без изменений используется в форме

2 ( 1 + 1*) — ■— т г - ] ' ^  L  Е0х Еоу I
1 I

Еои дх* ^ Еои | дх"* ду1 
, 1 d*v ЕЬ Id^w , №w \



Решение поставленной задачи будем искать в следующем 
виде:

w =  W (/) sin —  sin —  , 
а а

9  =  /г (/) sin2 —  sin2 —  ,

гд е
W(t) =  W n( t ) - W 0;

W0 — начальный прогиб;
W„(t) — полный прогиб.

Подставив эти функции в исходные уравнения задачи и про­
интегрировав их по методу Бубнова—Галеркина, падучим

D А , , +  (1 +  2 (i) Dou +  2 (1 -  |i) -  (1 + 10 (D0, + Dou) X

| nR  j -   ̂nR  ^ a J 9n2R \ a j

-§V-w[(.Sl)’-i]+&e „̂o. 
"(f)- 32£«1Г

Здесь обозначено

* R I PCfP I . 
° . . p = s + - — r — ;

f l C T p  f lUI

6  — толщина оболочки, a

N = ± q R .

После исключения из этих выражений функции F найдем

Я =Я
. Y „ - Y о , а 0 d?Y„

УП Уп <"2
(15 .21)

где обозначено



_  ь
409в —

81л* (m3— 1, [ (0 .7 5  -  0,25а) ( ^ "  + ^ " )  +  Ч ^ ]

(± ) \ <

+ К »1+™D°>+2« - r t -

Н 1 - М < А , , + Ц » > [ £ + ^ ] ) .

Перепишем уравнение (15 .21) в следующем виде:

62̂ 2' + (1“"^)Кп = Ко’ (15‘22)
где

b*= ayq;.
Пусть, например, внешнее давление q возрастает лннейнс 

по закону q=ct. Тогда

c t

Отсюда
£4. Eq\

t =  E± r .  (15 .23 )
с

Примем т за  новую независимую переменную, связанную с / 
соотношением (15 .23 ) .

Тогда уравнение (15 .22) можно записать в следующем виде:

^  +  5 ( 1 - т ) К п =  К05 ,  (15 .24)
ИИ

где
s _qE 3(q iy(m *-l)

C*\RKp
Полученное уравнение (15 .24) является разрешающим неод­

нородным линейным уравнением второго порядка с переменными 
коэффициентами. Если в этом уравнении положить У о = 0 ,  то ре­
шение данного уравнения может быть только тривиальным. На 
личие в правой части этого уравнения члена, содержащего 
амплитуду начального прогиба, дает  возможность получить 
решение уравнения, отличное от нуля.

Д л я  определения величины критического давления данной 
оболочки, к ак  показано дальше, величина начального прогиба 
несущественна. Этой величиной можно задаваться  произвольно.
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Д ля  решения уравнения (15 .24) применим метод Бубнова— 
Галеркина.

Функцию Уп будем искать в форме степенного ряда

Kn= a o  +  a i T +  a 2T2 +  a 3*3+  . . • 
с начальными условиями

КП =  К0, - ^ = 0  при т = 0 . 
ах

Это дает  Уо=<*о. fli = 0. Ограничиваясь первыми тремя чле­
нами, используем в дальнейшем усеченный ряд

К п =  Г 0 +  а 2т24 - а 3т 3.

Подставим этот ряд в уравнение (15 .24) и проинтегрируем 
его по методу Бубнова—Галеркина. В результате получим

У 05т0 (0,25В3 — 0,2Лг)
“ J — — Л\В'2 — ЛВ| 

Гр(0,25Д] — 
А\В2 — АпВх

YoSxqIO&Bi -O JA ,)  
в« — “  ” “

Тогда

У„ =  У0 f l + -----^ ------ 1(0,25Ва — 0 ,2 Л2) т 2 —п ° l  AxB.-AzBi 2 2/

- ( 0 , 2 5 5 , - 0 , 2 ^ j )T 3j j .  (15 .25)

Здесь обозначено:

1 3 1 5 6 ’

,4„ =  J L To+ £ l2_ sA
2 0 Л 6 7

e , = ^ + ^ _ sJ ,
1 2 6 7 ’

В ——  т 4- — ——
2~~ 5 0 7 8 ’

С (t0 + Л/0) Ct
т =  -

El* ЕЧ\
При интегрировании уравнения (15 .24) в качестве верхнего 

предела принята величина то, соответствующая времени to+Ato, 
где to— время нарастания давления q от нуля до наибольшего 
значения, а Д/0 — м алая  величина, выбираемая произвольно, не 
удовлетворяющая условию Д/0<̂ /о.
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Имея выражение для Ки, можно определить предельное зна­
чение давления q. Д л я  этой цели необходимо для  каждого зна­
чения числа полуволн т  построить график Yn= f(т ) .  Число

Рис. 225.

полуволн т ,  при котором нач­
нется интенсивный рост про­
гиба У„. определяет прибли­
женно предельное значение на­
грузки q. Характер кривых 
Yn=f(i) представлен на рис. 
225, откуда видно, что время 
Г] можно принять в качестве 
предельного. Тогда предельное 
значение нагрузки будет

§ 78. УСТОЙЧИВОСТЬ КВАДРАТНОЙ В ПЛАНЕ 
СФЕРИЧЕСКОЙ ПАНЕЛИ ПРИ НАГРУЖЕНИИ ЕЕ 

БЫСТРО ВОЗРАСТАЮЩИМ ВНЕШНИМ ДАВЛЕНИЕМ

Наиболее рациональной конструкцией подкрепленной сфери­
ческой оболочки будет та, у которой происходит одновременно 
как  потеря устойчивости всей конструкции в целом (обшивка 
с силовым набором), так  и обшивки в клетках м еж ду элемен­
тами силового набора.

Если силовой набор достаточно жесткий, то для определения 
времени, начиная с которого прогибы обшивки, заключенной 
м еж ду элементами набора, интенсивно возрастают, можно при­
нять выражения

w -  W(t) sin-’ —  sin2 —  , 
а а

<р =  F  (/) sin2 —  sin2 —  , 
а а

где
W ( t ) = W a ( t ) - W  о .

Принятые аппроксимации функций w и <р удовлетворяют 
следующим граничным условиям на контуре панели:

w —0, з * = 0 ,
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Исходные уравнения задачи в данном случае принимают вид 

I) d*w . у d*w ^ <hw ^  2(1 4- ц) uftw , ifiw N ,
лн  ' <)&ду* ' ~дЦ* : W* l w  +

2(1 + ^ )и ' I ■ 1 ( дЦ ■ tWy \ . уя .
R 4 J " 1" R  \ dx2  ' d y *  )  q  d i *

+  N d?w . iflw
1 2“Чдх* 1 дУ2 * R2 )

* *  + 2  
дх* ^

гН<Р 1 ЕЬ tiPw i dn-w  \
дх2 ду* ду* R 1 w )

He повторяя всех промежуточных выкладок, аналогичных 
вкладкам  предыдущего параграфа, напишем разрешающее 
уравнение

~ Т ~ + 5 (1  — т )К п =  К05 ,  (15 .26)Сft*
Ч c t  у  _ Wo  V _ W n

с  •  п * * * 0 ' ,  * * п ,  >F-4n £q* 8 8где

5 =
ЗСП7?» 

я
3 —  

R
<7. =  -8Ш - т]

,<т)•(т-ГР Ц 1 ( * +9(1 4-И32
9(1 —и2> [(V)'- т]

Решением уравнения (15 .26) будет выражение (15 .25 ) ,  в ко­
тором необходимо только заменить величины S  и Дальней­
ший ход решения остается прежним: для каждого значения раз­
мера клетки — строится график Yn= f(т ) .  Та кривая этого гра- а
фнка, которая раньше, чем другие, будет круто удаляться вверх 
от оси т, и определит предельное значение внешней нагрузки.

Если силовой набор будет сравнительно слабым, то в запас 
устойчивости можно принять, что панели клеток имеют шарнир­
ное опирание. Тогда

a> =  lT (()s in  — sin —  , 
а  а

?  =  F  It) sin2 —  sinJ — , 
а  а
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где
Г (/ )  =  Г п( / ) - 1Г„.

Д ля  построения графика Y„ = f(т) следует пользоваться вы­
ражением (15 .25) предыдущего параграфа, предварнтельнс 
подставив в него выражения 5  и q , имеющие для данного 
случая вид

C*tRb

Ь

________~ - 1 — +

' Ч (*И
# " ( # ]

Остальные обозначения даны выше.

Глава XVI

УСТОЙЧИВОСТЬ т р е х с л о и н ы х  о б о л о ч е к  
С ЗАПОЛНИТЕЛЕМ В ВИДЕ СОТ

Трехслойные конструкции оболочек с заполнителем в виде 
сот имеют ряд преимуществ по сравнению с однослойными, глав 
ным из которых является их легкость. При существенно меньшем 
весе сотовые конструкции способны воспринимать большие 
нагрузки.

За последнее время эти конструкции стали находить приме­
нение в авиационной технике [3].

В данной главе рассмотрен вопрос о расчете оболочек с со­
товым заполнителем на устойчивость. При этом ограничимся 
рассмотрением только таких оболочек, у которых внешние слои 
имеют одинаковую толщину и изготовлены из одного и того же 
изотропного материала. Предполагаем, что соты выполнены т а к ­
ж е  из изотропного материала, но отличного от материала внеш 
них слоев.
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В силу принятой симметрии конструкции стенки можно счи­
тать, что к ней будет применима гипотеза прямых нормалей. При 
этом изгибом внешних слоев будем пренебрегать, так  как нх 
толщина предполагается малой по сравнению с высотой сот 
Наконец, примем, что жесткость сот на растяжение в касатель­
ной плоскости пренебрежимо мала по сравнению с жесткостью 
внешних слоев. Соты способны воспринимать только сдвигаю­
щие нагрузки.

Сделав эти оговорки, приступим к выводу уравнений равно­
весия.

§ 79 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ 
И ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ ДЛЯ ТРЕХСЛОЙНЫХ 

СОТОВЫХ ОБОЛОЧЕК

Уравнения равновесия трехслойных сотовых оболочек можнс 
получить вариационным методом. Вначале запишем выражение 
для энергии деформации изгиба оболочки.

Д ля  элемента оболочки площадью dxdy потенциальная энер­
гия деформации изгиба будет

1‘ Э*= ("5"М х,х 1 Г N'v/u +  dx dlJ'
где Af.v, My, MXy — внутренние моменты, действующие в обо­

лочке (рис. 226);
X»» '/*v — изменения кривизн, соответствующие этим 

моментам.
Эта энергия в основном накапливается во внешних слоях 

оболочки, так  как  сотовый заполнитель, имея малую жесткость, 
не воспринимает изгибающих и крутящих моментов. В то же 
время заполнитель может воспринимать сдвигающие нагрузки 
Д ля  учета энергии, создаваемой этими нагрузками, используем 
рис. 227.

Работа поперечной снлы Q* будет равна 

_ _ L  Q p i-d x d y ,
2 дх *

где X'] — прогиб оболочки от перерезывающих сил.
Рассматривая силу Qx к ак  внешнюю по отношению к эле­

менту dxdy, можно показать, что работа этой силы численно 
равна энергии деформации элемента. Д ля  определения угла

.  ()И>|наклона касательной — 1 предположим, что высота заполнн-дх
теля после деформации не изменяется и равна его высоте до де­
формации. Из этого предположения следует, что угол наклона

dwI ,касательной —— , численно равный угл у  сдвига заполнителя, 

постоянен по всей высоте заполнителя.
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В силу постоянства угла сдвига будет постоянным и напря­
жение сдвига по высоте заполнителя. Поэтому согласно закону 
Гука

<to>i _  Qxd y =  Qxty Qx 
дх FG 2HGdy 2HG '

где  2 H — высота заполнителя;
G — модуль сдвига заполнителя.

Тогда потенциальная энергия в заполнителе от перерезы­
вающей силы Qx будет

—  Q d xd  у ——-----dxdy.
2 х дх ' 2 2HG *

Аналогично от силы Qv

Полная энергия изгиба и сдвига будет 

d 3 H =  f —  Мх/ ,  +  —  Ми/и +  Мху/ г„ +  —  —  +  —  - ? * - )  dx dy.И ^  2  Х /.Х  , 2  У/М I хи/.ху т 2  2 H G  I 2  2 HG, /

Д ля связи перерезывающих сил Qx и Q„ с изгибающими и 
крутящими моментами используем уравнения

дМ,  , с  _  д.Ну , дМхи
х дх ] ди ' У д у  дх

которые выражают условия равновесия элемента dxdy относи 
тельно осей х, у.

Изгибающие и крутящие моменты (рис. 228) можно выразить 
через соответствующие нормальные и касательные напряжения 
следующим образом:
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M J y = 2 * M y  ( /У+ т ) ’

Mvdx=2o„b0d x (H +  

Mxy<Jx =  2axy%dy J i ) ,

Mvxdy-  2 a , r^ ( / /  + y ) ‘

Рис. 228.

При составлении этих выражений было принято, что внешние 
слон на изгиб не работают, а изгибающие и крутящие моменты 
в сечениях оболочки реализуются через нормальные и касатель­
ные напряжения, равномерно распределенные по толщине внеш­
них слоев.

Кроме того, согласно закону Гука

ах— +  — ) £°-j ( н  -f- -~ \ (ух+
• —|*о ' 0* О*/ • — (*о\ 2 /

Аналогично можно получить

яу =  (Н  +  у )  (У.и +  М..г),

•‘хУ 1 + Jx V

Тогда можно записать
M x= Do('/.x+m)> 
Ми= D0 (/„+  (*/,), 

Мху—(\ Л>) D0xxV,
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где

2 Е,
д

о*о(« + - у ) 2
О I 2 ’

1 ~  !*0

fo, МО — модуль упругости и коэффициент Пуассона мате­
риала внешних слоев.

Д ля  изменения кривизн в данном случае имеем следующие 
формулы:

Ъ ■

t .xV

д* W W d * w  i

д х * д х *  ’

d - w W d*W \

ду* d y l  ’

d-w
д х *  д у*

где — дополнительные слагаемые, учитывающие
дх1 дУ- влияние перерезывающих сил Qx и Q„.

Энергия растяжения—сж атия внешних слоев определяется 
известным выражением

Э»= 2 2(1*-°̂ ) j j (*' + + + “*») dX dy'
’  F

где коэффициент 2  учитывает число внешних слоев.
Компоненты деформации срединной поверхности даются сле­

дующими формулами:
д и  . w  d v  w

+  ~ d ^ r R ^ '

д и  d v  

хУ д у  О х

Полная потенциальная энергия оболочки

*5 — Э0 -f- Эи +  Т ,

где Т — работа внешних сил.
В развернутом виде это выражение будет иметь вид

. 1 —  МО ( д и  ■ d t/ У л  . Р р  П д  

1 2  [ д у  ^ д х ) ]  ’ 2
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+(t+*T+^),+2̂ +#+^)(£+#+^)+
+2<■ --*> ш г\ + ^ т н ш  «•} -*-*

где <7 — интенсивность внешнего распределенного давления.
При составлении выражения для полной энергии было при­

нято, что на малой поверхности оболочки радиусы кривизны 
можно принять постоянными. Используем далее условие

ЙЭ = 0,

которое дает возможность получить как  дифференциальные 
уравнения задачи, так  и граничные условия. Если выражение 
полной энергии отнесено к отдельно взятой ямке или выпучине, 
образовавшейся на поверхности оболочки после потери устойчи­
вости, то полученные при этом граничные условия будут для нее 
естественными.

Не повторяя всех промежуточных выкладок, аналогичных 
вы кладкам  § 34, приведем лишь окончательные результаты. 

Уравнения равновесия
d dF д  dF у

дх дих д у  ди у
д  dF д OF у

дх Ovx ду  dvy
d t  , & dF , d1 dF , d* dF n  . . . .  . .=  U, ( lb .  1)Ow dxdy  dwxy dx* 0wxx dy i  dw yy 

& dF . d i  dF d dF d IdF
dx? d w lxx dy? 0w\yy dx 0w lx dy d w ]v

Граничные условия

f e s(£ )]> “'0

f  [ - j —— 8 [ — ]]*</.*= o,
J  L 0Wyy \ dy  /Jo

0 .

0
b

f d dF
1 0 dF

dwxx ду dwxu

I d dF d dF
[d y OW у у ^  dx dwxV

) llMS ° .  

■j J t o lV x —0 ,
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[(^ гЧЬ0- 
|(£-*“)>=а 1[ г̂и)Ух=0’О

i(£r,t,).”‘,!/=0' !(^Hajc=0-о о

J  [ л » | «  I »*  /]«о
а

J L ^ i  у у \ ди /JOо

р  
ж

d F d F  \

d v i x x  1 d w lx )

d F  |
1 6F )d w lVy ' d w xy )

Здесь F  — подынтегральная функция в выражении для Э ;
их =  — Wi y— — — обозначения производных от компо- 

дх ду
нентов перемещений и, v,  w , w x.

Частные производные от функции F имеют вид
dF 2ЕЛ
dw  1

dF
d w y y

Ш*+%)&+£)+(к+%)&+%)}+
+ *[(*+#)(£+#+*&) +
+(i+f) (t+f+^)]-^ ( , 6 ' 2>

* [% + ж + Щ

)}
dF - D r^2te>

1 * i &w, ,
, — u o dwxx |d*2 1 Л? ' A*2 1

I f)2te» 1 » I I Ц jd ^ w  . o> |

<V  + l ° [ d x ^ R ]  1 dx2

о /i \ n  - =  2 ( 1 —Po )Ц>-dwxy dx dy
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dF 2£0», 

to* >—J*o
dF En\ 

duv  1 +

dF

Eo>'o \da , w  , (dv  , w  \1

Г ^ Т + * + |‘ » ( л Г + ^ ) 1 '

o^o fdtt_ , <k> \ 
f- Ho \ dy dx / ’

d v u
2E0t0 {dv i w  , (da  , w  \]r^sk+̂ +ft,(sr+o

7 __ £q*q /ди ■ dv  \

'* 1 +  1*0 \<ty dx / ’

dF
dv

dF ©
QII d^w : w  _ l .d^W] _L „ Ifd-w - 4 -

d?w:
d w lxx dx 2 ' R\ ' dxi T  ro l

dF
=  D 0

I <Pw V- w  4 -
(fiw, /д-w

4_ w  4-
№w

dw\yy [  V dy2
"T ro ( dx? dxfl

dF 4 HG d w t dF 4 HG dw\
d w ]x 2 dx dw^y 2 dy

Если учесть значения частных производных от функции F, 
то первые два уравнения равновесия (16 .1) можно записать 
в виде

dNx |  dN х у __у  dN у  | dN ху  ____q  ^

дх ду  ’ ду  дх

При этом были использованы соотношения 

dF 2  N —— — 2 N
дих диу

— -  2Ny, —  2N xy.
d v y  У d v x  х У

После введения функции напряжений <р по формулам 

ы л = & - ,  N y = * l ,  N x t=  & -
л ду" дх* *у д х д у

уравнения (16 .3) будут тождественно удовлетворены, а третье 
уравнение (16. 1) примет вид

±  [ ^ L - i - 2  - + — +
R\ dy i  Ro дх'2 L dx* dx* dy i  ду*

+2(^+f)S+2(^ + f)t+(^+̂ +i)*+
, <Иа>|  ̂ (Ha'| , (Htfi , / 1 , ik i\  d*w i

dx* дх i d y l  dy* I/?, Ri  I dx*L+(^+t)
+(*■+#) (16-4)
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При этом четвертое уравнение равновесия (16 .1 ) в развер­
нутом виде будет

I д*и> , 0  d*w , d*w ' 1 i  мо \ д'-w .

I / 1 I f*0 \ d2» ’ I <*»! , o.. <*W , (>»№, 1+(^+̂r)
~'2HG / £ S L  + ̂ S l\  0 (16-S)

\ dx* dy'2 j

Уравнеиие, связывающее функцию напряжений ср с проги­
бом w, можно получить из выражений для компонентов деформа­
ции с использованием закона Гука

д*у . 0  д*<р , d*w 
~дх*

. + 2 _ 2й _ - L i *  ! ! • . + _ ! _  i S . \ .  ( i 6 . 6 )
1 дх*ду* ду* \Ri дх^ 1 R3 ду*/

Уравнениями (16 .4 ) — (16 .6) полностью описывается напря­
женное и деформированное состояние оболочек с сотовым з а ­
полнителем. Из этих уравнений как  частные случаи могут быть 
получены уравнения изгиба балок и пластин из сот.

В задачах  динамики и устойчивости распределенная на­
грузка q в этих уравнениях заменяется выражением вида

2 (// +  1>р) у  , KjO/d*w . w  \
q К дГ- 1 ' R\ J"*”

<> / * - + _ . \ + 2 Л ,0  
v у  u д х д у

где первое слагаемое определяет величину инерционной на­
грузки, а остальные три — величину проекций внутренних сж и ­
мающих и сдвигающих усилий на нормаль к оболочке.

При решении задач устойчивости или колебаний оболочек 
необходимо выбирать такую комбинацию приведенных выше 
граничных условий для функций <p, од, до, на контуре ямок и вы- 
пучин, которая согласуется с характером ожидаемого волнообра­
зования и приводит к минимальному значению частоты или 
критической нагрузки.

В качестве иллюстрации решим задачу об устойчивости шар­
нирно опертого стержня, нагруженного вдоль оси. В этом случае 
исходные уравнения примут вид

g j  / it*11) , d*W I \_ _ p d-W/ d*w i d*w, \
------- ----------\ dx* dx* )

/ d*w I d*w i\
\ dx* dx* j

dX2

Ej  (**L  +  -  FG d̂ ~  =  0.
dx*
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V

Граничным условиям задачи будут удовлетворять следующие 
выражения для w и u>i:

w Л s i n — , те', -= В sin .
I х I

Подставляя необходимые производные в эти уравнения, 
получим

Л [£ /  (-5 - ) 2 -  Я ]  +  BEJ =  О,

A E J  ( f  ) Ч  В \EJ ( f ) 4  F G ]= 0 .

Приравнивая определитель этих уравнении нулю, получим

-(f)’
Р

F.J
1 + “

/ я V
!'(т)

FG
Эта формула в курсе сопротивления материалов выводится 

другим путем.
Применим полученные выше уравнения к решению некоторых 

задач устойчивости оболочек.

§ 80 УСТОЙЧИВОСТЬ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
С СОТОВЫМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ ПРИ ОСЕВОМ СЖАТИИ

В этом случае Rx = oo, R2 = R. Кроме того, примем Цо = 0 
Тогда исходные уравнения будут иметь вид

2 (d*w . сНа> . d*w . 2 d-w  . w_ ,
~R ~ дх^ду2 ду* /?2 dyt R* ‘

I i I 1 _ t v ° —  ( 1 6 7 )
1 дх* д у* "T  R- dy* )  * dx2 ’

Л  l d*W I <*** I 1 | A»tri ■ cHa>[ \ /̂ tp , . d 2 » i \ q
° \  V  /?2 dy2 1 dx* dy* )  { dxl  ‘ dy* )  ‘ ’

d*̂ _ , d*? . tH? ^  £q»o d-'tt' 
с)л-4 ' d^2dj/2 /? d*2 ‘

Д ля  функций w, wi, ф примем следующие выражения:

w — A sin —  sin , a h

w x =  B sin —  sin ,
1 a h '

9 -  С sin2 —  sin2 —  .a b
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Эти функции удовлетворяют условию шарнирного опирания 
контура ямок и выпучин и обращают в нуль на их контуре допол­
нительные (самоуравновешенные) нормальные и касательные 
напряжения.

После подстановки принятых выражений в исходные уравне­
ния и интегрирования их получим

64С / я у
9л2/? (f)!+ ^(fn!+(f)T+^(fn'+(f)1

0 .

. / j M 2_ ______________ legpfto^____________

№ * [0 .7 5+0 ,5( f ) ' +0 . 7 5 ( f  ) ' ]

А)Л(тП'♦(т)‘ 1

Чт)Ч т j+2//ojl + (f)’J
B =

Исключив из первого уравнения параметры В и С, получим 
при А Ф 0  следующее выражение для критического напряжения:

(^) -  W k p 81л*

1024

+ _О о_(х *ут 2 _
ЕоЬо№\ I }

2HC,E0boR4 |l + ( — V

( 16. 8)
Здесь обозначено

l nRт  — — , « = — ,а Ь
где I — длина оболочки; 

а, b — размеры ямок и выпучин в осевом и окружном направ­
лениях.

Остальные обозначения даны выше.
Придавая параметрам волнообразования т ,  п различные 

целочисленные значения, по приведенному выражению можно 
определить наименьшее значение №х .
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Критическая сила осевого сж атия оболочки

Р к9 =  2пЦ№х кр.

Д ля получения более простой приближенной формулы можно 
отбросить в выражении (16 .8 ) последнее слагаемое, учитываю­
щее работу сот от поперечных сил. Таким приближением опре­
делится несколько завышенное значение критического напря­
жения. Кроме того, в оставшемся выражении можно отбросить 
слагаемые, содержащие параметр волнообразования п но срав ­
нению с т .  Это дополнительное допущение, к ак  показывают 
сравнительные расчеты, несколько снижает величину критиче­
ской силы.

С учетом указанных допущений можно получить сравни­
тельно простое выражение, по которому определим аналитиче­
ский минимум критического напряжения:

»0Н ~р _________
№ ,.,= * !,6 7 Еа  ' *  при т  =  0 ,66  /~  *  ■

V " + - Г

§ 81. у с т о й ч и в о с т ь  ц и л и н д р и ч е с к о й  о б о л о ч к и
С СОТОВЫМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ ПОД ДЕЙСТВИЕМ 

ВНЕШНЕГО ДАВЛЕНИЯ

Д ля решения этой задачи необходимо в уравнениях (16 .7) 
произвести замену приведенной нагрузки

. r O & w  ш . о  fiP - v o  I w  \N x —  на N.. ( ------------- ) .дх2 " V ^ 2  ' R2 J
В качестве решення этих уравнении можно принять

w — A sin —  s in//О,
/

■и1, =  В sin —  sin «О,
1 /

► »  — С sin —  sin « 0.
/

После подстановки выражений для w, W\ и ф в разрешающие 
уравнения (16 .7 ) получим

< , б - 9 )
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м (т),+ № °»*1(тУ+а),]+
+2ЯС*[(т)’+(тЛ =»•

с[(т)’+(ш
\

Д ля  оболочки средней длины можно ожидать, что в резуль­
тате потери ею устойчивости в окружном направлении обра­
зуется много полуволн. Тогда можно принять, что

(т)’»(тГ *»
На этом основании уравнения (16 .9 ) можно заменить более 

простыми

-т(т)’+ °»л Ш+ D»B Ш •
(f)’ I *  V(тГ

После исключения из этих уравнений параметров А, В, С 
получим следующее выражение для критического внешнего 
давления:

VkP — , ^ 0 .П2_________ ______________ (16 .10)

RJ * 4 1  +

Д ля определения наименьшего значения давления необхо­
димо последовательно положить п = 2 , 3 , . . .

Д ля  получения приближенной формулы для критической на­
грузки в выражении (16 .10) можно отбросить слагаемое с D20, 
связанное с работой сот на сдвиг. Тогда после определения ми­
нимума по параметру п получим

^0
"  Т  I / "  2 1.7л/? 4/ ^ 0 R*<7кГ П Я Л
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\

В случае очень длинной оболочки волнообразование не бу­
дет зависеть от продольной координаты X. Тогда уравнения 
(16. 7) примут вид

/d*W , 2 d 2w  , w  | d*W\ | 1 rf2te>, \ y » ( d * w 1 \
1 < у R2 d y * 1 R* d y * ' R°- d y 2 ,J ‘ A d y ' - R2 /А> \ u ip  п -  а  у*  п '1 а  у  п -  и у* / \ а  у -

(16. И)
Do( d ^  +  ± J b + ^ \ _ 2H G dJ~L  0 . (16 .12)

\ d у* R* d y 2 dy* J d y 2

В данном случае для решения задачи можно принять

w — AcosnO, BcosnQ.
После подстановки этих выражений в уравнения (16 .11) — 

(16. 12) для критического давления получим

До(яа-1 )  Л  Do_________ 1

1 +
</к'’ R3 I 2HUR2 «о"2

'2HGR-

Можно убедиться, что наименьшее значение критического 
давления будет при п = 2. Тогда

Do
п Я°0 I t 2H(iR1 
^кР Л3 | 2Д,

HGR-

§ 82 ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЖЕСТКОСТИ 
НА СДВИГ СОТОВОЙ КОНСТРУКЦИИ

При практических расчетах сотовых конструкций необходимо 
определять жесткость сот на сдвиг при заданном значении мо­
дуля сдвига материала сот.

При заданном значении модуля сдвига G\ материала сот 
приведенный модуль сдвига G2, который будет иметь сотовая 
конструкция в целом, изготовленная из этого материала, опреде­
ляется из условия равенства углов сдвига при нагружении образ­
цов, вырезанных из материала с известным модулем G, и из со­
товой конструкции с неизвестным модулем G2 (рис. 229).

Таким образом, Yi = Y2»
где

Yi iu i

Y2 -7 7 г ;  / 4  =  2///,; F  2 -2 Н 12.г«»0 >
ЗК5



Тогда

Поэтому
F  fi\ =  F  2G2. 

g 2= g ,

Длину образца из сотовой конструкции /2 можно выразить 
числом перерезаемых сот следующим образом. Число стенок,

которое можно изготовить 
из длины 1\, будет

где бс — толщина стенки 
соты.

При этом количество пол­
ных сот

т  =  п -
«с

Тогда для длины /2

/o=smr/Bn =  ( - ^ - - l ) r / B„,

где(/„„ — диаметр вписанной 
в соту окружности. 

Поэтому можно написать

Перепишем это выражение в следующем виде:

_пG2— G,

«с

Поскольку размер образца 1\ взят произвольно, то из послед­
него выражения необходимо получить такое значение G2, при 
котором критическая сила будет наименьшей. Из этого требова­
ния получим

G2 =  G, при
rf.,
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Г л а в а  XVII

Р А С Ч Е Т  О Б О Л О Ч Е К  НА У С Т О Й Ч И В О С Т Ь  
ПРИ О Д  НОВ Р ЕМ ЕН НОМ Д Е Й С Т В И И  

Н Е С К О Л Ь К И Х  Н А Г Р У З О К

Если на оболочку действует несколько различных нагрузок, 
го определение их критического значения из решения уравнений 
устойчивости представляется задачей весьма сложной, а иногда 
и почти неразрешимой. Поэтому желательно иметь оценки несу­
щей способности таких оболочек, не решая непосредственно диф­
ференциальные уравнения задач и используя результаты, кото­
рые можно получить при нагружении оболочки отдельно к а ж ­
дой из действующих сил. Такой путь тем более целесообразен, 
что многие задачи устойчивости оболочек уж е  решены.

Д ля  решения поставленной задачи рассмотрим уравнения
В. 3. Власова:

П равая часть уравнения (17 .2 ) определяется мембранными 
усилиями, которые возникают в оболочке от действия внешних 
сил. В зависимости от характера этих нагрузок и геометрии обо­
лочки усилия iV°, N°, могут действовать или одновременно, 
или в каких-либо сочетаниях. Например, при нагружении эллип­
соидальной торовой оболочки внутренним давлением в ней одно­
временно возникают усилия N° и NJ , а при нагружении сфериче­
ского сегмента изгибающим моментом одновременно возникают 
все три компонента внутренних усилий. В противоположность 
этому при нагружении цилиндрической оболочки осевой сж и­
мающей силой в ней возникает только усилие №х, при нагруж е­
нии наружным равномерным давлением — усилие №у, крутящим 
моментом — усилие №х//. Поэтому в общем случае выражения 
для внутренних усилий можно представить в виде

где  Р, Q, / ^ . . . .  — внешние нагрузки, действующие на оболоч-

R, дх2 Ко о у*

A ^ * = a 7 > + a " Q - f a " 7 ? + . . . ,  
ЛГ® =  р ' / » + { * Ч Ж +

M , = Y '^ + V ' Q + Y wtf +  . . . ,

(17 .3 )

ку ;
а>, 'Р‘, — числовые коэффициенты, зависящие от па­

раметров и текущ их координат точки на 
поверхности оболочки.
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Структура этих коэффициентов определяется видом решения 
задачи оболочки в докритическом состоянии.

После подстановки выражении (17 .3 ) в (17 .2 ) получим
I di? . I . г * , , . ,-------- -------------- 1- 4- l)\-±-w -

Я ,  д х ?  ' Я ,  д у ?  '

-  Р  (a  Xjr +  Р'х. +  2 y '/ „ )  +  Q (а У.х +  ГЪ  +  2Y"Z,„) +

+  А* (« '"/ , г  Г / Л  2Y"'X,v) +  • • • (17 .4)
Дальнейшая задача  состоит в том, чтобы решить совместную 

систему уравнений (17. 1) и (1 7 .4 ) .
Допустим, что эта система решена и результат этого решения 

можно записать в виде

/•',(£, й, А*,, Я 2, т ,  n) +  F 2(D, Ru R,, /и, п)=-

— Р (а  1, ?i, Yi, AV w , «)-{-Q(u,, ?Г, Yi, /?,. А!о, m, «)-}-

+  # («* ,  pi, y i ,  A\, A?,, m, / !) - ( - . . .  ( 1 7 .5
Здесь обозначено:
m, m — параметры, характеризующие волнообразование 

оболочки;
F, F2 — слагаемые, характеризующие работу оболочки на 

растяжение—сжатие и изгиб.
Правая часть уравнения (17 .5) зависит от приложенных 

к оболочке сил Р, Q, R, наименьшее критическое значение кото­
рых требуется определить.

Д ля  дальнейшего удобно принять эти нагрузки в качестве 
координатных осей л-мерного пространства и переписать у р а в ­
нение (17 .5 ) в виде

(1\Хi +  а 2^ +  • • • Jr an̂ n ~  do (17 .6 )
где /V, — принятое обозначение для сил Р, Q, R, . . . ;

й( — коэффициенты, зависящие как  от параметров оболочки, 
так и от параметров волнообразования;

« о -  ^ | + Л -
Уравнение (17 .6 ) определяет в «  мерном пространстве неко­

торую плоскость, называемую гиперплоскостью. Придавая раз­
личные значения параметрам волнообразования т ,  п, можно 
получать различные гиперплоскости. К аж д ая  такая  гиперплос­
кость разбивает все пространство на два полупространства, одно 
из которых включает в себя и точку начала координат. Можно 
доказать, что любая гиперплоскость является выпуклой. Д ля  
доказательства введем в рассмотрение некоторую функцию Ф, 
представляющую собой левую часть уравнения (1 7 .6 ) :

Ф — a 1A ', - j - a 2A'2-f  a 3A'3+ . . . - f  а лЛ'„ — а 0.
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Д ля  дальнейшего введем понятие о направляющих косину­
сах в n -мерном пространстве.

Известно, что положение прямой в трехмерном пространстве 
вполне определяется величинами направляющих косинусов. По­
ложение прямой в n -мерном пространстве так ж е  вполне опре­
деляется ее направляющими косинусами относительно осей Xh 
Х2, , Х„. Исходя нз этого положим

Х г~Х°, +  /2г,

* „ = * •  + V .
где i 1, /2, — направляющие косинусы раднуса-вектора г, 
выходящего из точки полупространства, включающего точку О 
начала координат и берущего свое начало в точке, имеющей 
координаты X°v Х%..........X®. Тогда для функции Ф получим вы­
ражение

Ф =  а ,  (A’ i-f-<i'') +  а ,  (Л’2-}-<2г )  +  . . .  + а п (Л'“ +/„/■) — а„.

Если теперь изменять длину радиуса-вектора г, то будет из­
меняться численное значение функции Ф.

Поскольку эта функция есть левая часть уравнения (1 7 .6 ) ,  
то при некотором значении г она обратится в нуль, а затем с уве­
личением г она более ни разу не примет нулевого значения и не 
изменит знака.

Таким образом, можно доказать, что все гиперплоскости, 
соответствующие различным значениям параметров волнообра­
зования т ,  п, являются выпуклыми. •

Из этого утверждения вытекает, что поверхность, образован­
ная пересечением различных гиперплоскостей, является такж е 
выпуклой. Впервые эту теорему доказал П. Ф. Папкович другим 
методом.

Изложенное обстоятельство может быть использовано для 
расчета оболочек на устойчивость при нагружении их одновре­
менно несколькими видами нагрузок.

Из самого понятия критической силы следует, что все гипер­
плоскости отсекают на координатных осях Х\,Х2, . . .  ,Х п отрезки, 
равные соответствующим критическим силам. Д ля  численного 
определения наименьшего значения этих критических сил доста­
точно положить, что все действующие нагрузки, кроме нагрузки 
одного вида, равны нулю, и решить задачу устойчивости обо­
лочки только от нагрузки одного вида. В таком случае гипер­
плоскость определяется только одной точкой на соответствующей 
оси Xi. После этого следует решить задачу устойчивости от дей­
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ствия нагрузки другого вида при нулевых значениях остальных 
нагрузок и т. д.

Таким образом, будут определены координаты критической 
гиперплоскости для данной оболочки, причем гиперплоскость, 
соответствующая минимальным значениям критических сил, бу­
дет единственной. Поскольку построение выпуклой гиперплос­
кости для заданной комбинации критических сил весьма затруд­
нительно, то приближенно можно заменить гиперплоскость про­
сто плоскостью, отсекающей на координатных осях X,- отрезки, 
равные соответствующим критическим силам.

В качестве иллюстрации приведем два примера.

Нагружение цилиндрической оболочки осевой сжимающей силой 
и поперечным равномерным давлением

В данном случае гиперплоскость вырождается в прямую на 
плоскости (рис. 230). На этом рисунке внешнее давление берется 
со знаком минус и оно отложено на отрицательном участке оси 
абсцисс.

б

' " ' бкГГ вкр°+ ^-

' V f 1 \
1 \

¥-
Рис. 230.

% £ i
6

Уравнение полученной прямой будет иметь вид

Н — 1 . ( 17- 7)
кр

»2 _

лення;
где </кр =  0,92£ j jj - 1 —— критическое значение внешнего дав-

°2р= 0 ,26/ :—-----критическое напряжение чистого
R сжатия.

Эта прямая разбивает плоскость на две полуплоскости, одна 
из которых включает точку О начала координат. Если обозна­
чить эту полуплоскость V+, а вторую полуплоскость V- , то 
можно сказать , что точки первой полуплоскости, исключая 
точки, лежащ ие на прямой (1 7 .7 ) ,  отвечают состоянию устой­
чивого равновесия оболочки. Точки, расположенные на второй
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полуплоскости, исключая точки на прямой (1 7 .7 ) ,  отвечают 
состоянию неустойчивого равновесия оболочки.

Все точки на прямой (1 7 .7 ) ,  включая и ее концы, опреде­
ляют критическое состояние оболочки.

Так как  уравнение (17 .5 ) — линейное относительно внешних 
сил, то, продолжая прямую, определяемую уравнением (17 .7 ) ,  
в сторону положительных значений давления q, можно получить 
зависимость критического напряжения сж атия от внутреннего 
давления.

Уравнение прямой в данном случае будет иметь в и д 1

' ° КР= 4 + - ^ - .  (17 .8)

Эта формула, по-видимому, будет справедливой только до 
определенных значений внутреннего давления q, так  как  начи­
ная с некоторого значения внутреннего давления явление потери 
устойчивости, связанное с образованием ямок и выпуНжн, будет 
сопровождаться текучестью материала оболочки у ее торцов. 
Поэтому формула (17 .8) будет справедливой только до некото­
рых «м алы х» значений внутреннего давления q, зависящего от 
механических свойств материала и геометрических параметров 
оболочки. Д ля  оценки несущей способности оболочки при боль­
ших давлениях необходимо воспользоваться одной нз теорий 
прочности. Д ля  пластичных материалов можно применить тео­
рию наибольших касательных напряжений

Заменяя

имеем

_  qR
3max— ~Y~ ’ 3n.ln Зкр,

Графически эта формула описывает уравнение прямой 
в отрезках на осях координат (см. рис. 230).

Опыты показывают, что формулы (17 .8) и (17 .9 ) дают з а ­
вышенные значения для критических напряжений, лежащих 
в промежутке м еж ду «малы ми» и «большими» давлениями. 
В этом диапазоне давлений, как  правило, получается смешанная 
форма потери устойчивости, связанная с образованием ямок 
и выпучин и гофрообразных складок. С увеличением внутрен­
него давления наблюдается постепенный переход от волнообра­
зования в виде ямок и выпучин к образованию складок в виде 
гофра, расположенных по окружности оболочки.

1 Эта формула справедлива в предположении квадратных ямок и выпу-
чнн, образовавшихся на поверхности оболочки после потери ею устойчивости.
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Поскольку формулы (17 .8) и (17 .9 ) получены независимо 
друг от друга  и при различных предположениях, то можно ожи­
дать, что действительная кривая, характеризующая критическое 
состояние оболочки при осевом сжатии и внутреннем давлении, 
должна быть вписанной в угол ACD так , чтобы прямые АС и CD 
касались ее в точках А и D. Опыты показывают, что с доста­
точной для практических целей точностью эту кривую можно 
выбрать в форме квадратной параболы. Чтобы вписать эту 
параболу в угол ACD, выберем новую систему координат с на­
чалом в точке А. Тогда уравнение параболы будет иметь вид

где qn — внутреннее давление, соответствующее точке D. Это 
давление можно определить из условия

Эта формула справедлива при условии, что При
q ^ q o  следует пользоваться формулой (17 .9 ) .

Определим наибольшее значение <т,ф в зависимости от внут­
реннего давления:

откуда

(17. 10)

Тогда
qR

Полное значение критического напряжения при этом

(17.11)

где

qR



откуда

или

0 С' = —  —  К - З » п) = —  —  ( о , - 0 , 2 6 £  — ). (17. 12)
2 R v * k'’'  2 /? \ Я /

Это давление соответствует точке С ' параболы AC'D.
После подстановки в формулу (17. 11) получим

Зкр.ш«х 0 , 7 5 3 0Kp+ 0 ,2 5 3 j .

Из выражения (17. 12) видно, что давление q c  является 
функцией отношения б//?.

Считая это отношение переменным, найдем, что при

R 0 ,5 2£

имеет место наибольшее значение для qc-

(17 .13)

?с  т ц —0.48 f .  (17 .14 )

Этим выражением определяется наибольшее внутреннее д а в ­
ление, которое можно создать в оболочке при совместной се р а ­
боте на осевое сжатие и внутреннее давление.

Подставив значения 6//? и qc■ шах по (17. 13) и (17. 14) в вы­
ражение (17 .11 ) ,  получим предельное значение критического 
напряжения сжатия

V n , . x = 0 ’625V  О 7- 15>

Окружные напряжения в оболочке в этом случае

ов =  0,25з5.

Таким образом, для конструкции оболочки, имеющей наи­
большую величину критического напряжения сж атия в осевом 
направлении, необходимо выбрать такое отношение Л//?, которое 
удовлетворяет условию (17. 13), и создать в оболочке внутреннее 
давление, определяемое формулой (17 .14 ) .  Т акая оболочка бу­
дет оптимальной с точки зрения ее несущей способности.

Рассмотрим расчет цилиндрической оболочки при осевом 
сжатии и внутреннем давлении с учетом разгрузки от внутрен­
него давления в осевом направлении. Имеем
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Прибавив к правым частям этих выражений величину осевых 
напряжений от внутреннего давления, получим формулы для 
критических напряжений с учетом разгрузки

1 qRз -=хд------- -2—
2 г> 1 «м 5 2 »

о ' = 0 , 2 6 £ —  +  —
*Р ’ /? 1 9  Л

графически представленные на рис. 231.
В данном случае в угол ACD т акж е  вписывается парабола, 

построение которой ясно из рис. 231. Значения давлений q, соот­
ветствующие точкам С и D, получим из условий

я — в , кр кр’ О* - 3° . кр кр

Рис. 231.

Отсюда находим

* »  2 т ( 5‘ - ° - 2 6 £ т ) -

Из сравнения этих выражений с выражениями (17 .10 ) , 
(17. 12) можно видеть, что точка пересечения С прямых в обоих 
случаях определяется одним и тем ж е выражением для qc. Что 
ж е касается точки D, то в последнем случае ее абсцисса увели­
чилась в 2 раза.

В соответствии с этим, как  видно из рис. 231, максимум кри­
тических напряжений такж е  сместится вправо. Давление, соот­
ветствующее этому напряжению, будет

Рассматривая это давление как  функцию отношения 6IR, 
получим при £- — в наибольшее значение для q̂ .

-2
4 k , ( 0,725 — . 

Е
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г
Подставив в исходные формулы для з^р и о' значения'

0 ,52  Е
, получим

Кр >0,53, + 0 ,7 8  —  </, °кР= в,  —0 ,2 6 —  q.

Графически эти уравнения представлены на рис. 232, где при­
ведено так ж е  построение «сглаживающ ей» параболы.

Зная положение точки К на параболе, соответствующей по­
ложению наибольшего критического напряжения, можно при­

ближенно оценить предельную несущую способность оболочки. 
Непосредственно из рис. 232 получаем

к р . m a x
: 0 ,7 5 з4. (17 .16)

В данном случае при учете разгрузки в 1,12 раза по сравне­
нию с полученным в (17 .15) увеличилось предельное напряже­
ние. Окружные напряжения при этом

з* 0 ,3 7 5 з5.

Из формул (1 7 .15 ) ,  (17.16) для предельных значений кри­
тических напряжений с учетом и без учета разгрузки видно, что 
их величина отличается друг от друга  всего на 12%. Поэтому 
в практических расчетах можно пользоваться формулой (17. 11), 
дополнив ее напряжением от разгрузки:

3kP =  0 , 2 6 £ - L + - ^ -  | 1

qR_
ft

о , - 0 , 2 6 £  —
2ft

считая, что q - q n-\-\h,
где <7H— давление наддува;

уЛ — давление столба жидкости над рассматриваемым се ­
чением оболочки.
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Тогда критическая сила будет
Р к р =  2лЛ?%зк1,.

Нагружение цилиндрической оболочки осевой сжимающей силой, 
поперечным равномерным давлением и крутящим моментом

В данном случае будем иметь следующее уравнение пло­
скости:

®кр ?К|. Тпр

представленное графически на рис. 233.
Внешнее давление, действующее на оболочку, принято отри­

цательным (оно отложено в левой части оси абсцисс), а внут­

реннее— положительным. В связи с этим гиперплоскость ока 
залась  в левом квадранте.

В данном случае гиперплоскость разделяет все пространство 
на два полупространства: полупространство У+, включающее 
в себя точку О начала координат, и полупространство V~. Пер 
вое полупространство отвечает устойчивым состояниям равно­
весия оболочки, второе — неустойчивым. Плоскость, разделяю 
щая оба эти полупространства, определяет критические состоя­
ния оболочки.

В первом квадранте рис. 233 гиперплоскость построена 
так  же, к ак  на рис. 230.

Изложенный метод определения критической комбинации 
нагрузок применим и к другим упругим системам.
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