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Предисловие ко второму изданию

Отличие настоящего издания книги от предыдущего (1-е изд. 2000г.) 

состоит в следующем: во-первых, в эго издание включен ряд новых глав, 

посвященных явлению аэронсустойчивости (дивергенции и ф ланера) 

наследственно-деформируемых систем с распределенными параметрами; 

во-вторых, несколько расширено изложение теории нелинейного флаггера 

наследственно-деформируемых систем; кроме того, в настоящем издании 

исправлены опечатки и мелкие погрешности изложения, вкравшиеся в 

предыдущее издание. Книга является внедрением учебного процесса 

фундаментальных научных результатов аспиранта Набиева Л.Л. §22-§23; 

Мансурова М.§39-§40, докторанта Акбарова И.И. §41, Суярова Л.М. §34- 

§36, соискателей Абдурахманова С.К. §3 1 и Абдукаримова А. §38 ав торов 

данного учебника.

Предисловие к первому изданию
Во многих областях современной техники весьма часто приходится 

встречаться с колебательными движениями различных механических 

систем, в частности, с колебаниями элементов конструкции летательных 

аппаратов (JIA).

Возникающие в различных условиях колебания (вибрации) корпуса 

ЛА, а также колебания многочисленных инженерных конструкций и их 

отдельных элементов, деталей, из которых состоит J1A, могу] при 

неблагоприятных обстоятельствах вызвать значительные деформации и 

напряжения, привести к быстрому износу конструкции ЛА и даже к ее 

разрушению. Особую опасность таят различные виды колебаний корпуса и 

составных частей различных средств транспорта -  локомотивов, вагонов.



автомобилей, судов, самолетов, которые в виду все возрастающих 

скоростей их движения могут привести к аварии.

Создаиие рациональных конструкций ЛЛ из наследствен но- 

леформируемых композитных материалов, а также специальных устройств

- гак называемых гасителей колебаний, подбор оптимальных параметров 

разных вибраторов, широко применяемых в современной технике для 

механизации ряда производственных процессов -  все это было бы 

невозможно без глубокого изучения вибрационных процессов. Изучению 

этого вопроса и посвящен настоящий курс. Вибрации возникают в 

результате динамического воздействия разнообразных факторов: 

колебания могут быть вызваны ударами и подвижными нагрузками, 

неуравновешенными частями машин, переменным давлением пара, газа, 

воды и ветра.

Колебания системы могут происходить как около положения 

равновесия, так и по отношению к некоторому определенному движению, 

в частности, к стационарному движению. Они могут быть незатухающими 

или затухающими, если учитываются внутренние трения материала 

конструкции. Так, например, если внутренние трения материала 

конструкции учитываются согласно наследственной теории Больцмана - 

Вольтерра, то колебания всякой механической системы под действием 

постоянной нагрузки происходит около функции кривой ползучести (см. 

рис. 1.2) и затухают с течением времени по этой кривой [1].

В последние годы большое внимание уделяется развитию 

математических моделей, в которых учитывается реологическое и 

наследственно - деформируемое свойство материала при описании 

напряженно-деформированного состояния конструкции ЛА. Это вызвано



тем, что в процессе деформировании реальных материалов (особенно 

композитных) существенную роль т р а с т  фактор времени.

Свойствами ползучести и релаксации, связанными с фактором 

времени, в значительной мере обладают конструкции ЛЛ из композитных 

материалов. Поэтому за период, соизмеримый со сроком службы 

конструкции ЛА, никакое напряженное состояние не может 

рассматриваться как стационарное [2]. Если какое-либо состояние можно 

считать стационарным, рассматривая его как некоторое предельное 

состояние, предшествующее разрушению, то оно достигается не сразу, а 

но истечении определенного промежутка времени, который в зависимости 

от вида внешних воздействий и других факторов может длиться от 

нескольких суток до многих лет. Таким образом, изучение, как в 

стационарном, так в вибрационном состоянии конструкции ЛЛ 

невозможно без учета влияния фактора времени.

В данном курсе методика учета фактора времени при исследовании 

вибрационных процессов основана на применении принципа Вольтерра, 

позволяющего решать задачи с учетом наследственных свойств материала 

конструкции, если известно уравнение движения или решение 

соответствующей задачи в идеально-упругой постановке.

Согласно принципу Вольтерра, построение математических моделей 

или решение задачи с учетом наследственных свойств материала 

конструкции осуществляется заменой упругих констант в известном 

уравнении движения или решении, относящемся к идеально-упругому 

случаю, соответствующими интегральными операторами.



Глава I. Общие сведения 

§1. Н аследственны е явления

Ряд законов, положенных в основе классической теории упругости, 

электродинамики и теплопроводности, записывается формулами вида:

Y(x)=kU(x) (1.1)

где: U  и Y - соответствующие физические величины; к -  коэффи­

циент пропорциональности.

Так, если U  обозначает растягивающее усилие, a Y  - удлинение тела, 

то соотношение (1.1) выражает закон Гука. Тогда коэффициент 

пропорциональности к  - модуль упругости. Ксли U  обозначает градиент 

температуры, а У- тепловой поток, то формула (1.1) выражает закон Фурье; 

здесь к - коэффициент внутренней теплопроводности вещества. Наконец, 

если Y  будет обозначать: векторы магнитной индукции, электрического 

смешения, тока проводимости, a U  будет обозначать векторы 

электрического и магнитного полей, тогда к  -  соответственно: 

диэлектрическая постоянная, магнитная проницаемость и проводимость, а 

соотношение ( 1. 1) будет представлять последовательно три формулы, 

присоединяют к уравнению Максвелла, чтобы придать физический смысл.

Подобных примеров можно привести очень много. Упомянутые 

законы предполагают мгновенное установление стационарного состояния. 

В действительности законы вида (1.1) не отражают истинных явлений, 

поскольку в реальных средах стационарное состояние достигается не 

мгновенно, а по истечении некоторого промежутка времени, который 

может быть весьма большим, теоретически — бесконечным, например: 

реальное тело способно продолжать деформироваться по прекращении 

изменении действующей на него нагрузки. Точно также по.змрн tamin.



вызнанная электрическим полем, после исчезновения последнего ие 

исчезает сразу, а постепенно уменьшается. Подобное запаздывание в 

проявлении физических свойств среды называется наслеОспшснным 

явлением или явлением последействия: в первом случае имеем упругое 

последействие; во втором - диэлектрическое | 2].

Приведенные примеры показываю!, что подобные явления не могут 

быть описаны формулами вида ( 1.1), поскольку в последних не участвуют 

факторы времени.

Инженерная задача, касающаяся расчета элементов конструкции на 

ползучесть, относится также к проблеме учета влияния фактора времени. 

Формируется она обычно так: деталь изготовлена из данного материала и 

при данной температуре, известны действующие на нее си.,и пли 

перемещения на ее поверхности. I ребуется установить, как Луд от

изменяться во времени напряжение О и деформация К данной детали.

По современным представлениям: деформация, существующая в 

реальном теле, состоит нз суммы двух частей: первое слагаемое зависит от 

деформации в данный момент /, второе - от деформации, существовавшей 

в реальном теле в течении времени, предшествовавшем настоящему 

моменту t. Математически это можно представить так:

( 1.2 )

где:

y(x, t )  = e(x, t \ и  (x,t) = о-(лу), к = 1 £ ,

W  -  значение деформации, соответствующее

данному моменту t, учитывающая влияние

предшествующих моменту 1 состояния системы.



Тогда элементарное изменение d e 2, обусловленное воздействием d a  

за бесконечно малый промежуток времени, будет:

Здесь r ( t - z )  - функция влияния напряжений о(х,т) в момент г на 

деформацию в момент t (I - настоящий момент времени, г - предшест­

вующий). Функция Г(1-т) убывает вместе с ростом l-т, который 

определяется экспериментально.

Интегрируя (1.3) в пределах г =  Ои г = / .получаем:

(1.3)

О

Складывая ^ ( х , / )  с £ 2( x , t ) , из (1.4) получаем:

1

(1.5)

Решая интегральное уравнение (1.5) относительно с г (л ',/) , имеем:

( 1.6)

где:

О



Е  - модуль упругости, R(t-T) - функция влияния деформации, 

убывающая при возрастании I -  т.

Применение интегрального соотношения (1.5) и (1.6) позволяет 

развить нееьма гибкий математически!! аппарат для описания процессов с 

учетом влияния фактора времени, ю есть процессов ползучести и 

релаксации.

Процесс изменения деформации тела во времени при постоянном 

напряжении называется ползучестью.

При о fx ,t) = O’0 - c o n s t , из (1.5) имеем:

В дальнейшем функция Fl(t) бу^е-м называть функцией ползучести. 

Графики функций Г({)  и П(1) выглядят следующим образом:

ret) n(t)

t

рие. 1.1 рис. 1.2

Дифференцируя обе части уравнения (1.7, б) по t, находим:

Е  d e  

сг0 d t



Экспериментально установлено, что при t= 0, —>оо, поэтому
d t

функция Г(1) или ядро ползучести должно обладать свойством сингуляр­

ности, т.е.: Г(0) = оо (см. рис. 1.1), причем, согласно уравнению (1.7), 

интеграл от Г(1) должен быть конечной величиной. Такие функции называ­

ются слабо-сингулярными или функциями со слабой особенностью [13].

Процесс изменения напряжений в теле во времени при постоянной 

деформации называется релаксацией.

При £  =  £ о -const из (1.6) имеем:

ст(х,/) = Е е а 1 -  \И(т)ат
О

Здесь R (t) - ядро релаксации:

(1.9)

г,/ х 1R ( t )  =  ~ -  (1.10)
Е с а d t

Из (1.7) следует, что между функциями Г(<) и R(t) существует связь:

R { t ) ~  ) r ( t - T ) R ( r ) d T  =  r ( t )  ( l . i i )
0

позволяющая по одной из известных функций, например F(t), найти 

другую R(t). Уравнение (1.11) называется интегральным уравнением 

Вольтерра 2-го рода.

Поскольку функция F(t) имеет особенность при t= 0, то на основании 

уравнения (1.11) заключаем, что функция R(t) при t=0 должна быть 

сингулярной, т.е. при t=0 R(t)^><х>.



Таким обрачом, математические модели задач динамики конструкции 

J1A, основанные на интегральных соотношениях (1.5) и (1.6), представляют 

собой слабо-сингулярные интегро-дифференциальные уравнения типа 

Вольтерра. Преимущество интегральных соотношений (1.5), ( 1.6) по 

сравнению с существующими заключается в том, что они учитывают 

одновременно как внутреннее трение, лак и ползучесть деформации и 

релаксацию напряжения материала, получивших название наследственные 

свойства материала.

§2. Ч и с л о  ст еп ен ей  с в о б о д ы  нас ледственно-деф орм ируем ой  
м ех а н и ч ес к о й  системы

Сложность теоретического анализа колебаний в значительной мере 

зависит от числа степеней свободы рассматриваемой наследственно- 

деформируемой механической системы. Числом степеней свободы как 

идеалыю-умрутой, так и наследственно-деформируемой механической 

системы, называется число независимых координат, однозначно 

определяющих положение всех материальных точек системы.

В динамических задачах, в частности в вибрационных задачах 

положение точек системы изменяется с течением времени, так что 

указанные координаты являются функциями времени. Основная задача 

динамического исследования состоит в нахождении этих функций, т.е. в 

определении закона движения системы. 11осле этого без труда может быть 

найдена деформация, напряжение и внутреннее усилие в связях системы.

Как известно, любое деформируемое твердое тело имеет бесконечно 

большое число степеней свободы. Однако, в зависимости от принятой 

модели, представляющей деформируемую конструкцию в том или ином 

случае, число степеней свободы может оыть конечным. В литературе часто



рассматривают системы с одной или двумя степенями свободы, вполне 

характеризующими ее состояние в любой момент времени.

Рассмотрим, например, безмассовую линейную наследственно- 

деформируемую пружину (рис. 2. 1а), к концу которой приложена сила P(t), 

заданная в виде функции времени. Обозначим через к - коэффициент 

пропорциональности пружины, то есть статическую силу, вызывающую 

единичное удлинение пружины. Тогда, в идеально упругом случае, 

перемещение U ее конца определяется обычной статической формулой:

kU = P (t)  (2.1)

Если учитывается фактор времени, то (2.1) имеет вид:

k (\ - R ')U (t )  = J>(t) (2.2)
где:

(
R * U ( t)=  $ R ( t - T ) U ( T ) d r  р 3 )

О

R(t)-ядро релаксации, имеющей слабо-сингулярную особенность типа:

R (t) = ee~p 'z a~ \ s  > О, /? > О, 0 < or < 1 (2.4)

Такая задача, в сущности, не является динамической, хотя найденное 

перемещение даже при Л-const не постоянно, а представляет собой 

некоторую функцию времени.

Как известно, уравнение, содержащее неизвестную функцию под 

знаком интеграла, называются интегральным уравнением. Поэтому, 

учитывая (2.4) и что: z=0, R (z )—>oo, 0<а<1, уравнение (2.2) назовем 

слабо-сингулярным интегральным уравнением Вольтерра второго рода.



Простейший пример динамической системы представлен па рис. 2.16 , 

где с концом пружины связан 1руз массы т. Здесь уже нельзя обойтись 

чисто квазистагическими соотношениями: в частности, нужно иметь в 

виду, что инерционная сила mU(t), действующая на пружину, не равна 

внешней силе Р(1).

а)

____ т
в)

r (t)

рис. 2.1

Согласно принципу Даламбера, уравнение движения груза и проекции 

на ось U (рис. 2.1 в) имеет вид:

m bi(t)  +  K ( \ - R  *) U(t) = P (t)  (2.5)

В отличие от выражения (2.2), соотношение (2.5) представляет собой 

слабо-сингулярое интегро-дифференциальное уравнение (ИДУ) относи­

тельно функции U(t), так как в этом уравнении неизвестные находятся как 

под знаком интеграла, так и под знаком дифференциала. Для определения 

этой функции необходимо проинтегрировать ИДУ (2.5). После решения 

ИДУ (2.5) по функции U(t) находят вну i реннее усилие, напряжение и г. н.

Можно сказать, что в рассматриваемом примере одной функцией U(l) 

полностью определяется деформированное состояние в любой момент 

времени. Подобные системы обладают одной степенью свободы.



К этому же типу относятся системы, показанные на рис 2.2. 

Характерной координатой для системы I является ордината Y  точечной 

массы т, а для системы II - угол поворота (р жесткого тела (в обоих 

случаях упругие связи считаются лишенными массы).

Системы III-VI имеют две степени свободы. В системе III имеются две 

сосредоточенные массы, и движение системы полностью определяется 

двумя функциями: yi=y/(i); У2~У2(0- ' 0 же относится и к системе IV.

Для плоской системы V необходимо учесть возможность 

перемещения точечной массы в двух направлениях, а за координаты 

удобно принять: u=u(t); y= y(t).

Особенностью системы VI является конечность размеров груза, 

связанного с балкой; в этом случае необходимо учитывать инерцию 

нращения этого груза, так как в процессе колебаний конец балки будет 

нафужен не только силой инерции груза, но и моментом сил инерции. 

Движение системы характеризуется перемещениями y= y (t)  и углом 

поворота cp=(p(t).

Система VII имеет три степени свободы и ее движения определяются 

функциями: u= u(t); y - y ( t ) ;  (p=cp(t).





§3. П отенциальная  и к и н ет и ч ес к а я  энергия н асл едствен н о-  
д еф ор м и р уем ой  си стем ы  с к он ечн ы м  числом  степ ен ен  

св ободы

Пусть рассматривается наследственно-деформируемая система с п 

степенями свободы, причем U , - обобщенные координаты, а ,* - 

инерционные коэффициенты и с,к - коэффициенты жесткости. Согласно 

вариационному принципу наследственной теории вязкоупругости [8], для 

потенциальной энергии П  = Пу - П„ имеем:

, где: у ,  и у к - производные от обобщенной координаты или 

обобщенной скорости.

, где: Пу - упругий, а П в - вязкоупругий потенциал. R  - интегральный 

оператор Вольтерра типа (2.3).

Кинетическая энергия равна:

(3.2)

Имея потенциальную и кинетическую энергию нетрудно составить 

уравнение движения.



§4. С пособы  со став л ен и и  уравнений дв и ж ен и и

Наиболее общей формой уравнения движения является уравнение 

Лагранжа:

д (п - т )  d (  д т л
М у

= в i =  l , п (4.1)
dU, dt

, где: Qt - обобщенные силы, являющиеся заданными функциями 

времени (вынужденные силы).

Согласно (3.1) и (3.2), из (4.1) имеем:

(4.2)

К этим уравнениям следует добави п> заданные начальные условия для 

обобщенных координат (У, и обобщенных скоростей Ъ, при t= 0.

Систему линейных обыкновенных ИДУ (4.2) запишем в матричном

виде:

AU + с ( \ -  R ' ) u  = Q{t) (4.3)

, где:

А  =

а ц ...а  щ

С =

С[| . ..С |П

, и  =

VC»1 '"Снп J

4/1 ]

. в (0 =

М ‘1



Запишем так же выражения для кинетической и потенциальной 

энергий (3.2) (3.1) в матричном виде:

Г  =  ^  О ' А О ,  Г1у = ]- и тс и ,  П , = и гС К и  (4.4)

Соответствующим выбором обобщенных координат можно добиться 

определенных упрощений системы (4.2).

Отметим три важных частных случая:

I. Обобщенные координаты выбраны таким образом, что а,к = 0 при 

1фк, тогда:

Т  =  [ ± « Р ‘ ( « I

и ИДУ (4.2) принимает вил:

a , U ,  t = 0 , ( 1 )  ( 4 .6 )
*=i

II. Обобщенные координаты таковы, что выражение потенциальной 

энергии не содержит произведений координат:

n = ^ c k (lJ2k - 2 U kR V k ) (4.7)
^  к = 1

, т.е.:
cik = 0 если i Ф к

ИДУ (4.2) записываются в форме:

Д  + c , ( l - Л ' ) / ,  = 0 ,( t)
*sl

(4.8)



III. Будем считать матрицу рассматриваемой системы симметричной,

т.е.:

С С U Л

Симметричная матрица С размерности п имеет п независимых 

собственных векторов. Пусть в результате предварительного расчета 

найдены частоты (собственных чисел) и формы собственных колебаний. 

Расположим собственные частоты в порядке возрастания со 1<Ш2 <соз...<а>п 

, соответствующие им по форме колебания обозначим: Wj, IV2, 

Предположим, что для них выполняются соотношения:

и, соответственно, соотношения:

(4.10)

Решение уравнения (4.3) будем искать в виде:

U ( t )  =  z 0( t w ,  + y  « W 2 + .. .  +  z  (t)W „
или:

U (t) WZ{t) (4.11)

, где:

w  = W , iy 2, . w  ),Z (0  = ( Z , ( 0 , . . . ,  Z„(or
Тогда, согласно (4.9) и (4.10), имеем:

W T A W  -  £ ,  V JTCW  = n 2 (4.12)

, где: E  - единичная матрица;



Q  =

О О ...со2„ /

11одстановка (4.11) в (4.3) дает равенство:

AWZ(t) + c ( l  -  R* )wZ(t) = Q{t)
, умножая которое на W 1 слева получим:

W r A WZ(e) + fVrc ( l - R* )wz{t) = lVTQ{t)
Учитывая (4.12), будем иметь:

nz(/)+^'(i - R')z{t) = i-'(t) (4.13)

, где:

F {t) = W r Q {t) = {Fx{t)..... ,F„ (/)У

Система ИДУ (4.13) есть n распадающихся систем, каждая из которой 

содержит только одну неизвестную функцию Z,(t). Каждая функция Z,(t) 

может быть найдена интегрированием уравнения:

Z ,(/) + ft; ; ( l - / ? , ) z , ( / ) =  F {t) , i = U  (4.14)

В начальный момент времени t =  0 известно U(0) и U  ( 0 )  и. чтобы 

выполнить интегрирование уравнений (4.14). необходимо выразить через 

эт и матрицы Zj(0) и Z ,(0 ). Это можно сделать исходя из равенства (4.1 1). 

Умножим его на W'A слева. Учитывая, что W'AW есть единичная 

матрица, получим соотношение Z(t) = W lA U (t). из которого вытекает 

зависимость:

Z ( 0) = W rA U (0); Z (0 )  =  W rM U {0)



2-1

Отсюда находим требуемые иыражспия:

Zl(0) = WlrAU (0), Z i(0 )  = W/'AU(0) (4.i5)

Это есть один из способов сведения задачи о колебании с п числом 

степеней свободы к ряду задач о колебаниях с одной степенью свободы.

Вопросы для самоконтроля:

1. Какова причина возникновения вибрации в механических системах?

2. Что такое фактор времени? Как построить математическую модель 

решения задач механических систем но принципу Вольтсрра?

3. Что такое явление наследственности?

4. Какой процесс называется ползучестью, а какой релаксациецей?

5. Почему ядро релаксации и ползучести должны обладать слабо-епп- 

гулярными особенностями?

<>. 11арисуйтс кривую функции ползучести и ядра релаксации.

7. Что такое число степеней свободы механики наследственно- 

деформируемых систем?

8. Какие уравнения называются интегральными, а какие иитефо- 

дифференциальными?

9. По какой формуле определяются потенциальная и кинетическая 

энергия наследственно-деформируемых систем?

10. Как вычисляются коэффиценты жесткости и инерции и от каких 

параметров они зависят?



Глава II. Свободные колебания наследственно- 
деформируемых элементов конструкции JIA с одной

§5. С вободны е колебания ли н ей н ой  н асл едственно-  
деф ор м и р уем ой  си стем ы  с одной  степенью  свободы .

1'асемогрим движение линейной наследствспно-деформируемой 

системы с одной степенью свободы.

Допустим, что возмущающаяся сила Q (t) отсутствует, по состояние 

равновесия каким-либо образом было нарушено и затем система 

представлена самой себе. Происходящее в этих условиях движение и 

представляет собой свободные колебания. Вновь рассмотрим 

одномассовую систему, показанную на рис. 2.16. Этот простейший случай 

типичен для широкого класса систем с одной степенью свободы. Составим 

ИДУ этих колебаний. Кинетическая энергия Т  и потенциальная П  энергия 

на основании формул (2. 1) и (2.2) определяются следующими 

выражениями:

степенью свободы.

(5.1)

Подставляя эти выражения в уравнение Лагранжа:

д ( П - Т )  d  <7Г------- /_ + _ _ _ -. = ()
а и  d t д и

и учитывая, что:

, получаем:



Полагая — — О) t рдС со- вещественное положительное число, имеем: 
а

U  + co2( \ - R ’ ) u  = 0  (5.2)

Мы получили ИДУ свободных колебаний наследствспно- 

деформируемой системы с одной степенью свободы.

К уравнению (5.2) должны быть добавлены заданные начальные 

условия при t = 0 :

^ ( 0 )  = <7о>^(0 ) = 9о (5-3)

, где q 0 и q 0 - начальное перемещение и начальная скорость.

Из (5.2) при R Ы) получим дифференциальное уравнение свободных 

колебаний идеально-упругой системы, т.е.:

0  + co2U  = 0 (5.4)

К уравнению типа (5.2) и (5.4) приводятся многие задачи о колебаниях 

внешне совершенно иных наследственно-деформируемых и идеально- 

упругих систем; подробно рассмотрим их решение сначала в идеально­

упругом, затем в вязкоупругом случае.

I. Реш ение уравнения в идеально-упругом случае. Решение уравнения

(5.4) можно представить в виде:

U  = с , cos cot + с 2 sin cot (5.5)

Откуда:

U  = —сосх s in  cot + сос2 cos cot



Определим постоянные интегрирования С/ и с2 из начальных условий

(5.3):

<?0
с, = Ч 0, с 2 = —  

со

11одетавляя значения С\ и с 2 и (5.5). имеем:

U = с/0 c o sc o t + —  sin  cot (5.6)
со

или в эквивалентной (|юрмс:

U  =  A  sin {cot + /3 )  (5.7)

Тогда:

U = соА cos (cot + Р  )
при:

/ = 0; q 0 = A  sin /?; q H = соА cos Р
Откуда:

л-к А-  < 5 - * >V ш2 q 0

. где: А  - амплитуда колебаний; Р -  начальная фаза. Частота свободных 

колебаний со:

с [с
с о ~ = —, со = - (>.9)

а V а

11ериод свободных колебаний системы:

Т = —  = 2ж I— (5.10)
со \  с



Из (5.9) и (5.10) видно, что частота и период свободных колебаний не 

зависят от начальных условий, а зависят лишь от параметров самой 

системы. Коэффициент инерции а  характеризует инертность механической 

системы, а коэффициент приведенной жесткости а  - упругие свойства 

системы. Значения этих коэффициентов для каждой механической 

системы зависят от выбора обобщенных координат.

Из закона движения (5.7), показанного на рис. 5.1а видно, что 

движение представляет собой гармонические колебания.

Кроме частоты, все остальные характеристики процесса свободных 

колебаний существенно зависят от начальных условий. Так, если колеба­

ния возникают при условиях, когда груз отгянут от положения равновесия 

на расстояние А, а затем отпущен, то: A =qo, q 0 =0  и, согласно уравнению

(5.6), движение происходит по косинусоидальному закону (см. рис. 5.16)



Если колебания вызваны мгновенным ударом по грузу, то начальное 

условно имеет вид:

Второе из начальных условий сформулировано на основании теоремы

об изменении количества движения. Согласно решению (5.6) получается, 

что движение груза происходит по синусоидальному закону (см. рис.5.1в).

учтены неизбежные неупругие сопротивления (трение), получилось, что 

колебания происходят без затухания. Этот недостаток ниже будет учтен и 

исправлен, однако уже здесь можно отмстить, что влияние этих 

сопротивлений на собственную частоту, как правило, весьма мало. 

Поэтому формула (5.9) хорошо согласуется с опытными данными.

//. Решение слабо-сингулярных ПДУ (5.2) Решение ИДУ (5.2). 

удовлетворяющее начальным условиям (5.3), находим методом 

фундаментальных систем решений [1, 3J. В этой работе доказано, что 

приведенные ниже функции являются независимыми частными 

решениями однородного ИДУ (5.2). Следовательно, по аналогии к 

идеально-упругом случае решения задачи Коши (5.2)-(5.3). его можно 

представить в виде:

где S  -  ударный импульс
а

U  = -----sinew/ , причем
аса

Полученное решение имеет очевидный недостаток: так как не были

(5.11)
со

, где:



Функции сф  (cot), scfi (col) - соответственно, называются функция­

ми косинуса и синуса дробного порядка и описывают механизм 

внутреннего трения материала конструкции. Их расположение по фазе 

противоположно .собственно, функциям и асимптотически стремится к 

значению амплитуд колебаний идеально-упругой конструкции с 

незначительным сдвигом частоты колебаний относительно частот 

идеально-упругих колебаний конструкции (см. рис. 5.2). Для ядра (2.4) они 

имеют следующий вид:

(5.12)

V  Г -Л У Г *  £ ' 1*  у  ( - / » ) " г [ 2 *  +  2 ] г [ а » + , / ]  

h  r [ o d ] U  j \r [ 2 l  + a i  + j  + 2]

, где:

е х = £Т [а], СIе к\

Эти функции в [4] табилированы для достаточно большого интериала 

времени при различных вариациях реологических параметров £, а  и Д.



рис. 5.2

1аким образом, учет наследственно-деформируемых свойств 

материала приводит к затухающим собственным колебаниям, при этом 

скорость затухания существенным образом зависит от параметра 

сингулярности а  . Чем меньше параметр сингулярности материала, тем 

выше скорость затухания собственных колебаний.

Вычислительные эксперименты показали, что влияние параметра 

затухания р ядра наследственности на скорость затухания, по сравнению с 

параметром вязкости Е и сингулярности а ,  оказалось незначительным, что



еще раз подтверждает общеизвестные выводы, что экспоненциальное ядро 

релаксации неспособно полностью описать наследственные свойства 

материала конструкции.

Как видно из рис. 5.2а и 5.26, частота затухающих колеба! i мало 

отличается от частоты незатухающих колебаний той же еист и. но 

лишенной наследственно-деформированных свойств материала.

В заключение отметим, что закон движения свободных колебаний 

наследственно-деформируемых элементов конструкции ЛЛ с одной 

степенью свободы существенно зависит от коэффициента инерции а и 

коэффициента жесткости с, которые характеризуют, соответственно, 

инертность механической системы и жесткостные характеристики 

материала конструкции.

Значения этих коэффициентов для каждой механической системы 

зависят от выбора обобщенных координат и способа моделирования 

элементов конструкции JIA с одной степенью свободы.

Приведем несколько формул расчета коэффициента жесткости с  и 

коэффициента инерции а  для некоторых простых систем в таблице 5.1.



Коэффициенты жесткости с  и инерции а для некоторых  
простых систем

табл. 5.1

Примечание:

В приведенных формулах EI - жесткость при изгибе.



§6. С в обод н ы е к олебании  нел и н ей н ой  насл едственно-  
д еф о р м и р у ем о й  си с т е м ы  с одн ой  степенью  свободы .

Ипженеров-авиастроителсй все больше привлекает проблема 

нелинейной механики. Это вызвано широким распространением в 

авиастроительстве весьма гибких конструкций (например, висячих и 

тонкостенных покрытий), а также конструкций из новых композитных 

материалов, обладающих при любых температурах ярко выраженными 

нелинейными наследственно-деформированными свойствами.

Помимо расчета на прочность, существенную роль играют расчеты 

конструкции на жесткость, устойчивость и колебания. В линейной 

постановке эти вопросы можно назвать более или менее разработанными. 

Этого нельзя сказать о нелинейной постановке задач. Причина такого 

положения вещей вполне естественна: нелинейная механика наследствен­

но-деформируемых систем -  наука молодая, бурно развивающаяся в 

настоящее время.

В идеально-упругом случае нелинейная механика начала развиваться с 

разработки теории колебаний нелинейных систем с одной степенью 

свободы. Вот почему эта область наиболее полно разработана. Иначе 

обстоит дело с разработкой теории колебаний наследственно- 

деформируемых Систем. Это связано, прежде всего, со значительной 

математической трудностью решения слабосингулярных ИДУ.

Рассмотрим свободные колебания нелинейной наследственно- 

деформируемой системы с одной степенью свободы. Вновь рассмо трим 

одномассовую систему показанную на рис. 2.16.



Кинетическая Т  и потенциальная П  энергия системы определяются 

следующими выражениями:

Т = - a U \  II = - с  
2 2

- L - u ^ - 2 r ' ( u - г и ъ) U ( 6 . 1)

Подставляя эти выражения в уравнение Лагранжа:

dL d  8L  _

~dU~ ~di~dO ~  ’

, учитывая, что: L  =  П  — Т :

* к  = 4 - ф - , и ‘ ), i  =
d U  v ’  d U

, имеем:

, где:

U + со2{ \ - R ’ \ U  ~ y U 1)= Q (6.3)

у -  коффициент физической нелинейности.

В частности, при R =Ю, из (6.3) получим дифференциальное уравнение 

свободных нелинейных колебаний идеально упругой системы, i.e.:

U  + co2( u - y U 3) = 0  (6.4)

К уравнениям (6.3) и (6.4) должны быть добавлены заданные началь­

ные условия при t = 0 :

U ( 0 ) = q o , U (  ())=</,



В идеально-упругом случае из (6.4) имеем:

(7(0 W  [с/(0 - riu 3{t) ] = о

или:

u ( t ) + T ( t p ( t )  = o (6.5)

, где:

T (0  = © 2[ l - y 1£/i (0]

Уравнение (6.5) далеко не всегда разрешимо в элементарных 

функциях. Поэтому будем искать приближенно-аналитическое решение

В соответствие с этим методом, решением уравнения (6.5) будем 

считать решение такого дифференциального уравнения, которое, с одной 

стороны допускает точные решения в элементарных функциях, а с другой 

стороны, является близким к исходному уравнению (6.5). Это уравнение 

будем именовать заменяющим уравнением  и искать его решение исходя из 

возможности преобразования в линейное уравнение с постоянными 

коэффициентами:

уравнения (6.5), используя метод переменного масштаба [5].

(6 .6)

Введем замены:

(6.7)

, где: 0 ( t )  и t](t) - неизвестные пока функции, которые назовем, 
соответственно, амплитудной и фазовой функциями.



Диффереицируя дважды первое условие по у  и используя вторую 

замену (6.7), получаем:

#  = f - Т ' И ' Ж О + г / О Ж О ) - ! - ;dy a t d y  rj

dtd 2Z  d (  d Z Л d ( d Z Л

d y 2 d y I  d y ) ~ d t I d y )

= \  [(t/Ф + 2Ф U + U ti)rj -  ф ф  + с/ф)]
7

Подставляя последнее выражение, а также первое условие (6.7) в 

уравнение (6.6), после простых преобразований приходим к заменяющему 

уравнению:

(  rfi fA  (
( 6 .8)

Из сопоставления уравнений (6.5) и (6.8) ясно, что решения их будут 

одинаковы, если их коэффициенты равны, т.е.:

U +[2* -
•ЛЛ и +(ф— + I f

•el1 u = 0
n, [ф 4Ф j

2 ® - * = 0  
Ф //

ф  + ^ _ ^  = Т (0
Ф Г]Ф '

(6.9)

(6. 10)

Условия (6.9) и (6.10) представляют собой систему двух уравнений, из 

которых (6.10) является нелинейным. Точное решение этой системы в 

элементарных функциях невозможно.

Приближенное решение можно получить, если учесть, что для 

практических задач зачастую имеет место неравенство [5]:

Ф ИФ 7
---------- ----- «  77
Ф 77Ф



В этом случае, пренебрегая величинами второго порядка малости, ус­

ловие (6.10) можно привести к виду:

T(t) = fi2(t) (6.11)

Интегрируя это уравнение, получим:

l ^ T ^ d t  + C, (6.12)

Дифференцируя равенство (6.11) по t и подставляя значение //(/) и 

?7‘ ( /)  по формуле (6.11) в условие (6.9), найдем:

Ф f  
2 -------- = 0 

Ф 2Т

Интегрируя это уравнение, после простых преобразований имеем:

= (6.13)

В формуле (6.12) С / -  представляет собой произвольную постоянную 
интегрирования.

Как известно, решение уравнения (6.6) имеет вид:

Z ( y ) =  D c o s y  + f i s in y  (6.14)

, где D  и В  -  произвольные постоянные.

Возвращаясь к старым переменным и используя замены (6.7), получа­
ем возможность представить решение (6.14), заменяющего уравнение (6.8) 
в виде:

= ~ ^ t ) [ D C 0 S T ]^ + В  s in  77(f)] (6 .1 5 )

Отсюда видно, что постоянная интегрирования С / может быть любой.

Принимая:

с ,  = - у т 5 > | , . „



Запишем выражение (6.12) так:

т?({) = W T (r V r  (6Л6)
о

Пусть для уравнения (6.5) имеем начальные условия:

С/(0) = Л ,£ / ( 0 ) = 0  (6.17)

Тогда согласно (6.7), (6.13) и (6.17), имеем:

Z(o)=  Aylco2 -  а 2 , а 2 = y tco2Л 2 = О (6.18)
dy

Таким образом, в (6.14):

D  =  Aylco2 -  а 2 , В = О 

Следовательно, из (6.15) имеем:

. cos 77(f)

(6.19)

U ( t ) = D -
ф (0

(6.20)

При у/ — 0 решение линейного уравнения (6.5), удовлетворяющее 

начальным условиям (6.17):

U{ t )  = A cos cot (6.21)

Используя (6.21), из (6.13) и (6.16) будем иметь:

ф ( / )  =  V со2 -  о 2 c o s 2 cot

I ----------------------/
/;(/) = \ысо2 -  c j c o s 2 cotdr «  coj

(6.22)

2 co2
cos" cot d r

У

(J (  1 . _
t --------- -----sin 2cot + t

4 со2 I 2со
« I 1 -  - Z —  \t; (6.23) 

4 со



Подставляя (6.22) и (6.23) в (6.20), получим приближенно- 

аналитическое решение нелинейного дифференциального уравнения (6.5).

Дифференцируя (6.23), получим частоты нелинейных свободных 

колебаний идеально-упругих систем с одной степенью свободы.

LО (О
. 2  Л

1
4 сог

2 л 2, а  -У \(о  А (6.24)

Как и следовало ожидать, частоты нелинейной задачи, в отличие 

от линейной, зависят от начального условия.

Из (6.22) имеем:

ф (?) =  у/й)2 -  a  c o s2 cot я  -Jco
\  4<и

Подставляя (6.24) и (6.25) в (6.28), будем иметь:

- СУ 21------- г  cos cot (6 .25 )

1

u(t) = А---------
< т  2

1------- -  COS cot
Аса

(6.26)

Здесь следует отметить одно несоответствие, имеющееся в 

приближенном решении (6.26). Оно состоит в том, что частота дробного

сомножителя и последнего члена (COS<y,f) имеют различную степень 

точности (нулевое и первое приближение). Поэтому естественно, что это 

несоответствие следует устранить, заменив частоту а> на м 1 , 

определяемую по формуле (6.24). Как показано в [5], такое уточнение 

соответствует также физике явления.



15 окончательном пиле приближенное решение нелинейной задачи 

можно записать так:

U ( ,) = A

( \ 2", и •

1 - *COS<y, t
1 2(0\ J

а  

2 со,

(6.27)

COS (О, t

Отсюда видно, что движение будет квазигармоническим е постоянной 

амплитудой. Последнее вытекает из того, что при: <У, I = 0,Л",2к , . . . ,п п  

по формуле (6.27) получаем: U = * A .

Если не интересоваться влиянием малой нелинейности на характер 

движения, т.е. положить в решение (6.27) а  — 0 , то оно примет такой же 

вид (6.21), как для линейной задачи с заменой СО на <У, .

Согласно [5] решение (6.27) будем называть упрощенным 

аналитическим решением нелинейного уравнения (6.5). Как показано в 

этой работе, оно дает удовлетворительную точность.

Точность (по амплитудам) упрощенного решения можно улучшить, 

если в качестве частот использовать значение между (6.24) и частотами 

линейных колебаний, т.е. определять их по следующей формуле:

со. = со

Такое решение в [5] называется скорректированным.

Теперь рассмотрим слабосингулярные ИДУ (6.3), при заданных 

начальных условиях описывающих нелинейные свободные колебания 

наследственно-деформируемых систем с одной степенью свободы, точное 

решение которых представляет значительные математические трудности.

f  2 \ 1 /  \  2
1 о- 1 1 ( °  1

{  SCO2 )
=  со

2  v  2<у J  _
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Поэтому разработка новых и усовершенствование существующих методов 

решений этих уравнений является актуальной проблемой механики 

наследственно-деформируемых систем. Ниже рассмотрим вопрос о 

приближенном решении задачи Коши для обыкновенного ИДУ(б.З).

Дважды интегрируя ИДУ (6.3) при заданных начальных условиях, 

имеем:

Уравнение (6.28) называется нелинейным слабо-сингулярным 

интегральным уравнением, так как неизвестные функции U(t) находятся 

под интегралом, кроме того, R(t) имеет слабо-сингулярные особенности 

типа Абеля (2.4).

Для решения уравнения (6.28) используем методику, предложенную в 

[1]. Рассмотрим сначала доказательство следующей теоремы [6, 7]:

Теорема I. Если t = t„ = n A t , п = 1 ,2 ... то, с точностью O(At'), имеет 

место равенство:

1/(0  = q0 + q xt -  со2 j (t -  5Xl -  R' \u(S) -  r ^ { S ) \ i S  (6.28)
0

или:

1 r ('„ -  s } p ( s ) d s  = 2> , r n_j<Pj (6.30)
0 i =0

(6.30)

, где:



г ('„ -  S )  = („ - S -  ')  (l„ - S -  r)R (r)clT , к = I , j - 1.

(6.3 I )Г = 1 - 1  -  У1.У 
' a  /=i r ;

V У

I \  1 
//,;■

£>(« .» - весы, - узлы Гаусса.

Доказательство. Представив:

'I{t„ -  S)(l -  R‘ )p(s)ds = t  ) (t„ -  5Xl -  R')p(s)dS
y = l fJ-1

1
и с помощью замены ( S - t ) =  Za , устранив слабо-сингулярные 

особенности внутреннего интеграла и с последующим использованием 

квадратурных формул трапеции, убедимся в справедливости формулы 

(6.29). Аналогичным преобразованием .устранив слабосингулярность 

внутреннего интеграла правой части (6.30) и с последующим 

использованием формул Гаусса, получим (6.31). Что и требовалось 

доказать.

Теорема 2. Приближенные решения нелинейного слабо-сингулярного 

интегрального уравнения (6.28) е точностью О(Лг') вычисляются но 

формуле:

U„ =а0 +a,t, ~co2% j { t n - t\ {U J - yU> )--±Ь^е~^ -jU)_k)
1=о |_ а  k=О

п = 1 ,2 ,... (6.32)

Доказательство. Полагая в (6.28) tn = nAt, U(t,J = Un , используя 

формулу (6.29) при q>j = U j - y U lJ , <pv_. = U  k_J -  yU \_J ,  получим 

формулу (6.32) с точностью О(ЛГ). Теорема 2 доказана.



В заключение отметим, что алгоритм (6.32) для решения ИДУ (6.28) 

оказался весьма универсальным, так как с помощью данного алгоритма 

можно получить численное решение линейных и нелинейных 

дифференциальных и слабо-сингулярных ИДУ с высокой степенью 

точности. При необходимости можно повысить точность решения с 

уменьшением шага по времени At.

В оп росы  для сам оконт роля:

1. Как определяются амплитуда и начальная фаза свободных колебаний 

системы с одной степенью свободы?

2. От каких параметров зависят частота и период свободных колебаний 

системы?

3. Каковы основные характеристики свободных колебаний системы с 

одной степенью свободы?

4. Чем отличается решение задачи свободных колебаний идеально-упругих 

систем от соответствующих решений задач наследственно-деформируе­

мых систем?

5. От каких реологических параметров больше зависят скорость затухания 

свободных колебаний наследственно-деформируемых систем?

6. По какой формуле определяются потенциальная и кинетическая энергия 

в нелинейнонаследственно-деформируемых систем?

7. Чем отличаются частоты колебаний нелинейной задачи от частоты 

линейной?



Глава III. Вынужденные колебания наследственно- 
деформируемых элементов конструкции J1A с одной 

степенью свободы.

§7. И ДУ в ы нуж денны х колебании  л и н е й н ы х  наеледстпеппо-  
деф ор м и р уем ы х систем  с одной ст еп ен ь ю  свободы

Рассмотрим общий случай движеиия линейной наследственно- 

деформируемой системы с одной степенью свободы, когда на точки 

системы действует возмущающая сила f

При наличии возмущающих сил возникают вынужденные колебания 

системы.

Составим ИДУ вынужденных колебаний наследственно-деформируе- 

мой системы, предполагая, что возмущающие силы /  являются 

некоторыми заданными функциями времени I, т.е.: f =f(t) .

Кинетическая энергия Т, потенциальная энергия П  и работы внешних 

сил Р  рассматриваемой системы определяются следующими выражения­

ми:

(7.1)

Уравнение Лагранжа для рассматриваемой системы имеет вид:

dL  d  5L _  

d U  d t d U  ~
(7.2)

, где: L  = П  -  Т -  Р

(7.3)



Подставляя (7.3) в (7.2), получим:

a O + c ( \ - R ' ) u  = / ( / )

или:

и  + 0) 2( \ - R ' Y i  = q(t)  (7.4)
, где:

a} = J^> q(t) = —
V а а

В ИДУ (7.4) необходимо добавить и начальные условия, т.е.:

U( 0)  = a 0, U (0) = а ,  (7.5)

Общее решение дифференциального уравнения (7.4) при R =0. 

удовлетворяющее начальным условиям (7.5). имеет вид:

сс 1  ̂
U  уп = a 0 coscot н— Ls in ( y /ч— \q{r)smco(t -  r^dr  (7.6) 

СО СО о

Согласно методу фундаментальных систем решений, общим 

решением ИДУ (7.4) (т.е., при R ?Ю ), удовлетворяющим начальным 

условиям (7.5), будет 11 ]:

U by = a 0Y, ( /)  + ^  У2 (t) + 1 } д(г)Г2(t -  v )d z  (7.7) 
СО СО 0

, где:

У, (/) =  сф{ол)  =  co s  cot + C(p(o),t)
(7.8)

Y2{t) = s(f)(cot) =  sin cot + s(p{co,t)

, где: сф(со, /)  и S(j)(co,t) - соответственно: функции косинуса и 

синуса дробного порядка.



При качественном исследовании свободных колебаний было показано, 

что функции Yi(t)=c<fi(a> l), Y2 (t)=s(p(a> t) описывают затухающие коле­

бательные процессы (см. рис. 5.2а и рис. 5.26). Теперь приведем 

качественные исследования вынужденных колебаний наследственно- 

деформируемых систем. Предположим, что а 0 = а х = 0 и система 

подвергается внешнему воздействию, произвольно зависящему от времени 

функции q= q(t). Тогда из (7.7) имеем:

и ьУ = - \ ~  T)d r  = ^ - \ z (‘ ~  т) я ( ^ г  (7-9) 
со о dt о

, где:

Z ( t ) =  —  (У2( г ) с / г ,  Z(0) = О, Z (0) = О
СО о

Из (7.10) будем иметь:

г ( 0  = Л т 1 /7 ^ - г )[1“ Г' ( г) ^ г (7Л,)со at о
I

, где П (/)  =  1 -I- J Г(г — r ] dr  - есть функция ползучести, 
о

Подставляя (7.11) в (7.9), получим:

и ьу=А ' { 4  Jn (' -  т^ т^ т - </(°) 4 4 1 ^ _  г)Г| № г _со [dt  о dt о

( 7 1 2 )
о d  Г о

В выражении (7.12) первое слагаемое представляет собой 

перемещение, которое было бы вызвано силой q(t) при квазистатических 

нагрузках, второе -  свободное колебание от начального толчка в 

результате внезапно приложенной силы, а третье слагаемое - есть та



ипшмическая поправка, которая вызывается изменением действующей 

;илы во времени.

Точное решение (7.12) позволяет обнаружить ряд новых механических 

•ффектов, которые не могут быть установлены никакими численными и 

фиближенно-аналитическими методами. В самом деле, предположим, что 

система подвергается внешнему воздействию интенсивности q(t) q0-const, 

тогда решение (7.12) принимает вид:

^  I г  ____ 1

U ьу = И(0-- jT l ( t  -  t )\coscot + сфсотрт
d t  о

В идеально-упругом случае из (7.6) имеем:

(7.13)

, где:

U yll =  1 -  cos cot (7.14)

_  U bvco2 _  U a 2 
U h = — * ------ , U  = — ^ —by  9 yn

Чо Чо

Не трудно доказать, что это функция:

Y{ t )  = J П(г -  r)[co s сот + сфсот\1т
о

имеет конечный предел при t—>оо, т.е.: П ш ^ ( 0  =  ^ о >  чт0 я в л я ется
/~>Х>

достаточным условием:

l i m - f  у (0  = О
/—►со d t

Все эти утверждения показывают, что функция (7.13) описывает 

затухающий процесс около кривой Tl(t), характеризующей изменение 

функции ползучести во времени (см. рис. 7.1).



Т аким  образом, из качественной картины , представленн ой  на рис. 7.1, 

видно, что  колебания н асл едственно-д еф орм ируем ы х элем ентов 

конструкции  ЛЛ (ф ю зеляж , крыла, обш ивка кры ла и др .) под действием  

постоянной внеш ней нагрузки прои сходи т  о к оло  кривой ф ункции 

ползучести  и затухает с течени ем  врем ени по этой кривой . Т акой  эф ф ект 

невозм ож но обнаруж ить с п ом ощ ью  реш ения (7 .14), полученного  в 

идеально-упругом  приближ ении задачи, так как оно  о пи сы вает  

незатухаю щ и е гарм онические колебания, с м акси м альн ой  ам плитудой 

равной 2.

В зак л ю чен и е  следует отм етить , что д ан н ы е  при м еры  MOiyr служ ить 

тесто м  для  проверки лю бого чи слен н ого  м етода реш ен и я  слаб о ­

си н гу л яр н ы х  И Д У .



§8. В ы н у ж д е н н ы е гар м они ческ и е кол ебан и я

Рассмотрим колебания системы при действии гармонической 

возмущающей силы q ( t)=f i  sinOt Уравнение (7.4) в этом случае имеет 

вид:

В (8.2) для упрощения задачи за нижний предел интеграла взята: -оо. 

Общее решение ИДУ (8.1) складывается из решения неоднородного 

уравнения и частного решения неоднородного уравнения. С течением 

времени решения, однородного уравнения затухают и остаются 

установившиеся гармонические колебания с постоянной амплитудой В  с 

частотой возмущающей силы Q (t).

Частное решение ИДУ (8.1) ищем в виде:

(8 . 1)

, где: q 0 = —
а

(8 .2)

U  = B t cos Qt + В 2 sin 6t = В sin (0t  + a  )

, где:

, В i и - неопределенные множители.



I 1одста»л я я  (8 .3 )  it ( 8 . 1 )  и и с и о л ы у я  n m c i  p a jn .m .ic  т о ж д е е т н а . 

п о л у ч и м :

I I

R U = B, J/? (/ -  t )  c o s  O t  cI t  + B2 J /? (/ — r ) sin От d r  =
-x  JO

= (R c B l -  R S B 2 ) c o s  Ot + ( R s B l + R c B 2 ) sin Ot ^

, где:

R c = f t f ( r ) « w  вт d z  = A F (a ) cosa<Pt ft ( г )=  А е -р’та 
0 ( p 2 + 0 2f i

R s = ] R ( r ) s i n  B r d T  = А Г ( а ) д Ш а  
0 ( p  1 + в  2 )

ер a
, (p = arctg — ,

Получим:

{[&>2(1 -  R c ) - 0 2]b ] + o) 2R s B 2 }c o s Oi + {- со2 R s B t +

+ \co2 (1 -  R c ) -  0 2 \ в г }sin Ot = q 0 sin Ot ^

О тсюда будем иметь:

[ c o \ \ - R c ) - d l ] Bx + c o 1Rs B1 =  0

Решая систему алгебраических уравнений (8.6), находим:

(8.6)

я ,

В г =

[<У2(1 -  R c ) - 0 2} 2 + [co2R s ]2 ’

[со2{ \ -  R c ) - Q 2 ] q 0 

[ « 2 (1 -  R c ) - О 2]2 + 1 ш 2Я , ] 2 ’



в  = / в ; -  + л у  = —  4 ...................

л/[(1 -  R r ) - e 2]2 + R s 2

(8.7)
1 -  R,. -  О (О

Амплитуда колебании В  становится максимальной при частоте 

возбуждения, равной:

Как видно из формулы (8.8). при силовом возбуждении колебаний via 

частота меньше собственной частоты.

Максимальная амплитуда и угол сдвига фазы при частоте О-  0р\

На рис. 8.1а показана зависимость от частоты возбуждения коэффи­

циента динамичности, представляющего собой отношение амплитуды 

колебаний к статистическому отклонению под действием силы с]о 

(Л = В / U с т , U ст = q 0 / w 2) [9|. На рис. 8.16 показано изменение угла 

отставания по фазе.

( 8 . 8 )

0,5 1 - R c •С

рис. 8.1



§ 9. К инем атически возбуж даем ы е нел и н ей н ы е колебания  
насл едств ен н о-деф ор м и р уем о!  о к онсол ьного  элем ента  
летател ьного  аппарата (ЛА ) с одной  степенью  свободы

Определение 1. Если колебания системы вызываются не заданными 

силами, а возникают благодаря приведению в движение по заданному 

закону для одной или нескольких точек системы; то возмущения 

называются кинематическими.

Рассмотрим кинематически возбуждаемые колебания наследственно- 

деформируемого крыла под действием периодической нагрузки. 

Источником этой нагрузки служит работа двигательной установки ЛА.

При кинематическом возбуждении предположим, что точка подвеса О  

крыла совершает периодические движения т.е.: U'(t) = a cos соt

1 -  корпус JIA или фюзеляж

2 -  крыло самолёта

В качестве расчётной схемы, крыло берём как нелинейный 

маследственно-деформируемый консольный стержень (рис. 9.1). несущий 

сосредоточенную массу т, при этом вертикальными перемещениями и 

поворотами массы пренебрегаем. Тогда нелинейные колебания 

наследственно-деформируемого консольного крыла с одной степенью 

свободы описываются интегро-дифференциальным уравнением (ИДУ) 

осциллятора.



т + £(1 -  R ")\u (t) + yU*(t)\ = 0 (9.1)

, где: к  - приведённая жесткость крыла, R  - интегральный оператор 

Вольтерра, т.е.:

R ' F ( t ) =  ' \ R { t - r ) F { r ) d v  (9.2)
О

- для переходного процесса:

/

R ' F { t ) =  \ R { t - r ) F { z ) d T  (9 3 )
-оо

- для установившегося процесса:

R ( t - T )  =  s  e~P{l- T)( t - T ) a- [ , 0 < а < 1

- ядра наследственности, имеющей слабо-сингулярную особенность типа 

Абеля.

Если крыло трактовать как консольную каркасную конструкцию, то 

приведённая жесткость к  согласно рис. 9.2 определяется по формуле [19]

рис. 9.2



n E F  s in 2 a  cos a

h{\ + cos2 a ) (9.4)

, где: n - число панелей со сложными раскосами в плоскости 

кинематического воздействия, при этом принимается, что консоль и 

сжатые раскосы имеют одинаковую площадь сечения, равную F\ Е  - 

модуль упругости материала конструкции.

Полагая, что: t=  , напишем уравнение (9.1) в безразмерных

В случае переходного процесса, к ИДУ (2) необходимо добавить 

начальные условия:

В случае установившегося процесса ИДУ решается без начального 

условия, т.е. предполагается, что движение системы происходит в течение 

весьма длительного времени, так что начальные условия уже не влияют на 

движение системы, у -  параметр нелинейности (у < 0 для мягкого, а у > О 

для жесткого материала).

Определение 2. Если задача решается без начальных условий, то 

колебания всяких механических систем, вызванные только внешним 

воздействием, называются чисто вынужденными колебаниями. Например: 

установившиеся колебания всяких механических систем, вызванные 

периодической внешней нагрузкой, относятся к чисто вынужденным 

колебаниям.

координатах:

0(t) + (\-R’)[u(t) + y U s ( t ) } = - U  (t) = q co sco t  (9.5)

U ( 0) =  а 0 , U (0) = а . (9.6)



Сначала исследуем переходной процесс, возникающий при 

колебаниях консольного крыла.

Уравнение (9.5) при R  — 0  перепишем в виде:

U ( t )  +  T ( t ) U ( t )  =  f ( t )  (9 .7 )

. где:

T ( t )  = \ + y U 2( t ) ,  f ( t )  = q 0 COSCOt

I. Рассмотрим решение уравнения (9.7) при начальных условиях (9.6) 

методом степенного ряда.

Предположим, что функция f  { t ) представлена в виде сходящегося 

степенного ряда, т.е.:

/ ( ' )  =  £ / /  (9-8)
*« о

, где: f  - известные константы.

Тогда, согласно методе степенного ряда, решение уравнения (9.7) 

ищется в виде:

=  ( 9 -9)
о

, где: С1к - неизвестные константы, подлежащие определению. Первые 

две константы О, и а г находятся сразу же из начальных условий (9.6), т.е.:

а п = а и,  а ,  = а ,

Согласно (9.9), функцию 7 \ / )  можно представить в виде:

7’( /)  =  l +  y J e / ,  вк = ^ а , а к_, (9.10)



Дифференцируя (5.52), будем иметь:

U( t )  =  Х к а / - ' , 0 ( t )  = X  к( к  - 1  ) а / - 2 (9.11)

0 ( t )  = Z ( k + 2 ) ( k  +  \ ) akJ k (9.12)

Подставляя (9.8) - (9.12) в (9.7) и используя известные формулы 

умножения степенных рядов, т.е.:

к
T ( t ) U ( t )  =  Z ак + r ' L e Ja t. J

о

будем иметь:

(к + 2)(к + l)« t , 2 + ак + / X  I

(9.13)

Прираниивая коэффициенты при одинаковых степенях t . из (9.14) 

будем иметь:

(к + 2 ) ( к  +  1)<я1<2 + ак + r i , e ja k_j =  f„

f k  ~ ак - r Z ( Z a , o ; - ,)a * -y
у-О j=0

(9.15)(к + 2) (к  + 1)

а 0 = а 0, а , = а , ,  £  =  0,1,2,.-

Рекуррентные формулы (9.15) при известных: /*  , а о ~ а о> а \ ~  а \ 

позволяют последовательно определять все коэффициенты а к, к=2,3,...

Подставляя найденные значения а к в (9.9), получим решения уравнения

(9.7), удовлетворяющее начальным условиям (9.6).



II. Теперь рассмотрим метод, основанный на использовании 

квадратурных формул к решению уравнения (9.7) при начальных 

условиях (9.6).

Интегрируя уравнения (9.7) от 0 до t, получим:

O ( t ) - U ( 0 ) + ] T ( t ) U ( t ) d t  =  ] f ( t ) d r
О о

или согласно (9.6):

0 ( t )  +  ] T ( t ) U ( t ) d t  =  ) f ( t ) d r  +  a t (9.16)
о о

Применяя то же самое к (9.16), будем иметь:

U ( t ) - U ( 0 )  +  ' \ \ T ( t )U { t )d t c c t  =  \ \ f ( t ) d t c a  + att
o n  0 0

или:

I I  I I
U ( t ) +  \ \ T { t ) U ( t ) d t a t  =  \ \ f ( t ) d t a t  + a xt +  a 0 (9.17)

о о о 0

Как известно из математического анализа:

\\.. '\4At )dt . . .dt  =  ■ 1 1ч ' { ( Г - г Г ' ф ( г У ( г )
0 0 о ( п  — 1 )! О

и поэтому уравнение (9.17) принимает вид:

£7(0+ \ { t - z ) T { T ) U { v ) d r  -  j(t - r ) f ( r ) d T  + «/ + «„

i
U(t) +  J ( /  -  T)T(T)U(t)dr = F(t) (9.18)



, где:

F ( t )  =  j ( f  -  T ) f { r ) d v  +  or,/ +  a 0
0

При фиксированных значениях t =  /л =  nh,n  =  1,2,..., введя 

обозначения:

U ( f n)  =  U„ ,  F ( t n )  =  F n

из (9.18) будем иметь:

U„ = F „ - ] ( t „ - T ) n T ) U ( T ) d T

U - = ^  -  I  К  -  r )T ( r )U (r )dT  (9 19)
(=1 /._1

Интеграл, входящий в (9.19), вычислим по формуле трапеций, т.е.:

){tn-T)T{T)U{T)dv  = h t n - д а / ,  + (*„
',-1

и получим:

U , = F , , - Ki dA l ( t l l - t l ) T lU l (9.20)

Л, = - — —  =  — , A ,= h ,  / =  2, л - 1
I 2 2 '

Рекуррентные формулы (9.20) позволяют последовательно найти 

численные значения:

и ( 0  = и, ,  U ( t2)  =  U 2... U ( t n)  = U n



Методика, изложенная в п.1 и п.2, без особого труда может быть 

обобщена для решения нелинейного И Д У  второго порядка вида (9.5), т.е.:

<7 (0  +  (1 -  я ф ( 0  +  y U \ t ) ]  =  f i t )  (9.21)

с начальными условиями типа (9.6)

Метод степенных рядов применим для решения И ДУ вида (9.21), если 

функции R ( t  — г )  и f ( t )  можно представить в виде сходящегося 

степенного ряда, т.е.:

Д ( '  -  г )  =  Z  Л Д /  ~ г ) \ / ( 0  =  I / /  (9-22)
Лг*0 А'=0

В самом деле, нетрудно доказать, что имеет место тождество:

J Z  -  г ) ‘  1LaKTKdT = Z ( Z a.v-i/̂ -.vfi(A + (9.23)
0**0 AC-0 *=0 л=1

J Z  Rt (t -  v y f ' C s ' d T  = j r  ( Z C s - Л ^ к  -  5 + l,5 ))f ‘
0 i “0 **0 it=0 j=l

, где:

n  W V  \ , 1 4  ~  5 )1 (5 ' - 1 ) !
c t =  Z  ( Z  a , a -  5 + 1 ,5 )  = ---------------------

у* о /-о  /С :

Подставляя (9.9), (9.10) и (9.22) в (9.21) и используя тождество 

(9.23), получим:

{ (к  +  2 ) ( к  +  1 ) a kf2 + [ ( а *  + уСк) -
* = о

- Z K - i + y C , . 1)/{i . , B ( * - s  + l , s ) ] }  /* = £ / * / *  (9.24)



Отсюда, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенных t, 

получим следующие рекуррентные формулы для определения неизвестных 

коэффициентов ак:

° к+2 = '(к +  1 ) ( * + 2 ) ^  ~ ^ к +}Ск + ^ . - i ) B ( * - s +  1>s) ] ]

(9.25)

, где:

а0 =  а 0,а ,  =  а ,

Вычисляя а к по формулам (9.25) и подставляя в (9.9), получим точные 

решения И Д У (9.21) при начальных условиях (9.6)

Теперь рассмотрим решение И Д У  (9.21) методом, основанным на 

устранении слабосингулярных особенностей интегральных И Д У  [1] при 

начальных условиях (9.6).

Дважды интегрируя И Д У  (9.25) при начальных условиях (9.6), имеем: 

U ( t )  =  a,Q + a j t  +

+ j (t -  г) jg  coscor -  |f/(r) + yU 3 (r)j + j R (t -  s)|f/(j) + y U 3 0 ) jfikjt/V

(9.26)

Уравнение (9.26) называется слабо-сингулярным интегральным 

уравнением, так как неизвестные функции U(t)  находятся под интегралом, 

кроме того, R(t)  имеет слабо-сингулярные особенности типа Абеля.



Для решения уравнения (9.26) используем методику, предложенную в 

§8. Задавая:

t = tn = n M ,  R (t ) =  f  e №'r)( ? - r ) " - ‘ , n =  1,2,... 

и введя обозначения: S ( tn) = S n , из (9.26) имеем:

К
U„ =а0 +axtn +  J ( r „  - r ) { g c o s ® r - [ u ( r )  +  ; H J 3 ( > ) ]  +

О

+ JR (t- - s)[u(s) + yU3(s)dr]|c/r

Используя рациональные преобразования, предложенные в |1|, 

устраняющие слабо-сингулярные особенности интеграла, из (9.27) имеем:

j =о

и „  = а й + a xt„ +

q c o s a > tj ~ [ U J. + r u iJ ] + ^ f i B ke - fi "  [ u , _ *  + Y U ) _ J
a k = 0

, где:

4 , = y ,  А ; =  Д/ , j = 1, n -1 = U (t „ ) =  U „ ,

Вк = - ^ - [ ( * + ! ) “ - ( * - l ) e ] k = 1, j  =  l, = k = j

Создано математическое обеспечение для численной реализации 

алгоритмов расчёта. Расчёт произведён как идеально-упругого ( £  =  0 ) ,  так 

и вязкоупругого крыла при следующих исходных данных:

Oq = 0.5, GTj = 0, е = 0.4, а = 0.1, /3 = 0.05, со = 0, q = 0.07



На рис 9.3а и 9.36 приведён закон движения функции U(t)  во времени 

как для идеально-упругого линейного и нелинейного (у =-2)  (рис.9.За), 

так и для наследственно-деформируемого крыла (рис. 9.36). Из этих 

рисунков следует, что при свободных колебаниях учет нелинейности 

материала конструкции влияет только на частоту и период колебаний. 11а 

рис. 9.4 приведены аналогичные результаты для вынужденных колебаний 

крыла. Как и следовало ожидать, колебания наследственно- 

деформируемого крыла при постоянной нагрузке (рис.9.4а, 9.46) будут 

происходить около кривой функции ползучести и с течением времени 

затухают по этой кривой. Учет нелинейности материала крыла при 

постоянной нагрузке приводит (рис 9.4в) к завышенному результату по 

амплитудам колебаний по сравнению с линейным случаем.



рис. 9.3 б ) gam =  0.0; gam =  -2.0; собст., вяз.

и А
0.45 •] 
0.40-!--

рис. 9.4 a) eps =  0.0; eps =  0.1; вынуж., линейн.



O. s o i ......... I......... J

рис. 9.4 6) eps =  0.0; eps =  0.1; q =  0.07; вынуж., нелинейн.

рис. 9.4 в) gam =  0; gam =  -2;  q  =  0.07; вынуж., вяз.



Вопросы для самоконтроля:

1. Какой вид имеет интегро-дифференцальное уравнение вынужденных 

колебаний наследственно-деформируемых систем с одной степенью 

свободы?

2. Что представляет собой каждое из слагаемых общего решения интегро- 

дифференциального уравнения вынужденных колебаний?

3. Какие новые механические эффекты установлены с помощью решения 

интегро-дифференциальных уравнений вынужденных колебаний?

4. Какой вид имеет интегро-дифференциапьное уравнение гармонических 

колебаний наследственно деформируемых систем с одной степенью 

свободы?

5. По какой формуле определяется максимальное значение амплитуды 

вынужденных колебаний наследственно деформируемых систем при 

гармонических нагрузках?

6. Каковы графики амплитуды и фазы при гармонических воздействиях на 

наследственно-деформируемую систему с одной степенью свободы?

7. Какие возмущения называются кинематическими?



8. Какой вид имеют интегро-дифференциальные уравнения кинематически 

возбуждаемые нелинейные колебания наследственно-деформируемого 

консольного элемента летательного аппарата с одной степенью 

свободы?

9. Какие колебания механических систем называются чисто 

вынужденными?

10. Какой вид имеет алгоритм метода степенного ряда для решения 

нелинейного дифференциального уравнения вынужденных колебаний 

системы с одной степенью свободы?

11. Какой вид имеет алгоритм метода степенного ряда для решения 

нелинейного интегро-дифференциального уравнения вынужденных 

колебаний системы с одной степенью свободы?

12. Какой вид имеет алгоритм метода устранения слабо-сингулярных 

особенностей интегральных и интегро-дифференциальных уравнений 

для решения нелинейного интегрально-дифференциального уравнения 

вынужденных колебаний системы с одной степенью свободы?



Глава IV. Свободные колебания наследственно- 
деформируемых элементов конструкции Л А  с двумя 

степенями свободы.

§ 10. Интегро-дифференциальные уравнения свободных 
колебаний

Рассмотрим свободные колебания наследственно-деформируемой 

системы, имеющей две степени свободы, положения которой определяется 

двумя координатами Uj  и £/?, отсчитываемыми от положения устойчивого 

равновесия системы.

Согласно вариационному принципу наследственной теории 

вязкоупругости [8], кинетическая энергия Т  и потенциальная энергия П  

рассматриваемой системы определяются следующими выражениями:

Т  = Х- { а и й х2 + 2 а п й хй 2 + а 22и 22 )-

( 10.1)

n  = ^ [ c u U l ( Ux - 2  R ' U \ )  + cx2U x(U2 - 2 R * U 2) +

+ c 2iu2( U l - 2 R ,U ] )  + c 22U 2( U 2 - l R , U 2)\

Уравнения Лагранжа для рассматриваемой системы имеют вид:

dL d  8L dL d  8L
----------------- — =  0 ; ------------------—  =  0; (Ю .2)
dU , d t d U x d U 2 dt d U 2 K ’

, где: Ь = П — T



11 олсга hji я я в уравнения Лагранжа значения '/’ и /7. получим ИДУ 

свободных колебаний наследственно-деформируемой системы с двумя 

степенями свободы в следующем виде:

a]iU l + ап0 г +  с , j (1 -  R ) U t + с 12(1 -  R ' ) U ,  = 0 ;

(10.3)

a2)U t + a22U 2 + с 21 (1 -  R' ) U t + с22 (1 -  R' ) U 2 = 0;

. где: а 12=С1ц  и С/2=С2/

Из свойств определенности и положительности квадратичных форм

(10.1) следует, что коэффициенты инерции и жесткости должны 

удовлетворять следующим соотношениям:

ап > 0; й22 >  0; аца22 -  сщ2 > О; 

с и >0; с22 > 0; спс22 -  с,22 >0;

Соответствующим выбором обобщенных координат можно добиться 

определенных упрощений системы (10.3).

Отметим два важных частных случая:

I. Обобщенные координаты выбраны таким образом, что а,* =  0 при 

г *  к, тогда:

Т  = + a 2U 22 )-

и И Д У (10.3) принимает вид:

d\U, +  с п (1 -  R ' ) U ,  +  с 12(1 -  R ' ) U 2 = 0;

a2U  2 + с 22(\ — R ) ( / i + С 22О — Л  ) U 2 =0 ;



II. Обобщенные координаты таковы, что выражение потенциальной 

энергии не содержит произведений координат:

Я  =  ̂ [с 1(С/1 -  2PLU{)UX + c2(U2- 2R'U2)U 2]

т.е.: с jk =  0 если i Ф к

И Д У  (10.3) записывается в форме:

anU l + a nU 2 +с1(1-Л*)С/1 = 0;
(10.5)

a2xU x + a22U 2 + с2(1- R ')U2 = 0;

Первая форма уравнений (10.4) называется прямой, а вторая форма 

(10.5) -  обратной. Прямая форма характеризуется тем, что в каждое И Д У

входит только по одному члену, содержащему обобщенное ускорение ; 

в противоположность этому -  в каждое из уравнений, записанных в 

обратной форме, входит только по одному члену, содержащему 

обобщенную координату £/,.

Если поперечное сечение крыла представить как неупруго 

закрепленную, удлиненную пластину постоянной толщины, то свободные 

изгибно-крутильные колебания этой пластины будут выражены И Д У вида 

(10.4).

Если же крыло трактовать как наследственпо-дсформируемый 

консольный стержень переменного сечения с учетом реального профиля 

крыла, то свободные изгибно-крутильные колебания этого стержня будут 

выражены И Д У  вида (10.5).



§11. Приведение системы И Д У  к главным координатам

Приведем систему (10.3) к главным координатам, пользуясь свойством 

систем линейных однородных уравнений, заключающемся в том. чго 

члены уравнений системы могут быть умножены на один и тот же 

множитель без нарушения системы.

Умножая первые уравнения системы (10.3) на множитель к и 

складывая со вторым уравнением, будем иметь:

( a xlk + a lx) U x + { с ххк + с 21)(1 - R ' ) U X +

+ ( а 12к + а22 ) U , + ( с 12к + с,, )(1 -  R ’ ) U 2 =  0;

Представим это равенство как:

( 11.1)

11усть имеют место равенства:

а п к + а „  с п к + с , ,
—1----------—  =  — ---------—  =  // =  const
а [Хк + а 2х с ххк + с 2х ( 11. 2 )

Обозначим:

U ) +  /Л U  2 — (11.3)

огда:



Следовательно, выражение (11.1) можно записать следующим 

образом:

z +&>2(1 -  R ' ) z  =  О (11.5)

, где через со обозначена частота свободных колебаний, равная:

( 11.6)

Здесь второе выражение получено из равенства (11.2).

Таким образом, координата z, определяемая по формуле (11.3), 

является главной.

Найдем коэффициент приведения К, с этой целью воспользуемся 

равенством (11.2), которое является уравнением для К.

После простых преобразований оно приобретает вид:

К 2 - 2 / Л - г 2 = о

Решая это уравнение, получаем:

(11.7 )

, где:

а \)С22 Q 22 С22 11 ■ а 21С 22 а 22С 21
72 = < 11.8 )

Здесь предполагалось: а 12 — CI21 ; с ц  — с21



Итак, имеется дна значения (11.7) коэффициента приведения. 

Следовательно, по формулам (11.2), (11.3) и (11.6) можно определить два 

значения fi, z, со. Получится два уравнения (11.5), решение которых 

известно:

г, =  Д  сф(со1 I )  + В, яф̂ ео, /); (j =  12 )  (11.9)

Зная решение для главных координат, нетрудно получить решение для 

исходных координат. На самом деле, для двух коэффициентов приведения 

(  11.7) выражения (11.3) можно записать так:

и,  + т  U2 =  z,; и ,  +  М2 и 2 = Z2 ( А )

Разрешая эту систему относительно U \ и IJ2 . будем иметь:

'1 “ 2

М\ ~ Мг Mi - М 2
( 11.10)

Отсюда видно, что величины /л, являются коэффициентами 

распределения амплитуд.

Дифференцируя выражения (11.9) и (11.10) по времени, получим:

М\ -  М 2  М \ ~  М2

z , = ( o , [ B ,  сф(а>, о  - А  0 1 ;

Произвольные постоянные 5,- и D,  найдем из начальных условий:

( 11.11)

/ =  0; и , = А , \  U i = V , \  (/ =  1 ,2 )  (11.12)



Подставляя (1 1 .1 2 )в (1 1 .1 1 )и (1 1 .9), будем иметь:

— А\ 4- Z^2 — А]  +  //2^2

1
(К, +/^2К2)

(1 1.13)

Как видно из (11.6) и (11.7), колебательные движения будут  

происходить при условиях:

Г,2+ Г 2 > 0 .  С" К ' +С2' > 0 ; (1 = 1,2) 
апК, + а21

В заключении отметим, что обобщение изложенной методики на 

случай колебательной системы с и-степенями свободы не представляет 

собой особого труда. Однако аналитическое решение системы типа (А  )  при 

п>3  представляет собой значительные математические трудности. 

Следует отметить, что незатухающие (периодические) и затухающие 

колебательные движения системы происходят соответственно при R = 0 

и R *  0.

§12. Свободные вертикальные колебания фюзеляжа 
наследственно-деформируемых подвесках

Рассмотрим свободные вертикальные колебания фюзеляжа 

наследственно-деформируемых подвесках, происходящих параллельно 

плоскости его симметрии. На рис. 12.1а изображен сам фюзеляж, а н а  рис 

12.16 -  его упрощенная динамическая схема (при более полном анализе 

учитывается также масса колес и связанных с ними частей).



рис. 12.1 Фюзеляж и его упрощенная динамическая схема для 
анализа колебаний в вертикальной плоскости

Приведенные коэффициенты мгновенной жесткости задней и 

передней идеально-упругой подвески фюзеляжа (учитывающие жесткость 

рессор и пневматиков) обозначим через С/ и с2. Центр тяжести расположен 

на расстояниях а и Ь, соответственно, от задней и передней опоры. Массу 

корпуса фюзеляжа обозначим через /;/, а момент инерции корпуса 

фюзеляжа относительно поперечной оси, проходящей через центр тяжести, 

через тр2 (р  - радиус инерции).

К подобной же схеме приходят при рассмотрении колебаний 

автомобиля, железнодорожных вагонов, локомотивов и транспортных 

средств этого типа [11].

Предполагается, что деформации самого корпуса фюзеляжа 

пренебрежительно малы по сравнению с наследственно-деформируемыми 

осадками опор, поэтому в динамической схеме горизонтальный стержень 

будем  считать совершенно жестким. Кроме того, положим, что 

горизонтальные колебания системы невозможны.



Такая схема обладает двумя степенями свободы. За обобщенные 

координаты U\ -л U2 примем вертикальные перемещения центра тяжести 

(положительное направление -  вниз) и угол поворота стержня вокруг 

центра тяжести (положительное направление -  против хода часовой 

стрелки). При этом осадки наследственно-деформируемых опор равны 

соответственно:

с , ( 1 - / ? * ) ( £ / , + а  и 2)  - для задней опоры;

c 2( \ - R ' ) ( U x- b U 2)  - для передней опоры.

С помощью этих выражений найдем кинематическую и 

потенциальную энергию системы:

т г 2 2т г 2т _ m U x | mp U 2

Я  =  y [ ( t / ,  + a U 2) ~  2 R ' ( U t + a U 2) ] ( U , +  a U  2)  + 

+ ^ - [ ( U l - b  U  2) ~  2 R ' { U , - b  и г Ж и х - Ъ  U 2 )

( 12. 1)

Соответственно уравнение Лагранжа:

8L d dL
0; 1 2 (12 2) 

8U, dt dU, ’ U  '

, где: L - П  -  T  

принимают вид:

т О х +  (с , + с 2)(1 -  R ' ) U l + ( c xa - c 2b)(  1 -  R ' ) U 2 =  0; (12.3) 

m p 2U 2 +  ( с ,  a  -  c 2b ) ( l  -  R ’ ) U , +  ( c , a 2 +  c 2b 2){\ -  R ' ) U  2 =  0;



Общие решения системы ИДУ (12.3) при заданных начальных 

условиях можно получить из (11.10), полагая:

а ц =  at = т; а22 =  = т р2; a i2=c i2 i=0\  (12.4) 

с и  =  (C l +  С2) ;  с , 2  =  с/а -  с2Ь; с 2/ =  с,2; с22 =  с,а2 + с2Ь2;

Система (12.3) при R =0, т.е. в идеально-упругом случае, детально 

исследована в [11]. Приведем эти исследования применительно к 

вертикальным колебаниям фюзеляжа. В данном случае система (12.3) 

принимает вид:

m U l + (с ,  + c 2) U ] + ( cxa - c 2b) U 2 = 0 ;  (12.5) 

m p 2U 2 + ( с ха -  с 2b ) U , + ( с , а 2 + с 2b 2) U 2 =  0; 

Решение уравнения (12.5) ищется и виде: 

и,, =  A, sin( cot +  ср) , / = 1 , 2  (12.6)

, где: А , , ( / =  1 ,2 ) -  амплитуд),I. со - частота колебаний.

После постановки частного решения (12.6). приходим к однородной 

с» '.теме уравнений:

- т с о 2Ах + ( с ,  + с 2) А х +  ( с ха -  с 2Ь ) А 2 = 0 ;

(12.7)

-  Р! р  2 а> 2 А 2 +  (  с , а  -  с 2Ь )  А х +  ( с , а 2 +  с 2Ь 2 )  А 2 =  0 ;

и получаем определитель частот:

сх+ с 2 - т с о 2 с ха - с 2Ь 

сха - с 2Ь " " 2 ' -  и2с ха ~ + с 2Ь -т р 'с о '

( 12.8)
, из которого следует частотное уравнение:

со
с, +  с ,  с ,а  +  с , 6 2 Л

со
2 с хс 2( а  +  Ь ) 2

= 0
т т р ' т~ р~

(12.9)



Как правило, это уравнение имеет различные корни. Каждому из них 

соответствует свое определенное соотношение между амплитудами, 

определяющие собственную форму колебаний. Это соотношение можно 

найти, например, из первого уравнения системы (12.7):

А2 тсо -  с, -  с.2
С, С .,

( 12.10)
А, сха -  с2Ь

То же получится и из второго уравнения системы (12.7).

Остановимся на частном случае, когда выполняется равенство:

р  2 =  аЪ (12.11)

Т.е., когда радиус инерции представляет собой среднее геометри­

ческое между величинами а и Ь; заметим, что для этого расстояния а+Ь  

между осями колес должно быть значительно меньше общей длины 

фюзеляжа.

Если условие (12.11) выполняется, то частотное уравнение приобре­

тает вид:

4 с ха + с 2Ъ 2 c , c , ( a  +  fc) _
® -----1------ г - ( , а  +  Ь)со2 +  1 - 2 . = 0  (12.12)

mab т ab

И имеют следующие неравные корпи:

2 с х{а + Ь)  2 c 2i(a + b)
а, = ~ ----- г----- ; = — ------------  (12.13)mb та



Для определения собственных форм подставляем эти корни 

поочередно в соотношение (12.10). Для первой формы получим, полагая:

Здесь вторые индексы обозначают номер рассматриваемой формы.

Эти формы изображены па рис. 12.2а и 12.26. Их особенностью 

является неподвижность одной подвески фюзеляжа при колебаниях другой 

подвески. Практически это означает, что подвески фюзеляжа колеблются 

независимо — колебания одной из них не передаются другой. Свойства 

такой системы наглядно представляет динамическая схема, изображенная 

па рис. 12.3. Независимость колебаний обеих подвесок фюзеляжа можно 

считать определенным эксплуатационным достоинством рассматриваемой 

схемы. Конечно, свободные колебания каждой из подвесок будут

(О2 — СО/ :

А ^ = 1

Аи b
(12.14)

а Ь
рис. 12.2.

б ) Собственные формы 
колебаний фюзеляжа 

при р  =  а Ь



рис. 12.3 Динамическая схема фюзеляжа с независимыми 
колебаниями обеих подвесок.

В другом частном случае, когда:

с ]С1 =  с2Ь (12.16)

, уравнения (12.15) становятся несвязанными:

А ^ -т с о 2 + с ,  +  с 2)  =  0 (12.17)

А2( - т р 2со2 + с,а2 +  с2Ь2)  =  0 (12.18)

Несвязанность уравнений означает возможность чисто вертикальных 

колебаний без поворота (подпрыгивания) (рис. 12.4а) или чисто угловых 

колебаний при неподвижном центре тяжести (галопирования) (рис. 12.46). 

Для случая подпрыгивания фюзеляжа имеем:

Л, *  0 , А2 =  0 (12.19)

и из уравнения (12.17):

- т а > 2 + с 1+ с 2 =  0 (12.20)

Получаем квадрат первой частоты:

( 12.21)



Для случая галопироваиия фюзеляжа, когда:

л , = о ,  а 2 ф о

Из уравнения (12.18) находим квадрат второй частоты:

■> с , а 2 +  с , Ь 2 )
а>2 = -------------- г ------- 

т р ~

Если параметры фюзеляжа удовлетворяют равенству:

4 с ]с2(а +  Ь)cta + с2Ь~
= 0

Р '

(12.22)

(12.23)

, то одновременно удовлетворяются оба рассмотренных выше условия

(12.11) и (12.16), обе частоты COi и о ь  оказываются одинаковыми.

Ай
б)

рис. 12.4 Собственные формы колебаний фюзеляжа 

при С/а =  с 2 Ь

Пример: Определить собственные частоты и собственные формы 

колебаний фюзеляжа, для которого известно:

т =  1,6 кгс с2 с м '1; р =  122,5 см ; с / =  48,4 кге с м '1; 

с 2 =  37 кге см а = 1 3 1 с м ;  b = 1 3 9  см. 

Уравнение (12.12) принимает вид:

ft)4 -  117,8 сог + 3400 = 0



Откуда:

со' 58 ,9  ± 8 ,3  с

Значение частоты:

=  7,11 сГ1 ; со2 = 8,2 с ' 1 

Для определения собственных форм колебаний воспользуемся 

формулой (12.10):

—  = - ' - 5 .0 '6  - 4 М  - 3 7  =  ^

4 ,  48,4-131 -3 7 -1 3 9

^ 1 6 - 6 7,2 - 4 М  -3 7  =  з си_,

Л,2 48^4-131 -37 -139

Эти формы показаны на рис. 12.5а и 12.56; первая форма представляет 

собой в основном случай подпрыгивания корпуса фюзеляжа, а вторая -  

случай галопирования.

рис. 12.5

Убедимся в ортогональности этих форм. В нашем случае условие 

ортогональности имеет вид:

тЛпЛ12 +  т р 2А21А 26 =  тЛпЛ,2(  1 +  р 2 АЩ  =  0
А и A i2

Подставив значения исходных данных, получим:

тЛиЛ12(\ -  15,00 • 0,0037 ■ 0,0183) «  0.



§ 13. Свободные колебания крыла, поперечное сечение 
которого является удлиненной пластинкой на 

наследственно-деформируемых опорах

Рассмотрим крыло (рис. 13.1а), поперечное сечение которого являет­

ся удлиненной пластинкой на наследствснно-деформируемых опорах 

(р и с .13.16).

6)
иль

w - r - "

рис. 13.1

Предположим, что горизонтальное перемещение пластики  

невозможно и она имеет дне степени свободы, i.e. положение системы 

характеризуется двумя координатами углом поворота U , { ! )  и

вертикальным перемещением U ^ t ) .  Колебания системы происходят под 

действием начального возмущения. Размер абсолютно жесткой пластинки 

в направлении, перпендикулярном плоскости чертежа, обозначим через I. и 

предполагается, что она находится на наследствснно-деформируемых

опорах, коэффициенты мгновенной жесткости которых £'| • <-•, будем 

относить к единице длины пластинки в указанном направлении. 

Обозначим через т массу, соответствующую единице площади срединной 

плоскости пластинки.



Тогда кинетическая энергия 7 , потенциальная энергия I I  

рассматриваемой системы определяются следующим образом:

T  =  a f i 1{ + a iU l  (13.1)

Я  =  ^ - [с ,,£/,(£/, - 2 R * U ] ) + cn U , { U 2 - 2 R * U 2 +

+ c 2]U 2( U { -  2 R * U , )  + c22U 2( U 2 -  2 R  * t/ 2) ]

, где:

me] l
—fttel , (x2 — ~ (^ l  ^2 V

/■ ^lв , ^ lв2 C12 =  ( c . - c 2) y ,  C21= c 12, a 22= ( c , + c 2)  —  

Подставляя: L =  П  — T  в уравнения Лагранжа (12.2), будем иметь:

а,(7, +  с ,,(1 -  R*)U> +  с12(1 -  R*)U2 =  О 

а 2С/2 + с 21(1 - Л * )1 Г ,+ с 22(1 - Л * ) ( / 2 = 0  

Система И ДУ (13.2) является частным случаем системы (10.3), 

которая называется прямой формой системы ИДУ характеризующейся тем, 

что в каждое И ДУ входит только по одному члену, содержащему

обобщенное ускорение =  1 ,2 ). В самом деле, полагая в (10.3):

а и = а ] , «12 =  а 21 =  0, а 22= а 2 (13.3)

Из системы (13.2) и из решений (10.10), при соответствующих 

начальных условиях, получим точное решение системы И Д У  (13.2).

Необходимо отметить, что система И ДУ (13.2) описывает связанные 

изгибно-крутильные свободные колебания удлиненных пластин на 

линейных наследственно-деформируемых опорах. Большой теоретический 

и практический интерес представляет исследование свободного колебания 

удлиненной пластинки на нелинейных наследственно-деформируемых 

опорах [17].



§ 14. Связанные пзгнбно-кру гильные колебании нелинейных 
наследственно-деформируемых удлиненных пластин

Рассмотрим задачу изгибно-крутильных колебаний удлиненной 

пластинки на нелинейных наследственно-деформируемых опорах.

При нм ноле разрешающих ураипений и згибно-кру тильных колебаний 

используем приближенный подход, успешно примененный ранее в работах 

[11, 22]. В безразмерных координатах интегро-дифференциальные 

уравнения (И Д У ), описыпающис дискретную модель рассматриваемой 

задачи запишем следующим образом:

. где: U - угол закручивания, W - вертикальное перемещение пластин­

ки; с — С2 / С) \ С/ и с2 - коэффициенты мгновенной жесткости неупру­

гих опор; у и 7/ коэффициенты физической нелинейности материала 

конструкции; R - интегральный оператор Вольтсрра со слабо- 

сингулярными ядрами наследственности, т.е.:

' e -P(t-t)

* '/ (')= !* ('-  r ) / (T)dT R(t - т) = с

Е >0, р > 0  0<  а  <1  

Из системы И ДУ (14.1) следует, что связанность изгибно-крутильных 

колебаний обусловлена коэффициентом с.



Если у — у/ — 0 и с =1. то система (13.1) распадается па дна незави­

симых уравнения. Первое из них описывает изгибные, а второе - 

крутильные колебания пластинки. Если теперь решить систему И Д У (14.1) 

при следующих начальных условиях:

, то нетрудно заметить, что частота крутильных колебаний почти в два раза 

больше, чем частота изгибных колебаний, и в обоих случаях задача 

допускает точное аналитическое решение [1], т.е.:

Функция сф cot - описывает механизм внутреннего трения материала 

конструкции. Ее расположение по фазе противоположно функциям cos cot 

и асимптотически стремится по абсолютному значению амплитуд 

идеально-упругой конструкции с незначительном сдвигом частоты 

колебаний относительно частот чисто изгибного и чисто крутильного 

колебаний. Эта функция в [4] табулирована для достаточно больш ого 

интервала времени при различных вариациях реологических параметров 

£, а  и р .

Если у *  у , Ф 0, то из системы (14.1) ясно, что даже при с =  1 изгиб­

но-крутильные колебания будут связанными. Эти связанные колебания 

можно охарактеризовать как преимущественно изгибные со слабо 

выраженными крутильными деформациями (квазиизгибные) или 

преимущественно крутильные со слабо выраженными изгибными 

деформациями (квазикрутшьные).

Ж (0) =  U{0) = W0 ^ ( 0 )  =  [/ (0 )  =  0 (14.2)

(14.3)



Таким образом, при с * 1 как в линейном, так и в нелинейном 

случае, колебания системы будут связанными, т. е. происходят 

взаимодействия изгибных и крутильных колебаний. Линейный случай 

допускает точное решение системы (14.1), которое можно получить 

методом Даламбера в сочетании с методом фундаментальных систем 

решений:

Ч ‘ ) = ~ Г ^ [ к\<Р г { ' ) - к1<РХ1)\ ^ ( 0 = ^ - “ г М ' ) - ^ ( ' ) ]

, где:

ф,(0= ср,,, [cos cot + сфаи} <poi = (1 + )И'(|

Щ = а х+к,а2; а ,= 1  + — ; а, = 1 -  — ; i =  12 :
c'i ‘ с,

кх и - корни квадратного уравнения: 12</,А~ -  4«,А + а, -- О

Максимальный эффект связанности можно ожи.ипь при с<1 или 

с>  J , который можно проследить с помощью вычислительного 

эксперимента. В общем случае систему нелинейных слабосингулярных 

ИД'У(14.1) при начальных условиях (14.2) можно решить методом, 

основанном на устранении слабосингуляриых особенностей ингоральны х 

и интегро-дифференциальных уравнений:

= И '. -  £  а , ( !„  -  + ^ Г )  "  Г +  V ) 3 +
J .  О I

+ В t e ~ p,> [  ( И ’ t +  — г— ) _
с, 2 2 a fri, 2

+ ^ f 1 ) 3 + 7 - ( ( ^ - *  - - - ^ n ] }



-  - ( (W V *  -  ^ -  ^ f 1 )3) ] }
c, 2 2

, где:

Г„ = иД/, ay = jAt, j  = 1,и - 1, a0 = a„ =  у , = И''*,

-------------Д /“
U{tn) = un, Bk =  — [ ( *  +  1)“  - ( * - ! ) “ ] л =  1 , 7 -1 ,  Bo =  —

Дг“
5, =  ^ - U 'a - 0 ' - i ) a]

Вычислительный эксперимент проводили на современных 

персональных компьютерах по профамме. составленной на языке Турбо 

Паскаль.

Из анализов результатов исследований следует, что учет внутреннего 

трения, связанного с наследственными свойствами материала конструкции 

приводит к затуханию собственных колебаний системы (см. рис. 14.1)

рис. 14.1



Скорость затухания существенным образом зависит от реологических 

параметров материала конструкции. Поэтому исследование зависимости 

диссипативных характеристик системы, г.е. коэффициент внутреннего 

поглощения энергии 4 '=  25 и коэффициент потерь, или коэффициент 

неупругого сопротивления: у = 8 / л от £, а, (3 , является весьма 

актуальным.

Логарифмической декремент затухания 5 но записи собственных 

затухающих колебаний вычисляется по формулам:

1 , W ,
5 =  In ■• , A t =  t . -  t ,

At  W,  1 2

В таблице приведена зависимость5,Ч^ и у от реологических 

параметров е, a, j}. Из этой таблицы видно, что уменьшение параметра 

сингулярности приводит к увеличению коэффициента внутреннего 

поглощения энергии системы, и тем самым свободные колебания на 

практике будет исчезнувшим по истечении определенного промежутка 

времени.

£ а Р 5 У
1

¥  ;
0.1 0.5 0.05 0.0064 0.0020 0.0128 !
0.5 0.0225 0.0071 0.0450 !
0.08 0.0236 0.0075 0.0472
0.1 0.0346 0.0110 0.0692
0.15 0.0907 0.0288 0.0814
0.2 0.1277 0.0406 0.2554
0.1 0.4 0.0446 0.0141 0.0892

0.3 0.0466 0.0148 0.0932
0.2 0.0690 0.0219 0.1380



Таким образом, появляется новая возможность оптимизации 

демпфирующих свойств материала вибрирующих конструкций, которые 

имеют весьма важное значение при решении проблемы внедрения новых 

материалов, в том числе композитных материалов, в конструкцию 

авиационно-космических аппаратов [14].

§15. Связанные изгибно-крутильные колебания реального 
профиля крыла на нелинейных наследственно- 

деформируемых подвесках

Рассмотрим связанные изгибно-крутильные колебания реального 

профиля крыла на нелинейных наследственно-деформируемых подвесках 

(рис 15.1). Этот профиль представляет собой поперечные сечения 

консольного крыла, жесткость которого в направлении потока 

максимальна, и обладающего степенями свободы изгиба и кручения [23].

рис. 15.1 Профиль 
консольного крыла, удер­
живаемого от движениС! 
изгиба и кручения пружи­
нами с мгновенными 

жестокостями с / и с2 . 
действующими на крыло н 
точке, находящейся на 

расстоянии а от центра 
массы. Здесь же показаны 

также: подъемная сила Р  и 

момент М  около  оси 
кручения.

Предположим, что горизонтальное перемещение профиля невозможно 

и он имеет две степени свободы, т.е. положение системы характеризуется 

двумя обобщенными координатами: углами поворота U 2 и вертикальными



перемещениями (У/ Колебания еиегемы п р о и с х о д я т  только пол действием 

начального возмущения.

Если обозначить через b расстояние от цен тра жееткосш до центра 

массы крыла, через т -  массу; через г  -  радиус инерции массы крыла 

относительно центральной оси, то кинетическая и потенциальная энергии 

рассматриваемой системы определяются следующим образом:

Из системы И ДУ (15.2) следует, что связанность изгибно- 

кругильных колебаний обусловлена коэффициентом Ь. Если ось центра 

тяжести и ось жесткости совпадает, то Ь=0 и система (15.2) распадается на 

два независимых уравнения. Первое из них описывает вертикальные 

колебания, а второе -  крутильные колебания профиля крыла. Однако 

указанное расположение осей чрезвычайно трудно конструктивно 

осуществить. Поэтому, колебания таких конструкций являются

'Г = - ( a nU t2 + 2ап и 1и г + ап и 2' ) (15.1)

, где:

ац  =  т; а 12 =  ci2i = Ь; »* (' ' ' ) 

у, Yi - коэффициенты физической нелинейное тн.

Из уравнения Лагранжа (10.2) имеем:

аи0,  + a j ) 2 + с , (1  -  y U ,’ ) -  0

<з2,{/, +  a 21U 2 +  с 2 (1 -  R ’ ) ( U 2 -  y xU 2 )  =  0

(15.2)



связанными изгибно-крутильными и не могут быть сведены к ч и с т  

изгибным и чисто крутильным. Необходимо решить системы И Д У (15.2) 

совместно при заданных начальных условиях.

В линейном случае, т.е.: у =  yj =0 точное решение системы И Д У

(15.2) при начальных условиях (11.12) можно получить из (11.10), полагая:

В нелинейном случае, т.е. при: у ^  0; yi *  0 , нахождение точного 

решения системы (15.2) представляет собой значительные математические 

трудности. По этому в общем случае, систему (15.2) можно решить 

численно с использованием ЭВМ , с этой целью переходя к безразмерным 

переменным:

Применяя методику численного решения, изложенную в §6 к системе 

И Д У  при начальных условиях:

с ц  -  c t ; с 12 -  С2/ -  0; С22 ~  С2

и, разрешая систему (15.2) относительно производных, имеем:

W + e , ( \ - R " )  ( t V - y l V 3) + ^ ( u - y 2U 3)  = 0

(15.3)

, где:

W L o =  Wo > И Ч , . о = 0 ,  U  |( = 0= U 0, U  \,.0= 0 (15.4a)



будем иметь:

у=о

- № ? _ „ ) + 0 2( U  „  - y 2U  J.*)]}
#  * = ()

(15.46)

и - = и° " ( j )  S с , (/ . - / , ) { * , ^  - > < ) + *&/,

-  £ £  I K - *  - ^ ) +  - 7 = ^ - * )1 }
Л  А-_0

. где:

1„ =  nAt, IV(tr ) = IV„,  U { t „ ) = U „ ,  С, = At. j  = Г.7^1.

C „ - C „ = y .  B , = ^ 1 [ ( ( * D * - ( I - | ) ' ] .  1 =  I H ,  « . - i f .

Создано математическое обеспечение для численной реализации 

;ин ори гмои расчета (15.'I). Расчет нроншелеп как д л и  пдеа.п.нч-\нр\ u>ii 

линейной и нелинейной ( е =  0) (рис. 15.2а. 15.26). гак и для вязкоупругой 

линейной и нелинейной постановки задачи (рис. 15.3а. 15.36) при 

следующ их исходных данных:

%= 1/10; ( г / Ь ) 2 = 0,06; с =0,1 ; а -0,25 ; 0=0,05 ; At -  0,01 

Из анализа результатов, приведенных на рис. 15.2 и рис. 15.3 

следует, что частоты совместно-крутильных колебаний гораздо больше, 

чем частоты совместно-изгнбных колебаний. Затухающий процесс (см. 

рис. 15.3а. 15.36) колебаний угла закручивания гораздо больше, чем 

частота вертикальных перемещения профиля крыла.



рис. 15.2 a) gam =  0; gam = 2

рис. 15.2 б ) gam  =  0; gam =  2



рис. 15.3 a) gam = 0; gam =  2 ; вяз.

рис. 15.3 б) gam =  0; gam — 2; вяз.



Вопросы для самоконтроля:

1. По какой формуле определяются кинетическая и потенциальная 

энергия для механических систем с двумя степенями свободы?

2. Какой вид имеет интегро-дифференциапыюе уравнение свободных 

колебаний систем с двумя степенями свободы?

3. Какой вид имеет прямая и обратная форма интегро-дифференциаль- 

ного уравнения свободных колебаний системы с двумя степенями 

свободы?

4. Какой вид имеют интегро-дифференциальные уравнения свободных 

колебаний системы с двумя степенями свободы в главных коорди­

натах и их общее решение?

5. Какой вид имеет интегро-дифференциальное уравнение вертикаль­

ных колебаний фюзеляжа наследственно деформируемых опор?

6. Какой вид имеют интегро-дифференциальные уравнения связанные 

изгибно-крутильные колебания нелинейных наследственно-дефор­

мируемых удлиненных пластин?

7. Какой вид имеют интегро-дифференциальные уравнения связанных 

изгибно-крутильных колебаний реального профиля крыла на 

нелинейных наследственно-деформируемых подвесках?

8. Чем отличаются частоты совместно-крутильных колебаний от 

частот изгибно-крутильных?



Г л а в а  V . Р е ш е н и е  задач  о к о л е б а н и я х  

пн  сл ед  с т в е н н о -д е ф о р м и р у е м ы х  си стем  с к о н е ч н ы м  

ч и с л о м  ст еп ен е й  с в о бо д ы

§16. Интегро-дифференциальиыс уравнения 
вынужденных колебаний системы и их общее решение

Как отмечено выше - в общем случае любое деформируемое твердое 

тело имеет бесконечное число степеней свободы. Однако, в зависимости от 

принятой модели, представляющей деформируемую конструкцию в том 

или ином случае, число степеней свободы может быть конечным. Нели на 

точки системы, кроме восстанавливающих сил, действуют возмущающие 

силы Oj(t), являющиеся некоторыми функциями времени, то система 

совершает сложное движение, представляющее собой результат наложения 

свободных и так называемых вынужденных колебаний. Как показано в §4, 

задачи в этом случае сводятся к решению матричного И Д У вила:

, где:

л и  + С U -  \ R { l - v ) U { r ) d z =  Q(' ) (16.1)

/
“и •

/
‘ п ••• fl„'

л =
•• anJ

, с  =

п̂п
, и = ■ Q(0 =

А  01

R( t )  -  ядро релаксации, имеющее слабо-сингулярные особенности 

типа Абеля.

Отметим, что к системе вида (16.1) можно прийти после применения 

по пространственным переменным методам Бубнова-Галсркипа. Ритца и 

конечных элементов к решению динамических задач линейной 

наследственной теории вязкоупругости [24].



Требуется найти решение системы ИДУ (16.1), удовлетворяющее 

начальным условиям:

U \ , . o - U 0 , U \ I=0~ U 0 (16.2)

Уравнения (16.1) носят название ИДУ вынужденных колебаний 

системы с конечным числом степеней свободы.

Общее решение системы И Д У  вынужденных колебаний является 

суммой общего решения соответствующей однородной системы и 

частного решения неоднородной системы, т.е.:

^ = и м + и„см

Первое решение UM определяет свободные колебания системы, а 

второе Uueoo -  частное решение неоднородной системы И Д У  (16.1).

Так как свободные колебания системы являются колебаниями быстро 

затухающими, то практический интерес представляет лишь частное 

решение U„ecx), определяющее вынужденные колебания системы. Поэтому 

сначала рассмотрим методику построения частных решений системы

(16.1).

§17. Интегро-дифференциальные уравнения 
вынужденных колебаний системы в главных координатах и 

их общее решение

Исследование вынужденных колебаний наследствснно- 

деформируемых систем с конечным числом степеней свободы значительно 

упрощается, если ввести в рассмотрение главные координаты этой 

системы ̂  (7=7,2, ...,п) следующим образом:

U = y l( t W l+ y 2( t W 2+ y 3W 3+ - + Уп ( О К



, где: Wj - матрицы собственной формы, соответствующие 

спектральной задаче идеально-упругой системы, причем:

W TAW.  = | °  W r C W  = •
v 11 i = j >  • j

JO i * j  

i = j

то, согласно результатам, приведенным в §4, И ДУ (16.1) 

вынужденных колебаний системы в главных координатах имеют 

следующий вид:

уА‘ ) + ы; У,(О -  -  т)у,(г)с1т

с соответствующими начальными условиями:

>'ДО) =  а 0, ,  > ', ( ( ) )  =  « „  (17.2)

Уравнения (17.1) образуют сие тему п независимых друг от друга 

интегро-дифференциальных уравнен nil.

Как показано выше, точное решение И Д У  (17.1) при тривиальных 

начальных условиях {ащ =  СХ/, =  0) имеет вид:

УtU) = “ Г  j - )п(‘ ~ \П{1 -  T ) V , { r ) dT -
\ d t i  dt J

1 Г

\чЛ> ~ г )  —  \П ( Т -  sW,{s)ds
d r

d д (17.3)

, где:

f I ( l )  — \+ ^R( z ) dr  - функция ползучести, Vt{t)  -  coscol +сфсо1, 
о

с ф  СО t . функция косинуса дробною  порядка



Точное решение (17.3) позволило обнаружить ряд новых 

механических эффектов, например: колебания наследственно- 

деформируемых систем под действием постоянной внешней нагрузки 

происходят около кривой функции ползучести и затухают с течением 

времени по этой кривой, что является тестом для проверки лю бого 

численного метода решения И Д У  динамических задач наследственной 

теории вязкоупругости.

Как известно из [26, 27], решение спектральной задачи (задачи 

нахождения частот и формы) для идеально-упругих систем довольно 

сложно и является самостоятельной научной проблемой, поэтому решение 

динамических задач вязкоупругости методом разложения по собственным 

формам (методом приведения в главных координатах) целесообразно 

выполнять в том случае, когда для получения приемлемой точности 

результатов достаточно ограничиться учетом лишь нескольких основных 

тонов колебаний. Однако во многих случаях (например, при расчете 

сложных пластинчатых и оболочечных конструкций) требуется учитывать 

больш ое число тонов собственных колебаний. В этих случаях более 

экономичным является прямое интегрирование И Д У  (16.1) с помощью той 

или иной численной процедуры.



§18. Обобщение метода lli.m;парка для решении ингегро- 
дифференцпальпых уравнении вынужденных колебании 

системы с конечным числом степенен свободы

Покажем обобщение безуслошюго устойчивого численного метода 

Ныомарка для решения ИДУ (16.1) при начальных условиях (16.2).

Как известно из [25), метод Ныомарка основан на следующих 

разложениях: U(t, + At) = (У,и и U(l, + At) = t/Ml в ряд по степеням At.

(Ум| = ( ) , +  M U , +  ц Ы Ф т  - 0 , ) ,  t,=iAt

Коэффициенты 0 и // выбираются таким образом, чтобы обеспечить 

безусловную  устойчивость процесса интегрирования, i.e.:

U, tl =  U , + A t U , + — -U,  +  0 А Г (('/„, - U , )

(18.1)

Найдем из первого равенства (18.1) Ultl :

2в Р■>
(18.2)

Для отыскания U j t , уравнение движения записывается для

A U M + C  U M -  -т)и{т)с!т (18.3)
о



Если использовать рациональное преобразование, предложенное в [1 1, 

то несобственный интеграл для слабо-сингулярного ядра Ржаницына- 

Колтунова вычисляется следующим образом:

S ) е - ' ...... ■'(<„, - t T ' v ( , ) d ,  = L
а

A t a ,+|
— и „ + ' £ в ке - ' " ‘ и ^~

к=1
(18.4)

, где:

^ = ^ [ ( ^  + 1 Г - ( * - 1 Г 1  *  = W ,  B ^ = ^ - [ ( j  + \ y - r ]

Подставляя (18.2) и (18.4) в (18.3) приходим к уравнению вида:

D U M = PM , i = 0 ,1 ,2 , . . .  (18.5)

в котором:

D  =
£ A t a 

v «  2 ,
С +

в м -
-А  ; Рм  -  Q i+1 +  А

в  At"
- U :  +

+  -
в  At

- U , +
2 в

- 1 U,
/+1

+  - С ^ В ке - Р ‘к U ,
а  к=1

;+i-*

Формулы (18.1), (18.2) и (18.5) составляют рекуррентные соотношения 

метода Ньюмарка для решения И Д У  (16.1) при начальных условиях (16.2). 

Отметим, что метод Ньюмарка требует задания в начальный момент
* *

времени to = 0 не только матриц Uq , (Ыо > а также матрицы Ща • Для 

этого, записав уравнение движения (16.1) для момента to =  0 ,имеем:

A U 0 = Q 0 - C U 0 , U 0 = А~] \Q0 -СС/0]
* «

Зная U o , из (18.5) можем найти {7/ , а из (18.1), (18.2)

и т.д. Находим все значения U 2 , Ы 2М ,



Метол Пыомарка являося, безусловно, устойчивым. по'мому ею  шаг 

можно назначить в лолях от периода тех колебаний, которые необходимо 

учитывать при решении задач. При этом высшие формы не будут порппъ 

решение, т.е. шаг интегрирования но методу Пыомарка можно назначить 

существенно большим, чем по методу центральных разностей.

§19. Решение тестовых примеров

Проверка методики, основанная на решении тестовых примеров, 

является необходимым этапом, связанным с подтверждением 

достоверности результатов, получаемых при решении конкретных задач. В 

качестве тестовых могут использоваться задачи, для которых известно 

апал итическое или точное численное решение. Здесь остановимся лишь на 

задачах, имеющих аналитическое решение, хотя они. естественно, и не 

охватывают в полном объеме всех особенностей и возможностей 

pa ipii6o iamioii методики.

Отметим, что тестовая проверка показала высокую оффекпшность 

разработанного алгоритма метода 11ыомарка для численною  решения ИДУ
■>

типа (16.1). В самом деле, из (17.3) при: 1 = 1,  ц/ -  qt) =  (О , (О/ ; (О
1

2л,  а  = 0,25 , Р =  0,5 , с =  0,1 , Uf) =  tty, =0  имеем:

U (I) =11(1) - 4  ) п ( 1 -  Ф\(т)с1т,
dt i  q„

. где:

tT (2k)\ tT r [ a i ] j z  j \ f ' [ lk  + a  i + j  + l]

£\ =  £ ^ t a ]>  ̂ [ ] - гамма функция Эйлера.  ̂ < = ^  _ .y



В частности, при £ — 0 из предыдущего уравнения получим точное 

решение идеально-упругой задачи, т.е.:

U(t) = I -  cos 2лt

Расчет, по приведенному выше точному решению, выполнен согласно 

теореме сложения И Д У  и результаты (см. рис.19.1) отмечены сплошными 

линиями, а по формулам (18.1), (18.2), (18.5) -  пунктирными линиями, при 

этом At =  0.01, /и=0.6.



Вопросы дли самоконтроля:

1. Каковы интегро-дифференциальные уравнения вынужденных 

колебании системы с конечным числом степеней свободы и и\ 

общее решение?

2. Какой вид имеют интегро-дифференциальные уравнения 

вынужденных колебаний системы с п - степенями свободы в 

матричной форме?

3. Какое упрощение вносит в исследование вынужденных колебаний 

системы применение главных координат?

•4. Какой вид имеет общий интеграл интегро-дифференциальных 

уравнений вынужденных колебаний с п - степенями свободы в 

главных координатах?

5. Какой вид имеет алгоритм вычисления несобственного интеграла 

для слабо-сингулярного ядра Ржаннцына-Колтунова?

6. Какой вид имеет общий алгори тм численного решения метода

11ыомарка для решения матричного и н ю  ро-дифференциальною 

уравнения вынужденных колебаний системы?

11ри каких условиях желательно использовать метод 11ыомарка для 

численного решения интегро-дифференциальных уравнений?

8 Что представляют собой тестовые примеры?



Глава V I. Аэронеустойчивость паследсгвенно- 
деформируемых элементов конструкции летательных  

аппаратов

§20. Явление аэронеустойчивости

В авиации до начала второй мировой войны вопросы 

аэронеустойчивости не имели такого важного значения, какое они имеют 

теперь. Скорости самолетов тогда были сравнительно малы, и те нагрузки, 

которые должны нести авиационные детали согласно нормам прочности, 

обеспечивали создание конструкции, достаточно жесткой для того, чтобы 

обеспечить безопасность полета.

Однако, по мере роста скоростей при почти неизменных расчетных 

нагрузках и отсутствии рационального критерия жесткости при 

проектировании авиационные конструкторы столкнулись с широким 

кругом задач, которые рассматриваются теперь как задачи 

аэронеустойчивости.

Явление аэронеустойчивости (флаттер и дивергенция) оказывают 

большое влияние на элементы конструкции современных 

высокоскоростных JIA.

Флаттер - это динамическая неустойчивость, имеющая место при 

полете самолета на скорости, называемой скоростью флаттера, при 

которой существенную роль в возникновении неустойчивости играет 

деформируемое свойство материала конструкции.

Дивергенция - это статическая неустойчивость несущей поверхности 

самолета в полете на скорости, называемой скоростью дивергенции: при 

этой скорости деформируемое свойство несущей поверхности играет 

существенную роль в возникновении неустойчивости.

Современный Л А  подвержен многим формам флаттера. Классический 

тип флаттера связан с потенциальным потоком и изгибно-крутильным



деформациям крыла, и обычно включает взаимодействие диу\ и л и  б о л е е  

степеней свободы. 11еклассический тип флаттера, который до сих пор 

трудно анализировать па чисто теоретической основе, может иметь место 

при обшивке крыла, при сорванном потоке, или при периодических срывах 

потока с прилеганием его вновь, при режимах потери скорости, а также 

при различш,IX эффектах запаздывания между аэродинамическими силами 

и режимом движения самолета.

Наиболее часто встречающимися явлениями аэронеустойчивости 

являются задачи о дивергенции при кручениях прямого крыла. Когда 

скорость крыла превышает скорость дивергенции при кручении, го 

приращение аэродинамического крутящегося момента превышает 

деформации восстанавливающего момента кручения и происходит потеря 

'.стойчивости крыла и. соответственно, всего летательного annapaia.

Явление аэропеустойчивоети (дивергенция и флаттер) недопустимо 

для лю бого типа самолетов, так как оно может привести к катастрофе. 

Скорости, при которых наступают эти явления, называются критическими: 

N K/> (соотвествующие значения времени - 1К/, ). поэтому требуется, чюбы 

максимально допустимая скорость полета ( /V„,m нмд ). была меньше любой 

из критических скоростей как при явлениях аэровязкоупругости, так при 

аэроупругости: N max,mta< N Kp, 120,2 1 ]

I 1редупреднтелы|ые меры и средства борьбы е явлением 

аэроцеустойчивости обычно заключаются либо в увеличении жес! кости, 

либо в уменьшении взаимодействия между степенями свободы, или в 

комбинации того и другого. Однако увеличение жесткости, особенно 

крутильной жесткости, с помощью стрингеров, лонжеронов и нервюру по 

размаху значительно увеличивает вес конструкции. По этой причине в 

стадии проектировании с точки зрения предотвращения явления



аэронеустойчивости, часто производят аналитическое исследование и 

исследование на основе математических моделей.

Исследование явления аэронеустойчивости на основе математических 

моделей в идеально-упругих постановках началось уже давно в 1930 годах 

в работах С.А.Чаплигина, М.В.Келдыша, М.А.Лаврентова, Е.П.Гросмана. 

Жуковского и других. На крыло летающего самолета всегда действуют 

различные возмущающие силы. Среди них самыми опасными -  

вызывающими явления аэронеустойчивости - являются аэродинамические 

силы. В настоящее время вычисление аэродинамических сил производится 

в зависимости от режима полета: дозвукового, трансзвукового, 

сверхзвукового и гиперзвукового и используются следующие гипотезы: 

стационарности, плоских сечений (поршневой теории), замена крыла 

вихревой поверхностью, асимптотика малых отстояний.

Основные результаты по использованию гипотезы стационарности в 

идеально-упругой постановке задачи классического флаттера содержатся в 

работах: Е.П.Гросмана, Р.Л.Бисплингхоффа, В.Л.Кидермана, Я.Г.Пановка, 

Я.Ц.Фына.

Использование гипотезы плоских сечений или «Теории поршня» при 

исследовании явления аэроупругой неустойчивости изложены в 

монографии и обзорных работах: В.В.Болотина, А.С.Вольмира. 

С.М.Белоцерковского, Э .И.Григолюк, К.Ш.Бабамурадова, В.К.Кабулова. 

А.А.М овчана и других. В этих работах в основном рассматривается 

явление аэроупругой неустойчивости обшивки крыла, т.е. линейные и 

нелинейные панельные флаттеры.

Главные трудности использования вихревой теории при решении 

задачи аэроупругости связаны с решением сингулярных интегральных 

уравнений 1-го рода для определения функции вихря. Основные 

результаты по данным направлениям содержится в работах 

С.М.Белосерковского, Т.Буриева, С.Н.Лифапоиа, А.С.Вольмира и других.



Подробным анализ показы наст, что асимптотика малых окчоя.м й  

мож ет служить новой и удачной аэродинамической гипотезой для 

изучения явления аэронеустойчивости. Однако конкретное решение 

простейших задач аэронеустойчивости даже и идеально-упругой 

постановке получена недавно И.И.Ефремовым и K.11.Лукашпиком.

Известно, что около 70% материалов конструкции JIA при любых 

температурах обладают ярко выраженными реологическими и 

наследствеппо-деформируемыми свойствами. Учет этих свойств материала 

при 11роектнровании конструкции имеет важное значение для безопасного 

полета Л А , и приближает теории расчета к фактическому условию работы 

конструкции.

M e секрет, что учет исчезающих малых внутренних фений материалов 

конструкции Л А  приводит к уменьшению критической скорости полета 

(приблизительно в 2,5 раза), приводящей к разрушению конструкции [21].

I 1а основе выше изложенного интересными представляются 

следую щ ие задачи:

1 .1 1остроение математических моделей и разработка методов решения 

в вязкоупругих постановках всех тех задач аэроустойчивостн. которые 

сейчах решены в идеально-упругом приближении. Наиболее важными из

э тих исследований надо считать следующие:

а ) Изгибно-крутильный флаттер наследственно-деформируемого 

крыли самолета. Эти исследования весьма важны когда центр тяжести и 

оси ж есткости в каждом сечении крыла не совпадают.

б )  Разработка методов решения задачи о ф.-iancpc пошолиюммс 

произвести исследование но экспериментально определенным численным 

значениям изгибного, крутильного жесткости и массы по размаху крыла.

в )  Построение и обоснование численных методов решения задач 

аэроиязкоупругой устойчивости на основе вихревой теории, базирующейся 

на гипотезе «замена крыла вихревой поверхностью».



2. Исследование явления дивергенции и флаттера наследственмо- 

деформируемых элементов анизотропных тонкостенных конструкций по 

поршневой теории Илыошина А .А . на основе современного аппарата 

численного решения слабо-сингулярных интегралов и интегро- 

дифференциальных уравнений.

3. Построение и обоснование численного метода решения 

сингулярных интегро-дифференциальных уравнений, а также приведение, 

при возможных случаях, аналитического вида их решений, что весьма 

важно при решении динамической задачи аэровязкоупругой устой чивости 

методом, основанным на гипотезе «асимптотика малых отстояни й».

4. Разработка четких рекомендаций проектировщикам а  целях 

обеспечения требуемой прочности конструкции J1A, а также обеспечения 

безопасности полета при воздействии различного рода статических, 

динамических и аэродинамических нагрузок при всех режимах полета в 

течение заданного периода эксплуатации J1A.

§21. Устойчивость нелинейного наследственно- 
деформируемого аппарата на воздушной подушке

Одним из эффективных средств уменьшения сопротивления д вижения 

транспортных средств является использование воздушной подушки, 

представляющей собой слой воздуха, повышенного по сравнению с 

атмосферой давления [11]. Аппараты (в частности, суда) на воздушной 

подушке приобретают все больш ее распространение в современной 

технике. В настоящей работе рассматривается простейшая, так называемая 

камерная схема такого парящего аппарата, обладающего наследственно- 

деформируемыми свойствами.
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рис. 21.1

В этой схеме (рис. 21.1) воздух нагнетается специальными 

вентиляторами в пространство под нижней поверхностью аппарата 

(подкупольный объем) и затем выходит в атмосферу через щелевой зазор, 

расположенный внизу по периметру аппарата.

Избыточное давление в подушке создает силу поддержания 

(подъемную силу), уравновешивающую вес аппарата. В зависимости от 

производительности вентиляторов, возможно равновесное положение 

аппарата в достаточно широком диапазоне высот, по, как оказывается, не 

все эти положения устойчивы [ I I ] .

Математическую модель задачи построим исходя из постановки 

задачи, предложенную в [11]. Рассмотрим возмущенное движение 

аппарата около равновесного положения, имея в виду только вертикальные 

поступательные перемещения. Введем следующие обозначения: Р, Р„=Р-  

-Ри - полное и избыточное давление воздуха в подушке (Ра - атмосферное 

давление): V- объем подушки (подкупольный объем); р  - плотность 

воздуха в подушке; G - массовое расхождение воздуха, подаваемого 

вентиляторами в подкупольный объем; G - массовый расход воздуха, 

вытекающего из подкуиолыюго объема в атмосферу; // - в ы с о т  щ елевою  

зазора; /У - средняя высота подкунольного объема. 'Значения этих величин 

для равновесного положения будем обозначать теми же буквами, но с



дополнительным индексом О. При этом Go =  Go и верхний индекс 

можно вообще опустить.

Далее можно записать:

( 21. 1)

, где:у  — ho-h  - перемещение аппарата.

Связь между давлением в подкупольном объеме и плотностью

Р ( Р \воздуха примем в виде: —  = I —  , где: п - показатель политропы, т.е.:
*0 УРо'

Р  = Ро 1 +  - (21.2)

, где: А Р  - отклонение давления от равновесного значения.

За основу дальнейших выкладок для установления связи между А Р  и 

у  , используем уравнение массо-обмена:

d j pV )
dt

= G + -  G

Согласно работе [11], имеет место следующее приближенное 

равенство:

d (P V)
dt ~ Р<Уо

АР _  у Л

v ^ T t f
; G '  = G0 р

V "о

G '  =  G,
г \ 

V J

АР АР у
9 Р+.1 II

(21.3)

(21.4)



Подставляя (21.4) в (21.3) имеем:

а& +  а  =  by +  су (21.5)

, где:

<т = FAP-, 0 = ;

_  10PJ- _ 2mg0 _  2 ^

з// “ з// ’ с ~ :з/.„

/•' _  2»ig

3/>„

/ -  площадь горизонтальной проекции подкунольного объема.

IНетрудно заметить, что модель (21.5) ничем не отличается от модели 

стандартного вязкоупругого тела 112]. Следовательно, воздушная подушка 

обладает свойствами сложной вязкоупругой подвески и определяющие 

соотношения, связывающие а  и v , можно записан, как наследственного 

типа с  экспоненциальными ядрами релаксации, т.е.:

Хотя соотношения (21.6) с экспоненциальными ядрами (21.7) 

учи ты вают как ползучесть деформаций, так и релаксации напряжений, они 

им ею т один серьезный недостаток, т.к. скорость перемещения ytt )  в 

начальный момент времени имеет конечные значения, а эксперимент 

показывает ее равенство бесконечности. Этот недостаток легко устранить, 

введя слабо-сингулярные особенности ядра релаксации (21.7) следующим 

образом f 131:

о
, где:

(21.7)



R (< ~  *0  =  ( |  -  i ) e ~ ° {'~T) (/ -  г ) 0 " 1 , 0  <  a  <  1 (2 1 .8)

Если теперь учесть, что более 70% материалов воздушных судов 

изготовлены из композитных материалов [14], то нетрудно заметить, что 

связь между с  и у  должна подчиниться нелинейному закону 

наследственной теории вязкоупругости [8], т.е.:

t
а  =  т К у О - Г у Ч ' ) ) -  j  R( t  ~ т) [у(т)  -  уу\/)]с1т] ( 2 1.9)

О

Определяющие соотношения (21.9) являются достаточно общ ими, так 

как из них, в частности, можно получить модели стандартного 

вязкоупругого тела с ядрами релаксации (21.7), а полагая коэффициенты 

нелинейности у =0, получим общеизвестные зависимости линейной 

наследственной теории вязкоупругости.

При возмущенном движении аппарата имеет место равенство [1 1 ]:

m y ( t ) + a  = 0 (21.10)

Подставляя (21.9) в (21.10), получим слабо-сингулярные интегро- 

дифференциальные уравнения (И Д У ) задачи устойчивости нелинейного 

наследственно-деформируемого аппарата на воздушной подушке, которые 

в безразмерных координатах можно записать в вило:

I
U ( t )  +  [ U ( l ) - y U ' ( t ) ] - ( M  -  N ) j r { t  - T ) [ U ( T ) - y U \ T ) \ c i T ]  =  0

о
( 2 1 . 11)

, где:

м = ^ ;  n  = г ( * - г )  =
2Р и, К

И Д У  (21.11) вместе с начальными условиями:

и { о )  =  и 0 , и { о )  =  и 0 (21.12)



нрелставляет математическую модель поставленной задачи. Здесь 

неизвестными являются (J(t) и N. Требуечся iiaiiin ie чмаченпм .V. при 

которых происходи! автоколебач'сльный процесс. Иод ашоко.чебаипсм 

понимаются незатухающие колебания, возб^экдаемые силами, 

вызывающие деформации вибрирующей системы. Деформации, 

возн икающие при вибрации системы, весьма опасны для конструкции, так 

как быстро приводят к потере устойчивости и развитию усталостных 

трещин.

Точное решение ИДУ (21.11) не представляется возможным, поэтому 

числснпое решение его при начальных условиях (21.12) находим методом, 

предложенным в работе (1), т.е.:

и, = ^0 + '„0 0 -  Z  а, ('. - ', W ,  -  г  и ]  -  t  >h е4*" I и J.. - у  1’]_к ])
у=1 /-0

(21.13)
.  где:

/„ =  n A t , а / =  A t , j  =  1, 1 , <i0 = ап =  At i  2

lJ( l „ )  =  lJ „ -  =  Д /"| (А  + 1 ) " -(А- --1 )" 1/2.  к !../ I 

Д„ =Д / "/2 , Я, = А / " ( .Г  - ( . / -  1)“ |/2

И з  анализа решения ИДУ (11) следует, что при /j - Л’ >  0 как в 

линейном, так и в нелинейном случае происходят затухающий 

колебательный процесс. Скорость затухания, т.е. диссипативные 

характеристики системы существенным образом зависят от реологических 

параметров А0, Р и а. Установлено, что чем меньше параметр 

сингулярности а  материала конструкции, тем выше демпфирующие 

свойства этих материалов. Автоколебательный процесс происходит только 

при {I - N  < 0, отсюда следует, что аппарат устойчив лишь при достаточно 

больш их равновесных высотах парения, причем критическая Л'ч , =



= ( H / h o ) Kp = —r L , что полностью совпадает с результатами, полученными в 
и*

[11]. Влияние учета физической нелинейности и реологических 

параметров на N Kp нетрудно показать с помощью вычислительного 

эксперимента на основе разработанного алгоритма (21.13).

§22. Исследование одной нелинейной задачи классического 
флаттера наследственно деформируемых систем

Из классов задач классического флаттера рассматриваются задачи 

динамической аэроустойчивости неупруго закрепленной удлиненной 

пластинки, изображенной на рис. 22.1; предполагается, что горизон­

тальные перемещения невозможны и она имеет две степени свободы, т.е.

положение системы характеризу­

ется двумя координатами -  углом 

поворота (p=(p(t) и вертикальным 

перемещением w= w(t) [11 ].

Размер пластинки в 

направлении, перпендикулярном 

плоскости чертежа, обозначим 

через /, коэффициенты мгно­

венной жесткости опор <7/ и С 2 

будем относить к единице длины пластинки в указанном направлении. 

Обозначим через т массу, соответствующую единице площади срединной 

пластинки.



Если колебания происходят в потенциальном потоке газа, то на 

пластинку всегда действуют различные возмущающие силы. Среды них 

самым опасным, вызывающим явление флаттера являются 

аэродинамические силы, которые состоят из двух составляющих: одни 

которые носят название возбуждающих, действуют в том же направлении, 

в каком идет деформация и стремятся дальше увеличить последнюю; 

другие, так называемые демпфирующие, которые действуют в сторону, 

противоположную возникающей деформации, и стремятся вернуть 

пластинку в положение равновесия. Подробный анализ показывает, что 

аэродинамические демпфирующие силы растут пропорционально 

скорости. Силы же возбуждения растут пропорционально квадрату 

скорости потока [15, 16]. При этом подъемные силы, приложенные на 

расстоянии а от правого края пластинки можно представить так:

У = Cyb I р { у 2ф - V W  )/2 (22.1)

Здесь. С °  -  аэродинамический коэффициент подъемной силы, р  -

плотность воздуха, V -  скорость потока.

Если предположить, что реакции наслсдствснно-дсформируемых опор 

нелинейно зависят от угла поворота и перемещения краев пластинки, то 

согласно 111, I7J, имеем:

.где: R * f ( t ) =  J R (t  -  T ) f ( x ) d T ,
О



R(0 — ядро наследственности имеющей слабо-сингулярные 

особенности типа Абеля, т.е.: R ( t )  =  e e 'p ,t u _ l, 0 < а <  1.

Приводя эти реакции к центру тяжести пластинки, получаем силу:

R3 =  R, + R2 (22.3)
и пару с моментом:

M = R 3 b / 2 ,  R 3 = R , - R 2 

Составим интегро-дифференциальные уравнения (И Д У ) движения. 

Одно из них описывает вертикальное движение центра тяжести пластинки:

Y +  R 3 =  т Ы  W  (22.5)

, а другое -  поворот пластинки вокруг горизонтальной оси z. 

проходящей через тяжести:

v (  М  mb3!
\ ° ~  2 )  12 Ф (22 '6> 

Здесь, тЫ -  масса всей пластинки.

Подставляя (22.1) -  (22.4) в (22.5) (22.6), и переходя к безразмерным 

переменным:

b(p = u, t =  (~'1 t, V =  j—^ J- N, у  ~ • а 02 1)
\тЬ ^ С ° р  V 2т b ‘

Получим следующую систему нелинейных ИДУ:

(22 .8)

«  + б (/ -  Я*) W +  “  j  -  Л  W + “ w- u2 ) - r \ w - u2



Требуется найти критическую екороеп. флаттера iV4 „ ич решения 

системы И Д У  (22.8), удовлетворяющее начальным условиям:

^ , = 0 = ^  W \l= 0 = W 0, U \ i=Q= U 0, t/ 11=0 =  U q (22.9)

Для этого решим систему И Д У  (22.8) при начальных условиях (22.9) 

методом, изложенным в работе [1):

К  =((\  + X N t n К  +  fV0t„ -  §  а ; (/„ -  tj ){W ,  +  (0.5 -  N -2 ) U , -
J=0

f w -  —

3
r 2 r u  ЛI V ------ J-

k 2 c . 1 0 [ J 2\ У l \ J

a  к = 0

7"*

c, ж
и  л ^
u  J - к

j - k - y

2
./-*

" 0 - *  — Г
V “  У

К  At 
Z N j ^ a ^ V  Д 1  +  ^ /N

( 22 . 10)

U  n = U Q +  U  0t lt - 6 ( 1  -  2 0 ) X N  t „ W 0

, + (o.5 + (l ~ 2&)N2 )u t - y
y= 0

U_J_ 
j ' Э

W.

C ,
+  -

-  Г

w ,

и ,
- у w

и /

7 т

\3

a
I  Я*
A=0

и ',- *  + £ i
c,

V

« V *  +
u J-k

6 ( \ - 2 e ) X N ' Z a i W l
7 = 0



, где:

t„ — nAt, c i j - A t , j  = \,n-\, a<) =  an = At/2, w (t,J~w „, U ftJ  U,„ 

Bk =Ata [  ( k + l ) a - ( k - l ) a]/ 2 , к = Т Г Н .  Bo =  Ata/2, B, = Ata[ j a-< j - l )a]

Создано математическое обеспечение для численной реализации 

алгоритмов расчета. Расчет произведен как в илсалыю-упругой линейной и 

нелинейной (£=0 ), гак вязкоупругой линейной и нелинейной постановках с 

учетом и без учета аэродинамического демпфирования при следующих 

исходных данных [18]:

Как известно, тестирование является одним из возможных способов 

проверка точности методика расчета и достоверности полученных 

результатов исследований. С той цели используем результаты решения 

задачи классического флаттера для упруго закрепленного удлиненного 

пластинки в линейной постановки без учета демпфирующих слагаемых 

аэродинамических сил [1]. Если исправить технические ошибки 

допущенные в [11], то при 0  =1/2 критической скорость вычисляется по 

формуле: N 2 = -С/В , а при 0  *  1/2 по формуле:

В таблице 22.1 приведены численные значение критической скорости 

флаттера при различных механических параметров, найденные по точной

(22.11) и предлагаемой методике расчета. Сопоставительный анализ 

результатов расчета приведенной данной таблице показывает

Х =  1.4; @ =  1/2, 3/4 ; С  2/С, = 1, 1/2, 2/3, 3/4, 3/2



достоверность и высокую точность предлагаемой методики расчета. В 

общем случае результаты вычислительного эксперимента приведены на 

рис. 22.2 - 22.4 при 0  =1/2.

Получена кривая, характеризующая переходный процесс для функции

IV во времени при различных N  в идеально упругом линейном случае с 

учетом аэродинамического демпфирования (рис. 22.2а). Аналогичные 

кривые получены для вязкоупругого случая при: £=0.1; а=0.25;

/3=0.05; у=0 (рис.22.26).

Анализируя эти кривые, не трудно определить критические скорости 

флаттера. В самом деле из табл. 22.2 видно что. критическая скорость Л ' .

с которой начинается быстрый рост функции W (аналогично функции U) 

по времени в идеально-упругом случае с учетом аэродинамического 

демпфирования, равна: N kp=0,503, tkn=17; а в вязкоупругом случае: 

N k/,=0,35, 1кр=27.

Также получен закон движения функции И''(аналогично функции U) 

по времени при различных N  в нелинейно-упругом случае без учета (рис. 

22.3а) и с учетом (рис. 22.36) аэродинамического демпфирования и 

аналогичные результаты для вязкоупругого случая при: £ .'= 0 .1 ; а =

0.25; ,9 = 0 .0 5 ; / = 0 .5 ; *  =  1.4.

Анализ р езультат », приведенных на рисунках и в таблицах 

представляет интерес по двум причинам. Во-первых, превышение 

критической скорости флаттера в идеально-упругом случае не означает 

немедленного разрушения конструкции, а разрушение наступает лишь 

спустя определенный период и носит усталостный характер. Для того, 

чтобы найти ожидаемый срок службы конструкции, необходимо 

определить амплитуду ее колебаний в области флаттера с учетом 

нелинейных и наследственно-деформируемых свойств материла



конструкции. Во-вторых, критическая скорость определяемая методами 

идеально-упругих приближений, как в линейной, так и в нелинейной 

упругих постановках, оказывается лишь верхней границей критических 

скоростей для реальных конструкций.

Таким образом, предложенная методика численного решения носит 

универсальный характер для исследования колебательной неустойчивости, 

т.е. автоколебаний как в линейной и нелинейной идеально-упругой, так и 

наследственной-деформируемой удлиненной пластинке в потенциальном 

потоке газа. Как видно из приведенных таблиц, учет наследственно- 

деформируемых свойств материала в некоторых случаях приводит к 

уменьшению критической скорости почти в 2,5 раза и к увеличению 

критической времени флаггера в 1,7 раз.

Вычислительные эксперименты показали (см. габл. 22.2), что 

влияние параметра затухания /? в ядре наследственности на критическую 

скорость флаггера по сравнению с параметром вязкости f  и сингулярности 

а  оказалось незначительным, что еще раз подтверждает общеизвестные 

выводы -  экспоненциальное ядро релаксации неспособно полностью 

описать наследственные свойства материала конструкции. Из таблицы 

видно, что незначительное уменьшение параметра сингулярности а  или 

незначительное увеличение параметра е  приводит к существенному 

уменьшению критической скорости флаттера.

Учет аэродинамического демпфирования в вязкоупругом случае 

приводит к увеличению критической скорости флаттера. Это можно 

объяснить тем, что в вязкоупругом случае демпфирующие слагаемые 

аэродинамических сил оказываются дестабилизирующим фактором, 

вызывающим колебательную неустойчивость наследственно- 

деформируемых систем.



табл. 22.1.

С2 / С]

0 1 1/2 2/3 3/4 3/2

1/2
0.288
(0.29)

0.5
(0.5)

0.421
(0.421)

0.39
(0.39)

0.129
(0.129)

3/4
0.324 0.47 0.425 0.4 0.165
(0.34) (0.52) (0.456) (0.43) (0.166)

табл. 22.2.

£ а Р X У N -»" "
п  кТ

N (l"H' ' к7* Л ' ™" кТ

\ г НЕПИН

1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.502 0.5 — . . . .

1.4 0.503 0.5 — —

0.0 0.0 0.0 0.0 0 — — 0.426 0.426
1.4 — — 0.427 0.427

0.04 0.25 0.05 0.0 0.0 0.46 0.46 — —

0.08 0.39 0.4 — —

0.1 0.35 0.36 — —

0.1 0.25 0.05 1.4 0.0 0.35 0.37 — —

0.04 0.25 0.05 0.0 0.5 — — 0.28 0.28
0.08 — — 0.21 0.21
0.1 — — 0.17 0.17
0.1 0.25 0.05 1.4 0.5 — — 0.19 0.19
0.1 0.15 0.05 0.0 0.0 0.16 0.17 — —

0.2 0.25 0.25 — —

0.3 0.33 0.33 — —

0.1 0.2 0.05 0.0 0.5 — — 0.02 0.02
0.25 — — 0.17 0.17
0.3 — — 0.25 0.25

0.1 0.25 0.01 0.0 0.5 — — 0.176 0.176
0.03 — — 0.173 0.173
0.08 — — 0.163 0.163

0.1 0.25 0.05 0.0 0.6 — — 0.08 0.08
0.4 — — 0.24 0.24
0.2 . . . . . . . . 0.35 0.35



рис. 22.2. -а) N = 0 . 4 8 ;  0 .5 ; 0.503 б ) N=0.2 ; 0.25; 0.35
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рис. 22.4. а) N  = 0.15; 0.16; 0.17 б ) N = 0 .1 7 ; 0.18; 0.19



§23. Исследование одной нелинейной задачи классического 
флаттера для реальных профилей кры ла  с нелинейной 

наследственно-деформируемой подвеской

Рассмотрим крыло с прямой осыо центров изгиба, направленной 

перпендикулярно к потоку (рис. 23.1).

рис. 23.1

Крыло будем трактовать как наследственно-дсформируемый 

стержень, жесткость которого в направлении потока максимальна и весьма 

велика по сравнению с другой изгибной жесткостью, а также с крутильной 

жесткостью. При этих условиях деформированное состояние крыла может 

быть охарактеризовано смешениями центров изгиба W  и угловыми 

поворотами поперечных сечений ср. Таким образом, при полете 

летательного аппарата под действием потока происходят так называемое 

явление классического флаттера изгибно-крутилыюй колебательной 

неустойчивости крыла самолета.

Известно [11, 15,17,20,22,23] несколько видов классического флатте­

ра несущих поверхностей самолета, причем для обнаружения 

колебательной неустойчивости (автоколебания) необходимо учитывать, по 

крайней мере, две степени свободы колебательной системы. Типичным 

видом классического флаттера является изгибпо-крутильпый флаттер 

крыла самолета [ I I ,  20, 23|; при исследовании возможности его появления



учитывается изгиб и закручивание кры.ы. Физически >тои мч ic.ni 

соответствует реальный профиль самолетного крыла, имеющий 

поступательную (поперечную - относительно потока) степень свободы W и 

закручивающую cp(t) (рис. 23.2).

рис. 23.2

В данном параграфе рассматривается флаттер нелинейного 

наследственно-деформируемого крыла, имеющего две степени свободы, 

соответствующие вертикальному перемещению W(t) и углу поворота (p(t).

Тогда, согласно нелинейной наследственной теории Больимана- 

Вольтерра [8, 17], аэродинамическая сила Р  и момент М, приложенные в 

точке О  будут равны соответственно:

Р  =  C „ . ( l  -  R ' ) ( l V  - у  W 3)

М  = C a ( \ - R ' ) ( (p - y c p 1)  {2ЪЛ)

, где: С а и C w -  коэффициенты мгновенной жесткости при изг ибе и 

кручении, у, Yi~  коэффициенты физической нелинейности,

л * / (0 =  J' R { t - z ) f  ( х ) dr ,
О



R(t) -  ядро релаксации, имеющей слабо-сингулярные особенности 

тина Лбеля, т. е.:

R ( t )  =  £ е - р' /“ ■' , 0 < а  <  1 .

Теперь, согласно принципу Дапамбера. учитывая силу инерции и 

момент сил инерции относительно точки О, из (23.1) получим систему 

уравнений движения изгибно-крутильных колебаний наеледственно- 

деформируемого крыла:

т (fv  - Ь ф )  +  С„, (l - / г * ) ( ^  - у  W 3 )  =  Р  

-  m bW  +  т [ г 1 + b 2)tp +  С а (\ -  R*)(<p ~  У\(рЪ")= Р<-1

Здесь Ь -  расстояние от центра жесткост и до центра массы крыла; т -  

масса, г -  радиус инерции массы крыла относительно центральной оси.

Наибольшие трудности представляет собой определение изменений 

аэродинамических сил Р, возникающих в связи с движением крыла. Если 

колебания происходят в потснциалыюм потоке газа то на крыло всегда 

действуют различш,1с возмущающие силы. Среды них самим опасными, 

вызывающим явление флаттера, являются аэродинамические силы, 

которые состоят из двух составляющих: одна из которых носит название 

возбуждающей и действует в том же направлении, в каком идет 

деформация и стремится дальше увеличит!, последнюю; другая - так 

называемый демпфирующая, которая действует в сторону 

противоположную возникающей деформации, и стремится вернуть крыло 

в положение равновесия. Подробный анализ показывает, что 

аэродинамические демпфирующие силы растут пропорционально 

скорости, а силы возбуждения растут пропорционально квадрату скорости 

потока [16, 18]. В этом предположении из (1.2) получаем увеличение 

подъемной силы и момента:



Р  = л  р  F ( v 2< p -P w ' ) ,M  = - Р а  (23.3)

, где: р -  плотность воздуха, V -  скорость потока, F — площадь крыла, 

а -расстояние от центра жесткости до центра давления (который 

расположен на одной четверти хорды крыла).

Подставляя (23.3) в (23.2) и переходя к безразмерным переменным:

С
b<p = u , t =  . —-  х t , V = со I N , со- 

V т
С„ 4 т С’

у rr{b2 + r 2) ’ p n F i  ’ C\rb‘
= X

, получим следующую систему нелинейных интегро-дифференциаль­

ных уравнений:

W + в ,(l -  Л - j  { w - r  w ' )+  - jL (u  -  7lu 3)

V + { j )  W ' ) + X  if j  - у ги ^ - в ^ ги + e u N w ) = Q

C23.4)

, где:

.  (  ab b2\ 
x — x 1 +  —  +  —  ,

■ I  r 2 r 2)я  f , v  “  -* -■
\b.

e 4 = l x ^ - x l x ( i + “ ] , e 13= i x
и  , f  r V  b У. b) ’ 13

1+U

7 [ , ab b 1 
x|l  +  -  + —  

r r

M
■ « i - D  . г , . ь



w„ =

Решая систему, ИДУ (23.4) при начальных условиях:

W\ f=0 =  , Щ,=о =  0 , U\ ,=0 = U 0 ,U\ „ 0 =  0 (23.5)

методом, изложенным в работе 11 ], имеем:

/i-i

1=0
{\ + e nt » N) w0 - ± Cj {tn - r w } ) + i p 2 - в 3N 2) j ] -  

]= 0 

-  -  -  i  вк e -0"  [o, {w,_k -  у w]_k)+ e2 (Uj.b -  yu ] _ k )]} -  
a k=0 )

-O u N ,f jC )W) l {\ + encnN) , (23.6)
7=0 /

и „ = и 0 + в ^  tnNW0 - [ ^

X 7 i U ' - - ± B k { - 4 ^ , - r wt_k + Z {u i _k N ± c , w t ,
a  t=0 L JJ 4 ,V  y=0

. где:

Д/ д/я [ ( *  +  0 ° - ( * - 0 а ]
/„ = n A t , c , =  Д/, j = 1, n -1 , c0 = c„ = —  , Bk =

А/" А / " [ Г - ( . / - 1 ) в
* = ! , ; - !  , в 0 = - L -  , bj = — — -----------

Определение критических скоростей полета, при которых начинается 

флаггер или дивергенция летательного аппарата (J1A), является одной in 

важнейших задач проблем аэроустойчивости. Решение его сводится к 

исследованию колебательной неустойчивости невозмущенного движения 

Л А  на основе разработанного вычислительного аппарата (23.6) и 

специального алгоритма поиска критической скорости, основанной на 

вычислительном эксперименте при заданных геометрических и 

механических параметрах. Согласно этой методике потери динамической 

устойчивости определяется из условий существования незатухающих



гармонических колебаний с постоянной возрастающей амп.пиудой 

(критическое время, критическая скорость). Для всех N < N Kp т.е. 

сверхзвукового обтекания со скоростью потока меньшей критической 

скорости флаттера закон изменения W  и U  во времени происходит по 

затухающему гармоническому колебанию, а для N >N Kp с некоторого 

момента времени происходит начало быстрого роста амплитуды 

колебаний во времени т.е. происходит потери устойчивости конструкции. 

Для нахождения N = N Kp рассматриваются числа N/ и , расположенные 

на интервале (А,В) таким образом, что A < N 1 <N 2 <I! при t j< t< t 2- 

Сравнивая закон изменения W  и U  при N = N / и N =N 2 , можно сделать 

следующие выводы:

1) если N < N 2 при t<t/ закон изменения функции W  и U  близко к 

гармоническому, то N Kp не может быть на интервале (A,Nj) , т.е., N Kp 

лежит на интервале (Ni,B), tKp лежит в интервале (ti<tKp<°o)\

2) при N > N ;  наблюдается быстрый рост функции W и U  во времени, 

то N Kp лежит на интервале (A,Nj), tKp лежит на интервале (0,ii)- Процессы 

1) и 2), т.е. процесс исключения интервалов, не происходящих не 

желательных явлений повторяется для (A .N /) или (N/,B) и т.д. Поиск 

завершается тогда, когда оставшийся подинтервал уменьшается до 

достаточных малых размеров.

Создано математическое обеспечение для численной реализации 

алгоритмов расчета. Расчет произведен как для идеально-упругой 

линейной и нелинейной (е=0)  , так вязкоупругой линейной и нелинейной 

постановок с учетом и без учета аэродинамического демпфирования при 

следующих исходных данных [18]:



Реологические параметры: коэффициент нязкости £. параметр 

сингулярности а , параметр затухания /? и коэффициенты нелинейности у. 

У2 принимают различные значения. Численные результаты приведены на 

рис. 23.3-23.6 и в таблице.

Кривая, характеризующая переходный процесс для функции W  во 

времени в различных идеально-упругих линейных и нелинейных случаях 

без учета а) и с учетом б) аэродинамическим демпфирования приведены 

на рис. 23.3-23.4. Аналогичные кривые для вязкоупругого случая при: 

с —0.1; а=0.25; /3=0.05; у — у2= 0 и у = у2 =  1 приведены на рис. 

23.5-23.6.

Анализируя кривые, приведенные на этих рисунках, не трудно 

определить критические скорости флаттера. В самом деле, из рис. 23.3— 

23.4 видно, что критическая скорость N Kp , с который начинает быстрый 

рост функции W  (аналогично функции U)  во времени в идеально-упругом 

случае без учета и с учетом аэродинамического демпфирования равны 

соответственно: N Kp =  0.765; N Kp =  0.45 (для линейного случая: 

М,/>= 0.81; N Kp=0.68 ), а в вязкоупругом (рис. 23.4-23.5): N Kp=0.66; 

N Kp=0.685 (для линейного случая: N Kp=0.668; NKp=0.73).



Анализ результатов приведенных на этих рисунках, а также в таблице 

23.1 представляет интерес по следующим причинам:

Во-первых, превышение критической скорости флаттера в идеально­

упругом случае не означает немедленного разрушения конструкции, а 

разрушение наступает лишь спустя определенный период и носит 

усталостный характер. Для того, чтобы получить ожидаемый срок службы 

конструкции, необходимо определить амплитуду ее колебаний в области 

флаттера с учетом нелинейных и наследственно-деформируемых свойств 

материала конструкции.

Во-вторых, критическая скорость определяемая методами идеально- 

упругих приближений, как в линейно, так и в нелинейно-упругих 

постановках, оказывается лишь верхней границей критических скоростей 

для реальных конструкции.

Таким образом, предложенная методика численного решения носит 

универсальный характер для исследования колебательной неустойчивости, 

т.е. автоколебания как в линейной и нелинейной идеально-упругой, так и 

наследственной-деформируемой крыле в потенциальном потоке газа. Как 

видно из таблицы 23.1 учет наследственно-деформируемых свойств 

материала в некоторых случаях приводит почти два раза уменьшению 

критической скорости флаттера. Подобные эффекты были обнаружены в 

[28] с помощью других методов при учете исчезающей малой внутреннего 

трения материала конструкции. В достоверности полученных результатов



можно убедиться сопоставлением с известными результатами других 

авторов. В самом деле, предлагаемая методика для линейного идеально- 

упругого крыла без учета аэродинамического демпфирования даст: 

А^=0 .81 , а в [18] и [23] 0.826 и N Kp= 1.

Вычислительные эксперименты показали (см. табл.23.1), что влияние 

параметра затухания /? в ядре наследственности на критическую скорость 

флаттера но сравнению с параметром вязкости £ и сингулярности а  

оказалось незначительным, что еще раз подтвердило общеизвестные 

истины -  экспоненциальное ядро релаксации неспособно полностью 

описать наследственные свойства материала конструкции.

Из таблицы 23.1 видно, что незначительное уменьшение параметра 

сингулярности а  или незначительное увеличение параметра £ приводит к 

существенному уменьшению критической скорости флаттера. 

Следовательно, учет этого эффекта при проектировании конструкции J1A 

имеет важное значение для обеспечения безопасности полета - чем меньше 

параметр сингулярности материала конструкции, тем выше интенсивность 

диссипативных процессов в этой конструкции.

Учет аэродинамического демпфирования в идеально-упругом случае 

приводит к уменьшению, а в вязкоупругом -  к увеличению критической 

скорости флатгера. Это можно объяснить тем, что поддержание 

аэродинамического демпфирования незатухающих колебаний происходит 

только при учете реальных свойств материала конструкции.



таблица 23.1.

s а Р 0,3 вы У/ У2 Ujihh Wjihh и  НЮ! Whkii

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 1 1 .
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0 . 0 -

3.794
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-------

::::
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рис. 23.3

а) eps = 0.0; gam -  0.0; gam2 = 0.0; без демп. N= (0.6. 0.8. 0.81)

б) eps = 0.0; gam = 0.0; gam2 = 0.0; с уч. демп. Л'= (0.5, 0.62, 0.68)

рис. 23.4

а) eps = 0.0; gam = 1.0; gam2 = 1.0; без демп. N ~(0.6, 0. 764. 0. 765)

б) eps = 0.0; gam = 1.0; gam2 =  1.0; с уч. демп. ;V= (0.2, 0.43, 0.44)



a) eps = 0.1; al = 0.25; bet -  0.05; без уч. демп.; gam = 0.0; gam2 = 0.0;
N= (0.6, 0.66. 0.69) 

a) eps = 0.1; a I = 0.25; bet = 0.05; с уч. демп.; gam = 0.0; gaml 0.0; 
N (0.6.0.73.0.75)

рис. 23.6

a) eps =  0.1; a I =  0.25; bet =  0.05; без уч. демп.; gam = 1.0; gam2 =  1.0;
N= (0.6, 0.65, 0.66) 

a) eps -  0.1; al = 0.25; bet = 0.05; с vw. демп.; gam =  1.0; gam2 - 1.0; 
N =  (0.6. 0.684. 0.685)



Вопросы для самоконтроля:

1. Какие явления называются явлениями аэронеустойчивости?

2. Что такое флаттер и что играет существенную роль в 

возникновении флаттера?

3. Чем отличается классический флаттер от не классического?

4. Что представляе т собой кри тическая скорость?

5. Что такое дивергенция и что играет существенную роль в 

возникновении дивергенции?

6. Какие существуют предупреди тельные меры и средства борьбы с 

явлением аэронеустойчивости?

7. Какие гипотезы часто используют для определения 

аэродинамических сил?

8. Какие проблемы аэронеустойчивости являются актуальными на 

сегодняшний день?

9. Какой вид имеет интегро-дифференциальное уравнение, 

описывающее математическую модель задачи устойчивости 

нелинейного наследственио-деформируемого аппарата на 

воздушной подушке?

10. Какой вид имеет алгоритм численного решения интегро- 

дифференциального уравнения задачи устойчивости нелинейно 

наследственно-деформируемого аппарата на воздушной подушке?

1 1. По какой формуле вычисляются подъемные силы, приложенные на 

расстоянии а от правого края пластинки?



12. Какой вид имеют: системы интегро-дифференциальных уравнений 

(в безразмерных координатах); задачи аэронеустойчивости 

удаленных пластин?

13. Какой вид имеет алгоритм численного решения системы 

нелинейных интегро-дифференциальных уравнений задачи 

аэронеустойчивости удаленных пластин?

14. Опишите, пожалуйста, основные составляющие аэродинамических 

нагрузок?

15. Что означают критические скорости флаттера, найденные методом 

идеально-упругих приближений?

16. Какие реологические параметры существенно влияют на 

критическую скорость флаттера?

17. Какой вид имеют системы интегро-дифференциальных уравнений 

задач о классическом флаттере для реальных профилей крыла 

самолета?

18. Какой вид имеет алгоритм численного решения нелинейного 

интегро-дифференциального уравнения задачи о классическом 

флаттере для реальных профилей крыла самолета?

19. В чем заключается алгоритм поиска критической скорости, 

основанной на вычислительном эксперименте?

20. Что понимается под автоколебаниями механических систем?



Глава  V I I  
Дивергенция наследствснно-деформируемого 

крыла при изгибе

Явление аэроиеустойчивост и (дивергенция) оказывают большое 

влияние па элементы конструкции еопремеппых высокоскоростных Л А .

Среди различных аэроупругих явлений важное место занимают 

потери устойчивости авиационных конструкций при изгибе. Некоторые из 

задач этого класса допускают чисто статическую (квазистатическую) 

постановку в духе концепции Эйлера: здесь мы остановимся именно на 

таких задачах, относящихся к проблеме дивергенции наследствснно- 

деформируемого крыла при изгибе. 15 работе [291 эта проблема была 

рассмотрена при кручении наследственно — деформируемого крыла.

На основе гипотезы асимптотики малых отстояний [30] 

формулируется безинерционная нестационарная задача устойчивости 

(дивергенции) наследствснно-деформируемого крыла при изгибе. Задача 

осложняется тем. что основные разрешающие уравнения становятся слабо 

сингулярными интегро-дифферепциальными уравнениями (И Д У ) и даже 

безинерционпые системы содержат дополнительные независимые 

переменные времени за счет учета фактора времени, т.е. ползучести 

деформации и релаксации напряжения материала крыла. Ясно, что 

процессы ползучести и релаксации являются одним из видов 

механического движения, отличающиеся от обычных тем. что главную 

роль в этом движении играют не только силы инерции, но и силы 

внутреннего трения, выражающиеся интегральным оператором Вольтерра. 

определяющим положения системы. Как и во всяком движении, 

описываемым теми или иными уравнениями, процесс ползучести может 

быть устойчивым и неустойчивым. Отсюда возникает задача, состоящая в



определении тех значений t и соответствующего значения параметра 

аэродинамической нагрузки, при которой становится возможным 

интенсивное развитие прогибов во времени, т.е. нежелательное развитие 

событий, приводящих к катастрофе.

Таким образом: определение критического времени tK/, как 

минимального времени достижения основным движением критического 

состояния представляет собой одну из главных проблем безинерционной 

нестационарной задачи дивергенции наследственно -  деформируемого 

крыла самолета.

Главными результатами является:

-  построение математических моделей как прямой, гак и 

вариационной постановки безинерционной нестационарной задачи 

аэроустойчивости (дивергенции) наследственно-деформируемого крыла с 

переменными характеристиками.

-  исследование корректности постановки краевых задач дивергенции 

наследственно-деформируемого крыла с переменными характеристиками.

-  получение основных разрешающих уравнений и разработка 

методики решения спектральной задачи аэроустойчивости наследственно- 

деформируемого крыла с переменными характеристиками.

-  получение основного разрешающего интегрального уравнения 

безинерционных нестационарных задач аэроустойчивости крыла.

-  разработка эффективной методики решения слабо-сингулярных 

интегральных уравнений задач аэроустойчивости наследственно-- 

деформируемого крыла самолета.

-  путем обобщения известных критериев квазистатических потерь 

устойчивости элементов конструкции, формулирование аналитических 

критериев аэроустойчивости наследственно-деформируемого крыла 

самолета.



на основе разработанного критерия получение простых формул для 

критического времени и критических нагрузок крыла при изменении 

аэродинамических нагрузок во времени согласно трем наиболее типичным 

законам.

При решении выше перечисленных проблем, сначала крыло 

трактуется как консольный наслсдственио-деформируемый стержень 

переменной ширины и толщины, а затем как консольная анизотропная 

прямоугольная пластинка переменной толщины. Приводится 

вариационная формулировка задачи, т.е. на основе вариационного 

принципа наследственной теории вязкоупругости строится функционал 

полной энергии, необходимое условие, минимум которого, эквивалентно 

прямой постановки задачи, исследуется корректность математической 

постановки краевых задач, с учетом начальных искривлений крыла.

При решении задачи аэроустойчиносги крыла большое значение 

имеет удачно выбранная аэродинамическая гипотеза для определения 

аэродинамической силы, гак как аэродинамические силы являются 

потенциальной причиной потери устойчивости. Вычисление 

аэродинамических сил, действующих на деформируемые крылья, 

базируется на гипотезе «асимптотика малых отстояний» [30].

Для стационарного обтекания, в отличие от «теории поршня», 

согласно которой:

q (x )  = kVWx

распределение давления в несжимаемой жидкости пропорционально 

смешению точек профиля относительно входной крышки, принимается в 

виде:

</(*) =  />/">(-V, О

где

y ( x j )  =  jy[ll'(.v,/)-H'(t'.0]



к. р  -  константы. // отстояние крыла от экрана, fV(x, l )  прогиб 

наследственно-деформируемого крыла, F-скорость набегающего потока.

Математическая модель задачи, как правило, строится на основс 

определяющих соотношений, устанавливающих связь между тензорами

напряжений и деформации £ v , которые в общем случае

анизотропного наследственно-деформируемого крыла можно записать в 

виде [7]

релаксации, имеющее слабо-сингулярную  особенность типа Абеля.

Использование этого соотношения существенным образом упрощает 

построение математической модели как прямой, так и вариационной 

постановки безинерционных нестационарных задач аэроустойчивости 

наследственно-деформируемого крыла с переменными параметрами.

Исследуется корректность математической постановки задачи. Для 

исследования корректности постановленной задачи используется метод 

разложения решения по собственным функциям. Тогда задача после 

элементарных преобразований распадается на две: решение интегрального 

уравнения и решение спектральной задачи. Точные решения 

интегрального уравнения получены методом степенного ряда, а 

спектральная задача решается методом Коха в сочетании с методом 

дифференциальной прогонки.

О

где:

E,jь -  тензор мгновенных модулей упругости, R ( I -  г ) - ядро



из

§24. Премия постановка задачи.

Рассмотрим задачу дивергенции прямого крыла с переменными 

жесткоетными характеристиками. Крыло будем трактовать как консольной

Предположим, что физико-механические свойства материала крыла 

описываются наследственной теорией. Больсмана-Вольтеррат.е.

R(t) - ядра наследственности, имеющие слабо-сингулярные особен­

ности типа Абеля.

Аэродинамическую нагрузку будем вычислять согласно гипотезе 

«асимптотика малых отстояний» [30]. Тогда воспользовавшись законом 

(24.1) и исходя из технической теории изгиба стержня будем иметь:

N(xJ - продольные силы, 1 -скорость набегающего потока. II  - отстояния 

крыла от экрана, р-плотиость воздуха. Е- модуль упругости. ./(.v ) - момент 

инерции сечения.

стержень переменного сечения, имеющий начальный прогиб

а  = £'(| -  R *)s(x,i) (24.1)

где:

R * L'(x,l)= J R(l -  т\:(х, г)с/т.
О

(1 - R * ) L W ~  —
дх

+ ЧА*)  (24.2)

где:



Краевыми условиями для консольного стержня будут:

M  = E j (x )^ -^ -  = О, М х=0 при х =  0 
дх

(24.3)

W =0, W x=0 при х = а

Уравнения (24.2) с учетом граничных условий (24.3) напишем в 

безразмерных координатах:

х =  ах, W = h W , N = ст, F (x ) ,J  =  J ud( х),

P 2 = p
V 1 a 4 A'„a2
H FJ0 EJ0

(чёрточки над переменным опустим)

Тогда из (24.2) имеем:

( , _  R . )u v  -a ,  -  P 2W ( x , l ) =  (Т, A f / , ( , ) ^ _ , p V 0(.v) (24.4)

где:

L W  = -
дх2

дх

,( \d*W

дх

J(x) , F(x) - для стержня круглого сечения рис.24.1.

“' ( * ) =  T7d ' i x)- F (x ) = 4Ь '2(^ ) -  « ' " Чо4 4

d4(x )=  1б[у4( х ) - а г 4}  v =  /? — (/? — /)х, а = 0, а = 1.

рис.24.1

Для стержня переменой ширины Ь(х) и толщины h(x) см. рис.24.2.



J(x) b(.\)lis (x), ./« = - y y - ,  I-'(xi~b(x)Mx)

рис.24.2.

Уравнения (24.4) необходимо решить при следующих граничных 

условиях.

М Мх = 0 при х --- О

IV 11Л 0 при х - I (24.5)

§25. Варнацпоннаи нос■анонка чадами.

Вели исходить из вариационного принципа наследственной теории 

вязкоупругости, предложенного академиком 10.11.1’ аботновым. то 

функционал полной энергии для рассматриваемой задачи принимает вид:

J = |(/7, -  //„ + а )с1х = J l-\W,Wx, lVxx )ctx (25.1)
О О

глс:

//„ =  ^  „ 2 , //„ =  MR * li 'xx



Л = ----
2

N { x \ W x  - \ V 0 X ) 2 +  p ^ { W  - W , ) 2

Нахождение минимума функционала (25.1) при граничных условиях

(24.3) приводит к вариационном постановке задачи о дивергенции 

наследственно-деформируемого крыла самолёта.

Нетрудно проверить, что прямая постановка задачи может быть 

получена из необходимого условия минимума функционала (25.1), т.с. из 

уравнения Эйлера -  Лагранжа.

+  =  0 (25.2)
dW dx dwx dx2 dWxx

В самом деле, из (25.2) имеем:

- « « к  -

(25.3)

Подставляя (25.3) в (25.2), имеем:

О -  R*)LW  P —  W =  + P ^ W 0 (25.4)
дх Н дх Н

Интефо-дифференциальные уравнения (И Д У ) (25.4) вместе с 

фаничными условиями (24.3) представляют математическую модель в 

прямой подстановке задачи о дивергенции наследственно-дефор­

мируемого крыла самолёта.

§26. Корректность математической постановки задачи.

Нетрудно доказать следующие утверждения: если U(x) допустимая 

функция, то при граничных условиях (24.3) имеет место:

(L. W. U) = (L, U. (10 и (L, W ,W )>  0

где ( , )  одномерные скалярные произведения:



И * ) » ' , ]dx

Таким образом, сели рассмотреть задачу собственных значений, т.е.: 

L ,U -X U  = О ( А (26.1) 

с соответствующими однородными граничными условиями, то все 

собственные числа будут вещественными, наименьшее из них дает 

искомое значение критической нагрузки

b  = ^ =  ^

Для исследования корректности постановленной задачи используется 

метод разложения решения но собственным функциям. Решение ИДУ 

(24.9) ищется в виде.

И - - * М = 1  /-ДО" (26.2)
*■=1

где Uk(x) - собственные функции спектральной задачи (26.1)

Тогда задача после элементарных преобразований распадается на две:

решение интегрального уравнения задачи дивергенции:

з у  (о)

П  (/) -  — ^ 7  R * Тк (/) =  - i —  [лк + Чк] = h\ (26.3) 
А, ̂  А, А А ,

и решение спектральной задачи (26.1) дивергенции при следующих

однородных граничных условиях:

М  = Мх = 0 мри лг = 0 , W = Wx = 0 при х = 1 (26.4)

Общеизвестно, что интегральное уравнение Волыерра второго рода

(26.3) имеет не более одного решения 11 ]. и это решение устойчиво по

внешним возмущении i\. Известно, что ряд Фурье по собственным

функциям сходится абсолютно и равномерно в заданной области

(  О < .v <7 , / >  0),  где ищется решение задачи, т.е.:



В силу линейности задачи единственность решения доказывается 

элементарно. Этим завершается доказательство корректности постановки 

задачи.

§27. Решение интегрального уравнения задачи дивергенции 

при изгибе.

Интегральные уравнения задачи д иверген ц ии  при изгибе по виду 

ничем не отличаются от аналогичных уравнений задачи дивергенции при 

кручения [29]. По этому точное решение уравнения (26.3) при ядрах 

Абеля.

л/ \а
R(t -  г )=  ■ , I/ . — 1<«<1,г = 1 + «<1

ГИ

и Ю.Н.Работнова

л('-0=Е ■*>(>./?>о
i=o Г[г5 + 1J

можно построить методом степенного ряда [10] соответственно, т.е.:

(2721
где выведены обозначения:

Тк (t) = Т (t), Fk = F, X =  Я, - наименьшие собственные значение 

спектральной задачи (26.1) (26.4).

Таким образом, в обоих случаях ядер релаксации решение уравнения

(26.3) выражается через, так называемые функции Миттага-Лефлерра т.е.:

£ W = I ? l 4 ~ T1 <27-з >
*=() Г[/“л + 1 j

где в случае ядра Абеля Z  х, tr, а в случае ядра Ю.Н.Работнова:



Кик известно, при исследовании задачи устойчивости дивергенции 

представляет интерес первая форма и соответствующая Эйлерова сила 

Л = Я ,. Поэтому, как в задаче дивергенции при кручениях [29]. в

Р 2
дальнейшем обозначим у/= — . Из свойств функции Миттага-Лефлерра

ясно, что при '/<1 происходит медленное изменение прогиба, а при Z> 1 

наблюдается интенсивное развитие прогиба крыла но времени. Поэтому за 

начало возможности интенсивного развития прогиба принимаем условия 

Z=/, из которого находим критическое время для квазиегатической потери 

устойчивости при изгибе наследственно-деформируемого крыла для ядра 

Лбеля:

Таким образом, предлагаемой подход решения поставленной задачи 

позволяет сформулировать аналитический критерий потери 

аэроустойчивости при изгибе наследственно-деформируемого крыла 

самолёта. Этот критерий в случае ядра Абеля дает для у , приближенную 

формулу.

Л,

(27.4)

для ядра 10.1 1.Работнова:

(27.5)

(27.6)

а в случае ядра Ю.Н.Работнова:



На рис.27.1 и 27.2 приведены зависимости v|/0 от параметра сингулярности 

а = 0,1; 0,2; 0,3; а = 4 при Я = 0,032, J = 0,3.33, (i = 0,08 соответственно для 

ядра Абеля и Ю.Н.Работнова.

рис. 27.1 рис. 27.2

Из рис.27.1 и рис.27.2 видно, что в обоих случаях ядер 

наследственности имеют место весьма близкие результаты.

§28. Методика решения спектральной задачи 

(26.1) (26.4)

Для решения спектральной задачи (26.1) (26.4) предлагается новый 

подход состоящий из двух этапов.

На первом этапе однородная краевая задачи (26.1) (26.4) сводится к 

последовательному решению неоднородных краевых задач.

W * * =  *  =  1.2.... (28.1)

М’=М’х=0 при х=0 U\k= U’ekx=0 при х=1 (28.2)



методом Коха |7] и находятся собственный числа л.с и ортонормированные 

собственн1.1х функции U/ . С: 1,2... следующим образом. Вычисляются 

коэффициенты Шварца.

Кели оно выполняется при к т. ю  ча собственные шлчеппя и 

функции принимается соответственно

Па втором ла п е  краевая задача (28.1). (28.2) решается лианной 

степени точности методом дифференциальной прогонки. Сначала краевую 

задачу (28.1) (28.2) напишем в нормальной форме для использования 

матричного варианта метода дифференциальной прогонки следующим 

образом:

Перепишем уравнения (28.1) в безразмерных координатах 

следующим образом:

проверяется условие

(28.3)

(28.4)

или:



" м  *
и \  ( х ) - — ^  = 0 

J (x )

M *lk + ^T T7 M * « +ai ( X) U *il: = t7 «-l J (x )

где: а , (х )  =  a tF (x ) ,  a1( x )  = a lF ' ( x )

Систему (28.6) напишем в матричном виде:

) ’’ (  х )  + А( х )¥,[.( х )  + В( х )Ylt(  х )  =  F№_,

(28.6)

(28.7)

где

о )

1

О

J (x )
а ,(х )
J (x )

Краевые условия для системы (28.7) необходимо получить из 

заданных граничных условиях (28.2) следующим образом

S,x>Y;k + R,xlYlk = 0 при л- =  0.x =  1 (28.8)

где

S,0,=

S'to

П 1 

0 1

о о 

о

R1"1 =

R<

0 О

О О

1 О

О О

Согласно матричному варианту метода дифференциальной прогонки, 

[25] решение системы (28.7) ищется в виде:

а (  x)Ylk(  х )  + Р (  x)Ylk( x )  =  у( х )  (28.9)

где а (х ) ,Р (х ) ,у (х )  - двумерные матрицы и векторы прогоночных 

коэффициентов, элементы которых находятся из решений следующей 

задачи Коши (прямой ход решений)



( х ) = X  «,*  -  д , Л г ;
А -1

Л ’/ л‘ > = S " , i  C-v ^V '' '■./ = !•-
A I

y',l ( x )  = a l iU lkJ x )

( 28 . 10)

aIJ(( ) )  = S'll"'. Д / 0 )  = r „ r o ; =  o 

где akj,b^.S"1 1 - элементы матрицы A.It.S'0' ,R 'ai

Решая задачу Копт (28.10) (28.1 1). нетрудно найти

У1к(\) = 1 8 ' " р ( \ ) - 1 Г " а ( \ ) ]  'S " 'y (\ )

(\) = - f  S' " P (  1)  -  R' " a (\ ) l  1 .V'1 V  1)

Решая уравнение (28.7) при начальных условиях (28.12) находим 

иском),ie решения i'lt( x ). .ve/0.1/ (обратный ход решения)

Решение соответствующей задачи Коши можно осуществить 

методом Рунге-Кутте четвертого порядка, математическое обеенечепие 

которою имеется на любом современном компьютере. Имея Г*,, по 

формулам (28.2‘ ) находится O',,, а по формулам (28.4) находятся спектры и 

формы спектральной задачи (26.1) (26.4).

(28.11)

(28.12)

§29. Численные реализации алгоритма.

Рассмотрим численную реализацию алтрнтм а предложенного 

метода для решения спектральной задачи о дивергенции консольного 

крыла как постоянной, так и переменной толщины.



Тестирование программы реализующей алгоритм предложенного 

метода расчета, осуществлялось при <т, = 0 консольного стержня 

постоянного сечения, для которого известно точное решение [31 ]

U (x )  = (sin со + shco)(chcax -  cos сох)  -  ( chco + cos со) ( shcox -  sinoix)

A = P 2 co = 4x

Результаты расчета первых трех значений безразмерных 

собственных чисел, соответствующие ортонормированным собственным 

функциям по точным решениям и решениям, полученным предложенным 

методом приведены в таблице 29.1

Таблица 29.1

Л я,

Точное

приближение

12.3623

12.3624

485.5124

485.5125

3806.4508

3806.4508

Ut( x ) и г ( х ) U , (x )

х  = 0.24 II О х =  0.24 .х = 0.5 х = 0.24 х = 0.5

Точное

Приближенное

0,1802

0,1802

0,6790

0,6790

0,7885

0,7885

1.4237

1.4237

1.4137

1.4137

0,0392

0,0392

Совпадение Я, ( i=\,3) и соответствующие им собственные формы 

U ,(x )  в четырехзначных цифрах свидетельствуют о точности 

предлагаемого метода расчета.

Расчеты показали, что критерии сходимости (28.3) оказались 

достаточными не только для вычисления собственных чисел, но и 

соответствующих им собственным формам.

Теперь возможности описанного подхода продемонстрируем па 

задаче о дивергенции крыла кругового переменного сечения (рис. 24.1):



J ( x )  = £ -d * (x ) .  F ( x )  = ?-d2(x ) ,  d 2( x )  = 4 [y 2( x ) - a r 2J,
64 4

d * (x )  = \6[yA( x ) - a r 2 ], y = R - ( R - l ) x ,  a = 0. a = 1 

Для численного расчета примем (рис. 24.1)

а = 4000см, R -  400см, 1 = 200см, г = \00см

Численные значения первых пяти собственных значений 

спектральной задачи (26.1) (26.4) с наличием а=1 и без наличия а=0  

отверстия крыла приведены в таблице 29.2. Из наименьших значений 

собственных чисел приведенных в таблице 29.1 и 29.2 находится 

критическая скорость дивергенции.

Таблица 29.2

Крыло кругового переменного сечения

р 
р

II 
II

— 
о 

i я, Я, Я, Я5

0,334253

0.403898

5.970412

6.919224

36,873242

42.144085

276,152235

292.352172

942,176521

976.436123

Необходимо отмегить, что при а=0  наименьшие значения 

собственных чисел спектральной задачи (26.1) (26.4) найденные в [32] 

методом Ритца с избытком и недостатком, равны соответственно, 0,3377 и

0.24498. Как видно из таблицы 29.2. предлагаемый подход дает примерно 

среднее арифметическое значение наименьших собственных чисел с 

относительной погрешностью меньше 1%. Расчеты показали для решения 

спектральной задачи с точностью до четырехзначных цифр потребовалось 

Зч5 итераций методом Коха при произвольном выборе начальных 

приближений Ul0.

В качестве третьего примера рассмотрим задачу о дивергенции 

консольного крыла переменной ширины и толщины (рис.24.2) с учетом 

<т; = / и без учета (т,~=0 продольных сил.



Численные значения первых трех собственных значений спектральной 

задачи (26.1) (26.4) при h(x)=l-0,2x, b(x)=5-4x приведены в таблице 29.3.

_____________________________________________________________________Таблица 29.3

О]
Крыло переменном ширимы м толщи мы

К\ | Л.2 ^3
О|=0
a i= l

97,0848 . 4076,3017 
113,6849 4096,7950

32760,4558
32749,3289

Из наименьших значений собственных чисел, приведенных в таблице

29.3 находится критическая скорость задачи о дивергенции крыла 

переменной ширины и толщины.

Из анализов результатов расчета, приведенных в таблице 29.3 видно, 

что учет продольных сил приводит к увеличению значения критической 

скорости дивергенции.

Вопросы для самоконтроля:

1. Чем отличается прямая постановка от вариационной 

постановки задачи дивергенции крыла?

2. Как понимается корректность математической постановки 

задачи?

3. Какие уравнения называются интегральным и уравнениями 

задачи дивергенции?

4. Какие задачи называются спектральными задачами 

дивергенции?



Глава VI I I  

Дивергенция наследственно-деформируемого крыла с 

переменными характеристиками из композитных 

материалов

§30. Вариационная и прямая постановка задачи.

Рассмотрим безынерционную нестационарную задачу 

а эроуетойчивости (дивергенции) наследственно-деформируемого крыла с 

переменными характеристиками из композитных материалов. Крыло 

трактуется как консольная наследственно-деформируемая анизотропная 

прямоугольная пластинка переменной толщины. Предположим, что 

пластинка имеет начальный прогиб W0 (х ,у ) , и физико-механические 

свойства материала крыла описываются наследственной теорией 

анизотропной) тела с одним общим ядром релаксации с различными 

кривыми мгновенной деформации [ 7 ) т.е.:

I
R *  £ „ ( > ) =  \ R ( t ~ r ) e u ( z ) d T  (30.1)

О

Аэродинамическую нагрузку, действующую на деформируемое 

крыло будем вычислять согласно гипотезе «асимптотика малых 

отстояний» [30] т.е.

Я(х. ‘ )  = Р ~ - [ W ( x , y , t ) - W J x . y ) ]  (30.2)

где Г - скорость набегающего потока в передней части крыла, р - 

плотность воздуха. Н - отстояние крыла от экрана. £ ljU - тензор 

мгновенных модулей упругости, R ( t - z )  - ядро релаксации, имеющее 

слабо-сингулярную особенность типа Абеля.



Использование соотношения (30.1) существенным образом упрощает 

построение математической модели как прямой, так и вариационной 

постановки безинерционной нестационарной задачи аэроустойчивости 

наследственно-деформируемых систем с переменными параметрами. 

Теперь, если исходить из технической теории изгиба анизотропной 

(неортотропной) пластинки и вариационного принципа наследственной 

теории вязкоупругости, предложенного академиком Работновым. то 

функционал полной энергии примет вид ( 7 ]
а Ь а Ь

J =  ^ ( П у-П ,  + A)dxdy=\\F(W,W:a,W„.W„)dxdy (30.3)
оо ом

где

Пу  =  ^ [ D n W 2„  +  2 D n W W m +  D n W \ y  +  4 D J V \ .  + 4 ( D ^ W ^  +

П.  = M  ̂ R *  W„  + M „ R  *  И ',,. + 2 M n R * W„

A = -^-^— [W (x ,y , t ) -W J x ,y ) ]1,
1 И

M „  = DUW„ + DnWu + 2DU,W„,
Myy = Daw„ + DaW„ + 2 DJVn..

=  2 D « , W„  +  D l6W „  +  D J V n,

B h '(x .v )
W - прогиб, W0(x,y) - начальный прогиб пластинки, D,.. = — ——-----  -

жесткость, h(x,y) - толщина анизотропной пластинки.

Граничные условия для консольной пластинки принимают вид:

дМ дМп, dW
М = ---- - + 2---- — = 0 при х = 0, W = ---- = 0 при х -  а

& ду ах
дМ„ дЬА„

М w = ------ + 2----- — =  0 при у -  0, у = Ь
ду дх

Нахождение минимума функционала (30.3) приграничных условиях

(30.4) приводит к вариационной постановке рассматриваемой задачи. 

Нетрудно проверить, что прямая постановка задачи может быть получена



из необходимого условия минимума функционала (30.3), т.е. из уравнения 

Эйлера-Лагранжа

Интегро-дифференциапыюе уравнения (И Д У ) в частных 

производных (30.6) вместе с граиичмыми условиями (30.4) представляют 

математическую модель в прямой постановке безинерционной 

нестационарной задачи аэроустойчивости (дивергенции) анизотропных 

паследственпо-деформируемых консольных прямоугольных пластин с 

переменными параметрами.

§31. Исследование оператора L [W ]  для консольной 

анизотропной неортотропной пластинки.

При решении задачи аэроустойчивости важное значение имеет 

исследование самосопряженности и положительной определенности 

оператора L [W ]. Собственные значения и собственные функции 

самосопряженных красных задач обладают рядом свойств, значительно 

облегчающих методику решения и их исследования. Собственные 

значения таких задач являются вещественными, а собственные функции, 

отвечающие различным собственным значениям, ортогональны. 

Поскольку эти функции определяются с точностью до произвольного

8W дх2 8Wa ду2 dWw дхду dW„
д F д2 dF д2 8F д2 dF
—  + ^ ^ 7 7 —+ — Г̂ 77— + .  _ . . . . (30.5)

В самом деле, из (29.5) имеем:

(1 -  R*)L[ W J -  (о1 IV = (0 2И'„(.х,у) (30.6)

где



постоянного множителя, то соответствующую нормировку систем 

собственных функций можно сделать ортонормированной.

Для несамосопряженных краевых задач указанные свойства 

отсутствуют. Собственные функции не всегда образуют полную 

ортогональную систему. Собственные значения могут быть 

вещественными и комплексным! величинами или вообще не 

существовать. Исследование подоС' h>i x  задач находится в начальной 

стадии [ 33 ] и каждый случай требуе отдельного анализа.

Приведем доказательство следующей важной теоремы: [ 34 |

Теорема. Оператор, L [ W ]  определяемый выражением

д2М, дгМ„  S X
L [W ]  = -- г '- + 2 --- 2- + --

дх дхду ду

11ри граничных условиях (30.4) и

D „  > 0. D n  >  0, D M > 0, D a  D , -  D \ ,  >  0

Будет самосопряженным, т.е.

( L [ W ] , U  )  (  L [ U ] , W )  

и положительно определенным, т.е.

( L [ W  / , W ) >  0 

где ( , )  -  двумерные скалярные произведения

Л  о ка samen ьство. Рассмотрим выражение

а Ь
(  L [W  ] ,U  )  = \\L[W]Udxdy

О О

Произведя дважды интегрирование по частям, получим:

( L [ W ] , U )  = ) ( Q xU)\ldy+ ) ( Q yU ) ^ ~ ) ( M , U , ^ d y - ) ( M , . U j \ hadx~

О О



где

дМ дМ дМ дМ _ 
Q , = ^ - ^ + 2 -----Q,  = ----------------- + 2 - "

дх ду ду дх

Учитывая граиичные условия (30.4) и равенство (31.1) имеем (U  -  

допустимые функции)

,, run u \ D uW- U -  + D u<w J J .  + w~ V . J + D n WmU n + + 4 D №W „ y \

Из равенств (30.6) следует, что

( L [ W ] . U )  =  ( L [ U ] . W )

Следовательно, оператор L[W] - самосопряженный.

Докажем, что l . [ W ]  - положительно определенный.

Из (30.6) при W =U  имеем

°tb'\D..W2„ + 2DnW Wt + D^W2 „ + ADJV2 „ +\
(  L [ W  /,IV)  = f \dxdv (31.2)

0Ji [  + *DnWvW„ + *DMWvW)f J '

Рапенспю (31.2) -  есть квадратичная форма относительно 

W", Wiv, W . Поэтому из критерия Сильвестра следует

Du > 0, D21 > 0, Du > 0, Dkk Djt -  D !u > 0, h(x,y) > 0

С другой стороны выражение (31.2) можно записать в виде

ь \ D „ W \ , - D n ( W „  -  W>J 2 +  D n ( W 2„  +  W 2„  )  +  D n W 2 „. + ' 

( l . [ W ] . W ) =  \\\ + A D U:W' ‘ „ . - 2 D J W xv- W x:t) 2 + 2 D xJ W 1v  +  W 2„ ) -  \dxdy>  

" “ [ -  2DJW n, -  Wn, )2 + 2 D26( W j  + W2,y)
a b

> G \ \ h ' ( x , y ) [ W 2„  + W 2„, + W j  Jdxdy 
0 0

где

G  =  — ,nin{  fl|l + 1̂2 +  2B„,. й 22 + В12 +  2 B 2 ( ,2(1B№ +  fll. +  B2k)}  

Следовательно, ( L [W ] ,W]  > 0. Что и требовалось доказать.



Таким образом, если рассмотреть задами собственных значении, т .е.

L [U J -W = 0 . Л = ш2 

С соответствующими однородными граничными условиями, то вес 

собственные числа будут вещественными, соответствующие собственные 

функции - ортонормированными, т.е.

а Ь

\\l!2dxdy=\
О О

Совокупность собственных значений Я,,/=1,2,... образует спектр 

краевых задач, а наименьшее значение собственных чисел дает искомое 

значение критической нагрузки Я, = Хч, . через которые вычисляется 

критическая скорость дивергенции крыла самолета.

§32. Корректность математической постановки задами 

дивергенции наследственно-деформируемого крыла с 

переменными характеристиками из композитных 

материалов

Напишем И Д У  задачи дивергенции (30.6) в безразмерных 

координатах:

х =  ах, y = by. h(x,y) =  h0Ji(x,y), IV = h0\V, W0 = h0Wa, y =
b

Y Dn D ,6 Д ,  D „  \rD.t
v, =  - — —, v ,, =  2 v — — , v ,  = — — , v „  =  2 v — — , v , =  —— — ,

D D D D 2D11 L̂ ll 22 66

Vj, =  0 , = ^ . ,  0 , =  2 — ^ ,  X = ^
2 D ,,  D „  - D „  D „

В дальнейшем черточки над переменными для простоты опустим. 

Тогда из (30.6) имеем:

(\ -  R*)L[W] -XW = XW0 (32.0)



где

М х = hi ( x , y ) ( W lct + v xW)y + v 2W „ )  , 

M y= 0 y ( x , y ) { y 2Wn. + v 2W:a+ v 11W„)  , 

M v = O J 'fx .y fa w * + v}W„ + v „ i v j

Граничные условия в безразмерных координатах можно записать в 

следующем виде:

Методика исследования корректности математической постановки 

краевых задач (32.0), (32.1) отличается от краевых задач консольного 

стержня рассмотренные в §27 лиш ь решением соответствующих 

спектральных задач. В самом деле, если решение И Д У (32.0) пишется в 

виде:

где Uk(x,y ) - собственные функции следующей двумерной спектрально 

задачи:

М х = -- -  + 2у -- — = 0 при х = 0, W = W = 0 при х = 1
дх ду

(32.1)

ду дх

V

WH(x.y,t) = Y T k(t iU l (x.y), Tk( t ) ~  (W^.Uк)  (32.2)

L [U ] - AU = 0 (32.3)

где

дх ду

ду дх



то задача после элементарных преобразований распадается на две: 

решение интегрального уравнения задачи дивергенции (27.3) и решение 

спектральной задачи (32.3, 32.4).

Как в одномерном случае нетрудно заметить, что интегральные 

уравнения Вольтерра второго рода имеют не более одного решения, и это 

решение всегда будет устойчивым. Известно, что ряд Фурье по 

собственным функциям сходится абсолютно и равномерно в заданной 

области (0 < *  < 1, 0 < у < 1, I > 0) где ищется решение задачи, т.е.

lint Ws,(x ,y ,t )=  lim Y,Tk(t )U , (x ,y )  = W(x,y,t)X— • tml

В силу линейности задачи единственность решения доказывается 

элементарно. Этим завершается доказательство корректности краеиых 

задач (32.0) (32.1).

§33. Методика решения спектральной задачи (32.3) (32.4) и ее 

численные реализации.

Предлагаемый подход решения спектральной задачи (32.3) (32.4) в 

отличие от (27.1) (27.4) состоит из трех этапов:

1. На первом этапе однородная краевая задача (32.3) (32.4) методом Коха 

сводится к последовательному решению неоднородных краевых задач:

LfU*№J = Ulk.l (x,y). к = 12..... / = 1,2,. (33.1)

Л/, * = ---- !-----+ 2у ----- -— , при х = 0, ( '  = ------— = 0, при х = I
дХ *  8Х (33.2)

. ал/'"-*' ал/'1/-*'
M v • = у---- ;----- + 2------1-----, при у = о, у = I

ду дх

формулы (28.2)-(28.4) для задачи (33.1) (33.2) остаются без изменения, 

лишь выражением ( . ) понимается двумерные скалярные

произведения.



Таким образом, применение метода Коха непосредственно к исходной 

однородной краевой задаче (32.3), (32.4) сводится к последовательному 

решению неоднородных краевых задач (33.1), (33.2) той же размерности, 

что и исходная. Это в спою очередь порождает определенные трудности, 

связанные с проблемой точности решения неоднородной двумерной 

краевой задачи (33.1), (33.2). Это, по видимому, является главной 

причиной не широкого использования этого метода в практических 

расчетах, хотя теоретическое обоснование сходимости итерационного 

процесса имеется при любом выборе начального приближения. Как 

показано ниже преодоление этих трудностей в предлагаемом подходе 

осуществляется на базе метода вариационной итерации [ 7 ] в сочетании с 

модифицированным вариационным методом дифференциальной прогонки 

изложенные в §28.

Следует отметить, что в общем случае метод Коха применим для 

решения спектральной задачи, когда краевые условия приводят к 

самосопряженным и положительно определенным краевым задачам [ 26 ]. 

Как показано в §31 рассмотренные краевые условия приводят оператор 

L [ W ]  - анизотропной неортотропной пластинки с переменными 

параметрами к самосопряженным положительно определенным 

операторам. Следовательно, псе собственные числа, являются 

вещественными, а собственные функции -  ортонормированными.

2. На втором этапе для сведения решений исходной двумерной краевой 

задачи (33.1), (33.2) к системе взаимосвязанных одномерных краевых задач 

используется метод вариационной итерации (М В И ). Согласно которому, 

решение задач ищется в виде

(зз.З )

где Х{Л*•YW - некоторые аргументы функции, подлежащие дальнейшему 

определению.



Подставляя (33.3) в (33.1) и выполняя известные процедуры МВИ. 

получим особую взаимосвязанную систему обыкновенных 

дифференциальных уравнений, которая с учетом итерационного процесса 

запишется в нормальной форме для использования метода 

дифференциальной прогонки:

где

х ; (х )  + А._, (X  П., ) * ;  (* ) + Д*-. (*. П-I ) x t = Ft.t {х, yt_,)

5 ‘!> ^ ; (х )  + Л ': {А '1(л )  =  0 при х = 0, х = 1

У"к( у ) +  Ак(  у , Х к) у \ ( у )  + Bk( y , X k)Yt ( y )  = Fk( y , X t )  

S'/1 Y'k ( y ) +  R'ky,Yk( y )  =  0 при у = 0, у =1

Х к = [ х * . м х 4  : У > = [ У * . м Т ] '  ; /■;.,= [о,Fkj x , Y kj ]  

Ft =  [О .  Fk (у,  X к ; ] '

(33.4)

лк( у . х к ) -

С[к~" (х )  О" 

С̂2
Bk.,(x’Yk-J =

с 'Г > (х )  с ' Г ' ( х )
C ' t v ( x )  c V  ' ( х )

с\кНу)  о

<<к) ( у)  d $ )(y ) :Bkfy-x k> =
d f h y )  t f y ( y )  

d^ky) dfky)

М ' Г ‘ '  =  Л ? ■’ ‘ ( х )  Хек +  А\ \ - ' '  х'л + А\з, _ 1 '  х ек;

Л / Г * 1 =  B t i ' ( y )  Yet +  B'n ' fy )  Y,t + B[V(y)Y,k;

c i* "1 Y x )  =  {a [\~u ( x ) \ '  а [ Г " ( х ) ;

C V i ( x )  =  [a ^ ' ' ( x ) } - [ a V ,( x ) [ a [\-uY  A [ t ' ’ ( X ) ]  +A<1kf ' l ( x )  + A<£-'>(x)-

-  W f x j U r V x j Y  A [ t ' > ( x )  -  A<,kr ' , ( x ) U r >( x ) ] - '  А ' Г Ч х )  -

- d ; u( x ) U ( - ,,( x ) Y '  A\li - ' l ( x )  +  {Ar ,( x ) U \ - ' >( x ) \ ' ) 1 А\Г > (x ) ;  

С ',*'1 >(x )  =  U f " ( x ) Y  А(г\-1)( х ) ;  C V ‘( x )  = U f " Y * , > r  А\Г ‘ ( x ) ;

Cs*"'Yx) = \a<i\-"(x)Y  A<£-'>(x);



С ' Г ( х )  =  U ‘r ' > ( х ) ]  -  [ ^ ’ ( x J U I - ' ^ x ) ] - '  а \ Г > ( х ) \ -  

~ \л'пи (  х )  +  А ' п ' ' (  х )  -  хЛ/ftt''Y х ) \ '  AiCx ’ (х )\-  

■ U r - ’( х ) Т  ' ( х )  +  Л Г ' ' ( X )  +  А [Г - ' ( X ) ;

С Г " ( х )  =  U i ' 1 ‘ ( х )  +  a W ( x )  -  A li - , , ( x ) U t, - , , ( x ) \ '  А Г  ' ( х ) \  

■U;"(x)Y  + U l- 'Y .v ;U f- 'Y ^ ]" '] ;

А\\'и ( х )  = j V  Yh-,dy; A ' n ' f x )  = v l2 j V  Y ^ - J ^ d x ;
0 0

A 'u " ( x )  = v, J/i’ у*-, Y ^ d x ;  A$; " ( x )  = 2v,B2 { ( / r X - J  YA_,dy 
0 0

A ' u " ( x )  =  2угв 2 J(/i’  Y * . ) Y ^ d x ; j t i : " ( x )  =  2 v ,20 2 J (a j Y ^ Y ^ d y ;
0 0

A ' n l>( x )  -  VlOt )' Y^ d y ;  A. ':: " < x )  = v 220, J(/r' y*.,)" Y^d y ;
0 0

К ~ и = Г в ,  J(as Y ^ j  Y^dy;  / v ,(a ')=  ' ih W ^ Y ^ d y ;
0 0

I \ { y ) =  )h \ V , ^ X t^ d x ;  B \ \ b ) = e y -  J/I* X l c U :
0 0

1 1 
B%}(y) = e,v22 JV  x',kX,kdx; BV {y )= 0 ,v2 {/г5 X'rkX ,kdx;

0 0

<  V y ;  = Otv2 ) h ' x : kx etdx; B*\(y)  = W , v n ) { h ' x j x « d x ;
0 0

B [V (У )  = 20 j  ){h’ K t )' X„dx; B % (y )  = 202v , J(A J^ ) '  X Hdx;
0 0

K > ( y )  = v, ) { h ' x j x rkdx; B « ( y )  = v12 ) { h ' x  j x . tdx;
0 0

В ^ ( У ) = ) { Ь ' Х : ) ' Х , ^ ;
0

Значение C'l l‘l ( y ) , ( i  = \,7) получим из C,,k~[,CxJ заменой 

A(k ' ' ( x ) . ( i . j  = 1,3; соответственно на В '1' <у ),(/, j  = 1.3J.



Теперь покажем как формируется матрица граничных условий в 

системе (33.4). Из граничных условий (33.2) имеем:

A/f * ' = + А '^ 'Х '  +

(A'J-'1 -  Af2̂ ' ,A^-u ' А "-")Х\  + - M IV‘ 1 +(А^-'> -  А " - ,,Л "-1,'1А(,*-, ) )X ,  + \прих = 0
У

+ а ' ‘ -1,а : ^ , ' м 1‘:- > = О

Х к(х )  = 0 Х [ ( х )  = 0 прих = 1 
м <и,> = Bm Y'  + В(ь>у’к + B<l>Yt = О

(В<*>-В^’В^1' В ^ "  )Y'k +уМ‘уи‘ > + (B [ '> -В<*>В[*>' B[l’ )Yt + при у = 0,у = 1

+ B'l'Biy' м[и,) = о

Следовательно: 

*\-1 ”

а д

о о 
/1-11 1 р(х) _  

*4-1
п о

1 0‘
R[* l  =

'0 ()'
1

ОО ’ *-1
1 0

1
О

1о

II

1
О

1

II
d <k>-31 г .

' *'*-1
Ь{к)Ъ(к)_иу\ игу _

при х = О

при х = I 

при у = 0, у =  1

(33.5)

где

_  Л(1:-Ч _  А<>-1> А<к-Ч ' А<*-Ч ■ -  Л<‘ -
-31 -  Л 21 Л 23 I I 12 > 3 1 _  12 23 13

Ь'“и>\

= А ^ ' А ^ '  ; d f f ' =В[\> -  В\11;

“  -  в £ }в\1‘ ' в ;* ';  Ь|f' = S|f'5 n

Запись системы в виде (33.4) является нормальной формой записи 

краевых задач для численного его решения модифицированным вариантом 

метода дифференциальной прогонки [25]. Итерационный процесс (к=1,2..) 

решения системы (33.4) повторяется до тех пор пока вычисление по (33.3) 

решение не будет удовлетворять условию. В качестве начального 

приближения Ym можно использовать любые непрерывные функции или 

константы.



3. Численное решение системы взаимосвязанных одномерных краевых 

задач (33.4), к последовательности которых свелась исходная двумерная 

краевая задача, составляет основу третьего этапа предлагаемой методики. 

С этой целью в алгоритме реализуется следующие этапы вычислительного 

процесса: по заданными мгновенно-упругими характеристиками и законом 

изменения толщины пластинки и из заданных граничных условий

формулируются элементы матрицы, и матрицы

правые части системы (33.4).

Согласно |7] мгновенно-упругие характеристики для различных марок 

анизотропного материала приведены в следующей таблице.

Таблица 33.1.

а) К А С Т-В б) ортотропный 

СВАМ

в) С В АМ г) изотропный

v, =0,6526492 v,=0 ,1201954 v ,=0.3411017 v, = 1,0000

v,2 =-0,3952901 V|2 =0 Vi2=-0,4296382 V l2 = 0

v 2 =0,6526492 v 2 =0,1949985 v 2=0,4554859 v 2= 1,0000

V22 =-0,3952901 V22 =0 V22 =-0,0071153 V  22 =0

v 3 =-0,3167115 v 3=0 v 3 =-0,552015 v 3=0

v 32 =-0,3167115 V 32 =0 v 32 =-0,0068462 V32 =0

0,=1,0000 0, =0,6163915 0, =0,7488743 0 ,= e2=i,ooo

02=1 ,2481076 02=O,3137927 02=O,7783088 e ,= 02=i,ooo

у = 1,0000 у = 1,0000 Y  =  1,0000 y = 1,0000

Закон изменения толщины пластинки в принципе можно задать 

произвольно, но в нашей работе для простоты он принят как:

a) h =  const , б) h = l +  a f x - l ) ,  интегралы таблично заданных 

функций Х'к*',У,[У> и их производные вычисляются по формуле трапеции.



GM И01131\ВЕ ‘  ( * ) < , - ,>V ЕИ WHhXlTOU ( * ) „ _ , [V  B H U ShE H ^

•<P'~KA ' -n A- K oJ =  ( * ) „ - , ) * °  W nA ' - '\ A -a °\  = ( x) (, - , ) " n
I t

\<(p\-nz A . = { x ) ( ^ ) u n  \ К р ' - « А ' - ” А . izd |  = ( x ) (i

I !
0 0

■■V71 ,l. { 1 ' H',J = ( Л' ) ( I-Y) ,' I,, A ■ t,c,J = ( * ) ( ,  V °
1 I

0 0

■■<P'~"A'~nA-  " » }  =  ( * ) „ ‘<<P'-"ZA-  " ° J  =  ( x ) ( , y ) " "
I 1

V U  = ( r ) (,- , )^  'e zA = (x)u-,)av
l , I

0 о
” ( (i ч y/J,t= (v)(| (' T,.{ti/)J V/-i=(.r)(| r|,c|-

1 I 
(1 0

• Л { £i/)j г0 гсл г = (.V)(| n)zzy :лр'-п.{ (  lO^Z={x)^.,)zlV
I I

0 0

■<P'~’i'a V~’i'.{c4)\ z0 C‘ »c = ( * ) < , - ?),гк ' ' , = ( i ' ) „ - , )C'l/
I I

= (* ) , , . ,/ V  ^р Р ' а . ч]  = ( v) (, 7 v
I I

[,_((x)(.-,)"f-')c ')I:k] +

+ ,_((■'■)(.-, i ' V )  + ( Г ) (, - , ) Е И = И ( . - , Р

+М ( .- ,“ »'+(r)(,-,)fv  д м „-, ;  v) [(*)„_,/ у  -



5-6 терапий 1к> npcuai немому м е т л у  обеспечивают определение как 

собс i ' h c i inых чисел, гак и собственных функций до пяти - шестизначных 

цифрах, (см. табл. 33.3 и 33.4). В таблице 33.3 приведены наименьшие 

значения собственных чисел и соответствующие значения собственных 

функций для квадратной изотропной консольной пластинки, а в таблице

33.4 аналогичные данные для анизотропной пластинки марки С В А М  

переменной толщины h = I -0.3(1 - х).

Таблица 33.3

Число терапии по методу вариационной итерации = 5; X =  12,1934; значение 

собственной функции U(x,y). В скобках -  для числа итерации по методу

вариационной итерации -  6; /. = 12.1929; значение собственной функции U(x.y).

/у
1 0,9 О .Х 0.7 0.6 ! 0,5 0,4 0,3

!

0,2
1

1

0,1 0

0
о.оош 0.0.1.15 0.1278 0,2730 (J.4S98 0.6791 0.9221 1.1818 1,4510 1,7248 2.000

(0 ,0 00 ) (0 ,0335) (0 .1277 ) (0 ,2 72 4 ) (0,4597) (0 ,6789 ) (0 .9 2 2 2 ) (1 .1 81 7 ) (1 .4598 ) (1 ,7 24 7 ) (2 .0 0 0 )

0,1
0.0000 0,0335 0,1278 0,2730 0.4598 0,6791 0,9223 1,1818 1,4510 1.7248 2,000

(0 ,0 00 ) (0 ,0335 ) (0 ,1277 ) (0 ,2 72 9 ) (0 ,4597 ) (0 ,6 78 9 ) (0 .9 2 2 2 ) (1 .1 81 7 ) (1 ,4598 ) (1 ,7 24 7 ) (2 .0 0 0 ) 1

0,2
0,0000 0,0335 0.1278 0,2730 0,4598 0.6791 0,9223 1.1SI8 1,4510 1.7248 2,000

(0 ,0 00 ) (0 ,0335 ) (0 ,1277 ) (0 ,2729 ) (0 ,4 59 7 ) (0 ,6 78 9 ) (0 ,9 2 2 2 ) (1 ,1 81 7 ) (1 .4 59 8 ) (1 ,7 24 7 ) (2 ,0 0 0 ) ,

0,3
о.оооо 0,0335 0.1278 0.27.10 0,4598 0.6791 0,9223 1.1818 1,4510 1.7248 2.000

(0,000) (0.03-15) (0,1 277) (0 ,2729 ) (0.4 597) (0 ,6 78 9 ) (0 ,9 22 2 ) (1 .1 81 7 ) (1 .4 59 8 ) (1 ,7 24 7 ) (2 ,0 0 0 ) 1

0,4
о.ооии 0.0335 0,1278 0,2730 0.4598 0,6791 0,9223 1,1818 1,4510 1,7248 2,000

(0 ,0 00 ) (0 .0335 ) (0 .1277 ) (0 .2 72 9 ) (0 .4597 ) (0 ,6 78 9 ) (0 ,9 2 2 2 ) (1 ,1 81 7 ) (1 ,4 59 8 ) (1 .7 2 4 7 ) (2 ,0 0 0 )

0,5
0,0000 0.0335 0,1278 0,2730 0.4598 0,6791 0.9223 1.1818 1,4510 1,7248 2,000

(0 ,0 00 ) (0 ,0335 ) (0.1277) (0 ,2 72 9 ) (0 .4597 ) (0 ,6 78 9 ) (0 ,9 2 2 2 ) (1 ,1 81 7 ) (1 .4 59 8 ) (1 .7 24 7 )

1
(2 ,0 0 0 )



Таблица 33.4

Число итерации по методу вариационной итерации = 5; X = 11 ,8813,значение J  

собственной функции U(x,y). В скобках -  для числа итерации по методу

вариационной итерации = 6; X = 11,8799; значение собственной функции

U(x,y).

У, 1 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0

0 0.0000

(0.000)

0.02935

(0.02929)

0,1198

(0.1197)

0.2348

(0.2347)

0.3982

(0.3979)

0.6253

(0.6251)

0.9112

(0.9109)

1.0923 

(1.0919)

1.3917

(1.3916)

1.6983

(1.6982)

1,9800 | 

(1.9800) j

0.1 0.0000

(0.000)

0.02935

(0,02929)

0.1198

(0.1197)

0.2348

(0.2347)

0.3982

(0.3979)

0.6253

(0.6251)

0.9112 

(0.9109)

1.0923 

(1,0919)

1.3917

(1.3916)

1.6983

(1.6982)

1.9800 |

(1.9800) j
0.2 0.0000

(0.000)

0.02935

(0.02929)

0.1198 

(0.1197)

0.2348

(0.2347)

0,3982

(0.3979)

0.6253

(0.6251)

0.9112 

(0.9109)

1.0923 

(1.0919)

1.3917

(1.3916)

1.6983

(1.6982)

1.98(H)

(1.98(H))

0.3 0.0000

(0.000)

0.02935

(0.02929)

0.1198

(0.1197)

0.2348

(0.2347)

0.3982

(0.3979)

0.6253

(0.6251)

0.9112 

(0.9109)

1.0923 

(1,0919)

1.3917

(1.3916)

1.6983 

(1.6982)

1.9800 

( 1.9800)

0.4 0.0000

(0,000)

0.02935

(0.02929)

0.1198

(0,1197)

0.2348

(0.2347)

0.3982

(0.3979)

0.6253

(0.6251)

0.9112

(0,9109)

1.0923

(1.0919)

1.3917

(1.3916)

1.6983

(1.6982)

1.98(H)

(1.9800)

0.5 0.0000

(0.000)

0.02935

(0.02929)

0.1198

(0.1197)

0.2348

(0.2347)

0.3982

(0,3979)

0.6253

(0.6251)

0.9112 

(0.9109)

1.0923

(1.0919)

1.3917

(1.3916)

1.6983

(1.6982)

1.98(H)

(1.98(H))
1

Вопросы для самоконтроля:

1. Какие операторы называется самосопряженным, а какие 

несамосоиряженными?

2. Как понимаете сущ ествование и единственность решения 

краевой задачи дивергенции?

3. Перечислите, пожалуйста, основны е этапы решения 

спектральной задачи.

4. Расскажите, пожалуйста, суть метод Коха и метода  

дифференциальной прогонки?



Глава IX 

Амплитуда установившегося флаттера наследственно- 

деформирусмого консольного крыла

§34. Постановка задачи.

Будем исследовать амплитуду установившегося флаттера 

наследственно-деформируемого крыла, ж естко защ емленного в фюзеляже. 

Ясно, что фюзеляж при полете даж е при постоянной скорости полета 

находится под действием периодических вибрационных нагрузках с 

малыми амплитудами. Физическим источником этих вибрационных 

воздействий может быть установившийся режим работы двигательных 

установок летательного аппарата (ЛА). Таким образом, корневая часть 

крыла при полете находится в кинематически возбуж денном состоянии  

под действием периодической во времени пнешней нагрузки 

W(0, x, t )  = Ае'1" sin((uf + <р) =

Теперь, если трактовать крыло как консольную паследстпенно- 

деформнрусмую  анизотропную (нсортотропную ) пластинку переменной  

толщины, находящуюся под действием аэродинамической q - - k V W x(x,y, t )  

и периодической инерционной m(x,y)ivn(t) нагрузок, то задача сводится к 

реш ению интегро-дифференциалы юго уравнения (И ДУ ) в частных 

производных с переменными коэффициентами, которые в безразмерны х  

координатах можно записать в виде [7 ]

(1 - R * ) L W  + PW, + h(x,y)l ' , l = -h(x,y)W„(l) (34 .1)

где:

д 2 М ^ 2М д г М v \
11У = - ~ -  + 2у .  , М ,  =1г(х,уУ}У„ +v'1!K„. + v , W „ \

дх~ дхду ду~

М,. = 9 lh , ( x , y%' -  + v ,  W„ + 1' , , И 'Л  = 0 ,Л '(д ,  v ) ( / i r n, +



x = ax, y  = by. h(x,  y ) = htlh ( x , y \  II' = h„H'(x, y, t) ,  y  = a / b ,  1=1,1 

r ,  = y 2Dn / О , , ,  = 2 / 0 , 6 / D , , ; v 2 = D l2I D 22, i '2J = 2 yD2J  D::.

v , = D , 6 / 2 D tt> #, = 0 22 / O,, , # 2 = 2 0 ^  / O n , Dtj = Byhy /12,  Л = ph„a / O,,

. 3 I
P = —  V,  W = W { x , v , t ) + W ll(r). R - L W  = \  R ( t - T ) L W { r ) d r ,

Dn .afi

R(l -  r )= £e~fifl~r,(t -  r)a~l , £ >0 ,  f }>  0, 0 < or < 1

Для полного определения задачи к ИДУ (34.1) необходим о добавить  

граничные и начальные условия. При длительном полете, мы будем  

интересоваться только теми характеристиками колебательного движения, 

которые не зависят от начального импульса, и поэтому начальные условия 

нам будут не нужны, т.е. будем исследовать установившиеся колебания 

пластинки. Напишем граничные условия:

W  = 0, W v = 0 при у = 0

д М  а м

М ‘ = 0 ’г ^ Г  + 2 ^ а Г  = 0 y = 1 (34.2)

д М  дМ„.
М х = 0 , ---------к 2 у -------  = 0 при х = 0, х = 1

дх ду

Требуется исследовать амплитуду колебаний А„.(х,у,Р,со) в 

зависимости от скорости Р  и частоты возбуж даемой силы со н 

произвольной точке крыла самолета и пайти Ркр приводящей к 

резонансному пику.

Для решения поставленной задачи будем использовать методику 

состоящ ую  из трех этапов:

1. Точные сведения исходной ИДУ в частных производных к 

систем е двумерны х стационарных краевых задач.

2. Редукция системы двумерны х стационарных краевых задач к 

последовательности системы взаимосвязанных одномерных краевых задач.



Численное решение соответствующ их взаимосвязанных

одномерных задач обеспечивающ их получение окончательных результатов 

с высокой степенью точности.

§35. Точное сведение ИДУ в частных производных к 

системе двумерных стационарных краевых задач.

При реализации первого этапа методики, предполагается, что 

изучаемая конструкция совершает вы нужденны е установившиеся 

колебания под действием гармонической нагрузки. Поэтому, в (34 .1) 

положим:

где <7,(.v,y) (/ = 1,2) - известные функции. Ь - коэффициент затухания. 

со - частота внешних возбуждений. и(х,у,Р,со)  и i \ x , y . I ’.w)  - неизвестные 

функции подлежащие определению .

Для определения этих неизвестных функций используем следую щ ие  

тождества:

Из (34.1) получим следую щ ие системы двумерны х стационарных 

краевых задач:

-  h( x , y)li'„(i) = е ' 1" [<7, (х,  v) sIn col + q 2 (х,  v)cos<u/]

И' Аи I h' I ip„ ), Л„ y f l l 1 i Г ' ,  cp„ - -
( ’(.v, i',/>.«■) (-’5-I) 
I '(-v. У, p,  «0

R ' U V  = e ' k'{[Rr L U  -  R , LV) c os c o  + [ R , LU  + Kt Z.r]sin<u/}

H„ = - co: \ j  -  2bcov]cosu>t + [ ( i : -  ro: + 2 i(u (y ]s in  col

(35 .2)

LU + aull + a n V + a n U x + аыУ„ = qt(x,y)

L V  + a 2[U + a !2V + a 2>U r + a u Vг = q 2 (,t, y)



где:

а п ( л' - у ) =  -  H ' t 1*2 - ( o l ) - 2 R s bro\  а м = а 22

a l2{ x , y ) = - ^ % ( \ -  Rc )h«> + Rt {b: - w 2)} я ,2 = - я „ ,  

/■  ̂ i ' - R ' ) P  R,P
° 1 . Д Л' - ' 7 = ---------- --------- • ( 1 , 7  = а 2 4 -

Я\{х,у) = —  [(1-/^ )? ,  Яг{х,У)=—  [Яс<7, + 0- Л с ) ? 2]
А,, /<„,

Л„ = (1 -  Лс )2 + Л ,: , Лс = I/?(г)е *г cos wrrfг = с r [ a ] c o s a #

R-s = J/?(r)eAr sin <уя/г = i: — H g 1s'na |9 ^  q  _  arc lg  01 

[( /> -/? )’ +r,;2 ]

£ { /= -------^—  + 2 y --------—  + / 1 -------J— , I V  = -------J—  + 2 / --------— + y’ ХД», Э..2 a„2 ‘ 3„-v. 'д.х дхду’ ду’ д х2 дхду д\>7

Граничные условия для системы (35.3) получаются из исходного 

граничного условия (34.2). т.с.:

U = U T = 0 при у = О V = Vz = 0 при у = О

, ,  (.) Л д м ~М 5Л0 " ’ 1,) 8M,'V' SMn{r) (35.4)
Му  = 0 , / -----:—  + 2 ----- ■—  = 0, М х. =Qty -----=—  + 2 ------—  = 0 при у = 1

ду дх dv дх

Л / , 1"1 = 0 . ..... * + 2 - ■■■"' - = 0  при х = 0 . х = I
д.х ду

= 0 ,дМ‘ + 2 СЛ/" = 0 при х = 0 ,х = 1
Э.х д \ ‘

дМ  (,,) ЗЛУ,.,, (-)



§36. Редукция системы двумерных стационарных  

краевых задач (35.3), (35.4) к последовательности системы  

взаимосв}1занных одномерных краевых задач.

Для редукции исходной системы двумерных краевых задач (35.3). 

(35.4) к системе одномерных краевых задач используется метод 

вариационной итерации (ВИ) [7]. Согласно методу ВИ. решение системы

(35.3) ищется в виде:

11одставляя (36.1) и (35.3) и выполняя известные процедуры метода 

ВИ. получим особую взаимосвязанную систему обыкновенных 

дифференциальных уравнений, которая с учетом итерационного процесса 

запишется в нормальной форме для использования метода 

дифференциальной прогонки:

U ‘ (л. v) = .V,, ( л ) • ( v). I ’‘ (.V. у )  = Л',, ( л ) • (у) (36.1)

*L + A - iM-V, + « t .,(jc)A’i = F,_,(.y) 

+ = 0,лг = 0,дг = 1

П + Л  ( Л ' + = / \ ( г )
s / 'V ;  + R ^ ' X  = 0 , у  = 0, у  = 1

(36.2)

где:



0 0 о 4
0 cV‘-4.v) 0 0

c ^ - ’W с Г ' М 0
(*-'V \ w.-. t v <V;i Hv) 0 c f- 'h x ).

С .^ 'Ч х ) 0 c V ' - ’W 0

0 c 4“ - " W 0 c / ‘ -'>(*)

С (*ч ) (л-) c 7l‘- ° W 0

U . ^ m c (, 0 c / * »

( V ^ W 0 0
0 ]

0 < Т ’М 0 0

f 2( t , (v ) 0 c / ’Cv) 0

v 0 c ? \ v ) 0 с , (1Ы

( ' < ■ / % ) 0 с ? > ы 0 )
0 C 4(t)(y) 0 £ « “ ’ (y )

; c f b ) « Л ) с \ “ ’Ы 0

1 - , % ) Q , (‘ Hy) и c 7w Cv);

I " ( - 'К  Ц + ' ' ll2(i 1>(Л')Л'Г U + ЛП1
j A /Uw  = i ' ( v).V M + V t-')(x)X u + AB*- ' \x)Xu , 

Л /ЦЫ = + B l2{t- ' \ v ) Y \ k + B n {t-']{y)Yu ,

= rin{t>)(y)Y'2i + f i1Jl*-,)( y ) y „  + B j t~i){y)Yn ,

c r \ * ) = U r '
C;(‘->(.v) = ( ^ “">(4 -  [' ‘“’’и Г 'М Г  -^“"’(.v)] +
-  A ^ b U r ' w Y  -i,:“ A » » - ' ' ( x U r x 4 '
A ™ ( * )  + A>r \ * h  %vj + U r i C  % 4  ' U ,11-0^))"  W )

C,“ "(-v)=^,“-,)(4'«n(‘- |)(.v))",
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Bu{k)b') = e y \ h ' X n 'dx, B ^ ^ O ^ l h ' X u X u d x ,  В ^ к)(у) = 0 tv 2\ h ' X lk~ X  u dx,
0 0 0

= 2в,у,гj ( / , \V u.)'л\ kdx, B,Jk)(y)=202Y\(h 'Xlky X lkdx,
0 ()

B,Jl)b ’)=202v , } (h ' x; t )■ X udx, B31l‘, (v)=  V, j (Л!x u y x udx,
о 0

5 „ (‘)(y) = ‘',Ij(A , A"i.) 'X itdx, B j l)(y)= j ( h 'X ' \ k ) X lkdx,
о 0

1 I
° ] i “ ,( v ) = } ( a l lA 'u + a „A ' и )л 'и л ,  a 12,‘ l (>) = J (n , jA '2( + a 14X u  ) x ikdx;

0 0
1 I

an 0 ’) = 1 (^21̂  it + и )л 2kdx, a22̂ {y) = | ( я |2Л 2k + а2л\  2к}л 2kdx,
о о

/ri<‘)(v) = J 4 \Xxidx\ /r2t‘lCv)= { q2X 2kdx\
U I)

Значения c ! k~'\x) получим из C,<t_l,(.x), заменой

1) A'uk-"(x) на Д /Л * ) .  2) а^ 'Чх) на о^'Ч *)- 3) а^ 'Ч * ) на а^ 'Ч *)

Значения С‘к\у )  получим из С,.“ '" O h  заменой

1) 4 ч>(х) на В'к\у ) ,  2) а^-'Чх) на а[?Чу), 3) a ^ V )  = 0

Значения С,<к)(у) получим из С,(*~'Ч*), заменой

1) 4*-'Ч.г) на В'к\у ) ,  2) a!f-'4x) на а«\х),  3) 0<}-'Ч*) = 0

Значения А'к~''(х),В,, (у) (/,> = 1,3) получим из значений В,,*’(у),

заменой Уп.„ Х 1к,а1} соответственно на Y2k_,,X2k,a2,

М атрица граничное условие в (36.2) в зависимости от исходных 
граничных условий (35.4)формируется следующим образом:



'1 0 0 o ' ^0 0 0 0

0 1 0 0
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0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

, 0 0 0 JO, , 0 1 0 0

0 0 0 o ' 0 0 1 0 '

4 v ) 0 У 0
; й (1) (ix {t)(y ) 0 < С * (у) 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 7 . % • ) 0 Y J 0 7  , * % ■ ) 0 7 . '% ) ,

( i - 011
0
0

M

0
10 -  0 
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0 0 0

■■“'Ы 0 I
r

< 0

0
0

0
0
0

<А Г ’(у)

’W
0 
0 
1

d , r b ) )

при x = 0, x = 1

^ ‘^ = л !:<‘- '> м - л Л 0( 4 л Л 0( 4 Ч :(‘-'’М

d , r ' { * ) -  л ^ ь и г ' ы т  л Г ' М

Значение ^ (1' ||(дг)получим из Л , з а м е н о й  /(1J(‘"')(.t)iia 

Значение получим из (/./‘‘''(.т), заменой /(./‘"'’(.vjna

Значение ^1/ ‘| (,у)получим из ^ / ‘“''(лг), заменой Л,/(‘"|)(^)на й . / 'Ы .  

Запись системы (36.2) является нормальной формой записи краевых 

задач для численного его решения модифицированным вариантом метода 

дифференциальной прогонки {25]. Итерационный процесс (к= 1 ,2 ...) 

решения системы (36.2) повторяется до тех пор, пока вычисления по (36.1) 

решения не будет удовлетворять следующему условию:

lilt/*** -  t y (* “ l)II +  | к <|:> V < е (36.3)

В качестве начального приближения Ую,У2и можно использовать 

лю бые непрерывные функции или константы.

Итак, с помощью разработанной математической модели и их 

численного алгоритма можно проводить вычислительные эксперименты на 

11ЭВМ для исследования установившегося флаттера наследственно -  

деформируемого консольного крыла из композитного материала.



§37. Численные реализации алгоритма.

Численное решение системы взаимосвязанных одномерных краевых 

задач (36.2). к последовательности которых свелась исходная система 

двумерных стационарных красных задач (35.3). (35.4). составляет основу 

третьего этапа предлагаемой методики. Запись системы в виде (36.2) 

является нормальной формой записи краевых задач для численного его 

решения модифицированным вариационным методом дифференциальной 

прогонки, изложенным в §28. Соответствующие задачи Коши в заданной 

степени точности решаются методом Кутта-Мерсоиа.

Численные реализации алгоритма рассматриваемого метода 

достаточно проста и удобна для практически полной автоматизации 

вычислительного процесса. Программа составлена на языке Турбо Паскаль 

и реализована на ПЭВМ типа IBM PC. Амплитуда прогиба и момента 

вычисляется по формулам:

При этом мгновенно-упругие характеристики для различных марок 

анизотропного материала можно взять из таблицы 33.1. приведенной в §33.

В качестве примера рассмотрим задачу установившегося флаттера 

консольной прямоугольной пластинки из диссипативно однородного 

композитного материала при кинематическом возмущении нижнего 

основания у= 0 .  Корневая часть пластинки находится под действием 

периодических вибрационных нагрузок но закону Wo (l) . а толщ ина 

переменная, изменяется по различным законам.

А,.  =  J  [ и 1* 1 (.V , V . Р, « ) Г  +  [ v W  (х. у ,  Р,  w ) ] 2 ; АЛ1 =



Тогда задача сводится к решению однородного ИДУ типа (34.1) при 

следую щих неоднородных граничных условиях:

W(x.  у. ( )  = Wa(t). ^  = 0 при v = 0 
<1 V

а д у ,  г  .Г/,,
А / = 0. — =-  + 2 -----з — -  0 при v = b

д у  дх

~~ д М -
М-х = 0 . — ^  + 2 -----^ -  = 0 при х = 0. х = а

д х  д у

Пластинки с такого рода граничными условиями представляю т 

особый интерес, так как они входят составными частями в конструкции 

прямоугольных в плане высотных сооружений переменной толщины и 

крыла самолета.

С помощью представления:

iv {x ,  у ,  0 = « / (л-, y , t ) + W 9{f),

решение задачи можно свести к реш ению  неоднородного ИДУ (34.1) 

при однородных граничных условиях (34.2). а внешняя нагрузка 

принимает вид:

q ( x ,  у ,  t )  = - h ( x ,  у )  W0(t)

Сначала произведем анализ численных результатов, относящихся к 

амплитудно-частотным характеристикам анизотропных идеально-упругих 

и вязкоупругих пластин марки СВАМ  с постоянной (рис.37.1) и 

переменной (рис.37.2) толщиной без учета аэродинамических возмущений 

(Р=0).  Если известен характер амплитудно-частотных характеристик без 

учета аэродинамического воздействия, то легко судить о присущих ей 

внутренних свойствах, проявляющихся при действии внешних 

аэродинамических возмущений (Р?Ю). На рис.37.1 и 37.2 показано 

влияние реологических параметров £, Д  а  на амплитудно-частотные 

кривые в центре квадратной пластинки при постоянной и переменной



h = l-0 ,  7y толщине, где 0 < со < 10. cj/ = 2. q2 -  0. Из рис. 37.1 и 37.2 

видно, что учет вязкоупругих свойств материала как постоянной, так и 

переменной толщины пластинки, приводит к конечной амплитуде 

колебаний.

рис.37.1. А мплитудно-частотные характеристики 
пластинки /г =const, £=0,1; а= 0,25

рис.37.2. Амплитудно-частотные характеристики 
пластинки с переменной толщиной.



Для нахождения критической скорости флаттера (Ркр)  с помощью 

вычислительного эксперимента используем тот же принцип определения 

критической нагрузки сжатого консольного стержня. При заданных Р  

произведем вычисления A w . изменяя частоты возбуждающей силы со . 

Когда эта частота становится равной частоте собственных колебаний 

(см. рис.37.3 и 37.4) наступает резонанс и амплитуда колебаний резко 

возрастает. Максимальная амплитуда при резонансе наступает при вполне 

определенной частоте. Эта частота, как и величина максимальной 

амплитуды, зависит от скорости полета, т.е. от Р.

1.5 Р“ 2  2

А

. -V

рис.37.3. Амплитудно-частотные характеристики установившегося 
флаттера пластинки в идеально-упругом случае £=0 .

.ч, 10'1

Р=1 36

Р=1 34
Р=0

Р=1 32 / у

2  4

рис.37.4. Амплитудно-частотные характеристики установившегося 
флаттера пластинки в вязкоупругом случае £=0,1; а= 0,25;  /3=0.05.



При изменении скорости полета Р  место резонанса меняет свое 

положение (см. рис.37.3 и 37.4), а максимальные амплитуды -  свою 

величину. Если последовательно, ступенями изменять скорость и на 

каждой ступени пробегать всю область частот (0<СО<10), то получаются 

семейства кривых (рис.37.3 и 37.4). При увеличении скорости полета 

частоты основного резонанса, соответствующие при Р=0,  все время 

увеличиваются, а амплитуда -  вначале уменьшается, а затем 

увеличивается, и при Р = Р кр обращается в бесконечность. Из этого 

условия найдена критическая скорость флаттера в идеально-упругом 

случае Р^}  = 2 ,2 ,  а в вязкоупругом случае: Р ^  = 1 ,3 6 . Как и следовало

ожидать, учет вязкоупругих свойств материала крыла приводит к 

существенному уменьшению критической скорости флаттера.

Таким образом, вычисление критической скорости флаттера на основе 

предлагаемой методики производят следующим образом: скорость полета 

увеличивают ступенями, причем па каждой ступени вызывают путем 

резонанса колебания крыла и замеряют их максимальную амплитуду. 

Строят график на машину максимальной амплитуды по скорости. Если на 

графике начинается быстрое нарастание амплитуды к бесконечности, то 

вычислительный эксперимент прекращают, так как уже можно определить 

критическую скорость флаттера. Такой вычислительный эксперимент 

можно произвести не только по A w  и с помощью А м  и дает хорошие 

результаты.

На рис.37.5 показана примерная кривая максимальных амплитуд 

произвольных точек крыла самолета.



рис.37.5. Кривая максимальных амплитуд прогиба произвольной точки 

крыла са м о л е т а :---------  упругий. --------  вязкоупругий.

I = Р  — —г ; £ и = 2 .1  \ 0 (' к г / с м 2 ; ^ , = ^ 2 = 0 ,3 ;  х = 1,4; 
к а

1\ = 1.03 кг/см 2 ;  ̂ -  j = 10 2; С х = 340 м/сек  

Предлагаемый метод нее же не является безопасным, чем проведение 

испытаний самолета в натуре. Однако вызывать резонансные колебания 

вблизи критической скорости, да еще доводить их до максимальной 

амплитуды конечно требует большой вычислительной работы. Но. к 

сожалению , абсолютно безопасною  метода испытаний самолета на 

флаттер в натуре не существует [16].



Нопросы для самоконтроля:

1. Почему корневая часть крыла мри полете; находи тся под действием 
периодической по времени внешней нагрузкой?

2. Какие колебания крыла называются установившимися?

3. Почему уравнение (34.1) при установившихся колебаниях реш ается 
без начального условия?

4. Чем являются основные задачи флаттера при установивш ихся 
колебаниях пластинки?

5. Опишите основные этапы решения уравнения (34.1) при граничных 
у словиях (34.2).

6. Какие тождества используются при точном сведении И ДУ в 
частных производных к системе двумерных стационарных краевых задач?

7. Каким уравнением описываются системы двумерных стационарных 
краевых задач?

8. Каким методом редуктируются системы двумерных стационарных 
красных китч (35.3). (35.4) к последовательности системы 
взаимосвязанных одномерных краевых задач?

9. Какая форма записи является нормальной формой записи краевых 
задач для численного его решения модифицированным вариантом метода 
дифференциальной прогонки?

10. По какой формуле вычисляется амплитуда прогиба и момента для 
исследования установивш егося флаттера крыла самолета?

11. Объясните основные методики определения критической скорости 
при установившемся флаттере крыла самолета.

12. Какие скорости полета являются критическими скоростями 
флаттера?

13. К чему приводит учет вязкоупругих свойств материала при 
исследовании явления флаттера крыла самолета?



Глава X 
Нелинейный флаттер наследственно-деформируемых 

систем с распределенными параметрами

Как известно, большинство залам о наследственно-деформируемых 

системах, математически моделируемых обычно при помощи линейных 

слабо-сингулярных интегро-дифферепциальных уравнений (ИДУ), при 

строгом подходе, вообще говоря, не линейно, т.е. по сути дела эти задачи 

должны описываться нелинейными ИДУ с частными производными с 

переменными коэффициентами. Линеаризация таких задач (как- 

геометрически. гак и физически, а также аэродинамически) производи тся 

исклю чительно для того, чтобы избежать математических трудностей, 

связанных с решением нелинейных интегральных и ИДУ. В ряде работ, с 

целью преодоления указанных трудностей вводятся весьма 

ограничительные условия на нелинейные части уравнений и интегральные 

члены. При таких ограничениях не охватываются некоторые важные 

случаи, когда нелинейные части уравнений и интегральные члены, 

учитываю щ ие наследственные свойства материала, сущ ественно влияют 

на решения задачи.

Серьезные затруднения встречаются также при построении исходных 

соотнош ений вариационных методов, при применении к исследованию 

задачи о нелинейном флаттере наследственно-деформируемого крыла 

самолета с переменными параметрами.

Поэтому разработка новых уточнений и усоверш енствований 

существующих методов решения ИДУ нелинейных динамических задач 

элементов конструкции ЛА из наследственно-деформируемых 

композитных материалов представляет как теоретический, так и 

практический интерес.



В данной главе обсуждаются общ ие методы решения на ЭВМ 

нелинейных задач динамики и динамической аэроустойчивости 

наследствснно-деформируемых систем, позволяющие при определенных 

у словиях преодолеть отмеченные выше трудности.

( ' помощью вычислительного эксперимента установлено, что момент 

наступления флаттера крыла предсказываемое линейной теорией не 

является катастрофической, а разруш ение конструкции наступает лишь 

спустя определенный период и носит усталостный характер. Для того 

чтобы проследить амплитуду незатухающих колебаний, возникающих при 

переходе через истинную критическую скорость, необходимо произвести 

расчет с учетом нелинейных и наследственных свойств материала 

конструкции.

§38. Нелинейные неконсервативные динамические  
задачи элементов конструкции из диссипативно  

неоднородных композитных материалов

Среди неконсервативпых задач теории вязкоупругости особо важное

место занимают неконсервативные динамические задачи наследствснно-

деформируемых тел, находящихся в потоке газа или жидкости. Их

неконсервативный характер обусловлен тем, что силы, действую щ ие на

тело со стороны потока, зависят от деформации тела, например.

аэродинамические силы, действую щ ие на крыло самолета или обш ивку

корпуса ракеты, являются псконеервативными силами. О пределение

аэродинамических сил. действующ их на деформируемое тело довольно

сложная и самостоятельная проблема [ 5.371- В случаях достаточно

больших сверхзвуковых скоростях давление па поверхности тела <у ,

согласно поршневой теории [ 36 | можно вычислить так:



Поэтому решение конкретных задач требует совместного рассмотре­

ния уравнения теории вязкоупругости и аэрогидромеханики, т.е.:

L W  + m W  п + q A = q ( x ,  у , I) (38.2)

где LW - интегро-дифференциальный оператор в частных 

производных, q{x,y , i )  - известные поперечные нагрузки, х  ~  показатель 

политропы газа, / . .С ,  - соответственно давление и скорость звука в 

невозмущенном потоке.

Таким образом, на стыке двух областей образовался новый раздел 

механики - теория аэровязкоупругости - имеющий исключительный 

интерес для авиации и ракетной техники, а также, в меньшей мере и для 

других областей (энергетика, сф оительство и т.д.)

Естественно, что первые задачи такого рода в идеально упругой 

постановке были поставлены и решены именно в связи с потребностями 

авиационной техники [23, 38. 39].

Развитие авиации и широкое использование в последнее время 

современных композитных материалов при проектировании летательных 

аппаратов дало резкий толчок к развитию теории аэровязко>пругосги. 

Дело в том, что все композитные материалы обладаю т ярко выраженными 

анизотропными и наследственно-деформируемыми свойствами. Учет этих 

свойств материала конструкции при математическом моделировании 

имеет большое теоретическое значение и приближ аю т теорию расчета к 

фактическому условию работы конструкции. Анизотропные материалы 

считаются диссипативно неоднородными, если реологические свойства 

являются различными но различным направлениям. И общем случае, для 

таких материалов определяющие уравнения принимаются в виде [1 ]:

= E,ja(p[Ea ] -  |  RiJkl (1 -  т)<р[ек1 ]dz = E <p\ek, } (38.3)

V \ e k, ] =  £*, -  <Pe l , e h =  + ^ - )  +  <p[Ukj 1
2 ox, oxk



где .'ч - гсп юр деформации. п:/ - тензор напряжения. /•; „ - тензор 

мгновенных модулей упругости. R,lU - тензор ядра релаксации, имеющий 

слабо-сингулярную особенность типа Абеля. Общеизвестно, что 

анизотропная модель Больцмана-Вольтерра (38.3) в общем случае 

полностью характеризуется заданием 21 ядра наследственности (эти ядра 

вообще говоря неизвестны).

На практике весьма часто встречаются анизотропные материалы, 

обладающие теми или иными видами симметрии и можно принять 

предположение о том. что коэффициенты Пуассона = const. Отсю да 

заключаем, ч го для моделирования материалов с указанными свойствами 

может оказаться достаточным определение в случае неортотропного 

материала 6. ортотропного 3. а изотропного только одного ядра 

наследственности.

В самом деле, если учесть условия симметрии компоненты оператора 

тензора модулей упругости:

£ V/ = /,; V/ = Е*Ф = Е*1кц и = const
то для диссипативно неоднородного анизотропного материала закон

(38.3) в линейном случае запишется в виде:

сг = {С*}е (38.4)

где С* для диссипативно неоднородного исортотроимого и 

ортотропного материала соответственно принимает вид:
' с *1- 1111 £  * .,и Ч *2111 "

с*  = F * м:: £  * 22” Е *,222
F  * ш1' : т F  *Е 1222 С *,2,2 .

И* ,(1 -Л * ,). Е*ш,
£  *: I., = £ :, „ ( 1 - К \ ) .  = £ ,,,,(1 -/?% ),



где R * , ( i  = \,6) - интсф альны е операторы Вольтерра со слабо- 

сингулярными ядрами наследственности тина:

В случае ортотронного материала основные компоненты тензора 

мгновенных модулей упругости связаны с «техническими постоянными» 

следующими зависимостями:

Анизотропные материалы с одним общим ядром релаксации с 

различными кривыми мгновенного деформирования [7] и изотропные 

материалы являются диссипативно однородными материалами. В первом 

случае R *, = R * . а во втором £, , = £ , , =  Е. 6 ' | 2 = О. vtj = г .

Воспользовавшись законом (38.3) и (38.4) и исходя из технической 

теории изгиба анизотропных неортотропных элементов конструкции, 

получим следующие формулы для изгибающих моментов Л/,,Л/, и 

крутящего момента М„,:

Я*, / ( 0  = \ R , ( i - T ) f { r ) d T ,  R , ( l - r )  = £ , e4 ''i' - ' )( t - r ) a’, 0 < а , < \  (38.5)
(I

Е.

где:



А/ "> = -[ Dt, (I -  R *, W xy + £>,, (1 -  R *, )Wly + 2D I6(1 -  R *JW„.  I  

= - { D 22(\ - R * 2W „  + 0 , , ( 1 - Л * , ) ^  + 2 D2f, ( \ - R * 5W n.],

A/;'.' = -[2D M(1-  R \ ) f V v  + D,6(I -  Л * „ F „  + £>M(| -  Я *5)1Г„.],

a/;"' = .u tl"’(ir iv.(F v. ((■'„. )

Д) = h >( x - y )  D _ h ’ ( x , y )  p  = /'- ;ni h ' ( x , y )
12 12 12 12

D ̂ = ^ W )  = W [ W ) jD  = V W )
12 -1 12» 26 J2 ’ 66 |2

а в случае ортотропного материала D16 = D26 =0,

Л/;'1 = -[£>,, (1 -  R *,)И„ + D ,,( l -Л * , w m], М[п = -[£)и (1 -  R *, ) ^ ,  + D ,,(l -  R *2 ) W J ,

U ' : ' = - 2 D „ { \ - R * t W  .P „ =  , D „ =  E» h ' {x’-v) p u = G» h ' ^ y l
12(1-.',,.-,,) -  12(1 - 1',,!',,) “  12

ID| 2 — V/ 22 | > ^21 ^11 ^22 

h(.x.y) - толщина. D4(x,y) - жесткость анизотропной пластинки.

Воспользуясь уравнением движения пластинки, имеем:

L[W] + q (x ,y , l )  =  m (x ,y W lt (38.6)

где:

<?\U 8 2М п. д 1 М
/ |Н I ----- --  + 2 ------------ 1-------- r— . q ( x .  v . l )  = q j x , v . / )  -  q  ,(.r. V./ ) . « ' ( .V. V) = /V/(.v. v)

i v  n i l  i V

p - плотность. qn(x,y,i)-  поперечная, a q {(x,y,t) - аэродинамическая

нагрузка вычисляется по формуле (38.1).

Требуется найти решения уравнения (38.6) удовлетворяю щ ие при

следую щ их обобщенных ф ани чн ы х

Г [И ] = 0 при , t  = 0,,v = о ; еди '] = 0 при y = 0ty = b; (;,y = U2) (38.7)

и начальных:

1Г |( (1 = a ( .v .у).И'',|, „ = P ix .y )  (38.8)



условиях.

Решение начально-краевых задач (38.6)-(38.8) элементов конструкции 

JIA из диссипативно неоднородных композитных материалов с учетом 

физической, геометрической и аэродинамической нелинейности 

представляет значительные математические трудности. Во первых, трудно 

сформулировать вариационную формулировку задачи, т.е. построить 

функционал полной энергии, необходимые условия, минимум которых, 

эквивалентен к прямым постановкам задачи. Во-вторых, основные 

разрешающие уравнения задачи становятся нелинейными 

слабосингулярными ИДУ с частными производи!, 1ми с неразделяющимися 

переменными. Поэтому существующие методы решения типа Ритца. 

конечных элементов и методы разложения решения по собственным 

функциям идеально-упругих систем становятся неприменимыми. Здесь 

необходимы более общие методы и более сложные средства исследования.

При необходимости ИДУ (38.6) можно упростить, разлагая 

аэродинамическую силу (38.1) в ряд,

<7,  =xP^MWx + х — />„Л/2И/2 , д73И '\  +■■• (38.9)
4 12

и Офаничениями линейными, квадратичными или кубическими 

членами. В разложения (38.9) демпфирующ ее слагаемое аэродинамической 

силы неучтено, так как влияние его в больш инстве случаев невелико. 

Учета аэродинамических нелинейностей представляет интерес по двум 

причинам. Во-первых, во многих случаях превышения критической 

скорости флаттера не означает немедленного разрушения копе тр\ кции. а 

разрушения наступает лишь спустя определенный период и носит 

усталостный характер. Во-вторых, с ростом числа Маха - М возрастает 

роль аэродинамических нелинейностей. Характер влияния этих 

нелинейностей н некоторых случаях таком, что их учет позволяет



обнаружить возможность возбуждения незатухающих колебаний пли 

поддержания дивергентных форм равновесия при скоростях, меньш е 

критической скорости флаттера.

Для решения начально-краевых задач (38.6)-(38.8) сначала произведем 

дискретизацию по пространственным переменным методом Кубнова- 

Галеркина, т.е. решение уравнения (38.6) ищем в виде:

п
И/ ( х , у ,1 ) =  X  U кЛ!)Фы(х , у )  (38.10)

к.Ы 1

где (?,,(*,>■) - известные системы координатных функций, 

удовлетворяющие граничным условиям.

Подставляя (38.10) в (38.6), выполняя известные процедуры метода 

Бубнова -  Галеркина для нахождения обобщенных координат 

получим следующие системы обыкновенных слабосингулярных ИДУ

р __
+ R * J U { t )  = q ( t ,U ,M )  (38.11)

/и»I

с начальными условиями.

(У(0) = « о, (У(0) = а 1 (38.12)

где: U = [£УП ,...UN],...UNN] ->Я = [Я\\->"-Я\н *--Я ым-’-Я xs\

M  = А {т) -  Р  = в ,т  = \ , р ,  k , i , n , j  = ~\, K
а Ь о b

М щ  -  |  J т(х,  у)<рк, (х,у)<р,и (х, y)dxdy\  акиы, =
О О (I О

a b „  b

a i2\„j = J \ ( D n <pil>y) !ytpn dxdy,  а ° ' и ч = J { [ (Д л ,, , . )  „  + ( D ZI(рк,„ ),,, \<p,„dxdy
0 0 о и

rt b и h

= J|[2(D1(, l̂lrv)i( + ( \v„,dxdy, a0\„„ = J J[2(/J2f,ft,„.)„ * (/>,„«%, )„  W . ^ d y
0 0 I) о

<1 h o h

= \ \ 4(x,y,t)<P4 dxdy,  = \ \ [ 2 D №<p,m\ „ d x d y
о о о о

В случае ортотроиной пластинки р —3



a  " ' b n  =  J  _ [ ( / ) , ,  ) . r  < P , „ d - x ‘ b ' ■

II О 
о h
II О 
о h

а а.\,„, = \ \ ( D n ipk„y + D гх<р tp щ dxdy .
О Оо о

О Ь
а °\,п, = 4 J J( D 66 <р ь„. ) „  ср щ dxdy ,

(1 О

q{t, U, Л/) - нелинейные вектор функции, зависящие от обобщенных 

координат, в случае задачи флаттера и от числа Маха. а„,а, - известные 

векторы константы.

Точное решение нелинейных ИДУ (38.11) при начальных условиях 
(38.12) не найдены. Поэтому для решения ИДУ (38.11) будем использовать 
численный метод, основанный на исключении слабосингулярных 
особенностей интегральных и ИДУ изложенные в предыдущих главах.

Тогда будем иметь следующие системы рекуррентных линейных 
алгебраических уравнений [40):

Как было отмечено выше определенная критическая скорость 
полета, при которой начинается флаттер или дивергенция ДА. является 
одной из важнейших задач проблем аэронеустойчивости. Реш ение его 
сводится к исследованию колебательной неустойчивости (флаттера) 
невозмущенного движения ЛА на основе разработанного вычислительного 
алгоритма (38.13) и специального алгоритма поиска критической скорости, 
основанного на вычислительном эксперименте при заданных 
геометрических и механических параметрах. Согласно этой методике

(38.13)
где:

U (tm ) = Um; lm = m A l , В0 = — , Bs =Al;  5’ = l.w  —1



потери динамической устойчивости определяются нч условий 
сущеечвования незатухающих ампличудом, а также критическое время, 
критическая скорость флаттера.

Таким образом, использование предложенной математической модели 
и алгоритма численного решения (38.13), с помощью современных 
персональных компьютеров позволяю!' исследовать собственные и 
вынужденные колебания, а также колебательные аэропеустойчшюети 
(флаттера) элементов конструкции JIA из диссипативно неоднородных 
композитных материалов при различных граничных условиях.

§39. Неустановившийся флаттер наследственио-  
деформируемого крыла из геометрически нелинейного  

материала
Важнейшим нелинейным фактором, лимитирующим амплитуды при 

флаттере и прогибы при выпучивании, являются нелинейности 

геометрического происхождения. '.)чи нелинейности связаны с 

возникновением усилий в срединной поверхности, которые существенным 

образом зависят от деформации и перемещений крыла самолета. Если 

использовать линейную наследственную  теорию вязкоупругости, то эта 

зависимость обычно записываечся в виде [10]:

N = Е F N 0 + ± ( \ - R * )  { И '>

где:

R *  f  { t ) = '^ R { t - т )  f ( y / ) d r  , £ = их + ^ ч ] ,  и = И\.
о

R(t) - ядро наследственности, имеющей слабо-сингулярные особен­

ности типа Абеля. Е  -  модуль упругости, а  -  длина крыла. 

F(x)  - площадь поперечного сечения.

С ледует учитывать также аэродинамические нелинейности при 

больших числах Маха. С этой целью, после разложения уравнения (38.1) 

по формуле бинома во втором приближении получим:



</, = Х( Р '  1 -V, Г 2 / Г ;  . 1Г, ]  ( ы 2)
^  х

В м есто уравнения (39.2) можно использовать выражения:

С,, = к  [ Г IVt + .V, V 1 II'; + г W, ] (39.3)

где для квазиустановившегося течения:

г = (Л-/2 -  2) /  [ м 2 - l )  ->  1 

а для квазисгатического случая z = 0 ,  н линейном приближении Xj = 0. 

Рассмотрим задачи флаттера наследственно-деформ ируемого крыла с 

учетом геометрической и аэродинамической нелинейности. Крыло будем  

трактовать как консольный стержень, корневая часть которого жестко  

защ емлена в фюзеляже (рис.39.1). Такая одномерная стержневая модель с 

учетом переменности ширины Ь(х)  и толщины И(х)  позволяет более  

правильно учесть реальные формы крыла самолета, чем дву мерная модель. 

Колее того, такая модель позволяет использовать известные по размаху 

численные значения изгибной ж есткое™  и массы, найденные 

экспериментально н аэродинамических трубах. С этой целью построим  

математическую модель для исследования наследственно-деформ ируем ого  

крыла в потоке газа с учетом выше отмеченны х нелинейностей.

F-сли использовать соотнош ения (39 .1 ). изгибающ ий момент  

вычисляется следующ им образом:



М>)

Л /, = J b (л) а  г d:  = - J  (л) (l -  R *) IVXX , j ( x )  =
_*(*) 

2 "
12 (39.4)

Подставляя (39.1), (39.3) и (39.4) в уравнение равновесия, i .e.:

д 2М х

д х 2 д х
N

d W

~ д 7
( \ д w  ( \ 

= т {х ) - — г  + с1л{х ’ 1) 
a t

(39.5)

переходя к безразмерным координатам:

х = а х ,  b ( x )  =  b 0 b ( x ) ,  h(x) = h0 /г (х ) , / = / , / ,  

J (х )  = J 0 b (х) h (х )  = J 0 d(x) ,  F(x) = F0 b(x) Ji(.v),

m (x )  =  m 0 b (x) h  (x )  =  m 0 F  (x ) , cr, =
12 N „ a

(J,

a 2, W  = hQW , P  =
V  a 1 К  

Jo E
.

E  b0 (ae + l) ( Л,

4 8  К

K = < e P „ ,  y  =
К  z a A -

E  J 0 /,
К  =■

С ,

и опуская штрихи над переменными, получим:

д х
F ( x ) W x 1 - 0 ,  ( l -  R*)  J  I I ;  dx

V 0

P Wx + 02 P 2 W 2 + у  W, + F  (x) W„ = 0

(39.6)

где:

L W  = -
d x 2

d(x)
д 21Ул 
d x 2

d  (x)= b ( x ) h 3(x), F  (x) = b (x) h (x)

Граничные условия для реш ения ИДУ (39.6) можно написать в виде:

W  = 0, Wx = 0  при х  — 0 (39.7)



Wxx =  0, Wxxx =  0 при  х  = 1

Для полной математической постановки задачи имеете е граничными

(39.7), необходимы и начальные условия, т.е.:

w  I (*)> W', ! ,_o =  d \ (*)> (39.8)

ИДУ в частных производных (39.6) вместе с граничными (39.7) и 

начальными (39.8) условиями представляет математическую модель задачи

о флаттере наследственно-деформируемого крыла с учетом 

геометрической и аэродинамической нелинейности. Требуется найти 

критические скорости Р к, приводящие к нарастанию амплитуды 

колебаний.

Решение поставленных задач в континуальной постановке 

представляет значительные математические трудности, поэтому весьма 

важным является построение дискретных моделей, т.е. необходим переход 

из систем распределенных параметров к системам с конечным числом 

степеней свободы. В связи с этим произведем дискретизацию по 

пространственным переменным. Представим реш ение ИДУ (39.6) в виде:

N

№ = £  </*(/) <рк (х)  (39.9)
А' - 1

где <рк(х) - известные базисные функции, удовлетворяющ ие заданным 

граничным условиям, ик(0  - неизвестные функции от времени, подлежа­

щие определению.

Подставляя (39.8) в (39.6) и умножая на (р, (х), проинтегрировав по л\ 

имеем:



Л'

X  {°к, “ ( ')  + Г Ьк, и к ( /)+  ft)д., (1 -  R * ) и к ( /)  +
/Г=1

+ ( P d K, - c r a K, ) u K ( t ) + e 2 P 2 £  ■ « * : ( / ) « , ( / ) -  (39  И))

~ а  в \ X X  ( > -  л *) Uj ( 0  " ,  ( 0  [ = 0 - ' = >. ^
У = 1 <f = l J

где:

| 1 
а к, = \  F  М  <Рк (*) <Р, (л) dx • ^ л, = \  <Рк (х) <Р, М  dx ,

D О
1 „ 1

03 К! = J [ d (х) <»*(*)] <р, (.г) d x= \d {x ) ( p ' K{x) <р’(х)  dx .
о о

I , 1
а а  = J [ F  (•') <р'к (л) ] (f>, (a)  dx  = |  [ F '  (л) <р'к (.v) + F  (л) <р"к (л) ] ip, (jt) dx

О о

1 1 
d K, = J <р'к (*) <Р, (*) d x , mKJi = j (p'K <p\ (x) <p, (x) d x ,

0 0
I

nKW = a K, \<p'j{x)v'4{x) Л
0

Интегрирование нелинейных систем (39.10) при ядре Ржаш щ мна- 

Колтунова R(t) = е exp ( -( i t)  f ' 1, e >  0, / ? >  0, 0 < a  < I в широких 

пределах изменения физико-механических параметров крыла выполнялось 

численным методом, изложенным в §38. Согласно этому методу, 

численные значения искомых функций ик (I/) = / находятся из реш е­

ния следующей реккурентной системы линейных алгебраических 

уравнений:



У л /  „

“к, + У ~  В К, UK J = X  [ ( + У ‘l ^  ) 11 ок + “к, '/  " ж  ]-
Л' = 1

X  |  X  [у  Л  ЬК! + Л  ( '/  Х ^Л, («* .„  -

- - х * . .a  ■
-01„ е * и. + {PciKI ~<yaKl) и * . ,) ] -

Ч  ('/"О W л1 /" N {
X X  G 7 P l l l K. , ,  Т , П К 1я Л ЫК . ь “ , . „  U 4
К 1 / - 1  у  q -  |

(39.

/ = 1, yv

где:

/, = / Д / .  Д, = Д /“ / 2 > = д ' “ [('; + 0 " -  0“ 1 /2 .

<2 = 2, /, - 1 ,

= Д /“ [ / “ - ( / , -1 )" ] /2 ,!Л , = А / / 2 ,  Л, = ДГ, / = 2,  / -  1, / = 1 . 2 ,

М етодика проведения вычислительного эксперимента с помощью 

алгоритма (39.11). т.е. определение критической скорости ф латтера ничем 

не отличается от методики, применяемой в случае линейной постановки 

задачи, описание которой более подробно приведено в предыдущем 

параграфе.

Создано математическое обеспечение для численной реализации 

алгоритмов расчета. В качестве примера рассматривается задача флаттера 

наследственно-деформируемого консольного крыла переменного сечения с 

учетом геометрической и аэродинамической нелинейности.

Граничные условия имеют вид:

W  =  W'x  = 0 при х  =  О , М  = М '  = О при  .V =  1



В качестве базисных функций (р^ (х) принимаются балочные ф унк­

ции:

У к (х ) = ( sh А. к + Л7/? А-к ) ( х  ~ cos ^ х х ) ~ (  сh Л-к + cos ) х 
x { s h  Хк х  -  sin Лк х);  Я, =1 ,875 , Л2 =  4 ,6 9 4 , 

Л3 =7,855, Л4 = 10,996 , Я* = ^ ( 2 К - \ )

Интегрирование системы ИДУ (39.10) осуществляется выше 
изложенным методом при начальных условиях:

11 к (О) = j  «о (* ) 9  к (* ) ^  j ( <Р к - <Р к )  - « к (О) =  0 ■

«<>(*)=  { [ * 0 - * ) ] 4 + < ? ,(* ) ) / ' о

(39.12)

В качестве примера рассматривается консольный стержень 

переменной ширины и толщины (рис.39.2) с учетом геометрической и 

аэродинамической нелинейности при следующих исходных данных: 

d{x)=  b(x)  /г3(дг), b { x ) = d - a t х ,  h ( x ) = \ - a 2x ,

Е = 2 Т 0 6 к г /с м 1, ж = 1,4, К = ж Р х , А* =1,014 кг / с м2



Вычисления проводились с учетом (  h /  а & 0) и без учета (  h >' а = 0) 

аэродинамической нелинейности при различных безразмерных скоростях 

ф латтера па основе предлож сннот в [15.40| критерии с учетом / у  *  0) и 

без учета (у  =  0) аэродинамического демпфирования. Реологические 

парамет-ры: коэффициент вязкости £  , параметр сингулярности а  и 

параметр затухания /? принимают различные значения. Расчет произведен 

как н идеально-упругой (£ = 0), так и вязкоупругой постановках. 

Численные результаты приведены па рис.39.3-39.5 и в таблицах 39.1. 39.2.

Кривая, характеризующая переходной процесс для функции прогиба 

во времени в точке х  = 0,5  при а  = 0,1; а  =  0,2, соответствующ ей 

геометрически нелинейной, аэродинамической линейной и нелинейной 

модели идеально-упругого крыла прпнедепы па рис.39.3 и 39.4. 

А налогичны е результаты для вязкоупругого крыли приведены на рис.39.5 

и 39.6.

Анализируя кривые, помеш енные на этих рисунках, нетрудно 

определит!, критическую скорость флаттера. В самом деле -  из рис.39.3 и 

39.4 видно, что критическая скорость Р^/к  с которой начинается быстрый 

рост прогиба во времени в идеально-упругом случае, равна Р кр ~ 5 ,0 6  

(в случае линейной постановки = 6 ,48 . а в вязкоупругой (рис.39.5, 

39.6) P Ki,=3,2 ( Р $  = 6 .4 8 /  Анализ результатов геометрических нелиней­

ных задач, приведенных на этих рисунках, а также в габл.39.1 и 39.2 

представляет интерес по двум причинам. Во-первых, превышение 

критической скорости флаттера не означает немедленного разрушения 

конструкции, а разрушение наступает лиш ь спустя определенный период и 

носит усталостный характер. Для того, чтобы найти ож идаемый срок 

службы конструкции, необходимо определить амплитуду ее колебаний в



области флаттера с учетом нелинейных и наследствснно-деформируемых 

свойств материала конструкции. Во-вторых, влияние умета 

аэродинамических нелинейностей па критическую скорость невелико, по- 

видимому, с ростом числа М аха может возрастать роль этих 

нелинейностей. Критическая скорость, определяемая методами линейной 

теории как в идеально-упругой, так и в вязкоупругой постановке, 

оказывается лиш ь верхней границей критических скоростей для реальных 

конструкций. Влияние аэродинамического демпфирования, как и 

следовало ожидать, на критическую  скорость как в линейном, так и в 

нелинейном случае незначительно.

Вычислительные эксперименты показали, что влияние параметра 

затухания /? ядра наследственности на критическую скорость флаттера по 

сравнению  с параметром вязкости е  и сингулярности а  оказалось 

незначительным, что еще раз подтверждает общ еизвестные выводы -  

экспотенциальные ядра релаксации неспособны полностью описать 

наследственные свойства материала конструкции. Из табл .39.1 и 39.2 

видно, что незначительное уменьш ение параметра сингулярности а  или 

незначительное увеличение параметра вязкости е приводит к сущ ествен­

ному (иногда почти в два раза) уменьшению критической скорости 

флаттера. Следовательно, учет этого эффекта при проектировании кры ла 

самолета имеет важное значение, так как чем меньш е параметр 

сингулярности материата конструкции, тем выше интенсивность 

диссипативных процессов в этих конструкциях.



Р к  г е о м . н ел и н .  -  г е о м е т р и ч е с к и  н е ли н е й н ый ;  

1 \  г е о м. си р о . не л ин .  г е о м е т р и ч е с к и  и ач р о О и п а м и ч е с к и  не л и н е й н ы й :

b ( . x ) = c - a t .\', h ( x ) =  1 - а 2 лг; с = 5

N Е а Р У а . а 2 04 0, И/а Рк геом. 
нелин.

Рк геом 
аэро. 

нелин.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 9 10 11

2
3
4

0.0 0.25 0.05 0 4.0 0.2 0.3 10 0.0 5.052  
4.81 1 
5.015

2
3
4 
2

0.05 0.25 0.05 0 4.0 0.2 0.3 10 0.0 3.291 i —
3.148
3.236

0.0 0.25 0.05 0 4.0 0.2 0.3 10 1/40
1/50
1/60
1/80

1/100

5.065 
! 5.058  
1 5.055 
! 5.053 
1 5.052

2 0.05 0.25 0.05 0 4.0 0.2 0.3 10 1/40
1/50
1/60
1/80

1/100

3.294  
3.292  

- 3.291 
' 3.289  

3.288
2 0.01

0.03
0.06
0.08
0.1

0.25 0.05 0 4.0 0.2 0.3 10 1/50 4.674
3.969
3.005
2.147
1.362

4.676
3.968
3.005
2.146
1.361



табл. 39.2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 9 10 11
2 0.05 0.15

0.2
0.35
0.5

0.05 0 4.0 0.2 0.3 10 1/50 2.386
3.033
3.538
3.656

2.386
3.033
3.538
3.6561 0.05 0.25 0.01

0.03
0.07
0.1

0 4.0 0.2 0.3 10 1/50 3.193
3.249
3.334
2.387

3.193
3.249
3.334
2.3871 0.0Э 0.25 0.05 10

20
30

4.0 0.2 0.3 10 1/50 3.238
3.421
3.592

3.238
3.421
3.5922 0.05 0.25 0.05 0 4.0 0.2 0.5

1.0
10 1/50

3 .2 9 Г
3.295
3.301
3.193

2 0.05 0.25 0.05 0 4.0 0.2 0.3 1
102
103
104

1/50 3.291
3.295
3.301
3.193

0.05 0.25 0.05 0 4.0 0.2 0.3 10 1/50 3.291
2.657
1.862

3.291
2.657
1.862



рис.39.3. eps = 0.0. al  = 0.25.  h - 0 . 1 ,  b e l - 0 . 0 5 ,  a l l - 4 . 0 .  a t2  = 0.2.  
N=2.  с корос ть:  ( I )  p  = 4.0. (2) p  = 5.052,  (3) p  = 5 .06  

Г е ом е тр и ч е с к и  н е ли н е й н ый :  t e l l  = 10. h / a  = 0.0

рис.39.4 eps  = 0.0, a l - 0 . 2 5 .  h = 0 . l .  hel  = 0.05.  a l l = 4 . 0 .  a!2 = 0.2.
N = 2. с корос ть:  (1) p  = 4.0.  (2) p  = 5.058,  (3) p  = 5 . 06  

Г е о м е т р и ч е с к и  и а э р о д и н а м и ч е с к и  н е ли н е й н ый :  t e l l  = 10. h/a = 1/50

: /s
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рис.39.5 , ep s  = 0.05.  at  = 0.25.  h = 0.1.  b e l - 0 . 0 5 .  a l l  =4.0.  a l 2  = 0.2.  

N = 2. ск ор ос ть :  ( I )  p  = 3.24.  (2) p  = 3 . 291,  (3) p  = 3.3  
Г е о м е т р и ч е с к и  н е л и н е й н ы й :  l e l l  = IO. h / a  0 .0



рис.39.6. eps  = 0.05,  a l  = 0.25.  h = 0 . l ,  bet  = 0.05,  at l=4. ( ) .  a /2  0.2.
N  = 2, с к о р о ст ь :  (1) p  = 3.24,  (2) p  = 3.292,  (3) p ~ 3 . 3

Г е о м е т р и ч е с к и  и а э р о д и н а м и ч е с к и  н е л ин ей н ый :  t e t l  = IO. h /a  = l / 5 0

§40. Неустановившийся флаттер крыла из физически  
нелинейного наследственно-деформируемого материала.

Теперь рассмотрим задачи флаттера наследственно-деформируемого 

крыла с учетом физической:

a  =  ( l  -  *) («/,£■ +  w 2£ 3), £ = и х , u = - z W x

и аэродинамической (39.3) нелинейности, где mi  и ni2 - упругие 

постоянные, определяющие в процессе испытаний материала на 

растяжение и кручение, причем ni2<0  для мягкого материала, a ni2>0  - 

для материала с жесткими характеристиками.

В данном случае, принимая гипотезу плоских сечении для 

изгибающего момента, получаем:

М  = ( 1 -  R *) [ ш, J 2 (* ) Wxx + т 2 J «(х) 1Г', ] (40.1)

где:

J, = \ s ' d F ,  / = 2; 4 
/•

и равные для балок шириной Ь(х) и высотой h(x).

( )=  Ь(х) И>(х) { ) = Ь(х)И>(х)
.  v > , 2 80

Подставляя (40.1) в уравнение равновесия движение и перейдя к 

безразмерным координатам, имеем:

( 1 -  R *) [d  (л ) Wa  + 0 , d 2(x) IV* L + F { x )  II'i, + ..........
7 •) (40.2)

+  ^ 1  W xx  +  P  W x  +  ° 1  P  W x  + / W ,  =  0

где:



о, -  EbA
1 48

Нелинейные ИДУ в частных производных (40.2) вместе с граничными

(39.7) и начальными (39.8) условиями представляют математическую 

модель задачи о флаттере наследственно-деформируемого крыла с учетом 

физической и аэродинамической нелинейности. Требуется найги 

критические скорости Р Кр, приводящие к нарастанию амплитуды 

колебаний.

Из-за нелинейности точное решение поставленной задачи 

представляет значительные математические трудности. Поэтому 

приближенное решение построим методом 1>убнова-1алеркина. 

11редставим решение ИДУ (40.2) в виде (39.9) и для нахождения 

неизвестных функций (I) получим следую щ ие нелинейные системы 

слабо-сингулярных нелинейных обыкновенных ИДУ:

N

Е  ( а к, u K ( t ) + r b Kl u K ( t ) + o K, (\  -  R * ) u K (t )  +

+ ( Р а к, - a K, ) u K ( t ) + в 2 Р 2 £  m Kjl u K { t ) u ; ( t )  +

N N (40.3)

/ = 1. Л'

где:



i I
a Ki = J f ( x )  <pK (*) (pi (a-) d x ,  bK, = \  cpK (x ) cpi (x ) d  x ,

о 0
I 1 1

<°Ki = j J d  (*) <p"k (v) <p" 00 d x , c/*, = J <p'K (x) <p, { x )  d x ,
0 0 0
1 I

a K, =  \ < P l (* )  <Pi ( x )  d x ,  m Kji =  J <p'K  (x) ( p )  (x) ( P i (x) d x ,

о 0
1

n Kj4, = j d 2 (*) К  M Ч>] (*) <p"4 (x) <p”{ x )  d x

Интегрирование нелинейной системы ИДУ (40.3) при начальных 

условиях (39.12) и ядрах Ржаницына-Колтунова выполнялось численным 

методом как и в случае геометрической нелинейной постановки. Тогда 

численные значения искомых функций и к (  Г/ )  = ик  / находятся из реш е­

ния следующей реккурентной системы линейных алгебраических 

уравнений:

A t  и
a Ki +  Г —  Ью u k ,i ~  Ё  [(а*:/ + У  l i ^ K i ) 11 (Ж + t i а  к, 11ок 1

1

" Ё  j Z  [ У  Л  Ь к, и к, /, + Л ,  ( { / - ( и к ,,, -
£

а  ГГ1

-0‘, е * иК, /] —/j +1 + { P a Ki- c r a Kl) u KJ

АЛ ~ 1д

а  2

N N ( N

Z  Е  в 1 р 2 11 к .  I, U J . . -  ^  Z  ( " w  Мм  “ м  а:=1 у <7=1
(40.4)

М етодика проведения вычислительного эксперимента с помощ ью  

алгоритма (40.4) аналогична как в случае геометрической нелинейной



sa,чачи. Критическая скорость ф л ан ера  находятся методом исключения 

интервалов, не производящих нежелательных явлений.

15 качестве примера рассматривается тот же консольный стержень 

переменной ширины и толщины (рис.39.2), с учетом физической и 

аэродинамической нелинейности при тех же исходных данных.

Вычисления производились как с учетом, так и без учета 

аэродинамической нелинейности при различных реологических 

параметров и форм крыла в плане. 1’асчет произведем как для идеально- 

упругого, так и для паследствснпо-деформируемого крыла самолета. 

Численные результаты приведены на рис.40.1, 40.2. причем считаю сь, что 

материал конструкции обладает мягкими нелинейными характеристиками, 

т.е. О, =  -0,03.

Анализируя кривые, помещенные на >ги\ рисунках, нетрудно 

определить критическую скорость. В самом деле, из рис.40.1, 40.2 видно, 

что критическая скорость Р. с которой начинается быстрый рост прогиба 

во времени в нелинейном идеально-упругом случае, равна Р^р =  5,19  о* 

случае линейной постановки РКр =  6,48  ), а в вязкоупругом Р%р =  4,4.

Анализ результатов физически нелинейных задач, приведенных на 

этих  рисунках, а также табл.40.1, 40.2 показывает, что критическая 

скорость определяется по линейной теории как в идеально-упругих, так и в 

вязкоупругих постановках, оказывается лиш ь верхней границей 

критических скоростей для реальных конструкций. В физически 

нелинейном случае учет аэродинамической нелинейности по сравнению  с 

геометрической нелинейностью, поддерживает незатухающее движение 

при скоростях меньше, чем критические скорости, определяемые из 

линейной аэродинамической теории.

Форма крыла в плане во многом уже переопределяет величину 

остальных конструктивных параметров крыла.



Поэтому, чтобы исследовать влияние ее на критическую скорость, 

необходимо задаться определенной зависимостью между формой крыла в 

плане и его жесткостью, массой, т.е. необходимо произвести расчет при 

различных cci и с*2 (см. табл.40.1). С этой целью рассмотрены серии 

крыльев, имеющих в плане форму трапеции переменной толщины. Тогда 

форму крыльев можно охарактеризовать отношением концевой хорды 

крыла к корневой, которое зависит от параметров а /  и а 2 (этот параметр 

характеризует сужение крыла). Значение критической скорости для 

различных крыльев рассматриваемой серии приведены в табл.40.2. Из 

результатов расчета видно, что с точки зрения вибрации из серии крыльев 

одинаковой толщины наилучшим является крыло, наиболее сужаю щ ееся к 

концу. Сужение крыла постоянной толщины ведет к уменьш ению  

аэродинамических сил на концевой части, т.е. именно там, где ж есткость 

крыла наименьшая. Это, естественно, влечет за собой увеличение 

критической скорости.

табл.40.1

Рк лин. -  линейный вариант; Рк физ.нелин. -  физически нелинейный;
Рк аэро.нелин. -  аэродинамически нелинейный;

Рк физ.аэро.нелин. -  физически и аэродинамически нелинейный;
Ь(х) -  с - at x; h(x) = / - а2х ; с = 5

N  | £ а Р У а, а 2 а И/а е, Рк
лин.

Рк
физ.

нелин.
азро.
нелин.

Рк
физ.
аэро.
нелин.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

2
3
4

0.0 0.25 0.05 0 4.0 0.2 0 0.0 1 6.486
6.316
6.351

5.199 
4.372 
4 769

2
3
4

0.05 0.25 0.05 0 4.0 0.2 0 0.0 1 4.353
4.349
4.411

4.107
3.893
3.623

2 0.0 0.25 0.05 0 4.0 0.2 0 1/40 1 . . .  | . . . 6,2909 5.037



1/50
1/60
1/80

1/100

6 4038 
6.446 
6.473 
6.481

5 242 
5.254 
5.252 
5.288

2 0.05 0.25 0.05 0 4.0 0.2 0 1/40 
1/50 
1 /60 
1/80 

1/100

1 4 287 
4 327 
4 346 
4.355 
4.357

4.113 
4 132 
4.1 II
4.145
4.146

2 0.01 0.25 0.05 0 4.0 0.2 0 1/50 1 6.048
5.152
4007
3.011
2.342

5.161
4.778
3.743
2.962
2.181

6.011 
5.167 
3.939 
2.971 
2.324

5.1 lo 
4.735 
3.708 
2.953 
2.176

табл.40.2
1

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
2 0.05 0.15

0.2
0.35

0.05 0 4.0 0.2 0 1/50 1 3.541
4.092
4.581

3.441
3.901
4.368

3.587
4.076
4.328

3.437
3.SS9
4.265

0.05
0.5 4.592 4.409 4.499 4.392

0.25 0.01
0.03
0.07
0.1

0 4.0 0.2 0 1/50 1 4,151 
4 172 
4.393 
4.547

3.819
3.823
4,241
4.342

3 959 
4.121 
4.426 
4.529

3.811 
3 815 
4.222 
4.314

2 0.05 0.25 0.05 10
20
30

4.0 0.2 0 1/50 1 4.145
4.141
4.134

3.910
3.808
3.745

4.119 
4.075 
4.173

3.897 
3.785 
3 724

2 0.05 0 25 0.05 0 4.0 0.2 0.3
0.5
1.0

1/50 1 4.235
4.214
4.155

4.109
4,079
4.012

4.295
4.271
4.123

4.093 
4 065 
3.991

2 0.05 0.25 0.05 0 4,0
3.95
3.9

0 2 0 1/50 1 4.353
3.641
2.889

4.087
3.391
2,783

4.338
3.701
2.917

4.134
3.487
2.779

2 0.05 0.25 0.05 0 4.0 0.2 0 1/50 2
3

. . . 3.407
2.092

. . . 3 385 
2 083
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рис.40 1. eps  = 0.0, al -^0.25,  h = 0 . l ,  be t  = 0.05,  a l l = 4 . 0 ,  a l 2  = 0.2.  
N=2,  ск ор ос ть :  ( ! )  p = 5 . 0 ,  (2) p  = 5 . 1 l 9 ,  (3) p  = 5.2  

Ф и з и ч е с к и  н е л и н е й н ы й :  t e l l  = l, h/a = 0.0

рис.40.2. eps  = 0.0, al  = 0 .25.  h = 0 . l ,  be l ~0 . 05 ,  a l l = 4 . 0 ,  a l 2  = 0.2,  
N=2,  с к ор о с ть :  (1) p--=5.24l.  (2) p  = 5 . 24 I8 ,  (3) p  = 5 . 24 2  

Ф и з и ч е с к и  и а э р о д и н а м и ч е с к и  н е ли не й н ый :  t e t l  = l ,  h / a - l / 5 0

О О О О
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6 л в Л э * оN N П Я Ч *  *>



рис.40.3, eps  0.05.  a l - 0 . 2 5 .  h O . I .  be! 0.05.  a l l - 4 . 0 .  al2--0.2.  
N = 2. скорость:  ( I )  p  3.5. (2) p  = 4 . I 07 ,  (3) p  = 4.2  

Ф и т ч с с к и  н е л и не й н ы й :  t e t l  = 1.0. h / a  = 0.0

“(
I1.0-;.............................. -.............................. rf.........................

О С Э О О О в О С О З
Э Л Э Л Э п Э | Г > 0 « ЭH H N N n n V T f )

рис.40.4. e p s ~0 .0 5 .  a l - 0 . 2 5 .  h = 0.1, bet  = 0.05,  a l l  =4.0,  a l 2  = 0.2.
N  = 2. с корос ть:  ( I )  p  = 3.5.  (2) p  = 4 . l 3 2 ,  (3)  p  = 4.2  

Ф и з и ч е с к и  и а э р о д и н а м и ч е с к и  н е л ин ей н ый :  t e t l  = }.0,  h/a  = l / 50

§41. Нелинейный флаттер наследственно-деформируемой  

обшивки крыла самолета.

Рассмотрим гибкую вязкоупругую удлиненную  пластинку и 

цилиндрическую панель. обтекаемую с внешней стороны сверхзвуковом 

потоком газа со скоростью Г. Тогда аэродинамическое давление согласно 

поршневой теории Илыошима §38 , приближенно вычисляется но 

формулам:

- q ( x , t )  = klViVs + x , V W 2i + ziVj J; k = ^ -  

где для квазиустанонившегоея течения

(AY - -1 )

а для квазистатического случая z = (), в линейном приближении

Х + 1 пХ>~ ~4У ’ л” " мока;!атель политропы газа, /5Х,К» - соответственно

давление и скорость звука в невозмущенном потоке.



Для исследования обшивки крыла можно выделить наследетвенно- 

деформируемую полосу шириной равной единице и длиной равной а. 

Тогда получим задачу с одной пространственной координатой х.  Вводим 

безразмерные величины:

W *  * _  а ~ М )Ра а \ . п Уа к , г  _  D А
И ?  ' P = ~ 5 ~ ' 0 i = a ^ k i a )1

1 каА „  Eh3 а , = --------- ; у  = ----- ; / )1 / \Г—\* ‘ 1Л4( N n y  Dt,  12(1 - ц г)

И - толщина, Е - модуль упругости материала оболочки, и записываем 

уравнение движения [10]:

1 I I
W„ + а , {(1 -  R * ) ^  +12Л2 (1 -  R*)jlVdx-  6)Vrr(l -  R*)flVr2dx + 12Я^„(1 -R * ) \w d x-

0 0 о

I
- 6  A ( \ - R * ) f r ? d x + P W x + 0 2P 2W 2 +yfV,} = 0

(41.1)

Требуется найти решение уравнения (41.1) удовлетворяющее при 

следующих обобщ енных граничных:

et [iv] = o при д- = о,дг = 1,7 = Уд (41.2)

и начальных

W \„о = И/о (х )Л ,  L = ^ o W  (41.3)

условиях.

Для решения начально-краевых задач (41.1 )-(41.3) сначала произведем 

дискретизацию  по пространственным переменным методом Бубнова- 

Галеркина, т.е. реш ение уравнения (41.1) ищем в виде:

W{‘, t ) = T 4Uk{typt (x) (41.4)
t=i

где <р,(х) - известные системы координатных функций, 

удовлетворяю щ ие ф аничны м  условиям (41.2).



Подставляя (41.4) в (41.1) выполняя известные процедуры методом 

Бубнова-Галеркина для нахождения обобщенных координат Ut (i) 

получим следующую систему нелинейных обыкновенных слабо- 

сингулярных ИДУ.

Л . , N /V
f 1  rfl \ U k ( ,№ - W ,'n<,f l , s ( l»  + P ~ l tik,u k(, ) + 0'>P~ n(t)i = о i = i..vn.S=\ к’п-Ь ‘ к~\ /т=1

(41.5)

где:
I I I I  -1

аи = \щ ,(х )<Р,(х)сЫ: (ои = ct^f xJtp/xJdx+XTJ?^<pjx)dx\(pl(x )dx]: $к“п = 12Я a; j (pLJ x )<р:( л )d xх
(I О О I) о

1 I I  I
x j<P,/-xJdx: = -bA-n\<pl(x)dx\<plx(x )< p J x h tx :  - a x\ / p j х ) t p j х )tp:l х )dx:

и О (I и
I I 1

4 1 *  = - 6 a]< P iJx)< P ,(x)dx \< pJx)cpJx)dx; dh = a l \< pjx)< p ,(x)dx  
0 0 о

Из (41.3) для системы (41.5) получим следующие начальные условия 
й„(0) = й ы; Ut (0) = U„l (41.6)

Интегрирование нелинейных систем (41.5), (41.6) при ядрах 

Ржаницина-Колтунова l((l) = ix  11 Iй ' >  О,/? > 0, 0 < а  < 1 в широких 

пределах изменения физико-механических параметров обш ивки крыла 

можно осуществить численным методом изложенным в $38.

Согласно этого метода численные значения искомых функций 

Uk(*i) = Ukj-I = 1.2,— находятся ич решения следующей рекуррентной 

системы линейных алгебраических уравнений



X / Ч  + y ^ - ] U u  =YJ[aiil + }iiUl (0) + aJ,Ot ( 0 ) ] - Y i{j^[yM Ut + N ( l , - t  )
k=I l  к* I j=1 *=l

a  ,=i ,,.i a  ,=i

“  v=l »I.J=1 a

+ Pdk,ut j +£/>2i> {;4 .A ,,m  '■ = ̂
(41.7)

М етодика проведения вычислительного эксперимента с помощью 

алгоритма (41.7), т.е. определение критической скорости 1\р флаттера ни 

чем не отличается в случае нелинейной подстановки задачи консольного 

крыла, описания которого было приведено в §39 и §40.

Создано математическое обеспечение для численной реализации 

алгоритмов расчета (41.7). В качестве примера рассмотрим шарнирно 

опертую удлиненную пластину и цилиндрическую панель. 

Соответствующие граничные и начальные условия имеют вид:

e j w j  = wl = 0; e 2[ \ v j  = wxx = о при * = o,* = i (41.8)

W = H/a(x) = ^ jdi smknx. Wt = 0 при t=0 (41.9)
А -1

.V

где: = a 0
А=1

Если выберем систему координатных функций %(*)> 

удовлетворяю щ ие ф аничны м условиям (41.8) в виде:

<рк(х)  = sin клх\ к = 1,3,... (41.10)

то системы нелинейных ИДУ (41.5) и начальные условия (41.6) 

принимаю т более конкретный вид [10].



l h( i )  + )< \(0  + ( k- f n -  - m i :  J O - Z ^ L ± i , i 0 ) r ( \ - R 4 ! J t  ) -N kN 7Г ЙЛ N n

•,  ‘J r  tZ " V 1  -  R V U 2~ ( ' )  + - ~ U l ( i ) t " 2( 1 - / W V ^ + v ^ I / l - C - l / 4" l - r ^ - u j o *  k N  л'  „.I N  »>i ( N n )  и-i к - n ‘

(41.11)

(•11.12)

Сначала произведем анализ численных результатов, относящихся к 

собственным колебаниям, т.е. при (/,(0) = rf,;Ot (0) = 0. Так как, во-первых, 

если известен характер собственных колебаний конструкции, то можно 

судить о присущих ей внутренних свойствах, проявляющихся при 

действии внешних аэродинамических возмущений, во-вторых, это задачи в 

110 ] решена методом степенного ряда и эт и решения служат тестом для 

проверки точности предлагаемой методики численного решения системы

(41.11) при начальных условиях (41.12).

На рис 41.1а (сверху) показано изменение формы прогибов во времени 

и серединной поверхности линейной (слева) и нелинейной (справа) 

упругих пластинок, а на рис 41.16 -  соответственно вязкоупругой 

пластинки при амплитуде стрелы прогиба в центре а () =0.05 в соответствии 

с линейной (слева), нелинейной (справа) задачами, как видно, в э ы х  

случаях между линейной и нелинейной задачами получаются весьма 

близкие результаты. На рис 41.1 в отражено движение центральной точки 

нелинейной упругой (1) и вязкоупругой (2) пластинок:



pvu 41.1

Аналогические данные для цилиндрической панели с параметрами 
кривизны Я = 10 при исходной амплитуде прогиба и центре а„ = 2 
приведены на рис 41.2 (жирная линия на рис 41.2 в -  движение 
центральной точки во времени по данным линейного, а сплошная 
нелинейного приближения). Как видно, расчет по линейной и нелинейной 
теориям дает существенно разные результаты. Частоты нелинейных 
колебаний приблизительно в два pa-: i превышают частоту по данным 
линейного приближения. Это подтвер сдается наглядно на рис 41.2и. Судя 
по рис 41.1 в и 41.2в учет вязкоупру! их свойств материала конструкции 
приводит к затуханию амплитуд и несущественному сдвигу частоты.



Iкследования характера сходимости методом Ьубноиа-! алерк.-.ла 
показало. что для получения решения этих задач при /<1.5 с двумя 
верными знаками, а при < > 1.5 с тремя верными знаками достаточно брать 
Л' = 5 . Дальнейшее увеличение Л' в (41.4) не приводит к существенному 
уточнению решения.

Анализ результатов вычислений показывает, что расчет по 
геометрической нелинейной теории, в сравнении с линейной, дает 
заниженные результаты но амплитудам колебания. Разница около 27%.

Сравнительный анализ результатов расчета с результатами 

полученные методом степенного ряда показали высокую точность 

предлагаемого метода, т.е. совпадение решения двух верных знаков после 

запятой.

Кривая характеризующая переходный процесс для функции прогиба 

W (/,0,5) удлиненных пластин во времени при

Л = 0 , у = 0.5;е = 0.1;а  = 0.25;/? = 0.5 и различных значений р  без учета (О, = 0 )



и с учетом (Д = 0 .0 3 )  аэродинамическом нелинейности приведены на рис 

41.3а и 41.36.

в, = 0;р = 0;у=0  (1); р = 0.51;у = 0.5 (2); р = 0.62,у = 0.5 (3)

рис 41.3

Анализируя кривые, приведенные на этих рисунках, не трудно 

определить критическую  скорость флаттера, с которой начинается 

быстрый рост прогиба во времени. Учет аэродинамической нелинейности 

см. рис 41.36 и 41.46, в отличие от результатов представленных на рис 

41.3а и 41.4а, приводит систему от колебательной неустойчивости к 

движению , представляю щее собой монотонное возрастание отклонения от 

состояния равновесия, т.е. к дивергентной форме потери устойчивости.



О, =0.03 

рис 41.4

На основании результатов представленных на этих рисунках можно  

сказать, что система, устойчива при малых скорости напора, может 

потерять устойчивость мри достаточно больш их его значениях; тогда после 

сколь угодно малого возмущения начинается движ ение, все дальше  

уводящ ее систему от ставшего устойчивым состояния равновесия и из 

этого условия находятся 1\р =0.62 для пластин и Ркр =0.67 для оболочки.

Вопросы для самоконтроля:
1. Какие динамические задачи теории вязкоупругости называются 

неконсервативными и чем они обусловлены?

2. Анизотропная модель Больцмана-Вольтерра полностью  
характеризуется заданием скольких ядер наследственности? А если 
учесть условия симметрии?

3. При каких случаях анизотропные материалы считакнся  
диссипативно неоднородными? А при каких однородны ми?  
Приведите примеры.



4. Какие трудности возникают при решении начально-красных задач 
(38.6) -  (38.8) элементов конструкции J1A?

5. Напишите общий вид системы ИДУ для нахождения обобщенных 
координат Uh (t) - ?

6. Напишите общий алгоритм для численного решения системы ИДУ
(38.11) при начальных условиях (38.12)?

7. Какие вопросы являются важнейшими при решении задачи 
аэронеустойчивости?

8. Напишите уравнение, описывающие неустановившийся флаттер 
наследственно-деформируемого крыла с учетом геометрической и 
аэродинамической нелинейности?

9. Как можно перейти от системы распределенных параметров к 
системам с конечном числом степеней свободы в задачах 
нелинейного флаттера?

10.Влияние каких реологических параметров существенно для 
критических скоростей флаттера?

11. Напишите уравнение, описывающие неустановившийся флаттер 
крыла с учетом физической и аэродинамической нелинейности.

12. Напишите общий вид нелинейной системы слабо-сингулярных 
обыкновенных ИДУ для нахождения обобщенных координат

13. Каким методом находится критическая скорость флаттера?

14. Каково влияние учета физической нелинейности на значение 
критической скорости флаттера?

15. Напишите общий вид ИДУ, описывающего нелинейный флаттер 
гибких вязкоупругих удлиненных пластин и цилиндрических 
панелей?

16. Каково влияние учета аэродинамических нелинейностей на характер 
потери устойчивости крыла?
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