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Предисловие

Во многих областях современной техники весьма часто приходится 

встречаться с колебательными движениями различных механических 

систем, в частности с колебаниями элементов конструкции летательных 

аппаратов (JIA).

Возникающие в различных условиях колебания (вибрации) корпуса 

JIA, а также многочисленных инженерных конструкций и их отдельных 

элементов, деталей, из которых состоит ЛА, могут при неблагоприятных 

обстоятельствах вызвать значительные деформации и напряжения, 

привести к быстрому износу конструкции JIA и даже ее разрушению. 

Особую опасность таят различные виды колебаний корпусов и составных 

частей различных средств транспорта -  локомотивов, вагонов, 

автомобилей, судов, самолетов, которые в виду все возрастающих 

скоростей их движения могут привести к аварии.

Создание рациональных конструкций JIA из наследственно- 

деформируемых композитных материалов, а также специальных устройств 

- так называемых гасителей колебаний, подбор оптимальных параметров 

разных вибраторов, широко применяемых в современной технике для 

механизации ряда производственных процессов -  все это было бы 

невозможно без глубокого изучения вибрационных процессов. Изучению 

этого вопроса и посвящен настоящий курс. Вибрации возникают в 

результате динамического воздействия разнообразных факторов: 

колебания могут быть вызваны ударами и подвижными нагрузками, 

неуравновешенными частями машин, переменным давлением пара, газа, 

воды и ветра.



Колебания системы могут происходить как около положения 

равновесия, так и по отношению к некоторому определенному движению, 

в частности, к стационарному движению. Они могут быть незатухающими 

или затухающими, если учитываются внутренние трения материала 

конструкции. Так, например, если внутренние трения материала 

конструкции учитываются согласно наследственной теории Больцмана - 

Вольтерра, то колебания всякой механической системы под действием 

постоянной нагрузки происходит около функции кривой ползучести (см. 

рис. 12) и затухают с течением времени по этой кривой [1].

В последние годы большое внимание уделяется развитию 

математических моделей, в которых учитывается реологическое и 

наследственно - деформируемое свойство материала при описании 

напряженно-деформированного состояния конструкции ЛА. Это вызвано 

тем, что в процессе деформирования реальных материалов (особенно 

композитных) существенную роль играет фактор времени.

Свойствами ползучести и релаксации, связанными с фактором 

времени, в значительной мере обладают конструкции ЛА из композитных 

материалов. Поэтому за период, соизмеримый со сроком службы 

конструкции ЛА, никакое напряженное состояние не может 

рассматриваться как стационарное [2]. Если какое-либо состояние можно 

считать стационарным, рассматривая его как некоторое предельное 

состояние, предшествующее разрушению, то оно достигается не сразу, а 

по истечении определенного промежутка времени, который в зависимости 

от вида внешних воздействий и других факторов может длиться от 

нескольких суток до многих лет. Таким образом, изучение, как в 

стационарном, так в вибрационном состоянии конструкции ЛА 

невозможно без учета влияния фактора времени.



В данном курсе методика учета фактора времени при исследовании 

вибрационных процессов основана на применении принципа Вольтерра, 

позволяющего решать задачи с учетом наследственных свойств материала 

конструкции, если известно уравнение движения или решение 

соответствующей задачи в идеально-упругой постановке.

Согласно принципу Вольтерра, построение математических моделей 

или решение задачи с учетом наследственных свойств материала 

конструкции осуществляется заменой упругих констант в известном 

уравнении движения или решении, относящемся к идеально-упругому 

случаю, соответствующими интегральными операторами.



Глава I. Общие сведения 

§1. Наследственные явления

Ряд законов, положенных в основе классической теории упругости, 

электродинамики и теплопроводности, записывается формулами вида:

Y(x)=kU(x) (1.1)

, где: U и Y - соответствующие физические величины; к  -  коэффи­

циент пропорциональности.

Так, если U  обозначает растягивающее усилие, a Y - удлинение тела, 

то соотношение (1.1) выражает закон Гука. Тогда коэффициент 

пропорциональности к - модуль упругости. Если U обозначает градиент 

температуры, a Y- тепловой поток, то формула (1.1) выражает закон Фурье; 

здесь к - коэффициент внутренней теплопроводности вещества. Наконец, 

если Y  будет обозначать: векторы магнитной индукции, электрического 

смешения, тока проводимости, a U будет обозначать векторы 

электрического и магнитного полей, тогда к -  соответственно: 

диэлектрическая постоянная, магнитная проницаемость и проводимость, а 

соотношение (1.1) будет представлять последовательно три формулы, 

присоединяют к уравнению Максвелла, чтобы придать физический смысл.

Подобных примеров можно привести очень много. Упомянутые 

законы предполагают мгновенное установление стационарного состояния. 

В действительности законы вида (1.1) не отражают истинных явлений, 

поскольку в реальных средах стационарное состояние достигается не 

мгновенно, а по истечении некоторого промежутка времени, который 

может быть весьма большим, теоретически -  бесконечным, например: 

реальное тело способно продолжать деформироваться по прекращении 

изменения действующей на него нагрузки. Точно также поляризация,



вызванная электрическим полем, после исчезновения последнего не 

исчезает сразу, а постепенно уменьшается. Подобное запаздывание в 

проявлении физических свойств среды называется наследственным 

явлением или явлением посчедействия; в первом случае имеем упругое 

последействие; во втором - диэлектрическое [2].

Приведенные примеры показывают, что подобные явления не могут 

быть описаны формулами вида (1.1), поскольку в последних не участвуют 

факторы времени.

Инженерная задача, касающаяся расчета элементов конструкции на 

ползучесть, относится также к проблеме учета влияния фактора времени. 

Формируется она обычно так: деталь изготовлена из данного материала и 

при данной температуре, известны действующие на нее силы или 

перемещения на ее поверхности. Требуется установить, как будет

изменяться во времени напряжение СГ и деформация S данной детали.

По современным представлениям: деформация, существующая в 

реальном теле, состоит из суммы двух частей: первое слагаемое зависит от 

деформации в данный момент I, второе - от деформации, существовавшей 

в реальном теле в течении времени, предшествовавшем настоящему 

моменту t. Математически это можно представить так:

e ( x , t )  = s l{ x , t ) + s 2( x , t )  О-2)

, где:

y(x,t)  =  s ( x j \ и  ( x , t )  =  a (x ,t\  k  =

= k a ( x ,  — значение деформации, соответствующее 

данному моменту t, S2 (х, t ) —функция, учитывающая влияние 

предшествующих моменту t состояния системы.



Тогда элементарное изменение ds2, обусловленное воздействием d a  

за бесконечно малый промежуток времени, будет:

Здесь Г(1- т) - функция влияния напряжений о(х, г) в момент г  на 

деформацию в момент t (t - настоящий момент времени, г  - предшест­

вующий). Функция r ( t-  г) убывает вместе с ростом t- г, который 

определяется экспериментально.

Интегрируя (1.3) в пределах т= 0  и г =  t  , получаем:

(1.3)

£-2{ x , t )  = k \ J \ t - r  )сг{х, г  )ат  (1.4)
о

Складывая «^(х,/) с б’Д х ,/) ,  из (1.4) получаем:

Решая интегральное уравнение (1.5) относительно <т(х,/), имеем:I, имеем:

a{x,t) =  Е -— ^~j^e{x,t) =  E ( L -R ') s ( x , t )  (1.6)

,где:

(1-7, а)

о



Е  - модуль упругости, R (t-r)  - функция влияния деформации, 

убывающая при возрастании t - г .

Применение интегрального соотношения (1.5) и (1.6) позволяет 

развить весьма гибкий математический аппарат для описания процессов с 

учетом влияния фактора времени, то есть процессов ползучести и 

релаксации.

Процесс изменения деформации тела во времени при постоянном 

напряжении называется ползучестью.

При cj(x,t)=Oo - co n s t , из (1.5) имеем:

В дальнейшем функция IJ(t) будем называть функцией ползучести. 

Графики функций f ( t )  и II(t) выглядят следующим образом:

s { x , t ) = ^  \ + ) г ( т ) а т  = ^ п ( / )  (1.7,6)
Е  о Е

гсо ПСО

1

t

рис. 1.1 рис. 1.2

Дифференцируя обе части уравнения (1.7, б) по t, находим:



с>
Экспериментально установлено, что при / = 0 , ------ » оо, поэтому

dt
функция Г(1) или ядро ползучести должно обладать свойством сингуляр­

ности, т.е.: Г(0) = оо (см. рис. 1.1), причем, согласно уравнению (1.7), 

интеграл от Г{1)  должен быть конечной величиной. Такие функции называ­

ются слабо-сингулярными или функциями со слабой особенностью [13].

Процесс изменения напряжений в теле во времени при постоянной 

деформации называется релаксацией.

При е — So - const из (1.6) имеем:

o r ( x , t ) = £ s B \ -  )я(т )ат  (1.9)
о

Здесь R(t) - ядро релаксации:

Л 1 d a  
Я ( / )  =  - — - —  (1.10)

Е е » d t

Из (1.7) следует, что между функциями F(t) и R(t) существует связь:

R ( t ) -  ) r ( t  -  т) R ( r ] d r  =  r ( t )  ( l . i i)
о

, позволяющая по одной из известных функций, например Г({), найти 

другую R(t). Уравнение (1.8) называется интегральным уравнением

Вольтерра 2-го рода.

Поскольку функция Г(1) имеет особенность при t=0, то на основании 

уравнения (1.11) заключаем, что функция R(t) при р=0 должна быть 

сингулярной, т.е. при t=0 R(t)—»x>.



Таким образом, математические модели задач динамики конструкции 

JIA, основанные на интегральных соотношениях (1.5) и (1.6), представляют 

собой слабо-сингулярные интегро-дифференциальные уравнения типа 

Вольтерра. Преимущество интегральных соотношений (1.5), (1.6) по 

сравнению с существующими заключается в том, что они учитывают 

одновременно как внутреннее трение, так и ползучесть деформации и 

релаксацию напряжения материала, получивших название наследственные 

свойства материала.

§2. Число степеней свободы наследственно-деформируемой 
механической системы

Сложность теоретического анализа колебаний в значительной мере 

зависит от числа степеней свободы рассматриваемой наследственно- 

деформируемой механической системы. Числом степеней свободы как 

идеально-упругой, так и наследственно-деформируемой механической 

системы, называется число независимых координат, однозначно 

определяющих положение всех материальных точек системы.

В динамических задачах, в частности в вибрационных задачах 

положение точек системы изменяется с течением времени, так что 

указанные координаты являются функциями времени. Основная задача 

динамического исследования состоит в нахождении этих функций, т.е. в 

определении закона движения системы. После этого без труда может быть 

найдена деформация, напряжение и внутреннее усилие в связях системы.

Как известно, любое деформируемое твердое тело имеет бесконечно 

большое число степеней свободы. Однако, в зависимости от принятой 

модели, представляющей деформируемую конструкцию в том или ином 

случае, число степеней свободы может быть конечным. В литературе часто



рассматривают системы с одной или двумя степенями свободы, вполне 

характеризующими ее состояние в любой момент времени.

Рассмотрим, например, безмассовую линейную наследственно- 

дсформируемую пружину (рис. 2.1а), к концу которой приложена сила P(t), 

заданная в виде функции времени. Обозначим через к  - коэффициент 

пропорциональности пружины, то есть статическую силу, вызывающую 

единичное удлинение пружины. Тогда, в идеально упругом случае, 

перемещение U  ее конца определяется обычной статической формулой:

kU  = P ( t )  (2.1)

Если учитывается фактор времени, то (2.1) имеет вид:

k ( l - R ' ) ( J ( t )  = P ( t )  (2.2)
, где:

R*U(t) =
О

R ( t - T ) U ( j ) d T  (23)

R(t)-ядро релаксации, имеющей слабо-сингулярную особенность типа: 

R{t) = ee~fi,z a~ \ s  > О, f t  >Q, 0 < а  < 1 (2.4)
J

Такая задача, в сущности, не является динамической, хотя найденное 

перемещение даже при P-const не постоянно, а представляет собой 

некоторую функцию времени.

Как известно, уравнение, содержащее неизвестную функцию под 

знаком интеграла, называются интегральным уравнением. Поэтому, 

учитывая (2.4) и что: 2=0, R (z)—>oo, 0<а<1, уравнение (2.2) назовем 

слабо-сингулярным интегральным уравнением Вольтерра второго рода.



Простейший пример динамической системы представлен на рис. 2.16, 

где с концом пружины связан груз массы т. Здесь уже нельзя обойтись 

чисто квазистатическими соотношениями: в частности, нужно иметь в 

виду, что инерционная сила mO(t), действующая на пружину, не равна 

внешней силе P(t).

рис. 2.1

Согласно принципу Даламбера, уравнение движения груза в проекции 

на ось U (рис. 2.1 в) имеет вид:

В отличие от выражения (2.2), соотношение (2.5) представляет собой 

слабо-сингулярое интегро-дифференциальное уравнение (ИДУ) относи­

тельно функции U(t), так как в этом уравнении неизвестные находятся как 

под знаком интеграла, так и под знаком дифференциала. Для определения 

этой функции необходимо проинтегрировать ИЩУ (2.5). После решения 

ИДУ (2.5) по функции U(t) находят внутреннее усилие, напряжение и т. п.

Можно сказать, что в рассматриваемом примере одной функцией U(t) 

полностью определяется деформированное состояние в любой момент 

времени. Подобные системы обладают одной степенью свободы.

и
в)

mU(t) + K(l-R*)U(t) = P(t) (2.5)



К этому же типу относятся системы, показанные на рис 2.2. 

Характерной координатой для системы I является ордината Y  точечной 

массы т, а для системы II - угол поворота ср жесткого тела (в обоих 

случаях упругие связи считаются лишенными массы).

Системы III-VI имеют две степени свободы. В системе III имеются две 

сосредоточенные массы, и движение системы полностью определяется 

двумя функциями: yi=yi(t); У2—У $ ). То же относится и к системе IV.

Для плоской системы V необходимо учесть возможность 

перемещения точечной массы в двух направлениях, а за координаты 

удобно принять: u=u(t);y—y(t).

Особенностью системы VI является конечность размеров груза, 

связанного с балкой; в этом случае необходимо учитывать инерцию 

вращения этого груза, так как в процессе колебаний конец балки будет 

нагружен не только силой инерции груза, но и моментом сил инерции; 

Движение системы характеризуется перемещениями y~y(t) и углом 

поворота <p=<p(t).

Система VII имеет три степени свободы и ее движения определяются 

функциями: u=u(t); y=y(t); <p=<p(t).



III

рис. 2.2



§3. Потенциальная и кинетическая энергия наследственно- 
деформируемой системы с конечным числом степеней 

свободы

Пусть рассматривается наследственно-деформируемая система с п 

степенями свободы, причем (/,- - обобщенные координаты, а*  - 

инерционные коэффициенты и C# - коэффициенты жесткости. Согласно 

вариационному принципу наследственной теории вязкоупругости [8], для 

потенциальной энергии П  =  Пу - П в имеем:

= (зл)
U=1 /,*=1

, где: Пу - упругий, а Пе - вязкоупругий потенциал, R - интегральный 

оператор Вольтерра типа (2.3).

Кинетическая энергия равна:

Т ^ - Т а . в р ,  (3.2)
2

, где: Uj и Uк - производные от обобщенной координаты или 

обобщенной скорости.

Имея потенциальную и кинетическую энергию нетрудно составить 

уравнение движения.



§4. Способы составления уравнений движения

Наиболее общей формой уравнения движения является уравнение 

Лагранжа:

д(Л~Т) d 
dU. +dt

г д Т л

\P Q .j

= &, i =  1 ,п  (4.1)

, где: 9i - обобщенные силы, являющиеся заданными функциями 

времени (вынужденные силы).

Согласно (3.1) и (3.2), из (4.1) имеем:

(4-2)
ы

К этим уравнениям следует добавить заданные начальные условия для 

обобщенных координат U, и обобщенных скоростей СУ,- при t=0.

Систему линейных обыкновенных ИДУ (4.2) запишем в матричном

виде:

AU + ф - К * ) и  = (4.3)

, где:

4 l - flln 'I C,j...Cin ^ {U :
" 0 , ( 0 '

а̂п\—апЪ;
, с  =

vCn 1 " ’Слп ,

II IIО)

Р ., М > 1



Запишем так же выражения для кинетической и потенциальной 

энергий (3.2) (3.1) в матричном виде:

г Л о и и ,  П , = ^ и тС и ,  / 7  =  U rC R ' U  (4.4)

Соответствующим выбором обобщенных координат можно добиться 

определенных упрощений системы (4.2).

Отметим три важных частных случая:

I. Обобщенные координаты выбраны таким образом, что ац — 0  при 

i 4 k , тогда:

T  = \ t a kU l  (4.5)
2

и ИДУ (42) принимает вид:

« л + £ « * 6 - * ‘ К = й ( о  (4.6)
*=i

II. Обобщенные координаты таковы, что выражение потенциальной 

энергии не содержит произведений координат:

(4.7)
*  *=1

, т.е.:
сй = 0 если i Ф к

ИДУ (4.2) записываются в форме:

=<?(')
к~\

(4-8)



III. Будем считать матрицу рассматриваемой системы симметричной,

т.е.:

С-. — С-  V J1

Симметричная матрица С размерности п имеет п независимых 

собственных векторов. Пусть в результате предварительного расчета 

найдены частоты (собственных чисел) и формы собственных колебаний. 

Расположим собственные частоты в порядке возрастания a)iCO^O)...(On 

, соответствующие им по форме колебания обозначим: W/, W2, W„.

Предположим, что для них выполняются соотношения:

(4.9)

и, соответственно, соотношения:

(4.10)

Решение уравнения (4.3) будем искать в виде:

или:

(4.11)

, где:

Тогда, согласно (4.9) и (4.10), имеем:

WTAW=E, w c w  = a (4.12)

, где: Е  - единичная матрица;



а

со] 0 ...0  ' 
О а*  ...О

О 0 ...& n J

Подстановка (4.11) в (4.3) дает равенство:

A WZ(t) + C(l -  R*)wZ(t) = Q(t)
, умножая которое на W* слева получим:

Wт A WZ(t) + WTc {1 - R* )wz{t) = WTQ(t)
Учитывая (4.12), будем иметь:

EZ(i)+Q2(l-i?*)z(r) = F(f) (4.13)

,где:

F(l)=>rTe ( ‘h ( m - , F , ( ‘))T

Система ИДУ (4.13) есть п распадающихся систем, каждая из которой 

содержит только одну неизвестную функцию Zj(t). Каждая функция Zj(t) 

может быть найдена интегрированием уравнения:

(() = Ш  i = М  (4.14)

В начальный момент времени t = 0 известно U(0) и U  (0 )  и, чтобы 

выполнить интегрирование уравнений (4.14), необходимо выразить через 

эти матрицы Z j(0 ) и 2,(0). Это можно сделать исходя из равенства (4.11). 

Умножим его на WTA слева. Учитывая, что WTAW есть единичная 

матрица, получим соотношение Z(t)=WTAU(t), из которого вытекает 

зависимость:

Z(0) = WTAU(0); Z(0) = WTM7(0)



Отсюда находим требуемые выражения:

z,.(0) = W?AU{0), Z,(0) = W?AU{0) (4Л5)
Это есть один из способов сведения задачи о колебании с п числом 

степеней свободы к ряду задач о колебаниях с одной степенью свободы.

Вопросы для самоконтроля:

1. Какова причина возникновения вибрации в механических системах?

2. Что такое фактор времени? Как построить математическую модель 

решения задач механических систем по принципу Вольтерра?

3. Что такое явление наследственности?

4. Какой процесс называется ползучестью, а какой релаксациецей?

5. Почему ядро релаксации и ползучести должны обладать слабо-син­

гулярными особенностями?

6. Нарисуйте кривую функции ползучести и ядра релаксации.

7. Что такое число степеней свободы механики наследственно- 

деформируемых систем?

8. Какие уравнения называются интегральными, а какие интегро- 

дифференциальными?

9. По какой формуле определяются потенциальная и кинетическая 

энергия наследственно-деформируемых систем?

10. Как вычисляются коэффиценты жесткости и инерции и от каких 

параметров они зависят?



Глава II. Свободные колебания наследственно- 
деформируемых элементов конструкции JIA с одной 

степенью свободы.

§5. Свободные колебания линейной наследственно- 
деформируемой системы с одной степенью свободы.

Рассмотрим движение линейной наследственно-деформируемой 

системы с одной степенью свободы.

Допустим, что возмущающаяся сила Q(t) отсутствует, но состояние 

равновесия каким-либо образом было нарушено и затем система

представлена самой себе. Происходящее в этих условиях движение и

представляет собой свободные колебания. Вновь рассмотрим 

одномассовую систему, показанную на рис. 2.16. Этот простейший случай 

типичен для широкого класса систем с одной степенью свободы. Составим 

ИДУ этих колебаний. Кинетическая энергия Т  и потенциальная П  энергия 

на основании формул (2.1) и (2.2) определяются следующими 

выражениями:

T = i a t f ’ , n  = i 4 / - 2 * V ) t f  (5Л)

Подставляя эти выражения в уравнение Лагранжа:

а ( п - т ) [ л  э т

9V it dU
и учитывая, что:

, получаем:

aU + c(l-R ')(J  = 0, а > О, с > 0



Полагая — СО > где а  - вещественное положительное число, имеем: 
а

U + co2( l - R ' ) j  = 0 (5.2)

Мы получили ИДУ свободных колебаний наследственно- 

деформируемой системы с одной степенью свободы.

К уравнению (5.2) должны быть добавлены заданные начальные 

условия при t =  0  :

U(O) = q 0,U(O) = q Q (5.3)

, где д 0 и q 0 - начальное перемещение и начальная скорость.

Из (5.2) при R  ^0  получим дифференциальное уравнение свободных 

колебаний идеально-упругой системы, т.е.:

U + 6)2U = 0 (5.4)

К уравнению типа (5.2) и (5.4) приводятся многие задачи о колебаниях 

внешне совершенно иных наследственно-деформируемых и идеально­

упругих систем; подробно рассмотрим их решение сначала в идеально- 

упругом, затем в вязкоупругом случае.

I. Решение уравнения в идеально-упругом случае. Решение уравнения 

(5.4) можно представить в виде:

U = с, cos cot + с 2 sin a>t (5.5)

Откуда:

U = -сосх sin a t  + а с 2 cos cot



Определим постоянные интегрирования С/ и с? из начальных условий

(5.3):

с, = 2 = —

Подставляя значения С/ и в (5.5), имеем:

.
U = qQcosat +— sma?t (5.6)

со

или в эквивалентной форме:

U  = J s i n (a #  + 0 )  (5.7)

Тогда:

при:

Откуда:

U  = со A cos {cot -г f i )  

t = 0; q 0 = A s i n / t ; q 0 = o i4 c o s /#

^  = J ? o + %  = (5.8)
V <y q 0

, где: Л - амплитуда колебаний; / 3- начальная фаза. Частота свободных 

колебаний со.

со2 - —, со = л -  (5.9)
а \ а

Период свободных колебаний системы:

Т = —  = 2 л 1 -  (5.10)
со V с



Из (5.9) и (5.10) видно, что частота и период свободных колебаний не 

зависят от начальных условий, а зависят лишь от параметров самой 

системы. Коэффициент инерции а  характеризует инертность механической 

системы, а коэффициент приведенной жесткости а  - упругие свойства 

системы. Значения этих коэффициентов для каждой механической 

системы зависят от выбора обобщенных координат.

Из закона движения (5.7), показанного на рис. 5.1а видно, что 

движение представляет собой гармонические колебания.

Кроме частоты, все остальные характеристики процесса свободных 

колебаний существенно зависят от начальных условий. Так, если колеба­

ния возникают при условиях, когда груз оттянут от положения равновесия 

л а  расстояние А, а затем отпущен, то: A=q0t, q 0 =0 и, согласно уравнению

(5.6), движение происходит по косинусоидальному закону (см. рис. 5.16)

рис. 5.1



Если колебания вызваны мгновенным ударом по грузу, то начальное 

условие имеет вид:

Яо Чо = — > гДе S  -  ударный импульс
а

Второе из начальных условий сформулировано на основании теоремы 

об изменении количества движения. Согласно решению (S.6) получается, 

что движение груза происходит по синусоидальному закону (см. рис.5.1в).

Полученное решение имеет очевидный недостаток: так как не были 

учтены неизбежные неупругие сопротивления (трение), получило», что 

колебания происходят без затухания. Этот недостаток ниже будет учтен и 

исправлен, однако уже здесь можно отметить, что влияние этих 

сопротивлений на собственную частоту, как правило, весьма мало. 

Поэтому формула (5.9) хорошо согласуется с опытными данными.

// . Решение слабо-сингулярных ИДУ (5.2) Решение ИДУ (5.2), 

удовлетворяющее начальным условиям (5.3), находим методом 

фундаментальных систем решений [1, 3]. В этой работе доказано, что 

приведенные ниже функции являются независимыми частными 

решениями однородного ИДУ (5.2). Следовательно, по аналогии в 

идеально-упругом случае решения задачи Коши (5.2)-(5.3), его можно 

представить в виде:

U = q 0ctj)(a)t)+  —  з ф { ш )  (5.11)
Ф

, где: _
сф{о)1) = cos cot + сф (cot}, 5ф(оЛ) = sin cot + зф {(Ot)



Функции сф (cot), яф (cot) - соответственно, называются функция­

ми косинуса и синуса дробного порядка и описывают механизм 

внутреннего трения материала конструкции. Их расположение по фазе 

противоположно .собственно, функциям и асимптотически стремится к 

значению амплитуд колебаний идеально-упругой конструкции с 

незначительным сдвигом частоты колебаний относительно частот 

идеально-упругих колебаний конструкции (см. рис. 5.2). Для ядра (2.4) они 

имеют следующий вид:

Г И Й  j\T [2 k  + c d ± j ]

(5.12)

i f  А (-Д У г [2 £  +  1 ]ф г +  у]

, где:

* , = * Г [ 4  С,к =
к\

/! {к  -  /)! ’ " ш ш а ФУНКЧИЯ Эйлера.

Эти функции в [4] табелированы для достаточно большого интервала 

времени при различных вариациях реологических параметров е, а н  /?



рис. 5.2

Таким образом, учет наследственно-деформируемых свойств 

материала приводит к затухающим собственным колебаниям, при этом 

скорость затухания существенным образом зависит от параметра 

сингулярности а . Чем меньше параметр сингулярности материала, тем 

выше скорость затухания собственных колебаний.

Вычислительные эксперименты показали, что влияние параметра 

затухания (3 ядра наследственности на скорость затухания, по сравнению с 

параметром вязкости £н  сингулярности а ,  оказалось незначительным, что



еще раз подтверждает общеизвестные выводы, что экспотенциальное ядро 

релаксации неспособно полностью описать наследственные свойства 

материала конструкции.

Как видно из рис. 5.2а и 5.26, частота затухающих колебаний мало 

отличается от частоты незатухающих колебаний той же системы, но 

лишенной наследственно-деформированных свойств материала.

В заключение отметим, что закон движения свободных колебаний 

наследственно-деформируемых элементов конструкции JIA с одной 

степенью свободы существенно зависит от коэффициента инерции а  и 

коэффициента жесткости с, которые характеризуют, соответственно, 

инертность механической системы и жесткостные характеристики 

материала конструкции.

Значения этих коэффициентов для каждой механической системы 

зависят от выбора обобщенных координат и способа моделирования 

элементов конструкции JIA с одной степенью свободы.

Приведем несколько формул расчета коэффициента жесткости с и 

коэффициента инерции а для некоторых простых систем в таблице 5.1.



Коэффициенты жесткости с и инерции а для некоторых 
простых систем

табл. 5.1

J* Схема Коэффициент С Коэффициент а
Обобщенные
координаты

3EI
е

а =  т U

1 d , ъ

ЗЕ1(а +  б)3
„3l3а о

а = т U

ЕU 2
G t  Та =  + 1х
g

,где: G — вес 
груза В

<Р

—>-N
a  Elchal

a lc h a l- s h a t U

Примечание:

В приведенных формулах EI - жесткость при изгибе.



§6. Свободные колебания нелинейной наследственно- 
деформируемой системы с одной степенью свободы.

Инженеров-авиастроителей все больше привлекает проблема 

нелинейной механики. Это вызвано широким распространением в 

авиастроительстве весьма гибких конструкций (например, висячих и 

тонкостенных покрытий), а также конструкций из новых композитных 

материалов, обладающих при любых температурах ярко выраженными 

нелинейными наследственно-деформированными свойствами.

Помимо расчета на прочность, существенную роль играют расчеты 

конструкции на жесткость, устойчивость и колебания. В линейной 

постановке эти вопросы можно назвать более или менее разработанными. 

Этого нельзя сказать о нелинейной постановке задач. Причина такого 

положения вещей вполне естественна: нелинейная механика наследствен­

но-деформируемых систем -  наука молодая, бурно развивающаяся в 

настоящее время.

В идеально-упругом случае нелинейная механика начала развиваться с 

разработки теории колебаний нелинейных систем с одной степенью 

свободы. Вот почему эта область наиболее полно разработана. Иначе 

обстоит дело с разработкой теории колебаний наследственно- 

деформируемых систем. Это связано, прежде всего, со значительной 

математической трудностью решения слабосикгулярных ИДУ.

Рассмотрим свободные колебания нелинейной наследственно- 

деформируемой системы с одной степенью свободы. Вновь рассмотрим 

одномассовую систему показанную на рис. 2.16.



Кинетическая Т и потенциальная П энергия системы определяются 

следующими выражениями:

Т = - а й 2, П = ^ с  
2 2

U - ) и ъ) U (6.1)

Подставляя эти выражения в уравнение Лагранжа:

6L _ d_dL_ 
dU d tdU  '

, учитывая, что: L = П —Т:

dL

, имеем:

, где:

U  + <D2( 1 - R ' X U - } U 3) = 0 (6.3)

у-  коффициент физической нелинейности.

В частности, при R из (6.3) получим дифференциальное уравнение 

свободных нелинейных колебаний идеально упругой системы, т.е.:

и  + а 2( и - ? и г ) = 0  (6.4)

К уравнениям (6.3) и (6.4) должны быть добавлены заданные началь­

ные условия при t = 0 :

U(0) = q0, U {0)=qt



В идеально-упругом случае из (6.4) имеем:

(7(r)+<y2[ t / ( 0 - r , c / 3(0 ] = o

или:

# ( * ) + т ( /£ / ( / ) = о (6.5)

, где:

Т (()= й ! [1- * ( / ’ (!)]

Уравнение (6.5) далеко не всегда разрешимо в элементарных 

функциях. Поэтому будем искать приближенно-ан&читическое решение 

уравнения (6.5), используя метод переменного масштаба [5].

В соответствие с этим методом, решением уравнения (6.5) будем 

считать решение такого дифференциального уравнения, которое, с одной 

стороны допускает точные решения в элементарных функциях, а с другой 

стороны, является близким к исходному уравнению (6.5). Это уравнение 

будем именовать заменяющим уравнением и искать его решение исходя из 

возможности преобразования в линейное уравнение с постоянными 

коэффициентами:

d 2Z
(6.6)

Введем замены:

(6.7)

, где: <P(t) и t](t) - неизвестные пока функции, которые назовем, 
соответственно, амплитудной и фазовой функциями.



Дифференцируя дважды первое условие по у  и используя вторую 

замену (6.7), получаем:

dZ dZ dt

d 2Z _ d ' dZ ' _ d (d Z \
dy2 dy J y , ~ dt I d y )

dy л  i y  М ' М М ( ' Ж 0 ] т ;

—  =  
dy

= ~  [(да+2Фй+да)? - фФ+да)]

Подставляя последнее выражение, а также первое условие (6.7) в 

уравнение (6.6), после простых преобразований приходим к заменяющему 

уравнению:

U + 2 — - —] #  + 
, Ф ч)

Ф .2 ^Ф— + п  -  —  
Ф ^Ф

и  = о (6.8)

Из сопоставления уравнений (6.5) и (6.8) ясно, что решения их будут 

одинаковы, если их коэффициенты равны, т.е.:

Ф т)
2 — -  —= 0 

Ф TJ

Ф
+ i]* -  -— = Т(/) 

Ф ' г]Ф W

(6.9)

(6.10)

Условия (6.9) и (6.10) представляют собой систему двух уравнений, из 

которых (6.10) является нелинейным. Точное решение этой системы в 

элементарных функциях невозможно.

Приближенное решение можно получить, если учесть, что для 

практических задач зачастую имеет место неравенство [5]:

Ф ЛФ .2
 J— « n
Ф т ] Ф



В этом случае, пренебрегая величинами второго порядка малости, ус­

ловие (6.10) можно привести к виду:

Г ( 0 = 7 2(0  (6.11)

Интегрируя это уравнение, получим:

Т (0 = |л /Г W t + C, (6.12)

Дифференцируя равенство (6.11) по t и подставляя значение fj{t) и 

i f  (/) по формуле (6.11) в условие (6.9), найдем:

Ф Т 2— =  0
Ф 2Т

Интегрируя это уравнение, после простых преобразований имеем:

ф ( О = ^ т 0  (6ЛЗ)
В формуле (6.12) С ] -  представляет собой произвольную постоянную 

интегрирования.

Как известно, решение уравнения (6.6) имеет вид:

Z ( y )  = D c o s y  + B s i n y  (6.14)

, где D yiB -  произвольные постоянные.

Возвращаясь к старым переменным и используя замены (6.7), получа­
ем возможность представить решение (6.14), заменяющего уравнение (6.8) 
в виде:

t/(r)  = ^ ^ [ jD c° s 7 ( / ) + 5 s in 7(r)] (6.15)

Отсюда видно, что постоянная интегрирования С; может быть любой.

Принимая:



Запишем выражение (6.12) так:

Т(г)= ) j f J z j d r
О

Пусть для уравнения (6.5) имеем начальные условия:

г / ( 0 )  =  л , с 7 ( 0 ) = 0

Тогда согласно (6.7), (6.13) и (6.17), имеем:

Таким образом, в (6.14):

D  =■ Ал1<а2 - а 2, В =  0 

Следовательно, из (6.15) имеем:

U ( , ) = D ^
ф (0

(6.16)

(6.17)

Z(o)=A^l&2 -  а 2 , а 2 = у 1&1А 2, — =0  (6.18)
dy

(6.19)

(6.20)

При 7 5  — 0  решение линейного уравнения (6.5), удовлетворяющее 

начальным условиям (6.17):

( / ( 0  = A cos cot 

Используя (6.21), из (6.13) и (6.16) будем иметь:

ф ( /)  =  \1&2 -  а 2 c o s2 (Л

(6.21)

(6.22)

r j { t ) -  \л1а)2 - c r c o s 2 c o td i-  coj 1 -c o s 2 cot
ov 2 (O'

CO t -
4(V I 2со

1 • .■sm 2 a t + t со
Aco

d r  =

V, (6-23)



Подставляя (6.22) и (6.23) в (6.20), получим приближенно- 

аналитическое решение нелинейного дифференциального уравнения (6.5).

Дифференцируя (6.23), получим частоты нелинейных свободных 

колебаний идеально-упругих систем с одной степенью свободы.

б);= ж )= (О 1-
Асо1

, сг2 - у хф 2А 1 (6.24)

Как и следовало ожидать, частоты (Ох нелинейной задачи, в отличие 

от линейной, зависят от начального условия.

Из (6.22) имеем:

Ф (t)= *J& 2 -  сгcos2 ах « 4в>
,  СГ 2
1 -cos ах

4<у
(6.25)

/

Подставляя (6.24) и (6.25) в (6.28), будем иметь:

 2

Щ = л -
1 -

4/У -cos^y,/ (6.26)

1 -
4 со2

cos ах

Здесь следует отметить одно несоответствие, имеющееся в 

приближенном решении (6.26). Оно состоит в том, что частота дробного

сомножителя и последнего члена (cos й)'х1) имеют различную степень

точности (нулевое и первое приближение). Поэтому естественно, что это

несоответствие следует устранить, заменив частоту © на й)\,

определяемую по формуле (6.24). Как показано в [5], такое уточнение 

соответствует также физике явления.



В окончательном виде приближенное решение нелинейной задачи 

можно записать так:

Отсюда видно, что движение будет квазигармоническим с постоянной

по формуле (6.27) получаем: U =*A .

Если не интересоваться влиянием малой нелинейности на характер 

движения, т.е. положить в решение (6.27) а  — 0 , то оно примет такой же

Согласно [5] решение (6.27) будем называть упрощенным 

аналитическим решением нелинейного уравнения (6.5). Как показано в 

этой работе, оно дает удовлетворительную точность.

Точность (по амплитудам) упрощенного решения можно улучшить, 

если в качестве частот использовать значение между (6.24) и частотами 

линейных колебаний, т.е. определять их по следующей формуле:

(  2 \ , 1
2"

О ] а  '
1 ---------^ =  О) 1 —

2 ю

Такое решение в [5] называется скорректированным.

Теперь рассмотрим слабосингулярные ИДУ (6.3), при заданных 

начальных условиях описывающих нелинейные свободные колебания 

наследственно-деформируемых систем с одной степенью свободы, точное 

решение которых представляет значительные математические трудности.

(6.27)

амплитудой. Последнее вытекает из того, что при: й)х t  =  0 ,я .,2я ,...,пя '

вид (6.21), как для линейной задачи с заменой (О на в)х .



Поэтому разработка новых и усовершенствование существующих методов 

решений этих уравнений является актуальной проблемой механики 

наследственно-деформируемых систем. Ниже рассмотрим вопрос о 

приближенном решении задачи Коши для обыкновенного ИДУ(6.3).

Дважды интегрируя ИДУ (6.3) при заданных начальных условиях, 

имеем:

Уравнение (6.28) называется нелинейным слабо-сингулярным 

интегральным уравнением, так как неизвестные функции U(t) находятся 

под интегралом, кроме того, R(t) имеет слабо-сингулярные особенности 

типа Абеля (2.4).

Для решения уравнения (6.28) используем методику, предложенную в 

[1]. Рассмотрим сначала доказательство следующей теоремы [6, 7]:

Теорема 1. Если t = t„ = nAt ,  п=1,2... то, с точностью О(Аг), имеет 

место равенство:

U (t)  = q,  + qit - a 2 ' H t - S i l - R ' l u W - t U ' i s t y s  (6.28)
О

(6.30)

, где:
At



r ('„ ~ S )  = tn - S -  ] (tn - S - - r ) R ( r ) d T y к  =
0

- г “ е Рт' (6.31)

D\n'J  ̂- весы, Ti - узлы Гаусса.

Доказательство. Представив:

к  -  -  R'}p{s)dS  =  g \ t a -  s i 1 -  R')p{S)dS
0

и с помощью замены (S -  r )=Z" ,  устранив слабо-сингулярные

особенности внутреннего интеграла и с последующим использованием 

квадратурных формул трапеции, убедимся в справедливости формулы 

(6.29). Аналогичным преобразованием .устранив слабосингулярность 

внутреннего интеграла правой части (6.30) и с последующим 

использованием формул Гаусса, получим (6.31). Что и требовалось 

доказать.

Теорема 2. Приближенные решения нелинейного слабо-сингулярного 

интегрального уравнения (6.28) с точностью 0(At2) вычисляются по 

формуле:

Доказательство. Полагая в (6.28) tn =  nAt, U (Q  — Un , используя 

формулу (6.29) при ф, = U j - y U ) ,  9 k. i = U k- j - y U l - j  , получим 

формулу (6.32) с точностью О (At2). Теорема 2 доказана.

(6.32)



В заключение отметим, что алгоритм (6.32) для решения ИДУ (6.28) 

оказался весьма универсальным, так как с помощью данного алгоритма 

можно получить численное решение линейных и нелинейных 

дифференциальных и слабо-сингулярных ИДУ с высокой степенью 

точности. При необходимости можно повысить точность решения с 

уменьшением шага по времени At.

Вопросы для самоконтроля:

1. Как определяются амплитуда и начальная фаза свободных колебаний 

системы с одной степенью свободы?

2. От каких параметров зависят частота и период свободных колебаний 

системы?

3. Каковы основные характеристики свободных колебаний системы с 

одной степенью свободы?

4. Чем отличается решение задачи свободных колебаний идеально-упругих 

систем от соответствующих решений задач наследственно-деформируе- 

мых систем?

5. От каких реологических параметров больше зависят скорость затухания 

свободных колебаний наследственно-деформируемых систем?

6. По какой формуле определяются потенциальная и кинетическая энергия 

в нелинейнонаследственно-деформируемых систем?

7. Чем отличаются частоты колебаний нелинейной задачи от частоты 

линейной?



Глава Ш. Вынужденные колебания наследственно- 
деформируемых элементов конструкции JIA с одной 

степенью свободы.

§7. ИДУ вынужденных колебаний линейных наследственно- 
деформируемых систем с одной степенью свободы

Рассмотрим общий случай движения линейной наследственно- 

деформируемой системы с одной степенью свободы, когда на точки 

системы действует возмущающая сила f

При наличии возмущающих сил возникают вынужденные колебания 

системы.

Составим ИДУ вынужденных колебаний наследственно-деформируе- 

мой системы, предполагая, что возмущающие силы /  являются 

некоторыми заданными функциями времени t, т.е.:

Кинетическая энергия Т, потенциальная энергия П  и работы внешних 

сил Р  рассматриваемой системы определяются следующими выражения­

ми:

Т = ̂ <*й2, П = |с(с/-2Л*С/)7, P=f(t)U (7Л)

Уравнение Лагранжа для рассматриваемой системы имеет вид:

a t  _ £ bl_ _ 0 

dU  dt д й  ~
(7.2)

, где: L = n - T - P

(7.3)



Подставляя (7.3) в (7.2), получим:

aU + c ^ - R ' ) j  = f { t )

или:

U + 0 2( \ - R ' ) j  = q{t) (7.4)
, где:

В ИДУ (7.4) необходимо добавить и начальные условия, т.е.:

U(Q) = a 0, ЩО) =  а ,  (7.5)

Общее решение дифференциального уравнения (7.4) при R*~0,

удовлетворяющее начальным условиям (7.5), имеет вид:

ct i  *
U  = а й co sa t + — sin a t  л—  fo frls in  cdt -  t ] d z  (7.6)

CD 6 )o

Согласно методу фундаментальных систем решений, общим

решением ИДУ (7.4) (т.е., при R ?0  ), удовлетворяющим начальным 

условиям (7.5), будет [1]:

Uby = a 0Yt (0 + ^  Y2 ( / ) + -  |^(г)У2 (/ -  r)dr (7.7)
(О СО О

,где:

( 0 = < # ( * * )  =  COS + C(p(a>,t)
(7.8)

У2 (/) = s(p(ax) =  sin ox +  s(p(a>, t)

, где: сф(со, t ) и s<^a),t) - соответственно: функции косинуса и 

синуса дробного порядка.



При качественном исследовании свободных колебаний было показано, 

что функции Y)(t)=c(p(со t), Y?(t) —scjj(со t) описывают затухающие коле­

бательные процессы (см. рис. 5.2а и рис. 5.26). Теперь приведем 

качественные исследования вынужденных колебаний наследственно- 

деформируемых систем. Предположим, что а 0 = а х -  0 и система 

подвергается внешнему воздействию, произвольно зависящему от времени 

функции q —q(t). Тогда из (7.7) имеем:

и ьу = - ( '  ~ r )d T = T t !z (l -  г к ( г № г  (7-9)
СО о Си о

,где:

Z ( f ) = ~ f r 2(r ) r f r ,  Z(0) = 0 ,  Z ( 0 ) = 0  ( 7 -Ю)
а  о

Из (7.10) будем иметь:

Щ  = Л 4  №  -  г)[1 -  r t (r)]dr  (7.11)
а г  dt о

,где п ( /)=  1+ Jr(f — v)d т- есть функция ползучести, 
о

Подставляя (7.11) в (7.9), получим:

U b y = \ - \ dA n (t -  г  ~  ? (0 )“  |П (г  -  г)У, (г  V  г  -
«у [Л  о dt о

(7.12)
о d  Го

В выражении (7.12) первое слагаемое представляет собой 

перемещение, которое было бы вызвано силой q(t) при квазистатических 

нагрузках, второе -  свободное колебание от начального толчка в 

результате внезапно приложенной силы, а третье слагаемое - есть та



динамическая поправка, которая вызывается изменением действующей 

силы во времени.

Точное решение (7.12) позволяет обнаружить ряд новых механических 

эффектов, которые не могут быть установлены никакими численными и 

приближенно-аналитическими методами. В самом деле, предположим, что 

система подвергается внешнему воздействию интенсивности q(t)=qff-const, 

тогда решение (7.12) принимает вид:

  d t ,    ,
Uьу = П(г) - — |П ( /  -  r)jcos т  +  сф (отр т (7.13)

dt о

В идеально-упругом случае из (7.6) имеем:

U уп = 1-costyT (7.14)

, где:

_  и ь ю г _  и шо>гтт - - Л ___  Tj -  >"
и Ьу ’ уп -

Яо Яо

Не трудно доказать, что это функция:

Y(t) - /П(г -  r)[cos еот+сф а)т\1т
о

имеет конечный предел при t, т . е . :  Н тТ (* )= ^о >  4X0 является
/->30

достаточным условием:

r-»*> at

Все эти утверждения показывают, что функция (7.13) описывает 

затухающий процесс около кривой II(t), характеризующей изменение 

функции ползучести во времени (см. рис. 7.1).



Таким образом, из качественной картины, представленной на рис. 7.1, 

видно, что колебания наследственно-деформируемых элементов 

конструкции ЛА (фюзеляж, крыла, обшивка крыла и др.) под действием 

постоянной внешней нагрузки происходит около кривой функции 

ползучести и затухает с течением времени по этой кривой. Такой эффект 

невозможно обнаружить с помощью решения (7.14), полученного в 

идеально-упругом приближении задачи, так как оно описывает 

незатухающие гармонические колебания, с максимальной амплитудой 

равной 2.

В заключение следует отметить, что данные примеры могут служить 

тестом для проверки любого численного метода решения слабо­

сингулярных ИДУ.



§8. Вынужденные гармонические колебания

Рассмотрим колебания системы при действии гармонической 

возмущающей силы q(t)-fo sinBt Уравнение (7.4) в этом случае имеет 

вид:

В (8.2) для упрощения задачи за нижний предел интеграла взята: -со 

Общее решение ИДУ (8.1) складывается из решения i .однородного 

уравнения и частного решения неоднородного уравнения. С течением 

времени решения, однородного уравнения затухают и остаются 

установившиеся гармонические колебания с постоянной амплитудой В  с 

частотой возмущающей силы Q(t)~

Частное решение ИДУ (8.1) ищем в виде:

, где: q 0 = —
а

U  = 5 , cos 9t + В 2 sin 9t = В  sin (<9t + a )

, где:

, Bj и В2 - неопределенные множители.



Подставляя (8.3) в (8.1) и используя интегральные тождества, 

получим:

< »
7?V = 5, J /?(/ -  т)соs&cdx + B2j  R{t -  т) sin &d т = 

= (Я СЯ, - J ? s 5 2 ) c o s #  + (/?s 5 ,  + /?c 5 2 )sin  9 l ^  

,Tjmr.

a-\Rc = f  R(r) cos 0r dr = A W ™ 0? r(t)=A e~fTt
e {/32 + e 2f

R,  . )  R { r ) A  Л  d r  .  А ^ е ^ Ц - .  9  = arctg — ,

° iP 1 + в  2 ) 2 ^

Получим:

| t y 2( l - i ? c ) - ^ 2]5, +<y2i?5 J?2 }cos^f + 2 Л5 5 , +

+  [ ® 2 ( l - t f c ) - 0 2 jz?2 } s m &  =  ? 0 s i n $ r

Отсюда будем иметь:.

[<аг( 1 - Д с ) - 0 г ]В ,+ й > 2Д Д  = 0  '

-a?RsBx+{a>\\-Rc)-0')B2=qo
Решая систему алгебраических уравнений (8.6), находим:

-  a 1 R,qо

(8.6)

В2 =

[ ю 2( 1 ~  /?с ) - 0 2]2 + [ ® 2i ? J 2 ’

[ * * ( ! - * c ) - g » ] g ,
[а>2( \  - * c ) - 0 2] 2 +[f i>2/?s ] 2 ’



Rsa = arctg------- 2— (8.7)1 - R c - e

Амплитуда колебаний В  становится максимальной при частоте 

возбуждения, равной:

Как видно из формулы (8.8), при силовом возбуждении колебаний эта 

частота меньше собственной частоты.

Максимальная амплитуда и угол сдвига фазы при частоте в^вр\

На рис. 8.1а показана зависимость от частоты возбуждения коэффи­

циента динамичности, представляющего собой отношение амплитуды 

колебаний к статистическому отклонению под действием силы qo

(Л = B / U qj-, U(у ~ q 0 l & 2) [9]. На рис. 8.16 показано изменение угла 

отставания по фазе.

(8.8)



§ 9. Кинематически возбуждаемые нелинейные колебания 
наследственно-деформируемого консольного элемента 
летательного аппарата (JIA) с одной степенью свободы

Определение 1. Если колебания системы вызываются не заданными 

силами, а возникают благодаря приведению в движение по заданному 

закону для одной или нескольких точек системы; то возмущения 

называются кинематическими.

Рассмотрим кинематически возбуждаемые колебания наследственно- 

деформируемого крыла под действием периодической нагрузки. 

Источником этой нагрузки служит работа двигательной установки JIA.

При кинематическом возбуждении предположим, что точка подвеса О 

крыла совершает периодические движения т.е.: U'(t) = a cos at

U(t)

1 -  корпус JIA или фюзеляж

2 — крыло самолёта

рис. 9.1

В качестве расчётной схемы, крыло берём как нелинейный 

наследственно-деформируемый консольный стержень (рис. 9.1), несущий 

сосредоточенную массу т, при этом вертикальными перемещениями и 

поворотами массы пренебрегаем. Тогда нелинейные колебания 

наследственно-деформируемого консольного крыла с одной степенью 

свободы описываются интегро-дифференциальным уравнением (ИДУ) 

осциллятора.



т U (t) + U(t) + *(1-Л*)[{/(0 + <К /3(0 ]= 0  (9.1)

, где: к  - приведённая жесткость крыла, R  - интегральный оператор 

Вольтерра, т.е.:

R y ( t ) = ) R ( t - r ) F ( T ) d r  { 9 .2 )

о

- для переходного процесса:

t
R*F (t)=  \R (t -r )F { r )d T  (93)

—ео

- для установившегося процесса:

Rif - r )  = s  Г т‘-Т) 0  -  г ) "4  , 0 < а < 1

- ядра наследственности, имеющей слабо-сингулярную особенность типа 

Абеля.

Если крыло трактовать как консольную каркасную конструкцию, то 

приведённая жесткость к  согласно рис. 9.2 определяется по формуле [19]

рис. 9.2



nEF  sin2 a c o s a  

/?(! + cos2 a )

, где: n - число панелей со сложными раскосами в плоскости 

кинематического воздействия, при этом принимается, что консоль и 

сжатые раскосы имеют одинаковую площадь сечения, равную F; Е  - 

модуль упругости материала конструкции.

Полагая, что: t = , напишем уравнение (9.1) в безразмерных

В случае переходного процесса, к ИДУ (2) необходимо добавить 

начальные условия:

В случае установившегося процесса ИДУ решается без начального 

условия, т.е. предполагается, что движение системы происходит в течение 

весьма длительного времени, так что начальные условия уже не влияют на 

движение системы, у -  параметр нелинейности (у <0 для мягкого, а у > О 

для жесткого материала).

Определение 2. Если задача решается без начальных условий, то 

колебания всяких механических систем, вызванные только внешним 

воздействием, называются чисто вынужденными колебаниями. Например: 

установившиеся колебания всяких механических систем, вызванные 

периодической внешней нагрузкой, относятся к чисто вынужденным 

колебаниям.

координатах:

U(O) = a 0 , U(0) = *i (9.6)



Сначала исследуем переходной процесс, возникающий при 

колебаниях консольного крыла.

Уравнение (9.5) при R  =  0  перепишем в виде:

v ( t ) + n t m ) = m  р.?»

, где:

T (t)  -  l + ? U 2(t) ,  / ( f )  =  q0 c o sa x

I. Рассмотрим решение уравнения (9.7) при начальных условиях (9.6) 

методом степенного ряда.

Предположим, что функция f i t )  представлена в виде сходящегося 

степенного ряда, т.е.:

Д 0  =  Е / /  (9.8)*=0

, где: f .  - известные константы.

Тогда, согласно методе степенного ряда, решение уравнения (9.7) 

ищется в виде:

U ( 0  = t . a f  (9.9)

, где: а к - неизвестные константы, подлежащие определению. Первые 

две константы а, и Я, находятся сразу же из начальных условий (9.6), т.е.:

Я. = « ,

Согласно (9.9), функцию T{t~) можно представить в виде:

Д О  = 1 + / 2 > / ,  вк = (9-1°) *=о /=о



Дифференцируя ($,§>), будем иметь:

O «  =  j > / \ C ? ( 0  =  i i - ( * - l  ) а /
к=2

(9.11)

или:

# ( 0  =  Ё ( £ + 2 ) ( Л :  +  Г)akJ  (9.12)

Подставляя (9.8) - (9.12) в (9.7) и используя известные формулы 

умножения степенных рядов, т.е.:

к
Г(гХ/(<)=1 + / 2 > Л - , (9.13)

будем иметь:

Z (£ + 2){к + 1)а*+2 + ак + у  £  в]акЧ
j=o

(9.14)

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях /*, из (9.14) 

будем иметь:

( £ + 2 ) ( £  +  l ) a i+2 + a t + r 'L « jal.J = /*
;-о

или:

1
f k - O t -  / Е  ( 2  aiaj- i)a k- j

/= 0 х=0
(9.15)(* + 2)(£ +1)

Дд — , Я] , к  — 0,1,2,...

Рекуррентные формулы (9.15) при известных: / { , #о =  а о> а\ ~ а \ 

позволяют последовательно определять все коэффициенты Clt , /с=2Д ...

Подставляя найденные значения а къ (9.9), получим решения уравнения

(9.7), удовлетворяющее начальным условиям (9.6).



II. Теперь рассмотрим метод, основанный на использовании 

квадратурных формул к решению уравнения (9.7) при начальных 

условиях (9.6).

Интегрируя уравнения (9.7) от 0 до t , получим:

E 7 ( f ) - t 7 ( 0 ) +  ' \ П Ф Ш  =  \ № d T
О о

или согласно (9.6):

£ 7 (0  +  ' \T ( t ) U { t ) d t  = ) f ( f ) d T + a { (9.16)
О О

Применяя то же самое к (9.16), будем иметь:

U ( t ) - U ( 0 ) +  ' i \ T ( t ) U ( t ) d t a t  = \ \ f { t ) d t d t  + a xt 
0 0 0 0

или:

U ( t ) + ' \ \ T ( t ) U ( t ) d t a t  = W m d t d t  + a t  + a ,  (9.17) 
0 0 ' 0 0

Как известно из математического анализа:

\ \ . . ' \ ( p ( t ) d t . . .d t  =  - 1— - J ( /  -  т ^ ф С т Щ т )
0 0  о \П ~  1)!°

и поэтому уравнение (9.17) принимает вид:

U(t)  +  l ( t - T ) T ( T ) U ( r ) d r =  j ( / - f ) / ( r ) J r +  « /  +  « „

или:

с

U(t) + J(f - T)T{r)U{t)dT = F{t) (9.18)



, где:

F ( t) =  ) ( t - T ) f ( r ) d r + a lt +  a 0
О

При фиксированных значениях t  =  t a =  n h ,n  =  1,2,..., введя 

обозначения:

U(tn) = u a, F( t . )  = F.

из (9.18) будем иметь:

U , = F , - ] ( t „ - T ) m U W r

или:

(9.19)
'=1 /,-1

Интеграл, входящий в (9.19), вычислим по формуле трапеций, т.е.:

J « ,  -  w f p w * = |[ ( < ,  -  д а + о .  -

и получим:

U . = F „ “ £  A ( t„  - 1, )T U ,  (9.20)/=1

fj —t0 hЛ,= - — ± = ~ ,  A .=h, i = 2 , n - l  
2 2 1

Рекуррентные формулы (9.20) позволяют последовательно найти 

численные значения:

£ /(( ,)  =  £ /„  U(t2) =  U2... £ / ( / , )  =  С/,



Методика, изложенная в п.1 и п.2, без особого труда может быть 

обобщена для решения нелинейного ИДУ второго порядка вида (9.5), т.е.:

u ( t ) + а  -  я ф ( о + ^ 3( о ] = т  (9.21)

с начальными условиями типа (9.6)

Метод степенных рядов применим для решения ИДУ вида (9.21), если 

функции R ( t  -  г )  и f( t)  можно представить в виде сходящегося 

степенного ряда, т.е.:

Д(Г ■- Г) =  £  Я , ( I  - г ) 1 , / ( » )  =  £ / /  (9.22)
ы о *=о

В самом деле, нетрудно доказать, что имеет место тождество:

J I X (* - r'f d * = 1 t(Z as-& -sB(k ~ s + (9.23)
о к»О АГ=0 *=0 1

J X ^ ( /  -  r f ^ C f d T  = J  ( £ С , . Л ^ - * + U ) /
о *=o *=0 t=0 *=l

,где:

C* =  ) a k4 , B ( k ~ s  + l ,s )  =
j=o <=о A:!

Подставляя (9.9), (9.10) и (9.22) в (9.21) и используя тождество 

(9.23), получим:

Ё  {(* + 2 )( *  + + [ К  + У °к) ~
к = о

£  (а,., + г С ,М _ ,В ( к  -  s + U )]}  Г* = £  / /  (9.24)



Отсюда, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенных t, 

получим следующие рекуррентные формулы для определения неизвестных 

коэффициентов Ок:

(к + 1)(к + 2)

1
U  -  k  + j c k -  + j c ^ B i k  -  s + 1 ,5 )]]

(9.25)

, где:

Вычисляя а к по формулам (9.85) и подставляя в (9.9), получим точные 

решения ИДУ (9.21) при начальных условиях (9.6)

Теперь рассмотрим решение ИДУ (9.21) методом, основанным на 

устранении слабосингулярных особенностей интегральных и ИДУ [1] при 

начальных условиях (9.6).

Дважды интегрируя ИДУ (9.25) при начальных условиях (9.6), имеем:

Уравнение (9.26) называется слабо-сингулярным интегральным 

уравнением, так как неизвестные функции U(t) находятся под интегралом, 

кроме того, R(t) имеет слабо-сингулярные особенности типа Абеля.

U(?) = a Q + # j t +

t
+  q c o sm -

0



Для решения уравнения (9.26) используем методику, предложенную в 

§8. Задавая:

t - t n = nAt, R(t) = е  e'At'r) (t -  г)аЧ, n = 1,2,-  

и введя обозначения: U(t„ ) = U n , из (9.26) имеем:

u n = a 0 + a \!n + }(*„ -  г){г cos^yr - [и(г) + /U 3(r)]+
0

+ |R(r - s)[lJ(s) + ;U3 (s)dr]Jrfr (9'27)

Используя рациональные преобразования, предложенные в [1], 

устраняющие слабо-сингулярные особенности интеграла, из (9.27) имеем:

Un = a 0 + a ltn +
а—1

+ 2 > у ( * „ - д |
j =о

g cos tj -  [Uj + & > ] + £ - £ Bke~' '* + Д /j_t ]

, где:

Л = у ,  Aj  = Дг , j = l , n - l  , B 0= — , U(t„) = t/„,

Вк = ^ [ (А ' + 1Г-(А'-1Г] k = l, j-1 , В} = ̂ ( / - 0 - 1 Г ) ,  k = j

Создано математическое обеспечение для численной реализации 

алгоритмов расчёта. Расчёт произведён как идеально-упругого (£  = 0 ), так 

и вязкоупругого крыла при следующих исходных данных:



На рис 9.3а и 9.36 приведён закон движения функции U(t) во времени 

как для идеально-упругого линейного и нелинейного (у =-2) (рис.9.3а), 

так и для наследственно-деформируемого крыла (рис. 9.36). Из этих 

рисунков следует, что при свободных колебаниях учет нелинейности 

материала конструкции влияет только на частоту и период колебаний. На 

рис. 9.4 приведены аналогичные результаты для вынужденных колебаний 

крыла. Как и следовало ожидать, колебания наследственно- 

деформируемого крыла при постоянной нагрузке (рис.9.4а, 9.46) будут 

происходить около кривой функции ползучести и с течением времени 

затухают по этой кривой. Учет нелинейности материала крыла при 

постоянной нагрузке приводит (рис 9.4в) к завышенному результату по 

амплитудам колебаний по сравнению с линейным случаем.

рис. 9.3 a) gam = 0.0; gam = -2.0; собст.



рис. 9.3 6) gam = 0.0; gam = -2.0; собст., вяз.

и к : : :0.50*..........:........   :------ i -------
о . 43 J-........ —|............... ;------- 4.._.........:...
o. «о-j-.........j.......- i -i  f ...............
0.35-1-..........|......... f.......~j------L-------
0.30-!-......... ;......... f------ i------f—....... |...

рис. 9.4 a) eps = 0.0; eps -0 .1 ;  вынуж., линейн.



рис. 9.4 б) eps = 0.0; eps -  0.1; q = 0.07; вынуж., нелинейн.
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рис. 9.4 в) gam = 0; gam ~ -2; q = 0.07; вынуж., вяз.



В о п р о сы  д ля  са м о к о н т р о ля :

1. Какой вид имеет интегро-дифференцальное уравнение вынужденных 

колебаний наследственно-деформируемых систем с одной степенью 

свободы?

2. Что представляет собой каждое из слагаемых общего решения интегро- 

дифференциального уравнения вынужденных колебаний?

3. Какие новые механические эффекты установлены с помощью решения 

интегро-дифференциальных уравнений вынужденных колебаний?

4. Какой вид имеет интегро-дифференциальное уравнение гармонических 

колебаний наследственно деформируемых систем с одной степенью 

свободы?

5. По какой формуле определяется максимальное значение амплитуды 

вынужденных колебаний наследственно деформируемых систем при 

гармонических нагрузках?

6. Каковы графики амплитуды и фазы при гармонических воздействиях на 

наследственно-деформируемую систему с одной степенью свободы?

7. Какие возмущения называются кинематическими?



8. Какой вид имеют интегро-дифференциальные уравнения кинематически 

возбуждаемые нелинейные колебания наследственно-деформируеыого 

консольного элемента летательного аппарата с одной степенью 

свободы?

9. Какие колебания механических систем называются чисто 

вынужденными?

10. Какой вид имеет алгоритм метода степенного ряда для решения 

нелинейного дифференциального уравнения вынужденных колебаний 

системы с одной степенью свободы?

11. Какой вид имеет алгоритм метода степенного ряда для решения 

нелинейного интегро-дифференциального уравнения вынужденных 

колебаний системы с одной степенью свободы?

12. Какой вид имеет алгоритм метода устранения слабо-сингулярных 

особенностей интегральных и интегро-дифференциальных уравнений 

для решения нелинейного интегрально-дифференциального уравнения 

вынужденных колебаний системы с одной степенью свободы?



Глава IV. Свободные колебания наследственно- 
деформируемых элементов конструкции JIA с двумя 

степенями свободы.

§ 10. Интегро-дифференциальные уравнения свободных 
колебаний

Рассмотрим свободные колебания наследственно-деформируемой 

системы, имеющей две степени свободы, положения которой определяется 

двумя координатами U/ и t/?, отсчитываемыми от положения устойчивого 

равновесия системы.

Согласно вариационному принципу наследственной теории 

вязкоупругости [8], кинетическая энергия Г  и потенциальная энергия П  

рассматриваемой системы определяются следующими выражениями:

T  =  — (a n l ) l +  2 a n U  f t  2 +  a -gU  2 )>

(10.1)

n = ± l c ip ig j l - 2 R 'U l )+ c lJ J l<fJ1 - 2 R , U 2)+

+ сии2(С/, - 2 R*Ui) + c 22U 2(U2 - 2 R*U2)]

Уравнения Лагранжа для рассматриваемой системы имеют вид:

dL d 8L .  dL d dL
 — = 0; —   — = 0; (10 2)
dUx d td U , 8U 2 d td U 2 У

, где: L —П -  T



Подставляя в уравнения Лагранжа значения Г и Я, получим ИДУ 

свободных колебаний наследственно-деформируемой системы с двумя 

степенями свободы в следующем виде:

аи0 к + a nU 2 + cn { \ - R ') U l + с 12( 1 - Л ’ )[ /2 =0;
(10.3)

а 2Д  + a n U2 + c2l( \ - R ') U l + Ca( l- i? * ) t /2 =0;

. где: a I2=a2i и c j2=c2i

Из свойств определенности и положительности квадратичных форм

(10.1) следует, что коэффициенты инерции и жесткости должны 

удовлетворять следующим соотношениям:

ап  > 0; da > 0; а 1 {0.22 — cin ^0;

Сц >0; с22 > 0; сис22 -  Сп >0;

Соответствующим выбором обобщенных координат можно добиться 

определенных упрощений системы (10.3).

Отметим два важных частных случая:

I. Обобщенные координаты выбраны таким образом, что ай =  0 при 

i Ф к, тогда:

T = ~ ( a , U l2 +  a JU 22y,

и ИДУ (10.3) принимает вид:

+cu ( \- R ') U l +ci2(l-R * )U 2 =0;
(10.4)



II. Обобщенные координаты таковы, что выражение потенциальной 

энергии не содержит произведений координат:

П  =  - г я ' О Д  + c2(U2 ~2R*U2)U2]

т.е.: Cjk = 0 если i Ф к  

ИДУ (10.3) записывается в форме:

auUl +an U2 + Cj (1 — R*)U ( =0;

(10'5)
a2lUl + a22U2 + с2 (1 -  R*)U2 = 0;

Первая форма уравнений (10.4) называется прямой, а вторая форма 

(10.5) -  обратной. Прямая форма характеризуется тем, что в каждое ИДУ

входит только по одному члену, содержащему обобщенное ускорение U , ; 

в противоположность этому -  в каждое из уравнений, записанных в 

обратной форме, входит только по одному члену, содержащему 

обобщенную координату Ut .

Если поперечное сечение крыла представить как неупруго 

закрепленную, удлиненную пластину постоянной толщины, то свободные 

изгибно-крутильные колебания этой пластины будут выражены ИДУ вида

(10.4).

Если же крыло трактовать как наследственно-деформируемый 

консольный стержень переменного сечения с учетом реального профиля 

крыла, то свободные изгибно-крутильные колебания этого стержня будут 

выражены ИДУ вида (10.5).



§11. Приведение системы ИДУ к главным координатам

Приведем систему (10.3) к главным координатам, пользуясь свойством 

систем линейных однородных уравнений, заключающемся в том, что 

члены уравнений системы могут быть умножены на один и тот же 

множитель без нарушения системы.

Умножая первые уравнения системы (10.3) на множитель к  и 

складывая со вторым уравнением, будем иметь:

(а п к  + a 2i)U l + ( с и£ + с 21 )(1 R  )£/j +

+ (a l2k  + a 22)U 2 + (с 12к  + с 22) ( l -  R * )U 2 = 0;

Представим это равенство как:

(11.1)

Пусть имеют место равенства:

(11.2)а и к + а 21 с п к + с 21

Обозначим:

U х + • / /  U 2 -  2 (11.3)

Тогда:



Следовательно, выражение (11.1) можно записать следующим 

образом:

Здесь второе выражение получено из равенства (11.2).

Таким образом, координата z, определяемая по формуле (11.3), 

является главной.

Найдем коэффициент приведения К, с этой целью воспользуемся 

равенством (11.2), которое является уравнением для К.

После простых преобразований оно приобретает вид:

z  + a)2{ \-R * )z  =  0 (11.5)

, где через 6) обозначена частота свободных колебаний, равная:

(11.6)

К г ~ 2  к К - Г г = Ъ

Решая это уравнение, получаем:

(11.7)

, где:

2 У \ ~ а п СТ2 а Т2С\\ . V  -  f l 2 i C 22 а П С 1\  ) /  2 —
° 1 2 С Ч ~  а Н С  12а 12СИ а 11С12

(11.8)



Итак, имеется два значения (11.7) коэффициента приведения. 

Следовательно, по формулам (11.2), (11.3) и (11.6) можно определить два 

значения /4 2, СО. Получится два уравнения (11.5), решение которых 

известно:

zi =  D i c<p(a)i t) + B i s<p(ai 0; Q =  1,2) (11.9)

Зная решение для главных координат, нетрудно получить решение для 

исходных координат. На самом деле, для двух коэффициентов приведения

(11.7) выражения (11.3) можно записать так:

и, +  Ml U2 = Zh и, +  fi2 u 2 =  z2 (А)

Разрешая эту систему относительно U; и U2 , будем иметь:

ГГ 2 - А 2* 1 . тт -  2\ ~ г гу  ------? и 1 -  (11.10)
M i- f h  М \~ М г

Отсюда видно, что величины //;- являются коэффициентами

распределения амплитуд.

Дифференцируя выражения (11.9) и (11.10) по времени, получим:

й х =  v i = 1 i
Z\ Z-i

M\ ~  Mi M x - M l

i i  С ф 0  -  А  8 ф (щ  0 ] ;
( 11 . 11

Произвольные постоянные 2?,- и Д- найдем из начальных условий:



Подставляя (11.12) в (11.11) и (11.9), будем иметь:

А  — -̂ 1 ^ 2  ~  ^1 “*■ Аг-^2

5 ] =  (Fj + J J 1V2 )', В 2 =  (Fi + / / 2^ 2 )
й>! (О 2

' (11.13)

Как видно из (11.6) и (11.7), колебательные движения будут 

происходить при условиях:

Y\ + / 2  > 0, Си| +С21 > 0 ; (/ = 1,2)
a\\Kj + аг\

В заключении отметим, что обобщение изложенной методики на 

случай колебательной системы с «-степенями свободы не представляет 

собой особого труда. Однако аналитическое решение системы типа (А) при 

п>3 представляет собой значительные математические трудности. 

Следует отметать, что незатухающие (периодические) и затухающие 

колебательные движения системы происходят соответственно при R — 0 

и R ' *0 .

§12. Свободные вертикальные колебания фюзеляжа 
наследственно-деформируемых подвесках

Рассмотрим свободные вертикальные колебания фюзеляжа 

наследственно-деформируемых подвесках, происходящих параллельно 

плоскости его симметрии. На рис. 12.1а изображен сам фюзеляж, а на рис 

12.16 — его упрощенная динамическая схема (при более полном анализе 

учитывается также масса колес и связанных с ними частей).



рис. 12.1 Фюзеляж и его упрощенная динамическая схема для 
анализа колебаний в вертикальной плоскости

Приведенные коэффициенты мгновенной жесткости задней и 

передней идеально-упругой подвески фюзеляжа (учитывающие жесткость 

рессор и пневматиков) обозначим через Cj и с> Центр тяжести расположен 

на расстояниях а и Ь, соответственно, от задней и передней опоры. Массу 

корпуса фюзеляжа обозначим через т, а момент инерции корпуса 

фюзеляжа относительно поперечной оси, проходящей через центр тяжести, 

через т (?  (/>- радиус инерции).

К подобной же схеме приходят при рассмотрении колебаний 

автомобиля, железнодорожных вагонов, локомотивов и транспортных 

средств этого типа [11].

Предполагается, что деформации самого корпуса фюзеляжа 

пренебрежительно малы по сравнению с наследственно-деформируемыми 

осадками опор, поэтому в динамической схеме горизонтальный стержень 

будем считать совершенно жестким. Кроме того, положим, что 

горизонтальные колебания системы невозможны.



Такая схема обладает двумя степенями свободы. За обобщенные 

координаты Ui vi U2 примем вертикальные перемещения центра тяжести 

(положительное направление — вниз) и угол поворота стержня вокруг 

центра тяжести (положительное направление -  против хода часовой 

стрелки). При этом осадки наследственно-деформируемых опор равны 

соответственно:

с,(1 - R ' ) { U x + a  U 2) - для задней опоры;

C2( l ~ R  )(U l —b U 2) - для передней опоры.

С помощью этих выражений найдем кинематическую и 

потенциальную энергию системы:

тт 2 2*2
Т _ т U\ , ™Р и2 

2 2

П  = + а U 2) ~  2 R \ U , + a  U 2) ] ( U l + а  U 2) +

~ Ь  U 2) - 2  R ' ( U ,  - b  t / 2 )](£ /, - b  U 2)

(12.1)

Соответственно уравнение Лагранжа:

dL d dL
8 u i dt д й , ~ ’ z~ 1,2 (12'2)

,гд е : Ь = П - Т

принимают вид:

m U l + (c , + с 2)(1 -Л ')г7 , + (cla - c 2b ) ( l-R * )U 2 =  0; (12.3)

m p 2U 2 + ( c , a  -  с 2Ъ){ 1 -  R ’ ) U x + ( c xa 2 + c 2b 2 )( \  -  R ' ) U 2 = 0;



Общие решения системы ИДУ (12.3) при заданных начальных 

условиях можно получить из (11.10), полагая:

ап  = а/ =  т; а22 = а2 = т а12 = а21 = 0; (12.4)

Си = (с, + С2); cl2 = csa -  с2Ъ; с21 = с!2; с22 = С/а2 + с2Ъ2;

Система (12.3) при R  =0,  т.е. в идеально-упругом случае, детально 

исследована в [11]. Приведем эти исследования применительно к 

вертикальным колебаниям фюзеляжа. В данном случае система (12.3) 

принимает вид:

mU1 +(с, +c2)Ul + (с{а -  c2b) U2 =0; (12.5)
m p 2U 2 + (с,а  -  c 2b)U l + ( с ,а 2 + c 2b 2)U 2 = 0;

Решение уравнения (12.5) ищется в виде:

и,  = sin( a t  + <р) ,1 =  1 ,2  (12.6)

, где: А ,-,( i =  1 ,2) - амплитуды, О)-частота колебаний.

После постановки частного решения (12.6), приходим к однородной 

системе уравнений:

- т а 1 А\ +(с, + с2)Л, + {сха - с 2Ь)А2 =0;
(12.7)

-  т р 1 со2 А г + ( с ха -  с 2Ь ) А 1 + ( с ха 2 + с 2Ь 2 ) А 2 = 0;

и получаем определитель частот:

с х-\-с2 -та> с1а - с 2Ь

сга - с 2Ь сха 1 + с2Ь2 - т р гй)2
0;

, из которого следует частотное уравнение:

со
f  г 2 \с, + с2 сха + с2Ь

т тр

( 12.8)

/

, c ,c J a  + b)
(о + ••' - = 0

т р



Как правило, это уравнение имеет различные корни. Каждому из них 

соответствует свое определенное соотношение между амплитудами,

определяющие собственную форму колебаний. Это соотношение можно

найти, например, из первого уравнения системы (12.7):

А2 та?2 - с , - с 2

1 Г ~ с ха - с гЪ <1210>
То же получится и из второго уравнения системы (12.7).

Остановимся на частном случае, когда выполняется равенство:

р 2 = аЪ (12.11)

Т.е., когда радиус инерции представляет собой среднее геометри­

ческое между величинами a a b \  заметим, что для этого расстояния а+ 6  

между осями колес должно быть значительно меньше общей длины 

фюзеляжа.

Если условие (12.11) выполняется, то частотное уравнение приобре­

тает вид:

4 сха + сгЬ , с,с2(а + 6 )2
а  ----- ~ ( а  + Ь)й}- +-± J - r r ------=  0 (12.12)

mab пгао

И имеют следующие неравные корни:

т 2 -  Л> 2 -  с л ( а +ш \  : ) 1 ----------------------
mb та



Для определения собственных форм подставляем эти корни 

поочередно в соотношение (12.10). Для первой формы получим, полагая:

Здесь вторые индексы обозначают номер рассматриваемой формы.

Эти формы изображены на рис. 12.2а и 12.26. Их особенностью 

является неподвижность одной подвески фюзеляжа при колебаниях другой 

подвески. Практически это означает, что подвески фюзеляжа колеблются 

независимо -  колебания одной из них не передаются другой. Свойства 

такой системы наглядно представляет динамическая схема, изображенная 

на рис. 12.3. Независимость колебаний обеих подвесок фюзеляжа можно 

считать определенным эксплуатационным достоинством рассматриваемой 

схемы. Конечно, свободные колебания каждой из подвесок будут

A l = I  
А г ъ

(12.14)

рис. 12.2. 

б) Собственные формы
колебаний фюзеляжа 

при р  — а b



рис. 12.3 Динамическая схема фюзеляжа с независимыми 
колебаниями обеих подвесок.

В другом частном случае, когда:

с,а = с2Ь (12.16)

, уравнения (12.15) становятся несвязанными:

А1( - т а 2 + с1+ с2) = 0 (12.17)

А2 ( - т р 2 а 2 +  сха 2 + с2Ь2)  =  0 (12.18)

Несвязанность уравнений означает возможность чисто вертикальных 

колебаний без поворота (подпрыгивания) (рис. 12.4а) или чисто угловых 

колебаний при неподвижно», центре тяжести (галопирования) (рис. 12.46). 

Для случая подпрыгивания фюзеляжа имеем:

Aj Ф 0 , А2 =  0 (12.19)

и из уравнения (12.17):

- т а ) 2 + с , + с 2 = 0  

Получаем квадрат первой частоты:

(12.20)

c i + с 2 . 
т



Для случая галопирования фюзеляжа, когда:

=  0 , А 2 Ф О 

Из уравнения (12.18) находим квадрат второй частоты:

2 с , а 2 +  с 2Ь 2)
со 2 =

т р

Если параметры фюзеляжа удовлетворяют равенству:

с, + с2 +
с,а2 + с ф 2 Асус2{а + Ь)2

= 0

(12.22)

(12.23)

, то одновременно удовлетворяются оба рассмотренных выше условия 

(12.11) и (12.16), обе частоты С0| и щ  оказываются одинаковыми.

а) 6)

рис. 12.4 Собственные формы колебаний фюзеляжа 
при С/ а =  С2 b

Пример: Определить собственные частоты и собственные формы

колебаний фюзеляжа, для которого известно:

т = 1,6 кгс с2 см '1; р  =  122,5 см; с/ =  48,4 кгс см '1; 

с2 -  2>1 кгс см -1; а  =  131 см; b = 1 3 9  см. 

Уравнение (12.12) принимает вид:



Откуда:

й>2 = 58,9 ± 8 ,3  с

Значение частоты:

со1 =7,11 с~'; а)2 = 8,2 с

Для определения собственных форм колебаний воспользуемся 

формулой (12.10):

А = Ь У 1 6 - 4 М _ -3 7  
А„ 4S4-131 -37-139

4 г _ 1,6-67,2 -4 $ 4  -3 7
=0,0183 см4

Д 2 48,4-131 -37-139 ’

Эти формы показаны на рис. 12.5а и 12.56; первая форма представляет 

собой в основном случай подпрыгивания корпуса фюзеляжа, а вторая -  

случай галопирования.

рис. 12.5

Убедимся в ортогональности этих форм. В нашем случае условие 

ортогональности имеет вид:

m A A 2+mp2A2iA26 = mAilAl2(l + p 2 Ai ' A*2) = 0
А 1А  2

Подставив значения исходных данных, получим:



§ 13. Свободные колебания крыла, поперечное сечение 
которого является удлиненной пластинкой на 

наследственно-деформируемых опорах

Рассмотрим крыло (рис. 13.1а), поперечное сечение которого являет­

ся удлиненной пластинкой на наследственно-деформируемых опорах 

(рис.13.1б).

Предположим, что * горизонтальное перемещение пластинки

невозможно и она имеет две степени свободы, т.е. положение системы 

характеризуется двумя координатами углом поворота U 2( t )  и

вертикальным перемещением £ / , ( / ) .  Колебания системы происходят под 

действием начального возмущения. Размер абсолютно жесткой пластинки 

в направлении, перпендикулярном плоскости чертежа, обозначим через /, и 

предполагается, что она находится на наследственно-деформируемых

опорах, коэффициенты мгновенной жесткости которых с ,,  с г будем 

относить к единице длины пластинки в указанном направлении. 

Обозначим через т массу, соответствующую единице площади срединной 

плоскости пластинки.

z II V.

рис. 13.1



Тогда кинетическая энергия Т ,  потенциальная энергия П  

рассматриваемой системы определяются следующим образом:

T  =  a p ; + a 2U l  (13Л)

П  = \ [ c „ U l{Ul - 2 * * £ / , )  + cX2U {(U 2 - 2 R * U }  +

+ c2lU 2(U , -  2 R  * U t) + c22U 2(U 2 -  2 R  * t / 2)]
, где:

7 ,Ив^  ✓<ar, = m e l ,  a 2 = -^ ~ >  cn =( cx + c 2)l

- f  \ le -  i \ lf}2
C 12 \ € l  C l )  -  > ^*21 ~ C I2> ^ 2 2  “ " O '!  "* "^2 )  >2 4

Подставляя: L  = I J - T  в уравнения Лагранжа (12.2), будем иметь:

a f i x + сп ( 1 -  Д*)С/, + с„(1 -  Д * )^  = О
а г0 2 + с21 (1 -  R*)U, + cn  (1 -  Д*)С/2 = 0

Система ИДУ (13.2) является частным случаем системы (10.3), 

которая называется прямой формой системы ИДУ характеризующейся тем, 

что в каждое ИДУ входит только по одному члену, содержащему 

обобщенное ускорение £7,(z =  1,2). В самом деле, полагая в (10.3):

(%\\ ~  — @21 ^  6̂ 22 ^ 2  (13.3)

Из системы (13.2) и из решений (10.10), при соответствующих 

начальных условиях, получим точное решение системы ИДУ (13.2).

Необходимо отметить, что система ИДУ (13.2) описывает связанные 

изгибно-крутильные свободные колебания удлиненных пластин на 

линейных наследственно-деформируемых опорах. Большой теоретический 

и практический интерес представляет исследование свободного колебания 

удлиненной пластинки на нелинейных наследственно-деформируемых 

опорах [17].



§ 14. Связанные изгибно-крутильные колебания нелинейных 
наследственно-деформируемых удлиненных пластин

Рассмотрим задачу изгибно-крутильных колебаний удлиненной 

пластинки на нелинейных наследственно-деформируемых опорах.

При выводе разрешающих уравнений изгибно-крутильных колебаний 

используем приближенный подход, успешно примененный ранее в работах 

[11, 22]. В безразмерных координатах интегро-дифференциальные 

уравнения (ИДУ), описывающие дискретную модель рассматриваемой 

задачи запишем следующим образом:

, где: U - угол закручивания, W -  вертикальное перемещение пластин­

ки; с — С2 /  С\ \ Ci и с2 - коэффициенты мгновенной жесткости неупру­

гих опор; /  и / /  коэффициенты физической нелинейности материала

в >0, Р >  0 0< а  <1

Из системы ИДУ (14.1) следует, что связанность изгибно-крутильных 

колебаний обусловлена коэффициентом с.

*

конструкции; R - интегральный оператор Вольтерра со слабо­

сингулярными ядрами наследственности, т.е.:



Если у =  ft  = 0 н с  =1, то система (13.1) распадается на два незави­

симых уравнения. Первое из них описывает изгибные, а второе - 

крутильные колебания пластинки. Если теперь решить систему ИДУ (14.1) 

при следующих начальных условиях:

, то нетрудно заметить, что частота крутильных колебаний почти в два раза 

больше, чем частота изгибных колебаний, и в обоих случаях задача 

допускает точное аналитическое решение [1], т.е.:

Функция сф 0) t  - описывает механизм внутреннего трения материала 

конструкции. Ее расположение по фазе противоположно функциям cos a)t 

и асимптотически стремится по абсолютному значению амплитуд 

идеально-упругой конструкции с незначительном сдвигом частоты 

колебаний относительно частот чисто изгибного и чисто крутильного 

колебаний. Эта функция в [4] табулирована для достаточно большого 

интервала времени при различных вариациях реологических параметров 

£, а  и fi.

Если у  * у, * 0, то из системы (14.1) ясно, что даже при с =  1 изгиб- 

но-крутильные колебания будут связанными. Эти связанные колебания 

можно охарактеризовать как преимущественно изгибные со слабо 

выраженными крутильными деформациями (квазиизгибные) или 

преимущественно крутильные со слабо выраженными изгибными 

деформациями (квазикрутильные).

w (о )= и (о )= w0 w {о) = й ф )  = о ( 1 4 .2 )

(14.3)



Таким образом, при с*  1 как в линейном, так и в нелинейном

случае, колебания системы будут связанными, т. е. происходят 

взаимодействия изгибных и крутильных колебаний. Линейный случай 

допускает точное решение системы (14.1), которое можно получить 

методом Даламбера в сочетании с методом фундаментальных систем 

решений:

Максимальный эффект связанности можно ожидать при с<1 или 

с>1, который можно проследить с помощью вычислительного 

эксперимента. В общем случае систему нелинейных слабосингулярных 

ИДУ(14.1) при начальных условиях (14.2) можно решить методом, 

основанном на устранении слабосингулярных особенностей интегральных 

и интегро-дифференциальных уравнений:

, где:

с, с,

кх и к2- корни квадратного уравнения: 12 а2к2 —Аа{к +а2 = О



Cj / 2a
, где:

t„=n&t, a j = j b i ,  j  = 1,и-1, а0 = а я = у > F (/J  = ^(1,

U{t„) = UK, Вк = ^ - [ ( к  + 1 У - ( к - 1 Г )  k = \ J - U  B0 = ^ ~

Bj = ~ - [ j a - U ' \ y ]

Вычислительный эксперимент проводили на современных 

персональных компьютерах по программе, составленной на языке Турбо 

Паскаль.

Из анализов результатов исследований следует, что учет внутреннего 

трения, связанного с наследственными свойствами материала конструкции 

приводит к затуханию собственных колебаний системы (см. рис. 14.1)



Скорость затухания существенным образом зависит от реологических 

параметров материала конструкции. Поэтому исследование зависимости 

диссипативных характеристик системы, т.е. коэффициент внутреннего 

поглощения энергии ¥ = 2 8  и коэффициент потерь, или коэффициент 

неупругого сопротивления: у ~ S l  ж от е ,а ,Р ,  является весьма 

актуальным.

Логарифмической декремент затухания 5 по записи собственных 

затухающих колебаний вычисляется по формулам:

В таблице приведена зависимость8 , и / о т  реологических 

параметров £, се, р . Из этой таблицы видно, что уменьшение параметра 

сингулярности приводит к увеличению коэффициента внутреннего 

поглощения энергии системы, и тем самым свободные колебания на 

практике будет исчезнувшим по истечении определенного промежутка 

времени.

S а Р S Г ¥
; 0.1 0.5 ^ 0.05 0.0064 0.0020 0.0128
i 0.5 0.0225 0.0071 0.0450

0.08 0.0236 0.0075 0.0472
0.1 0.0346 0.0110 0.0692

0.15 0.0907 0.0288 0.0814
0.2 0.1277 0.0406 0.2554
0.1 0.4 0.0446 0.0141 0.0892

0.3 0.0466 0.0148 0.0932
0.2 0.0690 0.0219 0.1380



Таким образом, появляется новая возможность оптимизации 

демпфирующих свойств материала вибрирующих конструкций, которые 

имеют весьма важное значение при решении проблемы внедрения новых 

материалов, в том числе композитных материалов, в конструкцию 

авиационно-космических аппаратов [14].

§15. Связанные изгибно-крутильные колебания реального 
профиля крыла на нелинейных наследственно- 

деформируемых подвесках

Рассмотрим связанные изгибно-крутильные колебания реального 

профиля крыла на нелинейных наследственно-деформируемых подвесках 

(рис 15.1). Этот профиль представляет собой поперечные сечения 

консольного крыла, жесткость которого в направлении потока 

максимальна, и обладающего степенями свободы изгиба и кручения [23].

рис. 15.1 Профиль 
консольного крыла, удер­
живаемого от движений 
изгиба и кручения пружи­
нами с мгновенными 
жестокостями С/ и с2 , 
действующими на крыло в 
точке, находящейся на 
расстоянии а  от центра 
массы. Здесь же показаны 
также: подъемная сила Р  и 
момент М  около оси 
кручения.

Предположим, что горизонтальное перемещение профиля невозможно 

и он имеет две степени свободы, т.е. положение системы характеризуется 

двумя обобщенными координатами: углами поворота £/? и вертикальными



перемещениями U j . Колебания системы происходят только под действием 

начального возмущения.

Если обозначить через b -  расстояние от центра жесткости до центра 

массы крыла, через т -  массу; через г -  радиус инерции массы крыла 

относительно центральной оси, то кинетическая и потенциальная энергии 

рассматриваемой системы определяются следующим образом:

Т -  ~ (апй \ + 2a}2UtU2 + anU2 )

п Л { С1и х { u . - l j V t y i R ' i y . - r U ? )

(15.1)

+ С 2t /  2 и *  -  \ ^ u A -  2 R ' { u 2 ~ Г ^ г Ъ) }

, где:

а И =  m; а  12 =  a2j =  -m b; а22 — ш (у2 +  Ь2)  

у, у] - коэффициенты физической нелинейности.

Из уравнения Лагранжа (10.2) имеем:

а , Д  +  a l2U 2 +  0 , ( 1  -  Я*)(С/, -  =  О

a2]Ul + й220 2 + c2( \ - R ') ( U 2 ~ ' / xU 2 ) = 0
(15.2)

Из системы ИДУ (15.2) следует, что связанность изгибно- 

крутильных колебаний обусловлена коэффициентом Ь. Если ось центра 

тяжести и ось жесткости совпадает, то 6=0 и система (15.2) распадается на 

два независимых уравнения. Первое из них описывает вертикальные 

колебания, а второе -  крутильные колебания профиля крыла. Однако 

указанное расположение осей чрезвычайно трудно конструктивно 

осуществить. Поэтому, колебания таких конструкций являются



связанными изгибно-крутильными и не могут быть сведены к чисто 

изгибным и чисто крутильным. Необходимо решить системы ИДУ (15.2) 

совместно при заданных начальных условиях.

В линейном случае, т.е.: у  — ft  =0 точное решение системы ИДУ

(15.2) при начальных условиях (11.12) можно получить из (11.10), полагая:

В нелинейном случае, т.е. при: у  ̂  0; у) *  0 , нахождение точного 

решения системы (15.2) представляет собой значительные математические 

трудности. По этому в общем случае, систему (15.2) можно решить 

численно с использованием ЭВМ, с этой целью переходя к безразмерным 

переменным:

Применяя методику численного решения, изложенную в §6 к системе 

ИДУ при начальных условиях:

Си =  C l; с  12 = с2, =  0; с22 =  с2

и, разрешая систему (15.2) относительно производных, имеем:

W + e , ( l - R ' )  { jV -y W z ) + - ( l / - y 2U 3) = 0
6\

(15.3)

, где:



будем иметь:

W. = * '» -!  Cj('.- ‘A w , -  # " / > + № - r , v - ) -
j =0

- - Z  v ' “ к  K - t -  w u ) + ff2 (Uj . k -  r 2u u )]}
t t  1=0

(15.46)

u .  ■ “ • - ( I )

-  f t t W!-> )+ ИУЛ1 - ГЛ1-. I}
#  *=o

, где:

/„=иД*, W(t„)=JV„, U{t„)^U„, Cj = Д/, j  = T ^ l ,  

c „ = c . = f .  Bt = ^ - [ ( k + i y - ( k - i r l  * = Ц Я  Bu = ¥ ~ ,

* s - f l r - U - ir]
Создано математическое обеспечение для численной реализации 

алгоритмов расчета (15.4). Расчет произведен как для идеально-упругой 

линейной и нелинейной (е=  0) (рис. 15.2а, 15.26), так и для вязкоупругой 

линейной и нелинейной постановки задачи (рис. 15.3а, 15.36) при 

следующих исходных данных:

Z =  1/ 1 0 ;  ( r / b  f  =  0 ,0 6 ;  е = 0, 1 ;  а = 0,2 5 ; / 3 = 0 ,0 5 ;  Л  =  0,01  

Из анализа результатов, приведенных на рис. 15.2 и рис. 15.3 

следует, что частоты' совместно-крутильных колебаний гораздо больше, 

чем частоты совместно-изгибных колебаний. Затухающий процесс (см. 

рис. 15.3а, 15.36) колебаний угла закручивания гораздо больше, чем 

частота вертикальных перемещения профиля крыла.



рис. 15.2 a) gam  -  0; gam  = 2

11
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о.ог«г—-* л 4
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o.ox-i-4- 1 1
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6) О о
0 ft

рис. 15.2 б) gam ~  0; gam  =  2

ог



рис. 15.3 a) gam = 0; gam = 2; вяз.



Вопросы для самоконтроля:

1 . По какой формуле определяются кинетическая и потенциальная 

энергия для механических систем с двумя степенями свободы?

2. Какой вид имеет интегро-дифференциальное уравнение свободных 

колебаний систем с двумя степенями свободы?

3. Какой вид имеет прямая и обратная форма интегро-дифференциапь- 

ного уравнения свободных колебаний системы с двумя степенями 

свободы?

I
4. Какой вид имеют интегро-дифференциальные уравнения свободных 

колебаний системы с двумя степенями свободы в главных коорди­

натах и их общее решение?

5. Какой вид имеет интегро-дифференциальное уравнение вертикаль­

ных колебаний фюзеляжа наследственно деформируемых опор?

6. Какой вид имеют интегро-дифференциальные уравнения связанные 

изгибно-крутильные колебания нелинейных наследственно-дефор­

мируемых удлиненных пластин?

7. Какой вид имеют интегро-дифференциальные уравнения связанных 

изгибно-крутильных колебаний реального профиля крыла на 

нелинейных наследственно-деформируемых подвесках?

8 . Чем отличаются частоты совместно-крутильных колебаний от 

частот изгибно-крутильных?



Глава V. Решение задач о колебаниях 
наследственно-деформируемых систем с конечным 

числом степеней свободы

§16. Интегро-дцфференциальные уравнения 
вынужденных колебаний системы н их общее решение

Как отмечено выше - в общем случае любое деформируемое твердое 

тело имеет бесконечное число степеней свободы. Однако, в зависимости от 

принятой модели, представляющей деформируемую конструкцию в том 

или ином случае, число степеней свободы может быть конечным. Если на 

точки системы, кроме восстанавливающих сил, действуют возмущающие 

силы e,(t), являющиеся некоторыми функциями времени, то система 

совершает сложное движение, представляющее собой результат наложения 

свободных и так называемых вынужденных колебаний. Как показано в §4, 

задачи в этом случае сводятся к решению матричного ИДУ вида:

, где:

AU + C U - \ R ( t - T ) U ( T ) d r =  6(0 (16.1)

\
•• ах. с ^-  Чл ' и ; '4(0'

А =

•• а пп J

, с =
л> • * С*т J

, и  = , 6(0 =
M l

R(t) -  ядро релаксации, имеющее слабо-сингулярные особенности 

типа Абеля.

Отметим, что к системе вида (16.1) можно прийти после применения 

по пространственным переменным методам Бубнова-Галеркина, Ритца и 

конечных элементов к решению динамических задач линейной 

наследственной теории вязкоупругости [24].



Требуется найти решение системы ИДУ (16.1), удовлетворяющее 

начальным условиям:

^ U o = ^ o  ( i 6 .2 )

Уравнения (16.1) носят название ИДУ вынужденных колебаний 

системы с конечным числом степеней свободы.

Общее решение системы ИДУ вынужденных колебаний является 

суммой общего решения соответствующей однородной системы и 

частного решения неоднородной системы, т.е.:

и = и о, + и ^

Первое решение Uoc) определяет свободные колебания системы, а 

второе и иеод -  частное решение неоднородной системы ИДУ (16.1).

Так как свободные колебания системы являются колебаниями, быстро 

затухающими, то практический интерес представляет лишь частное 

решение UHeo(>, определяющее вынужденные колебания системы. Поэтому 

сначала рассмотрим методику построения частных решений системы

(16.1).

§17. Интегро-дифференциальные уравнения 
вынужденных колебаний системы в главных координатах и 

их общее решение

Исследование вынужденных колебаний наследственно- 

деформируемых систем с конечным числом степенен свободы значительно 

упрощается, если ввести в рассмотрение главные координаты этой 

системы у,- ( i~ l,2 ,...,n )  следующим образом:

^ = ^ т + у 2т 2 + у 3( о щ + . . . + у пт „



, где: Wj - матрицы собственной формы, соответствующие

спектральной задаче идеально-упругой системы, причем:

т fO i * j  тw j A W j A  . w f c w ^ l  2
[1 1 = J [а>; t = j

то, согласно результатам, приведенным в §4, ИДУ (16.1) 

вынужденных колебаний системы в главных координатах имеют 

следующий вид:

7,(0  -  ~  r)yt{r)dT = 9 .(0  (17.1)

с соответствующими начальными условиями:

Л (0 )  = а:01, Л (0 )= « „  (17.2)

Уравнения (17.1) образуют систему п независимых друг от друга 

интегро-дифференциальных уравнений.

Как показано выше, точное решение ИДУ (17.1) при тривиальных 

начальных условиях (Щ  — сси  =  О) имеет вид:

я(') = "Г 14 )п(‘ - rhWr-hmj: /»« -  rWMdr-o r  dt

d r -
[ Я ( г - 5 ) ^ ( 5 ) & d r ) (17.3)

, где:

П  (/) — 1 + jR ( r ) d r  .  функция ползучести, -  cos cot+сф col,
0

сф  COt .  функция косинуса дробного порядка



Точное решение (17.3) позволило обнаружить ряд новых 

механических эффектов, например: колебания наследственно-

деформируемых систем под действием постоянной внешней нагрузки 

происходят около кривой функции ползучести и затухают с течением 

времени по этой кривой, что является тестом для проверки любого 

численного метода решения ИДУ динамических задач наследственной 

теории вязкоупругости.

Как известно из [26, 27], решение спектральной задачи (задачи 

нахождения частот и формы) для идеально-упругих систем довольно 

сложно и является самостоятельной научной проблемой, поэтому решение 

динамических задач вязкоупругости методом разложения по собственным 

формам (методом приведения в главных координатах) целесообразно 

выполнять в том случае, когда для получения приемлемой точности 

результатов достаточно ограничиться учетом лишь нескольких основных 

тонов колебаний. Однако во многих случаях (например, при расчете 

сложных пластинчатых и оболочечных конструкций) требуется учитывать 

большое число тонов собственных колебаний. В этих случаях более 

экономичным является прямое интегрирование ИДУ (16.1) с помощью той 

или иной численной процедуры.



§18. Обобщение метода Ньюмарка для решения интегро- 
днфференцнальных уравнений вынужденных колебаний 

системы с конечным числом степеней свободы

Покажем обобщение безусловного устойчивого численного метода 

Ньюмарка для решения ИДУ (16.1) при начальных условиях (16.2).

Как известно из [25], метод Ньюмарка основан на следующих 

разложениях: U(tj + At) = UM и U(t,+da) = UM в ряд по степеням At.

Коэффициенты в  и ц  выбираются таким образом, чтобы обеспечить 

безусловную устойчивость процесса интегрирования, т.е.:

(18.1)
UM = U, + At U, + / / Ar(t/,T, -  Ut), ?,. = i At

Найдем из первого равенства (18.1) UM :

Для отыскания UM уравнение движения записывается для

следующего момента времени: t — t,-~j:

М м + С  U M -  j x ( t M - T ) U ( r ) d r  =ач, (18.3)
о



Если использовать рациональное преобразование, предложенное в [1], 

то несобственный интеграл для слабо-сингулярного ядра Ржаницына- 

Колтунова вычисляется следующим образом:

* -  т Г  U (r)d , = £  ¥ - U u , + 2  В ,е -" ‘ UM_t
о а  1  *=1

(18.4)

, где:

Подставляя (18,2) и (18.4) в (18.3) приходим к уравнению вида:

= / =  0 ,1 ,2 , . . .  (18.5)

в котором:

D
а  2 

1

1

с  +  ~ Г У ^  ’в  At

1

в ы -
-U i +

U . +
в ы  1 2 0

—  1 и .
м

+ U M _t
а  *=I

Формулы (18.1), (18.2) и (18.5) составляют рекуррентные соотношения 

метода Иномарка для решения ИДУ (16.1) при начальных условиях (16.2).

Отметим, что метод Ньюмарка требует задания в начальный момент 

времени to — 0  не только матриц Uo , Ug , а также матрицы Оо • Для 

этого, записав уравнение движения (16.1) для момента to -  0 ,имеем:

A U 0 = Q 0 - C U 0 , U 0 = A - l[Q0 - C U 0]

Зная Uo, Uo и Оо из (18.5) можем найти U i , а из (18.1), (18.2) U j , Oi 

и т.д. Находим все значения U2 , U2 , 0 2 , ...



Метод Ньюмарка является, безусловно, устойчивым, поэтому его шаг 

можно назначить в долях от периода тех колебаний, которые необходимо 

учитывать при решении задач. При этом высшие формы не будут портить 

решение, т.е. шаг интегрирования по методу Ньюмарка можно назначить 

существенно большим, чем по методу центральных разностей.

§19. Решение тестовых примеров

Проверка методики, основанная на решении тестовых примеров, 

является необходимым этапом, связанным с подтверждением 

достоверности результатов, получаемых при решении конкретных задач. В 

качестве тестовых могут использоваться задачи, для которых известно 

аналитическое или точное численное решение. Здесь остановимся лишь на 

задачах, имеющих аналитическое решение, хотя они, естествеш^ и не 

охватывают в полном объеме всех особенностей и возможностей 

разработанной методики.

Отметим, что тестовая проверка показала высокую эффективность 

разработанного алгоритма метода Ньюмарка для численного решения ИДУ 

типа (16.1). В самом деле, из (17.3) при: / =  1 , qj = qo — й ? , й)/ = й) = 

2 п , а  = 0,25, J 3 — 0,5 , £ = 0 ,1 ,  Ug = Uo =0 имеем:

U{t) = /7(0 -  ̂  W  -  r)Vx(r)dr, U(t) =
dt I q„

,где:

= * 4 4  4 1  - гамма функция Эйлера, ~ .y



В частности, при £  = 0 из предыдущего уравнения получим точное 

решение идеально-упругой задачи, т.е.:

£/(?) = 1 -c o s  2 я7

Расчет, по приведенному выше точному решению, выполнен согласно 

теореме сложения ИДУ и результаты (см. рис. 19.1) отмечены сплошными 

линиями, а по формулам (18.1), (18.2), (18.5) -  пунктирными линиями, при 

этом A t =  0.01 , //= 0.6 .

рис. 19.1



В опросы  д л я  сам оконт роля:

1. Каковы интегро-дифференциальные уравнения вынужденных 

колебаний системы с конечным числом степеней свободы и их 

общее решение?

2. Какой вид имеют интегро-дифференциальные уравнения 

вынужденных колебаний системы с п - степенями свободы в 

матричной форме?

3. Какое упрощение вносит в исследование вынужденных колебаний 

системы применение главных координат?

4. Какой вид имеет обший интеграл интегро-дифференциальных 

уравнений вынужденных колебаний с п - степенями свободы в 

главных координатах?

5. Какой вид имеет алгоритм вычисления несобственного интеграла 

для слабо-сингулярного ядра Ржаницына-Колтунова?

6 . Какой вид имеет общий алгоритм численного решения метода 

Ныомарка для решения матричного интегро-дифференциального 

уравнения вынужденных колебаний системы?

7. При каких условиях желательно использовать метод Ныомарка для 

численного решения интегро-дифференциальных уравнений?

8 . Что представляют собой тестовые примеры?



Г лава V I. А эронеустойчивость наследственно- 
деф орм ируем ы х элем ентов конструкции летательны х 

аппаратов

§20. Явление аэронеустойчивости

В авиации до начала второй мировой войны вопросы 

аэронеустойчивости не имели такого важного значения, какое они имеют 

теперь. Скорости самолетов тогда были сравнительно малы, и те нагрузки, 

которые должны нести авиационные детали согласно нормам прочности, 

обеспечивали создание конструкции, достаточно жесткой для того, чтобы 

обеспечить безопасность полета.

Однако, по мере роста скоростей при почти неизменных расчетных 

нагрузках и отсутствии рационального критерия жесткости при 

проектировании авиационные конструкторы столкнулись с широким 

кругом задач, которые рассматриваются теперь как задачи 

аэронеустойчивости.

Явление аэронеустойчивости (флаттер и дивергенция) оказывают 

большое влияние на элементы конструкции современных 

высокоскоростных JIA.

Флаттер - это динамическая неустойчивость, имеющая место при 

полете самолета на скорости, называемой скоростью флаттера, при 

которой существенную роль в возникновении неустойчивости играет 

деформируемое свойство материала конструкции.

Дивергенция - это статическая неустойчивость несущей поверхности 

самолета в полете на скорости, называемой скоростью дивергенции: при 

этой скорости деформируемое свойство несущей поверхности играет 

существенную роль в возникновении неустойчивости.

Современный ЛА подвержен многим формам флаттера. Классический 

тип флаттера связан с потенциальным потоком и изгибно-крутильным



деформациям крыла, и обычно включает взаимодействие двух или более 

степеней свободы. Неклассический тип флаттера, который до сих пор 

трудно анализировать на чисто теоретической основе, может иметь место 

при обшивке крыла, при сорванном потоке, или при периодических срывах 

потока с прилеганием его вновь, при режимах потери скорости, а также 

при различных эффектах запаздывания между аэродинамическими силами 

и режимом движения самолета.

Наиболее часто встречающимися явлениями аэронеустойчивости 

являются задачи о дивергенции при кручениях прямого крыла. Когда 

скорость крыла превышает скорость дивергенции при кручении, то 

приращение аэродинамического крутящегося момента превышает 

деформации восстанавливающего момента кручения и происходит потеря 

устойчивости крыла и, соответственно, всего летательного аппарата.

Явление аэронеустойчивости (дивергенция и флаттер) недопустимо 

для любого типа самолетов, так как оно может привести к катастрофе. 

Скорости, при которых наступают эти явления, называются критическими: 

NKp (соотвествующие значения времени - ), поэтому требуется, чтобы

максимально допустимая скорость полета ( ^mai.max )> была меньше любой 

из критических скоростей как при явлениях аэровязкоупругости, так при 

аэроупругости: Nmax,max< K P. [2 0 ,2 1 ]

Предупредительные меры и средства борьбы с явлением 

аэронеустойчивости обычно заключаются либо в увеличении жесткости, 

либо в уменьшении взаимодействия между степенями свободы, или в 

комбинации того и другого. Однако увеличение жесткости, особенно 

крутильной жесткости, с помощью стрингеров, лонжеронов и нервюру по 

размаху значительно увеличивает вес конструкции. По этой причине в 

стадии проектировании с точки зрения предотвращения явления



аэронеустойчивости, часто производят аналитическое исследование и 

исследование на основе математических моделей.

Исследование явления аэронеустойчпвости на основе математических 

моделей в идеально-упругих постановках началось уже давно в 1930 годах 

в работах САЛаплигина, М.В.Келдыша, М.А.Лаврентова, Е.П.Гросмана, 

Жуковского и других. На крыло летающего самолета всегда действуют 

различные возмущающие силы. Среди них самыми опасными -  

вызывающими явления аэронеустойчивости - являются аэродинамические 

силы. В настоящее время вычисление аэродинамических сил производится 

в зависимости от режима полета: дозвукового, трансзвукового,

сверхзвукового и гиперзвукового и используются следующие гипотезы: 

стационарности, плоских сечений (поршневой теории), замена крыла 

вихревой поверхностью, асимптотика малых отстояний.

Основные результаты по использованию гипотезы стационарности в 

идеально-упругой постановке задачи классического флаттера содержатся в 

работах: Е.П.Гросмана, РЛ.Бисплингхоффа, В.Л.Бидермана, Я.Г.Пановка, 

Я.Ц.Фына.

Использование гипотезы плоских сечений или «Теории поршня» при 

исследовании явления аэроупругой неустойчивости изложены в 

монографии и обзорных работах: В.В.Болотина, А.С.Вольмира,

С.М.Белоцерковского, Э.И.Григолюк, К.Ш.Бабамурадова, В.К.Кабулова, 

А.А.Мовчана и других. В этих работах в основном рассматривается 

явление аэроупругой неустойчивости обшивки крыла, т.е. линейные и 

нелинейные панельные флаттеры.

Главные трудности использования вихревой теории при решении 

задачи аэроупругости связаны с решением сингулярных интегральных 

уравнений I-го рода для определения функции вихря. Основные 

результаты по данным направлениям содержится в работах 

С.М.Белосерковского, Т.Буриева, С.НЛифанова, А.С.Вольмира и других.



Подробный анализ показывает, что асимптотика малых отстояний 

может служить новой и удачной аэродинамической гипотезой для 

изучения явления аэронеустойчивости. Однако конкретное решение 

простейших задач аэронеустойчивости даже в идеально-упругой 

постановке получена недавно И.И.Ефремовым и Е.ПЛукашником.

Известно, что около 70% материалов конструкции JIA при любых 

температурах обладают ярко выраженными реологическими и 

наследственно-деформируемыми свойствами. Учет этих свойств материала 

при проектировании конструкции имеет важное значение для безопасного 

полета JIA, и приближает теории расчета к фактическому условию работы 

конструкции.

Не секрет, что учет исчезающих малых внутренних трений материалов 

конструкции ЛА приводит к уменьшению критической скорости полета 

(приблизительно в 2,5 раза), приводящей к разрушению конструкции [21].

На основе выше изложенного интересными представляются 

следующие задачи:

1. Построение математических моделей и разработка методов решения 

в вязкоупругих постановках всех тех задач аэроустойчивости, которые 

сейчас решены в идеально-упругом приближении. Наиболее важными из 

этих исследований надо считать следующие:

а) Изгибно-крутильный флаггер наследственно-деформируемого 

крыла самолета. Эти исследования весьма важны когда центр тяжести и 

оси жесткости в каждом сечении крыла не совпадают.

б) Разработка методов решения задачи о флаттере позволяющие 

произвести исследование по экспериментально определенным численным 

значениям изгибного, крутильного жесткости и массы по размаху крыла.

в) Построение и обоснование численных методов решения задач 

аэровязкоупругой устойчивости на основе вихревой теории, базирующейся 

на гипотезе «замена крыла вихревой поверхностью».



2. Исследование явления дивергенции и флаттера наследственно- 

деформируемых элементов анизотропных тонкостенных конструкций по 

поршневой теории Ильюшина А.А. на основе современного аппарата 

численного решения слабо-сингулярных интегралов и интегро- 

дифференциальных уравнений.

3. Построение и обоснование численного метода решения 

сингулярных интегро-дифференциальных уравнений, а также приведение, 

при возможных случаях, аналитического вида их решений, что весьма 

важно при решении динамической задачи аэровязкоупругой устойчивости 

методом, основанным на гипотезе «асимптотика малых отстояний».

4. Разработка четких рекомендаций проектировщикам в целях 

обеспечения требуемой прочности конструкции JIA, а также обеспечения 

безопасности полета при воздействии различного рода статических, 

динамических и аэродинамических нагрузок при всех режимах полета в 

течение заданного периода эксплуатации JIA.

§21. Устойчивость нелинейного наследственно- 
деформируемого аппарата на воздушной подушке

Одним из эффективных средств уменьшения сопротивления движения 

транспортных средств является использование воздушной подушки, 

представляющей собой слой воздуха, повышенного по сравнению с 

атмосферой давления [11]. Аппараты (в частности, суда) на воздушной 

подушке приобретают все большее распространение в современной 

технике. В настоящей работе рассматривается простейшая, так называемая 

камерная схема такого парящего аппарата, обладающего наследственно- 

деформируемыми свойствами.
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рис. 2 1 . 1

В этой схеме (рис. 21.1) воздух нагнетается специальными 

вентиляторами в пространство под нижней поверхностью аппарата 

(подкупольный объем) и затем выходит в атмосферу через щелевой зазор, 

расположенный внизу по периметру аппарата.

Избыточное давление в подушке создает силу поддержания 

(подъемную силу), уравновешивающую вес аппарата. В зависимости от 

производительности вентиляторов, возможно равновесное положение 

аппарата в достаточно широком диапазоне высот, но, как оказывается, не 

все эти положения устойчивы [II]. '

Математическую модель задачи построим исходя из постановки 

задачи, предложенную в [11]. Рассмотрим возмущенное движение 

аппарата около равновесного положения, имея в виду только вертикальные 

поступательные перемещения. Введем следующие обозначения: Р, Ри-Р- 

-Ра - полное и избыточное давление воздуха в подушке (Ра - атмосферное 

давление): V- объем подушки (подкупольный объем); р  - плотность 

воздуха в подушке; G + - массовое расхождение воздуха, подаваемого 

вентиляторами в подкупольный объем; G" - массовый расход воздуха, 

вытекающего из подкупольного объема в атмосферу; h - высота щелевого 

зазора; Н  - средняя высота подкупольного объема. Значения этих величин 

для равновесного положения будем обозначать теми же буквами, но с



дополнительным индексом О. При этом Gq+ — Go и верхний индекс 

можно вообще опустить.

Далее можно записать:

(21.1)

,гдe:y = ho~h - перемещение аппарата.

Связь между давлением в подкупольном объеме и плотностью

? J p 'воздуха примем в виде: — = —  I , где: п - показатель политропы, т.е.: 
Ц ' '■/V'

Р  = Ро 1 + АР
пРп (21.2)

, где: АР  - отклонение давления от равновесного значения.

За основу дальнейших выкладок для установления связи между АР  и 

у , используем уравнение массо-обмена:

d j p V )
dt

= G + -  G ' (21.3)

Согласно работе [11], имеет место следующее приближенное 

равенство:

d{pV)
dt ~ Р(Уй

' а р  у '
; g + = g0

/  \

, пРо Н , я\  /

/  л , у
f

а р ' f
1 -  — 1 - «  Gq

1 К ) V Р» . \ V

АР v



Подставляя (21.4) в (21.3) имеем:

, где:

= F A P ’, в  =

L 2 6PaF  2 mgd _ 2 P ViF 2 mg 
o —■ __ —   , с — —

ЪН ЪН ’ 3hQ ЗАо

F- площадь горизонтальной проекции подкупольного объема.

Нетрудно заметить, что модель (21.5) ничем не отличается от модели 

стандартного вязкоупругого тела [1 2 ]. Следовательно, воздушная подушка 

обладает свойствами сложной вязкоупругой подвески и определяющие 

соотношения, связывающие а  и у  , можно записать как наследственного 

типа с экспоненциальными ядрами релаксации, т.е.:

Хотя соотношения (21.6) с экспоненциальными ядрами (21.7) 

учитывают как ползучесть деформаций, так и релаксации напряжений, они 

имеют один серьезный недостаток, т.к. скорость перемещения y(t) в 

начальный момент времени имеет конечные значения, а эксперимент 

показывает ее равенство бесконечности. Этот недостаток легко устранить, 

введя слабо-сингулярные особенности ядра релаксации (21.7) следующим 

образом [13]:

О" =  7 1X 0  ~  J * ( /  “  r )y ( r )d r ]
о

, где:



R { ? - T )  = Q - $ e ~ * ,~T\ t - T ) a' \  0 < а г < 1  (218)

Если теперь учесть, что более 70% материалов воздушных судов 

изготовлены из композитных материалов [14], то нетрудно заметить, что 

связь между о  и у  должна подчиниться нелинейному закону 

наследственной теории вязкоупругости [8 ], т.е.:
/

= Н (  у ( 0  -У У 1 (0 )  -  J  Д(* -  г )[> '(г ) -  ГУ3 (t)]dr]  (21.9)
о

Определяющие соотношения (21.9) являются достаточно общими, так 

как из них, в частности, можно получить модели стандартного 

вязкоупругого тела с ядрами релаксации (21.7), а полагая коэффициенты 

нелинейности У =0, получим общеизвестные зависимости линейной 

наследственной теории вязкоупругости.

При возмущенном движении аппарата имеет место равенство [11]:

m y (t )+  а  = 0 (21.10)

Подставляя (21.9) в (21.10), получим слабо-сингулярные интегро- 

дифференциальные уравнения (ИДУ) задачи устойчивости нелинейного 

наследственно-деформируемого аппарата на воздушной подушке, которые 

в безразмерных координатах можно записать в виде:
t

и  it) + [U(t) -  yU3 (01 -  (// -  N ) j r ( t  -  t ) [ U ( t )  -  y U 3 (r)]rfr] = 0
0

(21 .11)
,где:

2P  U0 h0

ИДУ (21.11) вместе с начальными условиями:



представляет математическую модель поставленной задачи. Здесь 

неизвестными являются U(t) и N. Требуется найти те значения N, при 

которых происходит автоколебательный процесс. Под автоколебанием 

понимаются незатухающие колебания, возбуждаемые силами, 

вызывающие деформации вибрирующей системы. Деформации, 

возникающие при вибрации системы, весьма опасны для конструкции, так 

как быстро приводят к потере устойчивости и развитию усталостных 

трещин.

Точное решение ИДУ (21.11) не представляется возможным, поэтому 

численное решение его при начальных условиях (2 1 .1 2 ) находим методом, 

предложенным в работе [ 1], т.е.:

и .  =£/„ + * А  - I « А - t , W j - r v )  в ке -* п[и ик - г Щ .к}}
> 1  к=0

(21.13)
, где:

t„=n&t, d j = A t ,  j  = l, л - 1 ,  а 0 = а а = A t / 2
'ч

U ( tJ  = U „, Bk =At a[(k + i y - ( k - \ ) a] / 2 ,  k = \ J ~ \

В а = - М а / 2 ,  B j =  Д/'L T  - С / - 1 Л / 2

Из анализа решения ИДУ (11) следует, что при // - N  > 0 как в 

линейном, так и в нелинейном случае происходят затухающий 

колебательный процесс. Скорость затухания, т.е. диссипативные 

характеристики системы существенным образом зависят от реологических 

параметров А0, р и а. Установлено, что чем меньше параметр 

сингулярности а  материала конструкции, тем выше демпфирующие 

свойства этих материалов. Автоколебательный процесс происходит только 

при ц - N <  0, отсюда следует, что аппарат устойчив лишь при достаточно 

больших равновесных высотах парения, причем критическая NKp =



=(H/ho)Kp = -г~ , что полностью совпадает с результатами, полученными в

[11]. Влияние учета физической нелинейности и реологических 

параметров на NKp нетрудно показать с помощью вычислительного 

эксперимента на основе разработанного алгоритма (21.13).

§22. Исследование одной нелинейной задачи классического 
флаттера наследственно деформируемых систем

Из классов задач классического флаттера рассматриваются задачи 

динамической аэроустойчивости неупруго закрепленной удлиненной 

пластинки, изображенной на рис. 2 2 . 1 ; предполагается, что горизон­

тальные перемещения невозможны и она имеет две степени свободы, т.е.

положение системы характеризу­

ется двумя координатами -  углом 

поворота (p=(p(t) и вертикальным 

перемещением w=w(t) [1 1 ].

Размер пластинки в 

направлении, перпендикулярном 

плоскости чертежа, обозначим 

через /, коэффициенты мгно­

венной жесткости опор Cj и С2 

будем относить к единице длины пластинки в указанном направлении. 

Обозначим через т массу, соответствующую единице площади срединной 

пластинки.



Если колебания происходят в потенциальном потоке газа, то на 

пластинку всегда действуют различные возмущающие силы. Среды них 

самым опасным, вызывающим явление флаттера являются 

аэродинамические силы, которые состоят из двух составляющих: одни 

которые носят название возбуждающих, действуют в том же направлении, 

в каком идет деформация и стремятся дальше увеличить последнюю; 

другие, так называемые демпфирующие, которые действуют в сторону, 

противоположную возникающей деформации, и стремятся вернуть 

пластинку в положение равновесия. Подробный анализ показывает, что 

аэродинамические демпфирующие силы растут пропорционально 

скорости. Силы же возбуждения растут пропорционально квадрату 

скорости потока [15, 16]. При этом подъемные силы, приложенные на 

расстоянии а от правого края пластинки можно представить так:

Здесь, С“ -  аэродинамический коэффициент подъемной силы, р  -

плотность воздуха, V -  скорость потока.

Если предположить, что реакции наследственно-деформируемых опор 

нелинейно зависят от угла поворота и перемещения краев пластинки, то 

согласно [1 1 , 17], имеем:

(22.1)

о



R(t) -  ядро наследственности имеющей слабо-сингулярные 
особенности типа Абеля, т.е.: R ^ t ^ e e '^ 't 01-1, О < а  < 1.

Приводя эти реакции к центру тяжести пластинки, получаем силу:

R } =  R j +  R2 (22.3)
и пару с моментом:

M=R3 Ь /2  (22.4)

Составим интегро-дифференциальные уравнения (ИДУ) движения. 

Одно из них описывает вертикальное движение центра тяжести пластинки:

Y + R3=mblW (22.5)
, а другое -  поворот пластинки вокруг горизонтальной оси z, 

проходящей через тяжести:

* — 2 )
-V М  - mb3l

12
-<р (22.6)

Здесь, тЫ -  масса всей пластинки.

Подставляя (22.1) -  (22.4) в (22.5) (22.6), и переходя к безразмерным 

переменным:

Ъ<р _ 1C, .. [2С; ..  \Cypb а а
\m b  ' ^ C y P  ~ V 2т 

Получим следующую систему нелинейных ИДУ:

t r  + ( l -R * )
д з

W + - + ■£
С,

W - -

- Л ^ ы + ^ N W  =  0

u + 6(l-R *) W + -

(22 .8)

г - г  U r - :

+



Требуется найти критическую скорость флаттера NKp. из решения 

системы ИДУ (22.8), удовлетворяющее начальным условиям:

w \m = w o> £>| „ о  =  С/ 0  (22.9)

Для этого решим систему ИДУ (22.8) при начальных условиях (22.9) 

методом, изложенным в работе [1]:

W, = ( ( l+ z A f t > 0 + r 0(, -  - t 1){WJ +(o .5 -N 2) j 1 -

- г

\3 г и  А  (  и .w - - L  
1 2

- г

лз
W -  -

v '  2 ,

~ L Z B k e - ^
а  4=0

W j . k +
' j~k

- г W j - k +
и j-k \ 3

С, W j-k
и  - л ги j-k

- г Wj-* -
Uj-k

\3 л-1 /Г А/
- j N ^ a j W  l \ l  + —  z N

(22.10)

и .  = u 0 + u Qt „ -  6 ( i - i e ) ZN t „w0 -

- t f a j k - t j ) { W J + (o.5 + ( l -20 )N2yjj - y
7=0

U,
W, + - 1 

1 2

\3

9 i
c,

- Y Wj-k +
u j - k

W , - V- L
v 2У V J

f

- r

\3 

/

\3

- £ I X .
a  *=o

Wj-k +•
u j - k

+ ■
'!

У
j-k ■r Wj-k ~

и \3
j ~ k +

+ 6 { l - 7 e ) Z N Z  a j W j
j = 0



, где:

t„ = nAt, aj= A ; , y = l, и-1, a0 = a„ = Л//2, =  wn, CYV = U„,

Bk ~ A f  [ ( k + l f  - (k -l)a] / 2 , к = 1Т Н ,  B0 -  A f / 2 , Bj =  A ta[ f - ( j - l ) a]

Создано математическое обеспечение для численной реализации 

алгоритмов расчета. Расчет произведен как в идеально-упругой линейной и 

нелинейной {£=0), так вязкоупругой линейной и нелинейной постановках с 

учетом и без учета аэродинамического демпфирования' при следующих 

исходных данных [18]:

Как известно, тестирование является одним из возможных способов 

проверка точности методика расчета и достоверности полученных 

результатов исследований. С той цели используем результаты решения 

задачи классического флаттера для упруго закрепленного удлиненного 

пластинки в линейной постановки без учета демпфирующих слагаемых 

аэродинамических сил [1]. Если исправить технические ошибки 

допущенные в [ 1 1 ], то при 0 = 1 /2  критической скорость вычисляется по 

формуле: N 2 = -С/В , а при 0 ^1/2  по формуле:

В таблице 22.1 приведены численные значение критической скорости 

флаттера при различных механических параметров, найденные по точной 

(22,11) и предлагаемой методике расчета. Сопоставительный анализ 

результатов расчета приведенной данной таблице показывает

1.4; 0=1/2, 3/4; С 2/С, = 1,1/2, 2/3, 3/4, 3/2

2

- С ,  А =  9{1-26>У, (22.11)

В = 6 - 2 0 + ( 4 & - 3 ) ~  , С ^ З  1 - \ С- Ц  + ( 1 - 2 —С,. IC,J I C;J



достоверность и высокую точность предлагаемой методики расчета. В 

общем случае результаты вычислительного эксперимента приведены на 

рис. 22.2 - 22.4 при 0 - 1 /2 .

Получена кривая, характеризующая переходный процесс для функции 

W во времени при различных N  в идеально упругом линейном случае с 

учетом аэродинамического демпфирования (рис. 22.2а). Аналогичные 

кривые получены для вязкоупругого случая при: £=0.1; а=0.25;

/9=0.05; у=0 (рис.2 2 .2 б).

Анализируя эти кривые, не трудно определить критические скорости 

флаттера. В самом деле из табл. 22.2 видно что, критическая скорость NKp ,

с которой начинается быстрый рост функции W (аналогично функции U) 

по времени в идеально-упругом случае с учетом аэродинамического 

демпфирования, равна: N^=0,503, (^=17; а в вязкоупругом случае: 

N/g,—0,35, t^p—27.

Также получен закон движения функции W (аналогично функции U) 

по времени при различных N  в нелинейно-упругом случае без учета (рис. 

22.3а) и с учетом (рис. 22.36) аэродинамического демпфирования и 

аналогичные результаты для вязкоупругого случая при: £"= 0 . 1 ; а  =

0.25; ,£=0.05; у=0.5; *=1.4.
Анализ результатов, приведенных на рисунках и в таблицах 

представляет интерес по двум причинам. Во-первых, превышение 

критической скорости флаттера в идеально-упругом случае не означает 

немедленного разрушения конструкции, а разрушение наступает лишь 

спустя определенный период и носит усталостный характер. Для того, 

чтобы найти ожидаемый срок службы конструкции, необходимо 

определить амплитуду ее колебаний в области флаттера с учетом 

нелинейных и наследственно-деформируемых свойств материла



конструкции. Во-вторых, критическая скорость определяемая методами 

идеально-упругих приближений, как в линейной, так и в нелинейной 

упругих постановках, оказывается лишь верхней границей критических 

скоростей для реальных конструкций.

Таким образом, предложенная методика численного решения носит 

универсальный характер для исследования колебательной неустойчивости, 

т.е. автоколебаний как в линейной и нелинейной идеально-упругой, так и 

наследственной-деформируемой удлиненной пластинке в потенциальном 

потоке газа. Как видно из приведенных таблиц, учет наследственно- 

деформируемых свойств материала в некоторых случаях приводит к 

уменьшению критической скорости почти в 2,5 раза и к увеличению 

критической времени флаттера в 1,7 раз.

Вычислительные эксперименты показали (см. табл. 22.2), что 

влияние параметра затухания (3 в ядре наследственности на критическую 

скорость флаттера по сравнению с параметром вязкости s  и сингулярности 

а  оказалось незначительным, что еще раз подтверждает общеизвестные 

выводы -  экспоненциальное ядро релаксации неспособно полностью 

описать наследственные свойства материала конструкции. Из таблицы 

видно, что незначительное уменьшение параметра сингулярности а  или 

незначительное увеличение параметра €  приводит к существенному 

уменьшению критической скорости флаттера. >

Учет аэродинамического демпфирования в вязкоупругом случае 

приводит к увеличению критической скорости флаттера. Это можно 

объяснить тем, что в вязкоупругом случае демпфирующие слагаемые 

аэродинамических сил оказываются дестабилизирующим фактором, 

вызывающим колебательную неустойчивость наследственно- 

деформируемых систем.



C2 /Ci
0 1 1/2 2/3 3/4 3/2

1/2 0,288
(0.29)

Q£
(0.5)

0.421
(0.421)

0*22
(0.39)

0,129
(0.129)

3/4 0.324 
(0-34) J

0-47
(0.52)

0.425
(0.456)

0*4
(0.43)

0,165
(0.166)

табл. 2 2 .2 .
£ a X r N™ H"u

М Л И И
U Kf

» г Н ЕЛИ Н м  НЕЛИН
N UU&

1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.502 0.5 — —

1.4 0.503 0.5 — —

0.0 0.0 0.0 0.0 0 — — 0.426 0.426
1.4 — — 0.427 0.427

0.04 0.25 0.05 0.0 0 . 0 0.46 0.46 — —

0.08 0.39 0.4 — —

0 . 1 0,35 0.36 — —

0 . 1 0.25 0.05 1.4 0 . 0 0,35 0.37 — —

0.04 0.25 0.05 0 . 0 0.5 — — 0.28 0.28
0.08 — — 0 . 2 1 0 2 1

0 . 1 — — 0.17 0.17
0 . 1 0.25 0.05 1.4 0.5 — — 0.19 0.19
0 . 1 0.15 0.05 0 . 0 0 . 0 0,16 0.17 — —

0 . 2 0.25 0.25 — —

0.3 0.33 0.33 — —

0 . 1 0 . 2 0.05 0 . 0 0.5 — — 0 . 0 2 0 . 0 2

0.25 — — 0.17 0.17
0.3 — 0.25 0.25

0 . 1 0.25 0 . 0 1 0 . 0 0.5 — — 0.176 0.176
0.03 ----------- — 0.173 0.173
0.08 — — 0.163 0.163

0 . 1 0.25 0.05 0 . 0 0 . 6 — — 0.08 0.08
0.4 — — 0.24 0.24
0 . 2 — . . . . 0.35 0.35



рис. 22.2. а) N = 0 . 4 8 ;  0 .5 ;  0.503 б) N = 0 .2 ; 0 .25; 0.35

рис. 22.3. а) N = 0 . 4 ;  0 .4 2 ;  0.426  б) N = 0 .4 ; 0 .42; 0.427



§23. Исследование одной нелинейной задачи классического 
флаттера для реальных профилей крыла с нелинейной 

наследственно-деформируемой подвеской

Рассмотрим крыло с прямой осью центров изгиба, направленной 

перпендикулярно к потоку (рис. 23.1).

рис. 23.1

Крыло будем трактовать как наследственно-деформируемый 

стержень, жесткость которого в направлении потока максимальна и весьма 

велика по сравнению с другой изгибной жесткостью, а также с крутильной 

жесткостью. При этих условиях деформированное состояние крыла может 

быть охарактеризовано смешениями центров изгиба W  и угловыми 

поворотами поперечных сечений (р. Таким образом, при полете 

летательного аппарата под действием потока происходят так называемое 

явление классического флаттера изгибно-крутнльной колебательной 

неустойчивости крыла самолета.

Известно [11,15, 17,20,22,23] несколько видов классического флатте­

ра несущих поверхностей самолета, причем для обнаружения 

колебательной неустойчивости (автоколебания) необходимо учитывать, по 

крайней мере, две степени свободы колебательной системы. Типичным 

видом классического флаттера является изгибно-крутильный флаттер 

крыла самолета [11, 20,23]; при исследовании возможности его появления



учитывается изгиб и закручивание крыла. Физически этой модели 

соответствует реальный профиль самолетного крыла, имеющий 

поступательную (поперечную - относительно потока) степень свободы W и 

закручивающую <p(t) (рис. 23.2).

рис. 23.2

В данном параграфе рассматривается флаттер нелинейного 

наследственно-деформируемого крыла, имеющего две степени свободы, 

соответствующие вертикальному перемещению W(t) И углу поворота <p(t).

Тогда, согласно нелинейной наследственной теории Больцмана- 

Вольтерра [8 , 17], аэродинамическая сила Р  и момент М, приложенные в 

точке О будут равны соответственно:

P = C w{ l - R ' ) ( w  ~ r  W 3)

М = С В(l - R ' ) ( < p - r < p 3) (23Л)

, где: Са и Ск -  коэффициенты мгновенной жесткости при изгибе и 

кручении, 'у, у '/ -  коэффициенты физической нелинейности,

R - f ( t ) = ) R ( t - r ) f { r ) d T ,
О



R(t) -  ядро релаксации, имеющей слабо-сингулярные особенности 

типа Абеля, т. е.:

R( t )  = е  е~ *  t a ~1 , 0  < а  < 1.

Теперь, согласно принципу Даламбера, учитывая силу инерции и 

момент сил инерции относительно точки О, из (23.1) получим систему 

уравнений движения изгибно-крутильных колебаний наследственно- 

деформируемого крыла:

m { W - b p ) + C w( l - R ' ) ( l V - r  W 3) = P  

- m b W  +  w ( r 2 + b 2)p +  Ca (l -  R*)[p -  Pa  ̂ 2 32^

Здесь b -  расстояние от центра жесткости до центра массы крыла; т -  

масса, г  -  радиус инерции массы крыла относительно центральной оси.

Наибольшие трудности представляет собой определение изменений 

аэродинамических сил Р, возникающих в связи с движением крыла. Если 

колебания происходят в потенциальном потоке газа, то на крыло всегда 

действуют различные возмущающие силы. Среды них самим опасными, 

вызывающим явление флаттера, являются аэродинамические силы,

которые состоят из двух составляющих: одна из которых носит название 

возбуждающей и действует в том же направлении, в каком идет 

деформация и стремится дальше увеличить последнюю; другая - так

называемый демпфирующая, которая действует в сторону

противоположную возникающей деформации, и стремится вернуть крыло 

в положение равновесия. Подробный анализ показывает, что 

аэродинамические демпфирующие силы растут пропорционально 

скорости, а силы возбуждения растут пропорционально квадрату скорости 

потока [16, 18]. В этом предположении из (1.2) получаем увеличение 

подъемной силы и момента:



P  = r p F ( v 2< p - V W ) , M  = - Р а  (23.3)

, где: p -  плотность воздуха, V  -  скорость потока, F  ~  площадь крыла, 

а  -расстояние от центра жесткости до центра давления (который 

расположен на одной четверти хорды крыла).

Подставляя (23.3) в (23.2) и переходя к безразмерным переменным:

Ъ<р = и,  t = V = w l N ,  й>= —,- С~ —, т
V т уЦ й + г J

> W-
4 т

p n F  1 CJ>‘ = Х

, получим следующую систему нелинейных интегро-дифференциаль­

ных уравнений:

w  + e k - R ’ \ ( w - у  w 3) + ^ - ( u - r 2u 3)
0,

-  03N 2U + 0l3NW = О

W ' ) + z  { u - n U 1'fi-0 AN 2U + eHNw}=O
(23.4)

,где:

Л = 1 + -  , 02 = J , в ъ -  x 
rJ fl

x —x

К .

2 ъ
fi ab b2) i + — + —
\  r*  r  )

n 4 ^  I Г, Я] „ 4
^4 s - x -  7~, 2- x 7 x 1 + T  . * u = - xfi ( ry  b \  bJ //

l + 1 +

, ab b2]
\  t r  J



Решая систему, ИДУ (23.4) при начальных условиях:

W\ ,=о =  w o > Щ  /=о =  ■0, С/| <=0 = U0 , U \l=0 = ■0 (23.5)

методом, изложенным в работе [ 1 ], имеем:
У
(1 + ^ . А Г К  - 1 с у(/в - / W j ) + ( 0 2 - 0 . N 2}Uj -

V J=°

- в гГги ) - r W U ) + e2( uhk

w. =

n-1

W L cjWj { u e » c nN ) ,  (23.6)

^ = ^ o + ^ [ - |  Z ^ 4  “ O f c  -
w  W  j=o

J / 2 ^ 3 ~ f  £ B* e 'A Ы _к -yWj_k + X[ u ^  - r i U j A f t - e J - ) 1 N ^ W ;  ,
a  t= 0  1 ' J J  \ r >  y=0

, где:

t„ =n&t, Cj =&i, j = l , n - l ,  c0 =c„ = y  , Bk
Ы * « [(*  + ! ) " - ( M *

At1
k = \ j - \  , b 0 = ~ y  , B j =  2

Определение критических скоростей полета, при которых начинается 

флаттер или дивергенция летательного аппарата (ЛА), является одной из 

важнейших задач проблем аэроустойчивости. Решение его сводится к 

исследованию колебательной неустойчивости невозмущенного движения 

ЛА на основе разработанного вычислительного аппарата (23.6) и 

специального алгоритма поиска критической скорости, основанной на 

вычислительном эксперименте при заданных геометрических и 

механических параметрах. Согласно этой методике потери динамической 

устойчивости определяется из условий существования незатухающих



гармонических колебаний с постоянной возрастающей амплитудой 

(критическое время, критическая скорость). Для всех N<NKp т.е. 

сверхзвукового обтекания со скоростью потока меньшей критической 

скорости флаттера закон изменения W и U во времени происходит по 

затухающему гармоническому колебанию, а для N>NKp с некоторого 

момента времени происходит начало быстрого роста амплитуды 

колебаний во времени т.е. происходит потери устойчивости конструкции. 

Для нахождения N=N^, рассматриваются числа N / и N 2 , расположенные 

на интервале (А,В) таким образом, что A<N /<N 2<B при tj<t<t2- 

Сравнивая закон изменения W  и U при N —Nj и N=N2 , можно сделать 

следующие выводы:

1 ) если N < N 7 при t<tj закон изменения функции W  и U  близко к 

гармоническому, то NKp не может быть на интервале (A,Nj) , т.е., NKp 

лежит на интервале (Nj.B), t^, лежит в интервале

2 ) при N>Nj наблюдается быстрый рост функции W и U во времени, 

то Ыкр лежит на интервале (A,Nj), лежит на интервале (0,ti). Процессы 

1 ) и 2 ). ~.е. процесс исключения интервалов, не происходящих не 

желательных явлений повторяется для (A,Nj) или (Nj,B) и т.д. Поиск 

завершается тогда, когда оставшийся подинтервал уменьшается до 

достаточных малых размеров.

Создано математическое обеспечение для численной реализации 

алгоритмов расчета. Расчет произведен как для идеально-упругой 

линейной и нелинейной (€=0) , так вязкоупругой линейной и нелинейной 

постановок с учетом и без учета аэродинамического демпфирования при 

следующих исходных данных [18]:



Реологические параметры: коэффициент вязкости £, параметр 

сингулярности а, параметр затухания /?  и коэффициенты нелинейности у, 

У2 принимают различные значения. Численные результаты приведены на 

рис. 23.3-23.6 и в таблице.

Кривая, характеризующая переходный процесс для функции W  во 

времени в различных идеально-упругих линейных и нелинейных случаях 

без учета а) и с учетом б) аэродинамическим демпфирования приведены 

на рис. 23.3-23.4. Аналогичные кривые для вязкоупругого случая при: 

£=0.1; а=0.25; ft=0.05; у =  у2 — 0 и у =  У2 — 1 приведены на рис. 

23.5-23.6.

Анализируя кривые, приведенные на этих рисунках, не трудно 

определить критические скорости флаттера. В самом деле, из рис. 23.3- 

23.4 видно, что критическая скорость NKp , с который начинает быстрый 

рост функции W (аналогично функции U) во времени в идеально-упругом 

случае без учета и с учетом аэродинамического демпфирования равны 

соответственно: NKp = 0.765; NKp = 0.45 (для линейного случая: 

^ = 0 .8 1 ; Nxp-0.68 ), а в вязкоупругом (рис. 23.4-23.5): NKp=0.66; 

NKp=0.685 (для линейного случая: NKp=0.668; NKp~ 0 .73).



Анализ результатов приведенных на этих рисунках, а также в таблице 

23.1 представляет интерес по следующим причинам:

Во-первых, превышение критической скорости флаттера в идеально- 

упругом случае не означает немедленного разрушения конструкции, а 

разрушение наступает лишь спустя определенный период и носит 

усталостный характер. Для того, чтобы получить ожидаемый срок службы 

конструкции, необходимо определить амплитуду ее колебаний в области 

флаттера с учетом нелинейных и наследственно-деформируемых свойств 

материала конструкции.

Во-Вторых, критическая скорость определяемая методами идеально­

упругих приближений, как в линейно, так и в нелинейно-упругих 

постановках, оказывается лишь верхней границей критических скоростей 

для реальных конструкции.

Таким образом, предложенная методика численного решения носит 

универсальный характер для исследования колебательной неустойчивости, 

т.е. автоколебания как в линейной и нелинейной идеально-упругой, так и 

наследственной-деформируемой крыле в потенциальном потоке газа. Как 

видно из таблицы 23.1 учет наследственно-деформируемых свойств 

материала в некоторых случаях приводит почти два раза уменьшению 

критической скорости флаттера. Подобные эффекты были обнаружены в 

[28] с помощью других методов при учете исчезающей малой внутреннего 

трения материала конструкции. В достоверности полученных результатов



можно убедиться сопоставлением с известными результатами других 

авторов. В самом деле, предлагаемая методика для линейного идеально- 

упругого крыла без учета аэродинамического демпфирования дает: 

Л^р=0.81, а в [18] и [23] 0.826 и NKp= 1 .

Вычислительные эксперименты показали (см. табл.23.1), что влияние 

параметра затухания /?  в ядре наследственности на критическую скорость 

флаттера по сравнению с параметром вязкости £  и сингулярности а  

оказалось незначительным, что еще раз подтвердило общеизвестные 

истины -  экспоненциальное ядро релаксации неспособно полностью 

описать наследственные свойства материала конструкции.

Из таблицы 23.1 видно, что незначительное уменьшение параметра 

сингулярности а  или незначительное увеличение параметра £  приводит к 

существенному уменьшению критической скорости флаттера. 

Следовательно, учет этого эффекта при проектировании конструкции JIA 

имеет важное значение для обеспечения безопасности полета - чем меньше 

параметр сингулярности материала конструкции, тем выше интенсивность 

диссипативных процессов в этой конструкции.

Учет аэродинамического демпфирования в идеально-упругом случае 

приводит к уменьшению, а в вязкоупругом -  к увеличению критической 

скорости флаттера. Это можно объяснить тем, что поддержание 

аэродинамического демпфирования незатухающих колебаний происходит 

только при учете реальных свойств материала конструкции.
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рис. 23.3

а) eps = 0.0; gam = 0.0; gam2 = 0.0; без демп. Ы= (0.6, 0.8, 0.81)

б) eps = 0.0; gam = 0.0; gam2 = 0.0; с уч. демп. N =  (0.5, 0.62, 0.68)

рис. 23.4

а) eps = 0.0; gam = 1.0; gam2 = 1.0; без демп. N=(0.6, 0.764, 0.765)

б) eps = 0.0; gam = 1.0; gam.2 = 1.0; с уч. демп. N = (0.2, 0.43, 0.44)



a) eps = 0.1; al = 0.25; bet = 0.05; без уч. демп.; gam = 0.0; gam2 = 0.0;
N= (0.6, 0.66, 0.69) 

a) eps = 0.1; al = 0.25; bet -  0.05; с уч. демп.; gam = 0.0; gam2 = 0.0; 
N ~ (0.6,0.73,0.75)
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рис. 23.6

a) eps = 0.1; al = 0.25; bet = 0.05; без уч. демп.; gam = 1.0; gam2 = 1.0;
N=(0.6,0.65,0.66) 

a) eps = 0.1; al = 0.25; bet = 0.05; с уч. демп.; gam = 1.0; gam2 = 1.0; 
N=(0.6,0.684,0.685)



В опросы  д л я  сам оконт роля:

1. Какие явления называются явлениями аэронеустойчивости?

2 . Что такое флаттер и что играет существенную роль в 

возникновении флаттера?

3. Чем отличается классический флаттер от не классического?

4. Что представляет собой критическая скорость?

5. Что такое дивергенция и что играет существенную роль в 

возникновении дивергенции?

6 . Какие существуют предупредительные меры и средства борьбы с 

явлением аэронеустойчивости?

7. Какие гипотезы часто используют для определения 

аэродинамических сил?

8 . Какие проблемы аэронеустойчивости являются актуальными на 

сегодняшний день?

9. Какой вид имеет интегро-дифференциальное уравнение, 

описывающее математическую модель задачи устойчивости 

нелинейного наследственно-деформируемого аппарата на 

воздушной подушке?

10. Какой вид имеет алгоритм численного решения интегро- 

дифференциального уравнения задачи устойчивости нелинейно 

наследственно-деформируемого аппарата на воздушной подушке?

11. По какой формуле вычисляются подъемные силы, приложенные на 

расстоянии а от правого края пластинки?



12. Какой вид имеют: системы интегро-дифференциальных уравнений 

(в безразмерных координатах); задачи аэронеустойчивости 

удаленных пластин?

13. Какой вид имеет алгоритм численного решения системы 

нелинейных интегро-дифференциальных уравнений задачи 

аэронеустойчивости удаленных пластин?

14. Опишите, пожалуйста, основные составляющие аэродинамических 

нагрузок?

15. Что означают критические скорости флаттера, найденные методом 

идеально-упругих приближений?

16. Какие реологические параметры существенно влияют на 

критическую скорость флаттера?

17. Какой вид имеют системы интегро-дифференциальных уравнений 

задач о классическом флаттере для реальных профилей крыла 

самолета?

18. Какой вид имеет алгоритм численного решения нелинейного 

интегро-дифференциального уравнения задачи о классическом 

флаттере для реальных профилей крыла самолета?

19. В чем заключается алгоритм поиска критической скорости, 

основанной на вычислительном эксперименте?

20. Что понимается под автоколебаниями механических систем?
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