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Книга является учебником по теории механизмов и машин 
для студентов высших технических учебных заведений и посо
бием для аспирантов, инженеров и конструкторов машинострои
тельных специальностей. Книга состоит из трех частей. Первая 
часть посвящена структурному и кинематическому анализу меха
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матической геометрии и общие методы кинематического анализа 
механизмов различных видов. Вторая часть книги посвящена 
динамическому анализу механизмов. Рассмотрены вопросы сило
вого расчета механизмов, трение в механизмах и роль массовых 
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ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ

Предлагаемый учебник по курсу «Теория механизмов и машин» 
предназначается для машиностроительных и приборостроительных 
втузов и соответствует программе курса, утвержденной Министерством 
высшего и среднего специального образования СССР.

Принятое автором сокращенное название «Теория механизмов» 
более соответствует действительному содержанию современных курсов 
по теории механизмов и машин, читаемых на машиностроительных 
и приборостроительных специальностях. В самом деле, вопросы, 
относящиеся непосредственно к теории машин, освещаются только 
в разделе, посвященном движению машин и механизмов под дей
ствием заданных сил, и в разделе теории регулирования. Все осталь
ные разделы посвящены структуре, кинетостатике, динамике и синтезу 
отдельных видов и типов механизмов. Теория машин в современном 
понимании охватывает многочисленные вопросы исследования и про^ 
ектирования машин автоматического действия и автоматических систем 
машин, и потому курс теории машин целесообразно рассматривать 
как специальный курс, читаемый на старших курсах втуза, увязывая 
его содержание с профилем подготовляемого Специалиста.

Курс .«Теория механизмов» состоит из трех частей.
Часть первая  посвящена структурному и кинематическому анализу 

механизмов. Она начинается с описания наиболее распространенных 
видов механизмов с целью ознакомления учащегося с объектами 
изучения. Далее следуют главы, посвященные теории структуры 
кинематических цепей и механизмов и их классификации. Этот раздел 
изложен по той системе, которая в основном принята сейчас в ра
ботах советской школы по теории механизмов. При изложении этих 
вопросов основное внимание уделяется структуре и классификации 
плоских механизмов. В качестве дополнительного материала, который 
является необязательным для студентов, излагается вопрос о струк
туре и классификации пространственных механизмов. Этот материал, 
напечатанный мелким шрифтом, рассчитан на тех учащихся, которые 
пожелают в порядке самостоятельного изучения углубить свои знания 
в теории механизмов.

Часть отдела второго, посвященная кинематическому анализу ме
ханизмов, начинается с изложения основ кинематической геометрии.



Автор считает, что изложение основ кинематической геометрии за
кладывает прочный фундамент не только для изучения вопросов ки
нематического анализа, но и вопросов синтеза механизмов. Допол
нительным материалом в этой части является изложение методов 
построения мгновенного центра ускорений и поворотного круга, а также 
вопросы теории кривизны центроид и взаимоогибаемых кривых.

В главах, посвященных непосредственно кинематике групп и ме
ханизмов, материал излагается на основе рассмотрения не истинных 
скоростей и ускорений звеньев, а их аналогов. Это позволяет вести 
изложение методов кинематического анализа на чисто геометрической 
основе без введения параметра времени. В отдельном параграфе 
показан переход от аналогов скорости и ускорения к действитель
ным скоростям и ускорениям, для чего применен метод Н. Е. Ж у
ковского разделения движения механизмов на перманентное и на
чальное. При кинематическом исследовании механизмов в инженерных 
расчетах применяются графические, аналитические и графочисленные 
методы, поэтому автор излагает основы всех этих методов приме
нительно к наиболее распространенным в практике видам механиз
мов, как правило, принадлежащих ко II и III классам.

Кинематическое исследование широко распространенных в технике 
четырехзпенных рычажных механизмов проведено комплексно графи
ческими и аналитическими методами. Метод кинематических диаграмм 
изложен в том объеме, который необходим для последующих глав, 
посвященных динамике, анализу и синтезу механизмов.

Ввиду необходимости подготовить студентов к изучению курса 
деталей машин отдельно рассматриваются вопросы о кинематическом 
исследовании типовых механизмов передач, как плоских, так и про
странственных. Значительное внимание уделено механизмам редукто
ров, коробок скоростей и вариаторов скоростей.

В главе, посвященной кинематическому исследованию простейших 
пространственных механизмов, обязательным для студентов является 
только параграф, излагающий кинематику универсального шарнира. 
Остальные параграфы являются дополнительными и необязательными. 
В эту главу включены вопросы кинематики типовых механизмов с 
гндро- и пневмоустройствами. В связи с широким применением этих 
механизмов в практике некоторых отраслей машиностроения возмож
но включение их в обязательную часть курса.

Часть вт орая , посвященная динамическому анализу механизмов, 
начинается с изложения силового анализа механизмов. Рассматривают
ся силы, действующие на звенья механизма, их физическая природа 
и методы их определения и учета при силовом расчете механизмов. 
В этой же части рассматриваются и вопросы уравновешивания меха
низмов на фундаменте и уравновешивание вращающихся масс. Далее 
рассматриваются вопросы энергетических характеристик механизмов 
и определение коэффициентов полезного действия типовых механизмов. 
В главе, посвященной исследованию движения механизмов машинного



агрегата, рассмотрены графочисленные и приближенные методы 
решения уравнений движения при силах, зависящих от положения, 
скорости и времени. Отдельный параграф посвящен уравнениям дви
жения механизмов с двумя степенями свободы. Значительное внимание 
уделено вопросу неравномерности движения механизмов и методам 
определения маховых масс для различных заданий движущих сил и 
сил сопротивления. В главе, посвященной введению в теорию регулиро
вания, рассмотрена не только динамика регулятора, но и уравнения 
движения звеньев систем автоматического регулирования и для про
стейших случаев этих систем их динамическая устойчивость.

Часть т рет ья  посвящена изложению методов синтеза механизмов 
по заданным кинематическим характеристикам и с учетом некоторых 
динамических условий, связанных с передачей мощностей и законов 
передачи сил в механизмах. Эта часть по аналогии с частью, посвя
щенной кинематическому анализу механизмов, начинается с изложе
ния общих основ синтеза механизмов по заданным кинематическим 
и силовым условиям. Далее, подробно излагаются методы синтеза 
плоских и пространственных зубчатых механизмов с учетом некото
рых условий технологического и производственного характера; при 
этом рассмотрены вопросы, касающиеся действия сил в плоских и 
пространственных зубчатых механизмах, так как этот вопрос являет
ся весьма существенным при прохождении курса деталей машин.

При изложении вопросов синтеза кулачковых механизмов сущест
венное внимание уделено рассмотрению типовых законов движения 
ведомых звеньев как определяющих кинематические и динамические 
характеристики этих механизмов.

В современных машинах автоматического действия широко при
меняются мальтийские механизмы, и потому в дополнительной главе 
изложены методы их синтеза.

Значительное внимание уделено задачам синтеза схем зубчатых 
редукторов.

Вопросы синтеза механизмов с низшими парами изложены приме
нительно к четырехзвенным рычажным механизмам. При этом изла
гаются методы решения только простейших задач, не требующие ка
ких-либо дополнительных знаний студентов по теории геометрических 
мест синтеза и теории приближения функций.

Заканчивается учебник кратким введением в теорию ошибок ме
ханизмов.

В список рекомендуемой литературы вошло сравнительно неболь
шое число учебников, учебных пособий и монографий, вышедших 
за последние годы; поэтому этот список нельзя рассматривать как 
исчерпывающий и единственно рекомендуемый.

Как это следует из вышеизложенного, предлагаемый учебник 
содержит основной курс и большое число дополнительных глав, па
раграфов и пунктов. Основной, мат ериал, соответствующий програм
ме курса теории механизмов и машин для машиностроительных



специальностей, напечатан крупным шрифтом, и составляет только 
около 65%  всего объема книги, т. е. около 33 печатных листов. 
Все дополнительные материалы, необязательные для студентов, 
напечатаны петитом. Учебник построен так, что студент, изучающий 
курс, может читать и прорабатывать только напечатанное крупным 
шрифтом. Эта система изложения материала позволяет автору реко
мендовать предлагаемый курс не только студентам, но и преподава
телям, как пособие по курсу, а лицам, готовящимся к поступлению 
в аспирантуру, как экзаменационный минимум по спецкурсу.

Автор приносит свою глубокую благодарность коллективу кафед
ры теории механизмов и машин Всесоюзного заочного политехнического 
института и ее руководителю Н. И. Левитскому за внимательный 
просмотр рукописи и сделанные замечания, Ф. Л. Литвину и В. А. Зи
новьеву, взявшим на себя труд прорецензировать и отредактировать 
рукопись.

В настоящем курсе сделана попытка не только обобщить много
летний педагогический опыт самого автора, но и опыт тех педагоги
ческих и научных коллективов, которыми руководил и руководит сам 
автор и его ученики. При его подготовке неоценимую помощь авто
ру оказал в первую очередь коллектив кафедры теории механизмов 
и машин Московского ордена Ленина авиационного института им. 
С. Орджоникидзе, отдельные сотрудники лабораторий Института 
машиноведения, а также многие ученые и коллеги, занимающиеся пре
подаванием во втузах. После выхода в свет последнего издания учеб
ника прошло более десяти лет. За этот период времени автор полу
чил большое количество критических замечаний от студентов и от 
лиц, ведущих педагогическую работу, а также конструкторов и изо
бретателей. За все эти замечания и пожелания автор приносит ука
занным лицам свою глубокую благодарность.

Автор и впредь рассчитывает на дружескую критику нового из
дания читателями и специалистами.

Автор

ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ

Второе издание воспроизводится с первого в основном без изме
нений. Исправлены только замеченные опечатки, уточнены некоторые 
термины и улучшены отдельные чертежи.

Автор



ВВЕДЕНИЕ

§ 1. Механика машин и ее основные разделы

1°. Развитие современной науки и техники неразрывно связано 
с созданием новых машин, имеющих целью повышение производи
тельности и облегчение труда людей, а также обеспечение средств 
исследования законов природы и жизни человека.

Целью создания машины является увеличение производительности 
и облегчения физического труда человека путем замены человека 
машиной. В некоторых случаях машина может заменять человека 
не только в его физическом, но и в умственном труде. Так, напри
мер, счетно-решающие машины заменяют человека или помогают 
ему в проведении необходимых математических операций, информа
ционные машины обрабатывают большое количество заложенных 
в них человеком сведений и дают человеку требуемую информацию 
и т. д. Созданные человеком машины могут управлять производствен
ными и другими процессами по определенным, заранее составленным 
программам и в некоторых случаях автоматически обеспечивать про
цесс с оптимальными результатами.

Наконец, машины могут в некоторых случаях заменять отдельные 
органы человека, такие, например, как конечности рук (механизмы 
манипуляторов, протезы), почки (искусственная почка) и т. д.

Таким образом, понятием машины охватывается большое число 
самых различных объектов, применяемых человеком для своих тру
довых и физиологических функций.

Таким образом, понятие «машина» может быть, в обобщенном 
виде, выражено следующим образом: маш ина есть уст ройст во, со
здаваемое человеком  для использования законов природы с целью  
облегчения ф изического и ум ст венного  труда, увеличения  его про
изводит ельност и и его облегчения п ут ем  част ичной или полной 
замены  человека в его т рудовы х и ф изиологических ф ункциях.

2°. С точки зрения выполняемых машинами функций машины 
можно разделить на следующие классы:

1. Энергетические машины.
2. Транспортные машины.
3. Технологические машины.



4. Контрольно-управляющие машины.
5. Логические машины.
6. Кибернетические машины.
Примерами энергетических машин являются: электрические двига

тели, двигатели внутреннего сгорания, турбины и т. д. К транспорт
ным машинам относятся: локомотивы, турбовозы, автомобили, трак
торы, лифты, транспортеры и т. д.

Многообразен класс технологических машин. К ним принадлежат: 
станки, текстильные машины, машины сельского хозяйства, металлур
гические, полиграфические, пищевые и другие машины. В связи 
с повышением производительности машин и скоростей движения от
дельных их органов, а также в связи с требованиями к высокому 
качеству изделий человек стал испытывать непреодолимые затруднения 
в управлении машинами, контроле технологических процессов, вы
полняемых машинами, измерении отдельных параметров выпускаемой 
продукции и т. д.

В прежних, более примитивных машинах реакция человека была 
достаточной для того, чтобы изменить режим движения и работы ма
шины, если эти режимы и работа отклонялись от нормальных. Те
перь, когда продолжительность многих рабочих процессов измеряется 
весьма малыми долями времени, когда многие процессы являются 
непрерывными, физиология человека лимитирует его непосредствен
ную реакцию на отклонение рабочего процесса от нормального. По
этому человек стал создавать искусственные средства управления, конт
роля и измерения. Такими средствами, хорошо известными в технике, 
являются различные регуляторы и системы автоматического регули
рования рабочих процессов, приборы контроля и измерений парамет
ров этих процессов и т. д. В некоторых случаях стало целесообраз
ным создание специальных машин для управления и контроля про
цессами. Так, например, для автоматизации контроля размеров 
поршневых колец, пальцев, шариков для шарикоподшипников и мно
гих других объектов стали создаваться контрольно-измерительные 
машины, которые производят не только обмер деталей, но и их сор
тировку по размерам и другим показателям. В современные автомати
ческие линии встраиваются различные контрольно-измерительные 
машины и приборы, которые не только контролируют процесс, но 
и управляют им, сигнализируя и автоматически корректируя этот 
процесс в процессе работы автоматических линий и систем. Такие 
машины называются контрольно-управляющими.

Ш ирокое развитие как для управления и контроля над процессами, 
так и для замены умственного труда человека получили логические 
машины. К этим машинам относятся счетно-решающие машины, ма
шины, моделирующие различные процессы, информационные машины 
и др.

Распространенным в настоящее время классом машин являются 
кибернетические машины. Эти машины способны заменять некоторые



физиологические функции человека. Примерами таких машин явля
ются: машины, опознающие тот или иной образ, например буквы,
и, следовательно, способные как бы читать; машины, воспроизводя
щие человеческую речь по заданным акустическим спектрам; машины, 
выполняющие различные движения по устной "команде человека; ма
шины, заменяющие отдельные органы человека (сердце, почки, конеч
ности и т. д.) в условиях медицинской, операционной или биологи
ческой, исследовательской практики или в случаях, связанных с 
органическими нарушениями нормальной физиологии человека.

3°. Развитые системы машин являются комплексом машин различ
ных классов. Так, например, современные роторные и другие автома
тические линии являются комплексом, в который входят энергетические 
машины в виде электроприводов, транспортные машины для перемеще
ния обрабатываемого объекта в виде роторов или транспортеров, техно
логические машины, изменяющие форму, состав или структуру обра
батываемого объекта, контрольно-управляющие машины, контролиру
ющие качество и размеры получаемых изделий и регулирующие ре
жим движения двигателей и рабочих органов, и, наконец, логические 
машины в виде машин, производящих подсчет количества выпускае
мой продукции. В некоторых развитых машинных устройствах функ
ции контроля и управления, а также логические функции могут вы
полняться не специальными машинами, а соответствующими прибора
ми и системами, органически входящими в состав машинного устрой
ства. Так, например, автомат для шлифования изделий с помощью 
шлифовального круга, представляющий собою технологическую ма
шину, имеет в своем составе электропривод, являющийся энергети
ческой машиной, и управляющее устройство, автоматически компен
сирующее износ шлифовального круга. Фрезерный станок-автомат, 
представляющий собою технологическую машину, имеет в своем со
ставе электропривод, т. е. энергетическую машину, систему програм
много управления, являющуюся управляющим устройством, систему 
контроля точности изготовления изделия и, наконец, систему перера
ботки информации в виде счетно-решающего устройства, корректиру
ющего процесс. Даже простейшие машинные устройства, как, напри
мер, паровая машина, имеют систему автоматического регулирования 
и управления в форме, например, центробежного регулятора.

Развитое машинное устройство, состоящее из двигателя, переда
точных механизмов и рабочей машины и в некоторых случаях 
контрольно-управляющих и счетно-решающих устройств, называется 
м аш инны м  агрегатом.

4°. При создании машины человек пользуется всеми достиже
ниями современной науки и в первую очередь достижениями в области 
математики, механики, физики и химии, электротехники и электроники. 
Машины могут работать и осуществлять требуемые движения своих 
органов с помощью устройств, в основе которых лежат различ
ные принципы воспроизведения движения, производства работы и



преобразования энергии. Современные наиболее развитые и совершенные 
машины обычно представляют собою совокупность многих устройств, 
в основу работы которых положены принципы механики, теплофи
зики, электротехники и электроники.

Наука, изучающая машины, в ’основе работы устройств которых 
положены принципы механики с точки зрения исследования законов 
движения отдельных устройств и действующих на них сил, носит 
название «М еханики  машин».

5°. М еханическая  система тел, предназначенная для преобра
зования движ ения одного или н ескольких  т ел в т ребуемы е дви
ж ения других т ел, называет ся м еханизм ом . Механизмы, входя
щие в состав машины, весьма разнообразны. Одни из них предста
вляют собою сочетания только твердых тел. Другие имеют в своем 
составе гидравлические, пневматические, электрические и другие 
устройства. С точки зрения их функционального назначения меха
низмы машины обыкновенно делятся на следующие виды:

а) Механизмы двигателей и преобразователей.
б) Передаточные механизмы.
в) Исполнительные механизмы.
г) Механизмы управления, контроля и регулирования.
д) Механизмы подачи, транспортировки питания и сортировки 

обрабатываемых сред и объектов.
е) Механизмы автоматического счета, взвешивания и упаковки 

готовой продукции.
М еханизм ы  двигателей осуществляют преобразование различ

ных видов энергии в механическую работу. Механизмы преобразо
вателей осуществляют преобразование механической работы в другие 
виды энергии. К механизмам двигателей относятся механизмы двига
телей внутреннего сгорания, паровых машин, электродвигателей, 
турбин и др. К механизмам преобразователей относятся механизмы 
насосов, компрессоров, гидроприводов и др.

Передаточные м еханизм ы  имеют своей задачей передачу дви
жения от двигателя к технологической машине или исполнительным 
механизмам. Так как вал двигателя обычно имеет ббльшее число 
оборотов в минуту, чем основной вал технологической машины, то 
задачей передаточных механизмов является понижение числа оборо
тов в минуту вала двигателя до уровня числа оборотов в минуту 
основного вала технологической машины.

И сполнит ельными м еханизм ам и  называются те механизмы, ко
торые непосредственно воздействуют на обрабатываемую среду или 
объект. В их задачу входит изменение формы, состояния, положения 
и свойств обрабатываемых среды или объекта. К исполнительным 
механизмам, например, относятся механизмы прессов, деформирующих 
обрабатываемый объект, механизмы грохотов в зерноочистительных 
машинах, разделяющих среду, состоящую из зерна и соломы, меха
низмы металлообрабатывающих станков, изменяющие форму заготовки



снятием стружки до той формы, которая требуется по техноло
гическим условиям, механизмы проката слитков в блюмингах и т. д.

М еханизм ам и управления, конт роля  и регулирования  называ
ются различные механизмы и устройства для контроля размеров 
обрабатываемых объектов, например механические щупы, следующие 
за фрезой, обрабатывающей криволинейную поверхность, и сигнали
зирующие об отклонениях фрезы от заданной программы обработки; 
регуляторы, реагирующие на отклонение угловой скорости главного 
вала машины и устанавливающие нормальную заданную угловую 
скорость этого вала; механизм, регулирующий постоянство расстояния 
между валками прокатного стана и т. п. К этим же механизмам отно
сятся и измерительные механизмы по контролю размеров, давлений, 
уровней жидкостей и т. д.

К  м еханизм ам  транспортировки, подачи, пит ания и сорти
ровки  обрабатываемых сред и объектов относятся: механизмы винто
вых шнеков, скребковых и ковшевых элеваторов для транспортировки 
и подачи сыпучих материалов; механизмы загрузочных бункеров для 
штучных заготовок; механизмы подачи пруткового материала в вы
садочных автоматах; механизмы сортировки готовой продукции по 
размерам, весу и конфигурации и т. д.

М еханизм ы  авт омат ического счета, взвеш ивания и уп а к о вк и  
готовой продукции применяются во многих машинах, в основном 
выпускающих массовую штучную продукцию. Необходимо иметь 
в виду, что такие механизмы, как механизмы счета, взвешивания и 
упаковки готовой продукции, могут быть и исполнительными меха
низмами, если они входят в специальные машины, предназначаемые 
для этих операций. Так, например, в машинах для расфасовки чая 
механизмы взвешивания и упаковки являются исполнительными меха
низмами. В промышленности, изготовляющей шарикоподшипники, 
имеются специальные машины для упаковки собранных шарикопод
шипников, в которых механизмы упаковки являются исполнительными 
механизмами, и т. д.

Несмотря на разницу в функциональных назначениях механизмов 
отдельных видов, в их строении, кинематике и динамике много об
щего. Например, механизм поршневого двигателя, механизм криво
шипного пресса и механизм привода ножа косилки имеют в своей 
основе один и тот же кривошипно-ползунный механизм. Механизм 
привода резца строгального станка, механизм ротативного насоса 
имеют в своей основе один и тот же кулисный механизм. Механизм 
редуктора, передающего движение от двигателя самолета к  его винту, 
и механизм дифференциала автомобиля имеют в своей основе зубча
тый механизм и т. д.

Поэтому можно к исследованию механизмов с различными функ
циональными назначениями применять общие методы, базирующиеся 
на основных принципах современной механики. В механике обычно 
рассматривается статика, кинематика и динамика как абсолютно



твердых, так и упругих тел. При исследовании движения машин и 
механизмов, как правило, мы можем считать жесткие тела, образующие 
механизм, абсолютно твердыми, так как перемещения, возникающие от 
упругих деформаций тел, малы по отношению к перемещениям самих тел 
и их точек. Если мы рассматриваем механизмы как устройства, в состав 
которых входят только твердые тела, то для исследования кинематики 
и динамики механизмов можно пользоваться методами, излагаемыми 
в теоретической механике. Если же требуется изучить кинематику и 
динамику механизмов с учетом упругости звеньев, то для этого, кроме 
методов теоретической механики, мы должны еще применять методы, 
излагаемые в сопротивлении материалов, теории упругости и теории 
колебаний. Если в состав механизма входят жидкие или газообразные 
тела, то необходимо привлекать к исследованию кинематики и дина
мики механизмов гидромеханику и аэромеханику.

6°. Механика машин представляет собой науку, состоящую из 
двух дисциплин. Первая носит название «теория механизмов-», а 
вторая носит название «теория машин*.

В теории механизмов мы рассматриваем кинематику и динамику 
механизмов и теорию строения механизмов, устанавливающую законы 
соединения тел, образующих механизм, и связь этих законов с гео
метрическими образами, по которым происходит соединение этих тел.

В теории машин мы рассматриваем кинематику и динамику ма
шин как совокупность взаимосвязанных механизмов. Эта совокуп
ность может образовывать отдельную машину или машинный агрегат 
или, наконец, машинное устройство, состоящее из системы машин, — 
автоматическую систему машин. В теории машин рассматриваются 
также вопросы теории строения машин, связанные с разработкой 
методов построения принципиальных схем машин, как совокупности 
механизмов, обеспечивающей оптимальную производительность маши
ны при наивыгоднейших условиях ее работы. Далее в теории машин 
рассматриваются вопросы автоматического управления и регулирова
ния машин и машинных агрегатов. В теорию машин обычно также 
включается раздел теории упругих колебаний в машинах. В этом 
разделе изучаются упругие колебания подвижных тел, составляющих 
механизмы машины, колебания опор и фундаментов машин, и изла
гаются методы локализации вредных колебаний.

Изучение механики машин начинается с курса теории механизмов, 
так как, только изучив свойства отдельных механизмов или их видов, 
можно переходить к изучению совокупности механизмов, образующих 
машину, т. е. к теории машин. В данном учебнике излагается теория 
механизмов в объеме, необходимом для студентов механических и 
машиностроительных специальностей. Теория механизмов является пер
вой дисциплиной, вводящей студентов в круг общих и специальных 
дисциплин. В ее задачу входит подготовка студентов к слушанию 
курсов: деталей машин, технологии машиностроения и курсов по рас
чету и конструированию отдельных видов машин в зависимости от



специальности, по которой происходит подготовка студентов. Вместе 
с курсами теоретической механики, сопротивления материалов и дета
лей машин теория механизмов образует цикл предметов, обеспечи
вающих общеинженерную подготовку студентов.

§ 2. Основные понятия и определения 
в теории механизмов

1°. Теория м еханизм ов есть наука, изучаю щ ая строение, кинем а
т ику и динам ику м еханизм ов в связи с и х  анализом  и синтезом.

Проблемы теории механизмов могут быть разделены на две группы. 
Первая группа проблем посвящена исследованию существующих ме
ханизмов — анализу м еханизм ов. Вторая группа проблем посвя
щена проектированию новых механизмов для осуществления заданных 
движений — синт езу м еханизм ов.

Движение механизмов зависит от их строения и сил, на них дей
ствующих. Поэтому удобно при изложении теории механизмов про
блемы анализа механизмов разделить на две части:

1) структурный и кинематический анализ и
2) динамический анализ механизмов.
Структурный и кинематический анализы механизмов имеют сво

ей целью изучение теории строения механизмов, исследование движе
ния тел, их образующих, с геометрической точки зрения независимо 
от сил, вызывающих движение этих тел.

Динамический анализ механизмов имеет своей целью изучение 
методов определения сил, действующих на тела, образующие механизм, 
во время движения этих тел, и изучение взаимосвязи между движе
ниями этих тел, силами, на них действующими, и массами, которыми 
обладают эти тела.

Проблемы синтеза механизмов удобно излагать по видам меха
низмов, потому что задачей синтеза является проектирование механиз
мов выбранной структуры по заданным кинематическим и динами
ческим условиям.

Таким образом, настоящий курс теории механизмов разделен на 
три следующие части:

а) Структурный и кинематический анализ механизмов.
б) Динамический анализ механизмов.
в) Синтез механизмов.
2°. Всякий механизм состоит из отдельных деталей (тел). В ста

ционарных механизмах одни детали являются неподвижными, другие 
детали движутся относительно них. В подвижных механизмах, как, 
например, в двигателе самолета или автомобиля, за неподвижные 
детали условно принимаются детали, неизменно связанные с корпусом 
самолета или автомобиля. Согласно этому в кривошипном двигателе 
во всех случаях к неподвижным деталям относятся корпус двигателя, 
подшипник коренного вала и другие детали; подвижными деталями



считаются: коренной вал, поршни, золотниковое или клапанное 
устройство и т. д. Каждая подвижная деталь или группа деталей, 
образующая одну жесткую подвижную систему тел, носит название 
подвижного звена м еханизм а . Таким образом, например, шатун 
двигателя является одним подвижным звеном, хотя шатун может 
состоять из нескольких деталей: тела шатуна, крышек, шатунных 
подшипников, болтов, стягивающих эти крышки, и т. д. Н о он все же 
будет одним подвижным звеном, ибо все детали, из которых шатун 
состоит, будучи соединены, образуют одну жесткую систему тел, не 
имеющих движения друг относительно друга. Детали, образующие 
одно звено, иногда не имеют жесткой связи между собою (например, 
лента конвейера с деталями, ею переносимыми); тогда признаком 
того, что они относятся к одному звену, служит отсутствие движе
ния их относительно друг друга и, следовательно, возможность введе
ния между ними жесткой связи без изменения кинематики.

Все неподвижные детали образуют одну жесткую неподвижную 
систему тел, называемую неподвиж ным звеном  или стойкой. Так, 
например, корпус двигателя, подшипники коренного вала и т. п. 
образуют в совокупности одно неподвижнее звено, или стойку.

Таким образом, в любом механизме мы имеем одно неподвиж ное 
звено  и одно или несколько подвиж ных звеньев.

Следовательно, механизм можно рассматривать как совокупность 
неподвижного и подвижных звеньев. Подвижные звенья входят в соеди
нения между собой или с неподвижным звеном так, что всегда имеет 
место возможность их движения одного звена относительно другого.

Соединение д вух  соприкасаю щ ихся звеньев, допускающее отно
сительное движ ение, называет ся кинем ат ической парой.

Поверхности, линии, т очки звена, по которым оно мож ет  
соприкасаться с другим звеном, образуя кинемат ическую  пару, 
называют ся элем ент ам и звена.

С вязанная сист ем а звеньев, образую щ их меж ду собой кинем а
тические пары, назы вает ся кинем ат ической цепью. Таким обра
зом, коленчатый вал двигателя образует с неподвижным подшипником 
одну кинематическую пару. Шатун с коленчатым валом образует 
вторую кинематическую пару, поршень с шатуном третью, поршень 
и цилиндр четвертую, а совокупность этих кинематических пар 
составляет кинематическую цепь. Отсюда следует, что в основе 
всякого механизма лежит кинематическая цепь. Но не всякую кине
матическую цепь можно назвать механизмом. Механизм предназначен 
для осуществления заранее заданных закономерных движений. Поэтому 
только та кинематическая цепь будет механизмом, звенья которой 
осуществляют целесообразные движения, вытекающие из инженерных 
производственных задач, для выполнения которых сконструирован 
механизм.



Ч А С Т Ь  П Е Р В А Я

СТРУКТУРНЫЙ И КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ

О Т Д Е Л  П Е Р В Ы Й  

СТРУКТУРНЫЙ АНАЛИЗ И КЛАССИФИКАЦИЯ МЕХАНИЗМОВ

ГЛАВА 1

НЕКОТОРЫЕ ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О СОВРЕМЕННЫХ МЕХАНИЗМАХ

§ 3. Рычажные механизмы

1°. С целью ознакомления с теми механизмами, теория которых 
будет в дальнейшем нами излагаться, о данной главе мы рассмотрим 
наиболее распространенные в практике машиностроения механизмы. 
При описании они разделены на отдельные группы по признаку их 
конструктивного оформления (рычажные, кулачковые, зубчатые и т. д.).

В современных машинах и приборах широкое применение полу
чили так называемые рычаж ные м еханизм ы . Простейшим видом

Рис. 1. Простейший двухэвепный 
рычажный механизм.

Рис. 2. Трехзвенный рычажный 
механизм.

рычажного механизма является двухзвенный механизм, состоящий из 
двух звеньев (рис. 1): подвижного рычага 2, имеющего возможность 
вращаться вокруг неподвижной оси, и неподвижного звена 1 (стойки). 
К двухзвенным механизмам относятся основные и в большинстве слу
чаев единственные механизмы многих ротационных машин: электро
моторов, лопастных турбин и вентиляторов, молотильных барабанов 
и т. д., так как механизмы всех этих машин состоят из стойки и 
вращающегося в неподвижных подшипниках звена (ротора).

На рис. 2 показан трехзвенный рычажный механизм, состоящий 
из двух подвижных звеньев 2 и 3  и одного неподвижного звена 1.



Этот механизм носит название м еханизм а  соприкасаю щ ихся рычагов. 
Рычаг 2, вращаясь около неподвижной оси А, острием а касается 
рычага 3  и приводит его во вращательное движение вокруг неподвиж

ной оси В. Постоянное соприкасание 
рычагов 2 и 3 обеспечивается пружи
ной Ь.

2°. Более сложными рычажными 
механизмами являются механизмы, со
стоящие из четырех звеньев — так назы
ваемые четырехзвенные м еханизм ы .

На рис. 3 показан м еха н и зм  шар
нирного чет ы рехзвенника. Механизм 
состоит из трех подвижных звеньев 2, 
3  и 4 и одного неподвижного звена /. 

Все звенья соединены между собой шарнирно — образуют кинемати
ческие пары, допускающие только вращательные движения звеньев 
одного относительно другого (вращательные пары). Если звено, соеди
ненное во вращательную пару со стойкой, может совершать вращение 
на полный оборот (на 360°), то такое звено называется кривошипом. 
Если звено, образующее вращательную пару со стойкой, не может 
совершать вращения на полный оборот (на 360°), то такое звено

Рис. 3. Механизм шарнирного четы- 
рсхззеинпка.

Рис. 4. Двухкривошиппый 
шарнирный механизм.

7̂̂ 777̂ 77777̂ 777777777̂ 77/. 
Рис. 5. Механизм насоса.

носит название коромысла. Звено, связанное вращательными парами 
с подвижными звеньями, но не связанное со стойкой, называется 
ш ат уном . В шарнирном четырехзвеннике (рис. 3) кривошипом служит 
звено АВ, коромыслом — звено CD, шатуном — звено В С  и стойкой — 
звено AD.

Шарнирный четырехзвенник, у  которого оба звена, соединенные в 
кинематические пары со стойкой, являются кривошипами и, таким 
образом, могут поворачиваться на полный оборот (на 360°), носит 
название двухкривош ипного шарнирного чет ы рехзвенника  (рис. 4). 
Примером такого механизма может служить механизм насоса (рис. о). 
Первый кривошип А В  выполнен в виде круглого диска 2. Второй



кривошип представляет собой лопатку 4. Шатуном является звено 3, 
а стойкой — звено 1. Из чертежа видно, что за полный оборот 
диска 2 вокруг оси А  звено 4  также делает полный оборот вокруг 
оси D. Указанным механизмом жидкость из канала а перекачивается

в канал Ь. Механизм рассматриваемого насоса 'состоит из четырех 
одинаковых двухкривошипных механизмов.

Если шарнирный четырехзвенник имеет один кривошип и одно 
коромысло, то он называется кривош ипно-коромысловым  (рис. 3). 
В качестве практического примера такого меха
низма рассмотрим механизм сеноворошилки 
(рис. 6). Из чертежа видно, что при полном 
обороте кривошипа А В  коромысло CD только 
покачивается на некоторый угол. Точкой Е  
звена 3  относительно 
звена 1 описывается тра
ектория а — а. Можно 
себе представить, что при 
качении колеса 5  ша
тун СВЕ  приподнимает 
сено и встряхивает его, 
что как раз необходимо 
для ускорения сушки.

Вторым примером мо
жет служить механизм 
тестомесильной машины 
(рис. 7). Здесь ведущее 
звено А В  является кривошипом, а звено CD—  коромыслом. Тестоме
сильная лапа СЕ, жестко скрепленная с шатуном ВС, движется в деже 5 
(сосуд с тестом); при этом точка Е  лапы описывает траекторию, я — а. 
Во время работы машины дежа 5  равномерно вращается вокруг своей 
вертикальной оси z  — z, проходящей через центр дна дежи 5. Это 
вращение и движение лапы СЕ обеспечивает хорошее перемешивание 
всей массы теста.

Рис. Я. Двухкоромыс- 
ловый механизм шар
нирного четырехзвен- 

ннка.

Рис. 9. Механизм подъем
ного крана.



Если оба звена шарнирного четырехзвенника, входящие в кине
матическую пару со стойкой, будут коромыслами, т. е. оба эти звена 
не могут совершить вращения на полный оборот (360°), то мы полу
чим так называемый двухкоро мыс ло вый шарнирный чет ы рехзвенник  
(рис. 8). Примером этого механизма является механизм подъемного 
крана (рис. 9). Звенья А В  и CD этого четырехзвенного механизма 
имеют только качательное движение вокруг точек А  и D. К точке Е

подвешивается крюк с тросом; на крюке

Ш
 висит поднимаемый груз. Как видно из чер

тежа, точка Е  на участке а — а своей траек
тории движется почти прямолинейно.

9 3°. Путем особого конструктивного вы-
_  полнения кинематических пар может быть 

получен так называемый эксцентриковый  
Рис. ю. Эксцентриковый ме- шарнирный чет ы рехзвенник. Этот механизм 
ха,1.1зч четырех- образуется следующим образом. Пусть имеет-

ся четырехзвенный механизм ABCD  (рис. 10). 
Пусть теперь кривошип А В  выполнен в виде круглого диска (эксцен
трика), вращающегося вокруг точки А  и имеющего геометрический 
центр в точке В. Тогда кинематическую пару кривошип-шатун можно 
представить как полученную расширением цапфы В  до таких размеров, 
при которых радиус цапфы становится больше кривошипа, вследствие 
чего последний заменяется эксцентриком. Движение описанного меха
низма идентично движению механизма ABCD  без эксцентрика. Механизмы 
с эксцентриками получили название эксцент риковы х м еханизм ов.

Рис. 11. Ш арнирный параллелограмм. Рис. 12. Ш арнирный антипараллело
грамм.

4°. Из частных видов шарнирного четырехзвенника следует упомя
нуть о механизме шарнирного параллелограмма  (рис. I I )  — четырех- 
зиенника, у которого длины противоположных звеньев попарно равны 
и параллельны. Этот механизм отличается тем, что его кривошипы
2 \\ 4  вращаются с одинаковой угловой скоростью, а шатун 3  дви
жется поступательно, все его точки движутся по окружностям одина
кового радиуса. В двух положениях, когда оси кривошипов 2  и 4 
шатуна 3  совпадают и оси звеньев механизма располагаются на одной 
прямой, имеет место неопределенность в движении механизма. Криво
шипы 2  и 4, проходя по инерции одно из этих положений, могут 
продолжать вращаться в одном общем направлении. В этом случае



остается тот же механизм шарнирного параллелограмма. Но один из 
кривошипов может начать вращаться в направлении, противоположном 
направлению вращения второго кривошипа. Тогда мы получаем меха
низм так называемого шарнирного антипараллелограмма  (рис. 12).

Механизмы шарнирных параллелограммов и антипараллелограммов 
широко применяются в современных конструкциях механизмов. В ка
честве примера применения ме
ханизма шарнирного параллело
грамма ABCD  можно указать 
на механизм муфты (рис. 13), 
соединяющий диски 2 и 4. Во 
избежание превращения этого 
механизма в неопределенных 
положениях в механизм шарнир
ного антипараллелограмма муф
та имеет как бы шесть парал
лельно действующих шарнир
ных параллелограммов, находя
щихся в каждый данный момент 
в различных своих положениях.
На рис. 14 показан механизм АВСП  шарнирного антипараллелограмма, 
применяемый в строгальном станке. Этим механизмом осуществляется 
требуемый закон движения ползуна 6.

Двухкривошипный шарнирный четырехзвенник (рис. 15), у кото
рого прилежащие друг к другу звенья равны A B  =  AD  и B C = C D ,

Рис. 13. М уфта для передачи вращения от одной 
оси к другой, ей параллельной.

Рис. U . Механизм шарнирного 
аптипараллелограмма стро

гального станка.

Рис. 15. Механизм шарнирного 
ромбоида.

отличается тем, что кривошип 2 может делать два оборота за один 
оборот кривошипа 4. Этот механизм называется механизмом ш арнир
ного ромбоида.

5°. К шарнирным четырехзвенным механизмам относятся механиз
мы, предложенные П. Л. Чебышевым.

На рис. 16 показан четырехзвенный приближ енно-направляю щ ий шар
нирный м ехан изм  Чебышева. Если в этом механизме удовлетворяются.



условия AD  =  2AB  и В С  =  CD  =  СЕ =  2,5/Ш, то точка £  описывает траекто
рию а — о, которая на участке a l,b l,c l весьма мало отличается от прямой. 
Этому участку соответствует движение точки В  по дуге abc, равной

Рис. 16. Приближенно-направ
ляющий шарнирный механизм 

Чебышева.

Рис. 17. Второй приблпжеиио- 
ыаправльгощий шарнирный ме

ханизм Чебышева.

полуокружности. Механизм применяется в приборах, в которых требуется, что
бы одна из точек механизма на некотором участке двигалась приближенно 
прямолинейно.

Второй четырехзвенный приближенно-направляющий шарнирный меха
низм Чебышева показан на рис. 17. В этом маханизме приближенно прямо
линеен участок траектории средней точки Е  
шатуна ВС. Механизм, показанный на 
рис. 17, удовлетворяет условиям A B  =  DC,
ВС =  0,ЪАВ и АО  =  0,83 АВ.

П. Л. Чебышевым был разработан ме
тод, позволяющий определять размеры 
звеньев механизмов так, чтобы одна из 
точек двигалась на некотором участке своей 
траектории прямолинейно или по дуге круга.

Кридошип 7 KJ

Рис. 18. Крипошшшо-ползуннын 
нпзм.

Рис. 19. Крпиошипно-нолзун- 
ный механизм двигателя.

Этот метод позволяет проектировать механизмы с различной длиной этих 
участков и с различной точностью отклонения от заданной формы (прямо
линейной или круговой).

6°. Если в шарнирном четырехзвеннике вместо коромысла устано
вить ползун, движущийся в неподвижных направляющих, то может 
быть получен чет ырехзвенный кривош ипно-ползунны й м еха н и зм  
(рис. 18).



Подвижное звено 4, шарнирно соединенное с шатуном ВС  и сколь
зящее в неподвижных направляющих, принадлежащих стойке, носит 
название ползуна.

Кривошипно-ползунные механизмы широко применяются в порш
невых двигателях, компрессорах, прессах, насосах и т. д. На рис. 19 
показан кривошипно-ползунный механизм двигателя. Звено АВ  может

Рис. 20. Кривошипно-ползунный механизм сенного Рис. 21. Коромыслово-полэуииый
пресса. механизм заслонки.

совершать вращение на полный оборот вокруг точки А  и, следова
тельно, является кривошипом, звено В С — шатун, звено 4 — ползун, 
а стенки а цилиндра являются направляющими.

Если прямая х  — х ,  вдоль которой движется центр шарнира С, 
проходит через точку А (рис. 19), то такой кривошипно-ползунный 
механизм носит название аксиального  или центрального кривошипно- 
ползунного м еханизм а. В том случае, когда эта пря
мая не проходит через точку А, получается так назы
ваемый дезаксиальный  или нецентральный криво
ш ипно-ползунный м еха н и зм  (рис. 18). Расстояние а 
называется дезаксиалом.

На рис. 20 показан кривошипно-ползунный меха
низм сенного пресса. Кривошип АВ, вращаясь вокруг 
точки А, перемещает прессующий поршень 4. Сено 
подается по каналам R  и Т  пальцами S, Q а Р, жестко 
прикрепленными к шатуну ВС. Для уплотнения сена 
служит коромысло 6, связанное со стойкой шарни
ром Е, а со звеном 5  — шарниром D. Звено 5 
шарнирно связано в точке F  с ползуном 4.

В кривошипно-ползунном механизме, как и в шар
нирном четырехзвеннике, звено А В  может быть или кривошипом, 
или коромыслом. На рис. 19 и 20 звенья А В  являются кривошипами. 
На рис. 21 показан механизм заслонки, в котором звено А В  является 
коромыслом. Коромысло АВ, вращаясь вокруг точки А, приводит 
в движение заслонку 4.

7°. Если в четырехзвенном механизме ползун движется в подвиж
ных направляющих, то получается так называемый яет ырехзвенный  
кулисны й м еха н и зм  (рис. 22). Ползун 3 движется по направляющей
4, которая вращается вокруг точки С; кривошип 2  также вращается

Рис. 22. Четырех
звенный кулисный 

мехаинзм.



на полный оборот вокруг оси А. Подвижные направляющие 4 назы
ваются кулисами. Примером кулисного механизма является механизм 
ротативного насоса, показанный на рис. 23. Звено 2, представляющее 
собой блок с цилиндрами, вращается вокруг неподвижной оси А . 
Шатуны 4 вращаются вокруг неподвижной оси С. При этом

поршни 3  имеют относи
тельное движение вдоль осей 
у — у  цилиндров. На рис. 23 
представлен механизм насоса 
с шестью цилиндрами.

Рис. 23. Механизм ротативного насоса. Рис. 24. Кулисный механизм 
строгального станка.

Примером четырехзвенного кулисного механизма может служить 
также кулисный механизм строгального станка (рис. 24). Кривошип 
АВ, вращаясь вокруг оси А, перемещает ползун 3  в кулисе 4. Кули
са 4 имеет качательное движение вокруг оси, проходящей через точку С.

На рис. 25 показан эксцент риковый кулисный м еха н и зм  насоса, 
работающий по следующему принципу. Эксцентрик 2  вращается вок-

Рис. 25. Эксцентриковый ку
лисный .механизм насоса.

Рис. 26. Кулисный тангснсиып 
механизм.

руг оси А. Звено <3 охватывает эксцентрик 2  хомутом а, палец звена
3  скользит и обойме 4, могущей поворачиваться вокруг оси С.

8°. Если в механизме шарнирного четырехзвенника коромысло и 
шатун выполнены в виде двух ползунов, 3  и 4, то получается четы
рехзвенны й кулисны й м еха н и зм  с двум я  ползунами. На рис. 26 
показан так называемый кулисны й т ангенсный м еха н и зм , находя-



[дий применение в приборах для выполнения математических дейст
вий. Этот механизм позволяет вычислять значения тангенсов задан
ных углов, так как перемещения ползуна 4  пропорциональны тан
генсам углов поворота звена 2.

Другим примером кулисного механизма с двумя ползунами явля
ется кулисный механизм компрессора с поступательно движущейся

Рис. 28. Эксцентриковый кулисный 
механизм.

кулисой а — а, в направляющих которой скользит ползун 3  (рис. 27). 
Кулиса а — а жестко связана с поршнем 4, перемещающимся в цилин
дре 6. На рис. 28 показан аналогичный, но эксцент риковый кулис
ный м еханизм . На рис. 29 показан кулисный механизм муфты, слу
жащий для передачи вращения между параллельными валами А  и D. 
В нем передача осуществляется посредством промежуточной шайбы 3, 
имеющей два взаимно перпендикулярно расположенных выступа а и Ь\

1в
с ' —

V
Рис. 29. Кулисный механизм муфты для пере
дачи вращения от одной оси к  другой, ей па

раллельной.

Рис. 30. Сферический шарнир
ный четырехзвенник.

последние входят в пазы и alt принадлежащие звеньям 2 и 4, 
вращающимся вокруг осей А  и В.

9°. Рассмотрим некоторые виды прост ранст венны х чет ы рехзвен
н ы х  ры чаж ны х м еханизм ов. На рис. 30 показан так называемый 
сферический, шарнирный чет ы рехзвенник. Оси вращения всех звеньев 
пересекаются в одной точке О, благодаря чему движение всех звеньев 
происходит так, как если бы они находились на сферах с общим цент
ром в точке О. Ш ирокое практическое применение этот механизм 
получил в универсальном шарнире (рис. 31), служащем для передачи 
вращения между пересекающимися в точке О осями х  и у .



Пространственный т рехзвенны й рычаж ный м еха н и зм  показан 
на рис. 32. При одновременном вращении и поступательном перемеще

нии звена 2  вокруг и вдоль оси 
А  — А  звено 3  имеет сфериче
ское движение вокруг центра В ■

Рис. 31. Универсальный шарнир. Рис. 32. Пространственный 
трехэвеныый механизм.

10°. В технике широко применяются не только трехзвенные и четы
рехзвенные, но и различные многозвенные рычажные механизмы. На 
рис. 33 показан шестизвенный кулисны й м еха ни зм , применяющийся 
в различных рабочих машинах.
Звено 6  этого механизма имеет 
разные скорости прямого и об
ратного ходов.

Рис. 33. Ш естиэвенный кулис
ный механизм.

Рис. 34. Восьмпзвенный кулмспын меха
низм с четырьмя ползунами.

На рис. 34 показан восьмпзвенны й кулисны й м еха н и зм  с четырь
мя ползунами, применяемый для получения различных скоростей пря
мого и обратного ходов звена 8.

На рис. 35 показан точный направляю щ ий восьмизвенный м еха н и зм , 
предложенный одновременно и независимо друг от друга русским ученым



Липкиным и французским ученым Поселье. Механизм удовлетворяет условиям 
А В  =  ВС, AD  =  AF, CD =  DE =  E F = F C .  При этих условиях точка Е  меха
низма движется точно по прямой q —  q, перпендикулярной к направлению А В.

Рис. 35. Восьмизвениый на- Рис. 36. Ш сстизвсниый механизм
правляющий мехаиизм Лип- Чебышева,

кипа — Иоселье.

На рис. 36 показан шестизаенный м еха н и зм  Чебышева. При определен
ных размерах звеньев точка М  звена 3 описывает восьмеркообразную кри
вую а — о, самопересекающуюся в точке D. При этом коромысло 6  делает 
два полных качания за один полный оборот кривошипа 2. Звенья 3  и 5 это
го механизма являются шатунами.

§ 4. Кулачковые механизмы

1°. Широкое применение в машинах и приборах получили кулач
ковые м еханизм ы . На рис. 37 показан простейший кулачковый меха
низм, у которого звено 2, движущееся поступательно, относительно 
стойки 1, называется кулачком . Кривая а — а, по которой очер
чен кулачок 2, носит название профиля кулачка. Звено 4 носит 
название рычага, штанги  или т олкат еля.
Обычно с целью уменьшения потерь на 
трение рычаг 4  снабжается круглым роли
ком 3.

На рис. 38 показан кулачковый меха
низм другого вида. Кулачок 2  вращается 
вокруг оси А  и действует на ролик 3 по
ступательно движущегося толкателя 4.
Если ось х  — х  движения толкателя 4 не 
проходит через ось вращения А  кулачка, 
то такой кулачковый механизм носит 
название нецент рального кулачкового  м еха н и зм а  в отличие от 
центрального, у которого ось х  — х  проходит через точку А.

На рис. 39 показан кулачковый механизм, у которого кулачок 2 
и толкатель 4  оба вращаются. Чтобы ролик 3  был всегда прижат к 
кулачку 2, имеется пружина 5.

Рис. 37. Простой кулачковы й ме
ханизм с поступательно движу

щимся кулачком.



В некоторых кулачковых механизмах толкатель оканчивается не 
роликом, а плоскостью (рис. 40). Такие кулачковые механизмы носят 
название к ула чк о вы х  м еха ни зм о в  с плоской тарелкой.
На рис. 41 показан кулачковый механизм, у которого толкатель 3 
имеет сложное движение.

2°. К кулачковым механизмам относятся также и так называемые 
м еханизм ы  перекат ывающ ихся рычагов. Один из этих механизмов

Рис. 38. Простой 
кулачковый меха
низм с вращающим

ся кулачком.

Рис. 39. Кулачковы й меха
низм с поворачивающимся 
толкателем (коромыслом).

Рис. 4 J. Кулачко 
вый механизм с 
плоским толкате

лем.

показан на рис. 42. Звено 4, приводимое в движение кривошипом 2  че
рез шатун 3, перекатывается без скольжения или со скольжением по 
неподвижной плоскости а — а. Ползун 6, шарнирно присоединенный 
в точке F  к рычагу 4, скользит в неподвижной направляющей, при
надлежащей стойке 1. Ползун 6  находится под действием пружины 5.

Рис. 41. Кулачковы й механизм со Рис. 42. Механ [зм перска-
сложно движущимся толкателем. тыэающихся рычагов.

Если в каком-либо кулачковом механизме перекатывание профи
лей происходит без скольжения, то эти профили являются центрои
дами, и механизм называют центроидным. Очевидно, центроидные 
механизмы представляют частные виды кулачковых механизмов.

На рис. 43 показан пространственный кулачковый механизм для 
передачи вращения от кулачка 2  к толкателю 4 при взаимно перпен
дикулярных не пересекающихся осях А  и В- При воздействии стен
ки паза а — а, принадлежащего звену 2, на ролик 3  толкателя 4, 
последний будет покачиваться вокруг оси В. Чтобы не нарушалось



соприкасание между звеньями, входящими в кинематическую пару, в 
кулачковых механизмах устанавливаются пружины (под номером 5  
на рис. 39), которыми толкатель прижимается к кулачку. Такой

Риг. 43. Пространственный кулач
ковый механизм.

Ри :. 44. Кулачковы й  меха
ни зм а  геометрическим за

мыканием толкателя.

способ, обеспечивающий соприкасание между звеньями кулачкового 
механизма, носит название силового зам ы кания. Силовое замыкание 
может быть достигнуто и другими способами, например с помощью 
силы тяжести. Если силовое 
замыкание неэффективно, то 
может быть осуществлено 
так называемое геомет ри
ческое замы кание  (рис. 43) 
посредством кулачка, вы
полненного с пазом. Такие 
кулачковые механизмы на
зываются пазовыми к ула ч 
ковы ми м еханизм ам и. На 
рис. 44 показан кулачковый 
механизм, у которого гео
метрическое замыкание осу
ществляется тем, что про
филь кулачка находится 
всегда между двумя парал
лельными плоскостями а — а 
и b — Ь. В этих кулачковых 
механизмах должно удовле
творяться условие постоянст
ва суммы противоположных 
радиусов-векторов профилей.

Для воспроизведения сложных движений применяются кулачковые 
механизмы с несколькими профилями. В механизме на рис. 45 кула
чок имеет два паза а и Ь, действующих на ролики, принадлежащие 
звеньям 2 и 3. Точка А  ползуна 4  при этом гравирует букву «К». 
Такие механизмы встречаются в гравировальных автоматах, металло
обрабатывающих станках и других машинах.

2 И . И . Артоболевский



§ б. Зубчатые механизмы

1°. В различных машинах и приборах весьма часто ставится задача
о воспроизведении вращательных движений с заданными угловыми 
скоростями вокруг различно расположенных осей. Эта задача обычно 
решается зубчат ыми м еханизм ам и. Такой способ передачи движе
ния осуществляется в технике зубчат ой передачей.

Зубчатые механизмы представляют собой как бы сложные кулач
ковые механизмы, у которых некоторые звенья несут на себе целый

ряд кулачков, называемых зубьям и. 
Звенья, несущие зубья, называются зу б 
чатыми звеньями. Они могут иметь 
различную форму. На рис. 46 показан 
плоский зубчатый механизм, у которого 
зубья расположены на поверхно'-™ 
круглых цилиндров. Такие зубчатые 
звенья называются зубчат ыми колеса
ми. Если радиус основания круглого 
цилиндра, на котором расположены 
зубья, бесконечно велик, то такое зуб
чатое звено называется зубчат ой рей
кой. Пример механизма с зубчатой 
рейкой 3  приведен на рис. 47.

Два зубчатых звена, находящихся 
в соприкасании своими зубьями, обра
зуют зубчатое зацепление. Зубчатое 
зацепление, в котором зубья располо
жены по цилиндрической поверхности 
и образующие зубьев параллельны осям 

цилиндров, называется цилиндрическим  зубчат ым зацеплением  с пря
мы ми зубьям и  (рис. 46).

Цилиндрическое зубчатое зацепление может быть внеш ним  и внут 
ренним. Во внешнем цилиндрическом зубчатом зацеплении зубья зуб
чатых колес расположены по внешним поверхностям цилиндров 
(рис. 46). Во внутреннем цилиндрическом зубчатом зацеплении зубья 
одного из колес расположены по внутренней поверхности цилиндра 
(рис. 48). Цилиндрическое зубчатое колесо, зубья которого располо
жены на поверхности круглого цилиндра, называется круглым цилин
дрическим колесом (рис. 46 и 48). Цилиндрическое зацепление, в со
став которого входит зубчатое колесо и зубчатая рейка, называется 
реечны м цилиндрическим  зацеплением  (рис. 47).

Внешнее зубчатое зацепление (рис. 46) осуществляет передачу 
вращения с разными по знаку углов’ыми скоростями, а внутреннее 
зацепление — с одинаковыми по знаку угловыми скоростями (рис. 48).

Цилиндрическое зубчатое колесо, зубья которого расположены 
на поверхности некруглого цилиндра, называется некруглы м  цилинд

Рис. 46. Плоский зубчатый механизм 
с внешним зацеплением.



рическим  колесом . Примеры таких колес показаны на рис. 49 
и 50.

2°. В зубчатых механизмах, показанных на рис. 46 и 48, оси А 
и В, вокруг которых происходит вращение колес, являются

Рис. 47. Зубчатый механизм с рееч
ным зацеплением.

Рис. 48. Плоский зубчатый механизм 
с внутренним зацеплением.

неподвижными. Кроме таких зубчатых механизмов весьма часто встре
чаются механизмы, у которых оси некоторых колес сами являются

Рис. 49. Зубчатый ме- 
хаиизм с некруглыми 

колесами.

Рис. 50. Зубчато-рычажный меха* 
ниэм с некруглыми колесами.

подвижными. На рис. 51 показан зубчатый механизм, у которого под
вижная ось В  колеса 2, вращаясь вокруг оси А, описывает круглый 
цилиндр радиуса АВ. При этом колесо 2, называемое сат еллит ом , 

2 *



как бы обегает колесо 4, которое называется центральным ко ле
сом . Оси А а В  колес 2 и 4 связаны звеном 3, называемым водило.

Если оба колеса зубчатого механизма (рис. 51) подвижные, то 
такой зубчатый механизм называется планетарным дифференциаль
ным зубчат ы м  м еха ни зм о м . Если одно из колес неподвижно, то

механизм называется просто 
планетарным зубчатым меха
низмом.

3°. Зубчатые механизмы из 
одной или нескольких пар зуб
чатых колес, заключенных в 
закрытые коробки, носят на
звание зубчат ы х редукторов. 
На рис. 52 показан такой ре
дуктор. Этот редуктор пере
дает вращение от вала А  к 
валу С с помощью зубчатых 
колес 2, 3, 4, 5  и 6. Колеса 4 
и 5  жестко скреплены с ва

лом В. Вращение вала В  в том же направлении, как и вала А, 
осуществляется введением промежуточного колеса 3. Вал С имеет 
вращение в сторону, противополож
ную вращению вала А.

Рис. 51. Дифференциальный зубчатый механизм.

4°. К зубчатым механизмам относятся и так называемые звезд
чатые м еханизм ы . В звездчатом механизме, показанном на рис. 53, 
колесо 2 несет на себе круглые ролики (цевки) а, которые входят 
в зацепление с зубьями колеса 3. Движение колеса 3 происходит 
только в тот период, когда ролики а находятся в зацеплении. Таким 
образом, этим механизмом осуществляется прерывистое дижение ко-



леса 3. На рис. 54 показан вариант звездчатого механизма, у кото
рого ведомое звено 3  выполнено в форме рейки.

К зубчатым механизмам с прерывистым движением относятся так
же механизмы так называемых м альт и й ски х  крестов. На рис. 55 
показан механизм мальтийского креста, ведущее звено 2 которого

Рис. 54. Реечный звездчатый механизм. Рис. 55. Механизм маль
тийского креста.

в звене 3. Таким образом, за один полный оборот звена 2  звено 3 
поворачивается на 90°, после чего в соприкасание приходят дуги 
а. — а и р — р, скользящие друг по другу и предохраняющие звено 3 
от самопроизвольного поворота.

К числу зубчатых механизмов, осуществляющих прерывистое дви
жение в одном каком-либо направлении, относятся также так назы
ваемые храповые зубчат ые м еханизм ы . На 
рис. 56 показана схема механизма шарнирного 
четырехзвенника ABCD, соединенного с хра
повым колесом 6 посредством собачки 5, 
сидящей на звене 4. Вращением звена 2  
коромысло 4  приводится в колебательное 
движение. При ходе коромысла справа на
лево собачка 5  упирается в соответствующий 
зуб храпового колеса 6, поворачивая его 
на некоторый угол. Для предупреждения 
обратного самопроизвольного вращения ко
леса 6  установлена стопорная собачка 7.

5°. Переходим теперь к рассмотрению пространственных зубча
т ы х м еханизм ов. Пространственные зубчатые маханизмы применяют
ся в тех случаях, когда необходимо передать вращательное движе
ние от одной оси другой, ей непараллельной. Возможны три вида распо
ложения осей в пространстве. Первый вид — оси пересекаются, второй 
вид — оси не пересекаются, но взаимно перпендикулярны, и, наконец, 
третий вид — сси не перпендикулярпы и не пересекаются.

Рис. 56. Ш арнирный четырех- 
эвсыник с храповым зубчатым 

механизмом.



В том случае, когда оси пересекаются, обычно применяются ме
ханизмы так называемых к о н и чески х  зубчат ы х колес  (рис. 57). В 
данном частном случае оси / и II пересекаются в точке О и образуют 
угол,' равный 45°. Вращая колесо 2  вокруг оси I, получаем вращение

Рис. 57. Механизм конических зуб- Рис. 53. Механизмы конических зубчатых колес,
чатых колес.

колеса 3  вокруг оси II. Углы между осями конических колес могут 
быть разнообразными.

Подобно цилиндрическим колесам конические колеса могут 
быть с внешним и внутренним зацеплениями. На рис. 58 пока

заны схемы механизмов различного 
вида конических колес. На рис. 58, а 
показан м еха н и зм  с внеш ним кони
ческим  зацеплением , пз, рис. 58, б  — 
с внут ренним  коническим  зацеп
лением  и, наконец, на рис. 58, в 
показан механизм с зацеплением 
конического колеса и зубчат ой_ 
плоскост и  («конической рейки»), 
представляющий собой аналогию с 
реечным зацеплением в круглых ци
линдрических колесах. Чаще всего в 
машинах встречаются механизмы 
конических колес с внешним зацеп
лением и с углом между осями, рав
ным 90°. Внутреннее зацепление 
встречается редко вследствие труд
ностей, связанных с нарезанием зубь
ев таких колес.

В том случае, когда оси не пе
ресекаются и не параллельны, при

меняют механизм так называемых винт овы х колес. Винтовой меха
низм для передачи между двумя взаимно перпендикулярными осями 
показан на рис. 59. Вращая колесо 2 вокруг оси /, мы получаем 
вращение колеса 3  вокруг оси II, перпендикулярной к оси I.

Рис. 59. Механизм винтовых колес.''



При уменьшении числа зубьев на малом колесе зубья принимают 
вид винтовой резьбы (рис. 60). Такой частный вид механизма винто
вых колес носит название м еха н и зм а  червячной передачи (или прос
то «червячной передачи»). Колесо 2 называется червяком, а колесо 3 — 
червячны м  колесом.

В том случае, когда оси не пересекаются и не перпендикулярны, т. е. 
в общем случае скрещивающих- 
ся осей, следовало бы применять 
механизм гиперболоидных зуб 
чат ы х колес. Этот механизм 
показан на рис. 61. Два гипер
болоида вращения на некоторой 
своей части снабжаются зубья
ми. Тогда при вращении коле
са 2  вокруг оси 1 колесо 3  будет 
вращаться вокруг оси II. Одна
ко вследствие трудностей изго
товления гиперболоидные коле
са часто заменяются винтовыми колесами, или гипоидными зуб
чатыми колесами  (рис. 62.) Гипоидные колеса представляют собой

Рис. 60. Механизм червячной передачи.

Рис. 61. Механизм гиперболоид* 
ных колес.

конические колеса с винтовыми поверхностями зубьев. Зубья этих 
колес располагаются на тех участках гиперболоида, которые прибли
женно могут быть заменены усеченными конусами.

§ 6. Клиновые и винтовые механизмы

1°. К клиновы м м еха н и зм а м  относятся механизмы, в которых 
звенья обладают только поступательными движениями. Простейшим 
клиновым механизмом является трехзвенный механизм, показанный 
на рис. 63. Поступательное движение звена 2 в одном направлении 
вызывает поступательное движение звена 3  в другом направлении.



Клиновые механизмы применяются в основном для зажима деталей, 
подачи изделий и т. п. На рис. 64 показан клиновый механизм для 
зажима детали 6. Винт 5, вращаясь вокруг своей оси, действует на 
звено 4, которое своим скошенным торцом перемещает в горизон-

Рис. 63. Простой клинооой меха
низм.

СХ2

Рис. 64. Клиновой 
механизм пресса.

тальном направлении звено 3; звено 3  в свою очередь перемещает 
в вертикальном направлении звено 2, которое и зажимает деталь 6.

На рис. 65 показан пространственный 
чет ы рехзвенны й клиновы й м еханизм . 
При перемещении звена 2 вдоль оси 

^  х  — х  звено 4 перемещается вдоль оси 
у — у, не параллельной оси х  — х .

2°. К винтовым механизмам отно
сятся механизмы, в которых некото
рые звенья имеют винтовое движение, 
обусловленное вхождением сосед
них звеньев в винтовую пару. На 
рис. 66 показан т рехзвенны й вин

товой м еханизм . Вследствие различных шагов резьб винтовое 
движение звена 3  преобразуется в винтовое движение звена 2, от-

Рис. 65. Пространственный клиновой 
механизм.

Рис. 66. Трехзвенныи винтовой механизм. Рис. 67. Винто-рычажнын меха
низм для перемещения коромысла.

личающееся от движения звена 3. На рис. 67 показан винто-ры- 
чажный м еха ни зм  для перемещения коромысла 5. Перемещение 
достигается поворотом вннта 2 в гайке 3. На рис. 68 показан винт о
рычажный м еха н и зм  рулевого управления. При вращении винта 2



гайка 3  движется поступательно вдоль оси винта и посредством тяги 4 
передает движение звену 5, жестко связанному с вулем В. Стержень 
винта 2 может свободно вращаться и скользить 
в подшипнике 7.

§ 7. Фрикционные механизмы

1°. В целом ряде механизмов, применяемых 
в современной технике, используются силы трения 
в качестве сил, приводящих в движение звенья, 
или сил, тормозящих их движение. Механизмы, в 
которых используются силы трения, носят назва
ние ф рикционных м еханизм ов.

На рис. 69 показан простейший м еха н и зм  
кр углы х ф рикционных цилиндрических колес.
Передача движения от колеса 2  к колесу 3  осу
ществляется силой трения между ободьями колес, 
создаваемой нажатием одного колеса на другое.
На рис. 70 показан фрикционный планетарный 
м еха н и зм , состоящий из колес 2  и 3, водила 4 
и неподвижного колеса 1. На рис. 71 показан механизм конических  
ф рикционны х колес.

2°. Фрикционные механизмы широко применяются и для плавного 
изменения угловых скоростей. На рис. 72 показан лобовой фрикцион
ный м еха ни зм  бесступенчатой передачи. На валу А  жестко укреплен

Рис. 6S. Винто-ры- 
чажным механизм ру

левого управления.

Рис. 6У. Механизм круглых фрик
ционных цилиндрических колес.

Рис. 70. Фрикционный пла
нетарный механизм.

Рис. 71. Механизм ко
нических фрикционных 

колес.

диск 3, который своим торцом передает движение ролику 2, 
связанному с валом В. Ролик 2 имеет возможность осевого переме
щения вдоль оси х  — х .  Устанавливая ролик 2  в различных положе
ниях вдоль оси X  — х ,  можно при постоянной угловой скорости 
вала А  получать различные угловые скорости вала В. На рис. 73 
показан фрикционный м еха н и зм  двойной лобовой бесст упенчат ой  
передачи. Ролик 3 расположен между двумя дисками 2 и 4. Переме
щением ролика 3 можно воспроизводить различные угловые скоро
сти ведомого вала при постоянной угловой скорости ведущего вала.



На рис. 74 показан фрикционный м еха н и зм  бесст упенчат ой  
передачи между пересекающимися осями Л и fi. Для перемещения 
ролика 3  имеются винт 4 и гайка 5, ось 
которых расположена параллельно обра
зующей конического барабана 2. На 
рис. 75 показан фрикционный механизм

Рис. 72. Лобовая фрикционная передача. Рис. 73. Фрикционный механизм 
двойной лобоэой передачи.

бесступенчатой передачи, у которой рабочие поверхности звеньев 2 и 4 
представляют собою поверхности торов. Изменение угловой скорости

Рис. 74. Фрикционный механизм бес
ступенчатой передачи между пересе
кающ имися осями барабана и ролика.

Рис. 75. Торовын фрикционный 
механизм бесступенчатой передачи.

ведомого звена достигается поворотом ролика 3  вокруг оси С, пер
пендикулярной к плоскости, содержащей оси А  и В.

Механизмы бесступенчатой передачи называются также вариато
рами скорости.

§ 8. Механизмы с гибкими звеньями

1°. Кроме механизмов с твердыми звеньями, рассмотренных нами 
выше, в некоторых случаях в качестве промежуточных звеньев при
меняются гибкие звенья  (тросы, канаты, ремни, ленты, цеии и т. д.).

На рис. 76 показан простейший м еха н и зм  с гибким  звеном  4, 
охватывающим шкивы 2 и 3. Вращение шкивов 2  и 3  происходит



в одном и том же направлении. Если гибкое звено 4 охватывает шки
вы 2  и 3  так, как это показано на рис. 77, то вращение шкивов 2  и 3

Рис. 76. Механизм с гибким зве
ном (открытая ременная передача).

Рис. 77. Механизм с гибким эвеном 
(перекрестная ременная передача).

происходит в разных направлениях. На рис. 78 показана передача 
движения гибким звеном от ведущего шкива 2  к ведомому шкиву 3

Рис. 7$. Механизм с гибким эве
ном и направляющими роликами.

Рис. 79. Механизм с гибким звеном 
и натяжным роликом.

с противоположными направлениями вращения, осуществляемая по- 
средством дополнительных роликов а и а'. Так как передача гибким

звеном осуществляется за счет тре
ния, возникающего между гибкими 
звеном и шкивами, то для создания

Рис. 80. Механизм с гибким 
звеном (полуперекрестная ре

менная передача).

Рис. 81. Кулисный механизм с гибким 
стальным эвеном.

необходимой силы трения применяются различные натяжные приспо
собления, создающие натяжение гибкого звена. Простейшее натяжное



приспособление показано на рис. 79. Натяжение достигается свободно 
вращающимся вокруг оси А  натяжным роликом 4, установленным на 

, рычаге 6, который вращается вокруг оси В.
На противоположном плече рычага 6 уста
навливается груз 5. Регулировка силы 
натяжения достигается перемещением гру
за 5  вдоль по рычагу 6.

2°. Механизмы с гибкими звеньями 
могут служить для передачи движения не 
только между параллельными осями, но и 
осями перекрещивающимися (рис. 80).
В технике также встречаются комбини

рованные механизмы. На рис. 81 показан кулисный механизм, при
водящий в возвратно-поступательное движение ползун 5  посредством 
двух стальных лент, поочередно наматывающихся на дугообразный 
сектор а — а. На рис. 82 показан механизм с гибким звеном 4. При 
вращении кривошипа 2 шкив 3  вращается попеременно в различных 
направлениях.

Рис. 6’2. Кривошипный механизм 
с гибким звеном.

§ 9. Механизмы с гидравлическими и пневматическими 
устройствами

1°. В современных механизмах в качестве промежуточной среды, 
передающей движение, широко применяются жидкости и газы. Такие

механизмы получили название м еханизм ов  
с гидравлическими или пневмат ическими  
уст ройст вами. На рис. 83 показан меха
низм с жидкой промежуточной средой. 
Колесо 1, вращающееся вокруг оси А н 
имеющее шесть лопастей а, перемещает 
жидкость из канала b в канал с. Переме
щающаяся жидкость при этом действует 
на лопасть d  колеса 2, поворачивая его 
вокруг оси В. Таким образом осуществля
ется передача вращательного движения от 
звена 1 с осью, проходящей через точку А, 
к звену 2 с осью, проходящей через 
точку В.

На рис. 84 показан м еха н и зм  гидрав
лического привода параллельны х ножей. 
Жидкость под постоянным давлением по
дается насосом через кран 7 в рабочий 
цилиндр / ,  причем плунжер 2 с травер
сой 3  и ножом 4 опускаются, производя 
разрезание. В это время жидкость из ци

линдров 5  вытесняется в резервуар 6. Для обратного хода ножа 4

Рис. 83. Механизм с гидравличе
скими устройствами.



кран 7 поворачивают. Жидкость поступает в цилиндры 5, и плунже
ры 8 с траверсой 3  и ножом 4  поднимаются, а вытесняемая из рабо
чего цилиндра 1 жидкость поступает в резервуар 6.

Рис. 84. Механизм гидравлического привода параллельных 
ножей.

2°. Механизмы с гидравлическими устройствами получили широ
кое распространение в станках для обработки металлов. На рис. 85 
показан м еха н и зм  гидравлического привода станка. Жидкость по
ступает из резервуара 1 через вса
сывающий трубопровод а в гид
ронасос 2, откуда перетекает в 
нагнетательный трубопровод Ь.
В правом положении конца е ры
чага 3, показанном на чертеже, 
жидкость из трубопровода посту
пает через золотник 4  в левую 
полость цилиндра 5, перемещая 
поршень 6, шток 7 и связанный 
с ними стол 8 станка направо. Из 
правой полости цилиндра 5  жид
кость удаляется через цилиндр [ 
золотника 4  в резервуар 1. В левом 
положении конца е рычага 3  
жидкость подается в правую по
лость цилиндра 5, перемещая стол 8 влево. При этом жидкость из 
левой полости цилиндра 5 удаляется через золотник 4  в резервуар 1. 
Рычаг 3  золотника 4 поворачивается посредством упоров с, располо
женных на движущемся столе 8  станка. Защелка d служит для 
устранения неопределенности положения рычага 3. Дроссельный 
кран 9  регулирует количество жидкости, подаваемой в цилиндр 5.

Рис. 85. Механизм гидравлического приводе 
станка.



Лишнее количество жидкости удаляется через клапан 10  в резер
вуар 1.

В тех случаях, когда промежуточная среда является газом, меха
низм называется м еха н и зм о м  с пневм ат ическим  уст ройст вом .

§ 10. Механизмы с электрическими устройствами

1°. Во многих современных приборах, требующих быстрого вклю
чения или выключения, прерывистого движения ведомых звеньев и др., 
в качестве одного из элементов механизма вводятся различные элек
трические устройства. В качестве примера таких механизмов на

рис. 86 показан рычаж но-храповой м е
ха ни зм , предназначенный для протяжки 
ленты в телеграфных аппаратах.

Рис. 86. Рычажно-храповой ме
ханизм.

Рис. 87. Рычажно-храповой меха
низм.

Ползун 10 с отростком с скользит по неподвижной направляю
щей а — а. Отросток с соприкасается с пальцем диска 2  и тем са
мым его запирает.

При притяжении электромагнитом 1 ползуна 10 освобождается 
диск 2, находящийся под действием постоянного крутящего момента. 
При своем повороте диск 2 посредством штифта А  приводит в дви
жение рычаги 3, 4 и собачку 9. Собачка 9 поворачивает храповое 
колесо 5  и жестко скрепленный с ним валик 6, благодаря чему про
тягивается влево лента S, зпжатая между валиками 6  и 7. Длина 
протянутой ленты зависит от времени включения и выключения элек
трического тока в обмотке электромагнита.

На рис. 87 показан рычаж но-храповой м еха н и зм  с электромаг
нитным приводом искателя, применяемый в автоматических телефон
ных станциях. При включении электрического тока в обмотке электро
магнита 1 угловой рычаг 2, служащий якорем электромагнита, при
тягивается к нему и при помощи собачки 3  передвигает звено 4 в



направлении, указанном стрелкой. Упор 5  делает невозможным про
движение звена 4 более чем на один зуб.

2°. Механизмы с электрическими устройствами широко применя
ются в приборах для контроля и регистрации различных про
цессов.

На рис. 88 показан механизм с электрической связью, контролиру
ющий износ шлифовального круга. При вращении червячного колеса 
1 и жестко укрепленного на нем кулачка 2 ролик 3  контрольного 
рычага 4 периодически попадает в выемку а кулачка 2. Контрольный 
рычаг 4, на конце которого находится алмазная пластинка Ь, через

Рис. 88. Механизм контроля износа шлифовального круга.

определенные промежутки времени касается рабочей кромки шлифо
вального круга 5. При правильном расположении рабочих кромок 
круга 5  контрольный рычаг 4 не включает компенсирующее устрой
ство. При наличии .износа круга рычаг 4 отклоняется больше и замыкает 
электрическую цепь, вследствие чего электромагнит 13 притягивает 
к себе рычаг 6. Стержень 7 освобождается и под действием пружи
ны 8 поднимается. Муфта 9 под действием пружины 10 включает 
коническое колесо 11. При этом шлифовальному кругу 5  с помощью 
механизма, не показанного на чертеже, сообщается осевое перемеще
ние, компенсирующее износ круга. Кулачок 2, продолжая вращаться, 
выводит ролик 3  из выемки а, а рычаг 4 занимает исходное поло
жение. Электрическая цепь размыкается, рычаг под действием силы 
тяжести возвращается в исходное положение. Рычаг 7 под действием 
планки 12 также возвращается в исходное положение, выключая при 
эхом муфту 9.



Г Л А В А  II

СТРУКТУРА КИНЕМАТИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ 

§ 11. Кинематические пары и их классификация

v 1°. Кинемат ической парой называется подвиж ное соединение 
двух  звеньев, на хо д ящ и хся  в соприкасании.

Разработкой теории кинематических пар занимались русский уче
ный X. И. Гохман, опубликовавший свою работу в 1890 году, немец
кий учений Ф. Рёло и другие советские и зарубежные ученые.

Рис. 89. Вращательная ки
нематическая пара.

Рис. 90. Кинематическая 
пара в виде двух касаю
щихся цилиндрических по

верхностей.

Возможные соединения звеньев в кинематические пары весьма 
разнообразны. Например, на рис. 89 показана так называемая враща
тельная кинем ат ическая пара, в которой соединение звеньев А и Л 
образуется двумя цилиндрами, находящимися в постоянном соприкаса
нии. Бурты внутреннего цилиндра препятствуют движению одного ци

линдра относительно другого в направлении 
оси х  — х ,  но не препятствуют вращению 
одного из них относительно другого.

На рис. 90 показан способ соединения, 
менее ограничивающий относительное движе
ние двух звеньев А  и В. Эта кинематическая 
пара допускает относительное перекатывание, 
скольжение и верчение.

Таким образом, на относительное движе
ние каждого звена кинематической пары на
кладываются ограничения, зависящие от спо

соба соединения звеньев пары. Эти ограничения, наложенные на 
относительное движение звеньев кинематической пары, будем назы
вать усло ви ям и  связи  в кинематических парах.

Условия связи могут быть выражены в аналитической форме в ви
де заданной функциональной зависимости между координатами отдель
ных точек, принадлежащих элементам кинематических пар.

2°. Рассмотрим теперь, какие же связи и в каком количестве мо
гут быть наложены на относительные движения звеньев кинематиче
ской пары.

Рис. 91. К  определению поло- 
жеиня тела в пространстве.



Как известно, в общем случае всякое свободно движущееся в про
странстве абсолютно твердое тело (рис. 91), положение которого оп
ределяется тремя произвольно выбранными точками А, В  и С, облада
ет шестью ст епеням и свободы. В самом деле, положение твердого 
тела в пространстве фиксируется координатами трех его точек А, В  
и С, т. е. девятью координатами: (х А, у А, z A), (x D, у в , z B) и ( х с, ус, z c). 
Между собою эти координаты связаны тремя условиями постоянства 
расстояний: АВ, В С  и СА. Таким образом, число независимых пара
метров, определяющих положение твердого тела, равно шести, и тело 
обладает шестью ст епеням и свободы. Движение такого тела может 
быть всегда представлено как вращение вокруг и скольжение вдоль 
трех произвольно выбранных взаимно перпендикулярных осей х , у  и z. 
Таким образом, твердое тело обладает шестью видами независимых 
возможных движений: т ремя вращ ениями вокруг осей х ,  у  и z  и 
т рем я пост упат ельны ми движ ениями вдоль т е х  же осей. Поэто
му если бы на движение первого звена кинематической пары, приня
того за абсолютно твердое тело, не было наложено никаких условий 
связи, движение такого звена могло бы быть представлено как со
стоящее из шести вышеуказанных движений относительно выбранной 
системы координат x y z ,  связанной со вторым звеном. Как уже ска
зано выше, вхождение звена в кинематическую пару с другим звеном 
налагает на относительные движения этих звеньев условия связи. 
Очевидно, что число этих условий связи может быть только целым 
и должно быть меньше шести, так как уже в том случае, когда чи
сло условий связи равняется шести, звенья теряют относительную 
подвижность, и кинематическая пара переходит в жесткое соединение 
двух звеньев. Точно так же число условий связи не может быть 
меньшим единицы, ибо в том случае, когда число условий связи ра
вно нулю, звенья не соприкасаются, и, следовательно, кинематическая 
пара перестает существовать; в таком случае мы имеем два тела, 
движущихся в пространстве одно независимо от другого.

Итак, число условий связи 5, наложенных на относительное дви
жение каждого звена кинематической пары, может располагаться в 
пределах от 1 до 5, т. е.

1
Следовательно, число степеней свободы Н  звена кинематической па
ры в относительном движении может быть выражено зависимостью

H = 6  —  S. (2.1)

Из равенства (2.1) следует, что число степеней свободы звена кине
матической пары в относительном движении может изменяться также 
от 1 до 5.

3°. Связи, наложенные на относительное движение звена кинема
тической пары, ограничивают те возможные относительные движения, 
которыми обладают звенья в свободном состоянии. В результате этих



ограничений некоторые из шести возможных относительных движе
ний свободно движущегося звена становятся для него связанными. 
Например, соответствующим подбором соприкасающихся элементов 
звеньев можно устранить возможность одного из вращений вокруг 
какой-либо оси или одного из поступательных движений вдоль какой- 
либо оси, или одновременно одного из вращений и одного поступа
тельного движения и т. д.

Оставшиеся возможные движения могут быть или независимы  
друг от друга, или же быть одно с другим связаны  какими-нибудь 
дополнительными геометрическими условиями, устанавливающими функ
циональную связь между движениями. Например, в кинематической 
паре винта и гайки (винт овой паре) вращение винта вокруг его оси 
вызывает его поступательное движение, причем оба эти движения 
связаны пропорциональной зависимостью.

Оставшиеся независимыми возможные движения определяют число 
степеней свободы звеньев кинематической пары в их относительном 
движении.

Если между простейшими движениями звена вокруг и вдоль трех 
координатных осей х , у  и z  (рис. 91) отсутствуют какие-либо функ
циональные зависимости, то звено в зависимости от характера связей, 
налагаемых на его движение относительно другого звена кинематиче
ской пары, обладает числом простейших движений от 1 до о. Число 
простейших движений может оказаться больше числа степеней свобо
ды, если между простейшими движениями установлены функциональ
ные зависимости, являющиеся дополнительными условиями связи, как, 
например, в винтовой паре.

4°. Рассмотрим сначала различные кинематические пары, для ко
торых отдельные простейшие возможные движения их звеньев функ
ционально между собой не связаны. Для этих пар числу условий свя
зи, налагаемых на относительное движение их звеньев, соответствует 
такое же число исключенных простейших возможных движений этих 
звеньев.

Все кинематические пары делятся на классы  в зависимости от 
числа условий связи, налагаемых ими на относительное движение их 
звеньев. Так как число условий связи изменяется от 1 до 5, то чис
ло классов пар равно пяти, в соответствии с чем мы имеем кинема
тические пары: I, II, III, IV и V классов. Определение класса кинема
тической пары может быть всегда сделано, если будет принято во 
внимание зависимость (2.1). Из этого уравнения находим:

S  = 6  —  Н. (2.2)

Из равенства (2.2) следует, что число условий связи S, налага
емых кинематической парой, будет всегда равняться разности между 
числом шесть и тем числом степеней свободы, которым обладает 
каждое звено пары в относительном движении. Но, как это было по
казано выше, в рассматриваемых парах числу степеней свободы соот



ветствует такое же число возможных простейших движений. Следова
тельно, если подсчитать число простейших движений, которыми обла
дает звено кинематической пары в относительном движении, и вычесть 
полученное число из шести, то мы получим число связей, налагаемых 
данной кинематической парой на относительное движение ее звеньев, 
и этим самым определим класс пары. Рас
смотрим несколько примеров.

5°. На рис. 92 показана кинематическая 
пара, представляющая собою шар А, пере
катывающийся со скольжением по пло
скости В. Движение шара относительно 
плоскости может быть разложено на три 
вращения вокруг осей х , у  и z  и сколь
жение по плоскости В, которое в свою 
очередь может быть разложено на сколь
жения вдоль осей х  и у .  Скольжение 
шара вдоль оси z  невозможно, потому что движение в одну сторону 
ограничено плоскостью В , а при движении в обратную сторону на
рушается соприкасание звеньев, и, следовательно, кинематическая пара 
перестает существовать. Таким образом, движение шара может быть 
представлено как вращение вокруг трех осей и скольжение вдоль 
двух осей; таким образом, число простейших движений, которые 
может иметь шар, равно пяти. В этом слу
чае число степеней свободы звеньев данной 
кинематической пары равно пяти и число ус
ловий связи равно

£ = 6  — / /= = 6  — 5 = 1 .

Поэтому пара, изображенная на рис. 92, 
должна быть отнесена к парам 1 класса 
(пят иподвиж ная пара).

Примером пары II класса может слу
жить пара, показанная на рис. 93, предста
вляющая собой цилиндр А, лежащий на плоскости В. Движение ци
линдра А  относительно плоскости В, или наоборот, сводится к 
вращению вокруг осей х  и z  и скольжению вдоль осей х  и у .  
Таким образом, число простейших движений цилиндра равно четырем, 
и число степеней свободы Н  звена кинематической пары равно четы
рем. Следовательно, число условий связи 5  равно

5 = 6  — И  = 6  — 4 =  2.

Итак, данная кинематическая пара должна быть отнесена к парам II 
класса (чет ырехпсдвиж ная пара).

На рис. 94 показан пример пары III класса. Звено А  оканчивается 
шаром, входящим в шаровую полость, принадлежащую звену В. Дви» 
жение звена А  относительно звена В, или наоборот, сводится к вра

Рис. 93. Четырехподвижыая ки
нематическая пара.

Рис. 92. Пятнподиижыая кинемати
ческая пара.



щению вокруг осей х ,  j i  и г. Следовательно, число степеней свобо
ды Н  звена кинематической пары равно трем. Число условий связи S  
равно

S = 6 ~  Н = 6  —  3 =  3,

т. е. пара должна быть отнесена к парам III класса (т рехподвиж ная  
пара). Эта пара получила название шаровой пары.

Примером пары IV класса является пара, показанная на рис. 95. 
Цилиндр А  находится в полом цилиндре В. Движение цилиндра А  
относительно цилиндра В  сводится к вращению и скольжению вокруг

Рис. 94. Ш аровая трехпод- Рис. 95. Цилиндрическая двух-
вижная кинематическая подвижная кинематическая

пара. пара.

и вдоль оси х .  Число степеней свободы Н  равно двум. Следовательно, 
число условий связи 5  равно

S = 6 ~  Н = 6  —  2 =  4.

Таким образом, пара должна быть отнесена к парам IV класса (д в у х 
подвиж ная пара). Эта пара получила название цилиндрической пары.

На рис. 89 показана кинематическая пара V класса, каждое из 
звеньев которой обладает только одним возможным простейшим 
движением, а именно, вращением вокруг оси х .  Поэтому число сте
пеней свободы Н  равняется единице и, следовательно, число условий 
связи £  в этой кинематической паре равно

S = 6  —  Н = 6 —  1 = 5 .

Таким образом, эта пара должна быть отнесена к парам V класса (одно
подвиж ная пара). Эта пара получила название вращательной пары.

Итак, кинематические пары в зависимости от числа условий свя
зи, налагаемых на относительное движение ее звеньев, могут быть 
разделены на пять классов.

Отметим, что при рассмотрении возможных движений, которыми 
обладают звенья пар в их относительном движении, необходимо иметь 
в виду, что эти движения должны рассматриваться лишь как возмож
ные для данного момента времени.

6°. Внутри каждого класса кинематические пары подразделяются на 
виды. Деление кинематических пар на виды ыожег сделано но следую
щим признакам.



Пусть нам дана кинематическая пара I класса. Как это было указано 
выше, к I классу относятся те кинематические пары, в которых на 
относительное движение каждого звена наложено одно условие связи, и каждое 
из звеньев пары обладает пятью степенями свободы. Таким образом, в паре
I класса этим пяти степеням свободы соответствуют пять простейших дви
жений. Так как в пространстве в общем случае звено может иметь шесть 
простейших движений: три вращения и три поступательных движения, то 
при пяти движениях могут быть или три вращения или два поступательных 
движения, или три поступательных движения и два вращения и потому из 
шести возможных движений исключается какое-либо одно: или одно посту
пательное, или одно вращательное. Это ограничение в движении и является 
тем условием связи, которое налагается парой 1 класса.

Пары I класса можно было бы разбить на два вида: первый вид пар, в 
которых исключено одно поступательное движение, и второй вил пар, в 
которых исключено одно вращательное движение.
Примером пары первого вида может служить пара, 
показанная на рис. 92. Однако пары I  класса вт о
рого вида  не могут быть созданы, ибо если мы будем 
иметь соприкасание каких-либо двух геометрических 
элементов, то всегда относительное поступательное 
движение в направлении нормали к этим геометри
ческим элементам является уже невозможным. На
пример, при соприкасании шара с плоскостью (рис.
92) невозможно поступательное движение в направ
лении оси г, которая служит общей нормалью к со
прикасающимся поверхностям. Иначе говоря, нельзя 
подобрать такие формы элементов звеньев, 
которые при соприкасании допускали бы три 
поступательных движения. Всегда хо т я  бы одно 

поступательное движ ение будет исключено.
Пары II класса налагают на относительное движение каждого из входя

щих в нее звеньев два ограничения. Эти ограничения могут быть следую
щими: исключаются два поступательных движения или исключаются одно 
поступательное и одно вращательное движения, или, наконец, исключаются 
два вращательных движения. Поэтому пары II класса могут быть разбиты 
на три вида: пары первого вида допускают три вращательных и одно по
ступательное движения каждого из звеньев; пары второго вида допускают 
два вращательных и два поступательных движения каждого из звеньев и, 
наконец, пары третьего вида допускают одно вращательное и три поступа
тельных движения каждого из звеньев.

Пары II  класса третьего вида воспроизведены быть не могут , потому 
что в них необходимо обеспечить три поступательных движения, что, как 
это было показано выше, является невозможным. Таким образом, остаются 
пары только двух  первы х видов.

На рис. 96 показан пример пары II класса первого вида. Ш аровая по
верхность, принадлежащая звену А, движется в полой трубке В . Движение 
звена А  относительно звена В  может быть представлено как вращение 
вокруг трех осей и поступательное движение вдоль одной оси. Пример пары
II класса второго, вида показан на рис. 93.

Пары Ш класса налагают на относительное движение каждого из входя
щих в нее звеньев три ограничения. Эти три ограничения могут быть следую
щими: исключаются три поступательных движения, исключаются два посту
пательных и одно вращательное движения и, наконец, исключаются три 
вращательных движения. Следовательно, пары III класса могут быть разбиты 
па четыре вида: пары первого вида, допускающие только три вращательных 
движения каждого из звеньев, пары второго вида, допускающие два вра
щательных и одно поступательное движения каждого из звеньев, пары

Рис. 96. Четырехподвиж- 
ная кинематическая пара [I 

класса аервого вида.



третьего вида, допускающие два поступательных и одно вращательное дви
жения, и, наконец, пары четвертого вида, допускающие только три поступа
тельных движения каждого из звеньев.

Пары III класса четвертого вида не м огут  быть осуществлены, так 
как в них необходимо обеспечить три поступательных движения. Таким об
разом, могут существовать пары только трех первых видов.

Пример пары первого вида показан на рис. 94. Пример пары III класса 
второго вида показан, на рис. 97. В этой паре звено А  оканчивается шаровой 
поверхностью. На шаровой поверхности имеется палец а, который входит 
в прямолинейный прорез Ь, имеющийся в полом цилиндре В. Движение зве
на А  относительно звена В  или звена В ■ относительно звена А  сводится к 
вращательному движению вокруг осей у  и г  и поступательному движению 
вдоль оси х.

Пример пары третьего вида показан на рис. 98. Она представляет собой 
параллелепипед А, лежащий на плоскости В. Движение звена А  относительно 
звена В  или звена В  относительно звена А  сводится к поступательному

движению вдоль двух осей х , у  и к одному вращательному движению вокруг 
оси г, перпендикулярной к плоскости В. Эта пара получила название п ло 
скостной пары.

Пары IV класса налагают на относительное движение каждого из вхо
дящих в нее звеньев четыре ограничения. Исключаются три поступательных 
и одно вращательное движение, исключаются два вращательных и два по
ступательных движения и, наконец, исключаются одно поступательное и три 
вращательных движения. Таким образом, пары IV класса могут быть разбиты 
на три вида. Пары первого вида допускают только два вращательных дви
жения. Примером лары этого вида может быть звено А (рис. 99), выполнен
ное в виде кольца круглого сечения (в виде тора), на которое плотно надето 
второе кольцо В. Относительное движение звеньев такой пары может быть 
сведено к двум вращательным движениям: вокруг оси а — а, перпендику
лярной к плоскости кольца А, и вокруг оси Ь — Ь, перпендикулярной к плос
кости кольца В. Пары второго вида допускают одно вращательное и одно 
поступательное движения. Пример такой пары показан на рис. 95. Пары 
третьего вида допускают только два поступательных движения. Пары IV  
класса третьего вида осуществлены быть не могут.

Пары V класса налагают на относительное движение каждого звена 
пять ограничений. Исключаются три поступательных и два вращательных 
движения или три вращательных и два поступательных движения. Поэтому 
пары V класса могут быть разбиты на два вида: пары первого вида допускают 
только одно вращательное движение, а пары второго в и д а— только одно 
поступательное движение.

Примером пары первого вида может служить пара, показанная на рис. 89, 
которая допускает лишь относительное вращение звеньев Л и б  вокруг 
осп х  и называется вращательной парой. Примером пары второго вида

Рис. 97. Трехлодвижная кине
матическая пара H I класса вто

рого вида.

Рис. 98. Трехподвижная пло
скостная кинематическая пара 

Ш  класса третьего вида.



является пара, изображенная на рис. 100. Звено А может двигаться по
ступательно относительно звена В вдоль оси х. Эта пара называется 
поступательной парой.

Из рассмотрения всех кинематических пар, для которых их отдельные 
возможные движения функционально не связаны, следует, что конструктив
ное оформление этих пар может быть весьма разнообразным. По допускае
мым этими парами движениям они могут быть разбиты внутри классов на виды.

первого Рида.

Рис. 100, Одыоподвиисная по
ступательная кинематическая 
пара V класса второго вида.

В практике машиностроения получило распространение относительно 
небольшое число видов кинематических пар. В основном применяются те 
виды кинематических пар, которые обеспечивают надежность работы меха
низмов, просты с точки зрения технологии обработки их элементов и удов
летворяют требуемым движениям звеньев механизмов. Поэтому мы ограни
чиваемся рассмотрением только наиболее широко распространенных в кон
струкциях механизмов кинематических пар.

7°. Рассмотренные выше кинематические пары относились к па
рам, для которых мгновенные  возможные движения их звеньев не 
зависят друг от друга. Однако в технике встречаются кинематичес
кие пары, для которых относительные движения их звеньев связаны 
какой-либо дополнительной геометрической зависимостью. В качестве 
примера рассмотрим один вид такой пары, наиболее часто встречаю
щейся в механизмах. Пусть, например, вращательное и поступательное 
относительные движения звеньев пары IV класса, показанной на рис. 95, 
связаны условием, что заданному углу ср поворота одного звена отно
сительно другого вокруг оси х  соответствует поступательное пере
мещение h вдоль той же оси. В этом случае, хотя звенья пары имеют 
и поступательное, и вращательное движения, но эти движения связа
ны условием

h =  h (9 ), (2.3)

и таким образом, на относительное движенье звеньев пары наложена 
еще одна дополнительная связь, выраженная соотношением (2.3). В 
этом случае пара должна быть отнесена не к IV, а ужё к V классу. 
Подобные пары весьма часто встречаются в технике и носят назва
ние винт овой пары вследствие винтового характера относительного 
движения их звеньев.

Винтовая пара представляет собой два звена А  и В  (рис. 101). 
Цилиндр В  имеет на себе внешнюю винтовую резьбу 6; соответственно



в звене А  сделана внутренняя резьба а. При вращении звена А  
относительно В  или звена В  относительно звена А  движущееся 
звено перемещается вдоль оси х  — х . Ясно, что повороту какого- 
либо звена на некоторый угол у соответствует связанное с поворотом 
перемещение h вдоль оси х  — х ,  т. е. вращательное движение звена 

закономерно связано с поступательным его движе
нием. Эта связь может быть легко получена. Для 
этого рассмотрим винтовую линию, принадлежащую 
какому-либо элементу звена данной пары. Пусть эта 
винтовая линия принадлежит цилнндру В  радиуса г 
(рис. 102). Развернем поверхность цилиндра В  на 
плоскость; тогда вместо винтовой линии получим 
некоторую прямую, наклоненную к горизонту под 

Рис Ш1 Винтовая углом р, называемым угло м  подъема резьбы. Если 
пара. звено В  (рис. 101) повернуть на полный оборот, на

угол, равный 2к, то это звено переместится вдоль 
оси дг — х  на величину h, которая называется ш агом  винт а  (рис. 102). 
Если же повернуть звено В  на произвольно заданный угол ср, то оно 
переместится вдоль оси на величину W:

* ' = § •  (2.4)

Соотношение (2.4) налагает связь на движение звеньев винтовой
пары вдоль и вокруг оси х  — х .  Так как 
из рис. 102 следует, что

I л ___  Л
* ?  =  2Гг>

то
t i -  г а  t g  3  =  Сер, 

где через С обозначена постоянная, рав-
Рис. 102. Винтовая линия и ее Н ЗЯ  Г  t g

развертка на плоскости. Из последнего соотношения следует: если
угол р =  0, то t i  =  0, и мы получаем только 

вращение звена вокруг общей оси пары. Следовательно, винтовая 
пара переходит во вращательную пару, показанную на рис. 89. Если 
же 13 =  к/2, т. е. резьба параллельна общей оси пары, то tg P  =  oo и 
г® =  0, откуда ср =  0, так как г ф. 0. В этом случае винтовая пара 
переходит в поступательную пару, показанную на рис. 100.

8°. Кинематические пары делятся на низшие и высшие.
К инем ат ическая пара, кот орая мож ет  быть выполнена со

прикасанием ее звеньев т олько  по поверхност и, назы вает ся низшей. 
К инем ат ическая пара, кот орая мож ет  быть выполнена соприкаса
нием ее звеньев т олько по линии ила в т о ч к а х , называет ся  
высшей.



Примером низшей кинематической пары может служить пара, по
казанная на рис. 89. В этой паре звенья соприкасаются цилиндри
ческими поверхностями. Примеры высших пар приведены на рис. 93 
и 92. В паре, изображенной на рис. 93, звенья соприкасаются по пря
мой линии. В паре, показанной на рис. 92, звенья соприкасаются 
в точке. Для того чтобы элементы кинематических пар находились 
в постоянном соприкасании, они должны быть замкнуты. Замыкание 
может быть либо геом ет рическим  либо силовым.

Геометрическое замыкание осуществляется соответствующими гео
метрическими формами элементов кинематической пары. Например, 
пары V класса, изображенные на рис. 94 — 101, являются замкнуты
ми геометрически, потому что соприкасание элементов звеньев этих 
пар обеспечивается их формами.

Чтобы пара, показанная на рис. 92, была замкнутой, необходимо 
прижимать шар к плоскости какой-нибудь силой. Силовое зам ы кание  
осущ ест вляет ся силой веса, упругост и пруж ин п т. п.

§ 12. Условные изображения кинематических пар

1°. При схематическом изображении механизмов на чертежах удоб
нее вместо конструктивного изображения кинематических пар и зве
ньев ввести условные их изображения. Рассмотрим условные изобра
жения некоторых наиболее употребительных кинематических пар.

На рис. 103 показаны два варианта схематического изображения 
вращательной пары V класса, состоящей из звеньев А  и В. Первый 
вариант (рис. 103, а) дает изображение, более близ
кое к конструкции; второй вариант (рис. 103,6) 
представляет собой схематизиро
ванное изображение.

На рис. 104 даны схемати
ческие изображения вращательной 
пары V класса для тех случаев, 
когда одно из звеньев пары (звено 
А) неподвижно.

На рис. 105 даны схематические 
изображения поступательной пары
V класса, а на рис. 106 показаны 
схематические изображения той же 
пары при неподвижном звене В.

На рис. 107 представлены схе
матические изображения винто
вой пары V класса.

В некоторых случаях необхо
димо дать полпое представление
о виде тех элементов, которыми соприкасаются звенья пары. В этих 
случаях на схеме полностью и точно изображается очертание (профиль)

Рис. 103. Схематиче
ские изображения вра
щательной пары*, а) 
изображение с схема
тизированными конст
руктивными формами; 
б) изображение, при
меняемое на кинема

тических схемах.

Рис. 104. Схемати
ческие изображ е
ния вращательной 
пары с одним не
подвижным звеном: 
о) изображении с 
схематизированны
ми конструктивны 
ми формами; о) 
изображение, при
меняемое на кине
матических схемах; 

а) то же.



соприкасающихся элементов звеньев. Примеры изображения таких, пар 
показаны на рис. 108. На рис. 108, а круглый ролик А  соприка
сается с профилем а — а звена В; на рис. 108, б  зуб А  одного 
зубчатого колеса соприкасается с зубом В  другого зубчатого колеса.

* *’ t  » *

E 3 Z H E 3 -
hH -p- f- н  -

г)
В

Г ~ЛД

Рис. 105. Схематиче
ские изображения по
ступательной пары: а ) 
изображение с схема
тизированными конст
руктивными формами; 
б) изображение, при
меняемое на кинемати
ческих схемах; в) изо
бражение с направляю
щей в виде паза; г) и 
д) изображение, при
меняемое на кинемати

ческих схемах'.
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Рис. 106. Схематические 
изображения поступатель
ной пары с одним непод
вижным звеном: а) изобра
жение с схематизирован
ными конструктивными 
формами; б ) изображение, 
применяемое ыа кинемати
ческих схемах; в i изоб
ражение с направляющей 
в виде паза; г) и д) изобра
жения, применяемые на 

кинематических схемах.

Два зубчатых колеса, входящих в кинематическую пару, имеют ус
ловное изображение, показанное на рис. 109.

2°. Введем также условные обозначения для звеньев, входящих 
в кинематические пары.

С - /  б )  в )
X I  В  А

В

а)

Рис. 107. Схематические изображения винтовой пары: а) изображение с схе- 
матизировааныыи конструктивными формами; б )  и б) изображения, приме

няемые на кинематических схемах.

Я

Рис. 103. Изображения высшей пары: 
а ) пара с круглым роликом А  и криволи
нейным профилем В\ б ) пара в визе двух 
касающихся криволинейных зубьев А  и В .

Рис. 10J. Схематическое изо
бражение зубчатого механизма 

из двух колес.

Если необходимо изучить движение только двух точек звена, 
то схематическое движение такого звена можно представить в виде,



показанном на рис. 110. На этом рисунке представлен тот случай, 
когда звено входит в две вращательные пары А и В. На рис. 111 
показаны схематические изображения звена, входящего в три враща
тельные пары: А, В  и С. Наконец, на рис. 112 показано схемати
ческое изображение звена, входящего в три вращательные пары А,

Рис. ПО. Схематиче
ские изображение эве
на, входящего в две 
вращательные кинема
тические пары: а) изо
бражение с схематизи
рованными конструк
тивными формами; б) 
изображение, приме
няемое на кинемати

ческих схемах.

Рис. 111. а), б )  и в). 
Различные изобра
жения эвена, вхо
дящего П Три K1IUC- 

матическне пары.

Рис. 112. Схематическое 
изображение эвена, входе* 
то го  в три вращательные 
лары: а) изображение с 
схематизированными кон
структивными формами; 
б) изображение, применяе
мое на. кинематических 

схемах.

В и С с параллельными осями вращения, лежащими в одной 
плоскости.

На схематических изображениях других кинематических пар мы 
остановимся далее, по мере необходимости в их применении.

§ 13. Кинематические цепи

1°. Кинематической цепью называется связанная система 
звеньев, образующих меж ду собой кинематические пары. На рис. 
113 показана кинематическая цепь, состоящая из 
четырех звеньев, образующих три кинематические 
пары. Звенья 1 и 2  входят во вращательную па
ру А (V класса). Звенья 2 и 3 — в поступатель
ную пару В (V класса) и, наконец, звенья 3 и 4 
входят во вращательную пару С (V класса).

Кинематические цепи делятся на простые и 
сложные. Простой кинематической цепью назы
вается т акая цепь, у  которой каж дое звено входит  не более 
чем в две кинематические пары. Пример простой цепи с враща
тельными парами Л, Б  и С (V класса) показан на рис. }14.

Сложной кинематической цепью называется цепь, в которой 
имеется хот я бы одно звено, входящее более чем в две кине-

Рис. 113. Схема ки
нематической цепи 
из четырех звеньев.



матическне пары. Пример такой цепи с вращательными парами А, В, 
С, D  и Е (V класса) дан на рис. 115.

2°. Простые и сложные кинематические цепи в свою очередь де
лятся на замкнут ые и незамкнутые. Замкнутой, кинематической

цепью называется кине
матическая цепь, каж 
дое звено которой вх о 
дит по крайней мере в 
две кинематические па
ры. Примеры таких цепей 
с вращательными парами 
(V класса) показаны на 
рис. 116 и 117.

Н езамкнут ой кинематической цепью называется кинемати
ческая цепь, в которой есть звенья, входящие только в одну ки

нематическую пару. Примерами 
таких цепей могут служить цепи, 
показанные на рис. 114 и 115.

§ 14. Структурная формула 
кинематической цепи 

общего вида

Рис. 114. Схема про
сто» кинематической це
пи из четырех звеньев.

Рис. 115. Схема сложной 
открытой кинематической 

цепи из шести звеньев.

Рис. 116. Схема п р ^  
стой замкнутой кине* 
матнческой цени из 

шести звеньев.

Рис. 117. Схема 
сложной замкнутой
кинематической це
пи из шести зве

ньев.

1°. Основы теории структуры 
кинематических цепей заложены 
в работе П. И. Сомова, опублико
ванной в 1887 году, и развиты со

ветскими и зарубежными учеными. Мы будем следовать в основном 
методам, разработанным отечественными учеными.

Если на движение звена в пространстве не наложено никаких 
условий связи, то оно, как известно, обладает шестью степенями сво
боды. Тогда если число звеньев кинематической цепи равно k, то 
общее число степеней свободы, которым обладают k  звеньев до их 
соединения в кинематические пары, равно 6k. Соединение звеньев в 
кинематические пары накладывает различное число связей на относи
тельное движение звеньев, зависящее от класса пар (см. § 11). Если 
число пар I класса, в которые входят звенья рассматриваемой кине
матической цепи, равно plt число пар II класса— р.2, число пар III клас
с а — р3, число пар IV класса— p i  и, наконец, число пар V класса — 
р&, то из 6/е степеней свободы, которыми обладали звенья до их 
вхождения в кинематические пары, необходимо исключить те степени 
свободы, которые отнимаются вхождением звеньев в кинематические 
пары. Тогда число степеней свободы Н, которым обладает кинема
тическая цепь, будет равно

H — 6k — 5рв — 4 f i  —  Зр3 -  2p i — p v. (2.5)



В машинах применяются обычно такие кинематические цепи, у ко
торых одно из звеньев неподвижно, т. е. является стойкой. Например, 
в механизме'(рис. 118) двигателя внутреннего сгорания кривошип, 
шатун, поршень и цилиндр с рамой образуют кинематическую цепь, 
у которой неподвижным звеном (стойкой) является цилиндр с рамой 
двигателя. Следовательно, при изучении движения 
всех звеньев кинематической цепи двигателя мы рас
сматриваем их абсолютные перемещения происходя
щими относительно одного из звеньев, принятого 
за неподвижное (стойку). Если одно из звеньев ки
нематической цепи будет неподвижным, то общее 
число степеней свободы цепи уменьшится на шесть 
и число степеней свободы w  относительно непод
вижного звена будет равно

w  =  H  — 6. (2.6)

2°. Число w  степеней свободы кинематической 
цепи относительно звена, принятого за неподвижное, 
называется числом степеней подвиж ности кинема
тической цепи или кратко степенью подвиж ности.
Подставляя в (2.6) вместо Н  его выражение из соотношения (2.5), 
получаем:

w  =  6 (k  — 1) — 5/78 — 4р4 — Зр3 — 2pi — p v  (2.7)

Если в равенстве (2.7) обозначить величину k — 1 через п, то 
получим:

w  =  6 n ~ 5 p t —  4рц — 3/?3 — 2р.г — ри (2.8)

где п — число подвиж ных  звеньев кинематической цепи. Равенство 
(2.8) носит название формулы 'подвиж ности, или ст рукт урной фор
м улы  кинем ат ической цепи общего вида.

Формула (2.8) впервые в несколько ином виде, была дана П. И. Со
мовым в 1887 году и развита А. П. Малышевым в 1923 году и но
сит название формулы Сомова  — М алышева.

Если кинематическая цепь образована парами только V класса, 
то формула (2.8) принимает следующий вид:

w  =  6п — 5рй.

П р и м е р .  Рассмотрим пример на определение степени подвиж
ности кинематической цегш. На рис. 144 (сгр. 75) показана кине
матическая цепь, у которой звенья 1 (стойка) и 2  входят в пару А  
(IV класса); звенья 2 и 3  — в пару В  (V класса); звенья 3 и 4 — в пару С 
(III класса) и, наконец, звенья 4 и 1 (стойка) входят в пару D  
(V класса). Число подвижных звеньев п равно трем, число пар
V класса ps равно двум, число пар IV класса р к равно единице и

Рис. 118. Изобра
жение механизма 
из четырех зве

ньев.



число  пар III класса  р3 т ак ж е  равно  единице. П од ставл яя  числа 
звеньев  и  пар в ф орм ул ы  ( 2 .8 ), получаем:

w  =  6 - 3  —  5 - 2  —  4 - 1 —  3 - 1  =  1,

т. е. рассм атриваем ая кинем атическая  цепь о б л ад ает  одной степенью  
подвиж ности .

Г Л А В А  III

СТРУКТУРА И КЛАССИФИКАЦИЯ МЕХАНИЗМОВ

§  15. Степени подвижности механизма

1°. В § 1, 5° бы ло д ан о  о б щ ее  оп ределен и е механизма. Д ля  
и сследований разли чн ы х подвиж ны х систем с тверды м и звеньям и 
их мож но рассм атри вать  к ак  кинем атические цепи с тверды м и зв ен ья 
ми. Д л я  так и х  систем м ож но п ользоваться  следую щ им  оп ределен ием  
м еханизма.

М ех а н и зм о м  назы вает ся кинем ат ическая цепь, в кот орой  
при заданном  движении сдн сго  или н ескол ьк и х  звеньев от носи
т ельно лю бого из н и х  все ост альны е звен ья  соверш аю т  одно
зн ачно определяем ые движ ения.

Звен ья  механизма, закон ы  движ ения к о то р ы х  считаю тся зад ан 
ными, назы ваю тся ведущими. Звен ья  механизма, законы  движ ения 
к о то р ы х  однозначно оп ределяю тся  законам и  движ ения ведущ и х  
звен ьев , н азы ваю тся ведомыми. Т аким  образом , основны м  п ризн аком  
механизма является зак о н о м ер н ая  зависим ость движ ения всех  его  в ед о 
мых звеньев  о т  заданн ого  движ ения звеньев  ведущ их.

Как это  бы ло ук азан о  вы ш е (§ 2, 1°), при кинем атическом  ис
следовании м еханизмов изучается  их движ ение вне зависи м ости  от  сил, 
вы зы ваю щ их это  движ ение. П о это м у  при изучении стр у к ту р ы  и к и н е
матики механизмов н еобязател ьн о  в качестве  ведущ его  звена вы би 
рать то  звено , к к о то р о м у  прилож ена внеш няя сила, п риводящ ая 
в дви ж ен ие механизм. Е сли термин «ведущ ее» прим енять то л ько  
к звеньям , к которы м  п рилож ены  дви ж ущ и е силы, то  те  звенья, 
движ ение к о то р ы х  задано , м ож но так ж е  н азы вать  т ачальны м и  
звеньям и ».

Ч тобы  изучить дви ж ен ие механизма, н едостаточн о  зн ать  с т р у к 
туру  его, т. е. число звен ьев , число и к лассы  кинем атических пар. 
Н еобходи м о так ж е зн ать  р азм еры  отдельн ы х звеньев , влияю щ ие на 
движ ение их, взаим ное п олож ен и е звеньев  и т. д. П о это м у  при и зу
чении движ ения звеньев  механизма обы чно составляю т так н азы ваем ую  
кинем ат ическую  с х е м у  м ехан и зм а, к о то р ая  является его  кин ем а
тической  моделью .

К инематическая схема м еханизм а строится в вы бранном  м асш таб е 
с точны м соблю дением  всех разм еров  и ф орм , от к о то р ы х  зави си т 
движ ение то го  или д р у го го  звена или, другими словам и, с со б л ю д е
нием тех  р азм ер о в  и ф орм , при изменении к о то р ы х  изменяю тся п о л о 



ж ения, ск орости  и уск орен и я  точек  механизма. Н а кинем атической  
схем е д ол ж н о  бы ть у к азан о  все, что необходи м о для  изучения д в и 
ж ения. ВсТе лиш нее, не хар ак тер н о е  для  движ ения, д ол ж н о  бы ть и с
клю чено, чтобы  не усл ож н ять  чертеж а.

В к ачестве  прим ера рассм отрим  механизм  дви гателя , показанны й 
на рис. 119, а. Т ак  к ак  все  звенья  э то го  механизма дви ж утся  п ар ал 
лельно  одной общ ей  плоскости  (п лоский  механизм), то  чтобы  и зу 
чить движ ение лю бого  звена, д остаточ н о  изучить 
движ ение к аки х-ли бо  д вух  его  точек . Н априм ер, 
дл я  изучения движ ения кривош ипа АВ  достаточно  
зн ать  в каж ды й  данны й момент п олож ен и е д вух  
точек  А  и В; для изучения движ ения ш атуна ВС  
достаточ н о  зн ать  в каж ды й  данны й мом ент поло
ж ение д вух  его  точек  В  и С. Тогда< п ользуясь  
условн ы м и  обозначениям и, указанны м и на рис. 103 —
1 1 2 , составляем  кинем атическую  схем у механизма 
(рис. 119, б). В се н еобходим ы е разм еры  звеньев  
отлож ен ы  в н екотором  вы бранном  м асш табе

м /м м , которы й  означает, что один миллиметр 
чертеж а соответствует  а г метрам натуры , т. е.

1 м м  —»• м.

Т руд н ее  составить  кинем атическую  схем у, если 
звенья  механизма имеют п ростран ствен н ое дви ж е
ние. В этом  случае кинем атическая схем а состав 
ляется в соответствую щ их п роекц и ях  на две  или 
в н екоторы х  случаях на три  взаим но п ерпен ди ку
лярны е п лоскости .

2°. Т ак  как  механизм п редставляет  собой  кине
м атическую  цепь со звеньями, имею щ ими вполне 
оп ределен ны е движ ения, то н еобходим о вы яснить 
воп рос о том, как  связана оп ределен н ость  движ ения 
звеньев  механизма с его  степенью  подвиж ности . К ак э т о  следует  
из ф орм улы  (2 .8 ), степень подвиж ности  х ар ак тер и зу ет  число степеней 
свободы  механизма отн осительн о  звена, п рин ятого  за н еподвиж ное 
(стойку). Т огда если механизм обл ад ает  одной степенью  подвиж ности , 
т о  одн ом у из звеньев  механизма мы м ож ем п редп исать  отн оси тельн о  
стойки  к акой -ли бо  вполне определен ны й  зак о н  движ ения (одну 
обобщ енную координат у м ехан и зм а), наприм ер в ращ ател ьн ое , п оступ а
тел ьн ое  или винтовое дви ж ен ие с заданны м и скоростям и . П ри  этом  
все остальны е звенья  механизма п олучат вполне оп ределен н ы е дви ж е
ния, являю щ иеся ф ункциями зад ан н ого . Е сли м еханизм  обладает 
двум я степенями п одвиж ности , то  н еобходи м о  зад ать  одном у и з звеньев  
два  независим ы х движ ения (две обобщ енные координат ы м ехан и зм а)  
отн о си тел ьн о  стойки  или двум  звеньям  по одн ом у независим ом у д в и 
ж ению  отн оси тельн о  стойки  и т. д. Н априм ер, м еханизм , показанны й

Рис. 119. Схема меха
низма поршневого дви
гателя: а ) изображение 
с схематизированными 
конструктивными фор
мами; б) изображение» 
применяемое на кине

матических схемах.



на рис. 119, как  э т о  бы ло вы яснено, о б л ад ает  одн ой  степенью  п о д в и ж 
ности. С ледовательн о , сообщ ив одн ом у из его  звеньев  дви ж ен ие 
по оп ределен ном у  закон у , мы получаем  вполн е оп ределен н ы е д в и ж е
ния всех  остальны х звеньев  э то го  механизма.

П у сть  будет, наприм ер, задан  закон  вращ ения звена 2  (рис. 119), 
вы раж аем ы й равенством  сра =  ср3 (^), где ср.2 есть  у го л  п о во р о та  звена 2 , 
a t  —  время. Е сли  задано  дви ж ен ие звена 2, то  все остал ьн ы е звенья 
будут дви гаться  вполн е определенны м  образом , причем их движ ения 
будут зависеть  от  вы бран н ого  зак о н а  ср2 =  <р2 (£). П о это м у  звен о  2  
механизма оказы вается  ведущ им  (начальны м ), а все остальны е п одвиж 
ные звенья  (звенья 3  и 4) являю тся ведомы ми.

Т аким  образом , значение <ps одн озн ачн о  оп редел яет  со о тветств у ю 
щ ие ему полож ения звеньев  м еханизм а отн осительн о  стойки , и п о то 
му у гол  Фг есть  обобщ енная, координат а рассм ат риваем ого м е х а 
низма.

М еханизм ы  с н ескольким и  степенями п одвиж ности  сравни тельно  
редко  встречаю тся  на практике, п оэтом у  здесь мы их р ассм атри вать  
не будем, а н еск о л ьк о  п озж е ук аж ем  лиш ь н екоторы е из них.

§  16. Структурная формула плоских механизмов

1°. В § 14 и 15 мы п оказали , что в общ ем  случае степень п о д 
виж ности  м еханизма w  р авна чи слу  его  степеней  свободы  и м ож ет

бы ть оп ределен а по стр у к ту р н о й  ф о р 
м уле ( 2 .8 )

w  =  6 я —  Ъръ —  4рь —  Зрэ —  2 ,0 3  —  р у

П рим ен ен ие этой  ф орм улы  возм ож но 
то л ь к о  в том  случае, если  на движ ения 
звеньев , входящ их  в состав  механизма, 
не н алож ен о  к аки х-ли бо  общ их  д о п о л 
н ительн ы х условий . Э ти услови я , о б 
щ ие для  всего механизма в целом , м о
гут бы ть весьма разн ообразн ы . Т ак, 
наприм ер, м ож но п отребовать , чтобы  у  
механизма, состоящ его  из одних то л ько  
вращ ател ьн ы х  пар V класса , оси всех  

этих  пар бы ли п араллельны , п ересекал и сь  в одной точке или п ер есе 
кались в двух  точк ах  и т. д. О казы вается, что такие доп ол н и тел ьн ы е 
требован ия сущ ественн о  изменяю т х ар ак тер  движ ения м еханизм а и 
изменяю т соответствен н о  вид его  стр у к ту р н о й  ф орм улы .

П усть , наприм ер, у  механизма, к о то р ы й  состои т из кин ем ати че
ских  в ращ ател ьн ы х  пар V класса, оси  всех пар параллельн ы  (рис. 120). 
В ы берем  неподвиж ную  систем у коорди м ат x y z  так, чтобы  н ап равл е
ние оси х  совп ал о  с направлением  осей  пар, а оси у  и z  леж али  в. 
п лоскости , п ерпен ди кулярн ой  к  осям  пар. М ож но тогда убед и ться  в

Рис. 120. Механизм шарнирного че« 
тырехзвеннпка.



том, что  в этом  случае точки  звеньев  механизма A B C D  будут д в и 
гаться  в п лоскостях , параллельн ы х одной общ ей неподви ж н ой  п л о 
скости  5 , содерж ащ ей  оси у  и z, и мы будем иметь так  назы ваемы й 
плоский м ехани зм .

Рассм отрим , каки е  ж е общ ие ограничения н алож ен ы  на д в и ж е
ния всех  звеньев механизма услови ем  п арал лел ьн ости  осей  всех к и 
нем атических пар. Э ти ограничения следую щ ие. Звен ья  механизма не 
могут иметь в р ащ ател ьн о го  дви ж ен ия в о к р у г  осей у  и z, п оступа
тел ьн о го  движ ения вдоль оси х  и из ш ести  в озм ож н ы х движ ений 
три не м огут  быть осущ ест влены. С ледовател ьн о , возмож ны ми 
остаю тся следую щ ие три  движ ения: вращ ен и е в о к р у г  оси  х  или осей, 
ей параллельн ы х, и поступательн ы е движ ения вдоль  осей  у  и z. В 
самом деле, дви ж ен ие звеньев А В  и CD  сводится к  вращ ени ю  в о 
к р у г  осей, п араллельн ы х оси х ,  а дви ж ен ие звена В С  к ак  слож н ое 
дви ж ен ие мож ет бы ть п редставлен о  к ак  вращ ени е в о к р у г  оси, п ер 
п ендикулярной  к  плоскости  5, и п оступ ательн ое дви ж ен ие, п ар ал лел ь
ное этой  плоскости .

2°. Е сли  на движ ение всех  звеньев  механизма в целом  н алож ен о  
три общ их  ограничения, то , очевидно, э т о  о б с т о я т е л ь с т в о .  д олж н о  
бы ть учтено при подсчете степеней свободы  о тдел ьн ы х  звеньев  и 
степени подвиж ности  механизма в целом. Е сли  в общ ем  случае чис
ло степеней  свободы  подвиж ны х звеньев  м еханизм а р ав н ял о сь  бы бп, 
где я  —  число п одвиж ны х звеньев , то  для  рассм атри ваем ого  механиз
ма число степеней свободы  подвиж ны х звеньев  будет  ( 6  —  3 ) л  =  3л. 
С оответствен н о  вм есто 5p s связей, н аклады ваем ы х парам и V класса, 
в этом  механизме пары  V кл асса  будут н аклад ы вать (5  —  3 ) р 8 =  2 /7в 
связей, так  как  три  связи у ж е  н алож ен ы  услови ем  п араллельн ости  
осей пар, и т. д. С труктурн ая  ф орм ула механизма ( 2 .8 ) перепиш ется 
тогда так:

®> =  ( 6  —  3) п —  (5 —  3) р  ̂—  (4 —  3) р^ —  (3 —  Ъ)р3, 

т. е. степень п одвиж ности  п л о ск о го  м еханизм а буд ет  равн а

121 =  3 п —  2р$— р^  (3.1)

Э то есть  ст рукт урная ф орм ула для  общ его вида п лоски х  м ех а н и зм о в .
В ф орм ул у  (3.1) пары  I, II и III кл ассов  входи ть  не могут, так  

как  эти  пары  доп уск аю т тр и  и б ол ее  в озм ож н ы х  отн оси тел ьн ы х  
движ ений, входящ их в них звеньев . И з рассм отрен н ого  прим ера сле
дует, что если на дви ж ен ие всех  звеньев  механизма в целом  н ало
ж ено н ек о то р о е  общ ее  для  всего  м еханизм а число  связей, то  
н еобходи м о  число эти х  о б щ и х  связей  из стр у к ту р н о й  ф орм улы  ме
ханизм а исклю чить путем вычитания числа э т и х  связей  из числа сте
пеней свободы  всех подвиж ны х звеньев  м еханизма и из чи сла у сл о 
вий связи  всех  в ходящ и х  в м еханизм  кин ем ати чески х  пар.

3°. П р и  рассм отрен ии  п лоски х  м еханизм ов и составлен и и  их 
стр у к ту р н ы х  ф орм ул  мы имели в виду, что  те  степени свободы ,
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которы м и обладаю т звенья механизмов, и те  услови я  связи, к о то р ы е  
налагаю тся на движ ения звеньев  вхож дением  их в кинем атические 
пары , реш аю т в совокуп н ости  воп рос об  оп ределен ности  движ ения 
механизма.

Н еобходи м о  отметить, что кром е степеней свободы  звеньев  и 
связей, активно  воздействую щ их на хар ак тер  движ ения м еханизмов, 
в них могут встрети ться  степени свободы  и услови я  связи , не о к а 
зы ваю щ ие н и какого  влияния на хар ак тер  движ ения механизма в целом. 
У даление из м еханизмов звеньев  и кинем атических пар, ко то р ы м  эти 
степени свободы  и услови я связи принадлеж ат, м ож ет бы ть сделано 
без изменения об щ его  харак тера  движ ения механизма в целом . Т акие

степени свободы  н азы ваю тся лишними ст е
пенями свободы, а связи  —  пассивными свя 
зями.

В к ачестве  прим ера рассм отри м  плоский 
механизм , показанны й на рис. 121. Р азм еры  
звеньев  механизма удовл етворяю т условиям: 
А В  =  CD, AD  =  EF  =  ВС, АЕ =  B E  и 
D F  =  FC. Таким  образом , ф игура A B C D  о б 
разу ет  всегда п араллелограм м , и сл едова
тельно, расстояни е м еж ду  точкам и  F  и Е  
остается  постоянны м и равны м расстоянию  
м еж ду точкам и А  и D  или В  и С. Т огда без 

всякого  наруш ения х ар ак тер а  движ ения механизма мож но звен о  EF  (или 
ВС) удалить, так  к ак  это  звено , входящ ее в кинем атические пары  Е  и F, 
налагает на дви ж ен ие механизма услови я связи, являю щ иеся пассивными.

Рассм отрим , далее, круглы й  ролик  6  (рис. 121), входящ ий во вра
щ ательную  п ару  V кл асса  со звеном  4, соприкасаю щ им ся с ним по 
прям олинейном у проф илю  НС. Н етруд н о  видеть, что мы м ож ем  сво
бодно  п оворачивать  рол и к  6  в о к р у г  оси, п роходящ ей  ч ер ез точк у  О, 
не оказы вая при этом  н и какого  влияния на хар ак тер  движ ения ме
ханизм а в целом . С воб одн о  поворачиваю щ ийся рол и к  д ает  лишнюю  
степень свободы . П о это м у  без всякого  н аруш ения х ар ак т ер а  д в и ж е
ния механизма в целом мож но рол и к  удали ть и звено 4  со  звеном  7 
соединить н епосредствен но  в кинем атическую  п ару  IV класса  (рис. 122). 
Э лем ентом  пары, принадлеж ащ им  звену  4, будет  прямая KL, п арал 
лельная прямой DC, п роходящ ая  от нее на расстояни и, равном  радиусу  
рол и ка 6, а элем ентом  пары, прин адлеж ащ ей  звену  7, будет  точка G.

П олученны е таким  способом  механизмы  будут воспрои зводи ть  
дви ж ен ие ведом ого  звена по том у ж е закон у , к оторы й  осущ ествлялся  
п ервоначальны м  механизмом, но при этом  п реоб разован н ы е механиз
мы будут освобож ден ы  от  лиш них стененей свободы  и пассивны х 
услови й  связей.

П ри исследовании стр у к ту р ы  механизма с помощ ью  струк турн ы х  
ф орм ул  необходи м о  учи ты вать  возм ож ное п рисутствие лиш них сте
пеней свободы  и п ассивны х услови й  связи.

Рис. 121. Схема плоского ме
ханизма с пассивными связями 
и лишней степенью свободы.



4°. В ы явление пассивны х связей и лиш них степеней свободы  в 
механизмах прощ е всего  м ож ет бы ть сделан о при изучении их кин е
матики, например при построении перемещ ений и ск о р о стей  зв е 
ньев. Если определение перемещ ений ведом ы х 
звеньев или их скоростей  м ож ет бы ть сд е 
лано без участия одн ого  пли н ескольки х  
звеньев  механизма, то  эти  звенья вносят или 
пассивны е связи, или лиш ние степени св о б о 
ды. Н априм ер, п ерем ещ ение звена 7 (рис. 122) 
м ож ет бы ть получено перем ещ ением  звеньев  
2, 3  и 4. С ледовательн о , звено  5  вносит п ас 
сивные связи и м ож ет бы ть из рассм отрения 
исклю чено. М ож но бы ло бы так ж е п оказать, 
что и определение скорости  звена 7 при 
заданной скорости  ведущ его  звена м ож ет 
бы ть сделано без рассм отрения ск оростей  
звена 5. В дальнейш ем  будем п редп олагать , что все лиш ние степени 
свободы  и пассивны е условия связи п редвари тельн о  исклю чены  из 
механизма удалением  соответствую щ и х  звеньев , и будем  учиты вать 
в механизме тол ько  те связи  и степени свободы , от к о т о р ы х  зависи т 
определен ность  его  движ ения.

§  17. Структура плоских механизмов

1 °. В §  16 мы рассм отрели  тот  случай , когд а точки  подвиж ны х 
звеньев  механизма дви ж утся  в п лоск остях , п арал лел ьн ы х  одной н епод
виж ной плоскости . В виду ук азан н о го  х а р а к т е р а  движ ения точек  звеньев  
эти  механизмы, к ак  это  бы ло у к азан о  вы ш е, н азы ваю тся плоскими  
м ехани зм ам и . Н ами бы ло показано, что струк турн ая  ф орм ула эти х  
механизм ов (3 .1 ) в общ ем  случае им еет следую щ и й  вид:

w  =  ‘i n — 2ps — p i .

Э та ф орм ула бы ла вп ервы е вы веден а П . Л . Ч ебы ш евы м  в 1869  году  
и носит название ф орм улы  Чебы ш ева. В дальн ей ш ем  эт а  ф орм ула и 
вы текаю щ ая  из нее теори я  стр у к ту р ы  п л о ск и х  м еханизм ов п олучила 
свое  разви ти е  в р а б о та х  многих р у сск и х  и зар у б еж н ы х  учены х.

2°. К ак  это  видно из ф орм улы  (3.1), п лоски е механизмы  м огут бы ть 
об р азо ван ы  звеньями, входящ им и то л ь к о  в кинем атические пары  IV  и
V к л ассо в . П ары  IV к л асса  в п лоски х  м еханизм ах  н алагаю т одно 
ут л о в и е  связи на отн оси тел ьн ое  дви ж ен ие ее звеньев . П ары  V класса  
в п лоских м еханизм ах н алагаю т д в а  усл ови я  связи на отн оси тел ьн ое 
дви ж ен ие ее  звеньев . П ри м ером  пары  IV кл асса  в п лоски х  кин ем ати 
чески х  цепях м ож ет служ и ть пара, о б р азо ван н ая  звеньями А к В, 
вы полненны м и в вид е д в у х  ц или ндрических  п оверхн остей  а и р  
(рис. 123), перекаты ваю щ и хся  со скольж ен ием  д р у г  по д р у гу  и 
п остоян н о  соп ри касаю щ и хся  по прям олинейны м  образую щ им  эти х

Рис. 122. Схема механизма, 
освобожденного от пассивны* 
связей и лишней степени сво

боды.



п оверхн остей  без скольж ения вдоль  образую щ и х. Э та пара в сечении 
плоскостью , перпендикулярной  к  образую щ им  цилиндров, д ает  д в е  
соприкасаю щ иеся кривы е а  —  а  и (3 —  р (рис. 124), представляю щ ие 
собою  элем енты  звеньев  пары. В торы м  прим ером  м ож ет служ и ть 
пара, образован н ая  кривой  а  —  а, являю щ ейся элем ентом , п ри н адл е
ж ащ им звен у  А, и острием  С  —  элем ентом , принадлеж ащ им  звен у  В  
(рис. 125). В о всех  кинем атических  п арах  IV класса, как  э т о  бы ло 
ук азан о  вы ш е (§  1 1 , 8 °), звенья  соп рикасаю тся  или в т очке, или по 
прямой; эти  пары  отн осятся  к  высшим  парам .

П ара IV класса  в плоском  механизме исклю чает в озм ож н ость  
одн ого  к ак о го -л и б о  движ ения: например, пара, п оказанная на рис. 124, 

/

Рис. 123. Плоская кинема
тическая пара IV  класса, 
состоящая из двух ци

линдров.

Рис. 124. Схема пло
ской кинематической 
пары IV  класса, состоя
щей из двух криволи

нейных звеньев.

Рис. 125. Схема пло
ской кинематической 
пары IV  класса, состоя
щей из криволинейного 
эвена и звена с ост

рием.

и склю чает отн оси тел ьн ое движ ение звеньев  А  и В  в н аправлении  
норм али  и —  п к  кривы м  а  —  а и (3 —  р, п роведенн ой  в то ч к е  их со 
прикасания. В озм ож ны м и двум я отн осительн ы м и  движ ениям и звеньев  
это й  пары  являю тся качение и ск ол ьж ен и е  одной кривой  по д ругой .

Н и зш и е пары  V к л асса , т. е. пары , в к о т о р ы х  соп рикасан ие звеньев  
п рои сход и т по поверхн остям  (см. §  1 1 , 8 °), в п лоски х  м еханизм ах 
являю тся л и б о  вращ ательны м и (рис. 89), либо поступательны м и 
(рис. 1 0 0 ), так  к ак  д р у ги е  низш ие пары, в частности  винтовы е, не 
м огут  в ходи ть  в состав  п лоского  м еханизма в силу п ростран ствен н ого  
х ар ак т ер а  отн оси тел ьн ого  дви ж ен ия из звеньев . И з т р е х  в озм ож н ы х 
отн оси тел ьн ы х  движ ений звеньев  пар п лоск и х  механизмов в р ащ ател ь 
ные и п оступ ательн ы е пары  исклю чаю т по два  движ ения. В ращ ательная  
п ара и склю чает возм ож ность  п оступ ател ьн ы х  движ ений вдоль  д в у х  
осей, л еж ащ и х  в п лоскости  дви ж ен ия звеньев . П оступ ательн ая  п ара 
и склю чает одн о  п оступ ател ьн ое  дви ж ен ие и одно вр ащ ател ьн о е  (в о к р у г  
оси, п ерпен ди кулярн ой  к  п лоск ости  дви ж ен ия звеньев).

К инем атические пары  V класса  в п лоски х  м еханизм ах м огут бы ть 
и вы сш ими. Н а рис. 126, а, наприм ер, п оказана вы сш ая пара V к л асса , 
элем енты  звеньев  А  и В  к о то р о й  п редставляю т собой  д в е  ж естко  
связанны е м еж ду  собой  п лоски е к ри вы е а —  а и [3 —  р, соп ри к асаю 
щ иеся с двум я другим и  плоским и  кривы м и f  —  у и 5 —  S, т а к ж е  
ж естко  связанны м и м еж ду собой . Н а рис. 126, б  п оказан а д р у гая



вы сш ая пара V класса, п редставляю щ ая собой  звено  А, своими к о н 
цами С и D  скол ьзящ ее  в п р о р езях  а —  а  и [3 —  р звена В. Э лем ен
тами, принадлеж ащ им и звену  А, яиляю тся 
точки  С  и D, а элементам и, принадлеж ащ им и 
звен у  В  —  п лоск и е  кривы е а —  а и р —  р.
Т аки е пары  получили название траектор- 
н ы х пар, так  как  при движ ении одн ого  звена 
пары  отн осительн о д р у го го  точки  звеньев  
описы ваю т слож ны е, но вполн е о п р ед ел ен 
ные траектори и . Вькуией парой  V класса  я в 
ляется так ж е пара, показанная  на рис. 126, в.
К ривая а  —  а, являю щ аяся элем ентом  звена А, 
п ерекаты вается  без скольж ен ия по к р и в о й  
Р — р, являю щ ейся элем ентом  звена В . Э та 
пара получила название центроид ной. пары, 
так  как  элем енты  х —  сг. и р —  р звеньев  А  и В  
являю тся всегда центроидам и в о тн о си тел ь
ном движ ении  звеньев  пары.

3°. В зависим ости  от  числа w , стоящ его  
в левой  части ф орм улы  (3.1), мы имеем 
п лоск и е  механизмы  с одной, двумя, трем я 
и т. д . степенями п одвиж ности . Т ак , на рис.
127 п оказан  механизм с одной степенью  п о 
дви ж н ости , на рис. 128 —  механизм  с двумя
степенями подвиж ности  и на рис. 129 —  м еханизм  с тремя степенями 
подвиж ности .

П ри  нулевой  степени п одвиж ности  кин ем ати ческой  цепи ни одно 
из звеньев  не м ож ет двигаться  отн оси тел ьн о  неподви ж н ого  звена, и

Рис. 126. Схематические изоб
ражения высшей кинематиче
ской пары V класса, состоящей 
из двух звеньев: а) каждое 
звено с двумя криволинейными 
поверхностями; б ) траектор- 
ная пара; <0 центроидная пара 
с принудительным чистым ка

чением.

Рис. 127. Схема механизма 
шарнирного четырехзвен
ника с обобщенной коорди

натой СрО.

Рис. 123. Схема меха
низма шарнирного пя- 
тизиепника с обобщен
ными координатами 

и ?5.

Рис. 129. Схема механизма 
шарнирного восьмизвенни- 
ка с обобщенными коорди

натами tfo, 9з,

кинем атическая цепь п ревращ ается  в ф ерм у , к о то р у ю  мож но рассм ат
р и вать  в качестве  звена (рис. 130). Н аш ем у  дальн ей ш ем у рассм отрен ию  
буд ут п одлеж ать то л ько  т е  к и н ем ати чески е цепи, к о т о р ы е  имеют 
степень подвиж ности  или равную  или большую единицы, причем из 
эти х  цепей мы будем  рассм атр и вать  т о л ь к о  те, к о то р ы е  об р азу ю т 
механизмы.



Д ля оп ределен ности  движ ений всех  звеньев  механизма, о б р азо в ан 
н ого  кинем атической  цепью  с одной степенью  подвиж ности , необходим о 
и достаточно  иметь заданны м закон  дви ж ен ия одн ого  из звеньев. 
Н априм ер, для механизма, показанн ого  на рис. 127, достаточно  иметь 
заданны м  закон  tp4 =  <p.j (t) изменения угла ср2 п оворота  звена 2  в ф унк

ции времени t, т. е. одн у  обобщ енную  к о 
о рди н ату  механизма. Таким  образом , число 
степеней п одвиж ности  кинем атической  цепи, 
из кото р о й  о б разован  механизм, одн овре
менно является и числом  независим ы х п ара
м етров или, что то  ж е, обобщ ен ны х к о о р д и 
нат, которы м и мы д ол ж н ы  задаться, чтобы  
данная кинем атическая цепь бы ла механизмом. 
Н априм ер, показанная  на рис. 128 цепь будет 
механизмом, если буд ут заданы  углы  пово

р о та  <ps и ер, звеньев  2  и 5 в ф ункции времени t. Д ля кинематической 
цепи, показанной  на рис. 129, нуж но задать  углы  п оворота  ср4, ср3 

и <р4 звеньев  2, 3  и 4  в ф ункции времени t  и т. д.
П о льзуясь  указан н ой  вы ш е ф орм улой  Ч ебы ш ева (3.1), всегда легко  

п роан ал и зи ровать  с тр у к ту р у  дан н ого  п лоск ого  механизма и оп редели ть 
степень его  подвиж ности .

4°. К плоским механизмам относятся также механизмы с одними посту
пательными парами, оси движения которых параллельны одной общей пло

скости. Простейшим механизмом это
го вида является клиновой механизм 
(рис. 63).

Структурная формула этих механиз
мов имеет следующий вид:

Рис. 130. Схема кинематиче
ской цепи с нулевой степенью 

подвижности.

w =  2n- (3.2)

Эта формула была впервые выве
дена В. В. Добровольским в 1937 году 
и носит название формулы Д оброволь
ского.

Как это видно из формулы (3.2), 
плоские механизмы этого вида могут 
быть образованы только парами V 
класса, и так как в этих механизмах 
звенья могут иметь только поступатель

ное движение, то пары V класса в этих механизмах могут быть только 
поступательными. На рис. 131 показан механизм с одной степенью подвиж
ности, а на рис. 132 — механизм с двумя степенями подвижности.

Рис. 131. Схема ме
ханизма с одними 
поступательными 

парами и одной 
степенью подвиж

ности.

Рис. 132. Схема ме
ханизма с одними 

поступательными 
парами и двумя 
степенями подвиж

ности.

§  18. Заменяющие механизмы

1°. К ак бы ло п оказан о  вы ш е, п лоски е механизмы  могут иметь 
звенья, входящ ие как  в низш ие, так  и в вы сш ие пары. П ри изучении 
структуры  и кинем атики  п лоски х  м еханизмов во м ногих случаях удоб но  
зам енять вы сш ие пары  звеньями, входящ им и то л ь к о  в низш ие пары  —



в вращ ательны е и п оступательн ы е пары  V класса . П ри этом  д о л ж н о  
удовлетворяться  условие, чтобы  механизм , полученны й п осле такой  
замены , обладал  преж ней степенью  подвиж ности  и чтобы  сохран и л и сь  
м гновенны е  отн осительн ы е движ ения в сех  его  звеньев . Р ассм отри м  
трехзвенн ы й  механизм, показанны й на рис. 133.
М еханизм  состои т из д вух  подвиж ны х звеньев  2  
и 3, входящ их во в ращ ател ьн ы е пары  V кл асса  
Л  и Б  со стойкой  1 и вы сш ую  пару С  IV класса, 
элем енты  звеньев а и b кото р о й  п редставляю т 
собою  окруж н ости  ради усов  ОгС  и 0 3С. С огласн о  
ф ор м у л е  (3.1) степень подвиж ности  механизма

w  =  3n —  2  ръ —  /? 4 =  3 • 2  —  2 - 2  —  1 =  1 .

М ож но п оказать, что рассм атриваем ы й механизм  
м ож ет бы ть заменен экви вален тны м  ем у м ехан и з
мом ш арн ирн ого  четы рехзвенн и ка А 0 ^ 0 3В. В ы сш ая 
п ара IV класса в точк е  С  зам еняется звеном  4, входящ им  в точк ах  
Ot и 0 3 во вращ ательны е пары  V к л асса . П олученны й в р езу л ьтате  
зам ены  механизм А0.20 3В  н азы вается  зам еняю щ им  м ехан и зм ом .

С тепень п одвиж ности  w  зам ен яю щ его  м еханизм а будет  той  ж е, 
к а к  и заданного  механизма. Имеем:

w = 3 r t  —  2/?в =  3 - 3  —  2 - 4 = 1 .

Т ак  как  элем енты  а  и Ь звеньев  2  и 3  являю тся окруж н остям и  
с центрам и  в точк ах  0 .2 и 0 3, то  длина 0 а0 3 звен а 4 оказы вается  
постоян ной . Т очно так  ж е будут п остоян 
ными и длины  Л 0 .2 и В 0 3 звеньев  2  и 3.
Зам ен яю щ и й  механизм  А 0$03в  экв и вал ен 
тен заданном у и с точки  зрения закон ов  
дви ж ен ия звеньев  2  и 3 .

2°. Рассм отренны й сп особ  получения 
зам еняю щ его  механизма мож но обобщ и ть.
П у сть  задан  механизм  с вы сш ей парой, 
элем енты  звеньев к о то р о й  п редставляю т 
собой  п рои звол ьн о  заданн ы е к ри вы е а  и 
Ь (ри с . 134). Д ля построени я схемы  з а 
м еняю щ его  механизма п роводим  нормаль 
N N  в точк е  С касания к р и в ы х  и отмечаем 
на ней центры  0 9 и 0 3 криви зны  к р и в ы х  а  и Ъ. П о -п реж н ем у  центры  
кри ви зн ы  0-2 и 0 3 мы считаем  ш арнирам и, образую щ им и вращ ательны е 
пары , в к о то р ы е  в х о д ят  у словн ы е звенья AOt и 0 3 0 3, с одной  сто 
роны , и условн ы е звен ья  В 0 3 и 0 ^ 0 3, с  другой  сторон ы .

О писанная зам ена правильна для зад ан н ого  полож ен ия осн овн ого  
механизма. В другом  полож ен ии  схема зам еняю щ его  м еханизма оста
нется той же, но разм еры  его звеньев  изменятся, ибо ц ентры  кри 
визны  О* и 0 3 см естятся.

Рис. 134. Схемы механизма с 
высшей парой, элементы звеньев 
которой произвольно заданные кри
вые, и мгновенного заменяющего 
его механизма шарнирного четы- 

рехэвенника.

Рис. 133. Схемы меха
низма с высшей парой 
в виде двух окружно
стей и заменяющего 
его механизма шариир- 
ного четырехзвенника.



И з ди ф ф еренциальной  геом етрии  известно, что о к р у ж н о сть  к р и 
визны  в точк е  касания с кри вой  и сама кривая экви вален тны  до  
п рои зводн ы х  вто р о го  п оряд ка вклю чительно, и п отом у  заменяю щ ий 

механизм экви вален тен  основном у в такой  ж е 
степени, т. е. полож ения, скорости  и ускорен и я  
одноим енны х точек  того  и д р у го го  механизма 
будут одинаковы м и.

3°. Е сли  один из соп рикасаю щ ихся  элем ентов 
будет  п редставлять  собой  н екоторую  кривую  а, 
а второй  прямую  b (рис. 135), то  центр кривизны  
в то р о го  проф иля будет бесконечно удален . У слов
ное звено  4  в этом  случае будет входи ть в центре 
кривизны  0 2 элем ента 2  во вращ ательную  пару
V класса . В торая  вращ ательная  пара, в которую  
дол ж н о  вх о д и ть  звено 3, имеет ось  вращ ения 
бесконечно удаленной  и п ереходи т в п о сту п ател ь
ную п ару  т ак ж е  V класса.

4°. Д ал ее , возм ож ен  случай, когд а  один из со 
п рикасаю щ ихся элем ентов —  кри вая  а, а д р у го й  —  

точка С  (рис. 136). В этом  случае центр  криви зны  0 3 элем ента С  
совпадает с самой точкой  С, и п оэтом у  усл о вн о е  звено  4  долж но  входить 
в две  в ращ ател ьн ы е пары  V класса; во-первы х, во вращ ательн ую  пару 
с осью , п роходящ ей  через точк у  С, и, во -вторы х, во вращ ательную

Рис. 135. Схемы меха
низма с высшей парой, 
элементы звеньев кото
рой произвольно задан
ные кривая и прямая, 
и мгновенного заменя
ющего механизма с 
тремя вращательными 
и одной поступатель

ной парами.

Рис. 136. Схемы меха
низма с высшей парой, 
элементы звеньев кото
рой произвольно задан
ная кривая и точка, 
н мгновенного заменя
ющего кривошипно- 
ползунного механизма.

Рис. 137. Схема ме
ханизма с высшей 
парой, элементы 
звеньев которой 
прямая и точка.

7

Рис. 138. Схема 
мгновенного заме
няющего механиз
ма, эквивалентного 
механизму, схема 
которого изобра
жена на рис. 137.

п ару  с осью , проходящ ей  через центр кривизны  0.} криволин ей ного  
элем ента а.

В том  случае, когд а  одним  элем ентом  является прям ая АС, а д р у 
г и м —  точка С  (рис. 137), зам ена сводится к п остан овке  усл овн ого  
звена 4, входящ его  в одн у  п оступательн ую  и одн у  вращ ательную  
пары . О сь вращ ательной  пары  и ось движ ения п оступательн ой  пары  
д ол ж н ы  п роходи ть  через то ч к у  соп рикасан ия С. Зам еняю щ ий механизм 
показан  на рис. 138.



Рис. 139. Схема сложного ме
ханизма с траекторной парой.

Т аким  образом , лю бой плоский м еханизм  с высш ими парами IV класса 
м ож ет бы ть заменен механизмом, в состав  к о то р о го  в х о д ят  только  
низш ие кинем атические пары  V класса.

Е сли  все вы сш ие пары  IV кл асса  в плоском  м еханизм е заменены  
кинематическими цепями с низш ими парами, то стр у к ту р н ая  ф орм ула 
Ч ебы ш ева (3 .1) для  зам еняю щ его  м еханизм а им еет вид

w =  3n — 2/7,. (3.3)
5°. На рис. 139 показан четырехзвенный механизм, у которого звено 4 

входит в траекторную пару V класса со стойкой 1. Элементами звена /  
являются кривые а и d, а элементами звена 4 
кривые Ь и с. Степень подвижности механизма 
определяется по формуле (3.1). Имеем:

w  =  3n — 2ръ — Pi =  3 - 3  —  2 - 4  — 0 = 1 .
В точках D  и Е  соприкасания элементов проводим 
нормали 5 и 6. Далее находим на этих нормалях 
центры кривизны Оа, Оь, Ос и Оа элементов а,
6, е и d. В рассматриваемом механизме мы имеем 
два условных звена 5 и 6. Звено 5 входит во 
вращательные пары Оа и Оь, а звено 6  во вра
щательные пары Ос и Od. Мгновенный заменяю
щий механизм получается шестизвенным. Если 
радиусы кривизны элементов а, Ь, с и d  перемен
ные, то длины звеньев 5 и 6  и стороны треугольника ОьСОс, принадлежа
щего звену 4, также переменные. Степень подвижности w  заменяющего 
механизма определяется по формуле (3.3). Имеем:

и  =  3п —  2/>5 =  3 -5 —  2 *7 =  1,
т. е. заменяющий механизм имеет ту же степень подвижности, что и основной.

6“. Во всех рассмотренных примерах каждые два элемента высшей пары 
заменялись одним условным звеном, входящим в две пары V класса. Этот 
результат можно обобщить, 
если учесть следующие свой
ства соприкасающихся эле
ментов высших пар. Если 
элементы звеньев, входящих 
в высшую пару, перекаты
ваются друг по другу со 
скольжением, то на относи
тельное движение звеньев 
накладывается одно условие 
связи. Кинематическая цепь, 
мгновенно заменяющая эти 
элементы, должна также на
кладывать одно условие 
связи. Следовательно, чис
ло п звеньев заменяющей цепи и число рь низших кинематических пар V 
класса, в которые входят эти звенья, должно удовлетворять условию

Зга — 2рь =  — 1,
т. е. число условий связи должно быть на единицу больше числа степеней 
свободы. Из этого условия получаем:

З г а +  1

Рис. 140. Схема слож- 
ной заменяющей кине
матической цепи, со
стоящей из трех зве

ньев.

Рис. 141. Схема сложной заме
няющей цепи с пятью  звенья
ми, входящими в восемь кине

матических пар.



Так как числа п и р ъ могут быть только целыми, то из этого соотноше
ния следует, что наименьшее число р & пар V класса у заменяющей цепи 
равно двум, и следовательно, наименьшее число п звеньев равно единице. 
Таким образом, с точки зрения числа условий связи два соприкасающихся 
элемента звеньев, входящих в высшую пару в плоских механизмах, эквива
лентны одному звену, входящему в две низшие кинематические пары
V класса.

Кроме заменяющей кинематической цепи, состоящей из одного звена, 
входящего в две кинематические пары V класса, можно, удовлетворяя 
последнему соотношению, получить более сложные заменяющие кинематиче
ские цепи, например, цепь, состоящую из трех звеньев, входящих в пять 
кинематических пар (рис. 140), или цепь, состоящую из пяти звеньев, вхо
дящих в восемь кинематических пар (рис. 141), и т. д.

§  19. Структура пространственных механизмов

Г. В современном машиностроении находят себе применение простран
ственные механизмы различных видов. Рассмотрим структуру некоторых наи
более широко применяемых в технике пространственных механизмов.

К числу таких механизмов относятся механизмы, структурное уравне
ние которых представляет собой формулу Сомова — Малышева (2.8)

(§ 14, 2°)

w =  6я — 5р6 —  4pt  —  Зрв —  
- 2 p t — p t . (3.4)

Из формулы (3.4) следует, 
что механизмы могут быть обра
зованы звеньями, входящими 
в кинематические пары всех 
пяти классов.

Из низших кинематических 
пар наиболее часто встречают
ся пары, схематические изо
бражения которых показаны на 
рис. 142.

На рис. 142, а, б и в пока
заны пары V класса: враща
тельная, поступательная и вин
товая. С этими парами мы уже 
ознакомились раньше (§ 11). 
Если эти пары входят в состав 
пространственных механизмов, 
то их условные обозначения 
должны иметь вид, показанный 
соответственно на рис. 142, а', 
6' и в'. Цилиндрическая пара
IV класса и ее условное изо

бражение показаны на рис. 142, г и г'. Шаровая пара III класса и ее ус
ловное изображение показаны на рис. 142, д и д'. Наконец, на рис. 142, 
е и е' показаны шаровая с пальцем пара IV класса и ее условное изо
бражение. Так же, как для плоских механизмов, высшие пары различ
ных классов изображаются с точными очертаниями тех элементов звеньев, 
с которыми они входят в пары.

2°. Рассмотрим некоторые пространственные механизмы, применяемые 
в технике. На рис. 143, а показан четырехзвенный механизм A BC D  выдви
гающегося шасси самолета. Ползун 2  движется но неподвижной направляю

эировамными конструктивными формами; а ’) схемати* 
чсское изображение вращательной пары, применяемое 
на кинематических схемах; б) и б ') то же для посту
пательной пары; в) и в ') то же для винтовой пары; 
г) и г '} то ж е для цилиндрической пары; д) и д') 
то же для шаровой пары; е) и е’) то же для шаровой 

с пальцем пары.



щей 1 и шатуном 3  передает движение опоре 4 колеса, которая поворачи
вается вокруг оси D, принадлежащей неподвижному звену 1. Звенья 2 и 1 
образуют поступательную пару, звенья 2 и 3  и 3 и 4 — шаровые пары и 
звенья 4 и 1 — вращательную пару. Кинематическая схема механизма пока
зана на рис. 143, б. Из рассмотрения механизма 
видно, что звено 3  обладает лишней степенью сво
бод ы — возможностью свободно поворачиваться во
круг своей продольной оси. Поэтому одна из пар В  
или С  могла бы быть заменена шаровой с пальцем 
парой (рис. 142, е и е'). Так как эта лишняя сте
пень свободы не оказывает никакого влияния на 
движение механизма, то с точки зрения простоты 
конструкции проектируют механизм с двумя шаро
выми парами. Если исключить из рассмотрения 
упомянутую лишнюю степень свободы, то структур
ная формула механизма представится так:

w  =  6л —  Ъръ — 4Pi —  Зр3 —  2рг — />х =
=  6 - 3  — 5 - 2  — 4 - 1 — 3- 1  =  1.

Рис. ИЗ. Механизм шасси 
самолета: а ) изображение 
с схематизированными кон
структивными формами; 
б) изображение, применяе
мое на кинематических 

схемах.

Таким образом, механизм шасси имеет одну сте
пень подвижности.

3°. На рис. 144, а показан четырехзвенный ме
ханизм рулевого управления автопилота, в котором 
поршень 2 перемещается относительно неподвиж
ного цилиндра 1 и шатуном 3  передает движение коромыслу 4, вращаю
щемуся в подшипнике, принадлежащем неподвижному звену 1. Звенья /  и 2  
образуют цилиндрическую пару, звенья 2 и 3 и 4 и 1 —  вращательные пары 
и звенья 3  и 4 — шаровую пару. Кинематическая 
схема механизма показана на рис. 144, б.

Структурная формула механизма такова:

»  =  6я  —  5рь  —  4P i  —  З р 3 —  2/7, — р , -
=  6 - 3  — 5 - 2  — 4 - 1 — 3- 1 =  1.

Таким образом, механизм рулевого управления 
имеет одну степень подвижности.

4°. На рис. 145 показан пространственный ку
лачковый механизм. Кулачок 2, вращаясь вокруг 
оси, принадлежащей неподвижной стойке 1, дей
ствует на бочкообразный ролик 3, свободно вра
щающийся вокруг своей оси, которая жестко сое
динена с толкателем 4, движущимся поступательно 
в направляющих, принадлежащих неподвижной 
стойкс 1. Исключая из рассмотрения вращение ро
лика вокруг своей оси как лишнюю степень свободы, 
можно сделать вывод, что звенья I  \\ 2 входят во 
вращательную пару, а звенья 4 и 1 —  в поступа
тельную пару. Так как ролик 3 и профилиро
ванная поверхность кулачка 2  имеют соприкаса
ние в точке, то, следовательно, после условного 
закрепления ролика 3 со звеном 4 звенья 2 и 4 
будут входить в пару I класса. Структурная формула механизма такая:

Рис. 144. Четырехзвешплй 
механизм рулевого управ
ления автопилота: а) изо
бражение схематизирован
ными конструктивными 
формами; б ) изображение, 
применяемое на кинемати

ческих схемах.

> —  вп  — 5/7 5 — 4/7, —  3 рг —  2/7 2 — P i== 6 • 2 —  5 - 2  — 1 1 =  1.

Таким образом, рассмотренный кулачковый механизм обладает одной 
степенью подвижности.



5 ’. На рис. 146 показан зубчато-червячный механизм. Червяк 2, вращаясь 
в подшипниках, принадлежащих стойке 1, действует на ролик 3, принадле
жащий колесу 4, которое вращается в подшипнике, принадлежащем стойке 1. 
Звенья 1 и '2 и 4 и ^ в х о д я т  во вращательные пары. Так как ролики '3 сопри
касаются'с винтовой поверхностью червяка 2  в точке, то звенья 2 и 4 после

Рис. 145. Схема простран
ственного кулачкового ме
ханизма с поступательно 
движущ имся толкателем.

Рис. 146. Схема зубчато-чер* 
вячного механизма.

условного скрепления роликов 3  с колесом 4 образуют пару I класса. Струк
турная формула механизма такая:

w  =  6га —  5p s —  A pt  —  3/>3 —  2p s —  P i  =  6 - 2  —  5 - 2  —  1 • 1 =  1.

Таким образом, этот зубчато-червячный механизм обладает одной сте
пенью подвижности.

6°. Структурная формула сферических механизмов была указана впервые 
автором этой книги в 1936 году. Формула имеет следую
щий вид:

w =  3 n — 2р ъ — Pi. (3.5)

Таким образом, для сферических механизмов применима 
формула Чебышева (3.1).

Из формулы (3.5) следует, что сферические механизмы 
могут быть образованы кинематическими парами только
V и IV классов.

Применимость формулы (3.5) к сферическим механиз
мам определяется тем, что на движение звеньев этих 
механизмов наложено три общих ограничения.

Вследствие того, что движение точек звеньев сфери
ческих механизмов происходит в концентрически распо
ложенных сферах, имеющих один общий центр, звенья 
этих механизмов имеют только вращательные движения 
и не могут иметь поступательных движений. Поэтому 
в этих механизмах звенья могут в-ходить только во вра
щательные пары V класса и высш ие пары IV класса, 
имеющие соприкасание по прямым, проходящим через 

общий центр концентрических сферических поверхностей. При этом должно 
быть исключено поступательное движение вдоль соприкасающихся прямых 
в направлении к общему центру сфер.

На рис. 147 показан четырехзвенный сферический механизм, у которого 
звенья 1, 2, 3, 4  входят в четыре вращательные пары. Оси всех пар пере
секаются в общем центре О. При вращении звена 2 вокруг оси А  — А  в не

Рис. U7. Схема че- 
тырехзвенного сфе
рического механиз

ма.



подвижном подшипнике, принадлежащем стойке 1, коромысло 4 получает 
качательное движение в подшипниках, принадлежащих стойке 1, вокруг оси, 
проходящей через точку О и направленной перпендикулярно к плоскости 
чертежа.

Структурная формула механизма такова: 

w =  3n — 2р ъ —  Pi =  3- 3 — 2 - 4 = 1 . ,

Итак, механизм (рис. 147) обладает одной сте
пенью подвижности.

7°. На рис. 148 показан механизм конических 
зубчатых колес (§ 5, 5°). Оси колес 2 и 3  пере
секаются в общем центре. В этом же центре пере
секаются все образующие поверхностей зубьев.
Поэтому этот механизм относится также к сфери
ческим механизмам. Звенья 1, 2  и 3  образуют вра
щательные пары. Звенья 2 и 3 образуют высшую 
пару IV класса, так как перемещение вдоль обра
зующих поверхностей зубьев отсутствует.

Структурная формула механизма дает:
к> =  3п — 2ръ — Pi =  3-2 — 2 - 2 — 1 • 1 =  1.

Таким образом, механизм обладает одной степенью подвижности.

§  20. Семейства механизмов

1°. Все механизмы удобно разделить на пят ь семейств —  в зависимости 
от числа общих связей, наложенных на движение всех звеньев механизма. 
Н омер семейства определяется числом этих общих связей.

Если на механизм не наложено никаких общих связей, то механизм 
относится к механизмам нулевого  семейства. Структурная формула меха
низмов нулевого семейства имеет вид тот же, что и формула (2.8):

w  =  6« —  Ьр3 —  4рА —  Зр3 —  2/?а — p L.

Если на механизм наложена одна общая связь, то такой механизм дол
жен быть отнесен к механизмам первого семейства. Структурная формула 
механизмов первого семейства такая:

w =  (6 -  1)я - ( 5 -  1)р , - ( 4  - 1 )  Pi -  (3 -  1) Рз -  (2 -  1) р , -  (1 -  1) Pl 
или

w  =  5 n — 4pi — 3pi  —  2p3 — p s. (3.6)

Из сравнения формул (2.8) и (3.6) следует, что структурная формула (3.6) 
механизмов первого семейства может быть получена путем уменьшения на 
единицу коэффициентов всех членов формулы (2.8).

Аналогично получаем структурную формулу для механизмов второго  
семейства

® =  (6 —  2) и — (5 —  2 )р ъ — (4 — 2) р А —  (3 — 2) рд — (2 — 2) p s
или

w  =  4n — Зр5 — 2р4 — р 3. (3.7)

Для механизмов третьего семейства структурная формула имеет сле
дующий вид:

ш =  (6 — 3) л —  (5 —  3) р 5 — (4 —  3) р 4 —  (3 —  3) р ъ
или

Рис. 148. Схема механизма 
конических зубчатых ко

лес.



ВИД

ИЛИ

Для механизмов четвертого  ссмсйства структурная формула принимает 

w =  (6— 4) п — (5 — 4) р ъ — (4 — 4) p t

w =  2 п —  р 6. (3.9)

Механизмы пят ого  семейства состоят каждый из одной кинематической 
пары V класса: вращательной, поступательной или винтовой.

Наконец, если на движение всех звеньев механизма наложено шесть условий 
связи, то механизм перестает существовать и превращается в ж ест кую  
систему (звено).

В. В. Добровольский в 1943 году вывел структурную формулу меха
низмов, из которой как частные могут быть получены формулы (3.1) — (3.4). 
Эта формула имеет следующий вид:

ft =  5
да = ( 6  — т ) п —  (к —  т )р ъ, (3.10)

k = m~f 1

где т — число общих связей, наложенных на движение звеньев механизма, 
принимающее последовательно значения т =  0, 1, 2, 3 и 4; к —  номер класса

Рис. 149. Модель семизвенного 
пространственного механизма 

нулевого семейства.

Рис. 150. М одель пространственного 
механизма двойного универсального 

шарнира.

кинематической пары, определяемый числом связей, наложенных на ее отно
сительное движение, получающий соответственно значения k  =  5, 4, 3, 2, 1.

2“. Рассмотрим некоторые примеры механизмов различных семейств. 
Структурная формула механизмов нулевого семейства, как уже было ука
зано [см. формулу (2.8)], имеет следующий вид:

w  =  6n —  op5 ~  4pi —  Зр3 —  2рг — р ^

На движение звеньев механизма нулевого семейства не накладывается никаких 
общих ограничений (связей). К этим механизмам относятся пространственные 
механизмы, звенья которых имеют движения самого общего характера.

На рис. 149 дано схематическое изображение одного из механизмов этого 
семейства, так называемого ш арнирного семизвенного пространственного 
м еханизм а  с осями вращательных пар, произвольно расположенными в про
странстве. Шесть подвижных звеньев и стойка этого механизма входят в семь 
кинематических пар V класса. Механизм позволяет воспроизводить враща
тельные движения ведущего звена 2  и ведомого звена 7 вокруг произвольно 
заданных в пространстве осей А  и G.

Так как механизм состоит только из пар V класса, то формула (2.8) 
принимает следующий вид:

w  =  Qn —  Ъръ.



П о с л е . подстановки числа подвижных звеньев и кинематических мар 
получаем:

w =  6  ■ 6  — 5 - 7 = 1 ,

т. е. механизм обладает одной степенью подвижности.
3°. Структурная формула механизмов первого семейства, формула (3.6), 

как это было указано выше, имеет следующий вид:

до =  5 п — 4ръ —  3р 4 —  2р3 — р 2.

Примером механизма первого семейства может служить так называемый 
м ехан изм  двойного универсального шарнира. Схема механизма показана на 
рис. 150. Звенья этого механизма входят в шесть кинематических пар
V класса. Оси всех пар левой стороны механизма пересекаются в точке О,, 
а оси пар правой стороны —  в точке 0 2. Механизм позволяет воспроизводить 
вращательные движения ведущего звена 2  и ведомого эвена 6  вокруг произ
вольно заданных в пространстве осей А  и F.

Так как механизм состоит только из пар V класса, то его струк
турная формула принимает вид

w  =  5 n  —  4 р ь.

После подстановки числа подвижных звеньев 
в кинематических пар получаем:

и> =  5 - 5  —  4 - 6 = 1 ,
т. е. механизм обладает одной степенью подвиж
ности.

Вторым примером четырехзвенного механиз
ма первого семейства может служить м еха н и зм  
у го лк о во й  передачи, показанный схематично на 
рис. 151. Диск 2, вращающийся вокруг оси Қ , 
имеет втулку Е, в которой скользит и вра
щается уголковый рычаг 3. Рычаг 3  вторым своим концом скользит и 
вращается вокруг втулки D, принадлежащей диску 4, который вращается 
вокруг оси N. Число звеньев механизма вместе с неподвижным равно четырем. 
Звенья 1 и 2 и 4 и 1 входят во вращательные пары V класса. Звенья 2 и 3 
и З и  4 входят в пары IV класса. Механизм позволяет воспроизводить враща
тельные движения ведущего звена 4 и ведомого звена 2 вокруг пересекаю
щихся осей N — N  и К — К-

Так как механизм состоит из пар IV и V классов, то его структурная 
формула имеет следующий вид:

w  =  Ъп — 4ръ —  3р ^

После подстановки числа звеньев и пар получаем: 

и> =  5 - 3  — 4 - 2  — 3 - 2 = 1 ,

т. е. механизм обладает одной степенью подвижности.
4°. Структурная формула механизмов второго семейства [формула (3.7)]:

w  =  4 n — 3 p s —  2 p i  — р 3.

Примером механизма второго семейства может служить рычаж но-вин
товой м еханизм , показанный на рис. 152. Звенья 1 и 2, 2 и 3, 3  и 4 входят 
во вращательные пары V класса. Звенья 4 и 5 образуют винтовую пару
V класса, а звенья 5 н 1 входят в поступательную пару V класса. Механизм 
позволяет трансформировать вращательное движение ведущего звена 2 вокруг 
оси С  в поступательное движение ведомого звена 5 вдоль оси А.

Рис. 151. Модель пространст
венного механизма уголкоиоя 
передачи первого семейства.



Так как механизм состоит только из пар V класса, то его структурная 
формула

да =  4я —  3р ъ.

После подстановки числа подвижных звеньев и кинематических пар 
получаем:

да =  4 • 4 — 3 - 5 = 1 ,

т. е. механизм обладает одной степенью подвижности.
Вторым примером механизма второго семейства может служить рычаж но- 

винтовой м ехан изм , показанный на рис. 153. Здесь звенья 1 и 2, 2  к 3  а

Рис. 152. Модель Пространственного 
рычажно-винтового механизма второго 

семейства.

Рис. 153. Модель второго пространст
венного рычажно-винтового механизма 

второго семейства.

5  и 1 образуют вращательные пары V класса с параллельными осями. 
Звенья 3  и 4 образуют винтовую пару V класса. Звенья 4 и 5 образуют 
вращательную пару V класса. Этот механизм позволяет воспроизводить вра
щательное движение ведомых звеньев 2 и 5 вокруг осей Л и С вращением

ведущего звена 4 вокруг оси В, лежащей 
в плоскости, перпендикулярной к осям А п  С. 
Структурная формула (3.7) механизма прини
мает вид

да =  4я —  Зр5,

откуда после подстановки числа подвижных 
звеньев и кинематических пар получаем:

да =  4- 4 — 3 - 5  =  1,

т. е. механизм обладает одной степенью под
вижности.

Третьим примером механизма второго се
мейства может служить рычаж но-винтовой  
м еханизм , показанный на рис. 154. Звенья 2 
и 3  и 3 и 4 образуют вращательные пары V 
класса. Звенья 4 и 5 и 5 и 1 образуют посту
пательные пары V класса. Звенья 1 и 2 обра
зуют винтовую пару V класса. Оси пар 1 и 2,

2 и 3, 3  и 4 и 5 v 1 параллельны между собой. Механизм трансформи
рует винтовое движение ведущего звена 2 вокруг и вдоль оси А  в посту
пательное движение звена 5  вдоль оси В, параллельной оси А. Механизм 
обладает одной степенью подвижности, и его структурная формула также 
имеет вид



Подставляя число подвижных звеньев и кинематических пар, действи
тельно получаем:

10 =  4 - 4  — 3 - 5 =  1.

5°. Структурная формула механизмов третьего семейства [формула (3.8)] 
имеет следующий вид:

да =  3 п — 2р ь — р4.

Примером механизма третьего семейства может служить четырехзвенный 
сферический м ехан изм  с парами V класса (рис. 155).

В этом механизме оси всех кинематических пар 
пересекаются в одной точке О и, следовательно, 
движение всех звеньев сводится к вращению вокруг 
точки О.

Этот механизм позволяет воспроизводить вра
щательные движения ведущего звена 2 и ведомого 
звена 4 вокруг пересекающихся осей АО  и DO.

Так как механизм состоит из пар V класса, то 
его структурная формула

w =  3n —  2р ъ.
Подставляя числа подвижных звеньев и кине

матических пар, получаем:
да =  3 - 3 — 2 - 4 = 1 ,

т. е. механизм обладает одной степенью подвижности.
Примером механизма третьего семейства может служить также любой 

плоский механизм с парами IV и V классов и, в частности, плоский  шар
нирный чет ырехзвенник  (рис. 156). Механизм позволяет воспроизводить

Рис. 155. Модель простран
ственного сферического 
механизма третьего семей

ства.

Рис. 156. Модель плоского 
механизма шарнирного че- 
тырехэвенника третьего се

мейства.

Рис. 157. Модель пространствен
ного четырехзвенного механизма 
третьего семейства с одними посту- 

пательными парами.

вращательные движения ведущего звена 2 и  ведомого звена 4 вокруг парал
лельных осей А  и D.

Структурная формула этого механизма

w  =  3 n —  2 р ъ.

После подстановки числа подвижных звеньев и кинематических пар 
получаем:

щ> =  3 ■ 3 — 2  -4 =  1 ,

т. е. механизм обладает одной степенью подвижности.



Рис. 153. Модель трехзвенного 
винтового механизма.

Третьим примером механизма третьего семейства может служить про
странственный четырехзвенный механизм с одними поступательными парами
V класса (рис. 157). Механизм позволяет производить поступательные дви
жения ведущего звена 2 и ведомого звена 4 вдоль произвольно расположен

ных в пространстве осей А  и В  и носит название 
четырехзвенного пространственного клинового  
м еханизм а .

Структурная формула этого механизма
w  =  3n — 2 р ь.

После подстановки числа подвижных звеньев 
и кинематических нар получаем:

w =  3 • 3 —  2 • 4 =  1,
т. е. механизм обладает одной степенью подвиж
ности.

6°. Механизмы четвертого  семейства, как было показано выше, имеют 
структурную формулу (3.9)

w =  2n  — р ъ.

Примером механизма четвертого семейства может служить т рехзвенный  
винтовой м еха н и зм  (рис. 158). Этот механизм позволяет производить вин
товые движения вокруг одной общей оси с различными неодинаковыми^ 
но связанными между собой законами движения ведущего звена 2 и ведо

мого звена 3. Структурная формула этого меха-' 
низма такова:

да =  2 п — р ъ.

После подстановки числа подвижных звеньев 
и кинематических пар получаем:

зд> =  2 • 2 —  3 =  1,

Рис. 159, Модель трехзвенного 
клинового механизма.

т. е. механизм обладает одной степенью подвиж
ности.

Вторым примером механизма четвертого 
семейства может служить плоский т рехзвенны й  

к линовой  м еха н и зм  с одними поступательными парами, оси движения кото
рых параллельны общей плоскости (рис. 159). Звенья 1 и 2, 2 и 3 и 3 и /  
входят в три поступательные пары V класса. Механизм позволяет произво
дить поступательные движеьия ведущего звена 2 и ведомого звена 3  вдоль 
осей А  и В, параллельных одной общей плоскости.

Структурная формула этого механизма такова:

w =  2n — р$.

После подстановки числа подвижных звеньев и кинематических пар 
получаем:

®у =  2 - 2  — 3 = 1 ,

т. е. механизм обладает одной степенью подвижности.
В данном параграфе .мы рассмотрели только некоторые механизмы раз

личных семейств. В зависимости от общих условий связи, наложенных на 
движение звеньев механизмов, расположения осей кинематических пар, гео
метрических размеров звеньев, может быть получено большое разнообразие 
форм механизмов, но их степень подвижности всегда будет удовлетворять 
структурной формуле одного из семейств.



Г Л А В А  I V  

КЛАССИФИКАЦИЯ МЕХАНИЗМОВ

§  21. Основной принцип образования механизмов 

и системы их классификации

1°. О сновной  принцип образован ия м еханизмов бы л вп ервы е сф о р 
м улирован  в 1914 году  русским  ученвш  Л. В. А ссуром . Он состои т 
в следую щ ем.

С хем а  лю бого м ех а н и зм а  м ож ет  быть сост авлена последова
т ельны м присоединением к  ведущ ем у зве н у  (к ведущ им звен ьям )  
групп звен ьев  с нулевой  степенью подвиж ности от носит ельно  
т е х  звен ьев , к  кот оры м  группа присоединяет ся.

Таким образом , степень отн осительн ой  подвиж ности  группы  мож ет 
бы ть вы раж ена так:

® Гр =  0 .

П осл ед о вател ьн о е  п рисоедин ен ие групп  д ол ж н о  вы п олняться  в сле
дую щ ем  порядке.

П ервая  группа п рисоедин яется  к  ведущ ем у звену и к  стойке. 
Е сл и  ж елаю т об р азо вать  м еханизм  с н ескольки м и  ведущ им и звеньями, 
т о  звенья  первой  группы  м ож но п ри соед и н ять  и не к  одном у веду 
щ ем у звену . Т ак  к ак  степень о тн о 
си тельн ой  подвиж ности  группы  равна 
нулю , то  степень п одвиж ности  м е
ханизм а с присоединенной  п ервой  
групп ой  о каж ется  равной  числу в ед у 
щ и х  звеньев .

Д ля  получения б о л ее  сл ож н ого  
механизма к н екоторы м  звеньям  р а с 
см отренного  механизма м ож но при- р,,с- 160' Mo2e™eZ Z ™ ° r° "'10СК0Г° 
соеди н ить вторую  группу и т. д.

Если, например, группа им еет два звена, к о то р ы е  с другим и 
звеньям и могут об р азо вать  в р ащ ател ьн ы е пары, то  п ервую  груп п у  
н адо  присоедин и ть к  ведущ ем у звену  и к  стой ке.

Е сли второй  является  так ая  ж е групп а, то  ее  мож но п р и со ед и 
нить одним звеном , наприм ер, к  звен у  п реды дущ ей  групп ы , а други м  
к  стой ке или к ведущ ем у  звен у . Е сли  ж е  эту  груп п у  п ри соед и н и ть  
так  ж е, как  первую  группу, к  ведущ ем у  звену  и к  стой ке, то  п о л у 
чится м еханизм  с двумя «равноп равн ы м и»  первы ми группами.

Т ретью  груп п у  сл ед у ет  п ри соед и н и ть  к звеньям  ран ее  п олуч ен 
н ого  м еханизм а и т. д.

2 °. Рассм отри м  в качестве  прим ера п лоски й  м еханизм , схем а к о т о 
ро го  п оказан а на рис. 160. С тепень п одвиж ности  э то го  механизма 
м ож ет бы ть  оп ределен а по ф ор м у л е  Ч ебы ш ева



ибо в этом  м еханизм е число подвиж ны х звеньев  п =  5, число пар
V кл асса  joB =  7 и число пар IV к л асса  jd4  =  0.

В рассм атри ваем ом  м еханизм е звено  1 является стойкой . З а  в е 
д у щ ее  звено примем звено  2. Т огд а  звенья  3, 4, 5  и 6  составят  си 
стем у ведом ы х звеньев , облад аю щ и х нулевой  степенью  отн осительн ой  
подвиж ности . Т ак  к ак  ведом ая часть механизма состои т из четы рех  
звеньев  и ш ести  пар V к л асса , то  степ ень ее  отн осительн ой  п одвиж 
ности равна

Ъп —  2 р ъ =  3 - 4  —  2 - 6  =  0 .

А нали зируя ведом ую  часть м еханизм а, обнаруж иваем , что  к  веду 
щ ем у звен у  и к  стой ке п рисоедин ен а группа, состоящ ая из д в у х  зв ен ь
ев 3  и 4. С ледовател ьн о , эта  группа является первой  присоединенной 
к  ведущ ем у звену . В торая  группа, состоящ ая  так ж е из д в у х  звеньев,*
5  и 6, звеном  5  п рисоединена к  звен у  4  первой  группы  и звеном  6  
со стой кой  о б р азу ет  п оступательн ую  кинем атическую  пару. К аж 
д а я  из эти х  групп, состоящ ая из д в у х  звеньев  и тр ех  кинем атиче
ск и х  пар V класса , обл ад ает  степенью  отн осительн ой  п одвиж ности , 
р авн ой  нулю . И меем для  каж д ой  из эт и х  групп

w rp =  3я  —  2ръ —  p i =  3 • 2  —  2 - 3  =  0 .

Т аким  образом , плоский  м еханизм , показанн ы й  на рис. 160 , о б л а 
даю щ ий одн ой  степенью  п одвиж ности , м ож ет рассм атри ваться  к ак  
образован ны й  п оследовательн ы м  п рисоединением  к  стой ке 1 и к  ве
д ущ ем у  зв ен у  2  дв у х  групп, состоящ и х  из звеньев  3  и 4  и 5  и 6.

3°. Структурные уравнения для групп различных семейств могут быть 
получены из условия

Шгр =  0. (4.1)

Тогда для групп нулевого семейства структурная формула будет сле-
дующей:

6 п  —  Ъръ —  4 р л —  З р 3 —  2р 2 — р1 =  {); (4.2)
для групп первого семейства

5 п  —  4р~ —  3 p i  —  2 р 3 — р 2 =  0; (4.3)

для групп второго семейства

4 n  —  3 p s —  2 p i  —  p 3 = 0 ; (4.4)

для групп третьего семейства
3« —  2 р ъ —  P i  =  0; (4.5)

и, наконец, для групп четвертого семейства
2 п — р-а =  0. (4.5')

4°. Как было показано выше, в главах первой и третьей, в современной 
технике применяется огромное количество различных видов механизмов.

Основной задачей исследования механизмов является изучение различ
ных свойств механизмов: воспроизводимых ими форм движения, законов из
менения скоростей и ускорений, законов передачи сил и мощностей и т. д.

В силу многообразия существующих видов механизмов изучение этих 
свойств применительно к каждому отдельному механизму практически яви
лось бы невозможным и нецелесообразным, так как техника не только при-



меняет существующие виды механизмов, но постоянно их совершенствует 
и создает новые, более совершенные виды механизмов.

Поэтому на всех этапах развития теории механизмов и машин изучае
мые механизмы обычно разбивались на отдельные достаточно крупные 
классы  и создавались кла сси ф и ка ц и и  м еханизм ов.

В основу той или иной классификации обычно кладутся какие-либо об
щие свойства механизмов, присущие отдельным классам. Так, например, 
выше, в § ’20, нами было дано деление механизмов на' семейвгва по тем об
щим связям, которые накладываются на движение всех звеньев механизма. 
Каждое семейство имеет свою структурную формулу, т. е. в основу деления 
механизмов на семейства может быть положен ст рукт урны й признак. Та
ким образом, деление механизмов на семейства представляет собой первый 
этап структурной классификации современных механизмов.

Как это будет показано далее, ст рукт урная к ла сси ф и ка ц и я  'м е х а н и з 
мов долж на быть увязан а  с мет одами их  кинем ат ического и силового  
исследования  и к механизмам одного и того же семейства приложимы общие 
методы их кинематического и силового анализа. Например, к сферическим 
п плоским механизмам, принадлежащим к третьему семейству (§ 20, 5°), 
могут быть приложены аналогичные методы их исследования. Точно так же 
аналогичными являются методы исследования механизмов винтовых и кли
новых, принадлежащих к четвертому семейству (§ 20, 6°), и т. д.

Структурная классификация механизмов не заканчивается только деле
нием механизмов на семейства. Внутри каждого семейства и вида механиз
мов может быть также проведена классификация, увязанная с методами 
кинематического и силового исследования механизмов.

Ниже будет изложена структурная классификация плоских механизмов 
третьего и четвертого семейств как механизмов, широко применяемых в со
временной технике, и будут даны некоторые сведения по структурной клас
сификации наиболее распространенных пространственных механизмов.

5°. Кроме структурной классификации механизмов в практике конструи
рования механизмов и машин применяется ст рукт урно-конст рукт ивная  
кла сси ф и ка ц и я , в основу которой положены признаки конструктивного 
оформления механизмов. Основные примеры механизмов по этой классифи
кации были нами описаны в главе первой.

С точки зрения применения механизмов для решения различных задач 
практики в некоторых случаях удобно классифицировать механизмы по их 
назначению. Эта классификация может быть названа классиф икацией  м е х а 
низм ов по ф ункциональном у назначению .

Эта классификация содержит разделы: механизмов передач движения, 
механизмов включения и выключения, механизмов блокировки, механизмов 
зажимов, механизмов стопоров, механизмов захватов, механизмов с оста
новами, механизмов для математических операций, механизмов подач, меха
низмов муфт, механизмов регуляторов, механизмов тормозов и т. д.

Такая классификация вместе с примерами механизмов может быть весьма 
полезна конструкторам и инженерам, проектирующим различные механизмы 
и устройства. В специальных инженерных справочниках можно ознакомиться 
с этой классификацией и большим количеством механизмов, с помощью ко
торых могут быть спроектированы соответствующие конструкции и устрой
ства машин.

§  22. Структурная классификация плоских механизмов

1°. К ак  бы ло у к азан о  вы ш е, в соврем енн ом  м аш иностроении  о с о 
бенно ш и р о к о е  п рим енен ие получили  п л о ск и е  механизмы , зв ен ья  к о 
т о р ы х  в х о д ят  в пары  IV и V к л ассов . П о это м у  о тд ел ьн о  остан ови м ся  
на р ассм отрен и и  принципов их стр у к ту р н о й  классиф икации.



В § 21 бы л  устан овлен  осн овн ой  принцип о бразован и я  м еханиз
мов, состоящ ий  в п оследовательн ом  п рисоединении  к  ведущ им  звеньям  
и стой ке групп, струк турн ая  ф орм ула к о то р ы х  у д о в л ет в о р я ет  условию

w r Р =  0 -

Д ля  п лоски х  механизмов, звенья  к о то р ы х  в ходят  в пары  IV и
V классов , э т о  у сл ови е  мож но вы рази ть  так:

Зл —  2p s —  p i  =  0. (4 .6)

Рис. 161. Схемы механизмов 
1 класса.

2°. Н азовем  усл о вн о  ведущ ее звено  и стойку , образую щ и е ки н е
м атическую  п ар у  V класса , м ехан и зм ом  I класса  (рис. 161).

О б разован и е  лю бого  п лоского  механизма м ож ет бы ть п редстав 
лено  к ак  последоват ельное присоединение групп , удовлетворяю щ их

условию  (4.6). Н апри м ер, первая группа при
соединяется к  одн ом у м еханизму I класса 
(ведущ ем у звен у  и стойке), следую щ ая 
группа —  либо к звеньям  первой  группы, 
либо частично к  звеньям  первой  группы  и 
ведущ ем у звен у  или к стой ке и т. д.

На рис. 162 дана схема механизма, о б р а 
зован н ого  присоединением  к  одном у м еха
низму I кл асса  (ведущ ее звено  2  и стойка I) 
следую щ их кин ем ати чески х  цепей: первой  

кин ем ати ческой  цепи из звеньев 3, 4, 5  и 6, в торой  —  из звеньев  7 
и 8  и третьей  —  из звеньев  9  и 10.

М ож но п ровери ть , что все эти  кинем атические цепи дей ствительн о  
удовл етворяю т условию  (4 .6) и, следовательно , являю тся группами. 
М еханизмы , образован н ы е присоединением  н ескол ьки х  групп к одному

механизм у I класса, так ж е как  и сам он, 
облад аю т степенью  подвиж ности , равной  еди
нице, так  как  группы  не изменяю т степени 
п одвиж ности  механизма, к к о то р о м у  они 
присоединяю тся.

М еханизм ы  м огут бы ть образован ы  такж е 
и п рисоединением  групп одноврем енн о  к  не
скольким  механизмам I класса. В эти х  сл у 
чаях степень п одвиж ности  получаем ы х м еха
низмов будет  равна числу м еханизмов I класса, 
к к оторы м  п роизводи тся  так о е  присоединеиие 

групп, т. е. числу  ведущ их  звеньев п олу 
ченного механизма. Н априм ер, на рис. 163 показан  механизм, о б р а 
зованны й присоединением  группы , состоящ ей  из звеньев  3  и 4, к одном у 
м еханизм у I класса , а на рис. 164  п оказан  механизм, образованны й 
п рисоединением  такой  ж е группы  к  двум  механизмам  I класса.

3°. К ак бы ло показано  в § 18, все входящ ие в состав п лоск ого  
механизма вы сш ие кинем атические пары  IV и V кл ассов  м огут бы ть

Рис. 162. Схема сложного ме
ханизма, состоящего из стоп
ки 1, ведущего звена 2, из 
группы звеньев 3, 4, 5 и 6, 
группы звеньев 7 и <5 и группы 

звеньев 9 и 10.



заменены  кинематическими цепями, образован ны м и  то л ьк о  парами
V класса . П олуч аем ы е указанны м  вы ш е сп особом  зам еняю щ ие м еха
низмы буд ут соверш ать  мгновенны е дви ж ен ия то го  ж е х ар ак тер а , что 
и п ервон ачальн ы е, в состав к о то р ы х  входи ли  вы сш ие пары . П оэтом у  
при рассм отрен ии  в оп росов  о классиф и кац и и  механизмов м ож но о г р а 
ничиться рассм отрением  зам еняю щ их механизм ов, в к о то р ы х  все 
вы сш ие пары  п редварительн о  заменены  соответствую щ им и цепями, 
образованны м и парами V класса.

Рис. 163. Схема механизма, 
образованного присоедине
нием группы звеньев 3 и 4 
к ведущему звену 2 и к  

стойке 1.

Рис. 164. Схема механизма, 
образованного присоедине
нием группы звеньев 3 и 4 
к  двум механизмам 1 клас
са, состоящим из ведущих 
звеньев 2 и 5, соединенных 

со стойкой 1.

И з соотн ош ени я (4 .6) следует, что  услови е, кото р о м у  долж н ы  
у д о в л етво р я ть  группы , в состав  к о т о р ы х  вх о д я т  пары  то л ь к о  V класса , 
м ож но  написать так:

Зл —  2  ръ =  О,

откуда

р 8 =  - | и ,  (4 .6 ')

т. е. число пар V класса, входящ и х  в группу, д олж н о  р ав н яться  
т рем  вт оры м  числа входящ и х в нее звеньев.

Т ак  к ак  числа звеньев  и пар м огут бы ть то л ько  целыми, то , оче
видно, услови ю  (4 .6 ')  могут у д о в л етво р я ть  то л ько  следую щ ие сочета
ния чисел звеньев  и кинем атических  пар, в х о д я щ и х  в группу:

п =  2, 4, 6 , 8 ,

p s =  3, 6 , 9, 12, (4,7)

З ад ав ая сь  различны м и сочетаниям и э т и х  чисел, удовлетворяю щ им  
услови ю  (4.7), мы м ож ем  п олучать  группы  различного  вида. В се  по
лучаем ы е таким  сп особом  группы  м ож но  разб и ть  по классам . К ак 
это  буд ет  ‘ п оказано  далее, делен и е групп  по классам  о б у сл овл ен о  
методами к и н ем ати ческого  и си ло в о го  ан ал и зов , свойственны м и груп 
пам к аж д о го  класса.

4°. П р о сте й ш ее  сочетание чисел звеньев  и пар, удовлетворяю щ их 
услови ю  (4 .6 '), п =  2 и р  ̂—  Ъ. Т ак  как  лю бая группа п осле своего



Рис. 165. Схема 
дпухповодковой 
группы перво* 

го вида.

присоединения к ведущ ем у звену  и стой ке о б р азу ет  зам кнутую  кине
матическую  цепь, то  мож но сделать  вы вод, что число элем ентов , 
которы м и  группа к ним присоединяется, не мож ет бы ть м еньш е двух. 
Т огда в рассм атриваем ой  п ростейш ей  групп е, состоящ ей  из т р е х  ки
нематических пар, элем енты  д вух  звеньев  остаю тся  свободны ми, и 
группа в общ ем  виде м ож ет иметь вид, показанны й на рис. 165. На 

этом  ри сун ке п оказана группа BCD, состоящ ая из двух  
звеньев  и тр ех  вращ ател ьн ы х  кинематических пар. Э та 
группа м ож ет бы ть присоединена элементам и В  и D  
к  двум  лю бым звеньям  k  и т  механизма. О дним из

0 условий присоединения группы  является условие, чтобы  
концевы ми элементам и В  и D  группа не присоединя
лась к  одн ом у п т о м у ж е звену, так  к а к  в этом  
случае кинем атическая цепь BC D  становится ф ерм ой.

Г руппа м ож ет бы ть присоединена к одном у м еха
низму I класса, образован ном у  ведущ им звеном  2  и 
стой кой  1 (рис. 163), элем ентом  В  к ведущ ем у звен у  2  

и элем ентом  D  к  стой ке 1. П олученны й механизм долж ен  иметь сте 
пень подвиж ности, равную  единице, т ак  как  присоединение бы ло 
сделано к одн ом у  механизм у I класса. Та ж е группа м ож ет бы ть 
присоединена и к  д вум  механизмам I класса  (рис. 164), но в этом  
случае механизм обл ад ает  степенью  подвиж ности , равной  двум.

Г руппа, имею щ ая два  звена и три  пары  V класса, н азы вается  
группой II класса  вт орого порядка  или двухповодковой  группой, 
ибо присоединение это й  гр у п п ы ' к  основном у механизму п рои зводи т

ся двум я поводкам и В С  и DC.
П орядок группы определяет ся  

числом элем ент ов, кот орым и  
группа присоединяет ся к  основ
н о м у м ехан и зм у.

М еханизмы , в состав  к о то р ы х  
в ходят  группы  класса не вы ш е 
в торого , назы ваю тся м ех а н и зм а 
ми II класса.

5°. Г руппа, и зображ енная  на 
рис. 165, содерж и т два звена и три 

вращ ател ьн ы е пары. Н азовем  так о е  сочетание звеньев  и пар первым  
видом  группы  II класса.

Все последую щ ие виды группы  II класса  могут бы ть получены  
путем  зам ены  о тдел ьн ы х  в ращ ател ьн ы х  пар парами поступательны м и.

В т оры м  видом  является  то т  вид, при к о то р о м  п оступательной  
п арой  заменена одна из крайних  вращ ательн ы х пар (рис. 166).

Третий вид п оказан  на рис. 167. З д е с ь  п оступательн ой  парой з а 
менена средняя  вращ ательная  пара.

Четвертый вид и зображ ен  на^рис. 168. З д есь  две крайние вра
щ ательн ы е пары  заменены  двумя поступательны м и парами.

Рис. 166. Схема двуч- 
поводковой группы 

второго вида.

Рис. 167. Схема 
двухповодковой 

группы третьего 
вида.



Рис. 168. Схема двух- 
поводковон группы че

твертого вида.

Рис. 169. Схема двух- 
поводковон группы пя

того вида.

П ят ы й вид п оказан  на рис. 169. З д есь  поступательн ы м и  парам и 
зам енены  крайняя  и средняя  вращ ательны е пары.

К азал о сь  бы , что, следуя по пути замены  вращ ател ьн ы х  пар по
ступательны м и, мож но бы ло бы заменить и в се  три вр ащ ател ьн ы е  пары  
поступательны м и, но мож но 
убедиться  (рис. 170), что в этом  
случае при присоединении к 
стой ке  группа будет иметь одну  
степень подвиж ности  и, сл ед о 
вательн о , смож ет двигаться са
м остоятельно  и окаж ется  м еха
низмом. Н а рис. 170 в то р о е  
возм ож н ое полож ение группы  
п оказан о  пунктиром . К ак бы ло 
п оказан о  в § 17, 4°, такие
п лоски е механизмы с одними поступательны м и парами отн осятся  к  кли 
новы м механизмам. Таким образом , в п лоски х  м еханизм ах с в р ащ а
тельны ми, поступательны ми и вы сш ими па
рами IV и V классов  имеется то л ь к о  пят ь  
видов групп II класса.

Б ольш и н ство  соврем енны х м еханизм ов, 
прим еняем ы х в технике, п рин адлеж ит к  
м еханизмам II класса.

6 °. Рассм отрим  теп ерь в то р о е  в о зм о ж 
н ое сочетание чисел звеньев и кинем атиче
ских пар, образую щ и х группу. С огласн о  
равен ству  (4 .6 ') следую щ ая по числу  звеньев
группа долж на содерж ать  четыре звена и ш ест ь  пар V класса. Д ля 
эт о го  сочетания могут бы ть получены  три  типа кин ем ати чески х цепей, 
стр у к ту р н ы е  принципы  образован ия  к о т о р ы х  р а з 
личны.

П ервая  кинем атическая цепь, показанная  на 
рис. 171, состои т из звена EGF, о т  к о т о р о го  идут 
три  п овод ка: ЕВ, ОС  и FD. Э та цепь представляет  
собой  слож ную  незам кнутую  кинем атическую  цепь 
и является  группой III класса т рет ьего порядка  
и н азы вается  т рехповодковой  группой. П ри соед и 
нение этой  группы  к  осн овн ом у механизм у п рои з
води тся  посредством  тр ех  п овод ков  ЕВ, ОС и ED  
с элем ентам и В, С  и D, входящ им и, в общ ем  случае, в пары  со звеньями 
/е, т  и /, принадлеж ащ им и осн овн ом у  м еханизм у.

О тличительной  особен н остью  этой  группы  является звен о  EFO, 
входящ ее  в три  кинем атические п ары  и образую щ ее н екоторы й  ж ест
кий, треугольн ы й  зам кнуты й  к о н ту р , состоящ ий  к ак  бы из трех  
звеньев  EG, GF  и FE, входящ и х в три  кинем атические пары . Звен о  
EFG  будем  назы вать базисным  звеном . К  основном у м еханизму группа

Рис. 170. Схема механизма с тремя 
поступательными парами.

Рис. 171. Схема трех- 
поводковон группы с 
одними вращательными 

парами.



п рисоединена элем ентам и В, С  и D  п оводков  ЕВ, ОС и FD  (рис. 172). 
Э лем ентом  В  она присоединена к  ведущ ем у звен у  k, а элем ен 
тами С и D  —  к  стой ке т.

М еханизмы , в состав  к о то р ы х  входят  группы  не выше групп III 
класса  т рет ьего порядка, назы ваю тся м ехани зм ам ! III класса.

Т аким  образом , механизм, показанны й на 
рис. 172, является механизм ом  III класса.

7°. В торая  возм ож ная кинематическая цепь 
из четы рех  звеньев  и ш ести  низш их пар 
п оказана на рис. 173. Э та зам кн утая  кин ем а
тическая цепь п рисоединяется к звеньям  k  
и т. о сн овн ого  м еханизма не элем ентам и  
п овод ков , а свободны м и элем ентам и f i  и О, 
принадлеж ащ им и базисны м  звеньям  EOF  и 
CDB. В отличие о т  то л ьк о  что рассм о тр ен 
ной группы , данная группа, кром е д в у х  базис
ны х звеньев  BC D  и EOF, образую щ и х два 

ж естки х  зам кн уты х  кон тура , имеет один подвижный чет ы рехст о
ронний зам кнут ы й  кон т ур CEFD.

Г руппы , в состав  к о т о р ы х  входят подвиж ны е четы рехсторонн и е 
зам кн уты е кон туры , будем  отн осить  к группам  IV к л а сс а . В следствие

Рис. 172. Схема механизма 
I I I  класса с присоединенной 
к механизму I класса трехпо

водковой группой.

Рис. 173. Схема 
группы IV  класса 
с замкнутым конту

ром.

Рис. 174. Схема механизма 
IV  класса с группой в виде 
замкнутого четырехстороннего 

контура.

Рис. 175. Кинематическая 
цепь из четырех звеньев, 
распадающаяся на две 
двухповодковые группы.

этого  группа, показанная  на рис. 173, является группой I V  класса  
вт орого порядка, так  к ак  присоединение группы  к  осн овн ом у  м еха
низму I класса  п роизводи тся  двумя элем ентам и В  и О (рис. 174); э л е 
ментом В  она присоединяется  к ведущ ем у звен у  2, а элем ентом  G—  
к стой ке I. М еханизмы , в состав  к о то р ы х  в ходят  группы  не вы ш е
IV класса  в то р о го  п оряд ка, назы ваю тся м ехан и зм ам и  I V  класса. 
Т аким  образом , механизм , показанны й на рис. 174, п редставляет  собой  
механизм IV класса.

Т ретий  возм ож ны й вид кинем атической  цепи из четы рех  звеньев 
и ш ести  кинем атических пар п оказан  на рис. 175. Э та цепь р асп а
дается  на две  п ростей ш и е группы  II класса —  B C D  и E F G — и п отом у 
относится к у ж е  ран ее  рассм отрен ны м  и не п редставляет  ничего 
принципиально нового .



8°. Обобщая результаты проведенного нами исследования групп (I, III 
и IV классов, можно сделать вывод, что в состав группы II класса входит 
односторонний контур, в группу Ш класса —  трехсторонний замкнутый 
контур, в группу IV класса —  замкнутый четырехсторонний контур. Все рас
смотренные группы получаются соответст
вующими изменениями структуры их кон
туров.

Можно получить группы из замкнутых 
контуров с числом сторон более четырех. 
г!а рис. 176 показаны контуры, начиная 
с одностороннего и кончая шестисторон
ним. Так как односторонний контур пред
ставляет собой звено, которое с другими 
звеньями может образовать две низшие 
пары, то степень его относительной по
движности равна — 1.

Считая, что замкнутые контуры об
разуются построением, на отрезке ВС
одностороннего контура соответственно треугольника, четырехугольника, 
пятиугольника, шестиугольника и т. д. (рис. 176), степени подвижности по
строенных указанным способом замкнутых контуров 
относительно отрезка ВС  получаем такие: с

для треугольного контура и>отн =  3- 2 — 2 - 3  =  0

Рис. 176. Контуры с различными с т е 
пенями относительной подвижности.

» четырехугольного
> пятиугольного 
» шестиугольного

, =  3 - 3 — 2 - 4  =  1 
, = = 3 - 4  — 2 - 5  =  2 
, =  3 - 5 — 2 - 6  =  3

Рис. 177. Двухповодковая 
группа I I  класса первого 

вида.

Для образования из контура группы надо иметь 
в виду следующее. Добавление к контуру одной 
кинематической пары вносит две связи. Добавление 
одного звена, присоединяемого к свободному эле
менту кинематической пары контура, вносит одну 
степень свободы, если на другом конце добавляе
мого звена предусматривается элемент кинематической пары, который смо
жет образовать кинематическую пару с основным механизмом.

Для получения из одностороннего контура группы надо к нему присое
динить одно звено с элементом пары на конце. В таком случае лишняя 
связь будет погашена и полу
чится двухповодковая группа  
(рис. 177).

Из трехстороннего конту
ра группа получается присо
единением к его вершинам 
трех звеньев с элементами пар 
на концах, и тогда получается 
т рехповодковая группа  (рис.
178).

Четырехсторонний кон
тур в свободном состоянии (не 
относительно звена ВС) (рис. 176) обладает четырьмя степенями свободы, 
и потому для получения из него группы к нему следует добавить минимум 
две кинематические пары, в которые могут входить с его звеньями звенья 
основного механизма (рис. 179).

В свободном состоянии пят ист оронний конт ур  имеет пять степеней 
свободы, и потому для получения группы к нему следует добавить пять

Рис. 178. Трехповодко
вая группа Ш  класса.

Рис. 179. Группа IV  класса 
второго порядка.



связей — две кинематические пары и одно звено с элементом кинематиче
ской пары на конце (рис. 180).

Г руппу V I класса  можно образовать добавлением к ее звеньям трех 
кинематических пар (рис. 181). Из сказанного ясно, как из контуров с боль
шими числами сторон можно получить группы более высоких классов.

Теперь можно сделать вывод: класс конт ура определяет ся числом  пар, 
в которые входят  образующ ие его звенья. Класс группы определяет ся

П орядок  группы определяется числом  элементов кинем ат ических пар, кот о
ры ми группа присоединяется к  основному м еханизм у.

9°. Описанным способом получаются наиболее простые группы различ
ных классов. Однако в каждом классе, начиная с третьего, можно создавать 
более сложные группы.

Например, получая трехповодковую группу (рис. 178), к трехстороннему 
контуру мы добавили три звена с концевыми элементами пар. Однако на 
одном из поводков, например на FD, можно поместить дополнительный эле-

также одни поводок D N  (рис. 182). Таким образом, к трехповодковой 
группе мы добавили два звена LM  и D N  и три кинематические па
ры L, М  и А’ (пара D уже была в исходной группе). Присоединенные 
звенья не изменили равной нулю степени относительной подвижности группы. 
По числу свободных элементов, которыми полученную группу можно при
соединить к звеньям к, /, т и t  основного механизма, группа получает на
звание чет ырехповодковой  или может быть названа группой I I I  класса  
четвертого порядка.

На рис. 183 показана пят иповодковая группа III класса пят ого порядка, 
которая получена из четырехповодковой группы также добавлением двух 
звеньев и трех кинематических пар.

классом  наивысшего по классу кон 
тура, входящ его в его состав.

т

Рис. 180. Группа V класса вто
рого порядка.

Рис. 181. Группа V I  класса 
третьего порядка.

мент пары к которому присоединить 
поводок LM, а к элементу D  присоединить

L L

Рис. 182. Образование че
тырехповодковой группы 

из трехповодкооой.

Рис. 183. Образование пятипо
водковой группы из четырех- 

поводковои.



При создании сложных групп надо придерживаться описанного порядка, 
в противном случае может получиться кинематическая цепь, распадающаяся 
на более простые группы.

Например, если в пятиповодковой группе (рис. 183) поводок М Қ  при
соединить к базисному звену FDL  (рис. 184), то мы будем иметь кйнематн-

Рис. 184. Кинематическая цепь, Рис. 1S5. Группа IV  класса че--
распадающаяся па четы рехпо твертого порядка,
водковую группу и группу 

двухпооодковую L h Q .

ческую цепь, распадающуюся на четырехповодковую группу и группу двух- 
поводковую LHQ.

10°. Выше мы показали, как из четырехстороннего замкнутого контура 
получается наиболее простая группа IV класса (рис. 179). Можно получить 
и более сложные группы IV класса. Например, на рис. 185 показана группа

IV класса, образованная из группы, изобра- 
QurL женной на рис. 179, добавлением четырех

I
п

Рис. 186. Группа IV  класса 
третьего порядка.

Рис. 187. Группа IV  класса че
твертого порядка.

поводков, входящих в восемь пар L, F, К , Q, М, И, N , G. Вследствие этого 
нулевая степень относительной подвижности остается без изменений.

На рис. 186 показана группа IV класса третьего порядка, полученная 
присоединением к группе, изображенной на рис. 179, двух поводков НМ  
и Q K  и добавлением трех кинематических пар Q, К  и М.

Из только что рассмотренной группы можно образовать группу, изобра
женную на рис. 187. Эта группа получается добавлением к базисному звену 
CD G  двух поводков G N  и FL  и трех кинематических пар F, L  и N.

Таким образом, описанным способом можно строить группы любой 
сложности. Мы не будем рассматривать сложные группы V и VI классов, 
которые можно получить аналогично группе IV класса— добавлением двух 
звеньев и трех кинематических пар.

Е сли в состав  м еханизма в х о д ят  группы  различны х к л ассов , то 
к л асс  м еханизм а оп редел яется  по той  группе, к о то р ая  отн осится  к 
н аивы сш ем у к л ассу . Н апри м ер, если  м еханизм  об р азо ван  двумя



группами: группой IV класса и группой III класса, то  он д ол ж ен  б и т ь  
отн есен  к механизмам IV класса.

П ри оп ределен ии  класса механизма необходим о ук азы вать , к ак и е  
из зв ен ьев  являю тся  ведущ ими, ибо в зависим ост и от выбора ве
дущ их звен ьев  м ож ет  и зм ен ят ься  класс м ехани зм а. Н априм ер, 
если в механизме, показанном  на рис. 172, за  ведущ ее звен о  принять 
не звено АВ, а звено DF, то  весь м еханизм  будет  м еханизмом
II класса, к ак  образован ны й  двум я групп ам и  II класса (груп пы  FGC  
и ЕВА). Т ак  к ак  группы  II кл асса  м огут бы ть группам и т о л ь к о  в т о 
рого  п орядка (двухповодковы м и), то  в дальнейш ем  излож ении мы не 
будем  у к азы в ать  п оряд ок  групп II класса.

11°. Е сли  в составе  механизма н аряд у  с низш ими кинем атическим и 
парами в х о д ят  так ж е и вы сш ие, то , п ользуясь  методом зам ены  эл е-

все таки е пары  кинем атическим и цепями с низш ими парами, п осле 
чего класс и п о р яд о к  механизма м огут бы ть определены .

П усть, наприм ер, имеется механизм , звенья  к о то р о го  2  и 4  в х о д я т  
в вы сш ую  п ару  Н, к о то р ая  является парой  IV класса (рис. 188). 
П ара Н  в данном  случае п ред ставляет  собой  совокуп н ость  д в у х  со 
п рикасаю щ ихся к р и в ы х  а и Ь, из к о то р ы х  кривая а ж естко  связан а со 
звеном  2, а кривая  b —  со звеном  4. П ровед ем  через точку  Н  общ ую  
норм аль N — N  к  кривы м  а и b и отм етим  на этой  нормали точки  О 
и F —  центры  криви зны  эти х  кривы х. У словное звено GF, введенн ое 
для замены вы сш ей пары  Н, имеет длину, равную  G F =  pi р.2, где 
pi и р3 —  ради усы  кривизны  кривы х  а  и b в точк е  Н, и входит со звеном  2  

во вращ ательную  пару  G, а со  звеном  4  во вращ ательную  п ару  F.
С хем а зам еняю щ его  механизма приведена на рис 189. З в ен о  6 

в общ ем случае имеет перем енную  длину, если pi и р.2 в разли чн ы х 
точках  к ри вы х  различны . В этом  случае переменны  и длины  AG, BG, 
CF и DF  звен ьев  2  и 4.

Если ведущ им  будет  звено  2, то  механизм  (рис. 189) будет  
III класса, так  к ак  в этом  случае к осн овн ом у  механизму —  м еханизм у
I класса (звено  2  и стой ка 1) —  присоединяется тр ех п о во д ко в ая  группа
III класса, о б разован н ая  звеньями 3, 4, 5  и 6. Е сли  ж е ведущ им  зв е 
ном будет звен о  5, то  механизм буд ет  IV класса, как  об р азо ван н ы й

с « л

м ентов вы сш их пар, излож енны м  в 
§ 18, мы всегда смож ем зам енить

Рис. 188. Схема механизма с 
высшей парой.

Рис. 189. Схема механизма 
IV  класса, заменяющего 
механизм, схема которого 

показана на рис. 18&.



группой  IV класса в то р о го  п орядка из звеньев  2, 3, 4  и 6. К осн ов 
ному м еханизму эта  группа присоединена элем ентам и  д вух  пар A w D .

П ри  расчленении механизм ов на группы  м ож но рек ом ен д овать  
п рид ерж и ваться  такой  п оследовательн ости .

П усть  дан механизм, состоящ ий  из стой ки , ведущ его  звена (или 
ведущ и х звеньев) и н ескол ьк и х  групп разли чн ы х классов . Н ачинать 
надо с попы тки отсоеди н ить от  механизма группы  II класса. П ри  этом  
н еобходим о каж ды й р аз п осле отсоединения группы  п ровери ть , о б л а 
д ает  ли оставш аяся кинем атическая цепь той  ж е 
степенью  подвиж ности , что и п ервон ачальн ы й  ме
ханизм, и чтобы  не оставалось  вообщ е элем ентов 
звеньев , не входящ и х  в кинем атические пары.
Е сли  попы тки  отсоеди н ени я групп II к л асса  не 
д ад у т  реш ения, то надо п ереходи ть  к попы ткам  
отсоединения групп III класса . П о сл е  группы
III класса  следует п ереходи ть  к  группам  IV к л ас 
са и т. д.

П о сл е  вы деления в сех  групп долж н ы  остаться  
стой ка и ведущ ее звен о  (в ед у щ и е  звенья).

12°. Р ассм отрим  два п рим ера на оп ределен и е 
степени п одвиж ности , к л асса  механизм ов и п о р яд 
ка присоединения групп.

Пример 1. Н а рис. 190 п оказан  механизм  дви
гателя. Т ребуется  оп редели ть класс механизма и 
п оряд ок  присоединенны х групп. К ривош ип 2  в х о 
дит во вращ ательную  п ару  V класса со стой 
кой  1. Д алее, ш атун  3  входи т во в р ащ ател ь 
ную пару  V класса  с кривош ипом  2  и в о  в р а 
щ ательн ую  п ару  V класса  с порш нем  4. П о р ш ен ь  4  входи т в по
ступ ательн ую  п ару  V класса с цилиндром , ж естко  скрепленны м  со 
стой кой  I.  С  ш атуном  3  во вращ ател ьн ую  пару  V кл асса  входит 
звено  5, в свою  очередь  входящ ее во в ращ ател ьн ую  п ару  V класса 
со  звеном  6. З в ен о  6  входит во в ращ ател ьн ую  п ару  V класса со 
стой кой  1 и во вращ ательную  п ару  V к л асса  с ш атуном  7 ком п рес
сора. Ш атун  7 входи т во вращ ательную  п ару  V класса  с порш нем  8  
к ом п рессора , ко то р ы й  в свою  оч ер ед ь  в х о д и т  в п оступательн ую  пару
V кл асса  с цилиндром, ж естк о  скреплен н ы м  со стойкой  1. М еха
низм состои т из восьм и  вращ ател ьн ы х  пар V класса , д в у х  п осту
п ательн ы х  пар V к л асса  и семи подвиж ны х звеньев .

Т аким  образом , имеем п =  7 и / 7В= 1 0 . Т ак  к ак  в м еханизм е от
су тству ю т лиш ние степени свободы  и п ассивны е связи, т о  степень 
п од ви ж н ости  механизма оп редел яется  по ф орм уле Чебы ш ева

w = 3 n  —  2/?8 —  ̂ 4 = 3 - 7  —  2 - 1 0 = 1 ,

т. е. м еханизм  о б л ад ает  одной  степенью  п одви ж н ости  и, сл ед о в ател ьн о  
д ол ж ен  иметь одно  в ед у щ ее  звено.

Рис. 190. Механизм дви
гателя со схематизиро
ванными конструктив
ными формами его 

звеньев.



Д ля определения класса  механизма и п оряд ка присоединенны х 
групп составим  кинем атическую  схему механизма (рис. 191).

Е сли за ведущ ее примять звено  2  (кри вош и п  А В  дви гателя), то 
механизм д ол ж ен  бы ть отнесен  к механизмам II класса, так  к а к  он 
образован  трем я группами II класса, из к о то р ы х  п ервая  группа о б р а 
зована звеньям и  3  и 4, входящ им и в две  вращ ательны е пары  2, 3 
и 3, 4  и одн у  поступательную  пару 4, 7, и является  группой  И класса  
вт орого  вида. В торая  группа образован а звеньям и 5  и 6, входящ им и 
в три вращ ател ьн ы е пары  3, 5 , - 5 ,  6  и 6, 1, и является группой
11 кл асса  первого  вида. Н аконец , третья  группа о бразован а звеньями 7 
и 8, входящ им и в две  в ращ ател ьн ы е пары  6, 7 и 7, 8  и в одну п о 

ступательную  пару 8, 1, и является группой II к л а с 
са вт орого  вида.

П ри  ведущ ем  звене 8  (п орш ен ь к ом п рессора) 
механизм дол ж ен  бы ть отнесен  к механизмам III к л ас 
са, так  как  в этом  случае ведом ы е звенья и пары, 
в к о то р ы е  они входят, об р азу ю т две  группы, из к о 
торы х  одна —  трехп овод ковая  группа III класса, а д р у 
гая —  II класса. П ервая  группа образован а звеньями
2, 3, 4  и 5, входящ ими в пять вращ ательны х пар 2, 
7; 2, 3; 3, 4; 3, 5  и 5, 6 и одн у  п оступательную  
пару 4, 1, а вторая  группа II класса  п ервого  вида 
о бразован а звеньями 6  и 7, входящ ими в три в р а 
щ ательн ы е пары  6, 7; 6, 7 и 7, 8.

Н акон ец , при ведущ ем звене 4  (порш ень д в и гате 
ля) механизм долж ен  бы ть отнесен  к механизмам 

И класса , п отом у  что так  же, к а к  и в первом  случае, мы получаем  
три группы  II класса.

Пример 2. Н а рис. 192, а  показана кинем атическая схема к л ап ан 
ного  м еханизм а дви гателя . К улачок  2, вращ аясь  в о к р у г  оси А, дей 
ствует  на р о л и к  3, сидящ ий на качаю щ ем ся ры чаге  4. Р ы ч аг  4  р о 
ликом 5  п еред ает  движ ение клапан у 6, двигаю щ ем уся в н аправляю 
щ их F. М еханизм  состои т из пяти подвиж ны х звеньев, четы рех  в р а 
щ ательн ы х  пар V к л асса , одной  п оступательной  пары  V кл асса  и двух  
пар IV класса. П о  ф орм ул е  Чебы ш ева получаем:

w  =  3n  —  2p s —  P i =  3 - 5  —  2 - 5  —  2 =  3.

М еханизм о б л ад ает  лиш ними степенями свободы . Этим лиш ним 
степеням свободы  со о тветств у ет  возм ож ность  вращ ения р ол и к ов  3  и 5 
в о кр у г  осей С  и £  (рис. 192, а). В самом деле, устранив в о зм о ж н о сть  
так ого  вращ ения, наприм ер ж естко  скрепив для  э то го  ролики  3  и 5  
с ры чагом  4, мы не изменим общ его  х ар ак тер а  движ ения механизма 
в целом . П о это м у  два звена —  ролики  3  и 5  —  м огут бы ть устран ен ы  
как  особы е звенья.

К инем атическая схем а механизма п осле устран ени я р ол и к ов  при
ведена на рис. 192, б. Д л я  введения к у л ач к а  2  в кинем атическую

Рис. 191. Кинемати
ческая схема меха
низма двигателя, 
изображенного на 

рис. 1У0.



п ару  2, 4  IV класса  с ры чагом  4  (в точк е  С) п роф иль кулачка *)
1 зам енен  геом етрическим  местом  отн осительн ы х  полож ений центра 
рол и ка  3, а для введения ры чага 4 в кинем атическую  п ару  4, 6
IV класса  с клапаном  6  (в точк е  Е) п лоск ость  а  —  а кл ап ан а  6  при
поднята на расстояние, р ав н о е  ради усу  рол и ка 5.

Т еп ерь  п осле устран ени я р ол и к ов  число подвиж ны х звеньев  стало  
равно  трем  (я  =  3), число пар V к л асса  —  т ак ж е  трем  (ps =  3), а 
число пар IV класса  —  двум  (р 4 =  2). Лиш ние 
степени свободы  теп ерь отсутствую т, и поэтом у 
стр у к ту р н ая  ф орм ула дл я  рассм атри ваем ого  ме
ханизм а принимает вид

т = 3 п  —  2ръ —  р^ =  3 • 3 —  2 - 3  —  2 = 1 ,

и механизм облад ает  одной  степенью  п одвиж 
ности.

Ч тобы  определить к л асс  механизма и п оря
д о к  присоединенны х групп, н еобходим о п ред
варительн о  произвести  зам ену в сех  вы сш их пар
IV кл асса  кинематическими цепями с низшими 
парами V класса. Д л я  замены  пары  2 , 4 IV класса 
(рис. 1 9 2 ,6 )  через точку  С  соприкасания звеньев
2  и 4  проводим  норм аль N —  N  к  п роф илю  ку
лачка 2  и соединяем то ч к у  В  —  центр кривизны  
э т о го  проф иля в точке С — с точкой  А. О тр е 
зо к  В С  является условны м  звеном  3, входящ им  
в две  вращ ательны е пары  V к л асса  4, 3  и 2 , 3.

Д ля замены пары  4, 6  IV к л асса  вводим 
у сл овн ое  звено 5  (ползун), входящ ее  в одну 
вращ ательную  пару  4, 5  V к л асса  и одн у  по
ступ ательн ую  пару  5, 6  т ак ж е  V класса . П о сле  
введения указан н ы х вы ш е усл овн ы х  звеньев , с 
п ом ощ ью  к о то р ы х  мы заменили вы сш ие пары, мы получили за м е
няющ ий  механизм, кинем атическая схем а к о т о р о го  дана на рис. 192, в.

П ри  ведущ ем  звене 2  кинем атическая  цепь, образован н ая  подвиж 
ными звеньями 3, 4, 5  и 6, р асп ад ается  на д в е  группы  II класса: 
груп п у  из звеньев  3  а 4, в ходящ и х  в три  вращ ательны е пары  2, 3;
3, 4  и 4, 1, и группу из звеньев  5  и б, входящ их в одну в р ащ ател ь
ную  п ару  4, 5  и две  п о ступ ател ьн ы е пары  5, 6  а 6, 1. П ервая  из 
э т и х  групп  есть группа первого  вида, а вторая  —  п ят ого  вида.

П ри  ведущ ем  звен е 6  кин ем ати ческая  цепь, об р азо ван н ая  ведомыми 
звеньям и  5, 4, 3  и 2, р асп ад ается  на д в е  группы  II к л асса , причем 
группа, о б р азо ван н ая  звеньям и  3  и 2 , —  п ервого  вида, а групп а, о б р а 
зованн ая  звеньями 4  и 5, —  в т о р о го  вида.

*) Профилем кулачка называется кривая, получаемая в сечении эле
мента кулачка плоского механизма плоскостью движения.

4 И. И, Артоболевский

Рис. 192. Кулачковы й ме
ханизм с двумя роликами;
а) кинематическая схема;
б ) схема без роликов;
в) схема заменяющего ме

ханизма.



П ри ведущ ем звене 4  мы снова получаем  две  группы  II класса: 
одну —  первого  вида (звенья 2  и 3 ) и вторую  —  п ят ого  вида 
(звен ья  5  и б). С ледовательн о , при лю бом  ведущ ем  звене р ассм атр и 
ваемый механизм дол ж ен  бы ть отнесен  к механизмам II класса.

Д ля  определения степени п одвиж ности  зам еняю щ его механизма, в 
к о то р о м  все вы сш ие пары  зам енены  кинематическими цепями с низ
шими парами (рис. 192, в), восп ол ьзуем ся  ф орм улой  Ч ебы ш ева. С т р у к 
турн ая  ф орм ула м еханизма следую щ ая:

w  =  Zn —  2 p s —  ̂ 4  =  3 - 5  —  2 - 7 = 1 ,

так  как  из кинем атической  схемы  (рис. 192, в) имеем п —  5, р ъ =  7 
и р 4 =  0 .

Т аким  образом , механизм об л ад ает  одной  степенью  подвиж ности
и, следовательно , дол ж ен  иметь одно  в едущ ее звено.

13°. Переходим к структурной классификации плоских механизмов чет
вертого семейства с одними поступательными парами.

Для этих механизмов структурное уравнение группы щ>гр =  0 имеет та
кой вид:

2п —  р ъ =  0,
откуда

Рь =  2л. (4.8)
Итак, число поступательных пар V класса, входящих в группу, должно рав
няться удвоенному числу входящих в нее звеньев.

Так как число пар и звеньев могут быть только целыми, то условию 
(4.8) могут удовлетворять только следующие сочетания чисел звеньев

и кинематических пар, входящих в 
группу:

я =  1, 2, 3, 
р ъ =  2. 4, 6,

Задаваясь различными сочетаниями 
чисел, удовлетворяющих условию 
(4.8), можно получить группы различ
ного вида.

Простейшим из таких сочетаний 
является сочетание п = \ ,  р 6 =  2. Это 
дает группу ВС, показанную на 
рис. 193. Это —  группа  II класса. При
соединяем ее к механизму I класса. 
Эта группа представляет собой звено, 

входящее в кинематические пары со стойкой т и с ведущим звеном к. Так 
получается механизм И класса (рис. 194), который является простейшим 
клиновым механизмом.

Следующее сочетание звеньев и пар, согласно равенству (4.8), содержит 
два звена и четыре поступательные пары. Оно дает кинематическую цепь, 
показанную на рис. 195. Эта цепь распадается на две группы II класса: 
группу А В, состоящую из звена 1 и пар А  и В, и группу, состоящую из 
звена 2 и пар С  и D.

Не останавливаясь подробно на рассмотрении групп высших классов, 
укажем только, что образование этих групп подчиняется тем же законам, 
что и образование групп плоских механизмов третьего семейства (§ 22,8°). 
В основе сложной группы с поступательными парами лежит замкнутый 
контур, например контур А Б С  (рис. 196). Контур может обладать различными

Рис. 193. Схема эвена, 
входящего в поступа
тельные пары со зве
ньями основного меха

низма.

Рис. 194. Схема ме
ханизма с тремя 
поступательными 

парами.



степенями относительной подвижности. Контур ABC  имеет а>отн= 1 ,  так как 
по формуле для кинематических цепей четвертого семейства имеем:

^отн =  2п —  />5 =  2- 2 — 3 = 1 .

Звенья контура присоединяются к звеньям к, т п I основного механизма 
непосредственно концевыми парами D, Е  и F, принадлежащими звеньям

Рис. 195. Схема кинематиче- Рнс. 196. Схема группы I I I  клас
сной цепи с четырьмя посту- са третьего порядка с одними

пательныыи парами. поступательными парами.

1, 2 к 3, т. е. в данном случае поводки как бы вырождаются в элементы 
поступательных кинематических пар. Группа, показанная на рис. 196, явля
ется группой III класса третьего порядка. Аналогично могут быть полу
чены и группы более высоких классов.

§  23. Некоторые сведения по структурной классификации 

пространственных механизмов

1°. Принципы структурной классификации плоских механизмов, рас
смотренные нами в § 22, могут быть обобщены и на пространственные 
механизмы всех семейств.

Структурная классификация пространственных механизмов подчиняется 
тем же законам, что и классификация плоских механизмов. Так, если мы 
обратимся к механизмам четвертого семейства, то, как это было показано 
в § 20, 6°, кроме плоских клиновых механизмов, к этому же семейству от
носятся винтовые механизмы. Так как структурная формула Добровольского 
для плоских механизмов с поступательными парами

w  =  2n — р ъ

применима и к винтовым механизмам, то классификация винтовых механиз
мов совершенно аналогична классификации плоских клиновых механизмов, 
рассмотренной нами в § 22, '13°.

Точно так же, так как структурная формула Чебышева для плоских 
механизмов третьего семейства

w =  3 n — 2p. — p t

применима к сферическим механизмам и к пространственным клинчатым 
механизмам (§ 20, 5°), то классификация этих механизмов аналогична класси
фикации плоских механизмов третьего семейства, рассмотренной нами в § 22.

Так как структурная классификация механизмов определяет методы ки
нематического и силового исследования механизмов, то указанная аналогия 
в классификации распространяется и на методы исследования механизмов, 
что и было показано в работах советских ученых, которые предложили ряд 
методов исследования сферических механизмов, аналогичных методам, при
меняемым при исследовании плоских механизмов третьего семейства.



2°. Структурная классификация механизмов высших семейств нулевого, 
первого и второго вытекает из анализа структурных формул для групп этих 
семейств (§ 20). Так, для групп нулевого семейства мы имеем формулу 

6 п — 5р ъ — 4р 4 — Зр3—  2р „ — Pi =  0. (4.2)
Если все пары, входящие в группу, —  пары V класса, то формула (4.2) 

принимает вид
6 п —  Ъръ =  0, (4.9)

откуда
6

Л  =  Т «. (4.10)

Простейшее сочетания звеньев и кинематических пар имеет место при 
и =  5 и Рь =  6. Таким образом, простейшей группой в нулевом семействе

Рис. 197. Схема пятиэвенной про- 
странственной группы II класса 

второго порядка.

Рис. 19S. Модель простран
ственного семизвенного ме
ханизма II класса второго 

порядка.

является группа, показанная на рис. 197. Эта группа I I  класса второго по
рядка . Присоединяя ее концевыми шарнирами В  и G к ведущему звену k 
и стойке т получаем (рис. 198) семизвенный пространственный м еха н и зм  
нулевого семейства II класса.

Наиболее широкое применение в технике получили четырехзвенные про
странственные механизмы II класса. Они образуются присоединением к веду-

Рис. 199. Схема про
странственной двух- 
эвенной группы с шаро
вой, цилиндрической и 
вращательной парами.

Рис. 200 Схема че
тырехзвенного про
странственного ме
ханизма с двухзвен

ной группой.

Рис. 201. Схема пространственного 
четырехзвенного механизма, шатун 
которого входит в две шаровые 

пары.

щему звену k и стойке m двухзвенной группы, звенья которой входят, на
пример, в одну шаровую пару 111 класса —  пара В , одну цилиндрическую 
пару IV кл асса— пара С  и одну вращательную пару V класса— пара D  
(рис. 199). По формуле (4.2) получаем:

6п — 5рь — 4p t — Зр3 — 2р 2 —  Pi =  6 - 2  — 5 - 1 —  4 -1 — 3 - 1 = 0 .
Пространственный четырехзвенный механизм, образованный этой группой, 

показан на рис. 200. В некоторых конструкциях четырехзвенных простран-



ственных механизмов шатун ВС  входит в две шаровые пары 111 класса 
(рис. 201). Шатун В С  при этом имеет лишнюю степень свободы, соответству
ющую возможности свободного вращения шатуна вокруг оси а — а, но 
это вращение не оказывает влияния на закон движения всего механизма 
в целом. Такой шатун нногда называют плаваю щ им.

3°. Структурная формула для групп первого семейства имеет следующий
вид:

Если в группу входят только пары V класса, то формула (4.3) прини
мает вид

Простейшее сочетание чисел звеньев и кинематических пар получается 
при п =  4 и /»5 =  5. Таким образом, простейшая группа в первом семействе 
содержит четыре звена и пять пар V класса. Это есть группа II класса

второго порядка. Присоединяя

низм двойного универсального шарнира (рис. 202), являющийся механиз
мом первого семейства II  класса.

Четырехзвенный механизм первого семейства II класса может быть также 
получен, если в состав группы ввести, например, одну вращательную пару V 
класса и две цилиндрические пары IV класса. По формуле (4.3) имеем:

Соответствующий этому условию механизм показан на рис-203. Он пред
ставляет собой рассмотренный выше механизм уголковой передачи, образо
ванный присоединением группы к ведущему звену 2 и стойке 1.

4°. Структурная формула для групп второго семейства имеет следую
щий вид:

Если все пары, входящие в группу, — пары V класса, то формула (4.4) 
имеет вид

5 п — 4р- — 3/74 — 2р3 — р  о =  0. (4.3)

5 п — 4р . =  0, (4.11)

откуда

(4.12)

Рис. 202. Модель шестизвенного пространствен
ного механизма двойного универсального шар

нира.

Рис. 203. Модель пространст
венного механизма уголковом 

передачи.

5/г — 4р ъ — 3p i  — 2р 3 — />2 =  5 • 2 — 4 - 1 — 3 - 2  =  0.

4п —  3pi — 2pi — рь =  0. (4.4)



откуда

Рь =  ^ п .  (4.14)

Простейшее сочетание чисел звеньев и кинематических пар имеем при 
п =  3 и Ръ =  4. Таким образом, простейшей группой во втором семействе

является группа, содержащая три звена и четыре 
пары V класса. Это — группа II класса второго 
порядка. Присоединяя ее концевыми шарнирами 
к звену 2 и стойке 1, мы получаем пятизвенный 
механизм (рис. 204), в состав которого входит 
одна винтовая пара V класса.

Четырехзвенный механизм второго семейст
ва II класса получается также, если в состав груп
пы входят, например, одна вращательная пара
V класса, одна винтовая пара V класса и одна 
пара IV класса. По формуле (4.4) имеем:

4п — 3р ъ — 2 /7 4 — р й =  4 • 2 — 3 • 2 — 2 • 1 = 0 .

Такой механизм показан на рис. 205. В этом 
механизме группа присоединена к звену 2 и стойке 1. Пара IV класса выпол
нена в виде ролика а, свободно скользящего и вращающегося в прорези Ь.

Мы рассмотрели классификацию только простейших пространственных 
механизмов, относящихся ко II классу различных семейств. Пространствен

ные механизмы более высоких классов могут 
быть получены теми общими методами, кото
рые мы применяли при изложении классифи
кации плоских механизмов. Естественно, что 
сложность классификации и многообразие 
возможных механизмов увеличиваются по мере 
перехода от механизмов более низких семейств 
(четвертого и третьего) к механизмам более 
высоких семейств (второго, первого и нуле
вого).

Так как в основу классификации нами 
были положены общие принципы теории струк
туры механизмов, то классификации всех по

следующих семейств механизмов могут быть получены как частные случаи 
классификации механизмов нулевого семейства. Точно так же классифика
ция, например, механизмов четвертого семейства может быть получена как 
частный случай классификации механизмов третьего семейства; классифика
ция механизмов третьего семейства — как частный случай классификации 
механизмов второго семейства и т. д.

Рис. 205. Модель пространствен
ного механизма с винтовой парой 
и роликом, движущимся в про

рези.

Рис. 204. Модель пространст
венного пятиэвенного механиз

ма с винтовой парой.



О Т Д Е Л  В Т О Р О Й

Г Л А В А  V

ВВЕДЕНИЕ В КИНЕМАТИКУ ПЛОСКИХ МЕХАНИЗМОВ 

§  24. Центроиды в абсолютном и относительном движениях

1°. О сновной  задачей  кинем атики  м ехан и зм ов  является  изучение 
движ ения звеньев  м еханизмов вне зависи м ости  о т  сил, дей ств у ю щ и х  
на эти  звенья.

И з теорети ческой  механики и звестно , что  при п лоск оп арал л ельн ом  
движ ении  твер д о го  тела (звена м еханизм а) это  дви ж ен ие в каж д ы й  
мом ент времени м ож ет бы ть п редставлен о  к ак  
в р ащ ен и е  в о кр у г  н екоторой  точки  н азы в ае
мой м гновенны м  цент ром вращения. В м ех а 
низм ах  мы мож ем р ассм атри вать  дви ж ен и е  
зв ен ьев  отн оси тел ьн о  стойки и отн оси тел ьн о  
л ю б ого  из звеньев  механизма. Е сли  дви ж ен ие 
звена отн оси тельн о  стойки  принять за  а б с о 
лю тн ое движ ение, то  соответствую щ ий  м гн о
вен н ы й  центр  вращ ения будем н азы вать  
м гновенны м  цент ром вращения в абсолю т 
н ом  движ ении рассм ат риваем ого звена.
Е сли  ж е р ассм атри вается  дви ж ен ие звена 
о тн о си тел ьн о  лю бого  д р у го го  п одвиж ного  звена механизма, т о  с о о т 
ветствую щ и й  мгновенны й центр  вращ ения будем назы вать м гн овен 
ны м  цент ром  вращения в от носит ельном  движении рассм ат ри
ваем ы х  звеньев.

Н а рис. 2 0 6  и зображ ен а схем а м еханизм а ш арн и рн ого  ч еты р ех 
звенника. М гновенны е центры  вращ ения звеньев  2  к 4  о тн оси тел ьн о  
стойки  /  совпадаю т соответствен н о  с точкам и  А  и D. О бозначим  эти  
центры  со о тветств ен н о  через Р 2i и P i t . М гновенны м ц ентром  в р ащ е
ния звен а 3  отн оси тел ьн о  звена 2  является  точк а  В, к о то р у ю  мы о б о 
значим через Р эа. Н акон ец , м гновенны й ц ентр  вращ ения P i3 звена 4  
отн о си тел ьн о  звена 3  совпадает с точкой  С.

Рис. 206. Схема четырехзвен
ного шарнирного механизма 
с построенными на ней цент- 
рами мгновенного вращения.



2°. Ч тобы  найти мгновенны й центр вращ ения звена 3  отн оси тельн о  
стойки  1, сл едует  п родол ж и ть  линии ВА  и CD, точка пересечения 
к о то р ы х  Р 3 1 и о к азы вается  центром  м гновенного  вращ ения звена 3  
отн оси тельн о  стойки . К ак известн о  из м еханики, м гновенны й ц ен тр  
вращ ения расп ол агается  на пересечении п ерп ен ди куляров  к  н ап р ав л е
ниям ск оростей  то ч ек  звена. В и зображ енном  на рис. 20 6  м еханизм е 
линии АВ  и D C  к ак  р а з  являю тся п ерпен ди кулярам и  к  векто р ам  с к о 
р о стей  точек  В  и С.

М гновенны е центры  Р зг, Р 21 и Р 31, имею щ ие индексы , п р ед став 
ляю щ ие собой  сочетания и з циф р / ,  2, 3  по два, л еж ат  на одной  
прямой. Т очно так  ж е на одной прямой леж ат мгновенны е ц ен тры  
Р к ъ  Р ц  и  Р 3 1 , и ндексы  к о то р ы х  п редставляю т собой  сочетан и е циф р 

1, 3  и 4. Э то  следует  из известной  теорем ы  
механики о слож ении  д в у х  вращ ений  в о к р у г  
п араллел ьн ы х  осей. Р езу л ьти р у ю щ ее  вращ ен и е 
п рои сход и т в о кр у г  оси, леж ащ ей  в их п лоскости  
и п араллельн ой  первы м двум. Э тим  свойством  
м ож но воспользоваться, например, для  н ах о ж 
дения м гновенного ц ен тра вращ ения Р 42 в о т 
носительном  движ ении звена 4  отн оси тельн о  
звена 2. М гновенны й центр вращ ения Р 4.2 долж ен  
одн оврем енн о л еж ать  на прямой, соединяю щ ей  
м гновенны е центры  Р 33 и Р 43, и на прямой, 
соединяю щ ей центры  Р ,21 и Р 4„ т. е. м гновен
ный центр вращ ения Р 42 леж и т на пересечении 
прям ы х СВ  и DA. Это свой ство  м гновенны х 
центров вращ ения в механизм ах впервы е бы ло 
ук азан о  английским учены м Кеннеди.

3°. У стан овлен н ое свойство  м гновенны х цент
р о в  вращ ения позволяет  определить все мгно

венные центры  вращ ения зад ан н ого  механизма. П усть  нам дан  к ри во- 
ш ипно-ползунны й механизм  (рис. 207). О бозначим  в точк ах  А, В  и С  
м гновенны е центры  вращ ения Р.п , P 3i и Р 43. М гновенны й центр  Р 41 

находится в бескон ечн ости  на прямой, п ерпен ди кулярн ой  к  оси 
х  —  .г движ ения ползуна 4. С оединяем  м гновенны е центры  в р а щ е 
ния Р 2] и Р 33 и п родолж аем  прямую  Р-нРаз до пересечения в то ч к е  Р )3  

с прямой Р 43Р 4 j, т. е. прямой, п ерпен ди кулярн ой  к  н аправляю щ ей  
х  —  j t  (точ ка Р 4 1 р асп о л агается  в бесконечности), получаем  м гновен
ный центр  вращ ения Р 31 звена 3  отн осительн о  звена 1. Д ля  н ах о ж 
дения м гновенного центра вращ ени я Р 42 в движ ении звена 4  о тн о си 
тельно  звен а 2  соединяем  м гн овен ны е центры  вращ ения Р 43 и P 3J 
и продолж аем  э ту  прямую  до  пересечения в то ч к е  Р 42 с прямой, со ед и 
няю щ ей мгновенны е центры  вращ ения Р 21 и Р 4„ т. е. с прям ой, п р о 
веденной через точки  Р 21 п ерпен ди кулярн о  к направляю щ ей  х  —  х .

Н а рис. 208  и 20 9  показаны  м гн овен ны е ц ентры  вращ ени я д вух  
кулисн ы х м еханизмов. М гновенны й центр  вращ ения Р 39 (рис. 209)

Рис. 207. Схема кривошип- 
но-ползунного механизма 
с построенными на ней цен
трами мгновенного враще

ние.



находится в бесконечности  и леж ит на прямой, соединяю щ ей  центры
Р 43 и Р 43*

Н а рис. 2 1 0  п оказан  к улачковы й  механизм. М гновенны й центр 
вращ ения P 2J звена 2  отн оси тел ьн о  стойки  1 н аходи тся  в точке А.

Рис. 208. Схема кулисного 
механизма с одной поступа
тельной парой и с показан
ными на ней центрами 

мгновенного вращения.

Рис. 209. Схема кулисного 
механизма с двумя посту
пательными парами и по
казанными на ней центрами 

мгновенного вращения*

Рис. 210. Схема кулачко
вого механизма с показан
ными на ней центрами 

мгновенного вращения.

М гновенны й центр вращ ения Р т звен а 3  отн оси тельн о  звена 2  леж ит 
на норм али п —  п, п ровед ен н ой  в точке С  к  п р о ф и л ю  ку л ач к а  2, — 
на прямой, п ерпендикулярной  к  прям ой  а  —  а. М гновенны й центр в р а 
щ ения Р 31 звена 3  отн оси тел ьн о  звена 1 леж и т в бескон ечн ости  на 
прямой, п ерпен ди кулярн ой  к  оси  у  — у  
дви ж ен ия звена 3. П оэтом у  мгновенны й 
центр  вращ ения Р 33 звена 3  о тн оси 
тел ьн о  звена 2  м ож ет бы ть найден  к ак  
точк а  пересечения прямой Р ц Р 31, соеди 
няю щ ей м гновенны е ц ентры  Р а1 и Р 31 

и н орм али  п —  п, п роведенн ой  через 
точк у  С.

4°. К ак  известно из м еханики , гео 
м етр и ч еск о е  место м гновенны х ц ен т
ров  вращ ени я о б р азу ет  т ак  назы ваем ую  
центроиду.

Н а рис. 211 показан  ч еты рехзвен 
ный ш арнирны й м еханизм  ан тип арал
лелограм м а, у  к о то р о го  п р о ти в о п о л о ж 
ны е звенья  п опарно равны . П у сть  т р е 
буется  п острои ть  ц ентрои ду  в движ ении  звена 2  отн оси тел ьн о  звена 4. 
О станавливаем  звено 4  (у сл овн о  принимаем  его  за  стой ку). М гно
венный центр  вращ ения Р 84  н аходи тся  в пересечении прям ы х АВ  
и CD. П оворачиваем  звен о  А В  на полны й об о р о т . Г еом етри ч еское  
м есто  т о ч ек  Р и  о б р азу ет  ц ен трои д у  Ц г1> к о то р ая  для  данного

Рис. 211. Схема шарнирного антипа- 
раллелограмма с показанными на ней 
центроидами в относительном движении 

звеньев 2 а 4.



механизма является элли п сом  с ф окусам и  в точк ах  А  и D. Т ак 
как  за стой ку  мы приняли звен о  4, то  ц ентрои да Ци  принадлеж ит 
этом у звену  и м ож ет бы ть с ним ж естко  соединена. Е сли  т р е 
буется построить ц ентрои ду в движ ении звена 4  отн осительн о  звена 2, 
то  надо условн о  принять за стой ку  звено  2  и построить все  п о л о 
ж ения м гновенного центра Р 43. К ривая Д 4а, п редставляю щ ая собой  
эллипс с ф окусам и в точк ах  С  и В, является центроидой  в движ ении 
звена 4  относительно звена 2. Ц ен трои ду  Д 43, принадлеж ащ ую  звену  2, 
мы можем ж естко  соединить с ним. Т еперь движ ения звена 2  о тн о 
сительно звена 4 , или, н ао б о р о т , звена 4  отн осительн о  звена 2, могут 
бы ть о сущ ествл ен ы  качением д р у г  по д р у гу  без скольж ения п о стр о 
енны х ц ентрои д  и Цш. В зависимости от того , каки е из звеньев  
механизма A B C D  будут приняты  за стойку, центроиды  Ц и  и Ц& 
м огут бы ть центроидам и или в абсолю тном  движении звена или 
в относительном . Т ак, останавливая  звено 4  и ж естко  связанную  с ним 
центроиду Ц21, мы мож ем воспрои звести  абсолю тное движ ение звена 2  
к ак  качение без скольж ения подвиж ной центроиды  Ц& по н еподви ж 
ной ц ентрои де Ци .

Таким образом , в этом  случае центроиды  Ци  и Ц ш оказы ваю тся 
соответствен но  подвиж ной и неподвиж ной центроидам и в абсолю тном  
движ ении звена 2. Н ао б о р о т , если остановить звено  2, то  ц ентрои да 
Н а  буд ет  неподвиж ной центроидой , а центроида Ц 31 будет подвиж ной 
ц ентрои дой  в абсолю тном  движении звена 4.

Е сли  теп ерь  остановить одно  из звеньев  1 или 3, то  о б е  ц ен т
роиды  Ц„л  и станут подвиж ными и качение одной центроиды  по 
др у го й  будет воспрои зводи ть отн осительн ое движ ение звеньев  2  и 4  
и центроиды  Ци  и 1 / 42 буд ут  цент роидами в от носит ельном  дви
жении.

Е сли  остановить звено  1, то  центроида буд ет  вращ аться  в о кр у г  
оси А, а центроида Цы —  в о к р у г  оси  В. Таким  образом , вращ ение 
в о кр у г  осей А к В  звеньев  4  и 2  по закон у  ш арн ирн ого  ан ти п арал 
лелограм м а мож ет бы ть восп рои зведен о  т ак ж е  путем п осадки  на эти  
оси двух  ф рикционны х эллиптических колес, проф или к о то р ы х  п р ед 
ставляю т собой  центроиды  Ци  и Z/42, т. е. механизм ш арн ирн ого  
антипараллелограм м а зам еняется механизмом ф рикционны х элли п тиче
ских колес . Т ак о е  движ ение ок аж ется  возмож ны м, если меж ду ц ен трои 
дами установлена связь, обеспечиваю щ ая движ ение без скольж ен ия.

5°. Ц ентроиды  Ц„л  и Я 42 п рин адлеж ат звеньям  2  и 4. Т очн о  
так  ж е могут бы ть построены  и центроиды  Ц 31 и Ц п , принадлеж ащ ие 
звеньям  /  и 3. Д ля  это го  надо найти геом етрические места м гн овен 
ных центров Р 31 и P J3. К ак бы ло п оказано  выш е, эти  м гновенны е 
центры  находятся на пересечении прямы х A D  и СВ  (рис. 212). Д ел ая  
последовательн о  стойкой  звенья /  и 3, мож но п остроить центроиды  
Д 31 и Ц13, представляю щ ие собой  гиперболы , каж дая  из к о то р ы х  со 
стоит из двух  ветвей. В етви гиперболы  Ц31 ж естко  соединяем со  звеном  I, 
а ветви гиперболы  ж естко  соединяем со звеном  3. Е сли  стойкам и счи



тать  звенья 1 или 3, то  центроидами в абсолю тном  движении звеньев  1 
или 3  буд ут  центроиды  Ц 31 и Ц 13. П ри этом  одну из центрои д  ладо 
принять за неподвиж ную , а другую  —  за подвиж ную  в зависимости 
от того , каки е из звеньев  сделаны  стойкам и. Е сли  стойкам и будут 
звенья  2  или 4, то  кривы е Ц31 и Цп  о к аж утся  центроидам и в о тн о 
сительном  движ ении и о б е  будут подвиж ны ми.

К ак бы ло п о казан о  выш е, для  л ю б ого  механизма в лю бом его 
полож ении могут бы ть оп ределен ы  все  м гн овен ны е центры  вращ ения 
в абсолю тном  и в отн осительн ы х движ ениях его  звеньев. С л едова
тельно, если имеется механизм, в о сп р о и зв о 
дящ ий то  или иное движ ение, то  так о е  ж е 
движ ение звеньев  м ож ет бы ть осущ ествлен о  
механизмом, п редставляю щ им  собой  две  со 
п ряж енн ы е центроиды . Т ак, например, п ер е 
дача движ ения м еж ду кривош ипам и AD  и СВ  
ш арн ирн ого  антип араллелограм м а мож ет бы ть 
воспрои зведен а двум я эллиптическими ф р и к 
ционными колесам и (рис. 2 1 1 ), передача д в и 
ж ения м еж ду звеньям и АВ  и CD  —  двумя 
гиперболическим и ф рикционны м и колесам и 
(рис. 2 1 2 ) с двойны ми профилями, с о о тв е т 
ствую щ ими двум ветвям  гиперболы . П ри  
этом  закон ы  движ ения звеньев  остаю тся такими ж е, как  и для м еха
низма ш арн ирн ого  антипараллелограм м а. М еханизмы , в к о то р ы х  п ере
дача движ ения осущ ествляется  центроидами, носят название центроид- 
н ы х  м ехани зм ов.

П ракти чески  р ед к о  мож но п ользоваться  центроидны м и механиз
мами, так  как  в н еко то р ы х  случаях  ц ентроидам и  служ ат кривы е 
весьм а слож н ого  вида: сам опересекаю щ иеся , с бесконечно удаленны ми 
точкам и  и т. д. Н апри м ер , из рассм отрения рис. 211 и 2 1 2  видно: 
если движ ение эллиптическим и ф рикционны м и колесам и  (рис. 2 1 1 ) и 
м ож ёт бы ть осущ ествл ен о , то  воспрои зведен ие движ ения гип ерболи 
ческими ф рикционны ми колесам и  не к о н струк ти вн о , ибо эти  колеса  
состоят  каж д ое  из д в у х  ветвей, к о торы е приближ аю тся при удалении 
в бескон ечн ость  к  своим асимптотам .

§  25. Соотношения между скоростями звеньев механизма

1°. К ак бы ло п о казан о  в § 24, для к аж д о го  полож ения механизма 
м огут бы ть найдены  все мгновенны е ц ентры  вращ ения его звеньев как  
в абсолю тном , так  и в отн осительн ы х  движ ениях. К ак  известно из м еха
ники, вращ ение к аж д о го  из звеньев  м еханизма в о к р у г  соответствую щ его  
м гн овен ного  центра вращ ени я происходит в рассм атриваем ы й момент 
врем ени с н еко то р о й  м гновенной  угл о во й  скорост ью  вращения.

Т ак, если  мы имеем механизм ш арн и рн ого  четы рехзвенника 
(рис. 2 1 3 ) с неподвиж ны м  звеном  / ,  т о  число его  м гновенны х центров

Рис. 212. Схема шарнирного 
антипараллелограмма с пока
занными на ней центроидами 
в относительном движении 

звеньев 1 и 3.



вращ ения п олучается  равны м  ш ести. Э то  мгновенны е центры  Р г1, Р 1Ь 
Р зь  Рзг> Р а  и P i  а- С оответствен н о  мы имеем три  м гновенны е угловы е 
скорости  в абсолю тн ом  движ ении ш.21, (о41 и <о31 и три  мгновенны е 
угловы е ск о р о сти  в относительном  движ ении и>3.2, ш43 и со42. О тн о ш е

ние д вух  лю бы х из эти х  угло в ы х  с к о р о 
стей всегда м ож ет бы ть определен о .

П усть , наприм ер, тр еб у ется  оп редели ть  
отнош ения u)2J и ш41 —  у гл о в ы х  скоростей  
вращ ения звеньев  2  и 4  в о к р у г  ц ентров 
Poi и Р 41, прин адлеж ащ и х неподвиж ном у 
звен у  1. М гновенны м центром  вращ ения 
звеньев  2  и 4 в отн осительн ом  движ ении 
служ ит точк а  Р 49. В  этой  то ч к е  соп ри 
касаю тся  ц ентрои ды  отн оси тел ьн ого  дви 
ж ения Д 49 и Ци , принадлеж ащ ие звеньям
2  и 4  и имею щ ие в качестве  ц ентров  в р а 
щ ения неподвиж ны е точки  Р 21 и Р 41. Т ак  

как  ц ентрои ды  п ерекаты ваю тся  одна по др у го й  без скольж ения, то  
в точк е  соп рикасан ия они имею т одн у  общ ую  ск о р о сть  V ,  величина 
к о то р о й  равн а

Рис. 213. Схема механизма шар
нирного четырехзвенника с пока
занными на ней центрами мгновен

ного вращения.

откуда

v  =  Ш.21 (P.2iP 4,)  =  0 )41 ( Р 41Р 4.2),

Р  41Р i
Р  21Р  4»

(5 .1)

(5 .2)

И з п р оп орц и и  (5 .2 ) следует: если стой кой  является звено  1, то  
у гловы е ск о р о сти  звеньев  2  и 4  отн осительн о  стойки  1 обратн о  п р о 
п орци он альн ы  расстояниям  м гновенны х ц ентров вращ ения звеньев  2  и 4  
в абсолю тном  движ ении  . д о  м гновенного  центра вращ ения эти х  ж е

звеньев  в их относительном  движ ении  одн ого  
отн оси тельн о  дру го го .

И з рис. 213  видно, что точка Р 4.2 п р ед став 
ляет собой  точк у  пересечения оси P 3iP i3 ш а
туна 3  с осью  P.2iP 4i стойки  1. Е сли  п ря
мую Р ц Р ц  назвать  линией цент ров, а прямую  
Р 3 .2Р 43 линией дейст вия, то  усл ови е  (5 .2 ) м о
ж ет бы ть сф орм улирован о  гак: линия дейст вия  
делит линию цент ров на части, обрат но  
пропорциональные у гл о вы м  ск орост ям  

звеньев, вращ аю щ ихся вокруг рассм ат ри ваем ы х цент ров. П ри  этом  
если точка Р 4.2 делит прямую  Р ц Р и  внеш ним образом  (рис. 213), то  
у гловы е ск о р о сти  ш.21 и ш41 имеют одно  н аправлени е. Е сли  ж е то ч к а  Р 4.3 

делит прямую  P 2 iP 4i внутренним  образом , то  у гл о в ы е  ск о р о сти  ш.21 

и ш41 имею т р азн ы е направления (рис. 214), и тогда  в п равой  части 
равен ства  (5 .2 ) сл едует  п остави ть зн ак  минус.

Рис. 214. Схема механизма 
шарнирного четырехзвенника 
с показанными па ней центра

ми мгновенного вращения.



2°. Д л я  определения отнош ения у г л о в ы х  скоростей  со.31 и ш31 имеем 
условие, что м одуль скорости  v  (рис. 2 1 5 ) точки  Р зг, п ри н адл еж ащ ей  
одн оврем енн о  звеньям  2  и 3, равен

© =  (РцР-ii) =  Шз1 (РцРт)> (5- 3)

о ткуда , принимая во внимание, что и>21 и о)31 имеют разн ы е  знаки, 
получаем:

(Paisas)
Ш31 (РцРзг)

А налогично м ож но найти 
у гл о в ы х  ск о р о стей  и>41 и <%:

_____( Р . 4 1 Р 4 3 )

“ 41 (PzlPid)

Рис. 215. Схема механизма шар
нирного четырехзвенника с пока
занными на ней центрами мгновен

ного вращения.

О тн ош ен и е угло в ы х  скоростей  и)39 и ш21 

м ож но оп редели ть, рассм атри вая  движ ение 
звена 3  отн осительн о звена 2. Э то  д в и ж е
ние есть  вращ ение в о к р у г  ц ен тра Р 33
в предполож ении , что  звено  2  неподвиж но. Н о  чтобы  представить 
зв ен о  2  неподвиж ны м , достаточ н о  ему и звену  3  сообщ и ть  угловую  
с к о р о сть , равную  по величине и п роти воп ол ож н ую  по н аправлению  
у гловой  скорости  ш21. Т огд а  звено  2  буд ет  неподвиж ны м, а звено  3  
к р о м е  у гловой  ск о р о сти  <d3I, к о то р о й  он о  о бл ад ал о  ран ее , получит 
доп олн ительн ую  угловую  ск о р о сть  —  0 )21, 
и у гло в ая  ск о р о сть  ш32 будет  равна

ш 32 =  “ 31 ----  w il*  ( 5 - 6 )

Е сл и  в рав ен ств о  (5 .6 ) подставить в ы 
раж ени е для  ш31 из соотнош ения (5.4), то  
мы получим  соотн ош ени е м еж ду угловы м и  
скоростям и  Ш32 и <%. А налогично у гл о в ая  
ск о р о ст ь  ш34 равна

<о34 =  <о31 —  (и41, (5 .7 )
Рис. 216. Схема кулисного меха
низма с показанным на ней цен
тром мгновенного вращения, не
обходимым для определения пере
даточного отношения от кривоши

па к  кулисе.
о тк у д а  с помощ ью  соотнош ения (5 .5 ) 
м ож ет бы ть н айдено соотн ош ени е 
м еж ду  угловы м и  скоростям и  ш34 и о>41.

3°. О тн ош ен и е м еж ду  угловы м и скоростям и  д в у х  к аки х -л и б о  звеньев  
м еханизм а назы вается  передат очным от нош ением . С пом ощ ью  у сл о 
вия, получен ного  вы ш е (§ 25, 2 °), могут бы ть оп ределены  п ередаточ
ны е отн ош ени я для  различны х м еханизм ов. П у сть  тр еб у ется  о п р ед е
лить п ер ед ато ч н о е  отнош ение м еж ду угловы м и  скоростям и  ш21 и ш41 

звеньев  2  и 4  отн оси тельн о  стойки  1 к у л и сн о го  механизма (рис. 216). 
Д ля э т о г о  н еобходи м о  оп редел и ть  п олож ен ие м гновенного  центра 
вращ ения Р 42. Э то т  ц ентр  д о л ж ен  л еж ать  на прямой, соединяю щ ей



центры  P 2i (то ч ка  А) и Р 41 (точка В). Д алее , центр  Р 42 д ол ж ен  л еж ать 
т ак ж е  на прям ой, соединяю щ ей центры  Р за и P 3i. Т ак  как  п олзун  3  
отн осительн о  звена 2  имеет п оступ ательн ое движ ение, то  центр  Р 39 

леж ит в бескон ечн ости  на прямой, п ерпендикулярной  к  оси Аа  
дниж ения п олзуна. П о это м у  прямая N N , п роходящ ая  через ц ентр  Р 31 
(точки  С) и п ерпен ди кулярн ая  к  оси А а  движ ения ползуна, п роходи т 
т ак ж е  через центры  Р 3? и Р 4.,_. В  пересечении прям ой N N  (линии 
дейст вия) и прямой А В  (линии центров) находится мгновенны й центр 
вращ ения Р 4а. П ер ед ато ч н о е  отнош ение угло в ы х  скоростей  и>.21 и 
равно

*°31 ____—I -  ( P g P i s )  / е  о \

« 4 1  (  8 )

У словимся п ередаточн ое  отн ош ени е обозначать  буквой  /. П ри  этой  
б ук ве  будем  ставить индексы , у казы ваю щ и е н ом ера соответствую щ и х  
звеньев . Т ак, в рассм атри ваем ом  случае мы определили  отнош ение 
м еж ду угловы м и скоростям и  звеньев  2  и 4; п ользуясь  установленны м  
обозначением , мы мож ем написать:

' - = 3 :  <5-9>
У словимся придавать передаточн ом у  отнош ению  знак  в зависи

мости о г  совпадения или несовпадения зн аков  угловы х  ск о р о стей  
исследуем ы х звеньев . Т ак  к а к  угл о в ы е  ск орости  о)а1 и ш41 для  м еха
низма, п о казан н о го  на рис. 216 , имеют п ротивополож ны е знаки , т о  
передаточн ое отнош ение отри цательн о . Д ал ее , так  к ак  мы рассм атри 
ваем  движ ение звеньев  2  к 4  отн осительн о  одн ого  и того  ж е  звена 
(стойки  / ) ,  т о  для  уп рощ ени я записи в то р ы е индексы  у  у гл о в ы х  с к о 
ростей  могут бы ть опущ ены . Т огд а  о кон ч ател ьн о  имеем:

1и = ? = - % £ ,  (5 .10 )

где  Р 0 —  точк а  пересечения линии действия с линией центров.
Н етрудн о  видеть, что об р атн о е  п ередаточн ое отнош ение, или 

отнош ение у гловой  ск орости  ш4 к  у гловой  ск орости  ша, т. е . п ереда
точн ое отнош ение /4а равно

1* = ^ = - ў - = Ь '  <5 Л 1)
4°. В ы ш е мы рассм отрели  механизм, образован ны й  одними низш ими 

парами. П ри исследовании механизмов с высш ими парами качения и 
скольж ения задача реш ается  аналогично. П усть , например, тр еб у ется  
оп редели ть п ередаточн ое отнош ение й $ м еж ду  звеньям и 2  и 3  м еханизм а 
м альти йского  к р еста  (рис. 217). Е сли  зам енить вы сш ую  п ару  
в то ч к е  С  звеном  4, входящ им  в пары  со звеньями 2  и 3, то  м еха
низм м альтийского  креста  м ож ет бы ть зам енен  кулисны м механизмом, 
показанны м  на рис. 218 . С огласн о  § 24, 3° мгновенны й центр вращ е-



ния Р 0 (Рзг)  леж ит на прямой, соединяю щ ей центры  Л ( Р 21) и В ( Р 31). 
С д ругой  стороны , тот  ж е центр  д ол ж ен  н аходи ться  на прямой,
соединяю щ ей центры  Р 3 4 (С ) и Р 42. Т ак  к а к  центр  Р и  н аходи тся  

в бескон ечн ости , т о  прямая, соединя
ю щ ая ц ентры  Р 34 (С ) и Р 42, является

Рис. 217. Схема механизма маль
тийского креста с показанным цен
тром мгновенного вращения, не
обходимым для определения пере* 

даточного отношения /23*

Рис. 21S. Схема механизма, 
заменяющего механизм маль

тийского креста.

норм алью  NN, п роходящ ей  через то ч к у  С  (ц ен тр  рол и ка а). Т аким  
образом , мгновенны й центр Р 0 (Рза) н аходи тся  на пересечении н о р 
мали N N , проведенной в то ч к е  С  к  элем ентам  вы сш ей  пары  (роли к  
и паз на рис. 217), с прямой, соединяю щ ей ц ентры  вращ ения звеньев  2  
и 3  (линия центров). П ер ед ато ч н о е  отн ош ени е i i3 равно

АР.
(5 .12 )

Н а рис. 217  п оказан о  реш ение той  ж е  задачи н еп осред ствен н о  на 
схем е механизма м альти йского  креста.

И з рассм отрен ного  прим ера следует, что  линией действия в вы сш их 
п арах  является н орм аль в то ч к е  соприкасания элем ентов  вы сш ей пары. 
Т аким  образом , нормаль в т очке сопри
касания элем ен т ов высшей, пары каче
ния и скольж ения делит линию цент< 
р ов  на части, обрат но пропорциональ
ные у гл о вы м  скорост ям .

Э то  свойство  вы сш их пар м ож но счи
тать  условием  связи, устанавливаю щ им  
п ередаточн ое отнош ение м еж ду звеньями 
вы сш ей  пары. Этим свойством  высш их 
пар мы в дальнейш ем  будем п ользоваться  
при исследовании зуб чаты х  механизмов, зуб ья  к о л ес  к о то р ы х  как раз 
об р азу ю т вы сш ие пары.

Н а рис. 2 1 9  показан  кул ачковы й  механизм. П еред аточн ое  о тн о 
ш ение / 23 найдем, если  в то ч к е  С  п ровести  норм аль N N  к профилю  
к у л ач к а  2  и найти то ч к у  Р 0 п ересечения этой  нормали с прямой АВ. 
В еличина ii3 равна

Рис. 219. Схема кулачкового меха
низма с коромыслом.



Н а рис. 2 2 0  п оказан  к улачковы й  механизм  с п оступательн о  д в и ж у 
щ имся звеном  3. В  этом  м еханизме связь  ск орости  v 3 звена 3  с у гловой  
скоростью  и>2 кул ачка  2  м ож ет бы ть оп ределен а, если через то ч к у  С 
провести  н орм аль N N  и найти т о ч к у  Р 0 пересечения этой  норм али  с 
прям ой Л Р 0, проведенн ой  ч ер ез то ч к у  А  п ерпен ди кулярн о к  н ап р ав 
лению  движ ения звена 3. Т очка Р 0 является  мгновенны м ц ентром  
вращ ения Р 3.2, что н епосред ствен но  сл ед ует  из рис. 221 , где показан  
механизм, полученны й п осле зам ены  вы сш ей пары  С звеном  4, 
входящ им  в кинем атические пары  С  и Оа со  звеньями 3  и 2. Т о ч к а  0 .2

является ц ентром  кривизны  п роф и ля к у л ач к а  2  в точк е  С. Т ак  к ак  
в точк е  Р 0 звенья  2  и 3  имею т одн у  общ ую  ск орость , равную  v 3, то  
из рис. 2 2 0  следует:

Т ак  м огут бы ть оп ределен ы  соотн ош ени я м еж ду ск о р о стям и  
звеньев  п лоски х  м еханизмов с вы сш ими парами.

§  26. Определение скоростей и ускорений звеньев 

кинематических пар

1°. И злож ен ны й  в § 25 м етод оп ределения соотнош ения м еж ду  
скоростям и  отдел ьн ы х  звеньев  м ож ет бы ть и спользован  дл я  кинем а
ти ческого  исследования лиш ь п ростейш и х  механизмов, так  к а к  для 
его  применения мы долж н ы  зн ать  мгновенны е центры  вращ ения всех  
звен ьев  м еханизм а в абсолю тны х и отн осительн ы х  дви ж ен иях  эти х  
звеньев. Е сли  в четы рехзвенн ом  м еханизм е число мгновенны х ц ентров 
вращ ения равно  ш ести  (см. § 24), то  в м ногозвенны х механизм ах число 
эти х  ц ентров  зн ачи тельно больш е, т ак  к ак  число k ц ентров вращ ения 
и число п всех  звеньев  м еханизма связан ы  услови ем

Рис. 220. Схема кулачкового меха
низма с поступательно движущимся 

толкателем.

Рис. 221. Схема механизма, заме
няющего кулачковый механизм, 
схема которого изображена на 

рис. 220.

v 3 =  uц А Р 0 (5 .14 )
или

(5 .15)



т. е. k  равно  числу сочетаний из п по д ва . Т ак, наприм ер, для  в о сь 
м извенного механизма для  оп ределен ия соотн ош ени й  м еж ду  скоростям и  
в сех  его  звеньев  надо оп редели ть  28 м гновенны х ц ентров  вращ ения. 
К ром е того , в н ек о то р ы х  сл учаях  м гновенны е центры  вращ ения при 
их построении  могут ок азаться  вне п р ед ел о в  чертеж а, что у сл ож н яет 
граф и ческое  реш ение задачи. П о это м у  в п ракти ке и нж енерн ы х р а с 
четов  бол ьш о е расп ространен и е получили аналитические и граф оч и с
ленны е м етоды  исследования, о сн ован н ы е на применении векторн ы х  
уравнений, связы ваю щ их ск о р о сти  о тд ел ьн ы х  то ч ек  звеньев  механизма. 
П о сл е  нахож дения скоростей  отдел ьн ы х  точек  звеньев  м еханизма л егк о  
оп редели ть и их ускорения.

2°. Рассм отрим  основны е уравнения, связы ваю щ ие ск о р о сти  о т д ел ь 
ны х точек  звеньев.

И з теорети ческой  механики и звестно, что лю бое движ ение неиз
м еняемой плоской  ф игуры  в ее  п л о ск о сти  м ож ет бы ть составлен о  из 
п ерен осного  п оступ ательн ого  движ ения вм есте  с п р о и зв о л ьн о  в ы б р ан
ной точкой  п лоской  (Ьигуры Iполю сом 1 и отн оси тельн ого  вращ ения 
в о к р у г  полю са.

П о это м у  ск о р о сть  лю бой точки  п лоск ой  ф игуры  мож ет бы ть п р ед 
ставлен а как  геом етрическая  сумма ск орости  полю са и ск о р о сти  
вращ ения в о кр у г  полю са. Т ак , если п ринять за полю с то ч к у  В  п л о 
ской  ф игуры , то  ск о р о сть  <ос  лю бой д р у го й  точки  С  той  ж е ф игуры  
вы разится  так: _L

иС--- I вр1

где  есть  ск о р о сть  полю са В, а г>вр —  ск о р о сть  вращ ения в о кр у г  
полю са, или, ск о р о сть  точки  С в движ ении от носит ельно неизм е
няем ой плоской фигуры, движ ущ ейся пост упат ельно со скорост ью , 
равной  скорост и <vB полюса. У словим ся к о р о т к о  н азы вать  э т у  ск о 
рость  скорост ью  т очки С  неизм еняемой п лоской  ф игуры  от носи
т ельно т очки В  той  ж е ф игуры  и обозн ач ать  эту  с к о р о сть  v CB. 
П о л ьзу ясь  этим обозначением , мы м ож ем  п реды дущ ее  геом етри ч еск ое  
равен ство  написать так: „  „  i „у <dc =  v b - \ - ’Ocb. (5 .17)

Т ак  к ак  v CB есть  ск о р о сть  точки  С  во вращ ательн ом  движ ении 
в о к р у г  точки  В, то  по величине эт а  ск о р о сть  равна произведению  
величины угловой  скорости  п лоской  ф игуры  на расстояни е 1ВС меж ду 
точкам и  В  и С. В екто р  скорости  v CB н аправлен  п ерпен ди кулярн о 
к В С  в сторон у , определяем ую  зн аком  у гл о в о й  скорости .

А налогично уск о р ен и е  лю бой  точки  п л о ск о й  ф игуры  м ож ет бы ть 
п редставлен о  к ак  геом етрическая  сумма уск орен и я  полю са и у с к о р е 
ния в движ ении относительно  п олю са или, точнее, по отнош ению  
к  неизм еняемой ф игуре, дви ж ущ ей ся п оступательн о  вм есте с полю сом .
Имеем; _  ,

“ С  —  а В Г  а с в •

Т ак  к ак  в ек то р  ускорени я  а С8 в отн осительн ом  вращ ательном  д в и ж е
нии м ож ет бы ть разл о ж ен  на н орм ал ьн ое  и тан ген ци альн ое ускорени я,



то  о кон ч ател ьн о  у ск о р ен и е  лю бой точки  п лоской  ф игуры  м ож ет бы ть 
п редставлен о  так:

а С =  а в  ~ Г  а с в  О-СВу

где —  в е к то р  н орм ального  и а ‘св  —  векто р  тан ген ци альн ого  у с к о 
рения точки  С  в движ ении отн осительн о  полю са В.

П усть звенья  1 и 2  (рис. 2 2 2 ) в ходят  во вращ ательную  п ару  В. 
П ринимая то ч к у  В  за полю с, мы мож ем для  определения ск орости  v c 
и ускорени я  а с  применить уравнен ие (5 .1 7 ) . Имеем:

v c  =  v b j t  v c b -

В этом  уравнении <ов  —  ск о р о сть  точки  В , одноврем енн о  п ри н ад
леж ащ ей  звеньям  7 и 2, a v CB —  ск о р о сть  в движ ении точки  С  о тн о 

сительно точки  В, н аправленная перпенди
к ул ярн о  к  оси звена ВС. Величина этой 
ск орости  равна

v c b  =  I “ з I !■вс>  ( 5 .18)

где  cOj —  угловая  ск о р о сть  звена 2 , а 1ВС —  
расстояни е от  точки  В  д о  точки  С.

кинематической п!ры*Г поТа- С оответственн о  уск орен и е  а с Т О Ч К И  С  свя
занными векторами скорости и з а н 0  с ускорени ем  а п точки  В  уравнением
ускорения точки С  в движении j  г  и j  г

относительно точки В .  _  _  i | / к  i  гь\
а с =  а в +  а св  +  а св- (5 -19> 

В этом  уравнении а £ в —  н орм альн ое у ск о р ен и е  в движ ении точки  С  
отн осительн о  точки  В, н ап равлен н ое по оси звена В С  от точки  С 
к  то ч к е  В  и р ав н о е  по величине

a CB =  V- T  = ^ 1в о  (5 -2 ° )
СВ

а ‘св  —  тан ген ци альн ое у ск о р ен и е  в движ ении точки  С  отн осительн о  

точки  В, н аправленн ое п ерпен ди кулярн о  к оси звен а ВС  и равное
по величине

с в '
dVCB

(It —  I е-а I ^во (5-21)

где s.. —  у гл о в о е  уск о р ен и е  звена 2 .
Е сли  звенья  1 и 2  (рис. 2 2 3 ) входят  в п оступательн ую  п ару  В, 

то  ск о р о сть  точки  С 2, прин адлеж ащ ей  звен у  2 , связана со скоростью  
точки  Сь  п рин адлеж ащ ей  звену  1, уравнением

<'c2 =  ®c1 H - ‘I’c2c1- (5-2 2 J

В этом  уравнении ч>с —  ск о р о сть  п оступ ател ьн ого  дви ж ен ия точки  Ci 
звена /  (направляю щ ей  х  —  х ),  совпадаю щ ей  в рассм атри ваем ом  п о л о 
ж ении с точкой  С 3 звена 2 , ®CjiCj —  ск о р о сть  в движ ении  звена 2



отн оси тельн о  звена 1, н аправленн ая  п арал лел ьн о  н аправляю щ ей  х  —  х .
С оответственн о  у ск о р ен и е  ас., точки  С2 связан о  с ускорен и ем  a c L 

точк и  Ci уравнен ием

flc2 =  aCi Н-  ac2ct "Ь °с 2сг (5.23)

В этом  уравнении а С] —  уск орен и е  точки  С ,, а * , с — п о воротн ое  
уск орен и е  {ускорение Кориолиса), направленн ое под углом  90° к н ап р а
вляю щ ей х  —  х  и равн ое по величине

с л =  2  | « 1 1 v,с . С, (5 .24)

гд е  to, —  угловая  ск о р о сть  звена 1, равная 
— у гловой  скорости  звена 2 , потому 

что  звенья  1 и 2  вх о д ят  в п оступ ател ь
ную  пару, O c2c t —  у ск о р ен и е  в движ ении 
звена 2  относительно звена 1, н ап р ав 
л енн ое п арал лел ьн о  н аправляю щ ей  х  —  х  (релят ивное ускорение).

Д ля оп ределения н аправлени я уск орен и я  К ориоли са a £ iC н е о б х о 
дим о в е к то р  относительной  ск о р о сти  ®CiC (рис. 2 2 4 ) п оверн уть  на 90°

Рис. 223. Схема поступательной 
кинематической пары.

Рис. 224. К  определению направле
ния вектора ускорения Кориолиса 
для поступательной кинематиче

ской пары.

Рис. 225. Схема выс
шей кинематической 

пары.

в сторон у  вращ ения, обусл о в л ен н о го  у гл о в о й  ск о р о сть ю  о>,. Н ап р ав 
ление п оверн утого  в ек то р а  скорости  v CiC совп ад ает  с направлением  

вектора  а * ,с ,  уск орен и я  К ориолиса.
Е сли звенья  1 и 2  в х о д ят  в вы сш ую  кин ем ати ческую  п ару  С (C j, С 2) 

(рис. 225), то, проведя н орм аль N N  в точк е  С  и отметив центр О 
криви зны  элем ента пары , п ри н адлеж ащ его  звену  1, мы мож ем свести  
задачу  к уравнениям (5 .1 7 ) и (5 .19), если введем  зам ен яю щ ее вы сш ую  
п ару  С  звен о  ОС, вх о д ящ ее  в точках  О и С  во  в р ащ ател ьн ы е пары .

Е сли  не п ользоваться  м етод ом  замены вы сш ей пары  С звеном  ОС, 
то  м ож но обрати ться  к  уравнению , ко то р ы м  ск о р о сть  ч>Сг точки  Cit 
п рин адлеж ащ ей  звену 2 , св язан а  со  ск оростью  v c  точки  Ci, п рин ад
л еж ащ ей  звену  1, а именно к уравнению



где. ^  — ск о р о сть  в движ ении явеня ?  п тногнтрииоо зв ен з / ,  “j ” 1
н аправленная  по к асател ьн ой  к  п роф илю  элем ента пары , п ри н адл еж а
щ его  звен у  1, т. е. п ерп ен ди кул ярн о  к  н орм али  NN .

С оответствен н о  уск о р ен и е  а Са точки  Са будет  связано  с  у с к о р е 
нием a Ci точки  Ci уравнен ием

а с2 =  a c t +  а с 2 c t +  a c2ci “Ь  a c2c i• (5 .26)

В этом  уравнении —  н орм ал ьн ое  ускорен и е , н ап равлен н ое от 
точки  С  к  то ч к е  О по норм али  N N  и р ав н о е  по величине

ac ,c 1 = ^ f 1-> (5-27)

где р —  ради ус кривизны  п роф и ля  b —  b звена 1 в точке Cv  равны й  
P =  O Ci, o - Q ^ Q i  —  тангенциальное ускорен и е, направленн ое по к ас а т е л ь 
ной к  п роф илю  Ъ —  Ъ в то ч к е  С, т. е. п ерпен ди кулярн о  к  н орм али  N N , 
a c2Cl —  у ск о р ен и е  К ориолиса, оп ред ел яем ое  по ф ор м у л е  (5 .24 ). Н а п р а в 
ление в ек то р а  ускорен и я  a ^ C i  оп редел и тся  по правилу, у к азан н о м у  
на рис. 224 .

3°. Р ассм отрен н ы е вы ш е уравнения (§  26, 2°) м огут бы ть реш ены  
численно или граф ически . П ри  численном реш ении векторы , входящ и е 
в уравнения, п роекти рую тся  на вы бран н ы е оси коорди нат , и тогда  
каж дом у  в екторн ом у  уравнению  буд ут соответствовать  два скал ярн ы х  
уравнения, к о то р ы е  и п одл еж ат совм естном у реш ению .

В инж енерны х расч етах  б ол ее  наглядны ми являю тся граф и чески е 
реш ения в екторн ы х  уравнений  дл я  ск о р о стей  и ускорени й . Д ля  э то го  
рассм отри м  уравнения (5.17), (5 .2 2 ) и (5 .2 5 ) дл я  определения ск о р о стей  
v c  или ®Сз точек  С и С9 звеньев  2  (рис. 222 , 223  и 2 25 ). Е сли 
известны  ск орости  v B или ч>с  полю сов, то  для определения с к о р о 
стей чзс  или ч>Ся достаточ н о  зн ать  т о л ь к о  их направления.

А налогично из р ассм отрен н ы х  уравнений  (5.19), (5 .23) и (5 .26 ) 
следует, что если  известны  уск орен и я  а в  или a Ci точек  В  или Q , 
то  для  оп ределен ия ускорени я  а с или а Са достаточ н о  иметь зад ан 
ными тол ько  направления эти х  ускорен и й .

П усть, наприм ер, задан  (рис. 226 , а) в ек т о р  ск орости  лв  полю са В  
и н аправление q —  q в ек то р а  v c  ск о р о сти  точки  С  звена 2. Т р еб у ется  
оп редели ть ск о р о сти  точек  С, D  и Е  звена 2  и его  угловую  с к о 
р о сть  ш2.

И з п роизвольной  точки  р  (рис. 226 , б) о тклады ваем  в ек то р  с к о 
рости  <ов точки  В. Ч ерез то ч к у  b —  к о н ец  ' в екто р а  <vB —  проводим  
прямую  в направлении вектора  v cg ск о р о сти  точки  С  отн осительн о  
полю са В  п ерпен ди кулярн о  к о т р е зк у  В С  звена 2  до  пересечения 
в то ч к е  с с прямой, п роведенн ой  через то ч к у  р  в направлении q  —  q 
векто р а  v c ск орости  точки  С. Т огд а  получаем  тр еугольн и к  pbc, к о т о 
рый н азы вается  планом скорост ей  звен а  2, а точка р  —  полю сом



плана скорост ей. И з рис. 22 6  следует, что для  п остроен и я  плана 
ск о р о стей  pbc  д о стато ч н о  зн ать  ск о р о сть  одной точки  звена 2, н апри 
мер ск о р о сть  <vB точки  В, и н аправление скорости  др у го й  точки  
звена, наприм ер ск о р о сти  v c  точки  С, так  к ак  н аправлени е ск о р о сти  ®св 
нам всегда известн о  из услови я ее  п ерпен ди кулярн ости  к п рям ой  ВС. 
Е сли  план ск о р о стей  звена п остроен , то в сегд а  м ож ет  бы ть о п р е д е 
лена и ск о р о сть  лю бой точки, п рин адлеж ащ ей  этом у  звену, например 
точки  Е.

В самом деле, ск о р о сть  точки  Е  на основании уравнен ия (5 .17) 
м ож ет бы ть найдена из услови й

®£ =  ®В +  ®£В> ®£ =  ®С +  ®£С- (5 -2 8 )

И з уравнений (5 .2 8 ) следует, что на п лан е ск о р о стей  (рис. 226 , б) 
кон ец  е в ектора  v E скорости  точки  Е  н аходи тся  на пересечении двух  
прямы х, п ровед енн ы х через 
точки  b и с п ерп ен ди ку
лярно к  направлениям  BE  
и СЕ.

О тр езо к  плана, и зо б р а
ж аю щ ий ск о р о сть  юЕ, п олу 
чим, соединив полю с р  плана 
с точкой  е.

Рассм атри вая  т р е у г о л ь 
ник Ьсе плана ск о р о стей  и 
треугольн и к  ВСЕ  на звене, 
мож но видеть, что отрезки  
be, be и се соответствен но  п ерпен ди кулярн ы  к отрезк ам  ВС, BE  
и СЕ.

Таким  образом , тр еугольн и к  Ьсе на плане ск оростей , и зо б р аж аю 
щий относительны е ск о р о сти  v CB, v EB и v EC, подобен т реугольни ку ВСЕ  
и повернут  от носит ельно него на у г о л  90°. Э то  свойство  подобия 
ф игуры  отн оси тельн ы х  скоростей  на плане ск о р о стей  и ф игуры  звена 
п озвол яет  оп ределять  ск орости  лю бы х точек  эт о го  звена не из у р а в 
нений, а граф ическим  построением  п одобн ы х ф игур. О тметим , что 
п роверк ой  прави льности  граф и ческого  построени я подобн ы х ф игур 
на плане является п оряд ок  букв  на схем е и на плане ск оростей . Так, 
если п оряд ок  букв  на схем е при о б ход е  к о н ту р а  звена по часовой 
стр ел к е  буд ет  В, С  и Е, то  на плане ск о р о стей  это т  п оряд ок  долж ен  
сохран иться , т. е. буквы  долж ны  следовать  в том  ж е порядке: Ъ, с н е .

В екторы  всех  абсолю тн ы х скоростей  точек  звеньев  имеют своим 
началом  то ч к у  р  —  полю с плана ск о р о стей , а в екторы  в сех  относи
тел ьн ы х  ск о р о стей  соединяю т концы  векто р о в  абсолю тны х скоростей .

П олученны м  услови ем  подобия ф игур  плана ск о р о стей  и звена мож но 
в осп ол ьзоваться  и д л я  определения в ек то р а  ск орости  лю бой точки, 
леж ащ ей  на о т р е зк е  В С  звена 2. Т ак, для  оп ределен ия  конца d  вектора 
скорости  v D точки  D  (рис. 226 , а) н еобходим о о тр езо к  (be) на плане

Рис. 226. К  построению плана скоростей звена, вхо
дящего во вращ ательную  пару: а) схема вращатель

ной пары; б) план скоростей.



скоростей  (рис. 226 , б) раздели ть в том  ж е отнош ении, в каком  
точка D  дели т о т р езо к  В С  на звене, т. е.

DB .
исв

bd 
' be'

BD
: ВС' (5 .29 )

Рис. 227. К  построению плана ускорений эвена, вхо
дящего во вращательную пару: а ) схема вращательной 

пары; б) план ускорений.

В ектор  v D ск о р о сти  точки  D  п редставляет  собой  о тр езо к  (pd) 
плана ск оростей .

И з п о стр о ен н о го  плана скоростей  м ож но оп редели ть и угловую  
скорость  ш.3 звена 2. И з ф орм улы  (5 .1 8 ) имеем | 1 =  v CBjlBC. В ек то р  v CB 
п редставлен  на плане ск о р о стей  отр езк о м  (Ьс), а о тр езо к  1ВС дан  на 
схеме звена. Н аправлени е угловой  ск орости  ша определится , если 
в точке С  (рис. 216 , а) прилож ить в екто р  v CB. Н етруд н о  видеть, что

вращ ение звена 2  с угловой  
ск оростью  о).2 п роисходит в 
направлении, указан ном  на 
чертеж е.

4°. О пределение у с к о р е 
ний точек  звена 2 , в х о д я щ е
го во вращ ательную  кине
матическую  п ару  В  (рис. 
227 , а), мож ет бы ть вы п ол
нено граф ически , если в о с 

пользоваться  уравнением  (5 .19). П усть  задан  в ек то р  ускорени я а в по
люса В  и н аправление т  —  т. в ектора  а с  ускорени я  точки  С. Т р е 
буется оп редели ть ускорени я  точек  С, D  и Е  звена 2  и его  у гл о в се  
ускорени е е.2.

И з произвольной  точки  тс (рис. 227, б) отклады ваем  в ек то р  у с к о 
рения а в  точки  В. К  к о н ц у  Ъ в ектора  а в  п риклады ваем  в ек то р  а £ 0  

норм ального  ускорени я, которы й , к ак  бы ло п оказан о  выш е, н аправлен  
от точки  С  к  точке В. Величина э то го  в ек то р а  оп ределяется  по ф о р 
муле (5.20). В екто р  v CB, входящ ий в уравнен ие (5.20), м ож ет бы ть 
определён  из п остроен н ого  ран ее плана ск о р о стей  (рис. 226 , б), где 
это т  вектор  п редставлен  отрезком  (Ьс). О тр езо к  1ВС звена дан на 
схем е звена (рис. 227 , а). П усть  вектор  а£в  отлож ен  из точки  Ь 
в виде отр езк а  (Ъп) (рис. 227, б). С огласн о  уравнению  (5 .19) из 
точки п проводим  прямую  в направлении в екто р а  а ‘св  —  тан ген ц и ал ь
ного ускорения, к о то р о е  перпеп ди кулярп о  к о тр езк у  ВС, до  п ер есе
чения в то ч к е  с с прямой, проведенной  из точки  тс, п араллельн о  
прямой т — т , т. е. в направлении вектора а с у скорен и я  точки  С. П о стр о ен 
ная ф игура izbnc н азы вается  планом ускорений  звена 2, а точка тс — 
полю сом  плана ускорений.

И з построени я сл едует , что для  плана ускорен и й  достаточ н о  знать 
уск орен и е  одной  точки  звена, например уск орен и е  а в точки  В, и 
н аправление уск орен и я  д р у го й  точки  звена, наприм ер направление т — т  
ускорения а с  точки  С. К ром е того , д ол ж ен  бы ть предварительн о



п остроен  план ск оростей  для  данного  звена. Е сли  соединить точки  
Ь и с плана ускорени й , то  о тр езо к  (Ьс) представит п олн ое у с к о 
рение а св  точки  С отн осительн о  точки  В, ибо на основании в ек то р н о го  
уравнен ия

а св ~  а св  "Т" а св- (5 .30 )

И з построения видно, что вектор  а св о б р азу ет  с направлением  
о трезк а  (ВС) у гол  а  (рис. 227 , б), тан ген с к о т о р о го  м ож ет бы ть 
оп ределен  из п рям оугольн ого  треугольн и ка Ьпс плана ускорен и й . Имеем:

nc at. о

=  =  (5-31) nb асв

П одставляя  в равенство  (5 .3 1 ) значения а 1сд  и а £ д из ф орм улы  (5 .20) 
и (5 .21), получаем: , ^

tgy - =  4 7 - C = - V  (5 .32)
*  ' “ !  1в с  “ !

И з ф орм улы  (5 .3 2 ) следует, что вектор  а св  отн оси тел ьн ого  у ск о 
рения в движении точки  С  в о кр у г  точки  В  о б разует  с направлением  ВС  
у го л  [х, вполне определяем ы й угловой  скоростью  и угловы м  у с к о 
рением  е3 звена 2.

О чевидно, что отн осительн ы е ускорен и я  в сех  точек  звена 2  о б р а 
зую т с радиусам и-векторам и, проведенны м и из соответствую щ ей  точки 
в точк у  В , один и то т  ж е угол  р., удовл етворяю щ и й  соотн ош ени ю  (5.32).

С ледовгтельн о , если  тр еб у ется  оп редели ть у ск о р ен и е  к акой -ли бо  
точки  D, леж ащ ей на о т р езк е  В С  (рис. 227 , а), то  направление 
век то р а  a DB на плане ускорени я  д ол ж н о  бы ть п араллельн ы м  н ап р ав 
лению  векто р а  а св, т. е. н аправлению  о трезк а  (Ьс) (рис. 227 , б). В ели
чина о тр езк а  (bd), и зображ аю щ его  на плане ускорен и й  у ск о р ен и е  a DB, 
оп редел яется  из условия п ропорц и ональн ости  ускорен и й  радиусам - 
в екто р ам  lBD и 1ВС, т. е.

(5 .3 3 )аРВ 1ВР

а с в  1в с

П одставляя  в пропорцию  (5 .33) соответствую щ и е о тр езк и  плана 
ускорени й  и звена на схем е, получаем :

М __BD
Ь с ~  В С '

(5 .34)

И з п ропорции  (5 .34 ) следует: чтобы  оп редели ть о т р е зо к  (bd) плана 
ускорени й , необходим о о т р е зо к  плана (Ьс), и зображ аю щ ий отн оси тел ь
н ое у ск о р ен и е  асв, разд ели ть  в том ж е отнош ении, в каком  то ч к а  D  
д ел и т  о т р е зо к  В С  на схеме. О тлож ив полученны й о т р е зо к  (bd) на 
плане и соединив то ч к у  d  с то ч к о й  я , получим о тр езо к  (nd), и зобра
ж аю щ ий абсолю тное у ск о р ен и е  a D точки  D.

Д л я  определения ускорени я  произвольно заданной  точки  Е, ж е
стк о  связан н ой  со звеном  2  (рис. 227 , а), мож но т ак ж е  в о сп о л ь зо 



ваться вы ш еизлож енны м  п равилом  подобия. Д ля  э т о го  строим  на 
о т р е зк е  (Ьс) плана ускорени й  тр еугольн и к  Ьсе, подобны й тр еу го л ь 
нику В С Е  на схеме, но поверн уты й  относительно  него на у гол  ц, 
оп ределяем ы й  по ф орм уле (5 .32). Т ак  как  все стороны  тр еу го л ь 
ника Ьсе п овернуты  отн оси тельн о  треугольн и ка ВСЕ  на один и тот  
ж е  у гол  (j., то  п остроени е п одобн ого  треугольн и ка Ьсе на плане у с к о 
рений уд о б н о  вести, например, зам еряя углы  м еж ду соседними ст о р о 
нами тр еу го льн и ка  ВСЕ. П ри  о б х о д е  к о н ту р а  Ьсе в каком -либо  на
правлении порядок букв долж ен совпадат ь с порядком  б ук в  к он 
т ура В С Е  при о б ход е  в том  ж е  направлении.

П о д о б н о  том у, к ак  это  имело место в задаче о  скоростях , векторы  
абсолю тны х ускорени й  всех  то ч ек  звеньев  имеют своим началом  
то ч к у  и  —  полю с плана ускорен и й , а векторы  всех  отн осительн ы х

ускорени й  соединяю т конц ы  в ек т о 
р о в  абсолю тны х ускорени й .

И з п остроенн ого  плана ускорени й  
м ож ет бы ть оп ределено и у гл о в о е  
у ск о р ен и е  звена 2. С огласн о  ф о р 
муле (5 .21 ) имеем:

ВС

В ектор  а ‘св  п редставлен  на пла
не ускорений  в виде о тр е зк а  (пс), 
а о тр езо к  1ВС дан  на схем е звена. 
Н аправление угло в о го  ускорени я  е.3 

оп ределяется , если в точк е  С  прилож ить вектор  а ‘св  (рис. 227, а). 
Н етруд н о  видеть, что у гл о в о е  у ск о р ен и е  ц  н аправлено  так , как  это  
п оказан о  на чертеж е.

5°. Е сли  звенья /  и 2  в ходят  в поступательную  п ару  (рис. 228, а) 
и задана угловая  ск о р о сть  ю1 звена / ,  то  для построения плана ск о 
ростей  (рис. 228, б) мож но в осп ол ьзоваться  уравнением  (5 .22).

И з полю са р плана (рис. 228 , б) отклады ваем  вектор  v Ci скорости  
точки  Q .  Ч ер ез кон ец  с , в ек то р а  v C[ проводим  прямую  в н ап равл е
нии векто р а  ®CoCi ск орости  точки  Сг относительно точки  Cit п арал 
лельной  оси х  —  лг н аправляю щ ей  (рис. 228 , а), до  пересечения 
в то ч к е  с .2 с прямой, п араллельн ой  в ек то р у  v Ct скорости  точки  Q . 
О тсю да видно, что для построени я плана скоростей  рс^с^ достаточно  
иметь заданными ск о р о сть  точки  звена 1, например ск о р о ст ь  ®С( 
точки  С\ (рис. 2 28 , а), и н аправление q —  q скорости  ®Са точки  С* 
звена 2, совпадаю щ ей в рассм атриваем ом  полож ении с то ч к о й  Cv Т ак 
как  звенья  /  и 2  входят в п оступательн ую  пару, то  их у гл о в ы е  ск о 
рости  u)j и и* равны

Рис. 228. К  построению плана скоростей 
эвена, входящего в поступательную пару: 
а) схема поступательной пары; 6 ) план 

скоростей.



С ко р о сть  лю бой точк и  D 3 звена 2  м ож ет бы ть найдена из усл ови я

® в, =  ®с, +  ^ с , -  <5 -35 )

В екто р  ск орости  v c  ̂ представлен  на плане ск о р о стей  (рис. 228 , б) 
о тр езк о м  (рсг). С ко р о сть  v ОСя равна по величине

^  =  1 ^ 1 ^  ' (5 -3 6 >

и п ерпендикулярна к  о т р е зк у  C2D 3 на схем е звена.
Н а рис. 228 , б  с к о р о сть  ®D)C> п редставлен а в виде о тр е зк а  (с.гс1.{).
6 °. Д ля  построения плана ускорени й  звена 2, в х о д ящ его  в п осту 

пательную  п ару  со звеном  1 (рис. 229 , а), у гл о в о е  у ск о р ен и е  ej к о т о 
ро го  задано , мож но в о с 
п ользоваться  уравнением  
(5.23).

И з полю са тг плана 
(рис. 229 , б) отклады ваем  
векто р  a Ci ускорени я  точ 
ки С). В то ч к е  Ci п рикла
ды ваем  в ек то р  у с к о 

рения К ориолиса.
п .  и .  г л ь - л п о  Рис* К  построению плана ускорений звена, входя-
хЗсЛ И ЧИ Н а у с к о р е н и я  шего в поступательную пару: а) схема поступательной
с м ож ет бы ть оп ре- паРы: б) план Уск°Репий-

делена по ф орм ул е  (5.24),
если п редварительн о  п остроен  план ск о р о стей  звен а 2  (рис. 228 , б). 
Н аправлени е векто р а  а ^ с , п ерп ен ди кулярн ого  к  оси х  —  д: н ап рав 
ляю щ ей, оп редел яется  по правилу, у к азан н о м у  в § 26, 2° на рис. 224. 
И з конца k в екто р а  а £ оС п роводим  прямую  в н аправлении  векто р а  

a c , c i ’ Релятивного  ускорени я, п арал лел ьн ого  оси х  —  д: н ап равл яю 
щ ей, до  пересечения в то ч к е  сг с прям ой, проведенн ой  из точки  и и 
п араллельн ой  заданн ом у н аправлению  т  —  т  у скорен и я  а Со.

И з сказан н ого  видно, что  для  п остроения плана ускорени й  irc,A<r2 

достаточ н о  зн ать  уск орен и е  точки  звена 1, например уск о р ен и е  а с 
точки  C t (рис. 229 , а), и н аправление т  —  т  у скорен и я  а Сг точки  С 3 

звена 2, совпадаю щ ей  в рассм атри ваем ом  п олож ении  с точк ой  Ct. 
К ром е того , дол ж ен  бы ть п р ед в ар и тел ьн о  п о стр о ен  план  скоростей  
звена 2 .

Т ак  к а к  звенья  2  и 1 в ходят  в п оступательн ую  пару, то  их у гл о 
вы е ускорен и я  £] и е.3 равны

ц  =  е,. (5 .37)

У скорение лю бой точки  D.2 звена 2  м ож ет бы ть найдено из условия 

a D i=  а с., т  а Ъ>с3 a DiCi (5 .38)



В ектор  у ск о р ен и я  а Сч п редставлен  на плане ускорени й  отр езк о м  

(тсс.2). У скорен ие Р а в н 0  по величине

аП0 Л  =  Ш11С.20 3 (5 -3 9 )

и н аправлено  от  точки  к  точке Са.
У скорение Сг равно  по величине

a D2C2 =  I I Ĉ-iDi (5 .40 )

и п ерп ен ди кул ярн о  к  о т р езк у  С2Д 2.
О тметим, что ск о р о сть  и уск орен и е  точки  D 2 могут бы ть  т а к ж е  

оп ределен ы  из уравнений

+  (5 -4 1 )

a D> =  a D l  +  a D ,D L +  a D ,D ,-  ( 5>42)

где v D и a Di —  известны е ск о р о сть  и ускорен и я  точки  D j звена 7, 
совпадаю щ ей с точк ой  D j звена 2. Т ак  как  звен о  2 имеет угловую  
ск о р о сть  а ск о р о сти  и ускорени я  движ ения точек  звен а 2  о тн о 
сительно звена 7 м еж ду собой  соответствен н о  равны , т. е.

<5 '4 3 )

то

a £bD, =  2  I “ з I =  2  I Wi I ^СоС! =  aC-2Ci’ a DaDi =  a CsCi‘ (5-44) 

Т огда уравнения (5 .41 ) и (5 .42 ) мож но написать так:

+  (5 -4 5 ) 

°D о =  а В, +  “ СоС! +  а С2С!> С5 ,4 6 )

т. е. в правы х частях  уравнений  (5 .4 5 ) и (5 .4 6 ) мы имеем и звестн ы е 
нам векторы .

7°. Если звенья 7 и 2 входят  в вы сш ую  кинем атическую  п ару  
качения и скольж ен ия (рис. 230 , а), то  п осле замены вы сш ей  пары  
звеном, входящ им  в низш ие кинем атические пары , п остроени е плана 
скоростей  и ускорени й  м ож ет бы ть сделано , как э г о  у к азан о  
в § 26,5° и 26,6°.

Если п остроени е планов вести  без зам ены  вы сш ей пары  звеном , 
входящ им в низш ие пары, то  для построени я мож но в о сп о л ь зо в ат ь ся  
уравнениями (5 .2 5 ) и (5.26).

П усть заданы  ск о р о сть  ®Ci и у ск о р ен и е  a Ci полю са Си у гл о в ая  
скорость  ujj звена 7 и направления q —  q и т  —  т  с к о р о сти  и 
ускорения а Са точки  Сг звена 2.



И з полю са р  плана ск о р о стей  (рис. 230, б) отклады ваем  в ек то р  v r̂ I
ск орости  точки  Ci- Ч ер ез к о н ец  ct в ек то р а  u Ci п роводим  прямую  
в направлении в екто р а  ®CoCj ск о р о сти  точки  С.2 о тн о си тел ьн о  точки  
Ci, п ерпен ди кулярн ой  к  норм али N N , проведенной 
вой b —  Ь, принадлеж ащ ей  зв ен у  1, до  п ересече
ния в точк е  с3 с прямой, п араллельн ой  прямой q —  q.
В екто р  v C2 является в ектором  ск о р о сти  точки  Сг, 
тр еу го л ьн и к  р с^ — планом ск о р о стей  звена 2.

Д ля построения плана у ск о р ен и й  звена 2  из 
п олю са it плана ускорен и я  (рис. 230 , в) о тк л ады 
ваем  векто р  a Ci ускорени я  точки  Q .  В то ч к е  сх 
приклады ваем  векто р  у ск о р ен и я  К ориолиса.
К точк е  k  п риклады ваем  в ек т о р  Величины
уск орен и й  и оп ределяю тся  по ф орм у
лам (5 .2 4 ) и (5.27). "Ускорение а ^ с  направлено 
по норм али N N  о т  точки  Cj к точк е  О, являю 
щ ейся центром  кривизны  к ри вой  b —  Ь в точк е  Q .
У скорен ие o.hCiCl т ак ж е  н аправлено  по н орм али  N N  
в направлении, оп ределяем ом  по правилу, указан 
н ом у на рис. 224. З атем  ч ер ез полю с и п роводим  
прям ую  в направлении у ск о р ен и я  а Сг, т. е. п арал 
лельную  прямой т  —  tn, а через точк у  п  —  в на
правлении  касательной  t  —  t. П ересечен ие эти х  
прям ы х дает то ч к у  с3. Ф и гура Tzc^knc  ̂ и есть  план ускорен и й  
звен а 2.

О пределение ск о р о стей  и ускорен и й  лю бы х д р у ги х  точек  звена 2  
аналогично ранее рассм отрен ны м  случаям.

§  27. Мгновенный центр ускорений и поворотный круг

Г. В § 24 нами был рассмотрен вопрос об определении мгновенных 
центров вращения звеньев механизмов и было показано, что для многозвен
ных механизмов эта задача усложняется тем, что для определения мгновен
ного центра вращения одного из промежуточных звеньев механизма обычно 
приходится определять мгновенные центры и всех остальных звеньев. По
этому в некоторых случаях удобно положение мгновенного центра вращении 
звена определять с помощью его плана скоростей, если таковой нами был 
построен.

Для этого можно воспользоваться условием, что точка звена, совпадаю
щая в рассматриваемый момент времени с его мгновенным центром враще
ния, должна иметь скорость, равную нулю. Тогда задача определения мгно
венного центра вращения звена сведется к отысканию точки звена, скорость 
которой в данный момент времени равна нулю.

Пусть задано звено В С  и известны скорости и точек В  и С  звена 
(рис. 231, а). Строим план скоростей звена (рис. 231, б). Определяем, далее, 
точку звена, скорость которой в данный момент времени равна нулю. Оче
видно, что на плане скоростей скорость этой точки изобразится вектором,

в то ч к е  Cj к кри-

Рис. 230. К  построению 
планов скоростей и 
ускорений звена, входя
щего в высшую  пару: 
а) схема высшей па
ры; б)' план скоростей; 

в) план ускорений.



6)

равным нулю, т. е. вектором, совпадающим с полюсом р  плана скоростей. 
Как было показано выше, фигура, изображающая на плане скоростей отно
сительные скорости отдельных точек звена, подобна фигуре самого звена и 
повернута относительно нее на угол 90°. Тогда на звене В С  можно отыскать

такую точку Р , вектор скорости ко
торой на плане скоростей совмещается 
с точкой р . Для этого достаточно на 
звене (рис. 231, а) построить треуголь
ник В С Р ,  подобный треугольнику Ьср 
плана (рис. 231, б). Для этого из точки В  
проводим прямую, перпендикулярную к 
отрезку (Ьр) плана, а из точки С  — 
прямую, перпендикулярную к отрезку 
(ср) плана. Точка Р  пересечения этих 
двух прямых и является той точкой зве
на, скорость которой в данный момент 
времени равна нулю, т. е. v p  =  0.

Так как полученная точка Р  сов
падает с мгновенным центром вращения 

звена ВС , то скорости и ©с  точек В  и С  этого звена могут быть пред
ставлены следующим образом:

Рис. 231. К определению мгновенного 
центра вращения звеыа: а) схема звена с 
мгновенным центром вращения; б) план 

скоростей звена.

°а =  М ' РВ РС =  М  'р с

где со есть угловая скорость звена В С  (рис. 231, а). Величина скорости любой 
точки D  звена В С  может быть определена по формуле

^ = 1 “ !'яд-

направление же ее перпендикулярно к отрезку PD .
2°. Аналогично мгновенному центру вращения звена для общего случая 

его движения может быть найдена точка звена, абсолютное ускорение кото
рой в данный момент времени 
равно нулю. Эта точка называет
ся м гновенны м  ц е н т р о м  у с к о 
р е н и й .  Положение этой точки на 
эвене может быть всегда опреде
лено, если известен план уско
рений звена. Пусть, например, да
но звено В С  (рис. 232, а)  и его 
план ускорений ъЬс (рис. 232, б). 
Из свойств плана ускорений сле
дует, что точка звена П, ускоре
ние которой равно нулю, изобра
жается на плане ускорений векто
ром, равным нулю и совпадающим 
с точкой -  плана. Чтобы опреде
лить на звене В С  точку, не имею

щую ускорения, надо на нем построить ф игуру ВС П , подобную фигуре Ьсъ 
плана. Полученная точка П  (рис. 232, а) и является мгновенным центром 
ускорений, так как вследствие подобия треугольников В С П  и Ьсп ускорение 
точки П  равно нулю, т. е. а л  =  0.

Построение подобной фигуры В С П  можно сделать по углам о и изме
ренным на плане ускорений (рис. 232, б). Точка пересечения П  прямых В Л  п 
С П  является мгновенным центром ускорений. При обходе контуров тре
угольников В С П  и бел в одном и том же направлении порядок букв должен 
быть одинаковым.

Рис. 232, К определению мгновенного центра уско
рений звена: а) схема звена с мгновенным цент

ром ускорений; б) план ускорений.



Как было показано выше (§ 2 6 ,4 °) , вектор относительного ускорения а с в  
повернут относительно звена В С  на угол (i, определяемый по формуле

где £ есть угловое ускорение звена В С ,  а ш — его угловая скорость. Таким 
образом, сторона Ьс треугольника Ьсъ образует со стороной В С  треуголь
ника В С П  угол ti. Вследствие подобия треугольников Ьст. и В С П  стороны кЬ 
и -кс образуют со сторонами П В  и П С  тот же угол ц, и вектор а ц  образует 
угол ц со стороной f in , а вектор а с  —  угол [х со стороной С П . Векторы 
абсолютных ускорений любых других точек звена наклонены под тем же 
углом |х к радиусам-векторам, соединяющим эти точки с точкой П.

Ускорение любой точки звена может быть всегда выражено через уско
рение переносного поступательного движения с ускорением точки П  и уско
рение относительного движения около этой точки. Например, вектор 
ускорения точки В  может быть представлен в виде следующей геометриче
ской суммы:

так как ап  =  0 .

Вектор ускорения а в а  направлен от точки В  к точке П, а вектор уско-

где постоянная т  равна т  =  у  ш* е2.
Таким образой, полные ускорения всех точек звена пропорциональны 

расстояниям этих точек от мгновенного центра ускорений.
Очевидно, что движение точки звена, совпадающей с центром П, как не 

имеющей ускорения, может быть с точностью до бесконечно малых третьего 
порядка принято за равномерное прямолинейное.

3°. П усть в рассматриваемом положении звена (рис. 233) его мгновен
ный центр вращения находится в точке Р , а его мгновенный центр уско
рений—  в точке П. Соединяем точки Р  и П  прямой и при точке Р  откла
дываем угол |х, определяемый по формуле (5.47), в направлении, удовлетво
ряющем заданному направлению углового ускорения е. Далее, в точке П 
восставляем перпендикуляр к отрезку Р П  и продолжаем его до пересечения 
в точке К  с прямой, проведенной через точку Р  под углом |х к отрезку Р П . 
Тогда отрезок Р Қ  будет диаметром d  окружности о центром в точке О, 
проходящей через точки Р , П  и К . Рассмотрим теперь скорость v M и уско
рение а м  какой-либо точки М , произвольно выбранной на этой окружности. 
Скорость v M  имеет величину

(5.47)

а В —  а П +  Я д ц  +  а ВП  —  а в п  а в ю

рения а 1в п  перпендикулярен к  отрезку В П  (рис. 232, а). Так как 

авп =  “2'вп и ав =  Е̂ яп«
то величина полного ускорения точки В  равна

ав — V  (авпУ +  (авпУ — 1вл 1^“4 +  е‘ — т^вп' (5.48)

Точно так же величина ускорения точки С  равна

ас — ^сп — ш̂ сп> (5.49)

(5.50)

и направлена по прямой, проходящей через точку К-
Ускорение а м  точки М  должно составить угол (х с направлением П М . 

Из чертежа следует, что вектор а м  также направлен по прямой, проходя-



щей через точку Қ, т. е. линия действия полного ускорения а м  точки М  
совпадает с линией действия скорости точки М , и потому оно есть уско
рение тангенциальное. Так как точка М  была выбрана на построенной нами 
окружности произвольно, то отсюда следует, что любая точка звена, лежа
щая на этой окружности, обладает т о л ь к о  т а н ге н ц и а л ьн ы м  у ско р ен и ем .  
Построенная окружность с диаметром d  =  P K  называется поворотной, а круг, 
ею ограниченный, —  по ворот ны м  кр уго м .

Если какая-либо точка звена обладает только тангенциальным ускоре
нием, то, очевидно, или она движется по участку прямой линии, или же на
ходится на перегибе своей траектории. Вот почему поворотный круг назы
вается также к р у г о м  перегибов. Точка К  поворотного круга называется 
п о лю с о м  поворот а. Из построения (рис. 233) следует, что векторы скоро

стей всех точек, принадлежащих пово
ротной окружности, направлены по пря
мым, проходящим через полюс пово
рота К, например скорость точки R.

4°. Продолжим прямую Қ д  до пе
ресечения в точке L  с перпендикуля
ром, восставленным в точке Р  к диа
метру Р К  поворотного круга, и на 
отрезке (P L ), как на диаметре, пост
роим окружность с центром в точке О ,. 
Нетрудно видеть, что угол П L P  равен 
углу (1 . Рассмотрим, далее, скорость ® 
и ускорение a N  какой-либо точки N , 
произвольно выбранной на только что 
построенной окружности. Скорость v ^  
равна по величине

% - = M  1рЛг, (5.51)

а направлена по прямой, проходящей 
через точку L.

Ускорение a N  точки N  образует угол /X с направлением ДТП. Из построе
ния (рис. 233) видно, что вектор a N  направлен по прямой, проходящей че
рез точку Р .  Таким образом, вектор полного ускорения a N  точки N  направ
лен перпендикулярно к вектору скорости v N . Следовательно, полное уско
рение a N  точки N  есть ускорение нормальное.

Так как точка N  нами была выбрана на окружности с центром про
извольно, то любая точка звена, лежащая на этой окружности, обладает 
т о л ь к о  н о р м а л ьн ы м  у с к о р е н и е м .  Эта окружность называется окр уж н о ст ью  
перем ены , а круг, ею ограниченный, —  к р у го м  перем ены . Продолжения век
торов скоростей всех точек звена, лежащих на окружности круга перемены, 
проходят через точку L. Так как для всех точек звена, лежащих на этой 
окружности, тангенциальные ускорения равны пулю, то, следовательно, 
в этих положениях скорости этих точек имеют максимум или минимум.

5°. Из рис. 233 видно, что поворотная окружность и окружность пере
мены пересекаются в двух точках: Р  и П. Точка звена, находящаяся в дан
ный момент в мгновенном центре ускорений II, имеет ускорение а п , равное 
пулю, и скорость ‘Рд, равную по величине (5.51): v K =  \ & \1ра .

Точка звена, находящаяся в данный момент в мгновенном центре ско
ростей Р, имеет скорость v p , равную нулю, и ускорение а р , равное по ве
личине согласно равенству (5.49):



Из рис. 233 имеем:

Далее, так как

1р п  — 1р к  cos ц.. (5.53)

cos ц =  ■' ---------------------------------------------------------- (5.54)
V 1 +  tgSjA

tg . (5-55)
TO

(5.56)

Подставляя выражения из равенств (5.53) и (5.56) в формулу (5.52), по
лучаем:

op =  a '2ipK =  ^ -d ,  (5.57)

где d  — диаметр поворотного круга.
Из построения и формулы (5.57) следует, что прямая Р Қ  является нор

малью к подвижной и неподвижной центроидам звена 
в точке Р .

6 °. П усть мгновенный центр вращения звена 
занимает последовательно положения Р ,, Р 2, Р 3, . . .  
на центроиде Ц  (рис. 234). Обозначим скорость 
его перемещения через и, в отличие от v p — скоро
сти точки звена, в которой в данный момент време- ' “п™азТнь.«^ ™  
ни находится мгновенный центр вращения и которая ней отдельными положешт- 
равна нулю. Пусть за бесконечно малый промежуток »» мгновенного центра 
времени d t  мгновенный центр вращения Р  переме- вращения эвена, 
щается из положения P t в положение Р 2. Если
обозначить путь, пройденный центром Р , через ds, мгновенную угловую 
скорость вращения вокруг центра P t — через м, а вокруг центра Р а— через 
ш -( -</(.>, то приращение d v p  скорости v p  будет равно по величине

\ d v p \ =  d s  jo> +  du, ] (5.58)

или с точностью до бесконечно малых второго порядка

d v p =  \ <о | ds. (5.59)

Ускорение мгновенного центра вращения равно по величине (5.57)

d v D
a P =  -0 T  =  ^ d - (5-60)

Подставляя в равенство (5.60) значение из равенства (5.59) и имея в виду, 
что величина скорости и  равна

« = д ,  (5.61)

получаем:
и  =  (5.62)

Из равенств (5.60) и (5.62) следует, что диаметр d  поворотного круга 
может быть всегда определен через величины ш, и  и а р . Имеем:



§ 28. Огибаемые и огибающие кривые

Рис. 235. Схема высшей 
кинематической пары 
из звеньев 1 и 2 с цен
троидами Ц,1 и Ц*.

1°. В § 25, 4° нами было показано, что в случае, когда звенья 
входят в высшую кинематическую пару, нормаль в точке соприкаса
ния элементов высшей пары проходит через соответствующий мгно

венный центр вращения. Рассмотрим высшую кине
матическую пару, состоящую из двух соприкасаю
щихся кривых Ki и Kt (рис. 235), принадлежащих 
звеньям 1 и 2 пары. При движении звеньев /  и 2 
кривые Ki и Kq перекатываются и скользят друг 
по другу, при этом нормали N N  к этим кривым 

•и, в точках их соприкасания проходят через соответ
ствующие мгновенные центры вращения Р, т. е. 
через точки соприкасания тех центроид Z/i и Цг, 
которыми определяется относительное движение 
звеньев 1 и 2.

Рассмотрим движение звена 1 относительно 
звена 2. Для этого остановим звено 2, т. е. сде

лаем неподвижными центроиду Цг и кривую /С2 (рис. 236) и будем 
рассматривать движение кривой К\■ Тогда подвижная центроида Цг 
будет перекатываться без скольжения по неподвижной центроиде Z4. 
а кривая К\ будет перекатываться и скользить по неподвижной кри

вой Кь занимая последовательно положе
ния К\, К[, К{, и т. д. Из рис. 236 сле
дует, что кривая Кг при этом будет оги
бать положения кривой Ki■ Как известно 
из дифференциальной геометрии, кривая К\ 
называется огибаемой кривой, г Ki — оги
бающей кривой. Если бы мы обратили 
движение и рассмотрели движение звена 2 
относительно звена 1, то кривая К\ была 
бы огибающей кривой, а Ко, — огибаемой 
кривой. Отсюда следует, что элементы выс
шей пары представляют собой взаимооги- 
баемые кривые.

Из рассмотренного также следует: если 
относительное движение двух звеньев за

дано качением их центроид и задан элемент, принадлежащий одному 
из звеньев, входящий в высшую пару, то сопряженный элемент, при
надлежащий другому звену, может быть построен как огибающая 
всех положений первого элемента.

В частном случае один из элементов может быть точкой, напри
мер точкой Ki (рис. 237). Тогда огибающая Кг может быть получена 
как траектория точки Ki в движении звена 1. Траектории, описывае
мые точками звена при качении одной центроиды по другой, носят 
названне руле тт.

Рис. 236. Высшая пара с центрои
дами Ui и Ц-2 , с огибающей Кц 
и отдельными положениями К\, 

К' н К" огибаемой.



Рис. 237. Высшая пара с огибае
мой в виде точки К.

2 ° .  М етод построения взаимоогибаемых к р и вы х  путем  обращ ения 
движения является общим, но не всегда до стато чно  точны м , так ка к  
он тр еб ует построения б о льш о го  числа полож ений огибаемой кривой.

Более то чно е построение огибаю щ ей п о  заданной огибаемой мо
ж ет бы ть сделано следую щ им  образом. П у с т ь  задана огибаемая K i  
(рис. 238 ), принадлеж ащ ая звену 1, и тр е - ^
буется по стр о и ть о ги баю щ ую  К ь  принад
леж ащ ую  звену 2. Наметим на кривой К \  
ряд то чек а, Ъ, с ........... достато чно б лиз
ки х  д р у г к д р угу , и через эти то чки  п р о 
ведем нормали к криво й К \-  П у с т ь  точкам и 
пересечения эти х норм алей с центроидой 
Ц у  б у д у т  то чки  Р 0, Р \ ,  Р \ ,  Р \" .......... О т 
кладываем , далее, на центроиде д уги  
\ j P o P *  K jP 'iP l>  K jP tP 'i>  ••••, со ответ
ственно равны е дугам  ^ Р йР [, \ j P ’\P [ ,  
кj P [ P \ >  К а к  бы ло показано выш е, 
норм аль к  огибаемой и огибаю щ ей в то чке 
их соприкасания пр о хо д ит через со о твет
ствую щ ий  мгновенный центр вращ ения. П р и  перекаты вании центро ид  
Ц у  и Ц I  д р у г по д р у гу  соприкасание б уд ет происходить послед ова
те льн о  в то чка х  Р [  и P j ,  Р [  и Р £ , P'i и P 'i '  и т. д. и норм али а Р 0, 
Ь Р \, с Р [ ,  d P 'i ',  . . .  б у д ут проходить через 
то чки  Р 0, Р'г, Р 1 , Р '1 \

Расстояния от то че к Р 0, P'it P l ,
P 'i ',  до огибаю щ ей б уд ут, очевидно, 
р авны  отрезкам а Р 0, ЬР[, с Р { ,  d P ’i ' ,
И з то чек Р 0, Р'^ Р ^ ,  P 'i',  проводим 
о к р у ж н о сти  с радиусами, равны м и отрезкам 
а Р 0, Ь Р \, с Р { ,  d P 'i ',  О гибаю щ ая всех 
проведенны х о кр уж но стей  и будет и ск о 
мой криво й К ^, принадлеж ащ ей звену 2 .

Е с л и  требуется по стр о ить кр ивую  К а 
по точкам , то в то чк а х  P j,  Р'[, P 'i', . . .  
проводим норм али к  центроиде Щ  (рис.
23 9 ). Э т и  норм али о б разую т с прямыми: Ъ Р \, с Р { ,  d P 'i',  у гл ы  ср', 
ср", ср'", . . .  То гд а, проведя в то чк а х  Р'г, Р £ , P 'i',  норм али к  цент
роиде Ц 2 и отлож ив при эти х  норм алях у г л ы , равны е ср', ср", ср'", . . . ,  
по лучим  направления норм алей к  иском ой кр иво й К *  О тло ж и в на 
эти х  норм алях отрезки, равны е Ь Р \, с Р [ ,  d P 'i ’, . . . ,  получим  то чки  
а, Э> Т> ^  • • • > принадлеж ащ ие криво й К j.

3 °.  Рассм отрим  еще один важ ны й в теории в ы сш и х  кинем атиче
ски х  пар метод образования д в у х  взаим оогибаем ых проф илей. П у с т ь  
движ ение звеньев I  и 2  задано качением центроид Ц i и Щ  (рис. 240 ). 
П у с т ь  некоторая, пр оизвольно выбранная нами кривая 5  кати тся 
без ско льж ени я послед овательно по центроидам L h  и Ц . П р и  этом

5  И. И. Артоболевский

Рис. 238. Построение огибающей 
/СУ по заданным цеытроидам и 

Ца и огибаемой /С



то чка А ,  ж естко  связанная с криво й 5 , описы вает траектории К \  и К$- 
К ривы е К \  и K i  являю тся взаимоогибаемыми кривы м и, по то м у что

они м о гут б ы ть образованы  как 
огибаю щ ие д в у х  семейств о к р у ж -

Рис. 239. Построение огибающей К% по от
дельным точкам и по заданным центроидам 

Цх и Цй и огибаемой AV

Рис. 240. Построение взаимно огибаемых 
кривых К 1 и К2 по заданным центроидам 
Ц\ и П.2 и произвольно заданной кри
вой S, перекатывающейся без скольже

ния по центроидам и Ц^.

ностей. Д л я  это го  на криво й 5  намечаем достато чно близкие то чки  
отклады ваем  на центро идах L f i и Z /a д уги, со о твет
ственно равны е дугам  ^ , a b , ^ j b e ,  ^ j e d ,  т. е.

\ j P o P i  =  ^ j P o P i  =  K ja b, 
k j P . P I  =  \ j P 4P i  z =  \ j b c ,  

k j P [ P \  —  k jP Z P *  =  \ j c d .

Соединяем то ч к у  А  с точкам и а , b , с, d , . . .  Кривая 
K i  может бы ть теперь получена как огибаю щ ая се
мейства о кр уж н о стей, проведенны х из то чек Р [, Р [ ,  
P 'i', радиусами, равными A b , A c , A d ,  Т о ч н о  
так же кривая К*  может бы ть получена ка к  о ги 
бающ ая семейства о кр уж но стей, проведенны х из 
то чек Р'г, Р ^ , P 'i', теми же радиусами, равны м и 

A b , A c ,  A d ,  . . . ,  и таким образом, образование кр и вы х  K i  и Кч 
сводится к рассм отренном у в §  28, 2 °  построению .

Ра ссм о тренны е способы  построения взаимоогибаемых кр и вы х, с л у 
ж ащ их элементами звеньев, входящ их в вы сш ие пары , имеют су щ е с т
венно важ ное значение в проектировании к у л а ч к о в ы х  и зу б ча ты х  меха
низмов.

В  заклю че ние параграф а отметим, что вращ ение элементов звень
ев K i  и K i  д р у г относительно д р уга  (рис. 2 4 1 )  происходит с у г л о -

а, Ь, с, d ,  и

Рис. 241. К опреде
лению скорости 
скольжения в дви
жении огибаемой 
Кх по огибающей

К*.

A h .  А г .  АН



вой ско р о стью  св, равной угл о во й  ско рости ш в о к р у г м гновенного 
центра вращ ения, а ско р о сть скольж ения г»ск эти х элем ентов всегда 
направлена по касательной t — t  к элементам соприкасания в то чке С  
и равна по величине

г'ск =  1ш 1 1РС■ ( 5 -6 4 )

И з равенства (5 .6 4) следует, что чем д альш е от со о тве тствую 
щ его м гновенного центра вращ ения Р  находится то чка  С  соприкасания 
элементов звеньев, входящ их в вы сш у ю  пар у, тем бо льш е ско р о сть 
ско льж ения фск. Е с л и  соприкасание кр и вы х К \  и К», пр о исхо д и т в то чке, 
совпадаю щ ей с те ч к о й  Р ,  то ско р о сть ско льж ени я г;ск равна нулю .

§ 29. Кривизна центроид и взаимоогибаемых кривых
1°. При решении многих задач, связанных с исследованием, проектиро

ванием и расчетом механизмов, весьма важно бывает определение кривизны 
сопряженных элементов высших пар и кривизны траекторий, описываемых 
отдельными точками механизмов.

Начнем с рассмотрения вопроса об определении 
радиуса кривизны траектории Қ — К  (рулетты), описы
ваемой некоторой точкой М  (рис. 242), неизменно свя
занной с центроидой H i  при ее качении по цент
роиде Ц 2. В точке Р ,  являющейся мгновенным центром 
вращения, проводим нормаль N N  к центроидам Ц t и 
Ц 2. Центр кривизны О  траектории Қ  — АГ в точке М  дол
жен лежать на прямой, проходящей через точку Р ,  т. е. 
па нормали О М  к траектории К — К  в точке М .
П усть эта нормаль образует с нормалью N N  угол о, 
а центр кривизны траектории К — К  лежит в точке О.
Обозначим отрезки P M  =  г, O P  =  r t; тогда радиус 
кривизны р в точке М  будет равен

Р  =  г  +  г 1. (5.65) Рис. 242. К определе
нию радиуса кривизны 
траектории рулетты.

В течение бесконечно малого промежутка времени d t  
точка М  перейдет в положение М ', и мгновенный центр 
вращения будет находиться в точке Р '.  Так как центр кривизны есть пере
сечение бесконечно близких нормалей к кривой, то, очевидно, нормаль О М ' 
будет проходить через центр Р '. Из точки Р  опустим на прямую О М ' перпен
дикуляр P Q .  Тогда, учитывая, что угол между нормалями О М  и О М ' есть 
бесконечно малый угол dy, из чертежа (рис. 242) получаем:

<5.66,

d t ’
М М ' =  r  d f  =  iar d t,  (5.67)

P Q  =  P P '  cos ср. (5.68)

Так как P P ’ =  u d t ,  где а  — скорость перемещения мгновенного центра 
вращения (§ 27,6°), то

P Q  =  a  cos <р d t.  (5.69)

Подставляя величины из (5.67) и (5.69) в равенство (5.66), получаем:
шг d t  __г r L

и  cos !f d t



1 , 1
------- --------- ) COS <5 =  -г 1 Г! / т и

1 , 1 \ <0 
---------------------- COS о  =  —
г  f — r j  и

так как =  р— г.
М ы рассмотрели тот случай, когда точка М  и центр 

положены по разным сторонам от мгновенного центра Р. 
положения по одну сторону от центра Р  знаки величин
(5.71) получаются разными.

И з формулы (5.62) следует, что

(О _ 1
И ~  1 '

(5.71)

(5.72)

кривизны О  рас- 
В случае их рас- 
г  и r L в формуле

(5.73)

где d  — диаметр поворотного круга. Тогда уравнение (5.72) принимает вид

1
р — г

1
cost =  -j * (5.74)

Из уравнения (5.74) может быть определен радиус кривизны р траекто
рии точки М , если известны диаметр поворотного круга d ,  длина г радиуса- 
вектора точки М  относительно мгновенного центра вращения Р  и угол <р, 
который этот радиус-вектор образует с нормалью к центроидам.

2°. Переходим теперь к выводу условия, связывающего радиусы кри
визны Pi и ps взаимоогибаемых кривых K i  и АГа (рис. 243). П усть центры

кривизны этих кривых находятся соот
ветственно в точках О , и О г. При своем 
перемещении центр кривизны описы-

Рис. 243. К определению усло
вия связи радиусов кривизны 
взаимоогибаемых кривых.

Рис. 244. К определе
нию условия связи 
между радиусами кри

визны центроид.

вает траекторию O iO [, которую можно рассматривать как рулетту этой 
точки. Так как прямые Р М  и Р 'М '  одновременно направлены по нормалям 
к кривым K L и Кг  в точках М  и М ' и к траектории 0 , 0 [  точки 0 lt то цент
ром кривизны рулетты 0 ^ 0 \  является точка О ». Для нахождения этого центра 
кривизны воспользуемся уравнением (5.71) и соотношением (5.73). Получаем:

П  “ 1 (5.75)А  +
Р Pi

COS 9 =  —  =  ~Г ,т и d*



Если обозначить расстояние от точки М  до центра Р  через г  (рис. 243), 
то получим: р  =  ( 1- \ - г  и =  р2 —  г. Тогда уравнение (5.75) перепишем так:

1 . 1 \ <0 1
COS э  =  —  = —г .  ( Э . / 6 )

\Pl +  r  р2 — r j  ‘ и
Сопряженные центроиды U L и Щ  (рис. 244) можно рассматривать как 

частный вид двух взаимоогибаемых кривых K i  и К«, у которых угол о и 
расстояние г  равны нулю. Обозначая радиусь) кривизны центроид соответ
ственно через R i  и R s и применяя к ним уравнение (5.76), получаем:

1 , 1 ю 1
W ,+ lTs ~ l l - 4 ’ (0'77)

Уравнение (5.77) дает связь между радиусами кривизны центроид R ,  и 
R ,,  угловой скоростью и, скоростью а  и диаметром d  
поворотного круга.

Из сравнения уравнений (5.77) и (5.76) получаем:
I . 1 \ 1 , 1  70Ч) cos <р =  | q — . (0.78)

VPi +  г  Рг — г  1 Y R i  R s  '

Это уравнение, связывающее радиусы кривизны 
взаимоогибаемых кривых и центроид, было впервые 
получено Л . Эйлером в 1765 году и развито Савари.
Поэтому уравнение (5.78) носит название у р а в н е н и я  
Э й л ер а  — Савари.

3°. Центр кривизны траектории любой точки дви
жущегося звена может быть также определен, если Рис 3ii к 0ПрСде.1е- 
построен поворотный круг диаметром P K = d  (рис. 245). нию радиусов кривизны 
П усть требуется определить радиус кривизны р какой- траектории точки, 
либо точки А  звена. Соединяем точку А  с мгновенным 
центром вращения Р. П усть точкой пересечения прямой Р А  с поворотной 
окружностью будет точка М. Ускорение а А точки А  может быть всегда 
представлено так:

аА =  аМ + аАМ +  (5-79)*
Точка М  как лежащая на поворотной окружности имеет только тан

генциальное ускорение а (м , т. е. а м  =  а*м . Следовательно,

а А —  а М +  а АМ  +  а АМ• (°-80)

Параллельные векторы а {м  и а АМ, очевидно, в сумме дают тангенциаль

ное ускорение а А точки Л , равное ofA =  а*АА1. Поэтому уравнение 
(5.80) принимает вид

а А =  ° А  +  а АМ-
С другой стороны, ускорение а А  может быть представлено так:

сд =  аА +  а Д-
Сравнивая между собой два последних выражения для а д, получаем:

°А +  аАМ — аА +  йА- (°'S 1)
Из уравнения (5.81) следует, что нормальные ускорения а А и а АМ равны 

между собой. Тогда, так как



где v A —  скорость точки А  и р — радиус кривизны траектории этой точки, и

аАМ =  а Ч МА'
где ш —  мгновенная угловая скорость звена и 1М — расстояние от точки М  
до точки А ,  получаем:

Но так как г>л =  | ш | /  то

VA 2.
—  =  ш2/МА' (5.82)

Р =  -
'РА 
1МА

(5.83)

Так определяется величина р радиуса кривизны траектории точки М . 
4°. Формула (5.83) позволяет построить поворотный круг, если известны 

радиусы кривизны траекторий каких-либо двух точек звена.

Рис. 246. Построение поворот
ного круга шатуна механизма 
шарнирного четырехзвенника.

Рис. 247. Построение поворотного круга 
шатуна кривошилно-полэунного механизма.

Например, пусть требуется построить поворотный круг звена В С  меха
низма A B C D  шарнирного четырехзвенника (рис. 246). Находим мгновенный 
центр вращения Р. Так как радиус кривизны траектории точки В  равен А В ,  
а радиус кривизны траектории точки С  равен D C , то на основании форму
лы (5.83) имеем:

ля — (pfi)2 и п г - ( р с>2
—  ВМ ,. ~~ С М .  >

откуда получаем

(5'84)

сл,*= т§"- (5>85)

Из формул (5.84) и (5.85) определяются положения точек и ле
жащих на поворотной окружности, которая пройдет через точки М „ М 2 и Р.

П усть требуется построить поворотный круг звена В С  кривош ипно-пол- 
зунного механизма (рис. 274). Так как точка С  имеет только тангенциальное 
ускорение, то окружность поворотного круга пройдет через точку С. Эта



окружность проходит и через мгновенный центр Р. Остается определить 
третью точку —  точку М , для чего имеем соотношение

(Р б )г
ВМ -.

А В

Окружность поворотного круга проходит через точки М , Р  и С. На рис. 246 
и 247 диаметры d  поворотных кругов 
изображаются отрезками РК-

5°. В заключение параграфа по
кажем, как определить центр кри
визны р какой-либо точки D  звена В С  
(рис. 248, а), если построены его 
план скоростей (рис. 248, б) и план 
ускорений (рис. 248, в). Центр кри
визны лежит на прямой D n, прове
денной через точку D  (рис. 248, а) 
перпендикулярно к скорости v D, т. е. 
перпендикулярно к отрезку (pd) плана 
скоростей (рис. 248, б). Вектор пол
ного ускорения a D точки D  пред- Рис. 243. К определению радиуса кривиэиы 

траектории точки D: а) схема звена; б) плац 
скоростей звена; в) план ускорении звена.ставлен на плане ускорений в виде 

отрезка (nrf) (рис. 248, в). Разложим 
вектор a D по направлениям D n  и
перпендикулярному к нему. Составляющая, направленная по D n, будет 
нормальным ускорением а£, точки D. Имеем:

пп —  —  а° -  р •
откуда и определится величина радиуса кривизны р. Получаем:

UD

р = « т

(5.86)

(5.87)

Зная р, можно найти положение центра кривизны О  траектории точки D .

Г Л А В А  VI

ИССЛЕДОВАНИЕ ПЛОСКИХ М ЕХАН И ЗМ О В М ЕТОДОМ  ПЛАНОВ

§ 30. Перманентное и начальное движения механизма

1°. Кинематическое исследование механизма, т. е. изучение движе
ния звеньев механизма без учета сил, обусловливающих это дви
жение, состоит в основном в решении трех следующих задач:

а) определение перемещений звеньев и траекторий, описываемых 
точками звеньев,

б) определение скоростей отдельных точек звеньев и угловых 
скоростей звеньев,

в) определение ускорений отдельных точек звеньев и угловых 
ускорений звеньев.



Если механизм имеет одну степень подвижности, то перемещения, 
скорости и ускорения звеньев и точек механизма являются функциями 
перемещений, скоростей и ускорений одного из звеньев механизма, 
принятого за ведущее. Если механизм обладает несколькими степе
нями подвижности, то перемещения, скорости и ускорения звеньев и 
точек механизма суть функции соответствующих перемещений, ско
ростей и ускорений звеньев механизма, принятых за ведущие. При 
этом число ведущих звеньев должно быть равно числу степеней по
движности механизма или, что то же, числу обобщенных координат 
механизма.

2°. Рассмотрим прежде всего вопрос о том, в какой форме могут 
быть заданы законы движения ведущих звеньев. В дальнейшем эти

законы мы будем назы
вать функциями пере
мещений, скоростей или 
ускорений.

Функция перемеще
ний может быть задана 
в аналитической форде 
в виде соответствующей 
функции, связывающей пе
ремещение ведущего звена 
со временем.

Если ведущее звено 
входит во вращательную 
пару со стойкой (рис. 

249, а), то задается функция ср =  ср (t), где ср — угол поворота 
ведущего звена относительно неподвижной системы координат хОу, 
связанной со стойкой, a t — время. Если ведущее звено входит в 
поступательную пару (рис. 249, б), то задается функция s =  s (t), 
где s — перемещение произвольно выбранной точки А ведущего звена 
относительно неподвижной системы координат, связанной со стойкой, 
a t — время.

Функции ср =  сp(t) и s =  s (t) могут быть также заданы графически 
в виде кривых (рис. 250), где по осям ординат отложены углы по
ворота ср (рис. 250, а) или перемещения s (рис. 250, б) в некоторых 
выбранных масштабах |а и а по осям абсцисс время t в выбран
ном масштабе jx(.

Пользуясь графиками (рис. 250), легко определять численное зна
чение углов поворота ср или перемещений s за любой выбранный 
отрезок времени. Например, если взять на кривой (рис. 250, а) неко
торую точку U то угол поворота ср,- ведущего звена от начального 
положения, когда 9 равно ср0 =  0, определится так:

?i — То =  
где b —отрезок, взятый в мм.

aj
Рис. 240. Схемы ведущих звеньев: а) звено, входящее 
во вращательную пару со стойкой;. б\ звено, входящее 

в поступательную пару со стойкой.



Соответственно время tit за которое ведущее звено повернулось 
на угол ср,-, равно

ti t о —

где а — отрезок, взятый в мм.
3°. В некоторых инженерных задачах закон движения ведущего 

звена может быть задан в виде функций скоростей w —  w(t) или 
v =  v (t).

Тогда переход от функций скоростей к функциям перемещений 
может быть осуществлен путем вычисления интегралов

U <i
®г — То =  $ ш (0 dt и Si — s0 =  J v (t) dt, (6.1)

'О

где cp0, s0 и о̂ — угол, перемещение и время, соответствующие на
чальному положению ведущего звена.

Рис. 230. Графики заданных перемещений ведущего звена: а) график уг
ловых перемещений; б) график линейных перемещений.

Если, наконец, закон движения ведущего звена задан в виде 
функций ускорений е =  е(£) или a =  a(t), то переход к функциям 
скоростей осуществляется путем вычисления интегралов

‘i h 
о); —  ш0 ==   ̂ е (t) dt и Vi —  v0 =  \ a (t) dt, (6 .2)

to to
где <o0> 'Оо и t0— угловая скорость, линейная скорость и время, соот
ветствующие начальному положению ведущего звена. Определив 
функции скоростей по равенствам (6.2), можно определить и функции 
положений, пользуясь равенствами (6.1). Таким образом, определение 
функций перемещений по заданным функциям скоростей сводится 
к вычислению одного из интегралов (6.1), а в случае задания функ
ций ускорений — к последовательному вычислению двух интегралов
(6.2) и (6.1). Следовательно, если закон движения ведущего звена 
задан функциями скоростей или ускорений, то мы можем перейти 
к функциям перемещений.



4°. Углы поворота и перемещения отдельных звеньев и точек 
этих звеньев могут быть заданы в функции угла поворота <р или 
перемещения s ведущего звена. Так, угол поворота звена номер k 
может быть задан в форме (<р) или cpft =  cpft(s), а перемеще
ние какой-либо точки М  в форме «Ж= 5 Ж(5) или 5ж =  5ж (о).

Скорости и ускорения отдельных звеньев и точек этих звеньев 
можно также выразить в функциях скоростей и ускорений ведущего 
звена. Например, угловая скорость <ок звена номер k равна

=  Ж  =  Ў  Ш =  “V  <6-3)
где ш — угловая скорость ведущего звена, имеющая размерность 
рад j сек, а — безразмерная угловая скорость звена номер k, пред
ставляющая собой отношение дифференциалов угла поворота yk звена 
k и обобщенной координаты <р; /Л(р — равная величина переда
точного отношения от звена k к ведущему звену.

Следующим дифференцированием по времени получаем выражение 
углового ускорения tk звена номер k\

dusn d  . ч du>k . da  d<Au- do  . du>
e* =  'Tt=dt =  ■" in- + ' %  di = "  dt+ %  Tt =

—  0)3 ^  +  “ *ps =  +  el%  =  ^
где i'k., =  d i^fdy  =  dmkJdo =  tklf.

5°. Можно получить выражения для скорости и ускорения какой- 
либо точки М, принадлежащей звену номер k, представленные в функ
циях обобщенной координаты <р. Такие выражения получаются в ре
зультате дифференцирования радиуса-вектора г м точки М  по времени. 
Надо иметь в виду, что радиус-вектор гм в общем случае может 
изменять и свою величину и свое направление, так что скорость 
точки М  может быть представлена в виде двух составляющих v BM 
и из которых первая составляющая направленная вдоль
радиуса-вектора гм, характеризует изменение длины радиуса-вектора, 
а вторая направленная перпендикулярно к радиусу-вектору г№ 
определяет скорость его поворота. При втором дифференцировании 
по времени получается ускорение ам точки М. Если производить 
дифференцирование до конца, то можно убедиться, что ускорение ам 
точки М состоит из четырех составляющих: нормального ускорения, 
направленного к центру, из которою начинается радиус-вектор гм, 
тангенциального ускорения, направленного перпендикулярно к ра
диусу-вектору, относительного (релятивного) ускорения с направ
лением вдоль радиуса-вектора и ускорения Кориолиса, перпендику
лярного к радиусу-вектору.

Дифференцируя радиус-вектор гм по времени, получаем: 
d r M d r  л -



Здесь вектор <Ощ представляет собой геометрическую сумму век
торов и определяющих изменение длины радиуса-вектора г и 
и изменение его угла поворота. Так как эти векторы получаются 
дифференцированием по углу ср, то они имеют размерность длины и 
называются аналогами скоростей. *).

Дифференцированием вектора v M по времени получаем ускоре
ние ам точки М:

Здесь также надо иметь в виду, что вектор aMip, являющийся век
тором аналога ускорения точки М  и имеющий размерность длины, 
представляет собой геометрическую сумму аналогов нормального, 
тангенциального, относительного (релятивного) и поворотного уско
рений.

Если ведущее звено входит в поступательную пару, то обоб
щенной координатой является его перемещение s. Определение 
аналогов mks, eks, <vks и aks производится в данном случае анало
гично.

6°. Так как аналоги скоростей и ускорений зависят только от 
обобщенной координаты и не зависят от времени, то кинематическое 
исследование механизмов можно вести чисто геометрическим путем. 
Для этого, если ведущее звено входит во вращательную пару, пово
рачивают его на углы <р и определяют перемещения всех остальных 
звеньев. Далее, если требуется определить скорости и ускорения звена 
номер k и его точки М, то находят аналоги скоростей и ускорений 

vm4 и aMf и подставляют их значения в уравнения (6.3), 
(6.4) и (6.3'), (6.4'). Истинные скорости и ускорения определяются 
по формулам:

где ш и 6 — заданные угловая скорость и угловое ускорение веду
щего звена.

Если ведущее звено вращается с постоянной угловой скоростью ю, 
то его угловое ускорение е равно нулю, и мы получаем следующие

e)ft =  ‘00)ft9 =  i*T0>.
Ч —  ш*£*9 £Шл¥ =  h<p£>

VM  —

Ол< =  шЧ и? +  е®а,у

(6.5)
(6.6)

(6.7)
(6.8 )

*) Величины аналогов скоростей и ускорений впервые были использо
ваны Л. В. Ассуром при кинематическом исследовании механизмов.



ф о рм улы  для ско ростей и уско р ени й  звена номер k  и его то чк и  М \

(6.9) 

(6 .10) 

(6.11) 

(6 . 12)

Д виж ение ведущ его звена механизма с у гл о во й  ско ростью  ш =  const 
и 6 =  0  но сит название п е р м а н е н т н о г о  или о с н о в н о г о  д в и ж е н и я  
м е х а н и з м а .

Е с л и  в равенствах (6.5) —  (6 .8 ) принять угл о в у ю  ско р о сть и> =  0, 
то ско рости u)ft и б уд ут такж е р авны  нулю , а равенства (6 .6 ) и 
(6 .8 ) прим ут вид

e£ =  e«V (6ЛЗ)
a M =  tV Mf - (6 .14 )

Д виж ение ведущ его звена, описы ваем ого равенствами (6 .13 )  и (6 .14 ), 
носит название н а ч а л ь н о г о  д в и ж е н и я .

В  начальном  движении механизма угл о ва я  ско рость ш ведущ его 
звена равна нулю , и потом у его норм альны е, относительны е и корио- 
лисовы  уско р ен и я такж е равны  н у л ю . Таким  образом, в начальном  
движении звенья и то чки  механизма имеют то л ьк о  угл о вы е  и та н ге н 
циальны е уско р ения, линии действия ко то р ы х  совпадаю т с линиями 
действия ско ростей со ответствую щ их то че к  звеньев.

Та ки м  образом, истинное движ ение каж до го механизма может 
рассм атриваться в общем случае состоящ им из перм анентного и 
н а чальн о го  движ ений, и равенства (6 .5) —  ( 6 .8 ) можно представить так:

(6 .15 )

(6 .16 )

(6 .17 )

(6 .18 )

П роизводя исследование механизма в перманентном движ ении и 
по льзуясь по лученны м и  величинами аналогов и>к9 и v M?, с помощ ью  
Си иш О ш сш ш  (и. 13 )  и (G .I4 ) i>iuvi<HO О прсД слш Ь ЗНаЧсНнЯ И й '^  

подставив их в равенства (6 .15 )  —  (6 .18 ), определить истинны е ск о 
рости и уско р ени я звеньев механизма.

Рассм отрение движения механизма к а к  состоящ его из перм анентного 
и начального движ ений бы ло предлож ено Н . Е . Ж уко вским .

В озм ож ность раздельного рассм отрения перм анентного и н а ча ль
ного движ ений механизма имеет важ ное значение при исследовании 
кинем атики и  динам ики механизмов. О но  позволяет при кинема

О I Н
ek — ~г

®Af =  ®Sr
а м  =  а % +  « л г

0)A =  °K%  =  V )-
О ____  о

ш

VM =  aV«v,



тическом исследовании определять положение, скорости и уско
рения звеньев в функции обобщенной координаты механизма, а не 
в функции времени. Истинный закон изменения обобщенной координаты 
от времени зависит от сил, действующих и возникающих в механизме, 
и может быть определен только после динамического исследования 
механизма. Определив в результате этого исследования закон изме
нения обобщенной координаты, например угла поворота ср ведущего 
звена от времени t, т. е. ср =  со (t), мы определим угловую скорость 
этого звена w =  d<?/dt =  y(t) и его угловое ускорение s =  d5cp/<ft1 =  
=  9 (£). После этого, пользуясь формулами (6.5) и (6.6) и определен
ными при кинематическом исследовании аналогами скоростей и 
ускорений, найдем истинные скорости и ускорения всех звеньев 
механизма.

§ 31. Определение положений звеньев групп и построение 
траекторий, описываемых точками звеньев механизмов

1°. Для решения задачи о положениях звеньев механизма должны 
быть заданы кинематическая схема механизма и функция перемещений 
ведущего звена для механизма с одной степенью подвижности, или 
функции перемещений ведущих звеньев для механизма с несколькими 
степенями подвижности.

Для определения положений звеньев механизма строят его кине
матическую схему, которая при графическом исследовании должна 
быть построена в масштабе. Условимся масштаб построения схемы 
механизма обозначать через р.г, что означает число метров натуры, 
соответствующее одному миллиметру схемы, т. е. 1 мм  —► р.г м. Таким 
образом, если необходимо определить истинную длину какого-либо 
отрезка, изображенного на схеме, надо измерить отрезок в мил
лиметрах и результат измерения помножить на выбранную вели
чину jt,.

Как было показано в § 30, для кинематического исследования 
механизма достаточно рассмотреть только перманентное движение и 
считать движение ведущего звена происходящим с постоянной ско
ростью. Поэтому в дальнейшем при кинематическом исследовании 
механизма мы будем всегда предполагать движение его ведущего звена 
равномерным, а если ведущее звено в действительности движется 
неравномерно, то после перманентного движения следует рассматривать 
и начальное движение механизма.

2°. Решение задачи о положениях механизма можно производить 
либо численным, либо графическим методом. В обоих случаях при
ходится решать векторные треугольники или многоугольники численно 
или графически. Перед решением этой задачи надо произвести струк
турный анализ механизма — наметить стойку, ведущее звено и затем 
группы ведомой части механизма. Задача решается просто, если задан
ный механизм относится ко II классу.



Н а рис. 2 5 1  показана схема ш естизвенного механизма II  класса. 
П у с т ь  ведущ им звеном будет звено 2, присоединенной к нем у первой 
гр уп п о й  является д вухповодко вая гр уп п а  3 — 4; и к ней присоединена 
такж е д вухповодко вая гр у п п а  5 — 6 .  В се разм еры  звеньев следует 
считать заданными, заданным  долж но б ы ть и полож ение ведущ его 
звена, определяемое угл о м  ер3.

П р и  численном  реш ении надо задать направление, относительно 
ко то р о го  след ует определять у г л ы  наклона звеньев. Э т о  направление 
является б а з о й ,  относительно которо й отсчет у гл о в  будем вести п р о 
тив часовой стр елки  от вы б ранного направления. В  данном случае 
в качестве базы  намечаем направление A F .

д

Т а к  как сто р о н ы  м н о го уго льнико в схемы меняю т свои полож ения, 
то их с лед ует  р ассм атри вать в качестве векторов, и потом у их направ
лениями следует задаться. Вообщ е говоря, м ож но произвольно наме
чать направления сторон, но вектор сто р о н ы  м н о го уго льн и ка , имею
щ ей неподвиж ную  то ч к у , целесообразно считать выходящ им из это й 
точки. Н аправления о ста л ьн ы х  векторов можно вы б ирать произвольно. 
Н а  рис. 2 5 1  направления векторов обозначены  стрелками.

Схема механизма представляет собой систем у за м кн уты х м ного
уго льн и ко в, вследствие чего для каж д о го  та к о го  м но гоуго льника 
мож но написать ур авнени е зам кнутости.

В  соответствии со ст р ук т ур н ы м  анализом, произведенным нами 
выш е, мы имеем че т ы р е х уго л ьн и к  A B C F  и тр е у го л ьн и к  F D E .  П р и  со ста в 
лении уравнения за м кнуто сти  следует обходить м н о го уго льн и к в про
извольно выбранном  направлении, причем векто р ы , направлении k u i O -  

р ы х  совпадаю т с направлением  обхода, считаю тся полож ительны м и, 
противопо ло ж но направленны е векто р ы  считаю тся отрицательным и.

Д ля че ты р е х уго льн и ка  A B C F  имеем такое уравнение за м кн уто сти :

А В  +  В С  —  F C  —  А Ғ = 0
или



Для численного решения задачи о положениях механизма следует 
спроектировать это уравнение на выбранное направление AF и на 
направление, ему перпендикулярное. Обозначим углы наклона сторон 
буквами <р с соответствующими индексами. В соответствии с изло
женными соображениями получаем:

АВ cos <рАВ -}- ВС cos cpBC =  FC cos <?FC AF cosy AF, j 
AB sin <?AB -j- BC sin cpBC =  FC sin <?FC -j- AF sin срлғ. /

Эти уравнения, называемые уравнениями проекций, мы написали 
в общем виде, но в данном случае следует иметь в виду, что 
<9ағ =  ®-

В уравнениях (6.20) неизвестными являются углы <рвс и <рғс на
клона сторон ВС и ҒС, определяющие положения звеньев ВС и ҒС. 
Для определения искомого угла <рвс следует в обоих уравнениях 
изолировать в правой части член, содержащий ҒС, после чего надо 
возвести оба уравнения в квадрат и сложить. Угол <fFC после этого 
можно определить по косинусу или синусу из первого или второго 
уравнения системы (6.20).

Дальнейшее решение задачи о положениях рассматриваемого 
механизма сводится к составлению и решению уравнения замкнутости 
треугольника FDE. Уравнение замкнутости этого треугольника имеет 
следующий вид:

YD -j- DE — ~FE =  0
или

Ғ Ь - \ - Ш  =  ҒЁ. (6.21)

Для численного решения составляем уравнения проекций 
FD cos <fPD +  DE cos <?DE =  FE cos cp№  j 
FD sin сfFD-\-D E  sin <?de =  FE sin уҒЕ. J

В этих уравнениях углы наклона сторон обозначены так же, как и 
в предыдущем случае.

Неизвестными в рассматриваемом треугольнике являются угол yDE 
и длина стороны FE, так как угол ^ £ = 0 .

Так как угол <pFE равен нулю, то угол <?DE м.ожно сразу опреде
лить из второго уравнения системы (6.22) по синусу, после чего 
определяется и сторона FE из первого уравнения.

Графическое решение тех же задач о положениях звеньев ника
кой трудности не представляет и сводится к построению четырех
угольника и треугольника.

Наносим сначала на чертеже (рис. 251) неподвижные точки А и F 
и ось х  — х  неподвижной направляющей. Далее, радиусом, равным 
длине звена АВ, проводим окружность р, представляющую собой 
геометрическое место точек В. На этой окружности наносим



положения В\, В г, В3, точки В, для которых требуется определить 
положения всех звеньев механизма. На рис. 251 необходимые построе
ния произведены для положения кривошипа АВ, определяемого точ
кой B t. Для определения положения точки С пз точки F проводим 
окружность ](, представляющую собой первое геометрическое место 
точек С, и из точки B t радиусом BiC проводим окружность В, являю
щуюся вторым геометрическим местом точек С. Точка С\ пересечения 
окружностей к и 8 и определит положение точки Q. После опреде
ления положения звена FC легко определяется и положение точки D. 
Следовательно, для второй двухповодковой группы DE будут известны

положения крайних кинематических пар — 
шарнира D и оси х  — х  направляющей.

Остается определить положение проме
жуточной пары — шарнира Е, что может быть 
сделано, если из точки D провести окруж
ность е. Точка пересечения окружности е 
с прямой х  — х  и определит положение 
точки Е.

Таким образом, задача о нахождении 
Р|вой21руп^ГпсрпошПв°мда.К0' положений звеньев механизма II класса сво

дится к последовательному нахождению поло
жений звеньев двухповодковых групп, у которых известными являются 
положения крайних элементов кинематических пар. Рассмотрим эту 
задачу для группы каждого вида в отдельности.

3°. Пусть задана группа II класса с тремя вращательными парами 
В, С и D (группа первого вида). По предыдущему, положения точек 
В  и D известны, ибо звенья 2 и 3 концевыми элементами звеньев 
В и D входят в кинематические пары со звеньями 1 и 4 основного 
механизма, и следовательно, задача сводится к определению положе
ния точки С (рис. 252). Для определения положения точки С посту
паем следующим образом. Разъединяем шарнир в тачке С и рассма
триваем возможное движение этой точки. Так как точка В  занимает 
вполне определенное положение, то точка С, находящаяся на постоян
ном расстоянии ВС от точки В, может описать только окружность 
X— X радиуса ВС- Точно так же вследствие постоянства расстояния 
DC точка С может описать вокруг точки D только окружность rj— т) 
радиуса DC. Таким образом, геометрическим лестс;.; бозгйожйыа 
положений точки С являются две дуги окружностей X— X и т\ — ц. 
Точки пересечения этих окружностей и дадут истинное положение 
точки С. Так как две окружности в общем случае пересекаются 
в двух точках, то мы получаем две точки С' и С". Выбор точки, 
дающей истинное положение, можно сделать, пользуясь условием 
последовательности положений точки С (непрерывности траектории) 
при движении всего механизма. Если окружности X — X и i] — i) не 
будут иметь точек пересечения, то это укажет, что при заданных 
размерах звеньев группа не может быть присоединена в данном поло



ж ении к  осно вно м у механизм у, а если  она все ж е буд ет пр исо ед и 
нена в другом  полож ении, то механизм с тако й гр у п п о й  не смож ет 
занять рассм атриваем ого полож ения.

4°. Если одна из крайних вращательных пар группы , например пара D , 
заменена парой поступательной (рис. '253) и группа будет группой второго 
вида, то известными по положению будут точка В  и ось х  —  х  направляю
щей, принадлежащей звену 4. Определению будет подлежать положение 
точки С . Расстояние точки С  от прямой х — х  
постоянно и равно Л. Для определения поло
жения точки С  проводим из точки В  окруж
ность X —  X радиуса В С  (рис. 253), а на рас
стоянии h  от прямой х  —  х  проводим прямую 
т]— т). Точка пересечения окружности X —  X 
с прямой г[— к] и даст положение точки С.

Для разобранного случая мы получаем в 
общем случае четыре возможных решения, 
потому что отрезок Л может быть отложен 
по обе стороны от прямой х  —  х  и, следова
тельно, в общем случае прямые i] — i] могут 
пересечь окружность X — X в четырех точ
ках. Из полученных положений точки С  выбираем то, которое удовлетво
ряет условию последовательности положений этой точки.

Если средняя пара группы (пара С) будет поступательной (рис. 254) и 
группа будет группой третьего вида, то известными по положению будут 
точки В  и D, а определению будет подлежать положение оси х  —  х  направ
ляющей. Так как кратчайшие расстояния от точек В  и D  до прямой л- — х ,  
равные соответственно Л, и Л2, являются известными, то положение прямой 
х — л: определится как положение касательной, проведенной к двум окруж
ностям радиусов h i и Л* (рис. 255). Задача может иметь в общем случае 
также четыре возможных решения.

Если обе крайние пары группы  (пары В  и D )  поступательные (рис. 256) 
и группа четвертого вида, то заданными оказываются положения осей х  —  х

Рис. 253. Схема двухповодковой 
группы второго вида.

Рис. 254, Схема двухповодко- 
вой группы третьего вида.

Рис. 255. К определению по
ложения направляющей двух- 
поводковой группы третьего 

вида.

и у — у  направляющих, принадлежащих звеньям 1 и 4. Определению подле
жит положение точки С , кратчайшие расстояния которой h t и Л2 от прямых 
х  —  х  и у — у  постоянные. Наносим тогда заданные положения прямых 
х  —  х  и у — у  и на кратчайших от них расстояниях h l и Ла проводим пря
мые X —  \  и т) —  1]. Точка пересечения этих прямых и определяет положение 
точки С. Отметим, что рассматриваемая задача может иметь в общем слу
чае также четыре возможных решения.



Если одна из крайних пар группы  и одна средняя поступательные 
(рис. 257) и группа пятого вида, то заданными являются положения точки В  
и оси у  — у  направляющей, принадлежащей звену 4. Определению подлежит 
положение оси х  — х  направляющей, принадлежащей звену 3. Для опреде
ления ее положения опускаем из точки В  на прямую х  — х  перпендикуляр h. 
Далее, продолжаем прямую у — у  до пересечения с прямой х  — х .  Имеем 
тогда неизменяемый отрезок h  и постоянный угол у  между прямыми х  — х  и

у — у .  Для определения положения прямой .г — х  наносим положение задан
ной прямой у — у  и проводим произвольную прямую X — X под углом <р 
(рис. 258). Д алее ,  проводим вокруг центра В  окружность т) — tj радиусом h  
и опускаем из точки В  на прямую X — X перпендикуляр В Қ .  П усть точкой 
пересечения этого перпендикуляра с окружностью i) — ц есть точка N .  Через 
полученную точку N  проводим прямую, перпендикулярную к отрезку В Қ . 
Эта прямая и определяет положение прямой х  — х .  В  общем случае могут 
быть получены четыре различных положения прямой.

При рассмотрении групп с поступательными парами (рис. 253, 254, 
и 256) удобно вводить условные направляющие, оси которых проходят через 
центры шарниров. Так, например, гр уппу B C D ,  показанную на рис. 259,

можно заменить группой B C D ', т. е. перенести ось х  — х  движения 
ползуна D  параллельно самой себе в положение х '  — х '.  Определив 
положение ползуна D ' на направляющей X' —  х ',  можно по заданным 
размерам звена CD  найти положение ползуна D  на оси х  — л' направ
ляющей.

5°. Для нахождения положений плоских механизмов Ш класса .можно 
также пользоваться методом геометрических мест, которым мы пользова
лись для решения такой же задачи в предыдущих случаях. В отличие от 
механизмов II класса в механизмах III класса этими геометрическими местами 
могут быть не только окружности или прямые, но и кривые высших по
рядков.

Рис. 256. Схема двухповод
ковой группы четвертого 

вида.

Рис. 257. Схема двухповодко
вой группы пятого вида.

Рис. 25S. К определению на
правляющей X —  х группы 

пятого вида.

Рис. 259. Условное смещение 
направляюще» х —  х в поло
жение х ' —  X' для определе
ния положения двухловодковой 

группы.



П усть, например, дана трехповодковая группа III класса B C D E F G (рис. 260). 
Положения точек В , Е  и G  заданы, так как группа концевыми элементами 
В , Е  и G  входит в кинематические пары с звеньями 1,' 5 и 7 основного ме
ханизма. Требуется определить положение остальных точек. Как и для меха
низмов II класса, разъединяем один из шарниров базисного звена 3, напри
мер шарнир в точке F. Тогда системы звеньев B C D E  и G F  приобретают 
каждая одну степень подвижности, и обе эти системы, если сделать непо-

Рис. 260. Схема трехповодко- Рис. 261. К определению поло*
вой группы. 'жоний звеньео трехповодковой

группы.

движными звенья 1, 5  и 7, как бы превращаются в самостоятельные меха
низмы с одной степенью подвижности. Система B C D E  (рис. 261) становится 
механизмом II класса, а система G F — механизмом I класса. Находим траек
торию X — X точки F, принадлежащей ш атуну C D  четырехзвенного шарнир
ного механизма B C D E , которая носит название ш ат унной  к р и во й . Находим, 
далее, траекторию т) — ■<] точки F  звена GF. Это — дуга окружности радиуса GF. 
Таким образом, геометрическими местами возможных точек F  являются кри
вая X — X и дуга окружности т) — »]. Точки пересечения Ғ ' и F"  этих двух 
геометрических мест и дадут возможные 
положения точки F. Так как шатунные 
кривые являются кривыми высших поряд
ков, то в общем случае мы можем получить 
несколько точек пересечения этих кривых 
с окружностью. Очевидно, для выбора среди 
этих точек истинной надо пользоваться ус
ловием последовательности положений точ
ки F  при движении группы. Определив 
истинное положение точки F, можно по
строить истинные положения всех осталь
ных звеньев механизма.

6 °. Покажем, что методом разъедине
ния шарнира можно определить положения 
всех точек любого механизма III класса.
П усть, например, мы имеем семиповодковую гр уппу III класса (рис. 262). До
статочно разъединить шарнир в любой из точек Қ , L, N  или М  и сделать 
неподвижными звенья 1, 5, 8, 11, 14, 17, 19 для того, чтобы получить два само
стоятельных механизма II класса. Например, разъединяя шарнир в точке L, мы 
получаем механизмы B P K R C S D  и E T N Q F M O G U H .  Оба эти механизма, если 
ведущими являются звенья В Р  или C R  и H U или GO, оказываются механизмами
II класса (при ведущих звеньях D S, Е Т  и F Q  механизмы будут III класса). 
Для полученных механизмов можно указанным выше способом построить 
траекторию точки, принадлежащей одновременно первому и второму меха
низмам, и тем самым получить геометрические места возможных положений 
точки L. Пересечение этих геометрических мест и дает истинное положение

Рис. 262. Схема семиповодковой 
группы.



точки L. Зная положение точки L  для какого-либо положения звеньев меха
низма, можно определить положения всех остальных звеньев механизма.

Так как получение шатунных кривых по точкам требует кропотливых 
построений, то для решения этой задачи можно применять так называемые 
шаблоны. Для этого из плотной бумаги вырезается фигура, представляющая 
собой одно из базисных звеньев. Установив эту фигуру двумя вершинами 
на заданных траекториях, перемещают по ним обе вершины. Кривая, описы
ваемая третьей вершиной, является ее истинной траекторией. Например, для

определения траектории X — X, описы
ваемой точкой F  звена 3  (рис. 261), 
изготовляется треугольный шаблон 
звена C D F . Точками С  и D  этот тре
угольный шаблон перемещается по 
дугам, описываемым точками С  и D. 
Третья точка F  при этом описывает 
требуемую траекторию X —  X. В слу
чае более сложной группы  надо 
иметь несколько шаблонов по числу 
базисных звеньев.

7°. Д ля определения положений 
групп IV  класса необходимо приме
нять метод, основанный также на по
строении геометрических мест, но 
иной, чем метод, применяемый к гр у п - 

Рис. 263. к определению положений звеньев пам Ш класса. На рис. 263 показана
группы iv  класса второго порядка. группа IV  класса. Сделаем неподвиж

ными звенья 1 и 6  и разъединим 
шарниры Е  и G, тем самым выключим из группы звено 4. Тогда при заданных 
положениях точек В  и С  группа превращается в механизм B D F C  И класса. 
Точка Е  в этом случае занимает на окружности о — а радиуса B E  после- 
довительно положения, обозначенные цифрами 1, 2, 3, . . .  Соответственно 
точка G  занимает на окружности {3 —  fi положения, обозначенные цифрами 
Г , 2', 3 ’, . . .  Соединяем полученные точки 1 и 1', 2  и  2', 3  и ? ,  . . .  и на 
полученных отрезках из точек 1, 2, 3, откладываем длину E G  звена 4. 
Получаем точки 1", 2", 3", . . . ,  образующие кривую f — 7 . Точка G  пересе
чения кривой 7  —  7  с кривой р —  j3 и определяет истинное положение звена 4, 
а следовательно, и положения всех остальных звеньев группы.

8 ° .  Е с л и  найдены  полож ения звеньев механизма для достато чно  
б о льш о го  чи сла зад анн ы х по ло ж ени й ведущ его звена, то можно 
по стр о и ть траектории, описы ваем ы е отдельны м и то чкам и механизма. 
П у с т ь  требуется п о стр о и ть траекторию  то чки  Е  механизма ш а р н и р 
ного четы рехзвенника (рис. 264 ). Разбиваем траекторию  то чки  В  на 
двенадцать р авны х  частей и находим со ответствую щ ие полож ения 
точки С. Соединяя в каждом полож ении то чки  В  а С, находим на 
звене В С  по ло ж ени е то чк и  Е .  Обводя послед овательны е полож ения 
то чки  F, п лявн сй  кр и исй , получаем  траекторию  то ч к и  Е .

Кром е тр аекто р ии то чк и  Е  на рис. 26 4  показаны  траектории, 
описываемые р азличны м и то чкам и, ж естко  скрепленны м и с ш а т у 
ном В С .

К а к  бы ло указано  вы ш е, тр аекто р ии  точек, пр ин ад леж ащ их 
ш а тун у , но сят название ш а т у н н ы х  к р и в ы х .

Ш а т ун н ы м и  кривы м и в настоящ ее время ш иро ко п о льзую тся 
в технике, например в механизме сеноворош илки (рис. 6 ), в тесто 



месильной машине (рис. 7), в подъемном кране (рис. 9), в сенном 
прессе (рис. 20) и т. д. Широкое применение шатунные кривые 
нашли в механизмах Чебышева (рис. 16, 17).

9°. В общем виде уравнение ш атунных кривых четырехзвенных механиз
мов можно представить так:

L P + V 2= W \  (6.23)

Для механизма шарнирного четырехзвенника (рис. 265), у которого про
извольно выбранная точка М  шатуна описывает ш атунную  кривую, величины 
U, V  и W  соответственно равны

( J = a [ ( x —  к ) cos —[— j/  sin f] ( x 2 - j - .y 2 +  b2 — r") —
—  b x  [(x  —  *)s - h y s - f - а 2 —  R 2],

V = a [ ( x  —  k) sin f  — у  cos f ] ( j : 2 - ( - y 2 - \ - b 2 —  r 2) -f -
+  l!y[ ( * _ * )* + .y i  +  e » _ / P ] I

(6.24)

(6.25)

(6.26)W  =  2ab sin l [ x  ( x  — k) - j - .y 2 — k y  ctg f], 

где a, b, k , r, R  и f —  постоянные размеры, показанные на рис. 265.
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Рис. 265. К уравнению шатун
ной кривой точки М механизма 
шарнирного четырехзвенника.

Рис. 266. К уравнению ша
тунной кривой точки М  
кривошипно-ползунного 

механизма.'

В результате исследования можно показать, что уравнение шатунной кривой, 
описываемой точкой М  шатуна шарнирного четырехзвенника, есть уравнение 
шестой степени.



Д ля кривошипно-ползунного механизма (рис. 266), у которого произ
вольно выбранная точка М  шатуна описывает шатунную  кривую, величины 
U, V  и W  уравнения (6.23) соответственно равны

f / = a  (jc2 + y - f 6 2 — г 2) sin 7  +  2йу (дг — ^), (6.27)
V =  a ( x s - j - y a - j - b 2 —  г 2) cos 7 - j -  ̂ х  (е — х ) ,  (6.28)

W  =  2аЬ (х  sin 7  - \ - у  cos 7), (6.29)

где а , b  г, e и 7  —  постоянные размеры, показанные на рис. 266. Уравнение 
шатунной кривой, описываемой точкой М  шатуна кривошипно-ползунного

механизма, есть уравнение четвертой 
степени.

Для кулисного механизма (рис. 267), 
у которого произвольно выбранная

Рис. 267. К уравнению шатунной 
кривой точки М кулисного ме

ханизма.

Рис. 268. Схема механизма 
с двума поступательными 
парами и шатунной точ

кой М.

точка М  шатуна описывает шатунную  кривую, величины U, V  и W  уравне
ния (6.23) соответственно равны

U = ( k  —  х )  (л:2 +  з>2 -f- b- — г 2) +  2b (е +  b sin а) (л: sin а — у  cos а), (6.30)

V = y  ( x s + j y 2 4 - b1 —  г 2) — 26 (е -t- b sin a) (x  cos a -f - у  sin a), (6.31)

W  =  2b cos a [л: (лг — k) -f - y 2 - | -  k y  tg a]. (6.32)

Уравнение шатунной кривой, описываемой точкой шатуна кулисного 
механизма, есть уравнение шестой степени.

Для механизма с двумя поступательными парами, показанного на рис. 268, 
шатунной кривой, описываемой точкой М  шатуна, является кривая второго 
порядка (эллипс).

§ 32. Определение скоростей и ускорений групп II класса

1 ° .  О пределение ско ростей и уско р е н и й  гр у п п  II класса  может 
бы ть сделано одним из методов, и зло ж ен н ы х  в пятой главе. Н аиболее 
распространенны м  методом исследования является метод планов ско - 
рострй и уско р ений  ( §  26). Т а к  ка к  механизм ы II класса образованы  
последовательным  присоединением гр уп п , ш  излож ение метода плянов 
удобно вести прим енительно к различны м  видам гр у п п  II класса. А н а 
логично задаче о полож ениях механизма известны м и б у д у т  ско рости 
и ускорения тех элементов звеньев, вхо дящ их в кинем атические пары , 
которы м и гр уп п а  присоединяется к основно м у механизму. О пределе
нию б у д ут подлеж ать ско рости и уско р ения о тд ельны х то чек гр уп п ы  
и угл о вы е  ско рости  и уско р ения звеньев.

2 °. В  состав гр у п п ы  И класса первого вида входят три вращ а
тельны е пары  и два звена (рис. 269, а).



Аналогично задаче о положениях групп известными являются 
векторы скоростей точек В  и D концевых элементов группы, кото
рыми звенья 2 и 3 входят в кинематические пары со звеньями /  и 4 
основного механизма, т. е. скорости <vB и vD. Требуется определить 
вектор vc скорости точки С.

Векторные уравнения для скорости точки С имеют следующий вид 
(см. § 26, 2°): v c  =  v b  +  v cb , v c  =  v d -\-v c d , (6.33)

где <dc, vB и vD суть соответственно векторы абсолютных скоростей 
точек С, В  и D, в vCB и vCD — векторы скоростей точки С относи
тельно точек В и Д. Из уравнений (6.33) получаем:

v b “г  фса =  v d  +  ®С£>- (6.34)
В уравнении (6.34) известны по величине и направлению векторы 

скоростей vB и vD. Векторы же скоростей v CB и vCD известны только

Рис. 269. Двухповодковая группа первого, вида: а) кинематическая 
схема; б) план скоростей; в) повернутый плац скоростей.

по направлению. Вектор vCB скорости точки С относительно точки В  
направлен перпендикулярно к направлению ВС, а вектор v CD скорости 
точки С относительно D направлен перпендикулярно к направле
нию DC. Таким образом, в уравнении (6.34) неизвестны только вели
чины векторов скоростей vCB и vCD, которые могут быть определены 
построением плана скоростей (рис. 269, б).

Выбираем в качестве полюса плана скоростей точку р, отклады
ваем от нее отрезки (pb) и (pd), представляющие собой скорости vB 
и точек В и D b  каком-либо произвольно выбранном масштабе ji.,,, 
дающем соответственно в 1 мм  -»-|а„ м/сек. При выборе величины 
масштаба руководствуются удобством вычислений и построений 
векторов скоростей.

Для определения истинных величин скоростей точек В  и D от
резки (pb) и (pd), измеренные в миллиметрах, умножим на выбранный 
масштаб р.̂ ,, показывающий, сколько единиц скорости приходится на
1 мм  соответствующего отрезка. Получим:

т>в =  Рь(рЬ), vD =  pv (pd).
Отложив отрезки (pb) и (pd), проведем через точки b u d  прямые, 
имеющие направление векторов относительных скоростей <осв и vCD, 
перпендикулярные к направлениям ВС  и DC (рис. 269, а). Точка с 
определит конец вектора vc абсолютной скорости точки С группы.



Скорость vc согласно уравнениям (6.33) выражается отрезком (рс), 
соединяющим точку р с полученной точкой с. Величина этой скорости 
равна

®с =  Нч>Срс).
Отрезки (Ьс) и (dc) представляют собой относительные скорости vCB 
и vCD в том же масштабе, т. е.

®св =  М 6с). Vcd =  14 (dc)-
Стрелки у векторов на рис. 269, б должны быть поставлены так, 

чтобы удовлетворялись уравнения (6.33).
Для удобства графического построения план скоростей всех звеньев 

группы иногда условно повертывают в одном и том же направлении 
на угол в 90°. Тогда векторы относительных скоростей vCB и vCD 
будут параллельны направлениям ВС  и DC. Такой план скоростей 
называется повернутым планом скоростей. На рис. 269, в изображен 
повернутый план скоростей, причем направления всех скоростей повер
нуты на угол 90° против движения часовой стрелки.

Пользуясь планом скоростей, можно определить угловые скорости 
u)2 и и>з звеньев 2 к 3. Величины этих скоростей определяются из 
равенств

Ы=̂р, hl='f, (6-35)
12 <3

где 4 и /3 суть длины ВС  и DC звеньев 2  и 3.
Пусть группа BCD построена в некотором произвольно выбран

ном масштабе |х;, представляющем собой число метров натуры, при
ходящихся на 1 мм  отрезка на схеме. Подставляя в уравнения (6.35) 
модули скоростей vCB и vCD, выраженные в масштабе р,„ через соот
ветствующие отрезки плана скоростей, и длины звеньев ВС  и DC, 
выраженные в масштабе р.;, получаем:

, | _  (ч, (Ьс) , . _  р.» (dc)
~ ц ( В С у  I f t  (О С )’

Отношение масштабов имеет размерность сек~'. Направления 
угловых скоростей и ш3 могут быть определены следующим образом. 
Прикладывая векторы vCB и <vCD в точке С, видим, что вращение 
звена 2 происходит в направлении вращения часовой стрелки, а вра
щение звена 3 — в направлении, обратном вращению часовой стрел
ки (рис. 269, а).

Для определения скорости какой-либо точки Е, лежащей на ли
нии ВС звена 2 (рис. 269, а), пользуемся равенством (5.29), из кото
рого следует, что скорости точек £  и С относительно точки В  прямо 
пропорциональны расстояниям этих точек до точки В:

(Ье)— (Ъс)~^-. (6.36)
вс



Соотношение (6.36) показывает, что для определения отрезка плана 
скоростей, изображающего относительную скорость vEB, необходимо 
отрезок (Ьс), изображающий на плане скоростей относительную ско
рость vCB, разделить в том же отношении, в каком точка Е  делит 
отрезок ВС на схеме группы (рис. 269, а).

Отложив полученный отрезок (be) на плане скоростей (рис. 269, б) 
и соединив полученную точку с полюсом плана р, получаем отрезок (ре), 
изображающий в масштабе абсолютную ско
рость ф£ точки Е:
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Для определения скорости какой-либо точки 
F звена 3 (рис. 269, а) пользуемся условием по
добия фигур плана скоростей и схемы звена 
(§ 26,3е). Из точки d плана скоростей проводим 
прямую, перпендикулярную к FD, а через точ
ку с — прямую, перпендикулярную к FC. Точка 
пересечения /  проведенных прямых (рис. 269, б) 
и определит конец вектора vF абсолютной ско
рости точки F. При построении подобных фигур 
на повернутых планах скоростей стороны по
добных фигур соответственно параллельны 
(рис. 269, в).

3°. При определении ускорений группы
II класса первого вида известны векторы ав и
aD полных ускорений точек В  и D (рис. 270, а). Кроме того, план ско
ростей группы предполагается построенным, и следовательно, можно 
считать известными скорости всех звеньев группы.

Векторные уравнения для определения ускорения ас точки С имеют 
вид (см. § 26, 2°)

Рис. 270. Двухповодковая 
группа первого вида: а) ки
нематическая схема,' б) план 

ускорений.

ас — аВ “Г асв “Ь аСВ> аС---aD “Ь aCD +  °CDi (6.37)

где апС8 и а£д — нормальные ускорения в относительном движении, 
а а ‘св и a lCD — тангенциальные ускорения в том же движении. Решая 
совместн.о уравнения (6.37), получаем:

ав “1~ а СВ “Ь аСВ---aD "Ь aCD aCD• (6.38)

В уравнении (6.38) известны по величине и направлению векторы 
ускорений ав и aD точек В  и D. Векторы нормальных ускорений 
аса и aCD в относительном движении могут быть определены. Вели
чины этих ускорений равны



С к о р о сти  VCB И <0CD И угл о в ы е  ско р о сти  (Dj и шэ м о гут бы ть 
определены по построенном у п л а н у  ско ростей, д ли ны  4  и 4  звеньев 2  
и 3  определяю тся по схеме. П о д ставляя в по лученны е равенства д лины  
со ответствую щ и х отрезков, взятые из плана ско ростей, по строенного 
в масштабе и со схемы в масш табе получаем:

(if (Ьс) 2 |л* (dc)*
а с в  =  т  ( В С ) ' ° CD =  i_i, (D C ) =  (6-39)

где отрезки (Ь с)  и (d c )  д о лж ны  бы ть взяты  из плана ско ростей, а (1 д 
есть м асш таб плана ускорений, даю щ ий соответственно 1  м м  -*■ 
—*■ (Лц м /с е к * .

Т а к  же как и для скоростей, при вы боре масш таба (ia плана у с к о 
рений р уко во д ствую тся удобством  вы числений и граф ических по стр о е
ний. Таким  образом, если необходимо определить истинную  величину 
ка ко го -л и б о  уско р ения, надо со ответствую щ ий отрезок в м иллим етрах, 
взяты й из плана уско р ени й, ум но ж ить на вы б ранны й м асш таб 
показы ваю щ ий, ско л ьк о  единиц уско р е н и я приходится на один м м  
отлож енного отрезка.

В екто р уско р ения а £ в направлен о т то чки  С  к  то чке В  парал

лельно направлению  В С ,  а вектор уско р ени я a g D направлен о т то чки 

С  к  то чке D  параллельно направлению  C D . Таким  образом, норм аль
ны е ускорения а пс в  и aJ^D известны  по величине и направлению . В е к 

то ры  а ‘с в  и а*с о  известны  то лько по направлению . П ер вы й  направлен 

перпендикулярно к направлению  В С ,  вто рой —  перпендикулярно к  на
правлению  D C .  Таким  образом, в уравнении (6.38) неизвестным и 
остаю тся то л ь к о  величины  векторов уско р е н и й  а ‘с в  и a ‘CD, ко то р ы е 

м о гут б ы ть определены  следую щ им  гр аф ическим  построением.
Вы бираем  в качестве полю са плана ус к о р е н и й  то ч к у  it (рис. 2 7 0 , б)  

и отклады ваем  отрезки (кЬ) и (nd), представляю щ ие в масш табе 
ускорения то чек В  и D .  Д алее, п о л ьзуя сь  уравнениям и (6.39), в ы ч и с
ляем величины  уско р ени й а£в и agD и отклады ваем  из то че к b и d 
отрезки (Ьп3) и (dn3), представляю щ ие в масш табе \s.a  эти ускорения. 
И з  п о л уч е н н ы х  то чек п ъ и п 3 проводим прям ы е в направлениях век
торов тангенц и альны х  уско р ени й  а 1с в  и a (CD, перпендикулярно к напра

влениям В С  и D C .  Т о ч к а  пересечения с  эти х  прям ы х и даст ко н ец 
вектора а с  по лно го  уско р ени я то чки  С.. т е

а с  =  Ра О т 

со единив то чки  b u d  плана с то чко й с, получим  векто ры  п о л н ы х  
о тно сительны х  уско р ени й  а с в  и a CD. Имеем:

аСВ =  Ра (bc)’ aCD =  Ра (dc).
М одули у гл о в ы х  уско р ени й  е2 и £3 звеньев В С  и D C  равны



П о д ставляя в равенства (6.40) со ответствую щ ие отрезки, взятые 
пз плана уско р ени й и со схемы, получаем :

I I ___ Н-а (П2С) I I _  Ра (п,с)
М Я С ) '  | Е з 1  —  ,1 , ( С о 

о тн о ш е н и е  масш табов р а/|х, имеет разм ерность с е к ~ г. Н аправления 
у гл о в ы х  ускорени й е5 и е3 м о гут бы ть определены  следую щ им об
разом. П р икла д ы ва я векто р ы  а 1с в  и a ‘CD в то чк е  С  (рис. 2 7 0 , а), ви

дим, что направление е.2 совпадает с направлением вращ ения часовой 
стрелки, а направление е3 пр отивопо ло ж но направлению  вращ ения 
часовой стрелки.

Д л я  определения ускорения то чки Е, леж ащ ей на направлении В С  
звена 2  (рис. 270 , а),  имеем пропорцию  (5.34). И з пропорции (5.34) 
следует, что для определения конца вектора уско р ения а Е то чки  Е  
следует отрезок (Ь с)  плана ускорений  (рис. 2 7 0 , б )  разделить в том же 
отнош ении, как делит то чка Е  отрезок ( f iC )  на схеме гр у п п ы  (рис. 27 0 , а). 
О тр е зо к (те) в масш табе jj.0 и будет представлять собой полное у с к о 
рение а Е то чки Е :

аЕ= Р а  (*<?)•

Д л я  определения вектора ускорения а ғ  произвольной то чки Ғ  
звена. 3  (рис. 270 , а )  пользуем ся подобием ф и гу р  плана уско р ений  и 
схемы звена (§  26 ,4 °). Н а  отрезке (d c )  (рис. 2 7 0 , б )  плана ускорений  
строим тр е уго льн и к d c f ,  подобны й тр е у го л ь н и к у  D C F  (рис. 2 7 0 , а )  на 
схеме гр уп п ы , но по вер нуты й  на у го л  (л, определяемый по ф ор
м уле (5 .3 2). П остр о ен ие тр еуго льн и ка  d c f  ведем, замеряя у гл ы  между 
соседними сторонами тр е уго льн и ка  D C F  и отклады вая их при то ч
к а х  D  и С . П р и  обходе ко н тур а  d c f  в ка ко м -ли б о  направлении порядок 
б укв  долж ен совпадать с порядком букв ко н тур а  D C F .  Соединив 
т о ч к у  /  плана уско р ений  с то чко й  it, получим  величину ускорения а ғ  
то чки  Ғ  в виде отрезка (it/ ) ,  пом нож енного на м асш таб [i„:

=(*■<* («/)•

4 °. В  состав гр у п п ы  II класса  второго вида (рис. 2 7 1 ,  а) входит 
одна по ступательная пара и две послед овательно распо лож енны е вра
щ ательны е пары  В  и С . Звено 2  входит во вр ащ ательную  пару В  со 
звеном 1, принадлеж ащ им  основно м у механизму, а звено 3  входит 
в п о ступ а те льн ую  п ар у D  со звеном 4 ,  принадлеж ащ им  основном у 
механизму. И звестны м и являю тся вектор ско рости v B то чки В  и век
то р ы  ско ростей всех точек, принадлеж ащ их звену 4 . След овательно , 
известна и угло вая ско р о сть ш4 это го звена. Звено 3  ско льзи т по 
оси х  —  х  направляю щ ей, принадлеж ащ ей звену 4. П редставим  звено 4  
в ви'Де плоско сти  6 1 и обозначим то ч к у  пло ско сти  совпадаю щ ую  
для заданного полож ения с то чко й С , через С 4. В екто р  ско рости  v Cl 
то чки С 4, ка к  принадлеж ащ ей звену 4 ,  известен. То гд а  для опреде



ления v c  —  вектора ско рости  то чки  С  —  необходимо совместно реш ить 
два векто р н ы х уравнения (см. §  2 6 ,2 °) :

*с =  'vb +  vcb, ®с =  ®Cl +  ®СС4’ (6‘4 1)

°ТКУДа ®д +  ®св=®с4+® сс,. (6-42)
В  ур авнени ях (6 .4 1)  и (6 .42) v CCi есть вектор ско рости  то чки  С  

относительно -звена 4 , a v CB —  вектор ско рости то чки С  относительно 
то чки В .

В  ур авнении (6 .42) векто ры  v B и ско ростей точек S  и Q  

известны  по величине и направлению . В е кто р ы  о тно сительны х ско р о 
стей ®св  и v CCt известны  то лько  по на

правлению . В еличин ы  ско ростей ©Cfl, v CCi 

и ско рость V c  то чки С  определятся из 
построенного плана скоростей. Д л я  это го 
выбираем (рис. 2 7 1 ,  б )  пр оизвольную  то ч 
к у  р  за полю с плана скоростей и о т к л а 
дываем о т нее известны е нам векто р ы  v B

Рис. 271. Двухповодковая группа 
второго вида: а) кинематическая 

схема; 6) план скоростей.

и v c  скоростей то чек В  и С 4 в виде о т 

резков (p b ) и (рс^), изображ аю щ их в в ы 
бранном масш табе эти скорости. Далее, 
через т о ч к у  b  проводим прям ую  в направ
лении вектора ско рости v CB, пер пенд и ку
лярную  к направлению  В С  (рис. 2 7 1 ,  а), 
а через то ч к у  с4 проводим прям ую  в на
правлении вектора v CCt относительной с к о 

рости, пар аллельн ую  оси х  —  х  п о ступ а 
тельной пары  D .  Т о ч к а  с  пересечения 

эти х  направлений и даст ко н ец вектора ®с  ско р о сти  то чки  С . В ели 
чина ско р о сти  v c  определяется по ф орм уле

г'с =  !Ч ОО-
С к о р о сти  о ста л ьн ы х  то чек звена определятся так же, ка к  в ранее 

рассм отренном  случае. У гл о в у ю  ско р о сть звена 2  можно найти 
аналогично ранее рассм отренном у случаю . Угл о в а я  ско р о сть <и3 звена 3, 
входящ его со звеном 4  в по ступа те льн ую  пару, имеет т у  ж е угл о в у ю  
ско р о сть ю4, как и звено 4:

ОЬ : : U)t.

Д л я  определения ско р о сти  ка ко й-либ о  пр о и зво льно й то чки F  
звена 3  (рис. 2 7 1 ,  а )  можно воспо льзоваться векто рны м  уравнением

(6.43),DF =  ‘DF i "/TV
В екто р  ско р о сти  v Fi то чки  F 4, принадлеж ащ ей п л о ско сти  5 , т. е. 

звену 4 ,  нам известен. С к о р о с т ь  v FFi равна ско рости  ®C C i, так ка к



звено 3 относительно звена 4 движется поступательно, и следова
тельно, скорости всех точек звена 3 относительно звена 4 равны 
между собой. Поэтому уравнение (6.43) может быть переписано так:

vF = vFi +  '°cci- (6-44)
Согласно уравнению (6.44) из точки / 4 (рис. 271, б) откладываем 

отрезок (fif) , равный и параллельный отрезку (с4с). Результирующий 
отрезок (pf) и представляет собой в масштабе |лэ абсолютную ско
рость точки F, т. е.

v f  == I S  (P f)-

5°. Для определения ускорений группы II класса второго вида 
поступаем аналогично решению задачи о скоростях, т. е. предпола
гаем, что известны ускорение ав точ
ки В  (рис. 272, а) и ускорения всех 
точек звена 4, а следовательно, и его 
угловое ускорение е4. Со звеном 4 
скрепляем плоскость 5  и находим на 
этой плоскости точку С4, совпадающую 
в данном положении с точкой С (рис.
272, а). Известными являются векторы 
о-в и а сА ускорений точек В  и С4.

Ускорение точки С определяется из 
уравнений (см. § 26,2е)

° с  —  а в  “ Ь  а с в  “ Ь  а св<  

л с =  « с . +  в сс* +  а сс ,.
(6.45)

Рис. 272. Двухповодковая группа вто
рого вида: а) кинематическая схема; 

6) план ускорений.Относительное (релятивное) уско
рение a£Ci представляет собой уско
рение точки С относительно плоскости S, принадлежащей звену 4. Так 
как ось х  — х  направляющей вместе с плоскостью 5  имеет слож
ное вращательно-поступательное движение, то кроме относительного 
ускорения arCCi во второе уравнение (6.45) должно войти и корио- 
лисово ускорение Решая совместно уравнения (6.45), получаем:

ав асв Н-  асв — ас4 “Ь асс4 Н“ асс? (6.46)

В уравнении (6.46) векторы ускорений ав и a Ci известны. Вели
чина ускорения а£в определяется по формуле

_ г’Ь _  _rt(bcy_  . . .
с в  i 3 —  “ i 8 — w ( в с )  —

где (Ьс) и (ВС) суть отрезки, взятые из плана скоростей и со схемы 
механизма, а и ti0 — масштабы длин, скоростей и ускорений.
Вектор асв направлен параллельно направлению ВС от точки С к точке В.



Кориолисово ускорение a£Ci по величине равно 

асс4 =  2 I “ i I vcc, =  2 I ш* I Н-о (С1 С)’ (6-47)

где отрезок (с4с) должен быть взят из плана скоростей (рис. 271, б). 
Направление вектора кориолисова ускорения может быть найдено 
общими приемами векторной алгебры или по правилу, указанному 
в § 26,2°. Имеем:

Из равенства (6.48) следует, что вектор лежит в плоскости 
движения механизма, и для определения его направления достаточно 
®cci — вектор скорости точки С относительно плоскости 5  — повер
нуть на угол 90° в сторону вращения, обусловленного угловой ско
ростью ш4. Таким образом, вектор a£Ci перпендикулярен к оси х — х  
направляющей, а величина его определится по формуле (6.47) под
становкой в эту формулу заданной угловой скорости и>4 и длины 
известного из плана скоростей отрезка (с4с), изображающего в мас
штабе iXj, скорость vCCi,

Векторы ускорений а‘св и агсс , входящие в уравнение (6.46), из
вестны только по направлению. Первый вектор а ‘св перпендикулярен 
к направлению ВС, а второй вектор параллелен оси х  — лс напра
вляющей поступательной пары D. Таким образом, в уравнении (6.46) 
неизвестны только величины ускорений а ‘св и arCCi- Для их опреде
ления строим план ускорений. Для этого (рис. 272, б) выбираем произ
вольную точку и за полюс плана ускорений и откладываем от нее 
известные ускорения точек В  и С4 в виде отрезков (тс&) и (icc4), 
изображающих в выбранном масштабе ускорения а в  и a Ct. Далее, 
определяем ускорения а£д и a£Ci и откладываем их в масштабе (j.e 
в виде отрезков (Ьп) и (с4£). Из точек п и k проводим прямые, имею
щие направления ускорений а ‘св и агсс<. Ускорение arCCt параллельно 
оси х  — х  направляющей поступательной пары D, а ускорение а‘св 
перпендикулярно к направлению ВС. Точка с пересечения этих двух 
направлений и даст конец вектора ас полного ускорения точки С. 
Величина полного ускорения точки ас равна

„ ---I—ч
-с —  г а  V'-/-

Величина углового ускорения ег звена 2  равна

(6.48)

а СВ Ра ( п с )
и — Ц{ВСУ

Направление этого ускорения определится так же, как и в ранее 
рассмотренной группе. Угловое ускорение е3 звена 3 равно е3 =  е 4, 
так как звено 3 входит со звеном 4 в поступательную пару.



Ускорение любой точки, лежащей на линии ВС звена 2, опреде
ляется построениями, аналогичными тем,- которые мы применяли при 
исследовании группы первого вида, т. е. применением принципа подобия 
фигур на плане ускорений и на схеме механизма.

Ускорение произвольной точки F, принадлежащей звену 3, может 
быть определено из уравнения

ағ = ағ> +  ағ ғ Л ат - <6-49)
Ускорение aFi точки Ft, принадлежащей плоскости S, известно, 

ибо ускорения всех точек звена 4 являются заданными. Ускорение 
aFFt Равн0 по величине

aFFt =  21 “ i I VFFi =  2 I “ 41 v cct =  ®cct, 
потому что v PFi =  v CCi. Точно так же величина ускорения a rFFi равна

так как движение звена 3 относительно звена 4 есть движение посту
пательное. Тогда уравнение (6.49) напишем так:

ағ  = a Fi "Ь асс4 Н~а сс,- (6.50)
Векторы, стоящие в правой части уравнения (6.50), известны, и 

следовательно, вектор ағ  определится как их геометрическая сумма. 
Для определения этого вектора из точки Д  (рис. 272, б) откладываем 
отрезок (ДА'), равный и параллельный отрезку (ctk). Далее, из точки к' 
откладываем отрезок (£'/), равный и параллельный отрезку (kc). 
Результирующий отрезок (тс/) и представляет собой в масштабе р.0 
полное ускорение точки F:

ағ =\>‘а (*/)•
6 °. Переходим к рассмотрению группы II класса третьего вида. В  состав 

этой группы входит одна поступательная пара С, расположенная между 
двумя вращательными парами В  и D. Звенья 2  и 3  входят в пары В  и D  
со звеньями 1 и 4, принадлежащими основному механизму (рис. 273, а). Задан
ными являются векторы скоростей v g  и v D точек В  и D. Звено 3  скользит 
вдоль оси х  —  х  направляющей, принадлежащей звену 2  плоскости S. 
Отмечаем на плоскости S  точку D it совпадающую с точкой D  звена 3. Вектор 
скорости v Dl точки D s равен (см. §  26/2°)

v Ds =  VB  +  VDiB> VD2 —  VD ~^  ®DoO- (6-5 1)

Из уравнений (6.51), получаем:

VB +  VD 2B =  '°D  +  VD3D- ( 6-52)

В уравнении (6.52) известны скорости v B и v D точек В  п D. Скорости 
v DiB  и известны только по направлению: первая из них перпендику
лярна к линии B D ,  а вторая параллельна оси х  —  х  направляющей поступа
тельной пары С. Величины этих скоростей и вектор скорости v Do точки D 3 
могут быть определены из уравнения (6.52) построением плана скоростей. 
Выбираем произвольную точку р  за начало плапа (рис. 273, б) и откладываем



от нее заданные скорости v g  и v D в виде отрезков (pb) и (pd)  в вы
бранном масштабе fi v . Далее через точку b проводим прямую в направлении 
скорости v DaB, т. е. перпендикулярную к направлению B D 2, а через точку 
d  —  прямую в направлении скорости т. е. параллельную оси х —  х
направляющей. Точка пересечения d 2 этих двух прямых и даст конец век
тора скорости v Di точки D 2. Величина скорости равна

^D2= ^ ( P di)-
Величина угловой скорости звена 2  равна

|„  I — — Рд (bdi>
1 2 , ~  h  ~ n K B D t ) '

где / а —  расстояние B D 3.
Определение направления угловой скорости аналогично определению 

направлений угловых скоростей в ранее рассмотренных группах. Угловая
скорость ш3 звена 3  равна угловой скорости 
звена 2  вследствие вхождения этих звеньев в по
ступательную пару, т. с.

w3 =  ш2. (6.53)

Для нахождения вектора скорости произволь
ной точки F  звена 3  определяем вектор скорости 
Vp2 точки F 2 звена 2, для чего строим на отрезке 
(b d 2) плана скоростей (рис. 273, б) треугольник 
b f2d 2, подобный треугольнику B F SD S (рис. 273, а). 
Отрезок ( p f2) изображает в масштабе ц 0 ско
рость точки F* звена 2.

Далее, составляем следующее векторное урав
нение: „  . „

v F — v Fz +  VFF2<

Рис. 273. Двухповодковая груп
па третьего вида: а) кинема
тическая схема; б) план скоро

стей.

или так как то

DD>-

Откладываем из точки / а отрезок ( f 2f ), равный 
отрезку (d d 2) и направленный в обратную сторону 
вектора скорости v DsD, так как t>DDz =  — v DiD. 

Соединив точку / с точкой р ,  получаем вектор скорости точки F  в виде 

отрезка (p f) ,  т. е. < у  =  цв (р/).

Т .  Аналогично задаче об определении скоростей группы  II класса третьего 
вида при определении ускорений этой группы заданными являются векторы 
ускорений а д  и a D, точек В  и D  (рис. 274, а). Находим на плоскости S , при
надлежащей звену 2, точку D 2, совпадающую в данный момент с точкой D  
звена 3. Тогда для определения ускорения точки D» имеем уравнение

а о 2 —  а в~\~ а Ъ>в +  а к гВ- (6.54)

В свою очередь ускорение a Di точки D v  принадлежащей звену 2, может 
быть представлено в следующем виде:

k
a D , —  a D  " Ь  a D iD  Т  “ D o D -

Решая совместно уравнения (6.54) и (6.55), получаем:

а а +  а Ъ-.В +  a D iB  =  a D  +  a D iD  +  a D«D-

(6.55)

(6.56)



В уравнении (6.56) ускорения а в  и од  известны. Величины ускорений

a D2B и a DtD определяются из уравнений, аналогичных ранее рассмотренным. 
Имеем:

« к  „ I*' (bd.fП ____о /  ________»_________________

aD2B -  1% -

a DiD — 2  I ша I v D±D —  2  I <o2 [ (i.B (d d t ),

где 1г —  расстояние B D t , a (bd2) и (d d s) — отрезки, взятые из плана скоро
стей. Ускорение а ^ в  направлено по прямой B D t от точки D 2 к точке В. 

Ускорение a kDiD направлено перпендикулярно к оси х —  х  направляющей

Рис. 274. Двухповодковая группа третьего вида: el кинема
тическая схема; б) план ускорений для определения ускоре
ния точки di, в) план ускорений для определения ускорения 

точки /.

в сторону, определяемую направлениями угловой скорости ш» и относитель
ной скорости v DlD.

Ускорения и a rDiD известны по направлению. Первый вектор пер
пендикулярен к направлению B D S, а второй вектор параллелен оси л: —  х  
направляющей. Таким образом, в уравнении (6.56) неизвестными являются 
только величины ускорений Дд2в и a rDaD. Для их определения строим план 
ускорений. Выбираем за полюс плана ускорений точку к  (рис. 274, б) и откла
дываем из этой точки заданные ускорения а д и a D  в выоранном масштабе

в виде отрезков (п&) и (nd). Далее, откладываем ускорение а ^ ^ д  в мас
штабе ца в виде отрезка (Ьп) в направлении, параллельном B D S от точки D ,  
к точке В . Ускорение a kDllD откладываем в виде отрезка (dk) в том же 
масштабе (лл. Далее, из точки п  проводим прямую в направлении танген
циального ускорения a (DiB, а через точку k  прямую в направлении относи

тельного ускорения a rD±D. Точка d 3 пересечения этих двух прямых и даст 
конец вектора полного ускорения а й з  точки D 2 звена 2.

Величина углового ускорения е2 звена 2  равна

■ , а Ь 3в _  y.a (n d а)
1 2 | ~  /2 n { B D ty

где / 2 — расстояние B D 2.
6 И, И. Артоболевский



Направление ускорения е2 определится аналогично ранее рассмотренным 
случаям. Угловое ускорение е3 звена 3  paDHO угловому ускорению t 2, так 
как звенья 3  и 2  входят в поступательную пару. Имеем:

Для определения ускорения произвольной точки F  звена 3  поступаем 
следующим образом. По известным ускорениям точек В  и D 3 находим уско
рение а Ға точки Рш, для чего строим на отрезке (bd2) треугольник b f2d 3 
(рис. 274, в), подобный треугольнику B F zD s (рис. 274, а). Точка / а является 
концом вектора ускорения а ғ  точки Ғ 3 звена 2. Ускорение точки Ғ  звена 
3  определится из уравнения

- г  (6.57)Q, р ---- ЛPi +  a FF2 +  а ҒҒ2

Относительное ускорение a rFF точки F  относительно точки Ғ г равно 

относительному ускорению o.rDDi точки D  относительно точки D 2. Точно та к 
же равны кориолисовы ускорения, т. е.

a k — a kaFFi — DDa’
Принимая это во внимание, уравнение (6.57) напишем так:

aF=  aFi +  aDD2 +  aDDf
Отложив (рис. 274, в) из точки f 3 отрезок ( f sk ') и из точки к ’ отрезок 

(k 'f) ,  соответственно равные и параллельные отрезки (d 2k)  и (k d ) (рис. 274, б),
но обратные по знаку, так как a rDDa= — a D2D и

a DD °= — a D2D< или сРазУ ик геометрическую 
сумму в виде отрезка ( f i f )  =  (d sd), получим 
точку / ,  которую соединяем с точкой я. Отре
зок ( - / )  представляет в масштабе ц0 полное уско
рение точки F  звена 3, т. е.

^=Н -а (*/)•
8 °. Переходим к рассмотрению группы  JI клас

са четвертого вида. В состав группы входят две 
поступательные пары В  и О и одна вращательная 
пара С , расположенная между ними (рис. 275, а).

Звенья 2  и 3  входят в пары В  и D  со  звенья
ми 1 и 4, принадлежащими основному механизму. 
Звенья 2  и 3  скользят вдоль осей х  —  х  и у — у  
направляющих, принадлежащих звеньям 1 и 4. 

Заданными являются скорости всех точек звеньев I  и 4, следовательно, из
вестны угловые скорости <■>! и а , этих звеньев.

Плоскость S L принадлежит звену i ,  а плоскость о4 льсн_у 4. Отмечаем 
на этих плоскостях точки C t и С 4, совпадающие в данный момент с точкой 
С  группы. Векторы v Ci и f>Ci скоростей точек C t и C t являются известными. 
Тогда уравнения для определения скорости ®с будут

(6.58)

Рис. 275. Двухповодковая груп
па четвертого вида: а) кинема
тическая схема; б) план скоро

стей.

Vc  — v Ci +  VCCi, v c  — v Ci - j -  v CCi.

Решая их совместно, получаем:



В равенстве (6.59) известны по величине и направлению векторы v Ci и 
v Ci. Далее, известны направления векторов v CCi и v CCi- Скорость v CC[ 
точки С  относительно плоскости S , параллельна оси х  —  х  направляющей, 
принадлежащей звену 1, а скорость v CCi точки С  относительно плоскости S , 
параллельна оси у — у  направляющей, принадлежащей звену 4. Векторы 
г’с с 1> ®сс4 и векТ0Р скорости v c  точки С  могут быть определены построе- 
|.пем плана скоростей (рис. 275, б) аналогично ранее рассмотренным группам.

Угловая скорость ш3 звена 2  определится из условия, что это звено 
входит со звеном 1 в поступательную пару, и следовательно, угловая ско
рость сй2 этого звена равна известной угловой скорости ш, звена 1, т. е. 
т., =  (0!. Точно так же ш ,= о ) 4, так как звено 
а  входит в поступательную пару со звеном 4.

Скорость произвольной точки F  звена 3  
(рис. 275, а) определится из уравнения

VF  —  VF i +  v F F i —  v F i  +  v CCi>

так как скорости всех точек звена 3  относи
тельно звена 4 равны между собой, т. е.

VF F i ~  VCCi

Нахождение скорости точки F  на плане 
скоростей может быть сделано по способу, 
указанному для группы второго вида.

9°. В группе И класса четвертого вида 
(рис. 276, а) известны ускорения всех точек 
звеньев 1 и 4  и, следовательно, известны угло
вые ускорения ej и е3 этих звеньев. Кроме 
того, так как план скоростей группы  построен 
(рис. 275, б), то известны и скорости всех 
звеньев группы. Со звеном 1 соединяем плос
кость S, и находим на ней точку C it совпадающую в данный момент с точ
кой С. Точно так же со звеном 4  соединяем плоскость S 4 и находим на ней 
точку С 4, совпадающую в данный момент с точкой. С . Ускорение а с  точки 
С может быть определено совместным решением уравнений

+ а СС! + a CCt> а С —  Д С4 +  a CCt +  a CCY (б-60)

Из этих уравнений получаем:

a Cj +  а сс , +  а с с ,  =  « с ,  +  а ССА +  а с с 4- (6.61)

В уравнении (6.61) ускорения а С[ и a Ci точек C t и C t  известны. Вели

чины ускорений а £ С[ и а с с 4 определяются из уравнений

Ясс, =  2 К  | ®сс, =  2 I “ 1 1 (etc), 4 с4 =  2 I “ * I vcc4 =  2 I “ » I (c.c).

где (c,c) и (c4c) — отрезки, взятые из плана скоростей (рис. 275, б).
Направления векторов ускорений Кориолиса определятся по вышеизло

женному правилу (см. §  26,2°). Направления ускорений OqCi и а £ с 4 также 
известны. Первое из ник параллельно оси х  — х ,  а второе оси у — у .  Таким 
образом, в уравнении (6.61) неизвестны только величины ускорений а гс с  

и ве с,- Ускорения a rc c (, a £ c , и ускорение а с  могут быть найдены построе
нием плана ускорений (рис. 276, б).

■6]

Рис. 276. Двухповодковая группа 
четвертого вида: а) кинематиче
ская схема; б) план ускорений.



Угловое ускорение е2 эвена 2  равно e2 =  ej, так как звено 2  входит со 
звеном 1 в поступательную пару. Точно так же угловое ускорение е8 звена
3  равно еэ == е4.

Для определения ускорения а р  произвольной точки F  звена 3  (рис. 276, а) 
можно воспользоваться уравнением

а Р —  a Fi - f -  a FFi +  a FFi =  a Fi - f -  a * c 4 +  a c c 4> (6.62)

потому что a $ F i = a kCCl и a ^ 4 =  о р о 
графическое решение уравнения (6.62) может быть проведено методом, 

указанным для группы  второго вида (§ 32,5°).
10°. Переходим к рассмотрению группы II класса пятого вида. В состав 

группы  входят две последовательно расположенные поступательные пары С  
к  D  и одна вращательная пара В  (рис. 277, о).

Звенья 2  и 3  входят в пары со звеньями 1 и 4  основного механизма. 
Известны скорость v B точки В  и скорость всех точек звена 4, следовательно, 

известна и угловая скорость ш4 этого звена. Соеди
ним жестко со звеном 4  плоскость S 4, а с осью 
х —  х  направляющей, принадлежащей звену 3, пло
скость S 3. Находим, далее, на этих плоскостях точки 
В з и В 4, совпадающие в данном положении с точкой 
В  группы. Уравнения для определения скорости v Bi 
точки В 3 имеют вид

VB3 = v B ~ h  ®в3в> ®в:) =  ®в4 +  ®вав 4- (6-63) 

Решая их совместно, получаем:

VB Jr v BsB ~  v Bt +  v Bt B.i' (6.64)

В уравнении (6.64) известны по величине и на
правлению векторы v g  и v B скоростей точек В  
и Д ,.

Далее, известны направления скоростей и 
v BsBi. Первая параллельна оси л: —  х  направляющей, 
принадлежащей звену 3, а вторая параллельна оси 

у — у  направляющей, принадлежащей эвену 4. Величины этих скоростей 
и скорость v Bjj точки В 3- могут быть определены построением плана ско
ростей (рис. 277, б).

Выбираем произвольную точку р  за полюс плана скоростей (рис. 277, б) 
и откладываем от нее в выбранном масштабе (j.v отрезки (pb ) и (pb4), изо
бражающие скорости v B и v B . Через точку bt  проводим прямую в направ
лении относительной скорости v B Bt, параллельную оси у — у ,  а через точ
ку 6 —  в направлении относительной скорости Vgg3, параллельную оси х  —  х .  
Точка Ь3 пересечения этих двух прямых и даст конец вектора скорости v Bj 
точки В г.

Угловая скорость о>а звена 3  равна известной угловой скорости зве
на 4, так как звено 3  входит с этим звеном в поступательную  пару, т. е.

Точно так же угловая скорость <о2 звена 2  равна угловой скорости ш3 
звена 3, так как звено 2  входит со звеном 3  в поступательную пару. Следо
вательно,

Рис. 277. Двухповодко
вая группа пятого вида: 
а) кинематическая схема; 

б) плав скоростей.



Для определения скорости произвольной точки F, принадлежащей звену 2  
(рис. 277, а), составляем уравнение

VF  =  VF 3 +  VF F ,  =  VF i  +  VF 3F i +  VF F 3 =  v F i  +  VB 1Bl  +  VB B 3' (6-65)

так как v Fs =  v Pi - [ -  ® f3f 4, ®/ 3̂f 4 =  ®в3в4 и ^ ғ ғ г  ~ ~ v b 3b  =  v b b 3-
Скорость v P  нам известна, ибо известны скорости всех точек звена 4, 

а скорости и i>b sb М0 ГУт быть определены из ранее построенного
плана скоростей (рис. 277, б). Складывая гЛ м етр ически  эти скорости, по
лучаем результирующую скорость v P точки F  (на рис. 277, б  это построение 
не показано).

11°.  Переходим к задаче об ускорениях звеньев группы II класса пятого 
вида (рис. 278, а). Известны ускорения всех точек звена 4, а следовательно, 
и угловое искорение е4 этого звена, и ускорение а в  точки В  звена 2. Кроме 
того, так как построен план скоростей группы  (рис. 277, б), то известны 
скорости всех звеньев группы. На плоскости S 3 отмечаем точку В 3, совпа
дающую в данный момент с точкой В .  Далее, на 
плоскости S t отмечаем и точку В 4, совпадающую 
в данный момент с точкой В .

Для определения ускорений группы составляем 
уравнения k

а в 3 —  а В  +  а В 3В +  а В 3В> ( 6 .6 6 )

а В 3 =  a B i  +  а в 3в4 +  а в 3в4- ( 6-67)
Решая их совместно, получаем:

а в +  а в 3цН - а в 3в = = а в 4 +  а в 3в4 +  а в 3в4- (6 -6 8)

В уравнении (6 .6 8) ускорения а в  и а в% извест

ны. Величины ускорений a BiB и а в з в 4 определятся 
из уравнений

ав 3в  =  2 I “ 4 I v b 3b  =  2 I “ 4 I № )
И

в В 3В 4 =  2  I “ 4 I =  2  I ш 4 I P v  ( ^ 3 ) 1

где (ЬЬ3) и (bt b3) суть отрезки, взятые из плана ско
ростей (рис. 277, б). Направления этих ускорений 
определятся обычными приемами. Направления 
ускорений а ВзВ и o.rB)Bi также известны. Первое из них параллельно оси 
х  —  л-, а второе параллельно оси у — у .  Таким образом, в уравнении (6 .6 S) 
неизвестными являются только величины ускорений a B jв  и вд д,- Эти вели
чины могут быть определены построением плана ускорений (рис. 278, б).

Выбираем произвольную точку п за полюс плана ускорений (рис. 278, б) 
и откладываем из нее отрезки (т.Ь) и (г.Ьл), представляющие в выбранном 
масштабе ускорения а в  и a B i. Далее, определяем ускорения а В}В и 

a j  в 4 и откладываем первое из точки b в виде отрезка (bk2), а второе из 
точки 6 4 в виде отрезка (&4fc3) в том же масштабе (л0. Из точек k 2 и k 3 про
водим прямые в направлениях ускорений Яд3в и параллельно осям 
х  — х  и у — у .  Точка Ь3 пересечения этих прямых и даст конец вектора 
полного ускорения аВз точки В 3 звена 3, равного

aB i  =  1хо № )>

Рис. 273. Двухповодко
вая группа пятого вида: 
в) .кинематическая схема; 

б) план ускорений.



Угловое ускорение е3 звена 3  равно е3 = е 4, так как звено 3  вхо
дит со звеном 4  в поступательную  пару. Точно так же угловое ускорение е3 
равно е31 так как звенья 2  и 3  также входят в поступательную пару, т. е.

е2 =  £ 3 =  е4- (6.69)
Для определения ускорения а ғ  произвольной точки Ғ  эвена 2 

(рис. 278, б) составляем уравнение

а Ғ —  а Ғ ъ +  а ҒҒе +  а ҒҒ3 —  a F i +  а ғ 3 F i +  а ғ , ғ 4 +  a FFs +  а ғ ғ 3 (в -7° )  

Так как

а Ғ 3 =  a Ft  +  a F3Fi +  а Ғ )Ғ 4> а ғ ғ 3 —  —  a B 3B —  а в в 3> a FFs =  —  а в 3в  =  а в п 3> 

то уравнение (6.70) будет иметь вид

a F =  a F i +  a flaB4 +  a B ,B t  +  a BB3 +  a BBj- (6-7 0
В уравнении (6.71) ускорение a Fi точки F A известно. Ускорения о/д в

а в 3в 4' а в в е и а в в 3 могут быть определены из построенного плана ускоре
ний (рис. 278, б). Таким образом, все члены правой части уравнения (6.71) 
известны, и вектор полного ускорения а ғ  точки Ғ  определяется их геомет
рическим сложением. (На рис. 278, б  это построение не показано.)

12°. Пример. Н а  рис. 279, а  показан ш есгизвенны й механизм
II  класса, кинем атическая схема ко то р о го  построена в масш табе

Рис. 279. Шестпэвенный механизм: а) кинематическая схема; б) плач скоро
стей; в) план ускорений в перманентном движении; г) то же в начальном

движении.

1 м ле  —> [aj м .  Тр е б уется определить ско рости  и ускорения звеньев 
механизма, если кр иво ш ип 2  вращ ается с угло во й  ско р о стью  ш.2 и 
с угло вы м  ускорением  е2. М еханизм  образован присоединением к к р и - 
веш ипу 2 д вух  гр у п п  II класса: гр у п п ы  ВС второго вида, состоящ ей



из звеньев 3 и 4, и группы ED третьего вида, состоящей из звеньев 
5 и б. Точки звена 1 и звена 6, совпадающие в рассматриваемом 
положении с точками С и £  обозначим через и С6.

Для группы ВС согласно уравнениям (6.41) и (6.42) имеем сле
дующую систему уравнений для определения скоростей звеньев группы:

®С =  “ Ь  ®СВ’ 43С ~  <DC l “ Ь  ®CCi
ИЛИ

10В “Ь  ®СВ =  V Ci "Ь  V CCi•
Так как ®Ci =  0, то

®C V B  " Г  43СВ V CCi

Для определения ускорений звеньев группы ВС  согласно уравне
ниям (6.45) и (6.46) имеем систему уравнений:

а С =  а В а СВ “ Г  а с в '  a C =  a C x ~St ~ a C C i~ T ~ a CCl
или

а в  "Ь  а СВ “ Ь  а с в  ~  а С1 a CCi “Ь  C CCi'

Так как ось х — х  направляющей неподвижна, то и кориолисово 
ускорение a£Cj =  0. Тогда окончательное уравнение для определения 
ускорений звеньев группы ВС будет иметь вид

ас =  OqCl =  ав -f- agB -J- а^д.

Для группы ED согласно уравнениям (6.51), (6.52) и (6.53) будем 
иметь следующую систему уравнений для определения скоростей 
звеньев группы:

®£е =  VEa —  VE JT VE„E’
ИЛИ

+  =  +
Так как vD =  0, то

®Яв =  VEaD =  “Ь ®Л0£-
Для определения ускорений звеньев группы ED согласно уравне

ниям (6.54), (6.55) и (6.56) будем иметь систему уравнений:

аЕ, =  a D +  а к о  + < ф '  а Ец =  'аЕ +  а Е«Е +  aEtE
ИЛИ

a D  ~Ь a EaD  “Ь a E0D  =  а Е Н" а ЕеЕ “Ь й ЕйЕ'

Так как aD =  0, то

а Ее —  a EeD  “Н a E0D = = а Е~^~ аЕаЕ Н-  аЕеЕ-
Рассмотрим перманентное движение механизма (§ 30), т. е. дви

жение, при котором угловая скорость щ  кривошипа 2 постоянна, 
т. е. =  const.



Для построения плана скоростей в перманентном движении из 
произвольной точки р (рис. 279, б) откладываем в масштабе от
резки (pb) и (ре), представляющие собой скорости ч>3 и vE точек В  
и Е. Величины этих скоростей соответственно равны

VB =  I Ш-2 I lAB =  К  I f t  (А В )  =  f t ,  (pb), 
vE =  I щ  I lAE =  [ 0)2[ (i; (AE) =  JJ,„ (pe),

где jj.; — масштаб длин звеньев механизма. Если отрезки (pb) и (ре) 
выбрать так, чтобы имели место равенства (pb) =  (AB) и (ре) =  (АЕ), 
то масштаб скоростей будет равен

f t  =  “ sIV
Отрезки (pb) и (ре) откладываем в направлении, перпендикулярном 

к направлению BE  звена 2. Дглее, через точку b проводим прямую 
в направлении скорости vCB, перпендикулярную к направлению ВС 
звена 3, а через точку р — прямую в направлении скорости vc, па
раллельную оси х  — х  направляющей. Точка с пересечения двух про
веденных прямых даст конец вектора скорости vc точки С. Величина 
скорости тс будет равна

®с =  f t  (Рс)-
Так как скорости vA и vD равны нулю, то точки а и d, их изо

бражающие, совпадают с началом плана скоростей. Далее, через точку е 
проводим прямую в направлении скорости параллельную оси Dy
направляющей, принадлежащей звену 6, а через точку р — в направ
лении скорости перпендикулярную к Dy. Точка е6 пересечения 
двух проведенных прямых дает конец вектора скорости ®£в точки Ей, 
принадлежащей звену 6.

Величина скорости vE равна

VEe =  V‘T>(Peb)'
Для построения плана ускорений в перманентном движении от 

произвольной точки я (рис. 279, в) откладываем в масштабе 
отрезки (ъЬ) и (гсе), представляющие собой ускорения ав и аЕ. Так как 
мы рассматриваем перманентное движение механизма, то ускорения ав 
и аЕ точек В  и Е  являются только нормальными и равными

а в  =  т 11А В  =  ( А в )  =  ft* ( * * ) ’ 

а Е  =  Ш\ 1А Е  =  “ a f t  ( А Е )  =  f t  ( ' 4

Выбирая отрезки (лб) и (хе), соответственно равными отрезкам (АВ) 
и (АЕ), получаем масштаб ускорений равным [ха =  со.^.

Так как ускорения ав и аЕ точек В  и Е  в перманентном движе
нии суть нормальные ускорения, то отрезки (~Ь) и (тте) откладываем 
параллельно направлению BE  оси звена 2. Ускорение ав направлено



от точки В к точке А, а ускорение аЕ от точки Е к точке А. Далее, 
через точку Ъ проводим прямую, параллельную направлению ВС звена 3, 
и откладываем на ней отрезок (bnz), представляющий ускорение а£в. 
Вектор а£в направлен от точки С к точке В и равен

°СВ V-Kbcf о фс)г 
а св  1св  —  н (ВС) — в с  — РаФпз).

Так как, по предыдущему, (ia =  с о ^  =  то отрезок (Ьп3) 
равен (bcY

Через точку п3 проводим прямую, имеющую направление ускоре
ния а*св, перпендикулярную к направлению ВС. Далее, через точку % 
проводим прямую в направлении ускорения a£Ci, параллельную 
оси х — х. Точка с пересечения двух проведенных прямых дает конец 
вектора ускорения ас точки С. Величина ускорения ас равна

ас =  М 1' с) =  “>1^ (™)-
Далее, через точку е проводим прямую в направлении кориолисова 

ускорения аЕвЕ, перпендикулярную к оси Dy. Величина ускорения а* £ 
определится из уравнения

n k  ___  О I гл I п.  ___  О ^ ^ 8  ,г. О ^  ( p ^ o )  ( ^ f l )  ( п Ь \
Е^Е 2  I 6 [ ®ЕСЕ 1 ^  °Е йЕ — 2  N  (О Е 0) — Р а ( е/г)'

Полученный отрезок (ek) откладываем на проведенной прямой 
в направлении, определяемом правилом, указанным в § 26,2°.

Через точку к проводим прямую в направлении ускорения a rE Ei 
параллельную оси Dy. Далее, из точки тс параллельно оси Dy откла
дываем отрезок (даг6), представляющий нормальное ускорение a ^ D) 
равное по величине

vh D _ P l( P e« Y ___ (pety
lED

Вектор anE(s направлен от точки Е6 к точке D.
Через полученную точку н6 проводим прямую в направлении уско

рения а*Еф, которое перпендикулярно к оси Dy. Точка е6 пересе
чения прямых, проведенных в направлениях ускорений а ^ Е и aEbD, 
определит конец вектора полного ускорения а Е

Величина ускорения а Е будет равна

а Е« =  V-a (* еб) =  К | Аг 0 ^ ) -

Для учета влияния углового ускорения е3 на кинематику механизма 
рассмотрим начальное движение механизма. Как это было показано

“EeD r v  » (Pet) г \
а Е ф  7 7 ^  —  N  (E„D) t \ D  ~  110



в § 30, в этом движении скорости всех звеньев механизма равны 
нулю. Следовательно, для изучения начального движения механизма 
надо построить только план ускорений в начальном движении. Так как 
в начальном движении все нормальные и кориолисовы ускорения равны 
нулю, то уравнения для построения плана ускорений будут иметь 
следующий вид.

Для группы ВС
ас =  асс1 =  ав +  а св

и для группы DE
а\  =  аЕф =  аЪ + а1 Е.

Индексом «н» обозначены векторы ускорений в начальном движении.
Для определения ускорений звеньев механизма в начальном дви

жении можно воспользоваться уже построенным планом скоростей 
(рис. 279, б), так как векторы тангенциальных и релятивных ускоре
ний параллельны соответствующим векторам скоростей. Имеем:

П̂ Н li «
а В  I I  ®В> а СВ I I  V CB’ a CCt li ®СС,’

а Е 0 |! V E a’ a £ 0£ lI® £ 0O’ С Е 1 V E  И С£<,£ || ® £0Е'

Если точку р  (рис. 279, 6) выбрать за начало плана ускорений 
в начальном движении, а отрезок, изображающий вектор ускорения а'^ 
принять равным (pb°) =  (pb), то будем иметь:

ав =  Р°“ (РЬ'>) =  К(РЬ),

где |х£ — масштаб плана ускорений в начальном движении. Соответ
ственно получим:

ас — acCi =  ^  (Рс°) =  Н'о (рс)< асв —  ( ^ 0) =  (be). 

а%*= a E ,D =  ^  (Pel) =  1*« (Pe& aE =  (Pe°) =  ̂  (Pe)’
а Е 0Е =  (е0<?б) =  (е<?б)-

Таким образом, при определении ускорений звеньев механизма 
s няияльном движении не требуется построения еще одного плана 
ускорений, а можно пользоваться носiрос;;;;о:м ране** планом скоростей. 
Из условий

ав =  ав =  (АВ) =  1*“ (РЬ“)' (РЬ°) =  (РЬ) =  (АВ) 

следует, что масштаб jj.q равен

так как ц.в =



Н а  рис. 27 9 , г  показаны  в м асш табе | ia спло ш ны м и линиями 
отрезки (к с ) , (~Ь), ( к е )  и (пе6) уско р ени й  точек С , В ,  Е  и Е ь в перма
нентном  движении. К  ним приб авлены  отрезки (сс°), (b№ ), (ее0) и (^6 Ĵj), 
по казан ны е ш триховы м и линиям и, представляю щ ие собою  в м асш та
бе ц а ускорения а £, а нв , а £ ,  а ^ .  И сти н н ы е  ускорения то че к С, В , Е  и Е 6

с учето м  неравномерности вращ ения ведущ его звена равны  (рис. 2 7 9 , г)

а С  =  11 а ( ™ 0) '  а В = М ^ ° ) >  а £  =  р - а  а Е в =  1х а  ( ' < ' ) •

П р и  инж енерны х исследованиях кинем атики механизмов удо бно при
нимать у гл о в у ю  ско р о сть u)j ведущ его звена в перманентном движении 
равной ш.3 = 1  с е к - 1 . То гд а м асш табы  (j.z, ^  и [ха б у д ут уд о влетворять 
усло вию

П о с л е  построения планов ско ростей и ускорений в предполож е
нии ш.2 = 1  с е к _1 легко определить истинны е ско рости и ускорения 
по заданным щ  и е.2 (см. §  30). П о с тр о е н н ы е  на рис. 2 7 9 , б  и в  планы  
ско р о стей и ускорений можно рассм атривать как планы  анало го в ско 
ростей и ускорений.

1 3 ° .  П окаж е м  теперь, ка к  то т ж е пример реш ить численны м  методом.
Наметим сначала неподвиж ную  систем у координат. Т а к  как вра

щ ение ведущ его звена А В  задано по движению  часовой стрелки, то 
надо во спо льзоваться левой системой координат. Н а чало  координат 
совместим с то чко й А  (рис. 27 9 , а), ось А х  направим влево, ось А у  — 
вертикально вверх.

Схем а заданного механизма со сто ит из за м кн уты х тр е у го л ьн и 
ков А В С А  и A E D A .  Задаемся направлениям и сторон ка к  векторов 
(рис. 2 7 9 , а). В  тр еуго льни ке А В С А  известны  длины  сторон А В  и 
В С ,  у го л  v AB наклона ведущ его звена А В  задан, у го л  v>BC наклона 
ш атуна В С  и д ли н у стороны  A C i  следует определить, у го л  =  18 0 °.

В  тр е уго л ьн и ке  A E D A  известна длина стороны  А Е ,  у го л  у АЕ =
—  18 0 ° о АВ, известны  длина сто р о н ы  D A  и у го л  срод. С л е д у е т  опре
делить д л и н у стороны  D E s  и у го л  <?DE(s.

Составляем  уравнения за м кнуто сти  и уравнения их проекций. 
О бходим  ко н тур  тр еуго льни ко в по движ ению  часовой стрелки. Имеем:

A B  +  B C = A C it А Ё = А О ъ  —  D A .  (А )

Спроектируем теперь векторы замкнутых треугольников на оси 
координат

А В  cos <?АВ - ( -  В С  cos 9 ДС =  A C t cos ®дс ,

А В  sin <?А В - \ - В С  sin  cpBC = A C i  sin ;рдс ,

А Е  cos сpAE =  D E s  cos r? DE —  D A  cos <oDA,

A E  sin  <эДЕ =  О Е й sin  -?DEa — D A  sin



(Д )

Воспользовавшись заданными величинами, подставим их в написан
ные уравнения проекций

АВ  cos <?АВ -f- ВС cos <рвс =  ACi cos 180° =  — ЛС]( |
АВ  sin <рдв- |-5 С  sin <pBC =  ACt sin 180° =  0, J ^  

АЕ  cos (180° срлв) =  — АЕ  cos срдв =
=  DE6 cos <?DEe — DA cos <pOA,

AE  sin (180°- f  срдв) =  — AE  sin <?Ag =
=  DE6 sin Vde<i +  DA sin <?DA.

Из уравнений (Г) получаем

sin ? s c = - ^ - sin ?дв- (E)
Длина стороны ACi после этого определяется из первого уравнения (Г). 

Для определения угла oDE воспользуемся уравнениями (Д)
—  А Е  sin о , .  4 -  D A  sin ,

tg  г?п е „=  _  А Е  cos оа в  - j -  D A  cos oDA •

Длину стороны DE6 можно теперь определить из любого уравнения (Д).
Рассматривая перманентное движение, будем определять аналоги 

скоростей и ускорений, дифференцируя уравнения (Г) и (Д) по обоб
щенной координате <рлв:

— АВ sin срл в  — ВС sin срBCL3i =  — г ^ ,  |

АВ  cos ? лв +  ВС cos <pBCi3J =  0, J 
AE sin 9ab =  ЪЕЕь cos oDEo -  DE6 sin \

-  AE cos 4AB =  vEEt sin +  DE6 cos ?o£/ 60_. j
Здесь /32 =  швс/шдв, i„ =  aDEJmAB, vCCi и vEÊ  аналоги скоро

сти точки С в движении относительно точки Q  и в движении точки Е 
относительно точки Е6.

Уравнения (Г') и (Д') являются системами линейных уравнений 
с неизвестными I „ и vrr  в первой системе и с неизвестными г' и

32  C C i  r  63 ЕЕа
во второй. Решение этих уравнений никаких трудностей не представляет.

Для определения аналогов ускорения дифференцируем по обоб
щенной координате оАд уравнения (Г') и (Д')

— АВ cos срлв — ВС  cos <?вс4  — ВС sin <рвс4  =  — а ^ ,  j

—  АВ  sin <?лв  —  ВС sin z>BCr3i - f  ВС cos ? йС/ '= =  П. | 
cos ?лв =  а -£о cos 9^  — 2 5 ^  sin ?М | —

-  D E &  cos ?д£б -  D £6t;3 sin <pM t,

— sin =  sin ?d£0 — 2®£Е,/и cos ?DEe —
-  cos <?DE -  D E fn  sin

(Д ")



В уравнениях (Г") и (Д") hi =  din /dyAB, aCCi — аналог ускорения 
точки С в движении относительно точки С\; агЕЕа — аналог ускорения 
точки Е  в движении относительно точки Е6; i'^ =  dl6i/d<pAB.

Уравнения (Г") и (Д") так же, как и уравнения (Г') и (Д'), являются 
линейными, и потому неизвестные a£Ci> arEEв и могут быть 
определены без затруднений.

Для определения действительных величин скоростей и ускорений 
надо аналоги скоростей умножить на ®АВ — величину угловой скорости 
ведущего звена АВ, а для определения действительных ускорений их 
аналоги надо умножить на а>2Ад — квадрат угловой скорости ведущего 
звена АВ. Для определения величин действительных ускорений началь
ного движения следует аналоги ускорений умножить на заданную вели
чину углового ускорения еАВ ведущего звена АВ.

§ 33. Определение скоростей и ускорений групп III класса

1°. Определение скоростей и ускорений механизмов Ш класса может 
быть произведено.так называемым м ет од ом  осо бы х  т о ч е к , или т о ч ек  А ссура, 
по имени русского ученого Л . В. Ассура, предложившего этот метод.

Ознакомление с применением этого метода начнем с задачи определения 
скоростей и ускорений группы III класса с тремя поводками.

П усть задана группа III класса с тремя поводками, причем все входящие 
в группу кинематические п а р ы — вращательные (рис. 280, а) и заданы ско
рости и ускорения точек В , С  и D  концевых элементов, которыми поводки 4, 
5  и 6  входят во вращательные пары со звеньями 1, 2  и 3  основного меха
низма. Требуется определить скорости и ускорения звеньев группы. Продол
жаем оси поводков 4 и 5 до пересечения в точке 5 1( которую примем при
надлежащей базисному, звену 7.

Тогда из произвольной точки р  плоскости откладываем отрезки (pb), 
(р с ) и (pd) (рис. 280, б), представляющие в выбранном масштабе заданные 
скорости точек В , С  и О. Скорость точки Sr  как принадлежащей эвену 7, 
определится из уравнений (см. §  26,2°)

В уравнениях (6.72) два последних вектора каждого из уравнений направлены 
по одной прямой, так как оба вектора перпендикулярны к общим направ
лениям S jf i  или S jC , т. е. вектор v SlB =  v £ b ~{-vS iE  перпендикулярен к направ

лению S jf l,  а вектор v s c ==v f c ~^~vS iF перпендикулярен к направлению S ,C - 
Пользуясь уравнениями (6.72), проводим через точку Ь плана скоростей 

прямую в направлении скорости v s  в , перпендикулярную к направлению S ,5 ,  
а через точку с плана скоростей— прямую в направлении вектора ско
рости v SlC, перпендикулярную к направлению S jC . Точка st пересечения 
этих двух прямых на плане скоростей (рис. 280, б) и представляет собой 
конец вектора скорости v Si точки S ,. Величина скорости этой точки равна

(6.72)

(Ph)■



Соединяем, далее, прямой точку S , с точкой G  и составляем для опре
деления скорости G  следующие уравнения:

®0 =  ®Si +  'Z’GS1. VQ =  VD +  VQD- (6-73>
Пользуясь уравнениями (6.73), проводим через точки Si и d  плана ско

ростей прямые, имеющие направления скоростей ,oOSi и » 0£), соответственно

перпендикулярные к направлениям GSi и GD. Точка g  пересечения этих

Рис. 280. Трехповодковая группа с тремя вращательными парами: а) кине
матическая схема; б) план скоростей; в) план ускорений.

двух прямых и дает конец вектора скорости v a  точки G. Величина скоро
сти v „  равна „ . . .  

о  r  v q  =  V-v (PS)-

Зная скорость точки G, скорость точки Е  определяем из уравнений

v e  =  v q  +  v e
(6.74)~EQ' ~Е В 1 ЕВ"

Скорость Dp точки F  определится из подобия треугольника e g f  плана ско
ростей треугольнику E G F  схемы или же из уравнений

v f = v c +  v f c . (6.75)ҒО'

Построение всех этих скоростей показано на рис. 280, б.
Точку S , пересечения осей двух поводков будем называть особой  т оч

ко й .  Особая точка может быть получена путем пересечения осей двух любых 
JJUtfOjIXGu (р :;с. 280, л). Таким образом, в группе ,с тремя поводками мы 
можем получить три особые точки 6',, 6 2 и 5 Э, и, иильзуясй любо!* и? ни*, 
можно построить план скоростей. Выбор той или иной из этих точек опре
деляется удобством графических построений.

Необходимо иметь в виду, что точки S „  S 2 и S a п р и н а д леж а т  базис
н о м у  звен у  E G F , а не поводкам, на пересечении осей которых они находятся.

В  том случае, когда все эти три оси поводков пересекаются в одной 
точке, особые точки совмещаются в одну, и в этом случае группа приобре
тает дополнительную мгновенную подвижность.

2°. Задача об ускорениях группы  III класса с. тремя поводками решается 
аналогично задаче о .скоростях. Здесь, так же как и для определения ско



ростей, пользуемся особой точкой на звене 7 (рис. 280, а). В качестве 
такой точки может быть выбрана любая из трех особых точек. Построение 
ускорений всех точек группы может быть выполнено следующим образом. 
Выбираем на плоскости произвольную точку п  (рис. 279, в) за полюс плана 
ускорений и откладываем от нее отрезки (яб), (яс) и (nd), изображающие 
в масштабе \La ускорения c fl, a Q и a D точек В , С  и D. Ускорение a Si осо
бой точки S t определится из уравнений

a Sl —  а в  +  аЕВ +  CS 1E +  аЕВ 4* a SiE ~  а в  +  a SiB +  a S t B>
(6.76)

a S i  ~ а с ~ ^  а ЕС  +  a S L/ ’ “ Ь  a FC +  a tS l F = a c  +  a s , c  +  “ ^ С -

В уравнениях (6.76) суммы нормальных и тангенциальных ускорений для 
краткости обозначены через результирующие векторы a j  в , a £ iC  и a ‘s  D, 

a S iC ' потому что направления отдельных слегаемых совпадают.
Величины нормальных относительных ускорений определяются обычным 

методом из уравнений

„ _ v be_ „ _ v i tE п _ v 'fc  „ _ V$,F
е в  —  т  > — т  » а ғ с — ~) > a s ,F  — ~i •

BE ESi CF F Si

Направления этих векторов также определяются известными методами. 
Так как отдельные члены каждой из сумм тангенциальных ускорений сов
падают по направлению, то отдельные слагаемые этих сумм особо могут не 
определяться. Для их нахождения достаточно через концы результирующ их 
векторов нормальных ускорений и c J iC провести линии действия век
торов тангенциальных ускорений в направлениях, перпендикулярных к век
торам указанных нормальных ускорений. С  этой целью от точек Ъ и с плана 
ускорений откладываем отрезки (Ьп2) и (criL), представляющие в масштабе 
ра ускорения a } iB и f lJ lC .

Далее, через точки п.2 и п 1 проводим прямые в направлениях ускоре
ний а ^ д  и a g lC, которые соответственно перпендикулярны к направлениям 
S tB  и S ,C . Точка S! пересечения этих двух прямых и дает конец вектора 
a Si полного ускорения точки S„  величина которого равна

Ускорение точки G  определится из уравнений

a G =  a S1 +  a GS1 +  a OSi> а о  =  a D  “Ь" a GD +  a GD- ( 6 - П )

От точек и s, плана ускорений откладываем отрезки (d n t ) и (SjH3), 
представляющие в масштабе (ia ускорения a ^ D и a ^ s . Далее, через точки 

« 3 и п А проводим прямые в направлениях тангенциальных ускорений a tGS[ 

и а ‘а о , перпендикулярные к отрезкам G S , и GD. Точка g  пересечения этих 
прямых и дает конец полного ускорения a Q точки G. Зная ускорение a Q 
точки G , легко определить ускорения остальных точек группы. Например, 
ускорение точки Е  определится из уравнений

a E == aQ~ h a EO~i~a E a' а Е ~  а в  а £ в  +  а ЕВ- (6.78)

Ускорение точки F  найдется из подобия треугольника e g f  плана уско
рений треугольнику E G F  схемы или же из уравнений, аналогичных уравне
ниям (6.56).



Построение всех этих ускорений показано на рис. 280, в.
3°. Рассмотрим теперь вопрос об определении скоростей и ускорений 

методом особых точек для тех групп, в состав которых наряду с вращатель
ными парами входят также и поступательные пары. Пусть, например, дана 
группа III класса с тремя поводками и с двумя поступательными парами £  и С  
(рис. 281), у которой известны скорости точек В  и D , скорости всех точек 
звена 2  и угловая скорость Для определения особых точек звена 7 можно 
поступить следующим образом. Через точку В  проводим прямую, перпенди
кулярную к оси х  —  х  направляющей, принадлежащей звену 4. Далее, через 
точку /"проводим прямую, перпендикулярную к оси у — у  направляющей, 
принадлежащей звену 2. Точка пересечения этих двух прямых и опреде
ляет первую особую точку звена 7. Другая особая точка S» может быть 
найдена на пересечении прямой, проходящей через точку В  и перпендикуляр
ной к оси х  —  л:, с направлением GD  поводка 6, и, наконец, третья особая 
точка 5 3 может быть определена на пересечении прямой, проходящей через

точку F  перпендикулярно к оси у — у ,  с 
направлением GD  поводка 6.

Если воспользоваться особой точкой S t, то 
определение скоростей группы может быть 
сделано следующим образом. Скорость v Si 
точки S ! определится из уравнений

vs t ~ v e ~ ^  v S i B  +  

v S t  =  v Ft  +  v FFi +  v s 1f -

(6.79)

Рис. 281. Кинематическая схема 
группы III класса с двумя посту

пательными парами.

В уравнениях (6.79) есть скорость точ
ки F 2, принадлежащей звену 2. Эта скорость 
известна, так как скорости всех точек звена 2  
являются заданными. Вектор v g  в уравнениях
(6.79) есть заданная скорость точки В .  Точка 5 4 
является точкой, принадлежащей звену 4 и 

совпадающей в данный момент времени с особой точкой S j. Ее относительная 
скорость в движении вокруг точки В  выразится вектором ®5 4д- Величина этой 
скорости неизвестна, а направлена она перпендикулярно к направлению B S t. 
Скорость особой точки относительно звена 4 представлена в уравнениях (6.79) 
вектором i>SiSi' Величина этой скорости неизвестна, а направлена она парал
лельно оси х — х ,  перпендикулярно к направлению B S t . Таким образом, 
скорости и ®5 1s 4 параллельны, и следовательно, в уравнениях (6.79)
над векторами, их представляющими, может быть поставлена общая черта. 
Скорость точки F  относительно точки Ғ а, принадлежащей звену 2, выра
зится вектором V ррг- Эта скорость, неизвестная по величине, параллельна 
оси у — у ,  или, что то же, перпендикулярна к направлению F S ^  Скорость 
точки S j относительно точки F  выразится вектором величина которого
неизвестна и который перпендикуляоен к направлению Таким сбразо:,;,
скирисги v PFa и v SiF  параллельны, что в уравнении (6.79) отмечено чертой, 
поставленной над этими векторами. Совместным решением уравнений (6.79) 
определяется скорость ®у точки S j.

Скорость точки G  определится из уравнений

QD' (6.80)

Скорости остальных точек определяются из уравнений, аналогичных урав
нениям для групп II класса.



4°. Для определения ускорения точки должны быть совместно решены 
следующие два уравнения:

asl =  ав +  а5 ,в  +  aStS4 +  aS\B +

a s l =  а Ғг +  a FF2 +  eS ! ^ +  a FF-, +  a S,F-

В уравнениях (6.81) ускорения a g  и а Ғг заданы. Нормальное ускоре

ние в движении точки S 4 относительно точки В  и кориолисово уско

рение в движении точки S ! относительно звена 4  взаимно параллельны 
и направлены перпендикулярно к оси х — х .  Величины и направления уско
рений определяются обычным способом. Точно так же взаимно параллельны 
и ускорения: а ҒҒг, представляющее собой кориолисово ускорение в движе

нии точки F  относительно звена 2, и а ^ р ,  представляющее собой нормаль
ное ускорение в движении точки S ,  относительно точки F. Векторы ускоре
ний a kFFi и а% ғ  направлены перпендикулярно к оси у — у .  Величины и 
направления этих ускорений определяются обычным способом. Ускорения 

и неизвестны по величине и имеют взаимно параллельные направ
ления, параллельны оси х — х .  Точно так же взаимно параллельны и уско
рения a FFa и а $ 1{г (параллельны оси у  —  у ) .  Таким образом, из уравнений
(6.81) определяется вектор ускорения a Si  точки S j.

Для определения ускорения a Q точки G  решаем совместно уравнения

a Q =  a S L +  a OSi +  a GSi> a Q  —  a D J T a G D Jr a GD- (6.82)
Ускорения остальных точек группы  определяются из уравнений, аналогичных 
уравнениям для группы  II класса.

Метод особых точек применим к механизмам III класса любого порядка.
П рим ер. В качестве примера рассмотрим механизм, показанный на 

рис. 282, а. Требуется определить скорости точек звеньев этого механизма 
в перманентном его движении, в котором кривошип 2  вращается с постоян
ной угловой скоростью ш».

При ведущем звене 2  механизм относится к механизмам III класса третьего 
порядка, как образованный присоединением к ведущему звену 2  группы 
B C D E F G  III класса с тремя поводками 3, 5  и 6.

Определение скоростей проводим методом особых точек.
Для построения повернут ого  п л а н а  скорост ей  по методу особых точек 

находим особую точку S на пересечении направлений GD  и В С  звеньев 5 
и 3  (рис. 282, а). О т точки р  откладываем скорость v g  точки В  в виде от
резка (pb) в масштабе (iB (рис. 282, б). Скорость v s  точки S может быть 
определена из уравнений

V S =  VB 4" VCB 4" VSC’ VS  =  Va  “I- VDQ “1“ VSD ~ VD Y J r  V SD' 
так как v Q =  0. Далее, соединяем прямой точку Е  с точкой S (рис. 282, а) 
н для определения скорости точки Е  составляем уравнения

VE ~ VS ~ ^  V£ S '  VE ~ VF ~ ^ VE F ~ VEF’
так как ®_ =  0 .Г

Определив скорость v £  точки Е , легко построить скорости и всех 
остальных точек. Проверкой построений может служить условие, чтобы 
точки d , с и  е лежали на прямых заданных направлений, выходящих из по
люса р ,  и треугольник dee  был подобен треугольнику D C E . Следует отме
тить, что особая точка S  могла бы быть выбрана и на пересечении осей 
двух любых других поводков группы.

(6 .81)



План ускорений строим аналогично. Откладываем из точки я отрезок 
(т.Ь), изображающий в масштабе ц а ускорение а в  точки В  (рис. 282, в). Далее, 
из уравнений

a s  —  ас +  а£с +  a SC —  a B +  асв  ~г asc  +  асв +  asc>

a s  —  a D "Ь a SD +  a SD =  a a  +  a DG +  a SD +  a>DO +  aSD =

=  a DG +  a SD “t” aDO 4* a SD' 

т а к к а к а о =  0. Ускорение a s  точки S находим известными приемами.

Ускорение а £  точки Е  найдем из уравнений

а Е —  as 4" a ES +  a £S’ а Е ~ а Ғ "Ь ®£/г~Ь a E F =  a EF 4" a EF> 

где а ғ =  0. Зная ускорение а £  точки Е, ускорения о д и а с  точек D  и С  
легко определить, рассматривая движение этих точек соответственно отно
сительно точек Е , G  и Е, В .  Построение ускорений a D и а с  на рис. 282, в 
не показано. На рис. 282, в отрезки (6 /i,), (g iu )  и т. д. представляют собою 
суммы нормальных ускорений, стоящих под общей чертой.

Г Л А В А  VII

ИССЛЬДивлНиЕ ПЛОСКИХ МЕХАНИЗМОВ МЕТОДОМ 
КИНЕМ АТИЧЕСКИХ ДИАГРАМ М

§ 34. Построение кинематических диаграмм

1°. При кинематическом исследовании механизмов необходимо бы
вает проводить это исследование за полный цикл движения исследу
емого механизма. Для этого аналитическое или графическое ис
следование перемещений скоростей и ускорений ведется для ряда



положений механизма, достаточно близко отстоящих друг от друга. 
Полученные значения кинематических величин могут быть сведены 
в таблицы или по полученным значениям этих величин могут быть 
построены графики, носящие название кинематических диаграмм.

В зависимости от характера движения исследуемых звеньев или 
отдельных точек механизма могут быть построены и различные кине
матические диаграммы. В практических задачах теории механизмов 
каждая кинематическая диаграмма обычно представляет собой графи
ческое изображение изменения одного из кинематических параметров 
звена: перемещения точки звена исследуемого механизма, в функции 
времени или перемещения ведущего звена 
механизма, т. е. в функции обобщенной 
координаты.

Например, если мы имеем криво
шипно-ползунный механизм (рис. 283), 
то для перемещений sc, скоростей vc 
и ускорений ас точки С, как пере
мещающейся прямолинейно, удобно 
строить кинематические диаграммы в 
виде зависимостей этих, величин от времени t или от обобщенной коор
динаты <р2, т. е. строить графическое изображение зависимостей

«с =  *с(<)> ®с =  ®с(*)« ac =  ac (t) (7.1)
ИЛИ

Sc =  sc (<?.>), V C =  v c (!f,2), ac =  ac (®.j), (7.10

если угол <рг поворота звена 2 выбран в качестве обобщенной коор
динаты.

В некоторых случаях может потребоваться построение и других 
зависимостей, например,

tic =  tic (sc) или ас =  ас (sc). (7.2)

Зависимости (7.2) могут быть получены из зависимостей (7.1) 
исключением из первой и второй зависимостей, или из первой и 
третьей зависимостей параметра t.

Если исследованию подлежат угловые перемещения сра, угловые 
скорости ш3 и угловые ускорения е3 шатуна <3 (рис. 283), то можно 
построить графическое изображение зависимостей

<Рз =  ®з(0. и)з =  шз(0> еа =  ез(0 

<Рз=  Уз (?0> “з =  шз (?а)> ®з =  ез ('fi)> 
а также зависимости

шз =  шз (?з) или е3 =  е3 (93).

2°. В качестве примера рассмотрим построение кинематических 
диаграмм sc =  sc (t), vc =  v c (t) и ac =  ac (t) для точки С кривошип-

д

/
Рис. 283. Кинематическая схема криво- 

шигшо-ползушгого механизма.



но-ползунного механизма ABC, кривошип которого вращается с по
стоянной угловой скоростью (рис. 284, а). Для этого методами, 
указанными в § 31, производим разметку путей точек В к С. От
счет перемещений точки С удобно вести от крайнего левого поло
жения ползуна. Проводим две оси координат (рис. 284, б) и на оси 
абсцисс откладываем отрезок I мм, представляющий собой в масш

табе ^  время Т одного полно
го оборота кривошипа, т. е.

т  60 / Т = П = М (7.3)

где п — число оборотов кри
вошипа в минуту. Из равенства
(7.3) получаем масштаб ц,, вре
мени. Имеем:

*  =  7й- <7-4>
Отрезок I разбиваем на 12 

равных частей и в соответст
вующих точках 1, 2, 3, от
кладываем расстояния, прой
денные точкой С (рис. 284, а) 
от крайнего левого положения 
Q  ползуна. Так, в точке 2 (рис. 
284, б) откладываем в направ
лении, параллельном оси орди
нат, отрезок (QGj), в точке 3 
отрезок (С)С3) и т. д. Если 
отрезки (CiC9), (CiC3) ,. . .  откла
дывать прямо со схемы (рис. 
284, а), то масштаб диаграммы 

sc =  sc (t) по оси ординат будет равен т. е. масштабу построения 
схемы. С положения С7, когда точка С займет крайнее правое поло
жение (рис. 284, а), расстояния (С7С8), (С7С9), вычитаются из ор
динаты (CiC7), отложенной в положении С7, и таким образом, кривая 
sc =  sc (̂ ) в положении, когда кривошип 2 придет в начальное по
ложение, будет иметь ординату, равную нулю. Полученная кривая 
иьлнсаСи кривей расстояний, тонки С пт крайнего левого положе
ния ползуна. Если надо построить кривую путей, пройденных точ
кой С, то от положения С7 расстояния (С7С8), (С7С9), надо при
бавлять к ранне отложенному отрезку (CiC7). На рис. 284, б  эта 
часть кривой путей показана штриховой линией.

Так как кривошип вращается с постоянной угловой скоростью и>>, 
то можно считать, что по оси абсцисс отложено не время t, а углы 
поворота <р.3 звена 2, т. е. диаграммы sc =  sc (t), vc =  vc (t) и ас =  
=  ac (t) будут одновременно и диаграммами sc =  sc vc =  vc (tp.2)

сек

Рис. 284. Кривошипно-ползунный механизм: а) ки
нематическая схема; б) графики, изображающие 

зависимости s q  =  s q  ( / ) ;

VC =  VC м  И о с  =  о с  (О-



и ас =  ас (ср4). Масштаб в этих диаграммах по оси абсцисс будет 
Равен 2*

I1? I •

где отрезок I должен быть взят с чертежа в миллиметрах.
3°. Для построения диаграмм vc =  v c (t) и ac =  ac (t) отрезки, 

изображающие на плане скоростей и ускорений скорость <ос и уско
рение ас, откладывают на ординатах, проведенных в точках 1, 2, 3, 
(рис. 284, б), учитывая при этом знак скорости ©с и ускорения ас. 
Если отрезки откладываются непосредственно с планов скоростей и 
ускорений, то масштабы ординат кривых v c =  v c (t) и ac =  ac {t) 
будут равны масштабам |j.B и р,а планов скоростей и ускорений. Эти 
же диаграммы будут и диа
граммами vc =  vc (ср.2) и
ас =  ас (90-

Построение диаграмм 
vc =  vc (sc) и ас =  ас (sc) 
удобно в некоторых слу
чаях вести на схеме самого 
механизма (рис. 285). Для 
этого начало координат бе
рем в точке С] и на орди
натах, проведенных в точ
ках Cj, Cit С3, , откла
дываем отрезки из плана 
скоростей и плана ускоре
ний, изображающие скорости vc и ускорения ас точки С. Кривая 
ac —  ac (sc) для хода ползуна слева направо и справа налево совпа
дает, если не учитывать знака ускорения ас. Если считать положи
тельными ускорения, направления которых совпадают с направлениями 
соответствующих скоростей, и отрицательными, направления которых 
противоположны направлениям скоростей, то при ходе поршня справа 
налево кривую ac =  ac (sc) надо строить так, как это показано на 
рис. 285 штриховой линией.

4°. В рассмотренных примерах исследуемая точка двигалась пря
молинейно. Для точек, имеющих криволинейное движение, удобнее 
строить кинематические диаграммы, дающие не только абсолютные 
значения скоростей и ускорений исследуемых точек, но и направле
ния векторов полных скоростей и ускорений. Для этого откладываем 
векторы скоростей и ускорений, полученные на планах скоростей и 
ускорений из общих полюсов р и it в их истинном направлении. Если 
после этого соединить концы всех векторов плавной кривой, то по
лученная диаграмма будет называться годографом скорости или соот
ветственно годографом ускорения.

На рис. 286, б и в  показаны годографы скорости и ускорения 
точки Е  шатуна кривошипно-ползунного механизма ABC (рис. 286, а).

\ и с Л  U i M ~ % ,М С 0 -- -

Рис. 285. Схема кривошипно-полэупиого механизма с 
построенными на ней графиками скоростей и ускоре

ний ползуна.



Построение диаграмм величин угловых перемещений <р3, угловых 
скоростей u>3 и угловых ускорений е3 шатуна 3 механизма АБС

Ш

Рис. 286. Кривошипно-ползунный механизм: а) кипематическая 
схема, б) годограф скорости точки Е; е) годограф ускорения 

точки Е.

(рис. 284, а) можно сделать аналогичными приемами, пользуясь схе
мой механизма и его планами скоростей и ускорений. На рис. 287

построены диаграммы изме
нения величин угловой ско
рости u)3 и углового ускоре
ния е3 в функции времени 
t или угла ср3 поворота кри
вошипа 2, т. е. ш3 =  ш3 (t),
Ч =  Ез (0 или ш3 =  ш3(ср2), 
Е3 =  е3 ((р2) для шатуна 3 ме
ханизма АБС (рис. 284, а).

Изложенная нами на при
мере кривошипно-ползунно
го механизма методика по
строения кинематических 

диаграмм может быть применена для любых плоских механизмов, как 
с низшими, так и с высшими кинематическими парами.

§ 35. Кинематическое исследование механизмов методом
диаграмм

1°. Метод кинематических диаграмм может быть использован для 
кинематического исследования механизмов. Покажем применение ме
тода кинематических диаграмм к исследованию конкретного меха
низма. Пусть, например, требуется построить диаграммы sc =  sc (t), 
vc —  vc (t) и ac —  ac (t) для точки С звена 3 кулачкового механизма,

Рис. 287. Графики угловой скорости и углового уско- 
реиин шатуна 3 кривошипно-ползунного механизма, 

схема которого изображена на рис. 234, а.



показанного на рис. 288, если кулачок вращается с постоянной угло
вой скоростью <в5. Находим перемещения точки С относительно край
него нижнего ее положения (положение /). Для этого через центр А 
г ращения кулачка 2 проводим лучи:
А1, А2, А З ,... под равными углами ср.
Если из центра А сделать засечку радиу
сом АС на оси движения звена 3, то 
отрезок (1 — 2') будет равен перемеще
нию звена 3 при повороте кулачка 2 на 
угол ср из первого во второе положение.
Точно так же отрезок (1 — 3') будет ра- 
i:en перемещению звена 3 при повороте 
кулачка 2 на угол 2ср, из первого в третье 
положение, и т. д.

Определив перемещения (1 — 2'), (1 —
3'), (1 — 4 ') ,..., строим в произвольно 
выбранных масштабах и ц* диаграмму 
sc =  sc (t) или, что то же, диаграмму sc =
=  $с (?з) (Рис. 289), так как угловая 
скорость ша =  const.

Для построения диаграммы vc =  vc (t) 
пользуемся зависимостью

_ d s c (7.5)

Рис. 2S8. Схема кулачкового ме
ханизма с поступательно движу

щимся толкателем.

‘ c — d i d t

которая позволяет определить скорости vc путем графического диф
ференцирования кривой sc =  sc (t). Для этого пр одолжаем ось

Рис. 289. График пути толкателя механизма со схемой, показанной на
рис. 288.

абсцисс (рис. 289) влево и откладываем отрезок (01), равный k мм. 
Далее, в точках 1, 2 , 3', 4’, . . .  кривой sc =  sc (t) проводим каса
тельные, а через точку О — лучи 01", 02", 0 3 " ,.. . ,  параллельные 
проведенным касательным. Лучи 01", 02", 03" , . . .  отсекут на оси



sc отрезки (1 — 2"), (1 — 3"), (1 — 4"),..., пропорциональные скоро
стям v c в положениях 1, 2, 3, 4, 5 , . . .  Имеем:

v  — —1: — vc — d t —  - t g « . (7.6)

где к — угол наклона касательной, проведенной к соответствующей

точке кривой sc =  sc (t). Помножим и разделим выражение (7.6) на 
величину, равную k мм. Имеем:

t'c =  § Atg a- (7.7)

Но величина k tg a n n n  касательных, проведенных в различных 
точках, равняется отрезкам (1 — 2"), (1 — 3"), (1 — 4 " ) . . . ,  отсекаемым 
лучами 02", 03”, 04”, . . .  на оси sc. Следовательно, скорости vc 
пропорциональны отрезкам (1 — 2"), (1 — 3"), (1 — 4"), . . . ,  измерен
ным в миллиметрах. Масштаб ^  скоростей из уравнения (7.7) равен

\i.tk [ ММ J ■ (7.8)

Полученные отрезки, пропорциональные скорости vc точки С, откла
дываем на соответствующих ординатах диаграммы vc =  v c (t) рис. 290. 

Для построения диаграммы ac —  ac (t) пользуемся зависимостью

__dvc _ d lvc
ас ~dT Tt ’



на основании которой ускорения ас могут быть определены путем 
графического дифференцирования кривой v c =  vc {t) (рис. 290). Для 
этого, так же как и для определения скоростей vc, откладываем от
резок 0 1  (рис. 290), равный k мм; в точках 2'. 3', 4 \ . . .  кривой 
vc —  vc {t) проводим касательные, а через точку О  лучи 02", С/3",... 
параллельные проведенным касательным. Имеем:

«C =  g t g ?  =  § - H g f l ,  (7.10)

где р — угол наклона касательной, проведенной в соответствующей

Рис. 291. График ускорения толкателя механизма со схемой, 
показанной на рис. 288.

течке кривой vc =  v c (t). Так как величина k  tg fl для касательных, 
проведенных в различных точках, равна отрезкам (1 — 2"), (1.— 3"), 
(1 — 4 '') ,..., то, следовательно, ускорения равны отрезкам (1 — 2"), 
(1 — 3"), (1 — 4") и т. д., измеренным в миллиметрах и помноженным 
на масштаб fia, определяемый из формул (7 .10) и (7.8):

| * .= - й г = й ғ Р 4 £ 5 : ! ]-  <7 И >

Полученные отрезки, пропорциональные ускорению ас точки С, от
кладываем на соответствующих ординатах диаграммы ас =  ас (t) 
(рис. 291).

Если считать, что по осям абсцисс (рис. 290 и 291) отложено не 
время t, а угол поворота кулачка 2 (рис. 288), а по осям абсцисс



отлож ен ы  ан алоги  ск о р о стей  и ускорен и й , то  м асш табы  ц?, и для 
ск оростей  и ускорени й  оп редел ятся  следую щ и м  образом :

ds_ dSr d sr

c d t  difz dt
d v .
d<?a A t g p .

И з рав ен ств  (7 .12 ) и (7 .13) следует:

|i£ =  ^ L s [м -с е к  1/м м ]

— Т цГ 1 1м ' с е к ' У м м Ь

(7 .1 2 )

(7 .13)

(7 .14)

(7 .15)

3‘d- 3"

6’i В"

5" f 9’

4" 1К-\Ю"М
Г

iMM—jifCeH }мм-~>ра рад.

2°. В вышерассмотренном примере для построения кинематических диа
грамм мы применили метод касательных. Задачу о построении кинематйче-

7, 7« ских диаграмм sc  =  s c (f).
v c =  v c {t) и ac  =  ac (t) для 
механизмов можно решить 
также методом приращений,  
который основан на том, что в 
течение достаточно малого ин
тервала времени At скорость 
и ускорение исследуемой точ
ки принимаются изменяющими
ся приближенно по прямоли
нейному закону,и  средняя ско
рость и среднее ускорение, 
вычисленные для этого интер
вала, совпадают с истинными 
значениями в середине интер
вала.

На рис. 292, а построена 
диаграмма перемещений точки 
С штанги кулачкового меха
низма (рис. 288) по двенадцати 
положениям механизма в произ
вольно выбранных масштабах 
Hs и i±j. За начало отсчета вре
мени и перемещений принято 
положение 1 точки С звена 3  
(рис. 288), хотя вообще говоря, 
за начальное положение может 
быть принято любое положе
ние точки С. Пистрсс;;::с вы
полнено аналогично построе
нию, показанному на рис. 289.

Для построения диаграммы 
v c  =  v c (t) поступаем следую

щим образом. Проводим оси ординат графика г>с  = v Q (t) (рис. 292, б). От
резок длиною I м м  на оси абсцисс делим на двенадцать равных частей, из 
которых каждая Д/ =  //12, и каждую двенадцатую часть делим пополам. По
лучаем точки I, 11, / / / , . . .  и т. д.

/ ММ 6
Рис. 292. Графики пути, скорости и ускорения тол
кателя механизма, схема которого показана ка 
рис, 288: а) график пути: б) график скорости; в) гра

фик ускорения.



Средняя скорость Wi_2 на участке ( / — 2) точки С равна 

__ S2 s i __ (2 2 )
At fa А [ 1 4 ( 2 - 2 ' ) ,  (7.16)

где (2 — 2') — отрезок в миллиметрах, взятый с ординаты, проведенной в то
чке 2 диаграммы sc =  sc (t) (рис. 292, а), и jj.d —  масштаб диаграммы г»с =  
=  »_(<), равный

- \jii сек ~ ' !м м \̂ . (7.17)
НА1

Отрезок (2 — 2'), взятый с диаграммы sc =  sc (t), откладываем на орди
нате диаграммы « c  =  ti (() (рис. 292, б), проведенной в точке I, лежащей 
посередине между точками 1 к 2 в виде отрезка (I — Г) =  (2 —  2').

Если масштаб выбран в соответствии с формулой (7.17), то

®1- а  =  (I ! )•

Средняя скорость » 2_3 на участке (2 —  3) соответственно равна

«з s a __Ps [(3 3 ') —  (2 2 ')]  p-s (2" 3') п
— й —  - - -------------- Ш------------ =  - — ^ —  =  ^ ( 2  - 3 ) ,

где отрезок (2” — 3') =  (II — 1Г) берется с диаграммы sc  =  sc (<) (рис. 292, а).
Отрезок (11 — II’) откладывается на ординате, проведенной через точку 

II, лежащую посередине между точками 2 и 3 диаграммы v Q =  » с (t) (рис. 292, б). 
Аналогично получаем значения средних скоростей » ,_4, v k_b, . . .  Соединив 
точки /', II', ИГ, ■ плавной кривой, получаем диаграмму w = в  (0  (рис. 292, б).

Для выяснения вопроса о том, какой характер имеет диаграмма 
г»с =  г>с (<) в начале цикла движения штанги на участке (1 — 1) и конца ци
кла (на участке XII— 1) (рис. 292, б), в конце цикла правее точки 1 откла
дываем по оси абсцисс отрезок (1 — I), равный тому же отрезку в начале 
цикла, и на ординате, проведенной через точку I, откладываем отрезок (1 — 1), 
представляющий собой скорость в масштабе p.v. Соединив точки X II '  и 
/'  плавной кривой, определим характер диаграммы v c  =  v c (t) в начале и 
конце цикла движения штанги.

Диаграмму ac =  ac (t) (рис. 292, в) строим аналогично диаграмме г>с =

=  ®с (<>-
Средние величины ускорения в !_ ц ,  « ц _ |ц ,  <агц1_IV' на интервалах (I — 11)

(II— III), (III —  IV), соответственно равны (292, б)

„ _ » ] ] —  v i — f1» [(И — II') — (I — Г)] _  ,п  _
-------- I t -------- д1 - 11) -

=  Н а ( 2 - 2 - ) ,  (7.18)
Уц,— tin _ М ( Ш  — III') — (II — 1Г)1_

« 11- 1 . 1 - — Y t-------- ---------------------------------Ai-------------------~ м 1 (11 - ш ) =

=  цв ( 3 - 3 ”').
В равенстве (7.18) отрезки ( I " — II'), (II" —  ПП, ... следует взять из ди

аграммы v c =  v c (t), а равные им отрезки (2 — 2"'), (3 — 3’"), откладыва
ются на диаграмме ac  =  ac (t) (рис. 292, в) на ординатах, проведенных в то
чках 1, 2,3,. . .  Эти отрезки будут представлять собой ускорения: а 1 _ц, Я ц - и 1> 

и т. д. в масштабе

и.а =  -^Ц-.\ м • сек~31мм .
1 Р/Ы L

Соединив плавной кривой точки Г", 2'" . . . ,  получим диаграмму a c =  ac (t).



3°. В  рассм отрен ном  м еханизм е задача об  оп ределении  ск о р о стей  и 
ускорени й  сводилась к  д в у к р атн о м у  граф и ческом у  диф ф еренцированию  
заданной  кривой  перемещ ений. В  ряде зад ач  теори и  м еханизмов при
ходится  п ользоваться  м етодом  граф и ческ ого  и нтегрирования. П усть, 
например, задана (рис. 2 93 , а) диаграм м а ускорен и я  ас какой -ли бо  
точки  механизма, имею щ ей п рям олинейное движ ение, в ф ункции в р е 
мени t. Т реб уется  п о стр о и ть  диаграм м ы  v c =  v c {t) и sc =  sc (0- О сь

абсцисс (рис. 293 , о) разб ивается  
на равны е участки  и из то ч ек  1, 2, 
3 , . . .  п ровод ятся  ординаты  ( 1  —  Г), 
(2  —  2'), (3 —  3'), . . .  П ри ращ ен и е 
скорости  v c  за п р о м еж у то к  в р е 
мени Дt  =  t i  —  ti  равно

■«е

V 1мм -~ fta мсек~г 

\ . Г  t

‘-At -
3
- i t  А

и s \ S 7 \8 J

1 м м ^ ижек-’

7' з Л t

В)

3 ч
t  м м с е к

Рис. 293. К графическому интегрированию 
графиков; а) график ускорения прямолинейно 
дзижушейся точки; б) график ее скорости; 

в) график ее пути.

v c2 —  v c t = \ a c d t  (7 Л 9 ) 
п

И н теграл  в п равой  части со- 
’ отнош ения (7 .19) м ож ет бы ть вы 
раж ен  ч ер ез п лощ адь [1 Г 2'2 \ мм*, 
ограниченную  осью  абсцисс, о р 
динатами ( 1  —  Г ), ( 2  —  2 ^  и 
кривой  ac = a c (t) (рис. 293 , а), 
причем э т у  п лощ адь надо  ум н о 
ж ить на п роизведен и е м асш табов 
На и р.,. Имеем:

с2 —  г’с 1 =  *М1/ пл- I 1
(7 .20)

V,

П лощ адь  [ П '2 '2 ]  м ож ет бы ть 
оп ределен а планиметром , н ал о 

жением на кривую  ac —  ac (t) м иллим етровой  сетки, п остроением  
кривой  ac =  ac (t) на миллим етровой  бум аге или путем замены  
площ ади [ 1 Г 2 ' 2 ] равновеликим  прям оугольником  или трапецией. 
П одставляя  п олуч ен н ое значение площ ади, подсчитанное в к вад ратн ы х  
миллиметрах, в равен ство  (7 .20), оп ределяем  приращ ение ск орости  v c 
за врем я Дt =  t 1 —  Е сли  ск о р о сть  i>Ci в полож ении 1 равнялась  
нулю  (рис. 293 , б ), то  с к о р о ст ь  v „ в полож ении  2  равна

VC, =  пл‘ П  ^ З ^ -

П олученное значение скорости  v c  ̂ о ткл ады ваем  в м асш табе [хв на 
ординате, п роведенной  в точк е  2  (рис. 293, б) в виде отр езк а  
(2 —  2 ') мм. И меем:



Д алее, определяем  п лощ адь  [ 2  2 ' 3 ' 3] (рис. 2 9 3 , о). Имеем;

*3
V C — V C =  \  а С d t =  PaPt пл* [2 2 ' 3 ' 3].

и

П олучен ное значение приращ ения ск о р о сти  v c  на участке  
о ткл ады ваем  в виде о т р е зк а  ( 3 '  —  3 ') на орди н ате , п роведенн ой  в т о ч 
к е  3  (рис. 2 93 , б), п рибавляя  это т  о т р е зо к  к  о т р е зк у  (3 —  3") =  
=  (2  —  2 '). П рои звед я  так и е  ж е п остроения дл я  п оследую щ и х п р о 
м еж утков  времени, п олучаем  диаграм м у v c =  v c (t). Д л я  бол ьш ей  т о ч 
ности  вычислений мож но п одсчет п лощ адей  вести  о т  полож ения 1. 
Т огд а , например, ск о р о сть  ®Сз (рис. 293 , б) о п ред ел и тся  из услови я

h
v c3=  S flc л  =  (Ы Ч пл- [ П '  3 '3 ]  =  щ ,(3  — 3')- 

h

С к о р о ст ь  v Ci оп редел и тся  из услови я 

ti
'0cl =  \ a c d t =  V‘<N-t пл- П 1' 4 '  4] =  ь ( 4  —  4')

<1

и т . д. С оответствую щ и е о тр езк и  (3 —  3'), (4  —  4 '), . . .  отклады ваем  
на орди н атах , п ровед ен н ы х через точки 3, 4  . . .  (рис. 293 , б).

А налогично м ож ет бы ть п остроена диаграм м а s c =  sc { t)  (рис. 293, в) 
граф и чески м  и нтегрирован ием  диаграм м ы  v c  =  v c (t)  (рис. 2 93 , б).

Д л я  т е х  ж е п ром еж утк ов  времени Дt  б у д ет  иметь:

s c  =  S ‘° c d t  =  W t  пл- [ 1 ^ 2 '2] =  ]xs (2  —  2'), 
h

ta
s c t =  § "°c == V'vV't пл< [1 l r 3] (3  —  3 ) , 

h

гд е  пл. [ 1 1 '2 '2 ] ,  пл. [ П 'З 'З ] ,  . . .  п одсчиты ваю тся  по диаграм м е 
v c =  v c (t) (рис. 293 , б), а о тр езк и  (2 —  2'), ( 3 — 3'), о т к л а 
ды ваю тся  в м асш табе на орди н атах  диаграм м ы  s c  =  s c (() 
(ри с . 293 , в).

В заклю чени е отметим , что излож енны е в э то й  главе  прим енитель
но к  кинем атическим  диаграм м ам  м етоды  гр аф и ч еск о го  ди ф ф ерен ц и 
рования и интегрирован ия  м огут бы ть и сп ол ьзован ы  при реш ении 
м ногих задач  динамики м еханизм ов. Н априм ер, силы , дей ствую щ и е на 
механизм , часто задаю тся в виде диаграм м  зависим ости  силы от пути. 
Т о гд а  р аб о та  каж д ой  силы  м ож ет бы ть п одсчитан а м етодом  граф иче
ск о го  интегрирования.



Г Л А В А  VIII
КИНЕМАТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ЧЕТЫРЕХЗВЕННЫХ 

РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

§  36. М еханизм  шарнирного, четы рехзвенника

1°. И з ры чаж ны х м еханизмов с низш ими кинематическими парами 
ш и р о к о е  применение в техн и к е  получили четы рехзвенн ы е м еханизм ы . 
Рассм отрим  во п р о с  о кинем атическом  анализе н еко то р ы х  вид ов  ч еты 
рехзвен н ы х  м еханизмов.

К ак  это  бы ло п оказано  в § 30 , полож ения ск орости  и у ск о р ен и я  
звеньев  механизмов мож но оп редел и ть  в функции не врем ени, а о б о б 
щ енной координаты , в к ачестве  к о то р о й  удобно вы брать  у гл о в о е

или линейное п ерем ещ ение в ед у щ его  звена механизма. Т огда п о л о ж е
ния, ск орости  и ускорения звеньев  буд ут зависеть то л ьк о  о т  геом е
три ческих  п арам етров  механизма и не будут зависеть от  врем ени. П ри  
этом  бы ло п оказано , что, рассм атри вая  движ ение механизма состоящ им  
из п ерм анентного , при кото р о м  ш =  d ^ jd t  =  const, где у —  о б о б щ ен 
ная к оорди н ата  механизма, и начального , при котором  ш =  0  и е = =  
=  <£гсо/(Н* ф  0 , мож но просты м и построениям и или расчетам и о п р ед ел и ть  
истинные скорости  и ускорени я  звеньев  механизма при заданн ой  ф у н к 
ции обобщ ен ной  коорди наты  от  времени. Р ассм отрим  движ ение ш а р 
нирного четы рехзвенн ого  механизма (рис. 294 , а), принимая у гл о в у ю  
ск о р о сть  coj ведущ его  з зен а  2  п остоян ной  (перм анентное д ви ж ен и е 
механизма).

С хема механизма п о стр о ен а  в м асш табе (х/ . Д ля  оп редел ен и я  с к о 
ростей  и ускорен и й  восп ол ьзуем ся  известны м и нам уравнениям и (6 .34) и
(6 .38). Имеем:

Рис. 594. Механизм шарнирного четырехзэенника: а) кинематическая 
схема; б) план скоростей; в) план ускорений.

V B +  ®СЯ =  VD +  V CD> а В +  a CB “Ь  а СВ =  a D ~\~  ° C D +  йСО’ 

или т а к  к ак  <vD =  0 и a D =  0 , то

~Ъ ®СЯ =  V CD'



П о уравнению  (8 .1 ) строим  план  ск о р о стей  (рис. 2 9 4 , б), в к о т о 
ром  в е к то р  <ов  отклады ваем  в виде о тр езк а  (pb ) м м , р а в н о го  о тр езк у  
(АВ) м м  на схем е (рис. 294 , а). Т а к о е  п остроени е назы вается  п о ст р о е
н и ем  в м а с ш т а б е  ведущ его  зв ен а . Т огда масш таб |л„ с к о р о с т е й  по
лучает весьм а п р о сто е  вы раж ение. Имеем:

т>в =  I 14  =  I 11Л/ (А в ) =  |i„ (pb). (8.3)

Т ак  к а к  (pb) =  (A B ), т о  из (8 .3) получаем :

Н-в =  I шз I И-г- (8 .4)

В еличина ск о р о сти  v c точки  С  равна

ъ с  =  ^ ( р с) =  \ шА\>-г(Рс)- 

В еличина у гл о в о й  скорости  ш8 звен а 3  согласно  ф ор м у л е  (6 .3 5 ) равна

I__ V_CB___  ^  (be) __ | ш I (Ьс)
/ , —  ,1, (ВС) 1 (ВС)'

В еличина у гл о в о й  скорости  звена 4  равна

1 -.V t ___®с _  th A p c )  _ .  , (ре)
Pi (DC) * ' ( DC)'

(8.5)

Д л я  оп ределен ия  ускорений  строи м  согласн о  уравнен ию  (8 .2 ) план 
ускорен и й  (рис. 2 9 4 , в), в к о то р о м  в ек то р  ав  о тклады ваем  в виде 
о тр езк а  (тсб) м м , равного  о тр езк у  (АВ) м м  на схеме (рис. 294, а). 
Т огда м асш таб п олучает п ростое  вы раж ени е

а в  =  =  ш-2 Р-г ( А в )  =  Р*а (Щ >
отк уда

!J-a =  u)-2li / =  l cu-2|lA-u-

В еличины  н орм ал ьн ы х  ускорени й  а"в  и a " D равны

vtB Pl (bcf
=  Г* W  ^

И

Vr n  Кл (Рс)2 
аПс п  =  Ч Г  =  с ) =  f t .  (* * >  =  («"d-

Величины  тан ген ци альн ы х уск орен и й  а ‘св  и a*CD равны

а с в  =  Iх*  (я з О  =  ( п 3с ) ,  а*с [ ) =  р,а ( щ с )  =  (л 4с).

Величина п олн ого  ускорения а с  точки  С равна

ас =  l’-а (~с) =  ("с)-



А бсолю тн ы е величины  у гл о в ы х  уск орен и й  s3 и е4 звеньев  3  и 4  
равны  t

I .  I __ ас в ___ 0)1(1/ (я3с ) _____ а (я3с)
1 з | —  /,  —  К  ( ВС)  —  *( ВС)

и

I .  I __ aC D _  <*>1(1/ (ntc ) _____ 2 (ntc)
и  —  щ (DC) 2 (D C )’

П ри  построени и  планов ск о р о стей  у д о б н о  в о сп о л ьзо в аться  методом 
п овернуты х планов (§  32 ,2°), вы брав  за полю с р  плана скоростей  
точку  А  на схем е механизма (рис. 294 , а). Т огд а  п остроени е плана 
сводится к п роведени ю  ч ер е з  то ч к у  А (р )  прямой Ас, п араллельн ой  
прямой DC. Т р еу го л ьн и к  А В с  (рис. 294, а) и будет  п редставлять

собой  повернуты й  план скоростей , п о стр о ен 
ный в м асш табе

=  I ш-211Н-

Е сли  кривош ип  2  (рис. 294 , а) имеет 
у гл о в о е  ускорен и е гг, то  для  нахож дения с к о 
ростей  и ускорени й  звеньев  надо д оп олн и 
тел ьн о  рассм отреть  начальное движ ение ме-

Рис. 295. К определению пе
редаточного отношения от х а н и зм а  и, п о л ь з у я с ь  у ж е  п о с т р о е н н ы м  п ла-

Г|измШИшарпирТо°гТ“ етыре& ном ск оростей , внести дополнения в план 
звенника. ускорени й  так , к ак  э то  бы ло п о казан о  в при

мере § 32,12°.
Е сли тр еб у ется  оп редели ть п ередаточн ое отнош ение 1ц м еж ду 

звеньями 2  и 4, то  мож но восп ол ьзоваться  методом , указанны м  
в § 25,1°. Д ля  э т о го  п родолж аем  направление В С  звена 3  (рис. 295 ) 
д о  пересечения в точк е  Р 0 с прямой D A  и на основании со о тн о ш е
ния (5 .2) получаем :

1 __ “ s (DP0) / о с;\
(8 -6)

Т ак как  угловая  ск о р о сть  задана, то  из ф орм улы  ( 8 .6 ) о п р е
делится у гло в ая  с к о р о с ть  и>4, а следовательно , м ож ет бы ть определена 
и ск орость  фс точки  С.

2°. В н ек о т о р ы х  технических расч етах  при исследовании механиз
мов требуется  бол ьш ая  точн ость  р езу л ьтато в , чем та, к о то р ая  мож ет 
бы ть получена граф ическим и построениям и. В этих  случаях 
мож но рек ом ен д овать  численны е и аналитические м етоды  расчета. 
Эти методы  особен н о  полно были развиты  Н. Г. Б руевичем  и 
Вяч. А. Зиновьевы м .

Задачи  кин ем ати ческого  исследования численными м етодам и сво 
дятся к  совм естном у  реш ению  уравнений проекций  на оси  ко о р д и 
нат кон туров , о б р азо в ан н ы х  звеньями механизмов, с последую щ им  
ди ф ф еренцированием  этих  уравнений дл я  определения ск о р о стей  и у с к о 
рений (см. § 3 1 ,2 °  и § 32 ,13°).



В к ачестве  прим ера рассм отрим  механизм ш ар н и р н о го  ч еты р ех 
звенника (рис. 296), у  к о т о р о го  в к ач еств е  обоб щ ен н ой  коорди -
паты  принят у го л  ср.,, образован ны й  
осью  А В  звена 2  с осью  А х . Р ассм ат -Г

У

ривая ко н ту р  ABCD, м ож но составить —
следую щ ее векто р н о е  уравнен ие его Vзам кнутости: ^гХ ц

Д г № 1
M  +  A B  +  B C  =  D C ,  / /  J,

А

X

или Рис. 296, К численному решению 
задачи кинематического анализа

h  t-i —  U- (8.7) механизма шарнирного четырех
звенника.

П р о ек ти р у я  это  в ек то р н о е  уравнен ие на оси  систем ы  к оорд и н ат  х А у , 
получаем:

4 COS <f>i -f- 4  COS (J>2 -f- /3 COS Срз =  /4 COS 'f 4,

4  sin (fj ■

■ 4  cos ? . 2 -f- /3 COS C? 3 =  /4 COS Cp 4, \

■li sin cp.3 - f - /3  sin  cp3 =  /4 sin cpt , j
(8.8)

где cpj, 9 S, tp3 и <p4 —  углы , о б р азо ван н ы е осям и звеньев  1, 2 , 3  и 4  с 
ссью  Аяг.

Т ак  к ак  =  0, то  s i n 9 t =  0 и c o s 'f !  =  l .  С л ед о в ател ьн о , у р ав 
нения ( 8 .8 ) принимаю т вид

4  4 ~ W cos сра —|-  /3  cos 9 3  =  4  cos срд,

4  sin cpj —f- i

- /3 COS 9з-- /4 COS Cp4, I

■ 4  sin cp3 =  4  Sin cp4. j
(8 .9)

Т ак к ак  угол  <ра п о во р о та  ведущ его  звена 2  задан, то , обозначая 
известн ы е величины  в уравн ен и ях  (8 .9 )

4  "j-  4  cos ? i =  а  и 4  sin =  Ь,

получаем:

а  4 - 4  cos <р3 =  4  cos <pt , * 4 - 4  sin  <р3 = / 4 sin  <pt. (8 .1 0 )  

В озвед ем  уравнения (8 .10 ) в к вад р ат  и слож им. П олучим : 

а* 4 _ ьг 4 - 2 а 4  cos <р3 4 " ^з 4 " 2 W 3 s in  ср3 —  / |  =  0

или

в* 4 -  Ъ* +  1\ — 1\ . , Ь . п
2а/^ ^  C0S 'f’3 “Ь  а" Sln 'Р3 —

В водя дл я  сокращ ен и я  записи  обозначения

j ?  +  b> +  l i - n  = А  и ь_
2alz а

имеем:

А  4 ~  cos <рз =  — В  1 —  c o s 2 ср3.
7 И. И. Артоболевский

(8. 11)



В озводя обе части уравнения (8 .1 2 ) в квад рат , получаем: 

Л 9 2 A  cos срз c o s 9 <р3 =  В 2 (1 —  c o s 9 tp3),
откуда

(1 +  5 ) 9 co s 9 срз +  2A  cos срз +  (Л 9 —  5 9) =  0.

Таким образом , мы получили к вад р атн о е  уравнение, из к о то р о го  
и оп ред ел яется  у гол  <р3 в ф ункции угла  сра. Имеем:

Д ля оп ределен ия  угла <р4 д о стато ч н о  восп ользоваться  одним из 
уравнений (8 .10). И меем:

„„„ „ __  а + U cos <р, _  Л +  /2 cos о., + 13 COS <р,cos (fi — ----------------------— ---------------:—- ,
‘4 ч

где cos ср3 определяется  из ф орм улы  ( 8 .! 3).
М ож но получить и непосредственную  связь cos <р4  с cos ср2, если 

применить то л ьк о  что рассм отренны й прием для определения cos f 3. 
Д ля это го  в уравнениях (8 .10 ) члены, содерж ащ и е / 3 и /4, надо  поме
нять местами и д ал ее  п роделать  известны е нам преобразования.

3°. Д ля определения угловы х  ск о р о стей  ш3 и щ  звеньев 3  и 4 
диф ф еренцируем  уравнения (8 .9) по обобщ енной  коорди нате <ра. П о 
лучаем:

И мея в виду, что dcp3/rftpa есть аналог ш.3?а =  / 3 .3 у гловой  с к о р о 
сти ш3 звена 3  и rftp4/dtpa есть аналог (D4i)>2 =  i43 у гловой  ск о р о сти  и>4 

звена 4  (см. § 30,5°), получаем:

И з углов , входящ их в п ервое уравнение (8.15), вычитаем общ ий 
угол  ср3, что соответствует  п о во р о ту  осей киорд пкст  х Л у  (ри с ?9fi) 
на общ ий угол  <р3. Имеем:

cos =  -  ( T T f l ?  И  ±  s  K i  -  ( л 9 -  я 4)]. (8-13)

где

А
/2 4 - / |  4 -  /?, _  4 - 2 V ,  cos О, „ D _  Л sin <эд

(8 .14)

(8 .15)

h  sin ( ® 2 —  <p3) =  Uih  sin  (cp4 — cp3),

U sin (срз —  <p3)



П о сл е  аналогичного  п реобразован и я  то го  ж е уравнен ия п утем  
п о во р о та  осей к оорди н ат  на угол  ср4 получаем  для упловой  с к о 
рости  о)аИ

Д ля определения угловы х  ускорени й  е3 и е4 звеньев  3  и 4  диф 
ф еренцируем  по обобщ ен ной  к оорди н ате  <ра уравнения (8 .15), что при
водит к уравнениям

/ 3 cos +  i y 3 cos срз +  i'3il3 sin <p3 =  / у 4 cos cp4 +  1 '^  sin cpi( |  ^

—  4  sin  cpa —  i y a sin cp3 +  %/aCOS'.p3 =  —  i| . 2/ 4 sin  tp4 - ) -  /42/4 cos<p4, j

где г33 и /49—  аналоги  угловы х  ск оростей , i3i и i42 —  аналоги  угловы х  
ускорени й , равны е производны м  по обоб щ ен н ой  к о о р д и н ате  от со о твет
ствую щ их ан алогов  угловы х  ск оростей , являю щ ихся передаточны м и 
отнош ениям и от  звеньев  3  и 4  к звену 2.

Величины ан алогов  i ‘3i и / 42 мож но оп редели ть , если вы полнить 
п реобразован и я  коорди н ат  п о следовател ьн ы м  п оворотом  осей  к о о р д и 
нат на углы  срз и ср4. Имеем:

И стинны е скорости  ш3, и ускорен и я  е3 и е4 звеньев  3  и 4 со 
гласно  ф орм улам  (6 .3 ) и (6 .4 ) равны

Ш3 =  ШЗгЗ!' Ш4 =  ШЛ з >  ^3 —  Ш2^32 Ч - £3^32 Н  =  Н -  Md9>

где щ  и ц  —  заданны е угловы е ск о р о ст ь  и у ск о р ен и е  звен а 2 .

1°. С ледую щ им  четы рехзвенн ы м  м еханизм ом , ш и р о к о  применяемы м 
в техн ике, является кривош ипно-ползунный м ех а н и зм  (рис. 297 , о). 
Рассм отри м  перм анентное движ ение механизма, к огд а  кри вош и п  2 
в р ащ ается  с заданной постоянной  у гл о в о й  ск о р о стью  Д л я  о п р ед е
ления ск о р о стей  и ускорен и й  в о сп ол ьзуем ся  уравнениям и (6 .42) и
(6 .46). Имеем:

/2 cos (у2 — о3 ) — iyt cos (э4 — о,)
U sin (<?* — сра)

L  cos (сра — <р4) — tfa/4 - f  1 у г cos (<?, —  у4)
—  / „  s i n  ( < ? I  —  4 i )

(8 .19)

(8.20)

§  37. К ривош ипно-ползунны й м еханизм

V C --+  ® С Л --------- ®сс. (8.21)



П о уравнению  (8 .2 1 ) строим  план ск о р о стей  в м асш табе к р и в о 
ш ипа 2  (рис. 297 , б). В еличина ск орости  v c  точки  С  равна

=  1 ma 11** (Рс)•
А бсолю тная величина у гл о в о й  ск орости  о>3 ш атуна 3  равна

Ы =

На рис. 297, а п оказан о  п остроен и е п о вер н у то го  плана ск оростей
с полю сом  р  плана, совпадаю 
щим с точкой  А.

Д ля определения у с к о р е 
ний строим  в м асш табе к р и в о 
ш ипа план ускорени й  согласно  
уравнениям  (8 .22) (рис. 297 , в). 
Величина ускорен и я  а с  точки  С

Рис. 297. Кривошипно-ползунный механизм: а) ки
нематическая схема; б) план скоростей; в) план 

ускорений.

&с =  (тес)- 
А бсолю тн ая  величина у гл о 

вого  ускорен и я  е3 ш атуна 3  
равна

I Р  I ____ ц )2  ( П С )
IЕэ 1 —  ВС '

2°. П ерейдем  к численном у оп ределению  ск о р о стей  и ускорен и й  
звеньев  к ривош и пн о-п олзун ного  механизма. Рассм отри м  кривош ипно- 
ползунны й механизм, изображ енн ы й  на рис. 2 98 . Д ля оп ределен ия  ск о р о 
стей и ускорен и й  звеньев  п редставим  к о н ту р  A’A B C  к ак  сумму в ек то р о в

А'А +  А В - \ - В С = А ’С
или

Р и г .  298. Схема кривошипно-пол
зунного механизма.

а -■(— /* —|— —  х с  (8 .23)

П роекти руя  это  в ек то р н о е  уравнен ие на 
оси О х  и Оу, получаем:

4  cos ср.2 -(-  / 3 cos ср3 =  х с , 
a - j - 4  sin  tp2 -j- / 3 s in - f 3 =  0. (8 .24 )

И з в то р о го  уравнен ия (8 .24) имеем:
—/3_ыи у2 - f   ̂ ^8 2 5 j

Sin ip3 :

О пределив у гол  ср3, м ож но оп редели ть расстояни е х с из п ервого  
уравнения (8.24).

Уравнения дл я  оп ределен ия  угло в ы х  ск о р о стей  и у гл о в ы х  у с к о р е 
ний получим д вукратн ы м  ди ф ф ерен ц ировани ем  уравнений  (8 .24 ) по 
обобщ ен ной  к о о р д и н ате  ср3.



Д ля определения у гловой  ск о р о сти  ш3 ш атуна 3  и ск о р о сти  v c 
п олзун а  4  имеем:

—  4  sin  tp.2 —  i3il3 sin ®з =  v c 4i, 4  co s  cp, - | -  i3il3 cos ® 3 =  0 , (8 .26 )

где / 3.3 =  rf«p3/rftpa и v c^ = d x cjd 'f i —  соответствую щ и е ан алоги  с к о р о 
стей. А налог скорости  v c  оп редели тся  из п ервого  уравнения (8 .26 ), 
если подставить в него значение ан алога у гл о в о й  скорости  1зг ш атуна 3  
из в то р о го  уравнения (8 .26). Имеем:

: 2̂ COS >3 j
т  - / ,  COS С

и 1 ' - - 1.c-fi
__ /  Sin (?з — tps)

COS tfa
(8 .27)

Д ля  определения ан ал огов  угло в о го  ускорен и я  i ’3i ш атуна 3  и 
уск орен и я  a c Vi п олзуна 4  получаем:

—  /, cos о* —  / у 3 cos срз —  i3il3 sin  9 3  =  aQ j

—  4  s in  —  / 5.3 /3  sin срз - j -  i3il3 cos <p3 =  0 , J 

где  i3i =  d l3ijd'^i и ac .  ̂=  d v c J d 'fi  —  аналоги  ускорени й .

И з в то р о го  уравнения (8 .28 ) оп редел яем  ан алог у гл о в о го  ускорен и я  

.. _  / 8 sin о., -f -1 ';3 / 3 sin уд ( 8  9 9 )
3 i  /3  COS срз

О пределив ан алог у гл о в о го  ускорен и я  i3i, мож но, подставив его 
значение в первое уравнен ие (8 .28), оп редели ть  и ан алог чС п-

Д ей стви тельны е ск орости  v c , ш3 и у ск о р ен и я  а с и £ 3 равны

С п ' е3---Ш-̂ 32 ~Г Мз2>

где  и г.2 —  заданны е у гл о в ы е  ск о р о сть  и у ск о р ен и е  звена 2.
Е сли  ось х  —  х  н аправляю щ ей  п олзун а 4  (рис. 2 9 8 ) проходит 

ч ер ез  то ч к у  А, то  в уравнении  (8 .24) 
величина а обращ ается  в нуль и у р а в 
нение (8 .25) принимает вид

sin tp3 = ------f- sin  ср4. (8 .30)
*я

Рис. 299. Схема кривошнпно-полэун- 
мого механизма, направляющая пол* 
эуна которого проходит через ось 

вращения кривошипа.

У равнения (8 .26 ) и (8 .2 8 ) остаю тся 
б ез  изменений.

3°. В н екоторы х  и нж енерн ы х р а с 
четах  п ерем ещ ение х с , аналоги  с к о р о 
сти г>с ? 2  и ускорени я  а с ? 1  ползуна 4 
(рис. 2 9 9 ) м ож но приближ енно в ы р а 
зить в ф ункции угла  п о во р о та  кривош и па 2. И з  равен ства  (8 .3 0 ) имеем:

sin  <р3 =  —  X sin ср.г, (8 .31)

где  А =  4 / 4  есть  отн ош ени е длины  А В  к ривош и па 2  к длине В С  ш а
тун а 3. В больш и н стве к ривош и пн о-п олзун ны х м еханизм ов величина



X м еньш е единицы. И з (8 .31) следует:

cos <рз=  ±  V  1 —  s in 2 <рз =  ±  V 1 —  X' sin* cpj, (8.32)

гд е  значение корня следует  взять  со знаком  минус, потом у что , со 
гласно  рис. 2"99, у глу  <ра, равном у  0°, соо тветств у ет  у гол  е 3, равны й 
180°, коси н ус  к о то р о го  равен  — 1 , т. е. при »* =  0 ° имеем:

: —  v 1 —  х* s in 3 0 ° =  -COS срз: 1.

П о д ставл яя  вы раж ение (8 .30) в первое уравнение (8 .24 ) и имея 
в виду соотн ош ени е (8 .32), получаем:

х с =  / 3 (X cos <ра —  1 —  X2 s in 3 (ps). (8 .33 )

В ы р а ж е н и е ] /^  1 — X2 s in 2 cp3 р азлож им  в ряд по ф орм уле бинома 
Н ью тона:

(1 —  X2 s in а «ра)1/в =  1 — i- X2 s i n 3 ®.а —  Х4 5 т 4о а —  X6 s i n 6(p3. . . (8 .3 4 )

Четны е степени синусов угла  м ож но вы рази ть  ч ер ез косинусы  
углов , к ратн ы х  2 ? 3, по ф орм улам , известным из тригоном етрии. 
Имеем:

s in , < p ,= - 2- ( l  —  cos 2 <р3), 

s i n 1 (ра =  у  (3 —  4 cos 2:р3 - f -  cos 4<р3), 

s i n 6 сра = ^ ( 1 0  —  1 5 co s  2<pa -} -6 c o s  4<ра —  cos 6 'fa).

(8 .3 5 )

Е сли  п одставить  значения (8 .3 5 ) в ф орм улу  (8 .34), то , собрав  члены, 
со д ер ж ащ и е cos 2<р3, cos 4<р3, cos 6 <р3, буд ем  иметь:

(1 —  X9 s in 2 С 0 — С 3 cos 2 ср3 —|— С4 cos 4<р3 — cos 6 9 3 . • • >

где

С ° _ 1 — Т Л — — 25gA — . . .

С3 =  X2 - f  ^  X4  -}- ^  X6 -J- . .  .  ,
16 ' 512  

' 2 5 6 '
Q  —  —  ^  X4 —  X6 - ) - . . .  ,

с .  =  5- Ь * в +  ..

(8 .36)

Р авен ство  (8 .3 3 ) м ож ет бь;ть теп ерь п редставлен о  так:

jcc  =  /э (X cos <р3 —  С0 —  С . cos 2 <р.г —  Q  cos 4<pa —  C6 cos 6 ? a — .. . ) .
(8 .37 )



П ри значениях X s g  1 /3  для п ракти чески х  расчетов  д о стато ч н о  о г 
раничиться третьим  членом ряда (8 .34), так  как в этом  случае  п ер е 
мещ ение х с м ож ет бы ть подсчитано с точн остью  до  п ятого  знака 
п осле запятой . П ри  точности до  тр етьего  знака п осле зап ятой  д о 
статочно ограничиться вторы м членом ряда (8.34). Т огда ф орм ула 
(8 .3 3 ) принимает вид

х с =  4  (X cos +  у  X2 sin - сра). (8 .38)

или, принимая во внимание первое вы раж ен и е  (8 .35), получаем :

х с  =  4  cos срз —  1 - f  ^  X2 —  -i- X3 cos 2<р, j . (8 .39) 

П ослед н ее  вы раж ени е мож ет бы ть п редставлен о  так:

х с =  1г ( т  — у  +  cos — т  х cos 2<Ра) • (8-40)

П ри кинем атическом  исследовании п орш невы х  машин весьм а часто 
п ерем ещ ение ползуна 4  (рис. 299 ) отсчи ты ваю т не от  ц ен тра  А, а от 
крайн его  п редельн ого  полож ения С 0 п олзун а  4, к огд а  при ^  =  0  

кривош ип 2  и ш атун  З  образую т одну прямую . Е сли для  механизма, 
изображ енн ого  на рис. 299 , отсчет перем ещ ений  вести от  точки  С0, 
то  равен ство  дл я  оп ределен ия перем ещ ения х с , мож но п редставить  
с учетом  ф орм ул  (8 .3 4 ) и (8 .35 ) так:

х с . =  4  4  4  cos ----- j  Xе -j- X2 cos 2 сраj .

П о сл е  подстановки  4  =  А Д  и упрощ ений  получаем:

jcc . =  4  ( l  4 - A - f c o s ( p 3 —  - ^ X c o s  2<paj .  (8 .41)

Д ля  определения аналога скорости  ®Cipa точки  С  ди ф ф ерен ц ируем  
вы раж ение (8 .40 ) по обобщ ен ной  к о о р д и н ате  <р?:

vc Vs =  — Ь ( sin 'Ра — Y  Х sin 2<Р«) • (8-42)

Д ля оп ределен ия ан алога  ускорени я a c?s точки  С  ди ф ф ерен ц и 
руем  равенство  (8.42):

a c<pa =  ~ ^ ( c o s < ? a — X c o s 2 <p,)( ( 8 .4 3 )

где  <t>C(ps и a Ci?i —  ан алоги  скорости  и у ск о р ен и я  точки  С. С к о р о сть  
®с и уск орен и е  а с оп редел яю тся  аналогично случаю , рассм отрен ном у  
на рис. 298 .



§  38. Кулисные механизмы

1°. Н а рис. 300, а  п оказан  кулисны й  механизм. Рассм отрим  п ер 
манентное движ ение механизма, когд а  кривош ип 2  вращ ается  с з а 
данной п остоян ной  угловой  ск оростью  ш.2. Д ля  определения ск о р о 
стей и ускорен и й  воспользуем ся уравнениям и (6 .52) и (6.56). Имеем:

®С4 =  V B  “I- V C i B  =  V C iC
и

а с 4 =  а в ~ ^ ~  а с 4в  “ Ь  а с 4в =  а с  “Ь  a c tc "Ь  а с 4с ’

или так  к ак  v B =  Q и а в =  0 , то

® C i  : V C t B  =  v c ~ ^~ ®С4С
и

а с 4 =  a C i B  +  a C i B  =  а с +  < с  +  a U -

(8.44)

(8.45)

С огласно уравнен ию  (8 .44) строим  план ск о р о стей  в м асш табе
к ривош и па 2  (рис. 300, б). 
Величина скорости  то ч 
ки С4 кулисы  4

v Ci =  I I f t  (р с&

А бсолю тная величина 
угловой  скорости  ш4 кулисы  4

I (О, I =  I (I), I —^1 4 !  I a I ( d Q  •

В еличина ск орости  v CtC 
скольж ен ия кулисы  4  вдоль 
п олзуна 3

wc 1c  =  l “>slf*i (CCJ-

Д ля оп ределения ускорени й  согласно  уравнению  (8 .45) строим  в 
м асш табе кри вош и п а 2  план ускорени й  (рис. 300, в). В еличина у с к о 
рения а с  ̂ точки  Q

ac i =  “ si1/ ( ^ ) -  

А бсолю тная величина углового  ускорении  е4 к> .шСЫ -4

Рис. 300. Кулисный механизм: а) кинематическая 
схема; б) план скоростей; в) план ускорений.

I ** I =  “ 5
„ (пс4)

(BCAy

Величина ускорен и я  а гс с скол ьж ен и я  кулисы  4  вдоль ползуна 3

в с«с =  шЬ  (***>■



Е сли  тр еб у ется  о п р ед ел и ть  п ередаточн ое  отн ош ен и е  1п  м еж ду 
звеньями 2  и 4 , то м ож но во сп о л ьзо в аться  приемом, указанны м  
в § 25,3°. Д ля  это го  через то ч к у  С (рис. 3 0 1 ) проводим  прямую  С Я 0.

Рис. 301. К определе
нию передаточного от* 
ношения от эвена 2 к 
звену 4 кулисного ме- 

ханизма.

Рис. 302. Кинематическая 
схема кулисного механизма 
в виде замкнутого вектор- 

ного контура.

п ерпен ди кулярн ую  к  н аправлению  В С  кулисы  4, д о  пересечения 
в точк е  Р а с прям ой ВА. Т огда

* (ВР,)
а (А Р  о)*

(8 .46 )

2°. П ереходи м  к  численному оп ределен ию  перем ещ ений, ск о р о стей  
и ускорен и й  звеньев  кулисн ого  м еханизма, п оказан н ого  на рис. 302. 
И з треугольн и ка  A B C  имеем:

В А —|— А С  -—  В С  или l\  —I-  /д —  / 4.

У равнение проекций на оси к о о р д и н ат  х В у

4  cos сра =  / 4 cos tp4, / j - j - s i n  <р<1 = / 4 sin  ср4. (8 .47)

Д ля  оп ределен ия  угла  ср4 раздели м  в то р о е  уравнение на первое. 
П олучаем :

( & « )

О п ред ели в  угол  ср4, находим  из п ер во го  уравнения (8 .47 ) /4:

U —  ~V 1\ - { - И-  2 / ,4  sin  ср3.

Д ля  оп ределен ия  ан ал огов  ск о р о стей  зв ен ьев  механизма ди ф ф ерен 
цируем по обоб щ ен н ой  к о о р д и н ате  ср̂  уравнен ия (8 .47). П олучаем :

—  / ,  sin  ®j =  —  г'4о/4 sin  Та +  ( v c , c \ 2 cos П> 

l i  c o s  <p4 - / 4i4  c o s  <p4 ( v с  Д 2 sin  <p4.
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И з углов  п ервого  и в то р о го  уравнений вы читаем  у го л  9 4 .

(vctc)n =  — 1* sin (<Р* ~  Ti)- (8.50)

(8 .51)

(8 .52)

h i  =  f  C0S (*Р4 —  Ti)-*4
где  (®C)C)9a и /и  —  соответствую щ и е аналоги  скоростей .

Для определения ускорени й  звеньев  механизма ди ф ф ерен ц ируем  
по обобщ енной  к оорди н ате  <ра уравнения (8 .49 )

-  К  008 <?, =  ~  cos 'Pi ~  sin <Р» ~  (а с Л 2 sin <Р4 +
+  (а с Л ,  cos ?*,

-  /9 sin  сра =  -  sin  <р4 +  c o s  ?4 +  ( а * 4С) и  c o s  tp4  +

+  (а с Д 2 sin ? | .

В ычитая из у глов  п ервого  и в то р о го  уравнений (8 .52 ) у го л  ср4, 
получаем:

(“ с Д 2 =  — l* cos (Т* ~  t 4)> (8-53)

— -?-CjC-)y3-̂ 77 t (8.54)
и

где ( я ^ с ^ г  и (a c i c \ s —  соответствую щ ие аналоги  у гл о в о го , кори о- 
лисова и реляти вного  ускорений . О пределен и е истинных ск о р о стей  и 
ускорений  звеньев  механизма при заданны х угловой  скорости  
и у гл о в о го  ускорени я ц  м ож ет бы ть сделано аналогично р ан ее  рас
смотренны м случаям с пом ощ ью  ф орм ул (6 .5 ) —  ( 6 .8 ).

Рис. 303. Кулисный механизм с двумя ползунами: а> кинематическая 
схема; б) план скоростей; в) план ускорении.

3°. На рис. 303 , а  показан  кулисны й механизм A B C  с двум я п осту
пательными парами. Р ассм отри м  перм анентное движ ение механизма, 
когда кулиса 2  вращ ается  с заданн ой  п остоянной  угловой  ск оростью  
Д ля определения ск о р о стей  и ускорени й  воспользуем ся  уравнениям и (6 .58) 
и (6 .60). Имеем:

v c ~  ®с2 юсс2 =  ®с, +  ®cc,
и

°С ̂  а С2 ~Н а СС» "Н flCC. =  aCi "t~ a CCi flCCi’



или так как  и .  = 0 , = 0  и = 0 , то
C i  C l  C C i

« с ^ с .  +  ' с с ^ с с , *  (8 -5 5 )

° с  =  а с , +  а сс , +  а с с 2 =  а с с ;  (8-5 6 >

П о уравнению  (8 .55) строим  план ск о р о стей  (рис. 303,6). В ели
чина скорости  ®с точки  С

^ = 1 ^  № ■
Величина ск о р о сти  о ССо скольж ен ия ползуна 3  по кулисе 2

v cc , =  I ш '2 1 Pt (W )-
Д ля определения ускорени й  строим согласно  уравнению  (8 .56) 

план ускорени й  (ри с.3 0 3 ,в). Величина 
ускорени я  а с точки  С

а с =  и ф ,  (jzc).

Величина ускорени я а гССг скольж ения 
п олзуна 3  по кулисе 2

д сс2 =  ш^ ;  (к с )- 

4°. П ереходи м  к  численном у о п р е д е 
лению  перемещ ений, ск о р о стей  и у с к о р е 
ний звеньев  механизма, п оказан н ого  на 
рис. 304. П родолж и м  ось  В С  н ап равл я
ю щ ей В  до  пересечения в то ч к е  D  с  осью  А у  и представим  контур  
AD C A  к ак  сумму в ек то р о в  A D - \- D C  =  A C  или а  —(— дсс =  /.2.

П р о екти р у я  это  в екто р н о е  уравнен ие на оси коорди н ат , получаем:

x c =  / i c o s f i и a =  l2 sin ? а. (8 .57)

И з уравнений  (8 .57 ) находим:
jcc  =  a c t g ' f a (8 .58 )

и

(8 .59)

Рис. 304. Кинематическая схема 
кулисного механизма с двумя пол* 
эуыами в виде замкнутого вектор

ного контура.

sin <?з

Д ля оп ределения ан алогов  ск о р о стей  ®Ctpa и (®ССа)?а ди ф ф ерен ц и 
руем  уравнен ия (8 .5 8 ) и (8 .59) по обобщ ен ной  к о о р д и н ате  ®а. Имеем:

1 (8 .60)—  -- а — -
с ? *  s m - c f  2

d L COS Bo
(8 .61 )CCа-'тз d<f.2 “  sina <p3 “ 1 —  COS2

Д ля оп ределен ия  ан алога  ускорени й  a Ctps ди ф ф ерен ц ируем  по о б о б 
щ енной  к о о р д и н ате  ср3 зависи м ость (8 .60 ). П олучаем:

cos
а г т = 2 в -  . „ . с V2 sm" ср.,



Д ля оп ределения аналога ускорен и я  (a rr r  L  мож но непосредствен ноуз
п роди ф ф ерен ци ровать  по обобщ енной  коорди н ате  уравнен ие (8.61). 
П олучаем :

(8 .63)
,  1 - 1 -  COS2 Ооа г —  п __1______l i“ сс 2 — а  s i n 9 ъ  •

И стинны е скорости  и ускорени я  звеньев  механизма оп ределятся  
аналогично ран ее  рассм отренны м  случаям.

5°. На рис. 305 , а  показан  кулисны й механизм АБС . Р ассм отри м  
перм ан ентн ое движ ение механизма, к огд а  кривош ип  2  вращ ается  с зад ан 

ной п остоян ной  угловой  скоростью  и)а. Д ля 
оп ределения ск о р о стей  и ускорений  в о сп о л ь 
зуемся уравнениям и (6 .42) и (6.46). И меем:

43 В к =  V B  Н-  ®В4В =  V B i  “Ь
и

° В 1 =  a B ^ ~  a B i B  ~~Н a B i B  =

—  а в 1 “ Н a B i Bl a B iB i ’ 

или так  к ак  v B = 0 , а д = 0 , а кв в̂ =  0  и

0 fi4B j= 0 - T0

аВ\ —  ав '

— V Bl Bl

a B i B--а В1В1'

(8 .64 )

(8 .65 )

Рис. 305. Кулисный механизм 
с двумя ползунами: а) кинема
тическая схема: б) план ско
ростей; в) план ускорений.

П о уравнен ию  (8 .64) строим  план с к о р о 
стей (ри с.305 , б). Величина ск орости  v Bi 
точки  £ ? 4  звен а 4

* *  =  1®»! f t  W

В еличина ск о р о сти  скольж ения кулисы  звена 4  по п олзун у  3

v BiB  =  l° M  ft (w *)-

П о уравнению  (8 .65) строим план ускорени й  (рис.305 ,в). В ели 
чина ускорен и я  a Bi точки  Вц звена 4

a Bi =  “ ift

В еличина ускорени я  а га „ скольж ен ия кулисы  звена 4  по п олзун у  3  

ав ,в  =  и>\ \ \  ( ^ 4)-

6 °. А налитические вы раж ения для  ск о р о стей  и ускорени й  то ч ек  ме
ханизм а (рис. 30 6 ) м огут бы ть получены  из уравнений проекций  зам к 
н утого  в ек то р н о го  к он тура  A B D  на оси к оорд и н ат  А х  и Ау. И меем:



Д и ф ф ерен ц и руя  зависим ости  (8 .6 6 ) по обоб щ ен н ой  к о о р д и н ате  tp4, 
получаем:

&вАш =  - Ь  sin

VBm  =  l^ 0S

1

» )
(8 .67)

где
<*Ув.

суть аналоги  скоростей .
Д и ф ф ерен ц и руя  зависим ости  (8 .67), получаем  аналоги  ускорен и й

. =  —  4  sin ср2.(в в ,в )Т1 =  - /» с 0 8 ' Bif2 ' (8.68)

И з рассм отрен ия зависим остей  (8 .6 6 ), (8 .6 7 ) и ( 8 .6 8 ) видно, что 
звено  4  механизма имеет п р о сто е  гарм он и ч еское  движ ение.

И стинны е ск орости  и ускорен и я  звеньев  м еханизм а при заданн ы х 
у гл о в о й  ск о р о сти  и угловом  у с к о 
рении е3 о п редел ятся  аналогично 
р ан ее  рассм отрен ны м  случаям.

7°. Из плоских кулисных механиз
мов с одними поступательными парами

Рис. 306. Кинематическая схе
ма кулисного механизма в виде 
замкнутого векторного кон

тура.

Рис. 307. Клиновой механизм с од
ними поступательными ларами: 
а) кинематическая схема; б i план 
скоростей; в) план ускорений.

в технике получили применение трехзвенные клиновые механизмы (см. § 20, 
6°). На рис. 307, а дана схема трехзвенного клинового механизма ABC.

Пусть звено 2  движется с заданной скоростью v 2 и заданным ускоре
нием а 2- Скорость и ускорение а 3 звена 3 определятся из уравнений

+  ®ая (8.69)
и

вз =  Яг +  <*э2- (8.70)
План скоростей построен на рис. 307, б, а план ускорений— на рис. 307, в. 

Вследствие того, что звенья механизма имеют только поступательные движе
ния, планы скоростей и ускорений представляют собой подобные фигуры 
(рис. 307, б  и в). Это позволяет в простой форме получить аналитические 
зависимости между перемещениями, скоростями и ускорениями звеньев 2 и 3. 
Имеем для перемещения sa звена 3



где ss — перемещение звена 2. Скорость v 3 и ускорение а3 звена 3  соответ
ственно равны

sin a sin а д , 0 .
V-  =  -г—-  , а ,  =  а , ^ —-  (8.72)

8 а sin р ’ 3 8 sin р ' '

Кинематический анализ более сложных клиновых механизмов может 
быть выполнен аналогичными методами.

Г Л А В А  IX

КИНЕМАТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ КУЛАЧКОВЫХ МЕХАНИЗМОВ

§  39. Определение полож ений

1°. З ад ача  о п олож ен иях  кул ачк овы х  механизм ов, у  к о то р ы х  р а 
диусы  кривизны  о тд ел ьн ы х  участков  п роф и ля кул ачка  заданы , реш ается  
общ ими приемами, излож енны м и выш е, путем  замены  вы сш их пар 
кинематическими цепями с низш ими парами (см . §  18). П ри  этом  
получаю тся зам еняю щ ие механизмы  с одними то л ь к о  низш ими парами. 
З ад ача  об  определении  полож ений эти х  механизм ов м ож ет бы ть реш ен а 
общ ими методами, излож енны м и в § 31. З ад ача  оказы вается  б о л ее  
слож ной , когд а  ради усы  кривизны  п роф и лей  неизвестны . Т огд а  задача 
м ож ет бы ть реш ен а геом етрически  п риближ енн о с помощ ью  м етода 
обращ ени я движ ения.

Начнем с рассм отрен ия задачи  о п олож ен иях к у л ач к о во го  м еханизм а 
с п оступательно движ ущ им ися кулачком  1 и тол к ател ем  2  (рис. 308 , а), 
у  к о то р о го  ведом ое звен о  —  то л к ател ь  2  оканчивается  к руглы м  рол и 
ком  3  ради уса г.

П роф и л ь  а  —  а  кул ачка  1 в этом  случае н азы вается  дейст вит ель
ным профилем, и п реж д е  чем п ереходи ть к  н ахож дению  полож ений 
звена 2 , н еобходи м о  по заданном у дей ствительн ом у  проф илю  п остроить 
та к  назы ваем ы й цент ровой профиль [3 —  [1 (рис. 308 , а). Д ей стви тел ь
ный и центровой  проф или  п редставляю т собой  экви ди стан тн ы е кривы е, 
т. е. кривы е, рав н о о тсто ящ и е  друг  от  д р у га  по норм алям  на р ассто я 
нии, равном  ради усу  г  рол и ка 3. Т огда, если и звестн о  н аправлени е 
н орм алей  в то ч к ах  д ей стви тел ьн ого  проф иля, отклады ваем  на эти х  
норм алях  отрезк и , равн ы е ради усу  ролика, и соединяем  полученны е 
точки  плавней  п ривей . В р езу л ьтате  так ого  п сстр сс ::яя  ::гйде;.: ц ен тр о 
вой п роф иль кул ачка. Т ак  к ак  в больш и н стве случаев нормали п ро 
филя кул ачка  не бы ваю т заданы , то  оп редел ен и е  ц ен трового  п роф и ля 
ведется приближ енны м и приемами. Д ля  э то го  р аств о р о м  циркуля, р ав 
ным ради усу  г роли ка, проводим  ряд  окруж н остей , центры  к о то р ы х  
л еж ат  на дей ствительн ом  п роф и л е а —  а  (рис. 308 , а). Ц ен тровой  п р о 
ф иль получится, если  об огн уть  все  п роведенн ы е ок р у ж н о сти  плавной 
кривой  р —  р. Т еп ерь  задача сведется к рассм отрен ию  случая, к о гд а  
ведом ое звено 2  оканчивается  точкой  В, скол ьзящ ей  по п роф илю  £3 —  р.



Д л я  нахож дения перем ещ ений звена 2  восп ол ьзуем ся  м ет одом  
обращения движ ения. Д ля  э т о го  сообщ аем  всем у механизм у общ ую  
ск о р о ст ь  <о =  —  фц равную  по величине и п ротивополож ную  по н ап р ав 
лению  скорости  кул ачка. Т огда н аправляю щ ие А  буд ут  п ерем ещ аться  
со  скоростью  Ф =  —  Hi и п оследовател ьн о  заним ать п олож ения 2", 3

Рис. 30S. Кулачковый механизм с поступательно движущимися кулачком 
и толкателем; а) кинематическая схема; б\ отдельные положения толкателя 

в обращенном движении.

4 ’ , . . .  (рис. 308, б). З в ен о  1 (кулачок) будет  неподвиж ны м, а звено  2  
буд ет  двигаться  отн осительн о  направляю щ их А  со  скоростью

С ко р о сти  Kj и щ  примем функциями пути Sj кул ачка  1, которы й  
мы принимаем за обобщ ен ную  коорди н ату . С л едовател ьн о , скорости  
i/) = D ) ( s )) и г>а =  г>4 (5 ,) буд ут  аналогами скоростей , и мы в дальн ей 
ш ем м ож ем рассм атри вать  т о л ь к о  перм ан ентн ое движ ение механизма, 
у  к о то р о го  ск о р о сть  1 )! =  c o n s t и у с к о 
рение а, =  0 .

О тр е зо к  5  (рис. 308 , а) делим на 
равны е отрезки  s }- 2  =  s j ~ 3 =  = . . .
Д ля  определения в то р о го  полож ения 
звена 2  п ерем ещ аем  его  в направлении 
ск о р о сти  —  ©j (слева н ап раво ) на р ас 
стояние s{~s. Д алее, перем ещ аем  его  в 
направляю щ и х А  (снизу в в ер х ) д о  то го  
полож ен ия, при кото р о м  точка В  на
ходится на центровом  п роф и л е кулачка.

П у сть  э т о  будет  п олож ен ие В s. В ы сота п одъ ем а В иВ$ звена 2  п р ед 
ставит путь, пройденны й звеном  2  п ри  п ерем ещ ении  кулачка 1 на 
величину s}~2. Р азделив полученны й путь s.j-a на м асш таб длин (j.,, 
получим  о тр езо к  Ьг, к о то р ы й  и м ож ет бы ть о тл о ж ен  на граф и ке 
s a =  s i ( s i )  (рис. 309). Д л я  оп ределен ия тр етьего  полож ения звена 2 
п ерем ещ аем  его  вправо  на о т р е зо к  s p 3 и находим  н о во е  п олож ен ие В л 
точк и  В. В ы сота подъем а 23ш £?3 точки  В  п ред стави т  путь к о то 
ры й  и зображ ен  на граф и к е  s 3 =  s a (s j)  в виде о тр езк а  Ьъ, и т. д. О т
счет п ерем ещ ений  Si и s a удоб н ее  всего  вести  от начальны х

Рис. 309. График пути толкателя 
кулачкового механизма, схема кото
рого изображена на рис. 308, а.



полож ений звен ьев  /  и 2 , т ак  к ак  при этом  возм ож н ы е ош ибки  гр а ф и 
ч ес к о го  построени я будут меньш ими.

М ож но, далее , п оказать, что при равен стве  м асш табов и [i; путей 
(рис. 309), п роходи м ы х  звеньям и /  и 2, кривая перем ещ ений s a =  s j ( s | )  
будет  п одобн ой  проф илю  к у л ач к а  1. В самом деле, проведем  через 
н ачал ьн ое п олож ен ие ведом ого  звена 2, т. е. через то ч к у  В х (рис. 308 , б), 
оси  х  и у  так , чтобы  ось у  совпад ала с направлением  движ ения зв е 
на 2, а ось х  с н аправлением  движ ения кулачка I. Т огда мож но 
видеть, что  отрезки : ( S ^ 11), ( 5 " z ? 111), (B luB xw), ( 5 IV5 V) , . . . ,  отлож ен н ы е

вдоль  оси х ,  п редставляю т собой  
пути, пройденны е кул ачком  1 за  
рассм атриваем ы е п ром еж утки  в р е 
мени, т. е. о тр езо к  {ВуВп) п ред 
ставляет  путь s}-2, о т р езо к  
(Z?n5 in) —  путь о тр езо к
(B IU3 ,V) —  путь s ,’ - 4  и т. д. Т очно 

так  ж е отрезк и  (В нВ г), (В ШВ 3), 
(B ]VB i ) , . . . ,  отлож ен н ы е п ар ал 
лельно  оси у ,  п редставляю т пути, 
пройденны е звеном  2  от н ек о то 
р ого  н ачального  полож ения это го  
звена, т. е. о т р е зо к  ( 5 ПД 2) п р ед 
ставляет  путь Sj“2, о т р езо к

Рис. 310. Кинематическая схема кулачкового (В ^ В ъ) —  п уть Sj~ 3 И Т. Д. Т огда
механизма с вращающимся кулачком и по- кпивяя а __о ( n i tc one /Г\ янляетгясгупателыю движущимся толкателем. куивал р р оио, и ) иолисил

кривой  s 3 =  s3 (Sj) и сам проф иль 
кулачка 1 п ред ставляет  кривую  зависимости перем ещ ения звена 2  от 
перем ещ ения кулачка 1. Э то  обстоятел ьство  значительно  облегчает 
ки н ем ати ческое и сследование кул ач к о вы х  механизмов у к азан н о го  типа.

О тметим здесь, что у к азан н о е  упрощ ение, к о т о р о е  мы получили 
для  случая, когд а  элем ентом  ведом ого  звена является т очка, не мож ет 
бы ть прим енено для  к у л ач к о вы х  м еханизмов, у  к о то р ы х  элем ентом  
ведом ого  звена является произвольно заданная кривая, т ак  как  в этом  
случае точкам и  соприкасания звеньев  2  и 7 м огут бы ть различны е 
точки  этой  кривой.

2°. М етод  обращ ения движ ения м ож ет бы ть расп р о стр ан ен  и на 
тот  случай  к у л ач к ек ы х  мрхянизмов, к огд а  к ул ачок  1 вращ ается  в о кр у г  
н еко то р о й  оси А  (рис. 310), а ведом ое звено  2  дви ж ется  поступательн о  
в н аправляю щ их С.

З а  начальное п олож ен ие механизма примем п олож ение, в кото р о м  
точка В  заним ает край н ее  н иж нее полож ение By и р ади ус-век тор  
А В  =  A B t = l  получается  наименьш им.

В качестве  обобщ ен ной  коорди наты  примем у го л  cpj пово- 
р о та  кул ачка  1 и будем  р ассм атри вать  п ерм ан ентн ое дви ж ен ие ме
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Рис. 311. График пути толкателя ку
лачкового механизма, скема которого 
показана на рис. 310.

ханизма, когд а  к ул ачок  /  вращ ается  с постоянной  у г л о в о й  с к о 
ростью  <!>!.

П усть  кривая  р —  р является ц ентровы м  проф илем  к у л ач к а  1. С о о б 
щим всему механизм у общ ую  угловую  с к о р о ст ь  ш =  —  и^. Т о гд а  к у л а
чок 1 остановится, а ведом ое звен о  2  будет  в р ащ аться  с у гловой  
скоростью  ш =  —  ш, в о к р у г  оси А  и одн оврем енн о п ерем ещ аться  
в н аправляю щ и х С  со  ск оростью  ф2.

И з точки  А  опустим  п ерпен ди куляр  А К  на н аправление н ап р ав л яю 
щ их С  и радиусом  A K = V  1г —  «о опиш ем  окруж н ость . В о б р ащ ен 
ном движ ении направление движ ения 
звена 2  будет всегда касательны м  к 
ок р у ж н о сти  ради уса АК.

Н а этой  окруж н ости  находим точки
К\, K i, К з ..........соответствую щ ие равным
углам  ср}- 2  =

П оворачиваем  д ал ее  звено 2  в н а
правлении УГЛОВОЙ СКОРОСТИ U ) = — U)j 
на угол  ш}-а. Т огд а  точка K i займ ет 
п олож ен ие Кг. а точк а  B i — п олож ен ие 
б " .  П ерем ещ аем , далее, звено  2  в н а 
правляю щ их С д о  тех  пор, пока точка В  не к осн ется  проф иля к у л ач к а  1. 
Е сли за н ачальн ое п олож ен ие точки  В  звен а 2  бы ло принято п о л о ж е 
ние B v  то  во  в то р о м  полож ении точка В  займ ет п олож ен ие В г. П у сть

—  путь, п ройденны й звеном  2  при п ер ех о д е  из п олож ен и я  1 
в п олож ен ие 2, равен

=  \h [(K iB i) -  =  I1/ [(КоВ2) -  s 0] =  fi( (В "В г),

где (1 г —  м асш таб чертеж а.
П олученны й путь s *- 2  отклады ваем  в м асш табе ^  на гр аф и к е  

s a =  s s ( ? i )  (рис. 3 1 1 ) в виде отр езк а  bi =  (B \lB i). П олучаем :

s i  ” =  t1/ ( ^ i  в г) =
Д алее, о ткл ады ваем  у гол  п о во р о та  и находим н о во е  п о л о ж е

ние точки  В  звена 2  (рис. 310), п олож ен и е  В3. П олны й п уть  s lf * ,  
пройденны й ведом ы м  звеном  2  от н ач ал ь н о го  е го  полож ения, равен

S'-* =  ^  1(К3В3) -  (К 3в \ п)] =  Iх/ l(K 3B3) -  s0] =  (X, (В '?В 3).

П олученны й путь отл ож ен  на граф и к е  s 4 =  S j(o j)  в виде о т р езк а  
£ 3 = ( Z ? |n5 3) (рис. 3 11 ). А налогичны ми построениям и  м огут бы ть най
дены  все п оследую щ ие п олож ения звена 2, и  мож ет бы ть п остроен  
граф и к  s 3 =  (tpj) (рис. 3 1 1 ) за  п олны й о б о р о т  ку л ач к а  1. Е сли  
отсчет путей, п роходи м ы х звеном  2 , вести  и з наинизш его или наивы с
ш его  его  полож ений , то  разм ер  s 0 буд ет  п остоян ны м  для в сех  п о л о 
ж ений э то го  звена. Т огд а  отсчет  путей  зв ен а  2  мож но вести  от всп о 
м огательной  о к р у ж н о сти  ради уса I (рис. 310), р ав н о го  /  =  Y (АК)'1 - j -  s o-



Е сли ось  направляю щ их звена 2  п ересекает  ось А  вращ ения 
кулачка 1 (рис. 312 , а), то  радиус окруж н ости , равны й кратчай ш ем у  
расстоянию  А К  (рис. 310), в этом  случае  оказы вается  равны м нулю .

Рис. 312. Кулачковый механизм с вращающимся кулачком и 
поступательно движущимся толкателем, направление кото
рого проходит через центр вращения кулачка: а) кинемати

ческая схема; б) график пути толкателе.

Рис. 313. Схема кулачкового механизма с врашаюшиися ку
лачком и качающимся толкателем.

и отрезки  (АВу), (А В г), (АВ 3), (рис. 312 , а) п редставляю т пути, 
пройденны е звеном  2  от н ачальн ого  полож ения, увеличенны е на п остоян 
ную величину s„. В этом  случае для  построени я граф и ка Sa =  Si(<fi)



д остаточ н о  отлож и ть на орди н атах  от оси 0<р[ соответствую щ ие 
отрезк и  (АВу), (АВг), (рис. 312 , б). П острои в  граф и к , переносим  ось 
абсцисс вы ш е на расстояни е, равн ое 
о тр езк у  (A B 1) =  Sdl .̂l. П олучен ная  ди а
грамма и п редстави т собой  граф ик 
s, =  Si (cpi), построенны й в м асш табе 
чертеж а (рис. 312, а).

3°. Д ля определения полож ений 
к у л ач к о в о го  механизма с качаю щ имся 
тол кател ем  рис. 313  мож но т ак ж е  при
менить м етод обращ ения движ ения. Р а с 
смотрим перм анентное движ ение м еха
низма, когд а  угловая  ск о р о сть  ш, к у . 
лачка 1 принята постоянной и о б о б щ ен 
ной коорди н атой  является у гол  ср, п о 
в о р о та  кул ачка. П усть  кривая (Э —  (3 будет  центровы м  проф илем  
ку л ач к а  / .  В рассм атриваем ом  случае  зад ача своди тся  к нахож дению

Рис. 314. График угла поворота толка
теля кулачковых механизмов, схемы 
которых изображены на рис. 31Э и 

рис. 316.

п о след овател ьн ы х  полож ений  звена 
на п роф и ле р —  р. С ообщ аем  всем у 
м еханизму угловую  ск о р о сть  ш =  
=  —  u)j, равную  по величине и 
п ротивополож ную  по направлению  
у гл о в о й  ск орости  ojj кулачка 1. 
Т о гд а  к у л ач о к  1 становится не
подвиж ны м, а то л к ател ь  2  в р а 
щ ается  в о к р у г  оси О с у гл о в о й  
ск о р о стью  ш =  —  ш, и в о к р у г  
оси А  с угловой  скоростью  «D.J. 
П р и  этом  точка А  займ ет п осле
д о в а т е л ь н о  полож ения Ау, Д  и т. д. 
Т а к  к ак  угловая  ск о р о сть  u>j п р и 
н ята  постоянной, то  углы  ср}-а , 
с?;-’, ср;—...........  образуем ы е с о о т 
в етс тв ен н о  радиусами ОАу, ОАг, 
ОА3 и т. д., буд ут  равны  м еж ду 
собой . П оворачиваем , то л к ател ь  2  
в о к р у г  Ау д о  соприкосновения в 
т о ч к е  By с проф илем  (3 —  р к у 
л ачка / .  Е сли в первоначальном  
п олож ен ии  угол , образуем ы й  зв е 
ном 2  с радиусом  ОАу, бы л 
равен  <р0, т о  во  втором  полож ении 
э т о т  у го л  буд ет  равен  ср0 - \-  ср£~3.
В тр етьем  полож ении  эт о т  у го л

2, точка В  к о т о р о г о  н аходи тся

Рис. 315. Схема кулачкового механизма с по* 
ступательно движущимся плоским толкателем.

б у д ет  равен  ср0 - ( -  с и т. д.
П о ло ж ен и е  тол к ател я  2  будет о п ред ел ен о , если и з точек  Ay, Aq, А3, . . .  
засеч ь  кривую  р —  р дугам и ради усов  А В  =  АуВу =  А ф г . . .  П олуч ен 



ные углы  ср0, tpo +  V i '> tPo-t~'f’i ”> отклады ваем  в п рои звол ьн о  вы б
ранном  м асш табе |л¥2 на орди н атах  граф и ка (рис. 314), где по оси 
абсцисс отлож ен ы  равны е углы  <рг в н екотором  п рои звол ьн о  вы бран 
ном м асш табе (j,Tl. П ерем естив ось абсцисс из полож ен ия в п о л о ж е
ние <pt, о тстоящ ее на орди н ату , и зображ аю щ ую  в м асш табе jj.92 у гол  <р0, 
получаем  диаграм м у tf>3 =  <pj(®i) у гл о в  п оворота  <ра то л к ател я  2  в ф у н к 
ции обобщ енной  коорди н аты  <pi.

4°. Д ля  оп ределен ия полож ений  к у л ач к о во го  м еханизма (рис. 315), 
у  к о то р о го  тол к ател ь  2  оканчивается  п лоскостью  d, —  d, в сегд а

Рис. 316. Схема кулачкового механизма с плоским качающимся 
толкателем.

к асател ьн ой  к  п роф илю  f3 —  р кулачка 1, м ож но так ж е применить 
м етод обращ ения движ ения. Все построения в этом  случае следует  
вы полнять аналогично тем, к о то р ы е  мы применяли дл я  к у л ач к о во го  
механизма, п оказан н ого  на рис. 312, а. З д есь  н адо  иметь в виду, что 
м еста касания кулачка 1 с п лоскостью  d  —  d  н аходятся  не в точ- 
кяу В ь В-, B i, . . . ,  г в то ч к ах  В\, В%, В\, . . . ,  5  ксм иры л п лоск ость  
d  —  d  заним ает п олож ен ие d а —  db d 3 —  d 3, d i  —  d 4.

Д л я  построения граф и к а  s .2 =  s.3(cp,) надо от  оси абсцисс (рис. 312 , б) 
о тк л ад ы вать  отр езк и  (А В \), (А В 2), (А В 3), . . .  (рис. 3 1 5 ) в м асш табе jiz. 
П о сл е  это го  на,до п еренести  ось  абсцисс вы ш е на расстояни е A B i =  sa.

Д ля к у л ач к о во го -м ех ан и зм а , п оказанн ого  на рис. 316 , у  к о т о р о го  
звено  2  представляет  собою  п л о ск о сть  Ad, всегда касател ьн ую  к  п р о 



филю  р —  р кулачка 1 , обращ аем  движ ение и н аходи м  п о сл е д о в ател ь 
ные полож ения A^di, A 3d3, Л 4й 4, . . .  п лоскости  Ad. Т о гд а  о п редел ятся  
углы  <р0 +  ср Г а>?о +  ¥ Г 3> < ? о +  ■■■> значения к о т о р ы х  м огут  бы ть
отлож ены  в соответствую щ ем  м асш табе р.<р2 (рис. 3 1 4 ) на орди н атах  
граф ика. П ерем естив ось абсцисс из полож ения cpj в п олож ен ие ср1; 
отсто ящ ее  на расстоянии, и зображ енн ом  в м асш таб е  р,?1 у глом  <р0> 
получим диаграм м у 9 5  =  9 0 (9 ,).

§  40. Определение скоростей и ускорений

1°. Е сли  дл я  к у л ач к о во го  механизма о п ред ел ен ы  полож ения в ед о 
м ого звена и п остроены  граф ики  зависимости перем ещ ения ведом ого  
звена в ф ункции обобщ ен ной  коорди наты , н апри м ер дл я  механизма, 
показан н ого  на рис. 312  [граф ик 5 3  =  5 .2 (9 !)], или граф и к 9 2  =  9 .2 (9 ,) 
(рис. 314 ) для  механизма, п оказан н ого  на рис. 31 3  или рис. 316, то  
для  оп ределения ск о р о стей  и ускорен и й  в едом ы х  звеньев  уд о б н ее  
всего  применить м етод кинем атических диаграм м , и злож енны й в 
гл ав е  VII.

В самом деле, ан алог (® г ) ?1 ск о р о сти  звена 2  (рис. 3 1 2 )

С оответствен н о  ан алог (a.3)fl ускорени я

(а з)?1 H o f '

Д л я  механизмов, показанны х на рис. 313  и рис. 316, будем и м еть  
аналоги  у г л о в ы х  ск о р о стей  и у скорени й

/ \ do,
г2 1 ----- и  h i —  ( s -2)?1  —  -ф -g •

Т аким  образом , оп редел ен и е  ск о р о стей  и уск орен и й  ведом ы х  
звеньев  2  сводится к  д в у к р атн о м у  граф и ческ ом у  ди ф ф ерен ц ировани ю  
граф и ков  s .2 =  s 2 (9 i) (рис. 312,(5) и 9 3  =  9 2 ( 9 ,)  (рис. 314).

Н еобходи м о  отм етить, что д в у к р ат н о е  гр аф и ч еск о е  ди ф ф ерен ц и 
рование обы чно д ает  значительны е п огреш н ости , особен н о  в д и агр ам 
мах ускорени й . Э то  заставл яет  дл я  получения б о л ее  точн ы х  р е зу л ь 
татов  п ользоваться  для  оп ределен ия ск о р о стей  и уск орен и й  м етодом  
планов ск о р о стей  и ускорени й , и злож енны м  вы ш е.

Д л я  оп ределен ия этим м етодом  ск о р о стей  и уск орен и й  к у л а ч к о 
вы х м еханизмов необходи м о  зн ать  ради усы  кри ви зн ы  разл и чн ы х  у ч а 
стков  проф иля кулачка. В к у л ач к ах , проф или  к о т о р ы х  очерчен ы  по 
дугам  о к р у ж н о стей , п арабол , элли п сов , о тр езк ам  прям ы х и т. д., на
хож ден ие ради усов  кривизны  не в стр еч ает  н и к ак и х  затруднений . Если 
ради усы  кривизны  проф иля к у л ач к а  известны , то  м етодом  замены



вы сш их пар цепями с низш ими парами (см. § 18) к улачковы й  м еха
низм м ож ет бы ть всегд а  приведен  к механизмам то л ь к о  с одними 
низш ими парами. Т огда задача р еш ается  методами, излож енны м и в гла
вах VI и VIII.

Е сли п роф и л ь  кул ачка  получен  путем измерения к о о р д и н ат  его 
точек, то  всегда м ож ет бы ть получена зависим ость р ад и у са -в ек то р а  R  
от  у гл а  0 (рис. 317)

R  =  R(Q). (9 .1)

Д л я  оп ределения ради уса криви зны  р в точке С  проводим  к аса 
тельную  t  —  ( к  п роф илю . К асательная  t  —  t образует  с радиусом - 
вектором  R  у го л  [х, тангенс к о то р о го , к а к  это  известно из д и ф ф ер ен 
циальной геометрии,

d R
dQ

d [ R W ] -
dQ

(9.2)

П роводим  п од  углом  9 0 °  к  к асател ьн ой  t  —  t  направление н о р 
мали п —  п к проф илю  в то ч к е  С  и отклады ваем  на ней ради ус к р и 

визны  р =  ОС, величина к о то р о го , к ак  из
вестно, равна*+*(£)•-*£

rf/? \« 18/а • (9 .3)

И мея ф ункцию  (9.1), заданную  или гр а 
ф ически, или аналитически, м ож но о п р ед е 
лить значения угла  ц и радиус кри ви зн ы  р. 
Т огда кулачковы й  механизм (рис. 317 ) 
м ож ет бы ть заменен кривош и пн о-п олзун - 
ным механизмом АОС, ск о р о сть  и у с к о 
р ен и е  точки  С  к о то р о го  могут бы ть о п р е

делен ы  или методом  планов, или аналитически (см. гл. VI и VIII). И з 
вы раж ени я (9 .2 ) следует, что  величина dR/dQ  м ож ет бы ть оп ред ел ен а  
геом етрически , если из точки  А  провести  перпендикуляр  А В  к р а 
д и усу  R  д о  пересечения в точк е  В  с направлением  н орм али  п —  п.

Рис. 317. К определению радиуса 
кривизны профиля кулачка.

•• • »‘-4'- 1 ii р и и и р ц п и ! л  n  и  a-- J \j
2°. П о стр о ен и е  планов ск о р о стей  и ускорен и й  мож ет б ы ть  т ак ж е  

сделан о  без замены  вы сш и х пар цепями с низш ими парами, если в о с 
п о л ьзо ваться  уравнениями, приведенны ми в § 26.

Н апри м ер , пусть тр еб у ется  п острои ть  планы ск о р о стей  и у с к о р е 
ний к у л ач к о во го  механизма в парм анентном  движении, п о казан н о го  
на рис. 318 , а , у  к о т о р о го  ради ус кривизны  проф иля к у л ач к а
в то ч к е  С  равняется р.



И меем следую щ ие уравнения [см. уравнен ия (5 .25 ) и (5 .2 6 ) § 26]:

' с . ^ с . + в с с ,  (9 -4)
II

а С2 =  "I- аС2С! “Ь  a C.Ci “Ь  a c . ,c t ’ 

пли так  к а к  а с  = а ^  +  а ^ а , т о

й Сг “Ь  °CS =  °С, a CoCj ~Ь a c2Ci “Ь  а сгс,- 
Н а рис. 3 1 8 ,6  п остроен  план ск о р о стей  в м асш табе о тр е зк а  A C t 

(рис. 318, а). Величины  ускорени й  а £ в, 4q„Ci и а СоС! о п РеДел ятся  из 
соотн ош ени й

' я с .
a c scj =  2  I a*, I z-c2Cl и а, ус 2с.

СоС,

П лан  ускорени й  п остроен  на рис. 318 , в в м асш табе о т р е зк а  АС\ 
(рис. 318 , а).

Рис. 318. Кулачковый механизм с качающимся толкателем: 
а) кинематическая схема; б) план скоростей; в) план уско

рений.

3°. О со б о е  внимание при кинем атическом  исследовании  к ул ачк о 
вы х м еханизмов надо о б р ащ ать  на места сопряж ения кривы х, о б р а
зую щ и х п роф иль кулачка. П у сть , наприм ер, они соп ряж ен ы  так, как  
п оказан о  на рис. 319 . В то ч к е  Ь кривы е ab и Ьс не имею т общ ей 
к асательн ой . Р адиусы  криви зны  проф иля в этой  т о ч к е  буд ут соответ
ственно равны  р) и р2; и дл я  э то го  участка  проф иля м ож но  будет по
строи ть  два зам еняю щ их м еханизма с различными разм ерам и  звеньев , 
первы й, об р азо ван н ы й  звеньям и 1, 3  и 2, и второй , образованны й 
звеньями Г , 3' и 2. О чевидно, что когда кон ец  ш танги, скользя  по 
п роф и лю  кулачка, будет н аходи ться  в то ч к е  Ь, ск о р о сти  и ускорения 
ш танги  буд ут иметь со о тветств ен н о  по два  различны х значения, и мы 
получим в этой  точк е  м гновенное изменение ск орости  и ускорения 
ведом ой  ш танги, что будет  св и д етельствовать  о наличии у д ар а  в ме
ханизме. Е сли кривы е соп ряж ен ы  так , что у них одна общ ая  норм аль 
в точке соп ряж ени я (рис. 3 20 ), но радиусы  кривизны  к ри вы х  в точке



сопряж ения различны , то  мы так ж е  мож ем получить два зам еняю щ их 
механизма: п ервы й, образован н ы й  звеньями 1, 3  и 2 , и второй , о б р а 
зованны й звеньями Г , 3' и 2. Т огда для  рассм атри ваем ого  момента 
врем ени  скорости  звена 2  имеют оди н аковы е значения, а ускорени я 
ок азы ваю тся  различны м и, и при п ереход е  ш танги  через то ч к у  соп ря
ж ения п олучается  м гн овен ное изменение то л ь к о  уск орен и я  звена 2 .

X
г __________

Ь / -

\  1

V 77Z

Рис. 319. Пример неудачного со
пряжения кривых профиля кулач
ка —  неизбежны жесткие удары 
во время движения ведомого 

эвена.

Рис. 320. Пример сопряжения кри
вых профиля кулачка, имеющих 
общую нормаль, но разные ра
диусы кривизны — неизбежны 
мягкие удары при движении ведо* 

мого звена.

Н акон ец , кри вы е м огут бы ть соп ряж ены  так , что у  них радиусы  
криви зны  в то ч к е  Ь соп ряж ени я оди н аковы е (рис. 321). В таком  сл у 
чае мы получим то л ь к о  один заменяю щ ий механизм.

Д л я  б езу д ар н о й  работы  м еханизм а необходим о стрем иться к тому, 
чтобы  радиусы  кривизны  в точк ах  сопряж ения всегда  сов-падали как  
по величине, так  и по направлению .

Рис. 321. Пример сопряжения кри
вых профиля кулачка, имеющих 
обшин радиус кривизны —  в месте 
сопряжения удары отсутствуют.

Рис. 322. Пример правильного 
сопряжений дуги ab окружности 
с прямой cd с помощью промежу
точной кривой Ьс с постепенно
и э м е и я ю ш м м р а  п я н и с г г и

О чевидно, что при сопряж ении  кривой , очерченной по д у ге  аЬ 
о к р у ж н о сти  ради уса pj, и прям ой cd  (рис. 322), всегда буд ет  п р о 
исходить м гновенное изменение уск орен и я  в т о ч к ах  сопряж ения. Чтобы  
избеж ать его, р ек о м ен д у ется  м еж ду кривой  и прямой вклю чать п ере
ходн ую  кривую  Ьс (рис. 322), у  к о то р о й  ради ус кривизны  плавно 
изм енялся бы от  значения, равного  ради усу  р, дуги  ок р у ж н о сти  ab 
до значения р.2, р а в н о г о  бесконечности .



ГЛА ВА  X

КИНЕМАТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ МЕХАНИЗМОВ ПЕРЕДАЧ

§  41. О сновные кинематические соотнош ения

1°. В различны х маш инах и п ри б орах  ш и рок о  прим еняю тся м еха
низмы для воспрои зведен ия в ращ ател ьн ого  движ ения с постоянны м  
передаточны м  отнош ением  м еж ду двум я разли чн о заданны м и в п р о 
стран стве  осями. Т аки е  механизмы  носят н азван и е м е х а н и з м о в  пе
р ед а ч а  вращ ат ельн ого  движ ения или сокращ ен н о  м е х а н и з м ы  п ере
дачи.

М еханизмы  передачи  имеют своей  задачей  воспрои зведен ие зад ан 
н ого  п ередаточн ого  отнош ения м еж ду двум я звеньями. П ростейш и м  
механизмом передачи  с тверды м и звеньями является  трехзвен н ы й  ме
ханизм , состоящ ий  из д вух  подвиж ны х звеньев , входящ их в две  в р а 
щ ательн ы е и одн у  вы сш ую  пару. Д ля  воспрои зведен ия треб уем ы х  пе
редаточ н ы х отнош ений в соврем енны х м аш инах и п ри б орах  часто п ри 
меняю тся слож н ы е механизмы  передач, имею щ ие к ром е ведущ его  и 
ведом ого  звеньев, вращ аю щ ихся в о к р у г  зад ан н ы х осей, н еско л ьк о  
п ром еж уточны х звеньев , вращ аю щ ихся в о к р у г  своих  осей. П ри м ен е
ние слож ны х м еханизмов объ ясн яется  различны м и причинами. Н апри
мер, оси ведущ его  и ведом ого  звеньев  м огут бы ть расп олож ен ы  
д ал ек о  д р у г  от  д р у га , и н епосредствен ная  п ередача вращ ения при 
пом ощ и д вух  звеньев  п отребовала бы создани я передачи с больш ими 
габаритам и  звеньев . Е сли п ередаточн ое отн ош ени е, к о то р о е  долж но  
о су щ еств л яться  механизм ом  передачи, очень велико  или очень мало, 
то  к он структи вн о  удоб но  м еж ду ведущ ей  и ведомой осями иметь 
пром еж уточны е оси  с соответствую щ им и звеньями, вращ аю щ им ися 
в о к р у г  них. П ередавая  вращ ение с ведущ ей  оси на п ром еж уточны е 
оси и с них на ведом ую  ось, мы как  бы п о след овател ьн о  отдельны м и 
ступенями изменяем передаточн ы е отнош ения, получая в р езу л ьтате  
требуем ы е передаточн ы е отнош ения м еж ду ведущ ей  и ведом ой  осями. 
Т аким  образом , слож ны й механизм передачи  мож но разд ели ть  на о т 
дельн ы е части —  ступени, каж дая  ступень является  сам остоятельны м  
механизмом, звенья  к о то р о го  входят в вы сш и е пары  м еж ду собою  и 
низш ие пары  со стой кой . Т акая  отдельн ая  часть  слож н ого  механизма 
и назы вается  ст уп ен ью  передачи. В соответстви и  с указанны м  бы 
ваю т одно- и м ногоступенчаты е передачи, по больш ей  части двух- и 
трехступ енчаты е.

2 °. Р ассм отри м  кинем атические соотн ош ени я  в одн оступ енчатом  
м еханизм е передачи  при разли чн ы х расп о л о ж ен и ях  осей в ед у щ его  и 
ведом ого  звеньев.

Р асп олож ен и е осей  эти х  звеньев  м ож ет бы ть следую щ им :
а) оси п араллельны ,
б) оси пересекаю тся,
в) оси п ерекрещ иваю тся .



Е сли оси вращ ения О, и Ог п араллельн ы  (рис. 323, а) и заданы  
постоянны е угловы е скорости  ш, и соа звеньев  /  и 2, то п ер ед ато ч 
ное отн ош ени е г1а (см. § 25 ) равно

i12 =  ^  =  - g ^  =  c o n s t ,  ( 1 0 . 1 )

где Р 0 —  мгновенны й центр вращ ения в относительном  движ ении  
звеньев  /  и 2.

Т ак  как  мы рассм атри ваем  передачи  с постоянны м  п ередаточн ы м  
отнош ением , то центроидам и в отн осительн ом  движ ении звеньев

Рис. 323.. Схемы одноступенчатых зубчатых передач: а) передача с цилинд
рическими колесами; 6) передача с коническими колесами; в) передача с пе

рекрещивающимися осями.

оказы ваю тся окруж н ости  ради усов  r i  =  O jP 0 и г а =  ОгР й. С л ед о в а
тельно, п ередаточн ое  отн ош ени е равно

1» =  - ? .  (Ю .2)
Г 1

Зн ак  минус в р ав ен ств ах  (10 .1 ) и (10 .2 ) п оказы вает , что у гл о в ы е  ск о 
рости  u)j и u),2 имею т разн ы е направления.

Т аким  образом , п ередача вращ ения м еж ду п араллельны м и осями 
с постоянны м  п ередаточн ы м  отнош ением  м ож ет бы ть всегда о су щ е
ствлен а круглы м и  цилиндрическими колесам и .

3°. Д л я  случая, когд а  оси вращ ени я 0 \  и Os звеньев  /  и 2  
(рис. 323, б) п ересекаю тся  в то ч к е  О и заданы  постоянны е угловы е 
скорости  ©! и <й3 вращ ения звеньев  1 и 2, то  п ередаточн ое о тн о ш е
ние / ,а равн о

ln =  ^ =  co n s t. (10 .3)

И з теорети ческ ой  механики известно, что в этом  случае  движ ение 
звена 2  отн осительн о  звена 1 п рои сход и т в о к р у г  м гновенной  оси 
вращ ения ОР, полож ение к о то р о й  оп редел яется  из следую щ их с о о б 
раж ений.

У словимся векто р у  угловой  ск орости  придавать так о е  н ап р ав л е 
ние, при котором , если см отреть  с конца вектора  у гловой  ск о р о сти  
к  началу, вращ ение видно п роисходящ им  против часовой  стрелки .



С ообщ им  звеньям  7 и 2  общ ую  угловую  ск о р о сть  —  со>. Т огд а  звено  2  
будет  неподвиж ны м, а звен о  7 будет вращ аться  в о к р у г  оси О., с у г л о 
вой с к о р о с т ь ю — © j и в о к р у г  осп О I с угловой  ск о р о стью  (а ,. М гн о
венная угловая  ск о р о сть  £2  звена 7 отн осительн о звен а 2  буд ет  равна

й  =  t O i - j - ( —  ю.,). (Ю .4 )

О тклады вая  векторы  ©i и —  (о.2 в соответствую щ и х  направлени ях  
по осям Ot и 0 3, находим результи рую щ и й  в ек то р  Й . Н ап равлен и е 
эт о го  в ек то р а  оп редел яет  м гновенную  ось вращ ения ОР  в отн оси 
тельном  движ ении звеньев  7 и 2. Т ак  как  угл о в ы е  ск о р о сти  CL»t и о .2 

приняты  постоянны ми, то  н аправление оси ОР  неизм енно и ак со и д ам и  
в отн осительн ом  движ ении суть два к р у гл ы х  конуса 7 и 2, имеющ ие 
соп рикасан ие по общ ей образую щ ей  ОР.

В ы берем  на оси О Р  п рои звол ьн ую  то ч к у  М  и п ересечем  аксоиды  
п лоскостям и , проходящ им и через точку  М  и перпендикулярны м и 
к  осям  О) и 0 3. Т огда в сечении получим ок р у ж н о сти  и S it соп ри 
касаю щ иеся  в то ч к е  М . П ри  вращ ении  аксоидов 7 и 2  в о к р у г  осей 0 \  
и Оа ок р у ж н о сти  S i и S 2 п ерекаты ваю тся  без скольж ен и я  д р у г  по 
д р у гу . Т огд а  дл я  ск о р о сти  <ом  т еч к и  М  будем  иметь:

VM =  U> 1Г1 =  Ш̂ Ъ  О 0 -5)

где  г , и г.г —  радиусы  ок р у ж н о стей  ^  и S a. Ф орм ула (1 0 .3 ) с учетом  
р авен ства  (10 .5 ) прим ет вид

/,3 =  — =  —  — =  ---  SinSg
ша г j sm 4

где 8 , и 8 9 —  половины  углов  р аств о р а  ко н у со в  1 и 2.
Т аким  образом , п ередача вращ ения с постоянны м  п ередаточны м  

отнош ением  м еж ду пересекаю щ им ися осями м ож ет бы ть всегд а  о су 
щ ествл ен а  круглы м и коническими колесам и , п редставляю щ им и собой  
части аксои д  7 и 2.

4°. П ереходи м  к рассм отрен ию  случая , когда  оси 0 ( и 0 .3 звеньев  
1 п 2  п ерекрещ иваю тся  в п р о стр ан ств е  (рис. 323 , в). П у сть  заданы  
п остоян ны е угловы е ск орости  © j и вращ ени я звеньев  7 и 2. П ер е 
д аточ н ое  отнош ение для  эт о го  случая т ак ж е  [см. ф о р м у л у  (10 .3 )] 
равно

1,-2 = ^ =  c o n st. (Ю .7)

И з теорети ческой  механики и звестно , что в этом  сл у ч ае  д ви ж е
нием звен а 2  отн осительн о  звена 7 является  вращ ени е в о к р у г  и ск о л ь 
ж ение вдоль  м гновенной оси  вращ ения и скольж ения ОР, проходящ ей  
ч ер ез то ч к у  О, леж ащ ую  на линии к р атч ай ш его  расстояни я KL  меж ду 
осями 0 \  и Оа. П олож ен и е  точки  О о п р ед ел яется  из услови я

КО _ х  g », n f ) S .
L Q —  t g V  (1 0 -8)



где й! к о3 —  углы , образован н ы е осями Ov и 0 2 с мгновенной осью  
вращ ения и скольж ен ия ОР. Углы 8 , и 8.2 и н аправление м гновенной 
оси вращ ения и скольж ен ия ОР  оп ределяется , если  сообщ ить зв ен ь 
ям 7 и 2  общ ую  угловую  ск о р о сть  —  Т огда в ек то р  угловой  с к о 
рости  Й вращ ения звена 7 отн осительн о  звена 2  определится, если 
через то ч к у  L провести  прямую  LN, п араллельн ую  оси 0 1; и о т л о 
ж ить на это й  прям ой в ек т о р  у гловой  ск орости  Д алее, на оси 0 2 

следует  отл ож и ть  в ек то р  у гловой  ск орости  —  (о.2, соблю дая ранее 
ук азан н ое  услови е о направлении эти х  в екторов . Н аправлени е м гно
венной оси вращ ения и скольж ен ия ОР  п арал лел ьн о  диагонали  п ар ал 

лелограм м а, п о стр о ен н о го  на век то р ах  <Dj 
и — о).2, у гловая  ск о р о сть  Й равна

й  =  ©1 —J— ( —  0  0.9)

И з построени я (рис. 323, в) следует, 
что  п ередаточн ое отн ош ени е i it равно

sin 8 , (10.10)

Если учесть  усл ови е  (10.8), то  п ер е
даточное отн ош ени е tn  мож ет бы ть п р ед 
ставлено  так ж е  следую щ им образом :

“ 1 --------------- _ ( А О ) _  c o e _ B j _  f l 0 i n

2 —  (/СО) cos8, •I» -
Рис. 324. Схема передачи с гипер- 

болоидкыми колесами. Т ак  к ак  угл о в ы е  скорости  ©j и 
нами были приняты  постоянны ми, то  по

стоянными буд ут и углы  8 , и 8 2, и во в сех  полож ениях  звеньев  7 
и 2  м гновенная ось вращ ения и скольж ен ия будет занимать одно 
и то  ж е п олож ение, а аксоиды  в отн осительн ом  движ ении эги х  
звеньев  будут всегда соп рикасаться  своими образую щ им и по общ ей 
прямой ОР. Этими аксоидам и являю тся линейчаты е гиперболоиды  в р а 
щ ения с осями Ох и Оа. Таким  образом , п ередача вращ ения м еж ду 
пересекаю щ им ися осями с постоянны м  передаточны м  отнош ением  мож ет 
бы ть всегда осущ ествл ен а  гиперболоидны м и колесам и  (рис. 324), 
представляю щ им и собой  части 1', 2 ' или 7", 2" или Г ", 2 '"  ги п ер б о 
лоидов вращ ения 7 и 2.

§  42. М еханизмы  ф рикционны х передач

1 °. R современных: Машинах ш и рок ое  прим енение имеют м еха
низмы ф рикционны х кол ес , восп рои зводящ и х  п остоян ное п ер ед ато ч 
ное отнош ение. Ц ентрои дам и  таких  м еханизмов являю тся о к р у ж 
ности.

Е сли  эти  ц ентрои ды  вы полнить к он структи вн о  в ф орм е к р у гл ы х  
цилиндров (рис. 325 , а  и б) и обеспечить достаточ н ую  силу сц епле
ния (трения) м еж ду  этими цилиндрами, чтобы  отсу тство в ал о  п р о ск ал ь 



зы вание м еж ду цилиндрами, то  мы получим центрои дн ы е механизмы  
так  назы ваем ы х к р у гл ы х  цилиндрических  к о л ес  (см. §  7). О бозначим  
радиусы  ф рикц ион н ы х кол ес  через Гу и г 2. Е сли  п роскал ьзы ван и е

Рис. 325. Цилиндрические центроидные механизмы: а) меха
низм с внешним касанием колес; 6) механизм с внутренним 

касанием колес.

отсутствует , то  при п ерекаты вании  кол ес  м од уль ск о р о сти  v p  в тсч- 

ке Р 0 их соп рикасания равен

v Po = ш 1г1 =  о).2г 2> (10 .12)

о тк у д а  получаем , что п ередаточн ое отн ош ен и е г1а так и х  м еханизм ов

* » = ^ = ; г = ± г т ’ ( 1 о л з >“ з п г Г!

где л , и щ  —  числа о б о р о то в  в минуту к о л е с  /  и 2 , верхний  зн ак  
отн осится  к внутрен нем у  соприкасанию  (ри с. 3 25 , б), а нижний —  
к внеш нем у (рис. 3 25 , а).

Рис. 326. Конические центроидные механизмы: а) механизм 
с внешним касанием колее; б) механизм с внутренним каса

нием колес.

2°. Ф рикционны е конические к о л еса  обы чн о п редставляю т собой  
п рям ы е усеченн ы е к он усы  /  и 2  (рис. 326 , а) и (рис. 326 , б), оси в р а 
щ ения А и В  к о т о р ы х  п ересекаю тся  в т о ч к е  О. С опри касани е кол ес  
п рои сход и т по общ ей  образую щ ей . С п ом ощ ью  сил трения, возни каю 
щ их в т е ч к а х  соприкасания, мож но восп рои звести  вращ ени е этих  кол ес  
в о к р у г  осей  Л и в е  угловы м и ск оростям и  © i и щ .  М еханизм  кони
ческих ф рикц ион н ы х кол ес , показанн ы й  на рис. 326, а, носит название



м ехан и зм а  к р угл ы х  кон ически х ф рикционных колес с внешним  
соприкасанием. Н а рис. 3 26 , б  показан  м ех а н и зм  к р угл ы х  кони
ч ески х  ф рикционны х колес с внут ренним  соприкасанием.

С огласн о  уравнению  (10 .6 ) и рис. 326  п ередаточн ое отн ош ени е

у __ ___________  | Гg __  [ sin
ia ios ns Г] sin 8 , ’

(10 .14 )

где и, и и г суть числа о б о р о то в  к о л ес  /  и 2. В ерхний зн ак  о тн о 
сится к механизм у с внутренним  соприкасанием , а нижний знак  —  
к  м еханизму с внеш ним соприкасанием .

Е сли у гол  S =  Sj —j— S3 м еж ду осями 1 к 2  (рис. 326, а) равен  90°, 
то  ф орм ул а  (10 .14 ) принимает вид

l „  =  ^  =  b  =  _ i  =  - t g * e =  - c t g l (10 .15 )

П ри внутреннем  соприкасании  S всегда м еньш е 90°.
3°. Рассм отри м  н ек о то р ы е  д р у ги е  виды м еханизмов ф рикц ион н ы х 

передач. Н а рис. 327  п оказан а схем а механизма лобовой  ф рикционной  
передачи. Д и ск  1 ж естк о  связан  с осью  0 1( вращ аю щ ейся  в н епод
виж ном подш ипнике А. Д и ск  1 входи т в вы сш ую  кинематическую

п ару  М  с роликом  2, входящ им  во 
в ращ ательн ую  пару  В  со звеном  3. 
Р о л и к  2  с помощ ью  винтовой  пары  С  
м ож ет перем ещ аться  вдоль оси 0 4. 
Т очка М  к о н так та  м ож ет заним ать 
различны е полож ения, оп ределяем ы е 
расстояни ем  х .  П ер ед ато ч н о е  о тн о ш е
ние 1э] равно

Рис. 327. Схема лобовой фрикционной 
передачи.

I  _____________ - 4 -  Х
“ l Г,

(10 .16)

П ри перемещ ении точки  к он так та  М  в п олож ен ие М' п ередаточн ое 
отнош ение / 91 равно нулю . П ри  x  =  r t п еред аточн ое  отн ош ени е равно

/ __ r i‘21----- Z T -<»
(10 .17 )

П ри перем ещ ении точки  к о н так та  М  за то ч к у  М', наприм ер в п о
лож ении М", диск  /  менис! н аправлени е вращ ения. Т аким  образом , 
п ередаточн ое отн ош ени е м ож ет п лавно м еняться в п редел ах

М еханизмы , о сущ ествл яю щ и е п лавн ое изменение п еред аточн ого  
отнош ения, н азы ваю тся м ех а н и зм а м и  бесст уп ен чат ы х передач или 
вариат орами скоростей.



Н а рис. 328  п оказан  механизм бесступ ен чатой  передачи  
дисками /  и 5  и пром еж уточны м  рол и к ом  2. П еред аточн ое  
мие /В] м еж ду параллельны м и осями 
О] и Ов равно

с двумя 
отн ош е-

(10.18)

т. е. п ередаточн ое  отнош ение не за 
висит от  радиуса ролика 2. Н ап р ав 
ление вращ ения осей  0 \  и 0 3 оди н а
ковое. П ер ед ато ч н се  отнош ение hi 
мож ет изменяться в п ределах

(* l)m,n О О-19)

□
г  л

*1i)
с;
о,

Рис. 32̂ . Схема двойной лобовой фрик
ционной передачи.

конусов ,
П ереда-

(-^о)тах (Лй)ппп

Н а рис. 329  показан  механизм 
бесступенчатой  передачи с кониче
скими барабанам и /  и J ,  имеющ ими равны е углы  р аств о р а  
П ер ед ато ч н о е  отнош ение г3, определи тся  ф орм улой  (10 .18). 
точн ое отнош ение / 51 мож ет изм еняться в п р ед ел ах

7? ^ г‘в Т '  
где г и R  —  малый и бол ьш ой  радиусы  барабанов .

Н а рис. 330  показан  механизм  бесступ ен чатой  передачи  с торо - 
выми барабанам и для случая, когд а  оси Оу и 0 5 в ед у щ его  и ведом ого

( 10.20)

_ W/A
—гг  В 

Г  tod Л  -

S
СлИЧ 7™Я\ Us

ч

Л 1224 S’!

ы2
X— —
__ ___

уммл

7  —
А

Рис. 329. Схема фрикционной передачи 
с коническими барабанами н промежуточ

ным роликом.

Рис. 330. Схема фрикционной пе
редачи с торовыми барабанами 

и промежуточным роликом.

звеньев  пересекаю тся  в то ч к е  О. Е сли п ровести  п лоскости , со д ер ж а
щ ие оси OOj или ООв, то  в сечении п роф и ли  бараб ан ов , н аходящ иеся 
в соприкасании  с роликом  2, являю тся дугами а —  а  ок р у ж н о сти  р а 
диуса г г. Р ол и к  2  вращ ается  в о к р у г  оси 3, к о то р ая  вм есте с роликом  2  
м ож ет п оворачиваться  в о к р у г  оси, н аправленн ой  п ерпен ди кулярн о  
к плоскости , содерж ащ ей  оси и Ов. П ер ед ато ч н о е  отнош ение / В1 

о п р ед ел яется  ф орм улой  (10 .18), а п ределы  п ередаточн ого  отнош ения 
вы раж ени ем  ( 1 0 .2 0 ).



4 2. Д ля  надеж ной  работы  м еханизмов ф рикционны х п ередач не
обходим о исклю чить п роскал ьзы ван и е  м еж ду соприкасаю щ им ися к о 
лесами. Д ля  э то го  надо, чтобы  сила трения, возникаю щ ая м еж ду 
соприкасаю щ им ися элементам и, бы ла достаточ н ой . П ослед н ее д ости гается  
приж атием  о дн ого  к о л еса  к  д р у го м у  обы чно с пом ощ ью  пруж ин. Таким  
образом , соп рикасаю щ иеся  элем енты  к о л ес  ок азы ваю тся  сильно н агр у 
женными, д еф орм и рую тся  и и знаш иваю тся в п р о ц ессе  работы . Д е ф о р 
мация соп рикасаю щ ихся элем ентов и их п роскальзы ван и е вы зы ваю т 
износ п оверхн остей  соприкасания.

П ри  расч етах  эф ф ек т  п роскал ьзы ван и я  обы чно учиты вается  введ е
нием коэф ф иц и ента Е отн оси тел ьн ого  скольж ения. Величина S 
равняется

6 =  (1 0 2 1 )  

где v t и V.] —  окруж н ы е ск орости  соп рикасаю щ ихся ф рикц ион н ы х 
ко л ес  /  и 2 . С оотн ош ен и е (10 .2 1 ) м ож ет бы ть п р ед став л ен о  так:

Е =  ( 10 '22> 

где и>! и —  у гл о в ы е  ск орости  к о л ес  1 и 2 , a r Y и г .2 —  их радиусы .
И з равенства  (1 0 .2 2 ), зн ая , что u>l/u >2 =  i ls, получаем:

*и = £ т !т - (1а23)

Т аким  образом , если коэф ф и ц и ен т отн оси тел ьн ого  скол ьж ен и я  £ 
постоянны й, то  п ередаточн ое  отн ош ени е т ак ж е  постоян ное и не 
равно  отнош ению  ради усов  ф рикц ион н ы х кол ес , но ему п р о п о р ц и о 
нально. В еличина п ер ед ато ч н о го  отнош ения 1п  п олучается  в этом  
случае н еск о л ь к о  бол ьш е, но н езначительно , так  к ак  величина к о э ф 
ф ициента £ обы чно расп ол агается  в п р ед ел ах  от  0,01 до  0,03 .

§  43. М еханизмы  трехзвенны х зубч ат ы х  передач

1°. П ростейш и м  м еханизмом зуб чаты х  п ередач является тр е х зв е н 
ный механизм. Н а рис. 331 и 332  показаны  механизмы  к р у гл ы х  ци
л индрических кол ес , у  к о т о р ы х  ради усы  r j  и г .2 являю тся радиусам и  
центрои д  в относительном  движ ении звеньев  1 и 2  и точк а  Р а 
является мгновенны м ц ентром  вращ ения в относительном  дпил/енн.ч. 
Р ел и  в м еханизм ах ф ри кц и он н ы х  п ередач центрои ды  п редставляю т 
собой  гладкие, к р у гл ы е  ц и ли нд рические к олеса , то  в м ехан и зм ах  
зуб чаты х  передач  к о л еса  дл я  передачи  дви ж ен ия сн абж аю тся  зубьям и, 
п роф и ли  к о то р ы х  п редставляю т собой  взаим оогибаем ы е кривы е. 
К ак это  видно на рис. 331 и 332 , для  возм ож ности  передачи  д в и 
ж ения часть п роф и л я  зу б а  вы п олняется  за п ределам и  ц ен тр о и д  ради
усов  Гу и г 2, а часть внутри  этих  центроид. О круж н ости  ради усов



Г! и Г} в теории м еханизм ов зуб чаты х  п ередач н азы ваю тся н а ч а л ь 
н ы м и  о к р уж н о ст я м и . П роф и л и  зу б ь ев  п одбираю тся из условия, 
чтобы  норм аль в их точк е  соп рикасан ия всегда  п роходи л а через по
стоянную  то ч к у  Р 0 —  мгновенны й 
ц ен тр  вращ ения в относительном  д в и 
ж ении к о л ес  7 и 2.

Т аким  образом , если известны  
радиусы  н ачальны х о к руж н остей  к о 
лес, то  известно и их п ередаточн ое 
отнош ение, оп ределяем ое по ф орм уле

lli г,
(10 .24 )

Рис. 331. Цилиндрическая зубчатая пере
дача с внешним зацеплением зубьев.П ракти чески  отн ош ени е радиусов  

у д о б н ее  зам енять отнош ением  чисел
зубьев. Т ак  как  расстояни е меж ду соседними проф илям и зубьев  
соп ряж енн ы х кол ес  долж н ы  иметь по начальны м  ок руж н остям  одина
к о вы е разм еры , то  число зуб ьев  г .3 на к о л есе  2  т ак  отн осится  к числу 
зуб ьев  z t на к о л есе  7, к ак  длина начальной окруж н ости  к о л еса  2  
отн осится  к  длине н ачальной  о к р у ж 
ности к ол еса  7

zs___2 ^ r j ___гЛ
z, 2тиr L •

П одставл яя  п олуч ен н ое вы раж ени е 
в ф орм ул у  (10 .24), мож ем написать:

? 7 = — ( 10-25)

Рис. 332. Цилиндрическая зубчатая 
передача с внутренним зацеплением 

зубьев.

где  П\ и щ  —  числа о б о р о т о в  в минуту 
к о л ес  7 и 2.

Т аким  образом , отн ош ен и е чисел 
зуб ьев  зу б ч аты х  к р у гл ы х  к о л ес  равно 
о б р атн о м у  отнош ению  у гл о в ы х  с к о р о 
стей эти х  колес.

Н апомним, что мы усл ови л и сь  п р и 
писы вать п ередаточн ом у  отнош ению
зн ак  в зависим ости  от  направления у гл о в ы х  ск оростей . Т ак  как  
при вн еш н ем  зацеплении  (рис. 331 ) у гл о в ы е  ск орости  к о л ес  имеют 
разл и чн ое  н аправлени е вращ ения, то  у  внеш н его  зацепления п ере
д ато ч н о е  отнош ение в сегд а  от ри ц ат ел ьн ое . Н ао б о р о т , у  вн ут р ен 
н его  зацепления (рис. 3 3 2 ) п ередаточн ое отн о ш ен и е  всегда полож и 
т ел ьн о е . Ф орм ула (1 0 .2 5 ) описы вает оба случая, н адо  лиш ь помнить,- 
что в ней каж д ая  из у гл о в ы х  ск о р о стей  и берется  со своим 
знаком .

Ч астны м  случаем  тр ех зв ен н о го  зуб чатого  м ехан и зм а является м еха
низм с реечны м  зацеплением  (рис. 333). К о л есо  7, вращ аясь  в о к р у г

8  И. И. Артоболевский



оси 0 \  с у гловой  ск оростью  Ш], приводит в п рям оли н ейн о-п оступа
тельн ое движ ение рей ку  2  со ск о р о стью  г».г. К о л есо  1 имеет началь

ную  о к р у ж н о сть  радиуса r it а 
рейка 2  начальную  прямую  а  —  а. 
Ц ентрои да радиуса тх п ер екаты 
вается без скольж ен ия по п ря
мой а —  а. Т очк а  Р 0 является 
мгновенны м ц ентром  вращ ения в 
относительном  движ ении звеньев  
/ и  2. С ко р о сти  u>j и связаны  
очевидны м услови ем

1-5 =  10! .  (O1P 0) =  u)1r i, (10 .26 )

или так  как

Рис. 333. Зубчатая передача с реечным за
цеплением зубьев. v 4 = d s3

d i
d v l 

' ~dt '

где cpi— у г о л  п о во р о та  к о л еса  / ,  a s 2 —  п ерем ещ ен ие р ей ки  2 , то, 
сл едовател ьн о ,

ds„ , d 4i

ИЛИ
d t d t Tl

/  Ч rfSo (10 .27)

В еличина (® Д,, п ред став л я ет  собой  ан алог ск орости  г>4 рейки  2. 
2°. Д л я  и сследования закон а  расп ределен ия скоростей  точек  зу б 

чаты х к ол ес  и о п р ед ел ен и я  ск о р о стей  отдел ьн ы х  точек  м ож но при
менить м етод картин  скоростей , р а з 

работанны й Л. П . С мирновы м . П усть, 
например, тр еб у ется  построить к а р 
тины ск о р о стей  к о л ес  /  и 2  (рис. 334), 
у к о то р ы х  ок р у ж н о сти  /  и 2  яв
ляю тся начальны ми. Эти окруж н ости  
соприкасаю тся  в теч к е  Р 0. В этой  

Ьш~Ри*№ог' точке ск орости  о к р у ж н о стей  1 и 2  

равны . О бозн ачаем  э ту  ск о р о сть  
ч р п р з  Ф р „ .  П роводим  прямую  ли
нию Ojо.3, п араллельн ую  линии цс;:т 
ров  0 j 0 3 (рис. 334), п роекти руем  
на эту  прямую  точки  Ot, Р<> и 0 4 

и получаем  точки  o t, k  и о2. И з 
точки  k о тк л ады ваем  в ек т о р  скорости  v Pa в виде о тр езк а  (kp), 
п редставляю щ его  в м асш табе ск о р о ст ь  v p :

Рис. 334. Картина скоростей для цилинд
рической зубчатой передачи с внешним 

зацеплением зубьев.



Т ак  к ак  ск о р о сти  точек  0 t и 0 9 р ав н ы  нулю , то, соеди н ив  п р я 
мыми точку  р  с точкам и ot и o t , получаем  д в а  тр еу го льн и ка  kpox и 
кроъ, к о то р ы е  будут картинами ск о р о стей  к о л ес  1 и 2. П р ям ы е o tp  
и о$р п редставляю т собой  геом етрические места конц ов в екто р о в  
скоростей  точек , п рин адлеж ащ и х обоим  колесам  и расп ол ож ен н ы х  
в данном  полож ении на линии ц ентров  0 i 0 3. Т ак , ск о р о сть  v A точки  А 
определится, если сп р о екти р о вать  т о ч к у  А  на прямую  otp  п ар ал 
лельно в ек то р у  ск орости  v p<. М одуль скорости  v A п р ед став л ен  
отр езк о м  (та) и равен

®4 =  М т а )-

О бозначим  углы  при точк ах  о , и о 3 в картин е ск о р о стей  ч ер ез
8 , и 8 2. П окаж ем , что угловы е ск о р о сти  Ш] и п ропорц и ональн ы  
тангенсам  углов  8 t и 8 2. Имеем:

. иРо
г,

Vp
-

Го

(&р) __  И'У (fop)

N  (OoP0) p., (Osk) li£ tg  8 *

где (i; и [A,, —  масш табы  схемы  и картин ы  скоростей .
Д ля  определения модуля скорости  <ов п роизвольной  точки  В 

колеса  2  надо из точки  Ог радиусом  0 2£  сделать на прямой 0 | 0 .j

Рис. 335. Картина скоростей для цилинд
рической зубчатой передачи с внутренним 

зацеплением зубьеп.

Рис. 336. Коническая зубчатая передача.

засеч ку  В' и точку  В  сп р о екти р о вать  на прямую  Оо_р. М одуль ск о 
рости  v B равен

®я =  Ш. (пЬУ

Н аправление ск орости  п ерп ен ди к ул ярн о  к радиусу  О^В. На 
рис. 3 3 5  п остроена картина ск о р о стей  для  зуб чатого  механизма 
с внутренним зацеплением.

3°. К трехзвенн ы м  п ространственн ы м  механизм ам  зубчаты х передач 
отн осятся  механизмы  конических зу б ч аты х  к о л ес  (рис. 336). К ак это  

8*



бы ло п оказан о  в § 41,3°, п еред аточн ое  отнош ение это го  механизма 
равно

Z„ =  ^  =  5 i =  - l !  =  _ ^ ,  (10 .28)(О, П2 Г J sin i ,  ' v ’

где ti\ и щ  —  числа о б о р о то в  в минуту колес /  и 2. Е сли  числа 
зубьев к о л ес  I  и 2  будут соответствен н о  равны  Z\ и г г, то  ф о р 
мула (1 0 .2 8 ) прим ет вид

(10 .29)

Д ля механизма гип ерболои дн ы х к о л ес  (рис. 337), у  к о то р о го  числа 
зубьев  к о л ес  1 к 2  соответствен н о  равны  z j и z it п ередаточн ое 
отнош ение равн о  (см. §  41 ,4°)

,  ^ = *. =  _ а п » . =  coi 8i = _ i r
По Sin Oj cos 0j Z ,' 4 '

где /?i и R -2 —  радиусы  го р л о в ы х  сечений гип ерболоидов, являю щ ихся
аксоидами в частном  случае, 

у  когда - j -  8.2 =  90°, т. е. если 
оси к ол ес  взаимно п ерпен ди ку
лярны , / 13 равно

“ a  Z t  R i  &  1

(10 .31 )

4°. К трехзвенн ы м  п р о стр ан 
ственным механизмам зубчаты х 
передач с перекрещ иваю щ им ися 
под углом  90° осями относится 
механизм червячной передачи 
(рис. 338). Ч ервяк 1 вращ ается  
в о кр у г  оси О] с у гл о в о й  ск о 
ростью  «>! и приводит во в р а 
щ ение с у гловой  ск оростью  ч>з 
червячное колесо  2 , вращ аю 
щ ееся в о кр у г  оси 0 2.

Е сли рассечь червячную  п ередачу  плоскостью , п ерпен ди кулярн ой  
к оси кол еса  и содерж ащ ей  ось червяка, то в этом  сечении при 
эвольвен тн ом  очертании проф илей  получим рей ку  а, сцепляю щ ую ся 
с плоским  кол есом  2  (рис. 338). Э та п лоск ость  назы вается  п лоско
ст ью  главного сечения. Ч ервячное зацепление как  п гласном  сечении, 
так  и в лю бом, параллельном  ему, м ож ет бы ть п редставлен о  кап 
п лоское реечное зацепление. В ращ ение червячного  колеса  2 с у гловой  
ск оростью  ш3 мож но воспроизвести  п оступательны м  движ ением  рейки  а  
вдоль оси 0 \.

Чтобы  из рейки а получить червяк, достаточно  рей ку  п ерем е
щ ать винтовы м движ ением вдоль и в округ  оси О̂ . Е сли при п о во р о те

Рис. 337. Гнперболоидная зубчатая передача.



рейки  а на угол , равны й 2 тс, зуб  b рей ки  п ерем ещ ается  вд о л ь  оси  Oj 
на величину, равную  ш агу  t, то  мы получаем  червяк  с одн ой  ниткой , 
или однониточный червяк  (рис. 338). Е сли зу б  Ь рей ки  а при п ово 
р о те  на у го л  2 тс п родвинется на величину, равную  2 1, то  мы п олу
чаем двухнит очны й червяк  и т. д.

О сновны е кинем атические соотнош ения дл я  червячной  передачи  
могут бы ть получены  из ф орм ул  дл я  м еханизма гип ерболоидной

передачи. К а к  бы ло п оказан о  вы ш е, п ередаточн ое  отн ош ени е для 
колес , оси к о то р ы х  пересекаю тся п од  углом  90°, согласн о  ф орм уле
(1 0 .3 1 ) равн о

где o)j —  у гло в ая  ск о р о сть  червяка 1, <ва —  угловая  ск о р о сть  червяч
н о го  к о л еса  2, R i —  радиус н ачальн ого  цилиндра червяка, —  р а 
ди ус н ачальн ого  цилиндра червячн ого  к ол еса . Е сли принять z x =  z 4 
и z~i =  z K, где  z 4 —  число н иток  или ходов  червяка, a z K —  число 
зуб ьев  червячн ого  к ол еса , то  ф ор м у л а  (1 0 .3 2 ) прим ет следую щ ий вид:

иг
Рис. 33S. Чсрвячцая передача.

(10 .32)



И з ф орм улы  (10 .33 ) следует, что при однониточном  червяке п ер е 
даточное отн ош ени е равно  числу зуб ьев  на червячном к олесе , при 
двухниточном  —  числу зубьев, деленном у на два, при трехниточном  — 
числу зубьев, деленном у на три, и т. д. Таким образом , при одно- 
питочном червяке при каж дом  о б о р о те  червяка к ол есо  поворачивается  
на один зуб; при двухниточном  —  на два зуба, при трехниточном  — 
на три зуба и т. д. О тсю да следует, что червячной передачей  мож но 
воспрои зводи ть больш и е п ередаточны е отнош ения. Т ак, например, 
если число зуб ьев  колеса  равняется 80, а червяк имеет то л ьк о  одну 
нитку, то  п ередаточн ое отнош ение / 12 равно

/ 1а= ^  =  ^  =  ?  =  80.<0, 2„ 1

§  44. М еханизмы  м ногозвенны х зубч ат ы х  передач  
с неподвижными осями

I е. М еханизмы  грехзвенны х з у б ч а ш х  передач (одноступ ен чаты х 
передач), состоящ ие из дв у х  соп ряж енн ы х зуб чаты х  колес, п редстав 
ляю т собой  простейш ий  вид зуб чатого  механизма. П ередаточн ое о тн о 
ш ение, к о т о р о е  мож но воспроизвести  одной  парой зубчаты х  колес, 
невелико . На п ракти ке ж е часто приходится встречаться  с н еоб хо 
димостью  воспроизведения значительны х передаточны х отнош ений.

Д л я  осущ ествления этих  п ер ед а
точны х отнош ений прим еняется 
н ескол ьк о  п оследовательн о  соеди 
ненны х колес , где  к ром е ведущ его  
и ведом ого  имеются ещ е п ром е
ж уточны е колеса. Т аки е  слож н ы е 
зубчаты е механизмы получили на
звание серий зуб ч а т ы х  колес. 

С ерии колес , у  к о то р ы х  оси вращ ения неподвиж ны , носят название 
рядового соединения.

Рассм отрим  рядовое соединение, п о казан н о е  на рис. 339 . В едущ ее 
зуб чатое к ол есо  1 сцепляется с колесом  2. На ось 0 4 к ол еса  2  
ж естко  н асаж ено к ол есо  2', к о то р о е  сц епляется с колесом  3. На 
ось 0 3 колеса  3  ж естко  н асаж ено к о л есо  3' и т. д. Ведомым к о л е 
сом ивлнеи-н k u jic iu  J .

О бозначим угловую  ск о р о сть  к ол еса  1 через и^, угловую  ск о р о сть  
к олес  2  и 2 ' —  через ш.2> угловую  ск о р о сть  кол ес  3  и 3' —  через 

и т. д. О бщ ее п ередаточн ое отн ош ени е всего  механизма равно

Рис. 3-39. Рядовое соеднцение зубчатых колес.

* и = ; г -

О пределим  п ередаточн ое  отнош ение для  каж дой  пары  колес. Имеем:



П ерем нож ив полученны е п ередаточн ы е отнош ения (10 .34 ), получим:

, , ; , __  “ I “ 2 “ 3 “ 4 __ “ I
■ *2'3 ' *3'4 ' l i 'S —  ^  ^  ^  ^  ^  •

Т ак как  u>,/u>5 =  / JB, то

*18 =  1̂2 • h'3 ' Э̂'4 * h ’s-

Таким образом , передат очное от нош ение слож ного м н о го ст у
пенчат ого зубчат ого  м ехан и зм а  ест ь произведение в зя т ы х  со  
своими знакам и передат очны х от нош ений от дельны х его  ст у
пеней.

В общ ем  случае, когд а  в зацеплении находится п колес , ф орм ула 
для об щ его  передаточн ого  отнош ения i ln м о ж ет  бы ть написана 
так:

i\n =  —- =  1ц • 1-2 'з ■ J-3'4 i(n—D'n- (10 .35 )
П

Д л я  каж дой  ступени передачи имеем:

, Го , Zo
н  --- г -----_ >г | Zi

I ., —  j r  —  —  - Ь  г  3 
39 r s z 3.

где r ,, r 2, /> ,  r3, . . . ,  r„ —  радиусы  начальны х ок р у ж н о стей  колес, 
a г ь z.,y z.r , z v  , z n — числа зубьев, причем верхний зн ак  берется 
при внутреннем , а нижний —  при внеш нем зацеплении.

П одставляя  в равенство  (10 .35 ) вы раж ения п ередаточн ы х о тн о 
шений отдельны х ступеней, получаем:

*ln = ( - 1 Г у - зГ; Г*"г Гп Z z ° ~ T " z n ’ ( 10-36 >1 1г2,г3.... / (Л_, j . . • -«in-D '

где т  —  число внеш них зацеплений. М нож итель ( — 1)т  п озволяет 
оп редели ть знак  передаточного  отнош ения сл ож н ого  зуб чатого  меха
низма. К ак это  бы ло п оказано  в § 43,1°, передаточн ое отнош ение 
пары  к о л ес  с внешним зацеплением  имеет знак  минус, а с внутренним 
зацеплением  знак плюс. Т аким образом , если мы имеем в рядовом  
соединении т  внеш них зацеплений, то  при п ередаче движ ения от 
одн ого  вала к  другом у п роизой дет  т  р аз  изменение знака угловой  
скорости . С ледовательн о , для определения знака п ередаточн ого  
отнош ения рядового  соединения надо соответствую щ ие произведения 
отнош ений радиусов начальны х окруж н остей  или чисел зубьев  пом но
ж ить на множ итель ( —  1 )т , взяты й в степени, соответствую щ ей  числу 
внеш них зацеплений. Д ля практических расчетов  мож но пользоваться  
ф орм улой

1ы =  ^  i r f e )  • (/*'*)• (<Vi) . ■. (/(«-!,.„)• (10 .37)



2°. П ри передаче движ ения м еж ду валами, находящ им ися на б о л ь 
ш ом расстоянии д р у г  от  д р у га , или при необходим ости  в о сп рои зве
дения п ередаточн ого  отнош ения оп ределен ного  знака часто прим еня
ется рядовое соединение, со стоящ ее  из ряда п оследовател ьн о  соеди 
ненны х колес, каж д ое  из к о то р ы х  имеет собственную  ось вращ ения 
(рис. 340). О бщ ее п ередаточн ое  отнош ение так о го  р яд ового  со е 
динения, состоящ его  в рассм атриваем ом  случае из четы рех  колес , равно

1̂4 —  =  ( — 1 )m(h°) (кз) ( h i )  —  — ( hs)  ’ (ha) ‘ ( h i )  =
_  г,,г,г, _ _  г 4 _  г, 

г ^ гг г г ,  г,  •

К ак_видно из этой  ф орм улы , величина общ его  п ередаточн ого  о тн о 
ш ения iji  не зависит от  разм еров  п ром еж уточны х зубчаты х колес. 
Э то  д ал о  повод в техн и ке назы вать такие к ол еса  паразитны ми.

_В действительности  ж е эти  колеса  
вы полняю т сущ ественную  роль, за 
клю чаю щ ую ся либо в обеспечении 
н адлеж ащ его  направления вращ ения 
ведом ого  вала, ибо введение таких 
к ол ес  влияет на зн ак  п ередаточ
ного отнош ения, лкбо в п ередаче 
движения при больш ом  м еж осевом  
расстоянии.

3°. О пределение общ его  п ередаточн ого  отнош ения рядового  соеди
нения к ругл ы х  конических зубчаты х  колес  м ож ет бы ть сделан о  по 
ф орм уле (10.35).

П ередаточн ое отн ош ени е от колеса  I к  к олесу  л и в  этом  случае 
равно

hn —  —  О н ) ‘ (У-2 'з) • (h ’d  (i{n~\)'n) —шя
_  r«r.i r i . . . r n __  zaz3z4 . . . z ra

r , r 2.r3. . . . r in_u . г 12 ! .г3.. . .2 (я_1 | . ’

Е сли все п ром еж уточны е колеса  —  паразитны е, п ередаточн ое 
отнош ение равно

Если ось вращ ения ведом ого  колеса  в рядовом  соединении п ар ал 
лельна оси в е д у щ е й  колоса или, п частности, совп ад ает  с ней, то  
п ередаточном у отнош ению  i ln ц елесообразн о  приписать знак, а именно: 
знак  плю с, если направления угловы х  скоростей  ведущ его  и ведом ого 
к ол ес  совпадаю т, и знак  минус, если эти направления п ротивопо
лож ны . О пределение э то го  знака будем вести следую щ им образом . 
В месте соприкасания кол ес  /  и 2  (рис. 341 или 34 2 ) поставим 
стрелки  а и Ь, причем если стрел ка а направлена от  места соприка-

Рис. 340. Схема рядового соединения зуб
чатых колес с паразитными колесами.



сания, то  и стрел к а  Ь дол ж н а бы ть н аправлена от  м еста соп рикасан ия 
(рис. 341 ) или к месту соп рикасания (рис. 342). Н а к о л есах  2 ', 
ж естк о  связанны х с колесам и  2, в м естах  соприкасания с колесам и  3  
ставим стр ел к у  с того  ж е  направления, как  и стр ел к а  Ь. Т о гд а

Рис. 34!. Схема двухступенчатой 
конической передачи.

Рис. 342. Схема двухступенчатой 
конической передачи.

ъ т т
“Г S

3' х/"/"л 2»

стрел к а  d  согласно  вы ш еуказан ном у  условию  буд ет  иметь н ап равл е
ния: для колеса  3  на рис. 341, совпадаю щ ее со  стр ел к о й  а, а для  
к ол еса  3  на рис. 342  —  о б р атн о е  стр ел к е  а. Е сли  направления с т р е 
л ок  ведущ его  и ведом ого  к о л ес  совпад аю т (рис. 341), т о  знак  п ере
даточ н ого  отнош ения следует  считать по- 
лож ительны м . Е сли  ж е направления эти х  
стр ел о к  п ротивополож ны  (рис. 342), то  
знак  п ередаточн ого  отнош ения о к азы вается  
отрицательны м . [)

Пример. Р ассм отри м  р ед у к то р , к о то - ш' 
рый п оказан  на рис. 3 43 . П у сть  числа 
зубьев  его  колес  равны

z t =  20, z 2 =  20, г ъ =  60, г 8 =  25. 
г*. =  16, 2 4  =  24 , 2 '4. =  15,

Т реб уется  оп редели ть  о б щ ее  п ередаточн ое отн ош ени е редуктора. 
О бщ ее п ередаточн ое отн ош ени е ils р ед у к то р а  согласно  ф орм улам  
(10 .36 ) и (10 .37 ) равно

* » = ( - 1 )3 о » )  о*2«) Озч) ( / » - . ) = -  T j g f -  =  ~ т г т --ZI22Z3,Z4' 13 4'

П ередаточн ое  отн ош ени е г15 отри цательн о , потом у что число 
внеш них зацеплений равно  3. Ч исло зуб ьев  г.г к ол еса  2, входящ ее 
в числитель и знам енатель, м ож но сок рати ть , ибо к о л есо  2 является 
паразитны м. П одставляя  зад анн ы е числа зуб ьев , получаем:

Рис. 343. Схема зубчатого трех- 
ступенчатого редуктора.



§  45. М еханизмы  планетарны х зубч аты х передач

1°. П ерейдем , далее, к  рассм отрен ию  серий зубчаты х  колес , у  к о 
торы х  оси н еко то р ы х  колес  подвиж ны е. К числу таких  зубчаты х  
м еханизмов отн осятся  так  н азы ваем ы е планетарные зубчат ы е м е х а 
низмы.

П лан етар н ы е зубчаты е механизмы  мож но раздели ть на механизмы 
с одной, двум я и нескольким и  степенями подвиж ности. П лан етарн ы е 
механизмы  с двумя и нескольким и степенями подвиж ности  назы ваю тся 
дифференциальными  или п росто  дифференциалами.

П рим ером  четы рехзвенн ого  ди ф ф ерен ц иала м ож ет служ ить ч еты р ех 
звенны й механизм, изображ енны й на рис. 344. К олеса 1 и 3  вращ аю тся

в о к р у г  неподвиж ной оси с угловы м и с к о 
ростям и (Di и и>3. Звен о  Н  вращ ается  в о к р у г  
оси Oj независим о от колес  1 и 3  с у г л о 
вой ск о р о стью  и>я . К олесо  2  о д н о в р е
менно участвует  в д вух  движ ениях: во 
вращ ении в о к р у г  оси О] с угловой  ск о 
ростью  <йя  и во вращ ении в о к р у г  своей 
собственной  оси 0 3, принадлеж ащ ей звену  Н, 
с угловой  ск оростью  о)« Верхний ин
декс И  у  у гловой  скорости  (о? п оказы 
вает. что рассм атривается угловая  ск о 
рость  звена 2  в его  движении относи- 

Рис. з*и. Схема простейшего зуб- тел ы ю  звена / / .  В механизме имеем, число
чатого дифференциала. ПОДВИЖНЫХ Звеньев П =  4, ЧИСЛО ВраЩЭ-

тельны х пар V кл асса  р« =  4 и число 
пар IV к л асса  jd4 =  2. С ледовательн о , по струк турн ой  ф ор м у л е  число 
степеней п одвиж ности  w  равно

W =  З/i — 2ръ — рА =  3 • 4 — 2-4  — 2 =  2.

Таким образом , механизм д ол ж ен  иметь заданными закон ы  д в и ж е
ния дв у х  звеньев  или две  обоб щ ен ны е коорди наты . М ож но, например, 
задаться  угловы м и скоростям и  ш, и звеньев  1 и Н. Т огда у г л о 
вая ск о р о сть  ш3 звена 3  будет  вполне оп ределен ной . М ож но зад аться  
угловы ми скоростям и  ш, и ш3; тогда вполне оп ределен ной  буд ет  у г л о 
вая ск о р о ст ь  звена Н.

4  . 1эьшедсм фирм};])', LUHdbibdiuiiijiO угЛСЕЫ с СКирОСТй й>3 и 
шн  звеньев  1, 3  и Н. П усть  звенья механизма движ утся с угловы м и 
скоростям и  to„ u)3 и шн . О тн оси тельн ое движ ение звеньев не изм е
нится, если всем звеньям  механизма сообщ ить доп олн ительн ое в р ащ е
ние с к акой -ли бо  общ ей угловой  скоростью . С ообщ им всем звеньям  
механизма доп олн ительн ое вращ ение в о кр у г  оси О, с угловой  ск о 
ростью  —  шя , равной  по величине, но п ротивополож ной  по знаку



у гловой  ск о р о сти  звена Н. Т о гд а  звенья механизма буд ут иметь у гл о 
вые скорости :

Звено
меха*
пизма

Первоначаль
ная угловая 
скорость звенп

Угловая скорость зое- 
па после сообщения 
ему дополнительного 

нрашсиия

1 И
—  «//

3 “а =  ID.j - СО

и “ я — щ // =  °

С ледовательн о , п осле сообщ ения звеньям  механизма д о п о л н и тел ь
н ого  вращ ения с у гловой  скоростью  —  шя  звен о  Н  будет  неподви ж н о 
и диф ф ерен ц иал  п реврати тся  в обы кновенн ы й  зубчаты й  механизм 
с неподвиж ны ми осями Oi и О*. И н д екс Н  у  угловы х  ск о р о стей  

и шя  п оказы вает , что рассм атри ваю тся  угловы е ск о р о сти  колес  /  
и 3  и звена Н  в предполож ении  неподвиж ности  звена Н * ).  П ер ед а
точн ое отн ош ени е так о го  механизма равно

0)Н ш — а п . — я ,
* " = - b  =  J --------  =  J -------(Ю .38)шн  ю3 - о о я  я3 - я н

где пь пъ и я я —  числа о б о р о то в  в минуту колес  1 и 3  и звена /У.
У гловая с к о р о с ть  не входи т в равенство  (10 .38), так  как  

ко л есо  2  является  паразитны м  (см. § 44,2°). В левой  части ф орм улы
(1 0 .3 8 ) стоит п ередаточн ое  отнош ение г«  обы кн овен н ого  зу б чатого  
механизма в предполож ении  неподви ж н ости  звена Н. Ф орм ула (10 .3 8 ) 
св язы вает  м еж ду  собой  угл о в ы е  ск о р о сти  колес  1 и 3  и звена Н. 
З ад ав ая сь  двум я какими-либо из них, м ож но всегда оп редели ть 
третью . Н апри м ер, данны м механизмом м ож но вы полнять задачи с к а 
л яр н о го  слож ения дв у х  заданны х величин.

М еханизм ы  диф ф ерен ц иалов  ш и рок о  применяю тся в автом обилях, 
счетны х маш инах, сел ьск охозяй ствен н ы х  маш инах и т. д.

3°. И з механизма, п оказан н ого  на рис. 344 , могут бы ть получены  
и други е  механизмы  закреп лен и ем  од н о го  из звеньев . Т ак , если  за к р е 
пить зв ен о  Н, то  его  угловая  с к о р о с ть  <ия  буд ет  равна нулю . Т о гд а  
ф орм ула для  п ер ед ато ч н о го  отн ош ени я / будет  иметь известны й 
вид

/и  =  ^ = £ ,  (10 .3 9 )

*) В дальнейшем верхний индекс у величии передаточных отношений 
будет указывать номер неподвижного звена.



и диф ф ерен ц иал  п ревращ ается , к ак  сказан о  вы ш е, в обы кновенны й 
зубчаты й механизм  с неподвиж ны ми осями. Е сли закреп и ть  одно из 
колес, наприм ер к о л есо  3  (рис. 345), то  у гловая  ск о р о сть  ш3 будет 
равна нулю , и ф орм ула (10 .38 ) м ож ет бы ть написана так :

- 2 =  1 ------ ^ - = 1 - ® ,
и “ я

откуда получим:

где —  п ередаточн ое  отнош ение механизма с неподвиж ны м  к о л е 
сом 3, п одсчитанное от  к ол еса  У к  звену  Н, а / « —  п ередаточн ое 
отнош ение механизма, составлен н ого  из тех  ж е к о л ес  с неподвиж ны ми 

осями Oj и 0 3, п одсчитан ное о т  колеса  1 к  к о 
л есу  3. П ри  неподвиж ном  к ол есе  3  к ол есо  2 
будет катиться по к о л есу  3. Число степеней 
подвиж ности  так о го  механизма равно

w  =  bn  —  2ръ —  Pi =  3 - 3  —  2 - 3  —  2 =  1.

Зуб чатое  колесо , вращ аю щ ееся  в о к р у г  не
подвиж ной оси или скреплен н ое со стойкой , 
н азы вается  солнечным  или цент ральным к о 
лесом. З у б ч ато е  кол есо , им ею щ ее гипоцикличе- 
ск ое  или эпициклическое движ ение отн осительн о  

Рис. 345. схема n.ianeiap- солнечного  колеса, назы вается  планетным ко-
пого механизма с непод- гт
пижиым солнечным ко- лесом  или сат еллит ом . П оэтом у  иногда пла- 

лесо''‘- н етарны е зубчаты е механизмы  назы ваю тся  сат ел-
литнымн зубчат ы м и м еханизм ам и. П р о м е

ж уточн ое звен о  Н, соединяю щ ее солнечное к о л есо  с сателлитом , 
назы вается водилом . К ак  видно из ф орм улы  (10 .40), чтобы  о п р ед е 
лить п еред аточн ое  отн ош ени е п ланетарной  передачи , необходим о из 
единицы вы честь  п ередаточн ое отнош ение обы кновенн ой  зуб чатой  
передачи в п редп олож ен ии  неподвиж ности  водила. П ер ед ато ч н о е  о т 
нош ение о т  води ла  к  к о л есу  1 (рис. 3 4 5 ) равно

_  1 _  1
lH l i ? b ~  ! _ ; « ■*** " ■1J

И з ф орм улы  (10 .4 0 ) следует, что план етарн ы е механизмы  м о гу т  
воспрои зводи ть очень бол ьш и е и очень м алы е передаточн ы е о тн о ш е
ния. Д ля э то го  необходим о, чтобы  п ередаточн ое отнош ение при непо
движ ном  води ле бы ло бли зко  к  единице.

4°. И сследован и е план етарн ы х механизмов м ож ет бы ть так ж е  п р о 
ведено с пом ощ ью  картин ы  скоростей . Н а рис. 346  п оказан о  п о с т р о е 
ние картины  ск о р о стей  для  тр ех зв ен н о го  п лан етарн ого  механизма, 
состоящ его  из п одвиж ного  к ол еса  У, н еподвиж ного  к ол еса  2  и в о 
дила Н.



С к о р о сть  v 0t точки  Ot водила Н  отл ож ен а  в  виде о тр е зк а  (к о ,). 
К артина ск о р о стей  к ол еса  1 получится, если соединить то ч к у  о, 
с точкой  р  —  проекцией  м гн овен ного  центра вращ ени я Р 0 к о л еса  7; 
э то  —  тр еу го л ьн и к  pk o x. К артина ск о р о стей  води ла Н  получится, 
если соединить точк у  Oj с точкой  о 3; э т о — треугольн и к  И з к а р 
тины  ск о р о стей  имеем:

а уГЛОВая ск о р о сть  Wj к ол еса  1 равна рис. 346. Схема трехзвенного плане-

где  (j.; и jx^,—  м асш табы  схемы  и кар тгн ы  скоростей .
5°. Ш и р о к о е  расп ростран ен и е  в разли чн ы х маш инах получили 

кон и чески е  планетарны е механизмы.
Д л я  оп ределения чисел о б о р о т о в  в минуту к о л ес  конических 

диф ф ерен ц иалов  и п ередаточн ого  отн ош ени я  план етарн ы х конических 
м еханизм ов м огут бы ть прим енены  ф орм улы  (10 .38 ) и (10 .40).

Н а  рис. 347  п оказан  конический  диф ф еренциал, применяемый 
в автом оби лях . П ри п о во р о те  ведущ и х  к о л ес  автом обиля (рис. 348) 
к о л е с о  / ,  катящ ееся  по внеш ней кривой  а —  а, д о л ж н о  пройти  б о л ь 
ший путь, чем к олесо  2, катящ ееся  по внутренней  кривой  р —  j3. 
С л ед о в ател ьн о , ск о р о сть  кол еса  I  ок азы вается  больш е, чем к ол еса  2. 
Ч то б ы  воспрои звести  это  движ ение к ол ес  с различны м и угловы м и 
скоростям и , и прим еняется ди ф ф ерен ц и ал . К они ческое зуб чатое к о 
лесо  1 (рис. 347 ) получает  вр ащ ен и е  от  двигателя . Э то  зуб чатое 
к о л есо  входи т в зацепление с кони чески м  зубчаты м  к о л есо м  2, в р а 
щ аю щ им ся свободн о  на п олуоси  А. С колесом  2  ск реп л ен а  к о р о б к а  Н, 
сл уж ащ ая  водилом . В к о р о б к е  Н  своб од н о  на своих о сях  вращ аю тся 
два  оди н аковы х  сателлита 3- С ателли ты  3 н аходятся  в зацеплении 
с двум я одинаковы м и зубчаты м и колесам и  4  и 5, скрепленны м и 
с полуосям и  А и В. Е сли  к о л еса  автом обиля двигаю тся по прямым, 
то  м ож но считать, что моменты  сил сопротивления на п о л у о ся х  А  и 
В  равны  и, следовательно , сателлиты  3  находятся отн оси тел ьн о  их 
собствен н ы х  осей вращ ения в равновесии , и они не п оворачиваю тся  
в о к р у г  своих осей. Т огда к о р о б к а  Н  вм есте с сателлитам и 3  и п о л у 
оси  А  и В  вращ аю тся  как  одн о  ц е л о е  в одну и ту  ж е сторон у  
с оди н аковой  угловой  ск оростью . К ак тол ько  к о л еса  автом обиля 
н ачнут двигаться  по кривы м  разл и чн ы х  радиусов и / ? 4 (рис. 348),

о тк у д а  получаем:

У гловая ск о р о сть  <$н  водила равна

тарного механизма и его картина ско
ростей.



сателлиты  3  начнут поворачиваться  в о кр у г  своих  осей, и весь меха
низм будет работать  к ак  ди ф ф ерен ц иальн ы й  механизм.

Рассм отрим  кинем атику автом обильного  ди ф ф ерен ц иала. С о гл асн о  
ф ор м у л е  (10 .38 ) имеем:

я - н . Ч ~ пн
н н

где я 4 и ns суть числа о б о р о то в  в минуту к о л ес  4  и 5, а п н  есть 
число о б о р о то в  в минуту к о р о б к и  Н  (водила). К олесо 4  сц епляется  
с паразитны ми колесам и  3  (сателлитам и), к о то р ы е  в свою  очередь

сцепляю тся с к олесом  5 , оди н а
ковы м  с колесом  4. С л ед о в а 
тельно, п ередаточн ое отн ош ени е 

равно

=  ^  =  -  1. 
15 Z.z, Z.

Зн ак  минус п оставлен  потом у, 
что стрел ки  а и с кол ес  4  и 5

Рис. 347. Схема коиического автомобиль
ного дифференциала.

Рис. 340. Положения колес авто
мобиля при его повороте.

(рис. 3 4 7 ) не совпадаю т по направлению . Т аким  образом , о к о н ч а 
тельно  получим:

пч -  пн
отк уда

щ —  пн  =  пн  —  пъ



И з полученной ф орм улы  сл едует , что число о б о р о то в  в минуту 
пн  к ороб к и  Н  равно  п олусум м е чисел о б о р о т о в  полуосей  А и В- 
Е сли одно из колес , наприм ер к о л есо  4, о стан ови тся  и будет  
равн о  нулю , то  получим:

п — - 6 пн —  2 >

и тогда  к ол есо  5  буд ет  д ел ать  в два раза 
б о л ьш ее  число о б о р о то в , чем к о р о б к а  Н.
Е сли  неподвиж ной буд ет  к о р о б к а  Н  и 
число о б о р о то в  пИ к о р о б к и  буд ет  равно 
нулю , то

> 4 =  —  «8.

и к о л есо  4  будет в р ащ аться  с тем  ж е 
числом о б оротов , что  и к о л есо  5, но в 
п ротивополож ном  направлении.

Пример 1. Р ассм отри м  планетарны й 
механизм, показанны й на рис. 349, у  к о 
то р о го  к олесо  3  ск реп лен о  со  стойкой . О бозначим  числа зубьев  
к о л ес  1, 2 к 3  соответствен н о  через z it z% и г ъ, а радиусы  эти х  
к ол ес  соответствен н о  через г 1; г .2 и г3. Т р еб у ется  оп редели ть п ер е 
даточны е отнош ения и

П еред аточн ое  отн ош ен и е г<^ от к ол еса  /  к  води лу  Н  равно

1 -  =  1 -  м  =  1 -  ( - 1  )* ^ = 1 - 5 = * ^ .

мсе/г*

Рис. 349. Схема планетарного зуб
чатого механизма е картиной ско

ростей.

П еред аточн ое  отн ош ени е №. о т  водила Н  к к ол есу  1 равнон \

яЗ) _  _L _  
т ~

Н а рис. 349  п остроена картина ск оростей  механизма. И з картины  
скоростей  имеем:

v o 3 =  “ я  ( г э  - г  г -з) =  V =  щ 2 г *

г’о 1 =  и)я ( г з +  2 г а + г l)>

где оо,, u)2 и и>н  —  угловы е ск о р о сти  колес  1 \\ 2  и водила Н. 
Д ал ее , из картин ы  ск о р о стей  следует:

vp - ~ v  о ,  =  - ш‘ г 1- 

П одставл яя  в п оследн ее уравнен ие величины  ск о р о стей  <ор„ и © 0  

получаем:



И з вы раж ени я для  ск орости  ©0а следует:

2а)гг г =  2шя  ( г 3 г  г).

Т о гд а  о к о н ч ател ьн о  получаем:

%шн (г» r-j) —  шн ( гз ~Ь 2 r a -f -  r i) ~Ь “ i^i =  0-

И з п оследн его  уравнен ия п осле н еслож н ы х п реобразовани й  о п р е 
деляем  величину п ередаточного  отн ош е
ния if^. Имеем:

/(31 . 
11Н'

Г, —  г.
и>Н

Рис. 350. Схема конического пла
нетарного механизма.

Д л я  п ередаточн ого  отнош ения i {̂ \ по
лучаем  соответствен но

о н  г.№  : 1Н1 Г , — Г3

У гловы е скорости  ш2 и шя  р а в н ы  co1 =  | ^ t g 8 1) a)a =  ^ t g 8 3 и

и>н  =  l- v- t g b H, где [1 ; и [А» —  м асш табы  схемы  и картины  скоростей .

Пример 2. Н а рис. 350  п оказан  планетарны й  р ед у к то р  с кони
ческими зубчаты м и колесам и  1, 2, 2 ,  3, имеющ ими соответствен но  
числа зуб ьев , ^  =  60 , z 2 =  48 , Z 2 > = 1 8  и ,г3 =  30. Т р еб у ется  оп ре
дели ть п еред аточн ое  отнош ение i f y  о т  к о л еса  1 к води лу  Н, если 
к о л есо  3  скреплен о  со стойкой. И меем [см. ф орм ул у  (10.40)]:

••<3) =  1 ___ [ Н —  1 _  ( _  Ъ . £ » \  =  1 . 112 = =  7  з
*1 н  г13  ̂ z t z r ) ‘т  6 18

З н ак  минус в ск об к ах  п оставлен  потом у, что стрелки  а и с имеют 
п роти воп ол ож н ы е направления, и следовательно , к ол еса  7 и 3  вра
щ аю тся в р азн ы е сторон ы .

§  46. М еханизмы  некоторы х типов редукторов  
и коробок скоростей

1° В "зстсящ с;.; п а р а т и ф е  рассм отри м  кинем атику н ек о то р ы х  
типов р ед у к т о р о в  и к о р о б о к  ск оростей , прим еняемы х в разли чн ы х 
м аш инах и устрой ствах .

Н а рис. 351 п оказан  четы рехзвенн ы й  п ланетарны й р ед у к то р . Р е 
д у к то р  состои т из д вух  пар к о л ес  с внеш ним зацеплением  и водила Н. 
Н а рис. 351 п остроен а картина ск о р о стей  звеньев  р ед у к то р а .

П ер ед ато ч н о е  отнош ение р ед у к т о р а  м ож но п одсчитать  по ф о р 
муле (1 0 .4 0 ). Имеем:



Т о т  ж е  р езу л ь тат  мож но получить из картины  ск о р о стей  
(рис. 351). Имеем:

=  ши  ( r i +  rJ> vb =  ш1г 1

и
иОа

г , — г3

С ледовательн о ,

откуда

(г, +  г г) _

/<3> =  =  1 
ч я —  —  1аН ' 1 2 '

та к  к ак  r i  —f- r 3 —  г ъ =  г у  Зам еняя отн ош ени я ради усов  отнош ением  
чисел зубьев, получаем:

г л .
i'3) =  1 ‘ i я  1 Z|Z12'

Если, например, принять, что числа зубьев  =  20 , z .2 =  22, Z2 ' =  20 , 
=  18, то

/СЗ» _  ! _ 2 2 j_ 1 8 .  
11Я—  1 2 0 - 2 0 '

0,01

или

=  1 OOtOj

%  =  1 0 0 я 1(

°г
в -

„ тмл

г 2‘ [

р
н -мь ‘Щ

1 оЛ
^ 1 MCSfT*

Рис, 351. Схема планетарного зубчатого редук
тора с двумя внешними зацеплениями и его кар* 

типа скоростей.

гд е  л , и пн  —  числа о б о р о то в  в минуту звеньев  1 и Н. Если 
Т1\ =  1 об/м ин, то  /1Я =  1 0 0  об/м ин.

2°. Н а рис. 352  дан  слож н ы й  п лан етарн ы й  р ед у к то р , у  к о т о 
р о го  ступень 1 —  2  явл яется  п ередачей  с неподвиж ны м и осями, 
а ' п ередач а  2' —  И  п р ед став л яет  собой  п лан етарн ы й  механизм . П е р е 
дато ч н о е  отнош ение т ак о го  р е д у к то р а  р ав н о  произведению  п ер ед а
точн ы х  отнош ений

1\Н --- ‘12 l2'fT
где

/ « = ( - 1 ) ! - ; = - ? и 1% = 1 - & = 1 - ( - 1> г г  =  1 1 г ,г ‘г ,,г :2'3'

Е сли, наприм ер, ^  =  25, z 2 =  50, г 2' =  20 , г 3 =  40 , г-з- =  30  и 
Zi =  90, т о  п ередаточн ое  отн ош ени е / 12 равно



П ер ед ато ч н о е  отнош ение 1гн  равно

г»2.
г 2 7 / —  1

I 49 '.90 —  7
^  20-30  ’

и сл ед овател ьн о , общ ее  п ередаточн ое отн ош ени е i\H р ед у к то р а  о к а 
зы вается  равны м

* $  =  / „ • / & = ( - 2 ) . 7  =  -  14.

На рис. 352  п оказана к р о м е  схемы  и картина ск о р о стей  звеньев  
р ед у к то р а .

3°. Р ассм отри м  м ногозвенны й р ед у к то р , п оказанн ы й  на рис. 353. 
Т ак о го  типа р ед у к то р ы  н азы ваю тся  зам кнуты м и диф ф еренциальны м и 
р ед ук торам и .

К ак бы ло п оказан о  вы ш е, диф ф еренциальны й механизм дол ж ен  
иметь не м енее дв у х  ведущ и х  звеньев . О дн ако  если механизм имеет

Рис. 352. Схема сложного планетарного 
зубчатого редуктора с картиной скоростей.

Рис. 353. Схема замкнутого дифферепциаль' 
ного механизма с картиной скоростей.

две степени п одвиж ности  и его  оба ведущ их звена связаны  д оп олн и 
тельной  зуб чатой  передачей, то  движ ение м еханизм а мож но о су щ ест
вить одним ведущ им  звеном . Д и ф ф ерен ци альны й  механизм, у  к о т о р о го  
ведущ ие звенья  связаны  доп олн ительн ой  зуб чатой  передачей, н азы 
вается за м к н ут ы м  дифференциальным м ехан и зм ом . Зам ы кание п р о и з
водится так , что  два к о л еса  с неподвиж ны ми осями связы ваю тся д о 
полн и тельн ой  п ередачей, или одн о  из ук азан н ы х  к о л ес  через п осредство  
доп ол н и тел ьн ы х  кол ес  соеди н яется  со звеном  Н.

Н а рис. 353  п оказан  ди ф ф ерен ц иальн ы й  механизм, у  к о то р о го  
кол еса  Г  и 3' зам кн уты  колесам и  1 —  2  —  2' —  3, вследствие чего 
yuiuain  с к о р о сть  колргя 3' поставлена в зависи м ость от  у гловой  
ск о р о сти  ведущ его  звена 1. Т ребуется  оп редел и ть  п е р е д а н н о е  ст  
нош ение 1\ц-

П ер ед ато ч н о е  отн ош ени е от  колеса  Г  к  к о л есу  3 ' в рассм атри 
ваемом случае м ож но оп редел и ть  по ф ор м у л е  (1 0 .3 8 ) дл я  д и ф ф ер ен 
циального  механизма. И меем:



или так  к а к  iy H =  i \H, то

_1
iH __ __________ У я ~  1 _  11 Н ~ 1
l3< ’

“ я  “ я  “ я
где

/Я  — /Я  , ]Н — ( __ 1 \ г4гэ '__ ___V
1'3' 1'4 ‘ 43’ —  '. г , . '

Д л я  определения величины / [ #  н еобходи м о вы рази ть  величину <Oj 
через величину у гловой  скорости  дл я  чего  оп ределяем  п ер ед а 
точн ое  отн ош ени е / 13. Имеем:

iZjjZ;
ш, V ' г г1̂3 —  гг  —  h i  ’ h'3 —  ( —  1)

з

П одставл яя  величину (03 =  0)3 , =  - ^  в приведенную  вы ш е ф о р -
* 1 3

мулу для  ди ф ф ерен ц иала, получаем:

/(Н ) __  ‘ 1Я 1 __ 0~1Я ^ У ч

х'3' J h ____ 1 1\н ~ 1п

Т еперь последн ее  уравнен ие м ож но реш и ть  отн осительн о 1\ц:

. [1з ( ‘г з ’ 0 __  ‘ гз’ 1
‘ 1Я  -Я  , ----- , я

'ГЗ' ‘ 13 Ч '3'__ J
* 1 3

П одставляя  в эту  ф орм улу  величины / 13 и lfl3„ вы раж ен н ы е через 
числа зуб ьев , определяем  п ередаточн ое отн ош ени е /ш - Если, наприм ер, 
Zi =  20, г у  =  26, z a =  34, г 2. =  18, z 3 =  36 , z 3- =  78, 2 4  =  2 6 , то, 
подсчитав п редварительн о

1н ____ ? * :______Z §______ч „ /  ___ гагз ___ 34• 3 6 ___о .
Ф з '—  z; —  26 13 г ,г2. —  2 0 - 18~  ’ ’

получим:

l w =  = 2 , 1 2 5 .

На рис. 353  п оказана вм есте со схем ой  и картина ск о р о стей  
звеньев  рассм отрен н ого  механизма.

4°. Рассм отрим  теп ерь  кинем атику н ек о то р ы х  типов к о р о б о к  с к о 
ростей . З уб ч а т о й  коробкой скорост ей  н азы вается  зубчаты й  м еха
низм, п ередаточн ое  отнош ение к о т о р о го  м ож но изменять ск ач к о о б 
разно  по ступеням . К оробкам и  ск о р о стей  снабж аю тся те  маш ины, 
рабочие орган ы  к о то р ы х  долж ны  в р ащ аться  с различными скоростям и



в зависимости от  условий работы . Н априм ер, о б р аб о тк а  различны х 
деталей  на токарн ом  стан ке п роизводится  при разн ы х  ск о р о стях , п о
этом у  в механизм то к ар н о го  станка вклю чается  к о р о б к а  ск оростей . 
К оробки  скоростей  прим еняю тся в автом оби лях  дл я  получения р а з 
личных ск оростей  движ ения автом обиля. Схема и к он структи вн ое 
оф орм ление к о р о б о к  ск о р о стей  бы ваю т чрезвы чай но  разн ообразн ы м и. 
Е сли  число ступеней  регули ровани я скорости  н евелико, то  схема 
к о р о б к и  получается  д о стато ч н о  п ростой , при больш ом  ж е числе сту 
пеней регули ровани я к а к  схема, так  и к он струк ти вн ое  оф орм ление 
м огут бы ть весьм а слож ны ми.

К оробка  ск о р о стей  состои т  из зуб чаты х  колес , к о т о р ы е  могут 
бы ть введены  в зацепление в разли чн ы х ком бинациях дл я  получения

п ередаточн ы х  отнош ений, соответствую щ и х  
заданны м  скоростям  вращ ения р аб о ч его  органа 
маш ины. С пособы  п ереклю чения отдельн ы х

Jf//A ШЛ
ШЛ шк

У'//Л _ . МШ
Ь/У/Л ~ ‘ Я  4

У///Л У/Л

ш а ш

Ш /Л

ш \

Рис. 354. Схема четырех- 
ступенчатой коробки ско

ростей.

Рис. 355. Схема коробки скоростей с тремя 
валами.

кол ес  для  получения различны х скоростей  р азн ооб разн ы  и зависят 
от конструк ти вн ого  оф орм лени я к о р о б к и  и п оэтом у  зд есь  не р ас
см атриваю тся.

На рис. 3 5 4  п оказана схем а четы рехступенчатой  к о р о б к и  с  двумя 
валами. К олеса на валу  1 п осаж ен ы  наглухо , на валу  2  к о л еса  сидят 
свободн о . П ри  помощ и сп ециальной  ш понки, не п оказанн ой  на чер 
теж е, мож но ж естко  соединить одно из ниж них кол ес  с валом  2, 
в соответствии  с чем м еж ду валами /  и 2  получается то  или иное 
п еред аточн ое  отнош ение.

К о р о б к а , п оказанн ая  на рис. 355 , имеет три  вала. К олеса, сидя
щ ие на валах  1 и 2, входят  в п ередач у  через п ром еж уточ н ое  колесо , 
сидящ ее ня палу 3. Н а валу  3  свободн о  п осаж ен о  то л ь к о  одно 
к о л есо , к о то р о е  мож но п ередвигать  вдоль вала. Б ал  3  мож но сто  
дви гать  вм есте с к олесом  3  о т  кол ес , сидящ их на в ал ах  1 я 2, 
п оворачивая  звено  А В  в о к р у г  оси А. Т аким  образом , при помощ и 
кол еса  3  мож но соединять лю бую  п ару  колес , расп о л о ж ен н ы х  
на валах  1 и 2 , бл агодаря  чему один из валов  1 или 2  будет 
иметь четы ре ступени ск о р о сти  при одной и той  ж е ск о р о сти  д р у 
гого  вала.



т  Т

Рассм отрим  теп ерь схем у б ол ее  сл ож н ой  к о р о б к и  с п одви ж н ой  
осью . На рис. 3 5 6  п оказан а двухступ ен ч атая  п лан етарн ая  к о р о б к а  
скоростей , одна из ступеней  ск орости  к о то р о й  
п олучается  закреп лен и ем  к о л еса  3, в то р ая  ж е  —  
закреп лен и ем  кол еса  4.

О пределим  п ередаточн ое  отнош ение при 
закреп лен н ом  к о л есе  3  и вращ аю щ ем ся в х о л о 
стую  к о л есе  4. В этом  случае получаем :

1

П ри неподвиж ном  к о л есе  4  и вхолостую  
вращ аю щ ем ся к о л есе  3  имеем:

(*1*Г = 1 - * " = = ! - ( - 1 ) * - £ г - .

2"

Г
Рис. 356. Схема доухсту- 
пенчатой коробки ско

ростей.

П усть  Zi =  28, ^ 3  =  28, 2 V =  20, z 3" =  38, 2 3 = 1 8 , ,г4 = 3 6 .  Т огда 

28-18
Ы =  1 2 8 - 3 8

: 0 ,5 2 6 , (*1д ) " = 1 — § - 1  =  0 ,0 5 3 .

Н а этом  мы заканчиваем  рассм отрен ие кинем атики  н ек о то р ы х  ти
пов р ед у к то р о в  и к о р о б о к  ск оростей .

§  47. М еханизм ы  передач с гибкими звеньями

1°. М еханизмы  п ередач с гибкими звеньям и  ш и р о к о  прим еняю тся 
в технике. Д остаточн о  у к азать  на передачи  рем енны е, канатн ы е, ц еп 
ные и т. д.

Рассм отрим  основны е кинем атические зависим ости , имею щ ие место 
при п ередаче движ ения гибким звеном . П у сть  два  звена 1 а 3 
(рис. 357 ) имеют профили, о ч ер 
ченные по н екоторы м  кривы м  
а  —  а и у —  у. Г иб кое н ерастяж и 
мое звено  2  охваты вает  проф или 
а  —  а и 7  —  у на у ч астк ах  B k  и 
Сп и зак реп лен о  своими концами 
k  и п на проф илях . Е сли  звен о  1 
вращ ать, т о  гиб кое звено  2  
будет  нам аты ваться на п роф иль 
а  —  а  и см аты ваться  с проф иля 
7  —  7  и тем самым п риведет во 
вращ ени е звен о  3. Н айдем  связь  м еж ду  угловы м и  скоростям и  <»1 

и ч>з звеньев  1 и 3. Д л я  эт о го  восп ол ьзуем ся  м етодом  м гновен
ны х ц ентров  вращ ения, излож енны м  в §  25 . М гновенны й центр  РЛ1 
расп ол агается  в точк е  А. М гновенны й центр  Р 31 находится  в точк е  D.

Рис. 357. Схема передачи с нерастяжпмой 
гибкой нитью и отрицательным передаточным 

отношением.



М гновенны й центр  л .  совп ад ает  с точкой  В ■ В  самом деле, 
если м ы сленно остан ови ть звен о  1, то  звено  2  будет  п ер ек а
ты ваться  без скольж ен ия по п роф илю  а  —  а  звена 1. Т очно так  ж е 
мгновенны й центр  вращ ения Р гз совпад ает  с точкой  С. М гновенны й 
центр  вращ ения Р 13 в движении звена 3  отн осительн о  звена 1 д ол ж ен  
одноврем енн о  л еж ать  на прямы х, соединяю щ их м гновенны е центры  Р \к,

Рис. 358. Схема передачи с нерастяжимым гибких эвевом и по* 
ложительны» передаточным отношением.

Р и  и Рц, P i3, и в соответствии  с этим  он леж и т в то ч к е  п ер есеч е
ния прям ы х A D  и ВС. С ледовател ьн о , п ередаточн ое  отн ош ени е / 13 

буд ет  равно

Р ц Р  13 __ D P о
—  • А Р п

(10 .4 1 )

Таким  образом , направление ги б кого  звена делит линию, соеди 
няю щ ую  центры  вращ ения звеньев  /  и 3, на части, об ратн о  п р о п о р 
циональны е угловы м  скоростям .

Рис. 359. Схема открытой передачи с ие- 
растяжимым гибкий звеном и круглыми 

шкивами.

Рис. 300. Схема перекрестной передачи с не* 
растяжимым гибким эвеном и круглыми 

шкивами.

В случае деления линии A D  внутренним  образом  п еред аточн ое  
отнош ение отри ц ател ьн о  (рис. 357); в случае деления внеш ним о б р а 
зом п рррдаточн ое отнош ение п олож и тельн о  (рис. 358).

2°. П ри п ередаче движ ения гибким звеном  п осредством  к р у гл ы х  
ш кивов (рис. 3 5 9 ) п ер ед ато ч н о е  отн ош ен и е равно

( , 0 -4 2 >
т. е п ередаточп ое отнош ение равн о  обратн ом у  отнош ению  ради усов  
Ri и R 3 ш кивов 1 и 3.



М еханизм передачи  гибким звеном , показанны й на рис. 359 , но
сит название от кры т ой передачи. Н а рис. 360  п оказан  м еханизм  
ррпрк.прг.тной пепедачи. П еп еяато ч н о е  отнош ение
]

диусы  И плавно изменяться п ередаточн ы е ОТНО- Рис. 361. Схема бессту-

П ередачи  С гибкими звеньями ш и рок о  приме- “онич™™мн шкивами" 
пяю тся т ак ж е  и в виде цепных передач , в к о т о 
р ы х  зуб чаты е звездоч к и  входят в зац еплен и е со звеньями цепи. Т акие 
механизмы  прим еняю тся в сел ьск охозяй ствен н ы х  маш инах, т р ан сп о р т е 
рах , го р н ы х  маш инах и т. д.

КИНЕМ АТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ Н ЕК О ТО РЫ Х  ВИДОВ 
ПРОСТРАН СТВЕНН Ы Х  И ПЛОСКИХ МЕХАНИЗМОВ

§  48. М еханизм  универсального шарнира

1°. В § 3 ,9 °  при рассм отрении  ры чаж ны х м еханизм ов мы отметили 
сф ерический  ш арнирны й четы рехзвенн и к.

На рис. 362  п оказан  простейш ий сф ерический ш арнирны й четы 
р ехзвен н и к  ABCD, оси вращ ател ьн ы х  кинем атических пар к о то р о го

п ересекаю тся  в точк е  О. В ней п ересекаю тся  оси 1, 2, 3  и 4  вра
щ ательн ы х кинем атических пар V класса. К инематическая схем а э т о го  
м еханизма п оказана на рис. 363.

шения. пенчатого вариатора 
скоростей с нерастяжи
мым гибким эвеном и

Г Л А В А  XI

Рис. 362. Сферический шар
нирный четырехзвенник со схе
матизированными конструктив

ными формами звеньев.

Рис. 363. Кинематическая схе
ма сферического шарнирного 

четырехзвенника.



Конструктивно сферический механизм шарнирного четырехзвенника 
выполняется так, как это показано на рис. 364. Звено 1, вращаю
щееся с угловой скоростью о)] в неподвижном подшипнике, выпол
нено в виде вилки F, снабженной двумя втулками В и В1 с одной 
общей осью. Аналогично звено 2, вращающееся с угловой ско-

На практике мы встречаем по преимуществу тот частный вид 
механизма, когда углы АОВ, СОВ и COD равны 90° (рис. 365). Тогда 
точки В  и Я  движутся по дуге большого круга, плоскость которого 
перпендикулярна к оси х,  а точки С и  С' — по дуге большого круга, 
плоскость которого перпендикулярна к оси у .  Описанный механизм но
сит название механизма универсального шарнира или шарнира Гука.

2°. Рассмотрим теперь, в какой зависимости находятся угловые ско
рости О)! и <а.2. Как это видно на рис. 365, точка В  вилки F описывает 
окружность р — р в плоскости, перпендикулярной к оси х,  а точка С 
вилки Fi описывает окружность 7 — 7 в плоскости, перпендикулярной 
к оси у .  Угол между этими плоскостями равен углу я между осями х н у .

Если в качестве плоскости проекций выбрать плоскость, перпен
дикулярную к оси х ,  то окружность р — р на эту плоскость спроек-

ростью юа в неподвижном 
подшипнике, выполнено в 
виде вилки F\, снабженной 
двумя втулками С и С' с од
ной общей осью. Звено 3
выполнено в виде кресто
вины, концы которой входят 
во втулки В, В  к С, С  
вилок Ғ  и Ft.

Р ис. 364. М одель сф ери ч еск ого  ш арнирного  четы рех- 
звен н и ка .

Механизм позволяет вос
производить передачу враще
ния от звена 1 к звену 2 , оси 
валов которых пересекают
ся под углом а (рис. 364).

Рис. 365. С хем а у н и версал ьн ого  ш арнира.



тируется в натуральную величину (рис. 366), а окружность у — у 
в виде эллипса у' — 7'. Пусть в начальном положении ось ВВ' зани
мает положение ВоВ'0 (рис. 366), тогда ось СС' займет положение C0Cq, 
так как угол ВОС  равен 90° и проектируется в натуральную вели
чину. Пусть, далее, звено /  повернется на угол «pj. Тогда ось ОВ из 
положения ОВц перейдет в положение OBi и угол ср, будет проекти
роваться в натуральную величину. Ось ОС из положения ОС0 перей
дет в положение OCi, которое определится, если к прямой ОВ4 
в течке О восстановить перпендикуляр и найти точку С\ пересечения 
этого перпендикуляра с эллипсом 7' —  f \  При этом звено 2 повер
нется на угол ср4, натуральную величину которого можно найти на 
чертеже, если совместить плоскость, содержащую окружность 7 — 7, 
с плоскостью проекций, т. е. с плоскостью, содержащей окружность 
Р — р. Это совмещение может быть сделано как поворот вокруг 
оси С0С'0. При этом точка Q  переместится в точку С[, лежащую на 
перпендикуляре QCJ к оси С0С'0. Угол С0ОС[ и будет искомым уг
лом <р2, на который повернется звено 2■ Так как угол между пло
скостями, содержащими окружности р — р и 7 — 7, равен углу я между 
осями х  и у ,  то всегда будет иметь место условие

Так как a =  const, то, дифференцируя выражение (11.4) по коор
динате ср[, находим:

так как d<st/d t  =  u>1 и doaJd t  =  со.3. Следовательно, передаточное от
ношение iu равно

QCj =  QCj cos а. 

Далее, из чертежа (рис. 366) видно, что 

QCi =  OQ tg <р.

( 11.1)

( 11.2)
и

QC\ — О Q tg (11.3)
Следовательно,

tjLSi
t g  <?s

- - cos a

или
tg  ©j =  tg  cp3 cos a. (11.4)

Разделим правую и левую части на dt.  Имеем:

COS2 о  2 ’



Уравнение (11.4) представим в виде
sin2 <р, sin2 9« » 1 — coss <Р, а — cosa а — ---------г—— cos’ а .
c o s -с , c o s -ср5 COS-tfj

Решая последнее уравнение относительно cos8 ср9, получаем:
о cos2 о, cosa а , , ,  . .  

COSa?o =  -v-^----- г 111—5------- 9---- • (11-6)' * Sin- f ! -f -  COSs<P[ COSa a v •

Подставляя выражение (11.6) в выражение (11.5), получаем:

/и =  ^ = -  . cos2a------ — . (11.7)
Olj Sin2 О, +  COS2 <f! cos a

Отсюда непосредственно следует, что при равномерном  вращении 
одного вала другой вал вращается неравномерно. В самом деле, при
ср! =  0°, или <pi =  180°, имеем:

и, COS а ’

При tpj =  90°, или <fj =  270°, имеем:

/ ______
‘ 41 —  — •

L, =  — =  cos а.
“ 1

Таким образом, передаточное отношение у механизма универ
сального шарнира изменяется в пределах от 1 /cos а до cosa. Чтобы 
не было большого колебания передаточного отношения in , оси валов 
шарнира следует располагать под небольшим углом а.

§  49 . М еханизм  двойного универсального ш арнира

Г. Из механизмов первого семейства рассмотрим м еха н и зм  двойного  
универсального шарнира. Как было показано в § 20,Г, формула (2.6), меха
низм первого семейства имеет следующую структурную формулу:

w  =  Ъп — 4р5 — 3Pi —  2р9 — р 2.

Рассмотрим механизм двойного универсального шарнира, кинематическая 
схема которого изображена на рис. 367. Этот механизм можно рассматри

вать как два универсальных 
шарнира, имеющих общее 
звено H KLN. В этом меха
низме имеется пять подвиж
ных звеньев и шесть кине
матических пар V класса. 
Структурная формула этого 
механизма такая:

и> =  5 - 5 — 4 - 6  =  1.
Таким образом, двойной 

универсальный шарнир об
ладает одной степенью под
вижности.

2". Рассмотрим соотношения угловых скоростей в механизме двойного 
универсального шарнира (рис. 367). Пусть в точке О пересекаются оси 1, 
2 и 3, а в точке 0 L — оси 4, 5  и 6. Пусть угловая скорость звена ЛВС

3



вокруг оси 1 равна ©,, а угловая скорость звена D E F  вокруг оси 6 равна шг- 
Пусть, далее, оси 1 и 6 наклонены к линии 0 0 ± соответственно под углами 
а, и а2. Вилки Н К  и L N  находятся в одной и той же плоскости.

Обозначим угол поворота звена H K L N  через <р, угол поворота звена 
A BC  — через tpt и, наконец, угол поворота звена D E F — через <fs. Тогда 
по формуле (11.4) для механизма универсального шарнира получаем:

t g  ?х =  tg  ?  • cos “ х. tg  <Ра =  tg  <? ■ cos at,
откуда

t g ? 1 =  cosai
lg  tpa COS a , •

Отношение J21 угловых скоростей <d2 и  «, может быть найдено с помощью 
формулы, аналогичной формуле (11.5).

Если а, =  а2, то
COS а  А =  COS а  о II t g  ,  =  Tg <p2,

откуда имеем:
<fi =  (pa

и, следовательно,
Wj =  H)j.

Таким образом, при симметричном расположении звеньев механизма 
угловые скорости звеньев A B C  и D E F  равны между собой.

§  50. М еханизм  пространственного ш арнирного  
четы рехзвенника

Г. Во многих современных машинах для передачи движения между пе
рекрещивающимися валами применяется механизм пространственного шар
нирного четырехзвенника (рис. 368). Этот механизм принадлежит к механиз
мам нулевого семейства и имеет 
следующую структурную формулу 
(см. '§ 19,1°):
да =  6  п — 5ръ — Арц —  Зр3 — 2р г — />!■

В механизме имеется две вра
щательные пары V класса (А  и D) 
и две шаровые пары III класса (В  и С). 
В этом механизме лишняя степень 
подвижности получается за счет воз
можного вращения звена ВС  вокруг 
своей продольной оси. Таким обра
зом, с точки зрения структуры и 
кинематики возможно одну пару 
III класса заменить парой IV класса. 
Тогда по структурной формуле меха
низма получаем: 
te =  6п —  5ръ —  4p t — Зр3 =

=  6 -3  — 5- 2 — 4- 1 - 3 -  1 =  1.

Р ис. 36S. С хем а пространственного ш арнир
ного четы рехзвенн ика.

2°. На практике часто применяется тот вид механизма, в котором вра
щение кривошипа А В  (рис. 368) вокруг оси, параллельной оси z, преобра
зуется в качательное движение коромысла D C  вокруг оси, параллельной 
оси х . Таким образом, точка В  шатуна В С  движется по окружности р — р, 
лежащей в плоскости хО у, а точка С по дуге окружности 7 — •(, лежащей 
в плоскости zO y. Пусть звено А В  вращается с постоянной угловой



скоростью (Dj. Для определения последовательных положений коромысла DC  
можно применить обычный метод начертательной геометрии. Осью проекций 
выбираем ось Оу. Горизонтальной плоскостью Н  проекций пусть будет пло
скость х О у  (рис. 368), а вертикальной плоскостью V  проекций— плоскость 
уОг. Окружность [3 — fi будет проектироваться на плоскость Н  в натураль
ную величину [окружность Рн  — (рис. 369, а)]. Точно так же дуга ҳ — 7 

(рис. 368) будет проектироваться в натуральную величину на плоскость V 
[дуга 7 ^ — 7 К (рис. 369, а)]. Пусть в исследуемом положении кривошип А В  
занимает положение, заданное его проекциями В и  и А у В у .

Из рис. 368 видно, что если треугольник В ^ В ў С у  вращать вокруг сто
роны B HB V, то при совмещении плоскости треугольника с плоскостью Н

шатун ВС  изображается в этой 
плоскости в натуральную вели
чину. Для нахождения точки С 
шатуна ВС  надо из точки В н  (В) 
(рис. 369, а) радиусом В 0С 0, рав
ным истинной длине шатуна ВС, 
сделать засечку на оси у — у. 
Получаем точку С0. Треугольник 
В и В уС0 (рис. 369, а) представ
ляет собой совмещенный с пло
скостью Н  треугольник В ^В у С . 
Далее Е р а_ ц аем  треугольник 
В н В уС й (рис. 369, а) вокруг сто
роны В В .  Точка С0 при этом 
будет перемещаться по дуге, опи
санной из точки В ^радиусом В уС0. 
Точка C v  получится на пересече

нии этой дуги с дугой 7 у  —  7  (рис. 369, а). Точка Сн  при этом опреде
лится как проекция точки С на ось у — у  (рис. 369, а). Горизонтальная 
проекция механизма получится в виде многоугольника А НВ НС ^ D н , а верти
кальная в виде A y B y C y D y  (рис. 369, а).

3°. Для определения скорости v c  точки С  имеем два уравнения:

‘VC =  V B J r  V С В ’ ’VC =  V D ~ >r V C D '

Так как vD =  0, то

v c d  = = V B J r  v c b -

Построение пучка скоростей выполняем в тех же проекциях (рис. 369, б).
Из точки р  откладываем отрезок ipbH), направленный перпендикулярно 

к отрезку (А ^ В н ) (рис. 369, а). Величина скорости v B равна

<Г1 — г» (п h \
В ‘ V « 'Ц ”

где fij, — масштаб скоростей.
Проекция скорости v g на вертикальную плоскость V  проекций представ

ляется отрезком (pby). Через конец Ьу  отрезка (рЪу) проводим плоскость, 
содержащую вектор скорости Эта плоскость перпендикулярна к оси
шатуна ВС. На рис. 369 эта плоскость представлена своими следами Р у  и Р И.

Далее, из точки р  плана проводим прямую в направлении скорости 
vc =  v c d < перпендикулярную к отрезку (Р у С у ) (рис. 369, а). Точка пере

Р ис. 369. П ространствен ны й  ш арнирны й  четы рех- 
эвенник: а)  проекции  схемы , 6) план  скоростей.



сечения этого направления со следом Р у  является концом вектора ско
рости ©с  точки С, и

Гориэонтальиая проекция скорости г>с  представляется отрезком (рсн ). 
Пучок скоростей на рис. 369, б представлен треугольником, имеющим проек
ции рЬн сн  и p b v cv .

Определение ускорений механизма может быть сделано с помощью 
пучка ускорений, но исследование пространственных механизмов обычно 
проводится методом кинематических диаграмм.

Г. К механизмам четвертого семейства относятся трехзвенные винтовые 
механизмы (см. § 20). Структурная формула для этих механизмов имеет вид

На рис. 370 показан трехзвенный винтовой механизм, имеющий два по
движных звена и три винтовые пары V класса. Имеем для него

да =  2 п — Ръ —  2 - 2  —  3 = 1 ,

т. е. механизм обладает одной степенью подвижности.
Рассмотрим вопрос о том, как связаны между собой отдельные пара

метры трехзвенного винтового механизма. Относительное движение звеньев 
винтовой пары представляет собой вращение звеньев вокруг оси и посту
пательное перемещение вдоль оси пары. Связь

где s есть перемещение идниш лиспа пары иш и- i д i
сительно другого вдоль оси пары, h —  шаг вин- 1--------------------------------1
товой линии (резьбы), а —  угол поворота. р ис. 370. Т рехзвеп н ы й  винто-

Таким образом, если известны угол поворота вои меха1шэм-
звена 1 и шаг резьбы, то всегда можно по фор
муле (11.9) определить перемещение звена 1. Если при вращении звена по 
направлению часовой стрелки, смотря вдоль оси пары, видим, что звено 
уд а ляет ся  от нас, то такую винтовую резьбу называем правой. Если же, 
вращая звено по направлению часовой стрелки, видим, что звено прибли
ж ается  к нам, то такую винтовую резьбу называем левой. Будем считать 
шаг правой резьбы полож ит ельны м , а шаг левой резьбы —  от рицат ель
ным.

2°. Рассмотрим кинематику механизма, показанного на рис. 370. Переме
щение s 13 звена 1 относительно стойки 3  согласно формуле (11.9) равно

v c  =  * t > V -

§  51. Винтовые механизмы

и» =  2  п —  р5.

между этими двумя 
щий вид:

( 11.10)

где hi есть шаг винтовой пары А , в которую входят звенья 1 и 3, <р13 — угол 
поворота звена 1 относительно стойки 3, ш1а —  постоянная угловая скорость 
звена 1 относительно стойки 3  и t  —  время.



Аналогично перемещения s 21 и s23 равны

■ 2 к ~ Пг ЧЕТ О 1-11)

и h3 суть соответственно шаги винтовых пар В  и С, в которые вхо- 
енья 1 ,2  и звенья 2, 3', <у21 и ср23 — углы  поворота винта 2  относи-

где Л3 
дят звенья
тельно звеньев 1 и 3, а о>21 и о>23— угловые скорости винта 2  относительно 
звена 1 и стойки 3.

Перемещение s23 равно
sS3 =  s13 -f- s21. (11.13)

Здесь s23, s 13 и s2I суть алгебраические величины, знак каждой из которых 
определяется по формулам ( 1 1 . 1 0 ), ( 1 1 . 1 1 ) и ( 1 1 .1 2 ), в которых h u Л2 и Лв 
считаются положительными в случае правой  резьбы и отрицательными 
в случае левой.

После подстановки в уравнение (11.13) значений si3, s sl и s2J из соот
ношений ( 1 1 . 1 0 ), ( 1 1 . 1 1 ) и ( 1 1 . 1 2 ) получаем:

Л3(о23 =  /?|<о1а Лйй>2|. (11.14)

Угловая скорость ш21 может быть получена из уравнения

“ 2 3  =  “ 13 +  “ 211

откуда
“ 2 i  =  “ » c  —  “ 13-

Подставляя полученное выражение в уравнение (11.14), находим:

“ ».1 h i — h .  v '

Формула (11.15) позволяет определять величину передаточного отношения 
через шаги резьб.

Перемещение s 23 при заданном угле поворота звена 1 может быть всегда 
определено из формулы (11.12). Действительно,

sS3 =  / ; , “f  =  / ^ ,  (1 U 6 )

так как

^  ^  =  i 
<?23 “ 2 3  ‘ ° Ш

Подставляя в формулу (11.16) значение iIS из формулы (11.1о), получаем:

(1Ш)

Формула (11.17) дюжет быть представлена еще и так:

Л, — Л.



3°. Рассмотрим теперь различные видоизменения трехзвенного винтового 
механизма. Пусть, например, винтовая пара А  (рис. 370) заменена враща
тельной (рис. 371). В этом механизме шаг 
резьбы А, равен нулю, и перемещение s23, 
определяемое по формуле (11.18), получается 
таким:

— Л.

I —
2п '

Р ис. 371. Т рекэвениы Л  винтовой 
механизм с в р ащ ател ь н о й  паром.

Если винтовая пара С (рис. 370) заме
нена поступательной парой, то получается 
механизм, показанный на рис. 372. В этом
механизме шаг Л8 равен бесконечности, и следовательно, перемещение 
звена 2, определяемое по формуле (11.18), равно

«S3 =  (hi — Л») .

Наконец, если винтовая пара А  (рис. 370) заменена вращательной парой,

Р и с . 372. Т рехэвенны й винто
вой  механизм с п оступательной  

паром.

Р ис. 373. Т рехзвенны й  м еха
низм с  в ращ ательной , поступа
тел ьн ой  и винтовой  парам и.

а винтовая пара С  — поступательной парой (рис. 373), то hi =  0, а Л3 =  оо, 
следовательно,

s ____ /, Ь?£3- '•» 2л •
На этом мы закапчиваем рассмотрение структуры и кинематики винтовых 
механизмов.

§  52. Зубч аты е механизмы  преры вистого  
и знакоперем енного движ ения ведом ого звена

Г. Рассмотрим некоторые особые виды зубчатых механизмов для вос
произведения движения с остановками, переменой направления движения и 
перерывами движения.

Механизмы, воспроизводящие указанные виды движения, весьма разно
образны, поэтому остановимся здесь только на наиболее распространенных.

Из механизмов для воспроизведения движения с остановками можно 
указать на зубчатый механизм, показанный на рис. 374. Этот механизм пред
ставляет собой два колеса 1 и 2 , снабженных зубьями только на некоторых



частях окружностей. Таким образом, при непрерывном вращении колеса 1 
колесо 2  двигается с остановками.

Механизм этот работает с ударами, так как в начале зацепления коле
со 2 неподвижно. Чтобы уменьшить удары, колеса снабжаются дополнитель

ными рычагами Қ  и L, профили которых 
представляют центроиды или взаимоогибае- 
мые кривые. Формы этих кривых выпол
няются так, что колесо 2  после остановки 
постепенно увеличивает свою скорость. 
Угловая скорость о>3 колеса 2 при перека
тывании центроид друг по другу равна

АРо
“ г — В Р 0 ’

где Р 0 есть мгновенный центр вращения 
в относительном движении колес 1 и 2. Из 
написанного уравнения следует: для посте
пенного увеличения угловой скорости о>2 
необходимо, чтобы точка зацепления пере
мещалась от точки А  к точке В. Удар 
отсутствует, если точка Р„ в начальный 
момент движения совпадает с точкой А. 
Чтобы обеспечить отсутствие самопроиз
вольного движения колеса 2 , на колесе 1 
имеется так называемая запираю щ ая дуга  
CDE, которая в момент остановки прохо
дит под соответствующей дугой колеса 2 . 
Этим самым обеспечивается полная непод
вижность колеса 2 .

2°. На рис. 375 показан цевочный м еха н и зм  с остановками, у которого 
ведущим является звено 1, снабженное зубцом А, действующим на цевки В, 
принадлежащие эвену 2. При одном обороте звена 1 звено 2, снабженное

цевками, -------- --------------  "" ------  -
равный

Р и с . 374. С хем а зубч атого  м еханизм а, 
пред назн аченного  для работы  с оста

новками.

поворачивается на угол

2  г.
<?2 =

где z  — число цевок.
На рис. 376 показан другой цевоч

ный механизм с остановками, у кото
рого зацепление внутреннее. Для преду
преждения самопроизвольного движения 
звена 2  и, следовательно, размыкания 
кинематической цепи звено 1 снабжено 
запирающей дугой CDE, скользящей 
в соответствующих дугах колеса 2 .

На рис. 377 и 378 показаны сложные цевочные механизмы с останов
ками, косящие название звездчат ы х м еханизм ов. Звездчатые механизмы 
позволяют воспроизводить движение с различными периодами покоя и дви
жения, а также с различными отношениями угловых скоростей в различные 
периоды движения. На рис. 377 показан звездчатый механизм, имеющий 
четыре равных периода движения с постоянным передаточным отношением 
и четыре равных периода покоя. На рис. 378 показан звездчатый механизм 
с различными периодами покоя и движения и с переменным передаточным 
отношением.

Р ис. й/о.  С хем а цепочного м еханизм а 
с внеш ним зацеплением .



3°. К зубчатым механизмам с остановками также относятся механизмы 
м альт ийских  крестов. Механизм мальтийского креста представляет собой

Р нс. 376. С хем а ц ев о ч н о го  механизма 
с внутренним  зац еп л ен и ем .

Р ис. 377. С хем а зв езд ч ато го  м ехан изм а с. четы рь
мя равны м и  периодам и д в и ж ен и я .

звено 1, состоящее из диска с вырезом и пальца А  (рис. 379). Звено 2 пред
ставляет собой диск, снабженный 
радиальными пазами. При враще
нии звена 1 палец А  входит в соот
ветствующие пазы b звена 2 и 
поворачивает его на определен
ный угол. Так же как и в ранее 
рассмотренных механизмах, звенья
1 и 2 снабжены запирающими 
дугами CDE, предупреждающи
ми самопроизвольное движение 
звена 2. Механизмы мальтийских 
крестов выполняются как с внеш
ним, так и с внутренним зацепле
ниями. Механизм с внешним за
цеплением показан на рис. 379, 
а механизм с внутренним зацепле
нием на рис. 380. Механизм мальтийского креста после замены высших

Р ис. 378. С хем а зв е зд ч а т о го  м ехан изм а с  различ
ными п ер и о д ам и  дви ж ен и е .

Р и с . 379. С хем а м ехан изм а м альтий ского  
к р еста  с внеш ним  зац еп л ен и ем .

Р и с . 380. С хем а м еханизм а м альтийско
го к р е с т а  с внутренним  зац еп л ен и ем .

пар низшими может быть приведен к обыкновенному кулисному механизму
9 И . И . А р т о б о л ев ск и й



(рис. 381). Для определения скоростей и ускорений этого механизма могут быть 
приведены формулы для кулисного механизма, выведенные нами в § 38. При 
исследовании механизма мальтийского креста с внешним зацеплением надо 
исследовать движение заменяющего кулисного механизма при повороте его 
звена 1 на угол 2 »,, для механизма с внутренним зацеплением исследование 
производится при повороте звена 1 кулисного механизма на угол 2ч)[. На 
рис. 382 даны диаграммы угловых скоростей и угловых ускорений звена 2

для внешнего и внутреннего зацеплений 
при постоянной угловой скорости ведущего 
звена 1. При внешнем зацеплении угловая 
скорость и угловое ускорение е2 изме
няются по законам, указанным на участке А В  
диаграммы. При внутреннем зацеплении 
угловая скорость и угловое ускоре
ние Со изменяются по законам, указанным 
на участках СА  и B D  диаграммы. Из 
сравнения диаграмм для внешнего и внут
реннего зацеплений следует, что мальтий
ский крест с внутренним зацеплением ра
ботает более плавно, чем мальтийский 
крест с внешним зацеплением.

Механизм, показанный на рис. 383, обес
печивает равные периоды движения и по
коя, так как углы между пазами и паль
цами равны между собой. При равных 
периодах углы между пальцами и рас

стояния пальцев от оси вращения должны быть равны. Если периоды 
движения должны быть равны, а периоды покоя не равны, то механизм

Р ис. Зч1. С хем а кул и сн ого  м еханизм а, 
зам еняю щ его  м еханизм  м альтий ского  

к р е ста .

Р и с. 382. Д и агр ам м ы  угловой  скорости и угл ового  ускорения 
коро м ы сл а  кул и сн о го  м еханизм а, зам ен яю щ его  механизмы маль

ти йски х  к р е сто в  с внеш ним и внутренним  зацеплениям и.

должен иметь равные углы между пазами, но не равные углы между паль
цами (рис. 384).

Если и периоды покоя и периоды движения заданы неравными, полу
чается механизм неправильного мальтийского креста (рис. 385). В этом меха
низме могут быть различными углы между пазами, углы между пальцами и 
расстояния пальцев от оси вращения Ог



В механизме мальтийского креста с одним пальцем, у которого вектор 
скорости оси пальца в момент входа в паз направлен по оси паза, угол пово
рота креста за один оборот звена 1 равен

где г — число пазов. При повороте креста на угол 2ср2 звено 1 поворачивается 
на угол 2tp, (рис. 379), равный

4°. Из зубчатых механизмов, преобразующих непрерывное вращательное 
движение в движение непрерывное возвратно-вращательное, можно указать 
на механизм, изображенный на рис. 386. Колесо 1, вращаясь вокруг оси Ot

в одном и том же направлении, заставляет колесо 2, снабженное цевками, 
вращаться вокруг оси 0 2 в различных направлениях. Паз а — а, принадле
жащий колесу 2, переводит ось О, из положения О, в положение 0[, тем 
самым изменяя направление вращения колеса 2.

Механизм работает с ударами в момент изменения направления враще
ния колеса 2.

На рис. 387 показан механизм, подобный только что рассмотренному, 
но у которого ведомым звеном 2 служит рейка с цевками. Этим механизмом 
вращательное движение в одном направлении преобразуется в возвратно
поступательное движение.

Время движения креста

где n v —  число оборотов в минуту звена 1. 
Время покоя креста

Р и с. 333. С хем а механизм а 
м альтий ского  креста  с раи- 
uumii пери одам и  движ ени я 

и покоя.

Р и с . 384. С хем а м ехан изм а 
м ал ьти й ского  креста  с р ав 
ными периодам и движ ения 
и неравн ы м и периодам и 

покоя.

Рис. 335. С хем а м еханизм а 
неправильного м альтийского 

креста .



5*. К числу зубчатых механизмов, воспроизводящих прерывное движение в 
одном каком-либо направлении, относятся так называемые храповы е зубчатые 
м ехан изм ы . На рис. 388 показана схема механизма шарнирного четырехзвен- 
ника A B C D , соединенного с храповым колесом 5  посредством собачки 4, 
сидящ ей на звене 3. Вращением звена 1 коромысло приводится в колебатель-

Р и с . 386. С хем а м еханизм а, п р ео б р азу ю щ его  н еп реры вное в р ащ ател ь н о е  д в и ж е н и е  в движ ени е
возвр аты о -в р аш ател ьн о е .

ное движение. При ходе коромысла справа налево собачка 4 упирается 
в соответствующий зуб храпового колеса 5, поворачивая последнее на некоторый 
угол. Для предупреждения обратного самопроизвольного вращения колеса 5

установлена стопорная собачка 6. Для того чтобы стопорная собачка 6  не 
была откинута, необходимо, чтобы нормаль к профилю зуба в точке сопри
касания проходила между центрами вращения стопорной собачки и храпового 
колеса.

Р и с . 387. С хем а механизм а, преоб разую щ его  
вр ащ ател ьн ое движ ени е в одном направлении  

в движ ени е возвратн о-поступательн ое.

Р ис. 388. С хем а м еханизм а ш ар
нирного четы рехзвен н и ка вм есте 

с храповы м  м еханизм ом .



§  53. М еханизмы  с гидравлическими и пневматическими  
устройствам и

1°. В настоящем параграфе рассмотрим кинематику типовых порш
невых механизмов с гидро- или пневмоустройствами. На рис. 389 
показан механизм, у которого поршень 4 скользит в неподвижном 
цилиндре И. Так как ведущим в механизме является звено 4, то 
в качестве обобщенной координаты 
следует выбрать перемещение s 
точки С звена 4. Для определе
ния функции положения cp.a =  <p2 (s) 
кривошипа 2  воспользуемся урав
нением замкнутости контура схе
мы АВС О А : п „„ „

Р ис. 389. С хем а кривош ипно-ползунного  
^  /  ___/  —|— I  ____0  м ехан изм а с ведущ им порш нем .

Выразим все векторы, входящие в это уравнение, в безразмерных 
величинах, отнесенных к длине кривошипа Ц. Обозначим:

\  =  ^~  х =  ^  —  — и, —  1оа —  ±д [ * I ----'/ 1 Р ----- / —  / •*8 *2 12 1% *2

После этого напишем:

е2 -j- % —  и  fi — О,
где е.ь — орт вектора

Спроектируем векторы последнего уравнения на направление ОС 
и ‘направление, ему перпендикулярное:

cos cpj-j-X cos а 3 — x =  0, sin —j— X sin cp3 —J— jj. =  0. (11.19) 

Определим из второго уравнения величину sin ср3:
U -I- sin сОа /. < ПЛ\sin tpj =  — , (11.20)

Имея в виду, что

1  Г 1 “Ь s'n “ a) 2 —  О1 4" s'n °а ) 2 cos<p3= | /  1 — - -  Х2 ^

подставим выражение cos ср3 в первое уравнение (11.19) 

cos <ра -)- V^X3 — (ц sin ср2) 4 —  х =  0 .
Перенося квадратный корень этого равенства в правую часть и 

возводя после этого обе части полученного равенства в квадрат, 
имеем:

2  (jj. sin — х cos о3) =  X9 — |j,2 — х'2 — 1

или



Обозначая p./x =  tg a  и принимая для дальнейшего во внимание, что

1 1
co s  a -  -

( sin a  sin cp.2 —  c o s  a  c o s  ср.,) =  X3 —  f i 9 —  x *  —  1 .

представляем уравнение ( 1 1 .2 1 ) так: 

2ч
COS a

Решая это уравнение относительно косинуса суммы, получаем:

Xs — (Is — X3— 1
cos (сра -}- о) =  ■

2ч

или окончательно
, (1 , X2 ---(Xs — ч2 ---  1 , ,  ,

<Ра =  — arc tg -£- + arcco s---------- £ - = = = - .  ( 1 1 .2 2 )

b f ' + b

Если будет задан центральный кривошипно-ползунный механизм, 
то ^ =  0 , и тогда последняя формула будет иметь более простой вид

сра =  a r c c o s  —  1 ~ ^  ~  . (1 1 .2 2 ' )

Формула ( 1 1 .2 2 ) связывает угол <р.2 с относительной обобщенной 
координатой х.

Аналог угловой скорости срj =  кривошипа можно получить
дифференцированием равенства ( 1 1 .2 2 ) по относительной обобщенной 
координате х. Однако в результате дифференцирования получается 
очень сложное выражение. Вследствие этого мы ограничимся получе
нием аналога угловой скорости cpj кривошипа 2  в функции углов ср* 
и ср3. Дифференцируем уравнения (11.19) по относительной обобщенной 
координате х:

—  sin ср2 .ср' —  X s in c p a -c p '—  1 = 0 ,  I ( 1 1 2 3 )

co s  cp, • <pj +  X c o s  cp3 • cp ’ =  0. j

Из второго уравнения получаем:

c o e j j .  ( П 2 4 )
TJ X cos tp3 T v

Подставляем выражение cpj в первое уравнение системы (11.23), 
после чего можно написать:



Для получения аналога ср£ углового ускорения кривошипа диффе
ренцируем равенство (11.25) по относительной обобщенной коорди
нате х. В результате дифференцирования окон
чательно получаем

в

COS8 Ф2 , . . .
т -гт  +  lg Ь  ■ sm ?! +  cos Ъ  „ _ c o s _ % ----------------------------------^  ( 1 1 2 6 )

(tg tpa • COS <?, — sin <?2)2

Р и с . 390. С хем а кулисного, 
механизма с ведущим 
поршней на шатуне.

В случае центрального кривошипно-ползун- 
пого механизма аналоги (pj и ср2 можно по
лучить двукратным дифференцированием равен
ства ( 1 1 .22 ').

2°. Переходим к рассмотрению механизма, 
у которого цилиндр 4 (рис. 390) качается вокруг 
точки С. В качестве обобщенной координаты 
выбираем перемещение s поршня 3 в ци
линдре 4. Для определения функции положения 

=  ср2 (s) кривошипа 2  напишем уравнение замк
нутости векторного контура схемы ABC. Вос
пользовавшись обозначениями, указанными на рис. 390, получаем сле
дующее векторное уравнение:

19 - | -  s  -( -  О. =  0 .

Переходя к относительным величинам, обозначаем:

s а
х =  77> * =  Tt - 

Теперь вместо написанного выше векторного уравнения имеем: 

е-з +  х  +  Ц =  0 ,

где еъ — орт вектора 1г.
Проводя оси Сх  и Су неподвижной системы координат (рис. 390), 

спроектируем векторы последнего уравнения на указанные оси

cos tpj +  * cos (р3 =  0, 

sin (р-2 ~Ь х sin ?з Р- =  CI- 

Из первого уравнения получаем:

COS О» . ~Л Г  лc o s <рз = ------ ^ 2, sin ip3 =  j /  1
COS <?3

(11.27)

(11.28)

Подставляем выражение sin <р3 во второе уравнение системы (11.27) 

sin <ра +  ц =  — * ] / "  1 —
COS2 СО,

COS <рj .



Для определения <р,3 возводим обе части этого равенства в квадриг 

sin 5 ю.2 —j— р.2 — 2 jjl sin © 2 =  ч3 —  cos5 <р2,
откуда

Sin Оа : 2? > ?» =  arcsin-—ф-----.
Для определения аналога <р2 угловой скорости кривошипа диффе

ренцируем равенство (11.29) по относительной обобщенной коор-

ч 2 — ц 2 — 1 (11.29)

динате х: 

<Ра = (11.30)

Р ис. 391. С хем а механизм а с дву
мя поступательны м и ларам и  и ве

дущ им  порш ней на ш атуне.

Дифференцированием по той же коор
динате равенства (11.30) можно определить 
аналог (р2 углового ускорения кривошипа. 
Окончательно имеем:
, .  ___________ 2___________,

У м 2 —  (ч2 —  fi2 —  I)2

----.2«»_(»2—V ~  1) , (П .31)
V I V — (ч2 — | ia — I)2]3 

3°. На рис. 391 показан механизм с 
неподвижным цилиндром Н  и ведомым 

эвеном 2, движущимся поступательно в неподвижных направляющих 1. 
Из рис. 391 следует, что перемещение s поршня 4  и перемещение 
звена 2  связаны уравнениями проекций замкнутого векторного кон
тура А ВО:

/, COS ©3 — S COS 0 х =  О, 1
3 ‘ 3 (11.32)

— —j— /э sin ©з — s sin cp* =  0. J

Из первого уравнения имеем:

cos tp3 =  y- cos 
l 8

Принимая во внимание, что

sin ©з =  j / ~  1 — ĵ- cos2 ©4, 

определяем величину s2 из второго уравнения системы (11.32)

£ Sin т ; 4 - Д 1 /  1 —  COS3 ©4.
1 t  ‘з

(11.33)

Для определения аналога s2 скорости звена 2  дифференцируем 
равенство (11.33) по обобщенной координате s. В результате диф
ференцирования окончательно получаем:

S COS2 с 4

COS



Второе дифференцирование по обобщенной координате позволяет 
получить аналог ускорения звена 2. Имеем окончательно

So = ■ COS3 q>a S3 COS4 tp4

l / l  — Tj-coss <p, 4 j/  ( 1 _  7 [ cos2

(11.35)

На рис. 392 показана схема кулисного механизма с неподвижным 
цилиндром Н  и ведомым звеном 2, вращающимся вокруг оси А. Из

Р и с. 392. С хем а кул и сн ого  ы ехапизм а 
с  двум а поступательны м и парам и  и 

ведущ им  порш нем .

Р ис. 393. С хем а в торого  кулисного  механизм а 
с двум я поступательны м и парам и  и ведущ им 

порш нем .

рис. 392 непосредственно следует, что угол ср2 поворота звена 2 
в функции обобщенной координаты s равен

= a rc c o s ( ~ t ) '
(11.36)

Дифференцируя это равенство по обобщенной координате s, полу
чаем аналог cpj угловой скорости звена 2. Имеем окончательно

—  1<р9:
I,

(11.37)

Дифференцируя по обобщенной координате равенство (11.37), полу
чаем аналог ср̂  углового ускорения звена 2. Не приводя преобразо
ваний, связанных с дифференцированием, напишем окончательную 
формулу

—  S

«/Mr (11.38)

4°. Рассмотрим кулисный механизм с качающимся цилиндром 4 
(рис. 393). На схеме механизма показано, что угол между направле
ниями s  и /д равен 90° и остается при движении механизма постоянным. 
На этом основании можно написать:



Считая величину s перемещения поршня 4  обобщенной координа
той, напишем, имея в виду обозначения, показанные на рис. 393:

costp4 =  7 - , ф4 =  arccos у .  
м ‘ 1

Одновременно из той же фигуры получаем:

/3 =

(11.39)

(11.40)

Для аналогов <р4 и <р4 угловой скорости и углового ускорения 
поршня 4  и, следовательно, звена 3  имеем следующие выражения, 
получаемые дифференцированием соотношения (11.39) по обобщенной 
координате s:

? 4 :
—  1

VW -

?4

(11.41)

(11.42)

Для аналогов Г3 и II имеем следующие выражения, получаемые
дифференцированием по обобщенной коор-

— s
]//?■

—  S"

(11.43)

(11.44)

На рис. 394 показан другой кулисный 
механизм с качающимся цилиндром 4. Угол 
поворота цилиндра 4 можно определить

ыого ^механизма* £ £ £  И3 ^реугОЛЬНИКЭ А В О:
пательны ми парам и и ведущ им 

порш нем . sin cp4 =  i - ,  cp4 =  arcsin -y . (11.45)

Аналоги tp4 и о4 получаем дифференцированием равенства (11.45) 
по обобщенной координате s:

? 4 :

п
? 1 :

s V s 2 — l \ ’ 
(2 s2 — If) I,

' s2 V (s2 — l-,)s ’

(11.46)

(11.47)

Из того же рис. 394 имеем:



Аналоги s'2 и скорости и ускорения, с которыми движется 
звено 2, получаем дифференцированием равенства (11.48) по обоб
щенной координате s:

В настоящем параграфе мы определяли аналоги скоростей и уско
рений. Для получения действительных скоростей и ускорений должны 
быть заданы не только обобщенная координата, но и скорость и уско
рение ведущего звена, в рассматриваемых в этом параграфе случаях 
движущегося поступательно. Таким образом, кроме координаты s мы 
должны знать скорость v  ведущего звена и его ускорение а.

Воспользовавшись указаниями, изложенными в § 30, для послед
него рассмотренного нами примера можно написать следующие выра
жения для скорости v  и ускорения а.г звена 2:

К рассмотренным нами схемам сводятся не только чисто поршне
вые механизмы с гидро-, пневмоустройствами, но и многие роторные, 
лопастные механизмы. Так, например, исследование движения каждой 
лопасти а (рис. 83) ротационного насоса с вращающимися цилиндрами 
сводится к исследованию движения по кинематической схеме, пока
занной на рис. 390, но с расстоянием АС<^АВ.  Формулы исследо
вания кинематики механизма, показанного на рис. 390, могут быть 
использованы и для механизма, показанного на рис. 83.

> Uo t
V i  =  s 2 ^  =  S 2X>, (11.51)

(11.52)
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СИЛОВОЙ АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ

Г Л А В А XII

ВВЕДЕНИЕ В ДИНАМИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ

§  54. Основные задачи

1°. При рассмотрении вопросов кинематического анализа механизмов 
мы всегда предполагаем движение ведущих звеньев заданным. Дви
жение ведомых звеньев изучается в зависимости от заданного движе
ния ведущих звеньев. При этом силы, действующие на звенья меха
низма, и силы, возникающие при его движении, нами не изучаются. 
Таким образом, при кинематическом анализе исследование движения 
механизмов ведется с учетом только структуры механизмов и геоме
трических соотношений в размерах их звеньев.

Динамический анализ механизмов имеет своими задачами:
а) изучение влияния внешних сил, сил веса звеньев, сил трения и 

массовых сил (сил инерции) на звенья механизма, на элементы звеньев, 
на кинематические пары и неподвижные опоры и установление спо
собов уменьшения динамических нагрузок, возникающих при движе
нии механизма;

б) изучение режима движения механизма под действием заданных 
сил и установление способов, обеспечивающих заданные режимы дви
жения механизма. Первая задача носит название силового анализа  
м еханизм ов, а вторая задача — динамики м еханизм ов.

В динамический анализ механизмов может быть включен и ряд 
других задач, имеющих важное техническое значение, а именно: теория 
малых колебаний (вибраций) в механизмах, теория соударения звеньев 
механизмов и т. д. Но эти вопросы являются предметом изучения 
в курсе общей теории машин или в специальных курсах, так как при 
их решении необходимо применять методы теории упругости, а в тео
рии механизмов задачи решаются обычно в предположении, что звенья 
механизмов являются абсолютно жесткими.



2°. Первая из указанных задач динамики механизмов имеет своей 
целью определение внешних неизвестных сил, действующих на звенья 
механизма, а также усилий (реакций), возникающих в кинематических 
парах при движении механизма.

К внешним силам, например, относятся: давление рабочей смеси 
(газа или жидкости) на поршень кривошипно-ползунного механизма 
двигателя внутреннего сгорания, парового двигателя, компрессора, 
вращающий момент, развиваемый электродвигателем на валу рабочего 
механизма и т. д. Некоторые силы возникают в результате движения 
механизма. К этим силам, например, относятся силы трения при дви
жении, силы сопротивления среды и т. д. Некоторые силы, как, на
пример, динамические реакции в кинематических парах, возникают при 
движении вследствие инерции звеньев.

Изучение природы сил требует не только теоретического, но и 
экспериментального исследования. С помощью современных измери
тельных приборов можно весьма точно определять различные силы, 
действующие на отдельные звенья механизма, и выявлять их зависи
мость от различных факторов.

Если известны внешние силы, действующие на звенья механизма, 
и известны законы движения всех его звеньев, то можно методами, 
излагаемыми в теоретической механике, определить: силы трения и 
реакции связей в кинематических парах, силы сопротивления среды, 
силы инерции звеньев и другие силы, возникающие при движении 
механизма, т. е. произвести так называемый силовой расчет м ех а 
низма.

К первой задаче динамического анализа механизмов относится 
вопрос об устранении дополнительных динамических нагрузок от сил 
инерции на опоры механизма соответствующим подбором масс звеньев. 
Этот вопрос носит название теории уравновешивания масс в м ех а 
низмах.

Вторая задача имеет своей целью определение общего количества 
энергии, необходимой для воспроизведения заданного движения ма
шины или механизма, и изучение законов распределения этой энергии 
на выполнение работ, связанных с действием различных сил на меха
низм, а также решение вопроса о сравнительной оценке механизмов 
с помощью коэффициента полезного действия, характеризующего сте
пень использования общей энергии, потребляемой машиной или меха
низмом, на полезную работу. К этой же задаче относится вопрос 
об определении истинного движения механизма под действием прило
женных к нему сил, т. е. вопрос о режиме его движения, а так» е 
вопрос о подборе таких соотношений между силами, массами и раз
мерами звеньев механизма или машины, при которых движение меха
низма или машины было бы наиболее близким к требуемому условию 
рабочего процесса.

Эта задача обычно носит название теории регулирования хода  
машин.



§  55. Задачи силового расчета механизмов

1°. Как было указано выше (§ 54), силовой расчет механизмов 
заключается в определении тех сил, которые действуют на отдельные 
звенья механизмов при их движении.

Вопрос об определении сил имеет большое практическое значе
ние для расчета на прочность отдельных деталей механизмов, для 
определения энергии, потребной для работы механизма, для опреде
ления трения в кинематических парах, для расчета на износ трущихся 
деталей в кинематических парах и т. д. Зная силы, действующие на 
различные звенья механизма, конструктор может выбрать наиболее 
рациональные размеры звеньев, определить формы, необходимые для 
достаточной прочности деталей, обеспечить в кинематических парах 
достаточную смазку и т. д.

До появления в технике быстроходных машин определение сил 
в механизмах велось без учета тех дополнительных сил, которые воз
никают при движении механизма. Такие расчеты обычно носили назва
ние статических расчетов. В связи с появлением в технике быстро
ходных машин стало необходимым учитывать и те силы, которые 
возникают при движении механизма и часто значительно превышают 
статические силы. Расчеты, в которых учитываются как статические, 
так и динамические нагрузки, носят название динамических расчетов.

2°. Определение сил, действующих на различные звенья механизма 
при его движении, может быть сделано в том случае, если известны 
законы движения всех звеньев механизма, известны внешние силы, 
приложенные к механизму. Поэтому общую задачу динамического 
расчета и проектирования новых механизмов и машин конструктор 
расчленяет на две части. Сначала он задается приближенным законом 
движения ведущих звеньев механизма и внешними силами, на него 
действующими, определяет все необходимые расчетные усилия и по 
ним подбирает необходимые размеры, массы и моменты инерции звеньев. 
Эго — первая часть задачи. После этого конструктор приступает к ре
шению второй части задачи, а именно, к исследованию вопроса об 
истинном движении спроектированного механизма, к которому прило
жены различные действующие на него силы. Определив истинный 
закон движения механизма, конструктор вносит в ранее проведенный 
расчет все необходимые исправления.

Первая ч<1сть задачи носит название силового расчета механизма. 
В настоящем отделе мы займемся рассмотрением некоторых методов 
силового расчета механизмов.

3°. Силовой расчет механизмов может быть произведен самыми 
разнообразными методами. В теории машин и механизмов весьма широ
кое применение получил метод силового расчета механизмов на основе 
обыкновенных уравнений равновесия твердых тел.

Сущность этого метода сводится к применению при решении задач 
динамики уравнений равновесия в форме Даламбера. Как известно из



теоретической механики, для этого силу инерции, которая является 
противодействием ускоряемого тела, приложенным к телу, сообщаю
щему это ускорение, условно переносят на ускоряемое тело. Перене
сенная сила уравновешивается со всеми остальными внешними силами, 
в том числе и реакциями, действующими на это тело.

В применении к механизмам сущность метода может быть сфор
мулирована так: если ко всем внешним действующим па звено меха
низма силам присоединить силы инерции, то йод действием всех этих 
сил звено можно рассматривать условно находящимся в равновесии. 
Таким образом, при применении принципа Даламбера к расчету меха
низмов кроме внешних сил, действующих на каждое звено механизма, 
вводятся в рассмотрение еще силы инерции, величины которых опре
деляются как произведение массы отдельных материальных точек па 
их ускорения. Направления этих сил противоположны направлениям 
ускорений рассматриваемых точек. Составляя для полученной системы 
сил уравнения равновесия и решая их, определяем силы, действующие 
на звенья механизма и возникающие при его движении. Метод сило
вого расчета механизмов с использованием сил инерции и примене
нием уравнений динамического равновесия носит иногда название 
кинетостатического расчета механизмов, в отличие от статиче
ского расчета, при котором не учитываются силы инерции звеньев.

§  56. Силы, действующие на звенья механизма

1°. При работе механизма к его звеньям приложены внешние зада
ваемые силы, а именно: силы движущие, силы производственных сопро
тивлений, силы тяжести и др. Кроме того, при движении механизма 
в результате реакций связей в кинематических пэрах возникают силы 
трения, которые можно рассматривать как составляющие этих реакций. 
Реакции в кинематических парах так же, как и силы трения, по отно
шению ко всему механизму являются силами внутренними, но по от
ношению к каждому звену, входящему в кинематическую пару, оказы
ваются силами внешними.

Реакции в кинематических парах возникают не только вследствие 
действия внешних задаваемых сил на звенья механизма, но и вслед
ствие движения отдельных масс механизма с ускорениями. Состав
ляющие реакции, возникающие от движения звеньев с ускорениями, 
можно считать дополнительными динамическими давлениями в ки
нематических парах. Как было указано в § 55, эти дополнительные 
динамические давления легко могут быть определены из уравнений 
равновесия звеньев, если к задаваемым силам и р'еакциям связей до 
бавить силы инерции.

2°. Будем называть в механизме движущими силами те силы, 
которые стремятся ускорить  движение ведущего звена. Иначе, дви
жущими силами будем называть те силы из числа приложенных 
к звеньям механизма, элементарная работа которых положительна.



Силами сопротивления в механизме будем называть те силы, кото
рые стремятся замедлить движение ведущего звена. Иначе, силами 
сопротивления будем называть те силы из числа сил, приложенных 
к звеньям механизма, элементарная работа которых отрицательна.

Силами производственного сопротивления или силами полез
ного сопротивления будем считать те силы сопротивления, на пре
одоление которых затрачивается работа, необходимая для выполнения 
технологического процесса. Для осуществления технологического про
цесса и предназначен механизм. Силами непроизводственных сопро
тивлений или силами вредных сопротивлений будем называть те 
силы сопротивления, на преодоление которых затрачивается дополни
тельная работа сверх той, которая необходима для преодоления полез
ного сопротивления.

Например, у двигателя внутреннего сгорания движущей силой 
является давление расширяющегося газа на поршень. Силами сопро
тивления будут: сила трения в подшипниках и цилиндрах, сопроти
вление воздуха, сопротивление той рабочей машины, которая приво
дится в движение двигателем и т. д. При этом сопротивление рабочей 
машины, которая приводится двигателем в движение, будет производ
ственным сопротивлением, а силы трения, сопротивление воздуха и т. д. 
будут непроизводственными сопротивлениями.

Необходимо отметить некоторую условность в разделении сил па 
силы движущие и силы сопротивления. Например, силы тяжести звеньев 
при подъеме их центров тяжести оказываются силами сопротивления, 
а при опускании центров тяжести — силами движущими. Силы тре
ния, возникающие в подшипниках, являются силами сопротивления, 
а силы трения, возникающие в точках контакта при обхвате ремнем 
шкива ременной передачи, являются силами движущими и т. д. Работа 
движущих сил называется иногда затрачиваемой работой, работа сил 
производственных сопротивлений — полезной работой  и работа 
сил непроизводственных сопротивлений — вредной работой.

г л а в а  хш
СИЛЫ ДВИЖУЩИЕ И СИЛЫ ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ 

СОПРОТИВЛЕНИЙ 

§  57. Диаграммы сил, р абот и мощ ностей

1°. Силы движущие и силы производственных сопротивлений ғ ажш- 
симости от их физических и технологических характеристик могут 
быть функциями различных кинематических параметров: перемещений, 
скоростей, ускорений и времени. В теории механизмов мы предпола
гаем эти силы известными и заданными в аналитической или графи
ческой форме. В последнем случае — это диаграммы сил, работ или 
мощностей.



Рассмотрим наиболее типичные диаграммы и связь этих диаграмм 
между собой.

На рис. 395 представлена диаграмма силы Р, которая действует 
на ведущее звено механизмов убирающегося шасси самолета при 
подъеме шасси. Сила Р  дана в функции пути s точки ее приложения. 
Имея диаграмму P  —  P (s )  (рис. 395), можно построить диаграмму 
j4  =  . A ( s )  работы А в функции пути s (рис. 396). В самом деле, 
работа Aik на интервале пути от начального положения 1 до любого 
последующего k  равна

A lk =  \ p d s ,  (13.1)

где Si и Sji — величины пути соответственно в положениях 1 и к.
Следовательно, построение диаграммы A = A ( s )  (рис. 396) сво

дится к интегрированию кривой 
Р  =  Р  (s) (рис. 395). Метод графиче
ского интегрирования был рассмотрен

Р и с . 395. Д и агр ам м а  зависим ости  
силы  от  пути точки  ее  приложен 

нив.

Р и с . 396, Д и агр ам м а  зави сим ости  
р аботы  силы  от пути , построенн ая 
и нтегри рованием  д иаграм м ы , изоб

р аж ен н ой  н а  ри с . 395.

нами в седьмой главе (§ 35,3°). Так на интервале от до sa 
работа Ац  равна

s*
Л12 =   ̂ Р  ds  =  {ip\3.s пл. [12'2] =  (хд (2 — 2"),

где пл. [1 2 '2 ]—  площадь, ограниченная кривой 1, 7  и прямыми 1, 2  
и 2, 2' и измеренная в квадратных миллиметрах (на рис. 395 эта 
площадь заштрихована), a и — масштабы сил и путей. Полу
ченное значение А^  отложено в масштабе на перпендикуляре, 
восставленным в точке 2  диаграммы Л =  Л (х) (рис. 396) в виде от
резка (2 — 2").

Работа Ai3 в интервале от до s3 равна
s3

=  $ P d s  =  [ пл. [12'3’3] =  (хл (3 — 3")
*i

(рис. 396) и т. д.
На рис. 397 дана диаграмма момента М, развиваемого на валу 

двигателя внутреннего сгорания в функции угла <р поворота вала



двигателя (диаграмма М =  М ( ср)). Для построения диаграммы работы 
А =  А(<?) можно воспользоваться равенством

A \k  — § M d f . (13.2)

Таким образом, задача сводится к интегрированию диаграммы 
М =  М(<?) (рис. 397). Диаграмма А =  А (у )  дана на рис. 398.

Р ис. 397. Д и агр ам м а  зависим ости 
мом ента на коренном  в ал у  порш 
невого  дви гател я  от у гл а  п о в орота  

ко р ен н о го  в а л а . *

Р ис. 393. Д и агр ам м а  зависим ости  р а 
боты  п о р ш н ев о го  д в и гател я  от  у гл а  
п о в о р о та  кор ен н о го  пала, построенная 
и н тегр и р о ван и ем  д иаграм м ы , и зобра

ж ен н ой  на р и с . 397.

2°. В рассмотренных примерах сила Р  и момент М  были заданы 
в функции перемещений s и if ведущих звеньев. В некоторых слу
чаях эта сила или момент могут быть заданы в функции времени t. 
На рис. 399 показана диаграмма P  =  P (t) ,  характерная для многих

I
/ TV

а̂д

ptt а*

Р ис. 399. Д и а г р а м м а  зависим ости  
силы  о т  в р ем ен и  ее  дей ствия.

М

А
/ 1Г к т

Мы

г з

рзб

7ммсем

Р и с . 400. Д иаграм м а зави си м о сти  
м ом ента силы от врем ени  ее дей 

ствия.

машин. Например, приближенно по такому закону изменяется сила тяги 
м ногих сельскохозяйственных машин. Если рассматривать процесс 
с момента трогания с места, т. е. с момента начала перемещения 
машины по полю, то сила тяги вначале быстро растет до некоторого 
значения Р  (рис. 399), после чего уменьшается, приближаясь к неко
торому постоянному значению Р раб, соответствующему рабочему вре
мени движения машин.

На рис. 400 показана аналогичная диаграмма М =  М it) изменения 
момента М  центрифуги в функции времени t.



Для построения диаграмм работ по диаграммам P  =  P ( t )  и М  =  М  (О 
необходимо дополнительно знать зависимость перемещения s от вре
мени t или угла поворота ср от времени t, т. е. зависимость s =  s (t) 
или ср =  ср (t). Эти зависимости могут быть, например, эксперимен
тально определены одновременно с регистрацией силы Р  или момента М  
в функции времени t.

Имея диаграммы P  =  P ( t ) и s =  s(t) ,  можно исключить из них 
время t  и построить диаграмму P  =  P (s ) , после чего построение 
диаграммы Л =  Л (5) может быть сделано так, как это указано 
выше.

Аналогично, имея диаграммы M  =  M ( t)  и сp =  y(t) ,  можно по
строить диаграмму М  =  М { ср) и по ней диаграмму Л =  Л(ср).

3°. При экспериментальном исследовании машин в некоторых слу
чаях записывается диаграмма мощности N, потребляемой машиной, 
в функции времени t, т. е. диаграмма N = N ( t ) .  Такую диаграмму 
мы получаем, например, при записи на самопишущем ваттметре мощ
ности, потребляемой электродвигателем, приводящим в движение рабо
чую машину. По диаграмме M = N ( t )  можно построить диаграмму 
зависимости работы А от времени t  —  диаграмму A =  A(t) ,  так как 
работа A lk на интервале времени от ^  до tk равна

Таким образом, построение диаграммы A =  A ( t )  сводится к инте
грированию диаграммы N = N { t ) .  Если дополнительно построены 
диаграммы s =  s (t) или диаграмма ср =  ср (if), то, исключая время t  из 
диаграмм A =  A { t)  и s =  s ( t )  или из диаграмм A =  A ( t )  и <р =  с р ( £ ) ,  
получаем диаграмму A =  A (s )  или Л =  Л ( с р ) .  Диаграммы P  =  P (s )  
или М =  М ( ср) могут быть получены дифференцированием диаграмм 
Л =  Л (у) или Л =  Л(ср) по пути s или углу ср, так как

1°. При динамическом исследовании и расчете машин большое 
значение имеет вопрос о мощности, которая может быть развита ма
шиной-двигателем при различных скоростях вращения ведомого вала, 
или о мощности, необходимой для приведения в движение рабочей 
машины при различных скоростях вращения ведомого вала. В боль
шинстве машин момент на валу при различных скоростях вращения 
пала не постоянен. Во всех машинах при изменении скорости враще
ния изменяются динамические давления в кинематических парах и, сле
довательно, изменяются силы трения в них. В рабочих машинах при

k
Ац, —  J N  dt. (13.3)

(13.4)

§  58. М еханические х ар актер и сти ки  машин



изменении скорости вращения ведущего вала изменяются производст
венные сопротивления, сопротивления среды и т. д. Зависимость мо
мента М, приложенного к ведомому валу машины-двигателя или 
к ведущему валу рабочей машины, от угловой скорости этих валов 
носит название механической характеристики машины.

Таким образом, механическими характеристиками являются зависи
мости вида М  =  М  («>) или М  =  М  (я), где и — число оборотов ма
шины в минуту, равное

30 ш

Так как мощность N, момент М  и угловая скорость и> связаны 
соотношением

N = M * X (13.5)

то, зная зависимость М  =  М(о>), можно определить зависимость 
N = N ( a ) .  Зависимость 7V=JV(u>) также может быть названа меха
нической характеристикой машины.

2°. Рассмотрим типовые механические характеристики машин-дви
гателей и рабочих машин.

Для машин-двигателей характерным является уменьшение вращаю
щего момента М  с увеличением угловой скорости ш.

Р и с . 401. М ехани ческие х ар ак 
тер и сти ки  эл ектр о д в и гател я  
постоянн ого  тока  с п ар а л л ел ь 
ным возбуж ден ием  в  ви де за 
висим ости м ом ента р о т о р а  от 
угловой  скорости  и  в виде за 
висим ости  мощ ности от  у гл о 

вой  скорости  р о то р а .

Р и с . 402. М ехани ческие х ар а к 
тери сти ки  электр о д в и гателя  
постоянного то к а  с  последова
тельн ы м  возбуж ден и ем  в виде 
зависим ости  м ом ента р о то р а  
от  у гл овой  скорости  и в виде 
зави сим ости  мощ ности от  у гло

вой  скорости .

На рис. 401 и 402 показаны две механические характеристики 
для двух типов электродвигателей постоянного тока. На рис. 401 
момент М  =  М (и )  изменяется линейно, а на рис. 402 —  по более 
сложному закону. Кривые N =  N(u>) имеют параболический характер. 
На рис. 403 показана характеристика водяной турбины. Все механи
ческие характеристики вида М  =  М(и>) для машин-двигателей, пока
занные на рис. 401—403, являются нисходящими кривыми. На рис. 404



показана механическая характеристика асинхронного электродвигателя 
трехфазного тока. Эта характеристика имеет как нисходящий, так и 
восходящий участки кривой. По механическим характеристикам вида

Рис. 403. М ехани ческие х арак
теристики  водяной турби н ы  
в виде зави сим ости  м омента 
н а коренном  валу  от угловой  
скорости и в  ви де зави сим ости  
мощ ности от угловой  скорости .

м

Imm+Ph нм 

вт

сен

Р ис. 404. М ехан и чески е х арактери сти ки  
асинхронного эл е к тр о д в и гате л я  т р е х ф а з
ного то к а  в виде зависим ости  момента р о 
то р а  от угловой  скорости  и в виде за в и 
симости м ощ иости  от у гловой  скорости .

lit__ „  РЗЁ

N =  N(U>) можно определить те угловые скорости, при которых дви
гатель развивает максимальную мощность N.

3°. На рис. 405 и 406 показаны механические характеристики 
рабочих машин — центробежного насоса и прядильной машины. Как

Р ис. 405. М ехан и чески е характе*  
ристики  ц ен тробеж н ого  насоса в 
виде зави сим ости  м ом ента н а  р о 
то р е  от угловой  скорости  и в виде 
зави си м ости  м ощ ности от угловой  

Скорости.

Р ис. 406. М еханические х ар акте
ристики  пряди льн ой маш ины в ви
де зави си м остей  м омента и мощ

ности от  у гл овой  скорости .

видно из характеристик, у рабочих машин момент М  возрастает с уве
личением угловой скорости, что объясняется, как это указано выше, 
увеличением сил трения, сил сопротивлений обрабатываемых сред и 
объектов и т. д. Таким образом, все механические характеристики 
как вида М  =  М(<о), так и вида yV=/V(cu) для рабочих машин яв
ляются обычно восходящими кривыми. Более подробно вопрос о меха
нических характеристиках рассматривается в специальных курсах при 
решении задач, связанных с наиболее выгодным подбором двигателей 
к рабочим машинам.



Г Л А В А  XIV

ТРЕНИЕ В МЕХАНИЗМАХ 

§  59. Виды трения

1°. Вопрос о природе трения до сих пор изучен недостаточно. 
Как показывают экспериментальные исследования, трение предста
вляет собой сложный комплекс физических и химических явлений, 
причем те или иные явления преобладают в зависимости от условий, 
при которых происходит процесс трения.

В нашу задачу не входит подробное изложение современных 
теорий трения и методов расчета трущихся элементов машин. Мы 
остановимся только на изложении элементарных сведений по тео
рии трения, необходимых для решения простейших задач теории ме
ханизмов.

Обычно различают два основных вида трения: трение сухое  (или 
трение несмазанных поверхностей) и трение жидкостей (или трение 

смазанных поверхностей). Кроме этого, различают 
иногда еще два вида трения: полусухое трение и 
полужидкое трение.

2°. Явление сухого трения может быть объяс
нено схематически следующим образом. Рассматри
вая под большим увеличением поверхности тру
щихся тел, можно обнаружить, что эти поверхности 
не абсолютно гладкие, а шероховатые и покрыты 
большим количеством неровностей. На рис. 407 
схематически изображены движущиеся поверхно
сти А и В. Если эти поверхности двигать друг 
относительно друга, то выступы одной поверхно

сти будут задевать за выступы другой поверхности. Выступы будут 
деформироваться. Деформации эти могут быть упругими и неупру
гими, в зависимости от величины нагрузки, приложенной к тру
щейся поверхности, скорости относительного движения, различных 
физических свойств трущихся тел (упругость, характер поверхностей 
и т. д.).

Если в точках соприкасания приложить опорные реакции R, напра
вленные по нормали к элементарным площадкам соприкасания (рис. 407), 
и разложить их на составляющие, перпендикулярные и параллельные 
направлению движения, то нормальные составляющие N  будут уравно
вешиваться заданными нормальными нагрузками, а касательные соста
вляющие Q  в сумме создадут некоторую силу сопротивления относи
тельному перемещению поверхностей А  и В. Эта сила сопротивления 
и называется силой трения.

Если выступающие неровности поверхностей А и В  непосред
ственно соприкасаются друг с другом, то такой вид трения называется 
сухим  трением. Если же между поверхностями А  и В  имеется

Р ис. 407, У величенное 
и зображ ен и е двух тру- 
щ ихса поверхностен .



Р и с . 408. У величенное 
и зображ ен и е двух тру
щ ихся поверхностей , р а з 

деленны х слоем  смазки.

промежуточный слой смазки (рис. 408) и поверхности А и В  непосред
ственно не соприкасаются, то такой вид трения называется жидко
стным трением. При жидкостном трении поверхности А и В  раз
делены слоем смазки. Поэтому при жидкостном трении силами трения 
являются силы сопротивления сдвигу отдельных слоев смазки. Много 
разных явлений, которые имеют место при жидкостном трении, отсут
ствует при сухом трении, и наоборот. Полу
сухим трением называют такой вид трения, при 
котором наиболее выступающие шероховатости 
не разделяются слоем смазки и приходят в не
посредственное соприкасание. Разница между 
полусухим и полужидкостным видами трения 
заключается главным образом в том, какой из 
основных видов трения преобладает.

3°. Явления сухого и жидкостного трения 
по своей природе совершенно различны. По
этому различны и методы учета сил трения 
в механизмах. Во фрикционных, ременных и других передачах наблю
дается сухое трение, в смазанных подшипниках, подпятниках и т. д. — 
жидкостное трение, переходящее иногда в полусухое или даже сухое 
трение (периоды пуска машин). Поэтому необходимо изучать оба вида 
трения.

По видам относительного движения различают: трение скольже
ния и трение качения (сопротивление перекатыванию).

При трении скольжения одни и те же площадки соприкасающихся 
поверхностей одного тела соприкасаются с. различными площадками 
другого тела. При трении качения различные площадки соприкасаю
щихся поверхностей одного тела последо
вательно совпадают с соответствующими 
площадками другого тела.

§ 60. Трение скольжения несмазанных 
тел

Р ис. 40D. К исследованию  вопроса 
о трении н а  наклонной плоскости .

1°. Рассмотрим основные закономерно
сти, характеризующие явление трения сколь
жения несмазанных тел. Пусть тело, сила 
тяжести которого равна О, находится на
наклонной плоскости (рис. 409), имеющей угол наклона а к гори
зонту. Если обозначить нормальную реакцию наклонной плоскости 
через N, а силу, возникающую вследствие трения и направленную 
параллельно плоскости, через F 0, то для равновесия тела (влиянием 
опрокидывающего момента пренебрегаем) необходимо, чтобы удов
летворялись равенства

/ ' ( ^ G s i n a ,  N = Q c o s a .



Из этих равенств следует:

N
§  =  tg« . (14.1)

Наблюдения показывают, что равновесие возможно, пока угол а 
не превышает некоторого предельного значения ср0 и пока имеет 
место неравенство

tga=sStg<p0.

Если обозначить tg ®0 через / 0, то можно написать: tg  a / 0.
Число /о называется коэффициентом трения покоя, а угол 

<р0 — угл о м  трения покоя.
Из равенства (14.1) следует, что величина силы F0 удовлетворяет 

неравенству ( Н 2 )

Трение, имеющее место при относительном покое соприкасающихся 
тел, называется трением покоя  или статическим трением.

Физический смысл неравенства (14.2) можно пояснить следующим 
образом. Если представить себе, что на тело действует сдвигающая 
сила, величина которой постепенно увеличивается от нулевого зна
чения, то эта сила будет вызывать невидимую глазом постепенно 
увеличивающуюся деформацию сдвига трущихся поверхностей. Когда 
величина сдвигающей силы достигнет значения, равного величине / 0А/, 
то в дальнейшем начнется уже видимое движение одного тела отно
сительно другого.

Неравенство (14.2) устанавливает только максимально возможную 
величину силы трения покоя, так как сила трения является слагаю
щей пассивной реакции связи и ее сначала неизвестное направление 
определяется в дальнейшем только активными силами. Из этого нера
венства также следует, что сила трения покоя имеет всегда такую 
величину, которая необходима для предотвращения скольжения тел 
одного относительно другого, но не может превзойти некоторого 
предельного значения. Если бы трение отсутствовало, то равновесие 
было бы возможно при вполне определенных значениях сил или 
координат, определяющих положение тела. При трении имеется целая 
область положений равновесия и бесконечное множество значений 
активных сил, при которых имеет место равновесие.

2°. Если соприкасающиеся тела находятся в относительном дви
жении, то имеет место не трение покоя, а трение движения, или 
кинетическое трепне.

В отличие от силы трения покоя сила трения движения произ
водит определенную работу.

Вопросы теории сухого трения скольжения начали разрабатывать
ся уже давно. Вопросами трения занимался Леонардо да Винчи. 
Позднее ряд вопросов сухого трения разрешил Л. Эйлер. В конце 
XVII века французским ученым Кулоном было опубликовано сочине
ние, в котором он на основе собственных наблюдений и исследова



ний других ученых (главным образом Амонтона) сформулировал сле
дующие- основные положения:

а) сила трения скольжения пропорциональна нормальному дав
лению,

б) трение зависит от материалов и состояния трущихся поверх
ностей,

в) трение почти не зависит от величины относительной скорости 
трущихся тел,

г) трение не зависит от величины поверхностей соприкасания тру
щихся тел,

д) трение покоя больше трения движения,
е) трение возрастает с увеличением времени предварительного 

контакта соприкасающихся поверхностей.
Анализ положений, выдвинутых Амонтоном и Кулоном, сделанный 

последующими исследователями, показал, что эти положения могут 
считаться правильными только в применении к определенным тру
щимся материалам и только в некоторых пределах изменения ско
ростей и нагрузок. Так, например, на основе ряда экспериментов 
было установлено, что зависимость силы трения от нормального дав
ления выражается следующим равенством:

F =  A +  f eN. (14.3)

В этом равенстве F есть сила трения, f c — коэффициент трения 
движения, принимаемый для рассматриваемых тел постоянным, N  — 
нормальное давление и А — некоторая постоянная трения, не зависящая

г  о * S) г  ф

\ .

я N
\ —  , у /  N

Р и с . 410. К исследованию  вопроса о трении : а)  гр аф и к  линейной 
зави сим ости  силы сухого трения от  норм альной  силы; б)  гр аф и к  
ги п ербол и ческой  зависим ости к оэф ф и ц и ен та трен и я  от  норм аль
ной силы; в) гр аф и к  зависим ости , силы  трения от норм альной 

силы , прим еняем ы й в  расчетн ой  п рак ти к е .

от давления, а зависящая от способности соприкасающихся по
верхностей к предварительной сцепленности. Таким образом, хотя 
зависимость силы трения от нормального давления линейная, но закон 
изменения силы трения в функции нормального давления выражается 
в виде прямой, не проходящей через начало координат (рис. 410, а) .  
Постоянная величина А характеризует как бы «цепкость» соприкасаю
щихся поверхностей и показывает необходимость приложения некото
рой дополнительной силы для преодоления предварительной сцеплеп- 
ности соприкасающихся поверхностей.



Разделив обе части равенства (14.3) на величину N, получим:

£ = £ + / ,  <1 4 4 >

Если принять согласно положению Амонтона — Кулона, что вели
чина силы трения F  прямо пропорциональна величине нормального дав
ления, т. е. р

F =  f N  или f = j f .

то равенство (14.4) можно будет переписать так:

f = j f + f r  0 4 . 5 )

Графическое изображение зависимости, выраженной соотношением
(14.5), показано на рис. 410, б. График представляет собой гипербо
лу. Таким образом, коэффициент трения, вообще говоря, зависит от 
нормального давления.

В большинстве технических расчетов обычно пользуются уравне
нием Амонтона — Кулона в простейшей его форме, пренебрегая цеп
костью поверхности, и считают

F =  fN ,  (14.6)

где / — некоторое среднее значение коэффициента трения, определя
емого из опыта и принимаемого постоянным. Графическое изображе
ние соотношения (14.6) дано на рис. 410, в.

Опыты показали, что коэффициент трения /  для большинства ма
териалов убывает с увеличением относительной скорости, достигая при 
значительных скоростях некоторого постоянного значения. В отдель
ных случаях, как, например, при трении кожи о сталь и чугун, коэф
фициент трения возрастает с увеличением скорости.

Опыты также показывают, что коэффициент трения /  изменяется 
при увеличении нагрузки на единицу площади соприкасания. Зависи
мость силы трения от относительной скорости и удельного давления 
легко объясняется тем, что величины и характер деформаций отдель
ных выступов соприкасающихся поверхностей являются различными 
в зависимости от относительной скорости и удельного давления.

3°. Опытное определение силы трения движения F и силы тре
ния покоя F0 может быть сделано, если приложить к телу движущую 
силу, параллельную плоскости соприкасания. Тело, как указывалось 
выше, выходит из состояния покоя, когда величина этой движущей 
силы достигает значения

P 0 =  F0= f 0N.

Чтобы тело продолжало двигаться с постоянной скоростью, необ
ходимо приложить к нему движущую силу, несколько меньшую силы Р 0 
и равную по величине



Значение коэффициентов трения /  и / 0 для наиболее употреби
тельных сочетаний материалов соприкасающихся пар приводится во 
всех инженерных справочниках.

Рассмотрим, далее, вопрос о направлении сил трения для некото
рых случаев движения соприкасающихся тел.

Пусть тело А движется со скоростью v A относительно неподвиж
ного тела В  (рис. 411). Сила трения FA, приложенная к телу А, имеет 
направление, противоположное скорости v A. Если 
необходимо определить, в каком направлении дей
ствует сила Ғв, приложенная к телу В, то надо 
рассмотреть движение тела В  относительно тела 
А. Для этого сообщаем сбоим телам скорость — v A, 
противоположную скорости v A. В этом случае 
тело А станет неподвижным, а тело В  начнет дви
гаться ОТНОСИТеЛЬНО А СО СКОРОСТЬЮ —  V A, И Сле- Рис. 411. К ьопросу о

F -r связи между иалравле-в  будет  направлена в НИМИ СИЛЬ/  трсж1Я и 
сторону, противоположную скорости — <0 А. Силы дв^же»ияЬН01тСК°щпхся 
FA и Fs  равны между собой по величине и имеют те.1.
противоположные направления. Таким образом, 
сила трения всегда имеет направление, противоположное отно
сительной. скорости движения.

Когда относительная скорость движения равна нулю, сила трения 
движения отсутствует, но тогда может появиться в зависимости от 
действующих сил сила статического трения.

4°. Основные положения о силах сухого трения в уточненной 
форме могут быть сформулированы так:

а) коэффициент трения можно считать постоянным и силы тре
ния прямо пропорциональными нормальным давлениям только в опре
деленном диапазоне скоростей и нагрузок;

б) силы трения всегда направлены в сторону, противоположную 
относительным скоростям;

в) трение покоя в начальный момент движения в большинстве 
случаев несколько больше трения движения;

г) с увеличением скорости движения сила трения в большинстве 
случаев уменьшается, приближаясь к некоторому постоянному значению;

д) с возрастанием удельного давления сила трения в большин
стве случаев увеличивается;

е) с увеличением времени предварительного контакта сила тре
ния возрастает.

§  61. Трение в поступательной кинематической паре

1°. Пусть ползун А  нагружен некоторой силой Р  (рис. 412), пред
ставляющей собой результирующую всех действующих на ползун сил, 
и пусть коэффициенты трения покоя и движения соответственно равны 
/о  и / .  Рассмотрим, при каких условиях ползун А начнет двигаться



по неподвижной направляющей В. Для этого перенесем точку при
ложения силы Р  в точку О и разложим эту силу на составляющие Р

и Р", из которых первая параллельна по
верхности соприкасания, а вторая к ней 
перпендикулярна. Если обозначить угол, 
образуемый силой Р  с нормалью п — п, 
через ср0, то величины составляющих Р  
и Р" будут соответственно равны

P ' =  Ps i n c p 0 и р" =  р с os <р0.

Под действием силы Р ’ поверхности 
соприкасания сб'лижаются друг с другом,

• а под влиянием силы Р  ползун А стре
мится сдвинуться относительно направляю

щей В. Величина силы трения покоя F0 по закону Амонтона — 
Кулона равна

Ғ 0 =  Р У 0 =  Р  cos ?о/о-

Ползун сдвинется с места в тот момент, когда величина силы Р  
достигнет значения F0 и будет иметь место равенство

P  =  FV

Подставив вместо Р' и F0 их значения, можно написать:

P s in  ср0 =  Р  cos

Рис. 412. «К вопросу  о трении  а 
поступательной паре .

отсюда

/о  =
sin ш0

COS <?о
=  tgc

Из этой формулы следует, что ползун А выходит из состояния 
покоя, когда тангенс угла ср0 становится равным коэффициенту тре
ния покоя / 0.

Угол <р0, как было указано выше, называется у гл о м  трения покоя.
Величина силы трения движения F  меньше величины силы трения 

покоя F0. Следовательно, и у го л  трения движения <? меньше угла 
трения покоя »0, т. е.

Ч’ О о -

Угол ср может быть определен из равенства

/= tg < p .

2°. Углы трения покоя и движения позволяют в очень простой 
геометрической форме представить взаимодействие сил, приложенных 
к ползуну, перемещающемуся с трением по направляющей. Рассмот
рим условия равновесия ползуна 1, движущегося с трением по напраи-



лягощей 2  (рис. 413) с постоянной скоростью *». На ползун действу
ют силы Т  и Q. Сила Т  параллельна оси направляющей 2  и стре
мится перемещать ползун 1 вдоль оси 
направляющей 2. Сила Q, перпендику
лярная к оси направляющей, прижимает 
ползун 1 к направляющей 2.

Воздействие направляющей 2  на 
ползун 1 сводится к действию на него 
нормальной реакции N  и силы трения F.
Пусть задан угол трения ср, тогда 
величина силы трения F будет равна

F = N f .  (14.7)

Сложением сил F  и N  находим 
результирующую силу R, представля
ющую собой полную реакцию звена 2  на звено 1, равную по ве
личине

Я  =  У Л /1 4 - Я  =  У  АЛ -(- Л/5 tg 2 со =

о т к Уд а  R  cos«p  =  M

Из этого равенства следует, что полная реакция R отклонена от 
нормали п — и на угол трения ср.

Таким образом, для учета сил трения в поступательной паре 
надо отклонить реакцию R от направления нормали п — я на угол тре
ния ср в сторону, обратную скорости р  
движения ползуна относительно неподвиж
ной направляющей.

Отложим от нормали п — п (рис. 414) 
углы ср0 и ср трения покоя и движения.
Если тело находится в покое, то направле
ние реакции R всегда располагается 
внутри угла, равного 2ср0 — большего 
угла 2ср.

3°. Покажем теперь, что если резуль
тирующая внешняя сила Р, действующая 
на ползун 1, приложена под углом а к  нормали п — п, меньшим 
угла трения покоя ср0, то неподвижный ползун 1 не может быть 
приведен в движение (рис. 415). Разложим силу Р  на две силы: 
силу Р  и силу Р", равные

Р' =  Р  sin а и Р “ =  Р  cos а.

Величина силы трения покоя Ғй равна

Р и с . 413. К опред ел ен и ю  рав н о д ей 
ствую щ ей  р еа к ц и и  труш и хся  п оверх 
н остей  во в р ем я  дви ж ен и я одного те л а  

п о  другом у.



Подставив в это равенство значение Р  =  получим:

Так как по условию <р0^><*, то

откуда
Р ' < Ғ 0,

т. е. сила Р', стремящаяся сдвинуть ползун 1 по направляющей 2, 
меньше силы трения покоя Ғ 0. Таким образом, если а<^<р0, то непод
вижный ползун продолжает оставаться в покое вне зависимости от 
величины силы Р . Ползун 1 начнет перемещаться, если а ^ с р 0. Отло-

2ср0 будет ограничивать некоторую область равновесия тела. Любая 
сила, приложенная в этой области под углом а<^<р0, не сможет вы
вести ползун из состояния покоя.

Если давать силе Р  различные направления в пространстве, то 
область равновесия будет ограничена конусом трения покоя, кото
рый может быть образован вращением угла трения ср0 вокруг нор
мали п — п к  соприкасающимся поверхностям (рис. 416).

Из аналогичных рассуждений можно установить, что если тело 
находится в движении, то направление приложенной к ползуну силы 
должно проходить по стороне угла или вне угла, равного 2<р, или 
по образующей, или вне конуса, раствор которого равен также 2а.

4°. Перейдем к рассмотрению возможных случаев движения пол
зуна в неподвижных направляющих. На рис. 417 показан кривошипно- 
ползунный механизм с симметричным относительно точки С ползу
ном 4, двигающимся в неподвижных направляющих 1. К ведущему 
кривошипу 2  приложен движущий момент УИД, а к ведомому ползу
ну 4 сила Г  — результирующая силы сопротивления веса и силы

жим угол ср0 вправо и влево от нор
мали п — п (рис. 415). Тогда угол

П

Рис. 415. К определению  возм ож 
ности движ ения ползуна по на

правляю щ ей .

Р ис. 416« Конус тр ен и я  покоя.



Р ис. 417. Р асп р е д е 
ление сил в кри во- 

ш ипно-ползунном  
м ехан изм е.

Р ис. 4 1Я. Р асп р ед ел е
ние сил в кулачковом  

м еханизм е.

инерции ползуна. Если пренебречь весом и силами инерции шатуна 3, 
то ползун 4 будет находиться под действием движущей силы Р, 
направленной вдоль оси ВС  ша
туна 3  и равной

р __ М ?
Л ’

силы Т, реакции N  со стороны 
направляющей 1 и силы трения F,
(рис. 417). Величина силы трения 
F, если принебречь размерами а 
и b ползуна и считать, что пол
зун всей поверхностью прижи
мается к одной из сторон на
правляющих, будет равна

F = f N = f P  sin а, (14.8)

где N  — реакция направляющей 1, 
проходящая через точку С.

Аналогичную схему нагрузки 
имеем в кулачковом механизме
(рис. 418), в котором к ползуну 3  приложены движущая сила Р, на
правленная по нормали п — п, сила Т, нормальные реакции N  направ
ляющих и силы трения F. Силы N  и F  на рис. 418 не показаны.

Если опорные поверхности направляющих /  (рис. 418) считать 
упругими, то давление на эти поверхности будет распределяться 
по сложному закону, определяемому внешними на
грузками и упругими свойствами ползуна и поверх
ностей направляющих. Точное решение 
такой задачи представляет значитель
ные трудности, а потому примем неко
торые упрощающие предложения. Так 
как между ползуном и направляющими 
всегда имеется производственный зазор, 
то под действием приложенных к пол
зуну сил он может или прижиматься 
к левой AD, или к правой ЕВ  поверх
ности направляющих, или перекаши
ваться так, как это схематично пока
зано на рис. 419. В первом случае сила 
трения может быть определена по фор
муле (14.8). Во втором случае реакции опор надо считать приложенными 
в точках А и В  или D  и Е  (рис. 419).

На рис. 420 показана расчетная схема действия сил в случае пере
коса ползуна и учета его размеров. Движущаяся сила Р  приложена 
к ползуну в точке С под углом а к  оси Су  движения ползуна. Сила

Р и с . 419. Явле
ние п ер е к о са  
п о л зу н а  в на

п р ав л яю щ и х .

Р и с . 420. Расчетная 
схем а действия сил 
в сл учае  перекоса  
п о л зун а  в нап рав

ляю щ их.



сопротивления действует по той же оси Су ползуна. В точках А 
и fi к ползуну приложены реакции Ni  и и силы трения Ғ  ̂ и Ғ .̂ 
Угол наклона реакции Ni равен 0°, реакции равен 180°, сила Р  
наклонена к оси С х  под углом а, силы трения Fx и Ғ  ̂ наклонены к той же 
оси под углом 270°, сила Т  наклонена также под углом 270°. Для 
решения задачи силового анализа сила Т  должна быть задана, опре
делению подлежит необходимая для движения сила Р. Известно, что 
силы трения Fv и Ft соответственно равны

Составляем уравнения проекций сил на оси координат и уравне
ние моментов всех сил относительно точки С:

Подставляя выражения для и 7VS в третье уравнение системы 
(14.9) и решая полученное после этого равенство относительно Р, 
окончательно имеем:

Соотношение (14.12) устанавливает зависимость движущей силы Р  
от силы сопротивления Т, приложенной к ползуну.

В практических расчетах можно в соотношении (14.12) пренеб
речь членом / ( а / / ) ,  потому что он весьма мал по сравнению с чле
ном 2kfl, входящим в соотношение (14.12). Например, если принять 
коэффициент /  =  0,1, то при размерах, показанных на рис. 420, ве
личина / ( а / / )  приблизительно в 40 раз меньше величины 2kjl. Сле
довательно, можно практически пользоваться соотношением

Ft = / М  и F 2 — f N t.

N\ — N i - \ - P  cos a =  0,' 
P  sin a — /V i  — f N i  — T —  0,

-  N ik  +  N , ( / +  k) —[-/TV] f  — //Vs y  =  °-

(14.9)

Выразим реакции Ni и А/а в функциях Р  и Т:

Р  sin а — f P  cos a — Т
W  ’

Р  sin a -|- f P  cos i  — T
V

(14.11)

(14.10)

(14.12)

P T (14.13)
sin a -(- /  COS a

Формула (14.13) показывает, что для уменьшения движущей силы 
Р  при одной и гой же силе Т  сопротивления надо стремиться к то
му, чтобы сила Р  как можно меньше отклонялась от направления Су.



5°. В некоторых случаях поверхность соприкасания ползуна и 
направляющей в поперечном сечении имеет вид симметричного дву
гранного угла или желоба (рис.421). Такой ползун называется клин
чатым. К ползуну 1 приложена движущая 
сила Р, параллельная оси желоба, сила 
Q, перпендикулярная к этой оси, нормаль
ные реакции Ni и перпендикулярные 
к граням желоба, и две равные силы тре- 1 
ния F i  и Ғц. Сила трения Ғ ,  равная 
F == Fj —|— Ғ2, определяется по формуле

Ғ  =  ( М Ч - М ) / = 2 - % / .  (14.14) 

так как ЛГ2 =  М- Далее, имеем:
t y + W 3 +  Q =  0. (14.15)

д / р

в '
а

Р ис. 421. Н ап р ав л яю щ ая  поступа
тельн ой  пары  в виде ж ел о б а : 

а)  схем а; б )  тр е у го л ь н и к  сил.

Строим треугольник сил (рис. 421,6) 
согласно уравнению (14.15). Из этого треугольника получаем:

2 N i =  - Я - .sin а

Тогда формула (14.4) будет иметь вид

или 

I де

f = q -A-sina

F — f'Q, 

f '  =  J r z -

(14.16)

(14.17)

Из формулы (14.17) видно, что величина / ' ,  условно называемая 
коэффициентом трения клинового ползуна, больше коэффициента 
трения плоского ползуна в направляющих.

В некоторых случаях находят приме
нение круглые ползуны, движущиеся в 
желобе, имеющем форму круглого ци
линдра (рис. 422). Для таких ползунов 
рекомендуется определять силу трения F  
по формуле p = f Q

где / = 1 , 2 7 / .
6°. Мы рассмотрели вопрос об опре

делении сил трения при движении пол
зуна по неподвижным направляющим. В случае движения ползуна 
по подвижным направляющим, как это имеет место, например, 
в кулисном механизме (рис. 423), метод определения величины силы 
трения такой же, как и для движения ползуна по неподвижным

10 И. И. Артоболевский

Р ис. 422. Н ап р ав л яю щ ая  поступа
тельной пары  в  виде круглого  ци

линдра.



Р ис. 42-3. С хем а ку
лисного механизма.

направляющим, но для определения направления силы трения надо 
пользоваться правилом, изложенным в § 60,3°, и направлять силу тре

ния в сторону, обратную относительной скорости 
движения ползуна по подвижной направляющей.

На рис. 423 ползун 3 скользит в направляю
щих звена 4. Из треугольника скоростей, построен
ного на схеме, видно направление относительной 
скорости фотн. Сила трения F, приложенная к ползуну 
3, по направлению противоположна вектору Фотн.

§  62. Трение в винтовой кинематической паре

1°. При рассмотрении тренья в винтовой кинема
тической паре обычно делают целый ряд допущений. 
Во-первых, так как закон распределения давлений по 
винтовой резьбе неизвестен, то условно считают, что 
давлениё гайки на винт или, наоборот, винта на 
гайку приложено по средней линии резьбы. Средняя 

линия резьбы расположена на расстоянии г от оси винта (рис. 424). 
Во-вторых, предполагается, что действие сил в винтовой паре может 
быть сведено к действию сил на ползун, находящийся на наклонной 

плоскости. Развертывая среднюю линию винто
вой резьбы на плоскость, сводят пространствен
ную задачу к плоской, для чего поступают сле
дующим образом.

Пусть на гайку А действует некоторая осе
вая сила Р 0 и некоторая пара сил в плоскости, 
перпендикулярной к оси винта (рис. 424). Мо
мент М  этой пары мы можем представить в 
виде момента силы Р к, приложенной на рас
стоянии г' от оси z — z.

Чтобы гайка двигалась равномерно вдоль 
оси z  — z  в направлении, противоположном на
правлению силы /*0, необходимо, чтобы мо
мент М  равнялся моменту силы Р  относительно 

р той же оси z  — z.
Имеем:

Р кт' =  Рг.
Рис. 42-1, П ространствен -
пав схема виптовои пары . ц  этом 'равенстве Р  есть сила, необходимая

для равномерного перемещения тела А (гайки) 
по наклонной плоскости В  (рис. 425, а), угол подъема р которой 
равняется углу подъема винтовой резьбы (рис. 424). Строим план сил 
согласно уравнению равновесия сил, действующих на гайку А. Имеем:

Р й - у р  +  Я - \ - Ғ  =  0.



Из плана сил (рис. 425, б) следует, что величина силы Р  раина

Р =  Р0 tgff-f ?)■

Р кг' =  Р йг tg (Р - h  с?)

Ри =  Р йу  tg  0  +  ?). (14.18)

Следовательно,

ИЛИ

Равенство (14.18) связывает величину осевой силы Р 0, приложен
ной к гайке А, с параметрами винтовой пары и углом трения ср. В

п '

Р и с . 425. К силовом у расч ету  винтовой пары : а)  расп ред ел ен и е  сил; 
6)  план сил.

случае движения гайки по направлению, совпадающему с направлением 
силы Р а, формула (14.18) принимает следующий вид:

P u= p A  t g O - c p ) . (14 .19)

При р < с р  двухзвенный механизм, состоящий из ^винта и гайки, 
является самотормозящимся.

Из плана сил (рис. 425, б) имеем, что сила трения F  равна

Так как реакция R  равна R

F =  R  sin ср.

Р
sin Q  +  <р)

ние R  в равенство (14.20), получаем:

(14.20)

, то, подставляя это значе-

Р ___ р  s in  9
sin (? +  cp) P  -r- f

sin Э +  cos Э tg <f s in f l+ /c o s f t

так как коэффициент трения / =  tg  <р.
2°. Выведенными соотношениями можно пользоваться при определе

нии сил трения в винтовых парах с прямоугольной резьбой. При 
1 0 *



треугольной резьбе (рис. 426) весьма приближенно считают, что движе
ние гайки аналогично движению клинового ползуна по желобу, у ко
торого угол между вертикалью и стенками желоба равен 90° — а, где 

я — угол подъема резьбы. Тогда коэффициент 
трения / '  выразится [см. формулу (14.17)]

г = -
f f

sin (90° —  а)

Следовательно,
t g ?
cos aР и с . 426. В интовая п ар а  

с тр е угол ьн ой  р езьб о й .

Формула для определения силы трения F 
в винтовой паре с треугольной резьбой имеет следующий вид:

F =  Р —г / '
sin р +  / '  cos [ (14.22)

Так как коэффициент трения / '  больше коэффициента трения / ,  то 
трение в винтовой паре с треугольной резьбой больше, чем, в винто
вой паре с резьбой прямоугольной.

§  63. Трение во вращательной кинематической паре

1°. При рассмотрении явления сухого трения во вращательной 
кинематической паре пользуются различными гипотезами о законах 
распределения нагрузки на поверхностях элементов этой пары. С 
помощью этих гипотез могут быть выведены соответствующие формулы 

для определения сил трения и мощности, за
трачиваемой на преодоление этих сил. Такие 
гипотезы были предложены некоторыми учены
ми (Рейе, Вейсбах и др.). Недостатком всех 
этих гипотез, так же как это имело место и 
для винтовой пары, является отсутствие доста
точного экспериментального материала по во
просам распределения давлений во вращатель
ных парах, работающих без смазки. Поэтому 
мы не будем останавливаться на всех различ
ных формулах определения сил трения во вра

щательных парах, ограничившись выводом простейших из них, сделан
ным на основе элементарнейших предположений, схематизирующих 
явление.

2°. Начнем с простейшего предположения, что вал 1, располага
ющийся в подшипнике 2, находится под действием радиальной силы 
Q и внешнего момента М  и вращается с постоянной угловой скоро
стью (о (рис. 427). Между валом 1 и подшипником 2  имеется ради
альный зазор. Тогда при вращении вала в направлении, указанном

Р ис. 427, В ал в п о д т и п -  
пике.



стрелкой, при наличии трения между валом и подшипником, его цап
фа будет как бы «взбегать» на подшипник. Предположим, что вслед
ствие «взбегания» цапфы на подшипник соприкасание элементов ки
нематической пары оказывается в точке А, где реакция R  параллель
на силе Q. На основании ранее установленных положений полная ре
акция R  должна быть отклонена от нормали на угол трения ср, и величина 
силы трения F получается равной

F =  f N = f R  cos tp =  f Q  cos cp, (14.23)

так как при равновесии цапфы R =  Q.
Момент М, приложенный к цапфе, уравновешивается моментом 

трения УИтр, равным
М тр =  Fr = f Q r  cos сp =  Q r sin  cp =  £p, (14.24)

где p =  r  sin cp.
Если из центра вала О описать радиусом р окружность (рис. 428), 

то полная реакция R  будет направлена по касательной к  этой 
окружности. Круг радиуса р по аналогии с уг
лом и конусом трения называется кругом  
трения.

Так как углы трения малы, то можно счи
тать sin ср tg  ср. Вследствие этого радиус р 
круга трения будет приближенно равен р г/.
Момент трения М гр во вращательной паре 
обычно определяется по формуле

Мтр =  Qr  / ' ,  (14.25) Рис- m  Круг треш,я-

где г есть радиус цилиндрического элемента п а р ы ,/ ' — коэффициент 
трения во вращательной паре и Q — результирующая нагрузка па 
цапфу.

Коэффициент трения / '  обыкновенно определяется эксперимен
тально для различных условий работы вращательных пар и изменя
ется в значительных пределах в зависимости от материалов и состоя
ния трущихся поверхностей, от условий их работы и т. п. Для непри- 
работавшихся цапф при сухом трении обычно f  принимают равным

/ '  =  у / ,  а для приработавшихся / '  =  у / ,  где /  есть коэффициент

трения плоских соприкасающихся поверхностей из того же мате
риала.

3°. В некоторых случаях вращательные пары выполняют в виде 
пяты А  и подпятника В  (рис. 429), нагруженных осевой силой Р. 
В этом случае на поверхности соприкасания пяты и подпятника воз
никает сила трения верчения, подчиняющаяся закону Амонтона—Ку
лона. На рис. 429 показана кольцевая пята, имеющая в качестве 
опорной поверхности кольцо шириной а, равной а =  л2 — r t. Если 
принять распределение давления равномерным по всей ширине



кольца, то величина удельного давления р  на единицу опорной пло
щади будет равна

т ^ п г  <1426>

Выделим на пяте кольцо радиуса г, ширина которого равна бесконечно
в

Р ис. 429. П ята  с подпятником .

малой величине dr. Элементарный момент трения d M rp на этой пло-
щади равен

dM ip =  dFipr. (14.27)

Элементарная сила трения dFrp равна

dF1 р = f d M = f p  2ur dr. (14.28)
Следовательно,

dM Tp =  f p  2г.гг dr. (14.29)

Интегрируя равенство (14.30) в пределах от до г4, получаем:
Го

М тр =  2т-fp  ̂ гЫ г  =  (rl — rl)  (14.30)
ГI

или с учетом равенства (14.26)

м тр =  (14.31)

Если пята не кольцевая, а сплошная, то г 1 =  0 и г.2 =  г. Равенство 
(14.31) тогда принимает вид

M 7p =  ^ P f r .  (14.32)

§  64. Трение скольжения смазанных тел

1°. Выше были рассмотрены основные вопросы теории сухо'го 
трения в кинематических парах. В настоящем параграфе изложим не
которые основные сведения по теории жидкостного трения. Как ука
зывалось выше, при жидкостном трении непосредственное соприка



сание между двумя поверхностями, движущимися друг относительно 
друга, отсутствует, ибо между этими поверхностями имеется проме
жуточный смазочный слой жидкости. При относительном движении 
поверхностей наблюдается сдвиг отдельных слоев жидкости друг 
относительно друга. Таким образом, трение в жидкостном слое сво
дится к вязкому сдвигу.

Для удобства технических расчетов при изучении жидкостного 
трения вводят понятие коэффициента трения, но, d отличие от коэф
фициента сухого трения, коэффициент жидкостного трения /  за
висит от скорости v  движения слоев смазки друг относительно дру
га, от нагрузки р  и от коэффициента вязкости tj, т. е.

f=f(v>P> fi)-
Коэффициент вязкости т] называется динамическим коэффициентом

* б я з к о с т и  и имеет размерность н -с е к 3/м.
Исследуя плоскопараллельное движение вязкой жидкости, Ньютон 

нашел опытным путем, что величина силы Т, необходимой для пере
мещения одного слоя жидкости параллельно другому, равна

T = F^ >  <14-33> 

где Т  есть сила вязкого сдвига, Ғ  — площадь поверхности скольже
ния, т] — динамический коэффициент вязкости, dvjdy  — изменение ско
рости по высоте слоя (градиент скорости). Сила вязкого сдвига на 
единицу поверхности, или напряжение сдвига, равняется

' = т = ^ -  ( 14-34>
2°. Основоположник теории трения смазанных тел Н. П. Петров 

в 1883 году в работе «Трение в машинах и влияние на него смазы
вающей жидкости» сформулировал основные требования, необходи
мые для жидкостного трения. Эти требования следующие:

а) смазочная жидкость, заполняющая зазор между скользящими 
поверхностями, должна удерживаться в зазоре;

б) в слое смазки при относительном скольжении смазываемых 
поверхностей должно возникать и поддерживаться внутреннее давле
ние, уравновешивающее внешнюю нагрузку, прижимающую скользя
щие поверхности одну к другой;

в) смазочная жидкость должна полностью разделять скользящие 
поверхности;

г) слой жидкости, находящейся между скользящими поверхностя
ми, должен иметь толщину не менее минимального предела, опреде
ляемого наиболее выступающими частями шероховатостей трущихся 
поверхностей.

Для выполнения первого требования необходимо, чтобы при сма
чивании смазочной жидкостью твердых тел силы сцепления между



поверхностями твердых тел и прилегающим слоем жидкости были 
больше сил сцепления между частицами смазочной жидкости. Тогда 
при относительном движении смоченных твердых поверхностей воз
никает относительное скольжение слоев смазочной жидкости и не 
наблюдается скольжения жидкости относительно твердых тел.

Для удовлетворения второго требования необходимо, чтобы меж
ду скользящими поверхностями непрерывно нагнеталась смазочная

жидкость и между этими поверхностями 
был бы обеспечен клиновидный зазор. В при
менении к цапфе, лежащей в подшипнике 
(рис. 430), это достигается тем, что радиусы 

_  /^-подшипника и г-цапфы не равны между 
собой. Благодаря этому между цапфой и 
подшипником создается клиновидный зазор 
а — а, в который при вращении цапфы 
нагнетается смазочная жидкость. При этом

Р ис. 430. К линовидны й за зор  В С М Э 30Ч Н 0М  СЛОе В03НИКЭЮТ СИЛЫ, УРаВНО- 
меж ду цапф ой и подш ипником , вешивающие внешнюю нагрузку на цапфу,

и цапфа как бы «всплывает» на слое сма
зочной жидкости. При этом при повышении угловой скорости цен
тральная ось цапфы стремится совпасть с центральной осью подшип
ника.

Третье и четвертое требования сводятся к обеспечению такой 
обработки поверхности цапфы и подшипника, при которой умень
шились бы возможные неровности и шероховатости на их поверх
ностях; кроме того, необходимо стремиться к возможно меньшим 
деформациям цапфы и производить возможно более тщательную 
очистку смазочной жидкости от посторонних твердых примесей.

Расчет кинематических пар при жидкостном трении подробно из
лагается в курсе деталей машин и в специальных курсах при изло
жении вопросов расчета и конструирования подшипников и направ
ляющих.

§ 65. Трение качения и трение скольжения 
в высших парах

1°. При рассмотрении относительного движения элементов звень
ев, входящих в высшие пары, мы встречаемся не только со сколь
жением одного элемента относительно другого, но и с качением эле
ментов друг по другу. В том случае, когда элементы звеньев явля
ются центроидами, имеет место чистое качение элементов без сколь
жения; в том же случае, когда элементы являются взаимоогибаемымп 
кривыми, имеет место качение и скольжение.

Пусть элементы А и В  (рис. 431) высшей кинематической пары 
представляют собой две взаимоогибаемые кривые. Мгновенным центром 
вращения в относительном движении является точка Р й. Как было



показано в § 28, 3°, скорость скольжения i»2i профиля звена 2 по 
профилю звена 1 равна

« „  =  |2 | (Р0С),

где 2  — мгновенная угловая скорость в относительном движении, абсо
лютная величина которой равна

I £ 2 1 =  | | - f -  I I -

Так же как и в ранее рассмотренных задачах, полная реакция R 
второго звена на первое приложена в точке соприкасания С  звеньез 
и отклонена от направления общей нормали 
на угол трения ср в сторону, противополож
ную вектору относительной скорости сколь
жения г>21. Величина силы трения F, приложен
ной к звену 1, определяется по формуле

F =  fN,

где / — коэффициент трения скольжения.
Сопротивление, возникающее при пере

катывании элементов пар друг по другу 
с угловой скоростью 2 , может быть учтено 
введением момента трения качения М тр_ к- 
которого противоположно угловой скорости 2 .

2°. Рассмотрим вопрос о том, как определяется момент трения 
качения Л1тр к Физические явления, вызывающие трение качения, и зу 
чены мало, ч технических расчетах пользуются в основном данными, 
полученными при экспериментах, проводимых над различными конкрет
ными объектами: катками, колесами, роликами и шариками в подшип
никах и т. д. Опыт показывает, что сойротивле- 
пие перекатыванию зависит от упругих свойств 
материалов, соприкасающихся тел, кривизны сопри
касающихся поверхностей и величины прижимаю
щей силы. На преодоление сопротивлений при пере
катывании тел тратится работа. Работа эта расхо
дуется на деформацию поверхностей соприкасания.
Пусть, например, имеется неподвижный цилиндр, 
лежащий на плоскости (рис. 432) и нагруженный 
некоторой силой Q.

В зоне соприкасания цилиндра и плоскости воз
никает местная деформация контактного сжатия 
на площадке шириной Ь. Согласно положениям теории упругости 
напряжения приближенно могут быть приняты распределенными по эл
липтическому закону. При этом кривая распределения напряжений сим
метрична и, следовательно, направление равнодействующей N  этих 
напряжений совпадает с направлением силы Q.

Р и с . 431. К трен и ю  в вы сш ей 
п ар е  с в заи м оогнбаем ы м и кр и 

выми.

(рис. 431), направление

Р ис. 432. Э пю ра нап ря
ж ени й контактного 
сж атия па д еф орм иро
ванной площ адке ци» 

линдра.



Начнем перекатывать цилиндр (рис. 433). Тогда участок ас пло
щадки контактного сжатия будет находиться в зоне нарастающих 
деформаций, а участок ае — в зоне исчезающих деформаций. Из-за 

внутреннего трения в материале имеет место 
несовпадение кривых нагрузки и разгрузки мате
риала (явление упругого последействия или 
гистерезиса). Поэтому кривая напряжений в об
ласти нарастающих деформаций выше кривой 
в области исчезающих деформаций. Следова
тельно, распределение напряжений по пло
щадке Ъ оказывается несимметричным с макси
мумом, сдвинутым в сторону движения. Равно
действующая N  напряжений смещена вправо от 
точки а на величину А. Величину k  называют 
плечом силы трения качения. При качении 

необходимо преодолеть некоторый момент М тр. к.. называемый момен
том трения качения, величина которого равна

M Tp . K. =  Qk. (14.35)

Здесь коэффициентом пропорциональности является плечо трения каче
ния k, которое называется также коэффицентом трения качения.

3°. Из формулы (14.35) следует, что коэффициент трения качения 
имеет размерность длины. Пусть под действием внешней силы Р  

(рис. 434), приложенной в точке О, цилиндр А 
равномерно перекатывается без скольжения по 
плоскости В. Равномерное перекатывание цилин
дра происходит под действием пары сил Р  и F0, 
где Ғ0 — сила трения скольжения, приложенная 
в точке С и равная по величине силе Р. Сила Ғ0 
есть сила трения покоя, равная по величине 
F0^ Q f 0, где /о — коэффициент трения покоя, 
как его называют в этих случаях — коэффи
циент сцепления цилиндра с плоскостью. Пара 

сил, под действием которой цилиндр А перекатывается по плоскости, 
имеет момент М  =  Рг,  где г есть радиус цилиндра.

При равномерном качении цилиндра этот момент М  равняется по 
абсолютной величине моменту сопротивления перекатыванию, т. е. 
моменту трения качения:

Рг =  УИтр. к. =  Q/s, (14.36)
откуда

P =  k ^ .  (14.37)

Из равенства (14.37) следует, что величина силы Р  прямо про
порциональна коэффициенту трения качения и обратно пропорцио
нальна радиусу цилиндра.

Р ис. 434. Р асп редел ен и е 
сил. действую щ их на ка

тящ ийся цилиндр.

Р и с. 433. И скаж енная ф о р 
ма эпю ры  н ап ряж ени й  кон
тактн ого  сж ати я , получаю 
щ аяся при  перекаты ван ии  

цилиндра.



Коэффициент трения качения обычно измеряется в миллиметрах 
или сантиметрах. Таблицы этих коэффициентов приводятся в обше- 
пнженерных справочниках.

4°. Под действием силы Р  (рис. 434) при одних условиях цилиндр 
может перекатываться, а при других — скользить. Рассмотрим, прп 
каких условиях наблюдается трение качения и при каких трение 
скольжения. Пусть цилиндр А перемещается равномерно по плоско
сти В  под действием силы Р, приложенной в центре О и параллель
ной плоскости В  (рис. 434). Если нормальное давление в точке С 
соприкасания равно Q, то сопротивление трения скольжения F0 равно

Ғ  о = /oQ >

и следовательно, чтобы цилиндр равномерно скользил по плоскости, 
необходимо, чтобы величина силы Р  была равна

P = f o Q -

Условие равномерного качения определяется равенством

P r  =  kQ.

Чтобы цилиндр только скользил по плоскости, необходимо, чтобы 
кроме условия P —  f^Q удовлетворялось еще условие

Р г  <  kQ,
откуда

Qf<>r<ik Q или /о < у .

Таким образом, чтобы имело место чистое скольжение, необхо
димо, чтобы коэффициент трения скольжения был меньше отноше- 

kния

Чтобы цилиндр только перекатывался  по плоскости, необхо
димо, чтобы кроме условия Р г  =  kQ удовлетворялось еще условие

р < т
откуда

/ о > 4 -

Таким образом, чтобы имело место чистое качение, необходимо, 
чтобы коэффициент трения скольжения был больше отношения kjr.

Если сила Р  приложена не в точке О цилиндра (рис. 434), а 
в какой-либо другой точке, например в точке 0\,  находящейся на 
заданном расстоянии I от плоскости, необходимо во всех выведенных 
соотношениях величину г заменять величиной I. Так как на практике 
работа сопротивлений перекатыванию почти всегда меньше работы 
сопротивлений трению скольжения, то в технике трением качения



широко пользуются, применяя катки, шариковые и роликовые под
шипники и т. д.

5°. Рассмотрим вопрос об определении потерь на трение качения в ша
риковых подшипниках.

На рис. 435 изображена схема шарикового или роликового подшипника. 
Подшипник состоит из наружного кольца /, связанного с корпусом подшип

ника внутреннего кольца II, связанного с ва
лом, и шариков или роликов III. Нагрузка Q 
на подшипник распределяется неравномерно 
по отдельным шарикам или роликам. Наибо
лее нагруженными оказываются те из них, 
которые лежат на линии действия силы Q. 
Если считать, что нагрузку будут восприни
мать только шарики или ролики, располо
женные ниже прямой а — а, то можно сделать 
предположение, что закон распределения реак
ций R n имеет приближенно вид, показанный 
на рис. 435 в виде пунктирной линии. Таким 
образом, нагрузка на шарики убывает по мере 
удаления шариков от линии действия силы Q 
и равна нулю для шариков или роликов, 
центры которых лежат на прямой а — а.

Если принять гипотезу о синусоидальном 
законе распределения давлений и предполо

жить, что нормальная реакция /?„ на шариках или роликах удовлетворяет 
условию

Я п =  (Яп> т иС05а’

где (Я„)т а х — реакция на максимально нагруженный шарик, то сумма всех 
реакций равна

Е/гп я» 1.3Q.

Если использовать уравнение упругости по Герцу, то эта сумма равна:
для шарикового подшипника

а для роликового подшипника 

1,460.
Таким образом, сумма £ / ? л может быть при

нята изменяющейся в зависимости от различных 
гипотез в пределах от 1,3Q до 1,460-

Изложенные рассуждения правильны для не
подвижного подшипника. Если внутреннее коль
цо II  вращается (рис. 435), то закон распределе
ния реакций со стороны внешнего кольца на 
шарики или ролики становится несимметричным 
из-за сопротивления перекатыванию. Но с практи

ческой точки зрения этой асимметрией можно пренебречь, так как искаже
ние закона распределения реакций оказывается весьма незначительным.

6 °. Переходим к определению мощности, затрачиваемой на трение каче
ния в шарикоподшипниках (рис. 436). Мощность затрачиваемая на пере
катывание одного шарика, равна

№  =  N p  4 - N aJ Y T p  л 1 р Т " 1 р |

Р ис. 4-36. Силы, дей ствую щ ие 
ыа ш ари ки  ш ари кового  под

ш ипника.



где Л^р —  мощность, затрачиваемая в точке Р  контакта, и — мощность, 
затрачиваемая в точке А  контакта.

Мощность N pp равна

N P  : : 03
т р  т р .к  ш>

где М?р к— абсолютная величина момента трения качения, равная произве
дению коэффициента трения качения k  на нормальное давление /?„, т. е.

и шш— абсолютная величина угловой скорости шарика.
Обозначим внешний диаметр кольца II  через D  и диаметр шарика 

через d. Так как точка Р  (рис. 436) является мгновенным центром вращения 
шарика, то угловая скорость <ош определяется из условия

«л = “ ш (Р л ) = “ ц Л  

или так как скорость v А равна
Dv =  —

А  2  ’

где ш —  угловая скорость вала, то
D

“ »  =  " 2 rf-
Отсюда мощность N pp равна

Мощность N f  равна
< = * * » "  я -

ТР
n a - м А ртр  —  тр . к . 1

где Q — относительная угловая скорость кольца I I  по отношению к шарику
\ А тр .и М А к — момент трения качения, равный

так как обычно для упрощения расчетов коэффициент k  принимают одина
ковым в точках контакта Р  и А.

Относительная угловая скорость Q равна по абсолютной величине
2  =  (О -)- СОщ.

Следовательно, мощность N fp равна

N%  =  k R n (» +  <ош) =  k R n<* ( l  +  .

Общая мощность Л^р равна

К = л-’трр +  <  =  * /? » «  ( i  +  y ) -

Еслц обозначить сумму мощностей, затрачиваемых на качение всех ша
риков через yVTp, а сумму нормальных реакций через R , т. е.

^ Тр =  Е ^ » р и R  =  Z R n =  cQ,



где с —  коэффициент, принимающий согласно § 65,5' значения в пределах 
от 1,3 до 1,46, то общая мощность N Tp— выразится так:

yVTP =  c * o ) £ ? ( l + ^ - ) .  

Если, далее, ввести обозначение

c k Q ( l + t j j = M . тр>

то формула для УУтр будет подобна формуле для мощности трения в под
шипниках скольжения;

N 7p =  M Tpu>.

Выражение для момента М тр может быть также представлено в форме, 
аналогичной (14.25);

Мтр =  Q rf,
где г — радиус вала (рис. 435), а

Г - т { '  +  7
Величина / '  носит название приведенного коэффициента трения шарико- 

и роликоподшипников.

§ 66. Трение в передачах с фрикционными колесами

1°. Силами трения пользуются в технике для передачи движения 
отдельным звеньям механизмов. Рассмотрим вопрос о передачи дви
жения фрикционными колесами. Если мы рассечем пару круглых ци
линдрических колес плоскостью, перпендикулярной к осям их враще
ния (рис. 437), то получим две окружности — центроиды колес в их

относительном движении. Передача движения 
с помощью центроид, представляющих собой 
окружности, невозможна, так как эти цент
роиды проскальзывают относительно друг 
друга. Передача движения станет возможной, 
если между центроидами возникнет сила сцеп
ления F, достаточная для преодоления окруж
ной силы Р, равной по величине моменту УИС 
сопротивления на ведомом колесе, деленному 
на радиус г  колеса. Для этого фрикционные 

колеса прижимаются друг к другу с некоторой силой Q, и предель
ное значение силы сцепления F оказывается равным

F = Q f ,  (14.38)

где / — коэффициент трения.
Если F~^>P, то проскальзывания не будет. Отношение ҳ*. равное

x — L  —  9 fr .  
р  ~  м ,  •

Рис. 4-37. С хем а передачи  с 
ф рикционны м и колесам и.



называется коэффициентом запаса сцепления. Сила нажима Q пере
дается на опоры колеса и вызывает их износ. Поэтому стремятся 
получить необходимую силу Р  при не
большом нажимающем усилии Q. Для этого 
применяют иногда клиновые фрикционные 
колеса (рис. 438). В этих колесах для 
определения окружного усилия можно вос
пользоваться коэффициентом трения / '  для 
клинчатых ползунов [см. формулу (14. 17)].
Имеем:

/ '  =  —J sin а ’

где /  есть коэффициент трения. Величина 
окружного усилия Р, которое может быть 
передано, определяется по формуле

P z c F  =  S ~ .  (14.39)sin а 4 '

Из этого соотношения следует, что для 
лия, по величине равного Р, при клиновых фрикционных колесах 
надо прижимать колеса с меньшей силой Q, 
чем при обыкновенных круглых фрикцион
ных колесах.

2°. При пересекающихся осях применяется 
коническая фрикционная передача (рис. 439).
В этих передачах колесо А прижимается 
к колесу В  силой Q. Разлагая силу Q по 
направлению, перпендикулярному к оси под
шипника, и по направлению, перпендикуляр
ному к общей образующей конусов, полу
чаем величину первой слагающей, равную Q' =  Q j tg a , и величину 
второй — равную Q" =  Q / sin a . Величина окружного усилия Р  опре
деляется по формуле

P ^ F  =  S ^ - = Q f .  (14.40)sin а ’

Таким образом, окружное усилие в конических фрикционных коле
сах определяется по формуле для клиновых фрикционных колес.

§  67. Трение в передачах с гибкими звеньями

1°. Как было указано в § 47, широкое применение в технике 
имеют механизмы с гибкими звеньями в виде ремней, канатов и лент. 
Так ж е-как и в механизмах с фрикционными колесами, в этих меха
низмах передача движения становится возможной при достаточной 
силе трения между гибким звеном и шкивом.

1 \Q 1 '̂чQ" У
]I

Р ис. 439. С хем а комической 
ф рикционной передачи .

Р ис. 438. С хем а п ер е д ач и  с ф рик
ционными клиновы м и колесам и.

создания окружного уси-



Формула, связывающая основные параметры передачи гибким зве
ном, была выведена в 1765 году Л. Эйлером. Рассмотрим скольжение 
гибкого звена по неподвижному шкиву (рис. 440). Пусть гибкое звено 
охватывает круглый шкив. Ту ветвь гибкого звена, которая при своем 
движении набегает на шкив, назовем набегающей, ветвью, а ту ветвь, 
которая сбегает с шкива, — сбегающей ветвью. Дуга, на которой 
гибкое звено соприкасается со шкивом, называется дугой обхвата, 
а соответствующий ей центральный угол — углом  обхвата. Пусть

натяжение набегающей ветви есть 5 1( а сбе
гающей — .SV Найдем связь между этими 
натяжениями. При этом примем следующие 
упрощения. Будем считать гибкое звено 
нерастяжимым и не оказывающим сопро
тивления изгибу при набегании и сбегании. 
Далее, будем предполагать движение это
го звена происходящим с постоянной 
скоростью v. Будем пренебрегать мас
сой гибкого звена и его центробежной 
силой.

Чтобы сообщить гибкому звену равно
мерное движение, необходимо преодо

леть силу трения F. Таким образом, натяжение должно быть больше 
натяжения ^  па величину силы F:

Si =  S \ - \ -F ,  (14.41)
откуда

F =  S 2 — S 1. (14.42)

Таким образом, при установившемся движении гибкого звена 
с постоянной скоростью разность натяжений сбегающей и набегающей 
ветвей этого звена равна силе трения между нитью и шкивом.

2°. Рассмотрим бесконечно малый элемент дуги обхвата db, кото
рому соответствует угол обхвата da (рис. 440). Пусть натяжение гиб
кого звена в начале этого элемента есть 5, тогда натяжение в конце 
элемента оказывается равным S - \ - d S .  Линии действия сил 61 и S - j -  dS  
касательны к шкиву и перпендикулярны к радиусам, проведенным 
из точки О в точки касания. Элементарная сила трения dF  согласно 
равенству (14.42) равна

dF =  {S - \ -d S )  —  S  =  dS. (14.43)

С другой стороны, сила трения dF  равна

d F = f d p ,  (14.44)

где р  — элементарная сила давления элемента db на шкив, а / — коэф
фициент трения. Из соотношений (14.43) и (14.44) следует:

Р и с . 440. К определению  соотно
ш ения м еж ду натяж ен иям и  сбега* 
ю щ сй и н абегаю щ ей  ветв ей  рем ня .



Величина силы dp может быть определена, если сложить по пра
вилу параллелограмма силы 5  и S - \ -d S .  С точностью до величин 
второго порядка малости можно параллелограмм заменить ромбом 
(рис. 441) со сторонами, равными — S.

Тогда сила dp будет равна

dp =  2S  sin ^ ^ 2 S ^  =  S dz .  (14.46)

Подставляя полученное значение для 
силы dp в равенство (14.45), получаем:

d S = f S d i ,  (14.47)
откуда

™ = f d i .  (14.48)

Иитегрируя левую и правую части равенства (14.48), имеем:
S2 в

=  \ d ,
S 1 о

или

In ^ = / а ,

откуда получаем:

Si =  Siefa, (14.49)

где а — полный угол обхвата (рис. 440).
Формула (14.49) носит название формулы Эйлера.
Из формулы Эйлера следует, что сила натяжения возрастает 

с увеличением угла обхвата а  и коэффициента трения / .  При постоян< 
пом коэффициенте трения /  увеличение угла обхвата а. дает весьма 
быстрое увеличение силы S3.

Подставляя в равенство (14.42) значение из формулы (14.49), 
получаем для силы трения F  выражение

F =  Sl (e?a — l). (14.50)

Сила F есть та наибольшая сила, которая может быть передана 
шкиву. Если окружное сопротивление на ведомом шкиве равно или 
меньше силы F, то гибкое звено заставит шкив вращаться. Если же 
окружное сопротивление больше силы F, то гибкое звено будет 
скользить по шкиву, не приводя его во вращение. Таким образом, 
натянутое усилиями Si и S,2 гибкое звено при Sa^ > S i может переда
вать ведомому шкиву вращающий момент М,  равный

Р и с . 441. С иловая  схема 
к  рис. 440.



Формула Эйлера дает только приближенную связь между натяже
ниями ветвей гибкой нити. Поэтому в последние годы в советской 
технической литературе рекомендуются также и другие методы рас
чета, которые здесь не излагаются.

Г Л А В А  XV

СИЛЫ ИНЕРЦИИ ЗВЕНЬЕВ ПЛОСКИХ МЕХАНИЗМОВ

§  68. Определение сил инерции звеньев

1°. Как известно из теоретической механики, в общем случае все 
силы инерции звена ВС  (рис. 442), совершающего плоскопараллель
ное движение и имеющего плоскость симметрии, параллельную 
плоскости движения, могут быть сведены к  силе инерции Р„, 
приложенной в центре масс S  звена, и к паре сил инерции, момент  

которой равен М и. Сила Р и может быть опре
делена по формуле

P ll =  — mas. (15.1)

В формуле (15.1) есть вектор силы 
инерции звена ВС, т — масса звена, измеряемая 
в килограммах, и а5— вектор полного ускорс- 

прнлож енпы м и к  нем у ния центра масс- S  звена, измеряемого в м/сек*.
главны м вектором  и глав* '11 ым моментом сил инерции Таким образом, для определения силы инер-
материальны х точ ек  звен а. ц и и  р ^ з в е н а  П ЛО СКО ГО  м е х а н и з м а  НЭДО ЗН Э Т Ь

его массу т  и вектор полного ускорения as 
его центра масс S  или проекции этого вектора на координатные оси.

Из формулы (15.1) следует, что сила инерции Р н имеет размер
ность к г -м /с е к а и называется ньютоном.

Вектор полного ускорения центра масс в механизмах удобно 
определять из построенного плана ускорений, применяя известное из 
кинематики свойство подобия. Пусть, например (рис. 443, а), дано 
звено ВС  и известны ускорения ав и ас его точек В  и С, которые 
на плане ускорений (рис. 443, б) изображаются отрезками (-Ь) и (тсс), 
построенными в масштабе ца. Чтобы определить полное ускорение a s 
центра S  масс звена, соединяем точки b и с прямой и разделим этот 
отрезок в том же отношении, в котором точка S  делит отрезок ВС. 
Соединив полученную на плане ускорений точку s с точкой тс, получим 
величину полного ускорения a s  точки

a s = M 1cs)-

Сила инерции звена Р„ направлена противоположно прлному уско
рению a s  точки S  и равна

Р и =  — та5 [н].



Момент Ми пары сил инерции направлен противоположно ускоре
нию е и может быть определен по формуле

(15.2)

В уравнении (15.2) Js  — момент инерции звена относительно оси, 
проходящей через центр масс S  и перпендикулярной к плоскости 
движения звена, а е — угловое ускорение звена.

Таким образом, для определения момента М и пары сил инерции 
звена плоского механизма надо знать величину его момента инерции Jp  
а также величину и направление углового 
ускорения е этого звена.

Момент инерции Js  имеет размерность 
кг ■ м2. Угловое ускорение в имеет размерность 
рад/сек*. Следовательно, момент М и пары 
сил инерции имеет размерность кг • м^/сек1 =
=  кг ■ м /сек2 ■ м =  нм, ибо к г -м /с е к 12 есть 
ньютон.

Момент инерции звена Js  может быть 
представлен как произведение массы т. звена 
на квадрат его радиуса инерции р:

У5= т р 9. (15.3)

Величина углового ускорения е, входя
щая в формулу (15.2), определяется из равен
ства

arR 

‘ ВС

где а'св  — тангенциальное ускорение (рис. 443, б) 
движении звена и 1ВС — длина звена ВС.

Таким образом, все силы инерции звена могут быть сведены 
к главному вектору сил инерции Р н, приложенному в центре масс S  
звена, и главному моменту сил инерции М п (рис. 443, а).

2°. Рассмотрим теперь частные случаи движения звеньев механизма. 
Если звено движется поступательно с некоторой переменной ско
ростью v, то его сила инерции Р п равна

Л , =  — m as ,
где т  есть масса звена, a a s  — ускорение его центра масс £. Так 
как угловое ускорение е звена при этом равно нулю, то момент пары 
сил инерции будет также равен нулю и все силы инерции сведутся 
к одной результирующей силе P w приложенной в центре масс £  звена 
и направленной противоположно ускорению a s  (рис. 444).

3°. Если звено находится только во вращательном движении вокруг 
оси, проходящей через его центр масс, то ускорение a s  центра масс 5  
этого звена равно нулю и сила инерции Р л также равна нулю Р и =  0.

(15.4)

Р ис. 443. С хем а зв ен а  с пла
ном ускорений: а)  схем а с по
казанн ы м  на ней  главны м  век 
тором  и главны м  моментом 
сил инерции  м атериальны х то

чек; б)  план ускорен и й .

в относительном



Если при этом угловое ускорение е этого звена не равно нулю, 
то силы инерции составят пару с моментом Л1И, равным

М я =  —  J ^ .

Такой случай может иметь место, например, для неравномерно 
вращающихся деталей (шкивы, барабаны, роторы и т. д.), центр

Р ис. 444. С хем а поступа
тельн о  движ ущ егося эвен а 
с показан ны м и на ней уско
рени ям и  отдельн ы х то ч ек  
и главны м вектором  сил 
инерции м атериальны х 

то ч ек .

Р ис. 445. С хем а звен а, 
ц ен тр  масс которого  рас
п олож ен  на оси вращ ения.

Р и с . 446. С хем а зв е
на , вращ аю щ егося 
в о к р у г  оси , не сов
пад аю щ ей  с осью , 
на кото р о й  распо
л ага етс я  цен тр  

масс.

масс 5  которых находится на оси вращения (рис. 445). При равно
мерном вращении этих деталей результирующие сил инерции и мо
ментов от сил инерции равны нулю (при плоской задаче).

В случае вращательного движения звена ВС  вокруг некоторой оси, 
например оси В, не проходящей через центр масс 5  (рис. 446), его 

силы инерции могут быть сведены к приложенной 
в центре масс £  силе Р„, направленной противопо
ложно ускорению a s  и равной

Р к =  — т а^

и к паре сил инерции с моментом М к, равным

M „ =  — Jse,

где Js  есть момент инерции относительно оси, прохо
дящей через центр масс S.

4°. Сила Р и и пара сил с моментом М и могут быть 
заменены одной результирующей силой Р и, приложен
ной в центре качания  этого звена. Положение 
центра качания К  (рис. 447) определяется из сле
дующих соображений.

Главный момент сил инерции звена ВС  относительно точки В  
(рис. 447) равен

M B(P„) =  P„h +  Js*> (15-5)
где h — кратчайшее расстояние линии действия главного вектора сил 
инерции от точки В.

Р ис. 447. П ри в ед е
ние силы и пары  
сил инерции к  од

ной СИЛС.



Величина главного вектора сил инерции Р„ равна Р и =  m as, а мо
мент инерции Js согласно формуле (15.3) равен

Js = m p t,
где р — радиус инерции звена относительно его центра масс S. Вели
чина h равна ft =  /BSsin |х.

Величина е согласно формуле (15.4) равна

| . | _  _ J 5 SiП^
' ' ---  I I ’B S  BS

где as  — модуль полного ускорения точки-5  и jj. — угол, образуемый 
вектором a s  с направлением SB.

Подставляя полученные выражения в формулу (15.5), имеем:

М в (Ри) =  mas  f /BS -{- ~ r~)  sin p =  P H[ i BS +  f - )  sin ц. (15.6) 
' B S  '  X B S '

Откладываем (рис. 447) от точки В  отрезок ВК, равный

( 15-7 )
B S  B S

Тогда равенство (15.6) принимает следующий вид:

Мв (Р„) =  Р»1вк sin
или так как lDK sin [* =  / /  (рис. 447), то

М в (Р„) =  Р пН. (15.8)
Таким образом, силы инерции звена ВС  могут быть сведены 

к одной результирующей силе Р и, равной по величине массе звена, 
умноженной на модуль ускорения a s его центра масс. Эта сила на
правлена в сторону, противоположную ускорению а 5, и приложена 
в точке К  звена, положение которой определяется по формуле (15.7).

Приведение всех сил инерции звена к одной результирующей 
силе, приложенной в точке К, является весьма удобным при кинето- 
статическом расчете механизмов, излагаемом ниже.

Из формулы (15.7) следует: так как отношение рij lBC всегда поло
жительно, то точка К  приложения силы инерции Р п всегда находится 
дальше от оси вращения звена, чем точка 5.

Точка К  носит название центра качания звена.
5°. Переходим к  рассмотрению случая, когда звено имеет сложное 

движение.
Пусть требуется определить точку приложения или линию дей

ствия главного вектора Р И сил инерции звена ВС, находящегося 
в сложном движении (рис. 448, а), если закон распределения ускоре
ний его точек задан планом ускорений (рис. 448, б). Полное ускоре
ние as  центра тяжести 5  звена ВС  равно



где есть масштаб плана ускорений. Формула (15.9) может быть 
представлена так:

я 5 =  М Й )  +  (^)]-
Таким образом, вектор (its) может быть представлен в виде геометри
ческой суммы векторов (т:Ь) и (bs). Соответственно главный вектор сил 
инерции Рк звена ВС может быть представлен как геометрическая сумма

р» =  [— тра (*&)] +  [— ОТЦа (bs)]. (15.10)
Первое слагаемое этой геометрической суммы представляет собой 

силу инерции в переносном поступательном движении звена ВС
с ускорением, равным ускорению точки В. 
Второе слагаемое этой суммы представляет 
собой силу инерции в относительном враща
тельном движении звена вокруг точки В. 
Первая сила, сила инерции в поступательном 
движении, равная — m\ia(izb) может быть при
ложена в центре масс 5  звена. Обозначим 
эту силу через Р'п и приложим ее в точке 
направив противоположно ускорению ап

Р ис. 448. П риведени е сил —-
инерции м атериальны х точек ТО ЧКИ  В, Т. е. П РО ТИ В О П О Л О Ж Н О  вектору (ъЬ) 
эвен а, находящ егося в слож - Л А Я  К \
иом движ ении: а)  схем а звен а; 1 Р " С . т т о ,  О).

6) план ускорений. Вторая сила, сила инерции во вращатель
ном движении звена вокруг точки В, скла

дываясь с парой сил инерции, дает результирующую силу, которая 
равна— m<j.a (bs) и приложена в центре качания Ко звена в предпо
ложении, что условной точкой вращения является точка В. Положение 
этого центра качания определяется по формуле

В̂Ко ~  b̂s (15.11)
или по формуле

DS'

1ЛК = - 4 8- .  (15.12)вко mlBS

В формуле (15.11) Js есть момент инерции звена ВС относительно 
его центра масс S. В формуле (15.12) JB есть момент инерции звена ВС 
относительно точки В. В точке Ко должна быть приложена вторая 
слагающая сила инерции [см. формулу (15.10)]. Эта сила направлена 
противоположно ускорению aSB, т. е. противоположно вектору (bs) 
плана ускорений. Обозначим эту силу через Р Полная сила инер
ции Ри есть геометрическая сумма сил Р[, и /*„, т. е.

Р и = я й+/»;..
Так как силы Р'н и Р„ приложены к одному и тому же звену ВС, 

то, продолжая их линии действия до пересечения в точке Т, полу



чаем точку, через которую проходит линия действия главного вектора 
сил инерции Р и. Так как главный вектор сил инерции может быть 
определен непосредственно по формуле

PK =  mas, (15.13)

то нет необходимости в раздельном определении составляющих Р'и и 
Ри- Достаточно определить только положение точки Т на звене ВС. 
Для этого проводим через точку 5  прямую, параллельную вектору (чib) 
плана ускорений, а через точку Ко — прямую, параллельную век
тору (bs) плана ускорений. Эти прямые являются линиями действия 
сил Ри и Р и- Точка пересечения Т этих прямых определит точку при
ложения главного вектора Рк сил инерции. В этой точке и может 
быть приложена сила Р„, которая определяется по величине и направ
лению по формуле (15.13). Точкой приложения силы Ри может быть, 
пообще говоря, выбрана любая точка, лежащая на прямой п — я 
(рис. 448, а).

Иногда за точку, определяющую поступательную слагающую дви
жения звена ВС, удобнее принять не точку В, а какую-либо другую 
точку звена, например точку С (рис. 448, а). Тогда мы получаем не
которую другую точку приложения силы Ри, но также лежащую на 
линии п — п. На этой же прямой п — п находится и Действительный 
центр качания звена ВС — точка К, лежащая на прямой, соединяющей 
мгновенный центр ускорений П с центром масс 61.

6°. Ту же самую задачу об определении сил инерции звена, совер
шающего сложное движение, можно решить несколько иначе, не при- 
подя всех сил инерции к одной результирующей силе, а вводя в рас
смотрение силу и пару сил, создающую добавочный момент.

Этот метод основан на разложении сложного движения звена на 
поступательное с ускорением, ранным ускорению центра масс 5  и на 
вращательное вокруг оси, проходящей через центр масс звена, с угло
вым ускорением е. В этом случае, как это было показано выше, пол
пая сила инерции Р и звена, равная

Р и =  — mas, (15.14)

может быть приложена в его центре масс S (рис. 448). Кроме того, 
на звено действует пара сил инерции, момент МИ который опреде
ляется по формуле

(15.15)

Величина углового ускорения е определяется из плана ускорений. 
Для этого раскладываем полное относительное ускорение точки С 
звена ВС относительно точки В, представленное на плане ускорений 
(рис. 449, б) отрезком (Ьс), на нормальное ускорение в относительном 
движении, направленное вдоль оси звена ВС, и на тангенциальное уско
рение в том же относительном движении, перпендикулярное к этой оси. 
Вектор первого ускорения представлен на рис. 449, 6 отрезком (Ьп),



а вектор второго ускорения — отрезком (пс). Абсолютная величина е 
равна

ВС ' ВС

где р.„ есть масштаб плана ускорений, а 1ВС — длина звена ВС. Направ
ление s определится, если вектор а*св приложить в точке С звена.

В этом случае направление тангенциального 
ускорения а‘св точки С относительно точки В 
соответствует направлению углового ускоре
ния е, направленному против движения часо
вой стрелки.

Подставляя полученное значение е в фор
мулу (15.15), получаем окончательно

Рис 449. К вопросу о приве
дении сил инерции м атериаль
ных точ ек  зв ен а к силе, при* 
лож енной в ц ен тр е  масс» и к 
п аре сил, слагаем ы е которой  

прилож ен ы  к концам эвена.

м и=
J sV-a (ПС)

ВС
(15.16)

момент представить как

Если динамические давления от пары сил 
с моментом Ми воспринимаются элементами 
кинематических пар В  и С, то удобно этот 
момент пары сил Р \ и — Р\, приложенных 

в точках В  и С и направленных перпендикулярно к оси звена ВС 
(рис. 449, а).

Величина сил определяется по формуле

Р»̂ ВС =  ^кВС’
откуда, принимая во внимание соотношение (15.16), получаем:

j ^ a  (ПС)р 1 — ■ t ' и ---
ВС

Полученная пара сил с плечом 1ВС должна иметь момент, по знаку 
противоположный угловому ускорению г. Таким образом, силы инер
ции звена ВС представляются в виде трех сил: силы Р и, приложен
ной в центре тяжести S, и двух сил и — Р°м, приложенных в точ
ках В  и С.

§ 69. Метод замещающих точек

1°. Вместо приведения всех сил инерции звена к силе и паре или 
к результирующей силе, приложенной в определенной точке этого 
звена, в некоторых случаях удобно заменить эти силы силами инерции 
масс, сосредоточенных в соответствующим образом выбранных точках, 
которые носят название замещающих точек. В этом случае опре
деление сил инерции сводится к определению сил инерции масс,



сосредоточенных в определенных точках, и, таким образом, отпадает 
необходимость определения пары сил инерции и углового ускорения 
звена.

Рассмотрим, каким условиям должны удовлетворять выбранные 
точки, чтобы полученная система была эквивалентна первоначальной. 
Пусть дано звено Q (рис. 450), имеющее плоскость симметрии, парал
лельную плоскости движения звена. Чтобы результирующая сила 
инерции масс, сосредоточенных в замещающих точках, равнялась силе 
инерции всего звена, необходимо, чтобы удо
влетворялись следующие условия:

1) сумма масс, сосредоточенных в замеща
ющих точках, должна равняться массе всего 
звена;

2) общий центр масс, сосредоточенных в 
замещающих точках, должен совпадать с цент
ром масс звена.

Удовлетворение этих условий дает так назы
ваемое статическое размещение массы звена.
Чтобы результирующая пара сил инерции масс, 
сосредоточенных в замещающих точках, была эквивалентна паре 
сил инерции звена, необходимо кроме соблюдения двух указанных 
условий удовлетворить еще третьему условию, которое сводится 
к тому, чтобы сумма моментов инерции масс, сосредоточенных в за
мещающих точках, относительно оси, проходящей через общий центр 
масс, равнялась моменту инерции звена относительно этой же оси. 
Удовлетворение этого третьего условия вместе с двумя первыми дает 
так называемое динамическое размещение массы звена.

Указанные условия статического и динамического размещений могут 
быть выражены следующими уравнениями:

2 > «1
п

2  miXi 
\

П
2  mo'i 

\

1
В уравнениях (15.17) — (15.20) mt — масса, сосредоточенная в за

мещающей точке с индексом I, т — масса всего звена, и _уг — ко
ординаты г-й точки относительно осей, проходящих через центр масс, 
и Js — момент инерции звена относительно оси, проходящей через 
точку Уравнения (15.17) •— (15.19) соответствуют статическому

=  т, 

=  0, 

=  0,

=  Л

(15.17)

(15.18)

(15.19)

(15.20)

Р и с . 45и. К вопросу о раз
м ещ ении массы  зпсна по 

четы рем  точкам .



размещению, а уравнение (15.20) вместе с уравнениями (15.17) —
(15.19) — динам ическом у размещ ению.

Определим число параметров, которыми можно задаваться при 
решении уравнений (15.17) — (15.20). Искомыми являются положение 
каждой замещающей точки, определяемое двумя координатами, и масса, 
сосредоточенная в этой точке. Таким образом, для каждой точки 
имеем три неизвестных, подлежащих определению. Число уравнений 
для определения неизвестных равно четырем [уравнения (15.17) — (15.20)]. 
Если обозначить число выбранных точек через п, то число парамет
ров р, которыми мы можем задаваться, будет равно

р =  дп —  А. (15.21)

При заданном п =  1 равенство (15.21) нельзя удовлетворить. При 
заданном п =  2 получаем р =  2. В этом случае можно задаться, на
пример, двумя координатами одной из точек, или может быть задана 
одна координата и одна масса. При п = Ъ  получаем я =  5, и могут 
быть произвольно заданы, например, положения двух точек и одна 
из координат третьей точки, или же положение двух точек и масса 
одной из точек. При л =  4 получаем р =  8. Можно в этом случае 
задаться положениями четырех точек или положениями трех точек и 
массами двух точек и т. д.

2°. Рассмотрим вопрос о выборе замещающих точек для некото
рых, наиболее часто встречающихся в технических расчетах случаев 
распределения масс звеньев. Пусть требуется разместить массу т  
звена, имеющего центр масс в точке по четырем  произвольно 
выбранным точкам А, В, С и D  (рис. 450). Из уравнения (15.21) полу
чаем, что при размещении масс по четырем замещающим точкам можно 
задаться восемью параметрами.

Удобно задаться восемью координатами точек А, В, С и D, т. е. 
положениями этих четырех точек, и определить массы, сосредоточен
ные в этих точках.

Уравнения (15.17) — (15.20) для этого случая имеют следующий вид:

mAJr mBJr mc Jr mD =  m' 
т Ах А - f  m Dx B - f  т сх с +  m Dx D =  0 ,

1п а У а  - г  т в У в  - г  т с У с  - г  т о У о  =  °> 
т Аа- -j- m Bb- -f- т сса- -f- т 0(1г =  Js-

В уравнениях (15.22) т А, тв , т с и mD суть массы, сосредото
ченные в точках А, В, С и D, х А, у А, х в , у в , х с, у с и x D, y D — ко
ординаты точек А, В, С и D в системе координатных осей х  и у  
с началом в центре масс взятые с соответствующими знаками, Js  — 
момент инерции звена относительно оси, проходящей через точку и 
а, Ь, с и d— соответственно расстояния точек А, В, С и D  от точки S. 
Массы тА, т в, т с и т п  определятся совместным решением урав
нений (15.22).



Рассмотрим, далее, тот случай, когда требуется разместить массу 
по трем точкам А, В и 5  (рис. 451), лежащим на одной прямой, про
ходящей через центр масс S  звена. В этом случае координатную ось х  
можно совместить с прямой, на которой лежат точки А, В и 5  (рис. 451), 
а начало координат поместить в точке 5. Тогда уравнения (15.17) —
(15.20) напишем так:

т А -f- т в  -j-  ms =  in, mAa =  mDb, т Ааг тв Ьг =  (15.23)

В уравнениях (15.23) через а обозначено расстояние от точки А 
до точки S, а через b — расстояние от точки В до точки £.

Из этих уравнений получаем:

тл = т г  тв=-ш> ms = m ~ Jd>  <15-24>
где 1 =  а-\~Ь.

При размещении массы звена, имеющего центр масс в точке S  
по двум точкам Л и В (рис. 451), уравнения
(15.17) — (15.20) имеют следующий вид:

т А т в =  т, т Аа =  т в Ь,
т лаг -(- mBb% =  Js . (15.25)

Так как в рассматриваемом случае число 
замещающих точек равно двум, то согласно 
формуле (15.21) можно задаться только двумя 
параметрами, например координатами одной кз
точек. Р ис. 451. К в опросу  о раз-

З я мещ ении массы зпеиа поададимся, например, положением точки А  трем  точ кам .

Положение точки В тогда получится в резуль
тате совместного решения уравнений (15.25). Определяя из этих урав
нений массы т А и т в, получаем:

mJ л т!а2
т А =  — t t V ,  т п =  . . (15.26)А та2 +  JS в та2 +  Js  4 '

Положение точки В определяется ее расстоянием b от точки $. 
Величина b равна

Ь =  ^ ~ .  (15.27)та 4 '

Из равенства (15.27) следует, что точка В  лежит на продолже
нии отрезка A S  вправо от точки S, и ее положение совпадает с поло
жением центра качания звена Q при условии, что центром вращения 
является течка А.

Таким образом, динамическое размещение масс может быть сде
лано по четырем произвольным  точкам. Размещение по трем про
извольным точкам может быть сделано при условии  и х  располож ения  
на одной прямой с цент ром масс и, наконец, размещение по двум



точкам может быть сделано только для определенного положения 
одной из точек и условия, что обе точки и центр масс лежат 
на одной прямой.

3°. В механизмах при размещении масс звеньев удобнее всего 
выбирать в качестве тех точек, по которым размещаются массы, оси

шарниров и центры масс самих звеньев. 
Например, при размещении массы звена груп
пы III класса с тремя поводками (рис. 452) 
в качестве точек, по которым удобно раз
местить массу т звена Q, могут быть выбраны 
точки В, С и D присоединения поводков 1, 
2 и 3 и точка S — центр масс звена.

В звеньях, у которых центр масс 5 
расположен на оси звена (рис. 453), удобно 
выбирать в качестве замещающих точек 

точки А и В  присоединения соседних звеньев и центр масс S 
звена и т. п.

При решении некоторых практических задач бывает достаточно 
ограничиться только статическим размещением масс и удовлетворить 
уравнениям

Р ис. 452. К в опросу  о р азм е
щ ении массы  базисного зв ен а 

трехповодковой  группы .

(15.28)

В этом случае при размещении массы звена по двум точкам мы можем
ограничиться уравнениями

tnA -j- тв =  т, т Аа =  т в Ъ. (15.29)
Из этих уравнений следует, что точки А, 

В н S  должны лежать на одной прямой и 
положения точек А и В могут быть выбраны 
на згой прямой произвольно. Величины 
масс /Ид и тв равны

__ м  b а
а  ■ “

Р ис. 453. К вопросу о р азм е
щении массы звен а, центр масс 
которого располагается на пря
мой, проходящей ч ер ез цеитры 

двух ш арниров. m A =  tn и т п =  та +  Ь ...........в ------- в ' + ft-

При статическом размещении массы звена по трем произвольным 
точкам получаем следующие уравнения:

т А-\-т в - \ - т с =  т,

т А Х А т ПХа ~ Г  т сх с —  

т лУл +  твУв +  т сУс =  0.

(15.30)

Из этих уравнений следует, что точки А, В  и С могут быть вы
браны произвольно и статическое размещение допускает размещение 
массы по трем произвольным точкам. Величины этих масс могут быть 
определены из уравнений (15.30).



Таким образом, при статическом размещении масс можно разме
стить их или по трем произвольным выбранным точкам, или по двум 
точкам, но лежащим на одной общей прямой, проходящей через 
центр масс.

Пример. Определить силы инерции звеньев механизма, кинемати
ческая схема которого показана на рис. 454, а. Ведущее звено АВ  
имеет заданные угловую скорость «)j и угловое ускорение ei. 
Массы звеньев и их моменты инер
ции являются известными. Буквой 5 
с соответствующими индексами 
обозначены центры масс звеньев.
Рассмотрим перманентное движе
ние механизма, когда ведущее 
звено АВ вращается с постоянной 
угловой скоростью Строим 
план скоростей механизма (рис.
454, б), а затем и план ускорений 
(рис. 454, в), предполагая, что 
о)! =  const. Для получения величин 
сил инерции отдельных звеньев </< /  | y S{ \ \ /  мсе«-*
умножаем величины полученных V— г is> 
ускорений на массы соответству- s-

у —звеньев? -------------------------- ^ пс' Ш ести звен н ы й  механизм И к л асса:
* а)  ки н ем ат и ч ес к ая  схема; б)  план скоростей;

Если обозначим величины ус- в) план  ускорений ,

корений центров масс 5  отдельных
звеньев через as с индексом, соответствующим номеру звена, а через 
т — массы с тем же индексом, то получим:

Р» 1 =  m \aSl =  т №а (TCSl)> Р»3 =  m-las, —  m ALa 
Риз =  тга3з =  m 3\La (tcs3), Р и4 =  тка^  =  /я4иа (its4),

P»s =  as_ =  тъ\ха (ic sB),*-•0

где — масштаб плана ускорений. Направления полученных сил инер
ции определяются по плану ускорений. Сила РИi имеет направление, 
противоположное направлению as , сила P Hi — направление, противо
положное направлению а5з, и т. д. Для определения точек приложе
ния результирующих сил инерции воспользуемся методами, изложен
ными выше.

Так как звено 1 вращается с постоянной угловой скоростью, то 
его сила инерции Pui приложена в точке (рис. 455, а). Звенья 3 
и 5 имеют поступательное движение. Следовательно, их силы инерции 
Р»з и Рм приложены в их центрах масс S3 и Ss, совпадающих с точ
ками С и D.

Для определения точек приложения результирующих сил инерции 
звеньев 2 и 4, имеющих сложное движение, удобно воспользоваться 
методом, указанным выше. Для этого определяем положение центров



качания Къ и Ki, звеньев 2 к 4 в предположении, что точкой враще
ния этих звеньев служит точка В (рис. 455, б). Тогда имеем

т г I
lBK* —  l BS2 - r  Щ 1 . ^BKi tBsi mtlBS4

где J3 и Jt — заданные моменты инерции звеньев 2 и 4 относительно 
осей, проходящих через их центры масс и S&

Точка приложения Тг силы инерции Р& звена 2 находится на 
пересечении прямой, параллельной ускорению ав точки В, проведен

ной через точку 5а, с прямой, параллельной 
j Грк относительному ускорению точки

относительно точки В, проведенной через 
точку Ki (рис. 455, б). Первая прямая 
параллельна отрезку (тсb) плана ускорений, 
а вторая — отрезку (Ьяг) плана ускорений 
(рис. 454, Ь). Точно так же точка прило
жения Г4 силы инерции Pui звена 4 рас
полагается на пересечении прямой, парал
лельной ускорению ав точки В, проведен
ной через точку S& с прямой, параллельной
ускорению aStB точки Si относительно

Р и с . 455. Ш естизвепны й  механизм 
И к л асса: л ) кинем атическая  схе
ма с показан ны м и на ней  векто 
рами сил инерции звен ьев; б i ки
нем атическая схем а с показанны 
ми на ней центрам и качаний и 
точкам и , ч е р ез  которы е проходят 

линии действия сил инерции.

точки В (рис. 455, б). Первая прямая парал
лельна отрезку (тгЬ) плана ускорений, а 
вторая — отрезку (6s4) плана ускорений 
(рис. 454, в). В точках и Г4 прикла
дываем силы Рн2 и P„i (рис. 455, а). Так 
определяются силы инерции рассматривае
мого механизма по величине, направлению 
и линии действия.

Применим теперь для решения задачи 
об определении сил инерции данного меха

низма метод замещающих точек. В рассматриваемом механизме 
(рис. 454, а) удобно разместить массы звеньев 7 и 2 на три точки, 
так как центры тяжести этих звеньев лежат на прямых, соединяющих 
центры вращательных пар.

В качестве замещающих точек удобно выбрать для звена 1 точки 
Л, fi и а для звена 2 точки В , С и S,. Размещение может быть 
произведено по формулам для случая размещения по трем точкам, 
лежащим на одной прямой.

Так, для звена 1 будем иметь:
m , • m =  mb m . l . c = m „  l nc,Ai ASi Di BSi

й А т и А = я 1 P?-
В этих уравнениях через /я, обозначена масса звена 1, через ,п 

с соответствующими индексами — размещенные массы и через p i- -



радиус инерции звена 7 относительно оси, проходящей через его 
центр масс. Из этих уравнений получаем:

m.p? [,т . = - . — т„ = - . — m v = m l 1 , ,
,A S ilA S  1 ‘B S / A 3  1 \ A St BS i ‘

Аналогичным методом размещаем и массу звена 2. Получаем:
/л2р| т ,р ;  , ,

т п = - г ^ т - ,  mr = r ~ ^ - ,  m s = m iM 1
в '2 ! b s J b c  ’ Са 1c s  J b c  ’ S l V 1b s J c s -,

Масса mA сосредоточенная в точке А, может быть исключена из 
дальнейшего расчета, так как точка А  имеет ускорение, равное нулю. 
Размещение массы звена 4 не дает никакого упрощения, так как па 
этом звене мы не имеем точек, по которым удобно произвести разме
щение. В самом деле, на звене 4 необходимо выбрать не менее четырех 
точек, а удобными являются только две точки — точка В  и точка D.

После размещения массы звена силы инерции размещенных масс 
должны быть приложены в соответствующих замещающих точках, 
а величина их и направление определяются из ранее построенного 
плана ускорений. Так, например, величина силы инерции Р„в массы тв, 
полученной в результате размещения масс звеньев 7 и 2, равна

Рив =  твав =  ('n Bi +  тв )  ав =  (mBi +  тв )  Л»

где mBi — масса, сосредоточенная в точке В, полученная от разме
щения массы m lt тв — масса, сосредоточенная в точке В, получен
ная от размещения массы тг. Направлена эта сила противоположно 
ускорению ав точки В.

Аналогично величина силы инерции РиС массы /Пд, полученной 
в результате размещения массы звена 2, равна

Л 1С =  тсас =  О з  +  тс)  ас =  (т3 -)- mQ)  (тгс),

где тъ — масса звена 3, тс3 — масса, сосредоточенная в точке С, 
полученная от размещения массы т.г.

Определение величин и точек приложения сил инерции в началь
ном движения механизма, когда ведущее звено АВ (рис. 456, а) вра
щается с заданным угловым ускорением а угловая скорость ш, =  0, 
может быть сделано аналогичными приемами, как и для случая пер
манентного движения механизма. В качестве плана ускорений в началь
ном движении может быть взяг в соответствующем масштабе ;jlj 
(рис. 456, а) план скоростей (рис. 454, б). Сила инерции Р°„i в началь
ном движении звена 7 может быть представлена в виде силы Р»\, 
приложенной в центре качания /Ci звена 7 (рис. 456, б), равной

Я°, = яг ,|х “ (7t0s;)

и направленной в сторону, обратную ускорению asy (рис. 456, б). 
Сила инерции Р \г, равная Р'1ц =  т.,[>.па (it0sjj), приложена в точке



(рис. 456, б), положение которой определится, если через точку 
проведем направление, параллельное ускорению (кЬ0) до пересечения в 
точке Т\ с направлением, параллельным ускорению (£0$а)> проведенным 
через точку S.2. Сила инерции =  tn^a  ( ^ 4) приложена в точке Г 4, 
положение которой определится, если через точку St проведем напр а-

Р ис. 456. К в оп росу  об опред ел ении  сил инерции в начальном  движ ении 
ш естлзиенного м еханизм а: а )  план ускорении; б)  кинем атическая  схема.

вление, параллельное ускорению (я£0), до пересечения в точке Т\ 
с направлением, параллельным ускорению (bas\), проведенным через 
точку Ki-

Силы инерции Р°м =  т3\х°а (я0с°) и Я?,;, =  (к0й°) приложены 
в точках С и О.

Результирующие силы инерции- механизма определятся как геоме
трические суммы сил инерции в перманентном и начальном движениях.

Г Л А В А  XVI

КИНЕТОСТАТИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ ПЛОСКИХ М ЕХАНИЗМ ОВ

§ 70. Условия статической определимости 
кинематических цепей

1°. При решении задач силового расчета механизмов закон движе
ния ведущего звена предполагается заданным; точно так же предпо
лагаются известными массы и моменты инерции звеньев механизма. 
Таким образом, всегда могут быть определены те силы инерции, кото
рые необходимы для решения задач силового расчета с помощью 
уравнений равновесия.

Вопрос о силовом расчете механизмов начнем с рассмотрения 
вопроса об определении реакций в кинематических парах.

В тех случаях, когда при расчете в число заданных сил не входят 
силы инерции звеньев, расчет называется ст ат ическим. Е сли~ в число 
заданных сил при расчете входят и силы инерции звеньев, то такой



расчет называется кинетостатияеским. Так как метод расчета для 
обоих случаев один и гот же| то в дальнейшем будем предполагать, что 
в число заданных сил входят и силы инерции, известные нам по ве
личине, направлению и точкам приложения. Далее, в первом прибли
жении будем вести расчет без учет а сил трения.

2°. Рассмотрим, как будут направлены реакции в различных кинема
тических парах плоских механизмов. Во вращательной паре V класса ре
зультирующая сила реакции R  проходит через центр шарнира (рис. 457).

Р ис. 457. И зображ ение в р а щ а 
тельной кинем атической  пары  
со схематизированны м и конст

руктивны ми ф орм ам и.

------- _1__

1L
НИ(tit

R
Рис. 45$. И зоб р аж ен и е  со схе* 
м атиэированны м и ко н стр у к ти в 
ными ф орм ам и п оступательной  

ки нем атической  пары .

Величина и направление этой реакции не известны, так как они 
зависят от величины и направления заданных сил, приложенных к 
звеньям пары. В поступательной паре V класса (рис. 458) реакция R  
перпендикулярна к оси движения х  — х  этой пары. Она известна по 
направлению, но не известна по точке приложения и величине. Наконец, 
в высшей паре IV класса (рис. 459) реакция R  
приложена в точке С соприкасания и направ
лена по общей нормали N — N, проведенной 
к соприкасающимся профилям /  и 2  в точке С, 
п для высшей пары IV класса нам известны 
направления реакции и ее точка приложения.

Таким образом, для определения реакции 
в каждой из низших пар V класса необ- „ ... ,, ,г  Р ис. 459. И зоб р аж ен и е  вы сш ен
ХОДИМО Н айТ И  ПО дв е неи звестн ы х, а ДЛЯ ки нем атической  пары  со схема-

определения реакции в высшей паре IV клас- тизиров“ ?м!ГформКа°чи.труктив’
са — только одну неизвестную величину.

3°. Обозначим число подвижных звеньев плоской кинематической 
цепи через п, число пар V класса —  через />9 и число пар IV класса — 
через

Составим теперь условие статической определимости плоских 
кинематических цепей. Так как для каждого звена, имеющего плоско
параллельное движение, можно написать три уравнения равновесия, 
то число уравнений, которое 'мы  сможем составить при п звеньях, 
будет равно 3/г. Число неизвестных, которое необходимо определить, 
будет равно для пар V класса 2ps и для пар IV класса рг. Следова
тельно, кинематическая цепь будет статически определима, если удо
влетворяется условие

11 И . И . А р то б о л ев ск и й



Как это было показано в § 18, любой механизм с парами IV и
V классов может быть заменен механизмом с парами только V класса. 
Поэтому для рассмотрения общего случая достаточно ограничиться 
рассмотрением групп, звенья которых входят только в пары V класса. 
Группы с парами IV класса могут быть приведены к группам с парами
V класса и могут быть рассчитаны теми же методами. Тогда формула 
(16.1) может быть написана так:

3« =  2рь
откуда

й  =  |л -  (16-2)

Таким образом, числа звеньев и пар связаны между собой соотно
шением (16.2). Так как числа п и р3 должны быть целыми, то этому 
соотношению удовлетворяют следующие ряды чисел звеньев и кине
матических пар:

я =  2, 4, 6, 8,
/>5 =  3, 6, 9, 12,

Как известно (см. § 22), первое сочетание звеньев и пар, т. е. два 
звена, входящих в три пары, представляют собой группу II класса; 
второе сочетание из четырех звеньев, входящих в шесть пар, пред
ставляют собой группу III класса третьего порядка или группу IV класса 
второго порядка и т. д. Таким образом, статически определимыми 
являются кинематические цепи, названные выше группами (см. § 2 1 ). 
Поэтому наиболее рациональным является рассмотрение методов опре
деления реакций в кинематических парах по тем классам и порядкам 
групп, которые были нами установлены выше.

§  71. Определение реакций в кинематических п арах групп

1°. Пусть задана группа II класса BCD первого вида (рис. 460). 
Введем следующие обозначения: звено, к которому присоединяется 
звено ВС, обозначим номером 1, звено ВС — номером 2, звено CD — 

номером 3  и звено, к которому присоединяется звено 
CD, — номером 4. Силу, действующую на звено 
с номером I со стороны звена с номером к, будем 
обозначать через Р кь момент силы Р к относительно 
точки А — через М А (Р к), расстояние между двумя 
какими-либо точками А и В  звена АВ — через 1АВ, 
и, наконец, момент пары, действующий на звено 
с номером А, — через М к. Пусть группа II класса 
(рис. 460) нагружена силами Р г и и парами 
с моментами М.г и М я. Требуется определить реак
ции в кинематических парах.

Эга задача может быть решена методом планов сил. В точках 
В и D прикладываем неизвестные пока реакции Р ]2 и Р а  и, соста-

Р ис. 460. К инем атиче
ская схем а двухповод- 
ыовой групп ы  первого 

вида.



вляя уравнение равновесия группы BCD (рис. 461, а), приравниваем 
нулю сумму всех сил, действующих на группу. Имеем:

Я 19 +  />4 +  Я3 +  Л з  =  0. (16.3)

В этом уравнении нам известны силы Р а и Я3 по величине, напра
влению и точкам приложения. Реакции же P ti и Я43 нам известны 
только по точкам приложения. Для определения величин этих реак
ций раскладываем каждую из них на две со
ставляющие: одну, действующую по оси звена, 
другую, перпендикулярную к оси звена. Будем 
обозначать первую составляющую реакцию ин
дексом п, а вторую составляющую индексом t  
Тогда получаем:

Р и =  Р я» +  Р1и - (16-4)
Величины Р[2 и Р[а могут быть получены 

из уравнений равновесия, написанных для каж
дого из звеньев 2 и 3 в отдельности. Для 
этого рассмотрим сначала равновесие звена 2.
Звено 2 находится под действием следующих 
сил и пар: силы Рг, составляющих Р"2 и Р ‘1а 
реакции Рп , реакции P3i и пары с моментом УИа.
Составим уравнение моментов всех сил относи
тельно точки С. Так как знак силы Р[2 мам 
неизвестен, то при составлении уравнения момента 
задаемся произвольным знаком момента этой 
силы. Если после определения этой величины
силы она окажется отрицательной, то ее истинное направление 
должно быть выбрано противоположным.

Имеем:
М С(Я5) +  Л1С( Р '2) +  ЛГ* =  0.

В это уравнение моменты от сил Р*3 и P 3i не входят, так как ли
нии действия этих сил проходят через точку С, т. е.

Мс (Р^) =  °  и ЖС(Р35) =  0.

Далее, так как Мс (Р[3) =  P[JBC, то составленное уравнение мо
ментов принимает вид

(Рг) +  P[Jbc -{-Мъ =  0, 
откуда и определяем величину силы Р[г. Имеем:

Ш _ ( Р г) М Л

* * . . = -  - т - ^ + г 1 ' (16>5)*- ВС B C J

Знак силы P[s, как было указано выше, определяется знаком пра
вой части формулы (16.5). Аналогично из условия равновесия звена 3

Р и с . 461. Д вухповодковая 
груп п а  п ервого  вида: а)  ки - 
нем атическав  схем а с по
казанны м и ыа ней  силами 
и моментами пар сил; 

б)  план  сил.



получаем уравнение моментов
Мс (Р3) +  Л*с (Р4'3) +  Мэ =  0,

так как Afc (P j8) =  0 и М с (Ргз) =  0. Для величины силы P lAt теперь 
получаем:

Знак силы определяется знаком правой части уравнения (16.6). 
Полученные выражения для Р‘12 и Р[3 подставляем в уравнение (16.3). 
Имеем:

В этом уравнении нам неизвестны только величины составляю
щих Я?„ и Я"3 реакций Я13 и Я43, направленных по осям звеньев ВС 
и DC. Величины этих составляющих могут быть определены пост
роением плана сил. Для этого из произвольной точки а  (рис. 461, б)  
откладываем в произвольном масштабе (гр силу Я4 и прибавляем 
к ней силу Я3. Прикладываем к ним в том же масштабе соответ
ственно силы Я(а и Я$г, которые уже определены по формулам (16.5) 
и (16.6). Эти силы перпендикулярны к осям звеньев ВС и DC. Далее, 
кз точки d проводим прямую, параллельную оси звена ВС, а из 
точки е — прямую, параллельную оси звена DC. Точка /  пересече
ния этих двух прямых и определяет величины составляющих Я™2 и Я",.

Полные реакции Я12 и Р13 могут быть получены как результи
рующие согласно уравнениям (16.4). Первая реакция на плане сил 
получается, если соединить точки /  и а, вторая — если соединить 
точки с и / .  Для определения реации Я.23 звена 2 на звено 3 напи
шем уравнение равновесия сил, действующих на звено 3. Имеем:

Единственной неизвестной по величине и направлению силой в этом 
уравнении является сила Pi3. Величина ее может быть получена по
строением по уравнению силового треугольника. Для этого на плане 
сил на рис. 461, б достаточно соединить точки /  и Ь. Очевидно, что 
реакция Ргз, равная по величине реакции Я3.>, но противоположная 
ей по знаку, может быть определена из уравнения равновесия зве
на 2. Имеем:

На плане сил вектор Яза представлен тем же отрезком (bf), что 
и реакция Рп , но имеет противоположное направление.

2°. Кинематическая схема группы II класса второго вида пред
ставлена на рис. 462, а. Ось х  — х  есть ось движения звеньев посту
пательной пары. На группу действуют внешние силы Я2 и Р3 и пары 
с моментом Мг и М3. Определим реакции в кинематических парах

(16.6)

Р i'i~ r  Р з ~ г  Р зз —  0.

Я)2 -f- Рг -f- Рп  — 0.



методом планов сил. Векторное уравнение равновесия всех сил, 
действующих на группу (рис. 462, а), имеет следующий вид:

Реакция Р1г известна по направлению: она перпендикулярна к на
правляющей х  — х . Точка приложения этой реакции и ее величина 
неизвестны. Для реакции Р 43 известна точка приложения, но не 
известны ни ее величина, ни направление.

Разлагаем реакцию Р 43 на две составляющие: одну Р?а, направ
ленную по оси звена DC, и вторую Р113, перпендикулярную к этой 
оси. Получаем:

Знак силы Р1 определяется знаком суммы моментов М С(Р3) и 
М 3. Подставляя полученное выражение для Р 43 в уравнение (16.7), 
получаем:

В этом уравнении неизвестны только величины сил Р  и Р™. Be-
12 4J

личины этих сил определяются построением плана сил. Из произ
вольно выбранной точки а (рис. 462, б) в выбранном масштабе цр 
откладываем силу P s. В том же масштабе прибавляем к ней силу Р 3. 
Из точки с откладываем известную силу Р* перпендикулярную к оси 
зпена DC, и из точки d проводим прямую в направлении силы Р"а> 
параллельную оси звена DC. Далее, из точки а проводим прямую 
в направлении силы Рп , перпендикулярную к оси х  — х. Точка е 
пересечения этих прямых определяет величины реакций Р 43 и P )S. 
Реакция Р 43 представлена в масштабе р-р отрезком (се), а реакция 
Р н — отрезком (еа). Реакция Р 23 или равная ей по величине м 
противоположная по направлению реакция P 3i представлена отрез
ком (be).

Р» +  Р* +  Рг +  Ри  =  Ь (16.7)

Величина силы Ре(3 определяется из 
уравнения моментов всех сил, действующих 
па звено 3, относительно точки С. Имеем:

P „  =  P » + P i ,

М с (Р3)-\-М с(Р {3) +  М3 =  0,
а

мент МС(Р‘ ) равен
так как Жс (Рм) =  0 и уИс (Р£3) =  0. Мо-

М с ( Р { 3) =  Р [ . /о с

и, следовательно, Рис. 462. Д вухповодкооая группа 
в торого  вида: а) ки нем атическая  
схем а с показанны ми на ней си л а
ми и м ом ентам и пар сил; б/  план 

сил.



Остается еще определить точку К  приложения силы на направ
ляющей х  — х  (рис. 462, а). Для этого составляем уравнение момен
тов сил, действующих на звено 2, относительно точки С. Имеем:

М с (Р *) +  М с (Р 13) +  М * =  0,

так как Мс (Я32) =  0.
В этом уравнении неизвестным является только плечо h силы Р п  

(рис. 462, а), которое из этого уравнения может быть определено. 
Имеем:

Г M r  (Р 2) , AL I

* = - H s - + 7 d -  (16'8)
Положение плеча h относительно точки С определяется знаком 

правой части уравнения (16.8).
Так как ползун В  (рис. 462, а) показан схематично, то точка К  

приложения силы Рп  оказалась лежащей как бы вне ползуна. В дейст
вительности сила Р ц приложена в зоне кон- 

р” Р,г такта звеньев 1 и 2. Если, например, ползун
i \/;. ■22Zm%i

У//УУ/У///А 
----Н—~

I-
ш конструктивно выполнен в виде параллеле- 

-^т — -г пипеда, длина которого равна /, скользящего
Т  ~ ~  в направляющих q — q (рис. 463), то можно 
'/////,^  перенести точку приложения силы Рп  в 

. точку О — центр ползуна (рис. 463). Тогда 
“ на ползун будет действовать сила Р н  и

Р ис. 463. Р асп редел ен и е о еак - %л
ди й  на н ап равляю щ ей  посту- П З р а  СИЛ С М ОМЕНТОМ Уг1 > р ЗВ Н Ы М  ПО В 0Л И Ч И Н 0 

п ательиоа  пары .
M =  Pnh\

где Н — расстояние от точки Қ  до точки О — центра ползуна. Пару 
сил с моментом М  удобно представить в виде двух сил и — Р®8, 
приложенных в крайних точках N  и L ползуна (рис. 463). Величина 
силы равна

Р° =  — = /> ,» —12 I I •

Таким образом, ползун будет находиться под действием силы Рп , 
приложенной в точке О, и сил Р° и — Р ° , приложенных в точках N 
и L и создающих пару с моментом М.

3°. Кинематическая схема группы II класса третьего вида показана на 
рис. 464, а. Звенья поступательной пары имеют движение вдоль оси х  — х .  
На группу действуют внешние силы А, и Р 3 и пары с моментами М г и М3.

Уравнение равновесия всех сил, действующих на группу II класса рас
сматриваемого вида (рис. 464, а), будет следующим:

Л .  +  Л  +  Л  +  Л .  =  0. (16.9)
Реакции P ts и P i3 разлагаем по направлениям, параллельным оси л" — х  

и перпендикулярным к ней. Имеем:



Для определения слагающих Р*п  и Р^3 составляем уравнения равнове
сия каждого из звеньев 2  и 3  в отдельности. Уравнения равновесия состав
ляем в виде уравнений проекций на ось х  — х  всех сил, действующих на 
каждое из звеньев 2 и 3.

Для звена 2  имеем:

Р ( а +  Ра cos Р =  0 . (16.10)

В этом уравнении проекции сил Р п  и Р 83 на ось х — х  равны нулю.
Для звена 3  имеем:

Р £3 +  Ра cos y = 0 . (16.11)

В этом уравнении проекции сил р"з и Р 2, на ось х  —  х  равны нулю. Из 
уравнения (16.10) и (16.11) определяем составляющие Р ц  и Р 43. Имеем:

t t Р п  =  — P s cos р и Р 43 =  — Р 8 cos 7.

Подставляем полученные значения в уравнение (16.9). Имеем:

Р п  -)- Р п  4" Ра Рз "Ь Pi3 Н~ Р ц  =  0.

В написанном уравнении неизвестны только величины сил Р н и Р ^ . Д л я  
их определения строим план сил. Из произвольной точки а (рис. 464, 6)

Р и с . 464. Д в ухповодковая  груп п а  тр е ть его  вида: а )  ки нем а
ти ч еская  схем а с показанны ми на ней силами и моментами 

п ар  сил; б)  план  сил.

в масштабе |ip  откладываем силу Р« и прибавляем к ней силу Р э. Далее 
откладываем известные нам силы, параллельные оси х  —  х: из точки с си
лу Р 4 3 » а из точки а силу Р ц ,  Соединив точки d  и г ,  получаем отрезок (de),

„ л  я
который представляет сумму сил Р п  и Р ц ,  так как эти силы параллельны. 
Для определения каждой из этих сил в отдельности составляем уравнение 
моментов сил, действующих на рассматриваемую группу, относительно 
точки D. Имеем:

M D ( PU)  +  M D( P n )  +  M D ( Р г) +  M D ( P 3) + M , + M 3 = 0 .  (16.12)

Из этого уравнения определяется величина силы p jj .  Отложив величину
этой силы в виде отрезка (fe) на прямой de, увидим, что сила Р «  будет 
тогда изображаться на плане сил отрезком (df). Полная реакция Р 12 будет 
изображаться в масштабе ц отрезком (fa), полная реакция Р 43 —  отрезком



(cf)  и, наконец, две равные и противоположно направленные реакции Р 2, и 
Pas — отрезком (b f ).

Для определения точки К  приложения силы Р 23 составляем уравнение 
моментов всех сил, действующих на звено 3, относительно точки D. Имеем:

M d  (Р 23) +  Л Ь ( Р 3) +  Л*3 =  0. (16.13)

В этом уравнении M d  (Р 43) равен нулю. В уравнении (16.13) неизвестным 
является только плечо h силы P S3, входящее в выражение для момента 
M d (Р„).  Это плечо определяем из уравнения (16.13). Имеем:

М р  (Р>) , М 3 “I
Рйа Р&а J

Так же как и для группы II класса второго вида, действие результи
рующей реакции Р =3 может быть заменено действием реакции Р 23, прило

женной в центре поступательной пары, и 
парой сил Р ®3 и — Р ° 3 аналогично случаю, 
рассмотренному на рис. 463.

4°. Кинематическая схема группы 
11 класса четвертого вида показана на рис.
465, а. Звено одной из поступательных пар 
движется вдоль оси х — х ,  а другой — вдоль 
оси у — у .  Группа нагружена внешними 
силами P s и Р 3 и парами с моментами 
M t и ЛТ3.

Уравнение равновесия всех действу
ющих на данную группу сил имеет следу
ющий вид:

Pn+P» +  Pa +  Pi з =  °- ( 1614>
В уравнении (16.14) направления реак

ций Pi's и Pi  з нам известны (рис. 465, а). 
Реакция Р , 2 перпендикулярна к оси х — х ,  реакция Р 43 —  к оси 3 » — у.  Вели
чины этих реакций являются неизвестными.

Определение величин этих реакций может быть сделано построением 
плана сил. Из произвольной точки а в выбранном масштабе цр откладываем 
силу Р 2. К силе Ро прикладываем в том же масштабе tip силу Р 3. Из 
точки а проводим прямую в направлении реакции Р 1=, перпендикулярную 
к оси х — х ,  а через точку с — в направлении реакции Р 431 перпендикуляр
ную к оси у — у.  Точка d  пересечения этих двух прямых и определяет вели
чины искомых реакций. Реакция Р ,„  представлена в масштабе ц р отрезком 
(da), а реакция Р „  отрезком (cd). Реакции Ро3 и Р 35 в паре С представлены 
отрезком (bd) и определяются из условий равновесия каждого звена в от
дельности из уравнений:

^32 +  Ps - г  Pis =  0> Р 23 + Р 3 +  Р 43 = 0 .

Для определения точек приложения К  и L реакций Р , 2 и Р 4, составляем 
два уравнения моментов всех сил, действующих на звенья 2  и 3, относительно 
точки С. Имеем:

М с  (Р 2) +  М с  ( Р 12) +  М, =  0, М с (Рг) +  М с  (Р13) +  М г =  0.

В этих уравнениях М с  (Р 32) =  0 и Л1С ( Р , 3) =  0.

Р и с . 465. Д вухповодковая гр у п п а  чет
вертого  вида: а)  ки нем атическая схема 
с  показанны ми на пен  силами н мо

ментами пар сил; б)  план сил .



Так как, далее,

М с (Рц) =  Рц  и М с ( Р 43) =  P i3 hу

^1 = - Ю + А 1 
L plt +  p .. J

А, =  - [-

Р ис. 466. Д в ухповодковая гру п п а  п ятого  вида: 
о)  кинем атическая  схем а с показанны ми на ней 

силами и моментами пар сил; б)  план сил.

м с (Р а) , м ,

По этим формулам определяются точки приложения К  и L  реакций 
Р  lg И Р 43.

5°. Кинематическая схема группы И класса пятого вида показана на 
рис. 466, а. Звенья поступательных пар движутся вдоль осей х — х  и у — у.

Группа нагружена внешними 
силами Ро и Р„ и парами сил 
с моментами М 2 и М3.

Уравнение равновесия всех 
действующих на рассматриваемую 
группу сил имеет следующий вид:

Р ц  +  Р2 +  Рг +  Р<3 = 0 .  (16.15)

В уравнении (16.15) направ
ление реакции Р 12 известно (рис.
466, а). Эта реакция перпендику
лярна к оси х  — х .  Реакция Р и  
в точке D  не известна ни по вели
чине, ни по направлению. Таким образом, в уравнении (16.15) мы имеем три 
неизвестные величины, подлежащие определению. Для определения реак
ций P J2 и Р 43 составляем уравнения равновесия звеньев 2 и 3 в отдель
ности. Имеем:

Р 12 + Р 2 +  Р з2 =  0 и Р 43 +  Р 3+ Р 23= 0 .

Так как звено 2 входит со звеньями 1 и 3  в поступательные пары, то 
направления реакций Р , 2 и Р 32 известны: реакция Р 12 перпендикулярна к оси 
направляющей х — х ,  а реакция Р 82— к оси н а п р ав л яю щ ей ^ — у.

Величины этих реакций определяются построением плана сил. Из произ
вольной точки а (рис. 466, б) в выбранном масштабе откладываем силу Р„ 
и через точки а и b проводим прямые, перпендикулярные к осям х  — л- н 
V— у.  Точка с пересечения этих прямых определяет реакции Р 3» и Р , 2. 
"Первая реакция изображается отрезком (Ьс), а вторая реак ци я— отрезком 
(са). Определив реакцию Р 3„, можно найти реакцию Р 43 из написанного выше 
уравнения равновесия звена 3. Для этого от точки b откладываем заданную 
силу Р 3 в виде отрезка (bd) и точку d  соединяем с точкой с. Тогда отрезок 
(dc) представит собой в масштабе цр реакцию Р 43. Реакция Ргз изобра
жается при этом ранее построенным отрезком (cb).

Для определения точки приложения L реакции Р 12 составляем уравне
ние моментов всех сил, действующих на группу, относительно точки D. 
Имеем:

M D (Р 14) +  MD ( Р 2) +  M D (Р ,)  +  м 2 +  АГ3 =  0. (16.16)

В этом уравнении Мд (Р 1а) =  0, и величина Мд  (Р 1а) может быть представ
лена так:



Подставляя значение MD (P1S) в уравнение моментов (16.16), получаем: 

,  _  MD ( P J + M B ( P J + M ,  +  M,

Таким образом, определяется точка приложения L реакции Р 12. Точку К  
приложения реакции Р 23 ИЛИ Р 32 найдем, если составим уравнение моментов 
всех сил, действующих на звено 2  или на звено 3, относительно какой-либо 
точки этих звеньев. Например, составляя уравнение моментов всех сил, дей
ствующих на звено 3, относительно точки D, получаем:

M d (Pm ) +  M d (P3) +  M 3 =  0,

так как M D (Pia) =  0. Из условия М (Ри ) =  P J8fta определяем величину Л9:

M D(P3) +  M 3
-   Р ■Г 2S

Из этого уравнения определяется точка приложения К  реакции Раз- 
Реакция Рза равна реакции а по величине, но имеет противоположное ей 
направление.

Р ис. 467. Т рех  поводковая гру п п а  III класса: а)  к и н ем ати ческая  
схема с показанны ми на ней силам и и м оментам и пар сил; 

б ) план сил.

6°. При определении реакций в кинематических парах групп Ш класса 
наиболее удооным является метод планов сил с использованием особых 
точек. К изложению этого метода мы и переходим.

Пусть задана трехповодковая группа III класса B C D E F G  (рис. 467, а), 
на которую действуют заданные силы Р 2, Р 3, Р 4 и Р ъ и пары сил с момен
тами М.,, М 3, М г и М-0. Требуется определить реакции в кинематических 
парах В, С, D, Е, F  и G.

Разложим реакции Р ]2, Р 03 и Р 71 на две составляющие: вдоль оси соот
ветствующего поводка и по направлению к нему перпендикулярному, и 
поставим своей задачей определение этих составляющих. Имгем:

Р и= Л" +  Р1и> =  К + К .  Ри =  Л" +  P*i-



Напишем уравнение моментов всех сил, действующих на звено 2, отно
сительно точки Е. Имеем:

М* +  МЕ{Р[2) +  Мв (Р^= 0, 

так как М£ (Р ва) = 0  и Л1£ (Р"2) =  0. Определяем величину реакции

р* — _
* 15» —

м  (Р 2) + м а
12 '

'  B E

Далее, из уравнения моментов всех сил, действующих на звено 3, отно
сительно точки F  определяем величину реакции Р> . Имеем:

M3 +  MF(Pi3) +  MF(p 3) =  0,

так как М/г(Р вз) = 0  и Mf (P"i) =  0. Отсюда

MF(P3) +  M3
Р . = - ~ / ----- •сғ

Из уравнения моментов всех сил, действующих на звено 4, относительно 
точки G определяем величину реакции Р , , .  Имеем:

м 4+ м 0 (Р ‘и ) + М а  (Р*)=0,
где MQ (Р„4) =  0 и М0 ( Р ”4) =  0. Отсюда

„ ___
l D O  •

Далее, находим на пересечении осей каких-либо двух поводков особую 
точку S и составляем уравнение моментов всех сил, действующих на группу, 
относительно найденной точки S. Имеем:

M s  (Р а) +  M s  (Р 3) +  M s  (Р4) +  M s  (Р„) +  Ms  ( Р ^ )  +

+  Ms (Рез) +  <P7i> +  (P?4>+  +  Мъ =  0- (16'17>
В этом уравнении моменты сил Р|*а и Р 33 относительно точки S равны нулю. 
Реакции Р 12» К *  И ^74 нами уже определены. Единственной неизвестной 
силой, входящей в уравнение (16.17), является реакция Р ?4, момент которой 
относительно точки S равен (Р"4) =  Р "4Л. Из (16.17) определяем величину 
реакции Р "А:

р 7* =  ~ Т  [М5 (Р^  +  (Рз) +  ^  <P i> +  +

+  MS К )  +  Ms  (рез) +  м 5^ -л ) +  м * +  м г 4- Aft +
Определив реакцию находим реакцию P 7i как геометрическую сумму 

дв )х  известных нам составляющих, т. е.

Л .  =  Р7. +  я{..
Приравниваем, далее, нулю геометрическую сумму всех сил, действую

щих на группу. Имеем:

+ я!*+ л + л + + я .+ р3+ р;3+ р?3= о.



В этом уравнении неизвестными оказываются только величины состав
ляющих P f 2 и Р " ,  которые и могут быть определены из уравнения построе
нием плана сил в выбранном масштабе (ip  (рис. 467, б). Из произвольной 
точки а откладываем силу Р 2 в виде отрезка (аЬ). В точке b к ней при
кладываем силу Р 4 в виде отрезка (Ьс)\ в точке с прикладываем силу Р 71 
в виде отрезка (cd). Далее, в точке d прикладываем силу Р 5 в виде отрезка 
(de). Наконец, в точке е прикладываем силу Р а в виде отрезка (ef). В точ
ках а и /  прикладываем ранее определенные реакции Р[2 и Р*3 в виде отрез
ков (ag) и ( fk )  и через полученные точки g  и k  проводим прямые, параллель
ные реакциям Р"2 и Р "3. Находим, далее, точку / пересечения этих прямых. 
Соединив точки е й /  плана сил, получим в масштабе полную реакцию P lt 
в виде отрезка (1а). Соединяя точки /  и /, получаем в том же масштабе 
полную реакцию Р 03 в виде отрезка (fl).

Реакции Р 52, Р 53 и Р 54 определяем из уравнений, выражающих условия 
равновесия отдельно взятых звеньев 2, 3  к 4. Имеем:

•^12 +  ^ 2 + ^ 5 2  = 0 |  Р < Я - \ - Р ъ з  = 0 |  Р ц  + Р 4 + ^ 5 4  =  0.

В первом из этих уравнений неизвестной является реакция Р 52, во вто
ром уравнении неизвестна реакция Р 63 и в третьем уравнении реакция Р 51. 
Эти реакции определяются построением дополнительных силовых треуголь
ников. Первая реакция определится, если па плане сил соединить точки b 
и /; вторая реакция определится, если соединить точки / и е, и третья реак
ц и я — если соединить точки b u d .  Отрезок (Ы) в масштабе (ip представит 
реакцию Р-„; отрезок (1е) в том же масштабе —  реакцию Р 53 и отрезок 
(bd) — реакцию Р 54. Так определяются реакции во всех кинематических нарах 
трехповодковой группы.

Этот метод может быть распространен на любые группы III класса, 
в которых могут быть найдены особые точки.

7°. Переходим к рассмотрению вопроса об определении реакций в ки
нематических парах групп, в состав которых входят высшие пары. Из урав
нения (16.1) следует, что статическая определимость этих групп удовлетво
ряется, если, например, число звеньев п равно п =  1, число р ь пар V класса 
равно р ъ=  1 и число р 4 пар IV класса также равно р 4 =  1. Эта группа пока
зана на рис. 468, а. Звено 2 входит во вращательную пару В  со эвеном 1 
и в высшую пару Е  со звеном 4, выполненную в виде двух соприкасаю
щихся кривых р — р  и q — q. Находим па нормали п — п, проведенной через 
точку Е,  центры кривизны С и D  соприкасающихся кривых р — j> и q — q 
и вводим заменяющее звено 3. Тогда имеем группу II класса B C D  первого 
вида, аналогичную группе, показанной на рис. 461, а. Пусть звено 2 нагру
жено силой Р„ и парой с моментом М 2 (рис. 468, а). Реакция Р 12 может 
быть представлена как сумма двух составляющих

Л ,  =  />?, + P i r
Так как звено 3  является фиктивным и не нагружено внешними силами 

п парами, то реакция Р 43 направлена по прямой CD. Эта реакция равна 
реакции Р 42:

Р 43 =  Р  42.

Таким образом, уравнение равновесия группы имеет вид

РЪ +  Р (12 +  Р°. +  Р*° =  0- (16.18)

В уравнении (16.18) неизвестными являются величины составляющих Р™3 
и Р[,  реакции Р 12 и величина реакции Р 42. Составляющая Р[3 определяется



из уравнения моментов всех сил, действующих на звено 2, относительно 
точки С. Имеем:

В этой формуле Mc (P i2) =  0.
Для определения величин составляющей Р"3 и реакции P i2 строим план 

сил (рис. 468, б).
Для этого из произвольной точки а откладываем в некотором масштабе 

|1 р силу P i и прикладываем к ней в том же масштабе силу Р*п , определен
ную из уравнения (16.19). Из точки с проводим прямую, параллельную

направлению ВС,  а из точки а прямую, параллельную направлению DC. 
Точка d  пересечения этих прямых определит реакции P is и Р*2. Полная 
реакция Р 12 изображается отрезком (bd).

Из рассмотренного примера видно, что кинетостатический расчет групп 
с высшими парами можно вести путем приведения этих групп к группам 
только с одними низшими парами V класса и исследования условий равно
весия звена, заменяющего высшую пару. При этом в качестве точки, отно
сительно которой составляется уравнение моментов вида (16.19), может 
быть выбрана любая точка, лежащая на нормали п — п.

§ 72. Определение реакций в кинематических парах групп 
с учетом сил трения

1°. В § 70 и 71 нами был рассмотрен метод определения реакций в кине
матических парах в предположении, что трение в парах отсутствует.

Рассмотрим теперь, какие должны быть внесены изменения в методику 
изложенных расчетов, если учитываются силы трения, возникающие в кине
матических парах. Начнем с решения задачи об определении реакций в па
рах отдельных групп, из которых образован механизм.

Рассмотрим группу II класса первого вида (рис. 469, а), нагруженную 
силами Р г и Р 3. В состав группы входят три вращательные кинематический 
пары, и в этих парах возникают моменты М \ \ ,  MZ%, и от сил тре
ния. Величины этих моментов согласно формуле (14.25) равны

(16.19)

Р ис. 463. Вы сш ая ки нем атическая  пара: а) к и н ем ати ческая  п ара с 
показанны ми на ней силам и и м оментом  пары  cim; б\ план сил.



где Р п , Р п , Р н  —  реакции в парах В, С, D; f ’B, f 'c  и f'D — коэффициенты 
трения во вращательных парах; гв , г с  и гд — радиусы цилиндрических эле
ментов этих пар (см. § 63). Направление этих моментов зависит от направ
ления соответствующих угловых скоростей относительного движения звеньев 
группы. Так, если угловая скорость эвена 2  относительно звена 1 
направлена по часовой стрелке (рис. 469, а), то момент М т% при рассмотре
нии равновесия звена 2  должен быть направлен противоположно вращению 
часовой стрелки. Если угловая скорость юаз звена 2  относительно звена 3 
имеет направление, противоположное вращению часовой стрелки, то знак 
момента при рассмотрении равновесия звена 2  должен соответствовать

Pfffc. 469. Д вухп оводк овая  гру п п а  первого  вида: а)  ки нем атиче
ская схема с пок азан н ы м и  на ней  силам и и м оментами п ар  сил; 

б )  план сил.

направлению вращения часовой стрелки и т. д. Естественно, что при рас
смотрении равновесия звена 3  знак момента противоположен знаку того 
же момента при рассмотрении равновесия звена 2, так как

<о33 =  а>38 и М 2д ^

Векторное уравнение равновесия сил, действующих на группу, имеет 
следующий вид:*

Р^ +  Рг +  Р3 +  Р ^ = 0
Н Л П

Р п  +  PL  +  Р е  +  Л  +  РЪ +  Р{,  =  О,

где Р?2, P^j, Р "3 и  Р$j —  соответствующие составляющие реакций Р , ,  и 
Р 41 (рис. 469, а).

Для определения величин составляющих P ‘ia и Р^а составляем уравнения 
моментов всех сил, действующих на звенья 2 и 3. Имеем:

м с {Р[г) +  М С(Р,) +  М\1  +  Л13ТР =  О, (16.21)

М с  ( Р ' 3) +  М с  (Р3) + M J P  +  MJP =  0. (16.22)

В уравнения (16.21) и (16.22) входят моменты трения, которые опреде
ляются из уравнений (16.20), но так как реакции Р 12, Р 23 и Р 43 нсизвесчны 
и подлежат определению, то из "уравнений (16.21) и (16.22) не могут быть



непосредственно определены и составляющие Р52 11 Р ‘а- Таким образом, 
задача'сводится к совместному решению всех шести уравнений равновесия, 
которые в общем случае могут быть составлены для звеньев 2  и 3. Сов
местное решение такой системы уравнений приводит к чрезвычайно гро
моздким вычислениям, поэтому для практических расчетов лучше применять 
способ последовательных приближений, к изложению сущности которого мы 
и перейдем.

2°. Предположим в первом приближении, что моменты сил трения равны 
пулю М]% =  0; М 2? =  — Afj§ =  0 и М ^  =  0.

Тогда задача сводится к ранее рассмотренному в § 71 случаю расчета 
группы без учета сил трения в кинематических парах. Указанными там 
методами находим составляющие р[„ и Р{3 и строим план сил (рис. 469, б). 
Пусть на этом плане сил полученные реакции в парах В, С и D  соответ
ственно равны Р°12, Рй3 и Р 23. На рис. 469, б реакция Pg3 не показана, чтобы 
не затемнять чертежа. Полученные значения реакций Р52, Р \3 и P J3 под
ставляем в формулы (16.20). Имеем:

(М \\) '  =  Р у в г в , ( М ^ У = - ( М Ц ) '  =  Р 1 / с г 0  ( M ^ Y =  P y Dr D.

Эти новые значения моментов трения подставляем в уравнения (16.21) 
и (16.22) и определяем из них новые значения величин составляющих ( Р ^ ) '  
и (PS,)'. В н о в ь  полученные величины этих составляющих, очевидно, отли
чаются от тех, которые были получены в предположении равенства нулю 
моментов трения. Поэтому если в первом случае конец вектора силы Р гп  
находился в точке d 0, то теперь он будет находиться в некоторой другой 
точке d t. Точно так же начало вектора силы Р \ г будет находиться пе в 
точке е0, а в точке Проведя прямые в направлениях составляющих (Р "Х  
и (Р",У, найдем, что конец вектора силы P'i3, начало вектора силы Р[2 и 
начало вектора силы Р 23 будут находиться не в точке / 0, а в точке / , .  
Таким образом, будет построен второй план сил, из которого определятся 
новые значения P'ls, Р'аз и Р'43 реакций в парах В, С  и D.

Для еще большего уточнения величин реакций в парах можно снова 
повторить проведенный расчет, для чего полученные значения P'I2, P's3 н 
Р ; з надо снова подставить в формулы (16.20), определить новые значения
моментов трения (М ^)" ,  ( М ^ ) ”, (А^!?)'' и (М1$)" и их в свою очередь под
ставить в уравнения (16.21) и (16.22). Тогда будут определены новые зна
чения составляющих (Р^2)” и (Р J,)", и может быть построен новый план сил 
(рис. 469, б), в котором мы получим соответственно точки </„, еа, / а и, сле
довательно, определим новые реакции Р,'2, Р 23 и Р^'3. Указанный процесс 
может быть продолжен и дальше, но практически вполне достаточно бывает 
ограничиться вторым или даже первым приближением и найти силы Р ’12, 
Р 2Э и р ; з или только Р ; 2, Р 23 и P \ v

3е. Аналогично решаются задачи определения реакций в кинематических 
парах, если одна или две пары — поступательные. В качестве примера рас
смотрим группу II класса второго вида (рис. 470, а), нагруженную силами 
Р 2 и Р 3.

В отличие от рассмотренной выше группы в поступательной паре D 
к звену 3  приложен не момент трения, а сила трения величина которой 
равна

^43 —  Р ^ и '  (16.23)

где f D — коэффициент трения в поступательной паре D. Сила трения Fi3 
направлена противоположно скорости ®at звена 3 относительно звена 4.



(16.25)

Векюрное уравнение равновесия сил, действующих на группу, имеет сле
дующий вид:

РЪ +  Ptl, +  Р. +  Рг +  Л . +  Р» =  0- (16-24)
Уравнения моментов сил, действующих на звенья 2 и 3, имеют такой

вид:
м с  (Р ‘п ) +  М с  (Р 0_)+ М \Р +  = о , ' 

м с (Р43) +  м с (Р 3) +  М с (Fa ) +  M g = 0 .

Предполагая в первом приближении М ^ = 0 ,  M*p =  0, M J P = 0  и  (F i3) =
к=0 при Ғм  =  0, определяем из уравнений (16.25) величины сил р [ 2 и Р 43 и

строим известным способом 
p;° ' план сил (рис. 470, б), из ко

торого определяются реак
ции Р}2, Р | 3 и P J 3. Подстав
ляя полученные значения 
реакций в формулы (16.20) и 
в формулу (16.23), получаем:

(М]1У =  Р * /вгв,
(М11У =  -(М ЦУ=Р13/ сг0

W = p u fD-
мч \/

Р и с . 470. Д вухповодковая групп а в торого  вида: а)  кине
м атическая схема с показанны ми на ней  силам и  и мо

ментами п ар  сил; 6 )  план сил.

Полученные значения
для (М Я ) \  (МД)', ( Щ у  и 
(F u )' подставляем в урав
нения (16.24) и (16.25), из 
которых определяем новые 

значения величин сил Р'12, Р 23 и Р'43 и снова строим план сил и т. д. На 
рис. 470, б показано построение трех планов сил и соответствующих им сил 
F'd  и F q . Так же как и в ранее рассмотренном случае, практически вполне 
достаточно определить силы P j 2, Р^, и P'ig.

Указанный метод может быть распространен на группы всех классов 
с любым сочетанием вращательных, поступательных, а также высших пар. 
Л^етод является приближенным'и может применяться только в тех случаях, 
когда имеет место процесс сходимости и каждое последующее приближение 
дает меньшее изменение приращения силы или момента, чем предыдущее. 
Для тех же целей можно применять введенные выше понятия об углах и 
кругах трения (см. § 61 и 63).

§ 73. Кинетостатический расчет ведущего звена механизма

1°. Рассмотрим теперь, как может быть определена в общем слу
чае реакция в кинематической паре, в которую входит со стойкой 
ведущее звено. Это звено обычно входит с неподвижным звеном 
(стойкой) или в поступательную пару V класса или во вращательную 
пару V класса. Поэтому рассмотрим оба эти случая отдельно. Из 
формулы (16.1) следует, что под действием произвольно приложен
ных к нему сил, в том числе и сил инерции, ведущее звено не нахо
дится в равновесии, так как при числе подвижных звеньев, равном



единице, и числе пар V класса, равном также единице, число урав
нений равновесия, которое мы можем составить, на единицу больше 
числа неизвестных, подлежащих определению, т. е.

Ъп — 2ра =  3 — 2 =  1.

Чтобы имело место равновесие, необходимо дополнительно ввести 
силу или пару, уравновешивающую все силы, приложенные к веду
щему звену. Эта сила и момент пары носят название уравновеши
вающей силы и уравновешивающего момента. Условимся уравно
вешивающую силу обозначать через Р у, а уравновешивающий мо
мент— через Му. Рассмотрим вопрос о том, какие же силы и моменты 
будут в машинах уравновешивающими.

Р ис. 471. К ривош ипно-ползунны й механизм : а)  кинем атическая  
схем а с прилож енны м и к  ведущ ем у  звен у  силам и; 6)  план сил.

Предположим, что рассматривается задача о силовом расчете кри- 
вошипно-ползунного механизма одноцилиндрового поршневого двига
теля, приводящего во вращения какую-либо рабочую машину. Если 
в качестве ведущего звена выбран кривошип 1 (рис. 471, а) двига
теля, то присоединяемая группа II класса будет состоять из шатуна 
2 и поршня 3. После силового расчета этой группы определится 
реакция шатуна 2 на кривошип 1 — сила Рал. Кроме того, кривошип 
находится под действием силы и пары сил с моментом Mlt пред
ставляющих собою результирующие от внешних нагрузок и сил 
инерции. Под действием этих сил и реакции Poi стойки кривошип 
в общем случае не будет находиться в равновесии. Для равновесия 
необходимо приложить уравновешивающую силу Р у или уравновеши
вающий момент УИу. Этими уравновешивающими силой и моментом 
являются реактивные силы или момент от той рабочей машины, кото
рая приводится в движение рассматриваемым двигателем. Если колен
чатый вал двигателя и главный вал рабочей машины соединены 
посредством муфты, то мы будем иметь в качестве уравновешиваю
щего момента, приложенного к валу двигателя, реактивный момент 
сил сопротивления рабочей машины. Если коленчатый вал двигателя 
соединен с главным валом рабочей машины посредством зубчатой 
передачи, то мы будем иметь в качестве уравновешивающей силы, 
приложенной к зубчатому колесу, сидящему на валу двигателя, реак
тивную силу рабочей машины. Очевидно, что эта реактивная сила,



если пренебречь трением в сопряженных профилях зубьев, будет 
направлена по нормали к профилям сопряженных зубьев зубчатой 
передачи. Таким образом, линия действия уравновешивающей силы 
полностью определяется конструкцией передаточного механизма от 
двигателя к рабочей машине. Обратно, при силовом расчете рабочей 
машины уравновешивающими силой или моментом будут реактивная 
сила или момент от двигателя.

2°. Пусть ведущее звено 1 (рис. 471, а) входит с неподвижным 
звеном 0 во вращательную пару Л и на это звено действует сила Р,л , 
представляющая собой реакцию звена 2 на звено 1, заданная сила Р4 
и пара сил с моментом М\.

Для определения величины уравновешивающей силы необходимо 
найти ее линию действия. Это может быть сделано, если рассмотреть 
конструкцию механизма, связывающего звено 1 с звеном той машины, 
которая приводится в движение от звена 1 или от которой звено 1 
само приводится в движение. Пусть линией действия уравновешиваю
щей силы Ру будет прямая т. — т. Тогда величина момента МА(Ру) 
уравновешивающей силы определится из уравнения моментов всех 
сил, действующих на звено относительно точки А. Имеем:

Ма (Ру) Мл (Pi) ~Г Ма (Рц) -f- М\ =  0, 
так как M A{Po\) =  Q. Отсюда получаем значение момента М А(Ру)'.

М А (Ру) =  ~1М А (Pi) +  МА (Р.п) +  Мг]. (16.26)

Знак момента МА (Ру) определится значениями и знаками момен
тов M A(Pi), М А(Рц) и М\. Величина уравновешивающей силы Р у 
определится из условия

Pyh =  MA(Py),

где h есть известное плечо уравновешивающей силы Ру (рис. 471, а). 
Тогда имеем:

п _  +
у h

Так как величина и направление силы Ру теперь нам известны, 
то реакция Р0) в кинематической паре А определится из векторного 
уравнения

+  + /> ,+ /» „  =  0. (16.27)

Графическое решение этого уравнения показано на рис. 471, б.
Если уравновешивающей будет не сила, а пара сил, то величина 

уравновешивающего момента Му определится из уравнения, анало
гичного уравнению (.16.26). Имеем:

М у  =  -  [ М А (/>,) +  М А ( Р и )  +  М\ ] .



Реакция Р^ в кинематической паре А определится из векторного 
уравнения

P i+ P n  +  P 'o ^O . (16.28)

План сил для определения реакции Р'01 показан на рис. 471, б.
3°. Предположим, далее, что ведущее звено 1 входит с неподвиж

ным звеном в поступательную пару А (рис. 472, а). Тогда реакция Рй1 
в паре А оказывается направленной перпендикулярно к оси движе
ния этой поступательной пары. Пусть уравновешивающая сила Ру 
направлена по линии действия т — т. Величина 
силы Ру определяется из уравнения (16.27).

В этом уравнении силы P t и Рц  заданы, 
а сила Р01 и Ру известны по направлению.
Графическое решение этого уравнения показано 
на рис. 472, б.

Для определения точки N  приложения реак
ции Р01 составляем уравнение моментов всех 
сил относительно точки К  приложения силы Рп .
Имеем:

м к (Ру) + М к  ( Р ,)+ м к  (Р 01) + М 1= 0 .

В этом уравнении неизвестно только плечо h 
силы Р01, которое и может быть определено.
Имеем:

[MK {Pi) + M K {Py) + M l \

Pol

Направление, в котором должен быть отложен отрезок h, зависит 
от величины и знаков моментов Мх, Мк (Ру) и M K(Pi).

§ 74. Силовой расчет механизмов

1°. Силовой расчет механизмов состоит в определении усилий, 
действующих на отдельные звенья и кинематические пары механизма.

При силовом расчете механизм расчленяется на отдельные группы 
согласно принятой классификации. При этом расчленении механизма 
необходимо учитывать порядок расчленения групп. Порядок силового 
расчета отсоединенных групп является обратным порядку кинема
тического исследования, т. е. силовой расчет начинается с расчета 
последней, считая от ведущего звена, присоединенной группы и кон
чается расчетом ведущего звена. Например, если задан механизм 
III класса (рис. 473) с ведущим звеном АВ, нагруженный внешними 
силами Р(, Ра, Р3, . . . ,  причем в число этих внешних сил включены 
силы тяжести и силы инерции этих звеньев, а также внешними парами 
сил с моментами M lt M it М3, . . . ,  то расчет следует начинать с двух

Р и с. 472. В едущ ее звено, 
входящ ее в поступатель
ную  п ару  со стойкой: 
а)  ки нем атическая схем а 
с показанны ми на ней си

лам и; б)  план сил.



поводковой группы II класса LKC как самой крайней. Далее, надо 
перейти к расчету трехповодковой группы Ш класса BDEFGH и, 
наконец, к расчету ведущего звена АВ. Стойка механизма принята за 
нулевое звено.

Итак, начинаем расчет с двухповодковой группы II класса LKC, 
нагруженной внешними силами Р3 и Р4 и парами с моментами М3 и

Ж4. Изложенным выше методом пла
нов сил (§ 71,1°) определяем реак
ции P„i и Р,а

Р ис. 473. К в оп росу  о последовательности  
силооого р ас ч е т а  слож ного  механизм а.

Р23 в парах L, 
К Vi С. Далее, ведем расчет трехповод
ковой группы III класса BDEFQH. 
Для этого кроме приложенных к ней 
внешних сил Рг, Pt, Р6 и Р7, мо
ментов М ь M s, М 6 и Mr, и реакций 
Р12, Р06 и Р07 прикладываем в точке С 
реакцию Р32, равную по величине и 
противоположную по направлению 
реакции Р.23, которая была опреде
лена при расчете двухповодковой 
группы LKC- При расчете трехпо
водковой группы BDEFGH кроме 
реакций Р06 и Р07 определяется и 

реакция Рн. Прикладываем к ведущему звену А равную ей по вели
чине и противоположно направленную силу Р.п. Расчет звена АВ 
ведем методом, указанным в § 72, прикладывая к этому звену урав

новешивающий момент.
2°. В качестве примера проведем силовой 

расчет кулисного механизма с ведущим зве
ном 1, показанного на рис. 474. Требуется опре
делить реакции в кинематических парах от 
силы Рв, приложенной в точке Ss звена 5, силыР4, 
приложенной в точке 64 ззена 4, силы Р 3, при
ложенной в точке звена 3, и пары сил 
с моментом УИ3, приложенной к тому же звену. 
Сила Р 3 образует с направлением BD угол а. 
Сила Р 8 параллельна оси х  — х, а сила Р* 
перпендикулярна к ней. Линия действия tn — т 
уравновешивающей силы Pv проходит через 
точку ^  звена 1 перпендикулярно к его оси.

Рассматриваемый кулисный механизм пред
ставляет собой механизм II класса и состоит 

из двух групп И класса: группы третьего вида (группа, состоящая 
из звеньев 2 и 3) и группы второго вида (группа, состоящая из 
звеньев 4 и 5).

Определение реакций в кинематических парах начинаем с последней 
в порядке присоединения группы, состоящей из звеньев 4 и 5. Для

Рис. 474. К инем ати ческая схе
ма кулисного м ехан изм а с по

казанн ы м и на ней силами.



этого разлагаем реакцию P 3i (рис. 475, а), действующую в паре D,

Составляем, далее, уравнение моментов всех сил, действующих на 
звено 4, относительно точки Е  (рис. 475, а)

где ft4 — плечо силы относительно точки Е.
Составляем, далее, общее уравнение равновесия всей группы, при

равнивая нулю сумму всех сил, действующих на группу

влению. Сила Р ”4 параллельна оси DE звена 4, сила Р 05 перпенди
кулярна к оси .v — х.

Для определения величин сил Р и Р 09 строим в произвольно 
выбранном масштабе рр план сил (рис. 475, б). Для этого из точки d 
откладываем силу Р* в виде отрезка (da). К силе Р'и прикладываем 
силу Р 4 в виде отрезка (ab) и к ней прикладываем силу Р 5 в виде 
отрезка (Ьс). Через точку с проводим прямую в направлении силы Р № 
т. е. перпендикулярно к оси х  — х , а через точку d — в направлении 
силы Р» т. е. параллельно направлению DE звена 4. Точка е пере
сечения этих прямых определяет начало вектора силы Р" и конец 
вектора силы Р 08. Соединив точку е с точкой а, получим силу Рг I 
в виде отрезка (еа). Реакция Р 48 в виде отрезка (eb) определится, 
если соединить точки е й  Ь.

откуда получаем:

1d e  '

7 мм  -»■ н
б)

Р ис. 475. Д вухповодковая груп п а 4 — 5 м еханизм а, и зображ енн ого  на рн с . 474: 
а)  ки нем атическая схем а групп ы  4 — 5; 6 )  план  сил.



Точку К  приложения силы Р т (рис. 475, а) найдем из уравнения мо
ментов всех сил, действующих на звене 5, относительно точки Е. Имеем:

откуда получаем величину плеча hm =  E K  (рис. 475, а) силы Р ю 
относительно точки’Е

Если заданы конструктивные размеры ползуна 5, то необходимо 
силу Рм привести к центру Е  ползуна, как это было показано на 
рис. 463 (§ 71).

Переходим, далее, к рассмотрению группы, состоящей из звеньев 
2  и 3  (рис. 476, а). На эту группу действует внешняя сила P i3> при
ложенная к точке D, равная по величине и противоположная по на- 
праилению силе P 3i, сила Р 3, приложенная в точке S3, и пара с мо
ментом М3.

Рассмотрим равновесие звена 3. Так как звено 2  не нагружено, 
то реакция Р гз оказывается приложенной в точке С и направлена 
перпендикулярно к направлению BD  звена 3.

Величина силы Р.гз определяется из уравнения моментов всех сил, 
действующих на звено 3, относительно точки В

так как МВ(Р03) =  0. Из этого векторного уравнения определяем 
величину силы Pi3:

где /?3 и fti3 — плечи сил Р 3 и P i3 относительно точки В. После 
определения силы Р гз можно найти силу Р 03, приравнивая нулю сумму 
всс-х сил, действующих на звено 3,

МЕ(Ръ)-\-МЕ(Рт) =  0,

а)
Р ис. 476. Д пухпонодковая476. Д пухпонодковая груп п а 2 —3  м ехан изм а, и зображ енн ого  на 

рис, 474: а )  кинем атическая  схем а групп ы  2  — 3; б )  план  сил.

Мв (Я43) -}- Мв (Р.23) Мв (Р3) -j- М3 — о,



Решаем графически это уравнение. Из точки а (рис. 476, б) откла
дываем в масштабе (хр силу Pi3 в виде отрезка (ab) и к ней прикла
дываем силу Р3 в виде отрезка (Ьс). Далее, из точки с откладываем 
силу Р43 в виде отрезка (cd). Отрезок (da) представляет силу Р03. 
Сила Р1а равна по величине и противоположно направлена силе Р39, 
потому что Р и - |-  Рзъ — 0.

Далее, рассматриваем равновесие ведущего звена 7 (рис. 477, а). 
На него действует сила Р21, равная по величине и противоположно 
направленная силе Р1а. Линия действия уравновешивающей силы Ру

Р ис. 477. В едущ ее звен о /  м ехан изм а, и зображ ен н ого  на рис. 474: 
а)  ки нем атическая  схем а эвена 1; 6)  план  сил.

задана прямой т. — т, перпендикулярной к направлению Л С звена 1 
(рис. 477, а). Величина уравновешивающей силы Р у определяется из 
уравнения

МА(Ру) +  М А(Рг1) =  о,
откуда

р _ Р 81̂ 21 
hy *

где fi21 и hy — плечи сил Р .г1 и Ру относительно точки А
Для определения реакции Poi в паре А решаем графически 

(рис. 477, б) векторное уравнение равновесия всех сил, действующих 
на ведущее звено 1,

Рп  -)- Р у -f- Poi =  0.
Из точки а откладываем в масштабе р,р силу Ри в виде отрезка (ab) 
и к ней прикладываем силу Ру в виде отрезка (Ьс). Отрезок (са) пред
ставляет собой силу Р01.

3°. Для механизмов с парами IV класса силовой расчет может 
быть произведен методами, изложенными в § 71, если предварительно 
механизм привести к механизму с парами только V класса.



Пусть дан кулачковый механизм с парами IV класса (рис. 478) 
с приложенными к нему внешними силами и P j и парой с мо
ментом М.2. Требуется определить реакции в кинематических парах и 
величину уравновешивающего момента М у, приложенного к кулачку 7. 
Приводим механизм к механизму с парами V класса (рис. 479). Бук
вами О j и 0-2 обозначены центры кривизны профилей звеньев 1 а 2 
в точке их соприкасания. При ведущем звене 1 полученный меха
низм представляет собой механизм II класса. В его состав входят две 
r n v n n u  П кляггя . П е г т я я  г т т п я

II класса составлена из звеньев 3 и 5, одной вращательной кинемати
ческой пары Е  и двух поступательных кинематических пар с осями 
i' — t' и q — q. Расчет необходимо вести, начиная со второй группы 
II класса. В этой группе нагруженным силой Р3 является звено 3. 
Звено 5 как фиктивное не нагружено. Таким образом, звено 3 нахо
дится под действием силы Р3 реакции Ръз, направленной перпендику
лярно к оси f  — f  направляющей, и реакции Р03, направленной пер
пендикулярно к оси <7 — q. Для определения реакций А 5 =  Р 53 и Р 03 
воспользуемся уравнением равновесия сил, действующих на группу 3 — 5:

построением плана сил (рис. 479, б) определяются реакции PQ3 и Р38. 
Реакция P23 =  Pe3 вследствие отсутствия нагрузки на звене 5  про
ходит через течку Е перпендикулярно к прямой t' — if. Для расчета 
группы 0]0.2£? прикладываем к звену 2 в точке Е  силу Р3.2, равную 
по величине и противоположную по направлению силе P.2i. Таким

Рис. 478. Схемл р ы ч аж н о-к ул ачков ого  
м еханизм а с покаэаппы ми на ней 

силами.

Р ис, 479. М еханизм , зам еняю щ ий кулач
ковы й м еханизм , изображ ен н ы й  на рис. 
478: а)  ки нем атическая  схема; б )  план сил 
группы  3 — 5; в) план сил групп ы  2 — 4.

Рз *̂55 "Ь Роз — 0;



образом, звено 2 этой группы будет нагружено силами Я 9 и Л з  И 

моментом М г. Звено 4 как фиктивное не нагружено. Реакция вслед
ствие отсутствия внешней нагрузки у звена 4 направлена по оси OjO* 
этого звена. Из уравнения моментов всех сил, действующих на звено 2, 
относительно точки В  определяется реакция Pib равная реакции Р и:

р  _ П . (p s) +  Мд (Р32) , м 2-|
Ра — Р» — ~ [  I r ^ J .

где йи — плечо силы Я4.2 относительно точки В.
После этого из уравнения равновесия сил, действующих на звено 2,

Рг Ра  4" Рп  ~Ь Pqz =  О
построением плана сил (рис. 479, в) определяется реакция P 0i. Веду
щее звено 7 нагружено силой Рц =  — Рц  и уравновешивающим 
моментом М г

Величина уравновешивающего момента Му определяется из урав
нения моментов

Му +  МА {Р.п ) =  О
ИЛИ

Му =  - М А (Р2!).

Реакция Я01 тогда определяется из уравнения
Ры +  Рп =  0

или
Р<>1 =  — Рг 1-

Из рассмотренного примера следует, что приведение кулачкового 
механизма к механизму с парами только V класса не является обя
зательным, т. к. реакции в высших парах согласно § 70 можно при
нимать направленными по нормалям к элементам высших пар в точке 
соприкасания.

4°. Переходим к рассмотрению силового расчета зубчатых меха
низмов с круглыми цилиндрическими колесами. На рис. 480, а пока
зан простейший трехзвенный механизм, радиусы начальных окруж
ностей колес которого соответственно равны rt и г.2. Будем в даль
нейшем предполагать, что центры масс колес лежат всегда на их 
осях, и таким образом, колеса уравновешены. Тогда центробежные 
силы инерции колес оказываются равными нулю и при неравномерном 
вращении колес могут возникать только дополнительные пары от сил 
инерции, моменты которых определяются по формуле (15.2) (см. § 68).

Пусть ведущим колесом, к которому приложен уравновешивающий 
момент М у, является колесо 7, а ведомым, к которому приложен 
момент М ь — колесо 2. Момент М2 представляет собой результирую
щий момент от внешних сил и пары сил инерции. Строим картину 
скоростей механизма (рис. 480, б) и по направлению вектора vc скорости 
точки С определяем направления угловых скоростей о)х и (о. колеса 7



и колеса 2. Направление действия момента Му должно совпад?ть 
с направлением угловой скорости щ , так как колесо 1 является веду
щим. Направление действия момента УИ.2 должно быть противопо
ложным направлению угловой скорости <а.2) потому что колесо 2 
является ведомым. Где бы ни происходило соприкасание профилей 
<7i и q.j зубьев колес 1 а 2, нормаль п — « к  этим профилям будет 
проходить через точку С соприкасания начальных окружностей, являю
щуюся мгновенным центром в относительном движении колес /  и 2. 
В дальнейшем удобно всегда считать силы Р и л и  P 2j приложенными

в точке С и направленными по 
нормали п — п. Для определения 
того, в какую сторону надо откла
дывать угол а (рис. 480, а) между 
нормалью п — п и касательной 
t — t  к начальным окружностям 
в точке С, будем руководство
ваться простым правилом.

Если ведущим колесом являет
ся колесо с внешним зацеплением, 
то, поворачивая вектор скорости 
точки касания (вектор ®с на 
рис. 480, б) на угол а в сторону, 
обратную угловой скорости враще
ния ведущего колеса (скорость Wj 
на рис. 480, а), найдем положение 
нормали п — п. Если ведущим 

колесом будет колесо с внутренним зацеплением, то вектор скорости 
точки касания надо поворачивать по направлению угловой скорости 
ведущего колеса.

При силовом расчете зубчатых колес можно не производить замены 
высших пар IV класса цепями с парами V класса, а рассматривать 
равновесие колес, образующих статически определимые системы. Такой 
статически определимой системой является колесо 2 (рис. 480, а), на 
которое действует внешний момент и реакции Р]2 и Р0.2. Из уравне
ния моментов всех сил, действующих на колесо 2, относительно точки В

Р пгг cos а -{- =  0
определяем реакцию Р]2:

Рп = ----- — .
11 Г 3 COS а

Из уравнения равновесия всех сил, действующих на колесо 2,

Р н  +  Р<я =  0
определяем и реакцию Р02:

М.

ростеи .

Р м = - Р -И * Га cosa



Рассматриваем, далее, равновесие ведущего колеса 1. Из уравнения 
моментов всех сил, действующих на колесо 2, относительно точки А

■Му—l - P o i T )  cos а  =  О

находим уравновешивающий момент М у:

Му =  — РцГ! cos а.

Далее, из уравнения равновесия всех сил, действующих на колесо 1,

P j i  - Ь  P o i  =  о

определяем реакцию Р 0):
р  _ _ р  _______rjC0Sa.

5°. Рассмотрим двухступенчатый редуктор (рис. 481, а), у кото
рого ведущим колесом является колесо 1, а ведомым колесо 3, на
груженное внешним моментом УИ3. Для определения направлений урав
новешивающего момента Afv и момента М3 сгроим картину скоростей 
(рис. 481,6). Из картины скоростей определяем направление угловой 
скорости ш3 колеса 3 при заданной угловой скорости колеса 1. 
Тогда определяются и направления моментов М у и М3 (рис. 481, б). 
Далее, рассматриваем колесо 3  (рис. 481, в), которое находится в равно
весии под действием момента М3 и реакций Р3-3 и Р03. Из уравнения 
моментов всех сил относительно точки А

М ъ - |-  Р 2'3г3 cos о! =  О,

где а' — угол, образованный нормалью п' — п' к профилям зубьев 
колес 2' и 3 с касательной t' — ? к их начальным окружностям, 
вычисляем реакцию Рв-3. Имеем:

р  ___ л ил о а ---  7,
‘  “  Г3 COS а '

Из уравнения равновесия всех сил, действующих на колесо 3,

Ра'з "Ь Роз =  О
определяем реакцию Р03:

р  - __р  f ___  м 3
03 2 3 Г3 COS а ' ’

Только что определенная нами реакция Роэ приложена к оси 
колеса 3  в плоскости, совпадающей с средней плоскостью колеса 2' 
(рис. 481, а). Реакции, приложенные к подшипникам колеса 3, можно 
определить, если известны конструкция и относительное расположение 
этих подшипников. Изучением конструкций зубчатых редукторов за
нимается курс деталей машин, и потому силы, действующие непосред
ственно на подшипники, мы определять не будем.
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Далее, переходим к рассмотрению колес 2 и 2' (рис. 481, г), кото
рые находятся в равновесии под действием силы Р3? =  — Р?3 и реак
ций P ti и Р йэ. Указанные силы располагаются в трех параллельных 
плоскостях (рис. 481, а). Перенесем их в среднюю плоскость колес 7 и 2. 
При этом переносе получаются пары сил, действия которых могут 
быть учтены, если будет известно конструктивное оформление редук
тора, и тогда можно будет определить действительные реакции, воз
никающие в подшипниках.

Из уравнения моментов упомянутых сил относительно оси колес 2 
и 2' (рис. 481, г) получаем:

Р п гг cos я -j- Р зг.г2. cos а' =
где а — угол, образованный нормалью п' — ti к профилям вубьев 
колес 7 и 2 с касательной £ — t к их начальным окружностям, вычис
ляем реакцию Р к :

Из уравнения равновесия всех сил, действующих на колеса 2 и 2',

Р-.Я' ~Т *̂13 Рщ — 0
определяем реакцию Рог. Решение этого уравнения с помощью плана 
сил показано на рис. 481, д.

Последним рассматриваем ведущее колесо 7 (рис. 481, ё), которое 
находится в равновесии под действием силы =  — Рп , момента уИу 
и реакции Рй1. Из уравнения моментов всех сил относительно точки А

Му -j- Я.21Г1 cos а =  0

вычисляем уравновешивающий момент М у:
Му =  — Pu rt cos а.

Из уравнения равновесия всех сил, действующих на колесо 7,

Я01 “Ь Рц =  0
определяем реакцию Р01:

Poi — — Рц-
6°. Рассмотрим двухступенчатый планетарный редуктор (рис. 482, а), 

у которого ведущим является водило Н, а ведомое колесо 3 нагру
жено внешним моментом Ai3. Кроме того, внешними силами, действую
щими на редуктор, являются центробежная сила инерции Р*с сател
литов 2 и 2/, условно приложенная в точке В  (рис. 482, б), равная 
Рис =  т-с^н (гг -f- г .у), где тс — масса обоих сателлитов и и>н  — угловая 
скорость водила И, а также центробежная сила инерции Р»н водила Н, 
приложенная в его центре масс 5 и равная

РнН —  тншн  (AS),
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где тн  — масса поводка Н. Для определения направлений уравнове
шивающего момента Му и внешнего момента М3 строим картину ско
ростей (рис. 482, б). Из картины скоростей устанавливаем направление 
угловой скорости to3 колеса 3 при заданном направлении угловой 
скорости <ои  водила Н, после чего определяются и направления мо
ментов Мъ и Му (рис. 482, б).

Рассмотрим колесо 3 (рис. 482, в), которое находится в равно
весии под действием момента М3 и реакций и Р т. Из уравнения 
моментов всех сил относительно точки А

М з  +  Р г а Г з  COS о! =  О,

где о.’ — угол, образованный нормалью ti — ti к профилям зубьев 
колес 2' и 3 с касательной f  — ? к их начальным окружностям, вы
числяем реакцию Р г'3:

Р ,  _  м *
53  Г 8 COS a'  •

Из уравнения всех сил, действующих на колесо 3,
Р г ’з Ч-  Роз =  О

определяем реакцию Рп :
Р оз = =  Рг'  з-

Далее, переходим к рассмотрению жестко связанных сателлитов 
2 и 2' (рис. 482, г), которые находятся в равновесии под действием 
силы РП' =  — P#9, силы инерции Р ”с и реакций Р ,2 и Рцъ Из урав
нения моментов всех сил относительно оси.сателлитов 2 и 2'

Я13г2 cos я -j- P32-/v cos я' =  О,
где а — угол, образованный нормалью п — п к профилям зубьев 
колес /  и 2 с касательной t — t к их начальным окружностям, опре
деляем реакцию Рп:

_ _ _ р  Г %, CO Sa’

13 За r 2 COS а •

Из уравнения равновесия всех сил, действующих на сателлиты 2 и 2\ 

Р19 Н" Рза' -j- Р"с Н-  Рнг =  О
определяем реакцию Рц% Решение этого уравнения с помощью плана 
сил показано на рис. 482, д.

Последним рассматриваем ведущее водило Н  (рис. 482, е), которое 
находится в равновесии под действием силы Р2Н — — Рт> силы инер
ции Р"н, уравновешивающего момента Му и реакции Рон• Из урав
нения моментов относительно точки А

Му +  РЗИ(АТ) =  0 
определяем уравновешивающий момент ЛТу:



где р — угол между направлением силы Р2Н и перпендикуляром 
к оси АВ  водила или равный ему угол между перпендикуляром АТ  
к направлению силы Р2Н и осью АВ водила.

Из уравнения равновесия всех сил, действующих на водило,

Р щ  +  Раи +  Рон =  О

определяем реакцию Рон- Решение этого уравнения с помощью плана 
сил ноказано на рис. 482, ж.

7°. В рассматриваемых примерах силового расчета механизмов мы 
предполагали все силы, действующие на каждое звено, расположен
ными в одной плоскости. В действительности силы лежат в различных 
плоскостях, что ясно видно на примере зубчатых механизмов, пока
занных на рис. 481, а или на рис. 482, а. Расположение действитель
ных опор и их конструкции на этих рисунках не показаны. При 
расчете реальных конструкций, о чем было сказано выше, необходимо 
учитывать конструктивное оформление как промежуточных кинемати
ческих пар, так и опор. Соответственно должна составляться и рас
четная схема элементов механизма. Например, нами были определены 
силы Р Э2-, Р п  и Рц2, действующие на колеса 2 и 7  (рис. 481, г). Все 
эти силы расположены в трех параллельных плоскостях. Сила P3i> 
расположена в плоскости колеса 2', сила Р п  в плоскости колеса 2 
и сила Рц2 в плоскости, перпендикулярной к оси колес 2 и 2'. Опоры 
оси колес 2  и 2! могут быть конструктивно выполнены различным 
образом в зависимости ог требований прочности, надежности, габа
ритов конструкции, условий сборки и т. д.

В каждом конкретном случае мы получаем ту или иную схему 
нагружения и можем определить истинные нагрузки на элементы 
кинематических пар с целью их расчета на прочность.

8°. Для определения усилий, действующих на отдельные звенья меха
низма, необходимых при расчете этих звеньев на прочность, можно рассма
тривать равновесие каждого звена в отдельности со всеми действующими 
на него силами. Для этого отсоединяем это звено от других звеньев и при
кладываем к отсоединенным элементам пар соответствующие реакции. Если 
в число сил, действующих на звено, входит результирующая сила инерции, 
то для большей точности расчета рекомендуется эту силу заменить распре
деленными по объему силами инерции масс звена и нагрузить звено как бы 
некоторой сплошной нагрузкой, представляющей собой силы инерции масс 
отдельных точек звена, распределенной по закону, соответствующему законам 
распределения масс и ускорений звена.

Пусть, например, масса звена А В  (рис. 483), обладающего плоскостью 
симметрии, параллельной плоскости движения, распределена равномерно по 
всей его длине. Если ускорения точек А и В равны ад и ав , то эпюра рас
пределения ускорений по длине звена представляется в виде четырехуголь
ника AghB, а эпюрой распределения сил инерции является четырехуголь
ник АаЬВ. Сила инерции каждого элемента массы равна элементарной массе, 
умноженной на ее ускорение. Таким образом, в общем случае силы инерции 
элементарных масс не параллельны между собой. Поэтому для расчета 
удобно ускорение а д точки В  или ускорение аА точки А представить в виде



суммы двух составляющих (рис. 484) и разложить, например, ускорение а д 
на переносное поступательное и относительное вращательное. Имеем:

aB =  aA +  aBA-

Тогда и сила инерции каждой из элементарных масс может быть представ
лена в виде суммы двух сил.

Первая сила инерции Р 1Ш в переносном движении будет равна элемен
тарной массе, умноженной на переносное ускорение а А  Так как массы рас-

Рис. 4S3. Эпю ры  ускорений и сил инерции м ате- Рис. 4S4. П ри м ер  разло-
риальны х точ ек  звен а. ж еиия ускорений мате*

рналы гы х точек звен а.

пределены равномерно по длине звена, то эпюра распределения этих сил 
инерции представится в виде параллелограмма Аа'Ь'В  (рис. 485), сторона а ’Ь' 
которого параллельна прямым g 'K  и АВ.  Эти силы инерции будут парал
лельны друг другу.

Вторая сила инерции Р„0 в относительном движении равна элементарной 
массе, умноженной на относительное ускорение а ВА- Эпюра относительных 
ускорений представится в виде треугольника g"b ' В  (рис. 486). Аналогично

эпюра распределения сил инерции 
Р п0 элементарных масс представится 
треугольником a"h"B. Так как все

Р ис. 485. Эпю ры  переносны х ускорений  и сил 
инерции м атериальны х точ ек  звен а.

Р и с . 486. Эпю ры  относительны х ускорений  
И  сил инерции м атериальны х то ч ек  звен а.

относительные ускорения наклонены к оси АВ  звена под одним и тем же 
углом, то все силы инерции Р„0 будут также параллельны между собой.

Таким образом, расчет звена А В  под действием сил инерции сводится 
к расчету звена, нагруженного сплошной нагрузкой, распределенной сначала 
по закону параллелограмма (рис. 485), а потом по закону треугольника 
(рис. 486).

Если массы звена неравномерно распределены по его длине, но материал 
звена однороден, то эпюры распределения сплошной нагрузки от сил инерции 
имеют более сложный вид. На рис. 487 показана эпюра распределения сил 
инерции от переносного ускорения а А, а на рис. 488 — от относительного 
ускорения а ВА звена, имеющего форму шатуна. В отличие от эпюры, по
казанной на рис. 485, эпюра, показанная на рис. 487, представляется

12 Н . И , А р то б о л ев ск и й



площадью abcde, а эпюра на рис. 488, в отличие от эпюры на рис. 486, — пло
щадью abtdAef.  С достаточной для практики точностью для рассматриваемого

случая можно считать элементарные силы инерции пропорциональными со
ответствующим массам, заключенные между поперечными сечениями звена, 
проведенными перпендикулярно к оси А В  звена.

1°. П ри  движении звеньев механизма в кинематических парах  воз
никают дополнительны е динамические нагрузки  от  сил инерции звеньев. 
Т ак  к а к  всякий механизм имеет н еподвиж ное  звено  —  стойку , то и 
стой ка  механизма та к ж е  испы тывает  вполне  определенны е динамиче
ские нагрузки . В свою  очередь через  стойку  эти нагрузки  передаю тся  
на фундамент механизма. Динамические нагрузки , возникаю щ ие при 
движении механизма, являются источниками дополнительны х сил трения  
в кинематических парах, вибраций в звеньях  и ф ундаменте и д о п о л н и 
тельны х напряжений в о тдельн ы х звеньях  механизма. П о эт о м у  при 
п роекти рован и и  механизма часто ставится  задача о рациональном  
подбо ре  масс звеньев механизма, обеспечиваю щ ем полн ое  или частич
ное погаш ение указанны х динамических н агрузок .  Эта задача носит  
название задачи о б  у р а в н о в е ш и в а н и и  м а с с  м е х а н и з м а .  Т ак  к а к  при 
определении динамических н агру зок  мы пользуемся  по преим ущ еству  
приемами кинетостатики , то иногда эта задача носит так ж е  название 
у р а в н о в е ш и в а н и я  с и л  и н ер ци и  з в е н ь е в  м е х а н и з м а .

Задача  уравновеш ивания сил инерции звеньев механизма м ож ет  
быть разделена  на д в е  задачи: задачу о б  у р а в н о в е ш и в а н и и  д и н а м и 
ч е с к и х  н а г р у з о к  н а  ф у н д а м е н т  и задачу  о б  у р а в н о в е ш и в а н и и  д и н а 
м и ч е с к и х  н а г р у з о к  в к и н е м а т и ч е с к и х  п а р а х .

2°. Рассмотрим во про с  об  уравновеш ивании  динамических н агр у зо к  
на стой ку  и ф ундам ент  механизма. Как известно, любая  система сил, 
п рилож енн ы х к  т вер д о м у  телу, приводится  к одной  силе, п р и л о ж е н 
ной в п роизвольно  вы бранной  точке, и к  одной  паре, причем в е к т о р  
этой  р езульти рую щ ей  силы равен  г л а в н о м у  в е к т о р у  данной  системы 
сил, а момент пары  равен г л а в н о м у  м о м е н т у  данной системы сил 
относительно вы бранного  центра  приведения. Р ассмотрим  кривош и пн о-

3 “я
Рис. 4*7. Зпю ры  переносны х ускорений п сил 
инерции м атериальны х точек звен а, им ею щ его 

ф орм у ш атуна.

Р ис. 488. Эпю ры  относительны х ускоре
ний и сил инерции м атериальны х точек 

эвена, им ею щ его ф орм у ш атуна.

§ 75. Уравновешивание масс звеньев механизма 
на фундаменте



ползунный механизм (рис. 489), установленный на фундаменте Ф. Поль
зуясь принципом отвердевания, мы можем силы инерции всех звеньев 
механизма также привести к силе и паре. Выбираем какую-либо точку
О механизма за центр приведения и за начало координат. Такой течкой 
удобно выбрать точку, лежащую где-либо 
на оси вращения ведущего звена 1, враща
ющегося с угловой скоростью ш. Из точ
ки О проводим взаимно перпендикулярные 
оси Ох, Оу и Oz. Проекции на оси коорди
нат главного вектора всех сил инерции 
механизма выразятся так:

Р»х =  P\iy==

m}Z:,

Р ис. 489. Кривош ипно-ползунны й 
механизм  на ф ундам ен те.

В этих уравнениях /яг есть масса I-й точки 
звена, х , ў  и z  суть проекции ускоре
ний г-й точки на оси х, у  и z, равные
вторым производным от соответствующих координат по времени. 
Проекции на оси х, у  и z главного момента всех сил инерции отно
сительно начала координат выразятся формулами:

Мих--- O-’./Vz, ^i IVi) ---

М »У =  Z  —  X i p « z i )  =

Мпг =  2  (x iPy\yl У'РнхС) ==

— S  m ‘ Cv.-̂ i — Zjpi),
— 2  tn-i (ZiXi —  x,Si),

— 2  Щ (Xipi — ytXi).

В случае плоского механизма удобно выбрать одну из осей, на
пример ось Oz, перпендикулярной к плоскости, параллельно которой 
происходит движение механизма, как это сделано на рис. 489, а оси 
Ох и Оу расположить в этой плоскости. Тогда для плоского меха
низма будем иметь:

РК2 О,

и формулы, определяющие проекции на оси координат главного век
тора и главного момента сил инерции, примут вид

Р « х  =  —  Р » у  =  —  2  т ‘У ‘' =  ° ’ 1

М н х--  У, ^ iP\\yi — ^ [ Z [,

м иУ =  2  Z i P » * i  =  ~

M vz =  — Y i mi (X3 i  — У i*i)-

(16.29)

Так как x t и у-, суть функции угла поворота ср ведущего звена 
механизма, а угол ср есть функция времени t, то вторые производные



КИНЕТОСТАТИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ ПЛОСКИХ МЕХАНИЗ.ЧОЗ [ГЛ. XVIt
от координат x t и _уг по времени, как это было показано ранее 
(см. § 30), равны

Выражения d3_y,/c?cp3, dx^d^  и dyt/dw суть аналоги ускорений
и скоростей /-й точки, a s — угловое ускорение ведущего звена 1.

Подставив полученные выражения для Jct и j>(- в формулы (16.29), 
получим:

Для полного уравновешивания сил инерции звеньев плоского меха
низма необходимо, чтобы проекции на оси координат результирую
щей сил инерции и главные моменты сил инерции относительно осей 
х, у  и z  равнялись нулю, т. е. чтобы удовлетворялись условия Рил =  0, 
Риу =  0, М„х =  0, Миу =  0, М„г =  0.

Воздействие на фундамент Ф момента Мкг относительно оси z, 
перпендикулярной к плоскости движения механизма, должно рассма
триваться совместно с моментами заданных сил, приводящих в дви
жение механизм, и с моментами сил сопротивления. Влияние всех этих 
моментов на режим движения механизма и на динамические нагрузки 
на фундамент и стойку будут рассмотрены далее в разделе динамики 
механизмов. Поэтому дальнейшему анализу подвергнем только сле
дующие уравнения:

(16 30)

Р«х =  0, Р»у —  0, Мкх =  0 и М„у =  0,



Чтобы последние уравнения удовлетворялись при любых значениях 
угловой скорости ш и углового ускорения б ведущего звена J, необ
ходимо, чтобы каждая из сумм, входящих в эти уравнения, в отдель
ности равнялась нулю, т. е. необходимо, чтобы соблюдались следую
щие условия:

оо 2 ^

rfcp-
d h'i, 
dy- 

d*Xi

dtp2

0 , (v )2 * «
ОII

■Sl-S-
0 , (VI) 2  Щ ■8-

fcs II О

0 , (vii) 2 « ^ ,

ОII
SI'S-

0 , (VIII) 2  miZi ж
II p

(16.31)

Таким образом, для полного уравновешивания механизма необхо
димо так подобрать массы и размеры его звеньев, чтобы удовлетворялись 
уравнения (16.31). Из этих уравнений видно, что четыре уравне
ния (I) — (IV), в которые входят вторые производные, могут быть 
получены дифференцированием по <р четырех уравнений (V) — (VIII). 
Если удовлетворяются четыре последних уравнения, то будут удовле
творяться и четыре первых. Поэтому достаточно ограничиться рас
смотрением только условий:

dxi
<v > 2 > « S = ° -

Рассмотрим выражения

У, niiXi =  m x s

(VII) 2  Щ = о ,

(VIII) 2  3 |  =  0.

и 2  т1У1 =  тУ<?

(16.32)

Эти выражения представляют собой статические моменты масс 
всех звеньев механизма и могут быть представлены как произведение 
массы т всех звеньев механизма на соответствующие координаты 
x s и y s его общего центра масс 5. Дифференцируя эти выражения 
по tp, получаем:

dyt аУхV  dx-t d x  s
L m i ^ = m ~ 4

Подставляя эти выражения в первые два уравнения (16.32), получаем 
следующие необходимые условия:

d x
т -г *  =  0 и- dtf

d y

или так как т 0, то

dJ s
d<f

dl s  
d  ip



Рассмотрим, далее, выражения

Эти суммы представляют собой так называемые центробежные мо
менты инерции относительно плоскостей x z  и yz. Обозначим их 
соответственно через Jxz и Jyz и продифференцируем написанные 
выражения по 9. Имеем:

так как dzjd<,р =  0. Подставляя полученные выражения в третье и чет
вертое уравнения (16.32), находим:

Таким образом, для уравновешивания сил инерции необходимо, 
чтобы удовлетворялись равенства (16.33) и (16.34). Из этих равенств 
непосредственно следует, что для уравновешивания сил инерции звеньев 
плоского механизма необходимо, чтобы выполнялись условия:

Анализируя равенства (16.35), приходим к выводу, что для уравно
вешивания главного вектора сил инерции звеньев плоского механизма 
необходимо и достаточно так подобрать массы этого механизма, чтобы 
общий центр масс всех звеньев механизма оставался неподвижным. 
Для уравновешивания главных моментов относительно осей х  и у  
необходимо и достаточно подобрать массы механизма так, чтобы 
центробежные моменты инерции масс всех звеньев механизма 
относительно плоскостей x z  и y z  были постоянными.

В практике машиностроения при уравновешивании механизмов 
указанные условия обычно выполняются только частично, в зависи
мости от конкретно поставленной задачи. Так, в некоторых механиз
мах уравновешивается полностью только результирующая сила инер
ции, в других — уравновешиваются только моменты сил инерции и 
частично результирующая сила инерции и т. д. В последующих пара
графах настоящей главы мы и займемся рассмотрением как общих, 
гак и частных приближенных методов уравновешивания.

§ 76. Определение положения общего центра масс механизма

1°. Как было показано в § 75, для уравновешивания главного 
вектора сил инерции механизма необходимо удовлетворить условию 
постоянства координат центра масс механизма. В настоящем пара
графе рассмотрим вопрос об определении положения центра масс 
механизма.

(16.34)

x s =  const, 
у § —— const,

(16.35)



В общем виде формула для нахождения вектора г5, определяю
щего положение общего центра масс 5  отдельных точечно сосредо
точенных масс mit т3, , напишется так:

2  т‘г‘. mlr l +  т 2Го +  т,г, +  ... +  тпгп _  i____
т 1 +  Шо +  т3+  +  тп я

2 л т1
I

(16.36)

Произведения гп\Т\, тгг& , тпгп представляют собою статиче
ские моменты точечно сосредоточенных масс относительно произ
вольно выбранной точки.

Р ис. 490. К опред ел ен и ю  обш его ц ен тр а  масс ки нем атической  
цепи.

Пользуясь формулой (16.36), можно для любой кинематической 
цепи определить положение ее центра масс. Пусть, например, задана 
кинематическая цепь А Б С .. .  FGK, состоящая из п звеньев (рис. 490). 
Центрами масс звеньев пусть будут точки Sb Sb S3, . . .  , Sn. Длины 
звеньев обозначим соответственно через 1Ь /2, /3, , а расстояния 
центров масс S t, S3, , от крайних левых осей шарниров 
при обходе цепи по часовой стрелке через аи аг, а3, , а„. 
Требуется определить положение общего центра масс 5  рассмотренной 
цепи.

Из точки А проводим векторы r lt гь га, ... , г„, определяющие 
положение центров масс Sn Sb S3, , Sn. По формуле (16.36) имеем:

_  H I,г ,  +  т , г 5, +  т 3г ,  +  ■ ■ • +  т „ г п  

S mi +  ma +  >'h +  ■ • • +  тп



Векторы
векторов

гъ гг, г 3, г„  могут быть представлены как суммы

г  1 =  а 1,
Га =  li — flo,
Г3 =  /l -{- 1% - ■ а3,

Гп---Л +  2̂ +  h  +  • • • 1п-1 ~Г ап>
получаем:

_  W jg i  +  д .  (lj a s) 4 - . . . 4~ т„ (/ҳ -)- h  Ч~ h  ~\~ • • • - М я - i  ~f~«я)
5 /nt +  ms +  mj +  .-. +  m,,

Открываем скобки и группируем члены

_ __ W i f l i +  ( w 2 +  w 3 +  . . .  +  mn ) ^  ! w ag . , - f  +  +  ••• +  Wn) ^  t
<5 m 1 ш 1

I ~j~ ^n^n-i I /10 Q74
' ’ • • ш  “ Г  m  f \  * J

где

тг*Л7з +

Из равенства (16.37) следует, что первый член правой части этого равен
ства представляет собой некоторый вектор ftj, определяющий положение 
центра масс звена АВ относительно течки А (рис. 490), если условно 
предположить, что в точке А звена сосредоточена масса всех пред

шествующих звеньев, в точке В — масса всех 
последующих звеньев и, наконец, в точке ^  — 
масса Ш\ самого звена АВ (рис. 491). Так как 
до звена АВ звеньев нет (рис. 490), то масса, 
сосредоточенная в точке А, равна нулю. После 
звена АВ  следуют звенья 2, 3, 4 ,..  ,,п , обшая 
масса которых равна тг -f- тъ -(- /и4 -} -... -j- тп, 
и, наконец, в точке 6j сосредоточена масса т\. 
Чтобы определить центр этого условного распо
ложения масс, воспользуемся формулой (16.36)

Р ис. 401. Схем а р азм ещ е
нии масс на звене А В  кине- * —j— (tTU -{- Шд - j -  . . .  —р  ttln ) ц  
м агической  цепи, изобра- И \  —  ~  • 

ж енной на рис. 490. т

Сравнивая полученное выражение с первым членом формулы (16.37), 
мы видим их полную тождественность. Таким образом, первый член 
формулы (16.37) представляет собой вектор hi, определяющий по
ложение некоторого фиктивного центра масс

Аналогично, если для звена ВС предположить, что в его точке В 
сосредоточена масса всех предшествующих ему звеньев, т. е. масса 
ть а в точке С сосредоточена масса всех последующих звеньев, 
т. е. масса тъ -j- -j- тъ -J-. . .  -J- тп> и> наконец, в точке *5>а сосре



доточена масса (рис. 492), то общий центр На такого располо
жения масс определится вектором ft.2, представляющим собой второй 
член формулы (16.37). Имеем:

и __m,as +  (т, т4 + . . .  +  тп) U

так как статический момент массы т^, условно сосредоточенной 
в точке В, равен нулю.

Проведя аналогичные рассуждения для всех остальных звеньев, 
приходим к выводу, что формула (16.37)
может быть представлена так: т , - т , - - т ,

rs =  hi -{- hi -f- h3 - j- . . .  ft„, (16.38)
8 © ----------

-h-
Р ис. 492. С хем а разм ещ ен и я  мисс 
на эвене В С  ки нем атической  цепи , 

и зображ енн ой  на ри с. 490.

и вектор общего центра масс может быть 
определен как геометрическая сумма век
торов ft,, ft2, ft3, , ftn.

Векторы hi, ft2, ft3, , ft„ парал
лельны осям соответствующих звеньев 
АВ, ВС, CD, , QK (рис. 490). Модули
этих векторов постоянны вследствие неизменности масс звеньев и 
расстояний а ь  а,, а 3............ап и lx, L, 13, , /я. Таким образом, опре
деление положения общего центра масс звеньев кинематической цепи 
сводится к геометрическому сложению по
стоянных по модулю векторов, направлен
ных параллельно осям соответствующих 
звеньев.

В сокращенном виде формула (16.38) д 
может быть написана так:

(16.39)

Р ис. 493. О пределение обш его 
ц ен тр а  масс звен ьев  трехзиеи- 
ной ки нем атической  цепи в двух 

полож ениях.

На рис. 493 показано определение 
с помощью векторов hi, ft2 и ft3 двух 
положений 5 ' и S" общего центра масс 5  
кинематической цепи ABCD, которая после
довательно занимала положения A'B'C'D' 
и А”В ”C"D". Точки Ни Ht, Н3, , Нп 
(рис. 490) будем называть главными точ
ками, а векторы hi, ftj, h3, . . .  , hn — векторами главных точек.

2°. Применим рассмотренный метод к решению задачи об опре
делении общего центра масс звеньев механизма шарнирного четырех
звенника ABCD (рис. 494). Пусть даны длины звеньев llt 1г и /3 
и расстояния аи аг и а3 их центров масс S\, S$ и S3 от осей левых 
шарниров,- За начальную точку возьмем точку А и соединим ее пря
мыми с точками Si, S% и S3. Векторы ASi, и Л63 соответственно



обозначим через r t, г8 
через « 1, тг и тъ

и г3. Если, далее, обозначить массы звеньев 
а сумму всех масс через т, то согласно фор

муле (16.36) можно написать: 
____ Wir, +  m2r2 - f  m3r3
r s ~  m

Пользуясь равенствами (16.37) и 
(16.38), получаем:

____ /Л  1 1 — j—  ( /71 а — I— I h
m

m2a2-\-m3ls m3a3
m

где

hr-

—  hi -j— hi -j- h%, 

1g1 +  (m3 +  m3) l t

P uc . 494. К определению  полож ения общ его 
ц ен тр а  масс. т

_та̂э

(16.40)

(16.41)

(16.42)

(16.43)

Определяя векторы hi, hi и fc3 и зная, что их сумма должна давать 
вектор Гу, складываем векторы hi, hi и ft3 (рис. 494).

Результирующая этих векторов представляет собой вектор rs, 
а конец вектора г5 определяет точку 5 — центр масс всего меха
низма. Так как все главные точки Н  при перемещении звеньев не ме
няют своего положения относительно этих звеньев, то нетрудно, 
зная положение этих точек при одном каком-либо положении меха
низма, найти все последовательные положения точки 5  путем построе
ния ломаной линии, состоящей из постоянных отрезков hi, ht и й3, 
параллельных соответствующим направлениям звеньев механизма.

§ 77. Исследование движения общего центра масс механизма

Г. Чтобы исследовать движение общего центра масс S механизма шар
нирного четырехзвенника AB C D  (рис. 495), можно перемещения этого центра 
масс представить как перемещения точки S, принадлежащей одному из звеньев 
механизма, полученного из основного механизма A B C D  присоединением 
трех групп второго класса.

Так как вектор ft, направлен по оси звена А В  (рис. 495), то этот век
тор всегда перемещается вместе с этим звеном с той же угловой ско
ростью.

Присоединяем в точках С и У/, группу C L H lt у которой длина звена 
CL равна АВ  — h„  a H ^ L - B C .  Звенья CL и вследствие выбранных
размеров оказываются в любом положении механизма параллельными звеньям 
АВ  и ВС. Если теперь на звене / / , £  отложить отрезок, равный Аг, го дви
жение точки Н'г этого отрезка будет таким же, как и движение точки 
механизма, изображенного на рис. 494.

Далее, присоединяем в точках D и L  вторую группу DNL, у которой 
длина звена D N  равна CL, а длина звена L N  равна CD. Точно так же, как 
и в ранее присоединенной группе, звено L N  всегда остается параллельный!



эвену CD, а звено N D  —  параллельным звену А В .  От точки L откладываем 
на звене L N  отрезок LH'Z, равный Л3, и присоединяем в точках Н'г и Н'3 
третью группу WoSA/j со звеньями, длины 
которых соответственно равны

Ii'3S  =  h3 и H'3S =  ВС  —  Л2.
Звено H'aS  во всех положениях параллель
но звену ВС, а звено H'2S  — звену CD.

Полученная точка S механизма с при
соединенными группами совпадает при 
любом положении механизма с его цент
ром масс как полученная путем сложе
нии векторов Ац А» и  ft3. Траектория 
точки S и есть траектория центра масс 
механизма. Скорость и ускорение центра 
масс S определяются как скорость и 
ускорение точки S механизма, образо
ванного присоединением к механизму 
A B C D  трех вышеуказанных групп
II класса.

2°. В вышерассмотренном случае 
центры масс всех звеньев лежали на 
продольных осях звеньев.

Рассмотрим теперь, как определяется центр масс механизма, если центры 
масс его отдельных звеньев расположены произвольно. Пусть дан механизм 
A B C D  (рис. 496, а), у которого центр масс звена А В  лежит в точке S u

Р ис. 496. Ш арн и рн ы й  ч е ты рехэвен н ы й  м еханизм ; а )  ки н ем ати ч еская  схема; 6 )  схем а 
с ф иктивны м и ц ен тр ам и  масс; в) схем а с в ек т о р ам и  главны х точек.

центр масс звена В С — в точке Sa и центр масс звена C D  —  в точке S3. Из 
точек Sj, S3 и S, опустим на прямые А В, В С  и CD  перпендикуляры SjSj, 
S t SJ| и SaSj. Обозначим длины этих перпендикуляров через k lt fts и k t \

Р ис. 495. К определению  полож ения об
щ его ц е н т р а  масс м ехан изм а ш арнирного  
четы р ех зв ен н и ка  с помощ ью  дополпитсль- 

ных двухповодковы х групп .



расстояния BS§ и С5§’ обозначим через а и <г2 и а3, а длины — через 1и 
1г и 13. Соединим, далее, точки S it S 2 и S3 прямыми с точкой А  и обозна
чим полученные векторы через r „  r s и г г (на рис. 496, а эти векторы не 
проведены); массы звеньев обозначим через m„ ms, m3, а общую массу 
всего механизма— через т. Согласно формуле (16.36) имеем:

_  тin  +  msr3 +  m3r3 
s  m

или так как

Г 1 =  а 1-\- k lt Г 2 =  l i  - j -  Co f t 2 И Г 3 =  l L - f -  h  “ Ь  a 3 " b  ^ 3i

TO

__ liti ( f l i  4 ~  ^ i )  4 ~  , n 2 ( l l  4 ~  g s ~f~ fea) 4 ~  mi  (Л  Ч ~ д з 4 ~  k t)
s ~  m '

откуда получаем:

4 ~  (m 2 ” f“  Щ ) l l  Ullfcl 1_  “ I-  IH3 I 2 _l Wgfte HI:\Q-\ tfl3ft3

r s  m m m ' m ' m ' m 
или, вводя обозначения,

m,ki e m.ft2 _  r_ m3k3 t
m m ~ ёа’ m — ёз

и принимая во внимание сказанное в § 76, имеем окончательно

r  S =  Al +  AS +  ft3 +  5l +  S2 +  S3-
Векторы %lt |о  и Ъ„ параллельные векторам ft,, ft2 и к 3, суть радиусы- 

векторы относительно точек S{, Sg и Sjj фиктивных центров масс bIt Ьг и Ь3 
(рис. 496, б), полученных в предположении, что в точках S,, S s и S 3 сосре

доточены массы /п1Р т г и /и, 
отдельных звеньев, а в точках 
S}, S!! и S!|— массы (ш — т ^ ,  
(т — т 2) и ( т  — т 8). Склады
вай полученные векторы в лю
бом порядке, получаем поло
жение общего центра масс S 
всего механизма (рис. 496, в). 
Механизм, воспроизводящий 
траекторию точки S, может 
быть построен аналогично меха
низму, показанному на рис. 495.

3°. Рассмотрим кривошип
но-ползунный механизм. Пусть 
дан дезаксиальный кривошипно- 
ползунный механизм ABC,  ра

диус кривошипа А В  которого равен R,  а длина шатуна В С  равна L  (рис. 497). 
Требуется определить положение центра масс S механизма. Пусть масса кри
вошипа равна ти масса шатуна т« и масса поступательно движущегося 
ползуна т3. Определяем главные векторы ft,, fta и ft3. Пусть центр масс 
кривошипа А В  лежит в точке S, на расстоянии а, от точки А. Сосредота
чиваем в точке В  все последующие массы, а в точке А  — предшествующие 
массы. Так как звено АВ  — первое, то в точке А  сосредоточена масса, рав
ная нулю, в точке В  сосредоточена масса ms - \ -m 3, а в точке S t — масса /п,. 
Выражение для определения вектора ft, напишем так:

Р ис. 497. К определению  о бщ его  ц ен тр а  м асс криво* 
ш ипио-ползуш ю го механизма.



Модуль вектора равен расстоянию от точки А  до первой главной 
точки Н !■

Переходим теперь к шатуну ВС. Представим, что в точке В  сосредото
чена масса Wj кривошипа АВ.  В точке S2 сосредоточена масса т а шатуна ВС,  
а в точке С — масса т3 ползуна 3. Выражение для определения вектора As 
напишем так:

m2a s +  tn?L/to m
(16.45)

Для поступательно движущегося ползуна при определении вектора А3 
надо сосредоточить массу т1 +  т2 в точке С, а массу тг — в точке 5 Э на 
расстоянии а 3 от точки С. Вы
ражение для определения век
тора А, напишем так:

А , = т ,а 3
т

(16.46)

•тмт

Р ис. 49S. С хем а кривош ипно-ползунного м еханизм а 
с показан ной  на ней тр а ек то р и ей  дви ж ен и я общ его 

центра масс.

Согласно предыдущему 
вектор А1 имеет направление 
оси звена АВ,  вектор А. парал
лелен оси звена ВС,  а вектор Н3 
параллелен оси движения пол
зуна 3. Для определения центра 
масс S всего механизма по оси 
звена А В  (рис. 497) откладываем от точки А  отрезок, равный h„  из точки Н 1 
проводим прямую, параллельную звену ВС, и откладываем на ней отрезок, 
равный Л2. Из точки К  проводим прямую, параллельную перемещению звена 3, 
и откладываем на ней отрезок, равный h3. Точка S и представляет собой 
центр масс всего механизма ABC.

Рассмотрим теперь, как перемещается этот центр масс при движении 
механизма. Так как вектор А3 при всех положениях механизма будет парал
лелен самому себе, то все его точки опишут одни и те же траектории. Так, 
например, точка К  опишет такую же траекторию, что и центр масс S, только 
смещенную на отрезок, равный h3 
(рис. 498). Таким образом, если 
траекторией точки S является не
которая кривая Q, то траекторией 
точки Қ — та же кривая, но сдви
нутая влево на величину, равную 
й3 = K S .  Кроме того, так как отре
зок ВН«  равен и параллелен H YK, 
то фигура И УВ Н 2К  представляет 
собой параллелограмм со сторона- 
ми постоянной длины Н 1В  =  К Н ,У 
ВН« =  H J (  и с переменными 
углами. Траекторию точки К. мож
но построить, если к механизму A B C  присоединить группу II класса Н ХҚ Н 2 
(рис. 499), состоящую из двух звеньев, длины которых и ҚН«  и кото
рые входят в три вращательные пары Я ,,  К  и Я». Траектория точки АГ этого 
механизма и представляет собой траекторию центра масс S механизма, сдви
нутую на постоянный отрезок K S  (рис. 498).

Указанный метод может быть применен для решения задачи определе
ния центра масс и его траектории для механизмов любых классов.

4°. Выше было показано, что положение центра масс механизма и его 
траектория могут быть всегда определены с помощью векторов главных 
точек и присоединенных к основному механизму групп II класса. Покажем 
теперь, что, зная закон движения центра масс, всегда можно определить и

Р ис. 499. С х е м а  кривош ипно-ползунного м ехаш и- 
ма с т р а е к т о р и е й  движ ени я общ его  ц ен тр а  масс, 
построенн ой  п ри  помощ и добавочной двухповодко

вой группы .



результирующую силу инерции всех звеньев механизма и ее воздействие на 
стойку и фундамент механизма.

Для этого, имея механизм с прибавленными к нему группами II класса, 
одна из точек которых совпадает с центром масс S механизма и описывает 
его траекторию, строим для нескольких положений механизма планы скоро
стей и ускорений и определяем ускорение центра масс S.

На рис. 500 дано построение повернутого плана скоростей и плана уско
рений для шарнирного четырехзвенного механизма с тремя присоединенными 
к нему группами II класса, перемещение центра масс которого совпадает 
с перемещением точки S. Отрезок (p s ) в масштабе p v плана скоростей пред
ставляет скорость v s точки S (рис. 500, б), а отрезок (ns) в масштабе ца

плана ускорений представ
ляет ускорение a s  точки S 
(рис. 500, в):

» 5  =  1% (P S ) , Os  =  | i e (7 ts ) .

Зная ускорение общего 
центра масс, легко опреде
лить и результирующую силу 
инерции (главный вектор 
сил инерции) звеньев меха
низма. Эта сила равна

Р и =  — mas  =  — шца (tcs),

где m есть общая масса 
звеньев, для которых точка 5 
является центром масс, a a s  
есть ускорение этого центра, 
определяемое из плана уско
рений; направлена сила Р  
всегда противоположно ус
корению a s  точки S меха
низма.

Результирующую силу инерции звеньев механизма можно найти также 
дифференцированием графиков перемещения проекций центра масс S меха
низма. Для этого строят ряд положений центра масс S механизма и проек
тируют их на произвольно выбранные прямоугольные оси координат х  и у .  
Тогда получаем две диаграммы перемещений проекций центра масс: на ось х  
и на ось у.  Двукратным графическим дифференцированием полученных гра
фиков определяют величины проекций на оси х  и у  ускорения центра масс. 
По полученным проекциям можно определить ускорение центра масс меха
низма. Метод графиков может быть рекомендован при исследовании слож
ных многозвенных механизмов, для которых построение планов ускорений 
представляет некоторые технические трудности.

Отметим, что построение планов скоростей и ускорений для рассматри
ваемого механизма может быть значительно облегчено, если учесть, что 
вследствие параллельности звеньев ВС, LM  и SE  и звеньев АВ, МС  и FD  
угловые скорости и ускорения параллельных звеньев равны между собой, 
что приводит к равенству на плане ускорения отрезков, изображающих от
носительные ускорения этих звеньев.

5°. Зная результирующую силу инерции Р и звеньев механизма, можно 
решить некоторые задачи, связанные с расчетом фундамента на прочность 
и на его устойчивость.

Пусть, например, для плоского механизма A B C D  (рис. 501), укреплен
ного на фундаменте Ф, для положения, указанного на чертеже, определена

Р и с . 500. М еханизм ш арн и рн ого  четы рехзвен н и ка: а)  ки- 
н ем атическая схем а с дополнительны м и двухповодковы м и 

групп ам и; б )  план  скоростей; в) план  ускорений.



результирующая сила инерции Р н звеньев механизма, приложенная в его 
центре масс S. Перенесем точку приложения силы Р„ в точку Л, выбран
ную в качестве начала координат, для чего в точке А  приложим две рав
ные по величине и противоположно направленные силы Р и и — Р и. Тогда 
на фундамент будут действовать сила Р к, при
ложенная в точке А, и пара сил инерции 
с моментом M„ =  P nhn, где Л„ —  плечо силы Р„ 
относительно точки А.

Разложим силу Р и, приложенную в точке А, 
на силы Р кх и Р„у , направленные вдоль осей 
х  и у.  Под действием силы Р кх фундамент 
будет перемещаться в горизонтальном направ
лении, а под действием силы Р иу — в верти
кальном направлении. Вследствие периодич
ности и знакопеременности этих сил за каж
дый оборот механизма под их действием 
фундамент будет иметь колебательное движе
ние в двух взаимно перпендикулярных направ
лениях. Кроме того, фундамент будет нахо
диться также под действием пары с момен
том Ми, периодически изменяющимся и вызывающим колебания фунда
мента вокруг оси, перпендикулярной к плоскости движения механизма. При 
расчете фундамента на прочность необходимо будет все эти виды колеба
ний учитывать. Кроме того, указанные силы и моменты должны быть также 
приняты во внимание и при решении вопроса об устойчивости механизма 
на фундаменте.

Р ис. 501. С хем а м еханизм а ш ар
нирного четы р ех зв ен н и ка , устапои- 

лепного на ф ундам енте.

§ 78. Уравновешивание сил инерции звеньев механизма

1°. Для уравновешивания только главного вектора сил инерции 
плоского механизма (без уравновешивания моментов сил инерции), 
как было показано выше [см. (16.35)], достаточно, чтобы общий центр 5 
масс всех звеньев механизма оставался неподвижным и удовлетворя
лось условие

x s =  const и y s =  const. (16.47)

Два равенства (16.47) могут быть заменены одним векторным
rs =  const, (16.48)

где rs — вектор, определяющий положение общего центра масс звеньев 
механизма.

Как было показано в § 76, радиус-вектор rs центра 5  масс звеньев 
механизма определяется как геометрическая сумма отрезков, представ
ляющих векторы главных точек отдельных звеньев. Так, для меха
низма шарнирного четырехзвенника ABCD (рис. 502), если обозна
чить массы звеньев 1, 2  и 3  соответственно через т lt и т3, рас
стояния центров тяжести S 1} S3 и 53 этих звеньев от точек А, В  и 
С — через ait а4 и а3 и длины звеньев — через lit /9 и /3, то радиус- 
вектор r s центра S масс его звеньев будет равен геометрической 
сумме векторов главных точек

г s — hi hi -(- Нз,



где модули векторов hi, hi и ft3 определяются по формулам (16.41), 
(16.42) и (16.43).

Для удовлетворения условия (16.48) необходимо, чтобы соблю
далось условие

hi +  hi -f- ft3 =  const. (16.49)
Это условие может быть удовлетворено, если модули векторов 

hi, и h% подобрать так, что векторный многоугольник, образован
ный ими, будет подобен четырехугольнику ABCD, образуемому осями

звеньев механизма' (рис. 502). При 
таком подборе модули hlt h3 и й3 
должны удовлетворять пропорциям

^  =  (16.50)Ч *2 *3
Вследствие параллельности век

торов 1ц, hi и ft3 соответственно 
сторонам АВ, ВС и CD их вектор
ный многоугольник является как бы 
вторым шарнирным четырехзвенным 
механизмом AHiHiS, подобным основ

ному механизму, и следовательно, все точки фигуры AHiH%S опи
сывают траектории, подобные траекториям соответствующих точек 
звеньев данного механизма. Общий центр 5" масс звеньев механизма 
ABCD в этом случае находится на прямой AD и за все время дви
жения механизма остается неподвижным, при этом удовлетворяется 
условие (16.47), или условие (16.48), и следовательно, силы инерции 
звеньев шарнирного четырехзвенника оказываются уравновешенными.

Механизм будет уравновешен при любом положении точки S па 
прямой AD как между точками А и D, так и* вправо или влево от них.

Подставляя в равенства (16.50) значения hit Нг и 1г3 из формул 
(16.41), (16.42) и (16.43), получаем для заданных размеров llt /2 и /3 
следующие два уравнения:

m.ia.1 =  — тг р ( / а — а.{), (16.51)

тга  ̂=  — — а3). (16.52)
*3

Из этих уравнений непосредственно следует, что при решении 
задачи о подборе масс механизмов, удовлетворяющих условию его 
уравновешенности, можно получить бесчисленное множество решений, 
так как в эти два уравнения входят шесть переменных: m-i, т2, тъ, 
Й1, а3 и а3, из которых четыре могут быть выбраны произвольно.

Из уравнений (16.51) и (16.52) также следует, что если задать 
одно из трех расстояний а1( а.2 или а3 на оси звена между шарни
рами, остальные два расстояния до центров тяжести получатся за 
крайними шарнирами звена, и, считая, что расположение центра масс

Р ис. 502. С хем а м еханизм а ш арнирного  
четы рехзвенн ика с п ротивовесам и  на 

звен ьях  J и 3.



за шарнирами соответствует как бы установке противовеса (допол
нительной массы), можно сказать, что уравновешивание результирующей 
силы инерции звеньев механизма шарнирного четырехзвенника может 
быть достигнуто путем установки противовесов на двух его звеньях. 
Например, при а3^>13 и при установке противовеса Е  на звене CD 
за точкой D  (рис. 502) из уравнения (16.52) следует, что а 9^> 0 , 
т. е. центр масс звена ВС  должен быть расположен от точки В  
вправо. Если при этом а9< ^ /2, то из уравнения (16.51) имеем ^ < ^ 0 ,  
и центр масс звена АВ  должен быть расположен вне звена, за точ
кой А. Следовательно, противовесы F и Е необходимо расположить 
на звеньях 1 к 3  так, как это #  н.
показано на рис. 502. Если а 2^ > /9, н’
то а ! ^ > 0, и следовательно, звенья
2 и 3  имеют центры масс вне \  \ v
этих звеньев и противовесы долж- \ л  ‘ х \
мы быть расположены на звеньях $3 д h  ' V
2 и 3  так, как это показано на '̂ г s,
рис. 503. ' ч £ /

2°. В практических расчетах Hi'
задачу о подборе масс звеньев и „г  Р ис. 503. С х ем а  м еханизм а ш ар н и р н о го  четы -
П О Л О Ж 0Н И Й  ИХ ц е н т р о в  м а с с  р е -  рех звен ы и ка  с п ротивовесам и  на зв ен ьях  2 и 3.

шают в следующем порядке. З а 
даются положением центра масс и массой одного из звеньев. Тогда 
массы и расстояния центров масс других звеньев легко подбираются 
с помощью уравнений (16.51) и (16.52). Например, задаваясь значениями 
т г и а3, получаем из уравнения (16.52) значение /я2а.2, в котором 
можно задаваться одним из переменных, учитывая при этом соответ
ствующий знак у аг. Подставляя, далее, полученные значения в урав
нение (16.51), получаем значения т в котором также можно за
даться одним из переменных, соблюдая знак у расстояния ау. Точно 
такой же расчет может быть произведен путем первоначального вы
бора значений /яа и а 2 или т 1 и Oj и т. д.

При различных исходных заданиях можно получить различные 
схемы уравновешивания и получить положение точки S  — центра масс 
механизма — в любом месте прямой AD  или на ее продолжении, как 
это показано на рис. 503. При всех трех положениях центров масс 
Si, Si и S3 механизм будет уравновешен, но для положений и Sj, 
когда центр масс 5  находится вне отрезка AD, противовесы должны 
быть расположены на больших расстояниях от шарниров, что конст
руктивно неудобно. Кроме того, расположение общего центра масс S 
за точками А и D  дает неравномерное распределение сил веса на 
опоры и невыгодно с точки зрения устойчивости механизма. Поэтому 
надо считать, что наиболее рациональным является расположение 
центра масс механизма между точками А  и D. В каждом конкретном 
случае это расположение может быть задано в зависимости от по
ставленных конструктивных требований.



Условие (16.48) удовлетворяется, в частности, и тогда, когда 
г5= 0 .  В этом случае центр масс механизма совпадает с точкой А 
или D. Такое условие практически приводит к неконструктивным

размерам звеньев и величинам их 
масс.

3°. В кривошипно-ползунном ме
ханизме для удовлетворения усло
вия (16.48) неподвижности центра 
масс 5  механизма ABC с кривоши-

(рис. 504) необходимо, чтобы была 
неподвижна точка 5, или, что то же,

Рис. 504. С хем а кривош ипио-полэунного __ ГуГ гг ^  ........  ....... ..
механизм а с векто р ам и  главны х точ ек . Т О Ч К З / О  Д Л Я  ЭТОГО  О Н З Д О Л Ж Н Э

совпадать с точкой А, единственной 
неподвижной точкой механизма, и должно быть соблюдено условие 
rs =  0. Но это может иметь место только в том случае, если векторы 
hi и hi каждый в отдельности равны нулю:

ftj =  0 и hi =  0.

Подставляя в эти уравнения значения для hi и hb равные со
гласно § 76,1°

h __ W|Qi +  (т2 +  т3) R и h __ m2a3 +  m3L

получаем

или

m-idi -f- (rrii - \ - m 3) R  =  0 , /и 4а а -j- m 3L =  0,

m xai =  — (m , -j- Щ ) R, 
пцаг - - — m 3L.

(16.53)

(16.54)

Из этих уравнений видно, что как аь так и аа отрицательны, и 
потому центры тяжести S\ и должны лежать не вправо от точек

А  и В, а влево. Если масса тъ пол
зуна 3  (рис. 505) задана, то, зада
ваясь в уравнении (16.54), например, 
расстоянием а2, находим массу mit 
которая представляет собой массу 

s  шатуна 2 с насаженным на него
—  противовесом Е (рис. 505). Полу

ченное значение массы /яа подстав- 
Рис. 505. С хем а кривош ипно-ползунного ляем в уравнение (16.53). Если теперь
механизма с проти вовесам и  на кри вош ипе J v r

и ш атуне . ЗаДЭТЬСЯ раССТОЯНиеМ di, то ИЗ этого
уравнения определится масса т\, 

представляющая собой массу кривошипа 1 с насаженным на него 
противовесом F. Если задаться в уравнениях (16.53) и (16.54) желае
мыми массами ть та и т3, то определятся необходимые расстояния



и центров масс и Si шатуна 2 и кривошипа 1 соответстпенпо 
от точек В  и А. Так как по конструктивным соображениям противо
вес Е  обычно располагается вблизи от точки В  и а3 выбирается 
малым, то, как это видно из уравнения (16.54), масса противовеса 
получается весьма большой, что ведет к появлению добавочных на
грузок-в шарнирах и направляющей ползуна. Поэтому подобное полное 
уравновешивание результирующей силы инерции звеньев кривошнпно- 
ползунных механизмов, несмотря па все его динамические достоин
ства, на практике применяется редко.

4°. В современных конструкциях чаще применяют частичное урав
новешивание сил инерции звеньев кривошипно-ползунных механизмов.

Аналогично уравновешиванию шарнирных четырехзвенных меха
низмов и для кривошипно-ползунного механизма можно подобрать 
массы звеньев и их центры масс так, 
чтобы главные векторы ft образовы
вали фигуру, подобную кривошипно- 
ползунному механизму, но,в отличие 
от механизма шарнирного четырех
звенника, центр масс кривошипно- 
ползунного механизма не будет не
подвижным, а будет двигаться по
ПрЯМОЙ, П а р а л л е л Ь Н О Й  ОСИ ползуна. Рис. 506. С хем а кри вош ипно-ползунного  
В ЭТОМ случае в механизме останутся м еханизм а с противовесом  на кривош ипе.

неуравновешенными силы инерции,
направленные вдоль этой оси. Такое частичное уравновешивание весьма 
часто применяется на практике (например, в механизмах сельско
хозяйственных машин, двигателей и др.).

Чтобы центр масс 5  механизма или, что равносильно, точка К 
(рис. 506) двигались параллельно оси ползуна 3, надо удовлетворить 
пропорцию, аналогичную пропорции (16.50), а именно:

Т =  Т'  < ‘ 6 -5 5 >

где R — радиус кривошипа 1, a L — длина шатуна 2. В этом случае 
мы как бы получаем второй кривошипно-шатуниый механизм с кри
вошипом длиной hi и шатуном длиной Нг. Звено hy этого механизма 
вращается с угловой скоростью, равной угловой скорости кривошипа /; 
точка К  этого механизма, а следовательно, и точка 5  движутся по 
прямой, параллельной оси движения ползуна 3.

Подставляя в пропорцию (16.55) величины
h  _  w ,a ,  +  (>па +  w3) R  h _  m2a2 +  m3L
1 m 1 m '

получаем
m,a,  -j- (w a - f  m3) R  ___ R



При практических расчетах величины а г, R  и L  в большинстве 
случаев бывают заданы. В этом случае имеем:

п ц а х =  —  m z - j-  (L  —  а3). (16.56)

Так как обычно центр масс шатуна лежит между точками В к С  
(a., <^L), то центр тяжести кривошипа 1 должен лежать влево от 
точки А, потому что величина т 1а 1 в уравнении (16.56) стоит-со зна
ком минус. Определив из уравнения (16.56) необходимую массу кри
вошипа 1, получим, что на фундамент будут действовать только 
силы инерции, параллельные оси движения ползуна, и следовательно, 
механизм и фундамент будут перемещаться только в этом направле
нии. Подобное уравновешивание весьма часто применяется на прак
тике, но оно решает задачу об уравновешивании сил инерции только 
частично, причем в некоторых случаях слагающие силы инерции, 
действующие по направлению движения ползуна, могут достигать зна
чительной величины.

5°. Таким образом, задача о полном уравновешивании сил инерции звеньев 
механизма путем подбора величин и расположения масс для многих меха

низмов является теоретически вполне раз
решимой, но в некоторых случаях указан
ный подбор масс практически не может 
быть достигнут вследствие особенностей 
конструкции или же вследствие необходи
мости установки для этого слишком боль
ших дополнительных масс (противовесов). 
Поэтому в современных конструкциях меха
низмов проводится частичное уравновеши
вание сил инерции звеньев механизма.

Например, в кривошипно-ползунных 
механизмах на практике часто применяется 
уравновешивание только сил инерцин 
массы кривошипа и части сил инерции 
массы шатуна. Пусть, например, имеется 
кривошипно-ползунныП механизм, показан
ный на рис. 507. Разносим массу ms ша

туна 2, сосредоточенную в его центре масс S2, статически на две точки В  
и С  (см. § 69).

Массы ш.

Р ис. 607. С хем а крипош ипно-полэуи- 
мого механизма с одним противовесом  

на кри вош ипе.

и /п2с, сосредоточенные в точках В  и С, соответственно
равны

ТЯоС
"1о» =  т—Г— , b +  с ’223 '

т„Ь
тяп — и ~Г— . •2С ь с (16.57)

Массу nii кривошипа 1, сосредоточенную в его центре масс S lt статиче
ски приводим к точке В. Величина т1В этой массы равна

Д *
Полная масса т„, условно сосредоточенная в точке В, равна



Центробежная сила инерции Ри, зависящая от величины этой массы, 
равна

Ри =  «*,«■»*/?= ( я »  £  +  “ ' Л  (16.59)

Для уравновешивания этой силы инерции необходимо на расстоянии Sj 
от точки А  установить противовес Е  массы т„, центробежная сила /> |Е кото
рого была бы равна по величине Р и и обратна по знаку:

Рц Е =  rnn u’~S L =  Рц-
Отсюда, принимая во внимание формулу (16.59), получаем:

D
'««Si =  — (nije +  mj-jj-c).

Таким образом, подбирая массу тп и расстояние Si, можно уравнове
сить все силы инерции от вращающихся масс звеньев механизма. Неуравно
вешенными в этом случае остаются силы инерции всех горизонтально дви
жущихся масс звеньев и, конечно, момент сил инерции звеньев относительно 
оси, перпендикулярной к плоскости движения механизма.

В практических расчетах для уравновешивания сил инерции поступа
тельно движущихся масс иногда устанавливают на кривошипе противовес Е  
массы т'п, большей т п, удовлетворяющей условию

т ^ 1 =  — (mBR  -f- m c R). (16.60)

В уравнении (16.60) масса mfl представляет собой приведенную к точке В  
массу кривошипа 1 и часть массы шатуна 2, отнесенной статически к этой 
точке; масса тс  представляет собой, массу поступательно движущегося пол
зуна 3, сосредоточенную в точке С, и часть массы шатуна 2, отнесенную 
статически к этой точке. Масса тв  на основании уравнения (16.58) равна

а . с

а масса тс  равна
mc =  m3 +  m2c.

Подставляя в это равенство вместо miC его значение из второй формулы 
(16.57) и принимая во внимание, что b - \ - c = L ,  имеем:

. Ьтс =  m3 +

Подставляя полученные выражения в уравнение (16.60), находим:
7 n 's ,=  — ( т ^  +  ^  +  тз) R ). (16.61)

Установкой противовеса, величина которого подсчитана по формуле 
(16.61), уравновешиваются полностью силы инерции самого кривошипа, а 
также часть горизонтальных сил инерции поступательно движущихся масс, 
но в системе дополнительно возникают вертикальные силы инерции. В самом 
деле, поступательно движущиеся массы в центральном кривошипно-ползун- 
ном механизме (рис. 507), создают силу инерции, равную по величине [гм. 
формулу (8.43), § 37]



Условимся называть силы инерции, величины которых пропорциональны 
cos<?, силам и инерции первого порядка, а силы инерции, величины которых 
пропорциональны cos2<p,— силам и инерции второго порядка. Очевидно, что 
в приближенное уравнение (16.62) входят только силы инерции первого и 
второго порядков. Если бы нами было написано точное уравнение, то в него 

вошли бы и силы инерции более высоких порядков. Если 
пренебречь силами инерции второго и более высоких поряд
ков, которые обычно меньше сил инерции первого порядка, 
то уравнение (16.62) изменится так:

Р иС «= m ^ R  cos <р. (16.63)

Противовес массы т'а создает в механизме силу инер
ции Р т величина которой равна

Р и =  — m'nu>sSl.

Раскладывая силу инерции Р И по горизонтальному и вер
тикальному направлениям (рис. 508), получаем, что горизон
тальная проекция этой силы инерции будет равна

РИн  =  — cos о,
а вертикальная проекция равна

Яиу =  —/w>sSiSin
эти формулы вместо произведения m l̂sl его значение из

ложение силы 
инерции проти
вовеса на гори
зонтальную и 
вертикальную 
составляющие.

Подставляя в
равенства (16.61), получаем:
Р„н  =  (— п^аш* cos ®) +  (— msRu>* cos <?) +  (— /n3.£V  cos <p) =

=  — (mBR  +  mc P ) “ 2 cos <p (16.64)
и
P n v =  — (п^аш- sin <?) -(- (— m2Ru>2 sin (?) (— m3Ru>s sin <?) =

=  — (tnBR - \- m c R) <.i>2 sin<?. (16.65)

Из этих формул следует, что установленный противовес массы т'а пол
ностью уравновешивает силы инерции масс, приведенных к точке В и силу 
инерции первого порядка поступательно движущихся масс, приведенных

точке С. Однако в системе, 
как это видно из формулы 
(16.65), возникает дополни
тельная вертикальная сила, 
пропорциональная sin <р угла 
поворота, и вместо уравно
вешенной горизонтальной 
силы получается вертикаль
ная сила. Таким образом, 
при разобранном способе 
уравновешивания происхо

дит как бы замена горизонтальной силы инерции поступательно движущихся 
масс силой инерции, направленной по вертикали. Этот способ уравновеши
вания иногда применяется в двигателях, компрессорах, сельскохозяйствен
ных и других машинах.

6° В некоторых случаях на практике частичное или даже полное урав
новешивание сил инерции звеньев достигается установкой симметрично рас
положенных механизмов с равными массами симметрично расположенных 
звеньев, благодаря чему получается самоуравновешивание механизма в целом. 
На рис. 509 показана одна из таких схем. Механизм состоит из двух сим-

Рис , 509. Схема сдвоенного самоуравновешенного криво- 
шипио-ползупного механизма.



метрично расположенных кривошипно-подзунных механизмов A B C  и АВ'С '. 
В этом механизме силы инерции масс звеньев уравновешиваются, но остается 
неуравновешенная пара сил инерции.

Далее следует указать на схему уравновешивания сил инерции ползуна 
3  кривошипно-ползунного механизма, показанную на рис. 510.

На валах А  и А' жестко укрепляются два одинаковых зубчатых колеса 
1 к 2, снабженные двумя противо
весами а равной массы. При своем 
вращении противовесы развивают 
силы инерции Р„ и Р'л, равные по 
величине

Р„ =  Р'К =

где т — масса противовеса и 5 — _  
расстояние центра масс противо
веса от оси вращения.

Разлагая эти силы по гори- 
зонтальному и вертикальному на
правлениям, получаем:

Р их =  —  mu>s s  c o s  if,
P ’IX =  —  m o ' s  c o s  9,
Р„У =  ; n m 2 s  s i n  9,
P,’ =  — тш-s sin <f.

Силы P

Рис. 510. Схема кривошипно-ползунного механиз
ма с установленными на зубчатых колесах проти

вовесами.

иу « - иу 
ваются, создавая силу

и P'HV взаимно уравновешиваются, а силы Р их и Р'их склады-

2Рих =  — 2mu>ss cos <р.
Эта сила передается на опоры механизма и уравновешивает силы инер

ции первого порядка [см. формулу (16.63)], если подобрать величины масс 
так, чтобы удовлетворялось условие

mcui-R cos о  =  2 m<D8s  cos о ,

где т с — масса ползуна С. В этом случае масса противовеса т и расстоя
ние s его центра масс до оси вращения должны быть связаны соотношением

R
т* =  тс  т .

В рассматриваемой схеме уравновешивания колеса 1 и 2 с равными 
противовесами не создают никакой дополнительной пары.

В настоящем курсе мы не рассматриваем вопроса об уравновешивании 
составляющих главного момента сил инерции по осям х  и у  (см. § 75). Этот 
вопрос подробно рассматривается в специальных курсах динамики двигателей.

§ 79. Уравновешивание вращающихся звеньев

1°. Решение задачи об уравновешивании динамических нагрузок 
в кинематических парах механизмов от сил инерции звеньев в общем 
виде представляет весьма большие практические трудности. Решение 
этой задачи заключается в таком распределении масс звеньев, при 
котором полностью или частично устраняются динамические нагрузки. 
При этом подборе масс конфигурация звеньев и их вес в большинстве



случаев получаются мало конструктивными, а потому такой способ 
применяется главным образом при уравновешивании вращающихся 
деталей, обладающих значительной массой и большими угловыми 
скоростями. Сюда надо отнести валы быстроходных двигателей, ба
рабаны центрифуг, турбины, тарелки сепараторов, барабаны молоти
лок, якори динамомашин, веретена, роторы гироскопов и т. д. Число 
оборотов некоторых из этих деталей достигает 20 ООО—50 ООО в ми
нуту и более. При этих условиях работы чрезвычайно важным яв
ляется вопрос о правильном распределении масс всех этих деталей 
относительно их оси вращения.

Пусть, например, мы имеем коленчатый вал А (рис. 511), вращаю
щийся вокруг неподвижной оси z  — z  с угловой скоростью <в. Как

в
V-в

Г //////Л

гиЬ

д

В
У //////Л С

V //777/A

Р ис. 511. К оленчаты й вал  двигателя.

эго было показано в § 75, чтобы подшипники В  не испытывали до
полнительных динамических давлений от сил инерции масс вала, 
необходимым и достаточным является условие равенства нулю главного 
вектора момента от сил инерции масс материальных точек вала. Как 
известно из теоретической механики, это условие всегда удовлетво
ряется, если центр масс вращающегося звена лежит на его оси вра
щения, которая должна быть одной из его главных осей инерции. Если 
конструктивное оформление вала (рис. 511) удовлетворяет этому 
условию, то вал получается уравновешенным. При проектировании это 
достигается соответствующим выбором формы уравновешиваемой 
детали. Например, коленчатый вал (рис. 511) имеет фигурные щеки а, 
коренные шейки с и шатунную шейку Ь. Рассматривая в отдельности 
эти элементы вала, мы видим, что центр масс материальных точек 
коренных шеек располагается на оси вращения z  — z  вала. Центр 
масс Sb точек шатунной шейки Ь находится на ее геометрической 
оси q — q на равных расстояниях от щек а. Центробежная сила инер
ции Pub шейки b равна по величине

=  (16.66) 
где ть — общая масса шатунной шейки.



Сила инерции Р„ь может быть полностью уравновешена соответ
ствующим подбором масс тс щек и их центров масс 5С (рис. 511). 
Для этого центры масс Sc должны лежать в плоскостях t — t и 
п — п, симметрично расположенных относительно точки S b на рас
стоянии р от оси z  — z  вала так, чтобы удовлетворялось условие

2тср =  тьг. (16.67)

В самом деле, если помножить правую и левую части равенства 
(16.67) на со*, то получим:

2 /я си>5р =  m bu>qr  

или согласно формуле (16.66)

2 Р„с =  / V

Таким образом, суммарная сила инерции 2Рис щек с полностью 
уравновешивает силу кнерции Р„ь шатунной шейки. Из уравнения

Р и с . 512. К уравн овеш и ван и ю  нсскольких  м асс, ж естко  у ста
новленны х н а  в ал у .

моментов всех сил инерции относительно точки S b следует, что мо
мент от всех сил инерции масс вала также равен нулю. Таким об
разом, мы имеем равенство нулю как главного вектора сил инерции, 
так и главного вектора момента от сил инерции вала, т. е. этот вал 
полностью уравновешен.

При этом, как было показано выше в § 75, динамические нагрузки 
от сил инерции масс звеньев будут равны нулю и при вращении вала 
с угловым ускорением е.

2°. Рассмотрим более общий случай уравновешивания вращающе
гося звена, когда с валом, вращающимся в подшипниках А, жестко 
связаны заданные массы ти /иа и т$ (рис. 512, а). Пусть центры



масс От], от3 и т3 расположены в трех плоскостях 7j, Tt и Т3, пер
пендикулярных к оси вращения z  — г на расстояниях pj, р9 и р3. Вели
чины центробежных сил инерции, развиваемых этими массами, равны

PHl=  m y  pi, Р и2 =  от.2<о5р4 и Р и3 =  /я3и)2р,.

Переносим все эти силы в какую-либо плоскость Т0, проведенную 
через произвольную точку О вала, перпендикулярно к оси г — z. 
Для этого в точке О каждый раз прикладываем по две равные, но 
противоположно направленные силы, величины которых равны 
Ptli и Ри3. Далее, складываем все перенесенные силы, для чего строим 
силовой многоугольник (рис. 512, б). Так как величины сил Руф

и Лй пропорциональны произведениям масс от на соответствую
щие расстояния р, то вместо сил Рн1, Р и9 и Рн3 можно откладывать 
в силовом многоугольнике произведения OTjPj, тгр3 и т3ра, являю
щиеся статическими моментами масс относительно оси вращения. Век
тор тр  определяет величину уравновешивающей силы U:

U =  пш-р. (16.68)
Уравновешивающая масса т может быть установлена в любой 

точке по длине вала и на любом расстоянии р от его оси вращения, 
отложенном в направлении вектора тр (рис. 512, а). Необходимо 
только, чтобы произведение тр удовлетворяло плану сил, построен
ному на рис. 512, б. В рассматриваемом примере центр масс массы от 
расположен в плоскости Т.

Установкой противовеса, удовлетворяющего формуле (16.68), урав
новешиваются статические нагрузки на подшипники А от результи
рующей силы инерции. Для уравновешивания динамических нагрузок 
от моментов сил инерции находим моменты Mlt Mi и М 3 этих сил 
относительно точки О. Имеем:
Mi =  mx <J>epi2], Mi =  m2( o \z b M3 =  т3ы3р3г3> M —  tn^pz. (16.69)

Строим многоугольник моментов (рис. 512, в). Так как плоскости 
действия всех пар содержат ось 2 — z, то многоугольник моментов 
лежит в плоскости, перпендикулярной к оси z — z. Направление век
торов моментов выбираем так, чтобы, смотря вдоль по вектору, ви
деть вращение происходящим против часовой стрелки. Так как вели
чина ш'2 в равенства (16.69) входит в виде постоянного множителя, 
то величину вектора результирующего момента можно подсчитать, не 
вводя этого множителя.

Замыкающий вектор m0p0z0 в многоугольнике моментов (рис. 512, в) 
определит величину момента и плоскость действия уравновешивающей 
пары. Обозначим этот момент через М й. Имеем тогда:

ЛГ0 =  /и0<п*р020. (16.70)
Плоскость действия уравновешивающей пары вполне определяется 

замыкающим вектором т0p0z0. Она перпепдикулярпа к этому вектору



и содержит ось z  — z. Уравновешивающие массы т0 могут быть 
в этой плоскости установлены в любых точках вала. В качестве пло
скостей установки уравновешивающих грузов с массой тй по оси 
z  — z выбираем те же плоскости Тй и Т. Тогда при заданном рас
стоянии г0 между этими плоскостями необходимо подобрать такие 
значения масс wz0 и расстояний р0 их центров масс от оси г — z, 
чтобы удовлетворялось равенство (16.70). Одна из масс »г0 устанав
ливается так, чтобы ее центр масс находился в плоскости Т0. Другая 
так, чтобы ее центр масс находился в плоскости Т. Знак момента 
этой пары определяется замыкающим вектором многоугольника момен
тов (рис. 512, в).

Таким образом, установкой двух противовесов массы /и0 и одного про
тивовеса массы m достигается полное уравновешивание всех масс, закреп
ленных на валу. Так как один из противовесов массы тй расположен в той 
же плоскости Т (рис. 512, а), 
что и противовес массы ш, 
то массы /я0 и m можно 
заменить одной массой. Сле
довательно, полное уравно
вешивание масс, закреплен
ных на валу, может быть 
достигнуто установкой двух 
противовесов, центры масс 
которых лежат в двух про
извольно выбранных пло
скостях.

3°. Правильно спроек
тированная с точки зрения 
полного уравновешивания 
вращающаяся деталь все же может иметь некоторую неуравнове
шенность вследствие неоднородности материала, из которого она 
изготовлена, неточности обработки и т. д. Поэтому все быстро 
вращающиеся детали проверяют опытно на специальных машинах, ко
торые называются балансировочными машинами. Конструкции балан
сировочных машин очень разнообразны, но большинство из них осно
вано на принципе установки испытуемой детали на упругое основание 
(люлька на пружинах, подшипники на упругом основании и т. д.) и 
сообщения этой детали скорости, близкой к резонансной. Тогда не
уравновешенные силы создают значительные амплитуды колебаний, 
которые регистрируются специальными устройствами, позволяющими 
определить места, в которых надо установить уравновешивающие 
массы или удалить лишнее количество материала.

Рассмотрим процесс динамической балансировки на станке Шити- 
кова, схема которого показана на рис. 513. Балансируемая деталь 1, 
представляющая собой в рассматриваемом случае ротор с фланцем В, 
укладывается в подшипники люльки 2, которая свободно вращается



вокруг оси О — О. Второй конец люльки в точке А скреплен с пру
жиной 3, имеющей регулировку, позволяющую устанавливать вал z  — z  
горизонтально. Амплитуды колебаний люльки вокруг оси О — О за
писываются индикатором D.

Как это было показано выше, все центробежные силы отдельных 
частиц вращающегося тела могут быть сведены к эквивалентной си
стеме из двух сил Р и1 и РИ3> лежащих в двух произвольно выбран
ных плоскостях / и II (рис. 514). В рассматриваемом примере пло
скость I проходит через среднее сечение фланца (рис. 513). Эти силы 
могут быть представлены как центробежные силы, возникающие от

двух точечных масс т j и т2, расположенных в плоскостях /  и //н а  
расстояниях и р4 от оси вращения. Силы Р а1 и Р и3 равны по ве
личине

Pw i =  /Mj(o*pi и Рм =  тг u>V

Как это было показано выше, угловая скорость ш9 входит по
стоянным множителем. Поэтому величины сил /*и1 и P Hi можно харак
теризовать статическими моментами масс т ^ \  и т*р2.

Если в плоскостях /  и II установить массы тх и тп на расстоя
ниях г, и г„ так, чтобы удовлетворялись условия

wzj p j =  —  т 1Г\ ( 1 6 . 7 1 )

и
пи ро =  — т цГп, (16.72)

то силы инерции ротора будут полностью уравновешены и будет 
иметь место полное уравновешивание сил - инерции ротора.

Если вывести раму с ротором из равновесия (например, надавить 
на один из подшипников, а потом отпустить его), то рама придет 
в колебательное движение, которое вследствие сопротивления воз
духа, трения в оси О — О и т. п. будет затухающим и прекратится.

Частота k этого колебания является постоянным параметром для 
данной установки; она зависит от момента инерции колеблющейся 
системы относительно оси ОО, жесткости пружины и в малой сте
пени от сопротивления среды и называется частотой собственных 
(iсвободных) колебаний системы.



Установим ротор в подшипниках так, чтобы плоскость II (она, 
вообще говоря, может быть выбрана произвольно) проходила через 
ось вращения О — О. Приведем ротор в быстрое вращение. Верти
кальная слагающая центробежной силы /*и1, равная Р и1 cos <nt (рис. 515), 
создает вокруг оси О— О момент Мн1 =  Р и1г0 cos ш£. Сила Р и2 рас
полагается в одной плоскости II с осью О — О, и потому момент 
ее относительно этой оси равен нулю.

Момент Мки изменяющийся по гармоническому закону с частотой 
ю, равной угловой скорости ротора, вызывает вынужденные незату
хающие колебания люльки. По мере убывания угловой скорости ш 
ротора уменьшается и частота изменения возмущающего момента Мм. 
Когда эта частота ш станет близкой к собственной ча
стоте колебаний системы k, возникает состояние резо
нанса; в это время амплитуда колебаний люльки станет 
наибольшей. Из TeojfhH колебаний известно, что при 
резонансе амплитуда А вынужденных колебаний может 
считаться пропорциональной амплитуде возмущающего 
фактора

Л =  цРи1, (16.73)

где [х — коэффициент пропорциональности, зависящей 
от постоянных параметров данной установки.

Если определить постоянную [i данного стайка, то 
по амплитуде А, зафиксированной на индикаторе D, 
можно установить величину силы Р и1, определяющей дисбаланс, от
несенный к плоскости I. Это дает возможность определить искомое 
значение т\Г\.

Таким же образом, повторив испытание, но установив ротор пло
скостью / на место плоскости II, и можно определить значение т\\Г\\.

4°. Однако остался нерешенным еще вопрос о линии действия 
сил Р„ 1 и Яи2, следовательно, об отыскании тех направлений в пло
скостях I и II, на которых нужно укрепить противовесы с точечными 
массами т\ и т.\\.

Для определения коэффициента пропорциональности и направ
лений, в которых необходимо установить массы т\ и тц, можно 
воспользоваться приемом, который сводится к тому, что к балансиру
емой детали искусственно присоединяется дополнительная масса гпА 
на некотором расстоянии рд от оси вращения детали. Обычно в каче
стве такой массы берут кусок пластелина массы mv  и этот кусок 
прилепляют к поверхности балансируемой детали. На рис. 513 куски 
этой массы показаны на поверхности фланца В. Масса /яд носит на
звание коррект ирую щ ей массы.

Разгоняем ротор до быстрого вращения, после чего отключаем 
приводное устройство, переводим ротор в режим выбега и измеряем 
величину максимальной амплитуды на индикаторе D. Пусть эта ампли
туда равна Л1 [мм].

Рис. 515. Век
тор  центробеж 
ной силы не- 

у^анновеш ен- 
нон массы ро

тора.



Рис. 516. К определению  полож ения к орректи рую щ ей  
массы при  уравновеш и вании  ротора; а ) полож ение  векто
ра центробеж ной силы при  первом  испытании; б )  вектор
ная д и аграм м а дей ствую щ их сил после установки  к о р р е к 
ти рую щ ей  массы; в) векторная д и аграм м а  действую щ их 
сил при третьем  испытании с к орректи рую щ ей  массой.

Устанавливаем корректирующую массу тл (рис. 513) в плоскости I 
на расстоянии рд от оси z  — z, равном внешнему радиусу фланца, 
приводим во вращение ротор и снова замеряем на индикаторе наи
большую амплитуду. Пусть эта амплитуда равна Аг. Наконец, уста

навливаем корректирую- 
Л щую массу отд на том же

расстоянии рд от центра 
фланца В , но по другую 
сторону от него, и при
водим во вращение ротор 
и снова замеряем наиболь
шую амплитуду. Пусть 
эта амплитуда равна Л3. 
По полученным амплиту
дам Л], и Л3 можно 
определить величину т\Г\ 
fcM. формулу (16.71)].

На рис. 516, а показана сила Рм, вызывающая вынужденные коле
бания в первом испытании.

На рис. 516,б  показана сила R', полученная вследствие установки 
корректирующей массы тд при втором испытании. Имеем:

я  - Л.1 +  Q’ =  т\Г\ +  /ИдРд.
На рис. 516, в показана сила Л", полученная вследствие установки 

корректирующей массы при третьем испытании. Имеем:
/ ? ' '= Л,1 +  Q"= Л.1 Q' = « i n  — /ядРд,

так как Q" =  — Qj.
Совместим заштрихованные на рис. 516,5 и 516, в треугольники 

так, чтобы равные их стороны а совпадали (рис. 517). 
Тогда получаем параллелограмм BCDE, у которого 
стороны а, Ъ, с и d и диагонали связаны усло
вием

2сг - f  2d3 =  (BD)- - f  (CEf
или

Р ис. 517. Д и аграм м а 
для определения стати
ческого момента проти 
вовеса, урав н о в еш и ва

ю щ его р о то р .

: = ] Г -
(SD)2 +  (C£)2 — 2d3 (16.74)

Так как согласно равенству (16.73) Л1 =  |хРи1, 
Az =  \iR', Л3 =  ^Я" и Лд =  fj.Q' =  |iQ", где ц — 
общий коэффициент пропорциональности, завися

щий от параметров установки, то, заменяя в равенстве (16.74) отрезки 
с, d, (BD) и (СЕ) их значениями, равными

c =  Q' =  Q'' =  4 l , d =  p„1 =  A >

(BD) =  R " = ^  и (CE) =  R  =  ^ ~ ,



получаем:

a ^ = Y А1+-Л\ ~ 2А] • О 6-75)

Так как амплитуды Л1( Л2 и А3 нами могут быть замерены, то 
из формулы (16.75) можно определить амплитуду Лд. Согласно усло
вию (16.73)

А д =  P'Q' =  t*Q" =  № Рд-

Из последнего равенства определяем коэффициент пропорцио
нальности |л:

Лдц. =  —— . 
г «дРд

Величина статического момента т\Г\ уравновешивающего противо
веса может быть теперь получена из формулы

ОТ1 Г 1 = р и1 =  А = А тд р,.

Угол а (рис. 516, а) между направлением, на котором надо уста
новить противовес /щ, и направлением установки корректирующей 
массы тя определяется согласно рис. 517 из соотношения

Л? +  Л* — А%
a12= a r c c o s -----2 ^ 7 -----■ (16.76)

Из последнего соотношения будут получены два значения угла а.
Вопрос о пригодности того или другого значения решается испы

танием на станке: противовес т\ на выбранном расстоянии Г\ уста
навливается сначала под углом а1( затем под углом о̂ ; пригодной 
является та установка, при которой вибрации отсутствуют (даже при 
критической, т. е. резонансной угловой скорости).

Поменяв местами плоскости / и II, т. е. установив ротор на станке 
так, чтобы его ось была повернута на 180° относительно первона
чального положения, мы тем же способом можем найти статический 
момент ш\\гп уравновешивающего противовеса т\\, устанавливаемого 
в плоскости II. Практически устранение неуравновешенности произ
водится или удалением части массы детали или закреплением допол
нительной массы.

Таким образом, установив в плоскостях / и // противовесы т\ и 
т\\, мы полностью уравновешиваем силы инерции ротора.



О Т Д Е Л  Ч Е Т В Е Р Т Ы Й

АНАЛИЗ ДВИЖЕНИЯ МЕХАНИЗМОВ

Г Л А В А  XVII

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ МЕХАНИЗМОВ

§ 80. Режимы движения механизмов

1°. Полным временем движения механизма назовем промежуток 
времени от момента начала движения механизма до момента конца 
ею движения. Так как закон движения всех звеньев механизма опре
деляется законом движения ведущего звена, то полным временем 
движения механизма является также промежуток времени от момента 
начала движения ведущего звена до момента конца его движения.

Полное время движения механизма состоит из трех частей:
а) времени разбега,
б) времени установившегося движения,
в) времени выбега.
Время разбега характеризуется возрастанием скорости ведущего 

звена от нулевого значения до некоторого среднего значения, соот
ветствующего нормальной рабочей скорости ведущего звена меха
низма. Во время установившегося движения обычно скорость веду
щего звена механизма колеблется около среднего значения, соответст
вующего нормальной рабочей скорости ведущего звена механизма, 
периодически при этом повторяющейся.

Время выбега характеризуется убыванием скорости ведущего 
звена от среднего значения нормальной рабочей скорости механизма 
до нулевого ее значения.

На рис. 518 показана так называемая тахограмма механизма — 
кривая о> =  w(t) зависимости угловой скорости ш ведущего звена от 
времени t. Полное время Т движения механизма состоит из времени Тр 
разбега, времени Ту д установившегося движения и времени Тв выбега. 
Рис. 518 показывает, что в течение времени установившегося движе
ния кривая скорости w =  co(£) имеет некоторые периодические коле
бания около среднего значения шср, соответствующего нормальной 
рабочей скорости ведущего звена.
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Циклом движения ведущего звена механизма называется про
межуток времени, по истечении которого положение, скорость 
и ускорение ведущего звена принимают первоначальные значения. 
На рис. 518 время установившегося движения имеет четыре цикла. 
Каждому циклу движения соответствует время Тя. Таким образом, 
общее время Т равно

7 = 7 'р+ 7 'у. д+ 7 - в,
а время 7'у_ д равно

Ty. R =  k Tv
где k — число циклов.

Продолжительность времени 7~р, времени Тв и времени Ти зави
сит от соотношений между действующими силами, массами и кинема
тическими параметрами механизма, 
и если эти соотношения известны и 
достаточны, то всегда можно опре
делить время Гр разбега, время Т„ 
выбега и время Тп одного цикла 
движения.

Полное время Ту д установив
шегося движения может состоять из 
любого числа циклов движения и 
зависит от того, сколь долго необ
ходимо и возможно поддерживать рабочий режим движения меха
низма— режим со средней рабочей угловой скоростью шср.

Необходимо отметить, что во многих машинах их механизмы 
могут и не иметь четко разграниченных стадий движения. Так, на
пример, в грузоподъемных кранах, экскаваторах, некоторых транс
портирующих машинах и др. полное время движения того или иного 
механизма может состоять из времени разгона и времени выбега, и 
в этих механизмах отсутствует время установившегося движения 
с характерными для него циклами движения.

Периодическим движением механизма называется такое дви
жение, при котором в течение некоторого промежутка времени 
механизм обладает постоянными циклами движения, причем 
в течение каждого цикла движение происходит по одному и тому 
же закону.

Например, рис. 518 показывает, что механизм имеет периодическое 
движение на участке времени Гу х. Периодическое движение меха
низма отличается также и тем, что при любом сдвиге начала отсчета 
времени Гц это время остается постоянным. Если (рис. 518), напри
мер, время Та начать отсчитывать не от точки Ъ, а от точки е, то 
соответственно конец цикла передвинется из точки /  в точку g; при 
этом отрезки (b f ) и (eg) будут равны между собой.

Цикл может соответствовать одному или нескольким оборотам 
ведущего вала. Так, например, ведущий вал насоса с кривошипно-

*13 И. И. Артоболевский



ползунным механизмом в течение цикла делает один оборот. У четы
рехтактного двигателя внутреннего сгорания в течение цикла ведущий 
вал делает два оборота. В некоторых машинах один цикл соответ
ствует и большему числу оборотов ведущего вала.

2°. Рассмотрим теперь, чем характеризуются с точки зрения дина
мики разбег, установившееся движение и выбег. Для этого напишем 
уравнение кинетической энергии. Это уравнение применительно 
к механизму может быть написано так:

' 4 . - Л  =  2 - = г - 2 ^ .  (17.1)

где Ал есть работа всех движущих сил, Лс — работа всех сил со
противления, 2  оти2/ 2 — кинетическая энергия механизма, а и 0 и и  суть 
скорости в начале и в конце рассматриваемого перемещения. Для 
времени разбега механизма необходимым является условие, в соответ
ствии с которым конечная скорость v  была бы по величине больше 
начальной скорости и0, а это влечет за собой требование, чтобы работа 
сил движущих за все это время была больше работы сил сопротив
ления:

ЛД> Л С.

Для времени установившегося движения через каждый цикл дви
жения величина скорости v становится равной величине скорости г»0 
И, следовательно, за ТОТ му- ниц л j i-if» мл nnnnryimiv гнп пппжня быть 
равна работе сил сопротивления

Ал =  Лс.

Для времени выбега г»<̂ г>о, и потому должно быть

Л  <  Не
соответственно указанному правая часть уравнения (17.1) прини

мает последовательно следующие значения. Для времени разбега

(17.2)

для целого числа циклов во время установившегося движения

2 ^ - 2 ^ -  =  0, (17.3)

а для времени выбега

Из полученных уравнений видно, что за время разбега механизма 
происходит приращение его кинетической энергии. Во время уста
новившегося движения это приращение за целый цикл движения



механизма равно нулю. За время выбега механизма происходит отдача 
всей кинетической энергии, накопленной им за время разбега.

3°. Рассмотрим вопрос об энергии, потребляемой машиной на 
преодоление различных видов сопротивлений, и установим соотноше
ния между работами, производимыми отдельными силами, действую
щими на машину.

Для этого уравнение кинетической энергии механизма (17.1) 
представим в следующем виде:

^ - М ^ - З - т г - Н -  ( 1 7 3 )
Величина, стоящая в скобках, может быть условно представлена 

как работа Аи сил инерции. Тогда уравнение (17.5) будет иметь вид

Ая - А е ± А „  =  0. (17.6)

Двойной знак у работы Аи стоит в силу того, что приращение 
кинетической энергии в зависимости от значений величин х>0 и v  может 
быть положительным и отрицательным.

Далее, в уравнении (17.6) выделим отдельно работу Ап с произ
водственных сопротивлений, работу Лт сил трения и других непро
изводственных сопротивлений и работу А с_ т сил тяжести звеньев.

Тогда уравнение (17.6) будет иметь следующий вид:

Л д - Л п. с - Л т ± л и± А с . т  =  0. (17.7)

Работа Ас т имеет двойной знак, так как при подъеме общего 
центра масс звеньев механизма работа Ас_ т получается отрицательной, 
а при его опускании — положительной.

Если кроме указанных в уравнении (17.7) работ имеются работы 
и других сил, то они также могут быть включены в уравнение (17.7) 
с соответствующими знаками. Например, в некоторых случаях в это 
уравнение необходимо включать работу сил упругости пружин в зави
симости от конструкции механизма и характера его работы.

4°. Уравнение (17.7) справедливо и для элементарных работ

</Ад — cL4„. с — dAT ±  dA„ ±  dAc_ т =  0. (17.8)

Разделив все члены уравнения (17.8) на дифференциал времени dt, 
получим:

___ dAg.t__ dA^ _j_ dAn dAc.T __~
dt dt dt dt dt

или
K - N n. t - N , ± N „ ± N C' r =  0, (17.9)

где Л/д — мощность, развиваемая силами движущими, Д̂ п с — мощность, 
затрачиваемая на преодоление производственных сопротивлений, NT —
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мощность, затрачиваемая на преодоление всех сил трения и других 
непроизводственных сопротивлений, — мощность, затрачиваемая на 
изменение кинетической энергии механизма или, наоборот (в зависи
мости от знака), получаемая за счет изменения кинетической энергии 
машины, А̂с т — мощность, затрачиваемая на преодоление сил тяжести 
или, наоборот (в зависимости от знака), развиваемая силами тяжести.

Уравнение (17.9) можно назвать уравнением энергетического 
баланса машины.

Из уравнения (17.9) следует, что в некоторые моменты времени 
мощности N„ и Wc т могут быть положительными, в другие моменты 
времени — отрицательными. В случае знака плюс они увеличивают 
мощность Д/д, которую надо развить на ведущем звене механизма, 
в случае знака минус они ее уменьшают. Например, в течение 
времени разбега [см. § 80, 2°, уравнение (17.2)] мощность N„ положи
тельна, и следовательно, при разбеге машины мощность N A должна 
быть больше, чем для времени выбега, когда мощность N„ отрица
тельна.

§ 81. Механический коэффициент полезного действия

1°. Рассмотрим отдельно установившееся движение. Для каждого 
цикла этого движения приращение кинетической энергии механизма 
равно нулю [см. уравнение (17.3)]

гЗт-

Следовательно, работа АИ в уравнении (17.7) равна нулю. Точно 
так же для каждого цикла равна нулю и работа сил тяжести Лс_ т.

Для установившегося движения уравнение (17.7) имеет следую
щий вид:

ЛД =  ЛП. 0 +  ЛТ. (17.10)

Таким образом, за полный цикл установившегося движения работа 
всех движущих сил равна работе всех производственных А„_ с и всех 
непроизводственных А Т сил сопротивления.

Механическим коэффициентом к) полезного действия назы
вается отношение абсолютной величины работы сил производ
ственных сопротивлений к работе всех движущих сил за время 
установившегося движения

(17.11)

или, принимая во внимание уравнение (17.10), получаем:

А п. с +  A-t"



Формулу можно представить также в следующем виде:

ибо согласно уравнению (17.10)

■^п. с ^  д ^т*

Отношение работы Лт непроизводственных сопротивлений к работе Лд 
движущих сил принято обозначать через ср и называть коэффициен
том потерь в механизме. В соответствии с этим формулу (17.13) 
можно написать так:

T j = l — в. (17.14)

Чем меньше в механизме работа непроизводственных сопротивле
ний, тем меньше его коэффициент потерь и тем совершеннее меха
низм в энергетическом отношении.

В некоторых случаях удобно вводить в рассмотрение коэффи-
Д

циент ф, представляющий собой отношение ф = - 2— Из формул (17.13) 
и (17.14) получаем связь между т), <р и ф:

ф =  =  (17.15)
7  *1) 1  ------ О  Т]

Из уравнения (17.13) следует: так как ни в одном механизме ра
бота Л.г непроизводственных сопротивлений (например, сил трения) 
практически не может равняться нулю, то коэффициент полезного 
действия т] всегда меньше единицы.

Из формулы (17.13) следует далее, что коэффициент полезного 
действия может быть равен нулю, если

Лд =  Лт.

Из последнего равенства следует, что коэффициент полезного 
действия равен нулю, если работа движущих сил равна работе всех 
сил непроизводственных сопротивлений, которые имеются в меха
низме. В этом случае движение механизма является возможным, но 
без совершения какой-либо полезной работы. Такое движение меха
низма обычно называют движением вхолостую.

Коэффициент полезного действия не может быть меньше нуля, 
так как для этого необходимо [см. формулу (17.13)], чтобы отноше
ние работ Лт/Лд было больше единицы

- ф - > 1  или ЛД< Л Т.

Из этого неравенства следует, что если механизм, удовлетворяю
щий указанному условию, находится в покое, то действительного 
движения механизма произойти не может. Это явление носит название 
самоторможения механизма. Если же механизм находится в



движении, то под действием сил непроизводственных сопротивлений сн 
постепенно будет замедлять свой ход, пока не остановится (затормо
зится). Следовательно, получение при теоретических расчетах отри
цательного значения коэффициента полезного действия служит при
знаком самоторможения механизма или невозможности движения меха
низма в заданном направлении.

Таким образом, коэффициент полезного действия механизма может 
изменяться в пределах

0 < т ) < 1 .  (17.16)

Из формул (17.14) и (17115) следует, что коэффициент <р изме
няется в пределах 0 < ^ ср ^ 1 , а коэффициент ф — в пределах 0<^

9 с о .
2°. Во многих механизмах движущие силы и силы сопротивления 

в течение времени установившегося движения непостоянны. Поэтому
для определения коэффициента полезного 
действия подсчитывают работу всех движу
щих сил и производственных сопротивлений 
за один полный цикл времени установивше
гося движения машины. Например, если задан 
график (рис. 519) суммарной движущей 
силы Р д =  Р д (s), то для определения ра
боты Лд движущих сил весь график разби
вают на отдельные участки и определяют 
площади этих участков. Полная работа Ад 

движущих сил будет равна сумме всех этих площадей, умноженной 
на соответствующие масштабы силы Р л и пути s. Если, далее, опре
делить величину средней движущей силы Р ср, то работа Аа движущих 
сил будет равна

Нд == Лр^д>
где sa есть путь, пройденный точкой приложения силы Р д за один 
полный цикл времени установившегося движения.

Аналогично может быть определена работа Ап с, если задан 
график Р„ с =  Р„ с (s) сил производственных сопротивлений.

3° Рассмотрим теперь вопрос об определении коэффициента по
лезного действия нескольких механизмов, соединенных последова

тельно друг с другом. Пусть 
имеется п связанных между собой 
механизмов (рис. 520). Первый 
механизм приводится в движение 
движущими силами, совершающи
ми работу Лд. Так как полезная 

работа каждого предыдущего механизма, затрачиваемая на производ
ственные сопротивления, является работой движущих сил для каж
дого последующего, то коэффициент полезного действия ^  первого

Р ис. 519. Г раф и к сум м арн ой  
д в и ж ущ ей  силы.

4 A  j/ 2 3
' * Т т

п 4
Р нс. 520. С хем а п осл едовател ьн ого  соедине

нна м еханизм ов.



Л,

1,1 =  1 7 ’
Для второго механизма коэффициент полезного действия

А.

Для третьего механизма
А3

и, наконец, для и-го механизма
Ап

-Чп-—  а '■'Чл-1

Общий коэффициент полезного действия y\ia равен

т __Л г.
^1л — Лд ■

Величина этого коэффициента полезного действия может быть 
получена, если перемножить все отдельные коэффициенты полезного 
действия т),, тг).2, yj„. Имеем:

Л 1 Л 2 Л 3 А п ___ Ап
Лд Л , Л 2 Ал-i Лд

Таким образом, общий механический коэффициент полезного 
действия последовательно соединенных механизмов равняется 
произведению механических коэффициентов полезного действия 
отдельных механизмов, составляющих одну общую систему

• Т1-2 • Т(з • • • • • V  (17.17)
Значения работ за полное время установившегося движения ма- 

шгны пропорциональны средним значениям мощностей за тот же 
период времени. Поэтому формулы (17.11) и (17.13) можно написать 
так:

■ч=4 г- (17Л8)
ИЛИ

■ > 1 = 1 --^ - , (17.19)

где N n_ с — средняя мощность, поглощаемая силами производственных 
сопротивлений, NT — средняя мощность, поглощаемая силами непро
изводственных сопротивлений, и Л/д — средняя мощность, развиваемая 
движущими силами.



При определении общего коэффициента полезного действия по
следовательно соединенных механизмов необходимо остерегаться того, 
чтобы одни и те же сопротивления не были одновременно учтены 
в коэффициентах полезного действия двух механизмов. Так, если рас
сматривать некоторый механизм i, то в соединениях его с механиз
мами (I — 1) и (г —j— 1) имеют место потери, которые при определе
нии коэффициентов полезного действия к;,-, к]г+1 должны быть 
отнесены либо к механизму г, либо к (г— 1), либо к (г —}— 1). Чтобы 
избежать такой ошибки, можно отдельно подсчитать коэффициент

полезного действия для каждого ме- 
! j  ханизма без учета потерь в соедине-

^  ниях с соседними механизмами и от
дельно коэффициенты полезного дей
ствия для соединений и после этого 
воспользоваться формулой (17.17). 
Обычно на практике этим пренебре
гают и пользуются формулой (17.17) 
без учета указанных условий. При 
этом, очевидно, общий коэффициент 
полезного действия будет приближен
ным и несколько меньше действи
тельного.

4°. Выше (рис. 520) был рас
смотрен простейший случай после
довательного соединения механизмов. 
В современных машинах весьма часто 
соединение механизмов оказывается 
более сложным. На рис. 521 по

казана схема сложного соединения механизмов. Поток энергии от 
механизма 2 распределяется по двум направлениям. В свою очередь 
от механизма 3" поток энергии распределяется также по двум на
правлениям. Общая работа Лп- с сил производственных сопротивлений 
равна

Лп_ с =  Ап -j- Ап Аа •

Р и с . 521. П р и м ер  лоследовательно-парал- 
л ел ьн о го  соединения м еханизм ов.

Следовательно, общий коэффициент полезного действия т) всей 
системы механизмов

Лд.с__А'п +  А'п +  Ап (17.20)

Работа Лд может быть выражена через работы А ’п, А'п, А'п и 
соответствующие коэффициенты полезного действия отдельных ме
ханизмов.

На рис. 521 показаны сплошной линией I — /, штриховой линией 
11 — 11 и штрих-пунктирной линией 111 — III три потока энергии от



общего источника энергии, производящего работу Лд. Работа Лд может 
быть представлена как сумма

А , =  —  +  —  +  — , ( 1 7 . 2 1 )
I  In ' ’l l » "  ’l U ' ”

где Tjin/, и — общие коэффициенты полезного действия каж
дого из потоков /  — I, II — II, III — III, равные

W  =  • • • V .
=  mrqp'Hv’ • • • V ' .

W "  =  тцттз'"^" ■ • • ТЫ'"-

Общий коэффициент полезного действия к) всей системы механиз
мов равен

А 'п + К  +  А'п 
71 К  а ; А'" • (17.22)

;— г ;----- г -—
М п' ’ll п"  ’lire'"

Из формулы (17.22) следует, что общий коэффициент полезного 
действия в значительной степени зависит от той схемы распределе
ния потоков энергии, которая была принята при проектировании 
общей схемы системы механизмов.

§ 82. Определение коэффициентов полезного действия 
типовых механизмов

1°. Из формулы (17.19) следует, что для определения коэффициен
тов полезного действия отдельных механизмов необходимо каждый 
раз определять работу или мощность, затрачиваемые на преодоление 
всех сил непроизводственных сопротивлений за один полный цикл 
времени установившегося движения. Для этого определяют для ряда 
положений механизма соответствующие силы непроизводственных со
противлений. Для большинства механизмов — это силы трения. Далее, 
по известным скоростям движения отдельных звеньев механизма опре
деляют мощности, затрачиваемые на преодоление сил трения. По 
полученным значениям мощностей определяют среднюю мощность, 
затрачиваемую в течение одного полного цикла установившегося дви
жения на преодоление сил трения. Тогда, если мощность движущих 
сил будет известна, коэффициент полезного действия определится по 
формуле (17.19).

Коэффициент полезного действия механизма всегда зависит от 
характера сил трения, которые возникают в кинематических парах, 
от вида смазки и т. д. Поэтому нельзя точно указать для тех или 
иных механизмов их коэффициенты полезного действия. В каждом 
отдельном случае этот вопрос должен подлежать теоретическому и 
экспериментальному анализу. В дальнейшем мы рассмотрим только



некоторые расчетные приемы, которые могут быть применены для 
решения этих вопросов. Начнем с рассмотрения механизма с низшими 
парами.

2°. Пусть, например, задан механизм (рис. 522, а) и требуется 
определить его коэффициент полезного действия. Предположим, что 
все непроизводственные сопротивления в механизме сводятся к сопро

тивлению трения и коэффи
циенты трения в кинематиче
ских парах заданы. Реакции
Р А> РВ’ Рс> Pd< Ре’ Ра и Рн
в кинематических парах для 
каждого положения механизма 
также известны. Величины сил 
трения соответственно равны

Fа = / \Р а< Ғв = Ў вРв’
Ғ с = f c p c> FD= f DPD,

Р ис, 522. К опред ел ен и ю  коэф ф и ц и ен та  полезно- 
го действия р ы чаж н ого  м еханизм а: а) ки нем ати

ческая  схем а; б ) план скоростей .

Fе — f еРЕ' Fa — fa P  а
и Ғ н= 1нР ,Н’

где / А, / в, / с, / л, / £, f Q и f H суть заданные коэффициенты трения 
в соответствующих шарнирах и направляющей ползуна 5.

Для определения мощностей, расходуемых на трение в различных 
кинематических парах, необходимо определить относительные угловые 
скорости в шарнирах и относительную скорость ползуна по направ

ляющей. Относительная угловая скорость u>le звена I  
относительно стойки 6 равна заданной угловой ско
рости Ш|, так как вал А вращается в неподвижном 
подшипнике. Для определения относительных угловых 
скоростей в остальных шарнирах строим план ско
ростей механизма (рис. 522, б). Определяем, далее, 
из построенного плана скоростей угловые скорости 
звеньев ВС, CD и EQ. Величины этих скоростей 
определяются из соотношений

М  СРА „  Ш
I.

Р ис. 523. К опред е
лению  отн оситель
ной угловой  скоро
сти  двух зв ен ье в , 
входящ их ио вра
щ ательную  пару ; 
а )  звен ья в р а щ а 
ю тся в противопо
ложны х н ап равл е
ниях; б )  звен ья 
в р ащ аю тся  в одном 

нап равлении .

u>i =  S V r - !- ,  Ш3 =  У-тПГ̂  и I D ^ I V
ВС  C D  ‘ ЕО

В этих соотношениях (Ьс), (рс) и (eg) суть отрезки, 
взятые из плана скоростей, lBC, lCD и lED — длины 
звеньев ВС, CD и ED и — масштаб плана ско
ростей. Угловая скорость <% движения звена 2 

относительно звена 1 определяется, если условно сообщить обоим 
этим звеньям общую угловую скорость — to, (рис. 523, а). Тогда 
звено /  как бы остановится, а звено 2 относительно звена 1 будет вра
щаться с угловой скоростью ш41, абсолютная величина которой равна



Угловые скорости движения звеньев 3 к 4 относительно звена 2 
определятся, если им сообщить общую угловую скорость — ш2. 
В таком случае абсолютная величина относительной угловой скоро
сти шза будет равна

I ш32 I =  I “’в Ц -  I “’а !•
Абсолютная величина относительной угловой скорости ш42 звена 4 

относительно звена 2 равна

I Ш42 I =  | Ш4 | I |-

Угловая скорость ш36 звена 3 относительно неподвижного под
шипника D равна угловой скорости w3. Наконец, угловая скорость u>Bi 
звена 5 относительно звена 4 равна

K i l  =  l “ 4 I-

Вообще относительная угловая скорость двух звеньев с номерами
I и k находится по формуле

<»ik =  u>i —  w k

и в случае угловых скоростей разных знаков приводит к сложению 
их абсолютных величин, а при угловых скоростях одного знака — 
к вычитанию меньшей абсолютной величины из большей. Относитель
ная скорость ползуна 5 по направляющей а равна скорости va. Мощ
ности, затрачиваемые на трение в кинематических парах, равны
Ма =  Ғаг а \ ш1 \> NB =  FBrB |<ом |, N c =  Fc r c \ «ои|, N D =  FDrD | ш3

N e =  FErE | <1)4.2 [, А/о =  I ш41 и Nh =  Fhvq.

В этих выражениях rA, rB, rc, rD, г Е и rQ суть радиусы цапф 
соответствующих шарниров. Подставляя в полученные формулы зна
чения сил трения и абсолютные значения относительных скоростей, 
получаем соответственно

МА = Ў аР аГа h i  I- N B = f BP BrB [ I Щ I + 1 I ],
= f c P c rc [ I шэ 1 +  1 ° 4  ]. Nd = f DP DrD I w3 1,

N E= f t PErE [ I “41 + I I ]* Na = f a p aro I ш41
И

MH =  fHPHVQ-
В написанных формулах величины угловых скоростей могут быть 

заменены их значениями, определенными из плана скоростей (рис. 522, б). 
Общая мощность NT сил трения в каждый момент времени равна

=  МА +  NB -f- N c -f- N d -)- Ne +  Nq -f- N H.

Построив график изменения мощности N .т за один полный цикл 
движения механизма, можно определить среднее значение N T. ср мощ
ности, затрачиваемой на трение. Далее, по заданным силам произвол-



ственных сопротивлений определяют мощность Nn. с, затрачиваемую 
на преодоление этих сопротивлений в каждый данный момент времени, 
и по графику изменения этой мощности находят среднее значение 
AV с. ср мощности сил производственных сопротивлений.

Средняя мощность УЎД. ср движущих^сил равна

К .  ср —  N„_ с ср —J— jVt- Ср,

а общий коэффициент полезного действия ц всего механизма равен 
согласно формуле (17.19)

■4=1 К
т . ср

д. ср
(17.23)

3°. Переходим к рассмотрению механизмов с высшими парами. 
Пусть, например, требуется определить коэффициент полезного дей

ствия зубчатого механизма, показан
ного на рис. 524. Если принять во 
внимание только силы трения, то 
для определения коэффициента полез
ного действия необходимо опреде
лить потери на трение скольжения 
в подшипниках Ot и Ог, на трение 
скольжения между зубьями и, нако-

по другу.
Мощности Nj и Nt, затрачивае

мые на трение в подшипниках Ot 
и 0 2, равны

Ni =  M'r\fOi\ и 7У т= Ж т'|“ а |»

Р ис. 524. К определению  коэф ф и ц и ен та 
полезного деГтствия зуб ч атого  м еханизм а 

с внеш ним зац еп л ен и ем .

личины моментов сил трения сколь- 
жения в подшипниках и Ог, опре
деленные по соответствующим фор
мулам, указанным в § 63.

Мощность N t"> затрачиваемая на 
трение скольжения в зубьях5 равна

N;" =  Fcv ск, (17.24)

где Fc — величина силы трения скольжения в зубьях, vCK — величина 
скорости скольжения зубьев друг по другу.

Величина Fc силы трения скольжения равна Fz= fP n ,  где Рц  — 
давление зуба колеса 1 на зуб колеса 2 в предположении, что дав
ление воспринимается одной парой зубьев и направлено по нормали 
TV— N k профилям зу б ь е в ,/— коэффициент трения. Величина силы 
Р п может быть определена обычными методами кинетостатики, 
указанными выше.



Таким образом, формулу (17.24) можно написать так:
Nr" = f P n V CK.

Величина скорости скольжения равна

^ с к  =  [1 Ш 1 I “ Н  “ г  I ]  (Pofy>

где (Р0&)'— расстояние от мгновенного центра вращения Р0 в отно
сительном движении колес /  и 2 до точек k' или k" соприкасания 
профилей. Из рис. 524 видно, что скорость скольжения на участке 
Р0а, например, в случае зацепления в точке k '  имеет одно направле
ние, а в случае зацепления на участке РйЬ, например в точке kr, 
имеет противоположное направление. Соответственно меняют свое 
направление и силы трения.

Мощность Nj", затрачиваемая на трение скольжения в зубьях, 
равна

NT = f P n  [| CDj I -f- ] (Dj |] (P0k).

Мощность, затрачиваемая на трение перекатывания зубьев друг 
по другу (см. § 65), равна

К '"  =  Жтр. к I 9  I =  Жтр. к [| (О, I +  I (О, |],

где М 1р к — величина момента трения качения, равная
Мтр. к — ЬРц,

где k  — коэффициент трения качения и Q =  cd1-|-cd2.
Мощность NT всего механизма равна сумме мощностей трения

Nt Nr NT -\- Nr •
Построив график изменения мощности jVt, определим среднюю 

мощность А̂т ср.
Средняя мощность N„_Ci ср производственных сопротивлений равна

К .  с. ср == -Л^п. с. ср I ^ср |>

где М„ с ср — абсолютная величина среднего момента производствен
ных сопротивлений, шср — средняя угловая скорость того вала, к кото
рому приложен момент Мп с- ср.

Средняя мощность NK_ ср движущих сил равна

^Д. ср N п_ с> ср ~ Л т .  ср>

и следовательно, общий коэффициент полезного действия к) рассма
триваемого зубчатого механизма равен

На практике обычно коэффициенты полезного действия зубчатых 
механизмов определяются экспериментально. В предварительных рас
четах принимают коэффициент полезного действия тц при учете потерь



. Ь х Г  [а РМ S Т1
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к
Рис. 52-5. К определению  
коэф ф и ц и ен та полезного 
действия наклонной пло

скости.

в зубьях равным: для колес со шлифованными зубьями 0,99, для колес 
с нарезанными и не шлифованными зубьями ог 0,975 до 0,985, для 
косозубых колес от 0,97 до 0,975 и т. д.

4°. Коэффициент полезного действия винтовых механизмов опре
деляется приближенно по формулам для коэффициента полезного дейст

вия наклонной плоскости. При этом средняя 
линия резьбы винта заменяется наклонной пло
скостью, а гайка заменяется ползуном 1 (рис. 525). 
Вывод формул тогда может быть сделан сле
дующим образом. Пусть ползун 1, находящийся 
под действием постоянной вертикальной силы Ра 
производственных сопротивлений и под дей
ствием постоянной горизонтальной движущей 
силы Р, переместился из положения А в поло
жение А\. Из точки Ai опустим на направ

ление силы Р  перпендикуляр Aja. Производственная работа, произ
веденная силой Р, состоит в подъеме ползуна 1 на высоту Л ^; при 
этом на преодоление производственных сопротивлений затрачивается 
работа Ап. с, равная

АП. с== Ро

Работа движущей силы Р  равна
Ац =  Р (Аа).

Следовательно, коэффициент полезного действия -») на основании 
формулы (17.11) равен

Ро (Aia) Ро , q=  7?tgp.Лд Р (Аа)

Как это было показано в § 62, в винтовой паре силы Р  и Р0 свя
заны условием

Р =  Р<з tg (Р +  <р),

где <р — угол трения. Следовательно, 
___ Ро tg ? _ tg?
‘‘ Potg@-\~?) tg(3 +  <?)‘ (17.25)

При опускании груза под действием силы Р0 коэффициент полез
ного действия т) равен

=  (17.26)
t g  Р  ’

так как в этом случае P  =  P„tg([3— <а), и сила Р0 является движущей.
Из формулы (17.25) следует, что коэффициент полезного действия 

наклонной плоскости при подъеме груза обращается в нуль при (3 =  0 
и при р =  и/2 — ср. В промежутке между значениями (3 =  0 и р =  it/2 — ср 
коэффициент полезного действия положителен, а при р п/2 — ср отри



цателен; в последнем случае движение ползуна под действием силы Р  
невозможно. Для определения угла [3, при котором т) будет максималь
ным, берем производную от ■/) по углу р и приравниваем ее нулю:

Ltg(?+<p)J _ п 
d$ rfp

Решая это уравнение относительно р, находим:
р0 =  45° — ср.

Таким образом, максимальный коэффициент полезного действия 
имеет место при угле р0.

Далее, из равенства (17.26) следует, что при опускании ползуна 
под действием силы Р0 коэффициент полезного действия т] оказы
вается отрицательным при значениях угла р, лежащих в пределах 
от 0 до ср. В этих пределах движение груза под действием силы Р 0 
невозможно. Движение груза возможно в пределах значений угла р 
от ср до тс/2, так как в этих пределах коэффициент полезного дей
ствия положителен.

Можно показать, что при подъеме ползуна по наклонной пло
скости, у которой угол подъема меньше угла ср, коэффициент полез
ного действия всегда меньше 0,5. В самом деле, уже при Р =  ср фор
мула (17.25) принимает следующий вид:

___ tg? tg2? ) _ r> к tge
4 —  *g2?—  2~tg®------ ~  ’ -------Т '

Следовательно, в этом случае т] всегда меньше 0,5.
Только что выведенные формулы применяются для приближенного 

определения коэффициента полезного действия винтовых и червячных ме
ханизмов. В случае передачи от червяка к колесу применяется формула 
(17.25), а в случае передачи от колеса к червяку — формула (17.26). 
Все следствия, вытекающие из этих формул для наклонной плоскости, 
остаются действительными и для винтовых и червячных механизмов.

5°. Рассмотрим, далее, вопрос об определении коэффициента по
лезного действия планетарных механизмов на примере механизма, 
показанного на рис. 526, а.

Рассмотрим соотношения между моментами и силами, действующими 
на механизм в целом и на отдельные его звенья. Обозначим момент 
на ведущем колесе 1 через М\, момент на ведомом водиле Н  — через 
М н  и момент на неподвижном колесе 3  — через М 3 (реактивный или 
опорный момент). Если пренебречь потерями на трение в зубьях и 
опорах, можно написать уравнение мощностей для всего механизма 
в форме

уИ1ш1-)-УИя и)// =  0. (17.27)

В уравнение (17.27) входит алгебраическая сумма мощностей, под
водимых и отводимых от механизма. Моменты M lt Мн  и М3 связаны



между собой также уравнением равновесия всех внешних моментов, 
приложенных к механизму. Имеем:

—j— М ц  -j- М3 =  0. (17.28)
Моменты, входящие в уравнения (17.27) и (17.28), могут быть 

всегда выражены через окружные усилия на колесах и радиусы 
колес. Для этого рассмотрим в отдельности равновесие каждого из 
звеньев, входящих в состав механизма.

Составим схему (рис. 526, б) для каждого звена редуктора в про
фильной плоскости. На колесо 1 действуют момент М i и сила Рг1 
от колеса 2. На звено, состоящее из сателлитов 2 и 2', — сила Р и 
от колеса 1, сила Р 32- от колеса 3 и сила Рт  от водила Н. На

водило Н  действуют момент Мн  и сила Ргя от звена, состоящего 
из сателлитов. Наконец, на колесо 3 действуют момент М 3 и сила Р#3 от 
звена, состоящего из сателлитов. Все указанные силы могут быть выра
жены через соответствующие моменты и радиусы: rlt га, га- и г3 колес 
1, 2, 2' и 3. Из уравнений равновесия звеньев 1, Н  н 3 получаем:

Рц =  %*. (17.29)' 1

Р т  -  - г" , (17.30)
'1  “ Г  Г2

Р*г =  ^ .  (17-31)г а
Из уравнения равновесия звена, состоящего из сателлитов, опре

деляются как направления, так и величины сил Р3% и Р ^ 2

РпГ Ъ = Р ш 'Г 2'>
откуда

(17.32)Г 2'
и, далее,



откуда

Р т = Р п Щ ^ .  (17.33)Г 3
Кроме того, имеем:

Рц - = — Рц, Рт  =  — Р т . Р ц’ =  — Р-г'з- (17.34) 
Кроме того, мы располагаем и кинематическим соотношением (10.38)

l»  =  U>l~ U>H =  ( ~  1 )» .g L  =  I g l .  (17.35)
13 “3 —“Я Г»Г2' Г‘Г2'

Из соотношения (17.32) следует:
Г2 __ Р32'
Г2Г -̂ la

Тогда равенство (17.35) может быть написано так:
Р3»'Г3

“3 —“я  ’
откуда получаем:

Р чг 1 (^ i —  шя )  за'^ з (“>з —  шя ) == — Рзъ'Г з шя '  (17.36)

ибо угловая скорость ш3 при неподвижном колесе 5 равна нулю.
Так как Mi =  Pn rx и М3 =  Р 32-г3, получаем:

М х (о)! — шя) =  — Ж3шя  (17.37)
или

N ? =  —  TVf. (17.38)

Правая и левая части равенств (17.37) и (17.38) представляют 
собой мощности в каждой паре колес, находящихся в зацеплении 
колес механизма, который мы рассматриваем в условном предположении
о неподвижности водила Н. Таким образом, мощность в зацеплении 
пары колес равняется моменту, передаваемому данным колесом, умно
женному на угловую скорость этого колеса относительно водила.

Мощность в зацеплении характеризует возможные потери в меха
низме. Чем больше эта мощность, тем больше потери и тем, следо
вательно, ниже коэффициент полезного действия.

6°. В планетарных механизмах ведущим звеном может быть как 
одно из центральных колес, так и водило Н, при этом второе цен
тральное колесо является неподвижным. В том случае, когда ведущим 
звеном является колесо 1 (рис. 526, а), мощность N\ на этом колесе 
представляет собой мощность движущих сил, в то время как мощ
ность NH сил производственных сопротивлений снимается с водила Н  
и равна

Nh =  N! — N t, (17.39)

где NT — мощность, теряемая на трение в кинематических парах.



Мощность Л/т может быть подсчитана по мощности в зацеплении, 
т. е. по величине мощности N [см. формулу (17.38)], передаваемой 
редуктором в обращенном движении всего механизма относительно 
подила Н.

Таким образом, коэффициент полезного действия ч) механизма при 
ведущем колесе 1 и ведомом водиле Н  определяется по формуле

Величина мощности Nr может быть выражена через мощность N? 
в зацеплении и коэффициент потерь сря  (см. § 81,1°). Имеем:

если в обращенном движении колесо 1 будет ведомым. Практически, 
если общий коэффициент полезного действия к]я  редуктора при непо
движном водиле к)я ^>0,9, а следовательно, <ря <^0,1, с достаточной 
точностью можно пользоваться формулой (17.41) вне зависимости от 
того, будет ли колесо 1 в обращенном движении ведущим или ведо
мым. Следует подчеркнуть, что в формулы (17.41) и (17.42) входит 
абсолютное значение мощности TVf*. Учитывая равенство (17.37), можно 
написать формулу (17.41) в таком виде:

В том случае, когда ведущим звеном является водило Н, мощ
ность N\ на колесе 1 является мощностью сил производственных 
сопротивлений, в то время как мощность NH на водиле Н  оказы
вается мощностью движущих сил и равна NH =  N t -|- 7VT.

Таким образом, коэффициент полезного действия т) механизма при 
ведущем водиле Н  и ведомом колесе 1 определяется по формуле

N .— N
гцн Т (17 .40 )N,

(17.42)

(17.41)

N1 =  \M i («>1 — “я ) | <ря . (17.43)

где 1VT может быть определено из формулы (17.43).
Для этого представим эту формулу в следующем виде:



Подставляя полученное выражение для NT из формулы (17.45) 
в формулы (17.40) и (17.44), получаем:

Ч Ш = 1 - | ( 1 - < я ) |< Р *  (17.46)

1 « .=  i +  |( i | . н - (17.47)

Полученные формулы являются приближенными формулами для 
определения коэффициента полезного действия планетарных механиз
мов. Для большинства механизмов указанные формулы дают значения 
коэффициента полезного действия, незначительно отклоняющиеся от 
действительных величин, за исключением тех механизмов, для которых 
передаточное отношение в обращенном движении близко к единице. 
В этом случае передача может оказаться самотормозящейся и найден
ное по формулам (17.46) и (17.47) значение коэффициента полезного 
действия не будет соответствовать истинной его величине *).

Пример 1. Рассмотрим некоторые примеры. Определить коэффи
циент полезного действия для механизма, представленного на рис. 526, 
при условии, что числа зубьев соответственно равны Zi =  40, гг =  50, 

=  30 и 23 =  60 и коэффициент полезного действия каждой пары 
колес равен ц =  0,95.

Имеем для передаточного отношения (см. § 45)
1 1  1 1 2

1н\ = т -
h н  1 —/Га 1 — (— 1 y-llh . 1 50 -60 3 '

z tz2, 40 • 30

Общий коэффициент полезного действия редуктора при непо
движном водиле равен согласно формуле (17.17)

*1н =  тпа ’ Ъ'з =  (0.95)3 =  0,9, 

и коэффициент потерь
<РЯ =  1 — t\H=  1 — 0,9 =  0,1.

Подставляя полученные выражения для г’я i и <ря  в формулы (17.46) 
и (17.47), соответственно получаем

Ъ н  =  1 - 1 (1 -  гт ) | =  1 -  (1 +  4 )  о,1 =  0,833
И

1+|(L — «яд)!^ 1 +

Пример 2. Определить коэффициент полезного действия механизма, 
показанного на рис. 352.

Изложенный метод разработан Т. С. Жегаловой и В. Н. Кудрявцевым.



Пусть числа зубьев соответственно равны z# = 2 0 ,  z3 =  40, z3> =  15 
и Zi =  60. Коэффициент полезного действия каждой пары колес равен 
г, =  0,95. Передаточное отношение 1ну равно

, 1  1 1 1  
—  =  -
Vtf 1 — (— i- 40 • 60 ~  9 •

20- 15

Следовательно, коэффициент полезного действия всего редуктора 
вместе с колесами 1 и 2 равен

Ъ н  =  i n  • тА'Н =  Чн [1 — 10  — 1нг) I <Ря] =

=  0,95 [ 1 — (1 — 1 )  0 ,l] =  0,855,

так как <ря =  1 — т)я =  1 — (0,95)*^ 0,1.
Соответственно для коэффициента полезного действия т)Я1 полу

чаем:

■Ч»I =  "Чи • f\Hi'= ih i  i 4 i r /pLrf— ГПГ =  °>95-----т ' гг—  =  0,872.
1 +  1(1 1- 1_ ( 1_ ‘ )о,1

Пример 3. Определить коэффициент полезного действия механизма 
червячной передачи, если шаг t червячной передачи равен 100 мм, 
радиус г начальной линии червяка равен 60 мм, коэффициент тре̂ - 
ния /  равен 0,1.

Угол р наклона резьбы равен

P =  arctg 15°.
угол трения в:

cp =  arctg 0,1 6°.

Если ведущим будет червяк, то коэффициент полезного действия 
т)ч к определится по формуле (17.25)

„ _  К Р  - . t g i S ' .  0,267 _
1|ч-к —  tg (Э +  «р) —  tg 21е ~  0,383 ’ •

Если ведущим будет колесо, то коэффициент полезного действия 
определится по формуле (17.26)



Г Л А В А  X V III

ПРИВЕДЕНИЕ СИЛ И МАСС К ЗВЕНУ ПРИВЕДЕНИЯ 

§ 83. Приведенные силы и моменты

1°. В главах, посвященных силовому анализу механизмов, мы рас
смотрели силы, действующие на механизм, и методы силового расчета 
механизмов. Переходим теперь к рассмотрению вопросов, связанных 
с изучением движения механизмов.

При исследовании движения механизма, находящегося под дей
ствием заданных сил, удобно все силы, действующие на звенья, заме
нять силами, приложенными к одному из звеньев механизма. При этом 
необходимо, чтобы работа на рассматриваемом возможном перемеще
нии или мощность, развиваемая заменяющими силами, были соответ
ственно равны сумме работ или мощностей, развиваемых силами, при
ложенными к звеньям исследуемых механизмов.
Заменяющие силы, удовлетворяющие этим усло
виям, получили название приведенных сил.

Звено механизма, к которому приложены 
приведенные силы, носит название звена при
ведения, а точка приложения приведенных 
сил — точки приведения. Если рассматривае
мый механизм имеет одну степень подвижно
сти, то для изучения его движения достаточно 
знать закон движения одного из его звень
ев (закон изменения обобщенной координаты).

Обычно за звено приведения выбирают то звено, по обобщенной 
координате которого проводится исследование механизма. Тогда 
вместо рассмотрения всего комплекса звеньев механизма можно рас
смотреть звено, например кривошип АВ (рис. 527), обобщенной коор
динатой которого является угол ср. В точке В  этого звена перпенди
кулярно к оси кривошипа приложены две приведенные силы: сила Ря — 
приведенная движущая сила и сила Р с — приведенная сила сопротив
ления. При этом сила РЛ должна производить работу Ай, равную 
работе всех движущих сил, или, что то же, развивать мощность Л/д, 
равную мощности всех движущих сил, а сила Рс — производить 
работу Ас, равную работе всех сил сопротивлений, или, иначе, раз
вивать мощность N c, равную мощности всех сил сопротивлений.

2°. Для определения приведенных сил или их моментов может 
быть использовано равенство

JV„ =  S M -  08-1)
1

В этом равенстве N n — мощность, развиваемая приведенной силой 
или приведенным моментом, a Ni — мощности, развиваемые силами и 
моментами, приложенными к звену i и подлежащими приведению.

Р и с . 527. С хем а звена при
ведения.



Мощность Лгп может быть представлена так;

Nn =  Pj>B =  M,P, (18.2)
где Рп — величина приведенной к точке В  звена приведения силы 
(рис. 528), могущей быть, в частном случае, или приведенной дви
жущей силой Рд, или приведенной силой сопротивления Яс (рис. 527), 
vB — скорость точки В  приведения, М п — приведенный момент, кото
рый может быть приведенным моментом Мл движущих сил или при
веденным моментом УИС сил сопротивления и ш— угловая скорость 
звена приведения.

Величины приведенной силы Ра и приведенного момента М п можно 
представить в следующем виде:

р * = \ -  <18-3)

и
Рис. 528. С хем а эвен а при- £
ведения с показанны ми на ^  _
ней приведенной  силой и У , N  j
приведенны м  мом ентом  1

п ар ы  сил.

k
Сумма ^ N i  в развернутом виде может быть представлена так:

1 k k k
2 JV i =  2 ^ i C0S«i +  I ] M .  (18.5)
\ 1 I

где Pi и Mi — сила и момент, приложенные к звену /, иг — скорость
точки приложения силы Р {, — угловая скорость звена I и а* —
угол, образованный силой P t и вектором скорости ®г.

k
Подставляя выражение для из уравнения (18.5) в уравнения

1
(18.3) и (18.4), получаем:

p n = 2 p i J ~ ^ - + 2 M ‘ i L (18 -6)
1 3 \ в

и

M n = 2 p i Vi™ ai + 1 ^ -  <18-7)
1 1

Из уравнений (18.6) и (18.7) следует: если для каждого положе
ния механизма известны приложенные к его звеньям силы и моменты, 
то приведенная сила Р п и приведенный момент М п будут зависеть



только от отношений скоростей, которые, как было показано в кине
матике механизмов, зависят только от положения его звеньев.

Из уравнений (18.6) и (18.7) также следует, что при заданных 
силах Я; и моментах M L определение приведенной силы Р п и момента 
М а не представляет значительных трудностей и может быть сделано, 
если для каждого исследуемого положения механизма будет построен 
план скоростей и отношения скоростей в уравнениях (18.6) и (18.7) 
будут выражены через соответствующие отрезки плана скоростей.

§ 84. Рычаг Жуковского

1°. Силовой расчет и динамическое исследование механизмов 
можно всегда произвести, пользуясь принципом возможных переме
щений. Согласно этому принципу, если на какую-либо механичес
кую систему действуют силы, то, прибавляя к задаваемым силам 
силы инерции и давая всей системе возможные для данного ее поло
жения перемещения, получаем ряд элементарных работ, сумма кото
рых должна равняться нулю. Аналитически это может быть пред
ставлено так. Пусть к системе приложены силы P lt Pit Р3, . . . ,  Р„, 
причем в число этих сил входят и силы инерции. Обозначим проек
ции возможных для данного момента перемещений на направления 
сил Р ь Р2, Р3, , Рп через Ьрг, Ьрь Ьр3, . . . ,  Ьрп. Тогда согласно 
принципу возможных перемещений при условии, что все связи, нало
женные на отдельные звенья механизма, — неосвобождающие, будем 
иметь:

% Р М  =  0 (18.8)
1

ИЛИ

PfiPi ~Ъ P$Pi -\~ Р М  • • • “Ь Рг$Рп =  0. (18.9)

Так как механизм является кинематической цепью принужденного 
движения, т. е. с вполне определенным движением всех звеньев при 
заданном движении ведущих звеньев, и так как связи в механизме 
нами приняты не зависящими от времени, то в механизме действитель
ные перемещения содержатся в числе возможных и уравнение (18.8) 
можно написать так:

J j  Pi dPi =  0 (18.10)
1

ИЛИ

P \dp\-\- Рз dp* "Ь P'i ^Рз -f  - • • • ~j- Pn dPn =  0> (18.11)

где dpb dpb dp3, . . . ,  dpn суть проекции действительных перемеще
ний на направления приложенных сил.

2°. Рассмотрим, как может быть представлена элементарная работа 
какой-либо силы P h входящей в уравнение (18.11). Пусть на звено АВ



в точке С действует сила Р {, и пусть нам известны скорости точек А 
и В (рис. 529, а). Действительное элементарное перемещение точки С 
имеет направление скорости vc точки С. Направление скорости ®с 
определяется после построения мгновенного центра вращения О,

находящегося на пересече
нии перпендикуляров, вос
ставленных в точках А и В 
к скоростям этих точек. 
Соединив точку С прямой 
с точкой О и проведя че
рез точку С прямую, пер
пендикулярную к ОС, полу
чим направление скорости 
v c. Направление вектора 
скорости vc определится 

знаком мгновенной угловой скорости 2. Направление действитель
ного перемещения ds точки С совпадает с направлением скорости ч>с 
этой точки. Элементарная работа силы P t равна

dAi =  Pi dpi. (18.12)

Перемещение dpit входящее в уравнение (18.12), может быть пред
ставлено так:

dpi =  ds cos а,

где а есть угол, образуемый скоростью vc и силой Подставляя 
это значение dpt в уравнение (18.12), получаем:

dAt =  Pi ds cos я,

или так как ds =  vc dt, то
dAi =  PiVc cos a d t  (18.13)

Величину скорости vc удобно определить построением плана ско
ростей звена АВ. Для этого строим в произвольном масштабе повер
нутый план скоростей звена АВ  (рис. 529, б). На плане скоростей 
скорость vc точки С представляет собой отрезок (рс), отложенный 
в масштабе ^  от полюса р плана скоростей в направлении, перпен
дикулярном скорости vc точки С:

vc =  V-v (Рс)•
Полученное значение величины скорости vc подставляем в равен

ство (18.23)
dAi =  PiPv (Рс) cos а • dt. (18.14)

Переносим далее силу P t со схемы звена в точку с плана скоростей 
и из точки р опускаем на направление этой силы перпендикуляр Аг. 
При этом перенесении оставляем без изменения величину и направле

Р ис. 529. К д о к азател ь ств у  теорем ы  Ж уковского: 
а) схем а зв ен а  с показанной на н ей  силой; б)  п овер

нуты й план  скоростей .



ние силы Р г. У г о л ,  образуемый отрезком (рс) и перпендикуляром ft;, 
равен углу а, так как отрезок (рс) перпендикулярен к направлению 
vc, а отрезок ft* перпендикулярен к направлению силы Pt. Имеем:

hi =  (рс) cos а.

Подставляя полученное выражение в равенство (18.14), получаем:
dAi =  Р Д -щ  dt.

Произведение величины силы P t на плечо /г; представляет собой 
величину момента М р(Р{) этой силы относительно точки р  полюса 
плана скоростей. Так как все скорости на плане повернуты в одну 
сторону, то знак момента для всех сил совпадает со знаком элемен
тарной работы силы. Следовательно, имеем:

dAi =  Mp(Pi)pv dt. (18.15)
Таким образом, получаем, что элементарная работа силы, дейст

вующей на звено механизма, пропорциональна моменту относительно 
полюса плана скоростей этой же силы, перенесенной в соответствую
щую точку плана.

Аналогичные выражения для элементарных работ можно получить 
и для сил, действующих на другие звенья механизма. Вследствие 
этого уравнение (18.10) может быть представлено так:

P ,d t% M p(Pt) =  0 (18.16)
1

ИЛИ

Mp(Pi) +  Mp(PJ +  . . .  +  Mp (PJ =  0, (18.17)

так как в эти уравнения входит общий множитель pv dt, не равный 
нулю. Уравнение (18.17) может быть написано так:

j ^ M p(P,) =  0. (18.18)
1

3°. Уравнения (18.17) или (18.18) геометрически могут быть интер
претированы следующим образом.

Переносим все заданные силы, действующие в рассматриваемый 
момент времени на звенья механизма, в том числе и силы инерции, 
в одноименные точки повернутого плана скоростей, не изменяя при 
этом величины и направления этих сил, и составляем, далее, уравне
ние моментов (18.17) всех перенесенных сил относительно полюса 
плана скоростей, т. е. рассматриваем план скоростей как некоторый 
рычаг с опорой в полюсе плана скоростей, находящийся под дейст
вием всех рассматриваемых сил в равновесии. Подобная геометриче
ская интерпретация принципа возможных перемещений представляет 
значительные удобства для решения многих задач динамики меха
низмов. Метод этот получил название метода Жуковского по имени



ученого, которым он был предложен, а рычаг, которым пользуются 
в этом методе, назван рычагом Чуковс ког о .

Метод Жуковского может быть применен для нахождения вели
чины какой-либо силы, если точка приложения и направление этой 
силы заданы, а также заданы величины, направления и точки прило
жения всех остальных сил. В самом деле, в этом случае в уравне
нии (18.17) будет только одна неизвестная величина искомой силы, 
которая из него и определится.

В заключение заметим, что если кроме сил Р х, Я9, . . . ,  Р п на 
звенья механизма действуют еще пары сил, моменты которых суть M lt 
М г, Мп, то уравнение (18.11) принимает вид

Pi dpi -f- Рг d p t -j- P3 dp3 - j - . . .  -f- Pn dpn -\- M\ d y x M.2 d<p.2 - |-
-{- M$ d<?a - j - . . .  -f- M n d y n =  0, (18.19)

где afcp,, a'tp2, rftp3..........d v n — углы поворота звеньев, к которым при
ложены моменты Mi, М 3, Мъ, . . . ,  М п.

Моменты Mi, M it M a, . . . ,M „  могут быть также приложены 
к отрезкам, соответствующим на плане скоростей звеньям механизма, 
но величина прикладываемого момента М ° должна удовлетворять 
условию [tj

M l  =  M i - f ,ч
где 1\ — отрезок, соответствующий на плане скоростей отрезку /£ 
на схеме.

Необходимо иметь в виду, что знак у момента М\  сохраняется, 
если направление отрезка 1\ (порядок букв) совпадает с направле
нием отрезка и получается противоположным, если эти направле
ния не совпадают.

§ 85. Определение приведенных и уравновешивающих сил 
методом Жуковского

1°. Применим метод Жуковского к нахождению приведенной и 
уравновешивающей сил (или приведенного и уравновешивающего мо
ментов). Приведенной к данной точке механизма силой является сила, 
работа которой на рассматриваемом возможном перемещении равна 
сумме работ всех сил, приложенных к механизму (см. § 82).

Пусть, например, на механизм действуют силы P v P t, Р 3, . . . ,  Р п, 
причем под дейсшием всех этих сил механизм не находится с рссио- 
весии. Требуется .определить приведенную силу. Если приведенную 
сглу обозначить через Р п, а проекцию на направление силы элемен
тарного перемещения точки приложения этой силы — через dp„, то 
элементарная работа силы Р п выразится так:

P a dPn =  'El Pi dPi.  (18.20)
I



Если перенести приведенную силу Р п и силы Ри Р2, Р3, Рп 
в соответствующие точки плана скоростей и применить метод Жу
ковского, то уравнение (18.20) может быть заменено уравнением

МР(Л,) =  1 Х ( Л ) >  (18.21)
1

т. е. момент приведенной силы относительно точки р  — полюса плана 
скоростей — равняется сумме моментов всех заданных сил относительно 
той же точки.

Если принять, что уравновешивающая сила PY (см. § 73, 1°) 
имеет направление, противоположное направлению приведенной силы 
Рп, равна ей по величине и приложена в той же точке, т. е.

Ру =  - Р „  (18.22)
то из соотношения (18.22) и уравнения (18.20) следует:

П
Ру dPy =  — P n d p n =  — ' £  Pi dPi-

1
Если кроме сил P lt Р2, Р3, . . . ,  Рп, действующих на механизм, 

к механизму приложена и уравновешивающая сила Р у, то под дей
ствием всех этих сил механизм находится в равновесии, и следова
тельно, можно написать:

Py dpy + ' £ P i dPi =  0- (18-23)I
В случае применения рычага Жуковского это уравнение может 

быть заменено следующим:

М ,1Р,) +  ± М , ( Р д = 0 .  (18.24)
1

Таким образом, если на звенья механизма действуют заданные 
силы /*!, Рг, Р3, . . . ,  Р п, под действием которых механизм не нахо
дится в равновесии, то из уравнения моментов всех этих сил отно
сительно полюса плана скоростей всегда можно определить величину 
силы Ру, уравновешивающей заданные силы. Линия действия силы Ру 
и ее точка приложения при этом должны совпадать с линией дей
ствия и с точкой приложения силы Р п.

Определив силу Ру и изменив ее направление на противополож
ное, получим силу Р п.

2°. Рассмотрим вопрос об определении уравновешивающей силы 
механизма, показанного на рис. 530, а. Пусть на звенья механизма 
действуют внешние силы Рь Р г, Pt и Р ъ. В общем случае под 
действием этих сил механизм как система, обладающая одной степенью 
подвижности, не будет находиться в- равновесии. Для приведения



механизма в уравновешенное состояние надо в какой-либо точке меха
низма приложить уравновешивающую силу Ру. В качестве такой 
точки выбираем точку Т ведущего звена. Задаемся направлением 
действия q — q силы Р у. Для определения величины уравновешиваю
щей силы воспользуемся методом Жуковского. Строим в произволь
ном масштабе повернутый план скоростей механизма (рис. 530, б) и 
переносим все силы, действующие на механизм, в том числе и урав
новешивающую силу Ру, в одноименные точки плана. Составляем,

далее, уравнение моментов всех перенесенных сил относительно по
люса плана скоростей. Имеем:

Обозначая плечи сил Рь Р3, Р 4, Ps и Р у относительно полюса плана 
скоростей соответственно через 1гь h3, hit hs и hy, получаем:

Знаки моментов сил Я2, Р& Pi и Ръ выбираем в зависимости от 
направления вращения вокруг полюса р. Из последнего уравнения 
определяем искомую величину уравновешивающей силы Ру:

Направление вектора силы Яу определяется после численного под
счета правой части равенства (18.25). Если правая часть уравнения 
окажется положительной, то это означает, что направление силы Р у 
было выбрано правильно. При отрицательном значении правой части 
направление силы Ру должно быть изменено на противоположное. 
Произведя в правой части формулы (18.25) почленное деление на hy, 
получаем:

Р и с . 530. К определению  у р авн овеш и ваю щ ей  силы  механизма: 
а ) схем а м еханизм а; б)  п л ан  скоростей .

Мр (Ра) +  Мр (Р3) +  Мр {Рд +  Мр (Р„) +  Мр (Ру) =  0.

Рфз — P3h3 — Pihi -j- Pshf — Pyhy — 0.

Таким образом, величина уравновешивающей силы Pv равна алгеб
раической сумме произведений действующих на механизм сил на



соответствующие отношения отрезков й2//гу, h3/hy, /г4/йу и Лв//гу, взя
тых из плана скоростей.

Изложенный метод является общим для механизмов любого класса.
3°. Аналогично решается задача и об определении приведенной 

силы. Пусть, например, на звенья механизма, показанного на рис. 530, а, 
действуют силы Р i, Р3, Pi, Рц- Требуется определить приведенную 
силу Р„, действующую на звено 1, причем точка приложения Т при
веденной силы и линия ее действия q — q заданы. Для определения 
приведенной силы Р п воспользуемся условием (18.22), что приведен
ная сила Рп равна по величине уравновешивающей силе Р у и про
тивоположна ей по направлению.

Строим повернутый план скоростей механизма, прикладываем к нему 
все действующие силы (рис. 530, б) и уравновешивающую силу Ру, 
считая ее приложенной в точке t  отрезка (pb), и, как было показано 
выше, из равенства (18.26) определяем уравновешивающую силу Ру.

Пользуясь, далее, условием (18.22), вычисляем величину приведен
ной силы Рп:

Р" =  - РУ =  ~ Р*ГУ +  Р>ГУ+ Р*ГУ~ Р 'Ц -

Таким образом, определение приведенной силы сводится к опре
делению уравновешивающей силы с помощью плана скоростей. Опре
делив уравновешивающую силу, мы найдем приведенную силу, изме
нив направление уравновешивающей силы на противоположное.

Применение рычага Жуковского позволяет определить искомые 
силы с помощью только одного уравнения моментов всех сил, дей
ствующих на механизм, относительно полюса плана скоростей. В слу
чае применения для решения этих же задач метода планов сил при
шлось бы произвести последовательно определение всех давлений 
в парах, т. е. произвести полный силовой расчет механизма.

При применении рычага Жуковского план скоростей строится 
повернутым. Можно пользоваться также и неповернутым планом 
скоростей. В этом случае необходимо все силы при их переносе на 
план скоростей повернуть в одну и ту же сторону на угол 90°.

4°. Метод Жуковского является геометрической интерпретацией 
уравнений (18.6) и (18.7), позволяющей с исключительной простотой 
и изяществом определять приведенные силы и моменты. При дина
мическом исследовании механизмов обычно силы, действующие на 
механизм, приводятся раздельно. Так, отдельно определяют приведен
ную силу от производственных сопротивлений, далее, определяют 
приведенную силу от сил трения и от других. При приведении дви
жущих сил обычно одновременно учитывают и силы тяжести, кото
рые в зависимости от положения механизма увеличивают или умень
шают приведенную движущую силу. Раздельное определение приве
денных сил позволяет лучше учесть влияние каждой из них на механизм. 
В частности, коэффициент полезного действия механизма может быть



всегда определен через приведенные силы, если выбрать одну общую 
линию их действия. Так, если определены приведенная движущая 
сила Р д, приведенная сила производственных сопротивлений Р п с и 
приведенная сила трения Р т, то коэффициент полезного действия т) 
на основании уравнений (17.11) и (17.13) может быть представлен в виде

4 =  % -е (18.27)
Г А

ИЛИ

4 = 1 - & •  (18.28)

Пример. На рис. 531, а показана схема механизма двигателя 
с прицепным шатуном. На звенья 3 и 5  действуют силы Р 3 и Р 5. 
Определить уравновешивающую силу Р у, приложенную в точке В 
кривошипа /, при условии, что сила Р у направлена по прямой q — q, 
перпендикулярной к кривошипу АВ.

Р ис. 531. К опред елению  приведенной  силы: а) схема механизма; 
о )  подернуты й план скоростей .

Строим в произвольном масштабе повернутый план скоростей 
(рис. 531, б) и прикладываем в точках с н е  силы Р 3 и Ръ. Через 
точку b проводим линию действия уравновешивающей силы, парал
лельную q — q. Составляем, далее, уравнение моментов всех сил 
относительно полюса р плана скоростей. Имеем:

М„ (Ру) +  Мр (Р8) +  Мр (Ра) =  О
или, подставляя в это уравнение соответствующие отрезки плана 
скоростей, являющиеся плечами сил Р у, Р 3 и Р 3, находим: Ру (рЬ) =  
=  Рз (Рс) +  А  (ре), откуда получаем величину уравновешивающей силы

Так как правая часть уравнения положительна, то направление 
силы Р у было нами выбрано правильно и силу Р у прикладываем 
в точке В механизма. Приведенная сила Р п, приложенная в точке В, 
по линии q — <7 имеет ту же величину, что и уравновешивающая 
сила Р у, а ее направление противоположно направлению уравнове
шивающей силы, т. е. Р п =  — Р у.



§ 86. Кинетическая энергия механизма

1°. Как было показано в § 80,2°, уравнение кинетической энергии 
применительно к механизму имеет вид [см. уравнение (17.1)]

(18.29)

Пользуясь методами, указанными в § 83 или § 85, можно все 
движущие силы заменить одной приведенной силой Р д, приложенной 
к выбранному звену приведения А В  (рис. 532) 
в точке В .  Точно так же можно все силы со
противления заменить одной приведенной силой Р с, 
приложенной к тому же звену А В  и в той же 
точке В .

Приведенные силы можно также заменить при
веденными моментами на валу А ,  для чего доста
точно умножить значения приведенных сил на их 
плечо относительно точки А .

Имея заданными приведенные силы или мо
менты, мы можем уравнение движения механизма 
в форме уравнения кинетической энергии написать в следующем виде:

OS.30)

В уравнении (18.30) А р  есть работа приведенной силы Р л, А р  — 
работа приведенной силы Р с. Левая часть этого уравнения может быть 
выражена и через работы приведенных моментов

В уравнении (18.31) А м  есть работа приведенного момента М л 

движущих сил и А м  —  работа приведенного момента M z  сил сопро
тивления.

Введем обозначения:
гг  V  mv' - г  V  tnvl
Т = 1 ^ г  и

Тогда уравнения (18.30) и (18.31) можно написать так:

А р л —  А р с = Т — Т 0 (18.32)

Амл - А м = Т - Т « .  (18.33)

Если приведенные силы или моменты заданы в функции пути 
точки приведения или в функции угла поворота звена приведения, то 
не составляет труда определить работу этих сил на заданном интер
вале. Таким образом, всегда может быть найдена разность работ

Р ис. 532. С хем а эосна 
приведение с приведен

ной массой.



стоящая в левой части уравнений (18.32) и (18.33). Переходя к пра
вой части этих уравнений, мы видим, что в этих частях стоят вели
чины кинетической энергии механизма в рассматриваемых его поло
жениях. Рассмотрим вопрос о том, как может быть определена кине
тическая энергия механизма.

2°. В общем случае плоскопараллельного движения звена его 
кинетическую энергию можно представить в виде суммы энергий 
в поступательном вместе с центром масс и вращательном вокруг 
центра масс движениях. Поэтому для механизма можно написать:

В формуле (18.34) тг — масса звена I, — скорость его центра 
масс, Ji — его момент инерции относительно оси, проходящей через 
центр масс, и — его угловая скорость. Рассмотрим, как подсчиты
вается кинетическая энергия отдельных звеньев в зависимости от вида 
их движения.

Кинетическая энергия звена, движущегося поступательно, равна

В этой формуле т есть масса звена и vs — скорость центра масс 
поступательно движущегося звена. Для звена, имеющего вращательное 
движение, кинетическая энергия равна

Здесь J  есть момент инерции звена относительно оси вращения и 
ш — угловая скорость звена.

Для звена, имеющего сложное плоскопараллельное движение, кине
тическую энергию можно представить так:

где Jp есть момент инерции звена относительно оси, проходящей 
через мгновенный центр вращения Р, и ш — мгновенная угловая ско
рость звена. Момент инерции Jp относительно оси, проходящей через 
мгновенный центр вращения, может быть выражен через момент инер
ции Js относительно оси, проходящей через центр масс -S звена

(18.34)

(18.35)

Jр =  -j— mips- (18.36)

В этом равенстве lps есть расстояние от центра масс 5  звена до 
мгновенного центра вращения Р. Подставляя выражение для Jp из 
равенства (18.36) в формулу (18.35) и принимая во внимание, что



u>lps =  vs есть скорость центра масс звена, получаем из&естную фор
мулу для кинетической энергии звена, имеющего сложное враща
тельно-поступательное движение

J-щ2 mv%
Т = - 4 j— j----2^ .  (18.37)

Складывая кинетические энергии отдельных звеньев, получаем фор
мулу (18.34) для кинетической энергии всего механизма.

§ 87. Приведенная масса и приведенный момент 
инерции механизма

1°. Механизм с одной степенью подвижности имеет одно ведущее 
звено, которое может быть выбрано за звено приведения. Пусть рас
сматриваемый механизм, состоящий из и звеньев (рис. 533, а), имеет

Р ис. 533. К определению  п риведенной  массы  м еханизм а: а )  схем а мехапиз* 
ма; б)  план  скоростей .

одну степень подвижности. В этом механизме выбираем звено, напри
мер звено АВ, в качестве звена приведения, а одну из точек этого 
звена, например точку В , примем за точку приведения. Помножим и 
разделим правую часть равенства (18.34) на квадрат скорости v% 
точки приведения В  и вынесем величину v% за скобки. Тогда ра
венство (18.34) в развернутом виде можно представить так:

где v v vb . . . ,  vn — скорости центров масс звеньев.
В равенстве (18.38) кинетическая энергия Т  выражена в функции 

скорости vB точки приведения. Кинетическую энергию можно также 
выразить в функции угловой скорости ш звена приведения. В этом 
случае правую часть равенства (18.34) умножаем и делим на квадрат 

14 И . И . А рто б о л ев ск и й



угловой скорости ioJ звена АВ:

Обозначим величину, стоящую в квадратных скобках равенства 
(18.38), через т п, а величину, стоящую в квадратных скобках равен
ства (18.39) — через Уп. Тогда будем иметь:

Из равенств (18.40) и (18.41) видно, что величина тп имеет раз
мерность массы [кг], а величина 7П имеет размерность момента инер
ции [кгм3]. Таким образом, та представляет собой некоторую услов
ную массу, сосредоточенную к точке В, кинетическая энергия Т 
которой равна в каждом рассматриваемом положении кинетиче
ской энергии механизма A B C ...K L N  (рис. 533, а), т. е. сумме кине
тических энергий всех его звеньев. Масса тП получила название при
веденной массы.

Из равенства (18.40) следует, что в общем случае приведенная 
масса переменна и зависит от квадратов отношений линейных и угло
вых скоростей, и поэтому она всегда положительна.

Аналогично величина Jn в равенстве (18.41) представляет собой 
приведенный к звену АВ момент инерции звеньев механизма. Это 
есть момент инерции вращающегося вместе со звеном АВ тела, кине
тическая энергия которого в каждом рассматриваемом положе
нии механизма равна сумме кинетических энергий всех его звеньев.

2°. Подставляя в формулы (18.38) и (18.39) значения тп и Ja 
и принимая во внимание формулу (18.34), получаем:

(18.40)

и

Уп — м

(18.41)

и
П П



Из равенств (18.42) и (18.43) следует, что приведенная масса тл 
и приведенный момент инерции J„ связаны условием

m nv*B =  Jaw\,

или так как =  то
Ип =  # - ,  (18-44)

1А в

где 1АВ — длина звена приведения.
Приведенная масса т„ и приведенный момент инерции Jn могут 

быть выражены через соответствующие отрезки плана скоростей 
(рис. 533, б). Имеем:

и vD =  \iv (pb) где |ad есть масштаб плана скоростей. Нетрудно видеть, 
что приведенные массы тп и момент инерции J„ являются функ
циями обобщенной координаты 9, (рис. 533, а), т. е. та =  тп (ср,) и
Л = Л Ы -

Как было показано выше, в качестве звена приведения обычно 
выбирается звено, являющееся ведущим (рис. 533, а). Таким образом, 
звено АВ будет находиться под воздействием сил Ря и Р с, в общем 
случае переменных, и будет обладать массой тп, сосредоточенной 
в точке В, в общем случае также переменной. Приведя все силы, 
действующие на звенья механизма, и их массы к ведущему звену АВ, 
мы тем самым условно заменили механизм эквивалентной в динами
ческом отношении системой звена с массой та или моментом инер
ции J„.

Пример. Определить кинетическую энергию, приведенные массы 
и момент инерции механизма (рис. 534, а) в положении, показанном 
ыа чертеже, если известны массы и моменты инерции его звеньев. 
Скорости центров масс и угловые скорости звеньев заданы поверну
тым планом скоростей (рис. 534, б). В качестве звена приведения 
выбрано звено АВ.



Общая кинетическая энергия Т  механизма согласно формуле
(18.34) равна

j ___ J iu > \  j m 2v \  . J a д | | m Av \  | J i c o | I m bv %

2 2

В этой формуле и JSt суть моменты инерции звеньев 2 и 4 
относительно осей, проходящих через центры масс 5* и У, и У3 — 
моменты инерции звеньев /  и 3 относительно осей, проходящих через 
точки А  и D, u>i, о).2, ш3, о)4 — угловые скорости звеньев /, 2, 3, 4; 
v 3, Vi и х»# — скорости центров масс 5j, -St и звеньев 2, 4 и 5 и 
тг, т4 и ть — массы звеньев 2, 4 и 5. Так как в качестве звена

Р ис. 534. К определению  п риведенной  массы м еханизм а: а )  схем а 
м еханизм а; б )  план  ск оростей .

приведения выбрано звено АВ, то кинетическая энергия Т механизма 
согласно формулам (18.39) и (18.41) может быть выражена так:

Г =  5  [л +  т, (Ь .) +  J, (=*)* +  J, (5)* +  щ  ( * ) ’ +  (=*)’ +

+ - ё Л = ¥ .
где Jn — выражение, стоящее в квадратных скобках.

Величина прицеленного момента инерции Jn может быть выражена 
через соответствующие отрезки плана скоростей (рис. 534, б). Для 
этого вычисляем все значения линейных и угловых скоростей, входя
щих в выражение для кинетической энергии. Имеем:

.v-v(pb) __v-v(bc) __Pv(pc)
шз — ----I, (в.,

A B  ‘DC 'D C

ul =  bLif£>t v ^ p v i p s t ) ,  vi =  nv (psi), v f =  pv (pss).
F E

Подставив эти выражения в формулу для приведенного момента 
инерции, получим:

(pS. Y* , , 1~АВ (Ъс\* . l ~AB (pc'f , /2 fp sA 1 I
■тг1-Ав[-^\ Ы  + J i lhc \pb) Yb) +

PSA

Кинетическая энергия механизма (рис. 534, а) может быть такжес. 534, а) мо
выражена через приведенную массу та, причем за точку приведения



может быть выбрана любая точка звена АВ. Если за точку приведе
ния мы выберем точку В, то формула для кинетической энергии при-

мет следующий вид: Т = — •

Величины отрезков, взятых из плана скоростей, можно брать в мил
лиметрах без умножения на масштаб (хв плана, так как при делении 
одного отрезка на другой масштабы сокращаются.

ИССЛЕДОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ МЕХАНИЗМОВ МАШИННОГО АГРЕГАТА

1°. Как было указано выше (§ 1, 3°), под машинным агрега
том понимается совокупность механизмов двигателя, передаточных 
механизмов и механизмов рабочей машины. Примерами машинных 
агрегатов могут быть: поршневой двигатель внутреннего сгорания 
и поршневой насос, электродвигатель и кривошипный пресс для обра
ботки металлов давлением, электродвигатель и ротационный пасос, 
поршневой двигатель внутреннего сгорания и генератор электриче
ского тока и т. д.

В § 57 и 58 было показано, что движущие силы, силы производ
ственных сопротивлений могут зависеть одновременно или раздельно 
от положения звена, выбранного за ведущее, и от угловой скорости 
этого звена. Например, в машинном агрегате с поршневым двигателем 
и поршневым насосом движущие силы и силы производственных 
сопротивлений зависят от положения ведущих звеньев. В машинном 
агрегате электродвигатель — кривошипный пресс для обработки метал
лов давлением движущие силы зависят от угловой скорости и могут 
быть представлены в виде соответствующей механической характери
стики (см. § 58, 2°). Для пресса сопротивление является функцией 
положения его ведущего звена. В машинном агрегате электродвига
тель — ротационный насос движущая сила и сила производственного 
сопротивления зависят от угловой скорости ведущих звеньев. Нако
нец, для машинного агрегата поршневой двигатель внутреннего
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§ 88. Основные формы уравнений движения



сгорания — генератор электрического тока движущая сила может счи
таться с достаточной точностью зависящей только от положения 
ведущего звена, а сила производственного сопротивления от угловой 
скорости вала генератора и т. д.

Приведенные моменты инерции Jn машинного агрегата могут быть 
или постоянными, или же зависящими от положения ведущего звена. 
Так, у электродвигателя с ротационным насосом, генератором элек
трического тока и т. д. приведенный момент инерции Jn постоянный 
( j n — const). У кривошипного пресса, поршневого двигателя внутрен
него сгорания, строгального станка и т. д. приведенный момент инер
ции Jn зависит от угла поворота ср ведущего звена [J„ =  Ja (»)].

Приведенная масса т п или приведенный момент инерции J„, оче
видно, постоянны для всех машин и механизмов, для которых пере
даточные отношения, входящие в равенства (18.40) и (18.41), постоянны.

2°. Уравнение движения механизмов машинного агрегата может 
быть написано в форме уравнения кинетической энергии [см. § 80, (17.1)]

Если привести все силы и массы к выбранному звену приведения, 
то уравнение (19.1) может быть написано так:

где АР — работа приведенной к звену приведения движущей силы на 
рассматриваемом перемещении, ЛРс — работа приведенной силы сопро
тивления на том же перемещении, т п и т п0 — приведенные массы, 
соответствующие конечному и начальному положениям рассматривае
мого перемещения, и v  и v 0 — скорости точки приведения, соответ
ствующие конечному и начальному положениям рассматриваемого 
перемещения.

Обычно удобнее в левую часть уравнения кинетической энергии 
вводить работу приведенных к звену приведения моментов сил Лл1д 
и Ам<_, а правую часть выражать через приведенные моменты инерции 
Jn и Jn0 звеньев. Уравнение (19.2) принимает тогда следующий вид:

3°. Уравнение движения механизмов машинного агрегата может 
быть также написано в форме дифференциального уравнения.

Обозначим разность приведенных силы движущей Р л и силы сопро
тивления Р с через Р\

(19.1)

(19.2)

(19.3)



где d A — элементарная работа приведенной силы, ds — элементарное 
перемещение точки приведения и dT  — элементарное приращение 
кинетической энергии агрегата.

Подставляя в уравнение (19.4) значение кинетической энергии, 
получаем:

где т„ — приведенная масса, в общем случае переменная и являю
щаяся функцией пути s. Далее, имеем:

Другой вид уравнению движения механизмов машинного агрегата 
можно придать, если воспользоваться приведенным моментом М =  
—  Л1Д — УИС, приведенным моментом инерции J„ и угловой скоростью ш 
звена приведения. Имеем:

где ср— угол поворота звена приведения. Последнее уравнение полу
чается из уравнения

аналогично уравнению (19.5).
Для определения истинного движения всех механизмов машинного 

агрегата, очевидно, достаточно знать закон движения звена, выбран
ного за звено приведения, т. е. определить из уравнений (19.6) или
(19.7) обобщенные координаты приведенных звеньев.

4°. В § 30 было показано, что в общем случае движение любого 
механизма может быть представлено как сумма двух движений пер
манентного и начального. В перманентном движении скорость v  точки 
приведения или угловая скорость со звена приведения постоянны. 
Соответственно ускорение а точки приведения или угловое ускоре
ние е звена приведения равны нулю. В начальном движении скорости 
v  и со соответственно равны нулю, а ускорения а и е не равны нулю.

(19.5)
d s

но

\ 2  j  d v __ d v __  d v  d t
d v  d s  d s  d t  d s

d v  d t __ d v
d t  d s  d t ’d s

Поэтому уравнение (19.5) принимает вид

(19.6)

(19 .7)

(19.8)



Такая интерпретация движения механизма, предложенная Н. Е. Жу
ковским, становится особенно ясной, если обратиться к уравнению 
движения звена приведения механизма, написанному в форме диффе
ренциального уравнения вида (19.6) или (19.7).

Рассмотрим уравнение (19.7). Имеем:

M =  J'T *  +  T % -  <19-9>
В перманентном движении ш =  const и z =  dwjdt =  0, и следовательно, 
равен нулю первый член правой части уравнения (19.9). В начальном 
движении со =  0, е =  dv>jdt=£ 0. Следовательно, будет равен нулю вто
рой член правой части уравнения (19.9). Обозначим:

M H34 =  ~ J n %  (19.10)

М пе р =  (19.11)

где УИнач — момент от сил инерции в начальном движении, а Л1пер — 
момент от сил инерции в перманентном движении.

Тогда:

M - J»d£ - T w = °  <19-12)
или

М =  М нач +  М пе? =  0. (19.13)

Уравнение (19.13) есть уравнение динамического равновесия звена 
приведения, к которому приложен внешний момент М и моменты 
7Йнач и 7Ипер сил инерции звеньев в начальном и перманентном дви
жениях.

Таким образом, при динамическом исследовании механизма можно 
не пользоваться понятием приведенной массы или приведенного 
момента инерции, а определять моменты Мнач и Жпер от сил инер
ции, приводя силы инерции звеньев, найденные в условиях перманент
ного движения и начального движений, к выбранному звену приведения.

§ 89. Интегрирование уравнений движения

1°. В дифференциальное уравнение движения механизма машинного 
агрегата в форме уравнения (19.7) в левую часть входят приведенные 
моменты Мя и Мс движущих сил и сил сопротивления. Как было 
указано выше (§ 88, 1°), эти моменты могут быть функциями обоб
щенной координаты ср или ее первой производной <? =  ш, или, нако
нец, времени t.

Если рассмотреть возможные сочетания этих функций, то можно 
установить следующие виды уравнений движения, в которых моменты 
УИД и Мс являются функциями одной и той же переменной.



Первый вид уравнений:

=  +  (19.14)

=  +  <19Л5)

M , ( t ) - M c { t)= J n Y t +  i 4 f >  ( 19Л6)
В уравнениях (19.14), (19.15) и (19.16) моменты Мл движущих сил 

и моменты М й сил сопротивления в каждом из уравнений являются 
функциями или от ср, или от со, или от t. Но не менее часто мы имеем 
случаи, когда моменты Мл и М с являются функциями различных пере
менных. Тогда мы получаем уравнения второго вида:

Мл (9) - М с«) =  ̂ %  +  ^ \  09-17)

м д( « > ) - м с(?) = у п^ + £ ^ ;  (19.18)

а д - А Г с Н  =  л | Ч ^ .  (19.19)

Уравнения (19.14) — (19.19) в общем случае являются нелиней
ными дифференциальными, решение которых может быть проведено 
только приближенными методами.

2°. Нетрудно видеть, что только уравнение (19.14) может быть 
решено и притом в квадратурах, а не в конечном виде. В самом 
деле, если УИд =  7Ид(ср) и М С =  М С(ср), то согласно уравнению (19.8) 
уравнение (19.14) может быть представлено в следующей форме:

откуда имеем:

^ (Мл - M c)d ? = ^ f  (19.20)
90

где Jnt и шг — приведенный момент инерции и угловая скорость звена 
приведения в положении i и Jn0 и ш0 — приведенный момент инерции 
и угловая скорость звена приведения в начальном положении. Урав
нение (19.20) есть уравнение движения механизма машинного агрегата 
в форме уравнения кинетической энергии.

Из уравнения (19.20) определяется угловая скорость шг:

* Ч = \  j  (Мд- М с М ?  - f ^ 0- <  (19.21)
¥о

Из формулы (19.21) следует: если заданы функции М Я =  М Л(ср), 
Жс =  7ИС (ср) и Jn =  Ja(ср), то для определения угловой скороси и>4



необходимо еще иметь заданной величину угловой скорости ш0. Если 
исследование механизма машинного агрегата начинается с момента 
пуска его в ход, то угловая скорость ч> звена приведения и>0 =  0 
и формула (19.21) принимает вид

Из формул (19.21) и (19.22) можно определить значения угловой 
скорости ш звена приведения в функции его угла поворота, т. е. 
со =  и» (<р). Для определения времени t  движения механизма машинного 
агрегата можно воспользоваться условием:

Чо
Если исследование движения механизма ведется с момента пуска 

его в ход, то время i0 =  0, и уравнение (19.26) принимает вид

Из формулы (19.26) или (19.27) можно определить время t дви
жения механизма в функции угла ср поворота звена приведения, т. е.
2 =  £(ю). Таким образом, мы имеем две функции а) =  ш(у) и t =  t(y). 
Исключая из них угол о, можно получить функцию w =  w(t) — зави
симость угловой скорости ш от времени t. Угловое ускорение е звена 
приведения определяется из соотношения

(Жд - М с) d-?. (19.22)

(19.23)

Из соотношения (19.23) получаем:

(19.24)

(19.25)

и, далее,

(19.26)

(19.27)

d со dt1) d y_ do>
dt dy dt d y '

т. e. дифференцированием функции ш =  ш (£) или ш = ш  (ср). В частном 
случае, когда приведенный момент инерции Уп постоянен, то фор-



мулы (19.20) и (19.21) принимают вид 
fi
\  (Мд -  м с) dV =  А  («о? -  < )  (19.28)
<Ро

“ i =  \  (Мд -  Me) <*Р +  <*»;. (19.29)
ТО

Если заданы не приведенные моменты, а приведенные силы 
Р Д =  Р Д($), P c =  Pc(s) и приведенная к точке приведения масса 
mn =  mn(s), где s — путь точки приведения, то равенства, получаемые 
решением уравнения движения агрегата, будут ■ аналогичными уравне
нию (19.20) и формулам (19.21) и (19.26)

( (Рд — P ^ d s = ^ p  —  (19.30)
so

откуда

и, далее,
^п£

s'o
. ) d s  +  ^ i o S ,  (19 .31 )

'< =  ' • +  <19-32>
so

где v, и v0 — скорости точки приведения.
3°. Уравнения (19.15) и (19.16) могут быть решены в квадратурах 

в частном случае, когда приведенные моменты инерции Уп =  const. 
В этом случае уравнение (19.15) имеет вид

=  (19.33)

Так как моменты Л1д =  Мд(ш) и Мс =  М с(и>) заданы и известен 
постоянный момент инерции Уп, то уравнение (19.33) приводится 
к виду

)*=•'■ L w - V w- (19-34)/ о ш0
Из уравнения (19.34) определяется оремя t  движения агрегата 

в функции угловой скорости ш, т. е. t =  t(m). Производя интегриро
вание левой части, получаем:

О).



Уравнение (19.16) при У„ =  const приводится к виду

(19-36>
Так как моменты МД =  МД(() и M c =  M c(t) заданы и известен 
постоянный момент инерции Jn, то из уравнения (19.36) получаем: 

ш. /.
§ До =  - L  J [ма (0 -  М с (<)] dt. (19.37)

<■>0 to
Из уравнения (19.37) определяется угловая скорость ш движения 

звена приведения в функции времени t:
h

ш' = ш ° + i  S [м *  (°  ~  м - d t  (i  9-з8>
h

Получение решений уравнений (19.17) — (19.19) в конечном виде 
возможно в частных случаях, когда функции, стоящие в левой части 
этих уравнений, достаточно простые.

4°. Как было указано выше, уравнения (19.15) — (19.19) в общем 
случае могут быть проинтегрированы приближенными методами. В ка
честве такого метода может быть применен, в частности, метод, раз
работанный Г. Г. Барановым, заключающийся в том, что угол пово
рота ер звена приведения разбивается на достаточно малые интервалы 
Дер, принимаемые за шаг интегрирования. В каждом интервале Дер 
заданные функции приведенных моментов движущих сил М л и сил 
сопротивления Мс считаются постоянными, а приведенный момент 
инерции J„ принимается изменяющимся линейно.

Обозначим левые части уравнений (19.15) — (19.19) обобщенно в 
виде М  (ср, u), t), так как моменты Мд и Mz могут быть функциями 
угла поворота ср, угловой скорости и> и времени t. Тогда эти уравне
ния можно написать в общем виде так:

<0 , ( 1 9 - 3 9 >

Так как
du> d о» daj du>
dt df dt Ш tfcp ’

то уравнение (19.39) можно представить в следующем виде:

M l,.  ». 0  =  +  (19.40)
ИЛИ

2М (у, a, t) ^  _  2J  ̂rfoJ w dj a (19.41)

Заменим в уравнении (19.41) rfcp шагом интегрирования Дер. Тогда 
величина do> приращения скорости может быть заменена разностью



(ш;+1 — ш;)> а величина d jn приращения приведенного момента инер
ции— разностью >/„(/+1) — Л«> где  ̂ и — два положения звена 
приведения, соответствующие началу и концу интервала Дер =  ср1+1 — ср;. 

Тогда уравнение (19.41) принимает вид
и) Дср =  2J^ +  и_ (л ̂  (1 g 42)

Решая уравнение (19.42) относительно угловой скорости <oi+l, по
лучаем:

ЛЛ ( Л * , .  з г  .  г

(19.43)At (о,-, Ш,-, <,-) ! 3Jni — Уп |£+п
‘+ Jma i ' 27п;

Зная значения для М(срг, <ui; ti),Jni, ./„ (;+i> и ш;> из формулы
(19.43) при выбранном шаге интегрирования Дер можно определить 
угловую скорость ш;+1. Проводя шаг за шагом вычисления угловой 
скорости ш, получаем функцию ш =  ш(ср).

Для определения времени t движения агрегата можно воспользо
ваться условием

dt =  (19.44)

Заменим в уравнении dt через разность t i+i — t-t, d<-р через шаг Дср 
интервала и угловую скорость ш через ее среднее значение — •
В таком случае можно написать:

tl+l — t t =  , (19.45)+ +  “ i+i ’ 4 ’
откуда определяем время ;̂+1:

‘« = f ' + = T w 7 -  (19'46)

Изложенный метод приближенного интегрирования может быть 
применен как в случае аналитического, так и в случае графического 
задания всех функций, входящих в уравнения (19.15)—(19.19).

§ 90. Исследование движения с помощью уравнения 
кинетической энергии

1°. В большинстве технических задач приведенный момент дви
жущих сил и приведенный момент сил сопротивления задаются в виде 
графиков, в виде графика также задается и приведенный момент 
инерции. Поэтому решение уравнений движения механизма ведется 
графочисленными методами. При графочисленном решении уравнений 
движения удобно применить уравнение кинетической энергии. Для этого 
можно использовать диаграмму T = T (J„ ), устанавливающую связь 
между кинетической энергией Т и приведенным моментом инерции Jn.



Рассмотрим тот случай, когда приведенные моменты являются 
функциями угла поворота ср звена приведения.
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Р ис. 535. К граф очпслепн ом у реш ению  уравн ен и я  движ ени я о ф о р м е  ки нети ческой  энергии : 
а ) граф и к и  мом ентов движ ущ их сил и сил сопротивления; б ) гр аф и к  ки нети ческой  энергии

механизма.

Пусть момент Мж задан графиком 7Ид(ср) (рис. 535, а; сплошная 
линия), момент Л1С задан графиком М С =  МС(ср) (рис. 535, а; штрихо

вая линия), а момент инерции Ja задан 
графиком Jn =  Jn (ср) (рис. 536).

Работа приведенного момента МА 
на выбранном интервале равна

Р ис. 536. Г р аф и к  приведенного мо
мента инерции.

где ср — угол поворота звена приведе- 
ния. Величина этой работы выражается 
произведением площади, ограниченной 
кривой УИд =  ТИд (ср), осью <р и началь
ной и конечной ординатами, на соот

ветствующие масштабы. Работа приведенного момента М й равна
v



и выражается произведением площади, ограниченной кривой М с =  
=  Afc (ср), осью ср, начальной и конечной ординатами, на соответству
ющие масштабы.

На рис. 535, а угол Ф, соответствующий полному времени движе
ния механизма, равен сумме углов: Ф =  срр —j— сру д —f— срв, где срр — 
угол, соответствующий времени разбега, сру д — угол времени уста
новившегося движения и срв — угол времени выбега. Угол ср0 соответ
ствует времени одного оборота звена приведения. Приращение кине
тической энергии механизма за какой-либо промежуток времени со
гласно уравнению (18.33) выражается разностью площадей кривых 
УИд =  УИд (ср) и М с =  М с (ср), помноженной на соответствующие мас
штабы [хЛ1 и [* . Например, на участке (1 — 2) (рис. 535, а) работа 
приведенного момента УИД выражается площадью [1Г2'2] мм1, умно
женной на масштабы у.м и (а¥ моментов и угла поворота, а работа 
приведенного момента УИС — площадью [11'2"2] мм1, умноженной 
на те же масштабы. Приращение кинетической энергии Д Тп пред
ставляется тогда площадью [Г2'2"] мм'1, умноженной на те же 
масштабы. Таким образом,

Д Та = Т %- Т ,  =  ^  {пл. [I1'2'2] -  пл. [11'2"2]} =  пл. [1'2'2"].

В этом равенстве ц,, есть масштаб углов поворота и — мас
штаб моментов. Приращение кинетической энергии на участке (2 — 3) 
пропорционально площади [2"2'3'3"]. Приращение кинетической энер
гии на участке 3 — 4 пропорционально площади [3"3'4'4"] и т. д.

Изменение кинетической энергии всегда пропорционально площа
дям, заключенным между кривыми моментов движущих сил и сил 
сопротивления (на рис. 535, а эти площади заштрихованы). Этим 
площадям следует приписывать знак плюс или минус в зависимости 
от того, какая работа будет больше: момента движущих сил или мо
мента сил сопротивления. Так, на участке ( 1— 7) кривая момента 
движущих сил расположена выше кривой момента сил сопротивления, 
и следовательно, приращение кинетической энергии положительно; 
наоборот, на участке (7—10) приращение кинетической энергии от
рицательно и т. д. За все время работы механизма соответствующее 
углу поворота приращение кинетической энергии равно нулю и сумма 
всех заштрихованных площадей со знаком плюс должна равняться 
сумме площадей со знаком минус, так как в момент пуска механизма 
и в момент его остановки скорость точки приведения равна нулю. 
Точно такое же равенство должно иметь место и за время устано
вившегося движения на участке (13—25), потому что в этом случае 
угловая скорость звена приведения механизма через каждый цикл 
возвращается к прежнему значению.

На рис. 535, а условно показаны три полных цикла установив
шегося движения. Практически число этих циклов может быть очень 
велико в зависимости от времени непрерывной работы машины.



2°. Подсчитав величины указанных выше площадей, можно по
строить диаграмму 7'=7'(ср) изменения кинетической энергии Т 
звена приведения в функции угла поворота ср (рис. 535, б).

Построение начнем с положения 1. Подсчитаем площадь [1'2'2"] 
в квадратных миллиметрах. Пусть эта площадь равна Fn мм3, тогда 
приращение кинетической энергии на участке (1—2) равно

A7'ia =  7'9 T i =  |х,риЛ1 пл. [1 2'2 ] =  [х^х^Я^,

где (Хд, — есть масштаб моментов Жд и М с, а (х̂  — масштаб углов 
поворота звена приведения. Так как механизм начал двигаться с по
ложения, соответствующего точке 1, первоначальный запас кинети
ческой энергии Ti был равен нулю, и полный запас кинетической 
энергии механизма в положении 2 выразится величиной 7V Эту ве
личину и откладываем в виде отрезка (2—2') в масштабе |хг на ор
динате, проведенной в точке 2 (рис. 535, б). Имеем:

А Т 'и  - - Т а =  fj,?u,M F jq =  fij. (2  2  ).

Далее, подсчитываем следующую площадку Fi3 =  [2"2'3'3"] мм3. 
Имеем по предыдущему
Д7'23= 7 '3— Т ^ ц ^ п л .  [1'3'3"] — пл. [1'2'2"]} =

=  tJ'9!Ajи пл- [2 2 3 3 аз (-*'7' (3  ̂— 3),
т. е. приращение кинетической энергии Ti3 на участке (2 — 3) выра
жается площадью [2"2'3'3"] мм*, умноженной на произведение 
масштабов (х¥ и [Хд,. Полученную величину откладываем (рис. 535, б) 
на ординате в точке 3 в виде отрезка (3" — 3') в масштабе [хг, при
бавляя его к предыдущему отрезку (2 — 2') =  (3 — 3") и т. д. Орди
наты диаграммы кинетической энергии увеличиваются до положения 7, 
где в точке 7' она имеет вершину, соответствующую одному из мак
симумов кинетической энергии. Далее, на участке (7 — 10) кривая 
опускается, так как зашрихованная площадь (рис. 535, а), заключен
ная между этими точками оси абсцисс, имеет знак минус. Начиная с точ
ки 10 кривая кинетической энергии Т =  Г(ср) поднимается до положе
ния 13, где эта кривая опять имеет вершину в точке 13’, и т.д. На 
участке (13 — 31), где диаграмма описывает установившееся движение, 
кривая повторяется через каждый цикл движения механизма, соот
ветствующий углу ср0, причем ордината ее достигает то своего мак
симума, то своего минимума. В положении 31 ордината кривой Т =  
=  7'(ср) имеет последний максимум, после чего кривая опускается 
вследствие наличия на участке (31— 37) только одних сил сопро
тивления. Точка 37, соответствующая моменту остановки механизма, 
определяется путем постепенного вычитания из ординат кривой ки
нетической энергии величин, пропорциональных площадям кривой со
противлений на участке (31—37). Момент остановки механизма 
соответствует полному исчерпыванию кинетической энергии, накоплен



ной в период разбега. Очевидно, что расход накопленной кинетиче
ской энергии может быть ускорен путем введения дополнительных 
сопротивлений (тормозами). Так, например, вводя дополнительное со
противление в виде тормозного момента 7WTop =  const, показанного на 
рис. 535, а штриховой кривой а — а, можно кинетическую энергию 
механизма израсходовать раньше, и тогда механизм остановится в по
ложении, соответствующем точке 36 (рис. 535, б). Это изменение кривой 
Т = Т ( $ )  кинетической энергии показано пунктиром. Нетрудно для 
этого случая подсчитать работу, которую надо затратить. Она вы
ражается площадью / \ ор млС* (рис. 535, а), и полная работа тор
можения Лтор равна

•^ т о р  9 т о р ’

где сртор — угол поворота звена приведения, на котором производится 
торможение.

Таким образом, с помощью диаграммы кинетической энергии 
Т =  7( f )  определяется полный угол поворота Ф звена приведения 
при заданных моментах движущих сил и сил сопротивления. Для 
рассматриваемого примера этот угол равен отрезку (1 — 37) оси абс
цисс, помноженному на масштаб , если тормозной момент |лтор от
сутствует, и соответствует отрезку (1 — 36) при введении дополни
тельного тормозного момента М 70р.

3°. Перейдем теперь к определению угловых скоростей звена при
ведения. Для этого воспользуемся выражением кинетической энергии 
механизма [см. формулу (15.43)].

Т = ^ .  (19.47)

В этой формуле / п есть приведенный момент инерции и <и— уг
ловая скорость звена приведения механизма. Диаграмма Jn =  Jn(ср) 
приведенного момента инерции в функции угла поворота дана на 
рис. 536. Равенство (19.47) можно представить в виде

о>2 = ^ ,  (19.48)
''П

т. е. квадрат угловой скорости звена приведения в каждом рассмат
риваемом его положении пропорционален отношению кинетической 
энергии Т, которой обладает машина в рассматриваемом положении, 
к приведенному моменту инерции / п, взятому для того же положения.

Для определения значений этого отношения строим диаграммы: 
приведенного момента инерции Jn =  J„(y) (рис. 537, а) и кинетиче
ской энергии Т = Т(ср) (рис. 537,6). Для удобства построений по
вернем диаграмму Jn —  Jn(tp) на угол 90°, т. е. ось ординат, на ко
торой отложены значения приведенного момента инерции / п, распо
ложим горизонтально, а ось абсцисс, где отложены значения угла ср 
поворота звена приведения, расположим вертикально. Так как кривая 
•/п =  Л (?) повторяется через каждый цикл, то можно ограничиться
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Рис. 837. К определению угловой скорости звена приведения: а) диаграмма приведенного момента инерции в функ
ции угла поворота; б) диаграмма кинетической энергии в функции угла поворота, в) диаграмма кинетической

энергии в функции приведенного момента инерции.
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вычерчиванием диаграммы только для одного полного цикла, соот
ветствующего углу поворота ш0> как эт0 сделано на рис. 537, а. На 
диаграмме Ja =  Ja (ср) отмечаем точку соответствующую точке 7' 
диаграммы кинетической энергии 7 " =  7' (9) (рис. 537,(5), и через эту 
точку проводим вертикальную прямую до пересечения с горизонталь
ной прямой, проведенной через точку Г  кривой 7 '=  Г(ср). Точку 
пересечения этих прямых отметим цифрой 1 (рис. 537, в). Далее, от
мечаем на диаграмме ./„ =  ./„(9) точку 2 ' и соответствующую ей точку 
2' на диаграмме Т = Т (9). Пересечение соответствующих вертикали 
и горизонтали дает точку 2. Пересечение прямых, проведенных через 
точки 3' и <3', дает точку 3, через точки 4’ и 4' дает точку 4 и т. д. 
Соединяя полученные точки плавной кривой, получаем кривую кине
тической энергии Т в функции приведенного момента инерции Ja 
(рис. 537, в). Эта кривая представляет зависимость между кинетиче
ской энергией Т и приведенным моментом инерции Jn, т. е. Т — Т (Уп). 
Построим эту кривую для всего времени движения механизма от по
ложения 1 до положения 37. На участке установившегося движения 
(13 — 31) эта кривая должна быть замкнутой, так как одни и те же 
значения величин Т и / п периодически повторяются через каждый 
цикл. Часть кривой, соответствующая времени разбега (1 —  13), не 
совпадает с частью кривой, соответствующей времени выбега (31 — 37), 
так как характер кривой Т =  Т (9) на этих участках различен.

4°. Выберем на кривой T = T ( J n) какую-либо точку k и соеди
ним эту точку с точкой О — началом координат (рис. 537, в). Обо
значим угол, образованный прямой Ok с осью абсцисс, через Так 
как по оси абсцисс отложен приведенный момент инерции Jnk в мас
штабе соответствующий точке k, а по оси ординат — кинетиче
ская энергия Tk, соответствующая той же точке k в масштабе \lt , то 
отношение этих величин даст тангенс угла наклона прямой Ok к 
оси ОУп:

^  =  (19.49)
nfc fv

Если соединить последовательно все точки кривой Т =  T(J„) с 
началом О, определить последовательно все углы ф1( ф3, и, 
воспользовавшись формулой (19.49), подставить значения тангенсов 
этих углов в равенство (19.48), то можно получить значение квад
ратов угловых скоростей ш звена приведения для всех положений 
механизма. Имеем:

=  2 ТГ t g фГ| «S =  2 ^ t g < f c  (19.50)
w  П/

Из формул (19.50) следует, что угловые скорости ш звена АВ  про
порциональны корням квадратным из тангенсов углов <|ij, cjjj, т. е.



Так определяются значения угловой скорости и> звена приведения 
механизма. Пользуясь этими значениями, можно построить график 
угловой скорости ш звена приведения в функции угла ср: ш =  св(о) 
(рис. 538).

Кривая времени Сдвижения t  =  t ( y )  в функции угла ср может быть 
построена, если воспользоваться формулой (19.25).

Любой промежуток времени от начала движения, соответствую
щего времени t lt до рассматриваемого момента времени tk равен

(19.52)
¥1

Интеграл в правой части формулы (19.52) может быть опреде
лен графически, если построить график величин 1 /а> (гр) в функции 
угла ср, что можно выполнить, потому что функция ш =  ш (ср) известна. 
По графикам ш =  и t  =  t ( ср) может быть построен график 
u) =  u>(i). Угловое ускорение е звена приведения определяется графи
ческим дифференцированием функции и> =  ш(£).

Зная угловую скорость ш и угловое ускорение е звена приведе
ния, можно определить скорости, ускорения и силы инерции отдель
ных звеньев, а также провести полный силовой расчет механизма в 
условиях неравномерно вращающегося звена приведения.

Таким образом, с помощью диаграммы T = T ( J „ )  и последующих 
графочисленных расчетов может быть полностью исследован вопрос
о движении агрегата при силах, зависящих от положений звена при
ведения.

5°. Если движ у щ и е  силы или силы сопротивления зависят от положений 
или скоростей, то исследование движ ения  агрегата  может быть проведено 
такж е  методом, разработанным Вяч. А. З ин о вьевы м  с помощью диаграммы 
Т =  Т (»), даю щ ей зависимость кинетической энергии Г  от угловой скорости 
со звена приведения.

Из уравнения (19.8) получаем:

(Mdo =  d T = d (19.53)

которое есть не что иное, как уравнение кинетической энергии в ди ф ф е
ренциальной форме. З десь  =  Л5Гд — Л1С, где Л1д — приведенный момент дви 
ж ущ их сил. Мг •приведенный момент сил сопротивления.



Приведенный момент инерции / п механизма, входящ ий в уравн ен ие
(19.53), в общем случае является  переменным и зависит  от угла п о в о р о та  ср 
звена приведения, и таким образом, известна зависим ость Уп =  ./п (ср). Так 
как  кинетическая  эн ергия  механизма равна

Jn°>- 
2 ’Т =  - (19.54)

где ш есть текущ ее  значение угловой скорости  звена приведения, то для  
каж дого  заданного I-го значения 7П(- может быть построена кривая  Г; =  
=  Jniu>2/2, которая имеет вид параболы с верш ин ой  в начале координат  
(рис. 539). Если задана зависимость J„ =  Jn( ср), то  можно построить сем ейство  
парабол, каж дая  из которы х  соответствует значениям Jnll J„„, Jm, . . . ,  Jnkt 
заданным зависимостью J„ =  J„(<?) (рис. 540).

Рис. 539. График кинетической 
энергии звена приведения а функ

ции угловой скорости.

Рис. 540. Графики семейства зависи
мостей кинетической энергии звена 

приведения от угловой скорости.

6°. Вместо построения семейства парабол =  ( =  1, 2, к,
что естественно услож няет  технику  расчета, можно построить одну параболу, 
но для этого требуется  ввести понятие о некотором  условном, но постоян
ном по величине приведенном моменте инерции У0 механизма.

Зададим ся  некоторым произвольным, но постоянным значением приве
денного момента инерции J0, выбранным так, что в каждом положении ме
ханизма будет у довлетворяться  условие  равенства  кинетических энергий.

Jq<  _  Jn«2 
2 2 ’

(19.55)

где со0 —  некоторая  условная угловая  скорость звена  приведения,  соответ
ствую щ ая выбранному значению приведенного момента инерции J„. Из ра 
венства (19.55) следует, что действительная у гловая  скорость о  связана с 
условной ш0 равенством

“ =<■>0 Y r n - (1э-5б)

П ри заданном J0 величина j / ~ , разум еется ,  всегда  может бы ть под

считана для каж дого  полож ения звена приведения. И м ея  в виду равенство
(19.56), можно написать:



У равнение (19.57) есть уравнение кинетической энергии, но с некоторым 
постоянным значением J0 приведенного момента инерции.

Как это  было указано  выше,, можно задаваться  любым значением / 0. 
С точки зрения удобства  технических расчетов можно, например, принять Ja 
равным единице.

7°. Для определени я  по уравнению (19.57) угловой скорости в функ
ции угла ср, т. е. для нахож дения  зависимости ш0 =  ш0 (ср), необходимо выра
зить работу  А через угол поворота  ср и построить зависимость А =  А (ср). 
Кроме того, нуж но кинетическую энергию Т представить как  функцию уг

ловой скорости ш0. Если 
момент М  задан в виде гра
ф ика  М =  М (ср), то методом 
граф ического  интегрирова
ния может  быть построена 
диаграм м а зависимости ра 
боты А от угла поворота ср 
(рис. 541, а):

Рис. 541. К построению графика зависимости угловой 
скорости эвена приведения от его угла поворота: а) гра
фик зависимости работы от угла поворота; 6) график 
зависимости кинетической энергии от условной угловой 
скорости звена приведения; в) графики зависимости 
условиой и действительной угловой скорости от угла по

ворота звена приведения.

ч
J/Wrf<p= 7 » ,  
fi

где <р, —  угол, определяю 
щ ий положение звена при
ведения в начале его дви
жения. На рис. 541, а рас
смотрено движение агрегата 
с момента начала его дви
ж ения, соответствую щ его 
положению 1. Далее , зада
ваясь  постоянным значе
нием момента инерции / 0, 
строим диаграмму Т =  Т(ш0) 
(рис. 541, б) из условия

T - V S  
2 *

Зависимость Г = Г ( ш 0) 
изобр аж ается  параболой с 
началом в точке 1. Из то

чек 2, 3, 4, . . .  оси а диаграммы А =  А (а) (рис. 541, а) проводим верти
кальны е прямые до пересечения в точках 2', 3’, 4’, с кривой Д =  Л(!р). 
Д алее ,  из точек 2', 3', 4', проводим горизонтальные прямые до пересече
ния в точках 2", 3", 4", с кривой Т=Т(и>0) (рис. 541, б). Из точек 2", 
3“ , 4", проводим вертикальны е прямые, которы е отсекут на горизонталь
ных прямых, проведенных через точки 2, 3, 4, , вертикальны е оси 
(рис. 541, в), отрезки (2— 2"'),  (3—3’"), (4— 4'"), . . .  соответствую щ ие зна
чениям угловой скорости ш0 в положениях 2, 3, 4, звена приведения. 
К ривая ы0 =  ы„(ср) построена в правом нижнем квадрате  (рисГ 541, в) и изоб
ражена на чертеж е ш триховой  линией. Имея диаграмму ш0 =  ш0 (ср), можно 
построить и диаграмму истинной скорости <о =  «(ср), для чего надо во сп о л ьзо 
ваться  формулой (19.56). График зависимости ы =  а(<р) изображ ен на рис. 541 
сплошной линией. О тр езки  (2— 2 IV), (3— 3 lv ), (4— 4 1V) , . . .  представляют в соот
ветствую щ ем  масш табе  угловы е  скорости и в полож ениях  2, 3, 4, . . .  звена 
приведения. Таким образом, получаем диаграмму ш =  ш(ср) (рис. 541, в).

Построение  диаграмм времени движения и определение угловых уско
рений звена приведения могут быть теперь сделаны методами, указанными



выше. Так реш ается  задача в том случае, когда приведенные моменты суть 
функции полож ения звена приведения.

8°. Рассмотрим теперь  вопрос об исследовании движ ения механизма, 
если приведенные моменты М д и УИС известны как  функции угловой  скорости  
ш звена приведения и даны зависимости 
М д =  (ш) и М с = Л 'Г с (ш), а приведенный 
момент инерции J„ постоянен  Уп =  const.

О бозначая  
имеем:

Ч

разность М д —  Мс через  М,

^  М da =  ^  (сй| —  «оJ). (19.58)

Если угол  поворота  ср звена приведения 
р азби ть  на достаточно  малые интервалы Дср, 
то  приближенно внутри каждого интервала 
можно считать момент М линейной ф унк
цией угла ср. Тогда, например, на интервале  от  положения i до  полож е
ния k (рис. 542) средний момент М ср равен

Рис. 542. Приближенная эависи* 
мость момента движущих сил от 
угла поворота звена приведения.

м г М, +  Мк . дм
■ср 2 ~  —- '" < 1  2

где ДМ =  Мь— М;. Следовательно,  приближенно

М d<f М срДср =  М гДср +  ^ 1  Дср. (19.59)

Уравнение (19.58) теперь  напишем так:

1 4  л 1 лМ;Дср +  —  Дср = И — “/)•
Д ля граф ического  р еш ен ия  уравнения (19.60) представим его в виде

Jп я
2Дср

ДАТ J п*1!■ М- 4 -  —  4 -  п 
‘ +  2 +  2Дср •

(19.60)

(19.61)

П усть  на рис. 543 заданы кривая момента М и кривая 77Лср =  Упо>2/2Дср 
в функции угловой скорости  со. Строим кривую М/2 =  М/2(ср). У гловая  с к о 
рость ш(- представлена  отрезком Oi. Ки
нетическая  энергия Г,-, деленная на 
угол Дср, соответствую щ ая положению /, 
т. е. Упсо?/2Д<р, представлена отрезком (ip).
К этому отрезку  прибавляем  согласно 
уравнению (19.61) величину момента Afj.
Д ля  этого из точки р откладываем от
р езо к  (рг), равны й отрезку  (id), и зобра 
ж аю щ ем у момент Mi на диаграмме 
М =  М(со). Д алее ,  из точки г проводим 
кривую  г / ,  равноотстоящ ую  от кривой 

М Мqc, т. е. от кривой  - у  =  у  (“ )■ Из точ

ки /  пересечения кривой г /  с кривой 
Упш!/2Дср опускаем  перпендикуляр  gk на 
ось абсцисс. Тогда отр езо к  (Ok) будет представлять  угловую скорость 
а отрезок (kg) —  момент М* в положении k. И з  построения следует,  что
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отрезок  (kf) р авен
(kf) =  (ka) +  (ae) +  (ef), 

так как  (ka) =  (ip), (ae) =  (pr), (ef) =  (bc), то

(kf) =  (ip) +  (рг) +  (be) =  (рг) +  (be) +  (ip).
Отрезок (рг) изображает момент ЛТг. Отрезок (&с) может быть пред

ставлен так:
(bc) =  (kc) —  (iq),

Мьпли так как  отрезок  (kc) соответствует  а отрезок (iq)— М г/2, то отре

зок (Ьс) и зображ ает  .М*/2 — А1г/2 =  ДМ/2 и отрезок (ip)— 7Пш?/2До. С ледова
тельно, отрезок  (kf) согласно уравнению (19.61) 

jria>‘ изо бр аж ает  7n<i)|/24f, а отрезок  (Ok) — угловую  
скорость  (О*.

9°. Если приведенный момент инерции Jn пе
ременный и является  функцией угла <р поворота  
звена приведения [ Jn =  ^n('f)]> т0 уравнение 
(19.61) принимает вид

ЛМ J J
" < + - г  =  - а г — и г -  (19'62)

Рис. 54-1. к граф ическом у ре- Реш ение уравнения (19.62) аналогично реш е-
шению уравнения U9-62). н и ю  уравнения (19.61), но для каж дого  значения 

приведенного момента инерции Уп долж на  быть 
построена своя кривая  Г/До. На рис. 544 показано определени е  угловой 
скорости ak по уравнению (19.62). О т  точки р откладываем о т р е з о к  (рг), 
изображ аю щ ий момент M it и из точки г  проводим кривую г / ,  р авн оотстоя -

м  м
щую от кривой  =  ~2 (“ )■ Из точки /  пересечения  кривой г /  с кривой

опускаем  перпендикуляр  fk на ось абсцисс. О трезок  (Ok) пред
ставляет  угловую скорость шк, а отрезок  (kg) —  момент Мк.

10°. Часто при исследовании движ ения  механизма момент М д движ ущ их 
сил задается  в функции угловой скорости  ш, а приведенный момент M z сил 
сопроти вления  —  в функции угла поворота о. Тогда М д и А1С на участке 
Да =  с £ — (5г вы раж аю тся  так:

М д ^ М д . с р  =  М г + ^ ,

где
АМ =  Мк—  Mi и Мс == Мс. ср, 

и уравнение движ ения  механизма принимает вид

/Д /f Л/Г ■, I ^ п к а Ъ ^ n i a l  / 1 п с п \
( ‘ М с . с р ) +  2 — 2До 2До • (19.63)

Реш ение уравнения (19.63) можно вести методом, изложенным вы ш е, но 
предварительно по диаграмме MZ =  M C(<f) для каждого интервала Дср надо 
определить среднее значение Л/с. ср и откладывать па соответствую щ ей, ор
динате разность М г —  Мс,ср. Так, если задана диаграмма М с =  М с ((р) 
(рис. 545), то методом вы равнивания площ адок определяем Мс-ср на интер
вале ik. Далее , от точки р (рис. 546) откладываем отрезок  {рг), представ
ляющий разность Mi —  Мс CD, и из точки г проводим кривую г / ,  равноот- 

М м
стоящую от кривой "^' =  _2 ' ( ш)- О пустив  из точки /  перпендикуляр  на 

ось абсцисс, определим отрезок  Ok, изображ аю щ ий угловую скорость <■>*.



Таким образом, для всех рассмотренны х случаев  можно определить уг
ловую скорость а звена приведения в функции угла поворота <?, т. е. <■> =  
=  ш(о). О пределение  остальных кинематических парам етров  движ ения  меха
низма ведется  методами, изложенными выше. При приведенных моментах, 
зависящ их  от времени t, удобнее применять метод, изложенный в § 89,4°.

11°. В основе рассмотренны х в § 90, 8 ° — 10° приближенных приемов 
определения ш =  ш(о) при приведенных моментах, зависящ их не только от 
угла п оворота  а, н о 'и  угловой скорости ш, леж ит метод шага, когда задан
ные ф ункции разбиваю тся  на малые участки, и расчет  ведут ш аг за шагом 
от одного участка  к соседнему. Для каждого участка  принимают значения 
функций, соответствую щ их началу каждого рассм атриваем ого  участка. Для

получения достаточно точных р езультатов  исследования  необходимо рас
сматриваемый интервал  изменения аргумента р азби вать  на малые участки. 
В настоящ ее врем я  в связи с использованием электронных счетно-решающих 
машин задача численного реш ения  уравнений движ ения  рассмотренного вида 
не представляет  никаких трудностей, так как  на этих машинах мож ет  быть 
принят любой по величине шаг расчета  и, следовательно, получена требуе 
мая степень точности расчета.

1°. В настоящее время широко применяются механизмы с двумя 
степенями подвижности. Особенно много применяется дифференциаль
ных зубчатых механизмов. Эти механизмы встречаются в различных 
областях техники. Дифференциальным зубчатым механизмом можно, 
например, пользоваться для суммирования двух величин. На рис. 547 
изображена схема известного механизма, угловые скорости ш3 и шя  
колес 1 и 3  и водила Н  которого связаны следующим соотношением:

где £13 — передаточное отношение колеса 1 к колесу 3  в движении 
относительно водила Н.

Представим только что приведенную формулу так:

М Г J„,u‘
г&4

■м

м
г

Рис. 545. К определению сред
него значения ординаты кри
вой на заданном интервале.

и--Щ ^
I----------^

Рис. 546. К графическому реше
нию уравнения 09.63).

§ 91. Уравнение движения механизма 
с двумя степенями подвижности

'Н

н



Таким образом, угловую скорость колеса 3  мы представили в 
виде функции угловой скорости колеса /  и угловой скорости и>и 
водила Н. В аналогичном соотношении находятся и углы поворота 
?з> ?i> и тех же звеньев

?а :
*Pl +  <*1» — !)

;Н (19.65)

Если задать величины углов ©( и <?н, то можно определить и 
угол <рэ. Следовательно, дифференциальный зубчатый механизм можно

применять для суммирования двух величин.
Пусть числа зубьев колес механизма, 

изображенного на рис. 547, равны 2  ̂=  20, 
г .2 =  20, г г =  60. В соответствии с этими 
данными

__  *2 I I \ __ ‘■з__ __ о
13 Zj z j  г, 20

В этом случае формула (19.65) принимает 
следующий вид:

m _ ? i  —

60

Рис. 547. Схема дифференци
ального зубчатого механизма. Таким образом, при заданной схеме 

(рис. 547) и заданных числах зубьев колес 
при помощи рассматриваемого механизма из одного числа (tpj) можно 
вычитать учетверенное другое число (<?w). Число 3, входящее в зна
менатель, является масштабом, который можно принять во внимание 
при градуировании шкал, на которых могут быть отмечены после
довательные ряды чисел, пропорциональных величинам углов о„ 
9н  и 'Рз-

Усложнением схемы, изображенной на рис. 547, можно изменить 
соотношения величин, входящих в формулу (19.65). Например, при
водя во вращение водило Н  через одноступенчатую зубчатую пере
дачу, передаточное отношение которой равно 4, мы будем вводить 
на водило Н  1/4 заданного числа, и тем самым механизм можно бу
дет применять для вычитания двух чисел.

Если выбрать какую-либо другую схему дифференциального зуб
чатого механизма, у которого то таким механизмом можно 
пользоваться для сложения чисел.

Дифференциальными зубчатыми механизмами можно пользоваться 
для сложения и вычитания двух функций. Если, например, =  (t) 
и <ря  =  <рH(t), то для ср3 можно воспользоваться формулой (19.65), на ос
новании которой имеем:

®з: я



Однако если в механизм вводятся быстро изменяющиеся функции, 
то приходится считаться с динамическими явлениями, которые могут 
исказить результат суммирования. Эффект этих динамических явлений 
зависит от величин движущихся масс механизма и от скоростей их 
движения, ибо изменяющаяся кинетическая энергия механизма неиз
бежно вносит искажения в результат суммирования. Поэтому массы 
звеньев таких механизмов должны быть малыми.

Из изложенного вытекает, что в рассматриваемом механизме 
имеются четыре переменные величины о1; <р.2, <р3 и <ря , каждая из ко
торых определяет положение соответствующего звена. Для решения 
задачи о положениях этого механизма надо задавать две из указан
ных величин. Задаваемые величины, как известно, называются обоб
щенными координатами, которые одна от другой не зависят. В рас
смотренных нами примерах в качестве обобщенных координат были 
выбраны углы ср! и срн . Можно было бы выбрать и какие-либо две 
другие величины из четырех. Этот выбор зависит от условий, кото
рые ставятся в задаче.

2°. Механизмами с дву м я  степенями подвижности ш ироко  пользуются и 
для привода приемников энергии —  рабочих машин. В механизме, изобра
женном на рис. 547, мы интересовались движ ением  трех звеньев  1, 3 и /-/. 
Если движ ения  этих звеньев  известны, то всегда можно определить  и закон 
движ ения колеса 2. Далее,  мы также будем ин тересоваться  движ ениями 
звеньев  / ,  3 и Н.

Одно из этих звеньев  может быть соединено с двигателем, а остальные 
д в а — с рабочими машинами. М ож ет быть и наоборот  —  два двигателя  при
водят  в движ ение  одну рабочую машину. Наконец, в практике встречаю тся 
и такие механизмы, в которых два звена  соединяются обыкновенной зубча
той передачей ,  вследствие чего механизм превращ ается  в так называемый 
замкнутый дифференциальный механизм с одной степенью подвижности.

3°. О б р ащ ая с ь  к механизму, изображ енному на рис. 547, рассмотрим тот 
случай, когда колесо 1 и водило Н соединены с двигателями, развиваю щ ими 
моменты M L и М н , а рабочая машина связана с валом колеса 3. На валу 
колеса  3 прилож ен момент Ма сопротивления. Моменты инерции звена 1, 
звена  3 и водила Н соответственно равны Jlt J3, JH. М ом ент  инерции к о 
леса 2 J2^0 .

В качестве  обобщенных координат вы бираем  углы и поворота 
колеса  1 и водила Н. В таком случае угловая  скорость  о)3 колеса  3 оказы
вается  связанной с угловыми скоростями ш, и и>И соотношением (19.64)

Для определения  законов движ ения  звеньев  восп ользуем ся  уравнением 
Л агр ан ж а  второго  рода

где Т— кинетическая  энергия всех подвижных звеньев  механизма, М П1 — 
обобщ енная  сила, приложенная к звену  1, MnfJ —  обобщ енная  сила, прило
женн ая  к звену  Н. Указанные обобщ енны е силы являю тся приведенными 
к звеньям  с обобщенными координатами моментами внешних сил.

“ i +  0 2 — I) “я

(19.67)
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Н апиш ем  вы раж ен и е  кинетической энергии механизма

т 2 m2
t = J i - £ + j* - £ + jh T '  (19-68)

Выразим квадрат  угловой скорости  через  угловы е скорости  и о>н< 
для чего восп ользуем ся  равенством (19.64)

. _ , («'"— 1)* » , 1
(Я )’ “ " +  (1Й )* “1“Я*

Заменим в равенстве  (19.68) только что полученным его выражением. 
После преобразований получаем:

Вводя обозначения

j  — ;  I ^  j  __j  | JiOm j  — Л  ( 'i s  0  (10 70)•'и — ^  -t- h i , — H1 , J1H— H i , (W.IV)
i V lia/

имеем:

+  (l9-7»  

Величину / l l  можно считать приведенным к колесу 1 моментом инерции, 
соответственно Jн н — приведенным к водилу Н моментом инерции. Что ка
сается величины JiH, то, я вл яясь  коэффициентом при произведении 
ее  следует считать приведенным моментом инерции и к колесу 1 и к во
дилу Н.

Теперь определим производные, входящ ие в уравнения (19.67):

dt  \ d a j  —  +  V V  dov ~~ 0 ’

d i d T \ -  r • . i • dT —r, 
dt \ da>H ) J HH*H  +  d<?H •

(19.72)

Далее, определим приведенные моменты AfnI и Mn[f. Для этого  восполь
зуемся вы раж ением  длй суммы мощностей сил, действую щ их на механизм:

Mt0>L -)- М 3ш3 +  =  + - ^ п Н“ я  *)• '(19.73)

Подставляя в это равен ство  значение угловой скорости из формулы
(19.64), получаем:

И 1 + т | ]  “ 1 +  М з +  -%] °н =  +  Л1ПЯV  (19.74)

Таким образом, приведенные моменты сил вы раж аю тся  так:

М л 1 = . Ч  +  § ,  Л1пН =  % ^ М э +  М я . (19.75)

*) Моменты и угловы е  скорости  суть величины алгебраические .



Т еп ерь  уравн ен ия  Л агр ан ж а  можно написать в более удобном для 
исследования виде

^ n “ i +  ншн ~  Mnv J\Hai "I" ^нн^н =  ^пн'  (19.76)
4°. И сследуем  уравнения (19.76). Ббльш ая или меньш ая  трудность их 

реш ения  зависит  от вида функций Мп1 и Mnfl. В общ ем случае  они могут 
быть вы раж ен ы  так:

M ni =  M„i (?i. “ 1 . *), я  ((Ря' “ я* (19J7)
В таком общем случае  уравнения (19.76) можно реш ить  только прибли

женными методами. Д ля  такого реш ения  представим эти уравн ен ия  так:

+  JlHAu,H =  Mni (<?ih “ j ti) bt, )
H } (19.78)

где на рассматриваемом малом участке  Дt  исследуем ого  интервала  д в и ж е 
ния от положения £ механизма Дт, и Дш^ суть при ращ ени я  угловой ско
рости колеса 1 и водила Я ,  а Мп1 (?„-, »„•, <;) и “ №-. <;) — значения 
приведенны х моментов в положении i.

Таким образом, мы свели рассматриваемую  задачу  к системе двух  алге
браических уравнений, из которы х определяются Дш, и После их опре
деления можно вычислить угловые скорости <olfe и о>ик для  следую щ его 
полож ения k:

“ is  =  +  Дш1. “ яа  =  “ Я( +  Дшя - (19.79)

После определения угловых скоростей  в полож ении k можно определить 
углы ср,* и поворота  колеса  1 и водила Н. Д ля  этого воспользуемся 
следующим равенством:

*k {k 
Ыг —  Ы  =  S“i<« И от  —  о =  J Л.

‘i и
При приближенном решении можно написать:

+  “ lcp (tk —  (i) =  °U T-----—~ ( elt —  *«)• ]
(19.80)

10 . -4- 10

4Hk г +  “ яср (tfl =  ?яг H 2 '
П родолж ая ,  далее,  расчет  изложенным способом, можно определить 

величины угловых скоростей  для всего исследуем ого  интервала движения 
механизма, разделенного на несколько, наприм ер  п, участков . .  Точность 
р еш ен и я  зависит  от числа п участков. При современной счетной технике 
исследуем ы й интервал можно делить на сотни и даж е  тысячи участков, что 
позволяет  получать р езультаты  высокой точности.

5°. Аналитическое  реш ен ие  удается  только  при достаточно простых 
заданных ф ункциях  Mlt Мл и МИ.

Когда величины М ,,  М 3 и М постоянны, ю, и изменяются по закону 
прямой линии.

Рассмотрим достаточно часто встречаю щ ийся в п ракти ке  случай. Пусть 
M j  и Мн  являю тся функциями угловых скоростей  и в ы раж аю тся  следующим 
образом:

М ^ а  —  Ц ,  Mfi =  al — (19. 81)  

М омент на колесе 3 примем постоянны м  и равн ым  Л13 =  а 2.



Для определения приведенных моментов сил воспользуемся формулами 
(19.75)

Мп1=  а -  Ьи>1 + -^ ~  = а ' — Ьи>1,
*13 

i H —  1
М Пн =  а, -  Ь ^ н  +  а , = а [ -  Ь ^ н .

ма

.(19.82)

После подстановки полученных выражений в (19.76) и несложных преобра
зований получаем:

• Л л  +  b («л, — r-J +  J iHшя  =  0,
; (19.83)

J lHm  +  bt ( » н  —  | i )  +  =  0.

Для упрощения этих уравнений введем новые переменные х  и у.

*  =  • * = « , ;  у = < * „ - ^ ,  ў = ь н .

Теперь уравнения (19.83) можно заменить следующими:
J n x  +  Ьх  +  —  О, J i J И^ Ў by =  0. (19.84)

Для исключения одной переменной разрешим первое уравнение относи
тельно ў\

ў  — — Л — х  (19.85)
1 н  1 н

и продифференцируем это равенство

j> =  — J- r - X — - А  Л. (19.86)
IH J \H

Продифференцируем и второе уравнение системы (19.84)

V e + V *  +  w = 0- (19-87>
Теперь подставим в это уравнение выражения ў  и ў  из равенств (19.85) 

и (19.86)

j  х - Л -
lH J , h  J i h  J IH J i H

Это уравнение представим так:

* ~ ь Л ~ г ----- ЬТ 1 — Х = 0 - (1£Ш)

Введем обозначения

2k =  b m =  (19.88-)
J IH J u J HH

после чего уравнение (19.88) можно представить в простом виде

X — 2kx — rnx =  0. (19.89)



Корни характеристического  уравнения, соответствую щ его  этому ди ф ф е
ренциальному уравнению, следующие:

Переходим, далее, к определению угловой скорости  И зу чая  у р авн е 
ния (19.83), можно обратить внимание на то, что они симметричны, и поэтому 
формулу для можно написать сразу  к р у го во й  подстановкой. Д ля  оп ре
деления надо предварительно в осп ользоваться  такими формулами, кото
рые мы напиш ем на основании ф орм ул (19.88'):

Исследуем полученные формулы (19.92) и (19.92'). Если величины ри 
и р\, р'г о каж утся  положительными, то угловы е  скорости ш, и и>н будут  
непрерывно возрастать,  и механизм для длительной непрерывной работы 
будет непригодным.

Для сущ ествования  установившегося движ ения  с угловыми скоростями 
“ iy и соответственно равными а'/Ь и a[jbu надо, чтобы ри р2 и р[, р'г 
были отрицательными. Это возможно, если k, т и klt m, о к азы ваю тся  
отрицательными (см. формулы (19.90) и (19.90')), а для  этого необходимо, чтобы 
знаменатели вы раж ен и я  (19.88') и вы раж ен и я  (19.88”) были отрицательны ми, 
и, таким образом, должно соблюдаться неравенство

Если теп ерь  в это неравенство сделать подстановки из ф орм ул  (19.70), 
то можно будет  убедиться,  что во всех случаях  неравенство (19.93) соблю
дается. После указанных подстановок и преобразован ий  имеем:

Итак, установивш ееся  движ ение рассм атриваем ого  механизма при при
веденных вы ш е исходных данных возможно, если его движ ени е  началось 
из состояния покоя.

Постоянные С 2 и С3, СА определяю тся из начальных условий. При 
£ = 0 ,  в начальный момент пуска механизма, ш,0 и шн0 равны нулю, но про
изводные ш10 и ш 0 нулю не равны. Их м ож но  определить так. При t =  О 
уравнения (19.83) превращ аю тся  в следующие:

p , lS =  k ±  Yh-  -j- т. 
Теперь можно написать решение уравнения (19.89) 

лг =  С1еР1< +  С2еР2/,

(19.90).

(19.91)

или, принимая во  внимание приведенное вы ш е значение xt имеем:

“ 1 =  у  +  С1еР̂  +  С1еР'1. (19.92)

(19.88")

Pi. 2 =  ±  V k{ +  т, (19.90')

(19.92')

(19.93)

Пн ~ JnJHH = -  [Л V'">“ + ~ ’> +

Jn^io  +  — O', Ji  i“io +■ —  a ’i- (19.94)



После р еш ения  этик  уравнений получаем:

. _  а  JH H ~ a i J W  ш д=  ° iJ h h ~  a JW  nqq<n“ ю — - r -т-----Z T T s— » яо  — г ~ Т — Z77I— • (I У.У4;
11 ЯН iH  n  HH  1 я

О п ределять  постоянные С ц  С 2 и С 3, С 4 мы не будем. Это прощ е делать, 
когда р еш ается  конкретная  задача.

Формулы (19.92) и (19.92') позволяют определить зависимости угловых 
скоростей м, и от времени за .  врем я  пуска  механизма, находящ егося  до 
этого в состоянии покоя. Для определения угловой скорости  колеса  3 вос
пользуемся ф ормулой (19.64). После соответствую щ их подстановок и преоб
разований окончательно  получаем вы раж ение  следую щ его  вида:

a 'bi Ч~ (1!з 1)а1̂  т . p j  I C i  p2t 
i Hhb 1 ~ ; Н К - г  и  e

1 iV O l ‘ 13 ‘ IS

+  C„ ^  eP +  Ci Л  _ L  ep2t' (19.95)
iv,\ in

Так как plt рг и p\, p3 —  величины отрицательны е,  то при стремлении t 
к бесконечности все угловы е скорости стремятся  к своим предельным зн а 
чениям, определяю щим установивш ееся  движ ение механизма. Величины этих 
угловых скоростей  следующие:

_  _ а [  _ a'bj +  (tff — 1) а\Ь
‘ - f t *  я - v  з -  t H bbi

(19.96)

Если вместо а’ и а[ подставить их значения

а' =  а + ^ ,  a[ =  al + & l f ±-a„ (19.97)
*13 *13

определяемые на основании формул (19.82), то вместо равенств  (19.96) можно 
написать:

;НЬ ’ н  :НЪ •Ма*7 М3̂ 1

. (if j a  + Д°) +  ( in  — 1) [<13а 1 + (iff — 1)Да1 Ь
(19.98)

6°. Исследуем теперь  полученные результаты. По условию колесо 1 и 
водило Н в едущ ие,  потому что они соединены с двигателями. Н аправления 
действия их моментов и направления их угловых скоростей  долж ны  совпа
дать. Колесо 3 —  ведомое, вследствие чего приложенный к нему момент 
сопротивления долж ен быть направлен против его угловой скорости.

П ередаточное отношение iff рассм атриваем ого  нами м еханизм а от ко
леса 1 к колесу  3 в движ ении относительно водила Н отрицательное

Z1 \ *2/ *1 
где z с соответствую щ им индексом —  число зуб ьев  колеса.

В таком случае  согласно ф орм уле  (19.64) имеем:



При установивш емся движ ении угловые скорости колес вы раж аю тся  
формулами (19.98), которы е  позволяю т о тветить  на вопрос, какие  следует 
задавать направления вращ ения колеса 1 и водила Н, к которым приложены 
дви ж у щ ие  моменты. О ба  эти звена  должны преодолевать момент аг, прило
ж енный к колесу 3.

П ервое  равенство (19.97) показы вает,  что при  положительном а 2 второй 
член правой части отрицательный, и следовательно,  величина а долж на быть 
положительная, положительной должна быть и угловая  скорость ы, 
[см. (19.98)].

Во втором равенстве (19.97) при том же положительном моменте « ,  
второй член положительный, и потому величина а, должна быть отрица
тельная, в противном случае двигатель ,  соединенный с водилом Н, будет 
находиться  в генераторном режиме,  т. е. будет  приемником энергии, и дви
гатель колеса  1 должен будет преодолевать заданный внешний момент 
сопротивления и момент работаю щ его  как генератор  двигателя  водила Н.

М ож но убедиться  [см. третью формулу (19.98)], что угловая  скорость ш3 
колеса 3 отрицательная, а так как момент а, мы считаем положительным, 
то он направлен против угловой скорости <оа и, таким образом, является  
сопротивлением.

7°. Рассмотрим более сложную задачу о рычажном механизме с двумя 
степенями подвижности. Н а  рис. 548, а показан семизвенный механизм

Рис. 548. Схема семиэвенного механизма с двумя степенями подвижности: 
а) кинематическая схема; б) динамическая модель.

с двумя степенями подвижности. В качестве  обобщенных координат примем 
углы поворота <fL и <р4 звеньев  1 и 4. Д ля  определения положений всех 
звеньев  механизма необходимо и достаточно знать в каж дом его положении 
или радиус-вектор  гс, определяю щ ий положение точки С, или угол <р„, 
определяю щ ий положение звена  6 в  функции углов и ср4> т. е.

г с  =  г с (?„  'f«)> 4>e =  To (<?i. ?4>- (19.100)

Скорости vB и vD точек В и D являю тся ф ункциями обобщ енны х коор
динат и (j>4, т. е. <oB =  vB(ai) и vD =  vD (<р4). Скорость ч>с точки С  есть 
функция обеих обобщенных координат и, таким образом, ®’с  =  ®с  («р» f»)- 
У гловая скорость ш6 звена 6 явл яется  такж е  функцией обеих  обобщенных 
координат: шв =  о 0 (о1, <р4). По правилу  диф ф еренцирован ия  слож ны х функ
ций получаем из  равенств (19.100)

d/*c дгс dy
• с - ^  +  ЗЙ (19101)

15 И. И. Артоболевский



м п

В равенствах (19.101) г с  —  радиус-вектор, определяющий положение 
точки С (рис. 548, а), и <р„ —  угол поворота звена 6. Величины t»C(pi, ®с?4, in  
и lei суть аналоги скоростей точки С  и передаточные функции или аналоги 
угловых скоростей звена 6. Для определения величин vc?i и <в1 условно 
останавливаем звено 4. В таком случае получаем четырехзвенный шарнир
ный механизм ABCD с присоединенной к нему двухповодковой группой CFG 
(рис. 548, а). Этот механизм имеет одну степень подвижности, и для него 
изложенными ранее методами можно определить аналоги v Cn и /в1. Соот
ветственно для определения аналогов ®c<pi и / в4 надо условно остановить 
звено 1. Таким образом, каждому значению, например, обобщенной коорди
наты <р4 соответствует зависимость ®Clfi и зависимость ш,, от координаты <pt, 
и может быть построено семейство кривых, характеризующих кинематику 
механизма.

8 °. Пусть звенья 1 и 4 нагружены моментами МД1 и Мд4 движущих сил, 
равными М =  =  а звено 6 моментом Мс сил сопротивления,
равным Мс =  M q, Уравнения движения механизма в форме уравнений Лаг
ранжа второго рода имеют следующий вид:

_ d  ( д Т \  дТ  . .  _ d  ( д Т \  дТ  па1п9 )
d t  \ d u > J  (fy,' 1,4 d t  \d<oJ d>f4 '

Величины приведенных к звеньям 1 и 4 моментов МП1 и М п4  опреде
ляются из уравнения баланса мощности механизма

М 1<о1 -f- —  М вив =  jWnl<o1 +  Afn4“ 4- (19.103)
Знак минус у последнего члена левой части уравнения (19.103) поставлен 
потому, что момент М в есть момент сил сопротивления.

Заменяя <ов его выражением из второго равенства (19.101) и подставляя 
в (19.103), получаем:

(М, — “ i +  (М4 — Meie4) <о4 =  Мп1<о4 +  Л1П1«41
откуда

^ n i  =  Afi — Af6/ 011 M n i =  М А —  А У 01. (19.104)

9°. Переходим к определению кинетической энергии рассматриваемого 
механизма. Для любого звена i механизма кинетическая энергия Г; равна

m.v |  / .u f
Ti = - у -  +  - у , О9-105)

где — масса звена i, к,- — скорость центра масс того же звена, J\ —  момент 
инерции относительно центра масс эвена /, щ —  угловая скорость эвена <\ 

На основании равенств (19.101) можно написать:
=  v i n u>t +  Viv tu>A, а-, =  in u>! - f  ii4a 4.

Подставляя последние выражения в равенство (19.105), получаем:

Ti- -  m- 9,-^~ <д; +  (mivi9lviu cos <о|,

(19.106)
где Y u— Угол между аналогами » iipi и

Выражения, стоящие перед членами <uf, и ш|, зависят только от 
обобщенных координат, и потому их можно рассматривать как приведенные 
моменты инерции J У;114) и У|*4, равные

•Л 1 =  +  Jii\„ Jini) =  mivinvin cos ъ 4 +  Jiiittu,



Воспользовавшись этими обозначениями, представим равенство (19.106) 
в более простом виде

Приведенный момент инерции У;, определяется при условной остановке 
звена 4 как момент инерции звена £, приведенный к звену 1. Приведенный 
момент инерции Jit определяется при условной остановке звена 1 как мо
мент инерции звена г, приведенный к звену 4. Приведенный момент инерции 
Jiut) есть функция обеих обобщенных координат tpt и <р4.

Кинетическая энергия Т всего механизма равняется сумме кинетической 
энергии всех его звеньев. Для механизма, изображенного на рис. 548, а, 
имеем:

10°. Для упрощения вычислений приведенных моментов инерции J\t 
и Jtt можно воспользоваться приближенным способом статического разме
щ ения масс, изложенным в § 69,3°. Массы тг, т3 и тъ звеньев 2, 3, 5 раз
носим каждую на две соответствующие точки. М ассу тг разносим на точки 
В н С. Массу т а — на точки С и D и, наконец, массу тъ — на точки С и / 7. 
В таком случае получаем схему размещ ения масс, изображенную на рис. 548, б. 
В точке В сосредоточена масса т Да, в точке D — масса тт , в точке F — 
масса mFS и, наконец, в точке С сосредоточена масса тс, равная

После этого можно определить постоянные приведенные моменты инер
ции Jnl, Jni и Упв звеньев 1, 4 и 6:

•Ли = Л + Л и  =  Л  +  m£,^ED' -̂ пл =  Л  +  тр^Ъғ,

где Jlt Jt и J„— заданные моменты инерции звеньев 1, 4 к 6 относительно 
осей, проходящих через точки А, Е и <3, а 1ДВ, /££| и lQF— длины звеньев 
1, 4 и 6.

Согласно формулам (19.109) имеем:

11°. Переходим к определению производных, входящих в правые части 
уравнений (19.102). Производя дифференцирование равенства (19.106),

(19.107)

(19.108)

где

(19.109)
i=[
i= 6

i= l

m C =  m C9+ m C 3 + m CS-

Jll — Jui +  mc ° C n  "b ^пв^ои 

J* =  mc°cVlvcvtcos +  Jmhihi, 
Ja =  Jfit ~h 4" Jneiav

IB *



получаем:

^  __ 1  dJл  « | ц  . 1  bJ 44 n / 1  л I 1 л\
■3—  =  -?Г “ 3 - ^  + - Г 1 1  “ 1 ^ 4  + - 7 Г - 3 - 15 ( 1 9 .1 1 0 )<tyi 2 дух 1 дух 1 4 1 2 д<¥1 4 '

д Т — 7 . г ^  +  Л 4“4.

d  ( д Т \  J rftDj . /̂Уц . . *^14 /«л 1 t i\
d i  f e )  =  ■711 - л  + ' S T  +  ■/ “  л -  +  л -  (19Л И )

Так как моменты инерции Jn и Jlt являются функциями двух обобщен
ных координат, то производные dJnjdt и dJ1Ajdt могут быть представлены 
так: '

dJ l i__d Jn  d<ft dJn d(fj__ dJg , dJn
dt  d<p, dt  d<p4 d i  d<p! 1 ду4 4’ (19112)

dJt4 dJi i d<fl dJti d<p4__ dJ14 щ . dJit ^
d i d<ft dt df,  dt  ctyj 1 d<?4 *' ■

Подставляя выражения (19.112) в равенство (19.111), получаем: 

d I д Т \  du>t dJn dJn da4 dJ14 .  . dJ14
d i [ d ^ ) = J- - d r + d ^ ^ + ~ ^ : ^ + J“  d i - + i t !  i + W i

(19.113)

Аналогично для второго уравнения (19.102) получаем:

дТ 1 d / n  , , dJu  , 1 dJ44 , 
dVi ~  2 d?4 +  д?4 “ 1<0*+  2  

dTO I  T 1 I— J ^ i  +  Ji^ i,

d / д Т \  . du>i dJ„ . d J44 du , d J 14 d J , 4

Л  Ы  =  741 ~df +  “*“« +  7“  ‘ЗТ  +  ̂  +  ^ 7

(19.114)

(19.115)

Подставляя в уравнение (19.102) соответствующие значения для произ- 
ных, имеем:

+  ( | 9 " 6 )  

- v + i  ^ - ! - - + iw:- т  ^ г )  ■ < + ' ■ •  £  , ш , 1 >

Решая уравнения (19.116) и (19.117) относительно dmjdt  и dm4/dt t полу- 
и:



где
dJ I

° ~  J.Ju — Jh ’ 11 “  J n J u - J h
r dJ4i 1 j dJл  1 г d J g __ r dJ i4 . 1 . dJtt

_  14 d<p, 2 44 d4l л 2 ^14 d<?t 44 d9 4 +  2 ^44 <fcp, 
J i J u - J U  ' 44 ~  J u J u -J U

1  r r dJl i  I l Г
M mJ n - M niJ n  _ 2 ^  a , ,  f r .  +  2 d?4

44

R  ___ " ‘ П 4 - 'П  14 Q
0 / / _ /2 > 4 7 7 _ /2

■ ■ 'll'M l ^ l l  ^ 1 1 4 4 -----‘' l l

r  11 1 r  44 J d J  1 j  1 j  d J j j  I  7

„  _  14  d 9 i  2 1/11 a*, D 1/14 a *  2 Jl4 лр, 2 1/11 a *
J n J u -J U  ' u ~

Если моменты Mnj и Мп4 зависят только от углов поворота <р, и <р4, то коэф
фициенты А0, В0, An , Bn , A lit B11t Ati  и  Вц  суть функции только обоб
щенных координат ср, и и не зависят от времени, т. е. определяются 
только положениями механизма (рис. 548, а). Уравнения (19.118) и (19.119) 
представляют собой систему двух нелинейных дифференциальных уравнений 
второго порядка относительно <р, и 9 4 . Коэффициенты этих уравнений могут 
быть вычислены, если известны значения для М п1, Mni, J n , Jlt и У41. Из 
совместного решения этих уравнений определяются и законы движения 
звеньев 1 и 4, к следовательно, задача о движении механизма (рис. 548, а) 
разрешается.

Решение уравнений (19.118) и (19.119) можно вести одним из приемов 
численного интегрирования. Наиболее целесообразным является програм
мирование этих уравнений и введение разработанной программы в электрон
ную счетно-решающую машину.

ГЛАВА хх
НЕРАВНОМЕРНОСТЬ ДВИЖЕНИЯ МЕХАНИЗМОВ

§ 92. Общая постановка задачи

1°. Переходим к следующей важной задаче динамики механизмов — 
задаче об определении наивыгоднейших соотношений между силами, 
массами и скоростями звеньев механизма, обеспечивающих заданный 
режим движения механизма.

Как было показано в предыдущей главе, в общем случае ско
рости ведущего звена механизма, при установившемся движении 
механизма, являются величинами переменными. Колебания скоростей 
ведущего звена вызывают в кинематических парах дополнительные 
динамические давления, понижающие общий коэффициент полезного 
действия машины и надежность ее работы. Кроме того, эти колеба
ния скоростей в некоторых случаях могут вызвать значительные 
упругие колебания в звеньях механизма, что является нежелательным 
как с точки зрения прочности этих звеньев, так и с точки зрения 
потери мощности, затрачиваемой на эти упругие колебания. Наконец,



колебания скоростей могут ухудшить тот рабочий технологический 
процесс, который выполняется механизмом.

Рассматривая колебания скорости ведущего звена за время уста
новившегося движения механизма, можно обнаружить, что эти коле
бания бывают двух различных типов.

В самом деле, как было установлено выше, у большей части 
механизмов только за полный цикл установившегося движения работа 
всех движущих сил равна работе сил сопротивления. Внутри же эгого 
цикла мы не наблюдаем равенства этих работ, и следовательно, веду
щее звено механизма движется внутри этого цикла неравномерно. Так 
как через каждый полный цикл установившегося движения кинети
ческая энергия механизма принимает начальное значение, то скорости 
ведущего звена механизма тоже периодически повторяются с тем 
же самым циклом. Такие колебания скоростей назовем периоди
ческими.

Таким образом, периодическими колебаниями скоростей м ех а 
низма называются колебания, при кот орых скорости всех  звеньев 
механизм а имеют вполне определенные циклы, по истечении 
кот орых эти скорости принимают каждый раз свои первоначаль
ные значения.

Кроме периодических колебаний скоростей в механизме могут 
иметь место и непериодические колебания скоростей, вызываемые 
различными причинами: внезапным изменением полезных или вредных 
сопротивлений, включением в механизм дополнительных масс и т. д. 
Такое внезапное изменение нагрузки на механизм вызывает внезапное 
увеличение или уменьшение скорости его звена приведения, и так 
как эти колебания скорости в некоторых случаях не имеют опреде
ленного цикла, то такие колебания скорости звена приведения назо
вем непериодическими. Во многих механизмах мы наблюдаем оба вида 
колебаний скоростей.

2°. Колебания скоростей во время установившегося движения могут 
достигнуть такой величины, которая не будет допустимой с точки 
зрения обеспечения всех надлежащих условий работы механизма. 
Тогда может возникнуть вопрос о регулировании в заранее заданных 
пределах величин этих колебаний. Задача о регулировании колебаний 
скоростей во время установившегося движения механизма имеет боль
шое значение в технике, потому что в большинстве механизмов это 
время является рабочим временем его движения — промежутком вре
мени, в течение которого механизм выполняет свои производственные 
функции.

Регулирование периодических колебаний скоростей при устано
вившемся движении механизма обычно выполняется соответствующим 
подбором масс его звеньев. Массы звеньев должны быть подобраны 
так, чтобы они могли аккумулировать все приращения кинетической 
энергии механизма, имеющие место при превышении работы движу
щих сил над силами сопротивления. Эта аккумулированная массами



звеньев кинетическая энергия должна быть отдана механизму обратно! 
когда работа сил сопротивления будет превышать работу движущих 
сил.

Подбором масс звеньев механизма можно решить задачу о регу
лировании периодических колебаний при его установившемся движе
нии. В случае же непериодических колебаний скоростей при устано
вившемся движении подбором масс его звеньев можно решить задачу 
о регулировании колебаний скоростей только в тех случаях, когда 
эти колебания незначительны. При значительных непериодических 
колебаниях скоростей задача о регулировании решается установкой 
специальных механизмов, регулирующих законы изменения или дви
жущих сил, или сил сопротивления. Такие регулирующие механизмы 
получили название регулят оров (см. гл. XXI).

Рассмотрение вопроса о регулировании движения механизма нач
нем с рассмотрения задачи о регулировании периодических колебаний 
скоростей во время его установившегося движения.

§ 9В. Средняя скорость механизма и его коэффициент 
неравномерности движения

1°. Для изучения периодических колебаний скоростей во время 
установившегося движения введем понятие средней скорости звена 
приведения и дальнейшее рассмотрение задачи будем вести для этого 
времени движения. у

Обозначим путь, проходимый выбранной на звене приведения 
точкой В, за один цикл ее движения от положения i до положения k, 
через s. Будем называть действительной средней скоростью  (1>ср) д 
скорость такого равномерного движения, при котором точка прошла 
бы путь s в тот же промежуток времени t ,  который требуется и при 
неравномерном движении.

Так как dt =  ds/v, то

Действительную среднюю скорость часто заменяют средней ариф
метической скоростью г»ср и полагают:

откуда

(®ср)д== “ (20.1)



где v max и г>ш1П суть максимальное' и минимальное значения скорости 
точки В  (рис. 549). Для механизмов с большой равномерностью дви
жения разница между этими значениями пренебрежимо мала, вследствие

чего обычно в качестве средней ско
рости пользуются тем из них, кото
рое удобнее для решения поставлен
ной задачи.

На паспорте двигателя, рабочей 
машины или механизма такая условная 
средняя скорость бывает обычно ука
зана, причем в этом случае ее обык
новенно называют номинальной ско
ростью (от латинского слова «потеп», 
означающего имя, наименование).

Для механизмов с малой равномерностью движения предпочти
тельнее пользоваться действительной средней скоростью.

Если разность максимального и минимального значений скорости v g 
точки В  (рис. 549) разделить на среднюю скорость, то получим так 
называемый коэффициент неравномерности движения механизма, 
обозначаемый через 8 и равный

S—  ^mM~ - V in-. (20.3)
vcp

Чем меньше разность между v max и T)mjn, тем равномернее вра
щается ведущее звено. Задача регулирования движения механизма 
в период его установившегося движения сводится к подбору такого 
соотношения между массами механизма и действующими на него 
силами, при котором коэффициент неравномерности 8 не превышал 
бы какого-либо заранее заданного значения. В практике величина 8 
колеблется в весьма значительных пределах.

Ниже приводится таблица допустимых коэффицие-нтов неравно
мерности хода для некоторых типов машин.

Типы машин
Коэффициент неравномер

ности движения

Насосы
Сельскохозяйственны е машины 
М еталлообрабаты ваю щ ие с т а н к и .
Ткацкие, полиграфические,  мукомольны е машины 
Ьум агопрядильны е  Машины 
С удовы е  двигатели . . .
Двигатели внутреннего с г о р а н и я .
Ком прессоры  . . . . .  . 
Электрические  генераторы  постоянного т о к а . 
Э лектрические  генераторы  переменного тока 
Авиационные двигатели 
Т урбогенераторы

1 /5 - 1 /3 0  
1/5— 1 /50 

1/20— 1/50 
1/10— 1/50 
1/60— 1/100 
1/20— 1/150 
1/80— 1/150 
1/50— 1/100 

1/100— 1/200 
1/200— 1/300 

1/200 и меньш е 
1/200 и меньш е

Рис. 549« График скорости точки в функ
ции времени.



Удобно среднюю скорость механизма и коэффициент неравномер
ности хода выражать через углы поворота и угловые скорости звена 
приведения. Тогда по аналогии с равенствами (20.1) — (20.3) будем 
иметь для действительной средней угловой скорости (“ Ср)д выражение

Кр), * Я
(20.4)

для средней арифметической угловой скорости шср:

“шах “Ь “rain 
ср 2

и для коэффициента неравномерности движения

g__ “max “mln

_  “ср

Коэффициент неравномерности движения характеризует только 
перепад угловой скорости звена приведения в пределах от u>mjn до 
и)шах, но не характеризует динамики движения звена приведения внутри 
одного полного цикла периода установившегося движения. Так, на

(20.5)

(20.6)

Рис. №0. Графики зависимостей угловой скорости от угла поворота: а) с плав
ным и б) менее плавным изменением угловой скорости.

рис. 550, а и б  показаны два графика зависимости ш =  о> (<р), у кото
рых шшах и <Dmjn равны, но угловые ускорения е для рис. 550, б  зна
чительно больше, чем для рис. 550, а. Динамические характеристики 
механизмов с этими знаками изменения угловых скоростей различны.

Сравнительная оценка динамических свойств механизма в период 
установившегося движения может быть охарактеризована коэффици
ент ом динамичности х, в качестве которого берут отношения 
экстремального (наибольшего) значения углового ускорения eext к квад
рату средней угловой скорости и>сР:



Помножим числитель и знаменатель выражения (20.7) на среднее 
значение приведенного момента инерции Упср. Тогда получим:

Лт. cpeext М.ext
2 Г , (20.8)

17п. ср^ср “'Ср

и, таким образом, коэффициент динамичности х механизма равен отно
шению экстремального момента M ext, приложенного к звену приведе
ния, к удвоенной величине средней кинетической энергии Тср механизма.

Коэффициент динамичности х режима движения механизма, пока
занного на рис. 550, б, больше, чем для механизма, режим движения 

которого показан на рис. 550, а, при одной и 
той же величине приведенного момента инер
ции Уп ср.

2°. Если для всего времени движёния меха
низма построена диаграмма Т  =  T(J„) (см. § 90), 
то определение величины 8 во время устано
вившегося движения не представляет трудностей. 
Для этого рассмотрим участок диаграммы Т =  
=  T(Jn), соответствующий установившемуся 
движению (рис. 551). Это замкнутый участок 
диаграммы Т =  T(Jn). Из формулы (19.51) сле
дует, что максимальная угловая скорость шшах 
за время установившегося движения соответст
вует максимальному значению тангенса угла фШах> 
определяемого по формуле (19.51), а минималь
ная угловая скорость u)mln соответствует мини
мальному значению тангенса угла фщщ. Для 

определения максимального фтах и минимального фШт  значений угла ф 
проводим из точки О к замкнутой части кривой Т =  T(Jn) две каса
тельные. Одна касательная образует с осью абсцисс максимальный 
угол <]>miU£, другая образует с осью абсцисс минимальный угол фт:п. 
Согласно равенству (19.50) можем написать:

Рис. 551. Диаграмма кине* 
тической энергии в функ
ции приведенного момента 
инерции для установивше
гося движения механизма.

к- uniin —  2 - tg <[>mln>
*4,

(20.9)

где шшах и шга1П суть максимальная и минимальная угловые скорости 
звена приведения. Коэффициент неравномерности движения 8 равен 
[см. формулу (20.6)]

“ т и — “ т!п
"ср

/ОЛ 1 Л\

Умножая числитель и знаменатель правой части формулы (20.10) 
на (u>max -(- “ шт), имеем:

(“шах “mln) (“max “t" “min) “та “min

"ср (“шах "4" “mia) 2<огср



так как “ т ах +  и)т т  =  2(вср [см. формулу (20.5)]. Подставляя в фор
мулу (20.11) выражения для и> а̂х и u)^in из формулы (20.9), получаем:

5 =  i y  fg j j 'm a x j- lg  фт1п^ (2 0 .1 2 )

Ч  m“p
Углы фщах и фш;П можно найти непосредственно по чертежу, а вели

чина шср определяется по формуле (20.4).
10 —{— СО

Если принять юср=  ” зк — — , то, решая совместно уравнения

(20.5) и (20.6), получаем, что коэффициент неравномерности хода 8 
механизма равен

g __ “ max “ m in ___ g “ max “ m ln___ q V ''^» ^та х  V  *8 ^min (2 0  13)

“cp “max +  “min У  tg +max +  У  li 4* mln

Определение коэффициента неравномерности движения 8 механизма 
может быть сделано также непосредственно, если построена диаграмма 
скоростей (например, по диаграмме скоростей, построенной на рис. 549). 
Для этого определяем т»таж и 7>min по диаграмме и подставляем их 
значения в формулы (20.2) и (20.3).

§ 94. Связь между приведенным моментом инерции, 
приведенными силами и коэффициентом неравномерности 

движения механизма

1°. Рассмотрим вопрос о связи между приведенным моментом 
инерции, приведенными силами и коэффициентом неравномерности 
движения механизма. Разрешая уравнения (20.5) и (20.6) относительно 
‘“max и шШ1П, находим:

(йшах= = 0 )с р ^  “ j 2"j И (0m in ^ = t0 c p ^ l ------• (2 0 .1 4 )

Возводя правые и левые части обоих этих уравнений в квадрат, 
получаем:

(0max =  u)cp ^1 - f -  8 “ I- "4") ^  шс р (1  8),
(20.15)

При малых значениях коэффициента 8 членом 8*/4 можно прене
бречь. Для механизмов с большой неравномерностью движения этот 
член должен учитываться. Подставляя в уравнение (20.15) выражение 
для Шдах и u)min из формул (20.9), получаем:

2 tg  (j>mai =  а>2р ^1 - j -  8 -)- (1 -(- 8)

И



откуда

t g  фтах = II
М 

"С
■Ч 

Iя
.

( !  +  8 + » 2 p ( i +  8).

tg  фт!п -
" * Г Ч - * + т ) LT

< p ( i - 8 ) .

С помощью формул (20.16) можно для заданной угловой скорости 
(оср и для любого заданного значения коэффициента неравномерности 
движения 8 определить соответствующие углы фт а  и Тогда,
если при заданных приведенном моменте инерции и кинетической 
энергии известна зависимость между ними и построена диаграмма 
Т = Т (Уп), всегда может быть выяснен вопрос о том, как должны

быть изменены эти величины при 
изменении 8. Пусть задана диаграмма 
Т =  T(J„) для времени установив
шегося движения (рис. 551), и пусть 
коэффициент неравномерности дви
жения равен 8 для заданных значе
ний кинетической энергии и приве
денного момента инерции. Соответ
ствующие касательные под углами 
фтах и фШ1П пересекаются в начале 
координат О.

Задаемся каким-либо новым ко
эффициентом 8' и подсчитываем по 
формуле (20.16) соответствующие 
ему значения углов фша, и фш|П- 
Касательные к кривой Т = Т (Jn) 
при коэффициенте неравномерности 

хода, равном 8', должны иметь углы наклона к оси абсцисс, соответ
ственно равные углам фта* и ф^т- Проводим эти касательные к кри
вой Т}=  T(Jn) (рис. 552) и находим их точку пересечения О . Точка О  
является новым началом координат диаграммы Т =  T(J„), т. е. изме
нение коэффициента 8 на 8' влечет за собой переход от осей коорди
нат TOJn к параллельным им осям координат T O J „. При этом пере
ходе кинетическая энергия увеличивается на величину Т0, а приведенный 
момент инерции — на величину J0. Отрезки а и Ь, измеренные в милли
метрах, изображают в выбранных масштабах и величины доба
вочного приведенного момента инерции J0 и добавочной кинетической 
энергии То, которые необходимы для того, чтобы механизм двигался 
с выбранным коэффициентом неравномерности 8'. Таким образом,

/о — Iх jna и То —  [х j Ь.

Из построения непосредственно следует, что чем меньше коэф - 1 
фициент неравномерности 8, тем меньше разница между углами фшаж

Рис. 562. К исследованию зависимости 
коэффициента неравномерности движения 
от величины приведенного момента инер

ции.



и <|>min и тем дальше, очевидно, от участка кривой Т =  T(Jn) соответ
ствующего времени установившегося движения будет находиться начало 
координат. Таким образом, при уменьшении величины 8 возрастает 
приведенная масса механизма и его кинетическая энергия, потребная 
для приведения в движение механизма с заданной средней угловой 
скоростью шСр. Итак, увеличение равномерности движения звена при
ведения механизма может быть достигнуто увеличением приведенного 
момент а инерции механизма.

2°. Как было показано выше, во время установившегося движения 
в общем случае движение звена приведения механизма происходит 
с переменной скоростью. Эти колебания скорости звена приведения 
вызывают колебания скоростей всех остальных звеньев механизма, 
что ведет к повышению динамических нагрузок на его звенья и кине
матические пары. Кроме того, большинство процессов, для выполнения 
которых применяется механизм, требует определенных скоростей рабо
чих органов, что достигается только в том случае, если ведущее звено 
приведения механизма не будет иметь сколько-нибудь большого откло
нения величины своей скорости от заданной.

Выше было показано, что движение звена приведения тем ближе 
к равномерному, чем больше приведенный момент инерции или при
веденная масса механизма. Увеличение приведенных масс или приве
денных моментов инерции может быть сделано за счет увеличения 
масс отдельных звеньев механизмов. Практически это увеличение масс 
производится посадкой на один из валов механизма добавочной детали, 
имеющей заданный момент инерции. Эта деталь носит название м ахового  
колеса, или м аховика. Задачей маховика является уменьшение ампли
туды периодических колебаний скорости звена приведения, обуслов
ленных свойствами самих механизмов или периодическим изменением 
соотношений между величинами движущих сил и сил сопротивления.

Подбором массы и момента инерции маховика можно заставить 
звено приведения механизма двигаться с заранее заданным отклоне
нием от некоторой его средней скорости.

Маховик является как бы аккумулятором кинетической энергии 
механизма, накапливая его во время ускоренного движения механизма 
и отдавая обратно при замедлении его движения. В некоторых маши
нах, в которых полезная нагрузка периодически меняется в значи
тельных пределах (дробилки, прокатные станы и т. п.), маховик акку
мулирует весьма значительные запасы кинетической энергии во время 
ускоренного движения (при уменьшении величин полезных нагрузок). 
Такая аккумулирующая роль маховика позволяет использовать накоп
ленную им энергию для преодоления повышенных полезных нагрузок 
без увеличения мощности двигателя.

Форма маховика, вообще говоря, может быть выбрана любой, но 
по конструктивным соображениям наиболее удобной является форма 
в виде диска с тяжелым ободом, колеса со спицами или вообще 
форма, симметричная относительно главных осей инерции. При такой



форме легче всего достигается совпадение оси вращения с одной из глав
ных центральных осей инерции, что позволяет избежать дополнитель
ных давлений на подшипники того вала, на который насажено махо
вое колесо.

§ 95. Основные данные, необходимые для определения 
момента инерции маховика

1°. Для определения момента инерции махового колеса необходимо 
иметь заданными приведенные силы или приведенные моменты сил 
движущих и сил сопротивления за один полный цикл времени уста
новившегося движения. Рассмотрим вначале тот случай, когда приве
денные моменты сил движущих и сил сопротивления зависят от угла <р 
поворота звена приведения. На рис. 553, а  даны графики М л =  М л (<?) 
и M c =  M c (iр) изменения приведенных момента М я движущих сил и

момента М с сил сопротивления 
в функции угла поворота <р 
звена приведения на участке срц, 
соответствующем одному пол
ному циклу. Так как момент 
инерции махового колеса неиз
вестен и подлежит определению, 
то диаграмма кинетической энер
гии Т = Т (Уп) не может быть 
построена. В самом деле, не 
имея данных об изменении мо
ментов М л и М с во время 
разгона механизма и не зная 
полной величины приведенного 
момента инерции J„ механизма, 
мы не можем определить ту 
кинетическую энергию разго

на Тр (рис. 554), которой механизм обладает к моменту начала уста
новившегося движения. Но изменение кинетической энергии Д Т  внутри 
одного полного цикла во время установившегося движения может 
быть всегда определено по заданным диаграммам уИд =  УИД (ср) и 
М С =  М С(ср) (рис. 553, а).

Построение диаграммы Д 7 '= Д Г (ср ) (рис. 553, б) ведем путем 
подсчета площадей, заключенных между кривыми М ж =  М ж(<р) и 
М с =  М с (ср), как это было указано в § 90 (на рис. 553, а эти пло
щадки заштрихованы). Построение диаграммы Д Г = Д Г (< р ) удобно 
начать с положения Ь.

На участке Ьс кинетическая энергия возрастает, на участке cd 
кинетическая энергия убывает и т. д. Сумма всех площадок со зна
ком плюс должна равняться сумме всех площадок со знаком минус, 
ибо за один полный цикл установившегося движения приращение ки

Рис. 533. К расчету маховика: а) диаграммы дви
жущих сил и сил сопротивления; б) диаграмма 

приращения кинетической энергии.



нетической энергии равно нулю. Таким образом, полная кинетическая 
энергия Ti в каком-либо положении I звена приведения (рис. 554) равна

Т , =  ТГ +  ЬТ,. (20.17)

При этом первое слагаемое выражения (20.17) нам неизвестно, 
а второе может быть определено по заданным диаграммам М д =  У И д (ср) 
и Л1С =  Л1С (ср).

2°. Величина приведенного момента инерции Jn механизма состоит 
из трех слагаемых: момента инерции J„ маховика, момента инерции J0 
звена приведения и тех вра
щающихся звеньев механизма, 
которые связаны со звеном

Рис. 554. Диаграмма полной кине
тической энергии, которой обла
дает механизм во время установив

шегося движения.

Рис. 555. Диаграмма полного приведенного 
момента инерции механизма» состоящего из 
момента инерции маховика, постоянного при* 
веденного момента инерции звеньев и пере
менного приведенного момента инерции 

звеньев.

приведения постоянным передаточным отношением, и, наконец, приве- 
денного момента инерции J3 всех остальных звеньев механизма. Таким 
образом, полный приведенный момент инерции Jnl в каком-либо по
ложении i (рис. 555) равен

“Aii---Jm ~(~ 0̂ ~(~ == —|— АУп(>
(20.18)

где ДУП1- =  Ув -(- J3i,
Первые два слагаемые всегда постоян

ны, а последнее слагаемое в общем случае 
зависит от угла поворота ср, т. е. J3 =
=  Момент инерции JM маховика
является неизвестным и подлежит опреде
лению.

Величина AJn =  J0~\~J3 методом, указанным в § 87, может быть 
определена для одного полного цикла установившегося движения 
механизма. Диаграмма Дуп =  Д /п (ср) показана на рис. 556. Из этой 
диаграммы видно, что ДJn состоит из постоянного момента инерции / 0 
и переменного / а. Диаграмма Уп =  ./„ (ср) зависимости полного момента 
инерции Уп от угла поворота ср согласно равенству (20.18) показана 
на рис. 555.

Рис. 556. Диаграмма приведенного 
момента инерции звеньев.



3°. Для определения необходимого момента инерции J„ маховика 
надо иметь заданной среднюю угловую скорость и>ср звена приведения. 
Она принимается равной номинальной угловой скорости, которая про
ставляется на паспорте двигателя, рабочей машины или механизма 
(см. § 94,1°).

Величина юср равна
■ЯПО) —  -

СР 30 ’

где п — число оборотов в минуту звена приведения.
Далее, при решении задачи о маховике, как было показано в § 93, 

задаются желательным для машины коэффициентом неравномерности 
движения 8. Имея заданными <вср и 8, можно определить по формулам 
(20.14) угловые скорости: максимальную u>miU и минимальную “ min- 
Имеем:

° W  =  “ c p ( l  + у ) >  u)mia =  u)cp ( l  — y ) (20.19)

и, далее,

“ max =  “ ср ^1 - ( -  8 - ( -  «=« “ ?р (1 - f -  8), 

“ mln =  “ ч> (1 —  8 +  0) |р (1 —  8).
(20.20)

4°. Связь между кинетической энергией Т, приведенным моментом 
инерции Jn и угловыми скоростями штах и шш1п может быть получена 
с помощью уравнения движения механизма, написанного в форме урав
нения кинетической энергии [см. уравнение (19.3)]. Имеем:

^  ^  шахмппх__*̂п minMmln (2021)

В уравнении (20.21) работа Лд равна

?тах

Лд =  J ЛГд
Vmin

работа Лс равна
?тах

Лс =  \ M z d'f,

где фтах и cpmin — углы, соответствующие максимальному (i)max и мини
мальному u>min значениям угловой скорости звена приведения. Если 
эти углы известны, то определение разности рабо тЛ  =  Лд — Лс сво
дится к определению соответствующей площади F м м ъ, заключенной 
между кривыми М д =  М д (у) и Ж с =  УИС (<р) (рис. 553, а) и ограни



ченной ординатами, соответствующими углами <рта1 и срШ|П. Тогда раз
ность работы А  выразится так:

А =
В уравнении (20.21) Л  max и ^nmin— приведенные моменты инер

ции, соответствующие углам срта* и tpmin (рис. 555).
Необходимо заметить, что в общем случае значения приведенных 

моментов инерции J„ тах и /„  min не совпадают с абсолютными вели
чинами максимального и минимального значений / п.

Уравнение (20.21) перепишем в следующем виде, учитывая фор
мулы (20.18) и (20.20). Имеем:

д _  t-Аи +  4) +  J 3.max1 и ср ( 1 +  В) __ [^м + - ^ 0 + ^ 3  mini шс р П ~ 6)

Решаем уравнение (20.22) относительно / н:

, __ А г max min /пп оо\
—  а>*~Ъ ~ J<>---------------------- 28------------------ ' l-W.2d)ср

Из формулы (20.23) следует: если известны углы (рша1 и <pmin> при 
которых угловая скорость звена приведения достигает значений шта![
11 шт 1п> то определение момента инерции / м не представляет затруд
нений, потому что величины A, J0, J3 max и Л  min могут быть всегда 
определены, а величины и>ср и 8 являются заданными. Ниже будет 
показано, как может быть решена задача об определении углов сртах 
И фт1п"

Из рассмотрения формулы (20.23) следует: если приведенный мо
мент инерции звеньев J3 является постоянным (У3 =  const), то урав
нение (20.23) принимает вид

Л  =  ^ - ( Л  +  Л). (20.24)
ср

При некоторых практических расчетах, когда величина (Л  +  Л) 
мала по сравнению с первым членом равенства (20.24), для опреде
ления момента инерции маховика пользуются приближенной формулой

< 2 0 -2 5 >ср

5°. Если пользоваться формулами (20.24) и (20.25), то определение 
углов tpmax и 9min не представляет трудностей. В самом деле, угло
вой скорости шт ц  при постоянном моменте инерции J3 соответствует 
максимальное значение Tmix кинетической энергии, а угловой ско
рости u)min соответствует минимальное значение Гт |П кинетической 
энергии. Например (рис. 553), минимальным угловым скоростям соот
ветствуют положения b и d, а максимальным угловым скоростям — 
положения с и е .  Наименьшее значение угловой скорости соответ
ствует положению Ь, а наибольшее — положению с, так как в этих



положениях кинетическая энергия достигает наименьшего и наиболь
шего значений. Поэтому в формуле (20.25) величину А  следует поло
жить равной

Ч Ч
А =  $ M&d y — \ М ^  =  ^м^ Ь0

Ч Ч
где Ғ Ьс— площадь в м м а, заключенная между кривыми М л =  М х (у) 
и М с =  М с (<?) (рис. 553, а), на интервале Ьс.

Если диаграмма кинетической энергии не построена, то определе
ние наименьшего из минимальных и наибольшего из максимальных 
значений угловой скорости может быть сделано сравнением избыточ
ных площадок, заключенных между кривыми М а =  М ж (ср) и М с =  Afc(tp). 
Например, для диаграмм, показанных на рис. 553, а, наибольшая мак
симальная угловая скорость соответствует положению с, если пло
щадь Fcd больше площади Fde, и наоборот, если Fcd<^Fde, то наи
большая максимальная угловая скорость соответствует положению е. 
Если Fbc^>Fcd, то наименьшая минимальная угловая скорость соот
ветствует положению Ь, и наоборот, если Fbc<^Fcd, то наименьшая 
угловая скорость соответствует положению d.

Максимальные и минимальные значения угловых скоростей соот
ветствуют максимальным и минимальным значениям кинетической энер
гии только в тех случаях, когда приведенный момент инерции У3 =  const. 
Если же приведенный момент У9 =  Уа («р) переменный, то для опреде
ления момента инерции / п маховика надо пользоваться форму
лой (20.23). При этом максимальные и минимальные значения угловой 
скорости не совпадают с максимальными и минимальными значениями 
кинетической энергии, а сдвинуты относительно этих положений, как 
это схематично показано на рис. 553.' Определение наибольшей мак
симальной скорости и наименьшей минимальной скорости может быть 
также сделано методом сравнения избыточных площадок, заключенных 
между положениями, соответствующими углам <ргаах и <pmin, при условии 
малого сдвига максимальных и минимальных значений угловой ско
рости по отношению к максимальным и минимальным значениям кине
тической энергии. В практических инженерных расчетах во многих 
случаях сдвиги эти весьма малы, поэтому применение изложенного 
метода сравнения избыточных площадей вполне допустимо.

§ 06. Определение момента инерции махового колеса 
по анаграмме Т  =  Т  (Jn)

1°. При определении момента инерции махового колеса с помощью 
уравнения кинетической энергии заданными являются коэффициент 
неравномерности 8 движения механизма и средняя угловая скорость и>ср. 
Также задаются диаграммы приведенных движущих моментов и момен
тов сопротивления и диаграмма приведенного момента инерции в функ



ции угла поворота ведущего эвена. Необходимо подчеркнуть, что при 
расчете маховика с помощью диаграммы Т = Т (J„) силы инерции не 
должны входить в диаграммы движущих сил и сил сопротивления. 
Диаграммы движущих моментов и моментов сил сопротивления даются 
только для времени установившегося движения. Следовательно, инте
грирование разностей площадок между этими двумя кривыми так, как 
это было показано в § 95, позволяет определить только изменение 
кинетической энергии механизма. Обозначим это изменение кинетиче
ской энергии через ДТ [см. равенство (20.17)]. Далее, так как нам 
известны массы и моменты инерции всех звеньев механизма кроме 
момента инерции махового колеса, величину которого мы и должны 
найти, то нами может быть определено только изменение Д /п 
приведенного момента инерции 
звеньев механизма [см. формулу
(20.18)]. Таким образом, не зная 
момента инерции маховика и вели
чины кинетической энергии, накоп
ленной механизмом за время его 
разбега, нельзя построить диаграм
му Г =  Г (ср), а можно построить 
только диаграмму ДГ =  ДГ (<р).

Переменную величину ДУП опре
деляют по заданным моментам инер
ции и массам звеньев с помощью 
планов скоростей механизма (см.
§ 87).

2°. Чтобы построить диаграмму 
Д7' =  ДГ(ДУП) для одного полного 
цикла времени установившегося движения механизма достаточно знать 
только изменение кинетической энергии и изменение приведенных 
моментов инерции. Для этого (рис. 557) откладываем полученное изме
нение кинетической энергии ДТ по оси ординат от точки О, а пере
менный приведенный момент инерции ДУП от той же точки по оси 
абсцисс. Соединяя полученные точки а, Ь, с и т. д. плавной кривой, 
мы получаем диаграмму Д Г  =  Д7'(ДУП), соответствующую времени 
установившегося движения механизма.

Для определения величины Ум приведенного момента инерции махо
вика воспользуемся формулами (20.16)

t g < l w = 2 ^ -  <“\р (1 2 ^ 7 + 8)

И

Рис. 557. К расчету маховика по диаграмме 
зависимости кинетической энергии от приве

денного момента инерции звеньев.

(1 - 8 + т Ь т й - ‘ V 1 - 8>-



Подставляя заданные значения для <оср и 8 в эти формулы, опре
деляем углы <|»шах и фт 1П. Проводим, далее, одну касательную к кривой 
А Г в Д Г ^ У ,,)  под углом i jw ,  а другую —  под углом i|)min и опре
деляем точку пересечения Oi этих касательных (рис. 557). Точка О j 
является началом осей координат диаграммы Т = Т (J„) полной кине
тической энергии Т  механизма в функции полного приведенного мо
мента инерции Jn. Следовательно, для определения полного приведен
ного момента инерции J n в каждом положении механизма необходимо 
отсчитать абсциссы от нового начала координат Oj. Приведенный 
момент инерции махового колеса равен произведению отрезка (Ojflt) 
в миллиметрах на масштаб jj.y :

Л  =  1*7 ( ° i £0-П

3°. Необходимо отметить, что при малых значениях коэффициента 8 
вследствие незначительной разности между углами фтах и фт ]П точка 
пересечения Ot касательных очень часто уходит за пределы чертежа. 
В этом случае можно поступить следующим образом. Обозначим точки 
пересечения касательных с осью ординат ОД Г (рис. 557) первой си
стемы координат через k и /. Тогда

х , (bd) ж , (М)
tg  фтах ’JOid)'’

И

, , , , (k d ) - ( ld )  (kl) 
t g  фгаах —  t g  Vm in —  ( 0 id )  —  - J q j J  •

Подставляя только что найденное выражение для разности танген
сов в формулу (20.12), имеем:

8 = JiZL
(Otd) " гср

откуда, имея в виду, что ( Oi<t) =  JK, получаем:
П

<20-26)ср

Приведенный момент инерции махового колеса, следовательно, 
может быть определен по величине отрезка (kI) на оси ординат ОД7'.

4°. Если маховик посажен на общий вал со звеном приведения, 
то его момент инерции J№ относительно оси вращения вала может 
быть уменьшен на величину момента инерции звена приведения отно
сительно той же оси.

Так как маховик обыкновенно выполняется в виде колеса, имею
щего массивный обод, соединенный со втулкой спицами, то моментами 
инерции этих соединительных частей часто пренебрегают и прибли
женно считают, что масса маховика равномерно распределена по 
окружности радиуса R, представляющей собой геометрическое место



центров тяжести поперечных сечений обода. Тогда момент инерции Ju 
маховика может быть выражен так:

J, =  m &  =  n % ,  (20.27)

где D  — диаметр окружности центров тяжести сечений обода. Из 
формулы (20.27), пользуясь также формулой (20.26), находим:

4ц т (Ы) ЗбООц т (kl)
tn D 9 = u>2 а —  * v sср

где п есть число оборотов в минуту звена приведения. Принимая 
тс3«« 10, можем написать:

пгВг = Ш ^ Т̂ ] . (20.28)

Произведение массы обода маховика на квадрат его диаметра 
носит название м ахового момента, или характеристики м аховика. 
Характеристика маховика имеет размерность кгм а. По этой характе
ристике можно определить необходимую массу маховика, если задан 
его диаметр, величина которого определяется в большинстве случаев 
из чисто конструктивных соображений.

Если маховик устанавливается не на звене приведения, а на каком- 
либо звене I машины, то всегда должно удовлетворяться условие 
равенства кинетических энергий

J  ша J  .<0.9
- у -  =  м,2 1 ■, (20.29)

где JMi — момент инерции маховика, установленного на звене /, а
— величина угловой скорости этого звена. Из равенства (20.29) 

следует:

=  (20.30)

Следовательно, чем больше угловая скорость звена I, тем меньше 
должен быть момент инерции устанавливаемого маховика. Поэтому 
выгодно с точки зрения уменьшения веса махового колеса устанавли
вать его на звеньях, обладающих большими скоростями.

Из формулы (20.30) также следует, что для соблюдения условия 
постоянства момента инерции Jai необходимо, чтобы передаточное 
отношение о)/шг было постоянным, что приводит к условию установки 
маховика на звеньях, которые связаны со звеном приведения переда
точным отношением постоянной величины (механизмы круглых зубча
тых колес, червячные механизмы и т. д.).

При установке маховика не на звене приведения необходимо учи
тывать жесткость промежуточной кинематической цепи. При малой 
жесткости кинематической цепи упругие колебания могут оказаться 
настолько большими, что маховое колесо не будет выполнять своего 
назначения.



§ 97. Определение момента инерции махового колеса 
по уравнению моментов

1*. Момент инерции маховика может быть также определен при помощи 
уравнения движения механизма в форме уравнения моментов. Согласно 
уравнению (19.7) имеем:

(20.31)

Разность M.  —  Afc создает избыточный момент М. Величина избыточ
ного момента М м о ж ет  быть определена, если заданы зависимости Л4д =  Л1д(<р)

Рис. 558. К расчету маховика по уравнению моментов: а) диа
грамма моментов движущих сил и сил сопротивления; б) диа

грамма избыточного момента.

и Afc =  M c (<p). На рис. 5 58 ,о  построены кривые МД =  МД (<р) и Мс =  Мс (ср), 
а на рис. 558, б — кривая избыточного момента М =  М (?).

Подставляя в (20.31) значение для Ja из формулы (20.18), получаем:

М =  (УИ +  Д/ П) 5 d (АУ„)
'2  df > (20.32)

при этом так как / м =  const, то dJJdtр =  0.
Рассмотрим положения механизма, при которых угловая скорость эвена 

приведения равна u>maj и “ mia. В этих положениях угловое ускорение

Е =  ^ = 0. dt

Следовательно, формула (20.32) для этих положений имеет вид

шт1п d (AJn)
' 2

М ' =  > ^ - dS A Jn) и м .. =  _ 
l  df df (20.33)

где М' и М" —  значения избыточных моментов, соответствующих углам <рш а 1



и (?mln> ПРИ к010? 1»!* угловая скорость и> достигает одного из максимумов 
или одного из минимумов.

2°. Для определения правой части равенств (20.33) можно воспользо
ваться методом Жуковского, изложенным в § 88,4°. В самом деле, из равен
ства (19.11) следует:

М' ____шшах d (А7П) дж, ____аш1п d (AJn) f20 34)
п е р —  2  dy  ’ пер 2  (  '

где М ’пер и A f'ep — приведенные моменты сил инерции звеньев в перманент
ном движении механизма, т. е. в движении с постоянными угловыми скоро
стями “ шах и “ mln-

Величины моментов М 'пер и М ’ер могут быть определены, если провести 
кинетостатический расчет механизма и определить все силы инерции звеньев 
в предположении постоянства угловой скорости. Можно также с помощью 
рычага Жуковского (см. § 84) или методом приведения сил и моментов 
(см. § 85) определить те же моменты М„ер и М ’е?,

Динамическому расчету механизма обычно предшествует его кинетоста
тический расчет, при котором величина угловой скорости принимается рав
ной шср. Поэтому для определения моментов М ’пер и ЛЯ"ер можно пользо
ваться моментом Мпер, полученным при кинетостатическом исследовании

Mnep =  - “f ^ ^ .  (20-35)

Тогда, учитывая зависимости (20.20), получаем:

К е р = ^ п е р  0 + » ) .  М п е р ^ п е р О - 6)- (20.36)

Формулы (20.33) заменяются теперь следующими:

М' =  Мпер (1 +  8) (20.37)

М "  =  jWnep (1 — 8). (20.38)

3°. Определив моменты М ' и М "  в функции угла <р, т. е. М ' = А Г  (<р) и 
М "  =  М "  (<р), строим кривые этих зависимостей в том же- масштабе, что 
и кривая зависимости избыточного момента М  =  М ( tp), изображенная на 
рис. 558, б. Равенство (20.37) удовлетворяется в положениях а, Ь, с и d, где 
кривая М ' =  М ' ( <р) пересекает кривую M =  VW(tp). Но угловая скорость <■> 
может иметь максимум только в положениях Ь и d, потому что на интерва
лах fb  и ed происходит увеличение кинетической энергии. Определение 
наибольшего максимума может быть сделано с достаточной для практики 
точностью сопоставлением величин площадок (Ғц  +  Feg) мм2 и Fie мм2, за
ключенных в интервале bd между кривой М =  М(<р) и осью Оср(рис. 558, б).

Если
Р и  >  Р ы  +  Fed)

то наибольшая угловая скорость оказывается в положении Ъ. Если же

F l e <  Р ы  +  F td i
то наибольшая угловая скорость получается в положении d.

Общим правилом нахождения наибольшего максимума является сле
дующее.

Если алгебраическая сумма избыточных площадок на интервале между 
двумя максимумами больше нуля, то наибольший максимум находится в пра
вом конце интервала, если меньше нуля, то —  в левом.



Аналогично, если построить кривую зависимости М"=М" (<р) (на рис. 558, б 
она показана ш триховой линией),  то  минимумы будут в точках  g к h пере
сечения кривы х зависимостей УИ" =  ЛГ'(<р) и M =  M(t(). Определение  наи
м еньш его  минимума ведется так ж е  методом сравнения площадок.

Если углы (pmal и <pmln (рис. 558, б), в которых угловые скорости  равны 
“ max и “ min’ соответствуют полож ениям b u g ,  то, далее, определение мо
мента инерции / м махового колеса  мож ет  вестись по одной из ф орм ул (20.23) 
и (20.24) или (20.25) в зависимости от требуемой точности расчета.  П ри этом 

избыточная работа А, входящ ая в эти  формулы, 
подсчиты вается  по диаграмме М  =  М(<р) (рис. 558, б)

А =

где Fgb —  алгебраическая  сумма площ адок  в квад
ратных миллиметрах, заключенная в интервале  gb.

Если построить зависимость м еж ду моментом 
инерции J„ маховика и коэффициентом н еравн омер
ности движ ения  8, т. е. JK =  Ja (Ъ), то м ож но обнару-

_____________________ _ жить, что эта зависимость имеет приближенно
Рис. 5 5 9 . График зависимо- гиперболический характер  (рис. 559). Таким обра
сти ноиеыта инерции нахо- зом, с приближением 8 к нулю момент инерции 
вика от коэффициента не- МЭХОВИКа быстро возрастает,  И следовательно ,  не
равномерности движения, значительное  уменьшение 8 в этой области дает 

зн ачительное  увеличение необходимого момента 
инерции JH маховика, что является ,  конечно, нежелательным. Это о бстоятель
ство заставляет  в некоторы х  случаях  отказы ваться  от установки на машинах 
маховиков с большим моментом инерции, обеспечивающим малый коэф ф и
циент неравномерности движения.

4°. Определив момент инерции JH махового колеса, можно по заданной 
угловой скорости <i>mM и по диаграмме M =  (рис. 55 8 ,6 }  определить
угловую скорость со для любого угла поворота о, т. с. построить зависимость 
ш =  (о (<р). Пусть, например, требуется  определить угловую скорость <oft в по 
ложении k, соответствую щ ем углу tpft (рис. 558, б).

Напиш ем уравнение кинетической энергии для интервала  kb. Имеем:

§  М d4 =  (Л, +  ДJnb) ^  -  (Л, +  Л/„*) у ,

ч
откуда

В этих равенствах ДУпй —  приведенный момент инерции всех звеньев  меха
низма (без махового колеса) в положении Ь, соответствую щ ем максимальной 
угловой скорости “ max, ДJnk —  приведенный момент инерции всех звеньев  
механизма (без махового колеса)  в положении k; JM —  приведенны й момент

Ч
инерции махового колеса. Интеграл j  Mcf<p пропорционален площ ади диа-

fk
граммы M  =  Af(tp), заклю ченной в интервале  kb.

Аналогично определяю тся угловые скорости <о и для других  значений 
угла <р. Таким образом, может  быть построена  кривая  зависимости <о =  ш{ср).



Угловая скорость штах в формуле (20.39) может быть такж е выражена 
через заданные угловую скорость шср и коэффициент неравномерности дви
жения Ь, так как

“ m ax  “ с р  ( 1  4 "  "о"

“ш а х ^ “ср 0 +*)■

§ 98. Определение момента инерции махового колеса 
при движущем моменте, зависящем от скорости

1°. Выше мы рассмотрели вопрос об определении момента инерции махо
вого колеса при приведенных моментах, зависящ их только от угла поворота 
звена приведения. В настоящем параграфе рассмотрим вопрос об определе
нии маховых масс для тех случаев, когда приведенный момент Л1д движущих 
масс является функцией угловой скорости ш звена приведения, а приведен
ный момент Мс сил сопротивления является функцией угла поворота 9  или 
функцией времени t.

Пусть заданы графики (рис. 560) приведенных моментов движущих сил 
Мл =  Мл (<о) и сил сопротивления Л1С =  jVfc (tp); требуется определить момент

Afc=Mc (t)

е \ М А =МА (и»  |

И
fc.№  ,

а ''Ч*. /  t М д т а х

г  р
н

п  т 1 с Ъ

Ч- i  " д с р

7 м м ~ Ц у р а д

сем

9  т ал: О/

с е н '1*m ln w cp  
* ^т ах

Рис. 560. К расчету маховика при движущем моменте, зависящем от скорости: 
а) диаграмма момента сил сопротивления, зависящего от угла поворота звена при- 
ведения или от времени; £) диаграмма момента движущих сил, зависящего от угло*

в о й  с к о р о с т и .

инерции J„ махового колеса, если задан коэффициент неравномерности 8 . 
Задача эта может быть решена только приближенно, если принять пере
менную часть равенства (20.18) равной нулю и не учитывать переменный 
приведенный момент инерции звеньев механизма. Тогда полный приведенный 
момент инерции J будет равен моменту инерции JM маховика и приведен
ному моменту инерции J0 звена приведения и тех звеньев механизма, кото
рые связаны со эвеном приведения постоянством передаточного отношения, 
т. е. '

J = J № +  J a. (20.40)

Графическим интегрированием определяем площадь диаграммы Л1с =  
=  М с (<р) (рис. 560, о) и находим среднее значение момента М с.ср сил сопро
тивления. Если приближенно принять, что средняя угловая скорость <оср 
звена приведения соответствует равенству средних моментов сил движущих 
и сил сопротивления

М с . ср Мд. ср,



то, продолжая прямую среднего момента Л1с. ср до пересечения в точке а 
с кривой Л4д =  Л1д(ш) (рис. 560, б), определим отрезок (ab), представляющий 
в масштабе момент М д. ср.

Отрезок (1 — Ь) по абсциссе в масштабе fim представляет собою искомую 
среднюю скорость <оср.

Далее, по равенствам (20.19) определяем угловые скорости <ошах и шШ|П 
и откладываем их в виде отрезков (1 — й) и (1 — с) в том же масштабе цт . 
Отрезки (df) и (се) в масштабе р представляют собою моменты Мл min
и М

При прохождении величины ш через максимальные “ шах и минимальные 
<i>mln значения угловое ускорение dusjdt равно нулю.

Тогда уравнение движения механизма

М д М - М е (?) =  ■ / §  (20.41)

принимает вид
Мд(со)— Мс (о) =  0

или
А*д Ы  =  Л*с(*). (20.42)

т. е. в положениях, когда угловая скорость <о звена приведения достигает 
экстремальных значений, моменты движущих сил и сил сопротивления должны 
быть равны. Через точки е й /  проводим горизонтали до пересечения с кри
вой Mc =  Mc (if) в точках g, h , k и I (рис. 560, а). Из точек g, h, k и I опу
скаем перпендикуляры на ось абсцисс и находим соответственно точки т, 
п, р  и г. При углах ср, определяемых точками т и р ,  звено приведения имеет 
максимальную угловую скорость юшах, а при углах ®, определяемых точками 
п и г, — минимальную скорость “ ш;п. Рассмотрим интервал угла поворота срт л . 
В точке т, соответствующей углу <ршах, угловая скорость ш равна <*max. 
В точке я, соответствующей углу <pmin, угловая скорость <■> равна ®mln. 
Следовательно, на интервале срт л  кривая AfH =  Afa (cp) может иметь перегиб, 
т. е. иметь вид, условно показанный на рис. 560, а пунктиром. Заменим кри
вую МА =  МЛ ( f )  на участке срт „ приближенной прямой gk. Площадь Fmn мм*, 
заключенная между кривой Мс =  Мс (у) и прямой gk,  помноженная на мас
штабы и fi^, представляет собою избыточную работу А ,  равную

Vmax Vmax
А =  j  Мд Лр—  j  (20.43)

?m in  ‘Pmin

На рис. 560, а все площадки, определяющие избыточную работу, заш три
хованы.

Для определения момента инерции / и махового колеса надо выбрать 
наибольшую площадку, а таковой является площадка Fтп (рис. 560, а) на 
интервале тп. Наибольшая избыточная работа, соответствующая этой пло
щадке, равна

А =  Р-мН-?Гтп- (20.44)

При помощи формулы (20.24) определяем момент инерции маховика

(20-45)
“2Р 8

Т.  Если приведенный момент сил сопротивления Мс является функцией 
времени t, т. е. Мс =  Мс (С), то порядок расчета остается прежним, но в этом



случае точки т и п  соответствуют промежуткам времени <шах и / т1п, в кото
рых скорость сл достигает значений шшах и Формулу (20.45) в этом 
случае применить нельзя, ибо избыточная площадка Fmn определяет импульс 
момента Ut равный

[н-м-сек].  (20.46)

Приближенную формулу для определения момента инерции J„ маховика 
получаем, пользуясь уравнением движения, написанным в следующем виде:

eftо

или

и, далее,

Мл ( * ) - М е (t) =  {Ju +  J*)l i  

[Мд (®) -  М с (0] dt  =  (JK +  J0) d«

]  [М д (» )-Л !с (0 ] Л  =  (/„  +  Л) I *>•
*min “mln

(20.47)

(20.48)

(20.49)

Л евая часть уравнения (20.49) равна U [см. формулу (20.46)]. Тогда из урав
нения (20.49) получаем:

U --------- J„ (20.50)
“шах u)mln 

или, так как <ошах — umin =  шср8 , имеем 
окончательно

j  — Л ___ j--  /.ч %"ср'
(20.51)

Рис. 561. Диаграмма моментов дви
жущих сил и сил сопротивления, за* 

висящих от угловой скорости.

3°. Если приведенные моменты Мл и 
Мс движущих сил и сил сопротивления 
являются функциями угловой скорости О 
(рис. 561), то механизм всегда работает 
устойчиво с некоторой угловой скоростью шу 
звена приведения, величина которой 
определится точкой пересечения кривых 
Мл =  Мд (ш) и М с =  Мс (ш). В самом деле,
если угловая скорость <о уменьшится и будет равна (рис. 561), то мо
мент 7ИД увеличится, а момент М с уменьшится и, следовательно, возникает 
восстанавливающий момент

Мд —  Мс > 0 ,

и звено приведения механизма возвратится к прежней устойчивой угловой 
скорости о у  Если угловая скорость ш увеличится и будет равна <od (рис. 561), 
то возникает момент

Мд —  М с <  О,

и звено приведения будет также возвращ аться к  прежней устойчивой угловой 
скорости <|>у.

4°. Рассмотренный в настоящем параграфе метод определения момента 
инерции маховика является приближенным.

Величину момента инерции маховика можно уточнить, если после 
определения его момента инерции приближенным методом построить одним 
из способов, указанных в § 90, кривую угловой скорости на участке <pmn



(рис. 560, а )  и определить, значительно ли отклоняются полученные значения 
для o>mai и от заданных. Если эти отклонения значительны, то, увеличив 
или уменьшив полученное приближенное значение для момента инерции 
маховика, можно получить более точное решение задачи.

Г Л А В А  XXI

ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ РЕГУЛИРОВАНИЯ 

§ 99. Общая постановка задачи

1°. Как было указано в § 92,2°, при непериодических колебаниях 
скоростей ведущего вала машины (звена приведения механизма) шт 
время установившегося и неустановившегося движений необходимо 
соединить звено приведения регулируемого объекта с особым меха- 
низмом, носящим название скоростного регулятора. Задача регуля
тора состоит в установлений устойчивого (стационарного), по закону 
изменения величины скорости, режима движения звена приведения 
регулируемого объекта, что может быть достигнуто выравниванием

каким-либо причинам уменьшается полезное сопротивление и регули
руемый объект начинает ускорять свое движение, то регулятор авто
матически уменьшает приток движущих сил. Наоборот, если силы 
сопротивления увеличиваются и регулируемый объект начинает замед
лять свое движение, то регулятор увеличивает движущие силы. Таким 
образом, как только нарушается равновесие между движущими силами 
и силами сопротивления, регулятор должен вновь их сбалансировать 
и заставить регулируемый объект работать с прежними или близкими 
к прежним скоростями.

Скоростные регуляторы, вызывающие изменение сил сопротивле
ния, называются модераторами.

Конструкции регуляторов и схемы регулирования разнообразны. 
Так, например, в практике применяются так называемые центробежные 
регуляторы, плоские и пространственные, в которых используется 
центробежная сила инерции. Имеются также инерционные регуляторы, 
использующие тангенциальные силы инерции. Применяются регуляторы 
электрического типа и др.

2°. Хотя конструкции механизмов регуляторов и схемы регулиро
вания различные, но в большинстве случаев автоматическое регули
рование выполняется по схеме замкнутого контура. Принципиальная 
схема автоматического регулирования по замкнутому контуру пред
ставлена на рис. 562.

Л  6 2 у  Л11ру С м ый объект 1 находится под внешним воздействием 
источника возмущения 2. В результате этого воздействия происхо
дит отклонение регулируемого параметра от заданного. Эти изменения 
воспринимаются чувствительным элементом 3, который передает 
необходимую информацию регулирующему органу 4, восстанавливаю-



Рис. 662. Принципиальная схема 
системы регулирования: 1 —  регу
лируемый объект; 2 —  источник 
возмущений; 3 — чувствительный 
элемент; 4 —  регулирующий орган.

тем у  заданный параметр у регулируемого объекта 7. Система / — 
3 —4 — 1 носит название обратной связи. Регулируемый объект 1 
посредством обратной связи воздействует на чувствительный элемент 3, 
который в свою очередь действует на 
регулируемый объект 1.

На рис. 562 дана самая элементарная 
схема системы автоматического регулиро
вания. Как это будет показано далее, в со
став системы автоматического регулирова
ния входят еще различные дополнительные 
устройства, обеспечивающие надежность 
действия этой системы. В машинном агре
гате регулируемым объектом обычно бывает 
двигатель, а источником возмущения яв
ляется рабочая машина, приводимая в дви
жение двигателем. Чувствительный элемент 
может быть механическим устройством, 
чаще всего механизмом регулятора центробежного типа или элек
трическим типа тахогенератора, представляющего собой электриче
ский генератор, развивающий напряжение, пропорциональное угловой 
скорости. Этим напряжением можно пользоваться для воздействия на 
регулирующий орган. Регулирующие органы могут быть различными 
в зависимости от технологического назначения машины.

3°. Рассмотрим некоторые схемы автоматического регулирования 
угловой скорости звена приведения машинного агрегата. На рис. 563 
показан машинный агрегат, состоя
щий из рабочей машины 2  и 
теплового двигателя 7. Чувстви
тельным элементом является цен
тробежный регулятор 3. Регулятор 
состоит из двух тяжелых шаров К, 
сидящих на звеньях АС и BD.
Эти звенья входят во вращатель
ные пары С и D  со звеньями 
СЕ и DF, которые в свою оче
редь входят во вращательные 
пары Е  и F  с муфтой N, имеющей 
возможность свободно двигаться 
вдоль направляющей z  — z. Звенья
АС  и BD  связаны пружиной L, стремящейся сблизить шары. Регулятор 
приводится в движение от звена приведения двигателя посредством 
промежуточного механизма, например парой конических колес Н  и О. 
При вращении звена приведения двигателя с угловой скоростью ч>! 
регулятор вращается с угловой скоростью

Рис. 563. Схема прямого регулирования ма
шинного агрегата: 7 —  двигатель; 2 — рабочая 
машина; 3— регулятор; 4 —  заслонка паропро

вода.



есть передаточное отношение от звена приведения к регу-где / 1р 
лятору.

При различных угловых скоростях о>4 звена приведения муфта N  
занимает различные положения. С муфтой N  соединен рычажный меха
низм, увеличивающий или уменьшающий подачу движущей энергии 
в двигатель. Этот механизм состоит из рычагов OR, R T  и заслонки 4. 
Палец М, принадлежащий рычагу OR, скользит в направляющих, 
принадлежащих муфте N.

Предположим, что в результате уменьшения сил полезных сопро
тивлений в рабочей машине 2  угловая скорость и>, регулятора увели

чилась. Тогда грузы К  под 
действием центробежных сил 
будут удаляться от оси вра
щения г  — z  и муфта N  
будет перемещаться вверх. 
При этом звено R T  будет 
действовать на заслонку 4, 
которая, опускаясь вниз, 
уменьшит сечение канала, по 
которому поступает в дви
гатель 1 рабочее вещество 
(пар, газ и т. д.). Тогда дви
жущие силы уменьшатся, 
угловая скорость мр также 
уменьшится, муфта N  начнет 
перемещаться вниз и, следо
вательно, заслонка 4 будет 
перемещаться вверх, увели
чивая сечение канала. После 
увеличения подачи движущей 
энергии процесс может снова 
повторяться и т. д. Таким 
образом, работа регулятора 
представляет собой некото
рый колебательный про

цесс. Регулятор отзывается автоматически  на изменение вели
чины угловой скорости звена приведения двигателя и обеспечивает 
подачу необходимой энергии для передвижения регулирующего органа.

Следует отметить, что описанный способ регулирования обладает 
тем недостатком, что после сброса нагрузки угловая скорость оказы
вается несколько выше той, с которой двигатель вращался до сороса 
нагрузки, хотя движение машинного агрегата вновь получается уста
новившимся, но скорости этого движения уже иные и несколько 
ббльшие, чем это имело место в начале процесса регулирования. 
Чтобы избежать указанного изменения скорости, в технике приме-' 
няются более сложные схемы регулирования.

Рнс. 564. Схема непрямого регулирования машинного 
агрегата: двигатель; 2— рабочая машина; 3 — чув
ствительный элемент; 4 —  заслонка; 5—  поршни золот
ника; 6, 7, 8, 9, 10, 11 —  маслопроводы; 12— цилиндр 
сервомотора; 13 — поршень сервомотора; 14 — допол
нительное звено; 15 —  рычаг; 16— шток поршня 13.



Описанная система регулирования называется системой прямого 
регулирования, так как в ней регулятор непосредственно соединен 
с механизмом, увеличивающим или уменьшающим подачу движущей 
энергии.

4°. В рассмотренном примере перемещение заслонки 4  произво
дится за счет центробежных сил шаров регулятора. В некоторых 
случаях этих сил может оказаться недостаточно для перемещения 
заслонки, тогда необходимо включить в схему регулирования вспомо
гательный источник энергии, называемый сервомот о
ром. Такие системы называются системами непря
мого регулирования.

На рис. 564 показана схема системы непрямого 
регулирования. Эта система имеет те же основные 
элементы, что и принципиальная схема автоматиче
ского регулирования (рис. 562), но перемещение 
регулируемого органа 4  (заслонки) происходит по
средством гидравлических сервомоторов. Пусть, напри
мер, угловая скорость coj звена приведения машин
ного агрегата увеличилась. Тогда муфта N  начнет 
подниматься и через систему рычагов поднимет золот
ник 5. В цилиндр 6  золотника по трубкам 7 и 8 
нагнетается масло под постоянным давлением. При 
равновесном режиме маслопроводы 10 и 11 пере
крыты золотником 5. При подъеме золотника 5 
масло по трубопроводам 8  и 6 начнет поступать 
в нижнюю полость цилиндра 12  сервомотора, и пор
шень 13 переместится вверх и системой рычагов 
опустит заслонку 4, уменьшая доступ движущей энер
гии Л'д. При движении поршня 13 вверх масло, на
ходящееся в верхней полости цилиндра 12, по трубо
проводу 10  и маслопроводу 9 вытесняется в приемник 
масла. После того как заслонка 4 опустится, угловая 
скорость tOj уменьшится, муфта N  начнет опускать
ся вниз, золотник 5 перекроет трубопроводы 6 и 10 и доступ масла 
в цилиндр 12 сервомотора прекратится. После возвращения золотника 5  
в исходное положение процесс регулирования должен закончиться. 
Рассмотренная система регулирования обеспечивает поддержание по
стоянной установившейся угловой скорости звена приведения и носит 
название астатической системы, регулирования.

Чтобы регулятор во всех случаях регулирования выключил серво
мотор, рассмотренная система регулирования снабжается дополни
тельным звеном 14, входящим во вращательные кинематические пары О 
и R  со звеном 15  и штоком 16  поршня 13, а звено 15 входит во 
вращательную пару М  с муфтой N. При этом точка О освобождается 
оу закрепления со стойкой. Звено 14 и шток 16  показаны на рис. 564 
пунктиром. Звенья 14, 15  и 16  образуют жесткую обратную связь.

—у/'/М
Рис. 565. К системе 
непрямого регули
рования: /2 — ци
линдр сервомотора; 
13 — поршень сер
вомотора; 14— до
полнительное зве
но; 7-5 — дополни
тельное звено; 16 — 
шток поршня; 17 — 
цилиндр катарак
та; IS —  поршень ка* 
таракта; 19 — пру

жина.



Поэтому такая система регулирования получила название системы не
прямого регулирования с ж есткой обратной связью. Недостатком 
этой системы является то, что после окончания процесса регулирования 
муфта займет отличное от исходного положение и угловая скорость 
звена приведения будет несколько отличаться от первоначальной.

5°. Чтобы избежать неравномерности процесса регулирования в си
стемах с обратной связью между штоком 16  и эвеном 14 (рис. 565), 
устанавливается масляный тормоз, состоящий из цилиндра 17, жестко 
связанного со штоком 16, и поршня 18, входящего во вращательную 
кинематическую пару со звеном 14. Поршень 18 имеет отверстия, 
через которые масло может перетекать из верхней полости в нижнюю, 
и наоборот. Как показывает опыт, сопротивление при перетекании 
масла пропорционально скорости перемещения поршня 18 в цилиндре/7 . 
Такая система регулирования получила название изодромной системы 
регулирования, а масляный тормоз, состоящий из поршня 18  и ци
линдра 17, называется катарактом. Изодромная система регулиро
вания является астатической и поддерживает постоянную установив
шуюся угловую скорость звена приведения. Специальная пружина 19 
снабжена устройствами, позволяющими изменять затяжку пружины и 
тем самым производить настройку системы регулирования на тре
буемый режим.

§ 100. Кинетостатика центробежного регулятора

1°. Выясним вопрос о зависимости угловой скорости регулятора шр 
от высоты подъема z  муфты N  регулятора (рис. 566, а). Для этого 
предположим, что угловая скорость «)р регулятора для рассматривае

мого момента времени есть 
величина постоянная.

Если под действием всех 
внешних сил, в том числе 
и сил инерции, регулятор 
находится в равновесии, то 
должно удовлетвориться ус
ловие равенства нулю суммы 
всех этих сил

2 л = о .
I

Силы инерции грузов F 
и Е  обозначаем через Р„ к
— Р„. Силами инерции самих 

звеньев можно пренебречь, так как их массы малы по сравнению 
с массами грузов. Силами трения в кинематических парах также пре
небрегаем. При постоянной угловой скорости и>р силы инерции самой

Рис. 566. К кинетостатк'хескому исследованию центро
бежного регулятора: а) схема регулятора; б) повер

нутый план скоростей.



муфты взаимно уравновешиваются. Кроме сил инерции на регулятор 
действуют силы тяжести Ga грузов, сила тяжести муфты Gj и силы 
пружины Р  и — Р  (на рис. 566 пружина не показана).

Определим приведенную к муфге силу Р п1 от силы тяжести и сил 
сопротивления пружины. Для этого строим повернутый план скоро
стей механизма регулятора (рис. 566, б), прилагаем в соответствующих 
точках силы Р, — Р\ G G . } и Р у1 и составляем уравнение моментов 
всех сил относительно точки р  — полюса плана скоростей

— Gj (рп) —  G-2 (pf)  sin а — Q., (ре) sin а —

где Р у, есть уравновешивающая сила. Так как (pf)  =  (pe) и (pl) =  
==(ph), то

Отрезки (pf), (рп) и (ph) представляют в масштабе ^  величины 
скоростей v F, v N и v H точек F, N  и Н, т. е. vF =  \iv (pf);

V N  =  Н-г, ( Р П )  И V H  =  [).v  (ph).

Поэтому формула (21.2) может быть представлена так:

а направлена она противоположно P yi, в данном случае вниз.
Аналогично определяется приведенная сила Я п4 от сил инерции Р и

где v F= \ x v (pf) и v N =  \iv (pn). Отсюда модуль приведенной силы Р п9 
равен

Р (pl) cos </. — Р  (ph) cos а +  Р у1 (рп) =  0, (21.1)

(21 .2)

N  N

Модуль приведенной силы Р п1 равен

P nl= P yi =  Gi -\-2 G i ^  sin a - j - 2 P ^ c o s a ,  (21.3)
N  N

Р„ (pf) cos a +  Р и (pe) cos a —  P y2 (pn) =  0, (21.4)

где P yi есть уравновешивающая сила.
Из уравнения (21.4) получаем:

направлена же она противоположно Р п  — вверх. 
Так как сила Р и по величине равна

Р и =  то>-рх,
16 И. И. Артоболевский



где х  есть переменное расстояние центров тяжести грузов от оси 
регулятора, а т  — масса груза (рис. 566), то формулу (21.5) можно 
написать так:

Р п2 =  2/яш£ х  cos а — . (2 1 .6)
V N

Равновесие регулятора определяется равенством нулю суммы при
веденных к муфте сил P ni и Р пг-

Р п1+ Р „ г  =  0. (21.7)

Приведенная сила Я п1 в равенстве (21.7) носит название поддер
живающей силы регулятора. В самом деле, если при невращаю- 
щемся регуляторе мы будем поднимать муфту регулятора, то должны 
будем прилагать к ней силу, равную по величине и противоположную 
по направлению силе P ni. Из равенства (21.3) следует, что поддер
живающая сила регулятора зависит от координаты z  муфты N  и 
в каждом положении уравновешивается приведенной силой P ni от сил 
инерции грузов, которые также зависят от положения z  муфты N, 
т. е.

P n\ =  P ai (z)  и Р пг =  Р п2 (г).

Сила Р „2 называется приведенной к  м уф т е регулятора центро
бежной силой.

Подставляя в равенство (21.7) значения Р п1 и P ni из формул (21.3) 
и (2 1 .6), получаем:

Gj -f- 2Go — sin a - |-  2 P — cos a — 2mw^x cos a -£  =  0. (21.8) 
' v  N  v n  v n

Введем следующие обозначения:

Л =  2 /я х  cos a — (21.9)
V N

И

B =  Q \-\-  2G2 — sin a -f-  2 P — cos <x. (21.10)
V N  V N

Тогда уравнение (21.8) примет вид

Ач>\— В =  0. (21.11)

Уравнение (21.11) является уравнением равновесия регулятора прп 
силах трения, равных нулю.

Из соотношений (21.9) и (21.10) следует, что величины Л и В 
являются функциями положения одного из звеньев механизма регуля
тора. Если А к В рассматривать как функции положения z  муфты 
регулятора и положить A =  A( z )  и B  —  B(z) ,  то уравнение (21.11) 
примет вид



Из этого уравнения имеем:
В (г)
А (г)' (2 1 .1 3 )

Таким образом, каждому положению z  равновесия муфты N  соот
ветствует вполне определенная угловая скорость и>р. Эта угловая ско
рость носит название равновесной угловой  
скорости регулятора.

2°. Пользуясь формулами (21.9), (21.10),
(21.13) и планом скоростей, можно построить 
диаграмму зависимости перемещения z  муфты 
N  от квадрата равновесной угловой скоро
сти Шр (рис. 567), т. е. z  =  z(u>l). Эта диа
грамма носит название равновесной диа
граммы регулятора и имеет обычно вид, 
указанный на рис. 567. Пользуясь этой диа
граммой, всегда можно определить по задан
ной угловой скорости сор координату z  
муфты. Например, значению угловой скорости шр(. соответствует 
точка I диаграммы г  =  г(ш®) и, следовательно, положение z t 
муфты N.

Если построена равновесная диаграмма регулятора для интер
вала, соответствующего полному перемещению а муфгы регулятора, 
то можно определить значения u>min и и)гаа, минималь
ной и максимальной угловых скоростей регулятора, 
при которых муфта занимает свои крайние поло
жения.

Величина

Рис. 567. Диаграмма зависи
мости перемещения муфты ре
гулятора от квадрата его угло

вой скорости.

"ср
где

(Ог I wn
Ср *

(21.14)

(21.15) Рис. 56d. Приведе
ние сил, действую
щих на регулятор, 
к центру груза.

называется степенью неравномерности регулятора.
Из формул (21.14) и (21.15) видно, что величина 8 может быть 

также принята равной
* max in In

2“>?р
(21.16)

3°. В некоторых случаях бывает удобнее силы, действующие на 
регулятор, приводить не к муфте, а к центру F  груза (рис. 568), 
направляя их по линии центробежной силы инерции Р н.

Равновесие регулятора определяется равенством нулю суммы при
веденных к точке F  сил Р'а1 и Р'а2. Имеем:



где Р'п1 — приведенная сила весов 0 1 и грузов, муфты N  и сил Р  
и — Р  пружины и P'ni — приведенная сила сил инерции Р„ и — Р и. 
Модуль силы Pin определяется, если в равенстве (21.3) помножить 
все его члены на отношение скорости v N муфты N  к проекции ско-

рости фр точки F  на горизонталь, т. е. на N
г > _  c o s  а F

Имеем:

Р пг — 4 -  2Q3 tg  a - |-  2Рtf_.COSa 1 1 V 'ғ  ғ
(21.18)

Модуль силы P m определяется, если помножить правую часть 
формулы (2 1 .6) на то же самое отношение:

Р „2 =  2тч>1х. (21.19)

Сила Рп-j направлена противоположно силе P'ni. Подставляя в урав
нение (21.17) выражения для P„i и Рщ из формул (21.18) и (21.19), 
получаем уравнение равновесия регулятора в следующем виде:

GlVJ i _  _j_ 2 Qj tg а +  2 Р ^  —  2т < *1х =  0.
V - COS а  г

Вводя обозначения
D =  2т х

GI v .. vu
— —  4 -  2G3 tg  а +  2 P - Z ,
V p  C O S О 1 a ь  1 V p '

перепишем уравнение (2 1 .20) так:

Du)p — С =  0.

(21.20)

(21 .21)

(2 1 .22)

(21.23)

Уравнение (21.23) является также уравнением равновесия регуля
тора при силах трения, равных нулю. Величины D и С суть функции

расстояния х  центров тяжести шаров до 
оси вращения регулятора

D =  D( x) ,  С = С ( х ) .

Из уравнения (21.23) следует:

D (х) ' (21.24)

Рис. 569. Х арактеристика регуля
тора. Диаграмма зависимости С = С ( л )  или 

то же Р п) =  Р п1 (х) носит название х а 
рактеристики регулятора. На рис. 569 показан один из возмож
ных видов диаграммы С = С { х ) .



§  101. У стойчивость регулятора

1°. С помощью характеристики регулятора может быть выяснен 
ряд важных свойств регулятора, к ознакомлению с которыми мы и пере
ходим.

Если обратиться к равновесной кривой регулятора (рис. 567), та  
из нее следует, что при z  =  0 имеем наименьшее значение шт ,п рав
новесной угловой скорости, а при 
z  =  a, где а — полный ход муфты, 
гмеем наибольшее значение штах равно
весной угловой скорости. Степень не
равномерности регулятора согласно 
формуле (2 1 .16) равна

(21.25)

Таким образом, 8 зависит от пре
делов скоростей, в которых может ра
ботать регулятор.

Как следует из формулы (21.19), величина силы Р'аг равна сумме 
центробежных сил инерции грузов

р „2 =  2 nw>*x.

Если скорость о)р постоянна, то величина силы Р 'п2 пропорциональна 
расстоянию х  и ее изменение в функции этого расстояния выра
зится прямой линией От (рис. 570), проходящей через начало коор
динат и наклоненной к оси Ох  под углом р, тангенс которого равен

tg p =  2/HiDp2p i
гр

где (Ар и — масштабы построения диаграммы (рис. 570). Прямая От 
носит название линии центробежной силы.

2°. Построим, далее, в тех же масштабах характеристику регуля
тора, его зависимость Р'П1 =  Р'п1(х) (рис. 570, кривая b — Ь). Точка с 
пересечения прямой От с характеристикой Ь — Ъ регулятора опреде
ляет то положение х й центра груза, при котором регулятор находится 
в равновесном положении при постоянной угловой скорости шр, так 
как в этом положении равны по величине и противоположны по на
правлению силы P'ni и /*„.1. Пусть, далее, регулятор выведен из своего 
равновесного положения, например, опусканием муфты; при этом 
центры грузов сблизятся и будут находиться от оси вращения регу
лятора на расстоянии Arj<^jc0. Если после этого мы предоставим 
регулятор самому себе, то он окажется под действием центробежной 
силы Р'т, величина которой определится ординатой d'e', большей 
ординаты d'b', соответствующей величине силы P'ni. Под действием 
избыточных центробежных сил грузы будут расходиться, пока не 
вернутся в равновесное положение, соответствующее точке с.

Рис. 570. К исследованию устойчиво
сти регулятора.



Если, наоборот, мы поднимем муфту N, то грузы будут расхо
диться и центры грузов займут некоторое новое положение, опреде
ляемое расстоянием дг9^>лг0. Если после этого мы предоставим регу
лятор самому себе, то он окажется под действием силы Р'п1, величина 
которой определится ординатой d!'b", ббльшей ординаты d'e", соот
ветствующей величине центробежной силы P'ni, и следовательно, грузы 
начнут сближаться, пока не вернутся в равновесное положение, соот
ветствующее точке с.

Таким образом, равновесие регулятора является устойчивым, если 
характеристика регулятора расположена так, что до точки пересече
ния с она лежит ниже линии центробежной силы, а после точки с 
ома лежит выше линии центробежной силы. Так как регулятор должен 
работать в пределах, определяемых степенью неравномерности В, 
равной

g __ “ max “ mln
“ср ’

то сформулированный выше признак устойчивости регулятора должен 
выполняться для всех линий центробежных сил между двумя их пре
дельными положениями, определяемыми равенствами

Р п-2 max = =  ^/ЯШ^ах X , Р nj  mjn =  2/re<i>mjn X ,

в которых u>rallx и comin представляют собой максимальное и минималь
ное значения угловой скорости регулятора, принятые постоянными.

Рис. 571. Характеристика ста- Рис. 572. Характеристика не-
тического регулятора. статического регулвтора.

На рис. 571 нанесена характеристика регулятора ЪЬ и линии 01 
и O f  центробежных сил P'ni max и Р'пг min. Для любых линий центро
бежных сил, проведенных в пределах между линиями 01 и Of, регу
лятор с характеристикой b — b устойчив для равновесных положений 
ОТ JCmin ДО jrmax. Регуляторы, для которых выполняются эти условия, 
называются статическими.

На рис. 572 показана характеристика bb, при которой условия 
устойчивости не выполняются на всем интервале от -хгт ,а до JCmax- 
Такие регуляторы называются нестатическими.

Если любому значению х  соответствует одна и та же равновесная 
угловая скорость и равновесная кривая регулятора имеет вид прямой,



параллельной оси ординат, то <i)inait =  tomin и 3 =  0. В этом предель
ном случае характеристика совпадает с линией центробежной силы, 
и регулятор находится в динамическом равновесии в любом положе
нии. Такой регулятор называется астатическим. Теоретически он 
может поддерживать постоянную угловую скорость при всех поло
жениях муфты. Однако астатические регуляторы не обладают динами
ческой устойчивостью, и если и применяются, то при введении в схему 
регулирования дополнительных устройств.

§  102. Н ечувствительность регулятора

1°. В предыдущих параграфах при рассмотрении равновесного 
состояния регулятора мы не учитывали влияния сил трения на равно
весное положение регулятора. Полная приведенная к муфте сила 
трения Ғ  всегда направлена в сторону, про
тивоположную направлению движения муфты.
Следовательно, при подъеме муфты сила Ғ  
направлена вниз, а при опускании муфты — 
вверх. Тогда в момент начала движения 
муфты вверх мы будем иметь, учитывая 
уравнение (2 1 .11 ), условие

А  К ) 3 —  В  —  Ғ  =  0, (21 .26)

где — предельная равновесная угловая 
скорость при подъеме.

Соответственно в момент начала движения муфты вниз получаем:
А(шр)* —  В  +  Ғ  =  0, (21 .27)

где «)р — предельная равновесная угловая скорость при опускании.
Из уравнений (21.26) и (21.27) следует, что

и (“р)5= ^ г -  (2 | -28)

Так как согласно формуле (21.13) равновесная угловая скорость
2 Врегулятора при отсутствии трения равна Шр =  — , то

Шр sg  шр sc; (Вр.

Таким образом, для каждого значения угловой скорости сор и, сле
довательно, для каждого положения муфты регулятора имеется неко
торый интервал изменения угловой скорости, внутри которого поло
жение муфты оказывается неизменным.

2°. Рассмотренное свойство регулятора может быть представлено 
графически следующим образом. Построим равновесные кривые для 
значений шр, и>р и ш' (рис. 573). Область, заключенная между кривыми 
z  =  z { u)p)a и z  —  z ( u>p)a, называется областью нечувствительности 
регулятора. В этой области муфта регулятора остается неподвижной.

Рис. 573. Диаграмма, характе
ризующая нечувствительность 

регулятора.



Мерой нечувствительности регулятора принимается коэффициент, 
нечувствительности е, равный

ш" — а '
s =  -P — 2 , (21.29)

где
“ р  +  “ , 

-р— 2 (21.30)

Коэффициент нечувствительности г может быть приближенно пред
ставлен так:

— I'm'Vs
Р-  2̂  -  -•  (21-31)

р

Подставляя в формулу (21.31) значения для (Шр)а и (“ р)а, получаем:

в =  £ .  (21.32)

Итак, коэффициент нечувствительности е прямо пропорционален силе 
трения F.

Из формул (21.29) и (21.30) имеем:

а ’* =  а А 1 + т \  Ч =  “ > р (  1 - 4 ) .  (21-33)р —  р ^ 1 2  J  ’ р -------р

Приближенно можно считать

(шр )т а х  = =  ‘“ max ^ 1 " j-  ( u)p)m in 1=1 шт т  ^ 1 ------^  ( 2 1 .3 4 )

и, далее,
(!>„ 0)л„. p cp

Тогда действительную степень неравномерности 8Д регулятора 
можно представить так:

(21.35)

Подставляя в равенство (21.35) значения iu^ax и o)^in из фор
мул (21.34), получаем:

m ax * +  2 ) “ min( 1 2 ) (О --  соmax min

Д “ ср  " с р

Таким образом, действительная степень неравномерности 8Д равна 
приближенно сумме степени неравномерности 8, полученной при усло
вии отсутствия трения, и коэффициента нечувствительности е.



§ 103. Уравнения движения звеньев систем 
автоматического регулирования

Г .  Выше были рассмотрены вопросы кинетостатики чу вствительн ого  эле
мента регулятора  и его  статической устойчивости.

В настоящем параграф е рассмотрим вопрос  о том, какими уравнениями 
динамики описываю тся различные’ системы автом атического  регулирования  *). 
Н а  рис. 563 была показана общ ая  схема системы автоматического  регулиро
вания. Из этой схемы следует, что любая система автоматического регули
рования  состоит из основных элементов (элементы 1, 2, 3 и 4 на рис. 563).

Кроме того, в систему автоматического регулирования,  как  было указано 
в § 99, могут быть включены и дополнительные элементы, как  сервомотор, 
катаракт, пром еж уточные  кинематические цепи и т. д.

Очевидно,  что динамика автоматической системы в целом определяется  
динамикой отдельных элементов системы. Эти отдельны е  элементы системы

Рис. 574, Принципиальная схема системы регулирования.

автом атического  регулирования  получили название  звеньев системы автома
тического регулирования. К аждое из этих з в е н ье в  имеет свою входную и 
выходную  величины. Например ,  если мы рассмотрим простейш ую  систему 
автом атического  регулирования,  показанную на рис. 563, то ее схема с вход
ными и выходными величинами будет иметь вид, показанный на рис. 574.

Д ля  теп лового  двигателя, являю щ егося  о б ъ ек т о м  регулирования, вход
ной величиной является  количество  поступаю щ ей в него рабочей смеси, 
обеспечиваю щ ей мощность NR движ ущ их сил, а выходной регулируемой ве
личиной угловая  скорость звена приведения маш инного  агрегата,  состоящая 
из рабочей  машины и двигателя.  Кроме того, на регулируем ы й о бъ ект  по
ступает  со стороны рабочей машины возм ущ аю щ ее  воздействие  f{t),  в общем 
случае  явл яю щ ееся  функцией врем ени в виде изменения нагрузки на звене 
приведения,  что является  следствием изменения режима технологического 
процесса, выполняемого рабочей машиной.

Для регулятора  (рис.-574) входной величиной явл яется  угловая  скорость <■>, 
а выходной —  перемещ ение г муфты N регу л ято р а  (рис. 563). Наконец,  для 
механизма, регулирую щ его  подачу топлива (рис. 574), входная величина есть 
перем ещ ени е  г, а выходная —  мощность Nn д в и ж у щ и х  сил.

*) Вопросы динамики систем автоматического регулирования  изложены 
наМи по работам  следующих авторов: Б л о х  3. III., Динамика линейных 
систем автоматического регулирования  машин, М., 1952; П о п о в  Е. П., 
А втом атическое  регулирование  и управление, М., изд-во «Наука», 1966; 
С е м е н о в М. В., Основы теории регулирования силовых машин, Л.,  1950.



2°. Рассмотрим двигатель (рис. 575) как одно отдельно взятое  звено 
автоматической системы регулирования.  На рис. 576 дана статическая  меха
ническая характеристика  двигателя  (см. § 58) в форме кривой ш =  ш(Л,д) 
(сплошная кривая /) . Эта х арактеристика  соответствует  номинальному режим у 
работы двигателя, тому, рабочем у  среднему режиму, на который рассчитана 
работа  двигателя. В этом р еж им е  величину f { t ) внешнего возм ущ аю щ его  
воздействия принимаем равной 
нулю, т. е. f ( t ) =  0. Н ом иналь
ной угловой скорости  а 0 соответ
ствует на этой характеристике  
некоторая  точка  С и значение

Рис. 575. Звено систе
мы регулирования в 

виде двигателя.

Рис. 576. Механическая характе
ристика двигателя в виде зависи
мости угловой скорости его ро
тора от мощности двигателя.

номинальной мощности NJ. П ри увеличении мощности Nc сил сопротивле
ния на постоянную величину [при f  (t) =  const] механическая  характери
стика располож ится ниже кривой /  (кривая / / ,  показанная пунктиром). 
Она эквидистантна кривой  /. С оответственно при уменьш ении мощности Nc 
сил сопротивления механическая  характеристика  располож ится  вы ш е кривой I 
(кривая / / /  показана штрих-пунктиром). С татически е  механические характе-

ш\ ь \
йш

t  t
а) б)

Рис. 577. Характеристика двигателя: а) тахограмма двигателя; 
б) диаграмма мощности.

ристики обычно криволинейны  и потому являю тся нелинейными. Однако  
в процессе р егулирования  механической характеристикой  регулируем ого  
объ екта  пользую тся на сравнительно  малом участке, леж ащ ем вблизи точки 
С  (рис. 576). Д ей ствительн о ,  тахограмма двигателя  <■> =  <■>(<) обычно имеет 
вид, показанный на рис. 577, а, а диаграмма мощности Na =  Nt (t) — вид, 
показанный на рис. 577, б. О тклонение Аи> от требуем ого  значения <о° и откло
нение от требуем ого  значения Ni долж ны  быть всегда  достаточно  малы.

У читы вая малость отклонений Да и ДNlt обычно для упрощ ения  иссле
дования криволинейный участок  механической характеристики  зам еняю т



участком касательной а —  а  (рис. 578), проведенной в точке С характеристики, 
построенной д л я / ( < )  =  0. Если теп ерь  принять точку С за начало коорди
нат, то мы получим в новых осях зависимость Ды =  Дч> (Д./Уд) в виде линей
ной зависимости

Дш =  й0Д ЛГд, (21.37)
где =  tg  а.

Коэффициент  k0 называют крутизной статической характеристика 
регулируемого объекта. В рассматриваемом случае k0 имеет размерность 

рад 1 
сек • e m j '

Такое превращ ение  нелинейных зависимостей  линейными назы вается  ли
неаризацией. Линеаризация уравнений, опи сы ваю щ их движ ение всех  звеньев 
или часть звеньев  автоматической системы регулирования ,  явл яется  вполне 
оправданной, так как  автоматическая  си
стема регулирования всегда базируется  на 
малых отклонениях всех переменных вели
чин в процессе регулирования от их уста
новивш ихся  значений.

3°. Рассмотрим вопрос об уравнениях  
динамики отдельных звеньев  системы авто
м атического  регулирования. Уравнение дви 
ж ения машинного агрегата ,  состоящ его  из  
рабочей машины и двигателя (рис. 574), 
м ож ет  быть написано так [см. § 88, ф ор
мула (19.7)]:

A f , - A f c =  J n ^ ,  (21.38)

где / п —  приведенный момент инерции 
агрегата,  принимаемый нами постоянным, 
и) —  угловая  скорость звена приведения,
М д и Л4С —  приведенные моменты дв иж у 
щ их сил и сил сопротивлений.

В системах  прямого регулирования  полож ение регулирую щ его  органа 
о пределяется  координатой г муфты N  регу л ято р а  (рис. 563). В системах 
непрямого р егулирования  —  положением порш ня 13 с ервом отора  (рис. 564).

Моменты М д и Afc принимаем зависящ им и от угловой скорости <■> и 
координаты г муфты регулятора,  т. е. МЛ =  МЛ(и>, г) и УИс =  ЛТс (ш, г).

Полагаем, далее,
“ =  “ о +  А“ . z =  го +  4z. 

где о)0 и «0 —  угловая скорость и координата муфты в окрестности  равно
весного состояния, а Дш и Дг —  малые отклонения от равновесного  состояния.

Разлагаем  функции М д =  М д (о), г) и М с =  М с (о>, z) в ряды по степеням 
малых отклонений Дш и Дг. П ренебрегая  малыми величинами второго  и более 
вы соких  порядков, получаем:

(Is1), *“+ (21'М)
« • “ " • • + ® . 1г+ ( ^ г ) , Л" +  <2U0>

Частные производные, входящ ие в равенства  (21.39) и (21.40), опреде
ляются по механическим характеристикам , соответствую щ им  ш =  о>0 и z =  z0.

Полученные приближенные вы раж ен ия  (21.39) и (21.40) подставляем 
в уравнение (21.38)

(дМ, дМс\ . (дМа <5МС\ л , dis>

Рис. 578. Приближенное представле
ние механической характеристики дви

гателя.



где при установивш ем ся режиме работы, если он возможен, М д0 =  Л1С0. 
Введем относительные координаты

Ли Дш Д2

“о “ср zinax

где zmax— максимальное перем ещ ени е  муфты регулятора  и сйср —  средняя 
скорость звена приведения.

Тогда имеем:

А г - W i -  Аш =  “о? ̂  “ср?> 

dni d (ш0 -f- Дш) (21.42)
dt dt

где zmax— максимальное перем ещ ение муфты регулятора.
Подставляя полученные в ы раж ения  (21.42) в уравн ение  (21.41), получаем:

дМя д.Мс
dz dz о

| +  1 :
■ Р )  <J0 (21.43)

У равнение (21.43) является  приближенным уравнением движ ения  маш ин
ного агрегата,  потому что при его выводе мы пренебрегаем вторыми и более 
высокими степенями малых отклонений Дш и Аг.

4°. Рассмотрим частные случаи уравнения (21.43). Пусть, к а к  это имеет 
место в некоторы х тепловых и других  машинах, момент М д д в и ж у щ и х  сил

зависит только от координаты z (см., 
например, рис. 563), а момент Мс сил 
сопротивления постоянный, т. е. М д =  
=  М д (г) и М с =  const. Этот случай 
характерен  для многих маш инны х агре
гатов, в которы е входит, например, 
тепловой двигатель и рабочая  машина 
с постоянной мощностью сил сопротив
ления.

Тогда уравнение (21.43) будет иметь
вид

[дМ,
а / ) о 2гаак 71 ~  /п<1>'ср? (21.44)

Рис. 579. Механическая характеристика 
двигателя, представленная в виде эависн- 
ыости момента от перемещения муфты 

регулятора.

Пользуясь принципом линеариза
ции, мы можем механическую характе
ристику 7Ид =  М д (z) представить в виде 
прямой (рис. 579). При z max регуля

тор полностью п рекращ ает  приток энергии Na в машинный агрегат,  и сле
довательно, момент Мл движ ущ и х сил равен нулю. При л =  0  энергия Л7Д1 
поступаю щ ая в двигатель,  максимальная и М д =  ;Мдшах. Из рис. 579 следует,  
что

т а  = _
Id ?  > п

дм„ м .
\  dz I о Дz

Подставляя вы раж ение  (21.45) в уравнение (21.44), получаем:

(21.45)

Мд max
гшах11

шах

J,

п ерт»



Величина Тм = ^ пи>ср/М дта)£ имеет размерность времени. Назовем ее 
временем машинного агрегата. Тогда окончательно уравнение движения 
машинного агрегата будет иметь вид

7м? +  ’1 =  0. (21.47)

Время Т„ равно времени разгона машинного агрегата. В самом деле, 
пусть агрегат разгоняется из состояния покоя при отсоединенном регуляторе 
и без нагрузки под действием максимального момента Мдшах. Определим 
время, за которое угловая скорость звена приведения достигнет своего сред
него значения о>ср.

Уравнение движения машинного агрегата имеет вид

М = /  —дгпах п dt '

Интегрируя это уравнение при начальных условиях t =  0 и 0  =  0, полу
чаем:

t  — Т — ^ СР 
м — МJ д шах

Таким образом, время Т„ машины есть время ее разгона.
В случае непрямого регулирования момент М д движущих сил зависит от 

перемещения d поршня 13 сервомотора (§ 99, рис. 564). Если мы примем 
зависимость Мд =  Мд (п) изменяющейся 
по тому же закону, как и зависимость 
Л4Д =  Мд (г) (рис. 579), то, обозначив

Л/г 
“шах

где птах —  максимальное перемещение 
поршня сервомотора, получим уравне
ние движения машинного агрегата при 
Мс =  const в следующем виде:

М  +  И =  0. (21.48)

5°. Рассмотрим тот случай, когда 
момент Мд движущих сил является 
функцией перемещения z  муфты регу
лятора, а момент М с сил сопротивления 
является функцией угловой скорости ш, 
т. е. при М д =  М д(г) и М с =  Мс (<л).
Этот случай характерен для машинных агрегатов, состоящих, например, из 
теплового двигателя и турбокомпрессора или центрифуги.

В этом случае уравнение (21.43) принимает вид

max
Рис. 680. Механическая характеристика 
в виде зависимости момента сопротивле
ния рабочей машины от угловой скоро

сти.

dz j o  m ax^
а м (
da jo йср? =  Л|шср$- (21.49)

Пусть зависимость М д =  Мд (г) в линеаризованной форме представлена 
на рис. 579, а зависимость М с =  Мс (ш) на рис. 580.

Производная (дМд/дг) 0 согласно равенству (21.45) равна

0М, 
dz Jo

М .



Производная (<Шс/д<о) 0 согласно рис. 580 равна

/ (Ш с\ __АМ с К тах М с т1п __ ^ с т а х  ^cm in (2151)
V Уо Дц> штах — Шт1п “  «ср5

Здесь согласно формуле (20.6) § 93

“ max — “ min =  “ ср8.

где 8 — коэффициент неравномерности движения. Подставляя значения (21.50) 
для производных в уравнение (21.49), имеем:

М естах ^cm in  ,
я max ’I ---------------j -----------¥ =  •Vcp'P- (21.52)

Разделим все члены уравнения (21.52) на Мд т а г  Тогда, учитывая, что

величина тпг—̂ 2-= Т„ ,  является временем машинного агрегата, получаем: 
•'^яшах

7«* + в * +  1 = 0 .  (21.53)
где

о ^cm ax ^cm in
с ЬМдтах

Величина 0С называется коэффициентом саморегулирования машинного 
агрегата.

Чтобы -выяснить значение коэффициента 0С, рассмотрим уравнение дви
жения машинного агрегата с момента выхода его из состояния покоя. Пусть 
при этом агрегат работает без регулятора и находится под действием неко
торого постоянного момента Мд движущих сил, ббльшего момента МСЛ сил 
сопротивлений при равномерном режиме. Имеем:

м д- м с0= л , ^ ,

или так как по (21.42) da/dt  « s  a>cp$ [см. (21.42)], то

М я A f c o  " A j m c P  А  ____ Т  А
17  т — 1 мТ-

Обозначим

Тогда получаем:

1 д т а х  ^ д т а х

ЛГд м с0
max

Тм$ — Х =  0. (21.54)

Интегрируя уравнение (21.54) при начальных условиях < =  0 и ш =  0, 
получаем:

* =  (21.55)
1 М

Таким образом, отклонение угловой скорости звена приведения такого 
машинного агрегата при рассматриваемой нагрузке может с течением вре-



мсни достичь любых значений, и такой машинный агрегат не может работать 
без регулятора при изменении нагрузки.

Если теперь при тех же предположениях рассмотреть движение машин
ного агрегата, описываемое уравнением (21.53), то после интегрирования, 
при тех же начальных условиях, по
лучим:

* ( l - e - M / r , , ) .  (21.56)
°с

Из формулы (21.56) следует, что 
отклонение угловой скорости о стре
мится к некоторой постоянной величине 
ifco =  Х/0С. Машинные агрегаты, рабо
тающие в соответствии с уравнением
(21.53), обладают свойством саморегу
лирования, и такие агрегаты могут ра
ботать устойчиво и без регулятора.

6 °. Переходим к рассмотрению слу
чая, когда момент Мл движущих сил 
будет одновременно функцией угловой 
скорости ш и перемещения z муфты 
регулятора, а момент Мс сил сопротивления будет функцией угловой ско
рости (о, т.- е. Мд =  Мд (ш,г) и М С =  М С((о). Пусть зависимость Л4Д =  МД (ш) 
в линеаризованном виде дана на рис. 581, зависимость Мд =  М д (г) на 
рис. 579.

Для этого случая общее уравнение движения (21.43) машинного агрегата 
имеет вид

Рис. 581. Механическая характеристика 
двигателя в виде зависимости момента ро

тора от угловой скорости.

дМ,
дг 0 гтах

, (д мя <шс
да J о “срТ (21.57)

Подставляя в уравнение (21.57) значение производной из формулы (21.45), 
получаем:

/<ШС дМд\ ,
-  М л шах1) -  (̂  о “‘Р9 = (21.58)

Разделив все члены уравнения (21.58) на М дшах и приняв во внимание
что •/п10ср/'МДШа,[ =  Ти, получим уравнение того же вида, как и урав
нение (21.53):

М  +  в«р +  ’1 = 0 ,  (21.59)

но в котором коэффициент саморегулирования 0  равен

б =  мср (дМс дМЛ  
M„m„ \  diо ди> о''дтах V

Для принятых механических характеристик на рис. 580 и рис. 581

(дМс\  _ Л (дМ,

(21.60)

да /о > 0  и < 0,да  /о

и, таким образом, коэффициент саморегулирования 0 положителен.
Коэффициент 0 может быть представлен как сумма двух коэффициентов 

0С и 0Д. В самом деле, напишем уравнение (21.60) следующим образом:

дМс ■°ср дМ, ср



Но согласно равенству (21.51) производная ( L равна
дМ„

дМ с 
дч> ]о

^ c m a x  ^ c m i n  
“ ср®

(21.62)

Из механической характеристики (рис. 581) следует, что производная 
(дМд/д<1>)0 равна

[ д М Л  ____ max
да 0 ~

(21.63)

Подставляя в равенство (21.61) значения производных из равенств (21.62) 
и (21.63), прлучаем:

(21.64)
Ш .

-S3L

Первый член правой части равенства (21.64) представляет собой коэф
фициент саморегулирования 0С, входящий в уравнение (21.53). Второй член

равенства обозначаем через 0Д. Следовательно,
имеем:

0 =  0С +  0д. (21.65)

Коэффициент 0Д может быть приближенно 
выражен через коэффициент неравномерности 
движения 6. Согласно формуле (20.14) имеем:

“ ш ах  =  “ ср  4 *  ~2 j  •

Следовательно, 0Д равен

^ср 1

1 + Т
2 + 8 (21.66)

Р ис. 5S2. С хем а ц ен тробеж н ого  
р егу л я то р а  с катар акто м .

Таким образом, коэффициенты 0С и 0Д для 
рассматриваемого режима являются положитель
ными. Очевидно, что при других механических 
характеристиках этот коэффициент может ока
заться и отрицательным.

Случай, когда моменты Мд и М с зависят от угловой скорости, т. е. 
.Мд =  Л1д(ш) и Л1С =  М С (<■>), мы не рассматриваем, так как в § 98,3° (рис. 561) 
было показано, что при обыкновенном характере механических характеристик 
машинный агрегат всегда обладает свойством саморегулирования.

7°. Переходим к рассмотрению уравнений движения следующего звена 
системы автоматического регулирования (рис. 574). Это — чувствительный 
элемент-регулятор, входная величина для которого угловая скорость ш, а 
выходная — перемещение муфты z.

На рис. 582 дана структурная схема регулятора с катарактом. Для 
составления уравнения движения приводим все массы звеньев регулятора, 
звеньев кинематической цепи, управляющих заслонкой (рис. 563), а в случае 
непрямого регулирования (рис. 564—565) также звеньев сервомотора и ката
ракта к муфте N  (рис. 582). Приведение масс производим по методу, изло
женному в § 87. Полученная приведенная масса т„, очевидно, является 
функцией координаты z, т. е. тп =  mn (г). В теории автоматического регу
лирования приведенная масса тп обычно принимается постоянной и равной



приведенной массе в положении, соответствующем равновесному значению z 0 
муфты N.

Как и при составлении уравнений движения машинного агрегата, будем 
рассматривать малые отклонения Дг муфты и малые отклонения Дш угловой 
скорости. При этом будем считать, что равновесная угловая скорость <о0«гшср. 
Согласно уравнению (21.12) к муфте N  приложена приведенная сила В  (г ), 
эквивалентная весу шаров, муфты и усилию пружины, и сила А  (г) ш-, экви
валентная центробежным силам инерции шаров. Кроме того, к муфте при
ложена приведенная сила трения Ғ п от сопротивления трения в кинематических 
парах и приведенная сила АГ сопротивления катаракта. Силу АГ будем считать 
независящей от передаточного отношения кинематической цепи M O R  (рис. 582). 

Уравнение движения регулятора имеет следующий вид:

A(z)<t>* —  B(z) —  K ± F n = m nS, (21.67)

где S =  (z0 +  Дг)"  =  Дг.
В уравнении (21.67) у силы трения Fn стоят знаки плюс и минус, так 

как направление этой силы всегда противоположно вектору v N  скорости 
муфты. Разлагая величины В  (г) и A (z) в ряды по степеням малого откло
нения Дz  и пренебрегая малыми величинами второго и более высоких по
рядков, получаем:

В ( * ) = Я ( 2 в +  Д 2)*»В в +  ^ о Д2 (21.68)

II

Л (2) = Л ( го +  Д2) ~ Л + ( ^ ) о Дг, (21.69)

где А 0, B 0, (dAjdz)0 и (dBldz)0 — значения А  и В  в новом равновесном со
стоянии при z =  z„. Величина силы A  (z) а а будет теперь равна

А  (г) =  [ л ,  +  ^ о Дг] К  +  Да)* А 0ш* +  а§Дг +  2И,«о0Д«. (21.70)

Подставляя в уравнение (21.67) приближенные значения для сил А  (г) ш2 
и В  (z) и учитывая, что в каждом новом равновесном состоянии

А 0» 1 - В 0 =  0, (21.71)
получаем:

- [ © о - ( Й ) о  « г ]л *  +  2 Л “ .Д“ - К ± ^ п =  1Ипа*. (21.72)

Приведенная сила АГ катаракта обычно принимается пропорциональной 
скорости муфты

А Г = х г  =  х (г0 +  Дг)’ =  хДг, (21.73)

где у. — коэффициент пропорциональности.
Выражение, стоящее в квадратных скобках уравнения (21.72), можно, 

учитывая уравнение (21.71), представить в следующем виде:

дВ \  „  (д А \



так как из уравнения (21.11) следует, что

г В  
к л 

еила трения F  согласно соотношению (21.32) равна

F = t B a, (21.75)

где £ — коэффициент нечувствительности. Подставляя выражения (21.73), 
(21.74) и (21.75) в уравнение (21.72), получаем:

—  ' Ч - д Г )  A z  +  2 ^ o “ o A " — * A z  ± e B Q =  m a A 2 . (21.76)

Как и при составлении уравнения движения машинного агрегата, вводим
относительные величины

Аг

шах

и принимаем

ср*

Рис. 58-3. График квадратичной зависимости 
угловой скорости от перемещения муфты ре* 

гулятора.

Тогда уравнение (21.76) принимает 
вид

- М п а *  (% ғ)„  Т +

+  2/,о“ ?р? — *zmaxi ±  еВ» —

(21.77)

Уравнение (21.77) можно теперь представить в следующей форме: 

т пг т а И  +  *zma:j l  +  ^ozmax ( ^ )  ’l =  2Л ^ р ?  ±  . (21.78)

Пользуясь принципом линеаризации, равновесную кривую ш3 =  <л1 (г) 
заменяем прямой (рис. 583). Тогда производная (d<a2/dz)0 будет равна

дш2\ 
д* /о '

Дш2
Аг

йа . 2ша Ь
Ш 1 П  ____ с р (21.79)

так как согласно равенству (20.11)

й2 — ш2 . = 2 ш 2 Ь. max mm ‘  ср '

Подставляем выражение (21.79) в уравнение (21.78). Имеем:

т п г т а Л  +  * zmax Ч +  2/W p ^  =  2Л “ ?р?  +  е50.

Разделим левую и правую части этого уравнения на 2 5 0 =  2Л0ш2р; имеем
тогда



Введем обозначения

-г l / ~ m nz max .. -г * z ma*
р ~  У 2 В 0 к — 2 В 0 •

Коэффициенты Тр и Тк имеют размерность времени.
При принятых обозначениях уравнение (21.80) напишем так:

Уравнение (21.81) является общим уравнением чувствительного элемента 
регулятора. Если при исследовании чувствительного элемента можно пре
небречь влиянием сухого трения, то коэффициент е будет равен нулю и мы 
получим абсолютно чувствительный элемент, уравнение движения которого

7рЧ +  Гв ч +  »1] =  <р. (21'82)
8°. В случае непрямого регулирования в систему автоматического регу

лирования входит сервомотор (см. рис. 564). Рассмотрим, как может быть 
написано уравнение движения сервомотора с жесткой связью. Если муфта N  
регулятора (рис. 564) переместится вверх на величину Дг, то поршень 13 
сервомотора должен переместиться также вверх на величину Дт, ибо регу
лирующий орган (заслонка 4) должен уменьшить поступление мощности 
движущих сил. Золотник 5  сервомотора переместится также вверх на вели- 

O R
чину sI =  A z ^ j ,  где O R  и О М — плечи рычага 15. Но при подъеме

поршня 13  на Д т  золотник 5 опустится на величину 53 =  Д / п ^ щ .  Следова

тельно, полное перемещение As золотника будет равно
. a O R  . M R  0As =  Sl —  s ,  =  A zm  —  Д т щ .  (21.83)

ному ходу сервомотора штах равно

5 man M R

=  О М  •
(21.84)

Точно так же отношение полного хода smax золотника к полному 
ходу гшах муфты равно

о м - (21.85)

Подставляя выражение (21.84) и (21.85) в уравнение (21*83), получаем:

Дв =  Д2— — Д/ n ^ L .  (21.86)2 т*тах "*тах

Из равенства (21.86) получаем:
As Дг Дот 

smax zmax ff,maK
Обозначим:

As Дг Дт



тогда равенство (21.87) принимает вид
As

s m ax
=  о =  т) —  (1 . ( 2 1 .8 8 )

Скорость v c поршня сервомотора равна

=  dJ t (2189)
dt "max d t '

Но из равенства (21.88) следует:
v ,  As

- f t  (21-90)

где v c max— максимальная скорость поршня сервомотора при полном откры
тии отверстия золотника. Из равенства (21.90) получаем:

г'с  =  г ' с ш а х ( , 1 —  ?)■ ( 2 1 -9 1 )

Из уравнений (21.89) и (21.91) теперь имеем:

т,шах :Т)— Ц. (21.92)
®с ш ах ^

Величина Tc =  mm3Xlv cm3X имеет размерность времени и представляет 
собой время, за которое поршень сервомотора проходит путь mmax, двигаясь 
с постоянной скоростью t»c тах.

Окончательное приближенное уравнение движения поршня сервомотора 
с жесткой обратной связью будет:

Т<р =  ч —  ц  (21.93)
или

Т’сН' +  Н- — 11 =  0- (21.94)

Если обратная связь отсутствует, то o =  i), и мы получаем уравнение

ТС11 — 1) =  0.

9°. Выше мы рассмотрели вопрос об уравнениях движения отдельных 
звеньев системы автоматического регулирования. Решение задач динамики 
различных систем в зависимости от их структурных схем сводится к совмест
ному решению дифференциальных уравнений, каждое из которых является 
уравнением движения соответствующего звейа, входящего в общую систему.

Например, если в регулируемом машинном агрегате момент М д движущих 
сил зависит только от координаты г, а момент M z сил сопротивления 
постоянен, то уравнение движения этого агрегата есть уравнение (21.47)

7«Ф +  т) =  0. (21.95)

Если, далее, по схеме автоматического регулирования в качестве чувстви
тельного элемента выбран абсолютно чувствительный элемент с катарактом, 
то уравнением такого элемента является уравнение (21.82)

+  +  »!) =  «. (21.96)

Таким образом, в случае прямого регулирования динамическое поведе
ние системы автоматического регулирования описывается системой двух 
дифференциальных уравнений (21.95) и (21.96). Если система имеет непрямое



регулирование и жесткую обратную связь, то к уравнениям (21.95) и (21.96) 
надо добавить уравнение движения сервомотора (21.94)

ГсР +  Н- — ■'1 =  0. (21.97)
Таким образом, при непрямом регулировании динамическое поведение 

автоматической системы регулирования описывается системой трех диффе
ренциальных уравнений (21.95), (21.97) и (21.96). Аналогично могут быть полу
чены и другие системы уравнений для различных сочетаний звеньев.

§  104. Динамическая устойчивость систем  
автоматического регулирования

Г. Автоматически регулируемая система считается динамически  уст ой 
чивой, если при нарушении ее равновесия малые начальные отклонения 
параметров системы регулирования равновесного значения стремятся с тече
нием времени к нулю. Если же с течением 
иремени эти отклонения возрастают, то та
кая регулируемая система называется дина
м ически  неустойчивой.

Рассмотрим некоторые простейшие 
случаи автоматически регулируемых систем 
с точки зрения их динамической устойчи
вости.

Пусть задана система, состоящая из 
машинного агрегата, движение которого 
описывается уравнением (21.47):

Т а -)- т =  0, (21.98) Рис. 584. График зависимости прира-
‘ щения угловой скорости звена приве-

регулятор  без катаракта, У которого  при- машинного агрегата от времени,
веденной массой т п можно пренебречь
ввиду ее малости. Такой регулятор называется идеальным. Уравнение дви
жения идеального регулятора получается, если в уравнение (21.82) положить 
Г  = 0  и Тк =  0. Имеем: 

и 8т] =  о. (21.99)

Исключая из уравнений (21.98) и (21.99) параметр т), получаем уравне
ние регулируемой системы

Т ЫЦ  +  о =  0.

Решение линейного однородного уравнения (21.100) такое:

о —  Се -‘/ г

(21.100)

(21.101)
Из формулы (21.101) следует, что если t  стремится к бесконечности, 

то f  стремится к нулю. Зависимость <? =  <р (t), описываемую равенством 
(21.101), называют переходным процессом  автоматической регулируемой си
стемы. Эта зависимость схематически показана на рис. 584.

2°. Рассмотрим автоматическую систему регулирования непрямого дей
ствия с идеальным регулятором. Тогда к уравнениям (21.48) и (21.99) надо 
присоединить еще уравнение (21.93) для сервомотора. Получаем следующую 
систему дифференциальных уравнений:

?'м? +  (А =  0, 8т): 7 >  =  YJ — fl. (21.102)

Исключаем из системы уравнений (21.102) параметры ц и т). Получаем 
уравнение системы регулирования в форме линейного однородного уравнения



Характеристическое уравнение для уравнения (21.103) имеет вид
Те ТиЪр°- +  T J p  + 1 = 0 .  (21.104)

Из уравнения (21.104) имеем:

- Г м8 ± / 7 ' “52- 4 7 ' с7'мЬ
2ТСТНЪ (21.105)

Если в формуле (21.105) 7'м8 > 4 7 ' с, то оба корня характеристического 
уравнения (21.104) — действительные отрицательные числа, т. е. р  =  — p t и 
Р = — Pi (Pi >  0 и Рв >  0).

Общее решение дифференциального уравнения (21.103) такое:

<Р (21.106)

где Ci и С2 — произвольные постоянные. Если время t  стремится к беско
нечности, то © стремится к нулю. Таким образом, такая система устойчива-

Рис. 5S5. Характеристика аперио
дического переходного процесса 
автоматического регулирование.

Рис. 586. Характеристика колеба
тельного переходного процесса 
системы автоматического регули

рования.

Схематически зависимость о =  <р (t) может быть представлена в виде кри
вой /  или кривой II  (рис. э85). Кривая /  соответствует переходному про
цессу без колебаний. Такие переходные процессы называются апериодически  
устойчивыми.

Если Т „ Ъ < 4 Т С, то оба корня p t и р г характеристического уравнения 
комплексные и сопряженные и общее решение дифференциального уравне
ния (21.103) получается таким:

V =  (С, cos рt  +  С 2 sin ?<), (21.107)

где С! и Со — произвольные постоянные, а а >  0 —  действительная часть 
корня и р ;> 0 — его мнимая часть. Переходной процесс, описываемый фор
мулой (21.107), получается также устойчивым, но колебательным. Схематиче
ская зависимость <? =  ?(<), соответствующая колебательной устойчивости,  
показана на рис. 586.

Мы не будем рассматривать более сложные системы автоматического 
регулирования, так как этот вопрос относится к общей теории регулирова
ния и излагается в специальных курсах, в том числе и в тех, на которые мы 
делаем ссылку в § 103. В указанных курсах излагаются и общие критерии 
устойчивости, называемые критериями Рауса — Г’урвица и Михайлова.



Ч А С Т Ь  Т Р Е Т Ь Я  

СИНТЕЗ МЕХАНИЗМОВ

О Т Д Е Л  П Я Т Ы Й

ПРОЕКТИРОВАНИЕ ТИПОВЫХ ПЛОСКИХ 
И ПРОСТРАНСТВЕННЫХ МЕХАНИЗМОВ

Г Л А В А  XX II

ВВЕДЕНИЕ В СИНТЕЗ ПЛОСКИХ ТРЕХЗВЕННЫХ 
МЕХАНИЗМОВ

§  105. Основные задачи проектирования механизмов

1°. Проектирование механизмов представляет собой сложную 
комплексную проблему, решение которой может быть разбито на 
несколько самостоятельных этапов. Первым этапом проектирования 
является установление основной кинематической схемы механизма, 
которая обеспечивала бы требуемый вид и закон движения. Вторым 
этапом проектирования является разработка конструктивных форм 
механизма, обеспечивающих его прочность, долговечность, высокий 
коэффициент полезного действия и т. д. Третьим этапом проектиро
вания является разработка технологических и технико-экономических 
показателей проектируемого механизма, определяемых эксплуатацией 
в производстве, ремонтом и т. д.

В теории механизмов в основном излагаются методы, с помощью 
которых может быт* разрешен первый этап проектирования — разра
ботка кинематических схем механизмов, воспроизводящих требуемый 
закон движения. При этом, конечно, учитываются и некоторые вопросы, 
связанные со вторым и третьим этапами проектирования, как, напри
мер, наличие у механизма необходимого коэффициента полезного дей
ствия, возможность изготовления его деталей на современном станоч
ном оборудовании, возможность сборки механизма и т. д.

В дальнейшем при изложении данного раздела курса мы будем 
под проектированием механизмов понимать проектирование их кине
м ат и чески х  сх е м  с учетом некоторых из вышеуказанных дополни
тельных условий. Раздел теории механизмов, посвященный методам про
ектирования по заданным кинематическим условиям схем механизмов,



получил название синтеза м еханизм ов. Основной задачей синтеза 
механизмов является воспроизведение заданного движения одного или 
нескольких звеньев путем непосредственного их воздействия друг на 
друга или путем введения между ними промежуточных звеньев. Как 
в первом, так и во втором случае решение этой задачи сводится 
к проектированию кинематической цепи заданного движения, т. е. 
механизма.

2°. При решении задач синтеза дожны быть приняты во внима
ние все условия, обеспечивающие осуществление требуемого движе
ния. Такими условиями в первую очередь являются следующие: пра
вильная структура проектируемого механизма, кинематическая точность 
осуществляемого движения, возможность создавать проектируемым 
механизмом заданное движение с точки зрения динамики и, наконец, 
условие, чтобы размеры звеньев проектируемого механизма допускали 
воспроизведение заданного движения. В настоящей главе мы остано
вимся на общем решении основных задач синтеза механизмов и пока
жем, как могут быть при этом учтены вышеуказанные структурные, 
кинематические, динамические и метрические условия.

Основными задачами синтеза механизмов, имеющими особенно 
важное значение в технике, являются следующие:

1) преобразование вращательного движения вокруг одной оси 
во вращательное движение вокруг другой оси;

2 ) преобразование вращательного движения вокруг одной оси 
в пост упат ельное  движение вдоль некоторой заданной прямой, и 
наоборот;

3) преобразование пост упат ельного  движения вдоль одной задан
ной прямой в поступательное движение вдоль другой заданной пря
мой и

4) воспроизведение одной из точек звеньев механизма требуемой 
траектории.

При решении первых трех задач обычно задаются требуемые 
законы движения тех звеньев, между которыми осуществляется пере
дача движения в виде заданных в функции времени линейных и угло
вых перемещений или линейных и угловых скоростей.

При решении четвертой задачи задается требуемая траектория 
аналитически, в виде уравнения, или графически отдельными точками, 
лежащими на траектории.

Кроме того, как было упомянуто выше, указываются желательные 
конструктивные формы механизмов, которые должны осуществлять 
заданные движении, и некоторые условия динамического характера, 
влияющие на к. п. д. механизма, на устойчивость его движения, на 
прочность деталей и т. д.

Обычно решение вышеуказанных задач синтеза может быть сделано 
с помощью механизмов различной структуры, некоторые из которых 
имеют только низшие кинематические пары, а в состав других входят 
и низшие и высшие кинематические пары.



Практически оказывается, 'что решение задач о воспроизведении 
заданных форм движения с помощью механизмов, в состав которых 
входят низшие и высшие пары, является более простым, чем воспро
изведение тех же форм движения с помощью механизмов, в состаи 
которых входят только низшие пары. Это объясняется в первую оче
редь тем, что высшие пары обладают большим разнообразием своих 
видов, в то время как низшие пары, например, в плоских механизмах 
представлены только двумя видами: парой поступательной и парой 
вращательной.

Вот почему в громадном большинстве случаев в технике теорети
чески точное воспроизведение заданных форм движения осуществляется 
механизмами, в состав которых входят и высшие и низшие пары, а 
механизмами, в состав которых входят только низшие пары, осуще
ствляется приближенное воспроизведение заданных форм движения.

Поэтому в зависимости от того, какие требования ставит конструк
тор при проектировании механизма, он выбирает ту или иную кине
матическую схему механизма.

3°. В данном отделе курса мы рассмотрим синтез плоских меха
низмов и некоторые примеры синтеза пространственных механизмов.

Как это было показано в главе пятой (§ 17,2°), элементы выснл х 
пар плоских механизмов могут быть или центроидами в относитель
ном движении, или взаимоогибаемыми кривыми. В первом случае эле
менты высших пар перекатываются без скольжения, во втором случае 
они перекатываются со скольжением. Таким образом, если в состав 
проектируемого механизма входят высшие пары, то проектирование 
их элементов сводится или к проектированию центроид в от носи
т ельном  движении, или к проектированию взаимоогибаемы х кри
вы х. Механизмы, у которых элементы высших пар являются центрои
дами, называются центроид ним и. Механизмы, у которых элементы 
высших пар являются взаимоогибаемыми кривыми, в зависимости ог 
их конструктивного оформления называются кулачковы м и  или зубча
тыми м еханизм ам и.

Если в состав механизма входят только низшие пары, то такие 
механизмы в зависимости от их конструктивного оформления назы
ваются рычаж ными, кулисны м и, клиновы ми  и т. д. В настоящей 
главе рассмотрим некоторые общие методы проектирования механиз
мов для воспроизведения заданных законов движения.

§ 106. Синтез трехзвенных механизмов с центроидной парой

1°. Простейшим механизмом для преобразования вращательного 
движения вокруг одной оси во вращательное движение вокруг другой 
оси является трехзвенный центроидный механизм (рис. 587), образо
ванный двумя вращательными и одной центроидной парами.

Рассмотрим, в какой форме может быть задано движение подвиж
ных звеньев 2 и 3  этого механизма.



-О ),

Пусть ведущим звеном будет звено 2, а ведомым звено 3. Если 
текущие углы поворота звеньев 2  и 3  относительно неподвижного 
звена 1 обозначить соответственно через <р4 и <р3, то законы движения

звеньев 2  и 3 в общей форме мо
гут быть записаны в виде следую
щих равенств:

? «  =  < ?а(*)>  ? з  =  ? з ( 0 -  ( 2 2 . 1 )
Исключая из равенств (22.1) 

время t, получаем:

<Рз =  <Рз Ы -  ( 2 2 . 2 )
Зависимость (22.2) будем назы

вать ф ункцией полож ения, так как 
ведомого звена <3 в зависимости от поло-

Р ис. 587. С хем а центроидиого механизма.

она определяет положение 
жения ведущего звена 2. Дифференцируя 
поворота <р9, получаем:

^ = ( Р з Ы .

равенство (2 2 .2 ) по углу 

(22.3)
Далее, имеем:

d b
dy j __ dt __<й3 __
d4. — J —das

dt
где со, и u) 3 — угловые скорости звеньев 2  и 3  относительно непо
движного звена 1 и /3J — передаточное отношение звеньев 2  и 3 . 
Тогда равенство (22.3) окончательно примет такой вид:

(22.4)^ = ^ = 2 =tpatpa)-
Зависимость (22.4) будем называть ф ункцией передаточного ■от 

нош ения .. Соответственно величину
 ̂ __  1 ___ С?<р2 ___ 0>2 ___ 1

’ (<Р»)
(22.5)

будем называть ф ункцией передаточного числа. Функция положе
ния (2 2 .2 ) является геомет рической характ ерист икой  механизма, 
так как она не включает в себя параметр времени. Функция переда
точного отношения (22.4) или функция передаточного числа (22.5) 
представляет собой также геометрическую характеристику механизма, 
но записанную в дифференциальной форме. Общая связь между ними 
может быть представлена как в дифференциальной форме в виде 
зависимости (22.3), так и в интегральной форме в таком виде:

f2 92

<Рэ =  ) ? ; (9а)d<?i =  ] = $ , - d'fb (22.6)
? 0  Ч>0 Pi)

где <po — угол, соответствующий исходному положению звена 2 .



Таким образом, при решении задач проектирования движение 
может быть задано или как функция положения, или как функция 
передаточного отношения, или, наконец, как функция передаточного 
числа.

2°. Связь между угловыми скоростями и ш3 (рис. 587) и основ
ными размерами звеньев механизма может быть установлена на осно
вании соотношения между угловыми скоростями и расстояниями между 
мгновенными центрами вращения (см. § 25). Мгновенными центрами 
вращения звеньев 2  и 3  суть точки А  и В  (рис. 587), а мгновенным 
центром вращения звеньев в их относительном движении является 
точка Р 0, лежащая на прямой А В  и совпадающая с точкой соприка
сания центроид Щ  и Цъ.

Для центроидного механизма, показанного на рис. 587, должно 
удовлетворяться условие

/  __ а з ___А Р 0

а для скоростей ю.2, ш3 и ш32 имеем условие

Ш32 == “ з- (22.8)

Так как, сообщив всему механизму общую угловую скорость, 
равную и обратную по знаку угловой скорости и>.2 звена 2, мы можем 
рассматривать движение звена 3 с угловой скоростью и)за относительно 
звена 2  как происходящее с угловой скоростью, равной сумме угловых 
скоростей ша и и>3. Из условия, что мгновенные центры вращения А, 
В  и Р 0 всегда должны лежать на одной прямой, получаем:

(АВ) =  (АР„) +  (Р 9В). (22.9)

3°. Основная задача проектирования механизмов состоит в том, 
чтобы при заданном движении ведущего звена механизма обеспечить 
заданное движение ведомого звена. Требуемое движение может быть 
задано в виде функции положений или в виде функции передаточ
ного отношения, или передаточного числа. Применительно к трехзвен
ному центроидному механизму эти условия представлены соответ
ственно равенствами (22.2), (22.4) и (22.5). Так как равенства (22.4) 
и (22.5) могут быть получены дифференцированием равенства (22.2), 
которое, если известны начальные положения звеньев, может быть 
определено интегрированием равенств (22.4) и (22.5) согласно условию 
(22.6). Отсюда вытекает, что исходными зависимостями, которыми 
мы будем пользоваться в дальнейшем, являются следующие:

? э  =  ? з Ы  ( 2 2 . 1 0 )
ИЛИ

<2 2 Л 1 >
Условие (2р. 10) для центроидного механизма (рис. 587) будет 

означать, что для каждого заданного положения звена 2  мы имеем



вполне определенное заданное положение звена 3. Для воспроизведе
ния заданного движения по условиям (2 2 .1 0 ) и (2 2 . 1 1 ) надо найти 
соответствующие очертания центроид Hi и Ц ъ в относительном дви
жении звеньев 2 и 3.

4°. Переходим к рассмотрению вопроса о проектировании трех
звенных центроидных механизмов, образованных одной центроидной 
парой и двумя низшими парами. К этим механизмам относятся меха
низмы некруглых колес и реек (рис. 49 и 50), механизмы перекаты
вающихся рычагов (рис. 42) и др.

Механизмы некруглых колес и реек получают широкое распро
странение в современном приборостроении и обшем машиностроении. 
Они могут воспроизводить большое число разнообразных функций 
передаточного отношения. Рассмотрим геометрический метод решения 
задачи о построении центроид этих механизмов. Как было показано 
выше (§ 106,1°), требуемый закон движения ведущего и ведомого 
звеньев может быть задан или в виде функции положения, или функ
ции передаточного отношения. Предположим, что нам заданы графики 
угловых скоростей и ш3 ведущего и ведомого звеньев в функции 
угла поворота сра ведущего звена 2  и задано расстояние А В  между 
осями вращения звеньев 2  и 3 (рис. 588, а). Так как =  а>2 (<р2) 
может быть всегда принята постоянной и равной а>а= 1 , то функция 
передаточного отношения /зз =  /зз(<ра) представлена на рис. 588, £ 
в виде кривой, совпадающей с кривой о) 3 =  ш3 (<р2).

Если за начальные положения сопряженных центроид принять поло
жения, при которых углы поворота центроид, отсчитываемые от направ
ления А В  равны нулю, то функция положений (р3 =  tp3 (<р4) (рис. 589) 
может быть получена из условия (2 2 .6 )

Vt
?з =  $ (2 2 .1 2 )

Vo

Для этогй производим графическое интегрирование графика (рис. 588, б) 
и получаем функцию положения (рис. 589).

Имея функцию передаточного отношения (рис. 588, б) и функцию 
положений (рис. 589), переходим к графическому построению сопря
женных центроид, принадлежащих звеньям 2  и 3. Пусть угловые ско
рости о), и со3 противоположны по знаку. Тогда положение мгновен
ных центров вращения (рис. 588, а) в относительном движении звеньев
2 и 3 будет определяться из условия (22.7)

/  ________ А Р о ___  л д  — ПР0 ,,)С .
h i  „  ----- g p  ------- H D  • ( 4 4 . 1 0 )

Таким образом, расстояние А В  из-за разных знаков угловых ско
ростей и ш3 должно быть разделено внутренним образом согласно 
условию (22.13). Полученные из этого условия положения мгновенных 
центров вращения Р[, Р " , Р*11, (рис. 588, а) образуют геометри



ческое место точек, называемое бицентропдой. Таким образом, би- 
центроидой называется геомет рическое мест о м гн о вен н ы х цент 
ров вращения в от носит ельном движ ении д ву х  звеньев, принадле
жащее неподвиж ной плоскост и. Для построения профилей центроид 
находим точки, принадлежащие звеньям 2  и 3, последовательно

ь>3Гфг)

1 2  3 i i Г 1 6 3  10 11 12 1 Ч
“ Й  -

Рис. 588. К проектированию кинематической схемы центроидного механизма: а )  схема 
механизма; 6 )  графики угловых скоростей звеньев 2 и 3.

совпадающие в точках Я ', P ju, бицентроиды. Для этого от на
правления А В  (рис. 588, а) откладываем углы ср4 и <ра. Углы ср4 пово
рота центроиды 2 между двумя соседними положениями (рис. 589) 
являются равными. Поэтому из точки А  (рис. 588, а) проводим лучи 
А2, АЗ, . . .  под равными друг другу углами <р4. Углы <р3 поворота 
центроиды 3 между двумя соседними положениями переменные (рис. 589). 
Поэтому из точки В  проводим лучи В2, ВЪ, . . .  под углами cpj, ср̂ 1,
ср.'11......... полученными из графика (рис. 589). Из точки А (рис. 588, а)
радиусами А Р ”, А Р ^ 1, , . .  проводим дуги до пересечения в точках 2",



3", 4”, с соответственными лучами А2, АЗ, А4, . . .  Соединив плав
ной кривой полученные точки Р \, 2", 3”, получим профиль цент-, 
роиды Z/a, принадлежащей звену 2. Точно так же из точки В  прово
дим дуги радиуса В Р \\ В Р \п, до пересечения в точках 2"', 3'", 
4"', с соответственными лучами В2, ВЗ, В4, . . .  Соединив плавной

кривой точки Р\, 2"', 3"',
получим профиль сопряжен
ной центроиды Яз. принад
лежащей звену 3. Для воз
можности передачи непре
рывного периодического 
движения длины профилей 
центроид должны быть рав
ны и, следовательно, пол-' 
ные углы поворота Фа и Ф3 

(рис. 589) сопряженных цен
троид должны быть равны 
между собой и за полный 
угол движения давать угол, 
равный Фа =  Ф3 =  2тс.

Возможны профили цен
троид с разными углами по

ворота за полный цикл движения, но при этом эти углы должны быть 
кратны целому числу. Профили центроид должны иметь симметрию, 
чтобы была обеспечена симметрия в графике кривой (рис. 588, б), 
изображающей передаточную функцию. Из изложенного следует, что 
для случая среднего передаточного отношения, равного (/32)ср = — '■ 
за один оборот ведущего и ведомого звена, как это имеет место для 
рассматриваемого механизма (рис. 588, б), необходимым условием

должно быть равенство углов Ф9 =  Ф3. 
Это условие требует, чтобы площади, 
ограниченные кривыми ша =  ша (сра) и
u)a = i o 3 ('fa) (рис. 588, б), были бы равны 
между собой, т. е. чтобы всегда удов
летворялось условие

Рис. 590. График зависимости скоро
сти рейки от угла поворота нскруг- 
лого колеса центроидного реечного 

механизма. 5°. Переходим к рассмотрению геоме
трического метода решения задачи о про

ектировании профилей сопряженных центроид для случая механизма не
круглого колеса, сопряженного с рейкой. Пусть некруглое колесо 2 вра
щается с постоянной угловой скоростью шг, а рейка 8  должна двигаться 
поступательно со скоростью v t , заданной графиком у 3 = У 3 (уг) (рис. 590).

4
Пусть, далее, полный угол поворота Ф2 колеса 2  равен ®s =  -q- я  и задано



положение оси вращения А  колеса 2 и направление х  — х  перемещения 
рейки (рис. 591).

Мгновенные центры вращения Р\,  Р ” , P j tl, .. .  в относительном движении 
лежат на направлении Ау.  Положение этих точек определяется из условия 
[см. (5.! 5) § 25]

d  s.

АР  =  - ^ -  = —  = ^ = k
0 о>2 rftpa d<fa 33' 

d t

(22.15)

Условимся величину ft3„, хотя и имеющую размерность длины, называть 
т акж е передаточной ф ункцией  для случая передачи поступательного

движения от некруглого колеса к рейке. Из равенства (22.15) следует:

*. =  ? * « * ? !■  (22.16)
¥о

Так как угловая скорость <иа звена 2 нами может быть принята постоян
ной и равной ш , =  1, то график « 3 =  г>3 (<р2) (рис. 59ft) является также гра
фиком k32 =  k3° (9 s)- Д ля получения графика s3 =  s3 (9 2 ) (рис. 592) производим 
графическое интегрирование графика Алэ =  /гяз («s) (рис. 590), принимая за 
начальное положение рейки положение 1, совпадающее с прямой Ау. Орди
ната Sa в крайнем положении 10 (рис. 592) определяет полное перемеще
ние S 3 рейки 3. Далее, на направлении А у  (рис. 591) откладываем отрезки 
A P \ l, А Р {01[, APoV, . . . ,  определяемые графиком k 3S =  k13 (9 2 ) (рис. 590). Таким 
образом определяются положения точек Р\,  P j l, P j ' 1, ...бицентроиды. Далее,



из точки А  проводим лучи А2, АЗ, А4, под равными углами ш2. Из 
точки А  радиусами А Р \ \  А Р \ и , А Р \ Ч, проводим дуги до пересечения 
в точках 2", 3", 4", с соответственными лучами А2, АЗ, А4, . . .  Соединив 
плавной кривой точки P j ,  2", 3", . . . ,  получим профиль Ц 2 центроиды, при

надлежащей звену 2. Для получения про
филя центроиды, принадлежащей рейке, 
проводим из точек P j 1, Р J,11, p j v, пря
мые Р ” 2, P j" ,  P j v, . . . ,  параллельные на
правлению х  — х ,  и откладываем на этих 
прямых величины перемещений s3 рейки, 
определяемые графиком s3 =  s3 (tp2) (рис. 
592). Соединив полученные точки 2"', 3'", 
4"', плавной кривой, получим профиль 
сопряженной центроиды Ц 3, принадлежа
щей звену 3.

6°. Мы рассмотрели геометрические 
методы построения профилей центроид не
круглых колес. В большинстве случаев при 
проектировании некруглых колес для по
лучения ббльшей точности расчетов при

меняются аналитические методы. Рассмотрим вопрос об уравнениях профи
лей сопряженных центроид. Обозначим (рис. 593) расстояние между осями А  
и В  через I, радиусы-векторы профилей центроид 2 и 3 через г 2 и г3 и 
углы поворота центроид через w. и ip3. Ведущим принимаем звено 2. Тогда

на основании соотношения (22.5) имеем 
для передаточного числа

Рис. 592. График зависимости пути 
рейки от угла поворота иекруглого 
колеса центроидного реечного меха

низма.

. 03 а Гз ___

23 ш3 Га da3

r s +  r3 =  l.

(22.17)

(22.18)

Из уравнений (22.17) и (22.18) получаем:

1 (22.19)

Рис. 593. Схема механизма с сопряжен
ными центроидами.

Г2 =  1-

г ,  =  [-

* +  ‘S3

*2Я (22.20)
1 +  * 2 3

Уравнения (22.19) и (22.20) суть уравнения центроид в полярной системе 
координат. Угол ш3, образуемый радиусом-вектором г3, определяется из 
условия

?!
<?з =  \  ' з а  ^ 2 =  \  Т ~ й ч > 2. ( 2 2 .2 1 )=   ̂ 'за ^?2 =  Ц у— rft?2'

Чо

Уравнения (22.19), (22.20), (22.21) суть уравнения сопряженных центроид 
в параметрической форме.

Из формулы (22.17) следует:

Г2 --Гз з- (22.22)

Из очевидных геометрических .условий также следует, что приращения 
радиусов-векторов профилей центроид всегда удовлетворяют условию



Разделив равенства (22.22) и (22.23) друг на друга, получим:

Г.  Г,
d r ,  dr ,

*Рз

(22.24)

Как известно из дифференциальной геометрии, отношения, входящие 
в левую и правую части равенства (22.24), представляют собой тангенсы 
углов и (j-з (рис. 593), образованных касательной к профилям центроид 
с радиусами-векторами этих профилей. Следовательно, получаем:

tg H-г =  — tg N-

Согласно условию, соприкасание профилей сопряженных центроид про
исходит в точке Р 0 бицентроиды. Точка Р 0 всегда лежит на прямой АВ, 
следовательно,

Н-а +  Из =  (22.25)

Полученные соотношения вполне определяют основные геометрические па
раметры профилей сопряженных центроид в аналитической форме.

7°. Если некруглыми колесами должно передаваться непрерывное вра
щательное движение, то профили сопряженных центроид должны предста
влять собой замкнутые кривые. Рассмотрим условия, обеспечивающие замк
нутость профилей центроид.

Как было показано выше, для заданной функции передаточного числа 
i i3 уравнение профиля центроиды 2, принятой за ведущую, равно (см. (22.19))

r ,  =  / T x 7-  =  r i (Tl). (22.26)
1 “ Г  ‘ га

Для обеспечения замкнутости профиля центроиды ведущего колеса 
необходимо, чтобы функция i a3 передаточного числа, входящего в равенство 
(22.16), была периодической функцией с периодом t s =  4>s/ra, где Фа —  полный 
угол поворота центроиды 2, а п —  число оборотов центроиды 2, равное 
целому числу, т. е. л = 1 ,  2,3, . . .  В этом случае функция г а =  г > (с?2) является 
периодической с тем же периодом, равным Фs/n, и значения радиуса-вектора 
г 2 совпадают при значениях угла <р2 = 0  и <ра =  2тс.

Для ведомой центроиды имеем следующие зависимости (22.20) и (22.21) 
се профиля от угла <р2:

г 3 =  / - Г Й -  =  г 3 (оа) (22.27)
1 " Г  * 2 3

II

<?з =  \ -J- =  «Ра Ы -  (22.28)
J 12а
V0

Функция га =  га (<га) является периодической, так как функция переда
точного числа была принята периодической. Кроме того, период t 3 функции 
г 3 =  г 3 (9 2)| равный t a =  Ф3jn3, где Ф3 — полный угол поворота центроиды 3, 
а Пз — ее число оборотов, равное л = 1 ,  2, 3, . . . ,  должен равняться периоду 
t s функции г 2 =  г 2 (ч>5).

Таким образом, для замкнутости профилей центроид некруглых колес 
необходимо, чтобы функция передаточного числа /„3 была периодической 
с периодом, равным периоду целой части одного оборота как ведущей, так 
и ведомой центроиды, т. е. период Г  функции ii3 передаточного числа

17 И. И. Артоболевский



должен быть связан с периодами t , и t s оборотов колес 2 и 3  соотношением

=  (22.29)
П% Пў

где По и гг,, —  целые числа.
8°. Рассмотрим вопрос о проектировании профилей сопряженных цент

роид механизма некруглых колес для воспроизведения заданной функции 
y = f ( x ) .  При этом предполагается, что воспроизводимая функция в задан
ном интервале х ^  >  х  >  x i  непрерывна и дифференцируема.

Такие задачи весьма часто возникают при проектировании механизмов 
приборов систем управления, математических машин и т. д.

Пусть вращение центроиды 2 связано с независимой переменной х  
такой зависимостью:

=  ( x  —  X i ) ,  (22.30)

где |*2 — масштабный коэффициент. Тогда угол поворота <ра центроиды 3 
может быть представлен так:

<?., =  1мэ(У — У1) =  Рэ [ f ( x ) — f ( x J ] ,  (22.31)

где jjl3 — масштабный коэффициент.
Начало отсчета углов поворота центроид определяется значениями 

x  =  x i  и f ( x ) = f ( x i ). Функция f22 =  i3S (oj) передаточкого отношения равна:

(22.32)
сф9 и х  4

Из равенства (22.31) получаем:

Ъ  =  * 'Г { х)-

Учитывая зависимость (22.30), имеем:
d x  _  1 _  1

, Cfyj (Хо *

d x

Подставляя выражения для — • и в равенство (22.52), получаем:

/м  =  & - f ( x ) .  (22.33)
Ка

Полярные уравнения профиля центроиды 2 определяются из равенств
(22.19) и (22.30)

=  =  ---------- , «p,  =  i*,(jc — лс|), (22.34)
1 - Г « н  * “Г  * as 1 I / ' ( . у )

где I — расстояние между осями вращения центроид.
Полярные уравнения профиля центроиды 3  определяются из равенств

(22.20) и (22.31)

^  =  / г х 2г = ^ г Х 7 -  =  / ------ Г --------- - *» =  1Ч1/ ( ■ * ) - / ( * » ) ] •  <2235>1 + « «  1 + t L / ( ( x )

Функция y — f ( x )  может быть задана различными способами. Если она 
задана аналитически, то решение задачи о воспроизведении этой функции



механизмом некруглых колес может быть сделано с любой требуемой сте
пенью точности. Если функция задана в табличной форме, то для нахожде
ния ее производной можно воспользоваться методом табличного дифферен
цирования или другими методами численного дифференцирования.

Изложенное проиллюстрируем примером нахождения уравнений профи
лей центроид для воспроизведения квадратичной зависимости вида у  =  а х 3, 
где а — постоянный коэффициент.

Пусть для начального значения х ,  равного Xi, углы поворота «р2 = «р 1= 0 .  
Тогда на основании зависимости (22.33) функция i'J3 передаточного отноше
ния будет иметь следующий вид:

32 =  — / ’ (-*■) =  ~  2ах,
!а 2 Н-а

. 1-Ч ,

где [х, и ц„ — масштабные коэффициенты.
Полярные уравнения профиля центроиды 2  получим согласно уравне

ниям (22.34)

г, =  I -
+  ^ - 2  а х

, <р2 =  р .  а ( х  —  Х{).

Полярные уравнения профиля центроиды 3  получим из уравнений 
(22.35)

г3 =  / ------- !-------  , <p8 =  !i3e (дг! —дг?).
1 +  ^  2ах

Очертание профилей центроид может быть построено, если заданы 
функция у  =  a x s, интервал ее изменения, масштабные коэффициенты (ia и 
щ, расстояние I между осями вращения центроид. На рис. 594 показан один 
из вариантов механизма для воспроизведения зависимости y = f ( x ) .

Рис.594. Схема ценгромл.чого 
механизма для воспроизведе
ния зависимости у  = ах'-.

Рис. 595. Схема центроидного меха
низма с одной неподвижной центрои

дом.

9° Если центроиды имеют незамкнутый профиль (рис. 587), то так'>“г 
центрондный механизм часто называется механизмом перекатывающим:*  
рычагов. Синтез механизмов перекатывающихся рычагов, вращающихся 
вокруг неподвижных осей А и В  (рис. 587), может быть выполнен методами, 
рассмотренными выше для синтеза механизмов некруглых колес, если задана 
передаточная функция

Иногда профиль одной из центроид является неподвижным. Такой мех-.- 
гпз.м может быть получен, например, из механизма, показанного па рис. 5X7, 
если в нем сделать неподвижной центроиду Ц л (рис. 595). Пусть звено f 
вращается вокруг оси В  с угловой скоростью ш,, а центроида 2 перекаты
вается по неподвижной центроиде 3 с угловой скоростью ю„. Если требуе
мый закон движения задан передаточной функцией (is =  £|S (?iJ и задана 
длина I звена АВ,  то радиус-вектор г э центроиды 3  определяется из условия,



что скорость v A точки А, принадлежащей звеньям 1 и 2, равна 

»« =  “ 1 (АВ) =  а>2 (А Р „).

Из равенства (22.36) следует:

. __«1 __ А Р 0
*12 --- ---*

А В  — ВР„ 1 —  г .

(22.36)

(22.37)
А В  А В  I '

Из этого равенства определяется величина радиуса-вектора г а:
г3 =  1( 1 (22.38)

Величина радиуса-вектора г 2 центроиды 2 соответственно равна
г 3 =  I — г э =  lit а- (22.39)

Таким образом, при заданной передаточной функции радиусы-векторы 
сопряженных центроид определяются однозначно.

В некоторых случаях задается не передаточная функция, а профиль 
одной из центроид и требуется определить профиль сопряженной центроиды. 
Пусть задан профиль неподвижной центроиды Ц а (рис. 596). Требуется по
строить профиль 11% подвижной центроиды звена 2. Звенья 2 и 1 входят во 
вращательную пару В,  а звенр 1 в поступательную пару А  с неподвижным 
звеном 3. На прямой k  —  k, являющейся траекторией точки В, отмечаем ряд 
положений В 1, В и, В т , точки В. Положения мгновенных центров враще
ния P j,  р " ,  P j 11, звена 2 определяются точными пересечениями перпен
дикуляров к прямой k  — k, проведенных из точек В В 1\  В и \  с задан
ным профилем центроиды Ц 3. Точки я ' 1, я 'ч ,  профиля центроиды Ц а 
можно найти из условия, что при перекатывании центроиды Ц„ по центроиде 

должно удовлетвориться условие равенства дуг
w  р ' р ”  == w  p 1 4 \

Кроме того, должно удовлетвориться равенство отрезков 
j i _ n _  oiiDii в \ т  =  д ш р шВ % 1 =  В пР1

Например, точку «У1 найдем на пересечении двух окружностей: первой
окружности'радиуса, равного дуге P 2lP 2u, проведенной из центра я !11, и вто-ш

poii окружности радиуса f i 111/*” 1, проведенной из центра В'.



В частном случае при профиле центроиды Ц 3 в виде прямой х — х  
(рис. 597) профиль центроиды Ц 3 получается в виде логарифмической 
спирали, асимптотический полюс которой располагается в точке В, и ур;ш- 
нение профиля центроиды Ц 3 такое:

г  =  ает v,

где а =  г„ при угле <р =  0 и т >  0.
10°. Из примеров следует, что при передаче движения центроидами в от

носительном движении соприкасание этих центроид происходит всегда 
в точках, лежащих на бицентроиде. Таким образом, бицентроида является 
не только геометрическим местом центров мгновенного вращения в относи
тельном движении, но и геометрическим местом точек, принадлежащих не
подвижной плоскости, в которых происходит соприкасание (зацепление) 
центроид. Поэтому это геометрическое место является линией  за ц еп лен и я  
центроид. Если мы перейдем к рассмотрению последней задачи из поста
вленных нами выше, т. е. задачи о воспроизведении передачи двух посту
пательных движений, то обнаружим, что в этом случае воспроизведение 
движения центроидами является невозможным, так как при рассмотрении 
относительного движения звеньев мы получим поступательное результирую
щее движение одного звена относительно другого, и следовательно, все 
точки бицентроиды будут находиться в бесконечности.

§  107. Синтез трехзвенных механизмов  
с парой качения и скольжения

Г . К этим механизмам относится очень большая группа механизмов, 
широко применяемых в технике. Это кулачковые механизмы (рис. 37—45), 
различные виды зубчатых механизмов (рис. 46— 55), механизмы перекаты
вающихся со скольжением рычагов (рис. 42) и т. д. Для всех этих меха
низмов общей задачей является задача о проектировании профилей сопря
женных элементов пары качения и скольжения, обеспечивающих заданный 
закон ведущего и ведомого звеньев механизма.

Методы проектирования сопряженных профилей всех указанных видов 
механизмов общие, но виды движения, которые должны воспроизводить 
эти механизмы, их конструктивное оформление, динамические условия их 
роботы являются различными. Например, кулачковыми механизмами мы 
в основном воспроизводим возвратно-поступательное или возвратно-кача- 
тельное движение ведомого звена; зубчатыми механизмами мы чаще всего 
воспроизводим непрерывное вращательное движение как ведомого, так 
и ведущего звеньев, механизмами перекатывающихся со скольжением ры
чагов воспроизводится движение одной из точек рычага по заданной 
траектории и т. д. Поэтому в дальнейшем мы будем с известной услов
ностью пользоваться той терминологией и тем делением механизмов ука
занных выше видов, которые установились в современной теории механизмов. 
Начнем с рассмотрения методов проектирования профилей элементов пары 
качения и скольжения в кулачковых механизмах.

Ведущее звено кулачковых механизмов называется к у л а чк о м ,  а ведо
мо с — т о лкат елем  или штангой.  Закон движения толкателя задается 
обычно в виде функции положения, при этом задается также профиль эле
мента пары качения и скольжения, принадлежащей толкателю. Толкатели 
кулачковых механизмов, как правило, имеют возвратно-качательное или 
возвратно-поступательное движение; поэтому профили элементов высшей 
пары, им принадлежащие, являются незамкнутыми. Профили элементов 
высшей пары, принадлежащие кулачкам, совершающим полный оборот 
вокруг своей оси вращения, замкнутые. У кулачков, имеющих возвратно
поступательное движение, профили элементов высшей пары, естественно,



незамкнутые. Проектирование кулачкового механизма сводится к построе
нию сопряженного элемента кулачка по заданным перемещению толкатели 
и профилю элемента его высшей пары. Ниже мы рассмотрим только общую 
теорию проектирования профилей кулачков с точки зрения осуществления 
требуемого закона движения и покажем, как определяется форма элемента 
высшей пары, принадлежащей кулачку. Мы не будем учитывать влияния на 
работу механизма конструктивных элементов, входящих в состав кулачко
вого механизма (ролика толкателя, пружины, направляющих толкателя и т. д.). 
Эти задачи будут рассмотрены ниже, в главе XXVII.

2°. Пусть требуется спроектировать профиль К* кулачка 2  (рис. 598), 
если заданы профиль АГа толкателя 3  и функция положения <ра =  ¥ 3  ("Ы-

Кулачок 2 и толкатель 3  вращаются вокруг центров А  и В. Для построения 
профиля кулачка 3  применим метод обращения движения. Сообщим всему 
механизму угловую скорость —  о>2 вокруг оси А, равную и противополож
ную по знаку угловой скорости о)2 кулачка 2. Тогда точка В  вращения 
толкателя будет занимать последовательные положения В 11, В 111, B IV, .. . на 
окружности, описанной из точки А, как из центра. Положения точки В на 
этой окружности определятся выбранными нами углами поворота кулачка 2, 
равными if", <p2n , (p2v .

Для определения последовательных положений толкателя 3  отмечаем 
па профиле Қ л какую-либо точку D 1. Обозначаем угол, образованный прямой 
B D 1 с линией центров ВА, через *. Угол фиксирует начальное положе
ние профиля К 3 относительно линии центров В А .  Далее, по заданний 
функции положения <f3 =  cp3 (ipo) находим углы tp3 поворота звена 3. Э т о — 
углы ©?,*, tfa11, e jv, . . . ,  отсчитываемые от направлений А В 11, Д б 111, Л В 1'/ , ... 
в сторону, соответствующую направлению угловой скорости Строим 
ряд положений кривой К *  соответствующих углам tp", ifj11, OjV......... и про



водим к полученным положениям кривой К» огибающую К г. Кривые АГа и 
К , как взаимоогибаемые кривые представляют собой профили элементов 
пары качения и скольжения, в которую входят звенья 2  и 3.

3°. Построение профиля К г элемента пары, принадлежащего кулачку, 
может быть выполнено и иначе, с помощью так называемой л и н и и  зацеп
л ен и я  и заданной функции положения. Пусть профиль элемента пары, при
надлежащего толкателю, задан в виде кривой (рис. 599) К 3 и задана функция

Рис. 599. Построение с помощью линии зацепления профиля 
кулачка кулачкового механизма с криволинейным толкателем.

положения ол =  о3 ((р2). По заданной функции положения определяем функ
цию передаточного отношения =  (3s (<?») дифференцированием функции 
положения

i —  = d 
35 d 'b d 'fi

По полученной функции l3S =  i31 (?2) определяем положение мгновенных
центров вращения Р„, Р  0, Р 0 , . . .  в относительном движении, для чсю  
можем использовать условие (22.11).

По заданным углам а3 строим ряд последовательных положений кри
вой А',, соответствующих лучам B D 1, B D U, B D l[i, . . .  Так как кривая К 3 нам 
задана, то известны направления нормалей к любым точкам этой кривом.
Проведем н о р м а л ь /^ ,  которая проходила бы через мгновенный центр Р  
Точка пересечения этой нормали с кривой Кз в первом положении кривой 
определит точку С 0, которая будет точкой соприкасания сопряженных профи
лен A's и АГ3. Проведем, далее, нормаль N  , которая проходила бы во втором 
положении кривой К3 через мгновенный центр Р „ . Нормаль к кривой Кз., во
втором ее положении проходящая через точку Р 0 , проходит через точку ^'0. 
в которой кривая Аг3 будет касаться своей сопряженной кривой A's- Анало
гичные построения выполняем для следующих положений кривой АТ,. Точки 
С Л, G0........ Q0 определят лини ю  за ц еп л ен и я  С 3 — С3 профилей Ка и Аа.



Таким образом, л и н и е й  зац еп лен ия  взаимоогибаемых к р и вы х  называется  
геометрическое место точек последовательного соприкасания э т и х  
кривы х,  принадлежащее неподвижной плоскости.

Для нахождения точек e , g , f , . . . ,  q профиля Кз соединяем точку Л 
сточк ам и  Е 0, Q„ и откладываем от этих направлений известные

и ш
углы ер2 , <р2 , . . .  Проводя под этими углами соответствующие лучи, делаем 
на них засечки из центра А  радиусами А Е 0, A G 0, . . . ,  Л(?0. Соединив точки 
Со> A  gi---  » Я плавной кривой, получае^ профиль К 3 кулачка 2.

Риг. 600, Построение с помощью линии зацепления профиля кулачка 
кулачкового механизма с поступательно движущимся толкателем.

Указанное построение позволяет строить сопряженные профили более 
точно по точкам, чем это можно сделать по способу,  указанному в § 107,2°.

4°. Переходим к рассмотрению кулачковых механизмов с одной враща
тельной и одной поступательной парой. Пусть требуется спроектировать про
филь Кз кулачка 2 (рис. 600), если задан профиль Кз толкателя 3, движу
щегося в прямолинейных направляющих 1, и задана функция положения 
s8 =  s3 (o2). На рис. 600 построение профиля кулачка показано методом обра
щения движения. Ось движения толкателя 3  занимает в этом движении 
последовательные положения В ' ,  В 'Л, В 1-11, . . .  Точка D  в движении с угло
вой скоростью— со, описывает окружность радиуса А Д 1, занимая положения 
d 11, d 111, d 'V , .. .  Ось движения толкателя поворачивается на углы, соответ- 

п  III IV „
ственно равные «р2 , с 2 , <р2 , Перемещения толкателя вдоль оси движения 
определяются по заданной функции положения s2 =  s2 (<р2). Эти перемещения 
представляют собой отрезки (d 11 D 11), (du W ,u ) , .. .  Обогнув плавкой кривой 
построенные положения кривой Кз, находим профиль кулачка 2.

Та же задача может быть решена с помощью построения линии зацеп
ления (рйс. 601). По заданной функции положения s., =  s3 (o„) находим по
следовательные положения кривой Кз- Далее, находим функцию передаточ



ного отношения k aa =  k 3a(<fs) дифференцированием функции s3 =  s a (<po):
d  [sa Ы ]

щения Р 0,

О Щ! Ш \  \ Ш / "  Г  J Г '
к направлению^си движения звена 3, мгновенные центры вра- 
„II ™

в относительном движении, для чего можно воспользо- 
ваться условием (22.15). Проводим нормали 
к кривой Кз в соответствующих ее по.ю-

„ижениях, проходящие через точки Р 0, Р 0 , 
Тогда определяются точки С, £ 0, G0, . . .  ли
нии зацепления С 3 — С3. Для определении 
точек е, профиля K s кулачка 2 из

В 1 В *  В В *  В т В °

Рис. 601. Построение с помощью линии 
зацепления профиля кулачка кулачкового 
механизма с поступательно движущимся 

толкателем.

Ш Ш 7777777777777777777777Р7;

Рис. 602. Построение профиля кулачка кулач
кового механизма с двумя поступательными па

рами.

точки А  проводим дуги радиусов А Е 0, AG,,, . . .  до пересечения с соответ-
II I I I IV

ствующими лучами, проведенными из точки А  под углами е2 , о2 , а2 , . . .  
к прямым, соединяющим точку А  с точками Е 0, G0, .. .  линии зацепления.

5°. Переходим к рассмотрению кулачковых механизмов с двумя посту
пательными парами. Пусть требуется спроектировать профиль Кз кулачка 2, 
если заданы профиль Кз  толкателя 3, движущегося в прямолинейных на
правляющих 1, и функция положения s3 =  s3 (s2), где s2— перемещение 
кулачка 2. На рис. 602 показано построение профиля К 3 кулачка 2 методом 
обращения движения. Ось движения толкателя занимает последовательно 

„ I  „ и  „ ш
положения В , В  , В  .........перемещаясь поступательно со скоростью— v a
в обращенном движении на величины, равные s2 , s., , s ,  , . . .  Точка профиля
n 1 J 1 . ч 1 -IV '  оD занимает при этом положения d , d , d  , . . .  Перемещения толкателя 3
вдоль оси движения определяются по заданной функции s3 =  s, (s„). Эти
перемещения представляют собой отрезки (d  D ), (d D  ), (d  D  ), 
Обогнув плавной кривой построенные положения кривой К 3, находим 
профиль Кг  кулачка 2.



§ 108. Условия, обеспечивающие передачу сил 
в механизмах

1°. В § 105 было указано, что при проектировании кинемати
ческих схем механизмов необходимо учи ты ва^  возможность движения 
проектируемого механизма под действием "илож енных к нему сил 
с возможно ббльшим коэффициентом полезного действия. Выполнение 
этого условия в значительной мере зависит от выбранных размеров 
и формы звеньев механизма.

Пусть ведущее звено действует на ведомое звено силой Р, 
и пусть направление абсолютной скорости vc точки С  ведомого звена, 
к которой приложена сила Р, образует с линией действия этой 
силы острый угол а. Тогда работа А  силы Р  на некотором пути s 
будет

S

А =  J Р  cos a ds. (22.40)
о

Из-формулы (22.40) следует, что чем меньше угол а, тем больше 
работа силы Р. Работа А  будет максимальной при а =  0. Угол а,

образованный направлением 
действия силы Р , приложен
ной к ведомому звену в 
точке С, и скоростью v c 
точки С, называется угло м  
давления. Таким образом, 
чтобы вся работа силы Р  
расходовалась на движение 
ведомого звена, нужно обес
печить совпадение направле
ния этой силы с направле
нием абсолютной скорости 
той точки ведомого звена, 
к которой приложена сила Р. 
Обычно в механизмах угол 

давления а не равен нулю, вследствие чего только одна слаг'ю- 
щая силы Р  сообщает движение ведомому звену, другая же вызы
вает дополнительные вредные сопротивления трения в кинематических 
парах. Мало того, при большом угле давления а сопротивления о 
трепня настолько велики, что работа силы Р  оказывается нсдоста 
точной, чтобы привести в движение ведомое звено. Это явление носит 
название заклинивания м еха н и зм а  и наблюдается в неправильно 
спроектированных механизмах.

Рассмотрим, как изложенные условия могут быть учтены при 
решении задач синтеза механизмов. Для этого введем понятие о так 
называемом у гл е  передачи движ ения. Пусть звено 1 (рис. 603), 
входящее в точке С со звеном 2  в высшую пару качения и сколь-

I'irc. GUj . К определению угла передачи л кулачко
вом механизме.



жения, действует на это звено силой Р. Пусть, далее, абсолютная 
скорость точки С звена 2  равна v c .̂

В том случае, когда сила трения в высшей паре не учитывается, 
направление силы Р  совпадает с направлением нормали N — N. Тогда 
углом давления будет угол между нормалью N — N  и направлением 
скорости ч>с .̂ В том случае, когда учитывается трение скольжения 
звеньев высшей пары, необходимо силу давления (силу реакции) од
ного звена на другое отклонять от нормали на угол трения.

Проведем касательную t — t  к кривым К \ и Кг и обозначим угол, 
образованный касательной t — t  с вектором скорости ч>с ,̂ через

Угол f n  равен
Тн =  90° — а. (22.41)

Угол f i2 называется угло м  передачи движ ения, или, для крат
кости, у гл о м  передачи.

Таким образом, угол передачи ^  является углом добавочным до 
90° к углу давления а.

Так как направление касательной t — t  совпадает с направлением 
скорости ®сас, точки С2 звена 2  относительно звена / ,  то угол 
передачи в высших парах есть угол между направлением абсолютной 
и относительной скоростей точки соприкасания ведомого звена. Чем 
меньше угол f ls, тем больше возможность появления заклинивания.

Условимся угол передачи обозначать с двумя индексами, причем 
первый индекс будет обозначать номер ведущего звена, а второй 
нндекс — номер ведомого звена. Так как па рис. 603 ведущим 
является звено 1, а ведомым — звено 2, то угол передачи обозначен 
через fi?- При ведущем звене 2 и ведомом звене 1 угол передачи 
будем обозначать через fii-

2°. При синтезе механизмов с парой качения и скольжения необ
ходимо учитывать также и те потери на трение скольжения, которые 
будут иметь место за счет скольжения взаимоогибаемых кривых 
друг по другу.

Так как мощность, расходуемая на трение, пропорциональна 
относительной скорости движения взаимоогибаемых кривых, то чем 
больше эта скорость, тем больше потери на трение. Пусть, например, 
передача движения между звеньями У и 2  осуществляется посред
ством взаимоогибаемых кривых К \ и A'j (рис. 604, а), соприкасаю
щихся и точке C(Cj, С^). Мощность N T, расходуемая на треп::е 
скольжения этих крйвых, равна

Л'т =  F vCiCl, (22.42)

где F — сила трения и 'I’CjCj — величина скорости точки С3 кри
вой К г относительно точки С) кривой Ki, или наоборот.

Величина силы трения F  равна



где Р — реакция в точке С, направленная по нормали N — N  и 
f — коэффициент трения скольжения. Величина скорости скольжения

®с,с, =  2 (^ о  С), ( 2 2 . 4 4 )

где 2  — мгновенная угловая скорость движения звена 2  относительно 
звена J, или наоборот.

Угловая скорость 2  согласно формуле (22.8)
1 2  | =  | ш ,  | - ) -  | a j j  |. ( 2 2 . 4 5 )

Следовательно,
» c ,c 1 =  ( l ® i l  +  l “ i l ) ( ^ o C ) .  (22 .46 )

Подставляя выражения (22.43) и (22.46) в равенство (22.42), по
лучаем:

Л'т =  / Я ( | ш 1 | +  | (оа | ) ( Р 0С). (22 .47 )

Из равенства (22.47) следует, что мощность зависит от расстояния 
точки соприкасания С  кривых К\ и К г до мгновенного центра

Рис. 604. К определению потерь на трение в кулачковой механизме: a )  cie* 
ма механизма: 6 ) план скоростей.

пращения Р 0 в относительном движении и тем больше, чем больше 
расстояние Р 0С.

3°. Как было показано в § 107,3°, точки соприкасания взаимоогибаемых 
кривых, принадлежащие неподвижной плоскости, образуют линию зацепле
ния. Следовательно, чем дальше удалены точки линии зацепления от соот
ветствующих мгновенных центров вращения в относительном движении, 
тем больше потери на трение. В связи с этим при проектировании меха
низмов необходимо стремиться к тому, чтобы сопряженные профили не 
имели точек линии зацепления, значительно удаленных от мгновенною 
центра вращения в относительном движении. Для этого в некоторых слу
чаях передачу движения удобно осуществлять не двумя взаимоогибаемыми 
кривыми, а многими кривыми, последовательно входящими в соприкасание.

Можно показать, что угол между прямыми В С  и Р 0С (рис. 604, а), соеди
няющими точку С  соприкасания кривых Ki и К* с мгновенными центрами 
вращения В  и Р 0, всегда равен углу передачи f is, так как абсолютная 
скорость г>с точки С», принадлежащей кривой Д'2, перпендикулярна к пря
мой ВС,  а относительная скорость ©_ г  перпендикулярна к прямой Р„С.с 2 Сх



Ясно, что угол передачи - / 12 может быть также определен и из плана 
скоростей механизма (рис. 604, б).

Таким образом, чтобы определить угол передачи в механизме, доста
точно соединить исследуемую точку зацепления, например точку С (рис. 604, «), 
с соответствующими мгновенными центрами вращения в абсолютном (точки 
А  и В)  и относительном (точка Р 0) движениях. В том случае, когда угол, 
образуемый этими двумя прямыми, больше 90°, то угол передачи является 
дополнительным до угла в 180°, как это имеет место для угла -f2l (рис. 604, о).

Обычно при проектировании механизмов ставят условие, чтобы угол 
передачи ни в одном из положений механизма не был меньше некоторого 
заданного угла 7 min, обеспечивающего 
нормальную работу механизма.

Выбор допускаемых углов 7 min опре
деляется динамическими условиями ра
боты механизма, в первую очередь недо
пустимостью заклинивания ведомого 
звена.

4°. Если передача движения осущест
вляется центроидами, то угол передачи 7  
(рис. 605) определяется следующим об
разом. Так как точки Р 0 соприкасания 
центроид имеют равную скорость v pg, 
то угол 7  оказывается одним и тем же 
вне зависимости от того, какая из цент
роид является ведущей. Переменные 
расстояния точки Р 0 от мгновенных центров вращения А и В  звеньев 1 и 2 
обозначим через р, и р2. Пусть за бесконечно малый промежуток времени 
центроида Ц 2 повернулась вокруг центра В  на угол d c s. Опустим из точки а 
на АВ  перпендикуляр" аа,. Тогда угол а^аР^ с точностью до бесконечно малых 
высших порядков равен углу передачи 7  и, следовательно,

Рис. 605. К определению угла передачи 
в центроидной механизме*

»g7 =
Роа 1

Точно так же с точностью до бесконечно малых высших порядков

P 0aj =  dp2 и aaL =  p2rf<?2. (22.48)

На этом основании
rfpj 
da о

Из формулы (22.11) следует:

Pl _ _  “ э 
Ра “ 1 '

Кроме того,

Pi “I- р2 ■ А В  ~ Л 

Из этих равенств получаем:



Так как ш1/и)2 =  112) где l ls — передаточная функция центроид, то

Оо==/ __ ^18 —  / ___^ 13' (22 49)
I-)- *15 ’ (1 +  hi)'

Подставляя выражение для ра и d p jd o ,  из (22.49) в равенство (22.48), по
лучаем:

*В 7 — , / / j '  , . (22.50)•is U +  ht)
Из формулы (22.50) следует, что при передаче центроидами с неподвиж

ными центрами вращения угол передачи зависит только от передаточной 
функции этих центроид и не зависит от их размеров.

В рассмотренном случае воспроизведения движения угловые скорости 
и <йг были различными по знаку. В том случае, когда угловые скорости <■>! 
и <о2 имеют одинаковые знаки, формула (22.50) принимает следующий вид:

ш — о т г - : а -  <22-5 "

Центроиды работают без заклинивания только на тех участках, на кото
рых все значения полученного угла передачи -j больше некоторого мини
мального значения 7 1П| П, рекомендуемого для данного механизма, т. е. если 
удовлетворяется условие

Т > Т « 1п- (22.52)

Величины угла f ,  допускаемые в центроидных механизмах, различны и 
зависят от коэффициента трения в кинематических парах и конструкции 
самих пар. На участках, где угол f  меньше угла 7 mi(], передача работать не 
будет, и на этих участках приходится заменять центроиды взаимоогибаемыми 
кривыми и устанавливать дополнительные зубья, кулисы и т. д. Передача 
посредством центроид относительного движения с замкнутым циклом движе
ния, как это имеет место в центроидных механизмах некруглых колее 
(рис. 588), не может быть практически осуществлена, так как из формулы 
(22.50) следует, ч т о 'у г о л  f  равен нулю при (/12)' =  0, а это будет иметь 
место дважды и более за оборот в положениях, где передаточная функция 
будет догтмгать экстремальных значений.

Поэтому .механизмы некруглых колес всегда снабжаются зубьями 
(см. рис. 49 и 50). В таких механизмах по периметру профиля центроиды 
располагают зубья, профили которых представляют собой взаимоогибасмые 
кривые.

5° Рассмотрим вопрос об углах передачи для кулачкового механизма 
с вращающимся толкателем (рис. 606). Угол передачи f.,3, образованный ис:;- 
тором скорости v  точки С, принадлежащей звену 3, и вектором относитель
ной скорости г>отн точки С  звена 3 в его движении относительно звена 2, 
может быть определен, если точку С соприкасания профилей соединить 
с точками В  и Р 0 (см. § 108,3°). Так как угол Б С г 0 на рис. 606 больше (30°, 
то угол передачи -у», является добавочным углом, равным 7 23 =  180° — £ В С Р 0. 
Выбор точек линии зацепления должен удовлетворять условию, чтобы i:n 
в одном из положений угол передачи не был меньше заданного мини
мального угла 7 тп1п. Чтобы удовлетворить этому условию, достаточно выпол
нить следующее построение. Из точки В  (рис. 606) восставляем перпенди
куляр т п  к направлению В А. Далее, при точке Р„ откладываем угол 90° —■ 
7 mjn вверх и вниз от В А  и проводим Р 0М  и P 0^ i  Д° пересечения с пер-



пелликуляром тВт  в точках М  и Тогда углы В М Р 0 и 5 М , Р 0 получа
ются равными 7 mil). Через точки В, М, Р 0 и В, Р 0 проводим окружности 
с центрами в О и 0^.  Эти окружности вмещают в себя углы 7 mjn.

Можно убедиться, что если точка С  линии зацепления выбрана в об
ласти, ограниченной двумя окружностями с центрами в О и О,, которая на 
чертеже для наглядности очерчена двумя линиями, то угол 7 „3 будет всегда 
больше угла -fmin, т. е. ц.,  >  7 min.

Естественно, что существует и симметрично расположенная область 
внизу чертежа, которая не может быть использована, если профиль Afa рас
полагается выше линии В А.  Таким образом, если задан угол 7 min, то для

Рис, 606. К определению угла передачи в ку- Рис. 607. К определению угла передачи в ку
лачковом механизме с вращающимся толка- лачковом механизме с поступательно движу- 

телем. щимся толкателем.

каждого положения точки Р 0 на линии В А  может быть построена своя 
область возможного расположения точки соприкасания профилей и, следо
вательно, установлена та общая для всех положений точки Р 0 область, 
в которой может быть расположена линия зацепления, соответствующая 
углам передачи, всегда большим l min.

6°. Рассмотрим вопрос об углах передачи для кулачкового механизма 
с поступательно движущимся толкателем (рис. 607). На рис. 607 показано, 
что угол передачи ysa определится, если точку С  соединить с мгновенным 
центром вращения Р 0 и провести прямую Ср, перпендикулярную к оси 
движения толкателя 3.

Из чертежа видно, что L  р С Р й=  L  С Р йА. Откладываем при точке Р 0 
вверх и вниз от направления А Р 0 угол 7 rain и проводим прямые т — п и 
I — q. Если точка С  выбрана внутри области, образованной углом /Р„п, то 
угол 723  будет всегда больше угла 7 min, т. е. 7 23 >  7 min.

На рис. 607 границы этой области отмечены двумя линиями. Естественно, 
что такая же область существует в пределах угла inP0q в случае располо
жения точки зацеплеиия С  ниже линии А Р 0.



Т .  Вопрос об углах передачи в кулачковых механизмах с двумя посту
пательными парами решается весьма просто. На рис. 608 показано, что угол

передачи f 23 образован нор
малью N — N  и направлением 
движения кулачка 2. Следова
тельно, если задан угол Ymin 
и профиль К 3 толкателя изме
няется в виде плавной кривой, 
не имеющей точек перегиба, 
то всегда на этом профиле 
можно найти точки а и Ь; в 
которых нормали N a п N/, к. 
кривой Кз наклонены к направ
лению движения кулачка под 
углом Tfmin. Очевидно, что точ
кой С  зацепления профилей мо
жет быть любая точка профиля 
К 31 лежащая на участке ab.

8". В механизмах с низшими 
парами угол передачи определя
ется из тех же соображений.

Например, в механизме 
шарнирного четырехзвенника 

(рис. 609) для ведомого звена 4 угол передачи ?в4 равен углу между v c  и v ca .
На рис. 610 показан угол передачи f 31 для ведомого ползуна 4 криво

шипно-ползунного механизма. Угол 7 3, образован в этом механизме прл-

Р ис. 60S. К определению  угл а  п ередачи  в кулачковом  
ме.хаилзме с двум я поступательны м и парам и .

Р и с. 609. К определению  у гл а 
п ередачи  в м еханизм е шар* 
пнрп ого  четы рехзвен н и ка.

Р ис. 610. К опред ел ен и ю  угла 
передачи  в кривош иппо-ползун- 

ном м еханизм е.

мой ВС  и перпендикуляром т — т к оси движения ползуна 4. В рассмот
ренных механизмах мы полагаем силу Р  действия звена 3  на звено 4 направ
ленной по оси звена ВС.

Г Л А В А  XXIII

СИН ТЕЗ Т РЕХ ЗВ Е Н Н Ы Х  ПЛОСКИХ ЗУ БЧ А Т Ы Х  МЕХАНИЗМОВ 
С КРУГЛЫМИ ЦИЛИНДРИЧЕСКИМИ КОЛЕСАМИ

§ 109. О сновные сведения из теории зацеплений

1°. П у сть  передача вращ ения м еж ду  двум я  осями Ot и О г 
(рис. 611, а )  с угловы ми скоростям и  coL и со, о сущ еств л яется  п о с р е д 
ством двух  взаим оогибаем ы х кри в ы х  К \  и Kj, п р и н адл еж ащ и х  звеньям
1 и 2. П р овед ем  в то ч к е  соприкасания  С  к р и в ы х  Ку и К з н орм аль  
п  —  п  и касател ьну ю  t  —  t  к  этим кривым.



Согласно уравнению (5.25) скорости 11 точек Су и Со, 
принадлежащих звеньям 1 и 2, связаны условием

V C 2 =  ®С, “Ь  ^СаС,- (23.1)

План скоростей механизма, построенный по уравнению (23.1), по
казан на рис. 611,£.

Из точек Оу и 0 ? (рис. 611, а) опускаем на нормаль п — п пер
пендикуляры ОуА и 0.2В, а из полюса плана скоростей (рис. 611,#)

б)

Рис. 611. К определению форм профилей двух пзаимоогиба- 
смых кривых: а )  схема механизма с высшей парой; б )  план 

скоростей.

перпендикуляр рсй на направление f  —  f .  Отрезок (рс0) представ
ляет собою нормальную составляющую вектора скоростей ®с

и «с,-
Из подобия треугольников ОуАСу и рс0су и треугольников 0 г5С 3 

и рс0с2 имеем:
рс о __ ОгА рс±__0 ,В
pet O fiy pcs 0»С3 (23.2)

Отрезки (рсj), (рс2) и (рс0) представляют собой соответственно 
скорости <ос , и v n. Тогда пропорции (23.2) могут быть представ
лены так:

0 ,А О ,В

или
С,

С \Л
V '  = И V =  v r О..В

"Ci Ofiy " " ~  с, о,С, • 

Заменяя v c и v c  ̂ их значениями, равными

v c =  ш, (OtCi) и (ОаСо),



получаем:
т)л =  (оj ( 0 , Л )  и v n =  u), (OiB),

откуда
о)) (0,А) =  ш ,(0гВ ).

Следовательно, передаточное отношение г13 равно

*и =  — =  — 7 г ? -  =  — А т. (23.3)ю2 0 , Л  г, v '

Продолжим нормаль п — п до пересечения в точке Р 0 с отрез
ком 0 ,0 *  Тогда из подобия треугольников ОуАР0 и О^ВР0 имеем:

0 £й _  г2 _  ОоР0
—  Г 1 —  О ,Р 0 •

Формула (23.3) принимает окончательный вид 

/ __ “ i __ ОгР0 __
^  о л -  * г -  ( 3  }

Равенство (23.4) называется о с н о в н о й  т е о р е м о й  з а ц е п л е н и я .  Эта 
теорема может быть сформулирована так:

Н о р м а л ь  в т о ч к е  с о п р и к а с а н и я  э л е м е н т о в  в ы с ш е й  пары  к а ч е 
н и я  и  с к о л ь ж е н и я  д е л и т  л и н и ю  ц е н т р о в  н а  ч а с т и ,  о б р а т н о  
п р о п о р ц и о н а л ь н ы е  у г л о в ы м  с к о р о с т я м .

Тот же результат нами был получен в § 25,4° при рассмотрении 
аналогичного вопроса, связанного с кулачковыми механизмами. Точка 
Р а, делящая линию центров 0 j0 9 на части, обратно пропорциональ
ные угловым скоростям, является мгновенным центром вращения 
в относительном движении звеньев /  и 2, а Лу и является радиу
сами-векторами центроид в относительном движении звеньев 1 и 2.

Расстояние А  между точками Оу и 0 .2 равно
A  =  Ry-{- R t . (23.5)

Из равенств (23.4) и (23.5) следует, что радиусы Ry и R t центроид 
равны

Ъ  =  А Т ЗП ~ >  Я* =  Л - г - г т - .  (23.6)1 ~Г *1 а 1 "Т" 42

Т очк а  Р 0, являю щ аяся  мгновенным центр о м  вращ ения в относи
тельном  движении, н азы вается  в теори и  зацеплений п о л ю с о м  з а ц е п 
л е н и я .  П р и  переменном  значении п ередаточной  ф ункции  1М полюс 
зацепления Р 0 занимает  на линии ц е н т р о в  ОуОг перем енны е положения. 
П ри  п остоян ном  значении 1п  полю с зацепления р асп ол агается  в одной 
и той ж е  то чк е  на прямой ОуОг.

Если угловые скорости (Dj и ш2 имеют разные знаки (см. рис. 611,(2),
1 0  и полюс зацепления Р 0 лежит между точками Оу и О*.
Этот вид зацепления называется в н е ш н и м .



Если угловые скорости ш, и имеют один и тот же знак и полюс 
зацеплен;'» Р 0 лежит вне отрезка OiOj, то /ц ^ > 0 . Такой вид зацеп
ления называется внут ренним. 9

2°. Если звено 1 является ведущим, а звено 2  ведомым, то угол 
передачи, определяется как угол между векторами скоростей

11 ®c2c t (Рис- 6 1 1 ,а )'
Угол давления я)г, равный aja =  90° — "fo, определяется как угол, 

образованный нормалью п — п и вектором скорости ®Со.
Углы а19 и 7 )0  могут быть определены также из плана скоростей 

(рис. 611,6), если через полюс р  плана скоростей проведем прямую 
п' — п', параллельную нормали 
п — п.

Сила Р п , действующая со 
стороны звена 1 на звено 2, 
направлена по нормали п  — п 
и равна

р  _  М*^та — ~ г~ ,'  1

где M i — внешний момент, при
ложенный к ведущему ко
лесу 1.

Таким образом, угол давле
ния aj .3 является углом между 
направлением действия силы Р п  
и вектором скорости

3°. Если при передаче вра
щения между осями Oj и 0 3 

(рис. 612) передаточная функ
ция / 12 постоянна (/ 1.2 =  const), то полюс зацепления Р 0 занимает по
стоянное положение, удовлетворяющее условию

О ,Р 0 7?3
о ^ о  —  /?, ’

где Ry и определяются из формул (23.6). Центроидами звеньев 1 
и 2 являются окружности 1ЛЛ и Щ с радиусами R t и Р*. Рассмотрим 
вопрос о том, как могут быть построены сопряженные профили /<, 
г К„ принадлежащие звеньям 1 и 2, если задана линия зацепления 
С, — С3 (рис. 612).

Находим точки а{, Ьь с„ . . .  и аь Ь.г, сг, . . .  последовательного соприка
сания центроид, для чего откладываем на центроидах Цл и Щ  дуги

^J Р  рА " W Р  (1̂  -21
K J  a i b \ =  K J  a J >i ’

VJ V i  =  w  Ь,Г,,

l \ l

Р и с . П12. Построение профилей взаимоогибаемых 
кривы*, при заданной линии зацепления.

(23.7)



ПуСть указанным точкам соприкасания центроид соответствуют на
линии зацепления С3 точки А 0, 
стятся точки Д] и а.2 центроид, то сопряженные профили Ку и K i 
взаимоогибаемых кривых должны соприкасаться в точке А 0; когда 
совместятся точки by и Ьг центроид, то сопряженные профили должны 
соприкасаться в точке В й и т. д.

Чтобы найти точки профилей, соприкасающихся в точке А 0, со
единим точку Л0 с точкой Р й. Когда точки ау и а.2 центроид совпа
дут, их расстояние до точки Л0 Линии зацепления будет равно Р<,Аа. 
Точка Ау, принадлежащая звену 1 и совмещающаяся в точке А 0

с соответствующей точкой А.2 
звена 2, должна лежать на 
окружности A 0xit проведенной 
из точки Оу радиусом ОуАй. 
Соответственно точка А ь при
надлежащая звену 2, должна 
лежать на окружности Л0х2> 
проведенной из точки 0.2 радиу
сом ОгЛ0. Проводим окружно
сти А&у и Л0а.2. Положение 
точек Ау и Л2 на этих окруж
ностях найдем, если из точек 
ау и аг сделаем на них за
сечки радиусами, равными от
резку Р 0А а.

Аналогично для нахождения 
точек профилей, совмещаю
щихся в точке В 0, соединяем 
точку В 0 с точкой Р 0 и радиу
сом Р 0В 0 делаем засечки из 

точек by и Ьг на окружностях £?0Pi и 5 0(32. Тогда определятся точки 
By и В.г профилей Ку и К ъ, принадлежащие звеньям 7 и 2. Анало
гичными построениями находим точки Су, Dy, Еу, и С2, D it E it . . .  
сопряженных профилей. Соединив полученные точки плавными кри
выми Ку и Кг, получим сопряженные профили, принадлежащие 
звеньям 1 и 2. Таким образом, зная центроиды и точки линий зацеп
ления, можно построить по точкам сопряженные профили.

Указанное построение может быть сделано приближенно следую
щим образом. Проводим из точек ait by, С у , . . .  (рис 613) несколько 
окружностей а., В; г, радиусами, равными Р йА, РцВ, Огибаю
щая всех проведенных окружностей и есть кривая профиля Ку. 
Аналогично, если из точек а 2, Ь.2, сг, провести ряд окружностей 
а.,, (3.2, fj, теми же радиусами, то огибающая окружностей сц, р2, 
7 -2, . . .  является кривой профиля К-2-

4°. Рассмотрим, далее, следующую задачу: построить кривую К 2, 
принадлежащую звену 2, если заданы центроиды Цу и Щ  в виде двух

B q, С0, Например, когда совме-

Рис. 613. Построение профилей взаимоогибаемых 
кривых приближенным способом.



окружностей и кривая Ку,  принадлежащая звену 1 (рис. 614). Эта 
задача может быть решена с помощью построения линии зацепления 
Сэ — С3. Для этого воспользуемся условием, что нормаль в точке 
соприкасания сопряженных профилей проходит через мгновенный 
центр вращения Р 0 в их относительном движении. Принимая во вни
мание, что центроиды Щ и Щ  представляют собой окружности, нор
маль, проведенная к сопряженным профилям в точке их соприкаса
ния, должна проходить через одну и ту же точку Р 0. Отмечаем на 
заданной кривой Ку  несколько точек Ау, В ■, С и . . .  В этих точках про
водим к кривой норма
ли A tay, Byby, C , c t , до 
пересечения в точках ay, by, 
с у, . . .  с центроидой Цу. При 
вращении звена 1 точка Ау 
кривой К \  описывает дугу 
окружности Ау а, радиуса 
ОуАу, и в тот момент, когда 
точка ai центроиды совпа
дет с точкой Р 0, точка Ау 
будет находиться от точки Р 0 

на расстоянии Р„Л0 =  Aydy.
Из точки Р 0 проводим дугу 
радиусом, равным A y a lt до 
пересечения в точке А 0 с ду
гой Ayiy.  Точка Л0 является 
той точкой линии зацепле
ния, в которой происходит зацепление точки Ау кривой К у  с соот
ветствующей точкой Аа кривой К ^  Точка В 0 линии зацепления опре
делится, если на дуге fijpj из точки Р 0 сделать засечку радиусом Р 0В 0, 
равным отрезку ВуЬу нормали, проведенной к кривой Ку  в точке By. 
Аналогично определятся и остальные точки С 0, D 0, Е 0, . . .  линии за
цепления С3 — С3. Соединив точки Л0, В й, С 0, . . .  плавной кривой, 
получим линию зацепления С3 — С3.

Построение сопряженной кривой Кч  может быть теперь проведено 
так, как это было сделано в примере, разобранном на рис. 612.

Отметим (рис. 614), что при рассмотренном построении сопряжен
ных профилей Ку и K i  дуги P 0a1( ayby, ЬуСу, . . .  центроиды Цу должны 
быть соответственно равны дугам Р 0а3, агЬг, £.2са, . . .  центроиды Ц ъ, но 
между собой эти дуги могут быть и не равны.

Рис. 614. Построение при заданных центроидах кри
вой, сопрвженной с заданной кривой.

§ 110. Геометрические элементы зубчаты х колес

1°. Как было показано в § 109, для построения сопряженных 
профилей (профилирования) зубьев необходимо иметь заданными 
центроиды в относительном движении проектируемых колес. Тогда 
профили зубьев, являющиеся взаимоогибаемыми кривыми, могут быть



построены точно или приближенно методами, изложенными выше, 
если будут заданы либо точки линии зацепления, либо очертание од
ного из сопряженных профилей. Какими же соображениями необхо
димо руководствоваться при выборе этих данных?

При выборе заданий для профилирования зубьев на практике 
приходится руководствоваться соображениями кинематического, дина
мического, технологического и, наконец, эксплуатационного характера. 
Соображения кинематического характера заключаются в основном 
в требовании, чтобы профили сопряженных зубьев могли быть по
строены достаточно простыми геометрическими приемами и чтобы эти 
профили удовлетворяли заданной передаточной функции.

Соображения динамического характера заключаются во многих 
требованиях, из которых можно упомянуть следующие. Необходимо 
стремиться к тому, чтобы при постоянной мощности, передаваемой 
зубчатым механизмом, давления на зубья и опоры механизма были 
постоянными по величине и направлению, далее, чтобы зубья имели 
форму, обеспечивающую наибольшую их прочность, и, наконец, износ 
зубьев должен быть минимальным.

Требования технологического характера в основном заключаются 
в проектировании профилей, которые могли бы быть достаточно про
сто ғзготовленн на современных станках.

Требования эксплуатационного характера заключаются в проекти
ровании таких профилей, которые обеспечивали бы долговечность 
работы механизма, безударность и бесшумность его работы и легкость 
монтажа механизма. Наконец, важным является требование, чтобы 
и случае износа одного или двух сопряженных колес их можно было 
легко заменить новыми. Это условие обычно носит название у с л о в и я  
в з а и м о з а м е н я е м о с т и  зубчатых колес. При массовом выпуске машин 
взаимозаменяемость зубчатых колес достигается установлением опре
деленных норм на размеры зубчатых колес.

Поэтому, хотя теоретически можно построить зубчатый механизм 
с самыми различными профилями зубьев, практически выбор очерта
ния их профилей в значительной степени стеснен вышепоставленными 
требованиями. Вследствие этого в машиностроении обычно пользуются 
только несколькими видами кривых в качестве профилей зубьев. Из 
этих кривых мы остановимся на рассмотрении так называемой э в о л ь 
в е н т е  кр уга ,  являющейся основным типом кривых, по которым очер
чиваются профили зубьев современных зубчатых механизмов, и на 
некоторых видах ц и к л о и д а л ь н ы х  к р и в ы х .

2°. П р е ж д е  чем п ерех оди ть  к  теории  п роф и лирован ия  эео л ьвен т-  
ных профилей, условимся об осн овн ы х терминах, оп ределен иях  и о б о 
значениях. Ц ен т р о и д ы  кр у гл ы х  зуб чаты х  к о л ес  Щ  и Щ  (рис. 61 5 )  
называются н а ч а л ь н ы м и  о к р у ж н о с т я м и .  П р о ф и л ь  каж д ого  зуба  имеет 
часть eb c f ,  в ы ступ аю щ у ю  за начальную  о к р у ж н о с т ь  и назы ваемую  
г о л о в к о й  зу б а ,  и часть a e fd ,  н аходящ ую ся  внутри  начальной о к р у ж 
ности, назы ваемую  н о ж к о й  зуб а .



Так как размеры зубьев колеса одинаковы, то все головки зубьев 
внешнего зацепления ограничиваются снаружи окруж ност ям и голо
вок  радиусов R  и R r„, а все ножки зубьев ограничиваются изнутри 
окруж ност ям и нож ек  радиусов /? и R n : В случае внутреннего

зацепления зубья колеса с внутренним расположением зубьев ограни
чиваются снаружи окружностью ножек и изнутри окружностью голо
вок. Расстояние между окружностью головок и начальной окружно
стью, измеренное по радиусу, носит название высоты головки зуба  
и обозначается через t i  (рис. 616). Расстояние между окружностью 
ножек и начальной окружностью, изме
ренное по радиусу, носит название высоты  
нож ки зуба  и обозначается через ti'.
Таким образом, полная высота Ь зуба 
равна

h =  t i  -L  ti’.

Дуга начальной окружности, вмещаю
щая один зуб (без впадины), носит назва- пJ  v р  Рис. 61о. Часть обода зубчато:
пие толщины зуба  и обозначается через а колеса с внешними зубья .х. 
(рис. 616). Дуга начальной окружности,
вмещающая впадину (расстояние между двумя соседними зуГ>ы;.ми) 
называется шириной впадины  и обозначается через а". Дуга начальной 
окружности, состоящая из одной толщины зуба и одной ширены 
впадины, называется ш агом зацепления по начальной окруж ност и  
и обозначается через tv  Таким образом, шаг зацепления tH равен

К  =  а ' Л ~ а '-
При передаче непрерывного движения двумя сопряженными коле

сами шаг зацепления бывает одинаков для обоих сопряженных ко лес.



Как было показано выше [см. § 43,1°, (10.25)], передаточное отноше
ние г’и  равно

где ш, и ш.2 — угловые скорости соответственно колес /  и 2 , R x и 
R i  — радиусы начальных окружностей этих колес и и z.2 — числа 
их зубьев.

Длины начальных окружностей колес У и 2 равны

Из формул (23.8) следует, что шаг зацепления tH по начальной окруж
ности равен

Аналогично можно вычислить шаг по любой другой окружности.
Отсюда видно, что шаг зацепления всегда выражается через ра

диус или через диаметр окружности несоизмеримым числом, так как 
в правую часть входит трансцендентное число тс. Это затрудняет 
подбор размеров зубчатых колес при проектировании колес и прак
тическое их измерение. Поэтому для определения основных размеров 
зубчатых колес в качестве основной единицы принят некоторый па
раметр, называемый м одулем  зацепления. Модуль зацепления изме
ряется в миллиметрах и обозначается буквой т. Величина модуля 
равна

Зубья колес нарезаются на специальных станках режущим инстру
ментом, размеры и форма которого зависят от величины модуля. 
Чтобы не иметь на машиностроительных заводах, изготовляющих 
зубчатые колеса, большие комплекты режущих инструментов, обще
союзным стандартом (ГОСТ 9563—61) установлены два ряда моду
лей, до которых должны округляться модули, получаемые из расчета. 
В первом предпочтительном ряду предусмотрены следующие модули

Во втором ряду предусмотрены модули, промежуточные и<ежду 
модулями первого ряда, например: 3,5; 4,5; 5,5; 7; 9; 11  и др.

Окружность 'зубчатого колеса,, для которой модуль получается 
стандартным, называется делительной. Делительные окружности в 
зацеплении двух колес часто совпадают с соответствующими началь
ными окружностями.

3°. Размеры зубчатых колес могут быть выражены в функциях 
модуля по делительной окружности и числа зубьев. Как указывалось

2 т:/?! =  z xta и =  z 4 K- (23.8)

2л/?, _  2izR.

t
tn  =  —



выше, в некоторых случаях зубчатые колеса имеют начальные окруж
ности, совпадающие с делительными окружностями. Такие колеса 
иногда называют стандартными. Для этих колес согласно фор
муле (23.8) диаметры D t и D* начальных окружностей могут быть 
представлены в виде ' -------------------

где г, и — соответственно числа зубьев колес 1 и 2. Высота t i  
головки зуба и высота h" ножки зуба в стандартных колесах обычно 
принимаются равными t i  =  m  и h ’ =  1,25/и. Больший размер ножки 
по сравнению с головкой обеспечивает зазор между головкой зуба и 
впадиной. Диаметры D rt и Drs окружностей Ln  и Lra головок 
(рис. 615) для стандартных колес с нормальной высотой зубьев 
равны

Диаметры D ai и D„s окружностей ножек и Г2 (рис. 615) 
равны

Кроме колес с нормальной высотой зуба применяются колеса с 
укороченными зубьями. Для колес с укороченной высотой зубьев эти 
диаметры принимаются равными:

Расстояние А  между центрами Oi и 0 4 стандартных колес 
(рис. 615) может быть также выражено через число зубьев и модуль 
зацепления

В расчетах, связанных с проектированием зубчатых колес, часто 
пользуются относительными величинами. В частности, высота К  го
ловки зуба часто выражается через модуль пг, помноженный на ко
эффициент у':

(23.10)

(23.9)

D r. =  D 1-4- 2 ti - m z, - j -  2m  - -• tn  ( z x 4 -  2), (23 .11)
£>ra =  D.j - f -  2 К  =  m z % - ( -  2 m  —  m  (z^  - f -  2). (23 .12)

D ni =  Di — 2h’ =  m zi  — 2,5m  =  m  — 2,5), (23.13) 
D„2 =  D i — Ih" = m z t — 2,bm =  m { z i — 2,5). (23.14)

D ri =  m (Zi - f - 1,6), D ti =  m (z.2 +  1,6), 
D„l =  m ( z 1 —  2,2), D Hi =  m ( z q —  2,2).

t i  =  -£m.

Точно так же высота h ’ ножки зуба принимается раиной

h’ =  f ’m.

(23.16)



Величина обычно принимается -£ =  1 для колес с неукорочен
ной высотой зубьев и ^ ' =  0 ,8  — для колес с укороченной высотой 
зубьев. Соответственно % принимается равной % "= 1 ,2 5  и ^ " = 1 , 1 . 
Поэтому в общем виде формулы (23.11) имеют такой вид:

£>„ =  « ( « !  +  2 Х'), D ri =  « ( z I +  2 Z'). ) ( 2 3 1 8 )

D H1 =  т (z t — 2 х"), О па_ =  т { г г —  2 Z"). J

§  111. Геометрия эвольвентных профилей

1°. Остановимся на вопросе о том, что представляет собой эволь
вента круга и какими важными для теории зацепления свойствами 
она обладает. Пусть задана окружность с центром в точке О 
(рис. 617). Проведем прямую А В , касательную к этой окружности, 
и будем катить эту прямую без скольжения по окружности. Для

построения эвол ьвенты  кр уга  делим о к р у ж н о ст ь  па рапные дуги: 
y j A  —  Г ,  y j l '  —  2', ^ j 2 ’ —  3 \  ^ 3 '  —  4', На прямой отк л ады ваем  

точки А  участки, равны е этим дугам  так, что имеем y j A — V  —
—  А  —  1. —  7  =  1 —  2, ^ 2 '  ~ 3 ’ =  2  —  3 , ^ 1 5 '  — 16 ' —
=  1 5 — 16.

Тогда при  качения прямой А В  без  скольж ен ия  по о к р у ж н о ст и
точки А 2. 3 .......... 1 6  пряной  А В  буд у т  п осле до вател ьн о  совпадать
с точками 2', 3 ’, . . . ,  16 '  о к р у ж н о с ти .  П р и  этом  все  т еч к и  прямой



будут описывать кривые, которые носят название эвольвент  круга. 
На рис. 617 показаны эвольвенты, описанные точками В  и С. Из 
чертежа непосредственно следует, что все точки эвольвенты, описан
ной точкой В, отстоят на одном и том же расстоянии В С  от точек 
эвольвенты, описанной точкой С. Точки А, Г,
2', 3', . . . ,  16' при качении прямой по окруж
ности будут мгновенными центрами вращения 
прямой АВ, сама же прямая будет в каждом 
своем положении нормалью к образуемой ею 
эвольвенте в соответствующей точке. Окруж
ность, ‘по которой катится прямая АВ, является 
эволю т ой  — геометрическим местом центров 
кривизны эвольвент, описываемых точками пря
мой АВ. Таким образом, центрами кривизны 
эвольвенты являются точки А, Г , 2', 3 '........ 16'.

2°. Зависимости отдельных параметров эволь
венты круга между собой особенно ясны, если 
имеется уравнение эвольвенты. Пусть задана 
окружность радиуса т и прямая t  — t, касатель
ная к окружности в точке М 0. При качении
прямой t  — t  по окружности точка прямой M t описывает эволь
венту М„Э (рис. 618). Для точки М  эвольвенты имеем:

ОМ =  АО -\-'АМ .

Модуль вектора ОМ равен

\ O M \  =  V 7 r W = l .  (23 .19)

Модуль вектора А М  представляет собой радиус кривизны р 
эвольвенты в точке М. Из уравнения (23.19) получаем величину

р =  1 / > —  г*. (23 .20)

Из рис. 618 следует, что

Рис. 618. К вы воду у р ав н е 
ния эвольвенты .

tgd : у т - и а =  acrtg ] /72 — г2
(23 .21)г г  °  г

Из свойств эвольвенты следует, что отрезок А М  равняется дуге 
МцА, т. е. р = ^ А М 0. В свою очередь дуга А М й (рис. 618) рыша 
KJA M 0 =  re, откуда

р =  гВ.
Подставляя только что полученное нами выражение для р п ра

венство (23.20), получаем:
0 = t g *  (23.22)

или, принимая во внимание формулу (23.21), имеем:



Высота у  эвольвенты над окружностью, измеренная на продол
жении радиуса окружности, определяется из равенства

(у  -f- г) cos а =  г,
откуда

у  =  ——  (1  — cos а).
J  COS а 4 '

Наконец, угол Ь, определяющий направление радиуса-вектора ОМ 
любой точки М  эвольвенты, равен

& =  0 — а,

откуда, принимая во внимание равенство (23.22), имеем:

9- =  tg а — а. (23.23)

Полученная функция угла а называется эвольвент ной ф ункцией  и 
обозначается сокращенно inv (инволюта). Имеем:

d =  inva. (23.24)

Полученной функцией пользуются для аналитического определе
ния направления радиуса-вектора ОМ. Для удобства вычислений со
ставляются таблицы inv а для различных значений угла а* ).

3°. Профили зубьев круглых колес, построенные по эвольвентам, 
всегда обеспечивают передачу движения с постоянным передаточным 
отношением. Для доказательства покажем, что нормаль к сопряжен
ным профилям, построенным по эвольвентам, всегда проходит через 
мгновенный центр вращения Р 0 в относительном движении, занимаю
щий постоянное положение на прямой OiOa (рис. 619).

Пусть заданы центроиды Ц х и Ц 3 (рис. 619). Через мгновенный 
центр вращения Р 0 проводим прямую N — N  под произвольно вы
бранным углом я к касательной t  — t. Далее, из точек Ot и 0.2 опу
скаем на прямую N — N  перпендикуляры OtA  и 0.2В  и проводим 
радиусами OiA =  ri и 0 25  =  г9 окружности. Эти окружности примем 
за эволюты — за геометрические места центров кривизны эвольвент. 
Указанные окружности носят название основны х окруж ностей. П ря
мая N — N, являющаяся по построению общей касательной к этгм 
окружностям, называется образующей прямой. Мгновенный центр Р 0 
является полю сом  зацепления , а угол a — углом  з аиепления. Эволь
венты могут быть получены качением ооразующей прямой N — N  
по основным окружностям. Для этого, как было показано на рис. 617, 
делим образующую прямую А В  на равные отрезки и откладываем 
на основных окружностях дуги, равные этим отрезкам. Тогда точка

*) См. А р т о б о л е в с к и й  И.  И., З и н о в ь е в  В А Э  д е л fc- 
ш т е й н  Б. В., Сборник задач по теории механизмов и машнн, Гостсх- 
издаг, 1951.



образующей прямой, совпадающая с центром Р 0, описывает при ка
чении по основной окружности колеса 1 эвольвенту P 03 i. При каче
нии той же прямой по основной окружности кс^еса 2  та же точка 
спишет эвольвенту Р 0Э.2. Эвольвенты Р„Э, и Р с имеют крайние 
точки Г  и Г ,  лежащие на основных окружности*. В противопо
ложном направлении эвольвенты могут быть продолжены безгранично. 
Если продолжать катить образующие прямые за точки Г  и то 
мы получим симметрично расположенные ветви эвольвент.

4°. Можно показать, что если указанным способом построены 
эвольвенты, то общая нормаль в любой точке соприкасания профилей 
всегда будет проходить через полюс зацепления Р 0.

Пусть заданы центроиды Д 1 и Щ  (рис. 620) и угол а наклона 
образующей прямой N — N  к касательной t  —  t. Строим основные 
окружности ^  и S 2 и эвольвенты С?! и Э2.

В показанном на рис. 620 исходном положении двух эвольвент 
с?! и Эъ их общая нормаль N — N  проходит через полюс зацепле
ния Р 0 и одновременно касается основных окружностей S t и 
Представим себе, что колеса повернулись, и эвольвенты заняли новое 
положение. Нормаль к эвольвенте Эх в этом положении должна быть 
касательной к основной окружности Si, а нормаль к эвольвенте 
должна касаться окружности S2. Так как в точке касания эвольвент



нормаль должна быть общая, то она должна одновременно касаться 
и той и другой основной окружности, и, таким образом, при враще
нии колес их общая нормаль не меняет своего положения и все время 
проходит через пглюс зацепления Р 0. Следовательно, передаточное 
отношение I от колеса 1 к колесу 2, равное

О.Р„
О Л  ’

при вращении колес остается постоянным.
Таким образом эвольвент ное зацепление обеспечивает пост оян

ст во передаточного отношения.

5°. Между радиусами Т\, R t и r.2, R., основных и начальных 
окружностей (рис. 620) существует простая зависимость

г j =  R t cos х, г,j =  Ri cos я, 

откуда в случае внешнего зацепления имеем:

1 ____  С01 ____  Р г  ____  Г 2

м. р . Г ■

(23 .25)

(23.26)

Таким образом передаточное отношение г12 не зависит от угла зацеп
ления а, а только от радиусов основных окружностей.

Из условия (23.26) следует, что при изменении расстояния OjOj 
(рис. 621) между осями колес с эвольвентным профилем зубьез



передаточное отношение /н не изменяется, если при этом сохранены 
радиусы основных окружностей. Отступление от расчетного рас
стояния 0 i0 9 может иметь место при монтаже и сборке механизма. 
На рис. 621 показаны два колеса, 
с центрами в точках Ot и Ог, на
ходящиеся в зацеплении. Пусть 
центр 0-2 переместится в положе
ние 0%. Тогда прямая N — N  зай
мет положение AT — N '. Полюс 
зацепления будет не в точке Р 0, 
а в точке Р'п. Тем самым изме
нятся радиусы начальных окруж
ностей. Вместо радиусов R t и R t 
будем иметь соответственно R[ и R 2.

Наконец, изменится и угол за
цепления а, который примет значе
ние а'. Передаточное же отноше
ние /12 окажется по-прежнему равно

так как радиусы г ( и г2 основ
ных окружностей не изменились.

Из указанного свойства колес 
с эвольвентными профилями зубьев 
следует, что угол зацепления а 
определяется только после сборки и монтажа сопряженных колес. 
Поэтому различают расчетный угол зацепления я и угол а', который 
называют м онт аж ны м  у гл о м  зацепления  и обозначают а3.

§ 112. Проектирование эвольвентных профилей

1°. Вопрос о построении эвольвентных профилей зубьев начнем 
с рассмотрения внешнего зацепления. Определим радиусы R t н R.2 
начальных окружностей по заданному передаточному отношению ги 
и расстоянию А  между центрами колес из следующих соотношений:

' » = 5 = - # : = - ^ -  ' 4 = к . + к -

где z j и — числа зубьев колес.

Здесь мы рассмотрим тот случай, когда А =  ^  (z i [см- фор
мулу (23.15) § 110,3°], т. е. когда колеса являются стандартными. 
Пусть Цг и Ц г на рис. 622 суть начальные окружности. В полюсе 
зацепления Р 0 проводим касательную t  — ( к этим окружностям. Д;:- 
лее, проводим образующую прямую N  — N  под углом зацеплении я

Рис. 621. К вопросу об изм енении м еж цсп- 
трового расстояния двух колес с эвольнепт- 

цым зацеплением.



К касательной t  — t. В стгнтартных колесах угол зацепления а обычно 
принимается а =  20°. Все соотношения размеров зубьев принимаем в 
соответствии с § 110. Опускаем из точек Ог и 0 .3 перпендикуляры

Р и с . 622. К определению  оснооных п ар ам етр о в  внеш него  эволь- 
вентпого  зацепления.

Oi-Д и 0.гВ  на образующую прямую N — N. Обозначая длины этих 
перпендикуляров через Г\ и гг, получаем согласно формулам (23.25)

ri =  i? iC osa, r a =  /?2  cosa. (23.27)

Построим радиусами и га основные окружности и £ а. П рово
дим, далее, окружности головок Ц  vi и окружности ножек Т\ и 
Тг, радиусы которых вычисляем по формулам (23.11) — (23.14). Пе
рекатывая образующую прямую по основным окружностям, находим 
эвольвенты и УИ.2Э.3. Как видно из чертежа, эвольвенты начк-



наются в точках М i и Л12, лежащих на основных окружностях Sj и 
и кончаются в точках e n d ,  лежащих па окружностях и 1 2 головок.

2°. Определим крайние точки, в которых соприкасаются сопря
женные профили зубьев. Так как линией зацепления служит сама об
разующая прямая N — N, то радиусом О^е делаем на прямой N — /V 
засечку в точке Ь. Так как точка е лежит на окружности головок, 
то точка Ь и является крайней точкой линии зацепления, в которой 
зубья могут соприкасаться. Радиусом Оф  на профиле M 2d  засекаем 
точку g. Точка g  будет той точкой, которая приходит в сов
падение с точкой е в точке Ь\ тогда часть профиля зуба колеса 2 , 
участвующего в зацеплении, есть отрезок кривой, расположенный 
между точками g  и d.

Аналогичным построением определим часть профиля зуба колеса 1, 
участвующего в зацеплении. Это — часть кривой между точками /  
и е. Отрезки профилей gd и f e  носят название рабочих участ ков  
профилей зубьев. Из построения следует, что участки M ^g  и 
эвольвент являются нерабочими точно так же, как и остальные части 
ножек. Нерабочие участки профилей зубьев в общем случае могут 
быть очерчены любым образом, но так, чтобы сопряженные зубья 
свободно выходили из зацепления. Участок кривой, по которой очер
чены нерабочий участок профиля зуба, называется галт елью . Можнэ, 
например, от точек M j и уИ2 очерчивать ножки по радиальным пря
мым M iOi и УИ.20 2. В местах сопряжения ножек с окружностями 7\ 
и Ti делают обычно небольшое закругление радиусом г0, равным от 
0,3 до 0,4 модуля т. Симметричные части зубьев строятся по зако
нам симметрии.

Таким образом, в общем случае г т р й г т я и т р л ь н я я  линия зяпепления 
эвольвентных профилей представляется в виде участка ab образую
щей прямой, заключенного между окружностями головокГ Указанный 
участок догнт с а ванне практ ической Aiittm t  за ц еп лен и е

Длина ab практической линии зацепления зависит от высоты голо
вок зубьев или иначе от диаметров окружностей головок! Размеры 
высоты головок, вообще говоря, могутПэыть больше, чем показано 
на рис. 622, но не должны выходить за пределы окружностей, опи- 

^саиных из центров Oj и 0.г и проходящих через точки А  и В  обра
зующей прямой N  — N. Отрезок А В , определяющий предельную 
длину линии зацепления, называется т еорет ической линией, зацеп
ления. -------------------------------------------------------------

Четким образом увеличение рабочих участков профилей зубьев 
возможно за счет увеличения диаметров окружностей головок. Однако 
если окружность головок одного из колес пересекает линию зацеп
ления за пределами теоретической линии зацепления, то весь участок 
профиля, точки которого лежат вне линии зацепления, оказывается 
нерабочим. Например, если окружностью головок колеса 1 есть 
окружность L[ (рис. 622), то на участке kti профиль получается 
нерабочим. На участке пе профиль будет рабочим только в том 
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случае, если окружностью головок колеса 1 будет окружность 1![, пере
секающая линию зацепления в точке В.

3°. Аналогично могут быть построены эвольвентные профили 
зубьев внутреннего зацепления. На рис. 623 показаны соприкасаю
щиеся в точке Р 0 центроиды Lh и Щ. Через точку Р 0 проводим 
образующую прямую N — N  под углом зацепления а к касательной

t  — t. Из точек Oj и 0 2 опускаем перпендикуляры OtA  и 0.2В  и про
водим основные окружности S i и «S'*. Далее, перекатывая прямую 
N — N  по основной окружности Si, получаем эвольвенту М 1Э 1 . При 
перекатывании прямой N — N  по основной окружности S t получаем 
эвольвенту Л4аЭа. Проводим, далее, окружность Li головок и окруж
ность Ti ножек малого зубчатого колеса 1 и строим профиль зуба так, 
как это было показано выше при построении внешнего зацепления. Для 
большого колеса 2 , имеющего зубья, расположенные по внутренней 
поверхности, формулы для диаметров окружностей головок и ножек, 
для зубьев со стандартной высотой головки имеют следующий вид:

D ra =  Ог ~ 2 к '  =  т  (z4 — 2 ),



Из построения видно, что окружность головок колеса 2 может 
пересечь линию зацепления N — N  правее точки А, левее нее или 
может пройти через точку А. В первом случае весь участок головки 
зуба колеса 2  получается рабочим. При пересечении указанной окруж
ности с линией N — ./V левее точки А, например, окружность головок 
L" пересекает прямую N — N  в точке Ь, участок профиля he не 
может быть использован для целей зацепления, а потому практически 
не выполняется. Таким образом, головка зуба колеса 2 ограничена 
по высоте отрезком эвольвенты Р 0е, где точка е есть пересечение 
окружности головок, проходящей через предельную точку А  на 
линии зацепления с профилем зуба.
Участок же профиля М.2е эволь
венты в качестве профиля зуба 
колеса 2 использовать нельзя. Д ру
гой предельной точки теоретиче
ской линии зацепления быть не 
может, потому что обе эвольвенты 
могут быть безгранично продол
жены за точки d и / .

Таким образом, фактическая 
линия згцепления представляет со
бой отрезок Аа. Рабочей частью 
профиля зуба малого колеса У 
есть участок M^d профиля, а 
рабочей частью профиля зуба 
большого колеса 2  — участок fe  
профиля.

4°. Переходим к проектирова
нию реечного зацепления между
рейкой и колесом. Центроидами в этом зацеплении являются прямая Цх 
и окружность Д 2 (рис. 624). Через точку Р 0 проводим образующую 
прямую N — N  под углом зацепления а к прямой Щ. Из точки 0 9 

опускаем на образующую прямую перпендикуляр 0 .2Л и проводим 
основную окружность колеса. Далее, по общим правилам строим 
профили зубьев колеса так, как это было изложено для зубчатых 
колес с внешним зацеплением. По свойствам эвольвентных профилей 
профили зубьев рейки должны соприкасаться с профилями зубьев 
колеса на прямой N — N , и общая нормаль к точке соприкасания 
должна проходить через полюс зацепления Р 0. Так как рейка имеет 
только поступательное движение, то, чтобы зацепление происходило 
на прямой N — N  и нормаль к соприкасающимся профилям прохо
дила через постоянную точку Р„, необходимо, чтобы все нормали 
к профилю зуба рейки были параллельны прямой N — N. Но если 
все нормали к профилю параллельны одной и той же прямой N — N, 
то, очевидно, сам профиль представляет собой прямую линию, пер
пендикулярную к этой прямой. Поэтому профиль зуба рейки может

Рис. 624. Схема реечного зубчатого зацеп
ления.



быть получен, если через точку Р 0 провести прямую ch, перпенди
кулярную к образующей прямой N — N. Головка зуба рейки закан
чивается на прямой головок L u а ножка на прямой ножек T v Высота 
головок и ножек подсчитывается по формулам, указанным в § 1 1 0 . 
Теоретическая линия зацепления так же, как и при внутреннем 
зацеплении, имеет только одну предельную точку — точку А. В самом 
деле, эвольвента УИ2.Э3 и прямая ch теоретически могут быть без
гранично продолжены за точки g  и h. Практическая линия зацепления 
заключена между окружностью головок Lt и прямой головок Lt. Так 
как на рис. 624 точка а практической линии зацепления оказалась 
за точкой А, то, проведя прямую AL[, параллельную прямой Ц и 
видим, что участок се профиля зуба рейки оказывается нерабочим и, 
следовательно, часть nkce  зуба не должна выполняться. Для опреде
ления второй точки рабочего участка профиля зуба проводим через 
точку Ъ линии зацепления прямую, параллельную прямой Ц ь до пере
сечения в точке /  с профилем зуба рейки. Рабочий участок профиля 
рейки есть участок профиля fe .

Из рассмотренных примеров следует, что чем больше теоретиче
ская линия зацепления, тем большими могут быть выбраны высоты 
головки зубьев и, следовательно, увеличены рабочие участки профи
лей. Теоретическая же линия зацепления будет тем больше, чем 
больше угол зацепления а. Необходимо только помнить, как это было 
показано в § 108,2°, что увеличение практической линии зацепления 
будет увеличивать расстояние от точек касания до полюса зацепле
ния. Увеличение этого расстояния вызовет увеличение относительной 
скорости скольжения профилей и, следовательно, увеличит мощность, 
идущую на трение между зубьями [см. формулу (22.47) в § 108], а 
это будет вызывать большой износ профилей зубьев.

§ 113. Д уга зацепления и коэффициент перекрытия

1°. Найдем теперь путь, пройденный любой точкой начальной 
окружности за время зацепления одной пары сопряженных профилей 
зубьев. Пусть практическая линия зацепления заключается между 
точками а и b (рис. 625). В момент начала зацепления профиль зуба 
колеса 1 занимает положение I. В момент конца зацепления тот же 
профиль находится в положении II. Дуга d d '  есть дуга, на которую 
перекатятся начальные окружности за время зацепления одной пары 
сопряженных профилей. Дуга d d r носит название дуги зацепления . 
Длина дуги зацепления может быть выражена через длину линии 
зацепления и угол зацепления. Для этого соединим точки d u d ’ 
с центром Oi  и обозначим угол dO\d!  через 6 t. Отметим, далее, 
начальные точки с и с эвольвенты зуба. Эги точки лежат на основ
ной окружности, и угол сОус' также равен углу 01. Длина дуги dd!\



Длина дуги сс
KJ СС =  Г $1,

откуда

Подставляя выражение (23.30) в равенство (23.29), получаем:

y j d c t  = у -  w  cci.

(23.30)

(23.31)

Из свойств эвольвенты следует:

^ jcc ’=  ^ jA c ' — \ jA c  =  Ab — Aa =  ab.

Далее, из формулы (23.27) имеем:

г 1 =  c o s  т.,

где а есть угол зацепления. Теперь равенство (23.31) можно напи
сать так:

Д А __Rt (ab) _  (ab)
KJ R i  COS a  COS a  1

(23.32)

Таким образом, длина дуги зацепления на начальной окруж ности  
равна длине линии зацепления, деленной на косинус у гла  зацепления.

Рис. 625. К  определению дуги зацеплепня и коэффициента 
перекрытии.

Аналогичным путем можно определить дугу зацепления по любой 
другой окружности. Если дугу зацепления измерять по основной 
окружности, то мы получим длину, равную длине рабочего участка 
линии зацепления.



2°. Если дуга зацепления равна шагу зацепления t, то при пере
катывании начальных окружностей на эту дугу только одна пара 
сопряженных профилей зубьев находится одновременно в зацеплении. 
Если дуга зацепления будет меньше шага зацепления, то в зацепле
нии произойдет перерыв, и передача будет работать с ударом. Если 
наоборот, дуга зацепления будет больше шага зацепления, то неко
торое время в зацеплении будет находиться одна пара профилей, а 
остальное время — две пары, может быть, и более.

Так как при изготовлении зубьев возникают некоторые неточно
сти в очертании профилей, то не рекомендуется при проектировании 
ограничиваться тем предельным случаем, когда дуга зацепления рав
няется шагу зацепления. Желательно, чтобы дуга зацепления всегда 
была несколько больше шага зацепления. Тогда передача будет рабо
тать плавно, без ударов. Таким образом, в правильно спроектиро
ванной передаче желательно, чтобы отношение дуги зацепления 
к шагу t  было больше единицы, т. е.

дуга зац е п л е н и я ^  ,
В =  - --------- ;------------> 1 .

Отношение дуги зацепления к шагу, которое обозначим буквой е, 
называется коэф ф ициент ом перекрытия.

Принимая во внимание формулу (23.32), получаем:
w ddt __ (ab) __ (ab)

t COS a Tim COS a ’
(23.33)

так как шаг зацепления t =  Ttm.
В современной практике для внешнего зубчатого зацепления коэф

фициент перекрытия обычно получается в пределах

1< £< 2.
3°. Величина t  cos а, стоящая в формуле (23.33), носит название 

основного шага зацепления  и обозначается буквой t0. Таким образом, 
основной шаг зацепления связан с шагом зацепления t условием

t 0r = t  cos а =  т:т cosa. (23.34)

Из формулы (23.34) следует, что основной шаг представляет собой 
дугу, измеренную по основной окружности и вмещающую один зуб 
и одну впадину. Коэффициент перекрытия е может быть тогда пред
ставлен как отношение линии зацепления к основному шагу зацеп- 
JiCIUiS

, _  (ab) 
to

Коэффициент перекрытия е может быть определен и аналитически. 
В самом деле, из рис. 625 имеем:

(ab) =  (АВ) — (ВЬ) —  (Аа) =  (АВ) —  (А В  — АЪ) — (А В  —  В а) =
=  (АВ) — (АВ) (АЬ) — (АВ) (Ва) =  (АЬ) +  (Ва) — (АВ).

£ =  (23.35)



Но так как (Ab) =  Y  R n — rj, (Ba) =  Y R l i  — и 04B) =  /4 sina , 
где R T1 и R r2 — радиусы окружностей головок колес и Л — расстоя
ние между осями Ох и Оа колес, то

(ab) =  1 — г \ V R\ i  — r\  — A sin я.

Подставляя последнее выражение в соотношение (23.33), полу
чаем:

V —  Г\ +  V — г\  — A  sin а
л т  cos а (23.36)

4°. В некоторых случаях удобно выразить коэффициент перекрытия че
рез углы, соответствующие дуге зацепления и основному шагу зацепления. 

Из соотношения (23.30) следует, что угол 0t равен

л _  ^ сс' _  (аЬ)
1—  г Г ’

откуда получается длина практической линии зацепления
(а&) =  01г 1.

Величина основного шага зацепления t0 равна

t0 =  г Ж ,

где 4-, есть угол, дуга которого, измеренная по основной окружности, рав
на t 0. Дуга t 0 вмещает один зуб и одну впадину. Угол 0! есть угол, на ко
торый поворачивается зубчатое колесо 1 за то время, в течение которого 
пара сопряженных профилей находится в зацеплении.

Из равенства (23.35) следует:

. =  <£*>-= (23.37)
t0 i

Коэффициент перекрытия может быть также выражен через углы 6а и 
ф», относящиеся к колесу 2:

Так как ’\>lz l =  2n и J/2z» =  2n, то
d , Z ,  OoZa

£= i r = ^ f -  <23-33>

Из формулы (23.35) следует, что с увеличением практической линии за
цепления (ab) увеличивается и коэффициент перекрытия. Таким образом, 
для увеличения коэффициента перекрытия следует увеличивать практиче
скую линию зацепления, что может быть достигнуто увеличением высот го
ловок зубьев в пределах теоретической линии зацепления. Формула (23.36) 
может быть использована для определения коэффициента перекрытия про
филей зубьев и различных очертаний профилей.

5°. Из равенства (23.38) следует, что коэффициент перекрытия увеличи
вается при увеличении числа зубьев колес. На рис. 626 изображена диа
грамма зависимости коэффициента перекрытия е стандартных колес от числа 
зубьев г , малого колеса и передаточного отношения isl. Диаграмма постро
ена в предположении, что высота головки /Г =  т  и угол зацеиления а =  20°. 
Значения передаточного отношения отложенные влево от оси ординат



Ot,  относятся к внешнему зацеплению, а значения isl, отложенные вправо 
от оси Ое, относятся к внутреннему зацеплению.

Для Zi =  20 кривая доведена только до точки А,  соответствующей 
(21 =  1/5. Для Z i = 2 5 ,  z1 =  30, z , =  40, z , = 4 5  кривые даны в интервале, 
где передаточное отношение г», изменяется от — 1 до + 1 / 2 .  Из диаграм
мы следует, что коэффициент перекрытия е при  этом изменении передаточ
ного отношения непрерывно растет. При внутреннем зацеплении коэффици-

Рис. 626, Диаграмма зависимости коэффициента перекрытия 
от числа зубьев малого колеса передачи и передаточного отно

шения.

ент е имеет значения большие, чем при внешнем. Коэффициент е, взятый 
для значения *Э1 =  0, соответствует зацеплению колеса с рейкой.

Пример. Пусть требуется определить с помощью данной диаграммы 
(рис. 626) коэффициент перекрытия е стандартной зубчатой передачи с 
внешним зацеплением, имеющей числа зубьев zy =  30 и г., =  90. Передаточ
ное отношение r'2i равно i2, = — z,/z2 = — 1/3. По оси абсцисс влево оты
скиваем значение передаточного отношения f'21 = — 1/3 и на кривой Z j = 3 0  
находим точку к, которой соответствует на оси ординат коэффициент пере
крытия е =  1,75.

§  114. Коэффициент скольжения зубьев

1°. Р ассм отри м  два соп ряж енн ы х  эво л ьв ен т н ы х  п ро ф и л я  М \ Э \  и 
М ^ Э г (рис. 627),  п р ин адл еж ащ и х  колесам  1 и 2. П у с ть  эти  профили 
касаю тся  в точке  С, леж ащ ей  на образу ю щ ей  прямой N — N .  Если 
па этих  проф илях  вы брать  точки т j и т г, л е ж ащ и е  на начальных 
ок р у ж н о стях ,  то о т р е зо к  C m j п рофиля  М \Э у  зуба  кол ес а  1 и о т р е 
з о к  С т г профиля М э Э .2 зуба  колеса  2  не равны  м еж ду  собою. 
В п роцессе  зацепления п роф илей  и н аблю дается  не то л ько
качение профиля по профилю , но и их ск ол ьж ен ие  д р у г  по другу . 
В самом деле, при движении точек  m i  и т г к полю су  Р а они п ро 
ходят  равны е пути n i iP 0 и т ъР й. О дн оврем ен н о  с этим дуга  С /яа 
профиля Э -i п еремещ ается  по ду ге  С ’Пу п рофиля  Т а к  к а к  эти



дуги не равны, то качение профилей сопровождается скольжением, 
которое можно измерить разностью длин указанных дуг. Скольжение 
профилей влияет на износ зубьев, уменьшает износостойкость пере
дачи и тем самым ухудшает показатель работы зубчатой передачи. 
Для оценки взаимного скольжения профилей зубьев пользуются поня
тием коэф ф ициент а скольж ения зубьев. Под коэффициентом сколь
жения понимается отноше
ние скорости скольжения то
чек контакта зубьев к каса
тельным составляющим ско
ростей точек контакта сопря
женных профилей, т. е. вы
ражение

Х =  (23.39)

2°. Рассмотрим вопрос 
об определении коэффициен
тов скольжения X, и Х.2 сопря
женных зубьев (рис. 627).
Для определения скоростей 
v CK и тангенциальных состав
ляющих ©£ и скоростей 
точек Cj и С-2 контакта со
пряженных профилей М хЭх 
и Ж 2Э .2 построим плап скоростей механизма, приняв для наглядности 
за полюс плана скоростей точку С.

Скорость скольжения ®ск определяется из плана скоростей как 
вектор, пропорциональный отрезку (cic2). Скорость v ‘Ci пропорцио
нальная отрезку (c0ci), где точка с0 — конец вектора v n нормальной 
составляющей скоростей v Cl и ®с ,. Наконец, скорость v fc  пропор
циональна отрезку (с0с<i).

Скорость скольжения =  определяется из равенства (22.46) 
(см. § 108, 2°). Имеем для внешнего зацепления

®c,Cl =  (“ i - i - ш0 ( Л А  (23-40)

где ш, и ш2 — угловые скорости колес 1 и 2  и (Р йС) — расстояние 
от точки зацепления С до полюса зацепления Р 0. Скорость v £ (см. 
план скоростей) равна

v ‘Ci =  v nt g ^ .

Скорость v n согласно § 109,1° равна

Рис. 627. К определению коэффициента скольжения 
зубьев.



где Tj и гз — радиусы основных окружностей колес 1 и 2. Тогда 
для v ‘Ci получаем:

v ‘Ci =  ш,/-! tg  р, =  ^ - = ш 1 (АС) =  щр1г (23.42)

(АС)где tg  а расстояние (АС) по свойству эвольвенты равно
r  1

радиусу кривизны р1 ==(Л С ) профиля в точке Q .
Аналогично для скорости v*c будем иметь:

v (Ca =  ш.,г2 tg  р.2 =  w.2r.2 =  о).2 (ВС) =  шгр9, (23.43)

где р9 =  (£С ) — радиус кривизны профиля М 3Э3 в точке С9.
Коэффициент скольжения Xt для профиля i будет тогда равен

X1 = ^ g i .  =  a>1+ ‘̂ ( ^ £ \ = = f l  - f  - ! ) ( £ £ > .  (23.44) 
v ‘r  “ i \ Pi I \  ' 12/ Pi

Соответственно для профиля коэффициент скольжения Х3:

X1 =  ^  =  = l ± * ( £ £ W l + / 1o £ * Q .  (23.45)
“з \ Рг ; 1 Рз

При подсчете коэффициентов и Х.2 надо иметь в виду, что если 
колеса 1 и 2  разные, то зубья бблыиего колеса зацепляются в /13 

раза меньше, чем зубья меньшего колеса. Следовательно, надо при 
подсчете коэффициентов скольжения помножить или разделить одгн 
из коэффициентов Xj или Х3 на величину /ц . Если мы, например, 
имеем, что большим колесом будет колесо 2, то коэффициенты 
скольжения Х( и X.j должны подсчитываться по формулам

» ; = x 1 = ( , + ; L ) < ^ L ,  (23.46)

X' =  -Ь  =  1 м  I _М  (РоО__ (23.47)
 ̂12 *12 Рз V *12 / Рз

В формулах (23.46) и (23.47) следует подставлять абсолютное зна
чение передаточного отношения in , ибо знаки учтены в формуле 
(23.40).

Для внутреннего зацепления формула (23.40) имеет вид

v c ,c l =  ( “ 1 —  “ 0  ( W  ( 2 3 .4 8 )

Соответственно формулы для определения коэффициентов сколь
жения Xj и Xj для внутреннего зацепления имеют вид

(2 3 -49 )\  4 2 /  P l

Xj =  / l ------ ;М  . ( 2 3 .5 0 )
\  h i !  Ра

3°. Из формул (23.46) и (23.47) следует, что коэффициенты 
скольжения Х{ и Х3 возрастают с увеличением расстояния (Р 0С) от



точки зацепления С  до полюса зацепления и уменьшением радиусов 
кривизны р! и ра профилей. В крайних точках А и В  теоретической 
линии зацепления (рис. 627) радиусы pi и р2 равны нулю, т. е. в этих 
точках коэффициенты Xj и Х2 равны теоретически бесконечности. Из 
сравнения формул (23.46), (23.47) и (23.49), (23.50) также видно, 
что коэффициенты скольжения для внутреннего зацепления при том 
же передаточном отношении могут быть получены меньшими, чем 
для внешнего зацепления.

Рис. 62$. Диаграмма коэффициентов скольжения эубьез зубчатой пере
дачи: а) диаграмма для внешнего зацепления; 6) диаграмма для внут

реннего зацепления.

На рис. 628 схематично показаны кривые изменения коэффи
циентов скольжения X, и Xj. На рис. 628, а по оси абсцисс отложена 
теоретическая линия зацепления А В  для колес с внешним зацеплением. 
По оси ординат отложены коэффициенты скольжения XJ и Хг. Участки 
кривых XJ и Xj, расположенные выше оси абсцисс, относятся к голов
кам зубьев, а участки ниже оси абсцисс — к ножкам зубьев. Чтобы 
избежать больших потерь на скольжение профилей и уменьшить их 
износ, практическая линия зацепления аЪ (рис. 628, а) должна рас
полагаться в зоне относительно малых коэффициентов скольжения. Эта 
зона на рис. 628, а заштрихована. На рис. 628, б  аналогичные кривые 
построены для внутреннего зацепления. Кривая 2 изображает изменение 
коэффициента скольжения Хг внешнего колеса внутреннего зацепления.

§  115. Некоторые сведения по методам обработки 
эвольвентных профилей зубьев

1°. В данном параграфе мы рассмотрим в самых общих чертах 
методы нарезания зубчатых колес, так как этот вопрос тесно связан 
с теорией профилирования зубьев.



Зубчатые колеса с эвольвентным профилем зубьев обычно наре
заются на специальных зуборезных станках двумя методами: 1) мето
дом копирования и 2 ) методом обкатки.

М етод копирования  состоит в том, что по чертежам тщательно 
построенных профилей зубьев изготавливается дисковая фреза

(рис. 629). Режущая кромка фрезы 
имеет очертание впадины между 
зубьями. Вращаясь, фреза переме
щается в направлении боковой об
разующей зуба. За каждый ход 
фрезы вдоль оси колеса получается 
нарезанной одна впадина. По про
хождении всей впадины фреза воз
вращается в исходное положение. 
После этого нарезаемое колесо по-

Рис. 623. Дисковая фреза для нарезания
зубьев методом копирования. В О р З Ч И В З е Т С Я  Н З  В б Л И Ч И Н у  у г Л Э

т =  2 tzjz, где г  — число зубьев на
резаемого колеса, и процесс повторяется. На рис. 630 показан про
цесс нарезания колеса дисковой фрезой.

2°. М етод обкат ки  заключается в том, что режущему инстру
менту и заготовке сообщают то относительное движение, которое

имели бы два зубчатых колеса, находя
щихся в правильном зацеплении. В та
ком случае режущий инструмент должен 
представлять собой также зубчатое ко
лесо, т. е. колесо-инструмент может быть 
сделано в виде колеса или рейки. На 
рис. 631 показано такое колесо-инстру
мент, которое носит название долбяка. 
Долбяк совершает поступательное дви
жение параллельно оси х — х  нарезае
мого колеса (рис. 632). Одновременно 
долбяку и колесу сообщается вращатель
ное движение с тем же отношением угло
вых скоростей, как если бы долбяк и ко
лесо находились в зацеплении. Практи
чески процесс долбления происходит не 
непрерывно, а имеет ряд последователь
ных операций, состоящих в движении 
долбяка вверх и вниз, поворота нарезае
мого колеса и т. д. Но все эти движе- 
кинематическими соотношениями, опреде- 
как два колеса, находящихся в зацепле

нии. Тогда профиль нарезаемого зуба получается как огибающая всех 
положений режущей кромки долбяка (рис. 633), т. е. инструмент как 
бы обкатывает нарезаемое колесо. Особенность этого способа

Рис. 630. Нарезание зубьев зубча
того liCi'SCil ДНьиСиСй фрезой.

ния строго согласованы с 
ляющими долбяк и колесо



Рис. 633. Последовательные относительные по
ложения зуба долбяка при нарезании.

Рис. 634. Н ар езан и е  зубчатого колеса 
зубчатой рейкой.

Рис. 635. Последовательные положения зубьев рейки 
при нарезании зубчатого колеса.



заключается в том, что он- позволяет нарезать по методу обкатки 
колеса с внутренним зацеплением (рис. 631).

3°. Так как для любого зубчатого колеса может быть спроекти
рована сопряженная с колесом рейка (см. § 112, 4°), то вместо колеса-

инструмента может быть в 
качестве инструмента ис
пользована также и рейка. 
Рейка совершает в верти
кальном направлении воз- 
вратно-поступательное дви
жение, параллельное оси на
резаемого колеса (рис. 634). 
Заготовка имеет двойное 
движение в горизонтальной 
плоскости. Вращаясь вокруг 
своей оси, она одновременно 

перемещается вдоль рейки (рис. 635). Таким образом, заготовка осу
ществляет движение колеса относительно рейки, и профили зубьев 
нарезаемого колеса получаются процессом обкатывания. Весь ука
занный процесс изготовления выполняется на специальных зуборез
ных станках.

Ш И Н
WWW

Рис. 636. Червячная фреза.

Рис. 637. Оссзое сеченмо червячной 
фрезы.

Рис. 633. Нарезание зубчатого колеса 
червячной фрезой.

4°. Вместо инструмеита-рейки можно применять червячную фрезу 
(рис. 636), профиль которой может быть получен из рейки. В самом 
деле, если провести сечение червячной фрезы плоскостью, содержа
щей ось фрезы, то в сечении мы получим рейку (рис. 637). Таким



образом, профиль червячной фрезы может быть получен путем пере
мещения рейки по винтоеой линии с некоторым постоянным углом 
подъема. Обычно угол подъема у не превышает 5°.

При одноходовой фрезе за каждый оборот фрезы вокруг своей 
оси заготовка поворачивается на угол, вмещающий один зуб и одну 
впадину. Одновременно с вращением червячная фреза имеет еще 
поступательное движение подачи параллельно оси колеса. Процесс 
нарезания показан на рис. 638. Фреза устанавливается в плоскости 
колеса под углом у, равным углу подъема (рис. 637).

Из рассмотрения приемов нарезания методом обкатки следует, 
что в основе этих приемов нарезания лежат свойства зацепления 
рейки с колесом или колеса с колесом.

§ 116. Подрезание профилей зубьев

1°. При производстве зубчатых колес по методу обкатки в неко
торых случаях получается, что головки режущего инструмента вре
заются в ножки зубьев нарезаемого колеса. В результате этого ножки 
зубьев нарезаемого колеса оказываются как бы подрезанными (рис. 639), 
откуда и само явление получило название подрезания. При подре
зании ножки зубьев ослабляются. Кроме того, при этом срезается 
часть эвольвенты, образующей профиль ножки зуба. Поэтому подре- 
запне является нежелательным при изготов
лении зубчатых колес. Выясним вопрос
о том, в каком случае будет иметь место 
явление подрезания.

Явление подрезания объясняется тем, что 
эвольвента является кривой, ограниченной 
с одной стороны начальной точкой, кото
рая, как известно, располагается на основ
ной окружности.

Если представить себе зацепление двух 
эвольвент, скрепленных с двумя основными 
окружностями, вращающимися вокруг двух 
неподвижных центров 0 \  и 0 3 (рис. 640), то при непрерывном зацепле
нии точка касания будет перемещаться по одной из эвольвент, удаляясь 
от начальной точки. Наоборот, по другой эвольвенте точка соприка
сания будет перемещаться, приближаясь к начальной течке. При про
должающемся вращении основных окружностей точка касания в опре
деленный момент времени совпадает с начальной точкой одной из 
эвольвент, что произойдет в конце В  теоретической линии зацепле
ния АВ. Такое относительное расположение двух рассматриваемых 
эвольвент является пределом, далее которого эвольвентное зацепление 
невозможно. В самом деле, если вращение основных окружностей 
будет продолжаться и дальше, то общей точкой двух зацепляющихся 
кривых останется начальная точка одной из них (точка b на рис. 640).

Рис. 639. Зубчатое колесо с под
резанными ножками зубьев.



В таком случае общая нормаль Ло — jV0 не будет проходить через 
полюс зацепления Р 0, вследствие чего передаточное отношение, ранее 
установленное парою зацепляющихся эвольвент, изменится и станет 
переменным. Итак, за пределами теоретической, линии зацепления 
не удовлет воряет ся основной закон зацепления.

2°. Только что было рассмотрено зацепление двух эвольвентных 
профилей неограниченной длины. Практически при работе двух зубча
тых колес в зацеплении находится пара зубьев ограниченной высоты, 
имеющих внутри своих основных окружностей ножки, очерченные 
не по эвольвентам. Пусть, например, у колеса 2 (рис. 640) неэволь- 
вентная часть ножки очерчена по прямой Ж 0О2, направленной от

начальной точки M Q к центру 0 .2. 
При движении колеса 1 относительно 
колеса 2  конец зуба (точка М ) опи
сывает кривую т, которая пересе
кает указанную нами неэвольвентную 
и часть эвольвентной ножки зуба. 
Если колеса 1 к 2  начнут вращаться 
из положения, показанного на чер
теже, то при повороте на неболь
шой угол зубья неизбежно закли
нятся. Если же колесо 1 является 
нарезающим колесом, то его точка 
М  подрежет заштрихованную па 
рис. 640 часть зуба колеса 2, вслед
ствие чего ножка зуба такого колеса 
будет ослаблена и будет срезана 
часть эвольвентного профиля.

Явлением подрезания в теории зацепления называется пересе
чение траектории относительного движения конца профиля зуба  
одного колеса с эвольвентной частью профиля зуба сопряженного 
с ним колеса.

На основании изложенного можно сделать заключение, что эволь- 
вентное зацепление возможно только при том условии, что окруж
ность головок зубьев нарезающего колеса пересекает нормаль не 
далее точки В (конец теоретической линии зацепления АВ). При боль
шой высоте зубьев может наступить явление подрезания. Так как 
размеры зуба колеса-инструмент стандартизированы и выполняются 
при одном и том же модуле у разных колес-инструментов одной и 
той же высоты, то при прочих равных условиях возможность подре
зания определяется положением точки В  на нормали N — N  (рис. 640), 
т. е. размерами колеса 2 и, следовательно, его числом зубьев.

3°. Рассмотрим теперь вопрос о наименьшем числе зубьев z mirl 
па колесе, при котором явление подрезания будет отсутствовать. 
Для этого рассмотрим тот предельный случай, когда окружности 
головок проходят через крайние точки А а В  практической линии

Рис. 64Э. К вопросу о подрезании зубьев 
зубчатого колеса.



зацепления (рис. 640), т. е. когда вся возможная линия зацепления 
является рабочей.

Будем предполагать, что число зубьев нарезающего колеса больше 
числа зубьев нарезаемого.

Если нарезаемым колесом будет колесо 2, то предельный радиус R ri 
окружности головок нарезающего колеса 1, при котором зацепление 
происходит без подрезания, равен (см. § 110, 3°)

R tl =  0 ,В  =  Я, +  =  у  (zi +  2Z'), (23.51)

где у т  есть высота t i  головки. Расстояние OjOj между центрами 
колес

О, О, =  R v - f  Ri =  у  (г, +  г.); (23.52)

наконец, перпендикуляр 0.гВ

/ ? ,  r n c  r t -----  _0 ,В  =  Ri cos а =  z.2 cos x  (23.53)

Из треугольника 0 i0 .2B  имеем:

(O iB f  =  (О, О,)2 +  ( 0 ,B f  —  2 (O jО,) (0 ,В )  cos а.

Подставляя вместо (0 \В ), ( 0 i0 3) и (0 ,5 )  их значения из равенств 
(23.51)—(23.53), получаем:

(Zj -)- 2у’У =  (г) -)- z .>)3 -J- cos2 а — 2 (г , -f- г.>) cos'3 я. (23.54)

Раскрывая скобки, после несложных преобразований, имеем:
„ _  г ,  sin- о —  4// -

1 4х’ — 222 s i n - a ‘

Из формулы (23.55) следует, что наименьшее число зубьев z lt при 
котором на малом колесе не будет явления подрезания, зависит от 
угла зацепления а и коэффициента у' высоты головки.

Выбирая большие значения угла зацепления я и меньшие значения 
коэффициента у_', можно получить колеса без подрезания с меньшим 
числом зубьев z t. Этим объясняется применение в некоторых случаях 
не стандартного угла зацепления я =  20°, а увеличенного до а =  22°,5 
и применение зубьев с укороченными головками, у которых ^ ' =  0,8.

Для стандартных колес, у которых угол зацепления я =  20° и 
коэффициент ^ ' = 1 , формула (23.55) принимает вид

<23-56>
Так как выше мы условились нарезающим колесом считать боль

шее колесо 1, то z 3 должно быть всегда меньше z lt т. е. 
Наименьшее число зубьев малого колеса 2, удовлетворяющее равен
ству (23.56) и условию z i< ^ z it равно г,2= 1 3 .  При этом число 
зубьев Zi большего колеса равно гц я«17 .



Из равенства (23.56) также следует, что если число зубьев .г* = 1 7 ,  
то число зубьев большего колеса может иметь любое число зубьев 
.г, ^ 1 7  и при этом явления подрезания или заклинивания не будет. 
Явление заклинивания, при котором головка зуба большего колеса 
вдавливается в ножку зуба малого колеса, может иметь место и при 
внутреннем зацеплении. Для стандартных колес с внутренним зацеп
лением формула для определения числа зубьев г , большего колеса

имеет вид, аналогичный фор
мулам (23.55) и (23.56):

__ г 8 sin3 а —  4х.'2
Zi 2z2 sin2 а —  4-f_' ’

<23-57)

Из формулы (23.57) сле
дует, что наименьшее число 
зубьев z9 малого колеса 
равняется z9= 1 7 ,  при этом 
ббльшее колесо должно 
иметь число зубьев хг =  оо, 
т. е. большее колесо пре
вращается в зубчатую рейку.

Ниже дается таблица для выбора допустимого числа зубьев колес 
при отсутствии подрезания или заклинивания передачи.

/
Рис. 641. Явлеине интерференции во внутреннем зуб

чатом зацеплении.

Внешнее зацепление Внутреннее зацепление

2-2 «1 za

13 <  17 17 оо 23 > 4 1
14 < 2 7 18 >  144 24 > 3 8
15 < 4 8 19 > 8 1 25 > 3 6
16 <  112 20 > 6 0 26 > 3 5

17 и выше Любое 21 > 5 0 27—79 >  8
22 >  44 80 и выше >  z* -f- 7

Подсчеты по формуле (23.57) сделаны до числа зубьев г.2 =  26, 
так как при числе зубьев z.2 26 для внутреннего зацепления не 
менее опасным становится явление интерференции зубьев, при кото
рой головка зуба малого колеса вдавливается в головку зуба боль
шего колеса вне области зацепления (рис. 641). На рис. 641 участки 
интерференции заштрихованы. Мы не приводим вывода формулы для 
установления числа зубьев колес, при которых не будет иметь место



явление интерференции, а даем в таблице дополнительно сведения по 
подбору числа зубьев, если z2^> 26.

Из формулы (23.55) можно получить и общую формулу для выбора 
числа зубьев z 3 колеса 2 , входящего в зацепление с рейкой 1, т. е. 
для реечного зацепления. Рассматривая рейку как колесо, у которого 
радиус бесконечно велик и, следовательно, 2i =  oo, получаем:

4^ ' — 2zq sinа а =  О, 

откуда наименьшее число z 2 зубьев колеса при отсутствии подрезания

z q-- Ц - .  ( 2 3 .5 8 )sin2 а  ‘

Для стандартных колес, у  которых а =  20° и у ' = 1 ,  число г.г 
зубьев зубчатого колеса реечного зацепления г г = \ 1 .

§ 117. Определение основных размеров зубчатых колес, 
нарезанных методом обкатки

1°. В § 110 были даны формулы для определения основных раз
меров зубчатых колес при условии, что стандартный модуль соответ
ствует их начальным окружностям, совпадающим с делительными 
окружностями. Однако это условие накладывает и целый ряд стесне
ний, затрудняющих конструирование зубчатых передач. Например, эго 
относится к выбору числа зубьев на колесе. Уменьшение числа 
зубьев, как указывалось, удешевляет производство зубчатых колес, 
уменьшает размеры конструкции и т. д. Но уменьшение числа зубьев 
может вызвать их подрез, увеличение износа контактных поверх
ностей и т. д.; поэтому в тех случаях, когда необходимо по каким- 
либо причинам все же иметь малое число зубьев, проектируют зуб
чатые колеса с иными размерами.

Основной целью, которая при этом преследуется, является улуч
шение условий работы зубчатых колес за счет отклонения размеров 
этих колес от указанных в § 110 .

Как это было показано выше, изменяя отдельные параметры зуб
чатых колес: модуль т, коэффициент у ’ высоты головки зуба, угол 
зацепления а и т. д., можно получать зубчатые колеса с различными 
соотношениями размеров зубьев. Например, в некоторых случаях при
меняют так называемый укороченный зуб, у которого коэффициент у' 
равен 0,8, а коэффициент у  равен 1. Укороченный зуб, следовательно, 
имеет головку, высота которой равна t i  =  0,8 т, и ножку, высота 
которой равна t i ’ =  m. Тогда общая высота h зуба вместо 2,2 т 
оказывается равной 1,8 т. При этом уменьшается коэффициент пере
крытия е; в некоторых случаях увеличивают угол зацепления а. Как 
следует из формулы (23.55), чем больше угол зацепления а, тем 
меньшее число зубьев может быть выбрано на малом колесе 2 ,



Этим объясняется переход от ранее применявшегося на практике угла 
зацепления я = 1 5 °  к углу зацепления а =  2 0 ° — 22°,5.

В некоторых случаях применяют одновременное изменение высоты 
зубьев и угла зацепления.

2°. Так как современные зубчатые колеса, как правило, нарезаются 
методом обкатки, то получение зубчатых колес с зубьями требуемых 
параметров легче всего может быть достигнуто соответствующим 
расположением нарезаемого колеса (заготовки) по отношению к зубо
резному инструменту (рейке) или червячной фрезе.

Как было показано выше, в § 115, при нарезании зубчатых колес 
методом обкатки с помощью рейки или червячной фрезы в сечении 
этих инструментов плоскостью, перпендикулярной к оси нарезаемого

колеса и содержащей ось червячной фрезы, мы получаем зубчатую 
рейку. Размеры зубьев этой рейки, носящей название инструмен
тальной рейки, обеспечивающие беззазорное зацепление, стандарти
зированы.

На рис. 642 показана инструментальная рейка. Прямая, для кото
рой толщина зуба а' равна ширине впадины а":

„ t  Tim
:а (23.59)

называется модульной прямой рейки.
Высота головки и высота ножки зуба стандартной рейки одина

ковы и равны h' =  h" =  y ’m. К высоте -£т добавлена величина, 
равная ст. Это необходимо для того, чтобы получить соответствую
щую глубину впадины нарезаемого колеса. Обычно глубина впадины 
равна cm  =  0,25 т, и коэффициент с принимается равным с =  0,25. 
Переход с прямолинейного участка профиля зуба на прямую головок 
осуществляется закруглением, радиус р которого равен р =  0,38 т.

При нарезании стандартного зацепления модульная прямая должна 
без скольжения перекатываться по начальной окружности нарезаемого 
колеса и в этом случае толщина зуба и ширина ппадины нарезаемого 
колеса так же, как и у рейки, равны между собой.



Часть инструментальной рейки, ограниченную высотой головки h', 
высотой ножки h" и прямолинейными участками зубьев, будем назы
вать исходным конт уром рейки (на рис. 642 этот контур заштрихован). 
Эвольвентную часть зуба нарезаемого колеса нарезает только исход
ный контур, а часть зуба рейки выше исходного контура образует 
галтель зуба колеса (см. § 112 ,2°).
Поэтому в дальнейшем мы будем 
изучать вопрос об образовании про
филей зубьев колеса, рассматривая 
взаимодействие исходного контура 
рейки с нарезаемым колесом.

Как уже говорилось выше, на
резание зубчатых колес по методу 
обкатки производится перекатыва
нием рабочего инструмента (рейки) 
по центроиде заготовки нарезаемого колеса. Если зубья рейки пере
сечь прямыми, параллельными прямой головок (рис. 643), то все рас
стояния: ab, а'Ь', а"Ь", будут равны шагу зацепления (t =  тс/и). 
Одна из этих прямых и может быть выбрана за начальную прямую 
зуборезного инструмента рейки, которая в процессе обкатки катится 
без скольжения по начальной окружности колеса. При этом ширина

Рис. 643. К выбору начальной прямой 
рейки при нарезании зубьев зубчатого 

колеса.

Рис. 644. Изменение толщины зуба колеса при изменении отно
сительного расположение рейки.

впадины и толщина зуба будут различны в зависимости ог того, 
какая из прямых ab, db', а Ь" , . . .  выбрана за начальную прямую. Оче
видно, что ширина впадины и толщина зуба будут равны в том случае, 
когда за начальную прямую выбрана модульная прямая, делящая 
высоту h зуба пополам. Этот случай зацепления колеса с рейкой 
показан на рис. 644 (положение /). Здесь изображена рейка, зани
мающая положение /, и профиль М 0Э  зуба колеса, нарезанного 
этой рейкой; толщина зуба колеса, измеренная по начальной окруж
ности, и ширина впадины между зубьями рейки, измеренная по



начальной прямой, равны между собой. Если теперь передвинуть рейку 
из положения I в положение II, то ширина впадины между зубьями 
колеса будет меньше толщины зуба. При этом профиль зуба колеса 
будет описан по той же эвольвенте и будет при этом несколько 
увеличен. Из чертежа видно, что при отодвигании рейки от центра 
нарезаемого колеса точка Ь практической линии зацепления переходит 
в точку Ъ' и возможность подрезания зуба колеса уменьшается. При 
этом зуб получает большие размеры, измеряемые по начальной окруж
ности. Таким образом, при сдвиге рейки эвольвента не изменяется. 
Если сдвига рейки нет, то колеса носят название нулевы х колес. 
Если сдвиг рейки направлен в сторону оси нарезаемого колеса, то 
колесо называется отрицательным колесом. Если сдвиг производится 
в сторону от оси нарезаемого колеса, то колесо называется положи
тельным колесом. Соответственно и сдвигу рейки приписывают 
отрицательное или положительное значение.

Окружность, по которой при обработке колеса перекатывается 
соответствующая выбранная прямая рейки, носит название началь
ной окруж ности обработка или делительной окружности колеса  
(рис. 644). Таким образом, начальная окружность обработки колеса 
в общем случае нарезания зубчатых колес может не совпадать с на
чальной окружностью колеса. Необходимо отметить, что при сдвиге 
рейки радиус г основной окружности не изменяется.

3°. Несовпадение начальной окружности обработки с начальной 
окружностью колеса не препятствует воспроизведению колесами тре
буемого передаточного отношения. Это условие вытекает из важного 
свойства эвольвентного зацепления, рассмотренного нами в § 111,5° 
заключающегося в том, что изменение межосевого расстояния OjC^ 
(рис. 621) не влияет на передаточное отношение г12, так как переда
точное отношение представляет собой отношение радиусов га и r t 
основных окружностей [см. формулу (23.27)].

Таким образом, два колеса с эвольвентными профилями зубьев 
могут быть собраны с различными межосевыми расстояниями. При 
этом меняется положение полюса зацепления Р 0 и величина угла 
зацепления а. Отсюда можно сделать и тот вывод, что для зубчатых 
колес с эвольвентными профилями зубьев величины радиусов началь
ных окружностей определяются только после сборки этих колес. 
Указанное свойство позволяет вводить в правильное зацепление два 
любых колеса, нарезанных одной и той же инструментальной рейкой.

4°. Как было сказано выше, одной из основных задач, с которой 
истречаются конструкторы при проектировании зубчатых колес, является 
избежание подреза зубьев, увеличение прочности зубьев и уменьшение 
их износа путем соответствующего подбора очертания их профилей. 
Величина абсолютного сдвига b (рис. 645) производящей рейки, наре
зающей колесо, обычно вычисляется в долях модуля и равна



где S — коэффициент, носящий название относительного сдвига или 
коэффициента сдвига.

На практике чаще всего можно встретиться со следующими ком
бинациями колес, находящихся в зацеплении и образующих следующие 
передачи:

1) нулевая передача, когда оба колеса нарезаны без сдвига или 
когда одно колесо положительное, а второе отрицательное при равном 
для обоих колес коэффициенте сдвига S, т. е. одно колесо нарезано 
с положительным сдвигом, а другое с равным ему по абсолютной 
величине отрицательным сдвигом (компенсация сдвига);

2) положительная переда1:а:

ж

б) положительное колесо с отрицательным колесом (при неравных 
коэффициентах I, но при положительной сумме сдвигов).

Все остальные комбинации встречаются сравнительно редко.
5°. Рассмотрим теперь, как связан коэффициент сдвига Е рейки 

с числом зубьев, которое может быть нарезано рейкой на колесе. 
Пусть рейка установлена в положении 1 (рис. 646). В этом случае 
прямая головок рейки пересечет линию зацепления N — N  в точке В ', 
и нарезаемое колесо будет подрезано. Отодвинем рейку, сохраняя 
положение полюса зацепления, в положение 2  так, чтобы прямая 
головок проходила через крайнюю точку В  теоретической линии зацеп
ления. В этом случае колесо не будет подрезано, и минимальное число 
зубьев ^min, которое может быть нарезано, определится по формуле

Рис. 645. Относительное положение ин
струментальной рейки при нарезании 

зубьев колеса со сдвигом.

Рис. 646. К вопросу о подрезании зубьев 
колеса.



Отодвинем рейку еще дальше от оси колеса в положение 3  на 
величину 1т. Тогда прямая головок рейки пройдет через точку В', 
и следовательно, на колесе может быть без подрезания нарезано 
некоторое число зубьев г, меньшее чем подсчитанное по фор
муле (23.61).

Выведем зависимость между z mm, zy ' и 5, Так как мы предполо
жили, что полюс зацепления Р 0 при сдвиге рейки не изменял своего 
положения, то из рис. 646 следует, что основная окружность после 
сдвига будет иметь в качестве центра точку, которую мы получим, 
если в точке В' восставим перпендикуляр к линии зацепления N — N  
и найдем точку Oj как точку пересечения этого перпендикуляра 
с линией Р0О.

Из подобия треугольников получаем:

Так как

P o C _ j O B _
Р 0С '  ~ ~  0 , В '  •

РцС =  у'т, Р 0С; =  у'т  — Ьп, 

ОВ =  ОР0 cos а0 =  — о—  cos яо

7772
О В' - - ОхРй cos 7.Q =  —— cos ос(2 л0»

то
1’т или

Отсюда
у ’т —  6 т  г  9 X ’ —  &

где г т 5П подсчитывается по формуле (23.61).
Для угла зацепления &0 =  20° и коэффициента = 1  имеем:

z mi n =  17; (23.63)

для угла зацепления а0= 20° и =  0,8

zmin=  14 (23.64)

и для угла а0= 1 5 °  и х’= ^
?min =  30. (23.65)

Для стандартного угла зацепления а0 =  20° и ^ ' = 1 ,  воспользо
вавшись формулами (23.62) и (23.63), получаем следующее выражение 
для коэффициента сдвига Е:



Формула (23.66) позволяет определять требуемую величину сдвига 
рейки для нарезания желательного числа зубьев без всякого их под
резания при угле зацепления а0 =  20° и ^ ' = 1 .

В современных практических расчетах допускают некоторый малый 
подрез, при котором срезается незначительная часть эвольвенты, и 
часто пользуются формулой

5 =  ^ ^ .  (23.67)

6°. Переходим к определению некоторых основных размеров зуб
чатых колес, нарезанных со сдвигом. Начнем с определения толщины 
зуба. Толщина зуба а' (рис. 647) у нулевого колеса (£ =  0), изме
ренная по начальной окружности,

а ’ =  | - = ™  (23.68)

и соответствует ширине впадины на 
рейке, измеренной по прямой, перека
тывающейся по начальной окружности 
обработки (делительной окружности), 
которая в этом случае совпадает с на
чальной окружностью колеса. Дадим 
рейке смещение вдоль оси х — х ,  рав
ное Ьп (положение, показанное на 
рис. 647 штриховой линией). Тогда 
толщина эуба колеса (или ширина впа
дины на производящей рейке), измерен
ная по делительной окружностн,

аА —  а ' ±  2Аа, (23.69)

где знак плюс соответствует положи
тельному сдвигу, а знак минус соот
ветствует отрицательному сдвигу.

При сдвиге рейки точка В  переместится в положение В’, а точка С 
в положение С .  Очевидно, что отрезки ВВ' и С С  равны: ВВ' =  
=  С С  —  %т.

Из прямоугольного треугольника В 'С С  имеем:
В ' С _ ,

С С  g ®0’

где а0 — выбранный угол зацепления при нарезании колеса (обычно 20°), 
пли, так как В 'С = к .а  и С С  =% т , то

Aa =  £ m tg a0. (23.70)

Подставляя полученное выражение в равенство (23.69) и учитывая 
выражение (23.68), получаем:



Толщина зуба а\ измеренная по любой окружности радиуса R l 
(рис. 648), определяется из следующих условий. Сумма углов &, 
и 7,- равна

+  Тг =  &д +  Тд>
откуда при

получаем:
Тг 2 Ri и Тд: 2 R,

Далее, так как согласно формуле (23.24)

&, =  invaj и &a =  in v a 0,
то

2%. [ itiv ot/ -— inv Лд, (23.72) 

откуда

Рис. 648. К определению  толщины зуб а 
колеса по окруж ности произвольно за *  

данного р ади уса.

a-'i =  2 R ; -j- inv а0 — inv т., ) .  (23.73)

Подставляя в формулу (23.73) вме
сто ад выражение (23.71), получаем 
окончательно

-j- 2R; (inva0 — inv я,), (23.74)

где угол а,- определяется из условия cos ai =  r /R i (рис. 648).
С помощью формулы (23.74) может быть определена толщина 

зуба на окружности любого заданного радиуса R;.
Формулы (23.73) или (23.74) позволяют проверить, не имеет ли 

зуб заострения, т. е. не пересекаются ли боковые профили зуба 
в точке D (рис. 648), лежащей на окружности головок или внутри 
этой окружности. На окружности заострения (рис. 648) толщина зуба 
равна нулю. Следовательно, в равенстве (23.73) следует положить 
aj =  0, R i =  R D, где RD — радиус окружности заострения и inva; =  
=  in v a£, =  &0 (рис. 648). Тогда получаем уравнение

откуда угол &D равен



Так как bD =  'mv a.D, то, определив угол а0 , можно найти вели
чину радиуса R D окружности заострения из условия

Rd =  — —  •и COS aD

Обычно толщина зуба по окружности головок не должна быть 
меньше 0,25—0,3 т.

7°. Переходим теперь к определению угла зацепления а3 колес, 
нарезанных со сдвигом рейки. Как было указано выше, угол за
цепления а3 совпадает с углом зацепле
ния а0 нарезающей рейки только для 
нулевых колес. Во всех остальных слу
чаях угол а3 имеет иные значения. Вели
чину этого угла можно определить из 
следующих условий.

Согласно формуле (23.73) размеры тол
щины а[ и а_2 зубьев колес 1 и 2 (рис. 649), 
измеренные по начальным окружностям, 
соответственно равны

а\ =  2 Я , (-2^г— H nv “о —  in v  а.

a.j =  2 R i b i g -  - f  inv v.B — inv a3 j ,

(23.75)

г д е  ЙД1 и Яда —  ТОЛЩИНЫ з у б ь е в  к о л е с  1 Рнс- 619. к выводу формулы для 
л  „  определения монтажного угла за-и 2 , измеренные по их делительным v депленш. 

окружностям радиусов R Д1 и Rai.
Так как при беззазорном зацеплении толщина зуба по начальной 

окружности одного колеса равна ширине впадины другого колеса и

a ; - f  ai =  f =  ̂  =  ^ ,  (23.76)
21 г2

то, подставляя в равенств® (23.76) вместо а | и а , их значения из 
формул (23.75), получаем:

=  2 /? i +  inv  «о —  in v  а 3) - f -  2 ( ^ -  - f  in v  a0 —  in v  a3 j .

(23.77)

Принимая во внимание, что Ri =  R 1z i/ z J и Ri i = R 1\Z ijz i ,  после 
преобразований, разрешив уравнение (23.77) относительно величины 
inv я3, получим:

inv = (* "  + inv (23'78) 
Подставляя в формулу (23.78) величины а'я1 и а'м, определяемые по



формуле (23.71):

Чх —  т ( 4  +  251tg a 0), а'ш =  пг ( | - - | - 2?s tg

и величину /?Д1, равную

окончательно имеем:
_  2 (6l + 6g) tg q Binv a3 =  —■ _^2J  0 - f in v o t0. (23.79)

Анализ зависимости (23.79) показывает, что с увеличением сум
марного сдвига (^i —{— ?а) увеличивается и монтажный угол зацепления.

Из формулы (23.79) также следует, что 
для нулевой передачи либо =  £.а =  О, 
и поэтому

inv a3 =  in v a0,

т. е. a3 =  a0, либо и, следова
тельно, всегда имеем:

inv a3 =  inv a0,
т. e. a3 =  a0.

Расстояние А  (рис. 650) между осями 
колес, нарезанных со сдвигом,

А =  0 10 i =  OtP 0 -j- О2Р 0 — ' cosalf ’

или так как для колес с углом зацепле
ния а0 расстояние Л„ между осями

Л = Л + 2х  то л  =
COS COS a 3 9

откуда, так как [см. § 110,3° формула (23.15)]
т

Рис. 630. К определению расстоя- 
ыиа между центрами колес.

Ац =  - -̂ ( 1̂ “Г  2j),

окончательно получаем:

2 v . I ^ cos х3

Радиусы R t 1 и Я г3 окружностей головок колес /  и 2  

R rx =  А  — /?д2 — litn -j- /> г,

/?ri =  ^  — /?Д1 — ~г \

(23.80)

(23.8!)
(23.82)

Радиусы Rui и R ni окружностей ножек (окружностей впадин)
RHl =  /?д1 — %т -\- \ хт — cm, (23.83)

+  U>n — cm, (23.84)

где с =  0,25 — коэффициент радиального зазора.



Коэффициент перекрытия е может быть определен по формуле, 
аналогичной формуле (23.36), но при этом величина шага t по началь
ной окружное™ при условии нарезания колеса со сдвигом должна
,  „  ,  кttt c o s  а „  ,быть принята равной г = ———■ — -  и угол я должен быть принят

равным а3.
Таким образом, формула для определения коэффициента перекры

тия е для колес, нарезанных со сдвигом,

е =  Y -Rh Г . rJ +  Vх ~ r* ~ A sin . (23.85)
пт c o s  а0 v  '

8°. Как это видно из рассмотрения теории зубчатых колес, зубья 
которых нарезаны со сдвигом, величины сдвигов влияют на некоторые 
геометрические параметры зубчатой передачи: увеличиваются толщины 
зубьев, увеличиваются радиусы кривизны профилей зубьев, изменяется 
расположение практической линии зацепления относительно полюса 
зацепления, изменяются коэффициенты удельного скольжения зубьев 
и т. д. Все эти обстоятельства влияют на прочность и износ зубьев, 
плавность зацепления и т. д. Выбор того или иного сдвига зависит 
от назначения зубчатой передачи, условий, в которых сна работает, 
нагрузок на элементы зубчатой передачи и т. д. Подробно эти вопросы 
рассмотрены в специальных монографиях *). В этих монографиях 
можно также получить сведения о геометрии колес, нарезаемых дол- 
бяком, и, в частности, зубчатых передач с внутренним зацеплением.

Пример 1. Определить необходимый сдвиг Ь =  Ьт рейки (рис. 645) 
для нарезания зубчатого колеса с числом зубьев z  =  10 и модулем 
т =  10 мм. Угол зацепления рейки а0 =  20°. Коэффициент высоты 
головки зубьев рейки у ' =  1 .

Величина коэффициента сдвига определяется по формуле (23.66)

17 — 2 17— 10 7
17 17 17 •

Величина b определяется по формуле (23.60):

Ь =  Чт =  =  4,12 мм.

Пример 2. Определить основные размеры зубчатой передачи из 
условия отсутствия подрезания зуба у малого колеса: числа зубьев 
колес равны ,г1= 1 2 ,  г а =  36. Модуль инструментальной рейки равен 
т =  10 мм. Коэффициент высоты головки и ножки зуба /  =  у" =  у =  1. 
Угол зацепления а0 при нарезании (угол наклона образующей прямо}! 
рейки а0 =  20°). Коэффициент радиального зазора с =  0,25.

*) Г а в р и л е н к о В. А., Зубчатые передачи в машиностроении, Машгиз, 
М., 1962, и К у д р я в ц е в  В. Н., Зубчатые передачи, Машгиз, М., 1957.



Порядок расчета:
1. Выбираем коэффициенты сдвига рейки и Еа из условия от

сутствия подрезания зубов по формуле (23.66):

£, =  1 1 ^ = 1 1 = ^ 1 1  =  0.2941.

Так как число зубьев г .3 больше 17, то принимаем сдвиг ^  на 
колесе 2 равным нулю: £3 =  0.

2. Определяем по формуле (23.79) угол зацепления а3 в сборке 
при беззазорном зацеплении

2  (6 , -4-е .)  tg  , . 2 . 0 , 2 9 4 1 - 0 , 3 6 4  , ЛП1/1Г1 
in v a 3=  —  +  m v a 0= ---- ^ + З б -------- b°>0 l 49 = 0 ,0 1 9 3 6 ,

откуда находим по таблицам значение угла аэ. Имеем а3я»21°45 '.
3. Определяем по формуле (23.80) межцентровое расстояние:

. т. . , 4cosа 1 0 / ,о , олч 0,9397 Л =  т ( z t +  г ,)—  =  г  (12 +  36)• — = 2 4 2 ,8 1

4. Определяем радиусы R al и RAl делительных окружностей:

Яд1 =  ^  =  60 м м  и R ^  =  ^ i  =  180 мм.

5. Подсчитываем по формулам (23.81) и (23.82) радиусы R ti и /?ГЗ 
окружнэстей головок (радиусы заготовок):

Rn  == А — ^д 2 — yjft ~~ 242,81 — 180 — 10 =  72,81 мм,
R ?i =  А — /?д1 — =  242,81 — 60 — 2,94 -f- 1 0 =  189,87 мм.

6. Определяем радиусы г, и г.2 основных окружностей:

rj =  RM cos а0 =  60 • 0,94 =  56,4 мм, г., =  RM cos a0 =  180 • 0 ,94  =
=  169,2 мм.

7. Проверяем зуб малого колеса на отсутствие заострения, для чего 
подсчитываем по формуле (23.74) толщину зуба а'п  по окружности 
головок, положив Ri =  R rl и o t ,= a rl, причем угол аг1 находим из 
условия

cos , , ,  =  £ -  =  ! « =  0,7745.

Следовательно, аг1 =  39°15'.
По таблицам имеем invotrl =  0,1312. Окончательно получаем:

а Л =  т ^  ( у  +  2£ tg  оо) +  2R n (inv а0 -  inv аг|) =  10 ^  (1 ,5 7 0 8 +

+  2-0,2941 -0,364) - f  2-72,81 • (0,0149 — 0,1312) 4,5 мм.
Следовательно, на окружности головок ширина зуба a ji не равна 
нулю и зуб не имеет заострения, и 0,3/я.



8. Подсчитываем радиусы /?н] и Rui окружностей ножек (окруж
ностей впадин) по формулам (23.83) и (23.84):

R ul =  /?д1 — ут  т — cm  =  60 — 10 — 2,941 — 2,5 =  50,45 мм, 

- -  Яд,2 — ут  -j- ^т  — cm  =  180 — 10 — 2,5 =  167,5 мм.

9. Подсчитываем величину коэффициента перекрытия е по фор
муле (23.85):

— r f  +  y ^ — r | —  A sinа3
е = -------------------------------:--------------------------=пт cos а0

У  (72,81 )г —  (56,4)2 -f- ( / (189,87)2 —  (169,2)2 - 2 4 2 , 8 1 - 0 , 3 7 0 5 5  ^  , 4Ч 
—  3 ,1 4 -1 0 -0 ,9 3 9 7  ’ '

§ 118. Проектирование циклоидальных профилей

Г . В § 28,3° было показано, что взаимоогибаемы е кривые могут быть 
построены как  рулетты  какой-либо точки, при н адлеж ащ ей  вспомогательной 
кривой, перекаты ваю щ ей ся  без скольж ения  по сопряженным центрондам.

Рис. 651. Построение профилей зубьев качением без скольже
ния вспомогательной окружности по центроидам.

Покажем применение рулетт  вспомогательных кривы х  к построению профи
лей зубьев ,  вы полняемых по так  называемым циклическим кривым.

Пусть заданы д в е  центроиды Z/, и Ц, д в у х  круглы х цилиндрических 
колес (рис. 651). П роведем  вспомогательную о круж н ость  S (вспомогательную



кривую), касаю щ ую ся центроид Ц1 и Д> в точке  Р 0. На окруж ности S  возь
мем произвольную  точку AI, и найдем ее траекторию  . . .  при качении 
без скольжения окруж ности S по центроиде  Lit. При качении без скольж е
ния дуги  / V i ,  Я Д ,  . . .  соответственно равны дугам Р 0а 1( а ^ ,  61с1, 
Далее, найдем траекторию  МлМоМ3 . . .  точки при качении без скольж е
ния окруж ности S по центроиде  Ц2. При этом качении дуги Р 0а i, P i f i , . . .  
соответственно равны дугам Роа 2 > Ь.2с2, . . .

Покажем, что кривы е и MyMlMlMl являются взаимо
огибаемыми, принадлежащ ими первая  центроиде 2 /ц  а вторая  —  центроиде  Ц3. 
Соединяя прямыми точку  ML с точками Р 0 и f i ,  получаем треугольник М̂ уР ,̂ 
который в тот момент, когда точка  ^  совпадает  с точкой clt занимает  поло
жение М̂СуР'о- При этом дуга  Р'0сi по условию равна дуге Я„7 ,. Можно, 
далее, показать ,  что некоторая точка кривой ... есть точка
огибающей, соответственная точке М[ огибаемой Д л я  этого, сое
диняя прямыми точку М\ с точками P J  и са, получаем треугольник  M’csP"„ 
равный треугольнику  М^ Р , , ,  так как  по построению w  с2Ро =  ^  Р 0с2 =  
=  ^  Р0Су =  ^  P 0f  1 ; отрезок  AfJcj равен  отрезку  M j 7 ,; вершины этих трп- 
угольников леж ат  на окруж ностях  S  и S "  одного и того ж е  диаметра .  П ря
мые с2М , и е,М< суть нормали к кривы м  и 
Эти нормали образую т с прямыми 0 2с, и СҲс, один и тот же угол о. С ледо
вательно, в тот момент, когда центроиды Цу и Ц2 будут соприкасаться  точ
ками с, и с2, направления нормалей c2M j  и ctM'A совпадут, и точки М[М1 
окаж утся точками соприкасания кривы х МуМ̂ М’̂М̂  и Af, МЦМЦМ̂  
Аналогичным путем можно показать , что точками соприкасания последова
тельно будут и остальные точки построенных кривых МуМ'̂ М'3М\ . . .  и 

Af* . . . ,  причем нормали в точках  соприкасания будут совпадать и 
проходить через  точку Р 0. Таким образом, кривые, построенные качением 
окружности S-, являю тся взаимоогибаемыми. Кривые М1М'гМ'3М\ и 
МуЩМ̂ М'  ̂ . . . ,  получаемые указанным способом, являю тся  рулеттами.

М ожно показать,  что линией зацепления рассматриваемы х сопряженных 
кривых есть сама окруж ность  S. В самом деле, чтобы, например,  найти 
точку М0 линии зацепления, в которой совпадают точки М'А и М\, необхо
димо совместить окруж ности S ’ и S”. Вследствие равенства окруж ностей  
5, S’ и S", равенства  треугольников  Р ^ М *  и P J e sMJ и углов <р, точки М\ 
и М\ при совмещении окруж ностей  совпадут одна с другой и с точкой М 0, 
л еж ащ ей на окруж ности S. Совмещ енное  положение Р0Р°М0 упомянутых 
треугольников  на окружности S показано на рис. 651 пунктиром.

Точки линии зацепления, соответствую щ ие совмещению то чек  М'2 и Af2> 
Ms и М , ..........могут быть всегда найдены следующим образом. Пусть, напри
мер, требуется  определить на линии зацепления точку совмещения точек М* 
и М\. Д ля  этого из точек Ох и 0 3 проводим радиусами OiM't и 0»Щ окруж 
ности до их пересечения в точке М0, леж ащ ей  на окружности S".

Построения, аналогичные рассмотренным, могут быть применены и для 
некруглых центроид с произвольно выбранными вспомогательными кривыми.

2°. Циклоидальным зубчатым зацеплением называется такое зубчатое 
зацепление, у которого профили зубьев очерчены по циклическим кривым.

Рассмотрим некоторые виды этих кривых. Пусть окружность S x катится 
без скольжения по прямой х —  х (рис. 652). Тогда любая точка, леж ащ ая 
на окружности S,,  описывает циклоиду. Циклоида строится следующим обра
зом. По прямой х —  х от точки А откладываем отрезок АВ, равный ъги 
где г у есть радиус  окружности Полученный отрезок делим, например, на 
восемнадцать равных частей в точках  Г, 2', 3', . . . ,  18'. Из этих  точек вос
ставляем перпендикуляры до пересечения с прямой, проходящей через 
точку О, параллельно оси х —  х. На этой прямой получаем точки Оу и О,,..., 
0 1Я. Затем делим половину окружности S, на восемнадцать равных дуг  в точ
ках 1, 2, 3, . . . ,  18. Из точек 1, 2, 3, , 18 окружности S ,  проводим прямые 
AtBu АаВг, А3В3.......... Л 195 181 параллельны е оси х  —  х. И з  точек Ои Os,



0 „  0 ( 9 радиусом г  у проводим дуги до пер есечения  с прямыми АуВу, 
АоВ$, А3В„ . . . ,  А 18S 18. Точки пер есечения  о п ределят  точки циклоиды. Н о р 
маль к циклоиде в любой ее точке  всегда проходит через  точку соприкаса
ния в рассм атриваем ом  положении окруж ности  S lt образую щ ей циклоиду, 
с  прямой. Аналогично, если катить без скольж ения  окруж ность S 2 по той ж е 
прямой л: —  х, то мы получаем  так ж е  циклоиду. О п ределенны й участок  этих 
ци клоид мож ет  быть принят за  проф иль зуба.

3°. Если окруж ность  S, катится  без скольж ения  по окруж ности радиу
са R (рис. 653) вне круга,  то  любая точка, леж ащ ая  на этой окружности, 
описывает  циклическую  кривую, называемую  эпициклоидой. Если о к р у ж 
ность S 2 катится  без скольж ения  по о круж ности  радиуса  R внутри круга,  
то любая точка, л еж ащ ая  на этой окруж ности,  описы вает  циклическую 
кривую, называемую  гипоциклоидой. Построение  эпициклоиды и гипоци
клоиды аналогично построению циклоиды. Э то  построение показано на 
рис. 653.

П ри профилировании циклоидального зубчатого  зацеплен ия  пользуются 
отдельными участками циклоид, эпициклоид и гипоциклоид.

4°. Рассмотрим, каким образом проф илирую тся  зу б ья  колес  вне
ш него циклоидального  зубчатого зацепления. П усть  задано передаточное 
отнош ение i12 зубчатого  механизма. По формулам

_ _ Rn _
la — <о2 — — A?i г [

A =  Rl +  R2,
где А —  расстоян ие  м еж ду центрами Оу и 0 3 начальных окруж ностей ,  нахо
дим радиусы  Ry и R„ начальны х о к руж н остей  (рис. 654). Задаем ся ,  далее, 
дву м я  вспом огательны м и о круж ностям и  и S a радиусов и г а. Пусть эти

19 И. И. Артоболевский



окруж ности касаются начальных окруж ностей  в полюсе зацепления  Р 0. 
Окруж ность  катим без скольжения по начальной окруж ности Ц2 второго

/7,8

Нормаль̂

Рис. 653. Построение эпициклоиды и гипоциклоиды.

колеса. Тогда точка  окруж ности  S ,, совпадающая в начальном положении 
с точкой Р 0, опиШет эпициклоиду Р 0Э3. Если ту ж е окруж ность  прокатить

без скольжения по начальной 
окруж ности Z/i, то эта же 
точка вспомогательной ок р у ж 
ности S, опишет- гипоциклоиду 
РцГу. Построенные эпициклоида 
и гипоциклоида являю тся  вза 
имоогибаемыми и, следователь
но, могут быть использованы 
в качестве  сопряж енных про
филей зубьев.

Аналогично вторую  вспо
могательную окруж ность  S ,  
прокаты ваем  без  скольжения 
по начальным окруж ностям  Ut 
и L[s. Тогда точка  окруж но
сти Ss, первоначально  совпа
даю щ ая с точкой  Р0, опишет 
эпициклоиду Pa9i  и гипоцик
лоиду Р 0Г 2. Чтобы определить 
участки эпициклоид и гипо
циклоид, которы е могут быть 
использованы в качестве  про
ф илей зубьев ,  проводим о к р у ж 
ности Lt и L2 головок  и о к р у ж 
ности Ti и Г» ножек. Эти ок

ружности ограничат действительны е практические  профили зубьев. Так, участок 
Р йа эпициклоиды Р йЭ2 есть профиль головки зуба  второго к олеса ,  а уча



сток Р0Ь гипоциклоиды Р 0/ \ —  профиль ножки зуба первого колеса. Точно 
так же участок P 0ct  эпициклоиды Р0ЭУ является  профилем головки зуба 
первого колеса, а  участок  P„d гипоциклоиды Р0Га —  профилем ножки зуба

второго колеса. Таким образом , про
филь каж дого  зуба  очерчен по эпи
циклоиде и гипоциклоиде, причем 
эпициклоида все время соприкасает 
ся с гипоциклоидой.

5°. Н а  рис. 655 показано построе
ние профилей зу б ьев  для внутрен
него зацепления. В этом случае го
ловка зуба  первого колеса описана

Рис. 655. Внутреннее циклоидальное зуб
чатое зацепление.

Рис. 656. Реечное циклоидальное зуб
чатое зацепление.

iTo гипоциклоиде Р0Гц а ножка зуба  —  по эпициклоиде Р0Эt. Таким обра
зом, при внутреннем зацеплении эпициклоида постоянно находится в сопри
касании с эпициклоидой и гипоциклоида 
с гипоциклоидой.

В случае  реечного  зацепления 
(рис. 656) начальная окруж ность  Щ пре
в р ащ ается  в прямую щ,  и участок Р„а  
профиля зуба  рейки о черчи вается  по 
циклоиде P 0C lt а участок РйЬ —  по цик
лоиде Р0Сг. Профили зубьев  зубчатого 
колеса 2 очерчиваю тся по эпициклоиде 
Р(,Эа и ^гипоциклоиде Р 0Га.

Радиус  г  вспомогательной о к р у ж 
ности с точки зрения кинематики может 
бы ть выбран произвольно в пределах 
радиуса  начальной окружности,  но с 
точки зрения  обеспечения  достаточной 
прочности зуба  р еком ендуется  выбирать 
р адиус  вспомогательной окружности 
меньш е половины радиуса  начальной 
окружности.  В самом деле, если вы
брать  радиус  вспомогательной ок р у ж 
ности г ,  больш е половины радиуса Rx начальной окружности, т о  ножка 
зу б а  будет  очерчена по гипоциклоиде P0r t (рис. 657). Если радиус  г , вспо
м огательной окруж ности  будет равен  4sRi, то  гипоциклоида по свойству 
этих кривы х перейдет  в прямую Р 0Г 2, т. е. ножка зуба  будет  очерчена  по 
прямой. Если радиус  вспомогательной окруж ности га выбран ыеньше Ч,  Rlt

Рис, 657. Различные виды формы ножкя 
зуба в зависимости от радиуса вспомога

тельной окружности.



то ножка зуба будет очерчена  гго гипоциклоиде Р0Г,. Из рис. 657 видно, что 
при ножке, очерченной по гипоциклоиде Р̂йГ1г соответствую щ ей радиусу

вспомогательной окружности зуб  получается  с сильно ослаблен

ным сечением ножки и, следовательно, прочность его будет меньш ей, чем 
при ножке, очерченной по гипоциклоиде Р0Г,. О бычно реком ендуется  вы би
рать радиус вспомогательной окружности в пределах от 0,35 до 0,4/?,.

6°. Выше было показано, что, когда  в качестве  рулетт  применяются эпи
циклоида и гипоциклоида, линией зацепления служит сама вспомогательная 
окруж ность (рис. 651): Пусть,  например,  заданы два зуба  циклоидального

зацепления (рис. 658). Чтобы опреде
лить фактическую  длину линии зацеп 
ления, необходимо найти на вспомога
тельных окруж ностях  Si и 5 3 крайние 
точки А и В, в которых соприкаса
ются сопряженные профили зубьев .  Д ля  
этого из  точки Ох радиусом Оха де
лаем засечку  на окружности S 3. Полу
ченная точка А является крайней точ
кой зацепления профилей. Ч тобы  найти 
точку d, принадлежащ ую  профилю зу б 
чатого колеса 2, которая при вращ ении 
колеса  2 придет в точку А, делаем  из 
точки 0 3 радиусом 02А засечку  на про
филе зуба  колеса 2 и получаем точку  d. 
Д ля  нахождения второй крайней точки  В 
линии зацепления делаем из точки  0 2 на 
окруж ности  S, засечку  радиусом Оф. 
Точка с профиля зуба  колеса  1, в ко
торой этот зуб  соприкасается  с зубом 
колеса 2 в точке В, найдется, если из 
точки сделать засечку  на профиле 
зуба колеса  1 радиусом OiB. Ф актиче

ская линия зацепления будет  равнациклоидального зацепление.
сумме дуг  АР0 и РсВ. Части профиля

зуба  первого  колеса  на участке  ас и зуба  второго на участке  bd будут 
рабочими профилями зубьев. Л егко  видеть,  что рабочие профили зу б ьев  
будут тем большими, чем больш е линия зацепления. Линия ж е  зацеплен ия  
будет тем больше,  чем больш е радиусы вспомогательных окруж ностей .  Но, 
как  мы видели выше, увеличение радиуса  вспомогательной окруж ности  
ведет к уменьш ению  толщины нож ки зуба. Поэтому не может бы ть  реко
мендовано значительное увеличение радиуса  вспомогательной окруж ности .

Найдем теперь  путь, пройденный любой точкой начальной окруж ности  
за  время зацепления  одной пары сопряж енных профилей зубьев .  Для этого 
восп ользуем ся  условием, что вспомогательные окруж ности  St и S2 катятся  
по начальным окруж ностям  без скольжения. О тложим  на начальны х о к р у ж 
ностях дуги PaKz и P0Kz, равные дуге  Р0А, и дуги P0Ki и P0Kt, равны е  
дуге  Р0В (рис. 658). Дуга KiK3 начальной окруж ности Я ,  и дуга  K«Ki на
чальной окруж ности Цs являются теми дугами, по которым п рокатятся  на
чальные окруж ности  за врем я нахождения одной пары сопряж ен н ы х профи
лей в зацеплении. Дуги KiKz и носят название дуг зацепления. Из 
построения дуг  зацепления следует, что длина дуги зацепления циклоидаль
ного зацепления равняется  длине линии зацепления.

Коэффициент перекрытия
^ Р 0А Р 0В 

е —  t »



Т. У к аж ем  на некоторые достоинства и н едостатки  циклоидального за 
цепления.

К достоинствам циклоидального зацеплен ия  надо отнести то, что в  этом 
зацеплении может быть достигнута больш ая  плавность зацепления (большой 
коэффициент перекрытия).  Далее , метод круглых вспомогательны х центроид 
может быть удобно использован и для про
ф илирования зубьев  некруглы х цилиндри
ческих колес.

Н едостатком  этих профилей является  
их чувствительность  к изменению расстоя
ния между центрами колес. Если, нап р и
мер, изменяется  расстояние между цент
рами двух  колес  с внешним зацеплением 
(рис. 654), то эпициклоида одного зуба 
придет  в соприкасание  не с гипоциклои
дой, а с эпициклоидой сопряженного зуба 
и правильность зацепления наруш ится.
К числу недостатков циклоидального за 
цепления  надо такж е  отнести трудности 
замены износивш ихся колес новыми. Если 

нуж но зам енить старое колесо новым, то 
необходимо, чтобы новое колесо не только 
обладало тем же модулем, как  и старое, 
но должны бы ть так ж е  вполне определен
ными те  вспомогательные окружности, 
с  помощ ью которы х был образован его про
филь. Э то  следует из того, что головка  зуба  и его  нож ка  профилирую тся 
различными вспомогательными окружностями. Поэтому при  зам ене  старого 
колеса  новым предварительно необходимо определить ,  какие  вспомогатель
ные окруж ности были выбраны при проектировани и этих колес. Таким об
разом, колеса  с циклоидальными профилями 
зу б ьев  неудобны с точки зрения взаим озам е
няемости. Наконец, изготовление колес  с цик
лоидальным зацеплением представляет  значи
тельн ые трудности. Все это привело к тому, 
что колеса  с циклоидальными профилями 
зубьев  почти не применяю тся в маш инах об
щ его  маш иностроения и применяю тся только 
в некоторы х специальных маш инах и при
борах. Б олее  ш и рокое  применение получили 
неко то р ы е  частные виды зацеплений с ц и 
клоидальными профилями.

8°. Из частных видов циклоидального за 
цепления  остановимся на цевочном зац епле
нии. Пусть заданы центроиды и Ц3 
(рис. 659). За  первую вспомогательную  о к р у ж 
ность Sj вы бираем  самую центроиду Тогда 
точка  этой центроиды, совпадаю щ ая С точ-  Рис. 660. Звездчатый механизм, 
кой Р 0, опи ш ет  при качении по центроиде  Ц2
эпициклоиды Р0Э (показаны пунктиром). В торая  вспом огательная  окруж 
ность пусть будет  точкой, совпадаю щ ей с точкой Р0. Чтобы обеспечить 
передачу движ ения ,  вместо выбранной точки  сцепляю т с центроидой Я 2 
ролики F радиуса  г, а профили зубьев  смещ аю т на величину радиу
са г  ролика ,  т. е. проводят  эквидистанты Э'Э' эпициклоиды. Тогда полу
чаем так назы ваем ое  цевочное зацепление. Ролики F носят название це
вок. П ри м ер  цевочного зацепления показан па рис. 660. Представлснньн! 
механизм назы вается  звездчатым механизмом. Задачей  этого механизма

Рис. 659. Цевочное зацепление.



является воспроизведение движения с остановками; цевочное зацепление 
выполнено на участках аЪ и cd. Цевочное зацепление обладает тем не
достатком, что в нем быстро изнашиваются цевки. Практическое приме
нение получило так называемое внецентроидное цевочное зацепление, яв
ляющееся частным видом цевочного зацепления, когда центры цевок цевоч
ного колеса вынесены за пределы центроиды Ци При этом соответственно 
смещаются зубья зубчатого колеса, что позволяет увеличить шаг зацепления.

§ 119. Проектирование передач с косыми зубьями

1°. В цилиндрических колесах с прямыми зубьями соприкасание 
двух сопряженных профилей происходит по прямой, параллельной 
осям колес. Проведем касательную плоскость 5  к основному цилиндру 
(рис. 661). Пусть плоскость 5  касается цилиндра по некоторой пря
мой ММ, представляющей собой одну из образующих цилиндра; эта 
плоскость пересекает боковую, поверхность зуба по некоторой пря
мой АА, параллельной образующей цилиндра. Соприкасание зубьев 
происходит по прямой АА  в тот момент, когда плоскость 5  совпа
дает с плоскгстью зацепления. Таким образом, в цилиндрических

колесах с прямыми зубьями соприкасание 
происходит одновременно по всей длине 
зуба по прямым, параллельным образующим 
цилиндра.

Если при изготовлении зуба были допу
щены какие-либо погрешности (неточность 
профиля, непостоянство шага и т. д.), то эти 
погрешности могут значительно ухудшить 
условия работы зубчатой передачи, в частно-

Рис. 661. Цилиндрическое ко- тг
лесо с прямыми зубьями. сти, например, усиливают шум. Кроме ТОГО, 

как было показано выше, коэффициент пе
рекрытия зубчатых колес с прямыми зубьями ограничен весьма узкими 
пределами, вследствие чего вся нагрузка распределяется не более 
чем на две пары зубьев. С целью уменьшения влияния погрешностей 
при изготовлении колес на их работу и увеличения коэффициента 
перекрытия можно прямые зубья заменить ступенчатыми. Образование 
ступенчатых зубчатых колес можно представить следующим образом.

Рассечем (на равные части) зубчатое колесо с прямыми зубьями 
плоскостями, перпендикулярными к оси колеса (рис. 662). Тогда по
лучим несколько дисков равной толщины. Каждый из полученных 
дисков сдвинем один относительна другого ка один и тот же угол. 
Тогда если два таких колеса привести в соприкасание, то одновре
менно в зацеплении будут находиться различные участки профилей 
зубьев. Первый зуб будет соприкасаться по прямой At —  Л1( второй 
зуб будет соприкасаться по прямой Аа — Л4, третий зуб — по прямой 
А3 — А3 и т. д.

Таким образом, влияние возможных погрешностей уменьшится. 
Отдельные участки профилей зубьев будут последовательно прихо



дить в зацепление; дуга зацепления увеличится на величину смещения 
зубьев по начальной окружности, и следовательно, увеличится коэф
фициент перекрытия передачи.

2°. Зубчатые колеса редко выполняются так, как это указано на 
рис. 662. Обычно вместо колес со ступенчатыми зубьями применяются

Рис. 662. Цилиндрическое ко- Рис. 663. Цилиндрическое колесо
лесо со ступенчатыми зубьями. с винтовыми зубьями.

колеса с винтовыми или косыми зубьям и  (рис. 663). Образование 
■боковой поверхности косого зуба можно себе представить, если рас
смотреть качение без скольжения плоскости 5  (рис. 663) по основ
ному цилиндру с осью О. Если на плоскости 5  выбрать прямую АА, 
составляющую с образующей цилиндра некоторый угол, то каждая 
из точек прямой АА опишет эвольвенту, 
а сама прямая опишет поверхность, называе
мую развертывающимся геликоидом. Эволь
венты каждого из поперечных сечений раз
вертывающегося геликоида имеют основания, 
расположенные по винтовой линии ВВ  (рис.
663). Для получения сопряженных поверх
ностей двух цилиндрических колес с косыми 
зубьями необходимо последовательно произ
водить качение общей касательной плоско
сти сначала по одному, а потом по другому 
основному цилиндру, при этом прямая АА, 
выбранная в этой плоскости, опишет поверх
ности двух взаимоогибаемых геликоидов.
Касание геликоидов будет происходить по 
сбигей образующей, которая будет всегда 
располагаться на общей касательной пло
скости.

Угол 8 (рис. 664), образованный осью 
колеса и винтовой линией, постоянный.
Угол 8 обычно носит название угла  скручивания. Дуга s', изме
ренная по окружности начального цилиндра, называется дугой 
скручивания. Два сопряженных колеса должны иметь равные углы 
скручивания. При внешнем зацеплении винтовая линия на одном колесе 
должна быть правой, а на другом — левой. При внутреннем зацеплении

Рис. 664. Угол скручивания п 
дуга скручивания винтовой ли

нии косозубого колеса.



винтовые линии должны быть либо обе правыми, либо обе левыми. 
В плоскостях, перпендикулярных к оси колеса, зацепление происходит 
так же, как и в обыкновенных зубчатых колесах, но в каждый рас
сматриваемый момент в зацеплении участвуют различные точки про
филей. Поэтому влияние погрешностей при изготовлении этих колес 
сказывается гораздо меньше, чем у колес с прямыми зубьями. Кроме 
того, вследствие скручивания зуба на угол 8 длина дуги зацепления 
увеличивается на величину (рис. 664)

s' =  cd.

Величина добавочной дуги зацепления

s’ =  b tg  8.

Если обозначить основную дугу зацепления через s", то, очевидно, 
полная дуга зацепления выразится так:

5 =  ■?"-)-У.

Таким образом, коэффициент перекрытия е' колес с косыми зубьями

e' =  - f  =  ^  +  ^ - = s + | t g 8, (23.86)

где е — коэффициент перекрытия для того случая, когда при том же 
числе зубьев колеса имеют прямые зубья.

Из формулы (23.86) следует, 'что коэффициент перекрытия косо
зубых колес может быть значительно больше, чем у прямозубых.

Таким образом, при передаче ко
созубыми колесами одновременно в 
зацеплении может находиться уже не 
одна или две пары зубьев. В некото
рых случаях число пар зубьев, на
ходящихся одновременно в зацепле
нии, может достигать десяти. Нагруз
ка в этих передачах распределяется 
на несколько зубьев, благодаря че
му плавность передачи повышается. 
Поэтому косозубые колеса широко 
применяются для передач с больши- 

п , * ми скоростями и большими мощно-Рис. 66о. Зубчатый редуктор с косозуоыми г
колесами. стями. На рис. обо приведен фото-

снимок механизма с косозубыми ко- 
ЛсС аМК. Как это видим из схематического изображения развертки 
обода косозубого колеса (рис. 666), в колесах с косыми зубьями 
следует различать три шага зацепления, измеряемых по началь
ному цилиндру: окружной шаг t, получаемый в пересечении ко
леса плоскостью, перпендикулярной к оси О — О начального ци
линдра в торцовом сечении; нормальный шаг tn, получаемый пере-



сечением колеса плоскостью, нормальной к  винтовой линии на на
чальном цилиндре; аксиальный шаг t a, получаемый пересечением 
колеса плоскостью, проходящей 
через ось О — О начального ци
линдра.

Связь между этими шагами, 
как это следует из рис. 666, 
имеет следующий вид:

Соответственно может быть 
установлена и связь между моду
лем т  в торцовом сечении, рав
ным m =  t/Tz, модулем тп в нормальном сечении, равным m„ =  tn/n, 
и модулем т а в аксиальном сечении, равным ma =  tajTz. Стандартным 
модулем является модуль тп, так как нарезание зубьев косозубого 
колеса может быть сделано стандарт
ным реечным инструментом, устанав
ливаемым под углом 8 к оси колеса.
Из рис. 666 следует:

т - тп
’ COS 0 ’

тп тп (23.88)

Диаметр £>д делительной окружно
сти, измеренной в торцовом сечении, 
равен

mnZ (23.89)£>д =  m z -- ' cos 8 •

3°. Рассмотрим вопрос о действии 
сил в зубчатой передаче с косыми 
зубьями. На зуб ведомого колеса 2  дей
ствует сила Р п, расположенная в нор
мальной к зубу плоскости, содержащей 
прямую O fiv  (рис. 667, в) и откло
ненную на угол скручивания» 8 (рис.
667, б) от торцового сечения. В этой 
плоскости сила Р п  направлена под 
углом зацепления ап в нормальной пло
скости (рис. 667, е)._ Сила Р ja может 
быть представлена как сумма трех со
ставляющих, лежащих в трех перпен
дикулярных плоскостях: силы Р*№ направленной по касательной к на
чальным цилиндрам, силы направленной по радиусу колеса 2,

Рис. 667. Силы, действующие на зуб 
косоэубого колеса: а) слагающая силы, 
расположенная в торцовой плоскости; 
6) слагающая силы, расположенная 
в горизонтальной плоскости; в) слагаю
щая силы, расположенная в нормаль

ной плоскости.



и силы направленной параллельно оси колеса 2 :

Р ъ  =  Р*п +  Р п  +  Рп- 

Из рис. 667, а следует, что сила Р \г равна

P̂ ii —  Р\ъ tg  а- 

Далее, из рис. 667, б  имеем:

P »  =  / ^ « t g 8.

(23.90)

(23.91)

(23.92)

Тогда результирующая сила Р п  согласно уравнению (23.90) и 
формулам (23.91) и (23.92) равна

Р п = + № * + № *  =  v tg  «)2+ ( л '*  t g 8)3 =

<2 3 -9 3 >=4, у cos2 Ь

где 7И( — момент, приложенный к колесу / ,  и ^  — радиус колеса / .
Аналогично определяются и силы, действующие на ведущее колесо 1. 

Для получения уравнения, связывающего углы а, 8 и а„, повернем 
на угол 90° плоскость, содержащую силу 
Р\Ч =  Р\Ч Я“2, и повернем силу (рис. 667, в) 
вокруг прямой а — а до совпадения с плоско
стью чертежа. Сила Р 1а будет также лежать 
в этой плоскости и будет образовывать угол а„f s ■ г

— Г

Рис. 668. Зубчатое колесо 
с шевронными зубьями.

с СИЛОЙ Р'у
Из рис. 667, в получаем: 

Р г
tg « n =  ^ .

Г 13

Из рис. 667, б  имеем:

Р' — р< _L_
12 12 COS Ь ‘

(23.94)

(23.95)

Подставляя в равенство (23.94) значения для сил Р\ч и Р ц  из 
формул (23.91) и (23.95), получаем:

tg ап =  tg  a cos S. (23.96)

Особенностью колес с косыми зубьями является то, что кроме пере
дачи окружного усилия Р (п  (рис. 668) в этих колесах появляется .осевое 
усилие Это усилие вызывает необходимость устройства упорного 
осевого подшипника и, кроме того, вызывает в нем дополнительные по
тери на трение. Для устранения указанного недостатка применяют колеса  
с шевронными зубьями  (рис. 669), представляющими собой как бы



два косозубых колеса с симметричным расположением зубьев. У этих 
колес осевые усилия взаимно уравновешиваются, и следовательно, 
отпадает необходимость в установке упорных подшипников.

Для большего удобства изготовления шевронное колесо делают 
иногда с промежуточным желобком а посередине (рис. 669). На рис. 670 
приведен фотоснимок механизма с 
шевронными зубьями для передачи 
больших мощностей.

Рнс. 669. Шевронное колесо с про
межуточным желобком.

Рис. 670. Редуктор большой мощ
ности с шевронными колесами.

4°. Как было показано выше, при зацеплении колес с косыми 
зубьями с эвольвентным профилем соприкасание зубьев происходит 
по прямой линии.

Геометрическое место прямых соприкасания представляет собой 
плоскость, являющуюся плоскостью зацепления. Плоскость зацепления 
образует угол, равный углу зацепления а с плоскостью, касательной 
к начальным цилиндрам колес.

М. Л. Новиков предложил косозубое зацепление с неэвольвентными 
профилями зубьев. Зубья располагаются по некоторым винтовым ли

ниям, имеющим равные углы скручивания 8 (рис. 671). На рис. 671 
показаны две винтовые линии, лежащие на начальных цилиндрах колес 
1 и 2. Дуги Р йа j и Р 0аа> на которые перекатываются цилиндры, всег
да равны между собой. Вместо плоскости зацепления М. Л. Новиков



ввел линию зацепления С3 — С3 (рис. 671), расположенную парал
лельно осям начальных цилиндров. Сопряженные профили зубьев 
колес /  и 2 последовательно входят в зацепление в точках С', С’, 
С'", . . . ,  и, таким образом, в этом случае применяется не линейное, 
а точечное зацепление. При этом нормаль в точке соприкасания пере
секает в соответствующей точке, например Р прямую Р — Р  сопри
касания начальных цилиндров, и тем самым всегда сохраняется задан
ное передаточное отношение.

Профили зубьев зубчатого зацепления Новикова вообще могут 
быть выполнены по различным кривым. Наиболее простыми, как пока
зали исследования, являются профили, очерченные в торцовом сечении 
но окружностям.

Построение профилей указанного вида производится следующим 
образом. На прямой N — N  (рис. 672), образующей с начальными 

окружностями угол а, выбирается точка К- Про
филь зуба малого колеса 1 очерчивается по дуге 
окружности радиуса pj =  Р0К  и является выпуклым. 
Профиль зуба большего колеса 2  очерчивается 
по дуге окружности радиуса р2, несколько боль
шего радиуса pt. Дуга окружности радиуса ра 
очерчивается из точки М  как из центра. Точка М  
лежит также на прямой N — N. Профиль зуба 
большего колеса 2  является вогнутым. Нетрудно 
видеть (рис. 672), что при малой разнице радиу
сов pj и ра профили зубьев на некотором участке 
К' — К ’ почти совпадают, что понижает удельные 
давления на зубья, несмотря на точечный их кон
такт. Толщина зуба одного из колес может быть 
выбрана произвольной, а толщина другого опре
деляется построением. Толщины зубьев a j и аа 

колес 7 и 2  в данном зацеплении выбираются по условию а̂  =  
=  (1,3 — 1,5) а а и (a i- j-a .2) несколько меньше шага t. При проекти
ровании колес Новиков рекомендует придерживаться следующих соот
ношений: угол a =  20° — 30°, угол скручивания 8 =  5°.— 40°, ра
диус р! =  1,35т, радиус ра =  (1 ,0 3 — 1,10)р1. Радиус R n  окружности 
головок большего колеса следует выбирать равным радиусу на
чальной окружности.

К недостаткам зацепления Новикова надо отнести то, что коэффи
циент перекрытия е зацепления меньше, чем в косозубых колесах 
с эвольвентным профилем. Коэффициент перекрытия е

е =  -jr tg  8, (23.97)

и он меньше коэффициента перекрытия е', определяемого по фор
муле (23.86), на величину коэффициента перекрытия в торцевом сече
нии. На рис. 673 показана передача с зацеплением Новикова.

Рис- 673. Зацепление 
двух зубчатых колес за
цепления Новикова.



Г Л А В А  XXIV

СИНТЕЗ ТРЕХЗВЕННЫХ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ЗУБЧАТЫХ 
МЕХАНИЗМОВ

§  120. Проектирование конической зубчатой передачи

1°. При проектировании конической зубчатой передачи обычно 
задают передаточное отношение г13 и угол 8 между осями колес 1 
и 2 (рис. 674).

*  \  /

Рис. 674. Построение конического зацепления на сфере.

Тогда углы 8t и 8S половины раствора начальных конусов (аксоид) 
могут быть определены, если воспользоваться формулой ( 10.6)

sin 8.
sin 8.

(24.1)

и условием
8 =  81 +  82. (24.2)

Подставив в формулу (24.1) значение угла 8 из равенства (24.2),
получим:

. sin (8 —  8.) s in f ico sS .—  cosBsinB, . « , « s  очln  =  —  - = ----------- Ц—;----------- - =  sin 8 ctg Si — coso. (24.3)
* "  s m 8 , s m B j  b 1 v '

Отсюда получаем, что угол 8t равен
* , <ia +  cos8



Угол 8а будет тогда равен

( 2 4 .5 )

Если угол 8 =  90°, то формулы (24.4) и (24.5) принимают вид

В равенствах (24.1) — (24.6) передаточное отношение i13 входит как 
абсолютная величина без учета' знака.

Образование зубьев конических колес можно представить себе 
следующим образом. Пусть построены конусы и (рис. 674), 
являющиеся аксоидами в относительном движении. По аналогии с ци
линдрическим зацеплением будем их называть начальными конусами. 
Пересечем эти конусы какой-либо сферой с центром в точке О. Тогда 
в пересечении получим две окружности I  и II, соприкасающиеся 
в точке Р 0. Исследование перекатывания без скольжения начальных 
конусов может быть заменено рассмотрением перекатывания окруж
ностей /  и / /  одной по другой без скольжения. Так как окружности 
/  и / /  лежат на сфере, то вместо образующей прямой мы получаем 
образующую дугу N — N  большого круга на построенной сфере. Число 
сфер, которыми мы можем пересечь указанные конусы, бесконечно 
велико, и -для каждой сферы можно получить соответствующие окруж
ности, аналогичные окружностям I  и II, и образующие дуги, анало
гичные дуге N — N. Геометрическим местом всех образующих дуг 
N — N  есть некоторая плоскость 5, содержащая прямую ОР0 и накло
ненная к плоскости, касательной к начальным конусам, под углом а; 
угол а, обычно принимаемый равным 20°, является угл ом  зацепления, 
а плоскость S — образующей плоскостью. Если из точек оси OOt 
опустить перпендикуляры на плоскость 5, то эти перпендикуляры 
образуют плоскость, содержащую ось OOt. Эта плоскость перпенди
кулярна к плоскости 5. В пересечении этой плоскости с плоскостью 5  
получаем прямую АО. Вращением прямой АО  вокруг оси OOi полу
чается конус 1, который назовем основным конусом. Плоскость 5  
касательна к основному конусу. Аналогично может быть построен 
второй основной конус 2. Профили зубьев могут быть образованы 
перекатыванием без скольжения плоскости 5  по основным конусам. 
В результате этого перекатывания на поверхности сферы получаются 
сферические эвольвенты.

При качении плоскости £  по основному конусу 1 точка плоскости 
совпадающая с точкой Р0, опишет сферическую эвольвенту М ХЭЬ а при 
качении по основному конусу 2  — сферическую эвольвенту М г.%. При 
качении окружностей 1 и II эвольвенты M t3 i  и перекатываются
со скольжением одна по другой. Если такие же сферические эволь
венты построить для других точек плоскости 5, расположенных на 
прямой ОРв, то эти эвольвенты будут образовывать поверхности зубьев 
эвольвентного конического зацепления. Таким образом, передача вра-

8j =  arcctg 112, 85 =  8 — arcctg in . (24.6)



тения между колесами 1 к 2  осуществляется качением со сколь
жением сопряженных сферических эвольвентных поверхностей. Дан
ное построение позволяет получить теоретически точное коническое 
эвольвентное зацепление.

2°. Переходим к рассмотрению основных размеров конических 
зубчатых колес (рис. 675).

Размеры зубьев конических зубчатых колес в различных сечениях 
неодинаковы. Стандартный модуль tn принято назначать для внешнего

торцового сечения зубьев. Радиусы начальных окружностей колес для 
внешнего сечения определяются по известным формулам

Высота И головки зуба стандартного колеса К =  т и для укорочен
ного зуба Ь! =  0,8/и. Высота ножки h" =  h'-{-cm , где с =  (0,2—0,3) — 
коэффициент зазора в направлении, перпендикулярном к общей обра
зующей начальных конусов. Длина L образующей начальных конусов

Углы Д' и Д" головки и ножки зубьев определяются по соответ
ствующим тангенсам

Рис. 675. Конструктивная схема зацепления двух конических 
колес.

(24.7)

(24.9)

Радиусы R n  и Rr2 конусов головок

R ri =  Ri -)- h' cos 8rl, R ri =  R% -)- H cos 8r2, 
где углы 8г1 и 8r2

(24.10)



3°. Проектирование и выполнение точного эвольвентного кониче
ского зацепления представляют собой много практических трудностей, 
так как сфера не развертывается на плоскость. Поэтому проектиро
вание и изготовление колес этого зацепления не могут быть сведены

к аналогичной задаче с плоскими 
цилиндрическими колесами.

Это обстоятельство заставило 
применять приближенный метод 
профилирования зубьев эвольвент
ных конических колес. Этот метод 
заключается в следующем. Рассмат
ривая точное очертание зубьев ко
нических колес (рис. 676), можно 
увидеть, что торцовые поверх
ности зубьев, расположенные ме
жду окружностями головок и 
ножек (на рис. 676 эти поверх
ности заштрихованы), образуют 
на сфере некоторые сферические

Рис. 676. Расположение профилей зубьев ко- ПОЯСЗ ШИрИНОЙ й. Ш ирина О. ЭТИХ 
нических колес на сферической поверхности. ПОЯСОВ весьма мала ПО Сравнению

с радиусом R  той сферы, на ко
торой эти пояса расположены. Поэтому можно с достаточной точ
ностью заменить эти сферические пояса поясами, лежащими на кону
сах, образующие которых касательны к сфере радиуса R  в трчках, 
принадлежащих окружностям /  и II.

Если теперь представить два начальных конуса в их проекции на 
плоскость, содержащую оси начальных конусов (рис. 677), то построе

ние конусов, на поверхности кото
рых лежат торцовые поверхности 
зубьев, может быть сделано сле
дующим образом. Пусть начальный 
конус проектируется в виде тре
угольника АОРй. При точном по
строении профилей конус головок 
проектируется в виде треуголь
ника ЬОЬ, а конус ножек в виде тре
угольника аОа. При точном проек
тировании сечения торцовых поверх
ностей зубьев плоскость проекций 

представляется в виде дуг ab, лежащих на проекции сферы радиуса R. 
Так как конусы, на которых должны лежать торцовые поверхности 
приближенных профилей зубьев, должны касаться сферы по начальным 
окружностям, то для нахождения проекций этих конусов через точку Р 0 
проводим прямую OiOo, перпендикулярную к прямой ОР0. В пересе
чении с осями 1 и 2  получаем точки и Ог, представляющие собой

Рис. 677. Проекции начальных конусов на 
плоскости.



тельных конусов.

вершины искомых конусов. Проекцией конуса первого колеса есть 
треугольник О^АР ,̂ а проекцией конуса второго колеса —  треуголь
ник ОгВРо‘ Соответствующие сечения профилей торцов изображаются 
прямыми а’Ь', лежащими на построенном конусе. Таким образом, вместо 
кривых аЪ мы получаем в сечении 
прямые db'. Совершенно очевидно, 
что чем больше отношение ра
диуса сферы к модулю зубьев, тем 
меньше та ошибка, которую мы 
допускаем, заменяя построение про
филей зубьев, образованных сфери
ческими эвольвентами, построением 
зубьев на поверхностях конусов 
OjAPq и О.2В Я 0.

Конусы с вершинами в точках Ot 
и Оа носят название дополнитель
ны х конусов. Построение профилей 
торцовых поверхностей зубьев не 
встретит теперь никаких трудностей, 
так как дополнительные конусы могут быть развернуты на плоскость, 
и следовательно, все построение сведется к построению на плоскости.

4°. Пусть заданы начальные конусы Si и (рис. 678). Проводим 
плоскости DE  и ЕС, ограничивающие длины зубьев. Далее, строим 
дополнительные конусы ОхАР„ и О ф Р й и развертываем эти конусы 
на плоскость проекций. Для этого из 
точек Oi и Оа проводим окружности
1 и II радиусами pt и р.2. Полученные 
дуги P 0KL и РйЫМ представляют со
бой развернутые начальные окружности 
радиусов Ri и R 3. Эти дуги и могут 
быть приняты за начальные окруж 
ности условн ы х цилиндрических ко
лес с центрами в т очках Ot и 0 .2.
Далее, профилируем эвольвентные зубья 
(рис. 679) по нормам, указанным выше 
(§ 110). Тогда получаем два зубчатых 
сектора I и II. Затем навертываем эти 
зубчатые секторы на дополнительные 
конусы. Соединив все точки полученных профилей прямыми с точ
кой О (рис. 678), будем иметь боковые поверхности зубьев. Таким 
образом, могут быть построены зубья конических колес, соответст
вующие заданным начальным конусам.

Радиусы pi и р2 условных начальных окружностей (рис. 678) опре
деляются по формулам

Ri _ __ Р 2

Рис. 679. Цилиндрические колеса, экви
валентные соотиетствующим им кони

ческим колесам.



Если обозначить углы зубчатых секторов через Pi и (За (рис. 678), 
то величины этих углов могут быть получены из условий

р1р1 =  2тс# 1 и p ^ 3= 2icRj, 

откуда, учитывая соотношения (24.12),

Р, 2тс cos и рг =  ̂ = 21г c o s83. (24.13)

Для определения коэффициента перекрытия и рассмотрения вопроса
о подрезании зубьев можно применить формулы для круглых цилин
дрических зубчатых колес, но для этого необходимо перейти от зуб
чатых секторов к зубчатым колесам, так как число зубьев z x и 
секторов I и Н не будет равно числу зубьев z\ и z't цилиндрических 
колес радиусов pi и р.2. Связь между числами зубьев z it z% и z[, z'4 
может быть получена из условия, что шаг зацепления t  является 
одним и тем же для условных и действительных колес. Имеем:

=  piPi, z 4  =  Р-гР-2, z [ t =  2tcPi, =  2 ^  (24.14)
откуда

=  и =
«1 p! Z 2 pa •

Из этих уравнений получаем:
__2л _ 2тс __ г, 2л  _ 2 -  __ г,

Z i  pj Z l  2 я  cos Zl cos b L ’ Z i  ps г * 2 я  cos 83 Zli cos B2 '

Таким образом, числа зубьев z[ и z \  колес, которые называются 
эквивалентными цилиндрическими колесами, всегда больше чисел 
зубьев соответствующих секторов в отношении 1/cos 8t и 1/cos 8.3. Оче
видно также, что передаточное отношение эквивалентных цилиндри
ческих колес не равно передаточному отношению проектируемых 
колес.

Имеем для передаточного отношения /1а конических колес

/ —  Ь.1 2 ------- —  •

Для передаточного отношения i ’n  эквивалентных цилиндрических 
колес имеем:

./ г 2 г ,  cosSj cos (С)д

Для случая, когда угол 5 =  Sx —(— S.a =  90°, имеем:
.. . cos (9 0 ° — 8а) . , „ 

cos V  ~ = 1» ^  
или так как согласно формуле (24.1)

. __ sin 62 ___  sin 8, __ , *
*12 sin 8j sin (90° —  8«) ^  2’

TO



Таким образом, зацепление конических колес эквивалентно зацеп
лению цилиндрических колес, но с ббльшим числом зубьев. Поэтому 
при равных условиях конические колеса обладают ббльшим, чем 
цилиндрические, коэффициентом перекрытия s и меньшим числом 
зубьев z min, которое может быть выбрано без подрезания на малом 
колесе стандартного зацепления.

5°. В практике машиностроения широкое распространение получили 
конические колеса не только с прямыми зубьями, но и с зубьями

других форм. Различные формы зубьев получаются при нарезании их 
по методу обкатки путем придания режущему инструменту различных 
движений. Так, если режущий инструмент (резец) имеет прямолинейное 
движение, но под некоторым углом (3 к радиусу R, то можно на
резать колесо с косыми зубьями (рис. 680, а). При вращательном 
движении резцовой головки вокруг оси, не проходящей через вершину 
конуса, можно нарезать колесо с дуговыми зубьями (рис. 680, б), 
могут быть также нарезаны колеса с зубьями, образованными движе
нием резца по архимедовой спирали (рис. 680, в), по эвольвенте 
(рис. 680, г) и т. д.

Нарезание зубьев конических колес ведется также методом обкатки 
инструментом с прямолинейной режущей кромкой (гранью), связанной 
с некоторой плоскостью, называемой плоскостью производящего 
колеса. Эта плоскость перекатывается в процессе обработки по дели

Рис. 680. Различные виды конических колее с фигурными зубьями: 
а) с косыми зубьями; б) с дугоиыми зубьями; в) со спиральными 

зубьями; г) с эвольвентными зубьями.



тельному конусу заготовки, что дает иногда повод проводить аналогию 
с процессом нарезания зубьев цилиндрических колес прямолинейной 
зуборезной рейкой, которая воспроизводит эвольвентное зацепление. 
В действительности, так как режущая грань поставлена под некоторым 
углом к плоскости производящего колеса, то она нарезает более 
сложную поверхность.

Для колес с прямыми зубьями получают так называемое окто- 
идальное зацепление, у  которого линия зацепления имеет форму 
восьмерки.

6°. Рассмотрим действие сил в конической зубчатой передаче. 
Силы Р п  и Р п  давления зубьев колес 1 и 2  друг на друга будем 
считать условно приложенными в середине контактной линии, в точке К

Рис. 681. Силы, действующие в конической передаче.

(рис. 681), отстоящей от осей OOj и 00 .2 на средних радиусах R icp 
и R icр. Силы Р п  и Р п  лежат в плоскости Q — Q, перпендикулярной 
к общей образующей начальных конусов 1 та 2  (рис. 681). Повернем 
плоскость Q — Q на 90° до совпадения с плоскостью чертежа (рис. 681). 
Тогда силы Р п  и Р п будут проектироваться в натуральную величину. 
Направлены эти силы по нормали N — N  под углом зацепления а.
Раскладываем эти силы на составляющие 2---  — *̂21 И *̂12---  — ^41-
СИЛЫ р »  и Р п  связаны с моментами М х и М 2, приложенными на 
валах OOv и ООь  условиями

Р ‘п =  - ^ ,  =  (24.17)Aicp -̂ гср
Из равенств (24.17) следует

М *_Я лс& =  ?1 =  и  (24.18)
М2 Даср Ш1 v '

Силы Р ^  и Р"х пересекаются с осями ООх и 0 0 .2 и могут быть 
разложены (рис. 681) на радиальные составляющие Р 12 И *̂21 И 
осевые составляющие Р и Р Силы Р гп  и Р гп  будут нагружать ра

диальные подшипники А  и В, а силы Р и Р °, будут действовать на



колеса 1 к 2, стремясь переместить их вдоль осей ООу и OOt, и 
должны восприниматься упорными подшипниками.

Силы и Ph  равны

Г» 1 М„ , М. ,
Рп =  Рч\ t g a  =  p - " t i a = r y - t g a ’^ 2Ср ^l^Cp

(24.19)

так как согласно соотношению (24.18) М^ =  Mijin- 
Радиальные силы Р гп  и Р£j (рис. 681)

Р Гц  =  Р"ъ cos 8г =  PU tg  a cos 8.j =  tg  a cos 8a,
A j  cp

P rn =  P jj cos Oi =  P (21 tg  a cos 8X tg  a cos — tg a cos 8
A g C p  *2 1 ^ 2 c p

(24.20)

Осевые силы Pf2 и P “,:

P ii =  P "2 sin 8.j =  p[o tg  a sin 8.3 =  tga sin 84,
^lcp

^ “i =  P 21 sin 8j =  tfu  tg a sin 8t =  tga sin 8, =  ■ tga sin 8j.
/\gcp *2L/X>2cp

(24.21)

Пример. Определить основные параметры конической зубчатой 
передачи, если торцовый модуль т  =  5 лш , угол между осями колес 
8 =  90°, числа зубьев колес 2 i =  20 и z 2 =  40, угол зацепления 
a =  20°, длина зуба 6 =  Z./3, где L — длина образующей начальных 
конусов (см. рис. 675).

Передаточное отношение
z s __ 40

" Zj 20

Так как угол 8 =  90°, то углы 8t и 8.2 определяются по фор
муле (24.6):

8j =  arcctg (п  =  arcctg 2 я «  26°30',
83 =  8 — arcctg i13 =  90° —  arcctg 2 63°30\

Радиусы R t и R 3 начальных окружностей согласно формулам
(24.7) равны

R l =  n̂  =  50 м м  и R .3 =  ~  =  100 мм.

Длина L общей образующей конусов согласно формуле (24.8) равна 
/?, 50 50



Угол Д' головки и угол Д" ножки зубьев определяются из ус
ловий (24.9):

tg  А'  =  2  =  ”  =  Г Щ  =  ° ’0558'

tg А" =  h" — h' +  с т  —  т  +  Q,25fn = 5 +  0,25'5 =  0051QL l  I* 112,1

Следовательно, углы Д' и Д" равны Д' =  2°34' и Д" =  3°1Г.
Углы 8Г1 и 6Г2 конусов головок определяются из формул (24.11):

ог1 =  8, -f- Д' =  26°30' - f  2°34' =  29°04',
Sr2 =  8S -j- Д' =  63°30' +  2°34' =  66°04'.

Радиусы R tl и RIt конусов головок вычисляются по формулам
(24.10):

R tl =  R t - f  h! cos 8r] =  50 —)— 5 cos 29°04' =  54,37 мм,
R ra =  R3 -j- h' cos Sra =  3 00 — 5 cos 66°04' =  Ю2,03 мм.

Радиусы pj и p2 начальных окружностей условных цилиндриче
ских колес определяем по формулам (24.12) (см. также рис. 679)

Ri 50 к к о Л  ЮО 0п. пр, — — =  =г-ой^ = 5 5 ,8  м м  и р., - -  — =  п-ттъ =  224,2 мм. ri cos Bj 0,89о cos82 0,446
Расстояние А между осями условных цилиндрических колес равно 

А =  р̂  —|— р̂  - 55,8 —[- 224,2 =  280,0 мм.
Радиусы г J и г 2 основных окружностей условных цилиндрических 

колес
r1 = p , cos а = 5 5 ,8  ■ 0 ,9 4 = 5 2 ,6  м м , г£ = р г cos п = 2 2 4 ,2  • 0 ,9 4 = 2 1 0 ,7  мм.

Радиусы и Rlz окружностей головок условных цилиндриче
ских колес

R*n =  pj -)- h’ =  р, -j- т. =  55,8 - |-  5 =  60,8 мм,
R \  =  Pj -j- H =  p4 +  m  =  224,2 +  5 =  229,2 мм.

Коэффициент перекрытия e рассматриваемых колес определяется 
по формулам (23.36)

V W n f - { r \ Y  +  / ( / ? ; , ) * - ( r i ) *  -  л  sin а _
~.т c o s  а

Y (60,8)2 —  (52,б)2 - f 1/(229,2)3—  (210,7)3 — .280 ■ 0,342 _  1 
—  3 ,1 4 -5 - 0 ,9 4  *

§ 121. Проектирование винтовой и червячной передач

1°. В § 41,4° была рассмотрена кинематика механизма передачи 
движения с постоянным передаточным отношением между двумя пе
рекрещивающимися в пространстве осями. Аксоидами в относитель
ном движении звеньев такой передачи являются гиперболоиды /  и 2



(рис. 682). Для получения гиперболоидных зубчатых колес поверх
ности гиперболоидов снабжаются зубьями. Нет необходимости эти 
зубья располагать по всей поверхности гиперболоидов. Достаточно 
снабдить зубьями только некоторые участки гиперболоидов, получа
емые при пересечении гиперболоидов плоскостями, перпендикуляр
ными к их осям. Например, если на гиперболоиде 1 (рис. 682) вы
брать в качестве колеса часть 1' гиперболоида, то на гиперболоиде 2 
получаем сопряженное колесо в 
виде части 2 .  Чем дальше от 
горлового сечения выбраны части 
гиперболоидов, снабженные зубья
ми, тем меньше будет отношение 
скорости скольжения вдоль осей 
к окружной скорости колеса. Сле
довательно, с точки зрения износа 
и коэффициента полезного дейст
вия передачи предпочтительнее 
выбирать в качестве колес части 
гиперболоидов, более удаленные 
от горлового сечения. При замене 
участков гиперболоидов, удален
ных от горлового сечения кони
ческими поверхностями, получаем 
гипоидные колеса (см. § 5,5°, 
рис. 62).

2°. Вместо гиперболоидных 
зубчатых механизмов, нарезание 
зубьев которых представляет большие трудности, для передачи движения 
между непересекающимися осями применяются винтовые зубчатые 
механизмы, представляющие собой участки 1" и 2" гиперболоидов 1 
и 2  (рис. 682), приближенно замененные двумя круглыми цилиндри
ческими поверхностями. Пример винтового зубчатого механизма по
казан на рис. 59 (см. § 5,5°). Выведем основные соотношения между 
параметрами этих колес. Рассмотрим передачу между двумя цилин
драми 1 и 2  (рис. 683), вращающимися вокруг осей /  и II с угло
выми скоростями ©j и е>3. Пусть цилиндры касаются друг друга в 
точке Р а. Если радиусы цилиндров суть и то кратчайшее 
расстояние А  между осями 1 к II равно А  =  0 j 0 3 =  Ri -j- R*-

Через точку Р 0 проведем плоскость Т, перпендикулярную к крат
чайшему расстоянию ОхО%. Эта плоскость будет касаться цилиндра I 
по образующей ау — а цилиндра 2  — по образующей а 3 — а 3 и 
будет являться общей касательной плоскостью к этим двум цилин
драм. Проведем в плоскости Т через точку Р 0 прямую t  —  t. Эта 
прямая составит с образующими — ai и а3— а 2 углы и 83, 
причем

Рис. 682. Схема гнперЬолоидной передачи 
между двумя перекрещивающимися осями.



где 8 есть угол между образующими ах — и аа — а2, равный углу 
скрещивания между осями I и II цилиндров.

Навернем плоскость Г последовательно на цилиндры 7 и 2. Тогда 
прямая t — t  на поверхности цилиндра 1 расположится по винтовой 
линии Sj — Si с углом скручивания 8j, а на поверхности цилиндра 2 —

по винтовой линии Sj — s3 с углом скручивания Sj. Обе эти линии 
будут соприкасаться в точке Р 0> и прямая t  — t  будет их обшей 
касательной.

Как правило, точка касания начальных цилиндров не будет при
надлежать мгновенной оси вращения — скольжения, и углы 8J и 8̂  

окажутся отличными от углов 8j и 82, образуе
мых осями колес с мгновенной осью враще
ния — скольжения.

Если считать цилиндры I  и 2  начальными, то 
винтовые линии Sj — Sj и ss — s2 могут быть 
приняты за боковые линии зубьев. Боковой  
поверхностью зубьев винтовых колес яв
ляется линейчатая поверхность разверт ы
вающегося геликоида.

Нетрудно установить некоторые основные 
соотношения между различными параметрами

Рис. 68J. П лан  скоростей _  . . л
для колее винтовой пере- ВИ Н Т О В Ы Х  К О Л 6С .

дачм- Спроектируем начальные цилиндры винтовых
колес на плоскость /  (рис. 683). Оси 1 и II и 

углы 8J и 8,j при этом будут проектироваться без искажения (рис. 684). 
Скорость точки Ру колеса 1 изобразится вектором ф„ перпендику
лярным к оси I. Скорость точки колеса 2  представится векто
ром Vn, перпендикулярным к оси II. Относительная скорость 
точки Р 3 цилиндра 2  относительно точки Р 1 цилиндра 1 будет направ
лена параллельно общей касательной t  — t  к  винтовым линиям со



пряженных зубцов. План скоростей передачи представляет собой тре
угольник, образуемый векторами и ©?1, лежащими в пло
скости Т. Опустим из точки Р 0 перпендикуляр v n на направление 
вектора <1)и . Будем иметь:

где 8[ и 0.2 суть углы закручивания винтовых линий на цилиндрах 1 
и 2. Из этих равенств следует:

Из формулы (24.23), следует, что, в отличие от цилиндрических 
и конических колес, при передаче вращения винтовыми колесами мы 
имеем возможность воспроизводить необходимое передаточное отно
шение подбором не двух, а четырех величин (RIt R.b и В*).

К недостаткам зубчатых винтовых механизмов надо отнести то, 
что в них сопряженные профили соприкасаются в точке. Следова
тельно, удельные давления оказываются значительными. Кроме того, 
значительное скольжение зубьев друг по другу вызывает быстрый их 
износ.

При проектировании винтовой зубчатой передачи обычно задают 
передаточное отношение iib угол 8 перекрещивания осей колес и 
кратчайшее расстояние А  между осями. Из равенства (24.23) следует, 
что заданное передаточное отношение может получиться при различ
ных сочетаниях отношений R 2/R i  и cos 82/ cos 8J. Поэтому задача 
проектирования винтовой зубчатой передачи не приводит к однознач
ному решению. При проектировании конструктор должен задаться 
дополнительной зависимостью, связывающей либо углы 8̂  и Ь'г закру
чивания винтовых линий, либо отношение радиусов.

Если при проектировании добиваться, чтобы скорость скольжения 
в точке касания начальных цилиндров была минимальной, надо обес
печить условие, согласно которому эта точка оказалась бы точкой

v n =  Vy cos BJ, v n =  v.2 cos Sj,

(24.23)

где и суть числа зубьев соответственно колес 1 и 2.
В частном случае, когда 8 =  90°, имеем:

(24.230



пересечения оси мгновенного вращения скольжения с линией кратчай
шего расстояния между осями колес. В таком случае будем иметь:

81 =  81; 82 =  8Ъ 

и сами углы 8j и 8а должны удовлетворять отношению ( 10.10)

<24-24>
Так как согласно равенству (24.22) 8 =  8j -(- 8а, то формула (24.24) 

принимает вид
, __sin (8 — 8t) sin 8 cos — cos 8 sin 8L sin 8 — cos8t g 8j
12 sin 8j sin 8t tg 8, • ( • )

Исключая из равенства (24.25) угол закручивания Sj колеса / ,  
получаем:

Si =  arctg т - ‘п-й- - -., (24.26)‘J2 +  COSO* 4 '

Далее, из формулы (24.24) имеем:

. _  sin 83 _______ sin 5о__________  tg 83 (24 27)
12 sin (8 — 82) sin 8 cos 82 — cos 8 sin В2 sin 8 — cos 8 tg в2 ’

Исключая из равенства (24.27) угол закручивания 83, получаем:

\  =  arctg -  -j»-?.-5"1-5- (24.28)
1 +  <12 cos 8 4

Для определения радиусов Ry и начальных цилиндров 1 и 2 
(рис. 683) воспользуемся равенством (24.23) и условием

А =  Rj -j- R%.
Тогда имеем:

^  =  J T + c o s » , - <24-29'

<24'30)

В равенствах (24.23) — (24.30) передаточное отношение iu входит 
как абсолютная величина без учета знака.

Остальные параметры винтовых колес определяются по нормам, 
принятым для цилиндрических колес с косыми зубьями.

3°. Большое распространение в машинах имеет один частный вил 
зубчатых винтовых' механизмов, когда угол 8 между осями колес 
равен 90°, а углы закручивания 8| и Ь'2 значительно отличаются друг 
от друга. Пусть на колесе 1 угол 8| выбран большим, а на колесе 2 
угол 8.j выбран малым (рис. 685). Тогда винтовые линии аа — я .3 
зубьев колеса 2  располагаются своей сравнительно небольшой частью 
на поверхности цилиндра 2. Наоборот, винтовые линии аг — зу



Рис. 685. Винтовые линии на цилиндрах чер
вяка и червячного колоса.

бьев колеса 1 могут несколько раз обогнуть поверхность цилинд
ра 1. Как это было указано в § 43,4°, винтовое колесо, у  которого 
зуб имеет по высоте цилиндра несколько оборотов, называется чер
вяком , а сопряженное с ним вин
товое колесо носит название чер
вячного колеса. Все зацепление 
называется червячным зацепле
нием. Червячное зацепление яв
ляется частным видом винтового и, 
следовательно, обладает теми же 
недостатками, какими обладает 
винтовое зацепление.

Недостатки червячного зацеп
ления могут быть в значительной 
степени устранены, если нарезать 
зубья червячного колеса червяч
ной фрезой, представляющей со
бой точную копию червяка. При 
нарезании червячного колеса ме
жду червячной фрезой и нарезае
мым колесом должно быть осу
ществлено то относительное дви
жение, которое имеют червяк и 
колесо при правильном зацепле
нии. В этом случае соприкасание червяка с колесом будет происходить 
по некоторой линии. Для увеличения соприкасания ободу червячного 
колеса придается форма, при которой колесо 
охватывает червяк (рис. 338).

Точки соприкасания сопряженных профи
лей червячного зацепления образуют весьма 
сложную линию зацепления, которая может 
быть всегда построена, если рассечь червяч
ную передачу плоскостями, параллельными 
плоскости главного сечения, и рассмотреть по
лученные таким образом реечные зацепления.

С целью улучшения червячного зацепле
ния в некоторых случаях нарезание червяка 
производится не на цилиндре, а на поверх
ности вращения, образованной дугой круга 
(рис. 686) с центром в точке 03 на оси червяч
ного колеса. Эта поверхность получила назва
ние глобоида(тороида), а зацепление называет
ся глобоидным  или тороидным зацеплением.

Форма винтовой поверхности зуба червяка зависит от установки 
инструмента, нарезающего профиль зуба. Так, если направление режущей 
грани (рис. 687) инструмента резца, установленного на винторезном

Рис. 636. Глобоидная червичнаа 
передача.



станке, проходит через ось червяка, то получается линейчатая винто
вая поверхность, образующие Ьа которой пересекают ее ось. Сечение 
этой поверхности плоскостью, перпендикулярной к оси, дает архи-

Рис. 637. Архимедова винтовая по-
ВсрХНОСТЬ.

лп Соответственно червяк носит название архи-МбДОву С Im p 2 ЛЬ
медова червяка.

Если плоскость режущей грани в относительном движении касается 
винтовой линии, принадлежащей червяку, то сечение плоскостью, пер
пендикулярной к оси, дает эвольвенту АС  круга (рис. 688). Соот

ветственно червяк называется 
эвольвентным.

4°. Переходим к рассмот
рению вопроса об определении 
основных параметров червячной 
передачи (рис. 689). Согласно 
формуле (24.23') передаточное 
отношение £чк от червяка к ко
лесу так же, как и для ортого
нальной винтовой передачи, 
равно

i =  ^5 =  ^  te  8,' =  ̂

(24.31)
где о)ч и шк — угловые скоро
сти червяка и колеса, R 4 и 
R K — радиусы их начальных 
цилиндров, z K — число зубьев 
колеса. z 4 — число ниток или 

ходов червяка и 8{ — угол закручивания винтовой линии червяка на 
начальном цилиндре.

Угол закручивания удобнее заменять углом р подъема нитки 
червяка, равным 90° — 8j. Тогда получаем:

i — *«_!_
Ч К _  Л ч  t g ? ’

Рис. 659. К определению основцых параметров чер
вяка и червячного колеса.



Тангенс угла f) может быть выражен через шаг зацепления. 
В самом деле, если развернуть начальный цилиндр червяка на пло
скость, то мы получим вместо винтовой линии прямую линию АВ, 
наклоненную к оси абсцисс под углом р подъема нитки (см., на
пример, рис. 102). Высота подъема h нитки будет зависеть от числа 
ниток червяка. В общем случае высота подъема

h =  z 4t,
тогда

(24,33)
Из формулы (24.33) получаем радиус R 4 червяка

D __ гч*
4 2тс tg р ’

или так как t[Tt =  m, то
р  тгч qm 
Кч 2 t g | ~  “2 ~ *

2 Rгде q = — ? — число модулей в начальном цилиндре червяка. Радиус R K 
колеса

о  __тг«.—  2 •

Следует иметь в виду, что в ортогональной червячной передаче 
осевой модуль червяка равен торцовому модулю колеса.

Обычно из условий расчета на прочность величина q выбирается 
равной ^ = = (8 -f-1 3 ) . Остальные размеры червячного колеса и червяка 
определяются по нормам для цилиндрических зубчатых колес.

5°. Рассмотрим действие сил в червячной передаче. К валу чер
вяка 1 приложен движущий момент М\, а на валу червячного колеса 
действует момент М а сил сопротивления. Со стороны чер
вячного колеса на грань витков резьбы червяка под углом ал дей
ствует нормальная сила Р " ,  вектор которой располагается в пло
скости, нормальной к винтовой поверхности резьбы. Эта плоскость 
наклонена к плоскости, в которой находится ось вращения червяка, 
под углом р, равным углу подъема винтовой линии (рис. 690).

На рис. 690 представлены сечения резьбы червяка и зубьев чер
вячного колеса плоскостью, перпендикулярной к оси червячного ко
леса. В плоскости указанных сечений лежит, ось вращения червяка.

Разложим силу Р™ по трем взаимно перпендикулярным направле
ниям и напишем следующее равенство:

^ 1  =  ^ 1  +  ^ !  +  ^ .  (24'34)
где Р (й1 —  окружное усилие червячного колеса, равное P f, — осевому 
усилию червяка, векторы которых расположены в плоскости, перпен
дикулярной оси червячного колеса; Р г21 —  радиальное усилие, направ



ленное к оси червяка по его радиусу; —- осевое усилие червячного 
колеса, равное Р [2 — окружному усилию червяка.

Так как при расчете червячной передачи бывает задан момент М j 
сопротивления, приложенный к ведомому червячному колесу 2, то сна
чала определим окружное усилие Р ‘21 червячного колеса

где — радиус начальной окружности червячного колеса.
После этого можно определить радиальное усилие Р г21 червячного 

колеса

где а — уго.л наклона боковой грани осевого сечения резьбы червяка, 
равный углу зацепления реечного инструмента. Для стандартных за

цеплений этот угол принимает-

В этом равенстве нам неизвестен угол а„ наклона вектора в нор
мальной плоскости к винтовой поверхности резьбы червяка. Этот 
угол можно определить следующим образом:

Проведенное нами исследование справедливо для идеального ме
ханизма, в котором отсутствует трение. В червячном механизме тре
ние имеет место при относительном движении вдоль винтовой линии 
червяка и вдоль профиля зуба колеса. Трение вдоль профиля зуба

(24.35)

(24.36)

7 ггг
(24.37)

Наконец, нормальную силу 
Я™ можно выразить через Р'г1
так:

Р' Р‘ 
р п  __  a t _________ S!

Си р а в н ы м
Третья слагающая /*“ нор

мальной силы согласно 
рис. 690 равна

COS а п  COS а „  cos (3

Рис. 690. К силовому анализу червячной передачи.

но так как Р п =  Р ‘21/с о s [3, то

tg a n =  ^T  cos p =  tg a c o s  p.
• 9121

(24.39)



колеса незначительно по сравнению с трением вдоль винтовой линии, 
вследствие чего мы будем учитывать только трение этого последнего 
вида.

Из рис. 690 видно, что осевое усилие Р °\ червяка равно

РЧ1 =  РЬ  tg  (Р +  f ) =  Л 2 tg  Ф +  ср'), (24.40)

где ср' — угол трения в клинчатых направляющих (§ 61,5°), каковыми 
являются впадины зубьев червячного колеса. Если коэффициент тре
ния в зацеплении равен / ,  то угол ср' трения можно определить по 
следующей формуле:

cpf =  arctg -. (24.41)
т  ь  cos ап

Для силы Р.п давления зуба червячного колеса на резьбу червяка 
можно воспользоваться формулой, аналогичной формуле (24.38):

р  ________________ __________ _________  (24 42)
31 COS a , COS (Р tp') Ro COS CEj cos (P -f- *

Угол aj определяется по формуле, _аналогичной формуле (24.39): 

tg  =  tg  a cos (p -j- cp'). (24.43)

есть окружное усилие червяка, и потому его величиной можно 
воспользоваться для определения движущего момента, приложенного 
к червяку

А?1 =  Р?1 Rl =  М , ў -  tg  (р +  ср'), (24.44)

где Rj — радиус начальной окружности червяка.
Если ведущим является червячное колесо 2, то со стороны чер

вяка возникает осевое усилие Р “2, которое представляет собой сопро
тивление, приложенное к валу червяка (рис. 690).

Если задан момент М \ силы сопротивления на валу червяка, то 
усилие Р\„ на начальной окружности червяка

p t 
12 —  /? г

Из рис. 690 определяем силу Pf„. Имеем:

(24-45)
Движущий момент М.2 на валу червячного колеса

=  1 , т

Радиальная сила Р г12 равна силе Р^, но действует в противопо
ложном направлении.



Наконец, силу можно определить так:

Р 1а = -------- ------------ (24.47)3 COS COS ( р — <р ) '  4  '

где а2 определяется аналогично углу at по тангенсу

tga2 =  tg a c o s (P  — <р')- (24.48)

Г Л А В А  XXV

СИНТЕЗ МНОГОЗВЕННЫХ ЗУБЧАТЫХ МЕХАНИЗМОВ

§  122. Проектирование зубчаты х передач 
с неподвижными осями

1°. Многозвенные зубчатые механизмы могут быть весьма разно
образны по своей кинематической схеме и структуре.

Как это было показано в § 44, многозвенный зубчатый механизм 
можно рассматривать состоящим из нескольких простейших зубчатых 
механизмов, и общее передаточное отношение i ln для механизма, со
стоящего из п звеньев, согласно формулам (10.35) и (10.36) равно

h n = =  ( 1 ) т  1̂2 ‘ ^г'з' з̂'4 * • • • ‘ (̂n—1 )'п  (2 о .1)
или

 ̂ t __ * г з • r i * ■ • • • г п г __ ^\гл ' г % ’ z4 ’ ••• ' г п

1п -/-(„-I)'-  « r W 1 -Z,n-lY’
(25.2)

где т  — число внешних зацеплений в зубчатом механизме.
Проектирование кинематической схемы многозвенного зубчатого 

механизма заключается в подборе по заданному общему передаточ
ному отношению основных размеров колес и чисел их зубьев. При 
этом необходимо учитывать и некоторые дополнительные условия, 
связанные с конструктивными требованиями. Рассмотрим эти условия 
на примере двухступенчатых зубчатых механизмов редукторов, пока
занных на рис. 691. На рис. 691, а показан механизм, у которого на 
расположение осей колес не наложено никаких условий. На рис. 691, б  
и в оси колес /  и 3  являются соосными, и следовательно, должно 
удовлетворяться условие соосности, которое может быть выражено 
через очевидные соотношения. Для механизма (рис. 691, б)

Я , +  Я , =  Я * .+ Я »  (25.3)

и для механизма (рис. 691, в)

Kj +  я ^ я ,  — Я ,., (25.4)

где Ri, R.2i Я г и Яз — радиусы колес 1, 2, 7  и 3. Равенства (25.3) 
и (25.4) называются условиями соосности.



Передаточное отношение г для каждой ступени цилиндрических 
колес "рекомендуется принимать / 8 —i— 10, а для конических колес 
/=ё:5. Если во всех механизмах, показанных на рис. 691, считать ве
дущими колеса номер 1 и условиться, что R i<^R $  и R# /?3, то 
ступень I, состоящая из колес 1 и 2, будет быстроходной, а ступень, 
состоящая из колес 2' и 3, тихоходной. Из расчета зубьев на проч
ность выявляется, что модули зацепления ступеней получаются различ
ными. Обозначим их соответственно т\ и т \\. Обычно т\\ оказывается 
больше т\. Далее, для редукторов рекомендуется радиусы R 9 и R3 
ведомых колес каждой передачи выбирать так, чтобы R3^ l , l  R* 
Число зубьев и z'2 малых колес 1 и 2', если они нарезаются без 
смещения режущего инструмента, рекомендуется выбирать так, чтобы

отсутствовало подрезание. Желательно также, чтобы межосевые рас
стояния А, А\ и А\\ (рис. 691) выражались целыми числами. Для быстро
ходных редукторов рекомендуется числа зубьев колес принимать 
большими.

2°. Рассмотрим вопрос о проектировании схемы редуктора, кото
рая изображена на рис. 691, а. Для такого редуктора можно зафик
сировать следующие условия:

При проектировании приходится определять четыре неизвестных 
радиуса колес R v Rit R#  и R 3. Для решения мы имеем два соотно
шения (25.5), из которых второе соотношение представляет собой 
неравенство. Таким образом, задача имеет бесчисленное множество 
решений. Число неизвестных можно уменьшить до трех, если решать 
задачу в относительных единицах, например, считая предварительно 
радиус R t колеса 1 равным единице. В таком случае будем иметь:

При проектировании передаточное отношение 113 должно быть 
задано. С самого начала возникает вопрос, как его распределить 
между двумя ступенями редуктора? Так как сила, приложенная к зубьям 
колес второй ступени, больше, чем сила, приложенная к  колесам

20 И. И. Артоболевский

05Я _ _ , ВЯЭ J.ЕЯ ..

Рис. 691. Схема двухступенчатых зубчатых редукторов: а) нссо- 
осный с двумя внешними зацеплениями; 6) соосный с двумя 
внешними зацеплениями; в) соосный с одним внешним и одним 

внутренним зацеплениями.

1̂3 —  R 3 Ss 1 Л Ri- (25.5)



первой ступени, то передаточное отношение in  целесообразно сделать 
больше передаточного отношения /а-3. Этим самым можно добиться 
того, что размеры колес второй ступени окажутся приблизительно 
равными размерам колес первой ступени. Можно поставить, например, 
дополнительное условие

/ ia^ l , 4 4 / s>  (25.7)

В этом случае, имея в виду равенство (25.5), получаем:

1,44 i|'3 = i l3,

откуда

/,., =  - ^ = 0 . 8 3  У / „ = 1 , 2  V h 3. (25.8)

После этого можно определить относительные размеры радиусов 
колес. Для колеса 2 имеем:

Р, =  1 ,2 1 /^ 7 . (25.9)

Принимая во внимание неравенство (25.5), получаем:

Рз =  1,1 Рз ( 2 5 .1 0 )

и, наконец, для р2- имеем:

i i = 0 , 8 3 ^
fV

ИЛИ

1,2р3
* = Ў = .  ( 2 5 .1 1 )

Итак, мы получили необходимые соотношения между радиусами 
колес, а это значительно облегчает дальнейшее проектирование.

Пример 1 . Дано: передаточное отношение г]3= 1 6 ,  модуль первой 
ступени т \— \ мм, модуль второй ступени пц\ =  1,25 мм. Спроек
тировать схему редуктора.

Из первого соотношения (25.8) имеем:

i2,3 =  0,83 "|/Тб =  3,32.

Для определения р., пользуемся формулой (25.9)

р2 =  1,2 У Т б  =  4 ,8.

Из равенства (25.10) имеем:

p3S s 1,1 -4,8 =  5,28.

Наконец, из (25.11) получаем:
_  1,2- 5,28 _



Теперь зададимся числом зубьев Zi колеса 1 из условия, в соот
ветствии с которым подрезание должно отсутствовать, т. е. должно 
быть Z i'SzM . Примем Zj =  20. Тогда

Ri =  0,5miZi =  0,5 • 1 • 20 =  10 мм.

Пользуясь равенствами (25.6), получаем:

Ra =  paR 1 = 4 ,8 - 1 0  = 4 8  мм,
R# =  р2, =  1,58 ■ 10 =  15,8 мм,
R3 =  p3R1 = 5 ,2 8 - 1 0  =  52,8 мм.

Зная величины модулей m i = l  м м  и /иц =  1,25 мм, определим 
числа зубьев колес

2 • 48 л п 2 • 15 ,8 __ п е о  е ^  * 5 2 ,8 __ -г а =  —  =  96, z2, = - r- ^ -  =  25,25, z 3 =  - [^g- =  84,э.

На колесах второй ступени числа зубьев получились дробные, 
вследствие чего в расчет надо внести поправки. Примем z q- = 2 5  и 
г 3 =  84. Из-за этого передаточное отношение и2’3 изменится

г» 84 
' 2 5 '

*2'а =  ^ = ^  =  3,36.

Выше мы имели >̂3 =  3,32 и /13= 1 6 .  В данном случае =  3,36 
и 113 =  4,8 • 3,36 =  16,14. Ошибка в процентах

Д<1з = ( 16’1416 Ш) 100V® =  1'% .

что не имеет практического значения.
3°. Переходим к рассмотрению редуктора типа показанного на 

рис. 691, б. Для этого типа редуктора должно удовлетворяться усло
вие соосности (25.3). Подставляя в равенство (25.3) значения R i —  R lhi 
и R3 =  R id i 'а, получаем:

Ri -f- R itn  =  R y  -f- R y
откуда имеем:

R r =  R i r i t 1 - (25-12)1 “Г  ‘г'«
Из формулы (25.12) следует, что если передаточные отношения 
и i9'3 равны, т. е. 21а =  i2.3 =  ) / ^ 13, то удовлетворяется условие R# =  
=  Ri, а следовательно и условие R i =  R 3. Условие соосности (25.3) 
может быть также выражено через числа зубьев колес и модули т.\ и 
пт первой и второй ступеней редуктора. Имеем:

tn\Zi -f- т\гъ =  т \\гг’ -\- пщ г3. (25.13)
Из равенства (25.13) получаем:

т п __ г ,  г



так как модуль т\\ рекомендуется выбирать большим модуля гп\ 
(см. § 122,1°). Если передаточные отношения удовлетворяют равенству

h i =  h'a== V  Ьз >

то числа зубьев z lt z.2, z и z 3 определяются по известным формулам

z 1= ^ , z i =  =  Zi V h z ,  z t ' =  ^  и z 3 =  z r  V i n . (25.15) 
m \ m \\

Межосевые расстояния A{ и A\\ равны

Ai =  A n = R 1- \ - R i =  R* +  R 3. (25.16)

4°. Для редуктора типа, показанного на рис. 691, в, с внутренним 
зацеплением соответственно имеем условие соосности в форме равен
ства (25.4). Кроме этого, имеем:

R i  =  R i h i  и Яз R -ч' h '3 >

откуда
R t -j- R i in  == R i'  h ' i  — R ^

или

=  (25.17)
l2'9 1

Условие соосности (25.4), выраженное через числа зубьев колес 
и модули tti\ и тц первой и второй ступеней редуктора, имеет вид

m iz1- \ - m iz t =  m u z3 — т \\г$ , (25.18)

откуда получаем:

—  =  Zl +  Z2 > l ,  (25.19)
m, z8 —  4

так как модуль nt\\ рекомендуется выбирать больше модуля ту. Если 
передаточные отношения Zla и удовлетворяют условию

h i  =  h ’3 У ha >

то числа зубьев z u z it z$  и z 3 определяются по формулам (25.15). 
Межосевые расстояния А\ и Ли равны

Ai =  A n = R l +  R9 =  Ri — R *. (25.20)

Пример 2. Определить радиусы колес и числа зубьев соосного 
редуктора с двумя ступенями, если заданы передаточное отноше
ние г13 =  20 и модули первой ступени т \ =  1 мм и второй — 
т \| =  1,25 мм. Схема редуктора показана на рис. 691, б.

Для этого редуктора имеем следующие условия:



или в соответствии с заданными условиями

7 __~ 1 +  <13______ _ 1_  l +  <ig__ и 8z 1 ~ ^ 13*2 —  ти *i 1 +  г-2,з —  ] >25 г 1 1 + 1  +  i t ,t •

£ i ± 5 .  =  L p =  1,25, =  / „  =  20.
z z ' ~ l Tz  з L

Если вести расчет в относительных единицах — в числах зубьев 
колеса / ,  то неизвестными будут г г, г а-, г 3 и /12, /2-3. Если дополни
тельно принять

i li =  ii '3 =  y r i13 = y r20 =  4,47,
то

z i . = 0 , 8 z i \ ± ^ = 0 , 8 z 1,

z i =  i liz 1 =  4 ,47z1,
23 =  =  0,8 • 4 )472'1 =  3,582!.

Задаемся теперь числом зубьев колеса 1, причем выберем такое 
число Zi, при котором получатся числа гу , и г г, по крайней мере 
близкие к числам целым, потому что равенство межосевых расстоя
ний первой и второй ступеней должно быть выдержано, точно.

Так как z 2< — 0,8ги то для Zi надо взять число 25 или 30, ибо 
при меньших числах для z t получаются числа для z a-, меньше 17. 
Таким образом, мы намечаем решение задачи в двух вариантах.

Для первого варианта имеем:
z v  = 0 , 8  -25 = 2 0 ,

- - 4,47 • 25 =  111,75 ^  112, 
z 3 =  3,58 • 25 =  89,5 я »  89.

Подставляя теперь округленные до целых чисел результаты в фор
мулу для передаточного отношения 1п , получаем:

; __ 112 • 8 9 ___ 1 q qp;
l n ~  25Т20 —  1У’9 0 ’

что для целей практики вполне допустимо.
Проверим, далее, второй вариант:

*1 =  30, 22'= 2 4 ,  ^  =  4 ,4 7 -3 0 = 1 3 4 ,1 ,  z3 =  3 ,5 8 - 3 0 =  107,4

После округления до целых чисел имеем:

Zy =  30, 2а> =  24, za= 1 3 4 ,  ^ 3 = 1 0 7 .

Передаточное отношение
__  1 3 4 -107__ 1д 0

13 -3(Ь 24 —  1У,У’
что также вполне допустимо.



Теперь проверяем условие соосности.
Первый вариант:

» ц (г 1 +  2, ) =  1 - (25 +  1 1 2 ) =  137, 
тпц (zs. +  z 3) =  1,25 (20 +  89) =  136,25.

Второй вариант:

mi (z t +  z t) =  1 • (30 +  134) =  164, 
тп (г,- +  z 3) =  1,25 • (24 +  107) =  163,75.

Как и следовало ожидать, полного совпадения размеров межосевых 
расстояний не получилось, причем во втором варианте неточность ока
залась меньше, чем в варианте первом. Остановимся на втором варианте.

Чтобы привести межосевое расстояние Лц второй ступени 
к числу 164, надо предусмотреть нарезание колеса 2' с положитель
ным сдвигом. Для определения необходимого коэффициента сдвига 
воспользуемся формулой (23.80) в таком виде:

COS <ХЭ =  -T-̂ -COS Од,
л п

в которой Aq — межосевое расстояние, полученное нами из расчета, 
а0 — угол зацепления режущего инструмента, равный 20°, а3 — угол 
зацепления, получаемый при монтаже.

После подстановки известных нам величин, имеем:

cos а3 =  ^ | ^ 0 , 9 4  =  0,938; а3 =  20°20\

Далее, воспользуемся формулой (23.79) для определения сдвига ?2', 
который необходим при нарезании зубьев колеса 7 .  Эту формулу 
представим так:

t  _  ( inva3 —  inva0) (z2, + z 3)
*' 2 tg a0

Подставим в эту формулу числовые величины и произведем вы
числения

с _  (0,01569 — 0,01490) ( 2 4 +  107) _  п , л ,
—  2 -0 ,3 6 4  ’ 1 •

Абсолютный сдвиг, выраженный в миллиметрах: 

у„, = т и Ъ ' --= 1.25-0,141 = 0 ,1 7 6  мм.

§  123. Проектирование зубчаты х передач с подвижными осями

1°. К многозвенным зубчатым механизмам с подвижными осями 
относятся так называемые планетарные механизмы (планетарные пере
дачи), кинематика которых была нами рассмотрена в § 45, а силовой 
расчет и определение коэффициента полезного действия в § 82. Рас



смотрим вопрос о проектировании схем планетарных передач, состоящих 
из четырех звеньев. На рис. 692 показаны четыре типовые схемы 
таких передач.

Рассмотрим вопрос о том, какие передаточные отношения могут 
быть воспроизводимы указанными передачами. Для этого восполь
зуемся формулами для передаточных отношений планетарных меха
низмов, выведенными в § 45.

Рис. 692. Типовые схемы планетарных редукторов: а) с внутренним 
зацеплением и паразитным колесом; б) с одним внутренним и одним 
внешним зацеплеышши; в) с двумя внешними зацеплениями; г) с двумя 

внутренними зацеплениями.

Имеем для передаточного отношения от колеса 1 к водилу 
при неподвижном колесе 3  формулу

№ = 1 - / " .  (25.21)

где Iн — передаточное отношение от колеса 1 к колесу 3  при не
подвижном водиле Н.

Соответственно имеем:

* Ж = 4  =  Т - Ч г .  (25-22)
*1 и 1 —«Гз

Если неподвижным колесом является колесо 1, то формулы (25.21) 
и (25.22) принимают вид

Э Д = 1 - / Я  (25.23)

/о) =  _ L ______!___ (25.24)

Для сопоставления формул (25.21) — (25.24) составим таблицу для 
передаточных отношений, выраженных через числа зубьев, для четы
рех типов передач, показанных на рис. 692.



Формулы для определения передаточных отношений типовых 
планетарных механизмов

Передаточные
отношения Тип а Тип б Тип в Тип г

н -

г1 ■ г*.

г , - г 2, 

zL - г», 
zs • z3

" г з.
zL -z3,

_1___
z2 ‘ z3 
Z, • z2,

Z, -Zo.

Zi • z2,

Zl-Z2
Zl-Z2
гг -г3
Zo * Zo

Z2 ■ z3
Zi
Zi z„.

ZfZj 
Z2 ■ Z8

Из анализа данной таблицы видно, что тип в и тип г могут осу
ществлять одинаковые передаточные отношения и отличаются друг 
от друга только конструктивно наличием в типе в только внешних 
зацеплений, а в типе г  только внутренних зацеплений. При этом диа
пазон передаточных отношений, осуществляемых этими типами пере
дач, теоретически безграничен. В самом деле, если подобрать отно
шение чисел зубьев так, чтобы общее передаточное отношение if* 
было близким к единице, то передаточные отношения l \ h  или г'зн 
будут стремиться к нулю, а передаточные отношения i'ft\ или 1% — 
к бесконечности.

Диапазон передаточных отношений передач типа а и б  достаточно 
близок между собой и определяется габаритами передачи и конструк
тивными соображениями. В нижеследующей таблице даны принятые 
в практике диапазоны передаточных отношений, принимаемые при 
практических расчетах.

Следует отметить, что при малых значениях передаточного отно
шения передач типа в и г  коэффициент их полезного действия будет 
очень малым, а для случая, когда передача осуществляется от колеса 
к водилу, может иметь место самоторможение. Таким образом, при
менение передач типа в и г в силовых мощных редукторах нера
ционально.

Наоборот, передачи типа а и б обладают, как правило, высоким 
коэффициентом полезного действия от 0,96 до 0,98.



Ориентировочные интервалы передаточных отношений 
при различных неподвижных звеньях

Передаточные
отношения Тип а Тип 6

*
Тип в Тип г

О быкновен
ные пере

дачи

* П ланетар
ные пере

дачи

;(3) 
‘1Я
}<3)
1т

;(') 
13 Я
;(1)
1т

—  1,3 4 -  — 8

—  0,77 -j---0,125

2,3 4 -  9,0 

0,445 4 -  0,1 И 

1,77 4 -1 ,125  

0,565 4 -  0,888

—  1 4 -  —  14 

—  1 4 -  — 0,071 

2 ,0 4 -  15 

0,5 4 -0 ,067  

2,0 4-1,071 

0,5 4 -0 ,933

О т  32 
до 1500 

и более

От 32 
до 1500 
и более

Пользуясь таблицей ориентировочных интервалов передаточных 
отношений, можно устанавливать, какая схема передачи должна быть 
принята. Пусть, например, требуется спроектировать планетарную 
передачу, осуществляющую передаточное отношение i, равное 1 =  0,5. 
Таблица показывает, что / =  0,5 не лежит в интервалах планетар
ных передач типа а. Но данное передаточное отношение может 
быть воспроизведено передачей 
типа б, у которой это число вхо
дит в интервалы передаточных от
ношений.

В том случае, когда заданное 
передаточное отношение не входит 
в интервалы передач типа а и б, 
необходимо применять более слож
ного типа планетарные передачи или 
устанавливать несколько■последова
тельно соединенных передач.

2°. Переходим к рассмотрению 
вопроса о подборе чисел зубьев 
планетарных передач. Рассмотрение 
этого вопроса проведем на при
мере передачи типа а (рис. 692). Обычно в редукторах для умень
шения нагрузок на зубья колес и из условий требований к дина
мической уравновешенности механизма устанавливают не один, а 
несколько сателлитов (рис. 693, б). Эти сателлиты устанавливаются 
под равными углами. На рис. 693, б  показано три сателлита 2, 2' и 
2" под углами в 120°, но, вообще говоря, их число может быть и 
больше. Сателлиты располагаются в одной плоскости, и окружности 
головок сателлитов должны не пересекаться. На рис. 693, б  показаны

Рис. 693. К определению условия соседства 
сателлитов: а) схема планетарного меха
низма с одним сателлитом; б) схема с тремя 

сателлитами.



сателлиты 2 и 2"' в предельном соседстве, когда окружности их 
головок радиуса Rri соприкасаются. Из треугольника ABC  следует: 
чтобы окружности головок не соприкасались, надо удовлетворить 
неравенство

2 (R i +  R d  sin - J - >  2 Яг1. (25.25)

где k — число сателлитов и R  ̂ и R 2 — радиусы начальных окруж 
ностей колес /  и 2. Если передача имеет стандартные колеса, то

радиусы R v Ri и R t2 могут быть выра
жены через числа зубьев Zi и г г. Имеем:

(z i Н~ z?) sin у  > (z3 -f- 2), (25.26)
откуда

si" T  > Ы т , -  (25'27)

Условие (25.27) называется условием  со
седства.

3°. При сборке планетарного редуктора 
первый поставленный сателлит полностью 
определяет взаимное расположение централь
ных колес. Пусть, например, сателлит 2 
имеет четное число зубьев (рис. 694). Тогда 
зубья а и Ь будут расположены симмет

рично и центральные колеса 1 и 3  займут вполне определенное рас
положение друг относительно друга.

Повернем колесо 1 на угол <pj, равный одному угловому шагу; 
тогда если число зубьев колеса 1 равно z lt то угол <р, будет равен

?i =  T -  (25-28>Z1
После поворота центрального колеса 1 на угол ср, ось А сател

лита займет положение А'; а водило Н  повернется на угол <ря , 
равный

Чн =  Ъ1'й1- (25.29)

При этом место первого зуба колеса 1 займет второй зуб этого 
колеса. Таким образом, после этого поворота оси симметрии зубьев 
центральных колес /  и 3  будут на одной общей прямой: Тогда 
между -центральными колесами 1 и 3  можно вставить еще один 
сателлит, конечно, расположенный в плоскости, не совпадающей 
с плоскостью первого сателлита.

Очевидно, что, теоретически, число сателлитов п, которое можно 
вставить, равно

Рис. 694. К определению усло
вия сборки планетарного меха

низма.



Формула (25.30) с учетом выражения (25.29) может быть пред
ставлена так:

п =  & г  =  Т ^ -  <25-31>1Н\
Из приведенной выше таблицы (стр. 616) имеем:

'a=7pr=TV <25-32>
Z

Вставляя выражение (25.32) в равенство (25.31), получаем:

п _ г х (г, + 2з) =  ^  ^  (25.33)

Число п является числом теоретически возможных сателлитов. Прак
тически число сателлитов k будет, конечно, меньше. Так, если повер
нуть колесо 1 не на один зуб, а на т зубьев, то число k сател
литов будет меньше в т раз

=  — = - 1-+ г з -. (25.34)
Щн т /

Условие (25.34) носит название условия сборки. Оно действи
тельно и для случая, когда число зубьев сателлита нечетное. Таким 
образом, при проектировании схемы планетарной передачи необхо
димо, чтобы удовлетворялось заданное передаточное отношение, 
заданный модуль, условие сборки, условие соседства и соосность 
передачи, которая для механизма, показанного на рис. 693, имеет 
следующий вид:

=  2z.2 -)- Zy, (25.35)

так как колеса 1, 2  и 3  имеют равный модуль. Кроме того, для 
стандартных колес необходимо, чтобы отсутствовало подрезание 
зубьев, а для внутреннего зацепления отсутствовала интерференция 
зубьев. ^

Пример. Пусть требуется спроектировать схему планетарной 
передачи, воспроизводящей передаточное отношение г =  4,5. Для 
выбора схемы механизма обращаемся к таблице ориентировочных 
интервалов передаточных отношений. Из этой таблицы видим, что 
это передаточное отношение может быть осуществлено передачами 
типа а и б. Выбираем тип а с передаточным отношением I ^  — схему 
с ведущим колесом 1 и ведомым водилом Н. Имеем г ^  =  4,5. Сле
довательно, l̂ 3 =  1 — =  1 — 4,5 =  — 3,5.

Так как из таблицы для определения передаточных отноше
ний равно

% = ~ т = ~ з д  (а)
то

2j  =  3,5zi. (б)



Из условия соосности (25.35) имеем:

(в)

или, учитывая условие (б),

=  3|5Zl2~  =  1,25 Zi. (г)

Из равенств (б) и (г) получаем:
__ 3,5̂ 1 : 2,8* (д)

Число зубьев z3 должно быть выбрано так, чтобы отсутствовали 
подрезание и интерференция зубьев. Из таблицы, помещенной 
в § 116, 3°, видно: если число z t выбрать равным г г =  20, то число 
зубьев z 3 будет равно z 3 =  2,8za =  2,8 • 20 =  56, т. е. будет меньше 
60, а для отсутствия подрезания необходимо иметь 23^> 6 0 . Мини
мальное число зубьев z im\n =  22, ибо в этом случае z 3 =  2,8z 3 =  
=  2 ,8 -22  =  61,5, т. е. 23 ^> 60. Таким образом, может быть выбрано 
*3 =  22.

Условие (д) в целых наименьших числах удовлетворяется, если 
выбрать г 3 =  25 и ,г3 =  70. Имеем:

гз __ 2 2 ___о в
г а —  25 ’

г  70Из формулы (б) получаем 2̂  =  —̂  =  -̂ -= =  20.OjO
Из таблицы (§ 116,3°) следует, что при числе Zi =  20 подрезание 

зубьев отсутствует.
Таким образом, число зубьев редуктора

гг1 =  20, z t =  25, z 3 =  70.

Переходим к определению возможного числа k  сателлитов. Из усло
вия соседства (25.27)

k < ^  : г г +  2 ~  : 25 +  2 =  ~ ~ 2 1 =  arcsin 0 ,6 =  4 ’87, ^
arcsin ------- f—  arcsin ' _е arcsin

z, -\-z2 20 +  25 45

т. е. должно быть k ^  4. Далее, из условия сборки (25.34)
^  z i 4~ гз 20 -)- 7 0 __90 . .

т гп т ' '  '

Так как числа k и т  должны быть целыми, то условие (ж) при 
выборе числа сателлитов £ =  4 не может быть удовлетворено. Усло
вию (ж) удовлетворяет число сателлитов k =  3, так как в этом 
случае число т =  30.

Можно, далее, определить радиусы начальных окружностей колес, 
если задан модуль т. Выберем модуль т равным т =  10 мм.



Тогда имеем:

Проверим условие соосности. Имеем:

гъ =  2/\) - |-  Tj =  2 • 125 -)- 100 =  350 мм.

Определяем далее коэффициент полезного действия механизма 
по формуле (17.46) (см. § 82,6°). Коэффициент потерь срн  принимаем 
равным <ря = 0 ,0 5 .  Тогда имеем коэффициент полезного действия 
т]]Я равным

§  124. Проектирование механизмов с внешним зацеплением

Г В § 52,3° нами были рассмотрены схемы механизмов мальтийских 
крестов и некоторые вопросы их кинематики. М альтийские механизмы 
широко применяются в машинах-автоматах и приборах, когда необходимо 
воспроизведение движения, постоянного по направлению, но с периодической 
остановкой ведомого звена. Обычно при этом задается отношение k времени 

движения ведомого звена к времени <п его покоя, называемое коэффи
циентом времени работы- механизма.

В простейшем механизме мальтийского креста с  внешним зацеплением 
}рис. 695) профиль симметрично расположенных пазов является прямолиней
ным и радиальным, и ведущим является кривошип 1, снабженный одной 
цевкой А. Время <д движения звена 2 и время t„ его покоя определяются, 
как это было показано в § 52,3°, из формул

Т)1Я =  1 - 1(1 - * й ’) 1? н = 1 -

Г Л А В А  XXVI 

СИНТЕЗ МАЛЬТИЙСКЙХ МЕХАНИЗМОВ

(26.1)
и

(26.2)

так как из рис. 695 видно, что



где z — число пазов и п — число оборотов в минуту звена 1. Время Т пол
ного оборота звена 1

Г =  « д -И п  =  ? .  (26.4)

Наименьшее число г пазов для возможности осуществления поворота 
креста 2 (рис. 695) на полный поворот должно быть не меньшим г '^ З .

При проектировании механизмов маль
тийских крестов обычно промежутки времени 
движения и покоя креста выражают в отно
сительных единицах р и q, соответственно 
равных

1 1
2 г

‘•д
Т

, = ^  =  ±  +  1  
9 Г  2 г  '

Коэффициент к времени работы механизма

(26.5)h— Р — г ~ 2
q -  z + 2 -

Выше мы рассмотрели формулы для опре
деления времени движения и полоя для того 
случая, когда ведущее звено 1 имеет одну 
цевку. В случае если число цевок m больше 
единицы, то наибольшее их число при сим

метричном их расположении определяется из следующего условия:

=  — (26. 6)

Рис. 695. Схема механизма маль
тийского креста с внешним зацеп

лением.

' 2с?1 1- 1 ’
Z

При проектировании мальтийских механизмов по заданному углу 2<р, 
поворота креста и относительным величинам р, q и к можно пользоваться 
следующей таблицей, составленной для числа пазов z =  3 4 -1 2 , так как 
кресты обычно не имеют больш его числа пазов.

Расчетные параметры мальтийских механизмов с внешним 
зацеплением и одной цевкой

Число
пазов
креста

Z

Угол поворота эвена соответствую
щий Угол

поворота
креста

о  2lt2<Ра =  —

Р  =  - £

Коэффи
циент вре
мени ра
боты

ч

покою креста,

2<?„ =  *(l +  4)
движению креста, 

2 ? i  =  тс —  2 у а

*

3 300° 60” 120° 0,1667 0,8333 0,20
4 270“ 90” 90’ 0,2500 0,7500 0,33
5 252” 108” 72’ 0,3000 0,7000 0,43
6 240° 120’ 60° 0 3333 0,6567 0,50
7 231 ”26' 128°34' 51’26' о!з 5Л 0,6429 0,56
8 225’ 135“ 45’ 0,3750 0,6250 0,60
9 220° 140’ 40° 0,3889 0,6111 0,64

10 216” 144“ 36’ 0,4000 0,6000 0,67
11 21244' 147’ 16' 32’44' 0,4090 0,5910 0,69
12 210° 150” 30“ 0,4167 0,5833 0,71



Из рассмотрения приведенной таблицы видно, что для мальтийского 
механизма с одной цевкой при числе пазов z =  3 коэффициент времени 
работы й, равен ft =  0,20. С увеличением числа z пазов коэффициент k воз
растает, достигая при z = 1 2  величины й =  0,71.

2°. При выборе параметров мальтийских механизмов необходимо учиты
вать и кинематические характеристики механизмов. Если текущие углы 
поворота звена 1 и креста 2 обозначить через «p'f и <р|, то для произволь
ного положения А' цевки в пазу (рис. 695) будем иметь:

R __ sin tpj
ZT“ sin(<p* +  <£) *

Так как согласно рис. 695

(26.7)

^  =  sin <р2 =  sin ~  =  X, (26.8)

то уравнение (26.7) примет вид

Х =

откуда получаем:

t g t f

sin (®* +  <р?) ’

X sin <f*
I — X cos <f?

X sin <ot
<P* =  arctg  ----- r  (26.9)1 — X cos <ff '

Аналог ш2?* угловой скорости креста 2 равен 
„ X (cos у* — X)

(26.10)diff 1 — 2X cos cpf X2 '

Аналог e2!f* углового ускорения креста 2 будет равен

Кр?) _  X(l — X2) sin уГ ,2 6 , п
2?i tf<p* ~~ (1 —2Xcostpf +  X2)2’ (ЛзЛ1)

Угловая скорость <л2 креста

“ 2 =  w2Pf mi> (26.12)
а угловое ускорение е5 креста

Ч  =  е2т*“>!, (26.13)

где —  угловая скорость звена 1.
Из формул (26.10) и (26.12) следует, что угловая скорость ша креста 

равна нулю, если равен нулю числитель выраж ения (26.10). Имеем:

X (cos <р* —  X) =  0
или

cos <pf =  X 

и, далее, учитывая равенство (26.8),

cos <р* =  sin —  <р*j  =  sin у , 

« = - г - т — ( т - 7  (2б.н)



т. е. угловая скорость а>а креста равна нулю при входе и выходе цевки из 
паза и, следовательно, жесткие удары в механизме отсутствуют.

Угловая скорость ш2 креста будет макси
мальной и равной “ 2max> когда угол будет 
равен <pf =  0, т. е. в положении, когда ось 
паза совпадает с прямой 0 , 0 S (рис. 696). Из 
формулы (26.10) следует, что в этом положе
нии аналог угловой скорости “ 2у?(шах) Равен

Х (26.15)

Рис. 696. Деталь схемы механизма 
мальтийского креста с внешним за

цеплением.

“2??(шах) j — X’

В этом положении угловое ускорение е2 креста 
равно нулю. Угловые ускорения е2 креста в мо
менты входа и выхода цевки из зацепления

e2 =  e2«,“ l> (26.16)

где аналог углового ускорения е2 согласно формуле (26.11) равен

> г

■ 71 л ■ » 11s irr—  1 —  sin- —  
Z \  z

% тс
sm 1 2 7

Г. „ . я (п  * \  * 1*' ± X g z '  (26Л7)| _ l _ 2a n T cos(T — 7 ) +  sm2T J

Из формулы (26.17) следует, что так как я/г >  0, то в моменты начала 
и конца поворота креста он имеет некоторые ускорения ej , которые опре
деляют мягкий удар.

Н екоторые кинематические характеристики механизмов с внешним за
цеплением даны в следующей таблице.

Кинематические параметры мальтийских механизмов 
с внешним зацеплением и одной цевкой

Число 
пазов г

Максимальное 
значение ана
лога угловой 

скорости
“ 2^1 (шах)

Значение аналога 
углового ускорения 

в моменты входа 
и выхода цевки из 

зацепление

± е2?,

Число 
□азов г

Максимальное 
значение ана
лога угловой 

скорости
“ 2^! (шах)

Значение аналога 
углового ускоре

ния в моменты 
входа и выхода 

цевки из зацепле
ния ±Ш 2 91

3 6,46 1,73 8 0,620 0,414
4 2,41 1,00 9 0,520 0,364
5 1,43 0,727 10 0,447 0,325
6 1,00 0,577 11 0,392 0,294
7 0,766 0,482 12 0,349 0,268

Из рассмотрения данной таблицы следует, что при уменьшении числа 
пазов возрастают максимальные угловые скорости креста и угловые ускоре
ния в моменты входа и выхода цевки из зацепления. Резкое возрастание ус
корений, а с ним и динамических нагрузок является существенным недостат
ком мальтийских механизмов с малым числом пазов.

3°. Основные размеры звеньев мальтийского механизма (рис. 695) легко 
определяются. Если задано межосевое расстояние 0 i 0 3 =  L и выбрано чис
ло z пазов креста, то радиус R  ведущего кривошипа равен «



Расчетные параметры мальтийских механизмов с внешним зацеплением 
и числом цевок от от 2 ~ Ь

Число
пазов
креста

г

Угол поворота звена 1, 
соответствующий покою 

креста
Угол поворота 
эвена 1, с о о т
ве тс т в у ю щ и й  
движению 
креста»

2<Pi

Угол
поворота
креста
2<Рз

■а II

_ 
__
__
__

 
_I

9 =

-
chII

Коэффициент 

А =

ремени 
_ Р 

9

работы

т =  2 т =  3т =  4
•

т =  5 m =  2 m — 3 m =  4 m =  5 m =  2 m =  3 m =  4 m =  5

3 120” 60° 30” 12” 60” 120” 0,1667 0,333 0,1667 0,0833 0,0333 0,50 1,00 2,00 5,0

4 90° 30” — — 90° 90° 0,2500 0,2500 0,0833 — — 1,00 3,00 — —
5 72° 12° — — 108° 72” 0,3000 0,2000 0,0333 — — 1,50 9,00 — —
6 60° — — — 120° 60° 0,3333 0,1667 — — — 2,00 — — —

7 5Г 26 ' — — — 128”34' 51 ”26' 0,3571 0,1420 — — — 2,50 — — —

8 45° — — — 135° 45” 0,3750 0,1250 — — — 3,00 — — —

9 40” — — — 140” 40° 0,3889 0,1111 — — — 3,50 — — —

10 36’ — — — 1 4 4 “ 3 6 ” 0 ,4 0 0 0 0 ,1 0 0 0 — — — 4 ,0 0 — — —

11 3 2 ° 4 4 ' — — — 147” 16' 3 2 ”4 4 ' 0 ,4 0 9 0 0 ,0 9 0 9 — — — 4,50 — — —

1 2 3 0 “ — — — 150° 3 0 ” 0,4167 0,0833 — — — 5,00 — — —

При несимметричном расположении центров цевок на окружности звена 1 триоды покоя креста не равны
между собой.
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Расстояние S от оси вращения креста до торцов его пазов

1 + г .

S =  L cos a , = L  cos — .z
Длина h паза креста определится из рис. 696, на котором показано по

ложение механизма мальтийского креста, когда ось паза совпадает с лини
ей ОуОз- Имеем:

h =  S +  R — L +  r, 
где г  — радиус цевки, и, далее,

h =  L ( cos — +  sin — ■\ z z
4°. Если ведущее звено 1 (рис. 697) имеет не

сколько симметрично расположенных цевок, то число т 
этих цевок может быть определено из неравенства 
(26.6). Из этого неравенства следует, что число т 
цевок может быть в пределах т =  1 — 5.

На рис. 697 показан мальтийский механизм с чис
лом цевок т =  3 и числом пазов г, равным 4, что 
удовлетворяет неравенству (26.6). Угол 2<pt поворота 
звена, на котором происходит поворот креста 2, равен 
по формуле (26.3)

2о, =  л (1 — i-V  (26.18)

Рис. 697. Схема меха
низм а мальтийского 
креста с внешним за
цеплением и тремя цев

ками.

Угол поворота 2&0 звена 7, при котором крест 2 находится в покое, 
равен

2<р0 =  — — 2?1 =  — — тс +  -  =  * ( -  +  — — l ) .  (26.19)
то т т 1 г \т г ] v '

Коэффициент k времени работы

ъ_____±L____
tn 9n 2

(26.20)
— +  — — 1 т z

При проектировании мальтийского механизма с числом цевок т =  2 ~ 5  
можно пользоваться таблицей, приведенной на стр. 625.

§ 125. Проектирование механизмов с внутренним зацеплением

Г. В § 52,3° на рис. 380 был показан мальтийский механизм с внутрен
ним зацеплением. Кинематическая схема этого механизма показана на 
рис. 698. Мальтийский механизм с внутренним зацеплением имеет ту же 
кинематическую схему, что и механизм с внешним зацеплением. Различие 
заключается в том, что цевка А находится в зацеплении на участке b паза, 
а не на участке а, благодаря чему угловые скорости и ш3 звеньев 1 и 2 
имеют один и тот же знак. Угол 2<р2 поворота креста 2 равен

2?а = у .  (26.21)

Угол 2<pj поворота звена 1, соответствующ ий движению креста 2,

2ф1 =  7t -j- 2<fs =  я ^ 1 -j- j . (26.22)



Угол 2о0 поворота звена 1, соответствующий покою креста 2, 

2<р0 =  2п —  2<р! =  Я f 1 — - J - V (26.23)

Время движения звена 2, если ведущий кривошип 1 имеет одну 
цевку А, равно

‘■ = S > = S ( ' + 4 ) '  «ж 2 4 >

Соответственно время t n покоя звена 2 

ф __ 30 _ __30
П --  7ГгГ ( --  п (26.25)

Время Т полного оборота звена 1
60 (26.26)

Число г пазов для осуществления поворота креста 2  на полный оборот 
должно бы ть z 3.

Рис. 698. Схема механизма, мальтийского креста с внутрен
ним зацеплением.

Времена £д и могут быть выражены в относительных единицах р  и q:

<д 1 , 1  < П  1 1
A» — r — 2 +  z и q ~  Т~~ 2 г '

Коэффициент Л времени работы механизма

k_ Р _  г +  2 
q z  —  2 (26.27)

Из формулы (26.27) следует, что ft всегда больше единицы и коэффи
циент времени работы мальтийских механизмов с внутренним зацеплением 
значительно больше коэффициента ft механизмов с внешним зацеплением, 
у которых к всегда меньше единицы.



При проектировании мальтийских механизмов с внутренним зацеплением 
по заданному углу 2ср2 поворота креста и относительным величинам р, q 
и k можно воспользоваться следующей таблицей, составленной для числа 
пазов г =  3 - ь  12.

Расчетные параметры мальтийских механизмов 
с внутренним зацеплением и одной цевкой

Число
пазов
креста

z

Угол поворота звена 1, соответ
ствующий Угол 

поворота 
креста 2

п29»= — Р =  Т ? =  — ч т

Коэффи
циент вре
мени рабо

ты 

* =  £Ч

покою креста, 

2<р0 =  * ( ! -■ § )

движению
креста,

2pj =  те -)— 2<ро

3 60° 300* 120“ 0,8333 0,1667 5,00
4 90“ 270° 90° 0,7500 0,2500 3,00
5 108“ 252“ 72” 0,7000 0,3000 2,33
6 120“ 240° 60” 0,6667 0,3333 2,00
7 128°34' 23Г26' 51 ”26' 0,6429 0,3571 1,80
8 135“ 225° 45° 0,6250 0,3750 1,67
9 140“ 220° 40° 0,6111 0,3889 1,57

10 144“ 216“ 36° 0,6000 0,4000 1,50
И 147“ 16' 212“44' 32”44' 0,5910 0,4090 1,44
12 150“ 210“ 30” 0,5833 0,4167 1,40

Как это видно из приведенной таблицы, с увеличением числа пазов ко
эффициент k времени работы уменьшается.

2°. Рассмотрим некоторые кинематические характеристики мальтийских 
механизмов с внутренним зацеплением. Для этого выберем текущие углы <pf 
и o f поворота звена 1 и креста 2 так, как это показано на рис. 698, т. е. 
угол <pf будем отсчитывать ог продолжения прямой ОуО2, лежащей ниже 
точки О,. Тогда можно применить ранее выведенные нами формулы кине
матики мальтийских механизмов с внешним зацеплением. Для более ясного 
сопоставления мальтийских механизмов с ‘внешними и внутренними зацепле
ниями на рис. 699 показаны кривые аналогов угловых скоростей и ускорений 
“ г?, и е2», для внешнего зацепления, а на рис. 700 —  те же зависимости для 
внутреннего зацепления. Кривые построены для четырехпазовых механизмов с 
одной цевкой. Угловое ускорение креста с внутренним зацеплением достигает 
своего максимума в моменты входа и выхода цевки из паза. Различным 
является также и характер изменения углового ускорения e2ipi по УГЛУ по" 
ворота ш,. Некоторые кинематические характеристики механизмов с внут
ренним зацеплением даны в таблице на стр. 629.

Основные размеры механизма с внутренним зацеплением определяются

согласно рис. 698. Имеем R  =  L sin <s3 =  L sin S =  L cos =  L cos и 

длина h паза равна
h = R + L — S +  r, 

где г — радиус цевки А. Следовательно,



Мальтийских механизмов с внутренними зацеплениями с несколькими 
цевками мы не рассматриваем, ибо в практике они применяются редко.

Рис. 699. Графики аналогов угло
вой скорости и углового ускорения 
креста мальтийского механизма 

с внешним зацеплением.

Рис. 700. Графики аналогов угловой скорости 
и углового ускорения креста мальтийского ме

ханизма с внутренний зацеплением.

Точно так же редко применяются и мальтийские кресты (рис. 385) с несим
метрично расположенными пазами и цевками, потому и их мы не рассмат
риваем.

Кинематические параметры мальтийских механизмов 
с внутренним зацеплением и одной цевкой

Число
пазов

г

Максимальное 
значение аналога 
угловой скорости 

ш2 ш а х

Значение аналога 
углового ускоре
ния в момент 

входа и выхода 
цевки из зацепле

ния ±  >2 ?1

Число
пазов

г

Максимальное 
значение аналога 
угловой скорости 

°)2<р1 max

Значение аналога 
углового ускоре
ния в момент 
входа и выхода 
цевки из зацепле

ния ±  t2f l

3 0,464 1,729 8 0,277 0,414
4 0,414 1,000 9 0,255 0,364
5 0,370 0,727 10 0,236 0,326
6 0,333 0,577 11 0,220 0,294
7 0,303 0,481 12 0,206 0,268



Г Л А В А  XXVII 

СИНТЕЗ КУЛАЧКОВЫХ МЕХАНИЗМОВ

§ 126. Основные типы плоских кулачковых механизмов

1°. В настоящем параграфе мы рассмотрим основные типы кулач
ковых механизмов, причем для удобства рассмотрения разобьем эти 
механизмы в зависимости от движения ведомого звена на следующие 
три вида:

1) ведомое звено движется поступательно,
2) ведомое звено вращается,
3) ведомое звено совершает сложное движение.
Примером первого вида кулачковых механизмов может служить 

механизм, кинематическая схема которого показана на рис. 701, а.
Цилиндр, ограниченный в се
чении плоской кривой 1, вра
щается вокруг оси А с задан
ной угловой скоростью ш. 
Действуя на ролик 3, свободно 
вращающийся вокруг оси, ци
линдр 1 заставляет звено 2 
двигаться поступательно в на
правляющих С — С. Условимся 
в кулачковых механизмах на
зывать кулачком то звено выс
шей пары, элемент которого 
имеет переменную кривизну. 
Профилем плоского кулачка  

условимся называть сечение кулачка плоскостью, параллельной 
П лоскости движения кулачка. Тогда в механизме, показанном 
па рис. 701, а, звено 1 является кулачком, а кривая а — профилем 
кулачка.

На рис. 701, б  показан второй вид кулачкового механизма. 
Кулачок 1 вращается с заданной угловой скоростью ш. Действуя 
на ролик 3, кулачок 1 заставляет звено 2  вращаться вокруг 
точки С.

На рис. 701, в показан третий вид кулачкового механизма. Кула
чок 1 вращается вокруг оси с угловой скоростью <о. Действуя на 
ролик 5, кулачок 1 заставляет звено 2  совершать сложное движение, 
в то время как звенья 3  и 4  вращаются соответственно вокруг то
чек Е  и F.

2°. Внутри каждого вида кулачковых механизмов мы можем полу
чить различные разновидности этих механизмов в зависимости от 
характера движения кулачка, взаимного расположения кулачка и ве
домого звена, геометрических форм элемента, принадлежащего ведо
мому звену. Например, кулачковые механизмы с поступательно дви

Рис. 701. Схемы кулачковых механизмов: а) с по
ступательно движущимся ведомым звеном; б) с воз- 
вратно-вращающимся ведомым эвеном; в) со 

сложно движущимся ведомым эвеном.



жущимся ведомым звеном вида, показанного на рис. 701, а, могут 
иметь различные кинематические схемы, показанные на рис. 702, так 
как кулачок может вращаться вокруг неподвижной оси А (рис. 702, а, 
б  и в )  или двигаться поступательно (рис. 702, г и д )  вдоль оси х — х  
и т. д. Ось у  — у  ведомого звена может пересекать ось А вращения

Рис. 702. Схемы кулачковых механизмов: а) с поступательно движущимся 
толкателем с острием на конце; б) с плоским толкателем; в) с поступа
тельно движущимся толкателем и роликом; г) с поступательно движу
щимися кулачком и толкателем с острием; д) с поступательно движу- 

щимися кулачкой и толкателем и роликом.

кулачка (рис. 702, а) и не пересекать ее (рис. 702, в), образуя не
которое кратчайшее расстояние, равное е. Ось_у— у  движения звена 2 
может быть перпендикулярна к оси х  — х  движения кулачка (рис. 702, г) 
или образовывать некоторый угол а с осью х  — х  (рис. 702, д). Нако
нец, ведомое звено может оканчиваться точкой С (острием) (рис. 702, а 
и г), круглым роликом 3 (рис. 702, в и д) или прямой а — а (пло
ской тарелкой) (рис. 702, б). Ведомое звено 2, 
двигающееся поступательно, носит название тол
кателя или штанги.

Ведомое звено 2, вращающееся вокруг непо
движной оси (рис. 701, б), носит название коро
мысла  и ведомое звено 2, имеющее сложное дви
жение (рис. 701, в), называется шатуном. Если 
ось у  — у  толкателя проходит через ось А  вра
щения кулачка (рис. 702, а), то такой механизм 
обычно называется кулачковым механизмом  
с центральным толкателем. Если ось у  — у  образует кратчайшее 
расстояние е с осью А вращения кулачка (рис. 702, в), то такой меха
низм называется кулачковым механизмом со смещенным толкате
лем. Механизм, показанный на рис. 701, б, носит название кулачкового  
механизма с коромыслом  и т. д. В зависимости от характера дви
жения .ведомых и ведущих звеньев, геометрических форм элементов 
звеньев, расположения низших кинематических пар, в которые входят 
звенья кулачковых механизмов, мы можем получить самые различные 
типы кулачковых механизмов. Наибольшее распространение в машинах

Рис. 703. Схема кулач
кового механизма с ко
ромыслом, касающимся 

кулачка.



получили типы кулачковых механизмов, показанные на рис. 701, 
а и б, и кулачковые механизмы, схемы которых показаны на рис. 
702 и 703.

3°. При работе кулачкового механизма необходимо, чтобы было 
постоянное соприкасание ведущего и ведомого звеньев. Это соприка
сание может быть обеспечено, например, чисто геометрически, если 
выполнить профиль кулачка в форме паза а — а (рис. 704, а), боко
вые поверхности которого огибают ролик 3. Пазовый кулачок обеспе
чивает геометрическое замыкание высшей пары кулачкового механизма.

На рис. 704, б  показан другой способ кинематического замы
кания с помощью двух роликов 3  и 4. При таком замыкании на про
филь кулачка накладывается дополнительное условие равенства суммы 
противоположных радиусов-векторов г ' и г ’ центрового профиля 
кулачка расстоянию I между осями вращения роликов 3  и 4. Чаще 
всего применяется силовое замыкание с помощью пружины 4 
(рис. 705, а и б).

1°. Чтобы спроектировать профиль кулачка кулачкового меха
низма, необходимо выбрать

а) кинематическую схему механизма (вид кулачкового механизма);
б) закон движения ведомого звена в функции ведущего (функция 

обобщенной координаты);
в) некоторые основные размеры звеньев.
Выбор той или иной кинематической схемы механизма опреде

ляется в первую очередь из конструктивных соображений необхо
димостью воспроизведения требуемого по условиям технологического 
процесса движения ведомого звена. Выбор закона движения ведомого 
зьена в функции обобщенной координаты является основным этапом 
в проектировании кулачкового механизма. При выборе закона дви

Ц

Рис. 704. С.хсмы кулачковых механизмов с гео
метрическим замыканием: а) с пазовым кулач

кой; б) с двумя толкателями в рамке.

Рис. 705. Схемы кулачковых ме
ханизмов с силовым замыканием: 
а) с поступательно движущимся 
толкателем; б) с воээратно-вращаю- 

шимся коромыслом.

§  127. Исходные данные для проектирования 
кулачковых механизмов



жения необходимо, чтобы этот закон удовлетворял требованиям 
того технологического процесса, для выполнения которого проекти
руется кулачковый механизм.

Например, на рис. 706 показан кулачковый механизм ножниц 
конфетно-оберточного автомата. При вращении пазового кулачка /  
угловой рычаг 2 , ролик которого перекатывается в пазу кулачка, 
поворачивается вокруг оси А, 
производя открытие и закрытие 
ножниц, лезвия которых представ
ляют собой звенья 3  и 4. Таким 
образом, время Т  полного цикла 
движения механизма состоит из 
времени t 3 — закрытия ножниц, 
времени t0 — открытия и вре
мени tB выстоя — покоя ножниц.
Таким образом, полное время Т 
движения механизма равно

Г =  (27.1)

Промежутки времени t 3, t0, и tB выбираются в соответствии с тре
бованиями технологического процесса и максимальной производитель
ности механизма. Зная размеры звеньев механизма, можно определить 
рабочий угол <рр поворота рычага 2 , соответствующий периодам вре
мени t3 и t0 или соответственно углам ®1э 
и <р1о поворота кулачка. Таким образом, ры
чаг 2  поворачивается на угол <рр за время t 3 
или при повороте кулачка на угол ср1з в 
одном направлении, производя закрытие 
ножниц. Далее, рычаг 2 поворачивается на 
тот же угол срр за время t0 или при пово
роте кулачка на угол ср1о в противополож
ном направлении, производя открытие нож
ниц. Наконец, за время tB при повороте на 
угол ®i„ выстоя рычаг 2 должен быть непо
движен.

Имея эти данные, можно построить услов
ную диаграмму движения рычага 2 и так на
зываемую циклограмму механизма (рис. 707).
На рис. 707, а построена условная функция 
положений, т. е. зависимость фа =  <Рз (<Pi)- 
Условность диаграммы (рис. 707, а) заключается в том, что измене
ние угла ср, в функции угла cpt принято линейным. Рис. 707, б  пред
ставляет собой циклограмму механизма. На ней показаны углы <j>3, ср0 
и <р„, соответствующие повороту кулачка 1 за время ta, t 0 и t B.

2°. Рассмотрим некоторую типовую функцию положения, заданную 
в виде графика зависимости (рис. 708, б), где $а -^линей-

~(рс/ВО0 *• * I '•-y-tffll 
---------- Ф-зео' — -— -

Рис. 707. Циклограмма ме
ханизма, изображенного на 

рис. 706.

/

Рис. 706. Схема кулачково-рычажного меха
низма ножниц.



мое перемещение толкателя 2, a <pi — угол поворота кулачка (рис. 708, а). 
Пусть угол поворота кулачка Ф =  2тс соответствует полному циклу 
движения механизма. На угле поворота у J происходит подъем толка
теля на величину А1. Далее,\ на угле поворота cpj1 толкатель ймеет 
выстой. На угле поворота cpjn происходит опускание толкателя на 
величину АШ =  А1 — AIV. На угле поворота cpjv • толкатель имеет вто
рой выстой. На угле поворота ср̂  толкатель опустится на величину Av,

Рис. 70S. Кулачковый механизм с поступательно движущимся тол
кателем: а) схема механизма; б) закон движения ведомого звена.

и на угле поворота (р^1 толкатель вновь имеет выстой. Углы cpj, «рjIj 
cpj11, носят название фазовых углов. Участок кривой Sa =  Si(cpi), 
соответствующий фазовому углу cpj, называется, фазой подъема,, по
тому что при повороте кулачка на этот угол график движения толка
теля 2  поднимается (рис. 708, б). Участки кривой sj =  sa (cpi), соот
ветствующие углам cpj1, cpjv и cpV называются фазами выстоя  и, 
наконец, участки cpj11 и ср̂  — фазой опускания, ибо на этих участках 
график движения толкателя опускается. Нетрудно видеть (рис. 708, а), 
что на углах <?I[, cp,v и cpVI, соответствующих фазам выстоя, профиль 
кулачка 1 должен быть очерчен по дугам окружностей с радиусами 
r - j - A 1, r - j - A ,v и г, где г  — наименьший радиус-вектор кулачка. На



углах cpj, ср”1 и 9 tv, соответствующих фазам подъема или опускания, 
профиль кулачка должен соответствовать выбранным на этих фазах 
законам движения s2 =  s3(cp1). На рис. 708, а участки кулачка, соот
ветствующие этим фазам, показаны условно пунктиром. На рис. 708, а 
и б  был рассмотрен кулачковый механизм с поступательно движу
щимся звеном, но все определения и положения применимы и для 
кулачковых механизмов с коромыслом (например, вида, показанного 
на рис. 701, б  или рис. 703). В этих случаях по оси ординат 
(рис. 708, б) следует отложить углы ср.2 поворота коромысла 2, и 
тогда получается зависимость ср2 =  ср2 (cpj). Выбор наиболее рациональ
ных законов движения ведомых звеньев зависит от многих требова
ний кинематического, динамического, конструктивного и технологи
ческого характера, на некоторых из которы х мы остановимся в 
следующем параграфе.

3°. К исходным данным для проектирования кулачковых механиз
мов относятся также выбор основных размеров их звеньев. Здесь 
сначала надо отметить желательность получения наименьших габари
тов механизма, достаточно высокого его коэффгциента полезного 
действия, установление размеров направляющих для толкателей, опре
деление диаметра ролика или размеров плоской тарелки толкателя и 
коромысла и т. д. Основные конструктивные размеры звеньев кулач
ковых механизмов также связаны и с расчетом на прочность этих 
звеньев, износом профилей элементов высшей кинематической пары, 
надежности работы механизма и т. д. Как всегда, при конкретном 
проектировании трудно спроектировать кулачковый механизм, кото
рый удовлетворял бы всем требуемым показателям в одинаковой 
степени. Поэтому в процессе проектирования конструктор обычно 
просчитывает несколько вариантов схем механизма и выбирает из них 
оптимальный вариант или стремится, учитывая технологическое зада
ние, удовлетворить в той или иной степени основным кинематическим, 
динамическим, конструктивным и технологическим требованиям к ра
циональной конструкции механизма. Ниже, в особом параграфе будут 
более подробно рассмотрены некоторые вопросы выбора основных 
размеров звеньев кулачковых механизмов.

§ 128. Законы движения ведомых звеньев

1°. Теоретически кулачковыми механизмами можно осуществлять 
любые законы движения, но на практике пользуются только теми, 
которые обеспечивают более простую технологию обработки про
филя кулачка и удовлетворяют кинематическим и динамическим тре
бованиям к кулачковому механизму. Рассмотрение этих законов будем 
вести для четырех характерных фаз движения ведомого звена: фазы 
подъема фп, фазы верхнего выстоя <рвв> фазы опускания ср0 и фазы 
нижнего выстоя срнв. Наиболее простым законом sj =  s2(cp,) является 
линейный закон движения на фазах подъема и опускания (рис. 709).



Углы <р„ соответствующие фазам подъема, выстоя и опускания, обоз
начены соответственно через срп, <рвв, ср0 и <рнв. Сумма этих углов 
обозначена через Ф. Имеем Ф =  <рп -j-  Твв +  Vo +  9НВ =  2тс- Полный 
подъем ведомого звена обозначен через h.

Закон движения ведомого звена на фазе подъема представляет 
собой зависимость

** =  £ ? !  (27.2)
и на фазе опускания

«г =  К ф  — ?нв) — <Pi] (Ф —  Ч>нВ) — 7 - «Pi-
то То То

Аналог V2?1 
фазы подъема

(27.3)

скорости ведомого звена соответственно равен для

rfs, h 1V29l =  ~  =  —  =  COnSt
<fn

(27.4)

и для фазы опускания

**■= й := [ £ <ф-  ^  -  л 1= ~  л = const- (27-5)
Диаграмма г»2?ч =  г»2?1 (?i) показана на рис. 709, б.
Скорость движения толкателя на обеих фазах постоянна. Аналоги 

ускорений а2-91 на обеих фазах равны нулю, кроме положений а, Ь,
c a d ,  где функция V2 fl =
— v 2?i (f i ) имеет разрывы. 
В этих положениях теоре
тически ускорения a29l ве
домого звена являются рав
ными бесконечности. Это 
вызывает появление в меха
низме так называемых же
ст ких ударов, при которых 
силы инерции, действующие 
на звенья механизма, теоре
тически достигают бесконеч
ности. Практически уско-

Рис. 709. Закон движения ведомого звена кулачково
го механизма: а) диаграмма пути; б) диаграмма ана

лога скорости; в) диаграм ма аналога ускорения.

рения Д2?1 в указанных
положениях не равны бес
конечности, потому что 
обычно действительным про

филем кулачка является профиль, построенный как эквидистантная 
кривая к ролику ведомого звена, что вызывает изменение в этих 
положениях не только теоретического ускорения, но и скорости. 
Кроме того, если даже толкатель не имеет ролика, а оканчивается 
острием, то вследствие упругости звеньев кулачкового механизма 
ускорения а 2<р! не могут получаться равными бесконечности благо
даря амортизирующему эффекту упругости звеньев. Несмотря



Рис. 710. Закон движения ведомого эвена кулачкового 
механизма с плавными переходами на сопряжениях 
линейных участков: а) диаграмма пути; б) диаграмма 
аналога скорости; в) диаграмма аналога ускорения.

на это, все же в указанных положениях мы можем получить размы- 
кание элементов высшей пары и соударение ведомого звена с веду
щим. Поэтому обычно линейным законом пользуются только на части 
фаз подъема или опускания и в закон движения вводятся переход
ные кривые, позволяющие осуществлять плавный переход на участках 
сопряжения двух линейных 
законов движения. Такими 
переходными кривыми могут 
быть дуги окружностей, уча
стки парабол, участки си
нусоид и т. д. На рис. 710 
показан линейный закон 
движения с переходными 
участками, очерченными по 
дугам окружностей радиу
сов г на участках ср„ и срё 
фаз подъема и опускания.
Чтобы не имел место ска
чок в кривой аналога ско
ростей v 2n =  (cpi) (рис.
710, б), необходимо линей
ный участок диаграммы 
S.t —  Si (cpj) выполнить по 
касательным к окружностям
радиуса г. Это может быть всегда сделано, если воспользоваться по
строением, показанным на рис. 711, где рассмотрен в большом мас
штабе участок <рп фазы подъема. Из точек А  и В, лежащих на 
расстояниях г  и h — г на ординатах, проведенных в точках а и Ъ, 
проводим окружности выбранного ра
диуса т. Далее, соединяем точки А и В  
прямой. Из точек D  и Е , лежащих на 
прямой АВ, радиусами R, равными 
R  =  AB/4, проводим окружности до 
пересечения в точках т  и k с окруж
ностями радиусов, равных г. Прямая km  
получается касательной к окружностям 
радиуса г. Таким образом, кривая 
s .2 =  s3(ipi) будет состоять на участках 
ср„ из дуг ak и тп окружностей, а на 
участке <рп — 2ср„ из прямой km. Диа
грамма аналога скоростей V2Vl =  V2?l (?i)
показана на рис. 710, б, а диаграмма аналога ускорения <*2? , =
—  а 2?, ОрО — на рис. 710, в. Из этих диаграмм видно, что на участ
ках срп фазы подъема и <р„ фазы опускания аналог скорости г»291 не 
претерпевает разрывов. Аналог ускорений а 2?i в начале и конце 
каждого интервала cpj, и у ’0 претерпевает мгновенное изменение своей

Рис. 711. Способ построения плавных 
переходов на диаграмме с двумя ли

нейными участками.



величины на конечную величину. Следовательно, в точках а, е, / ,  Ь, 
с, g, h и d  будут иметь место удары, но меньшие, чем в случае, 
рассмотренном на рис. 709. Эти удары при мгновенном изменении 
ускорений на конечную величину носят название м я гк и х  ударов. 
Мягкие удары менее опасны для работы кулачковых механизмов, 
поэтому многие тихоходные кулачковые механизмы работают в усло
виях мягких ударов. Из рис. 711 также следует, что угол наклона р 
прямой km. больше угла а наклона прямой ап, т. е. при задании 
одних и тех же значений h подъема толкателя и f>„ — фазы подъема

аналог скоростей на
участках' подъема и опу
скания для закона, показан
ного на рис. 710, будет 
всегда больше, чем для за
кона, показанного на рис. 
709. Из рассмотренных при
меров законов движения 
следует, что при выборе 
того или иного закона не
обходимо знание аналогов 
скоростей и ускорений дви
жения ведомого звена. 
Обычно при проектирова
нии кулачковых механизмов 
задаются аналогами ускоре
ний ведомого звена .̂ По за
данным аналогам ускорений 
и начальным условиям опре

деляют аналоги скоростей и закон движения ведомого звена. Рас
смотрим следующие законы изменения аналогов ускорений на фазе 
подъема:

а) равноускоренный, б) синусоидальный, в) косинусоидальный,
г) линейно-убывающий, д) линейно-возрастающий, е) трапецеидальный.

2°. Равноускоренный закон аналога ускорения a2fi ведомого зве
на 2  показан в виде диаграммы a%tl =  a 29l (Ti) на Рис' 712, в для 
четырех фаз движения, соответствующих углам срп, срвв, р̂0 и <рнв. 
Построение диаграмм v-2?L =  V2?1 (cpi) и Si =  S j(?j) (рис. 712, а к б) 
может быть сделано методами графического интегрирования, изложен
ными в § 35,3°. Чтобы исследовать все характеристики рассматри
ваемого закона движения, удобно рассмотреть его в аналитической 
форме. Рассмотрим фазу подъема, соответствующую углу <р„ (рис. 712, в). 
Угол срj на этой фазе изменяется в пределах

Рис. 712. Равноускоренный закон движения ведомого 
эвена кулачкового механизма: а) диаграмма пути: 
6\ диаграмма аналога скорости; в) диаграмма аналога 

ускорения.



Зависимость для аналога ускорений a2vi (рис. 712, в) для первого 
предела (27.6) такая:

а2?, =  а'п =  const (27.8)
и второго предела

a2tl =  — =  const. (27.9)

Интегрируя дважды выражение (27.8), зависимость для аналога 
ускорений a2~v  изменяющегося в пределах 0 ^  ср1 ^  <рп, получаем вы
ражение для аналога скоростей v 2.fl и перемещения s.2. Имеем:

v 2fl =  J d v i -)- Ci =   ̂and'Sy -(- Ci =  ап®j -)- Q  (27.10)
и

s.2=  ^ v 2fl rf'-fi - |-  c .2 =  ^ (an?i -f- C\) d'fi -j- C.2= - ^ - - | - C f f  j-j-C j. (27.11)

Начальными условиями для определения постоянных С, и С.2 ин
тегрирования Я В Л Я Ю Т С Я  У С Л О В И Я ,  В С О О Т В е Т С Т В И И  С К О Т О Р Ы М И  при ' f i = 0
V2fl =  0 и s3 =  0. Отсюда следует, что Ci =  Cj =  0 и равенства 
(27.10) и (27.11) имеют вид

v %?i =  an?i (27.12)
и

s« =  ^ .  (27.13)

Из равенств (27.12) и (27.13) следует, что на интервале 0 ^ ® i  sg 'fn  
аналог скорости v 2fi ’ изменяется по линейному закону (рис. 712,6), 
а перемещения s.2 — по закону параболы, имеющей вершину в точ
ке А (рис. 712, а).

Аналогично можно показать, что на интервале ср„ <pi sg; <рп ана_ 
лог скоростей v 2vi изменяется по линейному закону, а перемещение 
s .3 — по закону параболы, имеющей вершину в точке С (рис. 712, а). 
Обе параболы сопрягаются в точке В. Отметим некоторые условия, 
которым должны удовлетворять зависимости =  a2fi (cpj) и v 2fl =  
=  V2Vl(<fi). Так. как аналог скорости v 2fl в начале и конце фазы ®, 
равен нулю (712, б), то площади прямоугольников ADEF  и 
FQHK  (рис. 712, в) должны быть равны, т. е.

®П?П Яп?!! (27.14)
или

! = £ = * „ .  (27..5)

Так как tp„- ) - ср’ =  <рп, то, учитывая равенство (27.15), получаем:

H p V  (27.16)

f ;  =  ? " f T V  (27' 17)



Перемещения Sj и (рис. 712, а) звена 2 пропорциональны пло
щадям треугольников N M R  и R M T  (рис. 712, б). Тогда, обозначая 
максимальное значение аналога скорости через г>2?1 max, получаем:

sq = v 2tpt шахУп

» ®2f>i max^n 
Si —  2 •

Делим равенство (27.18) на равенство (27.19)

Так как т0 из равенства (27.20) получаем:

. . М  
Sa~ l + V  

h
1 + й п -

Из равенства (27.13) следует:

(2П —-
2$а

йп 2s:
(<Рп);

(27.18)

(27.19)

(27.20)

(27.21)

(27.22)

(27.23)

(27.24)

Подставляя в уравнения (27.23) и (27.24) значения для s'2, s ” и 
с?п, <рп из равенств (27.21), (27.22) и (27.16), (27.17), получаем:

. __ 2А (1 +  k„)

2/ z ( l +f cn)
?п

Далее, пользуясь равенствами (27.25) и (27.16), имеем:
.................... .. 2 h

Vfy i шах —  a n f n  :
2Л(1 +  кп) kn

?п ---1 +  V

(27.25)

(27.26)

(27.27)

Из полученных равенств следует: если задан полный подъем А 
ведомого звена, фазовый угол <рп и коэффициент kn, то можно по 
формулам (27.16) и (27.17) определить углы <р„ и по формуле 
(27.27) — максимальное значение аналога скорости V2<PI и по (27.25) 
и (27.26) — значения аналогов ускорения ап и а„.

Из равенства (27.27) следует, что максимальное значение аналога 
скоростей V2VI max не зависит от коэффициента kn, т. е. от распреде
ления фазового угла ср„ по участкам положительного аа и отрица
тельного а а ускорений.



Если коэффициент k n принят равным Л =  1, то мы получаем 
симметричный закон движения, для которого имеем на интервалах 
0 ^ ? i = s S ? n/ 2  и  <?n/ 2  ^  ==£ <рп

«п =  «» =  *?. (27.28)
Тп

Принимая во внимание равенство (27.12), аналог скорости v 2ri 
для этого движения определяем так:

(27.29)
ТП

а перемещение s2 из равенства (27.13) равно

*, =  “ «pi. (27.30)
• П

Из (рис. 712, в) следует, что при рассмотренном законе движения 
механизм испытывает мягкие удары. Для фазы опускания, соответ
ствующей углу <р0 (рис. 712, а), расчет всех параметров движения 
может быть сделан по уже выведенным формулам с заменой коэф
фициента kn для фазы подъема коэффициентом k0 для фазы опускания.

3°. Движение ведомого 
звена 2  происходит без же
стких и мягких ударов, если 
кривая аналога ускорений 
о2?1 =  а2<р, (?>) синусоидаль
ная (рис. 713, в). Если ко
эффициент kn выбран рав
ным единице, то мы полу
чаем симметричную синусои
ду, для которой f ln = a „  = о „
(рис. 713, в).

Зависимость для аналога 
ускорений й2 91 следующая:

я 2?1 =  a n sin — <рд. (27.31)
Т П

Интегрируя в пределах
0 =sS <pi ^  ср„ дважды выра
жение (27.31) для аналога ускорений а2?1, получаем выражения для 
аналога скоростей т/2?1 и перемещения s3

V2?l =  § +  Cj =   ̂ ап sin ^  'Pi +  Q  =

=  - e « s C0S^ ^  +  c * (27,32>
21 И. И. Артоболевский

Рис. 713. Синусоидальный закон изменения ускорении 
ведомого звона кулачкового механизма: а) диаграмма 
пути; б) диаграмма аналога скорости; б) диаграмма 

аналога ускорения*



И

s t — ^ V29l d<fi - |-  С9—  a cos — tpi —(- Q j  dtp, C9 —

=  — a n 4̂  sin — ?i +  Q f i  +  (27.33)

Постоянные интегрирования С, и Са определятся из начальных
УСЛОВИЙ, В СООТВеТСТВИИ С КОТОРЫМИ При <Р! =  0 Vfyi —  0 и s? =  0 ..
Из зависимости (27.32) получаем:

Одновременно из (27.33) имеем:
С2 =  0.

Подставляем полученные выражения для Q  и Са в равенства 
(27.32) и (27.33)

Амплитуда а„ аналога ускорений (рис. 713, в) определяется из 
равенства (27.35) на основании условия, по которому при =  
перемещение st =  h:

Теперь зависимости (27.35), (27.34) и (27.31) окончательно полу
чают следующий вид:

Из равенств (27.39) и (27.40) следует, что аналог скоростей v^n  
и аналог ускорения а 9̂1 зависят не только от выбранного подъема к 
ведомого звена, но и фазового угла ср„. Аналог скорости обратно 
пропорционален углу <рп, а аналог ускорения обратно пропорцио
нален <р£.

Вывод расчетных зависимостей для фазы опускания, соответству
ющей углу 'f0, получается аналогичным.

(27.35)

(27.34)

(27.36)

Отсюда следует:

а (27.37)

(27.40)

(27.38)

(27.39)



4°. Если зависимость аналога ускорений а2?1 =  a2lei (91) косину
соидальная (рис. 714, в), то движение ведомого звена происходит 
с мягким ударом в начале и конце хода вед&мого звена. Коэффи
циент kn принимаем равным ka= \ .  Тогда ап =  а'п —  ап.

Зависимости для перемещения $.2 и аналога скорости v 2vi полу
чаются, если дважды проинтегрировать в пределах 0 ср, =g;cpn выра
жение для аналога ускорения, равное

cos ~  ср,. (27.41)
Т П

Имеем

 ̂ a2lfl chpt - f  Ci =  ^ а„ cos^- ср, =  ап ^ sin^  «Pi +  С, (27.42)
W

s, =  ^ v Wl d<?} +  Сг =  ^ sin ср, +  С,) cfcp, +  Са =

=  — a nrf cos — ср, -f- С,ср, Са. (27.43)
Yn

Постоянные С, и С2 определяются из начальных условий 

ср, =  0, v ifl =  0 ^

и а)
S o =  0.

Получаем С, =  0 и С2 =

—  п п2 • 6)
Зависимости (27.42) и 

(27.43) принимают тогда 
следующий вид: а,

в)
»wi =  e B ? s in J < p il (27.44) Ф Ъ

<?л/, 51s .2 =  a n ^ l  — c o s-cp ,
,«7 ',-, Рис. 714. Косинусоидальный закон изменения ускоре- 
( л / А О ) яия ведомого звена кулачкового механизма: а) диа

грамма пути; б) диаграмма аналога скорости; в) диа- 
Амплитуда а п аналога грамма аналога ускорения.

ускорений (рис. 714, в) опре
деляется из равенства (27.45) — из условия, по которому при ср, =  ср„ 
перемещение st =  h. Имеем:

и 2<р" h =  a n~ .

Следовательно, аа равно



Тогда зависимости (27.45), (27.44) и (27.41) принимают следующий 
окончательный вид:

Si =  y ( l - c o s i Tl) ,  (27.47)

® w » = 4 S sin£ Tb (27,48)

am = ^ c Qs ^ - b . (27.49)
^ ?п ТП

Вывод расчетных зависимостей для фазы опускания, соответству
ющих углу ср0, получится аналогичным.

5°. На рис. 715, в показан линейно-убывающий закон аналога 
ускорений =  При этом законе движение ведомого звена
происходит с мягким ударом в начале и конце хода ведомого звена. 

Если принять коэффициент kn= \ ,  то аа =  а ' п = а п.
Зависимости для перемещения и аналога скоростей v iVl полу

чаются, если дважды проинтегрировать в пределах 0 ^  <pj <рп выра
жение для аналога ускорений a J?1, равное

* m  =  «n ( 1 - 2 ^ ) .  (27-50)
Имеем:

v i'a =  ^ a 2?i “Ь =  ^ а п ^  — 2—j do i -j- Q  =

=  an?1 - M l - | -  с ,  (27.51)
fn

и

=  =  ^ (^"^1 ----- ^  “b  ~f~ Ci —
= м ! _ м 1 +С 1(р1+С з>  {2752)

Из начальных условий cpt =  0 =  0 и sa =  0, и поэтому
CJ\ =  С.лz - : 0.

Зависимости (27.51) и (27.52) принимают тогда следующий вид: 

г’*?1 = а п'Р1 ( l  — ^ )  (27.53)
И

*  =  « .? !  ( у - - J Ь ) .  (27.54)

Полученные зависимости показывают, что кривая аналога скорос
тей = v . 2<?l ('-pi) (рис. 715, б) представляет собой параболу с верши
ной в точке М. Кривая перемещения sa =  s2(<pi) представляет собой 
две параболы третьей степени, сопрягающиеся в точке В.

Величина аи аналога ускорений (рис. 715, в) определится из усло
вия, что при ср1 =  <рп перемещение Si =  h. Тогда из равенства (27.54)



имеем:

откуда

и „ ' (?п\
—  ntP n ^ 2 3 < p J ~  6 ’

6 h
^  =  4 '

Подставляя полученное значение для величины а п в равенства

С
(27.54), (27.53) и (27 .50),
получаем: szа)

з 2= н ў (  3 - 2 Й - ) , (27 .55 ) Й
V \ W

% "  =  6" о ^ ( ‘ - | )
(27 .56)

%б)

ai9i =  Qh~^\ 1 — 2 ^ -).
тп /
(27.57)

Вывод расчетных зави-
СИМ0СТ6Й ДЛЯ фЗЗЫ опуска- Рис. 715. Линейно-убывающий закон изменения уско-

~ ___... рения ведомого эвена кулачкового механизма: а) дна-
НИЯ, соответствующей углу ср0 грамма пути; б) диаграмма аналога скорости; в) дна-
(рис. 715, а), является ана- грамма аналога ускорения.

ЛОГИЧНЫМ.
6°. На рис. 716, в показан линейно-возрастающий закон аналога 

ускорений a 2!fJ =  aWl (cpj). При этом законе движение ведомого звена 
происходит с мягким ударом в середине хода. При этом ускорение 
аг?1 мгновенно меняет свой знак. Примем коэффициент £ „ = 1. Тогда 
ап —  йа —  а п.

Зависимости для перемещения sa и аналога скорости v.2?s полу

чаются, если дважды проинтегрировать в пределах 0 ^  tpj eg: ^  выра

жение для аналога ускорения

(27.58)
Имеем:

v 2v

s.j =  ^ v ifl dipt 4 -  С2 —  ^ ( ап — -j- Q  j  ofcpi —  g- an Q ? i  +  Ca.
(27.60)

Из начальных условий ср1 =  0, г'а«Ғ1 =  0 и $а =  0 получаем:



Зависимости (27.59) и (27.60) принимают тогда следующий вид:

1>2!р

=  (27.61)
Т П

=  (27.62)
J <fn

Выведенные зависимости показывают, что кривая аналога скоростей 

i =  t)2¥l(tpi) (рис. 716, б) на интервале 0 sg; ss; представляет

собой параболу NM  с вершиной в точке N. Кривая перемещений
sa =  s2 (cpj) (рис. 716, а) пред
ставляет собой параболу АВ 
третьей степени.

Величина ап аналога ус
корений (рис. 716, в) опре
деляется из условия, что 
при ф! =  срп/2  перемещение 
sa = /г/2. Тогда кз равен
ства (27.62) получаем:

1
: 3 йг

1

откуда а„
<Рп

равно
24 ОпГп

Рис. 716. Лииейно-возрастаюишй закон изменения уско
рения ведомого звена кулачкового механизма: а) диа
грамма пути; 6) диаграмма аналога скорости; в) диа

грамма аналога ускоренна.

an= \ 2 h - ^ .  (27.63)

Подставляя полученное 
значение (27.63) для вели

чины ап в равенства (27.62), (27.61) и (27.58), получаем:

(27.64)

(27.65)

(27.66)

sa =  4*i<P*,
ТП

y2fi —  ^2/г-д cpf, 
тп

716, в) кривая 
:<рп (рис. 716, б)

Вследствие линейности закона =  а 2¥>1 (<pi) (рис. 
аналога скорости v i?l (tpt) на интервале <рп/2  ^  <pt г
является параболой ТМ, симметричной параболе NM  с вершиной 
в точке N. Точно так же кривая s9 =  s4(<p9) на том же интервале 
(рис. 716, а) представляет собой параболу ВС  третьей степени, 
сопрягающуюся с параболой АВ  в точке В.

7°. Как мы уже указали выше, возможны и другие законы дви
жения ведомого звена кулачкового механизма. Определение их кине
матических характеристик может быть сделано теми же методами, 
какими мы пользовались для разобранных примеров. Отметим только, 
что в некоторых случаях применяются законы движения, являющиеся



комбинацией простейших законов. В качестве примера приведем трапе
цеидальный закон изменения аналога ускорений a 29l =  ai9l (cpj), пока
занный на рис. 717, в. На участке ab угла <рп ускорение a Wl изме
няется, линейно возрастая; на участке Ьс оно постоянно; на участке cde 
оно линейно убывает; на 
участке e f  вновь постоянно 
и на участке f g  изменяется, 
линейно возрастая. Соот
ветственно кривая и 2(?1 =
=  ®9?l('Pl) (Рис- 717> <0 на 
участках а'Ь', c’d’e’ и f g  со
стоит из парабол, а на уча
стках Ь’с и e ' f  прямолиней
на. Кривая Si =  Si (cpj) на 
участках a"b", c"d”e" и f"g" 
состоит из парабол третьей 
степени, а на участках Ь"с" 
и e"f" — из парабол второй 
степени. При трапецеидаль
ном законе изменения ана
лога ускорения жесткие и 
мягкие удары отсутствуют.

Сопоставление различных законов движения можно вести, сравни
вая максимальные значения аналогов скоростей и аналогов ускорений. 
В нижеследующей таблице приводятся значения максимальных скоро
стей тах и ускорений aWl тах для основных законов движения сим
метричного вида в функции основных параметров: высоты подъема h

. h  h  и фазы подъема срп и в относительных единицах к значениям— и - j .
'fn ?п

Рис. 717. Трапецеидальный закон изменения ускоре
ния ведомого звена кулачкового механизма: а) диа
грамма пути: б) диаграмма аналога скорости; в) диа

грамма аналога ускорения.

Закон движений

Максимальная скорость 
ведомого звена max

Максимальное ускорение 
ведомого звена a2<pL max

в функции 
основных 
параметров

в относитель
ных единицах

в функции 
основных 
параметров

в относитель
ных единицах

Равноускоренный
2 h 2,00 4 h

4,00
?п <рп

Синусоидальный 2Л 2,00 2 n h
6,28

<Рп fn

Косинусоидальный
тс h

2<Рп
1,57 n 2h

2<р[Г
4,93

Линейно-убывающий
1,5й 1,50 6h

6,00
«Рп <fn

Линейно-возрастающий
3 h

3,00
12 h

12,00
Чп <fn



Из таблицы следует, что наибольшее значение ускорения ai9im3X 
при заданных h и срп мы получаем для линейно-возрастающего закона 
аналога ускорений и наименьшее значение для равноускоренного.

1°. Основные размеры кулачковых механизмов определяются из 
кинематических, динамических и конструктивных условий. Кинемати
ческие условия определяются тем, что механизм должен воспроизво
дить заданный закон движения. Динамические условия весьма много
образны, но основные условия заключаются в том, чтобы механизм 
имел достаточно высокий коэффициент полезного действия и чтобы 
не происходило заклинивания ме- }

достаточной прочности отдельных деталей механизма, сопротивляе
мости износу соприкасающихся элементов кинематических пар и др. 
Наконец, проектировать механизм желательно так, чтобы он обладал 
наименьшими габаритами.

2°. Чтобы выявить влияние отдельных требований к выбору раз
меров кулачковых механизмов, рассмотрим отдельные их виды. На 
рис. 718 показан кулачковый механизм с толкателем 2, оканчиваю
щимся острием В г. Если принебречь трением в высшей паре, то 
сила Р п , действующая на толкатель 2  со стороны кулачка 1, будет 
направлена по нормали п — п к профилю кулачка I. Как это было 
показано в § 108,1°, угол а, образованный нормалью п — п с направ
лением движения толкателя 2, является углом давления, а угол 
равный ^1э =  90° — а, является углом передачи. Если расмотреть 
равновесие толкателя 2  (рис. 719) и привести все силы к точке В.2,

§  129. Определение основных размеров 
кулачковых механизмов

t

Рис. 718. К силовому анализу 
кулачкового механизма с по
ступательно движущимся тол

кателем.

Рис, 719. К исследованию во
проса об угле давления в ку

лачковом механизме.



то толкатель будет находиться под действием движущей силы 
приведенной силы сопротивления Т, учитывающей полезные сопротив
ления, силу пружины, силы инерции и приведенной силы трения F. 
Из уравнения равновесия сил, действующих на толкатель 2, имеем:

Р и  cos а — Т  — F =  0.

Приведенная сила Т  на основании равенства (14.13) (см. § 61,4°) 
равна

Т =  Р п  cos а — f P n  sin а  ̂ 1 -f- j ,

где / — коэффициент трения в направляющих, I — длина направляю
щих и k — вылет толкателя. Тогда из уравнения равновесия сил полу
чаем, что сила трения равна

F =  cos а — T = f P u  s i n a  ( l + y ) .  (27.67)

Как это было показано в § 61,4°, выражение (27.67) для силы 
трения F  является приближенным. Мгновенный коэффициент полезного 
действия т) механизма без учета трения в высшей паре и подшипнике 
вала кулачка можно определить по формуле

, jVt  1 F v ,  ,  Р1(1 = 1  --- XT1 = 1  ---  =------=----- =  1 ----• А/ Р. -7»- ГГ»О ftJV-д P l2V2cosa Р ,2 cosa’

где N r — мощность, затрачиваемая на преодоление сил трения, и — 
мощность движущих сил. Тогда, учитывая формулу (27.67), получаем:

/ Р 12 sin а (1 +  2 
------------P „ L  =  +  (27.68)

Величина вылета k толкателя равна (рис. 719)

k - b — (Го -f- s2)I

где b — постоянное расстояние от точки N  опоры толкателя 2  до 
оси А  вращения кулачка, г„ — наименьший радиус-вектор кулачка 1 
и s-i — перемещение толкателя 2. Имеем:

Из рис. 719 получаем:

=  ( 2 7 №
так как согласно равенству (5.15) (см. § 25,4°)

и n vs dss



Из уравнения (27.69) получаем:

+
 1

Тогда коэффициент полезного действия будет равен

__1 г (I 2Ь , 2 tfss\  fc\n
4 =  1 Т55Г)* (27'70)

Из равенства (27.70) следует, что коэффициент полезного действия 
уменьшается с увеличением угла давления а. Кулачковый механизм 
может заклиниться, если сила р 'м =  р 19 cos а (рис. 719) будет 
Заклинивание произойдет, если коэффициент полезного действия т) 
будет равен нулю. В таком случае из равенства (27.70) получим:

В этом равенстве ак обозначен критический угол, при котороМ^воз- 
никает заклинивание механизма, и (dsi/d<s1)K — соответствующий этому 
углу аналог скорости. Тогда для угла критического давления ак будем 
иметь:

2 (~г^) 1 +  2Л Ў * )
t e a  = ------ -----------1------ W ii/к _ _ ---------- W ?i/k_ (27 71)
g к / ( /  +  26) ^  l +  2b f(l +  2b) '

Из равенства (27.71) следует, что критический угол давления ак 
уменьшается с увеличением расстояния Ь, т. е. с увеличением габари
тов механизма. Приближенно можно считать, что значение (dst /d<fi)K ана
лога скоростей, соответствующее критическому углу ак, равно макси
мальному значению этого аналога

fdss\ ^  fdsA  
W ? J k  ~  W<Pi/max'

Тогда, если заданы размеры механизма и закон движения толкателя, 
можно определить значение критического угла давления ак. Необхо
димо иметь в виду, что заклинивание механизма обычно имеет место 
только на фазе подъема, соответствующей преодолению полезных 
сопротивлений, силы инерции толкателя и силы пружины, т. е. когда 
преодолевается некоторая приведенная сила сопротивления Т  (рис. 719). 
На фазе опускания обычно явление заклинивания не возникает.

Для устранения возможности заклинивания механизма при проек
тировании ставят условие, чтобы угол давления а во всех положениях 
механизма был меньше критического угла ак. Если максимально допу
стимый угол давления обозначить через amax, то этот угол должен 
всегда удовлетворять условию



В практике угол давления атах для кулачковых механизмов с по
ступательно движущимся толкателем принимается равным

«max =  3 0 ° -Н 40°.

Для кулачковых механизмов с вращающимся коромыслом, в кото
рых заклинивание является менее возможным, максимальный угол 
давления атах принимается равным

«шах =  4 5° - ь  50°.

Как это было показано в § 108, при проектировании кулачковых 
механизмов можно применять в расчетах не угол давления а, а угол 
передачи (рис. 718). Очевидно, что этот угол должен удовлетво
рять условиям

(T l« )m in  >  Т к . г Д е  Т к  =  9 0 0  —  “ к-

3°. Угол давления а может быть выражен через основные пара
метры кулачкового механизма. Для этого рассмотрим кулачковый 
механизм (рис. 718) с поступательно движущимся толкателем 2. Про
водим в точке нормаль п — п и находим мгновенный центр вра
щения Р 0 в относительном движении звеньев /  и 2 .

Из треугольника cfB3P 0 имеем:

t g a =  W )  =  . (27.73)
Б (</Ss) (dc) +  (сВ„) к ’

dsСогласно равенству (5.15) A P 0 =  - ^  =  V29l, Ad =  e, где е —  крат

чайшее расстояние от оси А кулачка до оси толкателя, dc =  V r l  — ег, 
где г о — минимальный радиус-вектор кулачка, и =  %  где s.2 — 
перемещение толкателя, заданное его законом движения =  s., (ср,).

Подставляя указанные параметры в равенство (27.73), получаем:

dss

=  (27.74)
V r l  — e3 + s 3

Знак плюс у кратчайшего расстояния е соответствует левому от оси А 
его расположению, знак минус — правому (рис. 718) при условии, что 
толкатель движется вверх, а кулачок вращается против часовой 
стрелки.

Из равенства (27.74) следует, что при выбранном законе движе
ния s4 =  s2(<p1) и размере е габариты кулачка определяются радиусом г0 
окружности минимального радиуса-вектора кулачка. Увеличивая г0, мы 
получаем меньшие углы давления а, но ббльшие габариты кулачко
вого механизма. Обратно, если уменьшить г0, то возрастают углы 
давления а и уменьшается коэффициент полезного действия механизма.



Если в механизме (рис. 719) ось движения толкателя проходит 
через ось вращения кулачка и е =  0, то равенство (27.74) имеет вид:

t6 * = 7 ^ F i 7 - (27.75)

4°. Величины углов давления а для всего цикла движения кулач
кового механизма могут быть определены графически с помощью 
следующего построения (рис. 720). Построим кривую ©&Pl =  U2¥ l(^ )  
зависимости аналога скорости от перемещения %  Перемещения 
s2 будем откладывать от точки В 0, соответствующей нижнему началь
ному положению толкателя в направлении его движения, а аналоги

скоростей V2 f l = d s 3jd<f1 — в пер
пендикулярном направлении. Т огда 
если соединить какую-либо точ
ку b построенной кривой с осью 
вращения А  кулачка, то из по
строения следует, что направле
ние АЬ образует с осью B 0s s 
угол давления а. В самом деле, 
из рис. 720 имеем:

tg a : bd ab— ad

Рис. 720. Определение угла давления по диа
грамме аналога скорости в функции пути тол

кателя.

Ad Ас +  cd 

d s »
_  d ^ ~ e 

У П - e • + s 2 (27.76)

и условие (27.74) удовлетворяется.
Решим обратную задачу об опре

делении величины наименьшего радиуса-вектора г0 кулачка, если задан 
закон движения si = s i (<f1) толкателя 2, смещение е и максимально 
допустимый угол давления атах. Для этого (рис. 721) строим кривую 
ti2?1 =  V2Vl (sq) как для фазы подъема, так и для фазы опускания. 
Далее, проводим к кривой V2fl =  V2<fl (s.2) касательные t t — и t t — 
под углами ашах к оси sa. Точка А' пересечения этих касательных 
определит положение оси вращения кулачка, имеющего наименьший 
радиус-вектор г0шт. При выборе оси вращения в точке К  получается 
вполне определенная величина смещения е’. Если величина смешения е 
задана, то, проведя прямую q —  q на расстоянии е от оси В ф ь  най
дем точку А" пересечения этой прямой с касательной t t — t t. Если 
точку А" выбрать за ось вращения кулачка, то наименьший радиус- 
вектор кулачка будет равен г"0. Если смешение е =  0, то мы получаем 
кулачковый механизм с центром вращения в точке А а и наименьший 
радиус-вектор кулачка равен г0. При выборе оси вращения ку



лачка в заштрихованной области в пределах угла tsA'tlt ограничи
ваемой касательными t y — 1\ и всегда удовлетворяется условие,

Рис. 72]. Графическое определение минимального радиуса 
профиля кулачка.

в соответствии с которым угол давления в любом положении 
механизма меньше заданного предельного угла давления атах. От
метим, что точки касания Ь и с прямых 
t i — tj И t3 — С кривой V2-fl =  v 2?t (S2) 
не совпадают с точками а и d  (рис. 721), 
где значения ds^d^i  достигают максималь

ных значений: шах

подъема и ( й  т П

для фазы 

для фазы опу
скания.

5°. Переходим к рассмотрению кулач
кового механизма (рис. 722) с коромыс
лом 2, вращающимся вокруг оси Е.

Угол давления а. в этом механизме 
образован нормалью п — п и составляю
щей Р ’ силы Р, направленной перпенди
кулярно к направлению ЕВ  коромысла 2.
Находим мгновенный центр вращения Р 0 в 
относительном движении звеньев I  и 2 на пересечении нормали п — п 
с продолжением прямой АЕ. Функция передаточного отношения /а1

Рис, 722. Кулачковый механизм 
с коромыслом.



в данном случае имеет следующий вид:

*и =  -  =  ? *  =  е & -. (27.77)й>! dfi Е Р 0

Соединим точку Р 0 с точкой В  и через точку А проведем пря
мую q — q, параллельную нормали п — п. Тогда из подобных тре
угольников Е Р йВ  и ЕАС  получим:

АРЛ _ В С
V

откуда будем иметь:
in ~  Е Р ° —  B E '

B C = l n k  =  ̂ l b (27.78)

где /а — длина коромысла 2. Опустим из точки А перпендикуляр АК  
на направление ЕВ- Тогда угол САК  будет равен углу давления а. 
Величина угла а определится из равенства

{%* =  М  =  -ВСКАВ - -  <27-79)
Отрезок В К  равен

ВК =1%  — 4  cos (<р9 - f  сро), (27.80)

где /3 — расстояние между точками А и Е, ср„ — угол, образованный 
коромыслом 2  с линией АЕ  в начальном положении, и <р2 — текущий 
угол поворота, заданный законом движения <ра =  <р3 («рО коромысла 2. 

Отрезок К А  равен
КА =  l3 sin (®2 <р0). (27.81)

Подставляя значения величин отрезков (ВС), {ВК)  и (КА) из ра
венств (27.78), (27.80) и (27.81) в равенство (27.79), получаем:

f D _____  —  [ 4  —  c o s  ( t s  Ч ~  У о)] / 0 7  ЯОЧ
Ig  —  / s sin(<fa +  <p0) •

Знаки плюс и минус у передаточного отношения 1п  поставлены потому, 
что угловая скорость ша коромысла 2 имеет различные направления на 
фазе подъема и фазе опускания. В равенство (27.82) не входит мини
мальный радиус-вектор г0 кулачка (рис. 722). Для его определения 
можно воспользоваться очевидным условием

Го =  1 ^  +  /;  — 2 / & c o s  <Ро- (27.83)

Равенство (27.82) можно представить еще в следующей форме:

£ ( £ ' + » )  £  +  « g ( T .  +  -P.>- (ЭТ-84)

Из равенства (27.84) следует: если задан закон движения <р.2 =  ?зОр|) 
коромысла 2, начальный угол <р0 и длина коромысла /4, то при уве



личении расстояния 13 угол давления а уменьшается, но габариты 
механизма увеличиваются.

6°. Рассмотрим теперь вопрос о том, как определить положение 
оси А кулачка 1, если задан закон движения ср9 =  <р2 (cpi) коромысла 
2, его длина 1Ъ и максимально допустимый угол давления атах. Для 
этого по заданному закону движения <ра =  <р.2 (ср,) производим размет
ку положений точки В  коромысла 2  (рис. 723). Пусть это точки 
В и Bit В 3, Разметку производим как для фазы подъема, так и 
для фазы опускания. Далее, на лучах ЕВ,, ЕВ3, EBit от точек 
В.г, В 3, В  л, откладываем отрезки (А2С2), (В3С3), . . . ,  равные сог
ласно равенству (27.78)

где (d'f.2/d'pi).2, (rftp2/^t?i)3, . . . ,  — соответствующие передаточные отноше
ния 1г 1 в положениях 2, 3, Отрезки (Я 2С.2), (В3С3), для фазы 
подъема откладываем от точек 
В.г, Въ, Вь  . . .  вправо, а отрез
ки В 6С6, 5 7С7........ соответст
вующие фазе опускания, откла
дываем влево от точек В ь, 5 7, . . .

Если, далее, например, через 
точку С4 провести прямую 
4 i ~ 4 t  П°Д углом 90° — отак 
к направлению EBk, где ашах — 
выбранный максимальный угол 
давления, то прямая у4 —  яв
ляется геометрическим местом 
возможных положений оси А  
кулачка, что видно из рис. 722.
В самом деле, если, например, 
выбрать ось кулачка в поло
жении Л4, то в положении 
4  угол давления а будет ра
вен <хтах. Если ось кулачка 
выбрать левее прямой — qt, то угол а будет больше атах. Если 
ось кулачка выбрать правее прямой qk —  qK, то угол давления а будет 
меньше ашдх. Следовательно, областью возможных положений оси 
кулачка является область, лежащая, правее прямой qt — q4. Наоборот, 
если через точку С6 провести прямую q6 — q6, то областью возмож
ных положений оси А кулачка окажется область, лежащая влево от 
прямой q6 — у6. Если для всех точек Cj, С3> С4, . . .  построить прямые 
Чг — Яъ Яг — Яъ Я1 — Яь • • • > образующие с лучами ЕСа, ЕС3, ЕСк, . . .  
углы 90° — агаах, то можно найти некоторую область, заштрихованную 
на рис. 723, в пределах которой можно располагать ось А кулачка. 
Из рис. 723 видно, что механизм будет обладать наименьшими



габаритами, если выбрать ось вращения кулачка в точке А'. Если 
поставить условие, чтобы ось кулачка лежала на прямой B sBlt соеди
няющей крайние положения точки В  коромысла 2, то ось кулачка

может быть выбрана в точке А". 
Если выбрана точка А  (рис. 723), 
то, соединив точку А  с точками 
В х и Е, определим начальный угол 
<р0 и минимальный радиус-вектор 
ra =  AB\ кулачка. Величина г0 
определится из формулы (27.83).

7°. Для кулачкового механизма 
с поступательно движущимся ку
лачком 1 (рис. 724, а) можно так
же установить связь между углом 
давления а и параметрами кулач

ка 1. Для этого строим план скоростей механизма (рис. 724, б). 
Из плана скоростей получаем:

Рис. 724. Кулачковый механизм с поступательно 
движущимися кулачком и толкателем: а) схема 

механизма; б) план скоростей.

, v о d s
® «71. d S l ’

(27.85)

гдe s 2 и sr — перемещения звеньев 1 и 2, заданные зависимостью (Sj).
Следовательно, если угол давления а.Ш1Х задан, то в любом 

положении механизма должно удовлетворяться условие
d s 2
dst

и тогда

§ tg  amax  ̂dsi,

(27.86)

(27.87)

где h — подъем толкателя 2  на фазе подъема, a s  — перемещение 
кулачка 1 на той же фазе. Следовательно, для кулачковых механиз

мов с поступательно движу
щимся кулачком необходимо, 
чтобы удовлетворялось условие

(27.88)

Рис. 725. Кулачковый механизм с поступательно 
движущимися кулачком и толкателем: а) схема 

механизма; б) план скоростей.

Из неравенства (27.88) сле
дует, что для этого вида ку
лачковых механизмов размеры 
самого кулачка функционально 
не связаны с углом давления. 

Если направление движения толкателя 2  (рис. 725, а) образует 
некоторый угол р с направлением движения кулачка, то, построив план 
скоростей (рис. 725, б) механизма, получим:



где (pd) — отрезок в направлении нормали п —  п. Из уравнения (27.89) 
получаем:

_  ds;,
■°i ~~

Следовательно, тангенс угла давления а
ds.

-  = Й 7 =  С055 P +  t g *  s i n  Р- (27.90)

tga =
~ —  COS fds-1______ _

sin 0 (27.91)

Из формулы (27.91) следует: если угол давления ашах задан, то 
должно удовлетворяться условие

^ - < ( c o s  p +  tg a max sin Р), (27.92)

sn — путь кулачка 1где h — подъем толкателя 2  на фазе подъема, 
на той же фазе. Если угол р =  90°, то мы 
получаем случай, показанный на рис. 724, и 
неравенство (27.92) переходит в неравен
ство (27.88).

8°. Рассмотрим некоторые дополнитель
ные условия, необходимые для проектиро
вания кулачковых механизмов, у которых 
элементом ведомого звена является прямая 
(рис. 726). Пусть прямая а — а образует 
с направлением движения звена 2  постоян
ный угол передачи f ja =  90°. Для кулачко
вых механизмов данного вида должно еще 
удовлетворяться дополнительное условие, 
чтобы профиль кулачка был всегда вы
пуклым, так как профиль есть огибающая 
кривой к положениям прямой а — а, являю
щейся огибаемой. Для этого, как это будет 
показано ниже, необходимо, чтобы значения 
dj, d3, d3, величины d, представляющей 
собой сумму наименьшего радиуса г0 кулачка 
и перемещения s3 звена 2, т. е. di =  r ll~\- s'ir 
d i =  r 0~sr  s_2, d3 =  r0 -\- S j" ,. . . ,  были в каждом положении больше вто
рой производной величины по углу поворота взятой со знаком 
минус, а это значит больше аналога ускорений a .2?1 =  dJs3/dcpf, т. е.

r o - H s -2^> —  a 2 fi ' —  a SWl>

где Sj и — текущие значения функции перемещения s4 =  s a (cpj).
Это можно установить из следующих соображений. Пусть центр 

кривизны соприкасающегося участка профиля в рассматриваемом по
ложении находится в точке В  (рис. 726). Строим заменяющий меха
низм ABCD  и при точке -В (тс) строим план ускорений. Отрезок (кЬ^

Рис. 726. Кулачковый механизм 
с поступательно движущимся 

плоский толкателем.



представляет собой аналог (а2ср1){- ускорения а а звена 2  в рассматри
ваемом положении I механизма, т. е.

( 2 7 .9 3 )

Таким образом, радиус кривизны рг профиля кулачка 1 в точке 
соприкасания С равен

рi =  di~ \- (пЬъ){ =  г 0 - ) -  %  - ( -  ( 2 7 .9 4 )

где sn принимает последовательно значения sa, sa, s$", Кулачок 1 
будет выпуклым, если центр кривизны его профиля в каждом

положении будет удовлетворять
условию

Р> 0 ( 2 7 .9 5 )

ИЛИ

Г0 +  Sti " Ь  О,

( 2 7 .9 6 )

а получаем:

П> +  %  —  (a-2«>i)/• ( 2 7 .9 7 )

Рис. 727. К определению минимального 
радиуса профиля кулачка с поступа
тельно движущимся плоским толка

телем.

Рис. 723. Диаграмма пути пло
ского толкателя в функции угла 

поворота кулачка.

Разделив правую и левую части неравенства (27.97) на величину 
го +  %> получим:

Г 0 +  ®s/ < 1

ИЛИ

K . ,)/ < tg 4 5 o
г О 1 *£1

(27.98)

(27.99)

Условие (27.99) позволяет провести следующее графическое по
строение (рис. 727) для удовлетворения условия выпуклости профиля 
кулачка.

По заданной диаграмме S2 =  sa (<pi) (рис. 728) определяем значе
ния a.2fl и строим диаграмму a 2¥l =  aKl (s.2) (рис. 727). Для этого про
изводим разметку перемещений звена 2  по оси Os3 и откладываем на



проведенных горизонтальных прямых значения а ВД1. Соединив полу
ченные точки плавной кривой, получим диаграмму a2Pl =  ai9i (s3). Далее, 
в той части диаграммы, которая соответствует отрицательным и мак
симальным по абсолютной величине значениям а2Т1, проводим под 
углом 45° к оси Os3 касательную f  — f  к кривой a Wl =  a Wl (sa). 
Согласно неравенству (27.99) центр вращения кулачка должен быть 
расположен ниже точки А'. Если центр кулачка расположен в. точке А, 
то неравенство (27.99) соблюдается. В самом деле, касательная t  — t  
к кривой в отрицательной части диаграммы ai9l =  а.2?1 (s.2), проведен
ная из точки А, составляет с осью угол, меньший 45°. Выбрав 
центр вращения А кулачка, мы определим и величину минимального 
радиуса г0 кулачка, равного г 0 =  АО, после чего построение профиля 
кулачка с выпуклым контуром не представит затруднений. Изложен
ный метод проектирования разработан советским ученым Я. Л. Геро- 
нимусом. Требование к выпуклости профиля должно соблюдаться и 
для кулачковых механизмов вида, показанного на рис. 703.

§  130. Проектирование профилей кулачков

1°. Как было показано выше, при профилировании кулачков должен 
быть задан закон движения ведомого звена и основные конструктив
ные параметры, обеспечивающие работу механизма без заклинивания 
и с достаточно высоким коэффициентом полезного действия.

Законы движения ведомого звена могут быть заданы графически 
в виде диаграмм перемещений ведомого звена в функции перемещения

Рис. 729. Диаграмма пути толкателя механизма с поступательно двужущимся ку
лачком.

ведущего звена или в аналитической форме в виде соответствую
щих зависимостей. Поэтому в дальнейшем рассмотрим как графиче
ские, так и аналитические методы проектирования профилей кулачков.

2°. Рассмотрим вопрос о проектировании профилей типовых ку
лачковых механизмов. Пусть требуется спроектировать кулачковый 
механизм, показанный на рис. 702, г, с поступательно движущимся 
кулачком. Закон движения толкателя 2 задан в виде диаграммы =  
=  s3(sj), показанной на рис. 729, на которой показаны все фазы 
работы механизма. Путь sn, соответствующий фазе подъема, подби



рается по заданному подъему h толкателя и углу давления ашах по 
условию (27.88). При графическом построении профиля обычно диа
грамма закона движения строится в тех же масштабах, как и кулач
ковый механизм. Для построения профиля кулачка 2  (рис. 730) вос
пользуемся методом обращения движения. Для этого сообщим толка
телю 2  и кулачку 1 скорость, равную — v v  Тогда кулачок 1 будет 
как бы неподвижным, а толкатель 2  будет двигаться поступательно 
с постоянной скоростью — г>1 вдоль направляющей q —  q  и поступа
тельно со скоростью d r  вдоль направляющих р — р. Выбираем на

Рис. 730. Построение профиля кулачка для механизма с поступательно движущимися кулачком
и толкателем.

толкателе 2  точку А и лежащую на некотором конструктивно выбран
ном расстоянии h0 от направляющих q  — q. В движении со скоро
стью — v x толкатель 2  последовательно занимает положения I, 2, 3, 
4  и 5, а точка Л, толкателя — положения At, л " , л ”1, a \v, Л^, ле
жащие на равных расстояниях s j~2 =  Sj-3 =  sf-4 =  s,1-5. Так как мас
штабы диаграммы и кулачкового механизма одинаковы, то отрезки 
^Г 2, $ Г 3> могут быть взяты прямо с диаграммы s2 =  ss (s,) 
(рис. 729), для чего участок фазы подъема разбивается на ряд рав
ных отрезков. Обычно при проектировании профилей кулачков реко
мендуется для точности построения выбрать малые интервалы между 
соседними положениями. На рис. 730 отрезок s„ разбит только на 
четыре участка, чтобы можно было яснее изложить метод построения. 
Чтобы определить положения Л2, А3, Л4, Ав точки Л, в движении 
толкателя 2 со скоростью ± и 2, откладываем: от точки Л, в направ
лении движения толкателя 2  отрезок взятый с диаграммы sa =  
=  Si (sj), от точки A'i' отрезок от точки Л ^  отрезок s -̂1  и т. д.



Соединив полученные точки Л1( Л2, Л3, . . . ,  получим профиль а — а 
кулачка 1, показанный на рис. 730 пунктирной линией. Этот про
филь будет действительным профилем кулачка, если толкатель окан
чивается острием и центровым профилем, если толкатель снабжен 
круглым роликом 3  радиуса г.

Для построения действительного профиля при наличии ролика 3  
необходимо из точек, лежащих на центровом профиле, провести ряд 
окружностей радиуса г и затем построить огибающую b — b положе
ний ролика 3. Из построения следует, что 
при выбранных масштабах центровой про
филь а — а кулачка представляет собой и 
диаграмму s9 =  s.2(si), а действительный про
филь b — b является эквидистантной кривой 
к кривой а — q, точки которой лежат на 
расстояниях, равных г по нормалям к кри
вой а — а.

3°. В практических расчетах часто тре
буется аналитическое вычисление координат 
действительного профиля кулачка для полу
чения более точного очертания этого профиля.
Для составления уравнения огибаемых b — b
или Ь' — Ь’ (рис. 731) положений ролика радиуса г напишем уравне
ние семейства окружностей радиуса г, центры А  которых образуют 
центровой профиль а — а:

(х ь — ХТ  “Ъ (Уь — У)г — г2 =  0, (27.100)

где х ь и у ь — координаты действительного профиля b — Ъ или Ъ' — Ъ\ 
а координаты х  и у  центрового профиля являются функциями неко
торого общего параметра 0:

X =  х  (0) и у  = у  (0).
Для получения уравнений огибающей в параметрической форме 

продифференцируем уравнение (27.100) по параметру 0:

{ x b - x ) d̂  +  ( y b - y ) %  =  0. (27.101)
t

Решая совместно уравнения (27.100) и (27.101), получаем коорди
наты действительного профиля

dy

Рис, 731. К определению коор
динат огибающей ролика ку
лачкового механизма, изобра

женного на рис. 730.

х ь =  х : db

V  @ г
+

dy\« 
db

Уь ~ У  — '

dx
r db

V  ( й ) +

dy\ i
db



Из равенств (27.101) следует, что координаты х ь и у ь действи
тельного профиля имеют два значения, соответствующие двум воз
можным профилям b — Ъ и Ь’ — Ъ'.

Для кулачкового механизма, показанного на рис. 730, имеем урав
нения центрового профиля в параметрической форме jf  =  S! и _y =  sa. 
Общим параметром 0 удобно выбрать Si, ибо

s3 =  s2 (s,).

В таком случае получаем:
d x __ rf s j___1 d y ___ dsp
Ш dSi ’ d b ~ d s t

Следовательно, координаты x b и у ь действительного профиля b — b 
равны

rfSo

x b =  s l - dSi

У ‘+(t
(27.103)

y b =  S i■ (27.104)

4°. Переходим к рассмотрению вопроса о проектировании профиля 
кулачка механизма, показанного на рис. 702, а. Закон движения тол
кателя 2 задан в виде диаграммы s2 =  ss (cpi) (рис. 732), на которой

показаны все фазы движения толкателя при полном угле поворота Ф1 
кулачка 1, равном Ф1 =  2я. Определяем по методу, указанному 
в § 129,4°, минимальный радиус г0 кулачка 1 и проводим окружность 
этим радиусом из точки А  (рис. 733). Тогда определится начальное 
положение В х точки касания острия толкателя 2 с кулачком 1. Для 
построения центрового профиля а — а кулачка воспользуемся мето
дом обращения движения, для чего сообщим кулачку и толкателю 
общую угловую скорость —  равную и обратно направленную угло



вой скорости u>i кулачка / .  Тогда толкатель 2 займет на фазе подъ
ема положения 1, 2, 3, 4 к 5, а точка В х займет последовательно 
положения B v 5}п и fi}v, лежащие на лучах, образующих равные 
углы ср}~8 =  <pf-a =  tpj"4* =  ср|~\ Если масштаб перемещений s2 (рис. 732) 
выбран равным масштабу чертежа, то, откладывая от точек f i” , В J11 
fi[v, В^ отрезки, соответственно равные 6 j 'S 2 =  s ' - 2 , 5{n fi, =  s J _3t

Рис. 733. Построение профиля кулачка для кулачкового механизма, изображен- 
ного на рис. 702, а.

B I,vB1 =  s *~4 и B^B^ =  s \ ~ b, получим центровой профиль a  — а ку
лачка на фазе подъема ср„, если соединим плавной кривой точки В\, 
В& B it B i  и Въ. На угле <рвв верхнего выстоя профиль кулачка будет 
дугой окружности радиуса, равного r9-\-h .  Пользуясь диаграммой 
s, =  Sj (sj) (рис. 732), с помощью аналогичных построений можем по
строить точки Въ — 5ю> соответствующие фазе опускания <р0. На фазе 
нижнего выстоя <рнв профиль кулачка будет дугой окружности ра
диуса г 0. Если толкатель 2 оканчивается роликом 3  радиуса г, то



построение действительного профиля Ъ — b сводится к построению 
эквидистантной кривой как огибающей положений ролика 3.

5°. Уравнения центрового профиля а — а (рис. 734) в полярной 
форме такие:

d =  <Pi, /? =  Г р s3, (27.105)

где R  — радиус-вектор кулачка 2  в положении, в котором точка В
занимает произвольно выбранное поло
жение В'. Если оси х  и у  выбрать 
так, как это показано на рис. 734, вы
ражения для координат центрового 
профиля в параметрической форме будут 
иметь вид

дг =  R  cos ср, =  (го +  s.2) cos ср,
(27.106)

и

у  =  R  sin ср, =  ( r0 -f- Si) sin cp,.
(27.107)

Выражения для координат действи
тельного профиля b — Ъ (рис. 734) могут 

быть получены из равенств (27.102), если за параметр 0 принять 
угол f i  поворота кулачка

=  -  (Го +  SO sin ср, +  cos 9, %  (27.108)

И

^  =  (''o +  s3)co s< fi- j-  sin c p j^ J . (27.109)

Подставляя в равенства (27.102) значения х  и у  из равенств 
(27.106) и (27.107) и й х Щ х и d y / d ^  из (27.108) и (27.109), после 
преобразований получаем:

Рис. 734. К определению координат 
центрового профиля кулачка кулачко
вого механизма с поступательно дви

жущимся толкателем.



Уравнения действительного профиля Ъ — b в полярной форме могут 
быть получены из известных соотношений

R b =  V x l - \ - y %  (27.112)
и

(27.113)

Из рис. 734 следует, что для кулачковых механизмов рассматри
ваемого вида фазовый угол <р, совпадает с полярным углом

Рис. 735. К построению профиля кулачка кулачкового механизма с эксцентрично 
поставленным толкателем.

6°. Переходим к рассмотрению вопроса о проектировании профиля 
кулачка механизма, показанного на рис. 702, в. Пусть закон движения 
толкателя 2  задан в виде диаграммы s3 =  s2 (cpj), показанной на рис. 732. 
При построении профиля кулачка 1 данного вида из центра враще
ния кулачка (рис. 735) проводим окружность радиуса, равного 
выбранному смещению е оси движения толкателя 2. Далее, по методу,



грамме ^  =  s3(cpj).

изложенному в § 129,4°, определяем минимальный радиус г0 кулачка 
и проводим окружность этого радиуса. В пересечении окружности 
радиуса г0 и оси движения толкателя 2  находим точку fij. Точка Вх 
соответствует начальному положению толкателя. В обращенном дви
жении ось толкателя всегда касательна к окружности радиуса е. П о
следовательные положения толкателя определятся, если окружность 
разбить на части, соответствующие углам ср}-а, cp,-8, <pj-4, на диа- 

В соответствии с этим получаем ряд точек Cif Со,
С3..........  в которых ось движения
толкателя касательна к окружности 
радиуса е. Находим, далее, на 
пересечении оси движения толкателя 
с окружностью радиуса г0 точки 
fi}1, fi}11, fi}v, . . . ,  являющиеся гео
метрическим местом точки В\ в дви
жении толкателя 2  с угловой ско
ростью — wr  Из точек fi}1, fi}11,
fi}V
ния
г.1-4

Рис. 736. К определению координат цент
рового профиля кулачка кулачкового ме
ханизма с эксцентрично поставленным тол

кателем.

7°. Координаты центрового 
получаются из условий

.. откладываем вдоль оси движе- 
толкателя отрезки Sg~s, s ^ 3, 

s j- ’, . . . ,  взятые с диаграммы =  
=  s-2 (^i) (Рис- 732), и получаем
точки В ь Вь В3.......... являющиеся
точками центрового профиля.

Построение действительного про
филя аналогично построению про
филя кулачкового механизма, пока
занного на рис. 733. 

профиля а — а кулачка 1 (рис. 736)

tg  (<Pi +  P ) =  ■ (27.114)

tg(& +  P ) = ^ ± ^ , (27.115)

где cpj — фазовый угол поворота кулачка 1, Ь — полярный угол (про
фильный угол) кулачка, s0 =  ВС  — расстояние, определяющее начальное 
положение точки В  толкателя, s8 — перемещение толкателя при повороте 
кулачка на угол <р4 и [3 — вспомогательный угол, равный р =  Z  В А С .

Исключая из равенств (27.114) и (27.115) угол (3, получаем:

ft =  yj -[- arctg s° Sa — arctg — . (27.116)

Имеем, далее, для радиуса-вектора It, определяющего некоторое
произвольно выбранное положение В' точки В  толкателя, следующее 
выражение:



Выражения (27.116) и (27.117) определяют координаты центрового 
профиля а — а кулачка 2  в полярной форме. Из выражения (27.116) 
следует, что для кулачкового механизма рассматриваемого вида поляр
ный & и фазовый cpt углы не равны между собой. Координаты центро
вого профиля в выбранной системе координат х А у  (рис. 736) имеют 
такой вид:

х  =  R  cos & =  V^So +  s*)' +  е4 cos <̂р, arctg So^~-?8. — arctg ,

(27.118)

у  =  R  sin & =  1/"(s0 +  s t f  +  ea sin ĉp, - f  arctg S° +  S!i — arctg ^ .

(27.119)

Координаты действительного профиля b — b (рис. 736) можно 
определить, если воспользоваться выражениями (27.101) и (27.102).

8°. Рассмотрим, далее, вопрос о проектировании кулачкового ме
ханизма, показанного на рис. 701, б. Закон движения коромысла 2

задан в виде диаграммы сра == сра (<рх) (рис. 737), где <р9 — угол пово
рота коромысла 2. Полный угол поворота коромысла 2  принят рав
ным Ф?. Минимальный радиус г0 кулачка 1 определяем по методу, 
изложенному в § 129, 6°. Тогда по заданным размерам 4  и 4  опре
делится угол ср0 (рис. 738). Обращая движение механизма, находим 
положение точек С„ С3, Q  и Св (рис. 738) оси вращения С, коро
мысла 2. Соответственно на окружности радиуса г0 определяются 
точки fij, f i1.1, f i j11, f i |v и fi,v. От полученных направлений CjfiJ1, 
C jfij11, C4fiJ* и C5fiV откладываем углы ср^, cpj-3, cpj-4 и <р£-5, взятые 
с диаграммы 9a =  cps (cpj) (рис. 737). Тогда определятся точки fia, fi3, 
fi4 и f is центрового профиля кулачка 2, соответстиующие фазе подъ
ема коромысла. Построение профиля кулачка 1 н а ’ фазе опускания 
является аналогичным. На фазах верхнего и нижнего выстоев профиль 
кулачка 1 очерчивается дугами окружностей, имеющими центром 
точку А. Построение действительного профиля сводится к проведению 
огибающей к положениям ролика 3 выбранного радиуса.

9°. Координаты центрового профиля а — а  кулачка 1 (рис. 739) 
определяются из следующих соображений. Полярный угол &, образо-



Рис. 73Э. К определению координат центрового профиля ку
лачка для кулачкового механизма с коромыслом.



ванный радиусом-вектором Л  кулачка в положении, в котором точка В 
коромысла 2  занимает произвольно выбранное положение В ,  опреде
ляется из рассмотрения треугольника ABC'.

Имеем:
R  cos (0 —  Р) =  /3 — 4  cos (сро -(- ср,)> (27.120)
R s i n ( & —  Р) =  4  sin (tp0 +  ?s)> (27.121)

где р — вспомогательный угол. Из уравнений (27.120) и (27.121) по
лучаем:

& - p  =  a rc tg 7 - /^ v+ -g ^ .  
г 6  U —  li  c°s  (<Ро +  <Ps)

(27.122)

Далее, из треугольника ABC  имеем:

cpi — р =  arcsin sin <р0. (27.123)
г  о

Исключая из уравнений (27.122) и (27.123) угол р, получаем:

& =  сэ14 -  arctg - sm —- — arcsin — sin ср0. (27.124)
* ' й U — 4 cos(<?0 +  <p,) r0 Y0 v

Радиус-вектор 7? получим из треугольника АВ'С\

R =  -f- — 244 cos (сро “h  ?i)- (27.125)

Из формулы (27.124) следует, что и для этого вида кулачковых 
механизмов полярный угол & и фазовый угол <pj не равны между собою.

Координаты центрового профиля а — а  в выбранной системе коор
динат х А у  (рис. 739) имеют вид

x = R c os &, (27.126)
y  =  R  sin &, (27.127)

где R  и 8- определяются из равенств (27.125) и (27.124). Коорди
наты действительного профиля b — b (рис. 739) можно получить, 
если воспользоваться равенствами (27.102).

10°. Переходим к рассмотрению вопроса о проектировании про
филя кулачка механизма, показанного на рис. 702,5, у которого 
толкатель 2 оканчивается плоской тарелкой. Закон движения толка
теля 2  задан в виде диаграммы S a = S j ( f i )  (рис. 740). Построение



профиля кулачка 1 при условии, что масштабы перемещения sa на 
диаграмме sJ =  s4(cp1) (рис. 740) и схемы механизма совпадают, 
показано на рис. 741. При построении профиля кулачка 7 применим 
метод обращения движения. Минимальный радиус-вектор г0 кулачка

определяем по методу, указанному в § 129, 8° Пусть в начале дни- 
жения тарелка толкателя находится в положении d t —  dj. При вра
щении с угловой скоростью — u>i тарелка занимает последовательно 
положения: d —  d \\  d '11 — d j11, d[w — djv, . . . ,  и точка Bi соприка
сания тарелки с окружностью радиуса г 0 последовательно проходит 
через положения В*1, B j11, B\v, При перемещении толкателя со 
скоростью rtx»s его тарелка перемещается на расстояния, равные 
s lf s, Sj[ 3, Sj-4, . . . ,  т. е. она занимает положения dt  —  dit d% — dit 
di  — dit Профиль кулачка 1 можно построить, если провести 
огибающую а — а всех положений cf4 — dit d3 — d3, d4 — d*, . . .



тарелки. На углах срвв и ®11в, соответствующих фазам верхнего и 
нижнего выстоев, кулачок очерчивается по дугам окружностей из 
центра А радиусов г0 —{— /г и г0.

1 1 °. Полярные координаты профиля а — а кулачка 1 (рис. 742) 
имеют следующий вид. Проведем через точку С  соприкасания 
профиля а — а с некоторым произвольно выбранным положением 
d' — d! тарелки нормаль п — п. Тогда мгновенный центр вращения Р 0 
в относительном движении найдется на 
пересечении нормали п — и с прямой Af, 
перпендикулярной к оси движения тол-. 
кателя 2. Согласно равенству (5.15) (см.
§ 25,4°) имеем:

Полярный угол & равен
ds3

® = ? i  +  Р  =  ? i  +  a r c t e  тт+яГ'
(27.128)

и радиус-вектор R  кулачка в точке С':

^ = } / ' ( r „  +  sa)3 +  ( ^ - ) 2 (27.129)

Координаты профиля а — а в выбранной системе координат 
(рис. 742)

х  =  R  cos &, (27.130)
y  =  R  sin &, (27.131)

где R  и & определяются по формулам (27.129) и (27.128).
12°. В заключение рассмотрим проектирование профиля кулачка 

механизма, показанного на рис. 703. В качестве закона движения 
примем диаграмму, показанную на рис. 740, заменив в ней переме
щения углами <р3. Эта диаграмма представляет собой следующую 
зависимость: <p3 =  ya (<р,). Полный угол поворота коромысла 2 (рис. 743) 
примем равным Фа.

Методом обращения движения находим положения коромысла 
Cidi, C3d3, . . . ,  откладывая от направлений Cifii, С3В 3, . . . ,  
касательных к окружности минимального радиуса г й, углы ср̂ -2,

взятые с диаграммы сра =  <р3(<р,) (рис. 740). Профиль а — а 
кулачка 1 получается как огибающая всех положений коромысла 2. 
Так же как и кулачковый механизм с толкателем, оканчивающимся 
тарелкой (рис. 742), профиль а — а кулачка 1 (рис. 743) должен 
быть выпуклым.

Рис. 742. К определению поляриых ко
ординат профиля кулачка кулачкоиого 

механизма с плоским толкателем.



13°. Координаты профиля а — а кулачка 1 (рис. 744) могут быть 
получены из следующих соотношений. Пусть в некотором произволь
но выбранном положении коромысло 2  занимает положение C'd'.

Рис, 744. К определению координат профиля кулачка кулач
кового механизма с плоским коромыслом.

В точке Н  соприкасания профиля а — а и прямой C'd’ проводим нормаль 
п — п до пересечения в точке Р 0 с линией, соединяющей центры А 
и С .  Точка Р 0 является мгновенным центром вращения в относи



(27.132)

тельном движении кулачка 1 и коромысла 2. Следовательно, имеем:
__ dy, ___ АР0 ___  АРй

“ j </?i С'Р0 АР„ +  /3 ’

где 1Ъ =  АС. Из уравнения (27.132) получаем:
d ср*

АР« =  1* - ^ 1 й -  (27ЛЗЗ> 
d'ii

Из прямоугольного треугольника C'D'Pa имеем:

(C'D') —  (/3 -j- А Рд) cos (ср0 -j- ср4).
Учитывая равенство (27.133), получаем:

(C'D') =  I , ------ L g -  cos (?e +  Ъ ). (27.134)
* — -ir1 d<fl

Из треугольника C'D'А определяем величину радиуса-вектора R 
профиля а — а (рис. 744):

R =  V ( C 'D J  +  1 1 -  2 (C’D') 1Ъ cos (cp0 +  <p,). (27.135)
Подставляя в это равенство значение (C’D') из (27.134), полу

чаем после преобразований

/
н = ь у  1 <*•+?*)■ ( 2 7 ' 1 3 6 )

* \ d<tJ
Для определения полярного угла ft рассмотрим треугольник C'D'А. 
Имеем:

R  cos (ft +  Р) =  4  -  (CD') cos (<р0 +  ? 2), (27-137) 
Я sin (ft +  Р) =  (C'D') sin (<р0 +  ?i), (27.138)

где р — вспомогательный угол.
Из уравнений (27.137) и (27.138) получаем:

tg (ft -I— р) =  7— ^ r >7 ”-(<f-° - v. (27.139)1 Г l 3 —  ( C D )  COS («ро —  ер»)

Подставляя в формулу (27.139) значение отрезка (CD')  из равен
ства (27.134), после преобразований имеем:

tg  (&Н~ Р) =  — C°S (<fo (27.140)
sin-° («to +  <р2) —

или
ft - f  р =  arctg sin ^  ^ c-°s- (<p-° 7+ -^ - . (27.141)

22 И. И. АртооолеаскиЯ



Угол р определяется из треугольника ABC:

4  cos (ср, -j- P) =  Го, (27.142)
откуда

p =  arccos-£2- — <j>i. (27.143)
*3

Из формулы (27.141), учитывая (27.143), получаем для полярного 
угла Ь следующее выражение:

Q , , s in  (и 0 -+- в о )  COS (сро - f -  о » ) Г  л ,  . , ,$ =  «>!-[- arctg — - - - ' - -----  - -  — arccos - f - .  (27.144)
* ■ < * + » ) - . - I *

Координаты профиля а — а в выбранной системе координат 
(рис. 744) имеют вид

x  =  R c o s b ,  (27.145)
_ y = / ? s l n a - ,  (27.146)

где R u b  определяются по формулам (27.136) и (27.144).
14°. Для тех кулачковых механизмов, у которых толкатель окан

чивается роликом, необходимо иметь в виду, что радиус г  ролика 
не может быть выбран произвольно. Необходимо руководствоваться 
условием, чтобы эквидистантная кривая, представляющая собой дей

ствительный профиль кулачка, не имела самопере
сечения. На рис. 745 видно, что если радиус ролика 
выбран равным r t, то самопересечения действитель
ного профиля Ь' — Ь' мы не имеем.

Если увеличить радиус ролика и выбрать его 
равным г2, то в точке т практически профиль 
Ь" — Ь" самопересекается, и участок knm про
филя практически выполнен быть не может. Чтобы 
самопересечение отсутствовало, необходимо ра
диус г ролика выполнить меньше наименьшего 
радиуса кривизны pmin выпуклых участков центро
вого профиля а — а кулачка (рис. 745).

Практически радиус г ролика обычно прини
мают равным

r < 0 , 7 Pniin. (27.147)

Одновременно радиус г ролика должен быть меньше минимального 
радиуса-вектора г0 кулачка. По большей части радиус г выбирают

г < 0 ,4 г „ .  (27.148)

Если pmin и г п известны, то, проверив величину г  по условиям 
(27.147) и (27.148), в качестве окончательного размера радиуса г 
ролика выбирают ту, которая будет наименьшей.

Рис. 745, К исследова
нию вопроса о самопе
ресечении действитель
ного профиля кулачка.



§  131. Некоторые сведения о проектировании 
пространственных кулачковых механизмов

1°. В настоящем параграфе рассмотрим вопрос о проектировании тех 
частных видов пространственных кулачковых механизмов, для которых за
дача об их проектировании может быть полностью или частично сведена к 
задаче о проектировании плоских кулачковых механизмов.

Рис. 746. Кулачковый механизм с цилиндрическим кулачком: 
а) схема механизма; б) развертка кулачка; в) диаграмма за
висимости пути ведомого звена в функции угла поворота ку

лачка.

Начнем с рассмотрения тех видов механизмов, у которых ведомое звено 
движется поступательно, а кулачок вращается. Если ось вращения кулачка 
параллельна направлению движения ведомого звена, то движение этого 
звена может быть воспроизведено механизмом цилиндрического кулачка, 
показанным на рис. 746, а. Цилиндрический кулачок /, вращаясь с заданной

Рис. 747. Кулачковый механизм с коническим кулачком: 
а) схема механизма; 6) развертка кулачка.

угловой скоростью <*>,, посредством паза р, действующего на ролик 3, пере
мещает звено 2 в направлении х — х,  параллельном оси

Пусть закон движения звена 2 задан графиком s2 =  s2 ( ^ ) ,  где s2 есть 
перемещ ение звена 2, а <р, — угол поворота кулачка (рис. 746, в). Для



построения профиля паза р строим развертку кулачка (рис. 746, б) по средне
му радиусу R  кулачка. Если развертку 1 двигать поступательно с линейной 
скоростью v l =  o>lRI, то звено 2 будет двигаться с заданной скоростью г»2. 
Таким образом, профилирование паза сводится к профилированию кулачко
вого механизма с поступательно движущимся ведущим звеном (см. § 130,2°). 
Кривая ,3 —  р является центровым профилем. Для получения действитель

ного профиля проводим две эквидистантные 
кривые р'—  Р' и У  —  у  на расстояниях, рав
ных радиусу ролика, от кривой р —  '?■

2°. Если ось вращения кулачка пересе
кается с направлением движения ведомого  
звена, то получается механизм конического 
кулачка, показанный на рис. 747, а.

Для построения центрового профиля паза 
р —  р строим развертку конуса 1 (рис. 747, б). 
Для этого по среднему радиусу R  основания 
конуса и длине I находим угол 8 развертки, 
равный

* 2я/? о •°  =  —Г- -  2 “  s i n  а,I
где а есть половина угла раствора конуса. 
Задача о проектировании центрового и дейст
вительного профилей пазов р —  р, Р' —  р' и 
У — у  теперь сводится к задаче о проекти
ровании кулачкового механизма с вращаю
щимся вокруг осп А кулачком 1 (см. § 130, 4°), 
действующим на толкатель 2, двигающийся 
в направляющих х —  х.

Если закон движения звена 2 задан гра
фиком s 2 =  s 2 (о,)  (рис. 746, в), то для по
строения кулачка разбиваем угол 5 развертки 
на равные углы и на радиусах, проведенных 
через точку А, откладываем от начальной 
окружности минимального радиуса соответст
вующего перемещения s 2 звена 2, взятые 
с графика «, =  5 0 (0 !). Тогда получаем центро
вой профиль паза р —  р. Действительные про
фили паза будут получены построением экви-

дл
1 1V

6 7 8 t
Рис. 748. Кулачковый механизм 
с цилиндрическим кулачком и ко* 
ромыслом: а) схема механизма; 
б) вид механизма сверху; е) диа
грамма зависимости угла поворота 
коромысла в функции угла пово

рота кулачка. дистантных кривых р' —  р’ и у Вращая
развертку 1 вокруг оси А, получаем требуе
мые перемещения звена 2.

3“ Рассмотрим теперь тот случай, когда ведомое звено 2 имеет коле
бательное вращательное движение, а ведущий цилиндрический кулачок I 
вращается. На рис. 748, а и б показан цилиндрический кулачок 1, вращаю
щийся с постоянной угловой скоростью и, вокруг оси OiO,, и звено 2, кото
рое имеет колебательное движение вокруг оси О2 по закону, данному гра
фиком <f2 =  'fs (<?1) (рис. 748, в).

Для нахождения центрового профиля паза р —  р развертываем цилиндр 1 
на плоскость по среднему радиусу R  (рис. 749). На продолжении оси Osx  
отмечаем точку 0 2, принимаемую за ось вращения звена 2. Из точки 0 3 
проводим дугу окружности радиусом, равным длине звена 0 2В (рис. 748, а). 
Пусть начальное положение звена 0.,В образует с осью 0 2_у угол ср2. Откла
дываем от этого начального положения соответствующие углы вП
<p2v , , определяемые по графику о2 =  о 2 (-л,) (рис. 748, в). Тогда полу
чаем ряд положений звена 0 3В. Из полученных точек 1, 2, 3, опускаем  
перпендикуляры 1а, 2Ь, Зс, . . .  на ось 0 2х  (рис. 749). Длины этих перпен



дикуляров определяют ординаты паза (1 —  {3. Для нахождения абсцисс соот
ветствующих точек воспользуемся тем, что отрезки 0.,а, 0.,Ь, на рис. 749 
определяют собой горизонтальные проекции звена 0 2Ь.

Строим горизонтальную проекцию механизма (рис. 750) и сообщаем зве
ньям ] и 2 общую угловую скорость — (и|. Тогда кулачок 1 становится 
неподвижен, а звено 2 вращается вокруг оси Oi с угловой скоростью — щ, 
и вокруг оси Оо —  с угловой скоростью Для нахождения последователь
ных положений звена 2 делим окружность радиу'са С \ 0 » на равные части. 
Далее, находим точки 0«, О!,, 01,  (рис. 750). Звено Оа£  образует с радиу

сами 0 ( 0 о  постоянный угол а (рис. 748, б). Поэтому при радиусах OtO, 
(рис. 750) строим углы а и на их сторонах откладываем горизонтальные 
проекции 0.,а, 0 2Ь, Ол ,  звена ОМ.  В  полученных точках а, Ь, с, вос
ставляем перпендикуляры и находим точки пересечения этих перпендику
ляров с окружностью 1 радиуса R  (рис. 750). Эти перпендикуляры



представляют собой положения оси ролика 3 (рис. 748). Полученные длины дуг 
1—2, 2—3, 3—4, откладываем на оси 0 2х  (рис. 749). Из построения 
следует: в общем случае дуги 1—2, 2—3, 3—4 не равны между собой. 
Центровой профиль р—3 паза теперь может быть построен, если через соот
ветствующие точки 1, 2, 3, 4, (рис. 749) оси абсцисс 0»х  проведем пер
пендикуляры и отложим на них полученные отрезки 1а, 2Ь, Зс, . . .

Эквидистантные кривые р’ —  р’ и fT — (Г в этой конструкции строятся 
приближенно, так как ось ролика 3 не пересекается с осью Ot кулачка.

Г Л А В А  XXVIII

СИНТЕЗ ПЛОСКИХ МЕХАНИЗМОВ С НИЗШИМИ ПАРАМИ

§ 132. Основные задачи синтеза

1°. Плоские механизмы с низшими парами применяются во мно
гих машинах, приборах и устройствах.

Достоинства этих механизмов определяются в основном достоин
ствами низших пар, в которые входят звенья. В низших парах сопри
касающимися элементами звеньев являются поверхности (плоскости — 
для поступательных пар, цилиндрические поверхности — для враща
тельных пар), поэтому удельные давления и износ в них меньше, чем 
в высших кинематических парах. Элементы звеньев, образующих эти 
пары, изготовляются достаточно просто и точно, так как технология 
обработки плоскостей и цилиндрических поверхностей в настоящее 
время разработана весьма тщательно и полно. Кроме того, для меха
низмов, образованных при помощи звеньев, входящих в низшие па
ры, в отличие от кулачковых механизмов, не требуется пружин и 
других устройств, обеспечивающих постоянное замыкание кинемати
ческих пар.

При помощи плоских механизмов с низшими парами можно тео
ретически точно воспроизвести любую алгебраическую кривую или 
любую алгебраическую зависимость между перемещениями ведущего 
и ведомого звеньев. Однако практическое применение этих механиз
мов ограничивается тем, что эти механизмы получаются, как правило, 
многозвенными. С увеличением же числа звеньев в механизме возра
стает вероятность получения недопустимых углов передачи и искаже
ния заданной зависимости пследствии накопления ошибок, происходя
щих от неточности изготовления механизма. Поэтому некоторые законы 
движения ведомого-звена практически не удается воспроизвести при 
помощи плоских механизмов с низшими парами. В этом состоит их 
основной недостаток. Другими словами, кулачковые и зубчатые меха
низмы вследствие разнообразия элементов высших пар практически 
являются более универсальными механизмами, чем механизмы, обра
зованные только пз звеньев, входящих в низшие пары. Следует заме
тить, однако, что с развитием методов проектирования механизмов 
с низшими парами область их применения соответственно расширяется.



Например, в последние годы в Советском Союзе в машинах, служа
щих для выполнения некоторых математических операций, и в маши
нах-автоматах были применены шарнирные механизмы, которые 
являются более совершенными по сравнению с ранее применявшимися 
кулачковыми и фрикционными механизмами.

2°. Прежде чем излагать сущность современных методов проек
тирования механизмов с низшими парами, рассмотрим кратко основ
ные задачи синтеза этих механизмов.

В зависимости от назначения механизма точки ведомых звеньев 
должны иметь определенные траектории, перемещения, скорости и 
ускорения. Эти величины зависят от закона движения ведущего зве
на и от параметров кинематической схемы, 
т. е. от размеров звеньев механизма, ко
торые определяют его кинематическую 
схему. В плоских механизмах с низшими 
парами параметрами кинематической схе
мы являются расстояния между центрами 
шарниров, размеры, определяющие поло
жения поступательных пар, расстояния or 
точек, описывающих траектории и т. п.
Определение параметров кинематической 
схемы механизма по заданным геометри
ческим и кинематическим условиям движе
ния ведомого звена составляет основную 
задачу проектирования механизмов, так 
как все остальные этапы проектирования 
содержат лишь проверочные и вспомога
тельные расчеты, позволяющие установить возможность и целесооб
разность реального выполнения полученной кинематической схемы 
механизмов.

В дальнейшем под синтезом механизмов с низшими парами будет 
подразумеваться совокупность задач об определении параметров кине
матической схемы по заданным условиям движения звеньев. Эти усло
вия весьма разнообразны, и соответственно весьма разнообразны 
задачи, связанные с синтезом механизмов с низшими парами. Однако 
из обширного круга этих задач можно выделить две основные задачи: 
воспроизведение заданного закона движения и воспроизведение за
данной траектории.

3°. Задача о воспроизведении заданного закона движения состоит 
в определении параметров кинематической схемы, которые обеспечи
вают точное или приближенное движение ведомого звена по заданно
му закону при определенном законе движения ведущего звена.

Приведем примеры тех механизмов, в которых требуется получить 
достаточно точное воспроизведение заданного закона движения.

На рис. 751 показана схема механизма поперечно-строгального 
станка, в котором при равномерном движении ведущего звена 1

Рис. 751. Схема механизма попе- 
речно-строгального станка.



суппорт 2  совершает возвратно-поступательное движение с ускоренным 
обратным ходом, причем во время рабочего хода движение суппорта
2  должно быть приближенно равномерным. При синтезе этого меха
низма параметры кинематической схемы подбираются таким образом, 

чтобы на рабочем участке движения суппорта 
скорость его мало отличалась от постоянной 
величины, что важно для сохранения постоян
ной скорости обработки заготовки.

Кроме равномерного движения для ведомого 
звена могут быть заданы и более сложные 
законы движения. Таковы, например, задачи 
о синтезе механизмов грохотов, конвейеров, 
сортировок, самонакладов и многих других. К за
дачам о воспроизведении заданного закона дви
жения сводятся также задачи синтеза переда
точных механизмов, применяемых в приборах 
для преобразования неравномерного движения 
чувствительного элемента в равномерное движе
ние указательной стрелки. Например, в меха

низме дифференциального мановакуумметра, схема которого показана 
на рис. 752, перемещения чувствительных элементов /  и 2 передаются 
на стрелку 3  посредством шарнирного четырехзвенного механизма ABCD 
и зубчатого сектора 4. Для получения равномерной шкалы следует 
по заданным перемещениям чувствительных элементов /  и 2  найти 
углы поворота звена CD и затем определить параметры кинематиче

ской схемы шарнирного четы
рехзвенника ABCD  так, чтобы 
найденным углам поворота 
звена CD соответствовали рав
ные углы поворота звена АВ.

К группе передаточных ме
ханизмов, служащих для полу
чения равномерной ш калы,близ
ко примыкают шарнирные ме- 

с ханизмы, применяемые в ме
ханических счетно-решающих 

„„„ 7„  0 устройствах. На рис. 753 по-Рис. 753. Схема механизма, воспроизводящего J г  г
логарифмическую зависимость. казана КИНбМЗТИЧеСКая СХ6МЗ

механизма, применяемого для 
механического воспроизведения логарифмической зависимости _у =  lg л: 
в пределах от х = 1  до л: = 1 0 .  Если в этом механизме перемещать 
звено АВ  на величину, пропорциональную j:, то углы поворота зве
на CD при определенных соотношениях между длинами звеньев 
будут с практически достаточной точностью пропорциональны вели
чине функции y  =  ] g x .  Этот приближенно выполняющий заданную 
зависимость механизм в эксплуатации оказывается более удобным,

Рис. 752. Схема механизма 
вакуумметра.



чем теоретически точно выполняющие эту зависимость механизмы с 
высшими парами или фрикционными устройствами.

Во всех рассмотренных выше механизмах ведомые звенья входят 
во вращательные или поступательные пары со стойкой и, следова
тельно, совершают вращательные или прямолинейные поступатель
ные движения. Реже встречаются случаи, когда ведомое звено совер
шает сложное движение. В качестве примера можно указать на ме
ханизм грейфера съемочного киноаппарата (рис. 754), в котором

ведомое звено 2 при повороте ведущего звена 1 на угол 142° пере
мещает кинопленку 3  на величину, равную расстоянию между двумя 
соседними перфорированными отверстиями. В течение остальной части 
оборота ведущего звена 1 пленка 3  неподвижна. При синтезе этого 
механизма следует так подобрать параметры звеньев, чтобы конец 
ведомого звена 2 описывал траекторию, указанную на рис. 754, 
кроме того, геометрическая ось звена 2 занимала определенные за
данные положения, соответствующие заданным положениям ведущего 
звена 1.

В приведенных примерах показаны механизмы, в которых тре
буется достаточно точное воспроизведение заданного закона движе
ния на всем рассматриваемом интервале перемещений ведущего звена. 
В некоторых случаях оказывается достаточным при синтезе механиз
ма удовлетворить условиям -воспроизведения отдельных положений 
звеньев пли отдельных положений звеньев и значений скоростей и 
ускорений в этих положениях и т. д. Все эти случаи, однако, мож
но рассматривать как частные случаи общей задачи о воспроизведе
нии заданного закона движения,



4°. При синтезе механизмов, в которых ведомые звенья соверша
ют сложное движение, в некоторых случаях можно ограничиться

только воспроизведением траектории 
одной точки этого звена. Соответ
ствующая задача синтеза механизмов 
носит название задачи о воспроиз
ведении заданной траектории.

Эта задача состоит в определе
нии параметров кинематической схемы 
механизма, в котором одна из точек 
звена, совершающего сложное дви
жение, движется по заданной траек
тории. В простейших случаях задан
ной траекторией является прямая 
линия. Механизмы, в которых на

Рис. 755. Схема прямолинейно-напрааляю- ШЗТУНе “ МвеТСЯ ТОЧКЗ, Д В И Ж у щ З Я С Я  
щего механизма индикатора. ТОЧНО ИЛИ п р и б л и ж е н н о  ПО прЯМ ОЙ

линии, называются прямолинейно
направляющими механизмами. В приборостроении они применяются 
в механизмах индикаторов.

На рис. 755 показана схема индикатора, в котором звено 1 пере
мещается пропорционально измеряемой величине. Эта величина запи
сывается на вращающемся вокруг оси х — х  барабане 2 посредст
вом пера 3, укрепленного на шатуне 4. При синтезе этого механизма

Рис. 786. Схема прямолинейно-направляющего механизма гру
зоподъемного крана.

параметры кинематической схемы механизма подбираются сак, что 
точка М  шатуна 4 движется приближенно по прямой линии.

В тяжелом машиностроении прямолинейно-направляющие механиз
мы применяются в подъемных кранах (рис. 756), в которых прибли



женно-прямолинейная траектория точки М  шарнирного четырехзвен
ника обеспечивает горизонтальное перемещение груза.

К группе механизмов для воспроизведения заданной траектории 
относятся также механизмы для черчения линий, которыми пользуют
ся не только для вычерчивания различных кривых, но и для обра
ботки фасонных деталей. На рис. 757 показана схема одного из ме
ханизмов для черчения линий, а именно, механизм для черчения 
параболы, в котором точка Е  движется точно по параболе.

Кроме механизмов для черчения линий большим разнообразием 
также обладают механизмы для перемещения различных материалов, 
в которых применяются характерные формы шатунных кривых 
(мешалка, тестомесилка и т. п.), петле
образующие механизмы швейных ма
шин и т. п.

Приведенных примеров из области 
приборостроения и общего машино
строения достаточно, чтобы показать
практическое значение решения з а д а ч и ^
об определении параметров кинематиче
ской схемы по заданным условиям. Отме
тим только, что большое количество 
разнообразных примеров применения 
плоских механизмов с низшими парами 
можно привести почти из всех областей 
современного машиностроения. Все эти 
механизмы предназначены или для вос
произведения заданного закона движения
(включая и задание отдельных положений с--------------------------------------3
звеньев) ИЛИ ДЛЯ воспроизведения за- I*НС. 757. Схема направляющего меха- 
_____ __________ ниэма для вычерчивания параболы.данной траектории. г

5°. Решение указанных задач син
теза механизмов с низшими парами может вестись как графиче
скими, так и аналитическими методами. Выбор того или иного метода 
в значительной мере зависит от тех условий, которые поставлены 
при проектировании. Например, если поставлено условие, чтобы при 
приближенном выполнении заданного закона движения была дана 
оценка отклонения требуемого движения от фактически полученного, 
то необходимо применить аналитические методы, так как графические 
методы не могут дать полного ответа на поставленные условия. 
Графические методы наглядны, просты с точки зрения их усвоения 
и доступны для конструкторов, поэтому в инженерной практике 
графические методы решения задач проектирования нашли широкое 
применение. В последние годы советскими и зарубежными учеными 
были широко развиты аналитические и графоаналитические методы 
синтеза механизмов с низшими парами, вполне доступные для 
широкого круга конструкторов и инженеров. Ниже будет дано



изложение вопроса в основном в том виде, как это было предло
жено Н. И. Левитским.

6°. Решение задачи о воспроизведении заданного закона движе
ния покажем на примере механизма шарнирного четырехзвенни
ка (рис. 758).

Пусть закон движения ведущего звена АВ  задан в виде 
зависимости его угла поворота я от време
ни t, т. е.

я =  а (t), (28.1)

а закон движения ведомого звена CD задан 
в виде зависимости его угла поворота ф 
также от времени t, т. е.

ф =  6 (0 . (28.2)
Исключая из уравнений (28.1) и (28.2) время t,

Рис. 75«. К определению пара- пОЛУЧаем ФУНКЦИЮ ПОЛОЖеНИЙ 
метров четырехэвенного шар- J ^ J

нирного механизма. ^ ў (&) (28 3)

Связь между углами я и 6 устанавливается через размеры звеньев 
механизма, которые мы называли выше (§  132,2°) параметрами ки
нематической схемы механизма, или сокращенно, параметрами 
механизма. Следовательно, чтобы удовлетворить условию (28.3), не
обходимо соответствующим образом подобрать параметры механизма. 
Для шарнирного четырехзвенника, показанного на рис. 758, число не
зависимых параметров можно считать равным шести. Это длины 1и 
/5, /3 и 4  звеньев, начальное значение я0 угла я и угол ср, образован
ный стойкой AD с осью А х. Если определить только относительные 
размеры звеньев, то можно принять:

А  —  1 А _ —  а  1 — / А —  г
Л Л Л Л

Таким образом, имеем пять параметров механизма d, I, г, и и а0, 
подлежащих определению. Если заданы отдельные положения звеньев 
АВ  и CD углами аь а.,, яя, ат  и 'ij, 6:1, .. .6т , образуемыми 
звеньями АВ  п CD с осью А х  (рис. 758), то мы получим согласно 
зависимости (28.3) следующую систему уравнений:

1̂ =  ’M al)'  ̂(*i). ^  =  >Мяз)> =  (28.4)
Если число уравнений системы (28.4) равно числу параметров, под

лежащих определению, то задача теоретически может быть полностью 
решена. В практических задачах вследствие трудности совместного 
решения уравнений (28.1) обычно задаются некоторыми параметрами. 
В связи с этим число т пар заданных соответственных значений 
углов а и ф выбирается равным числу параметров, подлежащих опре
делению. В указанной постановке задача о воспроизведении заданно
го закона движения носит название задачи о полож ениях.



7°. При проектировании передаточных механизмов контрольно- 
измерительных приборов и механизмов для выполнения математичес
ких операций (см., например, показанный на рис. 753) встречается 
необходимость воспроизвести заданный закон движения в форме не
которой зависимости

0 =  ф(а). (28.5)

При этом ставится требование, чтобы эта зависимость удовлет
ворялась на больших интервалах углов поворота звеньев АВ  п CD 
(рис. 758) и давала бы непрерывное изме
нение функции (28.5) так, как это по
казано, например, па рис. 759. В этом 
случае задача может быть также сведена 
к задаче о положениях, но гак как 
число положений 1,2, 3, т (рис. 759) 
должно быть достаточно большим, то 
число уравнений вида (28.4) будет значи
тельно больше числа вычисляемых пара
метров механизма. В этом случае эти 
параметры подбираются так, чтобы зави
симость (28.5) выполнялась приближенно.
При этом отклонение от требуемого закона движения не должно вы
ходить за пределы допускаемого.

В такой постановке эта задача проектирования может быть назва
на задачей о приближенном воспроизведении заданного закона дви
жения. Отметим, что закон движения может быть задан и в виде пе
редаточной функции /31:

. __ы s ___d ̂
/з' —  t —  Га’ (28.6)

где uij — угловая скорость звена 1 (рис. 758) и ш3 — угловая ско
рость звена 3.

Если известны начальные значения я0 и Ф0 углов а и 4, то зави
симость (28.6) может быть приведена к зависимости (28.5), если про
извести интегрирование зависимости (28.6).

§  133. Проектирование механизмов по заданным положениям

звеньев

1°. Рассмотрим задачу о проектировании механизма шарнирного 
четырехзвенника (рис. 760) по заданным положениям его звеньев. 
Если для упрощения задачи предположить, что неподвижные 
шарниры А и D расположены по оси Ах, от которой ведется от
счет углов я и 6 (рис. 760), и принять угол а (рис. 758) равным 
нулю, то при заданных длинах звеньев всякому заданному значению а; 
угла а соответствует вполне определенное значение Угла <■>> а

Рис. 759. Диаграмма заданной за
висимости угла поворота коромыс
ла от угла поворота кривошипа 
механизма шарнирного четырех- 

эвешшка.



поэтому число параметров механизма, подлежащих определению, равно 
трем (см. § 132,6°). Это — параметры/, г и d, соответственно равные

Следовательно, если будут заданы три положения звена АВ  
(рис. 761) углами alf ag, «3 и три соответствующих им положения

Рис. 760. К проектированию схемы 
механизма шарнирного четырех* 
звенника по заданным положениям 

кривошипа и коромысла.

Рис. 7G1. Заданные положения кри
вошипа и коромысла механизма 
шарнирного четырехзвенника.

звена CD углами tyj, и ф3, то всегда могут быть определены пара
метры /, г и d, так как число уравнений вида (28.4) будет равно 
числу этих параметров.

2°. Поставленная задача может быть решена следующим образом. 
Представим стороны шарнирного четырехзвенника (рис. 762) в виде 
векторов i, I, г  и d, причем i = l .  Тогда имеем:

i —[- /  =  d  —j— г. (28.7)
Проектируем обе части уравнения (28.7) на оси А х  и Ау. Обо

значая угол, образованный шатуном ВС  с осью Ах, через 8, получаем
для произвольного i-го положения механизма 
уравнения проекций на оси А х  и Ду в виде

cos а,- -}- /  cos Si =  d -\-  г cos б,-,
-j- 1  sin S; =  r sin Ф,-

(28.8)
sin ai

или
Рис. 762. Проектирование схе
мы механизма шарнирного че- 
тырехзвенника по трем задан
ным положениям кривошипа 

и коромысла.

I cos В,- =  d -j- г cos ф,- — cos a,-,
I sin 8; - -  r sin ']>,• — sin a,-.

(28.9)

Возводим почленно уравнения (28.9) в квадрат и складываем их. 
Тогда получаем:

=  о?2 —(— г3 — 1 -j- 2d г cos — 2d cos a; — 2 г cos (ф{ — а,-). (28.10)
Переносим Р в правую часть уравнения (28.10), делим все члены 

уравнения на 2d. Решая уравнение относительно cos а;, получаем:
d 2 +  г- +  1 — Is 

2d



Введем обозначения

Po =  r> P i —  ' rl > Р*~
d 1 +  г- +  1 — I- 

2  й
(28.12)

Тогда уравнение (28.11) представится так:
cos <х; =  />0 cos cos (0; — а,)-|-/72. (28.13)

Подставляя в равенство (28.13) заданные углы aj, аг, а3 и tylt 
и ф3 (рис. 761), получаем систему, состоящую из трех линейных 
уравнений:

cos a, = р 0 cos - f  pi cos ) + p j ,
cos x2= p 0 cos -j-^i cos (<!)*— a.,) 4 ~Ръ> (28.14)
cos a3 =  ̂ o cos cos (фз — a3)+ /> i-  .

Решая совместно эту систему уравнений, определяем из них вели
чины p0, pi и рг. Определив эти величины, можно с помощью соотно
шений (28.12) найти искомые параметры I, г и d.

Если требуется спроектировать механизм по двум положениям 
звеньев АВ  и CD, то одним из параметров механизма можно задаться 
произвольно, и задача имеет бесчисленное 
количество возможных решений.

3°. Перейдем теперь к рассмотрению 
графических методов решения задач о син
тезе механизмов шарнирного четырехзвеп- 
ника по двум и трем заданным положениям 
его звеньев. Эти задачи могут быть ре
шены с помощью элементарных геометри
ческих построений.

Пусть заданы два положения В ХСХ 
и В2С2 шатуна шарнирного четырехзвен
ника ABCD  (рис. 763). Требуется найти 
положение точек А и D — центров вра
щения звеньев четырехзвенника, соединенных в кинематические пары 
со стойкой. Точки Bi и Bi должны лежать на окружности с цент- 
ром в Л, а точки Q  и Сг — па окружности с центром в D. Через две 
точки можно провести бесчисленное множество окружностей. Геомет
рическим местом центров этих окружностей является прямая 1— 1, 
перпендикулярная к отрезку и проходящая через середину п
этого отрезка. Точку А  можно поместить в любой точке прямой 1—1. 
Аналогично точка D может быть выбрана в любом месте прямой 2—2, 
перпендикулярной к отрезку Q Q  и проходящей через его середину т. 
Таким образом, для указанного задания можно построить бесчислен
ное множество механизмов, удовлетворяющих заданным условиям. 
Дополнительные ограничения могут быть наложены, если, например, 
поставить условие, чтобы механизм был двухкривошипный или криво- 
шипно-коромысловый и т. д.

Рис. 763. К проектированию схемы 
механизма шарнирного четырех- 
знсннмка по двум заданным поло

жениям шатуна.



Если требуется, чтобы одна из точек звена ВС, например точка С, 
перемещалась по неподвижной прямой q — q, то центр D окружности 
должен находиться в бесконечности, вращательная пара D переходит 
в поступательную пару (рис. 764), и мы получаем кривошипно-ползун
ный механизм.

Можно потребовать дополнительно, чтобы при заданном перемеще
нии шатуна ВС  углы поворота звеньев АВ  н DC были также задан
ными, например, чтобы угол 
поворота звена АВ  равнял
ся а, а угол поворота зве
на DC равнялся (3 (рис. 765).
Тогда соединяем точки B t

Рис. 764. К проектированию схемы 
кривошипно-ползунного механизма по 
двум заданным положениям шатуна.

Рис. 765. К проектированию схемы механизма шар
нирного четырехзвенника по двум заданным положе
ниям шатуна и дополнительно заданным углам между 

положениями кривошипа и коромысла.

и В 2 прямой и откладываем при точках В^ и Я2 углы, равные 9 0 °----
Точка пересечения А  прямых В ф х и Вф^ и определит положение 
оси А  вращения звена АВ. Точно так же, если соединить точки С]

и С.г, при этих точках от
ложить 9 0 °  —  f тоуглы -  2 
точка D пересечения прямых 
Qci и С.2с.2 определит по
ложение оси вращения D 
эвена DC.

4°. Пусть, далее, тре
буется построить шарнирный 
четырехзвенник, если заданы 
три положения шатуна ВС, 
например, положения В^С^, 
B tCi и В 3С3 (рис. 766). 
Задача сводится к нахож
дению центра окружности, 

проходящей через три заданные точки. Как известно, эта задача 
имеет только одно решение. Имеем точки В ь В .2 и В 3. Соединим 
прямыми точки В 1 и В.г и в середине отрезка Z?ifi.2 восставляем 
перпендикуляр пх — П\. Далее, соединим точки Вг и В3 и в середине 
отрезка В 2В3 восставим перпендикуляр /г2 — п.у Положение центра А

Рис. 766. К проектированию схемы механизма шарнир
ного четырехзвенника по трем заданным положениям 

кривошипа и коромысла.



получится на пересечении перпендикуляров щ  —  щ  и я9 — яа. Анало
гично на пересечении перпендикуляров т\ —  ту и — /я4 опреде
ляется положение центра D. Если точки Q, С* и С3 заданы на пря
мой, то звено CD выполняется в виде ползуна, как это было выяс
нено для случая, показанного на рис. 764.

Тем же методом может быть решена и задача о синтезе схемы 
шарнирного четырехзвенника по трем положениям ведомого коро
мысла или ползуна. В самом деле, если заданы три положения DC, 
DCi и DCz коромысла 3  (рис. 767), то можно еще задаться тремя

произвольными положениями С В , СуВу, 
С ф ч  шатуна В С  относительно коро
мысла DC. Зададимся углами передачи 
Ъ  Ti и Ь ' образуемыми шатуном и

Рис. 767. К проектированию 
схемы механизма шарнирного 
четырехзвенника по трем за- 
данным положениям коромысла 
и заданным углам передачи 

в заданных положениях.

Рис. 765. К проектированию схемы меха
низма шарнирного четырехзвевника по 
трем заданным положениям кривошипа и 

коромысла.

коромыслом, удовлетворяющими условию 7 == ̂ J =  “Сз =  Т12min =  Tmin 
(см. § 108). Тогда определится положение точек В, By и звена АВ. 
Нахождение точки А  и длины звена А В  сведется к построению 
окружности, проходящей через точки В , By и В г.

5°. Рассмотрим теперь тот случай синтеза схемы шарнирного четы
рехзвенного механизма, когда заданы три положения двух его звеньев. 
Пусть, например (рис. 768), заданы положения звена 1, занимающего 
последовательно положения АВу, ABi и АВ& определяемые углами 
ал, и а3, и заданы положения плоскости, принадлежащей звену 3. 
Положение этой плоскости задано в виде трех последовательных по
ложений прямой DE, принадлежащей плоскости. Пусть прямая DE  
занимает последовательно положения D E t, DE% и DE3, определяемые 
углами ty1( и ф3. Требуется определить длину шатуна ВС, входя
щего в кинематические пары В  и С со звеньями 1 и 3. Предполо
жим, что шатун 2  входит с звеном АВ  в кинематическую пару 
с осью В. Тогда необходимо найти положение оси С вращатель
ной кинематической пары, в которую входит шатун 2 и звено 3. 
Рассмотрим положение точки В  звена А В  относительно прямой DEy 
(рис. 769). В первом положении точка В  образует с прямой BEi
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треугольник DE]Bit во втором положении — треугольник DB$Ea п 
в третьем положении — треугольник DB3E3. Теперь, чтобы найти поло
жение точки В  относительно прямой DE], остановим эту прямую. 
Тогда первое относительное положение точки В  совпадает с ее 
абсолютным положением В\. Второе относительное положение точки В 
будет положение В'2> которое найдем* если сторону DEt треуголь
ника DB%E% совместим с DEt. Тогда вершина треугольника займет 
положение В Третье относительное положение точки В  — положе
ние В'з — построим, если сторону DE3 треугольника D B3E3 совме

стим с DEi. В этом случае 
вершина В3 треугольника 
займет положение В3.

В движении относитель
но прямой DE  точка В  по
следовательно занимает по
ложения В% и В3. Так 
как в рассматриваемом отно
сительном движении точка Q  
шатуна 2  остается неподвиж
ной, его точка В  занимает 
положения Вх, В'г и В 3 то 
точка Ci должна быть цент
ром окружности, проходя
щей через точки B t, В'% и В ’3. 
Положение точки С опре

делим обычным путем. Соединим точки Bt, В'2 и В3 прямыми и из 
середин N  и М  отрезков BiB\ и В'2В3 проведем перпендикуляры 
М ? 1  и MCV Точка Q  пересечения этих перпендикуляров и определит 
положение оси вращательной кинематической пары Ci в первом по
ложении механизма.

Таким образом, требуемая схема шарнирного четырехзвенного 
механизма является фигурой ABiCtD. При трех заданных положениях 
звена 1 и плоскости, принадлежащей звену 3, решение получается 
единственным. При двух заданных положениях точка С может быть 
выбрана в любой точке перпендикуляра, восставленного в середине 
отрезка, соединяющего соответствующие положения точки В.

6°. Аналогично решается задача, если требуется спроектировать 
схему кривошипно-ползунного механизма. Пусть заданы три положе
ния плоскости кривошипа в виде трех последовательных положений A E it 
АЕл и АЕ3 прямой АЕ, принадлежащей этой плоскости, и три поло
жения ползуна С„ С3 и С3 (рис. 770).

Соединяем точки Еь Е2 и Е3 прямыми с точками Сц С3 и Ся. 
Получаем тогда треугольники АЕХС\, AEtCi и АЕ3С3. За начальное 
положение берем положение кривошипа, определяемое прямой АЕ\. 
Пусть кривошип входит в кинематическую пару с шатуном в точке В. 
Для определения положения точки В  строим на отрезке АЕХ треу-

Рис. 769. Построение схемы механизма шарнирного 
четырехзвенника по трем заданным положениям кри

вошипа и коромысла.



гольники АЕхС'ъ и АЕ jĈ , соответственно равные треугольникам 
Л £аС2 и АЕаС3. Искомая точка В  должна быть центром окружности, 
проходящей через точки С,, Са и С'3. Для ее определения соединяем

Рис. 770, Построение схемы кривошипно-ползунного меха* 
ниэма по трем заданным положениям кривошипа и ползуна.

прямыми точку Ci с точкой Са и точку Са с точкой Сз и из середины 
отрезков CiCa и СоС'3 восставляем перпендикуляры NBt и M Bt. Точка 
пересечения этих перпендикуляров и определит положение оси вра
щательной пары В, в которую входят кривошип 1 и шатун 2 . Та
ким образом, требуемая схема механизма яв
ляется фигурой ABxCi.

В настоящее время вопросы проектирования 
механизмов с низшими парами значительно раз
виты. В частности, решены задачи о проекти
ровании механизмов с низшими парами, звенья 
которых занимают четыре и пять заданных по
ложений, и многие другие задачи точного и 
приближенного синтеза механизмов *).

7°. Рассмотрим еще задачу о синтезе схемы 
шарнирного четырехзвенника по заданному ко
эффициенту изменения средней скорости ведо
мого звена. Пусть четырехзвенник ABCD  имеет 
ведущим звеном кривошип АВ  (рис. 771). Край
ними положениями коромысла пусть будут по
ложения DC' и DC". В этих положениях центры 
кривошипа АВ  и шатуна ВС  располагаются по одной прямой. Тогда при 
переходе коромысла из положения DC' в положение DC" кривошип 
поворачивается на угол ср", а при переходе из положения DC” в по
ложение DC' — на угол <р\ Если кривошип АВ  вращается с постоян

*) См. А р т о б о л е в с к и й  И.  И.,  Л е в и т с к и й Н .  И.,  Ч е р к у д и -  
н о в С.  А. ,  Синтез плоских механизмов, Физматгиэ, 1959.

Рис. 771. К решению задачи 
о проектировании схемы 
механизма шарнирного чс- 
тырехзвепиика по задан
ному коэффициенту изме
нения средней скорости ве

домого эвена.



ной угловой скоростью, то отношение углов поворота <р' и у"  равно

f  =  ‘r >  (28 .15)

где f  и t" суть промежутки времени, за которые кривошип АВ  
поворачивается соответственно на углы ср' и <р". За время f  и t" 
точка С пройдет пути, равные дугам:

^  С 'С '  =  kj С ’С". (28.16)

Очевидно, что средние скорости точки С при прохождении дуг С "С ' 
и С С  не будут равны. Величина средней скорости v"  при переходе 
точки С из положения С  в положение С"

р» =  — ^ С " . (2 8 .1 7 )

а величина средней скорости v' при переходе точки С из положе
ния С" в положение С'

(2818)

Разделив равенство (28.17) на (28.18) и приняв во внимание ра
венства (28.15) и (28.16), получим:

V' t” <f"

Величина К  носит название коэффициента изменения средней 
скорости ведомого звена. Из рис. 771 видно, что величина коэф
фициента К  равна

<28Л9>
Из формулы (28.19) можно определить значение угла 0, образо

ванного направлениями А С  и АС":

0 = 1 8 0 °  £ = 4 - .  (28.20) 
А “Г 1

С задачей синтеза механизма по заданному коэффициенту измене
ния средней скорости ведомого звена мы встречаемся в тех случаях, 
когда требуется, чтобы движение ведомого звена происходило с раз
личными скоростями во время прямого и обратного ходов. Например, 
с таким заданием можно встретиться при проектировании механизма 
строгального станка, механизма грохота и других механизмов, где 
требуется, чтобы средняя скорость в период прямого (рабочего) хода 
ведомого звена была меньше, чем в период его обратного (холостого) 
хода.

8°. Синтез схемы механизма шарнирного четырехзвенника по за
данному коэффициенту К  может быть выполнен следующим образом.



восставляем перпендику-

По заданному К  вычисляем, пользуясь формулой (28.20), угол 0. Да
лее, строим заданные крайние положения D C  и D C "  коромысла D C  
(рис. 772). Пусть они образуют некоторый угол ф. Точки С ' и С" 
соединяем прямой и на отрезке С С " ,  как на хорде, строим дугу, 
вмещающую угол 0. Для этого в точке С 
ляр С"п  к отрезку С " С  и при точке С  
строим угол 90° —  0. Тогда угол С ”А С ' 
будет равен 0. Через точки С ,  С"  и А  
проводим окружность L. Центр вращения 
кривошипа А В  может быть выбран в лю
бой точке на окружности L. В самом деле, 
соединив прямыми любую точку этой дуги 
с точками С' и С", мы получим угол 
между этими прямыми, равный 0. Пусть, 
например, центром вращения кривошипа 
выбрана точка А х. Тогда отрезки АхС" и 
АуС  будут равны

А хС" =  1— т и A C ' =  / + r ,

где г и I  суть длины кривошипа А В  и шатуна В С . Из этих уравне
ний следует:

А 1С  —  А 1С" =  1 + г  —  1 + г  =  2г
или

r  =  A ,B  =  A iC '~2 A 'p " .

Из точки А \ проводим дугу радиусом A t C" до пересечения с ли
нией A jC' в точке Е . Тогда отрезок Е С  получается равным 2г, откуда

ЕС’
2  ‘

Рис. 772. Построение схемы меха
низма шарнирного четырехэоен- 
ника по эаданиому коэффициенту 
изменения средней скорости ведо

мого эвена.

Откладываем от точки Л] на прямой А^С  отрезок А ХВ', рав
ный Е С /2, а на продолжении прямой ДС " — отрезок AJX', также 
равный ЕС/2. Тогда получаем четырехзвенный шарнирный механизм, 
обладающий заданным коэффициентом К-

Так как в качестве центра вращеиия звена АВ  могут быть вы
браны различные точки окружности L, то можно налагать на размеры 
звеньев механизма дополнительные условия, например, можно задаться 
длиной одного из звеньев механизма.

9°. Аналогично может быть решена задача о синтезе схемы кри- 
вошипно-ползунного механизма по заданному коэффициенту К■ Для 
этого по заданному коэффициенту К  определяем угол 0. Далее, на 
оси х  —  х  движения ползуна С (рис. 773) намечаем крайние положе
ния С  и С" ползуна. В точке С' восставляем перпендикуляр С  п. При 
точке С" откладываем угол 90° — 0. Тогда определится положение 
точки N  — одной из точек дуги, вмещающей угол 6. Проводим через



точки С', N  и С  окружность L. Центром вращения звена АВ  может 
быть выбрана любая точка окружности L. На рис. 773 в качестве 
центра вращения звена АВ  выбрана точка А х. Тогда аналогично ранее 
рассмотренному построению определится длина кривошипа АВ  и 
длина шатуна ВС. В качестве допол
нительного условия можно задать, на
пример, размер е дезаксиала.

Рис. 773. Построение схемы криво- 
шмпно-полэунного механизма по задан* 
ному коэффициенту изменения средней 

скорости ведомого эвена.

Рис. 774. К проектированию 
схемы кулисного механизма 
по заданному коэффици
енту изменения средней 
скорости ведомого эвена.

В заключение рассмотрим кулисный механизм с качающейся кули
сой. Из рис. 774 непосредственно следует, что угол 0 равен углу <|> 
поворота кулисы. Следовательно, при синтезе кулисного механизма 
коэффициент К  определяется заданным углом Ф качания кулисы, т. е.

Ш Ч - ф  
А 180° — 4- •

Этому значению К  удовлетворяют различные точки прямой Dn, 
делящей угол ф пополам. В качестве дополнительного условия может 
быть задано расстояние AD  между точками А  и D. При выборе рас
стояния AD необходимо соблюдать условие, чтобы оно было больше 
радиуса кривошипа АВ.

§  134. Задача о приближенном воспроизведении 

заданного закона движения

1°. Как было показано выше (§ 132, 7°), задача о воспроизведении задан
ного непрерывного закона движения в большинстве случаев может быть 
решена только приближенно. Рассмотрим вопрос о том, как может быть оце
нено получаемое отклонение от заданного закона движения.

Пусть спроектированный механизм A BC D  (рис. 775) шарнирного четы
рехзвенника определяется параметрами /, г  и d (см. § 132, 6 °). Пусть, далее, 
угол ii, образованный звеном CD  со стойкой, не равен расчетному углу <fp, 
который определяется заданным законом движения. Тогда разность

=  +р — 4* (28-21)
может быть принята за меру отклонения полученного решения от расчет
ного. Чем меньше максимальное значение разности (28.21) в течение задан-



ного перемещения отличается от нуля, тем точнее воспроизводится заданный 
закон движения.

Более удобно за меру отклонения принять другую величину. Предполо
жим, что параметры г  и d  остаются неизменными, а изменяется только па
раметр I, который у спроектированного механизма ABCD  имеет значение /, 
а у механизма, который в точности воспроизвел бы заданный закон движе
ния, имеет расчетное значение /р. Тогда за меру отклонения можно принять 
разность

Связь между величинами Дф и Д/ получится, если представить себе 
переход механизма от конфигурации A B C D  к конфигурации A B C pD  как по
ворот кулисы N, по которой скользит ползун М , входящий со звеном CD  во 
вращательную пару, из положения B z  в положение В гр (рис. 775). Таким

Рис. 775. К проектированию схемы механизма шарнирного четырехзвенника, воспроизиодя- 
щего заданную зависимость: а) схема условного механизма; б) план скоростей.

образом, этот переход мы можем представить как поворот кулисного меха
низма B C D  с неподвижными осями В  и D  из положения B C D  в положе
ние BCpD. При этом звено CD  поворачивается на малый угол Тогда 
с достаточной степенью точности можно считать направления малых пере
мещений точек механизма BCD  совпадающими с направлениями скоростей 
соответствующих точек. Строим план аналогов скоростей механизма BCD  
(рис. 775, б). Обозначим угол передачи B C D  через 7 . Тогда из треуголь
ника рсгс плана скоростей имеем:

или так как с точностью до малых высшего порядка имеют место равенства

(28.22)

рс v c
(28.23)

VC C z = T t

то



Таким образом, зная в каждом положении механизма отклонение А/ 
в длине шатуна и угол передачи у, можно всегда определить величину откло
нения допущенную при проектировании механизма.

Искомые параметры кинематической схемы должны быть выбраны так, 
чтобы разность Aj, (28.24) не выходила за пределы допускаемых отклонений 
от заданной зависимости. Следует при этом иметь в виду, что одновременно 
с этим должны быть выполнены дополнительные условия, определяющие 
работоспособность механизма: допустимые углы передачи у, габариты меха
низма, возможность вращения его звеньев на полный оборот и т. д. Другими 
словами, условие малого отклонения от нуля разности во многих задачах 
есть условие необходимое, но недостаточное. Поэтому практически удобный 
путь определения искомых параметров кинематической схемы состоит в быст
ром и систематическом обозрении всех возможных вариантов механизма, 
удовлетворяющих условию достаточно точного воспроизведения заданной 
зависимости с целью выявления тех вариантов, которые удовлетворяют всем 
условиям, предъявляемым к заданному механизму. После предварительного 
определения параметров кинематической схемы можно в случае необходи
мости применять аналитическое уточнение параметров механизма с целью 
уменьшения отклонения от заданной зависимости.

2 °. Графический метод предварительного определения параметров кине
матической схемы, предложенный Н. И. Левитским и Б. И. Степановым, 
поясним на примере проектирования шарнирного четырехзвенника для воспро
изведения заданной функции ^ =  it(a)  (рис. 759).

Для решения задачи выбираем на графике заданной функции т - \ - 1 
точек так, чтобы они соответствовали равным перемещениям ведущего звена 
(рис. 776). Число точек зависит от вида заданной зависимости. Рекомендуется 
выбирать такое число точек, чтобы максимальная разность между ординатой 
точки хорды, соединяющей две соседние точки кривой графика, и ординатой, 
соответствующей точки самой кривой, не превосходила допускаемого откло
нения. Затем задаемся углом размаха ведомого звена CD  (рис. 776), т. е. 
величиной фт — <jv Далее, определяем углы поворота ведомого звена CD, 
отсчитываемые от начального положения ^  —  i ôi Фз — Ф<>1 •••> Фт —  Фо-

Определив углы поворота звена CD, приступаем к графическому опре
делению искомых параметров кинематической схемы. Все построение реко
мендуется производить в возможно более крупном масштабе.

Построение начинаем с вычерчивания положений ведомого звена, соот
ветствующих равным интервалам изменения углов поворота ведущего звена, 
причем длина звена CD  может быть выбрана произвольно, так как зависи
мость между углами поворота звеньев А В  и CD  зависит лишь от относи
тельных размеров звеньев. На рис. 776 построенные положения звена CD  
обозначены через C0D, С ^ ,  . . . ,  CmD, причем 2  CiZ3C0 =  4ч—  ^ 0, Z ,C 2D C 0 =  
=  i ŝ — ib0, . . .  Далее, задавшись длиной шатуна В С , описываем из точек С 0, 
С], . . . ,  С т как из центров окружности радиусом, равным выбранной длине 
шатуна, и проводим к направлениям C 0D, C tD, . . . ,  CmD прямые под углом, 
равным минимально допустимому углу передачи f min. Участки окружностей 
с центрами С0, C t , Ст, которые оказываются заключенными между этими 
линиями, отмечены на рис. 776 жирными линиями. Очевидно, положения 
точки В  не должны располагаться на этих участках кривых, так как при 
этом угол передачи будет меньше допустимого. Выбрав положение точки В  
при некотором допустимом значении угла передачи у, найдем положение 
точки А  и длину звена А В  из условия получения равных изменений углов 
поворота ведущего звена А В  или, что то же самое, равных расстояний между 
точками В 0, В г, , Вт, представляющих собой положения точки В, соот
ветствующие данным положениям С0, С1г . . . ,  Ст точки С.

С этой целью задаемся величиной хорды В <1В 1 и, взяв ее в раствор 
циркуля, засекаем последовательно от точки В 0 окружности, проведенные 
из центров С0, С,,  . . . ,  Ст. Полученные точки, которые обозначены на чертеже



через В 0, В и . . . ,  В т, представляют собою вершины ломаной линии, которая 
с некоторой погрешностью может быть заменена дугой окружности. Центр 
этой окружности определяет искомое положение точки А , а радиус этой 
окружности — длину звена АВ. Одновременно определяется также угол раз
маха ведущего звена ат — о0 и начальные углы а0 и фо-

Однако при произвольно выбранном угле передачи ломаная линия 
В  о В у .. .  В т может значительно отличаться от дуги окружности, поэтому сле
дует построить несколько ломаных В а B t . . .  В т при разных углах пере
дачи и выбрать из них ту, которая ближе всего подходит к дуге окружности. 
Вид этих ломаных изменяется достаточно закономерно, поэтому область

Рис. 776. Графическое решение задачи о проектировании схемы механизма шар
нирного четырехзвенника.

углов передачи, при которых ломаные В 0 B t . . .  В т близки к дугам окруж
ностей, определяется практически очень быстро. Например, при длине 
хорды В йВ и принятой на рис. 776, достаточно исследовать лишь участки В'0В% 
и B'„"Bl0v.

Далее, можно применить варьирование величины хорды В 0В t, которая, 
однако, может меняться сравнительно в небольших пределах, так как нижняя 
граница этой величины зависит от максимальной величины расстояния между 
двумя соседними окружностями, проведенными из центров С0, Си . . . ,  Ст, 
а верхняя граница определяется из условия расположения точек В 0, B lt . . . ,  Вт 
на участках, соответствующих допустимым углам передачи на всем интер
вале изменения углов поворота ведущего звена. Во избежание затемнения 
чертежа рекомендуется для каждой величины хорды В аВ 1 оставлять лишь 
одну ломаную B0Si В т, наиболее близко подходящую к дуге окруж
ности.

Предложенный прием позволяет на одном чертеже непосредственно оп
ределять пять параметров кинематической схемы (относительные длины 
звеньев d  и г, начальные углы и и угол размаха а ведущего звена). 
Выбор указанных пяти параметров обеспечивает обычно в первом прибли



жении достаточную точность воспроизведения заданной зависимости. В слу
чае необходимости можно, однако, применить также варьирование остальных 
параметров, производя указанные построения при различных длинах ша
туна ВС  и при различных углах размаха ведомого звена СО. Следует 
отметить лишь, что при изменении длины I шатуна ВС  область получе-

дуге окружности, сохраняет обычно 
участкам, отмеченным жирными ли

ния ломаных В 0 В 1 . . .  В т, близких к 
свое расположение по отношению к 
ниями.

Аналогично выполняются построения для кривошипно-шатунного меха
низма и других видов четырехзвенных механизмов.

Синтез многозвенных механизмов, образованных путем последователь
ного соединения четырехзвенных механизмов, осуществляется путем после
довательных приближений — сначала подбираются размеры первого четырех

звенного механизма (считая от ведомого звена), 
затем, полагая выбранные размеры первого 
механизма заданными, подбираются размеры 
второго механизма и т. д.

3’. Рассмотренный графический метод пред
варительного определения параметров кине
матической схемы дает возможность получить 
приближение к данной зависимости в пределах 
точности графических построений. В приборо
строении, однако, часто требуется получение 
столь малых отклонений от заданной зависи
мости, что они не могут быть выявлены с по
мощью только графических методов. В этих 
случаях после предварительного выбора пара
метров кинематической схемы надо произвести 

их уточнение с целью уменьшения отклонения от заданной зависимости. Это 
уточнение желательно выполнить из условия обращения в минимум макси
мального значения разности (28.24).

Принимая во внимание, что при надлежащем выборе размеров механизма 
разности длин / и /р (рис. 775) малы, можно характеризовать отклонения от 
заданной зависимости также величиной Д, которую примем равной

д =  Д/ (I +  /р) =  (/ -  /р) (/ +  /р) =  I2 -  /». (28.25)

Эта разность получается при умножении отклонения Д/ на коэффициент 
(/ +  /р), мало отличающийся от постоянной величины, равной 2 /.

Связь между величинами Д6  (28.24) и Д (28.25) получится, если вели
чину ДI из формулы (28.25) представить в виде

Рис. 777. Векторный контур пяти- 
эвенного механизма, применяемый 
для определения погрешности, по- 
лучающейся при проектировании 
схемы механизма шарнирного че

тырехзвенника.

1 + 1  р
д

27'
(28.26)

так как / -f- : 2/.
Подставляя выражение (28.26) в формулу (28.24), получаем:

А  -  Д  

^ 2 /л sin 7 '
Аналитические выражения функции Д можно получить, если для опре

деления ее величины спроектировать схему пятизвенного механизма на на
правление оси А х  (рис. 777) и на направление оси А у  и затем исключить угол S 
наклона шатуна к оси А х . Имеем согласно уравнению (28.10)

=  d- г 2 \ 2 d r  cos ф — 2d cos а —  2 г  cos (ф — а).
Далее, учитывая условие (28.25), получаем:

Д = 1 -  — С’0 =  2r cos — “ ) +  2d  cosa — 2dr  cos ^ -f- la —  d 1 — r 3—  1. (28.27)



Из условий минимума функции Д для уточнения выбранных параметров 
кинематической схемы достаточно вычислить три или четыре параметра, 
определив значение остальных параметров непосредственно из чертежа ме
ханизма, осуществляющего приближенно заданную зависимость.

4°. Рассмотрим вычисление трех параметров механизма. Пусть, например, 
требуется вычислить относительные размеры звеньев г, d  и /. Тогда функ
ция Д (28.27) может быть представлена в следующем виде:

Функции F (a), <р0 (a), tpi (а) и ср2 (at) известны, так как для каждого выб
ранного значения угла а можно, зная величины а0 и ^oi вычислить соответ
ствующий угол ф. Коэффициенты А, р 0, p t и p s зависят от вычисляемых 
параметров механизма. Для определения их используем условия обращения 
в минимум суммы

где Д/ —  величина Д при а =  аг.
Из теории приближения функций известно, что для функции вида (28.28) 

величины коэффициентов р 0, p t и p s, при которых достигается минимум 
суммы S, определяются из системы линейных уравнений

Коэффициенты с*,- и f* в уравнениях (28.38) вычисляются по формулам

Для определения искомых размеров звеньев механизма подсчитываем 
для выбранных т - 1 - 1 точек значения функций F (a), 'f0 (а) и fi (a ) по фор
мулам (28.29), (28.30) и (28.31) и коэффициенты к* и с*,- по формулам (28.40) 
и (28.39).

После решения системы уравнений (28.38) находим искомые размеры 
механизма в соответствии с формулами (28.34) —  (28.36).

Для вычисления отклонений от заданной зависимости определяем по 
формуле (28.27) значения функции Д и затем по формуле

Д =  A [F(a) —  р 0 ?0  ( a )—  P tf i  (а) —  p # s (и)]; 
F  (а) =  cos а;

¥ 0  (а) =  cos ф;
<р, (а) =  COS (ф — а );
«Рз ( ° ) = 1 ;

Ро =  П
А  =  2d\

(28.28)
(28.29)
(28.30)
(28.31)
(28.32)
(28.33)
(28.34)

г
(28.35)

d* +  г 2 +  1 —  I2 
2d (28.36)

(28.37)
i =  o

(28.38)

( =  от
(ft =  0, 1, 2; i =  0, 1, 2), (28.39)

1 =  0 
i =  m

(28.40)
i =  0



искомые отклонения, причем значения sin ? определяем графически из по
строенных планов механизма или аналитически.

Аналогично решается задача при других комбинациях трех искомых па
раметров механизма.

В случае необходимости можно применить вычисление четырех и более 
параметров кинематической схемы *).

§  135. З а д а ч а  о воспроизведении задан н ой  траектории

Г. Для решения задачи о воспроизведении заданной траектории можно 
воспользоваться аналитическими методами или методами, основанными на 
комбинации графических построений и аналитических вычислений. При по
мощи аналитических методов еще в прошлом столетии академик П. J1. Че
бышев создал несколько механизмов, в которых шатунная кривая очень мало 
отличается от отрезка прямой линии или от дуги окружности. В .дальней
шем при помощи этих методов были решены еще несколько частных задач
о воспроизведении некоторых кривых при помощи механизмов с низшими 
парами. Эти решенные задачи, однако, не охватывают всех практически

важных задач, которые возникают 
при синтезе механизмов с низшими 
парами для воспроизведения задан
ной траектории и являются весьма 
трудоемкими. Более доступны ме
тоды, основанные на предваритель
ном определении параметров кине
матической схемы при помощи гра
фических методов с последующим 
аналитическим уточнением выбран
ных параметров.

Для шарнирного четырехзвенни
ка A B C D  (рис. 778), в котором не
которая точка М  шатуна В С  должна 
точно или приближенно двигаться 
по заданной траектории т  — т, под
лежат определению девять параметров 

кинематической схемы: длины звеньев а, Ь, с, d, размеры, определяющие 
положение точки М  на шатуне, т. е. размер k  и угол f, и параметры, уста
навливающие положение механизма относительно заданной траектории, т. е. 
координаты х А и у д  центра А  и угол р.

Для предварительного графического определения этих параметров зада- 
с к с -1 (рис. 779) положением точки А  относительно заданной траектории 
(координатами х д и у А), а также длинами А В  =  а и B M  =  k. Перемещая 
точку М  по заданной траектории т  — т и точку В  по окружности радиуса 
А В  =  а, описанной из центра А , вычерчиваем траектории различных точек, 
жестко связанных с отрезком В М . Из всех построенных траекторий выби
раем ту траекторию, которая на всем своем протяжении наиболее подходит 
к дуге окружности или к полной окружности. Радиус этой окружности оп
ределяет размер CD =  c, а положение центра окружности D  — длину стойки 
A D  =  d. Положение же выбранной точки С  дает длину шатуна ВС  =  Ъ и 
угол f  наклона отрезка В М  к отрезку ВС. Если полученное приближение к 
заданной траектории является слишком грубым, то можно, изменив распо
ложение центра А  относительно заданной траектории или выбрав другие 
значения размеров А В  =  а и В М  =  k, вновь произвести указанные построения.

Рис. 778. К проектированию схемы механизма 
шарнирного четырехзвенника, точка шатуна 
которого описывает заданную траекторию.

*) А р т о б о л е в с к и й  И.  И.,  Л е в и т с к и й  Н.  И.,  Ч е р к у д и -  
н о в С. А., Синтез плоских механизмов, Физматгиз, 1959.



Рассмотренный метод дает возможность получить приближение шатун
ной кривой к заданной траектории в пределах точности графических пост
роений. Если необходимо повысить точность приближения к заданной траек
тории, то после графического определения параметров кинематической схемы 
можно применить аналитическое вычисление трех и более параметров при 
помощи метода, аналогичного указанному в § 134.

Механизмами с низшими вращательными и поступательными парами 
могут быть точно воспроизведены любые алгебраические и многие трансцен
дентные плоские кривые *).

2°. Кроме механизмов для воспроизведения заданной траектории в технике 
имеют распространение механизмы для преобразования кривых, из которых 
наибольшее применение имеют м еханизм ы  пант ограф ов.

Пантографы предназначены для подобного преобразования кривых. Про
стейший вид пантографа, пантограф Шейнера, показан на рис. 780. Он пред
ставляет собой шарнирный параллелограмм A B C D , в котором точка О, лежа
щая на продолжении стороны А В , неподвижна. Если из этой точки провести 
произвольную прямую и отметить ее точки пересечения M lt М 2, М3 с дру
гими сторонами параллелограқма, то можно заметить, что в силу свойств 
параллелограмма эти точки при любом положении пантографа лежат на одной 
прямой и расстояния их от точки О  находятся в одном и том же постоян
ном отношении:

Следовательно, кривые, описываемые точками M t, М 2 и М 3, являются 
подобными и подобно расположенными кривыми с центром подобия в точке О.

3°. Пантограф Шейнера, показанный на рис. 780, предназначен для подоб
ного уменьшения или увеличения кривой. Если же необходимо произвести 
также поворот кривой на некоторый угол, то можно применить пантограф 
Сильвестра (рис. 781). Он также представляет собой шарнирный паралле
лограмм ABC D , в котором точка А  неподвижна, а точки M t и М 2 представ
ляют собой вершины подобных треугольников В М ,С  и D C M S, с углом а при 
вершинах В  и D. Траектории точек и М г при этих условиях подобны

Рис. 779. Шатунные кривые механизма шарнирного 
четырехзвенника.

Рис. 780. Схема пан
тографа Шейнера.

О М , : OMs : OMs =  О А : О В :  (ОВ  +  СМ,).

•) А р т о б о л е в с к и й  И. И., Теория механизмов для воспроизведе
ния плоских кривых, Изд. АН СССР, М., 1959.



кривым, повернутым одна относительно другой на угол а, с коэффициентом 
подобия к, который может быть определен из соотношения

а _  A M t _  В М , _  АВ  
' ’ '  AD  ~А М \ AD  D M \' (28'41)

Для доказательства указанных свойств пантографа следует вывести 
соотношение (28.41) и показать, что z. М ,А М 2 =  а.

Из подобия треугольников С В М , и D CM 2 имеем:
В М , _  DC  
В С  ~ D M 2 ‘

Принимая во внимание, что DC =  А В  и В С  =  A D , получаем:
В М , _  A D  
А В  D M a •

По свойству параллелограмма Z. С В А  =  L AD C  и, следовательно, 
Z A B M t =  A D M 2. Отсюда следует подобие треугольников Af, В  А  и A D M 3

Рис. 782. К доказательству теоремы 
Робертса — Чебышева.

и на основании подобия последних соотношение (28.41). Из подобия тех же 
треугольников следует:

L  АМ,В =  L  MSAD.
Далее, вследствие параллельности сторон AD и ВС мы имеем: 

L M,AD =  L М,АМ2 +  Z M2AD =  L М,ЕС  =  а - f  AM,В =  а +  М2AD.
Следовательно,

L M,AMS =  а.
4°. На основании свойств пантографа можно доказать теорему Роберт 

с а — Чебышева, согласно которой одна и та же шатунная кривая шарнир
ного четырехзвенника может быть в общем случае воспроизведена тремя 
различными четырехзвенными механизмами.

Пусть точка М шарнирного четырехзвенника 0 ,А ,В ,0 2 (рис. 782) опи
сывает некоторую шатунную кривую. Присоединим в точках JH и О, двух
поводковую группу МА20 2 так, чтобы образовался пантограф Сильвестра. 
Тогда траектория точки В2 будет подобна траектории точки А, и, следова
тельно, точка В3 будет описывать дугу окружности, радиус которой равен 
радиусу OiAx, умноженному на отношение подобия k. Центр Оэ этой окруж-



ности на основании свойств пантографа определяется из условия, что тре
угольник 0 , 0 S0 3 подобен треугольнику A J iJ A .

Соединив точки и 0 3 при помощи звена, входящего в две враща
тельные пары, мы не нарушим подвижности механизма. Отсоединив же 
исходный четырехзвенник Oj/USiOo, получим преобразованный механизм 
0 sA 2B 30 3, точка М  которого описывает ту 
же кривую, что в исходном механизме.
Аналогично можно получить третий четы
рехзвенный механизм 0 ,А гВ 30 3, описыва
ющий ту же шатунную кривую.

Если точка М  лежит на линии, соеди
няющей центры шарниров шатуна, то пан
тограф Сильвестра превращается в панто
граф Шейнера и соответственно подобие 
треугольников переходит в пропорциональ
ность отрезков (рис. 783):

А,М МВй _ А 3В3 __0t03 
Afii “  МЛ2 — А3М ~~ OlOs

Рис. 763. К доказательству теоремы 
Робертса—  Чебышева.

Первым механизмом является механизм вторы м— 0 И , 5 а0 а и
третьим —  OsA 2B's0 3.

§  136. Условия сущ ествования кривошипа

1°. Вопрос о соотношениях между длинами звеньев четырехзвен
ных механизмов имеет весьма большое значение при синтезе этих 
механизмов. Поэтому необходимо выяснить, каковы эти соотношения 
у четырехзвенных механизмов, выполняющих раз
личные заданные движения.

Связь между размерами звеньев четырехзвен
ных механизмов и их движением может быть пред
ставлена математически в виде некоторых нера
венств.

Пусть дан механизм шарнирного четырехзвен
ника ABCD  (рис. 784), у которого длины звеньев 
обозначены через а, Ь, с и d. Требуется выяс
нить, при каких условиях звено А В  будет кри
вошипом и будет поворачиваться на угол 360°, 
если принято, что a< ^b <^с <^d. Соединим точки 
В  и D прямой и обозначим расстояние BD  через / .  Тогда из тре
угольника ABD  следует:

/ 2 =  a 3 - f -  d i —  2 a d  cos <p, (28.42)

Рис. 784. К определе
нию условий возможно
сти существования кри- 
вошипа механизма шар
нирного четырехзвен

ника.

а из треугольника BCD
b - \ - c ^ с  —  b 

Из выражения (28.42) получаем:
a *  -j- d *  — / 2

2 ad COS <р.



Принимая во внимание неравенства (28.43), имеем:

<23 +  d 2 — (£ +  с) 3 _  ,0 о ААЛ— —— 2 a d  - - - -s; cos ср, (28.44)

e 2 +  d 3 —  ( с —  6)» , „ S A n  — T— 2-j --------- S s cos cp. (28.45)

Если звено а  поворачивается на угол 360°, то угол ср принимает 
значения от 0 до 360°, и cos ср меняется в пределах от - f - 1 до — 1. 
Так как левая часть неравенства (28.44) должна быть меньше наи
меньшего значения cos ср, а левая часть неравенства (25.45) должна 
быть больше наибольшего значения cos ср, то

a* +  d * - ( b + c y  _  , a* +  d * - ( c - b y  _  , ,
----------- ш -----------------------------------------ш -----------

Из этих неравенств имеем:

a3 -j- d3 — b3 — 2be — с- ^  — 2ad, 
a3-j- d 3 — b3 +  2Ьс — с3 ̂  +  2ad.

Отсюда перенесением членов получаем:

a3 -j- 2ad  -j- (fi ^  b3 -f- %bc -|- c3, 
a 2 — 2ad - \ - d 3^ b 3 — 2be -j- c2

или
(л +  й02^ (£  +  с)\ (d —  a)3^ ( b  —  e f ,  

или окончательно

й  +  (2 8 -46) 
d  — a ^ b  — c. (28.47)

Неравенство (28.47) может быть представлено так:

d  с a “I- b,

но последнее неравенство вытекает из принятого ранее условия 
a < ^ b < ^ c < ^ d ,  т. е. неравенство (28.47) не дает никаких новых 
условий.

Из неравенств (28.46) и (28.47) следует: чт обы  в ш арнирном  
чет ы р ехзвен н и ке , у  кот орого  ст ороны  у д о в л е т во р я ю т  у с л о в и ю  
a < ^ b < ^ c < ^ d , звено  а бы ло кривош ипом , н ео б хо д и м о , чт обы  с у м м а  
длин наим еньш его  и наибольш его  зве н ье в  была м ен ь ш е или  равна  
с у м м е  длин д в у х  д р у ги х  звеньев.

2°. Аналогичными рассуждениями могут быть найдены необходимые 
соотношения между звеньями шарнирного четырехзвенника и для всех 
других случаев, как, например, когда требуется, чтобы звено а было 
кривошипом или чтобы одновременно звенья а и с были кривоши
пами и т. д. Решение для всех этих случаев сводится к решению 
соответствующих треугольников.



С помощью условий (28.46) и (28.47) можно показать, что если 
в механизме, у которого a< ^b  <^с < ^d  (рис. 784), сделать неподвиж
ным звено b или d, то получим кривошипно-коромысловый механизм. 
Если неподвижным сделать наименьшее звено а, то механизм будет 
двухкривошипным, и, наконец, 
если неподвижным сделать зве
но с, то механизм превращается 
в двухкоромысловый.

Рис. 785. К определению условий возможности су
ществования кривошипа кривошипно-ползунного 

механизма.

чаев расположения звеньев 
шарнирного четырехзвенника 
и соотношений между их раз
мерами приводит к обще
му условию, которое может 
быть сформулировано так.

Все шарнирные четырехзвенники распределяются по двум  
группам. К  первой относятся те, у  кот орых сумма наименьшего 
и наибольшего звеньев меньше или равна сумме двух других 
звеньев; ко второй —  в которых эта сумма больше суммы  
остальных. Механизмы первой группы 
при постановке на наименьшее звено 
представляют собой двухкривошипные

Рис. 7S6. К определе
нию условий возможно
сти существования кри
вошипа кулисного ме
ханизма с вращающейся 

кулисой.

Рис. 787. К определе
нию условий возможно* 
сти существования кри
вошипа механизма с 
качающейся кулисой.

механизмы , при постановке на звено, смежное с наименьшим , —  
кривошипно-коромысловые, причем кривошипом служит наимень
шее звено , а при постановке на звено, противоположное наимень- 
шему, —  двухкоромысловые. М еханизмы второй группы все двух- 
коромысловые.



3°. Если подобно шарнирному четырехзвеннику написать соотно
шение между размерами звеньев кривошипно-ползунного механизма 
(рис. 785), то получим, что звено а будет кривошипом, если

а<^Ь  — е,

где е есть дезаксиал. Звено а будет коромыслом, если

а ]>  b — е.

Наконец, для кулисного механизма (рис. 786 и 787) из очевидных 
геометрических соображений следует, что звено с (кулиса) будет 
кривошипом, если

а d  - ( -  е.

Кулиса с будет коромыслом, когда
а<^ d  - f -  е.

В первом случае мы получаем так называемый механизм вращаю
щейся кулисы (рис. 786); во втором случае мы получаем механизм 
качающейся кулисы (рис. 787).

§  137. О пределение ош ибок м еханизм ов

Г. В рассмотренных задачах синтеза механизмов мы определили пара
метры механизмов, удовлетворяющие заданным законам движения, отдельным 
динамическим характеристикам и выбранной структуре. Спроектированные 
кинематические схемы механизмов можно назвать теоретическими гурмяии 
к л п  теоретическими механизмами, так как при подборе параметров в теоре
тических схемах механизмов принималось, что все элементы кинематических 
пар являются геометрически точно выполненными, отсутствуют зазоры 
в кинематических парах, размеры всех звеньев не отклоняются от спроек
тированных, оси кинематических пар расположены так, как это предусмо
трено структурой механизмов.

В реально построенных механизмах действительные его параметры могут 
отличаться от теоретических вследствие неточности изготовления звеньев 
и элементов кинематических пар, неточности монтажа механизмов, износа 
элементов кинематических пар при работе механизмов и т. д.

Отклонение действительных параметров механизма от теоретических 
носит название ош ибки м еханизм а . Учет всех возможных ошибок реальных 
механизмов представляет весьма сложную задачу, так как эти ошибки зави
сят от технологии изготовления деталей механизмов, условий сборки звеньев 
механизма, условий его эксплуатации и т. д. Раздел теории механизмов, 
занимающийся исследованием ошибок механизмов, происходящих от различ
ных факторов, исследованием влияния этих ошибок на кинематику и дина
мику механизмов и синтезом механизмов с учетом возможных ошибок, носит 
название теории точности м еханизм ов.

В настоящем параграфе мы рассмотрим только вопрос о том, как можно 
для простейших механизмов определять основные возможные ошибки.

2°. Назовем ош ибкой полож ения м еха н и зм а  разницу положений ведо
мых звеньев действительного и соответствующего теоретического механиз
мов при одинаковы х п о лож ениях  ведущих звеньев обоих механизмов. 
О ш ибкой перемещ ения  тогда можно назвать разницу перемещений ведомых



звеньев действительного и теоретического механизмов при одинаковы х пере
м ещ ениях  ведущих звеньев обоих механизмов. Рассмотрим вопрос о том, 
как могут быть определены ошибки положений механизма. Если известны 
параметры q lt qs, q3, , qm теоретического механизма, то параметр р ,  опре
деляющий положение ведомого звена, будет всегда некоторой функцией от 
параметров q u q„  q3, . . .  , q m, т. е.

P — Р (Я 1> Qa> ••• > Qm)- (28.48)

Например, для механизма шарнирного четырех- г  
зэенника (рис. 788), у которого ведущим является 
кривошип 2, за параметр р может быть принят 
угол <fu , образованный звеном 4 со стойкой 1. Пара
метрами q x, <7 2, q3, . ..  , qm могут быть длины /2,
/а, / 4 звеньев, и функция (28.48) будет иметь вид

Ун ---1 (1ц 2̂1 h t U)- (28.49)

Рис. 788. К определению 
зависимости угла наклона 
коромысла от длин звеньев 
механизма шарнирного че

тырехзвенника.
В действительном механизме параметры q u  q„,

Чз> . Чт могут отличаться от теоретических их значений на малые вели
чины A<7 i, Д^2, Aqz, . . . ,  Aqm. Следовательно, и п а р ам етру  будет также 
отличаться на некоторую величину Др, и для действительного механизма 
будем иметь:

Р +  АР = / [ ( ? «  - М ? . ) ,  (?. +  t y . ) ..........(Qm +  bQm)}- (28.50)
Разлагая правую часть равенства (28.50) в ряд Тейлора и ограничиваясь 

в виду малости величин Aqlt Дqlt Дq3, Дqm членами первого порядка, 
получаем:

p  +  Ap =  p + V -A q 1 + y - A q s +  +  (28.51)

Вычитая из равенства (28.51) равенство (28.48), получаем:

+ я г „ ц -
(28.52)

Это выражение дает величину суммарной ошибки положения Ар  ведо
мого звена как сумму ошибок, возникающих от отклонений параметров дей
ствительного механизма от теорети
ческого. Если для каких-нибудь двух 
положений ведущего звена определены 
ошибки положения (A/»)i и (Ар)», то 
ошибка перемещения на этом интервале 
будет равна разности ошибок положе
ний, т. е.

АП1_, =  (Ар)г - ( А р ) 1. (28.53)

3°. Рассмотрим вопрос о том, как 
могут быть определены ошибки поло
жения механизмов, происходящие от ошибок в длине их звеньев. Пусть, 
например, требуется, определить ошибку положения (Ь хс )!з точки С  пол
зуна 4 (рис. 789) кривошипно-ползунного механизма А БС , происходящую от 
ошибки Д/, в длине /,  шатуна 3. Как это было показано в § 37,3°, коорди
ната х с , определяющая положение точки С, равна

1Ч|С. 73J. К определению оаигбки положе
нии ползуна кривошипно-ползунного меха

низма.



Согласно равенству (28.52) имеем:

Величина частной производной 
дх„

(28.55)

(28.56)

Подставляя в равенство (28.55) выражение из (28.56), получаем значение 
ошибки положения (А хс )1з:

(А хг ), =  Д/ 3 /з -. (28.57)
sin2 ср.

Аналогично может быть найдена ошибка положения (A*c )/2> происхо
дящая от ошибки Д/ 3 в длине ls кривошипа 2:

дх„
(28.58)

Величина частной производной

дл:. /о sins в»
ТП =  COS <ps — ------------- -

] / /§  —  l\  sin2 <р2

Следовательно,
/* ч *, I  sin2 «в(Д*с )/ = Д / 2 (со3 ? 2 - ? _ !

sn r  <р2

(28.59)

(28.60)

Суммарная сшибка положения Ддг точки С. согласно равенству (28.52) 

Ь хс  =  (Ь хс )к  +  (Ь хс )к . (28.61)

4°. Как это было показано выше, во многих случаях аналитические выра
жения для перемещений теоретических механизмов являются сложными.

Рис. 790. Преобразованный кривошипно-ползунный механизм 
с изменяющейся длиной кривошипа: а) схема механизма; 

6) план малых перемещений.

Поэтому для определения ошибок положения можно использовать метод 
планов малых перемещений для преобразованных механизмов.

Пусть, например, требуется определить ошибку ( д * 'с ) ; 2 перемещения 
точки С  от ошибки l s кривошипа 2 (рис. 789). Ошибку можно определить,



если считать, что точка В  может переместиться (рис. 790, а) вдоль оси А В  
звена 2  на величину ±  Д/а. В зависимости от того, увеличивает ли ошибка 
Д/ 2 длину 12 звена 2 или ее уменьшает, мы как бы останавливаем криво
шип 2 и вводим дополнительный ползун 5, который может скользить вдоль 
оси А В  кривошипа 2. Такой механизм называется преобразованным м е х а 
низм ом . Если теперь сообщить ползуну 5 перемещение, например А[2, 
то перемещение (Д*с ) можно найти, если построить план малых перемеще
ний (рис. 790, б) как обыкновенный план аналогов скоростей. На этом плане 
отрезок (рЬ) пропорционален Д/2, а отрезок (р с ) -Ь (^ x c )t2- Естественно, что 
из-за малости величин ошибок планы малых перемещений надо строить, 
применяя соответствующие масштабы и откладывая отрезок (рЬ), пропор
циональный Д/ 2 в соответствующем направлении в зависимости от его 
знака.

Из треугольника pbc (рис. 790, б) можно получить аналитическое выра
жение (28.60) для ошибки (Длгс ),2.

На рис. 791, а показан преобразованный механизм для определения 
ошибки (A xc )ls от ошибки Д/ 3 звена 3. Если принять, что ошибка М 3 имеет 
знак минус, то план малых перемещений будет иметь вид, показанный ма

рис. 791, б. Ошибки (Д* с ) ( 2 и (Л* с ) ; 8 имеют один и тог же знак. Следова
тельно, суммарная ошибка А хс  равна

Д^с  =  (Д^ с ) /2  +  (Джс )гз. (28.62)

Если ошибка Д/2 звена 2 имела бы знак плюс, то ошибки (Д*с );2 и 
(Дл-с )/з имели бы разные знаки и суммарная ошибка Ахс  была бы равна 
разности ошибок

Д*с  =  (Дл:с )/а - (Д .* :с ),2. (28.63)

5°. Методом планов малых перемещений можно определить ошибки поло
жений и в механизмах с высшими парами. На рис. 792, а показан кулач
ковый механизм. Пусть требуется определить ошибку положения А хс  точки С 
толкателя от ошибки Дг в радиусе г  ролика 3 и от ошибки Др в радиусе 
кривизны р кулачка 1 в точке соприкасания D. Так как заменяющим меха
низмом является кривошипно-ползунный механизм A B C  с переменным по 
длине шатуном В С , то для определения ошибки преобразованный механизм 
аналогичен механизму, показанному на рис. 791, а поэтому из точки р  плана 
малых перемещений (рис. 792, б) откладываем в направлении, параллельном 
нормали, сумму ошибок Дг +  Др, а из точки Ь проводим перпендикуляр 
к направлению нормали п —  п до пересечения в точке с с направлением, 
параллельным оси движения толкателя 2, проведенным через точку р.

Отрезок (рс) пропорционален ошибке А хс  перемещения точки толка
теля 2.



Из плана малых перемещений (рис. 792, б) следует:

А х , Дг +  Др (28.64)

6 ". Учет ошибок положения, возникающих в результате зазоров в кине
матических парах, является более сложным, ибо для решения задачи необ
ходимо установить точку соприкасания элементов пары и определить,

О)

&г+йр

Рис. 792. К определению ошибок положений кулачкового механизма: а) схема механизма;
б) плац малых перемещений.

в каком направлении выбирается зазор. На рис. 793 ' показаны схематично 
взаимные положения элементов пары В  кривошипно-ползунного механизма 
(рис. 794). Обычно точка D  соприкасания элементов пары звеньев 2 и 3  при
нимается в направлении действия реакции Р аз или Р ю. Это направление 
может быть определено только после кинетостатического расчета механизма. 
Пусть это ргть направление п п. Тогда провидим на схеме механизма

(рис. 794, а) через точку В  направление п —  п. Ползун 5 преобразованного 
механизма, показанный на рис. 794, а пунктиром, имеет возможность дви
гаться вдоль направления п — п. Строим план малых перемещений 
(рис. 794, б), откладывая ошибку Дт  от зазора в паре В  в направлении 
п — п. Ошибка положения Длгс  точки С  оказывается пропорциональной 
отрезку (j>c). Величина Д.гс определяется из плана малых перемещений



Более сложные случаи ошибок положений, возникающих вследствие 
перекоса осей и направляющих, неточностей радиусов кривизны и т. д., мы

Ь

не рассматриваем. Все эти вопросы подробно исследованы в работах 
Н. I . Бруевича и его учеников *).

В заключение отметим, что решение задач синтеза механизмов в настоя
щее время в основном может вестись с помощью современных счетно
решающих машин, позволяющих производить расчет многочисленных вариан
тов механизмов, из которых конструктором могут быть выбраны оптимальные.

Б р у е в и ч  Н. Г., Точность механизмов, Гостехиздат, 1946.
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--- динамический 19, 268
---кинематический 19
--- силовой 268
---структурный 19
Аналог скорости 139
—  ускорения 139
Антипараллелограмм шарнирный 25, 105, 107

Бицентроида 509

Вариатор скорости 42, 222 
Вектор главной точки 361 
Вид кинематической пары 52 
Водило 35, 23В
Воспроизведение заданного закона движение 

679, 694
—  заданной траектории 700 
Время выбега 384
— движения л̂ еданизма полное 3S4
—  машинного'агрегата 493
—  разбега 384
—  установившегося движения 3S4 
Высота головки зуба 535
—  ножки зуба 535

Геликоид развертывающийся 583 
Гипоциклоида, ее построение 577 
Глобоид 603 
Годограф скорости 181
—  ускорения 181 
Головка зуба 535
Группа двухповодкооая88, 91, 144— 147,160— 165. 

326, 329, 334, 336
— пятиповодковая 92
—  семиповодковая 147
—  трехповодковая 89, 91, 146, 147, 173, 330
—  четырехповодковая 92
—  И класса 89
—  111 класса 89, 92, 99
—  IV класса 90, 91

Движение вхолостую 3S9
—  механизма начальное 140, 169
— —  основное 140
--- переносное 140
--- периодическое 385
—  —  перманентное 167 
Дезаксиал 27
Диаграмма кинематическая 179, 182
—  мощности 275
—  работы 274
—  регулятора равновесия 492

Динамика механизмов 268 
Дифференциал 234
—  конический автомобильный 237« 233 
Дуга зацепления 548, 580
—  скручивания 583

Заклинивание механизма 522 
Замыкание геометрическое 57
—  силовое 33, 35, 57 
Зацепление беззазорное 564
—  внешнее 530
—  внутреннее 531, 579 
—* глобоидное 603
—  зубчатое 34 
 внешнее 578
--- циклоидальное 576, 577, 679
---цилиндрическое 34
—  косозубое с неэвольвентным профилем 

зубьев 587
—  Новикова 587 , 588
—  октоидальное 596
—  реечное цилиндрическое 34
—  тороидное 603
—  цевочное 581
—  червячное 607 
Звено базисное 89
—  ведомое 62
—  ведущее 62
—  гибкое 43, 303
— , его условное изображение б8, 69 
— , —  элементы 20
—  зубчатое 34
—  начальное 62
—  неподвижное 20
—  подвижное 20
—  приведения 405
—  системы автоматического регулирования 

489
Зуб зубчатого механизма 34
—  укороченный 563

Интерференция зубьев 563

Катаракт 480 
Качение чистое 299 
Класс группы 92
—  кинематической пары 50
—  контура У2
—  механизма 94
Классификация механизмов 83, 85 
Колебания собственные (свободные), их час

тота 380
Колеса фрикциоииые конические 221 - 
Колесо винтовое 38
—  гипоидное 699



Колесо зубчатое 34
— —  гиперболоидное 39, 599
— — гипоидное 39
—  коническое 218, 227, 669— 596
—  маховое 461
— нулевое 566
—  отрицательное 566
—  положительное 566
—  с косыми зубьями 583
— с шевронными зубьями 586
—  солнечное 236
—  стандартное 537
—  центральное 35, 236
—  цилиндрическое круглое 34
—  —  некруглое 34
—* — с винтовыми зубьями 583
--- с прямыми эубьями 582'
—* —  со ступенчатыми зубьями 583 
---  эквивалентное 594
—  червячное 38, 603
—  шевронное с промежуточным желобком 587 
Контур рейки исходный 565
Конус дополнительный 593
—  начальный 590
—  основной 590
—  трения покоя 286
Координата обобщенная механизма 64 
Коробка скоростей 240
--- зубчатая 243, 244
Коромысло 22, 631
Коэффициент времени работы механизма 621
—  вязкости динамический 295
—  динамичности 457
—  жидкостного трения 295
—  запаса сцепления 303
—  изменения средней скорости ведомого зве- 

на 692
—  неравномерности движения механизма 456, 

459
—  нечувствительности 483
—  перекрытия 550
—  полезного действия 388, 393,396
----- винтового механизма 398, 399
----- наклонной плоскости 398 —  общий 391
—    планетарного механизма 400
-----  червячного механизма 399
—  потерь в механизме 389
—  саморегулирования машинного агрегата 

494
—  сдвига 567
—  скольжения зубьев 552
—  сцепления 298
—  трения качения 298
---  клинчатого ползуна 289
--- покоя 280, 298
Крест мальтийский 37 
Кривая огибаемая 123
—  огибающая 128
—  циклическая 675
—  циклоидальная 534
—  шатунная 147, 148 
Кривошип 22
Кривые взаимоогибаемые 128, 131, 505 
Критерий устойчивости Михайлова 502
--- Рауса —  Гурвица 502
Круг перегибов 126
—  перемены 126
—  поворотный 126, 134
—  трения 293
—  эвольвентный 534
Крутизна статической характеристики 491 
Кулачок 31, 517 
— . его профиль 31
—  пазовый 631, 632 
Кулиса 23

Линия винтовая 56
—  действия 108, ПО
—  зацепления 519, 545
—  — центроид 517
—  центробежной силы 485
—  центров 108, 110

Масса корректирующая 381
—  приведенная 418 
Маховик 461, 462
— , его характеристики 469 
Машина 13
—  балансировочная 379 
Машины информационные 14
—  кибернетические 14
—  контрольно-измерительные 14
—  контрольно-управляющие 14, 15
—  логические 14
—  моделирующие 14
—  счетно-решающие 14
—  технологические 14, 15
—  транспортные 14, 15
—  энергетические 14, 15
Метод Жуковского 409, 410, 413, 471
—  замещающих точек 312
—  кинематических диаграмм 179, 182
—  обращения движения 207, 208
—  особых точек 173, 176
—  планов сил 322
—  приращений 186
—  разъединения шарнира 147
—  точек Ассура 173 
Механизм 16, 62
—  бесступенчатой передачи 222
—  винтовой трехзвенный 40, 82, 253— 255
—  винтовых колес 38
—  винто-рычажный для перемещения коро

мысла 40
---  рулевого управления 40
—• воспроизводящий' логарифмическую зави

симость 680
—  вращающейся кулисы 706
—  гидравлического привода параллельных но

жей 44
-----  станка 45
—  гиперболоидных колес 39, 228
—  гипоидных колес 39
—  грейферный киносъемочного аппарата 681
—  двигателя 16, 95 
 поршневого 63
—  двойного универсального шарнира 79, 101, 

250
—  дифференциального мановакуум метра 680
—  дифференциальный замкнутый 443
—  для передачи вращения от одной оси к 

другой, ей параллельной 25
—  для преобразования непрерывного враща

тельного движения в возвратно-вращатель
ное движение 259, 260

—  для черчения линий 683
—  для черчения параболы 633
—  заменяющий 70
—  заслонки кривошипно-ползунный 27
—  звездчатый 35, 36, 256, 581 
 реечный 36
— зубчатой передачи трехзвенный 224
—  зубчато-рычажный с некруглыми колесами 

35
—  зубчато-червячный 75
—  зубчатый 34, 58, 505 
  винтовой 603
--- многозвенный с неподвижными осями 60S
----- с подвижными осями 614
--- планетарный 36, 234
--- пространственный 37



Механизм зубчатый с внешни» зацеплением 
376, 431, 34

—  —  с внутренний зацеплением 34
---с круглыми цилиндрическими колесами

376
—  —  с некруглыми колесами 34
—  —  с прерывистым и знакопеременным дви

жением ведомого звена 255— 260
—  —  с реечным зацеплением 34
—  —  сателлитный 236
—  —  храповой 37
—  зубчатых передач многозвенный с непо

движными осями 230
—  индикатора прямолинейно-направляющий 

682
—  качающейся кулисы 706
—  клиновый 39
--- пространственный 40-
—  —  трехзвенный 82, 205
—  компрессора кулисный 28
—  конических зубчатых колес 37, 38, 77, 227
—  —  фрикционных колес 41
—  контроля износа шлифовального круга 47
—  кривошипно-ползунный 26, 104,179,180— 182, 

195, 337, 364 , 528, 691, 694, 706, 707, 709, 710
—  —  аксиальный 27
—  —  двигателя 26, 27
---дезаксиальный 27
---на фундаменте 354
--- нецентральный 27
--- с ведущим поршнем 27
—  —  с изменяющейся длиной кривошипа 703
--- с изменяющейся длиной шатуна 709
--- с противовесами 370— 372, 375
----самоуравновешеыыын 374
---центральный 27
--- чстырехзвениый 26
—  круглых фрикционных цилиндрических ко

лес 41
—  кулачковый 31, 105, 206, 287, 344, 505, 517. 

630, 648
---  для гравирования буквы «К» 33
--- нецентральный 31
—  —  ножниц конфетно-оберточного автомата 

633
—  —  пазовый 33
—  —  пространственный 32, 75 , 675
—  —  с возвратно-вращающимся звеном 630
—  —  с возвратно-вращающимся коромыслом 

632
—  —  с вращающимся кулачком 31
--- с вращающимся толкателем 526
--- с геометрическим замыканием 33, 632
—  — двумя поступательными парами 521,

---  с двумя роликами 96
--- с двумя толкателями в рамке 632
---  с коническим кулачком 675
--- с коромыслом Г12, 632, 667
—  —  с коромыслом, касающимся кулачка 631
--- с криволинейным толкателем 519
--- с пазовым кулачком 632
--- с плоским коромыслом 672
--- с плоским толкателем 32, G31, 670, 671
--- с поворачивающимся толкателем 31
--- с поступательно движущимся ведомым

звеном 630
----с поступательно движущимся кулачком

31, 659, 660
—  —  с поступательно движущимся кулачком 

и толкателем с острием 631
--- с поступательно движущимся кулачком,

толкателем и роликом 631
—  —  с поступательно движущимся толкате

лем П2, 183. 520, 521, 527, 632, 634, 656, 
657, 660

Механизм кулачковый с поступательно движу* 
щимся толкателем и роликом 631

—  —  с поступательно движущимся толкате
лем с острием на конце 631

—  —  с силовым замыканием 632
—  —  с центральным толкателем 631
—  —  с цилиндрическим кулачком 675
—  —  с цилиндрическим кулачком и коромыс

лом 676
—  —  с эксцентричнопоставленнымтолкателем 

665, 666
«—  —  со сложно движущимся ведомым эвеном 

630
--- со сложно движущимся толкателей 32
—  —  со смещенным толкателем 631
—  —  центральный 31
—  кулисный 150, 200, 340
—  —  восьмпзвенный с четырьмя ползунами 

30
— ч—  с ведущим поршнем 263, 265— 267
—  —  с гибким стальным звеном 43 
 с двумя ползунами 28
—  —  с двумя поступательными парами 105
—  —  с качающейся кулисой 694
—  —  с одной поступательной парой 105 
 строгального станка 28
—  —  таигенсный 28 
 четырехзвенный 27
—  —  шестизвенный 30
—  —  эксцентриковый 29
—  Липкина —  Поселье направляющий 30, 31
—  лобовой фрикционной передачи 222
—  мальтийского креста 37, 111, 257— 259, 621, 

627
—  муфты 25
—  —  для передачи вращения от одной оси к 

другой, ей параллельной 29
—  насоса 22
—  —  кулисный эксцентриковый 28
—  некруглых колес 508
—  пантографа 701
—  передачи с гибким звеном 245
—  перекатывающихся рычагов 515, 517
—  планетарный 614
—  —  дифференциальный 231
—  —  зубчатый 36
 —  дифференциальный 36
--- конический 237
—  планетарных зубчатых передач 234
—  подъемного крана 24
—  поперечно-строгального станка 679
— поршневой с гидравлическим устройством 

261
—  — с пневмоустройством 261
—  преобразованный 708
—  пресса клиновый 40
—  пространственный пятизвенный с винтовой 

парой 102
---  семизвенный 101
---четырехэвенный с винтовой парой и ро

ликом 102
—  прямолинейно-направляющий 682, 683 
. грузоподъемного крана 632
—  регулирующий 455
—  реечный 503
—  ротативного насоса 28
—  рулевого управления автопилота четырех

звенный 75
—  рычажно-винтовой пространственный 79, 80
—  рычажно-храповой для протяжки ленты в 

телеграфном аппарате 46
—  , применяемый на автоматических теле

фонных станциях 46
—  рычажный двухэвенный 21 
  кулачковый 344
—- —  трехзвенный 21



Механизм рычажный трехзвенный пространст
венный 30

—  с внешним коническим зацеплением 38
—  с внутренним коническим зацеплением 38
—  с гибким эвеном 44
—  с гибким звеном и направляющими ролика* 

ми 43
—  с гибким звеном и натяжным роликом 43
—  с гибким звеном кривошипный 44
—  с гибким эвеном {.открытая ременная пере* 

дача) 43
— с гибким эвеном (перекрестная ременная 

передача) 43
—  с гибкий звеном (полуперекрестная ремен

ная передача) 43
—  с гидравлическим устройством 44, 45
—  с двумя поступательными парами 150
—  с пассивными связями 66
—  с перекатывающимися рычагами 32
—  с пневматическим устройством 44, 46
—  с реечным зацеплением 226
—  с сопряженными центроидами 512
—  с электрическим устройством 46, 47
—  семизвенный с двумя степенями свободы 

449
—  сенного пресса кривошипно-ползунный 27
—  сеноворошилки 23
—  соприкасающихся рычагов 22
—  сферический 76
—  —  четырехэвенный 76, 81
—  тестомесильной машины 23
—  уголковой передачи 79
—  универсального шарнира 248
—  фрикционный 41
--- двойной лобовой для бесступенчатой пе

редачи 41
—  —  для бесступенчатой передачи между пе

ресекающимися осями барабана и ролика 42
—  —  для бесступенчатой передачи торовын

—  —  планетарный 41
—  фрикционных передач 220
—  цевочный с остановками 256, 257
—  центроидный 32, 107, 505, 516 
  конический 221
--- реечный 511
--- трехзвенный 60S.
--- цилиндрический 221
—  Чебышева шарнирный 31
----- приближенно-направляющий 25, 26
—  —  шестиэвенный 31
—  червячной передачи 38, 228
—  четырехзвенный 22
--- пространственный 29, 82
—  шарнирного антипараллелограмма стро

гального станка 25
----ромбоида 25
—  —  четырехзвенника 22, 64, 81, 103, 107,108, 

148, 190, 362 , 366— 368 , 528, 685- 690, 694, 
696, 700, 707

----- пространственный 251, 252
—  шарнирный двухкривошипный 22 
 семпзвенныи пространственный 78
—  шасси самолета 74
—  шестизвенный 142, 166, 318, 320
—  эксцентриковый 24
Механизмы автоматического взвешивания 17 
---  счета 17
—  автоматической упаковки 17
—  исполнительные 16
—  контроля 17
—  передаточные 16
—  подачи 17
—  сортировки 17
—  транспортировки 17
—  управления 17

Механика машин 16
Модератор 476
Модуль зацепления 536
Момент инерции маховика 462, 466, 470, 473
—  —  приведенный 418, 459 
 центробежный 353
—  маховой 469
—  приведенный 405
—  статический 357
—  трения качения 297
—  уравновешивающий 337
Муфта для передачи вращения от одной оси 

к другой, ей параллельной 25

Нарезание зубьев 556— 559 
Неравномерность движения механизма 453 
Нечувствительность регулятора 487 
Ножка зуба 535

Область нечувствительности регулятора 487 
Окружность делительная 536
—  колеса делительная 566
—  начальная 225, 534
—  обработки начальная 566
—  основная 540
—  перемены 126
Отношение передаточное 109, 225 
-- -̂ многоступенчатого зубчатого механизма

Ошибка перемещения механизма 706
—  положения механизма 706

Пантограф Сильвестра 701
—  Шейнера 701
Пара кинематическая 20, 48, 50, 52- 56
--- в виде двух касающихся цилиндрических

поверхностей 48 
--- винтовая 55, 57
--- вращательная 48, 52, 54, 57, 74, 114, 321
----- с зазором 710
--- высшая 321
--- двухподвижная цилиндрическая 52
--- , ее класс 50
--- , —  условное изображение 57— 59
--- низшая 56
--- одноподвижная 52, 55
--- плоская 54, 67, 68
--- поступательная 55, 57, 74, 114, 321
--- пятиподвижная 51
---  траекторная 69
—  —  трехподвижная 51, 52
---  центроидная 69
--- цилиндрическая 52, 74
--- четырехподвижная 51— 53
--- шаровая 52, 74
Параллелограмм шарнирный 24 
Параметры кинематической схемы механизма

684
—  механизма 684
Передача вращения между параллельными 

осями 218
—  гиперболоидная между двумя перекрещи« 

вающимися осями 599
—  зубчатая 34, 218, 224
--- винтовая 601
---  гиперболоидная 228
--- коническая 227, 589
----- двухступенчатая 233
----- с реечным зацеплением 225
--- цилиндрическая с внешним эацепленнем

225, 226
----- с внутренним зацеплением 225, 227
—  канатная 245



Передача ременная 43, 245
—  с гибким звеном открытая 43, 247
— с гибким звеном перекрестная 247
— с гиперболоидными колесами 220
—  с фрикционными колесами 302
— фрикционная коническая 303
--- лобовая 41, 222
-----  двойная 223
--- с коническими барабанами 223
—  цепная 245
— червячная 33, 223
--- глобоидная 604
План скоростей 116, 152
—  ускорений 150, 158 
Плоскость главного сечения 228
— образующая 590 
Поверхность винтовая 604 
Подрезание профилей зубьев 559 
Ползун 27
Полюс 113
—  зацепления 533, 540
—  плана ускорений 113
— поворота 126 
Порядок группы 83, 92 
Проектирование механизмов 503 
Профилирование зубьев 533, 534
---эвольвентных колес 592
Профиль зубьев 534
---, его рабочий участок 545
---эвольвентный, методы обработки 555
—  кулачка 31, 97
---действительный 206
---центровый 206
—  циклоидальный 575
— эвольвентный 533, 544 
Процесс переходный 501, 502 
Прямая образующая 540

Работа вредная 272
—  затрачиваемая 272
— полезная 272 
Размещение массы звена 313
Расчет ведущегэ звена кинетостатический 336
— механизма динамический 270
---кинетостатический 271, 320
--- силовой 270, 339
---статический 270, 320
Регулятор 455
—  астатический 487
—  идеальный 501
—  нестатический 486
—  скоростной 476
—  статический 486
—  центробьжный 480
—  —  с катарактом 496 
Редуктор 240
— дифференциальный замкнутый 242
— зубчатый 36
---двухступенчатый 343, 553
---планетарный 240, 241
— —  с косозубыми колесами 534
— планетарный двухступенчатый 350
—  с  шевронными колесами 537 
Рейка зубчатая 34
—  инструментальная 564
—  коническая 33
—  модульная 564 
Рулетта 128
Рычаг Жуковского 410, 471

Самоторможение механизма 339 
Сателлит 35, 236 
Связи пассивные 66, 67 
Сдвиг относительный 567

Семейство механизмов 77— 82 
Сервомотор 479 
Серия зубчатых колес 230 
Сила движущая 271
---поддерживающая регулятора 482
—  приведенная 405, 459 
—- сопротивления 272
—  уравновешивающая 337
—  центробежная регулятора, приведенная к 

муфте 432
Силы инерции второго порядка 374
--- звеньев механизмов 306
--- первего порядка 374
Синтез механизмов 19, 503
Система астатического регулирования 479
—  непрямого регулирования 4/9
 —  с жесткой обратной связью 430
—  прямого регулирования 479
—  регулирования изодроыная 480 
Скорость звена приведения средняя 455
—  номинальная 4э6
—  регулятора угловая равновесная 483 
Соединение зубчатых колес рядовое 230
----- с паразитными колесами 232
Сопротивление непроизводственное 333, 391
—  перекатывания 279
—  производственное 337, 391 
Станок балансировочный 379 
Степени свободы, их число 49 
Степень неравномерности регулятора 433
—  подвижности кинематической цепи 61
—  свободы лишняя 66, 67 
Стойка 20
Структура кинематической цепи 60, 61
—  плоских механизмов 67
—  пространственных механизмов 74— 82 
Ступень передачи 217
Схема механизма кинематическая 63

Таясграмма механизма 3S4 
Теорема Робертса —  Чебышева 702 
Теория машин 18
—  механизмов 13, 19 
Толкатель кулачка 31, 517, 631 
Толщина зуба 535
Тороид 603 
Точка Ассура 173
—  главная о61
—  замещающая 312
—  особая 173
—  приведения 405 
Точность механизма 706
Трение в винтовой кинематической паре 290
—  в механизме 278
—  в передачах с гибким звеном 303
—  в передачах с фрикционными колесами 303
—  в поступательной кинематическрй паре 234
—  верчения 293
—  во вращательной кинематической паре 292
—  жидкостное 278, 279
—  качения 279
---в высших парах 296
--- в шариковых подшипниках 300
•---, момент 29S
--- , плечо силы 293
—  кинетическое 280
—  покоя 280
—  полужидкостное 278
—  полусухое 278
—  скольжения 279
--- в высших парах 296
--- несмазанных тел 279
--- смазанных тел 294
—  статическое 280
—  сухое 278



Угол давления 522
— зацепления 540, 590 
 монтажный 543
—  передачи 623
—  подъема резьбы 56
— скручивания 583
—  трения при движении 284
—  —  при пское 280, 2S4
— фазовый 634 
Удар 636
Уравнение кинетической энергии 429
— шатунной кривой 143
—  Эйлера —  Савари 133
—  энергетического баланса машины 383 
Уравнения движения механизма 441
---механизмов машинного агрегата 421, 424
Уравновешивание вращающихся звеньев 375
—  динамических нагрузок 354, 375
—  масс 269, 354
—  сил инерции 354, 367, 372
Ускорение Кориолиса 115 л
Условие взаимозаменяемости зубчатых колес 

534
—  сборки 619
—  соседства 618 
Условия связи 43
— соосности 608
—  существования кривошипа 703 
Устойчивость регулятора 435
—  системы автоматического регулирования 

501

Фаза выстоя 634
—  опускания 634
—  подъема 634
Формула Амонтона —  Кулона 282
—  подвижности кинематической цепи 61
—  структурная Добровольскстэ 70, 99 
 кинематической цепи 61
---  плоского механизма 65
--- Сомова —  Малышева 61, 74
—  —  сферических механизмов 76 
 Чебышева 67, 73, 99
—  Эйлера 305
Функция передаточная 511
—  передаточного отношения 506 
  числа 506
—  перемещений ведущего эвена 136
—  положения звена 506
—  скоростей ведущего звена 136
—  ускорений ведущего звена 135
—  эвольвентная 540

Характеристика маховика 469
—  машины механическая 275
—  механизма геометрическая 506
—  регулируемого объекта статическая 491

Цевка 36
Центр вращения мгновенный 103, 123
—  качания звена 309
—  масс механизма 358, 362
—  ускорений мгновенный 124 
Центроида 104, 105, 505
—  в относительном движении 106 
— , ее кривизна 131
Цепь кинематическая 20, 59, 60 
Циклоида, ее построение 577

Червяк 33, 603
—  архимедов 604
—  эвольвентный 604
Четырехзвенник шарнирный двухкривошип

ный 22, 23, 25
--- плоский 81
--- с противовесами 369
---с храповым зубчатым механизмом 37
—  —  сферический 29, 247, 248 
Число степенен свободы 49

Шаг аксиальный 535
—  винта 56
—  зацепления основной 550
--- по начальной окружности 535
—  нормальный 584
—  окружной 584 
Шарнир Гука 243
—  ромбоида 25
—  универсальный 29, 248
---  двойной 250
Шатун 22, 631
—  плавающий 101 
Ширина впадииы 535
—  зуба 535
Штанга кулачка 31, 517, 631

Эвольвента круга 539 
Эволюта 539
Энергия кинетическая механизма 415 
Эпициклоида, ее построение 577



Иван Иванович Артоболевский

Теория механизмов

М., 1967 г., 720 стр. с илл.

Редактор И, И, Розальскаи.
Техн. редактор В. Я. Крючкова. 
Корректор 3. В. Автонеева.

Сдано в набор 24/Ш 1967 г. Подписано к печати 
15/VUI 1967 г. Бумага 60 X  90i/io. Фиэ. печ. л. 4Ь. 
Условн. печ. л. 45. Уч.-изд. л. 46,27. Тираж JOOOOO экз. 

Т-07084. Цена книги 1 р. 40 к. Заказ №  912.

Издательство «Наука»
Главная редакция физико-математической литературы. 

Москва, В-71, Ленинский проспект, 15.

Ордена Трудового Красного Знамени 
Ленинградская типография №  1 «Печатный Двор» 

имени А. М. Горького Главполиграфпрома 
Комитета по печати при Совете Министров СССР, 

г. Ленинград, Гатчинская ул., 26.


