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ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящий учебник по курсу теории механизмов и машин напи
сан в соответствии с новой типовой программой, утвержденной Ми
нистерством высшего и среднего специального образования СССР 
для машиностроительных и механических специальностей, и имеет 
своей задачей сообщить студентам 4-го и -5-го семестров тот мини
мум сведений, который необходим им для сдачи экзамена по общей 
части курса, выполнения контрольных заданий и проекта или 
расчетно-графических работ.

Новая программа курса фундаментально отличается от прежних 
программ тем, что в нее включены разделы, посвященные теории 
пространственных механизмов, вопросы структуры и синтеза не
замкнутых кинематических цепей со многими степенями свободы, 
задачи оптимизации при синтезе механизмов. По решению Мини
стерства в программу за счет увеличения общего числа часов курса, 
введен новый большой раздел «Основы проектирования машин 
автоматического действия», в котором излагаются не только вопросы 
механики машин, но и сведения по теории управления машинами 
автоматического действия.

В связи с тем, что фундаментально изменились основа курса и 
многие его разделы, он имеет новое название «Теория механизмов и 
машин». Такое название правильно отражает идею учебника, объ
единяющего изложение не только теории механизмов, но и основ 
современной теории машин.

Будучи ограничен объемом книги, автор не включил в нее исто
рических и литературно-библиографических обзоров, а также под
робных литературных ссылок. Отметим только, что изложение всего 
материала следует установившимся традициям советской школы, 
и все основные разделы курса изложены или на основе личных раз
работок автора, или разработок его учеников и коллег по препо
даванию.

При изложении некоторых новых разделов курса автору оказали 
непосредственную помощь, предоставив в его распоряжение необ
ходимые материалы, его ученики О. Н. Левитская, А. Г. Овакимов, 
Д. Я. Ильинский, за что он приносит им свою глубокую благодар
ность. Соответствующие ссылки читатель найдет в тексте.



Автор выражает признательность также ряду коллег, приняв
ших участие в просмотре рукописи и обсуждении программы 
курса;

Особую благодарность автор выражает профессорам Н. И. Ле- 
витскому, В. А. Зиновьеву, Б. В. Эдельштейну, канд. техн. наук
Н. В. Сперанскому и всем членам кафедры Московского ордена 
Ленина авиационного института им. С. Орджоникидзе, оказавшим 
большую помощь автору своими советами.

Автор благодарит также читателей! студентов, преподавателей 
и инженеров за многочисленные критические замечания, получен
ные им после выпуска в 1967 году курса «Теория механизмов».

Автор и впредь рассчитывает на дружескую критику Нового 
издания книги читателями и специалистами.

И. И. Артоболевский



ВВЕДЕНИЕ

§ 1. Механика машин и ее основные разделы

1°. Развитие современной науки и техники неразрывно связано 
с созданием новых машин, повышающих производительность и 
облегчающих труд людей, а также обеспечивающих средства иссле
дования законов природы и жизни человека.

Целью создания машины является увеличение производитель
ности и облегчения физического труда человека путем замены 
человека машиной. В некоторых случаях машина может заменять 
человека не только в его физическом, но и в умственном труде. 
Так, например, счетно-решающие машины заменяют человека или 
помогают ему в проведении необходимых математических опера
ций, информационные машины обрабатывают большое количество 
заложенных в них человеком сведений и дают ему требуемую инфор
мацию и т. д. Созданные человеком машины могут управлять про
изводственными и другими процессами по определенным, заранее 
составленным программам и в некоторых случаях автоматически 
обеспечивать процессы с оптимальными результатами.

Наконец, машины могут в некоторых случаях заменять отдель
ные органы человека, такие, например, как конечности рук (меха
низмы манипуляторов, протезы), сердце (искусственное сердце) 
и т. д.

Таким образом, понятием машины охватывается большое число 
самых различных объектов, применяемых человеком для своих тру
довых и физиологических функций.

Понятие «машина» может быть в обобщенном виде выражено 
следующим образом: машина есть устройство, создаваемое челове
ком для изучения и использования законов природы с целью облег
чения физического и умственного труда, увеличения его производи
тельности и облегчения путем частичной или полной замены чело
века в его трудовых и физиологических функциях.

В более краткой форме понятие «машина» может быть также 
определено следующим образом: машина есть устройство, выпол
няющее механические движения для преобразования энергии, мате
риалов и информации.



2°. С точки зрения выполняемых машинами функций машины 
можно разделить на следующие классы:

а) энергетические машины,
б) рабочие машины,
в) информационные машины,
г) кибернетические машины.
Энергетической машиной называется машина, предназначенная 

для преобразования любого вида энергии в механическую (и на
оборот). В первом случае она носит название машины-двигателя, 
во втором случае — машины-генератора.

Рабочей машиной называется машина, предназначенная для 
преобразования материалов. Рабочие машины подразделяются на 
транспортные и технологические машины.

Транспортной машиной называется рабочая машина, в которой 
преобразование материала состоит только в изменении положения 
основного перемещаемого объекта.

Технологической машиной называется рабочая машина, в кото
рой преобразование материала состоит в изменении формы, свой
ства и положения материала или обрабатываемого объекта.

Информационной машиной называется машина для преобразо
вания информации. Информационные машины подразделяются на 
контрольно-управляющие и математические машины.

Контрольно-управляющей машиной называется машина, которая 
преобразует получаемую контрольно-измерительную информацию 
с целью управления энергетической или рабочей машинами.

Математической машиной называется машина, которая преоб- • 
разует информацию, получаемую в виде различных математи
ческих образов, заданных в форме отдельных чисел или алго
ритмов.

Кибернетической машиной называется машина, заменяющая 
или имитирующая различные механические, физиологические или 
биологические процессы, присущие человеку и живой природе, 
и обладающая элементами искусственного интеллекта.

Процессы преобразования энергии, материалов и информации, 
выполняемые машиной, в некоторых случаях происходят без непо
средственного участия человека. Такие машины получили название 
машин-автоматов. Машины-автоматы исключают участие человека 
в выполнении самого технологического процесса, но обычно тре
буют присутствия так называемых операторов, т. е. людей, следя
щих за работой машин-автоматов, определяющих программу их ра
боты и корректирующих в необходимых случаях работу механиз
мов и специальных устройств автоматики.

Примерами энергетических машин являются электрические 
двигатели, двигатели внутреннего сгорания, турбины и т. д. К транс
портным машинам относятся локомотивы, турбовозы, автомобили, 
тракторы, лифты, транспортеры.
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Многообразен класс технологических машин. К ним принадлежат 
станки, текстильные машины, машины, используемые в сельском 
хозяйстве, металлургические, полиграфические, пищевые и другие 
машины.

В связи с повышением производительности машин и скоростей 
движения отдельных их органов, а также в связи с требованиями 
к высокому качеству изделий человек стал испытывать непреодоли
мые затруднения в управлении машинами, контроле технологиче
ских процессов, выполняемых машинами, измерения отдельных 
параметров выпускаемой продукции и т. д. В прежних, более 
примитивных машинах реакция человека была достаточной для того, 
чтобы изменить режим движения и работы машины, если эти ре
жимы и работа отклонялись от нормальных. Теперь, когда про
должительность многих рабочих процессов измеряется весьма ма
лыми долями времени, когда многие процессы являются непрерыв
ными, физиология человека лимитирует его непосредственную 
реакцию на отклонение рабочего процесса от нормального. Поэтому 
человек стал создавать искусственные средства управления, конт
роля и измерения. Такими средствами, хорошо известными в тех
нике, являются различные регуляторы и системы автоматического 
регулирования рабочих процессов, приборы контроля и измерения 
параметров этих процессов и т. д. В некоторых случаях стало целе
сообразным создание специальных машин для управления и конт
роля процессами. Так, например, для автоматизации контроля 
размеров поршневых колец, пальцев, шариков для шарикоподшип
ников и многих других объектов стали создаваться контрольно
измерительные машины, которые производят не только обмер дета
лей, но и их сортировку по размерам и другим показателям. В сов
ременные автоматические линии встраиваются различные конт
рольно-измерительные машины и приборы, которые не только 
контролируют процесс, но и управляют им, сигнализируя и авто
матически корректируя этот процесс в процессе работы автоматиче
ских линий и систем. Такие машины называются контрольно-упра- 
вляющими.

Широкое развитие как для управления и контроля над процес
сами, так и для замены умственного труда человека получили логи
ческие машины. К. этим машинам относятся счетно-решающие м а
шины, машины, моделирующие различные процессы, информацион
ные машины и др.

Распространенным в настоящее время классом машин являю тся 
кибернетические машины. Эти машины способны заменять некото
рые физиологические функции человека. Примерами таких машин 
являются машины, опознающие тот или иной образ, например 
буквы, и, следовательно, способные как бы читать; машины, вос
производящие человеческую речь по заданным акустическим спект
рам; машины, выполняющие различные движения по устной команде



человека; машины, заменяющие отдельные органы человека (сердце, 
почки, конечности и т. д.) в условиях медицинской, операционной 
или биологической исследовательской ^практики или в случаях, 
связанных с органическими нарушениями нормальной физиоло
гии человека.

В последние годы стали создаваться кибернетические машины, 
выполняющие требуемые механические движения с помощью соот
ветствующих систем управления, в которых используются ЭВМ, 
биотоки, специальные управляющие приводы и т. д. Это — авто
операторы, роботы, манипуляторы, шагающие, ползающие и дру
гие машины. Отличительной их особенностью является то, что 
рабочие органы этих машин выполняют механические движения, 
свойственные органам человека или животных. Например, робот 
имеет как бы «руку», выполняющую заданные технологические 
операции. Шагающая машина имеет «ноги» и в какой-то мере ими
тирует движения, свойственные животным или насекомым. Полза
ющие машины своими элементами напоминают гусеницу или змею 
и т. д. Но главным в кибернетических машинах является их «очувст
вление», т. е. оснащение этих машин искусственным осязанием с по
мощью соответствующих датчиков, искусственным зрением с помо
щью телевизионных устройств и т. д. С помощью специальных упра
вляющих машин роботы, манипуляторы, шагающие и другие 
машины оснащаются как бы «искусственным интеллектом», т. е. по 
заложенной в систему управления программе могут выполнять 
технологические операции того или другого вида в зависимости 
от ситуации, например при сборке каких-либо узлов выбирать 
требуемые детали, различая их по форме, цвету, геометрическим 
параметрам и т. д., перемещаться по различным поверхностям, 
обходя препятствия на своем пути или перешагивая через них, и т. д.

<3°. С развитием современной науки и техники все шире исполь
зуются системы машин автоматического действия. Совокупность 
машин-автоматов, соединенных между собой и предназначенных 
для выполнения определенного технологического процесса, назы
вается автоматической линией.

Развитые системы машин являются комплексом машин различ
ных классов. Так, например, современные роторные и другие 
автоматические линии являются комплексом, в который входят 
энергетические машины в виде электроприводов, транспортные 
машины для перемещения обрабатываемого объекта в виде роторов 
или транспортеров, технологические машины, изменяющие форму, 
состав или структуру обрабатываемого объекта, контрольно-упра- 
вляющие машины, контролирующие качество и размеры получае
мых изделий и регулирующие режим движения двигателей и ра
бочих органов, и, наконец, логические машины, производящие 
подсчет количества выпускаемой продукции. В некоторых разви
тых машинных устройствах функции контроля и управления,



а также логические функции могут выполняться не специальными 
машинами, а соответствующими приборами и системами, органиче
ски входящими в состав машинного устройства. Так, например, 
автомат для шлифования изделий с помощью шлифовального круга, 
представляющий собой технологическую машину, имеет в своем 
составе электропривод, являющийся энергетической машиной, и 
управляющее устройство, автоматически компенсирующее износ 
шлифовального круга. Фрезерный станок-автомат, представляю
щий собою технологическую машину, имеет в своем составе элек
тропривод, т. е. энергетическую машину, систему программного 
управления, являющуюся управляющим устройством, систему конт
роля точности изготовления изделия и, наконец, систему перера
ботки информации в виде счетно-решающего устройства, коррек
тирующего процесс. Даже простейшие машинные устройства, как, 
например, паровая машина, имеют систему автоматического регу
лирования и управления в виде, например, центробежного регуля
тора.

Развитое машинное устройство, состоящее из двигателя, пере
даточных механизмов и рабочей машины и в некоторых случаях 
контрольно-управляющих и счетно-решающих устройств, назы
вается машинным агрегатом.

4°. При создании машины человек пользуется всеми достиже
ниями математики, механики, физики, химии, электротехники и 
электроники. Машины могут работать и осуществлять требуемые 
движения своих органов с помощью устройств, в основе которых 
лежат различные принципы воспроизведения движения, производ
ства работы и преобразования энергии. Современные наиболее раз
витые и совершенные машины обычно представляют собою совокуп
ность многих устройств, в основу работы которых положены прин
ципы механики, теплофизики, электротехники и электроники.

Наука, изучающая машины, в основе работы которых поло
жены принципы механики с точки зрения исследования законов 
движения отдельных устройств и действующих на них сил, носит 
название «механики машин».

5°. Система тел, предназначенная для преобразования движения 
одного или нескольких тел в требуемые движения других тел, назы
вается механизмом. Механизмы, входящие в состав машины, весьма 
разнообразны. Одни из них представляют собою сочетания только 
твердых тел. Другие имеют в своем основном составе гидравличе
ские, пневматические тела или электрические, магнитные и другие 
устройства. Соответственно такие механизмы называются гидравли
ческими, пневматическими, электрическими и т. д. С точки зрения 
их функционального назначения механизмы машины обычно де
лятся на следующие виды:

а) механизмы двигателей и преобразователей,
б) передаточные механизмы,



в) исполнительные механизмы,
г) механизмы управления, контроля и регулирования,
д) механизмы подачи, траспортировки, питания и сортировки 

обрабатываемых сред и объектов,
е) механизмы автоматического счета, взвешивания и упаковки 

готовой продукции.
Механизмы двигателей осуществляют преобразование различ

ных видов энергии в механическую работу. Механизмы преобразо
вателей (генераторов)  осуществляют преобразование механической 
работы в другие виды энергии. К механизмам двигателей относятся 
механизмы двигателей внутреннего сгорания, паровых машин, 
электродвигателей, турбин и др. К механизмам преобразова
телей относятся механизмы насосов, компрессоров, гидроприво
дов и др.

Передаточные механизмы (привод) имеют своей задачей передачу 
движения от двигателя к технологической машине или исполнитель
ным механизмам. Так как вал двигателя обычно имеет большее 
число оборотов в минуту, чем основной вал технологической ма
шины, задачей передаточных механизмов является уменьшение 
числа оборотов в минуту вала двигателя до уровня числа оборотов 
в минуту основного вала технологической машины.

Исполнительными механизмами называются те механизмы, кото
рые непосредственно воздействуют на обрабатываемую среду или 
объект. В их задачу входит изменение формы, состояния, положе
ния и свойств обрабатываемых среды или объекта. К исполнитель
ным механизмам, например, относятся механизмы прессов, дефор
мирующих обрабатываемый объект, механизмы грохотов в энерго
зерноочистительных машинах, разделяющих среду, состоящую из 
зерна и соломы, механизмы металлообрабатывающих станков, 
изменяющие форму заготовки снятием стружки до той формы, 
которая требуется по технологическим условиям, механизмы про
ката слитков в блюмингах и т. д.

Механизмами управления, контроля и регулирования назы
ваются различные механизмы и устройства для контроля размеров 
обрабатываемых объектов, например механические щупы, сле
дующие за фрезой, обрабатывающей криволинейную поверхность, 
и сигнализирующие об отклонении фрезы от заданной программы 
обработки; регуляторы, реагирующие на отклонение угловой 
скорости главного вала машины и устанавливающие нормальную 
заданную угловую скорость этого вала; механизм, регулирующий 
постоянство расстояния между валками прокатного стана и т. д. 
К этим же механизмам относятся и измерительные механизмы по 
контролю размеров, давления, уровней жидкостей и т. д.

К  механизмам подачи, транспортировки, питания и сортировки 
обрабатываемых сред и объектов относятся механизмы винтовых 
шнеков, скребковых и ковшевых элеваторов для транспортировки
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и подачи сыпучих материалов, механизмы загрузочных бункеров 
для штучных заготовок, механизмы подачи пруткового материала 
в высадочных автоматах, механизмы сортировки готовой продук
ции по размерам, весу и конфигурации и т. д.

Механизмы автоматического счета, взвешивания и упаковки 
готовой продукции применяются во многих машинах, в основном 
выпускающих массовую штучную продукцию. Необходимо иметь 
в виду, что такие механизмы, как механизмы счета, взвешивания и 
упаковки готовой продукции, могут быть и исполнительными меха
низмами, если они входят в специальные машины, предназначае
мые для этих операций.

Так, например, в машинах для расфасовки чая механизмы 
взвешивания и упаковки являются исполнительными механизмами. 
В промышленности, изготовляющей шарикоподшипники, имеются 
специальные машины для упаковки собранных шарикоподшипни
ков, в которых механизмы упаковки являются исполнительными 
механизмами, и т. д.

Несмотря на разницу в функциональном назначении механиз
мов отдельных видов, в их строении, кинематике и динамике много 
общего.

Например, механизм поршневого двигателя, механизм 
кривошипного пресса и механизм привода ножа косилки имеют 
в своей основе один и тот же кривошипно-ползунный механизм. 
Механизм привода резца строгального станка и механизм ротор
ного насоса имеют в своей основе один и тот же кулисный меха
низм. Механизм редуктора, передающего движение от двигателя 
самолета к его винту, и механизм дифференциала автомобиля имеют 
в своей основе зубчатый механизм и т. д.

Поэтому можно к исследованию механизмов с различными 
функциональными назначениями применять общие методы, бази
рующиеся на основных принципах современной механики. В меха
нике обычно рассматриваются статика, кинематика и динамика 
как абсолютно твердых, так и упругих тел. При исследовании машин 
и механизмов, как правило, мы можем считать жесткие тела, обра
зующие механизм, абсолютно твердыми, так как перемещения, 
возникающие от упругих деформаций тел, малы по отношению к пе
ремещениям самих тел и их точек. Если мы рассматриваем меха
низмы как устройства, в состав которых входят только твердые 
тела, то для исследования кинематики и динамики механизмов 
можно пользоваться методами, излагаемыми в теоретической меха
нике. Если же требуется изучить кинематику и динамику механиз
мов с учетом упругости звеньев, то для этого, кроме методов тео
ретической механики, мы должны еще применять методы, излагае
мые в сопротивлении материалов, теории упругости и теории 
колебаний. Если в состав механизма входят жидкие или газо
образные тела, то необходимо привлекать к  исследованию



кинематики и динамики механизмов гидромеханику и аэромеха
нику.

6°. Механика машин представляет собой науку, состоящую 
из двух дисциплин. Первая носит название «теория механизмов», 
а вторая носит название «теория машин».

В теории механизмов изучают свойства отдельных типовых ме
ханизмов, применяемых в самых различных машинах, приборах и 
устройствах.

Рассматривается общая теория образования механизмов как 
совокупности связанных между собой тел, обладающих раз
личными формами движения. Изучаются кинематические и 
динамические характеристики механизмов в зависимости от их 
геометрических параметров и действующих на механизмы сил.

В теории машин рассматривается совокупность взаимно связан
ных механизмов, образующих машину. Эта совокупность может 
образовывать отдельную машину или машинный агрегат или, нако
нец, машинное устройство, состоящее из комплекса машин, — 
так называемую систему машин автоматического действия.

В теории машин рассматриваются также вопросытеории строения 
машин, связанные с разработкой методов построения принципиаль
ных схем машин как совокупности механизмов, обеспечивающей 
оптимальную производительность машины при наивыгоднейших ус
ловиях ее работы.

Далее в теории машин рассматриваются вопросы автоматического 
управления и регулирования машин и машинных агрегатов.

В теорию машин обычно также включается раздел теории 
упругих колебаний в машинах. В этом разделе изучаются упругие 
колебания подвижных тел, составляющих механизмы, машины, 
колебания опор и фундаментов машин, и излагаются методы лока
лизации колебаний и вредных шумовых эффектов.

Изучение механики машин начинается с раздела теории меха
низмов, так как, только изучив свойства отдельных механизмов 
или их видов, можно переходить к изучению совокупности механиз
мов, образующих машину, т. е. к теории машин.

В данном учебнике излагается теория механизмов и основы 
теории машин-автоматов в объеме, необходимом для студентов 
механических и машиностроительных специальностей.

Теория механизмов и машин является первой дисциплиной, 
вводящей студентов в круг общих и специальных дисциплин. В ее 
задачу входит подготовка студентов к слушанию курсов деталей 
машин, технологии машиностроения и курсов по расчету и кон
струированию отдельных видов машин в зависимости от специаль
ности, по которой проходит подготовка студентов. Вместе с курсами 
теоретической механики, сопротивления материалов и деталей 
машин теория механизмов и машин образует цикл предметов, обес
печивающих общеинженерную подготовку студентов.
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§ 2. Основные понятия и определения

Г . Теория механизмов есть наука, изучающая строение, кине
матику и динамику механизмов в связи с их анализом и синтезом.

Проблемы теории механизмов могут быть разбиты на две группы. 
Первая группа проблем посвящена исследованию структурных, 
кинематических и динамических свойств механизмов, т. е. анализу 
механизмов.

Вторая группа проблем посвящена проектированию механиз
мов с заданными структурными, кинематическими и динамическими 
свойствами для осуществления требуемых движений, т. е. синтезу 
механизмов.

Движение механизмов зависит от их строения и сил, на них 
действующих. Поэтому удобно при изложении теории механизмов 
проблемы анализа механизмов разбить на две части:

а) структурный и кинематический анализ и
б) динамический анализ механизмов.
Структурный и кинематический анализы механизмов имеют 

своей целью изучение теории строения механизмов, исследование 
движения тел, их образующих, с геометрической точки зрения, 
независимо от сил, вызывающих движение этих тел.

Динамический анализ механизмов имеет своей целью изучение 
методов определения сил, действующих на тела, образующие 
механизм, во время движения этих тел, и изучение взаимосвязи 
между движениями этих тел, силами, на них действующими, и мас
сами, которыми обладают эти тела.

Проблемы синтеза механизмов удобно излагать по видам меха
низмов, поэтому задачей синтеза ’является проектирование меха
низма предварительно выбранной структуры по заданным кинема
тическим и динамическим условиям.

Таким образом, настоящий курс теории механизмов и машин 
разделен на следующие четыре части:

а) структурный и кинематический анализ механизмов,
б) динамический анализ механизмов,
в) синтез механизмов,
г) основы теории машин-автоматов.
2°. Всякий механизм состоит из отдельных деталей (тел). В ме

ханизмах стационарного типа детали являются неподвижными, 
другие детали движутся относительно них. В механизмах неподвиж
ного типа, как, например, в двигателе самолета или автомобиля 
за неподвижные детали условно принимаются детали, неизменно 
связанные с корпусом самолета или автомобиля. Согласно этому 
в кривошипном двигателе во всех случаях к неподвижным деталям 
относятся корпус двигателя, подшипник коренного вала и другие 
детали; подвижными деталями считаются: коренной вал, поршни, 
золотниковое или клапанное устройство и т. д. Каждая подвижная



деталь или группа деталей, образующая одну жесткую подвижную 
систему тел, носит название подвижного звена механизма. Таким 
образом, например, шатун двигателя является одним подвижным 
звеном, хотя шатун может состоять из нескольких деталей: тела 
шатуна, крышек, шатунных подшипников, болтов, стягивающих 
эти крышки, и т. д. Но он все же будет одним подвижным звеном, 
ибо все детали, из которых шатун состоит, будучи соединены, обра
зуют одну жесткую систему тел, не имеющих движения друг отно
сительно друга. Детали, образующие одно звено, иногда не имеют 
жесткой связи между собою (например, лента конвейера с деталями, 
ею переносимыми); тогда признаком того, что они относятся к одному 
звену, служит отсутствие движения их относительно друг друга 
и, следовательно, возможность введения между ними жесткой связи 
без изменения кинематики всей системы.

Все неподвижные детали образуют одну жесткую неподвижную 
систему тел, называемую неподвижным, звеном или стойкой. Так, 
например, корпус двигателя, подшипники коренного вала и т. п. 
образуют в совокупности одно неподвижное звено, или стойку.

Таким образом, в любом механизме мы имеем одно неподвижное 
звено и одно или несколько подвижных звеньев.

Следовательно, механизм можно рассматривать как совокуп
ность неподвижного и подвижных звеньев. Подвижные звенья вхо
дят в соединения между собой или с*неподвижным звеном так, что 
всегда имеет место возможность движения одного звена относи
тельно другого.

Соединение двух соприкасающихся звеньев, допускающее их отно
сительное движение, называется кинематической парой.

Поверхности, линии, точки звена, по которым оно может сопри
касаться с другим звеном, образуя кинематическую пару, назы
ваются элементами звена.

Связанная система звеньев, образующих между собой кинемати
ческие пары, называется кинематической цепью. Таким образом, 
коленчатый вал двигателя образует с неподвижным подшипником 
одну кинематическую пару. Шатун с коленчатым валом образует 
вторую кинематическую пару, поршень с шатуном третью, поршень 
и цилиндр четвертую, а совокупность этих кинематических пар 
составляет кинематическую цепь. Отсюда следует, что в основе 
всякого механизма лежит кинематическая цепь. Но не всякую 
кинематическую цепь можно назвать механизмом. Механизм пред
назначен для осуществления заранее заданных закономерных дви
жений. Поэтому только та кинематическая цепь будет механизмом, 
звенья которой осуществляют целесообразные движения, выте
кающие из инженерных производственных задач, для выполнения 
которых сконструирован механизм.



Ч А С Т Ь  П Е Р В А Я

СТРУКТУРНЫЙ И КИНЕМАТИЧЕСКИЙ 
АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ

О Т Д Е Л  П Е Р В Ы Й

СТРУКТУРНЫЙ АНАЛИЗ И КЛАССИФИКАЦИЯ 
МЕХАНИЗМОВ

ГЛАВА I
КИНЕМАТИЧЕСКИЕ ПАРЫ И КИНЕМАТИЧЕСКИЕ ЦЕПИ 

§ 3. Кинематические пары и их классификация

1°. Кинематическую пару можно также определить как под
вижное соединение двух соприкасающихся звеньев.

Возможные соединения звеньев в кинематические пары весьма 
разнообразны. Например, на рис. 1.1 показана так называемая 
вращательная кинематическая пара, в которой соединение звеньев А

и В образуется двумя цилиндрами, находящимися в постоянном 
соприкасании. Бурты внутреннего цилиндра препятствуют движ е
нию одного цилиндра относительно другого в направлении оси 
х — х, но не препятствуют вращению одного из них относительно

На рис. 1.2 показан способ соединения звеньев, ограничивающий 
относительное движение двух звеньев А  и В. Эта кинематическая 
пара допускает относительное перекатывание, скольжение и вер
чение.

Рис. 1.1. Вращательная ки
нематическая пара.

Рис. 1.2. Кинематическая 
пара в виде двух касающих* 
ся цилиндрических поверх

ностей.

другого.



Таким образом, на относительное движение каждого звена кине
матической пары накладываются ограничения, зависящие от спо
соба соединения звеньев пары. Эти ограничения будем называть 
условиями связи в кинематических парах.

2°. Рассмотрим теперь, какие же связи и в каком количестве 
могут быть наложены на относительные движения звеньев кине
матической пары.

Как известно, в общем случае всякое свободно движущееся 
в пространстве абсолютно твердое тело (рис. 1.3), положение кото
рого определяется тремя произвольно выбранными точками А, В 
и С, обладает шестью степенями свободы. В самом деле, положение 
твердого тела в пространстве фиксируется координатами трех его

точек Л, В и С, т. е. девятью координатами: 
(ха , У а, 2д), (хв , Ув, гв) и (хс, ус, гс). 
Между собой эти координаты связаны 
тремя условиями постоянства расстояний: 
А В , ВС, С А. Таким образом, число незави
симых параметров, определяющих положе
ние твердого тела в пространстве, равно 
шести и тело обладает шестью степенями 
свободы. Движение такого тела может быть 
всегда представлено как вращение вокруг 
и скольжение вдоль трех произвольно 
выбранных взаимно перпендикулярных 
осей х, у  и 2. Таким образом, в общем 
случае, твердое тело обладает в про

странстве шестью видами независимых возможных движений: 
тремя вращениями вокруг осей х, у и г и тремя поступатель
ными движениями вдоль тех же осей. Поэтому, если бы на дви
жение первого звена кинематической пары, принятого за абсо
лютно твердое тело, не было наложено никаких условий связи, 
движение такого звена могло бы быть представлено состоя
щим из шести вышеуказанных движений относительно выбран
ной системы координат хуг, связанной со вторым звеном. Как уже 
сказано выше, вхождение звена в кинематическую пару с другим 
звеном налагает на относительные движения этих звеньев усло
вия связи. Очевидно, что число этих условий связи может быть 
только целым и должно быть меньше шести, так как уже в том 
случае, когда число условий связи равняется шести, звенья теряют 
относительную подвижность и кинематическая пара переходит 
в жесткое соединение двух звеньев. Точно так же число условий 
связи не может быть меньшим единицы, ибо в том случае, когда 
число условий связи равно нулю, звенья не соприкасаются, и, 
следовательно, кинематическая пара перестает существовать; в та
ком случае мы имеем два тела, движущихся в пространстве одно 
независимо от другого.

Рис. 1.3. К определению по
ложения тела в простран

стве.



Итак, число условий связи 5 , наложенных на относительное дви
жение каждого звена кинематической пары, может располагаться 
в пределах от 1 до 5, т. е.

1 ^ 5  < 5 .
Следовательно, число степеней свободы Н  звена кинематической' 
пары в относительном движении может быть выражено зависи
мостью

Я  =  6 — 5. ' (1.1)

Из равенства (1.1) следует, что число степеней свободы звена кине
матической пары в относительном движении может изменяться 
также от 1 до 5.

3°. Связи, наложенные на относительное движение звена кине
матической пары, ограничивают те возможные относительные дви
жения, которыми обладают звенья в свободном состоянии. В резуль
тате этих ограничений некоторые из шести возможных относитель
ных движений свободно движущегося звена становятся для него 
связанными. Например, соответствующим подбором соприкасаю
щихся элементов звеньев можно устранить возможность одного из 
вращений вокруг какой-либо оси или одного из поступательных 
движений вдоль какой-либо оси, или одновременно одного из вра
щений и одного поступательного движения и т. д.

Оставшиеся возможные движения могут быть или независимыми 
друг от друга, или же быть одно с другим связаны какими-нибудь 
дополнительными геометрическими условиями, устанавливающими 
функциональную связь между движениями. Например, в кинема
тической паре винта и гайки (винтовой паре) вращение винта вокруг 
оси вызывает его поступательное движение, причем оба эти движе
ния связаны определенной аналитической зависимостью.

Оставшиеся независимыми возможные движения определяют 
число степеней свободы звеньев кинематической пары в их относи
тельном движении.

Если между простейшими движениями звена вокруг и вдоль трех 
координатных осей х, у  и г (рис. 1.3) отсутствуют какие-либо функ
циональные зависимости, то звено в зависимости от характера свя
зей, налагаемых на его движение относительно другого звена кине
матической пары, обладает числом простейших движений от 1 до 5. 
Число простейших движений может оказаться больше числа степеней 
свободы, если между простейшими движениями установлены функ
циональные зависимости, являющиеся дополнительными условиями 
связи как, например, в винтовой паре.

4°. Рассмотрим сначала различные кинематические пары, для 
которых отдельные простейшие возможные движения их звеньев 
функционально между собой не связаны. Д ля этих пар числу усло
вий связи, налагаемых на относительное движение их звеньев.



соответствует такое же число исключенных простейших возможных 
движений этих звеньев.

Все кинематические пары делятся на классы в зависимости 
от числа условий связи, налагаемых ими на относительное дви
жение их звеньев. Так как число условий связи может быть от 1 
до 5, то число классов пар равно пяти, в соответствии с чем мы 
имеем кинематические пары I, II, III,  IV и V классов. Класс кине- 
матйческой пары может быть всегда определен, если будет принята 
во внимание зависимость (1.1). Из этого равенства находим

S =  6 - H .  (1.2)

Из равенства (1.2) следует, что число условий связи S, нала
гаемых кинематической парой, будет всегда равняться разности 
между числом шесть и тем числом степеней свободы, которым обла
дает каждое звено пары в относительном движении. Но, как это 
было показано выше, в рассматриваемых парах числу степеней сво
боды соответствует такое же число возможных простейших движе
ний. Следовательно, если подсчитать число простейших движений, 
которыми обладает звено кинематической пары в относительном 
движении, и вычесть полученное число из шести, то мы получим 
число связей, налагаемых данной кинематической парой на отно
сительное движение ее звеньев, и этим самым определим класс пары. 
Рассмотрим несколько примеров.

5°. На рис. 1.4 показана кинематическая пара, представляю
щая собою шар А , перекатывающийся со скольжением по плоско
сти В. Движение шара относительно плоскости может быть разло
жено на три вращения вокруг осей х, у  и г и скольжение по пло
скости В. Это движение в свою очередь может быть разложено на

Рис. 1.4. И ятиподвиж ная кине- Рис. 1.5. Четырехподвижная ки-
м атическая пара. нематическая пара.

скольжения вдоль осей х  и у. Скольжение шара вдоль вертикаль
ной оси г невозможно, потому что движение ограничено пло
скостью В, а при движении в обратную сторону нарушается соп
рикосновение звеньев, и, следовательно, кинематическая пара 
перестает существовать. Таким образом, движение шара может 
быть представлено как вращение вокруг трех осей и скольжение



вдоль двух осей, и число простейших движений, которые может 
иметь шар, равно пяти. В этом случае число степеней свободы 
звеньев данной кинематической пары равно пяти и число условий 
связи равно

5  =  6 - Я  =  6 - 5 = 1 .

Поэтому пара, изображенная на рис. 1.4, должна быть отнесена 
к парам I класса (пятиподвижная пара).

Примером пары II класса может служить пара, показанная на 
рис. 1.5, представляющая собой цилиндр А , лежащий на плоскости/?. 
Движение цилиндра А  относительно плоскости В, или наоборот, 
сводится к вращению вокруг осей х  и г и скольжению вдоль осей х  
и у. Таким образом, число простейших движений цилиндра равно 
четырем, т. е. число степеней свободы Я  звена кинематической пары 
равно четырем. Следовательно, число условий связи 5 равно

5  =  6 - Я  =  6 - 4  =  2.
Итак, данная кинематическая пара должна быть отнесена к парам 
II класса (четырехподвижная пара).

На рис. 1.6 показан пример пары III класса. Звено А оканчи
вается шаром, входящим в шаровую полость звена В. Движение

Рис. 1.6. Ш аровая трехпо- Рис. 1.7. Ц илиндрическая двух-
движная кинематическая подвижная кинематическая •

пара. п ара.

звена А относительно звена В, или наоборот, сводится к вращению 
вокруг осей х, у  и г. Следовательно, число степеней свободы Я  звена 
кинематической пары равно трем. Число условий связи S равно

S =  6 —Я  =  6 —3 =  3,

т. е. пара должна быть отнесена к парам III  класса (трехподвиж
ная пара). Эта пара получила название шаровой пары.

Примером пары IV класса является пара, показанная на рис. 1.7. 
Цилиндр А находится в полом цилиндре В. Движение цилиндра А 
относительно цилиндра В сводится к вращению и скольжению во
круг и вдоль оси х. Число степеней свободы Я  равно двум. Следова
тельно, число условий связи S равно

5  =  6 —Я  =  6 —2 =  4.



Таким образом, эта пара должна быть отнесена к парам IV класса 
(двухподвижная пара) .  Эта пара получила название цилиндрической 
пары. На рис. 1.1 показана кинематическая пара V класса, каждое 
звено которой обладает только одним возможным простейшим 
движением, а именно, вращением вокруг оси х  — х. Поэтому число 
степеней свободы Н  этой пары равняется единице, и, следовательно,

число условий связи в этой кинемати
ческой паре равно

5 =  6 — #  =  6 — 1 = 5 .

Таким образом, эта пара должна быть 
отнесена к парам V класса (одноподвиж
ная пара). Эта пара получила название

пательн^ая^кинемати^ская" гшра враЩОтвЛЬНОй Пары.
V класса второго вида. На ри с. 1.8 показана кинематиче-

ская пара V класса, каждое из звеньев 
которой обладает только одним возможным простейшим движе
нием, а именно, поступательным движением вдоль оси х.

Поэтому число степеней свободы Н  этой пары равняется еди
нице, и, следовательно, число условий связи 5 в этой кинематиче
ской паре равно

5 = 6 —# = 6 — 1 = 5 .

Таким образом, эта пара должна быть отнесена к парам V класса 
(одноподвижная пара). Эта пара получила название поступатель
ной пары.

Итак, кинематические пары в зависимости от числа условий 
связи, налагаемых на относительное движение их звеньев, могут 
быть разделены на пять классов.

Отметим, что при рассмотрении возможных движений, которыми 
обладают звенья пар в их относительном движении, необходимо 

иметь в виду, что эти движения должны рассмат
риваться лишь как возможные для данного мо
мента времени.

6°. Рассмотренные выше кинематические пары 
относились к парам, для которых мгновенные 
возможные движения их звеньев не зависят 
друг от друга. Однако в технике встречаются 
кинематические пары, для которых относитель
ные движения их звеньев связаны какой-либо 
дополнительной геометрической зависимостью. 
В качестве примера рассмотрим один вид такой 

пары, наиболее часто встречающейся в механизмах. Пусть, на
пример, вращательные поступательные относительные движения 
звеньев пары IV класса, показанной на рис. 1.9, связаны усло
вием, что заданному углу ф поворота одного звена относительно

Рис. 1.9. Винтовая 
пара.



другого вокруг оси х  — х  соответствует поступательное переме
щение й вдоль той же оси. В этом случае, хотя звенья пары 
имеют и поступательное, и вращательное движения, эти движения 
связаны условием

/г =  /г(ф) (1.3)

и, таким образом, на относительное движение звеньев пары нало
жена еще о д н а  дополнительная связь, выраженная соотношением
(1.3). В этом случае пара должна быть отнесена не к IV, а уже 
к V классу. Подобные пары весьма часто встречаются в технике и 
носят название винтовой пары из-за винтового характера относи
тельного движения их звеньев.

Винтовая пара представляет собой два звена А и В (рис. 1.9). 
Цилиндр В имеет на себе внешнюю винтовую резьбу Ь; соответст
венно в звене А сделана внутренняя резьба а. При вращении звена А 
относительно звена В или звена В  от
носительно звена А движущееся звено 
перемещается вдоль оси х  — х. Ясно, что 
повороту какого-либо звена на некото
рый угол ф соответствует связанное 
с поворотом перемещение И вдоль оси 
х  — х, т. е. вращательное движение звена 
закономерно связано с поступательным 
его движением. Эта связь может быть 
легко получена. Для этого рассмотрим 
винтовую линию, принадлежащую ка-
кому-либо элементу звена данной пары. Пусть эта винтовая линия 
принадлежит цилиндру В радиуса г (рис. 1.10). Развернем поверх
ность цилиндра В на плоскость; тогда вместо винтовой линии по
лучим прямую, наклоненную к горизонту под углом Р, называе
мым углом подъема резьбы. Если звено В (рис. 1.9) повернуть на 
полный оборот (на угол, равный 2л), то это звено переместится 
вдоль оси х  — х  на величину /г, которая называется шагом винта 
(рис. 1.10). Если же повернуть звено В  на произвольно заданный 
угол ф, то оно переместится вдоль оси х  — х  на величину Н':

/кр 
2я

Рид. 1.10. Винтовая линия и ее 
развертка на плоскости.

К- (1.4)

Соотношение (1.4) налагает связь на движение звеньев винтовой 
пары вдоль и вокруг оси х  — х. Так как из рис. 1.10 следует, что

Л
t g P ’ 2т

то
И ■= гф tg Р =  Сф, 

где через С обозначена постоянная, равная г р.



Внутри каждого класса кинематические пары могут быть под
разделены на виды в зависимости от различных сочетаний допу
скаемых или ограниченных в них движениях.

7°. Кинематические пары делятся на низшие и высшие' Кине
матическая пара, которая может быть выполнена соприкасанием 
элементов ее звеньев только по поверхности, называется низшей. 
Кинематическая пара, которая может быть выполнена соприкаса
нием элементов ее звеньев только по линии или в точках, называется 
высшей.

Примером низшей кинематической пары может служить пара, 
показанная на рис. 1.1 В этой паре звенья соприкасаются цилинд
рическими поверхностями. Примеры высших пар приведены на 
рис. 1.2 и 1.4. В паре, изображенной на рис. 1.2, звенья соприка
саются по прямой. Для того чтобы элементы кинематических пар 
находились в постоянном соприкасании, они должны быть замк
нуты. Замыкание может быть либо геометрическим, либо силовым.

Геометрическое замыкание осуществляется соответствующими 
геометрическими формами элементов звеньев кинематической пары. 
Например, все пары, изображенные на рис. 1.1 и 1.6 — 1.9, яв
ляются замкнутыми геометрически, потому что соприкасание элемен
тов звеньев этих пар обеспечивается их геометрическими формами.

Чтобы пары, показанные на рис. 1.4 и 1.5, были замкнутыми, 
необходимо шар и цилиндр прижимать к плоскости какой-нибудь 
силой. Силовое замыкание осуществляется силой веса, силой 
упругости пружин и т. п.

§ 4. Условные изображения кинематических пар

Г .  При схематическом изображении механизмов на чертежах 
удобнее вместо конструктивного изображения кинематических пар 
и звеньев ввести условные их изображения. Рассмотрим условные 
изображения некоторых наиболее употребительных кинематиче
ских пар.

На рис. 1.11 показаны два варианта схематического изображе
ния вращательной пары V класса, состоящей из звеньев А и В. 
Первый вариант (рис. 1.11, а) дает изображение, более близкое 
к конструкции; второй вариант (рис. 1.11, 6) представляет собой 
условное изображение, применяемое на кинематических схемах.

На рис. 1.12 даны схематические изображения вращательной 
пары V класса для тех случаев, когда одно из звеньев пары (звено А) 
неподвижно.

На рис. 1.13 даны схематические изображения поступательной 
пары V класса, а на рис. 1.14 показаны схематические изображе
ния той же пары при неподвижном звене В.

На рис. 1.15 представлены схематические изображения винтовой 
пары V класса.
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Рис. 1.11. Схематические изображения 
вращательной пары: а) изображение со схе
матизированными конструктивными фор
мами; о) изображение, применяемое на ки

нематических схемах.

Рис. 1.12. Схематические изображения вра
щательной пары с одним неподвижным зве
ном; а) изображения со схематизирован
ными конструктивными формами; б) изоб
ражение» применяемое на кинематических 

схемах; в) то же.
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Рис. 1.13. Схематические изображения 
поступательной пары: а) изображение со 
схематизированными конструктивными 
формами; б) изображение, применяемое 
на кинематических схемах; в) изображе
ние с направляющей в виде паза; г) и 
д) изображения, применяемые на кинема

тических схемах.

Рис. 1.14. Схематические изображения по
ступательной пары с одним неподвижным 
звеном: а) изображение со схематизирован
ными конструктивными формами; б) изоб
ражение, применяемое на кинематических 
схемах; в) изображение с направляющей 
в виде паза; г) и д) изображения, приме

няемые на кинематических схемах.
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Рис. 1.15. Схематические изображения винтовой пары! а) изображ ение со схематизи
рованными конструктивными формами; б) и в) изображения, применяемые на кинема

тических схемах.

Рис. 1,16. Изображения высшей пары! 
а) пара с круглым роликом Л и криволи
нейным профилем В; б) пара в виде двух 
касающихся криволинейных зубьев А п  В,

Рис. 1.17. Схематическое изображение 
зубчатого механизма из двух колес.



В некоторых случаях необходимо дать полное представление
о тех элементах, которыми соприкасаются звенья пары. В этих 
случаях на схеме полностью и точно изображаются соприкасаю
щиеся элементы звеньев. Примеры изображения таких пар пока
заны на рис. 1.16. На рис. 1.16, а круглый ролик Л соприкасается 
с кривой а — а звена В; на рис. 1.16,6 зуб А одного зубчатого 
колеса соприкасается с зубом В  другого зубчатого колеса.

Два зубчатых колеса, входящих в кинематическую пару, имеют 
условное изображение, показанное на рис. 1.17.

Рис. 1.18. Схематические 
изображения звена, входя
щего в две вращ ательные ки
нематические пары: а) изоб* 
ражение со схематизирован
ными конструктивными фор
мами; 6) изображение, при
меняемое на кинематических 

схемах.
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Рис. 1.19. а), б) и в) 
Различные изобра
жения звена, входя
щего в три кинема

тические пары.

Рис. 1.20. Схематическое 
изображение звена, входя
щего в три вращательные 
пары: а) изображение со схе
матизированными конструк
тивными формами; б) изобра
жение, применяемое на ки

нематических схемах.

2°. Введем также условные обозначения для звеньев, входящих 
в кинематические пары.

Если необходимо изучить движение только двух точек звена, то 
схематическое изображение такого звена можно представить в виде, 
показанном на рис. 1.18. На этом рисунке представлен тот случай, 
когда звено входит в две вращательные пары Л и Б. На рис. 1.19 
показаны схематические изображения звена, входящего в три 
вращательные пары: А, В и С. Наконец, на рис. 1.20 показано 
схематическое изображение звена, входящего в три вращатель
ные пары А , В  и С с параллельными осями вращения, лежащими 
в одной плоскости.

На прилагаемой таблице показаны условные обозначения наи
более распространенных кинематических пар, используемых в ин
женерной практике.

§ 5. Кинематические цепи

Г . Кинематической цепью называется связанная система звеньев, 
образующих между собой кинематические пары (таблица 1). На 
рис. 1.21 показана кинематическая цепь, состоящая из четырех 
звеньев, образующих три кинематические пары. Звенья 1 и 2
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входят во вращательную пару А  (V класса), звенья 2 и 3 — в посту
пательную пару В (V класса) и, наконец,звенья 3 и 4 входят во вра
щательную пару С (V класса).

Кинематические цепи делятся на простые и сложные. Простой 
кинематической цепью называется т ат я цепь, у которой каждое

Рис. 1.21. Схема кинема
тической цепи из четы

рех звеньев.

Рис. 1.22. Схема простой 
открытой кинематиче
ской цепи из четырех 

звеньев.

звено входит не более чем в две кинематические пары. Пример про
стой цепи с вращательными парами Л, В и С (V класса) показан 
на рис. 1.22.

Сложной кинематической цепькУ называется цепь, в которой 
имеется хотя бы одно звено, входящее более чем в две кинематические 
пары. Пример такой цепи с вращательными парами А, В, С, Б  
и Е (V  класса) дан на рис. 1.23.

2°. Простые и сложные кинематические цепи в свою очередь 
делятся на замкнутые и незамкнутые. Замкнутой кинематической

Рис. 1.23. Схема слож
ной открытой кинемати
ческой цепи из шести 

звеньев.

Рис. 1.24. Схема простой 
замкнутой кинематиче
ской цепи из шести 

звеньев.

Рис. 1.25. Схема слож
ной замкнутой кинема
тической цепи из шести 

звеньев.

цепью называется кинематическая цепь, каждое звено которой входит 
по крайней мере в две кинематические пары. Примеры таких 
цепей с вращательными парами (V класса) показаны на рис.
1.24 и 1.25.

Незамкнутой кинематической цепью называется кинематиче
ская цепь, в которой есть звенья, входящие только в одну кинемати
ческую пару. Примерами таких цепей могут служить цепи, показан
ные на рис. 1.22 и 1.23.
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Г Л А В А  II 

СТРУКТУРА МЕХАНИЗМОВ

§ 6. Механизм и его кинематическая схема

Г . В § 1, 5° было дано определение механизма в самом об
щем виде.

Ниже дается определение механизма как частного случая кине
матической цепи.

Механизмом называется такая кинематическая цепь, в которой 
при заданном движении одного или нескольких звеньев относительно 
любого из них все остальные звенья совершают однозначно опреде
ляемые движения.

Как видно из этого определения, в любом механизме есть звено 
(или несколько звеньев), движение которого является заданным. 
Звено (звенья) механизма, которому сообщается движение, преоб
разуемое в требуемое движение других звеньев механизма, назы
вается входным звеном (входными звеньями) .

Звено (звенья) механизма, совершающее требуемое движение, 
для которого предназначен механизм, называется выходным звеном 
(выходными звеньями).

В некоторых случаях для сокращения входное звено заменяется 
термином «вход-», а выходное звено — термином «выход».

В некоторых случаях принимают термин ведущее звено (звенья). 
Ведущим звеном называется звено, для которого сумма элементар
ных работ всех внешних сил, приложенных к нему, является поло
жительной. Соответственно ведомым звеном называется звено, для 
которого сумма элементарных работ всех внешних сил, приложенных 
к нему, является отрицательной или равна нулю.

В большинстве случаев входное звено является и ведущим, но, 
конечно, могут быть случаи инверсии, когда входное звено стано
вится ведомым.

Как это было указано выше (§ 2, Г ), при кинематическом иссле
довании механизмов изучается их движение. Поэтому при изучении 
структуры и кинематики механизмов не обязательно в качестве 
ведущего звена выбирать то звено, к которому приложена внешняя 
сила, приводящая в движение механизм.

2°. Чтобы изучить движение механизма, недостаточно знать 
структуру его, т. е. число звеньев, число и классы кинематических 
пар. Необходимо также знать размеры отдельных звеньев, влияю
щих на движение, взаимное положение звеньев и т. д. Поэтому при 
изучении движения звеньев механизма обычно составляют так назы
ваемую кинематическую схему механизма, которая является его 
кинематической моделью.

Кинематическая схема механизма строится в выбранном мас
штабе с точным соблюдением всех размеров и форм, от которых
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зависит движение того или другого звена, другими словами, с со
блюдением тех размеров и форм, при изменении которых изменяются 
положения, скорости и ускорения точек механизма. На кинемати
ческой схеме должно быть указано все, что необходимо для изуче

ния движения. Все лишнее, не характерное для 
движения, должно быть исключено, чтобы не 
усложнять чертежа.

Рассмотрим, например, механизм двигателя, 
показанный на рис. 2.1, а. Так как все звенья 
этого механизма движутся параллельно одной 
общей плоскости (плоский механизм), то чтобы 
изучить движение любого звена, достаточно 
изучить движение каких-либо двух его точек. 
Например, для изучения движения кривошипа 
А В  достаточно знать в каждый данный момент 
положение двух точек А  и 'В; для изучения 
движения шатуна ВС достаточно знать в каждый 
данный момент положение двух точек В и С. 
Тогда, пользуясь условными обозначениями, 
указанными на рис. 1.11 и 1.20, составляем 
кинематическую схему механизма (рис. 2 .1, б). 
Все необходимые размеры звеньев отложены 
в некотором выбранном масштабе ¡1г м1мм, кото
рый означает, что один миллиметр чертежа соот
ветствует ¡х/ метрам натуры, т. е.

1

Рис. 2.1. Схема ме
ханизма поршневого 
двигателя; а) изобра
жение со схематизи
рованными конструк
тивными формами; 
б) изображение, при
меняемое на кинема

тических схемах.

М М - |X/. М.

Сложнее составить кинематическую схему, 
если звенья механизма имеют пространственное 

движение. В этом случае кинематическая схема составляется в 
соответствующих проекциях на две или в некоторых случаях на 
три взаимно перпендикулярные плоскости.

§ 7. Структурная формула кинематической цепи 
общего вида

1°. Если на движение звена в пространстве не наложено ника
ких условий связи, то оно, как известно, обладает шестью^ степе
нями свободы. Тогда, если число звеньев кинематической цепи 
равно к, то общее число степеней свободы, которым обладают к 
звеньев до их соединения в кинематические пары, равно 6/г. Соеди
нение звеньев в кинематические пары накладывает различное число 
связей на относительное движение звеньев, зависящее от класса 
пар (см. § 3). Если число пар I класса, в которые входят звенья 
рассматриваемой кинематической цепи, равно р и  число п$р II клас
са — рг, число пар I I I  класса — р3, число пар  IV класса — р4 и,



наконец, число пар V класса — р5, то из 6& степеней свободы, 
которыми обладали звенья до их вхождения в кинематические пары, 
необходимо исключить те степени свободы, которые отнимаются 
вхождением звеньев в кинематические пары. Тогда число степеней 
свободы Я , которым обладает кинематическая цепь, равно

Я  =  6& — 5р5 — 4р4 — Зр3 — 2ра — рх. (2.1)

В конструкциях применяются обычно замкнутые и незамкнутые 
кинематические цепи, у которых одно из звеньев неподвижно, 
т. е. является стойкой. Например, в механизме 
(рис. 2 .2) двигателя внутреннего сгорания криво
шип 2, шатун 3, поршень 4 и цилиндр с рамой 1 
образуют кинематическую цепь, у которой не
подвижным звеном (стойкой) является цилиндр 
с рамой двигателя. Следовательно, при изуче
нии движения всех звеньев кинематической цепи 
двигателя мы рассматриваем их абсолютные пе
ремещения происходящими относительно одного 
из звеньев, принятого за неподвижное (стойку).
Кинематическая цепь, состоящая из звеньев 1,
2, 3 и 4, является замкнутой, так как звенья
2 и 4 входят в кинематические пары Л и С со 
стойкой. Если одно из звеньев кинематической 
цепи будет неподвижным, то общее число степе
ней свободы цепи уменьшится на шесть и число степеней свободы 
w относительно неподвижного звена будет равно

w =  H  — 6. (2 .2)

2°. Число w степеней свободы кинематической цепи относи
тельно звена, принятого за неподвижное, называется числом степе
ней подвижности кинематической цепи или, кратко, степенью под- 
вижности. Подставляя в формулу (2.2) вместо Н  его выражение 
из соотношения (2.1), получаем

w =  6 (k — 1) — 5р5 — 4pt -  Зр3 -  2р2 -  Pl. (2.3)

Если в равенстве (2.3) обозначить величину k  — 1 через п, 
то получим

w = 6n — Ъръ — 4pt — Зр3 — 2р2 — р1( (2.4)

где п — число подвижных звеньев кинематической цепи. Равен
ство (2.4) носит название формулы подвижности или структурной 
формулы кинематической цепи общего вида.

Формула (2.4) впервые, в несколько ином виде, была дана 
П. И. Сомовым в 1887 г. и развита А. П. Малышевым в 1923 г. и 
носит название формулы Сомова — Малышева.

2*

Рис. 2.2. Изображен 
ние плоского меха» 
низма, состоящего из 

четырех звеньев.



Если кинематическая цепь образована парами только V класса, 
то формула (2.4) принимает следующий вид:

ни =  6п — 5 р-0.
П р и м ер  1.: Р а с с м о т р и м  пример на определение степени подвиж

ности замкнутой кинематической цепи. На рис. 2.3 показаны кине
матическая цепь а) и ее схема б), у которой звенья 1 (стойка) и 2 
входят в пару А  (V класса); звенья 2 и 3 — в пару В (V класса);

Рис. 2.3. Четырехзвенный пространствьнный механизм.

звенья 3 и 4 — в пару С (IV класса) и, наконец, звенья 4 и 1 (стсйка) 
входят в пару D (III класса). Число подвижных звеньев п равно

трем, число пар V класса р5 
-г /  равно двум, число пар IV клае- 

Ш а -  г  са р4 равно единице и число 
^  пар III класса р3 также равно 

единице. Подставляя числа 
звеньев и пар в формулу (2.4), 
получаем
w = 6ti — 5pb — 4 р4 — Зр3 =
=  6 - 3 — 5-2 — 4 1 —3-1 =  1,

т. е. рассматриваемая кинема
тическая цепь обладает одной 
степенью подвижности.

Пример 2. Определить сте
пень подвижности незамкну
той кинематической цепи, по
казанной на рис. 2.4, а со схе
мой (рис. 2.4, б), у которой 
звенья 1 (стойка) и 2 входят 

в пару Л (III класса), звенья 2 и 3 в пару В (IV класса) и звенья
3 и 4 в пару С (V класса). По формуле (2.4) получаем

w =  6/1 — 5 ръ — 4 р4 — Зр3 =  6 - 3 — 5 - 1 - 4  - 1 - 3  - 1 = 6 ,

т. е. рассматриваемая кинематическая цепь обладает шестью сте
пенями подвижности.

2.4. Н езамкнутая пространственная 
нематическая цепь.



3°. Так как механизм представляет собой кинематическую цепь 
со звеньями, имеющими вполне определенные движения, то необ
ходимо выяснить вопрос о том, как связана определенность движе
ния звеньев механизма с его степенью подвижности. Как это сле
дует из^формулы (2.4), степень подвижности характеризует число 
степеней свободы механизма относительно звена, принятого за не
подвижное (стойку). Тогда, если механизм обладает одной степенью 
подвижности, то одному из звеньев механизма мы можем предпи
сать относительно стойки какой-либо вполне определенный закон 
движения (одну обобщенную координату механизма) ,  например 
вращательное, поступательное или винтовое движение с заданными 
скоростями. При этом все остальные звенья механизма получат 
вполне определенные движения, являющиеся функциями задан
ного. Если механизм обладает двумя степенями подвижности, то 
необходимо задать одному из звеньев два независимых движения 
(две обобщенные координаты механизма) относительно стойки или 
двум звеньям по одному независимому движению относительно 
стойки и т. д. Например, механизм, показанный на рис. 2.3, как 
это было выяснено, обладает одной степенью подвижности. Следо
вательно, сообщив одному из его звеньев движение по определен
ному закону, мы получаем вполне определенные движения всех 
остальных звеньев этсго механизма.

Пусть будет, например, задан закон вращения звена 2 (рис. 2.3) 
в виде функции <р2 =  ср2 (¿), где ср2 есть угол поворота звена 2Л 
а  ̂— время. Если задано движение звена 2, то все остальные 
звенья будут двигаться вполне определенным образом, причем их 
движения будут зависеть от выбранной функции ф2 =  ф2 (0 - Поэтому 
звено 2 механизма оказывается ведущим входным, а все осталь
ные подвижные звенья (звенья 3 и 4) являются ведомыми.

Таким образом, значение ф2 однозначно определяет соответст
вующие ему положения звеньев механизма относительно стойки, 
и потому угол ф2 есть обобщенная координата рассматриваемого 
механизма.

Кинематическая цепь, показанная на рис. 2.4, как это было 
выяснено ранее, обладает шестью степенями подвижности. Следо
вательно, для определенности движения всех звеньев надо иметь 
заданными шесть обобщенных координат. Например, законы вра
щения звена 2 вокруг трех осей, пересекающихся в точке О; законы 
вращения и скольжения относительно звена 3 (вокруг и вдоль оси 
а — а) и, наконец, закон вращения звена вокруг оси Ь — Ь.

В основном в конструкциях машин и приборов используются 
механизмы с одной степенью подвижности. В некоторых конструк
циях машин находят себе применение механизмы с двумя и более 
степенями подвижности. К таким конструкциям относятся диффе
ренциалы автомобилей, некоторые механизмы счетно-решающих 
машин и манипуляторы.



§ 8. Структурная формула плоских механизмов

1°. В §§ 6 и 7 мы показали, что в общем случае степень подвиж
ности механизма ю может быть определена по структурной фор
муле (2.4)

№ =  6« — 5 р5 — 4 р4 — Зр3 — 2 Рг — Рг-

Применение этой формулы возможно только в том случае, 
если на движения звеньев, входящих в состав механизма, не нало
жено каких-либо общих дополнительных условий. Эти условия, 
общие для всего механизма в целом, могут быть весьма разнооб
разны. Так, например, можно потребовать, чтобы у механизма, 
состоящего из одних только вращательных пар V класса, оси всех 
этих пар были параллельны, пересекались в одной точке и т. д.

Оказывается, что такие дополнитель
ные требования существенно изме
няют характер движения механизма 
и изменяют соответственно вид его 
структурной формулы.

Пусть, например, у механизма, 
который состоит из кинематических 
вращательных пар V класса, оси всех 
пар параллельны (рис. 2.5). Выберем 
неподвижную систему координат хуг 
так, чтобы направление оси х  совпало 
с направлением осей пар, а оси у  и г

РИС' 2 ' 5четырехзвИе3нМни“ааРНИРНОГ°  Л еЖ Э Л И  В ПЛОСКОСТИ, П врП еН Д И К уЛ Я р-
ной к осям пар. Можно тогда убе

диться в том, что в этом случае точки звеньев механизма АВСИ 
будут двигаться в плоскостях, параллельных одной общей непод
вижной плоскости 5 , содержащей оси у и г, и мы будем иметь так 
называемый плоский механизм, т. е. механизм, точки звеньев кото
рого описывают траектории, лежащие в параллельных плоскостях.

Рассмотрим, какие же общие ограничения наложены на движения 
всех звеньев приведенного выше механизма условием параллель
ности осей всех кинематических пар. Звенья механизма не могут 
совершать вращательное движение вокруг осей у  и г, поступатель
ное движение вдоль оси х  т. е. из шести возможных движений три 
не могут быть осуществлены. Следовательно, возможными остаются 
следующие три движения: вращение вокруг оси или осей, ей 
параллельных, и поступательные движения вдоль осей у  и г. В самом 
деле, движение звеньев АВ  и С£> сводится к вращению вокруг осей, 
параллельных оси х, а движение звена ВС как сложное плоско
параллельное движение может быть представлено как вращение 
вокруг оси, перпендикулярной к плоскости 5 , и поступательное 
движение, параллельное этой плоскости.



2°. Если на движение всех звеньев механизма в целом нало
жено три общих ограничения, то очевидно, это обстоятельство 
должно быть учтено при подсчете степеней свободы отдельных зве
ньев и степени подвижности механизма в целом. Если в общем 
случае число степеней свободы подвижных звеньев механизма рав
нялось бы 6п, где п — число подвижных звеньев, то для рассмат
риваемого механизма число степеней свободы подвижных звеньев 
будет (6 — 3) п =  3п. Соответственно вместо 5р5 связей, накладывае
мых парами V класса, в этом механизме пары V класса будут н а
кладывать (5 — 3) ръ =  2р5 связей, так как три связи уже нало
жены условием параллельности осей пар, и т. д. Структурная фор
мула механизма (2.4) будет тогда такой:

® =  (6 -  3) п -  (5 -  3) р5 — (4 — 3) р4 -  (3 -  3) р3, 
т. е. степень подвижности плоского механизма будет равна

w =  3n — 2рь — р4. (2 .5)
Это есть структурная формула для общего вида плоских меха

низмов.
В состав плоских механизмов пары I, I I ,и III классов входить 

не могут, как обладающие пространственным характером возмож
ных относительных движений. Из рассмотренного примера следует, 
что если на движение всех звеньев механизма в целом наложено 
некоторое общее для всего механизма число связей, то необходимо 
число этих общих связей из структурной формулы механизма 
исключить путем вычитания числа этих связей из числа степеней 
свободы всех подвижных звеньев механизма и из числа условий 
связи всех входящих 4 механизм кинематических пар.

3°. При рассмотрении плоских механизмов и составлении их 
структурных формул мы имели в виду, что те степени свободы, 
которыми обладают звенья механизмов, и те условия связи, кото
рые налагаются на движения звеньев вхождением их в кинематиче
ские пары, решают в совокупности вопрос об определенности дви
жения механизма.

Необходимо отметить, что, кроме степеней свободы звеньев и 
связей, активно воздействующих на характер движения механиз
мов, в них могут встретиться степени свободы и условия связи, не 
оказывающие никакого влияния на характер движения механизма 
в целом. Удаление из механизмов звеньев и кинематических пар , 
которым эти степени свободы и условия связи принадлежат, может 
быть сделано без изменения общего характера движения меха
низма в целом. Такие степени свободы называются лишними степе
нями свободы, а связи — избыточными или пассивными связями.

В качестве примера рассмотрим плоский механизм, показанный 
на рис. 2.6. Размеры звеньев механизма удовлетворяют условиям

АВ — CD, AD = EF =  BC, А Е  =  ВЕ  и DF =  FC.



Таким образом, фигура ABCD — всегда параллелограмм, и, сле
довательно, расстояние между точками F u E  остается постоянным 
и равным расстоянию между точками А и D или В  и С. Тогда без 
всякого нарушения характера движения механизма можно звено EF 
(или ВС) удалить, так как это звено, входящее в кинематические 
пары Е и F, налагает на движение механизма условия связи, являю
щиеся избыточными. Рассмотрим далее круглый ролик 6 (рис. 2.6), 
входящий во вращательную пару V класса Н  со звеном 4, соприка
сающимся с ним по прямолинейному профилю НС. Нетрудно 
видеть, что мы можем свободно поворачивать ролик 6 вокруг оси, 
проходящей через точку G, не оказывая при этом никакого влия
ния на характер движения механизма в целом. Свободно поворачи
вающийся ролик дает лишнюю степень свободы. Поэтому без вся
кого нарушения характера движения механизма в целом можно

ролик удалить и звено 4 со звеном 7 соединить непосредственно 
в кинематическую пару IV класса (рис. 2.7). Элементом пары 
звена 4 будет прямая /<Х, параллельная прямой ИС, проходящая 
от нее на расстоянии, равном радиусу ролика 6, а элементом пары 
звена 7 будет точка 0.

Полученные таким образом механизмы будут воспроизводить 
движение ведомого звена по тому же закону, который осущест
влялся первоначальным механизмом, но при этом преобразован
ные механизмы будут освобождены от лишних степеней свободы и 
избыточных условий связи.

При исследовании структуры механизма с помощью структур
ных формул необходимо учитывать возможное присутствие лиш
них степеней свободы и избыточных условий связи.

4°. Выявление избыточных связей и лишних степеней свободы 
в механизмах проще всего может быть сделано при изучении их 
кинематики, например при построении перемещений и скоростей 
звеньев. Если определение перемещений ведомых звеньев или их 
скоростей может быть сделано без участия одного или нескольких 
звеньев механизма, то эти звенья вносят или пассивные связи, 
или лишние степени свободы. Например, перемещение звена 7

и
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Рис. 2.6. Схема плоского меха
низма с пассивными связями и 

лишней степенью свободы.

Рис. 2.7. Схема механизма, осво
божденного от пассивных связей 

и лишней степени свободы.



(рис. 2.7) может быть получено перемещением звеньев 2, 3 и 4. 
Следовательно, звено 5 вносит пассивные связи и может быть из 
рассмотрения исключено. Можно было бы также показать, что и 
определение скорости звена 7 при заданной скорости ведущего 
звена может быть сделано без рассмотрения скоростей звена 5 .

В дальнейшем при изучении движения звеньев механизмов 
будем предполагать, что все лишние степени свободы и избыточ
ные условия связи предварительно исключены из механизма уда
лением соответствующих звеньев, и будем учитывать в механизме 
только те связи и степени свободы, от которых зависит опреде
ленность его движения.

§ 9. Структура плоских механизмов

1°. В § 8, ввиду особого характера движения точек звеньев 
механизма (рис. 2.5), нами было показано, что структурная формула 
плоских механизмов (2.5) в общем случае имеет следующий вид:

да =  3/г —2 ръ — р4. (2.6)
Эта формула была впервые выведена П. Л. Чебышевым в 1869 г. 

и носит название формулы Чебышева.
Как это видно из формулы (2.6), плоские механизмы могут 

быть образованы звеньями, входящими только в кинематические 
пары IV и V классов. Пары IV класса в плоских механизмах нала
гают одно условие связи на относительное движение ее звеньев. 
Пары V класса в плоских механизмах налагают два условия связи 
на относительное движение ее звеньев.

Примером пары IV класса в плоских кинематических цепях 
может служить пара, образованная звеньями А  и В, выполненными 
в виде двух цилиндрических поверхностей а и р с параллельными 
осями (рис. 2.8), перекатывающихся со скольжением друг по другу 
и постоянно соприкасающихся по прямолинейным образующим 
этих поверхностей без скольжения вдоль образующих. Эта пара 
в сечении плоскостью, перпендикулярной к образующим цилин
дров, дает две соприкасающиеся кривые а  — а и р  — р (рис. 2.9), 
представляющие собой элементы звеньев пары.

Вторым примером может служить пара, образованная кривой 
а — а, являющейся элементом звена А , и острием С — элемен
том звена В (рис. 2.10). Во всех кинематических парах IV класса, 
как это было указано выше (§ 3, 7°), звенья соприкасаются или 
в точке, или по прямой', эти пары относятся к высшим парам.

Пара IV класса в плоском механизме исключает возможность 
одного какого-либо движения: например, пара, показанная на 
рис. 2.9, исключает относительное движение звеньев Л и В в напра
влении нормали п — п к  кривым а — а и р — р, приведенной в 
точке их соприкосновения. Возможными двумя относительными



движениями звеньев этой пары являются качение и скольжение 
одной кривой по другой.

Низшие пары V класса, т. е. пары, в которых соприкасание 
звеньев происходит по поверхностям (см. § 3, 7°) в плоских меха
низмах являются либо вращательными (рис. 1.1), либо поступа
тельными (рис. 1.8), так как другие низшие пары, в частности

Рис. 2.8. П лоская кине
матическая пара IV клас
са, состоящая из двух 

цилиндров.

Рис. 2.9. Схема плоской 
кинематической пары IV 
класса, состоящей из 
двух криволинейных 

звеньев.

Рис. 2.10. Схема плоской 
кинематической пары 
IV класса, состоящей из 
криволинейного звена и 

звена с острием.

винтовые, не могут входить в состав плоского механизма в силу 
пространственного характера относительного движения их звеньев.

Из трех возможных относительных дви
жений звеньев пар плоских механизмов 
вращательные и поступательные пары 
исключай!' по два движения. Враща
тельная пара исключает возможность 
поступательных движений вдоль двух 
осей, лежащих в плоскости движения 
звеньев. Поступательная пара исключает 
одно поступательное движение и одно 
вращательное (вокруг оси, перпендику
лярной к плоскости движения звеньев).

Кинематические пары V класса в 
плоских механизмах могут быть и выс
шими. На рис. 2.11, а, например, пока
зана высшая пара V класса, элементы 
звеньев Л и В которой представляют 
собой две жестко связанные между собой 
плоские кривые а  — а и р — р, сопри
касающиеся с двумя другими плоскими 
кривыми у — у  и 6 — б, также жестко 
связанными между собой. Такие пары по
лучили название двухточечных пар, так 

как звенья Л и В соприкасаются в двух точках С и £>.
На рис. 2 .11 ,6  показана другая высшая пара V класса, представ
ляющая собой звено Л, своими концами С и Б  скользящее 
в прорезях а  — а  и (5 — (5 звена В. Элементами, принадлежащими

Рис, 2.11. Схематические изо
бражения высшей кинематиче
ской пары V класса, состоящей 
из двух звеньев; а) каж дое звено 
с двумя плоскими кривыми; 
б) траекторная п ара; в) центро- 
идная пара с принудительным 

чистым качением.



звену А , являются точки С и В , а элементами, принадлежащими 
звену В, — плоские кривые а  — а  и р — р. Такие пары получили 
название траекторных пар, так как при движении одного звена пары 
относительно другого точки звеньев описывают сложные, но вполне 
определенные траектории. Высшей парой V класса является также 
пара, показанная на рис. 2.11, в. Кривая а — а, являющаяся эле
ментом звена А, перекатывается без скольжения по кривой ¡5 — р, 
являющейся элементом звена В. Эта пара получила название цент- 
роидной пары, так как элементы а  — а и Р — р звеньев А и В 
являются всегда центроидами в относительном движении звеньев 
пары. Таким образом, мы видим, что в плоских механизмах их 
подвижные звенья имеют по три степени свободы, т. е. п звеньев 
имеют 3п степеней свободы. Каждая пара V класса накладывает две 
связи, т. е. р пар накладывают 2р5 связей. Каждая пара IV класса 
накладывает одну связь, т. е. р4 пар накладывают р4 связей. Отсюда 
непосредственно получаем, что число степеней подвижности до 
плоского механизма равно ну =  3п — 2р5 — р4, т. е. получаем формулу 
Чебышева (2.5).

2°. В зависимости от числа хм, стоящего в левой части фор
мулы (2.6), мы можем получить плоские механизмы с одной, двумя,

Рис. 2.12. Схема меха
низма шарнирного четы- 
рехзвенника с обобщен

ной координатой <р2.

Рис. 2.13. Схема механиз
ма ш арнирного пятизвен- 
ника с обобщенными ко

ординатами ф2 и ф5.

Рис. 2 .14. Схема м еханиз
ма ш арнирного  восьми- 
звенника с обобщенными 
координатами ф2, Фз и ф4.

тремя и т. д. степенями подвижности. Так, на рис. 2.12 показан 
механизм с одной степенью подвижности, на рис. 2.13 — механизм 
с двумя степенями подвижности и на рис. 2.14 — механизм с тремя 
степенями подвижности.

При нулевой степени подвижности кинематической цепи ни одно 
из звеньев не может двигаться относительно неподвижного звена, 
и кинематическая цепь превращается в ферму (рис. 2.15).

Для определенности движений всех звеньев механизма, обра
зованного кинематической цепью с одной степенью подвижности, 
необходимо и достаточно иметь заданным закон движения одного 
из звеньев.

Так, для механизма, показанного на рис. 2.12, достаточно 
иметь, например, закон <р2 =  ср2 (/) изменения угла <р2 поворота 
звена 2 в функции времени е. одну обобщенную координату



механизма. Таким образом, число степеней подвижности кинема
тической цепи, из которой образован механизм, одновременно 
является и числом независимых параметров, или, что то же, обоб
щенных координат, которыми мы должны задаться, чтобы данная 
кинематическая цепь была механизмом. Показанная на рис. 2.13 
цепь будет механизмом, если, например, будут заданы углы пово

рота ф2 и фй звеньев 2 и 5 в функции вре
мени Для кинематической цепи, пока
занной на рис. 2.14, нужно задать углы 
поворота ф 2, ф 3 и ф 4 звеньев 2, 3 я 4 
в функции времени < и т. д.

Обычно в качестве обобщенных коор
динат берутся законы движения звеньев, 
входящих в кинематические пары со 
стойками. В некоторых случаях более 
удобно в качестве обобщенной коорди

наты выбрать закон движения какого-либо другого звена. Напри
мер, для механизма на рис. 2.13 можно выбрать законы движения 
звеньев 2 и 3 или 3 и 4.

3°. К плоским механизмам относятся также механизмы с одними 
поступательными парами, оси движения которых параллельны 
одной общей плоскости. Звенья этих механизмов не имеют возмож
ности вращательного движения вокруг оси, перпендикулярной

Рис. 2.15. Схема кинематиче
ской цепи с нулевой степенью 

подвижности.

Рис. 2.16. М одель трехзвен
ного клинового механизма.

Рис. 2.17. Схема механиз
ма с одними поступатель
ными парами и одной сте- 

пенью подвижности.

Рис. 2.18. Схема механиз
ма с одними поступатель
ными парами и двумя 
степенями подвижности.

к плоскости их движения, т. е. обладают только двумя степенями 
свободы. Простейшим механизмом этого вида является клиновой 
механизм (рис. 2.16).

Структурная формула этих механизмов имеет следующий вид:
IV — 2 п — р5. (2.7)

Эта формула была впервые выведена В. В. Добровольским в 
1937 г. и носит название формулы Добровольского.

Как это видно из формулы (2.7), плоские механизмы этого вида 
могут быть образованы только парами V класса, и так как в этих



механизмах звенья могут иметь только поступательное движение, 
то пары V класса в этих механизмах могут быть только поступатель
ными. На рис. 2.17 показан механизм с одной степенью подвиж
ности, а на рис. 2.18 — механизм с двумя степенями подвижности.

§ 10. Замена в плоских механизмах высших пар 
низшими

1°. Как было показано выше, плоские механизмы могут иметь 
звенья, входящие как в низшие, так и в высшие пары. При изу
чении структуры и кинематики плоских механизмов во многих 
случаях удобно заменять высшие пары кинематическими цепями 
или звеньями, входящими только в низшие вращательные и посту
пательные пары V класса. При этой замене должно удовлетворяться 
условие, чтобы механизм, полученный после такой замены, обладал 
прежней степенью подвижности и чтобы сохранились относитель
ные в рассматриваемом положении движения всех его звеньев. 
Рассмотрим трехзвенный механизм, показанный 
на рис. 2.19. Механизм состоит из двух подвиж
ных звеньев 2 и 3, входящих во вращательные 
пары V класса А и В со стойкой 1 и высшую 
пару С IV класса, элементы звеньев а и Ъ кото
рой представляют собою окружности радиусов 
0 2С и 0 3С. Согласно формуле (2.5) степень под
вижности механизма будет

ш =  Зга — 2ръ — р4 =  3- 2 — 2 -2  — 1 =  1.

Можно показать, что рассматриваемый ме
ханизм может быть заменен эквивалентным 
ему механизмом шарнирного четырехзвенника 
АОгОлВ. Высшая пара IV класса в точке С заменяется звеном 4, 
входящим в точках 0 2 и 03 во вращательные пары V класса. Полу
ченный в результате замены механизм АОгОяВ называется заме
няющим механизмом.

Степень подвижности ни заменяющего механизма будет той же, 
что и у заданного механизма. Имеем

11) = 3п — 2рь =  3 • 3 — 2 • 4 =  1.

Так как элементы а и Ь звеньев являются окружностями с цент
рами в точках 0.2 и 03, то длина 0 20 3 звена 4 оказывается постоян
ной. Точно так же будут постоянными и длины АОг и ВОг звеньев
2 я 3. Заменяющий механизм Л 0 20 3В эквивалентен заданному и 
с точки зрения законов движения звеньев 2 и 3.

2°. Рассмотренный способ получения заменяющего механизма 
можно обобщить. Пусть задан механизм с высшей парой, элементы

1 1
Рис. 2.19. Схема ме
ханизма с высшей 
парой в виде двух 
окруж ностей и зам е
няющего его м еханиз
ма ш арнирного четы- 

рехзвенника.



звеньев которой представляют собой произвольно заданные кривые 
а и Ь (рис. 2.20). Д ля построения схемы заменяющего механизма 
проводим нормаль N N  в точке С касания кривых и отмечаем на 
ней центры 0 2 и 0 3 кривизны кривых а и Ь. По-прежнему центры 
кривизны 0 2 и 0 3 мы считаем шарнирами, образующими вращатель
ные пары, в которые входят условные звенья А 0 2 и 0 20 3, с одной 
стороны, и условные звенья В 0 3 и 0 20 3, с другой стороны.

Описанная замена правильна для заданного положения основ
ного механизма. В другом положении схема заменяющего механиз
ма останется той же, размеры же его звеньев изменятся, ибо центры 
кривизны 0 2 и 03 сместятся.

Из дифференциальной геометрии известно, что окружность 
кривизны в точке касания с кривой и сама кривая эквивалентны

/V
Рис. 2.20. Схема механизма с высшей па
рой, элементы звеньев которой — произ
вольно заданные кривые, и мгновенного 
заменяю щ его его механизма ш арнирного 

четырехзвенника.

Рис/2.21. Схема механизма с высшей парой# 
элементы звеньев которой — произвольно 
заданные кривая и прямая, и мгновенного 
заменяющего механизма с тремя враща
тельными и одной поступательной парами.

до производных второго порядка включительно, и поэтому заме
няющий механизм эквивалентен основному в такой же степени, 
т. е. положения, скорости и ускорения одноименных точек того 
и другого механизма будут одинаковыми.

3°. Если один из соприкасающихся элементов будет представ
лять собой некоторую кривую, а второй прямую Ь (рис. 2.21), то 
центр кривизны второго профиля будет бесконечно удален. Услов
ное звено 4 в этом случае будет входить в центре кривизны Ог 
элемента 2 во вращательную пару V класса. Вторая вращательная 
пара, в которую должно входить звено 3, имеет ось вращения 
бесконечно удаленной и переходит в поступательную пару также
V класса.

4°. Далее возможен случай, когда один из соприкасающихся 
элементов — кривая а, а другой — точка С (рис. 2.22), В этом 
случае центр кривизны 0 3 элемента С совпадает с самой точкой С, 
и поэтому условное звено 4 должно входить в две вращательные 
пары V класса — во вращательную пацу с осью, проходящей через 
центр кривизны 0 2 криволинейного элемента а,

В том случае, когда одним элементом является прямая АС, 
а другим — точка С (рис. 2.23), замена сводится к постановке



условного звена 4, входящего в одну поступательную и одну в р а 
щательную пары. Ось вращательной пары и ось движения посту
пательной пары должны проходить через точку соприкасания С, 
Заменяющий механизм показан на рис. 2.24.

мг
Рис. 2.22. Схема механизма 
с высшей парой, элементы 
звеньев которой — произ
вольно заданная кривая и 
точка, и мгновенного заме
няющего кривошипно-пол- 

зунного механизма.
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Рис. 2.23. Схема ме
ханизма с высшей па
рой, элементы звень
ев которой — пря

мая и точка.
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Рис. 2.24. Схема мгно* 
венного зам еняю щ его м е
ханизма, экви вален тн ого  
механизму, схема к о то 
рого изображ ена на 

рис. 2.23.

Таким образом, любой плоский механизм с высшими парами 
IV класса может быть заменен механизмом, в состав которого входят 
только низшие кинематические пары V класса.

Если все высшие пары IV класса в плоском механизме заменены 
низшими парами, то структурная формула Чебышева (2.5) для 
заменяющего механизма получит вид

хю — Ъп — 2рь. (2 .8)

§ 11. Структура пространственных механизмов

1°. В современном машиностроении находят себе применение 
пространственные механизмы различных видов. Рассмотрим струк
туру некоторых из них.

Как это было показано в § 7, 2°, структурная формула простран
ственного механизма общего вида будет

до =  6я — 5р6 —- 4р4 — Зр3 — 2р2 — рх. (2.9)

Из формулы (2.9) следует, что эти механизмы могут быть образованы 
звеньями, входящими в кинематические пары всех пяти классов.

Из низших кинематических пар наиболее часто встречаются 
пары, схематические изображения которых показаны на рис. 2.25.

На рис. 2.25, а, б и в  показаны пары V класса: вращательная, 
поступательная и винтовая. С этими парами мы уже ознакомились 
раньше (§ 3).

Если эти пары входят в состав пространственных механиз
мов, то их условные обозначения должны иметь вид, показанный



соответственно на рис. 2.25, а', б' и в'. Цилиндрическая пара
IV класса и ее условное изображение показаны на рис. 2.25, г и г'. 
Шаровая пара III класса и ее условное изображение показаны

на рис. 2.25, д и д'. Нако
нец, на рис. 2.25,e u e '  по
казаны- шаровая с пальцем 
пара IV класса и ее услов
ное изображение. Так же, 
как для плоских механиз
мов, высшие пары различ
ных классов изображаются 
с точными очертаниями тех 
элементов звеньев, с кото
рыми они входят в пары.

2°. Рассмотрим некото
рые пространственные ме
ханизмы, применяемые в 
технике. На рис. 2.26, а по
казан четырехзвенный ме
ханизм ABCD  выдвигающе
гося шасси самолета. Пол
зун 2 движется по непод
вижной направляющей 1 и 
шатуном 3 передает движе

ние опоре 4 колеса, которая поворачивается вокруг оси D неподвиж
ного звена 1. Звенья 2 и /  образуют поступательную пару, звенья 
2 и З и З я 4  —  шаровые пары и звенья 4 и 1 — вращательную пару.

Рис. 2.25. Схемы распространенных кинематиче
ских пар: а) изображение вращ ательной пары со 
схематизированными конструктивными формами; 
а ')  схематическое изображение вращ ательной па
ры, применяемое на кинематических схемах; 
б) и б' )  то же для поступательной пары; в) и в') 
то же для винтовой пары; г) и г' )  то же для ци
линдрической пары; д) и д ')  то же для шаровой 
пары; е) и е') то же для ш аровой с пальцем пары.

Рис. 2.26. Механизм шасси само
лета: а) изображение со схемати
зированными конструктивными фор
мами; б) изображение, применяемое 

на кинематических схемах.

Рис. 2.27. Схема зубчато-чер
вячного механизма.

Кинематическая схема механизма показана на рис. 2.26, б. Из рас
смотрения механизма видно, что звено 3 обладает лишней степенью 
свободы — возможностью свободно поворачиваться вокруг своей



продольной оси. Поэтому одна из пар В  или С могла бы быть зам е
нена шаровой с пальцем парой (рис. 2,25, е и е'). Так как эта лиш няя 
степень свободы не оказывает никакого влияния на движение м еха
низма, то с точки зрения простоты конструкции проектируют м еха
низм с двумя шаровыми парами. Если исключить из рассмотрения 
упомянутую лищнюю степень свободы, то структурная формула 
(2.9) механизма представится так:

ш =  6п — 5р5 — 4р4 — Зр3 — 2р2 — рх =  6 • 3 — 5 • 2 — 4 • 1 — 3 • 1 =  1.

Таким образом, механизм шасси имеет одну степень подвиж 
ности.

3°. На рис. 2.27 показан зубчато-червячный механизм. Ч ер 
вяк 2, вращаясь в подшипниках стойки 1, действует на ролик 3 
колеса 4, которое вращается в подшипнике стойки 1. Звенья 1 и 2 
и звенья 4 и 1 входят во вращательные пары. Так как ролик 3  
соприкасается с винтовой поверхностью червяка 2 в точке, 
то звенья 2 я 4 после условного скрепления роликов 3 с коле
сом 4 образуют пару I класса. Структурная формула механиз
ма будет

ш =  6п — 5р5 — 4р4 — Зр3 — 2р2 — рх =  6 - 2 — 5 - 2 — 1-1 =  1.

Таким образом, рассматриваемый зубчато-червячный механизм 
обладает одной степенью подвижности.

4°. Структурная формула сферических механизмов, т. е. меха
низмов, точки звеньев которых описывают траектории, лежащие 
на концентрических сферах, была указана впервые автором этой 
книги в 1936 г. Формула имеет следующий вид:

ХЮ = Зп — 2ръ — р4.

Таким образом, для сферических механизмов применима формула 
Чебышева (2.5).

Из формулы (2.5) следует, что сферические механизмы могут 
быть образованы кинематическими парами только V и IV классов. 
Применимость формулы (2.5) к сферическим механизмам опреде
ляется тем, что на движение звеньев этих механизмов наложено 
три общих ограничения.

Вследствие того, что движение точек звеньев сферических меха
низмов происходит по поверхностям концентрически располо
женных сфер, звенья этих механизмов имеют только вращатель
ные движения и не могут иметь поступательных движений. 
Поэтому в этих механизмах звенья могут входить только во в р а 
щательные пары V класса и высшие пары IV класса, имеющие со
прикасание по прямым, проходящим через общий центр сферических 
концентрических поверхностей. При этом должно быть исключено



поступательное движение вдоль соприкасающихся прямых в на
правлении к общему центру сфер.

На рис. 2.28 показан четырехзвенный сферический механизм, 
у которого звенья 1, 2, 3, 4 входят в четыре вращательные пары. 
Оси всех пар пересекаются в общем центре О. При вращении звена 2 
вокруг оси ОА в неподвижном подшипнике стойки 1 звено 4 полу
чает вращательное движение в подшипнике стойки 1 (во
круг оси 0£>).

Рис. 2.28. Модель простран
ственного сферического ме

ханизма.

Рис. 2.29. Схема механизма 
конических зубчатых колес.

Структурная формула механизма будет
по =  3 п — 2 р5 — р4 =  3- 3 — 2 - 4 = 1 ,

т. е. указанный сферический механизм (рис. 2.28) обладает одной 
степенью подвижности.

На рис. 2.29 показан механизм конических зубчатых колес. 
Оси колес 2 и 3 пересекаются в общем центре О. В этом же центре 
пересекаются все образующие поверхности зубьев. Поэтому этот

механизм относится также к сферическим 
механизмам. Звенья 1, 2 и 3 образуют вра
щательные пары. Звенья 2 и 3 образуют 
высшую пару IV класса, так как переме
щение вдоль образующих поверхностей 
зубьев отсутствует.

Структурная формула механизма дает
хю — Зп — 2 ръ — р1 =  3- 2 — 2-2  — 1-1 =  1.

Таким образом, механизм обладает одной степенью подвижности.
5°. На рис. 2.30 показан трехзвенный винтовой механизм. Звенья 

этого механизма имеют возможность только двух движений: _вра- 
щательного вокруг оси А  — А и поступательного вдоль этой же 
оси. Таким образом, на звенья механизма наложено четыре общих 
ограничения. Следовательно, структурная формула этого меха
низма будет

хю = 2п — р5.

Р и с. 2.30. Модель трехзвен
ного винтового механизма.



После подстановки числа подвижных звеньев и кинематических 
пар получаем

ш =  2 -2  —3 =  1,

т. е. механизм обладает одной степенью подвижности.
6°. Выше были рассмотрены механизмы, образованные из 

замкнутых кинематических цепей. В некоторых современных ма
шинах используются плоские и пространственные механизмы, 
образованные из незамкнутых кинематических цепей. Эти цепи 
используются в механических манипуляторах, роботах, шагающих

а

Рис. 2.31. Кинематические схемы механизма м анипулятора типа 
«Маскот»; а) основная схема; б) эквивалентная схема.

машинах и других устройствах, имитирующих и заменяющих руки 
и ноги человека.

На рис. 2.31, а показана кинематическая схема манипулятора 
типа «Маскот». Цепь содержит шесть подвижных звеньев, входя
щих в шесть вращательных пар. На конце звена 6 находится захват, 
который может своими губками захватывать те или иные объекты. 
Если не учитывать движение губок захвата, то структурная фор* 
мула механизма (2.9) будет

ш =  6 п — Ьръ =  6 - 6 — 5 -6  =  6 .

Таким образом, механизм манипулятора этого типа имеет шесть 
степеней подвижности. На рис. 2.31, б показана эквивалентная 
схема с шестью степенями подвижности. Так как в основной схеме 
2.31, а оси (а, Ь), (с, й) и (е, /) вращательных пар попарно пересе
каются в точках 0Х, 0 2 и 0 3, то соответственно пары (А, В), (С, И) 
и (Е , У*1) можно заменить сферическими парами с пальцами. Тогда



механизм будет образован тремя звеньями, входящими в три сфе
рические пары с пальцами.

Вследствие ~ сложности конструктивного оформления сфериче
ских пар с пальцами в практике применяются механизмы, построен
ные по основной схеме.

В современной практике применяются механизмы, образован
ные из незамкнутых кинематических цепей и с большим, чем у рас
смотренного (рис. 2.31, а) механизма, числом степеней подвиж
ности. Эти механизмы могут- быть образованы кинематическими 
парами различных классов и в различной последовательности их 
расположения. Таким образом, число вариантов подобных меха
низмов весьма велико.

На рис. 2.32 показаны два механизма манипуляторов. Механизм 
манипулятора типа «Версатран», схема которого показана на

г У 0
А ' ?

6)

Рис. 2 .32 . Кинематические схемы механизмов манипуляторов.

рис. 2.32, а, имеет пять подвижных звеньев. Он образован враща
тельными парами А , О и Е и поступательными парами В, С. Число 
степеней подвижности ха равно

до =  6 п — 5 ръ =  6 - 5 — 5-5  =  5,

т. е. механизм обладает пятью степенями подвижности.
На рис. 2.32, б показана схема механизма манипулятора, имею

щего четыре подвижных звена, который образовали вращательными 
парами А , В , поступательной парой С и шаровой парой Г). Число 
степеней подвижности ш равно

уц =  6л — 5 рь — Зрз =  6 - 4 — 5-3  — 3 -1 = 6,

т. е. механизм обладает шестью степенями подвижности.
Как частные случаи пространственных механизмов могут быть 

получены и простейшие плоские механизмы манипуляторов 
(рис. 2.33). На рис. 2.33, а и б показаны манипуляторы с тремя 
степенями подвижности, а на рис. 2.33, в — простейшая схема 
искусственной «ноги» (педипулятора).

7°. Кинематические пары I, II, III и IV классов в некоторых 
случаях удобно заменять эквивалентными им кинематическими



цепями, образованными парами V класса. Так, например, сфери
ческая пара с пальцем, показанная на рис. 2 .34, а , может быть 
заменена кинематической цепью (рис. 2.34, б), состоящей из трех 
звеньев, входящих в две вращательные кинематические пары

а) 6)
Рис. 2.33. Кинематические схемы плоских механизмов ма

нипуляторов и педипуляторов.

А и В, оси которых пересекаются в точке О. Такие цепи получили 
название кинематических соединений. Кинематическое соединение, 
показанное на рис. 2.34, б, называется карданным подвесом. На 
рис. 2.35, а показана сферическая пара, а на рис. 2.35, б — экви-

Рис. 2.34. Кинематические соединения: 
а) сферическая пара с пальцем; б) к ар 

данный шарнир.
Рис. 2.35. Кинематические соединения: 
а) сферическая пара; б) сферическое сое

динение.

валентное ей кинематическое соединение, состоящее из четырех 
звеньев, входящих во вращательные пары А , В  и С, оси которых 
пересекаются в точке 0. Такое кинематическое соединение назы
вается сферическим соединением.

г л а  в А ш  
КЛАССИФИКАЦИЯ ПЛОСКИХ МЕХАНИЗМОВ

§ 12. Основной принцип образования механизмов

1°. Основной принцип образования механизмов был впервые 
сформулирован в 1914 г. русским ученым Л. В. Ассуром. Им был 
продолжен и развит метод образования механизмов путем последо
вательного наслоения кинематических цепей, обладающих опре
деленными структурными свойствами.



Этот метод легко проследить, рассматривая какой-либо кон- 
кретный механизм, пусть, например, механизм, показанный на 
рис. 3.1. Этот механизм имеет пять подвижных звеньев, образую
щих семь кинематических пар V класса. Следовательно, по формуле 
Чебышева (2.5) число его степеней подвижности ш равно

т = 3п — 2рь =  3 • 5 — 2 • 7 =  1, (3.1)

т. е. механизм, показанный на рис. 3.1, обладает одной степенью 
свободы. Выберем в качестве ведущего звено 2. Тогда механизм 
будет состоять из ведущего звена 2, обладающего одной степенью 
подвижности, стойки 1 и ведомых звеньев, образующих кинемати

ческую цепь, состоящую из 
звеньев 3, 4, 5 и 6.

Процесс образования этого 
механизма можно представить 
как последовательное присоеди
нение к ведущему звену 2 и 
к стойке 1 кинематической цепи, 
состоящей из звеньев 3 и 4. 
Тогда получим четырехзвенный 
механизм АВСИ, обладающий 
одной степенью подвижности. 

Далее к звену 4 механизма АВСО  и стойке 1 присоединим кине
матическую цепь, состоящую из звена 5 и ползуна 6. Тогда полу
чим шестизвенный механизм, обладающий также одной степенью 
подвижности.

Нетрудно теперь установить определенную закономерность 
процесса образования механизма. В самом деле, любой механизм 
имеет одно неподвижное звено (стойку). У механизма, показанного 
на рис. 3.1, стойкой будет звено 1. Далее механизм должен иметь 
число ведущих звеньев, равное числу его степеней подвижности 
(см. § 7, 3°). В нашем случае механизм (рис. 3.1) обладает одним 
ведущим звеном 2, так как степень подвижности механизма ш, 
согласно (3.1), равна ш =  1.

Так как после присоединения ведомых звеньев 3, 4, 5 и 6 число 
степеней подвижности всего механизма осталось равным

ш =  1,

то, следовательно, кинематическая цепь, состоящая из ведомых 
звеньев 3 , 4 , 5  и 6,  присоединенных к ведущему звену 2 и стойке 1, 
обладает нулевой степенью подвижности относительно тех звеньев, 
к которым эта цепь присоединяется.

2°. Введем понятие о группах Ассура.
Группой Ассура будем называть кинематическую цепь с нулевой 

степенью подвижности относительно тех звеньеё, с которыми 
входят в кинематические пары свободные элементы ее звеньев, и не

Рис. 3.1. М одель шестизвенного плоского 
механизма.



распадающуюся на более простые цепи, обладающие также нулевой 
степенью подвижности.

Если обратиться к механизму, показанному на рис. 3.1, то 
нетрудно видеть, что совокупность звеньев 3, 4, 5 и 6 хотя и обла
дает нулевой степенью подвижности, но не будет группой, так как 
распадается на две кинематические цепи, состоящие из звеньев
3, 4 и 5, 6, каждая из которых обладает нулевой степенью под
вижности. В самом деле, кинематическая цепь BCD состоит из двух 
звеньев 3 и 4, входящих в три вращательных кинематических пары 
В, С и D, следовательно, ее степень подвижности w[p равна

шгр =  Зп — 2рй =  3- 2 — 2-3 =  0.

Далее, кинематическая цепь EG состоит из двух звеньев 4 и 5, 
входящих в две вращательные кинематических пары Е  и F  и одну 
поступательную пару (ползун 6  и неподвижная направляющая). 
Степень подвижности а>гр этой цепи равна

шгр =  3 п — 2рь =  3- 2 — 2-3 =  0,

следовательно, механизм (рис. 3.1) образован присоединением к ве
дущему звену 2 и стойке 1 двух групп: первой группы, состоящей 
из звеньев 3, 4, и второй группы, состоя
щей из звеньев 5 и 6.

3°. При последовательном присоедине
нии групп необходимо руководствоваться 
определенными правилами. При образова
нии механизма с одной степенью подвиж
ности первая группа присоединяется сво
бодными элементами звеньев к ведущему 
звену и к стойке. Последующие группы 
могут присоединяться к любым звеньям 
полученного механизма только так, чтобы 
звенья группы обладали подвижностью 
друг относительно друга. Пусть, например, 
мы имеем четырехзвенный механизм ABCD  (рис. 3.2), образованный 
ведущим звеном 2, стойкой 1 и группой, состоящей из звеньев 3 
и 4. Следующая группа, состоящая из звеньев 5 и б, может быть 
присоединена к любым двум разным звеньям механизма, например 
к звеньям 3 и 4 (рис. 3.2), но не к одному и тому же звену. Так, 
например, если присоединить звенья 5 и б к одному и тому же 
звену 3 (рис. 3.2), то контур FEG', образованный звеньями 3, 5 
и 6, будет жестким, т. е. будет фермой. Нетрудно видеть, что для 
того, чтобы после присоединения группы ее звенья имели подвиж
ность относительно тех звеньев, к которым группа присоединена, 
необходимо, чтобы замкнутый контур, образованный звеньями 
группы и звеньями, к которым она присоединится, был подвижным

Рис. 3.2. Схема присоедине
ния группы II класса  к ме
ханизму ш арнирного четы- 

р ехзвениика .



контуром. Так, на рис. 3.2 контур вСРЕ будет обладать подвиж
ностью. Нетрудно видеть, что для того, чтобы такой контур обладал 
подвижностью, необходимо, чтобы звенья контура входили бы не 
менее чем в четыре кинематические пары (пары б и С на
рис. 3.2).

§ 13. Структурная классификация плоских механизмов

1°. В современном машиностроении особенно широкое приме
нение получили плоские механизмы, звенья которых входят в 
пары IV и V классов. Поэтому отдельно остановимся на рассмотре
нии принципов их структурной классификации.

В § 12 был установлен основной принцип образования механиз
мов, состоящий в последовательном присоединении к ведущим 
звеньям и стойке групп, степень подвижности догр которых равна

Д ля плоских механизмов, звенья которых входят в пары IV 
и V классов, это условие будет выглядеть так:

2°. Назовем условно ведущее звено и стойку, образующие 
кинематическую пару V класса, механизмом I класса (рис. 3.3).

Образование любого плоского механизма может быть пред
ставлено как последовательное присоединение групп, удовлетворяю
щ их условию (3.3). Например, первая группа присоединяется 
к  одному механизму I класса (ведущему звену и стойке), следующая 
группа — либо к звеньям первой группы, либо частично к звеньям 
первой группы и ведущему звену или к стойке и т. п.

На рис. 3.4 дана схема механизма, образованного присоедине
нием к одному механизму I класса (ведущее звено 2 и стойка 1) 
следующих кинематических цепей: первой кинематической цепи 
из звеньев 3, 4, 5 и 6, второй — из звеньев 7 и 8 и третьей — из 
звеньев 9  и 10.

Можно легко проверить, что все эти кинематические цепи действи
тельно удовлетворяют условию (3.2), т. е. не распадаются на более

(3.2)

Зп — 2р5 — р4 =  0. (3.3)

Рис. 3.3. Схемы ме
ханизмов I класса.

Рис, 3.4. Схема сложного меха
низма.



простые группы, и, следовательно, яёляются группами. М еха
низмы, образованные присоединением нескольких групп к одному 
механизму I класса, так же как и сам он, обладают степенью под
вижности, равной единице, так как группы не изменяют степени 
подвижности основного механизма, к которому они присоеди
няются.

Механизмы могут быть образованы также и присоединением 
групп одновременно к нескольким механизмам I класса. В этих 
случаях степень подвижности получаемых механизмов будет равна 
числу механизмов I класса, к которым производится такое присое
динение групп, т. е. числу ведущих звеньев рассматриваемого 
механизма. Например, на рис. 3.5 показан механизм,-образованный

присоединением группы, состоящей из звеньев 3 и 4, к одному 
механизму I класса, а на рис. 3 .6 показан механизм, образованный 
присоединением такой же группы к двум механизмам I класса.

3°. Как было показано в § 10, все входящие в состав плоского 
механизма высшие кинематические пары IV и V классов могут 
быть заменены кинематическими цепями, образованными только 
парами V класса. Звенья полученных указанным выше способом зам е
няющих механизмов будут совершать в рассматриваемом положении 
движения того же вида, что и первоначальные, в состав которых 
входили высшие пары. Поэтому при рассмотрении вопросов о кл ас
сификации механизмов можно ограничиться рассмотрением м еха
низмов, в которых все высшие пары предварительно заменены 
соответствующими цепями, образованными парами V класса.

Из соотношения (3.3) следует, что условие, которому должны 
удовлетворять группы, в состав которых входят пары только
V класса, можно написать так:

Рис. 3.5. Схема механизма, 
образованного присоедине
нием группы звеньев 3 п 4 
к ведущему звену 2 и к 

стойке / .

Рис. 3.6. Схема механизма* 
образованного присоедине
нием группы звеньев 3 и 4 
к двум механизмам I клас
са, состоящим из ведущих 
звеньев 2 и 5, соединенных

со стойкой / .

Зп -  2р5 =  0,
откуда

(3.4)



т. е. число пар V класса, входящих в группу, должно равняться 
трем вторым числа входящих в нее звеньев.

Так как числа звеньев и пар могут быть только целыми, то 
условию (3.4) удовлетворяют только следующие сочетания чисел 
звеньев и кинематических пар, входящих в группу (таблица 2):

Т а б л и ц а  2

№  п/ п 1 2 3 4 5 •

п 2 4 6 8 • •

Ръ 3 6 9 12 • •

Задаваясь различными сочетаниями этих чисел, удовлетворяю
щим условию (3.4), мы можем получать группы различного вида. 
Все получаемые таким образом группы можно разбить по классам. 
Как это будет показано далее, деление групп по классам обуслов
лено методами кинематического и силового анализов, свойствен
ными группам каждого класса.

4°. Простейшее сочетание чисел звеньев и пар, удовлетворяю
щих условию (3.4), будет п =  2 и ръ =  3. Так как любая группа 
после своего присоединения к ведущему звену и стойке образует 

замкнутую кинематическую цепь, то можно сде
лать вывод, что число элементов, которыми 
группа к ним присоединяется, не может быть 
меньше двух. Тогда в рассматриваемой простей
шей группе, состоящей из трех кинематических 
пар, элементы двух звеньев остаются свобод
ными и группа в общем виде может иметь 
вид, показанный на рис. 3.7. На этом рисунке 
показана группа BCD, состоящая из двух 
звеньев и трех вращательных кинематических 

пар. Эта группа может быть присоединена элементами В и D к двум 
любым звеньям k и т  механизма. Так как одним из условий при
соединения группы является условие, чтобы концевыми элемен
тами В и D группа не присоединялась к одному и тому же звену, 
то, следовательно, группа может быть присоединена к одному 
механизму I класса, образованному ведущим звеном 2 и стойкой 1 
(рис. 3.5), элементом D к ведущему звену 2 и элементом В к стойке 1. 
Полученный механизм будет иметь степень подвижности, равную 
единице, так как присоединение было сделано к одному механизму
1 класса. Та же группа может быть присоединена и к двум механиз
мам I класса (рис. 3.6), но в этом случае механизм обладает сте
пенью подвижности, равной двум.

Группа, имеющая два звена и три пары V класса, называется 
группой II класса второго порядка или двухповодковой группой, ибо

Рис. 3.7. Схема двух
поводковой группы 

первого вида.



присоединение этой группы к основному механизму производится 
двумя поводками ВС и БС.

Порядок группы определяется числом элементов звеньев, кото
рыми группа присоединяется к основному механизму.

Механизмы, в состав которых входят группы класса не выше 
второго, называются механизмами II класса.

5°. Группа, изображенная на рис. 3 .7 , имеет два звена и три 
вращательные пары. Назовем такое сочетание звеньев и пар первым 
видом группы II класса.

Все последующие виды группы I{класса могут быть получены 
путем замены отдельных вращательных пар парами поступатель
ными.

Вторым видом является тот, при котором поступательной парой 
заменена одна из крайних вращательных пар (рис. 3.8).

Рис. 3 .8 . Схема д вух 
поводковой группы 

второго вида.

Рис. 3.9 . Схема 
двухповодковой 

группы  третьего 
вида.

Рис. ЗЛО. Схема 
двухповодковой  гр у п 
пы четвертого вида.

Рис. 3 .11 . С хе
ма д вухп о во дко 
вой группы  п ято 

го вида.

Третий вид показан на рис. 3.9. Здесь поступательной парой 
заменена средняя  вращательная пара.

Четвертый вид изображен на рис. 3.10. Здесь две крайние вр а
щательные пары заменены двумя поступательными парами.

Пятый вид показан на рис. 3.11. Здесь поступательными парами 
заменены крайняя и средняя  вращательные пары .

Казалось бы, что, следуя по пути замены вращательных пар 
поступательными, можно было бы заменить и все три вращательные 
пары поступательными, но можно убедиться, что в этом случае 
при присоединении к стойке группа будет иметь одну степень 
подвижности, т. е. переходит в плоский механизм с одними посту
пательными парами, показанный на рис. 2 .17 . Таким образом, 
в плоских механизмах с вращательными, поступательными и вы с
шими парами IV и V классов имеется только пять видов гр упп
II класса.

Большинство современных механизмов, применяемых в тех 
нике, принадлежит к  механизмам II класса.

6°. Рассмотрим теперь второе возможное сочетание чисел звеньев 
и кинематических пар, образующих группу. Согласно равенству



(3 .4), следующая по числу звеньев группа должна содержать 
четыре звена и шесть пар V класса. Д ля этого сочетания могут 
быть получены три типа кинематических цепей, структурные прин
ципы образования которых различны.

Первая кинематическая цепь, показанная на рис. 3.12, состоит 
из звена EGF, от которого идут три поводка: ЕВ, GC и FD. Эта 
цепь представляет собой сложную незамкнутую кинематическую 
цепь, является группой  III класса третьего порядка и называется 
трехповодковой группой. Присоединение этой группы к основному 
механизму производится посредством трех поводков ЕВ, GC и FD 
с элементами В, С и D, входящими, в общем случае, в пары со 
звеньями k, т и /, принадлежащими основному механизму.

Отличительной особенностью этой группы является звено EFG, 
входящее в три кинематические пары и образующее некоторый

жесткий треугольный замкнутый контур, состоящий как бы из 
трех звеньев EG, GF и FE, входящих в три кинематические пары. 
Звено EFG будем называть базисным звеном. К основному механизму 
группа присоединена элементами В, С и D поводков ЕВ, GC и FD 
(рис. 3.13). Элементом В она присоединена к ведущему звену k, 
а элементами С и D — к стойке т.

Механизмы, в состав которых входят группы не выше групп
III класса третьего порядка, называются механизмами III класса.

Таким образом, механизм, показанный на рис. 3.13, является 
механизмом III класса.

7°. Вторая возможная кинематическая цепь из четырех звеньев 
и шести низших пар показана на рис. 3.14. Эта замкнутая кинема
тическая цепь присоединяется к звеньям k и т основного механизма 
не элементами поводков, а свободными элементами G и В, при
надлежащими базисным звеньям EGF и CDB. В отличие от только 
что рассмотренной группы, данная группа, кроме двух базисных 
звеньев BCD и EGF, образующих два жестких контура, имеет 
один подвижный четырехсторонний замкнутый контур CEFD.

Группы, в состав которых входят четырехсторонние замкнутые 
контуры, будем относить к группам IV класса. Вследствие этого

/

т
Рис. 3 .12 . С хем а трех* 
поводковой группы  
с одними вращ атель

ными парам и .

Рис. 3 .13 . Схема механизма 
III класса с присоединенной 
к механизму I класса трехпо

водковой группой.



группа, показанная на рис. 3.15, является группой  IV класса вто
рого порядка, так  как  присоединение группы к основному меха
низму I класса производится двумя элементами В и б  (рис. 3.15)* 
элементом В она присоединяется к ведущему звену 2, а элементом 
б  — к стойке 1 .

Механизмы, в состав которых входят группы не выше IV класса 
второго порядка, называются механизмами IV класса.

Таким образом, механизм, показанный нэ рис. 3.15, представ
ляет собой механизм IV класса.

Третий возможный вид кинематической цепи из четырех звеньев 
и шести кинематических пар показан на рис. 3.16. Эта цепь рас
падается на две простейшие группы II класса — ВСИ и Е Р в __

и потому относится к уж е ранее рассмотренным и не представляет 
ничего принципиально нового.

8°. Если в состав механизма входят группы различных классов, 
то класс механизма определяется по той группе, которая относится 
к наивысшему классу. Например, если механизм образован двумя 
группами: группой IV класса и группой III класса, то он должен 
быть отнесен к механизмам IV класса.

При определении класса механизма необходимо указывать, 
какие из звеньев являются ведущими, ибо в зависимости от выбора 
ведущих звеньев может изменяться класс механизма. Например, 
если в механизме, показанном на рис. 3.13, за ведущее звено при
нять не звено А В, а звено DF, то весь механизм будет механиз
мом II класса как образованный двумя группами II класса (группы 
FGC и ЕВА). Так как группы II класса могут быть группами только 
второго порядка (двухповодковыми), то в дальнейшем изложении 
мы не будем указывать порядок групп II класса.

9°. Если в состав механизма наряду с низшими кинематическими 
парами входят также и высшие, то, пользуясь методом замены 
элементов звеньев высших пар, изложенным в § 10 , мы всегда 
сможем заменить все такие пары кинематическими цепями с низ
шими парами, после чего класс и порядок механизмов могут быть 
определены.

IF

Рис. 3 .14 . Схема
группы IV класса
с замкнуты м конту

ром.

Рис. 3.15. Схема механизма 
IV класса с группой в виде 
зам кнутого четырехсторон

него контура.

Р и с . 3 .16 . Кинематическая 
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Пусть, например, имеется механизм, звенья которого 2 и 4 
входят в высшую пару Я , которая является парой IV класса 
(рис. 3.17). П ара Я  в данном случае представляет собой совокуп
ность двух  соприкасающихся кривых а и Ь, из которых кривая а 
жестко связан а со звеном 2, а кривая Ь — со звеном 4. Проведем 
через точку Я  общую нормаль N — N к  кривым а  и & и отметим 
на этой нормали точки й и Р — центры кривизны этих кривых. 
Условное звено вР ,  введенное для замены высшей пары Я , имеет 
длину, равную

С/? =  Р1 +  Р2,

где рх и р2 — радиусы кривизны кривых а и Ь в точке Я , и входит 
со звеном 2 во вращательную пару 6 , а со звеном 4 — во вращатель
ную пару Р.

Рис. 3 .1 7 . Схема механизма Рис. 3 .18 . Схема механизма
с высш ей парой. IV кл асса , заменяющего ме

ханизм , схема которого по
казан а  на рис. 3.17.

Схема заменяющего механизма приведена на рис. 3.18. Звено 6 
в общем случае имеет переменную длину, если рх и р2 в различных 
точках кривых различны. В этом случае переменны и длины AG, 
BG, CF и DP звеньев 2 и 4.

Если ведущим будет звено 2, то механизм на рис. 3.18 будет
III класса, т а к  как  в этом случае к основному механизму — меха
низму I класса (звено 2 и стойка 1) — присоединяется трехповод
ковая группа III класса, образованная звеньями 3, 4, 5 и 6 . Если 
же ведущим звеном будет звено 5, то механизм будет IV класса 
как  образованный группой IV класса второго порядка из звеньев
2, 3 , 4 а 6 . К  основному механизму эта группа присоединена эле
ментами д вух  пар А и D.

При расчленении механизмов на группы можно рекомендовать 
придерживаться такой последовательности.

Пусть дан механизм, состоящий из стойки, ведущего звена 
(или ведущ их звеньев) и нескольких групп различных классов. 
Начинать надо с попытки отсоединить от механизма группы 
II. класса. При этом необходимо каждый раз после отсоединения 
группы проверить, обладает ли оставшаяся кинематическая цепь 
той ж е степенью подвижности, что и первоначальный механизм, 
и чтобы не оставалось вообще элементов звеньев, не входящих



в кинематические пары. Если попытки отсоединения групп II класса 
не дадут решения, то надо переходить к  попыткам отсоединения 
групп III класса. После групп III класса следует переходить 
к группам IV класса и т. д.

После выделения всех групп должны остаться стойка и ведущее 
звено (ведущие звенья).

Пример 1. На рис. 3.19 показан механизм дви гателя . Требуется 
определить класс механизма и порядок присоединенных групп. 
Кривошип 2 входит во вращательную пару V класса со стойкой 1. 
Далее шатун 3 входит во вра
щательную пару V класса 
с кривошипом 2 и во вра
щательную пару V класса 
с поршнем 4. Поршень 4 вхо
дит в поступательную пару
V класса с цилиндром, жестко 
скрепленным со стойкой 1 .
С шатуном 3 во вращатель
ную пару V класса входит 
звено 5, в свою очередь вхо
дящее во вращательную пару
V класса со звеном 6. Звено 6 
входит во вращательную пару
V класса со стойкой У и во 
вращательную пару V класса 
с шатуном 7 компрессора.
Шатун 7 входит во вращатель
ную пару V класса с поршнем 
8 компрессора, который в свою
очередь входит в поступательную пару V класса с цилиндром, 
жестко скрепленным со стойкой 1. Таким образом, механизм со
стоит из восьми вращательных пар V класса, двух поступательных 
пар V класса и семи подвижных звеньев.

Таким образом, имеем п — 7 и р5 =  10. Так к а к  в механизме 
отсутствуют лишние степени свободы и пассивные связи , то степень 
подвижности механизма определяется по формуле Чебышева:

w  =  Зп — 2рь — p i  =  3 • 7 — 2 • 10=  1,

т. е. механизм обладает одной степенью подвижности и, следова
тельно, должен иметь одно ведущее звено.

Для определения класса механизма и порядка присоединенных 
групп составим кинематическую схему рассматриваемого меха
низма (рис. 3.20).

Если за ведущее звено принять звено 2 (кривошип АВ двига
теля), то механизм должен быть отнесен к механизмам II класса, 
так  как он образован тремя группами II класса, из которых первая

гателя  со схем атизи
рованными ко н струк
тивными формами его  

звеньев.

Рис. 3 .20 . Кинема
ти ч еская  схема 
м еханизма дви га
т е л я , изображен
ного на рис. 3.19.



группа образована звеньями 3 и 4, входящими в две вращательные 
пары 2, 3 и 3, 4 и одну поступательную пару 4, 1, и является груп
пой II класса второго вида. Вторая группа образована звеньями 
5 и 6 , входящими в три вращательные пары 3, 5; 5, 6 и 6, /, и яв 
ляется группой II класса первого вида. Наконец, третья группа 
образована звеньями 7 и 8, входящими в две вращательные пары 
6, 7 и 7, 8 и в одну поступательную пару 8, 1, и является группой 
II класса второго вида.

При ведущ ем звене 8 (поршень компрессора) механизм должен 
быть отнесен к  механизмам III класса, так как в этом случае ведо
мые звенья и пары, в которые они входят, образуют две группы, 
из которых одна — трехповодковая группа III класса, а другая — 
II класса. Первая группа образована звеньями 2, 3, 4 и 5, входя
щими в п ять вращательных пар 2, /; 2, 3; 3, 5 и 5, 6 и одну посту
пательную п ару 4, 1, а вторая группа II класса первого вида обра
зована звеньями б и 7, входящими в три вращательные пары 6, /; 
6, 7 и 7 , 8 .

Наконец, при ведущем звене 4 (поршень двигателя) механизм 
должен быть отнесен к механизмам II класса, потому что, 
так  ж е к а к  и в первом случае, мы получаем три группы 
II класса.

Пример 2 . На рис. 3.21, а показана кинематическая схема кулач
кового механизма двигателя. Кулачок 2, вращаясь вокруг оси А, 
действует на ролик 3, сидящий на качающемся рычаге 4. Рычаг 4 
роликом 5 передает движение клапану 6, движущемуся в направ
ляющих F. Механизм состоит из пяти подвижных звеньев, четырех 
вращ ательных пар V класса, одной поступательной пары V класса 
и двух пар IV класса и обладает полной определенностью дви
жения всех звеньев. Между тем по формуле Чебышева получаем

w  =  Зп — 2рь — р4 =  3 • 5 — 2 • 5 — 2 =  3,

т. е. механизм обладает лишними степенями свободы. Этим лишним 
степеням свободы соответствует возможность вращения роликов 
3 и 5 во кр уг осей С и Е (рис. 3.21, а). В самом деле, устранив воз
можность такого вращения, например, жестко скрепив для этого 
ролики 3 и 5 с рычагом 4, мы не изменим общего характера движе
ния механизма в целом. Поэтому два звена — ролики 3 и 5 — мо
гут быть устранены как звенья, размеры которых не оказывают вли
яния на кинематику механизма.

Кинематическая схема механизма после устранения роликов 
приведена на рис. 3.21, б. Д ля введения кулачка 2 в кинематиче
скую п ару 2, 4 IV класса с рычагом 4 (в точке С) кривая кулачка 1 
заменена геометрическим местом относительных положений центра 
ролика 3, а для введения рычага 4 в кинематическую пару 4, 6
IV класса с клапаном 6 (в точке Е) плоскость а — а клапана 6



приподнята на расстояние, равное радиусу ролика 5 (т. е. занимает 
положение а' — а').

Теперь после устранения роликов число подвижных звеньев 
стало равно трем (п — 3), число пар V класса — такж е трем 
(р5 =  3), а число пар IV класса — двум ()о4 =  2). Лишние степени 
свободы теперь отсутствуют, и структурная формула для рассмат
риваемого механизма принимает вид

до = Зп — 2рь — р4 =  3 • 3 — 2 • 3 — 2 =  1,

т. е. механизм обладает одной степенью под
вижности.

Чтобы определить класс механизма и по
рядок присоединенных групп, необходимо 
предварительно произвести замену всех выс
ших пар IV класса кинематическими цепями 
с низшими парами V класса. Д ля замены 
пары 2, 4 IV класса (рис. 3.21, б) через 
точку С соприкасания звеньев 2 и 4 про
водим нормаль N — N к профилю кулачка 2 
и соединяем точку В — центр кривизны этого 
профиля в точке С — с точкой А. Отре
зок ВС является условным звеном 3, вхо
дящим в две вращательные пары V класса 4,
3 и 2, 3.

Д ля замены пары 4, 6 IV класса вводим 
условное звено 5 (ползун), входящее в одну 
вращательную пару 4, 5 V класса и одну 
поступательную 5, 6 также V класса. После 
введения указанных выше условных звеньев, 
с помощью которых мы заменили высшие 
пары, мы получили заменяющий механизм, кинематическая схема 
которого дана на рис. 3.21, в.

При ведущем звене 2 кинематическая цепь, образованная под
вижными звеньями 3,4, 5 и 6 , распадается на две группы II класса: 
группу из звеньев 3 и 4, входящих в три вращательные пары 2, 3 ;
3, 4 и 4, 1, и группу из звеньев 5 и б, входящих в одну вращ атель
ную пару 4, 5 и две поступательные пары 5 ,6  я  6, 1. П ервая из этих 
групп есть группа первого вида, а вторая — пятого вида.

При ведущем звене 6 кинематическая цепь, образованная ведо
мыми звеньями 5, 4, 3 и 2, распадается на две группы II класса , 
причем группа, образованная звеньями 3 и 2 , — первого ви да , 
а группа, образованная звеньями 4 и 5, — второго вида.

При ведущем звене 4 мы снова получаем две группы II класса : 
одну — первого вида (звенья 2  и 3) и вторую — пятого  вида (звенья
5 и 6). Следовательно, при любом ведущем звене рассматриваемый 
механизм должен быть отнесен к  механизмам II класса .

Рис. 3 .2 1 . К ул ач ко вы й  
м еханизм  с  д в у м я  р о ли 
кам и : а) ки н ем ати ч еская  
схем а ; 6) схем а без р о ли 
ков; в) сх ем а  зам ен яю 

щ его м ехан и зм а.

3  И. И. Артоболевский



Д ля определения степени подвижности заменяющего механизма, 
в  котором все высшие пары заменены кинематическими цепями 
с низшими парами (рис. 3.21, в), воспользуемся формулой Чебы
шева. С труктурная формула механизма будет

ха =  Зп — 2рь — 3 • 5 — 2 • 7 =  1,

так  к ак  из кинематической схемы (рис. 3.21, б) имеем п — 5, р5 =  7 
и =  0 .

Таким образом, механизм обладает одной степенью подвижности 
и, следовательно, должен иметь одно ведущее звено.



О Т Д Е Л  В Т О Р О Й  

КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ

Г Л А В А  IV

КИНЕМАТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ПЛОСКИХ РЫ ЧАЖ НЫ Х 

МЕХАНИЗМОВ ГРАФИЧЕСКИМ МЕТОДОМ

§ 14. Центроиды в абсолютном и относительном движениях

Г .  Основной задачей кинематики механизмов является изучение 
движения звеньев механизмов вне зависимости от сил, действую 
щих на эти звенья. д етл н у ю

номИп1 и ™ Г еСК0Й МСХани™ известн° , что при плоскопараллель
ном движении твердого тела,(звена механизма) это движение в к а ж 
дый момент времени может быть представ
лено как  вращение вокруг некоторой точки, 
называемой мгновенным центром вращ ения!
В механизмах мы можем рассматривать дви
жение звеньев относительно стойки и отно
сительно любого из звеньев механизма. Если 
движение звена относительно стойки при
нять за абсолютное движение, то соответ
ствующий мгновенный центр вращения Ри(. 4 1 г™ 
будем называть мгновенным центром враще- ного шарнирного механизма
ния в абсолютном движении ППГГмптпиап* С построенными на ней цент- и о и ж , е п и и  риССМ игП ривае - рами мгновенного в р ащ е н и я .
мого звена. Ьсли же рассматривается движ е
ние звена относительно любого подвижного звена механизма, то

мгновенный Центр вращения будем называть м гно
венным центром вращения в относительном движении рассматри
ваемых звеньев.

Рис' ,1'* из°бРажена схема механизма шарнирного четырех- 
звенника. Мгновенные центры вращения звеньев 2 и 4 отно
сительно стоики 1 совпадают соответственно с точками А и О 
Обозначим эти центры соответственно через Р 21 и Р . , . Мгновен- 
т т 1 Цй 'ТР0М вращения звена 3 относительно звена 2 явл яется  
то ж а В, которую мы обозначим через Р3%. Наконец, мгновенный 

3*



центр вращения Р43 звена 4 относительно звена 3 совпадает

с T°24oK°4xo¿bi найти мгновенный центр вращения звена 3 относи
тельно стойки 1, следует продолжить линии ВА и CD, точка пересе
чения которых Р 31 и оказывается центром мгновенного вращения 
Г Г  £ относительно стойки I. Ка* известно из 
механики, мгновенный центр вращения располагается на Пересе 
чении перпендикуляров к  направлениям скоростей т°ч«к 3®е”£; 
В  изображенном на рис. 4.1 механизме линии А В и D С как  раз 
и являю тся перпендикулярами к  векторам сксростей точек В .
■ Мгновенные центры Р 32, Ра  и Ра , имеющие индексы, представ 
ляющие собой сочетания из цифр 1 , 2 , 3 по два, лежат на одной 
прямой. Точно так  ж е на одной прямой лежат мгновенные Центры 
Г  р" и Р 31, индексы которых представляют собой сочетания
цисЬц 1 3 и 4 Это следует из известной теоремы механики о ело. цифр i ,  ó и это ^ Д У ии даух  вращений вокруг параллельных

осей. Результирующее вращение происходит 
вокруг оси, лежащей в их плоскости и парал
лельной первым двум. Этим свойством можно 
воспользоваться, например, для нахождения 
мгновенного центра вращения Р 42 в относи
тельном движении звена 4 относительно звена /. 
Мгновенный центр вращения Р42 должен одно
временно лежать на прямой, соединяющей 
мгновенные центры Р 32 и Р 43, и на прямой, 
соединяющей центры Р 21 и Р 4i ,  т. е. мгновен
ный центр вращения Р42 лежит на пересечении 
прямых СВ и DA. Это свойство мгновенных 
центров вращения в механизмах впервые было 
указано  английским ученым Кеннеди.

3°. Установленное свойство мгновенных 
центров вращения позволяет определить 
все мгновенные центры вращения заданного 
нам дан кривошипно-ползунный механизм

Р и с. 4 .2 . Схема криво- 
ш ипно-ползунного м еха
низма с построенными на 
.ней центрами мгновен

ного вращ ения.

щения Р п , Р 32 и Р43. Мгновенный центр Р 41 находится в бесконеч 
ности н а  прямой, перпендикулярной к оси * - *  движения пол-, 

_ Л Г - '________________ « < « г т л п а и и и О  Т Т Р Н Т П К Т  я п я п т е н и

НОСТИ н а  п и я м и и ,  ~ ------  '
зун а 4. Соединяем мгновенные центры вращения р21 и р32 и продол 
ж аем  прямую Р 21Р32 до пересечения в точке
т . е. прямой, перпендикулярной к направляющей х х ( «
располагается в бесконечности), получаем мгновенный центр вра
щения Р 31 звена 3 относительно звена 1. Д л я нахождения мгновен
ного центра вращения Р 43 в движении звена 4 отноентельнозвеьш 
соединяем мгновенные центры вращения Р43 и Р „  и продолжаем 
эту прямую до пересечения в точке Р42 с прямой, соединяющ 
м/новенные центры вращения Р в  и Р41, т. е. с прямой, про-



веденной через точку Рп  перпендикулярно к направляю щ ей

На рис. 4 .3  и 4.4 показаны мгновенные центры вращения д в у х  
кулисных механизмов. Мгновенный центр вращения я Г ( р й с  4  4^ 
находится в бесконечности „  лежит „а прямой, соед„„яющейцен?ры

На рис. 4.5 показан кулачковый механизм. Мгновенный пентп 
вращения Рп  звена 2 относительно стойки / находится в точке У  
Мгновенный центр вращения Р 32 звена 3 относительно звена 2 л еж и т  
на нормали п -  п, проведенной в точке С к профилю кулачка 
на прямой, перпендикулярной к прямой а — а. Мгновенный центр

Рис. 4.3. Схема кулисно
го механизма с  одной по
ступательной парой и 
с показанными на ней 
центрами мгновенного 

вращ ения.

Рис. 4.4 . Схема кулисно* 
го механизма с д в у м я  по
ступательными п арам и  и 
показанными на ней цен
трами мгновенного вр а 

щения.

Рис. 4 .5 . С хем а к у л а ч 
кового м ехан и зм а с  п о 
казанными на ней м гн о 
венными центрами в р а 

щения,

вращения Р31 звена 3 относительно звена 1 лежит в бесконечности 
на прямой, перпендикулярной к оси у - у  движения звена /
ГвенТа°2 УможРтВб1ШЫИ ^ НТр вРащения звена 3 относительно ена 2 может быть найден как точка пересечения прямой Р Р

= = ^ ~ ' “ еиентры “ р » "  н° р- ” Г »
мрг™ Как ИЗВеСТН0 из теоретической механики, геометрическое

ц т т р о и д Г ™ ЫХ ЦеНТР°В ВРЗЩеНИЯ ° бра3уеТ ТЗК назь,ваемук>
{. ™ а5ЛрИС‘ 4-6 показан четырехзвенный шарнирный механизм  

п ЛеЛ° ГраГ а ’ У КОТОР°ГО противоположные звенья попарно 
отнТитель™ П0СТР° " ТЬ “ е» тР™»У в Д воени и  звена 2
е ^ Л аТ то й к ^  M r L l  0ст?навливаем звено 4 (условно принимаем 
сечений n l v  «  г п  це”тр вРаЩения Ры находится в пере- 
обпппт г !Р и Поворачиваем звено АВ на полный
оборот. Геометрическое место точек P 2i образует центроиду II
в точках Г и Л Д Тя ° Г0 меха™  является эллипсом с ф окусами в точках А и D. Так как  за стоику мы приняли звено 4, то центроида



Да4 принадлежит этому звену и может быть с ним жестко соединена. 
Если требуется построить центроиду в движении звена 4 относи« 
тельно звена 2 , то надо условно принять за стойку звено 2 и по
строить все положения мгновенного центра Р42. Кривая Д 42) пред
ставляющая собой эллипс с фокусами в точках С и В, является 
цёнтроидой в движении звена 4 относительно звена 2. Центроиду 
Д 42, принадлежащую звену 2, мы можем жестко соединить с ним. 
Теперь движения звена 2 относительно звена 4, или наоборот, звена
4 относительно звена 2, могут быть осуществлены качением друг 
по другу без скольжения построенных центроид Д 24 и Д 42. В зави

симости от того какие из звеньев ме
ханизма АВСО будут приняты за 
стойку, центроиды Д 24 и Д 42 могут 
быть центроидами или в абсолютном 
движении звена, или в относитель
ном. Так, останавливая звено 4 и 
жестко связанную с ним центрои
ду Д 24, мы можем воспроизвести абсо
лютное движение звена 2 как каче
ние без скольжения подвижной цен
троиды Д 42 по неподвижной цент
роиде Д21.

Таким образом, в этом случае 
центроиды Д 24 и Д 42 оказываются со
ответственно подвижной и неподвиж
ной центроидами в абсолютном дви
жении звена 2. Наоборот, если оста

новить звено 2, то центроида Д 42 будет неподвижной центроидой, 
а центроида Д 24 будет подвижной центроидой в абсолютном дви
жении звена 4.

Если теперь остановить одно из звеньев 1 или 3, то обе центроиды 
Д 24 и Д 42 станут подвижными и качение одной центроиды по другой 
будет воспроизводить относительное движение звеньев 2 и 4 и цен
троиды Д 24 и Д 4й будут центроидами в относительном движении.

Если остановить звено /, то центроида Д 24 будет вращаться 
вокруг оси Л , а центроида Д 42— вокруг оси В. Таким образом, 
вращение вокруг осей А и В звеньев 4 и 2 по закону шарнирного 
антипараллелограмма может быть воспроизведено также путем 
посадки на эти оси д вух  фрикционных эллиптических колес, профили 
которых представляют собой центроиды Д 24 и Д 42, т. е. механизм 
шарнирного антипараллелограмма заменяется механизмом фрик
ционных эллиптических колес. Такое движение окажется возмож
ным, если между центроидами установлена связь , обеспечивающая 
их движение без скольжения.

5°. Как было показано выше, для любого механизма в любом 
его положении могут быть определены все мгновенные центры

Р и с. 4.6 . Схема ш арнирного анти 
п араллелограм м а с показанны м и 
н а ней центроидами в относитель

ном движении звен ьев 2 и 4.



вращения в абсолютном и в относительном движениях его звеньев. 
Следовательно, если имеется механизм, воспроизводящий то или 
иное движение, то такое ж е движение звеньев может быть осуществ
лено механизмом, представляющим собой две сопряженные цент
роиды.

Так, например, передача движения меж ду кривошипами АО 
и СВ шарнирного антипараллелограмма (рис. 4.6) может быть вос
произведена двумя эллиптическими фрикционными колесами. При 
этом законы движения звеньев остаются такими ж е, к ак  и для м еха
низма шарнирного антипараллелограмма. Механизмы, в которых 
передача движения осуществляется центроидами, носят название 
центроидных механизмов. Практически редко можно пользоваться 
центроидными механизмами на всем желательном интервале движ е
ния, так как в некоторых случаях центроидами служ ат кривые 
сложного вида (самопересекающиеся, с бесконечно удаленными 
точками и т. д .).

§ 15. Кинематика ведущих звеньев механизмов

Г.  Кинематическое исследование механизма, т. е. изучение 
движения звеньев механизма без учета сил, обусловливающих 
это движение, состоит в основном в решении трех следующих 
задач:

а) определение перемещений звеньев и траекторий, описываемых 
точками звеньев,

б) определение скоростей отдельных точек звеньев и угловых 
скоростей звеньев,

в) определение ускорений отдельных точек звеньев и угловых 
ускорений звеньев.

Если механизм имеет одну степень подвижности, то перемещения, 
скорости и ускорения ведомых звеньев и точек механизма являются 
функциями перемещений, скоростей и ускорений одного из звеньев 
механизма, принятого за ведущее. Если механизм обладает не
сколькими степенями подвижности, то перемещения, скорости и 
ускорения ведомых звеньев и точек механизма суть функции соот
ветствующих перемещений, скоростей и ускорений звеньев меха
низма, принятых за ведущие. При этом число ведущих звеньев 
должно быть равно числу степеней подвижности механизма или, 
что то же, числу обобщенных координат механизма.

2°. Рассмотрим прежде всего вопрос о том, в какой форме могут 
быть заданы законы движения ведущих звеньев. В дальнейшем 
эти законы мы будем называть функциями перемещений, скоростей 
или ускорений.

Функция перемещений может быть задана, например, в анали
тической форме в виде соответствующей функции, связывающей 
перемещение ведущего звена со временем.



Если ведущ ее звено входит во вращательную пару со стойкой 
(рис. 4 .7 , а), то задается функция ср =  ф (0 , где ср — угол поворота 
ведущего звена относительно неподвижной системы координат хОу, 
связанной со стойкой, а £— время. Если ведущее звено входит 
в поступательную пару (рис. 4.7, б), то задается функция 5 =  5 (О,

где в — перемещение про- 
Ведущее ИЗВОЛЬНО выбранной ТОЧ-

0 ки А ведущего звена отно
сительно неподвижной си
стемы координат хОу, свя
занной со стойкой, & t — 
время.

Функции ф =  ф ({) и 
в =  в (/) могут быть такж е 
заданы графически в виде 
кривых (рис. 4.8), где по 
осям ординат отложены 
углы поворота ф (рис. 4.8, а) 

или перемещения в (рис. 4.8, б) в некоторых выбранных масштабах 
Рф и (х5, а по осям абсцисс — время I в выбранном масштабе 

Пользуясь графиками (рис. 4.8), легко определять численное 
значение углов поворота ф или перемещений я за любой выбранный 
отрезок времени. Например, если взять на кривой (рис. 4.8, а)

Рис. 4 .7 . Схемы ведущ и х звеньев : а) звено, вхо
дящ ее во вращ ательн ую  п ар у  со стойкой; 6) звено, 

входящ ее в п оступ ательн ую  п ару со стойкой.

Рис. 4 .8 . Графики заданны х перемещений ведущ его звена: о) гра
фик у гл о в ы х  перемещений; б) график линейных перемещений.

некоторую точку то угол поворота % ведущего звена от началь- 
ного положения, когда ф равно ф0 = 0 , определим так:

ф ;-ф о =  [Ч-Ь,
где Ь — отрезок, взятый в мм.

Соответственно, время ¿¡, за которое ведущее звено повернулось 
на угол ф,-, равно

II ¿о =

где а — отрезок, взятый в мм.



3°. В некоторых инженерных задачах закон движения веду
щего звена может быть задан в виде функций скоростей со =  (о (i) 
или v = v (t).

Тогда переход от функции скоростей к ф ункциям перемещений 
может быть осуществлен путем вычисления интегралов

h h 
Ф /-Ф 0 =  J w (0 dt, s t — S o= ^ v ( t )d t ,  (4.1)

tù t0

где ф0, s0 и t0 — угол, перемещение и время, соответствующие на
чальному положению ведущего звена.

Если наконец, закон движения ведущего звена задан в виде 
функций^ускорений е =  е (/) или а — а (t), то переход к функциям 
скоростей осуществляется путем вычисления интегралов

U *t
©i — ®о =  $ z(t)d t ,  vl — v0 = \ a(t) dt, (4.2)

*0 ¿0
где (o0, v0 и t0 — угловая скорость, линейная скорость и время, 
соответствующие начальному положению ведущ его звена.

Определив функции скоростей по равенствам (4 .2), можно опре
делить и функции положений, пользуясь равенствами (4.1). Таким 
образом, определение функций перемещений по заданным функ
циям скоростей сводится к  вычислению одного из интегралов (4.1), 
а в случае задания функций ускорений — к последовательному 
вычислению двух интегралов (4.2) и (4.1). Следовательно, если закон 
движения ведущего звена задан функциями скоростей или ускоре
ний и заданы начальные условия, то мы можем всегда перейти 
к функциям перемещений.

§ 16. Аналоги скоростей и ускорений

1°. При кинематическом исследовании механизмов скорости и 
ускорения ведомых звеньев и точек, им принадлежащих, удобно 
выражать в функции поворота ф или перемещения s ведущего 
звена.

Так, если угол поворота фй какого-либо звена номер k задан 
в виде функции ф* =  фА (ф), то угловая скорость со* этого звена 
может быть представлена так :

dq>b da>k dtp dфь ,
* dt dif dt ® d<p — “ “ ф — (4. 3)

где со — угловая скорость ведущего звена, имеющая размерность
рад1сек, а шср — q>'k =  есть безразмерная угловая скорость звена
номер k. Безразмерная угловая скорость соф называется аналогом у г 
ловой скорости звена номер k.



Таким образом, действительная угловая скорость со* равна 
произведению угловой скорости со ведущего звена на аналог угло
вой скорости о)ф звена номер

Дифференцируя уравнение (4.3) по времени получим величину 
углового ускорения гк звена номер И. Имеем

■ й(ак с1 ЙШф ¿(0 ¿Иф ¿ф <1(0
Ек =  ~ Ч Г  “  Ж  =  “  ^  “ ‘Р ~ЗГ ~  “  ~5фГ Ч Г  ^  “ ‘Р <н ~

=■= СО2 +  есоф =  со2еф +  есоф =  со2ф  \ +  еф *. (4 .4 )

2°. Аналогично могут быть получены уравнения для скорости и. 
ускорения какой-либо точки т звена номер 6 . Пусть г т есть радиус- 
вектор, определяющий положение точки т. Из теоретической 
механики известно, что скорость ют и ускорение а т точки т могут 
быть получены последовательным двукратным дифференцированием 
радиуса-вектора г т по времени t. Имеем

Агт __ йгт ¿ф _  с1гт _  _  , 5ч

где со — угл о вая  скорость ведущего звена, имеющая разме'рность
ргд !сек ,  а ©ф =  г'т = есть аналог скорости точки т, имеющий
размерность длины. Таким образом, действительная скорость ют 
точки т  равна произведению угловой скорости о) ведущего звена 
на аналог скорости ©ф точки т.

Дифференцируя выражение (4.5) по времени t, получим величину 
ускорения а т точки т. Ускорение ат в озщем случае состоит из 
четырех составляющих: нормального ускорения, направленного вдоль 
радиуса-вектора г т к его началу, тангенциального ускорения, на
правленного перпендикулярно к радиусу-вектору г т, относитель
ного релятивного ускорения, направленного вдоль радиуса-вектора 
г „ , и, наконец, кориолисова ускорения, направленного перпендику
лярно к радиусу-вектору г т.

П ользуясь равенством (4.5), получаем
й-вт й  «й>ф ¿0) Йф с1ш

0т ~ ~ЧГ =  ИГ (со®'р)=  ИГ ~~ ш с1ср ЧТ <и ~~
— (О2 ^  =  Ю2а ф +  8©ф =  со2г ’т + ы'т. (4.6)

В уравнении (4.6) со и е — угловые скорость и ускорение веду
щего звена. Величины со2 и е, входящие в уравнение (4.6), имеют 
размерность сект2. Величина аналога скорости ©ф имеет размерность
длины. Величина а ф =  Гт =  - ^ г  есть аналог ускорения точки т,
имеющая такж е  размерность длины.



Таким образом, скорости и ускорения звеньев и их точек могут 
быть всегда выражены через соответствующие аналоги скоростей 
и ускорений и угловые скорость и ускорение ведущ его звена меха
низма. Если закон движения ведущего звена задан в виде функций 
в =  в (ф), где я — линейное перемещение ведущего звена, то нахо
ждение аналогов скоростей и ускорений может быть сделано ана
логично.

3°. Так^как аналоги скоростей и ускорений зави сят только от 
обобщенной координаты и не зависят от времени, то кинематическое 
исследование механизма можно вести чисто геометрическим путем. 
Д ля этого, если ведущее звено входит во вращательную пару, пово
рачивают его на углы ср и определяют перемещения всех остальных 
звеньев. Далее, если требуется определить скорости и ускорения 
звена номер 6 и его точки т, то находят аналоги скоростей и уско
рений соф, е<р, и йф и подставляют их значения в уравнения (4 .3),

Если ведущее звено вращ ается с постоянной угловой скоростью 
ю, то его угловое ускорение е равно нулю, и мы получаем следующие 
формулы для скоростей и ускорений звена номер к и его точки т :

^Движение ведущего звена механизма с угловой скоростью 
ю — const и 8 =  0  носит название перманентного или основного 
движения механизму.

_Если в равенствах (4.3) — (4.6) принять угловую  скорость 
“  ~  то скорости со* и ит б удут  такж е равны нулю , а  равенства
(4.4) и (4.6) примут вид

Движение ведущего звена, описываемого равенствами (4 . 11 ) и
(4.12), носит название начального движения.

В начальном движении механизма угловая скорость со ведущего 
звена равна нулю, и поэтому его нормальные, относительные и 
кориолисовы ускорения такж е равны нулю. Таким образом, в на
чальном движении звенья и точки механизма имеют только угловые 
и тангенциальные ускорения, линии действия которых совпадают 
с линиями действия скоростей соответствующих точек звеньев.

Таким образом, истинное движение каждого механизма может 
рассматриваться, в общем случае, состоящим из перманентного и

(4.7)
(4.8)
(4.9)

(4.10)

(4.11)
(4.12)



начального движений, и равенства (4.3) — (4.6) можно представить 
так :

Производя исследование механизма в перманентном движении 
и пользуясь полученными величинами аналогов юф и 1>ф, с помощью 
соотношений (4.11) и (4.12) можно определить значения и а*п 
и, подставив их в равенства (4.3) — (4.6), определить истинные 
скорости и ускорения звеньев механизма.

Рассмотрение движения механизма как состоящего из перманент
ного и начального движений было предложено Н. Е. Жуковским.

Возможность раздельного рассмотрения перманентного и на
чального движений механизма имеет важное значение при иссле
довании кинематики и динамики механизмов. Оно позволяет при 
кинематическом исследовании определять положения, скорости и 
ускорения звеньев в функции обобщенной координаты механизма^, 
а не в функции времени. Истинный закон изменения обобщенной 
координаты от времени зависит от сил, действующих и возникаю
щих в механизме, и может быть определен только после динамиче
ского исследования механизма. Определив в результате этого 
исследования закон изменения обобщенной координаты, например 
угла поворота ср ведущего звена от времени /, т. е. Ф =  ф (0 > мы
определим угловую скорость этого звена и = - ^ -  =  ф (0 и ег0

угловое ускорение е =  -^ р  =  ф(0* После этого, пользуясь фор
мулами (4 .3) и (4 .4) и определенными при кинематическом иссле
довании аналогами скоростей и ускорений, найдем истинные ско
рости и ускорения всех звеньев механизма.

1°. Д л я  решения задачи о положениях звеньев механизма 
(плана механизма) должны быть заданы кинематическая схема 
механизма и функция перемещений ведущего звена для механизма 
с одной степенью подвижности, или функции перемещений веду
щих звеньев для механизмов с несколькими степенями подвиж
ности.

Д л я  определения положений звеньев механизма строят его 
кинематическую схему, которая при графическом исследовании

П . НеА =  8^ +

Ущ = Ут>
ат — ат-\-а.т'

(4.13)
(4.14)
(4.15)
(4.16)

§  17. Определение положений звеньев групп 
и построение траекторий, описываемых точками 

звеньев механизмов



должна быть построена в заранее выбранном масштабе. Условимся 
масштабный коэффициент построения схемы механизма обозначать 
через ¡д./, что означает число метров натуры, соответствующее 
одному миллиметру схемы, т. е. 1 мм -> щ м. Таким образом, если 
необходимо определить истинную длину какого-либо отрезка, 
изображенного на схеме, надо измерить отрезок в миллиметрах 
и результаты измерения помножить на выбранную величину |х,.

Как было показано в § 16, для кинематического исследования 
механизма достаточно вначале рассмотреть перманентное движ е
ние и считать движение ведущего звена происходящим с постоянной 
скоростью. Поэтому в дальнейшем при кинематическом исследо
вании механизма мы будем всегда предполагать движение его веду
щего звена равномерным, а если ведущее звено в действительности 
движется неравномерно, то после перманентного движения следует 
рассмотреть дополнительно и начальное движение механизма.

2°. Решение задачи о положениях механизма можно произво
дить либо графическим методом, либо аналитическим.

В данном параграфе рассмотрим графический метод решения 
задачи о планах положений звеньев механизма на примере шести
звенного механизма II класса, показанного на рис. 4 .9 . Механизм 
состоит из ведущего звена 2, вращающегося вокруг неподвижной 
оси А. Угол поворота ф2 является обобщенной координатой меха
низма. Звено 3 входит во вращательные пары Вх и Сх со звеном 2 
и звеном 4, вращающимися вокруг неподвижной оси И. Звено 5 
входит во вращательные пары Ег и Рг со звеном 4 и ползуном 6, 
скользящими вдоль оси Вха  звена 3.

Если^ рассматривать перманентное движение механизма с по
стоянной угловой скоростью, то точка В, будет последовательно 
занимать положения В1г Вг , В3, . . . ,  равномерно расположенные на



окружности Ь, описанной радиусом АВг из точки Л. При заданных 
размерах длин звеньев 3 я 4 звено 4 может занимать два положения: 
И Су и ОС[, так  как окружность й, проведенная из точки Ви  может 
пересекать окружность с  в двух  точках и С[. Таким образом, 
в общем случае может быть получено два четырехзвенных шарнир
ных механизма. Механизм с контуром АВуС^) и механизм с кон
туром АВ^Суй. Нетрудно видеть, что при обходе этих контуров для 
первого механизма мы получаем порядок букв Л ^СхО Л , т. е. 
обход контура как бы проходит по часовой стрелке, а для второго 
механизма мы получаем порядок букв ЛВ1С1'ОЛ, т. е. обход контура 
происходит против часовой стрелки. Это свойство возможности 
получения при одних и тех ж е размерах звеньев двух разных меха
низмов носит название условий сборки. Полученные два механизма 
различны по своим кинематическим свойствам. Так, для механизма 
Л 5 1С1ОЛ звенья 2 и 4 имеют угловые скорости одного и того же 
зн ака, а для механизма АВхС[ОА эти знаки противоположны. 
Следовательно, в зависимости от конкретной инженерной задачи 
надо останавливаться на какой-либо одной конфигурации меха
низма. В нашем примере мы рассматриваем механизм с контуром 
АВуС^А. Тогда из двух  углов ср4 и ц>1, определяющих положение 
звена 4, мы будем рассматривать угол ср4, т. е. определять передаточ
ную функцию

ф4 =  ф4 (ф2). (4.17)

Соответственно для звена 3 мы будем определять передаточную 
функцию

Ф з ^ Ф з Ы -  (4 - 18)

Аналогично при присоединении двухповодковой группы, состоящей 
из звеньев 5  и б, мы получим два возможных положения ползунов
6 и 6' , т ак  как  окружности е  радиуса Е1/71 пересекают прямую Вха 
в двух  точках ^  и Р[. Выберем положение, в котором порядок 
букв при обходе контура по часовой стрелке будет Е1Р1С1Е1. Тогда 
передаточная функция звена 5 будет

Ф5 =  Ф 5Ы - (4 -19)
Передаточная функция для точки ^  ползуна 6 будет соответст

венно
5^ =  МЧ)2)- (4 -20)

3°. Таким образом, порядок построения плана положений меха
низма будет следующим.

Наносим сначала на чертеже (рис. 4.9) неподвижные оси Л и О. 
Д алее радиусом, равным длине звена АВ, проводим окружность Ь, 
представляющую собой геометрическое место точек В. На этой 
окружности наносим положения Ви  Вг, В3, ... точки В, для кото



рых требуется определить положения всех звеньев механизма. 
На рис. 4.9 необходимые построения произведены для положения 
кривошипа АВ, определяемого точкой Вх. Д л я  определения поло
жения точки С из точки £) проводим окружность с, представляющую 
собой первое геометрическое место точек С, и из точки Вх радиусом 
В\С проводим окружность <1, являющуюся вторым геометрическим 
местом точек С. Точка Сх пересечения окружностей с  и й и опре
делит положение точки Сц. После построения линии Схй  звена 4 
легко^ определяется положение точки Е. Следовательно, д ля  
второй двухповодковой группы ЕР будут известны положения 
крайних кинематических пар — оси Е и оси Вха направляющей.

Остается определить положение оси Р1г что может быть сделано, 
если из точки Е провести окружность е. Точка пересечения о к р уж 
ности е  с прямой В±а и определит положение точки 7^.

Таким образом, задача о построении планов положений звеньев 
механизма II класса сводится к последовательному нахождению 
положений звеньев двухповодковых'групп, у  которых известными 
являются положения крайних элементов 
кинематических пар. Рассмотрим эту задачу 
для группы каждого вида в отдельности.

4°. Пусть задана группа II класса с тре
мя вращательными парами В, С и О (груп
па первого вида). По предыдущему положе
ния то чек В и И известны, ибо звенья 2 и 3 
концевыми элементами звеньев В и О вхо
дят в кинематические пары со звеньями
1 и 4 основного механизма, и, следователь- Рис. 4Л0. Схема двухповод. 
но, задача сводится к определению положе- ковоа группы первого вида, 
ния точки С (рис. 4.10). Д ля определения
положения точки С поступаем ’следующим образом. Разъединяем 
шарнир в точке С и рассматриваем возможное движение этой точки. 
Так как точка В занимает вполне определенное положение, то точка 
С, находящаяся на постоянном расстоянии ВС от точки В, м ож ет 
описать только окружность К— Я радиуса ВС. Точно так  же вслед 
ствие постоянства расстояния ОС точка С может описать во кр уг  
точки О только окружность т] т| радиуса ОС. Таким образом, 
геометрическим местом возможных положений точки С являю тся 
две дуги окружностей X — А, и т] — г|. Точки пересечения этих 
окружностей и дадут истинное положение точки С. Так к ак  две 
окружности в общем случае пересекаются в двух точках, то мы 
получаем две точки С' и С". Выбор точки, дающей истинное поло
жение, можно сделать, пользуясь условием последовательности 
положений точки С (непрерывности траектории) при движении 
всего механизма. Если окружности X — Я и т ]  — г|не будут иметь 
точек пересечения, то это укаж ет, что при заданных размерах 
звеньев группа не может быть присоединена в данном положении



к  основному, а если она все ж е будет присоединена в другом поло
жении, то механизм с такой группой не сможет занять рассматри
ваемого положения.

Построения планов положений групп II класса с поступатель
ными парами решаются аналогичными приемами с помощью цир
кул я  и линейки, при этом пользуются методом геометрических 
мест, которыми являю тся окружности % — X и Г] Т).

5°. Для нахождения положений плоских механизмов III класса 
можно также пользоваться методом геометрических мест. В отличие 
от механизмов II класса, в механизмах III класса этими геометри
ческими местами могут быть не только окружности или прямые, 
но и кривые высших порядков.

Пусть, например, дана трехповодковая группа III класса 
BCDEFG (рис. 4.11). Положения точек В, Е и G заданы, так как

группа концевыми элементами В, Е и G входит в кинематические 
пары со звеньями 1, 5 и 7 основного механизма. Требуется опре
делить положение остальных точек. Как и для механизмов II класса, 
разъединяем один из шарниров базисного звена 3, например шарнир 
в точке F. Тогда системы звеньев BCDE и GF приобретают каждая 
одну степень подвижности, и обе эти системы, если сделать непод
вижными звенья /, 5 и 7 , к ак  бы превращаются в самостоятельные 
механизмы с одной степенью подвижности. Система BCDE (рис. 4.12) 
становится механизмом II класса, а система GF — механизмом
I класса. Строим траекторию к — X точки F, принадлежащей 
шатуну CD четырехзвенного шарнирного механизма BCDE, кото
рая носит название шатунной кривой. Строим далее траекторию 
41 — t] точки F звена GF. Это — дуга окружности радиуса GF. 
Таким образом, геометрическими местами возможных точек F 
являются кривая X — X и дуга окружности ц — ц. Точки пересе
чения F' и F" этих двух  геометрических мест и дадут возможные 
положения точки F . Т ак  к ак  шатунные кривые являются кривыми 
высших порядков, то в общем случае мы можем получить несколько 
точек пересечения этих кривых с окружностью. Очевидно, для

с

Рис. 4 .11 . Схема трехп о водко
вой гр уп п ы .

Рис. 4*. 12. К определению по
ложений звеньев трехповодко

вой группы .



Рис. 4 .13 . Сх^ма механизма ш арнирного четы рехзвенника с ш атунны м и кривы м и не
ско л ьки х  точек.

Рис. 4.14. М еханизм  сеноворошилки.
1 — ш атун ; 2 — кривошип; 3 — звено , точка Е которого описывает траекторию  а  — а ;  

4 — коромы сло; 5 — колесо.

Рис. 4 .15 . Тестомесильная машина,
1 — стойка; 2 — кривошип; 3 — ш атун , 
точка лапы  которого описывает траекторию  

С£ а } т — коромысло; 5 д сж с  ■

Рис. 4 .16 . П риближенно-направляю щ ий 
шарнирный м ехан и зм  Чебыш ева.

1 — стойка; 2 — кривош ип; 3 — ш атун .

а  — а ;  4 коромы сло.



выбора среди этих точек истинной надо пользоваться условием 
последовательности положений точки F при движении группы. 
Определив истинное положение точки F, можно построить истинные 
положения всех остальных звеньев механизма. Методом разъеди
нения шарнира можно определить положения всех точек любого 
механизма III класса.

6°. Если найдены положения звеньев механизма для достаточно 
большого числа заданных положений ведующего звена, то можно 
построить траектории, описываемые отдельными точками механизма. 
Пусть требуется построить траекторию точки Е механизма шарнир
ного четырехзвенника (рис. 4 .13). Разбиваем траекторию точки В 
на двенадцать равных частей и находим соответствующие положе
ния точки С. Соединяя в каждом положении точки В и С, находим 
на звене ВС положение точки Е. Обводя последовательные положе
ния точки Е плавной кривой, получаем траекторию точки Е.

Кроме траектории точки Е, на рис. 4.13 показаны траектории, 
описываемые различными точками, жестко скрепленными с шату
ном ВС.

К ак было указано выше, траектории точек, принадлежащих 
ш атуну, носят название шатунных кривых.

Шатунными кривыми в настоящее время широко пользуются 
в технике для воспроизведения движения рабочих органов раз
личных машин и механизмов. Например, в механизме сеноворо
шилки (рис. 4.14), в тестомесильной машине (рис. 4.15) и т. д. 
Широкое применение шатунные кривые нашли в механизмах 
П. Л . Чебышева (рис. 4.16). Ш атунные кривые шарнирного четырех
звенника общего вида (рис. 4.13) являются алгебраическими кри
выми шестого порядка. Ш атунные кривые кривошипйо-ползунного 
механизма — алгебраические кривые четвертого порядка.

§ 18. Определение скоростей и ускорений 
групп II класса методом планов

1°. Определение скоростей и ускорений групп II класса может 
быть проведено методом планов скоростей и ускорений. Так как 
механизмы II класса образованы последовательным присоединением 
групп, то изложение метода планов можно вести применительно 
к различным видам групп II класса. Аналогично задаче о планах 
механизма известными будут скорости и ускорения тех элементов 
звеньев, входящих в кинематические пары, которыми группа при
соединяется к основному механизму. Определению будут подлежать 
скорости и ускорения отдельных точек группы и угловые скорости 
и ускорения звеньев

2°. Рассмотрим группу II класса первого вида, которая обра
зована двум я звеньями, входящими в три кинематических пары 
(рис. 4 .17).



Аналогично задаче о положениях групп известными являю тся 
векторы скоростей точек В я О концевых элементов группы, кото
рыми звенья 2 и 3 входят в кинематические пары со звеньями 1 и 4 
основного механизма, т. е. скорости ©в и ©с . Требуется определить 
вектор ©с скорости точки С.

Движение точки С может быть всегда разложено на переносно
поступательное со скоростью точки В или точки И и относительно
вращательное соответственно вокруг точки В или точки О. Тогда

Рис. 4 .17 . Д вухп ово дковая  группа первого ви да: а) кинемати
ческая схем а; 6) план скоростей; в) повернуты й  план скоростей.

векторные уравнения для скорости ©с точки С будут иметь сле
дующий вид:

®с =  ®я +  ®св. ®C =  ®0 +  ®CD> (4-21)

где Vc, ©в и Vo суть соответственно векторы абсолютных скоростей 
точек С, В и D, ©св и vCd — векторы скоростей точки С отно
сительно точек В и D.

Из уравнений (4.21) получаем
®в +  ©св — (4 .22)

В уравнении (4.21) известны по величине и направлению векторы 
скоростей ©в  и ©д . Векторы же скоростей © е в  и  v c d  известны 
только по направлению. Вектор ©св скорости точки С относительно 
точки В направлен перпендикулярно р направлению ВС, а вектор 
©со скорости точки С относительно D направлен перпендикулярно 
к направлению DC.

Таким образом, в уравнении (4.22) неизвестны только величины 
векторов скоростей ©сд и ©са> которые могут быть определены 
построением плана скоростей (рис. 4 .17).

Выбираем в качестве полюса плана скоростей точку^р, от^ 
дываем на нее отрезки (рЪ) и (pd), представляющие собой сv r 
©я и ©я точек В и D в каком-либо произвольно выбранном 
\iv, дающем соответственно в 1 мм -> ¡д.» м/сек. При г 
чины масштаба руководствуются удобством вр- 
строений векторов скоростей.

Для определения истинных величин ск '' 
отрезки (pb) и (pdy, измеренные в ми7-



выбранный масштаб щ , показывающий, сколько единиц скорости 
приходится на 1 мм соответствующего отрезка. Получим

Отложив отрезки (pb) и (pd), проведем через точки Ъ и d  прямые, 
имеющие направление векторов относительных скоростей v Cb  и  
v CD, перпендикулярные к направлениям ВС и DC (рис. 4.17, а). 
Точка С определит конец вектора т>с абсолютной скорости точки С 
группы. Скорость Ve согласно уравнениям (4.21) выражается отрез
ком (рс), соединяющим точку р  с полученной точкой с. Величина 
этой скорости будет равна

Отрезки (Ьс) и (de) представляют собой относительные скорости 
vCb и ©со в том ж е масштабе, т. е.

Стрелки у  векторов на рис. 4.17, б  должны быть поставлены так 
чтобы удовлетворялись уравнения (4.21).

Треугольники pbc  и pdc  называются планами скоростей звеньев
2 и 3, а фигура pbcdp  называется планом скоростей группы BCD. 
Точка р  плана называется началом или полюсом плана скоростей.

Для удобства графического построения плана скоростей всех 
звеньев группы иногда план условно повертывают в одном и том же 
направлении на угол в 90°, Тогда векторы относительных скоростей 

и v CD будут параллельны направлениям ВС и DC. Такой план 
скоростей называется повернутым планом скоростей. На рис. 4.17, в 
изображен повернутый план скоростей, причем направления всех 
скоростей повернуты на угол 90° против движения часовой стрелки.

Пользуясь плацо»' остей, можно определить угловые ско
рости со2 и со» Величины этих скоростей определяются

Vb =  Щ (pb), vD =  (pd).

Vc = Vv (pc).

VcB =  Vv(bc), vCD =  Hv(dc).

".a

■>C звеньев 2 и 3.
в некотором произвольно выбран
им собой число метров натуры,
э схеме. Подставляя в уравнения 
о, выраженные в масштабе ¡ы̂, 
ша скоростей, и длины звеньев 

получаем

Н'р {de)

■з (4.23)

|i, (DC)  *



Отношение масштабов [¿„/(Х/ имеет размерность сект1. Направ
ления угловых скоростей со2 и со3 могут быть определены следующим 
образом. Мысленно прикладывая векторы ©св и ©с л к  точке С, 
видим, что вращение звена 2 происходит в направлении вращения 
часовой стрелки, а вращение звена 3 — в направлении, обратном 
вращению часовой стрелки (рис. 4.17, а).

Д ля определения скорости какой-либо точки Е, лежащей на 
оси звена ВС (рис. 4.17, а), имеем векторное уравнение

©£ =  ©в +  ®£в- (4.24)
Согласно этому уравнению из точки Ь плана скоростей проводим 

направление вектора v EB относительной скорости точки Е около 
точки В. Так как относительные скорости любых точек, лежащих 
на оси ВС звена 2, перпендикулярны к оси ВС, то очевидно, что 
направление вектора скорости ©£л совпадает с направлением век
тора скорости Vcв, т. е. отрезок плана скоростей (Ье), определяю
щий скорость VEв, совпадает по направлению с отрезком (Ьс). Вели
чина отрезка, определяющего скорость и£В, найдется из следующих 
соображений.

Имеем
Уев =  ^4 пс (4.25)

и
Уев — щ1ве- (4.26)

Разделив почленно равенство (4.26) на равенство (4.25), получаем

-  Р - .  (4.27)исв  1ВС
Из уравнения (4.27) следует, что скорости точек £  и С относительно 
точки В прямо пропорциональны расстояниям этих точек до точки В. 
Подставляя вместо скоростей соответствующие отрезки из плана 
скоростей, получаем

 ̂НЕ
(Ьс) ~ 7 ^ >

откуда

(Ьё) = (Ьс) (4.28)
1ВС

Из уравнения (4.28) следует: чтобы определить отрезок плана 
скоррстей, изображающий относительную скорость иЕВ, необходимо 
отрезок (Ьс), изображающий на плане скоростей относительную 
скорость уВс, разделить в том ж е отношении, в каком  точка Е делит 
звено 2 на схеме группы (рис. 4.17, а).

Отложив полученный отрезок (Ье) на плане скоростей 
(рис. 4.17, б) и соединив полученную точку с началом плана р,



получаем отрезок {ре), изображающий в масштабе Цг, полную 
скорость точки Ve, т. е.

vE = liv(pe).
Д ля определения скорости какой-либо произвольной точки F 

звена 3 (рис. 4.17, а) составляем следующие векторные уравнения:

+  1 (429 )
Vp=Vc -{-Vfc )

и из уравнений (4.29) получаем

+ VpD =  ©с +  Vfc-
Векторы v D и Vc скоростей точек D и С нам известны по величине 

и направлению, а векторы скоростей Vfd и Vfc известны только по 
направлению. Вектор скорости Vfd перпендикулярен к отрезку 
(FD), а вектор скорости VpC перпендикулярен к отрезку (FC). 
Из точки d  плана скоростей проводим прямую, перпендикулярную 
к направлению FD, а через точку с  — прямую, перпендикулярную 
к направлению FC. Точка пересечения / проведенных направлений 
(рис. 4 .17, б) и определит конец вектора v Fполной скорости точки F. 
Отрезок плана, изображающий скорость Vf, получим, соединив 
начало плана р  с точкой /. Получаем

Vf=\lv(pf).
Рассматривая треугольник c fd  плана скоростей (рис. 4.17, б) 

и треугольник CFD на звене (рис. 4.17, б), можно видеть, что отрезки 
(cf), (fd) и (dc) соответственно перпендикулярны к отрезкам (CF), 
(FD) и (DC), т. е.

(cf)±(CF)- (fd)±(FD); (dc) _L (DC).
Таким образом, треугольник c fd  на плане скоростей, изобра

жающий относительные скорости vpC, vfd и vCd, подобен треуголь
нику CFD группы на ее схеме и повернут относительно него на 
угол в 90°. Это свойство подобия фигуры относительных скоростей 
на плане скоростей фигуре звена на схеме механизма позволяет 
определять скорости любых точек этого звена не из уравнений, 
а графически, построением подобных фигур. Отметим, что провер
кой правильности графического построения подобных фигур на 
плане является порядок букв на схеме и на плане скоростей. Так, 
если порядок букв на схеме при обходе контура звена по часовой 
стрелке будет С, D и F, то на плане скоростей этот порядок должен 
сохраниться, т. е. буквы должны идти в том же порядке: с, d и /.

Векторы всех полных скоростей точек звеньев имеют своим 
началом точку р  плана скоростей, а векторы всех относительных 
скоростей соединяют собой концы векторов полных скоростей.



При построении подобных фигур на повернутых планах скоростей 
стороны подобных фигур будут взаимно параллельны (рис. 4 .17 , в).

3°. При определении ускорений группы II класса первого вида 
известны векторы ад  и ад полных ускорений точек В и D (рис. 4 .18 ,а). 
Кроме того, план скоростей группы предполагается построенным,
и, следовательно, можно считать известными скорости всех звеньев 
группы. Д ля определения ускорения а с  точки С, к ак  и для опре
деления скорости Ve точки С, рассматриваем ее движение как  
сложное, состоящее из переносного поступательного со скоростями 
и ускорениями точек В и D и относитель
ного вращательного вокруг этих точек.
Тогда векторные уравнения для определе
ния ускорения а с  точки С будут следую
щими:

d e  —  й в  &СВ~\- ( I c B i  

а с  —  ÜD ttCD  +  <lCD  > (4.30)

где а пс в  и — нормальные ускорения 
в относительном движении, а а*с в  и a ‘CD — 
тенгенциальные ускорения в том ж е дви
жении. Решая совместно уравнения (4.30), 
получаем

&В  “Ь  & С В  +  О с в  =  ÜD (¿CD -f-  d C D  • ( 4 . 3 1 )

В уравнении (4.31) известны по вели
чине и направлению векторы а в  и a D то
чек В и D. Векторы нормальных ускорений а псв  и а£0 в относи
тельном движении могут быть определены. Величины этих уско
рений равны

п VCB 2/ п VCD 2 #
Ü C B - —7—  =  И>2‘ 2> CLCD =  — =  ft>3Í3 .¿2 íg '

Скорости Vcb и Vcd и угловые скорости со2 и ®з могут быть опре
делены по построенному плану скоростей, длины /2 и 13 звеньев
2 и 3 определяются по схеме. П одставляя в полученные равенства 
длины из плана скоростей в масштабе |а0 и со схемы в масштабе [А/, 
получаем

„ iil (bef „ u* (de)2
a cB = J¡T(BC)==lia(bn2), Qcd= R ф 'с у  — Ра №»)> (4 -32)

где отрезки (Ьс) и (de) должны быть взяты из плана скоростей, 
a [ia есть масштаб плана ускорений, дающий соответственно 
1 мм —> \кам!сек2.
. Так же как и для скоростей, при выборе масштаба плана 

ускорений руководствуются удобством вычислений и графических

Рис. 4 .18 . Д ву х п о в о д к о вая  
груп п а первого вида: а) ки 
н ем атическая схем а ; б) план 

уско рен и й .



построений. Таким образом, если необходимо определить истинную 
величину какого-либо ускорения, надо соответствующий отрезок 
в  миллиметрах, взятый из плана ускорений, умножить на выбран
ный масштаб [г0, показывающий, сколько единиц ускорения при
ходится на 1 мм отложенного отрезка.

В ектор ускорения а пс в  направлен от точки С к  точке В парал
лельно направлению ВС, а вектор ускорения а пс о  направлен от 
точки С к  точке £> параллельно направлению СО. Таким образом, 
нормальные ускорения а"в  и известны по величине и направ
лению. Векторы а*св  и а*с о  известны только по направлению. Первый 
направлен перпендикулярно к  направлению ВС, второй — перпен
дикулярно к направлению СО. Таким образом, в уравнении (4.31) 
неизвестными остаются только величины векторов ускорений а ‘св  
и а*с о , которые могут быть определены следующим графическим 
построением.

Выбираем в качестве полюса плана ускорений . точку я  
(рис. 4 .18, б) и откладываем отрезки (пЬ) и (лс1) , представляющие 
в масштабе \иа ускорения точек В и Е>. Далее, пользуясь уравне
ниями (4.32), вычисляем величины ускорений а псв  и а пс о  и отклады
ваем из точек Ь и (1 отрезки (Ьп2) и (с/я3), представляющие в мас
штабе |ла эти ускорения. Из полученных точек п2 и п3 проводим 
прямые в направлениях векторов тангенциальных ускорений 
а*св  на*с о  перпендикулярной направлениям ВС и СБ. Точка пере
сечения этих прямых и даст конец вектора а с  полного ускорения 
точки С, т. е.

а с  = (лс).

Построенные фигуры пЬп2с  и лйп3с  носят название планов ускоре
ний звеньев 2 и 3, а вся фигура пЬщспл(1п называется планом уско
рений группы ВСО. Точка я  называется началом или полюсом 
плана ускорений.

Соединив точки Ь и й плана с точкой с, получим векторы полных 
относительных ускорений а Св и а Сй. Имеем

асв = Ра фс), асо  = ца (¿с).

Модули угловых ускорений е2 и е3 звеньев ВС и СО будут равны 

¡б2| =  ф - ( |83 | =  4 2-. (4.33)
»2 >3

П одставляя в равенство (4.33) соответствующие отрезки, взя
тые из плана ускорений и со схемы, получаем

' ■ И-а (”аС) , I _  На (п3с)



Отношение масштаба р.а/}Х/ имеет размерность сек'2. Направления 
угловых ускорений е2 и е3 могут быть определены следующим 
образом. Перенося мысленно векторы а гсв  и а*с о  в точку С 
(рис. 4.18, а), видим, что направление е2 совпадает с направлением 
вращения часовой стрелки, а направление е3 противоположно 
направлению вращения часовой стрелки.

Для определения ускорения какой-либо точки Е, лежащ ей 
на оси звена ВС (рис. 4.18, а), воспользуемся уравнением

Как известно из теоретической механики, при вращательном 
плоском движении звена около некоторой точки ускорения всех  
точек звена пропорциональны радиусам-векторам, соединяющим 
исследуемые точки с центром вращения, а направления этих ускоре
ний образуют с этими радиусами-векторами постоянный угол [х, 
определяемый из уравнения

где е есть угловое ускорение звена, а со — угловая скорость звена .
Так как относительное движение звена 2 около точки В есть 

движение вращательное, то очевидно, что относительные ускоре
ния всех точек звена 2 будут образовывать с радиусами-векторами, 
выходящими из точки В, постоянный угол р., удовлетворяющий 
соотношению

Следовательно, направление вектора а Ев  должно совпадать на 
плане ускорений с направлением вектора асв> т. е. с направлением 
отрезка (Ьс) (рис. 4.18, б). Величина ж е  отрезка фе), изображаю
щего на плане ускорений ускорение аев,  определится из условия 
пропорциональности ускорений радиусам-векторам, т. е.

Подставляя в пропорцию (4.36) соответствующие отрезки плана 
ускорений, получаем

у-а (Ье) Е̂П

Из формулы (4.37) следует: чтобы определить отрезок п лан а 
ускорений, изображающий относительное ускорение й£д, необхо

=  Ив +  Пев- (4 .34)

(4 .35)

аВВ _  ЕВ
асв  1св

(4 .36)

И1«  Ф с ) IСВ
откуда

(Ье) = ф с ) - р .
1СВ

(4 .37)



димо отрезок плана, изображающий относительное ускорение асв , 
разделить в том ж е  отношении, в каком точка Е делит звено 2 
схемы. Отложив полученный отрезок (Ье) на плане и соединив 
точку е  с точкой я ,  получим отрезок {ne), изображающий в масштабе
Iха полное ускорение точки Е, т. е.

Д ля определения ускорения произвольной точки F, жестко свя
занной со звеном 3 (рис. 4.18, а), можно такж е воспользоваться 
вышеизложенным правилом подобия. Д ля этого строим на отрезке 
(cd) плана ускорений треугольник cdf, подобный треугольнику CDF 
на схеме, но повернутый относительно него на угол [х, определяе
мый по формуле (4.35). Так как все стороны треугольника cdf 
повернуты относительно треугольника CDF на постоянный угол ц,, 
то построение подобного треугольника на плане ускорений удобно 
вести, замеряя углы  между соседними сторонами DC, DF и CD, 
CF. При обходе контура cdf в каком-либо направлении порядок 
букв должен совпадать с порядком букв контура CDF.

Подобно тому к ак  это имело место в задаче о скоростях, векторы 
полных ускорений всех точек звеньев имеют своим началом точку 
я  — полюс плана ускорений, а векторы всех относительных уско
рений соединяют собой концы векторов полных ускорений.

4°. Рассмотрим, к а к  строятся планы скоростей и ускорений, 
когда группа содержит поступательную пару, например, в сос
тав группы II класса второго вида (рис. 4.19, а) входит одна 
поступательная пара D и две последовательно расположенные вра
щательные пары В и С. Звено 2 входит во вращательную пару В 
со звеном 1, принадлежащим основному механизму, а звено 3 входит 
в поступательную пару D со звеном 4, принадлежащим основному 
механизму. Известными являются вектор скорости v B точки В 
и векторы скоростей всех точек, принадлежащих звену 4. Следо
вательно, известна и угловая скорость со4 этого звена. Звено 3 
скользит по оси х — х направляющей, принадлежащей звену 4. 
Представим звено 4 в виде плоскости S  и обозначим точку пло
скости S, совпадающую для заданного положения с точкой С, 
через С4. Вектор скорости v Ci точки С4 как  принадлежащей звену 4 
известен. Тогда для определения Vc — вектора скорости точки С — 
необходимо совместно решить два векторных уравнения:

В уравнениях (4.38) и (4.39) Vcct есть вектор скорости точки С 
относительно звена 4, а ©Св — вектор скорости точки С относи
тельно точки В.

aE = \ia (ne).

откуда
=  Щ +  ®св> ®с =  ®с4 +  ®CC4i 

®л +  ®св =  ®с, +  Осс1.

(4.38)

(4.39)



В уравнении (4.39) векторы v B и ©с4 скоростей точек S  и С, 
известны по величине и направлению. Векторы относительных ско
ростей ©св и Vcc, известны только по направлению. Величины 
скоростей ©св. ®сс4 и скорость ©с точки С определяются из построен
ного плана скоростей. Д ля этого выбираем (рис. 4 .19 , б) произ
вольную точку р  за полюс плана скоростей и откладываем от нее 
известные нам векторы v B и ©с . скоростей точек В и С4 в виде отрез
ков (pb) и (рс4), изображающих в выбранном масштабе эти ско
рости. Далее через точку b проводим 
прямую в направлении вектора скорости 
©св. перпендикулярную к направлению 
ВС (рис. 4.19, а), а через точку С4 про
водим прямую в направлении вектора 
©сс4 относительной скорости, параллель
ную оси х — х поступательной пары D.
Точка пересечения этих направлений 
и даст конец вектора ©с скорости точ
ки С. Величина скорости ©с опреде
ляется по формуле

=  Их, (рс).
Скорости остальных точек звена 

определяются так же, как в ранее рас
смотренном случае. Угловую скорость 
(о2 звена 2 можно найти аналогично 
ранее рассмотренному случаю. Угловая 
скорость звена 3, входящего со звеном 4 в поступательную пару, 
имеет ту же угловую скорость со4, что и звено 4, т . е .

ю3 =  ю4.

Д ля определения скорости какой-либо произвольной точки F 
звена 3 (рис. 4.19, а) можно воспользоваться векторным уравнением

vF — VFt +  . (4.40)

Вектор Vf4 скорости точки F4, принадлежащей плоскости S, 
т. е. звену 4, нам известен. Скорость Vff, равна скорости ©сс,, 
так как  звено 3 относительно звена 4 движется поступательно, и, 
следовательно, скорости всех точек звена 3 относительно звена 4 
равны между собой. Поэтому уравнение (4.40) может быть пере
писано так:

VF = Vpt +Vcct. (4.41)

Согласно уравнению (4.41) из точки /4 (рис. 4 .19 , б) отклады
ваем отрезок (JJ), равный и параллельный отрезку (с4с). Результи

Рис. 4 .19 . Д вух п о во дко вая  груп 
па второго ви да ; а) кинематиче
ск а я  сх ем а ; б) план скоростей.



рующий отрезок (р/) и представляет собой в масштабе [д.э абсолют
ную скорость точки т. е.

5°. Д л я  определения ускорений группы II класса второго вида 
поступаем аналогично решению задачи о скоростях, т. е. предпо
лагаем, что известны ускорение а в точки В (рис. 4.20, а) и ускоре
ния всех точек звена 4, а следовательно, и его угловое ускорение е4. 
Со звеном 4 скрепляем плоскость 5  и находим на этой плоскости 
точку С4, совпадающую в данном положении сточкой С (рис. 4.20, а).

Известными являются векторы а в 
и а с ,  ускорений точек В и С4.

Ускорение точки С определяется 
из уравнений

« с  =  яв  +  яс в  +  0 с в ' I (4 4 2 )
Ос — Ос, “ЬОсС, ~Г @сс, • )

Относительное (релятивное) уско
рение а'с с  представляет собой уско
рение точки С относительно пло
скости 5 , принадлежащей звену 4. 
Т ак как ось х — х направляющей 
вместе с плоскостью 5  имеет сложное 
вращательно-поступательное движе
ние, то, кроме относительного уско
рения агс с  ̂ во второе уравнение (4.42) 

должно войти и кориолисово ускорение а ^ .  Решая совместно 
уравнения (4.42), получаем

Ив +  а св  +  а*св =  Ос, +  Осе, +  Осе,- (4.43)

В уравнении (4.43) векторы ускорений а в и а с ,  известны. 
Величина ускорения а пс в  определяется по формуле

°Ьв п «» ^  (6с)а (Ьп) 
асв =  ~ _  2 2 _ м7Т§сГ_ м 'а (

где (Ьс) и (ВС) суть отрезки, взятые из плана скоростей и со схемы 
механизма, |хь  и (хд — масштабы длин, скоростей и ускорений. 
Вектор а с в  направлен параллельно направлению ВС от точки С 
к точке В.

К ак известно из теоретической механики, кориолисово уско
рение а£с< по величине равно

а се ,  =  2 1 со4 | Усе, =  2 | щ  | Щ (с4с), (4.44)

Рнс. 4 .20 . Д вухп ово дко вая  группа 
второго ви да: а) кинематическая 

сх ем а ; 6) план  ускорений.



где отрезок (с4с) должен быть в зят  из плана скоростей (рис. 4 .20, б). 
Направление вектора кориолисова ускорения может быть найдено 
общими приемами векторной алгебры. Имеем

всс4 =  2<а4х® сс,. (4.45)

Из равенства (4.45) следует, что вектор а£с лежит в плоскости 
движения механизма, и для определения его направления доста
точно Vcci — вектор скорости точки С относительно плоскости 5  — 
повернуть на угол 90° в сторону вращения, обусловленного угловой 
скоростью ю4. Таким образом, вектор а£с перпендикулярен к  оси 
х — х направляющей, а величина его определится по формуле 
(4.44) подстановкой в эту формулу заданной угловой скорости со4 
и длины известного из плана скоростей отрезка (с4с ) , изображаю
щего в масштабе ^  скорость 1>сс4.

Векторы ускорений а!св  и а ^ ,  входящие в уравнение (4.43), 
известны только по направлению. Первый вектор а гс в  перпенди
кулярен к направлению ВС, а второй вектор а гс с  параллелен оси 
х — х направляющей поступательной пары О. Таким образом, 
в уравнении (4.43) неизвестны только величины ускорений а*с в  и 
а'сс1. Д ля их определения строим план ускорений. Д ля этого 
(рис. 4.20, 6) выбираем произвольную точку л за полюс плана 
ускорений и откладываем от нее известные ускорения точек В и С4 
в виде отрезков (лЬ) и (яс4), изображающих в выбранном масштабе 
¡1а ускорения ав и а ск- Далее определяем ускорения а пс в  и а£с 
и откладываем их в масштабе ца в виде отрезков (Ьп) и (с4й). Из точек 
и и £ проводим прямые, имеющие направления ускорений а*с в  и 
а гс с Ускорение а гс с  ̂ параллельно оси х — х направляющей посту
пательной пары О, а ускорение а*с в  перпендикулярно к  направле
нию ВС. Точка с  пересечения этих двух направлений и даст конец 
вектора а с  полного ускорения точки С. Величина полного ускоре
ния а с  точки С равна

Яс=ф а (яс).
Величина углового ускорения е2 звена 2 равна

, , а с в  М п<:)
1 21 к  т(ВС)- 

Направление этого ускорения определится так  ж е, к а к  и в ранее 
рассмотренной группе. Угловое ускорение е3 звена <3 равно е3 =  е4, 
так как звено 3 входит со звеном 4 в поступательную пару.

Ускорение любой точки, лежащей на линии ВС звена 2, опре
деляется построениями, аналогичными тем, которые мы применяли 
при исследовании группы первого вида, т. е. применением принципа 
подобия фигур на плане ускорений и на схеме механизма.



Ускорение произвольной точки F, принадлежащей звену 3, 
может быть определено из уравнений

a F= ciFi +  a FFi +  a rFFl- (4.46)

Ускорение a Fi точки Fit принадлежащей плоскости S, известно, 
ибо ускорения всех точек звена 4 являются заданными. Ускорение 
a FF равно по величине

ClFFt =  2 | со4 1 vFFi =  2 1 со4 ] Vcct =  йсс4>
потому что vFF — vc c  . Ускорение arFFi равно aFFt —a rc c tt так  как
движение звена 3 относительно звена 4 является поступатель
ным. Тогда уравнение (4.46) напишем так:

cif =  a Ft +  a c c t  +  öccv (4.47)

Векторы, стоящие в правой части уравнения (4.47), известны, 
и следовательно, вектор a F определится как  их геометрическая 
сумма. Д л я  определения этого вектора из точки /4 (рис. 4.20, б) 
откладываем отрезок (/46 ')> равный и параллельный отрезку (с,/г). 
Д алее из точки k' откладываем отрезок (&'/), равный и параллельный 
отрезку (kc). Результирующий отрезок (я/) и представляет собой 
в масштабе ¡ха полное ускорение точки F, т. е.

aF =  ца (л/).
Выше мы рассмотрели подробно задачи о построении скорос

тей и ускорений групп II класса первого и второго видов. Сос
тавление уравнений и построение планов скоростей и ускорений 
групп II класса других видов будет аналогичным.

6°. При рассмотрении кинематики групп II класса с поступа
тельными парами удобно планы этих групп преобразовать так, 
чтобы оси поступательных пар проходили через центр вращатель
ной пары. Нетрудно видеть (рис. 4.21), что направляющую х — х 
(рис. 4 .21 , а), по которой скользит звено 3, всегда можно перенести 
параллельно самой себе т а к , чтобы она проходила через центр 
вращательной пары С (рис. 4 .21 , б). При этом перемещении ско
рости и ускорении звена 3 не изменятся.

Аналогичное преобразование можно привести и для группы
II класса третьего вида (рис. 4.22). Здесь ось х — х звена 2 
проходит через ось вращательной пары D (рис. 4.22, б).

На рис. 4.23, б показано преобразование группы II класса чет
вертого вида. Здесь оси х — х и у  — у, принадлежащие звеньям
1 vi 4 (рис. 4.23, а), проходят через центр вращательной пары С. 
Наконец, на рис. 4.24, б ось х — х, принадлежащая звену 3 
(рис. 4 .24 , а), проходит через центр вращательной пары В.

У казанные преобразования упрощают составление кинематиче
ских схем и построение планов скоростей и ускорений групп, не 
изменяя кинематики исследуемых групп.



п
Рис. 4 .21 . Схема преобразования груп п ы  II кл асса  второго ви да.

В)
Рис. 4 .22 . Схема преобразования гр уп п ы  II к л асса  третьего вида.

6)
Рис. 4 .23 . Схема преобразования группы  II к л асса  четвертого вида.

в)
Рис. 4 .24 . Схема преобразования гр уп п ы  II  кл асса  пятого вида.



/°. Определение скоростей и ускорений механизмов III класса 
может быть произведено так  называемым методом особых точек 
или точек Ассура, по имени русского ученого JI. В . Ассура, предло
жившего этот метод.

Ознакомление с применением этого метода начнем с задачи 
определения скоростей и ускорений группы III класса с тремя 
поводками.

Пусть задана группа III класса с тремя поводками, причем 
все входящие в группу кинематические пары — вращательные

(рис. 4.25, а) и заданы скорости и ускорения точек В, С и О кон
цевых элементов, которыми поводки 4, 5 и 6 входят во вращатель
ные пары со звеньями 1, 2 к 3 основного механизма. Требуется 
определить скорости и ускорения звеньев группы. Продолжаем 
оси поводков 4 и 5 до пересечения в точке 5 г , которую примем при
надлежащей базисному звену 7.

Тогда из произвольной точки р  плоскости откладываем отрезки 
(рЬ), (рс) и (рй) (рис. 4 .25 , б), представляющие в выбранном масштабе 
ц.,, заданные скорости точек В, С и Б. Скорость ©5 , точки 5 ^  как 
принадлежащей звену 7, определится из уравнения

§ 19. Определение скоростей и ускорений 
групп III  класса методом планов

ОсХ XWf
а) в)

Рис. 4.25. Т р ехп о во дко вая  группа с трем я вращ ательными парами.* 
а) ки н ем ати ческая  схем а; б) план скоростей; е) план ускорений.

(4.48)



J3 уравнениях (4.48) два последних вектора каж дого из уравне
ний направлены по одной прямой, так как  оба вектора перпенди- 
к улярны к общим направлениям SXB или S гС, т . е. вектор =  
=  Уев +  Vs ¡в перпендикулярен направлению SXB, а вектор 
®5С =  перпендикулярен к направлению 5 ХС. ,

Пользуясь уравнением (4.48), проводим через точку b плана 
скоростей прямую в направлении скорости VstB, перпендикулярную 
к направлению S1B, а через точку ^ п л а н а  скоростей — прямую 
в направлении вектора скорости г ^ с ,  перпендикулярную к направ
лению S ß .  Точка Sj пересечения этих двух прямых на плане ско
ростей (рис. 4.28, б) и представляет собой конец вектора скорости 
©5 , точки S t . Величина скорости этой точки равна

v St =  ц , (psO.

Соединяем далее прямой точку S ; с точкой G и составляем для 
определения скорости точки G следующие уравнения:

®o =  ® s ,+ ü g s„  Vq = vd +  VqD. (4.49)

Пользуясь уравнениями (4.49), проводим через точки sx н d 
плана скоростей прямые, имеющие направления скоростей Vs,о и 
v QD, соответственно перпендикулярные к. направлениям GSX и 
GD. Точка g  пересечения этих двух прямых и дает конец вектора 
скорости v 0 точки G. Величина скорости v a равна

va = liv{pg).

Зная скорость точки G, скорость точки Е, определяем из уравнения 

v E = v Q + v EQ, v E = v B + v Eß. (4.50)

Скорость Vp точки F определится из подобия треугольника e g f  
плана скоростей треугольнику EGF схемы, или ж е  из уравнений

v F = v Q-\-vFa, v f = v c  +  v f c . (4.51)

Построение всех этих скоростей показано на рис. 4.25, б.
Точку Sx пересечения осей двух поводков будем называть 

особой точкой. Особая точка может быть получена путем пересе
чения осей двух любых поводков (рис. 4.25, б). Таким образом, 
в группе с тремя поводками мы можем получить три особые точки 
S lt S,j и S3 и, пользуясь любой из них, можно построить план ско
ростей. Выбор той или иной из этих точек определяется удобством 
графических построений.

Необходимо иметь в виду, что точки 5 Х, S2 и Ss принадлежат 
базисному звену EGF, а не поводкам, на пересечении осей которых 
они находятся.

4  И. И, Артоболевский



В том случае, когда все эти три оси поводков пересекаются 
в одной точке, особые точки совмещаются в одну, и в этом случае 
группа приобретает дополнительную мгновенную подвижность.

2°. Задача об ускорениях группы III класса с тремя поводками 
решается аналогично задаче о скоростях. Здесь, так же как  и для 
определения скоростей, пользуемся особой точкой S x на звене 7 
(рис. 4 .25, а). В качестве такой точки может быть выбрана любая 
из трех особых точек. Построение ускорений всех точек группы 
может быть _ выполнено следующим образом. Выбираем на пло
скости произвольную точку я  (рис. 4.25, е) за полюс плана ускоре
ний и откладываем от нее отрезки (nb), (яс) и (nd), изображающие 
в масштабе ¡ла ускорения ав , etc и ао  точек В, С и D. Ускорение 
Usi особой точки St определится из уравнений

Os, =  «B +  «E.B +  a S,H +  «£B +  «S,£ =  ап +  a ns tB +  «S,B, 

Os, =  Яс +  O,F0 +  d s tF +  a FC +  CtSiF =  ttc +  0S,C +  flSiC •
(4.52)

В уравнениях (4.52) суммы нормальных и тангенциальных 
ускорений для краткости обозначены через результирующие век
торы а% в , а^1С и а ^ в , а ^ с , потому что направления отдельных
слагаемых совпадают.

Величины нормальных относительных ускорений определяются 
обычным методом из уравнений

п п __ У*ЕВ п Х>3 1В  Пп в р с  пО.ЕВ- — — — =  "7------- > &РС—  / I —  / •
ВЕ 1Е51 1СР ‘ К ,

Направления этих векторов такж е определяются известными 
методами. Т ак  как  отдельные члены каждой из сумм тангенциаль
ных ускорений совпадают по направлению, то отдельные слагаемые 
этих сумм особо могут не определяться. Д ля их нахождения доста
точно через концы результирующих векторов нормальных уско
рений а" в  и а п51С провести линии действия векторов тангенциаль
ных ускорений ‘ в направлениях, перпендикулярных к векторам 
указанных нормальных ускорений. С этой целью от точек б и с  
плана ускорений откладываем отрезки (Ьп2) и (спг), представляю
щие в масштабе ¡х0 ускорения а^ в  и а^с .

Далее через точки п2 и п1 проводим прямые в направлениях 
ускорений а*31В и а ^ с , которые соответственно перпендикулярны 
к 5 ^  и 5 ХС. Точка пересечения этих двух прямых и дает конец 
вектора а$, полного ускорения точки Эц величина которого равна

аз, = И-о (яв^.
Ускорение точки в  получается из уравнений

а а = а в 1 +  о « !  +  аа = ао-{-Ово + « 6^  (4,53)



От точек й и в! плана ускорений откладываем отрезки (¿я4) 
и (я^з), представляющие в масштабе |ха ускорения и . 
Далее через точки п3 и п4 проводим прямые в направлениях танген
циальных ускорений а*051 и а 1а о , перпендикулярные к отрезкам 
вБу и 6 0 .  Точка §  пересечения этих прямых и дает конец полного 
ускорения «о  точки в .  Зная ускорение а<з точки б , легко определить 
ускорения остальных точек группы. Например, ускорение точки Е 
определится из уравнений

=  +  Й£с+  «£(?> Ое = С1в -\- (1ев -\-о?ев- (4.54)

Ускорение точки У7 найдется из подобия треугольника e g f  плана 
ускорений треугольнику ¿Ш 7 схемы.

Пример. На рис. 4.26, а показан шестизвенный механизм
II класса, кинематическая схема которого построена в масштабе

Рис. 4.26. Шестизвенный механизм : а) кинематическая сх ем а ; б)  план скоростей ; 
б) план ускорений в перманентном движении; г) то ж е  в начальном  движ ении .

1 мм -> [Хг.м. Требуется определить скорости и ускорения звеньев 
механизма, если кривошип 2 вращается с угловой скоростью со2 
и с угловым ускорением е2. Механизм образован присоединением 
к кривошипу 2 двух групп II класса: группы второго вида, состоя
щей из звеньев 3 и 4, и группы третьего вида, состоящей из звеньев
5 и б. Точки звена 1 и звена 6, совпадающие в рассматриваемом 
положении с точками С и Е, обозначим через Сх й Е6.

Д ля группы ВС имеем следующую систему уравнений для опре
деления скоростей звеньев группы:

©С =  ©В "Ь  ©СВ» ©С =  © С, +  © С С !I
или

©Я +  ©СВ =  © С, +  © ССи



Так к ак  v Ci =  0, то v c  =  ®в +  ®св =  ®сс,.
Д ля определения ускорений звеньев группы ВС, имеем систему 

уравнений:

Яс — Яв +  а св +  а*св> Чс — #с, +  «с с , +  dcc^
или

#в +  Ясв +  Осв = а с ,  - ff lc c j +  fl’cc,*

Так к ак  ось д: — х направляющей неподвижна, то и кориоли- 
сово ускорение а кс с  — 0. Тогда окончательное уравнение для 
определения ускорений звеньев группы ВС будет иметь вид

Яс =  Яв "Ь ДСВ +  Пев = dcCi •
Д ля группы ED будем иметь следующую систему уравнений 

для определения скоростей звеньев группы

©£„ =  VD +  ®£.£>. ©£„ =  ©£ +  ®£„£ .
ИЛИ

©D +  ©£„£> =  ®£ +  ®£.£ •

Так как  v D — 0, то

©£, =  ©£eD =  ©£ +  ©£,£ .

Для определения ускорений звеньев группы ED будем иметь 
систему уравнений

«£„ =  #£> +  ЯявО +fl£„D> Я£е =  а £ +  Д£а£ +  #£„£>
ИЛИ

#D +  <*£„£> +  #£eD =  #£ +  «£„£ +  аЕ,Е •

Так как  a D =  0 , то

# £ „  =  f l £ eD +  # £ „D  =  а Е +  # £ « £  +  ° £ » Е ‘

Рассмотрим перманентное движение механизма (§ 16), т. е. 
движение, при котором угловая скорость со2 кривошипа 2 постоянна, 
т. е. со2 =  const.

Д ля построения плана скоростей в перманентном движении из 
произвольной точки р (рис. 4.26, б) откладываем в масштабе (j.„ 
отрезки (pb ) и (ре), представляющие собой скорости v B и v E точек 
В и Е. Величины этих скоростей соответственно равны

VB =  I ®2 11АВ =  I со2 1 |А, (А В) =  ц„ (р&),
* vE==\̂ z\lAE = \^2\^i{AE)^iiv (pe),



где масштаб длин звеньев механизма. Если отрезки (рЬ) 
и (ре) выбрать так, чтобы имели место равенства (рЬ) =  (АВ) и 
(ре) =  (АЕ), то масштаб (х0 скоростей будет равен

=  (02|Я£.

Отрезки (рЬ) и (ре) откладываем в направлении, перпендику
лярном к направлению ВЕ звена 2. Далее через точку Ь проводим 
прямую в направлении скорости ©сВ, перпендикулярную к на
правлению ВС звена 3, а через точку р — прямую в направлении 
скорости ©с> параллельную оси х — х направляющей. Точка с  
пересечения двух проведенных прямых даст конец вектора скорости 
©с точки С. Величина скорости г»с будет равна

ис  =  ¡-I» (рс).
Так как  скорости иА и равны нулю, то точки а и й, их изобра

жающие, совпадают с началом плана скоростей. Д алее через точку е  
проводим прямую в направлении скорости юЕ,в,  параллельную
оси Иу направляющей, принадлежащей звену 6, а через точку р _
в направлении скорости юЕ,о,  перпендикулярную к  Иу. Точка е9 
пересечения двух проведенных прямых дает конец вектора скорости 
©£„ точки Ее, принадлежащей звену 6.

Величина скорости иЕ> равна

»я . =  И* (/*«)•
Д ля построения плана ускорений в перманентном движении 

от произвольной точки л (рис. 4.26, в) откладываем в масштабе 
отрезки (л 6) и (пе), представляющие собой ускорения а в и аЕ. 
Так как  мы рассматриваем перманентное движение механизма, то 
ускорения а в и аЕ точек В и Е являются только нормальными и 
равными по величине

а в — ©а/дв =  (АВ) = (х„ (лЬ),
аЕ — щ1АЕ =  (й|цг (АЕ) =  |ха (ле).

Выбирая отрезки (я Ь) и (пе) соответственно равными отрезками 
(АВ) и (Л£), получаем масштаб ца ускорений равным

Так как ускорения ав и аЕ точек В и Е в перманентном движе
нии суть нормальные ускорения, то отрезки (пЬ) и (ле) отклады
ваем параллельно направлению ВЕ оси звена 2. Ускорение ав 
направлено от точки В к точке А, а ускорение а Е от точки Е к точке
А. Далее через точку Ь проводим прямую, параллельную направ
лению ВС звена 3, и откладываем на ней отрезок (Ьп$), представ
ляющий ускорение апс а . Вектор а£в направлен от точки С к  точке В 
и равен по величине

К ( ь°)* (*0*



Т ак к а к  по предыдущему (ха =  со#0 =  «гН-», то отрезок (Ьп2) 
равен

фп3) — .

Через точку п3 проводим прямую, имеющую направление уско
рения а*с в , перпендикулярную к  направлению ВС. Далее через 
точку п  проводим прямую в направлении ускорения л'СС1, парал
лельную оси х — х. Точка с  пересечения двух проведенных прямых 
дает конец вектора ускорения а с  точки С. Величина ускорения ас 
равна

ас  =  И-а (яс) =  «ф| (яс).

Д алее через точку е  проводим прямую в направлении кориоли- 
сова ускорения акЕйЕ, перпендикулярную к оси Оу. Величина 
ускорения а£ б£ определится по формуле

=  2 1 « ,,! = 2 ^ , Е. я . - 2 £  (ей).

Полученный отрезок (еИ) откладываем на проведенной прямой 
в направлении, определяемом известным из теоретической меха
ники правилом, согласно которому для определения направления 
кориолисова ускорения а\е  ̂ необходимо вектор относительной 
скорости ©£„£ (рис. 4.26, б) повернуть на угол в 90° в направлении 
угловой скорости ю6 звена 6.

Через точку £ проводим прямую в направлении ускорения а ^ £,
параллельную оси Эу. Далее из точки я  параллельно оси Иу откла
дываем отрезок (ля„), представляющий нормальное ускорение апЕ>0,
равное по величине

п Ио (Ре б ) 2 _  9 (р е б)2 _ , ,  /п „  \

аЕ>° =  =  м а д  -  (Е,о) -  •*«(шгв>-

Вектор а пЕ направлен от точки Ей к  точке Б.
Через полученную точку пъ проводим прямую в направлении 

ускорения а*Е в , которое перпендикулярно к оси Ву.  Точка е9 
пересечения прямых, проведенных в направлениях ускорений 
аЪ в и а1  п, определит конец вектора полного ускорения Дя,.

Величина ускорения равна

аЕ> =  М-а (лео) = (« в ) .
Д ля учета влияния углового ускорения е2 на кинематику меха

низма рассмотрим начальное движение механизма. Как это было 
показано в § 16, в этом движении скорости всех звеньев механизма 
равны нулю. Следовательно, для изучения начального движения



механизма надо построить только план ускорений в начальном 
движении. Так как  в начальном движении все нормальные и корио- 
лисовы ускорения равны нулю, то уравнения для построения 
плана ускорений будут иметь следующий вид: 

для группы ВС
d e  =  Я с с ,  =  U b  +  d C B t

.и
для группы DE

« £ ,  —  ttE .D  =  а Е  +

Индексом н обозначены векторы ускорений в начальном движении.
Для определения ускорений звеньев механизма в начальном 

движении можно воспользоваться уж е построенным планом ско
ростей (рис. 4.26), так  как векторы тангенциальных и релятивных 
ускорений параллельны соответствующим векторам скоростей. 
Имеем

Я в  ¡ © Я ,  « С В  II ©СВ, 0 С С ,1 ® С С ,»

Л е ,  ||®£,» «£ ,£>  || © £ „D . « £  I © £ И а ГЕ ,Е  || © £ ,Е .

Если точку р  (рис. 4.26, 6) выбрать за начало плана ускорений 
в начальном движении, а отрезок, изображающий вектор ускорений 
a'¿, принять равным (pb°) =  (pb), то будем иметь

ci% — [i* (pb°) =  [i* (pb),
где (4 — масштаб плана ускорений в начальном движении. Соот
ветственно получим:

a l  =  асе,  =  ( р с )  =  М-2 (рс), а св  =  (b°c°) =  (Ьс), 
а \ , =  й£„о =  М-2 (pel) =  И-2 (Рее)> ° е =  fS  (ре°) =  м2 (ре),

а ГЕ ,Е  =  Ма (е°ес) — И-a (еев)•

Таким образом, при определении ускорений звеньев механизма 
в начальном движении не требуется построения еще одного плана 
ускорений, а можно пользоваться построенным ранее планом ско
ростей (рис. 4.26, б). Из условий

a l  =  dB =  е#г (АВ) =  £  (pb°), (pb0) = (рЬ) =  (АВ) 
следует, что масштаб м-а равен

М̂а =  ЕгМ-i — "¿y М,а»

так  как м-я =  (о|р,г.
На рис. 4.26, г  показаны в масштабе [ха сплошными линиями 

отрезки (яс), (пЪ), (яе) и (пе9) ускорений точек С, В, Е и £в в



перманентном движении. К ним прибавлены отрезки (сс°), (ЬЬ°), (ее0) 
и (еве°), показанные штрихами, представляющие собой в масштабе 
|ла ускорения а с ,  ав, Ое, й£„. Истинные ускорения точек С, В, Е 
и £ в с учетом неравномерности вращения ведущего звена равны 
(рис. 4.26, г)

а с  = Ра(пс*), ав =  ^0 (я&°), 
аж =  Щ (яе°), С1е„ =  (леЦ).

При инженерных исследованиях кинематики механизмов удобно 
принимать угловую  скорость со2 ведущего звена в перманентном 
движении равной ю2 =  1 сект1. Тогда масштабы |ха и ц.а будут 
удовлетворять условию

[X; — [1̂  —

После построения плана скоростей и ускорений в предположе
нии со2 =  1 сект1 легко определить истинные скорости и ускорения 
по заданным ю2 и е2 (см. § 16). Построенные на рис. 4.26, б и в планы 
скоростей и ускорений можно рассматривать как  планы аналогов 
скоростей и ускорений.

§ 20. Мгновенный центр ускорений 
и радиус кривизны траектории

1°. В § 14 нами был рассмотрен вопрос об определении мгновен
ных центров вращения звеньев механизмов. Д ля многозвенных 
механизмов эта задача усложняется тем, что для определения 
мгновенного центра вращения одного из промежуточных звеньев 
механизма обычно приходится определять мгновенные центры и 
всех остальных звеньев. Поэтому в некоторых случаях удобно 
положение мгновенного центра вращения звена определять с по
мощью его плана скоростей, если таковой нами был построен.

Для этого можно воспользоваться условием, что точка звена, 
совпадающая в рассматриваемый момент времени с его мгновенным 
центром вращ ения, должна иметь скорость, равную нулю. Тогда 
задача определения мгновенного центра вращения звена сведется 
к  отысканию точки звена, скорость которой в данный момент вре
мени равна нулю.

Пусть задано звено ВС и известны скорости и ©с точек В 
и С этого звена (рис. 4.27, а). Строим план скоростей звена 
(рис. 4.27, б). Определяем далее точку звена, скорость которой 
в данный момент времени равна нулю. Очевидно, что на плане ско
ростей скорость этой точки изобразится вектором, равным нулю, 
т. е. вектором, совпадающим с полюсом р  плана скоростей. Как 
было показано выше, фигура, изображающая на плане скоростей 
скорости отдельных точек звена, подобна фигуре самого звена а



Рис. 4.27. К определению  мгновенного 
центра вращ ения звена: а) схема звена 
с мгновенным центром вращения; 

б) план скоростей звена.

повернута относительно нее на угол 90°. Тогда на звене ВС можно 
отыскать такую точку Р, вектор скорости которой на плане ско
ростей совмещается с точкой р. Для этого достаточно на звене 
(рис. 4.27, а) построить треугольник ВСР, подобный треугольнику 
Ьср плана (рис. 4.27, б). Д ля этого 3
из точки В проводим прямую, 
перпендикулярную к отрезку (Ьр) 
плана, а из точки С — прямую, 
перпендикулярную к отрезку пла
на (ср). Точка Р пересечения этих 
двух прямых и является той точ
кой звена, скорость которой в дан
ный момент времени равна нулю, 
т. е. х)р =  0. Так как полученная 
точка Р совпадает с мгновенным 
центром вращения звена ВС, то
скорости ив и ос  точек В и С этого звена могут быть представлены 
следующим образом:

=  I (0 11РВ и 1»с =  I ю 11рС,
где о) есть угловая скорость звена ВС (рис. 4 .27 , а). Величина 
скорости любой точки £) звена ВС может быть определена по фор-

Уд =  | Ю | 1р0,

направление же ее перпендикулярно к отрезку РО.
2 . Аналогично мгновенному центру вращения звена для общего 

случая его движения может быть найдена точка звена, абсолютное 
ускорение которой в данный момент времени равно нулю Эта 
точка называется мгновен- .
ным центром ускорений.
Положение этой точки на 
звене может быть всегда 
определено, если известен 
план ускорений звена.
Пусть, например, дано зве
но ВС (рис. 4.28, а) и его 
план ускорений кЬс (рис.
4.28, б). Из свойств плана 
ускорений следует, что точ
ка звена П, ускорение ко
торой равно нулю, изобра
жается на плане ускорений вектором, равным нулю и совпадающим 
с точкой я  плана. Чтобы определит^ на звене ВС точку, не имею
щую ускорения, надо на нем построить фигуру ВСП, подобную 
фигуре Ьсп плана. Полученная точка П (рис. 4 .28 , а) и является

Рис. 4 .28 . К определению мгновенного центоа 
ускорений звена: а) сх ем а  звен а с мгновенным 

центром ускорений; б)  план ускорений.



мгновенным центром ускорений, так  к ак  вследствие подобия тре* 
угольников ВСП и Ьсп ускорение точки П равно нулю, т. е. ап =  0.

Построение подобной фигуры ВСП можно сделать по углам 
Ф и гЬ, измеренным на плане ускорений (рис. 4.28, б). Точка пересе
чения П прямых ВП и СП является мгновенным центром ускорении. 
При обходе контуров треугольников ВСП и Ьсп в одном и том 
ж е направлении порядок букв должен быть одинаковым.

Как было показано выше (§ 18, 3°, 4°), вектор относительного 
ускорения ®св повернут относительно звена ВС на угол р., опре
деляемый по формуле

*в!* =  -да-. <4 -55>

где е есть угловое ускорение звена ВС, а со — его угловая ско
рость. Таким образом, сторона Ьс треугольника Ься, обра
зует со стороной ВС треугольника ВСП угол Вследствие 
подобия треугольников Ьсл и ВСП стороны лЬ и я  с  образуют 
со сторонами ПВ и ПС тот же угол ц, и вектор а в образует угол ц, 
со стороной ВП, а вектор а с  — угол [х со стороной СП. Векторы 
абсолютных ускорений любых других точек звена наклонены 
под тем ж е углом ц к радиусам-векторам, соединяющим эти точки 
с точкой П.

Ускорение любой точки звена может быть всегда выражено 
через ускорение переносного поступательного движения с ускоре
нием точки П и ускорение относительного движения около этой 
точки. Например, вектор а в  ускорения точки В может быть пред
ставлен в виде следующей геометрической суммы:

ав = Оп + а'вп + авп = авп + #вп>
где ап  =  0 . гт

Вектор ускорения а пвп  направлен от точки В к точке 11, а век
тор ускорения авп  перпендикулярен к  отрезку ВП (рис. 4.28, а). 
Так как  (

авп  =  й )^вп и ав = ^вп ,

то величина полного ускорения точки В равна

О-в — V  (авпТ + (а вп)2 =  1вп V  со4 +  е2. (4.56)

Точно т ак  ж е величина ускорения точки С равна

ас =  т/сп . (4 -57)

где постоянная т равна т  =  1/ю4 +  е2.
Таким образом, полные ускорения всех точек звена пропорцио

нальны расстояниям этих точек от мгновенного центра ускорений.



Очевидно, что движение точки звена, совпадающей с центром П, 
как  не имеющей ускорения, может быть с точностью до бесконечно 
малых третьего порядка принято за равномерное прямолинейное.

3°, Покажем теперь, к ак  определить центр кривизны р какой- 
либо точки В  звена ВС (рис. 4 .29, а), если построены его план 
скоростей (рис. 4.29, б) и план 
ускорений (рис. 4.29, в). Центр 
кривизны лежит на прямой Ъп, 
проведенной через точку £)
(рис. 4.29, а) перпендикулярно 
к вектору скорости г»0 , т. е. пер
пендикулярно к отрезку (рс[) 
плана скоростей (рис. 4.29, б ) .
Прямая Вп  является нормалью 
к траектории описываемой точ
ки В  в рассматриваемом поло
жении этой точки и проходит 
через центр мгновенного вра
щения Р  звена ВС. Вектор 
полного ускорения а0 точки й  
представлен на плане ускорений в виде отрезка (пс1) (рис. 4.29, в). 
Разложим вектор ад по направлениям Вп  и перпендикулярному 
к нему. Составляющая, направленная по Вп, будет нормальным 
ускорением аЪ точки В.  Имеем

Рис. 4.29. К определению  р ади уса  кривиз
ны траектории точки £>: а) схем а звена* 
б) план скоростей звен а ; в) план уско ре

ний звен а .

п  ̂и
« о  =  — , (4.58)

откуда и определится величина радиуса кривизны р. Получаем

(4.59)р - £ .

Зная р, можно найти положение центра кривизны О траектории 
точки В .

§ 21. Построение кинематических диаграмм

Г .  При кинематическом исследовании механизмов необходимо 
бывает проводить это исследование за полный цикл движения 
исследуемого механизма. Д л я  этого аналитическое или графиче
ское исследование перемещений скоростей и ускорений ведется 
для ряда положений механизма, достаточно близко отстоящих 
друг от друга. Полученные значения кинематических величин 
могут быть сведены в таблицы или по полученным значениям этих 
величин могут быть построены графики, носящие название кине
матических диаграмм.



В зависимости от характера движения исследуемых звеньев 
или отдельных точек механизма могут быть построены и различные 
кинематические диаграммы. В практических задачах теории меха
низмов каж дая кинематическая диаграмма обычно представляет 
собой графическое изображение изменения одного из кинематических 
параметров звена: перемещения, скорости или ускорения точки звена

исследуемого механизма в функциивре- 
мени или перемещения ведущего звена 
механизма, т. е. в функции обобщенной 

/ а/ л  х координаты.
&2У2  Например, если мы имеем криво-

> ' шипно-ползунный механизм (рис. 4.30),
кривошипно-ползунног^механюшк то для перемещений вс, скоростей ис

и ускорений ас точки С, как  пере
мещающейся прямолинейно, удобно строить кинематические диа
граммы в виде зависимостей этих величин от времени £ или от обо
бщенной координаты ф2, т. е. строить графическое изображение 
зависимостей

8с =  5с (0* Х)с  =  ус (0> ас  = ас  (0 . (4.60)
или , . .. „1ч

вс — $с (ф2) > Ус =  Ус (фа). ас — ас  (фг)> (4.61)

если угол фа поворота звена 2 выбран в качестве обобщенной коор
динаты.

В некоторых случаях может потребоваться построение и других 
зависимостей, например

ус ==ус (5С) .  или ас  = ас  (®с) • (4 -62)

Зависимости (4.62) могут быть получены из̂  зависимостей (4.60) 
исключением из первой и второй зависимостей, или из первой и 
третьей зависимостей параметра t.

Если исследованию подлежат угловые перемещения ф3, угловые 
скорости ю3 и угловые ускорения е3 шатуна 3 (рис. 4.30), то можно 
построить графическое изображение зависимостей

Фз =  Ф з(0>  й>з =  соз(0>  е з ==ез(0>

или
фз =  фз(ф2), £03 =  (03 (ф2), е3 =  е3 (ф2),

а такж е зависимости
к>3 =  со3 (фз) или е3 =  е3(ф3).

2°. В качестве примера рассмотрим построение кинематических 
диаграмм вс = вс (0» ус =  ус (0  и ас — °с (0 Для перманентного



движения точки С кривошипно-ползунного механизма АВС, т. е. 
когда кривошип вращается с постоянной угловой скоростью  со2 
(рис. 4.31, а). Д ля этого методами, указанными в § 17, производим 
разметку путей точек В и С. Отсчет перемещений точки С удобно 
вести от крайнего левого положения ползуна. Проводим две оси 
координат (рис. 4 .31 ,6 ) и на оси абсцисс откладываем отре
зок I мм, представляющий собой в масштабе ц, время Т одного 
полного оборота кривошипа, 
т. е.

Т = ^ = * щ 1 ,  (4.63)

где п — число оборотов в ми
нуту кривошипа. Из равен
ства (4.63) получаем масштаб 
¡.I/ времени. Имеем

60 с ..
^ = ~ Г -  (4.64)

Отрезок / разбиваем на 12 рав
ных частей и в соответствую
щих точках 1, 2, 3, ... откла
дываем расстояния, пройден
ные точкой С (рис. 4.31, а)

'от крайнего левого положе
ния Сг ползуна. Так, в точке 2 
(рис. 4.31, 6) откладываем в 
направлении, параллельном 
оси ординат, отрезок (С]С2), 
в точке 3 — отрезок (С^Сд) 
и т. д. Если отрезки ( С ^ ) ,
(С ^з), ... откладывать прямо 
со схемы (рис. 4.31, а), то 
масштаб диаграммы Эс = вс (0  по оси ординат будет равен \х.и 
т. е. масштабу построения схемы. С положения С7, когда точка С 
займет крайнее правое положение (рис. 4.31, а), расстояния 
(С7С8), (С7С9) вычитаются из ординаты (С^С,), отложенной 
в положении С, и, таким образом, кривая вс =  вс (0  в поло
жении, когда кривошип 2 придет в начальное положение, будет 
иметь ординату, равную нулю. Полученная кривая является кривой 
расстояний точки С от крайнего левого положения ползуна. Если 
надо построить кривую путей, пройденных точкой С, то от положе
ния С7 расстояния (С7С8), (С,С9) надо прибавлять к ранее отложен
ному отрезку (СХС7). На рис. 4 .31 , б  эта часть кривой путей по
казана штрихами.

Так как  кривошип вращается с постоянной угловой скоростью оз2, 
то можно считать, что по оси абсцисс отложено не время /, а углы

Рис. 4 .31 . Кривошипно-ползунный механизм} 
а) кинематическая схема; б) граф ики, изобра
ж аю щ ие зависимости УС “  ^  

и а с  =  а с



поворота ф2 звена 2, т. е . диаграммы вс =  5с(0> — ис  (0 и 
ас  — ас{() будут одновременно и диаграммами 5с =  5с(фа). 
ус =  ус (ф2) и ас = а с  (ф2). Масштаб (хф в этих диаграммах по оси 
абсцисс будет равен

_2я
И'ф — ~1~ >

где отрезок / должен быть в зят  с чертежа в миллиметрах.
3°. Д ля построения диаграмм ус = '»с  (0 и а с =  «с  (0 отрезки, 

изображающие на плане скоростей и ускорений скорость ус и уско
рение ас , откладывают на ординатах, проведенных в точках 1, 2,
3, . . .  (рис. 4.31, б), учитывая при этом знак скорости vc  и ускоре
ния ас- Если отрезки откладываются непосредственно с планов 
скоростей и ускорений, то масштабы ординат кривых ас =  (0 
и а с — ас  (0  будут равны масштабам щ и М-д планов скоростей и 
ускорений. Эти же диаграммы будут и диаграммами ис =  Ус (фа) 
и а с = ас  (ф2).

Построение диаграмм ис  =  Ус (вс) и ас — ас  (%) удобно в не
которых случаях вести на схеме самого механизма (рис. 4.32). 
Д ля этого начало координат берем в точке Сх и на ординатах, про
веденных в точках Си  С2, С3, . . . ,  откладываем отрезки из плана 
скоростей и плана ускорений, изображающие скорости ьс  и уско
рения ас  точки С. Кривая ас  =  ас (яс) для хода ползуна слева 
направо и справа налево совпадает, если не учитывать знака уско
рения а с . Если считать положительными ускорения, направления 
которых совпадают с направлениями соответствующих скоростей, 
и отрицательными, направления которых противоположны направ
лениям скоростей, то при ходе ползуна 4 справа налево кривую 
ас  — ас  (&с) надо строить т ак , к ак  это показано на рис. 4.32 штри
ховой линией.

4°. В рассмотренных примерах исследуемая точка двигалась 
прямолинейно. Д ля точек, имеющих криволинейное движение, 
удобнее строить кинематические диаграммы, дающие не только 
абсолютные значения скоростей и ускорений исследуемых точек, 
но и направления векторов полных скоростей и ускорений. Для 
этого откладываем векторы скоростей и ускорений, полученные 
на планах скоростей и ускорений из общих полюсов р и п  в их 
истинном направлении. Если после этого соединить концы всех 
векторов плавной кривой, то полученная диаграмма будет назы
ваться годографом скорости  или соответственно годографом уско
рения.

На рис. 4.33, б и б показаны годографы скорости иускорения точки 
Е ш атуна кривошипно-ползунного механизма АВС (рис. 4.33, а).

Построение диаграмм величин угловых перемещений ф3, угловых 
скоростей со3 и угловых ускорений е3 шатуна 3 механизма АВС



Рис. 4 .32 . Схема кривош ипно-ползунного механизма 
с  построенными на ней граф иками скоростей и уско 

рений ползуна.
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Рис. 4 .33 . Кривошипно-ползунный м ехан и зм : а) кинемати
ческая  схем а; б) годограф скорости точки  Е; в) годограф  

ускорения точки Е.
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Рис. 4 .34 . Графики угловой скорости и угл о во го  ускорения 
ш атуна 3 кривош ипно-ползунного м ехан и зм а, схем а кото* 

рого изображена на рио .4.32, а.



(рис. 4.31, а) можно сделать аналогичными приемами,^ пользуясь 
схемой механизма и его планами скорости и ускорений.

На рис. 4.34 построены диаграммы изменения величин угловой 
скорости со3 и углового ускорения е3 в функции времени £ или угла ф2 
поворота кривошипа 2, т. е. со3 =  со3 (0 . 8з =  ез (0  и л и  м з — юз (фг)> 
е3 =  е3 (ф2) для ш атуна 3 механизма ЛВС (рис. 4.31).

Изложенная нами на примере кривошипно-ползунного меха
низма методика построения кинематических диаграмм может быть 
применена для любых плоских механизмов к ак  с низшими, так  
и с высшими кинематическими парами.

§ 22. Кинематическое исследование механизмов 
методом диаграмм

1°. Метод кинематических диаграмм может быть использован 
для кинематического исследования механизмов. Покажем приме
нение метода кинематических диаграмм к  исследованию конкрет

ного механизма. Пусть, например, тре
буется построить диаграммы вс =  яс (ф2). 
ус =  ус (ф2) и ас  =  ас  (ф2) для точки С 
толкателя 3 кулачкового механизма; 
показанного на рис. 4.35, в перманент
ном движении механизма, если кула
чок вращается с постоянной угловой 
скоростью ма. Находим перемещения 
точки С относительно крайнего нижнего 
ее положения (положение 1). Для этого 
через центр А вращения кулачка 2 
проводим лучи: А1, А2, АЗ, ... под 
равными углами ф. Если из центра А 
сделать засечку радиусом АС на оси 
движения звена 3, то отрезок (1 — 2 ') 
будет равен перемещению звена 3 при 
повороте кулачка 2 на угол ф из пер
вого во второе положение. Точно так  же 
отрезок (1 — 3') будет равен перемеще

нию звена 3 при повороте кулачка 2 на угол 2ф из первого в третье 
положение и т. д.

Определив перемещения {1—2'), (1—Зг), (1—4 ), . . . ,  строим 
в произвольно выбранных масштабах (Аф и [д.* диаграмму Эс — вс (ф2)
(рис. 4.36). _

Для построения диаграммы аналога скорости Ус — ис  (Ф) 
пользуемся зависимостью

Рис. 4.35. Схема к ул ач ко во го  
механизма с поступательно дви 

жущ имся то лкателем .

аас  й Г*с (ф)1 
ус =  лр7 =  - 1 % —  *

(4.65)



которая позволяет определить скорости ис  графическим дифферен
цированием кривой яс =  Эс (ф). Д ля этого продолжаем ось абсцисс 
(рис. 4.36) влево и откладываем отрезок (01), равный & мм. Д алее 
в точках 1, 2', 3', 4', ... кривой зс  = вс (0  проводим касательные, 
а через точку О — лучи 01", 02", 03", . . . ,  параллельные проведен
ным касательным. Лучи 01",02", 03", .. .  отсекут на оси вс отрезки

Рис. 4.36. График пути то лкателя механизма со схемой , показанной на рис. 4 ..35.

(/—2"), (1—3"), (1—4”) .  . . . ,  пропорциональные скоростям ис  в по
ложениях 1, 2, 3, 4, 5, ... Имеем

(1зг
= «•<*>

где а  — угол наклона касательной, проведенной в соответствую
щей точке кривой вс =  яс (ф2). Помножим и разделим выражение 
(4.66) на величину, равную к, мм. Имеем

■* =  • £ ¡ - * 1 8 » .  (4 .67)

Но величина к tg  а  для касательных, проведенных в различ
ных точках, равняется отрезкам (1—2"), (1—3"), (1—4"), . . . ,  отсе
каемым лучами 02", 03", 04", ... на оси вс- Следовательно, скорости 
vc пропорциональны отрезкам (1—2"), (1—3"), (1—4"), . . . ,  изме
ренным в миллиметрах. Масштаб [л̂ , скоростей из уравнения (4.67) 
равен

Ь  =  (4 .68,

Полученные отрезки, пропорциональные скорости Vc точки С, 
откладываем на соответствующих ординатах диаграммы ис  =  »с (фг) 
(рис. 4.37).



Для построения диаграммы ас  =  «с  (фг) пользуемся зависи
мостью

на основании которой ускорения ас  могут быть определены графи
ческим дифференцированием кривой ис =  v c  (ф) (рис. 4.37). Д ля 
этого, так ж е к ак  и для определения скоростей ус , откладываем отре
зок 0'1 (рис. 4 .37), равный к мм\ в точках 2', 3', 4 ' , . . .  кривой

Рис. 4.37. График скор ости  то л кател я  механизма, схема которого показана на рис. 4.35.

Ус =  ^с(фг) проводим касательные, а через точку О '— лучи О'2", 
О'З" , . . . ,  параллельные проведенным касательным. Имеем

где р — угол наклона касательной, проведенной в соответствующей 
точке кривой vc  =  Ус(фг)- Так как  величина к tg р для касательных, 
проведенных в различных точках, равна отрезкам (1—2"), (1—<?"), 
(1—4"), . . . ,  то, следовательно, ускорения равны отрезкам (1—2"), 
(1—3 ), (1—4 ) и т . д ., измеренным в миллиметрах и помноженным 
на масштаб |ia , определяемый из формул (4.70) и (4.68),

Полученные отрезки, пропорциональные ускорению ас точки С, 
откладываем на соответствующих ординатах диаграммы ас =  йс(Фг) 
(рис. 4,38).

(4.70)



Рис. 4 .38 . График уско р ен и я  т о л к а 
тел я  механизма со схемой, п о к а з а н 

ной на рис. 4 .35 .

Метод графического дифференцирования не является достаточно 
точным. Поэтому его следует применять для приближенного опре
деления скоростей и ускорений. Д л я  проверки правильности 
построения можно пользоваться очевидными условиями, что ско
рость ус должна быть равна нулю 
(рис. 4.37, положение 7), когда пере
мещение вс (рис. 4.36) имеет макси
мальное значение; точно так  ж е уско 
рение ас  будет равно нулю в положе
нии, когда скорость ус имеет макси
мальное значение, и т. д.

2°. В рассмотренном механизме 
задача об определении скоростей и 
ускорений сводилась к двукратному 
графическому дифференцированию 
заданной кривой перемещений. В ряде 
задач теории механизмов приходится 
пользоваться методом графического 
интегрирования. Пусть, например, з а 
дана (рис. 4.39, а) диаграмма ускоре
ния ас  какой-либо точки механизма, 
имеющей прямолинейное движение, 
в функции времени /. Требуется по
строить диаграммы ус =  ус (0  и вс =
=  вс (0- Ось абсцисс (рис. 4 .39, а) 
разбивается на равные участки и из 
точек 1 ,2 ,3 ,  ...проводятся ординаты 
( 1 -1 ’), (2 -2 ') ,  (3 -3 ') ,  .. .  Прираще
ние скорости 0с за промежуток вре
мени ^ равно

и
Юс1—Ус1= \ а с <и. (4.72) 

и
Интеграл, стоящий в правой ча

сти соотношения (4.72), может быть 
выражен через площадь [11'2'2] мм2, 
ограниченную осью абсцисс, орди
натами (1—1'), (2—2') и кривой 
ас  =  ас  (0  (рис. 4.39, а), причем эту 
площадь надо умножить на произведение масштабов \1а и ¡х,. Имеем

Усг — =  Мо' И* пл- [И'2'2]. (4 .73)

Площадь [1'Г2'2] может быть определена планиметром, нало 
жением на кривую ас = ас  (0  миллиметровой сетки, построением 
кривой на миллиметровой бумаге или путем замены площади

'Л И!

Шм-~рамсек-*

\!Г (г V -л-нг-? Д 7 г/
Ос V, * 4 ^  Т

1) 3\ ч’
\Гму~1а1,жгй"'

• ¿ А 3’ 1 1

2 3 Ч 5  В1мм сек
Рис. 4 .39. К граф ическому и н тегр и 
рованию графиков: а) граф ик у с к о 
рения прямолинейно д в и ж у щ е й с я  
«■очки; б) график ее ско р о сти ; 

б) график ее пути .



\11'2'2\ равновеликим прямоугольником или трапецией. Подстав
л я я  полученное значение площади, подсчитанное в квадратных 
миллиметрах, в равенство (4.73), определяем приращение скорости 
v c  за время Дt = t2 — tx. Если скорость i>c, в положении 1 равня
лась нулю (рис. 4.39, б), то скорость v c2 в положении 2 равна

Ус2 =  ЦаН-г пл.[7/'2'5].
Полученное значение скорости v c 2 откладываем в масштабе ¡а„ 

на ординате, проведенной в точке 2 (рис. 4.39, б) в виде отрезка 
(2—2') мм. Имеем

v c ,  = [ i v ( 2 - 2 ’).

Д алее определяем площадь [22'3'3\ (рис. 4.39, а). Имеем 

Vc3 — Vc2 =  5 ас  dt =  \ia\h ■ пл. [22X 3].

Полученное значение приращения скорости vc  на участке t2 — t3 
откладываем в виде отрезка (3"—3) на ординате, проведенной в точ
ке  3 (рис. 4.39, б), прибавляя к отрезку (3'—3") отрезок (2—2'). 
Производя такие ж е построения для последующих промежутков 
времени, получаем диаграмму Vc =  Vc (t). Д ля большей точности 
вычислений можно подсчет площадей вести от положения 1. Тогда, 
например, скорость vCs (рис. 4.39, б) определится из условия

Vc„ =*\ac dt = \na\it ■ Ш.[1г3’3] = (3 — 3').

Скорость vc, определится из условия

vc, = \ac dt =  ■ пл. [1Г4'4] = \xv (4 — 4') 
и

и т. д. Соответствующие отрезки (3—3') , (4—4'), . .. откладываем 
на ординатах,, проведенных через точки 3, 4, ... (рис. 4.39, б).

Аналогично может быть построена диаграмма sc  — sc  (t) 
(рис. 4.39, в) графическим интегрированием диаграммы vc  = vc  (t) 
(рис. 4.39, б).

Д ля тех же промежутков времени А/ будем иметь
/а

Sc, = \ v c  dt — • пл.[1Г2'2] = [is (2 — 2’), 
и
h

sc, =  $ vc dt =  • пл .[П'З'З] =  (5 — 5'),
h

где площади 111'2'2], [П'З'З], ... подсчитываются по диаграмме 
Vc — vc  (t) (рис. 4.39, б), а  отрезки (2—2'), (3—3'), ... откладываются 
в  масштабе на ординатах диаграммы sc  = sc  (t) (рис. 4.39, ß).



Г Л А В А  V

КИНЕМАТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ПЛОСКИХ РЫЧАЖНЫХ 
МЕХАНИЗМОВ АНАЛИТИЧЕСКИМ МЕТОДОМ

§ 23. Механизм шарнирного четырехзвенника

1°. В главе IV были изложены графические методы кинемати
ческого анализа плоских механизмов. Графические методы н а 
глядны и универсальны, так как позволяют определять положения 
скорости и ускорения звеньев механизмов любой структуры. Но 
графические методы не всегда обладают той точностью, которая 
бывает необходима в некоторых конкретных задачах анализа 
механизмов. В этих случаях предпочтительнее применение анали
тических методов, с помощью которых исследование кинематики 
механизмов может быть сделано с любой степенью точности. Кроме 
того, аналитические зависимости позволяют выявлять взаимосвязь 
кинематических параметров механизма с его метрическими п ар а
метрами, т. е. размерами звеньев. Роль аналитических методов 
кинематического анализа механизмов особенно возросла в послед
ние годы в связи с тем, что, имея аналитические выражения, с в я 
зывающие между собой основные кинематические и структурные 
параметры механизма, можно всегда составить программу вычис
лений для счетно-решающей машины и с помощью машины полу
чить все необходимые результаты. Начнем рассмотрение ан а
литических методов исследо
вания механизмов на Примере 
механизма шарнирного четы
рехзвенника.

2°. Как это было показано 
выше в § 17, 3°, при при
соединении двухповодковой 
группы BCD, состоящей из 
звеньев 3 и 4 к  ведущему 
звену 2 и стойке 1 (рис. 5 . 1), 
эта группа может образовать 
два симметрично расположен
ных относительно прямой BD 
треугольника: BCD и BC'D.
Таким образом, при различ
ных способах присоединения 
двухповодковой группы могут быть получены два различных 
четырехзвенных шарнирных механизма: ABCD и A BC'D. Если 
механизм собран так , что оси его звеньев образуют контур ABCD, 
то положения звеньев 2, 3 и 4 механизма будут соответственно 
определяться углами <р2, <р, и <р4 (рис. 5 .1). Если ж е механизм собран 
так, что оси его звеньев образуют контур ABCD, то положение

Рис. 5 .1 . М ехан и зм  шарнирного четы рехзвел- 
ника с д в у м я  векторными контурам и .



звеньев 2, 3 и 4 б удут определяться углами <р2, ср̂  и ср̂  (рис. 5.1). 
Прямая BD и угол наклона ер* этой прямой к  оси Ах будет общим 
для обоих контуров ABCD и ABCD.

3°. Аналитическое исследование плоских механизмов удобнее 
всего вести методом векторных контуров, подробно разработанным
В . А. Зиновьевым. Т ак , для примера, показанного на рис. 5.1^ 
удобно задачу о положениях звеньев решать, разбивая замкнутый 
контур ABCD на два треугольника ABD и BCD. Аналогично 
замкнутый контур ABC'D можно разбить на два треугольника ABD

где s  — переменный по модулю вектор, определяющий положение 
точек В и D.

Рассмотрим вариант сборки, показанный на рис. 5.2. Для этого 
варианта при обходе контура по часовой стрелке имеет место сле
дующий порядок б укв  в контуре: BCD В. Этот порядок букв кон
тура должен сохраняться за полный оборот звена 2.

Проектируем векторы уравнения (5.1) на оси координат Ах 
и Ау. Имеем

Четверть тригонометрического круга, в которой расположен угол ф*, 
полностью определится по знаку числителя и знаменателя выра
жения (5.6), пропорциональным sin <р2 и cos tp2. Нетрудно далее 
из уравнения (5.5) определить модуль вектора s .  Имеем

и BCD .  Тогда для этих кон
туров могут быть всегда со
ставлены следующие вектор
ные уравнения:

для контура ABD
/2-}-s — í i  — 0, (5.1)

для контура BCD

Рис. 5.2 . К определению положений звеньев 
механизма ш арнирного четы рехзвенника.

/3_ / 4 - s  =  0 (5.2) 

и для контура BCD
/ ' - / í - s  =  0, (5.3)

(5.4)

(5.5)

Из уравнений (5.4) и (5.5) получаем

(5.6)



Далее рассматриваем треугольник BCD. Углы наклона векто 
ров /3 и /4 к  вектору s  обозначаем соответственно срз* и <p4i.

Имеем тогда следующие два уравнения:

Из уравнений (5.8) и (5.9) определяем углы  cp3s и <p4s. Имеем

Углы ср45 и ф35 в общем случае могут иметь знак плюс или минус, 
т. е. удовлетворять двум возможным вариантам сборки (рис. 5 .1 ). 
Так как мы условились рассматривать вариант сборки ВСОВ  
(рис. 5.2), то углы ф45 и Ф35 будут всегда иметь один и тот ж е  зн ак  
и вектор /3 будет всегда расположен выше вектора 

Далее имеем

Таким образом, если заданы длины звеньев механизма и 
угол поворота ф2 звена 2, то для каж дого положения звена 2 
могут быть определены углы ф3 и ф4, т . е. положения звеньев

Рассмотренный метод определения углов ф3 и ф4 через п ром еж у
точные функции ф5, ф35> ф45 и в легко может быть запрограммирован 
и введен в счетно-решающую машину.

4°. Нетрудно получить функции положения звена 3 или 4. Н апри
мер, функция положения ф4 =  ф4 (ф2) может быть получена из 
уравнения (5.14). Подставляя в это уравнение значения ф45 и ф5 
из уравнения (5.10) и (5.6), получаем

¿з = t'l +  s2 +  2/4s cos ф45 (5 .8 )
и

(5 .9)

11 — —S2
Ф45 =  a r c c o s  — -gT^— (5 .10)

и

l l -11  + s* 
Ф35 =  a r c c o s  ... (5 .11)

ф45 — ф4 ф$ (5 .12)
и

Фз$ — Фз ф$» (5 .13)
откуда

Ф4 =  Ф «  +  Ф* (5 .14)
и

Фз — Фз.У +  ф$- (5 .15)

3 и 4.

Ф4 =  Ф« +  Ф ,=  arccos ?| 82 ■ +  arctg  (5 .16 )



П одставляя в уравнение (5.16) значение в, полученное из треуголь
ника АВЭ (рис. 5.2) и равное

S =  у  l\ - f  l'¡ — 2/^2 cos ф2,
получим

ф4 — arccos 11 +  cos%  +  arctg .(5 .17)
2¿4  V ^ / j  - f  ¿3 —  2 / х/2 COS ф 2 — l2 COS (p2 +  ¡I

Аналогично может быть получена функция положения ф3 =  ф3 (ф2).
Пример. Рассмотрим механизм шарнирного четырехзвенника A BCD, схема 

которого показана на рис. 5 .2 .
Определим углы  ср3 и ф4 наклона к  стойке звеньев 3 и 4 механизма ABCD, 

если длины звеньев соответственно равны /х =  24, /2 =  6 , /3 =  25 и /4 =  12 и 
кривошип AB образует со стойкой угол ф2 =  45°.

Из уравнения (5 .6) получаем
J _ —l2 sin фа — 6 -sin  45° _ — 4,24
tg (Ps— _ / 2 с 0 3 ф2 +  г1 — — 6 • C0S45° +  24 19,76 ’

Т ак  к а к  числитель, пропорциональный sin ф2, отрицателен, а знаменатель, 
пропорциональный cos ф2, положителен, то вектор s  расположен в четвертой 
четверти и угол ф$ равен

ф5 =  360°— 12° =  348°.
Модуль вектора s р авен , согласно уравнению (5.7), 

sin ф!'h sm ф5

g sin 45°
sin ( 12°)

= 20 ,4 .

Углы ф45 и ф35 определятся из уравнений (5.10) и (5.11). Имеем 

l l  — l l - s *  252— 122 — 20 ,42 .  . . .  -  
C0S^ =  ...2/4s =  ......2~~12~20~,4 ~

; ¡_ / |  +  S2 252- 1 2 2 +  20,42 
cos * «  =  ------ = ........2 - 25 • 20,4 = ° ’Ш -

Следовательно, ф4х =  82°10' и ф35 =  28°40'. У глы  ф4 и ф3 будут соответ
ственно равны

ф4 =  ф4х +  ф5 =  82°10' — 12° =  70° 10' 

фз =  Фз* +  ф4 =  28°40' — 12° =  16°41'.

5°. Для определения скоростей и ускорений звеньев механизма 
шарнирного четырехзвенника (рис. 5.3) составляем векторное урав
нение замкнутости контура ABCD. Имеем

— (5.18)

Проектируя это уравнение на оси Ах и Ау, получаем 

— к  +  к  cos ф2 +  /3 cos фз =  /4 cos ф4 

и | (5.19)
/2 sin  фа +  /3 sin ф3 =  /4 sin ф4)



где ф2, ф3 и ф4 — углы , образованные осями звеньев 2, 3 и 4 
с осью Ах.

Для определения аналогов угловых скоростей (о3 и со4 звеньев
3 и 4 дифференцируем уравнения (5.19) по обобщенной координате ф2. 
Получаем

— /2 sin ф3 — /3 sin ф, =  — /4 sin ф4 - ^ -

/2 COS ф3 +  /3 COS фз-^2. =  /4 eos ф4 .
(5.20)

Имея в виду, что й<р3/й<р2 =  г32 есть аналог угловой скорости а»3 
звена 3 и йф4/̂ ф2 =  /42 есть аналог угловой скорости о)4 звена 4 
(см. § 16), получаем

/2 sin ф2 +  í'32/3 sin ф3 =  г42/4 sin  ф4( 
/2 eos ф2 - f  /32/3 eos ф3 =  f42/4 eos ф4. (5.21)

Величины í32 и г42, входящие в уравнение (5.21), называются такж е  
передаточными отношениями, так как  они равны отношениям 
угловых скоростей со3 и м4 к угло
вой скорости ведущего звена.
Имеем

Арз _ d(pa/dt со3

¿Фз — d ^ d t  ~ ш2132 :

И I•42
—  _  d y jd t  _ со4

d(f2 depz/dt со2
Рис. 5 .3 . К определению скоростей и 
ускорений  механизма шарнирного че- 

ты рехзвенника.Из углов, входящих в первое 
уравнение (5.21), вычитаем общий 
угол ф3, что соответствует повороту осей координат хАу (рис. 5.3) 
на общий угол ф3. Имеем

/2 sin (ф2 — ф3) =  г42/4 sin (ф4 — ф3), 

откуда получаем выражение для аналога t42 угловой скорости <о4

;42 —
/2 sin (ф2~  ф8)
/4 sin (ф 4 — ф з )  • (5.22)

После аналогичного преобразования того ж е  уравнения поворо
том осей координат на угол ф4 получаем выражение для аналога г'за 
угловой-скорости со3

=  k  Sin (ф з  — ф 4) 
la sin (ф з  —  ф 4)  •

«32 : (5.23)

Для определения угловых ускорений е4 и г 3 звеньев 3 и 4 диф
ференцируем по обобщенной координате ф2 уравнения (5 .21), что



приводит к уравнениям

/2 COS <р2 +  ¿У  3 COS Фз +  ¿Уз sin Фз =  COS ф4 4- sin ф4,
— l2 sin ф2 —- ¿У з sin фз -I- ¿33/3 COS фз =  ¿ía¿4 sin ф4 -J-¿У 4 COS ф4>

(5.24)
. }

где ¿32 и ¿42 — аналоги угловых скоростей, ¿:|2 и ¿42 — аналоги 
угловых ускорений, равные производным по обобщенной коорди
нате от соответствующих аналогов угловых скоростей ¿32 и ¿42.

Величины аналогов i'i2 и ¿¡2 можно определить, если выполнить 
преобразования координат последовательным поворотом осей коор
динат на углы фз и ф4. Имеем

•/ __  /2 COS (фо —  фз) -\- <42^4 С°3  (ф4 фз) /g  2 5 )
12 ““ h  sin (ф4 — фз) ’ '

./ _  l 2 COS (ф2 —  Ф4) —  i 4 J j  +  ¡ Ц з  C0S (фз ~  Ф4) /g  2 6 )
32 —  h  МП(ф8 —  ф4) " ;

Истинные скорости co3, co4 и ускорения e3 и e4 звеньев 3 и 4, 
согласно формулам (4.3) и (4.4), равны

о)3 =  со2г32, (04 =  С0аг*42. е з —  ~Ь е 2г'з21 е 4 =  (».¿¿,ц е 2г42,

где со2 и е2 — заданные угловые скорость и ускорение звена 2.

§  24. Кривошипно-ползунные механизмы

1а. Следующим четырехзвенным механизмом, широко применяе
мым в технике, является кривошипно-ползунный механизм (рис. 5.4).

К ак и для шарнирного четы- 
рехзвенника, условимся рас
сматривать тот случай сборки 
механизма, когда при обходе 
по часовой стрелке сохраняется 

с   ̂ „ \ контур с последовательностью 
“ *■ с° '-* ОАВСО.

Д ля определения скоростей 
и ускорений звеньев представим 
контур ОАВСО как  сумму век-

Рио. 5 .4 . Схема кривош ипно-ползунного TODOB 
механизма с осью направляю щ ей , не про- “
кодягцей через ось вращ ения кривошипа. a - \ - l  -{-I  __Х с  (5 27)

вÍZJS, 
2s/\ N

- VWf/W. ■

Проектируя это векторное уравнение на оси Ох и Оу, получаем

l2 cos ф2 +  ̂ з со8ф3 =  л:
«  +  sin ф2 +  sin Фз:

l2 cos ф2 +  /3 COS Фз =  Хс, \ , ,  оя .
, - о .  J  (5,28)



Из второго уравнения (5.28) имеем

, i „ , p , =  -  (5.29)

оНетрудно видеть, что вектор 13 может находиться только в пер
вой или четвертой четвертях, т. е. cos ср3 всегда положителен.

Из первого уравнения (5.28) получаем величину перемещения хс> 
Имеем

*с =  /2 cos Ф2 -h /3 j/ "  1 — (̂ b JEL9*+a J '  (5 i30)

В некоторых случаях величину перемещения ползуна 4 удобнее 
измерять от крайнего правого предельного положения механизма, 
когда точка С занимает положение С„ (рис. 5 .4 ).

Тогда величина перемещения х будет равна

x = OC0- x c  = V(l2 +  l3y - a ? - l 2cos<p2- l 3y r  1

(5.31)

2°. Уравнения для определения угловых скоростей и угловых 
ускорений получим двукратным дифференцированием уравнений 
(5.28) по обобщенной координате ф2.

Для определения угловой скорости (о3 ш атуна 3 и скорости vq 
ползуна 4 имеем

/2 s i п ф а t‘32/3 sin ф3 =* 1>Сф, /2 cos ф2 +  /32/3 cos ф3 =  0, (5.32)

где t32 =  dq>3/d(p2 и аСф =  dxc ldcp2 — соответствующие аналоги 
скоростей. Аналог скорости уСф определяется из первого уравнения
(5.32), если подставить в него значение аналога угловой скорости iM 
шатуна 3 из второго уравнения (5.32). Имеем

. -------- /»СОЗф, ____ , sin (ф3 — ф2) /е
132 Is cos ф3 и % - * * — • (5.33)

Д ля определения аналогов углового ускорения i¡2 шатуна 3 
и аналога ускорения асф ползуна 4 дифференцируем по фа 
уравнения (5.32)

/2 COS фа i\2l 3 COS фз l32/8 sin фз =  ЙСф, 1
— /2 sin ф2 — i l 4 3 sin ф3 +  t'á2/8 cos фз =  0 ,  J ■ '

где /;;2 =  di32ld(p2 и аСф = dvc /d(p2 — аналоги ускорений.
Из второго уравнения (5.34) определяем аналог углового уско

рения
,/ _  k  sin ф2 +  г 'У з  sin Фз /г nr-Ni n ----------- ------------------ . (5.35)



Определив аналог углового ускорения i'¿%, можно, подставив 
его значение в первое уравнение (5.34), определить и аналог 

Действительные скорости i>c, ю3 и ускорения ас  и е3 равны

VC =  М 2У с ф, (0 3 =  С02г32. а С =  ® ‘20Сф +  е 2УС . 83 =  ® 1г’з9 +  е 2г32>

где ю2 и е2 — заданные угловые скорость и ускорение звена 2.
Если ось Ах направляющей ползуна 4 (рис. 5.5) проходит через 

точку А, то во втором уравнении (5.28) величина а обращается 
в нуль и уравнение (5.29) принимает вид

sin(p3=  — 71  sin(p2. (5.36)
*3

Уравнения (5.32) — (5.35) остаются без изменения.
Д ля перемещений Хс и х получаем соответственно

хс  =  к  cos ф2 +  13 У 1 -  sin2 ф2 (5.37)

и ____________
л: =  (/2 +  /3) -  к  cos ф2 -  /3 У 1 -  Sin2 ф2 . (5.38)

Для определения аналогов скоростей и ускорений механизмов
можно использовать уравнения
(5.32) — (5.35).

3°. В некоторых инженерных 
задачах можно пользоваться при
ближенными уравнениями для 

£■ определения величин х, 1»Сф и аСф- 
Обычно приближенными форму
лами пользуются в тех случаях,

Рис. 5.5. Схема кривошипно-ползунного ___ __ . l2 1 „ „ „ „ а
механизма с осью направляю щ ей, прохо* К 0Г Д 8  Л —  « > 1» С» ДЛИН а

дящ ей через ось вращ ения кривош ипа. *3 °
шатуна 3 (рис. 5.5) существенно 

больше длины кривошипа 2. Д ля получения приближенных формул 
для х, vc¡f и а Сф раскладываем радикал, входящий в уравнения 
(5.38), в ряд  по формуле бинома Ньютона. Имеем

(1 _  - J  sin2 ф ) 1/2 = ( 1  — Я,2 sin2 ф)>/2 =

=  1 — - J  sin2 Фа — Y  s n̂4 Фг — • • • (5.39)

Если ограничиться двумя первыми членами ряда (5.39) и учесть, 
что

sin2 ф2 =  ~2 (1 -  cos 2фа),



то уравнение для определения перемещения х будет иметь вид 

x = l2 [ ( l ,  +  - j )  — (cosq>2 +  ~ cos2(p 2) j .  (5.40)

Соответственно аналог скорости Усф и аналог ускорения аС(р опре
делятся по формулам

Vcv  =  k ( s i n < P z  +  “2“  s in  2 сР2) (5 -4 1 )

и
%  =  4(coscp2 +  ;Uos2cp2). (5.42)

4°. Кривошипно-ползунные механизмы широко применяются 
в механизмах с гидро- или пневмоустройствами. На рис. 5.6 по
казан механизм с поршнем 4, 
скользящим в неподвижном ^  
цилиндре Н. Ведущим звеном 
в этом механизме является 
поршень 4, поэтому в каче
стве обобщенной координаты 1 
следует выбрать перемещение 
Хс точки С штока поршня 4.

Векторное уравнение замк
нутости контура ОАВСО бу- Рис 5 6 Схема кривошипно. ползу„„опо ме- 
дет тем же, ЧТО И ДЛЯ механиз- ханизма с ведущим ползуном.
ма, показанного на рис. 5.4,
поэтому для механизма рис. 5 .6  будут удовлетворяться уравнения
(5.27), (5.28) и (5.29). Из уравнения (5.29) следует:

cos Фз =  1/^ 1 -  ¿2S1- ? a+ a =  ~ Y t ¡ - ( l 2sin(p2 +  a)2. (5.43)

Подставляя выражение (5.43) в первое уравнение (5.28), получаем

/2 cos ф2 +  Y II — (/2 sin ф2 +  а)2 =  хс  (5.44)
и далее _ _ ___________

/2 cos ф2 — Хс =  — Y  1\ — (l2 sin ф2 +  й)2- (5.45)

Возводим правую и левую части уравнения (5.45) в квадрат и 
после несложных преобразований получаем

2кхс  sin ф2 — cos ф2̂  = 11 — 11 —а2 —Хс. (5.46)

Из рис. 5.6 следует, что

=  tg  а .  (5.47)
хс



Тогда уравнение (5.46) перепишем так:
2 l2xc  (tg a  sin ф2 — cos фа) =  С2 — х§, (5.48)

где постоянная С равна
С2 = 1 \ -1 \ -а \

Из уравнения (5.48) получаем

cos а
Так к ак

cos(cc + фа) =  С2- * Ь  (5.49)

то уравнение (5.49) получает следующий вид:

cos (a -f-фа) = ----- • (5.51)
1 +  J -

Отсюда окончательно получаем выражение для угла ф2 поворота 
звена 2 в функции переменного расстояния Хс поршня 4 вдоль оси 
Ох. Имеем

Ф ,— a r c t g ^  +  arccos- ^ - ^ .  (5 .52)

Д ля центрального кривошипно-шатунного механизма а  =  0, и 
уравнение (5.52) принимает вид

_ QS
Ф2 =  a r c c o s ------ . (5.53)

Аналоги угловой скорости ф£ и углового ускорения ф£ по обобщен
ной координате д:с могут быть получены путем двукратного диф
ференцирования выражения (5.52) или (5.53).

§ 25. Кулисные механизмы

Г .  Рассмотрим определение перемещений, скоростей и уско
рений звеньев кулисного механизма, показанного на рис. 5.7. Из 
векторного контура А ВС А имеем

(5.54)

Уравнения проекций на оси координат хВу будут

/2 cos ф2 =  /4 cos ф4, -)- /2 sin фа= /4 sin ф4. (5.55)



Для определения угла ф4 разделим второе уравнение на первое. 
Получим

• <5 -5 6 >

Определив угол ф4, находим величину /4

- f-  - j -  2 /^ а  s in  фа .

Д ля определения аналогов скоростей звеньев механизма диф
ференцируем по обобщенной координате ф2 уравнения (5 .55). 
Получаем

¿2 s in  ф3 =* — t42/ 4 s in  ф4 - j-  ( у с 4с)ф c o s  ф4, 1 

¿2 co s  ф2 =  ii2l4 COS ф4 -f- ( ^ с 4с)ф s in  ф4, J

(5.57)

где ¿42 =  dtpi/dtpi — аналог угловой скорости 
звена 4, a v c tc  =  d v c tc ¡ d y 2 — аналог относи- 
тельной скорости скольжения звена 4 вдоль 
оси ползуна 3.

Из углов первого и второго уравнения вы
читаем угол ф4. Имеем

(^с*с)ф =  — /2 sin (ф3 — ф4), (5.58)

*42 =  7* COS (ф2 — ф4) . (5.59)

Для определения ускорений звеньев механизма дифференци
руем по обобщенной координате ф2 уравнения (5 .57):

Рис. 5 .7 . Кинематическая 
схемй кулисного меха- 
йизма в виде з а м к н у т о  

векторного KOHíypá.

12 COS Ф 2 —  *̂42̂ 4 COS ф^ —  ¿42^4 S Í l l  ф^ —

-  (а с4с)ф sin Ф4 +  (a rCiC) ф cos ф«» 
1Ъ sin Ф2 =  í'42̂ 4 sin ф4 4* Ф4 ~Ь

+  (flc.c)«p cos Ф4 +  (а£4с )ф sin ф4.

(5.60)

Вычитая из углов первого и второго уравнений (5.60) угол ф4, 
получаем

(ас 4с )ф — hi^i ¿2 cos (ф2 — ф4), 

(ас1с)ф + /281п(фг-ф 4) ,42 = ----------------- -------

(5.61)

(5.62)

где /42* (°с4с)ф и (йс1с)ф — соответствующие аналоги углового, 
кориолисова и релятивного ускорений. Определение йстинных



скоростей и ускорений звеньев механизма при заданных угловой 
скорости со2 и углового ускорения е2 может быть сделано так, 
как  показано в § 16.

2°. В механизмах гидронасосов ротационного типа с вращаю
щимися лопастями, а также в различных гидро- или пневмопри
водах применяются механизмы с ведущим поршнем на шатуне, 
скользящем в качающемся или вращающемся цилиндре Н, при
надлежащих звену 4 (рис. 5.8). В этом механизме обоб

щенной координатой будет переменное 
расстояние ВС =  s. Векторное уравнение 
замкнутости контура АВСА будет

/2 +  «  +  а  =  0. (5.63)

Спроектируем векторы уравнения 
(5.63) на оси Сх и Су. Имеем

/2 cos ф2 +  s cos ф3 =  0,
° ’ п 1 (5-64)г =  0. j

Из первого уравнения (5.64) получаем
/ 2s i n ф2 s s in  Фз +  Й :

COS Ф з =  —
L  eos i

Рис. 5 .8 . С хем а кулисного  ме
ханизма с ведущ им  поршнем на 

ш атун е.

S
ИЛИ

вШфз =  /
II cos2 фа 

sä '

Подставляя выражение для sin  ф3 во второе уравнение (5.64), 
получим ____________

/ 2 s in  ф2 +  а  =  — / s a - / 1  c o s 2 ф2 .

(5.65) 

;5.64),

(5.66)

Возведем обе части равенства (5.66) в квадрат. Имеем 

l\ sina ф2 +  а2 +  2/2 a  sin ф2 =  s2 -  II cos2ф2. 

Из уравнения (5.67) получаем

sin ф2 :

откуда

s j —а2 —Ц 
2 aU

. S ä -a 2 — í»
=arcsm^— ШГ

(5.67)

(5.68)

(5.69)

Для определения аналога скоростей фз == и аналога
ускорений фа =  необходимо дважды продифференцировать
уравнение (5.69) по обобщенной координате я. и

3°. Рассмотрим определение перемещений, скоростей и уско
рений звеньев механизма, показанного на рис. 5.9. Продолжим



ось С/ направляющей В до пересечения в точке Е с осью Ау и пред
ставим контур ЛЕСА как сумму векторов

а  +  х с  = 12. (5.70)
Проектируя это векторное уравнение на оси координат, получаем 

хс  =  /2 соэ фа и а  =  /25Шф2. (5.71)
Из уравнений (5.71) находим

*с =  а< ^ф 3 (5.72)

/.=■
а

БШ ф2 (5.73)

Д ля определения аналогов скоростей х)с и (г>ссг)<р продифферен- 
- Р У е м  уравнения (5.72) и (5.73) по о б о б щ ен н о й  координате ф2.

Усч> а вт2 ф2

/.. \ соэ го»(Уссг)т =  — =  — а -«Фа вт- ф2
сое ф2

1 — СОБ2 ф2 '

(5.74)

(5.75)

^Для определения аналога ускоре
ний асф дифференцируем по обобщен
ной координате фг зависимость (5 .74). 
Получаем

ас  = 2  а с̂ ~ .  ф вт3 ф2 45.76) низма с  д в у м я  ползунами.

Д ля определения аналогов ускорения (асс,)ф надо продифферен
цировать по обобщенной координате уравнение (5.75). Получаем

( а г  \ —  а  1 + С 0 5 2 ф2
V сс8/)ф зт3фа * (5*77)

Истинные скорости и ускорения звеньев механизма опреде
ляются аналогично ранее рассмотренным случаям .

4 . Для гидравлического механизма с поршнем 3, скользящим 
в качающемся относительно звена 4 цилиндре Н (рис. 5.10), вектор
ное уравнение замкнутости контура АЕСА будет иметь вид

а  +  х с  = з .  (5.78)
Проектируем векторы уравнения (5.78) на оси Ах и Ау. Имеем

в СОв ф4 =  Х г ,  )

$ з шф4 =  а. / (5.79)
5  И. И. Артоболевский



Из второго уравнения (5.79) получаем
а

ИЛИ

Sin ф4 = - (5.80)

(5.81)

Аналог скорости ф£ =  (¿ф4/^ и аналог ускорения ф4 — (I 
определяются двукратным дифференцированием уравнения (5.о1) 
по обобщенной координате я. Перемещение Хс звена 2 определяется 
из первого уравнения (5.79).

Рис. 5 .1 0 . Схема кулисного меха- 
низма с д в у м я  ползунами и ведущ им 

поршнем на кули се .

Рис. 5.11. Схема кулисного 
механизма с ползуном, дви
жущ имся по гармоническо

му закон у.

5°. На рис. 5.11 показан кулисный механизм, ведомое звено 4 
которого совершает движение по гармоническому закону. Вектор
ное уравнение для контура ABDA будет

к  +  Ь = у в 1. (5 -82)
Проектируем векторы уравнения (5.82) на оси Ах и Ау. По

лучаем
/2 cos фа :
/2 sin ф2 :

Из уравнений (5.83) получаем, что перемещение у в < звена 4 равно
y Bi =  /2 sin  ф2 =  M g ф2. (5-84)

Дифференцируя уравнения (5.83) по координате ф, получим ана-
У̂ В / \ тллоги скоростей vb4 = - ¡ ¡ ^  и (vb4b) Имеем

г =  Ь,  \ (5.83)

Ув4ф — 2̂ cos ф2 

(VB<B)ф =  — /2 sin ф2.

(5.85)

(5.86)



Соответствующие аналоги ускорений ав ,Ф =  d2y BJdy<¿ и (ав4в )Ф =  
=  d?b/d(pt будут равны

а в4ф =  — h  sin ф2 (5.87)
и

(ав4в )Ф =  — h  cos ф2. (5.88)

Как это видно из уравнений (5.83) — (5.88), движение звена 4 
действительно происходит по гармоническому закон у. Истинные 
скорости и ускорения при неравномерном вращении ведущего 
звена механизма определяются по методу, изложенному в § 16.

Рис. 5 .12 . Схема кулисного м еханизма 
с д вум я  ползунами и ведущим поршнем.

Рис. 5 .13 . С хем а кулисного ме* 
ханизма муфты О льдгейма.

6°. На рис. 5.12 изображен гидравлический или пневматиче
ский кулисный механизм с поршнем /, скользящим в неподвижном 
цилиндре Я . Векторное уравнение замкнутости контура А ВО А 
будет

«  +  а  =  /2.

Проектируя уравнение (5.89) на ось Ах, получаем

l 2 cos ф2 =  s,
откуда

Ф2 =  arccos 7It

(5.89)

(5.90)

(5.91)

Аналог скорости ф.̂  =  йф2/<& и аналог ускорения ф’ =  £рф2/ска 
определяются двукратным дифференцированием уравнений (5.91). 
Истинные скорости и ускорения могут быть получены по методу, 
изложенному в § 16.

7°. На рис. 5.13 показана схема кулисного механизма муфты 
Ольдгейма. Из чертежа непосредственно следует

Ф4 =  ф3 а 24. (5.92)
Из уравнения (5.92) следует, что аналог скорости ф£ =  с?ф4/о?ф2 =  1, 
т. е. угловые скорости ю2 и (о4 звеньев 2 и 4 равны между собою, 
поэтому данный механизм может передавать вращение между двумя 

б*



эксцентрично расположенными валами Л и В с постоянной угло
вой скоростью со =  <о2 =  (о4. В инженерных конструкциях угол а 24 
обычно равен а 24 =  90°. Аналог ускорения ф£ равен ф£ =  0.

8°. Если механизм с двумя пневмо- или гидроцилиндрами 
К  и Я , показанный на рис. 5 .14, имеет ведущим поршень а, то

Рис. 5 .14 . С хем а кулисного механиз
ма с д в у м я  ж естко  связанными порш

нями.

Рис. 5.15. Схема кулисного м еха
низма с д вум я поршнями, движ ущ и

мися в неподвижных цилиндрах.

обобщенной координатой будет переменное расстояние в4. Из 
рис. 5.14 непосредственно получаем

54 Й4
У1\-в\'

перемещение поршня Ь, откуда

Ф2 =  а г ^

Аналог скорости Фа =  Ф^ и аналог ускорения ф£
УП-

(5.93)

(5.94)

можно^  . .  -------------  ч ч  —  & , -

получить после двукратного дифференцирования уравнения (5.94).
9°. Механизм с двумя гидро- или пневмоцилиндрами, показан

ный на рис. 5 .15, можно рассматривать как  обращенный механизм 
муфты Ольдгейма (рис. 5.13). Из рис. 5.15 имеем

(5.95)

Аналог скорости =  & 4/&2 и аналог ускорения — 
определим после двукратного дифференцирования уравнения (5.95). 
Истинные скорости и ускорения определяются методом, изложен
ным в § 16.

§ 26. Шестизвенные рычажные механизмы

1°. Выше мы рассмотрели аналитический метод определения 
положений и аналогов скоростей и ускорений четырехзвенных 
рычажных механизмов.

Д ля всех видов этих механизмов определение положений звеньев 
могло бы быть сделано рассмотрением одного или двух треуголь



ных контуров. Д ля определения аналогов скоростей и ускорений 
можно составлять векторные уравнения замкнутости контуров 
и далее эти уравнения проектировать на взаимно перпендикуляр
ные оси координат, а полученные выражения дважды дифференци
ровать по принятой обобщенной координате.

Можно было бы показать, что в принципе этот метод явл яется  
совершенно общим для механизмов с любым числом звеньев и при 
использовании счетно-решающих машин может быть всегда состав
лена соответствующая программа для кинематического анализа 
механизмов любой структуры. Ниже мы покажем, как  аналити
ческий метод может быть применен для кинематического анализа 
шестизвенных механизмов, образованных присоединением к  в ед у 
щему звену и стойке двух двухповодковых групп II класса.

На рис. 5.16 показаны шестизвенные механизмы, образован
ные двумя группами, состоящими из звеньев 3, 4 и 5, 6. В обоих 
механизмах звено 5 группы присоединяется к звену 4, входящ ему 
в кинематическую пару со стойкой 1. Решение задачи о положениях 
этих механизмов сводится к  рассмотрению ряда треугольников, 
полученных после введения векторов и «2 для механизма, п о ка
занного на рис. 5.16, а, и вектора 5 для механизма, показанного 
на рис. 5.16, б. Вначале рассматриваются два треугольных 
контура АВБА и ВСИВ (рис. 5 .16, а).

С помощью уравнений, приведенных в § 23, находится зав и 
симость угла <р4 от принятого за обобщенную координату угла <р2 — 
функция ф4 =  ф4 (ф2). Далее рассматриваются два треугольника 
ВЕвО  и ЕЕйЕ и отыскивается функция фв =  ф6 (ф4).

Если решить совместно уравнения

то можно использовать угол ф4 , чтобы получить непосредственно 
функцию

с г с

а)
Рис. 5 .16 . Шестизвенные механизмы : а) ш арнирно-рычажный ме

ханизм; б) ш арнирно-ползунный механизм.

(5 .96 )

Ф в =  Ф в  ( Ф г ) (5 .97)

Соответственно для механизма, показанного на рис. 5.16, б ,  с 
помощью уравнений, приведенных в § 23, определяется ф ункция



ср4 =  <р4 (<р2) и далее с помощью уравнений, приведенных в § 24, 
отыскивается функция хР =  хР (ф4). Исключая из уравнений

Ф4 =  ф4 (ч>з)
■}

(5.98)

угол ф4, можно получить функцию
хр =хр(ч>2). (5.99)

Д ля определения аналогов скоростей и ускорений составляются 
векторные уравнения замкнутости контуров АВСЭА и ИЕРСО 
для механизма, показанного на рис. 5.16, а, и контуров АВСИА 
и ЕРОЕ для механизма, показанного на рис. 5.16, б.

Проектируя составленные векторные контуры на два взаимно 
перпендикулярных направления и дифференцируя дважды полу

ченные уравнения проекций, 
определяем соответствующие 
аналоги скоростей и ускорений.

2°. Несколько более сложным 
является аналитическое иссле
дование шестизвенных рычаж
ных механизмов, у  которых двух
поводковая группа II класса, 
состоящая из звеньев 5 и б 
(рис. 5.17), входят в кинемати
ческие пары Е и б  с подвижными 
звеньями 3 и 4. Функции поло
жений- ф4 =  ф4 (ф2) звеньев 2 и 4 

и ф3 =  ф3 (ф2) звеньев <3 и 2 четырехзвенника АВСЪ можно полу
чить с помощью уравнений, приведенных в § 23.

Далее составляем векторное уравнение замкнутости контура 
ЕСвРЕ. Имеем

1ъ +  а - Ь  = 1в. (5.100)

Уравнения проекций векторов этого уравнения на оси Ах 
и А у  будут

Рис. 5 .17 . Кинематическая- схема ш есть 
звенного ш арнирно-рычажного механизм а.

/5 вш ф5 +  а  ф3 — Ь в т  ф4 =  /6 в т  ф, 
/5 сое ф5 +  я  сое ф3 — Ь СОБ ф4 =  /в со е '

(5.101)

Углы ф5 и фв могут быть определены из уравнений (5.101) и тем 
самым будут определены функции

ф» =  фб(ф*) и фв =  фв (ф2).
Углы ф5 и фв могут быть такж е определены, если мы соединим 
точки Е и б  с вектором р (рис. 5.17). Тогда из треугольника ЕСв



можно определить величину р. Имеем

р =  Y +  Ьг — 2ab cos (ср4 — ф3) . 

Угол фр4 (рис. 5.17) определяется из уравнения 

ФР< =  arcsin j  sin  (ф4 -  ф3). 

Тогда угол фр будет равен
ФР= 180° +  фР4 + ф 4- 

Далее из треугольника EGF имеем

(5 .104)

(5 .102)

(5 .103)

co s  (фв -  ф6) Р * - П - П (5 .105)2
Угол фр, равен

Фр, =  360° — фр +  ф„. (5 .106)
Следовательно,

®in (Ф5 фв) =-£- S in  ф р ,.*5 (5 .107)

Решая совместно уравнения (5.105) и (5.107), можно определять 
углы ф5 и ф0.

Для определения аналогов скоростей и ускорений механизма 
(рис. 5.17) необходимо произвести двукратное дифференцирование 
уравнений (5.101). Так как решение задач кинематического ис
следования аналитическими методами, к ак  правило, проводится 
на счетно-решающих машинах, то обычно функции ф5 =  ф5 (ф2) 
и фв =  ф6 (ф2) получают не в явной форме, а через промежуточные 
функции, т. е. так , как это было нами выше изложено в результате 
рассмотрения треугольников ECG и EGF (рис. 5.17).

КИНЕМАТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ КУЛАЧКОВЫ Х МЕХАНИЗМОВ

1°. Задача о положениях кулачковы х механизмов, у  которых 
радиусы кривизны отдельных участков профиля кулачка задан ы , 
решается общими приемами, изложенными выше, путем замены 
высших пар кинематическими цепями с низшими парами (см. §  10) . 
При этом получаются механизмы только с одними низшими парам и. 
Задача об определении планов положений этих механизмов м ож ет 
быть решена общими методами, изложенными в § 17. Задача о к а 
зывается более сложной, когда радиусы кривизны профиля неиз
вестны. Тогда решение может быть выполнено геометрически 
приближенно с помощью метода обращения движения.

ГЛАВА VI

§ 27. Определение положений



Рассмотрим кулачковый механизм, у которого кулачок 1 вра
щ ается вокруг некоторой оси А (рис. 6.1), а ведомое звено 2 дви
ж ется поступательно в направляющих С.

За начальное положение механизма примем положение, при 
котором точка В занимает крайнее нижнее положение В1 и радиус- 
вектор АВ =  АВХ — I получается наименьшим.

В качестве обобщенной координаты примем угол ср1 поворота 
кулачка 1 и будем рассматривать перманентное движение механизма,

когда кулачок 1 вращается с по
стоянной угловой скоростью

Пусть кривая р — р является про
филем кулачка 1. Сообщим всему ме
ханизму общую угловую скорость 
ю =  — о)г . Тогда кулачок 1 как бы 
остановится, а ведомое звено 2 будет 
вращаться с угловой скоростью
о  =  — сох вокруг оси А и одновре
менно перемещаться в направляю
щих С со скоростью г 2.

Из точки А опустим перпен
дикуляр АК на направление на
правляющих С и радиусом А К  =  

* „... =  У Р  — Яо опишем окружность.
лачкового механизма с вращающим- тэ , .п г ,п п п п л ,.,глся кулачком и поступательно дви- В обращенном движении направление 

жущимся толкателем. движения звена 2 будет всегда каса
тельным к окружности радиуса АК- 

На этой окружности находим точки К\, К 2, Кз, •••, соответ
ствующие равным углам  ф}~* =  ф?~:| =  ф?-4 ...

Поворачиваем далее звено 2 в направлении угловой скорости 
<й =  — (О! на угол ф}~2. Тогда точка Кх займет положение Кг, 
а  точка Вг — положение В". Перемещаем далее звено 2 в направ
ляющих С до тех пор, пока точка В не коснется профиля кулачка 1. 
Если за начальное положение точки В звена 2 было принято поло
жение Вг , то во втором положении точка В займет положение Вг. 
П усть я!-2 — путь, пройденный звеном 2 при переходе из поло
жения 1 в положение 2, равен

=  I * /  [ ( К а Я г )  -  К 2В1)] =  II, [ ( /С а В а )  -  * о ]  =  |И  ( В Д ) .

где ц./ — масштаб чертежа.
Полученный путь я*-4 откладываем в масштабе [Х/ на графике 

=  52 (фх) (рис. 6.2) в виде отрезка Ьг — (В1В2). Получаем

=Ф* (£ГД>) =  мА-
Далее откладываем угол поворота ф̂ ~3 и находим новое поло

жение точки В  звена 2 (рис. 6.1) — положение Ва. Полный путь в*'3,



пройденный звеном 2 от начального его положения, равен 

3 =  Ц» [ (К аВ 3) -  К ,В [" ) }  =  ^  [ ( а д )  -  5о]  =  VI ( В Г В 3).

Полученный путь отложен на графике в2 =  я2 (фх) в виде отрезка
=  (Вг Ва) (рис. 6.2). Аналогичными построениями могут быть 

найдены все последующие положения 
звена 2, и может быть построен гра
фик в2 =  ва (фх) (рис. 6.2) за полный 
оборот кулачка 1. Если отсчет пу
тей, проходимых звеном 2, вести из 
наинизшего или наивысшего его по
ложений, то размер я0 будет по
стоянным для всех положений этого 
звена. Тогда отсчет путей звена 2 
можно вести от вспомогательной ок- 
ружности радиуса I (рис. 6. 1), равного
I =  V(ЛК)2 +  ЯЗ. Если ось направляющих звена 2 пересекает 
ось А" вращения кулачка (рис. 6 .3 , а), то радиус окружности, 
равный кратчайшему расстоянию А К  (рис. 6.1), в этом случае 
оказывается равным нулю, и отрезки (АВ^, (ЛВ2), (АВ3), ... 
(рис. 6.3, а) представляют пути, пройденные звеном 2 от начального

г I з ¥ 
1мм-*-'

Рис. 6 .2 . График пути т о л к ат е л я  
кулачково го  механизма, сх ем а  кото 

рого показана на рис. 6 . 1 .

Рис. 6 .3 . К улачковы й механизм с вращ аю щ имся к ул ач ко м  и поступательно д ви ж ущ и м 
ся толкателем, направление движения которого проходит через центр вращ ения к у 

л ач к а : а) кинематическая схем а; б) граф ик пути то лкателя .

положения, увеличенные на постоянную величину в0. В этом сл уч ае  
для построения графика ^  =  я2 (срх) достаточно отложить на орди
натах от оси Оф! соответствующие отрезки (АВ^), (АВ2), . . .  
(рис. 6.3, б). Построив график, переносим ось абсцисс выше на 
расстояние, равное отрезку (АВх) =  «0/ц/. Полученная диаграмма 
и представит собой график «2 =  % (фх), построенный в масштабе и; 
чертежа (рис. 6 .3, а).



Рио 6 .4 . Схема кулачково го  м ехан и зм а с вра 
щ акмцимся кулачком  и качаю щ имся толка 

тслем.

2°. Д ля определения положений кулачкового механизма с ка
чающимся толкателем (рис. 6.4) можно такж е применить метод

обращения движения. Рас- 
смотрим перманентное движе- 
ние механизма, когда угловая 
скорость %  кулачка 1 при
нята постоянной и обобщен
ной координатой является 
угол ч>! поворота кулачка. 
Пусть кривая Р — р будет 
профилем кулачка 1. В рас
сматриваемом случае задача 
сводится к нахождению по
следовательных положений 
звена 2, точка В которого на
ходится на профиле Р — р. 
Сообщаем всему механизму 
угловую скорость О) =  — «>1. 
равную по величине и проти
воположную по направлению 
угловой скорости кулач
ка 1. Тогда кулачок 1 стано
вится к ак  бы неподвижным, 

а  толкатель 2 вращ ается вокруг оси О с угловой скоростью о  == — <»1 
и вокруг оси А с угловой скоростью со2. При этом точка А будет 
последовательно занимать положения Ах, Л2, ... Так как угловая 
скорость о)! принята постоянной, то углы ф5"2, фГ3> Ч>! »•••. образу

емые соответственно радиусами ОАи  
ОА2, О А з, . . . ,  будут равны между 
собой. Поворачиваем толкатель 2 
вокруг Ах до соприкосновения в точ
ке Вх с профилем Р — Р кулачка 1. 
Если в первоначальном положении 
угол, образуемый звеном 2 с радиу
сом 0Л Х, был равен ф0, то во втором 
положении этот угол будет равен 
Фо +  фГ2- В третьем положении этот 
угол будет равен ф0 +  ФГ3- Положе
ние толкателя 2 будет определено, 
если из точек Ах, Л2, А3, ... засечь 

кривую Р — Р дугами радиусов АВ = А\ВХ — А2В2 =  Полу
ченные углы ф„, Фо +  Фг_а» Фо +  Фа’ 3> •" О ТКЛЭДЫ ВавМ  В произ
вольно выбранном масштабе [1ф2 на ординатах графика (рис. о.э), 
где по оси абсцисс отложены равные углы фх в некотором произ
вольно выбранном масштабе цф1. Переместив ось абсцисс из поло
жения фх в положение ф1, отстоящее на ординату, изображающую

Рис. 6 .5 . График у г л а  поворота тол
к ател я  кулачковы х механизм ов, схе
мы которых изображены на рис. 

6.4 и 6 .7 .



в масштабе угол ф „, получаем диаграмму ф 2 *= ф 2 (ф х)  углов 
поворота ф2 толкателя 2 в функции обобщенной координаты фх .

3°. Д ля определения положений кулачкового механизма 
(рис. 6 .6), у  которого толкатель 2 оканчивается плоскостью й — ё ,  
всегда касательной к профилю р — Р кул ач ка  1, можно т а к у е  
применить метод обращения движения. Все построения в этом

Рис. 6.6 . Схема кулачкового  м еха
низма с поступательно движ ущ им ся 

плоским толкателем .

Рис. 6 .7 . Схема к ул ач к о в о го  механизма с плос
кой качаю щ ейся штангой.

случае следует выполнять аналогично тем, которые мы применяли 
для кулачкового механизма, показанного на рис. 6.3, а. Здесь 
надо иметь в виду, что касание кулачка 1 с плоскостью й — с1 
будет не в точках Б 2, В 3, б 4, . . . ,  а в точках 5 “, В°„ В\, . . . ,  
в которых плоскость й  — й  занимает положение йг — с/2, й3 — с?3, 
¿4 — (¿4. Для построения графика в2 =  в2 (фх) надо от оси абсцисс 
(рис. 6.3, б) откладывать отрезки (АВХ), (Л В2), (Л Б3), ... (рис. 6 .6) 
в масштабе После этого надо перенести ось абсцисс выше на 
расстояние АВг =  я0.

Для кулачкового механизма, показанного на рис. 6.7, у кото
рого звено 2 представляет собой плоскость Ай, всегда касательную 
к профилю Р — р кулачка 1, обращаем движение и находим после
довательные положения Л 2е?2, А^.3, Л4̂ 4, . . .  плоскости Ас1. Тогда 
определятся углы ф0 +  ф‘~2, ф0 +  ф*_3, ф0 +  ф’~*, . . . ,  значения 
которых могут быть отложены в соответствующем масштабе [хфа 
(рис. 6.5) на ординатах графика. Переместив ось абсцисс из поло
жения фг в положение ср1, отстоящее на расстоянии, изображенном 
в масштабе углом ф„, получим диаграмму ф2 =  ф2 (фх).



§  28. Определение скоростей и ускорений

Г .  Если для кулачкового механизма определены положения 
ведомого звена и построены графики зависимости перемещения 
ведомого звена в функции обобщенной координаты, например 
для механизма, показанного на рис. 6.3 (график «2 =  в2 (ф^), 
или график ф2 =  ф2 (фх) (рис. 6.5) для механизма, показанного 
на рис. 6 .4 , то для определения скоростей и ускорений ведомых 
звеньев удобнее всего применить метод кинематических диаграмм, 
изложенный в § 22 .

В самом деле, аналог [и2)ч скорости и2 звена 2 (рис. 6.3) равен

=  <6 Л >

Соответственно аналог (о2)в ускорения а.2

<6-2>

Д ля механизма, показанного на рис. 6.4, будем иметь аналоги 
угловых скоростей и ускорений

*21 =  Ы Ф =  2^  и 1'1 =  (е2)ф= ^ .  (6.3)

Таким образом, определение скоростей и ускорений ведомых 
звеньев 2 сводится к двукратному графическому дифференциро
ванию графиков ^  (фх) (рис. 6 .3 , б) и ф2 =  Ф2 (Фх) (рис. 6.5).

Необходимо отметить, что двукратное графическое дифферен
цирование обычно дает значительные погрешности, особенно в ди
аграммах ускорений. Это заставляет для получения более точных 
результатов пользоваться при определении скоростей и ускорений 
методом планов скоростей и ускорений, изложенным выше.

Д ля определения этим методом скоростей и ускорений кулач
ковых механизмов необходимо знать радиусы кривизны различ
ных участков профиля кулачка. В кулачках, профили которых 
очерчены по дугам  окружностей, парабол, эллипсов, отрезкам 
прямых и т. д ., нахождение радиусов кривизны не встречает ни
каких затруднений. Если радиусы кривизны профиля кулачка 
известны, то методом замены высших пар цепями с низшими парами 
(см. § 10) кулачковый механизм может быть всегда приведен к  ме
ханизмам только с одними низшими парами. Тогда задача решается 
методами, изложенными в главах IV или V.

Если профиль кулачка получен измерением координат его 
точек, то всегда может быть получена зависимость радиуса-век
тора /? от угл а  0 (рис. 6 .8):

Я  =  Л (0). (6.4)



Д ля определения радиуса кривизны р в точке С проводим 
касательную / — / к профилю. Касательная  ̂— t образует с ра
диусом-вектором /? угол ц, тангенс которого, к ак  это известно 
из дифференциальной геометрии, равен

Проводим под углом 90° к касательной / — / направление 
нормали п — п к  профилю в точке С и откладываем на ней радиус 
кривизны р =  ОС, величина которого, к ак  известно, равна

Имея функцию (6.4), заданную или графически, или анали
тически, можно определить значения угла ¡а и радиуса кривизны р .

Тогда кулачковый механизм (рис. 6.8) может быть заменен криво- 
шипно-ползунным механизмом АОС, скорость и ускорение точки С 
которого могут быть определены или методом планов или анали
тически (см. гл. IV и V). Из выражения (6.5) следует, что величина 
йЩйЬ может быть определена геометрически, если из точки А 
провести перпендикуляр АВ к  радиусу Я до пересечения в точке В 
с направлением нормали п — п. Отрезок АВ будет пропорционален 
величине йЯ/йв.

2 . Построение планов скоростей и ускорений может быть так 
ж е сделано и без замены высших пар цепями с низшими парами.

Например, пусть требуется построить планы скоростей и уско
рений в перманентном движении кулачкового механизма, пока
занного на рис. 6.9, а, у  которого радиус кривизны ОхСх профиля

я
(6.5)

(6 .6)

Рис. 6 .8. К определению ради у
са кривизны профиля кул ач ка . Рис. 6 .9 . К улачковы й м еханизм  с качающимся 

толкателем : а) ки н ем ати ческая  схем а; 6) план 
скоростей; в) план  ускорений.



кулачка в точке С равняется р. Имеем следующие векторные 
уравнения для определения скоростей и ускорений!

©с, =  ©с, +  ©с.с, (6-7)
и

<1Сь —  « С , +  « с 2С, +  +  в С.С»»

или так  к ак  асч  — (¿с, +  Ос2, то

а с, +  а с„ “  а с, +  а сгс, +  а с2с, +  а с2с , ' (6 '9)

На рис. 6 .9 , б построен план скоростей,в масштабе отрезка ЛСХ 
(рис. 6 .9, а). Величины ускорений ас„, #с2с, и а с гс, определяются 
из соотношений

1?,
а с - 1 & '  а с |С1 = 2 1 ! ^ с ЕСх ИЛСг

План ускорений построен на рис. 6.9, в в масштабе отрезка АС1 
(рис, 6 .9, а).

Г Л А В А  VII

КИНЕМАТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ МЕХАНИЗМОВ ПЕРЕДАЧ 

§ 29. Основные кинематические соотношения

1°. В различных машинах и приборах широко применяются 
механизмы д л я  воспроизведения вращательного движения с посто
янным передаточным отношением между двумя различно заданными 
в пространстве осями. Такие механизмы носят название механиз- 
мов передачи вращательного движения  или сокращенно механиз- 
мов передачи.

Механизмы передачи имеют своей задачей воспроизведение 
заданного передаточного отношения между двумя звеньями. Про
стейшим механизмом передачи с твердыми звеньями является трех
звенный механизм, состоящий из двух подвижных звеньев, вхо
дящих в две вращательные и одну высшую пару. Д ля воспроиз
ведения требуемых передаточных отношений в современных машинах 
и приборах часто применяются сложные механизмы передач, 
имеющие кроме ведущего и ведомого звеньев, вращающихся во
круг заданных осей, несколько промежуточных звеньев, вращаю
щихся вокруг своих осей. Применение сложных механизмов объяс
няется различными причинами. Например, оси ведущего и ведо
мого звеньев могут быть расположены далеко друг от друга , и



непосредственная передача вращ ения при помощи двух  звеньев 
потребовала бы создан-ия передачи с большими габаритами звеньев. 
Если передаточное отношение, которое должно осущ ествляться 
механизмом передачи, очень велико или очень мало, то конструк^ 
тивно удобно между ведущей и ведомой осями иметь промежуточные 
оси с соответствующими звеньями, вращающимися во кр уг них. 
Передавая вращение с ведущей оси на промежуточные оси и с них 
на ведомую ось, мы как бы последовательно отдельными ст у п е 
нями изменяем передаточные отношения, получая в результате 
требуемые передаточные отношения между ведущей и ведомой 
осями.

Таким образом, сложный механизм передачи можно разделить 
на отдельные части — ступени, к аж д ая  из которых представляет 
собой два звена, входящих в высшую пару. Звенья этой пары , 
кроме того, входят со стойкой в низшие пары. Т акая отдельная 
часть сложного механизма и называется ступенью передачи.  В со
ответствии с указанным бывают одно- и многоступенчатые передачи, 
по большей части двух- и трехступенчатые.

2°. Рассмотрим кинематические соотношения в одноступен
чатом механизме передачи при различных расположениях осей 
ведущего и ведомого звеньев.

Расположение осей этих звеньев может быть следующим:
а) оси параллельны,
б) оси пересекаются,
в) оси перекрещиваются.
Условимся называть отношение угловой скорости одного звена 

к  угловой скорости другого звена в механизме с одной степенью 
подвижности передаточным отношением  и обозначать буквой I 
с цифровыми индексами, соответствующими номерам рассматри
ваемых звеньев. Если оси вращения Ох и 0 2 параллельны (рис. 7 .1 , а) 
и заданы постоянные угловые скорости %  и ю2 звеньев 1 и 2, то 
передаточное отношение /12 равно

*«= ^ = “ б Й  =  С0Ш*’ (?Л)
где Р0 — мгновенный центр вращ ения в относительном движении 
звеньев 1 я 2.

Так как
/ —
12 со2 с!грг »

где фх и <р2 — углы поворота звеньев / и 2, то передаточное 
отношение /12 можно также рассматривать как  аналог угловой 
скорости %  при ведущем звене 2.

Так к ак  мы рассматриваем передачи с постоянным передаточ
ным отношением, то центроидами в относительном движении звеньев



(рис. 7.1) оказываются окружности радиусов гх =  ОгР0 и г2 =  О2Р0. 
Следовательно, передаточное отношение равно

¿12 =  - ^ .  (7-2)

З н ак  минус в равенствах (7.1) и (7.2) показывает, что угловые ско
рости 4»! и о)2 имеют разные направления.

Таким образом, передача вращения между параллельными 
осями с постоянным передаточным отношением может быть всегда 
осуществлена круглыми цилиндрическими колесами.

3°. Д ля случая, когда оси вращения 0 Х и 0 2 звеньев 1 и 2 
(рис. 7 .1, б) пересекаются в точке О и заданы постоянные угловые

Рис. 7.1 . Схемы одноступенчаты х зубчатых передач: а) передача с ци* 
линдрическими колесам и ; б) передача с коническими колесами; в) пере

д ач а  с  перекрещивающ имися осями.

скорости %  и (о2 вращения звеньев 1 я 2, передаточное отношение i12 
равно

¿12 = “ х =  const. (7.3)щ

Из теоретической механики известно, что в этом случае движе
ние звена 2 относительно звена 1 происходит вокруг мгновенной 
оси вращения ОР, положение которой определяется из следующих 
соображений.

Условимся вектору угловой скорости придавать такое направ
ление, при котором, если смотреть с конца вектора угловой ско
рости к началу, вращение видно происходящим против часовой 
стрелки. Сообщим звеньям  1 и 2 общую угловую скорость —ы2. 
Тогда звено 2 будет неподвижным, а звено 1 будет вращаться во
к р у г  оси 0 2 с угловой скоростью —м2 и вокруг оси Ох с угловой 
скоростью (Oj. Мгновенная угловая скорость Q звена 1 относительно 
звена 2 будет равна

Q =  <», -{-(— ю2). (7.4)

О ткладывая векторы <0j и —ш2 в соответствующих направлениях 
по осям 0 Х и 0 2, находим результирующий вектор й . Направление



этого вектора определяет мгновенную ось вращения ОР в относи
тельном движении звеньев 1 и 2. Так к ак  угловые скорости щ  и <о2 
приняты постоянными, то направление оси ОР неизменно и аксои- 
дами в относительном движении будут два круглых конуса 1 и 2, 
имеющие соприкасание по общей образующей ОР.

Выберем на оси ОР произвольную точку М и пересечем аксоиды 
плоскостями, проходящими через точку М  и перпендикулярными 
к осям 0 Х и 0 2. Тогда в сечении получим окружности Sx и S 2, сопри
касающиеся в точке М. При вращении аксоидов 1 и 2 вокруг осей 
Ох и 02 окружности и S2 перекатываются без скольжения д р уг  
по другу.

Для скорости vM точки М будем иметь

VM 1 ^2^2» (7 .Б)

где f j H T j -  радиусы окружностей S x и S 2. Формула (7.3) с учетом 
равенства (7.5) примет вид

• __ ü>! r2 sin «2 -
‘ » - ^ - л - Й Г в Г *  ( )

где и б2 — половины углов раствора конусов 1 и 2.
Таким образом, передача вращения с постоянным передаточ

ным отношением между пересекающимися осями может быть всегда 
осуществлена круглыми коническими колесами, представляющими 
собой части аксоидов 1 а 2.

4°. Переходим к рассмотрению случая , когда оси 0Х и 0 2 звеньев 1 
и 2 перекрещиваются в пространстве (рис. 7 .1 , в). Пусть заданы  
постоянные угловые скорости о»! и со2 вращения звеньев 1 и 2. 
Передаточное отношение (см. формулу (7.3)) для этого случая такж е  
равно

t‘i2 = ^ 7  =  const. (7 .7)С1>2

Из теоретической механики известно, что в этом случае д ви 
жением звена 2 относительно звена 1 является вращение вокруг 
и скольжение вдоль мгновенной оси вращения и скольжения ОР, 
проходящей через точку О, лежащую на линии кратчайшего р ас
стояния KL между осями Ох и 0 2. Положение точки О определяется 
из условия

LO tg  62 ’

где б, и б2 — углы , образованные осями Ог и 0 2 с мгновенной осью 
вращения и скольжения ОР. Углы бх и б2 и направление мгновенной 
оси вращения и скольжения ОР определяются, если сообщить 
звеньям / и 2 общую угловую скорость —м 2. Тогда вектор угловой 
скорости й  вращения звена 1 относительно звена 2 определится,



если через точку Ь провести прямую ЬЫ, параллельную оси Ох, 
и отложить на этой прямой вектор угловой скорости юх. Далее 
на оси 0а следует отложить вектор угловой скорости —со2, соблю
дая ранее указанное условие о направлении этих векторов. Направ
ление мгновенной оси вращения и скольжения ОР параллельно

диагонали параллелограмма, построен
ного на векторах с»! и —ю2- Угловая 
скорость Й равна

й  — <01 (— ©г)" (7.9)

Из построения (рис. 7.1) следует, 
что передаточное отношение г'1а равно

*12 — ____
ш2 йш бх‘ (7.10)

Если учесть условие (7.8), то пере
даточное отношение г12 может быть пред
ставлено также следующим образом:

Рис. 7.2 . Схема передачи с  ги- 
перболоидными колесам и . *12-

<»1 _  (¿0 ) сое 62 

’ со2 (КО)  сое 61
(7.11)

Так как  угловые скорости <*>1 и ю2 нами были приняты постоян
ными, то постоянными будут и углы и б2, и во всех положениях 
звеньев 1 и 2 мгновенная ось вращения и скольжения будет зани
мать одно и то ж е положение, а аксоиды в относительном движении 
этих звеньев будут всегда соприкасаться своими образующими 
по общей прямой ОР. Этими аксоидами являются линейчатые 
гиперболоиды  вращения с осями 01 и 0 2. Таким образом, передача 
вращения между пересекающимися осями с постоянным переда
точным отношением может быть всегда осуществлена гиперболоид- 
ными колесами (рис. 7.2), представляющими собой части 1' и 2' 
или 1", 2", или 1'", 2"' гиперболоидов вращения 1 я  2.

§ 30. Механизмы фрикционных передач

Г .  В целом ряде механизмов, применяемых в современной 
технике, используются силы трения в качестве сил, приводящих 
в движение звенья, или сил, тормозящих их движения. Механиз
мы, в которых используются силы трения, носят название фрик
ционных механизмов. На рис 7.3 показаны механизмы фрикцион
ных круглых цилиндрических колес. Передача движения от колеса 1 
к колесу 2 осущ ествляется силой трения между ободьями колес, 
создаваемой нажатием одного колеса на другое некоторой силой.

Так как  колеса входят в центроидную пару (см. § 9), в которой 
должно иметь место чистое качение без проскальзывания одного



звена по другому, то фрикционные механизмы относятся к  так  
называемым центроидным механизмам.

Фрикционные механизмы, показанные на рис. 7.3, имеют в к а 
честве звеньев круглые цилиндрические колеса 1 и 2, являющ иеся 
центроидами в относительном движении звеньев. Эти механизмы 
фрикционных колес воспроизводят передачу движения с постоян
ным передаточным отношением. Мгновенным центром вращения 
в относительном движении будет точка Р 0 соприкасания колес
1 а 2. Механизм, показанный на рис. 7 .3, а, будет механизмом 
с внешним касанием колес, у которого угловые скорости о>х и о>2 
звеньев 1 и 2 имеют разные знаки. Механизм, показанный на

Рис. 7 .3 . Цилиндрические центроидны е механизмы: а) ме
ханизм  с внешним соприкасанием  колес; б) механизм 

с внутренним соприкасанием  колес.

рис. 7.3, б,  будет механизмом с внутренним касанием колес, у  ко
торого угловые скорости ©х и <й2 звеньев 1 и 2 имеют одинаковые 
знаки.

Обозначим радиусы фрикционных колес 1 и 2 соответственно 
через гг и г2. В точке соприкасания р 0 колеса 1 и 2 имеют общую 
скорость ир0, равную

Рр0 =  со1г1 =  {й2г2, (7 . 12)

откуда получаем, что передаточное отношение /12 таких механизмов

=  Й  =  (7-13)

где пх и п2 — числа оборотов в минуту колес 1 и 2; верхний зн ак  
относится к внутреннему соприкасанию (рис. 7 .3, б), а нижний — 
к внешнему (рис. 7.3, а).

2°. Фрикционные конические колеса  обычно представляют собой 
прямые усеченные конусы 1 и 2 (рис. 7 .4); они являются аксои -  
дами в относительном движении звеньев 1 и 2, оси вращения А и В  
которых пересекаются в точке О. Соприкасание колес происходит 
по общей образующей. С помощью сил трения, возникающих 
в точке соприкасания, можно воспроизвести вращение этих колес



вокруг осей Л и В с угловыми скоростями и сл2. Механизм кони
ческих фрикционных колес, показанный на рис. 7 .4 , а, носит наз
вание механизма круглых конических фрикционных колес с  внешним 
соприкасанием. На рис. 7 .4 , б  показан механизм круглых конических 
фрикционных колес с  внутренним соприкасанием.

и
Х .2 У '

0)1

А

Ю
Рис. 7 .4 . Конические дентроидные механизмы: а) м еха
низм с внешним соприкасанием  колес; б) механизм с вн у

тренним соприкасанием колес.

Согласно уравнению (7.6) и рис. 7.4 передаточное отношение £,2 
равно

вт б2 (7.14)и.,12 (Оо
пА
п„

г 2

' *7 бщ 6]

где щ  и /г2 суть числа оборотов в минуту колес / и 2.
Если угол 6 =  §! +  б2 между осями 1 и 2 (рис. 7 .4, а) равен 90°, 

то формула (7.14) принимает вид

О),
1%. 
П.2

^ б !  =  ^ 62. (7.15)

3°. Рассмотрим некоторые 
онных передач. На рис. 7.5

.2-А *

Рис.

При внутреннем соприкасании б всегда меньше 90°.
другие виды механизмов фрикци- 
показана схема механизма лобовой 
фрикционной передачи. Диск 1 
жестко связан с осью 01, вра
щающейся в неподвижном под
шипнике А. Диск 1 входит в выс
шую кинематическую пару М 
с роликом 2, входящим во вра
щательную пару В со звеном 3. 
Ролик 2 с помощью винтовой 
пары С можно перемещать вдоль 
оси 0 2. Точка М контакта может 
занимать различные положения, 
Передаточное отношение /21 равно

7 .5 . Схема лобовой фрикционной 
передачи.

определяемые расстоянием х.
X
Г9.

(7.16)



При перемещении точки контакта М  в положение М' передаточ
ное отношение ¿21 равно нулю. При х =  гх передаточное отношение 
равно

г г ' (7 .17)

При перемещении точки контакта М за точку М ’ , например 
в положение М", диск 1 меняет направление вращения. Т аким  
образом, передаточное отношение 
может плавно меняться в пре
делах

£1
г,

Рис. 7 .6 . Схема двойной лобовой ф р и к
ционной передачи.

Механизмы, осуществляющие 
плавное изменение передаточного 
отношения, называются механиз
мами бесступенчатых передач или 
вариаторами скоростей.

На рис. 7.6 показан механизм 
бесступенчатой передачи с двумя 
дисками У и 5 и промежуточным 
роликом 2. Передаточное отношение ¿б1 между параллельными 
осями Ох и Оъ равно

=  Й  =  <7Л8>
т. е. передаточное отношение не зависит от радиуса ролика 2. 
Направление вращения осей Ог и 0 5 одинаковое. Передаточное 
отношение /51 можно изменять в пределах

1*‘ )т !п  . ^  ^ 1 ) т а к  г  1т  
(ХА 51 771-----•

На рис. 7.7 показан механизм бесступенчатой передачи с кони
ческими барабанами 1 и 5, имеющими равные углы раствора ко
нусов. Передаточное отношение г51 определяется по формуле (7 .18 ). 
Передаточное отношение »61 можно изменять в пределах

г
Я « и ^ Т -  . (7 .20)

где г  и Я — малый и большой радиусы барабанов.
На рис. 7.8 показан механизм бесступенчатой передачи д л я  

случая, когда оси 01 и Оъ ведущего и ведомого звеньев п ересека
ются в точке О. Если провести плоскости, содержащие оси 0 0 1 
или О05, то в сечении профили барабанов, находящиеся в сопри
касании с роликом 2, являются дугами а  — а окружности ради 



уса г2. Ролик 2 вращ ается вокруг оси 3, которая вместе с роликом 2 
может поворачиваться вокруг оси, направленной перпендикулярно 
к  плоскости, содержащей оси Ог и 0 6. Передаточное отношение /51 
определяется по формуле (7.18), а пределы передаточного отноше
ния — выражением (7.20).

Рис. 7 .7 . Схема фрикционной передачи 
с коническими барабанам и  и пром еж у

точным роликом .

Рис. 7 .8 . Схема фрикционной пе
редачи с торовыми барабанами 

и промежуточным роликом.

4°. Для надежной работы механизмов фрикционных передач 
необходимо исключить проскальзывание между соприкасающимися 
колесами. Д ля этого надо, чтобы сила трения, возникающая между 
соприкасающимися элементами, была достаточной. Последнее до
стигается прижатием одного колеса к  другому обычно с помощью 
пружин. Таким образом, соприкасающиеся элементы колес ока
зываются сильно нагруженными, деформируются и изнашиваются 
в процессе работы. Деформация соприкасающихся элементов и их 
проскальзывание вызывают износ поверхностей соприкасания.

При расчетах эффект проскальзывания обычно учитывается 
введением коэффициента | относительного скольжения. Величина е 
равняется

(7.21)V! ’£ = -

где г»! и у2 — окружные скорости соприкасающихся фрикционных 
колес 1 и 2. Соотношение (7.21) может быть представлено так:

(7.22)

где <и1 и ю2 — угловые скорости колес 1 и 2, а гг и г2 — их радиусы. 
Из равенства (7.22), зн ая, что со1/ю2 =  1’х2> получаем:

*12 '
-И
' гг 1 -1

(7.23)

Таким образом, если коэффициент относительного скольже
ния е постоянный, то передаточное отношение /12 такж е постоянное



и не равно отношению радиусов фрикционных колес, но ему про
порционально. Величина передаточного отношения /18 получается 
в этом случае несколько больше, но незначительно, так  как  вели
чина коэффициента | обычно располагается в пределах от 0,01 
до 0,03.

/°. Самое широкое применение в машинах и приборах находят 
зубчатые механизмы. На рис. 7.9 показан трехзвенный зубчатый 
механизм, состоящий из круглых цилиндрических зубчатых ко
лес 1 я 2. Каждое колесо представляет собою круглы й цилиндр, 
на поверхности которого расположены зубья. Д ва  зубчатых ко
леса, находящихся в соприкасании, своими зубьями образуют 
зубчатое зацепление. На рис. 7.9 показан механизм с внешним
0 й * 9 Л # 4 # Г» А пли ЛЛП ( 1 л 41 \Г пттлп* тл

1

На рис. 7.10 показан механизм с внутренним зубчатым зацеп
лением. Угловые скорости %  и со2 колес 1 я  2 этого механизма 
имеют одинаковые знаки.

На рис. 7.11 показан механизм реечного зацепления, у  кото
рого колесо 2 представляет собой прямолинейную зубчатую рейку.'

Простейшим механизмом зубчатых передач является трех
звенный механизм. На рис. 7.9 и 7.10 показаны механизмы круг
лых цилиндрических колес, у которых радиусы гг и г2 являются 
радиусами центроид в относительном движении звеньев 1 я  2, 
я  точка Р0 является мгновенным центром вращ ения в относитель
ном движении. Если в механизмах фрикционных передач центроиды 
представляют собой гладкие круглые цилиндрические колеса, 
то в механизмах зубчатых передач колеса для передачи движения

§ 31. Механизмы трехзвенных зубчатых передач 
с неподвижными осями

Рис. 7 .9 . Ц илиндрическая зуб ч атая  пере
дача с внешним зацеплением зуб ьев .

Рис. 7 .10 . Ц илин дрическая зубчатая 
передача с внутренним  зацеплением 

зуб ье в .



снабжаются зубьями, профили которых представляют собой вза- 
имоогибаемые кривые. Как это видно из рис. 7.9 и 7.10, для воз
можности передачи движения часть профиля зуба выполняется 
за пределами центроид радиусов и г2, а часть — внутри этих 
центроид. Окружности радиусов тх и г2 в теории механизмов зуб
чатых передач называются начальными окружностями. Профили 
зубьев подбираются из условия, чтобы нормаль в их точке сопри
касания всегда проходила через постоянную точку Р0 — мгновен

ный центр вращения в относитель
ном движении колес 1 к 2.

Таким образом, если известны 
радиусы начальных окружностей 
колес, то известно и их переда
точное отношение, определяемое 
по формуле

‘ 12
= ®> = 
'со ,

Тл.
Г\

(7.24)

УШШ.у////////////)//////////////////////////Л Практически отношение радиусов
------------------- удобнее заменять отношением чи-

г  сел зубьев. Так как расстояние
РИС- М !  3зУа ^ п ТлаеЯниПе1ГезДуабьаевС М еЖ ДУ СОСеДНИМИ Проф ИЛЯМ И зубьев

сопряженных колес должно быть 
по начальным окружностям одинаковым, то число зубьев г2 на 
колесе 2 т ак  относится к числу зубьев гг на колесе 1, к ак  длина 
начальной окружности колеса 2 относится к длине начальной 
окружности колеса 1 , т. е.

Ь .
21

2я г.
2пг,

£ _ '2

П одставляя полученное выражение в формулу (7.24), можем 
написать:

;®1
(В2 « г

(7.25)

где пг и п2 — числа оборотов в минуту колес 1 я  2.
Таким образом, отношение чисел зубьев зубчатых круглых 

колес равно обратному отношению угловых скоростей этих колес.
Напомним, что мы условились приписывать передаточному 

отношению зн ак  в зависимости от направления угловых скоростей. 
Так к ак  при внешнем  зацеплении (рис. 7.9) угловые скорости колес 
имеют различное направление вращения, то у внешнего зацепле
ния передаточное отношение всегда отрицательное. Наоборот, 
у внутреннего  зацепления (рис. 7.10) передаточное отношение 
всегда положительное. Формула (7.25) охватывает оба случая,



надо лишь помнить, что в нее каждую из угловых скоростей «1 
и й)2 следует подставлять со своим знаком.

Частным видом трехзвенного зубчатого механизма является 
механизм с реечным зацеплением (рис. 7.11). Колесо / .вращ аясь 
вокруг оси 0Х с угловой скоростью «>!, приводит в прямолинейно
поступательное движение рейку 2 со скоростью г>2- Колесо 1 имеет 
начальную окружность радиуса ги  а рейка 2 — начальную пря
мую а — а. Центроида радиуса гх перекатывается без скольжения 
по прямой а — а. Точка Р0 является мгновенным центром вращения 
в относительном движении звеньев / и 2. Скорости «х  и связаны 
очевидным условием

= ©1 (0 1Р 0) =  © Л , (7.26)
или так как

скг
' <и

v2-- 

v 2 = dq>i

где фх — угол поворота колеса 1, а б2 — перемещение рейки 2, 
то, следовательно,

ds2 _
dt dt ' 1

_  rf(P' ,  — ' 1>
ИЛИ

ds. (7.27)

2°. К трехзвенным пространственным механизмам зубчатых 
передач относятся механизмы конических зубчатых колес (рис. 7.12).

Рис. 7 .12 . Коническая зуб ч атая  пе
редача.

Рис. 7.13. Гипсрболоидная зубча
т а я  передача.

Как это было показано в § 29, 3°, передаточное отношение этого 
механизма равнр

г sin б2
*12 —

% _  ni
Cú2 Па sin ба

(7.28)



где «1 и я 2 — числа оборотов в минуту колес 1 и 2. Если числа 
зубьев колес 1 я  2 будут соответственно равны г1 и г2, то формула
(7.28) примет вид

I12

(
(7.29)

3°. Д ля механизма гиперболоидных колес (рис. 7.13), у  кото
рого числа зубьев колес / и 2 соответственно равны г1 и г2, переда

точное отношение равно (см. 
9. _1_ § 29, 4°)

*12 : = % . 
"<0,

_ БШ I
~ Щ вЩ 
_ Я2 СС« ба _ 
’ СОБ _

ъ.
ч (7.30)

где и — радиусы гор
ловых сечений гиперболои
дов, являющихся аксоидами 
в частном случае, когда 

+  б2 =  90°, т. е. если оси 
колес взаимно перпендику
лярны; 112 равно

^ б х. (7.31)

Рис. 7 .14 . Ч ервячн ая передача.

—ЧЬ — £ г_
12 0)2 21 /?!

4°. К трехзвенным про
странственным механизмам 
зубчатых передач с перекре
щивающимися под углом 90° 
осями относится механизм 

червячной передачи  (рис. 7.14). Ч ервяк 1 вращается вокруг оси Ог 
с угловой скоростью <»! и приводит во вращение с угловой ско
ростью ю2 червячное колесо 2, вращающееся вокруг оси 02.

Если рассечь червячную передачу плоскостью, перпендику
лярной к оси колеса и содержащей ось червяка, то в этом сечении 
при эвольвентном очертании профилей получим рейку а, сцепля
ющуюся с плоским колесом 2 (рис. 7.14). Эта плоскость называется 
плоскостью главного сечения. Червячное зацепление как  в главном 
сечении, т а к  и в любом, параллельном ему, может быть представ
лено как  плоское реечное зацепление. Вращение червячного ко
леса 2 е угловой скоростью <а2 можно воспроизвести поступатель
ным движением рейки а вдоль оси Ог .

Чтобы из рейки а получить червяк, достаточно рейку переме
щать винтовым движением вдоль и вокруг оси 01. Если при пово
роте рейки а на угол, равный 2я ,  зуб Ь рейки перемещается вдоль 
оси Ох на величину, равную ш агу то мы получаем червяк с одной



ниткой, или однониточный червяк (рис. 7.14). Если зуб Ь рейки а 
при повороте на угол 2я  продвинется на величину, равную 2 ,̂ 
то мы получаем двухниточный червяк, и т. д.

Основные кинематические соотношения для червячной пере
дачи могут быть получены из формул для механизма гиперболо- 
идной передачи. Как было показано выше, передаточное отношение 
для колес, оси которых пересекаются под углом 90°, согласно фор
муле (7.31), равно

где <»! — угловая скорость червяка 1, со2 — угловая скорость 
червячного колеса 2, — радиус начального цилиндра червяка,

— радиус начального цилиндра червячного колеса. Если при
нять гх =  2Ч и г2 =  гк, где г ч — число ниток или ходов червяка, 
а гк — число зубьев червячного колеса, то формула (7.32) примет 
следующий вид:

' “ = Х = й = | ' * 8-  <7-33>

Из формулы (7.33) следует, что при однониточном червяке пе
редаточное отношение равно числу зубьев на червячном колесе, 
при двухниточном — числу зубьев, деленному на два , при трехни
точном— числу зубьев, деленному на три и т. д. Таким образом, 
при однониточном червяке при каждом обороте червяка колесо 
поворачивается на один зуб , при двухниточном — на два зуба, 
при трехниточном — на три зуба и т. д. Отсюда следует, что чер
вячной передачей можно воспроизводить большие передаточные 
отношения. Так, например, если число зубьев колеса рав
няется 80, а червяк имеет только одну нитку, то передаточ
ное отношение равно

1 _ _ 2К _ 80 СА
12~ ш а - ^ - Т  =  80-

§ 32. Механизмы многоступенчатых зубчатых передач 
с неподвижными осями

1°. Механизмы трехзвенных зубчатых передач (одноступен
чатых передач), состоящие из двух  сопряженных зубчатых колес, 
представляют собой простейший вид зубчатого механизма. Переда
точное отношение, которое можно воспроизвести одной парой 
зубчатых колес, невелико. На практике ж е часто приходится 
встречаться с необходимостью воспроизведения значительных пере
даточных отношений. Для осуществления этих передаточных отно
шений применяются несколько последовательно соединенных колес,



где, кроме ведущего и ведомого, имеются еще промежуточные 
колеса, т. е. многоступенчатые передачи. Такие сложные зубчатые 
механизмы получили название многоступенчатых зубчатых пе
редач  или редукторов скорост ей .  Многоступенчатые передачи, 
у  которых оси вращения колес неподвижны, носят такж е название 
рядового соединения.

Рассмотрим рядовое соединение, показанное на рис. 7.15. 
Ведущее зубчатое колесо 1 сцепляется с колесом 2. На ось 0 2 ко

леса 2 жестко насажено коле
со 2', которое сцепляется с ко
лесом 3. На ось 0 3 колеса 3 
жестко насажено колесо 3’ и 
т. д. Ведомым колесом является 
колесо 5.

Обозначим угловую скорость 
колеса 1 через о»!, угловую ско
рость колес 2 я 2' — через о>2, 

угловую  скорость колес 3 и 3' — через <о3 и т. д. Общее переда
точное отношение всего механизма равно

Рис. 7 .15 . Р ядово е соединение зуо чаты х 
колес.

*15 —
Щ

Определим передаточное отношение для каждой пары колес. 
Имеем

(7.34)

Перемножив полученные передаточные отношения (7.34), по
лучим

12 • 12'3 • 13'4 ■ Ч 'З
СО! (О2 {*̂4
0)2 0)3 0)4 С05

Так к ак  — — 1^, то ©5 1о’

*15 ~  *12 ■ *а'3  ‘ *3'4 ■ *4'В-

Таким образом, передаточное отношение сложной многоступен
чатой зубчатой передачи есть произведение взятых со  своими зна 
ками передаточных отношений отдельных его ступеней.

В общем случае, когда в зацеплении находится п  колес, 
формула для общего передаточного отношения 11л может быть 
написана так :

.  _0)г __.
*1 п — —  *12 ■ *а'з ’ *з'4 • • • • ■ Нп — и '« -  сол (7.35)



Д ля каждой ступени передачи имеем

! _г21 —  — --- I---  Л —*12 — — г " 7'I  г1
1 , __  ---- -
*2 3 — — г ---'

г.з

_  - и  Г/1 _  - I -  г л '«(й -1)'л — ̂ 1 7----- 7 г----- Г’

где г1( Га, Гг, г3, . . .,  гп — радиусы начальных окружностей колес, 
а г1г г2, 2г', г „ — числа зубьев, причем верхний знак берется 
при внутреннем, а нижний — при внешнем зацеплении.

Подставляя в равенство (7.35) выражения передаточных отно
шений отдельных ступеней, получаем

Iш =  ( -  1Г ■ п =  ( - 1 )т Т Г ^ -Т гЯ -  ’ ( ? •36)» а' »' ■• ■( «  — ! ) '  г1г 2' г з ' • ■ • г (п — 1)'

где т  — число внешних зацеплений. Множитель (—\)т позволяет 
определить знак передаточного отношения сложного зубчатого 
механизма. Как это было показано в § 31, /°, передаточное отноше
ние пары колес с внешним зацеплением имеет знак минус, а с вну
тренним зацеплением — знак плюс. Следовательно, если мы имеем 
в рядовом соединении т внешних зацеплений, то при передаче 
движения от одного вала к  другому произойдет т  раз изменение 
знака угловой скорости. Следовательно, для определения знака 
передаточного отношения рядового соединения надо соответствую
щие произведения отношений радиусов начальных окружностей 
или чисел зубьев помножить на множитель (—\)т , взятый в сте
пени, соответствующей числу внешних зацеплений. В инженерных 
расчетах можно также пользоваться формулой

З - : ( 1)т  (Ча) (*8'з) • • • ( Н п - 1) ' п ) -  (7 .3 7 )

2°. При передаче движения между валами, находящимися 
на большом расстоянии друг от друга , или при необходимости 
воспроизведения передаточного отношения определенного знака 
часто применяется рядовое соединение колес, состоящее из ряда 
последовательно соединенных колес, каждое из которых имеет 
собственную ось вращения (рис. 7.16). Общее передаточное отноше
ние такого рядового соединения, состоящего в рассматриваемом 
случае из четырех колес, равно

*14 =  =  ( 1 )т (£1г) (*2з) Ом)=



К ак  видно из этой формулы, величина общего передаточного 
отношения /14 не зависит от размеров промежуточных зубчатых 
колес. Это дало повод в технике называть такие колеса паразит
ными. В действительности ж е  эти колеса выполняют существен

ную роль, заключающуюся либо в 
обеспечении надлежащего направ
ления вращения ведомого вала, 
ибо введение таких колес влияет 
на знак передаточного отношения, 
либо в передаче движения при 
большом межосевом расстоянии.

3°. Определение общего пере
даточного отношения рядового сое

динения круглых конических зубчатых колес может быть выпол
нено по формуле (7.35).

Передаточное отношение от колеса 1 к  колесу п и в  этом случае 
равно

¿1« =  “ - =  Ы  м  (Н'д • • • .... - .....

Р яс . 7 .16 . Схема рядового соединения 
зуб ч аты х  колес с паразитными коле

сами.

паразитные, передаточноеЕсли все промежуточные колеса 
отношение равно

/ — 51 _
1п « я  Ч ’

Если ось вращения ведомого колеса в рядовом соединении па
раллельна оси ведущего колеса или, в частности, совпадает с ней,

Рис. 7 .17 . Схема двухступ ен ч атой  
конической передачи.

то передаточному отношению 11п целесообразно приписать знак, 
а именно, знак плюс, если напргвлгния угловых 'скоростей веду
щего и ведомого колес совпадают, и знак минус, если эти направ
ления противоположны. Определение этого знака будем вести



следующим образом. В месте соприкасания колес 1 и 2 (рис. 7.17 
или 7.18) поставим стрелки а  и Ь, причем, если стрелка а  направлена 
от места соприкасания, то и стрелка Ь должна быть направлена 
от места соприкасания (рис. 7.17) или к месту соприкасания 
(рис. 7.18). На колесах 2', жестко связанных с колесами 2, в местах 
соприкасания с колесами 3 ставим стрелку с  того ж е направления, 
что и стрелка Ь. Тогда стрелка й, согласно выш еуказанному ус 
ловию, будет иметь направления: для колеса 3 на рис. 7.17 совпа
дающее со стрелкой а, а для колеса 3 на рис. 7.18 обратное стрелке а. 
Если направления стрелок ведущ его и ведомого колес совпадают 
(рис. 7.17), то знак передаточного отношения следует считать 
положительным. Если же направления этих стрелок противопо
ложны (рис. 7.18), то знак передаточ
ного отношения следует считать отри
цательным.

Пример. Рассмотрим редуктор, схема 
которого показана на рис. 7 .19. Пусть 
числа зубьев его колес равны

г1 =  20, г2 =  20, г3 =  60, г3'= 1 6 ,  
г4 =  24, г4'= 1 5 , г5 =  25.

Требуется определить общее пере
даточное отношение редуктора. Общее 
передаточное отношение редуктора г1В, согласно формулам (7.36) 
и (7.37), равно

Ь ь = ( - 1) 3 Ни)  ы  ( Ь ч )  (<*'5) =  -  = -  ~ г , .г 1г 2г у 24' г 1г з ' 4'

Передаточное отношение г15 отрицательно, потому что число 
внешних зацеплений равно 3. Число зубьев г2 колеса 2, входящ ее 
в числитель и знаменатель, можно сократить, ибо колесо 2 является 
паразитным. Подставляя заданные числа зубьев, получаем

• _  60 • 24 • 25 _  ?  г 
1гь~  20 • 16 • 15

5°. К сложным зубчатым механизмам относятся такж е зубчатые 
коробки скоростей. Зубчатой коробкой скоростей  называется 
зубчатый механизм, передаточное отношение которого можно из
менять скачкообразно по ступеням. Коробками скоростей снабж а
ются те машины, рабочие органы которых должны вращ аться с раз
личными скоростями в зависимости от условий работы. Например, 
обработка различных деталей на токарном станке производится 
при разных скоростях, поэтому в механизм токарного станка 
включается коробка скоростей. Коробки скоростей применяются

с
У//////М

а 3 - т/л
ш ш г
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Г У
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и
Рис. 7.19. Схема зуб ч ато го  тр ех 

ступенчатого р е ду кто р а .



в автомобилях для получения различных скоростей движения 
автомобиля. Схема и конструктивное оформление коробок скоро
стей бывают чрезвычайно разнообразными. Если число ступеней 
регулирования скорости невелико, то схема коробки получается 
достаточно простой, при большом же числе ступеней регулирова
ния к ак  схема, так  и конструктивное оформление могут быть 
весьма сложными.

Коробка скоростей состоит из зубчатых колес, которые могут 
быть введены, в зацепление в различных комбинациях для полу
чения передаточных отношений, соответствующих заданным ско
ростям вращения рабочего органа машины. Способы переключения

Рис. 7 .20 . Схема четырех
ступенчатой коробки ско 
ростей с д вум я  валами.
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чш ш
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Рис. 7.21. Схема четырехступенчатой 
коробки скоростей с тремя валами.

отдельных колес для получения различных скоростей разнооб
разны, зависят от конструктивного оформления коробки и поэтому 
здесь не рассматриваются.

На рис. 7.20 показана схема четырехступенчатой коробки с двумя 
валами. Колеса на валу 1 посажены наглухо, на валу 2 колеса 
сидят свободно. При помощи специальной шпонки, не показанной 
на чертеже, можно жестко соединить одно из нижних колес с ва
лом 2, в соответствии с чем между валами 1 я 2 получается то или 
иное передаточное отношение.

Коробка, показанная на рис. 7.21, имеет три вала. Колеса, 
сидящие на валах 1 я 2, входят в передачу через промежуточное 
колесо, сидящее на валу 3. На валу 3 свободно посажено только 
одно колесо, которое можно передвигать вдоль вала. Вал 3 можно 
отодвигать вместе с колесом 3 от колес, сидящих на валах / и 2, 
поворачивая звено АВ вокруг оси А. Таким образом, при помощи 
колеса 3 можно соединять любую пару колес, расположенных 
на валах  1 я 2, благодаря чему один из валов 1 или 2 будет 
иметь четыре ступени скорости при одной и той же скорости дру- 
гого вала.



§ 33. Механизмы многоступенчатых зубчатых передач 
с подвижными осями

Г .  В некоторых многоступенчатых зубчатых передачах оси 
отдельных колес являются подвижными. Примером такой пере
дачи может служить трехзвенный зубчатый механизм, показанный 
в двух проекциях на рис. 7.22, а и б.

В этом механизме зубчатое колесо 1 неподвижно, зубчатое 
колесо 2 имеет подвижную ось 0 2.

Звено Н входит во вращательные пары 0 1 со стойкой и 0 2 с зуб 
чатым колесом 2. При вращении звена Н с угловой скоростью ю# 
колесо 2 обегает неподвижное колесо 1, вращаясь с угловой ско
ростью м 2 вокруг мгновенного 
центра вращения Р0. Колесо 1 
называется центральным колесом , 
колесо 2 — сателлитом и звено 
И — вод илом.

Зубчатые механизмы, в кото
рых хотя бы одно колесо имеет 
подвижную ось и является сател
литом, условимся называть са- 
теллитными зубчатыми механиз
мами.

Связь между угловыми скоро
стями со2 и « я  может быть установ
лена из рассмотрения рис. 7.22, а.
Для скорости ь 0, точки 0 2, являющейся общей для колеса 2 и во
дила Я , имеем с учетом знаков угловых скоростей ю2 и <яя :

Рис. 7 .22 . Схема трехзвениого  п л ан е
тарного м еханизма.

у о, =  ю2л2 =  — соя  (/-! — г г). 

Следовательно, передаточное число /2Н равно

*2 н- “ Г “ 1' я * 21 *

(7.38)

(7.39)

Из рассмотрения равенств (7.39) видно, что передаточное отно
шение 12н есть передаточное отношение при неподвижном колесе 7 , 
а передаточное отношение 121 есть передаточное отношение одного 
трехзвенного зубчатого механизма с колесами, имеющими непод
вижные оси, т. е. как  бы при неподвижном водиле Н. В дальней
шем, чтобы знать, при каком неподвижном звене определяем то 
или иное передаточное отношение, будем у передаточного отноше
ния в скобках ставить индекс того звена, которое принято за  не
подвижное. Тогда уравнение (7.39) перепишем так :

=  1 -  ЦН) \Н 1 ‘21 • (7.40)
6  И. И. Артоболевский



Сателлитные зубчатые механизмы с одной степенью подвижности 
называются планетарными механизмами. На рис. 7.22 показан 
простейший трехзвенный планетарный механизм.

Уравнение (7.40) может быть представлено еще так:

(7-41)
т. е. для планетарных механизмов с круглыми колесами сумма 
передаточных отношений при различных останавливаемых звеньях 
всегда равна единице.

2°. Планетарный механизм, показанный на рис. 7.22, обычно 
используется как механизм для воспроизведения сложного дви
жения рабочего органа машины, закрепленного с колесом 2. На

пример, для вращения лопастей 
мешалок, приводов шпинделей 
хлопкоуборочных машин и т .д . 
Наиболее широкое распростра
нение планетарные зубчатые ме
ханизмы получили в планетар
ных редукторах, предназначен
ных для получения необходимых 
передаточных отношений между 
ведущим и ведомым валами ре-

Рис. 7 .23 . Схема четы рехзвенного плане- Д уК Т О р а . ПрОСТеИШИИ ТЗКОИ р е- 
тарного механизма Д ж ем с а . Д уК Т О р, СОСТОЯЩИЙ ИЗ ЧвТЬфеХ

звеньев (рис. 7.23), может быть 
получен из планетарного механизма, показанного на рис. 7.22, 
если в него ввести еще одно зубчатое колесо 3 с осью 03, входящее 
в зацепление с сателлитом 2 (рис. 7.23).

Д ля определения передаточного отношения С3н  от вала 0 3 к валу 
Он  этого редуктора можно воспользоваться формулой (7.40). Имеем

(7.42)

Так как , согласно равенству (7.37),
¿ (Я ) =  ( _ 1 )  ЦН)ЦН) =  _  ЦНЩН)
‘  31 '  '  32 21 32 21 *

ТО

<7-43)

Если, согласно условию (7.36), ввести в уравнение (7.43) ра
диусы начальных окружностей г1г г2, г3 или числа зубьев г г , г2, г3, 
то формула (7.43) получит следующий вид:

Ш =  1 + ^ = 1 + ^ ,  (7.44)
Н 82 3

или
¿<1) =  ® ! = 1 + ^ = 1 + 5 - =  21±£». (7.45)



В выражениях (7.44) и (7.45) радиус г2 колеса 2 и его число 
зубьев г2 сократились, т. е. колесо 2 является паразитным.

Передаточное отношение г'я3 от водила Я  к колесу 3 редуктора, 
показанного на рис. 7.23, может быть определено из уравнения

0)3 ОД, 1 - 4 ( 0

ИЛИ
г з

1 + г1 +  г3 ’

(7 .46)

(7 .47)

г 8

Согласно равенствам (7.45) и (7.47) передаточные отношения Цн 
и ¿я3 имеют знак плюс. Это свидетельствует о том, что угловы е 
скорости <а3 и со4 (рис. 7.23) имеют один и тот ж е знак. Если бы 
требовалось определить угловую скорость (о2 сателлита 2 в функции 
угловой скорости « я  водила Я , то можно воспользоваться равен 
ством (7.39). Имеем

®2==тя 4 я  =  ®я (1 — ¿21). (7 .48)
Рассмотренный нами планетарный редуктор (рис. 7.23) носит 
название редуктора Джемса.

На рис. 7.24 показан планетарный редуктор типа Д ж ем са , 
но с коническим колесом. Согласно с правилом, указанным в 
§ 32, 3°, стрелки й  и а у колес 1 и 3 имеют противоположные зн аки .
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Рис. 7 .24 . Схема трехзвен
ного планетарного механиз
ма с коническими колесами.

Рис. 7 .25 . Схема четы рех
звенного планетарного м еха
низма типа Д авида с внеш

ним зацеплением.

Следовательно, передаточное отношение имеет знак м инус 
и передаточные отношения г3я  и /яз определяются по формулам
(7.42), (7.46) или (7.45), (7.47).

3°. На рис. 7.25 показан планетарный редуктор, который 
носит название редуктора Давида.

Передаточное отношение от вала 0 3 к  валу Он определяется 
по формуле (7.42). Имеем

Н
(7 .49)



0„ VLiU ■н

Из равенства (7.49) следует, что если подобрать числа зубьев гх, 
г 2, 22’ и г3 колес 1 , 2 , 2 '  и 5 так , чтобы второй член в уравнении 
(7.49) был близок к единице, то передаточное отношение 4Нн  может 
быть весьма мало. К ак это будет показано ниже, редукторы Давида

с малым передаточным отношением обла
дают очень малым коэффициентом полез
ного действия. Воспроизведение таких пе
редаточных чисел практически возможно 
при большом числе оборотов ведущего 
звена и малом числе оборотов ведомого 
звена.

На рис. 7.26 показана модификация 
редуктора Давида с сателлитом, входя
щим в два внутренних зацепления. Переда
точное отношение & $  от вала 03 к валу 
Он  может быть определено по формуле
(7.49). Так как обычно в этой модифика
ции редуктора Давида ведущим является 

водило Н, то передаточное число от вала 0И к валу 03 опре
делится по формулам (7.46) и (7.49). Имеем

Р777/

Рис. 7 .26 . Схема четы рех
звенного планетарного м еха
низма типа Д авида с вн ут

ренним зацеплением

¿'/Л =
1 1

1гн
(7.50)

На рис. 7.27 показана модификация редуктора Давида с ко
ническими колесами. Передаточное отношение от вала 0 3 к валу 
Он  определится по формуле (7.49).
З нак у передаточного отношения 
гзя ’ будет минус, так  к ак  стрелки
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Рис. 7.27. Схема четы рехзвен- 
ного планетарного м ехан и зм а 
типа Д авида с коническими ко 

лесами.

Рис. 7.28. Схема четырехзвен
ного планетарного механизма 
с внешним и внутренним заце

плениями.

a n d  (рис. 7.24) имеют противоположные направления. 
Теперь рассмотрим редуктор (рис. 7.28) смешанного вида с 
одним внешним и одним внутренним зацеплением. Передаточное



отношение Г3‘н от вала 03 к  валу  Он  будет равно

: 1 “  №  = 1 -  <-*) = 1 +  ё г  >
где 2ц г2, г2- и г ,  -  соответственно числа зубьев колес 1, 2, 2' и 3.

Пример. На рис. 7.29 показан сложный р едуктор , у которого колеса 1, 2 , 2 ' 
и 3 образуют планетарный редуктор, а колеса 4 и 3' — одноступенчатую
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Рис. 7 .29 . Схема пятизвенного 
планетарного механизма.

2"

Рис. 7 .30 . Схема двухступ ен 
чатой коробки скоростей.

передачу с неподвижными осями. Общее передаточное отношение б уд ет  
равно

и передаточное отношение ¿43< равно

-а*
г* г4 ’

где гя и г, — числа зубьев колес 3' и 4.
Передаточное отношение Щ'н , согласно формуле (7.42), будет равно

/'I> = 1 _ ЦИ) = 1 _ ( _ п  =  1 + 
гН 81 г3гг ^  г3г2 ’

где 2( , га, г 2/ и г3 — соответственно числа зубьев колес 1, 2, 2' и 3. 
Если, например, гх =  90, % =  30, =  90,

г3 =  20, г3, =  50, =  25, 

то передаточное отношение 14‘3 равно

« , = — й. =  _  2.
г4 2 5 '

Передаточное отношение будет равнозЯ  1

го'*11% = 1+ . и _ = 1 .
зЯ г3 • г2

9 0 -4 0  
‘ 20 - 30 :

и, следовательно, общее передаточное отношение г'4‘я  редуктора (рис. 7.30) р авн о  

*4Я =  т . :  = ‘ 43' ’ 2) • 7 =  — 14.
_  ®4 ,



З н ак минус у  передаточного отношения ('¿у показывает, что валы  0 4 и Он  вра
щаются в противоположных направлениях.

Рассмотрим теперь схем у  коробки скоростей с подвижной осью. На рис. 7.30 
показана двухступ енчатая планетарная коробка скоростей, одна из ступеней 
скорости которой получается закреплением колеса 3, вторая ж е  — закреплением 
колеса 4.

Определим передаточное отношение при закрепленном колесе 4 и вращаю
щемся вхолостую колесе 3 . В  этом случае получаем

// у  =  1 _i (H) =  + l - ( - 1)2 Щ  = — 1 - Щ - .
\ 1 Н !  13 I V /  г г̂ «

При неподвижном колесе 3 и вхолостую крутящ емся колесе 4  имеем 

у  =  1 — к Н) =  1 — ( _  1)2 Щ .
V 1 Н )  14 > z l 2 '

П усть, например, гх — 28, г 2,  =  20, г а„ =  38, z3 =  18, г4 =  36.
Тогда

4°. Сателлитные механизмы с двумя и более степенями подвиж-
ности называются дифференциальными механизмами или просто

дифференциалами. Ниже мы рассмотрим 
кинематику дифференциалов с двумя сте
пенями подвижности.

Примером такого дифференциала может 
служить механизм, показанный на рис. 7.31, 
у которого соосны колеса 1 ,2  и водило Я . 
Колеса 1 ,2  и водило Я  вращаются с угло
выми скоростями ©!, о)2 и (ян . Число сте
пеней подвижности w  этого механизма 
равно двум.

В самом деле, число подвижных звеньев 
в механизме п — 4, число вращательных 
пар V класса рь — 4. Это три пары Ои
0 2 и 0Н, в*которые входят звенья /, 2 и Я  

со стойкой, и пара 0 3, в которую входит водило Я  и звено 3. 
Число пар IV класса р4 =  2. Это входящие в зацепление коле
са 1, 3 и 3, 2. Следовательно, по структурной формуле число w  
степеней подвижности механизма

w =  2>n — 2рь — р4 =  3 -4  — 2 -4  — 2 =  2.

Таким образом, для определенности движения механизма он 
должен иметь заданными законы движения двух звеньев, т. е. 
иметь две обобщенные координаты. Вообще говоря, выбор этих 
двух звеньев может быть произвольным. Например, мы можем 
задаться законом движения звеньев 2 и Я , т . е. законами изме

Рис. 7 .31 . Схема зубчатого 
дифференциального механиз
ма с цилиндрическим коле

сом.



нения углов поворота ф2 и фя звеньев 2 и Я . Тогда, очевидно, 
угол поворота фх звена 1

4>1 =  ф1 (ф«. Фя)- (7 .51)

По правилу дифференцирования сложных функций получаем из 
(7.51)

Лрх _  %  ¿фг , 5ф£ ¿Фя п
сИ Зфа М ' йфд- <И ’ \ • )

¿Ф, йф, ¿Фяили так к а к - ^  =  (Ох и =  ©я, то, следовательно,

=  +  (7-33)

Уравнение (7.53) связывает угловые скорости звеньев 1, 2 и Я .  
Угловая скорость со3 колеса 3 не входит в уравнение (7.53), так  к а к  
колесо 3 является паразитным. Частные производные от угл а  фг 
по углам ф2 и фя суть соответствующие передаточные отношения при 
неподвижных звеньях 2 и Я . Имеем

д(Рн
Уравнение (7.53) теперь можно переписать так ;

« 1 =  ̂ с о а +  А»соя . (7 .54)

Как нами это было показано'выше ((7.40)), передаточное отноше
ние ¿о-! может быть представлено в следующем виде:

№ = 1  -»<?>• (7 .55)

Подставляя выражение для г'/н из уравнения (7.55) в уравнение
(7.54), имеем

(йх== +  (1 —  /< "> ) <Оя>

откуда получаем

ИЛИ
(0х =  Ш я+«(1? ) (®2 - % ) .

/(Я) =  1 5 3 ^ 2  (7 .56)
12 «2- пя  7

где пх, «о и пн  — соответственно числа оборотов в минуту звеньев /,
2 и Я .

Формула (7.56) носит название формулы Виллиса для диффе-
ренцаалов. Формула Виллиса может быть получена т а к ж е



с использованием так  называемого метода обращения движения. 
Он состоит в следующем.

Пусть звенья механизма, входящие в кинематические пары 
со стойкой, движ утся с угловыми скоростями Юц <о2 и в>я- Отно
сительное движение звеньев не изменится, если всем звеньям ме
ханизма сообщить дополнительное' вращение с какой-либо общей 
угловой скоростью. Сообщим всем звеньям механизма дополни
тельное вращение вокруг оси 0И с угловой скоростью — мя , рав
ной по величине, но противоположной по знаку угловой скорости 
звена Я . Тогда звенья механизма будут иметь угловые скорости, 
определяемые из таблицы 3:

Т а б л и ц а  3

Зв
ен

о 
м

е
ха

ни
зм

а П ервона
чальн ая
у гл о вая
скорость

звена

У гловая скорость 
звена после сообщения 

ему дополнительного 
вращ ения

1 щ СО]— (йн —

2 0)2

5.■м3II313

Н <он а н ~  ю// =  0

Следовательно, после сообщения звеньям механизма допол
нительного вращения с угловой скоростью — <оя  звено Я  будет 
неподвижно и дифференциал превратится в обыкновенный зуб
чатый механизм с неподвижными осями Ох и 0 3. Передаточное 
отношение такого механизма равно

©1 — о » п, — пн
* " ) =  5й-==г Г = ^  =  Г И 7 Г . (7-57)

а 2 ШП -2 п Н
где пх, па и Ад — числа оборотов в минуту колес 1 ,2  и звена Я .

Таким образом, мы получили формулу Виллиса (7.56). Фор
мулу  Виллиса можно обобщить на дифференциал с любым числом 
колес до к. Имеем

. . .  Г|)ч й  •» СО гг й . “ “ /I ггц т  =  ̂ ± =  -----н =  _1-----я  (7 58)
1* со* ш. —м.. га. —п.. ' 'Н

Угловая скорость со, не входит в равенство (7.57), так как 
колесо 3 является паразитным (см. § 32, 2°). В левой части фор
мулы (7.57) стоит передаточное отношение обыкновенного зубча
того механизма в предположении неподвижности звена Я . Формулы 
(7.56) или (7.57) связываю т между собой угловые скорости колес 1, 2 
и.водила Я . З адаваясь двумя какими-либо из них, можно всегда 
определить третью.



Из уравнения (7.54) его интегрированием при условии постоян-
Г  " Е Г 0ЧНЫХ о т н о ш е н и й  №  и т ,  ЧТО всегда имеет место 
для дифференциала с круглыми колесами, получаем

Ч>1 =  г'НУ)Ф2 +  г'шФя, (7.59)
где фх> ф2 и фя  — углы поворота звеньев 1, 2 и Н.

Механизмы дифференциалов широко применяются в автомо
билях, счетных машинах, сельскохозяйственных машинах и т . д .

о . Из механизма, показанного на рис.
7.31, могут быть получены и другие меха
низмы закреплением одного из звеньев.
Если закрепить звено Н, то его угловая 
скорость юя  будет равна нулю. Тогда фор
мула для передаточного отношения г13 примет 
известный вид

*13-
«1
« а ’

и дифференциал превращается, к а к  сказано 
выше, в обыкновенный зубчатый механизм *'ис- ‘ -л'г - схема плане- 
с неподвижными осями. Если закрепить одно 
из колес, например колесо 2 (рис. 7 .32), то -ко л есо м .

угловая скорость щ  будет равна нулю, ’ и формула (7 .57) может 
быть написана так:

откуда получим

1<Я) =  _1__Ю1 _
—<*>н  <£>н

А я = 1 - г < ? > ,

Чн,

(7.60)
где Ая — передаточное отношение механизма (рис. 7.31) с непод
вижным колесом 2, подсчитанное от колеса 1 к  звену Н а »<"> — 
передаточное отношение механизма, составленного из тех’ ж е  колес 
с неподвижными осями Ох и 03, подсчитанное от колеса 1 к  колесу 2 
т. е. мы получаем формулу, аналогичную формуле (7.42) для опое- 
«  передаточного отношения планетарного механизма (см.

6 Рассмотрим дифференциал с коническими колесами. На 
рис. 7.33 показан конический дифференциал, применяемый в авто
мобилях. При повороте ведущих колес автомобиля (рис 7 34) 
колесо 1, катящееся по внешней кривой а  -  а , должно пройти 
большии путь, чем колесо 2, катящ ееся по внутренней кривой 
р р. Следовательно, скорость колеса 1 оказывается больше 
чем колеса 2. Чтобы воспроизвести это движение колес с различ
ными угловыми скоростями, и применяется дифференциал с кони
ческими колесами. Коническое зубчатое колесо 1 (рис. 7 .33) полу-



чает вращение от двигателя. Это зубчатое колесо входит в зацепле
ние с коническим зубчатым колесом 2, вращающимся свободно 
на полуоси А. С колесом 2 скреплена коробка Я , служащ ая во- 
дилом. В коробке Н свободно на своих осях вращаются два одина
ковых сателлита 3. Сателлиты 3 находятся в зацеплении с двумя 
одинаковыми зубчатыми колесами 4 и 5, скрепленными с полуо
сями А и В. Если колеса автомобиля движутся по прямым, то можно 
считать, что моменты сил сопротивления на полуосях А и В  равны,

’ и, следовательно, сателлиты 3
находятся относительно их соб
ственных осей вращения в равно
весии, и они не поворачиваются 
вокруг своих осей. Тогда короб
ка Н вместе с сателлитами 3 и

Рис. 7 .33 . Схема конического  авто
мобильного диф ференциала. при его

полуоси А я В вращаются к ак  одно целое в одну и ту же сторону 
с одинаковой угловой скоростью. Как только колеса автомобиля 
начнут двигаться по кривым различных радиусов Кх и к 2 (рис. / .¿4), 
сателлиты 3 начнут поворачиваться вокруг своих осей, и весь 
механизм будет работать к ак  дифференциальный механизм.

Рассмотрим кинематику автомобильного дифференциала. Со
гласно формуле (7.57) имеем

.•я н « 4
ш5-сйя ПЬ~ПН

где л* и п, суть числа оборотов в минуту колес 4 и 5, а пя есть число 
оборотов в минуту коробки Н (водила). Колесо 4 сцепляется с па
разитными колесами 3 (сателлитами), которые в свою очередь 
сцепляются с колесом 5 , одинаковым с колесом 4. Следовательн , 
передаточное отношение равно

2зг5 _ .
е4г3 гь



Знак минус поставлен потому, что стрелки а  и с колес 4 и 5 
(рис. 7.33) не совпадают по направлению. Таким образом, оконча
тельно получим

откуда

или

/I . /1 1] !цн )==̂ ------  = —1,
45 пь~ пн

Я4 — Пц — Пц  —  Пь,

,гя = Ц ^  =  0 15/г4 +  0,5/г5. (7 .61)

Таким образом, сумма двух коэффициентов при м  я ,  равна еди
нице т е. удовлетворяется указанное условие (/.41).

Из формулы (7.61) следует, что число оборотов в минуту 
коробки Я  равно полусумме чисел оборотов полуосей А и В. Ьсл 
одно из колес, например колесо 4, остановится и п4 будет равно 
нулю, то получим

я»
« я  =  у ,

и тогда колесо 5 будет делать в два раза большее число оборотов, 
чем коробка Я . Если неподвижной будет коробка Я  и число обо
ротов Пц коробки будет равно нулю, то

/г4=  — п&,

и колесо 4 будет вращаться с тем ж е  числом оборотов, что и ко
лесо 5 , но в противоположном на- ^

-ЗЕ
-Н ' '  3 /  I

правлении. - д .
7°. Пятизвенный коническии диф- 

ференциал применяется в ^счетных о1\Е± 
машинах к а к  суммирующий меха- 
низм для сложения скалярных вели- 1 1 ̂  
чин, т. е. он осуществляет линейную ^  ^  ^  дифференциаль.
зависимость вида НОГО суммирую щ его м ехан и зм а с  ко-

ническими колесам и .
х ! =  ^ 2 +  рх3. (7.62)

Рассмотрим механизм конического дифференциала' (рис. 7 .35) 
с оавными колесами 1 и 3 , сателлитом Я  и паразитным колесом 2 . 
Д ля него, согласно уравнению (7.59), будет всегда удовлетворяться

Условие (7 -63>

Постоянные коэффициенты ? и р  в уравнении (7.62) будут соот
ветственно равны



так  как , согласно условию (7.41),

i(u ] +  ‘ш = Р +  q =  1. (7.64)

Введя на валы 0 3 и Он  скалярные величины х3 их»  в виде соот-
УГЛ° В П° ВОРОТа *> " Э™Х -«"„“ “ „ „ “ о.ворот вала Ох на угол ф1( пропорциональный величине хл равной

сумме, указанной в уравнении (7,62). Пятнзвенный к о н т к к и й
дифференциал вида, показанного на рис. 7.35, осуществляет сум
мирование при условии, что сумма постоянных р и  / р авн а

p +  q = l .

Если необходимо осуществить суммирование при условии

Р +  Ч Ф \ ,

то надо на одном или обоих входных валах О, и 0 „  поставить ло

шениямиЛЬГ и  Г Р° СТЫе 3убЧаТЫе ПереДЭЧИ С передаточньши отношениями i и i , равными

/ ' __ Р „ ;п q
,(Я) и — (7.65)

13 13

ВыШе мы РассмотРели некоторые виды механизмов диф
ференциалов с двум я степенями подвижности. Эти дифференциалы 
имеют два ведущих звена. В технике применяются 7 а т е Г л „ ™  
механизмы, состоящие из дифференциала, между ведущими звень
ями которого установлена промежуточная зубчатая передача Эта 
передачу накладывает дополнительное условие связи и д З е п е н  

м? ханизм превращается в сложный планетарныймеха-
замкниты1°пиЛ^тНЬЮ подвижности- 7 акой механизм называется замкнутым дифференциальным механизмом.
кп лрря Р/И»  Г о ? ’ а  показан механизм дифференциала, у которого
щей из колес / Т Э Т  пРомежУточной зубчатой передачей, состоя
щей из колес 1, 2 ,2  , 3, вследствие чего угловая скорость колеса 3'
зависит от угловой скорости ведущего звена 1. Д ля определения 
общего передаточного отношения i lH от вала Ох к валу £  удобно 
механизм, показанный на рис. 7.36, а, как бь[ расчленить н Г два  

убчатых механизма. Первый механизм, показанный на рис 7 36 б 
представляет собою простую двухступенчатую зубчатуГпередачу 
состоящую из колес /, 2, 2 ' и 3 Второй механизм, показа/ный н^ 
колес Г  4 V и Редстав^ ет собою дифференциал, состоящий из
фе пен пиал я Ы J  i п ™  С РассмотРения кинематики дифференциала (рис. 7 .36, в). Д ля этого механизма имеем согласно 
уравнению Виллиса, (7.56), согласно



Разделим числитель и знаменатель уравнения (7.66) на угловую  
скорость Получаем

<■>1 1
ЮЯ (1Я— 1

1 '3 ' Ш з _ ,  ю 3 !
(7 .67)

и ан

Вследствие того, что колеса 1 и 1' и <3 и 3’ жестко связаны друг с дру~
ГОМ, ( » 1' =  0>1 И СЙ3 =  <ЙЗ'-

IV/. у/»
Г777771

■2’

-3 3'-

%

Т77777Х

■н
У // /Л

Г \

-г'
■з з’-|

П
а) 6)

РиС 7.36. Схема зам кнутого  дифференциального м ехан и зм а с цилиндрическими
колесами.

Далее рассмотрим механизм, показанный на рис. 7.36, б. Пере
даточное отношение 113 этого механизма равно

Аз —
%
ш3'

Из равенства (7.68) получаем

“ г
й)з =  г -113

(7.68)

(7 .69)

Подставляем полученное выражение для со3 в уравнение (7 .67). 
Получаем

*1Н- 1  _‘13 (*1я ~  0  (7 .70)
шг

"ячз

Из уравнения (7.70) определяем общее передаточное отношение 
11И механизма. Имеем

,  I» («">■-1)
Нн ц и ) - 1 3 •

13 “

(7 .71)



Передаточные отношения, стоящие в левой части равенства (7.71), 
могут быть определены, если известны числа зубьев г1, г\>, г2, г ? ’, 
г3, гу  и г4 колес 1, Г ,  2, 2', 3, 3' и 4. Имеем

(7-72) 

(7.73)

Подставляя значения ¿13 и »<"> из равенств (7.72) и (7.73) в равен
ство (7.71), определяем передаточное отношение й н  от Е ала 0, к валу 
Он  (рис. 7.36, а ). 1

I
*5*1N*1(М .. г2г3

г1гу г1 V ’
г4г3' г3'
г1'г4 V

§ 34. Механизмы передач с гибкими звеньями

1°. Механизмы передач с гибкими звеньями широко приме
няются в некоторых отраслях техники. Достаточно указать на 
передачи ременные, канатные, цепные и др.

Рассмотрим основные кинематические зависимости, имеющие 
место при передаче движения гибкими звеньями. Пусть два звена 1 и 
3  (рис. 7.37) имеют профили, очерченные по некоторым кривым

а — а  и у — у. Гибкое нерастя
жимое звено 2 охватывает про
фили а  — а  и у — "у на участ
ках ВИ и Сп и закреплено свои
ми концами & и п  на профилях. 
Если звено 1 вращать, то гиб
кое звено 2 будет наматываться 
на профиль а  — а  и сматывать
ся с профиля у  — у и тем самым 
приведет во вращение звено 3 . 
Найдем связь между угловыми 

скоростями <»! и о)3 звеньев 1 и 3. Д ля этого воспользуемся методом
мгновенных центров вращения. Мгновенный центр Р14 (звено 4 _
стойка) находится в точке А. Мгновенный центр Ри  находится в 
точке Б .  Мгновенный центр Рп  совпадает с точкой В. В самом деле, 
если мысленно остановить звено 1 , то звено 2 будет перекатываться 
без скольжения по профилю а  — а  звена 1. Точно так  же мгновенный 
центр вращения Р 23 совпадает с точкой С. Мгновенный центр вра
щения Р13 в движении звена 3 относительно звена 1 должен одно
временно лежать на прямых, соединяющих мгновенные центры Р14, 
•̂ *34 и Р ц , Р 23 и в соответствии с этим он располагается в точке пе
ресечения прямых АО и ВС, Следовательно, передаточное отно* 
шение 113 будет равно

(ОРй)

Рис. 7 .37 . Схема передачи с нерастяж им ой  
гибкой нитью и отрицательны м  передаточ

ным отнош ением.

*13 : _ _  __ (Р з4Р 1з)
'со3 (РцРи) ~ (АРоУ (7.74)



Таким образом, направление гибкого звена делит линию, соеди
няющую центры вращения звеньев 1 и 3, на части, обратно пропор
циональные угловым скоростям.

Рис. 7 .38 . Схема передачи с нерастяж им ы м  ги бки м 'звен о м  
и положительным передаточным отнош ением.

В случае деления линии АО внутренним образом передаточное 
отношение отрицательно (рис. 7.37), в случае деления внешним об
разом передаточное отношение положительно (рис. 7.38).

8̂

;РМ)

Рис. 7.39. Схема открытой передачи с не- 
растяжимым гибким звеном и круглы ми 

ш кивами.

Рис. 7.40. Схема перекрестной передачи 
с нерастяжимым гибким звеном и кр уг

лыми ш кивами.

Рис. 7 .41 . Схема бесступен
чатого вариатора скоростей 
с нер астяж и м ы м  гибким зве
ном и коническими шкивами.

2°. При передаче движения гибким звеном посредством круглых 
шкивов (рис. 7.39) передаточное отношение равно

*13 - ’о)3 АР, (7.75)

т. е. передаточное отношение равно обратному отношению радиусов 
и шкивов 1 и 3.
Механизм передачи гибким звеном, показанный на рис. 7 .39, 

носит название открытой передачи. На рис. 7 .40 показан механизм 
перекрестной передачи. Передаточное отношение перекрестной



передачи

На рис. 7.41 показана схема бесступенчатого вариатора скорости 
с гибким звеном 5. Конусы 1 и 2, 3 и 4 специальным механизмом, 
не показанным на схеме, можно сдвигать или раздвигать. При 
этом соблюдается условие постоянства длины гибкого звена 5. 
Таким образом, мы имеем два шкива, у которых можно плавно 
менять радиусы и плавно изменять передаточные отношения.

Передачи с гибкими звеньями широко применяются такж е и 
„ в виде цепных передач, в которых зубчатые звездочки входят в за 

цепление со звеньями цепи. Такие механизмы применяются в сель
скохозяйственных машинах, транспортерах, горных машинах и др.

КИНЕМАТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ ВИДОВ 
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ И ПЛОСКИХ МЕХАНИЗМОВ

§ 35. Механизмы универсального шарнира

1°. В § 11, 4° при рассмотрении рычажных механизмов мы отме
тили сферический шарнирный четырехзвенник.

На рис. 8.1 показан простейший сферический шарнирный че
тырехзвенник А ВСО, оси вращательных кинематических пар кото
рого пересекаются в точке О. В ней пересекаются оси 1,2 , 3 и 4

вращательных кинематических пар V класса. Кинематическая 
схема этого механизма показана на рис. 8 .2 .

Конструктивно сферический механизм шарнирного четырех- 
звенника выполняется так, к ак  это показано на рис. 8.3. Звено /, 
вращающееся с угловой скоростью %  в неподвижном подшипнике, 
выполнено в виде вилки Р, снабженной двумя втулками В я В'

Г Л А В А  VIII

Рис. 8 .1 . Сферический шарнир
ный четы рехзвенник со схема
тизированными конструктивны 

ми ф ормами звеньев.

Рис. 8 .2 . Кинематическая схема 
сферического шарнирного четы- 

рехзвенника.



с одной общей осью ВВ '. Аналогично звено 2, вращающееся с-угло
вой скоростью й>2 в неподвижном подшипнике, выполнено в виде 
вилки Fu  снабженной двумя втулками С и С' с одной общей осью 
СС'. Звено 3 выполнено в 
виде крестовины, концы кото
рой входят во втулки В, В' 
и С, С' вилок F и Р±.

Механизм позволяет вос
производить передачу враще
ния от звена 1 к  звену 2, 
оси валов которых пересека
ются под углем а  (рис. 8.3).

На практике мы встречаем 
по преимуществу тот част
ный вид механизма, когда 
,углы АОВ, СОВ и COD рав
ны 90°. Тогда точки В и В' 
движутся по дуге большого круга , плоскость которого перпен
дикулярна к оси х, а точки С и С' — по дуге  большого круга , 
плоскость которого перпендикулярна к оси у. Описанный механизм 
носит название механизма универсального шарнира  или шарнира 
Гука.

2°. Рассмотрим теперь, в какой зависимости находятся угловые 
скорости о , и « 2. Как это видно из рис. 8 .4, точка В вилки F опи
сывает окружность Р — р в плоскости, перпендикулярной к оси х,

Рис. 8.3. М о дел ь  сф ери ч еско го  ш арн и рного  
ч е т ы р е х зв е н н н к а .

Рис. 8.4. Схема универсального ш ар
нира.

Рис. 8 .5 . К определению  соотноше
ния м еж ду у гл а м и  фх и ф2 поворота 
звеньев ун и версальн ого  ш арнира.

а точка С вилки описывает окружность у  — 7  в плоскости, 
перпендикулярной к  оси у. Угол между этими плоскостями равен 
углу а  между осями х и у.

Если в качестве плоскости проекций выбрать плоскость, перпен
дикулярную к оси х, то окружность р — р на эту плоскость спроек- 
тируется в натуральную величину (рис. 8.5), а окружность у  — у  — 
в виде эллипса у' — у ' .



Пусть в начальном положении ось В В ' занимает положение 
В 0В'о (рис. 8 .5 ); тогда ось СС’ займет положение С0С'0, так  как 
угол ВОС  равен 90° и проектируется в натуральную величину. 
Пусть далее звено 1 повернется на угол <рг . Тогда ось О В  из поло
жения ОВ0 перейдет в положение 0 В Х и угол фх будет проектиро
ваться в натуральную  величину. Ось ОС из положения ОС0 перейдет 
в положение ОСг , которое определится, если к прямой ОВу в точке О 
восставить перпендикуляр и найти точку Су пересечения этого пер
пендикуляра с эллипсом у ’ — у '. При этом звено 2 повернется на 
угол ф2, натуральную  величину которого можно найти на чертеже, 
если совместить плоскость, содержащую окружность у  — у, с плос
костью проекций, т. е. плоскостью, содержащей окружность р — р. 
Это совмещение может быть сделано как  поворот вокруг оси С0С '0. 
При этом точка CL переместится в точку С[, лежащую на перпен
дикуляре QC[ к  оси С0Со- Угол C0OCi и будет искомым углом ф2, 
на который повернется звено 2. Так к ак  угол между плоскостями, 
содержащими окружности (3 — (3 и у  — у, равен углу а  между осями 
х и у, то всегда будет иметь место равенство

QC1 =  QCi cos а . (8.1)

Далее из чертежа (рис. 8.5) видно, что

QCX ̂ С ^ ф !  (8.2)
и

QC'i =  OQ tg  ф2. (8 .3)

iMJEi. — COs а , 
tg<Ps

tgфl =  tgф 2c0s а .  (8.4)

Следовательно,

или

Так к ак  а  =  const, то, дифференцируя выражение (8.4) по обоб
щенной координате фх, находим

4 (tg <Pi) _  d Фг) CQC a  d(Pi
dq>L dtp2 rf<Pi ’

И Л И

dm _r—q =  cos a  , cos2 щ  cos2 (pa

Разделим правую  и левую части на dt. Имеем

- =  co sa -  “2
cos2 фх cos2 фа ’



так  как ^  =  «1 и ^  =  сй2. Следовательно, передаточное отно

шение ¿21 равно
• _  ю2 _  cos2 ф2 1 /g_5\
21 coj cos2 фх cos а  ’

Уравнение (8.4) представим в виде
sin2̂ ! _  sin2^  cos2 а  _  1^£5?1Ф? cos2 а>
COS2 ф ! COS2 ф2 co s  фг

Решая последнее уравнение относительно cos2 ср2, получаем

c o s a ф _______COS2 ф! cos2 а  (8  б)
Чз gin2 ф4 +  cos2 фх cos2 а

Подставляя выражение (8.6) в выражение (8.5), получаем

. ____________ cosa______  (8.7)
*21 о> 1 sin2 фх+ cos2 ф! cos2 а '

Отсюда непосредственно следует, что при равномерном вращении 
одного вала другой вал вращается неравномерно. В самом деле, 
при фх =  0° или фх =  180° имеем

.  _  ы2 _

‘21 — „ —мх cos а

При ф! =  90° или фх = 270° имеем 

t х =  — =  cos а .Mj

Таким образом, передаточное отношение i2i у  механизма шар
нира Гука изменяется в пределах от 1/cos а  до cos а .

Чтобы не было большого колебания передаточного отношения t21, 
оси валов шарнира рекомендуется располагать под небольшим 
углом а.

3°. В ряде машин для передачи вращения меж ду двумя произ
вольно расположенными в пространстве осями применяется меха
низм двойного универсального шарнира.

Рассмотрим механизм двойного универсального шарнира, кине
матическая схема которого изображена на рис. 8 .6 . Этот механизм 
можно рассматривать к ак  два универсальных шарнира, имеющих 
общее звено HKLN. Вследствие того, что оси вращательных^ пар 
по три пересекаются в двух точках О и Ох, механизм двойного 
универсального шарнира обладает одной степенью подвижности.

4°. Рассмотрим соотношения угловых скоростей в этом механизме 
(рис. 8.6). Пусть в точке О пересекаются оси /, 2 и 3, а в точке Ох — 
оси 4, 5 и 6. Пусть угловая скорость звена ABC вокруг оси 1 равна



(!>!, а угловая скорость звена Б ЕР вокруг оси 6 равна щ .  Пусть 
далее оси 1 и 6 наклонены к линии ООх соответственно под углами 
а х и а2. Вилки НК  и ЬЫ находятся в одной и той же плоскости.

Обозначим угол поворота звена НКЬЫ через <р, угол поворота 
звена ЛВС — через фх и, наконец, угол поворота звена ОЕР —

через ср?. Тогда по формуле (8.4) для механизма универсального 
шарнира получаем

tg Ф1 =  tg ф • cos d j, tg ф2 =  tg ф ■ cos а2,
откуда

tg  Ф1 _cos ос,
tg  ф3 cos а 2 " (8 -8 )

Отношение t21 угловых скоростей <о2 и oij может быть найдено 
с помощью формулы, аналогичной формуле (8.5).

Если а г =  а 2, то

cos ах =  cos а 2 и t g q ^ t g q j j ,  (8.9)
откуда имеем

Ф1 =  Ф2. (8.10)
и, следовательно,

=  (8 . 11)

Таким образом, при симметричном расположении звеньев меха
низма угловые скорости звеньев ABC и DEF равны между собой.

§ 36. Мальтийские механизмы

Г .  Мальтийские механизмы, или так называемые механизмы 
мальтийских крестов относятся к зубчатым механизмам с останов
ками, т. е. к  механизмам, у которых ведомое звено имеет периоды 
времени движения и периоды времени остановки.

Механизм мальтийского креста представляет собой звено / 
состоящее из диска с вырезом и пальца А (рис. 8.7). Звено 2 пред
ставляет собой диск, снабженный радиальными пазами. При вра



щении звена 1 палец А входит в соответствующие пазы b звена 2 
и поворачивает его на определенный угол. Звенья 1 и 2 снабжены 
запирающими дугами CDE, предупреждающими самопроизвольное 
движение звена 2. Механизмы мальтийских крестов выполняются 
как  с внешним, так  и с внут
ренним зацеплениями.

Механизм с внешним за 
цеплением показан на рис.
8.7, а механизм с внутренним 
зацеплением — на рис. 8.8.

Механизм мальтийского 
креста после замены высших 
пар низшими может быть 
приведен к обыкновенному к у 
лисному механизму (рис. 8.9).
Д ля определения СКОПОСТРЙ Рис- 8-7 - Схема м ехан и зм а  мальтийского кре- А л л  и и р е д е л ен и л  с к и р и н ш  ста с  внеш ним зацеплением.
и ускорений этого механизма
могут быть приведены формулы для кулисного механизма, выве
денные нами в § 25. При исследовании механизма мальтийского 
креста с внешним зацеплением надо исследовать движение заменяю
щего кулисного механизма при повороте его звена 1 на угол 2ср1( 
для механизма с внутренним зацеплением исследование производится

Рис. 8 .8 . Схема механизма м аль- Рис. 8 .9 . С хем а кули сн о го  механиз-
тийского креста с внутренним за- ма, зам ен яю щ его  механизм  маль-

цеплением. ти й ского  креста .

при повороте звена 1 кулисного механизма на угол 2ф1. На рис. 8.10 
даны диаграммы угловой скорости и углового ускорения звена 2 
для внешнего и внутреннего зацеплений при постоянной угловой 
скорости ведущего звена 1. При внешнем зацеплении угловая ско
рость (о2 и угловое ускорение е2 изменяются по законам, указан
ным на участке АВ диаграммы. При внутреннем зацеплении угло
вая скорость щ  и угловое ускорение е2 изменяются по законам, 
указанным на участках С А и В р  диаграммы. Из сравнения диаграмм



для внешнего и внутреннего зацеплении следует, что мальтиискии 
крест с внутренним зацеплением работает более плавно, чем маль
тийский крест с внешним зацеплением.

Р и с. 8 .10 . Д иаграммы  угловой  скорости и углового ускорения 
кор ом ы сла кулисного м еханизма, заменяю щ его механизмы маль

ти йских крестов с внешним и внутренним зацеплением.

Механизм, показанный на рис. 8 .11 ,обеспечивает равные периоды 
движения и покоя, соответствующие повороту ведущего звена / 
на угол 90°, так  как  углы между пазами и пальцами равны 
между собой. При равных периодах углы \  между пальцами и

Рис. 8 .1 1 . Схема механизма 
м ал ьти й ско го  креста с р ав
ными периодами движения 

и покоя.

Рис. 8.12. Схема механизма 
мальтийского креста с рав
ными периодами движения и 
неравными периодами покоя.

расстояния пальцев от оси вращения Ох должны быть равны. Д ля 
механизма, показанного на рис. 8 .12, периоды движения и покоя 
креста соответствуют повороту ведущего звена 1 на угол 180°.



Если и периоды покоя и периоды движения заданы неравными, 
получается механизм неправильного мальтийского креста. В этом 
механизме могут быть различными углы  меж ду пазами, углы между 
пальцами и расстояния пальцев от оси вращения (Д.

2°. В механизме мальтийского креста с одним пальцем, у  кото- 
пого вектор скорости оси пальца в момент входа в паз направлен 
по оси паза, угол поворота креста за один оборот звена 1 равен

2Ф2= 4 ,  (8 -12>

г — число пазов. При повороте креста на угол 2фа звено 1 
поворачивается на угол 2фх (рис. 8 .7), равный

2фх =  я  — 2фг =  я  ■

§ 37. Векторный метод кинематического анализа 
пространственных рычажных механизмов

/° Рассмотрим некоторые общие положения векторной алгебры, которые 
нам б у д у т  н°обзГодимы при кинематическом анализе пространственных меха-

НИ31Обозначим сокращенно через Эа и £>& декартовы системы координат но
меров а и Ь (рис. 8.13, а). Пусть известны проекции некоторого вектора то

Рис. 8.13. Д екар товы  системы координат в совмещ енном и несовмещенном ви дах .

на оси ха, Уа, *а, их мы обозначим соответственно через ®<а>, ®<а)- 
Требуется определить величины ю («, иК«, и**) -  проекции того же вектора на

°СИ П онош ении этого вопроса мы для удобства будем считать (рис, 8 ,13, б), 
что н а ч а л а  координатных систем О а  и О *  совпадают, ибо параллельный пере
нос осей координат не приводит к изменению проекции вектора.

2°. Вектор и> можно представить следующим разложением по осям ха ,
Уо,'  ̂ 2д* /о 11)\

Ю = 1а®М+]а® )̂Л-Ьаи>{£)- (8ЛЗ)

!■> Данный параграф составлен автором по материалам, предоставленным 
ему А. Г. Овакимовым.



нуж„Со РГ о ™ РЛ М, Г ТОР W На 0СИ «»’ Zb- Д ля этой «ели выражение (8.13) 
Получим скалярно на единичныи вектор (орт) соответствующей оси!

W(b) = i b - w  =  i b - i b w ( a )  +  i b  . j aW(a )  +  i b  . k a W(a ) t

wib) =Jb -W =jb • iaW[a')+jb-Jaw(ia)^-Jb . kaw(a)̂  ^g ] 4^

W(b)=kb-W = kb-iaw(a) - f  kb • j awia) +  k(). kaw(a).

Из этих равенств видно, что каждая из искомых величин w^  (к — 1 ,2  3) ли- 
неино выражается через известные нам проекции ш(а), wWи w(a). Коэффициентами

ных систХемВП ИЧ!!НП Т Я7 СЯ скаляРные произведения ортов координат- 
° b' J  0 будут косинусы углов между соответствующими ко- 

мул (8 Л4) МИ °СЯМИ‘ например, коэффициенты из первой строки фор-

h - l a =  cos (лгй, ха) 1 lb - j a =  cos (х^~уа), 

ib -ка = cos ( x ^ z j ,

щиЛеЯГ н у есы Г Г в Т и с Т е м е ^  °СИ Н собой направляю-

3 . Для некоторых выводов, которые будут сделаны позже, коэффициенты 
при проекциях аК»), w<b) „ w(b, в равенствах (8.14) мы выпишем в виГтаблицы 
(матрицы)х)

lb ' i-a ib' ill ib ' &а II 
Mba~ jb ’ ia fb j a  ib-ka I (8 .1 5 )

kb ' ia кь • j a kb • ka ¡1

(8.16)

которую можно переписать еще так:

cos (л С *ха)  cos ( x ^ y j  cos ( х С г а ) 

c o s G ^ J  cos ( y ^ y j  cos ( y ^ z j  

I cos (zb, xa) cos (zb, y a )  cos (zb , za)

_п^ * а»есть матРица направляющих косинусов; элементами ее первой второй 
л а Л Г ^  и Г в  сисЛтемеТД а !1аПРаВЛЯЮЩИе К0СИ" УСЫ соответственн° осей коорди- 

Введем в рассмотрение матрицы-столбцы

w[a) w(b)
wfa> - w\a'> t w( = wW

WU)

они составлены из проекций одноименного вектора на координатные оси систем¿'А И иЬ’
Приводимая ниже матричная формула

и>{Ь' = Мьа™1а' (8Л7)

*) См. приложение 1, стр. 629.



есть компактная запись, позволяющая осуществить перевод проекций вектора w  
из системы Da в систему £>/,. Развернутую запись этой формулы можно получить 
в соответствии с известными правилами умножения матриц1). Эта запись, естест
венно, совпадает с равенствами (8.14).

Матрицу косинусов Мьа обычно называют матрицей поворота. Умножение 
на матрицу М*а , как  это видно из (8.17), по своему результату эквивалентно 
повороту системы Dа в положение!)*, в связи с чем ее называют матрицей поворота, 
осуществляющей совмещение системы Da с D/,.

■f. Установим теперь взаимосвязь между двум я матрицами М*а и Маь с р аз
личным порядком индексов а и Ь.

Пусть, например, известна матрица Мьа- Элементами строк искомой матрицы 
Маь должны являться направляющие косинусы осей ха, уа и га в системе D/,. Обра
тившись к записям (8.15) или (8.16) матрицы М/,а и просматривая ее первый, 
второй и третий столбцы, мы увидим, что в них представлены интересующие 
нас направляющие косинусы соответственно осей ха, уа и z„.

Следовательно, матрица Маь может быть получена из матрицы М Ьа путем 
замены ее i -й строки (t =  1 , 2, 3) столбцом того же номера, т. е. в результате 
транспонирования матрицы Мьа- Это условие может быть записано так :

МаЬ =  М'Ьа> (8.18)

где знак штрих принят в качестве символа транспонирования матрицы.
5°. В задачах кинематики пространственных механизмов часто использу

ются матрицы частного вида — для случаев, когда у систем Оа и йь совпадает 
(либо параллельна) одна из трех координатных осей, например ха и хь.

Рис. 8.14. Располо
жение осей коорди

нат П РИ  Х\ = х%.
Рис. 8.15. Располож е
ние осей координат при 

Уз — Уз-

Рис. 8.16. Р асп оло ж е
ние осей координат при 

2з =  г4.

У систем и £>г (рис. 8.14) общей является ось % =  х2. Взаимное угловое 
положение этих систем определяет угол <р21. Направляющие косинусы осей х2, 
у2 и г2 представлены в строках матрицы

||1 О О 
М j j  =  0 cos ф21 sin ф21

I 0 — S in  ф21 COS ф21

(8.19)

В обозначении этой матрицы верхний индекс введен с целью подчеркнуть, что М 21 
есть матрица поворота вокруг оси хх =  х2.

Представленные на рис. 8.15 и 8.16 системы координат £>2, 0 3 и В3, ¿>4 имеют 
соответственно общие оси у2 =  у3 и г3 == г4. Матрицы поворота вокруг этих осей

*) См. приложение 1, стр. 629,



таковы:

М ‘л--
32

Af*3 = 43

COS фз2 0  —  S in  фз2

О 1 О
sin фз2 О cos фзг

COS ф13 s in  ф43 О II

—  s in  ф43 COS ф4з 0  .

О 0  1

(8 .20)

(8.21)

6°. В ряде случаев для перевода осей некоторой системы координат Dai 
в параллельность осям другой системы Dan приходится выполнить не один, а не
сколько поворотов. Рассмотрим вопрос о том, как  в этом случае определить ма
трицу Manav

Через Dav Day  . . . ,  Dajl обозначим положения, в которые мы последовательно 
переводим систему координат D .

Для вывода нужной нам зависимости с помощью формулы (8.17) переведем 
проекции некоторого вектора w  из системы Dai в ее последующие положения. 
Будем иметь

w(a^ — М w = М„  „ М„ п w(ai\O3U2 Ü3Q2 CL%Q.\ У

— Ма„а .W п п —Х
(an-l) . =Ма а ^ ' п п—1 ' ^aaa,^a2aiW

(а,)

Сопоставление последнего выражения с формулой (8.17) приводит нас к вы
воду, что

М„ „ —М„ „ ^ ...• М.а̂ а Ма

Замечаем, что в матрице-произведении Мапа1 множители следуют слева направо 
в порядке, обратном последовательности поворотов.

Аналогично предыдущему можно записать

М а а  = М а а  М а а ' 1 П  1 2  2  3
(8.23)

если учесть, что при переводе системы Оап в положение Оа  ̂она последовательно
будет занимать положения Оап ,Иап_-..........£>Й1.

Когда известны множители одной из матриц Мапа  ̂ или Ма^ п, то может 
быть определена любая из них, ибо, согласно (8.18),

Если, например, £>2, . . . ,  Д , — положения системы 1>0 при переводе ее 
в  параллельность осям системы £)4, то

причем

М40 — М43М32Мг1М10,
М04 — М01М12М23М 34,

М = М ' М —М'JY,o i  i n io> 12 21* •••



Обычно в равенствах вида (8.22) и (8.23) множителями являются матрицы 
типа (8.19)—(8.21).

7°. Применим изложенный выше метод к  аналитическому решению задач 
кинематического анализа пространственных механизмов. Рассмотрим вначале 
механизмы, образованные из незамкнутых или так называемых открытых кине
матических цепей, представляющих собой ряд последовательно соединенных 
звеньев, каждое из которых является ведущим.

Звенья незамкнутой цепи могут иметь различное число степеней свободы, но 
число степеней подвижности ш ее последнего звена равно сумме чисел степеней

свободы всех кинематических пар цепи. Если цепь имеет только пары V класса 
(рис. 8.17), то т  совпадает с числом рь этих пар.

Решение задач кинематического анализа открытых цепей будет пояснено 
на примере схемы, представленной на рис. 8.17 и обычно используемой в мани
пуляторах в качестве механизма так называемой «руки». Все звенья этой цепи — 
стойка 0 и шесть подвижных звеньев 1, 2 ........ 6 — соединены между собой вра
щательными парами. Оси соседних пар А п В , С к О , Е и Р  взаимно перпендику
лярны и пересекаются между собой. Точки В , С и £  лежат в одной плоскости 
с осью шарнира А;  этой плоскости (на рис. 8.17 она не показана) перпендику
лярны оси шарниров В и С.

Переменные параметры, с помощью которых мы определяем положение 
системы, как известно, носят название обобщенных координат. В открытой цепи 
в качестве обобщенных координат д1г гу2> •••> <7я следует выбирать линейные и у г
ловые величины, которые определяют взаимное расположение звеньев кинема
тических пар цепи. Д ля поступательной пары эта изменяемый размер I вдоль



оси пары, а для вращательной пары — это угол <р*, ¡¡-1 относительного поворота
звеньев пары 6 и к — 1. Так, например, в качестве обобщенных координат о ., о,....... ..
открытой цепи на рис. 8.17 удобно принять шесть углов ф10, <р21, . . . ,  т . .  относи
тельного поворота соседних звеньев этой цепи.

__ДЛЯ целей кинематического анализа с каждым подвижным звеном к цепи 
(£ — 1 , 2 , . . . )  мы связываем декартову систему координат с осями хк, у и, гк. 
Наличие этих относительных, иначе локальных, координатных систем поз
воляет нам:

а) составить матрицы поворота для перевода проекций вектора из относи
тельной системы координат в абсолютную и наоборот;

б) пользоваться определенным правилом знаков для измерения углов по
ворота и их производной по времени, т. е. относительных угловых скоростей и 
ускорений звеньев.

8°. В задаче о положениях открытой цепи по заданным значениям ее обоб
щенных координат нужно в системе координат О0, связанной со стойкой, опре
делить проекции единичных векторов осей кинематических пар и звеяьев, а также 
абсолютные координаты интересующих нас точек.

Связывая координатную систему со звеном й, одну из ее осей, например г*, 
нужно совместить с осью пары (поступательной или вращательной), соединяю
щей это звено с предшествующей, а другую ось — с осью звена.

Обратимся к схеме механизма, показанного на рис. 8.17. В каждой из точек 
В, С и Е пересечения осей соседних вращательных пар мы располагаем начала 
координатных систем двух соседних звеньев.

У звеньев /, 3 и 5 оси г1, г3 и г5 мы совместили с осями шарниров В, С и Е, 
а оси хх, х3 и хъ направили вдоль осей пар А , О и Р.

Связывая координатные оси со звеньями 2, 4 и 6, мы должны учесть, что 
с осями пар В, О и У7 ранее были совмещены оси гх, х3 и х5. Поэтому с последними 
удобно совместить одноименные оси г2, х4 и хв. Наконец, совмещаем ось лт2 с осью 
ВС звена 2 и принимаем, что ось параллельна оси 25, а ось гд параллельна пло
скости захвата, т. е. плоскости звена 6.

В заключение отметим еще, что у неподвижной системы координат £>0 =  
=  Вхуг ось х удобно совместить с осью хх и также направить ее вниз.

Оси гх =  г2, г3 и г6 перпендикулярны соответственно плоскостям углов

Ф21 = х г> * 1 » ф зг=  *з> *2» ф5 4 ” *б» '* "1 (8.25)

и определяют положительное направление их измерения — против хода часо
вой стрелки, если смотреть с конца координатной оси. Отмеченный на рис. 8.17 
угол <р43 для удобства чертежа измерен в противоположном направлении и поэ
тому взят со знаком минус. Три других угла

фю =  г1> г 1 Ф43—  г 4 > *3 , фев —  г6 . (8.26)

измеряются в плоскостях, которым перпендикулярны соответственно оси хх =  х, 
хз =  Ч и хь — хв• Эти оси определяют правило измерения названных углов.

Имея декартовы системы координат £>0, Ох, . . . ,  1)в на звеньях 0, 1, . . . ,  6 , 
можно определить матрицы поворота

Мои
Мм =  МпМ12,
М03 =  М01МпМ23 =  М02М23, (8.27)

.................................................
Мов =  М01Мп  • •  Мш =  МаъМй$.

Эти формулы записаны в соответствии с правилом (8.22). Легко видеть 
что по известным множителям Мох, Мы, . . . ,  М 5в матрицы Мов могут быть опре
делены все нужные нам матрицы поворота Мох, М02, . . . ,  Мт , Их, естественно,



удобно определять в перечисленной последовательности с помощью правых 
частей формул (8.27).

Таким образом, мы вначале должны составить матрицы М 01, М12, .. . , м ;л. 
Это связано с рассмотрением взаимного положения осей двух  координатных си
стем, указанных в индексах матриц.

В исследуемой цепи каждые две соседние координатные системы и\ и и  
(к =  1 , 2 , ... , 6) имеют по одной оси х* Ц хк̂  или гк ||г*_1 , вокруг которой система 
Иь повернута относительно другой на угол ф*, и-\- Поэтому среди Мт , Л112).. .  
. . . ,  М5в будет всего два типа матриц — матрицы поворота вокруг осей х и г 
соответствующего номера. _

Координатные системы Оп и £>4, Оэ и 0 4, £)6 и имеют по одной общей оси 
X за * !, *3 =  ж4) х5 =  хе. Взаимное положение этих трех пар координатных си
стем определяют углы <р10, ф4з и фвг,-

Используя рис. 8.18, составляем матрицу Л401:

Две Другие матрицы того же типа М34 и УИ56 отличны только тем, что в них вместо 
угла ф10 входят углы ф43 и фв5 соответственно.

Координатные системы и 0 2, £>2 и 0 3, £>4 и 0 5 имеют по одной параллель
ной оси г4 = г 2, г2 ||г3 и г4 Цг6. Взаимное угловое положение этих трех пар коор
динатных систем определяют углы <р21, ф32 и ф64.

Используя рис. 8.19, составляем матрицу Мп :

Матрицы М2з и М45 имеют такой же вид, достаточно только угол ф21 соответст
венно заменить на ф32 и ф54.

По известным значениям углов ф1С, ф21, . . . ,  ф65 вычисляем элементы матриц 
УИ01, Мп , . . . , Мм , являющиеся функциями этих шести углов. Далее, используя 
формулу (8.27), т. е. последовательно перемножаяг) названные матрицы, мы 
находим пять матриц Л102, Мш, ..., Мов. Именно эти матрицы вместе с ранее 
найденной МВ1 подлежали определению.

О О
О сое ф10 — ф10 

О фхо сов ф10

(8.28)

Рис. 8.18. Схема располо
жения координатных осей 
с соответствующими у г 

лами меж ду ними.

Рис. 8.19. С хем а располо
жения координатны х осей 
с соответствую щ ими углами 

м еж ду ними.

с08 ф21 — вт ф21 О 
М12 =  М $1=  вШфи сов ф21 О

О 0 1
(8.29)

х) Решение этого вопроса, так же как и других задач кинематики рассматри
ваемой многозвенной цепи, ввиду большого объема вычислений предполагает 
использование ЭВМ.



9°. Переходим к  вопросу определения абсолютных координат точки на звене 
открытой цепи.

Пусть, например, на звене 6 задана точка Р  (рис. 8.17) с относительными 
координатами х'£', У р, ¿ р ,  они являются проекциями вектора ЕР =  с на оси 
системы Ехвувгв.

Для определения абсолютных координат точки Р ее радиус-вектор гр =  ВР 
представляем в виде суммы

Гр — i 2lB C с — а  +  & +  с. (8.30)

В этом равенстве сумма первых двух векторов 121вс = 'а  и /4/СЕ =  Ъ определяет 
радиус-вектор ВЕ точки Е.

Векторы а , Ь и с известны нам соответственно в координатных системах 
1 >2. £>4 и £>6. Выписываем матрицы-столбцы

(8.31)

составленные из проекций одноименных векторов на оси хк, ук, гк (к — номер 
системы координат й к), они содержат известные нам величины.

Проекции векторов-слагаемых равенств (8.31) с помощью матричной формулы 
(8.17) мы переводим в неподвижную систему координат О0 =  Вхуг, связанную 
со стойкой. ПоЛучим

1вс l CD хЫ
а <2) = 0 6<4,=ч 0 с"» = У{Р

0 0

где
rp = M02a'2> + Moibu> + Moec<°>> (8.32)

есть матрица-столбец из абсолютных координат точки Р. При гр верхний индеко 
«0» мы опустили, к ак  и при осях х, у, г и их ортах.

Аналогично изложенному выше можно определить абсолютные координаты 
любой другой точки механизма.

10°. Задачу о положениях мы окончим вопросом о проекциях единичных 
векторов осей шарниров А, В, ..., F; их мы обозначим через е и  е г , е в.

, Эти векторы совпадают с одним из ортов координатных осей на звеньях
2 ........ 6 и, к а к  мы увидим позже, их проекции на оси неподвижной системы

координат De содержатся в матрицах М01, М02.........Мое, ранее вычисленных.
Возьмем одну из трех матриц Mok (k — 1, 2 ........ 6). В матрице Мок элемен

тами первого, второго и третьего с т о л б ц о в  являются направляющие коси
нусы осей хи , У k-, ¿k в системе D0 или, что то же, проекции ортов 1к, J k, к к на оси
X, У И 2.

Д ля получения проекций интересующих нас ортов мы можем ограничиться 
рассмотрением только трех матриц УИ01, М1а и М05 из шести ранее перечислен
ных. Это объясняется взаимной перпендикулярностью трех пар шарниров А и 
В, С и D, Е и F.

Проекции ортов е г s  1Х и е 2 ^ к х =  ft2 осей шарниров А и В содержатся 
в первом и третьем столбцах матрицы М01.

Проекции ортов e s =  ê j  и е4 =  ¿3=  /4 осей вращательных пар С и D в ма
трице М 03 занимают соответственно третий и первый столбцы.

)



Проекции ортов * 6 и *  -  /5 -  /. осей пар Е и ^  содержатся соответ- 
ственно в третьем и первом столбцах матрицы /и05.

(8.33)
яг1!0!5’ т[%*'

Мов = т Т т ? / ’ т ' . $

т 'А * ‘
т 0̂5) К ?

Ниже в качестве примера мы приводим матрицы-столбцы:

е вх  II

е в = е ву = т '$ '

е вг 11 /п'Л51

(8.34)

составленные из проекций векторов еъ и е„ на координатные оси х, у, г. В них 
представлены элементы третьего и первого столбцов мюриды М№.

Из предыдущего видно, что определение проекции ортов еъ е2, е» сво 
л и т с Г к  тому что этим проекциям мы приписываем («присваиЕаем» — в терми
н а х  программирования на ЭВМ) значения определенных элементов матриц

Л4о1’ /^°3Переходим к рассмотрению вопроса об определении угловых скоростей 
„ у с к о р е н и й  звеньев механизма (рис. 8.17). При определении этих векторных 
оопииин считается известным движение каждого звена к по отношению к пр 
Г д у Г м Г Г -  Ь В рассматриваемой нами цепи (рис. 8.17) эти движения опреде- 
п яютппоизводные относительных угловых скоростей и ускорении ерь к-1  “ Ф к-г 
¡и — \ 2 6) (это производные по времени от обобщенных координат <7/г 
=  фь 'к 1 ¿ п и  и поэтому их можно называть еще обобщенными скоростями и

" ^ “ тельном д ви ж ен и и  ^звена к по отношению к звену *  -  1 угловая ско
рость и угловое ускорение звена есть векторы

Ю*. А_1 =  ̂ йФ*. к-Ь 
8*. к-1 — ек§к, к-и

..„„линеарные оси вращательной пары, соединяющей звенья к я к — 1 , еь 
является единичным вектором оси этой пары. После вычисления проекци 
этих векторов можно перейти к  определению абсолютных угловых скоростей и

УСК°Абсолютное движение звена к складывается из двух движений -  перенос- 
ного вместе со звеном к — 1 и относительного по отношению к этому звену. 
Ирктопы <аь . и <оь ь_, есть угловые скорости этих двух движении.

Известно что угловая скорость звена, совершающего сложное Движение, 
складывается'из угловых скоростей его в переносном и относительном движениях. 
Следовательно, угловая скорость звена к равна

(8.37)

(8.35)
(8.36)

С0;г =  (0/г_х +  <й/,1 й_1 .

Эта формула позволяет последовательно определить угловые скорости всех
звеньев 1, 2, 6 . Имеем

Их =  <в0 - г и,,; — ̂ хФю.
*>2 =  ®х + ю2х = ехфхо+ЭДг!.,



Из последних равенств видно, что угловая скорость звена к равна

- V I  к&к = = Д ] е$1.1-1 (8.39)

слагается из относительных угловых скооостей чирия ь »щих в цепи. ростеи звена я и всех ему предшествую-

,, « « а д

“ : р"ца- ™ - ”  » » р «  * « .  

вательно к  ее  з в е н ь я м г ^ Т ф о р м у л у 0* " 0 определнть’ применяя последо- 

Ч  =  е*_ ! +  е*, /;_ ! 4 - Щ 1  х  ^  (841)

^ Т . ™ « “ ЯЛ . , ен, Г 0'>,'0а 3” " СЬЮ " о 1* " "  “ > ■ « о * -

в а р а ж е Г » “ № ! ,̂ а 1̂ / Г Г ^ Г М еР' " Ш,р“ * " “  “  » Р '” »
кого дви ж ен и я (звена А — 1). Совокупность л в м  п гХ н тВОе уск°Ренне перенос- 
изводную ¿б),„ . , /¿/- вектопи, , 1 » л » л т  ДРКих членов выражает про
движении характеризует изменение вектор/“ орени* звена * в относительном 
щемуся в движении звену к — 1 (это относителмгя’/ппп 0ТН0ше"ию к  находя-

■ " ' Г М , ?  “ *„• *-■ Г 4 "  **•
После того к а к  н а й д а н ^ ^ ^ в ы е ЮсторостнЫн " ! 'С'‘0Р'™ *  ~ " '

» >  »>Д»«а не представляет о с о б У  “ р Е о т Г “ “  исслед' ,“ "го

около этой точки Поэтому ргли мопоо £ точке О и вращательное (сферическое)

= +  ®мо» (8.42)
аЛ =  « о + ал:о. (8.43)

в которых через ъмо  и а ш  обозначены скорость и ускорение точки О в движении 
по отношению к  полюсу а  э „  векторные величниы в ! ™ ,  п о Т о ^ л “

^мо — ̂ ХР, '  (8.44)
а Л10 =  й)Х(<«)Хр)+8Хр, (8.45)

определшощийГ̂ тносетельтое” п о л ^ Г т о ^ е к  'о  £ * *  Р ^ - т о р ,  

рение « * » “ "■ и уско-
(рис 8УЛ7)’. например’ нужио определить скорость и ускорение точки Р на звене 5 

Выбрав в качестве полюса точку Е, будем иметь

®Р=='г’£ +  ®Р£ =  ®£+й)вХ£Я. (8.46)
Если сюда вместо вектора vE на основании аналогичных равенств подставить

®£ =  +  ®£С =  +  ®СВ +  ̂ £С =  ®г ХВС+<04х С £  ,



т. к. т>в =  0 , то, следовательно,

г>р =  г>с в +г>£С +  Яр£ =  а>ах 5 С  +  й>4ХС£ +  юв х £ Р .  (8.47)

В этой формуле векторы ВС =  а , СЕ =  Ь, ЁР — с нам известны своими проек
циями на оси х, у, г. Эти проекции определялись с помощью матричной формулы 
(8.32) при вычислении абсолютных координат точки Р. В проекциях на те же 
оси нами были определены все угловые скорости и ускорения. Поэтому исполь
зование формулы (8.47) затруднений не вызовет.

Ускорение точки Р можно записать в виде равенства типа (8.43), т . е.

Q-p “  &Е ~Ь (8.48)

Из аналогичных соотношений следует, что

а Е — а С +  а ЕС =  ЙВ +  °С В  +  а ЕС> 

так как а в =  0 , то, следовательно,

tip =  Н~ ̂ ес (8.49) 
где __ __

а СВ =  (а2 Х  ( ® 2 Х В С )  +  е 2 Х В С '> 

а ЕС = = « 4 X С“ 4 х  СЕ) +  е4 х  СЁ, 
а РЕ= шв х  (toe X Е Р) +  е 6 X Е Р .

Аналогичным образом можно определить скорость и ускорение любой дру
гой точки механизма.

13°. Рассмотрим вопрос о том, к ак  с помощью векторного метода, изложен
ного нами выше для общего случая пространственней кинематической цепи, мо
гут быть решены некоторые частные виды про
странственных механизмов. Начнем с рассмот
рения кинематики ранее приводившегося сфери
ческого механизма.

На рис. 8.20 изображена схема сфериче
ского четырехзвенного механизма. Оси всех че
тырех вращательных пар А, В, С и D механиз
ма пересекаются в точке О. На сферах с цент
ром в точке О располагаются траектории., всех 
точек механизма.

Как это было изложено выше, в § 35, 
в практике наиболее распространен частный 
вид сферического четырехзвешшка, в нем углы 
АОВ, ВОС и COD равны 80°.

Д ля целей кинематического анализа со 
стойкой 0 связана (рис. 8 .2 1 , а) основная си
стема координат Oxyz, ее ось г совмещена с осью вращения ведомого звена 2, 
а ось х лежит в плоскости осей шарниров А и D. У вспомогательной системы 
координат ОхьУьгь ось г* направлена по оси вращения ведущего звена 1, а ось 
Уь совмещена с осью у.

Через ив, ис и uD =  ft мы обозначим единичные векторы осей вращатель
ных пар В, С и D ведомых звеньев 2 и 3 *). Вектор ив нам известен, ибо положе
ние звена 1 задано.

1) Некоторые необходимые сведения по векторной алгебре даны в приложе
нии 2 (стр. 635).

7 И. И. Артоболевский

Рис. 8.20. С хем а сф ерического 
четы рехзвенного м ехан и зм а.



Неизвестен только орт ис оси ОС, находящейся в плоскости Оху. Проекции 
орта я с  на оси х, у и г связаны с углом ф2 поворота звена 2 соотношениями

иСх^ю% ср2, иСу =  ^ ^ ,  « Сг =  ° . (8-5°)

Поэтому, если будут определены проекции орта ис , мы без труда найдем угол <рг,

А=к *и в

Рис. 8 .21 . К  определению кинематических параметров крестовины механизма ш ар
нира Г ука.

Д ля последующего нам потребуются проекции орта ив на оси ж, у  и г .  Они 
таковы:

иВх =  cos a  cos ф1( иВу =  sin ф1) иВг =  — sin a  cos ф1# (8.51)

Получить эти выражения несложно. Раскладывая вектор ив по осям хь, Уь =  
=  у  и z¡), имеем

ив  =  /й созф х+ у s n ^ + f t 6 -0 . (8.52)

Ось лежит в плоскости Оху и образует угол 90° +  а  с осью г. Поэтому ее орт 
можно представить таким разложением:

ib =  k cos ( 9 0 ° - f a )+ ¿  sin (90° +  a ) .

Подставив это выражение в равенство (8.52), получим

uB =  i  cos a  cos Фг + У  sin фх—k sin a  cos

откуда мы приходим к  формулам (8.51).
Перейдем к  определению орта ис . Этот вектор образует прямые углы с осями 

шарниров D и В. Эти два условия можно записать в виде равенства нулю ска
лярных произведений к-ис  и ав -ас . Вектор ис  является единичным, и поэтому 
его скалярный квадрат u'¿ =  1 .

Таким образом, для нахождения проекций вектора я с  мы имеем систему 
trpex уравнений:

A -b c =  0 j hb - 0 c  =  Oj Uq~  1* (8.53)



Такая система уравнений рассмотрена и в о б щ е м  в и д е  решена в приложешш2 
С о п о с т а в и в  уравнения (8.53) и (1) приложения 2, применяем формулы (6) к  на 
шему случаю (ct =  с2 =  0). Получим uCz -  0 и

ЬиВуУ  и*Вж + и%у) :(ивх+иВу),
и с у  =  ( 8ивх  V и Вх +  и в у ) : {и В х +  иВу)

ИЛИ — 6 Sin ф)____ _
003 (*}‘2 Ucx У  sin2 Ф1 +  cos2 a  cos2 tpi (8 .54 )

6 cos a  cos (pi 
sin ф3 =  иСу — у  sin2 ^  cos2 а  cosa фх

Нетрудно видеть, что мы получили те ж е формулы, что и в  § н°^эти^ф ^

6 мы выбираем поло:
жительное направление оси ОС шарнира С ПОИНЦипиально возможны две

При заданном положении звена / (оси Уй) принципи^.ь ;
сборки ведомой части 2 — 3 механизма. Эти две р в q  и в  (в других
в них ось ОС перпендикулярна к  плоек i  следовательно, распо-

”“ “ «зг  г » » “ " « r r . ™ «  » » ? » » » » • < * » < *
в обоих сборках пР ™ " м ь ю л е н н о  представить направление вектора А  =  

ление орта ис совпадает с А, то 6 -  +  1. Д ля рис. o.¿ , ,

Р а з д о и м  вторТравенство из (18.54) на первое. Получим 
tgф2 =  — c o sa c tg ф 1.

Дифференцируя это выражение по фь  находим

— 1— ^$g =  c o s a -: ' 
cos2 ф2 d<px sin2 ф!

откуда следует, что , _ =  co sa co s2

<р‘ d<pt Sin2 ф!

Если в этом равенстве созф2 заменить соответствующим выражением из (8.54), 
то получим окончательно с учетом того, что о

_______ c o sa_______ ^  (8.55)
<Pá — dipt=  sin2 ф! +  cos2 a  cos2 ф !'

Определим еще функцию Ф? =  d W * P Í . * • е - аналог УГЛ0В0Г°  уСК° РеИИЯ 
звена 2. Дифференцируя (8.55), получим

— 2 sin ф( cos ф! cos a  (1 —cos2 « )  ^
^  =  (sin2 ф! +  cos2 a  cos2 фх)2 ’

ИЛИ „ _ ^ 2Фа sin 2ф£ sin2 a  , , )3 (8.56)
4)3 ¿ф? “  c o sa  J

если для более простой записи использовать затем выражение (8.55).



равенств””^10 С" Р" ,Ь Н у г" ”“  2  „о *к„  о „ р „ ь с „ „ „ „ „

¿ф2039 = й(
Срф»

82 —  ~Цз =  фа ш? +  Фа'е;

(8.57)

(8.58)

ф Г = Т и РЖе?о углоте™ ?ск^ ен и е  $ 1ИГ Г ’ 3 ТаЮК6 УГЛ0ВУЮ СК0Р ^ ь  звена 1

« «  с™е“ »Сс°,с“ ,“  Й СОС8„2?р„С„“ Л
в плоскости л ; осей 0 5  и О г= ОБ Так 
как /3 — ив, уд =  ис> то

(8.59)

п £ ? КЦИИ °рта * 2 УД°6но определять 
после того, как вычислены проекции век
торов ид и ис . Д ля этого мы используем 
формулы

эткппр,™ » К 0̂Пределению скоростей и ускорений  крестовины сферического 
механизма.

к3 х ~  иВгиСу,

К г - иВХиСу — иВуиСх,
к3у ~  иВ гиСх>

(8.60)

в них учтено, что «_  =  о 

ввен^ Радоу™ектор°/’ °^= т абс0ЛЮТНЬ|* координат некоторой точки К
ложением по о I «  “ “ “°

гК==*зх'к+ ./зУ к+ кзгк> (8.61)
где х£\ у<*>, г'£>— координаты точки К в системе 0хаи3г3

т п ^ 7 7 2  ИуС™ тора ГК « а  оси х, у „ 2 являются абсолютные коор- 
*к . УК и 2^  точки к .  Ниже приводится запись проекции вектора гк  на ось *

хк  =  1зххк  +  13хУк +  \х*к  • (8.62)

формул (8 51) (8 50)’ и Ш вычисляем по известному углу ф, с  помощью 
О п ^ е н и е  ^оростей ̂ я з а Г «

войдет угловая скорость »  ^  вычисления этих величин

проекций вектора (/^  получаем1 Д и ^ ^ ееТцированием^равететвД(8Я51В)ЫЧИСЛеНИЯ

(1зхУ — ивх ~  — Ф1 соэ а  в т  ф1( 

(1ЗуУ ~  иВУ — (Р1 сов фД)

(1а*У =  иВг =  Ч>1 с о $ « С05 фх.



Пои дифференцировании по времени равенств (8.50), которыми вы ражены  
проекции вектора ис =  ja , мы будем считать, что фа =  ер2 (ф0 , а угол <рх поворота 
звена 1 является функцией времени. Получим

(/в, ) , '=“с* = - ч>1<р5 8й, ч>„ ]

(/«)---“СУ = Ф ^ СОЗ(Р2, { (8'64)

Эти формулы содержат величины sin <p2, eos <р2 и tpó, которые^ вычисляются по 
формулам (8.54) и (8.55). Теперь можно определить вектор к3. Дифференци
руя (8 .59), мы получим векторное соотношение

¿з  =  (« -Х У 3 +  /зХ(/з)*- <8 -65>

Эта формула, будучи переписана в проекциях на оси х, у и г ,  позволяет вычис
лить проекции вектора к3 по известным проекциям ортов l 3, j 3 и их производных

Определим далее скорость точки К. Выражение для скорости <оК этой точки 
мы получим в результате дифференцирования выражения (8.61). Получаем

+ +  (8'66) 
Проекция этого вектора на ось х будет

v k x  =  **  =  ( h x Y  x 'k +  О з х У  'Jk ' +  К Л 3\  ( 8 ,6 7 )

как и две другие его проекции, содержат найденные нами величины.
Задача об ускорениях решается аналогично предыдущему. Д ля этого н уж н о  

продифференцировать по времени равенства (8.63)—(8.66).
16°. Переходим к рассмотрению кинематики пространственного кривошипно- 

коромыслового механизма, схема которого приведена на рис. 8.23. Механизм 
используется для передачи вращения между скрещивающимися под некоторым 
углом а  осями D M и А N. Ведущее звено 1 и ведомое звено 3 соединены со стойкой О 
вращательными парами; оси АВ и CD этих звеньев перпендикулярны осям вр а 
щения DM и AN. Шатун 2 присоединен к  звеньям 1 п 3 шаровой с пальцем парой

Kaif это было” показано в § 11, для определения степени подвижности ш 
пространственных механизмов общего вида можно использовать формулу (-¿/У). 
В механизме имеются пары только V, IV и III классов. Тогда по формуле Со
мова — Малышева находим:

w — 6n — 5р&—ipi — 3ря =  6 - 4  — 5 - 2  4 • 1 =  1,

т. е. механизм обладает одной степенью подвижности.
Звено 3, в отличие от кривошипа 1 , не делает полного оборота, и поэтому 

его по принятой терминологии, называют коромыслом.
’ Со стойкой связана основная система координат Dxyz, ее ось г совмещена 

с осью шарнира D, а ось у принята параллельной линии MN кратчайшего рас
стояния между осями DM и AN. Целесообразность такого расположения осей 
системы Dxyz будет ясна из дальнейшего.

Со стойкой связана еще вспомогательная система координат АхьУь^ь, ее ось 
гь совмещена с осью шарнира Л, а ось уь параллельна оси у и направлена в ту

Ж6 Т глы 'ф , и фз поворота звеньев I и 3 измеряются от осей хь к х против хода 
часовой стрелки, если смотреть с конца осей г& и г  соответственно. Эт



Рис. 8 .23 . К инем атическая схема пространственного 
кривош ипно-коромыслового м еханизма.

Рис. 8.24. Схема располож ения 
координатных осей на эвене СВ.

Рис. 8 25. Расположение ор
тов и и «о в шаровой паре 

с пальцем .



направления являются положительными и для угловых скоростей и уско

рении^  ̂ Q 24 показана также система координат Ах^у^ъ, привязанная 
к  звену 2. Этому звену принадлежит один из двух элементов шаровой с паль
цем пары В. Т акая пара допускает два вращательных движения — около оси 
пальца и около оси, которая перпендикулярна плоскости прорези.

Для определенности мы примем, что в паре В элемент с плоскостью прорези 
принадлежит звену / и соответственно будем считать, что в осях системы Axx\¡xZt 
нам известны проекции орта И плоскости прорези — единичного вектора, орто
гонального этой плоскости (рис. 8.25). Другой, ему перпендикулярный, орт оси 
пальца на звене 2 мы обозначим через го.

В некоторых случаях у  шатуна 2 обе пары В vi С делаются шаровыми. Эт 
приводит к тому, что шатун приобретает свободу вращения вокруг своей оси 
становится «плавающим». Появление этой дополнительной степени свободы
у  механизма не изменяет, однако, кинематики коромысла ¿Л _

17°. В задаче о положениях мы определим в абсолютной системе координат) 
Dxyz положение осей звеньев 3 ,2  и пальца пары В (рис. 8.26). После этого 
сложно решится вопрос об абсолютных координатах любой точки механизма.

Замкнутость векторного контура DCBANMD (рис. 8.23, ^ -  одно из ус - 
ловий, с которым связано определение положении осей звеньев 3 и 2. Это усло
вие удобно записать так:

^2~Ь<>з̂ з = Р' (8.68)

где р =  0 6  =  DM +  MÑ  +  ÑA +  АВ , а 
через еъ е3 и 13 обозначены единичные 
векторы осей звеньев 2 и 3 и их длины.

В уравнении (8 .68) вектор АВ мы заме
ним его разложением

АН =  iblt cos ф! + jb h  sin Фх-

где ^ = Л В — длина звена 1. После этого 
мы легко получим выражение для р*, р^ 
и рг:

„ = I „ д ,  sin а  +  1г cos a  cos ф,,Рх- В A N '

Ри = Ув =У,х+11sin Фъ
^zB — lANcosa-

(8.69) 
sin a  cos ф1(

Рис. 8 .26 . К определению век то р а  и/ 
оси п альц а пары.

позволяющие по заданному углу фх вычислить п р о е к ц и и  вектора р на оси к, 
у, г. В этих уравнениях ¡/^ — ордината точки N (на рис. Ь.М уы >  и).

Для нахождения проекций двух векторов ег и е3 мы располагаем векторным 
уравнением (8 .68), которое эквивалентно трем скалярным в проекциях на оси 
х, у, г. К этому уравнению мы добавим еще три скалярные

*.¿> 3= 0, ¿ ¡= 1 ,  е ! =  1. (8.70)
Первым из них выражена перпендикулярность оси пары О и оси СО звена 3. 
В двух других уравнениях отмечено, что е.г и е3 суть единичные векторы и их
скалярный квадрат равен единице. „„„„„„пить

Исключаем из уравнения (8 .68) орт е.2. Векторы е 2 и е3 можно определить 
последовательно. Д ля этого переписываем равенство (8 .68) следующим образом:

^ 3  — Р =  2̂̂ 8*
Возведем далее обе части его в скалярный квадрат. Учитывая, что е\= е\ =  1, 
получим

11 — 213р - е а + р2- - /3



НЕКОТОРЫЕ ВИДЫ ПРОСТРАНСТВ. И ПЛОСКИХ МЕХ-МОВ [ГЛ. VIII 

откуда следует

е3 р =
причем

21 о (8.71)

P2 =  P2 =  P1+P| +  PI.

Это уравнение вместе с первым и третьим из (8.70) приводит нас к  следую
щей системе уравнений для определения проекций вектора:

где
к е з =  0, р-<?8= /,

. (p2+ ¿ !— Ц)

= 1, (8.72)

/ =
2/я

Такая система уравнений рассмотрена и в общем виде решена в приложе
нии ¿. Сопоставив (8.72) и уравнения (1) (приложение 2), мы можем воспользо
ваться системой уравнений (15) (приложение 2), в котором принято с, =  0 

Получим

cos Фз =  ез x=(f(>x - b 1Py V P x + P ¡~ f2) ■ (P J+ P *), 

sin %  =  езу =  (?Ру+\Рх У  P j+ P l - f 2) : ( й  +  р»),
е3г —  О-

(8.73)

В уравнениях (8.73) проекциями вектора е3 на оси х и у являются величины
COS <рз И S in  ф3.

В формулы (8.73) входит коэффициент б, т. е. знак величины =  e 3*(ftX p).
С помощью критерия 6j  мы имеем возможность различать между собой две 

возможные сборки ведомой части механизма — она может располагаться 
(рис. о.23, о) по одну или по другую сторону от плоскости я , ,  содержащей ось 
шарнира D и точку В (или векторы k и р).

Представив мысленно направление вектора к X р, нормального к плоско
сти л 1у легко заключить, что проекция на это направление орта es в сборке BCD 
положительна, а в сборке BC'D отрицательна. Поэтому для этих сборок соот
ветственно Sj =  +  1 и ój =  — 1 .

Выписанное ниже в соответствии с (8 .68) равенство

— (р — ^ з )  • 2̂ (8.74)
позволяет вычислить проекции вектора е2 по известным из предыдущего проек
циям векторов р и е , .

18°. Переходим к определению орта и> оси пальца пары В (рис. 8.26).
Для решения вопроса нам потребуются проекции на оси х, у и г вектора и , 

известного нам в осях системы Ах^у^. Их удобно определить с помощью ма
тричной формулы типа (8.17)

в  ней
и«» =zM01u(1>, (8.75)

их и х 1

u<°> = U y “«/i
иг « л

суть матрицы-столбцы проекций вектора а  соответственно на оси координатных 
систем Оа Оху г и =  Лх1(/1г1, а М(а есть матрица поворота, осуществляющая 
совмещение системы с системой £>„.

Удобно принять, что Оь =  АхьУь ь̂ (гь =  гх) есть промежуточное положение 
системы Ох при переходе в положение £>0.



Тогда

где
Aí0, —

eos фх — sin фх 0

МЬ1 = sin фх cos фх 0

Оо

cos a  0 sin a

J o b  0 1 0

— sin a  0 cos a

(8.76)

суть матрицы поворотов около осей гх и У1 || у.
Определив матрицу М01, с помощью равенства (8.75) получаем выражения

их = cos а  (их1 cos <fi — uyl sin (pj +  uzl sin a ,
U у — Uxl Sin фх +  ti ух COS фх,
uz =  sin a  (uxl cos фх +  uyi sin фх) +  uzl cos a ,

(8.77)

позволяющие вычислить проекции вектора и по заданному значению угла фх.
Система трех скалярных уравнений для нахождения проекций единичного 

вектора w  такова:

и - к ! =  0, e2 - w =  cosa2, w 2=  1. (8.78)

Первое из этих уравнений выражает условие ортогональности двух осей враще
ния шаровой с пальцем пары В. Вторым уравнением отмечено, что ось звена 2 
и ось пальца (орты этих осей) образуют известный нам угол а 2. Третьим уравне
нием мы записали, что w  является единичный вектором.

Система уравнений (8.78) того же типа, что и система уравнений (1), рас
смотренная и решенная в общем виде в приложении 2. Д ля нахождения проекций 
орта w  следует воспользоваться формулами (5) из приложения 2, положив в них 
а =  и, Ь — ег, р =  w, сг =  0 , с2 — cos о^.

Нужно решить еще вопрос о коэффициенте б из формул (5) приложения 2, 
В нашем случае это знак величины и =  «>•(« Х е2).

Коэффициент 6 позволяет выбрать решение, отвечающее принятому в ме
ханизме сборки шаровой с пальцем пары В (рис. 8.26) — при одном и том же 
положении оси звена 2 ось пальца (орт w) можно расположить по одну или другую 
сторону от плоскости п, в которой находятся ось звена 2 и орт в .

Представив мысленно направление вектора и X е2, нормального к плоско
сти л , заключаем, что положения BS и В S' оси пальца соответствуют сборкам, 
для которых соответственно б =  + 1  и б =  — 1 .

Д ля целей координирования на звеньях 2 к 3 (рис. 8.23) введены системы 
координат С2х2у2г2 и Dxsy3z3.

У системы координат С^у#*, (рис. 8.23, а и 8.24) ось хг направлена вдоль 
оси СВ звена 2, а ось у лежит в плоскости, содержащей ось СВ и ось пальца. 
Такой случай рассмотрен в приложении 2. С помощью формул (11) и (12) при
ложения, с учетом, что v =  2 , получаем

1г~ (w — /2 cos a 2) 
sin a ¡  ’ ft2 — h  X./2» (8.79)

по известным проекциям векторов /2 =  02 и го можно вычислить проекции век
торов / 2 и * 2.

У системы координат Бх3у3г3 ось х3 направлена по оси ОС звена о, а 
ось г3 совмещена с осью г. По известным нам ортам 13 =  е3 и к3 этих осей



несложно определить проекции единичного вектора оси у. Имеем

/ 3 =  k3X l3 =  kxe3. (8.80)

Задачу о положениях мы окончим определением абсолютных координат 
заданной точки механизма. Пусть этой точкой является точка К  на звене 2 с от
носительными координатами х'^\ y'ß-’ и гД'. Составляем выражение для ради
уса-вектора D K  точки К  (рис. 8.23, а). Оно имеет вид

гк = е 313 +  СЛГ= ей1,л +  i 2x% +  (8.81)

и содержит известные нам векторы.
Проекциями этого вектора на оси х, у  и г являются абсолютные координаты 

точки К. В частности, например,

хк  =  е зх1з + 1гхх'% +  ЬхУ'к +  к 2хг К  • <8 ' 8 2 )

Аналогично этому можно определить абсолютные координаты любой другой 
точки механизма.

19°. Задачу о скоростях мы начинаем с определения проекций векторов
р =  dpldt и и =  du!dt. Д ля этой цели мы используем соотношения, производ

ные. от (8.69) и (8.77). Имеем

Рх =  — ФА cos a  sin <Pi , р у  =  Ф Л  cos ф1 , -1 

Рг — ф1 1̂ sin а  sin ф,, J

их =  — t ic o s  а  (uxi sin COS фх), )

иу — ф! (uxi cos ф1 — uyí sin фх), í  (8.84)

u-z =  Ф1 sin a  (Uyi cos ф| — uxi sin фх). /

Легко видеть, что эти величины являю тся функциями угла фх ворота ведущего 
звена 1 и его угловой скорости Фх =  а>х.

Ближайшей нашей задачей будет определение векторов е3, е2 и w . Д ля этой 
цели мы используем уравнения, являющиеся производными по времени от (8.72), 
(8.74) и (8.78) в задаче о положениях при определении ортов е3, е г и w. Задача 
сведется к решению линейных уравнений и систем, ибо в задаче о положениях 
не было уравнений выше второй степени.

Проекции вектора е3 определяем в результате решения системы уравнений 

* • ¿ 3  =  0, р - ¿3 =  6 , е3 -¿3  =  0, (8.85)
в которой

b — -j—(p — в313) • р =  • р 1%Л3.
1з

Эта система, полученная дифференцированием уравнений (8.72), в развернутой 
записи имеет такой вид:

¿sz—Q> 

P Ä x + P ¿ 3y +  P Á  =  Ь, (8 .86)

f3 A í+ езуезу + е32й32 = .
где Ь /2 ((--¿хРх “f" yVy ~г €%zPz) •



Теперь, когда определен вектор е3, с помощью равенства

¿2 =  (Р — ’ез1з) : k< (8 '87^

производного от (8 .74), мы можем вычислить проекции вектора ег.
Д ля нахождения проекций вектора w  используем систему трех линеиных 

уравнений _ . .
u - w = - i t  w,  e2 - w  =  - e 2 -w,  w - w ^ 0 ,  («•»«)

она получена в результате дифференцирования уравнений (8.78) и в развернутой 
записи имеет вид

uxwx + u yw y - \ - u zWz =  d if I

= ̂ 2 > I ^  ^
W xW x +  WyWy +  W zW z— Q,, '

где .
d1 =  —  a - w  — —  (ux wx +  u ywy +  uzwz),

d 2= — ¿2 • w  =  —■ Q z x w x  +  h y w y  +  ¿ 2 1l W z ) ’

Со звеном 2 связана система координат Схф^. Используя (8.79), имеем 
такие формулы для вычисления производных ее ортов *2• Уг>

(hY=é »  1
С/'г)* = — (¿a)' cos «г ! ‘- sin а2. I

С помощью (8.80) мы получим следующие выражения для  производных от 
единичных векторов /3, j 3, системы координат Dx3y3z3 на звене о.

{13У='е  з, (У3)- =  й х 4 ,  *з =  0. (8-91)

Переписав равенства (8.90) и (8.91) в проекциях на оси ж, у  и г , мы получим 
формулы для вычисления проекций соответствующих векторо • чвеньев
Ф Теперь можно перейти к определению скорости любой точки звен
9 и 9 Для этого н у ж н о  продифференцировать предварительно составленное р 
жение радиуса^вектора выбранной точки. Для задачи о скоростях (а также и 
ускорений) началом этого вектора может быть ^ бая8н2езПОДВчИЖд®ффереНцИруя 

Определим скорость точки К  на звене 2 (рис. 8 .23, а) Дифференциру 
выражение (8.81) ее радиуса-вектора гк , получим соотношение

v K = r K = e 3ts + ( g  v # + и 2У у'к +  К  гк . (8'92)

позволяющее определить скорость точки К. Проекция этой скорости на ось * 
равна . „

+ ii*xYx!$ + ( U W + k****'- (8'9 )

С помощью аналогичных выражений вычисляем проекции скорости v K на

У и мы не рассмотрели еще вопроса об угловых скоростях звеньев 2 и_ 3; он 
решается с п о м о щ ь ю  общих^ормул (8.141) (8.142), которые приводятся в § 37,3/ . 
В эти формулы входят известные нам величины.



" ^  ! <Гл / об ускорениях мы начинаем с вычислений проекций векторов 
Р -  и и =  Лг/Л» с помощью формул

Р *------ ФхЛ С03 а  мп ф1 —ф2/х сс» а  сое фх,

Р</—ФА сое ф1 —ф;/1 БШ фх,

Р г^ ф ^ ! й1п а  э т  ф1 +  ф=/( Б1п а  сое Фх
(8.94)

“■*------фх соэ а  (их1 вш фх +  иу1 соэ ф,) —
фI сова (их1 соэ ф 1 — иу1 вш ф[),

и у —  Ф1 (и х1 СОЗ <Р1 — и.у1  8Н1 фх) —

— Ф! (“ ¿/1 ЯП фх +  иу1 СОЗ фх),
иг = Фх вш а  (и у 1  соз фх — их 1  бш фх) —

Ф[ (Чу1 вШ фх +  их1 СОЗ фх),

(8.95)

которые мы получили дифференцированием равенств (8 83) и (8 841 Ия чти*-

ускорения фх =  е1ш ^  “
Определим векторы ё3, ё.2 и к !.
Дифференцируя по времени (8.85), получим систему линейных уравнений 

Для определения проекций вектора е3:

где
к • ¿з = 0, Р ' ез —Рг1 е3 ■ е3 =  р3. (8.96)

г~ 13 (р 'е г+ ез- р)—¿з • р, рэ=—¿з .'ег .

Л евая часть уравнений (8.96) в развернутой форме имеет вид

З̂г "О,
Рхезх+ Руё3у +  р*езг= рг, 

езх езх+ е3у ¿з у + е3гё3г =  р3.

Теперь, когда определен вектор е3, мы из равенства

ег — (р е313) •'

(8.97)

(8.98)
производного от (8.87) находим вектор ег.

- « ? пс К г лг , к, г  ; з ; , г  „ х х л :

где

ихшх +  иут у -\- игьа2 =  цъ 

Ч х ® > х + е г у ту  +  е 2гт г = ?2 ,

® х ™ х  +  Ы у Ю у  +  =  <7з,

?х =  — 2и ••¿у — й  - ха, Чз’



Ниже мы приводим еще равенства для определения вторых производных 
по времени от ZhX -  o p ¿  c-т е м ы  координат „а звене 2 :

, • i (8.100) 
(y2)" =  [w —(h) cos a 2j : sm a 2, j

ft2 =  (U)" x i 2+ 2 (/2) 'X ( /а)' +  h  X ( /2)“ 

и для вторых производных от /„ h  и *» -  °РТОВ системы ^ординат на звене 3: 

(/*)"« «з, (/зГ“ * х !  з, **-=о. (8-101)
Для вычисления проекций искомых векторов Р ^ н с г а а  (8.100) ̂  (8.101)

Рис 8 2 7 .  КИНематиче^ло» ^ 51« «  ------^  „V,„зунного м ехан и зм а .

первая производная этой вектор-функции приведена в (8.92). Вторая производная 
принимает такой вид:

аК=  гх - ^ 3 +  (*2)" +  С/*)" ДО + ^ ’' (8‘ 102)
Эго и подобные ему выражения ДОя практических 

в проекциях на оси х, у и г. В частности, проекция х *  ускорения г *  на ось *

пишется так:

хк = ёзх1з+ (1г*)"' гх) •

Ведущее звено / механизма соединено углом а  с осью N0 поступатель-
ОсъАМ этой пары скрещивается под I « Т О ™  У ^ й“ ^ ^ Ние от звена / на
ной пары О, соединяющей ведомое з в е н° ^ с0  ™ пешюго к звеньям 1 и 3 шаровой 
звено 3 передается с помощью шатуна 2, присоединенного к
с пальцем парой В и шаровой парой С. „„_„„отря-ия чвеНа 3 не лежит в пло- 

В механизме ось ЛЮ ассгуиятыъя<т л
скости вращения оси АВ ведущего кривошипа / Это отличает простр
кривошипно-ползунный механизм от п п о сто ан ствен н ы м  механизмам

Рассматриваемый механизм принадлежи р Р пятого, четвертого 
общего вида. Учтя, что в механизме имеются пары только пятого, V



и третьего классов, по формуле Сомова -  Малышева находим:

ш =  6л — 5р6-4/ 74 — 3/73 =  6 .3  — 5 . 2 —4 . 1 - 3 . 1  =  1,
т. е. механизм^обладает одной степенью подвижности.

(->о стойкой связана система координат Лхиг (пиг я 
вести кинематический анализ механизма «  Мы будем
линии ММ кратчайшего расстояния мо-аАт параллельна
пар А пО , г £ ь  г  с ^ м е щ ^ Г с  0СЬю Т емати,еских
осЬ звена 1, его положение определяет у ™  ф, плоскости АхУ вращается

н ап р авл ен и ^ о ^ и ^ ^ ^ ао ы 0/ ) 6^ ™ ^ / 3 °СИ «ВеНа 5  Мы задаем положительное оси п и  пары и .  Этот вектор образует с осью г отмеченный нами
угол а  и соответственно его 
проекции на оси х, у и г :

=  вш а ,  е3г, =  0 , 
езг =  соэ а . (8.104)

В шаровой с пальцем паре 5  
имеются две оси вращения; этот 
вопрос мы рассматривали в 
пункте 16° настоящего пара
графа. И в данном случае мы 
примем, что звену 1 принад
лежит элемент пары с плос
костью прорези. Единичный 

известным в осях системы копплинят ь » ,  вектоР в  этой плоскости является 
этой системы направлена по К ЗВ6Ну А ° СЬ *

Встречается м о д и ф и к а ц и я ^ « » Г о й Ж У г " “

22° Я чяттятго л влияет на кинематику ведомого звена 3
точки С и оси звена “ а т е П о л ^ Т “  “ “  ВНЗЧаЛе опРеделим положение 
сложно решите^вопрос об а б ^ ^  ™ „ " аЛЬЦа П*ар.ы В~ После этого не" 

Замкнутость векторного контуоа ЫСВАМЫ^^ л ои точки механизма, 
связано определение положения точки С и к а  ВС звенаТ ®  уСЛ0Вие’ с КОТОРЬ1М 

Эю условие удобно записать так:

Рис. 8.28. К определению кинем атически х п я п я .  
метров кривош ипно-ползунного механизм а.

где ЫС +  СВ=р,

р=лШ +лЙ :+ Ж
(8.105)

Полученное векторное равенство можно заменить двумя следующими:

е  я5С +  ео1'2*2' и е*. ■1. (8.106)

Г п Г Г л С 0 б 0 3 н а ч .и т ь  П р о е к ц и ю  вект°Ра КС на положительное направление
Равенством 'е\ ^ Г ^ К к а ^ в а е м ^ ч т о 'п н р Г 7  и„еДиничный ве1™>р оси звена 2 . 
ничным. ’ введенный нами вектор е% является еди*

формулам°Р Р является Функцией угла срь  его проекции можно вычислить по

рл. =  /1 с°3ф1, р ^ = — Удл+ ^ 1  в1П фх,

Р , —  * АМ ,  ( 8 Л 0 7 )

где /х — АВ — длина звена 1, а ум  — ордината точки N (на рис. 8.28 уи  <  0).



Уравнение (8.106) ^ ис™ль3^ ^  иб°
вы sc  и проекций вектора е„  т. е. четырех скал Р у равкений. Действи-

тельно^еслиИпервоеВуравнениеС переписать I  проекциях на оси *, у, г и развер

нуть второе, то мы получим
sin а  • sc  +  = Р*,

0 -sc +  l2e2y =  Py, (8.108)
eos а  • sc +  l2e2z =  Рг »

е|*"^еад"̂ "е*г —
система ^  » н е « ™  «=  <» а » “™ « »  УР—  . » о с е л ь и о  «е к о -

“ SSS S.T2S  E-j-sS-bSWSTiS ЗУК
Z T ? ? « “  центр ш ар »,о й  »«рь , С р асп о л агаете ,

по разные стороны от точкн Л/ которого мы сможем выбрать нужное нам
Нам нужен критерии с помощью котор0 выбрать величину

решение системы (8.10В). а  качение с (8.109)
6 j= s ig n  (et • е3),
.  i i  „ па _i- это знак проекции вектора e<¡, на

принимающую одно из ЗНдЧ~}!. оси звена 2 образует с е3 тупой угол, и т а к
направление е3. В сборке BCD °Р__2 сборке BC'D' угол между ег и е3 острый 
как в этом случае е2 • е3 <  О. т° 0 ■ *
"  С0Н и " Нп°рив0д1м^решение системы (8.108). Вначале определяется вели

чина sc с помощью равенства  ̂ g \ f^ Z rCt (8.110)

где • р =  — (Px sin W +  P'z cos a ’̂
c = p 2 - ^ = p * + p £ + p ! — l l -

Далее вычисляем проекции единичного вектора et , руководствуясь выте
кающей из (8 . 106) зависимостью ^  ( 8 п 1 )

к  ’  R» .„ятгап гп  пектооа го оси пальца пары а .  
23°. Переходим к  определению един”™ ° отаР и плоскости прорези ша- 
Предварительно нужно вычисляй• D0 Помня, что этот,

раной с пальцем пары В наоси с и с т е м ы п0“учения нужных нам вели-
вектор известен в осях « ш  » ,  прнложеиие 1)
чин используем матричную формулу типа y a i. v

«ю ) = М01« |1), v

ГАе IMI
И10’ =  \иУ • “ 11> =

с „ ь  матрицы-столбцы » .  *“ “ *■  “  ”  “ и “ ™ М "  ° *' *

I
cos фх — sin ф! 0 II
sin ф! COS ф! 0 

0 0 1Í



h . J j  и kx на оПс°иВО,!Г г .В° КРУГ °СИ *' 66 столбцами являются проекции ортов 
Развернув (8 . 1 1 2 ) , мы приходим к  следующим формулам:

Л
Ux = ux 1 COS ф,—иу1 sin ф1, Л
иу = UX1 sin фх + иу1 cos ф1, 1 (8 113)

1^2 жаются следующими скалярными уравнениями:

«  • ги = 0 , e2 - w  =  cosct2, a )2_ i  (8.П 4 )

HoroC“vn !Ma ДВуХ линейпых и одного квадрат-
тооа J  Тя10яНИЯ относительно проекций вектора w . Такая система рассмотрена и в общем

С " i ei emeHa в приложении 2 . Поэтому м я  оп- 
Р ИС § од г „ , „  ределения искомых проекций следует исполь.
координатных осей н^з вепе ед "с, поставив614«6 Формулы (5)> предварительно со-

(8 114®" обоэначения параметров уравнений

ч е т Ж Г - Л !  SP" " , 2J Л ШnouT M' T e",  *• “ е» “ а » » "  “  —

В этом случае получаем

к  =  ~ е г , j 2 =  (w  — ¡г cos р2) : sin 02, А2 =  /2х/2, (8.115)

Д ля мчишен^япроекциГо^тов*/ "/™6ft ^ти^сЬоп^“  ( П)и(12)  из приложения 2. 
циях на оси х, / „  г 2’Л  2 ™ Формулы нужно переписать в прсек-

бует составления вы раж еш яД ля^адиуса в е к т т я аДаН”Н°Й Т°ЧКИ механизма тре- 
точки *  " а звене 2 (рис. 8.28) в ьф аж ен и е^ еетм д 4 КИ ° В Т°ЧКе Л’

^= Л /С = Л В + Ж  = е1/1 +  /2д - )+у2̂ )+Л2г. , 1 (8ЛЩ
Где ~  t COS (pi ~f” / c o c  rn о y(2) »/2t «rei

^  координаты точки /С в системе Д* и ?

«. гл“ —  * “  —™ - —
^  -  1г COS ф2 + ¿гхх£> +  j ixy'£ + k¡xẐ  _ (8.117)

а ось у3 принять параллельной оси и т 0 ° Т Г -  / ^  У" аТеЛЬН0Й паРы- 
неизвестного нам орта г., будут /о = 'г т  г, ; — I ’ • 8~  3’ а пР°екции одного

«  я г . - й г г . т ? ?  й ь  '  « ~
проекций . ,е,т>р„. ^ 2  Щ  1“ . ’  Ф°Р‘ '1"'“  " *  ■“ “ »



Имеем
рл. =  — CpiZiSinq)!, Р;/ =  ФА COS ф: , рг =  0 (8.118)

и
Мдг= —  Ч>1 (Ux l  sin (fl  +  Uyl  COS ф х),

Ú y — <fl ( U x l COS(P l — Uyl  sin <Pl)> Г (8 Л 19 )

= 0. )
Эти формулы получены дифференцированием выражений (8.107) и (8.113).

Для нахождения линейных скоростей, а такж е вектора угловой скорости 
звена 2 нужно определить первую производную по времени от всех тех величин, 
которые определялись в задаче о положениях.

Определим вектор е2 и величину sc — проекцию скорости vc — на поло
жительное направление оси ND поступательной пары D. Д ля этой цели мы исполь
зуем систему уравнений

К  «с + « А  = Р. V ¿* = °> (8.120)

которую получаем в результате дифференцирования равенства (8.106),
Наиболее простой путь решения этой системы таков. Обе части первого

уравнения умножим скалярно на единичный вектор #2* Получим

^ • ^ с = Р '^  (8Л21)
учтя, чтое2-е2 =  0-

Из последнего равенства следует, что

р-02 9 А х  +  Р/ 2  у +  Рге2г (8.122)
&с =  =  е гх  sin a + e 2i/ cos а

Теперь несложно определить проекции вектора ег, используя равенство

¿2= (p -« 3 Sc ) :/2. (8Л23)
которое получено из уравнения (8.120). _____

Для нахождения проекций вектора w  используем систему трех уравнении

и . да = — и • « !, e-i'W — — ¿2 ■ w , w - w —0, (8.124)

производную от (8.114). Эта система линейна относительно проекций искомого 
вектора и в развернутой записи имеет такой вид:

UxWx + UyWy + UlWg = b1, |
e2xwx + e 2yw,j-{-e.lzw z =  b2, j- (8 .125)

WxWx+WyWy-\-WgW2=0, >
где

b j=  — u - w ,  Ь2 —  — е г - ю .

Определим теперь производные по времени от ортов 1г, j¿  и ft2 осей системы 
координат Вх^у^. Д ля этой цели мы используем равенства

(L) • =  -  ¿2, (/г)’ ■=» [® ' -  (**)' cos Pal: sin P2.
ft2 =  ( « '  X h  +  /а X (/»)\ (8.126)



полученные дифференцированием выражений (8.115). Эти равенства соответст
вующим образом переписываются в проекциях на оси х, у и г .

26 . Задачу о линейных скоростях мы решим на примере скорости точки К  
(рис. 8.28). Д ля этой цели мы продифференцируем по времени выражение (8.116) 
для радиуса-вектора гк . Имеем

+  х' к + и 2У У 'к + ^ £ ,  (8.127)
где ех =  —/фх sin +  УФх с os ф1.

Проекция скорости vк  на ось х равна

* к - - Ф А  sin Фг +  Ы '  W  +  V tx Y W  +  K S X .  (8-128)

Аналогично записываются и две другие проекции вектора vK.
Вектор угловой скорости <в2 звена 2, находящегося в пространственном 

движении, может быть определен по общим формулам (8.138) из § 37,30°.
27°. В задаче об ускорениях угловая скорость фх =  о»х и угловое ускорение 

Фх =  Ех ведущего звена^ 1 входят только в формулы для вычисления проекций
векторов р =  d2p/dt2 и и =  d2a/dt2. Они получены дифференцированием равенств 
(8.118) и (8,119) и имеют такой вид:

Р х = ~  <PJi sin фх— ф|/х cos фх, 

ру =  ф/х cos Фх—ф^х sin фх,

Рг = 0
(8.129)

=  — фх (uxi sin фх +  iiyi cos фх) — ф| (uxi cos фх — uíy sin фх),

Üy =  фх (uxí C O S  фх — Uyj. sin фх) — Ф; (uxl sin ф4 +  uyl cos фх), I (8.130) 

«* = 0.
28°. Д ля нахождения линейных ускорений и вектора углового ускорения 

звена 2 определяем вторую производную по времени от всех тех величин, которые 
определялись в задаче о положениях.

Для определения вектора ё2 и величины sc  —• проекции ускорения точки С 
на ось поступательной пары D мы используем систему уравнений

V c + « A = P -  (8 .131)
производную по времени от уравнений (8.120).

Обе части первого уравнения умножим скалярно на единичный вектор е2. 
Получим

V  *3» с + * г гЛ  = ?•* * .

Разрешим это равенство относительно искомой величины sc , предварительно 
заменивег-ег правой частью второго уравнения в (8.131). Будем иметь

Теперь, когда найдено sc , определяем проекции вектора ёъ используя выра
жение

®2 =  (р — е з^с) • 2̂> (8.133)
оно получено из первого уравнения системы (8.131).



ихи)х + и уи)у+ иг® г-с 1 , (8Л34)

егх®х +  еъут у+ е'ггШг в  с%'
М>хй)х-{-№уУ)у-{-'<1>г®г — сЗ’

С — в . « - 2 в - » .  =  з̂ =  - ® 2-
Обратимся « .л е е  к  (8.126) и „род.ф ф .ренш ВД« и  ■» ■ Р « '» « -

(У -= -  ег, Ш" = [ « • -  <**>” С08 ™ : 5{п р2’ (8-135)
й4=Уа)"ХУ»+2 (¿а)'Х(/)» +  ̂ Х(>*) *

оси V н и  г, мы сможем определить 
Переписав эти равенства в проекц *
по ним проекции искомых век™Ров- ускорениях мы дважды дифференци- 

» р . Для р е ш е н и ^ ™ к и‘ В

где

Р~ Р

гае "е =  - i  sin ф! +  Ф! cos Фх) +  1НГ < £ 8*? у*и г  не представляет
Переписать такое выражение в п р о едаях

затруднений. В частности, прое ц ( +  (/ у  +  (8.137)
а ^ =  х х = -  (Фх sin Фх+Ф? cos 4>i) 11 + Ы  XK +  Khx) УК

30° Решение задачи об угловых CK0P°^T̂  “ ^„„B eM O M 'движении, 
смотрения случая, когда звено “^ ^ ц ТСу Ск0рение e v звена v м ы  определи« 

Угловую скорость ®v и У1™  у  р связанные со звеном v (рис. 8.30). 
в проекциях на координатные оси х^Уч  и * ^  ^  разложено на п о с т у  пате ль- 

Пространственное- Движение з ое около этой точки. Во враща-
ное с полюсом в выбранной точке и a oV ^



Q t оГ

= TJ-kT'TaK’ Например' пр0екция скоРости точки S  ÍÍÍ¿b%lZa%Z7hT = 
вращения з в е Г Т о к о Г о Г й  £ £  Д . V e * ^ 3

т о Г Х 1 Л -  СПг  е Г и н и ^ Х е Г Щ6НИЯ

®*V ~ U\У • kv = — ¿V . yv) 

a ¡/v =  * у  • /у =  —  ( i v y  . k Vt

= W  • Л = —(Л)' • /v.
(8.138)

случая3‘¿п̂ Р ассмотРению частного ^ 'у ч а я ,  ко гд а  ось звена v непод
ви ж н а .

Приводимые ниже формулы и м  пи 
числения проекций вектора е Д а  о м  * » '
(8Л38)°ЛУЧеНЫ диФФеренцированием равенств

8*v = (А)” • *v + (А)' • ¿v 

ei,v= kv • /v+*v • (/v)’ . 
e*v = (¿y) ' -yv + (¿v)‘ • (y'v)'-

(8.139)

ную ось вращения (р и с ^ в з Т ^ ^ п е о ^ н п 0 СЛучая ~  зве,ю V имеет неподвиж- 
Если со звеном связана е ^ е ^ Т п п п я  УЛЯРНЗ °СЬ 0А  звена- 

тен и я, то для  вычисления угловой скоростГф = °(С,Ь -  совмещена с оськ) вра- 
рения фг =  ву — Е можно пшгмрвпт/ ~  и углового уско-
и (8.139). Р менить последнюю из трех формул в (8.138)

Задача может быть пешрня и л , ,  „„ 
известным проекциям орта еу0си звена и пптД " К ЗВеНу К00РДинатных осей по 
Пусть с осью вращения этого ведомого звеня ™п ИЫХ П0 вРамени этого вектора. 
коорд„нат Оху г. Тогда дляопТ сделени , ^ т И * °СЬ 2 системы
следующие формулы: искомых величин можно применить

Фу шу — еххЬуу ехуёух, (8.140)
фу =  8у= е^х ех.у  — ех,у е^х . ^  , 4] )

г ™ Л во ^ Х ? Л . (№ 1  ¿ “ „ Г Г с Г “ “ ' ™  ~  V  « я , ™  Совмещена с о с ь »  , № „ .  ¿ д ,  ,

(А>)' = <?У. /у =  ̂ уХ/у = *Хб?у.
Эго приведет к  выражению

^  = щ г =(еух'еу) . к  = (е,х'еу)г ' (8 142)

леднююТмы п о л з а е м К(8 Л41).° ЯВЛЯется Ф°Рмула (8,140). Дифференцируя пос-



Ч А С Т Ь  В Т О Р А Я  

тш нл м и ч т с й й  АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ И МАШИН

О Т Д Е Л  Т Р Е Т И Й  

СИЛОВОЙ АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ

Г Л А В А  I X

ВВЕДЕНИЕ В ДИНАМИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ

§ 38. Основные задачи

10 При рассмотрении вопросов кинематического анализа меха
низмов мы всегда предполагаем движение ведущих звеньев зада 
н ш  Движение ведомых звеньев изучается в зависимости от задан 
ного движения ведущих звеньев. При этом силы, действующие на 
“ м = з м Т Г с и л ы ,  возникающие при его движении, нами 
не изучаются Таким образом, при кинематическом анализе иссле
дование движения механизмов ведется с учетом т̂ ль^  ̂ р^ Р̂х 
механизмов и геометрических соотношении между размера

^Д ин ам и ческий  анализ механизмов имеет своими задачами:
а\ изучение влияния внешних сил, сил веса звеньев, сил трения 

и маковых (сил инерции) на звенья механизма на ,,леммты  
звеньев на кинематические пары и неподвижные опоры у 
ление способов уменьшения динамических нагрузок, возникаю т

«ж им ГЙ иж ения механизма иод действием задан
н ы х  си лТ усТ н оЕ и и е способов, обеспечивающих заданные режимы 

ДВХ в " а \ “ зада,Иа Мнос-т название сишсго анализа механизм«,, 
я птппая задача — название динамики механизмов.

В динамический анализ механизмов может быть вклютен р 
других задач, имеющих важное техническое значение, а  именно. 
Д н я  колебаний в механизмах, задача о »  с

являются абсолютно жесткими.



первая из указанных задач динамики механизмов имеет своей 
целью определение внешних неизвестных сил, действуютих ня

“ сГхТаГх пш7виж/ЛИЙ (Ре“Ц"Й)' “ЗнГа™Уи?ТкХ„, е-м а 1иче(_ких парах при движении механизма.
/гс ,  внешним силам, например, относятся давление рабочей смр™ 
!ш ?гЯ1 ЛИ жидкости) на поршень кривошипно-ползунного механизма

чего механизма, и др. Некоторые силы возникают в р езультат  пПИ 
жения механизма. К этим силам, например, Х с я т с я Т и л ы  ^™„ия' 

ри движении, силы сопротивления среды и т. д. Некоторые силы 
как , например, динамические реакции в кинематических папах’ 
возникают при движении вследствие инерции звеньев ’

" зучение природы сил требует не только теоретического но и

и иместг^ГзТконьГяР.и^6 СИЛЫ’ ДеЙСТВующие на звенья механизма, 
и з л а г а е т , !  « ДВИЖення всех его звеньев, то можно методами 
излагаемыми в механике, определить силы трения и реакции связей
з в ™ аГ 1 Т и е ПсИРаХ’ СИЛЫ С0ПР0™ ™  среды, силы инТрции звеньев и другие силы, возникающие при движении механичмя
Ицтем самым произвести так  называемый с и ^ Г р ^ Т х а -

™ первой задаче динамического анализа механизмов относит™
от сил3'шРерцииУнаР^опо™ дополнительных Динамических нагрузок „1™ инерции на опоры механизма соответствующим полбоппм 

“  носит н а з №

гдг„„г=птгг„ывг,;механизма, и изучение законов распределени й  ощ ности Т

ханПизЛмНеНаИхяР/ б0Т’ СВЯЗаННЫХ С *еЙСТВИем Различных сил на ме- 
низмов’ с помо,пьРГ е. Н1 „ ВОПрОСа 0 сРавнительной оценке механизмов с помощью коэффициента полезного действия х я п я к т р .

ризующего степень использования общей энергии потребтяемоймашинои или механизмом, „а полезную ра&,ту™ о̂й Е задаче 
™Й™„Вём"Р„1 л1*ШРеДеЛе"™ ИС™”Н0ГО “ »»под действием приложенных к  нему сил, т. е. задачи о режиме еголами'еВмас’сямТаКЖе ВО"РОС ° "одбоРе та™х соотношений между си- Г " ра3”ра” Звеньев механ1]зма или машины, при 
к ^ Т ? р Г у = ' Г - ” Г ар Г ч е “ Г  бЫ " а“бМ“  бЛ“ ‘

¡й гс ж  я е г  е ~  ш ш и ш



§ 39. Задачи силового расчета механизмов

л силовой расчет механизмов
которые дей ствуй  на отдельные

для расчета на прочность отдельнь Д механизма, для опре- 
определения мощности, п°требнои дл р расчета на износ
дйе5ия трения в п « р а Г «  ” . д. Зная силы
трущихся деталей в кииематичкки ^  конструктор МОЖет
действующие на различные от1|рпн звеньев определить кон-
выбрать наиболее рационмьны ера р доста; очной прочности

парах достаточную см азку  

И ТДо появления в В° 3'
в механизмах велось б у Такие расчеты обычно носили
никают при движении механизма. 1ак  СР появлением в технике 
название статических РМ* необходимым учитывать и те силы , 
быстроходных машин стало необ и част0 значительно
которые возникают при Д расчеты, в которых учитываются
какВЬтти ч ески ™ Ч,так и Динамические нагрузки , носят название

Т С Й Л  » " т о м  ” у"Ьа". - ай
низма при его движении, звеньев механизма и известны
известны законы Д » ™  “ “ ¿ н и з м у . Поэтому общую задачу 
внешний силы, приложенн механизмов и машин
динамического расчета и проектирован^ Сначала 0н задается
конструктор обыч1ю расчленяет £ звеньев механизма и
приближенным зэкоиом^ движени определяет все необхо-
внешними силами, на него д пплбиоает необходимые размеры, 
димые расчетные усилия часть задачи. П осле
массы и моменты инерции звеньев. ^  юРвто й части задачи> а
этого конструктор пРист^  05 ИСТИНном движении спроектиро- 
именно, к  исследованию ложены различные действующие
ванного механизма, к  котор му Р закон движения механизма,

“ онстерукто“ вн 2и ?еГранее проведенный расчет все необходимые 

" Т Г Г в о й  „ о ж .б ы т ь
разнообразными методам • Р ового расчета механизмов на
широкое применение получи' Твердых тел.
основе обыкновенных Уравпе Р п,,имевеято  при решении

Сущность этого “™ ^ “° Е е с и я  "¿ форме Даламбера. К ак
задач динамики уравнении равновесия ч» V



инерции, №

р я е ^ ' Л б,й :™ “ еУ„™ , Й Т “ 1 УСЛОВ”0 " ~ Г " с " Г
НЫМИ внешними силами, в том ч и сл ^ Г с 'г™ вается с о  всеми осталь- 
на это тело. ’ Т0М числе и с Реакциями, действующими

мул ирована^ак если ^о  в с е м ^ е ш в д а ^ е "Метода - ж е т  быть сфор- 
низма силам присоединить сиТьГинетшиСТВуЮЩИМ Н? звено мех3- 
этих сил можно звено рассматривать « г т р , ’, Т°  П0Д действием всех 
весии. Таким образом, при применении ппи° ИаХ0Дп ЩИМСЯ в равно- 
чету механизмов, кроме внешних сил лейгТ„НЦИПа Д аламбера к рас- 
механизма, вводятся в рассмотрение’ дД ствующих на каждое звено 
которых определяются ИНерции’ вели™ны
альных точек на их ускорения н Яп ! массы отдельных матери- 
ложны направлениям ускорений м г £ м ? ‘ПеШЯ ЗТИХ сил пР°тивопо- 
для полученной с и с т е м ь ^ и Г у р Е 'и Г п Т “ “ * ^  Составляя 
определяем силы, Действующие на звеньяР СИЯ 4 решая их.
Щие при его движении. МетоТсиЛоВп г Л -  механизма и возникаю^
зованием сил инерции и применрниА» ета механизма с исполь- 
равновесия носит иногда название кинртВнений Динамического 
механизмов, в отличие отстатического ™™™статтес™г° расчета 
тываются силы инерции звеньев. счета, при котором не учи-

§ 40. Силы, действующие на звенья механизма

задаваемые силы, а^м енно:Мс и ^ 1еГл°киВеНЬЯМ пРиложены внешние 
ных сопротивлений, силы тяжести и т ^ К пп '  СИЛЫ производствен- 
механизмов в результате реакций того’ ПРИ Движении
возникают силы трения котопыр в кинематических парах
ляющие этих реакций. Реакции в Рассматривать как состав- 
как  и силы трения, по отношению ко Прр™ЧеСКИХ паРах » так же 
силами внутренними, но по отношению к ™ механизму являются 
в кинематическую пару, оказымю тся Д° МУ ЗВеНу’ входящемУ 

и Реакции в кинематических пяпяу !  ™ внешними. 
действия внешних задаваемых сил Н6Т°ЛЬК° вслеДствие
ствие движения отдельных масс ! ™  механизма, но и вслед- 
ляющие реакции, возникающие от д в и ж к а  ° ускоРениями- Состав- 
можно считать дополнительным и л™ звеньев с ускорениями, 
нематических парах. К ак было у к а з а н ^ в Т э д ^ “ давлениями в ки- 
динамические давления могут бьгеь оппрлр* ’ ЭТИ дополнительные

сви Г  и3= : ™  

которые



движущими силами будем называть те * ЖНЬЯМ
~ £ £ 5  Г “  х Т „ ~ Г н - ЫВ/ть «  С И Л Н ,

- =  2 & —

“ "ходимо отметить некоторую условность, .  Р * « — ™ л

Ё Ш э Щ У к !
Е Г т е '^ м ш Г а Т ^

= } " Н 1 = =  3 5 = =
вредной работой.

г л а в а  х
СИЛЫ ДВИЖУЩИЕ И СИЛЫ ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ СОПРОТИВЛЕНИЙ

§ 41. Диаграммы сил, работ и мощностей

1° Гитты движущие и силы производственных сопротивлений 
»  ¿ с ^ Т  « « . .  и технологических характеристик

нов мы предполагаем эти силы обычно известными и заданными



диаграммы сип*  гР.афическ0Й Форме. В последнем случае -  это диаграммы сил, работ или мощностей.
м е ж д у Т З ™  наиболее типичные диаграммы и связь этих диаграмм

в^тт^ИС ^   ̂ представлена диаграмма силы Р, которая действует 
Дшаесс3„ Т и л а еХРаН"ЗМа ^ Щ е г о с я  ™ сси ^ Г т  

н Т  Имея “ д и а г р а м м у  1 ? 7 ПШ  ПУТИ * точки ее приложе-ния.
(рис. 10.1), можно 
диаграмму А — A (s)

P = P( S )  
построить 

работы А

Рис.
СИЛЫ

10.1. Д и агр ам м а зависимости 
от пути точки ее приложе

ния. \
Рис. 10.2. Д и аграм м а зависимости 
раооты силы от пути, построенная 
интегрированием диаграммы, изоб

раженной на рис. 10.1.

В функции пути s (рис. 10.2). В самом деле, работа на и н теп - 

равнаПУТИ °Т начального положения 1 до любого последующего А

( 10. 1)

Д р 1 ^  величины пути соответственно в положениях 1 и ь 
Следовательно, построение диаграммы А = А (а) (рис 10 2) 

сводится к  интегрированию функции Р  =  р  м  (рис. 10 п .'м ето л  
графического интегрирования был рассмотрен нами в § 18 3° Так 
на интервале от §1 до 82 работа А12 равна 5 ’ ' ’

*12

02
=  =  №  ПЛ. [/2'2] =  цд (2 —2"),

T I T  ^ ? “ Г ЩаДЬ’ огРаниченная кривой 1, 2' и прямыми /, 
^  И z  И измеренная в квадратных миллиметрах (на рис 10 1 
площадь заштрихована), а »Р и _  масштаб!, сил и путей 
Полученное значение А12 отложено в масштабе иА на ординате

РяКбптяДГ ГРаММЫ Л =  Л (s) (Рис- 10-2) в ^ д е  отрезка ( 2 -  2"). Работа А13 в интервале от Sj до s3 равна

•̂ 13 =  ds 
Sl

(рис. 10.2) и т. д.

= |Ар Н-* ПЛ. [12’3’3} = ̂ а (3 -3 " )



На рис. 10.3 дана диаграмма момента М, развиваемого на валу 
двигателя внутреннего сгорания, в функции у гл а  ср поворота вала 
двигателя (диаграмма М =  М (ф)). Д ля построения диаграммы 
работы А — А (ф) можно воспользоваться равенством

Лиг— 5 М £*ф. (10.2)
Ч>1

Таким образом, задача сводится к  интегрированию функций 
М =  М (то) (рис. 10.3). Диаграмма функции А =  А (ф) дана на 
рис. 10.4.

Рис. 10.3. Д иаграм м а зависимости 
момента на коренном в а л у  поршне
вого двигателя от у гл а  поворота 

коренного вала .

Рис. 10.4. Д и агр ам м а  зависимости 
работы порш невого дви гателя от 
у гл а  поворота коренного вал а , по
строенная интегрированием  ди аг
раммы* изображ енной на рис. 10.3.

2°. В рассмотренных примерах сила Р  и момент М были заданы 
в функции перемещений я и ф ведущих звеньев. В некоторых случаях 
эта сила или момент могут быть заданы в функции времени г. На 
рис. 10.5 показана диаграмма Р  =  Р (0 . характерная для многих 
рабочих машин. Например, приближенно по таком у закону изме-

< 4 > -

А а/ г - 4 1мм— Ш
Рис. 10.5. Д иаграм м а зависимости 

силы от времени ее действия.
Рис. 10.6 . Д и агр ам м а  зависимости 
момента силы от времени ее дей

стви я .

няется сила тяги многих сельскохозяйственных машин. Если рас
сматривать процесс с момента трогания с места, т . е. с момента на
чала перемещения машины по полю, то сила тяги  вначале быстро 
растет до некоторого значения Р т ах (рис. 10.5), после чего умень
шается, приближаясь к  некоторому постоянному значению Р рав* 
соответствующему рабочему времени движения машин.



На рис. 10.6 показана аналогичная диаграмма М = М (й  изме
нения момента М центрифуги в функции времени t.

постРоения диаграмм работ по диаграммам Р =  Р ({), и 
М — М (/) необходимо дополнительно знать зависимость переме
щения в от времени / или угла поворота ф от времени т. е. зави
симость в =  в (/) или ф =  ф (/). Эти зависимости могут быть, на
пример, экспериментально Определены одновременно с регистрацией 
силы Р  или момента М в функции времени

Имея диаграммы Р  =  Р (¿) и в =  в (¿), можно исключить из 
них время  ̂и построить диаграмму Р — Р  (я), после чего построение 
диаграммы А = А (в) может быть сделано так, как это указано
П1ЛТТЮ  *

Аналогично, имея диаграммы М = М (¿) и ф =  ф (/), можно 
построить диаграмму М =  М (ф) и по ней диаграмму А — А (ф).

3 . При экспериментальном исследовании машин в некоторых 
случаях записывается диаграмма мощности N, потребляемой маши
ной в функции времени *, т. е. диаграмма N = N (*). Такую диа
грамму мы получаем, например, при записи на самопишущем ватт
метре мощности, потребляемой электродвигателем, приводящим 
в движение рабочую машину. По диаграмме N =  N (/) можно по
строить диаграмму зависимости работы А от времени / — диаграмму
А — А (¿), т а к  к ак  работа А^ на интервале времени от до 
равна

Таким образом, построение диаграммы А — A (t) сводится к  ин
тегрированию по времени функции N — N (t). Если дополнительно 
построены диаграммы s =  s (t) или диаграмма ф =  ф (t), то, исклю
чая вРемя t из диаграмм А = A (t) и s — s (t) или из диаграмм 

~л / 45 =  ‘Р получаем диаграмму А =  A (s) или А =
— А (ф). Диаграммы Р = Р (s) или М — М (ф) могут быть полу
чены дифференцированием функций А — A (s) или А =  А (ф) по 
пути s или у гл у  ф, так  как

1 . При динамическом исследовании и расчете машин большое 
значение имеет вопрос о мощности, которая может быть развита 
машиной-двигателем при различных скоростях вращения ведо
мого вала, или о мощности, необходимой для приведения в движение 
рабочей машины при различных скоростях вращения ведомого 
вала. В большинстве машин момент на валу при различных скоро-

выше.

(10.3)

(10.4)

§ 42. Механические характеристики машин



§ 4 2 ]

стях вращения вала не постоянен В « » « ;  “ Г  
скорости вращения *  меняются сш ш  трения в них.
тических парах, и, сдадоват , скооости вращ ения ведущего 
В рабочих машинах при
вала изменяются производст приложенного к  ведомомусреды и т. д. Зависнмкть момента М^прЩ10же1Ш1^0^

Г У, г Г о ” с™ "тнх валов „ £ и т  название м е х а н и к а  ха-

1 = Б ж  - к г —  “  ■
ротов машины в минуту, равное

ЗОсо
п==~^Г'ЗТ

Т ак как  мощность N. момент М и угловая скорость «, связаны 

соотношением дг =  Мм (10.5)

и ш ш в -

щающего момента М с увеличением угловой скорости со.

N ■ м-Маь)

Рис 10 7 М еханические х а р ак т е 
ристики электродвигателя постоян
ного тока с параллельным возб уж  
дением (зависимость момента Р°тора 
от угловой скорости и зависимость 
мощности от угловой скорости ро

тора).

ЛИ?-*-А
Рис 10 8 М еханические х ар ак 
теристики электр одви гател я  по
стоянного то ка  с последователь
ным возбуж дением  (зависимость 
момента ротора от Угл ° ® ° ^ ° '  
пости и зависим ость мощности 

от угло во й  скорости).

На ряс. 10.7 и 10.8 показаны механш еа

Все



М (о) для машин-двига-т е Т й ИЧпеСКИе хаРактеРистики вида М 
телеи, показанные на рис. 10 7 _10
кривыми. На рис. 10 10 покячян^г '— У"и1^л “ «сводящими 
асинхронного электродвигателя тпр^  460™6 хаРак теРистики 
ристики имеют как  Е Е ?  ^  хаРа™ ’

м
7т-~рнни

Рис. 10.9 . М еханические х ар ак 
теристики  водяной турбины в 
виде зависимости момента на ко- 
реш ю м Ва л у  от угловой скорости 
И в  виде зависимости мощности 

от угло во й  скорости.

се/с

ЗЗНОГО тока в  ВИЛА --------------------------

вой скорости.

делить те угловые* с к о р о с т !̂ п т Г к о !ИДЗ М = М ^  можно опре- 
максимальную мощность N. ' К0Т0Рых двигатель развивает

рабочих1м а ш ^ ^ ~ ц ^ т о < !^ о аг о ™ г Т аНИЧеСКИе хаРактеристики 
Как видно из характеристик V оабоииу И ПРЯДИЛЬН0Й машины, 
с увеличением угловой с к о р Л ,  что о Г ™ „ “е Г “

сти мощности от угловой скорости.

Рис. 10.12. М еханические хар акте
ристики прядильной машины в  
виде зависимостей момента и мощ

ности от угловой скорости

Сред и УобъектовИиМтСИд. Т аки м ’обпазоПР°ТИВЛеНИЙ обРабатываемых 
ристики к ак  вида М = М (а) тя^ М’ все механические характе- 
машин являю тся обычно восхояя^^  ВИДа М =  М (0)) для рабочих
вопрос о механических х ар ак тер и ^ ^ к ^ Т ссм я^ п  Б°Лбе подРобно 
альных курсах  при .решении чяля„ „  рассматривается в специ-
подбором двигателей к рабочим маш инам"^ ° Наиболее « “ годным



Г Л А В А  XI 
ТРЕНИЕ В МЕХАНИЗМАХ

§ 43. Виды трения

1°. Вопрос о природе ^ л е д о в ан и я^^ .ен ^п редотав-
Как показьшают эксперименталь ких  ̂ физических и хими-
ляет собой сложный ком" лекс Миные явления преобладают в зави- 
ческих явлений, причем ™ И™ е и ит процесс трения, 
симости от условии " ^  ™Тп00РЬробное изложение современных тео-

р ы № ™ Г &
шя. ?еХ о д ™ ы Т м я решения простевши, з ад а , теории

механизмов. „ Нппннх вида трения: трени е сухое  (или
Обычно различают два основны * ^  жидкостное  (или трение 

трение несмазанных поверхностей) р ичают иногда еще два
смазанных поверхностей). Кроме тог , р ^  и жидкое трение.
промежуточных вида трения. п о « х о  р объяснено схемаТически

2°. Явление сухого трения м° * ет большим увеличением по
следующим образом. Рассмотри чт0 эти поверхности 
верхности трущихся тел большим коли- 
не абсолютно гладкие, а ш р схематически изображены тру* 
чеством неровностей. На рис^ И Л н двигать друг отно- 
шиеся поверхности Л и й .  ьсли  эти £ и будут задевать за 
сительно друга, то выступы ода деформироваться, 
выступы другой поверхности^ Выступын»»п«  гя„ ;г  в зависимости 
Деформации эти могут быть, у ру ^ трущимся поверхностям, 
от величины иагрузки прил ИЧНЬ1Х физических свойств
скорости относительного движен , Р остей и т. д .).
трущихся тел (упругость, характер по ^  опорНые реакции Я , 

Если в точках сопр1« асания п ри лож у площ^ дкам  соприкаса-
направленные по нормали к  элем Р перпендикулярные
ния(рис. И..1), и р ю л «™ *  « хдН/и“ ™ т о  нормальные составляю- 
и параллельные направлению Д м и  нормальными нагруз
щие V  будут уравновешиваться зада,а ,ыми н р ор„ю 
ками, а касательные с^та^яю щ ие ^ре^щ еиию  поверхностей А и
силу сопротивления отн0С^ еЛ!ь ь; вается силой трения .
В Эта сила сопротивления и назь ностей А я  В непосредст- 

Если выступающие неР0ВсН0̂  ’ г0М ? 0 такой вид трения назы- 
венно соприкасаются дру РрЖДУ’ поверхностями А и В имеете 
вается сухим трением. Если ж е  между РоверхноСти А и В непо-
промежуточный слой смазки (рис Л  1.2) и ^ о ^ р  трения назь1Вается
средственно не соп ри м м ю гся, 'т жидкостном трении силами 
Г р ^ яШяТ яю Х  с?л н  сопротУивлРения сдвигу отдельных слоев



костном трении,Отсутствую т ^ с у х о Т Т “  ШеЮТ “  ПрИ Жид' 
сухим трением  называют такой Р НИИ’ 11 на°борот. Поли-
выступающие шероховатости не разлелТютг " РИ К0Т0Р0м наиболее 
ходят в непосредственное сп п п и тли ! Я1°тся слоем смазки и при- 
сухим и полужидкостным видами тп ен и яТ  зница между полу-
Разом в то„ , какой из о с ^ Г х \ Г в Х ~ ^ Г М о1

и р '

D .I. Увеличенное г.
изображение д вух  тр у- Рис- > 1.2. Увеличенное

Щихся .поверхностей. Ражение двух  трущ ихся по"
верхностей. ^ д е * “ '  

слоем см азки .

совершенно Р зм и вд ^ П о эт^ ^ р азл и ч н ы  иРеНИЯ П0 своей природе 
в механизмах. Во фрикционнь?* 1  Методы Учета сил трения 
наблюдается сухое трение, в с м а з а н ^ 6”™ * И других передачах 
и т. д. жидкостное трение пеоехплст°ДШИПНИКах’ подпятниках

соприкасающейся поверхности о л н о гл  Различные площадки 
падают с с о о т в е т о т в у ю ^ л о ^ м Г д ^ — а ™ “ “ ~

§ 44. Трение скольжения несмазанных тел

z r & s s  н Г Г о Г п л —
Щую вследствие трения и няпп чеР^з N, а силу, возникаю- 
С Т И ,-через F0, то для равновесий т е л а ^  Параллельно плоско- 
Щего момента пренебрегаем) необхолимп ^ Шем опРокидываю- 
равенства н > нео°ходимо, чтобы удовлетворялись

Е? /->
^o =  G s in a , N = G co s  а .



Из этих равенств следует:

§  =  (II. I)

Наблюдения показывают, что равновесие возможно, пока угол а  
не превышает некоторого предельного значения ср0 и пока имеет 
место неравенство

tg а  <  сро-

Если обозначить tg <р0 через /0, то 
можно написать:

Число /о называется коэффициентом Р"0ссаи03 трке„иисГ енТ™н,Го°п 
трения покоя, а угол <р0 —  углом тре- плоскости .

ния покоя.
Из равенства (11.1) следует, что величина силы г 0 удовлетво

ряет неравенству
(П.2)

Трение, имеющее место при относительном покое соприкасаю
щихся -тел, называется трением покоя или статическим тре
нием.

Физический смысл неравенства (11.2) можно пояснить следую
щим образом. Если представить себе, что на тело действует сдви
гающая сила, величина которой постепенно увеличивается от нуле
вого значения, то эта сила будет вызывать постепенно увеличиваю
щуюся деформацию сдвига трущ ихся поверхностей, но тело не 
будет находиться в движении. Когда величина сдвигающей силы 
достигнет значения, равного величине то в дальнейшем нач
нется уж е движение одного тела относительно другого.

Неравенство (11.2) устанавливает только максимально возмож
ную величину силы трения покоя, так  как сила трения является 
слагающей пассивной реакции связи  и ее сначала неизвестное на
правление определяется в дальнейшем только активными силами. 
Из этого неравенства также следует, что сила трения покоя имеет 
всегда такую  величину, которая необходима для предотвращения 
скольжения тел одного относительно другого, но не может превзойти 
некоторого предельного значения. Если бы трение отсутствовало, 
то равновесие было бы возможно при вполне определенных значе
ниях сил или координат, определяющих положение тела. При тре
нии имеется целая область положений равновесия и бесконечное 
множество значений активных сил, при которых имеет место равно
весие.

8  И. И. Артоболевский



2°. Если соприкасающиеся тела находятся в относительном дви
жении, то имеет место не трение покоя, а трение движения или 
Кинетическое трение.

В отличие от силы трения покоя, сила трения движения произ
водит определенную работу. В конце XVII века французским уче
ным Кулоном было опубликовано сочинение, в котором он на основе 
собственных наблюдений и исследований других ученых (главным 
образом Амонтона) сформулировал следующие основные поло
ж ения:

а) сила трения скольжения пропорциональна нормальному дав
лению!

б) трение зависит от материалов и состояния трущихся поверх- 
ностей; 1

в) трение почти не зависит от величины относительной скорости 
трущ ихся тел; г

г) трение не зависит от величины поверхностей соприкасания 
трущ ихся тел;

д) трение покоя больше трения движения;
е) трение возрастает с увеличением времени предварительного 

контакта соприкасающихся поверхностей.
Анализ положений, выдвинутых Амонтоном и Кулоном, сделан

ный последующими исследователями, показал, что эти положения 
могут считаться правильными только в применении к определенным 
трущ имся материалам и только в некоторых пределах изменения 
скоростей и нагрузок. Так, например, на основе ряда экспериментов 
было установлено, что зависимость силы трения от нормального 
давления выражается следующим равенством:

/' =  Л + Д ^ . (11.3)

В этом равенстве Р есть сила трения, /с — коэффициент трения 
движения, принимаемый для рассматриваемых тел постоянным, 
N нормальное давление и А — некоторая постоянная трения, не 
зависящ ая от давления, а зависящ ая от способности соприкасаю
щихся поверхностей к предварительной сцепленности. Таким обра
зом, хотя зависимость силы трения от нормального давления ли
нейна, закон изменения силы трения в функции нормального дав
ления выражается в виде прямой, не проходящей через начало коор
динат (рис. 11.4, а). Постоянная величина А характеризует как бы 
«цепкость» соприкасающихся поверхностей и показывает необхо
димость приложения некоторой дополнительной силы для преодо
ления предварительной сцепленности соприкасающихся поверх
ностей. *

Разделив обе части равенства (11.3) на величину Ы, получим

~  Т у+/<;• (11.4)



Venu ппинять согласно положению Амонтона — Кулона, что 
вели,“ м  силы трения F прямо пропорциональна величине нор
мального давления, т. е. F - f N ,  I =  £ .  ™ равенство (11.4) можно

будет переписать так:

t - i + t -  <"-8>

щ е ^ е ^ Н ^ ^ п о к м а н о ^ ^ р и с .Т ы Т ^ ^ а ф и ^ п р е д с т а в л я е т ^ б о й

«ч_
.

F в)

\j~rn
jf

РИС. 11.4. К исследованию в о п р о с а  т р е н и н г а )^ р а ф и к  
линейной зависимости У зависРимости коэффициента
силы; б) график ги"®Р^ол.иичГ '.. Гпафик зависимости силы 

о°тТ нормальной £ £ . ’ ^ н я е м ы й  в расчетной 
* практике.

гиперболу. Таким образом, коэффициент трения, вообще говоря,
зависит от нормального давления. ,  п о л ь з у ю т с я  урав-

В большинстве технических расчетов обычно п°л ьзУЮТ УР 
нением Амонтона -  Кулона в простейшей его форме, пренебрегая 
цепкостью поверхности, и считают

Р ^ ы ,  0 1 .6 )

. . .  £ некоторое среднее значение коэффициента трения, опреде-
ляемого ^ з  опыта и принимаемого постоянным. Графическое изоб-
ражение соотношения (11.6) дано на рис. П .4, в - л-_ Ы1ШН>.тва 
Р Ппытн показали что коэффициент трения / для большинства

СК°Опыты также показывают, что коэффициент трения / изменяется 

давления легко объясняется тем, что величины [ хар» р Д Ф Р

я и
удельного давления,

8*



покоя « Г С ! ™  4>ения движения ^  и силы трения

силу, параллельную плгскос™ соприкасания” 'Т елГ"У “ “’’‘У“«"0 
лось выше, выходит из сорт™ ™ ?  ™ еЛ0’ как  Указыва-
движущей силы достигает значения К°ГДЗ величина этой

Р о  =  Г 0 =

силы Р0 И равную по величине несколько меньшую

РЫХ ^ Т е Г д Мн „ ^ иЗ % Г с Х Г ,Т Г  ТРе" ИЯ “  —

»ого У- те/ и Дт а Г 7 е Г ^ \ ~ Г  Т О
“меет н£,пРавление, противоположное скоро
сти ъ А. Ьсли необходимо определить, в каком 
направлении девствует сила Г . ,  приложен
те™ й  п Т° НаД0 Рассм°треть движение 
тела В относительно тела А. Д ля этого сооб
щаем обоим телам скорость — противо
положную скорости юА. В этом случае тело А 

Рис. 11.5. к вопросу о станет неподвижным, а тело В начнет лви- 
ния3мии сМиГЛре™Г„Во?: ^а1ЬСЯ относительно А со скоростью —©Л| и,
движения°труЩи£|?!?тел” Г г ™  ^  Р° буД6Т Нател. правлена в сторону, противоположную скоро-

ПО величине и иИеЮт"рИот„в^„лож йь,̂ „Иа„ р ^ Г  Т акХ

» о \ ^ Т ^ 1 \ 7 : ее1 яНтРтЛтие‘ 'т .
н и я ? 0Т̂ В Р“ »а нулю,  сила тре- 
от внешних действующих сил сила

форме ^ю ?“тT ?ьT ф Лo д а  ТРСНИЯ В Уточненной
а) коэффициент трения можно считать постоянным и г и и

в 'сп р ед ел е^ о м 1 ди 'ап ^зон^скоростей ^^а^узок^3^ 6” 11™  ТОЛЬК0

о т н «и ^ ь н ь щ Н̂ коростям;НаПРаВЛеНЫ " СТ°Р°Ну’ " Р < " « о ж н у ю

с л у 1 Г „ Г к о Г Г « В„ " аЧаЛЬНЫЙ ш ж т  движения в большинстве«-лучаев несколько больше трения движения;



г) с увеличением скорости движения сила трения в большинстве 
случаев уменьшается, приближаясь к  некоторому постоянному 
значению;

д) с возрастанием удельного давления сила трения в большин
стве случаев увеличивается;

е) с увеличением времени предварительного контакта сила
трения возрастает.

§ 45. Трение в поступательной кинематической паре

Г.  Пусть ползун А нагружен некоторой силой Р  (рис. 11.6), 
представляющей собой результирующую всех действующих на 
ползун сил, и пусть коэффициенты трения покоя и движения соот
ветственно равны /о и /. Рассмотрим, при каких условиях ползун А 
начнет двигаться по неподвижной направляющей В. Д ля этого 
перенесем точку приложения силы Р 
в точку О и разложим эту силу на соста
вляющие Р' и Р", из которых первая 
параллельна поверхности соприкасания, 
а вторая к  ней перпендикулярна. Если 
обозначить угол, образуемый силой Р 
с нормалью п — п, через q>0, то вели
чины составляющих Р' и Р" будут со
ответственно равны

P ’ ^ P s i n  ф0 и Р’ = Р  COS ф„.

Под действием силы Р" поверхности 
соприкасания сближаются друг с дру
гом, а под влиянием силы Р' ползун А стремится сдвинуться от
носительно направляющей В. Величина силы трения покоя F0 по 
закону Амонтона — Кулона равна

F0 =  P"fo — Pfo eos ф0.
Ползун сдвинется с места в тот момент, когда величина силы 

р '  достигнет значения F0 и будет иг^еть место равенство
P '= F 0.

Подставив вместо Р' и F0 их значения, можно написать:

Р  sin  фо == Pfo eos ф0;
отсюда

с _sin фо _  .
§Фо‘

Из этой формулы следует, что ползун А выходит из состояния 
покоя ,' когда тангенс угла ф0 становится равным коэффициенту 
трения покоя /0.

Рис. П .6 . К вопросу о трении 
в поступательной паре.



Угол ф0, как  было указано выше, называется углом трения 
покоя.

Величина силы трения движения Р меньше величины силы 
трения покоя /70. Следовательно, и угол трения движения ср меньше 
угла трения покоя ф0, т. е. ф <  ф0.

Угол ф может быть определен из равенства / =  tg ф.
2°. У глы  трения покоя и движения позволяют в очень простой 

геометрической форме представить взаимодействие сил, приложен
ных к ползуну, перемещающемуся 
с трением по направляющей. Рас
смотрим условия равновесия ползу
на 1, движущегося с трением по на- 
правляющей 2 (рис. 11.7) с постоянной 
скоростью V .  На ползун действуют 
силы Т и ф. Сила Т параллельна оси 
направляющей 2 и стремится переме
щ ать ползун 1 вдоль оси направляю
щей 2. Сила ф, перпендикулярная 
к  оси направляющей, прижимает пол
зун  1 к направляющей 2.

Воздействие направляющей 2 на 
ползун 1 сводится к действию на него 

нормальной реакции N и силы трения р .  Пусть задан угол трения 
Ф, тогда величина силы трения Р  будет равна

Р = Щ. (11.7)
Сложением сил Р  и N находим результирующую силу /?, пред

ставляющую собой полную реакцию звена 2, равную по величине

Я = У№ + Р* = У№ +  ЫЧ ё 2ф =  ^ К Т Т ^ г Ф =  Л ^ - ! -
СОЙф’

откуда
Р  сое ф = Ы.

Из этого равенства следует, что полная реакция /? отклонена 
от нормали п  — п на угол трения ф.

Таким образом, для учета сил трения в поступательной паре 
надо отклонить реакцию /? от направления нормали п — и на угол 
трения ф в сторону, обратную скорости о движения ползуна отно
сительно неподвижной направляющей.

Отложим от нормали п — п (рис. 11.8) углы ф0 и ф трения покоя и 
движения. Если тело находится в покое, то направление реакции # 
всегда располагается внутри у гл а , равного 2ф0 и большего угла 2ф.

3  ̂П окажем теперь, что если результирующая внешняя сила 
И, действующая на ползун /, приложена под углом а  к нормали 
п п, меньшим угла трения покоя ф0, то неподвижный ползун 1

Рис 11.7. К определению равнодей
ствую щ ей реакции  трущ ихся по
верхностей во время движ ения 

одного тела по другом у.



не может выть приведен в Движение (рис. 11.9). Разложим силу Р
на две силы: силу Р  и силу Р , Р

р' = Р $ т а  и Р’ = Р с о в а .

Величина силы трения покоя Р0 равна
Fo==f0N = f0P', = PZOSatg<?0.

Подставив в это равенство значение Р  =  ¿¡^>  получим

/7п =  Р
,, ^фо 

ос

Так как по условию <р0 >  а > т0
Ш Фо -  1

откуда ,

tg a  

Р '< ^  о.

-Г Р сила Р' стремящаяся сдвинуть ползун / по направляющей 2, 
т. е. сила и  , Р ппкоя р .  Таким образом, если а  <  ср0,

7/7//////Ш Ш ,

Рис. 11.8. У глы  трения покоя 
и движ ения.

Рис. 11 .9 . К определению воз
можности дви ж ен и я ползуна по 

направляю щ ей.



или ш, образующей, „ли вне конуса, раствор которого равен так-

^ ' перейдем к  рассмотрению возможных случаев д в и ж е н и я  ппч  
зуна в неподвижных направляющих На пи с 11 11 „ 1 ,  
шипно-ползунный механизм с 
ползуном 4, двигающимся в неподвижных направляющих / К

движущий
силы инерции ползуна Р| с Г ;7 нГ Р“ ,ьСГ с „ Г „ Р ™ ЛеИ"” " 

™ ™ " л ™ п р а ^

Рис. 11.11. Распределе- 
ние сил в кривошипно- 

ползунном механизме.
Рис. 1 1 . 12 , Распределе
ние сил в кулачковом 

механизме.

( Р !  F
a n b  ползуна и считать что пппчлт т,™’° пренебречь размерами 
к  одной иУз сторо„И̂ Т„ ^ ™ я ^ ^ ™ ^ \ № П Р "Ж"МаеТСЯ

F — fN = f p  sin a,

ГД%™7огРи ™ ?ю \хем у1В„ЛаЯт з ™ /,„ ,,р0Х0ДЯЩеЙ "ерез Т0ЧКУ С- ' 
(рис. 11Л2), В котором  к ползунV íñ n ^ *  В кулачковом механизме 
направленная по нормали п — п v  ^р^ложены Движущая сила Р,  
мальные реакции N н ап о авл яттч у роФилю к Улачка, сила Т, нор
на рис. 11.12 не показаны И ТРСНИЯ F  Силы N и F  

Если опорные поверхности направляющих / (г,иг и  m

гими свойствам и ™ ï  !  У внешними нагрузками и упру, 

решение так°й зада^Т  предстамяе^зш ТетельныТтр^ости^а4^



Hg

I“

тому примем некоторые упрощающие предположения. Так как между 
ползуном и направляющими всегда имеется производственный зазор, 
то под действием приложенных к ползуну сил ползун может или 
прижиматься к левой АЮ, или к правой ЕВ поверхности направ
ляющих, или перекашиваться так, как это схематично показано на 
рис. 11.13. В первом случае сила трения может 
быть определена по формуле (11.8). Во втрром 
случае реакции опор надо счи
тать приложенными в точках А 
и В или И и Е (рис. 11.13).

На рис. 11.14 показана рас
четная схема действия сил на 
ползун в случае его перекоса и 
учета его размеров. Движущая 
сила Р приложена к ползуну 
в точке С под углом а  к оси Сх.
Сила сопротивления Т действует 
по оси Су ползуна. В точках 
А п В к  ползуну приложены 
реакции М  и Мг, направленные
параллельно оси Сх и силы трения и Д ля решения задачи 
силового анализа сила Т должна быть задана, определению под
лежит необходимая для движения сила Р. Известно, что силы 
трения и Г 2 соответственно равны

^  = /N1 и /г2 = /^2-

Составляем уравнения проекций сил на оси координат Сх и 
Су и уравнение моментов всех сил относительно точки С.

Рис. 11.13. Я вле
ние перекоса пол
зун а в направ

ляющих.

Рис. 11.14. Расчетная 
сх ем а  действия сил 
в случ ае  перекоса 
п о лзун а в направ

ляю щ их .

Nx —NzJr P c o s  а  = 0, 
Р sin а  — fN i — fN2 — Т =  О,

- Ntk +  — fN2 y  =  ° .
( 1 1 . 9 )

где а _ширина ползуна, & — консольный вылет ползуна
и I — расстояние между точками контакта ползуна с направ- 
л я ющими

Совместно решая два первых уравнения системы (11.9) относи
тельно N1 и #2, получаем

дг _ Р ап а  —/Р сси а  —Г  ̂ (11.10)

И
,, Р sin а  + /Р cos а  — Т
Л/2 — 2/ '* (11.11)

/



л  1 ^ ° “ ЛЯЯ выРажения Для Л̂ 1 и Л̂2 в третье уравнение системы 
(1 .9) и решая полученное после этого равенство относительно Р 
окончательно имеем '  ’

sin a  -f- f  (1  +  y  ~  у - 1 cosa
(11. 12)

Соотношение (11.12) устанавливает зависимость движущей силы 
Р  от силы сопротивления Т, приложенной к ползуну/

Вылет k ползуна имеет всегда конечную величину, поэтому 
р практических расчетах можно в соотношении (11.12) пренебречь 

еном f  (a ll) , потому что он весьма мал по сравнению с членом 2k И 
« л 8 f 00™0™  (И-12). Например, если принять коэффи- 

~Л ’ ’ при РазмеРах > показанных на рис. 11.14, величина
^ 1 /1 ПрНбЛИЗИТеЛЬН° В ра3 меньше ^личины 2k!I. Следовательно Уожно практически пользоваться соотношением '

j
^  • 1 2М ‘ (11.13)

s m o s  +  / ( l - | - ^ J c o e a  ^  К ’

г и п ? о МуЛа (1L i 3) показывает. что Для уменьшения движущей 
с ли Р  при одной и той же силе Т сопротивления надо стремиться

к тому, чтобы сила Р  как можно 
меньше отклонялась от направле
ния Су.

5°. В некоторых случаях поверх
ность соприкасания ползуна и на
правляющей в поперечном сечении 
имеет вид симметричного двугранного 
угла  ̂или желоба (рис. 11.15, а). 
Такой ползун называется клинчатым. 
К ползуну 1 приложена движущая 
сила Р , параллельная оси желоба, 
сила Q, перпендикулярная к этой оси, 
нормальные реакции ДГ, и пеп- 

пендикулярные к граням желоба, и две равные силы трения Д  
и /V Сила трения F, равная F  =  F , + Р 2, определяется по формул^

F = (Nl +  N J f  = 2N1f ,  01.14)
так как N2 =  Nx. Далее имеем

^ i  +  Ar2+ Q  = 0. (11.15)

°ИЛ (РИС- 11Л5- ^  согласно Уравнению (11.15). Из этого треугольника получаем

о лг __ Q

£№к.}1- I ? ' Н ап р авляю щ ая посту- 
ГГателЬйой п ар ы  в виде ж елоба; 

а) схем а; б )  тр еуго льн и к сил.



Тогда формула (11.4) будет иметь вид
1

4  яп а

или Т7 = /'<2, гДе
/' = - , / С1

( и л е )

(11.17)

Ич й ю о м у л ы  11 17 видно, что величина /', условно называемая 
коэффиТиен^м т рения ш ш ово го  ползуна, больше коэффициента 
трения плоского ползуна в направ
ляющих.

В некоторых случаях находят при
менение круглые ползуны, движущиеся 
в желобе, имеющем форму круглого 
цилиндра (рис. 11.16).

Рис. 11.16. Н аправляю щ ая по
ступательной пары в виде к р у г 

лого цилиндра.
лисного механизма.

Для таких ползунов рекомендуется определять силу трения Т7 
по формуле

> г  =/ О,

ГА6 / '= 1,27/ .

й° Мы пассмотрели вопрос об определении сил трения при дви-

направляющим, но дая т е * ! » " “ ™ ™ 1'ВРЛ\ ™  “ л ^ ^ е н я я  в  сто- 
ползуна по по-

дв„*„°в  направляюще,^ ^ в направля101Щ1Х эвеиа 4
Из треугольника с к о р о с т е ^  построенного и . схеме видно 

“ з” "нТ ра“ л°еРн Г  противоположна вектору « . . .



§ 46. Трение в винтовой кинематическои паре

/°. При рассмотрении трения в винтовой кинематической пяп* 
обычно делают целый ряд допущений. В о -п еп вГ  Р
распределения давлений по винтовой резьбе неизвестен то условно 
считают, что давление гайки на винтили, наоборот винк нГгайку 
приложено по средней линии резьбы. Средняя линия резьбы оаспп 
ложена на расстоянии г  от оси винта <пиг 11 1Я п распо-

предаолагается,чтодейст.иес!^в щ«™вой паре может быть сведенок действию сил на ползун, находящиеся на наклоттой п л « к™
Р звертывая среднюю линию винтовой резьбы на плоскость, сводят

пространственную задачу к плоской, для 
11Т8П<б)ТУПаЮТ следующим образом (рис.

Пусть на гайку А действует некоторая 
сила Р0 и некоторая пара сил в плоскости 
перпендикулярной коси винта (рис. 11.18 б). 
Момент N1 этой пары мы можем представить 
в виде момента силы Рк, приложенной на 
расстоянии г  от оси z — г, т. е. М = Ркг ' .

Чтобы гайка двигалась равномерно 
вдоль оси z — z в направлении, противо
положном направлению силы Р0, необхо
димо, чтобы момент М равнялся моменту
силы Р  относительно той же оси z _z

Имеем
РкГ' = Рг.

Рис. 11.18. Пространствен*
п ая  схема винтовой пары . В  ЭТОМ р а в е н с т в е  Р  вСТЬ СИЛЗ, Н е о б х о -

гела Л (гайки) „о

Пд1 8 ? г ™ ^ 0р0й <'гш" " етс»  у м у  подъема винтовой р^ьбы в (рис. 11.18). Строим план сил согласно уравнению равновесия г и п  
действующих на гайку А. Имеем равновесия сил,

Po +  P + N + F = 0.
Из плана сил (рис. 11.19, б) следует, что величина силы Р  равна

^  =  ^0 tg (Р -f- ф),

P kr '  = P0r  tg (Р +  ф),
следовательно,

или

Pk = Л > ^ ( Р  + ф). (11. 18)



равлению, совпадающему с направлением силы Р$, формула (11.18) 
принимает следующий вид:

' Р * = Р 0; ^ ( Р - Ф ) .  01-1Э)

Пои В <  Ф двухзвенный механизм, состоящий из винта и гайки, 
является самотормозящимся, т. е. гайка под действием силь 0 
(рис. 11.18) не будет вращаться и скользить вдоль оси г

Из плана сил (рис. 11.19, б) имеем, что сила трения Р  равна

Т7 = /? б1п ф. (11.20)

Р
Так как реакция Я  равна Я — ^  

значение Я в равенство (11.20), получаем

; ф

, то, подставляя это

Бт ф
вт (Р +Ф) 5111 Р +  СОв Р ф

_  Р !  ...-ЯП Р+/СО$Р’ (11.21) Я

так как коэффициент трения \ = tg ф.
2°. Выведенными соотношениями можно Рис 11.20. Винтовая па-

пользоваться при определении СИЛ трения ра С треугольной резьб ой , 

в винтовых парах с прямоугольной резьбой.
При треугольной резьбе (рис. 11.20) весьма приближенно считают 
что движение гайки аналогично движению клинового п0ЛЗУна по 
желобу у которого угол между вертикалью и стенками желоба
равен 90°_а, где а  — угол подъема резьбы. Тогда коэффициен
трения /' выразится (см. формулу (11.17)) так:

/ _____



следовательно,

ф' : tg ф 
соэ а ’

АЛ/  „опРеделения силы трения Р  в винтовой паре с треугольной резьбой имеет следующий вид:
р  _  р ______ Г _______  

вш (5+ / '  соэ ¡3 •______________________(11-2 2 )

Так как коэффициент трения /' больше коэффициента трения Г 
то трение в винтовой паре с треугольной резьбГбольше" чем в вин: 
товои паре с резьбой прямоугольной.

§ 47. Трение во вращательной кинематической паре
1 . При рассмотрении явления сухого трения во врашательнг™ 

кинематической паре пользуются различными гипотезами о законах
Я ™  НаГРУЗКИ на повеР*ностях элементов этой п а т ,
С помощью этих гипотез могут быть выведены соответствующие 
¡ ”р“ у® 1 для опРеДеления сил трения и мощности, затрачиваемой 
на преодоление этих сил. Такие гипотезы были предложены неко-
П Л е Т ;  е ' ВеЙСбаХ " др'>' всех а“ х ™„о-тез, так же как  это имело место и для винтовой пары является

отсутствие достаточного экспериментального материала по вопросам 
распределения давлений во вращательных парах, работающих ^  
м зки. Поэтому мы не будем останавливаться на всех различных 

формулах определения сил трения во вращательных парах ограни- 
чившись выводом простейших ю них, сделанным „а оснше 2 и "  

тарнейших предположений, схематизирую
щих явление.

2°. Начнем с простейшего предположения, 
что вал 1, располагающийся в подшипник 
ке 2, находится под действием радиальной 
силы и внешнего момента М и вращается 
с постоянной угловой скоростью со (рис. 1 1 . 2 1 ) .  
Между валом 1 и подшипником 2 имеется 
радиальный зазор. Тогда при вращении вала 
в направлении, указанном стрелкой, при

его ттяпЛя ™ Н.алич™ тРения межДУ валом и подшипникомего цапфа будет как  бы «взбегать» на подшипник. Предположим
что вследствие «взбегания» цапфы на подшипник соХ касани^
элементов кинематической пары оказывается в точке А, где реакция
Я  параллельна силе О. На основании ранее установленных поло^
у г о Г х п Т НаЯ РеаКЦИЯ *  Д0ЛЖна быть от“ а от нормали на угол трения ф, И величина силы трения Р  получается равной

Р  =  [М =  Щ со 8 <р =  }С1 со5 (р, ( 11 .2 3 )
так как при равновесии цапфы % = (},■



Момент М, приложенный к цапфе, уравновешивается моментом
трения М тр равным „ач

М тр =  Fr =  fQ r eos ср =  Qr sin ф =  R p , U 1* >

где p =  r sin ф. описать радиусом р окружность
( р н с Т  22)3 то пм ная реакция R будет направлена по касательной 
к этой окружности. Круг радиуса Р по ана-
логии с углом и конусом трения называете

^ ^ к Т а Г Т г л ы  трения малы, то можно 
считать sin Ф «  tg ф. Вследствие этого ра
диус округа^трения будет приближенно равен 
р -  rf. Момент трения М тр во вращательной 
паре обычно определяется по формуле 

Р M TP = Q rf, (11.25)

где г - е с т ь  радиус
фициент трения во вращательной паре и ц  ре у
нагрузка на иапФУ- „  опоеделяется экспериментально для

Коэффициент трени f  Р ЛЬНЬ1Х пар и изменяется в зна- 
различных условии Работь1®Р^1 материалов и состояния
чительных пределах в зависимое™ от матер ^ ^  Д дя непрн.

а для приработавшихся f  — 3 /> '
L  h L h x  соприкасающихся поверхностей из того же материала.

В

Рис. 11.23. П ята с подпятником .

Г .  В некоторых Л

Г это м  Ис л у ч Т Г а Т о в &  сон’ри— я и  под—  
возникает сила т реки я  J  кольцевая пята, имеющая
Г к аачТствГо°„"орной K e ^ T S o  W » » * *  *  равной .  -



Р ~~'п(г1-г{) ' (11.26)

йМтр = йРтрг. (11.27)
Элементарная сила трения йРгр равна

^ т Р =  / йЫ =  [р2л г  йг, \ (] 1 28)

где АГ -  нормальное усилие на упомянутое кольцо, следовательно,
^ т Р =  ¡р 2п г2 ёг. ( I I  29)

Интегрируя равенство (11.29) в пределах от г, до г„ получаем ’
Гг

М тр =  2л/р  ̂ г 2 с1г = ~  л/р (г з -  г!), (П .зо)
г\

или, с учетом равенства (11.26),

(П .31,

<ПЛз 7  прпГпмТт вид Я' “ СПЛ0Ш“ Я' ТО,' ~ °  " '■  = '•

Л4тр =  у  Р/г. (11.32)

§ 48. Трение скольжения смазанных тел

1 . Выше были рассмотрены основные вопросы тро пи и

™ жении повеРхн°стей наблюдается сдвиг отдельных слоев жип

Г Ж в о ” "“ я Т Г я з к Г у Ги агуШ °бра30“ ' Тре""е В КИДК0С?:

фициеита сухого трения, шффищиат жидкостного трени°} з а м .



сит от скорости о движения слоев смазки друг относительно друга, 
от нагрузки р и от коэффициента вязкости ц, т. е.

!  = р, п).
Коэффициент вязкости х\ называется динамическим коэффициентом

„ пн  нашел опытным путем, что величина силы Т , необходимой для 
перемещения одного слоя жидкости параллельно другим, равна

Т = 01-33)

где Т есть сила вязкого сдвига, Р -  площадь поверхности «о л ь -  
жения п — динамический коэффициент вязкости, АШу изм 
нение скорости по высоте слоя (градиент скорост и). Сила вязкого 
сдвига на единицу поверхности, или напряжение сдвига, равняется

х==_г  (11-34)
т -  4 (1у

2° Основоположник теории трения смазанных тел Н. П. Петров 
в 1883 г в работе «Трение в Машинах и влияние на н е г о  смазывающей 
жидкости» сформулировал основные требования, необходимые для

ЖТ —
смазываемых

„ов?рхноГй должно возникать и поддерживаться внутренш^  
ление уравновешивающее внешнюю нагрузку, прижимающую

разделять скользящие

ПОВгГслоС™жидкости, находящийся между скользящими поверх
ностями должен иметь толщину не менее минимального предела ,̂ 
о п р е д е л я е м о г о  наиболее выступающими частями шероховатостей

ТРУДля°вь1гюТн Т̂ тервого требования необходимо ч™6“  ¡¡Р“

были больше сил сцепления между частицами смаз°™ оиж )«Д ^ти . 
Тогда при относительном движении смоченных твердых повер 
ностей возникает относительное скольжение слоев смазочной жид- 
К ^ и  и н е  наблюдается скольжения жидкости относительно твер-

ДЫХПляЛ‘ удовлетворения второго требования необходимо, чтобы 
между скользящими поверхностями непрерывно угн еталась  ™ан 
зочная жидкость и между этими поверхностями был обеспечен



Рис. 11.24. Клиновидный за' 
вор между- цапфой и под 

ш ипником.

клин°видный зазор. В применении к цапфе, лежащей в подшипнике 
(рис. 11.24), это достигается тем, что радиусы подшипника Я и 
цапфы г  не равны между собой. Благодаря этому между цапфой и 
подшипником создается клиновидный зазор а — а  в котооый ппи 
вращении цапфы нагнетается смазочная жидкость. При этом в сма

зочном слое возникают силы, уравнове
шивающие внешнюю нагрузку на цапфу 
и цапфа как бы «всплывает» на слое смазоч
ной жидкости. При этом при увеличении 
угловой скорости центральная ось цапфы 
стремится совпасть с центральной осью 
подшипника.

Третье и четвертое требования сводят
ся к обеспечению такой обработки поверх
ности цапфы и подшипника, при которой 
уменьшились бы возможные неровности и 
шероховатости на их поверхностях; кроме 
того, необходимо стремиться к возможно 

меньшим деформациям цапфы и производить самую тщательную 
очистку смазочной жидкости от посторонних твердых примесей 

Расчет кинематических пар при жидкостном трении подробно 
излагается в курсе деталей машин и в специальных курсах пои
напрТвляюишх1рОС0В раСЧ6Та И констРУиР°вания подшипников и

§ 49. Трение качения и трение скольжения в высших парах

При РассмотРении относительного движения элементов 
звеньев, входящих в высшие пары, мы встречаемся не только со 
скольжением одного элемента относительно другого, но и с каче

нием элементов друг по другу. В том 
случае, когда элементы звеньев являются 
центроидами или аксоидами, имеет место 
чистое качение элементов без скольжения; 
в том же случае, когда элементы являются 
взаимоогибаемыми кривыми или поверх
ностями, имеет место качение и сколь
жение.

Пусть элементы а я  Ь (рис. 11.25) выс
шей кинематической пары плоского меха
низма представляют собой две взаимооги- 
баемые кривые. Проведем нормаль п  — п 

к профилям а  и о. Эта нормаль проходит через точку С 
соприкосновения профилей и пересекает линию АВ, соединяющую 
центры вращения А и В, в точке Р 0. Точка Р0 будет мгновенным 
центром вращения в относительном движении А относительно звц-

Рис. 11 25. К трению  в вы е  
шей паре с взаимоогибаем ы  

ми кривы м и.



на В. Скорость *  звена 2
скольжения, направленной вдоль касательной

0в1»|£3| (Р0С),

где а  -  мгновенная угловая^скорость в относительном движении, 
абсолютная величина которой равна

|Й | =  1 СОз. 1 +  1 С021.

Так же, как и в Ранее 
Я  звена 2 на звено' £Р б й нормали на угол трения ср
и отклонена от напРавлен* ^ _ тГ :у относительной скорости сколь-

к звену /, опре- 
= №  где ( — коэффициент трення « о » * .  

“ ^.ротинление, в о з н и - е  пр, 
д р уг  по другу с угловой скорост 25} направление которого
момента трения качения М тр.к (рис.
противоположно угловой скорости[ . ляется момент трения

2°. Рассмотрим вопрос о том как о п р е д е л я я  
качения Мтр. к- Физические явления, вызывающи р 
изучены мало, в технических 
расчетах пользуются в основ- #
ном данными, полученными 
при экспериментах, проводи
мых над различными конкрет
ными объектами: катками, 
колесами, роликами и шари
ками в подшипниках и т. д.
Опыт показывает, что сопро
тивление перекатыванию __ за
висит от упругих свойств 
материалов соприкасающих
ся тел, кривизны соприка
сающихся поверхностей и ве- пг,еодоление сопротивлений 
личины прижимающейся сил . Р Работа эта расходуется

£ З е й 5 Э = ъ а » Ь *

* ^ Рз Г е Нс ^ „ Г Г „ Й н ™ д р а ° „  плоскости в о з н и к а е т « ™ »

77777777?.

Рис. 11.26. Эпюра н а
пряжений кон тактн о
го сж ати я на дефор
мированной площ ад

ке цилиндра.

Рис. 11.27. И скаж ен
н ая  форма эпюры на
пряж ений контактно
го  сж ати я, получаю
щ аяся  при перекаты 

вании цилиндра.



ГдГет°'сЛГ „ Х е 1 ™ „ Ря“ иТ ь ? « ВУЮШеЙ —

1 °ГДа У“ ™  •
ЩИХ деформаций, а участок ае — в Не наРастаю-
Из-за внутреннего тоения г> »ло исчезающих деформаций.
кривых н е  у з к и и ?  Г з к к  м а Т и Г а  ¡Х ^  " “ Т°
ствия или гистерезиса) ПоэтомV ииа( ие Упругого послед- 
нарастающих деформаций выше кривой* в ^ о б ^ 6"™ В области 
Деформаций. Следовательно, распределение н а ™ * ™  и^чезающих 
щадке Ь оказывается несимметпичны!,л напряжении по пло- 
в сторону движения. Равнодействующая ! ^ ™ умом- сдвинутым 
вправо от точки а на величинл/ ь и* напряжении смещена 
силы т рения  качения. При качении нрп/ГИНУ называют плечом 
торый момент М называемый , необх°Д имо преодолеть неко- 
чина которого равна НаЗЬШаемьш моментом т рения качения , вели-

МтР.к =  <Зк. (П.36)

-  =' тгинпп ' л приложенной в точке О, ци-
ндр А равномерно перекатывается без 

скольжения по плоскости В. Равномерное 
перекатывание цилиндра происходит под Е  
падем  пары сил р  „ д ,  ?де 
ния скольжения, приложенная в точке С и

Р"=- П.!.. с и л Г Ят„ТнияеЛ™ " Не СИЛе р  Сила ^  естьние сил, действую щ их г  ,-ТРеНИЯ ПОКОЯ, равная ПО В е л и ч и н е
. .  где ¡, -  коэ^нпиент т р е н Т п ”

коэффициент сцепления  ’цилиндра“ “ Г о с к м т ш  п"яХпяСЛУ,аЯХ' -  
действием которой цилиндр А прпркятЛТ Р сил> под
момент М =  гд ^ г  теть радиус цилиндра "Л°СК0С™’ «

ПО " З о г Г  М 0Ш Н Т  М  Р “ ™
Т. е. моменту трения качения Р°™вления перекатыванию,

откуда Р г  = М ^ 'К = СЦг, (11.36)

Р  ь Я -
г * (11.37)

порциональна тоэ!^ициен?^трения У чения Г  обра ПРЯМ° ПР° ' циональна радиусу цилиндра. обратно пропор-

Г  г  %
к ы\

г~ Ь р\ \ /1 б Ч О

а в



Коэффициент трения качения обычно измеряется в миллиметрах 
или сантиметрах. Таблицы этих коэффициентов приводят в инже-

ИеР™ ^ о д Р" в и е м  силы Р  (рис. 11.28) при одних условиях 
цилиндр может перекатываться, а при других — скользить. Рас
смотрим, при каких условиях наблюдается трение качения и при 
каких трение скольжения. Пусть цилиндр А перемещается равно
ценно по плоскости В под действием силы Р, приложенной в центре О 
и параллельной плоско?™ В (рис. 11.28). Если нормальное 
давление в точке С соприкасания равно С, то сопротивление тренья 
скольжения Р0 равно

= т ,

и следовательно, чтобы цилиндр равномерно скользил по плос
кости, необходимо, чтобы величина силы Р  была равна

р = т -
Условие равномерного качения определяется равенством

Р г =  ̂ .

Чтобы цилиндр только скользил по плоскости, необходимо, 
чтобы кроме условия Р  = удовлетворялось еще условие

Р г  <  1гС1,
откуда

< кС1, или /0< 7 ' '

Таким образом, чтобы имело место чистое скольж ение, необ
ходимо, чтобы коэффициент трения скольжения был меньше отно-

Ш6 Чтобы цилиндр только перекатывался по плоскости, необ
ходимо, чтобы, кроме условия Р г =  /г<2, удовлетворялось еще

условие р < ш ,
откуда

П > Т '

Таким образом, чтобы имело место чистое качение, необхо
димо, чтобы коэффициент трения скольжения был больш е отноше-

НИЯЕсли сила Р  приложена не в точке О цилиндра (рис. 11.28), 
а в какой-либо другой точке, например в точке Ох, находящейся 
на з а д а н н о м  расстоянии ¿от плоскости, необходимо во всех выведен



ных соотношениях величину г  заменять величиной I. Так как на 
практике работа сопротивлений перекатыванию почти всегда меньше 
работы сопротивлений трению скольжения, то в технике трением 
качения широко пользуются, применяя катки, шариковые и роли
ковые подшипники и т. д.

§ 50. Трение в передачах с фрикционными колесами

7°. Силы трения могут быть использованы для передачи движе
ния отдельным звеньям механизмов. Рассмотрим вопрос о передаче 
движения круглыми фрикционными колесами (кинематика которых 
была нами рассмотрена в § 30). Передача движения с помощью 
круглых центроид 1 и 2 (рис. 11.29), представляющих собой окруж
ности, невозможна, так как эти центроиды практически проскальзы
вают относительно друг друга. Передача движения станет возмож
ной, если между центроидами 1 и 
2 возникает сила сцепления Р , 
достаточная для преодоления 
окружной силы Р, равной по 
величине моменту Мс сопроти
вления на ведомом колесе, де
ленному на радиус г  колеса.

Рис. 11.30. Схема передачи о 
фрикционными клинчатыми ко

лесами.

Для этого^ фрикционные колеса прижимаются друг к другу 
с некоторой силой С}, и предельное значение силы сцепления Г  
оказывается равным

Р = М  (11.38)
где / — коэффициент трения.

р Ш то пР0Скальзывания не будет. Отношение %, равное
X = ‘р — -щ ,  называется коэффициентом запаса сцепления. Сила
нажима С1 передается на опоры колеса и вызывает их износ По
этому стремятся получить необходимую силу Р  при небольшом 
нажимающем усилии <?. Для этого применяют иногда клинчатые 
фрикционные колеса (рис. 11.30). В этих колесах для определения



окружного усилия можно воспользоваться коэффициентом трения 
/' для клинчатых ползунов (см. § 45, формулу (11.17)). Имеем

f  = //sin а ,

гле ? есть коэффициент трения. Величина окружного усилия Р , 
которое может быть передано, определяется по формуле

= (11.39)
sin а

Из этого соотношения следует, что для создания 0КР>жного 
усилия, по величине равного Р, при клинчатых фрикционны 
колесах надо прижимать колеса с меньшей . .
силой Q, чем при обыкновенных круглых 
фрикционных колесах.

2°. При пересекающихся осях приме
няется коническая фрикционная передача 
(рис. 11.31). В этих передачах колесо А 
прижимается к колесу В силой Q. Разла
гая СИЛУ Q ПО направлению, перпендику- Рис п  31 Схема коничес- 
лярному К ОСИ подшипника, и ПО напра- К О Й  фрикционной передачи .

влению. перпендикулярному к общей обра-
зующей конусов, получаем величину первой слагающей, равную 
О' = Q/tg а  и величину второй -  равную Q" = Q/sin а. Величина 
окружного усилия Р  определяется по формуле

(11.40)
г  sin а  '

Таким образом, окружное усилие в конических фрикционных 
колесах определяется по формуле для клинчатых фрикционных 
колес.

§ 51. Трение в передачах с гибкими звеньями

Г  Как было указано в § 34, широкое применение в некото
рых отраслях техники имеют механизмы с гибкими звеньями в 
S «  решей, канатов и лент. Так же как  „ в механизмах е фрик- 
ционными колесами, в этих механизмах передача движ™ ” ” а1' 
вится возможной при достаточной силе трения межд> гибким зве-

Н°Мформула, связывающая основные параметры^ передачи гибким 
звеном, была выведена в 1765 году J1. Эйлером. Пусть гибкое звено 
охватывает круглый шкив (рис. 11.32). Ту ветвь гибкого звена, 
которая при своем движении набегает на шкив, назовем набегаю  
щей ветвью, а ту ветвь, которая сбегает со шкива, — сб егаю щ ей  
ветвью Д уга, на которой гибкое звено соприкасается со шкивом, 
называется дугой  обхвата, а соответствующий ей центральный



ГРЕНИЕ В М ЕХАН И ЗМ АХ

Рис. 11.32. К определению  со
отношения м еж ду н атяж ен и ям и  
сбегающей и набегаю щ ей ветвей 

ремня.

Г ^ £ ° ю щ 5 - 7 '  Й Х  “ ТЯЖеНИе ”абет« «  равноп  ’ ющеи 2* -Найдем связь между этими натяжениями
При этом примем следующие упрощения БудеГсчитат* гибкое 
звено нерастяжимым и не оказывающим сопротивления изгибу пои
з в е ^ Г Г ?  “ СбеГа“ Ш' Далее бУ®и пРеДп°лагать движение этого 

происходящим с постоянной скоростью V. Будем пренебрегать
массой гибкого звена и его центробеж
ной силой.

Чтобы сообщить гибкому звену равно
мерное движение, необходимо преодо
леть силу трения Р. Таким образом 
натяжение £2 должно быть больше на
тяжения .Ух на величину силы Р:

5 2 =  5 1 +  /’) (Ц.41)
откуда '

?  =  ( 1 1 . 4 2 )

Таким образом, при установившемся 
Движении гибкого звена с постоянной 

скоростью разность натяжений сбегающей и набегаюшеТ вДнрй 
этого звена равна силе трения между н и тью и ш Г во м  

2 . Рассмотрим бесконечно малый элемент дуги обхвата М 
которому соответствует угол обхвата с1а (рий. 11.32). П у с т ь  нятя- 

ение гибкого звена в начале этого элемента есть 5  тогда натя 
жение в конце элемента оказывается равным 5  +  ¿ у .’ Линии дей

ствия сил 5  и 5  +  ¿¿У касательны к шки
ву и перпендикулярны к радиусам, про
веденным из точки О в точки касания 

Элементарная сила трения М , согласно 
равенству (11.42), равна

(5 +  йЭ) — 5  = (11.43)
С другой стороны, сила трения йР равна 

^  = /й!р, (11.44)
элементаРная сила давления элемента с18 на шкив а / -  

коэффициент трения. Из соотношений (11.43) и (11.44) следует
йБ = !й р .  (11.45)

п р а ^ Г п а р а Г , “ о‘ ве°

1огда ар  будет равна

Рис. 11.33. С иловая схем а 
к  рис. 11.32.

(1<Х
- Б с1а. (11.46)
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Подставляя полученное значение для силы йр в равенство (11.45),

П 0 Л У Ч а Ш  ^ з а а .  ( 1 1 . 4 7 ) .

откуАа 4 = / * » .  о 1-48)о

Интегрируя левую и правую части равенства (11.48), имеем

йа,

или
1п-^- = /а, ¿>1

откуда получаем
О 1-49)

где а  — полный угол обхвата (рис. 11.32).
Формула (11.49) носит название формулы Эйлера.
Из формулы Эйлера следует, что сила натяжения 5 2 в0^ т а  

„ ,™РПичением угла обхвата а и коэффициента трения /. При по 
стоянном коэффициенте трения / увеличение угла обхвата а  дает 
ГесьмГбыстро! увеличение силы Я,. Подставляя в равенство, (1ЛА2) 
значение из формулы (11.49), получаем для силы трения Р  
выражение

/г = а — 1) • ( 11;5°)

Гила Р есть та наибольшая сила, которая может быть передана- 
ш к и в у  Если окружное сопротивление на ведомом шкиве равно 
и пи меньше силы Р, то гибкое звено заставит шкив вращаться. 
Если же окружное сопротивление больше силы Р, то гибкое звено 
будет скольРзУи?ь по шкиву, не приводя его во вращение. Таким 
пбпазом натянутое усилиями и 3 2 гибкое, звено при 
может передавать ведомому шкиву вращающии момент М, равны

м  =  (3 2 - 3 1) Р ^ З ^ ( / а - 1 ) ,  ( Н . 5 1 )

ГАес^омулТэйле^Гдает только приближенную связь между н атя
жениями ветвей гибкой нити. Поэтому в последние годы в советской 
технической литературе рекомендуются также и другие методы 
расчета, которые здесь не излагаются,



ГЛАВА X II

СИЛЫ ИНЕРЦИИ ЗВЕНЬЕВ ПЛОСКИХ МЕХАНИЗМОВ 

§ 52. Определение сил инерции звеньев

/0‘ Как известно из теоретической механики, в общем случае 
™ си л ы ™*РЧ™ звы а  ВС (рис. 12.1), совершающего m o cm m n S -  
мльное движ ение и имеющего плоскость симметрии, параллельнию 
плоскости движ ения, могут быть сведены к силе инерции Р„ при

ложенной в цент ре масс S звена, и к паре 
сил инерции, момент которой равен Ми.

Сила Ри может быть определена по ’ фор
муле т  н

Рн — — m as. (12.1)

В формуле (12.1) Р„ есть вектор силы инер- 
сРипСр„ложе„НыХме„мак 3„Вее̂  r  ки rfnrT  В°' т ~  ШССа ЗВена’ измеряемаяглавным вектором и глав- килограммах, И ü s  — ВвКТОр ПОЛНОГО VCKODe-
5™ ма̂ Гиальных »  ния «ентра масс S звена, измеряемого в м/сек*. 

звена- 1аким образом, для определения силы
инерции Р« звена плоского механизма надо 

знать его массу т  и вектор полного ускорения a s  его центра масс 5  
или проекции этого вектора на ко о р ди н атн ы ео си .ф о р м ул ы  
( 2.1) следует, что сила инерции Ра имеет размерность кг-м/сек2 
т. е. измеряется в ньютонах. ’

Вектор полного ускорения центра масс в механизмах удобно 
определять из построенного плана ускорений, применяя и з в е т е  
из кинематики свойство подобия. Пусть, например (рис 12 2) 
дано звено ВС и известны ускорения а в  и а с  его точек В и С кото
рые на плане ускорений (рис. 12.2) изображаются отрезками <nb) 
и (пс), построенными в масштабе ца. Чтобы определить полное 
ускорение a s  центра S  масс звена, соединяем точки b и с прямой
отоечок ЯГ ° гРСЗОК В Т°М Ж6 отношении- в котором точка 5  делит отрезок SC . Соединив полученную на плане ускорений точку s
с точкой я , получим величину полного ускорения a s  точки S:

as = ,ча (яя).

Сила инерции звена РИ направлена противоположно полному 
ускорению точки 5  и равна по величине полному

Ра — —  mas.

2 . Момент Ма пары сил инерции направлен противоположно 
угловому ускорению е и может быть определен по формуле

Ми = — Js г, (122)



ОП РЕДЕЛЕН И Е СИЛ ИН ЕРЦИИ З В Е Н Ь Е В

п л . /19 _  момент инерции звена относительно оси,

ПР° Ч ^ е Г \ Т - 1 ^ Г з о !  уИскПо Т н Т зв УеЛ„ :РН° Й *
ДВИ?аким образом, для еш ш ш н тТ Х еТ -
Х Т 'Г Г ж Г в Г л и ч и н у  и направление углового ускорения е

- , , г - . . Г ' Г . = .  4 =
Величина углового ускорения е, вхо 

дящая в формулу (12.2), определяется и 
равенства

асв
1в с

(12.3)

Рис. 12 .2 . Схема звена с пла* 
ном ускорений: а) схема 
с показанны м  на ней гл а в 
ным вектором и главны м 
моментом сил инерции мате
ри альн ы х точек; б) план 

ускорений.

где а1 в __ тангенциальное ускорение (рис.
12 2, б) в относительном движении звена и 
/ — длина звена ВС.

Таким образом, все силы инерции зве
на в общем случае могут быть сведены 
к главному вектору сил инерции Р„, при
ложенному в центре масс 5 звена, 
и главному моменту сил инерции М„
(рис. 12.2, я)*3° Рассмотрим теперь некоторые част-

г  5 £ 5 £  п Г у Ь„“ еГ „о ВИс3“  которым ускорением, то
его сила инерции Ри равна

/>и = — т а *  ( и л )

-  »  М“ Я0 “ ' . а^ Т р Т Х “ а » „ Т ;Г л Г т о  « „ “т

магс звена н ап р авл ен н о й  противоположно ускорению а 3 

1РИрспи звено находится только во вращательном движении вокруг

то" сЕи“ ь“ Г р Г ^ С а в т С у “  « о м  ^ " р " в н Е Г °  * '
Ми= - ^ в .  (12-5)



Ы И Н ЕРЦ ™  ПЛОСКИХ МЕХАНИЗМОВ [Г Л  * „

в р ^ Г ш х Г  д ^ Г (ш™ „ш  Ж£ п к '£ ,Т Ш1’' " "  неРавн°мерно

моментов от сил инерции рам1ь, „Ру/Ю ( ^ ^ „ “ зал’ ^ е Г "  “

Рис. 12.3. Схем а поступа
тельно д ви ж ущ его ся  з в е 
на с показанны м и на ней 
ускорениям и отдельных 
точек и гл авн ы м  векто
ром сил инерции мате

ри альн ы х точек.

Рис. 12.4. Схема звена, 
центр масс которого 
расположен на оси вра

щения.

Рис. 12.5. Схема зве- 
на, вращающегося во
к р уг  оси, не совпа
дающей с осью, на 
которой расположен 

центр масс.

В случае вращзтельного движения чирия

г Р1 в  1 г ж р -  » » " р - - „ о йст ™ ^ г г т к о р»„ цп :

р»в= — та8, (]26)

и к паре сил инерции с моментом Ми, равным

М» == — Ь г ,  ^2.7)
где J s  есть момент инерции относительно п™ 
центр масс 5 . е но оси> проходящей через

§ 53. Метод замещающих точек

ши/к № т " р ^ Т щ 1 Г е \ Г Х„„С" л „ ^ еРЦ-" ” ена К сш к “ “ Р* 
этого звена, в некоторых случаях уд о б н о й  В опРеделенной точке 
инерции масс, сосредоточенных соптврт^пзаменить эти силы силами 
ных точках, которые носят нячияииа ующим образом в выбран- 
случае определение сил инеопии чмии амеш‘аюш1их точек. В этом 
сил инерции масс, сосредоточенных П6В сводится к определению



„ п  (пис 12 6) имеющее плоскость симметрии, 
ной. Пусть дано звено Q I(рис. 12.ЬЬ еш я (пЛоскости чертежа).
параллельную плоск а инеРции масс, сосредоточенных в за-
ЧТОбь, “ Г с ь  S  «»<*■"•" "сего “ • неомещающих точка , Р следующие условия:
Д“Т ) с™ ма в замещающих точках, должна

в заметающих точках,

S o « “  c V ~  двух У К - » '
ных условие, У»»'>ГЛ"В “Р"ТЬ Ke“ o » î !  чтобы

^ Г м П ш З ^ р ш и  “a“ ; ^ S ° T0°œ “’.

лась ьюменту инершш звен ^

ЭГ° о ^ я  вместе с двумя первыми дает так на
зываемое динамическое V динамического размещений 

м о г у т  б ы т ь  выражены следующими уравнениями:

Рис. 12.6. К вопросу о 
размещ ении массы звена 

по четырем точкам.

2  т, =  т ;
1
П
2  т А  = °> 
1

1 
Пп

2  mi(xi + yb = J s-

(12.8)

(12.9)

(12.10) 

(12. 11)

М9 ГО— (12 11) т ;  — масса, сосредоточенная
В уравнениях (1/-°) _масса всего звена, х* и (/;

в замещающей точке с осей> проходящих через центр
координаты ¿-й точки относительно оси, проходящей
масс, и ,/5 -м о м ен т  инерции з в е н а д  плоскости движения. Урав-
через точку 5  и перп ^  ^ ет т̂вуют статическому р а зм ещ ен а  
нения (12.8) — ¿н и е  (12 11) вместе с уравнениями (12.8)



силы И„ ЕИШИ ЗВЕНЬЕВ плоских МЕХЛН1ШЮВ
П О  р  Л И

рых, наиболееРчИасто0;"встречающихся^6ЩаЮЩИХ ТОЧек для «екото- 
чаев распределения масс звеньев П ™ нич™  Расчетах слу- 
массу т  звена, имеющего центр масс в тп™ т£ У ется разместить 
вольно выбранным точкам А, В, С и И (пир 19^  Четырем пР«из-

ж е„|яГ “ „хЕГ ыТ ехТ „РчГ ТаМИ О, т. е. „оло-
Далее, составляя уравнен™ вида (,2.8) _  (,2.И>, имеем:

тл +  тв  +  щс  +  тв  = щ\ 
т АхА +  щвхв +  т схс  +  П1йХ[) = 0;
т лУА +  т ву в -¡_ т сус  +  т ву0  =  0;

mAa2 +  tnв b2 +  m c c t -!г mD(P = J S'
В уравнениях ( 12 . 12 ) т , т  ™ 

ченные в точках А, В, С и &• х ? ’и Ш°  СуТЬ массы> сосредото-
динаты точек А В  Г  и п ч 1 в ' Ув "' Хс’ Ус и Хп,  цп _кпгт
чалом в центре масс 5  в з я т ы р ^ ’6 К00Рдинатных осей х и н е  на- 
момент инерции звена о тн о си тел ьн Т о с^ 71014™11 знаками- А  — 

и а, Ь, с  и й — соответственно пя^  Роходящей через точку 
точки 5 . Массы тА, тв тг  н г п  Р Т ° ЧСК А' В ’ С и Л ¡5? 
Уравнений (12.12). °  опРеделятся решением системы

выбирать Т  мТ естве тех" т о ч е Г ^ Г к о т Г 0 ЗВ6НЬеВ Удобнее все™
0Ч6К’ П0 к°торым размещаются массы.

(12. 12)

Рис. 12.7. ГС вопросу о раз-
го » Г ” массы  базисно- 

звена трехповодковой 
груп п ы .

маИссы12зв8енаК адРтГма£аЗМеЩенин 
расположен на прямой ™ К0Т0Р°Г°  

черезч ДентраыП~ ш ПаРр°ни0рДоЯвЩеЙУ -  .цо^д шарниров.

н Г Г е Т а 8^
честве точек, по которым у д о б н Г п я ^  МИ (рис- 12-7) в ка- 
могут быть выбраны точки А В и С ппи ™ТЬ ШССУ т  звена (}, 
И 8 и точка 5  -  центр масс звена ПрИСОединения поводков О

звена (рис. 12!в)Г УДОбнГадбшать я™00 5  Расподожен на оси 
то ™  А и В присоединения соседних зв“™ ™  ¿ “ “ П  з™™



уравнениям
" ' ^ « ^ - 0  У т,г/ ; =  0. О2 -13)у 'п ц  — т, 2 и т '1 1~~ ’ V  
1 1

пп ппум точкам мы можем огра- При размещении массы звена по двум точк
ничиться уравнениями

тА +  тв ~ т , т Аа = т вЬ.

Из этих уравнений В и о гуЛ ы т ъ  ^ыбраныТа
« Л  « .  равны

т л “ т ^ Т Г  11 т‘ ~ т Т + ь '
П„„ статическом размещении массы звена но трем произвольным 

точкам СВДЮЩИе УРа““еН
тл +  тв +  т с -т - ,  |

тдХд +  ОТ£Хв +  тс*с = 0 ’ | 
тлУА->г т вУв-\~тсУ с=:=̂ -

Из э т и х  - Астатическое рашещени^ допускав? разме-
кыбраны произвольно, ^ ста™ Р Величины этих масс

= “о ^ К ^ р а в и ^  уравнегае

вообще говоря не равен д .  допускаться ошибка в мо- 
Г и те м Г п а ?ы  "сил“ ' инерции. Этой ошибкой можно пренебречь,

«“  < **•  прямой’ прохЛт* й 
через центр масс. _  . П ! 1 И И  ЗВеньев кривошипно-ползун-

Пример. Определить силы инерции е ^вен0 2 вращаемся

ного механизма (рис. 12 ’ ;  ’ ^  ускорением е2. Заданными яв- 
с угловой ск°р°стью м, и УГЛО у и Р моменты инерции J 2 и J 3 
ляются> м асс ы ^ , щ  и ’пр0Х0дЯЩих через центры масс

¿ Г и Ч -  Центр масс 8 * п^ а^ ^ ^ е н Т т м т з м а ,  когда 
у т л Г я Т Г р “ =  с Х "  угловое ускорение * - 0 .  Строим



12.9, б) и план ускорений" р Г  1С2Т ° .Г Й " е х а н " 3 , и  (рис-

м е х 5 = в  ~

Ри2 = т 2«5г = гп2ца (л52); 
= т :)а2', = т3ца (ЯЗз);Р П * иЗ :

и4
где а ^ , «2 и

—• “ ' о/
= т 4ас =  т4ца (л с),

Г Х Г Г Г Г  ^  ? !■ " с  меха,шма в ет°  « р -и, <Л5,>. „ <„Л отряки (рис  ̂ |2 9  ̂ ^
-* «5  ̂  ̂ 1ичСК Оо. Л

манентном движении; (л^), (Л5з) и {пс)

В

1мм—-/са мсек4 
1мм—~р£ мсек~г

р ИС 0 л

У?кореенийСвИ'перманентном д в и Т ® " " ^  С) СХема на'

силам и инерции ^

масштаб планаус^р™ й ЮЩИе вышеУказанные ускорения и „„

(ои?И?9 дИНе\РЦИИ ^  пРил°жеиа в центре масс 9 (рис. 12.9, а) и направлена в стоппни 5з звена 2
ускорений (рис. 12.9, а). С и л а ^ н е р ц и Г ^ Т и Г ?2У?  Т ° РУ 
ложена в центре масс 5 , звеня я и и* ’ а) ПРИ'
воположную вектору ускорения «п . “ ¡ £ 5 2 “ силТР°НУ’ Пр0™'5а лаконец, сила инерции Рп



Т , ™ ! ' . » — д " ” ’ппну обратную направлению ускорения г, звена  ̂ Р 

цш ^^^на ^^^сетельн о^ 'оси ,3 Г р о х ¥ д ^ ?  ч & Г ц е н ? Г м а с с  5 3

: :г 5 = .'.к = '" " . - ■  = • = — ;=
ускорение е2. начальном движении механизма

Х я Ь™ану“ У З “?»с- .2 .9 , Я  П ^ ^ Р ^ ^ ю т у ю

г д а ж £ £ “ — й в этом
“Т Г а с Г Т р — Т|̂ ? Г = ~  сил инерции звеньев 
механизма я начальном движении будут равны

Р'и2 = т2а1г =  т№°а (л М );

Р'йз =  т А  =  т зИ° ( « °4) ;
к 0 ( О 0\Р11 = т4а с  =  п14\1а\п с  )>

тде * .  *  я ^ 1 "  ил:™
"/сГрГий < р Г .?27 ^ и з о й а 4 а ^ и е  вышеуказанные у с д е и я я ,
„ А -  масштаб С и ^ н д я ш  в "с\ орРону, пр0-

^ о Г о Г у СЮ5 ^ « я Ю вектора ускорения «■ Аналогично
определяется направление, силы инерции Р и3. Наконец, л

В сторону, ну '  , 19 9 г! б у д у т  действовать мо-
Кроме того на звенья 2 и 3 (рис. и м , г) уду пш>

лтн и /ин пап сил инерции, направленные в стороны, про менты М и г  и М и3 пар сил и н е р и , ^кооений ен, и е» звеньев 2 
тивоположные направлению у г л о в ы у  р уравнению (12.2), 
и 3. В начальном движении эти моменты, согласно уравнен* V
будут равны

М и г  =  —■’1 й . е " ,

М и З  — ----3  5 з е 3>

9  И. И, Артоболевский



через %ёнтр°масс <**. проходящей

“" Р * ”“ » »  <™ инериии 
точек (см. § 53) Произведем гтя™ рименением метода замещающих

ласно уравнениям 0 2 . 1 4 ) ? ? ™ ' '“ ““ '  ‘  T0,KaX• буДуТ| сог'

Щл==т*-^ТТ  и т 2В = т 2 _ ф _ .

Массу та звена 3 разместим в точках Я и г  Т пг,, 
сосредоточенные в этих точках, будут ^

Щв — тз Т + 1  и тзс = т3 1 ^ - .

точ1ГвИ1 0м̂ с а 01 В- Г КеЛ бУДИ' с м Ред" 0Чена массат г- (пип ю о  л  2й г  т 3ц, в точке С — масса Шг — *п 1 

ние точки Л равно ' нул|Г4то ш ссуПт ЗУНа ТаК К“  уско*1'с '

все си ли н ер ц и и  звеньев можно свести к двум: силе н 1

™ í„ “ ¿ н â ™ Pг Hи " C IГ l 2  9 : / S , ■ р® <’,6 ) - отря » “ . “ »•
направлена в сторону,

/>иС = ( ^  +  т зс) Ос =  /ПСЙС = /Пфа (п с) ,

Й  2 ;  

^  «Г п ^™  т о г т г я ^ г ^ ;  “
положную вектору ускорения а%, и равна Т°Р0НУ’ Пр°ТИВ0‘ 

Рив = ( т 2В +  щ зв) а'в =  тваЪ = т л,и° (л°6°),

ГДег!Гяя ° Р ~ отрезок. взятый из плана ускорений (рис. 12 9 б)

п о л Х ^ с “ |% —  ° ~
р ав  = (/п4 4- /пзС) ас =  т с анс  = /пс(Х° (л°с°),



где (посо) __ отрезок, ®  уско]рении (рис^
результирующие сил инерци имеет угловое ускорение е2,

.  перманентном „

__птэтхмг-РТ4ИЯХ.иир̂ А'-',,1УЛ *--
начальном движениях

Г Л А В А  Х ШГ Л А В А  X III

КИНЕТОСТАТИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ ПЛОСКИХ МЕХАНИЗМОВ

6 54 Условия статической определимости 
кинематических цепей

г . прн решении
движения ведущего звеналгр Л и моменты инерции звеньев
предполагаются изв^с™^ всегда могут быть определены те силы 
” ™рНцТ к о ™ р ы " н й х о д и ;Ы для решения зада , силовото расчет 
С помощью уравнении р ю н о в ® • начнем с рассмотрения

Вопрос о силовом Ра^ ш̂ “ ематических парах.вопроса об определении реакции ве кинемисл0 заданных СШ1 не вх0-
В тех случаях, когда пр Р на3ывается статическим . Если 

дят силы инерции звеньев, р

Рис 13.2. Схема п о к у п а т е л ь -  
Рис 13.1. Изображение вращ атель- кинематической п ары .

в ЧИСЛО заданных СИЛ м я о *
то такой расчет называется кинет то в дальнейшем будем
расчета для обоих случаев я‘ х сид входят и силы инерции,
предполагать, что в ч и с л о  заданных 0 ^  приложения.
известные нам по велич™®’ будем вести расчет без учет а сил 
Далее в первом приближении будем у

трв2 ^ Ярассмотрим, как будут направлены резкии Д ательной 
кинематических парах плоских механизмов^ ^  ^ ^  церез
паре V класса результирующая си Р ние этой реакции 
центр шарнира (рис. 13.1). величина



I* •'Д. АЛ]

ных си™1п р м о ^ н ы х  к3 звенТьям п м ы "™  п НаПравления за^ '
V класса (рис. 13 2) оеякпиа гта паРы- в  поступательной паре
* - ^ й % ы ! о 2 а ^ К а ”? н ^ ЛЯ1,На К 0СИ движ™
точка приложения и величина Наконеп лению* „но неизвестны ее 
рис 13.3) реакция /? приложенаТтотее Г  “ пШ6И ПЭре 1У класса 

/ и 2 и направлена по общей нормали М — м опРикасания звеньев 
касающимся профилям звеньев 1 и 2 в К С0При''
пары IV класса нам известим ио™ ’ е> для высшей
приложения. направление реакции и ее точка----— . » »- I \jix\a

о  • Обозначим число подвижны*
через6« ПЛ0СК0Й “ нематической цепи через п, число пар V класса -  через »  
и число пар IV класса -  через 7  А  

Составим теперь условие статической
ц еп еГ ЛТяк°С/ И плоских кинематических цепей. Так как для каждого звена име
ющего плоскопараллельное движение

- .............. -  ™  Уравнений“ °ороеПмыТсЬ Т?И Уравнения Р * ^
звеньях, будет равно 3«. Ч и с л о Т и, Г тн ЖШ С0Ставить при п 
определить, будет раюо пар

зированньш и конструктивны 
ми формами.

—  - Г о “  п а р  1  V К л а с -

еС“ “о в Г Ь бУЖТ —  опре- 

Зп =  2р5 +  Р4. (13Л)

и V классов мюкет Кбыть° замрн Любой механизм с парами IV
V класса. Поэтому для рассмотае МеХа”измом с парами только 
ограничиться рассмотрением групп чврнкаЩеГ° случая Достаточно 
в пары V класса. ’ которых входят только

С п а р а м Г у  м а ^ и  м о ^ СбытГо^ссбЫТЬ Приведены к группам 
Тогда формула (13.1) может быть напИсана™ к ?МИ Методами-

откуда
Зп =  2рб,

( 13 .2 )

Рв =  у Л .



Таким образом

Р”ДЫ ™СеЛ “ е
и кинематических пар (таблица ).

Т а б л и ц а  4

№ п/п п Ра

1 2 3
_________

2 4 6 I
3 6 9

4 8 1 2

• • •

• •

Как нам уже известно, 
два звена, входящих в три пар , Р входящих в шесть
И класса; второе сочетание из четыр третьего порядка или
пар, представляет собой группу III  ̂ *Таким образом, стати- 
группу IV класса второго пор: д ические цепи, названные 
чески определимыми являются ки 
выше группами (см. § 12). Поэтому 
наиболее рациональным является рас
смотрение методов определения реак
ций в кинематических парах по тем 
классам и порядкам групп, которые 
были нами установлены выше.

4°. Как это было показано в § 1о, 
при кинематическом исследовании ме
ханизма порядок исследования сов 
падает с порядком присоединения 
групп, т. е. вначале рассматривается 
группа, присоединяемая к^ведущему 
или ведущим звеньям и с™«кет 11°т0“  _ Порядок силового рас- 
рассматривается следующая группа •̂ Д-  ̂ исследования, 
чета является обратным порядку считая от в ед ущ его
т. е. сило,ой расчет начинается расчетом в ед у -
звена, присоединенной группы  расчету шести-

г п *— т  Бтарая

Рис 13.4. Схема ш естизвенно го  
рычажного механизма, ф р а з о в а я  
ного присоединением д в у х  тр уп  

II класса .



Дует начшать с°то 5 И 6' Силовой Расчет сле-
состоящей из звеньев 5 и 6 посл е  этогГ сл^л?/"17“ ’ Т-' 6' С группы- 
состоящей из звеньев 3 и 4 и наконец ? !  пеРеи™ к группе, 
щего звена 2. ’ наконец> к силовому расчету веду-

§ 55. Определение реакций в кинематических „арах групп

СК„Г„араГгГ/и™, Г Я с с ^ Ж Г р Г г о  в ^ а Т и с  ■ » Т Г " ' ’

квскот „ му " 4 — я =
мером 3 и звено, к которому п р и е з д  я е т с я «  ГП ° “  “  В0‘
Силу, действующую на звено г нп .™ т. / звено СО, номером 4. 
ром £, будем обозначать ч р п р ч  л  Р со ст°роны звена с номе- 
точки А -  через м Г (Р  Гпярр™ '’’ М°МеНТ СИЛЫ Р> относительно 
точками А и В звена Л Я - ДОУМЯ какими-л«бочерез 1ав и , наконец, момент пары,

, р ‘,

*3'5' Кинематиче- рис п е  п
ск ая  схема двухповод- £ ?-•  » » '» ; .  Д вУхп°во дко вая  группа пеп-

ваеш^У,гру1и]а ̂  ̂ к л асс а^ ш с^ з* !))-  М-  ПУ™  рассматри-
парами с моментами М 9 и М  ^  РУжена силами Р г и Р3 и 
кинематических парах Эта з^яи я Й ' 6^  опРеДе™ть реакции в 
н ов  сил. В точках В  и Ь  приклальтям ^ Ь решена методом пла- 
Р 12 и Р43 И) составляя уравнение не^ звестные пока реакции
(рис. 13,6 , а), приравниваем нулю ? ™ мГ р р 0ВеСИЯ ГруППЫ ВСОна группу. Имеем У У му всех сил> Действующих

Л 2 +  Я2 +  />3 +  Р43 = о. (133)

В этом уравнении нам известны силы п  „ п
направлению и точкам ппиложрнис тз 2 3 по вели™не,
известны только по то ч ка? прнТожения я Г И Же И на“
этих реакций раскладываем Веливин
одну, действующую по оси ЧВР5  „ две составляющие:у щую по оси звена, и другую, перпендикулярную



, Я  О П РЕДЕЛЕН И Е РЕАКЦИЯ В КИ Н Е М А ТИ Ч Е СК И Х  П А РА Х  ГРУ П П  2 63

«л^яяоять первую составляющую реакции
К “ к с о м Т а  вторую составляющую — индексом <• Тогда получаем 
и н д е к с о м а  втору Р в _ й + А . _ (13.4)

Величины Р !, и Р ', могут: 2 и 3̂ в отдельности.
весия, написанных для кажА° ™  ”  овесие звена 2. Звено 2 нахо- 
Для этого рассмотрим сначала р силы составляющих
дится под действием сле^ Г Р  и пары с моментом М а. Составим 
Дрп2 и р,а реакции Р и , ^ ^ ^ о т н о с и т е л ь н о  точки С. Так как знак 
уравнение моментов всех с сосхаВлении уравнения моментов
силы Р [3 нам неизвестен, то п р и  составл ^ илы_ Если ПОСле 
задаемся произвольным знаком окажется отрицат ельной,
Г е ^ о Г ^ — е С™ ж н о  быть выбрано про— - 

ложным.
Имеем . п

Мс (Р*) +  (Р » )  +  М* ~  °*
рп и Р вд не входят, так как

л „ ^ ж Т е г Г Г ™ х “Г ;р 'о Г о д я т  через точку С, г . . .

М с ( К 2)  =  О и М с ( Р з з ) - 0 -
д. /Р< \ _  р/ 1пг то составленное уравнение 

Далее, так как М с Т О  -  
моментов принимает вид

Мс (Рг) +  Р ^ 1вс +  М а —

откуда и определяем величину силы Р*и. Имеем
ГМС(Р2) *У1 (13.5)
[_ 1ВС

Знак силы Р[„  как ^  УАналогичнТйз°у?ловня равновесия

Мс(Рз) +  М с (Р « )  +  М з - °>  ^
я* , п \ = о Для величины силы Р\ 

так как М с Т О  =  0 и М с (Р.з) -  ” . д л
теперь получаем ^

Знак силы Р-
(13.6). Полученные выражения для и г 43
нение (13.3): , „ _ «

К 2 +  Р̂  2 +  Ра +  Рз +  Р «  +

48



ВГ*  ВеЛИЧИНЫ составляю-
ВС  и БС. Величины этих “с о с т а в л я ю т ^ ных по осям звеньев 
построением плана сил. Д ля этого Г  ! ° ГуТ быть опРеделены 
(рис. 13.6, б) откладываем в произвольном °Лл Н0Й точки « 
и прибавляем к ней силу Р  П п ! !  масштабе ¡лР силу Р
соответственно силы р [  и ' ?  ™ “  К Ш,М В ТОмже масштабе

с п  и силы перпендик^ярн^еДеЛеНЫ П° Ф°РмУлами СО. Далее из-точки й  пповп™.,, ™ р к осям звеньев ВС
а из точки е  -  прямую, п а р а л л е л ь н у Т с ^ з в е Г гс '‘т Г к а Т п ^ '

сечения этих двух прямых и определит
величины составляющих Р п и Р"

■Полные реакции Р  и р 2 43'¿г 
!  ”“ уче1ш как Результирующие согласно 
1 плРа „ “е с Г „ <о3'4)' Р и ц и  на0

точки / и Г ЛГ еТСЯ’ если С0единить 
точки с  И ( Пп торая ~  если соединить 
звена 2 I "? опРеДеления реакции Р23
равновесия г и Т 0 • НаПишем УРзвнение Р весия сил, действующих на звено 3:

+  /*3 -1- Р 23 =  0.

На НеЙсилЛаб)И ^ « “ « и п а р  сил, 6) план сил.

Единственной неизвестной по в 

это1^^аИ1плТ1Л0В°Г0^ еу°°Л̂ ™™еМ̂ ля

быть определена из у р а в н е и и Г р ^ и и ”  в”е Г  2 °  ^  т
Л г + Р2 + Р32 = о.

На плане сил вектпп Р
что и реакция Р 23, т  имеет" гфот^вопоГожное нТп ° трезком Ш

* ■ Переходим к рэссмотпрни^ ™ жтнтое Управление.
(рис. 13.7, а). Эта группа и м группы П„ класса второго вида 
пару В  с осью Х — х. На группу лейстт,КраИНЮЮ постУпательную 
и пары с моментом М, и М !! уют внешние силы Р2 и /> 
«о гут  быть определены методом ^ „ Г с и « т и ч е с к н х  м р Й  
равновесия всех сил, действш пти^Л  Векторное уравнение 
следующий вид: деиствУ В Д х  на группу (рис. 13.7, а), имеет

р и  +  Р 9 +  Р , +  Р а  =  0 .  П 3 7
Р 6 3 К Ц И Я  А «  И ЗВРГТня пгк тгп *

к оси ,  „аправл»ющей.



| и ]  О П РЕ Д Е ЛЕ Н И Е  РЕАКЦИЙ В КИ Н Е М А ТИ Ч Е СК И Х  П АРАХ ГРУ П П  2 6 5

величина неизвестны. Для реакции Р,„

о си  Получаем: Р ., -  ^ »  +  £ |" ется из уравнения моментов всех 
сил“ ЮСГ х Ы „Яа“з в ° е Г Г —  /ь£о точки С. Имеем

Мс (Рз) +  Мс (^43) +  Мг — о,

так как М с М ,)  =  0 и Мс ( П )  =  «• №мент М с (Р " ) раВШ

Мс (^4з) =  Р4зЬс> 
и, следовательно, г л ^  +  * Ч

^43 I. Ь с  1ос -1

Знак силы Р<„ " » Р ^ ^ ^ ^ ^ е ш Т Г я Х ^ У Р ^ и е н ™И м 3. Подставляя полученное выражение для 4з
(13.7), имеем (

Р12 +  Рг +  Рз +  р ы - г  =  0.

В этом уравнении неизвестны только в м т и н ы  сил Р , ,  и РЬ- 
Величины этих сил определяются построением.плана «  И 
произвольно выбранной точки ^ ^ ^ . Й Г ^ Г Г я е м  к ней

В0ДШ Т о Т  вВ пересечения^ э т и ?  м  Г р д а я е ?  величины X _  X. Точка е  пересев представлена в масштабе цР отрез-
Г Г ™ , а “реакц,ГЯ р ” -  отрйко'м (« .). Из уравнении равновесия 

звеньев 2 и 3 р а  +  р ,  +  р я  = 0-.

Р 43 +  Ра +  Ргз =  0
о ,, Р Реакция или равная ей по 

2 Г Л  ир о т и в о п а д о ж н м ^ п о  направлению реакция Л .  пред-

ИХ ”аЬ̂ ё “ пйелн ; ь точк>  ̂ ¿ Г я е ^ ^ Г
X -  х направляющей (рис. 13.7, а). Для точки с .
ние моментов сил, действующих на звено А относи

Име6м Мс (Рг) +  М с (Рм) +  М% = 0,

так как М с (Р32) ~~



(0ИСВ ^о°7 УРаТ НИИ НеИЗВестньм является только плечо /г силы Р  
Имеем’ й)’ КОТ°РОе И3 ЭТ0Г° у Ра“ я быть А д е л е й !

I Рг., +  7 ^ 1  (13.8)
1 юложение плеча Н относительно тпик-м г  

правой части уравнения (13 8) ределяется знаком

пр.™ жеКниКя " ° « Г  Р (рИС' 13'7'- “> ш каза“ с «™ ™ ,„о , то точка К
в Х ™ ь „ “ ™ й ^ Г а 3р а ™ " Г 1ЦеЙ “ К 6ы в"е
V »  *• Если,

паРаллелепипеда, длина которого равна / 
скользящего в направляющих д  — д  (рис! 
? ия\ ™ МпЖН0 перенести точку приложе-
пиг Т Л  В Т° ЧКУ ~  Ц6НТР П0ЛЗУна (рис. 1 ¿ .8). Тогда на ползун будет дейст

вовать гиля Р.. и ________3___•УА д

I-
ш

—п -----^ Г Т -- ,--------- ю о ч '-И ” ^  — центр ползуна
р ш з ш . щ я щ ,  в о п я ;Л ; ; ! ;  1 0гда на ползун будет дейСТ.

и— а и па Ра с и л  С моментом М, вг равным по величине

реакций3 на н ^ в л Т ю ^ ! М  =  Р ^ ,  
поступательной пары г  я р  Ь' « о _____

Пяп, расстояние от точки К  до точки О.
вить в виде двух сил Р  и СИро° “°ментом М УДобнее предста- 
ках /У и £ " *

и равна
V

12 “Г  •

Л Й Й Я  б1^ТТ Г дейстаием сиыках А, „ I  „ создающих " Р" ™ " “ “

«ив Г Р0С ° б Р««-
вида. Решение этой з а м ч и ^ ^ ? /  КЛЗССа пеРВ0Г0 и дорого 
аналогичным. РУПП Н класса других видов будет

П 1 ^ " Д Я , Я ! 1 '  кинематических парах групп 
зоваиием особых точек К изложению * метод планов сил с исполь-

Пусть задана ^ " Г Г а Г в д Т а  “ Г к Г с с Г Т Ж  
(13.9, а), на которую действуют заданные силы Р  Р  6  п  
и пары сил с моментами М.2 М ч М и М Тпвй,га2' И 5
реакции в кинематических парах В С  В *  рТрЛ тся о б л и т ь  

Разложим реакции Р  Р  и р  
оси соответствующего поводками п п ^ И  составляющие: вдоль 
дикулярному, и поставим гппрй ос на1ЗРавлению, к нему перпен- 
ляющих. Имеем задачей определение этих состав

л я я , ^ *  />[2) р ю = р & + р Ь, р п = р ъ + р <П' (13 9)



Напишем уравнение —  всех сил, д е й с т в у й  на звено 2, 

относительно ^ ( р и ) + М Е т = 0. 03 .10»

Из уравнения (13.10) определяем величину реакщ и Р ’и ,
УУ , МЕ (Р2)+ М 2

^*12 1ВЕ

Далее из уравнения

™ — о ™ ™ ^ 2 ( к н м л г ^ 0, ( » . И )

отсюда  ̂ М/,(Р3) + ^ 3
■РбЗ

Из уравнения
относительно №

отсюда  ̂ ’ л!п (Р4)+ а «4

= -----------^

о с о ? " у ° ?  и"

Р „ с  13.9. ТрехповодковГ с Групп»и1И “

действующих на группу, относительноточки 3,. Имеем



равны нулюВВр ™ ц и”0 р,НТр,С™ р ‘‘ “ pí  относительно точки S
ственной неизвестной силой вхоляшр* » УЖ6 опРеДелены. Един- 
реакция рп  момент котол°и . в х о »  в^уравнение (13.13), является 

= <PU = 
- к у ю  сумму двух H S B e c í ^ ^ T o c S ^  “  гео"ет» -

•̂ >74 =  / >74 +  / >74.

действующих нГгругшу. ЙмеемгеометРическУ,°  сумму всех сил, 

^  +  ^ + Р г +  Р4 +  /.п +  л + р з + р ,з +  /,а = а  ^

составляющих3^ 11«  °Каз“ ваются только величины
нения построением плана сил в выбранномЫТЬ °Пр̂ делены из урав- 
Из произвольной точки П rvr^jo выоРанном масштабе (рис 13 9 
В точке 6 к ней п р Х ад Г а^ м  с Г у Т  в Г  *  В 'о т р е з к а ^ •' 
прикладываем силу />74 в виде отрезка £трезка (Ьс)< в точке с  
кладываем силу Р ъ в виде отрезка ш  е В точке á ПРИ*
дываем силу Р 3 в виде отрезка íef) R ™ ’ в точке е  прикла- 
ранее определенные силы Р ‘ и Р ‘ b b L T “ '4 а  И/ f  пРикладываем 
полученные точки g  и k rmnnn™! отрезков (ag) и (fk) и через
? 4 И Р "г  Находим Далее точку / пересечения Параллельные силам 
нив точки а и / плана сил полтои! Í  * Этих пРямых. Соеди-
Л *  в виде отрезка (/а). Соединяя точкиТ f  |1р П0ЛНУЮ реакцию 

1 'Реакции"'Р ^ р  РТ £ ИЮ в в ^ е  отрезка“ //)36“ “ ™М * *  
условия равновесия о тд ал ь Т в зяты л  ^ Г е “ Т '!?  BLIPa>Ka™ x ' 

- + Р . + Л . »  о, Í>„+ P s + / ,I J= 0 , P u + P "+ P u = 0

^ ^ ^ е ст н а Нреакция°р ЯВЛЯеТС” реакция Р»

лится, если на плане сил Т а я , Р еали я опреде-
определится, если соединить точки / и р КИ И вт°рая реакция 
соединить точки b и d  Отрезок íhh  „ 11 третья реакция — если 
«»<0 Л ,;  отрезок Л ^ Г ^ ™ 2 та6 е ,,' - пР « :та“ я « Р ^ -

гру”пы 1,1 клас-
в кинематических и а р Г ^ у “ “  “с Х ,3 входят С Г



пары. Из уравнения (13.1) следует, что статическая определимость 
этих групп удовлетворяется, если, например, число звеньев п равно 
ti =  1, число ръ пар V класса равно р ь =  1 и число р4 пар IV класса 
также равно р4 =  1. Эта группа показана на рис. 13.10, а. ¿вено 2 
входит во вращательную пару В со звеном 1 и в  высшую пару t  
со звеном 4, выполненную в виде двух соприкасающихся кривых
р _р  и q — q. Находим на нормали п  — ti, проведенной через
точку Е, центры кривизны С и D соприкасающихся кривых р р  
и п _  q и вводим заменяющее звено 3. Тогда имеем группу 11 класса 
BCD первого вида, аналогичную группе, показанной на рис. 13.Ь, а.

Рис 13 10 Группа с одной высшей и одной низшей кинематическими парами: а) к и яе -  
матическая схема с показанными на ней силами и моментом пары сил, б) план сил.

Пусть звено 2 нагружено силой Р 2 и парой с моментом М 2 
(рис. 13.10, а). Реакция Р12 может быть представлена как сумма 
двух составляющих

р 12= р й + я {2.

Так как звено 3 является фиктивным и не нагружено внешними 
силами и парами, то реакция Р 43 направлена по прямой С и. сп а  
реакция равна реакции Р42'-

Р̂ 3 — Рц2-

Таким образом, уравнение равновесия группы имеет вид

Рп +  Р\2 ~Ь Рг 4" Р& “  0- (13.16)

В уравнении (13.16) неизвестными являются величины состав
ляющих Р" и р*и реакции Р12 и величина реакции Р 42. Составляю
щая Р [з определяется из уравнения моментов всех сил, действую
щих на звено 2, относительно точки С. Имеем



Следовательно, в уравнении (13.16) будут неизвестными только 
величины составляющей />« и реакции />42.

Для определения величин составляющей Р п и реакции Р  
строим план сил (рис. 13.10, б).

Для этого из произвольной точки а  откладываем в некотором 
масштабе цр силу Р 2 и прикладываем к ней в том же масштабе 
силу Р[2, вычисленную по формуле (13.17). Из точки с проводим 
прямого, параллельную направлению ВС, а из точки а — прямую 
параллельную направлению БС. Точка й  пересечения этих прямых 
определит реакции />42 и />». Полная реакция Р 12 изображается 
отрезком (Ьф. *

Из рассмотренного примера видно, что кинетостатический расчет 
групп с высшими парами можно вести путем приведения этих 
групп к группам^только с одними низшими парами V класса и иссле
дования условий равновесия полученной группы.

§ 56. Определение реакции в кинематических парах групп 
с учетом сил трения

1 . В § 55 нами был рассмотрен метод определения реакций 
в кинематических парах в предположении, что трение в пасах 
отсутствует. 1

Рассмотрим теперь, какие должны быть внесены изменения 
в методику изложенных расчетов, если учитываются силы трения 
возникающие в кинематических парах. ’

В качестве примера рассмотрим группу II класса первого вида 
(рис. lo . i l ,  а), нагруженную силами Р 2 и Р 3. В состав группы 
входят три вращательные кинематические пары, и в этих парах 
возникают моменты М\\, М%, М\§ и М% от сил трения. Вели
чины этих моментов, согласно формуле (11.25), равны
М \2 — Р и!'вГв, Мгз =  Л132 =  Р 23/сГ с. МЖ^Р^Го, (13.18)
где Р12, Р23, р 43 _  величины реакций в парах В, С, £>; Гг Гп — 
коэффициенты трения во вращательных парах; гв, гс и гв '— ра
диусы цилиндрических элементов этих пар (см. § 47). Направление 
этих моментов зависит от направления соответствующих угловых 
скоростей относительного движения звеньев группы. Так, если 
угловая скорость со21 звена 2 относительно звена 1 направлена 
по часовой стрелке (рис. 13.11, а) то момент М\£ при рассмотрении 
равновесия звена 2 должен быть направлен противоположно вра
щению часовой стрелки. Если угловая скорость со23 звена 2 отно
сительно звена 3 имеет направление, противоположное направле
нию вращения часовой стрелки, то знак момента Мтр при рас
смотрении равновесия звена 2 должен соответствовать направле
нию вращения часовой стрелки, и т. д. Естественно, что при рас
смотрении равновесия звена 3 знак момента М1% противоположен



знаку того же момента при рассмотрении равновесия звена 2, 
так как

(о23 =  — ш32 и М 2 £ =  — Мэг- 
Векторное уравнение равновесия сил, действующих на группу, 

имеет следующий вид:
р »  +Р\2 + Р 2 +  Р 3 +  Р аз +  К з -  О,

. . .  пп р/ рп  и р* — соответствующие составляющие реакций
Г Д с г  п , »  л  “  1 «

^ 12Для> определения величин составляющих Р[, и Р{3 составляем 
уравнения моментов всех сил, действующих на звенья 2 и .

М с (Р!а) + М с (Рг) +  +  М =0, 
= 0 .

(13.19)
(13.20) 

которые
Р  21 > Р%3

Мс ( Р и  + М с (Р 3) +  М1$ +  М}
В уравнения (13.19) и (13.20) входят моменты трения, 

определяются из уравнений (13-18)> н0 так как Реакщш 
и Р43 неизвестны и подле
жат определению, то из 
уравнений (13.19) и (13.20) 
не могут быть непосредст
венно определены и состав
ляющие Р [з и Р{а. Таким 
образом, задача сводится 
к совместному решению 
всех шести уравнений 
равновесия, которые в об
щем случае могут быть со
ставлены для звеньев 2 и 3.
Совместное решение такой 
системы уравнений приво-

г Г ,= и ш / п Ро Г : ;  » »  практических расчетов лучше при-
менять способ последовательных приближении, к  изложению сущ
ности которого мы и перейдем.

2°. Предположим в первом приближении, что 1т а  снл тр -
ния равны нулю МЦ =0, АОД =  -  ЛСД <= 0 и .М £  7ю°- ^ ™ а  
задача сводится к ранее рассмотренному в § 56 случаю Рас^  
группы без учета сил трения в кинематических парах. Указанным 
там методами находим составляющие Р[, и Р 43 и строим. план: сл л 
(оис 13 11 б). Пусть на этом плане сил полученные реакции в па 
рах В, С и О соответственно равны Р?2, Р1 з и РЬ. На р и с .13^ П ,б  
реакция не показана, чтобы не загружать чеР ^ ' ^ у ч®нн“ е 
значения реакций Р?.2, Р& и Р|з подставляем в формулы (13.1»). 
Имеем

=РМ'вГв, (МзР) ' =  -  Ш У  = РЫ сГС, Ш *У  = Р Ы оГ р .

Р ис 13 11 . Д вухп ово дко вая гр у п п а  первого вида? 
‘ ки нем атическая схема с п оказанны м и на ней 

силам и  и моментами пар си л; о) план сил.а)



(13 'Ш ^и7п2оГипппИЯ моментов тРения подставляем в уравнения
ляюших \ p Y 7 “  И3 НИХ Н0ВЫе значения ^личин состав- 12' 4») • Вновь полученные величины этих составляю- 
щих очевидно,^отличаются от тех, которые были получены в пред
положении равенства нулю моментов трения. Поэтому, если в пер
вом случае конец вектора силы P{t находился в т о ч к е к т о т е п е с ь  
он будет находиться в некоторой другой точке Точно так же 
начало вектора силы /«.будет находиться не в точк^ в0! а в точке? 
1роведя прямые в направлениях составляющих (Р п У и (Рп У няй"

вее^ р а^ и °л ы Цр 'Т Ра СИЛЫ Р *3’ начало ^кторЛ илы  Р  3 вектора силы Рп  будет находиться не в точке L, а в точке h Таким

ноЕ ьГзначш м 11? ^ 0? 1' ПЛЗН °”Л' И3 котоРого определятсязначе™я Р 2з И Р 43 реакции в парах В, С и D 
Д. я еще большего уточнения величин реакций в парах можно

нияВр 'П0Вр ?РиТр 'ПР°ВеДеННЫЙ раСЧеТ’ для чего полученные значе- я 12 ’ и надо снова подставить в формулы (13.18) оппе- 
™  новые значения моментов трения (М ц)", (M iр)\ (А1тр)" и
rü rn l £  ИХ В СВ0Ю очеРедь подставить в уравнения (13“Л9) и (13.20).

удут определены новые значения составляющих (P t )" и (P t V' 
и может быть построен новый план сил (рис. 13 11 б ) 1 в котопом
д е ^ Т н о в ы е Сп Г еТСТВеГ 0 о ? КИ d i’ *2’ f * И* слеДОвательн0, опре-' í w  „ «  реакции Р"2, Р».л и P¡3. Указанный процесс может 
„я„ продолжен и дальше, но практически вполне достаточно бы-
сиа Ты 7 аНГ ТиЬ р 'В™РЬМ ИЛИ дар 'е Пп?ВЬМ пРиближением и найтиСИЛЫ Г п , #23 И Р43 или только Р )2, Р'з и р ;3

М&Т0Д М0Жет быть распространен на группы всех
высших пао МетСп°пЧеТпИИШ вРащательных- а также поступательных 
только r 1 'у  является приближенным и может применяться 

тех случаях, когда имеет место процесс сходимости и
Щ емяесилыеи Г Щее приближение Д^т меньшее изменение приращения силы или момента, чем предыдущее.

§ 57. Кинетостатический расчет ведущего звена механизма

слутае п ея к п и ?Г  ТеПерЬ’ КЗК „может быть определена в общем случае реакция в кинематической паре, в которую входит со стой
пател!нуюе паруНУ 3 ™ 3B6H0 ° бЫЧН° ВХ0ДИТ С0 стойкой или в посту- Е ,  У РУ класса или во вращательную пару V класса 
Поэтому рассмотрим оба эти случая отдельно Из формулы ( П1)
Ж ™  П0Д действием произвольно приложенных к нему сил
вегии И °ИЛ ИН6РЦИИ’ ведУщее звено не находится в равнЬ
и числе napKV к л я г с Т Т  подвижных звеньев, равном единице, класса, равном также единице, число упявнрний
« с т н ы х  Т Г  МЫ М0ЖШ составить, на ед\ницуС менГе^ “  известных, подлежащих определению, так как

3/г — 2ръ =  3 — 2 =  1.



Чтобы имело место Р— ^  
силу или пару, урзвиотёщивающу уравновешивающей
дущему звену. Эта сила и ^ ^ г Т Т с п ^ с я  уравновешивающую 
силы и уравновешивающего м ом ент • щ й момеНт через М у.

1 й £ = ^ & 2 = ^  “ —  буяут в машинах 
УРаЕ 7 — '™  р ас см атр и вая
кривошипно-ползунного механи3“  какую-либо рабочую машину. 
Зшгателя, приводящего во вращение, какую  либо р  ̂ ^  ^ ^  а)
Если в качестве в е д у щ е г о  звена вь р ^  кдасса будет СОСтоять
двигателя, то приеосдиияема Р> расчета этой группы опре-
из шатуна 2 и поршня 3. После> си Р __ к  того>
делится реакция шатуна 2 на кривошип

РИС. 13.12. КРИВ0Ш„ПН0КП0ЛЗУННЫ« механизм: а^ ки н ем ати  ^

кривошип находится р ^ е “  «  Т е ш ^ Т н Г -
том Ми представляющих ^ ^ ™ с^ л  и реакции Р 01 стойкигрузок и сил инерции. Под деиствтем эт ^  у овесии> Д л я
кривошип в общем случае не буд новешивающую силу Р у
равновесия необходимо ПР ™  У ЭтИМи уравновешивающими
или уравновешивающии момен‘ г  силы иди момент от той 
силой и моментом являютс Р „  движение рассматривав-
рабочей машины, которая при д двигателя и главный вал
ыым двигателем. Если « ™ т Г ,  2 * « “ ” мы будем иметь 
рабочей машины соединень р приложенного к валу
в качестве уравновешивающе ооти’ВЛения рабочей машины,
двигателя, реактшньш м ^  главньм валом рабочеи
Если коленчатый вал двигателя с о е д ^  ^  ^  иметь в к а .

машины посредством 3Уб? а™ ^ тпепР®иЛОж еНной к зубчатому колесу, 
честве уравновешивающей сил , Р силу рабочей машины,
сидящему на валу Двигателя ^ г и в н у к »  в со_
Очевидно, что эта реактивная сила, ® Рена п0 нормали к про- 
пряженных профилях зубьев..уд , Редачи- Таким образом, ли-
филям сопряженных зубьев 3У Р полностью определяе'тся

д а  передаточного «х ан и зм а  от машииы (уравновешп-



КИНЕТОСТЛТИЧЕСКИП РЛСЧЕТ МЕХ,ВИЗ„ 0 в , гл. 

Д = “ Г Й т  М0ММ™  « И »  реактивная сила „ли момент от

звеном по вращ атм ьнукГпару у^и'на^это звено°ДИ"Т ° неподв"жн™
представляющая собой реакцию звена 2  ,«  Г п  Д,еиств>'ют сила Р п , 
и пара сил с моментом Мл Пусть линирй « ’ заДанная сила Р г 

щей силы Р  б !  деиствия Уравновешиваю- 
? Г ^ 7 “ « - " Т о г О В ( и .
СИЛЫ найдется ИЗ Уп1вГ£иаУРаВН0ВеШИВаЮЩеЙ
Действующих на звРено о тн о сТ еГ н ?т^ ки “ ’

Ма (/>у) +  Ма (р 1) + М А (Р21) +  МХ =  0. 
Отсюда получаем значение момента Мл (Р )■ 

м А (ру)= ~ [ м А (Р1) + м А (р21)+М1]. У

ч ( 1 3 .2 1 )

з п а к Г м Т е ™  мУрТ м Т Г " »*
^ ^ о п р е 1:

1 1 Т 1 ?  пару со ст°й- п  »схема г кипематическая Р Л  — Мл (Р )
схема с показанными на У Д '■ У/'

я “ • зй т е т г г
Тогда имеем Я.. =  — №л (рд  + МА (Р„) + м , ] 

личина и направление силы Р ™ к ' ТаК как ве'
в кинематической паре Л

'Р у +  Р 01 +  Л  +  Я а1 =  0 .  ( 13 .2 2 )

Ес л цР У Р ав новеш и в аю щ е^ б у д е ^  сил™ ™казано на Рис- 13.12, б.

А*у =  — [Л4л (Рх) +  М л (Р21) +  л/,], 

у р а в ™ , ^  В ™ е™ « к о й  „аре Л определится „з векторного

= 0 . ( | з 2 з )  '  

^ Я ^ о Г ж Т Г л е« % Г в Г ш5  ! “ “ “  “  Р -  13.12, А
движным звеном в постулателы™т п д, е/ю 1 входит с непо- 
реакция в „аре ,



„ оси движения этой " ^ " ате™ 0„й„ ^ Т ^ чш Г с^ Т р ,  
щая сила Р , направлена по линии т
определится из уравнения ^ ¿ 1 ) .  сиды р  и р  известны
по^ З Г ? ; Ф и« ^ ” &  ¿о го  уравнения показано 

“  К  определения - ^ / Г о с ^ Г Г  № £ £
уравнение моментов всех си

силы р "  ' м к  т а + м *  <р ->+ м «  <р“) + м * “ °- (13’24г
В этом уравнении неизвестно только плечо /■ силы Р ,л, которое

и может быть определено.
\М,АРЛ + М,<(.Ру) + МЛ (13.25)

Л = -------

, К = ' . = К ' “ " ' я Г
§ 58. Силовой расчет типовых механизмов

Ь Ь К Й ' 1 4ложенной в точке Бь звена 5, силы г 4, 
приложенной в точке Я,^звена 
приложенной в точке § 3 звена 3̂  и парь 
сиРл с моментом М», приложенной к тому 
же звену. Сила Р8 образует с направле
нием вЬ  угол а . Сила Р ъ параллельна 
оси х __ х, а сила Р 4 перпендикулярна 
к  ней. Линия действия т — т Уравнове
шивающей силы Ру проходит через точку 1 .е  
звена I перпендикулярно к его « * •

Рассматриваемый кулисно-рычажн ^ о ^км ан н «« «  ней
механизм—’ Это мвхзнизм

“ = 0 " в и Д " " ГР,П" Н ВТО- 

Р% „ 7 ; ] Г Т е а к Х Щ̂
ней в порядке присоединения группы, состоящей и,



КИНЕТОСТАТИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ МЕХАНИЗМОВ ГГЛ, Х Щ

составляющиеКД «Юи^ а:РИС' 1 3 1 5 ,  действУющую в паре D, на

на звено 4, относителмоВ точки 13Л5, '' ДействУющих

м е (р м) +  МЕ (Р4) =  о,
откуда получаем

DE

рЪ-
Я< £^-
31 v V 12s} 1 1

P{35

1

P f
* V

g) |—o- 
p  K 
%

'“7%Z"
0

a)
Рис. 13.15. Д ву х п о во дко вая  rov im a л * . .

Я) кинематическая схема ” а Рис- >8.М.-

р м +  PU +  P i +  Р ь +  />05 =  о.

п р авл еш а с ™  $  Z Z ^ m o S ' n F Р"  " извес™ы » -
Дикулярна к оси х  -  ?  3 ^  звена*> си™ П 5 перпен-

Для определения величин сил Р п и d 
выбранном масштабе ц Р план сил Соис п к  5ГРгТим в произвольно 
d  откладываем силу Р ‘ в виде отпечкя м  Ь  этого из точки 
наем силу Р % в виде отрезка К °ИЛе **» пРиклаДы-
в виде отрезка (Ъс). Чепез tovkv A n n  прикладываем силу А  
силы Р06, т. е. перпендикулярно КР0СИ°Д™ ПРЯМУЮ в вправлении 
в направлении силы Р п т Р через Т0ЧКУ d —
звена 4. Точка е пересечения яти у ппр ллельно направлению DE 
тора силы рп4 и КОнец вектор?силы3™ых определяет начало век- 
кои а, получим силу Р  r  rL o  Соединив точку е  с точ-
отрезка (гЬ) определяет?,, е с л Г с ^ и т ь ^ Т и ”! “ “ “



моментов 2 ? з в е н е в
Ме (Рь) +  М е (Роь) — О» 

откуда получаем величину плеча к »  =  ЕК (ряс. 13.15, а) силы Р.» 
относительно точки £ МЕ(Р6)

А« =  •

Если заданы констР ^ т 1̂ 111̂ 1̂ у ^ з еР ^ к 0этоНбШ1оТ<показаноИна 
силу привести к центру £ ползуна, как ^
рис. 13.8 (§ 55).

Он

т ' 61
г,-, о *? механизма.- изображеииого на рис. 

Д вухповодковая группа ^  3 ме 2 —3; б) план сил.а) кинематическая сх ем а  группы  ^

13.14!

Рис. 13.16.

Переходим д а л « ^ ^ у ^ у Т ^ ш ^ Т :

д а л «  й  . е т ;
по направлению силе / 34, сила г з, у

—
ПеРВмнчннаЯснлыК /»^определяется из уравнения моментов всех 
сил?действующих на’ звено 3, относительно точки В.

Мл(Р4з) +  ̂ в ( Р 2з) +  ЛГв(Рз) +  Л 1 з-0 -
Из этого уравнения определяем величину силы Р 23- меем

\PrJhs I _Рз*2_ -Д- 
’ [  1в с  1в с 1в с\ ’

,НО TU41S.11 и .
приравнивая нулю

2 3 ' ВС ‘ВС 1ВС.
и  н р  относительно точки В . После где к3 и й « — плечи сил Р 3 и Р43 о тн о си тельн  _

определения силы Р2з можно наити силу Р03. 
сумму всех сил, действующих на звено 3.

Р-П +  Рз +  Р& +  ^03 =  °-



от^адав^ем ^в^асш табе^р^с^лу6̂ 16̂ ^  точки “ <Р*“=- >3-16, в
прикладываем силу Р3 в виде отрезка / м  пя°ТреЗКа ^  и к ней 
дываем силу />43 в виде отоезка ^ /  п  Д ал ее» 3 т°чки с откла- 
силу />03. 43 де отРезка И )- Отрезок (йа) представляет

1 (рис. 13.17).

из упявмрнн}  ^ елнчина уравновешивающей силы Ру  определяется 

Мл (Ру) +  М А (Р21) == о,

из уравнения 

откуда

Ролк,21П2±

ТА 1

Г в ° е ^ щВееЛ Г „ Г ,,УРаЕНеВИЯ Р™ "  «  ™ .  Й & & К

^>21 +  ̂ >у +  /,и =  0.
Из точки а  откладываем в масштабе и о  „
(аЬ) и к ней прикладываем си™ о  „ р У 21 де отРезка 
(са) представляет собой силу Р ^ . у ВИД6 отРезка (И - Отрезок

быть п^оизведанНИм ^ д аСмиаРи”лож№нымиа  “ Т ' й  рас,ет может 
»ар= о механизм в р а с т и  к Т Г и з м 'у  §с ^ р з Т



Пусть дан кулачковый механизм с парами момен-
с приложенными к нему ^ ш н и м и  в кинематических парах и
том М2- Требуется 0ПРеделить ре^ ,е н т а  М*. приложенного к 
величину уравновешивающего « д а  к . Механизму с парами
кулачку 1. Приводим заданный м обозначены центры кри-

^ г ^ : р‘ ая группя

о, 0 2 И В. Вторая группа и  
класса составлена из звеньев 3 и 5, ^

- О

^  1 -5 1 « Схема р ы ч а к н о -к у л а ч к о -
^  м еханизм а ^ п о к азан н ы м и  н а  ней

силами.

1П МРХЯНИЗМ. зам ен яю щ ий  
Рис. м ехан и зм , и зображ ен н ы й
кулачковы й  м’а т и ч е с к а я  схем а;

’|=5= •> “
7 группы  ¿ — Ч-

одной вращательной кинематической парь ^  ^ <7 — 4. Расчет 
тельных кинематических пар ^ оои ы ^  класса. В этой
необходимо вести, начиная со в> Р Рвено 3 Звен0 5 как фик- 
группе нагруженным с^ ° ^  Г 3обоазом звено 3 находится под деи- 
тивное не нагружено. Таким ^ р а з о м , ^  перпендикулярНо к осп

И у е м с я "  уравнением сн£, д е й с т в у й  „а  грунну (3- 5).

Р з  "4” * 25 "Т" * 0 3  р

Построением плана сил отсутствия нагрузки на звене 5 
прмоди^через^очГу^3 перпендикулярно к  прямой < -  * .



к “ « У  г  в точке £
силе Р 25 Таким образом, звеноП2°этойП°Л0ЖНуЮлПО напРавлению 
илами Р 2, р 32 и моментом М 2 Звено 4 к-яУПл Ы удет нагРУжено 

жено. Реакция Р4а вследствие от?ут™  фик„тивное- не нагру. 
на 4 направлена по оси О О внешней нагрузки у зве-
всех сил, действующих на^вено 7  оГог № уРавнени* моментов 
ляется реакция Р42, р а в н а я ^ ^ ™ ^ “ 0 Т0ЧКИ В °П̂ '

Р д  = Р „  =  — | ̂ М Р2) + Мд (рм) + Мп п

ГДеПоГтеПЛэтТгоСНизЫ упав°ТНОСИТеЛЬНо точки В -
звено 2, УР нения Равновесия сил, действующих на

построением плана
ш™ 1? 06 ЗВеН0 1 нагРУже!ю силой Р  б)__0Пределяется реакция Р02. 
Щим моментом М у . И21------ Р 1  а и уравновешиваю-

УравнениГ^мУентовОВеШИВаЮЩеГО момента Му определяется из

или ^ 21) =  О,

Му ^  — м а(Р21).
Реакция р „  ТОгда определяется из уравнения 

или />01 +  Р м =  0,

'Р<п= — Рг1.

вого м е х а н ш т ^ ^ м е х ан и зм у ^ п а п а^ ^ ’ ЧТ° приведен» е кулачко
обязательным, если реакции в в » , .МИ только V класса не является 
нимать н ап р а в л е н н ы м ™  I “ ™  ”а1 ,м ’ “ ™ сно § £  „ Т  
в точке соприкасания. Рмалям к элементам высших пар

НИЗМОВ Л “ гГм иК ^ Р ™ н—  Р - « т а  зубчатых меха-
показан простейший трехзвенимй \ к°лесами. На рис. (13 20 а) 
ными осями А и В, № у с ь Г н ач а 1 н ^ ЧаТЫЙ ШХаШ™ с 
соответственно равн ы \  и г !  Б ™  » Э К руж но„с т е й  колес которого 
что центры масс колес лежат'всегда на Дальнеишем предполагать, 
колеса уравновешены. Тогда иентпг,* °СЯХ’ и таким образом
м ог?тВаЮТСЯ Равными нулю и пР17неп?внп!е СИЛЫ ИНеРции ««лес 
могут возникать только д о п о л м т е л К Эмерном вРаЩении колес

Щии момент м „  является ¿ о л е с о Т Т ^ ы Г к  Уравновешива*>-& ведомым, к которому прило-



жен момент М , -  колесо 2. Моме,<т М,' К *
тирующий момент от внеш . ^  20) определяем направ-
леКю вектора ®с скорости точки С ( р и с . * ение действия
ления угловых скоростей 1 3 напоавлением угловой скорости 
момента М , должно '  В“ К " р “ вл^ние действия мо-

Сп̂ х о даГло соприкасание °профилей *  и *  зубьев колес 1 и 2, 
нормаль п - п  к этим профилям ь М,
будет проходить через точку О 
соприкасания начальных окруж
ностей, являющуюся мгновен
ным центром в относительном 
движении колес 1 и 2. В даль
нейшем удобно будет всегда счи
тать силы Р 12 или ^21 приложен
ными в точке С и направлен
ными по нормали п — п. Для 
определения того, в какую 
сторону надо откладывать 
угол а  (рис. 13.20, а) между 
нормалью п — п и касательной 
 ̂__ г к начальным окружно

стям в точке С, будем руководст
воваться простым правилом

т)И.  1 о он Зубчатый механизм  с внеш ним  
зацеплением; а) схема м ехани зм а; б) кар 

тина скоростей.

__ аться простым правилом. внешним зацеплением,
Если ведущим ^ ¿ с а и и я  С (рис. 13.20, б)

то, поворачивая вектор СК0Р0̂ ™  ск0ГЮСТИ 0) вращения веду
на угол а  в сторону, обратную угл ' Если ведущим
шего колеса, ¡айдем “° Е  я ^ т о  вектор с Г р ^ гн  
“ Г к а с ^ я Т а ^ о 0 ^ » “ "направлению угловой ско-

РТ р н “ гГово” -  зубчатых к о л «  -™ Г а с с а Т р “ с Г т - 
замены высших пар IV к“ сс^ “е"Д ^ щ|1Х Рстатически определимые

= 2 :
ведущего колеса на ведом° ^ ° £ 2  ¿ х  сил действующих на ко- т̂ пттргп / Из уравнения моментов всех сш , д :
лесо 2, относительно неподвижной точки В имеем

2 СОБ а  +  М г^О ,

откуда определяем реакцию РХг'
м %

' г2 соэ а



Из уравнения равновесия всех сил, действующих на колесо г ,
Р 12 +  Л)2 —О

определяем реакцию Р002*
Р П= Р ы = -Л к

г2 cos аг2 cos а

н е н и Г Х ™ Г в с е Дха ™ лРп Т ВеСК ВеДущег0 колеса >■ № УРм- 
неподвижной точки А ' ствУюЩих на колесо 2, относительно

^ y  +  ^VlCOSC^O 
находим уравновешивающий момент Му:

Му =  — p2iГ1 cos а.

Далее из уравнения равновесия всех сил, дейстаующих на колесо /,
Р 21 +  />01==0

определяем реакцию Р01 стойки 0 на колесо 1. Имеем 

Р01^ - Р 21==_ Л 1
i-о р  ri cos а

ДвижньщиСос7мРикода7 ( р и Г ^ ? 2Г й ) уУкотпЬ1Й редукт°р с негг°-является колесо 1 а велпмм™ , У К°Т0Р0Г0 веДУЩим колесом 
моментом М3. Для определения няппя™ ”агРУженное внешним 
момента Му и момента М  пппрлр 6НИИ УРавновешивающего
соприкоснов'ения “ лес 1 » Т £ "  °С " ”•> Т0,еК
И vD определяем направление v r ™ ™ -  ^  б); по скоростям ис 
заданной угловой скоро“™ «  Z S >и. С5РР0СТИ « ,  колеса 5 пр„С
правление моментов /И, и ,v/,‘ (nnc l i 21 /п л ° " рс'делЯ1'тся и
колесо 3 (рис. 13.21 s) кптппп! „ ’ ’ )• Далее рассматриваем 
вием момента Ма и реакций Р  , и 3р 0Д1{Тся в Равновесии под дейст- 
сил относительно точки Л 2 3 °3' УРавнения моментов всех

М3 +  Р2-3Г3 cos а ' =  0

S e c ' Г  „ Т ; к  профилям зубьев
вычисляем реакцию Рл . Имеем "*  Ha,a,IbHbIM окружностям,

P i' 3 ---------- .^  cos а '
Из уравнения равновесия всех сил, действующих на колесо а,

Руъ +  Р03 — 0
определяем реакцию Р03:

Л з  =  Р г з =  — —3 г , r3 cos а '
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1‘ »1. л ц  1

(рис. 13.21, а ) . Реакции^ прил^енТые ^ Нпп плоскостью колеса 2 ' 
можно определить, если и Е н ь “ I 1подшипникам колеса 5, 
расположение ЭТИХ подшипников“  К0НСТРУКЦИЯ и относительное

котоРыеее„аПхеоРдятся в ^ о в е с Т " ™  К?Л6С 2 И 2 ' (Рис- 13.21, а)
и реакций Р 12 и Р  Укячяи П0Д деиствием силы Рза, = _р ,
лельных плоскостях (рис 13*21 Располагаются в трех парал- 
кость колес 1 и 2. При этом м о г р 1 Рпенесем их в среднюю шюс- 
вия которых могут быть учтены если 6v îPT !̂tai°TCiI ПЗры Сил’ дейст‘ 
оформление редуктора. Из уравнения вестно конструктивное 
относительно ОСИ колес 2 % Т В(™ 1 3 М2 Г г)ТОВ УП0МЯНУТЫХ “ л

cos а  +  P32>r2, cos а ' =  о,

колес 1  и 2 ’и касательной T— T™kx т ча  “ Профилям 3Убьев 
вычисляем реакцию Р12; начальным окружностям, "

Л 8 =  - Р з2 " ^ 2 1 .
тт_ , ^2 COS ОС
из уравнения равновесия rcpy ™ ттV овесия всех сил, действующих на колеса 2 и 2'

” 32' +  Р12 +  Р 02 =  О
определяем реакцию Р  Раттгочг^
сил показано на рис. °13.21 д Г0 уравнения с помощьюплана 

ко то р о й ™ " Ра“ “ « Р и в а ш ’ ведущее колесо / (рнс. | 3 2 1 , ,
момента АТ и реакции П°Д действием силы Р21 = — />„’
сительио точки А °: ‘ 3 уравнения моментов всех сил отно-

Му +  Р21г г cos а  =  0 
ычисляем уравновешивающий момент Му. Имеем

ЛЛ гч
- = — Рг^хСОва.

Из уравнения равновесия в г р у  „ « всех сил, действующих на колесо 1
Лц +  Р-21 =  О

определяем реакцию Р 0ОХ-
Ро1 =  - Р

(рис. 13.22™^Ту"которого'ТеотСш1"еН,аТ“ а пл!1|,ь'таР™ « редуктор 
колесо 3 нагружено втешни “ » Г н т а  ^  К п°ДИЛ° “ ведом“ = 
силами, действующими на редуктоп яп^ 3' роме того> внешними 
инерции сателлитов г  и 2 условно Г *  ““ "Р 06™ “ «  С1:ла 
(РИС 13.22, б), равна ¿ и, , (”^ 7 7 “ ",,," В

‘ где //1С — масса





тоит* ,сателлит0в И “ Я — угловая скорость водила Н а также 
центробежная сила инерции Р пи иттигтя н  ’
центре масс 5  и равная ОДила Н, приложенная в его

Рин ~ т н (0н (Л 5),

веш Гвш одеш ^омш т М Я„ ¿ Г  опРеделения направлений уравно-
иЕ точки Е соприкосновения к а д е ^ з Т ^ Т  М* находим скоРость 
водила Н (рис 13 22 б) П п  скорость ьв точки В
ваем направление угловой скоростГколТсаТпои^я11 Щ устанавли- лении угловой скоппгти пД, колеса 3 при заданном направ-
направления моментов М я\  ?3 22 в Г °  опРеделяются и

М 3 я С̂ т й р 0Лп ° р 3 ’ Ш 0Р°1 Находится под действием момента 
тельно точки А °3- 3 у Равнения моментов всех сил относи-

Мз +  /52'з>'з сое а ' =  0,

£ £  7 1 Тз \  °„барс“ ”^ ™ а * / - ‘ ,/?лыо к "Р0*"-1™ 3Уб«=  
вычисляем реакцию Р г>а: их начальнь[м окружностям,

n Af»
J  2 '3  = ----------------—r3 cos а'

Из уравнения всех сил, действующих на колесо 3,
Р ‘2'3 +  Р03 =  0

определяем реакцию Р 03•
Р»3 = ---- P i’ 3 .

2 и % Ж Д"Г  K o i S T " " 0 ЖеСТК0 свям н”ых сателлитов 
силы Р . -  в  Р находятся в равиовкии иод действием

“  * з а '-------/V3, силы инерции Р" и пеяюшй Р „ о  ™ уравнения моментов rppy rn/n™ nn реакции Я12 и Р Пг. Из мим.нгов всех сил относительно оси сателлитов 2 и 2'
Pi2r2 cos a  -f- Р з2’Г2’ cos а ' =  0,

т  r r „ ° 2 c “ s „ Ho f  (н1 т : ью п ~ п к  "Р0*"™ “ ч 'б« вопределяем реакцию начальным окружностям.

р  __  п  з/ COS c t f1 12------JT32'----------- .r 2 cos a

2 Из уравнения равновесия всех сил, действующих иа сателлиты 

Pl2 +  Рз2’ +  Рис +  Рн2 =  0 

плана с и ^ п о м м н Т н ^ р и с ^ Ш ™ ! ЭТ°Г° уравнения с помощью



Последним рассматриваем ведущее водило Я  (рис. ™ .2 2 , е ) ,  
которое находится в равновесии под действием с *н реакции 
типы инеоции P in ,  уравновешивающего момента Му и реакц . 
силы ™еРуЦра0Н™  Моментов относительно точки А

Му-\-Р2н (АТ)=* О
определяем уравновешивающий момент М у:

Му ̂  _  р 2Н (АТ) =  — P m  (г3 +  г 2’) cos р,

* ^ 1 Г в ™ и Г ^ Г р П| НТ " е м у  y Z  перпендикуляром

ЛТ к направлению силы^ * ня " ^ ” 4  действующих на водило,Из уравнения равновесия всех сил, дежлву^ш.
Р 2н +  РшИ +  Р он ^ О

определяем реакцию Р .я . Решение « о го  уравнения о помощью 

Ш1Й7'\ ^ ^ ^ ь^ ^ ^ аем ы гГ п р и м ер а^ си л о во го  р^счета механизмов 

„ ы предполагали вге ™

П = ИЫ' п — ™  » » о  видно в *
механизмов, покаранных на Ри̂ - • ’ конструкции на этих 
Расположение действительны ^  реальных конструкций, о чем

К “ ™ ~ о  ̂ одирмо J S S S S
схема ,лРе„Г „в

механизма. Например, нами

“  ^  -  “B i E  bS o=  различ-

габаритов конструкции, условии сборки " £ .д ' схему
В каждом конкретном слУча' ™ З ш Г “агРУЗки на племен™

нагружения и можем определить истиннь „Точность, 
кинематических пар с целью их расчета н р

§ 59. Уравновешивание масс звеньев механизма на фундаменте 

/о Ппи пяижрнии звеньев механизма в кинематических п арах

Г п и ^ и е п Г г Р Г в ^  оИ“ р е ™ ^ е з  -  - Р * “



[ГЛ. хш

в % Т к ^ а„ р !у г ;ж ё нт„ ; “ :™ г -  д "" а™ ™ =  » № « « .
дополнительных сил трения в кинрмя являются источниками 
в звеньях и фундаменте дополнитеяьмыуИЧвСКИХ Парах’ вибРа« ий 
звеньях механизма, явл яю тсяС и ц и -й  , напРяжен™ в  отдельных 
проектировании механизма часто ставитсяУГадаИчаТ'оД‘п110ЭТ0МУ ПрИподборе масс звеньев механичмя задача 0 рациональном
частичное погашение указанные п°ибнеяСПеЧИВающем или
задача носит название з а д т и  ^ б * л Г ^ Г ЧеСКИХ нагРузок- Эта 
Так как при определении динамических Г г ^ к Т  п 'Г ^ е Г я

по преимуществу приемами кинето
статики, то иногда эта задача 
носит также название уравновеши
вания сил инерции звеньев меха- 
низма,

Задача уравновешивания сил 
инерцйи звеньев может быть раз- 
де1ена на две самостоятельные 
задачи: задачу о б  уравновешивании 
динамических нагрузок  на фунда
мент и задачу о б  уравновешивании 
динамических нагрузок  в кинема
тических парах.

2°. Рассмотрим вопрос об 
уравновешивании динамических 
нагруэок на стойку и фундамент

твердому телу7'приводится к о ™ / " ” “  Сил’ " Р ™ ™ х  * 
вольно выбранной точке и к отапй ’ пРиложенной в произ- 
результирующей силы рав" „  ¿ Д™ , Г Ре' " РИ"Ш « ™ Р  этой 
сил, а момент пары равен главном д а „н н о й  системы 
относительно выбранного иентг,а ^ данной системы сил 
ЛВС (рис. ■3.23),Ру Г н Г°в* Г „ Рь й Т ф ?™ Т .е„™ УС3  * “

Приводим силы инеопии вгру
Д ля этого выбираем какую-либо точку О ж и Т и зм а КчяСШ1е и Паре- 
ведения и за начато кооплиНЯТ т У * механизма за центр при
точку, лежащую где-либо на оси рК°И точкои УД°бно выбрать
вращающегося с угловой скоростью м иТточки о 'т Г ™  ЗВ6На А 
перпендикулярные оси Ох Ои и П? п !, и0  проводим взаимно
главного вектора всех сил инеп™  Р 6КЦИЙ На 0СИ К00рДинат Р всех сил инерции механизма выразятся так:

■» и у  =  — т.Ъ. о _ VI •• _ __

Рис. 13.23. К ривош ипн о-ползун ны й  
механизм на ф ундаменте

механизма. Как известно,

т1х1> ч у  - 'Ц ,т№, Раг== — ̂ 1т1г1. (13.26)
В этих уравнениях т г есть масса г-й точки звеня г ;; „ •• 
екции ускорений г-й точки на оси х и и г  пяв»™  ” Ш 2г СутЬ Про* 
ным от соответствующих КПлппт, ’ равные вторым производ-
х . у и г  г л а в н о т о С Г ™  Т е ?  ™  П р оет ш  ш  « »  момента всех сил инерции относительно начала



§ 59]

координат выразятся формулами
Мих =  Ц  0/ Л *  -  ъ Р т )  =  - 2  №  -  г М> 

м вд= 2 ( г А * - * л * « )  = = - ! > '  ( 1 3 ' 2 7 )

м м = £  -  г/^ил-0= -  2  т ‘- -  у Л ) - 
в случае плоского механизма удобно выбрать.одну ^  

пример ось Ог, перпендикулярной к плоскост• , Р  ̂ 13.23,
рой происходит движение механизма, как это Д плоского
а оси Ох и Оу расположить в этой плоскости. Тогда для плоских
механизма будем иметь ^  (13.28)

Р\\г —
и формулы, определяющие проекции наI оси ^оорд™ат главного 
вектора и главного момента сил инерции, приму

Ми,  =  — 2 г , Р ад1 =  2 т '2^ *  (13-29)
Миг/ =  2 г гР и*г =  - Х > < г^ ’

Миг =  — У\ т .1 (*гу г -  г/г*’;).
Так как *« и й  суть функции угла 

ыеханизма, а угол ср есть функция вр“ « “ ” '■ „¡¡казано ранее 
ные от координат х£ и г/,- по времени, как это б
(см. § 16), равны

__  с1'2Х1 йХ1
1 ^ г ы2 + Ч ^ е ' &

&У1 СО““ £у±
й<р 8 .

Выражения с Р х ^ ,  ¿Р^/Ар*. йу11<1ц и ^ ^  ^ ^ ведущ его  звета 1 
ний и скоростей ¿-й точки, со —угловая скорост У 
и е — угловое ускорение ведущего звена 1 , улы (13.29),

Подставив полученные выражения для х1 и у, Ф Р У  
получим ^

/ V ,-  — “ ‘ 2 т ‘ "3фг _ 8 ^  «<» '

¿У1 
сГф ’

Риг/ =  — ®а

А1ил =  ®22 тг2г 

м иу= — ©а2 т гг,
(1Ч1

М к = с о -

^ф3 
¿2хг

V 1 (IXI5 ^  т*2;

^2г/(
С(ф2

I

+

(13.30)

■{О И, И . Артоболевский



Для полного уравновешивания сил инерции звеньев плпг™™ 
механизма необходимо, чтобы проекции на S  коГдинат о е з ^ Г

ö S Z c  * ГЛаВНЫемоментысил ™ерцииотносительно n Vf У  рав”-  сь нулю, т. е. чтобы удовлетворялись условия 
рГГ ° ’ A v  -  0, м их =  о, Миу = 0, Маг =  о. у

перпендакулямой Ф  М°МеНТа относительно оси г,
ра?сматомоть?я р плоскости Движения механизма, должно
в движение механизм и ?  ° М0М6Нтами заДа™ых сил, приводящих 
всех ’ моментами сил сопротивления. Влияние
ские ЭнТаИгХр у з Г Н„Тя°В̂  P€™  движе„ния механизма и на динамиче-
в разделе линя ммкм 6НТ И СТ°ЙКУ бУДУт рассмотрены далее
подРверДг ДЗЛЬНеЙШеМУ

Р«х =  0, Рщ =  о, м вх — о, м щ-.
или

= 0,

— О)2Z m-

— ю2

ö)2^ \m,Zi

со2 У tUiZ,

d2xi
d(p2

d2yi 
d фа 
d%  
с(фа

* 2 m i 

в 2  « а

а д

й?ф

¿ф

с/ф

=0,

=0,

= 0 .

угловое с к о п к т , М °м е "°Р ялись при любых значениях
необходимо рчто6ы ^ к а ж ™ Т Г °  Уск0Ре”" я ‘  “ W™ero звена /, 
В отдельности пярнопГ У ’ входящих в эти уравнения,
лись следующие условия:НуЛЮ’ Т‘ е‘ необходимо, чтобы соблюда-

(I)

(И)

(Ш ) 2 m ,z ,  

(IV) У т л

2 т ‘ % ~

d2Xi

0,

=0,

rrii dxi
0,

Йф2
<&У1
dtp2 --о,

(V)

(VI)

(v ii)  2 ^

<VHI) 2 а д ^ ~ о .

dc$

( 1 3 .3 1 )

ходимоИтакбпплп^АяДЛЯ полного Уравновешивания механизма необходимо так подобрать массы и размеры его звеньев чтобы у л о в -

УрГвне™ Г?1ГТт\/ТИпЯ (13-31)‘ И3 ЭТИХ уРавнений видно, что четыре уравнения (I)—(IV), в которые входят вторые производные могУт
т  т и Т Т  диФФеРени'иР°ванием по ф четырех ура’внени^ 
(У )-(У Ш ). Если удовлетворяются четыре последних уравнения!



то б уд ут  удо вл етво р яться  и ч еты р е п еРвь^ „  Поэтому Достаточно 
ограничиться рассмотрением то л ьк о  услови  ^

(V) 2 " - ^ = ° '  (УИ) 2 т й у - 0 ’ (13.32)

(VI) 2 > - | г “ 0’ (У Ш ) 2 т ,г ,^ = 0 - >

Рассмотрим выражения
2  т 1Х1= тх$  и 2  т ‘У1 =  т У$-

эти выражения
всех звеньев механизма и М0ГУ ь я соответствующие координаты

Дифференцируя эти выражения

по ф, получаем ^  йу$

и ^ т< * р т  ** *
Подставляя эти выражения в пеРвь’^  Лва УРавнения  ̂ ^  
чаем следующие необходимые условия.

(¡Хс _л
" •7 ^ = -°  11 ш * Г - °  

или, так  к ак  т ф  0. т0

^ 0  и ^ = 0 .  <|3'33)
с?ср ^Ф

Рассмотрим далее выражения
¿ ¡ т г2,л:г и 2  т гг<№-

Эти суммы представляют собой т а к ^ " о б о з н а ч и м  их
л е н т»  «ю рч«« относительно плоское^ * написанные 
соответственно через и ./^ и п ридир  к
выражения по ср. Имеем ^

2 « * £ ~ ^ Г  и =
так  к ак  №  =  0. Подставляя полученные выражения в третье 
и четвертое /равнения (13.32), находим

и » _ _ п и £ е . в 0 . 0 3 .3 4 )
<*Ф

Таким образом, для уравновешивания сил ™еР^ии^  этих ра- 

Чвж ? в  Ут п ^ о т е н н о  'следует, что' для уравновешивания сил



L 1 •>*. Л Щ

следующих условий;Л°СК0Г0 механизма необходимо выполнение

*s =  const, /^= const, |
y s ~ const, ■/iW =  const. / (13.35)

y Pa » r e " “ Ly„” , r S C„™a„ S S a Г ™ ' “  “ " " « * •  ™  -
механизма необходимо и достаточнпt  Нерц™ звеньев плоского 
механизма, чтобы общий и е н т п ^ Л  подобрать массы этого 
неподвижным. Для уравн овеш и вани й ™ я?“  механизма оставался 
тельно осей хм. и необхогш vm м главных моментов относи-
низма так , чтобы цент робеж ны е подобРать массы меха-
ев механизма относительно п л о с к о с т е й ™ Ма°С в°еХ 3ввНЬ' 

В практике машиностроения пои v n постоянными. 
Указанные условия обычно в ы ш то ш  ивании механизмов
симости от конкретно поставленной то~ько частично, в зави- 
низмах уравновешивается полностью in ,ЧИ- К’ В некотоРых меха- 
инерции, в других -  уравновешивают, j  Результирующая сила 
ции и частично результирующая сила моменты сил инер-
Щих параграфах настоящей главы мы “ РЦИ»И и т ' д> В последую- 
как  общих, так и частных приближеяиых

I=•»■ Опредоение „можения ^

* • Как было показано r  s 
вектора сил инерции механизма необхопимпБН°ВеШИВанИЯ главного 
постоянства координат центпя Д М° Удовлетворить условию
графе рассмотрим вопрос об o n В наст°ящем пара
механизма. пределении положения центра масс

■дето ' :Я;тора г'- °пределяю- 
юченных „асс т „  , . Р м п ,,СШем™ “ ьных точе™° «*РМ о-

п

/Ч=  ̂ h£l±E*r2 + т3г3 + ...4-т-гЛ ^  т‘П
т1+Щ + т3 + . . .+ т п ----- ------- . (13.36)

.S «/
П роизведения т , г  т  г  1

цепи Z p e i m i 1K X i i e ”«  «ен Г а°„ ?сЯс '’ i f 0* “ "“ ’»ической

*  S ”' Д“ "Ы звеньев »«означи» с о т е т с м Л е к з \



! , ........ ?  Рассг0Я"ИЯ1,р * 'Х « Г ^ п о ч а с о в о й  с т р е С е - Т р е з
левых « е й  “ ^ “ Щ ^ ^ е д е л т ,  положение общего центра
Й1, 2̂1 и/1'  ̂ }„ „ ч пяггматоиваемои цепи.

-  у  г  г „ определяющие
Из точки А п р о в о д и м  векторы г и  г а, *  ’ е (13.36) имеем

положение центров масс ¿ 2. ¿>з. •••> ,3«'
т,  г , Ч- пиг, +  т яГз +  ■■■ +  т " Гд- .

г 3 ~  пц +  т-г +  п1 з +  --- +  ,и п

Векторы Г !, г г, г в, ..., могут быть представлены как суммы векторов: 

г х =  а х,
Г* =  /1 + ва.
Г3 =  /г + ¿2+°з>

Г;1 =  /х 4- /2 +  /3 +  • • • + -1 +

отсюда получаем
т ,  я ,  4 -  т ,  (» , +  « . )  +  •■■ +  т Л ^ 1 ± ^ И з ^  .

/*5 = ---------- т 1 +  т 2 +  т з +  - •■ +  т п
Открываем скобки и группируем члены:

_  4-.т ,+ т ,+ .. .+ » .)  I,. +  +

.+ • • • + -----------и г  ^  т

где т  =  ян +  /я2 +  т з +  ••• +  тл<
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э т о т р Е с ^ а  " еРВЫЙ- ЧЛеН ™ ™
ляющий положение центра масс з в е н а Т  от« ^ “ ™ 11 * "  ™Рм е ' (рис. 13 25) ргли «гчтлсл звена 1 относительно точки А
доточена масса всех п р е д ш ^ ^ °ю ^ х ТчйрТ° В ^  ” « а  ^ р еЛ 

<рис' * * * »
^ сле звена 1 следуют звенья 2, 3 

..., общая масса которых равна 
Щ +  т 3 +  т 4 +  .. . +  ^ я> И) нако.

тг+т3*~~+пгп

Рис. 13.25. Схема звена А В  
кинематической цепи, изоб

раженной на рис. 13.24.
Схема звена В С  кине

матической цепи, изображенной на 
рис. 13.24,

центр этого у с л о м о ^ р а с ^ о ж е н и Г м а с с ^ 1' ЧТ°бЫ опРеделить лой (13.36) Р ^положения масс, воспользуемся форму-

А, =  З а 1 +  («2 +  «з +  -..+/Я.'| 1Х
т

( 1 3 . з Т З ав „ ^ УГ п ? л н Ву ю ? о в д ^ т Р? Г  т е"0И Ф° РМУЛЫпервый член формулы (13 37) ппРПЛ 0 I  » Таким образом, 
деляющий положение некотопот а  ”  И вектоР Аь  опре- 

Аналогично, есл Г дл я  Х я  ? Фиктивного Д^тра масс Н1. 
В  сосредоточена масса игру ппо пРеДп°ложить, что в его точке
масса т ь  а в точке С сосоелотпчРняСТВуЮЩИХ ему звеньев. т. е. 
ньев, т. е. масса та +  щ. +  т  4 . ^асса всех последующих зве-
сосредоточена масса т ,  (пи с п  т л, и, наконец, в точке 5 а
расположения масс о „ р ^ „ Тся веио„™  ь°бЩ'Й ^  Я - такот°
второй член формулы (13.37). Имеем приставляющим собой

ЦЬАъ +  (т3+ /пд 4-... -|- т „ ̂Л,
т

в точке В, равен™улю°М6НТ МЗССЫ Пк' условно сосредоточенной

приходимДк в ы в о д у !™  фо3р м у л Г (Ш уГ  В°еХ °*стальыых звеньев, так : У’ Формула (13.37) может быть представлена

^  =  ̂ - ¡-/ ^ - 1- Ь3 + .. ,-\-кп (13.38)



И вектор общего центра масс может быть определен как геометри-

Ч6СКВ ¿ ’^ Г Г Г ^ р и с ^ З ^ ) ’. М о с т и к.... ОК соответствующих звеньев ^ . ^ ( р и с . ^  и рас.
векторов постоянны вследстви  ̂ Таким образом, опре-
стояний аи  сю_, « з . •••: ® центр а 3'масс "звеньев кинематической 
деление положения общег° ^ сложению постоянных по мо-

"осям с— вуЮЩИх

полож ениях.

в  сокращенном виде формула (13.38) может быть написана 

так: _ „ „ „ « чП
/*5 =  2

(13.39)

На рис. 13.27
ЛВСОЖк”оторая последовательно ( " ^ б у д а м

й Н Ж й :  й А Ъ Л * - .  * •  - —
рами главных точек. й метод к  решению задачи об опре-

2°. Применим рассм°тренньш метод ех^ниЗМа шарнирного четы-
делении общего центра масс Пусть даны длины звеньев /г , к
рехзвенника АВСИ (рис. 13. ). У ^ ^  от осей левы х

■ И И  р а с ст о я н и я  м  и ^  и  да то ’ку^ _  и соединим ее
шарниров. За начальную т У ^  А8г и Л5 3 соответ-
прямыми с точками ¿>а и г>3. £ обозначить массы
ственно обозначим через г и  Га и г» . &сли д
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звеньев чеоез т
Формуле (13.36),’ м ож но н а й м т ь “ “  ШСС ~  ЧСре3 т > то- “ гласно

/-7 — J 71! Гх +  ЩГъ 4- т*гч 
т

Пользуясь равенствами (13.37) „ (13 ,38), получаем
Щ ч Л ,  -L ( t n -  _l \ Ir s

где

. (м2 + /на) I
т — т2а2 ~Ь ffla/a 

т
I /п3а3 _

' ‘1" ~ 1 Г ~ ==Л1 +  А2 +  А3, (13.40)

Aj = 

Л2 = 

Л3 =

.  OTiflj + (ffl2 + тя) и 
т

; т -а2 "Г̂ Я̂ Я
т  >

т 3а3
т

( 13.41)

(13.42)

(13.43)
Определяя Еекторы A, h u h , ,

Давать вектор г<5, складывае’м векторьГГ ’ Л™ " а должна 
Результирующая этих вектоп™ I ? 1’ 2 и Аз (Рис- 13.28).  

r s, а конец вектора г  с оппелегтяр-г Дставляет собой вектор 
механизма. Так ка£ все г л а и Т т о " »  Н i  S  ~  щ т е

, . Т04ки Я  ПРИ перемещении звеньев
не меняют своего поло
жения относительно этих 
звеньев, то нетрудно, зная 
положение этих точек при 
одном каком-либо положе- 
нии механизма, найти все

ТШШЩ- Т О и Т Г '  П0Л° > ™
£ путем построения

- Ц  ломаной линии, состоящей 
ИЗ отрезков fh , /и и h3, 
параллельных соответству
ющим направлениям звень- 

3°. Рассмотрим вопоос пЛ г,г,па 6В механизма. 
кривошипно-ползунного механизма °бщего Центра масс
кривошипно-ползунный механизм ЛДГ ДЗН дезаксиальный
которого равен а длина ш а ™  « Г  n i  ’ радиУс , кРивошипа АВ
определить положение центра масс S jpy* ^ - ^ ) -  Требуется 

Пусть масса кпипптт,,-?» 6 механизма.
поступательно движущ егося^галзута — т** ^ атуна ~  т 2 и масса 
векторы h u  h 2 и h 3. Пусть центр масс кттп' ? ПРл п0ЛЯем главнЬ1е

последующи^массы? в ' т Х е Т в « 6
к а к  звено „ в  _  „ервое, „  ,



н у л ю  в точке В сосредоточена масса т 2 +  т 3, а в точке S* масса 
т х. Выражение для определения вектора Нх напишем та

, 4- ('»2+ т з) R (13 .44)
n i — m

Модуль вектора К  равен расстоянию от точки А до первой глав- 

"“^ “ » м ^ в р ь 'Г ш а т у н ,  К .  Представ™ что .  точке В

для определения вектора й2 напишем так.
и т 2аг + т  3L (13.45)«2-- ' ~ *т

Для поступательно движущегося ползуна 
^  ______ Ajflrrv m-, тч i

при определении 
е С, а массу

Рис 13.30.  С х ем а  кривош ипно-ползунного  
м е хан и зм а  с  п о к а з ан н о й  на ней т р а е к т о 

рией д в и ж е н и я  общего центра масс .

Р и с  13 31 .  С х ем а  кр и в о ш и п н о -п о л зу н н о го  
м е х а н и з м а  с  т р аекто р и ей  д в и ж е н и я  о б щ е г о  
ц е н т р а  м а с с ,  построенной при п о м о щ и  д о 

б а в о ч н о й  д в ухп о в о д ко во й  г р у п п ы .

т*  -  в точке S 3 на расстоянии а3 от точки С. Выражение для опре
деления вектора Л3 напишем так:

и _  т з«з (13.46)
3 т

Согласно предыдущему вектор К  имеет 
звена 1, вектор К  параллелен оси ВС ^ ^ ’ения центра S  масс 
лелен оси движения ползуна 3. Д  Р откладываем от точки

р°я^ г ^ к“ укзвену V  и откладываем на ней отрезок, р а в н ы й ,. Из то« * К
? е т ^ о 7 ; = 1 = Г о  á r r  s  „

г ; ^ рк ж ; ^
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равный h3 (рис. 13.30). Таким образом, если траекторией точки
Г е ’ ™ f KOTOpa” к р и м я  то ^ к т о р „ е Л о , Т “ б у »  Таже кривая, но сдвинутая влево на величину, равную А, =  KS
^ z T b h k u T  отрезок * ? ■ равен и n a p L S v i ;

=  « ? w  ^ , огг м состоронами
углами Траекторию т о ™  К можно ¿о стр о ™ , если Ц и н и з м у
ABC присоединить группу II класса НХКН2 (рис. 13 31) состоящую

в ^ т е л Т ы Г п а Г «  ^  "  ™ - р-  « о Г Г / р иttL  р 11 ^  и 2* Траектория точки АТ этого меха-
= У?У” ЛЯ6Т С°б? Й тРаект°Рию -¿нтра масс 5  механизма, сдвинутую на постоянный отрезок KS (рис. 13.30).

Указанный метод может быть применен для решения чяттяии 
классов.еНИЯ Ц6НТРа МЗСС И 6Г0 тРаектоРии Для механизмов любых

§ 61. Уравновешивание сил инерции звеньев механизма

,ш / п Й ЛЯ УРавновешивания только главного вектора сил инер-
инерции) как б ™ 3“ * (бе3 УРавнов™ н и я  ¿ментов сил тпиип л было показано выше (см. формулу (13 35)) доста-

ЧТ0бы общии центР 5  масс всех звеньев механизма оставался 
? л  “ /т неподвижным и удовлетворялось

условие
~  const и у$ =  const. (13.47)

Два равенства (13.47) могут 
быть заменены одним векторным

r s  =  const, (13.48)
где r s  вектор, определяющий 
положение общего центра масс 

К™ л,,™ „ „ звеньев механизма.

еТсли S “ 3'м а с Т ь Г з в Е вm u m  звеньев i ,  j  и 3 соответственно через т ,
1712 И Ш3, р а С С Т О Я Н И Я  Ц е Н Т Р О В  Т Я Ж Р Г Т И  С и  Оточек А В и Г — i  тяжести ¿ 1( S2 и S 3 этих звеньев от 
и / тп ’пап ерез alt а2 и а3, и длины звеньев — через L I

геометр,„Р̂ о Г с Г м м е Р в ? ^  « х  в И В  РаВ'“

r s — h x - f  h 2 +  h 3,

( ?3 .42)Ди;Л'(1 З ^З )^03 k l ’ k - И Нз опРеделяются по формулам (13.41),

Ч -32- Схема м ехан и зм а ш арнир, 
ного чётырехзвенника с противовесами 

на звеньях  / и 3.



Для удовлетворения условия (13.48) необходимо, чтобы соблю-

далось условие ^ + h 2 +  h 3 =  const. ( 13-49>

Это условие может

hi _ £г_ _^lo.ouj

Вследствие ™ Р ^ “ ° | ^ в ы К » ^ У ^ ь м к  является как 

С67 в “ ры !, шарнирным
подобным основному меха™ “ у > подобные траекториям соответст- 
AHiH*S описывают траектории, д Общий центр S масс
вующих точек звеньев данного нах0Дится на прямой ЛО
звеньев механизма Л В С в э т о м  у остается неподвижным, при 
и за все время движ ения механизма о с^  ^  и сл е .

доытельно^силы^инерции з в е н е в  ¿аринрного четырехзвенника
оказываются Уравновешенными. ш  положении точки S

Механизм будет урзвиовешен р вправо или влево
на прямой AD как между точками Л и и ,  так
от них. /1 о cm онячения Ы, h u  h3 из формул
< 1 з " Г \ S )  И°(Р13П43) п о л у «е м  для заданных размеров !„  (,
И I, следующие два уравнения:

— т а7Ч * а —«я)» ■ 

ш Л — -% £ ('» -«■ > • (13'52)

Из этих уравнений ег0
задачи о подборе масс ^ а н и з м о  , УЛсЧисленное множество реше- 
уравновешенности, можно получи ^  шесть переменных: ти

т “Й’тГ< .,К,а « . ВиЭ™, »'"которых четыре могут быть выбраны про-

"34 f y p a —  0 1 « ) /  ' « ’ ¡ S f f i ’i S S m E
одно из трех расстоянии а2 ил■ » ТЯжести получатся за краи- 
остальные два расстояния д ^ яР чт0 расположение центра масс 
ними шарнирами звена °чит ^  установке противовеса (допол- 
за шарнирами с о о п р е э у л и и -  
нительной массы), можно сказать, чш w



з в е н н и к а четыРех-

тивовеса Т  н^звене- ^ з Г / о ч к Т  »  Г 1  
(13.52) следует что а  о т  °  0  (рис' ¿ 3 '32) из уравнения 
быть расположен от точки’ В вп р аво ^ Р г^ 0 ЗВ6На ВС должен 
из уравнения (13.51) имеем а 0 ™  ПрИ ЭТ° М °2 <  **’ то 
быть расположен вне звена з ^ о ч к о й  Т г ™ “  ЗВ6На АВ должен 
несы Р и Е необходимо располоГить ^  з в е ^ ь я Г / Г ^ 0’ ПР°ТИВ°' показано на рис. 13.32 Если а -ь. / ™ еньях 1 и 3 так, как это 
звенья 2 и 3 имеют центры мясг °х ’ и слеД°вательно,
должны быть расш лГе„Ры „ Г  веньях ™ "Р0™"»““ “на рис. 13.33. реньях г и 3 так, как  это показано

и положений и хЧцентровР1шсТапешаютЧУ ° ПОдборе масс звеньев центров масс решают в следующем порядке. За-
даются положением центра масс 
и массой одного из звеньев. Тогда 
массы и расстояния центров 
масс других звеньев легко 
подбираются с помощью урав- 
нений (13.51) и (13.52). Напри- 

4  мер, задаваясь значениями пи 
)  и а3, получаем из уравне

ния (13.52) значение т гаъ в ко-
« т н ~ !- 33- Схема механизма шарнирного Т° Р° М МОЖНО З а д а в а т ь с я  ОДНИМ 

ырехзвеннпкас противовесами „а звень- И3 П ерем вН Н Ы Х , учИТЫВЗЯ При
этом соответствующий знак а2. 

значения в уравнение ПЗ пПп и „5т л я я  далее полученные 
также можно задаться одним из прпр значение Щаи  в котором

центров масс 5 , 5 ,  и <? 1 у я Пп,  к Р рех положениях
положений 5 3 УРавновеш^ -  но для
противовесы должны быть р а с ^ л о ж е ш  наТ п^к ^  °ТреЗКа А° '  
от шарниров, что конструктивно неудобно Т *  расстояШ1ях 
жение общего центра масс 5  за точками А и П Т°Г° ’ располо' 
распределение сил веса на опопи и неравномерное
чивости механизма. П оэто м у н я т  «  ° ° Т0ЧКИ зрения устой-
ным является расположение н р н тп ячитать, что наиболее рациональ- 
А к О. В каждом^ГнТреГоГД?™ »“ ^  **” » “ “  * *Д У  точка,,,, 
задано в зависимости от постав прннм Расположение может быть 

™ от поставленных конструктивных требований.



. .  « о  л/лпвлетвопяется в частности, и тогда, когдаУсловие (13.48) УДОвл^твор , масс механ„зма совпадает
' “ о ч к о Р Г  Т а к « ” “ овИе практически приводит к „екопструк.
тивным размерам звеньев и величинам их м удовлетворения

3 ° .  В%ривошипно-ползунном механизме ДЛЯ У ^

условия (13.48) неподвижности центра масс' *  13 34))кривошипом длины ^  и шатуном длины Ь необх д ф
* ____  . т п п п ч и ж я я  т о ч к а  О ИЛИ, ч т о  Ю 1 ........

Рис 13 34. С хем а  кривошипно-пол- 
вуниого м е х а н и зм а  с в екторам и  г л а в  

ных  то чек .

п  1ч «  С хем а  кр и в о ш и п н о -п о л зу н н о го
м е х а н и з м а  “ п о в е с а м и  на к р и в о ш и п е  

и ш атуне .

Но это может иметь место только в том случае, если векторы К  
и Л2 каждый в отдельности равны нулю. ^

Подставляя в эти у р а м З н а ч е н и я  К  и К  V ™ *- 
« 60 (см. уравнения (13.44) и (13.45)),

т
И /?2 т

получаем = 0,т 1а 1 + ( т г +  т а) Я  =  0 ,  т 2а 2 +  т з ^ :

или ,т \ r n\R  (13.53)
т 1й 1 —  ( т г +  т з) 5 4 )
/п2а 2 = — т 3Ь.

Из этих уравнений
и потому центры тяжести 5 ! и 5 2 д 13.35) задана, то,
А я В, г  влево. Ес̂ ‘ 3Например, расстоянием а2, находим
задаваясь в уравнении (13-54Ь мЯсСУ шатуна 2 с насаженными
йассу т 2, которая п р е д с м е т  ссб У значение массы Пп_
на него противовесом Е (рис. М. }• ^  теперь задаться рас- 
подставляем Дале%вт У ^ “ еНия определится масРса представ-
л^юшя^^обо^массу кривошипа ^ с^насаящным на него^ротиво-



точек В и Л ? Т ак^ак по^о™т^уктивным соо^ИПа 1 соответственно от 
Обычно располагается вблизи от
то, как это видно из уравнения ПЗ 54) Л о  выбиРается малым, 
чается весьма большой, что ведет к пота™ противовеса полу- 
в шарнирах направляющей полз\на ПоТп^ !-ЫХ нагРУ30к 
Уравновешивание результирующей ги п и ?  подобное полное 
пяпно-ползунных механизмов Те':,,о , ? Г , з м » ьев криво- 
достоинства, „а практике при'менятоя редко еГ°

° массы звеньев и их центры масс
так, чтобы главные векторы к  
образовывали фигуру, подобную 
кривошипно-ползунному меха
низму, но, в отличие от меха
низма шарнирного четырехзвен
ника, центр масс кривошипно- 
ползунного механизма не будет 
неподвижным, а будет двигать- - 
ся по прямой, параллельной оси 
ползуна. В этом случае в меха-низме останутся неуравновешениымн^п3’ В ЭТ0М сл Учае в меха- 

вдоль этой оси. Такое ч а с т а З Р ! п !  инеРции> направленные 
применяется на практике напоимепвновешивание весьма часто 
ственных машин, двигателей и др механизмах сельскохозяй-

(рис. 13.Зб^Д ввались^ам лТ Д 31*3 ИЛИ’ ЧТ° Равносильно, точка К  
рить п р о п о ^ п , аНГ „ У—

—  К
гдр П Ь  > (13.55)

чае К г Г - ^  шатуна 2. В этом слу-
с кривошипом длиной Ну и шатуном длинойНЛ°"П? ЛЗуН11ЬШ механизм 
низма вращается с угловой скооог™*? п» “ Н° 1 ЭТ0Г0 меха' 
кривошипа 1- точка К  этого мру я ™  * равнои Угловой скорости 
<5 движутся по прямой пяпоч ^ 3 слеД°вательно, и точка

Подставляя в пропорцию (13 5 5 ™  итань?”™ “ ™ П0ЛЗуна 4>
* > = ^ ¡± ^ ± £ 1 ) *  „  ,  щ а,+ п,Л

Получаем
П1} й] 4- (пц 4- /Па) Я %

Щаг + т3Ь ~ X

т.



У РАВ НОВ Е ШИ В АН ИЕ  СИЛ ИНЕРЦИИ З В Е Н Ь Е В  МЕХАНИЗМА
303

_ ______ _ л > т п  Н И Г П Н М М  Ч  Н  ^  П  П  С, О  1 У 1 Ь Л П . 1 и * - >  —

§ ей
' При практических расчетах величины а», Я и I  в большинстве 

случаев бывают заданы. В этом случае имеем
^ к  П аЛ ■ (13.56)=  — т2 (ь йч).

Т „от, Обычно центр масс шатуна лежит между точками В 
и с £ <  Ь), то центр
точки А, потому что величин * 1 ЭДд необходимую массу 
знаком минус. ^ д уТ д е^ ство вать
Ь Г ™ ы 'и ™ " Г и !  параллельные оси движения ползуна, и
следовательно, механиз^ и 
фундамент могут под деист- ри 
вием этих сил перемещаться 
только в указанном направле
нии. Подобное уравновеши
вание весьма часто приме
няется на практике, но оно 
решает задачу об уравнове-

Рис 13 .37 . С хем а  сдвоен но го  само-
ур ав н о веш ен н ого  кривошипно-пол-

з ун но го  м е х а н и з м а .

т> л ча С х е м а  кр и в о ш и п н о -п о л зун н о го
м е х а н и з м а  с  у с т ан о в л е н н ы м и  на з у б ч а т ы х  
м е х а н и з м а  к о л (У а х  прохивовесами.

м ^ га^ ш и ^ си л ^ ш ер и м ^ ей ^ ую д ае^ ^ н ^ п р авл ен и ^ д аи ж ен и я

ползуна, могут достигать з н а ч и ^ ^  или даж е

^ : ^ Г р “ „орл—
самоуравновешивание ме:«аниэма в целом.. На Ри^
одна из таких схем. Механ«™у^ 0И" Их3ан̂ м0В ЛВС и А В 'С .
положенных ¡фивощипно-ползуннь уравновешиваются,
В этом механизме силы инерции масс звеньев ур-
но остается неуравновешен:ной " аРа ^вновешивания сил инерции

показанную „ а

Р"Сн ‘ 3в“ ах Л »  А-
колеса 1 ш 2 , снабженные двумя противовесами и р



? РР ' СГЛМ вращении противовесы развивают силы инерции Р  и Ии, равные по величине «псрции

Ph =  Ph=ITI(ù2S,

« П »  МОСС „рот,,.

n p a S ™ ,  получ'аем: "° Г0‘шз0нта™ » 'У  »  вертикальному „а.

Р «х  =  — rtî(ù3S COS ф,
Р'их =  — mo»2s cos ф,

' P«y =  tn(ù2sün<ç,
Púy =  — mo)2s sin ф.

Силы РИу  и Р Иу  взаимно уравновешиваются а силы Р и Р' 
складываются, создавая силу "х нх

%Рих — — 2 ma2s cos ф.

т а передается на опоры механизма и уравновешивает 
/5 4о\\ ¡¡?®емые с̂ лы инеРЦии первого порядка (см. § 24, формулу 
условие П°Д РаТЬ ВеЛИЧИНЫ ШСС ТЗК> чтобы Удовлетворилось 

tnc (ù2R cos ф =  2nm 2s  cos ф,

р а с с т о я ^ е Т ^ о Пп ^ Уп а В âT°M СЛучае масса противовеса т  и расстояние s его центра масс до оси вращения должны быть свя
заны соотношением ms =  mc у .

В рассматриваемой схеме уравновешивания колеса 1 и 9 с  пяп 
ными противовесами не создают I  . Рав‘В настпягпрд, создают никакои дополнительной пары.

курсах В 1Х

§ 62. Уравновешивание вращающихся звеньев

^ ешение заДачи об уравновешивании динамических H a r o v  
R nfirriA этических парах механизмов от сил инерции звеньев
Решение8 этойПРчя'я1аВЛЯеТ Весьма большие практические трудности, 
звеньев при котооо^ В ТаК0М РаспРеделении масс

и Т в е Г в 'Г ^ 31™- ПРИ ЭТ°СмТ™д^ ^ ^

e = S =



Как известно из теоретической механики^это
летворяется, если центр м Р, одной из его главных осей
Лоси вращения, которая должна адро.* (рис. 13.39) удов-
инерции. Если конструктивное уравновешенным,
летворяет этому условию, я соответствующим выбором
что при проектировании^ Д ° ст1 ’ г  Напоимер, коленчатый вал
формы уравновешиваемой детали. Н Р ̂  . Р ^  с  и шатунную
(рис. 13.39) имеет ФигУ Р " ^ л̂ о с т и  эта элементы вала, мы видим шейку Ь. Расематри033 в отдмьности шеек олагается
что центр масс материальных точек р щатуннои шеИки Ь
на оси вращения г  г вала. ' „ Р  _„ на равных расстояниях
находится на ее геомбтрическои ос^^ д  ь равна по вели-
от щек а. Центробежная сила инерции г„ь
ЧИНе П —т о2Г (13.57)РиЬ — №ь® Г <

где „„ _  общая “ ¡ ^ ¿ г ь ю  уравновешена соэт-
Сила инерции Р И6 мож центров масс Яс (Рис- 13.3У).

ветствующим подбором масс тс  т е к  и их центр



симметрично^аш(м^же^ныхЛотносиеЖаТЬ 8 ПЛ0СК0СТЯХ и л—я,
о т О С , г - г  ваРа так “ Х ^ д Г л ^ Г я Г с ь Т Г о ,̂ ”3 РаССТ°Я™  ^

2т с р =  тьг. (1358)

на П°МН0ЖИТЬ ПРавУю * левУю части равенства

2тС(о2р —тьа 2г, 
или, согласно формуле (13.57),

2 РиС =  РаЬ.

■ ЩРоЧ
к »«*■ » « . » « . .  , „ у.

Г ™  всех с"л 2 Г  ш с Г ™ Ьт  Т0™  5 » “ « У « .  ™
образом, мыСимеемЛравенство нуТю раВе“ НУЛ» ^ №
Дни, так и главного м п ш  Главного актора сил инер-
ЭТОТ в а л  п о л н о с т ь ю  у р а в м м ш е н  ™  01 С" Л ” “ ерц и и  »“ >' т - «•

грузки отси л  инер53м "ссКзвен ьевТ е “ 8 69, л“на“ тсски е иа- 
иенш  вала с угловым ускоретем  е У УТ РаВ"Ы " улю “ "<>" ВР“‘

щегося т У,аЙ УРав"011™ивания вращага-
жестко связаны зад ан ы е  массы Г Т ? “ “ , В Л,
Центры масс т л т  и ™ 2 т з (Рнс- 13.40, а). Пусть 

11 т2  и Шз Расположены в трех плоскостях Т ^ Т ,



” Т:  „ПеТ еГ ™ Г ы ’ £ сТ р о б Г н ь«си л  инерции, развиваемых этими
2̂ гЗ*

массами, равны _
Ри1^ т У р , ,  Р *  =  гщр*Р. и Р „ з - « з  Рз-

х о тгяк^т-либо плоскость То, Прове- 
Переносим все эти силы У  ̂ перпендикулярно к оси

денную через п роизвольнУ “ 7 ° ^  прикЛадываем по две равные,
,__2 Для этого в точке О каждый р Р ичины КОторых равны

„О в «  " ' Ь г «  "Т а к Т аи 'в Г и ч Г ы

с^оим силовой « ™ У ™ ^ 1 Рл"ьС„ы ^ ¿ 7 ™ я% Х м ™ * н о
СИЛ г И1 , -*и2 и 113 ^Л ст„ тла п то вместо СИЛ / и1 > ~ »2 п *иЗ

Со Г а ^ ь “ ИесиРла„Св™
Г ? р̂ Г Ж рТ о^ " л„ , ииУ у раВ„о .еШИваЮЩеИ

силы ^  {/ =  тсо2р. (13‘59^
о *п мажрт быть установлена в любой

Уравновешивающая масса т  р 0Т его оси вращения,
точке по длине вала и на люб ом расстюян,<ид ^  ^  Необ 
отложенном в на£Равле™  еденИе то  удовлетворяло плану сил, 
димо только, чтобы пр рассматриваемом примере це р
ппгтпоенному на рис. 1оли, и. р
массы т  расположен в пл°ск°ст0Ивлетворяющего формуле (13.59), 

Установкой противовес , уд  и на подшипники А от
уравновешиваются стати‘ д  уравновешивания динамиче-
¿езультирующеи. см ы  ̂ и̂  СИл инерции находим моменты М1( 
ских нагрузок от моментов си.ч н 
М 2 и Мз этих сил относительно точки

« , = . * »  « . - » * .  л = ” Л ! *  л1- т “ р г- (
/ 1/* 14 40 Т ак  к ак  плос-

Строим многоугольник моментов (р - ' ¿ ГОу ГОЛЫШк момен- 
кости действия всех пар с ° д е р ж а т  ось г 2 ^  ^  Направление 
тов лежит в плоскости, перпеиди!куляр^ шотря Вд0ЛЬ п0 веКтору,

видеть^вращениеГ происходящим да^С°в ^щ ^постоянного

подсчитать! не вводя этого множителя. №ике ентов
Замыкающий вектор т 0ро2о Б ^ * плоскости действия

(рис. 13.40, б) определит величину моме м 0. Имеем 
уравновешивающей пары. Обозначим

Т0ГДа М 0== то®2Ро2'о* (13-61)



з ^ Г к , ™  « Г р о Г ^ ™ 3™ ;6 ” 1 »  " » »  определится 
™РУ и содержит « ь  2 ^ ' У „ , „ У ДИ,,уи' м  к эт»му ««■  
быть в этой плоскости у с т ш о в Й Г ^ " Мющие шссы « о т
плоскостей установки упавнлк!? любых точках вала. В качестве

• те  С м а с с о й ™

? а и и Г " " И"  г ” э т ™ »  П л о ск о ст я м Г  и ' £ 0ГДа " р и  “ д ан н омтакие значения масс ,щ  и расстояни е . 1!еобх°Димо подобрать
чтобы удовлетворялось равенстпп п ч  т  х Д1ентров масс от оси г—г 
навливается так" Щ 61^ °Лна из этих масс уста.’
Другая масса устанавливается так цтг,*НаХ°ДИЛСЯ в пл°скости Т„- 
в плоскости Т. Знак момента этой’пят. 66 Ц6Нтр масс находился

Т аки м  . ™ з С , Л™ о в к ° о й НТ0В {Ри°сПРЙ е4 М СЯ Замыкающнм 
одного противовеса массы т ппг ДВУХ противовесов массы щ и 
всех масс, закрепленных на валуИГТ акЯ™ °ЛН°е уРавновешивание 
массы та расположен в той ж е пппг* как °лин из противовесов 
противовес массы т, то мяггы "  °СТИ Т (рис' 13.40, а) ЧТо и 
сои. Следовательно, полное упавнон™ М0ЖН0 заменить одной мас-
вднтоь?’ ШЖеТ 6ЫТЬ 'Достигнуто установкой МЗСС’ закрепленных 
и ^ ы  м а с с  к о то р ы х  л е ж а т  .

Зре""" "ол»ого урав-
ность вследствие неоднородное™ л,Т некоторУ'о неуравновешен-
ш и е с я * ’ неточности обработки и т X ™  И3 К0Т0Р0Г0 она изго- 
Щиеся детали проверяют опытно ня у все бь1стРо вращаю-
называются балансировочными м аш и » ЦИальЛ1Ь1Х машинах, которые 
ровочных машин очень р азн о о б о ам м ^ %  Трукции баланси- 
новано на принципе устанор™ » большинство из них ос 
мние (люлька „а пружин ^ Т т Т к и  „Т Г "  “  у1ВДГОе осн°- 
т. д.) и сообщения этой детали 2 Упругом основании и
Тогда неуравновешенные силм р сти> близкой к резонансной 
колебаний, которые регистоиоуютго3107 значительные амплитуды 
позволяющими определить места и специалы1ыми устройствами 
новешивающие массы или удалить 2 “  НаД0 Установить урав’
Б в аСтС17ГОТр1Ш процесс Динамической ^  КОЛИЧесгво материала.

• Шитикова, схема котппг,™ „ балансировки на станке 
руемая деталь /, представляв п°казана на рис. 13.41. Баланси- 
чае ротор с фланцем В укчалш яр В рассматРиваемом слу-
которая свободно вращаетсГвокруг о с ? о 1 Г ДШИПН”КИ люльки 2
в точке А скреплен с пружиной я I  . ВтоРой конец люльки 
Щую устанавливать вал г—г гп т  меющеи регулировку, позволяю- 
люльки вокруг оси 0—0  записьтяюТаЛЬН0' АмплитУДы колебаний 

Как это было показано в ш !  ЮТСЯ «»Диктором Я .
частиц вращающегося тела могут б ш ьТ р 66™ 6 СИЛЫ отДельных

могут быть сведены к эквивалентной



системе и
плоскостях / И II (рис. ^ “¿ няе фланца (рис. 13.41).^ * ги
Г « Ь «о?ут°“ н“ь Х т в л е н ь ,  как  центробежные силы,
кающие от двух точечных 
масс т г и т а, расположен
ных в плоскостях и 
на расстояниях Рг и р2 от 
оси вращения. Силы г 1Л 
и Риа равны по величине

р л  =  т1в>*р1

Н Рн2= " г2®2р2.
Как это было показано 

выше, угловая скорость ш 
входит в выражения для 
сил постоянным множите
лем. Поэтому величины сил [341
Р и Р к2 можно характе 
ризовать статическими мо
ментами масс лцр! и т а Р2- ВИТЬ массы пц и т и на расстоя-

ш м п  У“ 0ВИЯ ,  (13.62)
Щ?! —---П11Г1

(13.63)
и т 2р2== — т ц гц ,

С х е м а  балан сир овочн ого  с т а н к а  Ши- 
т и ко ва .

то силы инерции

ГД2Г2—
ротора будут полностью уравновешены.

Если вывести раму с Р°тор°“  Р0тпустить его), то рама при
вить на один из п°даиип“^ ° ® ’ а которое вследствие сопротивления 
дет в колебательное Д О ^ние, кот р аюЩИМ н прекратится
воздуха и трения в оси £  является постоянным параметром 

Частота к этог“ “ ¿ ““авис“  от момента инерцни колеблю- 
для данной установки, она зависш
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щеися системы относительно пги п п
степени от сопротивления среды Пружи,ны и в малой
(свободных) колебаний системы. 6ТСЯ частот°й собственных

вообще^оворяСможет быта выбрана пп™ ЧТ°бЫ плоскость И (она, 
ось вращения О—О. Приведем потоп Р ^ вольно) проходила через 
кальная слагающая центпобежнпй  ̂ ыстрое вращение. Верти- 
(рис. 13.43), создает в о к З * и ^ 0 - 0  „раВНа"
Сила Р  2 располагается в одной пппги-п ? I ~ р м о̂ соз со/.

гомК Г  V е ~  " р ~  Ис °сью « -
тогой ш, равной у г Г в о К о ^ ”0 гаР” »" ’ «™ „ у  закону с час-
незатухающие колебания люльки РПоРЭ’ вызывает вынужденные 

скорости «  рот^па уменктяМ6ре Убывания Умовой 
возмущающего момента М ^  И частота изменения 
близкой ксобственной я»™  ™ Т  Ча°Т0Та станет 
возникает состояние резонанса системы к>

колебани^аизв^стноЬчто°ТаНеТ наи ^ ^ ^ ^ И з  теории 
вынужденных колебаний Х е ?  А
нальной амплитуде возыУщ а ю ^ ИТф ^ рГ П° РЦИ<>‘

Рис. 13.43. я п
г ; ;  (1з .64)

ноГешЖ' щ„ей ^от~ппг1ФИЦИеНТ пропорциональности, завися, 
массы ротора. щ™ от постоянных параметров данной устанок™

по амплитудеД̂ И1аАи°СТ°ЯННуЮ И данного станка, то 
можно установить величину силы £СИр°пваннои на индикаторе В ,

Г е Т а Х е ” ™ Л ^  Т „ Т е д ^ ? Г о С:

плоскостью*/ наРместо плоско",“, "с"ы™н“е. но установив ротор
ние т и г и . плоскости //, можно определить и значе-

с Ил ^ г ; 1 ” т ^ Г ы Т к “ Г ' т в Г вопрос °  л-т ш ̂ и I I , на которых нужно укоепит^ пп напРавлений в плоскостях 
МИ т 1 И Ши. У репить противовесы с точечными масса-

пра^лмР1^Р^ екоторых°теобходимо " р°порциональности ¡л и на- 
можно воспользоваться ппиемт к2  °В“ТЬ массы т ’ и тп, 
к  балансируемой детали искусственно СВ0ДИТСЯ к Т0МУ. что 
ная масса щД на некотором расстоянии 0 ^ Д™яется ДОпалнитель- 
Ооычно в качестве такой массы вращения детали,
и этот кусок прикрепляют к пт«?п кУСок пластелина массы т „
Н а рис. 13.41 кРу с Г э ™ Та с с ь Г п о Г Г ТЙ балансиРУемой детали. 
Масса т, яхт в а з в а т е  то д а™ ^ Г Х Г 0С1" ФЛаНИав-



у р а в н о в е ш и в а н и е  в р а щ а ю щ и х с я  з в е н ь е в
§ 62]

ГТГ.РПР чего отключаем 
Разгоняем ротор до б|1,сД'°™ “« ‘ щ и  р^ш м выбега и измеряем

индикаторе О. Пуств ЭТа

кости / на р асстм н и и  Рд от оси ’/ снова замеряем на инди- 
фланца, приводим в° враще Р Р ^  амплитуда равна Л2. 
каторе наибольшую ампл^ У̂ ‘ и0Уующую массу т я на том же Наконец, устанавливаем корректируюшу сто от нег0,

и^приводим^во7вращение ротор и снова

г :  £ / ! “ ”

и, р ис 13.45.  Диаграмма
р и с . 13 .4 4. К  определению п о л о ж ^ е и ^ к о р р е к т и р у -  Д ^ Г ^ е н ™  п " о « -

ющей м а с с ы ппР ииеУнтробежной силы п р и  п ервом  не- в о в е с а ,  ур ав н о ве ш и в аю -
ж е н и е  в е к т о р а  ц е н т ^ о е ж  м а  д е й с т в у ю щ и х  сил щ е г 0  ротор.
п ы тани и ;  б) в е к ^ Р ” ^ т и о у ю ш е й  м асс ы ;  в) в е к т о р н а я

„ 3  64)) На рнс. 13.44. а показана сила Ра . вызывающая вынужден-
ные колебания в / еРВ°м ^пытании. вследствие уста-

На рис. 13.44, б показана сила Я , п У испытании. Имеем 
новки корректирующей массы т д при в т ^

Л ’ _  р  г ( } ' =  ГП\ГI +  ^ д р д .

На рнс. 13.44, а показа а
новки корректирующей массы пр р ___  ___ _

К , =  р и 1 +  =  Р и1 - $  =  ГП1П -  ™дРд>

так как 0 "  =  @1- инт1Р ня оис 13 44, б и 13.44, в треуголь- 
Совместим заштрихованные на рисМ о^а^ли (рис_ 13 45), Тогда

ники так, чтобы равные их Р которого стороны а, Ь, с  и Л 
получаем параллелограмм В Ш Ь ,  у кошр 
и диагонали связаны условием

2с2 -Ъ 2^2 =  {ВЭ) +{СЕ)
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А

К И Н Е Т О С Т А Т И Ч Е С К И Й  Р А С Ч Е Т  М Е Х А Н И З М О В  [ Г Л . х п ;  

.  =  и ^  ‘V 1 “  *■ = ^
порциональности, зависящей от мп5„ртп коэФФнцие"т про
нял в равенстве (13.65) отрезки (с) Ш Гйт  }/ ^ Г ° вки’ то- Н е 
равными ’ резки {с>’ (ВО) и (СЕ) их значениями,

Ад = у А ! + А1- . _

Так как  амплитуды А, А и д  1  (13.66)
из формулы (13.66) можно опоеяР7титкИ М°ГуТ смерены, то 
условию (13.64) определить амплитуду Лд. Согласно

Л д =  И(2' =  ^  И/Пдрд1 

..аль„3осП™ ЛеГ Г° Р“ ' НС™  °" РеДеЛЯем ■“» » » « я т  пропорцио

и = _ 4 д _ .
т дРд

тивовеса может б ы т ^ т е т е р Т ^ ч й ?  изРф ормулГаЮЩеГ° ПР°'
т\Г1= р  , = .^1. __ А1 

Угол а  й (13.67)

установить п^отавовм 'щ  7 3 0 2 »™ "''“ " '" '  На КОТОР™ надо
массы Шд определяется, согласно £ .  ^ Г и Т с З ^ е Г я '

Аг-!-Аа — Д2Ау-1-А2 — Ап а1,2 =  агссоз—! 3 _д з
2ЛИД ' (13.68)и  ■ (13.68)

Во„р” Г „ Т и™ Г о ™ т ^  « •  » « и .  угла «
нием „а станке; протГовё”™ Решает“
навливается сначала под углом а » 5  °“ Расстоянии г, уста- 
является та установка, при к о ю т й  117пП°Д УГЛ°М пРиг°Дной 
при критической, т. е. резонансной ®Ибрац.ии отсУтствуют (даже 

Поменяв местами пл«Е£ £ £ / °“ / Г Г ?  СК0Р0ста)- 
станке так, чтобы его ось б ы т  ’ установив ротор на 
первоначального положения мы тем^жр™ Ш 1 8°° относнтельно 
статический момент т и гп  у о а в н о в ™  СПОС°бом мо^ м  найти 
устанавливаемого в плоскости // Пп;шивающего противовеса т „ ,  
новешенности п р о и з в о л ™ Л '  ПРактически устранение неурав 
ИЛ»т За«репле„и^ Г ™ т е ^ о Г „ Лае“ ы М ,аСТИ “ “ “

Таким образом, установив в плоскостях 7 и I I  

И мы полностью  У Р а . н о в е ш н в а е м Т и ^ ^ 'н в д ^ ^ Г р Г '0“



О Т Д Е Л  Ч Е Т В Е Р Т Ы Й  

АНАЛИЗ ДВИЖЕНИЯ МЕХАНИЗМОВ И МАШИН

Г Л А В А  XI V 

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИ СТИКИ  МЕХАНИЗМОВ

§ 63. Режимы движения механизмов

1°. Полным временем движ ения механизма т з ове
времени от момента начала двни^ ‘“ ’! 1 ^ ^ а”сех звеньев механизма его движения. Так как закон Движения в с е х ^ з в е н ь ^ ^
определяется законом дви*®™^тся ^ к ж е  промежуток времени от 
нем движения механизма является Р а конца его
момента начала движения ведущ его звена до момента ко. ц

АВИПолное время движения механизма состоит из трех частей.
а) времени разбега,
б) времени установившегося движ ения,

^ Г “ ^ Г М раИерИ,уГ -
щего звена от нулевого значения Д гкопости ведущего звена
соответствующего нормальной Ра движ ения  обычно скорость
механизма. Во время установивш е пкопо Спеднего значения,
ведущего звена механизма колеблете ^  Р ведущег0 звена
соответствующего нормальной раб  ̂ ейся_ Время выбега
механизма, периодически при этом Р ЗВена от среднего
характеризуется У6™ 3™  стиДУмеХанизма до нулевого
значения нормальной рабочей скор
ее значения. называемая тахограмма механизма —На рис. 1 4 . 1  пои м н а « к я а м  ш ведущег0 звена
КР 1 1  П . л т Г Е я Г  движения механизма состоит из
от времени I. Полное время ^ гтяновившеГося движения и вре- 
времени Тр разбега, времени Г у .,^У течение времени уста-
мени Тв выбега. Рис. 14.1 показывает, _ обычно имеет
повившегося движения кривая ск°Р°с™ Ц  знаЧения соср,
некоторые периодические колебания °К0Л0£Р® \ ег0 звена. 
соответствующего нормальной рабочей скорости ведущ



ж ут ок в р е м е н и л о  ш п ^ н и и ^ к о т о ^ 114113̂  называется проме- 
у ск ор ен и е ведущ его звена п 2 н ^ 1 ° Положение> я р о с т ь  и 
н а рис Л  4Л время установившего пеРв0Начал^ е  значения.
Каждому циклу движения соответстсует^Темя‘^ % четыРелцикла• общее время Т равно ^ею твует время Тц. Таким образом,

а время Ту_д равно
Т Тр +  Т’у.д^- Тв,

Ту. д  ■ =ьтц,

Ри с .  1 4 .1 .  Т а х о г р а м м а  м е х а н и зм а .

где & — число циклов.

зат Пс ? Г Г с ^ « / Р“ ж™  Тг■ ВреМе"" Т■ ” вр“ ™  Т,
и метрическими параметрами м ^ а и з ш Т е ™  “ Т ^ о ш е ™ "
• и  известны и достаточны, то всегда

можно определить время Т раз
бега, время Тв выбега и время Т, 
одного цикла движения.

Полное время Т д устано
вившегося движения может со
стоять из любого числа циклов 
движения и зависит от того 
сколь долго необходимо и воз- 

режим движения мехянт-грдп „ можно поддерживать рабочий 
скоростью а,” ! Шобходимо^ “  СреДН6Й рабочей Углов°й
низмы могут и не иметь четкп пя ТЬ’ ЧТ° многие мэшины и меха- 
Так, например вгп!чпппп1. Разграниченных стадий движения.
транспортирующих машинах*”“ др^потаоГвп8370^ * ’ некоторых 
или иного механизма может состоять 1  Движения того 
мени выбега, и в этих мехямис,*!^ времени разгона и вре- 
шегося движения с характерным^ ¡ ^ уТ°ТВуеТ ВрШЯ установив- 

П ериодическим движением  НеГ° циклами Движения.
ние, при  котором в течение н ы от оп а Т »  ™зывается такое движе
нием обладает  постоянными шшпп промежутка времени меха- 
каж дого цикла ^ 2 ние п о о и Т х Х Т ^ Т НиЯ’ ПриЧШ в

Например, рис 14 1 ° °дН°Му и ШОМу ж е законУ-
ческое движение на участке времени’ Т™ п Ханизм имеет периоди- 
механизма отличается тэкжр ы ™ у- д‘ Периодическое движение 
отсчета времени А Тто и м я  ™ " рИ любом >“™ ла
время Та начать отсчитывав ; ” Г  П0СГ°”™Ь1М. Если, например, 
ственно конец « ^ 2 ™ ^ ,о т™ ™  ™
°ТР5 ”  «  М  буду? ?авны между™ X ,/  ^  " Р" ЭТ°"
ведущего в Г а ^ а Г ™ « ^ ' V ° Д“°и?  “  » “ ™ ьким  оборотам 

ЗК’ напРимер, ведущии вал насоса с кривошишю-



„олзунньш « и «»™ ™ Ч
тырехтактного двигателя вну р некоторых машинах один цикл

» ж
=  ^ - Г = =  = ”^ е Г „ р ^
нительно к механизму может быть написано так.

* л V  ,пг)" \ JE iL  (14.1)
А л - Л ^ ^  —  -  2 >

где А есть работа всех движущих сил, Лс — работа всех сил с°про- 
У т и 2/2 — кинетическая энергия механизма, а и0 и V 

тивления, ть ¡л кишл пяссматоиваемого перемещения.

ж  д а  д а ™ в=
в соответствия с которым конечна р .  [|е:г,0панпе.

^ г % = " * Р,Г х ? а  все ЭТО время была больше работы 
сил сопротивления:

:Й££5 йЬэ5 ебыть равна работе сил сопротивления.
Лд== А с.

Для времени выбега v < v Q и  потому должно быть
ЛД< Л С.

Соответственно указанному, правая ™ ™ ™ авяеНИЯ (14Л) 
принимает последовательно следующие значени 

для времени разбега
у  тиа V  пю1 а. (14.2)
¿ 2  ¿л  2 ^  ’

для целого числа циклов во время установившегося движения
у  тФ _  у  ту'Ъ _ 0 . (14.3)
¿ ¿ 2  2

для времени выбега
^  ту2 _^  ^  р (14.4)

Из полученных выражений видно, что за время^ Ра̂ 6^



на преодоление"^различных ^ " ^ о т З е н ^ Г " 4 " аш,шой

представим^0 следующем в * , ™ “ ™ Э"ерГ" И “ еХа™ ‘и  0 4 . ! ,

„4.5)

- № = = ^ « г г а я и я я
Л Д Л с ± Л „  =  0. ( 1 4 б )

^ Р ^ ' « ’" м п 1 'тГт  ™  кинетическая
житель,,ой „ отрицательной Д а л «  в уравнен1пТ п 4Тй?ЫпЬ П0Л° '
отдельно работу Аи с прш гв сИ спш пнт  й аХ ?

^ х ^ г ^ с Т ^ г " “ '
Тогда уравнение (14.6) будет иметь следующий вид:

^ д - ^ п . с - Л т ± Л и± Л с.т =  0. ( 147)

“ ■ ~ е р ^т,,, опускании — положительной.
И других сил6 Г о н Г ™  3 Уравнени” (14-7) Работ имеются работы 
(14 7) с гп п тр р Л  6 могут быть включены в уравнение

^ Я = м 5 £ ^ т 5 5
Уравнение (14.7) справедливо и для элементарных работ: 

аА* ~  ^ п .с -  с1АТ ±  йАа ±  б(Лс.т =  0. (14.8)

^ Г Г л у ч и Г  ,Ле,,Ы уравве" " я <14'8) »  дифференциал времен,,

— Д- — ^ п . с  (¡Ат: , ¡1Аи ¿ л с т _
Л м

или

^ п- с — Л̂ с_ т =  0,  (14.9)

^  мощность, развиваемая силами движущими N _мпт
Г и й  Т - Х - Г т ь а Г 0* “ “ “  ”Р « в о 1 с ™ И» ^  сопрГ™:

Н И И , Л/Г мощность, затрачиваемая на преодоление всех сил



тоения и других непроизводственных сопротивлений, — мощ
ность затрачиваемая на изменение кинетическои энергии м еха
низма или, наоборот (в зависимости от знака), СЦ 1 
изменения кинетической энергии машины. Л/ , ~  “ °™ °С̂ ИСИ. 
трачиваемая на преодоление сил тяжести или, наоборот (в завис 
мпгти от знака), развиваемая силами тяжссти.

Уравнение (14.9) можно назвать уравнением  энер гет ического

баЛ\\зй\:равнения (14.9) следует, что в некоторые моменты вре- 
мошности N и Лгс т могут быть положительными, в другие 

моменты в р е м е н и  -  отрицательными. В случае знака п л ю с У в е 
личивают мощность Л7д, которую надо развить на ^ “  ' , 3“ Не 
механизма, в случае знака минус они ее
в течение времени разбега см. уравнение (14.2)) мощность Л/И по 
ложительна^ и, следовательно, при разбеге машины мощность 
должна быть больше, чем для времени выбега, когда мощност 
отрицательна.

§ 64. Механический коэффициент полезного действия

Г  Рассмотрим отдельно установившееся движение. Для к а ж 
дого цикла этого движения приращение кинетическои энергии м еха
низма равно нулю (см. уравнение (14.3)):

у  ото2 VI ти% 0 
2

Следовательно, работа Ли в уравнении (14-7) ™
Точно так же для каждого циклэ равна нулю и работа сил тяж

СТИ Для "установившегося движения уравнение (14.7) имеет следую-

щийвид: л д= л П.с+ л т. ' О4-10)
Таким образом, за полный цикл установившегося движения 

работа всех движущих сил равна работе всех производственных Л п. е 
и всех непроизводственных Лт сил сопротивления.

Механическим коэффициентом г, полезного 
отношение абсолютной величины работы сил 
сопротивлений к работе всех движ ущих сил за  время уст ановив
ш егося движ ения:

„ = <14Л1>

или, принимая во внимание уравнение (14.10), получаем
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Формулу (14.11) можно представить также в следующем виде: 
П —  __  1 Л т
4 (14.13)

ибо согласно уравнению (14.10)

11 = 1 - Ф .  ( 14.14)

ленийМ тем ТеньшееХегпИТ е ААб°Та непРоизв°Дственных сопротив-
механ^ з Г в » е Т г ^ Л Г Г е ^ Г РЬ " “  С” ™

МУЛ (14.13, И (14.14, получаем связь « ж д у  к о э ^ ц и ё ™  ч,

* - ^ - 1 ^ - » .  (14.15,

работа ТЭК КЗК Ни в одном механизме

действия°Рмо^кет К0ЭфФ"Ц"еНТ П № °

Ад — Ат;

Г и 1 и . « ™ " Г в Нн” „ 1 еп3”ОГО ДеВСТВИ" Равен "У1"0' ра«™
тивлений, которце и ы д а гс я в ш хаш змГ'"Вр0изв0дствен"ых “ пРо-мруяниоиа И в механизме. В этом случае движение

Н° 6ез соееРшени* какой-либо 
движением вхолостую. ДВИЖСНИе механизма обычно называют

т а / Й Ч ? ™  ПОЛез”ого Действия не может быть меньше нуля

шеКниКеаКр Г т  Л ^ ^ Г ^ е ^  ^  ™ бЫ ™

Т > 1> или А* < А Т.

щий^указ^нномуВуспп^тпеДУеТ’ ЧТ° 6СЛИ мехакизм> УДОвлетворяю-
движения механичмя ппп«а .!аходится в п°кое, то действительного „ “ ™ я механизма произоити не может. Это явление носит нячия

самотоРм°жения механизма. Если ж е механизм находится
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,  движении, то Я »

Рто°р”ю?итсТГследовательно " « ^ п и ^ п Р »  дейстаия

Таким
Г л е зн о Г д е й с т в и я  механизма

может изменяться в пределах (14.16)

Рис.

/1 /■ 1ИЧ „ ПА 1^ следует, что коэффициент <р изме- 
Из формул (14 14) и ^  а коэффициент ф -  в пределах 

няется в пределах 0 < Ф ^ 1 .  “ * ч т
О <  Ч> <  оо. „ РГЯНИЧМОв движущие силы и силы сопротив-
л ен ^  в̂  те^ние^ремеш^ установившегося движения иеностояннь,. 
Поэтому ДЛЯ определения коэффициента ^  
полезного действия подсчитывают работу 
в с е х  движущих сил и производственных 
сопротивлений за один полный цикл 
времени установившегося движения ма
шины Например, если задан график 
(рис, 14.2) суммарной движущей силы 
р  р  (5) ) то для определения ра
боты Л* движущих сил весь гра^ еляют ПЛощади этих участ- 
разбивают на отдельные участки и о р Д а сумме всех
ков. Полная работа Ая У ответству Ющие масштабы силы Рд
этих определить величину средней движущей'сш1Х: то р а б Г “ :  движущих сил будет равна

■Дд =  Р  ср8Ц>

^  ггппйпенный точкой приложения силы Р л за один

Ч ^ Н о Т о ж е т ' б ^ ь ' Р * ” '-'  3аДа"
- п (в) сил Про-

14 .2 .  ГраФ ик с ум м ар н о й  
д в и ж у щ е й  си лы .

график г  п. С — '  П. с V-/ - ; 
изводственных сопротивлении.

3° . Рассмотрим теперь вопросо . г й*ЛЛУ1и ---1
об определении коэффициента н С х е м а  п оследовательного  со е ди -

“ агг.пт1п  гк^рх^пттьКИХ и г н ,1я  механизмов*полезного действия нескольких
____ „ лтг»тт.тУ ППГЛР-

Д С М й  » w v . i v « ---------- -
н е н л я  механизмов#

ИОЛСЗПШи ......... ......
механизмов, соединенных после- п  последОБательно связан-
довательно друг с другом- Пу Первый механизм при-

^ н Г Г р в и я ,  является работой
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лДГ о Г  дейстИвЛияД; :  Т° “ ^ и ц и е к г  по-

п » ¿ к  ^  А '
Для второго механизма коэффициент полезного действия равен

Для третьего механизма он равен
Ч‘ в Я7*

г, — А»
Пз~ а:

и, наконец, для п-го механизма равен

Т1 — ~̂ п 1\п ' А • *

Общий коэффициент полезного действия равен

оП°ЛеЗНОГО ДеЙСТВИЯ М0Жет б“ ть 
ного действия Г Г и м е е Г ^ " ^  К0ЭФФИ̂ « ™  полез-

Ч1« =  т1х-т|а .г,а . . . . . т 1в=г =  (14Л7)

действия коэФФЩ»ент полезного
ведению м е х т и ч ^ ю ^ ^ ™  ^ н и з м о в  равняется произ- 
механизмов, составляющих одни  л°- полезного действия отдельных 
за полное в р ? Г  в д о ш в ^ г о г я ^  СШтму' Значения Раб°^ 
нальны средним значениям м о щ н о сл е™  тот“ ж е 'п е т П°РЦИ° ' 
мени; поэтому формулы (14.11) и (14.13) можно написать так: ^

^ _^п.с
(14.18)или д 4 ’

Г] = 1 _1 м >МЛ’ (14.19)

ш х Ь р й и м е ™ «  7 Т ° ™ ,»™»Л0ЩаеШЯ Силам" "Р™“ одетве„. 
непроизводственных сопротивлений Т  Л/™” п" лошае" ая силами
развиваемая движущими силами ’ д средняя мощность,

п о сл е^ »а7 л 1 Г с™ д „„05 ы х °  м Й Й Г ™  ЯПОЛЯНОГ° ДеЙС™ ятого, чтобы одни и те жр т п !  необходимо остерегаться
же сопротивления не были одновременно



учтены в коэффициентах полевого действия ^
если рассматривать некоторь мес’т0 потерИ) которые при
с механизмами и 1) и ^ I прйгтт,ия п- , г», т1 ; , 1  должны

п о Т з и о г о  дайстаия для соединений и после этого восиоль- 
зоваться формулой (14.17). Обычно 
на практике этим пРе“®бР®Га“”  
и пользуются формулой (14.1 /) оез 
учета указанных условий. При этом, 
очевидно, общий коэффициент по
лезного действия будет приближен
ным и несколько меньшим дейст
вительного.

4°. Выше (рис. 14.3) был рас
смотрен простейший случай по
следовательного соединения меха
низмов. В современных машинах 
весьма часто соединение механиз
мов оказывается более сложным.
На рис. 14.4 показана схема 
сложного соединения механизмов.
Поток энергии от механизма / 
распределяется по двум направле
ниям. В свою очередь от_меха-' хаКж е по двум направле-
¡ Г  сил производственных сопротивлений

^ а е д о м Г е / ь ^ ^ и ! "  коэффициент полезного действия „ всей
системы механизмов равенл

Рис 14 4 .  П р и м е р  п оследовательно-п а
р а л л е л ь н о го  с о е д и н ен и я  механ изм ов .

Г\
А'п + К  + К ' (14.20)

ч ер ^ ^ о тв^ теую щ и еЬкоэЗД№иенты Чпо^зного^ действия* отдель- 

НЫХн Г “ ' показаны сплошной линией / - ^

^ н и  « о 6 » е " о ТРн о Г „ ™ Е р г и н ,  производящего работ, А,- 
Работа А, может быть представлена как сумма

д 41л' Т1и" *11»'"
И. И, Артоболевский



каждого из "потока / - /  полезного действия
’ 11 ‘ ‘ у ш —ш ,  равные

'Чт' =  П1112т)з'114' • • • 11«', 

ili«"' =  г7111211з"'г|4—. . .

низмов1равенЭФФИЦИеНТ ПМе3"ОГО 1 ”« »  ™сте„ы „еха-

___К + К + К '
1 ^ E T f E 3 l '  (14>22)

Л̂' *lln"

д а й о т и ? К0ЭФ Ф ™ т ™ езноп> 
ния потоков энергии котооая й^яя пИТ °Т Т°Й СХШЫ Распределе- 
общей схемы системы’ механизмов. Принята ПРИ проектировании

§ 65. Определение коэффициентов полезного действия 
типовых механизмов

циенто^полезного °Пределения К0ЭФФИ-

преодоление ^ » ^ " " “ ч и ^ м Г н а

S S ?  Г я л s F
непроизводств^11хП™ ™ в л е н и й аН]Д ля б о Г еТСТВующие силы мов — это силы тпрния гьттоо большинства механиз-
отдельных звеньев механизма nnü° известным скоростям движения 
«ые „а п р е о д о л е в  с“ Гтпе„„я Рп Т ^ Я мощнос™’ ^трм ивае-
стей определяют спрлн*™̂ полученным значениям мощно-

-  ÄTE5S
иных механизмов их коэсЫЬипийнтт т ™ указать для тех или
отдельном случае этоТ7 о ^ о Г д ^ е ™ ° ГО ДеЙСТВИЯ' В каждом 
экспериментальному анализу В ля^ нрй теоретическому и
некоторые расчетные поиемы дальнеишем ™  рассмотрим только

Ä Ä - r :  й с ™ , 5' f ö f f i



чт0 все непроизводственные ^ ^ Г т ^ н и Г Г к ^ ш т ' и Г к Г х  
К сопротивлению трения и коэффициент р р  р  Кинемати-

также известны.
Величины сил трения соответственно равны

Р а = !аРа, Рв = 1вРв, ^ с =  ^ с’
Р£ = /ЛР £, Р0 = !аРо, Рн — 1нРн,А ~~

р  — ¥ р  — - - 
f f Гр !а  И /я суть заданные коэффициенты трения

? о ^ т ^ / х  шарнирах X - Ч ™ « ' р ю л т .

угловые скорости в шарни
рах и относительную ско
рость ползуна по на
правляющей. Относитель
ная угловая скорость ©1в 
звена 1 относительно стой
ки 6 равна заданной угло
вой скорости О], так как 
вал А вращается в непод
вижном подшипнике. Для 
определения относительных 
угловых скоростей в ос
тальных шарнирах строим 
план скоростей механизма

£ ' 'истр4о™ ото“плНа1 ™коростей
И Ев. Величины этих скоростей определяются из соош

(см- § 18) 1М (ей) (т)
« 0 , = ^ ,  ©3 =  ^ 1 7 :  и '*сл '1ВС с о ЕО

в  этих со„Г Т ях " Г -

относительно звена 1 определяет > > - 14 5 а). Тогда
этим звеньям общую угловую ¡ й . ?  / будет
звено / как бы остановится, а з - ная величина которой 
вращаться с угловой скоростью о>21, абсолютная величин
равна I ©211 —! 1 + ! ®11- л„т о „ 4 птносительно звена 2

рости « а2 звена 3 относительно звена 2 равна
| <»за I =  1 ®з I + 1  !•
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зв е н а ^ ^ т а^ ^ е ^ ы ю 1 звена ^ р а в н а ^ 1*”0** УГЛ°В° Й скоРоста ®«
I ы42 | =  I 0)4 | +  | и2

ши„щЛ„°Вс  Р ?м а7 гл о “ ой“ к о р ^ “ Т ЬНО "егвдв™ °  "ОД-
<0М звена 5 относительно звена 4 равна К0Нец’ Угловая скорость

! Ю64 I =  | «4 I.

« и “ °Р0СТЬ с номерами

W/A =  « ,  — Щ

I в сл у ,ае  углог  п р щ о дт  -
"4 щ одного знакя к угловых скоростях

¿ ™ „ Г “  ¡¡л Кь Г Г “ ИЮ МеНЬШеЙ абс0«

«*-■ -  | Г 1  "а47г ™ ;  “ а„ т с™х - Т '  г ™
Рис.  14.6. к  onpe- N q =  F r T r  I О) I Л/ __ Р  I I  В^В ®21 '»
делению относи- дг V , 32 N °  F Dr D \ Щ\, N F =  F r r „  I л» I
тельной угловой =  Г а Га  Ш. И N  г ,  ~  F  71 Я ' 42 ’скорости д в у х  r  „ 41 Г h Vq .
з в е н ь е в ,  в х о д я щ и х  °  ЭТИХ Выражениях Г л,  Г д ,  Г г  Г п  r D и  г

Р“ ИлУяСяЫв И„^Ф С00тв№;твУ10Щих’ шарниров Под-
НИЯ И абсолютные зн ачеи и я^тн п гГ  формулы значения сил тре- 
соответственно тносительных скоростей, получаем

nn az [аРраГЛ 0 ) 1 , ,  л/д=fBр вг в и щ \ + \ щ  I],
n  Z  СрС С ! “ 3 +  Ы ] ’ Jи ~ !еР е 1"е [| | + 1 ш2 |], Ма = 1ар аГо[щ1

NH =  fnPnVQ.

быть зэмененьГих з ^ К ^ м / Г ™ “  УГЛ0ВЬ,Х “°гут(рис. 14.5. 6). значениями, определенными из плана скоростей

Обща я мощность N, сил треняя в каждый момент времени равна 
^  = ^  +  Na +  Hc  +  ND+WB +  Ka +  Nii_ Р

Построив график изменения мощности л/ 
движения механизма, можно о п п м р п н т  п о л н ы й  ц и к л

мощности, затрачиваемой на трениГ д а л е е ^ п " ЗНачение ^ .« р

Я Я Ж Й  с о т  Ш ~ Н“  Г з а "  
момент времени, „ п0 граф„ку  „ з „ е „ ^ 7 ™ Г м о щ „ Х н ® х о д я ?



среднее „значение ^ . с. ср мощности сил производственных сопро- 

ТИВСредняя мощность ЛГд. ср движущ их сил равна
^ д , Ср  =  ^ п . с . с р  +  Л ^ т . с р .

.  общий коэффициент полезного действия л всего механизма равен ,
согласно формуле (14.19),

= 1 _ ^ р (14.23)

Пусть ^например, Кт р ^ у ^ я е^п^еделить 3коэ(^ициш тМполезного
действия зубчатого механизма, показан- 

- —с. 14.7. Если принять во
____ м м /ч«1ПГТ ТГ*Г» ПТТЯлы

определения -----  ---- л„,лгч11
действия необходимо определить потери 
Д ____  И подшипниках

ного на рис. а*.*» ------  »
внимание только силы трения, тс. для

- коэффициента полезного 
действия необходимо определить потери 
на трение скольжения в подшипниках 
л и Оо на трение скольжения между 
зубьями’и, наконец, на трение качения

3убМощностиП° ^ ;РУиУ' т ,  затрачиваемые 
на трение в подшипниках <л и 0 2, равнь

лг; == м ;  | сох | и л г ;= м ;  1®*!»
где Мт и Мт суть абсолютные вели
чины моментов сил трения скольжения 
в подшипниках О, и 0 „  определенные 
по формулам, указанным в § 4 / .

Мощность ЛГГ, затрачиваемая на 
трение скольжения в зубьях, равна

А^" =  ̂ с к .  ( 14-24)
где р с _  величина силы трения скольжения в зубьих, ©ск—  вели
чина скорости скольжения зубьев ДРУГ павна Р — /Р12 . гДе 

Величина силы леса 2  в предположении, что

чина Эсилы ~Ри может^ыть определена обычными методами кинето-

с т Т к Я™ УоКб ? а Г , “ У МК:
М'т" =  ^Я„0СК.

Величина скорости скольжения равна
0СК = [1 ©1| +  1<02 ЩРо*).

Рис 14.7. К о п р е д е л е н и ю  к о 
эффициента полезн ого  д е й с т в и я  
зубчатого  м е х а н и з м а  с  в н е ш н и м  

з ац е п л ен и ем .



ситшыгом дв|1ж™ ии™ лес'7 Р> В оте° '
профилей. На рис. 14 7 ВИлнп и к  сопРикасания
П а , например, в случае зацепления Гточке £ *°л “ кения на участке 
ние, а в случае зацепления на у ч а с т к е Т /  °ДН0 направле- 
имеет противоположное направление Гппт!ир РИМер 3 ТОЧКе к ' ' 
направление и силы трения Соответственно меняют свое

р а .™ 'Д"0СТЬ зэтР ™ е м а я  на трение скольжения в зубьях,

~  ̂ 1 2  0 ®1 | +  ) (Й2 |] (Р0Щ.

по другу (см.’ § 49)|ЧравнааЯ *** ТрСНИе пеРекатывания зубьев друг

=  ^тр.к I о  ) =  Мтр К [| И1 1 +  | Ю2 и?

ГД6 Мтр- к ~  величина момента трения качения, равная
^тр.к = кР 12,

ГДеМощнос°тьФФ/?ЦИеНТ ТреНИЯ качения- и £2 = % +  о 2
рав „ а Т ," „ Т „ ^ н о 1 ;Т т; Ве Г » :Я ”а 1РЮИе “  “ « ■

Мт = Nr -{-Nт -\-Nt- +  Л^у .

мощность Л̂ т Гра^ ^ ед н яя  Нмг.ИЯ мощн.°.сти ^т, определим среднюю 
противлений7 равна щность Ып;^  ср производственных со-

ср I *^ср |»--г ■ I '

ственных'сопротивлений3® В̂ шчина сРеднего момента производ- 
к которому приложен момент М ™ угловая СК0Р0СТЬ того вала, 

Средняя мощность N я, ср движущих сил равна
* д .  ср ^ п. с ср м.

Действия „ рас

Т] =
N.Т. ср

ты х  механизмов определяю тс^экспепи езного Деиствия зубча- 
ных расчетах принимают кочН иЕ гвэиментально- в  предваритель- 
учете потерь в зубьях о авн ьш -^та полезного Действия г) при 
0 ,99 ; для колес с н а Е н н ы м Т  / Т 0 ° “ лиФ0Ваннь™и зубьями 
0,975 до 0,995; „ я  ко с^ б ш Т о л е“ £ а д ^ Г о ™ “ "« ? Уб«ИШ  °Т



4° Коэффициент полезного деис™^я„д^коэффициента полез- 
определяется приближенно по фор у ^  яя линия резь-
ного действия наклонной плоскост^ . ^й пдоскостьЮ) а гайка заме- 
бы винта заменяется У“ °в,н? Вывод формул тогда может
няется условно ползун (Р» • ^  ь ПОЛЗуН 1 , находящийся 
быть сделан следУюЩ™ й°  еРп1 кальНой силы Р0 производственных 
под д е й с т в и е м  постоянно р постоянной горизонтальной дви- 
сопротивлении и под деиств1; е положения А в положение Ау.

водственных сопротивлении затрачивается р
бота Лп. с. равная

А = Р 0 (А 1а). ри с  14 .8 . К  о п р е д е л е н и ю
коэффициента п о л е з н о го

Работа движущей силы Р  равна Д ^ ви̂ и” х меха'
д = Р (Л а);

следовательно, коэффициент полезного действия л. на основании 
формулы (14.11), равен ,

Л = - Я 7 - Т ( Ж Г  р
и к в винтовой паре силы Р  и Ро 

Как это было показано в § >
связаны условием р в р о18(р+ ф ),

где , - у г о л  трения, следовательно, коэффициент полезного
действия ч будет равен ^  ^  ^

При опускай,,- груза под д е р н е м  силы Р  коэффициент 
полезного действия т1 равеи ^ э д

Ч =  '_ 1 в Г _ '

так как в этом случае Р - Р . Ь » - 4 >  *  « “  Р° ”В Л №  

^ ф о р м у л ы  (14.25) следует
В И Я  наклонной пдоскости при между значениями р  -  О

ползуна по^^йствиём силы^Р невозможно. Для определения угла



4(̂ 0

6  =  1 1 в е Ы _ 0¿р -  о.
Решая это уравнение относительно р, находим

Ро =  4 5 °-ф .

имеет место РпрТ ’углеС1̂ аЛЬНЫИ коэФФициент полезного действия

под^ействиемР силыТр 0 коэ^ициТн? по4™ ПРИ 0пускании ползуна 
вается отрицательным при зтачениях Т г п Т Г °  Деиствия Ч «казы- 
от 0 до ср. В этих пределах движение гп ^я лежа„щих в пределах 
невозможно. Движение г о у ч я ^  РУ Д деиствием силы Р0
от Ф до я/2 , так как Г э ^ Г п р е д е л а Г к !^ 6̂ ^  ЗНЗЧеНИЙ угла Р вия положителен. пределах коэффициент полезного дейст- 

кости, у которойаугол1тодъш Гш ^0ынеПОЛЗУНа П° наклонной плос
кого действия всегда меньше 0 5 ? ^ ^ '  коэффициент полез- 
формула (14.25) У1“  " Р" Р "  *

л = ^  =  ! и ^ р  =  0, 5 - ! £ 5 ;

СЛеТ о Г о Ь™ ’ ш ведеш ш еЧфоп^ ВС8ГДа МеНЬШе ° ’5‘ 
ближенного определения кшсЕгшРнтРпИМеНЯЮТСЯ также для ПРИ" 
товых и червячных механизм?? к  полезного Действия вин- 
к колесу применяется формула' П4 передачи от червяка
колеса к червяку -  формула П 4 8 3 СЛучае пеРедачи от 
из этих формул для наклонной плг>™Р СЛедствия’ вытекающие ными и ДЛЯ вин овы и червячных мсти, д а ю т с я  действитель-

полезиого д е К и я  Х т°Предалении “^ и е н т а  
механизма, показанного на рис. 14.9 а*  мехаиизмов на примере

вующими н Г м е х Х Г м Т в ^ е л о м Т м  ^ ен'тами и силами, дейст- 
чим момент на ведущем колесе 1 чепмЛм Не 6Г° звенья- °бозна- 
водиле Я  — через и Мп1Юи1 „ Р Ми м°мент на ведомом
Ма (реактивный или опорный момент^П°рВИЖН0М колесе 3 ~  чеРез 
на трение в зубьях и опорах м о ж Г «  ' И пРенебРечь потерями 
Для всего механизма в форме сать уравнение мощностей

^  М н <х>и  = 0. (14.27)

подБодащы^^^тводимы^отПме^а^и^31146̂ 351 Сумма М01« н°стей, димых от механизма. Моменты Ми  Ми  и м\



= = " ~  
Мх + Л^Я +  ^З  — 0.

Моменты, входящие в 
всегда выражены через окружи У равновесие каждого
колес. Для этого рассмотрим в отдельное и у
из звеньев, входящих в есстав м̂ ха^ М̂ - ждого звена редуктора 

Составим схему (рис ^ а9- ¿ л я  к д момент М, и
В профильнои плсюкооя. На са?еЛлитов 2 и 2 ',  -
сиГа Й  о" колеса от колеса 5 и сила Р *  от водила Н.

Рис. Н .9 . К определению коэффициента п о л е з н ® ® н ъ ^ е  звенья"с*при-
ного зубчатого механ изм а ,  « с х е м а  - е х - н и з - . . ^ ^

На водило Я  действует момент Ми, и ю^моментСмТиЯ1сила
„з сателлитов. Н а ^ н а  ^  • й

^  их несуо^ственного
влияния на коэффициент полезного Деистаия п е р ^  оответствую_ 

Все указанные силы могут быть выражены через с ^  ^  ^
щие моменты и радиусы ги г2,\г2- и 3 ’
нений равновесия звеньев /, Н и 3 получаем

о _ М г (14.29)
21 — тх ’

(14.30)

(14.31)
Ргн ' 

Руз-

н
г хЛ-Г 2 
Мз

Из уравнения равновесия звена, состоящего из сателлитов 
определяются как Направления, так  и величины сил Р „  и / V -

Р\гГг =  Р ‘И'Г*'>
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откуда

р , _ р  гг

* (14.32)

Р12 (Г2 ~ ГГ) = Рт Гг',

р „  __ Р  ГЧ Гч'

• (14.33)

и, далее, 

откуда

Кроме того, имеем

тт 12 ^ 21’ Рнг =  ~ Рг1и Рз*' = — Ргз- (14.34) 
Используем далее формулу (7 57} « «  „ло

ношения планетарного зубчатой  м е х ан и зм а^ ^ м е е Г 310™  °Т'

“ з - “я  ( > ^ - 7 ^
Из соотношения (14.32) следует:

(14.35)

'  V
Тогда равенство (14.35) „оже, быть написано так;

м1 - ^ / у з 
Ш3 - " я  V !  ’

откуда получаем

ибо уг™  РпГ1{Щ~™н)==Р*гГз{щ~ ан)^  — рм гз<*н, (14.36)
Так как  ^ ° £ ° ^ ь шз пРи неподвижном колесе 3 равна нулю.

1 12'1 и /и3 — ^32г 3, получаем

или ^ К - ® я )  = - М зМя, (14 37)

___дгя_
Правая и левая части равенств П4 37  ̂ и Л 4 чя\  ̂ 4.38)

собой мощности в каждой папе кплар / (14.38) представляют 
механизма, который м^ р а с с ^ ^ ^ Т ° ДЯЩИХСЯ В за™ н и и )  
о неподвижности водила Н Таким пбпяо условном предположении 
пары колес
у _ „ „ у  _  угловую с 4 Л ~ ^ а Н" „ ~ ^

в механизме. Чем Сол^ьш е"^ мовдо™ ь"те” больЗМ°Ж“Ые П0ТерИ

Т ВГ „ Г » е т Г ^ Км ^ Г “ Т ~ „ Г И ‘  ™ '
как  одно аз центральных к о л е Г 4 7 8̂ Т п ° р и  "Г м  ™ ^ е



центральное колесо является СХ н о с т ™
ведущим звено» является колесо / ( р и с ^ 4 £  «Ь в то

снимается с водила Я и равна
Мн = Ы г - М т,

„ „ с , . , , ,  ня тоение в кинематических парах.
д а ^ Г ^ о ж е е

Е Й  “ ехан" зма
сительно водила Я . пппйчнпго действия г| механизма
, ( д а  Ж Г в Г л Т н  „“пгеделяется „о формуле

К N ^ N 1 (14.40)
% я — -Щ~'

Величина мощности может выражена § ̂  Г ^И м еем
Ы» в зацеплении и коэффициент потерь Фя (см. Н -  ;

Л?т =  | ^ | Ф я . (14Л1)

если в обращенном движении колесо 1 будет ведущим, и

» , - | » Г 1 г % .  ( Н ' 4 2 )

если в обращенном движении к о л е » /  ^ ^ ™ реПд^ Г „ ™ и
если общий коэффициент иол^ного^деиствин^^н^Р^ду <  ^ ^  то
неподвижном водиле т]н>^ > > пользоваться формулой (14.41) 
с достаточной точностью можно пользова ^ ¿ ном дВИЖении
вне зависимости от того „ ̂ ^ п о д ч е р к н у т ь  что в формулы (14.41) 
ведущим или ведомым. Следует п Д Р у ’ дгя. Учитывая
и (14.42) входит абсолютное значение м о щ ^  ;  виде;
равенство (14.37), можно написать формулу (14.41)

ЛГТ =  | М л («1 — ® я ) I Ф я- '

В том случае, когда ведущим звеном 
ность Л\ на колесе 1 является мощность в0ДИЛе Я оказы-
сопротивлений, в то время мощность ^  на водиле
вается мощностью движущих сил и р

Ын =  Л^ +  Мт-

Ых , (14.44)
Лях- 777+77; ’

где N. может быть определено из формулы (14.43).
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Для этого представим эту формулу в следующем виде:

ЛГТ =

где
Л Л а 1 — I

10)1 I ф« =  1 (I - 1 Н1) !фя, (14.45)

со„

В М 'Г т  Ф ° Р М у Л Ы  ( , 4 -4 5 )

и Чш— 1 — I (I — 1щ )  |фд- (14.46)

<14‘47>

для °пределенияФкоэффициента^отезногоЛл ^ ЛЯЬШМ формулами механизмов. Для большинства Действия планетарных
дают значения коэффициента п ш е з н о г о ^ УКа3аННЫе формулы 
отклоняющиеся от действительный Действия, незначительно 
механизмов, для котосых прпрпя™ ,ичин, за исключением тех 
движении близко к единице В  чтЧ„НОе отношение в обращенном 
заться самотормозящейся „ найленнп^ * * * * * % *  М0Жет ока‘ 
значение коэффициента пппрчнпт -по формулам (.14.46) и (14.47) 
вать истинной его величине *). деиствия не будет соответство-

механизма, п р е д с т а в .^  Действия для
зубьев соответственнора7ньГ21Р=  4< ^9г’ =  5 0 ^ ° - ' У ™  ^  
и ^ и ц и е н т  полезного действия „ а ^ й  пар^ 2

Имеем для передаточного отношения (см. § 33. формула (7.46))

1н 1 — -Д- = —!— — _____1 __ 1 2
 ̂ Ьа 1_(_1)2 г2г3 I 50 - 60 ’з'*

г1гг  40^30

т> " ^ т о р а  при

Ля =  ЧиЛ»'. =  (0,95)2 =  0,9, 
а коэффициент потерь 

Ф я= 1 - т ) я =  1 - о , 9 =  0,1.

„ „ „  разр, ^ ш  с  Ж е ш о а о й  > в  н



§ 6 6 ]

Подставляя полученные вира—  для ¡ш  «  <Ря в  формулы 
(14.46) и (14.47), соответственно получаем

т1ш = 1 - 1 ( 1 - Ц 1) | Ф я = = 1  - ( 1  +  4 )  0 , 1 = 0 .8 3 3

Л т  = 1 +  | (1—' * т ) ! Фя 1 + (1 +-§■)0,1
_  =  0,856.

Пример 2. Определим коэффициент полезного действия меха
низма, показанного на рис. 14.10.

Пусть числа зубьев соответст-
венно равны 2$  — /и, »
Г  =  15 и *4 =  60. Коэффициент 
полезного действия каждой пары 
колес равен т, =  0,95. Передаточ
ное отношение равно

1 _

»Н2' =  7-------Н'И ,
1 _1_____ 1 .

9 •

¥сен-'

3̂̂ 4
г4'гз'

1
40-60 

‘ 20- 15

Рис 14 10, Схема сло ж ного  планет ар-

д а й ? *  ” ■"

Следовательно, коэффициент полезного действия всего редук-
тора вместе с колесами 1 и 2 равен

_ , , * , » ■ - я » [1 - 1 о  -  <«)> ^  о. 1] -  0,855,

ТаКСоогветственно_  ^ “ к о з ^ Г и е ™  слезного  действия Чт 
получаем  ̂ 1

Чт =  'П'21г1//-2' — Чм 1 + |(1 —¿н2') 1фн
= 0,95 =  0,872.

Пример 3. Определить коэффициент

Р - »  «  « •  ^
циент трения ( равен 0,1.

Угол Р наклона резьбы равен

Р =  агс^ 2 ^ ,5 °’

угол трения Ф равен ф =  а г ^  0,1 »  6 .



в » я ЕГ „  " 0ЛеЭГОГО ж йст-

п — -  __ *§ 153 0,267
ч' п *§(Р +  ф) 21° ~  0,383 ^

определится по ф ор^уле^Н .’гб): К0Э̂ )ициент полезного действия 

г, — 1§(Р — Ф) 1я9°_0,158
^  Р 15° 0,267 ^  ^ ,6 3 .

Г Л А В А  XV

ПРИВЕДЕНИЕ СИЛ И МАСС В МЕХАНИЗМАХ 

§ 66. Приведенные силы и моменты

нием движения м ехан изш в^6™ 10 вопросов’ связанных с изуче- 

действием з а д а н Т ы Г с ^ ,^  под

0ДН0МУ из звенмГм^ханизма.’

мых силами'

приведенньюеХсиНлыМан’пг-К К°Т°Р°Му у л о ж е н ы  
д ен т  Т т о и ^  ^  СИТ название звена приве- оения, а точка приложения приведенных сип
точки приведения. Если рассматриваемый меха 
низм имеет одну степень подвижности то для 
изучения его движения достаточно з н а к  з я ^ н

0б г я а  Грдин^г(закон измене-
ЗВеН0' П0 0б° б—

вместо рассмотрения всего комплекса звеньев механизма- т °гда 
рассмотреть звено, например кривошип А В ?пислехан,изма м.ожно 
ной координатой которого является уго Л  к Р обобЩен-
перпендикулярно к оси Кривош„пяУ п ! ! '  Т°ЧКе В этого звена 
силы: сила Р„ — приведенная п Г !  пРиложены две приведенные 
веденная сил/сопротивления П р Г э ^ с и Т р "  СИЛа ^  ~  при‘ 
дить работу А„, равную пяйпта !  д должна произво-
развивать мощность N. равную монт^гЩИХ СИЛ’ ИЛИ’ ЧТ0 то ж е*д’ равн>ю мощности всех движущих сил,

Рис. 15.1. Схема звена 
приведения.



всех сил сопротивлений. гип или их моментов может2°. Для определения приведенных сил или их миме
быть использовано равенство

н . - е ъ . <1 5 Л )

1

В этом равенстве Ыа силами
или приведенным моментом, а Л/г
или моментами, приложенными к звену I и ,

™ К Е 5 ?  Г м о ж Г б ы т ь  представлена

Л Г . - Р А - М - .  С5.2)

тде Р ,-в е л и ч и н а  7 " « » ня° * 2)к
звена приведения силы (рис. ю.^>, м у н£1МИ на ней приведен-
быть в частном случае или "Р «“ » ™ ои “ ¡ “ ^ " Ж П Й "
жущей силой Р д, или приведенной силои
сопротивления Рс (рис. “ ° ^ омент пары сил, кото-
точки В приведения, Мп при д тти-жлптшх сил или
рый може? быть приведенным моментом М д в » * у д а _ '™
приведенным моментом Мс сил сопротивления, и со у
скорость звена приведения. ппиведенного момента М„Величины приведенной силы Р п и приведенною
можно представить в следующем виде:

к
М1

р ____  0 5 .3 )
»в '

(15-4)

Сумма в развернутом виде может б ы т ь  представлена так.

‘ а * *
¿ М г =  2 Р ^ с о 5 а г +  2 М ; (ог, (15,5)
1 1 1

о и ал сила и момент, приложенные к звену /’ , Уг с ^ ° .  где Р> и Му — сила и мимсп , у  угловая скорость звена I

я  ■с к о р о с т н  * •



Подставляя выражение для из уравнения (15.5) в уравне
ния (15.3) и (15.4), получаем

 ̂ к 
Р =  \  о  о/соваI , V  о ,

"  4* • ^ !Г + I м ' ^  < 1 5 6 >

к

+  (157) 

п о Х н П ^ н ^ ™ е^ О̂ И,С,К0р0Стей' К0т01>ые’ как бьи°
его звеньев, т . . Т З > 5 £ ^ Ь £ ^ “ " »  "

будет построен п лан  г т п ^ т » -  сследуемого положения механизма 
(\^ и оростеи и отношения скоростей в уравнениях
™ 5 '7) УДУТ ВЬ">аЖеНЫ ,ере3 “ от“ ™ / г а и =  отрТкнТлана 

§ 67. Рычаг Жуковского

могут ( & ь ^ д а ^ „ 3̂ нТ ^ К"  механизмов
ножных п е р е « „ й С о г С ’™ " ользовэться принципом воз- 
либо механическую систему д ей ств ую т"ринципУ’ ес™  на какую- 
ваемым силам силы и н е ^ и Т д а в Г в с ё й 1"ри6авляя к *»> -

£> « ж е ?  а ы т ь = в л Г Г  ^ Т с и с Г ”„ р ^ Г ы =

й Т с
освобождающие, будем иметь 1ЫШе ЗВеНЬЯ механизма- — не-

¿ Л в А  =  0, (]5 8 )
или

Л  «Л  +  я 2 бр2 +  р 3 бр3 + . . .  +  р п 8Рл =  о. ( , 5 9)



РЫ ЧАГ Ж У К О В С К О Г О

т „„ механизм является кинематической цепыо принужден-
ення т е с  вполне определенным движением всех зве- 

ного движения, т. е. с впол у оПеньев и так  к ак  связи
ньев при эадэином движени времени, то в механизме

— ых -
уравнение (15.8) можно написать так :

^ P i d p i ^ O ,  (15-10)
1

или P l d p 1 +  P i d p i  +  P 3 dp3 +  . . . +  Pn dprl =  0, (15 .11 )

где dpL, dp2, dpa, .. . .  dpя суть проекции действительных перемеще
ний на направления nPHfl0* eHHb̂ x wĉ nnpI,CTaBneHa элементарная 
работа^окой^либо'силы Г в ^ е й  . ’ уравнение (,5 .10). Пусть 
на звено А В в точке С 
действует сила Pi, и пусть 
нам известны скорости то
чек Л и В (рис. 15.3, а).
Действительное элементар
ное перемещение точки С 
имеет направление скоро
сти ®с- Направление скоро
сти ®с определяется после 
построения мгновенного

ск тсковруо£
скорости v c  определится знаком мгновенной угловой “ °Р0С’ -

S S T S S "  Элементарная работа 

силы f t  равна dA^ p , i p t . (15.12)

Перемещение dp„ входящее в уравнение (15.12), может быть
представлено так:

dPi =  ds cos а,
где а  есть угол, образуемый скоростью v c  и силой f t .  Подставляя 
S o  значение ip ,  в уравнение (15.12), получаем

dAi =  Pi ds cos а,

Р и с  15 3 К д о к а з а т е л ь с т в у  т е о р е м ы  Н. Е. Ж у 
к о в с к о г о :  о) сх ем а  з вена  с  п о к а з а н н о й  н а  ней 

силой ; б) п оверн утый  п л ан  с к о р о с т е й .

или, так как ds — vcdt, то
dAi =  P iv с  cos a dt.



C K O o S " S eHCf S R T Л ? С УДОб"°  ”"Ре» е™"> построением планакоростеи звена АВ. Для этого строим в произвольном масштабе
повернуты й план скоростей звена АВ (рис. 15.3, б). На плане ско
ростей скорость точки С изображается отрезком (ре) отложен
ным в масштабе ц , от полюса р  плана скоростей в направлен“  
перпендикулярном скорости v c  точки С, т. е. ’

ус =  М'Э (рс).

в е „ " Г о 5 Т з Г п ™ а ™  еЛИ," ”Ы C'ÍOPO<:T,, ^  в ра-

dAi — Pi\iv (рс ) cos adt .  (15  j  4)

Переносим далее силу Pt с о  схемы звена в точку с  плана сковостей 
и из точки р  опускаем на направление этой силы перпендикуляр h-
лениГсилы 6 p Hey r o i  °г̂ авляем  б„ез изменения величину и направ- 

и ’ обРазУемыи отрезком (рс) и перпендикуля
ром hi, равен углу а,  так  к а к  отрезок (рс) перпендикулярен к на
С "  ’  °ТРе30К "< к .L p a Z e S c Z  Р ,

h  =  (рс) co s  а.

Подставляя полученное выражение в равенство (15.14), записы-

dAi =  PihiHu dt.

Произведение величины силы />■ на плечо h, представляет собой 
величину момента Мр (Pt) этой силы относительно точки Лтолюса
S S , ? Z Z £  Так к ак  все ск0р0сти ™ ™ a» e повернуты ” одну сторону, то знак момента для всех сил совпадает со знаком элемен- 
тарной работы силы, следовательно,

dAi =  М р (Pi) ¡iv dt. (15.15)

ствуТ=

Г е Х ™ . Г у 3 C„”  ” *  “  ™
ЧЙТЬГ я Г Г  выражения для элементарных работ можно полу- 
уоавнение ^ил, действующих на другие звенья механизма. Тогда 
уравнение (15.10) может быть представлено так:

П
P'v dt Мр (Pi) =  0, (15.16) ;

или

м р  (pi) +  Мр (Р2) + . . .  - f  мр (Рп) =  0, (15.17)



РЫЧАГ ЖУКОВСКОГО

так как в эти уравнения входит общий множитель ц» М, не равный 
нулю Уравнение (15.17) может быть написано так.

¿ М р (Р,') =  °- (15Л 8)

3°. Уравнения (15.17) м и  (15.18) геометрически могут быть
представлены следующим образом. щие в рассматриваемый

Переносим все задаты е с и л ы , ^  с и л ы  инерции,
момент времени на звенья механ ’ скоростей, не изменяя
,  одноименные точки повернутого " ла“а^ ° Р 0СсТ“ т'авляем далее
при этом величиныи В 1 и м л  пшх сил относительно
уравнение моментов {17. 5) все» план ско р о стей  как
полюса плана скоростей, с. у ППЯНа скоростей, находящийся некоторый рычаг с опорой в полюсе плана с к о р о с т е ^  Подобная
под действием всех рассматриваем1 возможных перемещений
геометрическая интерпретац Р решения многих задач
представляет зна^ ^ еЛЬ̂  ] Аэтот ПОЛучил название метода Жу- 
динамики механизмов. Метод У предложен, а рычаг,
ковского по имени ученого, К0Т°Р назван рычагом Ж уковского.

Г й ^ И“ ны, а " Ы™ е заданы вели= , н ап равл ен «, и

" РурЛаТнеенни ^ 7° ^ ™ ~ = е =  величина ¿ к о -  
мой силы, которая из него и 0ПР ^ елит^ и »  р  на звенья

М 2, . . . .  Мп, то уравнение (15.11) принимает вид
Р 1ар1 +  Р г й р а +  Р ^ р 3 + . . .  +  Рп*Рп +  М1 *р1 +

1 ^  + м 2й ^ + м 3а ^ + . . . + м п с1̂ 0 ,
. гкг ¿ф _  углы поворота звеньев, к  которым

где йср!, йф2. йсрз, • ••. ифп У м
приложены моменты М»  М*, М *  »• ^  также приложеНы

Моменты М\, ”*з> •••> „„„„д гкппостей звеньям меха- 
к отрезкам, соответствующим на плане < 3 % ?  " н а  удов- 
низма, но величина прикладываемого момента М( должна уд
летворять условию ^

м ; = м 1у 1,
где Г, -  отрезок, соответствующий на плане скоростей отрезку 1, 

“  Необходнмо иметь .  виду, что знак

нием о тр езкам и  Г л ^ е т ^ о т и в о п о л о ж н ы м , если направления 
не совпадают.



§ 68. Определение приведенных и уравновешивающих сил 
методом Жуковского

Пусть, например, на механизм действуют силы Р  Р  Р
ВСМ ОТХ « « « Л »

приведенную силу об^зи"Ит Т Е 2 р Ь " риведаннУю ™ЛУ- Если 

™  Г “ Т э РлН0Г° ™чк„ п ^ Г Г яаГ й Р“ л ы -через с1Ри, то элементарная работа силы Рп выразится так:

Р » аРп=12 }Р1(1р1. (15.20)

Если перенести приведенную силу Рп и силы />, р  р  в
В СООТВеТСТВуюЩИС ТОЧКИ П Л Я Н Я  Г ^ п ^ - г л ” 31 '*** п
Жуковского (§ 67), то уравнение п Ж  И пр™енить мет°Д уравнением (15.20) может быть заменено

Мр ( Р « ) ~ ' ^ М р (Р1), (15.21)

плана скоростей—ераш!яетсяЫсСммеН0СИТеЛЬН0 Т°ЧКИ Р ~  полюсаотносительно той же точки ^ментов всех заданных сил

щую ?иТ у% Жи л Т уо Т в^ Г ЖТО 0пре?елять также Уравновешиваю- у илу н у или уравновешивающии момент М Сем в

^ Тям 7 ^ 7 г : : ^ т детую ™ — "ь,йрому приложены Р „ Риложенными к тому же звену, к кото-
силы Р  должна совпадать с ! ! ! ? *  у»' рИ ЭТ0М линия Действия р  и р у с линиеи Действия силы Р„.  Тогда силы

И РУ =  — Р В. (15.22)

Му =:— Мп. , (15.23)
Из условия (15.22) следует:

РуйРу := — Р п 4 р п =  —2]Р 1 йр1. (15.24)

^ м »™ б„ Г ж е Г ” „ ~ ;л ЙЛ Т ,К 8т ь,м эвеним^  (~ил и 9, Рз, .. . . Рп, В число которых



входят и силы инерции, то для равновесия мехзнизма необходимо 
к ведущему звену приложить уравновешивающую силу Р у. Урав 
нение равновесия механизма может быть тогда написано в следую
щем виде с учетом уравнения (15.24):

¿р у+ 2 я , ^ = ° .  <15-25)р

В случае применения рычага Жуковского это уравнение может 
быть заменено следующим (см. уравнение 15.1о)).

л м р у) + 2 М р ( ^ ) = ° -  ( 1 5 ‘2 6 )1

Таким образом, если на звенья механизма действуют заданные 
гппы Р Р Р-, Рп, под действием которых механизм не нахо
д я  уравнения моментов всех этих сил отно
сительно полюса плана скоростей всегда можно определить 
чину силы Р„, уравновешивающей заданные силы.

Определив силу Ру и изменив ее направление на противополож
ное, получим, согласно уравнению (15.22), силу И„. по_..„ярм

Аналогично для уравновешивающего момента М у получаем

Му +  2 М р (Р,) =  0. (15-27)
I

2° Рассмотрим вопрос об определении уравновешивающей силы 
механизма показанного на рис. 15.4, а. Пусть на звенья механизма 
действуют внешние силы Р 2, Р 3, Р 4 и Р 5 В общем случзе под дейст
вием этих сил механизм как система, облад™ а* ^  
подвижности, не будет находиться в равновесии. Для пР™еден 
механизма в уравновешенное состояние надо в какои-либо точк 
механизма приложить уравновешивающую силу П-

В качестве такой точки выбираем точку Т ведущего звен . 
Задаемся направлением действия д — д силы Ру. Для ™ Р ^ ле4  
величины уравновешивающей силы воспользуемся м д ^
ковского Строим в произвольном масштабе повернутый план 
скоростей механизма (ри'с. 15.4, б) и переносим все силы Действую
щие на механизм, в том числе и уравновешивающую силу Р у, в д  
поименные точки плана. Составляем далее уравнение 
всех перенесенных сил относительно полюса плана скоростей. Имеем

Мр (Р2) +  Мр (Р*) +  Мр (Р1) +  Мр (Рв) +  Мр (Ру) =  0.

Обозначая плечи сил Р2, Р3, Р 4, Рь и Ру относительнопштюса плана 
скоростей соответственно через и полу

Р2/г2 — Р3/г3 — Р А  +  Р ¿4  ~ Ру'Ч =



[ГЛ. XV

н я п п ^ 1 М0МеНТ0В СИЛ Р г ’ Р з ’ Р * и в ы б и р а е м  в зависимости от 
нма п вращения вокруг полюса р . Из последнего уравне-
ИмеемПРеДеЛЯеМ ИСКОмую величинУ уравновешивающей силы Ру.

Ру= / / ; -  Р А  -  Р А  +  / у г 5) . ( 15.28)

Направление вектора силы Р  определяется после численного 
подсчета правой части равенства У(15.28). Если правая часть урав°
силы* Р°КГ :СЯ п°ложительнои- то это означает, что направление 

Ру было выбрано правильно. При отрицательном значении

РИС- Г п ^ е т е.ЙвСГ р ^ Г ММ

тивоппппж^нпр исправление силы Ру должно быть изменено на про- 
п Произведя в правой части формулы (15.28) почлен

ное деление на Иу, получаем
Р _ П П2

у~~ 2/Гпу
р  к  , р  А в

8Ау РЧ У +  Р ЬГУ' (15.29)

обР?зом- величина уравновешивающей силы А, равна
£  К0И сумме пР0ИзвеДений действующих на механизм

и А /А = : СТ,ВуЮЩИе отношения отрезков Й2/Л А,/йу, а /ь и л5/Лу, взятых из плана скоростей.
™ я!13аЛ0ЖеННЫЙ МетОД является Общим для механизмов любогоКЛаССа.

' ^гналогично решается задача и об определении приведенной
например, на звенья механизма, показанного на

Кпы«™  ’ а ’ деиству“ т силы р 2- ^8, Л , Рь Требуется определить
ппилп>кртш°гсилу де„ИСТВУющУю на звено /, причем точка 

риложения Т приведенной силы и линия ее действия а—а заданы
(15Я2 2 )Т о 5 те29)Я Приведенной силы Л. воспользуемся условиями 

Величина приведенной силы Р п, очевидно, будет равна

р " = - р ’ = - р ‘ % +  р ’ щ + р ч , - р , г /  <' 5-3<>>



Таким образом, определение приведенной силы сводится к опре
делению уравновешивающей силы с помощью^ плана скоростей. 
Определив уравновешивающую силу, мы найдем приведенную 
силу, изменив направление уравновешивающей силы на противо-

П°ЛПрименение рычага Жуковского позволяет определить искомые 
силы с помощью только одного уравнения моментов всех сил, дейст
вующих на механизм, относительно полюса п лана скоростей. В слу
чае применения метода планов сил пришлось бы произвести по
следовательно определение всех давлении в парах, т. е. произвести 
полный силовой расчет механизма. При применении рычага Ж у
ковского план скоростей обычно строится повернутым. Можно 
пользоваться также и неповернутым планом скоростей. В этом 
случае необходимо все силы при их переносе на план скоростей 
повернуть в одну и ту же сторону на угол 90 . ^

4° Метод Жуковского является геометрической интерпрета
ц и е й 'уравнений (15.6) и (1 5 .7 ), позволяющей с исключительной 
простотой и изяществом определять приведенные силы и моменты. 
При динамическом исследовании механизмов обычно силы, дейст
вующие на механизм, приводятся раздельно. Так, отдельно опре
деляют приведенную силу от производственных сопротивлении 
далее определяют приведенную силу от сил трения и от других. При 
приведении движущих сил обычно одновременно учитывают и 
силы тяжести, которые в зависимости от положения механизма 
увеличивают или уменьшают приведенную движущую силу, аз 
дельное определение приведенных сил позволяет лучше учесть
влияние каждой из них на механизм.

Пример. На рис. 15.5, а показана схема механизма двигателя 
с прицепным шатуном. На звенья 3 и 5 действуют силы Р 3 и /V 
Требуется определить уравновешивающую силу Ру, приложенную 
в точке В кривошипа 1, при условии, что сила Ру направлена по 
прямой а—а, перпендикулярной к  кривошипу АВ.

Строим в произвольном масштабе повернутый план скоростей 
(рис. 15.5, б) и прикладываем в точках с и е  силы Р3 и Иъ. 4 е Рез 
точку Ь проводим линию действия уравновешивающей силы, парал
лельную <7—<7. Составляем далее уравнение моментов всех сил отно
сительно полюса р плана скоростей. Имеем

М-р (Ру) +  Мр (Р3) +  М р (Я5) =  0»
или, подставляя в это уравнение соответствующие отрезки плана 
скоростей, являющиеся плечами сил Р у, Р 3 и Рь> находим 

Ру ( рЬ)=Р3 (рс) +  Р 6 (ре), 
откуда получаем величину уравновешивающей силы:

Р _ р  (£). +  р . М .
у — а (рЬ) ' °(рЬ)
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Так как правая часть уравнения положительна, то направление 
силы Ру было нами выбрано правильно. Полученную силу Р  
прикладываем в точке В  механизма. 'Ученную СИЛУ Ру

Рис. 15.5. к определению приведенной силы- а)
м еханизма ;  6) повернутый план скоростей '  *

Если требуется определить приведенную силу Р  приложенную

у ™ов“ ем П 5 1 | Г 7 Г УЮ П0 Л" НМ ™  та » « о «  условием (15.22), т. е. приведенная сила Рп имеет т у  же ч е п и и и н и

Г ™ Уг " Г ШЙМЮЩаЯ СИЛа Р’ - а «  нап^Твлени* противопо^ ложно направлению уравновешивающей силы

Рп =  — Рч.

§ 69. Кинетическая энергия механизма

г   ̂ ' ^ ак было показано в § 63, 2°, уравнение кинетической энер
гии применительно к механизму имеет вид (см. уравнение (14. &

А _  А — V  тг)2 V  
я  (15.31)

_П1 Пользуясь методами, указанными в § 66 или « 68 можно все
2 о Г к Т м б п ИЛЫ Заменить °да°й приведенной силой р'А, приложен! 
НОИ к выбранному звену приведения АВ (рис. 15 6 )  в точке В
кден0„ойКсилой°?Н0 ВСе °ИЛЫ со„пР°тивления заменить одной при! 
т о т к е Т  °  приложеннои к т°му же звену АВ в той же

^ Г НТЫ °ИЛ движУЩих и сил сопротивления М„ и М также 
можно заменить приведенными моментами на- валу А °

УравненЯие3а™ Г я ПРИВеДеННЫе °ИЛЫ ИЛИ момен™, мы можем 
й ер г„ ™ ш „ Г ать таК: “ ,а " “ ДУ УРЭВ"е“" я “ » ' « » « « о й

V  ПК? \\
==2 ~ ^ ~ 2 ^ -  (15-32)

есть работа приведенной силы Р „

Ар  — Ар
Д С

в  уравнении (15.32) А,

работа приведенной силы Р с . Левая часть этого уравнения



может быть выражена и через работы приведенных моментов. 
Имеем

=  (15’33) 

В уравнении (15.33) ЛЖд есть работа приведенного момента 
М д движущих сил и Ал,с — работа приведенного момента Мс сил
сопротивления.

Введем обозначения:

Тогда уравнения (15.32) и (15.33) можно написать так:
Ар — Ар —Т — Т0 (15.34)

Ам - А м  = Т - Т 0. (15 .35 )
Д С

Если приведенные силы Рд и Рс или моменты М д и Л1С заданы 
в функции пути точки приведения или в функции угла поворота 
звена приведения, то не составляет труда опре
делить работу и или Амд и Амс этих 
сил на заданном интервале. Таким образом, 
всегда может быть найдена разность работ, 
стоящая в левой части уравнений (15.34) и (15.35).
Переходя к правой части этих уравнений, мы 
видим, что в этих частях стоят величины кине
тической энергии механизма в рассматриваемых Рис 15 6 Схемазвена 
его положениях. приведения приве-

Рассмотрим вопрос О ТОМ, как может быть Л еиной м а . с т  . 

определена кинетическая энергия механизма.
2°. В общем случае плоскопараллельного движения звена его 

кинетическую энергию можно представить в виде суммы энергий 
в поступательном вместе с центром масс звена и вращательном 
вокруг его центра масс движениях. Поэтому для механизма можно 
написать

T = J ' 2 i (miv¡ +  J i со?). (15.36)
1

В формуле (15.36) т.1 — масса звена г, и/ — скорость центра 
масс, Уг — его момент инерции относительно оси, проходящей через 
центр масс, и <а; — его угловая скорость. Рассмотрим, как подсчи
тывается кинетическая энергия отдельных звеньев в зависимости 
от вида их движения.



Кинетическая энергия звена, движущегося поступательно, равна
гпиъ

T =  ~y -. (15.37)

В этой формуле т  есть масса звена и v$ — скорость центра масс 
поступательно движущегося звена.

Для звена, имеющего вращательное движение, кинетическая 
энергия равна

Т = ~ .  (15.38)

Здесь J  есть момент инерции звена относительно оси вращения и 
со — угловая скорость звена.

Для звена, имеющего сложное плоскопараллельное движение, 
кинетическую энергию можно представить так:

/0Ш2
Т = ~ ,  (15.39)

где J p есть момент инерции звена относительно оси, проходящей 
через мгновенный центр вращения р,  и со — мгновенная угловая 
скорость звена. Момент инерции J р относительно оси, проходящей 
через мгновенный центр вращения, может быть выражен через мо
мент инерции J s  относительно оси, проходящей через центр масс
S звена:

J р =  J s~b tnlps- (15.40)
В этом равенстве 1Р$ есть расстояние от центра масс S  звена до 

мгновенного центра вращения р. Подставляя выражение для J р 
из равенства (15.40) в уравнение (15.39) и принимая во внимание, 
что ч>1 ps = vs  есть скорость центра масс звена, получаем известную 
формулу для кинетической энергии звена, имеющего сложное 
вращательно-поступательное движение:

со2 ntv%
r  =  +  (15.41)

Складывая алгебраически кинетические энергии отдельных 
звеньев, по формуле (15.36) получаем значение кинетической энер
гии всего механизма.

§ 70. Приведенная масса и приведенный момент инерции
механизма

1°. Механизм с одной степенью подвижности имеет одно веду
щее звено, которое может быть выбрано за звено приведения. Пусть 
рассматриваемый механизм, состоящий из п  звеньев (рис. 15.7, а), 
имеет одну степень подвижности. В этом механизме выбираем одно 
звено, например звено АВ,  в качестве звена приведения, а одну из 
точек этого звена, например точку В,  примем за точку приведения.



Развернем уравнение (15.36), помножим и разделим правую часть 
равенства (15.36) на квадрат скорости точки приведения В и 
вынесем величину за скобки. Тогда равенство (15.36) в развер
нутом виде можно представить так:

- i [ - © , + ' ‘ ß ) , + - ß ) , +  .

+ 4 % + , ' , + / 4 i ) 2 + M v
(15.42)

где и,, V«,  ..., — скорости центров масс звеньев.
В равенстве (15.42) кинетическая энергия Т выражена в функции 

скорости »в точки приведения. Кинетическую энергию можно
.к

pSn-i
\ 1
\ /  5/

М р(а,п)
Ъ7Ш

1мн̂ ш

а)
Рис 15 7 К определению приведенной массы м еханизм а :  а) схема 

механизма; б) план скоростей.

также выразить в функции угловой скорости со звена приведения. 
В этом случае правую часть равенства (15.36) умножаем и делим на 
квадрат угловой скорости coj[ звена AB. Получаем

(Oi
/о)2у

>1

j - t T l  (|5-43)
Обозначим величину, стоящую в квадратных скобках равенства

(15.42), через т п, а величину, стоящую в квадратных скобках 
равенства (15.43), — через J п- Тогда будем иметь

2+ J n h v

и
Jn- --Шх +  т г\

! ̂ 2 
\Ö1 Ч

1 Г _1_ т (Un\2 4- J  f—-V
+  W  +  • •' +  т я  \ щ )  + J n W )

(15.44)



Из равенств (15.44) и (15.45) видно, что величина тп имеет раз
мерность массы [кг], а величина J n имеет размерность момента 
инерции Iкгм  ]. Таким образом, тП представляет собой некоторую 
условную массу, сосредоточенную в точке В, кинетическая энергия  

которой равна в каждом рассматриваемом положении кинетиче
ской эн ер гии  звеньев механизма АВС... К Ш  (рис. 15.7, а), т. е. сумме 
кинетической энергии всех его звеньев. Масса та получила название 
приведенной массы.

Из равенства (15.44) следует, что в общем случае приведенная 
масса переменна и зависит от квадратов отношений линейных и 
угловых скоростей, и поэтому она всегда положительна

Аналогично величина J Л в равенстве (15.45) представляет 
собой приведенный  к звену АВ момент инерции  звеньев механизма. 
с*то есть момент инерции вращающегося вместе со звеном АВ тела, 
кинетическая эн ер ги я  которого в каждом рассматриваемом положе
нии^механизма равна сумме кинетических энергий всех его звеньев.

. Подставляя в формулы (15.42) и (15.43) значения т.. и J í, 
и принимая во внимание формулу (15.36), получаем

7- Ч  |  +  А ( 5 ) ] - = £  (15.46,
И

+  +  ^ 0 ]  = ^ -  (15.47)

Из равенств (15.46) и (15.47) следует, что приведенная масса тП 
и приведенный момент инерции /п связаны условием m„vЪ =  J  и? 
или так как уЬ =  со[1%в , то "

т " = 7 ^ ’ (15-48)
где 1а в  — длина звена приведения.

Приведенная масса та и приведенный момент инерции J п могут 
быть выражецы также через соответствующие отрезки плана ско
ростей (рис. 15.7, б). Имеем

+ Л ^ ( 2 ; + « » ( 5 ) '  +

, ,  АВ I Р̂  \ , . „  Р$п \г Ч
+  2 \рь)  +  • ■• ■• +  т '^АВ ( р т )  +  п



так как =  ц* (р^), Vs1 =  (Р^г). •••> ^ п (Р^)’
(аЬ) ,, (И

(Й1~М'Т>'7--- > — Г1> / >
1АВ 1ВС

(0„
¿АГ

и 1Ь =  ц , (рЬ), где [X, есть масштаб плана скоростей Нетрудно 
видеть, что приведенные масса тп и момент инерции J п являютс 
функциями обобщенной координаты (р* (рис. 15.7), т . е . шп /ип чФ1 *
и J l¡ =  J П Ы -

Рис 15 8. К  определению приведенной м а с с ы  м е х а н и з м а !  
а )  с х ем а  м е хан и зм а ;  б) поверн уты й  п лан  с к о р о с т е й .

Как было показано выше, в качестве звена приведения обычно 
выбирается звено, являющееся ведущим (рис. 15.7, а). Таким обра
зом звено АВ будет находиться под воздействием сил и и с, 
в общем случае переменных, и будет обладать массой т„, сосредо
точенной в точке В, в общем случае такж е переменной (рис. 
Приведя все силы, действующие на звенья механизма, и их массы 
к ведущему звену АВ, мы тем самым у с л о в н о  заменили механизм 
эквивалентой в динамическом отношении системой звена с массой
т„ или моментом инерции /п.

Пример. Определить кинетическую энергию, приведенные массы 
и момент инерции механизма (рис. 15.8, а) в положении, показанном 
на чертеже, если известны массы и моменты инерции его звеньев. 
Скорости центров масс и угловые скорости звеньев заданы повер
нутым планом скоростей (рис. 15.8, б). В качестве звена приведения
выбрано звено АВ. , _

Общая кинетическая энергия Т механизма, согласно формуле
(15.36), равна

 ̂зЮ I
2 Г~ ~ I о ■ о -Т-

В этой формуле J г и суть моменты инерции звеньев 2 я 4 отно
сительно осей, проходящих через центры масс 5 2 и ^ 4; J 1 я J з  
моменты инерции звеньев 1 я 3 относительно осей, проходящи 
через точки А и В ;  (о1( со2, со3, ш4 -  угловые скорости звеньев
1 2 3 4• V,. Vл и V* — скорости центров масс Ь2, о 4 и звеньев 
2, 4 ’и 5 и 'щ ,  т 4 и тн — массы звеньев 2, 4 я 5. Т ак как  в качестве 
звена приведения выбрано звено АВ, то кинетическая энергия ^



механизма, согласно формуле (15.43), может быть выражена так-

+ т ^ г + ч г - : г + ч ^ ] = ^ ,
где — вьфзжбнис, стоящее в квадратных скобках.
жрияС™ а пРивеДенного момента инерции J п может быть выра- 

ена через соответствующие отрезки плана скоростей (рис. 15.8, б).
н о л я ш у  ^Ь1™сляем все значения линейных и угловых скоростей, 

ходящих в выражение для кинетической энергии. Имеем

(Й1==Мж(£^) ю _ Уу(Ьс) т _ _ М р с ) 
А В

Цг, Цё)
“ 2 = - ; -----, Щ-— Г-

А В ‘ ¡ ¡ с  1г1О СI I { |-/з\
Ю4 IЕЕ

1’2 —  (Р 5 2) ,  У4 — в (/М4) ,  0 5 = ) Х :, ( / « 5) .

+ т й в  ( У  + / , ‘̂  ( * ) ’  +  т .Рлв

также энеРГИЯ механизма (рис. 15.8, а) может быть
также выражена через приведенную массу тп, причем за точку
т « =  М°ЖеТ бЫТЬ в“ бРана любая точка звена АВ. Если за 
точку приведения мы выберем точку В, то формула (15 46) для 
кинетической энергии примет следующий вид: 1 '

гр П &
2 *

Так к а к  согласно формуле (15.48) тп = то разделив
первую часть уравнения для приведенного момента инерции J a 

аву получим значение приведенной массы:

т “в &  +  'я - Й ) 2 +  /Й :(£ ), +Ъв ‘ 112\рь]

Величины отрезков, взятых из плана скоростей, можно брать 
Умножения на масш таб-ц, плана, так как  при 

делении одного отрезка на другой масштаб сокращаются.



Г Л А В А  XVI

ИССЛЕДОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ МАШИННОГО А Г Р Е Г А Т А  

§ 71. Основные формы уравнения движения

1°. Как было указано выше (§ 1, 3°), под машинным агрегатом 
понимается совокупность механизмов двигателя, передаточных 
механизмов и механизмов рабочей машины. Примерами машинных 
агрегатов могут быть поршневой двигатель внутреннего сгорания 
и поршневой насос, электродвигатель и кривошипный пресс для 
обработки металлов давлением, электродвигатель и ротационный 
насос, поршневой двигатель внутреннего сгорания и генератор
электрического тока и т. д.

В § 41 и 42 было показано, что движущие силы и силы произ
водственных сопротивлений могут зависеть одновременно или 
раздельно от положения звена, выбранного за ведущ ее, и от угло
вой скорости этого звена. Например, в машинном агрегате с порш
невым двигателем и поршневым насосом движущие силы и силы 
производственных сопротивлений зависят от положения ведущих 
звеньев.

В машинном агрегате электродвигатель — кривошипныи пресс 
для обработки металлов давлением движущие силы зависят от 
угловой скорости и могут быть представлены в виде соответст
вующей механической характеристики (см. § 42, 2°). Д ля пресса 
сопротивление является функцией положения его ведущего звена. 
В машинном агрегате электродвигатель — ротационный насос дви
жущ ая сила и сила производственного сопротивления зависят от 
угловой скорости ведущих звеньев. Наконец, для машинного агре
гата поршневой двигатель внутреннего сгорания — генератор 
электрического тока движущ ая сила может считаться с достаточ
ной точностью зависящей только от положения ведущего звена, 
а сила производственного сопротивления — от угловой скорости
вала генератора и т. д.

Приведенные моменты инерции J„ машинного агрегата могут 
быть или постоянными, или ж е зависящими от положения веду
щего звена. Так, у электродвигателя с ротационным насосом, гене
ратором электрического тока и т. д. приведенный момент инерции 
J „ постоянный (■/„ =  const). У  кривошипного пресса, поршневого 
двигателя внутреннего сгорания, строгального станка и т. д. 
приведенный момент инерции J n зависит от угл а поворота ср веду
щего звена (/п =  J n (ф)).

Приведенная масса тП или приведенный момент инерции J„, 
очевидно, постоянны для всех машин и механизмов, дл'я которых 
передаточные отношения, входящие в равенства (15.44) и (15.45), 
постоянны.



2°. Уравнение движения машинного агрегата может быть напи- 
с а н о в  форме уравнения кинетической энергии (см. § 63, формула

а* - а^ 2 Т - 2 " ¥ -  о « - ' )

Если привести все силы и массы к выбранному звену приведе
ния, то уравнение (16.1) может быть написано так:

(16.2)

где Лрд работа приведенной к звену приведения движущей 
силы на рассматриваемом перемещении, Ар — работа приведен
ной силы сопротивления на том же перемещении, та и т п0 — при
веденные массы, соответствующие конечному и начальному поло
жениям рассматриваемого перемещения, и V и — скорости точки 
приведения, соответствующие конечному и начальному положе
ниям рассматриваемого перемещения.

Обычно удобнее в левую часть уравнения кинетической энергии 
вводить работу приведенных к звену приведения моментов сил Ам 
и Амс> а правую  часть выражать через приведенные моменты инер
ции J a и J п0 звеньев. Уравнение (16.2) принимает тогда следующий 
вид:

Д.. _ Д _•Лт{0о /1 г- о*ЛМд Амс ------2--------- 2~. О6 -3)

3°. Уравнение движения машинного агрегата может быть также 
написано в форме дифференциального уравнения.

Обозначим разность приведенных силы движущей Р ,  и силы 
сопротивления Рй через Р, т. е. Р — Ря _Рс.

Тогда уравнению кинетической энергии можно придать вид

йА = Р  (Ь =  йТ,
или

р _¿ А __йТ
¿й ’ (16.4)

где йА — элементарная работа приведенной силы, ей — элементар
ное перемещение точки приведения и йТ — элементарное прира
щение кинетической энергии агрегата.

П одставляя в уравнение (16.4) значение кинетической энергии, 
получаем



где та — приведенная масса, в общем случае переменная и являю 
щаяся функцией пути s. Далее имеем

Другой вид уравнению движения механизмов машинного агре
гата можно придать, если воспользоваться приведенным моментом 
М =  М д — М с, приведенным моментом инерции J a я  угловой ско
ростью (о звена приведения. Имеем тогда

где ф _  уГол поворота звена приведения. Последнее уравнение 
получается аналогично уравнению (16.5) из уравнения

Д ля определения истинного движения всех механизмов машин
ного агрегата, очевидно, достаточно знать закон движения звена, 
выбранного за звено приведения, т. е. определить уравнения
(16.6). или (16.7) обобщенные координаты звена приведения как 
функции времени.

4°. В § 16 было показано, что в общем случае движение любого 
механизма может быть представлено как сумма двух  движений, 
перманентного и начального. В перманентном движении скорость 
V точки приведения или угловая скорость ю звена приведения 
постоянны. Соответственно ускорение а  точки приведения или 
угловое ускорение е звена приведения равны нулю. В начальном 
движении скорости о и ш соответственно равны нулю, а ускорения 
а  и е не равны нулю. Такая интерпретация движения механизма, 
предложенная Н. Е. Ж уковским, становится особенно ясной, 
если обратиться к  уравнению движения звена приведения меха
низма, написанному в форме дифференциального уравнения вида
(16.6) или (16.7).

Рассмотрим уравнение (16.7). Имеем

ds dv ds V ds dt ds dt '

поэтому уравнение (16.5) принимает вид

(16.6)

(16.7)

М = Мл- М й= ~ = (16.8)

12 И. И, Артоболевский



В перманентном движении со =  const и е  — ~  =  0, и, следова
тельно, равен нулю первый член правой части уравнения (16.9). 
В начальном движении со =  0, е =  ̂  Ф  0, следовательно, будет 
равен нулю второй член правой части уравнения (16.9). Обозначим:

Л1Н.Ч = (16. 10)

Мпер =  — у  (16.11)

где М иач — момент от сил инерции в начальном движении, а М пер—■ 
момент от сил инерции в перманентном движении.

Тогда
М _J  _  0)2 _  л , 1 с  1

п dt 2 d<p ~  (16 .12)
или

M  +  AiHa4-f--Mnep =  0. (16.13)

Уравнение (16.13) есть уравнение динамического равновесия звена 
приведения, к  которому приложен внешний момент М и моменты 
Мпач и Мпер сил инерции звеньев в начальном и перманентном 
движениях.

Таким образом, при динамическом исследовании механизма 
можно и не пользоваться понятием приведенной массы или приве
денного момента инерции, а определять моменты М нач и М пер от 
сил инерции, приводя силы инерции звеньев, найденные в усло
виях перманентного и начального движений, к выбранному звену 
приведения.

§  72. Интегрирование уравнений движения

1°. В дифференциальное уравнение движения механизма ма
шинного агрегата в форме (16.7) в левую часть входят приведенные 
моменты Мд и Мс движущих сил и сил сопротивления. Как было 
указано выше (§ 71, Г), эти моменты могут быть функциями обоб
щенной координаты ф, или ее первой производной ф =  со, или, 
наконец, времени t.

Если рассмотреть возможные сочетания этих функций, то можно 
установить следующие виды уравнений движения, в которых мо
менты Мд и Мс являются функциями одной и той же переменной.

Первый вид уравнений:

М д(ф )-М с(ф ) =  ^ $  +  ? ^ ,  (16.14)
da . со2 d JnМ д (с о )-М с (со) =  Уп^  +  ^ ,  (16.15)

(16.16)



В уравнениях (16.14)—(16.16) моменты Мл движущ их сил и 
моменты Мс сил сопротивления в каждом из уравнений являются 
функциями или от ф, или от со, или от Но не менее часто мы имеем 
случаи, когда моменты Мд и М с являются функциями различных 
переменных. Тогда мы получаем уравнения второго вида:

Уравнения (16.14)—(16.19) в общем случае являю тся нелиней
ными дифференциальными, решение которых может быть прове
дено только приближенными методами.

2°. Нетрудно видеть, что только уравнение (16.14) может быть 
решено, и притом в квадратурах, а не в конечном виде. В самом деле, 
если Мд =  Мд (ф ) и Мс = М с (ф ) ,  то, согласно уравнению (16.8), 
уравнение (16.14) может быть представлено в следующей форме:

где J Пi и — приведенный момент инерции и угл о вая  скорость 
звена приведения в положении и J n0 и со0 — приведенный момент 
инерции и угловая скорость звена приведения в начальном положе
нии. Уравнение (16.20) есть уравнение движения механизма машин
ного агрегата в форме уравнения кинетической энергии.

Из уравнения (16.20) определяется угловая скорость сог:

Из формулы (16.21) следует, что если заданы функции Мд = 
=  (ф ) ,  Мс = Mz (ф ) и J n =  J n (ф ) ,  то для определения угловой 
скорости cú¿ необходимо еще иметь заданной величину угловой 
скорости ю0. Если исследование механизма машинного агрегата 
начинается с момента пуска его в ход, то угловая скорость со звена 
приведения со0 =  0 и формула (16.21) принимает вид

(16.17)

(16.18)

(16.19)

(Мд - М с)Лф =  < * ( ^ ) ,

откуда имеем

(16.20)
Фо

Фо



Из формул (16.21) и (16.22) можно определить значения угловой 
скорости (о звена приведения в функции его угла поворота, т. е. 
со =  со (ф). Д ля определения времени ¿движения механизма машин
ного агрегата  можно воспользоваться условием

со =  ̂ .  (16.23)

Из соотношения (16.23) получаем

<|1Ш>и фо
или

<р,-

<Ро
и, далее,

Ь
и = ь +  5 5 ^ -  <16-26>

Фо

Если исследование движения механизма ведется с момента 
пуска его в ход, то /0 =  0 и уравнение (16.26) примет вид

( ,6 -27>
Фо

Из формулы (16.26) или (16.27) можно определить время / дви
жения механизма в функции угл а <р поворота звена приведения, 
т. е. / =  / (ср). Таким образом, мы имеем две функции: со =  со (ф) 
и / =  / (ф). Исключая из них угол ф, можно получить функцию 
со =  со (1) — зависимость угловой скорости со от времени Угло
вое ускорение е звена приведения определяется из соотношения

<1(0 £¿0) с1т йш
8 =  -л или е = - г - - . г  == с о . ас аф ш аф

В частном случае, когда приведенный момент инерции J п по
стоянен, формулы (16.20) и (16.21) принимают вид

Фг
 ̂ (М д - М с)Л р  =  ̂ (с о !-со 2 ) (16.28)

фо
И

/ ф<

и
Фо

“ <• =  1  /  ТЛ $  ( М д  -  Щ  ^Ф +  юо* (16.29)
Фо



Если задани^ие приведенные моменты, а приведенные силы
* ~  — с ® и п РивеДенная к точке приведения масса

та -  тп (в), где я — путь точки приведения, то равенства, полу
чаемые решением уравнения движения агрегата, будут аналогич
ными уравнению (16.20) и формулам (16.21) и (16.26). Имеем

| ( Р Д-/>С) &  =  ̂ _ « ,  (16-30)

откуда

и, далее,
уf  s0

Vi==V  ^ ) {P* - PJ ds +  ̂ vo (»6-31)

I
' '  =  * • + ¡ ¡ ¡Г й ’ (16.32)So

где v, Vi и v0 — скорости точки приведения.
3°. Уравнения (16.15) и (16.16) могут быть решены в квадра

турах в частном случае, когда приведенные моменты инерции 
J n const. В этом случае уравнение (16.15) получает вид

M A®)-M z(e>) =  J a (16.33)

Так как  моменты Ма — Мд (<о) и Мс = Мс (со) заданы и изве
стен постоянный момент инерции J n, то уравнение (16.33) при
водится к виду > V

¡1 а>1

I  d t = z J n  ii 0>)-Мс (со)' (16.34)

Из уравнения (16.34) определяется время Ь движения агрегата 
в функции угловой скорости со, т .е .  / =  / (со). Производя интегри
рование левой части, получаем

+ лГя-(и )1“Мс(ш)- (16.35)
СОэ

Уравнение (16.16) при J a =  const приводится к виду

=  (16.36)
Так как моменты Мд = Мд (t) и Мс =  Мс (t) заданы и известен 

постоянный момент инерции / п, то из уравнения (16.36) получаем

?  I *•
J d0) =  Ja 5 [/Ид (/) ~  WJ dL (16.37)

/Л. *



Из уравнения (16.37) определяется угловая скорость и движе
ния звена приведения в функции времени к

и
а. =  ао +  ±.  ̂ [М я ( 0 - М с ( 0 ] Я -  (16.38)

¿0
Получение решений уравнений (16.17)—(16.19) в конечном 

виде возможно в частных сл уч аях , когда функции, стоящие в левой 
части этих уравнений, достаточно простые

4°. К ак  было указано выше, уравнения (16.14)—(16.19) в общем 
случае могут быть проинтегрированы приближенными методами. 
В качестве такого метода может быть применен, в частности, метод, 
разработанный Г. Г. Барановым, заключающийся в том, что угол 
поворота ф звена приведения разбивается на достаточно малые 
интервалы Дер, принимаемые за шаг интегрирования. В каждом 
интервале Дер заданные функции приведенных моментов движу
щих сил М л и сил сопротивления Мс считаются постоянными, 
а приведенный момент инерции j Il принимается изменяющимся

ЛИН<Эбозначим левые части уравнений (16.14)—(16.19) обобщенно 
в виде М (ср, со, 0 . так  к ак  моменты М д и М с могут быть функциями 
угл а  поворота ср, угловой скорости со и времени /. Тогда эти урав
нения можно написать в общем виде так:

М ( ф . » . 0  =  / . £  +  ?7 Е ?-  ( 16‘39>

Т ак к ак
¿ ю _йа> <Лр__ йм
~Ж ~~ ¡¿ф Ш ~ ¿ф ’

то уравнение (16.39) можно представить в следующем виде.

М ( Ф, со, 0  =  +  0 6 .4 0 )

или
т  (ф , со ^  =  2 / д  +  а  ( 1 6 . 4 1 )

Заменим в уравнении (16.41) шагом интегрирования ДФ. 
Тогда величина ¿со приращения скорости может быть заменена 
разностью (сог+1 — со,), а величина ¿Л , приращения приведенного 
момента инерции — разностью — К ь  где I и 1 + 1  два
положения звена приведения, соответствующие началу и концу
интервала Дф =  Фг+1 — фг-

С учетом сказанного уравнение (16.41) принимает вид

2М (ф,-, со,-,_ ^  Дф =  2/ г (сот -  сог) +  Щ (</п(г+1) ~  ^¿)- (16.42)



Решая уравнение (16.42) относительно угловой скорости со;+1, 
получаем

т  _^(ф|> и) Дф | ЗУП( JnЧ+l> /1С /Ю\
г+1~  Т ^ 1 1 27^----- (1Ь-4с})

Зная значения для М (ф,-, со,-, /,), /пЬ J п (г+1) и сог, из формулы 
(16.43) при выбранном шаге интегрирования Аф можно определить 
угловую скорость со!+1. Проводя ш аг за шагом вычисления угловой 
скорости сог-, получаем функцию со =  со (ср).

Д ля определения времени / движения агрегата можно восполь
зоваться условием

*  =  (16-44)

Заменим в этом уравнении сИ через разность /!+1 — , Ар — через 
шаг Аф интервала и угловую скорость со — через ее среднее зна
чение СОг̂ СОг+1. В таком случае можно написать

<16-45>
откуда определяем время ¿/+1:

Изложенный метод приближенного интегрирования может 
быть применен как  в случае аналитического, так  и в случае графи
ческого задания всех функций, входящих в уравнения (16.14) —
(16.19).

§ 73. Исследование движения с помощью уравнения 
кинетической энергии

1°. В большинстве технических задач приведенный момент 
движущих сил и приведенный момент сил сопротивления задаю тся 
в виде графиков, в виде графика такж е задается и приведенный 
момент инерции. Поэтому решение уравнений движения механизма 
ведется графочисленными методами. При графочисленном решении 
уравнений движения удобно применить уравнение кинетической 
энергии. Д ля этого можно использовать диаграмму Т =  Т (/„), 
устанавливающую связь между кинетической энергией Т и приве
денным моментом инерции /п.

Рассмотрим тот случай, когда приведенные моменты являю тся 
функциями угла поворота ф звена приведения.

Пусть момент Мд задан графиком Мл — Мд ( ф ) (рис. 16.1, а, 
сплошная линия), момент Мс задан графиком Мй =  М с ( ф )  
(рис. 16.1, а, штриховая линия), а момент инерции J a задан графи
ком J n =  J a (ф) (рис. 16.2).



Работа приведенного момента Мл на выбранном интервале равна
ф

Ам „ =  \ Мдйф,
д о

где ф — угол поворота звена приведения. Величина этой работы 
вы раж ается произведением площади, ограниченной кривой М д = 
=  Мд (ф). осью ф и начальной и конечной ординатами, на соот
ветствующие масштабы. Работа приведенного момента Мс равна

ф

Ам
с о

и выражается произведением площади, ограниченной кривой 
Д 4 с =  м с  ( ф) ,  осью ф,  начальной и конечной ординатами, на соответ
ствующие масштабы.

На рис. 16.1, а угол Ф , соответствующий полному времени 
движения механизма, равен сумме углов: Ф =  фр +  фу. д +  фв. где 
угол фр соответствует времени разбега, фу. д — угол времени устано
вившегося движения и ф„ — угол времени выбега. Угол ф0 соответст
вует времени одного оборота звена приведения. Приращение кине
тической энергии механизма за какой-либо промежуток времени, 
согласно уравнению (15.35), выражается разностью площадей кри
вых М д =  М д (ф) и Мс — Мс (ф), помноженной на соответствующие 
масштабы ¡Ам и  }аф. Например, на участке (1—2) (рис. 16.1, а) 
работа приведенного момента Мд выражается площадью \11'2'2] мм2,



умноженной „а масштабы м  • £ £ £ $ ' ? £  ^ Г о Е А о Т н 'Г т !
Г  ” ы “т^ ^ ащ ен н е”кинетической / н е ^ и  Д Г1а представ- 
ляется тогда площадью \1'2'2"\, умноженной на те ж е масштабы.
Таким образом,
д г  1! =  г >- Г 1 =  № ! л л . [ / / ' 2 ' 2 ] - и л . [ / Г 2 ' 2 ] (  =  № п л . [/  2 2 I

Я этом равенстве иф есть масштаб углов поворота и Цж - ^ а с и п а б  

моментов. ПР"Раш“ “  ™“” 2И4 ^ г "  ™ риратеш еУ кинетической 
" Ц Г Г ^ т Г Д  пршюрционально площади и Г Г Г Л

И Т'ичменение кинетической энергии всегда пропорционально пло
щадям, заключенным между кривыми моментов движущ их сил 
сш? сопротивления (на рис. 16.1, а  эти 
площади заштрихованы). Этим площадям 
следует приписывать знак плюс или минус 
в зависимости от того, какая работа будет 
больше: момента движущих сил или мо
мента сил сопротивления. Т ак , на участке 
(1_7) кривая момента движущих сил рас
положена выше кривой момента сил сопро
тивления, и, следовательно, приращение 
кинетической энергии положительно,

(13 /5), пот у ГМ71,,й  тшкл возвращается к  прежнему

Рис. 16.2 . Граф ик приведен
ного момента инерции.

Й и я  м е х а ™  через каждый цикл возвращается к  прежнему

ЗНаНаНоис 16 1 а условно показано три полных цикла Установив-

ШИН9“ ‘ Подсчитав величины указанных выше площадей, можно2 . Подсчитав величинь у ичменения кинетической энергии
построить диаграмму Т I \Ф) п а  1 Постоо*
Т звена приведения в функции угл а поворот ср ( • » )■ квад- 
ение начнем с положения /. Подсчитаем площадь [1 2 2 1 \ в квад 
равных миллиметрах. Пусть эта площадь равна Р мм тогда 
приращение кинетической энергии на участке ( 1 -2 )  равно 

ДТ12 =  Т2 -  7\ =  [хф[хл1 пл. [1'2'2"1 ] —
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где цм есть масштаб М ш и М а п _
звена приведения Так к як  мруоши масштаб углов поворота

Н Е ™ 1 ~ » т ? с Рг г  
¡ ж  ; = ?  ж - я в д ?  й м~  -  ™

Ау112 =  Т2 =  =  М ^  ~  5').

И м еш !“  Л ™ д “ щ :му,еДУЮЩ),Ю ПЛ01цадкУ Л ,  =  В Д  ,*> .

АТ2з =  Т3 — Т2 =  Цф.и.и {пл. [22'3'3] -  пл. [22"3"3]\ =

=  ̂ м ш .[2"2 '3 '3" ]  =  ̂ мр 2 3 =  М < ? " - П  
т. е. приращение кинетической энергии Г ,ч на учягткр о  я\
“ а б о ^ Г и Г  А ™ ? '3"' " ' ■  У— о5>̂ -  п / о й З е д Х
на ординате1  тотае 3 в в„дГо™ езкГ(™ "У̂ Г адЫЮе«  (Р”С' Ш , б )  
ЛЯЯ его к предыдущему ^ е з к у  ( 2 - Д  =  (3 Л  " РИбаВ'

«уи о в  кинетической энергии Д алееТ аТВ™ ™ Т - Л ) Г

"Л0Щадь (рис' 1 61 ' “ •
<= ТОЧки / Л Р” .“ и ™ На ч т а я

™ Т ш Г ™ ™ и П п Т Г  “ “  и" еет - Рш ?„^ в
движение, кривая повторяется ДчД[ДаМШ 0П1!сывает Установившееся 
иизма, соответствующий угл у  каж Дыи цикл движения меха-

Г р и ^ Г - Г Г аи Т0СВОеГО™ ™ “ ™ В Х Г е ™ „ 1 / Д“ ™н™”

нат кривой кине™црр?п,^У постепенного вычитания из орди- 
площадям кривой с о п р о п , ^ ^ Г н а ^ ™ ^  
остановки механизма соответствует ппп вт«, , ( Момент
ческой энергии, н а к о п л е н н о й Г п ё З Л а з З Т Г 10 К"НеТ" ' 
расход накопленной кинетической ¿ Д  Е  а  ВД"0 ’ ЧТ0

механизма израсходовать раньше ’и т ^ Н° кинетическУю энергию 
положении, соответствующем точке 36 ( щ с “ б Т ¿ Становится в 
кривой Т =  Т ( ф ) кинетичегк^пй аи !„ г ф ЬЛ’ 370 изменение кинетическои энергии показано штриховой линией.



Нетрудно для этого случая подсчитать работу, которую надо затра
тить. Она выражается площадью Ргор мм2 (рис. 16.1, а), и полная 
работа торможения Лтор равна

АТор =  Щ  ¡км ^ го р  [ЧИ-И (Р’Ь) Фтор»

где фтор — угол поворота звена приведения, на котором произво
дится торможение.

Таким образом, с помощью диаграммы кинетической энергии 
Т =  Т (ср) определяется полный угол поворота Ф звена приведения 
при заданных моментах движущ их сил и сил сопротивления. 
Д ля рассматриваемого примера этот угол равен отрезку^ (1—37) 
оси абсцисс, помноженному на масштаб (хф, если тормозной момент 
М тор отсутствует, и соответствует отрезку (1—36) при введении до
полнительного тормозного момента М тор.

5°. Перейдем теперь к определению угловых скоростей звена 
приведения. Д ля этого воспользуемся выражением кинетической 
энергии механизма. Из уравнения (15.47) имеем

Г  =  (16.47)

В этой формуле /п есть приведенный момент инерции и со — угло
вая скорость звена приведения механизма. Диаграмма /п =  Л  (ф) 
приведенного момента инерции в функции угла поворота дана на 
рис. 16.2. Равенство (16.47) можно представить в виде

со2= 4 ^ ,  (16.48)
'*  п

т. е. квадрат угловой скорости звена приведения в каждом рассмат
риваемом его положении пропорционален отношению кинетической 
энергии Т, которой обладает машина в рассматриваемом положе
нии, к приведенному моменту инерции J I¡, взятому для того ж е поло
жения.

Д ля определения значений этого отношения строим диаграммы: 
приведенного момента инерции J n = J n (ф ) (рис. 16.3, а) и кинети
ческой энергии Т =  Т (ф) (рис. 16.3, в). Д ля удобства построений 
довернем диаграмму J n =  (ф ) на угол 90°, т. е. ось ординат, 
на которой отложены значения приведенного момента инерции Уп, 
расположим горизонтально, а ось абсцисс, где отложены значения 
угла ф поворота звена приведения, расположим вертикально. Так как  
кривая J n =  (ф) повторяется через каждый цикл, то можно 
ограничиться вычерчиванием этой диаграммы на угле поворота ф0, 
как  это сделано на рис. 16.3, а. На диаграмме /п — *̂ п (ф) отме
чаем точку Г , соответствующую точке V диаграммы кинетической 
энергии Т =  Г(ф ) (рис. 16.3, в), и через эту точку проводим вер
тикальную прямую до пересечения с горизонтальной прямой, 
проведенной через точку Г  кривой Т = Т (ф). Точку пересече



ния этих прямых отметим цифрой / (рис. 16.3, б). Далее от
вечаем на диаграмме J п =  J n (ф) точку 2' и соответствую
щую ей точку 2' на диаграмме Т = Т (ф). Пересечение соответ
ствующих вертикали и горизонтали дает точку 2. Пересечение 
прямых, проведенных через точки 3' и 3', дает точку 3, через точки 4’ 
и 4' — дает точку 4 и т. д. Соединяя полученные точки плавной

/ М М К Г М 2

Рис. 16 .3 . К определению скорости звен а приведения: а) диаграмма приведенного мо
мента инерции в функции угл а  поворота; б)  диаграмма кинетической энергии в функ
ции приведенного момента инерции: в) диаграмма кинетической энергии в функции

у гл а  поворота.

кривой, получаем кривую кинетической энергии Т в функции при
веденного момента инерции J n (рис. 16.3, б). Эта кривая представ
ляет зависимость между кинетической энергией Т и приведен
ным моментом инерции /п, т. е. зависимость Т =  Т (Уп). По
строим кривую Т — Т (Уп) для всего времени движения меха
низма от положения 1 до положения 37. На участке установив
шегося движения (13—31) кривая Т =  Т (Уп) должна быть замк
нутой, так  как  одни и те ж е значения величин Т и /п периодически 
повторяются через каждый цикл. Часть кривой Т — Т (./„), соответ
ствующая времени разбега (1—13), не совпадает с частью кривой, 
соответствующей времени выбега (31—37), так как характер кривой 
т =  Т (ф) на этих участках различен. Кривая Т =  Т (Уп) носит 
название «диаграммы Виттенбауэра» по имени ученого, впервые 
рассмотревшего эту зависимость.



4°. Выберем на кривой Т =  Т (7П) какую-либо точку К  и соеди
ним эту точку с точкой О — началом координат (рис. 16.3, б). Обозна
чим угол, образованный прямой ОК с осью абсцисс, через 
Так как  по оси абсцисс отложен приведенный момент инерции УаК 
в масштабе ¡1 /, соответствующий точке К, а по оси ординат — кине
тическая энергия Тк, соответствующая той же точке К,  в масштабе 
цт-, то отношение этих величин даст тангенс угла г|з̂  наклона прямой 
ОК к  оси OJ¡l:

£ * • » £ 1 8 % .  <'6.49)
•'п К

Если соединить последовательно все точки кривой Т =  Т (/„) 
с началом О, определить последовательно все углы  % , "Фа, Ч'з» 
и, воспользовавшись формулой (16.49), подставить значения тан
генсов этих углов в равенство (16.48), то можно получить значение

_^ 7 )10 13 \ 16 13 \гг 2? 128 31 V ---57 .
р1мм+рЯг—1[•- -9е ' ' х «Г * ГО *-— ■ -г . ,г*» ф Рв *

Рис. 16.4. График угловой скорости звен а приведения в ф ункции его  у г л а  поворота.

квадратов угловых скоростей со звена приведения для всех поло
жений механизма. Имеем

(о* =  2 у ^ г | ) 1( 01 =  2 ^ ^ ^ .  (16.50)

Из формул (16.50) следует, что угловые скорости со ведущего 
звена пропорциональны корням квадратным из тангенсов углов
'Фг» ‘Фг) •••> т- ______

И!“ ] / 2 « ,= 1 / ^ 2  (16.51)

Так определяются значения угловой скорости со звена приведения 
механизма. Пользуясь этими значениями, можно построить графики 
угловой скорости о) звена приведения в функции угл а  ср (рис. 16.4).

График времени / движения в функции угл а ср может быть 
построен, если воспользоваться формулой (16.25), т ак  как  любой 
промежуток времени от начала движения, соответствующего вре
мени 1г , до рассматриваемого момента- времени равен

Ч



Интеграл в правой части формулы (16.52) может быть определен
графически, если построить график величины в функции угла ср,
что можно выполнить, потому что функция со =  со (ф) известна. 
По графикам со =  со (ф) и / =   ̂ (ф) может быть построен график 
со =  со (/). Угловое ускорение е  звена приведения определяется 
графическим дифференцированием функции со =  со (/).

Зная угловую  скорость со и угловое ускорение е звена приведения, 
можно определить скорость и силы инерции отдельных звеньев,' 
а  такж е провести полный силовой расчет механизма в условиях 
неравномерно вращающегося звена приведения.

Таким образом, с помощью диаграммы Т =  Т (7п) и после
дующих графочисленных расчетов может быть полностью исследо
ван вопрос о движении агрегата при силах, зависящих от поло
жения звена приведения.

Г Л А В А  XVII

НЕРАВНОМЕРНОСТЬ ДВИЖ ЕНИЯ МЕХАНИЗМОВ И МАШИН

§ 74. Общая постановка задачи

Г .  Переходим к следующей важной задаче об определении 
наивыгоднейших соотношений между силами, массами и скорос
тями звеньев механизмов, обеспечивающих заданный режим движе
ния механизма или машины.

К ак было показано в предыдущей главе, в общем случае скорости 
ведущего звена механизма, при установившемся движении меха
низма, являю тся величинами переменными. Колебания скоростей 
ведущего звена вызывают в кинематических парах дополнительные 
динамические давления, понижающие общий коэффициент полез
ного действия машины и надежность ее работы. Кроме того, эти коле- 
бания скоростей в некоторых случаях могут вызвать значительные 
упругие колебания в звеньях механизма или машины, что является 
нежелательным как  с точки зрения прочности этих звеньев, так и 
с точки зрения потери мощности, затрачиваемой на эти упругие 
колебания. Наконец, колебания скорости могут ухудшить тот рабо
чий технологический процесс, который выполняется механизмами 
машины.

Рассматривая колебания скорости ведущего звена за время 
установившегося движения механизма, можно обнаружить, что эти 
колебания бывают двух различных типов.

В самом деле, как  было установлено выше, у большей части 
механизмов только за полный цикл установившегося движения 
работа всех движущих сил равна работе сил сопротивления. Внутри 
ж е этого цикла мы не наблюдаем равенства этих работ, и, следо



вательно, ведущее звено механизма движется внутри этого цикла 
неравномерно. Так как через каж ды й полный цикл установившегося 
движения кинетическая энергия механизма принимает начальное 
значение, скорости ведущего звена механизма тоже периодически 
повторяются с тем же самым циклом. Такие колебания скоростей
назовем периодическими.

Таким образом, периодическими колебаниями скоростей меха
низма называются колебания, при которых скорости всех звеньев 
механизма имеют вполне определенные циклы, по истечении кото
рых эти скорости принимают каждый раз свои первоначальные

^^К пом е периодических колебаний скоростей в механизме могут 
иметь место и непериодические колебания скоростей, вызываемые 
различными причинами: внезапным изменением полезных или вред
ных сопротивлений, включением в механизм дополнительных масс 
и т д. Такое внезапное изменение нагрузки на механизм вызывает 
внезапное увеличение или уменьшение скорости его звена приве
дения и так  как эти колебания скорости в некоторых случаях 
не имеют определенного цикла, то такие колебания сг.орости звена 
приведения назовем непериодическими. Во многих механизмах мы 
наблюдаем оба вида колебаний скоростей.

2° Колебания скоростей во время установившегося движения 
могут достигнуть такой величины, которая не будет допустимом 
с точки зрения обеспечения всех надлежащих условии работы меха
низма. Тогда может возникнуть вопрос о регулировании в заранее 
заданных пределах величин этих колебаний. Задача о регулирова
нии колебаний скоростей во время установившегося движения 
механизма имеет большое значение в технике, потому что в боль
шинстве механизмов это время является рабочим временем их 
движения — промежутком времени, в течение которого механизм
выполняет свои производственные функции.

Регулирование периодических колебаний скоростей при уста
новившемся движении механизма обычно выполняется соответству
ющим подбором масс его звеньев. Массы звеньев должны быть 
подобраны так , чтобы они могли аккумулировать все приращения 
кинетической энергии механизма, имеющие место при приращении 
работы движущих сил над силами сопротивления. Эта аккум ули 
рованная массами звеньев кинетическая энергия должна быть отдана 
механизму обратно, когда работа сил сопротивления будет превы-
шать работу движущих сил.

Подбором масс звеньев механизма можно решить задачу о регу
лировании периодических колебаний скорости ведущего звена при 
его установившемся движении. В случае же непериодических колеба
ний скоростей при установившемся движении подбором масс его 
зм ньев ш жно решить з а д а , ,  о регулирован,™ ш * « «  
только в тех случаях, когда эти колебания незначительны. При



значительных непериодических колебаниях скоростей задача о
Г о т Т  Решается установкой специальных механизмов, регу
лирующих законы изменения или движущих сил, или сил соппо-

т " ,и ю щ ,е  м еи н "3™  " “ » У ™ »  н азван и е?”

Рассмотрение вопроса о регулировании движения механизма 
™  с Рассмотрения задачи о регулировании периодических коле
бании скоростей во время его установившегося движения

§ 75. Средняя скорость машины и ее коэффициент 
неравномерности движения

1 . Д л я  изучения периодических колебаний скоростей во время 
установившегося движения механизма или машины введем понятие
„ Й “ СК°Р°С̂  приведения и дальнейшее расш ирение 

задачи будем вести для этого времени движения.
Ш означим путь, проходимый выбранной на звене приведения

^еоеГ « Б ^ °м ИННяИКЛ 66 Дл И* еНИЯ 0Т положения * ДО положения к, через в. ь у Асм называть действительной средней скоростью Ь \
скорость такого равномерного движения, п р и ^ о то р о Г Г Г а  прошла

5 В Т°Т Ж6 пРомежУ ™  времени /, который требуется ™  неравномерном движении. "
Так как  Ш =  — ,то

s¡
откуда, с учетом того, что получаем

ds
V'

Ч

w « -  sср' Ч ~ ш (17Л)I
I

ог,,.АеЙСТВИТеЛ-Ную сРеднюю скорость часто заменяют средней 
арифметической скоростью v cp и полагают Р Д

г, °тах + ут1п с̂р 2------ • (17.2)

с?н точ’ т У Г м Л у  ,“ акпс™ альные »  минимальные значения скоро- 
1ички а  (Рис- и л )- Д ля механизмов с малой неравномепнпгтк^

Э™М' ‘ ЗНИе"и“" ж :
т е м и з н и х  г  Качестве сРеДней скорости пользуются

На п ягп п п ^  и удобнее для Решения поставленной задачи, 
угл гтн яа г- Двигателя, рабочей машины или механизма такая 
условная средняя скорость бывает обычно указана, причем в “ ом



случае ее обыкновенно называют номинальной скоростью (от латин
ского слова «пошеп», обозначающего имя, наименование).

Для механизма с малой равномерностью движения предпочт - 
тельнее пользоваться действительной средней скоростью

Если разность максимального и минимального значении с 
пости о« точки В (рис. 17.1) разделить на среднюю скорость, то 
получим так  называемый коэффициент неравномерности движени  
механизма или машины, обозначае
мый через б и равный

'ЛиШ. (17.3)ит а х

Рис. 17.1. График скорости то чки  » 
функции времени.

Чем меньше разность между Ушах 
и Упип, тем равномернее вращается 
ведущее звено. Задача регулирова
ния движения механизма или маши
ны в период их установившегося 
движения сводится к подбору такого 
соотношения м е ж д у  массами звеньев
механизмов и действующими на них силами, при котором коэффи
циент н е р ав н о ^  не превышал бы какого-либо заранее 
заданного значения. На практике величина 6 колеблется в весь

эначительнШе преДриводятся допустимые коэффициенты неравно
мерности хода для некоторых типов машин.

Т а б л и ц а  5

Типы машин
Коэф ф ициенты н е р а в н о 

мерности д в и ж е н и я

Насосы
Сельскохозяйственные машины 
Металлообрабатывающие станки
Ткацкие, полиграфические, мукомольные машины
Бумагопрядильные машины
Судовые двигатели
Д вигатели внутреннего сгорания
Компрессоры
Электрические генераторы постоянного тока 
Электрические генераторы переменного тока 
Авиационные двигатели 
Турбогенераторы

1/5— 1/30 
1/5— 1/50 

1/20-1/50 
1/10-1/50 
1/60— 1/100 
1/20— 1/150 
1/80— 1/100 
1/50— 1/100 

1/100-1/200 
1/200— 1/300 

1/200 и меньш е 
1/200 и меньш е

Удобно среднюю скорость механизма или машины и коэффициент 
неравномерности хода выражать через углы поворота и угл о 
вые скорости звена приведения. Тогда по аналогии с равенствами
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скорости вырТженшТ™* * ”  ® < * « ь „ о й  среднее угловой

(® ср )д ч
С
3  СО 
Ф,

(17.4)

для средней арифметической угловой скорости выражение

гл __ й)шах +  (вш1п
Р 2-------

И для коэффициента неравномерности движения выражение
СО,б:

иср

(17.5)

(17.6)

Коэффициент неравномерности движения характеризует толькп 
перепад угловой скорости звена приведения в пределах о ^
ДО «пах, но не характеризует динамики движения звена приведения

Рис. 17.2 Графики зависимости  угловой екоппгти ™ „„ 
орота. а) с плавны м и б) менее плавным изменением угловой 

скорости.

Т акТРна0?и гГ01 7 9 ЛИ0Г0 2 ИКЛЗ ПбрИ0Да Установившегося движения 
~ А /'л , ’ ° 1 с к а з а н ы  два графика зависимости со =
л л я  пиг 1 7  9 °Т-0ры х СОтах и равны, но угловые ускорения 8 
д ля рис. 17.2, б значительно больше, чем для рис 17 2 а  Л инями
ческие характеристики механизмов с этими значениями’е различны
? г р п ! 1 7 ьная 0Ц6НКа динамических свойств механизма или машины 
в период установившегося движения может быть охарактеризована 
коэффициентом динамичности х, в качестве которого берут от
ношение экстремального (наибольшего) значения углового ускоре
ния еех1 к  квадрату средней угловой скорости со|р:



Помножим числитель и знаменатель выражения (17.7) на среднее 
значение приведенного момента инерции сР- Тогда получим

ех1„  /п.срее х !_ ^ |
^П.ср0)ср 2Гср

(17.8)

и,таким образом, коэффициент динамичности механизма равен отно
шению экстремального момента М ехь  приложенного к звену п ри ве
дения, к  удвоенной величине средней кинетической энергии Г ср 
механизма.

Коэффициент динамичности х режима движения механизма, 
показанного на рис. 17.2, б, больше, чем для механизма, режим 
движения которого показан на рис. 17.2, а, 
при одной и той же величине приведенного 
момента инерции J пхр. ^

2°. Если для всего времени движения меха- *. 
низма построена диаграмма Т — Т (/„) (см. |
§ 73), то определение величины б во время ^ 
установившегося движения не представляет 
трудностей. Д ля этого рассмотрим участок 
диаграммы Т =  Т (/„), соответствующий уста
новившемуся движению (рис. 17.3). Это замк
нутый участок диаграммы Т =  Т (/„). Из 
формулы (16.51) следует, что максимальная 
угловая скорость сйтах за время установивше
гося движения соответствует максимальному 
значению тангенса угла ■фтах, определяемого 
по формуле (16.51), а минимальная угловая 
скорость ют |п соответствует минимальному
значению тангенса угла г|)гаш- Д ля определения максимального ^тах 
и минимального 1|зт!п значения угл а  проводим из точки О 
к замкнутой части кривой Т — Т (Уп) две касательные. Одна к аса 
тельная образует с осью абсцисс максимальный угол я|)т ах> д р у га я  
образует с осью абсцисс минимальный угол 1|зт1п. Согласно равен
ству (16.50) можно написать

1т-~рткгмг
Рис. 17.3. Д и агр а м м а  
кинетической эн ер ги и  в 
функции приведенного 
момента инерции д л я  у с 
тановивш егося д в и ж ен и я  

м ехан и зм а.

(¿•тах  —  2  ^  'ф ш ах! ® ш ш  =  2  —  t g  1|)т т , (17.9)

где Ютах и сот т  суть максимальная и минимальная угловые ско
рости звена приведения. Коэффициент неравномерности движ ения 
6 равен (см. формулу (17.6))

■'т1п
О,ср



Умножая числитель и знаменатель правой части формулы (17.10) 
на (ютах +  шт|п), получим

А __( “ т а х ~ ~ “ т т )  ( “ т а х + югт п )  (0 т а х ~ а )т !п

“ ср ( “ т а х  “Ь®ш1п) ^щср ’

так  к ак  «>тах +  ют!п =  2юср (см. формулу (17.5)). Подставляя в фор
м улу (17.11) выражения для « т а х  и <о2т щ из формулы (17.9), получаем

я_ И г  ^ ’ т а х - ^ т т  ( 1 7

»4 , “«Р
Углы г)}тах и ipmin можно найти непосредственно по чертежу, 

а величина соср определяется по формуле (17.4).

Если принять (оср =  - -1?.ах min, т0| решая совместно уравнения
(17.5), (17.6) и (17.9), получаем, что коэффициент неравномерности 
хода б механизма равен

g  =  mn ia x ~ comin _  2  “ m a x — “ min _  2  У  * ё ^ ш а х ~  t min п ?  , ^  

“ ср “ m ax +  “ m in j / t g  t|>max +  У  к  tm in  '

Определить коэффициент неравномерности движения б механизма 
можно и непосредственно, если построена диаграмма скоростей 
(например, по диаграмме скоростей, построенной на рис. 17.1). 
Д л я  этого определяем vmax и у 1Ш-п по  диаграмме и подставляем их 
значения в формулы (17.2) и (17.3).

§ 76. Связь между приведенным моментом инерции, 
приведенными силами и коэффициентом неравномерности 

движения механизма

Г.  Рассмотрим вопрос о связи между приведенным моментом 
инерции, приведенными силами и коэффициентом неравномерности 
движения механизма. Разреш ая уравнения (17.5) и (17.6) относи
тельно СОт а х  И (Om in , НЭХОДИМ

« > т а х  —  «>ср ^ 1 Н— И С0т 1п =  СОср  ̂1 ------ . (17.14)

Возводя правые и левые части этих уравнений в квадрат, получаем

^шах — ^ср 621 - f 6  <о?р (1 +  6).

. с 6*\  ̂ ( 17Л5)®тт — ®ср  ̂1 — б ^  <йср (1 — б) .

При малых значениях коэффициента б членом б2/4 можно пренеб
речь. Д ля механизмов с большой неравномерностью движения этот 
член должен учитываться. Подставляя в уравнения (17.15)



выражения для (отах и сот |П из формул (17.9), получаем

2  — -  Л^тах =  ®ср (  1 +  б  +  « =  (о|р (1  +  б ) ,  

цг

откуда

2 —--- tg гргат = Иср (1  — 6 + 4-) ^ ( 0?р ( 1— б),
И'/п ' '

1 . ? '» р т а х  =  7̂  ® с р  (  1 +  б  +  - 4 -

'Фгшп ■б +

2(1 г 
Д2 \ И./„

®ср (1  +  б ) ,

2цг Ю̂ (1 б)‘

(17.16)

т- тш

7иш~}е̂ «гмг

С помощью формул (17.16) можно для заданной угловой ско 
рости оэср и для любого заданного значения коэффициента н ерав
номерности движения б опреде
лить соответствующие углы Ортах 
и орпип. Тогда, если при заданных 
приведенном моменте инерции и 
кинетической энергии известна з а 
висимость между ними и построена 
диаграмма Т =  Т (/п), то всегда 
может быть выяснен вопрос о том, 
как должны быть изменены эти 
величины при изменении 6. Пусть 
задана диаграмма Т = Т (У,,) для 
времени установившегося движе
ния (рис. 17.4), и пусть коэффи
циент неравномерности движения 
равен б для заданных значений 
кинетической энергии и приведен
ного момента инерции. Соответст
вующие касательные под углами грц 
чале координат О.

Задаемся каким-либо новым коэффициентом б' и подсчитаем 
по формулам (17.16) соответствующие ему значения углов яртах и 
грт!п. Касательные к кривой Т =  Т (Уп) при коэффициенте н ерав
номерности хода, равном б ', должны иметь углы наклона к  оси 
абсцисс, соответственно равные углам  гртах и ортт- Проводим эти к а с а 
тельные к кривой Т = Т (Уп) (рис. 17.4) и находим их точку пере
сечения О'. Точка О' является новым началом координат диаграммы 
Т = Т (/п), т. е. изменение коэффициента б на б' влечет за собой 
переход от осей координат TOJn к параллельным им осям коорди
нат Т’О' J При этом переходе кинетическая энергия увеличивается 
на величину Т0, а приведенный момент инерции — на величину ./„. 
Отрезки а и Ь, измеренные в миллиметрах, изображают в выбранных

Рис. 17.4. К исследованию зависим ости  
коэффициента неравномерности д в и ж е 
ния от величины приведенного мом ен та 

инерции.

Р т а х и 'фт )п пересекаются в  на-



масштабах цуп и \х,т величины добавочного приведенного момента 
инерции J 0 и добавочной кинетической энергии Т0, которые необ
ходимы для того, чтобы механизм двигался с выбранным коэффи
циентом неравномерности б '. Таким образом,

¿о = ^ па и Тй = \и,тЬ.
Из построения непосредственно следует, что чем меньше коэффи

циент неравномерности б, тем меньше разница между углами г))тах 
/и 'фт¡п и тем дальше, очевидно, от участка кривой Т — Т (7П), соот
ветствующего времени установившегося движения, будет нахо
диться начало координат. Таким образом, при уменьшении вели
чины б возрастает приведенная масса механизма и его кинетиче
ск ая  энергия, потребная для приведения в движение механизма 
с заданной средней угловой скоростью юСр. И так, увеличение 
равномерности движения звена приведения механизма или машины 
может быть достигнуто увеличением приведенного момента инерции 
механизма.

2°. Как было показано выше, во время установившегося движения 
в общем случае движение звена приведения механизма или машины 
происходит с переменной скоростью. Эти колебания скорости звена 
приведения вызывают колебания скоростей всех остальных звеньев 
механизмов машины, что ведет к повышению динамических нагрузок 
на их звенья и кинематические пары. Кромё того, большинство про
цессов, для выполнения которых применяется механизм или ма
шина, требует определенных скоростей рабочих органов, что до
стигается только в том случае, если ведущее звено приведения 
механизма или машины не будет иметь сколько-нибудь большого 
отклонения величины своей скорости от заданной.

Выше было показано, что движение звена приведения тем ближе 
к равномерному, чем больше приведенный момент инерции или при
веденная масса механизмов машины. Увеличение приведенных масс 
или приведенных моментов инерции может быть сделано за счет 
увеличения масс отдельных звеньев механизмов. Практически это 
увеличение масс производится посадкой на един из валов машины 
добавочной детали, имеющей заданный момент инерции. Эта деталь 
носит название махового колеса или маховика. Задачей маховика яв 
ляется уменьшение амплитуды периодических колебаний скорости 
звена приведения, обусловленных свойствами самих механизмов 
машины или периодическими изменениями соотношений между ве
личинами движущих сил и сил сопротивления.

Подбором массы и момента инерции маховика можно заставить 
звено приведения механизма или машины двигаться с заранее за
данным отклонением от некоторой его средней скорости.

Маховик является к а к  бы аккумулятором кинетической энергии 
механизмов машины, накапливая ее во время их ускоренного движе
ния и отдавая обратно при замедлении движения. В некоторых



машинах в которых полезная н агрузка периодически меняется

Е Е г и а Н д аляет использовать накопленную им энергию для преодоления повь 
полезных нагрузок без увеличения мощности двигателя. 

% о п м а  ш х о вш а в К е  говоря, может быть выбрана любой 
нп по конструктивным соображениям наиболее удобной является

^ р м а В сим м етричн ^я^тн ^тельно  гл а ш ы ^ о с е ^ и н е р ц ш 0^ 1?^

дополнительных давлений на подшипник того вала, на который 
насажено маховое колесо.

8 77. Основные д а н н ы е ,  необходимые для определения 
момента инерции маховика

1° Пля опоеделения момента инерции махового колеса необхо 
,„ „ о  и ? « ь  з а Е ш  приведенные сКль, „ли пр™е= е «о =  
ГИЛ движущих и сил сопротивления за один полный цикл времени 
установившегося движения. Рассмотрим вначале тот случаи, 
приведенные моменты сил 
движущих и сил сопротив
ления зависят от угла <р 
поворота звена приведения.
На рис. 17.5, а даны гра
фики Мд =  Мд (ф) и Мс =
— Мс (ф) изменения при
веденных момента МА дви
жущих сил и момента Мс 
сил сопротивления в функ
ции угла поворота ф звена 
приведения на участке ч>ц, 
соответствующем одному 
полному циклу. Так как 
момент инерции махового 
колеса неизвестен и подле
жит определению, то диа-

а
7 м м р в З

Риг 17 5 К расчету маховика: а)  ди агр ам м ы  д в и 
ж ущ и х сил и сил сопротивления; 6) д и а гр а м м а  

приращ ения кинетической энергии.

энергия Т = /  У . )  не может быть построена.
И самом деле не имея данных об изменении моментов М д и М с 
во время разгона механизма или машины и не зная полной величины 
приведенного момента инерции /„ звеньев механизма, мы не м о ж е м  
определить ту  кинетическую энергию разгона Гр (рис. 17.Ь), 
которой механизм обладает к  моменту начала установившегося



1мм~~[ггрза
Рис. 17.6. Д иаграм м а полной 
кинетической энергии, которой 
обладает механизм во врем я у с 

тановивш егося дви ж ен и я.

движения. Но изменение кинетической эдрпгин д т

Построение диаграммы АТ = АТ (а>) (окс 17 Ъ 
подсчета площадей, заключенных ш е ^ у % ивыми’ М ^ м Т ^

уИс как  это бь'ло указано в 
§ 73 (на рис. 17.5, а эти площадки за
штрихованы). Построение диаграммы

— Д/ (ф) удобно начать с положе
ния о.

На участке (Ьс) кинетическая энев- 
гия возрастает, на участке (ск) кинети
ческая энергия убывает и т. д. Сумма 
всех площадок со знаком плюс должна 
равняться сумме всех площадей со зна
ком минус, ибо за один полный цикл

кинетической энергии равноСн у л ^ ИтТкимСп(1пяИЖеНИЯ пРиРащение 
ческая энергия Т- в к а Г м  / Г ' !  ра30м’ полная кине™'
(рис. 17.6) равна' КаК0М'Либ° по™жении * звена приведения

Ъ=тр+ьт,. (17Л7)
ри этом первое слагаемое выражения (17.17) нам неизвестно,

,г а второе может быть опреде
лено по заданным диаграм
м ам / *  =  Мл (ф) и м  
=  М с (ф).

2 . Величина приведен
ного момента инерции ме
ханизма или машины состоит 
из трех слагаемых: момента 
инерции J м маховика, момента 
инерции J 0 звена приведения 
и тех вращающихся звеньев 
механизма, которые связаны 
со звеном приведения постоян
ным передаточным отношени
ем, и, наконец, приведенного 
момента инерции J 3 всех

тах
|^йс. 17.7. Д иаграм м а полного поивелрннпт 
момента инерции м еханизма, состоящ его ич 
момента инерции м аховика постоянного^ппI 3 
веденного момента „нерцни звен ьев  и перем^-' 
ного приведенного момента инерции звеньев

остальных звеньев механизма. Таким п ^ п ^ Та инер!Ши ^  всех 
момент инерции J  • в каком л и б п  п полный приведенныйрции ип, в каком-либо положении (рис. 17.7) равен

/и  = /« +  '/о + -/з1 = ^  + А ^ 1, ( ]7>18)
где AJ„l =  J 0 +  >



инерции J M маховика является неизвестным и подлежит опре

делению. * г _  г i / методом указанны м в § 70, может 
6ь,ть“ „“ е„а для одного’  полного У « “  £ £

S ” » - J 4 S S S Z  ¿ Г « * ™  J  посте,™ огомомента

ОТ V ‘ í i i ?  о д а “  н ш  SSxm hm opo  момента инерции J .  махо- 
в и к а ' „ д а  21?заданной среднюю угловую  с к о р о с т ь  ш звена

ростн^котор^простГвл^ется* паспорт^дви^ател я . рабочей ма-
шины или механизма, т. е.. ее можно 
принять равной

_тг
“ ср — зо >

Где ц — число оборотов в минуту звена

П13ИДалее при решении задачи о махо- 
вике задаются желательным.идямаш и™  ^  д . , ; , . » ; ; ; » ; « ; ;  
коэффициентом неравномерности движе

Ж : ^ ^ “ ; Рмулам (17.14) максималь
ную и минимальную угловые скорости. Имеем

т » и - < » .р ( 1+ т ) ’ -  т )  (17-19)

<Втах =  Юср^-1-0-|- I 1 (17.20)

«,?п111 =  *0|р (1 -  6 +  ^  «ср (1 -  - )

4°. Связь между кинетической энергией Т,

в форме у р а в н е н и я  кинетической энергии (см. уравнение (16.3)). 

Имеем , „ / . « а . «
-  ш а х  ш а х  п  п и п  т ш  ( 1 7 . 2 1 )

Л д - Л с = -------2----------2 К

В уравнении (17.21) работа Ая равна
Ф гп а х

л д =   ̂ Д М ф ,
ФщШ
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работа Ас равна
Фтах

Л с =  \ Мс dtp,
<Ртт

где Фтах И ф тт — углы , соответствующие максимальному
Е м и  ЛЬН0МУ “ т!п значениям угловой скорости звена приведения" 
Если эти углы  известны, то определение разности работ А = А ~  

с СВ0Дится к  определению соответствующей плошали F 
заключенной меж ду кривыми М д =  л Г ( S  и Т = м ы
углам о> и°п> "  ? Г|“" Ш,еП"оЛ “РДИНатами, соответствующимиуглам фгаах и Фт1п. Тогда разность работ А выразится так:

А =  Hu[lq,F.

цииВ соответстТуюшир11 ^ тах И /nmin — приведенные моменты инерции соответствующие углам фтах и фт1п (рис. 17.7).

момен“ ов” ш ё ™ н и Т ИТЬ’„ Т  ° °бЩеМ CJly,ae значе» » я приведенных
чинами м аксим а^ьнош ^1м ним ал\ногом а^1ий(̂ 0Л1ОТНЫМИ веЛ11'

м у л ы ^ Т /Ё Г и  1072 20)"еРеПИШеМ “ След>™цем “ Де,‘ учитывая фор-

л _ [ ’' .+ / о + л » .ж 1 а ;а (|+») [• '« + ^ + Л т 1 .1 » ;„ (1 -в )
2 • ---------------------2 — Е-------- • (17.22)

Решаем уравнение (17.22) относительно /м:

/ — ^ т ^зтах^Н- )̂ т (п(1 — 6)
- ш . р 6  ~  J o ~ ~ ------------------------------------------------ 1.  ( 1 7 . 2 3 )

Из формулы (17.23) следует, что если известны углы фтах и го 
при которых угловая скорость звена приведения достигаеГзначший 
Ютах И comin, то определение момента инерции J a не поелставляет 
затруднении, потому что величины A J  / и т »г, л 
всегда определены,Уа величины

й е  “ ^ , : . а к  может быть решена задача ° б
Из рассмотрения формулы (17.23) следует еще что ер ли пп™» 

денный момент инерции У3 являемся постоянным (У c o Z '  
то уравнение (17.23) принимает вид ( 3 ~  ° nst)’

/м==^ б  ~ (Уо +  Уз). (17.24)

+  У Р1 ? я еКпп°РЫХ пРактических расчетах, когда величина J .  ++ J 3 мала по сравнению с первым числом равенства (17 24) л л я

Н ” ” М0МеНта И“ е1>ЦИИ ШХ0,ИКа " “ " «У «™ »



5°. Если пользоваться Ф ^ ^ ^ ^ ^ ^ р у д н о с т е й .^ В  Тсамом деле,

уГЛОВОйТкСфЮ СТИ ш !п ах  П р и ^  УГЛОВОЙ 
ствует максимальное значение Ттах знаЧение Тт т  кинетиче-
скорости Ютш с00тветствует^1 минимальным угловым скорос-
ской энергии. Изпример (рис. 1  ̂ Ь ^ & максималЫ1ым угловым 
тям соответствуют полс™  НаиМеньшее значение угловой ско-

Р= формуле ( . 7 , 5 ,

величину А следует положить равной

с- ппошяпь в мм2 заключенная между кривыми Мд -  М д (ф) 
где Fbc-  площадь вi MM ’ ád  ̂ ) инхерВале (Ьс).
и м с =  Мс (ф) (Рис- 17-5 ’ “ й чнепГИИ не построена, то опре- 

Если диаграмма КИНДТИЧ®^° альНых и наибольшего из макси- 
деление наименьшего из iй может быть сделано сравне-
мальных значении угловой Р меж ду кривыми М д =
нием избыточных показанных на
=  М д ( ф )  и М с =  М с ( ф ) .  Например, д а я д и а  ^ . соот.
рис. 17.5, а, наибольшая д а к с и м ^ я  у г л о т а у  ^
ветствует положению с, н а и б о л ь ш а я  максимальная угло-
и наоборот, если Fcd <  i1* -  то наииилв т0 наи.
вая скорость соответствует0ваГХ о рость  соответствует положению

т0 “ Т “  ” ” "“ альная угл0 ‘
в ’а я  скорость соответствует^оложению ¿  ^  скоростей

Максимальные и минима.ль™® ным значениям кинетиче-
соответствуют максимальны а приведенный момент
ской энергии / . =  J з (Ф) пере-
инерции /з =  const. Есян же приводе ^  маховика надо
менный, то для определени максимальные и мини-
пользоваться формулой (17 .23 )._Пр с максимальными
малыш е значения у г л о в о й э н е р г и и ,  а сдвинуты 
^ “ Т ти х31“положений, к ак  это схематично показано на

^ д е л е н и е  наибольшей
шей минимальнои СК0Р° заключенных между ординатами,
сравнения избыточных площад , условии малого сдвига
соответствующими УгламJ ma* " кач ен и й  угловой скорости по 
максимальных и минимальных значении у



ческой энерги|^ав СИ1^^к^ческихМинженрЬНЫМ зва,ен|ям  линети-
случаях сдвиги эти весьма мягги п рНЫХ Расчетах во многих 
метода сравнения избыточных в Г л Г м у с ™ * “ "“™

§ 78. колеса

уравнения к и н е т ^ к г а ^ ж р п Г и 'Х ш ™ ™ * 08010колесастаю щ ыо
б неравномерности Движения механизма в ! !  являются коэффициент 
- V  Также задаю тся ™ Р ° « ьТакже задаю тся диаго^м ьГппирД '' СреДНЯЯ уГЛОВая ск°Рость 
и моментов сопротивления и лияг денных Движущих моментов 
инерции в функции угла пгтплптяграмма приведенного момента
подчеркнуть, что  ̂ при расчете маховикаЩсГ̂ тг1ЗВеНа Необход™ °
Т = Т  (Уп) силы инерции не должны ^ х о я и т к ™ 0 ДИагРаммы
жущих СИЛ И СИЛ сопротивления ^иягпя в диагРаммы дви- Р тивления. Диаграммы моментов движущих

сил и моментов сил сопротивле
ния даются только для времени ■ 
установившегося движения. Сле
довательно, определение разно
стей площадей, заключенных ме
жду этими двумя кривыми так 
как это было показано выше* 
позволяет определить только из
менение кинетической энергии 
механизма или машины. Обозна
чим это изменение кинетическойЭДРПГТЛ1 Л 'Т ' / _ «л-лиц

Г ж  / ____

л '  \ j r - j r a y

- ■ ! ! Л1

1
<ГП1Л V » *  1 Л

^ — 4
1м м ~ / г ^ н г м гР„ - /|7 ‘ , 7чч 7 “  \v-jvi. равенство

7' 9- к  Р асчету м ахо ви ка по диа- \и - 1/))-  Далее, ТЭК КЭК Н а м  и т

от п р . в е д ^ Г Ж е ^ Т н ' е Г ц - . “ Ж  ВеС™ Ы МЭССЫ И «ОМвНТЫ  и н е р ц и и
всех звеньев механизмов машины 

вого колеса, величину котооо-п момента инерции махо-
жет быть определено только изменение’ д Л/КНЫ наити» то нами мо- 
инерции звеньев механизма (см. ф о р м ул у '(Ъ Т ^ Т я™ ™  «°МеНТа 
не зная момента инерции маховикя и (17-1°))- Таким образом, 
Г И Я .  накопленной м е К з ^ Г м а Г г о й Т  Г " " ’ 6“ 0* Э"е|-  
нельзя построить диаграмму Т =  Т М  а можнп п Г  разбега’ 
диаграмму АТ = АТ (т) Прпрмр™™ можно построить только 
по заданным м о м е н т а м ^ и а д и  ИУ - Г ЛИЧИНу АУ" В Д е л я ю т  
планов скоростей механи3моВР (см §" 70) С П0М0ЩЬЮ

"<«н<;г о ^ а в ^ Т у < 5 ; й й 2 п5 Г =вА7,(А/») для 0ДН0Г0машины, дстаточно знать толк™ “ Движения механизма или 
из»е»енне



откладываем полученное изменение кинетической энергии А ̂  по оси 
™™нат от точки О а переменный приведенный момент инерции Д У„— 
о? то Г ж е точки по оси абсцисс. Соединяя п о л н ы е  т и к и  ■а Ь с
и т. д. механизма.

ВеГДляЮопределения величины 1 .  И“еР““"
маховика воспользуемся формулами (17.16). Имеем

м . . , = ^ ( > + 6 + ? Ь ^ < (1 + 6) , 1 7 ' 2 6 1

< 1 7 -2 7 )

Подставляя данные значения для соср и 8 в формулы (17.26) 
и (17 27), определяем углы^шах и ^„¡п- Проводим, далее,

1 „ Г  АТ =  А Т Ш П) под у гл о м  г|)т ах, 3 Другую —
тельну Р дяем Т0ЧКу пересечения Ох этих касательных
(писУ 17 9) Точка О, является началом осей координат диаграммы 
Т - Т и )  полной кинетической энергии Т механизма в функции 
^Гного приведенного момента инерции /п. Следовательно, для 
пп^деления полного приведенного момента инерции J n в каждом 

ш е ^ ш Л е о б х о я ш о  отсчитать абсциссы от нового 
“ координат О , Приведенный момент и н ^ и ^ х « ю г о  
колеса равен произведению отрезка ( 0 гй) в миллиметрах
масштаб и; > т. е. ./м =  [¿./п (0 1 ^) •

3°. Необходимо отметить, что при малых энэчёгшях кшффн1! ^  
ента б вследствие незначительной разности меж ду углами у т „  и 
I точка пересечения О, касательных очень часто уходит за пр 

1 л ы  «р теж а В этом случае можно поступить следующим образом. 
Обоз нач|ш точки переселения н ател ьн ы х  с осью ординат ОКТ 
(рис 17 9) первой системы координат через к и I. ю гд

х " № {Ш)^тах = ' Ш1п — (0^ )

И . . (кй)-(Щ _  (Щ_
tg ^шах — 'Фгп1п — (01ф (Олй)'

Подставляя только что найденное выражение для разности 
тангенсов в формулу (17.12), имеем

в нт (^0 *

откуда, имея в виду, что р-уп (О^  =  J « , получаем
М «>  (17.28)



4 • Если маховик посажен на общий вал со з в ^ Е !  
то его момент инерции J  отапоитАгт^ил приведения,
быть уменьшен наР в е л и ч и н у ВЭЛа М0Жет 
относительно той ж е оси. инерции звена приведения

м а ^ а Кн“ йК^ “ ^ “ Г ы Г Г ^ " - В ”ИДе К°ЛеСа' Ш нотего 

= „ Т / „ т ^ " Г Г с “

инерции Ум маховика может быть выражен так: Д М°МСНТ

] я =-тф = т ?т , (17.29)

1А&т В  Т7я? ИаМе^Р окРУжности центров тяжести сечений обола а т  — масса обода маховика. Из йюпмулы П7 осп 00°Да* 
также формулой (17.28), находим Ф° рмулы (17>29)- пользуясь

т п 2 _ 4^  ^ 0 3600ц г (А/) 
мср« ЙЗД* .

написать ” ЗВИМ " Р™еДе" " я - ПР»™ “ ^

тД 2  = 360^ 5 Г -  (17.30)

теристике можно определить н е о гХ Т ™  ‘ ЭТ0И Харак' 
задан его диаметр, величина которого о п р ^ д м я е т ^ ^ Г ь ш ™ ^ " "

^ Г в ^ с я 'Г н а Т в ^ с —звене г машины то всегда лпп25!? каком-либо вращающемся 
ства кинетических энергий Удовлетворяться условие равен-

ум“ 2 Ум/“ ?
~2~ = — > (17.31)

где J uí — момент инерции маховика, установленного на чвено / 
следует•36ЛИЧИНа УГЛ°В°И СК0Р0СТИ этог°  звена. Из равенства (17.31)следует:

<>м I (1732)



Rnnfime говоря с точки зрения уменьшения веса махового колеса 
устанавливать его на звеньях, обладающих Ш т ш т  цглсшми

“ " и " « » ™  (17.32) также следует, что для соблюдения условия
постоянства момента инерции J u, необходимо, чтобы передаточное 
отношение со/ю; было постоянным, что приводит к условию уста 
новки маховика на звеньях, которые связаны со звеном приведения 
передаточным отношением постоянной величины (механизмы круг- 
п ы х  зубчатых колес, червячные механизмы и т. д.)-

При установке ш ховика не на звене приведения необходимо 
учитывать жесткость промежуточной кинематическои цепи.

При малой жесткости кинематической цепи упругие колебания 
м о г у т  оказаться настолько большими, что маховое колесо не будет 
выполнять своего назначения.

§ 79. Определение момента инерции махового колеса 
по уравнению моментов

1°. Момент инерции маховика может быть тзкж е определеп 
при помощи уравнения моментов. Согласно уравнению (16.7) имеем

м +  1 (17.33)Л1д — Мс — т  2 Лр

Рчзность М — м с создает избыточный момент М. Величина
избыточного момента М м о ж е т  быть определена если заданы зави-
симости М д =  Мд (ф) И М е =  м с (Ф). На рис. 17 10 а п 0 " Р ° е1" 
кривые М,  =  М д (ф) и Мс =  М с (ф), а на рис. 17.10, б — кривая 
избыточного момента М =  М (ф). Подставляя в формулу ( 
значение для J n согласно формуле (17.18), получаем

м , ,  , * n ^  (17.34)
M = (Ju + b J * ) - d i+ T  Зф ’

так как  J a =  const, то
d-Jn d , Т . a j  ^ _ d l „  , d (AJ n) =  d (АJ„)_
"dtp“ cicp " п) ¿ф  +  dq, . d(p ’

Следовательно, уравнение (17.34) перепишется так .
»л п  . д  / (17.35)M  =  (Ju +  &Jn) dt +  2 dcp '

Рассмотрим положения механизма, при которых угловая скорость 
звена приведения равна сотах и comin. В этих положениях угловое 

d со п
ускорение е равно е = ^  —и.

Следовательно, формула (17.35) для этих положений имеет вид



углам^а,*1 ! ; 31Г ИЯ избыточных моментов, соответствующих 
И ^ Л тах фт;п’ Р К0Т°РЫХ Угловая скорость достигает одного
из максимумов или одного из минимумов. одного

. Д ля определения правой части равенств (17 36} мпжнп 

Д ^ Г и Г р а ^ с ™  О ™  ) * У« ° УВ“ : Г° ’ ИМ0Ж“ "™  " § 71> -  В самом

=  (17.37)

где УИпер и УИпер — приведенные моменты сил инерции в пепчя 
нентном движении, т. е. с постоянными угловыГн с к о р Д м й
штах и {п. г

Л1Пер — ■

гр ам м а избыточного момента.

п о о к с т и Т н е Т ™  Л'™-Р "  М М0ГУТ быть определены, еслировести кинетостатическии расчет механизма и определить все
илы инерции звеньев в предположении постоянства угловой ско 

рости. Можно такж е с помощью рычага Жуковского (с^  § 67) или

Г и Х Г  СИЛ И М° МеНТ0В (СМ’ § 68) опРеделить ^  же мо-
Динамическому расчету механизма обычно предшествует его 

кинетостатический расчет, при котором величии ^гТовой скорости 
ринимается равной сос Поэтому для определения моментов М'



Тогда, учитывая « о с ™  (17.20) и
М ^ М п е р О + б ) ,  Мпер=Мпер(1 б)'

Формулы (17.37) заменяются теперь следующими:
АГ =  М „ е Р ( 1  +  6 )

и М" =  М пер( 1 - 8 )

1нер

4 пер ^
(17.41)

М' м  Р6ЛГ =  М'ЧфГ^троим кривью ^тих^ав^имостеи в том ж е  
масштабе, в каком построена и кривая ^ » “ »ости ^збыточного

момента М =  М („), “ » бРа* “ Г я х  «  П и  А где кривая М' -  (17.40) удовлетворяется в положетня , , скорость со
М' (Ф) пересекает кривую М й> поюмуН что на

может ™ % шикД " ^ сд а  увеличение кинетической энергии. 
^ Г н и е ,6наИн б 1 Г го

г+ й  для практики — — “ Интервале Ы между кри-

вой М =  м  (ф) И осью Ф (рис. 17.10, б).

ЕСЛИ р1е>Ры + Ре<1,
ТО наибольшая угловая скорость оказывается в положении Ь.

Если же
Р1е< Р ы + Реа,

то наибольшая угловая СК° Р ° ^  Наибольшего ш кш м ум а является 
Обшим^правиломал» Х “ ч е с Г я  с^ м а  набыточиь?х площадок 

следующее. Если алге0Раичоет̂ л„ т /ми больше н уля , то наиболь- 
на интервале между двумя макс; у  _ и вала; если алгебра-
ший максимум наз^ с” ° "  то наибольший максимум находится 
ическая сумма меньше нули»
в левом конце интервала. кпивую  завиСимости М" =  М" (ф)

Й Г -  ЛИ ») Определение наименьшего минимума ведется также
методом сравнения площадок. которых угловые скорости

Если углы ф „  вI ^  „ I  то определение
равны (Вш ах И “ “ ¡п, соответствую может вестись по одной из
момента инерции (17-25) в зависимости от требуемой
формул (17.23) и (Н./4) или V ; оабота А, входящ ая в эти 
точности расчета. При этом избыточная /’ ) (рис. 17.10, б):
формулы, подсчитывается по диаграмме М (ДО

А =
13 и. И. Артоболевский



где РеЬ —  алгебраическая сумма площадей в квалпятныт 
м етрах, заключенных в интервале рЬ квадратных милли-

Если построить зависимость между моментом инеппии г , 
вика и коэффициентом неравномерности движения Л т/ М ШХ(>

К нулю момент „ „ е р ™  >аХо Х
,2‘ ' тельно, незначительное уменьшение’ б в этой

области дает значительное увеличение необ-
М0МеНТа ИНерции маховика, что является , конечно, нежелательным. Это об

стоятельство заставляет в некоторых случаях 
отказываться от установки на машинах махо
виков с большим моментом инерции, обеспе
чивающим малый коэффициент неравномер- 

/  ности движения. > ‘
Г̂ .с' 17,11- гРаФи,< за- ^ ■ Определив момент инерции J  махп-
ви си м ости  момента инер- ВОГО КО ЛеСЭ МОЖНП п п  а а т т о г , " “ 0  
ЦИИ м а х о в и к а  от коэф- ’ М 0Ж Н0 п о  ЗЭДаННОИ УГЛОВОЙ

ЦИс ? и а д в „ Т е н НияМеРН0- Г п и г  ^ 7 И1 п “ п Х И П °  Д И а Г Р З М М е  М =  М (ф )  

ш !  к определить угловую  скорость СО 

зависимость <0 =  СО (гг,) ТЪ;гти° ^ГЛЗ П0В0Р0Та ф>. Т' е. построить

угловую  скорость со! в мложенииПР/ МеР’ ТребУется определить 
(рис. 17 .10 ,6 ). положении к, соответствующем углу щ

Напишем уравнение кинетической энергии для интервала Щ
Фб
5 М Л, =  (У. +  д у „ь) _  ( / .  +  Ы а ) Н

<Р к г

откуда

а „  2 ?  „ ,  ,

I /  ^  +  А Л 1/гЮт ах~у — (17. 42)
п

звеньев м ехш ш зш 'без ш 'х о в о го Г о л Г с а )^ п о Х е н и и ^ Г с о о  
ствующем максимальной угловой скорости со ■ А I твет'

" « е Х Г Г " “ В“ Х ЗМНЬе?  матового колеса)
^  И к ,  / м п риведенн ы й момент инерции м ахового колеса.

Интеграл^$ М с1ц> пропорционален площади диаграммы М = М (ф )

= ^ Н 1 Е — = " й г = * -



§ 80]

неравномерности движения 6, так  к а к  ^

Ю тах — ® ср ~*Г~2

ИЛИ ,-.2Ютах' ! СОср (1+ 6).

& 80 Определение момента инерции махового ^ са 
§  п р и  движущем моменте, зависящем от скорости

Г .  Выше мы Рассмотрпе̂  приведенных °м < К а х , зависящ их

смотрим вопрос ^  движущ их масс является функцией
когда приведенный момент Мд д У приведенный момент М с
Г л “ 1 р ^ в л ™ я Шя Г е ™ Рф Т к ц и ей ,гл а  поворота »  или Функ-

цией времени t.

Г Мдтах
-___ |
¿ ' м{т6\ у

сек
1мм-*-¡¿¡о см

(г/

17  12 К расчету маховика при дви ж ущ ем  " “" ^ щ е т Г о Т у гГ а 6 поворота

к : ! “

Пусть “ е-

£№  —  ИНеРГ " ж е ;„ Т Г з ° а « а Г “ а 'м Г е т “ ы“
коэффициент неравномерности д приНять переменную часть
решена ™"ь“ 8 " Р ^ Т ( ^ » е д е и „ ы Г м о м е н т  инерции звеньев 
равенства (17 .18),^т. е. ^̂  У планиметрическому приве-
механизма), равной некотор му р полный приведенный момент 
денному моменту инерции " з. ср- J  маховика и приведенному

«  ж н ь е в  ш х а я и зм а '



“ К Т е Х П Х " “  " Г ” “ " “  ” Р « ™ » г а

м , гл г « ™ ; ™ п ? 2 * % т и { 1 т г ™  Л ! 2

средних моментов

МСш ср У1̂ д £ ?

А С кривой м д Р=™М̂  ^ )еД(р ^  Т п 2 Та^ с-(5пДО пересечения в точке

" Ре0 т Г з м ш '™  " аСШтабе ^  “ * ™  м ,  , ОТРИ0К И ) '
искомую среднюю скоростаГ “ аСШ1а6е I1«  бМ ет представлять собою

.Цзлее, по рявбнствзм 
“ шах И (0т1п и откладываем ИХ В ВИЛР п™^ДеЛЯ/е,Мл Углоаые скорости
мпТа ^“; . 0трезки (ф  и (¿е) В масштабе°и И (/с) В Т°МЖе мас' моменты Мдт^ и Л/дтах . 1 '  масштабе Ии представляет собою

м о м е н т ^ и Т е р ц и и б у д е т в и д  *Ш МЭШИНЫ ПРИ постоянном

^ д И - м с (ф) =  у § .  ,

Т ак как  мы рассматривали положения механияш, «

вая  скорость со принимает значения о) и со т ’ К°Т° рЫ̂ угло'
то уравнение (17.44) перепишется так: "  тШ’ ' ^  *°Ш *  =  ° ’

Мл (со) _  м с ^  _  о; или „ (со) =  м  /т) > -7
Т. е. в положениях когда угллпэо (17.45)
гает экстремальных значений, момен?ы° 1вГ ж Т На Приведения Доста

вления должны быть равны. Чеоеч тпи™ СИЛ И сил сопро-. 
тали до пересечения с кривой М -  м  ( И проводим горизон- 
(рис. 17.12, а). Из точек а  Г ь  ,/, ~ Мс (ф) в точках а, И к и / 
абсцисс и находим соотв&ственно Х Т  ; ерпендикуляры’На ось 
определяемых точками т и р  звено пгтпрпы т н р - ПРИ Углах ср, 
угловую  скорость сотах, а при углах т  т  ИМееТ максимальную 
и г, — минимальную скорость со рягТ’ опРеделяемых точками п 
Рота Фшч. В точке т, соотве^гвую ш ей ^ „  РИМ Штервал Угла ™во 
равна сотах; в точке п, соответствующей уг фтах’ Угловая скорость со 
® р™™ <от1п; с л ^ ^ ° х ; у  ^ .  угловая скорость
— Мд (ф) может иметь перегиб ГштпихпнЛ фтя к Ривая Мл = 
Заменим кривую М =  м  ‘ тРиховая кривая на рис 17 12 п\
йк. Площадь мм\ м ™ " ™ Уа я С; е * ? " ПР" ^ “ еНН0Й"Р »«“ »  
прямой помноженная на м асш таб  Г  И1,КрИВ° И Мс “  <Ч>) Имасштаоы цИ и мФ, представляет собою



избыточную работу А, равную
Ф тах  Ф т а х

л =  5 М д ^ с р -  5 М с Л р -  (17.46)
Фт 1п Ч’т т

На рис. 17.12, а все площадки, определяющие избыточную работу,

? „ 1 % Ьл Г ^ Ш»"те"рва“ е^1 .  Наибольшая избыточная работа,
соответствующая этой площадке, равна

При помощи формулы (17.24) определяем момент инерции- маховика

т А  1 Т  4 -  I  ) ( 17-48)
0 +  3-ср' ‘шср

2°- Если приведенный « « с и л  
функцией времени^, т ;, е̂ И  ^  О . соответствуют промежуткам 
п р е ж н и м  но в этом слу ск0р0сть со достигает значении шгом
времени и  и « т .  в ксторь я показана совпадающей с кри-
и сот щ (на рис. 17. , Р этом случае применить н ельзя ,
Й  и з б ы т о ч н а я  ^площадка Р ™  определяет импульс момента I / ,

р“вный [ - • - • « ] ■  <17' 4! ) 

. вследующемВИД\ и - м л о = Л + « $

“ЛИ [ М „ м - л и  ()]<«=<•'..+•'»)*> (|7-51)
и, далее,

‘ inax .  .
i  ГМ„ Гсо) -  М с (01 dt =  {Jn +  Jo)

“ min

, шал

Т * [М д (м) — М с (01 dt =  (^м +  Л ) 5 d a - (1 7 -52)
( J  1 “ min

Левая часть уравнения (17.52) равна U (см. формулу (17.49)). Тогда 
из уравнения (17.52) получаем

1 -----------<17-53>

„ли, так как  -  » . *  -  » .р 6 ' окончательно

л - Л - ' -  ( 1 7 -5 4 )(ОсрО



[ГЛ . X V III

3 . Если приведенные моменты М„ и М лвижшпит

звена приведения, величина которой о п р ед ^ етТ то Т ко й ’Т ' 0 
чения кривых М„ — М (7,̂  „ м — лТ / \ п точкои Пересе-

***Л- момент м л увеличится, а момент М
/м~м Г , уменьшится и. следовательно, возник-' 'Ме -Ме (<а) нет восстанавливающий момент

Ма - М с > 0 ,

ы

Рис. 17.13. Д и агр ам м а моментов
Г я ™ „ СИЛ и сил сопротивления, зависящ их от угло во й  ско 

рости.

и звено приведения механизма воз- 
ратится к  прежней устойчивой угло-

погттСКОрОСТИ “ у' Если Угловая ско- 
Г и г 17 У ^ личится и будет равна со* 
(рис. 17.13), то возникнет момент

М д - М с < 0 ,

и звено приведения будет также воз
вращаться к прежней устойчивой уг- 

Л° п „ л л  „ ловои скорости СО

момента и н е р ц Г м Г х о в и к ^ ^  М6Т0Д опРеДеления
момента инерции маховика можно уточнить е^ли^пп' Величину 
ления его. момента инерции п р и б л и ^ НЬш °Преде‘
ним из способов, указанны * р Л гженньм методом построить од- 
участке фтга (рис 17 12 а\ и оплат/ ривую Угловой скорости ю на 
ются „ о л у й *  значения м я Т Т п ’ ЗНа,"т“ “ "> ™ < ™ я .  
отклонения значительны тг> лшД™ 0Т заданных- Если эти
приближенное значение для м о м е н т а ^ п '™ уменьшив полученное 
лучить более точное решение задачи рции маховика, можно по-

Г Л А В А  XVIII

ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ РЕГУЛИРОВАНИЯ 

§ 81. Общая постановка задачи

скоростейКведущего3 в^ла ^ аш и ’ны Периодических колебаниях 
во время установившегося и ВСНа пРивеДения механизма)
димо соединить звено ппивелрниа «  овившегося Движений необхо- 
механизмом, носящим название г Е ИРУеМ° Г°  объекта с особым

и з 2 е З с к о ° рСостИи реж ^м Т датке™  
е.,оГО



между движущими ^регулируемый
либо причинам уменьшается полезн р реГу ЛЯТор автомати-
объект начинает 1 наоборот е с !  силы сопро-
ч е с к и  уменьшает приток д у ый объект начинает замед-
тивления Увел™ ЗЮ4  регулятор увеличивает движущие силы.

обрГом, настолько Р « “ '  " S T bS

Раб0тэть с " реж -
ними или близкими “ ^ ^ “““ ^ ¿ ^ е г ^ и р о в а н и я  разнообразны.

пегиляторы, плоские и пространственные, 
в которых используется центробежная сила 
инерции Имеются такж е инерционные р егу - 
мторы  использующие тангенциальные 
S S  инерции. Применяются регуляторы
электрического типа и др-

2°. Хотя конструкции механизмов регу- ___ ^  --------
ЛЯТОРОВ И СХеМЫ р е г у л и р о в а н и я  раЭ Л И Ч Н Ы е п р и н ц и п и а л ь н а я
S ^^большинстве случаев автоматическое
регулирование выполняется по схеме замк- 2 _  и^очни^возмуа^
нутого контура. Принципиальная ЭЛе̂ ент; 4 -  регулирующий
автоматического регулирования по зам кну
тому контуру представлена н Р • ■ внешним воздействием 

Регулируемый объеш 1  » ™ тс’ „'„.действия происходит 
и сто ти т  еозяушенчя 2. В рездьтэт заданного. Эти изменения

" “ Г д а н н " « ^

(обратная связь^ п^ прпгтвом обратной связи воздейст-
Регулируемыи объект ^ пскред Р в свою очередь деи-

вует на чувствительный элемент о, ко р
ствует на регулируемый объект' 1. системы автоматического

На рис. 18.1 "автоматического регули-
Г о Г и Г в Х т  раГ и ^^еТ п олн и тельи ы е устройства, обеспечи

вающие иалет!1Ю‘:Т_ ^ о6ъектом обычно бывает 
в  машинном агрегате рвгулируил ^  рабочая маш ина,

двигатель, а источником Чувствительный элемент м ож ет
приводимая в движение Д® ■ сего механизмом регулятора

а ^ Т Чу= Ж ° ? и . Р^  н ап р яж ен и е .



орган.
технологического назначения машинь? В зависимос™ от

угловой автоматического регулирования
показан в и ^ н н ^ Т ^ Г ^ я ^ Г 0 ^ ™ - Й а Рис- 18 2 
теплового двигателя /. Чувствительный члю рабочеи машины 2 и 
бежный регулятор 3. Регулятор состоит иЧ п Г™ * ЯВЛяется центРо- 
сидящих на звеньях АС и ВГ) Чти двух тяжелых шаров К
"ары С н В  со звеньями с !  и “  вРа“* ™ ь „ ^
во вращательные пары Е и Р с м Ж й  V  0Чер?дь вх°Дят 
»ОСТЬ свободно скользить вдоль напЯвляющей Г 1 Т  З к й ь я Т с  

+̂=ч и ВБ  связаны пружиной Ь
стремящейся сблизить шары 
Регулятор приводится в движе
ние от звена приведения двига- 

ля посредством промежуточ
ного механизма, например парой 
конических колес Н и в  При

г Т е л я Т  ЗВеНЗ ? риведения Д™- гателя с угловой скоростью со

г в в р а щ а ж я ^ “

ж

«" ш ш то го  агрТгата!’ ЯГ ГОлРвеиГУЛИрования 
рабочая м а ш и ^ ^ ^  - ^ Г г у Г х ^ Г - з ^  

слонка паропровода. Мл Нр
лятору. передаточное отношение от звена приведения к регу-

м у ф т а \ Рза3нимаетХ различные п о л о н и я  С Т * "  лПриведения 
рычажный механизм, увеличивающей и™ МуфТ° И ^  соеДинен 
движущей энергии (например п а ^  или гяч Т НЬШаЮЩИЙ подачУ 
механизм состоит из звеньев ОД и Р Т V } В двигатель- Этот 
принадлежащий звену ОР с к о п м ы т п заслонки 4. Палец М, 
жащих муфте N. кользит в направляющих, принадле-

тивленТй вЛр^отей Тм^нлше^ЬугдаваяНсЬ1Г1еНИЯ СИЛ полезных сопро-
личилась. Тогда ш а р ы Т ш д д е Т т в и е Л 0" "  £  РегУля™Ра уве- 
удаляться от оси вращения ВДнтробежных сил будут
вверх. При этом звено $ Т  будет действовать »я буД6Т пеРемеШаться 
опускаясь вниз, уменьшитТечение кан ая ! п .  СЛ° НКу которая> 
в двигатель 1 рабочее вещество Гпяп .  ’ к °тоРому поступает 
силы уменьшатся, у г л о ^ ^ А ,  Т' Д,)' Т°ГДа дв™УЩие 
начнет перемещаться вниз и следователь,^6 уменьшится> муфта N 
мещаться вверх, увеличивая с е ч е н ! ^  ’ засл£нка 4 б УДег пере- 
подачи движущей энерти,, „р„цесс может с ™°а п̂ я^ “™ "д»



Таким образом, работа регулятора представляет собой некоторый 
колебательный процесс. Регулятор отзывается автоматически на 
изменение величины угловой скорости звена приведения двигателя 
и обеспечивает подачу необходимой энергии для передвижения 
регулирующего органа.

Следует отметить, что описанный способ регулирования обладает 
тем недостатком, что после сброса нагрузки  угловая скорость 
оказывается несколько выше той, с которой двигатель вращ ался 
до сброса нагрузки , хотя движе
ние машинного агрегата вновь 
получается установившимся, но 
скорости этого движения уже 
иные и несколько больше, чем 
в начале процесса регулирова
ния. Чтобы избежать указанного 
изменения скорости, в технике 
применяются более сложные 
схемы регулирования.

Описанная система регулиро
вания называется системой пря
мого регулирования, так как в 
ней регулятор непосредственно 
соединен с механизмом, увеличи
вающим или уменьшающим по
дачу движущей энергии.

4°. В рассмотренном примере 
перемещение заслонки 4 произ
водится за счет центробежных 
сил шаров регулятора. В неко
торых случаях этих сил может 
оказаться недостаточно для пере
мещения заслонки, тогда необ
ходимо включить в схему регу
лирования вспомогательный ис
точник энергии, называемый 
сервомотором. Такие системы 
называются системами непрямого регулирования. На рис. 18.3 по
казана схема непрямого регулирования. Эта система имеет те ж е  
основные элементы, что и в принципиальной схеме автоматического 
регулирования (рис. 18.1), но перемещение регулирующего органа 4 
(заслонки) происходит посредством гидравлических сервомоторов. 
Пусть, например, угловая скорость %  звена приведения машинного 
агрегата увеличилась. Тогда муфта N начнет подниматься и через 
систему рычагов поднимет золотник 5. В цилиндр 6 золотника 
по трубкам. 7 и 8 нагнетается масло под постоянным давлением. 
При равновесном режиме маслопроводы 10 и 11 перекрыты золотни-

Рис. 18 .3 . Схема непрямого регул и р о ван и я  
маш инного а гр егата : 1 — дви гател ь ; 2 — 
р аб оч ая маш ина; 3 — чувствительный э л е 
мент; 4 — засло н ка ; 5 — золотник; 6 , 7 , 
8, 9, 10, 11 — маслопроводы; 12 — ц и 
линдр сервомотора; /3 — поршень сер в о 
мотора; 14 — дополнительное звено; 15 — 

р ы ч аг; 16 — шток поршня 13.



ком 5. При подъеме золотника 5 масло по трубопроводам 8 и 6 начнет 
поступать в нижнюю полость цилиндра 12 сервомотора, поршень 13 
переместится вверх и системой рычагов опустит заслонку 4, умень
ш ая доступ движущей энергии ЫА. При движении поршня 13 вверх 
масло, находящееся в верхней полости цилиндра 12, по трубопро
воду 10 и маслопроводу 9 вытесняется в приемник масла. После 
того как  заслонка 4 опустится, угловая скорость сйх уменьшится, 
муфта N начнет опускаться вниз, золотник 5 перекроет трубопро
воды 6 и 10, и доступ масла в цилиндр 12 сервомотора прекратится.

После возвращения золотника 5 в исходное по
ложение процесс регулирования должен закон
читься. Рассмотренная система регулирования 
обеспечивает поддержание постоянной устано
вившейся угловой скорости звена приведения и 
носит название астатической системы регулиро
вания.

Чтобы регулятор во всех случаях регули
рования выключал сервомотор, рассмотренная 
система регулирования снабжается дополни
тельным звеном 14, входящим во вращательные 
кинематические пары О и Л со звеном 15 и што
ком 16 поршня 13, а звено 15 входит во враща
тельную пару М с муфтой N. При этом точка О 
освобождается от закрепления со стойкой. 
Звено 14 и шток 16 показаны на рис. 18.3 штри
ховой линией. Звенья 14, 15 и 16 образуют 
ж есткую  обратную связь. Поэтому такая си
стема регулирования получила название системы 
непрямого регулирования с  жесткой обратной 
связью. Недостатком этой системы является то, 
что после окончания процесса регулирования 
муфта займет отличное от исходного положение 
и угловая скорость звена приведения будет 
несколько отличаться от первоначальной.

5°. Чтобы избежать неравномерности процесса регулирования 
в системах с обратной связью между штоком 16 и звеном 14 
(рис. 18.4), устанавливается масляный тормоз, состоящий из ци
линдра 17, жестко связанного со штоком 16, и поршня 18, входящего 
во вращательную кинематическую пару со звеном 14. Поршень 18 
имеет отверстия, через которые масло может перетекать из верхней 
полости в нижнюю и наоборот. Как показывает опыт, сопротивление' 
при перетекании м асла пропорционально скорости перемещения 
поршня 18 в цилиндре 17. Такая система регулирования получила 
название изодромной системы регулирования, а масляный тормоз, 
состоящий из поршня 18 и цилиндра 17, называется катарактом. 
Изодромная система регулирования является астатической и под-

Рис. 18.4. К системе 
непрямого регулиро
ван и я: 12 — цилиндр 
сервомотора; 13 — 
поршень сервомото
р а ; 14 — дополнитель
ное звено; 15 — ры 
ч аг ; 16 — шток порш
н я ; 17 — цилиндр 
к а т а р а к т а ; 18 — пор
ш ень катар акта ; 19 — 

пружина.



держивает постоянную установившуюся угловую скорость звена 
приведения. Специальная пруж ина 19 снабжена устройствами, 
позволяющими изменять з а т я ж к у  пружины и тем самым произво
дить настройку системы регулирования на требуемый режим.

§ 82. Кинетостатика центробежного регулятора

1°, Выясним вопрос о зависимости угловой скорости р егуля
тора сор от высоты подъема г  муфты N регулятора (рис. 18.5, а). 
Д ля этого предположим, что угловая скорость сор регулятора 
для рассматриваемого момента времени есть величина посто
янная.

Если под действием всех внешних сил, в том числе и сил 
инерции, регулятор находится в равновесии, то должно удовлетво
риться условие равенства 
нулю суммы всех этих сил:
П

% Р  =  0.

Силы инерции грузов Т7 
и Е обозначаем через Р и 
и —Р к. Силами инерции 
самих звеньев можно пре
небречь, так  как  их массы 
малы по сравнению с мас
сами грузов. Силами тре
ния в кинематических па
рах такж е пренебрегаем.
При постоянной угловой 
скорости ©р силы инер
ции муфты взаимно уравно
вешиваются. Кроме силы инерции, на регулятор действуют силы 
тяжести (?2 грузов, сила тяж ести  муфты Ох и силы пружины Р  
и — Р  (на рис. 18.5 пружина не показана).

Определим приведенную к  муфте силу Рп1 от силы тяжести 
и сил сопротивления пружины. Д л я  этого строим повернутый план 
скоростей механизма регулятора в его движении относительно оси 
вращения, т. е. в плоскости чертежа (рис. 18.5, б), прилагаем в со
ответствующих точках силы Р, —Р, 0\ и 0 2 и силу Р У1 , являю 
щуюся уравновешивающей силой, приложенной к  муфте N и па
раллельной оси г (рис. 18.5, а), и далее составляем уравнение мо
ментов всех сил относительно точки р — полюса плана скоростей 
(см. § 68). Имеем

Рис. 18.5. К кинетостатическому исследованию  
центробежного регулятор а : а)  схем а р е гул ято р а ; 

б)  повернутый план скоростей .

-  Gx (рп) -  G2 ipf) sin а -  G2 (ре) sin  а  -
— Р (pl) cos а  — Р (ph) cos а  +  Рп  (рп) =  0 . (18.1)



Т ак к ак  (pf) =  (ре) и (p i ) =  (ph), то уравновешивающая сила Р у1 
будет равна

Р п  =  +  2Ga sin ос +  2p ( ^ j  cos а .  (18.2)

Отрезки (pf), (рп) и (ph) представляют в масштабе цв величины 
скоростей v F, v N и v H точек F, N и Н, т. е.

vF=\iv (pf), vN=\iv (pri) и Vff — Цу (ph).

Поэтому формула (18.2) может быть представлена так :

P yi =  G1 +  2G2— s in a  +  2P — cos a .
VN VN

М одуль приведенной силы Р п1 равен
Vr? Vu

Pnl =  Pyl =  Gi  +  2G‘¿ r -  sin a  +  2P - -  cos a ,  (18.3)
VN VN

a направлена она противоположно Pyl, в данном случае вниз вдоль 
вертикальной оси. Аналогично определяется приведенная сила Р п2 
от сил инерции Ри и — Р и. Имеем

Р и (pf) cos а  +  Р и (ре) cos а  — Р у2 (рп) =  0, (18.4)

где Р у2 есть уравновешивающая сила.
Из уравнения (18.4) получаем

Р уа =  2Р и (j£j cos a ,  или Р у2 =  2Р и ^  cos a ,

где (р/) и =  fb  (рп). Отсюда модуль приведенной силы
Р пз равен

Рп% — Рy2= 2Pu — co s  а, (18.5)

направлена ж е она противоположно Р у2, т. е. вверх.
Т ак  к ак  сила Р и по величине равна

Р и =  ma\x,
где х есть переменное расстояние центров тяжести грузов от оси 
регулятора, а т  — масса гр уза  (рис. 18.5, а), то формулу (18.5) 
можно написать так:

P n2= 2 m ffl§A rco sa^ . (18.6)

Равновесие регулятора определяется равенством нулю суммы 
приведенных к  муфте сил Р п1 и Р п2, т. е.



Приведенная сила Рп1 в равенстве (18.7) носит название поддер-  
окивающей силы регулятора. В самом деле, если при невращаю- 
щемся регуляторе мы будем поднимать муфту регулятора, то 
должны будем прилагать к ней силу, равную по величине и проти
воположную по направлению силе Р п1. Из равенства (18.3) сле
дует, что поддерживающая сила регулятора зависит от координаты 
г муфты N и в  каждом положении уравновешивается приведенной 
силой Р п2 от сил инерции грузов, которые также зависят от поло
жения г муфты Ы, т. е.

РЛ =  Рщ (г) и Р п2 =  Л,а (г) •

Сила Р„2 называется приведенной к муфте регулятора центро
бежной силой.

Подставляя в равенство (18.7) значения Рп1 и Р п2 из формул 
(18.3) и (18.6), получаем

С, -Ь- 2С2 — бш а  +  2Р ^  сое а  — 2тч>\х со5 а  - -  =  0. (18.8) 
1 "А/ х>ы илг

Введем следующие обозначения:

А —2тхсо8  а — (18.9)
V'лг

В — й 1-1Г202~  э т  а  -\-2Р^~ сое а .  (18.10)

Тогда уравнение (18.8) примет вид
Л ( о | - 5  =  0. (18.11)

Уравнение (18.11) является уравнением равновесия р егул я
тора при силах трения, равных нулю.

Из соотношений (18.9) и (18.10) следует, что величины А и В 
являются функциями положения одного из звеньев механизма 
регулятора. Если А и В рассматривать как  функции положения г 
муфты регулятора и положить А = А (г) и В =  В (г), то уравне
ние (18.11) примет вид

А (г) (Ор — В (г) — 0. (18.12)

Из этого уравнения следует:

* 5 = ! $ .  ( 1 8 . 1 3 )

Таким образом, каждому положению равновесия муфты А1, оп
ределяемому координатой г, соответствует вполне определенная 
угловая скорость (ор. Эта угловая скорость носит название равно
весной угловой скорости регулятора.



2°. Пользуясь формулами (18.9), (18.10), (18.13) и планом 
скоростей, можно построить диаграмму зависимости перемещения г 
муфты N от квадрата равновесной угловой скорости со£ (рис. 18.6), 
т . е , г  =  г  (сор). Эта диаграмма регулятора имеет обычно вид, ук а 

занный на рис. 18.6. Пользуясь этой диа
граммой, всегда можно определить по задан
ной угловой скорости сор координату г  муфты. 
Например, значению угловой скорости <орг 
соответствует точка I диаграммы г =  г (© ¿) 
и, следовательно, положение г1 муфты N.

Если построена равновесная диаграмма 
регулятора для интервала, соответствующего 
полному перемещению к  муфты регулятора, 
то можно определить значения сот1п и <отах 
минимальной и максимальной угловых ско

ростей регулятора, при которых муфта занимает свои крайние 
положения.

Величина

Р и с. 18.6. Д и агр ам м а за 
висимости перемещения 
муфты р е гул ято р а  от 
к в ад р ат а  его  угловой ско

рости.

где

со

ср

с +  Иmlnср-

(18.14)

(18.15)

называется степенью неравномерности регулятора.
Из формул (18.14) и (18.15) следует, что величина б равна

6 = “ m ax '
2  соср

(18.16)

ц3°. В некоторых случаях бывает удобнее силы, 
действующие на регулятор, приводить не к  муфте, 
а к центру Т7 груза (рис. 18.7), направляя их по 
линии центробежной силы инерции Ри.

Равновесие регулятора определяется равенством 
нулю суммы приведенных к точке сил Р'а и Р ' 
Имеем: ,

^>п1 +  />па =  0, (18.17)
где РпХ — приведенная сила весов и в 2 грузов, 
муфты N и сил Р  и — Р  пружины и Р ’п2 — при

веденная сила сил инерции Р„ и — Ра. Модуль силы Р^  опреде
л яется , если в равенстве (18.3) помножить все его члены на отно
шение скорости 1>м муфты N к  проекции скорости точки Р на
горизонталь, т. е. на

Р и с. 18.7, П риве
дение сил* дейст
вую щ их на р е гу 
л ято р , к  центру 

гр у за .



Имеем

Р ’ _ ^ _  +  2 G 2 t g a  +  2 Pш Vpzos а  vF (18.18)

Модуль силы Рп2 определяется, если помножить правую  часть 
формулы (18.6) на то же самое отношение. Имеем

Рп2 == 2тшрЛГ. (18.19)
Сила Рп2 направлена противоположно силе П одставляя в урав
нение (18.17) выражения для Р„г и г из формул (18.18) и (18.19), 
получаем уравнение равновесия регулятора в следующем виде:

°1РЛГ 
v* cos а

-2G2tgc t +  2P  ~  — 2/псорХ =  0.v I?

Вводя обозначения
D =  2mx

vF cos а

перепишем уравнение (18.20) так :

2 G2 tg  а  +  2 Р  ,

Dcon —С =  0.

(18.20)

(18.21)

(18.22)

(18.23)

Уравнение (18.23) является такж е уравнением равновесия ре
гулятора при силах трения, равных нулю. Величины И и С суть 
функции расстояния х центров тяж е
сти шаров до оси вращения р егуля
тора, т . е.

£ = £ ( * ) ,  С = С(х).
Из уравнения (18.23) следует:

(18.24)Оп = D (х)'
Рис. 18.8. Х ар ак тер и сти ка  ре

гу л я то р а .Диаграмма зависимости С = С (х) 
или, что то ж е, Р^  =  Р'„ 1 (х) носит на
звание характеристики регулятора. На рис. 18.8 показан один из 
возможных видов диаграммы С =  С (х).

§ 83. Устойчивость регулятора

1°. С помощью характеристики регулятора может быть выяснен 
ряд важных свойств регулятора, к  ознакомлению с которыми мы и
переходим. u

Если обратиться к  равновесной кривои регулятора (рис. lö .b j, 
то из нее следует, что при 2 =  0 имеем наименьшее значение ©шт



равновесной угловой скорости, а при г =  /г, где /г — полный ход 
муфты, имеем наибольшее значение сотах равновесной угловой 
скорости. Степень неравномерности регулятора, согласно формуле
(18.16), равна

(18.25)2(0;

Таким образом, б зависит от пределов скоростей, в которых 
может работать регулятор.

К ак следует из формулы (18.19), величина силы Р 'п2 равна сумме 
центробежных сил инерции грузов:

Р'т =  2т<о'р.х.

Если скорость сор постоянная, то величина силыРпг пропорцио
нальна расстоянию х и ее изменение в функции этого расстоя

ния выразится прямой линией От 
(рис. 18.9), проходящей через начало 
координат и наклоненной к оси Ох 
под углом р, тангенс которого равен

тг.л* У"*tg¡3 =  mco

Рис. 18.9. К исследованию устой
чивости регулятора.

где (хр и цх — масштабы построения 
диаграммы (рис. 18.9). Прямая От 
носит название линии центробежной 
силы.

2°. Рассмотрим, далее, в тех же 
масштабах характеристику регуля

тора, т. е. его зависимость Р ^  =  Р'п  {.к) (рис. 18.9, кривая Ь — Ь). 
Точка с  пересечения прямой От с характеристикой Ь — Ь регу
лятора определяет то положение х0 центра груза, при котором 
регулятор находится в равновесном положении при постоянной 
угловой скорости о)р, так  к ак  в этом положении равны по величине 
и противоположны по направлению силы 1 и Р 'а2. Пусть, далее, 
регулятор выведен из своего равновесного положения, например, 
опусканием муфты; при этом центры грузов сблизятся и будут 
находиться от оси вращения регулятора на расстоянии хх <  х0. 
Если после этого мы предоставим регулятор самому себе, то он 
окаж ется под действием центробежной силы Р'т, величина которой 
определится ординатой с1'с', большей ординаты с1'Ь', соответствую
щей величине силы Р Под действием избыточных центробежных 
сил грузы  будут расходиться, пока не вернутся в равновесное 
положение, соответствующее точке с.

Если, наоборот, мы поднимем муфту Ы, то грузы  будут расхо
диться и центры грузов займут некоторое новое положение, опре



деляемое расстоянием хг >  х0. Если после этого мы предоставим 
регулятор самому себе, то он окаж ется под действием силы Рп1 , 
величина которой определится ординатой й"Ь", большей орди
наты 6!'с", соответствующей величине центробежной силы Р'т, 
и, следовательно, грузы начнут сближаться, пока не вернутся 
в'равновесное положение, соответствующее точке с.

Таким образом, равновесие регулятора является устойчивым, 
если характеристика регулятора расположена так, что до точки 
пересечения с  она лежит ниже линии центробежной силы и после

Рис. 18.10. Х арактеристика Рис. 18.11. Х арактеристика не*
статического регулятора. статического регулятор а .

точки с  она лежит выше линии центробежной силы. Т ак к а к  р егу
лятор должен работать в пределах, определяемых степенью н ерав
номерности б, равной

с m m «x Mmin

то сформулированный выше признак устойчивости регулятора дол
жен выполняться для всех линий центробежных сил между д вум я  их 
предельными положениями, определяемыми равенствами

Р па шах == 2/710) щихХ/
Р п а т т  =2т(х)!птХ,

в которых Ютах и сот |П представляют собой максимальное и мини
мальное значения угловой скорости регулятора, принятые по
стоянными.

На рис. 18.10 нанесена характеристика регулятора Ь — Ь и 
линии 01 и О/ центробежных сил Рпгшах и Рпгшш- Д ля любых линий 
центробежных сил, проведенных м еж ду линиями 01 и О/, регулятор 
с характеристикой Ь — Ь устойчив для равновесных положений 
от Хт щ ДО Хтах. Р егуЛ Я Т О рЫ , ДЛЯ КОТОрЫХ ВЫПОЛНЯЮТСЯ ЭТИ УСЛО
ВИЯ, называются статическими.

На рис. 18.11 показана характеристика Ь — Ь, при которой ус
ловия устойчивости не выполняются на всем интервале от  хт\п 
до  *тах- Такие регуляторы называю тся нестатическими.



Если любому значению х соответствует одна и та ж е равно
весная скорость и равновесная кривая регулятора имеет вид пря
мой, параллельной оси ординат, то сотах =  ют1п и б =  0. В этом 
предельном случае характеристика совпадает с линией центробеж
ной силы и регулятор ̂ находится в динамическом равновесии в лю
бом положении. Такой регулятор называется астатическим. Тео
ретически он может поддерживать постоянную угловую скорость 
при всех положениях муфты. Однако астатические регуляторы не 
обладают динамической устойчивостью, и если и применяются, то 
при введении в схему регулирования дополнительных устройств.

§ 84. Нечувствительность регулятора

Г .  В предыдущих параграфах при рассмотрении равновесного 
состояния регулятора мы не учитывали влияния сил трения на рав
новесное положение регулятора. Полная приведенная к  муфте сила 
трения ^  всегда направлена в сторону, противоположную направ
лению движения муфты. Следовательно, при подъеме муфты сила Р 
направлена вниз, а при опускании муфты — вверх. Тогда в мо

мент начала движения муфты вверх мы 
будем и\!еть, учитывая уравнение (18.11), 
условие

А ((Ор)2 —В —/7 =  0, (18.26)

где Юр — предельная равновесная угло
в ая  скорость при подъеме.

Соответственно в момент начала дви-
Рис. 18.12. Д и аграм м а, ха - Ж еН И Я  МУФТЫ ВНИЗ П О Л уЧ ЗвМ  
рактеризую щ ая нечувстви- А 2 П I П__Г\ / 1 0  0 7 4

тельность регулятор а . ^  (,ш р/ — °  ~Тг — ( № . ¿ 1)

где Юр — предельная равновесная угловая скорость при опускании.
Из уравнений (18.26) и (18.27) следует, что

Ю 2 =  — ^  и (©;)* =

Т ак как  согласно формуле (18.13) равновесная угловая ско
рость регулятора при отсутствии трения равна Юр =  В/А, то

£»р юр <  сор. (18.28)

Таким образом, для каждого значения угловой скорости и, 
следовательно, для каж дого положения муфты регулятора имеется 
некоторый интервал изменения угловой скорости, внутри которого 
положение муфты оказы вается неизмененным.

2°. Рассмотренное свойство регулятора может быть представ
лено графически следующим образом. Построим равновесные кривые 
для значений сор, Юр и Юр (рис. 18.12). Область, заключенная



между кривыми г  =  г (сор2) и г  == г  (сор2), называется областью 
нечувствительности регулятора. В этой области муфта регулятора 
остается неподвижной при изменении угловой скорости в пре
делах, определяемых неравенством (18.28).

Мерой нечувствительности регулятора принимается коэффициент 
нечувствительности е, равный

К —ь'п
(18.29)

где

Ир***-  2 р . (18.30)

Коэффициент нечувствительности е может быть приближенно 
представлен так :

(<й:)2-(С0')2
.. 2Мр • (18.31)

Подставляя в формулу (18.31) значения для (со;)2 и (Ц )2, по
лучаем

е =  4 -  (18.32)

Итак, коэффициент нечувствительности е прямо пропорционален 
силе трения Р. Из формул (18.29) и (18.30) имеем

®; =  ®Р ( Н у ] ,  ®p =  cop ( l - | j .  (18 .33)

Приближенно можно считать

(® р )ш ах  =  © ш ах  ̂1-f-g-j , (® p )m ln  =  W min f 1 — у )  (18.34)
и, далее,

Юр Я5=; (0Ср.

Тогда действительную степень неравномерности 8Д регулятора 
можно представить так:

со" —  0)1,„
(18.35)б  __ m ax шт in

шср

Подставляя в равенство (18.35) значения ю ' ах и со^п из формул 
(18.34), получаем

“ m ax И  “Н 'г г )  ~  w m in o’ )  о) —  щ

------------— ■■L ,  1 1 ° ^ ^ - + в =. 6 + е. (18 .36)

Таким образом, действительная степень неравномерности 6 Д 
равна приближенно сумме степени неравномерности б, получен
ной при условии отсутствия трения, и коэффициента нечувстви
тельности е.
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СИНТЕЗ МЕХАНИЗМОВ

О Т Д Е Л  П Я Т Ы Й  

ПРОЕКТИРОВАНИЕ ТИПОВЫХ ПЛОСКИХ 
И ПРОСТРАНСТВЕННЫХ МЕХАНИЗМОВ

Г Л А В А  XI X

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ и ОПРЕДЕЛЕНИЯ. СИНТЕЗ ЦЕНТРОИДНЫХ
МЕХАНИЗМОВ

§ 85. Задачи проектирования механизмов

Г.  Проектирование механизмов представляет собой сложную 
комплексную проблему, решение которой может быть разбито на 
несколько самостоятельных этапов. Первым этапом проектирования 
является установление кинематической схемы механизма, которая 
обеспечивала бы требуемый вид и закон движения. Вторым этапом 
проектирования является разработка конструктивных форм меха
низма, обеспечивающих его прочность, долговечность, высокий 
коэффициент полезного действия и т. д. Третьим этапом проекти
рования является разработка технологических и технико-эконо- 
мических показателей проектируемого механизма, определяемых 
эксплуатацией в производстве, ремонтом и т. д.

В теории механизмов в основном излагаются методы, с по
мощью которых может быть разрешен первый этап проектирования— 
разработка кинематических схем механизмов, воспроизводящих 
требуемый закон движения. При этом, конечно, учитываются и 
некоторые вопросы, связанные со вторым и третьим этапами проек
тирования, как , например, наличие у механизма необходимого 
коэффициента полезного действия, возможность изготовления его 
деталей на современном станочном оборудовании, возможность 
сборки механизма и т. д.

В дальнейшем при изложении данного раздела курса мы будем 
под проектированием механизмов понимать проектирование их 
кинематических схем с учетом некоторых из вышеуказанных допол
нительных условий. Раздел теории механизмов, посвященный 
методам проектирования по заданным кинематическим условиям 
схем механизмов, получил название синтеза механизмов.



Синтез кинематической схемы механизма состоит в определении 
некоторых постоянных его параметров, удовлетворяющих задан 
ным структурным, кинематическим и динамическим условиям, при 
этом одна часть этих параметров может быть задана, а д р у га я  
должна быть определена.

В общем случае задачи синтеза механизмов являются много
параметрическими, так  как число параметров механизма никогда 
не бывает однозначным. Как уж е было указано выше, условия, 
которым должен удовлетворять механизм, являются иногда проти
воречивыми, и очевидно, что при проектировании механизма надо 
стремиться к тому, чтобы было найдено такое решение задачи, кото
рое можно считать оптимальным.

В настоящее время существует ряд способов решения подобного 
рода задач, объединяемых так называемым методом многопараме
трической оптимизации. При использовании этого метода обычно 
одно условие принимается за основное. Тогда все остальные усло
вия будут дополнительными. Например, при проектйровании м еха
низма шарнирного четырехзвенника мы можем в качестве основного 
условия поставить требование заданного движения ведомого звена, 
минимальной величины динамических давлений на стойку и т. д . 
В качестве дополнительных мы можем поставить условие заданных 
габаритов механизма, его проворачиваемость и т. д.

Основное условие обычно выражается в виде некоторой функции, 
экстремум которой должен определить требуемые параметры син
тезируемого механизма. Эту функцию обычно называют целевой 
функцией. Ниже, при рассмотрении задач приближенного синтеза 
зубчатых, кулачковых и рычажных механизмов будут показаны 
примеры различных целевых функций. Т ак , например, для зубча
того мехайизма это может быть его передаточное отношение, д л я  
кулачкового механизма — заданный закон движения ведомого 
звена, для рычажного механизма — оценка отклонения шатунной 
кривой от заданной и т. д. Дополнительные ограничения, н акл а
дываемые на синтезируемый механизм, могут быть представлены 
или в форме каких-либо функций, или чаще в виде некоторых алгеб
раических неравенств.

Таким образом, большинство задач синтеза механизмов может 
быть сведено к задаче отыскания таких параметров механизма, при 
которых удовлетворяются принятые ограничения и целевая ф унк
ция имеет минимальное значение. К ак уж е  было сказано выше, 
задача эта многопараметрическая, и решение ее обычно проводится 
с использованием счетно-решающих машин с применением методов 
Монте-Карло, т. е. случайного поиска, направленного поиска и 
комбинированного поиска. Многие задачи синтеза механизмов м огут 
быть решены только в приближенной форме. Тогда, кроме примене
ния методов параметрической оптимизации, широко используются 
методы теории приближения функций и, в частности, метода наилуч



шего приближения функций, предложенного Чебышевым, и различ
ные методы интерполирования функций, метод квадратического при
ближения функций, метод использования взвешенной разности, 
предложенный Н. И. Левитским, и т. д.

Основной задачей синтеза механизмов является воспроизведение 
заданного движения одного или нескольких звеньев путем непосред
ственного их воздействия друг на друга или путем введения между 
ними промежуточных звеньев. Как в первом, так  и во втором случае 
решение этой задачи сводится к  проектированию кинематическои 
цепи заданного определенного движения, т. е. механизма.

2°. При решении задач синтеза механизмов должны быть при
няты во внимание все условия, обеспечивающие осуществление 
требуемого движения. Такими условиями являются следующие, 
правильная структура проектируемого механизма, кинематическая 
точность осуществляемого движения, возможность создавать про
ектируемым механизмом заданное движение с точки зрения дина
мики и, наконец, условие, чтобы размеры звеньев проектируемого 
механизма допускали воспроизведение заданного движения. В на
стоящей главе мы остановимся на общем решении основных задач 
синтеза и покажем, к ак  могут быть при этом учтены вышеуказан
ные структурные, кинематические, динамические и метрические
условия. й

Основными задачами синтеза механизмов, имеющими особенно
важное значение в технике, являются следующие:

1) преобразование вращательного движения вокруг одной оси 
во вращательное движение вокруг другой оси;

2) преобразование вращательного движения вокруг одной оси 
в поступательное движение вдоль некоторой заданной прямой, и 
наоборот;

3) преобразование поступательного движения вдоль^ одной за
данной прямой в поступательное движение вдоль другой заданной 
прямой и

4) воспроизведение одной из точек звеньев рычажного меха
низма требуемой траектории, воспроизведение заданных углов 
поворота ведомого звена, движения ведомого звена с остановками.

При решении первых трех задач обычно задаются требуемые 
законы движения тех звеньев, между которыми осуществляется 
передача движения., в виде заданных в функции времени линеиных 
и угловых перемещений или линейных и угловых скоростей.

При решении четвертой задачи задается требуемая траектория 
аналитически (в виде уравнения) или графически (отдельными точ
ками, лежащими на заданной траектории). Задаются требуемые 
углы поворота ведомого звена в зависимости от угла поворота веду
щего звена, длительность периода остановки ведомого звена и т. д.

Кроме того, к а к  было упомянуто выше, указываются желатель
ные конструктивные формы механизмов, которые должны осущест



влять заданные движения, и некоторые условия динамического 
характера, влияющие на к. п. д. механизма, на устойчивость его 
движения, на прочность деталей и т. д.

Обычно решить вышеуказанные задачи синтеза можно с помощью 
механизмов различной структуры, некоторые из которых имеют 
только низшие кинематические пары, а в состав других входят и 
низшие и высшие кинематические пары.

Практически оказывается, что решение задач о воспроизведении 
заданных форм движения с помощью механизмов, в состав кото
рых входят низшие и высшие пары, является более простым, чем 
воспроизведение тех же форм движения с помощью механизмов, 
в состав которых входят только низшие пары. Это объясняется в пер
вую очередь тем, что высшие пары обладают большим разнообра
зием своих видов, в то время как  низшие пары, например в пло
ских механизмах, представлены только двумя видами: парой посту
пательной и парой вращательной. Вот почему в громадном боль
шинстве случаев в технике теоретически точное  ̂воспроизведение 
заданных форм движения осуществляется механизмами, в состав 
которых входят и высшие и низшие пары, а механизмами, в состав 
которых входят только низшие пары, осуществляется приближен
ное воспроизведение заданных форм движения.

Поэтому в зависимости от того, какие требования ставит кон
структор при проектировании механизма, он выбирает ту или 
иную кинематическую схему механизма.

3°. В данном отделе курса мы рассмотрим синтез плоских ме
ханизмов и некоторые примеры синтеза пространственных меха
низмов.

Как уже было показано в главе второй, элементы высших 
пар плоских механизмов могут быть или центроидами в относитель
ном движении, или взаимоогибаемыми кривыми. В первом случае 
элементы высших пар перекатываются без скольжения, во втором 
случае они перекатываются со скольжением. Таким образом, 
если в состав проектируемого механизма входят высшие пары, то 
проектирование их элементов сводится или к проектированию 
центроид в относительном движении, или к проектированию взаи- 
моогибаемых кривых. Механизмы, у которых элементы высших пар 
являются центроидами, называются центроидными. Механизмы, 
у которых элементы высших пар являются взаимоогибаемыми 
кривыми, в зависимости от их конструктивного оформления назы
ваются кулачковыми или зубчатыми механизмами.

Если в состав механизма входят только низшие пары, то такие 
механизмы в зависимости от их конструктивного оформления назы
ваются рычажными, кулисными, клиновыми, винтовыми и т. д. 
В настоящей главе мы рассмотрим некоторые общие методы про
ектирования центроидных механизмов для воспроизведения задан
ных законов движения,



§ 86. Синтез трехзвенного центроидного механизма

1°. Простейшим механизмом для преобразования вращатель
ного движения вокруг одной оси во вращательное движение вокруг 
другой оси является трехзвенный центроидный механизм (рис. 19.1), 
образованный двумя вращательными и одной центроидной парами.

Рассмотрим, в какой форме цожет быть задано движение под
вижных звеньев 2 и 3 этого механизма.

Пусть ведущим звеном будет звено 2, а ведомым — звено 3. 
Если текущие углы поворота звеньев 2 и 3 относительно неподвиж
ного звена 1 обозначить соответственно через ср2 и ср3, то законы 
движения звеньев 2 и 3 в общей форме могут быть записаны в виде 
следующих равенств:

Фг =  Ф а (0 »  Фз =  Ф з(0 - О 9 - 1)

Исключая из равенства (19.1) время получаем
фз =  фз(фг)- О 9 -2 )

Зависимость (19.2) будем называть функцией положения, так 
как  она определяет положение ведомого звена 3 в зависимости от

положения ведущего звена 2. Дифферен
цируя равенство (19.2) по углу пово
рота ср2, получаем

%-ИЫ-  ( 19 .3 )
Далее, имеем

¿ф з
¿ф з _  М  _  :

. Схема центроидного щ ‘ 32>
механизма. I—X*- 6м

где о>2 и со3 — угловые скорости звеньев 2 и 3 относительно непод
вижного звена 1 и ¿32 — передаточное отношение звеньев 2 и 3. 
Тогда равенство (19.3) окончательно примет такой вид:

<19-4>
Зависимость (19.4) будем называть функцией передаточного 

отношения. Соответственно величину
■ _  _ ф̂2 _  2̂̂  _ 1 /10 С\
23 _  *32 ¿ф з <03 ф ' (ф2) '  '

будем называть функцией передаточного числа. Функция положения 
(19.2) является геометрической характеристикой механизма, так 
как  она не включает в себя параметр времени. Функция передаточ
ного отношения (19.4) или функция передаточного числа (19.5) пред
ставляют собой также геометрическую характеристику механизма, 
но записанную в дифференциальной форме, Общая связь между



ними может быть представлена как  в дифференциальной форме в 
виде зависимости (19.3), так и в интегральной форме в таком виде:

Фа ф*

ФЗ = ^ Фз (ф *) ¿ Ф 2  =  ^  ¿32 ^ Ф 2  =  ^  (19.6)
Фо фо Фо

где Фо — угол, соответствующий исходному положению звена 2.
Таким образом, при решении задач проектирования движ ение  

может быть задано или как функция положения , или как функция  
передаточного отношения, или, наконец, как функция передаточного  
числа.

2°. Связь между угловыми скоростями ю2 и о)3 (рис. 19.1) и 
основными размерами звеньев механизма может быть установлена 
на основании соотношения между угловыми скоростями и расстоя
ниями между мгновенными центрами вращения. Мгновенными цен
трами вращения звеньев 2 и 3 являются точки А и В . (рис. 19.1), 
а мгновенным центром вращения звеньев в их относительном движе
нии является точка Р0, лежащая на прямой АВ и совпадающая 
с точкой соприкасания центроид Ц2 и Ц3.

Следовательно, для центроидного механизма, показанного на 
рис. 19.1, должно удовлетворяться условие

. _  ю3 _  АР0
'32“  (о2 -  ТЩГ’ ( 19-7)

а для скоростей <о2, ©з и со32 — условие

®з2 = — (19.8)

Так, сообщив всему механизму общую угловую скорость, рав
ную и обратную по знаку угловой скорости <о2 звена 2, мы можем 
рассматривать движение звена 3 с угловой скоростью со32 относи
тельно звена 2 как происходящее с угловой скоростью, равной 
сумме угловых скоростей — а>2 и <о3. Из условия, что мгновенные 
центры вращения А, В и Р0 всегда должны лежать на одной пря
мой, получаем

САВ) = (АР0) +  (Р0В). ,  (19.9)

3 . Основная задача проектирования механизмов состоит в том, 
чтобы при заданном движении ведущего звена механизма обес
печить заданное движение ведомого звена. Требуемое движение мо
жет быть задано в виде функции положения, или в виде функции 
передаточного отношения, или в виде функции передаточного 
числа. Таким образом, применительно к трехзвенному центроид- 
ному механизму исходными зависимостями, которыми мы будем 
пользоваться в дальнейшем, являются следующие:



или
*32 :

(Дз _ АРр
0>2 ВР0 (19.11)

Условие (19.10) для центроидного механизма (рис. 19.1) будет 
означать, что для каждого заданного положения звена 2 мы имеем

Рис 19 2. К проектированию  кинематической схемы центроидного механизма? 
а) схема механизма; 6) граф ики угловы х скоростей звеньев 2 и 3.

вполне определенное заданное положение звена 3. Для воспроиз
ведения заданного движения по условиям (19.10) и (19.11) надо 
найти соответствующие очертания- центроид Цг и Ц3 в относитель
ном движении звеньев 2 и 3.

4°. Переходим к рассмотрению вопроса о проектировании трех
звенных центроидных механизмов, образованных одной центроид- 
ной парой и двумя низшими парами. К этим механизмам относятся



механизмы некруглых колес, механизмы перекатывающихся ры
чагов и др.

Механизмы некруглых колес получили распространение в со
временном приборостроении и в общем машиностроении. Они могут 
воспроизводить большое число разнообразных функций передаточ
ного отношения. Рассмотрим геометрический метод решения задачи
о построении центроид этих механизмов. Как было показано выше 
(§ 86, 1°), требуемый закон движения ведущего и ведомого звеньев 
может быть задан или в виде функции положения, или в виде функ
ции передаточного отношения. Предположим, что нам заданы гра
фики угловых скоростей со2 и со3 ведущего и ведомого звеньев 
в функции угла поворота ср2 ведущего звена 2 и задано расстоя
ние АВ между осями вращения звеньев 2 и 3 (рис. 19. 2, а). Так 
как угловая скорость ведущего звена со2 = “ г (Ф2) может быть 
всегда принята постоянной и равной ©2 =  1, то функция переда
точного отношения 132 = ¿за (фг). представленная на рис. 19.2, б, 
имеет вид кривой, совпадающей с кривой со3 = со3 (ср2).

Если за начальные положения сопряженных центроид принять 
положения, при которых углы поворота центроид, отсчитываемые

Рис. 19.3. Графики угло в  поворота звен ьев 2 и 3 в ф ункциях у гл а  поворота з в е н а  2 .

от направления АВ, равны нулю, то функция положения <р3 =  ср3 (ф2) 
(рис. 19.2) может быть получена из условия (19.6):

ф2
Ф з=$*з2^ф 2. (19.12)

Фо

Для этого производим графическое интегрирование графика 
(рис. 19.2, б) и получаем функцию положения (рис. 19.3).

Имея функцию передаточного отношения (рис. 19.2, б)  и 
функцию положений (рис. 19.3), переходим к графическому по



строению сопряженных центроид, принадлежащих звеньям 2 и 3. 
Пусть угловые скорости ю2 и <о3 противоположны по знаку. 
Тогда положение мгновенных центров вращения (рис. 19.2, а) 
в относительном движении звеньев 2 и 3 будет определяться из 
условия (19.7):

>32, '■
в>3
со2

АРр
ВРп

АВ — ВРа 
ВРа (19.13)

Таким образом, расстояние А В из-за разных знаков угловых 
скоростей (о2 и ©з должно быть разделено внутренним образом 
согласно условию (19.13). Полученные из этого условия положе
ния мгновенных центров вращения Р 10, Р ” , Р ” 1, ... (рис. 19. 2, а) 
образуют геометрическое место точек, называемое бицентроидой. 
Таким образом, бицентроидой  называется геометрическое место 
мгновенных центров вращения в относительном движении двух 
звеньев, принадлежащее неподвижной плоскости. Для построения 
профилей центроид находим точки, принадлежащие звеньям 2 и 3, 
последовательно совпадающие с точками Р ‘ , Р0И, Р ‘и, ... бицен
троиды. Для этого от направления АВ (рис. 19.2, а) откладываем 
углы ф2 и ф 3. Углы ф 2 поворота центроиды 2 между соседними поло
жениями (рис. 19.3) являются равными. Поэтому из точки А 
(рис. 19.3, а) проводим лучи А2, АЗ, ... под равными углами ф ^  

Углы ф 3 поворота центроиды 3 между двумя сосед
ними положениями переменные (рис. 19.3). 
Поэтому из точки В проводим лучи В2, ВЗ, . . .  
. . .  под углами фз, ф з ',  ф з " ,  полученными из гра
фика рис. 19.3. Из точки А (рис. 19.2, а) ради
усами АР'а, АР ’0" , ... проводим дуги до пересе
чения в точках 2", 3", 4", ... с соответственными 
лучами А2, АЗ, А4, ... Соединив плавной кри
вой полученные точки Р$, 2", 3", ..., получим 
профиль центроиды Цъ  принадлежащей звену 2. 
Точно так же из точки В проводим дуги 
радиуса ВР'0', ВР'0" , ... до пересечения в 
точках 2"', 3'", 4”', ... с соответственными лу
чами В2, ВЗ, В4, ... Соединив плавной кривой 
полученные точки Р'а, 2"', 3 " ' ,  . . . ,  получим 
профиль центроиды Ц3, принадлежащей звену
3. Д ля возможности передачи непрерывного 
периодического движения длины профилей цен
троид должны быть равны и, следовательно, 

полные углы поворота Ф 2 и Ф 3 (рис. 19.3) сопряженных цент
роид должны быть равны между собой и за полный цикл движе
ния должны давать угол, равный Ф2 = Ф3 = 2п.

Возможны профили центроид с разными углами поворота 
за полный цикл движения, но при этом углы должны быть

Рис. 19.4. Зубчатый 
м еханизм  с н екруг

лыми колесами.



кратны целому числу. Профили центроид должны иметь сим
метрию, чтобы была обеспечена симметрия в графике кривой 
(рис. 19.2, б), изображающем передаточную функцию. Из изло
женного следует, что для случая среднего передаточного отноше
ния, равного (г32)ср =  — 1 за один оборот ведущего и ведомого 
звена, как это имеет место для рассматриваемого механизма 
(рис. 19.2, б), необходимым условием должно быть равенство углов 
Ф2 = Ф3. Это условие требует, чтобы площади, ограниченные кри
выми со2 =  со2 (ф2) и (о3 = со3 (ф2) (рис. 19 .2 , б), были бы равны 
между собой, т. е. чтобы всегда удовлетворялось условие

Ф а ф 3

5 ю2 с/<р2 = 5 0)3 й у 2. (19.14)
0 0

Построенные на рис. 19.2, а сопряженные центроиды Ц2 и Ц3, 
практически будут работоспособны, если они будут снабжены 
зубьями. Такие механизмы носят название некруглых зубчатых 
колес (рис. 19.4).

§ 87. Некоторые условия, обеспечивающие передачу сил 
в механизмах

1°. В § 85 было указано, что при проектировании кинемати
ческих схем механизмов необходимо учитывать возможность движе
ния проектируемого механизма под действием приложенных к нему 
сил с возможно большим коэффициентом полезного действия. Вы
полнение этого условия в значительной мере зависит от выбранных 
размеров и формы звеньев механизма.

ведущее звено действует на ведомое звено с некоторой 
силои Р, и пусть направление абсолютной скорости точки С ведо
мого звена, к которой приложена 
сила Р, образует с линией дей
ствия этой силы некоторый острый 
угол а. Тогда работа А силы Р  на 
некотором пути в будет

A = ^ P c o s a d s .  (19.15)
О

Из формулы (19.15) следует, что 
чем меньше угол а , тем больше ра
бота силы Р. Работа А будет мак
симальной при а  = 0. Угол а , об
разованный направлением действия силы Р,  приложенной к ведомо
му звену в точке С, и скоростью v c  точки С, называется углом давле
ния. Таким образом, чтобы вся работа силы Р  расходовалась на

Рис. 19.5 . К определению у гл а  п ер е
дачи  в кулачковом  механизме.



движении ведомого звена, нужно обеспечить совпадение направле
ния этой силы с направлением абсолютной скорости той точки 
ведомого звена, к которой приложена сила Р. Обычно в механиз
мах угол давления а  не равен нулю, вследствие чего только одна 
слагающая силы Р  сообщает движение ведомому звену, другая же 
вызывает дополнительные вредные сопротивления трения в кине
матических парах.

Мало того, при большом угле давления а  сопротивления от 
трения иногда настолько велики, что работа силы Р  оказывается 
недостаточной, чтобы привести в движение ведомое звено. Это 
явление носит название заклинивания механизма и наблюдается 
в неправильно спроектированных механизмах.

Рассмотрим, как изложенные условия могут быть учтены при 
решении задач синтеза механизмов. Для этого введем понятие
о так называемом угле передачи движения. Пусть звено 1 (рис. 19.5), 
входящее в точке С со звеном 2 в высшую пару качения и сколь
жения, действует на это звено с силой Р. Пусть, далее, абсолютная 
скорость точки С звена 2 равна ©с2-

В том случае, когда сила трения в высшей паре не учитывается, 
направление силы Р  совпадает с направлением нормали N — N. 
Тогда углом давления будет угол между нормалью N — N п направ
лением скорости ©с2* В том случае, когда учитывается трение 
скольжения звеньев высшей пары, необходимо силу давления 
(силу реакции) одного звена на другое отклонять от нормали на 
угол трения.

Проведем касательную / — ¿ к  кривым Кг и /С2 и обозначим 
угол, образованный касательной ^— / с  вектором скорости Ус„ 
через у12. Угол у 12 равен

у 13 = 90° — а . (19.16)

Угол у12 называется углом передачи движения  или, для крат
кости, углом передачи.

Таким образом, угол передачи у12 является углом, добавоч
ным до 90° к углу давления а.

Так как направление касательной I —  ̂ совпадает с направле
нием скорости © ел  точки С2 звена 2 относительно звена /, то угол 
передачи в высших парах есть угол между направлениями абсолют
ной и относительной скоростей точки соприкасания ведомого звена. 
Чем меньше угол у 12, тем больше возможность Появления закли
нивания.

Условимся угол передачи обозначать двумя индексами, причем 
первый индекс будет обозначать номер ведущего звена, а второй 
индекс — номер ведомого звена. Так как на рис. 19.5 ведущим 
является звено 1, а ведомым — звено 2, то угол передачи обоз
начен через 712. При ведущем звене 2 и ведомом звене 1 угол пере
дачи будем обозначать через у.д.



2°. При синтезе механизмов с парой качения и скольжения 
необходимо учитывать также и те потери на трение скольжения, 
которые будут иметь место за счет скольжения взаимоогибаемых 
кривых друг по другу.

Так как мощность, расходуемая на трение, пропорциональна 
относительной скорости движения взаимоогибаемых кривых, то 
чем больше эта скорость, тем больше потери на трение. Пусть, 
например, передача движения между звеньями 1 и 2 осуществляется

Рис. 19.6. К определению потерь на трение: а) сх ем а  механквм а; б) плац
скоростей.

посредством взаимоогибаемых кривых К\ и /С2 (рис, 19.6, а), со
прикасающихся в точке С (Сх, С2). Мощность Ыт, расходуемая 
на трение скольжения этих кривых, равна

^  = (19.17)

где /*■ — сила трения и а с л  — величина скорости точки С2 кри - 
вой Кг относительно точки С\ кривой К г - 

Величина силы трения Р  равна

Р = /Л (19.18)

где Р — реакция в точке С, направленная по нормали N — М, 
и / — коэффициент трения скольжения.

Далее имеем:
»с,с, =  Й (Р0С), (19.19)

где й — мгновенная угловая скорость движения звена 2 относи
тельно звена 1 или наоборот.

Угловая скорость £2, согласно формуле (19.8), равна

Д = а>1 +  <аа, (19.20)
следовательно,



Подставляя выражения (19.18) и (19.21) в равенство (19.17), 
получаем

Л/т = / Р К  + (о2)(РоС). ( 19-22)
Из равенства (19.22) следует, что мощность зависит от рас

стояния точки соприкасания С кривых К\ и Кг до мгновенного 
центра вращения Р 0 в относительном движении и тем больше, чем 
больше расстояние Р 0С.

3°. В механизмах с низшими парами угол передачи опреде
ляется из аналогичных соображений.

Рис. 19.7. К определению 
угл а  передачи в механизме 
ш арнирного четырехзвен- 

н и ка .

Рис. 19.8. К определению угла 
передачи в кривошипно-ползун- 

ном механизме.

Например, в механизме шарнирного четырехзвенника (рис. 19.7) 
для ведомого звена 4 угол передачи у и  равен углу между векторами
скоростей Vc и ©св-

На рис. 19.8 показан угол передачи у ^  для ведомого ползуна 4 
кривошипно-ползунного механизма. Угол у34 образован в этом 
механизме прямой ВС  и перпендикуляром т — т  к оси движения 
ползуна 4. В рассмотренных механизмах мы полагаем силу Р  дей
ствия звена 3 на звено 4 направленной по оси звена ВС.

ГЛАВА хх
СИНТЕЗ ТРЕХЗВЕННЫХ ПЛОСКИХ ЗУБЧАТЫ Х МЕХАНИЗМОВ 

С КРУГЛЫ М И  ЦИЛИНДРИЧЕСКИМИ КОЛЕСАМИ

§ 88. Основные сведения из теории зацеплений

1°. Пусть передача вращения между двумя осями 0 Х и 0 2 
(рис. 20.1, а) с угловыми скоростями %  и о 2 осуществляется по
средством двух взаимоотибаемых кривых К\ и Кг, принадлежащих 
звеньям 1 и 2. Проведем в точке соприкосновения С кривых К% 
и Кг нормаль п  — п  и касательную / к этим кривым.

Скорости ©с, и юСг точек Сх и С2, принадлежащих звеньям I 
и 2, связаны условием

®С2 = Фс, 4- Ъсгс 1 •



План скоростей механизма, построенный по этому уравнению, 
показан на рис. 20,1, б.

Из точек Ох и 0 2 (рис. 20.1, а) опускаем на нормаль п — п пер
пендикуляры ОхЛ и 0 2В, а из полюса плана скоростей (рис. 20.1, б )— 
перпендикуляр р с0 на направление ?  — ? .

Рис. 20 .1 . К определению форм профилей д в у х  взаимоогибаемых 
кривых; а) схема механизма с высшей парой; б) план скоро* 

стей.

Отрезок (р с0) представляет собою нормальную составляющую v n 
векторов скоростей ©с, и Vct.

Из подобия треугольников и р с и треугольников 0 2fíC2
и р с0с2 имеем

Огвр со _  ° 1А _Р£о_________
pt'i О j C’i рс» 0<2рч (20. 1)

Отрезки (рсг), (рс2) и (рс„) представляют собой соответственно 
скорости г>с,, "Ос, и ®". Тогда соотношения (20.1) могут быть пред
ставлены так:

Vя  ОхЛ .. о" 02В 
иг  ~ ОА и vc t 02Сг

или
я О л А  „

vn==v c < m  и v ==Vc* o k
Заменяя Ус, и Vci их значениями, равными

v c 1 =  сох (ОхСх) и у Сг =  со2 (02Сг),
получаем

V" =  юх (Оь4) и =  (о2 (О.¿В),
откуда

14 И. И. Артоболевский



Следовательно, передаточная функция /12 равна
/ — ^  — М . _  I* /оп
12 ~ со2 — ои  ~ гх - (20-3^

Продолжим нормаль л — и до пересечения в точке Р0 с отрез
ком (С^Оа). Тогда из подобия треугольников ОгАР0 и О2ВР0 имеем

Р Ф  _  ± 2  _  О2Р0 
0]Л /■] С̂ Р0 ’

и формула (20.3) принимает окончательный вид:
< _ ®1 _ 02Р() _ /<->л

Ю, -  ОЛ “ Ж - ( ° '4)
Равенство (20.4) называется основной теоремой зацепления. 

Эта теорема может быть сформулирована так:
Нормаль в точке соприкасания элементов высшей пары качения 

и скольжения делит линию центров на части, обратно пропорцио
нальные угловым скоростям.

Точка Р0, делящая линию центров ОхОа на части, обратно про
порциональные угловым скоростям, является мгновенным центром 
вращения в относительном движении звеньев 1 и 2, а ^  и /?2 яв

ляются радиусами-векторами 
центроид в относительном 
движении звеньев 1 и 2.

Расстояние Ь между точ
ками Ох и 0 2 равно

1  = ^  +  /?2. (20.5)
Из равенств (20.4) и (20.5) 
следует, что радиусы и 
центроид равны

/?! = /,•1 + ¿12 ’ 
*12 (20 .6)

Рис. 20.2. Построение профилей взаимооги- 
баемых кривых по заданной линии зацепле

ния.

1 + <12
Точка Р0, являющаяся 

мгновенным центром враще
ния в относительном движе
нии, называется в теории 
зацеплений полюсом зацеп
ления. При переменном зна

чении передаточной функции г12 полюс зацепления Р0 занимает 
на линии центров О^  переменные положения. При постоянном 
значении 112 полюс зацепления располагается в одной и той же 
точке на прямой 0 Х0 2.

Если угловые скорости <»! и о>2 имеют разные знаки (см. 
рис. 20.1, а), то 112 <  0 и полюс зацепления Р0 лежит между 
точками 01 и 0 2. Этот вид зацепления называется внешним,



Если угловые скорости %  и щ  имеют один и тот же знак 
и полюс зацепления Р0 лежит вне отрезка 0 10 2, то i12 >  0. 
Такой вид зацепления называется внутренним.

2°. Если при передаче вращения между осями Ох и 0 2(рис. 20.2) 
передаточная функция i12 постоянна, ¿12 = const, то полюс за
цепления PQ занимает постоянное положение, удовлетворяющее 
условию

0%Р о _ 2̂ (20.7)

где Ру и Р 2 определяются из формул (20.6). Центроидами звеньев
1 и 2 являются окружности Цг и Да с радиусами и ^ 2. Рассмотрим 
вопрос о том, как могут быть построены сопряженные профили К\ 
и Кг, принадлежащие звеньям 1 и 2, если задана линия зацепления 
С3 — С3 (рис. 20.2). Находим точки аи  Ъи  с и  ... и аг , Ьг , с2, ... 
последовательного соприкасания центроид, для чего откладываем 
на центроидах Цх и Ц2 дуги

'̂ /3оа1= ^Ро^г, 'иафг = иа262, 'иЬ^с1 = 'иЪгс2.

Пусть указанным точкам соприкасания центроид соответствуют 
на линии зацепления С3 — С3 точки А0, В0, С0, ... Например,

Рис. 20.3. Построение профилей взаи - 
моогибаемых кривых приближенным 

способом.

Рис. 20.4. Построение по заданны м центроидам 
кривой, сопряж енной с заданной кривой.

когда совместятся точки ах и а% центроид, то сопряженные про
фили К\ и Кг взаимоогибаемых кривых должны соприкасаться 
в точке Л0; когда совместятся точки Ьх и Ь2 центроид, то сопря
женные профили должны соприкасаться в точке В 0 и т. д.

Чтобы найти точки профилей, соприкасающихся в точке Ад, 
соединим точку А0 с точкой Р 0. Когда точки аг и а2 центроид сов
падут, их расстояние до точки А0 линии зацепления будет равно



Р 0Л0. Точка Ах, принадлежащая звену 1 и совмещающаяся в точке 
Л0 с соответствующей точкой Л2 звена 2, должна лежать на окруж
ности А0а , , проведенной из точки Ох радиусом ОхА0. Соответственно 
точка А2, принадлежащая звену 2, должна лежать на окружности 
Л„а2, проведенной из точки 0 2 радиусом О2Л0. Проводим окружности 
Л0ах и Л0а 2. Положение точек Ах и Л2 на этих окружностях най
дем, если из точек ах и а2 сделаем на них засечки радиусами, рав
ными отрезку Р0Л0. Аналогично для нахождения точек профи
лей, совмещающихся в точке В0, соединяем точку В0 с точкой Р0 и 
радиусом Р 0В„ делаем засечки из точек Ьх и Ь2 на окружностях 
Ворх и В0р2. Тогда определятся точки Вх и В2 профилей Кх и К 2, 
принадлежащие звеньям 1 и 2.

Аналогичными построениями находим точки Сх, Ох, Ех, ... и 
С2, И2, Е2, ... сопряжённых профилей. Соединив полученные точки 
плавными кривыми Кх и /С2, получим сопряженные профили, при
надлежащие звеньям 1 и 2. Таким образом, зная центроиды и 
точки линий зацепления, можно построить по точкам сопряженные 
профили.

Указанное построение может быть сделано приближенно сле
дующим образом. Проводим из точек ах, Ьх, сх, ... (рис. 20.3) не
сколько окружностей а х, ръ у х, ... радиусами, равными Р0Л, Р0В, ... 
Огибающая всех проведенных окружностей и есть кривая профиля 
Кх■ Аналогично, если из точек а«, Ь2, с г, ... провести ряд окружностей 
° 2. Ра. Тг> ••• теми же радиусами, то огибающая окружностей а 2, 
Р2, у2, ... является кривой профиля /С2.

3°. Рассмотрим, далее, следующую задачу: построить кривую 
К2, принадлежащую звену 2, если заданы центроиды Цх и Цг в виде 
двух окружностей и кривая Кх, принадлежащая звену 1 (рис. 20.4). 
Эта задача может быть решена с помощью построения линии за
цепления С3 — С3. Для этого воспользуемся условием, что нормаль 
в точке соприкосновения сопряженных профилей проходит через 
мгновенный центр вращения Р„ в их относительном движении. 
Принимая во внимание, что центроиды Цх и Ц2 представляют 
собой окружности, нормаль, проведенная к сопряженным профи
лям в точке их соприкосновения, должна проходить через одну 
и ту же точку Р 0. Отмечаем на заданной кривой Кл несколько точек 
Ах, Б ,, Сх, ... В этих точках проводим к этой кривой нормали 
Ахах, ВХЬХ, Схс х, ... до пересечения в точках ах, Ьх, сх, ... с центрои- 
дой Цх. При вращении звена 1 точка Ах кривой Кх описывает дугу 
окружности Ахах радиуса ОхАх, и в тот момент, когда точка ах 
центроиды совпадает с точкой Р 0, точка Ах будет находиться 
от точки Р 0 на расстоянии Р0Л0 =  Ахах. Из точки Р0 проводим 
дугу радиусом Ахах, до пересечения в точке Л0 с дугой Л ^ ].

Точка Л0 является той точкой линии зацепления, в которой про
исходит зацепление точки Ах кривой Кх с соответствующей точ
кой Л2 кривой К2. Точка В0 линии зацепления определится, если на



дуге из точки Р0 сделать засечку радиусом Р 0Ва, равным от
резку Вфх нормали, проведенной к кривой Кг в точке Вх. Анало
гично определятся и остальные точки С0, О0, Е0, . .. линии зацеп
ления С3 — С3. Соединив точки Ап, В0, С0, ... плавной кривой, 
получим линию зацепления С3 — С3.

Построение сопряженной кривой /С2 может быть проведено так, 
как это было сделано в примере на рис. 20.2.

Отметим (рис. 20.4), что при рассмотренном построении сопря
женных профилей Кг и К2 дуги Р0аи  я А ,  Ьхс ъ  ... центроиды Цх 
должны-быть соответственно равны дугам Р 0а2, аф 2, Ьгс г , ... цен
троиды Ц.2, но между собой эти дуги могут быть и не равны.

§ 89. Геометрические элементы зубчатых колес

1°. Как было показано в § 88, для построения сопряженных про
филей (профилирования) зубьев необходимо иметь заданными цен
троиды в относительном движении проектируемых колес. Тогда 
профили зубьев, являющиеся взаимоогибаемыми кривыми, могут 
быть построены точно или приближенно методами, изложенными 
выше, если будут заданы либо точки линии зацепления, либо очерта
ние одного из сопряженных профилей. Какими же соображениями 
необходимо руководствоваться при выборе этих данных?

При выборе заданий для профилирования зубьев на практике 
приходится руководствоваться соображениями кинематического, 
динамического, технологического, и, наконец, эксплуатационного 
характера.

Соображения кинематического характера заключаются в основ
ном в требовании, чтобы профили сопряженных зубьев могли 
быть построены достаточно простыми геометрическими приемами и 
удовлетворяли заданной передаточной функции.

Соображения динамического характера заключаются во многих 
требованиях, из которых можно упомянуть следующие: необходимо 
стремиться к тому, чтобы при постоянной мощности, передавае
мой зубчатым механизмом, давления на зубья и опоры механизма 
были постоянными по величине и направлению, далее, чтобы-зубья 
имели форму, обеспечивающую наибольшую их прочность, и, на
конец, износ зубьев должен быть минимальным.

Требования технологического характера в основном заключа
ются в проектировании профилей, которые могли бы быть доста
точно просто изготовлены на современных станках.

Требования эксплуатационного характера заключаются в про
ектировании таких профилей, которые обеспечивали бы долговеч
ность работы механизма, безударность и бесшумность его работы 
и легкость монтажа механизма. Наконец, важным является требова
ние, чтобы в случае износа одного или двух сопряженных колес 
их можно было легко заменить новыми. Это условие обычно носит



название условия взаимозаменяемости зубчатых колес. При массо
вом выпуске машин взаимозаменяемость зубчатых колес дости
гается установлением определенных норм на размеры колес.

Поэтому, хотя теоретически можно построить зубчатый меха
низм с самыми различными профилями зубьев, практически выбор 
очертания профилей в значительной степени стеснен вышепостав- 
ленными требованиями. Вследствие этого в машиностроении обычно 
пользуются только несколькими видами кривых в качестве профилей 
зубьев. Из этих кривых мы остановимся на рассмотрении так назы
ваемой эвольвенты кру га , являющейся основным типом кривых, по 
которым очерчиваются профили зубьев современных зубчатых ме
ханизмов, и на некоторых видах циклоидальных кривых.

2°. Прежде чем переходить к теории профилирования эвольвент- 
ных профилей, условимся об основных терминах, определениях

и обозначениях. Центроиды круглых зубчатых колес Цг и Ц2 
(рис. 20.5) называются начальными окружностями. Профиль каж 
дого зуба имеет часть еЬс{, выступающую за начальную окружность 
и называемую головкой зуба ,  и часть ае(й, находящуюся внутри 
начальной окружности и называемую ножкой зуба.

Так как  размеры зубьев колеса одинаковы, то все головки 
зубьев внешнего зацепления ограничиваются снаружи окружно
стями головок радиусов /?г1 и ^ г2, а все ножки зубьев ограничи
ваются изнутри окружностями ножек  радиусов Яп1 и В случае 
внутреннего зацепления зубья колеса с внутренним расположением 
зубьев ограничиваются снаружи окружностью ножек и изнутри 
окружностью головок. Расстояние между окружностью головок и 
начальной окружностью, измеренное по радиусу, носит название 
высоты головки зу б а  и обозначается через А' (рис. 20.6). Расстояние 
между окружностью ножек и начальной окружностью, измеренное 
по радиусу, носит название высоты ножки зуба  и обозначается 
через /г". Таким образом, полная высота /г зуба равна /г = /г' -¡-/г".



Дуга начальной окружности, вмещающая один зуб (без впадины), 
носит название толщины з у б а  и обозначается через а' (рис. 20.6). 
Дуга начальной окружности, вмещающая впадину (расстояние 
между двумя соседними зубьями), называется ш ириной  впадины 
и обозначается через а". Д уга  начальной окружности, состоящая 
из одной толщины зуба и одной ширины впадины, называется 
шагом зацепления по начальной окружности и обозначается че
рез ta. Таким образом, шаг зацепления /н равен

/н = а ' +  я " .
При передаче непрерывного движения двумя сопряженными ко

лесами шаг зацепления бывает одинаков для обоих сопряженных 
колес. Как было показано выше (см. § 31, /°, 
формула (7.25)), передаточная функция 112 
равна

; __  ШХ __  _1_ ^ 2  __  _1_ г 2
.  ' 12 ш, — Я, — г, ’

ГДе 0)| И (Од —  уГЛОВЫе скорости колес 1 Рис. 2 0 .6 . Ч асть обода зуб- 
и 2, и — радиусы начальных окруж- чатого к о л е с а ^  Внешними

ностей этих колес и гх и г г — числа их
зубьев. Знак плюс соответствует внутреннему зацеплению, а знак 
минус — внешнему зацеплению.

Длины начальных окружностей колес 1 и 2 равны
2лЯ1 =  г ^ а и 2л/?2 = г^н- (20.8)

Из формул (20.8) следует, что шаг зацепления /„ по начальной 
окружности равен

, _ 2пЯ1 _ 2я/?а
“ ~~ Ч ~  г2 '

Аналогично можно вычислить шаг по любой другой окружности.
Отсюда видно, что шаг зацепления всегда выражается через 

радиус или через диаметр окружности несоизмеримым числом, так 
как в правую часть входит трансцендентное число я . Это затруд
няет подбор размеров зубчатых колес при проектировании колес 
и практическое их измерение. Поэтому для определения основных 
размеров зубчатых колес в качестве основной единицы принят 
некоторый параметр, называемый модулем зацепления.  Модуль за
цепления измеряется в миллиметрах и обозначается буквой т. 
Величина модуля равна

гт — ~ .

Зубья колес нарезаются на специальных станках режущим ин
струментом, размеры и форма которого зависят от величины модуля. 
Чтобы не иметь на машиностроительных заводах, изготовляющих



зубчатые колеса, большие комплекты режущих инструментов, 
общесоюзным стандартом (ГОСТ 9563-61) установлены два ряда мо
дулей, до которых должны округляться модули, получаемые из 
расчета.

В первом, предпочтительном ряду предусмотрены следующие 
модули в мм: 0; 0,05; 0,06; 0,08; 0,1; 0,12; 0,15; 0,2; 0,25; 0,3; 0,4; 
0,5; 0,8; 1,0; 1,25; 1,5; 2; 2,5; 3; 4; 5; 8; 10; 12; 15; 20; 25; 32; 40; 
50; 60; 80; 100.

Во втором ряду предусмотрены модули, промежуточные между 
модулями первого ряда, например: 3,5; 4,5; 5,5; 7; 9; 11 и др.

Окружность зубчатого колеса, для которой модуль получается 
стандартным, называется делительной. Делительные окружности 
в зацеплении двух колес иногда совпадают с соответствующими 
начальными окружностями.

3°. Определим основные размеры зубчатых колес, у которых 
делительные окружности совпадают с начальными; такие колеса 
будем называть коромысловыми. Эти размеры могут быть всегда 
выражены в функциях модуля по делительной окружности и числа 
зубьев. Согласно формуле (20.8) диаметры и И2 начальных окруж
ностей могут быть представлены в следующем виде:

0 1 = 2 Н1 = ~ г 1 = т г1, (20.9)

£ 2 = 2/?2 =  г2 = т г 2, (20.10)

где ^  и га — соответственно числа зубьев колес / и 2. Высота /г' 
головки зуба и высота /г" ножки зуба обычно принимаются равными 
/г' = т  и /г" =  1,25 т. Больший размер ножки по сравнению с го
ловкой обеспечивает зазор между головкой зуба и впадиной. Тогда 
диаметры £ г1 и £)г2 окружностей Ьп  и Ь12 головок (рис. 20.5) зубьев 
будут равны

£>г1 = £>! +  2/г' =  т г1-\-2т = т ( г 1-{-2), (20.11)
Ог2 = +  2/г' =  т г2 +  2т = т (г2 +  2). (20.12)

Диаметры В н1 и £)н2 окружностей ножек Тх и Т2 (рис. 20.5) 
соответственно будут равны

Ощ =  — 2/г” =  т гх — 2,5/л = т ( г1 — 2,5), (20.13)
Д 12 =  — 2/г” =  т г2 — 2,5т = т (г2 — 2,5). (20.14)

Кроме колес с указанной выше высотой зуба применяются колеса 
с укороченными зубьями. Для колес с укороченной высотой зубьев 
эти диаметры принимаются равными

Оп  = т ( г1+  1,6), £ г2 = т (г2+  1,6), 
Д ч = т (гх -  2,2), Юа, = т{г2-  2,2).



Расстояние А между центрами Ох и 0 2 колес (рис. 20.5) может 
также быть выражено через число зубьев и модуль зацепления:

А — -Л  4- £1 _  , тг2 _ т ,
2 2 2 2 2 (20.15)

В расчетах, связанных с проектированием зубчатых колес, 
часто пользуются относительными величинами. В частности, высо
та к' головки зуба часто выражается через модуль т, помноженный 
на некоторый коэффициент

К  = %'т. (20.16)

Точно так же высота И" ножки зуба может быть представлена фор
мулой

й" =  х " т .  (20.17)

Величина %' обычно принимается равной %' =  1 для колес 
с неукороченной высотой зубьев и %' =  0,8 для колес с укорочен
ной высотой зубьев. Соответственно %" принимается равной %” — 
= 1,25 и х" = 1,1; поэтому в общем виде формулы (20.11) — (20.14) 
имеют такой вид:

Оп  = т ( г1 +  2х'), Ог2 = т (г2 +  2%'), \ 
Д а = т  ( ? 1 -2 х ” ). Е>и2 = т ( г 2-2 % " ) .  }

§ 90. Геометрия эвольвентных профилей

(20.18)

/°. Остановимся на вопросе о том, что представляет собой 
эвольвента круга и какими важными для теории зацепления свой
ствами она обладает. Пусть задана окружность с центром в точке 
О (рис. 20.7). Проведем прямую АВ, касательную к этой окруж
ности, и будем катить эту прямую без скольжения по окружности. 
Для построения эвольвенты круга делим окружность на равные дуги: 
и  ^  — 1', ^ 1 '  — 2', 2' — 3', ^  3' — 4 ', ... На прямой откла
дываем от точки А участки, равные этим дугам, так, чтобы выпол
нялись следующие условия: ^  А — Г = А — 1, ^  Г  — 2' = 
= 1 — 2, ^ 2 '  — 3' = 2 — 3, . . . ,  и  15' — 16' = 15 — 16.

Тогда при качении прямой АВ без скольжения по окружности 
точки 1, 2, 3, ..., 16 прямой АВ будут последовательно совпадать
с точками 1', 2', 3'........16' окружности. При этом все точки прямой
будут описывать кривые, которые носят название эвольвент круга. 
На рис. 20.7 показаны эвольвенты, описанные точками В и С. Из 
чертежа непосредственно следует, что все точки эвольвенты, опи
санной точкой В, отстоят на одном и том же расстоянии ВС от точек 
эвольвенты, описанной точкой С. Точки А, /', 2', 3 ' , . . . ,  16' при 
качении прямой по окружности будут мгновенными центрами



вращения прямой АВ, сама же прямая будет в каждом своем положе
нии нормальна к образуемой ею эвольвенте в соответствующей 
точке. Окружность, по которой катится прямая АВ, является 
эволютой — геометрическим местом центров кривизны эвольвент, 
описываемых точками прямой АВ, Таким образом, центрами кри
визны эвольвенты являются точки А, V, 2', 3', . . . ,  16'.

2°. Зависимости отдельных параметров эвольвенты круга между 
собой особенно ясны, если мы рассмотрим уравнение эвольвенты. 
Пусть задана окружность радиуса г и прямая Ь — t, касательная

к окружности в точке М0 (рис. 20.8). При качении прямой {— I 
по окружности точка прямой Л4е описывает эвольвенту М0Э. Для 
точки М  эвольвенты имеем

Модуль вектора АМ представляет собой радиус кривизны | р | 
эвольвенты в точке М. Из уравнения (20.19) получаем величину

Рис. 20 .7 . Эвольвенты круга .

ОМ =  ОЛ + АМ,

Модуль вектора ОМ равен

\ОМ\ = У г 2 + р2 = 1. (20.19)

р =  У 1 * - г\ , ( 20 .20 )

Из рис. 20.8 следует, что

(20.21)



Из свойств эвольвенты следует, что отрезок АМ равняется дуге 
М 0Л, т. е. р =  и  АМ0. В свою очередь дуга АМ0 (рис. 20.8) 
равна АМ0 = т6, откуда

р = г0.

Подставляя только что полученное нами выражение для р в ра
венство (20.21), получаем

е =  ^ а  (20.22)
или, принимая во внимание формулы (20.21), имеем

в ..
Г

Высота у  эвольвенты над окружностью, измеренная на про
должении радиуса окружности, определяет
ся из равенства

(у + г) собо = г,
откуда

Наконец, угол определяющий на
правление радиуса-вектора ОМ любой 
точки М эвольвенты, равен

Ф = 0 — а,

откуда, принимая во внимание равен
ство (20.22), имеем

► = tg а  — а. (20.23)
Рис. 20 .8 . К выводу урав

нения эвольвенты .

Полученная функция угла а  называется эвольвентной функцией 
и обозначается сокращенно т у  (инволюта). Имеем

О =  т у  а. (20.24)
Полученной функцией пользуются для аналитического опре

деления направления радиуса-вектора ОМ. Д ля удобства вы
числений составляются таблицы ¡пуа для различных значений 
угла а  х).

3°. Профили зубьев круглых колес, построенные по эвольвен
там, всегда обеспечивают передачу движения с постоянным переда
точным отношением. Для доказательства покажем, что нормаль 
к сопряженным профилям, построенным по эвольвентам, всегда 
проходит через мгновенный центр вращения Р 0 в относительном

*) См. А р т о б о л е в с к и й  И.  И. ,  Э д е л ь ш т е й н  Б.  В. ,  Сборник 
задач по теории механизмов и машин, изд-во «Наука», М осква, 1973,



ных окруж ност ей .

движении, занимающий постоянное положение на прямой 0Х02 
(рис. 20.9/.

Пусть заданы центроиды Дх и Ц2 (рис. 20.9). Через мгновенный 
центр вращения Р0 проводим прямую N — N под произвольно 
выбранным углом а  к касательной / — Далее, из точек Ох и 02 
опускаем на прямую N — N перпендикуляры ОхА и 02В  и 
проводим радиусами ОхА =  г± и 0 2В = т2 окружности. Эти 
окружности примем за эволюты — геометрические места центров 
кривизны эвольвент. Указанные окружности носят название осное- 

" Прямая N — N. являющаяся по построению
общей касательной к этим 
окружностям, называется 
образующей прямой. Мгно
венный центр Р0 являет
ся полюсом зацепления , а 
угол а  — углом зацепления. 
Эвольвенты могут быть по
лучены качением образую
щей прямой N — N по ос
новным окружностям. Для 
этого, как было показано 
на рис. 20.7, делим обра
зующую прямую АВ на 
равные отрезки и отклады
ваем на основных окруж
ностях дуги, равные этим 
отрезкам. Тогда точка об
разующей прямой, совпа
дающая с центром Р„, 
описывает при качении по 
основной окружности ко

леса 1 эвольвенту РпЭ\. Прч качении той же прямой по основной 
окружности колеса 2 та же точка опишет эвольвенту Р0Э2. Эволь
венты Р 0Эх и РоЭ2 имеют крайние точки Г  и Г ,  лежащие на основ
ных окружностях. В противоположном направлении эвольвенты 
могут быть продолжены безгранично. Если продолжать катить 
образующие прямые за точки 1' и 1", то мы получим симметрично 
расположенные ветви эвольвент.

4°. Можно доказать, что если указанным способом построены 
эвольвенты, то общая нормаль в любой точке соприкасания профи
лей всегда будет проходить через полюс зацепления Р0.

Пусть заданы центроиды Цх и Ц2 (рис. 20.10) и угол а  наклона 
образующей прямой N — N к  касательной £ — Строим основные 
окружности и Э2 и эвольвенты и Э2.

В показанном на рис. 20.10 исходном положении двух эволь
вент Эх и Э2 их общая нормаль N — N проходит через полюс за-

Рис. 20 .9 . Схем а зацепления д вух  эвольвентны х 
профилей.



цепления Р0 и одновременно касается основных окружностей 
и 5 а. Представим себе, что колеса повернулись и эвольвенты за 
няли новое положение. Нормаль к эвольвенте Эх в этом положении 
должна быть касательной к основной окружности нормаль 
к эвольвенте Э2 должна касаться основной окружности 5 2. Так к ак  
в точке касания эвольвент 
нормаль должна быть об
щая, то она должна одно
временно касаться и той 
и другой основной окруж
ности, и, таким образом, 
при вращении колес их 
общая нормаль не меняет ^  
своего положения и все * 
время проходит через по
люс зацепления Р0. Сле
довательно, передаточная 
функция ¿12 от колеса I 
к колесу 2, равная

*12  —
<»1
щ ОхР0 '

при вращении колес остает
ся постоянной.

Таким образом, эволь- 
вентное зацепление обеспе
чивает постоянство пере
даточной функции  (переда
точного отношения).

5°. Между радиусами гх, Рх и г2, основных и начальных 
окружностей (рис. 20.10) существует простая зависимость:

Рис, 20.10. Зацепление эвольвент в д в ух  поло
ж ен и ях  касания.

т 1 = Ях соэ а, г 2 =  /?2 С05 а, (20.25)

откуда в случае внешнего зацепления имеем

1 12  —

а>5_
Мо

л
Г\ Р1

(20.26)

где Р! и р2 — радиусы кривизны сопряженных эвольвент Эх и Э2.
Таким образом, передаточное отношение г12 не зависит от 

угла зацепления а , а только от радиусов основных окружностей.
Из условия (20.26) следует, что при изменении расстояния

0 ,0 2 (рис. 20.11) между осями колес с эвольвентным профилем 
зубьев передаточное отношение ¿12 не изменяется, если при этом 
сохранены радиусы основных окружностей. Отступление от рас
четного расстояния ОхОг может иметь место при монтаже и сборке



механизма. На рис. 20.11 показаны два колеса с центрами в точках 
Ог и 0 2, находящиеся в зацеплении. Пусть центр 0 2 переместится 
в положение 0'2. Тогда прямая N — N займет положение Ы' —Л/'.

Полюс зацепления будет не в точке Р 0, 
а в точке Р'0. Тем самым изменятся 
радиусы начальных окружностей. 
Вместо радиусов Ях и будем иметь 
соответственно Р{ и

Наконец, изменится и угол зацеп
ления а , который примет значение а '.  
Передаточное же отношение г12 ока
жется по-прежнему равно

так как радиусы гх и г2 основных 
окружностей не изменились.

Из указанного свойства колес с 
эвольвентными профилями зубьев сле
дует, что угол зацепления а  опреде
ляется только после сборки и монтажа 
сопряженных колес. Поэтому разли

чают расчетный угол зацепления а и угол а ' ,  который называют 
монтажным углом зацепления  и обозначают а 3.

§ 91. Проектирование эвольвентных профилей

1°. Вопрос о построении эвольвентных профилей зубьев нач
нем с рассмотрения внешнего зацепления. Определим радиусы /?! 
и Р 2 начальных окружностей по заданному передаточному отно
шению 112 и расстоянию А между центрами колес из следующих 
соотношений:

где гх и г2 — числа зубьев колес. Рассмотрим нормальные колеса,
когда Л = у ( г 1 +  г2) (см. формулу (20.15), § 89, 3°). Пусть Цх
и Цг на рис. 20.12 суть начальные окружности. В полюсе зацепле
ния Р 0 проводим касательную £ — Ь к этим окружностям. Далее, 
проводим образующую прямую N — N под углом зацепления а  
к  касательной I — /. В стандартных колесах угол зацепления а  
обычно принимается а  =  20°. Все соотношения размеров зубьев 
принимаем в соответствии с § 89. Опускаем из точек Ог и 0 2 перпен
дикуляры ОхА и 0 2В  на образующую прямую N — N. Обозначая 
длины этих перпендикуляров через гх и г2, получаем, согласно

межцентрового расстоян ия д в у х  ко
лес с эвольвентным зацеплением .



формулам (20.25),
ri =  /?iCOsa, r2 = R2 cos a . (20.27)

Построим радиусами гх и г2 основные окружности S t и S 2. Прово
дим, далее, окружности головок Ьх и L2 и окружности ножек Тх 
и Т2, радиусы которых вычисляем по формулам (20.11) — (20.14). 
Перекатывая образующую прямую по основным окружностям, 
находим эвольвенты МХЭХ 
и МгЭ2. Как видно из 
чертежа, эвольвенты начи
наются в точках Мх и М2, 
лежащих на основных ок
ружностях и S 2, и кон
чаются в точках e n d ,  
лежащих на окружностях 
Ьх и L2 головок.

2°. Определим крайние 
точки, в которых соприка
саются сопряженные про
фили зубьев. Так как ли
нией зацепления служит 
сама образующая прямая 
N — N, то радиусом Охе 
делаем на прямой N —
N засечку в точке Ь. Так 
как точка е  лежит на ок
ружности головок, то точ
ка b и является крайней 
точкой линии зацепления, 
в которой зубья могут со
прикасаться. Радиусом Оф 
на профиле M2d  засекаем 
точку g . Точка g  оказы
вается той точкой, которая 
приходит в совпадение с точкой е  в точке Ь; тогда часть профиля 
зуба колеса 2, участвующего в зацеплении, есть отрезок кривой, 
расположенный между точками g  и d.

Аналогичным построением определим часть профиля зуба ко
леса 1, участвующего в зацеплении. Это — часть кривой между точ
ками f  и е. Отрезки профилей gd  и f e  носят название рабочих уча ст 
ков профилей зубьев. Из построения следует, что участки M2g  и Mxf  
эвольвент являются нерабочими, так же как и остальные части ножек. 
Нерабочие участки профилей зубьев в общем случае могут быть 
очерчены любым образом, но так, чтобы сопряженные зубья сво
бодно выходили из зацепления. Участок кривой, по которой очер
чен нерабочий участок профиля зуба, называется галтелью. Можно,

Рис. 20.12. К определению  основных параметров 
внешнего эвольвентного зацепления.



например, от точек Мг и М2 очерчивать ножки по радиальным пря
мым МхОх и М 20 2. В местах сопряжения ножек с окружностями 
Тх и Тг дают обычно небольшое закругление радиусом г0, равным 
от 0,3 до 0,4 модуля т .  Симметричные части зубьев строятся по 
законам симметрии.

Таким образом, в общем случае действительная линия зацеп
ления эвольвентных профилей представляется в виде участка аЬ 
образующей прямой, заключенного между окружностями головок. 
Указанный участок носит название практической линии зацепления.

Длина аЬ практической линии зацепления зависит от высоты 
головок зубьев или, иначе, от диаметров окружностей головок. 
Размеры высоты головок, вообще говоря, могут быть больше, чем 
показано на рис. 20.12, но не должны выходить за пределы окруж
ностей, описанных из центров Ог и 0 2, проходящих через точки А 
и В образующей прямой N — N. Отрезок АВ, определяющий 
предельную длину линии зацепления, называется теоретической 
линией зацепления.

Таким образом, увеличение рабочих участков профилей зубьев 
возможно за счет увеличения диаметров окружностей головок. Од
нако если окружность головок одного из колес пересекает линию 
зацепления за пределами теоретической линии зацепления, то весь 
участок профиля, точки которого лежат вне линии зацепления, 
оказывается нерабочим. Например, если окружностью головок 
колеса 1 является окружность Ц  (рис. 20.13), то на участке Ы  
профиль получается нерабочим. На участке пе  профиль будет ра
бочим только в том случае, если окружностью головок колеса 1 
будет окружность Ь'[, пересекающая линию зацепления в точке В.

3°. Аналогично могут быть построены эвольвентные профили 
зубьев внутреннего зацепления. На рис. 20.13 показаны сопри
касающиеся в точке Р 0 центроиды Цх и Ц2. Через точку Р0 про
водим образующую прямую N — N под углом зацепления а  к ка
сательной t — Из точек Ох и 0 2 опускаем перпендикуляры ОгА 
и 02В и проводим основные окружности и 5 2. Далее, перекаты
вая прямую N — N по  основной окружности получаем эволь
венту МуЭу. При перекатывании прямой N — N по основной окруж
ности 5 2, получаем эвольвенту М2Э2. Проводим, далее, окружность

головок и окружность 7\ ножек малого зубчатого колеса 1 и 
строим профиль зуба так, как это было показано выше при по
строении внешнего зацепления. Для большого колеса 2, имеющего 
зубья, расположенные по внутренней поверхности, формулы для 
диаметров окружностей головок и ножек для зубьев со стандарт
ной высотой головки имеют следующий вид:
В г2 = £>2 — 2Н' =  т  (г2 — 2), 0 н2 = 0 2 +  2/г” = т (г2 +  2,5). (20.28)

Из построения видно, что окружность головок колеса 2 может 
пресечь линию N — N правее точки А, левее ее или может пройти



через точку А. В первом случае весь участок головки зуба колеса 2 
получается рабочим. При пересечении указанной окружности 
с линией N — N левее точки А (например, окружность головок LI 
пересекает прямую N — N ъ точке Ь) участок профиля /ie не может 
быть использован для целей зацепления, а потому практически 
не выполняется. Таким образом, головка зуба колеса 2 ограничена

Рис. 20.13. К определению основных парам етров внутреннего эволь- 
вентного зацепления.

по высоте отрезком эвольвенты Р0е, где точка е  есть пересечение 
окружности головок, проходящей через предельную точку А на 
линии зацепления, с профилем зуба. Участок же профиля Мъе  
эвольвенты в качестве профиля зуба колеса 2 использовать нельзя. 
Другой предельной точки теоретической линии зацепления быть 
не может, потому что обе эвольвенты могут быть безгранично про
должены за точки й и

Таким образом, фактическая линия зацепления представляет 
собой отрезок Аа. Рабочей частью профиля зуба малого колеса 1 
является участок Мгс1 профиля, а рабочей частью профиля зуба 
большого колеса 2 — участок /е профиля.

4°. Переходим к проектированию реечного зацепления между 
рейкой и колесом. Центроидами в этом зацеплении являются пря
мая Цг и окружность Ц2 (рис. 20.14). Через точку Р0 проводим 
образующую прямую N — N под углом зацепления а  к прямой Цг- 
Из точки 0 3 опускаем на образующую прямую перпендикуляр 0 2Л



и проводим основную окружность 3 2 колеса. Далее по общим пра
вилам строим профили зубьев колеса так, как это было изложено 
для зубчатых колес с внешним зацеплением. По свойствам эволь- 
вентных профилей профили зубьев рейки должны соприкасаться 
с профилями зубьев колеса на прямой N — N и общая нормаль 
к точке соприкасания должна проходить через полюс зацепления Рп. 
Так как рейка имеет только поступательное движение, то, чтобы

зацепление происходило на прямой 
N и нормаль к соприкасающимся 

профилям проходила через постоян
ную точку Р„, необходимо, чтобы все 
нормали к профилю зуба рейки были 
параллельны одной и той же прямой 
N — N. Но если все нормали к про
филю параллельны одной и той же 
прямой N — N, то, очевидно, сам 
профиль представляет собой прямую 
линию, перпендикулярную к этой 
прямой. Поэтому профиль зуба рейки 
может быть получен, если через точ
ку Р0 провести прямую ск, перпен
дикулярную к образующей прямой 
N — N. Головка зуба рейки заканчи

вается на прямой головок ¿ 1( а ножка — на прямой ножек 7\. 
Высота головок и ножек подсчитывается по формулам, указан
ным в § 89. Теоретическая линия зацепления так же, как и 
при внутреннем зацеплении, имеет только одну предельную точ
к у — точку А. В самом деле, эвольвента М2Э2 и прямая с\ 
теоретически могут быть безгранично продолжены за точки £ и к. 
Практическая линия зацепления заключена между окружностью 
головок ¿2 и прямой головок Ьх. Так как на рис. 20.14 точка а 
практической линии зацепления оказалась за точкой А, то, про
ведя прямую АЬ[, параллельную прямой Цъ  видим, что участок с е  
профиля зуба рейки оказывается нерабочим и, следовательно, 
часть иксе  зуба не должна выполняться. Для определения второй 
точки рабочего участка профиля зуба проводим через точку Ь 
линии зацепления прямую, параллельную прямой Цъ  до пересе
чения в точке / с профилем зуба рейки. Рабочий участок профиля 
рейки есть участок профиля /е .

§ 92. Дуга зацепления и коэффициент перекрытия

1°. Найдем теперь путь, пройденный любой точкой начальной 
окружности за время зацепления одной пары сопряженных про
филей зубьев. Пусть практическая линия зацепления заключается 
между точками а и Ь (рис. 20.15). В момент начала зацепления

Рис. 20.14. Схема реечного зубча
того зац еп лен и я.



профиль зуба колеса 1 занимает положение /. В момент конца 
зацепления тот же профиль находится в положении II .  Д у га  dd' 
есть дуга, на которую перекатятся начальные окружности за время 
зацепления одной пары сопряженных профилей. Д уга dd' носит 
название д у ги  зацепления. Длина дуги зацепления может быть вы
ражена через длину линии зацепления и угол зацепления. Д ля 

,этого соединим точки d u d '  
с центром Oj и обозначим 
угол dO^d! через 0Х. Отметим, 
далее, начальные точки с и с' 
эвольвенты зуба. Эти точки 
леждт на основной окружно
сти, и угол сОхс' также равен 
углу 0 !• Длина дуги dd'

\ jdd ' = RlQ1. (20.29)
Длина дуги сс'

y j СС' =  / " Д ,

откуда
(20.30)

Рис. 20 .15 . К определению д уги  зац еп л ен и я  
и коэффициента п ер екры ти я.

y jd d '  = - ^  н

Подставляя выражение (20.30) в равенство (20.29), получаем

w cc '. (20.31)
'  J.

Из свойств эвольвенты следует:
k j c c '  = ĵ A c ' — \j A c  = Ab — Aa = ab.

Далее, из формулы (20.27) имеем
r x — R x cos а,

где а  есть угол зацепления. Теперь равенство (20.31) можно на
писать так:

R i (ab) (ab)Kjdd' Rl cos a  cos а  1 (20.32)

Таким образом, длина д у ги  зацепления на начальной о к р у ж 
ности равна длине линии зацепления, деленной на к о син у с  у гла  
зацепления.

Аналогичным путем можно определить дугу по любой другой 
окружности. Если дугу зацепления измерять по основной о кр уж 
ности, то мы получим длину, равную длине рабочего участка линии 
зацепления.

2°. Если дуга зацепления равна шагу зацепления I, то при 
перекатывании начальных окружностей на эту дугу только одна 
пара сопряженных профилей зубьев находится одновременно в з а 



цеплении. Если дуга зацепления будет меньше шага зацепления, то 
в зацеплении произойдет перерыв, и передача будет работать с уда
ром. Если, наоборот, дуга зацепления будет больше шага зацепле
ния, то некоторое время в зацеплении будет находиться одна пара 
профилей, а остальное время — две пары, может быть и более.

Так как при изготовлении зубьев возникают некоторые неточ
ности в очертании профилей, то не рекомендуется при проектиро
вании ограничиваться тем предельным случаем, когда дуга зацеп
ления равняется шагу зацепления. Желательно, чтобы дуга зацеп
ления всегда была несколько больше шага зацепления. Тогда 
передача будет работать плавно, без ударов. Таким образом, в пра
вильно спроектированной передаче желательно, чтобы отношение 
дуги зацепления к шагу / было больше единицы, т. е.

Отношение дуги зацепления к шагу, которое обозначим буквой г, 
называется коэффициентом перекрытия.

Принимая во внимание формулу (20.32), получаем

так  как шаг зацепления < = л т.
В современной практике для внешнего зубчатого зацепления 

коэффициент перекрытия обычно получается в пределах

3°. Величина t co sa , входящая в формулу (20.33), носит на
звание основного шага зацепления  и обозначается буквой t0. Таким 
образом, основной шаг зацепления t0 связан с шагом зацепления t 
условием

Из формулы (20.34) следует, что основной шаг представляет 
собой дугу, измеренную по основной окружности и вмещающую 
один зуб и одну впадину. Коэффициент перекрытия е может быть 
тогда представлен как отношение длины линии зацепления к основ
ному шагу зацепления: *

Коэффициент перекрытия е может быть определен и аналити
чески. В самом деле, из рис. 20.15 имеем
(аЬ) =  (АВ) -  (ВЬ) -  (Аа) =  (АВ) -  (А В -А Ь ) -  (АВ -  Ва) =

=  {А В) -  (А В) +  (А Ь ) -  (АВ) +  (Ва) =  (АЬ) +  (Ва) - (А В ) .

w d d ' (ab) _ (аЬ) (20.33)t t eos a  яm eos a  ’

l < e < 2 .

t0 =  t eos a  = лm eos a. (20.34)

(20.35)

Но так как
(АЬ) =  У Rli — r\, (Ba) =  VrR h~ rÍ ,  (AB) =  A sina .  (20.36)



где Rn  и i?r2 — радиусы окружностей головок колес и Л — рас
стояние между осями Ох и 0 2 колес, то

(ab) =  y W h  -  П - r  V R ' h -  r ¡  -  A sin а. (20.37)
Подставляя последнее выражение в соотношение (20.33), полу

чаем:
V ^ r -■r¡ + ~ ~ A sin <z 

6 --------------------пт  cos а-----------------1 (20.38)

§ 93. Коэффициент скольжения зубьев

Г.  Рассмотрим два сопряженных эвольвеьтш х профиля 
и М2Э2 (рис. 20.16), принадлежащих колесам 1 и 2. Пусть эти 
профили касаются в точке С, лежащей на образующей прямой 
N — М. Если на этих профилях выбрать точки тх и т2, лежащие 
на начальных окружностях, то отрезок Стх профиля М1Э1 зуба 
колеса 1 и отрезок Ст2 профиля М2Э2 зуба колеса 2 не будут равны 
между собою. В процессе за
цепления профилей МгЭх и 
М.2Э2 наблюдается не только 
качение профиля по профилю, 
но и их скольжение друг по 
другу. В самом деле, при дви
жении точек тх и т2 к по
люсу Р0 они проходят равные 
пути тхР0 и т2Р0. Одно
временно с этим дуга Ст2 
профиля Э2 перемещается по 
дуге Стх профиля Так 
как эти дуги не равны, то 
качение профилей сопровож
дается скольжением, которое 
можно измерить разностью
ДЛИН указанных дуг. Сколь- р ис 20Л б . К определению коэффициента 
жение профилей влияет на скольж ения зубьев.

износ зубьев, уменьшая изно
состойкость передачи. Для оценки взаимного скольженя профилей 
зубьев пользуются понятием коэффициента скольжения зубьев . Под 
коэффициентом скольжения понимается отношение скорости сколь
жения vCK точек контакта зубьев к касательным составляющим 

скоростей точек контакта сопряженных профилей, т. е.

Ь =  (20.39)
12

2°. Рассмотрим вопрос об определении коэффициентов сколь
жения и Х2 сопряженных зубьев (рис. 20.16). Для определения



скоростей иск и тангенциальных составляющих скоростей у (с  и 1?с  
скоростей точек Сг и С2 контакта сопряженных профилей М1Э1 и 
М 2Э2 построим план скоростей механизма, приняв для нагляд
ности за полюс плана скоростей точку С.

Скорость скольжения аск определяется из плана скоростей как 
вектор, пропорциональный отрезку (СхСг). Скорость ь'с  пропор
циональна отрезку (соСг) , где точка с0 — конец вектора ®га нор
мальной составляющей скоростей ©с, и Юсг- Наконец, скорость 
х/с  пропорциональна отрезку (с0с2).

Скорость скольжения иск для внешнего зацепления равна
=  Ис.с, =  (Р0С) =  К  +  щ )  (Р0С), (20.40)

где Й21 — угловая скорость в движении колеса 2 относительно 
колеса 1, равная для внешнего зацепления £2 = (сох +  ш2); М1 
и со2 — угловые скорости колес 1 и 2 и (Р0С) — расстояние от точки 
зацепления С до полюса зацепления Р0, т. е. до мгновенного центра 
вращения в относительном движении колес 1 и 2. Скорость V1с  
определяется из плана скоростей:

v ic =v^^tg^, (20.41)

где tgP1 — расстояние (Л С) по свойству эвольвенты равно
радиусу кривизны рх =  (ЛС) профиля М1Э1 в точке с х. Тогда 
для х/с  получаем

Р, =  ю1г. (■АС) =  “ А -  (20-42)
где гх =  ОхЛ и г2 =  0 2В  — радиусы основных окружностей колес 1 
и 2.

Аналогично для скорости ь*с  будем иметь

* 4  =  ^  Ра =  ЩГг =  “ а (ВС) =  0)2р2, (20.43)

где р2 = (ВС) — радиус кривизны профиля М2Э2 в точке с2. Коэф
фициент скольжения 7  ̂ для профиля М1Э1 будет тогда равен

= =  (20.44)
г,с1 “ г \ р1 / V 11а / р1

Соответственно для профиля М2Э2 коэффициент скольжения Х2 
равен

Я2= ^  =  =  +/12) (20.45)
у С2 “ а \ Ра I Ра

При подсчете коэффициентов и надо иметь в виду, что если 
колеса 1 и 2 разные, то зубья большего колеса зацепляются в ¿12



раз меньше, чем зубья меньшего колеса. Следовательно, надо 
при подсчете коэффициентов скольжения помножить или разде
лить один из коэффициентов или Я2 на величину г12. Если, напри
мер, большим колесом является колесо 2, то коэффициенты сколь
жения и 'К'г должны подсчитываться по формулам

В формулы (20.46) и (20.47) следует подставлять абсолютное зн а
чение передаточного отношения ¿13, ибо знаки учтены в формуле 
(20.40).. Т У *

Рис. 20.17. Д и агр ам м а коэффициента ско льж ен и я  зуб ьев  зубчатой передачи: а) д и а г 
рамма дл я  внешнего зацепления; б) ди агр ам м а д л я  внутреннего зацепления.

Соответственно формулы для определения коэффициентов сколь
жения %{ и ^  Для внутреннего зацепления имеют вид

3 . Из формул (20.46) и (20.47) следует, что коэффициенты 
скольжения и Ц возрастают с увеличением расстояния (Р 0С) 
от точки зацепления С до полюса зацепления и уменьшением р а
диусов кривизны р! и р2 профилей. В крайних точках А я В теоре
тической линии зацепления (рис. 20.16) радиусы рх и р2 равны

(20.46)

(20.47)X' =   ̂ *12 (Р<>С)
¿12 <18 Рг

1 \ (РрС)
12 /  Ра

а)

Для внутреннего зацепления формула (20.40) имеет вид 
ус2с, =  (а>1 — щ )  (Р 0С). I(20.48)

(20.50)

(20.49)



нулю, т. е. в этих точках коэффициенты V] и Х2 равны теоретически 
бесконечности. Из сравнения формул (20.46), (20.47) и (20.49),
(20.50) также видно, что коэффициенты скольжения для внутрен
него зацепления при том же передаточном отношении могут быть 
получены меньшими, чем для внешнего зацепления.

На рис. 20.17 схематично показаны кривые изменения коэф
фициентов скольжения К  и %2. На рис. 20.17, а по оси абсцисс 
отложена теоретическая линия зацепления А В  для колес с внеш
ним зацеплением. По оси ординат отложены коэффициенты сколь
жения %[ и Ц. Участки кривых М и к2, расположенные выше оси 
абсцисс, относятся к головкам зубьев, а участки ниже оси абсцисс — 
к ножкам зубьев. Чтобы избежать больших потерь на скольжение 
профилей и уменьшить их износ, практическая линия зацепления 
аЬ (рис. 20.17, а) должна располагаться в зоне относительно малых 
коэффициентов скольжения. Эта зона на рис. 20.17, а заштрихо
вана. На рис. 20.17, б  аналогичные кривые построены для внутрен
него зацепления. Кривая 2 изображает изменение коэффициента 
скольжения Х2 внешнего колеса внутреннего зацепления.

§ 94. Некоторые сведения по методам обработки 
эвольвентных профилей зубьев

В данном параграфе мы рассмотрим в самых общих чертах 
методы нарезания зубчатых колес, так как этот вопрос тесно связан 
с теорией профилирования зубьев.

Зубчатые колеса с эвольвентным профилем зубьев обычно на
резаются на специальных зуборезных станках двумя методами: 
1) методом копирования и 2) методом обкатки.

Метод копирования  состоит в том, что по чертежам тщательно 
построенных профилей зубьев изготавливается дисковая фреза 
(рис. 20.18). Режущая кромка фрезы имеет очертание впадины 
между зубьями. Вращаясь, фреза перемещается в направлении 
боковой образующей зуба. За каждый ход фрезы вдоль оси колеса 
получается нарезанной одна впадина. По прохождении всей впадины 
фреза возвращается в исходное положение. После этого нарезаемое

2яколесо поворачивается на величину угла т =  — где г  — число
зубьев нарезаемого колеса, и процесс повторяется. На рис. 20.19 
показан процесс нарезания колеса дисковой фрезой.

Метод обкатки заключается в том, что режущему инструменту 
и заготовке сообщают то относительное движение, которое имели 
бы два зубчатых колеса, находящихся в правильном зацеплении. 
В таком случае режущий инструмент должен представлять собой 
также зубчатое колесо, т. е. колесо-инструмент может быть сделано 
в виде колеса или рейки. На рис. 20.20 показано такое колесо- 
инструмент, которое носит название долбяка. Долбяк Н совершает



поступательное движение параллельно оси х — х нарезаемого ко
леса Т (рис. 20.21). Одновременно долбяку и колесу сообщается 
вращательное движение с тем же отношением угловых скоростей, 
как если бы долбяк и колесо находились в зацеплении. Практически 
процесс долбления происходит не непрерывно, а имеет ряд после
довательных операций, состоящих в движении долбяка вверх 
и вниз, поворота нарезаемого колеса и т. д. Но все эти движения 
строго согласованы с кинематическими соотношениями, опреде
ляющими долбяк и колесо как два колеса, находящихся в зацеп
лении. Тогда профиль нарезаемого зуба получается как огибающая 
всех положений режущей кромки дол
бяка (рис. 20.22), т. е. инструмент 
как бы обкатывает нарезаемое ко
лесо. Особенность этого способа

Рис. 20 .19 . Н арезание зубчатого 
колеса дисковой фрезой.

заключается в том, что он позволяет нарезать по методу обкатки 
колеса с внутренним зацеплением (рис. 20.20).

2°. Так как для любого зубчатого колеса может быть спроекти
рована сопряженная с колесом рейка (см. § 91 ,4°), то, вместо 
колеса-инструмента, может быть в качестве инструмента исполь
зована также и рейка, которая называется инструментальной рей
кой. Рейка совершает в вертикальном направлении возвратно
поступательное движение, параллельное оси нарезаемого колеса 
(рис. 20.23). Заготовка имеет двойное движение в горизонтальной 
плоскости. Вращаясь вокруг своей оси, она одновременно пере
мещается вдоль рейки (рис. 20.24), Таким образом, заготовка 
осуществляет движение колеса относительно рейки, и профили 
зубьев нарезаемого колеса получаются процессом обкатывания. 
Весь указанный процесс изготовления выполняется на специальных 
зуборезных станках.

3 . Вместо инструментальной рейки можно применять червяч
ную фрезу (рис. 20.25), профиль которой может быть получен из 
рейки. В самом деле, если провести сечение червячной фрезы пло
скостью, содержащей ось фрезы, то в сечении мы получим рейку



Колесо

Рис. 20 .20 . Н арезан и е дол- 
бяком колеса с внутренни

ми зуб ьям и .

Рис. 20.21. К вопросу о нарезании 
зубчатого колеса долбяком.

Рис. 20.22. П оследовательны е относитель
ные положения зуб а  до лб яка при наре

зании.

Рис. 20.23. Нарезание зуб
чатого колеса зубчатой 

рейкой.

Рис. 20.24. П оследовательны е положения Рис. 20.25. Ч ервячная фреза,
зубьев рейки при нарезании  зубчатого колеса.



(рис. 20.26). Таким образом, профиль червячной фрезы может быть 
получен путем перемещения рейки по винтовой линии с некоторым 
постоянным углом подъема. Обычно угол подъема у не превышает 5°.

При одноходовой фрезе за каждый оборот фрезы вокруг своей 
оси заготовка поворачивается на угол, вмещающий один зуб и одну 
впадину. Одновременно с вращением червячная фреза имеет еще 
поступательное движение подачи параллельно оси колеса. Процесс 
нарезания показан на рис. 20.27. Фреза устанавливается в пло
скости колеса под углом у, равным углу подъема (рис. 20.26).

Рис. 20.27. Н арезание зуб ч а
того колеса червячной фрезой.

Из рассмотрения приемов нарезания методом обкатки следует, 
что в основе этих приемов нарезания лежат свойства зацепления 
рейки с колесом или колеса с колесом.

4°. В последнее время получает распространение новый метод 
изготовления колес, называемый методом накатки. Инструментом 
служит зубчатое инструментальное колесо (рис. 20.28). Пусть 
инструментальное колесо имеет ги зубьев модуля т. Требуется 
из заготовки получить зубчатое колесо с числом зубьев г3 того же 
модуля т. Для этого необходимо обеспечить относительное движе
ние инструментального колеса и заготовки с передаточным отно
шением, равным

4 , и = —  сйз/сои =  — ги/г3, (20.51)
где ю3 и <ои — угловые скорости заготовки и инструментального 
колеса. Если материал заготовки достаточно эластичен, то инстру
ментальное колесо выдавит, или, иначе говоря, накатает на заго
товке требуемое число зубьев модуля т. С точки зрения кинематики 
можно одно из колес остановить, тогда второе будет обкатывать 
первое или вращать оба колеса, но с угловыми скоростями, удовле
творяющими условию (20.51). Н акатка может происходить в холод



ном или нагретом состояниях заготовки в зависимости от пласти
ческих свойств ее материала. В настоящее время этим способом 
обрабатывают мелкомодульные зубчатые колеса. Преимуществом 
этого метода является то, что одним и тем же инструментальным 
колесом можно накатывать колеса с любым числом зубьев общего 
модуля т. Для этого только должно удовлетворяться условие (20.51).

5°. Из рассмотрения различных методов изготовления зубча
тых колес эвольвентных профилей нетрудно видеть, что профиль

зуба всегда сострит из двух частей: эволь
венты и переходной кривой, называемой 
галтелью, от эвольвенты к окружности 
ножек. При правильно спроектированной 
и изготовленной передаче рабочая часть 
зуба, т. е. тот участок профиля, который 
входит в зацепление с профилем сопря
женного колеса, всегда находится на эволь- 
вентной части профиля. Очертание пере
ходной кривой на передачу движения 
влияния не оказывает. Все расчетные за
висимости значительно проще проводить, 
если рассматривать нарезание колес рееч
ным инструментом, в основе которого 
лежит стандартная инструментальная 
рейка , причем эвольвентная часть зуба не 
зависит от того, каким инструментом ко
лесо будет нарезано. Если колесо будет 

нарезано долбяком, имеющим к тому же различные степени износа, 
то при этом могут оказаться несколько отличными от расчета по 
рейке размер радиуса ножек колеса и форма переходной кривой. 
Однако отклонение этих параметров не влияет на качество пере
дачи и обычно лежит в пределах допусков. Размер радиуса ножек 
при этом дается на чертеже как  условный, только для справок.

Эта же методика может быть применена и для внутренней пере
дачи несмотря на то, что для колеса с внутренними зубьями за
цепление колеса с рейкой невозможно, так как рейка должна на
ходиться внутри тела зуба колеса. Однако можно проводить проек
тирование профиля впадин между зубьями по их условному теоре
тическому зацеплению с инструментальной рейкой.

§ 95. Подрезание профилей зубьев

1°. При производстве зубчатых колес по методу обкатки в не
которых случаях получается, что головки режущего инструмента 
врезаются в ножки зубьев нарезаемого колеса. В результате этого 
ножки зубьев нарезаемого колеса оказываются как бы подрезанными 
(рис. 20.29), откуда и само явление получило название подрезания.

инструментальны м колесом.



При подрезании ножки зубьев ослабляются. Кроме того, при 
этом срезается часть эвольвенты, образующей профиль ножки зуба. 
Поэтому подрезание является нежелательным при изготовлении 
зубчатых колес. Выясним вопрос о том, в каком случае будет иметь 
место явление подрезания.

Явление подрезания объясняется тем, что эвольвента является 
кривой, ограниченной с одной стороны начальной точкой, которая, 
как известно, располагается на основной окружности.

Если представить себе зацепление двух эвольвент, скрепленных 
двумя основными окружностями, вращающимися вокруг двух не
подвижных центров Ох и 0 2 (рис. 20.30), то при непрерывном за 
цеплении точка касания будет перемещаться 
по одной из эвольвент, удаляясь от начальной 
точки. Наоборот, по другой эвольвенте точка 
соприкасания будет перемещаться, прибли
жаясь к начальной точке. При продолжаю
щемся вращении основных окружностей точка 
касания в определенный момент времени сов
падает с начальной точкой одной из эволь
вент, что произойдет в конце В теоретической 
линии зацепления АВ. Такое относительное 
расположение двух рассматриваемых эволь
вент является пределом, далее, которого эволь- 
вентное зацепление невозможно. В самом деле, если вращение 
основных окружностей будет продолжаться и дальше, то общей 
точкой двух зацепляющихся кривых будет начальная точка одной 
из них (точка Ь на рис. 20.30). В таком случае общая нормаль 
Ир — Мп не будет проходить через полюс зацепления Р„, вслед
ствие чего передаточное отношение, ранее установленное парою 
зацепляющихся эвольвент, изменится и станет переменным. Итак, 
за пределами теоретической линии зацепления н е  удовлетворяется 
основной закон зацепления.

2°. Только что было рассмотрено зацепление двух эвольвентных 
профилей неограниченной длины. Практически при работе двух 
зубчатых колес в зацеплении находится пара зубьев ограниченной 
высоты, имеющих внутри своих основных окружностей ножки, 
очерченные не по эвольвентам. Пусть, например, у колеса 2 
(рис. 20.30) неэвольвентная часть ножки очерчена по прямой М0О2, 
направленной от начальной точки М0 к центру 0 2. При движении 
колеса 1 относительно колеса 2 конец зуба (точка М) описывает 
кривую у, которая пересекает указанную нами неэвольвентную 
и эвольвентную части ножки зуба. Если колеса 1 и 2 начнут вра
щаться из положения, показанного на чертеже, то, при повороте 
на небольшой угол зубья неизбежно заклинятся. Если же колесо 1 
является нарезающим колесом, то его точка М подрежет заштрихо
ванную на рис. 20.30 часть зуба колеса 2, вследствие чего ножка

Рис. 20.29. Зубчатое ко 
лесо с подрезанными 

ножками зубьев.



зуба такого колеса будет ослаблена и будет срезана часть эволь- 
вентного профиля.

Явлением п одр е зания  в теории зацепления называется пересечение 
траектории относительного движения конца профиля зуба  одного ко
леса с  эвольвентной частью профиля зуба  сопряженного с  ним колеса.

На основании изложенного можно сделать заключение, что 
эвольвентное зацепление возможно только при том условии, что 
окружность головок зубьев нарезающего колеса пересекает нор

маль не далее точки В, т. е. точки, 
соответствующей концу теорети
ческой линии зацепления АВ. При 
большой высоте зубьев может на
ступить явление подрезания. Так 
как размеры зуба колеса-инстру
мента стандартизированы и выпол
няются при одном и том же мо
дуле у разных колес-инструментов 
одной и той же высоты, то при 
прочих равных условиях возмож
ность подрезания определяется по
ложением точки В на нормали 
N — N (рис. 20.30), т. е. размера
ми колеса 2 и, следовательно, его 
числом зубьев.

3°. Рассмотрим теперь вопрос 
о наименьшем числе зубьев гпнп 

на колесе, при котором явление подрезания будет отсутствовать. 
Для этого рассмотрим тот предельный случай, когда окружности 
головок проходят через крайние точки Л и В теоретической линии 
зацепления (рис. 20.30), т. е. когда вся возможная линия зацепления 
является рабочей. Будем предполагать, что число зубьев наре
зающего колеса больше числа зубьев нарезаемого.

Если нарезаемым колесом будет колесо 2, то предельный ра
диус Rrl окружности головок нарезающего колеса 1, при котором 
зацепление происходит без подрезания, равен (см. § 89, 3°)

Rri — OiB — Ri -f- %,m, (20.52)
где %'m  есть высота h' головки. Расстояние О А  между центрами 
колес равно 0 10 i =  R1-\-R2; наконец, перпендикуляр ОгВ равен

0 2B =  R2 cos а . (20.53)

Из треугольника 0 t0 2B имеем:

(ОхВ)а =  (О А )2 +  (025 )2 -  2 (О А )  (02B) cos а.
Подставляя вместо (ОхВ), (О А ) и (02В) их значения из равенств

Рис. 20.30 К вопросу о подрезании 
зубьев зубчатого колеса .



(20.51) — (20.53), после несложных преобразований получаем:
,  =  ,  , — О., ^ ¿ 2 +  (2t +  i ) s in 2 «  +  t
Z2 Zm¡n /% (2( + 1) sin2 а  1 (¿0.54)

Пользуясь формулой (20.54), можно определить наименьшее 
число зубьев гт-ш малого колеса в случае внешнего зацепления.

В случае внутреннего зацепления  уравнение (20.54) примет 
следующий вид:

,  . _ о . .  К «а + (1 —20 sin2 а  + i n г
г 2 - г т ш - 2 х -------- (2? —■ 1) sin2 а ---------‘ ( 2 0 .5 5 )

Наконец, в случае реечного зацепления, т. е. при i =  оо, получаем

l/ ~  l +  ( 4 -  +  - ? - )  sin2 а + 1
„ - 2 X - Í -------А / --------------=  аА - .  (20.56)

( 2 +  - г -  \ sin2 а

Не надо забывать, что в уравнениях (20.54), (20.55) передаточное 
отношение i есть всегда величина, равная или большая единицы.

Формулы (20.51) — (20.56) пригодны как для нормального за 
цепления, у которого % = 1, так и для зацеплений с укороченной 
высотой зуба, у которых % меньше единицы.

Из этих формул следует, что zm-m будет тем меньше, чем меньше 
коэффициент х высоты головки зуба и чем больше угол зацепления а.

Уравнения (20.54) — (20.56) могут быть выражены через число 
зубьев гх и г2 колес 1 и 2. Для этого выразим Rx и R2 через числа 
зубьев гх и г2. R1 =  fnz1/2 и R2= mz2¡ 2. Тогда получаем

(¿i +  2х')2 =  (*i +  г 2)2 +  z¡ cos2 а — 2 (гг +  z2) z2 cos2а. (20.57) 
Раскрывая скобки, после несложных преобразований получаем

__zj sin2 к  4%'2
г 1  4^' — 2г2 sin2 а  ' ( 2 0 .5 8 )

Из формулы (20.58) следует, что наименьшее число зубьев г ъ  
при котором на малом колесе не будет явления подрезания, зависит 
от угла зацепления а  и коэффициента %' высоты головки.

Выбирая большие значения угла зацепления а  и меньшие зна
чения коэффициента , можно получить колеса без подрезания 
с меньшим числом зубьев zv  Этим объясняется применение в неко
торых случаях не стандартного угла зацепления а  =  20°, а увели
ченного до а  = 22°,5 и применение зубьев с укороченными голов
ками, у которых %' =  0,8.

Для нормальных колес, у которых угол зацепления а  = 20° 
и коэффициент %' =  1, формула (20.58) принимает вид

*2_Q4



Так как выше мы условились нарезающим колесом считать 
большее колесо 1, то г2 должно быть всегда меньше г ъ  т. е. 
г2 <  г г. Наименьшее число г2 зубьев малого колеса 2, удовлетво
ряющее неравенству (20.59) и условию г2 < г 1> равно г2 = 13. 
При этом число зубьев г г большого колеса равно г2 «  17. Из 
неравенства (20.59) также следует, что если число зубьев г2 =  17, 
то число зубьев гх большого колеса может иметь любое число 
зубьев г г 5= 17 и при этом явления подрезания или заклинива
ния не будет.

Явление заклинивания, при котором головка зуба большого 
колеса вдавливается в ножку зуба малого колеса, может иметь

место и при внутреннем зацепле
нии. Для нормальных колес с внут
ренним зацеплением формулы для 
определения числа зубьев г1 боль
шого колеса имеют вид, аналогич
ный формулам (20.58) и (20.59):

г| вг'п2 ос — 4-/'2 
2г2 в т 2 а  — 4/

Рис. 20.31. Я вление интерференции во 
внутреннем зуб чатом  зацеплении. г ! - 3 4

(20.60)

(20.61)1 2г2 —3 4 '

Из формулы (20.61) следует, что наименьшее число зубьев г2 малого 
колеса равняется г2 =  17, при этом большее колесо должно имеет 
число зубьев г2 =  оо, т. е. большее колесо превращается в зубча
тую рейку.

Т а б л и ц а  6

Внешнее зацепление Внутреннее зацепление

ч Ч «а ч ч Ч
13 < 1 7 17 со 23 > 4 1

14 < 2 7 18 >  144 24 > 3 8

15 < 4 8 19 > 8 1 25 > 3 6
16 < 1 1 2 20 > 6 0 26 > 3 5

17 и выше Любое 21 > 5 0 > 22 +  8
22 > 4 4 2 7 — 79 > *2  +  7

80 и выше

Таблица 6 служит для выбора допустимого числа зубьев 
колес при отсутствии подрезания или заклинивания передачи.

Подсчеты по формуле (20.61) сделаны до числа зубьев г2 — 26, 
так как при числе зубьев г2 >• 26 для внутреннего зацепления не



менее опасным становится явление интерференции зубьев, при 
котором головка зуба малого колеса вдавливается в головку зуба 
большого колеса вне области зацепления (рис. 20.31). На этом 
рисунке участки интерференции заштрихованы. Мы не приводим 
вывода формулы для установления числа зубьев колес, при кото
ром не будет иметь место явление интерференции, а даем в таблице 
дополнительно сведения по подбору числа зубьев, если г2> 2 6 .

Из формулы (20.56) следует, что для нормальных колес, у кото
рых а  = 20° и %' = 1, число г2 зубьев зубчатого колеса реечного 
зацепления будет равно гъ — 17.

§ 96. Определение основных размеров зубчатых колес, 
нарезанных методом обкатки

/°. В § 89 были даны формулы для определения основных раз
меров зубчатых колес при условии, что стандартный модуль соот
ветствует их начальным окружностям, совпадающим с делительными 
окружностями. Однако это условие накладывает и целый ряд 
ограничений, затрудняющих конструирование зубчатых передач. 
Например, это относится к выбору числа зубьев на колесе.,Уменьше
ние числа зубьев, как уже указывалось, удешевляет производство 
зубчатых колес, уменьшает размеры конструкции и т. д. Но умень
шение числа зубьев может вызвать их подрез, увеличение износа 
контактных поверхностей и т. д.; поэтому в тех случаях, когда 
необходимо по каким-либо причинам все же иметь малое число 
зубьев, проектируют зубчатые колеса с иными размерами. Основ
ной целью, которая при этом преследуется, является улучшение 
условий работы зубчатых колес за счет отклонения размеров этих 
колес от указанных в § 89.

Как было показано выше, изменяя отдельные параметры зуб
чатых колес: модуль т, коэффициент %' высоты головки зуба, угол 
зацепления а  и т. д ., можно получать зубчатые колеса с различными 
соотношениями размеров зубьев. Например, в некоторых случаях 
применяют так называемый укороченный з у б ,  у которого коэффи
циент %' равен 0,8, а коэффициент %" равен 1. Укороченный зуб, 
следовательно, имеет головку, высота которой равна /г' = 0,8т, 
и ножку, высота которой равна /г" = т. Тогда общая высота /г зуба 
вместо 2 ,2 т  оказывается равной 1,8т. При этом уменьшается коэф
фициент перекрытия е; в некоторых случаях увеличивают угол 
зацепления а. Как следует из формулы (20.58), чем больше угол 
зацепления а, тем меньшее число зубьев г2 может быть выбрано 
на малом колесе 2. Этим объясняется переход от ранее применяв
шегося на практике угла зацепления а  — 15° к углу зацепления 
а  — 20° -т- 22,5\

В некоторых случаях применяют одновременное изменение 
высоты зубьев и угла зацепления.

15 И. И, Артоболевский



2°. Так как  современные зубчатые колеса, как правило, наре- 
ваются методом обкатки, то получение зубчатых колес с зубьями 
требуемых параметров легче всего может быть достигнуто соот

ветствующим расположением 
нарезаемого колеса (заготов
ки) по отношению к зуборез
ному инструменту (рейке) или 
червячной фрезе.

Как было показано выше 
в § 94, при нарезании зубча
тых колес методом обкатки 
с. помощью рейки или червяч
ной фрезы в сечении этих ин
струментов плоскостью, пер

пендикулярной к оси нарезаемого колеса и содержащей ось чер
вячной фрезы, мы получаем зубчатую рейку. Размеры зубьев 
этой рейки, носящей название инструментальной рейки, обеспечи

вающие беззазорное зацепление, 
стандартизированы.

На рис. 20.32 показана инстру
ментальная рейка. Прямая, для 
которой толщина зуба а' равна 
ширине впадины а":

а ' =  а " 4 » т .  (20-62)

Рис. 20.32. И н струм ен тальн ая рейка.

Рис. 20.33. К вы бору начальной пря* 
мой рейки при н арезании  зубьев зуб

чатого ко л еса . модульной прямойназывается 
рейки.

Высота головки и высота ножки зуба стандартной рейки оди
наковы и равны Ы =  К' = %'т. К высоте %'т добавлена величина, 
равная ст. Это необходимо для того, чтобы получить соответствую
щую глубину впадины нарезаемого колеса. Обычно глубина впадины 
равна ст=0,25/п, т. е. коэффициент с  принимается равным с=0,25. 
Переход с прямолинейного участка профиля зуба на прямую голо
вок осуществляется закруглением, радиус р которого равен 
р = 0,38 т.

При нарезании стандартного зацепления модульная прямая 
должна без скольжения перекатываться по начальной окружности 
нарезаемого колеса, и в этом случае толщина зуба и ширина впа
дины нарезаемого колеса так же, как и у рейки, равны между собой.

Часть инструментальной рейки, ограниченную высотой го
ловки Ы, высотой ножки /г" и прямолинейными участками зубьев, 
будем называть исходным контуром рейки. Этот контур на рис. 20.32 
заштрихован. Эвольвентную часть зуба нарезаемого колеса наре
зает только исходный контур, а часть зуба рейки выше исходного 
контура образует галтель зуба колеса (см. § 91, 2°). Поэтому в даль-



нейшем мы будем изучать вопрос об образовании профилей зубьев 
колеса, рассматривая взаимодействие исходного контура рейки 
с нарезаемым колесом.

Как уже говорилось выше, нарезание зубчатых колес по ме
тоду обкатки производится перекатыванием рабочего инструмента 
(рейки) по центроиде заготовки нарезаемого колеса. Если зубья 
рейки пересечь прямыми, параллельными прямой головок 
(рис. 20.33), то все расстояния: аЬ, а'Ь', а"Ь", . . . — будут равны 
шагу зацепления (̂  =  пт). Одна из этих прямых и может быть 
выбрана за начальную прямую зуборезного инструмента рейки, 
которая в процессе обкатки катится без скольжения по начальной 
окружности колеса. При этом ширина впадины и толщина зуба 
будут различны в зависимости от того, какая из прямых аЬ, а'Ь', 
а Ь", ... выбрана за началь
ную прямую. Очевидно, 
что ширина впадины и тол
щина зуба будут равны в 
том случае, когда за на
чальную прямую выбрана 
модульная прямая, деля
щая высоту Н зуба попо
лам. Зтот случай зацепле
ния колеса с рейкой по
казан на рис. 20.34 (поло
жение /). Здесь изображена 
рейка, занимающая поло
жение I, и профиль М0Э 
зуба колеса, нарезанного этой рейкой; толщина зуба колеса, изме
ренная по начальной окружности, и ширина впадины между 
зубьями рейки, измеренная по начальной прямой, равны между 
собой. Если теперь передвинуть рейку из положения / в поло
жение //, то ширина впадины между зубьями будет меньше тол
щины зуба. При этом профиль зуба колеса будет описан по 
той же эвольвенте и будет при этом несколько увеличен. Из 
чертежа видно, что при отодвигании рейки от центра нарезае
мого колеса точка Ь практической линии зацепления переходит 
в точку Ь’ и возможность подрезания зуба колеса уменьшается. 
При этом зуб получает большие размеры, измеряемые по на
чальной окружности. Таким образом, при  сдвиге рейки эволь
вента не изменяется.

Если сдвига рейки нет, то колеса носят название нулевых 
колес. Если сдвиг рейки направлен в сторону оси нарезаемого ко
леса, то колесо называется отрицательным колесом. Если сдвиг 
производится в сторону от оси нарезаемого колеса, то колесо 
называется положительным колесом. Соответственно и сдвигу рейки 
приписывают отрицательное или положительное значение.

Рис. 20.34, И зменение толщины зуба колеса при 
изменении относительного расположения рейки.



Окружность, по которой при обработке колеса перекатывается 
соответствующая выбранная прямая рейки, носит название началь
ной окружности обработки  или делительной окружности колеса 
(рис. 20.34). Таким образом, начальная окружность обработки

колеса в общем случае нарезания зубчатых 
колес может не совпадать с начальной 
окружностью колеса. Необходимо отметить, 
что при сдвиге рейки радиус г основной 
окружности не изменяется.

3°. Несовпадение начальной окружности 
обработки с начальной окружностью ко
леса не Препятствует воспроизведению коле
сами требуемого передаточного отношения. 
Это условие вытекает из важного свойства 
эвольвентного зацепления, рассмотренного 
нами в § 90, 5°, заключающегося в том, что 
изменение межосевого расстояния 0 г0 2 
(рис. 20.11) не влияет на передаточное 
отношение ¿12, так как передаточное от
ношение представляет собой отношение 

радиусов г2 и гх основных окружностей (см. формулу (20.27)).
Таким образом, два колеса с эвольвентными профилями зубьев 

могут быть собраны с различными межосевыми расстояниями. 
При этом меняется положение полюса зацепления Рй и величина 
угла зацепления а . Отсюда можно сделать и тот вывод, что для 
зубчатых колес с эвольвентными профилями зубьев величины ра
диусов начальных окружностей определяются только после сборки  
этих колес. Указанное свойство позволяет вводить в правильное 
зацепление два любых колеса, нарезанных одной и той же инстру
ментальной рейкой.

4°. Как было сказано выше, одной из основных задач, с которой 
встречаются конструкторы при проектировании зубчатых колес, 
является избежание подреза зубьев, увеличение прочности 
зубьев и уменьшение износа путем соответствующего подбора 
очертания их профилей. Величина абсолютного сдвига Ь (рис. 20.35) 
производящей рейки, нарезающей колесо, обычно вычисляется 
в долях модуля и принимается равной

Ь =  1т, (20.63)

где £ — коэффициент, носящий название относительного сдвига 
или коэффициента сдвига.

На практике чаще всего можно встретиться со следующими 
комбинациями колес, находящихся в зацеплении и образующих 
следующие передачи:

1) нулевая передача, когда оба колеса нарезаны без сдвига или 
когда одно колесо положительное, а второе отрицательное при

Рис. 20.35. Относительное 
положен ие инструм енталь
ной рейки при нарезании 
зуб ьев  колеса со сдвигом.



равном для обоих колес коэффициенте сдвига g, т. е. одно колесо 
нарезано с положительным сдвигом, а другое — с равным ему 
по абсолютной величине отрицательным сдвигом (компенсация 
сдвига);

2) положительная передача:
а) нулевое колесо с положитель

ным колесом;
б) положительное колесо с отри

цательным колесом (при неравных 
коэффициентах |, но при положи
тельной сумме сдвигов).

Все остальные комбинации встре
чаются сравнительно редко.

5°. Рассмотрим теперь, как связан 
коэффициент сдвига £ рейки с числом 
зубьев, которое может быть нарезано 
рейкой на колесе. Пусть рейка уста
новлена в положении 1 (рис. 20.36).
В этом случае прямая головок рейки 
пересечет линию зацепления N — N 
в точке В" и нарезаемое колесо будет подрезано. Отодвинем рейку, 
сохраняя положение полюса Р 0 в положение 2 так , чтобы прямая 
головок проходила через крайнюю точку В  теоретической линии 
зацепления. В этом случае колесо не будет подрезано и минималь
ное число зубьев zmin, которое может быть нарезано, определится 
по формуле (20.56):

zmm =  2x7sin2a .  (20.64)

Отодвинем рейку еще дальше от оси колеса в положение 3 на 
величину %т. Тогда, прямая головок рейки пройдет через точку В ’
и, следовательно, на колесе может быть без подрезания нарезано 
некоторое число зубьев г, меньшее, чем zmin, подсчитанное по 
формуле (20.64).

Выведем зависимость между zmin, г, %' и Так как мы пред
положили, что полюс зацепления Р 0 при сдвиге рейки не изменял 
своего положения, то из рис. 20.36 следует, что основная окружность 
после сдвига будет иметь в качестве центра точку, которую мы 
получим, если в точке В' восставим перпендикуляр к линии зацеп
ления N — N и найдем точку Ог как точку пересечения этого пер
пендикуляра с линией Р0О. Из подобия треугольников получаем

Рос ОВ 
Рф' ~ ОгВ' •

Так как Я0с =  %'т,  / V '  =  х ' т  — 1т ,

ОВ =  ОР0 cos a0 cos а 0 и 0 1S ' =  0 1P 0c o sa 0==-^-cosa0,



ТО

Отсюда

х'т 
%'т — Ът

ш!п или
х'-

6=
%’ (<ш !п (20.65)

где гт1п подсчитывается по формуле (20.64).
Для угла зацепления а0 — 20° и коэффициента^ у ' — 1 имеем

г т1п — 17; '  (20.66)

для угла зацепления а0 =  20° и ]{' =  0,8
2ппп= 14  (20.67)

и для угла а 0 =  15° и %' =  I
гт!п =  30. (20.68)

Для стандартного угла зацепления а0 = 20э и %’ — 1; восполь
зовавшись формулами (20.65) и (20.66), получаем следующее выра

жение для коэффициента сдвига £:
17-

17 (20.69)

Формула (20.69) позволяет определять 
требуемую величину сдвига рейки для на
резания желательного числа зубьев без 
всякого их подрезания при угле зацепле
ния а0 == 20° и %' — 1.

В современных практических расчетах 
допускают некоторый малый подрез, при 
котором срезается незначительная часть 
эвольвенты, и часто пользуются формулой

14-
Рис, 20 .37 . К определению 
толщины * у б а  колеса по 

делительной окр уж н ости .

14 (20.70)

6°. Переходим к определению некото
рых основных размеров зубчатых колес, 

нарезанных со сдвигом. Начнем с определения толщины зуба. 
Толщина зуба а' (рис. 20.37) у нулевого колеса, т. е. при £ = 0, 
измеренная по начальной окружности, равна

а, =  г (20?1)

и соответствует ширине впадины на рейке, измеренной по прямой, 
перекатывающейся по начальной окружности обработки (делитель
ной окружности), которая в этом случае совпадает с начальной



окружностью колеса. Дадим рейке смещение вдоль оси х — х, 
равное £т. Это положение показано на рис. 20.37 штриховой 
линией. Тогда толщина зуба колеса (или ширина впадины на 
производящей рейке), измеренная по делительной окружности, 
будет равна

а д = а ' +  2Да. (20.72)

При сдвиге рейки точка В переместится в положение В', а 
точка С — в положение С '. Очевидно, что отрезки В В ’ и СС', 
равны, т. е. ВВ' — СС' =  | т . Из прямоугольного треугольника 

В'СВ'С'С имеем где а 0 — выбранный угол зацепления
при нарезании колеса (обычно 20°), или, так как  В'С  =  Да и 
СС' = Ъ,т, то

Да =  tg а0. (20.73)
Величина сдвига §, являясь величиной алгебраической, может 

'иметь знак плюс или минус. Подставляя полученное выражение 
в равенство (20.72) и учитывая выражение (20.71), получаем

а ; =  т ( | -  +  2 ^ 0 , , ) .  (20.74)

Толщина зуба а1, измеренная по любой окружности радиуса 
(рис. 20.38 и рис. 20.39), определяется из следующих условий. 
Сумма углов ^  и уг равна — #д +  уд, откуда при

получаем
Ъ = щ -  и г« =  2^-

ас

Далее, так как согласно формуле (20.24) 
Ф; =  т у а г и ■0'д =  1пуао,

то

^ 7 + т у а г- =  2̂ - + ¡п у а 0, (20.75)
откуда

а'1 =  2Я1^~--\-1т а0 — т у а г|. (20.76)

Подставляя в формулу (20.76) вместо а'я выражение (20.74), 
получаем окончательно

а ; = т ^ ( у  +  2 ^ а 0) +  2 # ,- (т у а0-  т у  а ,) , (20.77)

где угол щ  определяется из условия соБа* =  /■//?* (рис. 20.38),



С помощью формулы (20.77) может быть определена толщина 
зуба на окружности любого заданного радиуса /?,•.

Формулы (20.76) или (20.77) позволяют проверить, не имеет 
ли зуб заострения, т. е. не пересекаются ли боковые профили зуба 
в точке О (рис. 20.38). На окружности заострения (рис. 20.38) 
толщина зуба равна нулю. Следовательно, в равенстве (20.76) 
следует положить а\ = Ь, 7?; =  где — радиус окружности

Рис. 20.38. К определению тол
щины зуб а колеса по окруж ности  
произвольно заданного р ад и уса .

О,

/ , у 4

W /

а л  ///л

■

(L—

Рис, 20.39. К вы воду фор-
мулы для определения мон
тажного у гл а  зацепления.

заострения и inv a ¡ =  inv a D — $ o  (рис. 20.38). Тогда получаем 
уравнение а'л +  2/?дфд — 2^ д̂ о =  0, откуда

од-ЬЭ^дФд
2 Rn

Так как  ■&о = т у а £), то, определив угол а в , можно найти вели
чину радиуса окружности заострения из условия #

Обычно толщина зуба по окружности головок не должна быть 
меньше 0 ,2 5 -ь  0 ,3 т . Определяем угол зацепления а э колес, наре
занных со сдвигом рейки. Угол зацепления а 3 совпадает с углом 
зацепления а а только для нулевых колес. Величину этого угла 
определяем из следующих условий.

По формуле (23.74) размеры толщины а[ и а'г зубьев колес 1 
и 2 (рис. 20.39), измеренные по начальным окружностям, равны

а\ =  2Ri +  inv а0 -  iinv а.

а~2 — 2 "Ai
2 RД2

■inva0 — m va3
(20.78)

где «д, и а'Лг — толщины зубьев колес 1 и 2, измеренные по их дели
тельным окружностям радиусов Я д1 и ^ д2.



Так как при беззазорном зацеплении толщина зуба по начальной 
окружности одного колеса равна ширине впадины другого колеса и

+ =  t =  =  (20.79)
г 1 г 2

то, подставляя в равенство (20.79) вместо а[ и а'2 их значения из 
формул (20.78), получаем

2я Rt
• inva0- i n v a 3 ) +  2R2 [^ ~ -) \̂ Ад2 in va „ — inva,

(20.80)
Принимая во внимание, что R2 =  R1^- и #д2 = -/?Д1 ™, после пре-
образований, разрешив уравнение (20.80) относительно величины 
т у  а 3, получаем

(а'. +  а ' , )  г . — 2 я/?

Подставляя в формулу (20.81) величины а'Д1 и а'Я2, определяемые 
по формуле (20.74),

Од1 == я *  ^ у  +  2 g i  t g a o j ,

а'м =  т (т  + 2\г tg a 0) ,

и величину Rn , равную

RrI — mzy

окончательно имеем
.2(?! + ?2)tgaoin va3 = (zi + гг) in v a 0. (20.82)

Рис. 20 .40 . К определе
нию рассто ян и я  м еж ду 

центрами колес .
Анализ зависимости (20.82) показывает, 

что с увеличением суммарного сдвига + 12 
увеличивается и монтажный угол зацепления.

Из формулы (20.82) также следует, что для нулевой передачи, 
когда либо = £а = 0, либо =  — 12, всегда имеем

т у а 3 = т у а 0, т. е. а3 = а0.
Расстояние А (рис. 20.40) между осями колес, нарезанных 

со сдвигом, будет равно

А — 0 j0 2 — О iP  о _г  0 2Р  о =

Так как для колес с углом зацепления а0 расстояние А0 между
я  Т\ *  л COS ОСлосями равно А0=  ■ ——, то, следовательно, А =  Л0 -, откуда, cos a 0 cos о&з



так к ак  (см. § 89 ,3°, формула (20.15))

Ао =  ~2 (zi ~t zz) ’
окончательно получаем

(*+ *•>  (20-83)
Радиусы Rrl и Ri2 окружностей головок колес 1 и 2 выражаются 

по формулам
Rri =  А — R ji2 -  li fn  +  %'т, (20.84)
Rr2 =  A —R ^ - h m  + x'tn. (20.85)

Формулы для радиусов Rul и Rn2 окружностей ножек имеют вид 
#н1 =  Яд1 — х''гп + h m  — cm, (20.86)
Riit==R^ — y ! ' tn Jr l 2m — cm, (20.87)

где с =  0,25 — коэффициент радиального зазора.
Коэффициент перекрытия может быть определен по формуле, 

аналогичной формуле (20.38), но при этом величина шага t по на
чальной окружности при условии нарезания колеса со сдвигом 
должна быть принята равной

£ п т  cos а 0 
cos а 3 *

Соответственно угол а 0 в формуле (20.38) должен быть принят 
равным а 3.

Таким образом, формула для определения коэффициента пере
крытия в для колес, нарезанных со сдвигом, будет иметь следующий 
вид: ______________

„ V Rh ~ ri + V - r i - A sin «з
e==---------------- ^Tcós^¡--------------- * (20'88>

Аналогично колесам с внешним зацеплением могут быть наре
заны колеса со сдвигом и с внутренним зацеплением с использова
нием сдвига долбяка. Формулы для расчета параметров такого 
зацепления могут быть получены из рассмотрения геометрии за
цепления.

7°. Как видно из рассмотрения теории зубчатых колес, зубья 
которых нарезаны со сдвигом, величины сдвигов влияют на не
которые геометрические параметры зубчатой передачи: увеличи
ваются толщины зубьев, увеличиваются радиусы кривизны про
филей зубьев, изменяется расположение практической линии за
цепления относительно полюса зацепления, изменяются коэффи
циенты удельного скольжения зубьев и т. д. Все эти обстоятельства 
влияют на прочность и износ зубьев, плавность зацепления и т. д. 
Выбор того или иного сдвига зависит от назначения зубчатой



передачи, условий, в которых она работает, нагрузок на элементы 
зубчатой передачи и т. д. Подробно эти вопросы рассмотрены 
в специальных монографиях. В этих монографиях можно такж е 
получить сведения о геометрии колес, нарезаемых долбяком, и, в ча
стности, зубчатых передач с внутренним зацеплением.

Пример 1. Определить необходимый сдвиг Ь = %т рейки 
(рис. 20.35) для нарезания зубчатого колеса с числом зубьев г =  10 
и модулем т =  10 мм. Угол зацепления рейки а0 =  20°. Коэф
фициент высоты головки зубьев рейки %' = 1.

Величина коэффициента сдвига определяется по формуле (20.69). 
Имеем

е 1 7 - г  _ 17 — 10 _  7 
17 — 17 — ГГ

Величина Ь определяется по формуле (20.63). Имеем
1 7 * 1 0  * 1 (-лЬ =  1 т = —у1— =  4,12 мм.

Пример 2. Определить основные размеры зубчатой передачи 
из условия отсутствия подрезания зуба малого колеса.

Данные для расчета:
Числа зубьев колес равны гх — 12, г2 — 36.
Модуль инструментальной рейки равен т =  10 мм. 
Коэффициент высоты головки и ножки зуба %’ =  %" =  % =  1- 
Угол зацепления при нарезании (угол наклона образующей 

прямой рейки) а0 = 20°. Коэффициент радиального зазора с  — 0,25. 
Порядок расчета:
1. Выбираем коэффициенты сдвига рейки ^  и |а из условия 

отсутствия подрезания зубьев по формуле (20.69):

=  0,2941.

Так как число зубьев г2 больше 17, то принимаем сдвиг £2 на колесе 2 
равным нулю: |2 = 0.

2. Определяем по формуле (20.82) угол зацепления а 3 в сборке 
при беззазорном зацеплении:

2 (£* + Но) ^  оСп 1 • 2 • 0)2941 * 0,364 . л л| т __л л 1 п о с
Шу а3 =  +  шу ао===----- 12+36------ 1- 0,0149 =  0,01936,

откуда находим по таблицам значение угла а3. Имеем а 3 «  21°45\
3. Определяем по формуле (20.83) межцентровое расстояние:

л 171 / .  ̂ сов с&п 10 / * о I о£\ 0,9397 __0/10 о 1 *.*Л = -2- ( г 1 +  22) ^  =  т (12 +  3 6 ) ^ ж  =  242,81 мм.

4. Определяем радиусы Я д1 и /?д2 делительных окружностей:

^  =  ̂ = 6 0  мм, Я д2 =  ̂ _  =  180 мм.



5. Подсчитываем по формулам (20.84) и (20.85) радиусы Rrl 
и Rt2 окружностей (радиусы заготовок):

Я Г1 =  Л — Яд2 — 12т +  хт =  242,8\ — 180+ 10 =  72,81 мм,
R ,2 =  A — R n  -  I jm  +  %т=242,81 -  60 -  2,94 + 10 = 18 9 ,87  мм.

6. Определяем радиусы гх и г2 основных окружностей:
rx — Rm cos а 0 =  60-0,94 =  56,4 мм, 
f 2 =  RA2 cos а 0=  180-0,94 =  169,2 мм.

7. Проверяем зуб малого колеса на отсутствие заострения, 
для чего подсчитываем по формуле (20.77) толщину зуба а'г, по 
окружности головок, положив в указанной форме Ri =  R[U 
причем угол а г1 находим из условия

с о ^ * “ Й “ - | и - = 0-7745;

следовательно, а г1 = 39° 15'.
По таблицам имеем invarl =  0,1312. Окончательно получаем

а ’п  =  т  ̂  ( у  +  2| tg a0j  +  2Rt (inv a0 -  inv a rl) =

=  10 (1,5708 +  2 • 0,2941 • 0,364) +

+  2 -72,81 -(0,0149 — 0,1312) ^ 4 ,5  мм.

Следовательно, на окружности головок ширина зуба а'п  не равна 
нулю, зуб не имеет заострения и а'п  >  0,3т.

8. Подсчитываем радиусы Rnl и Rn2 окружностей ножек по 
формулам (20.86) и (20.87):

Riii =  Ri.i — f/.tn-\-lim — ctn =  60 — 10 +  2,941 —2,5 =  50,45 мм,
Rh2 =  Rm — У.'п +  ̂ т  — cm  — 180— 10 — 2 ,5 =  167,5 мм.

9. Подсчитываем величину коэффициента перекрытия е по фор
муле (20.88):

с _ V Rk - r l + V Rk - r l - A &ina3
п т  cos a 0

_  V(72.81)2 —(56,4)а +  | (̂189,87)2 —(169,2)2 —242,81 -0,37055 , лг> 
3,14-10-0,9397

§ 97. Проектирование циклоидальных профилей

1°. Циклоидальным зубчатым зацеплением называется зацепле
ни е ,  профили зубьев которого очерчены по участкам циклоид, эпи
циклоид и гипоциклоид.



Рассмотрим, каким образом профилируются зубья колес внеш
него циклоидального зубчатого зацепления. Пусть задано переда
точное отношение /12 зубчатого механизма. По формулам

• __ (Ох __ __ _  г2
12 и2 1̂ г1

А — /?! -|- /?2>
где А — расстояние между центрами Ог и 0 2 начальных окруж 
ностей, находим радиусы и Я2начальныхокружностей (рис. 20.41). 
Задаемся, далее, двумя вспомогательными окружностями и 
радиусов тх и г2. Пусть эти окруж
ности касаются начальных окруж
ностей в полюсе зацепления Р 0.
Окружность катим без сколь
жения по начальной окружности 
Ц2 второго колеса. Тогда точка 
окружности 5 Х, совпадающая в на
чальном положении с точкой Р0, 
опишет эпициклоиду Р0Эг . Если 
ту же окружность прокатить без 
скольжения по начальной окруж
ности # !, то эта же точка вспо
могательной окружности опишет 
гипоциклоиду Р01\ .

Построенные эпициклоида и ги
поциклоида являются взаимооги- 
баемыми и, следовательно, мо- Рис. 
гут быть использованы в качестве 
сопряженных профилей зубьев.

Аналогично вторую вспомогательную окружность 5 2 прокаты
ваем без скольжения по начальным окружностям Цу и Ц2. Тогда 
точка окружности 5 2, первоначально совпадающая с точкой Р 0, 
опишет эпициклоиду Р ^ х и гипоциклоиду Р„Г2- Чтобы определить 
участки эпициклоид и гипоциклоид, которые могут быть использо
ваны в качестве профилей зубьев, проводим окружности и Ь2 
головок и окружности 7\ и Тг ножек зубьев. Эти окружности 
ограничат действительные практические профили зубьев. Т ак, 
участок Р0а эпициклоиды Р0Э2 есть профиль головки зуба второго 
колеса, а участок Р0Ь гипоциклоиды Р 0Гг — профиль ножки зуба 
первого колеса. Точно так же участок Р ()с  эпициклоиды Р0Эх я в 
ляется профилем головки зуба первого колеса, а участок Р0с1 гипо
циклоиды Р0Г2 — профилем ножки зуба второго колеса. Таким 
образом, профиль каждого зуба очерчен по эпициклоиде и гипо
циклоиде, причем эпициклоида все время соприкасается с гипо
циклоидой.

20.41. Внешнее ци клои дальн о е 
зубчатое зацепление.



2°. Из частных видов циклоидального зацепления остановимся 
на цевочном зацеплении.Пусть заданы центроиды Цг и Ц2(рис. 20.42). 
За первую вспомогательную окружность выбираем саму цен
троиду Цх. Тогда точка этой центроиды, совпадающая с точкой Р0,

опишет при качении по центроиде Цг 
эпициклоиды Р0Э (показаны штрихо
выми линиями). Вторая вспомогатель
ная окружность пусть будет точкой, 
совпадающей с точкой Р0. Чтобы обес
печить передачу движения, вместо 
выбранной точки сцепляют с цент- 
роидой Д3 ролики Т7 радиуса г, а про
фили зубьев смещают на величину 
радиуса г  ролика, т. е. приводят эк- 
видистанты Э'Э' эпициклоиды. Тогда 
получаем так называемое цевочное 
зацепление. Ролики ^  носят название 
цевок. Цевочное зацепление обладает 
тем недостатком, что в нем быстро 
изнашиваются цевки. Практическое 
применение получило так называемое 

внецентроидное цевочное зацепление, являющееся частным видом 
цевочного зацепления, когда центры цевок цевочного колеса вы
несены за пределы центроиды Цх. При этом соответственно сме
щаются зубья зубчатого колеса, что позволяет увеличить шаг 
зацепления.

§ 98. Проектирование передач с косыми зубьями

1°. В цилиндрических колесах с прямыми зубьями соприкаса
ние двух сопряженных профилей происходит по прямой, параллель
ной осям колес. Проведем касательную плоскость 5  к основному 
цилиндру (рис. 20.43). Пусть плоскость 5  касается цилиндра по 
некоторой прямой ММ, представляющей собой одну из образую
щих цилиндра; эта плоскость пересекает боковую поверхность 
зуба по некоторой прямой А А, параллельной образующей ци
линдра. Соприкасание зубьев происходит по прямой АА в тот 
момент, когда плоскость 5  совпадает с так называемой плоско
стью зацепления. Таким образом, в цилиндрических колесах с пря
мыми зубьями соприкасание происходит одновременно по всей 
длине зуба по прямым, параллельным образующим цилиндра.

Если при изготовлении зуба были допущены какие-либо погреш
ности (неточность профиля, непостоянство шага и т .д .) , то эти 
погрешности могут значительно ухудшать условия работы зубча
той передачи, в частности, например, усиливать шум. Кроме того, 
к а к  было показано выше, коэффициент перекрытия зубчатых

Рио. 20.42. Цевочное зацепление.



колес с прямыми зубьями ограничен весьма узкими пределами, 
вследствие чего вся нагрузка распределяется не более чем на две 
пары зубьев. С целью уменьшения влияния погрешностей на .работу 
колес и увеличения коэффициента перекрытия можно при изго
товлении колес прямые зубья заменить ступенчатыми. Образование 
ступенчатых зубчатых колес можно пред
ставить следующим образом.

Рассечем зубчатое колесо с прямыми 
зубьями на равные части плоскостями, пер
пендикулярными к  оси колеса (рис. 20.44).
Тогда получим несколько дисков равной 
толщины. Каждый из полученных дисков 
сдвинем один относительно другого на один 
и тот же угол. Тогда, если два таких 
колеса привести в соприкасание, то одно
временно в зацеплении будут находиться 
различные участки профилей зубьев. Пер
вый зуб будет соприкасаться по прямой Л ^ ,  второй зуб будет со
прикасаться по прямой Л2Л2) третий зуб — по прямой А3А3 и т. д.

Таким образом, влияние возможных погрешностей уменьшится. 
Отдельные участки профилей зубьев будут последовательно при
ходить в зацепление; дуга зацепления увеличится на величину 
смещения зубьев по начальной окружности, и, следовательно, 
увеличится коэффициент перекрытия передачи.

2°. Зубчатые колеса редко выполняются так, как это указано 
на рис. 20.44. Обычно вместо колес со ступенчатыми зубьями при
меняются колеса с  винтовыми, или косыми, зубьями  (рис 20.45).

Рис. 20.43. Ц илиндрическое 
колесо с прямыми з у б ь я м и .

Рис. 20.44. Цилиндрическое 
колесо со ступенчатыми 

зубьям и .

Рис. 20.45. Цилиндрическое ко 
лесо  с винтовыми зубьями.

Образование боковой поверхности косого зуба можно себе пред
ставить, есди рассмотреть качение без скольжения плоскости 5  
(рис. 20.45) по основному цилиндру с осью О. Если на плоскости 5  
выбрать прямую А А, составляющую с образующей цилиндра 
некоторый угол, то каждая из точек прямой АА опишет эвольвенту, 
а сама прямая опишет поверхность, называемую развертывающимся 
геликоидом. Эвольвенты каждого из поперечных сечений разверты



вающегося геликоида имеют основания, расположенные по вин
товой линии ВВ  (рис. 20.45). Для получения сопряженных поверх
ностей двух цилиндрических колес с косыми зубьями необходимо 
последовательно производить качение общей касательной плоскости 
сначала по одному, а потом по другому основному цилиндру, при 
этом прямая А А, выбранная в этой плоскости, опишет поверхности 
двух взаимоогибаемых геликоидов. Касание геликоидов будет про

исходить по общей образующей, которая будет 
всегда располагаться на общей касательной 
плоскости.

Угол б (рис. 20.46), образованный осью 
колеса и винтовой линией, постоянный. Угол б 
обычно носит название угла скручивания. 
Д уга в', измеренная по окружности началь
ного цилиндра, называется дугой скручива
ния .  Два сопряженных колеса должны иметь 
равные углы скручивания. При внешнем за
цеплении винтовая линия на одном колесе 
должна быть правой, а на другом — левой. 
При внутреннем зацеплении винтовые линии 
должны быть либо обе правыми, либо обе 
левыми. В плоскостях, перпендикулярных 
к оси колеса, зацепление происходит так же, 
как  и в обыкновенных зубчатых колесах, но 

в каждый рассматриваемый момент в зацеплении участвуют раз
личные точки профилей. Поэтому влияние погрешностей при изго
товлении этих колес оказывается гораздо меньше, чем у колес 
с прямыми зубьями. Кроме того, вследствие скручивания зуба на 
угол б длина дуги зацепления увеличивается на величину (рис. 20.46)

э ' —уисй.

Величина добавочной дуги зацепления

э' =  Ь 6.

Если обозначить основную дугу зацепления через в", то, оче
видно, полная дуга зацепления выразится так: 5 = 8" +  «'. Таким 
образом, коэффициент перекрытия е' колес с косыми зубьями

е' ==т ==4 -  +  т = 8 + т ^ б> <20-89)

где е — коэффициент перекрытия для того случая, когда при 
том же числе зубьев колеса имеют прямые зубья.

Из формулы (20.89) следует, что коэффициент перекрытия 
косозубых колес может быть значительно больше, чем у прямо
зубых.

Рис. 20.46. Угол скручн* 
ван и я и д у га  скручи ва
ния винтовой линии ко

созубого колеса.



Таким образом, при передаче косозубыми колесами одновре
менно в зацеплении может находиться уж е  не одна или две пары  
зубьев. В некоторых случаях число пар зубьев, находящихся 
одновременно в зацеплении, может достигать десяти. Н агр узка  
в этих передачах распределяется на несколько зубьев, благодаря 
чему плавность передачи повышается. Поэтому косозубые колеса 
широко применяются для передач с большими скоростями и боль
шими мощностями. На рис. 20.47 приведен пример механизма с косо
зубыми колесами. Как видно из схематического изображения р аз 
вертки обода косозубого колеса (рис. 20.48), в колесах с косыми 
зубьями следует различать три ш ага зацепления, измеряемых по 
начальному цилиндру: окружной  ш а г  получаемый в пересечении 
колеса плоскостью, перпендикулярной к  оси О — О начального

цилиндра в торцовом сечении; нормальный шаг  получаемый 
пересечением колеса плоскостью, нормальной к винтовой линии 
на начальном цилиндре, и аксиальный ш а г  получаемый пересе
чением колеса плоскостью, проходящей через ось О — О начального 
цилиндра.

Связь между этими шагами, к ак  это следует из рис. 20 .48 , 
имеет следующий вид:

Соответственно может быть установлена и связь между м оду
лем т  в торцовом сечении, равным т — t in ,  модулем тп в нор
мальном сечении, равным т„ =  tn/n, и модулем та в аксиальном 
сечении, равным т а — t j n .  Стандартным модулем является м одуль 
т„, так как  нарезание зубьев косозубого колеса может быть сделано 
стандартным реечным инструментом, устанавливаемым под углом  б 
к оси колеса. Из рис. 20.48 следует, что

Рис. 20.47. Зубчатый редуктор с косо- 
зубыми колесами.

Рис. 20 .48 . Р азвертка обода ко со зуб о го  
колеса.

cos б ctg б



Диаметр Од делительной окружности, измеренный в торцовом 
сечении, равен

В - = т г — ШЯ- <20-91>
3°. Рассмотрим вопрос о действии сил в зубчатой передаче 

с косыми зубьями. На зуб ведомого колеса 2 действует сила Р п ,
расположенная в нормальной к зубу пло
скости, содержащей прямую ОхОг (рис. 
20.49, а), и отклоненная на угол скручи
вания б (рис. 20.49, б)  от торцового сече
ния. В этой плоскости сила Р 12 направлена 
под углом зацепления а п к нормальной 
плоскости (рис. 20.49, б). Сила Р п  может 
быть представлена к ак  сумма трех состав
ляющих, лежащих в трех перпендикуляр
ных плоскостях: силы Р 1п , направленной 
по касательной к начальным цилиндрам, 
силы Р гп , направленной по радиусу ко
леса 2, и силы Р°ъ  направленной парал
лельно оси колеса 2:

Р и - Р ' п  +  Р п  +  Р п .  (20.92)
Из рис. 20.49, а  следует, что сила Р[г 

равна
/>н =  . Р ! ^ а .  (20.93)

Д алее, из рис. 20.49, б  имеем
ра
I  1 0

,--о * и
плоскости; 6) слагаю щ ая 
силы , расположенная в го 
ризонтальной плоскости; 
в) слагаю щ ая силы, распо
лож ен н ая в нормальной пло

скости.
Р п  =  Р \ ^ ё8 .  (20.94)

Тогда результирующая сила Р 12, согласно уравнению (20.92) 
и формулам (20.93) и (20.94), равна

р п =  V  {РпУ +  {Р[,)2 +  (РЪУ =  V  {Р[,у +  (Р*п а)* +  (Р[.г 6Г =

- г г « -  7 ? г 1 Л г и г + ‘ « ,<‘ > <20-95)
где — вращающий момент, приложенный к колесу 1, радиус 
которого равен

Аналогично определяются и силы, действующие на ведущее 
колесо 1. Для получения уравнения, связывающего углы а ,  б 
и а„ , повернем на угол 90° плоскость, содержащую силу Р'п  =
— Р {а +  Р%, и повернем силу Р[а (рис. 20.49, в) вокруг пря
мой а — а  до совпадения с плоскостью чертежа. Сила Р 12 будет 
такж е лежать в этой плоскости и будет образовывать угол а п с си
лой Р'\2. Из рис. 20.49, в получаем



Из рис.20.49, б  получаем

Р ’Н =  Р\L - Л г .12 cos о (20.97)

Подставляя в равенство (20.96) значения для сил Р[3 и Р'12 из 
формул (20.93) и (20.97), получаем

t g a л =  tg a c o s б . (20.98)

Таким образом, особенностью колес с косыми зубьями является 
то, что, кроме передачи окружного усилия Р [3 (рис. 20.50), в этих 
колесах появляется осевое усилие Р “ .

Это усилие вызывает необходимость устройства упорного осе
вого подшипника и, кроме того, вызывает в нем дополнительные

потери на трение. Д л я  устранения ука 
занного недостатка применяют колеса  
с  шевронными з у б ь ям и  (рис. 20.50), 
представляющими собой как  бы два 
косозубых колеса с симметричным

Рис. 20.50. Зубчатое колесо 
с шевронными зубьям и .

Рис. 20.51. Ш евронное колесо 
с промежуточным желобком .

расположением зубьев. У  этих колес осевые усилия взаимно урав
новешиваются, и, следовательно, отпадает необходимость в уста
новке опорных подшипников.

Д ля большего удобства изготовления шевронное колесо делают 
иногда с промежуточным желобком а  посередине (рис. 20.51).

4°. Как было показано выше, при зацеплении колес с косыми 
зубьями с эвольвентным профилем соприкасание зубьев происходит 
по прямой линии.

Геометрическое место прямых соприкасания представляет со
бой плоскость, являющуюся плоскостью зацепления. Плоскость 
зацепления образует угол, равный углу зацепления а ,  с плоскостью, 
касательной к начальным цилиндрам колес.

М. Л. Новиков предложил косозубое зацепление с неэвольвент- 
ными профилями зубьев. Зубья располагаются по некоторым вин
товым линиям, имеющим равные углы скручивания б (рис. 20.52). 
На рис. 20.52 показаны две винтовые линии, лежащ ие на начальных 
цилиндрах колес 1 и 2. Д уги  Р йах и Р 0а2, на которые перекаты
ваются цилиндры, всегда равны между собой. Вместо плоскости 
зацепления М. Л. Новиков ввел линию зацепления С3 — С3,



расположенную параллельно осям начальных цилиндров. Сопря
женные профили зубьев колес 1 и 2 последовательно входят 
в зацепление в точках С', С", С '" ,  . . . ,  и, таким образом, в этом 
случае применяется не линейное, а точечное зацепление. При 
этом нормаль в точке соприкасания пересекает в соответствующей

Рис. 20 .52 . Винтовые линии косозу- Рис. 20.53. Построение профилей 
бого зацепления Н овикова. зубьев зацепления Новикова.

точке, например Р о, прямую Р  — Р  соприкасания начальных 
цилиндров, и тем самым всегда сохраняется заданное передаточное 
отношение. Профили зубьев зубчатого зацепления Новикова вообще 
могут быть выполнены по различным кривым. Наиболее простыми, 

как  показали исследования, являются профили, 
очерченные в торцовом сечении по окружностям.

Построение профилей указанного вида про
изводится следующим образом. На прямой N — N 
(рис. 20.53), образующей с начальными окруж 
ностями угол а ,  выбирается точка К. Профиль 
зуба малого колеса 1 очерчивается по дуге окруж
ности радиуса рх =  Р 0К  и является выпуклым. 
Профиль зуба большого колеса 2 очерчивается 
по дуге окружности радиуса р2, несколько 
большего радиуса рх. Д уга окружности ра
диуса р2 очерчивается из точки М как из 
центра. Точка М  лежит также на прямой N — N. 
Профиль зуба большого колеса 2 является 
вогнутым. Нетрудно видеть (рис. 20.53), что 
при малой разнице радиусов рх и р2 профили 
зубьев на некотором участке К ' — К" почти 

совпадают, что понижает удельные давления на зубья, несмотря на 
точечный их контакт. Толщина зуба одного из колес может быть 
выбрана произвольной, а толщина другого определяется построе
нием. Толщины зубьев ах и а2 колес 1 и 2 в данном зацеплении вы
бираются по условию ах =  (1,3 -*- 1,5) аг и (ах +  а2) несколько

Рис. 20 .54 . З у б ч атая  
передача с зац еп л е

нием Н овикова.



меньше шага t. При проектировании колес Новикова рекомендуется 
придерживаться следующих соотношений: угол а  =  20° -г- 30°, 
угол скручивания б =  5° -н 40°, радиус рх =  1 ,3 5 т , радиус 
р2 =  (1,03 1,10) р!. Радиус /?гг окружности головок большого 
колеса следует выбирать равным радиусу R2 начальной окруж 
ности.

К недостаткам зацепления Новикова надо отнести то, что ко
эффициент перекрытия е зацепления меньше, чем в косозубых 
колесах с эвольвентным профилем. Коэффициент перекрытия

е = - у  tg 6 , (20.99)

и он меньше коэффициента перекрытия е ', определяемого по фор
муле (20.89), на величину коэффициента перекрытия в торцовом 
сечении. На рис. 20.54 показана зубчатая передача с зацеплением 
Новикова.

Г Л А В А  XXI  

СИНТЕЗ ТРЕХЗВЕННЫХ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ 
ЗУБЧАТЫ Х МЕХАНИЗМОВ

§  99. Проектирование конической зубчатой передачи

1°. При проектировании конической зубчатой передачи обычно 
задают передаточное отношение in  и угол б между осями колес 1 
и 2 (рис. 21.1).

Тогда углы бх и 62, равные половинам углов раствора начальных 
конусов (аксоид), могут быть определены, если воспользоваться 
формулой (7.6):

г12= 4 2 А  (21.1)
í¿ sin '

и условием
ó =  6 i +  62. (21.2)

Подставляя в формулу (21.1) значение угла б из равенства
(21.2), имеем:

sin (fi — 6 .) sin 6 cos S. — cos S sin 6, . s  , „ e  с /0 , 0чf,2=  ---- :..-¿ = ------------i— 5-------------  =  s m 6 c tg ó 1 — cos о, (21.3)
sin oL sin b  1 4 '

получаем, что угол бх равен

e ^ a r c c t g í ü i ^ i .  (21.4)

Угол 62 будет тогда равен



Если угол б =  90°, то формулы (21.4) и (21.5) принимают вид 
б ^ а п х ^  г12, б2= б  —arcctgг12. (21.6)

В равенства (21.4) — (21.6) передаточное отношение г12 входит 
к ак  абсолютная величина.

Образование зубьев конических колес можно' представить себе 
следующим образом. Пусть построены конусы 5 ! и 5 2 (рис. 21.1), я в 
ляющиеся аксоидами в относительном движении. По аналогии 
с цилиндрическим зацеплением будем их называть начальными 
к он у сам и .  Пересечем эти конусы какой-либо сферой с центром 
в точке О. Тогда в пересечении получим две окружности / и //,

соприкасающиеся в точке Р 0. Исследование перекатывания без 
скольжения начальных конусов может быть заменено рассмотре
нием перекатывания окружностей / и I I  одной по другой без сколь
ж ения. Т ак  к ак  окружности I  и I I  лежат на сфере, то вместо обра
зующей прямой мы получаем образующую дугу N — N большого 
кр уга  на построенной сфере. Число сфер, которыми мы можем 
пересечь указанные конусы, бесконечно велико, и для каждой 
сферы можно получить соответствующие окружности, аналогичные 
окруж ностям  / и II ,  и образующие дуги, аналогичные дуге N — N. 
Геометрическое место всех образующих дуг N — N есть некоторая 
плоскость 5 ,  содержащая прямую  ОР0 и наклоненная к плоскости, 
касательной к начальным конусам , под углом а .  Угол а , обычно 
принимающийся равным 20°, является углом зац епл ения ,  а пло
скость 5  — обра зую щ ей  плоскостью .  Если из точек оси 00* опустить 
перпендикуляры нд плоскость 5 ,  то эти перпендикуляры образуют 
плоскость, содержащую ось ООх и перпендикулярную к плоскости 5 .



В пересечении этой плоскости с плоскостью 5  получаем прямую АО. 
Вращением прямой АО вокруг оси ООх получается конус 1, который 
называется основным конусом. Плоскость 5  — касательна к основ
ному конусу. Аналогично может быть построен второй основной 
конус 2. Профили зубьев могут быть образованы перекатыванием 
без скольжения плоскости 5  по основным конусам. В результате 
этого перекатывания на поверхности сферы получаются сфери
ческие эвольвенты.

При качении плоскости 5  по основному конусу 1 точка пло
скости 5 , совпадающая с точкой Р 0, опишет сферическую эволь
венту а при качении по основному конусу 2 — сферическую 
эвольвенту М%Эг . При качении окружностей / и // эвольвенты 
и М2Э2 перекатываются со 
скольжением одна по другой.
Если такие ж е сферические 
эвольвенты построить для дру
гих точек плоскости 5 , рас
положенных на прямой ОР0, 
то эти эвольвенты будут обра
зовывать поверхности зубьев 
эвольвентного конического 
зацепления. Таким образом, 
передача вращения между ко
нусами 1 и 2 осуществляет
ся качением со скольжением 
сопряженных сферических 
эвольвентных поверхностей. Разобранное построение позволяет 
получить теоретически точное коническое эвольвентное зацепление.

2°. Переходим к рассмотрению основных размеров конических 
зубчатых колес (рис. 21.2).

Размеры зубьев конических зубчатых колес в различных сече
ниях неодинаковы. Стандартный модуль т  принято назначать д л я  
внешнего торцового сечения зубьев. Радиусы начальных окруж но
стей колес для внешнего сечения определяются по известным фор
мулам

* 1 = ^ 4  Я . - - 2? - .  (21 .7)

Высота Ы головки зуба стандартного колеса К  =  т  и д л я  
укороченного зуба К  =  0 ,8 т . Высота ножки зуба Н" =  К  +  ст ,  
где с  = (0,2 0,3) — коэффициент зазора в направлении, перпен
дикулярном к общей образующей начальных конусов. Длина Ь 
образующей начальных конусов равна

Рис. 21 .2 . К о н структивная схема зац еп л ен и я  
д в у х  конических колес.



Углы А' и А" головки и ножки зуба определяются по соответ
ствующим тангенсам:

3°. Проектирование и выполнение точного эвольвентного ко
нического зацепления сопряжено со многими практическими труд
ностями, так  к ак  сфера не развертывается на плоскость. Поэтому

Это обстоятельство заставило применять приближенный метод 
профилирования з у б ь е в  эвольвентных конических колес. Этот метод 
заключается в следующем. Рассматривая точное очертание зубьев 
конических колес (рис. 21.3), можно увидеть, что торцовые поверх
ности зубьев, расположенные между окружностями головок и ножек 
на сфере, образуют некоторые сферические пояса шириной а (на 
рис. 21.3 они заштрихованы). Ширина а поясов весьма мала по 
сравнению с радиусом И той сферы, на которой эти пояса располо
жены. Поэтому можно с достаточной точностью заменить сфери
ческие пояса поясами, лежащими на конусах, образующие которых 
касательны к сфере радиуса Я в точках, принадлежащих окруж
ностям I и II .

Если теперь представить два начальных конуса в их проекции 
на плоскость, содержащую оси начальных конусов (рис. 21.4), то

(21.9)

Радиусы R rl и R r2 конусов головок равны
R n  =  R i +  h '  cos 6rl, i?r2 =  R2 +  t i  cos 6r2, (21.10)

где углы 8rl и 6r2 определяются по формулам
6ri  =  61-[-A ', 6r2 — бз +  А'. (21. 11)

Рис. 21.3. Расположение профилей зубьев 
конических колес на сферической поверх

ности.

Рис. 21 .4 . Проекции начальных кону
сов на плоскость.



построение конусов, на поверхности которых леж ат торцовые по
верхности зубьев, может быть сделано следующим образом. Пусть 
начальный конус проектируется в виде треугольника АОР0. 
При точном построении профиля конус головок проектируется 
в виде треугольника ЬОЬ, а конус ножек — в виде треугольника аОа. 
При точном проектировании сечения торцовых поверхностей зубьев 
плоскость проекций представляется в виде д у г  аЬ, лежащих на 
проекции сферы радиуса Я. Так как конусы, на которых должны 
лежать торцовые поверхности приближенных профилей зубьев, 
должны касаться сферы по начальным окружностям, то для нахож
дения проекций этих конусов через точку Р 0 проводим прямую ОхОя, 
перпендикулярную к прямой ОР0. В пересечении с осями 1 и 2 полу
чаем точки Ох и 0 2, представляющие собой вершины искомых кону
сов. Проекцией конуса первого колеса является треугольник ОхАРц, 
а проекцией конуса второго колеса — треугольник О2В Р 0. Соответ
ствующие сечения профилей торцов изображаются прямыми а'Ь ' , 
лежащими на построенном конусе. Таким образом, вместо кривых аЬ 
мы получаем в сечении прямые а'Ь'. Совершенно очевидно, что 
чем больше отношение радиуса сферы к модулю зубьев, тем меньше 
та ошибка, которую мы допускаем, заменяя построение профилей 
зубьев, образованных сферическими эвольвентами, построением 
зубьев на поверхности конусов О1АР0 и О.2В Р 0.

Конусы с вершинами в точках 0 г и 0 2 носят название дополни 
тельных конусов. Построение профилей торцовых поверхностей 
зубьев не встретит теперь никаких трудностей, так  как  дополни
тельные конусы могут быть развернуты на плоскость, и, следо
вательно, все построение сведется к построению на плоскости.

4°. Пусть заданы начальные конусы и 5 2 (рис. 21.5). Про
водим плоскости ИЕ и ЕС, ограничивающие длины зубьев. Далее, 
строим дополнительные конусы ОхАР0 и О2В Р 0 и развертываем 
эти конусы на плоскость проекций. Д ля этого из точек 0 Х и 0 2 
проводим окружности / и // радиусами рх и р2. Полученные дуги 
Р 0КЬ и Р ^ М  представляют собой развернутые начальные окруж 
ности радиусов Нх и Р 2- Эти дуги и могут быть приняты за началь
ные окруж ности условных цилиндрических кол ес  с  центрами в точ
ках Ох и 0 3. Далее, профилируем эвольвентные зубья (рис. 21.6) 
по нормам, указанным выше (§ 89). Тогда получаем два зубчатых 
сектора I и //. Затем навертываем эти зубчатые секторы на до
полнительные конусы. Соединив все точки полученных профилей 
прямыми с точкой О (рис. 21.5), будем иметь боковые поверхности 
зубьев. Таким образом могут быть построены зубья конических 
колес, соответствующие заданным начальным конусам.

Радиусы рх и р2 условных начальных окружностей определяются 
по формулам



Если обозначить углы зубчатых секторов через и р2, то вели- 
чины этих углов могут быть получены из условий

р1Р1 =  2я7?1 и р2рг =  2яЯ 2, 

откуда, учитывая соотношения (21.12), находим •

Pi=
2nRx

P i
2 я  eos б:  и p2 =  - ? í^ -  =  2 n co s6 2. (21.13)

Для определения коэффициента перекрытия и рассмотрения 
вопроса о подрезании зубьев можно применить формулы для круг
лых цилиндрических зубчатых колес, но для этого необходимо 
перейти от зубчатых секторов к зубчатым колесам, так как  число

Рис. 21.5 . К профилированию зубьев ко
нических колес на поверхностях дополни

тельны х конусов.

Рис. 21.6 . Цилиндрические колеса,! 
эквивалентны е соответствующим им ко

ническим колесам.

зубьев гх и га секторов / и I I  не будет равно числу зубьев г\ и г\ 
цилиндрических колес радиусов рх и р2. Связь между числами 
зубьев г и  г2 и г[, может быть получена из условия, что шаг за 
цепления / является одним и тем же для условных и действительных 
колес. Имеем

Zit — PlPl»
откуда

= РаРа» 

_ 2я
~ РГ’

Из этих уравнений получаем

г 2( =

I Í
%

z[t =  2np1, 

г', 2я

г^ = 2 я р а, (21.14)

2я
f i

2п
2я eos ój COS 6j  ' Z2 =

2я
** =

2я
2я eos ба

■ - J i 
cos б

Таким образом, числа зубьев г\ и колес, которые называются 
эквивалентными цилиндрическими колесами , всегда больше чисел
зубьев соответствующих секторов в отношении и Оче-



видно также, что передаточное отношение эквивалентных цилиндри
ческих колес не равно передаточному отношению проектируемых 
колес.

Имеем для передаточного отношения г12 конических колес 
формулу

; _J í• *12 - Zi •

Для передаточного отношения in  эквивалентных цилиндриче
ских колес имеем

г', _ г2 cos 6t __. cos
г1 cos б2 12 cos б;

Д ля случая, когда угол б =  бх +  б2 =  90°, имеем 
. cos (90°— б.2) ’ . , с

1п — ' 12 ШЫ ~ *12 tg б2’ 
или, так  как согласно формуле (21.1)

sin 62 sin б2 _  Я
12 sin " sin (90° — ба) 8  2>

то
4  =  tg2 62 = ^ .  (21.16)

Таким образом, зацепление конических колес эквивалентно 
зацеплению цилиндрических колес, но с большим числом зубьев. 
Поэтому при равных условиях конические колеса обладают боль
шим, чем цилиндрические, коэффициентом перекрытия е и мень
шим числом зубьев zmin, которое может быть выбрано без подре
зания на малом колесе стандартного зацепления.

5°. В практике машиностроения широкое распространение по
лучили конические колеса не только с прямыми зубьями, но и с зубь
ями других форм. Различные формы зубьев получаются при наре
зании их по методу обкатки путем придания режущ ему инстру
менту различных движений. Так, если режущий инструмент (резец) 
имеет прямолинейное движение, но под некоторым углом р к ра
диусу R, то можно нарезать колесо с косыми зубьями (рис. 21.7, а). 
При вращательном движении резцовой головки вокруг оси, не 
проходящей через вершину конуса, можно нарезать колесо с дуго
выми зубьями (рис. 21.7, б)\ могут быть такж е  нарезаны колеса 
с зубьями, образованными движением резца по архимедовой спи
рали (рис. 21.7, в), по эвольвенте (рис. 21.7, г) и т. д.

Нарезание зубьев конических колес ведется такж е методом 
обкатки инструментом с прямолинейной режущей кромкой (гранью), 
связанной с некоторой плоскостью, называемой плоскостью пр о 
изводящ его колеса. Эта плоскость перекатывается в процессе обра
ботки по делительному конусу заготовки, что дает иногда повод 
проводить аналогию с процессом нарезания зубьев цилиндриче
ских колес прямолинейной зуборезной рейкой, которая воспроиз



водит эвольвентное зацепление. В действительности, так  как  реж у
щая грань поставлена под некоторым углом к плоскости произ
водящего колеса, то она нарезает более сложную поверхность.

Рис» 21 .7 , Различные виды конических колес с фигурными 
зуб ьям и : а) с косыми зубьям и ; 6) с  дуговыми зубьями; 
в) со спиральными зуб ьям и ; г) о эвольвентными зубьями.

Д ля колес с прямыми зубьями получают так называемое октои- 
дальное зац епл ени е ,  у  которого линии зацепления имеют форму 
восьмерки.

Рис. 21.8 . Силы, действую щ ие в конической передаче.

6°. Рассмотрим действие сил в конической зубчатой передаче. 
Силы Р 12 и Р21 давления зубьев колес 1 и 2 друг на друга будем 
считать условно приложенными в середине контактной линии,



б точке К  (рис. 21.8), отстоящей от осей 0 0 х и 0 0 2 на средних ра
диусах #1ср и Я2ср. Силы Я12 и Р21 лежат в плоскости <3 — С, пер
пендикулярной к общей образующей начальных конусов / и 2. 
Повернем плоскость С — 0. на угол 90° до совпадения с плоскостью 
чертежа (рис. 21.8). Тогда силы Я12 и Р 21 будут проектироваться 
в натуральную величину. Направлены эти силы по нормали N — N 
под углом зацепления а .  Раскладываем эти силы на составляющие 
Р\, =  — Я*, и Я?2 =  — Я". Силы Я(3 и Р[, связаны с моментами 
и ~М2, приложенными на валах ООх и 0 0 2, условиями

^ »  =  ] Г Ч -  =  <21-17)

• =  121 - (21.18)

1ср А гср

Из равенств (21.17) следует:
^ 1  __ ^ 1 с р

^ 2  ^ 2 ср

Силы Р% и Я" пересекаются с осями ООх и 0 0 2 и могут быть 
разложены на радиальные составляющие Р [3 и Р гп  и осевые состав
ляющие Я“ и Я“,. Радиальные составляющие Я[,, и Я ', будут нагру
ж ать радиальные подшипники Л и Б. Осевые составляющие Я?3 
и Я“, будут действовать на колеса 1 я  2, стремясь переместить их 
вдоль осей ООг и 0 0 2, и должны восприниматься упорными под
шипниками.

Силы Я" и Р пи  равны

Я" =  Я<, а = ^ - а ,

=  t g а = 7̂ H g а  =-----^А2 ‘ -
t g a ,

(21.19)

'2Ср 121^2ср

так как согласно соотношению (21.18) М 2 — УИх/г21 
Радиальные силы Р[3 и Я£, будут равны

P rits =  P% eos ó2 =  Я* а tg a  eos 62 = 

P íi  =  cos tg a  eos 6X =

tg  a  eos Óx =

Мер

Mi

t g a  cos ó2,

tg a  cos 6X.
2̂cp & 1 <21̂ 2cp

Наконец, осевые силы Pal2 и Я “ будут равны

Р% =  Р% sin б2 =  Я{3 tg  a  sin 62= - ¡^ -  tg a  sin  ó2,

(21 .20)

U cp

P u  — P"i s ‘n ^1 =  ̂ 21 t g a  sin di =
Al, tg  a  sin 6 j : Ai,
?̂2ср & 1 121̂ 2ср

Пример. Определить основные параметры конической зубчатой 
передачи, если торцовый модуль т

tg a  sin  óx.

(21 .21)

5 мм, угол б между осями



колес б =  90°, числа зубьев колес г х =  20 и г ъ =  40, угол зацеп
ления а  == 20°, длина зуба b — L/3, где L — длина образующей 
начальных конусов (см. рис. 21.2). Передаточное отношение in  
равно

/ _  г2 _  4 0 _ „
“  20

(21 6^К КЗК ^Г°Л ^ =  Т0 Углы ^  и ^2 определяются по формулам

61 =  arcctg/i2 =  a r c c t g 2 ^ 2 6 c> 30',
62 =  б — arcctg /12 =  90° — arcctg 2 я «  63° 30 '.

Радиусы R i  и R2 начальных окружностей, согласно формулам 
(21.7), равны

tf1==üHi =  50 мм, /?2 =  - ^  =  100 мм.

Длина L общей образующей конусов, согласно формуле (21.8), 
равна

г __ Ri____ 50___________ 50 _____119 1
sin sin 26« 3 0 ' “  0,446 “  MM'

Угол А ' головки и угол А" ножки зубьев определяются из условий

* « 4 '= - Г  =  Т - Т Щ - 0 ’0458’
И

tg Д " = -^  = Цои =  ” ± м »2 . = 5 + g ^ A  = 0,0549.

Следовательно, углы А' и А" равны А' =  2°34 ', А" =  3°1Г .
У глы  бг1 и бг2 конусов головок определяются из формул (21.11):

бг1 =  б, +  А' =  26° 30' +  2° 34' =  29° 04 ', 
бг2 =  62 +  А' =  63° 30' +  2° 34' =  66° 04 '.

Радиусы  R n  и Rr2 конусов головок вычисляются по формулам 
(21.10):

R^i== Ri h  eos бг1 =  50 +  5 eos 29° 04' =  54,37 мм,
R n  — Rs +  h' cosór2=  100+  5 eos 66° 0 4 '= 1 0 2 ,0 3  мм.

Радиусы  рх и р2 начальных окружностей условных цилиндриче
ских колес определяем по формулам (21.12):

Rl 50 ГГ о 100 ог>/| п
Pl— eosбх ~  (ЩЁГ ’ М М '  Р2— cós^7 — М 4 6 — ’ М М '

Расстояние А между осями условных цилиндрических колес 
равно А = рх +  ра =  55,8 - f  224,2 =  280,0 мм.



Радиусы г° и основных окружностей условных цилиндриче
ских колес (рис. 21.6) равны

rj =  p1 cos а  =  55 ,8  • 0 ,94 =  52,6 мм, 
r° =  р2 cos сс =  2 2 4 ,2 -0 ,9 4  =  210,7 мм.

Радиусы и Ятч окружностей головок условных цилиндри
ческих колес: .

7?rl =  p1 +  / i'=  рх+/п =  55 ,8  +  5 =  60,8 мм,
=  Р2 +  h' =  Р г =  224,2 +  5 =  229,2 мм.

Коэффициент перекрытия е рассматриваемых колес определяется 
по формуле (20.38):

с_ V ( R W - W P + V V t W - C W - A  sina .
ntn cos a

]/ (60 ,8)2 -  (52,6)2 +  у (229,2)2 -  (210,7)2 -  280 • 0 ,342 л  
~  3 ,1 4 .5 - 0 ,9 4  ~  ’ •

§ 100. Проектирование винтовой и червячной передач

Г .  В § 29, 4° была рассмотрена кинематика механизма передачи 
движения с постоянным передаточным отношением между двум я 
перекрещивающимися в пространстве осями. Аксоидами в относи
тельном движении звеньев такой 
передачи являются гиперболои
д ы / и  2 (рис. 21.9). Для полу
чения гиперболоидных зубчатых 
колес поверхности гиперболои
дов снабжаются зубьями. Нет 
необходимости эти зубья рас
полагать по всей поверхности 
гиперболоидов. Достаточно снаб
дить зубьями только некоторые 
участки гиперболоидов, полу
чаемые при пересечении гипер
болоидов плоскостями, перпен
дикулярными к их осям. Н а
пример, если на гиперболоиде 1 
(рис. 21.9) выбрать в качестве 
колеса часть Г  гиперболоида, 
то на гиперболоиде 2 получаем 
сопряженное колесо в виде 
части 2'. Чем дальше от гор
лового сечения выбраны части 
гиперболоидов, снабженные зубьями , тем меньше будет отношение 
скорости скольжения вдоль осей к окружной скорости колеса. 
Следовательно, с точки, зрения износа и коэффициента полезного

Рис. 21 .9 . Схема гиперболоидной пере
дачи  м еж ду д вум я  перекрещ иваю щ имися 

осями.



действия передачи предпочтительнее выбрать в качестве колес 
части гиперболоидов, более удаленные от горлового сечения. При 
замене участков гиперболоидов, удаленных от горлового сечения, 
коническими поверхностями, например 2' или 2"', полу
чаем гипоидны е  колеса.

2°. Вместо гиперболоидных зубчатых механизмов, нарезание 
зубьев которых представляет большие трудности, для передачи 
движения между непересекающимися осями применяются винтовые 
зубчатые механизмы, представляющие собой участки 1" и 2" гипер
болоидов / - и 2 (рис. 21.9), приближенно замененные двумя круг
лыми цилиндрическими поверхностями. Выведем основные соотно
шения между параметрами этих колес. Рассмотрим передачу между 
двумя цилиндрами 1 и 2 (рис. 2 1 . 10), вращающимися вокруг осей

/ и I I  с угловыми скоростями а>х и со2. Пусть цилиндры касаются 
друг друга в точке Р 0. Если радиусы цилиндров суть и /?2, то 
кратчайшее расстояние А между осями / и I I  равно А =  0 Х0 2 = 
=  Через точку Р 0 проведем плоскость Т, перпендикуляр
ную к кратчайшему расстоянию 0 Х0 2. Эта плоскость будет касаться 
цилиндра 1 по образующей а х — аи  а цилиндра 2 — по образую
щей а2 — а2 и будет являться  общей касательной плоскостью 
к этим двум цилиндрам. Проведем в плоскости Т  через точку Р 0 
прямую  ̂— t. Эга прямая составит с образующими ах — а1 и 
а2 — #2 углы б! и бг, причем

где б есть угол между образующими ах — ах и а 2 — а2, равный 
у гл у  скрещивания между осями / и I I  цилиндров.

Навернем плоскость Т  последовательно на цилиндры 1 и 2. 
Тогда прямая / — / на поверхности цилиндра 1 расположится по 
винтовой линии «х — ях с углом скручивания бь а на поверхности 
цилиндра 2 — по винтовой линии — з2 с углом скручивания 62. 
Обе эти линии будут соприкасаться в точке Р 0, и прямая / — I 
будет их общей касательной.

Рис. 21.10. Образование зуб ье в  винтовых 
колес.

Рис. 21.11. План скоростей 
для колес винтовоД передачи.

б [ + б ;= 6 . ( 21 .22)



Как правило, точка касания начальных цилиндров не будет 
принадлежать мгновенной оси вращения — скольжения, и углы  б[ 
и окаж утся отличными от углов бх и б2, образуемых осями колес 
с мгновенной осью вращения — скольжения.

Если считать цилиндры 1 и 2 начальными, то винтовые линии 
Я! — и 52 — 82 могут быть приняты за боковые линии зубьев . 
Боковой поверхностью зубьев  винтовых колес является л ин ейчат ая  
поверхность развертывающегося геликоида .

Нетрудно установить некоторые основные соотношения м еж ду 
различными параметрами винтовых колес.

Спроектируем начальные цилиндры винтовых колес на пло
скость Т (рис. 21.10). Оси I и I I  и углы  б| и 62 при этом б удут  
проектироваться без искажения (рис. 21.11). Скорость точки Р х 
колеса 1 изобразится вектором перпендикулярным к оси /. 
Скорость точки Р 2 колеса 2 представится вектором ©2, перпендику
лярным к оси I I .  Относительная скорость ©21 точки Р г цилиндра 2 
относительно точки Р г цилиндра 1 будет направлена параллельно 
общей касательной t — / к винтовым линиям сопряженных зубьев . 
План скоростей передачи представляет собой треугольник, образуе
мый векторами ©2 и ®21, лежащими в плоскости Т. Опустим 
из точки Р 0 перпендикуляр ип на направление вектора v i l . Будем  
иметь

где 6 [ и 62 суть углы закручивания винтовых линий на цилиндрах 
/ и 2- Из этих равенств следует:

где г х и г2 суть числа зубьев, соответственно, колес 1 и 2. 
В частном случае, когда б =  90°, имеем

Из формулы (21.23) следует, что, в отличие от цилиндрических 
и конических колес, при передаче вращения винтовыми колесами 
мы имеем возможность воспроизводить необходимое передаточное 
отношение подбором не двух, а четырех величин и 62).

16 И. И. Артоболевский

Х)п  =  СОБ 6[, Ц п  — 02 СОБ б2,

(¡>х _ г2 _ сте 6'
и2 ~  Л?! соэ 6; * (21 .23 )

л - - | м 8 б;. (21 .24 )



К недостаткам зубчатых винтовых механизмов надо отнести то, 
что в них сопряженные профили соприкасаются в точке. Следова
тельно, удельные давления оказываются значительными. Кроме 
того, значительное скольжение зубьев друг по другу вызывает 
быстрый их износ.

При проектировании винтовой зубчатой передачи обычно задают 
передаточное отношение i12, угол б перекрещивания осей колес и 
кратчайшее расстояние А между осями. Из равенства (21.23) сле
дует, что заданное передаточное отношение может получиться при 
различных сочетаниях отношений R2/Rx и cos 62/cos 6Í. Поэтому 
задача проектирования винтовой зубчатой передачи не приводит 
к однозначному решению. При проектировании конструктор должен 
задаться дополнительной зависимостью, связывающей либо углы 
6 í и 62 закручивания винтовых линий, либо отношение радиусов.

Если при проектировании добиваться, чтобы скорость скольже
ния в точке касания начальных цилиндров была минимальной, 
надо обеспечить условие, согласно которому эта точка оказалась бы 
точкой пересечения оси мгновенного вращения — скольжения 
с линией кратчайшего расстояния между осями колес. В таком 
случае будем иметь

6|=== бх, 6á =  62 

и сами углы и ба должны удовлетворять отношению (7.16):

^ = = ж | - (21-25)

Так как согласно равенству (21.22) б =  бх +  б2, то формула 
(z l.25 ) примет вид

sin (6 — 6Х) sin б COS б ,— COS б sin 81 sin б „
^ = ....= -------------Ш8,--------- : =  lg 6 7  — COs6- (21.26)

Исключая из равенства (21.26) угол закручивания бх колеса Í, 
получаем

<21-27)
Далее, из формулы (21.25) имеем

,• = ___g n j b _  = __________sin бг tg  б2
12  sin (б — б2) sin б cos 63 — cos б sin 62 sin б — cos б tg  б2 ’ 1 '

Исключая из равенства (21.28) угол закручивания б2, получаем

6^ arctg T f f 5 ¿ T -  (21-29)
Д ля определения радиусов Rx и Rz начальных цилиндров 1 а 2 

(рис. 21.10) воспользуемся равенством (21.23) и условием
А — R i  -J- R 2.



Тогда имеем

Яг-

Ъ  =

А cos б.
i12 cos 61 +  cos S2 ’ 

A ¿12 cos

(21.30)

(21.31)
¿13 COS 61 +  COS So '

Остальные параметры винтовых колес определяются по нормам, 
принятым для цилиндрических колес с косыми зубьями.

<3°. Большое распространение в машинах имеет один частный 
вид зубчатых винтовых механизмов, когда угол б между осями колес 
равен 90°, а углы закручивания б[ и 62 значительно отличаются 
друг от друга. Пусть на колесе 1 угол 61 выбран большим, а на 
колесе 2 угол б£ выбран малым (рис. 21.12). Тогда винтовые линии

а2 — а г зубьев колеса 2 распола
гаются своей сравнительно неболь
шой частью на поверхности ци-

Рис. 21.12. Винтовые линии на 
цилиндрах червяка  и червячного 

колеса.

Рис. 21 .13 . Глобоидная чер
вячн ая передача.

линдра 2. Наоборот, винтовые линии а г — ах зубьев колеса 1 могут 
несколько раз обогнуть поверхность цилиндра 1. Как было указан о  
в § 31,4°, винтовое колесо, у которого зуб имеет по высоте ци
линдра несколько оборотов, называется червяком, а сопряженное 
с ним винтовое колесо носит название червячного колеса. Все зацеп
ление называется червячным зацеплением .  Червячное зацепление 
является частным видом винтового и, следовательно, имеет те ж е 
недостатки, какими обладает винтовое зацепление.

Недостатки червячного зацепления могут быть в значительной 
степени устранены, если нарезать зубья червячного колеса червяч
ной фрезой, представляющей собой точную копию червяка. При 
нарезании червячного колеса между червячной фрезой и нарезаемым 
колесом должно быть осуществлено то относительное движение, 
которое имеют червяк и колесо при правильном зацеплении. В этом 
случае соприкасание червяка с колесом будет происходить по



некоторой линии. Д ля увеличения соприкасания ободу червячного 
колеса придается форма, при которой колесо охватывает червяк 
(рис. 7.14).

Точки соприкасания сопряженных профилей червячного зацеп
ления образуют весьма сложную линию зацепления, которая может 
быть всегда построена, если рассечь червячную передачу плоско
стями, параллельными плоскости главного сечения, и рассмотреть 
полученные таким образом реечные зацепления.

С целью улучшения червячного зацепления в некоторых случаях 
нарезание червяка производится не на цилиндре, а на поверхности 
вращ ения, образованной дугой круга Ц-2 (рис. 21.13) с центром 
в точке 0 2 на оси червячного колеса. Эта поверхность получила

название глобоида (т о р ои да ) ,  а зацепление называется глобоидным 
или тороидным зацеплением .

Форма винтовой поверхности зуба червяка зависит от установки 
инструмента, нарезающего профиль зуба. Так, если направление 
режущей грани (рис. 21.14) инструмента резца, установленного на 
винторезном станке проходит через ось червяка, то получается 
линейчатая винтовая поверхность, образующие Ьа которой пере
секают ее ось. Сечение этой поверхности плоскостью, перпендику
лярной к оси, дает архимедову спираль АС. Соответственно червяк 
носит название архимедова червяка.

Если плоскость режущей грани в относительном движении ка
сается винтовой линии, принадлежащей червяку, то сечение пло
скостью, перпендикулярной к оси, дает эвольвенту АС круга 
(рис. 21.15).  ̂Соответственно червяк называется эвольвентным.

4°. Переходим к рассмотрению вопроса об определении основ
ных параметров червячной передачи (рис. 21.16). Согласно формуле
(21.24) передаточное отношение гчк от червяка к  колесу так же, 
к а к  и в ортогональной винтовой передаче, равно

Рис. 21.14. Архимедова винтовая по
верхность.

Рис. 21.15. Эвольвентная винтовая поверх
ность.



где <й„ и сок — угловые скорости червяка и колеса, и — р а 
диусы их начальных цилиндров, г к — число зубьев колеса, г ч — 
число ниток или ходов червяка и б[ — угол закручивания винтовой 
линии червяка на начальном цилиндре.

Угол закручивания 6[ удобнее заменять углом р подъема нитки 
червяка, равным 90° — 61. Тогда получаем

/чк ;
Як 1
Я, * (21 .33 )

Тангенс угл а |3 может быть выражен через шаг зацепления. 
В самом деле, если развернуть начальный цилиндр червяка на 
плоскость, то мы получим вместо винтовой линии прямую линию А В,  
наклоненную к оси абсцисс под углом р подъема нитки (см ., 
например, рис. 1.10). Высота подъема /г нитки будет зависеть от 
числа ниток червяка. В общем сл у
чае высота подъема равна

/г =  гн/.

Тогда тангенс угла р будет равен 
Л гч<

2лЯч 2л/?ч ‘ (21.34)

Из формулы (21.34) получаем ра
диус червяка:

П _ гч1
2л р ’

или, так как  //я =  т, то 
пггч

я ,

2/?ч

цпх
~ Т :

Рис. 21.16. К определению о сн о в
ных параметров червяка и ч е р в я ч 

ного колеса.

где Я — — число модулей в начальном цилиндре червяка. 'Р а 
диус колеса

т гк

Следует иметь в виду, что в ортогональной червячной передаче 
осевой модуль червяка равен торцовому модулю колеса. Обычно 
из условий расчета на прочность величина <7 выбирается равной 
<7 =  (8 -ь13 ). Остальные размеры червячного колеса и ч ер вяка  
определяются по нормам для цилиндрических зубчатых колес.

5°. Рассмотрим действие сил в червячной передаче. К в ал у  
червяка 1 приложен движущий момент М г, а на валу червячного 
колеса действует момент М2 сил сопротивления. Со стороны червяч
ного колеса на грань витков резьбы червяка под углом а„ действует 
нормальная сила Р$и  вектор которой располагается в плоскости,



нормальной к винтовой поверхности резьбы. Эта плоскость накло
нена к плоскости, в которой находится ось вращения червяка, 
под углом (3, равным у гл у  подъема винтовой линии (рис. 21.17).

На рис. 21.17 представлены сечения резьбы червяка и зубьев 
червячного колеса плоскостью, перпендикулярной к оси червячного 
колеса. В плоскости указанны х сечений лежит ось вращения чер
вяка .

Разложим силу Р%х по трем взаимно перпендикулярным направ
лениям и напишем следующее равенство:

Р& =  РЬ +  РЬ +  К ,  (21.35)

где Р‘ц — окружное усилие червячного колеса, равное Рап — осе
вому усилию червяка, векторы которого расположены в плоскости, 
перпендикулярной к  оси червячного колеса; Р гп — радиальное 
усилие, направленное к  оси червяка по его радиусу; Р п  — осевое 

„ усилие червячного колеса, равное
Р{.2 — окружному усилию червяка.

Так как  при расчете червяч
ной передачи бывает задан момент 
Ai2 сопротивления, приложенный 
к ведомому червячному колесу 2, 
то сначала определим окружное 
усилие P u  червячного колеса:

р t _
“ 21 — “d“  iЯ* (21.36)

Рис. 21.17. К силовому ан ал и зу  чер' 
вячной передачи. где #2 — радиус начальной окруж

ности червячного колеса.
После этого можно определить радиальное усилие Р ги  червяч

ного колеса:

Р п ^ Р п Ч  a  = ^ i g a ,  (21.37)

где а  — угол наклона боковой грани осевого сечения резьбы чер
в як а , равный угл у  зацепления реечного инструмента. Для стан
дартных зацеплений этот угол принимается равным 20°.

Третья слагающая Р нормальной силы Р\и согласно рис. 21.17, 
равна

=  Р п  tg Р = 7p"tg  р. (21.38)

Наконец, нормальную силу Р^  можно выразить через Р̂ п  так: 

Рп Р‘п _
COS ССд cos а„ cos R2 cos а п cos fi

(21.39)



В этом равенстве нам неизвестен угол а п наклона вектора Р чп  в нор
мальной плоскости к винтовой поверхности резьбы червяка. Этот 
угол можно определить следующим образом:

tgQV

p t
но так как  =  то

tg a „  = -^|i-cosP =  t g a c o s p .  (21 .40)
2̂1

Проведенное нами исследование справедливо для идеального 
механизма, в котором отсутствует трение. В червячном механизме 
трение имеет место при относительном движении вдоль винтовой 
линии червяка и вдоль профиля зуба колеса. Трение вдоль профиля 
зуба колеса незначительно по сравнению с трением вдоль винтовой 
линии, вследствие чего мы будем учитывать только трение этого 
последнего вида.

Из рис. 21.17 видно, что осевое усилие червяка равно

P li  =  Р п  tg (Р +  Ф') =  ^  tg (Р +  Ф'), (21 .41)

где ф' — угол трения в клиновых направляющих (§ 19, 2°), к а к о 
выми являются впадины зубьев червячного колеса. Если коэффи
циент трения в зацеплении равен /, то угол ф' трения можно опре
делить по следующей формуле:

^ = агс1ё т з 4 г *  (2 L 4 2 )

Для силы Р 21 давления зуба червячного колеса на резьбу чер
вяка можно воспользоваться формулой, аналогичной формуле 
(21.39):

Р1 мр  —_______HÎ______ = __________2_______ (2 1 43}
21 cosajcosip + cp') P2cosai cos(P + 9 ')’ ’

Угол определяется по формуле, аналогичной формуле (21.40) :

tg =  tg a  cos (Р +  ср'). (21 .44 )

Так как Pl\ есть окружное усилие червяка,гто его величиной можно 
воспользоваться для определения движущ его момента, приложен
ного к червяку. Имеем

M i =  №  = M 2 | M g (p  +  q/), (21 .45 )

где Ri — радиус начальной окружности червяка.



Если ведущим является червячное колесо 2, то со стороны 
червяка возникает осевое усилие Р которое представляет собой 
сопротивление, приложенное к валу червяка (рис. 21.17).

Если задан момент силы сопротивления на валу червяка, то 
' усилие Р (п  на начальной окружности червяка равно

*1 *Р ‘п  —

Из рис. 21.17 определяем силу Р 12 -

Ра _____ 1̂2 _ ____ /п 1 Л С\

Движущий момент М ъ на валу червячного колеса равен

<21-47>

Радиальная сила Р'ц равна силе Р но действует в противо
положном направлении.

Наконец, силу Р п  можно определить так :

р » з , » « , с 5 | | - У ) '  <21-48>

где угол а 2 определяется аналогично углу (см. равенство (21.44)); 
имеем

*8 «2  =  ^  а  сое (Р — ф'). (21.49)

Г Л А В А  XXII 

СИНТЕЗ МНОГОЗВЕННЫХ ЗУБЧАТЫХ МЕХАНИЗМОВ

§ 101. Проектирование зубчатых передач 
с неподвижными осями

1°. Многозвенные зубчатые механизмы могут быть весьма разно
образны по своей кинематической схеме и структуре.

Как было показано в § 32, многозвенный зубчатый механизм 
можно рассматривать состоящим из нескольких простейших зубча
тых механизмов, и общее передаточное отношение г1л для механизма, 
состоящего из п  звеньев, согласно формулам (7.35) и (7.36), равно

Нп =  (  1 ) т ^12^2'3*3'4 ••• Цп —  1 ) 'га» ( 2 2 . 1 )

ИЛИ

»1Д =  ( - 1 ) СТ7 7 ™  ----- И - ! ) ” г ? г^ - гп------ , (22.2)12  3'  ••• г (п — 1)' г ^ 2' г 3' г (п ~  1)'

где т  — число внешних зацеплений в зубчатом механизме.



Проектирование кинематической схемы многозвенного зубча
того механизма заключается в подборе по заданному общему пере
даточному отношению основных размеров колес и числа их зубьев. 
При этом необходимо учитывать и некоторые дополнительные 
условия, связанные с конструктивными требованиями. Рассмотрим 
эти условия на примере двухступенчатых зубчатых механизмов 
редукторов, показанных на рис. 22.1. На рис. 22.1 , а показан м еха
низм, у которого на расположение осей колес не наложено никаких 
условий. На рис. 22.1, б и в оси колес 1 и 3 являю тся соосными, и, 
следовательно, должно удовлетворяться условие соосности, которое
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Рис. 22.1. Схемы двухступенчаты х зубчаты х редукторов: а)  несоосный с двум я  внеш
ними зацеплениями; 6) соосный с двум я внешними зацеплениям и ; в) соосный 

с одним внешним и одним внутренним зацеплениям и .

может быть выражено через очевидные соотношения. Д ля механизма, 
изображенного на рис. 22.1, б,

/?1 +  /?2 =  /?2 ' +  Я з . (22.3)
а для механизма на рис. 22.1, б

/?, +  Я , =  Д з - * 2 ' .  (22.4)

где Я ъ  Я2, # 2', и #з — радиусы колес 1, 2, 2' и 3. Равенства (22.3) 
и (22.4) называются условиями соо сности.

Передаточное отношение I для каждой ступени цилиндрических 
колес рекомендуется принимать в пределах I ^  8 -н 10, а для 
конических колес I 5. Если во всех механизмах, показанных на 
рис. 22.1, считать ведущими колеса 1 и 2' и условиться, что 1?1 <  
и /?2'< Я 3. то ступень 1, состоящая из колес 1 и 2, будет бы ст ро 
ходной, а ступень, состоящая из колес 2' и 3, — тихоходной. 
Из расчета зубьев на прочность обычно получается, что модули 
зацепления ступеней должны быть различными. Обозначим их соот
ветственно т\ и т\\. Как правило, шц оказывается больше т\. 
Далее, для редукторов рекомендуется радиусы и /?3 ведомых 
колес каждой передачи выбирать так , чтобы /?3 ^  1,1 /?2. Число 
зубьев гх и г г ,  малых колес 1 и 2', если они нарезаются без смещения 
режущего инструмента, рекомендуется выбирать так , чтобы отсут
ствовало подрезание. Желательно такж е, чтобы межосевые рас
стояния АI и Ап  (рис. 22.1) выражались целыми числами. Д л я



быстроходных редукторов рекомендуется числа зубьев колес при
нимать достаточно большими.

2°. Рассмотрим вопрос о проектировании схемы редуктора, 
которая изображена на рис. 22.1, а. Д ля такого редуктора можно 
зафиксировать следующие условия:

¿13 =  *12*2'Э,. 1 , 1 * 2 .  (22.5)
При проектировании приходится определять четыре неизвестных 

радиуса колес: R lt Rz, R2' и R3. Для решения мы имеем два соот
ношения (22.5), из которых второе представляет собой неравенство. 
Таким образом, задача имеет бесчисленное множество решений. 
Число неизвестных можно уменьшить до трех, если решать задачу 
в относительных единицах, например, считая предварительно ра
диус Rx колеса 1 равным единице. В таком случае будем иметь

*1 , Я2' Яя
P i— — 1, Р2 — ^  , Р2' — -щ~, Рз — -дг- (22.6)

При проектировании передаточное отношение i l3 должно быть 
задано. С самого начала возникает вопрос: как  его распределить 
между двумя ступенями редуктора? Так как  сила, приложенная 
к зубьям колес второй ступени, больше, чем сила, приложенная 
к  колесам первой ступени, то передаточное отношение i12 целесооб
разно сделать больше передаточного отношения г2'3. Этим самым 
можно добиться того, что размеры колес второй ступени окажутся 
приблизительно равными размерам колес первой ступени. Можно 
поставить, например, дополнительное условие

г12 ^  1 >44г-2'з. (22.7)

В этом случае, имея в виду равенство (22.5), получаем
1.44t3'3 =  ijg,

откуда

*2'з =  f r i  =  0)83 i13, i13 =  1,2 |/"г13. (22.8)

После этого можно определить относительные размеры радиусов 
колес. Д ля колеса 2  имеем

рг = 1 ,2 ] / ^ .  (22.9)
Принимая во внимание неравенство (22.5), получаем

Рз= 1,1р2 (22.10)
и, наконец, для р2- имеем

- £ - = 0 ,8 3 Г £ ,р2,
или

<22Л1)



Итак, мы получили необходимые соотношения между радиусами 
колес, а это значительно облегчает дальнейшее проектирование.

Пример 1. Дано: передаточное отношение /13 =  16, модуль 
первой ступени т\ =  1 мм, модуль второй ступени шц =  1,25 мм. 
Спроектировать схему редуктора.

Из первого соотношения (22.8) имеем

¿2-3 =  0,83 у Т б  =  3 ,32.

Для определения р2 пользуемся формулой (22.9): р2 =  1,21/" 16 =  
=  4,8.

Из равенства (22.10) имеем р3 5= 1,1 -4,8 =  5,28.
Наконец, из формулы (22.11) получаем

1 ,2*  5 ,2 8  1 к о

Теперь зададимся числом зубьев г 1 колеса 1 из условия, в соот
ветствии с которым подрезание должно отсутствовать, т. е. должно 
быть г х 17. Примем г х =  20. Тогда

/?1 =  0,5т1г1 =  0 ,5 - 1-20 =  10 мм.

Пользуясь равенствами (22.6), получаем
7?2 =  р2Я1 = 4 ,8  -10 =  48 мм,

#2, =  р2,К1 =  1 ,5 8 -1 0 =  15,8 мм,
7?з =  Рз#1 = 5 ,2 8 -1 0  =  52,8 мм.

Зная величины модулей т\ =  1 мм и гпц =  1,25 мм, определим 
числа зубьев колес:

2 • 48  2 • 15,3  2 • 5 2 , 8 __ п .  р-г 2 —— —96, г 2>— 1 25 —25,25 , г 3 — 12й 84 ,5 .

На колесах второй ступени числа зубьев получились дробные, 
вследствие чего в расчет надо внести поправки. Примем г2< =  25 
и г3 =  84. Из-за этого передаточное отношение /2'з изменится:

£ - 3 , 3 6 .

Выше мы имели г2’3 =  3,32 и ¿13 =  16. В данном случае /2'з =  
=  3,36 и 113 =  4 ,8-3 ,36  = 16,14. Ошибка в процентах

Аг'12 =  ( 16,11 ^ 16--) Ю0% ^ 1 % .12 — \ 16

что не имеет практического значения.
3°. Переходим к рассмотрению редуктора типа показанного 

на рис. 22.1, б. Д ля этого типа редуктора должно удовлетворяться



условие соосности (22.3). Подставляя в равенство (22.3) значения 
* 2  =  Rihz  и R 3 =  R 2'h'3, получаем

Rl  -¡~ R1I12 — R 2' R‘2'i2'3 t
откуда имеем

* ’ ' =  * ‘ т й г -  <22Л2>

Из формулы (22.12) следует, что если передаточные отношения г12 
и t2'3 равны, т. е. г12 =  г2-3 =  j/ t13, то удовлетворяется условие 
R v  =  R\, а следовательно, и условие =  *з- Условие соосности
(22.3) может быть такж е выражено через числа зубьев колес и мо
дули т.\ и /лц первой и второй ступеней редуктора. Имеем

m i z 1 +  m i2 2 =  m n 2 2 ' + m i i 2 3. ( 2 2 .1 3 )

Из равенства (22.13) получаем
/72 г г Z. —{— 2Л
^ r = ^ r t > 1 ’ (22Л4)

так как  модуль /пц рекомендуется выбирать большим модуля т\. 
Если передаточные отношения удовлетворяют равенству

*12 —  г2 '3 —  У  l"i3>

то числа зубьев zx, г2, 22- и г3 определяются по известным формулам:

*1 =  , г2 =  12 =  2l ]/Тз -

22' =  -—— , г3 =  22']/1)3.Ш| •

(22.15)

‘н

Межосевые расстояния Аг и Лц равны:

Л 1 =  Лц =  /?1 +  * 2 =  7?2' +  *з- (22.16)

4°. Д ля редуктора типа показанного на рис. 22.1, б (с внутрен
ним зацеплением) соответственно имеем условие соосности в форме 
равенства (22.4). Кроме того, имеем равенства

* 2 ^  *1 1̂2» * з :=*2'^2'3,
откуда

•/?1 “Ь *11*12 ^  *2'^2'3 —R<i,t
ИЛИ

Я г  = ^ 4 ^ т. (22.17)
12'3 — 1



Условие соосности (22.4), выраженное через числа зубьев колес 
и модули т\ и т п  первой и второй ступеней редуктора, имеет вид

т1г1 +  т1г2 =  т и г э — т\\гг, (22.18)
откуда получаем

«и  _  г1 + г2 .>  1( (22Л9)
т \ гз ~ г2'

так как модуль т ц  рекомендуется выбирать больше модуля т\. 
Если передаточные отношения »1а и /2'з удовлетворяют условию

¡12 — *2'3 — У  ¿¡3>

то числа зубьев г и  г2, г%> и г3 определяются по формулам (22.15). 
Межосевые расстояния А\ и А и равны:

А [ =  А\] — /?] 4* 1̂ 2 =  Я3— /?2'* (22.20)

Пример 2. Определить радиус колес и число зубьев соосного 
редуктора с двумя ступенями, если заданы передаточное отношение 
/13 =  20 и модули первой ступени т\ =  1 и второй шц =  1,25 мм. 
Схема редуктора показана на рис. 22.1, б.

Д ля этого редуктора имеем следующие условия:

R?  =  Ri 1 +*12 mU Zl + Z2
1 +  *2'з’ т\ г2 '+ гя

или, в соответствии с заданными условиями, имеем

_  !ÜL ? 1+<12 _  J _  ,  1 + 'l2 _  Л О -  * +  *12
22 т п 1 1 + /2,3 ~  1,25 г1 1 + г2,3 l + l2<3 ’

J l+ JL  =  =  1,25, i12i a.3 =  /„ =  20.
2Г 3

Если вести расчет в относительных единицах — в числах зубьев 
колеса 1, то неизвестными будут г2, г2-, г3 и /1г, t2' 3. Если дополни
тельно принять

*12 =  *2'з =  *1з — ]/"20 =  4 ,4 7 ,
то

г2' = 0 ,& 14 ± | ^  =  0 ,8 г1,

2’2 =  *12г 1 — 4,47г1;
гз =  г2'з22' =  0 ,8 - 4 ,4 7  -Zj =  3 ,5 8 г , .

Задаемся теперь числом зубьев колеса 1, причем выберем такое 
число zlt при котором получатся числа г г<, г2 и г3, по крайней, мере 
близкие к числам целым, потому что равенство межосевых расстоя
ний первой и второй ступеней должно быть выдержано точно.



Так к ак  г 2> — 0 ,82л, то для г х надо взять число 25 или 30, ибо 
при меньших числах для гх получаются числа для г ъ<, меньшие 17. 
Таким образом, мы намечаем решение задачи в двух вариантах:

1. 22'=  0 ,8 -25  =  20,
zs =  4 ,4 7 .2 5 =  111,75«* 112,
23 =  3 ,58-25  =  8 9 ,6 ^  89.

Подставляя теперь округленные до целых чисел результаты 
в формулу для передаточного отношения t13, получаем

« • __11 2-89  _  i p  р с
13 ~  2 5 -2 0  — 1У>У 0»

что для целей практики вполне допустимо.
2. Проверим, далее, второй вариант:

Zl = 30, г 2' =  24, 22 =  4 ,47 -30  =  134,1, г3 =  3,58 -3 0 =  107,4.
После округления до целых чисел имеем

Zi — 30, 22'=  24, 22= 134, г3= 107 .
Передаточное отношение выразится так:

г __ *34 • 107 _  1 п  оо
1 x 3  _  “ 3 0 ^ 2 4 “  ~  1 У , У А

что такж е вполне допустимо.
Теперь проверяем условие соосности.
Первый вариант:

т  (zi +  г2) =  1 • (25 +  112) =  137, 
т п  (22*+  2з)= 1.25(20 +  89) =  136,25.

Второй вариант:
т I (2Х +  22) =  1 (30 +  134) =  164, 

mi I (22' +  23) =  1,25 (24 +  107) =  163,75.

Как и следовало ожидать, полного совпадения размеров межосе- 
вых расстояний не получилось, причем во втором варианте неточ
ность оказалась меньшей, чем в первом. Остановимся на втором 
варианте.

Чтобы привести межосевое расстояние Ац второй ступени 
к числу 164, надо предусмотреть нарезание колеса 2' с положи
тельным сдвигом. Д ля определения необходимого коэффициента 
сдвига воспользуемся формулой (20.83) в таком виде:

Лпcos а 3 =  - ^  cos а 0, 
л п

где Ад — межосевое расстояние, полученное нами из расчета, 
а 0 — угол зацепления режущего инструмента, равный 10°, а а , — 
угол зацепления, получаемый при монтаже.



После подстановки известных нам величин имеем 

сое а 3 = - ^ 1 ^ -0 ,9 4  =  0,938, а 3 =  20° 20 '.

Далее воспользуемся формулой (20.82) для определения сдвига 
|2', который необходим при нарезании зубьев колеса 2'. Эту фор
м улу представим так:

( ш у а 3- т у а 0) ( г 2, +  г 3) 

ё2' 21§а0
Подставим в эту формулу числовые величины и произведем все 

необходимые вычисления:
е (0,01569 — 0,01490) (24+ 107 ) Л 1 . ,
&' = ------------- 2Т£364-------------= 0 ,1 4 1 .

Абсолютный сдвиг %2'. выраженный в миллиметрах, будет равен 
Х2' =  1,25 -0,141 = 0 ,176  мм.

§ 102. Проектирование зубчатых передач с подвижными осями

1°. К многозвенным зубчатым механизмам с подвижными осями 
относятся так называемые планетарные механизмы, кинематика 
которых была нами рассмотрена в § 33, а силовой расчет и опре
деление коэффициента полезного действия — в § 65. Рассмотрим

а) ¿ )  И) г )

Рис. 22.2 . Типовые схемы планетарны х редукторов: а) с вн утр ен н и м  зацеплением и 
паразитным колесом; 6) с одним внутренним и одним внешним зац еп лен и ям и ; в) с д в у 

мя внешними зацеплениями; г) с  д вум я  внутренними зац еп лен и ям и .

вопрос о проектировании схем планетарных передач, состоящих 
из четырех звеньев. На рис. 22.2 показаны четыре типовые схемы 
таких передач.

Рассмотрим вопрос о том, какие передаточные отношения могут 
быть воспроизводимы указанными передачами. Д л я  этого восполь
зуемся формулами для передаточных отношений планетарных меха* 
низмов, выведенными в § 33.



Имеем д ля передаточного отношения «ш от колеса 1 к  водилу Я  
при неподвижном колесе 3 формулу

=  (22'21) Ч я  1 *13

где — передаточное отношение от колеса 1 к колесу 5 при не
подвижном водиле Я . Соответственно имеем

® 1 =  7 з г  =  Г " 7 г ' (2 2 '22)1т  ‘31
Если неподвижным колесом является колесо 1, то формулы 

(22.21) и (22.22) принимают вид
¿ $ = » 1 -1 3 1 . (22.23)

« ' » “ - ¿ - “ - ¡- Т Г -  <22'24)131 '*31

Д ля сопоставления формул (22.21) — (22.24) составим таблицу 
для передаточных отношений, выраженных через числа зубьев, 
для четырех типов передач, показанных на рис. 22.2.

Т а б л и ц а  7

Формулы для определения передаточных отношений 
типовых планетарных механизмов

П ереда
точные

отношения
Тип а Тип б Тип в Тип з

Iм*13 _  *3 
г 1

*2*3
*1*2’

^2г 3
*|*Г

г 2г3
г , г 2,

<31
г 1 г \г 2' г 1г 2' г |г 2'

*з г2г 3 г 2г3

*+ т-
1 + а д

г , г 2,
1 г2г 3 

г 1г 2'

1 г -2г з  
г 1г 2'

,-(3) 1 1 1 1
*Я1

1 + - * -
г 1

1 , г г г а 
г кг %,

1 г2г 3
г , г 2,

1 г 2г 3 

г 1г 2'

/<1>
‘ з я

г 11_1_
г3

1 +  1 2 
ч ч

 ̂ г 1г 2' 

г2г3

1 2 1г 2' 
г2г 3

1 1 1 1
* я з г 1

1+^ 1 +  1  ̂
г 2г3

г г 1г 2' 
г 2г 3

1 1̂ 1 
г 2г3

Из анализа таблицы 7 видно, что тип в и тип г  могут осуществ
л ять  одинаковые передаточные отношения и отличаются друг от



друга только конструктивно наличием в типе в только внешних 
зацеплений, а в типе г — только внутренних зацеплений. При 
этом диапазон передаточных отношений, осуществляемых этими 
типами передач, теоретически безграничен. В самом деле, если по
добрать отношение чисел зубьев так , чтобы общее передаточное 
отношение г" было близким к единице, то передаточные отноше
ния 1\к или ¿'зя будут стремиться к нулю, а передаточные отноше
ния ¿Я1 или ¿нз — к бесконечности.

Диапазон передаточных отношений передач типа а  и б  достаточно 
близок между собой и определяется габаритами передачи и кон
структивными соображениями.

В таблице 8 даны принятые в практике диапазоны передаточных 
отношений, принимаемые при практических расчетах.

Т а б л и ц а  8

Ориентировочные интервалы передаточных отношений 
при различных неподвижных звеньях

Передаточные
отношения Тип а Тип б Тип в Тип г

Обыкно
венные

передачи

Iя *
¿И*31
/(3)
Ч Я

!($)1т

- 1 , 3  4 - —8 

—0,77 4- —0,125 
2,3 -4- 9,0

0 ,445- г  0,111

— 1 - :— 14
— 1-4------0,071
2,0 4 -1 5

0,5 4 -  0,067

От 32 
до 1500

и более

От 32 
до 1500
и более

Плане
тарные

передачи

/(И
‘ з я  
,•(1) 
‘ я  3

1,77 4- 1,125 
0,565 4 - 0,888

20 4 -  1,071 
0,5 4 -  0,933

Следует отметить, что при малых значениях передаточного отно
шения передач типа в и г  коэффициент их полезного действия будет 
очень малым, а для случая, когда передача осуществляется от ко
леса к водилу, может иметь место самоторможение. Таким образом, 
применение передач типа в и г в силовых мощных редукторах нера
ционально.

Наоборот, передачи типа а  и б обладают, как правило, высоким 
коэффициентом полезного действия: от 0,96 до 0,98.

Пользуясь таблицей 8, можно установить, к акая  схема передачи 
должна быть принята. Пусть, например, требуется спроектиро
вать планетарную передачу, осуществляющую передаточное отно
шение I, равное I =  0,5. Таблица показывает, что / =  0,5 не 
лежит в интервалах планетарных передач типа а. Но данное пере
даточное отношение может быть воспроизведено передачей типа б,



у  которого это число входит в интервалы передаточных отно
шений.

В том случае, когда заданное передаточное отношение не входит 
в  интервалы передач типа а  и б, необходимо применять более 
слож ны е планетарные передачи или устанавливать несколько после
довательно соединенных передач.

2°. Переходим к рассмотрению вопроса о подборе чисел зубьев 
планетарных передач. Рассмотрение этого вопроса проведем на 
примере передачи типа а (рис. 22.2). Обычно в редукторах для 
уменьшения нагрузок на зубья колес и из условий требований

к динамической уравновешен
ности механизма устанавливают 
не один, а несколько сателлитов 
(рис. 22.3), устанавливаемых 
под равными углами. На рис.
22.3, б  показано три сателлита
2, 2' и 2", расположенных 
под углами 120°, но, вообще 
говоря, их число может быть и 
больше. Сателлиты располагают
ся в одной плоскости, и окруж
ности головок сателлитов не 
должны пересекаться. На рис.
22.3, б  показаны сателлиты 2 
и 2’" в предельном соседстве,

когда окружности их головок радиуса /?г2 соприкасаются. Из 
треугольника АВС следует, что для того, чтобы окружности голо
вок не соприкасались, надо удовлетворить неравенству

Р и с. 2 2 .3 . К определению услови я сосед
ства  сател л и то в : а) схема планетарного 
м е х ан и зм а  с одним сателлитом; 6) схем а 

с тр ем я сателлитами.

2 (Я х +  Я , ) 8 ш £ > 2 Д г (22.25)

где к  — число сателлитов и и — радиусы начальных окруж 
ностей колес 1 я  2. Если передача имеет стандартные колеса, то 
радиусы /?!, и /?г2 могут быть выражены через числа зубьев 
гп и г ,:

(2х +  22) БШ -г- >  (2д 2),

откуда

> 21 + г2

(22.26)

(22.27)

Условие (22.27) называется условием соседства.
3°. При сборке планетарного редуктора первый поставленный 

сателлит полностью определяет взаимное расположение центральных 
колес. П усть, например, сателлит 2 имеет четное число зубьев 
(рис. 22.4). Тогда зубья а и Ь будут расположены симметрично и



центральные колеса 1 и 3 займут вполне определенное расположе
ние друг относительно друга.

Повернем колесо 1 на угол фх, равный одному угловому ш агу ; 
тогда, если число зубьев колеса 1 
равно г1г то угол фх будет равен

ф1= ~ .  (22.28) г1

После поворота центрального ко
леса 1 на угол фх ось А сателлита 
займет положение А', а водило Н по
вернется на угол фн, равный

фн =  ф1«ш. (22.29)

При этом место первого зуба колеса 1 
займет второй зуб этого колеса. Таким 
образом, после этого поворота оси сим
метрии зубьев центральных колес 1 п 3 
будут на одной общей прямой. Тогда
между центральными колесами 1 и 3 можно вставить еще один 
сателлит, конечно, расположенный в плоскости, не совпадающей 
с плоскостью первого сателлита. Очевидно, что теоретически 
число сателлитов я , которое можно поставить, равно

п = — . (22 .30)
Фя

Формула (22.30) с учетом выражения (22.29) может быть пред
ставлена так:

2яг1 гг

Рис. 22 .4 . К определению у с л о 
вия сборки планетарного м е х а 

низма.

2т Н1 1Н1
Из приведенной выше таблицы 7 имеем

1 _  г!
1 н  1 :

1 + г 1 +  г з

(22 .31)

(22 .32)

Подставляя выражение (22.32) в равенство (22.31), получаем 

„ _  г1(г1 + г3)
= 21 +  гз- (22 .33 )

Число п '  является числом теоретически возможных сателлитов. 
Практически число сателлитов & будет, конечно, меньше. Так, если 
повернуть колесо 1 не на один зуб, а на т  зубьев, то число сател 
литов будет меньше в т  раз:,

<Щц



Условие (22.34) носит название условия сборки .  Оно действи
тельно и для случая , когда число зубьев сателлита нечетное. Таким 
образом, при проектировании схемы планетарной передачи необ
ходимо, чтобы удовлетворялось заданное передаточное отношение, 
заданный модуль, условие сборки, условие соседства и соосность 
передачи, которая для механизма, показанного на рис. 22.3, имеет 
следующий вид:

23 =  2г24-г1, (22.35)

так  как  колеса /, 2 и 3 имеют равные модули. Кроме того, для стан
дартных колес необходимо, чтобы отсутствовало подрезание зубьев, 
а для внутреннего зацепления отсутствовала бы интерференция 
зубьев.

Пример. Пусть требуется спроектировать планетарную передачу, 
воспроизводящую передаточное отношение I =  4,5. Из таблицы 7 
видим, что это передаточное отношение может быть осуществлено 
передачами типа а и б.  Выбираем тип а с передаточным отношением 
I'\н — схему с ведущим колесом 1 и ведомым водилом Н. Имеем 
1<:]| =  4,5, следовательно, =  1 — »'$> =  1— 4,5 = — 3,5. Так как 

из таблицы 7 равно

¿ й ------ ----------- Э.Б. (а)
то

г3 =  3,5гх. (б)

Из условия соосности (22.35) имеем

г а = -гз^ " '~, (в)

или, учитывая условие (б),
3)5^1 “ • 2,5-г, 1 пет /\

2 2 =  \— -  =  - V "  =  1,252!. (г)

Из равенств (б) и (г) получаем 
2д 3,5Zj = 2,8. (д)z2 1,25г,

Число зубьев г3 должно быть выбрано так , чтобы отсутствовали 
подрезание и интерференция зубьев. Из таблицы 6, помещенной 
в § 95, ‘2°, видим, что если число г2 выбрать равным г2 — 20, то 
число зубьев г3 будет равно г3 =  2,8г2 =  2 ,8-20 =  56, т. е. будет 
меньше 60, а для отсутствия подрезания необходимо иметь г3 >  60. 
Минимальное число зубьев z2min =  22, ибо в этом случае г3 =  2,8г2=  
=  2,8-22 =  61,6, т. е. г3 >  60. Таким образом, может быть вы
брано г2 =  22.



Условие (д) в целых наименьших числах удовлетворяется, если 
выбрать г2 — 25 и z3 =  70. Имеем

—  - - 0 -  =  2 8  г2 ~  25

Из формулы (б) получаем

7  __ г Д __ 70  ___ ОА
1 3 ,5  3,5

Из таблицы 6 (§ 95, 2°) следует, что при числе гх — 20 подрезание 
зубьев отсутствует. Таким образом, число зубьев редуктора 
равно: г1 =  20, г 2 =  25, г3 =  70.

Переходим к определению возможного числа k сателлитов. 
И з условия соседства (22.27) имеем

^  Л Я ТС JT л Q7 /  \

Л <  : га +  2 =  : 25 +  2 ^  П г Г  ~  arcsin 0,6 ,0/* (-е'  
a rc s in  — — ■ arcsin-г— arcsin

г ! +  г2 20 +  25 45

т. е. должно быть k С  4. Далее, из условия сборки (22.34)

, Zi +  г3 20 +  70 90
m (ж)

Так как числа & и т  должны быть целыми, то условие (ж) при 
выборе числа сателлитов & =  4 не может быть удовлетворено. 
Условию (ж) удовлетворяет число сателлитов & =  3, так как в этом 
случае число пг =  30. Можно, далее, определить радиусы н а
чальных окружностей колес, если задан модуль т.  Выберем 
модуль т  равным т  — 10 мм. Тогда имеем

п  т г , 10 -20  ,
# 1 = —2^ =  — 2— = 100 мм>
„  т г »  10-25  1пе
/?2 =  —2— =  ‘—2— = 125 ^ .
п  т г 3 10 -70  о с а  
* з  =  - 2 ±  = — 2—  =  3 5 0  М М .

Проверим условие соосности. Имеем
г 3 = 2Я2 +  Я 1 =  2- 125+ 100  =  350 мм.

Определяем, далее, коэффициент полезного действия механизма 
по формуле (14.46) (см. §65,6°). Коэффициент потерь сря  принимаем 
равным фн  =  0,05. Тогда имеем коэффициент полезного дейст
вия г]Ш равным



Г Л А В А  X X III 

СИНТЕЗ МАЛЬТИЙСКИХ МЕХАНИЗМОВ

§ 103. Проектирование механизмов с внешним зацеплением

1°. В § 36 нами были рассмотрены схемы механизмов маль
тийских крестов и некоторые вопросы их кинематики. Мальтийские 
механизмы широко применяются в машинах-автоматах и приборах,

когда необходимо воспроизведение 
движения, постоянного по направле
нию, но с периодической останов
кой ведомого звена. Обычно при этом 
задается отношение & времени tл дви
жения ведомого звена к времени tn 
его покоя, называемое коэффициен
том времени работы механизма.

В простейшем механизме мальтий
ского креста с внешним зацеплением 
(рис. 23.1) профиль симметрично рас
положенных пазов является прямо
линейным и радиальным, и ведущим 
является кривошип У, снабженный 
одной цевкой А. Время движения 
креста 2 и время /п его покоя опре

деляются с учетом формул (8.11) и (8.12) так:

=  ̂  ( 1 - 4 ) ,  (23.1)

=  ( > + т ) -  <23-2>

Из рис. 23.1 следует, что

о 2я 2ф2= — ,

2ф1==л; — 2ф2= я  1̂

где г  — число пазов и пх — число оборотов в минуту звена 1. Сле
довательно, время Т  полного оборота звена 1 будет равно

Г =  /д +  / „ = -^ . (23.4)

Наименьшее число г  пазов для возможности осуществления 
поворота креста 2 (рис. 23.1) на полный поворот должно быть не 
меньше г  ^  3.

(23.3)

Рис. 23 .1 . Схема м ехан и зм а маль
тийского креста с внеш ним зацеп

лением .



При проектировании механизмов мальтийских крестов обычно 
промежутки времени движения и времени покоя креста выражают 
в относительных единицах р и соответственно равных

р  — Ь_ — А____ I  л — — — ~ ~V Т 2 г ’ Ч — т_ ~  2 ^  г  *

Коэффициент & времени работы механизма будет равен

* = |  =  1 Т Г -  <23 '5)

Выше мы рассмотрели формулы для определения времени дви
жения и времени покоя для того случая, когда ведущее звено 1 имеет 
одну цевку. В случае, если число цевок т  больше единицы, то 
наибольшее их число при симметричном их расположении опре
деляется из следующего условия:

<23-6»
г

При проектировании мальтийских механизмов по заданному 
угл у  2фл поворота креста и относительным величинам р ,  <7 и £ можно 
пользоваться таблицей 9, составленной для числа пазов г  =  3 н- 12, 
так  как  кресты обычно не имеют большего числа пазов.

Т а б л и ц а  9

Расчетные параметры мальтийских механизмов с внешним зацеплением 
и с одной цевкой

Число
пазов

креста
г

Угол поворота звена /, 
соответствующий Угол

поворота
креста

.  2л  2фг =  _
я Т

Коэффи
циент 

времени 
работы 
креста 

* =  -*- 
Ч

покою креста движению
креста

1 2 \ 2ф0 =  jt  ̂I -I- — J 2ф1 = я  —2ф2

3 300° 60° 120° 0,1667 0 ,83 33 0 ,20
4 to 0 О 90° 90« 0,2500 0 ,75 00 0,33
5 252° 108° 72° 0,3000 0 ,70 00 0,43
6 240° 120° 60° 0,3333 0 ,6667 0 ,50
7 231° 26 ' 128° 34 ' 51° 26 ' 0,3571 0 ,6429 0 ,56
8 225° 135° 45° 0,3750 0 ,6250 0 ,60
9 220° 140° 40° 0,3889 0,6111 0 ,64

10 216° 144° 36° 0,4000 0 ,6000 0 ,67
И 212° 44 ' 147° 16' 32° 16' 0 ,4090 0 ,59 10 0 ,69
12 210° 150° 30° 0,4167 0 ,58 33 0,71



Из рассмотрения таблицы 9 видно, что для мальтийского меха
низма с одной цевкой при числе пазов г  =  3 коэффициент времени 
работы k равен k — 0,20. С увеличением числа z пазов коэффициент k 
возрастает, достигая при z =  12 величины k =  0,71.

2°. При выборе параметров мальтийских механизмов необхо
димо учитывать и кинематические характеристики механизмов. 
Если текущ ие углы поворота звена 1 и креста 2 обозначить через ф* 
и ф|, то для произвольного положения А' цевки в пазу (рис. 23.1) 
будем иметь

R _______ sin ф|
L ~  sin (ф* -}- ф* )

Т ак к а к  согласно рис. 23.1

(23.7)

j-==sinq>2==sinY  = \  (23.8)

то уравнение (23.7) примет вид

А = sin (ф?-Ьф|) ’ 
откуда получаем

X sin q)f 
- X cos ф f ’

= a rc tg _ ^ L ! L

tg<pí=-y:
(23.9)

1—A,cc^f

Аналог (о2ф* угловой скорости креста 2 равен
_  ¿ф ? _  ),(cosф*—к) m  im

Сй2ф* — ¿Ф* ~  1 -2Я ,со 8ф ? +  А,2 • (A5.1U )

Аналог е2ф* углового ускорения креста 2 будет равен

¿(®2ф*) х (1-Я*) sin ф? ,0Ч1П
е2ф? — (1-2Хсо8ф*+Я2)2 ’

У гловая скорость со2 креста равна
т а =  ®2(р*со1, ( 2 3 .1 2 )

а угловое ускорение е2 креста выразится так:
e 2 =  e2<p*fi>i, ( 2 3 .1 3 )

где ©! — угловая скорость звена 1.
Из формул (23.10) и (23.12) следует, что угловая скорость ю2 

креста равна нулю, если равен нулю числитель выражения (23.10). 
Имеем

A,(cos<p? — Я) =  0,
или



и, далее, учитывая равенство (23.8), получаем
л. . яcos Ф1 =  sin ,

откуда находим

( 2 3 . 1 4 )

т. е. угловая скорость о>2 креста равна нулю при входе и выходе 
цевки из паза, и, следовательно, жесткие удары в механизме отсут
ствуют.

Угловая скорость ю2 креста будет максимальной и равной 
м2(шах), когда угол ф* будет равен ф? =  0, т. е. в положении, когда 
ось паза совпадает с прямой ОхОг 
(рис. 23.2). Из формулы (23.10) сле-

где абсолютная величина аналога углового ускорения е ,̂ 
согласно формуле (23.11), имеет вид

Из формулы (23.17) следует, что так  как  л/г >  0, то в моменты 
начала и конца поворота креста он имеет некоторые ускорения е̂ ф1, 
которые определяют мягкий удар .

Некоторые кинематические характеристики механизмов с внеш
ним зацеплением даны в таблице 10.

Из рассмотрения данной таблицы следует, что при уменьшении 
числа пазов возрастают максимальные угловые скорости креста и 
угловые ускорения в моменты входа и выхода цевки из зацепления. 
Резкое возрастание ускорений, а с ним и динамических нагрузок 
является существенным недостатком мальтийских механизмов с ма
лым числом пазов.

3°. Основные размеры звеньев мальтийского механизма (рис. 23.1) 
определяются следующим образом. Если задано межосевое

В этом положении угловое ускоре
ние е2 креста равно нулю. Угловые 
ускорения е* креста в моменты входа 
и выхода цевки из зацепления равны

дует, что в этом положении аналог 
угловой скорости со2ф* (таХ) равен

(02ф* (ш а х )—  j __^  • ( 2 3 . 1 5 )

е 2 = = е 2 ф1ш |,  ( 2 3 . 1 6 )

Рис. 23.2. Д етал ь  схем ы  м ехан и зм а 
мальтийского кр еста  с внеш ним 

зацеплением .



Т а б л и ц а  10

Расчетные параметры мальтийских механизмов с внешним зацеплением 
и числом цевок от 2 до 5

Число
пазов
креста

z

Угол поворота звена 1, 
соответствующий покою креста

т — 2 т =  3 т — 4 т —5

Угол пово
рота звена 1, 
соответствую
щий движе
нию креста, 

2ф1

Угол
поворота
креста

2<р* р= - г

3
4
5
6
7
8 
9

10
11
12

120°

90°
72°
60°
51° 26'
45°
40°
36°
32° 44 ' 
30°

60°
30°
12°

30° 12° 60°
90° 

108° 
120°  

128° 34' 
135° 
140° 
144° 
147° 16' 
150°

120°

90°
72°
60°
51° 26 ' 
45°
40°
36°
32° 44 ' 
30°

0,1667
0,2500
0,3000
0,3333
0,3571
0,3750
0,3889
0,4000
0,4090
0,4167

Коэффициент времени работы
Число
пазов
креста

г

я = п
Т и Р механизма k =

Я

т — 2 т =  3 т — 4 т = 5 т  =  2 т  =  3 И я  4 т — Ъ

3 0,333 0,1667 0,0833 0,0333 0,50 1,0 2,0 5,0
4 0,2500 0,0833 — 1,00 3,00 __ —
5 0,2000 0,0333 — — 1,50 9,00 — —
6 0,1667 — — — 2,00 — — ■ —
7 0,1420 — — — 2,50 — —
8 0,1250 — Л- _ 3,00 __ —
9 0,1111 — — — 3,50 — — —

10 0,1000 — — — 4,00 —
11 0,0909 —  ■ — — 4,50 — — —
12 0,0833 — — — 5,0 — —

При несимметричном расположении центров цевок на окружности звена 1 периоды 
покоя креста не равны между собой.

расстояние 0 Х0 2 — L и выбрано число г  пазов креста, то радиус R 
ведущего кривошипа равен

R =  L sin (р* =  Ь sin — .г

Расстояние S  от оси вращения креста до торцов его пазов равно

S  =  L c o s ф2 =  Leos y *



Длина Н паза креста определится из рис. 23.2, на котором пока
зано положение механизма мальтийского креста, когда ось паза 
совпадает с линией 0 Х0 2:

¡1 =  5  +  11 — 1 + г,

где радиус далее, /г =
L ( Л | • лсо е-----Ц вт  —\ г  ' г

цевки, и,
1 ̂  + г .

4°. Если ведущее звено 1 (рис. 23.3) имеет 
несколько симметрично расположенных цевок, 
то число т  этих цевок может быть определено 
из неравенства (23.6). Из этого неравенства 
следует, что число т  цевок может быть в пре
делах т. — 1-7-5.

На рис. 23.3 показан мальтийский меха
низм с числом цевок т  =  3 и числом пазов 
г  =  4, что удовлетворяет неравенству (23.6).
Угол 2фх поворота звена 1, при котором происходит поворот креста 2, 
равен, по формуле (23.3),

2ф1 =  я ( 1 - 4 ) .  (23.18)

Угол поворота 2ф0 звена 1, при котором крест 2 находится 
в покое, равен

Рис. 23 .3 . Схем а м еха
низма м альти й ско го  кр е 
ста с внешним з ац еп л е 
нием н трем я ц евкам и .

2ф0 =
2 л 
т

п 2л . 2л / 2 , 2■ 2ф, = ------- тЫ------- =  я -----------т. 1 г  \ т ' г
Коэффициент & времени работы равен

к = ± -
‘ п

Ф1_
Фо

1-12
2 2 

т г -1

(23 .19)

(23.20)

При проектировании мальтийского механизма с числом цевок 
т  =  2 - 4 - 5  можно пользоваться таблицей 10.

Г Л А В А  X X IV  

СИНТЕЗ КУЛАЧКОВЫХ МЕХАНИЗМОВ

§ 104. Основные типы плоских кулачковых механизмов

Г .  В настоящем параграфе мы рассмотрим основные типы к у л а ч 
ковых механизмов, причем для удобства рассмотрения разобьем 
эти механизмы в зависимости от движения ведомого звена на сл е
дующие три вида:

1) ведомое звено движется по ст упат ел ьн о ;



2) ведомое звено вращ а ет ся ;
3) ведомое звено совершает сложное движение.
Примером первого вида кулачковых механизмов может слу

жить механизм, кинематическая схема которого показана на 
рис. 24.1, а.

Цилиндр, ограниченный в сечении плоской кривой 1, вращается 
вокруг оси А с заданной угловой скоростью <*>. Действуя на ролик 3, 
свободно вращающийся вокруг оси, цилиндр 1 заставляет звено 2 
двигаться поступательно в направляющих С — С. Условимся 
в кулачковых механизмах называть кулачком то звено высшей 
пары, элемент которого имеет переменную кривизну. Профилем 
плоского кулачка условимся называть кривую, получаемую в сечении 
элемента кулачка плоского механизма плоскостью, параллельной

плоскости движения кулачка. 
Я ■ Тогда в механизме, показан- 

Л ном на рис. 24.1, а, звено 1 
является кулачком, а кривая 
а  — профилем кулачка.

На рис. 24.1, б  показан 
второй вид кулачкового меха
низма. Кулачок 1 вращается 
с заданной угловой скоро
стью а .  Действуя на ролик 3, 
кулачок 1 заставляет звено 2 
вращаться вокруг точки С.

На рис. 24.1, в показан 
третий вид кулачкового меха
низма. Кулачок 1 вращается 

вокруг оси с угловой скоростью о). Действуя на ролик 5, кула
чок / заставляет звено 2 совершать сложное движение, в то время 
к ак  звенья 3 и 4 вращаются соответственно вокруг точек Е и Р.

2°. Внутри каждого вида кулачковых механизмов мы можем 
получить различные разновидности этих механизмов в зависимости 
от характера движения кул ач ка , взаимного расположения кулачка 
и ведомого звена, геометрических форм элемента, принадлежащего 
ведомому звену. Например, кулачковые механизмы с поступательно 
движущимся звеном вида, показанного на рис. 24.1, а, могут иметь 
различные кинематические схемы, показанные на рис. 24.2, так как 
кулачок может вращ аться вокруг неподвижной оси А (рис. 24,2, а,
б  н е )  или двигаться поступательно (рис. 24.2, г и д )  вдоль оси 
х — х и т. д. Ось у  — у  ведомого звена может пересекать ось А 
вращения кулачка (рис. 24.2, а) и не пересекать ее (рис. 24.2, в), 
образуя некоторое кратчайшее расстояние, равное I. Ось у  — у  
движения звена 2 может быть перпендикулярна к оси х — х дви
жения кулачка (рис. 24.2, г) или образовать некоторый угол а  
с осью х — х (рис. 24.2, д) .  Наконец, ведомое звено может окан

Рис. 24.1. Схемы кулачковых механизмов: 
а) с поступательно движущ имся ведомым 
звеном; 6) с возвратно-вращающимся ведо* 
мым звеном; в) со сложно движущ имся ведо

мым звеном. *



чиваться точкой С (острием) (рис. 24 .2 , а  и г), круглым роликом 3 
(рис. 24.2, в  и д)  или прямой а — а  (плоской тарелкой) (рис. 24 .2 , б ) .

Ведомое звено 2, движущееся поступательно, носит название 
толкателя или штанги .

Ведомое звено 2, вращающееся вокруг неподвижной оси 
(рис. 24.1, б), носит название коромысла, и ведомое звено 2, имеющее 
сложное движение (24.1, в), называется шатуном . Если ось у  — у

Гис. 24.2. Схемы кулачковы х  механизмов: а)  с поступательно движ ущ им ся т о л к а 
телем с острием на конце; б) с плоским то л кател ем ; в) с поступательно д в и ж у щ и м с я  
толкателем и роликом; г)  с поступательно дви ж ущ и м ся  кулачком  и то л к ател е м  с  

острием; о) с поступательно движущ имися кул ач ко м , толкателем и роликом .

толкателя проходит через ось А вращения кулачка (рис. 24.2, а ) ,  
то такой механизм обычно называется кулачковым механизмом  
с  центральным толкателем. Если ось у  — у  отстоит на кратчайшее 
расстояние I от оси А вращения кул ачка (рис. 24.2, в), то такой  
механизм называется кулачковым механизмом с о  смещенным т олка 
телем. Механизм, показанный на рис. 24.1, б, носит название 
кулачкового механизма с  коромыслом и т. д. В зависимости от 
характера движения ведомых и ведущих звеньев, геометрических 
форм элементов звеньев, расположения низших кинематических 
пар, в которые входят звенья кулачковых 
механизмов, мы можем получить самые раз
личные типы кулачковых механизмов. Наи
большее распространение в машинах полу
чили типы кулачковых механизмов, показан
ные на рис. 24.1 а  и б, и кулачковые меха
низмы, схемы которых показаны на рис. 24.2 
и 24.3.

3°. При работе кулачковых механизмов 
необходимо, чтобы было постоянное соприка
сание ведущего и ведомого звеньев. Это 
соприкасание может быть обеспечено, например, чисто геометри- 
чески>„ ,если выполнить профиль кул ачка в форме паза а  — а  
(рис. 24.4, а), боковые поверхности которого огибают ролик 3. 
Пазовый кулачок обеспечивает геометрическое замыкание высшей 
пары кулачкового механизма.

Рис. 24.3 . Схема к у л а ч 
кового механизма с  к о 
ромыслом, касаю щ и м ся 

кул ач ка



На рис. 24.4, б  показан другой способ кинематического замыка
ния — с помощью двух  роликов 3 и 4. При таком замыкании на 
профиль кулачка накладывается дополнительное условие равенства

Рис. 24.4 . Схемы к у л ач ко вы х  механиз
мов с геометрическим зам ы кан и ем : а)  с па
зовым кулачком ; б) с д в у м я  то лкателям и  

в рам ке.

Рис. 24.5. Схемы кулачковы х механизмов 
с силовым зам ы канием : а) с поступательно 
движущ имся толкателем ; б) с возвратно- 

вращающимся коромыслом.

суммы противоположных радиусов-векторов г '  и г " центрового 
профиля кулачка расстоянию / между осями вращения роликов
3 и 4. Чаще всего применяется силовое замыкание с помощью пру
жины 4 (рис. 24.5, а  и б).

§ 105. Исходные данные для проектирования кулачковых
механизмов

1°. Чтобы спроектировать профиль кулачка кулачкового меха
низма, необходимо выбрать

а) кинематическую схему механизма,
б) закон движения ведомого звена в функции обобщенной коор

динаты,
в) некоторые основные размеры звеньев.
Выбор той или иной кинематической схемы механизма опреде

ляется в первую очередь из конструктивных соображений необхо
димостью воспроизведения требуемого по условиям технологиче
ского процесса движения ведомого звена. Выбор закона движения 
ведомого звена в функции обобщенной координаты является основ
ным этапом в проектировании кулачкового механизма. При выборе 
закона движения необходимо, чтобы этот закон удовлетворял тре
бованиям того технологического процесса, для выполнения которого 
проектируется кулачковый механизм.

Например, на рис. 24.6 показан кулачковый механизм ножниц 
конфетооберточного автомата. При вращении пазового кулачка 1 
угловой рычаг 2, ролик которого перекатывается в пазу кулачка, 
поворачивается вокруг оси А, производя открытие и закрытие



ножниц, лезвия которых представляют собой звенья 3 я  4. Таким 
образом, время Т полного цикла движения механизма состоит из 
времени /3 закрытия ножниц, времени открытия и времени t в 
выстоя (покоя) ножниц. Таким образом, полное время Т движения 
механизма равно

Г  =  *з +  *о-И в. (24.1)
Промежутки времени 13, /0 

и выбираются в соответствии 
с требованиями технологическо
го процесса и максимальной 
производительности механизма.
Зная размеры звеньев механиз
ма, можно определить рабочий 
угол фр поворота рычага 2, со
ответствующий периодам вре
мени /3 и /0 или соответственно 
углам ф1з и ф1о поворота кулачка. Таким образом, рычаг 2 пово
рачивается на угол фр в одном направлении за время ¿3, или при 
повороте кулачка на угол ф1з, производя закрытие ножниц. Д алее, 
рычаг 2 поворачивается на тот же угол фр в противоположном 
направлении, за время t0, или при повороте кулачка на угол ф1о 
производя открытие ножниц. Наконец, ’
за время /в при повороте на угол ф1в 
выстоя рычаг 2 должен быть непод
вижен.

Имея эти данные, можно построить 
условную диаграмму движения рычага 2 
и так называемую циклограмму меха
низма  (рис. 24.7).

На рис. 24.7, а построена условная 
функция положений, т. е. зависимость 
ф2 =  Фг (фг)- Условность диаграммы 
рис. 24.7, а заключается в том, что из
менение угла ф2 в функции угла фх при
нято линейным.

Рис. 24.7, б  представляет собой ци
клограмму механизма. На ней показаны 
углы ф3, ф0 и фв, соответствующие пово
роту кулачка 1 за время {3, ¿0 и ¿в.

2°. Рассмотрим некоторую типовую функцию положения, зад ан 
ную в виде графика зависимости в2 =  в2 (фх) (рис. 24.8, б ) ,  где 
$2—линейное перемещение толкателя 2, а фг — угол поворота к у 
лачка (рис. 24.8, а). Пусть угол поворота кулачка Ф =  2л; соот
ветствует полному циклу движения механизма. На угле поворота 
происходит подъем толкателя на величину Н1. Далее, на угле пово
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Рис. 24.7 . Ц иклограмма ме- 
ханизм а, подобного изобра

ж енному на рис. 24 .6 .

Рис. 24 .6 . Схема кулачково -р ы ч аж н ого  
механизм а ножниц.



рота ср}1 толкатель имеет выстой. На угле поворота <р}п происходит 
опускание толкателя на величину Аш =  к 1 — к 1У. На угле пово
рота ф]у толкатель имеет второй выстой. На угле поворота ср̂  тол
катель опустится на величину кУ, и на угле поворота ср̂ '1 толкатель 
вновь имеет выстой. Углы <р}, ср]1, <р{и , .. . носят название фазовых 
углов. Участок кривой =  «3 (ф,), соответствующий фазовому 
углу <р|, называется фазой подъема,  потому что при повороте к у 
лачка на этот угол график движения толкателя 2 поднимается

Рис. 24.8. К улачковы й механизм с поступательно движ ущ им ся толкателем : а) скем а 
м ехан и зм а; б) закон движения ведомого звена.

(рис. 24.8, б). Участки кривой = з2 (ч^), соответствующие углам 
<р” , и фУ1, называются фазами выстоя, и, наконец, участки 
ср’ 11 и фУ — фазой о п у ск а н и я , ибо на этих участках график движе
ния толкателя опускается. Нетрудно видеть (рис. 24.8, а), что 
на углах ср]1, ф|у и ср^1, соответствующих фазам выстоя, профиль 
кулачка 1 должен быть очерчен по дугам окружностей с радиусами 
г  +  /г1, г + /11У и г, где г — наименьший радиус-вектор кулачка. 
На углах <р[, ф [п и ф^, соответствующих фазам подъема или опу
скания, профиль кулачка должен соответствовать выбранным на 
этих фазах законам движения в2 — я2 (Фх). На рис. 24.8, а  участки 
кулачка, соответствующие этим фазам, показаны условно штри
ховой линией. На рис. 24.8, а  и б был рассмотрен кулачковый

4 % а)
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механизм с поступательно движущимся звеном, но все определения 
и положения применимы и для кулачковых механизмов с коромыс
лом (например, вида, показанного на рис. 2 4 .1 ,6 или рис. 24.3). В этих 
случаях по оси ординат (рис. 24.8, 6) следует отложить углы ф2, 

поворота коромысла 2, и тогда получается зависимость ф2 =  ф2 (ф х) .  

Выбор наиболее рациональных законов движения ведомых звеньев 
зависит от многих требований кинематического, динамического, 
конструктивного и технологического характера, на некоторых из 
которых мы остановимся в следующем параграфе.

3°. К исходным данным для проектирования кулачковых меха
низмов относится такж е выбор основных размеров их звеньев. 
Здесь сначала надо отметить желательность получения наимень
ших габаритов механизма, достаточно высокого его коэффициента 
полезного действия, установление размеров и направляющих для 
толкателей, определение диаметра ролика или размеров плоской 
тарелки толкателя и коромысла и т. д. Основные конструктивные 
размеры звеньев кулачковых механизмов такж е  связаны и с рас
четом на прочность этих звеньев, износом профилей элементов 
высшей кинематической пары, надежности работы механизма 
и т. д.

Как всегда, при конкретном проектировании трудно спроекти
ровать кулачковый механизм, который удовлетворял бы всем тре
буемым показателям в одинаковой степени. Поэтому в процессе 
проектирования конструктор обычно просчитывает несколько ва
риантов схем механизма и выбирает из них оптимальный вариант 
или стремится, учитывая технологическое задание, удовлетворить 
в той или иной степени основным кинематическим, динамическим, 
конструктивным и технологическим требованиям к рациональной 
конструкции механизма.

Ниже, в особом параграфе, будут более подробно рассмот
рены некоторые вопросы выбора основных размеров звеньев кулач
ковых механизмов.

§ 106. Законы движения ведомых звеньев

1°. Теоретически кулачковыми механизмами можно осуществлять 
самые различные законы движения, но на практике пользуются 
только теми, которые обеспечивают более простую технологию 
обработки профиля кулачка и удовлетворяют кинематическим 
и динамическим требованиям к кулачковому механизму. Рассмотре
ние этих законов будем вести для четырех характерных фаз дви
жения ведомого звена: фазы подъема ф ,„ фазы верхнего выстоя фвв, 

фазы опускания ф0 и фазы нижнего выстоя фнв. Наиболее простым 
законом в2 =  в2 (ф0 является линейный закон движения на фазах 
подъема и опускания (рис. 24.9). Углы фх, соответствующие фазам 
подъема, выстоя и опускания, обозначены через фп, фвв, ф0 и фнв.

17 И. И. Артоболевский



Сумма этих углов обозначена через Ф !
Ф  =  Фп +  <Рвв +  Фо +  Фнв •= 2я.

Полный подъем ведомого звена обозначен через Н.
Закон движения ведомого звена на фазе подъема представляет 

собой зависимость

(24.2)

(24.3)

52- ^ ф 1 .

а на фазе опускания

= [(Ф  -  Фнв) -  Ф Л ^- =  ~  (Ф  -  Фив) -Фо Фо
Ф1.

Аналог Угф, скорости ведомого звена соответственно равен для 
фазы подъема

~  =  соги^ (24.4)фп'

а для фазы опускания

“ ^ [ ¿ ( ф -'Р яв) - ~ Ф х ]  =  - | 0 =  сопз1. (24.5)

Диаграмма 1>2ф1= 2ф1 (фх) показана на рис. 24.9, б.
Скорость движения толкателя на обеих фазах постоянна. Ана

логи ускорений й3ф1 на обеих фазах равны нулю, кроме положений
а, Ь, с  и й, где функция 
^2ф1 =  £>2Ф, (Ф1) имеет раз
рывы. В этих положениях 
теоретически ускорения а2ф1 
ведомого звена являются 
равными бесконеч«ости. 
Это вызывает появление в 
механизме так называемых 
жестких ударов, при кото
рых силы, действующие на 
звенья механизма, теоре
тически достигают беско
нечности. Практически ус
корения а2ф1 в указан
ных положениях не равны 
бесконечности, потому что 
обычно действительным 
профилем кулачка являет

ся профиль, построенный как  эквидистантная кривая к теоретическо
му профилю, что вызывает изменение в этих положениях не только 
теоретического ускорения, но и скорости. Кроме того, если даже

Рис. 24.9 . З акон  дви ж ен и я  ведомого звена кулач 
кового механизм а: а)  ди агр ам м а пути; 6) диа
грамма ан алога  скорости ; в) диаграм м а аналога 

уско р ен и я.



толкатель не имеет ролика, а оканчивается острием, то вследствие 
упругости звеньев кулачкового механизма ускорения а 2ч>, не могут 
получаться равными бесконечности благодаря амортизирующему 
эффекту упругости звеньев. Несмотря на это, все ж е  в указанных 
положениях мы можем получить размыкание элементов высшей 
пары и соударение ведомого звена с ведущим. Поэтому обычно 
линейным законом пользуются только на части фаз подъема или 
опускания и в закон движения вводятся переходные кривые, позво
ляющие осуществлять плавный переход на участках  сопряжения 
двух линейных законов движения. Такими переходными кривыми

могут быть дуги окруж
ностей, участки парабол, 
участки синусоид и т. д. На 
рис. 24.10 показан линей
ный закон движения с пере-

п

у

л
7 ] Л 
Л'Г

Ъ I г
... . „  

-------  ------------ ?п - — ■ •'

Рис. 24.10. Закон движения ведомого звена кул ач 
кового механизма с плавными переходами на 
сопряж ениях линейных участков: а)  диаграм м а 
пути; б) диаграмма аналога скорости; в) ди а

грамма аналога ускорения.

Рис. 24 .11 . Способ построения плав
ных переходов на ди агр ам м е с дву

мя линейны ми уч асткам и .

ходными участками, очерченными по дугам окружностей радиусов г, 
на участках ц>'„ и фо фаз подъема и опускания. Чтобы не имел места 
скачок в кривой аналога скоростей а2ф1 =  у2ф1 (фх) (рис. 24.10, б) ,  
необходимо линейный участок диаграммы в2 =  з2 (фх) выполнить 
по касательным к окружности радиуса г. Это может быть всегда 
сделано, если воспользоваться построением, показанным на 
рис. 24.11, где рассмотрен в большом масштабе участок фп фазы 
подъема. Из точек А и В, лежащих на расстояниях г и к  — г на 
ординатах, проведенных в точках а  и Ь, проводим окружности 
выбранного радиуса г. Далее, соединяем точки Л и В прямой. 
Из точек I) и Е, лежащих на прямой АВ, радиусами равными 
И =  АВ14, проводим окружности до пересечения в точках т и к  
с окружностями радиусов, равных г. Прямая й т  получается каса
тельной к окружностям радиуса г. Таким образом, кривая я2 =  в2 (фх) 
будет состоять на участках фп из дуг аИ и т п  окружностей, а на 
участке фп — 2ф„ — из прямой Ит. Диаграмма аналога скоростей 
я-т — Ут (фг) показана на рис. 24.10, б,  а диаграмма аналога 
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ускорения а2ф1 =  а2ф, (Ф1 ) — на рис. 24.10, в. Из этих диаграмм 
видно, что на участках <р„ фазы подъема и фо фазы опускания аналог 
скорости у2ф1 не претерпевает разрывов. Аналог ускорений а2ф1 
в начале и конце каждого интервала <р„ и фо претерпевает мгновенное 
изменение своей величины на конечную величину. Следовательно, 
в токах а, е ,  /, Ь, с, g ,  к  и й  будут иметь место удары, но меньшие, 
чем в случае , рассмотренном на рис. 24.9. Эти удары при мгновен
ном изменении ускорений на конечную величину носят название 
мягких у д а р о в .  Мягкие удары менее опасны для работы кулачковых ' 
механизмов, поэтому многие тихоходные кулачковые механизмы 
работают в условиях мягких ударов. Из рис. 24.11 также следует,

что угол наклона (5 пря
мой кт  больше угла а  на
клона прямой ап , т. е. при 
задании одних и тех же 
значений /г (подъем толка
теля) и фп (фазы подъема) 
аналог скоростей v2q¡i на 
участках подъема и опу
скания для закона, пока
занного на рис. 24.10, 
будет всегда больше, чем 
для закона, показанного на 
рис. 24.9. Из рассмотрен
ных примеров законов дви
жения следует, что при 
выборе того или иного за
кона необходимо знание 
аналогов скоростей и уско
рений движения ведомого 
звена. Обычно при проек

тировании кулачковых механизмов задаются аналогами ускорений 
ведомого звена. По заданным аналогам ускорений и начальным 
условиям определяют аналоги скоростей и закон движения ведо
мого звена. Рассмотрим следующие законы изменения аналогов 
ускорений на фазе подъема:

а) равноускоренный, б) синусоидальный, в) косинусоидальный,
г) линейно-убывающий, д) трапецеидальный.

2°. Равноускоренный закон аналога ускорений ат  ведомого 
звена 2 показан в виде диаграммы а2ф1 =  а2ф1 (Ф1) на рис. 24.12, в 
для четырех фаз движения, соответствующих углам фп, фвв, ф0 
и фнв. Построение диаграмм у2ф1 =  а2ф1 (фх) и «2 =  52 (фг) (рис. 24.12, 
а  я  б)  может быть сделано методами графического интегрирования, 
изложенными в § 22, 2°. Чтобы исследовать все характеристики 
рассматриваемого закона движения, удобно рассмотреть его в ана
литической форме. Рассмотрим фазу подъема, соответствующую

Рис. 24.12. Равноускоренный закон движения 
ведомого звена кулачкового механизма: а) диа
грамма пути; б) диаграмма аналога скорости; 

в) диаграмма аналога ускорения.



угл у  фп (рис. 24.12, в). Угол на этой фазе изменяется в следую
щих пределах: 3

0 ^ ф 1 < ф ' > (24.6)
ф п ^ ф ! < ф „ .  (24.7)

Зависимость для аналога ускорения ат  (рис. 24.12, в) для первого 
предела будет такая: 1

Й?Ф1=  о п — const, (24.8)

для второго предела зависимость для аналога ускорения имеет 
вид

й-:ф1 =  — «п =  const. (24.9)
Интегрируя дважды выражение (24.8) аналога ускорения а 

изменяющегося в пределах 0 ^  <  Ф', получаем выражение для 
аналога скоростей у2ф1 и перемещений s.,:

ŝipi =  5 а г<р, ^ф1 +  Ci =  ^а'а d^x—a ’nffx-^-Ci, (24.10)

s2 =  5 ^ , ^ i + C 2= J (a'nfx-l-Cj) С?ф1+С2= ~ ^ 4 - С 1ф1 +  C2. (24.11)

Начальными условиями для определения постоянных С. и С 
интегрирования являются условия, в соответствии с которыми при 
Ф1 -  0 =  0 и s2 =  0. Отсюда следует, что Сг =  С2 =  0, и ра
венства (24.10) и (24.11) имеют вид

%р,=Япф1, (24.12)
a> i

2 ~~2~’ (24.13)

Из равенств (24.12) и (24.13) следует, что на интервале 0 ^  ф. ^  
f “ Фп СК0Р0СТИ "зф. изменяется по линейному закону -
(рис. ¿4.12, б), а перемещения s2 — по закону параболы, имеющей! 
вершину в точке А (рис. 24.12, а).

Аналогично можно показать, что в интервале ф„ ^  ф, sg: ф 
аналог скоростей у2ф1 изменяется по линейному закон у, а переме-
™  S2\~Д!;0 законУ параболы, имеющей вершину в точке С 
(/4.12, а). Обе параболы сопрягаются в точке В.

Отметим некоторые условия, которым должны удовлетворять 
зависимости а2ф1 =  ат  (фх) и у2ф1 =  у2ф1 (фх). Так к ак  аналог ско
рости у2ф1 в начале и конце фазы ф„ равен нулю (рис. 24.12 б)  то 
площади прямоугольников ADEF и FGHK (рис. 24.12, в) должны 
быть равны, т. е.



Т ак к а к  Фп +  Фп ■= Фп, то, учитывая равенство (24.15), получаем

ю' _ ф . *п__ (24.16)фп — Фп1 + £п *

фп — Фп i+kn »

Перемещения s ' и £  (рис. 24.12, а)I звена 2 пропорциональны 
площадям треугольников NMR  и RMT  (рис. 24.12, б). Тогда, 
обозначая значение аналога скорости в точке R через 02ф1тах,
получаем

о»
-- i(pl тах t (24.18)

*Wi тахфп  ̂ (24.19)

Делим равенство (24.18) на равенство (24.19):

£  =  (24-20)
ФП

Т ак  к а к  s£ +  sj =  h, то из равенства (24.20) получаем

1 +  &п

Из равенства (24.13) следует:

fl' = j£ L
11 (Фп)2’

_ М _  (24.21)
s* ~ l + k a >

S i = ^ T - .  (24 '22)

(24.23)

’ (Ф п )2 ’

П одставляя в уравнения (24 .23 ) и (24.24) значения для 
ЭИ фп, фп из равенств (24 .21 ), (24 .22) и (24.16), (24 .17), получаем

, 2Л (!+ *„ ) (24.25)
>

„ 2/г(1 + /гп) (24.26)
О н - ф. •

Д алее, пользуясь равенствами (24,12), (24.25) и (24 .16), имеем
2/г (1 +  ка) „  кп _  2/г т  27*

^ ш а х  — вп<Р "“  Щ  фп 1 + ^ „  ,фп *

Из полученных равенств следует, что если задан полный подъем /г 
ведомого звена, фазовый угол фп и коэффициент ка, то можно по



формулам (24.16) и (¿4.17) определить углы ф„ и <р„, по формуле
(24 .27 )— максимальное значение аналога скорости Угф1тах и по
(24.25) и (24.26) — значения аналогов ускорения а„ и а„.

Из равенства (24.27) следует, что максимальное значение ан а
лога скорости ^Фцтах не зависит от коэффициента к п, т. е. от 
распределения фазового угла фп по участкам положительного а'„ 
и отрицательного ускорений. Если коэффициент /гп принят 
равным 1га— \, томы получаем симметричный закон движ ения, 
для которого имеем на интервале 0 ^  фх ^  фп/2

^  =  (24.28)
тп

Принимая во внимание равенство (24.12), аналог скорости у2<рг 
для этого движения опре
деляем так:

^ ф,= - | г Ф1, (24.29)

а перемещение 52 из ра
венства (24.13) равно

*  =  | гФ 1 . (24.30)

Из рис. 24.12, в сле
дует, что при рассмотрен
ном законе движения ме
ханизм испытывает мягкие 
удары. Д ля фазы опу
скания, соответствующей 
углу ф0 (рис. 24.12, а), рас
чет всех параметров дви
жения может быть сделан 
по уж е выведенным формулам с заменой коэффициента /гп для 
фазы подъема коэффициентом к0 для фазы опускания.

3°. Движение ведомого звена 2 происходит без ж естких и м яг
ких ударов, если кривая аналогов ускорений аш  = а 2ф1 (ф х) сину
соидальная (рис. 24.13, в). Если коэффициент &п выбран равным 
единице, то мы получаем симметричную синусоиду, для которой 
а'п — а!п — ап (рис. 24.13, б).

Зависимость для аналога ускорения а2ф1 следующая:

а2ч>1 =  йп бш ~  фх. ' (24.31)

Интегрируя в пределах 0 ^ ф х ^ ф п дважды выражение (24.31) 
для аналога ускорений а2ф1, получаем выражения для аналога

Рис. 24.13. Синусоидальный закон изменения 
ускорения ведомого звена кулачкового  м еха
низма; а) диаграмма пути; б) диаграмма аналога 

скорости; в) диаграмма аналога ускорения.



скорости v 2(f t и перемещения s2:

У2Ф,== S а2(р*  ̂ °п s Ín — ф1^фх +  С1 =

=  — а " 2л cos (Pi C i, (24.32) 

s2=   ̂ 1>2ф1 d(pi~\-C2 =   ̂ (— ап cos-^— -f- C ij dq>x +  С2 =
Фп 2л

=  — а а sin — Ф1 +  С1Ф14-С 2. (24.33)

Постоянные интегрирования Сг и С2 определяются из началь
ных условий, в соответствии с которыми при Ф1 =  0, у2ф1 =  0 и s2 =  0. 

Из зависимости (24.32) получаем

П __п Фп
L l ün 2ji'

Одновременно из (24.33) имеем

С2 =  0.

Подставляем полученные выражения для Сх и С2 в равенства
(24.32) и (24.33):

^Ф, =  ап |^ (1  - co s | V ) f (24.34)

s^= a " S [ ( ^ _ ¿ s i n^ (Pi)- (24-35)

Амплитуда ап аналога ускорения (рис. 24 .13 , в) определяется 
из равенства (24.35) на основании условия, по которому при Ф1 =  Ф„ 
перемещение s% =  h:

h =  a B g .  (24.36)

Отсюда следует:

*п =  § А .  * (24.37)т П

Теперь зависимости (24.35), (24.34) и (24.31) окончательно 
получают следующий вид:

s* =  A ( j Í - ¿ si% ñ <Pi). (24.38)

^ = ^ ( 1 -C0S  1 ф1) ’ (24’39)
Л 2я  ¿ J I  /Г%Л А Л \

¿ f s i n ¿ - V i -  (24.40)
ТП Тд



Из равенств (24.39) и (24.40) следует, что аналог скорости у п , 
и аналог ускорения ат  зависят не только от выбранного подъема к 
ведомого звена, но и от фазового угла ср„. Аналог скорости у2ф1 
обратно пропорционален 
углу фп, а аналог ускоре
ния обратно пропорциона
лен фп.

Вывод расчетных зави
симостей для фазы опу-

углу ф0, получается анало
гичным.

4°. Если зависимость 
аналога ускорения ат  =
— «ад, (Ф1) косинусоидаль
ная (рис. "24.14, в), то движе
ние ведомого звена проис
ходит с мягким ударом 
в начале и конце хода 
ведомого звена. Коэф
фициент кп принимаем 
к а= \ .  Тогда а'п — ап =  а„.

Зависимости для перемещения в2 и аналога скорости у2ф1 п олу
чаются, если дважды проинтегрировать в пределах 0 ==£ фх =е; ф„ 
выражение для аналога ускорения, равное

Рис. 24.14ч Косинусоидальный закон изменения 
ускорения ведомого звена кулачкового механиз
ма: а) диаграмма пути; б) диаграмма аналога 

скорости; в) диаграмма аналога ускорения.

а1ф1 =  а п cos — фх.
Ч'Н

(24 .41)
Ч'Н

Имеем

у2ф1 =   ̂а 2ф, ¿ф, + С , =  jj cos — фг <*р,=ап ^  sin ^-фх +  Clt (24 .42) 

s2=   ̂ v -i<f1 íftpj +  C2 =   ̂ (а п^  s *n^~ Фг +  С ] ) d4’i Jr C 1 =

(24 .43)п Л i /> i /-»
=  —  « п  „ 2  COS —  ф ! +  С2ф1 +  С2. .1

Постоянные Сг и С2 определяются из начальных условий 
При ф! =  0, у.2ф1 =  0 и з2 =  0.

ФпПолучаем: ^  =  0 и С2 =  ап я 2 '
Зависимости (24.42) и (24.43) принимают тогда следующий вид:



Амплитуда ап аналога ускорения (рис. 24.14, в) определяется 
из равенства (24.45) — из условия, по которому при <р, =. ф„ пере
мещение в2 =  А. Имеем

Тогда зависимости (24.45), (24.44) и (24.41) принимают следую
щий окончательный вид:

Вывод расчетных зависимостей для фаз опускания, соответст
вующих углу ф0, получится аналогичным.

5°. На рис. 24.15, в показан линейно-убывающий закон аналога 
ускорений ат  — а2ф1 (фх). При этом законе движение ведомого 
звена происходит с мягким ударом в начале и конце хода ведомого 
звена.

Если принять коэффициент йп = 1, то а'п =  а„ — ал.
Зависимости для перемещения з 2 и аналога скорости Vщí полу

чаются, если дважды проинтегрировать в пределах 0 ^  фх ^  фп 
выражение для аналога ускорения а.т , равное

Из начальных условий фх =  0, =  0 и % =  0, поэтому

следовательно, аа равно

(24.46)

(24.47)

(24.48)

(24.49)

Имеем

=  «пФ1- 2? !  +  С1, (24.51)
Ч'п

¿2 =   ̂ v i<f l d(pí +  C2=   ̂ ( а пф1- ^ -  +  С1)йф1 +  С2 =

С± — С%—о.



Зависимости (24.51) и (24.52) принимают тогда следующий вид:

(24 .53)

(24.54)*2 —апф1 ( 2 — з  ^

Полученные зависимости показывают, что кривая аналога ск о
рости 1>2ф1 =  у2ф1 (фх) (рис. 24.15, б) представляет собой параболу 
с вершиной в точке М.
Кривая перемещения в2 =
=  (Ф1) представляет со- ^  
бой две параболы третьей д  
степени, сопрягающиеся в 
точке В. и

Величина ап аналога ¿) Щ 
ускорения (рис. 24.15, в) 
определится из условия, 
что при фх =  фп перемеще- а.„ 
ние 82 =  к. Тогда из ра- Ф , 1 
венства (24.54) имеем

ап(Рпи  з Фп; — т -

а„=ап

Н

откуда

у

*

ъ

- Л г ~ 1— Я г - '  ...&■” 4*:— —*■ ъ

К

...... Ф

£ (

я

-1 -Ь—а¥
^ - а п ^  Г,

_ & г  
п ~ ФЙ ■

Рис. 24.15. Линейно-убывающий закон изменения  
ускорения ведомого звена кулачкового механизма) 
а) диаграмма пути; б) диаграмма аналога скорости! 

е) диаграмма аналога ускорения.

Подставляя полученное значение для величины ап в равенства
(24.54), (24.53) и (24.50), получаем

«2=  ь Ч ( з
Фп V

— 2 — ) 
Фп/’ (24 .55 )

у2ф1 Фп \
_  Ф1\

Фп/ ’ (24 .56 )

:= ш \ ( \
Фп \

- 2 & ) .
Фп/ (24.57)

Вывод расчетных зависимостей для фазы опускания, соответст
вующей углу ф0 (рис. 24.15, а), является аналогичным.

6°. Как мы уже указали выше, возможны и другие законы дви
жения ведомого звена кулачкового механизма. Определение их  
кинематических Характеристик может быть сделано теми же мето
дами, какими мы пользовались для разобранных примеров. Отметим 
только, что в некоторых случаях применяются законы движения,



являющиеся комбинацией простых законов. В качестве при
мера приведем трапецеидальный закон изменения аналога ускоре
ния а2ф1 =  а2ф1 (фх)| показанный на рис. 24.16, в. На участке аЬ 
угла фп ускорение а2ф1 изменяется, линейно возрастая; на участке Ьс 
оно постоянно; на участке сйе оно линейно убывает; на уча
стке е/ вновь постоянно и на участке ¡ц изменяется, линейно воз
растая. Соответственно кривая и2ф1 =  у2Ф> (Ф1) (рис. 24.16, б) на 
участках а'Ь', с'й'е' и / '§ ' состоит из парабол, а на участках Ь'с'

и е '/ ' прямолинейна. Кри
вая =  я2 (фх) на участках 
а"Ь", с"с1"е" и состоит 
из парабол третьей степени, 
а на участках Ь"с" и е"/" — 
из парабол второй степени. 
При трапецеидальном за
коне изменения аналога 
ускорения жесткие и мяг
кие удары отсутствуют.

Сопоставление различ
ных законов движения мож
но вести, сравнивая макси
мальные значения аналогов 
скорости и аналогов уско
рения. В таблице 11 при
водятся значения макси
мальных скоростей у2ф1тах 

и ускорений я2ф1тах Для основных законов движения различного 
вида в функции основных параметров: высоты подъема А и фазы 
подъема ф„ — и в относительных единицах к значениям А/ф„ 
и А/фп.

Т аб ли ц а II

Значения максимальных скоростей и ускорений

Максимальная скорость 
ведомого звена »2ф тах

Максимальное ускорение 
ведомого звена й2 ф тах

Закон движения
в функции 
основных 

параметров

в относитель
ных едини

цах

в функции 
основных 

параметров

б относитель
ных едини

цах

Равноускоренный 2Л/фп 2,00 4Л/ф* 4,00

Синусоидальный 2/г/фп 2,00 2яА/Фп 6,28 .

Кос и н усо и да л ь ный лА/2фп 1,57 я 2Л/2ф£ 4,93

Линейно убывающий 1,5Л/фп 1,50 «А/Ф*„ 6,00

Рис. 24.16. Трапецеидальный закон изменения 
ускорения ведомого звена кулачкового механиз
ма: а) диаграмма пути; б) диаграмма аналога 

скорости; б) диаграмма аналога ускорения.



§ 107. Определение основных размеров 
кулачковых механизмов

Основные размеры кулачковых механизмов определяются 
из кинематических, динамических и конструктивных условий. Ки
нематические условия определяются тем, что механизм должен 
воспроизводить заданный закон движения. Динамические условия 
весьма многообразны, но основные условия заключаются в том, 
чтобы механизм имел достаточно высокий коэффициент полезного 
действия и чтобы не происходило заклинивания механизма. Кон
структивные требования определяются из условий достаточной

прочности отдельных деталей механизма — сопротивляемости из
носу соприкасающихся элементов кинематических пар и др. Н ако
нец, проектировать механизм желательно так, чтобы он обладал 
наименьшими габаритами.

2°. Чтобы выявить влияние отдельных требований на выбор 
размеров кулачковых механизмов, рассмотрим отдельные их виды. 
На рис. 24.17 показан кулачковый механизм с толкателем 2, окан
чивающимся острием В2. Если пренебречь трением в высшей паре, 
то сила Р12, действующая на толкатель 2 со стороны кулачка 1, 
будет направлена по нормали п — п к профилю кулачка 1. Как 
зто было показано в § 87, 1°, угол а, образованный нормалью 
п я с направлением движения толкателя 2, является углом 
давления, а угол у12, равный у12 =  90° — а, является углом пере
дачи. Если рассмотреть равновесие толкателя 2 (рис. 24.18) и при
вести все силы к точке В2, то толкатель будет находиться под дей
ствием движущей силы приведенной силы сопротивления Т,

г

Рис. 24.17. К силовому ана
лизу кулачкового механизма 
с поступательно движущим

ся толкателем.

Рис. 24.18. К исследованию, 
вопроса об угле давления в 

кулачковом механизме,



учитывающей полезные сопротивления, силу пружины, силы инер
ции, и приведенной силы трения F. Из уравнения равновесия сил, 
действующих на толкатель 2, имеем

P n c o sa  — T  — F =  0.

Приведенная сила Т  равна (см. § 45, 4°)

Т  =  Р п  cos а — fP n  sin а   ̂1 + у ) .

где / — коэффициент трения в направляющих, I — длина направ
ляющих я k — вылет толкателя. Тогда из уравнения равновесия 
сил получаем, что сила трения равна

F =  P 12c o sa  — 7’= / P i 3 s in a ^ l  + у ) -  (24.58)

Как это было показано в § 45, 4°, выражение (24.58) для силы 
трения F  является приближенным. Мгновенный коэффициент по
лезного действия г) механизма без учета трения в высшей паре 
и подшипнике вала кулачка можно определить по формуле

____ j  _  N j  _  , _____________F v 2________ _____  j  _  F

. *1 Мд P12 cos a P12 cos a ’

где NT — мощность, затрачиваемая на преодоление сил трения, 
и N , — мощность движущих сил. Тогда, учитывая формулу (24.58), 
получаем

/Р12 sin a f l + 2 - ^  ,
4 = 1 -  ■ p „ L  <24-59>

Величина вылета k толкателя равна (рис. 24.18)

k —b — (̂*о ! ^2) *

где Ь — постоянное расстояние от точки N  опоры толкателя 2 до 
оси А  вращения кулачка, г0 — наименьший радиус-вектор ку
лачка /  и s2 — перемещение толкателя 2. Имеем

ri =  l - f t g a [ l  +  2 b~ (r°+S2)] ,

dsа



Из уравнения (24.60) получаем

Тогда коэффициент полезного действия т] будет равен

(24.62)

Из равенства (24.62) следует, что коэффициент полезного дей
ствия уменьшается с увеличением угла давления а. Кулачковый 
механизм может заклиниться, если сила Р'п =  Р 12 cosa (рис. 24.18) 
будет Р'п  sg; F. Заклинивание произойдет, если коэффициент полез
ного действия т| будет равен нулю. В таком случае из равенства
(24.62) получим

В этом равенстве а к — критический угол, при котором возникает 
заклинивание механизма, и (с^/Уф^к — соответствующий этому 
углу аналог скорости. Тогда для критического угла давления а к’ 
будем иметь

Из равенства (24.63) следует, что критический угол давления 
а к уменьшается с увеличением расстояния Ь, т. е. с увеличением 
габаритов механизма. Приближенно можно считать, что значение 
( ^ 2/йф1)к аналога скоростей, соответствующее критическому углу 
ак, равно максимальному значению этого аналога, т. е.

Тогда, если заданы размеры механизма и закон движения тол
кателя, можно определить значение критического угла давления 
а к. Необходимо иметь в виду, что заклинивание механизма обычно 
имеет место только на фазе подъема, соответствующей преодолению 
полезных сопротивлений, силы инерции толкателя и силы пружины, 
т. е. когда преодолевается некоторая приведенная сила сопротив
ления Т  (рис. 24.18). На фазе опускания обычно явление закли
нивания не возникает.

Для устранения возможности заклинивания механизма при 
проектировании ставят условие, чтобы угол давления а во всех 
положениях механизма был меньше критического угла ак. Если 
максимально допустимый угол давления обозначить через а тах, 
то этот угол должен всегда удовлетворять условию

/ ( / + 2 6 )  •
К (24.63)



В практике угол давления а тах для кулачковых механизмов 
с поступательно движущимся толкателем принимается равным

« ш а х  =  30° ч-40°.

Для кулачковых механизмов с вращающимся коромыслом, в ко
торых заклинивание является менее возможным, максимальный 
угол давления О щ а х  принимается равным

атах=45°-г-50°.

Как это было показано в § 87, при проектировании кулачковых 
механизмов можно применять в расчетах не угол давления а, 
а угол передачи 712 (Рис- 24.18). Очевидно, что этот угол должен 
удовлетворять условиям

(Т12)тт Ук> Тк==90 Ок.

3°. Угол давления а может быть выражен через основные па
раметры кулачкового механизма. Для этого рассмотрим кулачко
вый механизм (рис. 24.17) с поступательно движущимся толкате
лем 2. Проводим в точке В2 нормаль п — п и находим мгновенный 
центр вращения Р 0 в относительном движении звеньев 1 я 2.

Из треугольника (1В2Р0 имеем

^  а  =  =  (}Р ? £ -п ту -. (24.65)5  (йВг) (йс) +  (сй2) 

й5
Согласно равенству (24.61) А Р 0 = ~  =  ьЩ1, Ай =  I, где

I — кратчайшее расстояние от оси А кулачка до оси толкателя, 
с1с— У г \  — I2, где г0 — минимальный радиус-вектор кулачка, 
и сВг =  з2, где 5а — перемещение толкателя, заданное его законом 
движения ¿а =  б2 (фх).

Подставляя указанные параметры в равенство (24.65), получаем

-р -  ±  I
а== -----. (24.66)

У п - Р + ь

Знак плюс у кратчайшего расстояния I соответствует левому от 
оси А его расположению, знак минус — правому (рис. 24.17) при 
условии, что толкатель движется вверх, а кулачок вращается 
против часовой стрелки.

Из равенства (24.66) следует, что при выбранном законе дви
жения ¿а =  52 (фх) и размере / габариты кулачка определяются 
радиусом гп окружности минимального радиуса-вектора кулачка. 
Увеличивая г0, мы получаем меньшие углы давления а, но большие 
габариты кулачкового механизма. Обратно, если уменьшить г0, тй



возрастают углы давления а  и уменьшается коэффициент полезного 
действия механизма. Если в механизме (рис. 24.18) ось движения 
толкателя проходит через ось вращения кулачка и / =  0 , то ра
венство (24.66) имеет вид

4°. Величины углов давления а для всего цикла движения 
кулачкового механизма могут быть определены графически с по
мощью следующего построения (рис. 24.19). Построим кривую 
^2ф, =  v2t¡,l (фх) зависимости аналога скорости о2ф| от перемещения б.2. 
Перемещения «2 будем откладывать от точки В0, соответствую
щей нижнему начальному положению толкателя в направлении его 
движения, а аналоги скоро- ^

(1$, 2 г  с т е г  --------------- .<

ляр

Рис. 24.19. Определение угла дав- Рис. 24.20. Графическое определение ми- 
ления по диаграмме аналога ско- нималыюго радиуса профиля кулачка, 
рости в функции пути толкателя.

если соединить какую-либо точку Ь построенной кривой с осью вра
щения А кулачка, то из построения следует, что направление АЬ 
образует с осью В0я2 угол давления а. В самом деле, из рис. 24.19 
имеем

т. е. условие (24.66) удовлетворяется. Решим обратную задачу об 
определении величины наименьшего радиуса-вектора г0 кулачка, 
если задан закон движения я2 — в, (95) толкателя 2, смещение I 
и максимально допустимый угол давления а та,;. Для этого 
(рис. 24.20) строим кривую 1>2ф1 =  и2ф1 (з2) как для фазы подъема,

(24.67)

А ¿1 Ас-\-сЛ у  г* — I1 ’
(24.68)



так и для фазы опускания. Далее проводим к кривой у2ф1 =  vгq)i («2) 
касательные 4  — ^  и ¿2 — /2 под углами а тах к оси в2. Точка А' 
пересечения этих касательных определит положение оси вращения 
кулачка, имеющего наименьший радиус-вектор г0т!п. При выборе 
оси вращения в точке А' получается вполне определенная вели-, 
чина смещения V. Если величина смещения / задана, то, проводя 
прямую <7 — ^ на расстоянии I от оси В ^ ,  найдем точку А" пере
сечения этой прямой с касательной t1 — Если точку А" выбрать 
за ось вращения кулачка, то наименьший радиус-вектор кулачка 
будет равен гЦ. Если смещение / =  0, то мы получаем кулачковый 
механизм с центром вращения в точке А 0 и наименьший радиус- 
вектор кулачка равен г0. При выборе оси вращения кулачка в за
штрихованной области в пределах угла ¿2А '^ , образуемого

касательными — t-l и 4  — /2, всегда 
удовлетворяется условие, в соответствии 
с которым угол давления в любом по
ложении механизма меньше заданного 
предельного угла давления атах. Отме
тим, что точки касания Ь н епрям ы х^— ̂
и ^  — к  с кривой V,2ф1 V.2Ч>1 не
совпадают с точками а и й (рис. 24.20), 

где значения достигают максималь-Оф1

ных значении:
гаах

Л ,
для фазы подъе

ма и 
5‘

¿Ф1

для фазы опускания.

низм с коромыслом.
Переходим к рассмотрению кулач

кового механизма (рис. 24.21) с коро
мыслом 2, вращающимся вокруг оси Е. 

Угол давления а  в этом механизме образован нормалью п — п и 
составляющей Р' силы Р, направленной перпендикулярно к на
правлению ЕВ  коромысла 2.

Находим мгновенный центр вращения Р 0 в относительном дви
жении звеньев 1 и 2 на пересечении нормали п — п с продолже- 

. нием прямой А Е . Функция передаточного отношения г21 в данном 
случае имеет следующий вид:

. __ш2 _  _  АР0
*21 о»! ¿¿фх ЕР0 ’ (24.69)

Соединим точку Р 0 с точкой В  и через точку А проведем прямую 
9 — ц, параллельную нормали п — п. Тогда из подобных треуголь
ников Е Р 0В  и ЕАС  получим

_ А Р „  _  ВС 
~~ ЕР0 ~  ВЕ >



откуда будем иметь

ВС =  г21/ 2 =  ̂ / 2, (24.70)'

где /2 — длина коромысла 2. Опустим из точки А  перпендикуляр 
А К  на направление ЕВ. Тогда угол САК  будет равен углу дав
ления а. Величина угла а определится из равенства

(КС) (ВС)—(ВК) /94  7 >\
(КЛ)— (КЛ) •

Отрезок (ВК) равен
(ВК) =  12 — /З со8 (ф2 +  ф0), (24.72)

где /3 — расстояние между точками А и Е, ф„ — угол, образован
ный коромыслом 2 с линией А Е  в начальном положении, и ф, — 
текущий угол поворота, заданный законом движения ф2 =  ф2(фх) 
коромысла 2.

Отрезок КА  равен
/СЛ =  /3 8т ( ф 2 +  ф0). (24.73)

Подставляя значения величин отрезков (ВС), (ВК) и (КА) из 
равенств (24.70), (24.72) и (24.73) в равенство (24.71), получаем

А-.. ±  *21̂ 2 — [ к — к  СОЗ(ф2 +  фо)| /0/1 7/1 \
= --------- № (< Р .Т ф 5 '^  ’ ( }

Знаки плюс и минус передаточного отношения / 21 подставлены 
потому, что угловая скорость со2 коромысла 2 имеет различные 
направления на фазе подъема и на фазе опускания. В равенство 
(24.74) не входит минимальный радиус-вектор г0 кулачка (рис. 
24.21). Для его определения можно воспользоваться очевидным 
условием

г0= У ^  +  1я — 2/2/3 со8ф0. (24.75)
Равенство (24.74) можно представить еще и в следующей форме: 

^  а = + с1§ (фа+фо)* (24-76)

Из равенства (24.76) следует, что если задан закон движения 
Ф2 =  ф2 (Ф1) коромысла 2, начальный угол ф0 и длина коромысла 1г, 
то при увеличении расстояния /3 угол давления а уменьшается, 
а габариты механизма увеличиваются.

6°. Рассмотрим теперь вопрос о том, как определить положение 
оси А кулачка 1, если задан закон движения ф2 =  ф2 (Ф1) коро
мысла 2, его длина /2 и максимально допустимый угол давления 
«ш ах- Для ЭТОГО ПО ЗЭДаННОМу закону движения ф2 =  ф2 (фх) произ
водим разметку положений точки В коромысла 2 (рис. 24.22), 
Пусть это будут точки Вх, В%, В 3,... Разметку производим как для



фазы подъема, так и для фазы опускания. Далее, на лучах ЕВ2, 
ЕВ3, Е В4)... от точек В2, В3, В4,... откладываем отрезки (В2С2), 
(В 3С3) ,..., равные, согласно равенству (24.70),

(В2С2) ■ Ж ) , 1-  .........  '
( /  ¿¿ф2\ * 

где W<pi/ 2 ’ В Д ,  ’ • ' •— соответствующие передаточные отношения г2,
в положениях 2, 3, ... Отрезки (В2С2), (В3С3),... для фазы подъема 
откладываем от точек В2, В 3, B i}... вправо, а отрезки (В6Св), 
(В1С7) , . .., соответствующие фазе опускания, откладываем влево от 
точек В е, В 7,...

Если, далее, например, через точку С4 провести прямую qt — g4 
под углом 90° — атах к направлению ЯВ4, где атах — в'ыбранный 
максимальный угол давления, то прямая qt — q4 является гео
метрическим местом возможных положений оси А кулачка, что 
видно из рис. 24.22. В самом деле, если, например, выбрать ось 
кулачка в положении Л4, то в положении 4 угол давления а  будет

равен атах. Если ось кулачка вы
брать левее прямой — qiy то 
угол а будет больше атах. Если 
ось кулачка выбрать правее пря
мой <?4 — <74, то угол давления а 
будет меньше ccmax. Следовательно, 
областью возможных положений 
оси кулачка является область, 
лежащая правее прямой g4 — q4. 
Наоборот, если через точку С6 про
вести прямую q6 — q6, то областью 
возможных положений оси А ку
лачка окажется область, лежащая 
влево от прямой qt — qв. Если для 
всех точек Сг, С3, С4,... построить 
прямые <72 — q2, q3 — q3, qi — qA,..., 
образующие с лучами ЁС2, ЕС3, 

ЕС4,... углы 90° — атах, то можно найти некоторую область, за- ■ 
штрихованную на рис. 24.22, в пределах которой можно распо
лагать ось А  кулачка.

Из рис. 24.22 видно, что механизм будет обладать наименьшими 
габаритами, если выбрать ось вращения кулачка в точке А '. Если 
поставить условие, чтобы ось кулачка лежала на прямой BbBlt 
соединяющей крайние положения точки В коромысла 2, то ось 
кулачка может быть выбрана в точке А ”. Если выбрана точка А 
(рис. 24.22), то, соединив точку А  с точками Вх и Е, определим на
чальный угол ф0 и минимальный радиус-вектор г0 =  АВЛ кулачка 
из формулы (24.75).

Рис. 24.22. к определению минималь
ного радиуса профиля кулачка с ко

ромыслом.



7°. Рассмотрим некоторые дополнительные условия, необходи
мые для проектирования кулачковых механизмов, у которых эле
ментом ведомого звена является прямая (рис. 24.23). Пусть прямая 
а — а образует с направлением движения звена 2 постоянный угол 
передачи 7 12 =  90°. '

Для кулачковых механизмов данного вида должно еще удов
летворяться дополнительное условие, чтобы профиль кулачка 
был всегда выпуклым, так как его профиль есть огибающая 
кривая к положениям прямой а  — а. Для этого, как будет 
показано ниже, необходимо, чтобы значения йх, й2, с13, ... ве
личины представляющей собой сумму наименьшего радиуса г0 
кулачка и перемещения в2 звена 2, т. е.

— Го 4 “ (¿2 —  Го 4 “ , £¿3 =  Г0 “Ь  $2 , . . .  ,
были в каждом положении больше второй 
производной величины я2 по углу поворота фх, 
взятой со знаком минус, а это значит, боль
ше аналога ускорения

2ф1
т. е.

-■ф«>Го- f  s i > —• а[,

ro ~rsa — ащ>,> 
где Sj и S-2 — текущие значения функции 
перемещения s2 =  s2 (<Pi)-

Это можно установить из следующих со
ображений. Пусть центр кривизны соприка
сающегося участка профиля в рассматривае
мом положении находится в точке В (рис.
24.23). Строим заменяющий механизм ABCD
и при точке В(п) строим план ускорений. Отрезок(nb2) представ
ляет собой аналог (а2ф,)г ускорения а2 звена 2 в рассматриваемом 
положении t механизма, т. е.

Рис. 24.23. Кулачковый 
механизм с поступатель
но движущимся плоским 

толкателем.

(Я|Ф.)/ =  « Н д а ,
d*s0 (24.77)

Таким образом, радиус кривизны рг про
филя кулачка 1 в точке соприкасания С 
равен

Рг =  &  +  (зхЬ2)1 =  г0 +  ̂  +  (а2ф1)г, (24.78)

7 г\ з 9 s 7

Рис. 24.24. Диаграмма 
пути плоского толкателя 
в функции угла поворота 

кулачка.
где «гг принимает последовательно значения
во, , ... Кулачок 1 будет выпуклым, если центр кри
Б П П 1 Т 1 I  л г л  п п л Л м |  г т п  

4 Ю 1 1 П 1  1 1  и

условию
^ ■ ( Г Т Т Л '» '  1 Г П Л П  П Л ' Г П Л П Г Т ' Г ^\ jy Дч* 1 у Дwи 1 ч- 1 uL/jJ/i i lj

Р >  о, (24.79)



или

откуда получаем
Г0 +  $21 +  (&2ф,)( >  О,

Г0 +  %  >  -

(24.80)

(24.81)
Разделив правую и левую части неравенства (24.81) на величину 

г0 +  52г, получим
(а2ф Л  ^  1 
>0 +  %  *

45°.

или
к

(24.82)

(24.83)

Условие (24.83) позволяет провести следующее графическое по
строение (рис. 24.24) для удовлетворения условия выпуклости про

филя кулачка.
По заданной диаграмме й2 =  в2 (фх) 

(рис. 24.24) определяем значения а2ф1 и 
строим диаграмму а2ф1 =  а2ф, ( ^  (рис.
24.25). Для этого производим разметку 
перемещений звена 2 по оси и от-

ных прямых значения а2ф1. Соединив полу
ченные точки плавной кривой, получим 
диаграмму а2ф1 =  а2ф1 ($2). Далее, в той 
части диаграммы, которая соответствует 
отрицательным и максимальным по абсо
лютной величине значениям а2ф1, про
водим под углом 45° к оси Оя2 каса-

Рис. 24.25. к определению ТвЛЬНуЮ / '  — К КРИВОЙ Шт — (в ,) ,  
м и н и м альн ого  радиуса  про- /л  л л т ^
Ф иля к у л а ч к а  с поступа- Согласно неравенству (24.83) центр вра- 
тельно движущимся плоским щения кулачка должен быть расположен

ниже точки А'. Если центр кулачка 
расположен в точке А, то неравенство 

(24.83) соблюдается. В самом деле, касательная / — ¿ к  кривой 
в отрицательной части диаграммы а2Ч>1 — ($2), проведенная 
из точки А, составляет с осью 0в2 угол, меньший 45°. Выб
рав центр вращения А  кулачка, мы определим и величину ми
нимального радиуса кулачка, равного г0 =  АО, после чего по
строение профиля кулачка с выпуклым контуром не представит 
затруднений.

Изложенный метод проектирования разработан Я. Л. Геро- 
нимусом. Требование к выпуклости профиля должно соблю
даться и для кулачковых механизмов вида, показанного на 
рис. 24.3,



§ 108. Проектирование профилей кулачков

Г .  Как было показано выше, при профилировании кулачков 
должен быть задан закон движения ведомого звена и основные 
конструктивные параметры, обеспечивающие работу механизма без 
заклинивания и с достаточно высоким коэффициентом полезного 
действия. Законы движения ведомого звена могут быть заданы гра
фически в виде диаграмм перемещений ведомого звена в функции 
перемещения ведущего звена или в аналитической форме в виде 
соответствующих зависимостей. Поэтому мы в дальнейшем рассмот
рим как графические, так и аналитические методы проектирова
ния кулачков.

2°. Рассмотрим вопрос о проектировании профилей типовых 
кулачковых механизмов. Пусть требуется спроектировать кулач
ковый механизм, показанный на рис. 24.2, г, с поступательно 
движущимся кулачком. Закон движения толкателя 2 задан в виде 
диаграммы s2 — s2 (Sj), показанной на рис. 24.26, на которой при
ведены все фазы работы механизма. При графическом построении

Рис. 24.26. Диаграмма пути толкателя механизма с поступательно движущимся
кулачком.

профиля обычно диаграмма закона движения строится в тех же 
масштабах, что и кулачковый механизм. Для построения профиля 
кулачка 2 (рис. 24.27) воспользуемся методом обращения движения. 
Для этого сообщим толкателю 2 и кулачку 1 скорость, равную
— ©!. Тогда кулачок I будет как бы неподвижным, а толкатель 2 
будет двигаться поступательно с постоянной скоростью — вдоль 
направляющих <7 — <? и поступательно со скоростью ±  г>2 вдоль 
направляющих р — р. Выбираем на толкателе 2 точку А 1г леж а
щую на некотором конструктивно выбранном расстоянии Н0 от 
направляющих ц — <7. В движении со скоростью — щ  толкатель 2 
последовательно занимает положения 1, 2, 3, 4 я 5, а точка А х 
толкателя — положения А\, Л ” , А {и , Л}у , А ^, лежащие на равных 
расстояниях в}-8 =  я!-3 =  яр 4 — яр5. Так как масштабы диа
граммы и кулачкового механизма одинаковы, то отрезки я р 3, 

... могут быть взяты прямо с диаграммы =  в2 (рис. 24.26),



для чего участок 5П фазы подъема разбивается на ряд равных от
резков. Обычно при проектировании профилей кулачков рекомен
дуется для точности построения выбирать малые интервалы между 
соседними положениями. На рис. 24.26 отрезок я,, разбит только 
на четыре участка, чтобы можно было яснее изложить метод по
строения. Чтобы определить положения А 2, Л3, Л4, Аъ точки Ах 
в движении толкателя 2 со скоростью ± © 2> откладываем от точки 
А х в направлении движения толкателя 2 отрезок в]-2, взятый 
с диаграммы $2 == в2 (%), от точки — отрезок я̂ -3, от точки 
А\ — отрезок и т. д. Соединив полученные точки Ах, А 
А 3,...,  получим профиль а — а кулачка 1, показанный на рис. 24.27 
штриховой линией. Этот профиль будет действительным профилем 
кулачка, если толкатель оканчивается острием, и центровым про
филем, если толкатель снабжен круглым роликом 3 радиуса г.

Рис. 24.27. Построение профиля кулачка для механизма с поступательно 
ч движущимися кулачком и толкателем.

Для построения действительного профиля при наличии ролика 3 
необходимо из точек, лежащих на центровом профиле, провести 
ряд окружностей радиуса г  и затем построить огибающую Ь — Ь 
положений ролика 3.

Из̂  построения следует, что при выбранных масштабах цен
тровой профиль а — а кулачка представляет собой диаграмму 

=  («х), а действительный профиль Ь — Ь является эквиди
стантной кривой к кривой а — а, точки которой лежат на рас
стояниях, равных г, по нормалям к кривой а — а.

3°. В практических расчетах часто требуется аналитическое 
вычисление координат действительного профиля кулачка для полу
чения более точного очертания этого профиля. Для составления



уравнения огибающей Ь — Ь (рис. 24.28) положений ролика ра
диуса г напишем уравнение семейства окружностей радиуса г, 
центры А которых образуют центровой профиль а — а:

(хь — х)2-{- (уь — у)2 — г2 ==0, (24.84)
где хь и у ь — координаты действительного профиля Ь — Ь, а 
координаты х и у  центрового профиля являются функциями вы
бранного параметра 0 :

* = * ( 0),  у =  у(  6).
Для получения уравнений огибающей в параметрической форме 

продифференцируем уравнение (24.84) по общему параметру 0 :

(* ь -х )%  +  { у ь - у ) аум = 0 . (24.85)

Решая совместно уравнения (24.84) и (24.85), получаем коорди
наты действительного профиля:

хь-

Уь—У

ёв

' / ( # ) *  +
йх

~ж

У ( 1 +
4У 
¿в

(24.

Рис. 24.28. К определе
нию коррдинат огибаю
щей ролика кулачкового 
механизма, изображен

ного на рис. 24.27.Из равенств (24.86) следует, что коорди
наты хь и у ь действительного профиля 
имеют два значения, соответствующие двум возможным профилям 
Ь — Ь и Ь' — Ь' .

Для кулачкового механизма, показанного на рис. 24.2, г, имеем 
уравнения центрового профиля в параметрической форме х  =  
и у  — 82. Общим параметром 0 удобно выбрать ибо

В таком случае получаем:
(1х

Ж

% ( \ ) -

лУ
йО

Спедовательно, координаты хь и у ь действительного профиля
— Ь равны

хь -
ая,

“1 Т



и
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4°. Переходим к рассмотрению вопроса о проектировании про
филя кулачка механизма, показанного на рис. 24.2, а. Закон дви
жения толкателя 2 задан в виде диаграммы $2 =  я2 (фх) (рис. 
24.29), на которой показаны все фазы движения толкателя при 
полном угле поворота кулачка 1, равном

Определяем по методу, указанному в § 107, 4°, минимальный ра
диус г0 кулачка 1 и проводим окружность этим радиусом из 
точки А. Тогда определится начальное положение Вх точки ка
сания острия толкателя 2 с кулачком 1.

Для построения центрового профиля а — а кулачка воспользу
емся методом обращения движения (рис. 24.30), для чего сообщим 
кулачку и толкателю общую угловую скорость —ю1( равную и об
ратно направленную угловой скорости кулачка 1. Тогда толка
тель 2 займет на фазе подъема положения 1, 2, 3, 4 и 5, а точка ^  
займет последовательно положения В,11, в \ п , В \у и В^, лежащие 
на лучах, образующих равные углы ф}~3 =  ф! -8 =  фГ4 =  фГ5' Если 
масштаб перемещений (рис. 24.29) выбран равным масштабу 
чертежа, то, откладывая от точек В” , В[п , В ™ , В ^  отрезки, соот
ветственно равные

получим центровой профиль а — а кулачка на фазе подъема фп, 
если соединим плавной кривой точки Вц В2, В3, В4 и В5. На угле 
Ф вв верхнего выстоя профиль кулачка будет дугой окружности 
радиуса г0 +  Н.

Пользуясь диаграммой ва =  в2 (ф^ (рис. 24.29), с помощью ана
логичных построений можем построить точки В6 — В10, соответ
ствующие фазе опускания ф0.

На фазе нижнего выстоя фнв профиль кулачка будет дугой 
окружности радиуса г0. Если толкатель 2 оканчивается роликом 3 
радиуса г, то построение действительного профиля Ь — Ь сво
дится к построению эквидистантной кривой как огибающей по
ложений ролика 3.

Ф х=2п. (24.87)

(24.88)



Рис. 24.29. Диаграмма пути толкателя для кулачкового механизма, изо
браженного на рис, 24.2, а.



Уравнения центрового профиля а  —  а  (рис. 24.31) в по
лярной форме будут иметь вид

■д =  ф1, R =  r0 +  s2, (24.89)

где R — радиус-вектор кулачка 2 
в положении, в котором точка В за
нимает произвольно выбранное поло
жение В'. Если оси х и у  выбрать 
так, как это показано на рис. 24.31, 
выражения для координат центрового 
профиля в параметрической форме 
будут иметь следующий вид:

х =  R  cos ф! =  (r0 +  Sj) cos ф!,
(24.90) 

sin Ф1 =  (г0 -f- s2) sin фх.
(24.91)

Выражения для координат действительного профиля b — b 
могут быть получены из равенств (24.86), если за параметр 8 при
нять угол фх поворота кулачка:

dx

Рис. 24.3!. К определению коор
динат профиля кулачка кулачко
вого механизма с поступательно 

движущимся толкателем.

-  —  (Го +  S2) sin ф , +  COS ф ! - jg i .  

=  (Го +  St)  COS ф! +  sin ф1 .

(24.92)

(24.93)

Подставляя в равенства (24.86) значения х и у  из равенств
(24.90) и (24.91) и <1x1 &рх и <1у/йу1 из равенств (24.92) и (24.93), 
после некоторых преобразований получаем

Хь =  (го +  s2) cos ф! ±  г
(Го +  «2) COS фх +  s in  фх

г

dept

(r0 +  s2)* + ( ^ - ) 2

!/b =  (r0 +  s2) 51п ф 1 =р/-

d s 2COS <Pi
<*<P1 - ( ' '0 + S 2 )  sin Ф1

(24.94)

(24.95)

Уравнения действительного профиля Ь — Ь в полярной форме 
могут быть получены из известных соотношений

R b  V  "Г Уьу 

tg flv Уь
хь

(24.96)

(24.97)



Из рис. 24.31 следует, что для кулачковых механизмов рас
сматриваемого вида фазовый угол срх совпадает с полярным углом ф.

6°. Переходим к рассмотрению вопроса о проектировании про
филя кулачка механизма, показанного на рис. 24.2, в. Пусть закон 
движения толкателя 2 задан в виде диаграммы =  Яг (Фх)» пока' 
занной на рис. 24.29. При построении профиля кулачка 1 данного 
вида из центра вращения кулачка (рис. 24.32) проводим окруж
ность раДиуса, равного выбранному смещению / оси движения 
толкателя 2. Далее, по методу, изложенному в § 104, 5°, определяем

Рис. 24.32. К построению профиля кулачка кулачкового 
механизма с эксцентрично поставленным толкателем.

минимальный радиус г0 кулачка и проводим окружность этого 
радиуса. В точке пересечения окружности радиуса гю и оси движе
ния толкателя 2 находим точку В±. Точка Вх соответствует началь
ному положению толкателя. В обращенном движении ось толка
теля всегда касательна к окружности радиуса /. Последовательные 
положения толкателя определятся, если окружность разбить на 
части, соответствующие углам ср}-8, фГ3, ф! ••• на диаграмме 
¡ 2  =  йо (фх). В соответствии с этим получаем ряд точек Сх, С2 
С3,. . . /в  которых ось движения толкателя касательна к окружности 
радиуса I. Находим, далее, на пересечении оси движения толкателя 
с окружностью радиуса г0 точки В}1, В \и , В х ,..., являющиеся 
геометрическим местом точки Вх в движении толкателя 2 с угловой



скоростью сох. Из точек fi” , fij11, В \ч, ... откладываем вдоль оси 
движения толкателя отрезки slf \  sj" 4.........взятые с диа
граммы s2 — s2 (фх) (рис. 24.29), и получаем точки Въ В2, В3 .... 
являющиеся точками центрового профиля.

Построение действительного профиля аналогично построению 
профиля кулачкового механизма, показанного на рис. 24.30.

7 . Координаты центрового профиля а — а кулачка 1 (рис.
24.33) получаются из условий

tg(<Px +  P) =  -^ , (24.98) 

tg (#  +  P) =  i i ± ^ - ,  (24.99)

где фх — фазовый угол поворота 
кулачка 1, #  — полярный угол 
или профильный угол кулачка, 
s0 =  ВС  — расстояние, определяю
щее начальное положение точки В 
толкателя, s2 — перемещение тол
кателя при повороте кулачка на 
угол Фх и р — вспомогательный 
угол, равный р =  Z  ВАС'.

Исключая из равенств (24.98) 
и (24.99) угол р, получаем

ft =  Фх +  arctg — arctg f .

(24.100)
Имеем, далее, для радиуса-вектора R , определяющего некото

рое произвольно выбранное положение В' точки В толкателя, 
следующее выражение:

^  =  K (s0 +  s2) 2 +  /2. (24.101)

Выражения (24.100) и (24.101) определяют координаты центро
вого профиля а — а кулачка 2 в полярной форме. Из выражения 
(24.100) следует, что для кулачкового механизма рассматриваемого 
вида полярный #  и фазовый фг углы не равны между собой. Коор
динаты центрового профиля в выбранной системе координат хАу  
(рис. 24.33) имеют такой вид:

*  =  % cos ft =  K ( s 0+ s 2)a+ / 2 • cos (фх +  arctg -  arctg f j , (24.102) 

у = R  s in =  K (s 0+ s 2) 2+ / 2 • s in f фх +  arc tg 5»+ ^  _  arctg f j .  (24.103)

Координаты действительного профиля b — b (рис. 24.33) можно 
определить, если воспользоваться выражениями (24.86).



8°. Рассмотрим, далее, вопрос о проектировании кулачкового 
механизма, показанного на рис. 24.1, б. Закон движения коромысла
2 задан в виде диаграммы <р2 =  ср2 (Ф1) (рис. 24.34), где <р2 — угол 
поворота коромысла 2. Полный угол поворота коромысла 2 принят

} я В Т 10 11

- — г ,--------
( 4 «1 Н  М  1 V,

------ Ра .. --------------Ф~2
Га ' гм \

п --------- ----------------------------

Рис. 24.34. Диаграмма угла поворота коромысла кулачко- 
вого механизма.

равным Ф2. Минимальный радиус г0 кулачка 1 определяем по 
методу, изложенному в § 107, 6°. Тогда по заданным размерам 
/2 и /3 определится угол ф0 (рис. 24.35). Обращая движение меха
низма, находим положение точек С2, С3, С4 и С5 (рис. 24-35) оси

Рис. 24.35. Построение - профиля кулачка для кулачкового 
механизма с коромыслом.

вращения коромысла 2. Соответственно на окружности радиуса г0 

определяются точки В\, В \ \  В™, В \у и В]'. От полученных направ
лений С2В \\  С3В1П, С4В}¥ и  С5БУ откладываем углы фГ2, фГ3. 
фГ4 и взятые с диаграммы ф2 =  ф2 (Ф1) (рис. 24.34). Тогда



определятся точки В2, В3, Bi  и Вь центрового профиля кулачка 2, 
соответствующие фазе подъема коромысла. Построение профиля 
кулачка /  на фазе опускания является аналогичным. На фазах

верхнего и нижнего выстосв 
профиль кулачка 1 очерчи
вается дугами окружностей, 
имеющих центром точку А. 
Построение действительного 
профиля сводится к проведе
нию огибающей к положе
ниям ролика 3 выбранного 
радиуса.

9°. Координаты центро
вого профиля а — а кулач
ка 1 (рис. 24.36) определяются 
из следующих соображений. 
Полярный угол ft, образован-

Рис. 24.36. к определен т о  координат цен- НЫЙ РЗДИуСОМ-ВеКТОрОМ R  
трового профиля кулачка для кулачкового КуЛЭЧКа В ПОЛОЖвНИИ, В КО- 

механизма с коромыслом. ТОрОМ ТОЧКЗ В КОрОМЫСЛЗ 2
занимает произвольно выбран

ное положение В', определяется из рассмотрения треугольника А В1 С. 
Имеем

R  COS (О Р) ~ 1 3 12 cos (фо~г Фг)> (24.104)
/? s in (f l.-P )  =  /2 sin(<p0- f  ф2), (24.105)

где Р — вспомогательный угол. Из уравнений (24.104) и (24.105) 
получаем

■& — Р =  arctg к  sin (фо +  фг)
13 — k  cos (ф0 +  ф2) ‘ (24.106)

■ Далее, из треугольника АВС  имеем

ф1 - Р  =  агс8т ( - |М п ф 0). (24.107)

Исключая из уравнений (24.106) и (24.107) угол р, получаем

ft =  Ф1 +  arctg -j ¡2 Sin (ф0 +  ф2)
arcsin ( sin ф0) . (24.108)- /2 cos (фо +  ф2)

Длину радиуса-вектора R  получим из треугольника А В ’С':

(24.10Э)R  =  V l2  +  H — 2 l2l3cos  (ф«-+Ф2).

Из формулы (24.108) следует, что и для этого вида кулачковых 
механизмов полярный угол 0  и фазовый угол фх не равны между 
собой.
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Рис. 24.37. Диаграмма пути плоского толкателя в функции угла поворота
кулачка.

Рис 24.38. Построение профиля кулачка кулачкового механизма с плооким тол
кателем.

18 ' И. И, Артоболевский



Координаты центрового профиля а — а в выбранной системе 
координат хА у  (рис. 24.36) имеют вид

л г = Я  сое О. (24 .110)

¿/ =  /? з1п тЭ-, (24 .111)

где Я и О определяются из равенств (24.109) и (24.108). Коор
динаты действительного профиля Ь — Ь (рис. 24.36) можно полу
чить, если воспользоваться равенствами (24.86).
' 10°. Переходим к рассмотрению вопроса о проектировании про

филя кулачка механизма, показанного на рис. 24.2, б, у которого 
толкатель 2 оканчивается плоской тарелкой. Закон движения тол

кателя 2 задан в виде диаграммы 
=  2̂ (Ф1) (рис. 24.37). Построение 

профиля кулачка 1 при условии, что 
масштабы перемещения на диа
грамме в2 =  «2 (фх) (рис. 24.37) и схемы 
механизма совпадают, показано на 
рис. 24.38. При построении профиля 
кулачка 1 применим метод обращения 
движения. Минимальный радиус-век
тор г0 кулачка определяем по спо
собу, указанному в § 107, 7°.

Пусть в начале движения тарел
ка толкателя 2 находится в поло
жении — £ .̂ При вращении с угло
вой скоростью— Ш! тарелка занимает 
последовательно положения с1\1 - -  с/!1,
-III  Л И  . I V  . IV О! — Й1 , ¿1 — аг , ... и точка В1 

соприкасания тарелки с окружностью 
радиуса г0 последовательно проходит 

При перемещении толкателя

Рис. 24.39. К определению поляр
ных координат профиля кулачка Л11 
кулачкового механизма с плоским 1 

тдлкателем.

через положения В” , 5}п
со скоростью 
ные ва-2, г
¿3 С?з, ¿4

« Г
:ф2 его тарелка перемещается на расстояния, рав-

т. е. она занимает положения 2»
¿4,... Профиль кулачка 1 можно построить, если

-  (1.провести огибающую а — а всех положений — ¿2, 4  ч — чч> 
— ¿4,... тарелки. На углах фвв и фнв, соответствующих

фазам верхнего и нижнего выстоев, кулачок очерчивается по 
дугам окружностей, проведенных из центра А радиусами 
г0 +  /г и г0.

11°. Полярные координаты профиля а — а кулачка 1 (рис. 
24.39) имеют следующий вид. Проведем через точку С  соприкаса
ния профиля а  — а с некоторым произвольно выбранным положе
нием й' — й' тарелки нормаль п — п. Тогда мгновенный центр 
вращения Р 0 в относительном движении найдется на пересечении 
нормали п — п с прямой Л/, перпендикулярной к оси движения



толкателя 2. Величина А Р 0 будет равна А Р 0- 
угол 0  равен

Ф =  ф1 +  Р =  ф1 +  а ^ - ^ г ,
*о "г

и радиус-вектор Я кулачка в точке С ' равен

<*Я>1

( \ 2

. Полярный

(24.112)

(24.113)
I '

Координаты профиля а — а в выбранной системе координат 
(рис. 24.39) выразятся формулами

л: =  /?со5# , (24.114)
у  — / ? з т ф , (24.115)

где 7? и #  определяются по формулам (24.113) и (24.112).
12°. Для тех кулачковых механизмов, у которых толкатель 

оканчивается роликом, необходимо иметь в виду, что радиус г  
ролика не может быть выбран про
извольно. Необходимо руководство
ваться условием, чтобы эквидистант
ная кривая, представляющая собой

Рис. 24.40. К иссле* 
дованию вопроса о 
самопересечении дей
ствительного профи

ля кулачка.

Рис. 24.41. Динами
ческая модель кулач

кового механизма.

действительный профиль кулачка, не имела самопересечения. 
На рис. 24.40 видно, что если радиус ролика выбран равным 
гь  то самопересечения действительного профиля Ь' — Ь' мы 
не имеем.

Если увеличить раДиус ролика и выбрать его равным г2, то 
в точке т практический профиль Ь" — Ь" самопересекается.

13°. При больших нагрузках и высоких скоростях движения 
деформации звеньев оказывают заметное влияние на кинематические 
и динамические характеристики механизма, Например, при синтезе



быстроходных кулачковых механизмов профиль кулачка должен 
определяться с учетом упругости звеньев.

На рис. 24.41 показана динамическая модель кулачкового меха
низма с упругим толкателем. Упругость кулачкового вала не при
нимается во внимание, т. е. рассматривается механизм, в котором 
жесткость вала значительно больше жесткости толкателя. Масса 
толкателя т считается сосредоточенной в одной точке (верхнем 
конце толкателя). Действие сил упругости толкателя представлено 
пружиной а, не имеющей массы и помещенной между массой т и 
кулачком. На массу т действует внешняя сила Р.  Нижний конец 
толкателя (пружина) движется в контакте с кулачком, т. е. пере
мещение нижнего конца толкателя я, отсчитываемое от наинизшего 
положения, определяется профилем кулачка. Перемещение верхнего 
конца толкателя у  вследствие упругости толкателя отличается от 
перемещения в.

Связь между перемещениями у  и я может быть найдена из диф
ференциального уравнения движения массы т:

— Р +  с2 ( з - у )  =  ту, (24.116)

где с2 — коэффициент жесткости толкателя, т. е. отношение силы, 
приложенной к какому-либо концу толкателя, к величине его дефор
мации, считая другой конец закрепленным.

При силовом замыкании сила Р  может быть представлена в виде 
суммы силы внешней нагрузки Р с, силы замыкающей пружины Р пр и 
силы трения Т7:

Р = Р < + Р а +  Р.  (24.117)

Модуль силы замыкающей пружины может быть представлен 
в следующем виде:

Рп =  Рпо +  СгУ, (24.118)

где Р п0 — сила предварительной затяжки, сг — коэффициент жест
кости пружины.

С учетом соотношений (24.116) — (24.118) уравнение движения 
упругого толкателя (24.116) получает вид:

у + ^ С± у = ~ ^ ; Г " . (24-119)

Отсюда получаем искомую зависимость перемещения нижнего 
конца толкателя в от перемещения верхнего конца толкателя:

р с + р по+^,_|_ у  +  — д. (24.120)

Таким образом, для определения зависимости в (/) с учетом 
упругости толкателя должна быть задана функция у  (/) и вторая 
производная у (().
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СИНТЕЗ ПЛОСКИХ МЕХАНИЗМОВ С НИЗШИМИ ПАРАМИ

§ 109. Основные задачи синтеза

Г . Плоские механизмы с низшими парами применяются во 
многих машинах, приборах и устройствах.

Достоинства этих механизмов определяются в основном особыми 
свойствами низших пар, в которые входят звенья. В низших парах 
соприкасающимися элементами звеньев являются поверхности 
(плоскости — для поступательных пар, цилиндрические поверхно
сти — для вращательных пар), поэтому удельные давления и износ 
в них меньше, чем в высших кинематических парах. Элементы 
звеньев, образующих эти пары, изготовляются достаточно просто 
и точно, так как технология обработки плоскостей и цилиндриче
ских поверхностей в настоящее время разработана весьма тща
тельно и полно. Кроме того, для механизмов, образованных при 
помощи звеньев, входящих в низшие пары, в отличие от кулачко
вых механизмов, не требуется пружин и других устройств, обеспе
чивающих постоянное замыкание кинематических пар.

При помощи плоских механизмов с низшими парами можно 
теоретически точно воспроизвести любую плоскую алгебраическую 
кривую.

Однако практическое применение этих механизмов ограничи
вается тем, что эти механизмы получаются, как правило, много
звенными. С увеличением же числа звеньев в механизме возрастает 
вероятность получения недопустимых углов передачи и искажения 
заданной зависимости вследствие накопления ошибок, происходя
щих от неточности изготовления механизма. Поэтому некоторые 
законы движения ведомого звена практически не удается воспро
извести при помощи плоских механизмов с низшими парами. 
В этом состоит их основной недостаток. Другими словами, ку
лачковые и зубчатые механизмы вследствие разнообразия эле
ментов высших пар практически являются более универсальными, 
чем механизмы, составленные только из звеньев, входящих в низ
шие пары. Следует заметить, однако, что с развитием методов 
проектирования механизмов с низшими парами область их при
менения существенно расширяется. Например, в последние годы 
в Советском Союзе в машинах, служащих для выполнения неко
торых математических операций, и в машинах-автоматах были 
применены шарнирные механизмы, которые являются более совер
шенными по сравнению с ранее применявшимися кулачковыми и 
фрикционными механизмами.

2°. Прежде чем излагать сущность современных методов проек
тирования механизмов с низшими парами, рассмотрим кратко 
основные задачи синтеза этих механизмов.



В зависимости от назначения механизма точки ведомых звеньев 
должны иметь определенные траектории, перемещения, скорости 
и ускорения. Эти величины зависят от закона движения ведущего 
звена и от параметров кинематической схемы, т. е. от размеров 
звеньев механизма, которые определяют его кинематическую схему. 
В плоских механизмах с низшими парами параметрами кинемати
ческой схемы являются расстояния между центрами шарниров, 
размеры, определяющие положения поступательных пар, расстоя
ния до точек, описывающих траектории, и т. п. Определение пара
метров кинематической схемы механизма по заданным геометриче
ским и кинематическим условиям движения ведомого звена состав
ляет основную задачу проектирования механизмов, так как все

остальные этапы проектирования содер
жат лишь проверочные и вспомогатель
ные расчеты, позволяющие установить 
возможность и целесообразность реаль
ного выполнения полученной кинемати
ческой схемы механизмов.

В дальнейшем под синтезом меха
низмов с низшими парами будет под
разумеваться совокупность задач об 
определении параметров кинематической 
схемы по заданным условиям движения 
звеньев. Эти условия весьма разнооб
разны, и соответственно весьма разно
образны задачи, связанные с синтезом 
механизмов с низшими парами. Однако 

из обширного круга этих задач можно выделить задачу воспроиз
ведения заданного закона движения или, что то же, заданной це
левой функции.

3°. Задача о воспроизведении заданного закона движения со
стоит в определении таких параметров кинематической схемы, 
которые обеспечивают точное или приближенное движение ведо
мого звена по заданному закону при определенном законе движе
ния ведущего звена. Приведем примеры тех механизмов, в кото
рых требуется получить достаточно точное воспроизведение за
данного закона движения.

На рис. 25.1 показана схема механизма поперечно-строгального 
станка, в котором при равномерном движении ведущего звена 1 
суппорт 2 совершает возвратно-поступательное движение с уско
ренным обратным ходом, причем во время рабочего хода движение 
суппорта 2 должно быть приближенно равномерным. При синтезе 
этого механизма параметры кинематической схемы подбираются 
таким образом, чтобы на рабочем участке движения суппорта 
скорость ёго мало отличалась от постоянной величины, что важно 
для сохранения постоянной скорости обработки заготовки.

Рис. 25.1. Схема механизма по
перечно-строгального станка.



Кроме равномерного движения для ведомого звена могут быть 
заданы и более сложные законы движения. Таковы, например, 
задачи о синтезе механизмов грохотов, конвейеров, самонакладов 
и многих других. К задачам о воспроизведении заданного закона 
движения сводятся также задачи синтеза передаточных механиз
мов, применяемых в приборах для преобразования неравномерного 
движения чувствительного элемента в равномерное движение ука
зательной стрелки. Например, в механизме дифференциального 
вакуумметра, схема которого показана на рис. 25.2, перемеще
ния чувствительных элементов 1 и 2 передаются на стрелку 3 
посредством шарнирного четырехзвенного механизма АВСИ  и зуб
чатого сектора 4. Для получения равномерной шкалы следует по

Рис. 25.2. Схема меха
низма вакуумметра.

заданным перемещениям чувствительных элементов 1 и 2  найти 
углы поворота звена СЮ и затем определить параметры кинемати
ческой схемы шарнирного четырехзвенника АВСО  так, чтобы 
найденным углам поворота звена СИ соответствовали равные углы 
поворота звена АВ.

К группе передаточных механизмов, служащих для получения 
равномерной шкалы, близко примыкают шарнирные механизмы, 
применяемые в механических счетно-решающих устройствах. На 
рис. 25.3 показана кинематическая схема механизма, применяемого 
для механического воспроизведения логарифмической зависимости 
у  =  ^л: в пределах от х =  1 до х =  10. Если в этом механизме 
перемещать звено АВ  на величину, пропорциональную х, то углы 
поворота звена СО при определенных соотношениях между длинами 
звеньев будут с практически достаточной точностью пропорцио
нальны величине функции у  =  ¡ёл:. Этот приближенно выполняю
щий заданную зависимость механизм в эксплуатации оказывается 
более удобным, чем теоретически точно выполняющие эту зависи
мость механизмы с высшими парами или фрикционными устрой
ствами.



Во всех рассмотренных выше механизмах ведомые звенья вхо
дят во вращательные или поступательные пары со стойкой и, сле
довательно, совершают вращательные или прямолинейные поступа
тельные движения. Реже встречаются случаи, когда ведомое звено 
совершает сложное движение. В качестве примера можно указать 
на механизм грейфера съемочного киноаппарата (рис. 25.4), в ко
тором ведомое звено 2 при повороте ведущего звена 1 на угол 142° 
перемещает кинопленку 3 на величину, равную расстоянию между 
двумя соседними перфорированными отверстиями. В течение осталь
ной части оборота ведущего звена 1 пленка 3 неподвижна. При

с

синтезе этого механизма следует так подобрать параметры звеньев, 
чтобы конец ведомого звена 2 описывал траекторию, указанную 
на рис. 25.4, и, кроме того, геометрическая ось звена 2 занимала 
определенные заданные положения, соответствующие заданным 
положениям ведущего звена 1.

В приведенных примерах показаны механизмы, в которых тре
буется достаточно точное воспроизведение заданного закона движе
ния на всем рассматриваемом интервале перемещения ведущего 
звена. В некоторых случаях оказывается достаточным при синтезе 
механизма удовлетворить условиям воспроизведения отдельных по
ложений звеньев и значений скоростей и ускорений в этих поло
жениях и т. д. Все эти случаи, однако, можно рассматривать как 
частные случаи общей задачи о воспроизведении закона движения.

4°. При синтезе механизмов, в которых ведомые звенья совер
шают сложное движение, в некоторых случаях можно ограничиться 
только воспроизведением траектории одной точки этого звена.



Соответствующая задача синтеза механизмов носит название задачи
о воспроизведении заданной траектории.

Эта задача состоит в определении параметров кинематической 
схемы механизма, в котором одна из точек звена, совершающего 
сложное движение, движется по заданной траектории. В простей
ших случаях заданной траекторией является прямая линий'. М еха
низмы, в которых на шатуне имеется точка, движущаяся точно 
или приближенно по прямой линии, называются прямолинейно
направляющими механизмами. В приборостроении они применяются, 
например, в механизмах индикаторов.

На рис. 25.5 показана схема индикатора, в котором звено 1 
перемещается пропорционально измеряемой величине. Эта величина

записывается на вращающемся вокруг оси х — х барабане 2  по
средством пера 3, укрепленного на шатуне 4. При синтезе этого 
механизма параметры кинематической схемы механизма подбира
ются так, что точка М  шатуна 4 движется приближенно по прямой 
линии.

В тяжелом машиностроении прямолинейно-направляющие меха
низмы применяются также в подъемных кранах (рис. 25.6), в ко
торых приближенно-прямолинейная траектория точки М  шатуна 
ВС шарнирного четырехзвенника АВСИ  обеспечивает горизон
тальное перемещение груза.

К группе механизмов для воспроизведения заданной траектории 
относятся также механизмы для черчения линий, которыми поль
зуются не только для вычерчивания различных кривых, но и для 
обработки фасонных деталей. На рис. 25.7 показана схема одного 
из механизмов для черчения линий, а именно механизма для чвр- 
чения параболы, в котором точка Е  движется точно по параболе.

Кроме механизмов для черчения линий, большим разнообразием 
также обладают механизмы для перемещения различных мат'ериа-

Рис. 25.5. Схема прямолинейно-направ
ляющего механизма индикатора,

Рис. 25.6. Схема прямолинейно-направля
ющего механизма грузоподъемпого крана.



лов, в которых применяются характерные формы шатунных кри
вых (мешалка, тестомесилка и т. п.), петлеобразующие механизмы 
швейных машин и т. п.

Приведенных примеров из области приборостроения и общего 
машиностроения достаточно, чтобы показать практическое значение

решения задачи об определении кине
матической схемы по заданным усло
виям. Отметим только, что большое 
количество разнообразных примеров 
плоских механизмов с низшими па
рами можно привести почти из всех 
областей современного машинострое
ния. Все эти механизмы предназна
чены или для воспроизведения задан
ного закона движения (включая и 
задание отдельных положений звень
ев), или для воспроизведения задан
ной траектории.

5°. Решение указанных задач син
теза механизмов с низшими парами 
может вестись как графическими, так 
и аналитическими методами. Выбор

механизма длГ в^чер^ ив^иГ  п ар а- Т0Г0  ИЛИ ИН0Г0  М еТ0Д а В ЗНЗЧИТеЛЬНОЙ  
болы. мере зависит от тех условий, кото

рые поставлены при проектировании. 
Например, если поставлено условие, чтобы при приближенном 
выполнении заданного закона движения была дана оценка откло
нения требуемого движения от фактически полученного, то необ

ходимо применить аналитические методы, 
так как графические методы не могут дать 
полного ответа на поставленные условия. 
Графические методы наглядны, просты 
с точки зрения их усвоения и удобны 
для конструкторов, поэтому в инженерной 
практике графические методы решения за
дач проектирования нашли широкое при
менение. В последние годы советскими и 
зарубежными учеными были широко раз
виты аналитические и графоаналитические 
методы синтеза механизмов с низшими па
рами, вполне доступные для широкого 

круга конструкторов и инженеров. Ниже будет дано изложение 
вопроса в основном в том виде, как это было предложено Н. И. Ле- 
витским.

6°. Решение задачи о воспроизведении заданного закона движе
ния покажем на примере механизма четырехзвенника (рис. 25.8).

Рис. 25.8. К определению 
Параметров четырехзвенного 

шарнирного механизма.



Пусть закон движения ведущего звена А В задан в виде зави 
симости его угла поворота а  от времени 4  т. е.

<х =  а ( 9 ,  (25.1)

а закон движения ведомого звена СО задан в виде зависимости 
его угла поворота г|э также от времени 4  т. е.

$  =  Ч>(9. (25.2)

Исключая из уравнений (25.1) и (25.2) время /, получаем ф унк
цию положений:

^ = ;Ф(а). (25.3)
Связь между углами а  и устанавливается через размеры 

звеньев механизма, которые мы называем параметрами кинемати
ческой схемы механизма или сокращенно параметрами механизма. 
Следовательно, чтобы удовлетворить условию (25.3), необходимо 
соответствующим образом подобрать параметры механизма. Д ля  
шарнирного четырехзвенника, показанного на рис. 25.8, число 
независимых параметров можно считать равным шести. Это длины 
4 > /2, 4  и 4  звеньев, начальное значение ос0 угла а  и угол <р, обра
зованный стойкой АО  с осью Ах. Если определить только относи
тельные размеры звеньев, то можно принять

А . __1 А __ л ^ з _ _ /  4  __ ,
4 — ’ 1г ~ и> 4 ~ 1' 4 ~ г '

Таким образом, имеем пять параметров механизма: й, I, г , ф 
и а 0, подлежащих определению. Если заданы отдельные положения 
звеньев АВ  и СО углами осх, ос2, а 3...... а т и ч|з1( ч|>2, г|з3...... ^ т , об
разуемыми звеньями АВ  и СО с осью А х  (рис. 25.8), то мы получим, 
согласно зависимости (25.3), следующую систему уравнений:

Ч>1 =  Ч>(«1). 4>2=4>(а2), ^ = ^ ( « 3), . . . .  (25.4)
Если число уравнений (25.4) равно числу параметров, подле

жащих определению, то задача теоретически может быть полностью 
решена. В практических задачах вследствие трудности совместного 
решения уравнений (25.4) обычно некоторыми параметрами задаются. 
В связи с этим число т пар заданных соответственных значений 
углов а  и гр выбирается равным числу параметров, подлежащих 
определению. В указанной постановке задача о воспроизведении 
заданного закона движения носит название задачи о положениях.

7°. При проектировании передаточных механизмов контрольно- 
измерительных приборов и механизмов для выполнения математи
ческих операций (см., например, показанный на рис. 25.3) встре
чается необходимость воспроизвести заданный закон движения 
в форме некоторой зависимости '

^ = а 1з(а). (25.5)



При этом ставится требование, чтобы эта зависимость удовле
творялась на больших интервалах углов поворота звеньев АВ  и СИ 
(рис. 25.8) и давала бы непрерывное изменение функции (25.5) так, 
как это показано, например, на рис. 25.9. В этом случае задача 
может быть также сведена к задаче о положениях, но так как число

положений / , 2, т (рис. 25.9) долж
но быть достаточно большим, то число 
уравнений вида (25.4) будет значительно 
больше числа вычисляемых параметров 
механизма. В этом случае эти пара
метры подбираются так, чтобы зависи
мость (25.5) выполнялась приближенно. 
При этом отклонение от требуемого за
кона движения не должно выходить за 
пределы допускаемого.

В такой постановке эта задача проек
тирования может быть названа задачей

о приближенном воспроизведении заданного закона движения. Отме
тим, что закон движения может быть также задан и в виде пере
даточной функции ¿81:

Рис. 25.9. Диаграмма заданной 
зависимости угла поворота ко
ромысла от угла поворота кри
вошипа механизма шарнирного 

четырехзвенника.

<*>3
©1

(25.6)

где к»! — угловая скорость звена 1 (рис. 25.8) и со3 — угловая 
скорость звена 3.

Если известны начальные значения а 0 и углов а  и тр, то за
висимость (25.6) может быть приведена к зависимости (25.5), если 
произвести интегрирование зависимости (25.6) с учетом заданных 
начальных условий.

§ 110. Проектирование механизмов по заданным 
положениям звеньев

1°. Рассмотрим задачу о проектировании механизма шарнир
ного четырехзвенника (рис. 25.10) по заданным положениям его 
звеньев.

Если для упрощения задачи предположить, что неподвижные 
шарниры А и £) расположены по оси Ах, от которой ведется от
счет углов а  и гр (рис. 25.10), и принять угол ср (рис. 25.8) равным 
нулю, то при заданных длинах звеньев всякому заданному значе
нию а,- угла а  соответствует вполне определенное значение % 
угла г|з, а поэтому число параметров механизма, подлежащих опре
делению, равно трем (см. § 109, 6°). Это — параметры /, г и й, соот
ветственно равные



Следовательно, если будут заданы три положения звена А В  
(рис. 25.11) углами а ъ а 2, а 3 и три соответствующих им положения 
звена СИ углами я|3], \р2 и я)>3, то всегда могут быть определены пара
метры I, г и й, так как число уравнений вида (25.4) будет равно 
числу этих параметров.

Рис. 25.10. К проектированию 
схемы механизма шарнирного 
четырехзвенника по заданным 
положениям кривошипа и коро

мысла.

Рис. 25.11. Заданные положения 
кривошипа и коромысла механизма 

шарнирного четырехзвенника,

2°. Поставленная задача может быть решена следующим обра
зом. Представим стороны шарнирного четырехзвенника (рис. 25.12) 
в виде векторов i, I, г  и й, причем i  — Тогда имеем

i  +  l  =  d  +  r .  (25.7)

Проектируем обе части уравнения (25.7) на оси Ах  и Ау. Обо
значая угол, образованный шатуном ВС  
с осью Ах, через б, получаем для про
извольного ¿-го положения механизма 
уравнения проекций на оси Ах и А у  
в виде

cos а г + 1 cos бг =  d +  г cos \
, , • с ■ г(^Ь.о)

s in a ,-4 - /s in 6 i =  r sin%  J
или

(25.9)

Рис. 25.12. Проектирование 
схемы механизма шарнирного 
четырехзвенника по трем задан 
ным положениям кривошипа и 

коромысла.
I cos бi — d - \ - r  cos г|зг — cos a¡,
I sin б,- =  г sin г|5г — sin a¡.
Возводим почленно уравнения (25.9) в квадрат и складываем 

их. Тогда получаем
Р =  d2 +  г2 -f- 1 +  2dr  cos — 2d  cos a¿ — 2 r cos (фг — a,). (25.10)

Переносим /2 в правую часть уравнения (25.10) и делим все 
члены уравнения на 2d. Решая уравнение относительно eos a ¿, 
получаем

cos a¡ =  г cos cos (% — a () +  rf- + + 1 - . (25.11)

Введем обозначения:



Тогда уравнение (25.11) представится так:
cos щ =  р0 cos +  рх cos ( ^  — а¡) +  р2 (25.13)

Подставляя в равенство (25.13) заданные углы а 1( а 2, аз и 
■фг и %  (рис. 25.12), получаем систему, состоящую из трех линей
ных уравнений:

с О 8 а 1 = р 0 сО5 1}>1 +  р 1 с 0 8 ( ф 1 — +  р 2, ]

Решая совместно эту систему уравнений, определяем из нее 
величины р0, р2 и р2. Определив эти величины, можно с помощью 
соотношений (25.12) найти искомые параметры I, г и Л.

I 9

Если требуется спроектировать механизм по двум положениям 
звеньев АВ  и С Э, то одним из параметров механизма можно за
даться произвольно, и задача будет иметь бесчисленное количество 
возможных решений.

3°. Перейдем теперь к рассмотрению графических методов ре
шения задач о синтезе механизмов шарнирного четырехзвенника 
по двум и трем заданным положениям его звеньев. Эти задачи 
могут быть решены с помощью элементарных геометрических по
строений.

Пусть заданы два положения и ВаС2 шатуна шарнирного 
четырехзвенника АВСИ  (рис. 25.13). Требуется найти положение 
точек А и О — центров вращения звеньев четырехзвенника, вхо
дящих в кинематические пары со стойкой. Точки и В2 должны 
лежать на окружности с центром в Л, а точки С± а С2 — на ок
ружности с центром в £>. Через две точки можно провести бес
численное множество окружностей. Геометрическим местом центров 
этих окружностей является прямая 1 — 1, перпендикулярная 
к отрезку ВхВ2 и проходящая через середину п этого отрезка. 
Точку А можно поместить в любой точке прямой 1 — 1. Анало

cos а 2 =  р0 cos г|)2 - f  рх cos (ф2 — а 2) +  р2, 
cos а 3 =  р0 cos г|з3 +  Pi cos (i|)3 -  а3) +  p2.

(25.14)

Рис. 25,13, К проектированию  
схемы механизма шарнирного 
четырехзвенника по двум задан

ным положениям шатуна.

Рис. 25.14. К проектированию 
схемы кривошипно-ползунного ме
ханизма по двум заданным положе

ниям шатуна.



гично точка £> может быть выбрана в любом месте прямой 2 — 2 , 
перпендикулярной к отрезку СгС2 и проходящей через его середину 
т. Таким образом, для указанного задания можно построить бес
численное множество механизмов, удовлетворяющих заданным 
условиям. Дополнительные ограничения могут быть наложены, 
если, например, поставить условие, чтобы механизм был двух
кривошипный или кривошипно-коромысловый и т. д.

Если требуется, чтобы одна из точек звена ВС, например 
точка С, перемещалась по неподвижной прямой <7 — д, то центр Е) 
окружности должен находиться в бесконечности, вращательная 
пара О переходит в поступательную пару (рис. 25.14), и мы по
лучаем кривошипно-ползунный механизм.

Можно потребовать дополнительно, чтобы при заданном пере
мещении шатуна ВС углы поворота звеньев А В  и Б С  были такж е 
заданными, например, чтобы угол поворота звена А В  равнялся а , 
а угол поворота звена £>С равнялся р (рис. 25.15). Тогда соеди
няем точки Вх и В2 прямой и откладываем при точках Вх и В 2
углы, равные 90° — Точка пересечения А  прямых Вфх и В ф г
и определит положение оси А вращения звена А В. Точно так же, 
если соединить точки Сх и С2, при этих точках отложить углы
90° — то точка Б  пересечения прямых С1с1 и С%с2 определит
положение оси вращения О звена £>С.

4°. Пусть, далее, требуется построить шарнирный четырех- 
звенник, если заданы три положения шатуна ВС, например поло
жения В1С1, В2С2 и В3Са (рис. 25.16). Задача сводится к нахожде
нию центра окружности, проходящей через три заданные точки. 
Как известно, эта задача имеет только одно решение. Имеем точки 
Ви Вг и В3. Соединим прямыми точки Вх и В2, в середине отрезка 
ВХВ2 восставим перпендикуляр пх — пх. Далее, соединим точки В г

сое,

Рис. 24.15. К проектированию схемы 
механизма шарнирного четырехзвении- 
ка по двум заданным положениям ша
туна и дополнительно заданным углам 
между положениями кривошипа и ко-

Рис. 25.16. К проектированию схемы 
механизма шарнирного четырехзвен- 
ника по трем заданным положениям 

шдтуна.

ромысла.



и В3 и в середине отрезка В2В3 восставим перпендикуляр я 2 — п2. 
Положение центра А получится на пересечении перпендикуляров 
пг — пг и п2 — п2. Аналогично на пересечении перпендикуляров 
т1 — т х и т 2 — т2 определяется положение центра О. Если точки 

в

Рис. 25.17. К проектиро
ванию схемы механизма 
шарнирного четырех- 
звенника по трем задан
ным положениям коро
мысла и заданным углам 
передачи в заданных по

ложениях .

Рис. 25.18. К проектированию схемы ме
ханизма шарнирного четырехзвенника по 
трем заданным положениям кривошипа 

и коромысла.

Си С2 и С3 заданы на прямой, то звено СО выполняется в виде пол
зуна, как это было выяснено для случая, показанного на рис. 25.14.

Тем же методом может быть решена и задача о синтезе схемы 
шарнирного четырехзвенника по трем положениям ведомого коро

мысла или ползуна. В са
мом деле, если заданы три 
положения О С ,  О С х и О С 2 

коромысла 3 (рис. 25.17), 
то можно еще задаться 
тремя произвольными по
ложениями СВ, С1В1, С 2 В 2 

шатуна ВС относительно 
коромысла О С .  Зададимся 
углами передачи у, и у2, 
образуемыми шатуном и 
коромыслом, удовлетворя
ющими условию у — =  
=  ?2 =  Уш1п (см. § 87,3°). 
Тогда определится поло
жение точек В, Вх и В2 

звена АВ. Нахождение точки А и длины звена АВ  сведется к по
строению окружности, проходящей через точки В, Вг и В2.

5°. Рассмотрим теперь тот случай синтеза схемы шарнирного 
четырехзвенного механизма, когда заданы три положения двух его 
8веньев. Пусть, например (рис. 25.18), заданы положения звена 1,

Рис. 25.19. Построение схемы механизма шар» 
нирного четырехзвенника по трем заданным по

ложениям кривошипа и коромысла.



занимающего последовательно положения А В Х, А В 2 и АВ3, опре
деляемые углами а1( а 2 и а 3, и заданы положения плоскости, при
надлежащей звену 3. Положение этой плоскости задано в виде 
трех последовательных положений прямой D E , принадлежащей 
плоскости. Пусть прямая DE  занимает последовательно положе
ния DEX, D E2 и  D E 3, определяемые углами г ^ ,  г|з2 и i|)3 . Требуется 
определить длину- шатуна ВС, входящего в кинематические пары 
В я С со звеньями 1 и 3. Предположим, что шатун 2 входит со 
звеном АВ  в кинематическую пару с осью В. Тогда необходимо 
найти положение оси С вращательной кинематической пары, в ко
торую входят шатун 2 и звено 3. Рассмотрим положение точки В 
звена АВ  относительно прямой DEX (рис. 25.19). В первом поло
жении точка В образует с прямой ВЕХ треугольник DEXBX, во вто
ром положении — треугольник D B 2E2 и в третьем положении — 
треугольник D B 3E3. Теперь, чтобы найти положение точки В от
носительно прямой DEX, остановим эту прямую. Тогда первое 
относительное положение точки В совпадет с ее абсолютным поло
жением Вх. Вторым относительным положением точки В будет 
положение В'г, которое найдем, если сторону D E 2 треугольника 
DB2E2 совместим с DEX. Тогда вершина В 2 треугольника займет 
положение В '. Третье относительное положение точки В — поло
жение В'3 — построим, если сторону D E 3 треугольника D B 3E3 
совместим с D EX. В этом случае вершина В 3 треугольника займет 
положение B's.

В движении относительно прямой D E  точка В последовательно 
занимает положения Вх, В2 и В'л. Так как в рассматриваемом отно
сительном движении точка Сх шатуна 2 остается неподвижной, а 
точка. В занимает положения Вх, В* и В3, то точка Сх должна быть 
центром окружности, проходящей через точки Вх, В i и В Поло
жение точки С определим обычным путем. Соединим точки Вх, 
В’ъ и В'г прямыми и из середин N и М  отрезков BxB'i и В'гВ3 проведем 
перпендикуляры NCX и МСХ. Точка Сх пересечения этих перпенди
куляров и определит положение оси вращательной кинематической 
пары Сх в первом положении механизма.

Таким образом, требуемая схема шарнирного четырехзвенного 
механизма является фигурой ABXCXD. При трех заданных положе
ниях звена 1 и плоскости, принадлежащей звену 3, решение полу
чается единственным. При двух заданных положениях точка С 
может быть выбрана в любой точке перпендикуляра, восставленного 
в середине отрезка, соединяющего соответствующие положения 
точки В.

6°. Аналогично решается задача, если потребуется спроектиро
вать схему кривошипно-ползунного механизма. Пусть заданы три 
положения плоскости кривошипа в виде трех последовательных 
положений АЕХ, А Е 2 и А Е 3 прямой А Е , принадлежащей этой 
плоскости, и три положения ползуна Сх, С2 и С3 (рис. 25.20).



Соединяем точки Ех, Ег и Ея прямыми с точками Сх> С2 и С3. 
Получаем тогда треугольники АЕХСХ, А Е 2С2 и А Е 3С3. За начальное 
положение берем положение кривошипа, определяемое прямой АЕХ. 
Пусть кривошип входит в кинематическую пару с шатуном в точке

Рис. 25.20. Построение схемы кривошипно-ползунного механизма по трем заданным 
положениям кривошипа и ползуна.

В. Для определения положения точки В строим на отрезке АЕХ 
треугольники А Е хС'г и АЕХС'$, соответственно равные треугольни
кам АЕ2С2 и А Е 3С3. Искомая точка В должна быть центром ок
ружности, проходящей через точки Сх, С$ и С',. Для ее определе

ния соединяем прямыми точку Сх с точкой С% 
и точку С'ч с точкой С', и из середины отрез
ков СхС'г и С^Сз восставляем перпендикуляры 
ЫВ1 и МВХ. Точка Вх пересечения этих пер
пендикуляров и определит положение оси вра
щательной пары В, в которую входят криво
шип 1 и шатун 2. Таким образом, требуемая 
схема механизма является фигурой АВХСХ.

В настоящее время вопросы проектирова
ния механизмов с низшими парами значи
тельно развиты. В частности, решены задачи 
о проектировании механизмов с низшими па
рами, звенья которых занимают четыре и 
пять заданных положений, и многие другие 
задачи точного и приближенного синтеза 
механизмов *).

7". Рассмотрим еще задачу о синтезе схемы шарнирного четы- 
рехзвенника по заданному коэффициенту изменения средней ско
рости ведомого звена. Пусть четырехугольник АВСБ  имеет веду
щим звеном кривошип АВ  (рис. 25.21). Крайними положениями

Рис. 25.21. К решению 
задачи о проектировании 
схемы механизма шар
нирного четырехзвен ни
ка по заданному коэффи
циенту изменения сред
ней скорости ведомого 

звена.

*) См. А р т о б о л е в с к и й  И.  И. ,  Л е в и т с к и й  Н. И.г Ч е р к у- 
д  и н о в С. А ., Синтез плоских механизмовг Физматгиз1 1959.



коромысла пусть будут положения О С ' и ОС". В этих положениях 
центры кривошипа АВ  и шатуна ВС  располагаются по одной пря
мой. Тогда при переходе коромысла из положения ОС' в положе
ние ОС" кривошип поворачивается на угол ср", а при переходе 
из положения ОС" в положение О С ' — на угол ср\ Если кривошип 
АВ  вращается с постоянной угловой скоростью, то отношение 
углов поворота ср' и ф" равно

£  =  £ .  (25.15)

где ? и Ь" суть промежутки времени, за которые кривошип А В 
поворачивается соответственно на углы ф ' и ф". За время и Г 
точка С пройдет пути, равные дугам

и С " С ' =  ^ С 'С " .  (25.16)

Очевидно, что средние скорости точки С при прохождении дуг 
С"С' и С'С" не будут равны. Величина средней скорости ь" при 
переходе точки С из положения С' в положение С" равна

V "  =  (25.17)

а величина средней скорости у' при переходе точки С из положения 
С" в положение С' равна

^ С Т (25.18)

Разделив равенство (25.17) на (25.18) и приняв во внимание 
равенства (25.15) и (25.16), получим

у"  _  V _  Ф' _ к
V ' ~  1 "  ~ ~  ф "  " ~ Д •

Величина К  носит название коэффициента изменения средней 
скорости ведомого звена. Из рис. 25.21 видно, что величина коэф
фициента К  равна

(25Л 9>

Из формулы (25.19) можно определить значение угла 0 , обра
зованного направлениями А С  и АС":

0 = 1 8 0 °  (25.20)

С задачей синтеза механизма по заданному коэффициенту из
менения средней скорости ведомого звена мы встречаемся в тех 
случаях, когда требуется, чтобы движение ведомого звена проис
ходило с различными скоростями во время прямого и обратного



ходов. Например, с таким заданием можно встретиться при проек
тировании механизма строгального станка, механизма грохота 
и других механизмов, где требуется, чтобы средняя скорость в пе
риод прямого (рабочего) хода ведомого звена была меньше, чем 
в период его обратного (холостого) хода.

8°. Синтез схемы механизма шарнирного четырехзвенника по 
заданному коэффициенту К  может быть выполнен следующим 
образом. По заданному К  вычисляем, пользуясь формулой (25.20), 
угол 9 . Далее строим заданные крайние положения ОС' и ОС"

коромысла ОС (рис. 25.22). Пусть они 
образуют некоторый угол г]х Точки С' 
и С" соединяем прямой и на отрезке С'С", 
как на хорде, строим дугу, вмещающую 
угол 0 . Для этого в точке С" восстав
ляем перпендикуляр С"п к отрезку С"С' 
и при точке С' строим угол 90° — 6 . 
Тогда угол С"АС' будет равен 0 . Через 
точки С', С" и А проводим окруж
ность Ь. Центр вращгния кривошипа А В 
может быть выбран в любой точке на 
окружности Ь. В самом деле, соединив 
прямыми любую точку этой дуги с точ
ками С' и С", мы получим угол между 

этими прямыми, равный 8 . Пусть, например, центром вращения 
кривошипа выбрана точка А г . Тогда отрезки ЛХС" и АгС' будут 
равны

А гС " = 1 - г  и А1С! =  1 +  г,

где г и I суть длины кривошипа АВ  и шатуна ВС. Из этих урав
нений следует:

АхС’ - А 1С" =  2г,
или

г = А 1 В = в * £ = а£ 1 '

Из точки Ах проводим дугу радиусом АХС" до пересечения 
с линией АХС' в точке Е. Тогда отрезок ЕС' получается равным 2г, 
откуда

Откладываем от точки А х на прямой АХС  отрезок А^В', равный 
Е С ’ /2, а на продолжении прямой ЛХС" — отрезок АхВ", также 
равный ЕС’ 12. Тогда получаем четырехзвенный шарнирный 
механизм, обладающий заданным коэффициентом К .

Рис. 25.22. Построение схемы 
механизма шарнирного четы- 
рехзвениика по заданному ко
эффициенту изменения средней 

скорости ведомого звена.



Так как в качестве центра вращения звена АВ  могут быть 
выбраны различные точки окружности Ь, то можно налагать на 
размеры звеньев механизма дополнительные условия, например, 
можно задаться длиной одного из звеньев механизма и т. д.

9°. Аналогично может быть решена задача о синтезе схемы кри- 
вошипно-ползунного механизма по заданному коэффициенту К- 
Для этого по заданному коэффициенту К  определяем угол 0 . Далее 
на оси х — х  движения ползуна С (рис. 25.23) намечаем положения 
С' и С" ползуна. В точке С' восставляем перпендикуляр С'п.  При 
точке С" откладываем угол 90° — 6 . Тогда определится положение 
точки N  — одной из точек дуги, вмещающей угол 0 . Проводим 
через точки С', N  и С" окружность Ь.  Центром вращения звена АВ

может быть выбрана любая точка окружности Ь. На рис. 25.23 
в качестве центра вращения звена А В  выбрана точка А ,. Тогда 
аналогично ранее рассмотренному построению определится длина 
кривошипа АВ  и длина шатуна ВС. В качестве дополнительного 
условия можно задать, например, размер е дезаксиала.

В заключение рассмотрим механизм с качающейся кулисой. Из 
рис. 25.24 непосредственно следует, что угол 0 равен углу ^  поворота 
кулисы. Следовательно, при синтезе кулисного механизма коэффи
циент К  определяется заданным углом 1|э качания кулисы, т. е.

Этому значению К  удовлетворяют различные точки прямой О п, 
делящей угол г|) пополам. В качестве дополнительного условия мо
жет быть, например, задано расстояние А В  между точками А  и О. 
При выборе расстояния АИ необходимо соблюдать условие, чтобы 
оно было больше радиуса кривошипа АВ.

Рис. 25.23. Построение схемы кри- 
вошипно-ползунного механизма по 
заданному коэффициенту измене
ния средней скорости ведомого 

звена.

Рис. 25.24. К проектиро
ванию схемы кулисного 
механизма по заданному 
коэффициенту изменения 
средней скорости ведо

мого звена.

180ч +  г|) 
180^ — ' (25.21)



§ 111. Условия существования кривошипа 
в четырехзвенных механизмах

1°. Вопрос о соотношениях между длинами звеньев четырех
звенных механизмов имеет весьма большое значение при синтезе 
этих механизмов. Поэтому необходимо выяснить, каковы эти соот

ношения у четырехзвенных механизмов, выпол
няющих различные заданные движения.

Связь между размерами звеньев четырех
звенных механизмов и их движением может 
быть представлена математически в виде неко
торых неравенств. 

р и с . 25.25. к опреде- Пусть дан механизм шарнирного четырех- 
мож*юст̂ существова- звенника ABCD  (рис. 25.25), у которого длины 
ния кривошипа у ме- звеньев обозначены через а, Ь, с и d. Требуется 
х'четырехзвеннИика?г° выяснить, при каких условиях звено АВ  будет 

кривошипом, т. е. будет проворачиваться на угол 
360°, если принято, что а <  b <  с <  d. Соединим точки В и D  пря
мой и обозначим расстояние BD через /. Тогда из треуголь
ника ABD  следует:

/ 2 =  а 2 +  d2 — 2adcos(p, (25.22)

а из треугольника BCD имеем:
b +  c ^ f ^ c - b .  (25.23)

Из выражения (25.22) получаем
a2 +  d2 — П
- Тш  • с ° * Ф -

Принимая во внимание неравенства (25.23), имеем
a? +  d2 — (b + c )2

2 ad
a2-\-d2 — (с — Ь)г 

2 ad

COS ф, (25.24)

cos ф. (25.25)

Если звено а поворачивается на угол 360°, то угол ф принимает 
значения от 0 до 360° и cos ф меняется в пределах от + 1  до — 1. 
Так как левая часть неравенства (25.24) должна быть меньше наи
меньшего значения cos ф, а левая часть неравенства (25 .25)  должна 
быть больше наибольшего значения cos ф, то

a2 +  d2- ( b  +  c)2 , a2 +  d2- ( c - b ) 2 , «
2ad ~~~~ ’ 2ad * '

Из этих неравенств имеем
а2- \ -й 2 — Ь2 — 2 Ьс — с2 ^  — 2 ad, 
а2 +  d2 — b2 - f  2 be — с2 ^  +  2 ad.



Отсюда перенесением членов получаем

а2 +  2 ай +  й2^ Ь 2 +  2 Ьс +  с2, 
а2 — 2ас1 <12 ^  Ь2 — 2 Ь с с 2,

или
(а +  й)2^ (Ь -\-с )2, (с1 — а)2^ ( Ь  — с)2, 

или окончательно
с1 -{-а ^ Ь -\-с , (25.26)
й — а ^ Ь  — с. (25.27)

Неравенство (25.27) может быть представлено так:

й +  с ^ а  +  Ь,

но последнее неравенство вытекает из принятого ранее условия 
а <  Ь <  с <  й, т. е. неравенство (25.27) не дает никаких новых 
условий.

Из неравенства (25.26) следует: чтобы в шарнирном четырех- 
звеннике, у  которого стороны удовлетворяют условию а<сЬ<с_с <Сс1, 
звено а было кривошипом, необхо
димо, чтобы сумма длин наимень
шего и наибольшего звеньев была 
меньше или равна сумме длин двух 
других звеньев.

2°. Аналогичными рассуждения
ми могут быть найдены необходи
мые соотношения между звеньями 
шарнирного четырехзвенника и для 
всех других случаев, как, напри
мер, когда требуется, чтобы звено с 
было кривошипом или чтобы одновременно звенья а и с были кри
вошипами и т. д. Решение для всех случаев сводится к решению 
соответствующих треугольников.

С помощью условий (25.26) и (25.27) можно показать, что если 
в механизме,у которого а <_Ь <  с <  й (рис. 25.25), сделать непод
вижным звено Ь и й, то получим кривошипно-коромысловый меха
низм. Если неподвижным сделать наименьшее звено а, то механизм 
будет двухкривошипным, и, наконец, если неподвижным сделать 
звено с, то механизм превращается в двухкоромысловый.

Анализ всех возможных случаев расположения звеньев ш ар
нирного четырехзвенника приводит к общему условию, которое 
может быть сформулировано так.

Все шарнирные четырехзвенники распределяются по двум гр уп 
пам. К первой относятся те, у которых сумма длин наименьшего 
и наибольшего звеньев меньше или равна сумме длин двух других

Рис. 25.26. К определению условий  
возможности существования криво
шипа у кривошипно-ползунного меха

низма.



звеньев; ко второй — в которых эта сумма больше суммы осталь
ных. Механизмы первой группы при постановке на наименьшее звено 
представляют собой двухкривошипные механизмы, при постановке 
на звено, смежное с наименьшим, — кривошипно-коромысловые, 
причем кривошипом служит наименьшее звено, а при постановке на

звено, противоположное наи
меньшему, — двухкоромысло- 
вые. Механизмы второй группы 
все двухкоромысловые.

3°. Если, подобно шарнир
ному четырехзвеннику, напи
сать соотношение между раз
мерами звеньев кривошипно- 
ползунного механизма (рис.
25.26), то получим, что звено 
а будет кривошипом, если

а < Ь  — е,

Рис. 25.27. К опре
делению условий воз
можности существо
вания кривошипа у 
кулисного механизма 
с вращающейся ку

лисой.

Рис. 25.28. К опре
делению условий воз
можности существо
вания кривошипа у 
кулисного механизма 
с качающейся кули

сой.

где е есть дезаксиал. Звено а 
будет коромыслом, если

а >  Ь — е.

Наконец, для кулисного 
механизма (рис. 25.27 и 25.28) 

из очевидных геометрических соображений следует, что звено с 
(кулиса) будет кривошипом, если

а > й - \ - е .

Кулиса с будет коромыслом, когда
а <  И-\-е.

В первом случае мы получаем так называемый механизм вра
щающейся кулисы (рис. 25.27); во втором случае мы получаем меха
низм качающейся кулисы (рис. 25.28).

§ 112. Определение ошибок механизмов

1°. В рассмотренных задачах синтеза механизмов мы опреде
лили параметры механизмов, удовлетворяющие заданным законам 
движения, отдельным динамическим характеристикам и выбранной 
структуре. Спроектированные кинематические схемы механизмов 
можно назвать теоретическими схемами или теоретическими меха
низмами, так как при подборе параметров в теоретических схемах 
механизмов принималось, что все элементы кинематических пар 
являются геометрически точно выполненными, отсутствуют зазоры 
в кинематических парах, размеры всех звеньев не отклоняются от



спроектированных, оси кинематических пар расположены так, как 
это предусмотрено структурой механизмов.

В реально построенных механизмах действительные их пара
метры могут отличаться от теоретических вследствие неточности 
изготовления звеньев и элементов кинематических пар, неточности 
монтажа механизмов, износа элементов кинематических пар при 
работе механизмов и т. д.

Отклонение действительных параметров от теоретических носит 
название ошибки механизма. Учет всех возможных ошибок реаль
ных механизмов представляет весьма сложную задачу, так как эти 
ошибки зависят от технологии изготовления деталей механизмов, 
условий сборки звеньев механизмов, условий его эксплуатации 
и т. д. Раздел теории механизмов, занимаю
щийся исследованием ошибок механизмов * 
происходящих от различных факторов, иссле
дованием влияния этих ошибок на кинематику 
и динамику механизмов и синтезом механиз
мов с учетом возможных ошибок, носит на
звание теории точности механизмов. р ис. 25. 29. к оппеделе- 

В настоящем параграфе мы рассмотрим
ТОЛЬКО в о п р о с  О ТОМ, к а к  МОЖНО ДЛЯ п р о -  ДЛИН звеньев м ехан и зм а 

» -  ш арнирного четы рехзвенстеиших механизмов определять основные н н Ника. 

возможные ошибки.
2°. Назовем ошибкой положения' механизма разницу положений 

ведомых звеньев действительного и соответствующего теоретиче
ского механизмов при одинаковых положениях ведущих звеньев 
обоих механизмов. Ошибкой перемещения тогда можно назвать 
разницу перемещений ведомых звеньев действительного и теорети
ческого механизмов при одинаковых перемещениях ведущих звеньев 
обоих механизмов. Рассмотрим вопрос о том, как могут быть опре
делены ошибки положений механизма. Если известны параметры 
<71. <?2. <7з> •••. Ят теоретического механизма, то параметр р, опреде
ляющий положение ведомого звена, будет всегда некоторой функ
цией от параметров <7Х, ^2, <7з> •••> Ят, т. е.

Р =  Р(Яи Чъ Яз.........Ят)- (25.28)

Например, для механизма шарнирного четырехзвенника 
(рис. 25.29), у которого ведущим является кривошип 2, за пара
метр р может быть принят угол ф41, образованный звеном 4 со 
стойкой 1. Параметрами <7Х> ^2, <?3, ... , <7т  могут быть длины /1( 
/2, /3, /4 звеньев, и функция (25.28) будет иметь вид

Ф .. = ( 0 . ^ / .  /„ /„ / Л  Г95.29'>
Т  41 т 4 1  V I »  -&•> " 4 / *  V-------■ /

В действительном механизме параметры ^2, <73, . . . ,  Ят 
могут отличаться от теоретических их значений на малые вели



чины Aq1} Aq2, Aqa......... Aqm. Следовательно, и параметр р будет
также отличаться на некоторую величину Ар, и для действитель
ного механизма будем иметь

p +  A p = f [ ( q 1 +  AqJ, (q2 +  Aq2), (qm +  Aqm)]. (25.30)

Разлагая правую часть равенства (25.30) в ряд Тейлора и огра
ничиваясь ввиду малости величин Д ^ , Aq2, Aq3, Aqm членами 
первого порядка, получаем

Р +  АР =  Р +  ̂ А д1 +  -?1-Ад2+ . . . + ^ - А дт, (25.31)
или

^Р — ~dq̂  ^ J r ' ' ' J rdq^ ^ т' (25.32)

Это выражение дает величину суммарной ошибки положения 
Ар ведомого звена как сумму ошибок, возникающих вследствие 
отклонений параметров действительного механизма от теоретиче
ского. Если для каких-нибудь двух положений ведущего звена опре

делены ошибки положения (Ар)х 
и (Ар)2, то ошибка перемещения на 
этом интервале будет равна раз
ности ошибок положений, т. е.

(Ар)х-а =  (А р )а -(А /э )1. (25 .33)
Рис. 25.30. К определению ошибки по- оо г»
ложения ползуна кривошипно-ползун- à  • НЯССМОТрИМ ВОПрОС О ТОМ,

но™ механизма. к а к  МОГу Т б ы т ь  О п р е д е л е н ы  О ш и б к и

положения механизмов, происхо
дящие от ошибок в длине их звеньев. Пусть, например, требуется 
определить ошибку положения (Ал:с) /3 точки С ползуна (рис. 25.30) 
кривошипно-ползунного механизма ABC, происходящую от ошиб
ки А/3 в длине /3 шатуна 3. Как это было показано в § 24, коорди
ната Хс, определяющая положение точки С, равна

%с== ̂ 2 cos ф2 -f- ']/" /§ /§ sin2 ф2. (25.34)

Согласно равенству (25.32) имеем
дх,

(Адсс)/. — -щ- А13. (25.35)

Величина частной производной ~  равна

дхп L
а, — 1 ГТ>--- („ • о (25.36)äh V h — Ч sm Ф2

Подставляя в равенство (25.35) выражение (25.36), получаем



значение ошибки положения (Алгс)/3:

=  ,25.37)

Аналогично может быть найдена ошибка положения {Ахс)и, 
происходящая от ошибки Д/2 в длине /2 кривошипа 2. Имеем

дхг
{Ьхс)1г = ~ Ы 2. (25.38)

Величина частной производной ^  равна012

дхг  L sin2 ф2

W = C 0S^ - 7 I = f í P l ‘- <25-39)
Следовательно,

(^Xc)i2—Al2 (cos ф2 — . (25.40)
\ V  Ц — Ч sm2 ф2 у

Суммарная ошибка положения Ахс точки С, согласно равенству 
(25.32), равна

àxc =  (Axc)i2 +  (Axc)u. (25.41)

4°. Как это было показано выше, во многих случаях аналити
ческие выражения для перемещений теоретических механизмов

(А хс\ ,

З Й 3—7777:
ч е  1 я

Рис. 25.31. Преобразованный кривошипно-ползунный механизм с изменяющейся дли
ной кривошипа; а) схема механизма; б) план малых перемещений.

являются сложными. Поэтому для определения ошибок положения 
можно использовать метод планов малых перемещений для преоб
разованных механизмов.

Пусть, например, требуется определить ошибку положения (Ахс)и 
точки С от ошибки в длине /2 кривошипа 2 (рис. 25.31). Ошибку 
можно определить, если считать, что точка В может переместиться 
(рис. 25.31, а) вдоль оси АВ  звена 2 на величину ±  А/2. В зависи
мости от того, увеличивает ли ошибка А/2 длину 12 звена 2 или ее 
уменьшает, мы как бы останавливаем кривошип 2 и вводим допол
нительный ползун 5, который может скользить вдоль оси АВ  кри
вошипа 2. Такой механизм называется преобразованным механиз



мом. Если теперь сообщить ползуну 5 перемещение, например 
+  А/2, то перемещение (Ахс) можно найти, если построить план 
малых перемещений (рис. 25.31, б), как обыкновенный план ана
логов скоростей. На этом плане отрезок (pb) пропорционален Д/2, 
а отрезок (рс) пропорционален (Лхс)/,. Естественно, что из-за 
малости величин ошибок планы малых перемещений надо строить, 
применяя соответствующие масштабы и откладывая отрезок (pb), 
пропорциональный Д/2, в соответствующем направлении в зависи
мости от его знака.

Из треугольника pbc (рис. 25.31, б) можно получить аналитиче
ское выражение (25.30) для ошибки (Axc)i3.

Рис. 25 .32 . Преобразованный кривошипно-ползунный механизм с изменяющейся длиной 
шатуна; а) схема механизма; б) план малых перемещений.

На рис. 25.32, а показан преобразованный механизм для опре
деления ошибки (AXc)i3, происходящей от ошибки А/3 в длине 
звена 3 .Если принять, что ошибка Д/3 имеет знак минус, то план 
малых перемещений будет иметь вид, показанный на рис. 25.32, б.

Ошибки (Ахск и (Axc)i, в слу
чаях, показанных на рис. 25.31,а 

и, и на рис. 25.32, а, имеют один
и тот же знак. Следовательно, 
суммарная ошибка АХс равна

Ахс =  (Д*с)<, +  (А*с)/,. (25.42)
Если ошибка А/3 звена 3 

имела бы знак плюс, то ошиб
ки (Ал:с)/г и (Axc)i, имели бы 

Лг+А/) разные знаки и суммарная ошиб
ка А Хс была бы равна разности 
ошибок:

Ах =  (Алгс)/, — (А*с)/,. (25.43)
Рис. 25.33. К определению ошибок поло
жений кулачкового механизма: а) схема 
механизма; б) план малых перемещений.

5°. Методом планов переме
щений можно определить ошиб
ки положений и в механизмах 

е высшими парами. На рис. 25.33, а показан кулачковый меха
низм. Пусть требуется определить ошибку положения Ахс точки С 
толкателя, происходящую от ошибки А г в радиусе г  ролика 3 и



от ошибки Ар в радиусе кривизны р кулачка 1, в точке соприка
сания И. Так как заменяющим механизмом является кривошипно- 
ползунный механизм АВС с переменным по длине шатуном ВС, 
то для определения ошибки преобразованный механизм аналоги
чен механизму, показанному на рис. 25.32, а, а поэтому из точки р 
плана малых перемещений (рис. 25.33, б) откладываем в направ
лении, параллельном нормали, сумму ошибок Д г + Д р ,  а из 
точки Ь проводим перпендикуляр к направлению нормали п — п 
до пересечения в точке с с направлением, параллельным оси дви
жения толкателя 2, проведенным через точку р.

Отрезок (рс) пропорционален ошибке Ахс перемещения точки С 
толкателя 2.

Из плана малых перемещений (рис. 25.33, б) следует:

6°. Учет ошибок положения, возникающих в результате зазо
ров в кинематических парах, является более сложным, ибо для 
решения задачи необходимо установить точку соприкасания эле
ментов пары и определить, в каком направлении выбирается зазор.

На рис. 25.34 показаны схематично взаимные положения элементов 
пары В кривошипно-ползунного механизма (рис. 25.35). Обычно 
точка D соприкасания элементов пары звеньев 2 и 3 принимается 
в направлении действия реакции Р 32 или Р 2Э. Это направление может 
быть определено только после кинетостатического расчета меха
низма. Пусть это есть направление п — п. Тогда проводим на схеме 
механизма (рис. 25.35, а) через точку В направление п — п. Пол
зун 5 преобразованного механизма, показанный на рис. 25.35, а 
штриховой линией, имеет возможность двигаться вдоль направле
ния п — п. Строим план малых перемещений (рис. 25.35,6), от
кладывая ошибку Дт от зазора в паре В в направлении п — п. 
Ошибка положения Дхс точки С оказывается пропорциональ
ной отрезку (рс). Величина Axç определяется из плана малых

(25.44)

ъП

Рис. 25.34. Вращательная пара 
с зазором.

Рис. 25.35. Преобразованный кривошипно-пол- 
зунный механизм: а) схема механизма; 6) план 

малых перемещений.



перемещении:

Более сложные случаи ошибок положений, возникающих вслед
ствие перекоса осей и направляющих, неточностей радиусов кри
визны и т. д., мы не рассматриваем. Все эти вопросы подробно 
исследованы в работах Н. Г. Бруевича и его учеников х).

В заключение отметим, что решение задач синтеза механизмов 
в настоящее время в основном может вестись с помощью современ
ных счетно-решающих машин, позволяющих производить расчет 
многочисленных вариантов механизмов, из которых конструкто
ром могут быть выбраны оптимальные.

1) Б р у е в и ч  Н. Г., Точность механизмов, Гостехиздат, Москва 1946.



Ч А С Т Ь  Ч Е Т В Е Р Т А Я  

ОСНОВЫ ТЕОРИИ МАШИН-АВТОМАТОВ

О Т Д Е Л  Ш Е С Т О Й  

СИНТЕЗ И УПРАВЛЕНИЕ МАШИ НАМИ-АВТОМАТАМИ

Г Л А В А  X X V I

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ МАШИН-АВТОМАТОВ 

§ 113. Краткое введение в теорию машин-автоматов

1°. В § 2 нами были изложены основные определения машины, 
машины-автомата и систем машин автоматического действия.

В настоящей главе будут рассмотрены основные параметры, 
которые необходимо учитывать при синтезе машин автоматического 
действия.

Подавляющее большинство предметов искусственного проис
хождения, которые окружают человека, изготовлено с помощью 
самых различных технических устройств, получивших обобщенное 
наименование технологического оборудования. Современной фазой 
развития технологического оборудования являются технологиче
ские комплексы, представляющие собой человеко-машинные си
стемы, в составе которых имеются технологические (производст
венные), транспортные, энергетические и информационные машины, 
устройства и аппараты.

Технологический комплекс или система машин — средство реа
лизации технологического процесса в производственных условиях.

В ходе технологического процесса, имеющего целью получение 
заданного количества продукции, характеризующейся заданными 
значениями показателей качества (точности, надежности, эстетиче
ских или потребительских свойств и т.. д.) и заданными значениями 
стоимостных показателей, осуществляется изменение формы, 
свойств и состояния объекта обработки, которое сопровождается 
изменением положения объекта обработки в пространстве.

Как и во всяком процессе, в технологическом процессе перера
батываются взаимосвязанные материальные, энергетические и ин
формационные потоки.

Технологические машины перерабатывают исходные материаль
ные потоки (в виде сырья, полуфабрикатов, заготовок), потребляя 
потоки соответствующей энергии и соответствующую информацию.



Технологический процесс — совокупность операций непосред
ственной обработки и вспомогательных операций. Операции обра
ботки, которым может быть свойственна любая природа: механи
ческая, химическая, физическая, биологическая и т. д., имеют 
целью получение заданных форм, т. е. формообразование; изме
нение значений геометрических параметров полуфабрикатов или 
заготовок, т. е. точную отделочную обработку; изменение физико
механических свойств материала изделия, например упрочнение 
и т. п.; сборку, т. е. сопряжение собираемых компонентов в опре
деленных сочетаниях, их фиксацию и скрепление, приводящее 
к образованию неразъемных и разъемных соединений; заполнение, 
например смазкой и т. п.; укупорку, упаковку, консервацию, 
герметизацию, опрессовку; отделку, т. е. удаление заусенцев, 
нанесение покрытий, окраску, маркировку, прикрепление этике
ток и т. д.

Затраты времени и материальных ресурсов на операции собст
венно обработки определяют производительные затраты, а на все 
прочие операции — непроизводительные затраты, или, как их 
часто называют, потери.

Посредством транспортных машин объекты обработки подвер
гаются межмашинному транспортированию посредством конвейеров 
или межпозиционному транспортированию посредством линейных 
и круговых столов, переориентации, штабелированию и другим 
тому подобным операциям посредством манипуляторов, автоопера
торов, промышленных роботов и других устройств.

Информационные машины осуществляют получение, накопле
ние, преобразование и использование информации с целью обеспе
чения оптимальных условий работы всего комплекса. При этом, 
помимо обеспечения программы действия каждой из прочих машин 
комплекса и обеспечения их взаимодействия, информационным 
машинам поручаются такие функции, как счет готовой продукции, 
учет брака и сортности продукции, учет простоев, диагностирование 
отказов элементов машин, контроль за запасами, и другие логиче
ские и вычислительные (арифметические) функции.

2°. «Родословная» современных технологических машин уходит 
в глубь веков. К технике наших дней человечество пришло от 
имитировавших «чудеса» автоматов, устанавливавшихся в античных 
храмах еще за двадцать веков до нашей эры; от часов и овеянных 
легендами механических кукол средневековья; от гениальных 
изобретений Леонардо да Винчи; от «самодвижущихся» игрушек 
замечательного механика-самоучки Ивана Кулибина; от токарно
копировального станка Андрея Нартова, работавшего в мастерских 
Петра I; от ткацкого станка Жаккарда, удостоенного Наполеоном 
золотой медали.

На рис. 26.1 показан пример прообраза машины-автомата. Это 
музыкальный инструмент, имевший распространение в прошлом



столетии и называвшийся «пианолой». Пианола была предназна
чена для механического воспроизводства музыки на обычном пиа
нино или фортепиано и была предшественницей современных 
машин-автоматов с программным управлением. Мелодия записы
валась в форме отверстий на плотной бумажной ленте 1 (рис. 26.1). 
Ширина ленты позволяла разместить на ней 88  отверстий в ряду, 
по числу клавиш 6 пианолы. В каждом ряду пробивались только те 
отверстия, которые соответствовали необходимому перемещению 
одной или нескольких клавиш одновременно (аккорд). Таким обра
зом, на ленту наносилась «мелодия» в виде отверстий, а не нотных 
знаков. Лента сматывалась в валик, который устанавливался в при
емное устройство пианолы и 
с помощью кожаного при
вода приводился в движение.
Лента 1 перематывалась с од
ного валика на другой, оги
бала специальный распреде
литель 2, в котором было 
просверлено 88 отверстий; как 
только одно из отверстий 
ленты 1 совпадало с отвер
стием на распределителе 2, 
соответствующая клавиша 6 
опускалась, нажатая невиди
мым «пианистом», которым был 
воздух. С помощью воздуха 
«считывалась» с ленты мело
дия, т. е. клавиши приводи
лись в движение воздухом.
Система приводов основных
механизмов пианолы и управления ими действовала следующим 
образом. Каждое из отверстий в распределителе 2 соединялось 
каналом с пространством под мембраной 5, выполненной из легкой 
кожи. В полости над мембраной 5 в течение всего времени действия 
инструмента поддерживалось некоторое разрежение. Полости, 
разделенные мембраной, сообщались чрезвычайно узким каналом, 
однако достаточным для того, чтобы разрежение по обе стороны 
было одинаковым, когда выходное отверстие закрыто лентой, пере
матывающейся с одного ролика на другой. Привод клавиши 6 осу
ществлялся так называемым пневматиком 4, который небольшим 
клапаном 3 отделялся от полости над мембраной. При этом давление 
в пневматике 4 равнялось атмосферному. Однако, как только во 
входной канал через отверстие в бумаге поступал наружный воз
дух, давление под мембраной становилось равным атмосферному, 
клапан 3 поднимался, перекрывая доступ наружного воздуха 
в пневматик 4. При этом полость пневматика сообщалась с полостью,

19 И. И, Артоболевский

Рис. 26.1. Схема пианолы.



в которой поддерживалось разрежение. Давление в пневматике 
становилось ниже атмосферного, и он сжимался, приводя в движе
ние кривошипно-ползунный механизм клавиши 6. Затем входное 
отверстие вновь перекрывалось бумагой, давление на обе стороны 
мембраны из-за наличия соединительного канала выравнивалось, 
клапан 3 опускался. Клавиша 6 занимала исходное положение. 
«Играющему» на пианоле оставалось только откачивать воздух 
с помощью специальных педалей 8, используя при этом обратные 
клапаны 9 и пневматик откачки воздуха 10. Пианола имела допол
нительные устройства для регулирования громкости звука и темпа 
исполнения х).

§ 114. Направления развития машин-автоматов и систем 
машин автоматического действия

1°, Прогресс в развитии современных машин состоит в том, 
что все большее число физических и умственных, т. е. логических 
и вычислительных, функций человека передается техническим 
средствам, в результате чего человек освобождается от непосредст
венного участия в технологическом процессе.

С некоторой условностью можно указать следующие этапы раз
вития технологических машин.

Первый этап: автоматизация переработки только энергетиче
ских потоков; на этом этапе используется механизированный 
инструмент, т. е. машина-двигатель с собственно машиной-орудием. 
Человек как бы «привязан» к машине.

Второй этап: автоматизация переработки энергетических, час
тично материальных и частично информационных потоков, цирку
лирующих в машине. На этом этапе используются машины-полу
автоматы и поточные (полуавтоматические) линии; функции чело
века часто состоят только в загрузке — выгрузке и в подаче 
сигнала о пуске машины в ход; в некоторых случаях возможно 
многомашинное обслуживание.

Третий этап: автоматизация переработки всех энергетических, 
материальных и информационных потоков. На этом этапе использу
ются машины-автоматы и автоматические линии. Функции человека 
сводятся к наблюдению и периодическому контролю за правильно
стью работы оборудования, ремонту, переналадке и тому подобному.

2°. Парк и номенклатура технологических машин всех перера
батывающих отраслей все время расширяются, а сами машины 
постоянно совершенствуются в соответствии с прогрессом техноло
гии, техники и организации той или иной отрасли.

х) При изложении раздела курса «Основы теории машин-автоматов» были 
использованы материалы, любезно представленные мне Д . Я. Ильинским, 
О. Н. Левитской и А . Г. Овакимовым.



Несмотря на многообразие принципов действия, схемных и 
конструктивных решений технологических машин, можно указать 
те основные, притом часто взаимосвязанные, тенденции, которым 
следует их развитие.

3°. Концентрация технологических процессов в пространстве, 
сопровождающаяся упрощением и уменьшением числа движений, 
совершаемых рабочими органами машин, достигается следующими 
путями.

Во-первых, заменой технологических способов, для которых 
характерно локальное, обычно механическое, воздействие инстру
мента на объект обработки, технологическими способами обработки, 
для которых характерно одновременное (часто немеханическое 
или не только, механическое) воздействие на весь объем материала 
обрабатываемого объекта (например, прессование из порошков, 
объемная пластическая деформация металлов и пластмасс и пр.), 
воздействие на всю обрабатываемую поверхность (например, элект
рофизические и электрохимические способы формообразования 
металлов, напыление, осаждение и пр.) или на весь обрабатываемый 
контур (например, склеивание, сварка и пр.). Такая замена 
часто ведет к тому, что многостадийные технологические процессы 
превращаются в одностадийные процессы практически мгновенного 
превращения исходного сырья в готовое изделие или полуфабрикат.

В качестве примера рассмотрим принцип действия литьевой 
машины, показанной на рис. 26.2. Гранулы пластмасс или резины, 
постоянно подаваемые в бункер 7, посредством вращения поршня- 
червяка 3 нагнетаются в переднюю часть цилиндра, запертую 
клапаном 2. Вследствие внешнего нагрева и механического трения 
гранулы размягчаются и материал переходит в вязко-пластическое 
состояние (рис. 26.2, а). После выгрузки готового изделия пресс- 
формы 5 смыкаются (рис. 26.2, б). Затем, когда накопится порция 
подготовленного к литью материала, осуществляется следующее: 
подвод, посредством механизма 1, литьевой головки к прессформам, 
впрыск, т. е. литье под давлением за счет осевого движения поршня- 
червяка 3, в сторону прессформ (рис. 26.2, в), выдержка под давле
нием, после чего литьевая головка отводится от прессформы, клапан
2 запирает канал, поршень-червяк 3 отводится вправо и приводится 
во вращение механизмом 4 для подготовки следующей партии ма
териала. По истечении времени технологической выдержки, необ
ходимой для отвердения (вулканизации) отлитого изделия, пресс- 
формы 5 размыкаются и выталкиватель 6 осуществляет выгрузку 
изделия (рис. 26.2, г).

Во-вторых, применение, при сохранении технологического спо
соба неизменным, одновременной многоинструментальной обра
ботки одного и того же объекта (например, обработка всех отверстий 
или обработка с нескольких сторон корпусных деталей и т. п.); одно
временной обработки одним инструментом нескольких объектов



(например, обработка пакета плоских деталей, применение много
местных прессформ и т. п.); обработки комбинированным инстру
ментом, повторяющим контур проекции или форму объекта; обра
ботки фасонным и составным режущим инструментом, комбиниро
ванными штампами и т. п.

4°. Переход к непрерывным процессам путем уменьшения интер
валов времени между последовательными выпусками объектов 
обработки, что позволяет снизить непроизводительные затраты 
времени, может быть осуществлен следующими путями.

Р и су .26 .2 . Принципиальная технологическая схема машины-автомата 
для литья под давлением изделий из пластмасс и резины: а) подго
товка порции материала; б) смыкание прессформ; в) впрыск под дав

лением; г) размыкание прессформ и выгрузка изделия.

Во-первых, применением технологических способов, которым 
свойственна непрерывность. Например, непрерывное рафинирова
ние и разливка стали; получение металлических труб из ленты или 
колец и втулок из ленты или трубы; получение штучных металличе
ских деталей; заготовок шестерен, металлорежущего инструмента, 
шаров и пр. — методом поперечно-винтовой прокатки; применение 
метода экструзии, т. е. непрерывного выдавливания через фасонные 
отверстия (фильеры) металлов, резины, пластмасс, пищевых про
дуктов. Получение и обработка в виде «бесконечной» ленты металла, 
древесно-слоистых пластиков, пластмасс, линолеума, искусствен
ной кожи, нетканых материалов, прессование с помощью вал
ков и т. д.

Во-вторых, применение роторных и роторно-конвейерных ма
шин и линий, в которых вспомогательные операции совмещены



во времени с операциями обработки, ибо все транспортно-техно
логические органы находятся в непрерывном совместном движении.

Схема роторной машины-автомата показана на рис. 26.3. По 
окружности расположено т  одинаковых блоков, т. е. комплектов 
рабочих органов, таких, как на рис. 26.2, непрерывно вращ аю щ ихся, 
в данном случае против часовой стрелки, с угловой скоростью со. 
Выдаче порции, в частном случае одного объекта обработки, 
соответствует угол поворота <рр. Всем операциям обработки 
и сопутствующим им вспомогательным операциям соответствует 
угол поворота срт =  (& — 1) <рр. Сектор (т +  1 — к) фр соответст
вует холостому пробегу. Обработка во всех т позициях (каналах) 
осуществляется параллельно, но со сдвигом фаз.

Роторные машины и линии *) применяются для самых раз-
прессования, резания,

Загрузка

Рис. 26.3. Схема роторной ма
ш ины.

личных видов обработки: штамповки, 
дозирования, расфасовки сыпучих и роз
лива жидких веществ, укупорки, сборки, 
упаковки и пр. В роторных линиях 
загрузка, передача объекта из одного 
рабочего ротора в другой, а иногда и вы
грузка производятся посредством тран
спортных роторов (рис. 26.4, где пока
заны типовая конструкция (а) и ком
поновка (б) роторной линии, состоящей 
из шести рабочих роторов Р г , Р 2, . . . ,  Р % 
и шести транспортных роторов 7\ ,
Тг, ..., Т в). Роторные линии, принци
пиальные конструктивные решения ко
торых разрабатываются под руководством Л. Н. Кошкина, полу
чили распространение в самых различных отраслях промышлен
ности, где выпускается массовая продукция. Роторные линии 
обусловливают возможность и целесообразность создания автома
тизированных цехов (рис. 26.5).

5°. Интенсификация операций, т. е. ускорение операций, обус
ловлена либо применением более высоких скоростных режимов, 
при сохранении неизменным способа обработки, либо реализацией 
технологических способов, основанных на применении новых, 
ранее не использовавшихся для этих целей видов энергии и, соот
ветственно, новых способов передачи энергии: обработка с помощью 
лазера, ультразвуковая, электроэрозионная, электрохимическая, 
электроалмазная, электроабразивная обработка, позволяю щая по
лучать в металлических деталях полости и отверстия любых конфи

*) К о ш к и н Л. Н ., Комплексная автоматизация производства на базе 
роторнйх линий, «Машиностроение», Москва, 1972.

К л у с о в И. А., С а ф а р я и ц А. Р ., Роторные линии, «Машинострое- 
ние»г Москва, 1969.



гураций и сечения с высоким классом чистоты; высокочастотная 
сварка; прядение и нанесение покрытий в сильных электростатиче
ских полях; разрезание по контуру многослойных настилов метал
лов, бумаги, ткани и пленок с помощью лазера, жидкости или 
пара высокого давления; гидравлическая или пневматическая 
прокидка утка в ткацких станках; вибрационная обработка (виб
ропрессование, виброгалтовка и пр.); диффузионные процессы

6]_.
Рис. 26.4. Роторная линия» о) типовая конструкция; б) схема компоновки

ротора в линии.

(беление и крашение ткани, дубление кож, отмывка металлических 
деталей и пр.), производимые с помощью ультразвука, и т. д.

6°. Создание многооперационных машин и связывание машин 
в виде автоматической линии обеспечивает повышение эффектив
ности производства за счет, главным образом, сокращения непро
изводительных затрат времени на транспортно-перегрузочные опе
рации и уменьшения затрат ручного труда.

Если первые автоматические линии, появившиеся после второй 
мировой войны, предназначались, главным образом, для операций 
формообразования штамповкой (роторные линии) или резанием 
(линии для обработки корпусных деталей, валов, шестерен, порш
ней, колец подшипников), то сейчас все большее распространение 
получаю т линии, в которых операции формообразования соче
таются со сборкой, контролем, маркировкой, упаковкой и другими 
операциями, выполняемыми по принципу «от сырья или полу



фабрикатов — к готовому изделию или к готовому элементу из
делия». Такие линии уже сейчас широко используются в авто* 
мобильной, электротехнической, пищевой, легкой и других отрас
лях промышленности. При этом снижают жесткость межпозици- 
онных (межмашинных) связей с тем, чтобы остановка по случай-

Рис. 26.5. Общий вид цеха-автомата, оснащенного роторными линиями.

ным причинам одной позиции или машины не вызывала простоя 
всего комплекса.

Большое значение при создании автоматических линий имеет 
автоматизация транспортно-перегрузочных операций, которая осво
бождает человека от выполнения вручную трудоемких, монотонных, 
а нередко опасных для его жизни функций, связанных с подачей 
в рабочую зону и удалением из нее объектов обработки, Измене
нием их ориентации в пространстве или на плоскости. Решение 
этих задач стало возможным путем использования манипуляторов, 
автооператоров и промышленных роботов с ручным и програм
мным управлением (см. § 120).

§ 115. Принципы автоматизации управления 
машинами-автоматами

1°. Автоматизация управления  технологическими машинами- 
автоматами состоит в придании машинам способности восприни
мать и перерабатывать все большее число потоков информации, что 
ведет к возрастанию уровня «самостоятельности» их функциони
рования.

Управление органами технологических машин осуществляется 
обычно в функции положения или в функции времени.

Принцип управления в функции положения, когда сигнал об 
окончании такта движения данного органа подается конечным 
(концевым) выключателем, датчиком положения или другим подоб
ным элементом, на который воздействует сам перемещаемый орган,



ш ироко используется в технологических машинах (чаще всего для 
линейных перемещений), в транспортных машинах (конвейеры 
с автоматическим адресованием, лифты). Эта форма управления 
является децентрализованной.

У правление в функции времени обычно называют программным 
управлением , имея в виду, что машина должна обеспечивать выпол
нение заранее установленной программы. Эта форма управления 
обычно является централизованной.

2°. Программа может быть зафиксирована с помощью одного из 
двух возможных способов: аналогового или цифрового (числового).

А налоговый способ программного управления предполагает зада
ние предназначенной для реализации в технологической машине 
исходной информации в виде той или иной физической модели: 
кулачков, копиров (шаблонов, трафаретов), кинематических цепей 
с определенным соотношением геометрических параметров звеньев 
и параметров их относительного движения.

Кулачки обычно монтируются на одном общем валу, обеспечи
вающем распределение потоков энергии, поступающих к рабочим 
органам машины, и поэтому называемом распределительным валом. 
Угловое положение кулачка относительно распределительного 
вала определяет временную картину функционирования рабочего 
органа, т. е. моменты начала и конца хода и т. п. В связи с этим 
точность реализации заданной программы движений рабочих 
органов зависит от точности углов установки кулачков относи
тельно распределительного вала, и нарушение правильности угло
вого положения кулачков ведет к рассинхронизации работы машины.

От кулачков к рабочим органам движение передается через 
рычажные, гидравлические, пневматические и иные механизмы.

Д ля  повышения переналаживаемости, в связи с изменением 
объекта или технологии обработки или и того и другого, исполь
зуют быстросменные кулачки, кулачки с возможностью регули
ровки их углового положения относительно вала или регулировки 
положения оси качания толкателей для изменения длины хода, 
наборы (блоки) унифицированных типовых быстросменных кулач
ков в виде командоаппаратов и т. д.

5°. Идея копирования заданного образца при изготовлении 
серии одинаковых деталей положена в основу всех копироваль
ных систем управления. Н а рис. 26.6 показано гидрокопироваль
ное устройство, где движение от ролика, обкатывающего ко
пир 1 , передается к фрезе 4  с помощью гидравлической следящей 
системы, состоящей из подающего жидкость из масляного бака 7 
насоса 6, трубопроводов 8 и двух цилиндров: управляемого, с не
подвижно укрепленным поршнем 5  и управляющего (сервоцилинд
ра), с золотником 3, связанным со щупом 2.

П лита, несущая оба цилиндра и фрезу, укреплена на суппорте, 
который, перемещаясь по направляющим, может двигаться, при



ближаясь к столу, несущему копир и заготовку, или отходя от 
него.

Если ролик и фреза занимают одинаковые положения по отно
шению соответственно к копиру и заготовке, то золотник 3  занимает 
среднее положение, перекрывая оба трубопровода, ведущие к уп
равляемому цилиндру.

Если щуп (а следовательно, и золотник) передвинется влево, 
то оба трубопровода, ведущие к управляемому цилиндру, откроются. 
По левому трубопроводу масло под давлением будет поступать 
в левую полость управляемого цилиндра, и стол вместе с фрезой 
начнет двигаться влево. По правому трубопроводу масло из правой 
полости будет сливаться в бак. Стол будет двигаться до тех пор,

пока золотник снова не перекроет оба канала. Точно так  ж е при 
движении щупа, а вместе с ним и золотника вправо стол вместе 
с фрезой будет двигаться вправо и вновь остановится, когда золот
ник займет среднее положение.

Принцип слежения, сущность которого состоит в том, что испол
нительный орган (в данном случае инструмент) повторяет движение 
управляющего органа (щупа), не будучи с ним непосредственно 
связанным, нашел широкое применение в металло- и деревообра
батывающих станках, в самых различных машинах для обработки 
плоских контуров при изготовлении деталей одежды и обуви, 
в машинах для выполнения фотогравировальных операций и т. д.

4°. Аналоговые способы в большинстве случаев требуют боль
ших затрат времени и материальных средств на подготовку п р о 
граммы (например, на изготовление копиров и кулачков), обуслов
ливают сложность, а иногда и невозможность изменения программы, 
что приводит к узкой специализации машины. Они характери
зуются тем, что точность работы машины целиком зависит от точ



ности физической модели, т. е. от точности кулачка, копира и т. п., 
и от точности передаточных механизмов. С другой стороны, им свой
ственна высокая надежность.

Цифровой способ программного управления предполагает зада
ние исходной программы в цифровой форме. Информация в цифро
вой форме фиксируется на легкосменных программоносителях, 
которые обеспечивают долговременное (перфорированные ленты 
и карты; магнитные ленты, карты, барабаны и диски; кинопленка) 
или кратковременное (коммутаторы и т. п.) хранение информации.
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Рис. 26.7. Участки перфолент, применяемых в системах цифрового программного 
управления (на всех перфолентах записано число <1973»): а) унитарный код; 
6) десятичный код (запись на десятидорожечной ленте); б) десятичный код (запись 

на пятидорожечной ленте); г) унитарно-десятичный код; д) двоичный код.

Д ля записи информации в цифровой форме используются раз
личные способы ее представления, т. е. различные коды. На рис. 26.7 
показаны  участки перфолент (зачерненные кружки соответствуют 
пробитым отверстиям) с записанным на них в различных кодах 
одним и тем же для всех случаев числом «1973».

На рис. 26.7, а показан унитарный код, т. е. для того, чтобы 
записать число «1973», надо было бы пробить 1973 отверстия. Этот 
код является чрезвычайно громоздким и требует много времени 
д л я  подготовки перфоленты. Н а рис. 26.7, б  и в показан десятичный 
код. В этом случае число «1973» разлагается на сумму чисел:

1 9 7 3 = 1 0 0 0  +  900 +  70 +  3.

Нетрудно видеть, что точке к  соответствует число 1000, точке / — 
число 900, точке т  — число 70 и, наконец, точке п — число 3.

На рис. 26.7, г  показан унитарно-десятичный код с записью 
числа «1973». Удобным кодом является двоичный код, состоящий



в том, что требуемое для закодирования число (в нашем сл у ч ае  
число «1973») разлагается на сумму по убывающим степеням числа 2 
с коэффициентом 0 или 1. Имеем

1 9 7 3 =  1024 +  512 +  256-1-128 +  3 2 +  16 +  4 +  1 =
=  0 • 211 +  1 • 210 + 1  • 29 +  1 • 28 +  1 • 27 +  0 • 2е +  1 • 25 +

+  1 -2 4 +  0 - 23+  1 -22 +  0 - 21+  1 -2°.

Соответствующий набор чисел на перфорированной ленте п о ка
зан на рис. 26.7, д. Существуют другие системы кодов, обладающие 
своими удобствами для кодирования тех или иных технологических 
процессов.

При использовании магнитных программоносителей роль п ер
форации (отверстия) играет магнитный штрих, а при использовании 
кинопленки — штрих или круглое пятно. В качестве считываю 
щих элементов используют механические, электромеханические, 
пневмоэлектрические и фотоэлектрические устройства — для пер
фолент и перфокарт, магнитные устройства — для считывания 
магнитных отметок, фотоэлектрические — для считывания с кино
лент.

5°. Исполнительный механизм системы цифрового управления, 
в качестве которого чаще всего используется электрический ш аго
вый двигатель (см. § 115,5°), по команде, поступающей из блока 
управления, отрабатывает по одной из координат заданное число 
шагов, называемое информационным числом и составляющее

п =  0 /  А, (26.1)

где й  — требуемое значение величины перемещения по данной 
координате; А — разрешающая способность (элементарный ш аг, 
или «цена» одного импульса).

Д ля указания полярности импульса, т. е. для указания н ап р ав 
ления движения по каждой координате, используется отдельный 
канал.

Цифровой способ управления характеризуется тем, что п р о 
грамма машины оказывается конструктивно сравнительно м ало 
связанной с исполнительными механизмами машины, благодаря 
чему обеспечивается простота переналадки. Цифровым системам 
свойственна высокая универсальность, точность выполнения п р о 
граммы, экономичность.

Системы управления технологическими машинами могут стр о 
иться на принципе жесткой связи (рис. 26.8), когда управление 
блоком исполнительных механизмов 3  осуществляется блоком  
управления 2, в который поступает ТОЛЬКО ОДИН ПрЯРуЮИ п оток 
информации — исходная программа, зафиксированная в блоке 1, 
либо на принципе обратной связи, когда управление блоком и сп ол
нительных механизмов 3 осуществляется на основе сопоставления



в блоке управления 2 исходной программы и фактически получае
мых результатов, информация о которых поступает по каналу 
обратной связи от блока 4, представляющего собой блок активного 
контроля работы автомата. Как показывает схема рис. 26.8, блок 
управления 2, блок исполнительных механизмов 3  и блок активного 
контроля 4 образуют замкнутый контур. Блок активного контроля 
4  выполняет роль обратной связи, которая позволяет обнаружить 
отклонения фактической программы от расчетной и вносит соот
ветствующие коррективы в работу автомата, которые поступают 
в блок управления 2.

6°. Принципы программного управления рассмотрим на при
мере систем, применяющихся для металлорежущих станков*).

В этих машинах-автоматах при
меняется программное управление 
относительным движением инстру
мента и заготовки. Одна из таких 
систем, разработанная Г. А. Спыну, 
состоит в том, .что запись про
граммы производится в процессе 
обработки первого изделия при 
ручном или полуавтоматическом 
управлении. После этого получен
ная программа закладывается в 
программный блок для получения 
требуемых изделий с автоматически 
управляемого станка.

В процессе записи и воспро
изведения программы магнитная 
лента 3 протягивается с постоян
ной скоростью мимо специальных 

магнитных головок (рис. 26.9). Сердечник 1 магнитной головки 
состоит из двух полуколец и набирается из специального сплава 
(пермаллоя). В части головки, обращенной к ленте, между поло
винками сердечника 1 имеется зазор 0,01 -ь 0,02 мм. На сердеч
нике имеются две катуш ки 2. При пропускании через эти катушки 
переменного тока в зазоре сердечника образуется переменное маг
нитное поле, и на равномерно движущейся ленте 3  появляются 
поперечные участки в виде штрихов. Таким образом записывается 
программа процесса. При воспроизведении лента снова протяги
вается с той же скоростью мимо магнитной головки, которая ее 
«считывает» и передает информацию в виде командных сигналов 
в блок управления автомата.

Рис. 26.8. Схема системы автоматиче
ского управления технологической ма

шиной.

*) Описание системы программного управления машинами-автоматами сде
л ан о  по кциге: З и н о в ь е в  В, А .4 Курс теории механизмов и машин, «Наука», 
Москва, 1972,



Рассмотрим схему автоматической системы программного уп рав
ления станков типа токарных или револьверных (рис. 26.10). 
На этой схеме каждый из электродвигателей 10 является приводом 
соответствующего исполнительного механизма станка. Блок п ро
граммы представляет собой устройство, протягивающее магнитную 
ленту 5 последовательно мимо двух магнитных головок 3 и 4. Д л я  
управления каждым из электродвигателей 10 установлен магнит
ный пускатель 9 и кнопка 1. При нажиме кнопки 1 одновременно 
включаются двигатель 10 и соот
ветствующий генератор 2 зву
ковой частоты, модулирующий 
частоту определенного постоян
ного тока. Число таких генера
торов 2  должно быть равно 
числу электродвигателей 10, 
причем каждый из них настраи
вается на определенную частоту, 
отличающуюся от частот, на ко
торые настроены другие генера
торы. Ток от генераторов посту-

Влок исполнительных механизмов

'пок программы

# " 3 ^ -

Магнитная л ет а

_________ I

'̂~Ч<)|о|оГо1
Рис. 26.10. Автоматическая система 
программного управления токарно

го или револьверного станка.

пает в записывающую головку 3, и на магнитную ленту наносится 
воспроизводимый сигнал в виде магнитных штрихов определенной 
частоты. Если включить одновременно или в произвольном по
рядке двигатели, то на магнитной ленте воспроизведутся программ
ные сигналы нескольких частот.

Для записи программы при обработке первой детали, вклю чая 
и выключая двигатели 10 вручную, одновременно включают соот
ветствующие генераторы 2, и на ленте получается запись 
требуемой программы работы станка. После этого можно перевести 
всю систему управления станком на автоматический режим. В клю 
чается головка 4, считывающая сигналы с движущейся ленты. Т ок  
от воспроизводящей головки 4 через усилитель 6  подается на поло-



совые фильтры 7, каж дый из которых настроен на частоту своего 
генератора и пропускает ток в реле 8  только той частоты, которая 
соответствует частоте данного фильтра. Чувствительное реле 8, 
сработав под действием тока, выделенного полосовым фильтром, 
включает магнитный пускатель и электродвигатель. Таким образом 
достигается автоматическое воспроизведение команд на включение 
и выключение исполнительных механизмов, обеспечивающих обра
ботку всех последующих изделий по программе, заданной в про
цессе обработки первого из них.

7°. Главной особенностью программного управления является 
задание программы в форме совокупности дискретных сигналов.

Рис. 26.11. Автоматическая система программного управления 
вертикально-фрезерного станка.

В зависимости от действия каждой конкретной системы исполни
тельные органы, реализуя дискретные программные сигналы, 
движутся непрерывно либо их движение составляется из совокуп
ности малых шаговых перемещений.

Оба метода находят себе применение в конструкциях машин- 
автоматов.

На рис. 26.11 представлена система программного управления 
вертикально-фрезерного станка. Обрабатываемую заготовку укреп
ляю т на вращающемся столе, который приводится в движение от 
двигателя 1 через зубчатую  передачу. Суппорту стола вместе с вра
щающимся столом и заготовкой сообщают возвратно-поступатель
ное движение от второго двигателя 3, снабженного специальной 
системой регулирования числа оборотов ротора. Изменяя по выбран
ной программе направление и величину скорости поступательного 
движения суппорта относительно фрезы, ось вращения которой 
неподвижна, можно вращающуюся заготовку обрабатывать по 
заданному криволинейному . профилю. Программа обработки за



дается перфорированной лентой 5, движение которой осуществ
ляется с помощью однооборотной муфты, при каждом очередном 
включении поворачивающейся всего на один оборот, благодаря 
чему программная лента 5  перемещается отдельными «шагами». 
Один шаг соответствует повороту заготовки на один, выбранный 
заранее интервал.

Программными сигналами задаются так  называемые опорные 
величины, характеризующие относительное расположение фрезы 
и заготовки через определенные интервалы поворота заготовки, 
например через 0,125°; 0,25°; 0,5° или через 1° и т. д. Чем выше 
требуемая точность обработки, тем меньше должны быть интер
валы задания опорных точек и тем больше должно быть их число. 
В системе привода вращения заготовки имеется кулачковый вал 4. 
На нем имеется несколько кулачков, управляю щ их включением 
однооборотной муфты и считыванием программных сигналов. Счи
танные сигналы поступают в блок управления 6.

8°. Таким образом, основная особенность системы автоматиче
ского цифрового управления состоит в наличии двигателя, обеспе
чивающего перемещение ведомого звена исполнительного меха
низма. Обычно применяется два таких двигателя: шаговый двигатель 
(см. выше, § 115, 8°) или двигатель с регулируемым числом оборотов. 
В настоящее время разработаны конструкции шаговых электродви
гателей, в которых периодически включается цепь питания. При 
каждом включении ротор электродвигателя поворачивается точно на 
заданный угол. Эти включения, или импульсы, посылаются через 
блок управления в соответствии с заданной программой. Через тот 
же блок подаются команды начала и конца движения, прямого и 
обратного хода и другие, предусмотренные программой движения. 
Двигатель с регулируемым числом оборотов обычно имеет девять 
различных скоростей: от 1/9 до 9/9 номинальной скорости. Требуе
мое перемещение ведомого звена устанавливается выбором соот
ветствующей скорости вращения двигателя. От блока управления 
в этом случае должен поступить один из десяти сигналов, при этом 
десятый сигнал соответствует остановке.

Как указывалось выше, для считывания применяют различные 
способы. Например, контактные, при которых в отверстия западают 
щупы или щетки, замыкающие соответствующие контакты, и без- 
контактные с использованием фотоэлектрических элементов, пнев
матических датчиков и других устройств.

9°. На современном этапе развития технологических систем 
начинают широко применяться самонастраивающиеся, т. е. 
автоматически устанавливающие оптимальные режимы обработки, 
машины и самоорганизующиеся, т. е. линии, автоматически устана
вливающие оптимальный маршрут обработки. Самонастройка или 
самоорганизация, осуществляется в функции параметров объекта 
обработки и позволяет при обработке конкретных объектов, свой



ства каждого из которых можно неслучайным или случайным обра
зом варьировать в каком-то диапазоне, вырабатывать такую про
грамму действия, которая обеспечивает, например, качество обра
ботки, ее точность, минимальную себестоимость и т. д. В этих слу-

альных программоносителей и позволит получать изделие с помо
щью технологических систем машин, управляемых ЭВМ, где ЭВМ 
используются не только для управления технологическими машина
ми, но и для получения конструкторско-технологических решений.

1°. Процесс анализа и синтеза машин-автоматов и автоматиче
ских линий представляет собой по существу процесс построения 
моделей уже существующих систем при анализе или создаваемых 
(проектируемых) при синтезе.

В качестве этих моделей, о способах построения которых услав
ливаются заранее, используются различные диаграммы, схемы, 
чертежи, математические модели, т. е. уравнения или выражения 
на формальных язы ках, и т. д.

Наиболее часто применяют линейные или круговые цикловые 
диаграммы, называемые обычно циклограммами, представляющие 
собой графическое изображение временной картины функциониро
вания машины или линии. Циклограммы позволяют как бы видеть 
порядок следования типичных состояний исполнительных меха
низмов: фаза рабочего хода, фаза холостого хода, выстой в том или 
ином положении, нахождение в покое, нахождение в движении — 
и длительность функционирования рабочих органов исполнитель
ных механизмов в течение рассматриваемого интервала времени, 
т. е. цикла, а такж е характер их взаимодействия во времени (одно
временность, перекрытие, сдвиг по фазе, очередность срабаты
вания и т. д.).

чаях схема, показанная на рис. 26.8, 
дополняется блоками, осущест
вляющими процесс самонастройки 
(рис. 26.12). К блокам программы/, 
управления 4, исполнительных ме
ханизмов 5 и контроля 6 прибав
ляется блок самонастройки 2 и 
блок памяти 3.

Рис. 26.12. Схема самонастраивающей
ся системы управления.

Применение систем прямого уп
равления технологической маши
ной, осуществляемое посредством 
цифровой ЭВМ, в перспективе обес
печит возможность аннулировать 
этапы подготовки рабочих черте
жей, технологических карт и специ-

§ 116. Циклограммы машин-автоматов



Циклограммы позволяют наглядно представлять, во-первых, 
технологический цикл Тг — интервал времени, в течение которого 
в пределах данной машины или линии выполняются все собственно 
рабочие операции и те вспомогательные операции, которые сопутст
вуют обработке каждой единицы продукции, т. е. каждому циклу 
обработки, и вследствие этого называются цикловыми вспомогатель
ными. Во-вторых, рабочий, цикл Т р — интервал времени, соответ
ствующий выпуску из машины единицы продукции (или партии 
одновременно в одной позиции обрабатываемых объектов).
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Рис. 26.13. Линейная циклограмма однопозициоиной машины-автомата, пока
занной на рис. 26.2.

2°. На рис. 26.13 показана циклограмма однопозиционной 
машины, принцип действия которой описывался выше (см. рис. 26.2). 
Элементы 1, 2, ... ,  6 показаны на рис. 26.2, а, одна из строчек цикло
граммы отведена для устройства типа реле времени, условно назы
ваемого «часы».

Д ля однопозиционной машины (т. е. при 2 = 1) всегда Гт =  Т р. 
Для машины данного типа 7\. =  ^  +  /2 +  4  +  ¿в +  Ъ 4
(см. рис. 26.13).

Для двухпозиционной (т. е. при г — 2) машины данного типа 
при показанных на рис. 26.13 соотношениях длительностей опера
ций имеет место Г р л ; Гт/2.

Д ля многопозиционной (т. е. при г  >  2) машины данного типа 
при периодическом перемещении от позиции к позиции число пози
ций г  находится из условия Зг Тр (г — 1), т. е. г  — 1в/Т р +  1, 
где правая часть округляется до ближайшего большего целого. 
Число позиций должно быть таково, чтобы длительность прохожде
ния преосформами г  — 1 позиций была не меньше длительности 
вулканизации.



В этом случае Г р =  2 ]  и интенсификация операции подго-
( ЯГ 1

товки следующей порции материала ведет к сокращению длитель
ности рабочего цикла. При 2 2 интенсификация данной опера
ции не влияет на длительность цикла, так как в этих случаях 
она совмещена с гораздо более длительной операцией вулкани
зации.

Д ля роторной машины, выполняющей те же операции (при 
непрерывном совместном движении т одинаковых блоков), имеет

ТТ

Тт

и

Тр

ГтЧ*-1)Т,

т

В) г)

Ц иклогР аммы различных конструктивных вариантов машины, отличаю* 
щихся один от другого числом позиций и принципом относительного перемещения! 
а) однопозиционная машина; б) двухпозиционная машина; в) многопозиционная машина 
с периодическим межпозиционным перемещением; г) многопозиционная машина с непре

рывным движением позиций (роторная машина).

место Т  =  Ну, где I =  лО р//л, V =  оэ£>р/2 (см. рис. 26.3), т. е. 
Гр =  Фр/со. В данном случае значение величины Т„ может 
быть выбрано любым, а число позиций & должно обеспечивать 
Гт =5 Гр (к —  1).

На рис. 26.14 показаны циклограммы различных вариантов 
машин данного типа, выполняющих одни и те же операции:

а) Д ля 2 = 1 . * *
б) Д ля 2 =  2.
в) Д ля 2 >  2 с периодическим движением от позиции (заштри

хованная часть соответствует операции вулканизации).
г) Д ля роторного варианта (заштрихованные части соответст

вуют участкам холостого пробега).
3 . Анализ циклограмм на рис. 26.13 и 26.14 показывает, что 

интенсификация режимов, т. е. сокращение длительности опера



ций; концентрация, т. е. совмещение во времени выполнения опера- 
ц и й ’по обработке одного объекта; дифференциация, т. е. совмещение 
во времени выполнения операций по обработке объектов, находя
щихся в нескольких позициях; переход к непрерывным транспорт
но-технологическим операциям, т. е. совмещение непроизводитель
ных затрат времени на цикловые вспомогательные операции с соб
ственно рабочими операциями, — все это уменьшает длительность 
рабочего цикла.

§ 117. Некоторые сведения по теории производительности 
машин-автоматов

1°. Одной из основных характеристик технологических комп
лексов, составленных из машин-автоматов, является их фактиче
ская производительность (?ф. Величина фф может быть определена 
ИЗ формулы

(2ф =  яг/г)ис/ 7’р, ед. прод/мин, (26.2)
где т —  длительность рабочего цикла, мин\ I  — число параллель
ных потоков, в которых одновременно (без сдвига фаз) осуществ
ляется обработка; т — коэффициент размерности; т]ис — общий 
коэффициент использования.

Аналитическому выявлению зависимости производительности 
от состава рабочего цикла, режимов выполнения операций, струк
туры машин и линий и других факторов, а такж е вопросам про
гнозирования значений производительности на стадии синтеза 
посвящено большое число исследований, принадлежащих советским
ученым1). „

Д ля однопозиционных машин дискретного действия величина 1 р 
подсчитывается как сумма последовательности неперекрываемых 
операций (или их частей), соответствующих вы пуску одного объекта 
или партии одновременно, в одной позиции, обрабатываемых 
объектов.

Для многопозиционных машин и линий периодического дейст
вия, когда в ходе одного и того же рабочего цикла Т р параллельно, 
одновременно, выполняется несколько совокупностей операции 
длительностью 4 ........к  (каждая совокупность состоит из после
довательно выполняемых операций), величина Т р должна быть 
не меньше длительности самой продолжительной из указанных 
параллельно выполняемых совокупностей операций, т. е.

Г р = э т а х ( ^ ,  и .........  к )  (26-3)

(символ т а х  (^ , 1г ........  4 ) означает, что из значений /1( ¿2, ..., и ,
указанных в скобках, выбирается наибольшее).

х) Большой вклад в теорию производительности машин-автоматов внесли 
С. И. Артоболевскийх А. П. Владзиевскийл И. И. Капустин, Г. А. Шаумян.



При этом при 2 >  2 обычно Гр <  Г т.
2 . Д л я  машин непрерывного действия, т. е. когда выполнение 

собственно рабочих операций и цикловых вспомогательных опера- 
ции совмещено во времени, величина рабочего цикла составляет

Т р =  1/у . (26.4)

Д ля роторных и роторно-конвейерных машин и линий, как 
уже говорилось, I шаг между позициями, мм; V — линейная 
скорость непрерывного совместного перемещения всех позиций 
мм/мин. ’

Д ля машин, обрабатывающих объекты, идущие «гуськом» (с ин
тервалами или без них, т. е. впритык) друг за другом, / — средний 
шаг между двумя соседними объектами обработки, мм; V — ско
рость непрерывного транспортирования, мм!мин.

3°. Д л я  машин, обрабатывающих «непрерывный» материал в 
виде полотнищ, лент, цепей, нитей, труб, сыпучих, жидких или 
газообразных материалов, / — количество материала, которое при
нято за единицу продукции, м, или м3, или кг; V — скорость непре
рывного поступления (расход) этого материала, м/мин, или 
м3/мин, или кг!мин.

Д ля машин, выпускающих штучную (дискретную) продукцию, 
коэффициент размерности — шт. Его численное значение — это 
число единиц продукции в одной одновременно обрабатываемой 
партии или число единиц продукции, ставшей штучной в резуль
тате обработки I м, или I м3, или I кг «непрерывного» материала. 
В частном случае 1— 1 ед. прод.

4 . Д ля  машин, выпускающих «непрерывную» продукцию, при
нимается коэффициент размерности:

1 м  для подсчета в погонных метрах;
Ь м %, где Ь ширина материала, для подсчета площади; 

т \ ЬН м 3, где /г — толщина (высота) материала, для подсчета 
' объема;

Ыгу к г , где у  — удельная плотность материала, для под
счета массы.

Общий коэффициент использования т)ис технологического комп
лекса в течение, например, года составляет

'Пис =  'Пт'Г]о'Пп'Пр» (26.5)

где г)т — коэффициент технического использования; т)0 — коэф
фициент организационно-технического использования; т)„ — коэф
фициент потерь времени на переналадку; х\р — коэффициент потерь 
времени на ремонты, осуществляемые со снятием машин и линий 
с эксплуатации.

5°. Коэффициент технического использования т]т характеризует 
потери времени на внецикловые вспомогательные операции, кото



рые обусловлены следующими факторами: необходимостью прове
дения профилактических ремонтов, принудительной смены инстру
мента, возобновления запаса питания, смазки или чистки. Потери 
времени по этим причинам — это регламентированные простои, 
ибо частота возникновения и длительность каждого из них не
случайные величины, тем более что элементы машин не обладают 
абсолютной надежностью, а материалы, поступающие на обработку, 
не обладают абсолютной кондиционностью. Потери времени по 
этим причинам, ведущим к отказам машины, представляют собой 
случайные потери времени, ибо частота возникновения отказов 
и длительность восстановления работоспособности технологиче
ского комплекса после каждого отказа — случайные величины.

6°. Коэффициент технического использования составляет

где щ _  ¿-Ь1й частный коэффициент технического использования 
(частные коэффициенты использования отличаются один от дру
гого причинами или следствиями простоев либо местоположением 
элемента, вызвавшего простой); К  — общее число частных коэффи
циентов технического использования.

Каждый частный коэффициент технического использования 
характеризует не совмещенные ни с какими прочими затратами 
времени внецикловые потери времени /пв;, приходящиеся на один 
рабочий цикл, т. е.

Частный коэффициент технического использования, характе
ризующий надежность машины, называется (в соответствии 
с ГОСТом 13377-67) коэффициентом готовности и составляет

где п — число идентичных элементов /-го вида, функционирующих 
в машине; со, — параметр потока отказов /-го элемента, 1 /час;

— среднее время восстановления (т. е. случайного ремонта)
/-го элемента, час.

Коэффициент технического использования г)т характеризует 
качество технологических машин безотносительно к организацион
но-техническим формам их эксплуатации. В связи с тем, что значе
ние величины г]Ис может опускаться до 0,5 + 0,6, одной из основных 
задач создания новых машин и линий является задача повышения 
их надежности и переналаживаемости.

Г к - i
(26.6)

(26.7)

(26.8)



Г Л А В А  X X V II

СИНТЕЗ ЛОГИЧЕСКИХ СХЕМ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

§ 118. Элементы алгебры логики* Синтез релейных схем

1 . Двоичной переменной х  называем такую переменную, которая 
может принимать лишь одно из двух значений: 0 или 1 .

Переменной л: соответствует простое утвердительное высказы
вание (либо определенно истинное, либо определенно ложное) или 
устройство, характеризуемое двумя конечными (дискретными) зна
чениями его состояний и называемое обычно реле.

В качестве таких реле могут использоваться электромагнитные 
(электромеханические), электроламповые, полупроводниковые, фер- 
ритно-полупроводниковые, гидравлические и пневматические мем
бранные, плунжерные (золотниковые), крановые и струйные эле
менты, механические элементы. Эти элементы пропускают поток 
энергии (замкнуты электрические контакты или сообщаются после
довательно расположенные парные каналы, т. е. проточные эле
менты гидравлических или пневматических клапанов, распредели
телен, золотников) или не пропускают (соответственно разомкнуты, 
не сообщаются). г  * '

Принимаются соответствия:
0, если данное простое высказывание ложно или 
если реле не пропускает поток энергии (нулевая 
проводимость);
1 , если данное простое высказывание истинно 
или если реле пропускает поток энергии (полная 
проводимость).

2°. Двоичные переменные можно подвергать логическим опера
циям отрицания, сложения и умножения. Все прочие логические 
операции могут быть сведены к комбинации перечисленных.

Логическое отрицание^ выражается надстрочной чертой или 
символом — , т. е. каждой двоичной переменной х  ставится в соот
ветствие обратная (или дополнительная к ней) переменная х  (чи
тается: «не х») такая, что

х  =

- С

х  . . .  если х-

если х =  0.
Например, если х  соответствует высказывание «машина ис

правна», то х  соответствует высказывание «машина неисправна». 
Ьсли на самом деле машина неисправна, то х =  0, т. е. высказы
вание «машина исправна» ложно, и а =  1 , т. е. высказывание 
«машина неисправна» истинно.

Заметим, что х — х  (высказывание «машина не неисправна» — 
то же самое, что высказывание «машина исправна»).



Логическая сумма (дизъюнкция , двоичное сложение)  выражается
символом +  (или V)- ,

Если хх и хг — две двоичные переменные, то их сумма z  =  x t - t x 2 
определится следующим образом (см. таблицу 12).

Из таблицы 12 видно, что

если х1 =  0 и х2 =  0, то г =  хх +  *2 =  0 +  0 =  0;
если Хх =  0 и х2 =  1 , то z  =  хх +  х2 =  0 +  1 — 1 >
если =  1 и х2 =  0, то г =  хх +  хг =  1 +  0 =  1 ;
если хх =  1 и л:г =  1 , то г =  хх +  х2 =  1 +  1 =  1 ,

где все (кроме последнего) выражения согласуются с^правилами 
той алгебры, которую принято называть элементарной.

Из выписанных соотношений следует, что х +  0 =  х, х  +  1 “  1, 
х  +  х =  1, х +  х =  х.

Полученные соотношения могут 
быть распространены на любое число 
двоичных переменных и, соответст
венно, на любое число простых выска
зываний.

Логическая сумма любого числа пе
ременных равна / ,  если хотя бы одна 
из переменных имеет значение 1.

Логическая сумма любого числа пе
ременных равна 0, если все перемен
ные одновременно имеют значение 0.

Логической сумме соответствуют сложное высказывание, состоя
щее из простых высказываний, соединенных неисклю чаю щимг) 
союзом «или» (т. е. соединительно-разделительным союзом «или», 
обозначаемым «и/или» и имеющим смысл «или то, или другое, или 
оба вместе») и схема, составленная из параллельно функционирую
щих реле.

Например, имеется схема, где электродвигатель может оыть 
пущен в ход посредством замыкания любого (или обоих) из двух 
параллельно установленных контактов Х у и Х г-

Простое высказывание х х. электродвигатель пускается в ход, 
если замкнут контакт Х х.

Простое высказывание х2: электродвигатель пускается в ход,
если замкнут контакт Х 2.

Сложное высказывание z =  хг -f- хг \ электродвигатель пускается 
в ход, если замкнут контакт X lt и/или электродвигатель пускается 
в ход, если замкнут контакт Х 2.

1) в  русском и многих других языках союз «или* обладает, как известно, 
двусмысленностьк^ а, например1 в латинском языке различаются союзы «и/илша 
и «или иначе».

Т а б л и ц а  12

______ Хг_______
1 0

1 1 

1 0

Логическая сумма
Z =  Х± -{ - Хц



Сложное высказывание г  =  хг +  х2 +  ... ложно тогда и только 
тогда, когда все простые высказывания х  ̂ , л'2, ... ложны, и истинно 
тогда, когда хотя бы одно из простых высказываний х , , х2 . . 
истинно.

3 . Логическое произведение (конъюнкция, двоичное или булево 
умножение) выражается символом х  (или Д , или точкой •, или 
знак умножения вообще не пишется).

Если х 1 и лг2 Две двоичные переменные, то их произведение 
г  ~  х 1 ' х 2 определится следующим образом (см. таблицу 13):

Из таблицы 13 видно, что

если хг =  0 и х2 =  0, то 2 =  хг х2 =  0-0  =  0;
если хг =  0 и х2 =  1 , то 2 =  х1 -х2 =  0 -1  =  0;
если X], =  1 и х2 =  0, то г =  х1 -х2 =  1 -0 =  0;
если хх =  1 и *, =  1 , то г =  =  Ы  =  1 ,

где все выражения согласуются с элементарной алгеброй.
Из выписанных соотношений следует, что

*•0 =  0, х - 1 = х ,  х - х  =  0, х - х = х .

Полученные соотношения могут быть распространены на любое 
число двоичных переменных и, соответственно, на любое число 
простых высказываний.

Логическое произведение любого числа переменных равно 1 ,
если все переменные одновременно имеют 
значение 1 .

Логическое произведение любого чис
ла переменных равно 0, если хотя бы 
одна из переменных имеет значение 0.

Логическому произведению соответ
ствуют сложное высказывание, состоя
щее из простых высказываний, соеди
ненных соединительным союзом «и», и 
схема, составленная из последовательно 
функционирующих реле.

Например, имеется схема, где элек
тродвигатель может быть пущен в ход 

посредством замыкания двух последовательно установленных кон
тактов Х г и Х 2.

Простое высказывание х^. электродвигатель пускается в ход 
если замкнут контакт Х х. '

Простое высказывание х2: электродвигатель пускается в ход 
если замкнут контакт Х 2. ’

Сложное высказывание г  — хх >х2. электродвигатель пускается 
в ход, если замкнут контакт Х 1 и замкнут контакт Х 2.

Т а б л и ц а  13

*1 *2
1 1 0

1 1 0

0 0 0

Логическое
произведение

2 =  * Х%



Сложное высказывание г  =  -х2•... ложно тогда, когда хотя бы 
одно из простых высказываний х1г х 2, ... ложно, и истинно тогда 
и только тогда, когда все простые высказывания х1г х2, ... истинны.

4°. С помощью элементарных логических функций отрицания, 
сложения и умножения можно записать любые, сколь угодно слож 
ные логические условия и, соответственно, сформировать любые 
сколь угодно сложные логические функции.

Логическое сложение и логическое умножение удовлетворяю т 
следующим законам:

а) закону коммутативности (переместительному закону):

Х1 +  х а =  х г “Н хи 
Хх- х 2 — х 2 - х ±;

б) закону ассоциативности (сочетательному закону):
(*1 х2) х3= Хх (х2 Лз) =  (хх4 -  Хз) х 2>

(*1 ' Х%) ' Х3 ~  Х1 ' (* 2  ■ Хз)  == х 2 ' (*1 ' х з) >

в) закону дистрибутивности (распределительному закону):
(л*| Х 2) • Хз  —  Х \  • Х 3 Х2 • Х 3г Х 1 ' Х 2~Т Х 3 ^ = ( ' ^ 1  Х 3) ' (Х 2 Х з)

(для последнего имеем: (хг +  х 3) (х2 +  х 3) =  ххх % +  х 2х 8 +  хгх 3 +  
+  Х3 =  ХхХ 2 +  Х2Х 3 +  х 3  (*! +  1) =  Х \ Х 2 +  х г х 3 +  х 3 =  ХхХ2 +
+  Хз (х2 +  1) =  Х1Хг +  х3,

г) закону идемпотентности (закону повторения):
х -{■ х  х  . . .  -т- х  — х , 

х - х - х - . . . - х  =  х;

д) закону Де Моргана (закону преобразования отрицаний или 
инверсии): _______

(*1 +  х2) =  А'х • х2,
Х ! - Х 2 =  Х 1 +  Х 2.

Представление логических функций в виде формул не одно
значно; поэтому, применяя указанные выше правила и законы, 
можно преобразовать одни логические формулы в другие, равно
сильные им формулы, т. е. заменять исходные формулы равносиль
ными. Равносильными называются две формулы, представляющие 
одну и ту же логическую функцию. Они соединяются знаком тож 
дества. При этом стремятся к наиболее простым формулам, иначе 
говоря, стремятся к «минимизации» формул.

5°. Логические системы управления относятся к классу релей
ных устройств (или конечных автоматов, или последовательностных 
машин), которые в общем случае характеризуются следующими 
свойствами:

а) Устройство имеет входные каналы, в которые извне в дис
кретные моменты времени подаются двоичные сигналы х1У х2, х„„



называемы & входными сигналами. Комбинация значений хх, х2, .. . ,  хт 
называется значением входа. т

б) Устройство имеет выходные каналы, двоичные сигналы гх, г2,
г п в которых, называемые выходными сигналами, служат для

воздействия на объект управления. Комбинация значений гх, г 2, ..., гп 
называется значением выхода.

в) Устройство в каждый момент времени может находиться в од
ном из внутренних состояний у х, у 2, . . . ,  у к1 определяемом входными 
сигналами в этот момент и состоянием в предыдущий момент.

г) Входные сигналы преобразовываются в выходные в зависи
мости от внутреннего состояния системы в предыдущий момент 
времени.

Каждый из сигналов хх, х2, . . . ,  хт и гх, г2, ..., г„, принимающий 
значения 0 или 1 , описывается двоичной переменной. Преобразо
вание входа в выход, осуществляемое релейным устройством, 
описывается логическими функциями. Д ля анализа и синтеза этих 
устройств применяется алгебра логики, а точнее — булева алгебра, 
разработанная английским ученым Джорджем Булем в середине 
Х 1Хо века, необходимые основы которой мы здесь и изложим.

6°. Зависимость выхода от входа выражают словесно, или в виде 
таблицы, или иным способом и называют условием работы релей
ного устройства.

Релейное устройство ̂ называют однотактным (или без памяти), 
если в каждый данный момент времени значение выхода одно
значно определяется значением входа. В этом случае устройство 
состоит только из логических элементов.

Релейное устройство называют многотактным (или с памятью), 
если какому-либо одному значению входа в различные моменты 
времени соответствуют разные значения выхода (ибо эти последние 
зависят не только от входа, но и от состояния устройства в преды
дущ ий момент времени). В этом случае устройство состоит из логи
ческих элементов и элементов памяти.

Сочетание значений входа и внутреннего состояния в один и тот 
ж е момент времени определяет полное состояние устройства.

Тактом релейного устройства называют интервал времени между 
двумя соседними изменениями его полного состояния. Графическое 
изображение последовательности изменений полного состояния 
релейного устройства называют таблицей включений или такто- 
грам м ой  и часто совмещают с циклограммой.

Входные каналы перенумеровывают, используя в качестве 
номеров числа,^ полученные как  степени числа 2 , т. е. числа 
2°, 21, 22, ..., 2т *. Эти числа принято называть «весами», припи
санными соответствующему входу. Число г  различных сочетаний 
значений входных сигналов составляет г  =  2т.

Десятичный эквивалент значения входа для каждого такта 
получаю т суммированием произведений «значение входного сигнала



(О или 1) на его «вес» для всех т входных сигналов (табл. 14). В таб 
лице 14 наличие жирной горизонтальной линии соответствует н ал и 
чию сигнала (единичному значению двоичной переменной), отсут
ствие линии — отсутствию сигнала (нулевому значению).

Т а б л и ц а  14

№ такта 1 2 3

Входные сигналы

обозначение вес

Ч 1 1 1 0

Ч 2 0 1 1

Ч 4 0 0 0

Значение основного входа 1 • 1 + 0 - 2  +  
+  0 - 4 = 1

1 • 1 +  1- 2 +  
+  0 - 4  =  3

0 - 1 +  1 - 2  +  
+  0 - 4  =  2

Выходной сигнал гх 0 0 1

№ такта 4 5 6

Входные сигналы

обозначение вес

Ч 1 0 0 1 .

Ч 2 1 0 0

Ч 4 1 Г 1
1 1

Значение основного входа 0 - 1 +  1 -2  +  
+  1 -4  =  6

0 - 1 + 0 - 2  +  
+  1 -4  =  4

1 - 1 + 0 - 2  +  
+  1 -4  =  5

Выходной сигнал г± 1 0 0

Если одному и тому же значению входа соответствуют разн ы е 
значения выхода, т. е. рассматривается релейное устройство с п а м я 
тью, то вводятся соответствующие элементам памяти дополнитель
ные входные каналы у 2, у$, которым присваивают веса 
2т, 2т+\  2т+3 и т. д.



Введение элементов памяти продолжают до тех пор, пока любой 
комбинации основных входных сигналов (х1г х2, ... ,  х т) и дополни
тельных входных сигналов (г/х, у 2, г/5) не будет соответствовать 
одно значение выхода, ибо только в последнем случае таблица 
включений, или тактограмма, реализуема. В частности, такто- 
грамма, приведенная выше (см. таблицу 14), реализуема.'

7°. Д ля однотактных релейных устройств можно указать сле
дующий порядок синтеза.

1. Записать условия работы релейного устройства на обычном 
языке.

2. Изобразить «черный ящик», указав входы и выходы (под 
«черным ящиком» понимается система любой физической природы, 
для  которой известны, т. е. заданы или доступны наблюдению, 
только входы и выходы, а структура и значения параметров ее 
элементов неизвестны.

3- Выписать условия работы системы в виде таблицы соответ
ствий значений входа и выхода (таблицы логических условий), 
таблицы включений, или тактограммы.

4. Пользуясь таблицей или тактограммой, получить логические 
формулы для каждого из выходов и по возможности их миними
зировать и унифицировать.

5. Построить структурную  схему релейного устройства.
6. Перейти от структурной схемы к конкретной конструктивной 

реализации (к электрической, гидравлической, пневматической или 
механической схеме).

8°. Рассмотрим пример составления фрагмента структурной 
схемы релейного устройства, управляющего участком автоматичес
кой линии.

Участок состоит из технологических машин №  1, № 2  и № 3 , 
независимо друг от друга, работающих параллельно в линии и осу
ществляющих одну и ту ж е обработку одних и тех же объектов; 
общего для всех трех машин накопителя, в который объекты посту
пают после обработки на любой из трех указанных машин; конвейе
ров №  1 и №  2 , независимо друг от друга, работающих параллельно 
в линии и обеспечивающих отвод объектов из накопителя на после
дующую обработку.

Условия автоматической работы участка состоят в следующем:
конвейер № 1 должен быть включен, если в работе находится 

одна из трех параллельно работающих технологических машин 
№  1 , №  2 и .№ 3;

конвейер № 2 должен быть включен, если в работе находятся 
любые две из трех указанны х машин;

конвейеры № 1 и №  2 должны быть включены, если в работе 
находятся все три машины.

Обозначим сигналы от машин № 1 , ,N*9 2 и ,N*2 3 (т. е. входные 
сигналы) соответственно х1г хг и х3. Наличие сигнала соответствует,



во-первых, нахождению машины в работе и, во-вторых, значению 
х1 — 1 (для 1 =  1; 2; 3). Отсутствие сигнала соответствует, во-пер
вых, нахождению машины в остановленном состоянии и, во-вторых, 
значению х* =  0 .

Обозначим сигналы к конвейерам №  1 и №  2 (т. е. выходные 
сигналы) соответственно и г2. Наличие сигнала соответствует, 
во-первых, нахождению конвейера во 
включенном состоянии и, во-вторых, 
значению гг =  1 (для I =  1; 2). От
сутствие сигнала соответствует, во- 
первых, нахождению конвейера в вы
ключенном состоянии и, во-вторых, 
значению гг =  0 .

«Черный ящик», имеющий входы, 
через которые поступают сигналы от 
машин №№ 1—3, и выходы, через которые поступают сигналы 
к конвейерам №  1 и № 2 , показан на рис. 27.1.

Таблица логических условий (таблица 15) представляет собой 
формализованную запись исходных условий.

Т а б л и ц а  15

Значения сигналов
МОЖНО» входные выходные

дни х х *2 Хз . *2

1 1 0 0 1 0
2 0 1 0 1 0
3 0 0 1 1 0
4 1 1 0 0 1

■ 5 1 0 1 0 1
6 0 1 1 0 1
7 1 1 1 1 1

Логические формулы составляются следующим образом, н ап ри 
мер, для г! =  1 (ситуации №№ 1—3 и №  7).

Если х1 =  1, и х2 — 0 (т. е. х2 =  1), и х3 =  0 (т. е. х3 =  1), 
или хг =  0 (т. е. =  1), и х2 =  1 , и х 3 =  0 (т. е. х3 =  1), или 
хх =  0, (т. е. хг =  1), и х2 =  0 (т. е. хг =  1), и х3 =  1 , или х1 =  1 , 
и х2 =  1 , и х3 — 1 , то гх =  1 .

Следовательно,

г х= ххх2Х3 +  ххх2х3 +  Хгх2х3 +  ххх2х3. (27.1)

Аналогично для г2 =  1 (ситуации № №  4—7):

«Черный тик»

Рис. 27.1. «Черный ящик» (схема 
к рассматриваемому примеру).



9°. Начнем упрощение с формулы (27.2), для чего припишем 
дважды к ее правой части выражение « +  х ^ х ^ .  Поскольку 
* 1* 2*3  +  * 1* 2*3  =  * 1 * 2* 3 . то это не изменит записанного логического 
условия.

Получаем (с учетом того, что х  + х  =  1, а 1 -х  =  х).

г 2 =  ХгХ2Х3 +  ХХХ 2Х 3 +  * ! * 2* з  +  * 1 * 2 * 3  “Г  * 1 * 2 * 3  +  * 1 * 2 * 3  =

=  * 1*2  (* 3  Ч-  * з )  “Ь  *2*3 (* 1  "Ь * 1) +  *1*3 (* 2  “Ь * 2) —

=  Х ХХ 2 +  *2*3 +  * 1 * 3 - (27.3)

Упростим формулу (27.1) и постараемся унифицировать ее 
с окончательной формой выражения (27.3).

х,хг

«И» 
№1

чит>
№1

№2
<И* 
№3

«И» 
N”4

*или>
N 4

№5

*ИЛИ* 
№3

г,-(Х,*Хг*Х!)(Х,Х2*Х2Х,+Х1Х3)*Х1ХгХ5

<НЕ»

Х 1Х г + Х г Х 1 + Х 1Х з

Л-----------

Рис. 27.2. С труктурная схема (блок-схема) релейного устройства.

Припишем к правой части формулы (27.1) выражение в виде 
слагаемых  ̂ ~̂ х хх хх% ~ 1 ~ Ххх хх 3 —!~ ^ 2^2* 1 * 2* 2*3  ~ * 3* 3*1 ~!~ * з * з * 2»> 
каждое из которых, имеющее форму ааЪ, равно 0, так как а -а  =  О, 
а 0 -5  =  0.

Перепишем формулу (27.1) с учетом добавленных членов и под
вергнем ее преобразованию:

г 1 == *1*2*3 ~Ь *1*2*3  ~ Ь  * 1*2*3  ~Г  *1*2*3 "Т

+  * 1 * 1 * 2  +  * 1 * 1 * 3  +  * 2 * 2 * 1  +  *2*2 * 3  +  * 3 * 3 * 1  +  * 3 * 3 * 2  =

=  *1  ( * 1*2  +  *2*3  4"  * 1* з) +  *2  (* 1*2  +  *2*3  “Ь  * 1*з) +

+  * 3  (*1*2  +  *2*3 +  *1*з) +  *1*2*3  =

=  (*1 +  *2 +  * з)  (*1*2 +  *2*3 +  *1*з) +  *1*2*3-



Выражение +  хг13 +  преобразуем, применив, во-пер
вых, трижды закон преобразования отрицаний, а, во-вторых, 
распределительный закон!

а д  +  а д  +  а д  =  (xi +  x2) +  (хг +  х3) +  {хх +  х3) нз
=  (*i +  х2) (х2 +  ха) +  (-Ух +  х3) = (* i  +  х 2) (х2 +  х3) (xL +  х3) s

=  {хх +  х2) (х3 +  xLx2) =  (xLx2 +  а д  +  а д ) .

Окончательно получаем формулу

=  (*i +  х2 +  х3) ( а д  +  а д  +  а д 3) +  ад*з>  (27 -4)

у которой содержимое второй скобки совпадает с правой частью 
окончательной формы выражения (27.3), что делает формулы (27.3) 
и (27.4) унифицированными по форме. Следовательно, одни и те ж е 
элементы релейного устройства могут быть использованы для 
реализации логических функций по обеим формулам, т. е. форму
лам (27.3) и (27.4).

Структурная схема (блок-схема) релейного устройства, реали
зующего формулы (27.3) и (27.4), показана на рис. 27.2, где исполь
зованы следующие элементы: один элемент «не» и имеющие по
3 входа 3 элемента «или» и 5 элементов «и» (всего 9 элементов). 
Если бы формулы (27.3) и (27.4) не были унифицированы, потребо
валось бы 13 элементов.

§ 119. Логические элементы

1°. Как указывалось в § 118, Г  для конструктивной реализа
ции блок-схемы релейного устройства могут быть использованы 
любые элементы: механические и электромеханические реле; полу* 
проводниковые реле на основе диодов и триодов; мембранные 
пневмореле, входящие в состав универсальной унифицированной 
системы промышленной пневмоавтоматики (УСЭППА); элементы 
системы модулей струйной техники (СМСТ); плунжерные (золот
никовые) пневмо- и гидрораспределители и т. д.]

Рассмотрим некоторые из этих элементов.
2°. Назовем логическим элементом устройство, которое может 

иметь два устойчивых состояния.
Первое состояние будем обозначать цифрой 0, а второе состоя

н и е — цифрой 1. Нетрудно видеть, что любой механизм с одной 
степенью подвижности может удовлетворять этим условиям, если 
соблюдены условия устойчивости положений входных и выходных 
его звеньев. В электрических (электромагнитных)^элементах цифра О 
означает «нет тока», а цифра 1 — «есть ток». В пневматических 
Элементах цифра 0 означает «нет давления», а цифра 1 — «есть 
давление» и т. д. Тогда очевидно, что с помощью логических эле



ментов^ могут осущ ествляться операции, основанные на вышеизло
женной теории булевых функций, т. е. действия, описываемые 
словами «да», «не», «и», «или». Совокупность логических элементов 
для выполнения заданных логических операций называется логи
ческой функцией.

Рассмотрим некоторые виды логических элементов. 
г - х
г X

0 0

1. 1

В)-

в)-

Рис. 27.3. Логические операторы повторения: а) логиче
ский м еханизм ; б) путевой выключатель; в) магнитное реле; 

е) мембранное реле УСЭППА.

3°. На рис. 27.3 показаны логические элементы для выполнения 
операции «да», т. е. операции повторения. Эта операция может 
быть записана в алгебраической форме в виде

г = * .  (27.5)
т. е. если х  =  0, то и г  — 0, и если х  — 1, то г  =  1. Иначе говоря, 
функция г  повторяет аргумент х.

Логический элемент, состоящий только из твердых тел, назы
вается иногда логическим механизмом. На рис. 27.3, а показан 
логический механизм повторения, представляющий собою обычный 
рычажной механизм соприкасающихся рычагов. В этом механизме 
входное звено х  может занимать два устойчивых положения: 0 или 1. 
Выходное звено г  при х — 0 заперто в положении г — 0, а при 
х  =  1 передвигается в положение г =  1. Фиксация звеньев в ука
занных положениях и возврат их в исходные положения выпол
няются с помощью различных комбинаций упоров и пружин.

Электрические логические элементы разделяются на две группы. 
В первой группе состояние входа характеризуется, как и в логи
ческих механизмах, положением какого-либо твердого тела, а сос
тояние выхода — наличием или отсутствием тока в линии. Во вто
рой группе состояния входа и выхода характеризуются наличием 
или отсутствием тока.



К первой группе относится так называемый путевой или конеч
ный выключатель или кнопка (рис. 27.3, б). Подвижная часть путе
вого выключателя перемещается нажатием кулачка или упора. В не- 
нажатом состоянии подвижной части выключателя электриче
ская цепь разомкнута, т. е. х  =  0 и, следовательно, и г =  0. 
В нажатом состоянии цепь замкнута, т. е. х  =  1 и, следовательно, 
2 = 1 .

Ко второй группе относится электромагнитное реле, в котором 
контакты электрической Цепи (рис. 27.3, в) замыкаются при переме
щении якоря электромагнита. При отсутствии тока в обмотке элек
тромагнита цепь будет разомкнута и, следовательно, х — 0 и соот
ветственно 2 =  0. При наличии тока х =  1 и, следовательно, 
2 = 1 .  Т аким . образом, электромагнитное реле, так же как и 
нормально разомкнутый путевой выключатель, выполняет опера
цию повторения.

На рис. 27.3, г  показан пример логического пневматического 
элемента. Это мембранное реле универсальной системы промыш
ленной пневмоавтоматики (УСЭППА), имеющие четыре разобщен
ных камеры, одна из которых всегда находится под давлением 
местного источника сжатого воздуха. Эта область на рис. 27.3, г  отме
чена двойной штриховкой.

Подвижная часть реле выполнена в виде штока с тремя мембра
нами, причем средняя мембрана имеет диаметр, больший диаметров 
двух других мембран. В зависимости от распределения давления 
в камерах реле, мембраны прогибаются в ту или иную сторону 
и подвижный шток, перемещаясь, закрывает верхний или нижний 
каналы. Для выполнения операции повторения первая линия связи, 
обозначенная кружком с точкой, присоединяется к напорной 
линии, вторая линия связи, обозначенная стрелкой, соединяется 
с атмосферой, а третья линия является выходом. Д ля выполнения 
операции повторения вход и выход, напорная линия и атмос
фера соединяются с реле так, как это указано на рис. 27.3, г .  
Если нет давления в полости, соединенной со входом, т. е. 
х  =  0, то шток под действием давления местного источника 
идет вверх и закрывает канал, соединенный с напорной линией, 
т. е. 2 =  0. Если в полости, соединенной со входом, есть давление, 
т. е. х — 1, то шток идет вниз под действием этого давления и откры
вает канал, соединенный с напорной линией, т. е . г  = Л .  При этом 
он одновременно закрывает нижний канал, сообщающийся с атмо
сферой.

4°. С помощью тех же типовых логических элементов могут 
быть выполнены и другие логические операции. К ак было показано 
выше, логическая операция «не», т. е. операция отрицания в логи
ческой форме, может быть записана так:

20  И. И, Артоболевский



что означает, что г  есть не х. При этой операции, если х — 0, то 
2 = 1 , и, наоборот, если х  =  1, то г =  0.

На рис. 27.4, а  показан логический механизм отрицания. На 
рис. 27.4, б показан путевой выключатель. Д ля выполнения операции 
отрицания он должен быть нормально замкнутым. Если он не нажат, 
т. е. х  =  0, то в цепи есть ток, т. е. г  =  1. При нажатии на него, 
т. е. когда х =  I, цепь размыкается и тока нет, т. е. г — 0. На 
рис. 27, в показана цепь электромагнитного реле, которое должно 
иметь размыкающие контакты. При отсутствии тока в обмотке 
электромагнита, т. е. когда х  =  0, цепь замкнута и, следовательно,

г X

1 0

0 1

б)

Ф

х

X
Т-Р~

а)

- г

- г

Рис. 27.4. Логические операторы повторения: с) логический меха
низм; б) путевой выключатель.

2 = 1 .  При наличии тока, т. е. когда х  =  1, цепь контакта размы
кается, т. е. г — 0. Н а рис. 27.4, г показано пневматическое мем
бранное реле УСЭППА. При х  =  0 шток идет вниз, открывая 
канал, соединенный с напорной линией, и, следовательно, 2 = 1 . 
Наоборот, при х  =  1 шток идет вверх, открывая доступ воздуха 
к выходу, т. е. 2 =  0.

Логическая операция «и», т. е. операция умножения в алгеб
раической форме, может быть записана так:

г = х ±х2. (27.7)

В зависимости от состояний входов ^  и х2 могут быть четыре ком
бинации хи  х 2 и 2, показанные в верхней таблице на рис. 27.5. 
Эти операции выполняются логическим механизмом, показанным 
на рис. 27.5, а, или логическими элементами с двумя входами 
с последовательным включением электрических контактов путе
вых выключателей (рис. 27.5, б) и контактов электромагнитных 
реле или с помощью мембранного реле УСЭППА так, как это 
показано на рис. 27.5, в.



Логическая операция «или», т. е. операция сложения в логи
ческой форме, может быть записана так:

г  =  х1 +  х2. (27.8)
В зависимости от состояний входов х1 и х2 могут быть четыре 
комбинации. В нижней таблице на рис. 27.5, г и д  показано, как эти

1

хг „  -  "  ^  "

2-Я,- хг

г х , х2

0 . 0 0

0 1 0

0 0 1

1 1 1

2 =&1 +
г X, 3*2

0 0 0

1 0 1

1 1 0

1 1 1

'чР/

Ху

л

Рис. 27.5. Логические операторы сложения и умнож ения.

комбинации могут быть выполнены с помощью путевых выключа
телей и контактов электромагнитных реле или мембранных реле 
УСЭППА.

В заключение отметим, что в настоящее время разработаны 
и другие типы логических элементов (механические, электричес
кие, пневматические, гидравлические и т. д.), каждый из которых 
используется в зависимости от тех конкретных задач, которые 
должен ’ решить конструктор машины-автомата. Таким образом, 
используя логические элементы, нетрудно осуществить блок- 
схему, показанную на рис. 27.2.



Пример *). Н а рис. 27.6, а показана схема устройства, состоящего 
из трех конвейеров, при помощи которых на платформу подаются 
ящики Я - Платформа П  перемещается, если на ней оказываются 
одновременно не менее двух ящиков. Перемещение платформы 
осуществляется специальным механизмом, на рисунке не показан
ным. Д виж ение подъемного механизма осуществляется пневмати
ческим механизмом, управляемым электромагнитом, включенным 
в электрическую сеть при помощи контактов хх, х2 и *3, которые 
включаются поступающими на платформу ящиками.

2? ¿¡1-оТ̂ -оТо-

б)

г— г
п

Рис. 27.6. Схема управления конвейеров для подачи ящиков! 
а) общ ая схема устройства; б) схема управления с !2 контактами; 

в) схема управления с 5 контактами.

В подъемном механизме возбуждается сигнал, если
1) включены контакты хх и *2, а контакт х3 не включен,
2) включены контакты х1 и х3, а контакт *2 не включен 

и 3) включены контакты *2 и х3, а контакт хх не включен.
В соответствии с этими условиями составляем логическую 

формулу включения путевых выключателей. Согласно § 118 имеем

г  —  Х ХХ 2Х 3 +  Х хХ 2Х 3 +  *2*2*3 +  *1*2*3 • (А )

Как указывалось в § 118, чертой над буквой обозначаем опера
цию «не», т. е. контакт разомкнут. На основании приведенной 
формулы составляем структурную схему (рис. 27.6, б). Пользуясь 
правилами алгебры логики, можно выражение (А) значительно 
упростить. Действительно, представим выражение (А) в следующем 
виде:

г  =  * 2* 2*3  +  * 1* 2*3  +  * !* 2 * 3  +  *1*2*3 +  *1*2*3 +  *1*2*3- (В )

Как было показано выше (см. формулу (27.3)),

г =  * ! * 2 (*3 +  Х 3) +  ВД, (*2 +  *2) +  *2*3 (*1 +  *1) • (С)

') Пример заимствован из книги: З и н о в ь е в  В. А. «Курс теории меха
низмов и машин», «Наука», Москва, 1972, стр. 363—364.



Так как каждое из выражений в скобках равно единице, то 
получим (как и выше, в формуле (27.3)):

г =  х1х2 +  х ,х3 +  х2х3. (О)

тогда структурная схема (рис. 27.6, б) значительно упростится и мы 
получим структурную схему, показанную на рис. 27.6, в, в которой 
та же задача решается не с помощью двенадцати, а всего с помощью 
пяти контактов.

Г Л А В А  XXVII I

КРАТКИЕ СВЕДЕНИЯ ПО ТЕОРИИ РОБОТОВ И МАНИПУЛЯТОРОВ

§ 120. Промышленные роботы и манипуляторы

Г .  Принципиально новым элементом современных технологи
ческих систем являются промышленные роботы — класс автоном
ных машин-автоматов, имеющих универсальные исполнительные 
органы в виде механических «рук», движениями которых автома
тически управляют универсальные устройства. В этих машинах 
гармонически сочетаются механические совершенства технологичес
ких и транспортных машин, достижимые на современном уровне 
развития машиностроения, т. е. высокие показатели точности, 
быстродействия, мощности, надежности, компактности, с интеллек
туальными совершенствами, которые обусловлены современным 
уровнем техники автоматического управления. Сюда относятся 
большой объем памяти, обеспечивающий большое число возможных 
программ действия; удобство изменения программы; способность 
контролировать правильность своих действий; адаптивность; способ
ность реагировать на изменение внешней среды; способность к само
обучению и к оптимальным действиям.

Ширящееся использование промышленных роботов свидетель
ствует о принципиально более высоком уровне развития тех элемен
тов технологических комплексов, которые издавна применяют для 
автоматического оперирования штучными объектами обработки 
и которые обычно носят название автооператоров (иногда их назы
вают автоманипуляторами, самонакладами и т. д.).

2°. Автооператоры нашли применение буквально во всех отрас
лях  промышленности для операций загрузки — выгрузки, штабе
лирования и других тому подобных операций.

Схват автооператора, в виде клещевого за,хвата пневматического 
присоса, валика с липкой лентой, электромагнита и п р ., чаще всего 
совершает движение по траектории «подъем вертикально вверх, пово
рот в горизонтальной плоскости, опускание вертикально вниз». З а 
тем движется обратно по тому же пути, при этом длина вертикальных 
участков траектории может от цикла к циклу изменяться в соот-



ветствии, например, с высотой штабеля. На рис. 28.1 показана 
кинематическая схема работы такого автооператора, имеющего две 
степени подвижности. Н а рис. 28.2 показана схема типового унифи-. 
цированного гидромеханического блока автооператора, обеспечиваю
щего движение по двум координатам, т. е. обладающего двумя сте
пенями подвижности (свободы), как  это показано на рис. 28.1. Вы
ходной орган блока выполнен в виде стакана 1, жестко соединенного 
с поршнем 2, имеющим возможность скользить по шлицевому валу 3. 
Продольное возвратно-поступательное движение осуществляется 
посредством поршня 2 гид
роцилиндра двухсторонне
го действия. Поворот ста
кана 1 осуществляется 
посредством поршней 4 и 7

О

Рис. 28.1. Схема движе
ний автооператора.

Рис. 28.2. Схема типового унифицированного 
гидромеханического блока автооператора, об

ладающего двумя степенями подвижности.

двух гидроцилиндров одностороннего действия. Поршни 4  и 7 
связаны общим штоком-рейкой 5 , находящемся в зацеплении с шес
терней 6, жестко сидящей на валу  3.

К выходному органу одного блока, показанного на рис. 28.2, 
может быть прикреплен другой, точно такой же блок, в результате 
чего получается механизм автооператора, обладающий четырьмя 
степенями подвижности (рис. 28.3).

Анологично при скреплении трех типовых блоков, показанных 
на рис. 28.2, получается механизм автооперато'ра, обладающий 
шестью степенями подвижности.

3°. Общая схема промышленного робота, оснащенного автоном
ной системой цифрового программного управления или управля
емого универсальной ЭВМ, показана на рис. 28.4. Промышленный 
робот обычно обладает 4—6 степенями подвижности, т. е. обеспе
чивает перемещение рабочего органа по 4—6 координатам. На схеме



показан промышленный робот, корпус 1 которого перемещается 
по рельсовому пути. Вертикальная колонна 2, несущая «руку» 3, 
может поворачиваться в горизонтальной плоскости на угол 2[5. 
«Рука» 3 может поворачиваться в вертикальной плоскости на 
угол и вокруг оси К на угол у , перемещаться вниз — вверх 
на расстояние Н и выдвигаться вперед—назад на расстояние Ь. 
Схват 4 может поворачиваться на угол 2аа и осуществлять смыка
ние — размыкание губок.

Промышленные роботы 
обычно имеют автономную си
стему управления или управ
ления по схеме прямого уп
равления ЭВМ—ЦПУ.

На рис. 28.5 показан наи
более распространенный вид 
промышленного робота. На 
рис. 28.6 дана его кинематиче
ская схема. Если учитывать

■ О
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Рис. 28.3. Кинематическая схема 
автооператора, обладающего че
тырьмя степенями подвижности.

Рис. 28.4. Общая схема промыш ленного 
робота.

движение губок, то механизм на рис. 28.6 будет обладать шестью 
или семью степенями подвижности. Н а рис. 28.7 показано, в каки х  
границах могут осуществляться движения механизма робота.

Промышленные роботы как  циклически действующие эле
менты используются в составе технологических комплексов для 
выполнения самых различных операций:' как собственно рабочих 
(сварка, окраска, сборка), так и цикловых вспомогательных (р аз
гр у зк а— загрузка прессов, штампов, литьевых машин, м етал л о в  
режущих станков, контрольных автоматов).

4°. Манипулятором называют техническое устройство, п р ед н а з
наченное для воспроизведения рабочих функций рук  человека. Робо- 
тами-манипуляторами называют манипуляторы, снабженные о р га 
нами перемещения и системами автоматического уп равлен и я .



Понятие «манипулятор» охватывает широкий класс управляемых 
человеком, непосредственно или по каналам связи, технических 
устройств, предназначенных для воспроизведения некоторых дви-
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Рис. 28.5. Общий вид промышлен
ного робота.

Рис. 28.6. Кинематическая схема робота.

гательных функций рук человека, в ходе выполнения которых 
осуществляется целенаправленное манипулирование объектом обра

ботки или инструментом.
\а ,-3 0 '

у-±т
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Следует выделить такой спе- 
цифический подкласс манипуля
торов, как управляемые био
токами манипуляторы, идея ко
торых положена в основу кон
струкции активного протеза ру
ки, разработанного группой уче
ных и инженеров под руковод
ством А. Е. Кобринского.

На рис. 28.8 показан элек- 
трогидравлический биоточный 
манипулятор. От токосъемника / 
(накладных электродов, разме
щенных в браслете в области 
расположения мышц, управля
ющих кистью) биоэлектрический 
сигнал через усилитель 2  (име
ющий автономные блоки пита
ния 10) поступает в электроги- 
дравлические золотники 3, снаб
женные иглами 8, обеспечи
вающими поступление масла в 
гидроцилиндр 6 от гидромо
тора 5, приводимого в движение 

электродвигателем 4, или слив масла в резервуар 9. В зависи
мости от того, в какую  полость гидроцилиндра 6 поступает жид
кость, пальцы кисти 7 замыкаются в положении щепоти или 
распрямляю тся.

Р и с . 28.7. Схема осуществляемых роботом 
движений.



В протезах с биоэлектрическим управлением в качестве привода 
движения большого пальца и блока остальных четырех п альц ев  
используется миниатюрный электродвигатель, управляемый двум я 
независимыми биоэлектрическими сигналами: один для управления 
схватыванием, другой — для управления раскрытием.

Технически возможно очувствление манипуляторов (в том числе 
и протезов) по силе схвата, когда создается обратная связь с  тем ,

чтобы оператор получал ощущения значения давления в различны х 
участках рабочего органа (схвата или искусственной кисти).

•5°. Манипулятор, предназначенный для работы в основном в з а 
крытом помещении, показан на рис. 28.9. Тележка 2, несущая ш ар-

Рис. 28.9. Стационарный манипулятор с дистанционным- управ
лением.

нирно-стержневую «руку», состоящую из «плеча» и «предплечья» со 
схватом, перемещается по подвесным рельсовым путям в горизон
тальной плоскости в двух взаимно перпендикулярных нап равле



ниях. Связь с пультом управления 1 осуществляется по кабельному 
каналу. Наблюдение осуществляется с помощью телевизионной 
системы, управление —  ручное, с пульта, или с помощью ЭВМ, 
или во взаимодействии человека и ЭВМ.

6°. Широкое распространение, особенно при манипулировании 
различными опасными для человека веществами, получили копи
рующие манипуляторы (рис. 28.10). Перемещение тележки манипу
лятора осуществляется посредством управляющих импульсов с кно
почного пульта станции управления 1. Все движения «рукой» 2 
манипулятора осуществляются с помощью управляющей «руки» 3, 
установленной на станции управления. Движения управляющей

Рио. 28.10. Копирующий манипулятор.

«руки» 3, производимые человеком, с помощью следящей системы 
воспроизводятся «рукой» 2  манипулятора. Разумеется, при этом 
усилия, развиваемые манипулятором, могут значительно превос
ходить усилие человека.

Манипуляторы с автономным или централизованным программ
ным управлением, а такж е манипуляторы с ручным управлением, 
в том числе и копирующие, с телеуправлением, в виде стационарных 
или перемещающихся по суше (колесных, гусеничных, стопоходящих 
экипажей), в воде, в воздухе или в безвоздушном пространстве 
устройств имеют широкие перспективы использования при освоении 
морских глубин, космоса, при манипулировании громоздкими 
объектами (срубленными деревьями, крупногабаритными элемен
тами машиностроительных и строительных конструкций и т. п.).

7°. Крупнейшим достижением техники наших дней являются 
телеуправляемые советские «луноходы», снабженные своеобразными 
манипуляторами, в частности, для взятия проб лунного грунта.

Развитие медицины и медико-биологических исследований и мик
роминиатюризация аппаратуры  вызвали к жизни микроманипуля-
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торы, позволяющие с высокой точностью оперировать миниатюр- 
ными объектами.

Как было показано выше (см. § 11), механизмы «рук» м ани п уля
тора образованы из незамкнутых кинематических цепей с н есколь
кими степенями подвижности, чаще всего с шестью или семью . 
В основном применяются механизмы с парами V класса. «Рука» по 
каждой степени свободы оснащена отдельным приводом. У правление 
приводами может осуществляться от автономного программного 
устройства, от ЭВМ или непосредственно человеком-оператором.

«Руки» промышленных роботов и автоматически действующих 
манипуляторов, обладающие большим числом степеней подвижности, 
могут совершать одну и ту же операцию, например перенос гр у за  
из одной точки в другую, множеством возможных способовх) .

Перспективы развития промышленных роботов и манипуляторов 
связаны с приданием им способности осязать, обонять, видеть, 
ощущать дистанцию, уметь распознавать образы, реагировать на 
тепловые и электромагнитные излучения широкого диапазона.

Проблема оптимального проектирования, создания и внедрения 
в широких масштабах промышленных роботов и манипуляторов 
имеет первостепенное социальное и экономическое значение, ибо 
все эти устройства предназначены для того, чтобы облегчить чело
веку выполнение наиболее тяжелых и опасных операций к а к  на 
земле, так и при освоении океанских глубин и космоса.

5°. Многообразие существующих манипуляторов делает необхо
димым их классификацию. В ее основе положены метод управления, 
вид связи между управляющими и исполнительными механизмами, 
а также некоторые конструктивные признаки 2). Обычно м анипу
лятор с автоматической системой управления называют роботом- 
манипулятором или просто роботом.

Манипуляторы являются сложными техническими устройствами, 
их созданием и исследованием занимаются специалисты в области 
механики, автоматики и кибернетики. Мы будем рассматривать 
манипуляторы в основном с точки зрения общей теории механизмов, 
т. е. как пространственные системы с несколькими степенями 
свободы. При изучении манипуляторов с этих позиций необходимо:

1) исследование структуры кинематической цепи механической 
руки;

*) К о б р и н с к  и й  А.  Е. ,  С т е п а н е н к о  Ю. А., Некоторые проблемы 
теории манипуляторов, сб. «Механика машин», вып. 7—8, «Наука», Москва, 1967.

К у л е ш о в  В. С., Л а к о т  а Н. А ., Динамика систем управления ма
нипуляторами, «Энергия», Москва, 1971.

2) При изложении последующего материала была использована статья 
А. Г. О в а к и м о в а  и С. С. А н ш и н а  «Элементы структуры кинематики и 
геометрии некоторых типов манипуляторов», опубликованная в сборнике научно- 
методических статей по теории механизмов и машин, вып. 3, «Высшая школа», 
Москва, 1973.



2) исследование вопроса о передаче относительных перемещений 
звеньев манипулятора с управляющего гЛеханизма на исполни
тельный;

3) выявление способов связи между управляющим и исполни
тельным механизмами манипулятора.

Вопрос о структуре пространственных незамкнутых кинемати
ческих цепей был нами рассмотрен выше (см. § 11). В настоящей 
главе мы остановимся на тех вопросах структуры манипуляторов, 
которые имеют непосредственное к ним отнощение.

§ 121. Относительные движения звеньев 
манипулятора

1°. Задача о копировании захватом исполнительного механизма 
манипулятора перемещений, задаваемых управляющим механизмом, 
сводится к тому, что звенья первого механизма должны осуществлять 
те же относительные движения, какие имеют место во втором. Си
стема передач для воспроизведения этих движений может быть раз- 

в некоторых манипуляторах управляющий 
механизм оснащается датчиком относитель
ных перемещений его звеньев. Сервоприводы, 
расположенные непосредственно на подвиж
ных звеньях исполнительного механизма, 
управляются сигналами этих датчиков и при
водят исполнительный механизм в положе
ние, соответствующее положению задающего 
механизма.

2°. В копирующих манипуляторах других 
видов относительные движения звеньев сна
чала передаются на основание посредством 
механических передач (зубчатых дифферен
циальных, тросовых рычажных и др.), про
ходящих вдоль осей звеньев. Затем эти движе
ния, преобразованные во вращение различных 
элементов (зубчатых колес, блоков и др.) 
с неподвижно закрепленными на основании 
осями, передаются на исполнительный меха

низм. В качестве примера остановимся на передаче относитель
ных движений с помощью зубчатых дифференциальных механизмов.

На ри;. 28.11 изображена простейшая система с двумя степенями 
свободы. Она дает возможность осуществлять два независимых 
движения ■— вращение вокруг осей х1 и г2 (эти оси определяют 
положительное направление поворота), а также передавать на осно
вание относительные перемещения звена 2 по отношению к звену 1. 
Сходные по строению схемы применяются для передачи и большого 
числа относительных движений. В качестве обобщенных координат

личной. Например,

Рис. 28.11. Схема зубча
того механизма манипу

лятора.



и qг системы примем углы ф10 и ср21 относительного поворота 
соседних звеньев 1 и 0 и 2 и / .

При работе данной схемы имеет место так  называемое кинема
тическое наложение движений. Ф изическая суть его состоит в том, 
что изменение угла ср10 (поворот вокруг оси х х) вызывает поворот 
обоих соосных колес Г  и 2'. Аналитически это явление выражается 
в том, что углы поворота и ярг колес Г  и 2Г суть функции обеих 
обобщенных координат:

'111 =  'М<71> <72).

=  (<?1 . йг)-
Связь между указанными величинами может быть установлена 

с помощью частных передаточных отношений. Нахождение послед
них связано с рассмотрением двух различных механизмов с одной 
степенью свободы, которые получаются' из заданной кинематичес
кой цепи, если в ней изменяемой считать только одну (каждый 
раз иную) обобщенную координату. В полученных таким образом 
механизмах с одной степенью свободы необходимо определить 
передаточные отношения колес Г и 2' по соответствующим обобщен
ным координатам.

Д ля рассматриваемой схемы будем иметь
СО

дд1 ’  дд2 ’ дд.2 СО,

§ 122. Связи между управляющим и исполнительным 
механизмами

1°. В зависимости от типа связи между управляющим и испол
нительным механизмами копирующие манипуляторы могут быть 
подразделены на три группы.

*7777777771

Управляющий Исполнительный
механизм механизм

Рис. 28.12. Схема механического привода манипулятора.

Манипуляторы с механической (кинематической) связью. М ехани
ческие копирующие манипуляторы были первыми устройствами, 
которые начали применяться в опасных для жизнедеятельности 
человека зонах. В этих манипуляторах обе руки связаны м ехани
ческими передачами: зубчатыми (рис. 28.12), тросово-ленточными
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и другими. М еханические передачи являю тся реверсивными и 
имеют высокий к. п. д ., вследствие чего на задающей руке до
статочно точно отражаю тся усилия, прикладываемые к исполни
тельной.

Грузоподъемность современных механических копирующих мани
пуляторов колеблется от 3 до 16 кГ. Эти манипуляторы просты, 
надежны, удобны в работе. Их существенными недостатками яв
ляются ограничения по грузоподъемности, которые лимитируются 
силой руки оператора, а также невозможность использования их 
для целей дистанционного манипулирования.

В нашей стране широкое распространение при работе в горя
чих камерах получили манипуляторы марок М-22 и М-28 и их 
модификации. За  рубежом наиболее известными манипулятора

ми являются «Модель-7» и 
«Модель-8» семейства меха
нических копирующих ма
нипуляторов, разработан
ных Аргонской националь
ной лабораторией (США) 
и получивших название 
«Master-Slave». Грузоподъ
емность этих моделей соот- 

КиТттзмут!/ ветственно 4 кГ  и 8 кГ.
2°. Манипуляторы с маг-

Рис. 28.13. Схема магнитного привода манипу- , , „  , ,
л ято р а . нитным приводом. Манипу-

ляторы этого типа находят 
применение в основном в тех случаях, когда необходимо обеспечить 
абсолютную герметизацию объема камер (работы в зонах больших 
давлений, глубокого вакуума и т. п.). В качестве приводов в них 
используются муфты на постоянных магнитах, позволяющие пере
давать движения через «глухую» стенку, без проемов под переда
точные механизмы. М анипуляторы с магнитными муфтами бывают 
двух видов: с торцовыми магнитными муфтами и с цилиндриче
скими магнитными муфтами (рис. 28.13).

3°. Сервоманипуляторы. Эго название укрепилось за копи
рующими манипуляторами, в которых управляющий и исполни
тельный механизмы, расположенные дистанционно, связаны систе
мами управления особого вида — обратимыми следящими систе
мами (ОСС). ОСС обеспечивают однозначное соответствие по поло
жению между задающими и исполнительными органами, а также 
отражают на первом усилия, приложенные ко второму. Число ОСС 
равно числу степеней свободы манипулятора.

Применяется такж е привод на сельсинах. Он состоит из 
сельсина-датчика и сельсина-приемника, имеющих конструкцию 
обычного мотора. Обмотки роторов и статоров обоих сельсинов 
соединены между собой по индикаторной схеме. Роторы сель-

механизму



синов-датчиков связаны со звеньями управляю щ его механизма, 
а роторы сельсинов-приемников — со звеньями исполнительного 
механизма (рис. 28.14). Если вращать ротор сельсина-датчика, то 
при отсутствии на исполнительном механизме нагрузки ротор 
сельсина-приемника будет иметь синхронное с ним вращение.

Нагрузка на ротор исполнительного механизма приводит к рас
согласованию — появляется ошибка б =  г)з — гр в положениях 
обоих роторов, где о]) — угол поворота сельсина-приемника, ар — 
угол поворота сельсина-датчика. Рассогласование вызывает появ
ление в сельсинной паре синхронизирующего момента, который 
стремится ликвидировать имеющееся рассогласование. При этом 
синхронизирующий момент на приемнике направлен против нагру
зочного момента, а на дат
чике совпадает с ним. Вели
чина момента есть функция 
от рассогласования.

Сервоманипуляторы по
лучили значительное рас
пространение. Их типич
ным представителем явля
ется итальянский манипу
лятор «Maskot-1». Он имеет 
семь степеней свободы и 
состоит из пары задающих 
механических рук, смонти
рованных на соответствую
щей опорной конструкции, 
и пары исполнительных механических рук, смонтированных на 
телеуправляемой тележке, а также сервомеханической связи. Гру
зоподъемность этого манипулятора 23 кГ.

4°. Манипуляторы с кнопочным управлением. Манипуляторы 
данного вида состоят, по существу, из исполнительного органа, 
который оснащен силовыми приводами (электрическими, гидравли
ческими или пневматическими) и связан с пультом управления 
электрокабелем. Число степеней свободы этих манипуляторов дохо
дит до 9— 10. Они могут быть рассчитаны почти на любую грузо
подъемность.

Д ля увеличения зоны обслуживания исполнительный орган 
обычно устанавливается на крановых системах различного типа 
или на подвижных автономных основаниях. З а  последними сис
темами закрепилось название «моботы».1

На рис. 28.15 представлен мобот «Жук», созданный фирмой 
«General Electric» для обслуживания ядерных ракетных двигателей. 
Каждая рука имеет девять степеней свободы. Вес мобота 85 Т , 
суммарная мощность всех двигателей 660 а .с. Грузоподъемность 
рук в вытянутом положении 45 кГ.

Б ?  0СС~7 S
Г ~ 1 осс-в Ц 2

r - + J —I Нн----- 1

■+J I г—+—J

. . . . Э  Я .

Управляющий 
механизм.

Исполнительный
механизм

Рис. 28.14. Схема сельсинного привода манипу
лятора.



М анипуляторы с кнопочным управлением при необходимости 
могут снабжаться программирующим устройством для работы в авто
матическом режиме по записанным командам.

5°. М анипулят оры с автоматическим управлением. Эти манипу
ляторы могут быть подразделены на два типа. Первый тип — мани
пуляторы с жесткой программой действия, они воспроизводят

определенную совокупность 
движений, включенных в 
программу. Подобная про
грамма обычно записывает
ся на магнитную ленту в 
ходе первого цикла работ, 
выполняемого оператором, 
а затем периодически по
вторяется.

В манипуляторах вто
рого типа операции движе
ний определяются ЭВМ на 
основе информации д внеш
ней среде. Макеты этих 
манипуляторов реализуют 
пока относительно неслож
ные программы. Однако 
такое направление разви- 

Рис. 28.15. Мобот «Жук». тия манипуляторов ЯВЛЯвТ-

ся весьма перспективным.
В настоящее время разрабатываются роботы-манипуляторы с так 

называемым «искусственным интеллектом». Эти роботы обладают 
чувством осязания — с помощью специальных датчиков, «зре
нием» — с помощью телевизионной аппаратуры и т. д. Они способны 
выполнять элементарные операции сборки, перемещения объектов 
по заданной программе и т. д. Эти машины обладают свойством 
адаптации и самообучения.

§ 123. Некоторые вопросы геометрии 
манипуляторов

1°. Копирующие манипуляторы состоят из двух механизмов — 
управляющего и исполнительного. Анализ работы таких манипу
ляторов связан  с исследованием обоих этих механизмов. В тех 
случаях, когда последние соединены друг с другом посредством 
кинематической связи, их движения полностью совпадают. В мани
пуляторах с магнитными муфтами или со следящими приводами 
исполнительный механизм воспроизводит движения управляющего 
механизма лиш ь приближенно. В подобных системах постановка 
задач кинематического анализа управляющего и исполнительного



механизмов оказывается различной. В первом по заданному про
странственному движению захвата определяются движения звеньев 
ведомой кинематической цепи. Во втором по относительным движе
ниям звеньев находится движение захвата в системе с несколькими 
степенями свободы.

2 . Рассмотрим задачу о положениях ведомых звеньев манипу
лятора. Захват управляющего механизма, перемещаемого операто-

Рис. 28.16. Кинематическая 
схема «руки» манипулятора.

ром, является ведущим звеном с пространственным движением.. 
Это движение можно задать с помощью шести функций:

Х н = х н ( 0 , у ц = у  и  (/), г;7 =  2/ / (/), )

^ = ^ ( 0 ,  0 =  0 ( 0 .  ф = ф ( 0 .  /  ( ’

где хи , у н , гн  — координаты центра захвата, г[>, 0 , ф — эйлеровы 
углы. Первые три функции определяют перемещение центра за
хвата, а остальные три — вращательное движение относительно 
этого центра.

В задачу о положениях включаем определение положений ведо
мых звеньев в системе координат Вх0у 0г0 (рис. 28.16), углов отно
сительного поворота звеньев и абсолютных координат точки на 
звене механизма (рис. 28.17). Д ля решения этой задачи исполь



зуется метод замкнутого векторного контура с некоторыми допол
нениями к  нему, изложенными в работе А. Г. Овакимова1).

Вначале определим положение ведомых звеньев ВС  и СЕ. Прону
меруем подвижные звенья v =  1 , 2 ,  6 манипулятора, начиная 
с ближайш его к стойке звена. Обозначим через /2 =  ¿дс, h  =
/„ =  1ЕН длины звеньев, а через / 2, h  — единичные векторы осей 
звеньев 2 , 4  и 6.

Радиус-вектор г  точки Н  и орт / 6 известны из функций (28.2), 
поэтому известными являются и проекции рх, ру, р* радиуса-век
тора точки Е: ,

р =  л* — ¿Ve=  i  4  ч. "т* ij-i- (28.3)

Этот вектор расположен в плоскости Р , называемой базовой. Отсюда 
следует, что

s in ф10 =  pz/ V  P l +  Pl. eos срм =  P y / V  Р l  +  Pl-

Д ля определения положения осей звеньев 2 и 4 имеем систему 
уравнений

i 2l 2 -f- i i l i  =  р, 1 (28.4) 
¡2-— 1, Í \ =  1, (¿2 X Р) ' ¿0 =  J

последнее из них выражает компланарность векторов / 2, р, / 0 
и перпендикулярность вектора / 2 X р плоскости Р .

Исключим вектор / 4, перенося в первом из уравнений системы 
(28.4) вектор / 4/4 в правую часть и возводя обе части уравнения
в квадрат: (/ч.

(/2/2- р 2)2 =  ( - / Л ) 2. (28.5)

После преобразований получим
р • h  — b,

где величина b — (l\ — l\ +  р2)/2 /г, а р2 =  p l  +  p l  +  pz- Выражая 
векторы, входящие в уравнения (28.4) и (28.5), через их проекции, 
придем к такой системе уравнений:

*2* +  í \y  +  *2z —  1» | 

h y p z - h x p y  =  b ,  (2 8 -6) 

P x h x - \ -  p y h y ~ h  pz í ie  —  b .  '

Из последних двух уравнений системы (28.6) найдем

h у —  р з+ рз' Ф Р у ~~ PxPyhx)> 

h z  —  ПГДТ77Г (b P z  —  P xP zh x ) '

1) О в а к и м о в  А. Г., Кинематическое исследование пространственной
цепи управления манипулятора, Изв, вузов, серия «Машиностроение», 1971, № 14.



Подставляя эти выражения в первое из уравнений системы (28.6) 
и разрешая его относительно £2х, получим

(ЬР* ± У { Р 1  +  Рг) (ра - 6 2) ) .  (28 .7 )

Мы получаем два решения, отличающиеся знаком перед ради
калом, обусловленные тем, что одному и тому же положению захвата 
отвечают две симметричные по отношению к вектору р схемы рас
положения осей звеньев 2  и 4  (рис. 28.16).

После определения орта / 2 можно найти единичный вектор г3 =  / 4:

Ач =  (Р 14г)! и  •

3°. Д ля решения остальных вопросов задачи о положениях 
со звеньями V =  1 , 2, ..., 6 связываем декартовы системы коор
динат (рис. 28.17). В каждой из точек В , С, Е  помещены начала 
координатных систем двух соседних звеньев, соответственно 1 и 2, 
З и 4 , 5  и 6. Оси направляем вдоль осей А В , В С , СЕ  и Е Н  звеньев 
(Х 1 =  х0, х3 =  хх, хъ н= *,). Оси гх =  г2, г3 и гь совмещены с осями 
шарниров В,  С и Е (г3 1| г2), а ось г4 направлена-параллельно и в ту 
же сторону, что и ось г5. Таким образом, =  / 0, 1а =  / 4, ^  =  к 2= к 3, 
*4 =  к ь, а искомые углы относительного поворота звеньев равны

Ч>10 =  У1 ,Уо (*о); ф 21 = * 2 . * 1 (21); Фз2 =  ̂ з Т ^2 (^г);
/Ч  /Ч

(р43~ 2& 2з(Хз)> Фб4==''’б1 *1 (^4)1 Фб5==2б> 2а (*5).

В скобках указаны оси, перпендикулярные плоскости соответ
ствующих углов и определяющие положительное направление их 
измерения.

Определим орт к ъ, для чего вычислим предварительно функции

СОБ Ф5 4  =  / 3  • / в , 8 Ш ( р ^  =  ± У  1 —  СОЬ2 ф 54.

Два значения угла ф61, отличающиеся знаком перед радикалом, 
обусловлены тем, что при одном и том же положении захвата 
ось гь может быть направлена в ту или другую сторону.

Так как ось г5 шарнира Е  ортогональна осям х3 =  х4 и хъ == х^ 
то орт к ь этой оси может быть определен из выражения

^  /в
5 “  ЯП фм •

,Д ля звеньев V =  2, 3, 4, 5 орты их осей «д, определяются по 
найденным ортам осей хч и гх из выражения х  V  После
этого могут быть вычислены функции

С05 (рV. V 1 1, $ IП ф у  1 Г7~т: ^V 1 Уу 1 (V 2 ,  3 ,  5 ),

с05 ф1 у, V I ку * 1 == &V * 1  (V =  4),

которые однозначно определяют величины соответствующих углов.



Теперь у нас имеются все необходимые данные для того, чтобы 
составить выражение радиуса-вектора любой точки механизма 
и определить его абсолютные координаты. В частности, для неко
торой точки 5 3 на звене 3  (рис. 28.17) с относительными координа
тами «!, иг, «з будем иметь

г 8 ,  —  +  Н и 1 + / з н 2 +  1?зи з-

4°. В теории манипуляторов для интегральной оценки геомет
рических качеств манипулятора предлагается коэффициент сервиса.

Шесть степеней свободы, которыми обладает захват, позволяют 
ему занимать произвольное положение в некоторой области про

странства. Эту область ограничивают 
конкретные связи кинематической цепи, 
в том числе и длины звеньев.

П усть, как и ранёе, точка Я  — центр 
захвата, а /6 — его длина. Рабочим 
пространством V называется область 
возможных положений центра захвата, 
допускаемая связями манипулятора. Со
вокупность возможных положений оси 
захвата, при которых центр его Н нахо
дится в данной точке рабочего простран
ства, определяет телесный угол

Зе . ^ е .г,  ̂ (28>8)
N ¿(3

называемый пространственным углом обслуживания или углом сер
виса (рис. 28.18). Здесь 5 £,£2е 3я4 — площадь сферической поверхности 
шарового сектора. Наибольшее значение угла сервиса равно 4л.

Отношение

© = £  <28'9> 
называют коэффициентом сервиса в данной точке. Он может изме
няться от 0 до 1: 0 ^  0  «£; 1.

Средняя величина коэффициента сервиса в рабочем простран
стве есть

©ср= - ^ 0 ^ У .  (28.10)
V

Дальнейш ее изложение будем вести на примере конкретного 
манипулятора (см. рис. 28.16). Исследуем для него расположение 
зон сервиса.

5°. В выражении (28.3) р есть одна из сторон треугольника ВСЕ, 
лежащего в плоскости Р . Поэтому имеем очевидные неравенства:

I г ~  *Ув I 14 +  4̂ !> (28.11)
| г  — (28.12)

Рис. 28.18. К определению ко
эффициента сервиса манипуля

тора.



Выявим зоны рабочего пространства, в которых коэффициент 
сервиса 0  =  1. Эти зоны мы будем искать в виде пространства, 
ограниченного полусферами. Определим наружный предел зоны. 
Задача сводится к нахождению таких точек с радиусами-векто
рами г  — R lt в которых при некотором направлении вектора / в/в 
величина | г  — /в/в | достигнет наибольшего значения l2 +  U-

\ r - i J e \ m a x  =  \ R i  —  i eU \ = Î 2  +  U -  ( 2 8 .1 3 )

Отметим, что для любой точки, т. е. для любого г ,  абсолютная 
величина разности г  — / в/„ будет наибольшей, когда векторы г  
и / 6/„ противоположны по направлению (рис. 28.19,а ,б ). В этом 
случае оба вектора распо
лагаются в плоскости Р , 
а модуль их разности равен

\ r  —  *V e !max — f  ~W e-

Подставляя последнее вы
ражение в (28.13), получим

Аналогично задача опре
деления радиуса R 2 ^внут-
реННеЙ ПОЛусферЫ, ограни- рис 28.19. Векторные картины д л я  определения 
чивающей зону 100% -Н О Г О  рп>ах и Pmin-
(или полного) сервиса, сво
дится к нахождению таких точек, радиусы-векторы г  =  R 2 кото
рых удовлетворяют условию

Ir  *Ve I=  Кг U ! •

Д ля любого г  разность г  — / в/в будет по модулю наименьшей, 
когДа векторы г  и / в/„ направлены в одну сторону (рис. 28.19,а,в). 
В этом случае они располагаются в плоскости Р , а модуль раз
ности векторов равен модулю разности длин векторов:

I г  V̂e !min=  I Кг АД !=  I Ri 6̂ !•
Подставляем это выражение в (28.13), получим

или

^2 — 1 4 — R 2 — U — 1̂ 2 — ¿4 !*

Таким образом, зоны полного сервиса имеют место при

! 4  ~  h  I +  h  г  ^  4  +  h  ~

ибо следует взять большую из двух величин R 2 и R i.



Н а рис. 28.20 схематично изображены конфигурации манипу
лятора при расположении центра захвата на границах указан
ных зон.

Д л я  точек вне этих зон необходимо проверять по неравенствам 
(28.11) и (28.12), какие положения оси захвата возможны, а какие не

Рис. 28.20. Схемы предельных положений механизма «руки».

допускаются связями. Д ля точек вне сферы радиуса =  /2 +  /4 — 1в 
проверка производится по уравнению (г — / 6/„)2 (/2 +  к)2, а для 
точек внутри сферы радиуса /?2 =  I к  — 4  I +  к  по уравнению

( г - Ц в) * ^ ( 1 г - 1 4)2.

§ 124. Блок-схемы автоматического управления

1°. Роботы и манипуляторы могут иметь как ручное, так и авто
матическое управление. В случае ручного управления манипуля
тором необходимо, чтобы между силами, приложенными к звеньям 
манипулятора, и силами, которые действуют на руки оператора, 
было бы какое-то соответствие, т. е. необходимо, чтобы оператор 
как  бы «чувствовал» те усилия, которые действуют на схват мани
пулятора. Д ля дистанционного управления копирующим манипу
лятором могут быть применены различные виды следящих систем, 
но непременным должно быть условие, чтобы эти системы в какой-то 
мере «чувствовали» усилия, действующие на схват манипулятора.

2°.  Н а рис. 28.21 показана одна из возможных систем управле
ния. Эта система называется обратимой следящей системой. В этой 
системе обратная связь не только информирует оператора о вели
чине сил, действующих на исполнительный орган, но и 'соответ
ствующим образом изменяет положение задающих механизмов. 
Эта система называется двухсторонней или обратимой, так как ее 
следящий привод выполнен так , что в нем можно по желанию менять 
вход и выход. Оператор прикладывает момент сил М г (рис. 28.21). 
Устройство «очувствления» измеряет момент М 2 на выходе привода



и воздействует на входное устройство задающего механизма момен
том М[.  Исполнительный механизм воздействует на объект момен
том М'г. В этой системе передаваемый момент М[  влияет на поло
жение задающих звеньев и величин рассогласования, равн яя

Рис. 28.21. Блок-схема обратимой следящей системы управления.

разности между перемещением х  на входе и перемещением у  на 
выходе, и зависит не только от воздействия оператора, но. и от 
нагрузок, действующих на вспомогательный механизм.

■------------------------ г
Рио. 28.22. Обобщенная блок-схема управления.

3°. Система связи человека с роботом может решаться на разны х 
уровнях автоматического управления: с применением ЭВМ, систем 
программного управления и т. д. Н а рис. 28.22 показана обобщ енная 
блок-схема управления роботом *).

!) И г н а т ь е в  М.  Б. ,  К у л а к о в  Ф.  М. ,  П о к р о в с к и й  А. М ., А л
горитмы управления роботами-манипуляторами, «Машиностроение», Л ен и н 
град, 1972.



Эта система управления состоит из четырех основных блоков. 
Первый блок — это блок основного командного устройства. Он пред
назначен для ввода программ в ЭВМ. Второй блок — это устрой
ство вывода информации. Он используется для наблюдения за 
состоянием окружающей среды и исполнительных органов робота. 
Кроме того, в случае самодвижущегося робота в этот блок могут 
быть включены датчики, изменяющие параметры движения робота. 
С помощью третьего блока, представляющего собой устройство 
автоматического целеуказания, человек-оператор распознает особен
ности среды, в которой функционирует робот, а также выявляет - 
цели и препятствия и вводит их координаты в ЭВМ. Четвертый 
блок представляет собою дополнительное командное устройство, 
предназначенное для ввода элементарных команд управления 
роботом. Это устройство обычно используется при возникновении 
аварийных или непредвиденных ситуаций. В блок-схеме (рис. 28.22) 
имеются также два устройства для сбора информации о среде, 
в которой работает робот, и о работе самого робота.

Приведенная блок-схема управления роботом является доста
точно сложной и дана в условном, обобщенном виде*). В зависимости 
от типа робота, от условий, в которых он работает, поставленных 
задач и т. д. создаются конкретные блок-схемы, реализующие тре
буемые режимы работы и управления.

х) И г н а т ь е в  М.  Б. ,  К у л а к о в  Ф.  М. ,  П о к р о в с к и й  А. М., 
О  перспективах создания и использования манипуляторов, управляемых от 
вычислительных машин, сб. «Механика машин», вып. 28—27, «Наука», Москва, 
1971.



1° .  Матрицей называют прямоугольную таблицу чисел, расположенных стро
ками и столбцами. Приводимая ниже таблица

«и °12 .. аы

А = Яч] °22 .. а2п

Offll а т2 • &тп

содержащая т  строк и п столбцов, образует матрицу порядка т X п.
Матрицы обычно обозначаются прописными буквами латинского алфавита 

(А, В и т .д .) , элементы матриц — строчными латинскими буквами (а,-д., Ьц, и 
т. д.). Для обозначения каждого из элементов матрицы используются двойные 
индексы. Первый индекс i обозначает номер строки, а второй индекс k  — номер 
столбца.

Матрица, имеющая одинаковое число строк и столбцов (т — п), назы вается 
квадратной матрицей. Примером квадратных матриц являются (3 X 3)-матрицы 
поворота.

В частном случае матрица может состоять из одной строки или одного столбца, 
например:

bi

« =  «а, аг Ь =

Матрицу-строку и матрицу-столбец принято обозначать строчной буквой  
латинского алфавита (а, б и т .  д.). Элементы таких одноразмерных матриц обозн а
чаются той же буквой с добавлением индекса, указывающего номер элем ента.

2°. Ниже излагаются основные действия над матрицами.
Т р а н с п о н и р о в а н и е .  Матрица А ',  транспонйрованная к матрице А ,  

образуется из матрицы А  путем замены каждой ее строки на столбец того ж е 
номера.

Если, например, А  есть (3 X 3)-квадратная матрица

а п а 12 а 13

а 21 °23
а 31 °32 а 33

шцу
a 1J “21 “31
«12 °22 °32
а13 а 23 Озз



У м н о ж е н и е  н а  с к а л я р .  Произведением матрицы А  на скаляр А 
называется матрица

Каи 1ап
ы  = АЛ 21 кагз

Хаз1 •̂@32 Ка33

она получена умножением каждого элемента матрицы А на число Л. 
Произведения %А и А к  определяют одну и ту же матрицу, т. е.

К А = А Х .

С л о ж е н и е .  Матрицы А  к В  могут быть сложены, если они имеют одина
ковое число строк и столбцов.

Складывая матрицы А  и В , мы получим матрицу С,
С =  А + В ,

элементы которой
с1к =  «<* +  6,-й (для всех (, /г)

равны сумме соответствующих элементов матриц А и В.
Матричное сложение удовлетворяет коммутативному и ассоциативному 

(переместительному и сочетательному) законам, т. е.

А + В  =  В +  А ,
А +  (В +  С) =  (Л +  В) +  С = А + В  +  С.

Вычитание матриц подчинено аналогичным правилам, ибо 
А  — В  — А -\- (— \)В .

В кинематике механизмов операции сложения матриц и умножения их на 
скаляр находят в действиях над матрицами-столбцами.

М а т р и ч н о е  у м н о ж е н и е .  Операция умножения двух матриц А к В  
возможна, если число столбцов первой матрицы равно числу строк второй матрицы.

Если А  есть матрица порядка (т  X п), а В — матрица порядка (п X г), то 
их произведение определяет матрицу С =  АВ  порядка (т X г).

Правило умножения названных матриц иллюстрируется следующей схемой:

Сц С1г а11 • а ы
Ьп ••• . . .  61г

С ц  . . .  |С(*>| •.. С(У = ]а*1 • • а ы  1 X . . .  . •

Ст 1 • • • Стг ат1 • • атп
6л1 .. . . . .  Ьп г

Строки матрицы А  и столбцы матрицы В мы рассматриваем как и-мерные 
векторы, проекциями которых являются элементы соответствующих строк и 
столбцов, Так, в матрице А  элементы /-й строки ац, а12, ... , рассматриваем 
как проекции вектора а ;. Аналогично этому к-к столбец матрицы В  рассматриваем 
как  вектор 6* с проекциями Ь > &пк (в них ^ — второй индекс).

По правилам умножения матриц элемент с¡ь матрицы С, находящийся на 
пересечении <-й строки и /г-го столбца, определяется как скалярное произведение 
Сцг =  сц-Ьь 1-й строки матрицы А  на &-й столбец матрицы В, т. е.

п
С//; =  4“ ̂ ¡Фгк 4" • • • 4~ а1пРпк ~  2

г = 1
(1 =  1 ,2 , т ;  /г =  1, 2, . . . ,  г). (а)



Применительно к случаю, когда т =  п — г =  3, т. е. когда А , В  и С  я в 
ляются квадратными (3 X 3)-матрицами (таковыми являются матрицы поворота), 
формула (а) принимает вид

з
с{к~  ^  0'» 2, 3).

в=1
Ниже приводится пример умножения двух матриц!

3 0
II 4. 7

3 • 4  +  0  • 6 3  • 7  +  0 • 8 12 21

с = 1 1
11 6 8

= 1 - 4 + 1  - 6 1 - 7 + 1  -8 = 10 15

5 2 5 • 4 +  2 • 6 5  • 7 +  2 • 8 32 51

Остановимся еще на частном случае

с =  АЬ.

Здесь (т X п)-матрица А  умножается на (п X 1)-матрицу-столбец Ь\ результатом 
этого произведения является ( т  X 1)-матрица-столбец с.

На основании правила умножения матриц

Ч а ц  . • а 1п

\с>\ = ¡« а  • а ы\

ст ат1 •• • а тп

X

Ьп

элемент с; матрицы-столбца с мы получаем как  результат умножения 1-й строки 
матрицы А  на столбец Ь, т. е.

п
с,- =  а ,-]&1 +  а,-2&2 +  • • • 4 "атЬп — 2  2, т).

1

Эта формула при т. — п ~  Ъ отвечает умножению (3 X 3)-матрицы А  на 
столбец Ь из трех элементов. Такой случай имеет место при матричном преобразо
вании проекций вектора по формулам (8.17) из § 37.

М а т р и ч н о е  у м н о ж е н и е  в общем случае некоммутативно,

А В ф В А ,

но, несмотря на это, ассоциативный и дистрибутивный законы выполняю тся1 

(А В )С  =  А (ВС) =  А В С  (ассоциативный закон),
А  (В-\-С ) =  А В -\-А С  (дистрибутивный закон).

Прилож ение 2

КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ НЕКОТОРЫХ 
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ МЕХАНИЗМОВ

Решение вспомогательных зада1*. В настоящем приложении мы излагаем  
решение задач кинематики для наиболее часто встречающихся пространственных 
механизмов.



Задача 1. Д ля определения проекций единичного вектора р  дана система 
трех уравнений:

а р  =  съ  Ь р  =  сг, />2 =  1; (1)

в  ней через р 2 =  р - р  =  р2 обозначен скалярный квадрат вектора р .
Из развернутой записи этих уравнений

а х Р х  +  ау Р у  +  =  с1. 
д̂-Рдс +  ЬуРу  +  =  с2. (2)

видно, что это система двух линейных и одного квадратного уравнения относи
тельно искомых проекций рх , ру , р2 
вектора р  на оси неподвижной системы 
координат Оху г.

Такая система уравнений имеет 
два решения. Нужно найти решения 
системы (1), а такж е решить вопрос 
о выборе нужного решения.

Решение этой задачи мы начнем 
с геометрической интерпретации во
проса о двух решениях системы урав
нений (1). Вектор р  мы определяем по 
его модулю (он равен единице) и из
вестным проекциям его на направления 
векторов а и Ь (сг : У  а2 и с2 : У  Ь2 — 
величины этих проекций). Но этим 
условиям отвечают (рис. 1) два реше
ния — векторы рх и р г, которые сим
метричны относительно плоскости щ , 
содержащей векторы а  и Ь.

Чтобы различить между собой эти два решения, введем в рассмотрение вектор 
А  =* а  X  Ь, перпендикулярный к плоскости л г. Замечаем, что проекции векторов 
Рх и р % на направление вектора А  имеют различные знаки. Следовательно, знак 
величины

т. е.
к = ^ р - Л = = р .(а х & ),

) =  X,

(3)

(4)

является тем критерием (принимает значения +  1 или — 1), с помощью которого 
мы можем различать между собой оба решения системы уравнений (1).

В механизмах с помощью критерия 8 будут различаться между собой различ
ные конфигурации его сборки. Этот критерий органически войдет в расчетные 
формулы для вычисления решений системы уравнений (1).

Система (1) решается так . Предварительно определяются проекции вектсра 
А — а  X Ь на оси х, у и г :

А х =  ауЬг — агЬу ,

А у  ~  агЬх ахЬг ,

А г =  ахЬу йуЬх .

При А х  — А у =  А г =  0 система (1) решения не имеет.



/
Приводим одну из трех групп формул для вычисления проекций вектора р .

Если А х ^  0, то __________
р * =  (— S * + 6  sign А х Y Вх — А 2Сх ) : А 2,

(5)Ру =  (АуРх~\-Вг) : Ах,
Рг =  (АгРх — Оу) : А х .

Здесь
а * = а 1 + а 1 + а 1,

В х  =  АуИц — А гОу, Сх — О у-{-О г  — А х > 
а в последних выражениях

О у --  £'[ Ь у С̂ йу, Вх — сфг
Две Другие группы формул (для случаев А у ф  0 и А г ф  0) можно получить 

путем циклической перестановки индексов х, у , г в  обеих частях формул (5) и 
содержащихся в них величин.

При частных значениях отдельных величин уравнений (1) расчетные формулы 
принимают более простой вид.

Если вектор а  — к  является ортом оси г (ах  =  ау — 0, а2 — 1), то

(6)

Р х  =  ((1Ьх — Ь Ь у У 0 )  : Л2,
Ру — — (ЬхРхЛ-С\Ьг — с2) : Ьу =

=  {йЬу +  Ы>х У 0 )  \ А*,
Рг =  Си

где
=  +  ¿ =  (С2- С1ьг),

д = ( 1  - с ? )  (& ; + _ ^ ) - (са - с Л ) 8.
Ниже мы приводим вывод формул (5). Первые два уравнения системы (2) 

переписываем так:
ау Р у ~ \ ~ ^ г Р г ~ ^ 1  @хР х*

Ьуру +  ЬгРг — са Ьхр х .

Решая эти два уравнения относительно неизвестных величин р у и рг, мы приходим 
' к выражениям, которые представлены вторым и третьим равенствами в формулах 
(5). Подстановка этих двух выражений в третье уравнение системы (2) приводит 
нас к квадратному уравнению

¿ 2Р } + 2 В хрх +  Сх  =  0, (7)

коэффициенты которого описаны при формулах (5).
Решение уравнения (1) можно записать так:

Р х = ^ ( . - В х +  еЯх), (8)

где =  +  'УВ% — А 2Сх , а е — величина, значениями которой могут быть
1 И --- 1.

Величину х  из (3) можно представить выражением 
х  =  А - р  =  А хрх +  Ауру +  А гр г .

В это равенство вместо ру и рг подставим соответствующие выражения из формул 
(5), а затем вместо рх  подставим (8). В результате получим



Так как любую алгебраическую величину s можно представить в записи s =  
=  | s | sign s, то (9) можно переписывать так:

и sig n x  =  - - R x e sign А л

откуда следует, что
e =  s ig n x -s ig n  Л ^ б -sign А л (10)

Этот результат после подстановки в (8) и отражен в формулах (5).
Задача 2. Известны проекции двух принадлежащих звену v единичных век

торов ev и w  и угол a v между ними; наиболее часто это орты оси звена и оси одной
из его кинематических пар. Требуется опре
делить единичные векторы осей декартовой 
системы координат на звене при известном 
взаиморасположении ее осей и ортов ev и w .

Пример решения этого вопроса приво
дится ниже.

Кинематическими парами звена v (рис. 2) 
являются шаровая с пальцем пара В  и шаро
вая пара С. Известны орт ev оси СВ звена 
и орт w  оси пальца, который является при
надлежащим звену V элементом пары В.

У системы координат Cxvy vzv ось xv сов
мещена с осью СВ, а ось yv лежит в плоскости 

оси СВ и оси пальца. Ось zv перпендикулярна плоскости угла a v и определяет 
направление его измерения (от оси x v в сторону оси y v).

В данном случае l v — ev . Определим два других opTa: / v nftv. Для этого век
тор w  представим разложением по осям x v и y v. Имеем

w  =  /v cos a v + y v sin a v.

Разрешая это выражение относительно вектора J v, получим
j у= (w  — i v cos a v) : sin a v.

Это выражение и еще следующее:

=  /у X /v  (¿v =  ev)>

( И )

(12)

позволяют по известным проекциям векторов ву и уо определить проекции коорди
натных ортов / у и к у .
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