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В учебном пособии излож ены  основы феноменологического 
м етода  описания различны х явлений в твердых телах . Ф ено­
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тензоров, вытекаю щ ие из известной симметрии кристаллов, 
физические свойства которы х эти тензоры описывают. Р а зо б ­
р ан о  и поставлено более /0  задач . Оно рассчитано на студен­
то в  старш их курсов специальностей 0641, 0604, 0620, 0704, 
изучаю щ их физику твердого  тела (физику полупроводников, 
физическую  электронику, кван товую  электронику и т. п .), 
а т а к ж е  м ож ет быть полезно инженерам и научным сотрудни­
к ам , работаю щ им в соответствую щ их областях.
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Е — напряж енность электрического поля 

Н — напряж енность магнитного поля 

Э  — электрическая индукция 

В — м агнитная индукция

Р  — диЛольный момент, электрическая п о л яр и зац и я  

М — магнитный момент, намагниченность 

} — плотность тока

— электропроводность

&/* — единичный симметричный т«язор 2-го ранга  

¿¡ы — совершенно антисимметричный единичный тен зор  3*го ранга

— диэлектрическая восприимчивость

— днэлект.рИ'Чеюкая проницаемость 

Х(к — магнитная восприимчивость

Шд — магнитная проницаемость 

т  — эф фективная маоса носителя тока 

и «  — тензор деформ аций 

' я¡¡¡¡т — тензор упругой податливости 

с ш т  — тензор упругой ж есткости 

</ш — пьезоэлектрический тензор 

п  — показатель преломления



В В Е Д Е Н И Е

Н аиболее важным свойством кристаллических твердых 
тел является  то, что .атомы в  них совершают лишь малы е 
колебания отнооителыно регулярно рас/положюнных в лро- 
стпранстве положений равновесия, называемых узлами кри­
сталлической решетки. Разнообразны е кристаллические твер­
дые тел а  классифицируют иго симметрии ¡расположения ато­
мов В Ш4Х. •

С ледствием  кристаллической структуры твердых тел явля­
ется их анизотропия, т. е. зависимость физических свойств 
этил тел  от направления. Чтобы представить эту симметрию 
направлений, физические характеристики твердых тел запи­
сы ваю т ¡в виде ,тензо|ров нулевого» .первого, второго, третьего 
и т. д . рангов. Такими физическими величинами оказы ­
ваю тся, наеример, -эффективная .масса нооителей тока, элек­
тропроводность, упругие константы  и т. п. По эггой причине 
д аж е  простейш ие представления теории твердых тел осно­
ваны н а  использовании тензорного .и векторного анализа.

К а к  правило, векторный и тензорный анализ изучается на 
м ладш их курсах вузов к а к  некоторая абстрактная м атем ати­
ческая дисциплина, не имеющая никакого отношения 
к ф изике ¡твердого тела. Поэтому /проведение упражнений по 
тензорному и векторному анализу на -примере задач  физики 
твердого тела является необходимым дополнением к курсам  
по ф изике твердых тел.

О д н ак о  роль векторного и  тензорного анализа в физике 
твердого тела не сводится к чисто описательной функции. 
В екторны й и тензорный анализ по сущ еству вооруж ает 
ф изику специальным теоретическим методом, известным 
в теории как  феноменологический подход. Феноменологиче­
ская  теория строится в  основном на использовании соображ е­
ний симметрии и соблюдении правильной тензорной разм ер­
ности. В ней не применяются какие-либо сложные расчеты 
микроскопической теории.

О бучение этому теоретическому методу на целом ряде 
задам  физики твердого т е л а — такова основная задача дан-



h o p o  .учебного пособия. При его написании авторы  широко 
использовали методологический лодход и  зад ач и  из книг 
Л . Д . Л андау .и Е. М. Л иф ш ица (2, 3, 5, 7]. И спользована 
такж е книга Д ж . Н ая [1].

По-видимому, во введении следует указать» что лособие 
не ставит своей целью строгое определение м атем атических 
понятий, доказательство теорем и т. п. С читается, что все 
это было проделано ранее в курсах математики. Речь идет 
скорее об установлении связи  определенных разделов  м ате­
матики /с современными представлениями ф изики твердого 
тела. .Поэтому понятие о тензоре вводится сна!чала на при­
мере анизотропии свойств кристалла. Только потом, когда 
уяснен физический смысл тензора, дается его строгое опре­
деление. М атематически строгое и  подробное «изложение тен­
зорного анализа дано, например, в [8, 9]. Авторы благодарят 
Д . А. П арш ина за  помощь в  подборе задач.



Г л а в а  I. ПОНЯТИ Е О ТЕН ЗО РА Х И МАТРИЦАХ

§ 1. Тензор как способ описания анизотропных свойств
твердых тел

/Н аиболее важной особенностью твердых тел является то, 
что атомы  (В «их расположены в »пространстве периодически, 
об р азу я  кристаллическую  решеггку. Изучая свойства твердых 
тел, мы сталкиваемся с несколькими типами существенно 
различны х физических характеристик этих тел. Некоторые

величины, такие, например, как  
плотность или температура, не з а ­
висят от направления в твердом 
теле. Их называют скалярами,  или 
тензорами нулевого ранга. Зн аче­
ние скаляра определяется всего 
лиш ь одним числом, характеризую ­
щ им его величину.

Физические величины другого 
типа определяют всегда по 
отношению к направлению  в 
кристалле, Простейшие вели­
чины такого типа являю тся 
векторами, или тензорами 1-го 

ран га . Таковы, например, напряженность электрического поля 
в точке, сила и т. л . В отличие от скаляра в-ектор задается  не 
только величиной, но и  направлением. Чтобы определить век ­
тор, мож но задать его проекции на взаимно перпендикуляр­
ны е оси (координат ,(рис. 1): Е » ( £ | ,  £г. £ з ) .

Т аким  образом, в заданной системе координат вектор 
определяется заданием трех чисел — его проекцией. О днако 
вектором  не исчерпывается ¡перечень зависящ их от н ап рав­
ления характеристик твердого тела. Действительно, пусть 
электрическое поле Е приложено к  проводнику, имеющему 
некоторую  кристаллическую  структуру. Особенностью кри­
сталлического твердого тел а  является то, что возникающий 
в нем  ток плотностью ] вообщ е говоря не параллелен  полю* 
6

вектора



т. е. потечет не только вдоль Е, «о ,и по двум , [перпендикуляр­
ным к Е, направлениям. Приложим поле по оси 0 х \ ,  т. е. 
Е =  ( £ 1, О, О ), тогда в анизотропном кри сталле будут отлич­
ными от нуля все прии компоненты ^плотности тела ] =  
"  (/ь  /2> /з ) :

Здесь  величины ап , агь СГ31 являю тся ксинст ант а М’и: 0 ц опре­
деляет продольную (направленную  по Е) компоненту тока, 
а 021 и оз| — поперечные компоненты тока (при заданном Е). 
И з (1) видно, что вектор ] не совпадет .по направлению  с век ­
тором поля Е.

П рл произвольном 1нап|равлен1И-и поля, когда Е =  
=з ( £ ь £ 2, £ з ) . вместо (1) следует написать более общие 
соотношения:

Таким образом, для описания электропроводности на/м 
приходится задать  девять чисел с т < а ;  I, к =  1, 2, 3. Принято 
записы вать компактно эти девять чисел в виде таблицы

дде первый значок означает номер строки, а второй — номер 
столбца.

Физическая величина {а], 'изображ аемая с помощью таб ­
лицы (3), является тензором 2-го ранга.  Тензорамм 2-го 
ранга помимо электропроводности описываю тся теплопровод­
ность, электрическая и магнитная .воопрш мчивости, обрат­
н ая  эффективная масса свободных нооителей тока и т. п. 
И так, имеем:

1) Скаляр, ил.и тензор нулевого (ранга, определяется чис­
лом, .которое не зависит от выбранной системы координат. 
Соответственно скаляр  не имеет индексов.

2) Вектор, или тензор 1-го ранга, определяется тремя чис­
лами, каждое из которых задано по отношению к одной из 
осей координат. Поэтому компоненты вектора имекуг один 
индекс.

3) Тензор 2-го (ранга определяется девятью  числами, з а ­
данными по отношению к паре осей «координат. Соответ­
ственно компоненты тензора 2-го ранга имею т д в а  индекса. 
Согласно (2) тензор 2^го ранга [а<л] осущ ествляет связь  
между двумя векторами j и Е.

/1 =  On£i; /2 =  cí2i£i; /  3 =  cí3i£i. (1)

(2)

0 || (Ti 2 013
[<T{a] =  ^21 (*22 023

031 032 033

(3)



Тензорные формулы, записанные в форме (2), довольно 
громоздки. В тензорном анализе для упрощения употребля­
ется сокращ ен,нал запись с 'индексами суммирования. Д ей ­
ствительно, вводя вместо второго значка в тензоре [а] индекс 
А, меняю щ ийся от 1 до 3, запиш ем (2) в виде

/1 =  2  a ikEk\ 

¡2 =  <?2к^к> 

¡3 —  ^ * = « 1  в З к Е к -

(4>

Запись (4) м ож но еще упростить и записать в виде одной 
строки ji =  где i =  1, 2, 3. Наконец, в этом вы ра­
жении мож но без ущ ерба опустить зн ак  суммирования:

j i  =  O i h E k -  ( 5 )

Однако ¡при этЪм следует помнить, что по повторяющемуся 
дваж ды  в одном и том же члене индексу подразумевается 
суммирование. .Повторяющимся индексом ¡в (5) справа яв ­
ляется индекс к. Его принято назы вать немым индексом. 
Стоящий слева и справа в (5) индекс i, по которому сум ми­
рования нет, назы ваю т свободным индексом. Рассмоотрим 
более слож ное уравнение:

Aik +  BilCimDmk —  EiiFih. (6)

Здесь i и  k  — свободные индексы, повторяющиеся в «каждом 
слагаемом . П о ним нет суммирования. Индексы I и т  — 
здесь немые индексы суммирования. Подобно замене пере­
менной в мнтепрале j f  (x)dx== f f ( t ) d t  немой индекс сумми­
рования всегда можно переобоз^ачить другой буквой. Н апри­
мер, в (6)

EuFik s  EifF]k =  EipFpk.

Свободные индексы при такой тензорной записи долж ны 
быть одинаковы  в каждом члене тензорного уравнения. Эли 
свободные (индексы определяют тензорную размерность к а ж ­
дого члена. Н апример, в (5) свободный -индекс слева то л ько ’ 
один (i) , и величина /< является компонентой вектора. С права 
в (5) свободны й индекс тот ж е  — ¿. Поэтому произведение 
OikEk т ак ж е  является t-й компонентой вектора. Наличие не­
мого индекса k  в этом выражении не влияет на его тензорную 
размерность. Таким образом, (5) вы раж ает согласно тензор­
ной разм ерности  равенство двух векторов j и аЕ. В (6) в к а ж ­
дом слагаем ом  имеется д ва  свободных индекса i и k. Это р а ­
венство означает, что сумма тензоров 2-го ранга и



BiiCimDmk равна тензору 2-го ран га EuFut. С ледует под­
черкнуть, что установление тензорной разм ерности  физиче­
ских формул является хорошей проверкой их правильности.

§ 3. Преобразования координат

Компоненты тензора так  же, как и проекции вектора, з а ­
даю тся обычно в некоторой системе координат. В физических 
задачах  часто приходится производить преобразован ия ком­
понент векторов и тензоров от одной системы  координат 
к другой, например от косо­
угольной, построенной на 
основных векторах кристалли­
ческой решетки, к декартовой, 
и наоборот. Н аш а зад ач а  
теперь найти, как изменяются 
девять компонент тензора 2-го 
ранга при преобразованиях 
системы координат. Конечно, 
при замене осей координат 
физическая величина не и зм е­
няется, а изменяется только 
наш способ ее представления.

Преобразование осей коор­
динат. Под преобразованием
осей координат мы будем понимать переход от одной системы 
координат к другой с тем ж е началам  координат. Обозначим 
первую (старую) систему координат Х\, х2, х 3, а вторую 
(новую) систему через х / ,  х 2 , Хз (рис. 2 ). У глы между 
новой и старой системами координат определяю тся таблицей 
направляю щ их косинусов:

Рис. 2. О ртогон альное  преоб­
разование к о о р д и н ат  (поворот 

осей к о о р ди н ат)

X, Х 2 *3

Мц С|2 013
a 2i 022 023
Дзг Д32 азз.

(7 )

Здесь первый индекс у величин а<ь относится к  новым 
осям, а второй — к  старым. Н апример, направляю щ ие коси­
нусы между новой осью Ох2  и старыми осями O x i ,  О х2, Ох3 

равны соответственно a2if а22 и а2з (ом. рис. 2 ). Т аблица н а­
правляю щ их косин,усов легко позволяет записать новы е коор­
динаты  через старые:

Х\ =>а\\Х |. +  ai2*2 +  ЯоХз; 
х 2 =  а2 \Х\ +  0 2 2X2 +  02 3X3 ',
Хз —  a$\X\  +  Й32*2 +  Озз*3*

' ( 8)



И з (8) видно, что, надример, х {  является суммой проекций 
Х\, *2 (И хз на направление х \ .  Проектирование осущ еств­
л яется  натравляю щ им и косинусам« ац , и соответ­
ственно. Уравнение (8) мож но .записать, используя индексы 
сум мирования,

х {' =  а{кхк ,(/, 6 — 1, 2, 3 ). (9)

'Н аправляю щ ие косинусы а,д образуют таблицу из девяти 
¡коэффициентов (7), ¡которую называю т матрицей данного 
преобразования. Таблица (7) позволяет записать и старые 
координаты  через новые:

Х\ =  ацХ 1 +  021X2'  +  Яз1Хз/,
Хг =  а¡гх /  +  0,24X2 +• аъгХг, 
х $ ^ 0 \$Х\ 4- йчъХ2 +  аъ%х$ , 

или в записи с (индексами суммирования

хх — ак^ь!. (Ю)
С р авн и вая  (9) и  (10), видим, что три  .переходе огг старой 

системы координат к новой индексы суммирования стоят 
.рядом. П ри обратно^ .преобразовании индексы суммирования 
отделены  друг от друга. М атрица ( а ,ь ) — это таблица из 
девяти  (коэффициентов и внешне напоминает определенный 
нами ран ее тензор 2-го ранга. Однако сходство это чисто 
внешнее. М атрица (а**) является таблицей коэффициентов, 
связы ваю щ их две системы координат, топда к а к  тбнзор [<?«] 
является  физической величиной,  которая в одной заданной  
системе координат представляется девятью  числами. Д алее 
символы  матриц будем заклю чать в круглые скобки, символы 
тензоров — в (квадратные.

'И так, все тензоры могут быль изображ ены  в виде матриц. 
Д л я  тензоров 2-го ранга такой способ представления н аи ­
более естествен. Однако не все матрицы обязательно пред­
ставл яю т тензоры.

Соотношение между направляю щ им и косинусами. Д евять 
коэф ф ициентов матрицы преобразования не являю тся н еза­
висимыми. Это (В и д н о  из рассмотрения числа степеней сво­
боды преобразования. Если оси О хь 0 x 2, 0 х ъ заданы , то для 
определения направления О х {  необходимо зад ать  два упла 
'(ш ироту и  долготу). Новые оси могут быть повернуты вокруг 
Ох\ . Таким  образом, для  определения преобразования нужны 
три независимы е величины. Следовательно, меж ду девятью  
коэф ф ициентами долж ны  сущ ествовать шесть независимых 
соотнош ений. Т ак к а к  к а ж д ая  строка (7) содержит направ- 

’ ляю щ ие косинусы прямой линии по отношению к ортопональ-



НЫМ ОСЯМ О х I, О х2, О х з, т о

а 11 "*■ а п  +  а 1 3 =  ^  

а 21 а 22 +  а 2 3 =  ^  

а 31 а 32 “Ь а 33 =

(И)

Т ак как каж д ая  пара строк таблицы (7) представляет собой 
направляю щ ие косинусы двух взаимно перпендикулярных 
П|рЯ1МЬЬХ, то

^21^31 +  ¿*22̂ 32 +  ^23^33 =  01 
^31^11 +  ^32^12 +  ЙЗЗД|3— 0  ̂
ОцО'Л +  <*12̂ 22 +  013^23 — 0-

(12)

Используя индексы суммирования, (11) и (12) можно ком- 
па,кттно записать в виде

а^а^к =  0, если 1 Ф  у, 1
-  1, если 1 =  1. }

Соотношение ортогональности (13) можно записать в более 
компактной форме, если ввести символ К ронекера 6<а, опре­
деляемый следующим образом:

[ - 1 ,  ¿ = к, 
й'" -  I 0 , ¿ ф  к.

Тогда (13) запиш ется в окончательной форме а,Аа^ =  б^. 
Если выписать в виде таблицы значения 6^, то получится 
единичная матрица

1 0 0 
о 1 о 
0 0  1

Наиболее важным является следую щее свойство м ат­
рицы б,*:

=  Л{,

т. е. умножение Л* на б ^  приводит к зам ене индекса £ на ¡. 
Аналогичное действие 6<а оказывает и н а  тензор 2-го ранга: 
б<*а^ =  Оц. Б лагодаря этому свойству б<* иногда называю т 
матрицей замещения.



Определитель ортогональных преобразований.  Определи­
тель матрицы  (а<л) равен

О н 0 |2 013

11<Ы 1 = 021 022 025 =  О ц ( 0 2 2 О з з  —  О23О32)  +

031 032 О зз

+  Я|г(Я23а 31 — 021033) +  013(021032— 022031) • (14) 

Р азреш ая (12) относительно Оц, 012, С 1з. имеем

Дц_____  _______ £12_____  _______ 2̂3____ , _ _ ___ !_ /1 с\
ЛззЛаэ — азэага Л33Л31—Оз1<1зз аз1̂ аа — Дзааа1 К *

где К  — константа. П одставляя знаменатели из (15) в (14), 
с  учетом ( 1 1 ) получим

\ \а а \ \  +

Можно п о казать  [1], что для ортопональных преобразований 
/С —>±1. Т огда д л я  преобразований, преобразующих правую 
систему координат в правую, а левую  в  левую (.истинное в р а ­
щение без .инверсии осей), | |а < * |) « + 1. Д ля  преобразований, 
при которых п равая  система координат становится левой, 
а левая  — правой (вращ ения, сопровождающиеся инверсией), 
Цл<*11 — — 1. П олож ив К = ± 1  в (15), получим три соотноше­
ния, .которые нам понадобятся ниже:

Оц =  ±  (022О33— Д23Я32) ; |
¿Из=  — (оазЯз!^- О21О33) ; > (16)
0)3 — — (О21О32— О22О31). ]

П реобразование компонент вектора. Пусть в системе коор­
динат х\хъх% зад ан  вектор ] =  (/ь  ¡2, / з )* Найдем его компо­
ненты /У, /У, /У в новой системе координат Х \,  дУ» Хъ. Ком­
понента / 1'  получается проектированием /ь  Уг, /з , направлен­
ных соответственно по осям Охь О х2, Ох3, на новую ось О х { 
и суммированием этих проекций. Очевидно, что проектирова­
ние осущ ествляется направляю щими косинусами, приведен­
ными в (7 ):

/V =  Дц/1 +  012/2 +  О13/3.

Аналогично находим для двух других компонент

/У =  021/1 +  О22/2 +  О23/3,
/У =  О31/1 +  О32/2 +  О33/3, 

или в сокращ енной записи с нндекса.ми суммирования:

(17)



Сравнивая (17) с (9), видим, что компоненты произволь­
ного вектора ] преобразуются так же, как  и сами координаты. 
П о аналогии с (10) можно записать обратн ое преобразовав 
щие ДЛ'Я компонент вектора:

ji  =  йм/У. (18)

Преобразование компонент тензора 2-го ранга.  Рассмот­
рим снова ток

/*=•<**£*, (19)

иде девять чисел а «  заданы  относительно системы  координат 
О хь Ох2, Охз. Возьмем ¡новую систему координат О х \ \  Охч\ 
О хз', в которой связь тока У с нолем Ё ' имеет вид

и  =-а]АЕь'.

Н ас интересует связь м еж ду  о'1к .и о<ь. Чтобы  найти эту связь, 
выполним следующую ¡последовательность преобразований. 
Возьмем соотношение (17) и лодсташьм в него ] в виде (19), 
•тогда

ji ~  ^{кОктЕт- (20)

Выразим теперь Е т в (20) через Е {  по п равилу  (18), тогда 

¡\ =  а^(5кт^1т^1 — ЗцЕ х |
где

<3ц = &Н1011та1т =  а^йЬпОкт- (21)

Соотношение (21) д ает  нужную связь преобразованного о'ц  
с первоначальным алт , т. е. правило преобразования тензора 
2-го ранга.

Аналогичным способом можно найт.и преобразование, об­
ратное (21):

(22)

Та,к же, как и в -случае преобразования вектора, в лрямом 
преобразовании (21) индексы суммирования стоят  как-можно 
ближ е друг к другу, а в обратном преобразовании (22), н а­
оборот, они стоят как  можно дальш е друг от друга.

Соотношение (21) ¡может рассматриваться как  определе­
ние тензора 2-го ранга. Действительно, если в некоторой си­
стеме координат девять величин линейно связы ваю т ком­
поненты векторов ] и Е, то три переходе к «новой системе 
координат компоненты (У** преобразую тся по закону (21) и, 
следовательно, образую т тензор 2-то ранга.

Преобразование произведения координат. Д л я  анализа 
(свойств симметрии тензоров нам полезно установить связь 
(21) -с пра<вилом преобразования произведения координат. Из
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(9) имеем д ля  произведен,ия координат

%i %k QimXm&knXn I=  ^im^hn^m^n-
С равнивая (23) с (21), »идам, что закон преобразования  

тензора 2 -го ра н га  совпадает с законом преобразования про­
изведения д в у х  координат. М ожно сказать, что тензором 2 - т  
ранга назы ваю т совокупность девяти величин а<|», которые 
при преобразовании координат (9) преобразуются как произ­
ведение двух координат. Аналопия между компонентами тен­
зора и  произведениями координат распространяется и н а  тен ­
зоры более высокого ранга. Так, тензором 3-го ран га мы 
будем н азы вать  величину, преобразующуюся как произведе­
ние трех координат, тензором 4-го р а н г а — как  произведение 
четырех коорди нат и т. д.

§ 4. Симметричный и антисимметричный тензоры

Тензор 2-го ранга [Л,л] является симметричным, если его 
компоненты удовлетворяю т условию

А%\  == Лд*.

Бел« зап и сать  этот тензор в виде таблицы

(24)

Ли А\2 Л о Л п Л 12 Л 13
{Aik} = Л 21 Л 22 Л 23 = Л 12 Л 22 Л 23

Л 31 Л 32 Л зз Л |з Л 23 Л 33

то видно, что он имеет всего шесть независимых компонент» 
так  как  недиагональные компоненты попарно равны. Сим­
метричным тензором 2-го ран га является, например, электро­
проводность кристалла.

Тензор 2-го ранга [Л^] назы ваю т антиаимметричным, если 
ело (компоненты удовлетворяют условию

Aih — Ahi-

Из (25) следует, что Л ц =  Л 22 = M z  =  0. 
в этом случае

О Л  |2  Л и

(25)

Следовательно,

Л ,2
. Л 13

О

- Л 23
* 23
О

Произвольный тензор [Л*&] можно разлож ить на симметрич­
ную -и антисимметричную части по следующему »правилу:. 
Л ^  =  5 ,й +  С « , где симметричная часть

Bik =  -ñ (Л»а +  Ам ) (26)



и актоьс имметри ч н а я часть

к =  “  (^(А •

Прямой .проверкой убеждаемся, что (26) удовлетворяет тр е­
бованию (24), а (27) — требованию (25).

§ 5. Диэлектрическая проницаемость

Рассмотренной в § 1 электроп'ровоаносггью далеко не 
'Исчерпывается перечень тензорных величин, употребляем ыл 
в физике твердого тела. В целом мож но оказать, что боль­
шинство уравнений физики твердого тел а  из-за анизотропии 
кристаллов носит тензорный характер. В этой главе ,мы р а с ­
смотрим еще два п рим ера— тензор диэлектрической прони­
цаемости и тензор инерции.

В диэлектрике, внесенном в электрическое поле Е, возни­
кает электрическая поляризация Р, которая характеризуется 
дипольным моментом единицы объема. Поскольку внешнее 
поле Е мало по аравнению с внутренним молекулярным по­
лем, Р можно разлож ить в ряд по Е м сохранить только л и ­
нейные по Е члены. Используя индексы суммирования, з а ­
пишем это разложение в виде

Р, ='Р<<°> +  ( - щ - ) 0 Ск =  р . |0> +  а,кЕ„. (28)

Здесь Р ^0)- -в е к т о р  спонтанной пол^ризад'ни, отличный от 
нуля только для пироэлектрических кристаллов; в дальней­
шем считаем Р,'°) =  0. Д ля соблюдения одинаковой тензорной 
размерности обеих частей равенства (28) нужно считать, что

/  а л  \  0а<,1=,\~3£ б /  является тензором 2-го ранга, так  как а»л осу­

ществляет связь между двумя векторами Р и Е. Можно такж е 
утверждать, что а,-*— тензор 2-го ранга, так  как представ­
ляет собой производную вектора по вектору (см. задачу 9 
к главе I). Таким образом, в анизотропных средах векторы 
Р и Е не совпадаю т но направлению  подобно I и Е в § 1. 
Сумма векторов Е -и 4яР в электродинам ике назы вается век­
тором электрической индукции

О =  Е +  4 л. Р. (29)

П одставляя в (29) соотношение (28) и используя индексы 
суммирования, имеем -

О; =  £■; 4- 4лщкЕк- (30)

Вводя единичный тензор 6¿*, (30) удобно переписать в аиде 
Di^=  (6,ь +  4ла хк)Еь.



Величину е,-ь а  +  4ла,* называют <диэлекпричеакой про­
ницаемостью среды. В анизотропной сред« [е,*] такж е яв л я­
ется тензором 2-го ранга, (который в явном виде записывается 
та/к: Л

" е м Б12 е и " '1  +  4 к з , , а 12 а 13

[г ;* ]  = е 21 622 £23 = ®21 1 -{- 4 ~ а 22 3 28

.631 ез2 Взз_ а 31 а 82 1 +  41са33_

Н а основе обобщ енного принципа симметрии кинетических 
коэффициентов [2) можно показать, что тензоры [а<ь] -и [«<*] 
симметричны, т. е.

==| CLh.it

§ 6. Тензор инерции

Скорость w лю бой точки твердого тела относительно не­
подвижной системы координат склады вается из скорости 
центра инерции твердого тела V и слагаемого, выраженного 
через угловую скорость его вращения 12 [3]:

№- у + [ й Х г ] .  (31)

Кинетическая анерпия твердого тела, если его рассматри­
вать к а к  дискретную  систему точек, равна

(32)'

где думмирование идет по всем точкам тела. П одставляя (31) 
в (32), имеем

7' =  2  ”2- 1у +  Iй  X  Г] р  =  2 т - г,2 +

+  2  т(у.  [ а х  г])  + 2  -£• [52 X  г ] 1 . (33)
Второе слагаем ое в (33) .равно нулю, если .начало движ у­

щейся системы координат выбрано в центре инерции тела:

2 / я ( у -  [ а  х  г]) =  (г [V X  2 ] )  =  [V X  2 ] 2 т г  =  0.

Раскры вая в преть см слагаемом (33) квадрат векторного 
произведения, получил*

Т =  Ц - Т  +  4 -  ^ ( ^ - ( й г ) ’ ). (34)
В (34) первое олагаемое дает анергию поступательного 

движения твердого тела, а второе описывает чисто вращ а­
тельное движ ение. Рассмотрим далее эту вращательную часть 
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кинетической зиерпии и запиш ем ее, ислольэуя индексы сум­
мирования,

Гвр =  4 “ %tn{Qi2Xi2 —  QiXiQuXk}. (35)

Используя тождество Qi=>àihQk> запиш ем (35) в виде 

Т'вр =  2' 2'/Я {Qii2ftôifc#J2— =

=  - у  Q i Q k Z m  ( Xi 26 ik  — X i X h ) ,

'Или 7 вр =  - j l ikQiQh,  где тензор моментов инерции имеет вид

l i k  =  I m { x i 2à i k  —  X i x k ) .

И з определения видно, что /,•*— симметричный тензор, т. е. 
l i k ^ h i -  Выпишем для  наглядности его компоненты в явном 
виде

~2т(х  г2 +  х32) — Zmxixz — 1тх\Х3
-  — Sm x2xi l m  (ху2 +  х \2) — Ътх&г 

_ — ТтхзХi —  Zmxzх2 £m  (* i2 +  jî22) .

Очевидно, что компоненты /,•* определяю т В1ра1дательные 
свойства твердых тел.

ЗА Д А Ч И

<1. Записать скалярное праизведенке двух векторов (А  • В), используя 
индексы суммирования.

2. Используя индексы сумм ирования, записать р авенство  А = В ( С  • D).
3. Н айти таблицу направляю щ их косинусов, определяю щ их поворот 

системы координат вокруг оси 0 * э  на угол а. То ж е  вокруг осей 
О х  i и 0*2-

4. П рямой подстановкой из (9) найти произведение Х\Хг' .  П оказать , 
что этот ж е результат получается из (23).

5. Д о к азать , что основные свой ства  симметричного (25) и антисим­
метричного (27) тензоров не зави сят  от  выбора системы координ ат . (П о­
казать , что если A i t  =  ±  A^i,  то  в преобразованной системе координат 
A ik — ± А к1) .

6. И спользуя обозначения с индексами сумм ирования, п о к азать , что 
квад р ат  длины вектора не м еняется при ортогональном  преобразовании  
координат ( | / | 2— инвариант).

7. Тензор электропроводности некоторого кристалла в  системе коор­
ди н ат  хз, х 3 имеет вид

О, О О 
[°iAl “ 0 о, О 

О о  Оп

Н айти компоненты к  новой системе координат, повернутой относи­
тельно х ь * 2, хз  на 90° вокруг: 1) Одс3; 2) 0 х \ .

2  ^  17



8. П о к азать , что производная от  скалярной  функции по компонентам 
вектора  я в л я ет ся  вектором.

9. П о к а за т ь , что производная огг векторной функции по вектору я в л я ­
ется  тензором  второго ранга.

|10. П о к а за ть , что производная от скаляра по двум векторным а р гу ­
м е н т а м —  тен зор  второго ранга.

11. Р а зл о ж и т ь  тензор
'2 3 2'

И ,а) * 5 7 —2
4 - 4 0

на сим м етричную  и антисимметричную  части.
(12. Н ай ти  м атрицу преобразования величин

=  ^  ly. 
Ь - X - t y ,
Ез -  г

при п овороте  системы координат х у г  на угол а вокруг оси Ог.
13. И сх о д я  из соображ ений тензорной размерности, записать феноме­

нологическое вы раж ение для  тензора диэлектрической проницаемости 
е/*(Е) некоторого  кристалла как  функции электрического поля с точ­
ностью  до  членов 2*го порядка. П ереписать это вы раж ение для  кубиче­
ского к р и стал л а .

Г л а в а  II. Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К А Я  И Н Т Е Р П Р Е Т А Ц И Я  
Т Е Н З О Р А  2-го Р А Н Г А

§ 7. Понятие о характеристической поверхности

У равнение поверхности второго порядка (эллипсоида или 
пиперболоида) с центром в начале координат в самом общем 
виде записы вается в форме

S (IX12 +  s 12̂ 1̂ 2 "Ь S13X1-V3 +  521^2^1 +  S;>2*22

+  S23*2*3 ^31*3*1 +  532X3X2 +  5зэХд2 =  1. (36)

З д есь  Sfft (i, k =  1, 2, 3) — постоянные 'коэффициенты. И с­
пользуя индексы суммирования, можно записать (36) в виде

SjftXjX/, =  1. (37)

Пусть в  (37) коэффициенты s,jt удовлетворяют соотношениям

S i 2  =  $ 2 i \  S |3  — 531 ; 523 =  S32,

или, используя индексы суммирования,
■Sih 1=1 Ski- (38)

У равнение (37) м сдано .преобразовать к новым .координатным 
ОСЯ;М ÖX], Ох 2, Ох3 с помощью (10). Получим

Sih^mi^nh^m Хп === 1- (39)



С равнивая (40) с правилом преобразования 'тензора 2-го 
ранга (21) и (38) с определением симметричного теизара 
(24), видим, что коэффициенты преобразую тся подобно 
компонентам симметричного тензора 2-го ранга.

Уравнение (37) такой поверхности содерж ит столько же 
независимых коэффициентов, сколько независимы х компонент 
имеет тензор 2-го ранга. Другим,и словами, т а л а я  поверхность 
полшостью характеризует физическую величину, описываемую 
тензором 2-го ранга. Поэтому поверхность (37) называю т 
характеристической поверхностью для  симметричного тен­
зора.

§ 8. Главные оси характеристической поверхности

Важным для нас свойством характеристической поверх­
ности является то, что она обладает главными осями — тремя 
леж ащ ими под прямыми углами друг к друпу направлениями, 
по отношению к которым, если их взять за оои координат, 
уравнение поверхности 2*го порядка (36) приводится к упро­
щенной форме

Числа Яь 5г, $з называют главными значениям и тен­
зора  [5«].

Сравнивая (41) с каноническим уравнением поверхности 
второго порядка

Я , * ] 2 +  $ 2* 2 2 +  $3*.32 =  1.

Соответственно симметричный тензор

(41)

•5ц $12 <513

[$**] =  5 12 522 $23

$13 $23 $33

в главных осях записы вается в форме

' $ ,  О О 

О в2 0 .
О 0 $3



мы видим, что полуоои а, Ь, с характеристической поверх­
ности имею т длину 1/У$ь 1/У^2, 1 /У$з-

К огда величины в!, 5 2 , 5з положительны, то поверхность 
п редставляет собой эллипсоид (рис. 3 ,а ) . Бели два коэф ф и­
циента положительны, а один отрицателен, то поверхность 
является о д н о п о л о с т н ы 'М  гиперболоидом (|рис. 3, б) .  Если 
один коэффициент положителен, а два отрицательны, то по­
верхность является двулполостньш гиперболоидам (ом. 
рис. 3, в ) . Если все три коэффициента отрицательны, то по-

м ,

зора второго ранга: 
а  — элли псои д ; 6 — однололостныП гиперболоид; в —  двух- 

лолостн ы й  гиперболои д

верхнасть представляет собой ммим ый эллипсоид. Отметим, 
что у симметричного тел зора всего шесть независимых компо­
нент-. Б ел«  тензор приведен к главным осям, то число ком ­
понент уменьш ается до трех. Однако полное число парам ет­
ров по-преж нему равно шести, так  ка« еще три независимые 
величины нужны для определения направления осей коор- 
дина*т.

А налогично тому, как упрощ ается уравнение характери­
стической поверхности при переходе от произвольных осей 
координат к главным осям, упрощаются такж е и любые тен­
зорные уравнения. Например, вместо формул (2 ), вы раж аю ­
щих связь  электрического тока с полем, имеем

¡ \  =  0 \Е\\ ¡2 =  0 2Е 2 ', / з  =  (Тз£з, ‘  (42)
где сть 02, о з —' Г л ав н ы е  зм ачш ия тензора электропроводности. 
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Если электрическое поле Е направлено по оси О хь совпа­
даю щ ей с одной из главных осей, т. е. Е = *  ( £ ь  О, О ),  то /2 =  
=»[/з =  0. Следовательно, 3 такж е параллелен  Ох\. Таким об­
разом , если поле Е направлено вдоль лю бой из главных осей, 
то вектор тока ] при этом || Е.

§ 9. Геометрические свойства характеристической поверхности

Рассмотрим х atp аист ер и еш  ч ескую поверхность, соответст­
вующую тензору электропроводности,

OijEiEj =  const. (43)

С тоящ ая в (43) олова величина «имеет разм ерность энергии, 
поэтому (4 3 )— уравнение изоэнергетической поверхности. 
Р.адиус-вектор этой поверхности О Р для произвольного на- 
праол-ения Е направлен под углом  к нормали, проведенной 
в точке Р  поверхности (.рис. 4). Д ля  произвольной поверх­
ности ф ( £ ь  £ 2 , £ 3 )  =  const, заданной в декартовой системе 
«координат, вектор нормали к поверхности определяется соот­
ношением

д<?

n ' = - W '
В наш ем случае у  =  оцЕ{Е] и, следовательно,

_ dfп, = дЕ , 2 оцЕ; =  2/,-,

т. е. направления вектора нормали и тока совпадаю т.
Таким образом, чтобы найти направление тока п>ри зад ан ­

ном направлении электрического поля Е, нужно в точке пере­
сечения вектора Е с х а ­
рактеристической поверх­
ностью построить нормаль 
и провести вектор тока 
из центра эллипсоида п а ­
раллельно этой нормали.
Н а рис. 4 хорошо видно, 
что имеются всего три 
взаимно перпендикулярных 
направления, для которых 
направление радиус-векто­
ра Е совпадает с направ- Рис. 4. О пределение направления
лением нормали ]. К ак вид- ™ка "° заданному Е с помощью 

, . - Г  3 э л л и п с о и д а  I»/*но из (42), именно эти на- 1
правления соответствуют главным осям тензо|ра [<*<*]. Таким 
образом, определяющим свойством главных осей является то, 
что в точках их пересечения с характеристической поверх­



ностью норм аль к поверхности параллельна радиус-вектору.. 
Уюловне параллельности  можно зависать в виде о<ь£ь =  Я£ь 
где Я — некоторое число. Это система трех линейных уравие- 
-Н1ИЙ относительно £<. Она имеет отлйчные от нуля решения 
ир.и равенстве нулю определителя системы

о  11. — 1Я 012 a i3  ;

Л ( Я )  = 02Г 022 ---- Я 023

СГЗР 032 0  зз — ■ Я

Используя индексы суммирования, (44) мож но записать 
в  виде ||а ,л  — ЯбмП — 0. Это .кубичеокое уравнение для X н а­
зы вается вековым уравнением. .Три решения Яь Яг, Яз этого 
уравнения определяю т при направления, вдоль которых 
радиус-вектор характеристической поверхности параллелен 
нормали, т. е. .направлению главных осей. Покажем, что эти 
Tip и направления действительно взаимно ортогональны. Р ас­
смотрим д в а  таких направления £ i  и Е " ,  определяемых кор­
нями Я| и  Яг:

aikEh =  Я] £ / ;  (45а>

o ihE h" =  Я а£ Л  (456)

Умножим первое уравнение на Е " , а второе — на £ /  и 
вычтем второе уравнение из первого:

о М Е ^ Е / ' - Е ^ ' Е / )  =  ,(,Я , £ , '£ , " - Я ^ / ' Я / )  = '

=  ( Я , - Я 2) £ / £ Л  (46)

Так как  стik =  Ohi, то левая сторона (46) равна нулю. П о­
этому (Я| — Я г ) £ /£ / '  =  0. Если Я| Ф  Яг, то скалярное произ­
ведение Е / Е / '  =  0 и эти векторы ортогональны. Н аправле­
ния прел главных осей определяю т следующим образом. 
П одставляя найденные Я,- в исходную линейную систему урав­
нений, находят два из трех направлений. Третье направление 
можно .найти, построив перпендикуляр «  первым двум. 
У множ ая обе части первого уравнения из (45) на £ /  и -ср ав­
н ивая  с (43), имеем

OihEhEi = ’k iEi 'Ei '  =  const.

Д лина радиус-вектора £*' этой характеристической поверх­
ности, соответствующего -корню Я|, равна

£ /  =  y 7 £ 7 £ 7 y = /const/V li.

Если обоз|на:чить длины главны х осей тензора [aih] через l/Voi,. 
l /Усг и 1/Уаз» то полечим, что Я1 = о ь  Я2 =  аг; Яз =  Оз. Таким 
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образом, три корня уравнения (44) являю тся трем я главными 
значениями с ь  стг, аз-

Если поверхность 2-го порядка уж е приведена к главным 
осям, то (44) упрощ ается и принимает вид

Ст|| —'X 0 0
0 а2 ~ Х 0 =  0,
0 0 0з — X

или *
(а»  —  X)  ( а 2 —  X)  (ст3 —  X )  = 0 .

При этом равенство корней Я* главным значениям  становится 
очевидным.

§ 10. Тензор обратной эффективной массы  носителей тока

В физике характеристические поверхности чаще всего 
■попользуют для изображения тензоров с положительными 
собственными значениями. Рассмотрим д л я  примера тензор 
обратной эффективной массы носителей тока .

В кристалле зависимость энергии электрона £ (р )  от его 
кваэиимпульса р имеет, вообще говоря, довольно сложную 
форму. В полупроводниках концентрации носителей тока, как 
правило, не слишком велики, и электроны заним аю т неболь­
шой объем р — пространства вблизи минимума £ ( р ) .  Пусть 
минимум £ (р )  расположен в точке ро зоны Бриллю эна. Р а з ­
л агая  £ (р )  в ряд по р вблизи ро и ограничиваясь квадратич­
ным приближением, получим

£ ( р )  = £ ( р о )  + - т { - д ^ ) р . р, ( Р . о - Р . ' ) ( Р м - Р „ ) .  (47)

Т ак как разложение произведено вблизи минимума, то линей­
ные члены в разложении равны нулю. Величина

1 / л о \

т*  =  - ¡ ш  (48)
является второй производной от скаляра по двум векторным 
аргументам и преобразуется как тензор 2-го ранга (см. з а ­
дачу 10 главы I) . И з определения (48) следует, что т ~ 1 — 
оимметричный тензор 2-го ранга. Он имеет размерность об­
ратной массы и его назы ваю т тензором обратной эффектив­
ной массы.

В близи потолка электронной зоны £ ( р )  имеет максимум, 
и д2Е/др{дрц <  0. Изоэнергетичеакая поверхность для  такого 
электрона является мнимым эллипсоидом. О днако можно 
ввести понятие о ды рках как  о квазичастицах с положитель-



(m Tk)P= - ^ m Tk)n-

Главные зн ачен ия этого тензора всегда положительны, и изо* 
энергетические поверхности д л я  ды рок оказываются действи­
тельными эллипсоидам,и.

И так, из (47) видно, что характеристической поверх­
ностью тен зора 1 является изоэдергетическая поверх- 
ность £ ( р )  =  const, имеющая форму эллипсоида. В главных 
осях уравнение э ф о й  изознергетической поверхности имеет вид

где т с 1, Ш2~ \  Шз-1 — главные значения тензора [/я,*1]*
У равнение (49) упрощается при учете оимьметрии кри­

сталла. Т ак , в полупроводниках Ое и с кубической симмет­
рией изоэнергетичеокие поверхности оказываю тся эллипсои­
дами вращ ения. Если ось вращения натравить по оси Ох3, то 
(49) превращ ается в

где т*  =  тп\ — т 2 — поперечная масса, а =  т 3 — продоль­
ная маоса.

В  полупроводниковых соединениях типа Л ш£ у (1пБЬ^ 
в а Р  и т. п.) изознергетичеошие поверхности вблизи экстрему­
мов зоны проводимости и валентной зоны близки к сфериче­
ским, так  что тензор (я*,*1] сводится к скаляру: т ~к 1 =  т -1 б*л> 
а характеристическая поверхность является сферой

§ I I .  Электромагнитные волны в прозрачных средах

Распространение электромагнитных волн в прозрачном 
немапнитнам кристалле определяется уравнениями М аксвелла

(49)

—  =  const. 
т

1 дН
(50)

div D =  0, div Н =  0

<и материальны ми уравнениями

Di =  SikEh- (51)



Мы рассмотрим случай распространения в кристалле плос­
ких электромагнитных волн, когда

Е (г, t) »  Ео exjp i (kr — ü>i),

H (r f i) =  H0 exp t (kr — <i)0, (52) 
D (r, t) = D 0ex p i (kr — n>0-

П одставляя (52) в (50), вадим, что операция сводится
к умножению на —ш ,  а операции ro t и div сводятся к вектор­
ному и окалярному умножению на tk. П оэтом у (50) прини­
мает вид

l k x H ]  +  - ^ D - 0; [k X  Е ] - - ? Н = ^ 0 ; (53)

(k - D) = 0 ;  (k - H ) = 0 .  (54)

И з (53) и (54) следует, что D и Н 
перпендикулярны волновому вектору 
к, т. е. D и Н леж ат в плоскости 
волнового фронта. Кроме того, из (53) 
видно, что Н 1  Е и H I D .  Итак, 
в анизотропном кристалле, как  и в 
изотропной среде, ортогональны векто­
ры как Е и Н, так  и D и Н. Но в от­
личие от изотропной среды D не па­
раллелен Е (рис. 5).

Определим безразмерный волновой вектор п следующим 
образам :

с

Ри с. 5. В заим ное распо* 
лож ен и е  векторов элек­
тром агнитной  волны D 

кристалле

П в к.

Абсолютная величина п этого вектора есть просто показа­
тель преломления, который в анизотропной ореде зависит от 
направления, а в* изотропной ореде п =  Ув. Вместо (53) по- 
лучем

Н Ц п Х Е ] ;  О - Ч п Х Н ] .  (55)

Подставим первую формулу (55) во вторую:

0  =  [ п Х [ Е Х  п]] =  п2Е — п (п  ■ Е ). (56)

П одставляя (51) в (56), получим

п2Ех — гцпьЕк «  ЪкЕк,
И’Л'И

(п2 — щ п к —  Вхк)Ек =  0. (57)

Система линейных уравнений (57) определяет закономер­
ности распространения электромагнитных воли в анизотроп-
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«ой ареде. У словия существования ¡решения этой системы — 
это равенство нулю ее определителя

\\n2Ьik-~nink —  гik\\ =  0. (58)

Соотнош ение (58) определяет в координатах п и пъ, пг не­
которую  поверхность, которую называю т поверхностью вол­
новых векторов, или поверхностью Френеля. Геометрия этой 
поверхности в принципе определяет все закономерности р ас ­
пространения электромагнитных волн. Так, например, при 
заданном  направлении волнового вектора п (58) дает просто 
■квадратное уравнение для показателя преломления п2, 
имеющее два различных вещественных корня. Отсюда сле­
дует, что вдоль каждого направления й1 анизотропной среде 
могут распространяться две волны с разными волновыми век­
торами. О днако -нас всегда ещ е интересует вопрос о харак­
тере поляризации  волн, распространяю щ ихся в анизотропной 
среде. И спользование уравнений (57) и (58) для этой цели 
неудобно, т а к  как в (57) входит вектор Е, не перпендииуляр- 
ный волновому вектору п (см. рис. 5), и нужно решить 
систему трех уравнений.

Удобнее и-сходную систему уравнений (56) записать через 
вектор О, вы р аж ая  Е через Ь  с помощью (51): =  г~ хО к, 
где шц* — компонента тензора 2-г'о ранга, обратного* тензору 
диэлектрической проницаемости [е<л]. Получим

= п 2е й 1 О к —  п {пкг ^ О т. (59)

У равнение (59) существенно упрощ ается при учете того, что
0  1 п .  Д ействительно, выберем систему координат так , чтобы 
ось Охз бы ла направлена по п. Д ве другие поперечные оси 
будут располож ены  в плоокости волнового -фронта, перпенди­
кулярной  к п. Перпендикулярный к п вектор О будет при 
этом иметь д ве  компоненты й \  л £>2, а £)з =  0; напротив, п =  
=  (0, 0, я з ) , так  что второе слагаем ое справа в (59) всегда 
равно нулю:

или

(60)

* С пособ  нахож дения компонент обратного тензора по компонентам 
данного  тен зо р а  описан в главе IV.



Условие разрешимости этих двух уравнений заклю чается 
в равенстве нулю их определителя

5-1 ___ L в — 1И „а *12
£-112 22 „2

Это условие сводится к квадратному уравнению  относительно 
/величины 1/л2, определяющей показатель преломления п. Его 
два решения имеют вид

(  П3-)  1.2 =  i t  К5'! 1 +  е221) ±  У  [(еП! +  •и 1)“ +  4  (*12*)^] -

Отсюда следует, что вдоль каждого направления п в анизо­
тропной среде могут распространяться две волны с разными 
волновыми векторами ri\ и лг. Соответствую щ ие двум значе­
ниям п векторы D направлены вдоль главны х осей двухмер­
ного симметричного тензора 2 -го ранга [е<л] (i , k  =  1, 2 ).

Уравнение (60) допуюкает простую геометрическую интер­
претацию в терминах хараисгеристичеокой поверхности тен ­
зора [е~1]. Возвратимся к главным осям тензора [в^1] и по­
строим характеристическую поверхность тензора опре­
деляемую уравнением

m  п  £>,2 . D 3- , ZW ^ D xD k =  +  — i -  +  — =  const,
* e l  63

где е г 1, 82_ i, ез_| — главные значения тензора [е^1] (рис. 6 ).
Зададим  направление волнового вектора п и пересечем 

эллипсоид плоскостью, проходящей через его ценир и пер­
пендикулярной п, т. е. плоскостью 
волнового фронта. Фигурой сечения в 
общем случае будет эллипс. Д лина его 
главных осей определяет значения п\ 
и Лг, а их направления — соответст­
вующие направления колебаний D\ и 
D2. Такой характеристический эллип- 2 
соид тензора называю т оптиче­
ской индикатрисой кристалла.

Таким образом, чтобы выяснить 
скорость и поляризацию  электромаг­
нитных волн, распространяю щихся в Рис. 6. Оптическая индн- 
кристалле в любом заданном направ- катриса
лении, достаточно рассмотреть цен­
тральное сечение оптической индикатрисы плоскостью волно­
вого фронта, т. е. плоскостью, нормальной к волновому век ­
тору. Н аправление главных осей этого сечения совпадает



с направлениями электрической индукции заданной волны, 
а длина этих главны х полуосей равна их показателям прелом­
ления. Зн ая  форму оптической индикатрисы, мы можем опре­
делить скорость, показателе преломлений и плоакости коле­
баний для  волн, распространяю щ ихся в кристалле в любом 
направлении.

Следует подчеркнуть тот факт, что распространяющиеся 
8 анизотропной ореде плоские волны оказываю тся полностью 
линейно поляризованны ми в определенных плоскостях. В этом 
отношении оптические свойства анизотропных сред суще- 
ственно отличаются от свойств изотропных сред. Распростра­
няю щ аяся в изотропной среде плоакая волна в общем случае 
поляризована эллиптически, и лишь в частных случаях эллип­
тическая поляризация оводится к линейной. Это сущ ествен­
ное отличие связан о  с тем, что случай полной изотропии среды 
являете^ в известном амысЛе вырожденным: двум направле­
ниям поляризации  соответствует здесь один и тот же волно­
вой вектрр. П ри этом две линейно поляризованные волны 
склады ваю тся в эллиптичеоки поляризованную волну. 
В общем случае анизотропной среды имеются два разных 
одинаково направленны х волновых вектора.

ЗА Д А ЧИ

1. З а п и с ать  в  индексах  суммирования свя зь  радиус-вектора узла кри­
сталлической реш етки  И; с базисными векторами я /. I =  1, 2, 3.

2. З а п и с ать  в ком понентах уравнение
3. Н айти  главн ы е  значения тензоров 2*го ранга:

— а _  -  з / з "  о '
- 3 / 3  о  о  ?

О 0 10

‘2 2 0 ‘

'Г1оС
О —6 —3 / 3  о'

2 2 0 : 0 12 0 —3 / 3  0 0
.0  0  9 —4 0 2 . 0 0 10

4. И спользуя вы раж ение (47) для  закона дисперсии электрона в полу­
проводнике, вы р ази ть  скорость электрона V через его квазиимпульс р и 
изобразить оба век то р а  на изоэнергетической поверхности.

о. Н а  эллип соиде  обратны х эффективных масс указать направление 
ускорения электрон а а , зн ая  направление действую щ ей на него силы Р.

6. Д и эл ектр и ч еская  проницаемость изотропного диэлектрика меняется 
под действием  электрического поля следую щ им образом:

где во — ди электрическая  проницаемость в отсутствие поля. Н айти глав ­
ные оси и главны е значения [е^ ].



Г л а в а  III. П С Е В Д О Т Е Н ЗО РЫ

§ 12. Аксиальные векторы и псевдотензоры

Н аряду с обычными, точнее полярными векторами (Е, О , 
изображаемыми стрелкой, в физике применяю тся векторы 
другого типа, связанные с вращением (М, Н ). Они назы ­
ваются аксиальными  векторами и и зображ аю тся так, как по­
казано на рис. 7.

Углом между двумя аксиальными векторами называю т 
угол, совмещающий векторы так, ч-^обы направления их в р а ­
щений совпадали (рис. 8 ).

Основное различие между полярным и аксиальны м векто­
рами отраж ается в правилах преобразования их компонент

Ч , — 7 у - Ъ

Рис. 7. Символы Рис. 8. Угол м еж ду  д в у м я  аксиальными 
векторов: вектора м и

а — полярного; б— а к с и -.

от одной системы координат к другой. В отличие от (17), ком­
поненты аксиального вектора преобразую тся как

Л; == II II а ^ А ^  ==1 — а^^Л^. (61)
Истинным вращ ениям здесь соответствует зн ак  плюс, инвер­
сионным — минус.

Рассмотрим инверсию системы координат без вращения, 
описываемую матрицей (а,*) = —б£Л. И з (17) и (61) сле­
дует, что при этом компоненты полярного вектора меняют 
знак, а аксиального — нет:

=  — А{, (62)

=~ == ^1. (63)
Очевидно (рис. 9 ), соотношения (62) и (63), а стало быть и 
(17) и (61), обеспечивают неизменность полярного и аксиаль­
ного векторов при инверсии. Аксиальный вектор называю т 
еще псевдовектором, или псевдотензором 1-го ранга.

Аналогично можно ввести понятие о псевдотензоре любого 
ранга. П севдоскаляр в отличие от обычного скал яр а  изменяет 
знак  при отражении. Псевдоскаляром является скалярное 
произведение полярного и аксиального векторов. Закон пре­
образования такого произведения следует из (17) и (61)



с учетом (13):

±  а^ацЛ кВ1=  ±  6 мАкВ[ — ±  АкВн,
т. е. это скалярн ое произведение ведет себя как обычный 
скаляр при собственных поворотах и умножается на — 1 и 
при инверсионных поворотах.

П севдоокаляром является величина удельного вращ ения 
плоскости поляризации в оптически изотропных веществах, 
вращ аю щ их плоскость поляризации (например, кубические 
кристаллы  ЫаСЮ э и ЫаВгОз). Эта величина считается поло­
жительной, если направление вращ ения плоскости поляриза­
ции совпадает с винтом в правой системе координат, н отри­
цательной, если оно противоположно. Т ак как при инверси­
онном повороте правая система координат переходит в левую»

Р и с. 9. П реобразование компонент п оляр­
н ого  и аксиального векторов при инверсии

то величина удельного вращения относительно новой коорди­
натной оистемы и т а  же величина относительно старой си­
стемы будут иметь противоположные знаки.

§ 13. Векторное произведение

Рассмотрим векторное произведение двух полярных векто­
ров. Это есть некоторый вектор, компоненты которого мож но 
записать в виде

Ум = Вь — А hBi.
Т ак как А и В — полярные векторы, то их компоненты преоб­
разую тся к а к  координаты. Тогда величина У** долж на преоб­
разоваться как  произведение двух координат. Следовательно,. 
[У<л] о бладает  основным (определяющ им) свойством тензора 
2-го ранга. Т ак  как

Ут =  А {В к —  А &  = - { А & - А # к) = - У м , (64>



т о  [У«] — антисимметричный тензор 2-го ранга. Он имеет ви д

[ О А 162 — А 2В 1 Л\Вз  — А$В\
А 2В \ — Л\ В 2 О А 2В 3 —  А 3В 2 . ( 6 5 )

Л 3В , — ' А\В$ А 3В 2 —  АъВ$ О

Из (65) видно, что число .независимых компонент этого  
тензора равно трем и поэтому (65) мож но записать в видеО /-3

— г 3 О 

г2 — г х

2

Г\

О
где

г | =  А^Въ — А 3В 2 =  V  23* 
г 2 = А гВ\ — А \ В з =  — К|з, 
г 3 =  А\В%  —  А 2В 1 =  V 12.

(6 6 а )

(666)

Покажем, что величины г\, г2, г3 мож но рассматривать к а к  
компоненты аксиального вектора. Д л я  этого достаточно п о­
казать, что при переходе от *< к Х{ компоненты /■< преобра­
зуются по правилу (61).

/Преобразуем д л я  примера Г\ из (66):

т\ ~  А 2'В 3' —  Л 3'В 2'  = a2iAiaзkBh —  —

=  а ц а з к  {А хВ ь,  —  А н В { ) .

Раогщсывая это выражение в развернутом  виде, получим

Г\ =  (^22^33 — Д23Д32) С”- ^3^2 +  А 2В 3) +
+■ (й23031 — Й21Йзз) (—А\В$ +  А$В\) +  »

+  (^21^32 — ^22^31) (— ^ 2 ^ 1  + А{В2),

Июпользуя соотношения (16) и (66), имеем

Г{' = . ± а 1\Г1 ±  0 )2/’2 ±  013̂ 3-

Здесь знак плюс берется в случае собственного вращ ения, 
а знак минус — для инверсионных вращ ений. Аналогичные 
уравнения можно нал-исать для г% и . Окончательно п о­
лучим

г / =  ±  а^г* . (67)

С равнивая (67) с (61), видим, что величины г< образую т 
аксиальный вектор.

Итак, векторное произведение двух  полярных векторов 
-является аксиальным вектором. С другой стороны, из (66а) 
■следует, что ему можно сопоставить антисимметричный тен-
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'-зор 2-го ранга. ’Рак ка«  А и В — произвольные полярные век­
торы, то можно сказать , что воякий антисимметричный тензор 
2-го ранга эквивалентен  (или, как говорят в тензорном ан а­
лизе, дуален) некоторому аксиальному вектору. Их компо­
ненты связаны посредством (6(рб). Н аправление этого акси­
ального вектора -совпадает с направлением вращ ения, совме­
щающим первый сомнож итель со вторым (рис. 10,а ) . Анало­
гично можно п оказать, что векторное произведение двух 
аксиальных векторов есть аксиальный вектор. Правило опре­
деления направления этого а[Коиального вектора показано на 
рис. 10, б.

Рис. 10. Н аправлени е векторных произведений: 

о -(,4 х В ]; б- \ Ахку .  в - |Д х £ ]

Векторное произ-ведение аксиального вектора А на поляр­
ный вектор В д а е т  полярный вектор, перпендикулярный 
к обоим сомнож ителям. Он направлен так  же, как была бы
направлена норм альная к А составляю щ ая вектора В после'
поворота на угол л /2  вокруг А в направлении его вращения 
(рис. 10. в).

Д ля записи всех трех вариантов векторного произведения 
возможна единая форма. Д ля этого введем совершенно анти­
симметричный единичный тензор 3-го ранга еш,  компоненты 
которого меняют зн ак  при перестановке любых двух индек­
сов. Все т м л о н е н т ы  равны  нулю за исключением тех, у кото­
рых 1 ф к ф 1 .  Ч то касается этих компонент, то 1- 
Остальные компоненты равны +1 или — 1, смотря по тому, 
четнььм ил»и нечетным числом перестановок можно привести 
последовательность чисел I, к, I к последовательности 1, 2, 3. 
Другими словами, все компоненты еш  с циклическим поряд­
ком неодинаковых значков равны + 1 . Все компоненты, в ко­
торых циклический порядок значков нарушен, равны — 1. 
С помощью тензора е ш  векторное произведение г =  [А X В], 
где А и В можно считать как полярными, так  и аксиальными» 
векторам«, а тип вектора г определяется типом векторов-
32



сомножителей и записывается в виде

П =  ешЛл-Вг. (68)
Действительно,

Т\ =  [А х  В]| =  ^123^2^3 "Ь ^132^3^2 =  ^2^3 — ^3^2- 

Тензор 3*го рал га еш  позволяет так ж е  установить соответ-
О

ст.вие между компонентами атонального вектора г и антноим- 
метрмчного тензора 2-го ранга [У**], т. е. записать ком пактно 
соответствия (66):

г• “  “5“ ешУнГ, (69а)

У {к =  еш п.  (696)
Например,

г  1 —  " о -  ( ^ 123^23  +  ^ 132^ 32 )  = _ 2 “  (  ^ 2 3  —  У м )  =

=  4 -  ( - У з !  -  V™)  =  - ^ 3 2  =  У 23.

¡При ¡решении физических задач  важ но знать, аколькими 
•независимыми параметрами определяется физическая вели ­
чина. При этом для подсчета числа независимых компонент 
полезно свести антисимметричный тензор 2-то ранга к акси ­
альному вектору.

§ 14. Магнитная восприимчивость диамагнитных 
и парамагнитных кристаллов

-Мапнитная восприимчивость диамагнитны х и парам агнит­
ных кристаллов такж е является тензором 2-го ранга. П ри 
включении магнитного поля Н в вещ естве возникает н ам аг­
ниченность М. Намагниченностью назы ваю т магнитный м о­
мент, .рассчитанный на единицу объем а. Бели мапнитное поле 
слабое по сравнению с внутрикристаллическими полями, то 
М можно разлож ить в ряд по Н и сохранить в разлож ении  
только линейные члены. Это разлож ение имеет вид

М ‘ =  М ‘ +  ( - ш ) о Н > =  М ‘° +  н * • <7 0 >

Мы не рассматриваем ферромагнитные кристаллы и опантан- 
ную намапничеиность М<° будем считать равной нулю. В ели­
чину назы ваю т магнит-ной восприимчивостью. Т ак как  Н 
•и М являю тся аксиальными векторами, то связь между ними 
согласно тензорной размерности осущ ествляется тензором 
2*го ранга.
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Сумма векторов Н и 4лМ  называется магнитной индук­
цией В:

=  Я* +  4лх<кНк ~  (5<а +  4лх<а)Яа.
О

Т ак как В и Н — здесь  аксиальные векторы, то величина 
ц»а =  +  4лх»а — тензор машитной проницаемости 2-го 
ран га. Тонзоры [х<л] и [ц*/,] аналогичны диэлектрической вос­
приимчивости [а<л] и являю тся симметричными тензорами. 
О днако в отличие от а** главные значения х<а могут прини- 
)мать как полож ительны е (парамагнитные среды ), так  и отри­
цательные (диамагнитны е среды) значения.

§ 15. Момент сил

Т ак как в общ ем случае М и Н не параллельны , взаимо­
действие внешнего магнитного поля Н и мапнитного момента 
М кристалла (наведенного или спонтанного) приводит к по­
явлению механического момента в  =  [М х  Н]. Этот момент 
стремится повернуть кристалл так, чтобы М стал парал ­
лелен Н.

К ак  всякое векторное произведение двух аксиальных век­
торов, вектор в  — тож е аксиальный вектор и, следовательно, 
м ож ет быть представлен в виде антисимметричного тензора 
2-го ранга

Gih = M iH h - M hH i

или с учетом (70)

0 , а =  х^ ; ^ - Х а̂ . - -  (71)
В главных осях тензора х»а (71) принимает вид

О (XI — Хг)#1 Н 2 (хз — х О ^ з #  1
=  (XI —  Х2) ^ 1^ 2  о (ха —  Х з № # з  . ( 7 2 )

. (Хз —  х О ^ з ^ !  (Х2 —1 Х з № # з  о

В (72) яоно видно, что механический момент зависит только 
от разностей главны х магнитных восприимчивостей и, следо­
вательно, возникает всегда в анизотропных телах.

§ 16. Эффект Холла *

Если проводник находится во внешнем магнитном поле Н, 
то овязь между плотностью тока 3 и напряженностью  элек- 
тцжчеокого поля яо^прежнему дается соотношением /< =  
=  атНа. О днако компоненты тензора проводимости от яв­
ляю тся функциями Я  и не симметричны по А. Согласно

• И злож ение этого  пар агр аф а  следует [5].



принципу симметрии кинетических коэффициентов [2] в м аг­
нитном поле одновременно с перестановкой индексов i, к  
долж но быть изменено н а обратное и направление м агнитного 
поля, т. е.

dfft(H) =  ал*(— Н ). (73)

Величины ж е o«h(H) и а**(Н) не равны д руг другу . 
К ак и всякий общий тензор 2-го ранга, а*л(Н) мбжно р а зд е ­
лить на симметричную и антисимметричную части

Oih  =  SfA +  Oih,
где

s ik( Н) =  sk{( Н ); a fh(H ) =  — а й1(Н ) . (74)

Объединим (73) и (74), получим

s ik( Н) =  Sfti(— Н) = s ih( ~ H ) ,

Oíft(H) =  ühi(— Н) =  - a i t ( -  Н).

Таким образом, компоненты симметричного тензора $<*(Н) 
являю тся четными, а тензора а,-*(Н) — нечетными ф ункциями 
магнитного поля. Плотность тока

J i = J t m J¡L = S ikE it  +  dikEk- (75)

К ак было показано в § 13 данной главы, антисимметрич­
ному тензору 2-го ранга [а**] эквивалентен аксиальны й век-

О

тор а. Поэтому, учитывая (696), свойства еш  и (68), второе 
•слагаемое в (75) можно переписать в виде

о о
j i± =  OihEk =  em aiEk =  — е,/;1а г£* -  — [а X E]< =  [E X a]f. 

Теперь (75) можно записать следующим образом:

ji =  SikEh +  (Е X а]{.

Внешнее магнитное поле является слабым и компоненты 
тензора проводимости можно разлож ить по нему. Четные 
функции магнитного поля s,-ft(H) разлагаю тся в ряд  из чет­
ных степеней Н:

s lfc( H ) = <  +  0 ( Н 2) ,

где — .проводимость в отсутствие магнитного поля; О {И2) 
означает члены порядка Н 2. И з-за  нечетности функции а ( Н )  
в разложение этого векггора войдут только нечетные сте­
пени Н. В линейном по м агнитному полю приближении



Т аким  образом, линейный по магнитному полю эффектО
заклю чен в члене [Е X а]. Он состоит в появлении тока, пер­
пендикулярного к электрическому полю, и по величине про­
порционален напряженности -мапнитного поля. Этот эффект 
назы вается эффектом Х о лла .  Д ля  ¿-й компоненты плотности 
тока вместо (75) можно записать

.А — +  е>ма1тНтЕк- (76)

Полученные формулы получаю т простой и знакомый вид для 
изотропной среды: так  как  о01к — а°й»л, то составляю щ ая 
п араллельн а  электрическаму полю Е. Из соображений сим-О
метрии вектор а мож ет быть налраш ем только по Н, т. е.

С г Л  —

а{ =  аНх.

И з (76) получим вы раж ение для  тока Холла в изотропной 
среде в тензорной форме:

у'г =  о ° Е {  +  а в 1м Е кН и

которое, очевидно, эквивалентно выражению

у* =  а°Е{ +  а(Е  X Н];

|ИЛИ

3 =■ а°Е +  а [Е  X Н].

ЗА Д А ЧИ

1. П оказать , что векторное произведение аксиального вектора на по­
лярны й  является полярны м  вектором .

2. И спользуя индексы сум м ирования, записать силу Л оренца

Р =  *Е Ь-£- |У Х  Н\. 
с

3. П оказать, что поскольку В и Н являю тся аксиальными векторами, 
т о  — тензор 2-го ралга.

4. Д л я  изотропной среды  найти связь Е с I при наличии магнитного 
п о л я  с точностью до Я 2.

5. Н аписать феноменологическое выражение для  тензора  диэлектриче­
ской проницаемости (Е) кубического  кристалла как  функцию  постоян- 
ного электрического поля Е (с точностью до членов 2-го порядка пр Е). 
Р езу л ьтаты  сравнить с задачей  6 главы  II.

6. Н аписать ф еном енологическое выражение для свободной энергии 
Я(М, Н) изотропного ф еррита  в магнитном поле Н (М —  спонтанный маг­
нитный момент) с точностью  д о  членов 2-го порядка.



Г л а в а  IV. ЭЛЕМ ЕНТЫ  М А Т РИ Ч Н О Й  А Л Г Е Б Р Ы

Мы видели, что компоненты тензора 2-то .ранга мож но 
'трактовать как  элементы квадратной матрицы разм ером  
( 3 X 3 ) .  Мы назвали такж е матрицей таблицу н ап р авл яю ­
щих косинусов при преобразовании от одной системы 'Коор­
динат к другой. Такая матрица тож е квадратна. Н азовем  
теперь матрицей таблицу коэффициентов в системе линейных 
уравнений: *

=1 (ЦкУк', (77)

£ =  1, 2, . . . ,  т; А =  1, 2 п.
Величины а**, выписанные в виде таблицы , образую т м а т ­
рицу разм ерам  (т  X п).

Введем правило умножения матриц. Д ля  этого предполо­
жим, что величины уъ. в (7 7 )— линейны е функцдш перемеа-1-
НЫХ Х[\

Ук =  $ иХ1 (А— 1, 2, т ;  / - 1 , 2 , . . . , / ? ) .  |(78) 

Т огда z ¡  связаны  с Х[ у1ра1внения(ми

Zi  —  а,лРй/ДГг =  у и Х и
пде

УН =  С1,АрА/,

•или в симвапической записи

Т =  (79)

М атрица у назььваетоя произведением матриц * и р. П р а ­
вило умножения матгр.И'Ц следует из определения (79) и с о ­
стоит в том, что элемент произ­
ведения у и  получается почлен­
ным умножением ¿-й строки 
первого сомножителя * на I-й 
столбец второго сомножителя 

* Р и суммированием получен 
ных произведений. Заметим, 
что у — *-р  {3-*.

Действительно, пусть матри­
цы А и В зад аю т некоторые*опе- 
рации, производимые над век­
тором х в системе координат 
*10*2 (рис. 11). Пусть, например, действие матрицы В на х  
означает проектирование на ось О х и а действие А — поворот 
на я/2. Тодда из рис. 11 очевидно, что АВх ф  ВАх.

Рассмотрим онова уравнение

Р и с. 11. Н еком м утативность 
произведения матриц

=  ацу> или г  =  *у, (80)
3 7



но в отличие от (77) будем считать, что * — квадратн ая мат­
рица. Очевидно, уравнения (80) можно, вообщ е говоря, раз­
решить относительно уу.

У или у =  * ~ 'г .  (8 1 )

М атрица * -1 с элементам и я-> называется обратной матри­
цей  по отношению к * . Н ам  нужно теперь найти связь я “ 1 
с заданной матрицей «. Умножим (80) на алгебраическое до­
полнение Л,-* элем ента а « :

А { к ^  === Л (® )̂!

По теореме о разлож ении  детерминанта Д имеем

Л а а ,,  =  Дб^. (83)

Подстановка (83) в (82) даегт Л^г* =  Д б л ^ , или

А{к2{ =  ДУн- (84) '

Разреш ая (84) относительно ук, получим

У *  =  -4 т - * , .  ( 85>

Очевидно, (85) и все дальнейш ее имеет смысл, если только 
Д =  НодИ Ф  0. Зам ен ив в (85) 6 на /, будем иметь

=  А Г * 1' (86>

Сравнивая (86) с (81), полечим обратную матрицу

а - 1  =  _ ± ^ _ .  ( 87)
// й '  '

Введем теперь понятие единичной матрицы I, для чего на­
пишем I, £-й элем ент произведения двух взаимно об.ра/шых 
матриц

,  А*) 5

“ / / “7* =  лч  --- --------------- г  = 8« -

М атрица, элементам и которой являются называется еди­
ничной матрицей I. Таким  образом, кроме определения обрат­
ной матрицы (87) таким  определением мож ет служить равен­
ство =  I. О тметим, что обратные матрицы существуют 
только у квадратны х матриц, детерминант которых отличен 
от нуля.

Примером взаим но обратных матриц являю тся матрицы 
электропроводности 9 и удельного сопротивления р. Это сле- 
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дует (непосредственно из уравнений, связываю щ их векторы 
] и Е:

j =  аЕ ; Е =  ^ .

Транспонированием  матрицы  назы вается зам ен а ее строк 
столбцами, и наоборот. М атрица а т назы вается транспони­
рованной по отношению к матрице а, если ее 1-й столбец 
является 1-й строкой матрицы а.

Уравнение поворота осей координат, полученное в главе I, 
такж е можно записать в матричной форме. Уравнение преоб­
разования координат точки х,-' =  а^х*  записывается в м атрич­
ной форме следующим образом:

/  х\  \  /  Оч а\2 о й  \  /  X* \
( Х2 I —- I «21 @22 #23 1 I Ха I,
V Хъ /  \  Озг СЕ32 Йзз /  \  Хз /

или х ' =  ах. Уравнения преобразования компонент произволь­
ного вектора А записываются аналогично |

/  А \  \  /  вп  а\2 Огз \  /  А\ \
I А 2'  1 =  I ^21 Й22 ^23 ) ( Лз I, и л и А ' =  аА.
V А$ /  \  а 32 азз /  \  Аз /

/
Д ва последовательных поворота х ' =  ах и х" =  Ьх' мож но 
заменить одним, объединив их с помощью матричного ум но­
жения: х "  =  (Ьа)х. Правило преобразования координат тен ­
зора 2-го ранга о’1л =  аиаьтОьп так ж е  можно записать в м ат ­
ричном виде. Однако прежде чем применить здесь правило 
умножения матриц, мы долж ны  расположить повторяю щ иеся 
индексы рядом. Это -можно сделать, поставив член акт после 
0 1т и произведя транспонирование:

°1к ”  а Иа1т(аТ)тк>

или в матричной форме

а' =  а а а т.

ЗАДАЧИ

1. Д ана матрица
/1 1 1\ 

а  =  | О 1 1 .
\0  0 \ )

Найти а - 1.
2. Известно, что в некоторой системе координатных осей О х\, Ох2, 

0*з тензор электропроводности [а/*] диагонален. Найти все матрицы пре­
образования к  новым осям, в которых он по-прежнему диагонален. Рас-



■смотреть случай изознергетической поверхности в форме: а) произволь­
ного эллипсоида; б) эллипсоида вращения вокруг оси Охз; в) сферы.

3. Тензор электропроводности для кристалла моноклинной системы 
имеет вид

*«11 0 °13

— 0 9 и 0

.«13 0 ® зэ.

Н айти компоненты тензора удельного сопротивления [р/*Ь Привести [о/*] 
и 1 рЫ  к главным осям и сопоставить главные значения.

4. М атрица поворота вокруг оси Ох% на угол о

(c o s a  — sin a 0 \  
s in  а COS а О I.

О О \ )
Найти обратную матрицу и объяснить ее физический смысл.

5. Решить следующие уравнения в матричной форме:

'б) Ах = .  В, пде

• 1 ); ■ - С » : : ) ■
6 . Вектор К п некоторого узла кристаллической решетки связан с эле­

ментарными векторами а], аг, аз соотношением '
^ Яп = Э]«! -|- а2л:. +  Эз̂ з,

где П[, Пг, Яз — любые целые числа. Записать это уравнение: 1) в проек­
циях на декартовы оси координат; 2) в матричной форме. Полученная 
матрица А называется матрицей решетки, так как полностью ее характе­
ризует (определяет ее симметрию).

7. Д л я  простой кубической решетки матрица А имеет вид
/ а  0 0 \

А =  ( 0 а 0 ,
\ 0  0 а )

где а — длина ребра куба. Н айти обратную матрицу В =  А-1, характери­
зующую обратную решетку. Объяснить физический смысл полученного 
результата.

Рис. 12. К выводу матриц А кубических решеток
а  — объем н о-и ен трн рован и ой ; б  — гранецен трированн ой

8 . Проведя элементарные векторы по ребрам примитивной ячейки 
объемно-центрированной кубической решетки (рис. 1 2 , в ) , показать, что



а а а ~
2~ ~Т  Т
а а а

а  =  - г  - т  .

а а а
~2~ Т  2 \

где а  — ребро куба. Найтн матрицу В =  А-1, характеризующую обратную  
решетку.

9. Тем ж е способом (рмс. 12,6), что и в задаче 8, показать, что м ат ­
рица А гранецентрированной кубической решетки имеет вид

0 а а
2 "2 "

а
~ Т

0 а
~ Т

а а
0

~ Т ~2~

Найти матрицу В =  А-1. Сравнить результаты задач 8 и 9 и объяснить их.

Г л а в а  V. ВЛИ ЯН И Е С И М М ЕТРИ И  К РИ СТА ЛЛ О В  
НА ИХ Ф И ЗИ Ч Е С К И Е  СВОЙСТВА

§ 17. Элементы симметрии кристаллической решетки

Основу симметрии кристаллической реш ете« составляет ее 
пространственная периодичность — свойство совмещ аться 
сам а с собой при параллельных переносах, или, как  говорят, 
трансляциях л а  определеш ш е расстояния и в определенных 
направлениях. Н аряду с трансляционной симметрией решегрка 
«может обладать такж е и симметрией по отношению к р а з л и ч ­
ным поворотам и отражениям. Соответствую щ ие элементы 
симметрии — это оси, плоскости симметрии, зеркально-пово- 
ротные оси. Чтобы полностью исклю чить трансляцию , все оси 
и плоскости сим/метрии считаю тся пересекаю щ имися в одной 
точке. Это так  назы ваемая точечная симметрия реш етки. 
Сверх этого кристаллическая реш етка мож ет обладать ещ е и 
особого рода элементами симметрии, представляю щ ими собой 
комбинации параллельных переносов с поворотами и о тр аж е­
ниями. П оворот на некоторый угол с последующим перено­
сом вдоль этой же оси ир-иводят к элементам симметрии 
нового типа — винтовым осям. А налогично, комбинируя 
трансляции и плоскости симметрии, мы получаем плоскости 
зеркального скольжения. Полный набор операций симметрии 
кристалла назы вается его группой симметрии.

В целом ряде явлений, которые м ож но назвать м акроско­
пическими, кристалл ведет себя к ал  однородное оплошное



тело. М акроскопические свойства кристалла принтом зависят 
только от направлений в нем. Так, особенности прохождения 
света через кри сталл  зависят только от направления луча 
света; тепловое расш ирение кристалла происходит, вообще 
говоря, различно по разным .направлениям; упругие деф орма­
ции кристалла под влиянием тех или иных внешних сил такж е 

^ за в и ся т  от направлений.
С другой стороны, симметрия кристаллов приводит к экви­

валентности различны х .направлений в нем. Вдоль этих эквн- 
' валентных направлений все макроскопические овойства кри ­

сталла будут соверш енно одинаковыми. Мы можем, следова­
тельно, оказать, что макроскопические свойства кристалла 
определяются симметрией направлений в нем. Если кристалл 
обладает, напримор, центром инверсии, то всякому направле­
нию в нем будет эквивалентно прямо противоположное.

Трансляционная симметрия решетки не приводит к эквива­
лентности каких-либо направлений — параллельны е переносы 
вообще не меняю т направлений. По этой ж е причине для сим­
метрии направлений несущественно различие между винто­
выми и простыми осями симметрии или между простыми 
плоскостями симметрии и плоскостями зеркального скольже­
ния. Таким образам , симметрия направлений, а потому и сим­
метрия макроскопических свойств кристалла определяется 
совокупностью его осей и  плоскостей симметрии, т. е. точеч­
ной симметрией кристалла.

В се элементы симметрии кристалла являю тся элементами 
симметрии его лю бого физического макроскопического свой­
ства. М акроскопические физические характеристики кри­
сталла не долж ны  зависеть от поворотов и отражений точеч­
ной симметрии кристалла. Поэтому их назы ваю т инвариант­
ными относительно этих поворотов и отражений. Именно 
такие физические овойства и представляю т интерес для  
изучения. З а д а ч а  тензорного анализа при этом — отделить 
результаты , относящ иеся к физическим объектам, от резуль­
татов, случайно привнесенных выборам той или иной системы 
координат.

§ 18. М а тем а ти ч е с к а я  ф орм улировка операци й  симметрии

В первой главе было показало, что любое преобразование 
.координат можно записать в виде матрицы этого преобразо­
вания (а<*). В частности, все преобразования симметрии кри ­
сталла тож е мож но записать в виде матриц. Любую опера­
цию симметрии при этом рассматриваю т как  реальный по­
ворот кристалла. Действительно, если мы выберем в кри­
сталле систему координат ,и совершим поворот этой системы 
координат вокруг оси Охз на угол + а ,  то  эквивалентный. 
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результат можно получить, произ-эодя вращ ение кристалла на 
угол — а  в неподвижной системе координат. В соответствии 
с  эш м  поворотам преобразуются и  физические величины, н а ­
пример тензор электропроводности [о«].

Рассмотрим для примера кристалл  с кубической -симмет­
рией. В таком кристалле все вращ ения и отраж ения, преоб­
разую щ ие куб в самого себя, отображ аю т и весь кри сталл  
в себя. Выберем оси координат по ребрам  куба. П оворот на 
90° вокруг оси Охз, переводящий х 2 в х\,  описывается следую ­
щим преобразованием координат:

Соответствую щая матрица преобразования имеет в з д

Поворот на 90° вокруг оси О х2 описывается аналогичной м а т  
риЦей

Таким ж е точно образом лю бой поворот или отраж ение 
можно записать в виде матрицы. Удобство такой записи со­
стоит в том, что последовательности операций аим!метрии со ­
ответствует обычное умножение матриц. Например, поворот 
на 90° вокруг Охз и последующее отраж ение в плоскости 
х 2Охз описывают произведением матриц (88) и (90):

Х \ =  — Х2\ 

Х2 =  Х 1.

Поворот на 180° вокруг оси О х3 д ает

(89)

О траж ение в плоакости хчОхз

(90)

0 — 1 0  
1 о о 
0 0 1

- 1  о о 
0 1 о 
0 0 1



Вышъшам преобразован,ие координат, соответствующее м ат ­
рице (91):

Х\" =  — Х2 ', x " - — xi.

§ 19. Влияние сим м етрии кри сталла  на  ф изические величины, 
* о п и сы ваем ы е  тензорами 2-го ран га

М ногие макроакопи чески е свойства кристаллов описыва­
ются тензорами 2-го ранга. К числу таких свойств, как мы 
уж е видели, относится электропроводность, теплопровод­
ность, диэлектрическая проницаемость, магнитная проницае­
мость. Все эти величины являются симметричными тензор-ами
2-го ранга, имеющими ш есть независимых компонент. Однако 
если кристалл о б ладает  .некоторой симметрией, то число не­
зависимых компонент тензора 2-го ранга может быть умень­
шено. Метод, которым это можно сделать, состоит в преобра­
зовании тензора 2-го ранга по установленным в главе I пюя- 
вилам с помощью одного из элементов симметрии кристалла. 
Требование симметрии при этом состоит в там, что компо­
ненты тензоров 2-го ран га не должны меняться при преобра­
зованиях симметрии. Н апример, поворот на 180° вокруг 
Ох%— это операция кубической симметрии, описываемая 
матрицей (89). П рименим ее к телзору электропроводности и 
поамоприм, KaiK уменьш ится число компонент симметричного 
тензора [а(л] при таком  преобразовании. П р а ш л о  преобразо­
вания тензора 2-го ранга при преобразовании координат 
было дано в главе IV. Тогда имеем

Uki
- 1 0 0  NV 'о м 012 013 / 1 0 0

0 — 1 0 021 022 023 0 —  1 0

0 0 1 у/
,0 3 1 032 0 3 3 . \ v о 0 1

сти 012 — 013

= (712 022 ---- 023

-СГ|з ;— Огз 033  _

Требование симметрии состоит в том, что эта операция не 
долж на изменить тензор электропроводности ¡кубического 
кристалла. Это возмож но лиш ь в том случае, когда компо­
ненты Ст1з и ст2з равны нулю, т. е. когда тензор электропровод* 
ности имеет вид

0Ц 012 О 

(о,л] =  а 12 022 о
О 0 Стзз

Таким образом, наличие оси поворота на 180е 
число компонент ст,* с шести до четырех.

уменьш ает



Аналогично, выполняя поворот на 180° вокруг оси О х ь 
можно показать, что (равны нулю  компоненты Ст|2- Таким  о б ­
разам , матрица сг<ь диагональна. П роизводя поворот на 90° 
вокруг О хз, ¡можно показать, что стц =  <?22> а выполняя по* 
ворот н а 90° вокруг Охи что стгг — <*зз. Таким образом , тензор 
электропроводности в случае кубической симметрии м ож но 
представить в виде

а  0  0

[<т«а З = 0 а  0
О 0 о

где о — единственный независимый коэффициент. С л ед о ва­
тельно, ц исубических ¡кристаллах электропроводность о к а зы ­
вается одинаковой во всех направлениях, т. е. изотропной. 
В менее симметричных кристаллах  электропроводность не- 
изотропна. Но требования симметрии позволяют уменьш ить 
число независимых параметров, необходимых д ля  з а д а ­
ния [о«].

§ 20. Пьезоэлектрический тензор 3-го ранга

У ¡некоторых кристаллов при приложении к  ним м ехани­
ческих напряжений возникает электрический момент Р, 
величина которого пропорциональна тензору деф ормации к р и ­
сталла. Наломним, что состояние деформации .кристалла 
можно охарактеризовать задан и ем  вектора смещ ения и (г) 
во |всех его точках г. Производные компонент этого вектора 
по координатам определяют тензор деформации, яв л яю ­
щийся тензором 2-го ранга:

а -  ди‘“ «  “  дхл *
Вектор поляризации, возникаю щ ий в  деформированном 'Кри­
сталле, тогда равен *

Р\ ~  ¿¡мим. (92)
Величины осуществляют связь  вектора с тензором
2-го ран га им и ¿поэтому являю тся комлонентами тензора 3-го 
ранга. Его назы ваю т (пьезоэлектрическим тензором.

Определение тензора Знго ранга получается обобщ ением 
определений тензоров 1-го .и 2-го рангов, которые мы д ал и  
в главе I. Величина й ш  назы вается тензором З^го ран га , если 
при преобразовании координат он а ведет себя к а к  произведе­
ние трех координат, т. е.

^1к1 ^*п0кт01рС(птпР’ (93)

Если вы писать все коэффициенты ¿ш , то они образую т не 
квадратную  таблицу, как  в случае тензора 2-го ранга,



а таблицу ¡в форме к у б а . Если"первый индекс ¿ш  оаначает 
слой, второй — строку, а треггий индекс — столбец, то Фри слоя 
'будут такими:

Полное чи-сло независимых компонент тензора 3-го ранга 
равн о  27. .Если участь симметричность тензора деформации 
«»л ==( «ль то согласно (92) и тензор ¿ш  долж ен быггь сим­
метричен по второму 1и третьему Iиндексу, т. е. по к, I. При 
этом из 'Числа независимы х (компонент можно июключить (ком­
поненты, стоящие в скобках . Таким образом, остается 18 н е­
зависимы х компонент. Если кристалл обладает некой сим­
метрией, то мож но ещ е уменьшить число ¡независимых ком­
понент (Пьезоэлектрического тензора.

Рассмотрим, .например, влияние центра .инверсии. М ат­
р и ца, описываю щ ая операцию  отражения «  начале коорди­
нат, имеет вид ✓

Н о так  к а к  кристалл  им еет центр инверсии, то долж но быть 
й'1к1 — ¿ш - С ледовательно, ¿ ш  — 0. Таким образом , 'кристалл, 
обладаю щ ий центром инверсии, не мож ет бцпть пьезоэлект-

Значительную  помощ ь три установлении независимых 
компонент тензоров м ож ет  оказать метод прямой проверки, 
разработанны й Ф,уми. О бъясним  этот метод, в зяв  разобран­
ны й выше пример пьезоэлектрического тензора в кристалле 
с  центром инверсии. Д ействие центра инверсии на оси коор­
динат можно изобразить следующим образом:

I (СЛОЙ II слой
(/= <  2)

III СЛОЙ 
( ¿ = 3 )

¿211 ¿212 ¿213 

(¿ 2 2 1 )  ¿222 ¿223 

(¿ 2 3 1 )  (¿2 3 2 ) ¿233

¿311 ¿312 ¿313 

(¿3 2 1 ) ¿322 ¿323 

{ ¿ з з О  (¿3 3 2 ) ¿333-

(94)

П одставляя (94) в (93), найдем

¿ д / =  (— б<п) (—^Ьт) ( &р) ¿птр —■ ¿Ш-п т р

риком. *
§ 21. М етод  прямой проверки

Х х - ^ — Хи
х 2-*-— х 2,

— Хз, )

где стрела означает «.преобразуется в 
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Соотношение (95) мож но интерпретировать к а к  ¡преобра­
зование при инверсии координат ¿произвольной точки (хь  хг, 
х3) в точку (—х\, —х2, —Хз). Т ак к а к  компоненты тензора
3-го ранга преобразуются к а к  произведения трех координат, 
то компоненте ¿122 можно сопоставить комбинацию  Х1Х22, 
имеющую одинаковое с ¿122 правило преобразования. Т ак  к а к  
при инверсии Х|Х22^ - —Х1Х22, то  и компонента ¿122 п реобра­
зуется так:

¿ 1 2 2 —»--------¿122* ( 96 )

Но при наличии у кристалла центра инверсии это  преобразо­
вание ие должно изменять компонент тензора, т. е.

¿ ! 2 2 - * " ^ 1 2 2 -  ( 97 )

Соотношения (96) и (97) совместимы только, если ¿122 — 0. 
Аналогичное рассуждение справедливо для лю бой компо­
ненты тензора ¿ш - И мы получаем .прежний ¡результат, что 
в кристалле с  центрам инверсии нет пьезоэлектрического 
эффекта.

Использованный выше ¡метод прямой проверки является 
самым удобным способом определения условий, н алагаем ы х  
на тензоры во всех классах симметрии, за  исклю чением отно­
сящихся к тригональной и гексагональной системам . Это объ­
ясняется тем, что во всех классах  кроме тригональны х и гек­
сагональных элементы симметрии просто изменяю т порядок 
осей координат, т. е. к аж д ая  ось преобразуется или в себя, 
или в одну из других осей (возмож но с  изменением н ап р ав ­
ления) и не попадает ни в  какое промеж уточное положение. 
В тригональных и гексагональных кристаллах имею тся оси
3-го и 6-го порядка, и, например, х\ будет преобразовы ­
ваться в линейную комбинацию  Х|, хг, хз. П оэтому зд есь  сл е­
дует использовать аналитический метод. Общий принцип при 
этом остается тем ж е самым: действием элемента симметрии 
кристалла преобразуются оси  координат и новы е значения 
компонент тензора приравниваю тся старым.

ЗАДАЧИ

1. Найти независимые компоненты тензора [з/*|, если кристалл имеет 
три взаимно перпендикулярные оси 4-го порядка (поворот на 90° вокруг 
0*1, 0X2, 0*8).

2. Найти независимые компоненты тензора [«/*} для  кристалла, 
в котором плоскость хзОхз является плоскостью симметрии.

3. Найти независимые компоненты пьезоэлектрического тензора 
при наличии оси второго порядка относительно Ох

4. Д оказать, что антисимметричный тензор 2*го ранга в кубическом 
кристалле равен нулю.

5. Найти независимые компоненты тензора электропроводности <?/* для 
гексагонального кристалла (одна ось б-го порядка).

Указание: использовать результаты задачи 12 главы I.



6 . Изоэнергетические поверхности в зоне проводимости кремния пред- 
-ставляю т собой семейство шести эллипсоидов вращения вокруг осей [100], 
[010], [001]. Выразить электропроводность кристалла о через главные зна­
чения <¡1 одного эллипсоида.

Указание; каждый эллкпсо«ид дает аддитивный вклад в з.
7. Решить такую же задачу д л я  германия.
Указание: изоэнергетические поверхности электронного германия— это 

семейство восьми эллипсоидов вращения вокруг осей [1 1 1 ] с центрами на 
границах зоны Бриллюэна.

8 . В мапштоупорядскченных кристаллах существует магнитоэлектриче­
ский э ф ф е к т — возникновение магнитного момента М под действием элек­
трического поля. Написать феноменологическое выражение М (Е) с точ­
ностью до членов 2 -го порядка по Е к выяснить, какие ограничения на 
коэффициенты разложения накладывает наличие центра инверсии у кри­
сталла.

П р и м е ч а н и е :  Задачи 1—5 решать методом преобразования
координат и методом прямой проверки.

Г л а в а  VI. В ЕКТО РН Ы Й  А Н А Л И З*

§ 22. Вектор площ адки . Поток вектора

Определим прежде всего вектор элементарной ллохцадки 
dS. Т ак  .называется вектор, -направленный по нормали к п ло­
щ адке, численно равный ее 'поверхности и ¡связанный с на­

правлением обхода конту­
ра площадки так  же, как 
направление перемеще- 

¿5 ния правого винта свя­
зано с направлением 
вращения его головка 

с- (рис. 13). Мы будем поль­
зоваться правовинтовой 
системой координат, в 
которой вращение идет 

от и х  i ik и х а против часовой стрелки, если омотреть со  сто­
роны 0*з. В этой системе координат вектор площ адки р а з ­
л агается  на составляю щ ие:

d S i =  dx2dx3\ dS2 =  dxzdxx\ dSz = dxidx2. (98)

И з (98) видно, что это  определение dS совпадает с у ста ­
новленным ранее определением векторного произведения 'двух 
векторов, т. е. dS — аксиальны й вектор.

П редполож им  теперь, что через площ адку т^чет жидкость 
с  плотностью, равной единице. Скорость течения изображ а­
ется .вектором V. Угол м еж ду dS и v обозначим а. Н а »рис. 14 
л ак азан ы  линии тока, ¡проходящие через dS.  Они п арал­
лельны  v. Вычислим ежесекундный поток жидкости через 
dS.  Он равен vdS ',  где d S ' — показанная на рис. 14 пло-

d 5

Рис. 13. Век­
тор элемен­
тарной пло­

щадки

Рис. 14. К Bu'tt 
леиию потока

* Изложение параграфа следует [6].



щ адка, поставленная п-ерп-ендикулярно линиям тока. Действи­
тельно, через площ адку d S '  з а  единицу времени проходит 
цилиндр жидкости ¡с 'основанием dS '  ,и высотой v. Й о d S '  — 
=  d S  cos а, откуда искомый потуж жидкости равен

d l  = v • d S ' =  v ■ ¿ 5  cos а  — (v • d S ) .

Аналогичным образом окалярное произведение любого 
Виктора А, взятого в той точке, где находится бесконечно 
м ал ая  площ адка, назы вается потоком »вектора А через ¡пло­
щ адку. Подобно тому, « ак  поток жидкости через конечную 
площ адку 5  .равен интегралу от d S  по поверхности I — 
=  /  (v • dS ), потоком вектора А через лю бую  'поверхность 
назы вается .интеграл

/ =  /  (А • dS ). .(99)

Вектор -площадки и был определен нами, чтобы ввести бес- 
координатную запись (99). Входящие в (99) интегралы  двой­
ные. Переходя к проекциям, (99) можно зап и сать  так: ^

I =  j  j  A \d x2dxz +  /  /  Azdx^dxi +  J  J A$dx\dx 2 .

П ределы  двойных интегралов в (99) определяю тся соответ­
ствующими »проекциями (контура, ограничиваю щ его поверх­
ность, на координатные плоскости.

§  23. Теорема Гаусса—Остроградского. Д ивергенция вектора

Вычислим поток вектора через замкнутую  поверхность. 
Д л я  этого ¡рассмотрим сн ач ал а  бесконечно -малую замкнутую 
поверхность параллелепипеда (рис. 15).
Условимся проводить нормаль к элементу 
замкнутой поверхности всегда из объема 
наруж у. Вычислим поток вектора А через 
площ адку А В С й  (направление обхода 
согласовано с направлением нормали).
Т ак как поток равен скалярному произве­
дению А на вектор площ адки АВСО,  на- 
правленный в сторону отрицательных Рис 15 к  вычисле. 
значений х\  и равный -  то цолу- Ш1Ю дивергенции век-
ч и м ^ л я  бесконечно малой площ адки тора

А В С Б =  — А \  ( X l ) d X 2 d X 2 .

Д л я  площадки А 'В 'С 'О '  проекция =  d x 2dxз  и вектор А 
берегся .не в точ!ке Х\, а я-точке х\  +  йх\. Тогда

а /А -в с о '  =  (^1 +  dx\)dx2dxз.



Результирую щ ий баланс потоков через обе ллощ адаи, лер* 
‘пендикулярны е оси О хь равен

М а в с о  +  М а ’в т я  = [^ 1(^1 +  ¿*0 — М { х \) \й х 2йхг.

И спользуя то, что йх\ — величина бесконечно м алая, р аз­
ложим А \  в ряд:

АЛ
А 1 (х  1 +  йхх) =  А \  (х 1) Н—

Топда

а 1 А В С О  +  а 1 А ' В ' С О '  ВДИ 1 ( * 1  +  й Х х )  —  А х { х { ) ] й х 2 й х ъ  =

— - ^ - й х х й х ^ х г .

А налогично составляется баланс потоков 'чере^прани, п ер­
пендикулярны е осям Ох2 и О хз. Полный П'оочж через всю по­
верхность параллелепипеда равен

"  =  ( - ^  +  - э £  +  - & ) ^ * л '*  <100>

'Конечный замкнутый объем ¡можно раэбитц .на -малые п а­
раллелепипеды . Если (просуммировать все потоки, то потоки 
через см еж ны е прани компенсируются. Останется только по­
ток через внешнюю поверхность выбранного объема. М ежду 
тем правы е стороны (100) будут при этом просто суммиро­
ваться для  всех элементарных объемов йУ —4 х \dx2dxs, и 
получатся важ нейш ая ингепральная теорема

Она (называется теоремой Гаусса — Остр о градского.
В ы раж ение, стоящее в (101) под знаком объемного ■инте­

грала, мож но записать короче. Заметим, что это скалярное 
вы раж ение, т а к  как слева стоит скаляр  и йУ  — тоже скаляр. 
Это вы раж ение (называется дивергенцией вектора А:

< "*А — з г Г " * - &  +  -Э5Г- ( ‘02)

И спользуя (100), мож но определить дивергенцир незави­
симо от .какой-либо координатной системы. Действительно,

(Ну А = > П т  А . (ЮЗ)
У-.0 у

Д ивергенция вектора в данной точке равна пределу отноше­
ния потока вектора через поверхность, окружающую точку, 
к объем у, заключенному внутри поверхности, когда поверх- 
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ность стягивается в точку. Пусть А зад ае т  поле скоростей 
жидкости. Тогда из (103) видим, что дивергенция вектора А 
есть мера -плотности источников жидкости, или число источ­
ников, из которых вытекает единица маосы  жидкости в еди­
ницу времени, приходящ аяся на единицу объема.

*1
к

Лх,

Лх,
*

§ 24. Теорема Стокса. Ротор вектора

Рассмотрим векторный интепрал по зам кнутом у контуру:

С =  /  (А ■ (11) =  /  (А\с1х\ +  А^йх2 4- А$(1х$). (104)

Этот'однократны й интеграл .называется ц и р куляц и ей  вектора 
ло замкнутому контуру. Если, например, А — оила, действую­
щ ая на какую-нибудь частицу, то А • с!1 =  А • <Ц соэ а  — р а ­
бота силы на элементе контура, с!1 • С — полная работа при 
обходе контура. Д окаж ем  теперь, что цирку­
ляцию вектора А по контуру можно зам е ­
нить интегралом по поверхности, натянутой 
на этот контур. Рассмотрим проекцию 
бесконечно малого прямоугольного контура 
на плоскость х 2О хз. Пусть эта проекция 
тож е имеет вид прямоугольника, изобра- рис. 16. К вычис* 
женного на рис. 16. Вычислим циркуляцию  лению циркуляции 
А по этому прямоугольнику. Сторона А В  вектора
даст вклад А 2{хг)йх 2, а сторона С£> — 
вклад  [—А 2(хз +  ¿хз)йх2]. Здесь знак минус надо писать по­
тому, что направление вектора С Р  обратно направлению 
вектора АВ. В сумме по сторонам А В  и СО  получим

[— А 2{х з +  й хг) +  А 2{хг) ] й х 2 = -----й х 2йхг,

где проекция А 2(хз 4- с1хз) разлож ена в .ряд по йхг. Сумма 
по сторонам В С  и А й  дает

[Л3 (* 2  +  ¿х2) — Л3(х2) ] ^ 3 =  - ~ -  (1х2с1хЛ. 

Результирую щ ая величина циркуляции в плоскости х 2Охз

=  ( - ^ - - ^ з ) " '  =  В ^ ' -  <105

Обозначение В\ яюно из равенства.
Если контур произвольным образом ориентирован в ¡про­

странстве, все его бесконечно малы е отрезки надо со­
гласно (104) проецировать на координатные осн. Тогда весь 
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контур будет 'иметь проекции на т,ри координатные плос­
кости, и циркуляция 'разложится н а  сумму трех выражений 
вида (105). Ц иркуляция по выбранному -малому контуру 
равна

йС  =  $[<¿51 +  ВчйЭъ +  5 3̂ 5 3, (Ю6)

где Вх — сокращ енное обозначение для таких разностей част­
ных производных:

дАъ дАч

В 2 =  

S , -

Ох-, дх

дАг дА 3 
~дх1 дхГ
дА3 <М,

3 dx¡ д х п

(107)

По определению  (104) циркуляция С — скалярная величина. 
В (106) dS  — аксиальный вектор. Следовательно, В — тож е 
аксиальный вектор, составляю щ ие которого определяю тся 
из (107). Вектор В имеет специальное название: он назы ­
вается ротором вектора А и обозначается так: В =  ro t А. 
Величина ro t А разлагается по координатным осям с по­
мощью трех единичных ортов:

в  =  " а) ( т £  — 3& -) +  " ,21 ( - $ " -  т & )  +

+ ■ " ( - £ - & ) •  ( , 0 8 >

С равнивая (108) ic (106), видим, чгго в (106) ахюдит нор­
м альная к площ адке составляю щ ая rot А:

J А ■ di =  ro tnA ■ dS. (109)

Здесь индекс п  у  rot А показывает, что надо брать проекцию  
ro t А на н о р м ал ь  к  площ адке dS.

Ф ормула (109) позволяет определить rot А бескоординат- 
нььм способом: /

rot„A =  lim , (НО )

так  что н орм альная составляю щ ая ro t А к  любой площ адке 
в данной точке пространства есть предел отношения цирку­
ляции по контуру площ адки /к ее 'поверхности, когда контур- 
^стягивается в точку.

Б ели  циркуляция вычисляется по «онеч/ному контуру, то  
его можно разби ть  сеткой на бесконечно малые ячейки. 
Ц иркуляция (По сторонам смежных ячеек компенсируется,, 
так  к а к  к а ж д а я  'сторона проходится дваж ды  в противополож-
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нььх направлениях. О стается только циркуляция по сам ом у 
внешнему контуру. И«тег,рал от правой стороны равен­
ства (110) д ает  поток ротора А через поверхность, натяну­
тую на контур. П олучается интегральная теорема

/  А ■ dl =  /  rot А ■ dS,

назы ваемая теоре1Мой Стокса.

§ 25. Д ифференцирование по радиус-вектору. 
Оператор «набла»

Дивергенция и ротор вектора суть его производные по- 
векторному аргументу. Их можно свести к единой записи, 
если ввести символический вектор «набла» с  составляю щ ими

д д д 
dJJ- ’ V 2 - "ai7* V3 — “d i p

Тогда умножение слева н а наблу означает диф ф еренцирова­
ние по радиус-вектору. С калярное произведение вектора 
«набла» на А дает при этом  div А. Д ействительно,

d iv А =  (v ’ А) =  V H i  +  V 2A 2 +  У 3Л Э =

=  - ^ Г + ^ Г  +  - Й — d i v A - < " ' >

Используя индексы суммирования, можно зап и сать  (111) 
в виде

div А =  =1 дХ{

Вокггорное произведение V  на А дает rot А. Д ействительно,

rot А^ - lv  X А] =  п 1 (V 2/ I 3 — V 3./I2) +  n2 (V 3̂ i  — V i/is ) +

+  П3 ( У Л -  V 2A t).

Используя индексы суммирования и соверш енно антисим­
метричный тензор eiku операцию  ротора мож но записать 
в виде

rot; A = ( V X  A]t- =  eiki V  kA t =  eikt .

Всюду поставлен знак тож дества = ,  чтобы подчеркнуть, что 
ре;чь идегг о перемене обозначений. Эта система обозначений 
очень удобна в векторном анализе благодаря большой н а ­
глядности производимых операций ¡и сж атости  записи. Если 
пользоваться наблой, то при доказательстве лю бы х общих со­
отношений нет нужды прибегать к разлож ению  .векторов на 
составляющие. В алгебраических операциях V  #о всем по-

53



добна обыкновенному вектору. Умножением на наблу лазы* 
ваетгся ее применение к данном у выражению, есри оно диф ф е­
ренцируется. Если применить V  к скаляру <р, то получается 
вектор, назы ваемы й градиентом скаляра

V<p s = gradq , =  n ' . | i -  +  n 2-|S r  +  n = - |L .  (112)

П риведем  теперь правила дифференциальных операций 
с наблой. При этом следует помнить, что V  по отношению 
к дифф еренцированию  — зн ак  производной, а по отношению 
к правилам  преобразования координат — вектор. Рассмотрим 
диф ф еренцирование произведений. Градиент от произведения 
двух ск ал яр о в  вычисляется ка«  производная произведения

Уфф =  cpV\|) +  фУф.

Д ивергенция от произведения скаляра на вектор строится 
так:

div фА =  (V ? ■ (рА) +  (V A ■ фА) =

=  АУф +  ф (У А ) =  Л • g rad  ф +  ф • div А. (И З )

Здесь индексы ф и А при V  показываю т, на что действует V . 
А налогично найдем ротор от ф • А:

го1фА =  [V ^ X фА] +  [У А X tfA] =  [Уф X А] +  фго1 А.

Теперь применим V  к произведению двух векторов

div [А X В] =  (V  ■ [А X В]) =  (У д  [А X В]) +  (У в • [А X В]).

В обоих слагаем ы х произ-в-едем циклическую перестановку, 
поскольку с V  при умножении можно обращ аться как с  обыч­
ным вектором. Во втором слагаемом, кроме того, поставим В 
после У  в, причем зн ак  векторного произведения изменится ла  
обратный

div [А X В] =  (В ■ [V A X А]) — (А • [У в X В]) =

=  В ro t A — A rot В.

Н айдем  теперь ротор от векторного произведения. При 
этом надо пользоваться соотношением [А X [В X С]] =  
=  В(А • С) — С (А • В):

ro t [А X В] =  [У  Х [А  X В]] =

=  [У а X [А X В]] +  [У в X [А X В]] =

=, (У А ■ В ) А - (У а ■ А ) В +  (У в ■ В)А — (А ■ У в)В = ,

=  (В • V ) А — В div A -J- A div В — (А • У ) В.



Здесь новыми д ля  нас являю тся сим волы  (А • V ) и 
( В - У ) ,  применяемые к векторам А и В. Эти символы яв ­
ляются скалярам.и, по определению V  равны м и

(А • V ) — Л | V i -+■ A ¿ y  2 /Í3V 3 — 
д , . а , » д=  л , -

I = А ч ^ + А ч к + А > 1 к -  <114)
Тогда ( A - V )B  — ость вектор, который т о л ^ а е п с я  из век­
тора В путем применения ко всем его компонентам скаляр­
ной операции (А • V ) согласно (114). Т ак  ка«  операция 
(А • V ) скалярная, ее можно вносить люд зн ак  скалярного и 
векторного произведения векторов, помня при этом о ее диф ­
ференциальных авойстваос.

Нам остается еще вычислить из операций такого рода пра- 
диент от скалярного произведения

V (А  ■ В) =  У Л (А • В) -f V * (A  • В).

Применим то же преобразование, что и в предыдущ ем случае:

V (А  * В) — ( В • V a )A +, (В X [ V a  X А]) +

+  (А ■ V fl)B  +  [А X [ V B X В]] -

= | (В • V ) А +  [В X rot А] +  (А ■ V ) В +  [А X ro t В].

Рассмотрим теперь операции с повторным упогг.реблен.кем 
оператора V . Ротор от градиента некоторого скаляра ср ¡равен 
нулю:

rot g ra d  ф — (V X V(f] =  [V X V]<p =  О,

так  как векторное произведение любого вектора на самого 
себя д ает  жуль.

Дивергенция ротора тоже равна нулю:

div rot А =  (V  . [V X А]) =  (IV X V ] ■ А) =  0.

Запишем в составляющих дивергенцию градиента ср. По фор­
мулам ( 111) .и ( 1 1 2 ) имеем

div g r a d  ф =  ( V  • У ) ф  =  - g T  +  +  J g L  =  Д<р.

Здесь дельта Л — это оператор Лапласа,  или лапласиан:
д> да , дз

Т  й  V  2 г“  д х ,2 1 d x ¿  ' d x ¿  *

Н аконец, ротор ротора .раскрывается к а к  двойное .вектор­
н ое произведение:

rot rot А =

=  [V X [V  х  А]] =  V  (V  ■ А) — (V  • V ) А =  g ra d  div А — ДА.
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'Перечисленные векторные операции находят самое широ­
кое применение в физике твердого тела. Укажем некоторые 
сущ ественные для физики случаи применения V к  величинам, 
зависящ им от радиус-вектора точки.

Беря градиент 1/г3, мы  применили правило дифференци­
рования сложной функции: сперва дифференцировали 1 /г9 по 
г, а затем ¡взяли У г. Это делается следующим образом. Зная , 
что г =  У(Х12 +  х 22 +  х32), находим

Переходя от .компоненты по О х ! 1К векторной записи, получим

3. В озьмем теперь (А • У ) г. Компонента по 0 ^ 1  дает

или (А • У ) г  =  А.
4. П окаж ем , .как применять наблу к вектору, компоненты 

которого зав и ся т  только от абсолютной величины вектора 
| г | . К ак  и в случае скаляра, надо применять правило диф ф е­
ренцирования сложной функции, а д ля  У г брать (115), тогда

1. И з определения дивергенции (102) и ротора (107) сле­
дует

2. С огласно (113) имеем

V (*1Э +  х-? +  *39) г

(115)

Согласно (113) имеем
3_ _т_ 
г* г *

•водные от трех компонент вектора А по г.
5. А налогично рассуж дая, получим

¿А



ЗАДАЧИ

Используя индексы суммирования, записать div D и rot Н.
2 . П оказать, что rot Н является полярным вектором.
3. Показать, что ro t Е является аксиальным вектором.
4. Вычислить Д(1//'). *
5. Вычислить div (cp(r)r).
6 . Вычислить V (A r), где А =  const.
7. Вычислить V (A (r) г), где А — функция модуля г.
8 . Вычислить диполь-дипольное взаимодействие — — _̂_, где <р =s= _L-,

drtdrk г
9. Во внешнем электромагнитном поле^электрон характеризуется обоб-

а
щенным импульсом Р =  р +  — /1(х, О .гд е  р — кинематический кмпульс и

А — векторный потенциал электромагнитного поля.
Гамильтониан электрона во внешних лол ях  равен

( р - _ £ _ а ) 2

где

Е =  — _ L  Н =  rot А.
с at

Доказать, что действующая на электрон сила имеет вид

F  =  _ $ .  ^ е Е +  J -  [ V  X  Н ] ,
at с

где V  —  скорость электрона.
10. Записать уравнения Максвелла с использованием:
а) символа набла;
б) 'Индексов суммирования

rol Н — —  — ± - i .  div D =  0, 
с d t с

ro t Е 4- J -  =  0, div Н -  0. 
с dt

Г л а в а  VII. Т ЕО РИ Я  УПРУГОСТИ. Т Е Н З О Р  4-го РАНГА 

§ 26. Тензор деформации

Меха.ника твердых тел, рассм атриваем ы х как  сплошные 
сгреды, составляет содержание теории упругости. Под влия­
нием приложенных сил твердые тела в той или иной мере 
деформируются, т. ,е. меняют ^авою фирму и объем. Д ля  мате- 
(матического описания деформации тел а  .положение каждой 
точки тела характеризуется в [некоторой выбранной системе 
координат ее радиус-вектором г = ( х ь х2, *з). П-ри деф орми­
ровании все точки тела смещаются на векто-р и, равный 
щ  = х\ — Х{, лде Х{ — компонента радиус-векггора данной точ- 
ли до деформирования, а х / —-компонента радиус-вектора.



этой же точки после деформации. Координаты х /  смещенной 
точки являю тся функциями от координат той же точки до  
смещения. З ад ан и е  вектора смещения и как  функции Х\ .пол­
ностью определяет деформацию  тела.

При деф ормировании тела меняется расстояние между 
любыми двум я .бесконечно близкими точками. Если до деф ор­
мирования радиус--вектор между двумя точкам« равнялся 
йхи  то в деф ормированном  состоянии он равен йх\ =  
=  dxi +  йи^. Расстояние между этими точками до деформиро­
вания равно

й1 =  У7 1 х ^ Т 1 х ^ Т 1 х ^ )  =  у Ж ? ,

а после деф орм ирования

¿1' =  у '( " ^ /2Т ^ ^ 2_-М хз72) =  у!х7*  =  у Т Л Т Т Ш ^ :  (116)

П р и с т а в л я я  й щ  в виде dui = - ^ ~ й х к, получим из (116)

а г  =  а р  +  2 - Щ  с ,ы .Хк +  *4- аХк ( , ,  7)

Поскольку во втором слагаемом в (117) индексы I и £ яв­
ляются н-емымн, то можно н а т к а т ь

=  -¡г ( - &  +  ■ !* - )  . ( 118)

Практически во всех случаях деформации оказываю тся
малыми, т. е. изменение любого расстояния в тел£ оказы ва­
ется малым по сравнению с самим расстоянием. Вектор 
деформации м ож ет быть большим и при малых деформациях. 
Например, в длинном  тонком стержне концы сильно переме­
щаются .гари изгибе, но растяжения и сж ати я внутри стержня 
будут незначительными. Поэтоиу третий член в (117) можно 
отбросить. Тогда с учетом (118) можно переписать (117) 
-в виде

д " - * р  +  ( - й 7  +  - Я 7 ) л ‘'*с*-
Величину

<119>

называю т тензором деформации кристалла. Из (119) видно» 
что и,-/,— симметричный тензор 2-го ран га. Рассмотрим -свой­
ства тензора и<&. К ак и всянсий симметричный тензор, его 
можно привести к  главным осям, т. е. в  -каждой данной томке 
вы брать систему координат, в которой отличны от иуля 
только диагональны е компоненты и1, и2, и \  Надо помнить* 
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что если м,* приведен к главным осям в ¡некоторой точке 
тела, то он недиагонален во .всех других точках.

Если <в данной точке тензор и,\к приведен к главным осям , 
то для окружаю щ его ее элемента об ъем а .можно налисать

Ш'2 =  (6*а +  2 U ik)dxidxh =

=  (1 +  2и‘)</*,* -Ь (1 +  2и*)йх22 +  {1 + 12и3) ^ 32.

Выражение д ля  dl/2 распадается на три независимых члена, 
т. е. в .каждом элементе объем а деф орм ацию  можно р ассм ат­
ривать как  совокупность трех ¡независимых деформаций по 
прем взаимно перпендикулярным направлениям — главны м 
осям тензора деформации. К а ж д а я  из этих деформаций п р ед ­
ставляет собой простое растяж ение вдоль соответствующ его 
направления. Например, длина dXi вдоль /-й из главных осей 
превращ ается в

=  У(1 +  2и')4х{  «  (1 +  ui)dxi. (120)

Относительное удлинение

т. е. непосредственно главным значениям  тензора [и»л].
Рассм отрим  теперь малый элемент объема d V  и опреде­

лим епо величину ¿V '  после деф орм ирования. Выберем в к а ­
честве осей координат главные оси в данной точке. Т огда 
согласно ( 1 2 0 )

й У  =  d x 1'dx 2 /dx3, =  (1 +  и')  (1 +  и2) (1 +  u:i) d x ld x 2d x 3 =

= dV(  1 +  и1 +  и2 +  и3) .

Сумма главных значений тензора и** назы вается его следом . 
Она не зависит от выбора системы координат и является  
инвариантом [7], поэтому след тензора «,•* можно зап и сать  
в ваде

ии = ип + Ы22 +  и33 =  и 1 +  и2 +  и3. ( 1 2 1 )

Напомним, что слева в (121) по повторяю щ емуся значку идет 
суммирование. Тогда получим d V '  =  d V (  \ +  « ,,) или для о т­
носительного изменения объема

й У  — ЛУ =  и,,.(IV

Таким образом , сумма диагональны х компонент тензора 
деформации является относительным .изменением объема.

Д еф ормация тела сводится к чистому изменению объема 
при всестороннем сжатии, так  как  каж ды й элемент тела при



этом остается подобным самому себе. Тензор деформации для 
всестороннего сж атия гири этом равен

М ножитель 1/3 ¡возникает в (122) из-за того, что в диаго­
нальной составляю щ ей и<л величина 6п =  3. Если сумма д и а­
гональных элементов тензора м,-* равна нулю, то деформируе­
мый объем остается неизменным. Происходит только .измене­
ние формы тела. Д еф орм аци я, сопровождаю щ аяся 'измене­
нием формы тела без изменения его объема, 'называется 
сдвигом. Всякую деф орм ацию  можно представить в виде 
суммы деформаций чистого сдвига и всестороннего сж атия. 
Д л я  этого достаточно нависать тождество

Первый член (123) представляет собой чистый сдвиг, так  как  
оумма его диагональны х членов равна нулю.

В равновесии равнодействую щ ая всех оил, действующих 
на выделенный в тел е  объем, должна равняться нулю. При 
деформировании тело выводится ,из состояния равновесия и 
в нам. воашькают силы , стремящиеся вернуть его в состояние 
равновесия. Эти возникаю щ ие три деформировании внут­
ренние силы назы ваю т внутренними напряжениями.

Внутренние напряж ения обусловлены силами взаимодей­
ствия молекул тела друг с другом. Межмолеооулярные силы 
обладаю т малым радиусом действия, т. е. они являются 
короткодействующими силами, передающимися от каждой 
тоники только к ближ айш им с нею. Отсюда силы, действую­
щие на какую -нибудь часть тела со стороны омружающик-ее 
частей, действуют только непосредственно через поверхность 
эггой части. Выделим в теле объем V <и рассмотрим действую­
щую на него суммарную  силу. Если Р — сила, действующая 
н а единицу объема, то на элемент объема сIV действует сила 
¥йУ, а на все т е л о — /  Но согласно выш есказанному эта 
сила действует на рассматриваемы й объем только через его 
поверхность. П оэтому она может быть представлена в виде 
суммы сил, действую щ их на каждый элемент поверхности 
объема У, т. е. в виде некоторого интеграла по этой поверх­
ности.

К ак  известно из векторного анализа, интеграл от скаляра 
по произвольному объем у может быть преобразован в инте­
грал  по поверхности в том случае, если этот скаляр является

и,л =  уб»*««. ( 122)

§ 27. Тензор напряжений



дивергенцией некоторого вектора . Чтобы аналогичную  п р о ­
цедуру выполнить для 'интеграла .по объему от вектора Р, 
этот вектор должен быть дивергенцией .некоторого тен зора 
2-(ГО ранга, т. е.

F, = да и  
д х к

Тогда сила, действующая на некоторый объем, м ож ет быть- 
написана в виде имтепрала по замкнутой поверхности, о х в а­
тывающей этот объем:

\ Fi d V - \ ^ d V = ¡  <HkdSk. (124)

А .
L /v

7 1
( 1

б,.

Здесь d S h — (компонента вектора dS  элемента поверхности, 
направленного по внешней норм али к поверхности. Тензор 
Oía назы вается тензором напряж ений.
К ак видно из (124), величина OikdSk — 
это i -я компонента силы, действующей на 
элемент поверхности dS. Компонента aik 
есть i -я компонента силы, действую щ ая 
на единицу поверхности, перпендикуляр­
ной к оси Ох*. Н а рис. 17 п оказаны  ком­
поненты ам, взятые в плоскости х 20 х 3. Рис 17 к омпоненту 

Конкретный вид тензора напряж ений тензора напряжениП в 
C ía определяется видом внеш него воз- плоскости x2Ox¡¡ 
действия, оказываемого прц деф орм иро­
вании на тело. В теории упругости показано, что в отсутствие 
объемных моментов тензор напряж ений является симметрич­
ным [7], т. е.

я,

0{k — Ofct. (125)

Приведем следующие частные формы те-нзора напряж ений.
,1. Одноосное напряжение (стерж ень с подвешенным гру­

зом)'

[<Jik] ='

.2. Плошонаш'ряженное состояние (пластика, напруж енная 
силами)

ü\
О
О

О



[au,] —
— р  О О

О — р О
О 0 — р _

4. Н апряж ение чистого сдвига 
оаного  напряжения (126)

частный случаи лвух-

— о 0 0 ‘

[ о . л ] 0 —  (Т 0
0 0 0

Т ензор напряжений [а,ь] так  же, как и тензор деформаций 
отличается от других изучавшихся ipaiH.ee тензоров 2-го 

¡ранга. Тензоры и [ц*ь] имеют определенную ориентацию 
'В кри сталле .и долж ны  согласовываться ¡с симметрией кри ­
ст а л л а . Они назы ваю тся материальными тензорами. Тензор 
напряж ений (ст,-*] и тензскр деформаций [и<а] могут иметь 
лю бую  ориентацию в кристалле. Они имеются д аж е  у изо­
тропны х тел. Такие тензоры  называют полевыми тензорами.

§ 28. Закон  Гука. Коэффициенты упругой податливости
и жесткости

П о д  действием приложенных напряжений .меряется форма 
твердого тела. Если приложенное напряжение не слишком 
велико, то деф ормация является Ьбратюмой — при снятии на­
пряж ения тело принимает (первоначальную форму. П|р.и таких 
достаточно малых напряж ениях возникаю щ ая в твердом теле 
деф ормация пропорциональна величине приложенного на­
пряж ения, т. е. в общ ем случае -тензор деформации должен 
быть пропорционален .тензору напряжений:

Uih — SihlmGtm• (il2i)
Это и есть закон Гука.

И з соображении тензорной размеренности следует, что 
коэффициент пропорциональности между двумя тензорами 
2*го ipanra долж ен быть тензором 4-го ранга, т. е. величиной, 
преобразую щ ейся к а к  произведение четырех координат.

Величину [и**] из (127) называют тензором упругой по­
датливости кристалла. Соотношение (127) означает, что 
л ю бая компонента тензора деформации [щк] вы раж ается, 
вообщ е говоря, через все  компоненты тензора напряжений. 
Н апример,

Ы ц =  s  1 1 1 1 СГ| 1 +  S iU 2(T i2 +  s lH3<Tl3 +  $1121021 +  S 1122O22 +  5||2Э<Т2Э +<

+  S i i 3 i 0 3 |  +  5 ц з 2<Тз 2 +  S ll3 3 < * 3 3 -



Д л я  других восьми компонент тензора [и<ь] им еется восемь 
аналогичных соотношений, содерж ащ ихся в сокращ енлой  за* 
писи (127). Если приложена только одна компонента наиря- 
х<ен'ия, окажем ап , то из (127) следует, что отличными ог 
куля будут .все компоненты Uih, a ле только Ыц. О тсю да выте­
кает, что если прямоугольный стержень подвергнуть одно­
осному растяжению, параллельно четырем его реб рам , то 
стержень будет ле только удлиняться в направлении р астяж е­
ния, но .и претерпевать сдвиг. -При этом все углы  .между .реб­
рами становятся отличными от прямых углов. Если мы будем 
изгибать стержень, то стерж ень не только будет изгибаться, 
но и закручиваться и т. д.

М ожно записать соотношение, обратное (127),

a¡ft =  CiklmMlm- (128)

Величины Cíkim ¡называют константами упругой  жесткости 
кристалла. Величины Cihim т ак ж е  являю тся тензором 4-го 
раига. Полное число компонент тензора четвертого  .ранга 
равно 81.

Рассмотрим свойства тензора (s.w™]. Пусть к кристаллу 
приложено сдвиговое напряж ение a¡2. Из (125) следует, что

—  S i  1 1 2 0 1 2  +  S |  1 2 1 0 2 1  =  ( í l l l 2  +  5 м 2 | )  O i 2 .  ( 1 2 9 )

Коэффициенты Sni2 и Sn2i появляю тся всегда вместе, и не 
сущ ествует эксперимента, в котором их можно бы ло бы от­
делить друг от друга. Поэтому эти две компоненты считают 
равными: Sni2 =  Sii2i- Аналогичные соотношения м ож но полу­
чить для любой второй пары зламков, т. е. <

Siklm ~  Sikml‘ (130)

Говорят, что тензор Sihim симметричен по второй паре знач­
ков. Если приложить, одноосное [растягивающее лагоряжение 
параллельно оси Охэ, то компоненты тензора деф орм ации 
равны:

Щ\ —'$пзз0зз; u i2 =  S1233CT33; U21 — 5г1ззазз и т. д.

В § 26 этой главы мы видели, что тензор деф орм ации 
является по определению симметричным, т. е. « 12— М2ь 

С ледават^тьно, из (127) следует, что ^1233 =  ^2133- Поэтому 
тензор симметричен и по первой naipe значков:

$Шт =  Shi/m- (131)
Соотношения (131) и (130) уменьш аю т число независимы х 
компонент тензора s¿wm с 81 д о  36. Аналогичным свойством 
обладает  и матрица сш т■ Б л аго д ар я  оимметричлости s ^ m  по 
стервой :и второй паре индексов, можно объединить д в а  пер-



вых индекса в  один, пробегающий значения от 1 до 6. А на­
логично м ож но поступить со  второй .парой индексов. Тогда 
молено ввести вместо тензорных следующие (матричные обо­
зн ачения:

Т ензорны е обозначения 11 22 33 23,32 31,13 12,21 
М атричные обозначения 1 2 3 4 5 6

Д р и  этом  имею тся следую щ ие соотношения м еж ду компонен­
там и  тен зора 5шт  и элементам и м атрицы  5Р„  где р, ц —

1 . . .  6: 5 ш т  =  $РЯ> ©СЛИ р  ,И Ц ра&НЫ 1, 2, 3; 2Яш т в  5Р?, 
-если ли б о  р, либо щ равны 4, 5, 6; 45 ш т — ^  если и р, и ц 
(равны 4, 5, 6.

М атри ц а коэффициентов з рд имеет вид

( 5 р д )

5 ц ■512 513 $14 ^15 516

(*®21) 522 523 524 в25 526

( 5 з |) ( 5 з г ) 533 534 535 5зб

(^41) ( 5 42) (^4з) 5^4 545 546

(55[) (552 ) (553 ) ( 5 54) в55 556

_ (561) (5 бг) (5 бз) (^64) (5бб) 5  66

(132)

¡Величины Ярд несмотря на наличие двух индексов не яв­
ляю тся компонентами тен зора 2-го ранга и не преобразуются 
к а к  произведения двух координат. Д ля преобразования их 
/к другим  осям, в частности для применения операций сим ­
метрии, .всегда нужно возвращаться к тензорным ОбОЗНаче-
НИ Я М .

Е щ е одно общее свойство тензора (5г/1̂ т] мож но получить, 
(рассматривая энергию деформированного тела. Рассмотрим 
сн ач ал а  работу, соверш енную  -тори деформировании тела. А на­
логично уравнениям д л я  работы намагничивания (с1Ч7 =  
= ( Н • дВ )У ) или работы поляризации {(1\Р =  (Е  • ¿ 0 )У )  
р аб о та  при деформировании записывается в виде йЧР *= 
=  Выразим а<л через и<д по (128), тогда

— С{к1т̂ 1т4и1к-

Р а б о т а  по деформированию  тела 1равна изменению свободной 
энергии  тел а  ^

(1Р —

отсю да

ИЛИ

дР

д д

— СШтИЬп,

\



С вободная анергия тела Т7 есть функция только  состояния 
тела, определяемого ‘компонентами тензора деф ормации. По­
рядок дифференцирования в (133) не играет роли, и правая 
сторона этого равенства симметрична при /перестановке пар 
значков I, к  и I, т. Таким образом , константы  [упругой ж ест­
кости сш т, а .следовательно, и константы упругой податли­
вости симметричны при перестановке первой и второй 
пары значков. В матричных обозначениях это д а е т  в РЧ — 5,7Р. 
О тсю да следует, что (1 3 2 )— симметричная 
матрица, в которой из 36 элементов только 
21 независимый. Зависимые компоненты 
■стоят в (132) в скобках.

§ 29. Влияние симметрии кристалла

Дальнейш ее уменьшение числа н езави ­
симых компонент тензора [¿ш т] получается 
при учете симметрии кристалла. С по­
мощью метода прямой проверки, суть кото­
рого излагалась в главе V, найдем н еза ­
висимые компоненты тензора [яш т] для  
кристалла кубической симметрии.

'Рассмотрим сначала тетрагональную  симметрию, элементы 
¡которой совпадаю т с элементами симметрии -прямой квадрат­
ной призмы (рис. 18). Вочпервых, имею тся три плоскости 
симметрии, отраж ение в .которых преобразует систему коор­
динат так:

ПЛОСКОСТЬ Х { 0 Х 2 ПЛОСКОСТЬ Х 2О Х з 'ПЛОСКОСТЬ Л Г |О х3

*1 Х\ Хх-* — Х\ Х1-* XI
> Х2 Х2 х2-»- Х2 х2~* — х 2

Х$ х$ Хъ-+ х 3 \ Хз->~ Хз

Из (134) водно, что все .компоненты тен зора  с нечетным 
числом значков 1, 2, 3 обращ аю тся в нуль. Н апример,

S<6 =  $2312 —-52312.

$34 S  S3323- ►—S3323.

Эти компоненты меняют зн ак  иД следовательн о , S2312 =  0 и 
¿3323 =  0. П еребирая (все/компоненты матрицы  (132), видим, 
что

s 14 =  S15 =  S16 — $24 ~  $25 =  $26 =

Рис. 18. Сим­
метрия тетра­
гональной си­

стемы

=  $ 3 4  —  $ 3 5  =  $ 3 6  —  $ 4 5  —  $ 4 6  —  $ 5 6  —  0 .

5 65



5 1 г S 12 5)3 0 0 0 "

522 523 0 0 0

S 33 0 0 0
( 5 Р Ч ) —

544 0 0

$55 0

5бб_

Мы не вы писали элементы ниже диагонали, так  как s pq — 
симметричная матрица. И так, у  «ас осталось всего девять (не­
зависимы, х компонент.

В тетрагональной системе имеется еще ось ■четвертого по- 
.рядка О хз, вращ ение -вокруг нюторой ^преобразует координаты  
на рис. 18 следую щ им образом:

Xi-*-x2;
*i;

X î-^Х з .

Это преобразование устанавливает три соотношения между 
компонентами:

Su == Sun =  52222 — 522. У 

5 |3 =  S1133 =■• S2233 =  5 23,

544 =  52323 =  5 (3(3 =  S 55.

Итак, для кристаллов тетрагональной сингонии в матрице s p,t 
остается ш есть независимых компонент:

/
5 ц  S 12  5 j 3 0 0 0  "

5 ц  5 13 0 0 0

533 0 0 0
1 > 5 44 0 0

¿4 4 0

5 б 6 _

В кубической симметрии к указанным элементам сим ­
метрии добавляю тся  еще две взаимно перпендикулярные оси 
четвертого порядка. Имеется ось О хь вращение доцруг кого- 
|рой д ает



Т акж е есть ось 0 х 2, (Вращение вокруг которой преобразует 
координаты T3iK:

Xi-*-x3; х 2- + х 2] x 3-f-----Х\. (136)

И з (135) и (136) следуют аналогично (Пр^адыдущаму еще тр*и 
соотношения

S12 — S1122 =  Si 133 S  5 j3,

S11 S  S1111 =  53333 == -?33,

S 4 4  =  52323 =  S 2 1 2 I S  5 e 6 -

Таким образом, д ля  кристаллов ¡кубической сннгонии матрица 
s pq имеет всего три независимых компоненты  Sim , S1212, «S1122» 
через которые она записывается в виде

• S ll 5 i 2 S 1 2 0 0 0  -

S ] 2 5 ц 5 j 2 0 0 0
5 | 2 $12 S | 1 0 0 0

0 0 0 S 4 4 0 0
0 0 0 0 S 4 4 0
0 0 0 0 0 •S44

ЗАДАЧИ

1. Доказать, что тензор деформации и ¡к — тензор 2-го ранга.
2. Доказать, что тензор жесткости ¿ ш т — тензор 4-го ранга.
3. Доказать, что единичный тензор Ь1к не изменяется при ортогональ­

ных преобразованиях координат.
4. Доказать, что след тензора ы,-* образует скаляр.
5. Найти след тензора и/* —

6 . Свободная энергия Р упруго деформированного тела является 
функцией тензора деформации ы/*. Написать выраж ение для Р в виде ряда 
по степеням и1к с точностью до членов 2 -го порядка: а) в случае кри­
сталла; б) в случае изотропного тела.

7. Пьезоэлектрическим и пьезомагнитиым эффектами называют воз­
никновение электрического и магнитного М моментов Под действием меха­
нического напряжения 9(к. Написать феноменологическое выражение для  
этих моментов с точностью до членов 1-го порядка по 5/*. Выяснить, 
какие ограничения на коэффициенты разлож ения накладывают: а) наличие 
центра инверсии у кристалла; б) кубическая симметрия. Указать принци­
пиальную разницу между этими эффектами.

8 . Написать феноменологическое выражение для тензора деформаций 
¡¿¡ь в присутствии градиента температуры У Г  с точностью до членов 1 -го 
порядка по У 7\ Найти вид ы/* в случае, когда У Г  направлен по оси 
4-го порядка.

9. Эффективная масса электрона в полупроводнике, вообще говоря, 
зависит от внешнего напряжения о/*. Найти тензор обратной эффективной 
массы электрона для тетрагонального кристалла в случае, когда к нему 
приложено напряжение, перпендикулярное оси 4-го порядка.



10. Найти деформацию и которая спонтанно возникает в ферро­
магнетике при переходе в ферромагнитное состояние с магнитным момен­
том М. Рассмотреть влияние кубической симметрии на коэффициент раз­
ложения.

Г л а в а  V III. Ф Е Н О М Е Н О Л О Г И Ч Е С К А Я  Т Е О Р И Я  
М А Г Н И Т О О П Т И Ч Е С К И Х  Я В Л Е Н И И

§ 30. Эффект Ф арадея

М агнитооптические эффекты заклю чаю тся во влиянии 
поля Н н а х ар ак тер  распространения -света <в среде. В част­
ности, эффект Ф ар ад ея  — это вращ ение плоскости поляри­
зации под действием  магнитного поля, а эффект Коттона — 
М утона •—изм енение /поляризации с  линейной на эллиптиче­
скую. Проведем сн ач ал а  общее рассмотрение характера рас­
пространения света  в произвольной анизотропной ореде при 
наличии .постоянного (поля Н.

В магнитном поле тензор Je«] та«  же, как и [а«], пере­
стает быть симметричным. Чтобы сохранить равенство ком­
понент с переставленны ми значками, надо изменить н ап рав­
ление Н на противоположное. Подобно (73) для а<*, д л я  
е<*(Н) имеем

e i f c ( H )  - в м ( - Н ) .  ( 137)

Если поглощ ение в  среде отсутствует, то, как  показано в (2], 
диэлектрическая проницаемость .не обязательно вещественна», 
достаточно, чтобы

e¡* =  *w* (138)

где значком * помечена комплексно-сопряженная величина. 
Отметим, что тензор, обладающий свойством (138), назы ­
вается эрмитовым. Р азделив eik ла вещественную и мнимую 
части

= « ;» +  «;*.

можно, используя (138), показать, что это разделение соот­
ветствует разделению  на симметричную и антисимметрич- 
н)иЬ части, т. е.

г1к ~  8« =  — ®«*

Тогда, учиты вая (139), лол,учим для такие же соотношения 
симметрии, к а к  д л я  а** (см. § 16 главы II I ) :

^ ( H )  =  ^ ( - H )  =  srt( - H ) ;  

£/а(Н ) — ( ~ Н )  = — eíft(— Н).



Антисимметричный тензор 2-го р ан га  е.’1к эквивалентен иеко-
° %

торому аксиальному вектору £, причем  их .компоненты -свя­
заны посредством (696):

°
= ешв1-

Теперь связь  ¡между О и Е м ож но представить в виде
О

D i =  ц кЕ к =  (е^ Ь п \ к) Ек — (е)А +  ф ) Е к,
или

0< =  ец£ц +  ( [ Е Х г ] < .  ■ (НО)

Среду с такой формой зависимости Э ( Е )  назы ваю т гиротроп-О
ной, а вектор % — вектором гирации.

В дальнейш ем удобнее р ассм атривать  зависимость, о б р ат­
ную (140), т. е. Е ( Ь ) :

е, =  , - ю к.
Обозначим

Тензор г\щ =  гцк -\- ¿гЦк, обратный по отношению к  е«л, о б л а­
дает такими ж е свойствами симметрии (139), что и е**, так  
что вместо (140) получим

£1  =  +  I [Э X С],.
о

Здесь О — аксиальный вектор, эквивалентный мнимой 
части т| ,й:

\ ч =  е ш Ь г (1 4 1) _
О

и связанный с векторам g соотношением

(142)
Н аправим волновой вектор п по оси О хз. Тогда для описа­
ния распространения овета в кри сталле можно воспользо­
ваться уравнениями (60):

в,-ь —  Т | « )  =  0 ( / ,  Л  =  1, 2 ) 

идти с учетом (141)



К ак показано в гл аве  II, уравнение (143) описывает распро­
страняю щ иеся в направлении  Охз две волны, векторы и Эг 
которых (колеблются >в плоскостях лз, п\ и п$, п2, где п\ и пг — 
оси эллиптического сечения оптичеокой индикатрисы (см. 
рис. 6). Совместим оси 0x1 и  Ох2 с П\ и п2 соответственно. 
Тогда (143) примет вид

( - й г - * г К + “г'в* -  О'

i o - ° * + ( - s r — йг) ° л - ° -

(144)

П риравнивая нулю  определитель линейной системы уравне­
ний (144),  ¡получим

Ыг -  т£г) (тг-- - ¿ г )  = о.*. ( 1 « )

К вадратное уравнение (145) дает два значения п д ля  зад ан ­
ного направления п:

ж ь - и а - * )  * т < * - т м ' + м - <w’
П одставляя (146) в (144), получим д ва  значения для отно­
шения

^ = Ю А ±  ЬЬ -  - Ь )  ± / [ т ( ^ - ^ ) г+°»гТ}-(|47)
К ак легко видеть мз (147), произведение этих  двух значений 
равно единице. п о это м у  вместо (147) м ож но записать для 
одной волны

0 'х, =  ‘?0'л,
и для  другой

D 2 ± -----— D 2 .Xf р  JC.

Чисто мнимое отношение компонент вектора D в обеих вол­
н ах  означает, что эти компоненты отличаю тся множителем 
ехр (¿л/2), т. е. сдаи яуты  по фазе н а д/2.

Таким образом , концы векторов Di и  D2 описывают 
эллипсы с одинаковы м  отношением осей, равны м р, но вытя­
нутые в двух взаимно перпендикулярных направлениях 
(вдоль п\ и  л2);  направление вращения Di и D2 противо­
положно. И так, вклю чение Н приводит ,к тому, что вместо 
двух линейно поляризованных волн в кристалле распростра­
няются две эллиптически поляризованные волны. ч 

Величина этого эф ф екта (отношение осей р) определяется
о  о

вектором гирации g  (или вектором G ), зависящ им от Н. 
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Опыт показы вает, что при произвольном направлении п 
эффект м ал  (эллипсы сильно вы тянуты), тем более, что 
обычно магнитные -поля сравнительно слабы е. В  -силу малости

О

Н величины т>(Н), лЧН) ,  g ( H )  и т. и . можно разлож и ть  
в ряд по степеням Н. (При этом  в  соответствии со (139) ti' ( H )

О

содерж ит только четные степени И, а т |" (Н ), g ( H ) — только 
нечетные:

^ * (н ) =

\ к ( Н) =  Р<Ь™Нт +  .. - ; 

йГс(Н) = f ihH h +  . . .

(148)

Х арактер магнитооптического эф ф екта меняется, если  п сов­
п адает  с направлен и е>м оптической оси*. Этот случай ан ал о ­
гичен случаю  изотропной среды , для которой соотнош ения 
(142) и (148) упрощаются:

о  =  - 4 г е ;  <149)

п ' ( Н)  =11° + ЛЯ2; 8  =  1Н; Ц" ( Н ) = р Н .  (150) 

В уравнении (146) коэффициенты преломления а  отсутствие 
поля П\ =  пг =  «о — Уе- Отсю да п±2 = по2 ±  Ло*Сз, или с уче­
там (149) \

n2± = n 02 - g 3. ' (151)

Так к а к  ось Ох3 -направлена вдоль п, то с точностью д о  ч л е­
нов 0 ( Н 2) мож но перописать (151) в векторном виде

( " -  ¿ г ) г =  л .г . '■ (152)

Отсюда видно, что поверхность волновых векторов (оптиче­
ская индикатриса) тетерь представляет собой совокупность 
двух сфер, центры которых смещ ены от н ачала координат н а
расстояния ±  а радиус каж д о й  — по-прежнему гц. К а ж ­
дому значению п в (152) соответствует своя поляризация:

Равенство абсолютных значений / ) Г1 и Ох  ̂ при сдвиге ф аз 
между ними на я /2  означает круговую  -поляризацию двух 
волн с  противоположными направлениями вращ ения вектора

• Напомним, что оптической осью называется такое направление, ар« 
распространении света вдоль которого значения П[ и п2 совладаю т (сече- 
кие эллипсоида у л  плоскостью волнового фронта является круговым).



О ((право- и левополяризованны е волны), как показано .на 
гр«с. 19, а.

П усть линейно поляризованная волна падает нормально 
в  направлении Ох3 на ллооколараллельный слой »вещества 
толщ иной I. Линейное колебание можно /представить в ¡виде 
с;уммы двух круговы х колебаний с противоположными н а­
правлениям и вращ ения. Эти колебания в вакууме равдросттра- 
« яю тся  с  одной «  той ж е скоростью, а в -среде — с разными,
соответствующ ими волновы м ©акторам 6 ± =  - 7 - п , .  В набрав-

С  ^

лании распространения волна £ 2  отстает от в-олны £>| (см. 
рис. 19, а) «а величину

Ап =>п+ —  п ^ =  ^  —— соэд
+ По По По *

к
где #  — -угол /между векторами Н и п. Разность фаз после 
прохож дения слоя I

а к и а * ы / гсозй ш ,Дф =  Дй • Д*з =  Дп —  I =  ------ — /.

Н а  выходе из слоя волна, естественно, становится »вновь ли­
нейно (поляризованной, .но с  повернутым относительно перво­
н ачального  направлением  (плоскостью) поляризации. Этот 
аф ф ект назы вается эффектом Фарадея.
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Угол поворота плоскости поляризации (к ак  это  видяо из 
рис. <19, б)

ср =  4 -  Дер =  /  COS &, 

или с учетом (150)

? = ^ Я с о 5 »- <153>

§ 31. Эффект Коттона—Мутона

Д ри ^  =  у ( Н 1 п )  и з  (153) видно, что линейный ло
полю эффект исчезает и нуж но учитывать квадратичны й  /член 
е  разложении (150), т. е. в  этом .случае эф ф ект связан  с  з а ­
висимостью вещественной части  от Н.

П усть на лл астиниу п ад ает  линейно ¡поляризованный свет, 
причем п || Охз, ось Ох\ -совмещена с Н. В (силу аксиальной 
симметрии вокруг направления ноля .в тензоре (т)<л] изме­
нится только одно главное значение т)п  =  . Компоненты 
т]22 =  у\33 =  •») j остан;утся без изменений. Р азн ость  т̂ 'п — =  
=  ЛЯ2, как это следует из (150). При этом в уравнениях (144) 
и (145) Сз =  0; я р 2 =  т), ; л 2-2 =  l'j’, . Таким об р азо м , в одаой 
из волн г)Г2 =  т]( и D \ =  0, в  другой — п2~2 =  г\ , и D 2X — 0. 
Это две линейно поляризованные волны, .распространяю ­
щиеся ic разными скоростями. После выхода из пластинки 
они создадут эллиптически поляризованную  волну. Этот 
эф ф ект называется эффектом Коттона — Мутона.

ЗАДАЧИ

1. Тензор электропроводности в магнитном поле можно разделять на ' 
симметричную и ангнеиммеггричную части

=  sik +
выразить компоненты тензора удельного сопротивления через и в»*.

О О

2. Вектор гнрации g и вектор G определены следующим образом:

4 k  =  e ik iS b  G i =  e ik ir 'k i>

H H
где *ik и "Л/* — антисимметричные части тензора диэлектрической пронтг- 
цаемости и обратного ему тензора.

О  О

Доказать, что векторы g и G связаны друг с другом посредством со­
отношения



Заклю чение

'.Итак, методы векторного и тензорного анализа нами были 
использованы  для построения феноменологической теории 
¡некоторых явлений в твердом теле. Физические свойства твер­
д о го  т ел а  описывались заданны м и материальными тензорами, 
талшми, ,ка/к оы, е<&; в>нешние воздействия— полевыми тензо* 
¡рами (например и&) «ли  векторами (Е, Н). Мы пользова­
лись только  самььми общими свойствами тензоров, следую ­
щими из соображений симметрии. Эти соображения позво­
л я ю т  ¡установить ери  известной симметрии кристалла струк­
туру тен зо р а , т. е. число его независимых (компонент. С ами же 
тгензоры введены  ¡нами к а к  (коэффициенты в  формулах, с в я ­
зы ваю щ и х  «реакцию » кри сталла  Р) .на внешние воздей­
ствия (Е ) с  величиной этих воздействий.

Т аким  образом, феноменологическая теория является 
мощ ны м  оружием физики твердого тела. О на позволяет .пред­
с к а з а т ь  «наблюдаемые на опы те эффекты. Кроме того благо­
д ар я  этой  теории мы^можем судить о характере зависимостей 
реакции  кристалла от внешнего воздействия. Например, мы 
видели, что эффект Ф арадея линеен по И  и исчезает при 
Н Х п , «одна максимальным становится квадратичны й по Н 
эф ф ект Коттона — Мутона.

О дн ако  феноменологическая теория не в состоянии вычис­
лить  злачен ия тензорных величин. Они зависят от (микроско­
пической природы тензоров, т. е. определяются элем ентар­
ными (процессами в  кристалле. П оэтому такое вычисление — 
з а д а ч а  микроскопического рассмотрения, к а к  правило, кван- 
товомеланического. Тем не менее тензоры о**, е<л и т. д ., р а с ­
считанны е по законам квантовой механики, все равно долж ны 
удовлетворять тем требованиям  симметрии, которые ¡наклады­
в ает  н а  них феноменологическая теория. Поэтому значение 
феноменологического рассмотрения состоит еще и в том, что 
сопоставление с  ним является хорошим критерием правиль­
ности слож ны х квантовомехэтических расчетов.
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